
В 17.2 
I» «2
УДК 517.944

Системы квазилинейных уравнений и их приложения к газовой 
динамике. Б. Л . Р о ж д е с т в е н с к и й ,  Н. Н. Я н е н к о .  Изд. 2-е, 
перераб. и доп. Главная редакция физико-математической литера
туры издательства «Наука», М., 1978, 688 стр.

Книга является существенно переработанным и дополненным 
результатами последнего десятилетия новым изданием работы того 
же названия, выпущенной в 1968 г. издательством «Наука».

Она посвящена математическим вопросам газовой динамики. 
В главе 1 излагается теория систем квазилинейных уравнений — 
основного математического аппарата газовой динамики. Глава 2 
содержит рассмотрение основных задач одномерной газовой дина
мики, а глава 3 — изложение разностных методов газовой дина
мики. Последняя, четвертая глава посвящена теории разрывных 
решений систем квазилинейных уравнений.

Илл, 196, библ. 325 назв.

ё)  Главн ая редакция
физико-математической литературы 
и здательства «Н ау ка» , 1978, 

с изменениями.



Оглавление

f/pMffft/ronrre ко второму и з д а н и ю ............................ .... ........................... ...  7
Us предисловия к первому изданию . ................................ .................................... . . 8

Н в е д в н и е ....................................................... .... ...................... .... .................................................. 9

Г л п н я  1. Основы теории систем квазилинейных уравнений гипербо
лического типа с двумя независимыми переменными . . .  16

§ I, Огнопныс о п р е д е л е н и я .................................................. ............................................. 16
§ 2, Хпрпктеристические направления системы квазилинейных уравнений 20 

I. Цршпподшш по направлению (20). 2. Гиперболические системы квазилинейных 
уршикчшЛ (22). 3. Гиперболическая, система нелинейных уравнений (25).

§ 'Л. Инварианты Р им ана.........................................................................................................27
I, Ииилрианты полулииейг-гой системы уравнений (27). 2. Системы двух и трех 
кшшшшисйпых уравнений (30).

§ '1. Преобразования систем квазилинейных уравнений ..................................... 31
I. Преобразование систем по решению (3J). 2. П реобр азован и е годогр аф а  (33).
II. П родолженная система (34).

§ 5. Консервативные системы квазилинейных у р а вн ен и й ................................ 37
1. Определения (37). 2. Законы сохранения газовой динамики (38). 3. Потенциал 
решения консервативной системы квазилинейных уравнений (41).

§ G. Постановка задачи Коши для системы квазилинейных уравнений
гиперболического типа ................................................................................................43
1. П остановка задачи (43). 2. Разреш имость задачи Коши. Характеристики (44).
3. О бласть зависимости и область определенности. Понятие о корректности задачи 
Коши (47). 4. Метод характеристик и обзор результатов (50). 5. Д ве леммы (53).

§ 7. Задача Коши для линейной и полулинейной с и с т е м ................................ 55
1. Сущ ествование и единственность решения задачи Коши в широком см ы сле (55).
2. Сущ ествование классического решения задачи Кощи для линейной си
стемы (59). 3. Н екоторые свойства решений линейной и полулинейной систем (60).

§ 8. Задача Коши для системы квазилинейных уравнений................................ 62
1 . 'Оценка роста решения и его производных. М ажорантная система (62). 2, Т е о 
ремы единственности и сущ ествования решения (65). 3. Н екоторые сво1*ства 
решений задачи Коши д л я систем квазилинейных уравнений (70).

§ 9. Задача Коши для одного уравнения . ................................................................72
1. Одно квазилинейное уравнение (72). 2. Одно нелинейное уравнение (78).
3. Гиперболическая система нелинейных уравнений (80).

§ 10. Поведение производных решения системы квазилинейных уравнений 81
1. Слабы й разры в. Транспортное уравнение (81). 2. Неограниченность произ
водны х. Градиентная катастрофа (84). 3. Сильно- и слабо-нелинейные системы 

квазилинейных уравнений (87).

§11.  Замечания по поводу смешанной зад ачи ...........................................................  94
I. П остановка смешанной задачи дл я  линейной системы (94). 2. Корректность 
краевы х условий для системы квазилинейных уравнений (98).

♦



4 ОГЛАВЛЕНИЕ

§ 12. Аналитические методы выделения решений систем дифференциаль
ных уравнений с двумя независимыми переменными................................102
I. И сследование совместности переопределенных систем уравнений (102). 2. Р е
шения, характеризуемые дифференциальными связями (109), 3. Решения систем 
квазилинейных уравнений с вырожденным годографом (114).

§13.  Групповые свойства дифференциальных уравнений.................................... 119
1. Однопараметрическая группа Ли (120). 2. Инварианты группы (121). 3. Продол
женная группа (124). 4. Группы преобразований, допускаем ы х системой диффе
ренциальных уравнений (125). 5* Частично инвариантные и инвариантные реш е
ния (131).

Г л а в а  2. К лассические и обобщенные решения одномерной газовой
д и н а м и к и ..............................................................................................................133

§ 1. Общие замечания о математическом описании движения сжимаемых
г а з о в ......................................................................................................................................... 133
1. Г аз как  сплош ная среда (133). 2. Н еравновесны е состояния и процессы в га
за х  (137). Ъ. Различны е способы описания течения. Эйлеровы и лагран ж евы  пере
менные (140). 4. Уравнения состояния газов. Совершенный газ. Г  аз Ван -дер -Ваальса. 
Нормальный газ (142).

§ 2. Интегральные законы сохранения. Уравнения гидродинамики одно
мерных течений.................................................................................................................. 149
1. Общие предположения о течении сж имаемы х газов (149). 2. Законы сохранения 
м ассы , импульса и энергии в  трехмерном пространстве (159). 3. Интегральные 
.законы сохранения дл я  одномерных течений в эйлеровы х координатах (154).
4. И нтегральные законы  сохранения в лагран ж евы х координатах (157). 5. Диф
ференциальные уравнения для одномерных течений (160). 6. Изучение уравнений 
в эйлеровы х координатах. Характеристическая форма. Характеристики (163).
7. И зоэнтропическое и изотермическое течения. Инварианты Римана (166). 8. У рав
нения в лагран ж евы х координатах. Случай переменной энтропии (169). 9. У рав
нения в инвариантах для политропного и изотермического газов (172).

§ 3. Изучение простейших плоских одномерных т е ч е н и й ................................ 175
1. Общие свойства. Интегрирование в случае у = 3  (175). 2 . Бегущ ие волны (волны 
Римана). Волны сж атия и разрежения (184). 3. Профили в волне Римана. Гради 
ентная катастроф а (189). 4. Задача о поршне. Истечение га за  в  вакуум  (193).
5. Задача с  двумя поршнями. Отражение и преломление бегущ ей волны на кон
тактной границе (198). 6. Замечания по поводу краевы х условий для уравнений 
газовой  динамики и иллюстрация их разрешимости на примере задачи
о поршне (203).

§  4. Разрывы в одномерном течении сжимаемых газов. Ударные волны 204
1. У словия Гюгонио (204). 2. Разли чн ы е виды разры вов: ударные волны , контакт
ные разры вы . Различны е формы условий Гюгонио. Адиабата Гюгонио (206).
3. Адиабата Гюгонио дл я  нормального газа  (209). 4. Устойчивые и неустойчивые 
разры вы . У словия устойчивости и теорема Ц емплена (214). 5. У словия Гюгонио 
д л я политропного газа  (218). 6. У словия Гюгонио д л я  изотермического газа  (221).
7. Сильные и слабы е ударные волны . Сравнение ударной волны и волны сжатия 
Римана (225). 8. Ударный переход для сред с аномальными термодинамическими 
свойствами (227). 9. Примеры (228).

§ 5. Изучение ударного перехода. Ширина ударной в о л н ы ............................230
1. П остановка вопроса для нормального газа  (230). 2. С войства кривых с/*£а=о,
#  =  0 дл я  нормального газа  (235). 3. Качественное исследование интегральных 
кривых ударного перехода (237). 4. П редельны е случаи. Изотермический ска-, 
чок (239). 5. Ударный переход д л я сл уч ая идеального г а за  (исследование Б ек
кера) (242). 6. Стационарные решения уравнений газодинамики с вязкостью  
Неймана — Рихтмайера (246). 7. Ударный переход в  среде с  аномальными термо
динамическими свойствами (247).

§ 6. Задача о распаде произвольного разрыва ....................................................... 255
1. Общие свойства решения задачи о распаде разры ва (255). 2. Конфигурация 
А  (257). 3. Конфигурация Б  (262). 4. Конфигурация В (264). 5. Обзор конфигура
ций. Г азы  с равным давлением (267). 6. Задача о распаде разры ва дл я изотерми
ческого идеального газа  (268). 7. Задача о распаде разры ва для нормальных 
газов  (269). 8. Решение задачи о распаде разры ва и плоскости переменных р, и 
(р , «ди агр ам м а) (273). 9. Задача о распаде разры ва в средах с аномальными 
термодинамическими свойствами (276). 10. Линеаризованные формулы распада 
разры ва в случае политропного газа  (284). И. Распад разры ва в канале перемен
ного сечения (285).



ОГЛАВЛЕНИЕ 5

I  % Нкшмодействие сильных разр ы вов......................................................................... 290
I I l.ifH'1'шпю ударной волны на границу дву х  сред (290). 2. Встреча дву х  удар- 
иыч иилн (293). 3. Соединение ударных волн, идущих в одном направлении (295).
4 Н шимодсйстиие сильных разры вов в изотермическом газе (298).

f  Й, II шпмодействие ударных волн с бегущими в о л н а м и ................................ 300
I. Ншшмодействие ударной волны с бегущ ей волной в изотермическом г а зе  (301).
", Асимптотика взаимодействия ударной волны и центрированной волны раз* 
jH W nnu (303). 3. Взаимодействие ударных волн о бегущими в баротроггггых поли- 
ф ш пн.и газах  (307).

j  U. Аналитические решения одномерной газовой д и н ам и ки ............................308
I, Общий интеграл изоэнтропического одномерного плоского течения (308). 
'J., .Чмдмчи о взаимодействии элементарных решений (313). 3. П лоские одномерные 
течении с переменной энтропией. М етод Мартина (317). 4. Уравнение гидродина
мической поверхности (321). 5. Решения уравнений газовой  динамики, характери
зуем ы е дифференциальными связями (323). 6. Реш ение одномерных уравнений 
riiMoiiod динамики с константным произволом (326). 7. Автомодельные решения 
н лагранж евы х координатах (336). 8. Течения с линейным профилем скорости (366).

Г л а в а  3. Разностные методы решения уравнений газовой динамики 338

| I Задача Коши в банаховом пространстве для систем линейных диф
ференциальных уравнений............................................................................................338
\ Линейные операторы в нормированных пространствах (338). 2. Корректность 
цлдлчи Коши в банаховом  пространстве д л я  систем линейных дифференциальных 
уравнений (344). 3. М етод Фурье (348).

I  2, Основные понятия теории разностных с х е м ...................................................357
1. Разностная задача Коши (357). 2. Дисперсионный анализ разностной схемы (368).
3. Аппроксимационная вязко сть и первое дифференциальное приближение разно
стной схемы (381).

§ Исследование устойчивости разностных с х е м ...................................................396
1. Спектральный метод исследования (396). 2. Принцип замороженных коэффи
циентов и локальны й алгебраический метод (399). 3. М етод маж орантны х или 
априорных оценок (405). 4, Практический подход к проблеме устойчивости вычис
лений. Применение метода Пикара дл я  подавления неустойчивости (410).

§ 4. Анализ простейших разностных с х е м ................................ .... ........................... 416
1. Схемы для одного уравнения —  0 (417). 2. Схемы «бегущ его» счета для
уравнений акустики (423). 3. Схема «крест» и неявная схем а с  весами (424).
4. Схема Л акса (425). 5. Симметричная схема второго порядка точности (схема 
предиктор— корректор). (426).

§ 5. Методы построения разностных схем для уравнений газовой дина
мики ......................................................................................................................................... 427
1. Общие замечания (427). 2. Способы описания газодинамических течений 
и построения разностны х схем (429). 3, Граничные условия в зад ач ах  газовой 
динамики (430).

§ 6. Метод хар актер и сти к ..................................................................................................... 432
1. М етод характеристик дл я  гладких течений (432). 2. М етод характеристик 
в окрестности контактной границы (436). 3. М етод характеристик в окрестности 
ударной волны  (436).

§ 7. Явные схемы бегущего с ч е т а ...................................................................................439
§ 8. Однородные разностные схемы. Схемы с п севд о вя зко стью ...................444

1. Способы единообразного описания газодинамических течений (444). 2. Р азн о 
стная схема «крест# дл я  системы уравнений с вязкостью  (450). 3. Разностны э 
схемы  Л акса, Л акса — Вендроф а, предиктор— корректор (458). 4. Схемы С. К . Го
дунова и В . Ф. Куропатенко (465). 5. Схемы повышенной точности (475).

§ 9. Схемы в эйлеровых координатах и неявные схемы 478
1. Схемы в  эйлеровы х координатах (478). 2. Н еявны е схемы  (484).

§ 10. Особенности разностного р еш ен и я ..........................................................................496
1. Поведение разностных рещ еннй  вблизи разры ва (496). 2. Замечания (502)*



6 ОГЛАВЛЕНИЕ

Г л а п а 4. Обобщенные решения систем квазилинейных уравнений
гиперболического т и п а ........................................... ...  505

§ 1. Постановка задачи Коши в классе разрывных функций............................505
1. Общие замечания (505). 2. У словия Гюгонио (507). 3. Устойчивые и неустой
чивые разры вы . У словия устойчивости (510). 4. Н еобратимость процессов, описы
ваем ы х разрывными решениями систем квазилинейных уравнений (519).

§ 2. Одно квазилинейное у р а в н е н и е ................................................................ ....  522
I. Обзор р езультатов (522). 2. Построение Э. Хопфа (525). 3. Задача Коши дл я  
уравнения ^  +  Ф;с= 0  при условии Фим> 0  (537). 4. Задача Коши для неоднород
ного закона сохранения (550). 5. Единственность обобщ енного решения при у сло- 
ш ш ф у ^ > 0  (558). 6. Асимптотическое поведение обобщ ен н ы х  решений при 
/->-оо (566). 7. М етод вязкости  (574).

§ 3. Система квазилинейных уравнений......................................................................... 583
1. Вводны е замечания (583). 2. А втом одельны е решения системы квазилинейных 
уравнений (584). 3. Задача о расп аде произвольного р азр ы ва (594). 4. Пример 
неединственности автомодельного решения задачи о расп аде (600). 5. Задача
о расп аде для системы д ву х  квазилинейных уравнений (603). 6. Задача Гурса 
дл я  системы дву х  квазилинейных уравнений (612)., .7. Построение разры вны х 
решений системы д ву х  квазилинейных уравнений (624). 8. Замечания о единст
венности разры вного решения системы д ву х  уравнений (634). 9. Теорема - 
Глимма (636). 10. М етод вязкости дл я  системы квазилинейных уравнений. Фено
мены метода вязкости  (644).

§ 4. Приложения общей теории систем квазилинейных уравнений гипер
болического т и п а ..............................................................................................................656
1. Теория «мелкой воды » (656). 2. П лоское установивш ееся течение сжимаемого 
г а за  (659). 3. Химическая сорбция и задачи  хроматографии (661). 4. Приложения 
к дифференциальной геометрии (665). 5. Уравнения магнитной гидродинамики (667).

Литература 672



Предисловие ко второму изданию

Со времени выхода в свет первого издания нашей книги 
прошло 10 лет. За это время было получено много новых инте
ресных результатов по рассматриваемым в книге вопросам, и 
особенно но разностным методам решения задач математиче
ской ((шпики и газовой динамики.

13о второе издание внесены некоторые исправления текста, 
и тпкже значительное число дополнений, призванных отразить 
имевший место прогресс. Однако, как и в первом издании, на 
отборе материала сказались общий план и стиль изложения 
книги. Особенно это относится к-новым материалам главы 3, 
посвященной разностным методам. Огромное число работ по 
jui.'iiiocTiibiM методам и по необходимости небольшой объем 
г,/швы 3 заставили нас отказаться от изложения ряда теоретиче
ских вопросов, уже достаточно подробно освещенных в доступ
ных монографиях и учебниках.

При работе над вторым изданием мы снова пользовались 
помощью наших друзей и товарищей по работе, а также наших 
учеников. Мы выражаем всем им нашу глубокую благодар
ность.



Из предисловия к первому изданию

При написании книги авторы общались с различными кол
лективами советских математиков. Среди, них мы отметим кол
лективы, возглавляемые М. В. Келдышем, А. Н. Тихоновым и 
А. А. Самарским, И. М. Гельфандом. На наши взгляды и точки 
зрения неизбежно влияло общение с друзьями и товарищами 
по работе; ряд результатов известен нам от них из устных сооб
щений.

Каждый из нас читал в течение ряда лет спецкурс для сту
дентов по теме этой книги. В результате работы над книгой 
было получено несколько новых результатов, которые впервые 
здесь и публикуются.

Настоящая книга возникла в процессе многолетней работы, 
во время которой мы постоянно пользовались помощью многих 
наших друзей и товарищей по работе, а также многих наших 
учеников.

Мы благодарны А. Н. Тихонову, советами которого мы по
стоянно пользовались.

Особенно ценной была для нас помощь Л. В. Овсянникова, 
который не только просмотрел рукопись всей книги и сделал 
ряд ценных замечаний, но и предоставил в наше распоряжение 
материалы, использованные нами при написании § 13 главы 1.

А. А. Самарский прочитал рукопись г л а в ы '3 этой книги п 
сделал ряд ценных замечаний.

Большую помощь нам оказал Н. Н. Кузнецов, который про
читал всю рукопись, сделал ряд ценных замечаний и как ре
дактор этой книги во многом способствовал ее улучшению.

Мы выражаем им всем нашу глубокую благодарность.



Ймдение

Для описания поведения сплошной среды (газ, жидкость, 
твердое тело) теоретическая физика использует различные мо
дели, которые в большинстве случаев приводят к нелинейным 
Дифференциальным и иитегро-дифференциальным уравнениям 
С ЧМ'ТНЫММ производными.

Механика сплошной среды — это основная, но не единствен- 
iifiit область практического применения систем нелинейных диф
ференциальных уравнений в частных производных. При описа
нии большинства реальных физических процессов мы приходим 
н нелинейным уравнениям, и только существенные дополнитель
ные предположения о малости амплитуд волн поля или ампли
туд колебания среды, амплитуд отклонения от состояния рав- 
попесия и т. п. приводят к линейным уравнениям, которые 
щучены более глубоко. В главе 4 этой книги приведено несколько 
примеров задач физики, химии, математики, которые связаны 
г нелинейными уравнениями.

Изучение общих свойств нелинейных уравнений и методов их 
ргшепия представляет собой быстро развивающуюся область 
современной математики.

При всем обилии интересных фактов и многообразии ориги
нальных и остроумных методов исследования и решения нели
нейных уравнений эта область математики до сих пор не имеет 
столь же основательного теоретического фундамента, как теория 
линейных уравнений. Это связано в первую очередь с тем, что 
к нелинейным дифференциальным уравнениям неприменим 
принцип суперпозиции решений, так что многообразие решений 
не является линейным.

Среди гиперболических систем нелинейных уравнений с част
ными производными наиболее простыми являются системы ква
зилинейных уравнений. Наиболее изучены системы уравнений 
с двумя независимыми переменными; эти системы описывают, 
н частности, неустановившиеся одномерные и сверхзвуковые 
двумерные установившиеся течения сжимаемых газов и жидко
стей. Но даже и для этих систем в настоящее время нет доста
точно полной теории, нет общих теорем существования и един
ственности решения задачи с начальными данными.
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Это объясняется тем, что для гиперболических систем нелй* 
нейных уравнений решение задачи Коши в целом связано с су
щественным осложнением как самой постановки этой задачи, 
так и методов ее решения. При этом почти все основные возни
кающие здесь трудности представлены уже для случая двух не
зависимых переменных, и можно ожидать, что решения много- < 
мерных уравнений газовой динамики локально имеют в основ- . 
ном те же особенности, что и решения одномерных.

Таким образом, изучение гиперболических систем нелиней
ных уравнений с двумя независимыми переменными составляет 
совершенно необходимый и пока еще не преодоленный этап 
в исследовании более общих нелинейных уравнений.

Исходя из этих соображений, авторы решили ограничиться 
в основном теорией гиперболических систем с двумя независи
мыми переменными и изучением одномерных неустановившихся 
течений сжимаемых жидкостей и газов. Поэтому, как правило, 
об одной из независимых переменных мы будем говорить как
о времени и обозначать ее буквой t.

Поясним здесь кратко современное состояние вопроса о раз- ' 
решимости задачи Коши для гиперболических систем квазили
нейных уравнений и трудностях, возникающих при попытке 
построить решение этой задачи в делом. Основным методом ре
шения гиперболических систем квазилинейных уравнений яв
ляется метод характеристик, подробно изложенный в главе 1.
С его помощью доказаны существование, единственность и не
прерывная зависимость от входных данных классического реше
ния задачи Коши. Полученные результаты являются в высокой 
степени удовлетворительными в том смысле, что классическое 
решение строится во всей области переменных t, х, где оно су
ществует. Заметим, что область существования классического 
решения, вообще говоря, ограничена, так как решения нелиней
ных уравнений, в отличие от уравнений линейных, обладают 
свойством неограниченного возрастания величины производных, 
которое называют градиентной катастрофой.

Смысл этого свойства состоит в том, что даже при сколь 
угодно гладких начальных значениях первые производные ре
шения остаются ограниченными, вообще говоря, лишь в течение 
конечного времени. При некотором to >  0 они становятся не
ограниченными, и при t >  t0 классического решения поставлен* 
вой задачи Коши уже не существует.

С точки зрения газовой динамики это соответствует образо* 
ванию ударной волны (скачка уплотнения) из волны сжатия. 
Таким образом, если мы хотим определить решение задачи 
Коши при любых t ^  0, т. е. в делом (а именно так стоит про
блема, например, в газовой динамике), то мы должны прежде 
всего дать определение решения, так как решение системы

Miiimiimmiic.:...!ЙВИШЙ нпнцйншвишшпшиин
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уравнении и обычном смысле — классическое решение, — как 
ММ гп/мфп.'ш пыше, при / >  /0 не существует.

II И"л!,шипствс физических задач и, в частности, в газовой 
ДИН им ini' определение обобщенного решения диктуется самой 
inn'fti '.чой задачи.  Так, например, в газовой дирамике основ
ными фи шчсскими законами, из которых мы выводим все след- 
спши, (шляются законы сохранения массы, импульса и энергии. 
$ТИ ft л UDiihi сохранения имеют характер интегральных соотно
шений, н они применимы не только к гладким (дифференцируе- 
ММм) течениям. Напротив, дифференциальные уравнения газо- 
ВоЛ диилмпки получаются из этих законов сохранения при пред- 
Ишмщеиии о гладкости течения.

'Гмкнм образом, мы определяем обобщенное решение урав
нений га.'ювой динамики как течение (возможно, даж е с разрыв
ными пира метрами), удовлетворяющее основным законам 
СвхрйНеиия: массы, импульса и энергии. К этому добавляют тре- 
бепшше термодинамики о возрастании энтропии каждой замк
нутой в тепловом отношении системы. Широко распространено 
МНгиие, До сих пор не опровергнутое ни одним примером, что 
ТЛИ определенное решение существует, единственно и удовле
творяет ноем разумным требованиям.

Чрезвычайно существенным здесь является требование тер
модинамики о возрастании энтропии, которое показывает воз
можное направление процесса быстрого изменения состояния 
Гййй. Это требование не фигурирует при рассмотрении класси- 
ЧРСКИХ решений уравнений газовой динамики для газа, лишен
ного вязкости и теплопроводности, так как в гладких течениях 
■штроиии системы сохраняется в силу тех же основных законов 
сохранения.

Хорошо известен в газовой динамике и другой подход к 
обобщенным (разрывным) течениям идеального газа, лишенного 
ия.чкооти и теплопроводности. Поскольку газ без диссипации 
является идеализацией газа, обладающего диссипативными про
цессами, естественно рассматривать его разрывное течение как 
«предельное течение» вязкого теплопроводящего газа при 
стремлении к нулю коэффициентов вязкости и теплопроводно
сти. При этом предполагается, что вязкие течения всегда опи
сываются классическими решениями дифференциальных урав
нений, а предел при стремлении диссипативных коэффициентов 
к нулю существует и единствен в разумном смысле, И действи
тельно, до сих пор это предположение не опровергнуто ни од* 
ним примером, хотя точные доказательства получены к настоя
щему времени лишь для весьма частного случая стационарной 
ударной волны.

При этом следует принять во внимание, что во многих слу
чаях реальные газы обладают достаточно малой диссипацией,
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так что их можно «приближать» недиссипативиыми газами. Од
нако наличие диссипативных процессов, хотя бы и малых, при
водит к возрастанию энтропии системы. Таким образом, требо
вание возрастания энтропии в разрывном течении идеального 
газа связано с представлением этого течения в качестве «пре
дельного» течения вязкого теплопроводного газа.

Отметим, что с математической точки зрения требование 
возрастания энтропии есть требование, гарантирующее един
ственность обобщенного решения, его устойчивость по отноше
нию к возмущениям.

Хотя подобная постановка задачи о течении сжимаемых га
зов известна уже более века и еще Риман изучал простейшие 
разрывные течения, имеется сравнительно небольшой прогресс 
в исследовании общих свойств обобщенных решений уравнений 
газовой динамики. Так, и мы уже упоминали об этом, до сих 
пор нет удовлетворительных теорем существования и единствен
ности.

С другой стороны, требования практики, обусловленные на
стоятельной необходимостью практического изучения разрыв
ных течений, а также новые вычислительные возможности, свя
занные с применением быстродействующей вычислительной тех
ники, привели к тому, что, невзирая на наши недостаточные 
сведения об общих свойствах разрывных течений, создавались 
и использовались различные численные алгоритмы, позволяю
щие удовлетворительно рассчитывать течения с ударными вол
нами. Нужно отметить, что при создании этих численных алго
ритмов большинство гипотез, о которых мы говорили выше, 
принимались за достоверные.

Ввиду того, что непосредственное и строгое обоснование раз
личных предположений об обобщенных решениях в газовой ди
намике представляется трудной задачей, возникает естественное 
желание провести проверку наших взглядов хотя бы на модель
ных уравнениях и системах уравнений, которые в какой-то сте
пени имитируют уравнения газовой динамики.

Следствием этого желания явилось возникновение за послед
ние десятилетия так называемой теории обобщ енных решений  
систем квазилинейных уравнений  или, короче, теории систем 
квазилинейных уравнений  (при этом обычно имеют в виду си
стемы гиперболического типа). Эта теория ставит своей задачей 
ввести по аналогии с газовой динамикой понятие обобщенного 
решения для «произвольной» системы квазилинейных уравне
ний в частных производных гиперболического типа, доказать 
его существование, единственность, непрерывную зависимость 
от входных данных задачи, изучить свойства таких решений. 
По крайней мере формально такая теория является более об-
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ПИЙ, чем одномерная газовая диыамика, и вклю чает последнюю
I НК чмt,"i'i 1 ы Ii случай.

Они привлекла внимание многих математиков, и ряд резуль- 
IЙТОИ, полученных усилиями советских и иностранных ученых, 
позволяет надеяться на ее дальнейшее развитие.

Исходя из такого представления о развитии теории обобщен
ии# (разрывных) решений систем квазилинейных уравнений,
■ мIп|)Ы ограничились случаем лишь двух независимых перемен

ных II включили в книгу следующие основные вопросы:
1, Методы построения классических решений систем квази- 

чИИгйпых уравнений; доказательства теорем существования, 
единственности, непрерывной зависимости классических реше
ний; аналитические методы построения решений систем нели
нейных уравнений; условия образования разрывов в решениях 
произвольных систем квазилинейных уравнений. Эти вопросы 
п 1ложсч1ы в главе 1 книги. Здесь приведены результаты, полу
ченные для классических решений систем квазилинейных урав
нений за последние годы.

2, Классические и обобщенные решения уравнений газовой 
динпмикИ для одномерных нестационарных течений. Этот во
прос освещается в главе 2 книги. Авторы сочли целесообраз
ным подробно рассмотреть некоторые вопросы газовой дина
мики, освещенные во многих руководствах. Излагаются основы 
термодинамики, вывод уравнений газовой динамики при раз
личной симметрии одномерного течения, условия Гюгонио, об
щие Свойства течений, теория ударного перехода, автомодель
ные И аналитические решения газовой динамики. Включение 
и книгу УП1Х традиционных вопросов газовой динамики позво
ляет изложить с единой точки зрения некоторые математиче
ские задачи, которые возникают в газовой динамике; кроме 
Того, нл этом материале фактически основано большинство чис- 
д п ш ш  методом в газовой динамике. Подробно рассматривается 
основная задача теории разрывных решений уравнений газовой 
дшшмшш - - задача о распадении произвольного разрыва, а так
же взаимодействие ударных волн друг с другом, с бегущими 
волнами, с контактной границей.

3, Глава 3 книги посвящена разностным методам решения 
уравнений газовой динамики. Эти методы в наше время стали 
основным средством исследования задач газовой динамики, 
поэтому прогресс в изучении разрывных течений в значитель
ной мере связан с разностными методами.

В этой главе мы вынуждены изложить основные понятия 
теории разностных методов. К сожалению, большинство ут
верждений этой теории относится лишь к случаю линейных 
уравнений.
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Современное положение с обоснованием разностных мето
дов, применяющихся для численного решения задач газовой 
динамики, кратко говоря, заключается в следующем. Класси
ческие решения (гладкие течения) могут быть рассчитаны 
с практически произвольной точностью. Основной метод — чис
ленный метод характеристик —  для классических решений до
статочно обоснован. В  то же время численные методы, приме
няемые для расчета разрывных течений, строго не обоснованы 
и в большинстве своем используют те или иные гипотезы о по
ведении решений, об аппроксимации одних уравнений другими 
и т. п. Для проверки тех или иных предположений чаще всего 
пользуются простыми уравнениями, для которых поведение 
разрывного решения хорошо известно. Не случайно в этой главе 
в большинстве случаев каждая схема подвергается проверке на 
одном простейшем квазилинейном уравнении, решение которого 
может быть явно выписано.

Такое положение с обоснованием разностных методов пока
зывает, что прогресс в этой области в значительной мере связан 
с прогрессом в исследовании общих свойств обобщенных реше
ний систем квазилинейных уравнений и, в частности, уравне
ний газовой динамики. С другой стороны, разностные методы 
дают экспериментальный материал и сильнейшим образом сти
мулируют развитие теории обобщенных решений.

4. Глава 4 посвящена теории обобщенных решений систем 
квазилинейных уравнений гиперболического типа и содержит 
основные результаты, полученные в этой области за последние 
годы. Основным успехом здесь следует считать построение тео
рии обобщенного решения одного квазилинейного уравнения, 
которую можно считать почти законченной. Для этого уравне» 
ни я доказаны существование, единственность и непрерывная 
зависимость обобщенного решения от входных данных, пока
зана эквивалентность определений обобщенного решения 
с точки зрения закона сохранения, с одной стороны, и как пре
дела «вязких решений», с другой.

В то же время, как и в газовой динамике, изучение обоб
щенных решений систем уравнений наталкивается на большие 
трудности, и здесь получены пока лишь весьма скромные ре
зультаты. Основная задача, которая подвергается сейчас все
стороннему исследованию, — это задача о распаде произволь
ного разрыва. С помощью этой простейшей задачи можно изу
чить структуру обобщенного решения, а для случая системы из 
двух уравнений, опираясь на нее, можно даж е построить обоб
щенные решения.

Следует отметить, что в последние годы усиленно изучаются 
и более общие задачи для системы квазилинейных уравнений.
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В главе 4 изложены основные результаты, полученные для 
еди-ии) квазилинейного уравнения, рассмотрена задача о рас* 
Hit/с разрыва для произвольной гиперболической системы ква* 
(Плшнчпшх уравнений, и приведены некоторые результаты, от- 
Цп1‘Н1Ц1К'СЯ к более общим случаям. В  заключение этой главы 
еииспи ряд задач из различных областей науки, связанных 
<< i горной систем квазилинейных уравнений и, в частности, раз
рывных решений таких уравнений.

Пи сказанного выше должно быть ясно, что математическая 
(рории разрывных решений систем квазилинейных уравнений и, 
п частности, уравнений газовой динамики, хотя и имеет много 
( ймочптолъпых результатов и достижений, далека еще от сво* 
§Г§ апнершсния. Мы надеемся, что наша книга даст читателю 
Представление о современных методах решения и исследования 
(ШСТем квазилинейных уравнений и в то ж е время побудит его 
К двлык'/ппим исследованиям в этой интересной, быстро раз- 
ШншнощеГн'я области прикладной математики.

Книга разделена на главы, параграфы и пункты. Нумерация 
формул самостоятельная в каждом пункте, поэтому при ссыл
ки?! шфиду с номером формулы указывается номер пункта и 
номер параграфа, так что формула (2.7.18) означает формулу 
(18) в пункте 7 § 2 данной главы. Лишь в случае, когда ссылка 
на гшнодпт за предел^! данного пункта, указывается только но
мер формулы.
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Основы теории систем квазилинейных 
уравнений гиперболического типа 
с двумя независимыми переменными

§ 1. Основные определения

В этой книге мы ограничиваемся рассмотрением дифферен
циальных уравнений для функций, зависящих лишь от двух не
зависимых переменных.

Система соотношений

&  I /, щ, и2>. . . , ип , ~ , дип ди\ дип О

(г =  1, 2, т),

связывающая значения неизвестных функций щ (х, t), и2(х,
/ ,ч ди 1 дип ди<. . . ,  un (x, t) и их первых производных ~Qf>

. . . ,  называется системой дифференциальных уравнений
первого порядка  относительно функций щ, . . . ,  ип. Система (1) 
называется определенной в случае m =  п. Мы ограничиваемся 
рассмотрением только этого случая.

Вводя векторы
U {U\, . . ., у

д и __ ( ди 1 дип 1 д и __ ( ди\ дип )
дх 1 дх ’ ' ' '  ’ дх  J ’ dt ~ t  dt ’ ' ' ' ’ dt j  ’

можно записать систему (1) короче:

$~i (я ,  t, и, — -, •— )  =  0 ( г =  1, 2, . . . ,  я). (2)

Функции ut — ui(x, t), обладающие непрерывными первыми 
производными и удовлетворяющие уравнениям системы (2),  на
зываются решением  этой системы уравнений.

Если систему нелинейных дифференциальных уравнений (2) 
удается представить в форме, разрешенной относительно про- 
изводных функций по какому-либо переменному (на
пример, t):

ди , __ / ди \
~~Щ~~ Фгу^» Л д $ )  ==z I» 2 ? . (3)
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i it to кую форму системы (2) называют нормальной формой.
1 hi (ему (3) называют системой типа Коши — Ковалевской.  За- 
ммгнм, что прм приведении системы (2) к нормальной форме 
мииускйстся преобразование переменных х, t.

QiiCftJMB (2) называется системой квазилинейных уравненийк.
ийЛИ функции ЗГi линейны относительно величин если.

•■9 функции вГi линейны по совокупности переменных и,

, то Система (2) называется линейной.
Система квазилинейных уравнений первого порядка может 

I.ITII записана в виде
П

Z ()iii dti i
Чц ~"Jj~ -I- I’ll I F  =  c« ( / = 1 , 2 , . . . ,  n), (4)

/-I
iMr коэффициенты aij, Ьц, ci зависят от x, t, и. Если коэффи
циенты (In, 1>ц не зависят от и, то система (4) называется Полу
нине I'ltiofl (если при этом ct линейно зависят от и, то она ли- 
MHUih). Можно несколько упростить запись системы (4), если

ди диЙЦСТИ ft рассмотрение определенные выше векторы и, -jf>'  
MKTOp С ш* {f’l..........>«} и матрицы

А '
«II . ■ U\n
rt/ll •• * А‘ПП

: ( Ы ) ,  В =  № ,)).

При (тпльаоплпин матричными обозначениями полагают, что 
(ЖМйи ил Аи п пА означают векторы, компоненты которых вы- 
Ч1НУ!нпч1'ч пи правилам:

П П
>">. '!*/"/> М ) й =  S  «/*«/ = (A 'u )k

! - I /=1
(k — l,  2, . . . ,  п), К>

I Ц  А’ трппгпоиировапиая матрица.
Если матрица А симметрична, то А' =  А, и

Аи =  иА.
IIи,кг мы будем рассматривать действительные матрицы и 
иск юры. Скалярное произведение векторов и, и задается 
формулой

П
uv — (u, v ) =  Z  UiVi. .

i=\
Поэтому из формул (5) следует

v{A u)—-{vA)u =  vAu,



Под нормой  || и ||вектора и мы будем понимать величину

II и || =  У («. и) =  д / Е  4

Нормой матрицы А назовем наименьшее число || А ||, которое 
для любых векторов и удовлетворяет неравенству

■И«||<||Л||||цЦ.
Нетрудно видеть, что

II Л || =  У Х ,

где X — наибольшее собственное значение матрицы АА' (или 
А'А, что то ж е ) .  Так как.A Sp АА', то

II- 4 II <  У  2 ; а ? , .

Напомним еще несколько определений линейной алгебры. 
Вектор 1 = { U ,  . . . ,  1п} и число | называются соответственно 
левым собственным вектором и собственным значением мат
рицы А, если

1А =  |/, ||Л|=̂  0. (6)
Аналогично, вектор г называется правым собственным векто
ром матрицы А, если

Аг =  %г, \\г\\Ф 0. (7)
Согласно формулам (5), (6), собственное значение | матрицы А 
является корнем характеристического уравнения

Dei {{ац — 1ЬИ)) =  0, (8)

где 6(7 — символ Кронекера (бг/ =  0 при 1 ф  J и бц =  1 при 
/ =  /). Каждому собственному значению g матрицы А соответ
ствует линейное пространство левых собственных векторов I 
и правых собственных векторов г. Размерность этих пространств 
равна п — (3, где р — ранг матрицы

„ А ~ 1 Е  =  {{ац ~ Щ ) ) .  (9)

Ранг матрицы (9) ,  как известно, не меньше, чем п — а,  где а  — 
кратность корня | уравнения (8) .

Предположим, что собственные значения | матрицы А ве
щественны. Занумеруем их в порядке возрастания, т. е. будем 
считать, что

••• (Ю)

Знак равенства в (10) допускается ввиду возможности крат
ных корней уравнения (8), а каждый кратный корень | повто
ряется в (10) столько раз, какова его кратность,

18 г л . Т. СИСТЕМЫ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
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Воли ДЛЯ любого собственного значения g матрицы А крат
ности «  рииг матрицы (9) равен п — ос, то собственные векторы, 
КИК М Ш О  /, так и правые г, отвечающие всем собственным зн-а- 
tlfiiiiHM, образуют базис в пространстве Е„.

I I 1 нк, is этом случае мы можем считать, что существуют соб- 
ВТмияше некторы Ь, 12, . . . ,  1п, образующие базис в иростран- 
I* t а* т, о. удовлетворяющие условию

dot А. =  det ( ( i f ) )  == det
1 \ . ■ In

11 . In

0 . ( 11)

Индекс Леиого собственного вектора lk при этом соответствует 
номеру собственного значения последние упорядочены с по
мощью неравенств (10).

Цели I* / £/, то 1к и г1 ортогональны. В самом деле, пусть

1кА  =  %kl k , А г ! — I j r 1. (12)

Г.МЛйрИ'О умножая первое из равенств (12) на г>, второе на 1к
11 йЫЧИТВИ, получим

(is -  w  1'*г> == м г> - 1'1 (Аг1) = 1'1 (Аг’)  ~ lk (Arl) = ( 1з)

ГйК КАК 1а ^  £/, отсюда следует ортогональность 1к, г1. В слу- 
ЧЙР, КОГДО Все собственные значения матрицы А просты, знак 
рйвмк'тни в ' tiicp.'iiiciicTii.'ix (10) исключается и левые и правые 
CoflPfMriitlwe лекторы образуют бмортогональную систему, т. е.

/"/■'- £/ */ ',  = 0 при к ф  /. (14)
11 т}

1§ЛН митрицп А симметрична, то можно считать, что rk — lk. 
ЛотрР^УоМ, чтобы лгиые еобеттчппые векторы 1к матрицы А 
удвМШМОрйЛН услоиию пормиронкп:

II /fc II 1 (/г =  1, . . . ,  п). (15)

Тогда, гели для любого собственного значения I =  \к ранг мат
рицы 0 0  рппен н ■ ~ а ,  собственные векторы lk образуют норми- 
poioiiiiiiiiift базис в и удовлетворяют, конечно, условию (11);  
вели при атом матрица А симметрична, то базис {1к} может быть 
Выбран ортопормироваиным.

Матрица А называется неособой,  если | =  0 не является ее 
собственным значением, и особой  — в противном случае.

Ограничившись этими краткими сведениями из линейной 
алгебры, запишем систему (4) в виде

Aw  +  Bt - C- (16)
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В случае, когда матрица А неособая, система (16) приво
дится к нормальной форме (3) и может быть после преобразо
ваний записана в виде

где Ai — A i(x , t, и), b =  &(х, t, и) — некоторые новые матрица 
и вектор соответственно. В дальнейшем мы ограничимся изуче
нием систем (16), приводящихся к нормальной форме (17).

Выше мы сделали предположение о матрице А (х, t, и) си
стемы уравнений (16). Однако Л зависит от и, т. е. от решения, 
которое нам, как правило, неизвестно. Поэтому договоримся, 
в каком смысле мы будем делать предположения о коэффициен
тах систем (16), (17).

1) Либо мы будем считать, что решение и — и(х, t) систем 
(16), (17) задано как функция переменных х, t. Тогда выполне
ние тех или иных ограничений, накладываемых на матрицы А,
В, At и векторы с, Ь, проверяется непосредственно.

2) Либо эти ограничения удовлетворяются тождественно 
(при,любых значениях и — {и\, . . . ,  «„}) в некоторой односвяз
ной области пространства (х, /, и),  в которой будут рассматри
ваться система квазилинейных уравнений и ее решения.

В этой главе мы будем накладывать ограничения в основном 
во втором смысле.

§ 2. Характеристические направления 
системы квазилинейных уравнений

1. Производная по направлению. Пусть f ( x , t ) — дифферен
цируемая функция своих переменных. Рассмотрим в некоторой 
точке (х0, to) выражение

считая, что А , В  не равны одновременно нулю.
При любых А и В, непрерывных в некоторой окрестности 

точки (xq, to), можно найти гладкую кривую Г, проходящую че
рез эту точку и такую, что при ее надлежащей параметризации 
выражение (1) пропорционально производной функции f (x ,  t) 
на кривой Г по параметру т.

Действительно, пусть кривая Г задана уравнениями
Г: х =  х(х), / =  /(-г), х (т0) =  хй, t(x0) =  tQ. (2)

Тогда на кривой Г функция f (x ,  t) является функцией одного 
переменного т: f ( x ( x ) , t ( x ) ) — F{x).  Потребуем, чтобы выра
жение (5) было пропорционально F'(x),  какова бы ни была 
функция f.

(17)

( 1)
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I НЬШО,)11)141(), если 

a/i,tlx
tlx

dj_
d x

■ aA, (3)

tltl непрерывная функция т. Ясно, что существен
ным умовисм, оджкшично определяющим направление кривой 
Г I  ТЙЧКв (хо, /о), является уравнение

d x
В

dt
~А (4)

и формулы (3) определяют соответствующую параметризацию.
П/тимвойной функции / по направлению  Г называется про- 

щнодпвн Р ( т )  и])Н натуральной параметризации Г, когда
н — = * - « г . В этом случае пара-

метр t  е«ть длина ду|'н кривой г. При 
( ш 1  нырвжеш-ге ( I )  будем называть 
«рензнодкой функции /' но параметру т 
й НЯПрйНЛСППИ кривой Г. Это простое 
Шшитиг походит важные применения в 
Теории уравнений е частными произ
водит ми’.

Рассмотрим простейшее днфферен- 
tUitwiMioe уравнение

А(х, I) ;J f  ■! И(х, / ) • § • « о, (5) Рис. 1.1.

иррДИОЛШ ия, что функции А, В непрерывно дифференцируемы. 
У р ав н ен и я

Л (* ,/ ),  j ! L ^ B ( x , t )  (6)

ИЛИ урвйНСНИг (4) определяют однопараметрическое семейство 
Кривых Г. Пир и метр t  определяется вдоль каждой из этих кри- 
WWX одиочнйчпо, если вдоль некоторой (произвольно выбранной) 
кривой y « , пересекающей кривые Г, положить т =  то (рис. 1.1).

Поставим в соответствие каждой кривой Г значение некото
рого параметра а  (например, длину дуги кривой у0> отсчитывае
мую от произвольной точки на ней до точки ее пересечения 
с данной кривой Г). Тогда каждой точке (х, t) соответствует 
одна и только одна пара чисел т, со.

Функцию и(х, t) можно считать, следовательно, функцией 
переменных т, со; уравнения линий Г имеют вид <м =  const, 
а уравнение (5 ) ,  согласно предыдущему, запишется в виде

ди  (т, <в) 
дт ■0 . (7)
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Отсгода вытекает, что и =  F (и) есть общее решение уравнения 
(5) и функция и(х, t) постоянна вдоль кривых Г.

Направления кривых Г, определенные вектором {В  А) на- 
зываются характеристическими направлениями  уравнения’ (5) 
а кривые Г -— характеристиками.

Заметим, что форма (7) уравнения (5) уже не предполагает 
существования производных , ■§-: уравнение (7) удовле

творяется произвольной функцией F(cо), в частности, даже раз
рывной. При этом функцию u =  F ( a ) можно трактовать как 
решение уравнения (5) в обобщенном смысле.

2. Гиперболические системы квазилинейных уравнений. Рас- 
смотрйм систему квазилинейных уравнений

ди , Л ди и
~ т + А Ж ^ ь - (1)

Умножая ее на вектор /, получим скалярное уравнение

1Ж  +  1ЛЖ - 1Ь- (2)
Если / — левый собственный вектор матрицы А, то уравне
ние (2) записывается в виде

+ (3)
где | — соответствующее собственное значение матрицы Л.

В уравнении (3) все компоненты щ вектора и дифференци
руются в одном и том ж е направлении. Действительно, записы
вая уравнение (3) в компонентах, получим

1=1 i=l
Обозначая через

du. \ ди, ди
& )

производную функции Ui(x,  t) по переменному t в направлении 
■ щ = % ,  видим, что уравнение (3) содержит линейную комби-

(  du, \
нацию производных Уравнение

dx
dt

определяет общее для всех функций Ui(x, t) направление диф
ференцирования в равенстве (3)', которое называется характе
ристическим направлением  системы уравнений (1),
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Систему- квазилинейных уравнений^ (1) будем называть ги 
ЙФрба in чет ой  в некоторой одиосвяаиои области D просграl ства 
В1р#Мг)шЫХ X, tt и, если и каждой точке этой области выполнены

f  нее *eo6cToeiinыс значения Ъ =  Ъ {х ,  U и) матрицы А —

"  ^ ) Х̂ и т ^ Сб ! ! ! т ^  (X, t, и), t, и)} в простран- 
1-11№ Я*еиетинлепный из левых собственных векторов матрицы 
А нинчпненны.ч условию нормировки, т. е. существуют норми- 
SmmiiiM.!, спп«-т1.см.,.ыс векторы l\ Р ..........К  удовлетворяющие

 ̂ О -IM г ИМ, что если система (1) полулинейна, то собственные 
М и ш и н  Ь  И левые собственные векторы /* не зависят от и. 
1|,пи,му свойство гиперболичности для полулинейных систем 
Определяется п некоторой области переменных (х, г) при произ
вол ыилх U (и цилиндрической области).

П евнпп е определением гиперболичности заметим, что часто 
к условиям I ) ,  2) добавляют еще требование определенной 
ГДйДКпетп собственных векторов /* и собственных значении 
Тик, Ий пример, и книге И. Г. Петровского [1961] система (1) на- 
■ыинется гиперболической, если выполнены условия 1), Z) и, 
кроме ТОГО, Ь { х ,  U « ) .  //г(*> и) обладают той же гладкостью,
что и идемеиты матрицы Л(х, t, и).

\\ дальнейшем нам, конечно, придется прноегать к предполо
жениям о гладкости Eft, /*. МЫ их будем делать по мере надоо- 
йи.н-ти, Отметим н еткш  с этим, что та или иная гладкость I , 
lie ксегдп ш т е к а ст  и.ч предположения о той же гладкости мат-

 ̂ 11йКй)1<ем 9T0 на (‘ледующем примере системы двух квазили- 
М\иых урпннсний:

Матрица А » атом случае имеет вид
щ

Л =  А {и)
О

а {щ , и2) и2

се собственные значения |ь |2 определяются из уравнения

{1 — и1)(1 — и2) =  0, 

откуда |i =  ии Ь  =  «2. Собственные векторы l\ I2 опреде
ляются из уравнений

О • /] +  а («;, «2) 2̂ =  0, 0 • +  (и2 — и,) ^ =  0, (4) 

( « j - и *)/? +  <»(«!. «?)** =  0. 0-/2 +  0-/2 =  0. (5)
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запишем систему (1) в виде 
dv.
-Q f  +  4>i (X, t, V , со) =  0 (г =  1, 2, . . . ,  п). (3)

Пусть (fk (x, t, v, со) е  С2. Обозначим через А (х, t, v, со) квадрат
ную матрицу порядка п:

Н ( т ^ ) М Й Э ) -  «>
Систему нелинейных уравнений (1) будем называть гипербо

лической в некоторой области изменения переменных х, t, v, со, 
если в каждой точке этой области собственные значения | =
— \k{x, t, v, со) вещественны, а из левых собственных векторов 
lk (x, t, v, со) матрицы А может быть построен базис в Е п.

Гиперболическая система нелинейных уравнений (1) сво
дится к системе квазилинейных уравнений гиперболического 
типа. Дифференцируя каждое из уравнений (1) по переменному 
х и учитывая обозначения ( 2 ) , получим

д до, д
1 х " ~ д Г ^  ~дх ^  V’ ^  ~

д а ,  <5<р. дсо да , , , ,

=  ~ дГ  +  ~ д Г  +  =  ( 5 )

В формуле (5) по греческому индексу а  производится сум
мирование *) в пределах от 1 до п. В  дальнейшем для упроще
ния записи мы часто будем пользоваться этим соглашением.

Соединяя-уравнения (3) и (5 ) ,  получим систему из 2п урав
нений

dv 
~dt = ■ф (х, t, tJ, со),

~  +  А (х ,  t, v, to) =  t, v, со),

где
<9<р,

f i  =  — [фг (х, t, v, (o)Jx — - ^ ~ a a, v =  {vu . . . ,  vn),

(6)

(7)
СО — { ¢ 0 ] , . . . ,  COra} , ф ■ { ф ) ф п} , f  {f 1, • • • , f  n}>

которую мы можем рассматривать как систему квазилинейных

*) Во избежание недоразумений подчеркнем, что суммирование произ-
П

водится только по греческим индексам. Например, ^
а=1

а по латинскому индексу k суммирование не' производится.



S3 . ИНВАРИАНТЫ РИМАНА 27

урмненнй относительно 2п неизвестных 

Н ™ («I) ■. - 1 >hn) == ............ *v> ®ь • • •. ®/г} =
( dvi— < v , .......... о„: ——•. 

Покажем, что система 2п квазилинейных уравнений (6) яв- 
ЯЯГН'И гиперболической. Умножая вторую группу уравнений (6) 
а и собственный вектор lk (x, t, v, и) матрицы А(х, t, v, со) ,
Получим

'‘ [ т г + ^ - э г Н *  №=1 ...... “>• <8)
=  (9)

И П1К, систем .'1 (0) приводится к виду 
, I .Ми <)м l „ dv. , - х .,

1 I +  ^  Т Ь Т " ^ ’ - д Г  =  - ^ к ( х ’ v ’ ^  (k =  \ , . . . , n ) ,
( 10)

11гкудв следует ос гиперболичность.
Лр.

Пели (|i/,, <рА. (л:, /, со), т. е. - =  0, то первая группа урав-

Нрпн/i (10) может рассматриваться независимо, как гиперболи- 
цргкпн система п квазилинейных уравнений относительно п не- 
ЛНиеетиых (щ, . . , , o)/j.

Рпчумеется, нельзя говорить об эквивалентности системы 
( 10) и системы (1).

Н<И!(>рцых, но всякое решение Vk, со* системы (10) дает ре
шение иЦя, /) системы (1). Действительно, решение vk, ¢0¾ си- 
I н-мы ,(10) не обязано, вообще говоря, удовлетворять уравне
ниям (2).

Кик мы поклжем в п. 3 § 9, выполнение условий (2) сводится 
К нмнолнпнпо их па прямой / =  0. Таким образом, решения си- 
вТемм (10) нрпподят к решению v (х, I) системы (1) лишь в слу- 
Чйе удовлетворенпя условий (2). С другой стороны, неэквива
лентность систем (10) и (1) проявляется также и в том, что ре
шение системы (10), удовлетворяющее условиям (2), требует, 
чтобы v(x, /)<= С2. В  то же время определение решения v(x, t) 
системы (1) требует лишь его непрерывной дифференцируе
мое™. Поэтому эквивалентность системы (10) системе (1) может 
иметь место лишь для решений v(x, t) системы (1) из класса С2.

§ 3. Инварианты Римана
1. Инварианты полулинейной системы уравнений. В каждом 

уравнении характеристической формы (2.2.7) функции щ(х, t) 
дифференцируются в одном направлении. В некоторых случаях 
возможно дальнейшее упрощение характеристической фор
мы: заменой переменных можно добиться, чтобы в каждом из

dvn ) 
’ дх
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уравнений (2.2.7) дифференцировалась лишь одна функция пере- 
менных х, t, и.

Рассмотрим сначала случай полулинейной системы. Тогда 
уравнения (2.2.7) могут быть записаны в виде

( • & ) . - - & < * - > ...... -)• (»
где

Гк =  =  ll Ua> Sk =  f k J r t i a { j j f ) k = f k + ua +  lk  ]  • (2)

Так как для гиперболической системы

Det A =  Det { { i f } )  ф  О,
то

[rii. — ‘—J~ -  =  Det А Ф  0 (3)
д  [иь . . ип] ^

и величины rk (х, t, и) могут быть взяты в качестве новых не
известных функций. Выразим из уравнений (2) щ, . . . ,  ип через 
г ь  • • • > г п :

uk =  K ra =  Kkr> (4)
где через г мы обозначаем вектор . . . ,  rnJ, а А *— коэффи
циенты матрицы А -  , обратной матрице А:

А =  ((/< (х, /))), А-> =  ( ( ^ ( х ,  О))-

Подставляя формулы (4) в правые части системы (2), придем 
к системе уравнений 

дг. д  г.
- g f  +  lk -g ^  =  g k { x , t , r )  (к =  1, . . . ,  п), (5)

которую будем называть системой, записанной в инвариантах.
Проиллюстрируем понятие инвариантов на примере волно

вого уравнения
д 2и п д*и i 1\

~ W ^ a d F  (a =  const).

Оно сводится к гиперболической системе

а2_Ё£_ =  0 =  о
dt ^  дх ’ dt ^  дх и ’

характеристическая форма которой имеет вид
ди, ди \ (  dv dv
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' '(еппййтадьип, определяемы!! формулами (2) инварианты
. . . .  *Ы

Г\ ~  - »  ■ tt'V, Г2 — tl - | -  (IV.

• infiiM, что мы воспользовались здесь ненормированными 
■ ф И М М  I 1 . )

1 lietiMii чниисннпаи и инвариантах:
rtfi ЯГ\ м ()гг | df 2 г.

■■ ■ W  "  1 Г Е 1 п + а - д Г  =  0 ’

li .1 и iw H illfi НТО нннпрп/шт г | постоянен вдоль прямых х -j-  at =  
ш= .11щI, и Г| — идолii липни х — at =  const; поэтому

П /(' ! (//), r2 =  g (x  — at),
ntw f I! g —  произвольные функции.

Ношрнщвпсь К функции //., получаем известное общее реше- 
(1110 волнового уравнении:

и I (х +  “0 -1-  ̂(х — at)
‘2

В случае системы кнжиминейпых уравнений векторы /* зави- 
I *|т от X, t, it. Рассмотрим дифференциальные формы

м/. (х, I, и, du) — lk {х, t, и) du =  la (х, t, и) dua. (6)
Пусть каждая из этих форм, рассматриваемых при фиксирован
ных значениях переменных х, t, имеет интегрирующий множи
тель |U =  \bk{x, I, и), так что для любого k — 1, п имеем

Iil{ (х, t, и) и /г (х, /, и, du) =  \xklka dua =  -~-к dua (7)

(напоминаем, что суммирование производится лишь по грече
ским индексам; в формуле (7) номер k фиксирован). Уравне
ния (2.2.7) после умножения на \хь принимают вид 
n l r k ( x , l , u ) \  дг к ,  ̂ дг к

V dt 
и

) дг. дг.
к =  ~Qf +  hi ~fa — Sk (x > t> u) ( k =  I, . . . ,  ri) (8)

Sk — V Jk  +  rkt +  %krkx- (9)
В формуле (9) величины r'kx, r'kt суть частные производные 
функций Гк(х, t, и) соответственно по х и t при фиксированных 
значениях переменных и =  {ии . . . ,  ип}.

Пользуясь снова независимостью функций Гк(х, t, и), выра
жаем через них переменные и, после чего получим из (8) си

стему квазилинейных уравнений

•^7 +  lk =  Sk (х, t, г) (й = 1 , . . . ,  га). (Ю)
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Величины Гк называют инвариантами (инвариантами Римана),, 
а систему (1 0 )— системой в инвариантах. Впервые понятие ин
вариантов ввел в своей классической работе Б. Риман [1876]. 
Если системы (2.2.1), (2.2.7) однородны и не зависят явно от 
х, t {А =  А (и), f  =  0 ) ,  то уравнения (10) также однородны:

^ + Ы г ) ~ ^  0 _{k =  \ (11)

т. е. функции Гк(х, t) постоянны вдоль интегральных кривых 
уравнений

4 f  (12)

называемых характеристиками системы уравнений  (11).
2. Системы двух и трех квазилинейных уравнений. Известно, 

что не всякая дифференциальная форма со*(н, du) имеет инте- 
трирующий множитель. Исключение составляет случай п =  2, 
когда этот множитель существует всегда. В этом случае инва
рианты Римана могут быть определены следующим образом. 
Пусть уравнения

сой (х°, /°, и, du) — 0 (k — 1, 2)

имеют интегралы

Ф* (х°, t°, и) — const (k =  \, 2).

Тогда, очевидно, в качестве инвариантов Римана могут быть 
взяты функции

гь =  Ф* (х , t, и).
Рассмотрим теперь случай п =  3. Известно (см. В. В. Сте

панов [1959]), что в этом случае произвольная дифференциаль
ная форма

coft (х, t, и, du) =  lk (х, t, и) du (I)

(х, t фиксированы) может быть представлена в одном из видов: 

a) dU, б) V dU, в) dU +  V dW ,

где U, V, W — функции от х, t, и. Случаи а), б), в) следуют друг 
за другом в порядке общности.

Если формы со* относятся при k =  1, 2, 3 к типам а) ,  б), то 
это означает наличие интегрирующего множителя р,*. для к а ж 
дой формы со к, т. е. возможность приведения системы квазили
нейных уравнений к инвариантам * ) .

*) Известно (см. В. В. Степанов [1969]), что форма l^dua  принадлежит 
к типу а), если rot/* =  0, и к типу б), если rot =  0, причем эти условия 
необходимы и достаточны (операция rot берется по переменным щ, и2, и3).
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Ё 0ЙЩ#М ы у ч ае  формы т  принадлежат к типу в) и система
и р и в в д н т е я  к и щ у

( # ) . +  ^  № ) . - « *  ('>' = 1 . 2 ,  3), (2)

Гй# W*, If», Vk — функции переменных «ь  и%, и3, х, t. Пусть 
V» —  i). f ,  I .  форма ti):i(х, t, и, du) имеет интегрирующий м н о 
H1 MIUII и с и с т е м а 'кпамилпцсйиых уравнений имеет один инва- 
Iгм IнI Рнм1Н« Г% ■** U‘i. Тогда  уравнения (2.2,7) приводятся 
И фирм»

/* (~j7 +  h j f ) ^ f k ( k = l ,  2), (3)

Т  +  Ч Г  =  ё 3’ - (4)
t/ц ■* и%(х, t, и),

Hiviil формы шц(х, I, к, du)(k  =  1, 2) рассматривать на по- 
верниш'тн и% т  U%{х, I, tt) — const, х — х0, t =  t0, то они имеют 
шпччрирующнй МНОЖптсми.. Отсюда следует, что

\ l k ( X, ' t , U) 9 k ( X,  t, и,  till) :

■ч d u k (х , I, и) -  d u , - M h L d t - ^ - d x  ( k = i , 2),

гдо предполагается,-что
Uh (х , (, и) «== и к (х, t, щ, щ, Ua (щ, и2, и3, х, t)).

С и с т е м а  квазилинейных уравнений в этом случае может быть 
ieiuiciuia и следующей характеристической форме:

+  1т г ) ( ^ г ) к= £к (к =  1> 2)’ )
( d u , \  - Г

гдо i | ^ - — функции переменных Uk (x, t, и), х, t.

§ 4. Преобразования систем квазилинейных уравнений

1. Преобразование систем по решению. Преобразованием -за
висимых и независимых переменных

x' =  x ' (x ,t ) ,  t' — t ' (x ,t ) ,  v ~ v { x ,  t, и), (1).

имеющим обратное, т. е. таким, что
d[x',  t’} n d[oi, t>2, . . . ,  оnl , п 
d [х, t) ’ д \uh и2........ип] ’

система квазилинейных уравнений гиперболического типа пере- 
водится в некоторую новую систему квазилинейных уравнений
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I нперболического типа. Характеристические направления гипер
болической системы являются инвариантами преобразования (1).
г-. dxс)то означает, что если направление — являлось характе

ристическим для исходной системы, то после преобразования (1) 
направление

дх' . дх' 
dx' , /  dt дх

> ■ dt ' ' dt' , dt' g 
dt dx k

будет также характеристическим.
Рассмотрим преобразование независимых переменных, при

меняемое в газовой динамике, которое будем называть преоб
разованием независимых переменных по решению. Пусть новые 
переменные х', t' связаны со старыми х, t формулами

dx' =  ф[ (х, /, и) dx —- if! (х, /, и) dt, |
dt' =q>2(x, t, и) dx  —• t|)2 (x, t, u) dt. ) ^

Чтобы линии x' — const, t' =  const образовывали регулярную 
сеть при любых решениях и =  и(х, t) исходной системы, т. е. 
чтобы каждой точке х, t соответствовала одна и только одна 
точка х', t достаточно, чтобы в рассматриваемой односвязной 
области переменных х, t выполнялись условия 

dm. (х, t, и) <?tb, (х, t, и)
- Ы -------+  ^ -------- =  °  ( ' “ 1 .2 ) ,  (3)

A =  ~  q>2̂ i ф  о. (4)

В  равенствах (3) u =  u ( x , t ) — произвольное решение исходной 
системы; при дифференцировании должна учитываться зависи
мость и от х, t.

Так как равенства (3) должны иметь место для любого ре
шения и =  и(х, t) исходной системы, они сами должны быть ее 
следствиями. Предположим, что это имеет место и выполнено 
(4). Тогда из (2) следуют формулы дифференцирования

ди ди , ди ди ди , ди , /Р-Ч

По формулам (5) производные 4^-, линейно выражаются 
du duчерез -щ г , < и после подстановки в исходную систему, оче

видно, снова получится система квазилинейных уравнений.
Преобразование ( 2 ) — более общее по сравнению с обычным 

преобразованием независимых переменных (1). Для его приме
нимости, однако (в случае зависимости <р„ г]эг- от и),  необходимо,
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•uuOw п к 'т е м а  квазилинейных уравнений имела в качестве след-
• until н к ч ш а л ы ш е  уравнения. Как мы увидим в § 5, не всякая 
Hirit’Mli шш.чилинейпых уравнений имеет в качестве следствий
• щи 0 iii одно уравнение типа (3).

lljUiiuviCM пример преобразования независимых переменных 
ни ВШФШНО, Система уравнений газовой динамики (см. гл. 2,
I  а

др . д ри 
dt дх ■О,

ди 
1U

± u * L + ± d j Ls=
дх  р дх  

dS  . dS
~ш~ +  и ж

о, р — р(р, S), 

=  0

(6)

Содержит три уравнения с тремя неизвестными р, и, S. Рассмо
трим преобразование

dx' =  р dx — ри dt, dt' =  dt. (7)

В ггом случае ф! =  р, ¢1  =  ри, ф2 — 0, ф2 =  — 1; условия (3) 
выполнены в силу первого уравнения (6 ),  а условие (4) приво
дит к требованию р >  0. Итак, если р >  0, то

д
дх

д
дх'

J L
dt

д
dt'

д
?и -д7-

д
dt' ■ U дх  ’

И система (6) переходит после преобразования (7) в новую си 
етему:

д  С 1 \ ди г, ди , др  п dS__ M L _i_ -Ё£- — 0 ___
dt' \ р )  дх '  ’ dt' ~  dx' ’ dt'Ит) = 0 , = 0 . (8)

В газовой динамике переменные х, t носят название эйлеровых, 
п переменные q — х', f  =  t —  лагранжевых.

2. Преобразование годографа. Для однородной системы ква
зилинейных уравнений, коэффициенты которой не зависят явно 
от х, t, в случае п =  2:

du . л / s <?«
~дТ +  А ^ Ж >0\ {«I» « а ) , (О

поменяем ролями зависимые и независимые переменные, т. е.
будем считать, что х — х(щ ,  «2) ,  t 
ления приводят к результату
ди 1
дх

где

dt 
дио

ди2
дх •А- dt

dui
du\
dt

t (Ml, «2) .  Простые вычис-

• Д - ё - .  (2)
дх
duo

du2
dt

dui
dx
du2
dx

du\
dt

<3«2

dt

d [tu, u2]
d [x, t] (3)

2  Б , Л г Рож дественский,. H . И. Яненко



Если А ф  0, то, подставляя формулы (2) в (1 ) ,  приходим к ли
нейной системе двух уравнений:

( « )  +  « 12 ( « )  = 0 , ^  '

где а,/(ы)— элементы матрицы А (и ) .
Такое преобразование переменных носит название преобра

зования годограф а ; оно используется в газовой динамике.
3. Продолженная система. Систему квазилинейных уравне

ний гиперболического типа запишем в характеристической 
форме:

1к (х, t, и) [-—• +  (х, t, =  •

=  /а +  t ,u )  (k =  \, . . . ,  n). (1)

Во многих исследованиях наряду с системой (1) полезно рас
сматривать систему уравнений, в которой неизвестными яв
ляются также производные решения и(х, t).  Эта система полу
чается дифференцированием (1) и является ее дифференциаль-' 
ным следствием.

Мы будем называть систему (1) и ее дифференциальные 
следствия продолженной системой.

Обозначим
ди ди ( ди, ди, \ , оч 

~ д Г ~ ^  I  - д Г  =  Р ^ - д Г ==(1 ф  ( 2 )

тогда система (1) может быть записана в виде

lk (<7 +  l kp) =  lka (<7а +  l kPa) =  !к (k =  l ,  . . . ,  п). (3)

Дифференцируя каждое уравнение (3) по переменным t, х, по
лучим

<* (■ & + « * £ )- » * •  <*(■£■+** & ) - * * •  w
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На (¾) следуют, как условия интегрируемости, уравнения

дх dt ’ w

и. Следовательно, уравнения (4) могут быть переписаны в виде

''‘ ( t + s * a = ® b  ' * № + ь # ) - л .  ст

I де ЯГь  являются, согласно (5 ),  функциями от х, t, и, р, q.
Уравнения (2), (7) будем называть продолженной системой. 

Продолженную систему можно записать в другом представле
нии, Уравнения

& ■ = ,„ .  г‘ Л Й - 4 .ь ,4 4 Л

представляют собой продолженную систему из 2п уравнений, 
если входящие в Sk  величины р  исключены с помощью уравне
ний (3) . При этом предполагается, что Ф  0 * ) .

В такой форме продолженная система была введена Р. Ку
рантом и П. Лаксом [1949].

Остановимся на замечательном свойстве продолженной си
стемы. Как было показано, гиперболическая полулинейная си
стема приводима к инвариантам. Для систем квазилинейных 
уравнений это, вообще говоря, не имеет места. Однако продол
женная система любой системы квазилинейных уравнений ги
перболического типа уже обладает этим свойством, т. е. приво
дима к инвариантам.

Действительно, обозначая

^  =  =  $ к =  1кЯ (9)

и переходя в уравнениях (7) к переменным $?к, Qk, получим

^  +  =  t, и, ® ,  J  (Ш)

_ Г dlk dlk dlk 1  '
P'k =  У  к +  Pa [ - g f -  +  ik -Q§- +  (fy +  IkPf) j  >

>  И П
7- Г dlka , d t  dll , i f  

^ k — ^k +  Q a\ _ -gJ--{ - ik - fa -+  ~d (q p +  l f t P g ) ] -  _

где

*) Требование i t  =#= О не является существенным. Заменой переменных 
можно добиться того, что lk Ф 0 при всех k =  1

2*



Так как Det ((/«)) Ф  0, то величины р, q однозначно выражают
ся через SP, Q  и могут быть исключены из 3Fи, ^¾.

Присоединяя к уравнениям (10) уравнения

^  =  =  ~ ^ к ~  К@а?  (12)

получаем систему Ап квазилинейных уравнений, записанную 
в инвариантах.

Можно уменьшить число уравнений до 2л, если, например, 
к первой группе уравнений (10) присоединить первую группу 
уравнений (12), т. е. рассматривать систему 2п уравнений в ин
вариантах:

д@, d0>h диь
dt %к ~дх~ ~  ®~к' дх  ~ Р к , —  К ^ а ’ (1 ¾

и считать, что в функциях k величины q исключены с по
мощью (3) ,  а р  — с помощью (12).

Однако вторая группа уравнений (13) неудобна для исследо
вания. Мы преобразуем ее. Из уравнений (3) имеем

04)
Поэтому вместо системы (13) можно рассматривать систему 

д!Рь d&b __ duh
+ =  =  <7k =  K fa -K k ? a >  - (15)
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dt s dx  * ’ dt "k  « '«  ab a a ’

которая также записана в инвариантах, а функции суть 
функции от х, t, и, SP.

Продолженную систему (15) запишем в окончательной 
форме:

=  (16)

F k (х, t, и, 3>). (17)

Из формул (15), (11), (5), (3) следует, что

P k  =  T k (х, t, и) +  (х, t, и) $>а +  (х, t, и) < Э Д ,  (18) 

Fk — F k (х, t, и) +  Fa (х, t, и) &>а, (19)

где @~k, @~к, Г аи ,  F k, Fa — некоторые ' функции, зависящие 
лишь от х, t, и. Формулы для этих величин довольно громоздки, 
и мы не будем их здесь выписывать. Отметим, однако, что 
F k, Fa  выражаются через коэффициенты исходной системы, а 
@~к, &~а, ^ 0(3— через коэффициенты и их первые производные 
по переменным х, t, и.
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I ||м. м система (16), (17) будет нами в дальнейшем
ч. т .  и . . . . . in.i для оценки роста решения системы квазилиней- 
11|,и vi'.niiifiiiin и его производных (см. § 8).

t in • по § 2 система п нелинейных уравнений гиперболиче- 
. I um I и::,i приводится к системе 2п квазилинейных уравнений. 
Прндолжгпипи система для произвольной системы квазилиней- 

. НМК урпшкчшй гиперболического типа сводится в свою очередь 
N у|iнние ппям » инвариантах. Поэтому система п нелин-ейных 
jipiiHiii’iin/i гиперболического типа приводится к системе не более 
чем 4н кшгшлшк'нпых уравнений в инвариантах с помощью об- 
рцдининин продолженной системы.

| в, Конгернатипные системы квазилинейных уравнений

Определения. Если уравнение
Щ ^ _ + д ^ , и )  _ Н х >  i > t i )  ( 1 )

НйЛжпел следе'пшем системы квазилинейных уравнений

SW +  AJW - b <*>
ЛЛи любых решений системы (2) ,  то мы назовем его законом  
' тхрчнрнии системы (2).

I lyi'Th 1'1К'Темп (2) имеет гп законов сохранения (1 ),  соответ
ствующих функциям фь • ■ •, фш\ фь • •., фт- Эти законы сохра
нении будем ни.швпть независимыми в области D, если функ-
ШШ 1, ф| ( îii h, и ) ...........фя! (хо, to, и) линейно независимы при
WtfX .Vu, to, М ИЯ рМ'ОМПтрииаомой области D.

Если ф «мф (х, I), то, согласно этому определению, равен- 
i f l i t  (1) ИР и ЯЛ я рте я пезпнпгнмым законом сохранения.

I I и i истоми (2) имеет // независимых законов сохранения, 
уД0ПЛ«!НИрИ!ОЩ|1Х условию

в [ф | ............Ф».] ,  п

ТЙ ГГТ^Т  ф  ° ’
ТО Мы миаооем сс консервативной, в противном случае — некон- 
йррт чианой,

И тик, к о н с е р в а т и в н а я  система ( 2 )  может быть приведена 
к виду

+  * b i± -L !L  =  F  <*, t, и), (3)

1*дв иод ф, i|), F  мы понимаем теперь векторы с п компонентами. 
З в м т ш ,  что систему типа (3) часто называют «дивергентной», 
иногдя этот термин относят лишь к случаю F  — 0.

Получим уравнения, которые служат для определения всех 
1 ВК0И0В сохранения системы (2) ,  т. е. функций ф, Для этого
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умножим систему (2) на вектор а  — а (х ,  t, и ) =  {ai, 
потребуем, чтобы результат имел форму (1).

Приходим к уравнениям

а ‘ =  ш ; ’ Z a /a /< =  l r  (/ = 1 > •••>«)’
* /-1 \

f  =  Е  « д .  +  ф ;+

Исключая из этих уравнений величины а», получим систему, 
в которую входят лишь две неизвестные функции ф(я, t, и), 
ty(x, t, и):

■ Ж ^ Ъ ац ( х , 1 , и ) ^ -  0 = 1 ,  2, . . . ,  п). (5)
1 i=i 1

Переменные х, t входят в коэффициенты этой системы как пара
метры.

Множество линейно независимых решений системы (5) опре
деляет множество независимых законов сохранения системы (2).

Если сист'ема (2) линейна или полулинейна, то она консер
вативна. В  самом дел-е, в этом случае A =  А(х, t) и система (5) 
имеет п независимых решений:

Фk ( x , t , u )  — uk, i>k (x, t, u) =  a ka(x, t)ua ( k = l , . . . , n ) .

При n sg: 2 система (5) является либо недоопределенной, либо 
определенной и имеет бесчисленное количество решений. При 
я ^ З  система (5) переопределена и не имеет, вообще говоря, 
ни одного решения ф, ф, которое зависело бы существенно от и. 
Доказательство этого утверждения можно получить на примере 
системы

ди х . ди.\ ди , . ди2 п диг . „  ди3 п
Ж  +  -д Г  +  щ ~дГ =  0 ’ =

для которой легко устанавливается, что система (5) не имеет 
нетривиальных решений (см. Б. Л. Рождественский [1959а]).

2. Законы сохранения газовой динамики. В качестве примера 
(см. Б. Л. Рождественский [1957]) рассмотрим систему уравне
ний газовой динамики в лагранжевых координатах (гл. 2, § 2, 
п. 8), которую запишем в виде

dt дх  d t ' дх  dt у ’

Поставим вопрос об отыскании всех законов сохранения этой 
системы уравнений (очевидно, система (1) уже записана в виде 
законов сохранения и является поэтому консервативной).

. .  • , а п) и

(4)



Будем предполагать, что давление р =  р(У , S )  является 
дмажды непрерывно дифференцируемой функцией удельного 
иГп.сма V и энтропии 5.

Для системы (1) выпишем соответствующую ей систему 
уравнений (5,1.5) относительно tp =  ф(V, и, S)  и -ф = 1)з(У, «, S ) :

§ 5. КОНСЕРВАТИВНЫЙ СИСТЕМЫ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 3§

Будем искать дважды непрерывно дифференцируемые функции 
ф, 1(5, удовлетворяющие системе уравнений (2) — (4 ) ,  Комбини
руя равенства (2) и (4 ) ,  получим

что означает функциональную зависимость при фиксированном 
Переменном и величин р, т. е.

Учитывая (5), сводим систему ( 2 ) - ( 4 )  к двум уравнениям

Дифференцируя (6) по переменному V и учитывая (7), получаем

Будем рассматривать случай, когда величина p'v функцио
нально независима (как функция переменных V, S) с давле
нием р (V, S), т. е.

Нели это так *), то в левой части (8) стоит функция трех 
переменных, а в правой — только двух. Поэтому равенство (8) 
ВОЗМОЖНО лишь в том случае, когда

*) Условие (9) исключает случай р =  F {V +  / (S)), где F  и / — произ- 
(Мьньш гладкие функции.

(2 )
Зф __  3<р
ди dV ’ (3)

(4)

$  =  W(p, и). (5)

(6)

(7)

(8)

PvPvs Ps ’ Pvv ^ (9)

(p, u)
dp2

a» v (P, u) _ _ Q (10)
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Отсюда имеем общее решение системы ( 2 ) - ( 4 )  для ф(К, и, S):

Из второго начала термодинамики (гл. 2, § 1, п. 1, ф-лы (16))

Интегрируя уравнения (13), находим общее решение системы 
( 2 ) - ( 4 )  относительно <p =  qp(F, и, S):

ФОЛ и, S) =  - C xV +  C2u +  C3[z(V , S) +  £ ]  +  /(5), (14)

где f  (S) — произвольная функция энтропии.
Величина e ( F ,  S) есть внутренняя энергия газа и, согласно 

второму началу термодинамики, определена равенством

Итак, если выполнено (9 ),  то мы нашли общее представле
ние всех законов сохранения рассматриваемой системы

Легко заметить, что формулы (16), (17) содержат как за 
коны сохранения объема, импульса и энтропии, выраженные 
уравнениями системы (1),  так и еще один независимый закон 
сохранения . ,

который соответствует случаю С3 — 1, С* =  С2 =  /(S) =  0 и 
носит название закон а  сохранения энергии. Отметим, что в слу
чае, когда нарушено (9 ),  система (1) может иметь дополнитель
ные законы сохранения.

Из нашего доказательства вытекает, что при выполнении ус
ловия (9) уравнения газовой динамики (1) не имеют никаких 
других законов сохранения, кроме известных законов сохране
ния массы, импульса, энергии и энтропии.

oj) (V, и, S) =  ¥  (р , и) =  С\и +  С2р +  С3ир,

где Сь С2, С3 — постоянные числа.
Подставляя (11) в (6) и (7), получаем

(И)

( 12)

Р

(13)

dz — T d S  — p dV. (15)

ф = ,  _  с , 7  +  С2и +  С3 [е +  +  f  (S), 

Ф =  C\U +  С2р  +  Сьир +  0 • f (S).

( 16)

(17)



И к а ч е с т в е  еще одного примера рассмотрим систему

д dS£ , д д 2 1 л /• 1 п т
ЖТи7 + ж ^ ~  =  0 (»= !.• • ..« ). (18)

где &шт'2?(их, «„), 9?х ~ g l (иь  . . . ,  ип) ■— скалярные функ
ции (см. С. К. Годунов [1961а]). Система (18) является гипер
болической, если матрица

=  ( ( 3̂ 7) )
айвкоонредсленная.

Система уравнений (18), очевидно, консервативна. Легко 
прппрр'ястся, что о.на имеет еще один закон сохранения, незави- 
141 мы и с законами сохранения (18), если & ии — непостоянная 
МВ’ПШца:

¢  =  'ф =и.а5?1,а —

Интересно отметить, что к виду (18) приводятся уравнения га- 
ionuii динамики, а также некоторые другие системы уравнений 
Мйтсматпческой физики.

!}. Потенциал решения консервативной системы квазилиней
ных уравнений. Рассмотрим консервативную систему п квази
л и н е й н ы х  уравнений

<)(р , </ф
i)l ' '  ох • •

('оглпсио определению консервативности
#[ф|..... Фп1 / А

................ ип\ *
Погрому в кпчсстнс новых зависимых переменных можно вы
брить пеЛ'КЧШп.! v, « фt(x% I, и) и рассматривать лишь консерва- 
тинные системы ппчг,пильного вида:
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он
dt'

Пусть пакостно решение н{х, t)ea  С i системы (1). Найдем вектор 
1Г{Х, I) тикой, что

^ Р ( Х ,  I, и(х, 0).

ОЧЙВИДИО, вектор fF (x , I) определен неоднозначно; для опреде
л е н н о сти  ПОЛОЖИМ

X

* * ( * ,  0 -  5 F % l , u { l , t ) ) d % ,  (2)
•МО



где х — Х0 (t) — гладкая кривая, однозначно проектирующаяся 
на ось х =  0. Система (1) может быть переписана в виде

Интегрируя это уравнение по области &с, ограниченной кон
туром С, заключаем, что контурный интеграл

(̂ ) и dx  — [ф (х, t, и) — (х, 0 ]  dt 
с

обращается в нуль для любого кусочно-гладкого замкнутого 
контура С. Поэтому криволинейный интеграл

(х, i)
Ф {х, t )—  ̂ u d x  — [<f — @~] dt (3)

U v  о̂)

не зависит от пути интегрирования и определяет вектор 
Ф(%, t) е  С2, если ф е  Си F  е  С0.

Из (3) вытекают формулы

дФ дФ , , \ . __ /
ф (.X, t , ti) -f- Г  (X) t).

Исключая и и пользуясь формулой (2), находим

5<х> . / , а® ч f  р /,, , <?ф (;, |) ч «. , , ч

Х0 (О

Теперь систему нелинейных интегро-дифференциальных урав
нений (4) можно рассматривать самостоятельно, независимо от
(1). Если известно решение Ф (х, i ) e C 2 системы (4) ,  то

и =  - ~  е С  1 есть решение системы (1). Сводя систему (1) к
системе (4 ),  мы можем рассматривать, таким образом, менее 
гладкие решения u (x ,t )  системы (1) как производные решений 
Ф {x ,t)  системы (4), имеющих большую гладкость.

По этой причине такой прием находит применение при рас
смотрении обобщенных (например, разрывных) решений систем 
квазилинейных уравнений.

Вектор Ф (х, t ) будем называть потенциалом решения и{х, t) 
системы уравнений (1) (см. Б. Л. Рождественский [1958а]).

Отметим некоторые частные случаи. Если F  '== 0, то систе
ма (4) становится нелинейной системой типа Коши — Ковалев
ской. Сведение системы (1) к системе (4) в этом случае следует 
сравнить с обратным приемом — сведением нелинейной систему
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I I т .  Реме квазилинейных уравнений (§ 2). В. случае, если си- 
.IM. (1) линейна, то линейна и система (4). Поэтому указан

ны/) процесс повышения гладкости решения для систем линей
ны* уравнений можно применять и дальше.

| Н, Постановка задачи Коши для системы квазилинейных 
уривнрний гиперболического типа

I. Постановка задачи. Для системы квазилинейных уравне
ний гиперболического типа

%  +  A ^  =  b ,  (1) 

Которую также будем записывать в характеристической форме 

« * [$ • + * • & ]- &  <*->.......*>•
рмвмотрим следующую задачу:

i  некотором окрестности дуги a =¾ т =¾ 6 кривой 2?
х =  х (т), l =  t(x)

нпЙТИ рршепие n (x ,t )  системы (1), принимающее на &  задан
ны» аннченпн

и(х(х), /(x)) — tt°(x), а < т < & .  (2)

Vi Минин (й) шнынаютси начальными, вектор-функция м° — на
ци n.Hiift финкцнчЯ, (I кривая Uf — начальной кривой.

ичн ( ) ) ,  (2) называется задачей с начальными данными,
«•••■ ->3тей Кант.

(дЧв Киши ДЛИ урлнпемин (1) интерпретируется геометри- 
•II». it мн МИДМЧй построении в пространстве «  +  2 измерений 
ив( 1МШ$ (» U U) двумерной интегральной поверхности и =  
т  « м .  п ,  н р в ш ш ш й  чррг 1 чаданпую кривую

 ̂— лф), /(т), и =  и°(х),

• iiipyiti ММ Т й К Ш  будем называть начальной.
Цдм уточнении постановки задачи Коши надо указать: 
и) гладкость Матрицы Л(х, t, и),  вектора b(x, t, и) (либо 

I*, |». /*). НАЧАЛЬНОЙ кршшй и функции и°(т) (эти величины мы 
!уд(>м называть входными данными задачи  Коши)',

ft) пОляеть 0  Переменных х, I, и которой ищется решение за- 
1IHH Киши,

Ип ннпроеы будут рассмотрены в последующих параграфах 
при нпгтрпишш решения уадачи Коши.

JjlMriilM, что, по определению, решение и(х, t) системы (1) 
HlHptpUMKO Дифференцируемо (м е  С\). Если и(х, t) обладает
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меньшей гладкостью, но в каком-либо смысле удовлетворяет си
стеме ( 1 ) ,  то функция и(х, t) называется обобщ енным решением  
системы (1).

В  этой главе мы построим решение и(х, t)(=  Cj для системы 
квазилинейных уравнений гиперболического типа; для линей
ной и полулинейной систем будет построено обобщенное реше
ние и{х, t) е  С. Следуя К. О. Фридрихсу, мы будем называть 
последнее решением  задачи Коши в широком смысле.

2. Разрешимость задачи Коши. Характеристики. Пусть, х  (т), 
t(x),  м ° ( т ) е  Си lk (x, t, и), lk, fk е  С и некоторая,вектор-функ- 
ция и{х, / ) g C  1 принимает на кривой S ’ значение и°(т), а ее 
производные р, q удовлетворяют на линии S  уравнениям си
стемы ( 6 . 1 . 1 ) .

Поставим вопрос о возможности определения (на линии 2 ?) 
производных р, q по этим данным, т. е. вопрос о существовании 
функции и(х, t) е  Ci, удовлетворяющей этим требованиям.

На линии S  имеем равенства

и{х(%), t (%))■= и°{%), tk [q +  l kp] =  f k, (1)

где lk, lk, fk, очевидно, являются известными на 9? функциями 
переменного т.

Дифференцируя и(х(х), {(%)) — и0 (%) по х, получим

f  (т) q +  х' (т) р =  dud^ ]- =  ф (т), (2)

и, следовательно, ф ( т ) е  С.
Уравнения (1) и (2) образуют систему 2п уравнений для оп

ределения (на линии 9?) производных р, q. Так как матрица 
((la))  неособая, то, исключая из уравнений (1 ) ,  (2) вектор q, 
получим

[ Г  (т) -  ж' (т)] Рр  =  р '  (.т) l k -  х '  (т)] l*aPa =  f k, .(3)

где fk — непрерывная функция переменного т. Определитель 
D(x) системы (3) легко вычисляется:

D (т) =  [Det ((/¾ )] П  It' (т) h  -  х ' (х)} =  Det Л П  W (т) U -  х' (х)].
kml А=1

Он отличен от нуля, если при всех k = \ ,  . . . ,  п

я  =  Т~(тУ =  h  (х (х), t (т), м° (т)). (4)

Мы предполагаем, что \х'(x)\-\-\t'(х)\¥= 0. Если t'(x) — 0, то 
заведомо D (x) ф  0, так как \k ограничены.

Итак, если выполнены условия (4), то система уравнений (3) 
имеет единственное решение р =  р{х)  и, следовательно, произ-

dx
dt
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йодные р, q функции, « (я , t) однозначно определяются на линии 
И' из условий (1) .

Пусть теперь и(х, С2; х(х),  t ( t ) ,  м ° ( т ) е  С2, lk, lk, fa е  С]. 
Мели и — и0 на S ,  первые производные и(х, t) удовлетворяют 
п.-i S  уравнениям (6.1.1), а вторые производные u (x ,t )  удовле
творяют иа 3? дифференциальным следствиям системы (6.1.1) 
(т. е. уравнениям, полученным формальным дифференцирова
нием системы (6.1.1) по переменным х, t), то при соблюдении 
условий (4) на S  однозначно определяются также и вторые 
производные и(х, t).

Точно так же, если выполнены условия ( 4 ) , можно опреде- 
лпть на S  производные любого порядка т  функции и(х, t), 
гели выполнены условия (1) и, кроме того, все производные и 
до порядка т включительно удовлетворяют на S  всем диффе
ренциальным следствиям уравнений (6.1.1) до порядка т  вклю-' 
чительно. При этом, конечно, входные данные должны быть до
статочно гладки.

Заметим, что, как нетрудно сообразить, в этих рассуждениях 
достаточно говорить не о всех дифференциальных следствиях, 
а лишь о тех, которые получаются дифференцированием урав
нений (6.1.1) в каком-либо фиксированном направлении, не со* 
впадающем с направлением кривой S  (так называемом вы во
дящем  направлении). Таким направлением является, например, 
направление нормали.

Подобная процедура определения производных может быть 
продолжен/! как угодно далеко, если входные данные анали- 
тнчпы, и иоинолиет построить для таких данных аналитическое 
решение аадпчн (0.1.1), (6.1.2). Это обстоятельство составляет 
аналитическую основу хорошо известного метода Коши — Кова
левской,

Кслп при всех /.' • I, п па кривой S  выполнены усло
вия (4 ),  энднчу К оти будем начинать нормальной.

Крииуш И ШДйИИущ н пространстве /г +  2 переменных х, t, 
U уравнениями

нпзыиашт характеристикой номера  /е0 системы (6.1.1), если на 
чтой кривой выполнено равенство

В случае, когди па !/.’ совпадают несколько характеристических 
значений Кривая Ц‘ может оказаться характеристикой сразу 
нескольких иомеро» к.

Иногда мы будем называть характеристикой также и проек
цию кривой (б) на плоскость переменных (x , t ),  имея, однако, 
н виду вы полнение ип ней равенства (6) .

х»*х(т ), t — i (  т), и =  и0 (т), (5)

(6)
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Пусть кривая 3? в условиях задачи Коши — характеристика 
номера ko. Левая часть уравнения системы ( 3 ) , соответствую
щего k — k 0, обращается тогда в нуль. Если при этом правая 
часть этого уравнения f k (x) не обращается тождественно 
в нуль, то система уравнений (3) вообще не имеет решений. По
этому не существует функции и (х, ( ) е С ь  принимающей на 3! 
заданные значения и°(т), которая удовлетворяла бы на S  си
стеме (6.1.1). Тем более не существует решения и{х, t)ea  С i за
дачи Коши (6.1.1), (6.1.2).

Таким образом, если начальная кривая — характеристика, 
то начальные условия (6.1.2) и система (6.1.1), вообще говоря, 
противоречат друг другу, и задача Коши неразрешима*).

Чтобы задача Коши имела смысл и в этом случае, необхо
димо потребовать, чтобы f к (т) е== 0.

Итак, если начальная кривая есть характеристика номера 
ko, то начальные данные нельзя задавать произвольно; они 
должны удовлетворять условию

h S x) =  t' (т) fk,(x (r )> *(ТК и°(х))~1к«(х(х), t(x), к ° ( т ) ) ~ Р  = 0 ,  (7)

которое называется условием разрешимости.
Пусть начальная кривая 3? — характеристика номера k0 и 

выполнено условие разрешимости (7). Тогда система (3) со
вместна, но имеет бесконечно много решений. Следовательно, 
решение и{х, t) задачи Коши не определяется однозначно на
чальными условиями (6.1.2) и существует бесконечно много ре
шений системы (6.1.1), удовлетворяющих одним и тем ж е на
чальным условиям. Таким образом, мы приходим к общему оп
ределению характеристики системы (6.1.1):

Характеристикой называется такая кривая 3?, для которой 
задача Коши либо неразрешима, либо разрешима, но не един
ственным образом.

Для однозначного определения решения и(х, J )  в случае, 
когда кривая 3? — характеристика и выполнены условия разре
шимости, можно поставить некоторые дополнительные усло
вия. Примеры таких задач рассматриваются в § 11.

С задачей Коши связан вопрос о продолжении решения 
и(х, t) через кривую 3 . Пусть решение и(х, t) е  Ci известно по 
одну сторону от кривой S  и его требуется продолжить по дру
гую сторону. Эта задача сводится к задаче Коши с кривой 3  
в качестве начальной.

*) Из^ этого рассмотрения следует другое определение характеристики 
как кривой Э? , на которой линейная комбинация уравнений рассматриваемой 
системы содержит лишь внутренние производные, т. е. производные по пара
метру г  в направлении кривой 2?,
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Если S  не является характеристикой, то эта задача Коши 
нормальна и вопрос о продолжении решения решается одно- 
миачно. При этом из условия непрерывности продолжения сле
дует непрерывность всех производных и(х, t), которые суще
ствуют на линии & ,  в частности, следует, что и(х, / ) е  С\. Если 
жо кривая S ’ — характеристика, то соответствующая задача 
Коши тем не менее разрешима, ибо условие разрешимости (7), 
очевидно, выполнено (так как и(х, t ) — решение по одну сто
рону от & ) .  Однако решается она неоднозначно.

Рассмотрим, например, непрерывное продолжение. Как мы 
видели, значения и{х, t) на кривой 3  не определяют одно- 
:шпчно ее первых производных р, q ; поэтому непрерывное про
должение решения с разрывом первых производных на харак
теристике 3? возможно бесчисленным множеством способов. 
Мели же потребовать непрерывности на S  первых производных, 
го разрыв могут испытывать производные более высокого по
рядка, так что и в этом случае продолжение определяется неод
нозначно.

Итак, характеристика — это линия, через которую решение 
продолжается неоднозначно.

Задача продолжения решения и(х, t) через характеристику 
У  однозначно разрешается лишь в случае аналитических ре
шений, как, очевидно, всякая задача об аналитическом продол
жении функции.

Теперь основное внимание уделим нормальной задаче Коши. 
Преобразованием переменных х' =  х'(х, t), ?  — t'(х, t), пере
водящим кривую 9? в отрезок оси V — 0, общая задача сводится 
к илдаче Коши специального типа, с.начальными условиями, за- 
дннпыми иа оси t =  0: найти решение и(х, t) системы (6.1.1), 
удовлетворяющее начальным условиям

и(х, 0) — и°(х), a ^ i x ^ l b .  (8)

H i ограниченности величин следует, что такая задача Коши 
нормальна. Мы будем решать задачу Коши (6.1 .1), (8) лишь 
н полуплоскости t У-..- 0. Построение решения и{х, t) в полупло
скости / ^ 0  проводится аналогично.

It. Область зависимости и область определенности. Понятие
о корректности задачи Коши. Пусть известно решение и(х, t) 
«’Истомы (0.1.1), принимающее начальные значения (6.2.8). Че
рвя точку Ж  =  {х°, t°) полуплоскости t >  0 проведем характе
ристики х — х/г(х°, t°, т ) ,  заданные уравнениями 

(IX
-ф~===ЬЛхк, Г, u(xk, -г)) (k =  1, 2, . . п),

№ Нгрссечепия их с осыо / =  0. Пусть они пересекают ось / = 0  
м некоторых точках, крайние из которых обозначены а' и Ь'
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(а' <  Ь') (рис. 1.2). Отрезок начальной оси t — 0 в '  <  х <  6 ' 
называется областью зависимости решения и(х, t) в точке М.

Областью определенности G решения задачи Коши назы
вают часть полуплоскости t ^  О, состоящую из всех точек (х, t), 
для которых область зависимости a' sgl х =¾ Ь’ принадлежит на

чальному отрезку [а,Ь], т. е. [a', b'] s  
— [а, Ь].

Наконец, областью влияния от
р езк а  а' ^ .Ь '  начальной оси на
зывают область G' полуплоскости 
t ^  О, состоящую из всех точек 
(х, t),  область зависимости которых 

_ имеет непустое пересечение с отрез- 
, a  d f  Ъ' Ъ я  ком {а ’,Ъ’}.

Рис. 1.2. Поскольку характеристики си
стемы могут быть найдены лишь од

новременно с решением и(х, /), определение области определен
ности представляется трудной задачей. Дело обстоит значи
тельно проще в случае полулинейной системы, когда lk =
— \k{x, t).  В этом случае область определенности G задается 
условиями

G : 0 ,  Хп ( / ) < * <  Xi (О,

где через Xi (i), Xn (t) обозначены решения дифференциальных 
уравнений

• шах { lk (Xn (t), 0 } ,  ^ = =  min { | f)},
a l  k  =  \......... n a l  k  =  l,  . . . ,  tl

принимающие при t — 0 значения Xn( 0 ) = a ,  X i ( 0 ) = b .
В случае системы квазилинейных уравнений априорное оп

ределение G затруднительно. Однако, если известно, что
II и{х, /)11 =¾ U, то справедливо утверждение:

G S G ,
где _  _  _

G : 0, I „ ( / ) < j t < I , ( / ) ,

max m ax {£ft(X „(0 , t, и)}, Xn (0) =  a,
a t  f t - 1.........n  ||и|| < £ 7

•— =  min min №  (0> t ,u ) } ,  X̂  (0) =  b.
a l  f t - l ,  . . . ,  n

Задачу Коши называют корректной или корректно постав
ленной, если ее решение u (x ,t )  существует, единственно и не
прерывным образом зависит от входных данных. Разумеется, 
вопрос о метрике, в которой имеет место непрерывная зависи
мость, зависит от классов рассматриваемых решений и входных



донных и решается в каждом из этих классов по-разному. При 
доказательстве теорем существования решения задачи Коши 
оудет указано, в каком смысле имеет место непрерывная зави
симость решений от входных данных.

Поясним введенные понятия на примере линейной системы
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т. е. система (1) распадается на п независимых уравнений. Х а 
рактеристики системы (1 ) — прямые

=  +

( ;ледовательно, область определенности решения задачи  Коши 
для системы (1) есть треугольник

Q: t ^ O ,  о  -f- S,nt 5¾ х b -f*

n область зависимости решения в точке Ж  (х , t) есть отрезок 
\d, //] оси t — 0, где a' =  x ~ l nt, b' — x — %\t (рис. 1.3). 

Функции rk (x, t) легко определяются:

Г к (х, 0  =  f k (х — Ы ), ,

гд« fh — произвольные функции.
Пели поставлены начальные условия

u(x, 0) — иР(х),
то, согласно (2),

гк (х, 0) =  1ки° (х) =  г\ (х).
Отсюда

гк 0  =  г1 ( х -  У )  =  /%° (х -  У )  =  О  ~  У ) -
Цонпращаясь по формулам (2) к функциям и, получим

ик (л:> 0  ^  3U3 (Х У ) -

Ия ч'1'Ой формулы непосредственно вытекает непрерывная зави
симость решения задачи Коши системы (1) с постоянными ко- 
1 ффицнептами от входных данных — матрицы А и начальных



4. Метод характеристик и обзор результатов. В  §§ 7, 8 будет 
подробно изложено применение метода характеристик к доказа
тельству основных теорем о разрешимости задачи Коши. Здесь 
мы лишь кратко опишем идею метода характеристик с тем, 
чтобы читатель, не интересующийся деталями, имел предстаг 
ление о методе характеристик и полученных результатах, не чи
тая доказательств соответствующих теорем.

Пусть для системы

lk (х, t, и) +  l h (х , t, и) =  f h (х, t, и) (1)

поставлены начальные условия

и(х, 0) — и° (х). (2)

Для простоты считаем, что а  =  — оо, Ъ =  оо; величины lk, lk, 
fk, и0 предполагаем достаточно гладкими функциями своих пе
ременных.

Допустим, что в полосе 0 ^  t -с; t0 известно гладкое реше
ние и (х, /) задачи (1), (2). Функции

1к (х, t) =  lk (х, t, и (х, t)), l k =  gfe (х, t, и (х, t)),

fk =  fk (х, t, и (х, t))

можно тогда считать функциями переменных х, t, а систему (Г) 
рассматривать как систему линейных уравнений
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и записать ее в инвариантах:
дг. _ дг.
~ I F + ^  -^ -  =  gk(x , t). (3)

Здесь функции §к{х, t)_ выражаются через и(х, t), f k, lh, 1¾ и 
первые производные от Iй.

Каждое из уравнений (3) может быть проинтегрировано. 
В  самом деле, если обозначить через х — Xk (х°, t°, т) решение 
задачи

dx, -

то выражение - J j  +  I к есть оператор дифференцирования
по переменному t в направлении характеристики х =  хк (х°, t°, t)\ 
поэтому

t

rh (х, t) =  r°k (хц (x, t, 0)) +  J  g k (Xh (x, t, x), x) dx, (4)
о



где г\ равны, в соответствии с (3.1.2),

r l  (х) =  1к (х, 0) и0 (х) =  1к (х, 0, м° (*)) и0 (х).

Иниду гиперболичности системы (1) матрица ((/*)) неособая, 
поэтому из (4) может быть определена и(х, t):

Uk {х , t) — l a  (х, t) Г а (х, t), 1а =  (Х, t, U (х, t))

(см. формулу (3 .1 .4)).
’ Однако решение и(х, t) нам неизвестно и, следовательно, 
неизвестны величины Р, \к, f k- Поэтому, за исключением про- 
'ти'пиих случаев, построение решения и(х, t) не сводится к ука-
■ иниой несложной процедуре, а требует применения метода по- 
г. н'довательных приближений.

Пусть в полосе 0 =¾ t ^  t0 известно приближенное значение
I )
и (х, t) решения задачи Коши (1), (2). Тогда мы сможем оп- 

(£) («) (£)
поделить величины l k, %к, f k и указанным выше способом

(S +  1)

нпйти следующее приближение и (х , t).
(S +1)

Таким образом, приближение и {х, t) можно рассматри-
(«)

пить как результат применения к и (x,t)  некоторого оператора Г:
( s + l )  (s)

и (х , t) — Tu(x, t).

Этот оператор является нелинейным и содержит операции диф
ференцирования по х, t и интегрирования вдоль характеристик. 
Решение и(х, t) задачи (1 ), (2) при таком подходе удовлетво
ряет уравнению

и (х, t) =  Tu (х, t),

которое, очевидно, символически описывает задачу Коши (1)', 
(2 )’. Для доказательства сходимости последовательных прибли- 

(s )

Шепни {и(х, t)} прежде всего необходимо установить их равно
мерную ограниченность в некоторой полосе 0 5¾ t =¾ 4- После 
*ТОГО доказательство сходимости сводится к установлению пол
ной непрерывности оператора Т (т. е. того, что он отображает 
всякое ограниченное множество в компактное). Наконец, пока- 
ШИйетен, что предел обладает нужной гладкостью и является 
решением нашей задачи. Обычно этот последний этап связан

(S)

Исследованием последовательности производных Эти
ШПфОеи детально изучаются в- следующих двух параграфах.

§ 6. П ОСТАНОВКА ЗАДАЧИ КОШ И g f
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Первые результаты по существованию и единственности ре
шения задачи Коши были получены методом Коши — Ковалев
ской для систем уравнений типа Коши — Ковалевской в пред
положении аналитичности входных данных задачи Коши. Эти 
обременительные ограничения снижают ценность полученных 
результатов, так как задачу Коши для уравнений гиперболиче
ского типа желательно рассмотреть при минимальных требова
ниях гладкости входных данных.

Г. Леви [1927] показал, что, по существу, решение системы 
линейных уравнений гиперболического типа с двумя независи
мыми переменными сводится к решению задачи Коши для си
стем обыкновенных дифференциальных уравнений. Эта работа 
положила начало классическому методу характеристик*).

Мы кратко изложим здесь результаты, полученные в послед
нее время в вопросе о разрешимости задачи Коши для систем 
уравнений гиперболического типа с двумя независимыми пере
менными.

К. О. Фридрихе [1948] рассмотрел вопрос о существовании 
и единственности решения задачи (1 ),  (2) для систем линей
ных, полулинейных и квазилинейных уравнений. Д ля линейной 
системы К. О. Фридрихе предполагает непрерывную дифферен- 
цируемость 1к(х, /), липшиц-непрерывность %k(x, t) и непрерыв
ность f k (х, /, и) =  f k (х, t) +  f* (х, t) иа. При этих условиях он 
устанавливает существование решения в ш и р о к о м  с м ы с л е  
в предположении лишь непрерывности и°(х) (понятие решения 
в широком смысле будет рассмотрено в § 7 ) .  Для системы ква
зилинейных уравнений Фридрихе требует, чтобы /£, <= С2, 
f k <= Съ  ы ° ( х ) е  Сг. При этом доказывается существование ре
шения и(х, t ) e  Сц.

Р. Курант и П. Лаке [1949] пользуются представлением про
долженной системы в инвариантах. Несмотря на изящество 
доказательств, в этой работе делаются более жесткие пред
положения о гладкости входных данных. Так, например, от на
чальных функций и°(х) требуется существование третьих произ
водных.

В работах А. Дуглиса [1952] и Ф. Хартмана и А. Винтнера 
[1952] решение задачи (1), (2) строится в предположении не
прерывной дифференцируемости входных данных. А. Дуглис 
строит решение сначала для более гладких входных данных; 
указанные входные данные рассматриваются с помощью пре
дельного перехода. Ф. Хартман и А. Винтнер строят решение 
при указанных предположениях непосредственно методом ха
рактеристик. Существенную роль в их построении играет лем
ма 2, которая приводится в следующем пункте.

*) Для одного уравнения метод характеристик был развит раньше.
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Итак, минимальное требование к входным данным, при ко
тором в настоящее время доказаны существование и единствен
ность решения u { x , t ) e C i ,  — это требование их непрерывной 
дифференцируемое™. К этому следует добавить, что, как пока
зывают простейшие примеры, решения u ( x , t ) ^ C \  не суще
ствует, если входные данные недифференцируемы.

Заметим, что некоторые теоремы существования могут быть 
получены как специализация на случай двух независимых пе
ременных более общих теорем. Так, например, в работах 
И. Г. Петровского [1937], С. А. Христиановича [1937] были полу
чены общие результаты, из которых, в частности, вытекают тео
ремы существования для интересующего нас случая. Отметим, 
однако, что при этом требования, предъявляемые к входным 
данным, естественно, завышены.

Наконец, сделаем несколько замечаний по поводу изложения 
этих вопросов, принятого в этой книге. Задача Коши для линей
ной системы изучается на базе работы К- О. Фридрихса; теорема 
существования доказывается при тех же предположениях.

Для систем квазилинейных уравнений за основу принят ме
тод характеристик в изложении Ф. Хартмана и А. Винтнера. 
Несколько существенных деталей отличают, однако, наше из
ложение. Упомянем некоторые из них. Доказательство ограни
ченности последовательных приближений и их производных 
обычно весьма громоздко в методе характеристик. Оценки роста 
с помощью «мажорантной системы», употребляемые нами, по 
существу, значительно упрощают и делают более общими эти 
оценки, избавляя от необходимости арифметического подсчета. 
Другое отличие нашего изложения состоит в доказательстве рав
номерной сходимости в области определенности G не только по
следовательных приближений, но и последовательностей их пер
вых производных.

5. Две леммы.
Л е м м а  1. Пусть непрерывная на отрезке 0 t t0 вектор- 

функция u ( t ) =  {u\, . . . ,  ип} удовлетворяет неравенству
i

li U it) |к  C/0 +  { [ A  (x) +  В (x) шах || и (g) || ] dx, (1)
J  o < s < t

U пусть при 0  ^  t ^  t0

| A ( O K  A, | В  (/) | < 5 ,  U o > 0 .

Тогда при 0 ^  t /0 имеет место оценка

I) и {() j] <  m ax I! и (т) || <  UQeBt +  4 (eBt ~  *)• (2)Г\<̂ 'T <" f &



При В — О формула  (2) превращается в очевидное неравенство

II и ( 0 1| <  max || и (т) ||< U0 +  At.
0 < t  < <
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max
0 < T <

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через U (t) величину 
""  11 w (т) I!. Пусть 0 — любое число из отрезка [0, /0] и

U(t)^\\u{t')\\ (0 < * ' < * ) •

Записывая неравенство (1) для точки t', получим 

t'

11и (011 =  £ / ( 0 < ^ о+ 5 и  +  В£/(т)]</т <
О

t t 

< и й+  $[А +  Ж /(т)] dx =  U b + A t  +  B \ u \ x ) d x .
о о

Многократно применяя эту оценку, будем иметь

U ( t ) K U (s[ l  +  B t +  . . .  +

_ l  4  J ? L  j . .  | _1 I и  (f \ (B t )s+l-t- A  [Г -1- 2! -+- • • • +  B (s +  1), J  +  u (to) ,

откуда следует неравенство (2).
С л е д с т в и е .  Пусть вектор и(х, t)^.C\ удовлетворяет не

равенству

| f H < i i f w n + i f x ® i .

Тогда имеет место оценка  ( 2 ) ,  где

U0 =  || и (0) И, A =  max || f  (t) ||, В  =  max J ((/* Щ  J.

Л е м м а  2 .  Пусть и { х ,  t, х), v(x, t, х) . e C j .  Тогда функция

t

l ( x , t )  — ^u (х, t, х ) dx
о

непрерывно дифференцируема (I (х, i) е  С\).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вычислим, например, производную 
Имеем:

• J j  [/ (х +  Ах, t) — I  (х, 0] =
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t
1

к х
о

t
о

f  и (х +  kx, t, т) — и (х, t, т) dv (х +  А*. т) , ,
J  Д * дх  т г  ■■
о

<

+  д 7  § м ** T) ^ [ °  +  Алг> l ' %) ~ v (х ’ t ’ T)1
о

Производя в последнем интеграле интегрирование по частям 
и переходя к пределу при А х - » 0, получим

-■■■fa   ̂ =  и (х> t> vx (х> 0  —  и (х, t, 0 )  о *  (х, t, 0 )  +
t

+  5 [«* (х, t, х) vx (х, t, х) — их (х, t, х) vx (х, t, т)] dx. (3)
о

Формула (3) доказывает лемму 2 и одновременно дает правило 
для вычисления производных функции /  (х, t).

§ 7. Задача Коши для линейной и полулинейной систем
1. Существование и единственность решения задачи Коши 

п широком смысле. Рассмотрим полулинейную систему

%  +  A { x , t ) ^  =  b { x , t , u ) ,  (1)

п пусть система

^ T  +  h ( x , t ) ^ ~  =  g k ( x , t , r )  (2)

есть запись системы (1) в инвариантах.
Пусть на некотором отрезке [а, b] оси / =  0 для системы (1) 

«вдапы начальные условия
и(х, 0) =  и°(х). (3)

Э®М<'тим, что отрезок [а, Ъ\ может быть неограниченным.
Обозначая r°k (x) — lk (x, 0)и°(л:), получим начальные условия

г {х, 0) == г° (х) (4)

ДЛЯ с и с т е м ы  (2 ) .



Предположим, что функции А, /fe<= Ci в G (напомним, 
что G обозначает область определенности нашей задачи), f k,

е  С0 в  области G X  { « I — °° <  \\и I! <  ° ° } ,  и°(х) е С 0 на [а, 6].
d g u

Тогда g k, - ~ е С 0 в области G X {r  1— 00 <  II г II <  г ° ( х ) е С 0 
на [а, Ь].

Непрерывные в G функции r (x , t )  называются решением з а 
дачи Коши  (2 ), (4) в • широком смысле, если г(х,  0) =  г0(х) 
и каждая из функций rk {x ,t)  непрерывно дифференцируема 
по переменному t вдоль соответствующей характеристики х == 
=  Xk(%, х, t), причем

- J f r k (xk (l, х, t), t) =  g k (xk, t, r {x k, t)). (5)

Вектор u (x ,t ) ,  полученный из вектора r(x, t) по формулам
(3.1.4), будем называть решением в широком смысле задачи  
Коши (1) ,  (3).

Докажем единственность решения в широком смысле. Пусть 
в G существуют два решения в широком смысле и (х , t) и й (х, t) 
задачи (1) ,  (3 ) .  Им соответствуют два решения в широком 
смысле r{x, t) ,  r (x , t )  задачи (2 ), ( 4 ) .

Введем разность

v (х, t) =  г (х, t) —  r (х, /) ( v (х, 0 )  = =  0 ) .  ( 6 )

Вычитая из уравнения (5), записанного для функции r {x , t ) ,  
это же уравнение, записанное для r(x, t),  получим 

dvb (хь (t, т, t), t)

где через g^(x9 t) обозначены величины
i

g* (x, 0 = 5  (X, t, r (x ,  t ) ~  %v (x, 0) dx.
0 a

Согласно определению решения в широком смысле, функции г, 
г, v непрерывны в G. Поэтому функции g * — непрерывны в G 
и ограничены в любой полосе 0 «с; t U.

Интегрируя уравнение (7) по t от 0 до т с  учетом условия (б), 
получим

X

Vk (I. *) =  J  ( ½  t) Va (xh, t) dt (6 =  1, . . . ,  n).
0

Ввиду ограниченности матрицы ( ( g *))  отсюда после примене
ния леммы 1 из § 6 следует, что всюду в G

I! 9 (*, 0 II =  0
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и, следовательно, r ( x , t ) s =  r [ x , t ) , и{х, t) s= й{х, t) . Теорема до
казана.

Из этой теоремы, конечно, следует, что единственно также 
и классическое, т. е. непрерывно дифференцируемое, решение 
задачи Коши.

Докажем сущ ест вование  решения в широком смысле для ли
нейной системы. Решение задачи (2), (4) для линейной системы 
будем строить методом последовательных приближений.

Пусть
g k (х, t, г) =  g k (х, t) +  gft (х, t) ra.

Согласно формуле (5) решение гк удовлетворяет уравнению
t

rk (X, о =  т\ (хк (х, t, 0)) +  Jj g k (xk (х, t, т), т) dx +
О

*
+  ( Xk т )> т )  Га ( ¾  т )> т )  (8)

О

Применяя метод последовательных приближений, положим

(.V+1) (0) f (5)
гк (х, t) =  гА (х, 0  +  J  g* (хк (х, t, г), т) га (хк (х, t, х), х) dx (9)

о

( s ~  0, 1, . . . ) ,
где

(°) г .
Гк (х, /) =  Г°к (хк (х, t, 0))  +  } g k (xk (х, t, х), г ) dx.

о
(s+1)

Отсюда видно, что гк (х, t) определены и непрерывны в G и 
имеют непрерывную производную по t в соответствующем ха
рактеристическом направлении. Докажем равномерную сходи-

(«)
мость последовательности {г (х, t)}.

Из  формулы (9) следует
|| (S  +  1> {S) I] I  Л<«) (S  1) jj

I r (x, t) — r (x, \ sup r — r | dx, (10)
G~0 x

где через Gx обозначено пересечение G с полосой 0 ^  t sg; т, а 
В  — константа, ограничивающая в области G норму матрицы
(ЮУ

Обозначая
(S ) || ( s  +  l )  (S ) II

V (0 =±= sup |'Т* (I, -П) — (g,
(£, t]) е  ai

§ 7 . ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ И ПОЛУЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМ. 5?



запишем (10) в виде
(s) г  ( s - 1 )
V ( 0 < £ J  V (x)dx.

о
Тогда

(s') (Rf)s (°)
V ( 0 < — r - V ( 0 - > °  при s —> oo,

(s)
и, следовательно, последовательность { г  (x,  /)} равномерно схо
дится к непрерывной функции r ( x , t ) ,  если область G конечна 
по переменному /. Если же область G бесконечна по /, то после- 

(«)
довательность {г (х, /)} равномерно сходится в любой ее конеч
ной (по t) подобласти Gfa. Переходя в равенстве (9) к пределу 
при s - » o о, получаем, что r (x , t )  удовлетворяет уравнениям (8). 
Так как

хк (х, t, х) =  хк (х0, /о, т),
если точка (х0, /0) лежит на этой характеристике, то равенства 
(8) можно переписать в виде

t

Гк i.Xk {Х0> 0̂> 0 ’ 0 “  Гк {Хк ( Х0> *0> ®)) "1" 5 (ХЬ (Хй’ 0̂’ Т) dx  4"
о

t

+  \ 4  { ч  (Х0> 10> *). т) Га (Хк (Х0’ *0> Г) ’ х ) й х■ 0 !)
о

Из непрерывности подынтегральных функций следует непре
рывная дифференцируемость правой части (11) по переменному 
t. Следовательно, rk {x ,t)  непрерывно дифференцируема вдоль 
характеристики х — хи\ при этом выполнено равенство (5). Т а
ким образом, rk {x, t) — решение задачи (2), (4) в широком смыс
ле. По формулам (3.1.4) может быть получено решение u(x,t\  
задачи (1), (3).

В случае полулинейной системы последовательные прибли
жения задаются аналогично (9) :

(S+1) (0) л (S)
Г к (х, t) =  rk (x, 0 +  \ gk (Xk {х, t, т), х ) г { х к (х, /, т), x)dx,

о

и равномерно сходятся в подобласти Gt„ области G, в которой 
они равномерно ограничены.

Таким образом, построение решения в широком смысле для 
полулинейной системы отличается от линейного случая лишь 
тем, что в качестве области сходимости последовательных при
ближений выступает область Gt„ в которой решение полулиней
ной системы остается ограниченным. Рассмотрение вопроса об 
ограниченности решения мы отложим до § 8.
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2. Существование классического решения задачи Коши для 
линейной системы. Пусть система (7.1.1) линейна: b {x , t ,u )  — 
~ b i ( x ,  t) +  В (х , t)u. Тогда в системе (7.1.2)

g k (х, t, г) =  g k (х, t) +  g* (х, t) ra, 

причем g k {x, t) =  lhb j, a
Г dlh dlh 1  

« *  ( * ,  0 =  Y j  f e  I)  +  [ - a f  ■+  b - j f  J  ч  ( * ,  I), (1)

где Ya =  /ps S6Aa (см- формулы (3.1.2)).
Предположим, что B ape C i  в G. Тогда, очевидно, и

в G. Пусть также и°(х)<=Ср r ° ( x ) e C j .
Покажем, что построенное выше решение является при этих 

предположениях непрерывно дифференцируемым в G и, следо- 
иательно, дает решение задачи (7.1.2), (7.1.4) в обычном смысле 

В случае (1) формула (7.1.9) принимает вид 
t

<*+1) (0) Г  (5)

гк (х, t) =  Гк (х, 0  4- J  Ya (Хк (Х’ т )> Т) Га (Хк (Х> f ’ Т)> Х) dx +
t 0

■Ь 5 [ т ) ’ г ) ] А0 ( xk ( x > t> т ) ’ x ) r \ { x k ( x ’ т )> x ) d x ■ (2)
о

Очевидно, что из сделанных предположений вытекает непрерыв
ная дифференцируемость в G первых двух чл*яов правой части
(2), если в G непрерывно дифференцируемо приближение 

(»>
r(x , t). Что касается последнего члена формулы (2) ,  то он так-

(S )

же непрерывно дифференцируем в G, если r{x ,  t ) ^ C u Это сле
дует из леммы 2 § 6.

Дифференцируя (2) по переменному х (последний член — по 
формуле (6 .5 .3)) ,  получим
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(**Г Ч Wf 1 Г  Ь 1

,,Гк~ =  4 -  (  дхь<х'*’ х) Г М  ?  +  Vk ^ a  1  d% +
i),< дх  J  дх  L  дх  «  ' дх J  '

о
(5)

+  [ i  г0 ( * *  *> Х)’ X) \ =t Ла 0  Га (*> 0  -  

Ы г * 3  ( * * < * ’  т ) ] * _ о  0 ) ’  0 К  ( * * < * •  ° ) *  ° )  +

[ЯР ( х й (х , г ) ,  r ) (? e ( ¾  ( * ,  /, Т ), Т ) ]  (Jf, t, Т), Т ) ]  —

[л2 {ч (х> f> х)> хУа (** (*> т)>т)] [тх lt (ч (х> %)>т)]} dx-

И
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Отсюда следует, что

+   ̂А 2 (х, t, х) max I г — г \dx +   ̂A 3 (х , t, х)
Ш  (s I) |

а функции А 1, А 2, А 3 непрерывны и ограничены в G.
(S)

Так как последовательность {г (х, i)} сходится в G, а вели

чины А 1, А 2, А 3 ограничены в G, то аналогично предыдущему 

доказывается равномерная сходимость в G  последовательности

, Значит, построенное выше решение в широком смысле

непрерывно дифференцируемо по переменному х. Аналогично 

доказывается непрерывная дифференцируемость r{x,t) по t. 

Впрочем, это вытекает уже из непрерывности в G  комбинации 
производных

Таким образом, при выполнении сформулированных условий ре

шение r(x,t) в широком смысле является и решением задачи 

Коши (7.1.2), (7.1.4) в обычном смысле. Переходя по формулам

(3.1.4) от г к и, заключаем, что полученная функция и есть ре

шение системы (7.1.1) в обычном смысле.

Совершенно аналогично доказывается для полулинейной си

стемы утверждение: если в области Gf0 решение u(x,t) задачи

(7.1.1), (7А.З) 0spaHU4eH0u%k,lk < ^C i;fk{x ,t ,u )(=C i, и0{ х ) ^ С и 

то построенное выше решение в широком смысле непрерывно 

дифференцируемо, т. е. u (x ,t )s C \ .

Непосредственным дифференцированием системы уравнений

(7.1.2) убеждаемся, что при указанных предположениях произ

водные р, q удовлетворяют в широком смысле уравнениям про

долженной системы.

3. Некоторые свойства решений линейной и полулинейной си

стем. Решение задачи Коши в широком смысле для линейной и 

полулинейной систем равномерно непрерывно в G, если область 

G  конечна; если G  —  неограниченная область, то равномерная 

непрерывность имеет место в любой конечной части G. При 

этом в случае полулинейной системы равномерная непрерыв

ность решения в широком смысле имеет место лишь в области 

Gt0 ограниченности решения. Эти. свойства легко выводятся из 

формул (7.1.8), определяющих решение r(x,t).
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В случае классического решения ( и ( * , ( ) е С i) производные 

/>, q удовлетворяют в широком смысле уравнениям продолжен

ной системы (см. п. 3 § 4). Замечая, что в случае полулинейной 

системы продолженная система линейна относительно производ

ных р, q, заключаем, что производные решения полулинейной 

системы остаются ограниченными в области G t„, в которой ос

тается ограниченным само решение.

Пусть теперь и(х, t) и й(х, t) —  два решения в широком смыс

ле задачи Коши, входные данные которых обозначим соответ

ственно через lk, fk, и°{х) и V, \k, fk, йа(х). Будем предпола

гать, что входные данные удовлетворяют условиям, сформулиро- 

иииным при доказательстве теоремы существования решения в 

широком смысле.

Легко видеть, что при |ь  Ife<=Cb xk (х, t, т) ->xk (х, t, %), 

если поэтому при G- >G. Из формулы (7.1.8)

следует, что если IA —s- , и т. д., то

?k (х > t) -> Гк (х, t), Uk (х, I) -~> %  (х, t).

Таким образом, решение задачи Коши в широком смысле непре

рывно зависит (в норме С) от входных данных этой задачи. Та

ким образом, задача Коши в такой постановке корректна.

Если входные данные непрерывно дифференцируемы, то, как 

мы видели, решение обладает непрерывными производными и 

является классическим. Разумеется, сказанное выше о непре

рывной зависимости распространяется и на эти решения.

Исли, далее, не только входные данные, но и производные 

входных данных равномерно стремятся друг к другу, то не толь

ко й->и, но и
дй ди дй ди 

дх дх ’ dt dt

;-)1о вытекает из того, что производные решения удовлетворяют

i широком смысле уравнениям продолженной системы, которые 

Линейны относительно производных. Аналогичные заключения 

Можно сделать и о производных более высокого порядка, если 

соответственно усилить требования на гладкость входных дан- 

111.is.
11<строение решения задачи Коши сводится к построению 

Отображения, переводящего начальную функцию в решение за

дачи Коши в момент времени t. Рассмотрим для определенно

сти линейную систему (7.1.1) с Ь —  Ви. Тогда решение u(x,t) 

|flдастся формулой

u = S u ° ,

ГДв оператор S линеен. Областью определения этого оператора 

Служит, очевидно, множество непрерывно дифференцируемых.
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функций. Будем рассматривать 5  как отображение С С .  Тогда 

оператор S  определен на всюду плотном множестве (каким яв

ляется в С  множество непрерывно дифференцируемых функций) 

и ограничен на этом множестве. Согласно известной теореме 

функционального анализа 5  допускает непрерывное расширение 

с сохранением нормы на все пространство С. Пусть S* —  ре

зультат этого расширения. Тогда

и =  S*u°, и ° ^ С

есть решение задачи Коши в широком смысле, существование 

которого было нами доказано независимо.

Отсюда следует, что для построения обобщенного (в смысле 

расширений операторов) решения достаточно приблизить на

чальную функцию и°(х) элементом всюду плотного множества 

и°6 (х) (т. е. «сгладить» начальную функцию), построить гладкое 

решение u& ~ Su°& и перейти к пределу при б->0, пользуясь со

ответствующей метрикой.

Аналогичные рассуждения проходят и в полулинейном слу

чае. Они лишь осложняются тем обстоятельством, что оператор 

S, задающий решение задачи Коши:

и =  S  (и°),

теперь нелинеен. Он определен, ограничен и непрерывен, как 

оператор из С в С на множестве непрерывно дифференцируемых 

функций, удовлетворяющих неравенству

|| м° 11 < U t 0, U u —  const (1)

(О sc; t <  t0 —  полоса, в которой рассматривается решение). Со

вершенно аналогично предыдущему случаю, оператор S может 

быть расширен до непрерывного ограниченного оператора, оп

ределенного на всем множестве элементов С, удовлетворяющих 

неравенству (1). Результат такого расширения, как и в линей

ном случае, есть решение в широком смысле.

Подчеркнем, что обобщенные решения линейных и полули

нейных уравнений являются, таким образом, пределами клас

сических решений в той или иной метрике.

§ 8. Задача Коши для системы квазилинейных уравнений

1. Оценка роста решения и его производных. Мажорантная 

система. Для системы квазилинейных уравнений lk =  lk (х, t, и); 

\к =  %k(x, t, и ). В этом случае построение решения задачи Коши 

усложняется по сравнению с линейной системой. Укажем основ

ные отличия этого случая;



1) для системы квазилинейных уравнений уже нельзя вве

сти понятие решения в широком смысле ввиду отсутствия ин

вариантов;

2) область G  определенности решения задачи Коши опреде

ляется одновременно с решением u{x,t) и, вообще говоря, не 

может быть указана заранее;

3) решение и (х, t) и его производные не остаются ограни

ченными.
Поэтому в первую очередь мы установим оценки роста реше

ния и его производных и укажем область G s G  переменных х,

I, в которой решение и его производные остаются заведомо огра

ниченными.

Введем область G a(U) пространства (x ,t ,u ), заданную усло

виями:

Go(£/) =  { o o < * < * o ,  О | |в | |< £ /} , а0 < а ,  bQ > b .

Пусть lh (x ,t ,u ), lk(x, t, u), fk(x, t, u) ^ C i (Gq (U)) при любом 

U  >  0; u° (x) e  Cj (a, b).

Согласно п. 3 § 4 продолженная система для гиперболиче

ской системы квазилинейных уравнений имеет вид

dtP. dub

~дГ ^к ~дх~ “  ^~к' ~ д Г ~ ^ к’ ^
где

& k =  Р к (х, t, и) 4- (х, t, и) 0 а +  5 ¾  (х, t, и)

F k =  F k (x, t, и) 4- F ka (х, t, и) —  lk (х, t, и) ра.

Величины &~к, &~к, З Г ^  F k, F k выражаются через 1ка, \к, fk и 

ИХ первые производные. Поэтому эти величины непрерывны 

О области Gq (U) при любом U >  0. Введем обозначения:

Г о  (U) =  max || Т  (х, t, и) ||, Т  =  { Г к}, 

i (U ) =  max 1 ЗГ\ {x, t, u) ||,
0,(U)

Sr2( U ) ^ m a x \ \ ^ ( x ,t ,u ) \ l
0« (U)

F 0(U)~m&n\\F (x, t, u)\\,
0„{U)

Fi (U ) =  max || Fl (x, t, и) | 
a„(u)

И рассмотрим систему двух обыкновенных дифференциальных 

уравнений:
=  Г о  (U) 4- Г х  (U) &  +  (£/) (2)

аи „ /r„ , „
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которую мы будем назызать мажорантной системой. Обозначим 

через Uо, £Р0 величины

U 0=  max || и0 (х) ||, &>Q =  max \lka (x, 0, и°{х))^~~-\. 
a<,x^b а<*<б11 ах  II

Для системы уравнений (2), (3) зададим начальные условия:

^ (0 )  =  ^о, U  (0) =  U  0, (4)

Из сравнения уравнений (1), (2), (3) следует, что если

\\и{х, 0 II<£/(/)> 1\&{х, 0 1 1 < ^ ( 0 ,  (5).

то
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ди (х, t)
dt

dU (t) II (  д ? к (X , t) , ? a n  (X , t) ) II d &  ( t)
^  dt ' III d t  dx J dt

Так как из (4) следует выполнение (5) при t —  0, то при любых 

f >  0

\\и(х, t)\\^U(t), W {x ,t )\ \ ^&{t ).

Итак, функции U  (t), &>(t) мажорируют рост решения и(х, t) и 
его первых производных.

Пусть при 0 <  / <  /0 решение [/(/), &>(t) мажорантной си

стемы, удовлетворяющее начальным условиям (4), остается 

ограниченным. Тогда заведомо при остаются ограни

ченными решение и (х, /) и его производные р (х, t). Поэтому мы 

можем определить область G s G ,  задавая ее следующим 

образом:

G =  { 0 < / < / 0, Xi ( 0 < х < Х 2 (0), 

max max {1¾(Xi (0, t, и)}, ^ ( 0 ) =  a,
at k=l, ... . n ||u||<£/(<)

~rr =  min min {lk (X2 {t), t ,  u)}, X 2(0) =  b.
a  k-1, . . . ,  n ||и|К V (t)

Решение задачи Коши для _системы квазилинейных уравне

ний будем строить в области G e G  (рис. 1.4).

Для ряда примеров напишем мажорантную систему.

1) Л и н е й н а я  с и с т е м а .  Пусть /* —  lka (x, t), %k —  lк (х, t), 

fk =  fk ix ’ 0  +  fa (x> 0  ua- Тогда из формул п. 3 § 4 следует

Г 0(и)-=ЗГ0 +  Г  0U, J F  i (U) =  &~1г $~2(U) =  0,
F0(U) =  F0 +  F0 .U , Fi (U) =  Fi,

где ff~o, Г 0, Г й  Fo, Fg, Fi —- постоянные, зависящие л* ' 

области G  переменных х, t. Мажорантная система для С:
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линейных уравнений также линейна. Значит, решение мажорант

ной системы, а вместе с ним и решение u(x ,i) и его производ

ные p(x,t) остаются ограниченными в любой конечной части 

полуплоскости t 0. Величина t0 в этом случае произвольна, а 

область G совпадает с областью 

определенности G.

2 ) П о л у л и н е й н а я  с и с т е 

ма.  ПуСТЬ l a = l a (x ,  /), lk —

~ lk {x ,t ) , fk —  fk (x, t, u ) . Тогда 
3 ^ ( ^ )  =  0 . Мажорантная систе

ма (2), (3) принимает вид

dt

d U

dt

= (U) +  ^ i (U )S » ,  

■■FoW +  F A U )!? .

Ц  Л

Рис. 1.4.

Отсюда следует, что ZP(t) ограничена, если ограничена U(t). 

Это обстоятельство выражает общее свойство решений полули

нейной системы: производные решения остаются ограниченными, 

пока ограничено само решение.

2. Теоремы единственности и существования решения. При 

сделанных в п. 1 предположениях рассмотрим задачу Коши

д/ ]  =  fk (х, t, и), (1)

и (х, 0) =  и0 (х). (2)

Прежде всего докажем т е о р е м у  е д и н с т в е н н о с т и .  Пусть 

и области G  существуют два решения u(x,t) и u(x,t) задачи 

Коши (1), (2). Тогда разность v(x,t) =  u —  й удовлетворяет в 

области G  системе линейных уравнений

dVg I g  
dt ' дх

lk\x, t, B)[.
ди , ¢. , , , д и ' 
d f  +  Ы х .  и  и)-

( * - 1 , п)

и пулевым начальным условиям

v (х, 0) s= 0. 

Здесь введены обозначения:

ta (я, t, й(х, t))7 \k lk(x, t, й(х, t)),

i

Иd h

диа

)

(x, t, и +  Xv {x, t)) —

dua (x, t) dl\

' di dua (X> й +  (x > 0 )  

dap (x, t) d

dx dun
• lk) (x, t, u -f Xv) | dx.

(3)

Л. Рождественский, H. H. Яаенко



Величины /*, %к, очевидно, непрерывно дифференцируемы в G, 

a f* непрерывны.

По теореме единственности решения задачи Коши для си

стемы линейных уравнений, установленной в § 7, получаем, что 

в G v(x,t) =  0, т. е. и (х, t) =з й(х, t). Теорема единственности 

доказана.

Для доказательства т е о р е м ы  с у щ е с т в о в а н и я  приме

ним метод последовательных приближений. Пусть построено
( S )  ( S  +  I )

приближение и (х, /) е  Определим и (х, t) как решение зада

чи Коши для линейной системы

(5) <S+1> ^  <S + 1)<s> . .. Г Л ,/ (S) . - д и
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1к {X, t, и (х, /)) [ ± £ -  +  и  (X, t, и (X, /)) ■
дх

(s)

==fk{x, t, u{x, t))y (4)

принимающее начальные значения (2):

(s+1)
и (х, О) =  и°(х). (5)

Из теоремы существования решения линейной системы уравне

ний, установленной в § 7, вытекает, что в области определенно
г о  (S+1) 

сти G  задачи Коши (4), (5) существует решение и (х, / ) e C j ,  

так что все последовательные приближения определены и
(S)

непрерывно дифференцируемы в областях G.

Первый этап будет состоять в доказательстве существования
(s)

некоторой области в, принадлежащей всем областям G, и та

кой, что последовательные приближения и их первые производ

ные равномерно ограничены в этой области.

Обозначим

(s) (S-l)

и выпишем продолженную систему для линейной системы (4). 

Она имеет вид

/сЛ (S_H) , .

+ h  (X, t, и )< ^  =  F k (X, t, и) +
(s) (s—1) (s) (s) (в—I) (s+1)

+  Ф a (x ,t ,U , U ) ^ e + ¥ * ( * ,  t, U, U )&>a +

(s) (s 1) (s) (s+1) '  '

+  (x ,t ,U , U ) ^ a ^p, 

j * * ”  (S) (s) (s+1)
=  t, u) +  Fl(x, i, u ) & a.



Мы не выписываем здесь явных выражений функций, входящих 

н эту систему, так как они получаются совершенно аналогично 

формулам (4.3.16) —  (4.3.19). Отметим только, что с функциями, 

иходящими в систему (8.1.1), они связаны следующими очевид

ными формулами:

(X, /, и) =  Фа (х, /, и, и) +  ХК  (х, t, и, и),

Г а 0 (х, t, и) —  Г „|3 (х, /, U, и).

Наряду с системой (6) рассмотрим систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений

4 Рт = г 0ф ) + Ф 1ф ) р + Ф 2ф )р \

(8)
J^L =  Fo0 ) +  Fl0)P ,

где функции Г 0, Fq, F1 определены в п. 1, а 

Ф 1ф )  =  Ф / ф )  +  '¥ ф ),

Ф ' ф ) —  шах I Фа (х, /, и, о)1>
II ««<£/
II Oil <  У

¥(£?) =  max | К  (X, /, и, v)\\,
11« IK  и
li t> !l <  и

Ф 2 ф ) =  max ЦГавД*» /, и, и)||.
II и 11 <  U 
I M K  и

Для системы (8) зададим начальные условия:

? ( 0) =  ^о, £/(0) =  £/0

(ср, с условиями (1.4)).

Поскольку из (7) вытекает, что

г , ( [ / ) < ф ,(с/), г 2( (7 )< ф 2(с/), ;

ТО решение системы (8) мажорирует решение мажорантной си- 

0WMM (8.1 .2)- (8.1 .3):

f / ( / )< f / ( / ) ,  ^ ( / ) < Р ( / ) .

Следовательно, если область G  построена по функции U  (/) так, 

К(К и п. 1 была построена по функции U  (/) область G, то

G S G .

Л*
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Предположим теперь, что все последовательные приближе

ния и, k —  1, 2, . . . ,  s удовлетворяют неравенствам 

(ft) (k)

и и i k  ^  (/), I m i  < /> (/)• (9)
Обозначая

( S + 1 )  ( s + 1 )

и  s+1 (0 == su p  II U II, ^ s+1 (t) =  su p  II @  II,
X x

из системы (6) имеем

Ф) +  Ф ' Ф) Р +  ¥  Ф) ^ s+1 +  Ф2 (U) P<?s+l, 

0 ) + ^  Ф)Р, '

так что, очевидно,

£/,+i(0 < # ( 0 ,  ^ + i ( 0 < ? ( 0 -

Так как начальное приближение можно выбрать так, чтобы (9) 

удовлетворялись, то тем самым доказано, что все последователь

ные приближения удовлетворяют неравенствам (9). Отсюда вы

текает существование области G, принадлежащей как G, так и
(s)

всем областям G, в которой выполнены неравенства (9 ).

Вторым этапом нашего доказательства будет доказательство
( S )

равномерной сходимости в области G последовательности {и.}. 
Пусть

( S )  ( s - 1 )  ( s )  ( s - 1 )

Гк —  Г  (X, t, U ) {и —  U ).

Тогда из (4) получаем

( s + 1 )  ( s + 1 )
<3 r h ( S )  д  Г .  ( s )  (S  +  I )  ( s )  ( s )

~dt~  +  &  (*« f> “) ~ д Г  =  S i ra +  fkara, (10)

(s) (s)

где функции g%, I* вычисляются по формулам, аналогичным
( S )  ( s - 1 )

(3 ) . В эти формулы входят и, и и их производные; при этом 

всюду в б  в силу (9)
( s '  (S)I Щ < в ,

Поскольку область определенности системы (10) содержит 

область О, то, интегрируя вдоль характеристик, получаем для 

каждой точки G
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так что
t ,

Rs+i (0 <  В   ̂ [Rs (х) +  R s+l (т)] dx,

о

где
(S)

R s (/) =  max || г ||. ' 
(х, t ) e G ,  t < (

Применяя лемму 1 из § 6, получаем

t - 

Rs+i (0 <  С § Rs (т) dx,
О

ИЛИ

Rs+l (0 <  const , 

что и доказывает равномерную сходимость в G  последователь-
(S)

пости {и}.

Переходим, наконец, к последнему этапу доказательства. П о 

кажем, что производные последовательных приближений рав

номерно сходятся в области G. Очевидно, это равносильно до-
(S)

казательству равномерной сходимости последовательности {$} .

Мы докажем сначала равностепенную непрерывность этой 

последовательности по ж. Иными словами, мы покажем, что су

ществует функция М (8 ) , Af (6)~>0 при б -> 0, такая, что всюду 

и G  и для всех s

is) (s)
II 3>{х", — t) I K M  (6) при \ x"-  Jt 'K fi.

is)
Выше было показано, что последовательность {&}  равномерно

( S )

ограничена. Отсюда следует, что функции и (х, (), а вместе
Is) (s) (s) ( s - i )

а ними и функции lk (x, i, и (x, /)), £Гк (x, /, и), Ф * (х, t, и, и ),
( s )  ( s - 1 )  (S )  ( S - 1 )

Ч™ (х, I, и, и ), (х, /, и, и )  (см. систему (б)) равностепенно 

Непрерывны в G. Кроме того, из равностепенной непрерывности
(S )

функций 1к (х, t, и) вытекает аналогичное свойство функций 

t, %), задающих характеристики системы (6).

Поэтому, обозначая
(к) (к)



и интегрируя уравнения (6) вдоль характеристик, получим

t

M s+1 (<, 6) <  (i +  1) N  (6) +  С J M s+1 (т, б) Л ,  , '

о

где функция jV(6) такова, что N ( б)->0 при б->0. Применяя 

лемму 1 из § 6, заключаем, что требуемая функция М (б ) суще-
( S )

ствует, так что последовательность {$?} равностепенно непре- 

рывна.

Так как, по известной лемме Арцела, из всякой равномерно 

ограниченной и равностепенно непрерывной последовательности 

можно выделить сходящуюся (равномерно) подпоследователь-

[ч)
ность, то некоторая последовательность{ ^ а}, а следовательно

Ы
также {ра}, равномерно сходится в О  к непрерывной функции 

ра. По известной теореме анализа, это означает, что функция
( S )

иа =  lim иа непрерывно дифференцируема в О и
5->со
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(S)

Отсюда следует, что последовательность {ра} имеет лишь 

одну предельную точку, а следовательно, последовательность
is)
{ра} не только компактная, но и сходящаяся. Тем самым дока-

(®)

зательство сходимости последовательности р (следовательно, 
(«)

также и q) завершено.

Переходя в системе (4) к пределу, заключаем, что и есть ре

шение задачи (1), (2). Теорема существования доказана.

3. Некоторые свойства решений задачи Коши для систем 

квазилинейных уравнений. Пусть и (х, t) и й(х, t) —  два решения 

задачи Коши для системы квазилинейных уравнений, соответ

ствующие входным данным l\, \k, fk, и0; /*, %k, fk, й°. Будем 

предполагать, что входные данные этих двух задач Коши удов

летворяют условиям п. 2, т. е. непрерывно дифференцируемы.

В пересечении G  областей определенности решений u(x,t) и 

U(x,t) разность v(x, t) =  и(х, t) —  ti(x,t) удовлетворяет системе 

линейных уравнений

где ограничены и непрерывны в G и Afk стремятся

к нулю, когда /*, % , }к -> /*, %k, fh.
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/0->0, если

Как мы видели в § 7, решения систем линейных уравнений 

непрерывным образом зависят от входных данных задачи Коши. 

Поэтому отсюда следует, что в G v (х, t) =ф- 0, когда /«,

lft=^Sb fk=> fk и о (х, 0) =  и0 (х) — й° (х) =$- 0. ■
Здесь, однако, нужно сделать разъяснение. Существенно, что 

входные данные каждой задачи Коши имеют ограниченные про

изводные.

В отличие от случая полулинейной системы, полоса 0 <с; t <g; 

sg: t0, в которой решение u (x,t) (и его производные) остается 

ограниченным, зависит от производных начальных функций и

-з^оо. Поэтому непрерывная зависимость ре

шений задачи Коши для системы квазилинейных уравнений 

имеет место лишь в классе входных данных с равномерно огра

ниченными производными.

Если по-прежнему символически записать процедуру реше

ния задачи Коши в виде равенства

и(х, t) —  Su°(x),

■9
то нелинейный оператор S определяет решение u(x,t) лишь в 

области G полуплоскости t 5s 0. Ширина полосы 0 -g; t t0, в

которой заключена область G, зависит от производных - -  и

I! du°
стремится к нулю при - > оо .

Поэтому оператор 5, в отличие от случая линейной системы, 

не допускает расширения на класс непрерывных начальных 

функций и°(х). По этой причине обобщенное решение системы 

квазилинейных уравнений не может быть определено формаль

но с помощью расширения пространства классических решений. 

Понятие обобщенного решения системы квазилинейных уравне

ний должно быть, таким образом, введено независимо от поня

тия решения этой системы. Подробно обобщенные решения бу

дут изучены в главе 4.

Отметим небольшое расширение класса входных данных, для 

которых из изложенного выше следует существование решения 

■задачи Коши.

Функцию lk (х, t, и) называют липшиц-непрерывной в области 

О о(£/) по совокупности переменных х, t, и, если существует кон

станта С  >  0 такая, что

| ik {х, i, й) — lk (х, t, и) К  С  { 1 х — х | +  \t — 11 -t-1| й — и 11}

для любых (х, t, й) , (x, t, u )< = G 0{U)-
Если рассматривать класс липшиц-непрерывных входных 

данных, характеризуемый константой Липшица К, то он может
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рассматриваться как замыкание класса входных данных с рав

номерно ограниченными той же константой К  первыми произ

водными. Поэтому решение задачи Коши с липшиц-непрерыв- 

ными входными данными можно рассматривать как предел клас

сических решений u(x, t) <= С и поскольку последние образуют 

семейство с равномерно ограниченными первыми производными.

Разумеется, этот предел уже не является решением задачи 

Коши в обычном смысле, так как не обладает непрерывными 

первыми производными. Однако он является липшиц-непре- 

рывной функцией переменных х, t и обладает производными 

почти всюду в области G. Эти производные почти всюду в G 

удовлетворяют системе квазилинейных уравнений.

Класс липшиц-непрерывных решений и(х, t) задачи Коши 

представляет собой пример формального расширения оператора 

S, определенного в классе С ь на класс липшиц-непрерывных 
входных данных.

Однако уже это небольшое расширение класса классических 

решений содержит интересные решения, которые широко изу

чаются. Примером таких решений являются решения с так на

зываемыми слабыми разрывами, когда само решение непре

рывно, а его производные, оставаясь ограниченными, терпят 

разрыв (см. § 10, п. 1).

§ 9. Задача Коши для одного уравнения

1. Одно квазилинейное уравнение. Результаты § 8, безуслов

но, относятся к случаю одного квазилинейного уравнения. Од

нако они являются слишком общими в применении. к этому 

случаю, в котором имеются важные упрощающие детали.

Поэтому подробнее рассмотрим задачу Коши для одного 

квазилинейного уравнения

Интегрирование уравнения (1) сводится к решению системы 

двух обыкновенных дифференциальных уравнений

( 1)

с начальным условием

(2)

(3)

которую называют характеристической системой уравнения (1) . 

Каждое решение х =  X (t), и =  U(t) задает характеристику в 

пространстве переменных х, t, и.



§ 9. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ 73

Предположим, что функции / непрерывно дифференци

руемы. Тогда через любую точку (х0, i0, щ ) проходит одна и 

только одна характеристика.

Задача Коши (1), (2) геометрически интерпретируется как 

задача построения интегральной поверхности уравнения (1), 

проходящей через заданную начальную кривую: t —  0, и =

—  и0(х). Так как при этом мы хотим получить однозначную 

дифференцируемую функцию и(х, t) переменных х, t, эта по

верхность, очевидно, должна однозначно проектироваться на 

плоскость и =  0 переменных х, t.

Поскольку решение и однозначно определяется вдоль каж

дой характеристики, проходящей через точку (дг0, to, U o ), эта за

дача состоит в построении поверхности, состоящей из характе

ристик, проведенных через данную начальную кривую, и одно

значно проектирующейся ка плоскость и —  0.

Обозначим через X ~  X{t, xQ, и0), U — U {t,x0,u 0) решение 

характеристической системы (3), удовлетворяющее начальным 

условиям

X  (0, х0, н0) =  Хо, U  (0, х0, щ) =  и0. (4)

Тогда решение и{х, t) задачи Коши (1), (2) задается формулой 

и {X (/, х0, иа (х0)), t) =  U  (t, хо, и0 (х0)). (5)

Формула (5) неявным образом определяет функцию и(х, t), 

которая в случае и0(х) е  Ci непрерывно дифференцируема во 

исех точках х, t, в которых однозначно разрешается относитель

но параметра х0 уравнение

х =  X{t, х0, щ{хо)) (6)

И остается ограниченной правая часть уравнения (5).

Пусть в этих точках

x0 =  X~ 1(t, х) =  хй(х, {) (7)

есть результат разрешения уравнения (6) относительно х0. 

Тогда из формулы (5) получаем явную формулу для решения 

n(x,t) задачи (1), (2):

и (х, t) =  U  {t, хо (х, t), н0 (х0 (х, t))). (8)

Поясним графически построение решения задачи Коши (1), 

(2). Через любую точку %0 (=[а, Ь] проведем проекцию характе

ристики (4) на плоскость и —  0 (плоскость {х, t)), полагая 

!/п «= и0(хо) (рис. 1.5). Эту проекцию (6) мы также будем назы

вать характеристикой.

Па характеристике (6) задана непрерывно дифференцируе

ма и «функция U (t ,x о, и0(х0) ) переменного I, которая и дает реше

ние u\x,t) на линии х =  X(t, Xo, Uo{xo)).
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Может случиться, что в некоторых точках (х, t) при t >  О 

могут пересечься две или более линий x —  X (t ,x 0, и0{х0)), от

вечающих различным значениям параметра х0 (рис. 1.5). В этих 

точках уравнение (6) относительно х0 имеет более одного реше

ния и формулы (5), (8) опре

деляют некоторую многознач

ную функцию переменных х, t. 

В этом случае не существует 

непрерывного решения u{x,t) 

задачи (1), (2).

Покажем, что при 0 ^  t ^  

<с; t0 при достаточно малых 

t0 >  0 через любую точку 

(х, t ) s  G  проходит единствен

ная характеристика (6), т. е. 

уравнение (6) имеет единствен

ное решение относительно Хо.
Для обоснования возможности однозначной разрешимости 

уравнения (6) относительно х0 достаточно показать, что

X  ■
дХ (t, хр, и0 (х0)) 

дхп
> 0 ,

так как X  (0, х0, щ (х 0)) =  х0 и

X  (0, х0 «о (Хо)) ■■

Обозначая 

U--

(9)

(10)

d U  (t, х0, tip (хр))

дх0
(U  (0, х0, ий (х0) ) —  и0 (^0)) (И )

и дифференцируя уравнения (3), получим

dX,

dt

d U

dt ■■Ku +  K x . (12)

где для краткости опущены аргументы у всех величин. Итак, 

X  U удовлетворяют системе линейных обыкновенных дифферен

циальных уравнений (12) и начальным условиям (10), (11). От

сюда ясно, что при достаточно малых t0 неравенство (9) будет 

иметь место.

Итак, существует to >  0 такое, что при 0 t to формулы

(7), (8) определяют функцию u(x,t)<= Си удовлетворяющую 

уравнению (1) и начальному условию (2).

Задача Коши (1), (2) предполагает, как мы уже отмечали, 

существование однозначной функции u (x ,t )^ C \  переменных х, 

t, удовлетворяющей уравнению (1) и начальному условию (2). 

В то же время более общая задача определения интегральной 

поверхности S, проходящей через начальную кривую, воесе не
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предполагает, что эта поверхность однозначно проектируется на 

плоскость переменных х, t, и может иметь и, как правило, имеет 

решение в большей области переменных х, /, чем задача Коши 

(1), (2).
Будем, например, искать уравнение поверхности 5  в виде

<р (х, t, и) =  0. (13)

Любая характеристика (4) уравнения (1) должна лежать на 

поверхности S, поэтому

Ф ( Х , /,£/) =  0. (14)

Дифференцируя (14) по переменному t и учитывая (3), получим 

уравнение

-fjr +  £(*, t, u )- ^  +  f(x, t, и) ^-  =  0, (15)

которое является линейным дифференциальным уравнением пер

вого порядка для функции ср, зависящей от трех независимых 

переменных (x ,t ,u ).

Поверхность S  определена уравнениями (13), (14) однознач

но для любых х0, t, при которых X, U  конечны, и является глад

кой поверхностью ((p<=Ci), если ий(х)<=С\, |, / е С ь

Из уравнения (13) определяется функция и{х, t) ^  Си даю

щая решение задачи (1), (2) лишь в области значений х, t, 

в которой уравнение (6) однозначно разрешается относи

тельно Хо.

Таким образом, разница в постановках задачи Коши (1), (2) 

и задачи определения поверхности S состоит в том, что в пер

вом случае ищется интегральная поверхность и =  u (x ,t), одно

значно проектирующаяся на плоскость и —  0; во втором —  эта 

поверхность может быть произвольной.

При достаточно малых значениях t0 в случае и0( я ) е  С i обе 

эти задачи Коши эквивалентны; в целом (т. е. при любых 

/ >  0) геометрическая постановка задачи Коши более общая и 

допускает решение и тогда, когда задача (1), (2) неразрешима.

, Если предположить, что функция u(x,t) описывает какую- 

либо физическую величину в пространстве переменных х, t, то 

естественно, что эта величина должна быть однозначной функ

цией х, t. Поэтому задачи физики, приводящиеся к задаче Коши 

(1), (2), требуют определения однозначной функции и =  u (x ,t ) . 

Как мы видели, задача Коши (1), (2) разрешима в такой по

становке в классе непрерывных решений и ( ^ , / ) е С  лишь в до

статочно малой полосе 0 ^  t ^  t0.

На рис. 1.6 изображен типичный вид поверхности S. На этом

рисунке видно, что | 1 °°  в тех точках (x,t), вблизи
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которых поверхность S неоднозначно проектируется на пло

скость переменных (x,t).

Поясним сказанное на примере простейшего квазилинейного 
уравнения

Начальная функция и0(х) непрерывна при — о о < х < о о ;  про

изводная и'о(х) терпит разрыв в точках х —  а, х —  Ъ, Построим

решение задачи (16), (17), удовлетворяющее уравнению (16) в 

широком смысле в точках, в которых не существуют производ
им ди 

ные -гт , -г— . 
dt дх

Характеристическая система (3) уравнения (16) имеет ре
шение

которое остается ограниченным при любых значениях t, х0, н0. 

Пусть а ^  0. Проекции характеристик (18) на плоскость и =  0 

имеют вид, изображенный на рис. 1.7. В этом случае через каж

дую точку (х , t) полуплоскости t ^  0 проходит единственная 

характеристика х —  X(t, х0, и0(х0)), т. е. уравнение (6) имеет 

единственное решение относительно х0. Функция и{х, t) постоян

на вдоль характеристик (6),. поэтому в зоне /, т. е. при х ^  
^  a -j- urt,

u{x,-t) —  ti~=aa-{-$, 

в зоне / / / ,  при х ^ Ь  +  и+{,

и (х, t) —  и+ —  ab +  р.

(16)

и
t

t=t2

' X Л Ъ 

Рис. 1.7.

X

Рис. 1.6.

X  (t, Хо, и0) —  X0 -(- Uq(, U  (/, Хо, Но) —  Но, (18)
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В зоне II, при а +  и t +  u+t, уравнение (6) разрешается

относительно хй:
х — Ы 

*0 =  7 + « -

По формуле (8) определяем решение и(х, t) в зоне // :

и (х, t) —  и0 (jc0 (х ,  0) —  а 1
1 +  at +  Р = ах +  Р 

1 +  at

Итак, решение задачи Коши (16), (17) при а ^ О  задается фор

мулой
' и~ —  при +  u~t,

ах +  Р

1 +  at
( u + =  a6 +  P при x^b-\-u+t.

и(х, t) ■■

Решение (19) непрерывно дифференцируемо при t ^ O  всюду, 

кроме линий х =  а -f  u~t, х =  b +  u+t, где терпят разрыв пер

вые производные.

В пространстве переменных х, t, и решение (19) определяет 

интегральную поверхность S, изображенную на рис. 1.8. Эта по

верхность однозначно проектируется на плоскость и —  0 при 

f >  0.
В случае а <  0 иг >  и+ и картина характеристик в проек

ции на плоскость (х, t) имеет вид, изображенный на рис. 1.9. 

Все характеристики (6) при а ^  Хо^  b сходятся в точке х =

>  0. В зоне I и(х, t)^=u~, в зоне II
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(хх “1" В
и(х, t )~  и*. В зоне П 1и (х , t) =  —-qpĵ r. однако так как а <  О,

то эта формула не определяет решения и(х, t) при / —  —  

Наконец, в зоне IV, функция

U(t, х0 (х, t), и0(х0(х, 0)) 

трехзначна и принимает значения:

щ{х, t) =  u~, ип (х, 0 =  UiU (x,t) =  u+.

Итак, в случае а <  0 непрерывное решение и(х, t) задачи Коши 

(16), (17) существует лишь при t < — а интегральная по

верхность 5  определена при всех / ^  0 (рис. 1.10); однако при

v 1
^  — а  она не пРоектиРУется однозначно на плоскость 

и =  0 .
2. Одно нелинейное уравнение. Задача Коши для нелиней- 

ного уравнения

~ + q > ( x ,  t, v, <о) == 0, &  =  v (х, 0) =  о0 (х) (1)

в случае ф е  С2, v0{ x ) ^ C 2 сводится после дифференцирования 

по х уравнения (1) к задаче Коши для системы двух квазили

нейных уравнений

-fr +  ф« (х, t, v, со) =  -  ф >  -  Ф; , )

- ~ =  — <f{x, t, V, со) J  ̂ \
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с начальными условиями ,

v (х , 0) =  о0 (х), а (х, 0) =  v'0 (х).

Последнее условие (со (х, 0) —  v'0 (л:)) гарантирует, что при 

любом t, при котором существует решение системы (2), будет 

выполнено условие

Доказательство этого будет приведено в следующем пункте для 

более общего случая.
Воспользовавшись этим, перепишем систему (2) в виде

dt

да

дх ■ Ф +  ф' • ю, (3)

(4)

Система уравнений (3), (4) характерна тем, что в каждом 

из уравнений функции у и со дифференцируются в одном и том

же направлении, т. е. характеристическое направление “ ^ “ Фа

для этой системы является двукратным.

Системы подобного типа называются системами с одинако

вой главной частью.

Эти обстоятельства позволяют свести поставленную задачу 

к интегрированию системы трех обыкновенных дифференциаль

ных уравнений.
В самом деле, если для характеристической системы уравне

ния (1):

dX :ср'(Х, t, V, £2),
dt

d V

dt

dQ

dt

■■Qt&iX, t, V, О) — ф (X, t, V, Q), 

■■-Qq 'v{X, t, v, Q)-y'x(X, t, V, Q),

(5)

известно ее решение

X  =  X(t, x0, u0, ffl0), V  =  V  (/, х0, v0, ю0), Q  =  Q  (/, x0, p0, ©o), 

удовлетворяющее начальным условиям

X (0, х0, v0, ю0) =  xQ, V  (0, x0, v0, ©о) =  oo, Й  (0, x0, v0, co0) == co0, (6) 

то решение v (x, t) <= C 2 задачи Коши (1) задается формулой 

V (X  (/, х0, [хь), . - ¾ ^ )  > t ) ^ V  (/, х0, Оо (хо), - ¾ ^ )  , (7)

L
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которая параметрически определяет функцию v (х , t). Если Хо =  

=  х0(х, t) есть результат однозначного разрешения уравнения

x =  x { t , хй, va(х0), -d-^*o) )  -(8)

относительно параметра х0, то из (7) следует явная формула 

для решения v(x,t) задачи Коши (1):

v (х, t) =  V  (t, Xq (x , t), vQ (x0 (x, 0 ), v' (x0 (x, 0 )). (9)

Формула (9) определяет однозначную функцию » ( i , i ) G C j  

лишь в тех точках (x ,i), в которых уравнение (8) однозначно 

разрешимо относительно х0.

Решение задачи Коши (1) получено нами лишь для случая 

и0(х )^ С г .  Простые примеры показывают, что если v'(x) лишь 

непрерывна, то, вообще говоря, не существует решения v(x, / ) е  

е  Ci задачи (1). Постановка задачи Коши (1) в случае началь

ных функций V o (x )& C i  нуждается в уточнении.

3. Гиперболическая система нелинейных уравнений. В слу

чае задачи Коши для системы нелинейных уравнений гиперболи

ческого типа

-~ +  ср(х, t, v, to) =  0, (1)

v {x, 0) =  ро (х), (2)

......... t on)  (3)
дх ( дх 9 дх ) v '

будем предполагать, что ф е  С2, v° е  С2. Тогда, согласно п. 3 

§ 2, функции v, со являются решением системы

— ср(х, t, v, и), -|j + А ( х ,  t, v, =  f (4)

5ф / /  Зф- NN
(см. § 3, п. 2), где матрица Д =  —  == П  — i-1J . Если для си

стемы (4) мы поставим начальные условия

v (х, 0) =  t>°(x), со (х, 0) =  со0 (х) —  —~j~ ~ , (5)

то вопрос о том, является ли функция v(x,t), определенная в 

результате решения задачи Коши (4), (5), решением исходной 

задачи (1), (2), есть вопрос о выполнении равенства (3) при 

любых (х, *) е  G,
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Дифференцируя первую группу уравнений (4) по х, вычитая 

из полученных результатов вторую группу уравнений (4) и учи

тывая, что f =  — ср' — ю (см. формулу (2.3.7)), найдем 

д / dv. \ <?<р, /  <3t> \

а г Ь г -  “ 0  =  Ь г  “ ®«) (̂  =  1. • • • >« )  (6)

и, согласно (5),

dv,
(х, 0) =  сог (х, 0). (7)

На основании следствия из леммы 1 (п. 5 § 6), из (6) й (7) 

следует, что
dv.
-fa (х, t) =  <ot- (х, /), (8)

т. е. равенство (3) выполнено тождественно.

Так как существование решения системы квазилинейных 

уравнений доказано нами лишь в классе Си то для систем не

линейных уравнений гиперболического типа построенные реше-' 

ния принадлежат классу С2.

§10 .  Поведение производных решения системы 

квазилинейных уравнений

1. Слабый разрыв. Транспортное уравнение. В §§ 7, 8 было 

построено решение задачи Коши для системы квазилинейных 

уравнений, обладающее непрерывными первыми производными. 

Рассматривая липшиц-непрерывные начальные данные, мы при

шли к некоторому обобщению классических решений —  к лип- 

шиц-иепрерывным решениям задачи Коши, обладающим пер

выми производными почти всюду в области определения.

Рассмотрим более частный класс обобщенных решений u(x,t) 

системы квазилинейных уравнений —  класс непрерывных, обла

дающих кусочно-непрерывными первыми производными, функ

ций u(x ,t). Допустим, что вектор-функция u(x,t) непрерывна и 

Обладает непрерывными первыми производными всюду, кроме 

некоторых кусочно-дифференцируемых линий, на которых пер

вые производные р, q терпят разрыв первого рода; допустим, что 

вне линий разрыва первых производных u(x,t) удовлетворяет 

системе квазилинейных уравнений

л Г диа , £ dua 1 __ , /п

а L dt *k dx j ' k’ W
где lka {x, t, и), \k{x, t, и), fk {x, t, и) e= C {. Пусть x —  x(i) —  урав

нение линии разрыва первых производных функции и{х, t)\



обозначим
ди.

Рк =  Pk (х (0, 0  =  Рк (х (() ±  °> 0  —  -JT (х (0 ±  О, t),

ди.

Як =  Як (х О  =  (О =•= °> О  =  ~зг  (О ±  °> О*

Если /?+ ф  р~, но решение u(x,t) непрерывно на линии х —  

=  x(t), то такую особенность решения называют слабым раз

рывом, а линию x =  x(t) —  линией слабого разрыва.

Из условия непрерывности u{x,t) на линии слабого разрыва 

x =  x(t) следует

(0 р~ +  я~ =  х' (0 р+ +  <?+ ,

[р] *'(*) =  — М .  (2)
где

[р] =  р + _ р  , [ q ] = q + —  q~.

По предположению, функция u (x ,t ) слева и справа от линии 

х —  х{1) удовлетворяет системе (1); поэтому в точках этой ли

нии

lk (<?+ +  lkP+) ~  fk, lk (я~ +  lkP~) —  fк (3)

(величины lk, lk, fk непрерывны на линии x —  x(t)).

Вычитая из первой группы уравнений (3) вторую, получим

где

К - ^ а Р а  ( * = 1 ........ Я)-

Исключая отсюда с помощью (2) (д+ — </-), получим

[& -  (01 т  =  \ik -  (01 {& i - & к )= о  (4)
(/г =  1, . . . ,  ri).

Обозначим

Если х '{ ( ) Ф % к ПРИ всех k —  \ то —  Ввиду 

линейной независимости собственных векторов 1к, в этом случае 

PJ =  p f  при всех т. е. разрыв производных от

сутствует.

Поэтому

x '(0  =  Zs(x(t), t, u(x(t), 0). (5)

Это уравнение означает, что линия слабого разрыва x —  x(t) 

является характеристикой системы (1). Этот вывод, естествен

но, согласуется с определением характеристики как лирии, че
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рез которую решение системы (1) продолжается неоднозначно 

(см. § 6, п. 2).

Пусть на рассматриваемом отрезке линии слабого разрыва

x =  x(t) выполнено равенство (5), и пусть x =  x(t) является 

/n-кратной характеристикой системы (1), т. е. равенство (5) 

справедливо при s =  /, / +  1, . . . , /  +  т  —  1.

Тогда из (4), (5) следует, что

Л* — ~~~ * 1  == 0 ПРИ !{ <  i и k ^ j  +  m.

Выведем уравнения, которым удовлетворяют Цк, характеризую

щие величину слабого разрыва. Так как решение u(x ,i) слева 

и справа от линии слабого разрыва х =  x(t) является классиче

ским решением системы (1), то величины S0* удовлетворяют на' 

линии x =  x(t) в широком смысле уравнениям продолженной 

системы (§ 4, п. 3), написанным для характеристики x —  x(t):

( т т “ т " + h т г - - + + r i & i P t .  (6) 

( 4 г « ) » + г & 'а - я ч  т

(k — j ,  / +  1, • • •, 1 +  т  1).

Коэффициенты уравнений (6), (7) непрерывны на линии х —  

=  %(/),  поэтому мы не снабжаем их значками ± .

Вычитая (7) из (6), получим

( ■ ж Х = т г + ■ъ - ж = ^  [ « -  (в)

(k —  /, / + 1 ,  . . . ,  / +  т  — 1).
Так как

К К  -  * ~ а * 1  = * ~ a * t  + ч Х  - * 1 * 1  = * а %  + * t \

и т)а =  0 при а =#=/ ' , / ' +1,  . . . , / + / n — 1, то уравнения (8) 

записываются в виде

, dn ч 1+"±Г1

\ - w \ =  L  *«% ■  (& =  /, / + 1 ,  . . . ,  / +  т — 1), ,(9)

а=/

где

Фа =  К  +  t  W & t  +
3=1

Из линейности системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений (9) следует важный вывод: слабый разрыв решения
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системы квазилинейных уравнений гиперболического типа, рас

пространяясь вдоль характеристики, не может ни возникнуть, ни 

исчезнуть, если только решение и его первые производные ос

таются ограниченными.

В случае системы, гиперболической в узком смысле (§ 2, 

п. 2), характеристика x =  x{t) является простой. Поэтому си

стема (9) превращается в одно обыкновенное дифференциаль

ное уравнение. Уравнения (9) носят название транспортных 

уравнений для слабого разрыва.

Замечая, что

~  К ' * 1  =  V > p  +  +  V

системе (9) можно придать следующий вид:

( - ^ ) , = ^ . + ^  [ а д . + ^ i s + n x ]  (ю )
(k =  j, /+ 1 ,  . . . ,  j +171—  1).

Система (10) нелинейна. Из нее можно сделать вывод, что ве

личина слабого разрыва ц может стать бесконечной за конеч

ное время. Действительно, например, для систем, гиперболиче- ■ 

ских в узком смысле, система (10) превращается в одно урав

нение типа Рикатти или типа Бернулли. Однако величины ци 

обращаются в бесконечность лишь одновременно с , ■ П ° _ 

этому этот эффект не специфичен для слабого разрыва решения, 

а является следствием общего свойства неограниченного возра

стания производных решения системы квазилинейных уравнений 

гиперболического типа.

Для системы двух квазилинейных уравнений, гиперболиче

ской в узком смысле, транспортное уравнение в форме (10) 

было получено Д ж . Нитше [1953].

Мы  установили, что для системы, гиперболической в узком 

смысле, слабый разрыв отличен от нуля во всех точках харак

теристики. Следовательно, слабый разрыв решения задачи Коши 

возникает лишь в случае, когда начальные функции обладают 

разрывом первых производных.

Произвольный разрыв производных начальных функций рас- - 

падается на слабые разрывы, которые распространяются, во

обще говоря, по всем характеристикам, выходящим из точки 

разрыва производных начальных функций, удовлетворяя на 

каждой условиям (9). Иногда этот эффект называют распаде

нием произвольного слабого разрыва.

2. Неограниченность производных. Градиентная катастрофа. 

Согласно п. 1 § 8 рост решения u(x,t) и его первых производ

ных с увеличением t оценивается с помощью решения мажорант

ной системы (8.1.2), (8.1.3). Эта система является нелинейной
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системой двух обыкновенных дифференциальных уравнений, и 

из нее непосредственно вытекает, что при достаточно большом 

значении t >  0 величины & (t ) ,  U(i), вообще говоря, одновремен

но обращаются в бесконечность. Таким образом, оценка роста 

решения и его производных с помощью решения мажорантной 

системы приводит к выводу о том, что для произвольной систе

мы квазилинейных уравнений гиперболического типа решение 

и(х, t) и его производные р(х, I) с ростом t, вообще говоря, стре

мятся к бесконечности.

Этот вывод относится к произвольной системе квазилиней

ных уравнений. Однако представляют интерес и частные классы 

систем квазилинейных уравнений, например, системы, решения 

которых остаются ограниченными при любых значениях пере

менного t.
Таким свойством обладают, например, системы линейных 

уравнений, а также системы, приводящиеся к инвариантам, т. е. 

представимые в виде 

дг дг

-gf- +  h - J ^  =  fk(x, t, r) ( £ = 1 , . . . ,  n), (1)

если при этом fk не слишком быстро растут с ростом г, напри

мер, если при любых х, t, г

d[k
дг.

Нетрудно заметить, что решения r(x,t) систем такого типа 

остаются ограниченными при любых значениях t, однако их 

производные тем не менее неограниченно возрастают по абсо

лютной величине, если £&(х, t, г) существенно зависят от г == К  Г п }.
Эффект образования неограниченных производных при огра

ниченности решения системы квазилинейных уравнений назы

вают градиентной катастрофой.

Поясним это простым примером. Рассмотрим однородную 

систему двух квазилинейных уравнений, коэффициенты которой 

не зависят явно от х, t. Она приводится к инвариантам и может 

быть записана в форме

дг, дг,

' (fe==1’ 2)- (2)dt v ’ дх

dlk
Предположим, что —  >  0, и рассмотрим для системы (2) за- 

ork
дачу Коши с начальными условиями, поставленными на всей 
оси t —  0:

(х, 0) =  г° (х), г2 (х, 0) =  л® (х) =  r° —  const. (3)
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Пусть j r\ (х) j <  М . Решение задачи Коши (2), (3)

сводится к задаче Коши для одного квазилинейного уравнения:

-fr + £ i  (ri> ri (x, 0) == r\ (x).

Согласно § 9 решение Г\ (л:, t) этой задачи задается неявно 

формулой г, (х, 0  =  г° (х — g, (г, (х, О, г\) • /).

Вычислим производную
ап

дх

дг\

дх

(*о)
dxa

где
«. / n\  ̂ ^  4г,(хЛ

x0 =  и! — I, (rp r“) • г. Отсюда следует, что при — <  n
' CIXq

производная - монотонно убывает с ростом I на характери

стике х =  х0 + (гр г§) • / и при

- 1
/ =  /» > о

становится неограниченной.
dg.

Таким образом, если то, как правило, производ

ные решения г (х, t) системы (2) с ростом переменного t неогра
ниченно (по модулю) возрастают.

Для системы (2) эти же выводы можно получить более

формально. Обозначая рк - 

уравнений (2)

i£L_4_s (г г \ дрх —
df +  ^  V i ’ г) dx

дх
, получим дифференцированием

Г2 )Р ? - - |Г (Г1> r*)PlP*>

др2

dt + ^ г ( г 1> гг) 

Вводя функции

Ф1 (/"ь г2) ~  ехр 

ч А п ,  г2) =  ехр

дх дго (ri. г2) р 1- an (ri’ rz)PiPr

(4)

- S f j - (r b T 2)
1

г М

5L0
dr i ■(n, ^2)

h (rt , r2) ~ h ( r h r2) 

1

h  (rb r%) — (rh r2)
dr

(6).'



получаем из (4), (5), (2) следующие следствия:

(4>iPi) +  Si (ViPi) =  (фj/̂ i) =  -  Hi (r,, r2) (<piPi)2,

д d d  (6 ) 
-gf (¢2/¾) +  (¢2/¾) == -Щ- (Ф2Р2) =  - ^2  (/-1, Г2) (ф2p2)2,

dh  / 
где %i =  -^-/4i.

Продолженная система (6) исходной системы (2) легко поз

воляет судить об образовании градиентной катастрофы, а так

же об условиях, при которых в целом существует классическое

решение системы (2). Например, пусть —— >  0 при всех г\, г2‘,
ort

тогда из (6) следует, что если

min min {pt (х, 0)} <  0,
х г

то производные решения системы (2) становятся неограничен

ными при конечном значении t >  0: Если при тех же условиях 

на систему (2)
min min {pi (х, 0)} ^  0,

х i

то производные решения остаются ограниченными при любом 

t >  0. Следовательно, в этом случае существует классическое 

решение задачи Коши при любом t >  0.

3. Сильно- и слабо-нелинейные системы квазилинейных урав

нений. Систему квазилинейных уравнений (10.2.1) будем назы

вать слабо-нелинейной в некоторой области пространства пере

менных х, t, г, если в этой области

№ = 1 , 2 .........я). (1)
огк

в противном случае систему (10.2.1) будем называть сильно-не

линейной.
Согласно определению слабо-нелинейная система двух ква

зилинейных уравнений записывается в виде

+  El (*> U Г2) —  fi (х, f, гь ^2),

4£- + &(ж, t, ri)-J- =  f2(*, (, ги г2).

Заметим, что если ф  0, — • Ф  0, то система (2) приводится
Or 2 ОТ 1

к виду

§ 10. ПОВЕДЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ РЕШЕНИЯ 87



Мы покажем сейчас, что производные решения слабо-нелинейной 

системы (2) остаются ограниченными при любых значениях t, 

если ограниченным остается само решение r(x, t).

Т е о р е м а .  Пусть решение г (х, t) системы (2) ограничено*) 

при O ^ t ^ T -

\rk(x ,t )\ < R ,  (3)

а система (2) — гиперболическая в узком смысле **), т. е.

\2 [х, t, г1 (х, 0) — h (х, t, Г2 (х, 0) >  6 >  0 при 0 <  / <  Г, (4)

Of df
и функции fh <= Ci. Тогда производные ограничены

при если они ограничены при / —-О.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Решение г(х, t) будем считать реше

нием задачи Коши для системы (2) с начальными условиями

rk (х, 0) =  (х) (— оо С х  <  оо).

Согласно условиям теоремы
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< Р й.

‘ =  (х, t, г2{х, =  (х, t, ги г2).

Пусть х =  X\ (t, х0) —  уравнение характеристики системы (2) 

первого семейства, проходящей через точку х —  х0 оси / =  0. 

Перепишем первое уравнение системы (2) в виде

( d.r\ \ дг\ , ¢.  ̂ _ jis дг\
\ dt

Если считать функцию r2{x, t) известной, то определение r\ [х, t) 

сводится к решению задачи Коши для системы двух обыкно

венных дифференциальных уравнений

4 т 1 =  £1 (хь U г2(хи /)), (5)

(хи t, ги г2 (хи 0) (Й =  Г\ {t, хй)) (6)

с начальными данными

xi (°> *о) =  хо’ г, (0, х0)- = г°,(х0). (7)

Если ?i (/, х0) есть решение задачи (5) — (7), то формула

n(xi(t, х0), t) =  ?i(t, х0) (8)

определяет решение Г\ (х, t).

*) Как мы отмечали, условие (3) будет выполняться автоматически, если

dfk

dri
< С .

*) Нам достаточно выполнения условия (4) для данного решения r(x,t).

Конечно, система (2) может быть гиперболической в узком смысле тожде

ственно, т. е. при любых ги гг.



Обозначим

Xl (t, х0) =  — Xt (/, Хо)

и продифференцируем по параметру х0 уравнение (5). М ы  по

лучим

=  {  Т х  &  1' г^ х ’ ^  } xaxi (ti Xi>) Xl х °)' ^

Так как

dh (x ,t,r2) ^ __M h ^ t  M l
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dt ) 2  dt +  dx

Ik t  [ ж  +  ж ]  +  &  +  U'lx=4x> 

TO

£ j - + h $ j -  =  f2{X, t,r), (10)

где

M l
dr%

Вычитая из (10) равенство

M l  I Ь дь  - ( db ' 
dt

найдем

<5|i

dx ia — it

Аналогично предыдущему получим

, ( ¾

OD

dt
* -¾ —  ( dh  \ „  г 

+  « ■ 6 7 “  I

Преобразуем равенство (11) с помощью тождественных преоб

разований:

fa — fi
г _  f M i )  - - {М *Л  _  { M l }
1 \ dt )i U — fi . { dt J 1 V dt )i

H--- r u — -l
dx ' ia — Ei 1 h - Ь  h ~ h  

h - h
f  {-Jt in (*» t, П) -  g, (x, t, f2)])i .

I2 — Si

Подставляя это равенство в уравнение (9), преобразуем его 

к виду

d , г______________ xi (t, х„)____________1 _

dt L h  (*. t, n  {x, /)) - gj. (x, t, r2 (x, t)) \X==M (ti Xt)



Из начального условия (7) имеем

Х\ (0, Х0) =  1;
поэтому, интегрируя уравнение (12) от 0 до t, получим
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*i (*. Ч) Ih  Qo> 0. ri (½ ))  ~  ii ( ½  0. 4  (*„))] _  [ f2- f ! , п «

[|2 (х, t, п  (х, t)) — I , (х, t,'rz (х, Щ х=х{(и Xo) exp  J  Ь  —  h  T' *■ ’

Из предположений (3) об ограниченности решения и непре

рывности функций fk, fk, \k следует, что существует число М  >  0 

такое, что

Кроме того, по условию (4) теоремы, имеем

i2 - h > e > 0 .

Поэтому из формулы (13) получаем оценку

Mt Mt_

-^е  8 < х, (t, X o )< f - e e , (14),

которая показывает, что поле характеристик 1-го семейства 

x =  xi(t, х0) является дифференцируемым по х0 при всех t из 

интервала [0, Т\.

Отсюда следует, что характеристики x —  x{{t,Xo) не пере

секаются друг с другом при Теперь легко получить 

доказательство нашей теоремы. Обозначая

- и \ dfi (t, х 0)
ri =  ri(t ,x о) =  -..^ ...-

и дифференцируя уравнение (6) по параметру х0, получим 

Обозначим

Р  (t) —  sup шах
о < т < ;  k=\, 2

— ОО <  Х<С оо

drk (х, т)

дх

■ и будем считать, что константа М  столь велика, что при всех 
0 < / < 7 \  — оо <  х <  оо

dfi

дг}



Интегрируя уравнение (15), получим 

h  {t, х0) =  ?х (0, Хо) ехр  ̂  ̂-%г- dx\ +

• О

t
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+  5 \~дк ' ~дх +  Х1 ( т ’ Хо) ехР |  \ ~д^ dt° }  dx -

Подставляя сюда оценки (14), (16) и используя начальное 

условие (7), получим

/М2 2АТ6 + М , р

\h(t, Хо)\<Роеш  +  ^ е  • J[P(T) +  l]rfT. (17)

о

Из формулы (8) имеем

дг\ (х , t) г, (t, х 0)

д х  х,\ (/, х 0) ’

так что из оценок (17) и (14) следует

дг, (х, t)

д х

Ш  j 2Mt (8+1) Л
Ро +  ^ - е  • ) [ P (x )+ \ ] d x .

м  Mt +
^  —  е  е 

8
о

Легко проследить, что аналогично получается и оценка для 

величины поэтому

t

drk
д х

М  M t + —  /из 2 Ш  'е+!) Г
< Р о  —  е + * + ^ e  * J t P W + l l r f f  ( k =  1 ,2).

о

Из этих неравенств вытекает оценка

где

P ( t ) ^ A P 0 + B \ [ P { x ) + \ ] d x ,

0

Р (0) =  Ро, Л =  —  еШ ^ + ^\  В  =  М А 2,

справедливая при

Применяя теперь к полученному неравенству лемму 1 из 

§ 6, получим

P (t ) ^ [ A P o + B t ] e Bt,

dr. (х , t)

откуда следует ограниченность производных — ^ —  на всем 

отрезке Теорема доказана.
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(5г
Ввиду произвольности Т производные решения слабо

нелинейной системы (2) остаются ограниченными в любой по

лосе по переменному t, в которой выполнены условия теоремы 

(3), (4).
Из доказанной теоремы вытекает

С л е д с т в и е .  Задача Коши для слабо-нелинейной системы 

двух квазилинейных уравнений, гиперболической в узком смыс

ле, разрешима в области определенности G, если решение r(x, t) 

остается в ней ограниченным*).

Поясним подробнее это следствие. Для произвольной систе

мы квазилинейных уравнений производные становятся неогра

ниченными даже при ограниченности самого решения. Если рас

сматривать задачу Коши с начальными условиями, заданными, 

например, на всей начальной оси t —  О, то для сильно-нелиней

ной системы производные обращаются в бесконечность при ко

нечном значении >  0 и при t >  t0 не существует решения 

(классического) такой задачи Коши.

Для слабо-нелинейной системы, гиперболической в узком 

смысле, решение которой остается ограниченным (например, 

df,
при -др- С (г, k = l ,  2)), производные остаются ограничен

ными при всех t >  0. Поэтому решение задачи Коши может 

быть построено в любой конечной полосе 0 t ^  Т методом, из

ложенным в § 8. Таким образом, для слабо-нелинейной системы 

существует решение задачи Коши в делом, т. е. при любых ко

нечных значениях переменного t. Это обстоятельство сближает 

слабо-нелинейные системы с линейными.

С другой стороны, это показывает, что любая особенность 

начальных данных, будучи сглаженной при t —  0, уже не вос

производится при t >  0. Поэтому обобщенные решения слабо

нелинейной системы, гиперболической в узком смысле, могут 

рассматриваться как пределы гладких решений сразу во всей 

полуплоскости t ^  0, аналогично тому, как это имеет место для 

линейных уравнений.

Рассмотрим в качестве примера слабо-нелинейную систему 

двух уравнений **)

д г  д г
- а Г  +  Ы г 3-к ) -а * -  =  0 (£ =  1, 2). (18)

*) Это же свойство слабо-нелинейных систем доказано для произвольной 

системы (10.2.1) при ’/* =  0 (см. Б. Л. Рождественский, А. Д. Сидоренко 

[1967]).

**) Общий интеграл системы (18) был получен в работе Н. Н. Яненко 

[1955].
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Здесь fi =  f2 =  fi =  f2 =  0; поэтому формула (13) переходит
в равенство

у  ft Y k\  —  Ь .  (rt ( х ,  /)) — g ,  (г2 ( х ,  0)

Л ' " } 5hM ( 4 ) ) -£ ,(,» (,• )) <*■=!. 2).

и для производной —fa имеем

дги (*■ 0 =  К  ( хо) _ h  (r°i(xo)) -  h  ('2 (*o))
dx dx* l 2 (r1 (x, /)) — gj (r2 (x, /))

(19)

Отсюда следует более точная оценка производных решения

системы (18):
дrk (х, /)

дх

М

< Р 0 ~ .

Отметим интересное следствие формулы (19)'- если |2(ri (х, t))=
дг. (х, /)

h  (Г2(х, t)), то — fa— ■ =  оо.

З а м е ч а н и е .  Определение слабо-нелинейных систем квази

линейных уравнений было введено лишь для систем, приводя

щихся к инвариантам. Это возможно в общем случае лишь при 

п sc; 2 (см. § 3). Теорема об ограниченности производных тем 

более была доказана лишь для п =  2.

Вопрос о выделении класса систем, которые не приводят к 

неограниченности производных в случае п ^  3, остается откры

тым. Возможно, что производные решения системы, гиперболи

ческой в узком смысле, остаются ограниченными в случае вы

полнения условий

dt (х 1: и)
Г?, (■«. ») 1-г1—  s  0 (a, k =  l (20)

(см. 11. Лаке | 19Г)7|). Легко убедиться, что условия (20) и усло

вия (1) совпадают в случае существования инвариантов.

Если условия (20) выполнены, то легко проверить, что коэф

фициенты £Гкаа продолженной системы (4.3.16) —  (4.3.19) тожде

ственно обращаются в нуль. В сочетании с требованием гипер

боличности в узком смысле это, возможно, позволит доказать 

ограниченность производных решения таких систем, как след

ствие ограниченности самого решения.

Другой интересный вопрос, который до сих пор не нашел 

еще удовлетворительного решения, —  выделение класса систем, 

решение u{x,t) которых остается ограниченным даже при обра

щении производных в бесконечность. Очевидно, здесь интересен 

лишь случай п ^ З ,  когда система не имеет инвариантов.





§ 11. Замечания по поводу смешанной задачи

1. Постановка смешанной задачи для линейной системы. 

Рассмотрим типичную смешанную задачу.

Найти решение u(x,t) системы линейных уравнений гипербо

лического типа, принимающее при t =  О заданные значения

и (х, 0) —  и0 (х), a ^ x ^ b  (1)

и удовлетворяющее некоторым граничным условиям

^а |г, ^i I ^i), (2)

da (х, I) ua (х, t) |Г! == d lu |Гг =  di (х, /) (1 <  i <  п2), (3)

которые задаются на некоторых линиях Г ь Г2, выходящих со

ответственно из концов х —  а и х =  Ь отрезка [а, b] оси t —  О 
(рис. 1.11).

Будем считать, что кривые Г ); Г2 обладают непрерывно 

изменяющейся касательной и lk(x, t), lk(x, (), fk(x, /), fk(x, t) e C ,  

в области, ограниченной кривыми Г[, Г2 и осыо / =  0; cla, ct е С ,  

на кривой Г,, d‘a, d .< =C { на кривой Г2.

Пусть выполнены условия согласования начальных усло

вий (1) и краевых условий (2), (3):

с‘а (а, 0) и°а (а) =  с{ (а, 0) ( 1 <  i <  п,), |

dl (b, 0 )<  (b) =  dt (b, 0) ( 1 < / < п2). J (4)

Если условия (4) не выполнены, то решение u(x,t) смешан

ной задачи разрывно, и его следует тогда понимать как обоб

щенное решение.

Разложим векторы сг, dl по векторам lk(x, /):

с1 (х, t) =  (х, о /° (х, {), dl {х, I) == Vla (х, о /° (х, t).

Тогда граничные условия (2), (3) перепишутся в виде

^с/&ыв 1г, ~  c i х̂ ' ^ ( i ~ l ,  . . . ,  п  

V J $ U 13 |г , =  d i (*> 0  . ( г* —  1 ; • • • > п 2)>

или, в инвариантах,

Кга |Г, =  (х> 0 ....... я , ) , '  (5)

viara\r ^ di(X’ 0 ( 1 = 1 , . . . , ¾ ) .  (6)

Пусть условия (5), (6) совместны и линейно независимы, т. е. 

ранг матрицы ((м£)) равен «р ранг ((v£)) равен п2.
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Пусть G 0 —  область определенности решения задачи Коши 

с начальным условием (1).

Очевидно, что кривые Гь Гг должны лежать вне области G 0, 

так как решение линейной системы уравнений однозначно опре

деляется в области G 0 начальным условием (1) и, вообще го

воря, не удовлетворяет в ней условиям (5), (6).

Рассмотрим случай, когда кривая х —  X\{t) пересекает Fi 

в точке D , а кривая x =  X„(t) (см. § 6, п. 3) _ пересекает Г2 

в точке Е.

Решение u(x,t) однозначно 
определяется в области G 0 и мо

жет быть построено в этой обла

сти методом последовательных 

приближений (см. § 7). Поэтому 

достаточно рассмотреть задачу 

построения u(x,t) в области 

ACD-, в области В С Е  решение 

строится аналогично.

Для выяснения условий разре- ч Ь х

шимости смешанной задачи су- Рис. 1.11
щественно знать, какие семейства

характеристик x —  xk(%, 0, t), выходящих из точек отрезка [а, Ь] 

начальной оси (а ^  | =¾ Ь), пересекают дуги A D  и B E  кривых 

Гь IV
Пусть при k =  1, 2, . . . ,  р характеристики х =  хк(1, 0, t) для 

£ е  [а, Ь] пересекают отрезок A D  кривой Гь а при k =  п —  s + 1 ,  

п —  s +  2, . . . ,  п пересекают отрезок B E  кривой Гг-

Обозначая u°(x,t), r°(x,t) решение задачи Коши с началь

ным условием (1) в области G 0, приходим к следующей задаче 

п области Л С О ^ С 1):

Найти решение r{x, t) линейной системы 

д г  dt
~gj- +  -g~  =  g k (X, t) +  g k (X , t )r a, (7 )

удовлетворяющее на линии A C  условиям

Гк (x > 0  I AC ~  rk (x > 0  \a c  ( k =  I, . . . ,  n ), (8)

а иа линии A D  —  условиям (5).

Согласно определению области G° ее граница состоит из от

резков характеристик системы (7).

Итак, определение решения в области G 1 свелось к опреде

лению решения системы (7), принимающего заданные значения 

на характеристике А С  и удовлетворяющего условиям (5) на ли

нии A D  (рис. 1.12). Ввиду существования решения системы (7) 

в области G° значения r°(x,t) на линии А С  удовлетворяют ус

ловиям разрешимости (§ 6, п. 2). Таким образом, здесь мы
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впервые встретились с задачей, когда начальные значения за

даны на характеристике. Задачу с данными на характеристике 

называют обычно задачей Гурса.

Рассмотрим произвольную точку (х, t) в области G 1 

(рис. 1.12) и проведем через нее все характеристики х =  хь. (х, 

t, т) системы (7). Согласно нашим предположениям, характери-

(х, t) s= G 1 на линию A D ;
2) условия (5) могут быть однозначно разрешены относи

тельно величин rk(x, t) при k ^  р +  1.

Пусть эти условия выполнены, т. е. щ  —  q —  п —  р и при 
( x , t ) ^ A D

В дальнейшем будем отбрасывать черту над с., Решение 

г (х, t) удовлетворяет в G 1 уравнениям

В

t
стики х =  Xk{x,t, т) пересекут 

кривую А С  при 1 sg; /г ^  р в не

которых точках (xk(x,t, xk), Хи), 

При ЭТОМ Xk =  Xk (х, t) t.

Аналогично характеристики 

х =  xk пересекают кривую A D  в 

точках (xk(x,t, xk) , x k) при k ^

:=5/)-(-1 и X:k =  Xk (х, t) ■< t.

th^zk (x,i) ks*p+f
Краевые условия (5) будем 

называть корректными, если:

а

Р ис. 1,12.

Я

1) число tii краевых условий 

(5) равно числу q =  п —  р ха

рактеристик х =  xk (х, t, т), па

дающих из произвольной точки

^р+1 ‘ ' ' ^р+g—п

Det

(i =  p +  1, р +  2, . р +  <7 =  я).

rk (x, t) =  r°k (xk (х, t, xk), т,) +

t

?£ {Х> t)

(*< /> ),



rk{x, t) =  ck {xk{x, t, xk), хк) +  

р 

+  Е  ^  (** (Х’ *’ Хк)' Xk) Га (Xk (х> Гк)> Хк) +
а=1

t

+  \ { ё к {Х к (Х ’ t> Т) ’  Т )  +  & а  ( Х к (Х > *> Т) '  Т)  Га  ( Х к (Х > *> Т)> Т) }  ^

1к (х, t)

( k > P +  1).

Будем искать решение г (лг, 0  методом последовательных при

ближений:

(s+1)
гк(х, t) =  rl(xk (x, t, Хк), хк) +

г W
+  \ {g 4 x ,T )  +  g*(x, т)га (х, г)} Л  (ft^p ),
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' а

( S + 1 )  Г (5)
Of. О =  Ск (£, т]) +  2 ]  (£> ’l) Га (С. *1)

L  а - 1
+

=**(*- *’ ч )  

ч-Ч

(«)( ,  (S)

+  J (я,{ (*. *) +  (*> *) ra (x> X)}x=x {X: u x) dx (ft >  p +  1), 

1 A  < v .  / >  k

jiijrtpiin подходящее начальное приближение, обладающее не-

1>ышгыми первым 

кди обозначить

ирерыииыми первыми производными в области G 1.

liC»/

<#> (S) (я-1)
К (0*"П1пк max | гк (£, т) — г/{ (£, т) |,

то аиалогично § 7 получим оценку

(Н-1> г (я) f(s) n(s)

У (/) <  И \ К (т) dt +  рпц  ̂ V  (т) с/т =  (В +  Р>ф)  ̂ V  (т) dt.

о о ' о

Здесь мы считаем, что и О 1

0 ||Г1.

Из полученной оценки вытекает равномерная сходимость
(S)

в области G 1 последовательности {г (я, 0} к решению г f a  Ц, 

смешанной задачи, "

4  Б, Л, Рождественский, Н. Hs Яненко
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Решение r(x, t) (и(х, t)), построенное в области G 1, обла

дает в ней всеми свойствами решения задачи Коши, перечис

ленными в § 7; оно непрерывно дифференцируемо и непрерыв

ным образом зависит от входных данных смешанной задачи, 

в том числе и от кривой Гь если она удовлетворяет свойствам 

1) .2) ,

Отметим, однако, что линия АС , вообще говоря, является ли

нией разрыва производных решения смешанной задачи. Для 

того чтобы решение смешанной задачи имело непрерывные пер

вые производные в области G° +  G 1, необходимо, чтобы началь

ные и краевые условия удовлетворяли условиям согласования

для производных. Эти условия бу

дут получены ниже для более об

щего случая.

Выше для простоты было пред

положено, что при фиксированном 

k все характеристики к-то семей

ства х =  Xk (х, t, т ), проходящие че

рез любую точку (х, / ) е  G\ пересе

кают при т < t  либо только линию 

АС, либо только линию A D .

Может, конечно, случиться, что 

а %  это не так.

Рис. 1.13. Пусть, например, через точку А

проходит характеристика х =

—  Xk{a, 0, т), разбивающая область G 1 на две части (рис. 1.13). 

В этом случае решение строится аналогично предыдущему, с 

очевидными, изменениями.

Отметим, что эта характеристика также будет линией раз

рыва первых производных.

Вообще производные решения r(x, t) терпят разрыв на ха

рактеристиках, выходящих из точки А, если только в этой точке 

не выполнены условия согласования производных.

2. Корректность краевых условий для системы квизилиней- 

ных уравнений. Для системы квазилинейных уравнений гипер

болического типа поставим начальные

и  (х,  0) =  и? (х) (1)

и краевые условия

Ci (х, t, ti) | р ^ 0 (t 1, . , ., fl])i (2) 

d{ (х, t, и) !Гг =  0 (i =  1, . . . ,  n2), (з)

Будем предполагать, что коэффициенты системы удовлетворяют 

.требованиям, которые накладывались в § 8 при доказательстве 

теоремы существования решения задачи Коши.



Пусть ы°(л:)е Си кривые Гь Гг—  некоторые кривые с непре

рывной касательной, лежащие в полуплоскости и прохо

дящие соответственно через точки (а, 0), (b, 0), a Ci(x, t, и), 

di(x, t, и )— непрерывно дифференцируемые функции своих ар

гументов.

Будем говорить, что в точке (а, 0) выполнены условия со

гласования (условия непрерывности решения), если

ct (а, 0, «° (а)) =  0 ( i =  1 , . . . ,  щ).

Установим условия согласования производных в точке (а, 0). 

Пусть х =  X (t )—  уравнение кривой Гь Предположим суще

ствование решения «(х, / ) е  Ci системы квазилинейных уравне

ний, удовлетворяющего условиям (1), (2).

Дифференцируя краевые условия (2) по переменному t на 

липни х =  X(t), получим

дс дс дс
+  +  +  =  o ¢ =  1........

Производные —  при t =  0 определяются из начальных 

условий (1), а поэтому из системы уравнений

S дип о
могут 0 1,гп. определены производные Яа —  - ^  на начальной

оси /*-><>:

,,к (х, 0) =  — K X fy o  (*> °) +  < f a =  f i  W>

Рк (х, 0) «*= р<1 (х) =  -fa— ■

И ЧТИХ формулах жмшчипы А,*, £(1, /'*, /а — известные функции

переменного X, IiailpHMcp: =  0, и (х)) и т. д.

Нудим гоиорить, что и точке А  (а, 0) кривой Г( выполнены 

l/0Aimit>i сивлш'лшанин прошшодных, если

1 <  (a) +  X' (0) pi (а) | -|- <, +  X ' ( 0 )4  =  0 ( / = 1 , . . . ,  щ);

Ос, дс. дс.
при >П‘М функции - берутся в точке (а, 0), на-

i^ц’диоллгля по-прежнему существование решения и(х, / ) е  

«В Ci смешанной задачи, установим требования, которым 

дилжны удонлетворять краевые условия. Вообще говоря, вывод

§ И. ЗАМЕЧАНИЯ ПО ПОВОДУ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ 99
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о том, что кривые Г ь  Г2 должны лежать вне области определен

ности G° решения задачи Коши, для существенно нелинейных

уравнений Ф  0^ неверен. Существуют корректно постав

ленные смешанные задачи, когда кривые Г ь Гг могут находиться 

в области G 0. Примером такой задачи является задача о поршне 

в газовой динамике (см. гл. 2, § 3). Однако решения этих задач 

разрывны. Ограничиваясь рассмотрением классических реше

ний, мы сейчас исключим этот случай, предположив, что Г ь  Гг 
лежат вне G 0. Обозначим

1а (х, t) —  la (х, t, и (X, /)),

lk =  lk (х, t, и (х, /)) и т. д.

и будем рассматривать нашу задачу как смешанную задачу, для 

линейной системы

ik Г диа | > диа ~| _  ;  

i a [  dt дх J

при начальных и краевых условиях (1) — (3).

Функции

удовлетворяют линейной системе уравнений

-^- +  1 k ^ - ~ g k (x,t) +  gb (x ,t)ra.

Рассмотрим область G 1 (рис. 1.14), и пусть точка (X (t ), t) 

лежит на линии Гь

Характеристику х =  xk{X{t), t, т) будем называть приходя

щей в точку (X{t),t) линии Гь если она лежит в области G 1

при т =¾ t, и выходящей, если она лежит 

в области G 1 при x ^ t .  На рис. 1.14 

М М ' —  приходящая характеристика, 

М М "  —  выходящая.

Пусть в каждой точке Ti характери

стики х =  xk при k — \,2, . . . ,  р являют

ся приходящими, а при k —  р + 1 ,  . . .  

. . . ,  п —  выходящими.

Аналогично случаю линейной системы 
потребуем, чтобы:

1) число условий (2) было равно q =  

=  я —  р,

2) уравнения (2) однозначно разрешались относительно ве

личин Гр+и Гр+2 , . ■ . , Гп при известных Г и Г 2 , , Гр.

Если (2) переписать в виде

c i ( x > ^ а) =  °  (* =  1, 2 , « ! =  ? ),



то условие 2) будет выполнено, если

D e i : ) ) =^  0 ( г '= 1,  /г =  р +  1,  n = - p  +  q),
(х, t) е= Г2.

Заметим, однако, что проверить корректность краевых условий 

для системы нелинейных уравнений бывает очень трудно, так 

как условия 1), 2) зависят от решения и(х, t), которое нам не

известно. Тем не менее при решении смешанной задачи можно 

поступать следующим образом.

На достаточно малом отрезке кривой 

Гь примыкающем к точке А, решение 

u(x,t) (если оно существует) будет до

статочно близким к значению и0 {а). Это 

дает возможность проверки условий кор

ректности постановки смешанной за

дачи при достаточно малых значениях 

переменного t. Если они выполнены, то 

решим задачу для этого малого интер- Рис. 1.15.

пала и будем рассматривать значения

решения u{x,t) на конце интервала как новые начальные зна

чения. Таким путем мы сможем построить решение смешанной 

задачи во всей области переменных х, t, где оно суще

ствует.

Рассмотрим пример. Для системы двух квазилинейных урав

нений

^  +  h ( r u r 2) ^  =  0, ^  +  £ ^ , ^  =  0

поставлены начальные

г. (х, 0) =  =  const, | х | <  а

и граничные

с(/, г, (— а, /), г2(— а, 0) =  0, d{t, rx{a, t), r2(a, t)) =  0

условия. Пусть gi < 0 ,  |2 >  0. Условия согласования выпол

нены, если

¢(0,/-0,/-0) =  0, d (0 , rf, /-0) =  0. (4)

11 рn пыполнении этих условий решение r(x,t) непрерывно в не

которой окрестности оси t —  0. Если помимо (4) выполнены 

усдонпн согласования производных

~gt (0» ri> гг) ~  -gj- (0, r°, rf) =  0,

ТО решение r(x, t) обладает непрерывными производными.

§ П. ЗАМЕЧАНИЯ ПО ПОВОДУ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ 101
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Решение r(x, t) постоянно в области G 0 (рис. 1.15):

rt(x,t) =  r*>.

В области G 1 rl(x, 0  — *"?• Краевые условия корректны, если 

*- { ''/'■  г>) ф  о, ^ и 3 . ф 0 .
дг2 дг j

§ 1 2 .  Аналитические методы выделения решений 

систем дифференциальных уравнений 

с двумя независимыми переменными

1. Исследование совместности переопределенных систем 

уравнений. Аналитические методы отыскания решений систем 

квазилинейных уравнений в большинстве случаев приводят к по

строению более узких классов решений, чем общее решение. Как 

было показано в предшествующих параграфах, общее решение 

системы из п квазилинейных уравнений с двумя независимыми 

переменными зависит от п произвольных функций одного пере

менного. М ож но пытаться строить более узкие классы решений, 

зависящих от меньшего числа произвольных функций или даже 

параметров, требуя, чтобы решение исходной системы удовле

творяло дополнительным условиям, например дополнительным 

уравнениям.

В результате мы приходим к переопределенным системам 

уравнений, т. е. системам, у которых число уравнений превос

ходит число искомых функций. Переопределенные системы мо

гут вообще не иметь решений, поэтому для установления суще

ствования решений и степени их произвола необходим анализ 

совместности переопределенных систем. При этом часто можно 

считать некоторые коэффициенты исходной системы, которые 

могут варьироваться, также подлежащими определению. Этот 

подход означает, что мы ищем частные случаи исходной си

стемы, для которой этот путь построения решений приводит 

к результату.

Наиболее универсальным методом анализа совместности 

систем уравнений является метод внешних форм Картана (см.

Э. Картан [1962], П. К. Рашевский [1947]). Мы, однако, изло

жим здесь более простой метод, предшествовавший методу Кар
тана, который достаточен для наших целей. Для простоты из

ложения мы поясним его на нескольких характерных примерах.

П р и м е р  1. Рассмотрим переопределенную систему урав

нений

ди.

fti{x,u) ( г = = / = 1 , . . . ,  т ), (1)
дх!
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где и —  {«ь Un}\ X —  {X 1, . . . , Хт }, ДЛЯ п функций 

от т  независимых переменных хи . . . ,  хт■ Пусть функции /,-у не

прерывно дифференцируемы в некоторой области G  перемен

ных х, и. Если при любых i =  1, . . . ,  п; /, k =  1........./л в обла

сти G  тождественно выполнены условия

dfч . V  l̂iL г — Hh<L i_ V  f so)
L i  dii i a k ~~ дх,  Z j  <?и„ 1 '

обеспечивающие равенство смешанных производных 

д'2и 

~д*к дх1

д2и

дх, дх. 
1 к

, то система (1) называется вполне интегрируемой в G.

В этом случае при любых (х°, и°)<= G существует некоторая 

окрестность \х —  x ° j < r  точки х°, в которой система (1) опре

деляет единственное решение « (jc )g C j  такое, что и (х ° ) = и °  

(см.  В. И. Смирнов [1957]). Определение и(х) сводится при 

этом ц решению системы обыкновенных дифференциальных урав

нений

« > • • £ .  (з)

а-1

при начальном условии

и (0) =  м°; х (0) =  х°.

Мдесь х ** х(!)С : C-j, - линия, соединяющая точку х° с рассма- 

I'lHtttUPMIlft ТОЧКОЙ V, Щ - llt(x (l )).

Гл КИМ (ifi|)ii;tuM, ргшенпо а (х) нполие интегрируемой системы 

( I )  1НИ1ИН1 пт II | т постоянных //.у, . . . ,  и°п; х®, . . . ,  хйт . П о 

том у  |(1ио|)НТ| Что решение нполие интегрируемой системы 

имеет «кпнггянтнмй нршсшол».

П р и м е 1) 2. Рассмотрим переопределенную систему линей

ных однородных урпнпепнй и частных производных первого по- 

ридкн
т

. . . . . . . <4>
а-1

С одной неизвестной функцией и{хь хт ), и пусть коэффи* 

ЦИРПты ащ —  достаточно гладкие функции от хх, . . . ,  хт .

Алгоритм исследования совместности систем типа (4) изве* 

CTPii и сводится к последовательному образованию так называет
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мых скобок Пуассона (см. П. К. Рашевский [1947], В. И . Смир

нов [1957]).

Для линейных операторов Li, L образуем коммутант

П

\Li, Lj\ =  LiLj LjLi =  b(ja ,
0 = 1

e=i 1 1

Оператор [Li, Lj] называется скобкой Пуассона. Если 

и(х 1, . . . ,  Xm)е  Сг —  решение (4), то оно удовлетворяет, как 

следствие, также и линейным однородным уравнениям первого 

порядка

[Li, Lj] и =  0 (i, j =  1, . . . ,  р). (б)

Присоединяя уравнения (5) при всех I, / =  1, . . . ,  р к си

стеме (4), мы получаем систему уравнений первого порядка 

того же самого типа, что и исходная система (4), так называе

мую расширенную систему. Этот цикл операций мы будем на

зывать продолжением. После конечного числа продолжений мы 

придем к линейной системе, для которой присоединение скобок 

Пуассона не дает новых независимых уравнений, т. е. комму

танты дифференциальных операторов системы являются линей

ными комбинациями этих операторов.

Такие системы называются полными. Итак, по определению 

система (4) называется полной, если

[Lt, Lj] =  X  Cfi (хи . . . ,  хт) • L a ( / , /  =  1 , , . . ,  р). (6)
а=1

Пусть ранг матрицы ((a/a (*i, . . . ,  хт ) ) )  в G  равен р. Для пол

ной системы (4) возможны два случая:

а) р =  т ,  тогда система (4) допускает только тривиальное 

решение и —  const.

б) р <  т ,  тогда можно показать (см. Э. Гурса [1933], 

В. И . Смирнов [1957]), что система (4) путем замены перемен

ных сводится к одному линейному однородному уравнению для 

одной неизвестной функции от т  —  /? +  1 аргументов у\, . . .  

• • •! Ут-p+i.  Следовательно, общее решение полной системы (4) 

в этом случае зависит от одной произвольной функции от т  —  р 

аргументов.

Таким образом, исследование совместности системы (4) со

стоит в продолжении ее до полной системы и в вычислении 

ранга матрицы коэффициентов полученной полной системы.
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П р и м е р  3. Рассмотрим переопределенную систему двух 

нелинейных уравнений, одно из которых есть уравнение Мон- 

жа —  Ампера

д2и

дх\

д2и

д2и

дх1 дх2 

д2и

дх: дх2 dxi

+  Z
д2и

а, |3 = 1
“ Р дха дхр

■0 , (7)

а Другое уравнение первого порядка

ди д и
(*ь и, '■ 0.

Здесь Ь, а,■ар’

дх, ’ дх2

гладкие функции от xh х2, и,

(8)

дх.

ди

дх2

Р«-
Рассмотрим условия, при которых переопределенная система 

(7), (8) допускает семейство решений, зависящих от одной 

произвольной функции одного аргумента.

Полагая

ihi =  pdx,i +  q dx2, dp —  r dxx +  s dx2, dq —  s dx\ + 1 dx2, (9) 

напишем уравнения (7), (8) в виде

b {ri — s2) +  cinr +  2ai2s +  a22t +  a =  0, (10)

cp(xb x2, u, p, q) =  0. (11)

,V|)/iiuieiiiie (10) при фиксированных xu x2, u, p, q определяет 

it грехмерипм и|нк’т|)аис.тнс величин r, s, t поверхность второго 

порядки (килдрпку), имеющую, вообще говоря, два семейства 

мри молнией in, IX образующих.

КИК пшеетпо (ем. Э, Гурса f1933]), эти семейства опреде- 

'ШИГЦ’Н урнииепиими

hr /-iiN I ( ½  m V  ‘0 , 1 

lot *» !>\U | A,;i_i - - цац =  0, J (l 1 , 2 ) ’ (12)

где X|, ^  -корпи характеристического уравнения

X1 +  2й]2А, +  я 11(½ ~  а '° ”  ()-

ЯрЛнчиии р. определяет конкретную образующую в каждом из 

MMHWth прямых (12), совокупность ц, s-точку на образующей. 

Меняй икшшепмо |i, s, получаем исходную квадрику (10). 

Дифференцируя соотношение (11) по хи х2, находим

Дф

i)X\
4 & r  +  - 5 .4 -
др ' ' di/

Е- s 4-■) 1др »4
J * L  1 i 9 L  а

дх» г  дц 4

03)
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Для того чтобы система (7), (8) имела решение, зависящее от 

произвольной функции, необходимо, чтобы алгебраическая си

стема уравнений (10), (13) относительно переменных г, s, t до

пускала бесконечное множество решений. Действительно, в про

тивном случае г, s, t определились бы как конкретные функции 

от хи хг, и, р, q, подставляя которые в (9) мы получили бы си

стему уравнений в полных дифференциалах. Эта система зада

вала бы все производные величин и, р, q по переменным х\, Хг 

как функции от и, р, q, Хи х2 и, как мы видели в примере 1, до

пускала бы в лучшем случае лишь константный произвол.

Требование бесконечного числа решений системы (10), (13) 

означает, что прямая (13) есть одна из образующих (12). Это 

приводит к уравнениям

Эф дф дф . дф

др ___ dq дх1 ди ^

b — Ьц “  а22 — цАг ’ .

дф дф дф , дф j '

др __  дд __ _ дх2 ди q

Ь — Ьц Хз- t  — цац ’ I

где t = l ,  2 —  номер семейства образующих (12), к которому 

принадлежит прямая (13).

Исключая |х из уравнений (14), приходим к системе урав

нений для <р(хи Хг, и, р, q):

Покажем, что если уравнения (15) выполнены при некотором

i =  1, 2, то исходная система (7), (8) имеет решение, завися

щее от произвольной функции. В самом деле, пусть ф есть ре

шение (15), а и(хь х2) — решение уравнения (8), покажем, что 

и{х\, Хг) есть решение (7). Для этого дифференцируем (8); мы 

получаем уравнения (13). Уравнения (15) означают, что можно 

так ввести параметр ц, что будут выполнены уравнения (14). 

Уравнения (14) означают, что прямая (13) лежит на квадрике 

(10), т. е. и(хь x2) удовлетворяет уравнению (7). Так как 

и(хи x2)— произвольное решение (8), то оно, вообще говоря, 

зависит от одной произвольной функции одного аргумента. П о 

этому утверждение доказано.

Для отыскания ф мы должны решить переопределенную си

стему (15) при i —  1 или i —  2. Здесь мы можем воспользо

ваться методом исследования совместности, рассмотренным 

в примере 2, для линейной однородной системы с одной неиз

вестной функцией, каковой является система (15).



М . Мартином [19536], К- Ладфордом [1955], Ю . С. Завьяло

вым [1956] был проведен анализ совместности системы (7), (8) 
для частного случая

Ь = 1 ,  аа |з =  0, a =  f2 (xh x2), (16)

который находит применения в газовой динамике.

Приведем результат, который получен в указанных работах. 

Для того чтобы система (7), (8) при условиях (16) была сов

местна и ее решения зависели от произвольной функции одного 

переменного, необходимо и достаточно, чтобы функция f{x\, х2) 

была представима в одном из двух видов:

f =  л /р '(щ х 1 +  а2х2), (17)

< 1 8 >

где F  —  произвольная функция одного аргумента, ссь аъ —  про

извольные константы.

Для этих f (хj, х2) найдены ф (л :ь  х 2, и, р, q):

(f =  a2p ~ a lq ± g ( a lx1-\-a2x2),

если f задана в виде (17), и

ф =  и — р (Xl +  Oi) —  q (х2 +  а2) ±  g ,

если / имеет вид (18). В обоих случаях g(0) связана с F  (0) 

соотношением

£ ' (0) =  У Г ( 0 ) .

Наконец, если f =  0, то

Ф =  Ф (Р> Ф-
Эти результаты были использованы М . Мартином [19536], 

К. Ладфордом [1955] и Ю . С. Завьяловым [1956] для получения 
обобщенных волн Римана (см. гл. 2, § 9, п. 3).

П р и м е р  4. Рассмотрим также случай Ь =  0 задачи (7), 

(8), когда уравнение (7) заменяется линейным уравнением вто

рого порядка. В обозначениях (9) оно имеет вид

Он? “Ь 2a)2s -f- a22t +  bxp -)- b2q +  с =  0. (19)

Мы  будем рассматривать случай, когда коэффициенты aik, bi, с 
зависят лишь от Х\, х2.

Присоединенное уравнение (8) или (11) сужает класс реше

ний уравнения (19); мы хотим найти такие функции 

Ф (хи х2, и, р, q), чтобы система (19), (11) была совместной и 

допускала функциональный произвол в решении. Для этого не

обходимо, чтобы система уравнений (13), (19), линейная отно

сительно вторых производных г, s, t, содержала не более двух
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линейно независимых уравнений. Это требование приводит 

к двум однородным уравнениям для функции <р:

”ПФр — == 0, (20)

«н'ЧФ*, +  а2& х, +  (ацЛР +  a22q) Ф„ -  (bxp +  b2q +  с) ф? =  0, (21)

где ii =  ti(xi, х2) — корень характеристического уравнения 

апц2~ 2 а 12г\ +  а22 =  0.

Уравнения (20), (21) будем рассматривать как переопреде

ленную систему для ф. Совместность этой системы исследуется 

с помощью образования скобок Пуассона (см. пример 2). Скоб

ка Пуассона для операторов уравнений (20) и (21) приводит 

к уравнению для ф:

( ¾  “  « н Ю  Ф„ +  К П Л ,,  +  а А 2) Фр +  (bfl -  Ь2) =  0. (22)

Скобка Пуассона для операторов из (20) и (22) тождественно 

равна нулю, а для операторов (21) и (22) приводит еще к од

ному уравнению:

+  v ^ p +  =  0, (23)

в котором величины v< определяются только через коэффи

циенты уравнения (19) и их производные.

Для того чтобы система трех уравнений (20), (21), (22) 

была полной, необходимо, чтобы уравнение (23) было алге

браическим следствием уравнений (20) и (22). Это требование 

приводит к уравнению, связывающему коэффициенты ац(хь х2), 

bt(xь Х2 ) и их производные. Если оно выполнено, то для ф мы 

имеем полную систему из трех уравнений, которая имеет реше

ния, зависящие от одной произвольной функции двух аргу

ментов.

Если ф(хь х2, и, р, q) есть решение этой полной системы, то 

равенство ф =  0 называется промежуточным интегралом урав

нения (19), так как любое решение уравнения ф =  0 есть одно

временно решение уравнения (19). Поэтому для некоторого 

класса уравнений (19) поиск промежуточного интеграла в виде

(8) приводит к построению частных решений (19).

Сравним класс решений, полученных выше, с классом 

так называемых функционально-инвариантных решений (см. 

В. И . Смирнов, С. JI. Соболев [1932]). Решение и =  и(х\,х2) 

уравнения (19) называется функционально-инвариантным, если 

при произвольной функции F(u) <= С2 z —  F(u(xi, х2) ) также 

решение (19). Рассматривая случай с =  0, обнаруживаем, что 

если u =  u(xi, х2) — функционально-инвариантное решение (19),
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Изучение совместности уравнений (19) и (24) приводит к вы

воду, что класс уравнений (19), имеющих функционально- 

инвариантные решения, является более узким, чем класс уравне

ний, обладающих промежуточным интегралом.

2. Решения, характеризуемые дифференциальными связями. 

Для выделения класса частных решений заданного диф- ’ 

ференциального уравнения или системы уравнений мы вводили 

выше дополнительные алгебраические или дифференциальные 

уравнения и требовали, чтобы решения исходной задачи удов

летворяли этим дополнительным условиям. Следуя работе

Н. Н . Яненко [1964], будем называть дополнительные дифферен

циальные уравнения дифференциальными связями, а наивысший 

порядок входящих в них производных —  порядком связи.

Пусть задана система двух квазилинейных уравнений, запи

санная в инвариантах:

дг дг ♦
-gf +  It (х, t, ги Г2) =  (х, t, г и r2) (/ =  1, 2). (1)

Будем искать решение системы (1), удовлетворяющее диффе

ренциальной связи первого порядка

F{x, t, г и г2, ри р2) =  0, (2)

д г
где Pi — О чевиДно> чт0 Уравнения (1) позволяют исклю-

dri t *
чип. из-уравнения связи производные qt =  —  —  по

этому достаточно рассмотреть лишь случай (2).

Найдем условии, при которых семейство решений системы 

(I), удовлетворяющих ’ дифференциальной связи (2), имеет 

функциональный проп:шол. Имеем равенства

ilrl*mpi dx-\-qlilt^pLdx~{-(fi — lipi)dt (/--=1,2) (3)

и уелишш интегрируемости (3)

др, др,

~дГ £<■ ( * = 1 . 2 )

2 df d t \  (4 )

§1 == f ix  —  P i h x  + Y u  (lit “  p i H i O  p a % 
a = l

Уравнения (4) есть, очевидно, уравнения продолженной системы 

исходной системы (1). Дифференцируя уравнение связи (2),
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получим

(5)

а=1

Для того чтобы решение имело функциональный произвол, не

обходимо, чтобы в системе из четырех уравнений (4), (5) было 

не более трех линейно независимых, так как в противном слу-
дра дра

чае из нее определяются четыре производные -ff-, как

функции х, t, га, ра и решение в соответствии с п. 1 имеет не бо

лее чем константный произвол. Таким образом, мы требуем, 

чтобы ранг расширенной матрицы системы (4), (5), линейной

относительно величин -^г> был равен 3. Это приводит

к двум условиям, первое из которых имеет вид

Пусть тогда возможны два случая F' =  0 и F' =  0.

Рассмотрим лишь случай F'p̂ 0 ;  тогда второе условие запи

сывается в виде

А +  Вр2 =  0, (6)

где

А  -  1 Г Х +  F '  +  f, • F'rt +  f2 • F'n -f- F'pi \][x +  (f[n -  Г1Х) Pl - t lriPn ,

(7) 
B ~ ( l i - W ' r t+ ( r iri- l U - P l)F'p,  (8)

Если равенство (6) не выполнено тождественно, то оно позво

ляет определить р2 или ри в этом случае мы снова приходим 

лишь к константному произволу. Следовательно, для функцио

нального произвола должны выполняться линейные уравнения 

для F
А =  0, 6  =  0. (9)

Задача о совместности этих двух линейных уравнений и о сте

пени произвола их решений снова решается с помощью образо

вания скобок ПуассоНа. Поскольку в рассматриваемом случае 

(Р ' =  0) функция F зависит от пяти аргументов, то для суще

ствования решения системы (9) с функциональным произволом 

достаточно, чтобы ранг полной системы, образованной присоеди

нением к (9) скобок Пуассона, был равен 4,



Аналогичным образом рассматривается случай дифферен

циальной связи произвольного порядка, когда в уравнение связи 

входят производные старших порядков от решения системы (1).

М ожно рассмотреть консервативную систему квазилинейных 

уравнений, для которой в уравнение связи входят значения по

тенциалов Ф,(л:, t) решения этой системы (см. п. 3 § 6 гл. 1). 

Пример связи подобного типа рассмотрен в п 3 § 9 гл. 2

В заключение этого пункта применим понятие дифферен

циальной связи к линейному уравнению Дарбу:

О»)
которое встречается в задачах гидродинамики. 

Дифференциальная связь первого порядка

<р(лгь хъ и, р, ¢) =  0, P =  -ĝ -. ¢ =  -^7- (И )

уже рассматривалась нами в предыдущем гункте (см. при

мер 4).

В этом случае дифференциальная связь дает промежуточный 

интеграл уравнения Дарбу. Условия совместности уравнений 

(10) и (11) приводят к требованию фр-ф<, =  0. Пусть, напри

мер, =  0. Тогда

/  (ЛГ1, лг2) === 0; ф =  ф(л:ь р) =  ф ( * , ,

т. е. инвариант Лапласа обращается в нуль и уравнение Дарбу 

превращается в уравнение колебаний.

Рассмотрим совместность дифференциальной связи второго 
порядка

ф(*ь -«2. Р) (12)

с уравнением Дарбу (10), которое запишем в виде

lR . =  f(Xu Х2) иш (13)

Условие совместности уравнений (12) и (13) имеет вид

<  +  Ф ; 5 г  =  Ф *  +  < P W - “ = f * «  +  fP.

оно будет тождественно выполнено, если

ф;  =  / • р; ф 'p -f =  f'x,

Отсюда следует, как условие совместности (14), что

st__ д2 In f

’ dxidxz
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(14)

(16)
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ф: (16)

где F (x i)—  произвольная функция.

Мы видим, что в этом случае уравнение Дарбу преобразова

нием Лапласа (см. Л. В. Овсянников [I960]) можно привести 

к уравнению колебаний

д2и

дх\ дхъ
=  0.

Покажем, как с помощью метода дифференциальной связи 

можно построить функцию Римана для уравнения Дарбу (10). 

Функция Римана R (x и х2; Ь , h )  является решением уравне

ния (10) (по переменным xi, х2) 

и удовлетворяет дополнительным 

условиям на двух характеристи

ках Х\ —  |i; х2 =  |2 этого урав

нения:

R  =  1 При Х\ —  h  и При х2 =  12-

Иными словами, R {x i , x 2; gi, Ь )  

есть решение уравнения (10), 

равное 1 на характеристиках 

P M , M N  (рис. 1.16). Пусть 

u(xi, х2) — любое решение (10), тогда применение формулы 

Грина к функциям и =  и(хь х2) и v =  R (x  1, х2; gi, |г) приводит 

к формуле

и (М ) = “ ( й р № 1 -.

ди

дхг (17)

где интеграл берется вдоль любой гладкой кривой, соединяю

щей точки Р  и N  на осях х\ =  |ь х2 =  12-

Знание функции Римана R  позволяет решать задачу Коши 

для уравнения (10) с заданными значениями и, и '  , и'Хг на кри

вой P N .

Случай дифференциальной связи первого порядка очевиден, 

так как тогда / =  0, R  =  1, а формула (17) есть известная фор

мула Даламбера.

В случае дифференциальной связи второго порядка имеем 

равенства (15), (16); под и{хи хя\ понимаем теперь функцию 

Римана.



Интегрируя уравнение (12) с учетом (16), получаем

р =  С (Х{, х%) f,

(18)
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' (Хи х2) =  5 dx +  S (х2),

где g (x2) —  произвольная функция.

Функцию F  (xi) определяем из условий для функции Римана

1. У = 1 ; l2) =  p {xu =

откуда следует, что

C(xu h) =  0- (19)
Равенство (19) возможно только в случае 

f f e )  =  0, g (12) =  0,

поэтому

Р(хи x2) =  g (x2)f  (хи х2). (20)

Интегрируя уравнение (20), находим

и(хь *2) =  g (*2) § / (т, х2) d% +  К  (х2). (21)

5.

Так клк u(h, х2) — 1, то

К (Х 2) ^  1

И ДЛЯ и{К[, Л'а) получаем представление

,Vl
п(хJ, .V..) /! (А-)  ̂ / (т, А'2) 1. (22)

ь

Удовлетворяя уршшопшо Дарбу (13), получим уравнение для

И (А а)
Xi

=  x2) d x + l .  (23)

Принимая во внимание условие (15), уравнению (23) при

дадим анд

g '(x 2) +  t ( h ,x j g ( x 3  =  l, (24)

где
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Отсюда получаем выражение для g (х2)

Х 2

8  (**) —  S  (*25 l i , h )  —  [ ]  J f  ( l i > t>) dx
h 2 h

и для функции Римана
Х 2 Х {

 ̂ f (|ь х) dx  ̂ f (т, х2) dr 

и{хь X2) ^ R { X ь Х2; h , h )  =  ------Г(ГГ^)------ +  L  (26)

Если учесть, что функция /, удовлетворяющая уравнению 

(15), имеет вид (см. Л. В. Овсянников [I960])

f _  2 М  аа (Л2)
[« 1  (JCj) +  eta ’

то получаем окончательно

P t v  y • ? f \ _ о  [а2(хг) — «г(|2)1 [«i(xi) — ai(li)] , , 

b 2 . 6ь ё2/ [cti (gi) + as (g2)] [ai (*,) + а2 (*г)]

3. Решения систем квазилинейных уравнений с вырожден

ным годографом. Одной из основных задач аналитической тео
рии дифференциальных уравнений с частными производными 

является получение частных решений и построение с их по

мощью более широкого класса решений. Для линейных уравне

ний принцип суперпозиции решений позволяет расширить класс 

решений; на этом, в частности, основан метод Фурье, имеющий 

широкое применение в математической физике. Однако для си

стем нелинейных уравнений принцип суперпозиции решений не 

имеет места, поэтому задача построения более широких классов 

решений на базе частных решений существенно осложняется. 

Известен метод огибающих, позволяющий построить из реше

ний, зависящих от двух произвольных параметров (полный ин

теграл) решения, зависящие от произвольной функции (общий 

интеграл), однако этот метод применим, вообще говоря, лишь 

к случаю одного нелинейного уравнения.

Особенно эффективен метод огибающих для случая уравне

ний, не зависящих непосредственно от искомых функций, 

а только от их производных. Например, нелинейное уравнение

_£Ф

dt +  <p ( i f )  =  0 d)

имеет очевидное решение

Ф  =  ах —  ф (а) ■ t -j- b, (2)
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где а, b —  произвольные числа. Будем считать b =  if (а )—  функ

цией параметра а, тогда семейство (2) может иметь огибаю

щую, которая определена уравнениями

ф = = а х  —  <р(а) • t +  ^(a),

0 =  х —  ф'(а) ^  +

Как известно, формулы (3) неявным образом определяют ре

шение уравнения (1), зависящее от произвольной функции г[з, 

т. е. общий интеграл.

Формулам (3) отвечает общее решение одного квазилиней

ного уравнения

1  +  ^  =  0 . W

для которого ф (х , t) является потенциалом (см. § 5, п. 3 ), и 

оно задается формулой

Ы =  -§£ [ах — Ф (а) • t +  гр(а)] =  а =  а{х, t), (5)

где а =  а(х, t) определяется из второго уравнения (3).

Однако при п ^  2 метод огибающих приводит лишь к по

строению более узких классов решений. Это обстоятельство 

имеет простой геометрический смысл.

При п —  1 пространство (Ф , х, t) является трехмерным и 

iiiiTciрнльные штерхности (2), отвечающие разным значениям 

мирлметрл а, пересекаются по линии (характеристике). Одно- 

иприметричес.кое семейство характеристик образует затем оги- 

flinninyin номер*шить, которая является интегральным многооб- 

рнчиом урл[ПКМП1 и (1). Пели же п —  2, то Фг =  Ф»(х , t, а) —  

диумерные поверхности п четырехмерном пространстве перемен

ных („<г, /, Ф |, Ф а), и пересеченно этих поверхностей, соответ- 

(чнуиицих диум ри.чличным .шпчеииям параметра а, происходит, 

нпнСПЦи I tittup», lit' но м и ни п, и п точке.

Pm'cMiiipiiM клш г petiieini/i, к которому приводит метод оги- 

бйннцнХ) ДЛИ i'iu'tpmi.i нелинейных уравнений

~Ф' *' • (  ' ^ )  =  0 ( / = 1 , 2 , . . . , « ) ,

>Ф Г ДФ| д Ф п ■)

\ дх ’ • • • ’ дх ) '<)х

Имеем семейство решений системы (6)

Ф ,  ~й{Х ф( (а) ■ ( +  b

%  (а) —  %  (аи ап)

с произвольными параметрами аи . . . ,  ап\ Ъь . . . ,  Ьп.
Будем рассматривать семейство интегральных поверхностей 

(7), считая, что величины ai,bt являются функциями одного



параметра т. Тогда огибающая этого семейства определяется 
уравнениями (7) и еще п уравнениями

Е
дш, (а)

да - Ctj +  bt (/ =  1, . . . , п), (8)

/=.1 I

которые служат для определения параметра т.
Для того чтобы существовала характеристика (общая ли

ния пересечения плоскостей (7), (8)), необходимо и достаточно, 

чтобы в системе (8) было лишь одно независимое уравнение, 
т. е. выполнялись условия '

dq>, (а)

2_, ~да....й1=  ^ dh bi =  v (т) ( / = 1 , . . . ,  п). (9)
/=i 1

Пусть система уравнений (6) является гиперболической
/ /  (Зф. (а) \\

в узком смысле, т. е. матрица Л =  11— — II имеет действи

тельные различные собственные значения Ъ (а) <~Ъ{а) <. . . .  

. . .  < |п (а ) , которым соответствуют правые собственные векторы 
г1 (а), . . . ,  гп(а). Тогда уравнения (9) имеют п различных ре
шений

=  ai{x) =  %k (x)rki {a(x)), £, (т) =  vft (т) d, (т), (10)

соответствующих каждому собственному значению lk(a). По
скольку параметр т неопределен, то мы, например, можем счи

тать Kk(x) заданной функцией параметра т, что отвечает опре
деленной параметризации щ, bt. Тогда в (10) остается одна про

извольная функция Vk (т), от которой существенно зависит оги« 
бающая семейства (7).

При выполнении условий (10) уравнения (8) сводятся 
к единственному уравнению

x —  lk {a{x))t +  vk { т) =  0, (11)

которое означает в совокупности с (10), что величины щ, bi по
стоянны вдоль k-й характеристики (11).

Построенному решению Ф г- (х , t) соответствует решение

Щ (х, t) =  ~ ±  консервативной системы квазилинейных урав

нений
ди, дт. (и)
_ L  _| —  о ( /- 1 ,  2, /г), (12)

и ~ {tl\, . , , , ип}.

При этом в силу уравнений (7), (8) имеем

щ (х, 0  =  щ (х{х, i)), (13)
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ГД| 1 I* х(х, I) определяется из (11). Постоянное значение х 
Определяет характеристику— прямую (11), вдоль которой 
у е»лу (1.4) решение и(х, t) постоянно. Таким образом, метод 
вгибающих привел нас к построению решения консервативной 
системы квазилинейных уравнений, зависящего от одной произ

вольной функции одного переменного v(x). Построенный нами 
!ШНч: решений системы (12) носит название простых волн.

Простой волной называется решение и =  и(х, t) системы 

уршшопнй (12), удовлетворяющее условию

Это условие означает, что функции щ {х, t) могут- быть пред
ставлены в виде

где х{х, t) — гладкая функция.
Таким образом, решение (13), построенное выше, —  простая 

полна. Из представления (15), так же как и выше, следует, что 

прямые (11) — характеристики простой волны, а функция т (х, t) - 

постоянна вдоль этих характеристик.
Легко заметить, что простая волна определяется целиком .

матрицей А (и)—  . Поэтому простая волна опреде

ляется аналогичным образом и для неконсервативной системы

Частным случаем простой волны является центрированная 

волна, когда характеристики k го семейства — прямые, пересе
кающиеся в одной точке хо, t0. В этом случае в качестве функ

ции х(х, t) в (15) может быть выбран наклон этих; характери

стик, т. е.

du\ dui dun

dt dt dt 

P aHr dui du.2 dun
(14)

lii(x, t) =  U i ( x ) ,  x  =  x{x, t), (15)

T t + A { u )-U =  0; u =  {ub . . . ,  un} (16)

равенствами

« W  =  h  (T) • rk (u M ).
(17)



Из соотношений (15) следует, что в простой волне k-то типа су

ществует п —  1 функциональная зависимость *)

yf («j, . . мя)==с. (t =  1, 2, . . . ,  /г — 1). (19)

Рассмотрим однопараметрическое семейство центрирован
ных волн (18), (19), в котором константы сг- фиксированы, а хо, 

to связаны зависимостью. Тогда мы имеем однопараметрическое 

семейство интегральных поверхностей системы уравнений (16), 
которое имеет огибающую. Эта огибающая есть простая волна, 
но уже не центрированная. Следовательно, простые волны яв
ляются огибающими центрированных.

Каждое решение и =  и(х, t) системы (16) можно рассма
тривать как параметрическое задание в пространстве перемен

ных (нь и2, • ■ •, ч-п) некоторого многообразия S  через перемен
ные (х, t). Если условие (14) не выполнено в некоторой обла
сти D  переменных х, t, то это двумерное многообразие. Если в D  

выполнено условие (14), то это многообразие одномерное и фор

мулы щ  =  Ui(x, t) дают отображение области D  на некоторую 
линию. Итак, простые волны изображаются в пространстве го

дографа («ь . . . ,  ип) линиями ui =  ui(x), поэтому о простых 
волнах говорят как о решениях с вырожденным годографом. 

Как мы видели выше, для однородных систем квазилинейных 

уравнений (16) каждой такой линии в пространстве годографа 
соответствует семейство решений (простых волн) с однофунк
циональным произволом.

Можно получить уравнения, определяющие поверхность S  

в пространстве годографа (см. Н. Н. Яненко [1955]), а также 
показать, что, как правило, поверхности S отвечает семейство 
решений не более чем с ■ константным произволом. Лишь 

в исключительных случаях поверхности S соответствует семей
ство решений с функциональным произволом.

Например, для системы из трех квазилинейных уравнений 
поверхность 5  определяется одним квазилинейным уравнением 
третьего порядка (см. также § 9 гл. 2 ).

В заключение приведем примеры неоднородных систем ква
зилинейных уравнений, которые имеют решения типа простой 
волны. Так система двух квазилинейных уравнений

дг, дг,

- Q f + h  (ги г2) (ги Га) ( 1 = 1 ,2 )

имеет решение г* =  г*(т)== rj(x —  ct) с вырожденным годогра
фом с константным произволом (с =  const); при этом зависи-
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*) Совокупность { (и), . . . ,  («)} называется (п — 1)-мерным вектор- 

инвариантом Римана (см. гл. 4, § 3, п. 2).



Mic iit /(((,) определяются из решения системы обыкновенных 

Дифференциальных уравнений
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Некоторые системы уравнений после преобразования пере
менных переходят в системы, имеющие решение с вырожденным 

годографом. Например, система

е функциями h, gi —  однородными по переменным ги г2:

переходит в систему типа (20), но с а —  0 и снова имеет реше
ния с вырожденным годографом; это семейство также имеет 

лишь константный произвол.
Система (20) при а ф  1 заменой

приводится снова к системе типа (20), но со значением а ' —  1, 
и, следовательно, будет иметь решения с вырожденным годо

графом.

§ 13. Групповые свойства дифференциальных уравнений

Задача отыскания и размножения решений тесно связана 
с. групповыми свойствами дифференциальных уравнений. Тот 

факт, что простые волны являются огибающими центрирован
ных волн, а последние являются автомодельными, т. е. инва
риантными относительно преобразования гомотетии

в плоскости х\ х2, имеет групповую природу.
Возможность приведения квазилинейных уравнений к виду, 

удобному для получения простых волн, может быть обнаружена 

после анализа их групповых свойств.

dr, _  f{ (г, (т), Г2 (т)) 

dx 1{ (г, (т), г2 {х))~  с
( / = 1, 2).

дг

dt
( / = 1, 2) (20)

при

vpj =  1, а = 1 ,  vp2 — Y — а =  0

подстановкой

0  =  (-у )  R i  ( / =  1, 2), т =  1п/, z =  ln*

ri —  x'1' Ri ( / = 1, 2)

Xх kx1, x2 --> kx2



Давно известные автомодельные решения одномерной газо
вой динамики, по существу, были получены с помощью группо

вого анализа, специфической формой которого является теория 
размерностей.

Групповой анализ позволяет строить регулярные алгоритмы 
для нахождения частных решений без привлечения дополнитель

ных соображений, исходя только из заданной системы диффе
ренциальных уравнений.'

1. Однопараметрическая группа Ли. Рассмотрим в «-мерном 
пространстве Х п переменных {х*, . . . ,  х'1} систему обыкновенных

0)
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(2)
При достаточно гладких функциях \1{х\ хп) задача (1), (2) 
имеет единственное решение

x i (/) =  f‘ (x lQ, . . . ,  хпй, /), (3)

которое является достаточное число раз дифференцируемой 

функцией начальных значений х ‘0 и параметра / в некоторой об

ласти изменения переменных х\ и /.

Решение (3) задачи (1), (2) обладает свойством инвариант
ности относительно сдвига по параметру /: если в задаче (1),

(2) сохранить начальные значения х 1й и заменить /0 на /0 +  Ъ 

то она будет иметь решение

х1 (/) =  fi . . . ,  xfi, t — x). (4)

Формулу (3) можно символически представить в виде

x(t) =  S(t, /0) *(/<>), (5)

где S(t, t0) есть оператор, переводящий x(t0) в х(/). В силу ин

вариантности решения относительно сдвига по t оператор S(t, to) 

обладает свойством

5 (/, t0) =  5(/ — t0, 0) =  5 ( / - tQ). (6)

Последовательно решая задачу Коши с начальными моментами 

времени / =  /о, /ь /г, приходим к свойству композиции

. 5(/, +  /2) =  5(/2)5(/,) =  5(/,)5(/2). (7)

К нему следует добавить свойство непрерывного примыкания 
решения к начальным данным

$ (х )-*£. (т->0) (8)

дифференциальных уравнений

~ ^ 1 1(х\ . . . ,  хп), 

для которой можно поставить задачу Коши

( У  =  Ч-



и свойство обратимости

S (t) S ( - t) =  £ ,  (9)

I др В  тождественный оператор.
Сотжуппость операторов (преобразований) S(t), обладаю

щая пишстпами (7) —  (9), образует, по определению, однопара- 

Мётпичсскую непрерывную группу (группу Ли).

Мы будем называть | == {£', . . . ,  1п} направляющим векто

ром одпопараметрической группы Ли и обозначать группу с на
правляющим вектором g символом Gi(g).

2. Инварианты группы. Скалярная функция F(x) —

 ̂ t l'(xl, . . . , хп) называется инвариантом группы <3i(£), если

F ( S x ) ^ F ( x )  (1)

для любого преобразования S  е  G j(g).

Введем понятие производной Ли функции F (x ). Для х‘ про- 
шшодиая Ли, по определению, есть величина

- s ' ( i = l , . . . , n ) .  (2)

Производная Ли  функции F (х) определяется по правилу диф
ференцирования сложной функции:

Производная Ли есть не что иное, как производная

функции F(x) вдоль траектории по параметру t. 
Дифференциальный оператор

=  (a = = 1 .........«) (4)

будем называть инфинитезимальным оператором (в дальней
шем — просто оператором) группы Gi(g) и говорить, что опера

тор Ь (|) порождает группу преобразований <?i(g).
Таким образом, производная Ли функции F(x) есть не что 

иное,, как результат применения оператора L(g) к F (x ). Не
трудно убедиться в том, что F(x) является инвариантом G i(§) 

тогда и только тогда, когда равна нулю производная Ли функ
ции F(x):

T F - L { l ) F  =  0 . - . -  (5)

Выражение

a F = ( E“ i ? ) a'  <6>

будем называть дифференциалом Ли  функции F. В частности, 

Ьх1 —  ll81 есть дифференциал Ли функции х\
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Под дифференциалом dx1 будем понимать выражение

dxi==- ? T dxo (a— 1, .  • •>«),  (7)дх% и

вычисленное при фиксированном t.

Аналогично определяется дифференциал функции F (x ):

(“ - р = 1 ....... ">• <8>

Нетрудно убедиться, что операторы б ис ?  перестановочны, так 
что справедливо соотношение

6 dx1 =  d 6xl. (9)

Многообразие Ф , задаваемое уравнениями

F V ,  хп) =  С  ( i =  1, . . . , 9), (10)

называется инвариантным относительно Gi(£), если преобразо
вания переводят точки многообразия вновь в точки мно

гообразия.
Для инвариантности Ф  необходимо и достаточно, чтобы век

тор | в точках Ф  касался Ф, т. е. чтобы на многообразии (10) 
выполнялись условия

=  о (*=1, .. . ,  <75 0  =1, п). (11)
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адх

Если произвольная точка многообразия Ф  не является инва
риантной относительно G i, в то время как само многообразие Ф  

инвариантно, то говорят, что группа Gi индуцирует непрерыв
ную группу преобразований на многообразии Ф . Зададим Ф  па

раметрическими уравнениями

xl =  fl(v\ . . . ,  vp) (р =  п — q; i =  I ........n). (12)

Тогда группа Gi(g) индуцирует в пространстве v =  {у1, . . . ,  vp} 

группу g'i('n), где направляющий вектор iq =  {т]1, • • • ,  iQp} свя
зан с направляющим вектором g —  {g1, . . .  , g"} соотношениями

Ьхг df1 би13 df1 к /• t о 1 \ /ю\

6 dv* ' 6t “  dv* 11 ( ............  ”  ’ ’ ( ^

вытекающими из равенств (12).

Пусть
Q(*, d x ) ~ A a {xl, . . . ,  xn)d x a (14)

есть линейная дифференциальная форма. Тогда дифференциал 

Ли формы Q есть, по определению, выражение

6Й == .6 (Aa dxa) =  §Aa dxa +  Ла6 dxa. . (15)



Пользуясь коммутативностью операторов d, б, имеем

bQ =  bAa dxa +  A J b x a ^ ~ ^ t  dxa +  A a d f  J б*1 (16)

(a, p =  1, . . . ,  n).

Производная Ли формы fi, по определению, есть выражение 

Л (*, I, dx, dl) =  - i dxa +  A a d f , (17)
OX'

которое само является линейной дифференциальной формой.

Форму Q будем называть инвариантной относительно Gi(g), 

•■ели ее производная Ли, т.е. форма \ (x ,% ,d x ,d % ), равна нулю. 
Пусть группа Gi(g) оставляет инвариантными формы

Q,i =  A ia(x)dxa (i =  1, . . . ,  г; a =  1, . . . ,  п) (18)

и многообразие Ф, задаваемое или уравнениями (10), или пара
метрическими уравнениями (12).

Формы Q ‘ переходят на Ф  в формы

со l =  aldvK  (19)

(i~ \ , . . . ,  г; о = 1, . . . ,  п\ р = 1, . . . ,  р),

которые остаются инвариантными относительно группы gi(ri), 
и мл,уцирусмой группой G\ (|) на Ф.

По определению, производные Ли форм сог равны нулю, т. е. 
ммиолняются равенства

дс?
А.1 {о, г); dv, с^) = - ^  г)'’ +  a V  == О (20)

(г =  1, . . . ,  г; р, v =  1, • • р).

Пусть Gi(Ei), G 2(h ) , ■■■> GpЦр)—  однопараметрические группы 
преобразований в пространстве Х п. Будем искать совместные 
нпн.'фпаиты этих групп. Если F ( x ) = F ( x l, хп) есть инва- 
риинг Gi(gi), 0 2(|2), • • • ,  Gp(lp), то должны иметь место соот
ношения
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Пусть система (21) полная, т. е. операторы [L«, Lj\ являются ли
нейными комбинациями Li (i ~  1, 2, . . . ,  р ) :

lL P L i] =  cbL a (г> /> 0 = 1, • • • > р)-

Если коэффициенты с^ постоянны и удовлетворяют усло

виям
и-.и.  —  рсх< y-iCt /it I /> а  p i  ,, | , л а  — . Л

г'/ —  Н' ij ак ' °kraf ^  LjkLai

то совокупность операторов Li, . . . ,  L p порождает р-параметри- 
ческую группу Ли таким образом, что любой оператор

1 (£) =  Л,Ь,(|,) +  . . .  + V , p(|p)

с постоянными коэффициентами Я,1, . . . ,  %Р порождает однопара

метрическую группу (см. Л. В. Овсянников [1962]).

3. Продолженная группа. До сих пор все переменные ха 

были равноправны. Определим некоторое пространство Х п =  
=  {ха}, соответствующее выделению в точечном пространстве 

Х т+2 (х1, х2, и1, , ит ) двумерных многообразий

и1 =  и1 (л:1, х2) ( / = 1, . . . ,  /и). (1)

Точка х = { х 1, / } е ! „  будет определяться координатами

xs =  xs, x2+i =  ui, (2а)

x2+2 4 ,+ 1=  j>!!p =  plz (26)

(s =  1, 2; i =  1, . . . ,  in; n =  3m +  2).

Среди всех преобразований в пространстве Х п выделим преоб
разования, оставляющие инвариантными формы

Q*(*> dx) =  dx2+i — x2+®m+i dx® ( / = 1 ,  . . . ,  in; |3=1, 2). (3)

Такие преобразования будем называть касательными. Для них 

сохраняются неизменными соотношения (26).

Среди касательных преобразований выделим подкласс про

долженных преобразований, которые характеризуются тем, что 

подпространство Х т+2 =  {я1, х2, х3, . . . ,  хт+2} cz Х п остается ин
вариантным. Преобразования в Х т+2 будем называть точеч

ными.

Покажем, что точечные преобразования полностью опреде
ляют продолженные.

Пусть | =  {g1, . . . ,  |m+2} — направляющий вектор точечного 

преобразования Gj (£) в Х т+2, \ =  {|\ . . . ,  |m+2, |т+3, . . .  

. . . , f3m+2} — направляющий вектор соответствующего продол

женного преобразования О i (f),-• 4
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Из инвариантности Х т+2 следует, что

|!' =  |г ( / =  1, . . . ,  m +  2). (4)

Из условия инвариантности относительно Gy (|) находим

_  хг+ы+1 d t  -  f +m +i dx® =  0 ( / = 1 ........m; р =  1, 2).

(5)
Отсюда следует

jj* 1.-1/ == ^  +  « _  i f i l l  , а] (6)
дх3 +  dua Ps Р П д х °  ^  диа РЧ  { >

(s, р =  1, 2; /, а =  1, . . . ,  т).

Утверждение доказано.
Конечно, можно рассматривать дальнейшие продолжения 

группы в пространстве компонент производных второго и выше 

порядков.
4. Группы преобразований, допускаемых системой диффе

ренциальных уравнений. Для простоты изложения мы ограни
чимся квазилинейными уравнениями. Пользуясь обозначениями 

(1.4,.12), запишем систему квазилинейных уравнений

+  <  (ж1, х2; и\ . . . ,  ит) % r  =  ft (х1, х2; и>........ ит) (1)

(/, а =  1, . . . ,  т)

П виде уравнений в дифференциалах:

ill(x, dx) —  dx2+i — x2+®m+idx?,=  О (/ =  1, . . . ,  т ;  Р =  1, 2) (2) 

и конечных соотношений:

1Н (x1, . . . ,  хп) =  x2m+2+i +  а{ахт+2+а — /1 =  0 (/, а =  1, . . . ,  т).

(3)

Тогда интегральное многообразие системы (2), (3) можно оп
ределить как поверхность в пространстве Х п =  Х Ът+2 перемен

ных хх, . . : ,  х3т+2:

х1 =  х{ (х\ х2) (/ =  1, . . . , п  =  З т  +  2), (4)

на которой формы Q* обращаются в нуль и которая сама лежит 

на многообразии Ф , заданном уравнением (3).
Система (1) допускает группу Gi(g) в пространстве Х т+2 

переменных х‘ (i =  1, „  ., m +  2), если соответствующая ей 

продолженная группа G i(g) оставляет инвариантным многооб
разие Ф , т. е. группа Gi(g) переводит интегральную поверхность
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уравнения (1) в интегральную поверхность. Совокупность групп 

Gi(g) образует множество допустимых преобразований си

стемы (1).
Условие инвариантности многообразия Ф  имеет вид

1 ££т+2+а | а /с\
I + а « |  ~дх& (5)

(р— 1, . . . ,  т  +  2; /, а =  1, . . . ,  т).

Подставляя в (5) выражения для |2+|3т+( из (13.3.6) и выражая 

с помощью (3) x2m+2+i =  р‘ через хт+2+1 =  р\, мы приходим 

к системе уравнений

A 1 +  A lapf +  =  0 (i, а, аи щ  =  1, . . . ,  т), (6)

где

д ‘ = + » u * ' ....... * т+!)дхu
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А ) ~ Ь Ш ........ * > « ) | v + > ; . ( * ' .......... x^ ) f ,
дх

Л1 __hta ( J  т+2\ dg13 . , 1  ( J  т+2\с.е
‘ ^Ыг|3 > * * • > % /  а  “ Г  ^ / i /гР \-̂  > • * * > % )  Е

(7)

дх

(̂ i 3, /i, З2 ~ ^, • • * > о, Р 1 > • • • * w  “Ь* 2), 

коэффициенты &(л;) зависят от

f ix) д< (х) dfi[x) аа {х), Г (х),

(i, а =  1, . . . ,  т\ Р =  1, . . . ,  т  +  2).

На (2/п+2)-мерном многообразии Ф  независимыми параметрами 
являются величины х1, . . . ,  хт+2, р\, . . . ,  pf. Так как соотно

шения (6) должны выполняться тождественно относительно этих 
параметров, то из (6) следует

А 1 =  О, Л„ =  о, л„,а2 +  Ла2а, =  о (/, а, а,, а2 =  1, . . . ,  т). (8)

Уравнения (8) составляют линейную однородную систему урав

нений относительно g1, . . . ,  gm+2; эта система называется опре

деляющей и является, вообще говоря, переопределенной.

Выполнение (8) необходимо и достаточно для того, чтобы 
группа G i(g) была допустимой для данной системы (1). 

Рассмотрим ряд примеров.

Л. В. Овсянниковым [1962] на основании указанного алго

ритма была исследована группа преобразований для системы
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одномерных уравнений газовой динамики и политропного урав
нении состояния:

ди . ди . I

dt дх р

д?_
dt

ЁЕ.
dt

+  и ^  +  ур

М.
дх

ди

дх

ди

dx

О, 

= 0, 

= 0.

(9)

'нетемм (9) при любом значении у допускает операторы

о

<11

д

дх ’

а
ди

L3 = 

- 2р

дх +
du - t j t + x

д

dx

А .
dp

и  —  I
д . д 
др ~т~Р др

(10)

1|П1 y^-;i система (9) допускает еще один независимый опе-

1 >- (> ,)/ +  tx-§I  +  (x- tu) ди
tQ

dp
3 tp

dp (И)

I >ni -риторы /.i, /,2 суть операторы сдвига по осям х, t, оператор 

/.* тптиетстиует нреобрпшжанию Галилея, оператор L* —  опе
ри tup пмдпОпоп) ирсобра.шпапия (гомотетии) в плоскости х, t. 

Him 1ИН4111 inpi.i имеют место для любого уравнения состояния. 
Ulii'ptiinpu /,„ соотнетстнуют политропному уравнению со- 

t<Iiihiihh, шн'рнтор /./ —  специфическому значению у =  3. 

Урнименко Эйлера —  Пуассона

Л*ы 

hi thi" -I- ы =  о (a =  const) (12)

д

(13)

ди

ДОН̂ иИН**!1 ОП«р«Т1)рЫ

ни 4'И I, *») tn’Tii проиэполыте решение (12). Оператор Ь\ есть 

мнвришр сиглш'ппвиного едппги но осям хи Х2\ Li —  оператор 

(омщ мгнн И плоскости Х\, аи; /-з — оператор инверсии. Опера- 
1и|» I щ содержит и сноих коэффициентах дне произвольные функ
ции одного йрсумвнти и порождает и совокупности с операто
рами L\, /,», Ц , Li бесконечномерную группу Ли.

НоКйЖрМ, следу» Л. В. Онсииппкопу, как знание группы пре- 
нврйаоййннй, допускаемых уранпеппем Эйлера —  Пуассона (12), 
ноанилйвг определить для него ф у н к ц и ю  Римана.



Как известно (см. п. 2 § 12), функция Римана есть решение 

м(1ь Ы  xi, Xi) уравнения (12), удовлетворяющее условиям

« (Si, У  h , х2) =  иЦи  У  хи У  =  1. (14)

Операторы Ь и Ь 2, Ьъ порождают трехпараметрическую группу 

согласованных дробно-линейных преобразований

у __ aXi +  Ь у __ ах2 +  Ь ЛС\
1 сх\ +  d ’ ' 2 схг +  d  ’ '  '

где а, Ь, с, й —  произвольные константы и ad —  be Ф  0. Так как 

уравнение (12) допускает операторы Li, L%  L3, то преобразова
ния (15) оставляют его без изменения. Пользуясь этим, подбе

рем преобразование (15) таким образом, чтобы значениям х\ =  

=  |ь х2 =  |2 отвечали

Xj — 0, х2 =  оо.

Это достигается преобразованием

< 1 е >

В результате решение м(£i, g2; Jfi, -t2) задачи (12), (14) перехо
дит в решение v(xh х2) задачи

d2v _|_________а ___q

dXi дх2 (* ,  —  х2)2 а ‘ 4 (17^

v (0 ,x 2) = l ,  v (xu <x>)-

Задача (17) допускает оператор растяжения Ь 2 и тем самым 
является автомодельной. Ее решение можно искать в виде

v(xu x2) =  v(l), | =  I (18)

Подставляя (18) в первое из соотношений (17), приходим к урав

нению

lv" +  v' --j^zriyr v =  0, (19)

где штрих означает дифференцирование по Искомое решение 

v(xu jc2) = w ( | )  удовлетворяет второму и третьему из условий 
(17), если

о(0) = 1. (20)
Представим а в виде

а —  т ( т  —  1). (21)

Уравнение (19) приводится к гипергеометрическому уравнению 
подстановкой

V =  ( l - l ) m w (22)

и принимает вид

| (| — 1) до" +  [•— 1 +  (2т -j- 1) |] ш' 4- m2w —  0. (23)
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Параметры «, P. Y этого уравнения находятся из соотношений

Y *= 1, а +  р +  1 =  2m +  1, ар =  т 2 (24)

и имеют яиачения
а =  р —  гп, у =  1 • (25)

I MIUIM образом, имея в виду (20), находим

w =  F (т , т ,  1, |), (26)

где /‘'(а, р, у, I) — гипергеометрическая функция. После этого, 

шкшращаясь к функциям v (|), v (хи х2), и (gi, |2; *и х2), имеем

о(|) =  (1 m; 1, £), (27)

v{xu х2) —  (l F [ т ,  m; 1, , (28)

^ (£ь  1г> Х\, л:2) ==:

= [| ;  Г F  (-"• 1 • и Г - ы й - м )  ■ (29>

И случае консервативных систем возможно строить преобразо

вания не только в пространстве продолженной системы, но 

также и в пространстве потенциалов.
Консервативную однородную систему

ди1 , до* (и1. . . . ,  ип) _  ди1 , dv1 диа _ 1Л h _____ , 0

^  + ---- 5?------ Л  +  2 ’ ' " ’ п)

(30)

можно, введя потенциал ср‘ (см. п. 3 § 5), преобразовать к си

стеме уравнений в дифференциалах:

со* =  с/ф‘ — и1 dx1 +  а' (и1........ и11) dx2 =  0. (31)

В пространстве я1, х2, иг, срг (г =  1, . . . ,  п) рассмотрим оператор 

/- =  ^ A  +  f + a -^r +  r +2+a-“  ( a = l , . . . ,  n; Р =  1, 2). (32)
дх? ди 5ф

Оператору L  соответствуют допустимые преобразования, если 

производная Ли от форм со' равна нулю:

6(0‘ Lco‘ =  0. (33)
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6т

Из условия (33) следует

d f +2+i -  и1 dt  +  vl d t  -  f +i dx +  а Ц +а dx2 =  0. (34)

5  Б, Л, Рождественский, Н . Н . Яненко
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Отсюда приходим к уравнениям для (t =  1, 2,

dl
n+2+i

где

dx1 

d ln+2+i

dx2

d d

dx1 dx1

d d

d^_

dx1

d t
dx1

di.1____ L B< i L
dx2 dx2

&2-f- i

2n +  2) 

(35)

dr

P“ =

dx

du'

Ж +  P

du“

a

dq>a ’ 

5

<?ф“ '

(a =  1, . .  . ,  га; s =  1, 2).

(i =  1, .-.., .n).

'« dr

Величины pi; связаны, в силу (30), соотношениями

i t п / dv‘pi== _ flipa) a* =  —

Подставляя (36) в (35), находим

дф1

(36)

(37)

dx1
+  иа Ж ^ - и1( 3 % . + и а 4 )  +

дф“ V. дх дер )

■ U1 (

: )  +  91 (

п+2+*
b l

дх2
V

U ^ + V
диа

I

аф“

:2+i

« л ) +
•лд|га+2+* ■ dg . 

диа диа ^ диа )

—  _ а‘ь2+а—  w-аъ •

(38)

Требуя выполнения (38) тождественно относительно pf, при

ходим к системе определяющих уравнений

di
n + 2 + i

дх
■и“

n+2-\-i

П+2+l

дх/

дфа 

« Л
5фа

“ ' ( # + “ • - $ ) +

+
дУ

дх2

г, 3|2 Nуа —2_  I —

9 1 '
n+2+i

диа

дУ

диа

дГ

диа

dq>' 

= 0 .

—̂  =  — п} ?2+а 
a J  и Ф  >

(39)



it Частично инвариантные и инвариантные решения. Будем 

ИеШ Ь Н« многообразии Ф , задаваемом уравнением (13.4.3), 
Подмногообразия ф е Ф ,  инвариантные относительно некоторой 

еппинуппогги допустимых преобразований. Не входя в детали, 

HiiMwiilM путь нахождения инвариантных подмногообразий и 
рнипнп'стпующих допустимых преобразований.

11 усть

X1 =  (х1, . . . ,  х2т+2) ( t =  1, . . . ,  3m +  2) (1)

pci'ii параметрическое представление Ф ,

х/ =  ф /(и ‘ ......... OP) ( / = 1 ,  2т  +  2) (2)

параметрическое представление искомого многообразия ф и 
0 i(E) индуцирует на ф группу Gj(rj), г] =  {tj1, . . . ,  т)р}. Соответ- 
гпшя (1), (2) переводят формы й,- из (13.4.2) в формы

со* =  cla (v) dva (i =  1, . . . ,  т ;  а = 1 ........р). (3)

Эд(нч. коэффициенты с1а суть известные функции от ф/ (/==

— 1........2т  +  2) и линейные функции от ( k = \ ,  р).
дтг

Условия инвариантности форм иг относительно Gj (п) имеют вид 

I, <

11е dva +  cla drf =  0 (г =  1, . . . ,  щ\ a, р =  1, . . . ,  р). (4)
i)V'

И силу соответствий (1), (2) |, т) связаны зависимостью

|l ^ d x L ' d q ?  з

дха dv® ' '

( / = 1 ,  . . . ,  3m +  2; a =  1, . . . ,  2m  +  2; p = l , . . . ,  p),

где

j  =  (a, P =  1........2m +  2). (6)

В частности, при г =  1, . . . ,  m +  2 имеем

=  '(7)

Подставляя (7) в определяющую систему (13.4.8), получим не

которую линейную однородную систему уравнений первого по

рядка для л

M v “ 7 +  =  О ( Р = 1. . . . ,  р; у —  1, . . . ,  р), (8)

ь*
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коэффициенты В которой зависят от фг и линейны относи

тельно (г =  1, . . . ,  2 т  +  2; у =  1, . . . ,  р).

Из условий (4) находим

де, . дг\®

~ ^ r i + c » W  =  0 /, |3=1, . . . ,  р). (9)

Условия совместности для системы (8), (9) приводят к некото

рым уравнениям для функций ф; (у1, . . . ,  vp). Решения (инте
гральные многообразия), лежащие в ф, называются частично 

инвариантными (см. Л. В. Овсянников [1962]).

В частном случае, когда многообразие ф является интеграль
ным многообразием, имеем инвариантное решение. Инвариант

ные решения являются обобщением известных автомодельных 
решений. Мы видим, что теория частично инвариантных и инва
риантных решений тесно связана с методом дифференциальных 
связей, так как уравнения, задающие многообразия ф, суть не 

что иное, как дифференциальные связи первого порядка.
Л. В. Овсянниковым было указано на связь известных в га

зовой динамике простых и двойных волн с частично инвариант
ными решениями.
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Клйвеические и обобщенные решения 

одномерной газовой динамики

$ I. Общие замечания о математическом описании 

ннижения сжимаемых газов

I. Гиз как сплошная среда. Газ есть совокупность большого 
числа частиц (молекул, атомов, ионов), находящихся в непре

менном движении.
Дли того чтобы охарактеризовать состояние газа в данный 

момент времени, надо задать положение и скорость каждой ча-
< I и11.ы газа.

Мидпча учета взаимодействий и движения каждой частицы 
поп чрезвычайно трудна; поэтому при описании состояния газа 
применяют статистический подход.

При статистическом описании состояния газа удобно счи
тать, что составляющие его частицы непрерывным образом за
полняют занятый ими объем. При этом, естественно, рассматри- 

ишот лишь объемы, размеры которых достаточно велики по 
гриппеиию с расстояниями между частицами газа.

Поэтому применяемые в дальнейшем выражения «малый 

объем», «бесконечно малый объем» газа следует понимать как 

достаточно большие в указанном выше смысле.
Движение частиц газа можно характеризовать количеством 

чпггпц данного сорта, находящихся в заданном месте простран- 
с1 им п имеющих заданную скорость движения. Это количество 
пропорционально функции распределения, которая удовлетво- 

рист иптегро-дифференциальным уравнениям переноса (так на
зываемым кинетическим уравнениям). Простейшим примером 

кинетического уравнения для газов является уравнение Больц
мана (см. С. Чепмен, Т. Каулинг [1952], Г. Н. Петтерсон [1950]).

Описание состояния газа с помощью функций распределения

II решение кинетических уравнений также является весьма слож

ной аадачей.
Н то же время известно, что существуют такие течения, ко

торые с хорошей точностью могут быть описаны с помощью не

которых конкретных функций распределения. Это описание до- 
гпн потея с помощью понятия состояния термодинамического 

рййшшосия как состояния, в котором функции распределения 

имеют шюлне определенный характер.
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Напомним бегло некоторые сведения из термодинамики (см. 
М. А. Леонтович [1950]).

Среди параметров, характеризующих состояние газа, часть 

определяется только внесшими относительно рассматриваемой 
массы газа телами и никак не зависит от самого газа. Эти па
раметры называются внешними. Внешними параметрами яв
ляются, например, объем, занятый газом, напряженности внеш

них электромагнитного или гравитационного полей и т. д.

В отличие от внешних внутренние параметры определяются 
состоянием самого газа (например, энергия газа, температура, 
давление).

Состояние газа называется равновесным, если оно не изме

няется во времени, а также отсутствует обмен энергией с внеш
ними телами. Подчеркнем, что просто неизменность состояния 
(стационарность) еще не означает, что газ находится в равно
весии.

Равновесное состояние — это состояние, из которого газ не 

может выйти самопроизвольно.

Если газ, находящийся в произвольном состоянии, предоста
вить самому себе (т. е. исключить обмен энергией с внешними 
телами и зафиксировать внешние параметры), то через некото

рое время (так называемое время релаксации) он придет в со
стояние равновесия.

Обмен энергией между газом и внешними телами происхо
дит, во-первых, с помощью передачи тепла, а во-вторых, при 
совершении над газом (или газом над внешними телами) ра
боты. Работа совершается газом лишь при изменении внешних 

параметров а,- и при бесконечно малых изменениях последних 
равна величине

6 W  =  I  At dait (I)
i

где Ai —  так называемые обобщенные силы.

Если 8Q  —  количество сообщенного газу тепла, то изменение 

внутренней энергии газа Е  (кинетическая энергия движения мо
лекул плюс потенциальная энергия взаимодействия молекул)', 
согласно закону сохранения энергии, запишется в виде

dE =  6 Q - 6 W  =  6Q~~Z A tdat. (2)

По поводу величин Л/ заметим, что при произвольном состоя
нии газа они, помимо at, зависят еще от положения и скорюстей 

отдельных молекул газа, т. е. от микроскопического состояния 
газа.

Дело упрощается, если рассматривать равновесные состоя

ния газа и бесконечно малые отклонения от них. Тогда по из-
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iimnidfl основной теореме термодинамики все внутренние пара- 
ми|п  н и том числе Л; являются однозначными функциями 
itt iiiniix параметров щ  и энергии (или температуры Т) газа, 

й кпчсстве равновесных внутренних параметров берутся 
чЙМЧНи сами обобщенные силы Л*. Таким образом, в состоянии 

рШШВесии
Л г =  Л; (Г, аи . . ап), (3)

Е  =  Е(Т , ах........ап), (4)

II равенство'(2) принимает вид

dE =  b Q — Y, Ai (Т, a) da{. (5)
i

Соотношения (3), (4) определяются микроскопической 

структурой рассматриваемого газа и называются уравнениями 

>1)СТО'чтя.

Соотношения (3) называются термическими уравнениями со- 

I пшния газа, а уравнение (4) — калорическим уравнением со-

1ТЧН1ШЯ.
Мы будем рассматривать случай, когда газ физически и хи

мически однороден по своему микроскопическому составу и не 

вкншодействует ни с какими полями (т. е. отсутствуют силы 

mi жести, электромагнитные поля и т. д.). Тогда единственным 
щц'пшим параметром газа является занятый им объем V, а си- 
>ioft Л — давление р, так что многообразие термодинамических 

тстоимий двумерно. Поэтому

efe =  6Q -  p d V . (6)

(ели рассматривать единицу массы газа, то величина V —  ~

ишшилется удельным объемом, р —  плотностью газа, величина 
с удильной внутренней энергией газа.

Согласно второму началу термодинамики величина

dS =  ~ t  =  -!r (de +  P d V '> (?)

нилястся полным дифференциалом функции S =  S(V , Т), на- 

пши'моц энтропией единицы массы газа.
Итак, второе начало термодинамики записывается в виде 

рйвепстна
Т dS =  de +  p d V , (8) 

где р, е, S  заданы уравнениями

' P =  P (V ,T ) ,  (9)

е =  е(7, Т), (10)

S  =  S (V ;T ) .  у  (11)
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Из второго начала термодинамики (8) следует, что уравне
ния состояния (9), (10) не являются независимыми, так как 
условие интегрируемости соотношения (8) налагает на них сле
дующее ограничение:

д / 1  де \ д С I дг , р \ де д (  р \

dV  V Т дТ )  д'Г \ Т dV  +  Т ) ’ ИЛИ ~ d V ~  дТ V Г J '  ̂ ^

Если, например, задано уравнение состояния (9), то усло
вие (12) определяет калорическое уравнение (10) с точностью 
до аддитивной функции от температуры.

Таким образом, в состоянии термодинамического равновесия 

газ описывается следующими величинами: плотность р —  масса,

содержащаяся в единице объема; удельный объем V =  —  \ дав-
Р

ление р —  сила, действующая на единичную площадку; е — внут- 
ренняя энергия единицы массы газа; 'Г —  температура газа; S  —  

энтропия единицы массы газа.

Согласно равенствам (9) —  (11) среди всех этих термодина
мических переменных лишь две независимые.

Из равенства (8) следует:

дS  1 дг cv dS 1 {  дг ( ^  /ю\

~дТ =  Т ~ д Т = = ~ '  mW ' ==1T \ W J r P ) '

Таким образом, при заданных уравнениях состояния (9), (10) 
энтропия S определяется с точностью до аддитивной постоян
ной, которая исключается, если. энтропия нормируется с по
мощью соотношения Нернста:

S  ~> 0 при Т -> 0.

Уравнения состояния газа (9) — (11) можно задавать и при дру
гом выборе независимых параметров, например:

P =  P (V , S), 8 =  8 (V ,S ) ,  T =  T (V , S) (14:)
либо

е =  е(р, V), S  =  S (p , V), T =  T (p ,V ) .  .(1:5)

При таком задании уравнений состояния; второе начало- 

термодинамики (8) требует выполнения равенств;

дг (V , S ) П7 с , дг (V , S) т  п ,7 Сч у
— Jy—  =  ~  р {V, S), — ^ —  =  Т (V„ S), г

дТ (V, S) . др (V , S) _ 0  I ^

dV ^  dS >

либо, соответственно,

T in dS (Р’ F) —  « 4 - I l l i i l L -  r M S h l l — M P i I i
1 \Р> V> 3V dv ’ др др

дТ (р, V) dS (р , V) дТ (р, V) dS  (р, V) д [Т, S] _ _  , 

др dV dV др д [р, К]

(17)
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Нерппшжесные состояния и процессы в газах. В неравно- 
if ! состоянии газа теряют свой смысл основные понятия тер- 
М" "мншпки — температуры, давления и энтропии.

Нпобще неравновесное состояние газа не описывается пол-

I гыо н терминах термодинамических (т. е. макроскопических) 
""НЙТИЛ, а требует микроскопического анализа.

Одни ко для целей классической газовой динамики достато- 
■н к и общепринят подход неравновесной термодинамики. Пред- 

иииим себе, что рассматриваемая масса газа подразделена на 
fio,in.lime число элементарных частей весьма малых размеров, 

и/шду/о из которых будем предполагать находящейся в состоя
нии термодинамического равновесия.

[*>то предположение оправдывается тем, что время релакса
ции системы убывает с уменьшением ее размеров, так что для 
Miufofl порции газа оно близко к нулю.

11опимая под «точкой» в газе «бесконечно малый» объем 
и указанном в п. 1 смысле, мы можем ввести, таким образом, 

для каждой точки газа в каждый момент времени понятия дав
ления, температуры и энергии. Теперь они приобретают смысл 
функций от координат точки и времени:

1>'-р {х\, хъ х3, /); Т =  Т (хь х2, х3, 0; 5  =  S (хи х2, х3, t).

Что касается плотности p(xi, х2, х3, t) и энергии е —

■ ' х2, х3, t), то эти величины, очевидно, имеют смысл неза- 
писнмо от нашего предположения.

Итак, неравновесность газа мы понимаем как отсутствие рав- 
пииесия между отдельными частицами газа, каждая из которых 

сама но себе равновесна.
Из предположения о равновесии малых порций газа следует, 

что функции р( V, Т), s(F, Т), S (  V, Т) удовлетворяют уравне
ниям состояния (1.1.9) —  (1.1.11).

Таким образом, при своем изменении термодинамические па

раметры удовлетворяют уравнениям состояния газа, которые 
о п р ед ел яю тся  для равновесного газа. Такой процесс называется 
раинпвесным или обратимым.

Приведенные выше соображения о времени релаксации, од
нако, не дают представления о пределах применимости термо
динамических понятий. Это представление может быть полу  ̂
чепо па базе более общей модели газа, каковой является ста̂  
типическая модель.

Микроскопическое рассмотрение приводит к выводу, что тер

модинамические понятия температуры и энтропии имеют смысл, 
*ели изменения параметров, характеризующих состояние газа, 
ИЛ длинах порядка длины свободного пробега молекул газа по 

пространству и за времена порядка времени между соударе- 

иini ми молекул малы по сравнению с самими этими величинами.
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Рассмотрим, к примеру, одномерное неравновесное течение 
газа. Пусть и(х, t)— скорость течения. Одно из приближений, 

сводящее уравнение Больцмана к уравнениям газовой дина
мики, предполагает, что в газе могут быть введены температура 
Т и давление р, удовлетворяющие уравнениям состояния (1.1.9),

(1.1.10), но потоки импульса и энергии определяются также не
равновесными компонентами, связанными с молекулярной диф

фузией. Для материально фиксированной частицы газа в поток 
импульса вместо давления р входит величина

p =  p — Hdivu =  p — р-2%-, (1)

поток энергии определяется величиной

ри —  u grad Г = / ж — — *-§7 * (2)

В этом приближении функция p(V , Т) удовлетворяет уравне
нию состояния (11.9); ц, х —  соответственно коэффициенты вяз
кости и теплопроводности, пропорциональные длине свободного 
пробега молекул газа.

Отсюда следует, что если на длинах пробега и на временах 
порядка времени между соударениями изменения термодинами

ческих величин малы, то справедливо приближение равновес
ной термодинамики.

Действительно, для большого числа задач о движении газов 
и жидкостей это требование можно считать выполненным. 

В этом случае процесс носит квазиравновесный характер и мож
но ввести температуру и энтропию, которые с большой степенью 

точности будут удовлетворять всем термодинамическим соотно

шениям.
С другой стороны, как мы увидим в этой главе, в течениях 

газов и жидкостей возникают зоны резкого и быстрого измене
ния величин, характеризующих поток. В этих областях уже 

нельзя пренебрегать неравновесными компонентами в потоках 
импульса и энергии. Однако эти зоны имеют размеры порядка 
длины свободного пробега молекул газа. Поэтому, если эта 

длина мала по сравнению с характерными размерами задачи, 
то мы можем представлять зону неравновесности как поверх
ность разрыва, разделяющую зоны гладкого изменения пара

метров течения.
При таком подходе мы считаем, что эти параметры всюду 

удовлетворяют термодинамическим соотношениям, а на поверх

ностях разрыва должны выполняться условия непрерывности 
потоков массы, импульса и энергии. Итак, мы будем рассма

тривать разрывные течения в газах и жидкостях, вязкость и 

теплопроводность которых достаточно м^лы.
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R Нестоящей главе мы рассмотрим в основном именно этот

Ииконец, в случае достаточно больших коэффициентов вяз- 
» гп и теплопроводности необходимо рассматривать неравно- 

Ш 1 i i i . i i '  компоненты в потоках импульса и энергии. Может 

случиться, что и это рассмотрение окажется недостаточным и 
Необходимо привлекать интегро-дифференциальное уравнение 

fyyihiiMiiiia.

Тпкмм образом, существуют течения, в которых сохраняют 

1<Н(№ термодинамическое определение температура и энтропия, 
Выполняются все термодинамические соотношения; при этом об- 

ЛйП'И редкого изменения рассматриваются как поверхности раз

рыва параметров течения.
Научению такого типа течений и посвящена эта глава.
При равновесном процессе имеет место соотношение

(3)

(4)

1 ,|'1' 'tft" “  СК°Р °СТЬ притока тепла к рассматриваемой порции 

I и III,
Исли рассматриваемая порция газа теплоизолирована 

hlQ *т 0), то равновесный процесс называется адиабатическим. 

'1ли адиабатического процесса

4 г - ° -  ®

Или неравновесного процесса соотношение (4) не имеет места, 

и согласно второму закону для теплоизолированной системы

Т > ° -  ©

Пусть масса газа участвует в неравновесном процессе, обмени- 
ипнсь теплом с внешними телами. В этом случае второе начало 
I (фмодшшмики требует, чтобы выполнялось условие

4 г  +  Т Г > 0 ’ <7>

dS
I цр — энтропия внешних тел. Величина может рассма-

I(мшиться как поток энтропии от внешних тел к массе газа.

dS  1 (  de . dV  Ч

~1Г~~ Y \ ~ d f 4 r P  dt )

ИЛИ
dS  1 dQ  

dt T dt ’
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Вычисление потока энтропии мы продемонстрируем на

примере обмена теплом газа с термостатом постоянной темпе

ратуры То- В этом случае

d Se 1 dQ
~W~~~ т0 ~5Г’ 1 '

dQ
где --количество тепла, перетекающего от внешних тел

к рассматриваемой порции газа. Поэтому в случае термостата 
в качестве внешних тел второе начало термодинамики требует, 

чтобы
dS  ̂ 1 dQ

dt То dt • '  '

Эти соображения будут применены нами для анализа изотерми
ческого газа в § 4.

3. Различные способы описания течения. Эйлеровы и лагран- 

жевы переменные. Описание движения сплошной среды можно 
производить двумя различными способами.

Первый способ состоит в том, что в каждый момент вре
мени t мы определяем параметры состояния газа как функции 

от координат х\, х2, х3 точки в некоторой неподвижной системе 
координат. Таким образом, и =  и(х\, х2, xs, t) означает при та

ком способе описания скорость частицы, находящейся в момент 

времени t в точке (х\, х2, х3). Аналогично все остальные вели
чины характеризуют состояние частицы газа, находящейся в мо
мент t в точке (хи х2, х3).

Такой способ описания движения сплошной среды назы
вается эйлеровым, а координаты х\, х2, х3 называются эйлеро
выми координатами.

Другой способ описания, который носит название лагран- 
жева, предполагает задание термодинамических величин и ско
рости и газа для каждой частицы как функций времени t.

Пусть частицу газа мы отличаем от прочих с помощью неко

торых параметров у\, у2, у3. Тогда мы ищем все величины, ха
рактеризующие течение, как функции от, переменных уи у2, у%. t.

При таком способе описания, например, вектор и(у\,у2,у 3, t) 
при фиксированных уи у2, у3 означает скорость перемещения 

в пространстве вполне определенной частицы газа. Координаты 

У1, г/г, Уз носят название лагранокевых.
В большинстве случаев в качестве координат уи у2, уг выби

рают эйлеровы координаты точки, в которой частица газа нахо
дилась в какой-либо определенный момент времени, например 

в момент t —  0.
Если мы примем указанный выбор лагранжевых координат 

Уь Уг, Уг, то легко вычислить положение частицы и в момент



примени t Ф  0. Так как при фиксированных уи у2, у3 скорость 

ч{У 1. Уг, Уг, 0  есть скорость частицы, то

t

Xi =  Щ {уи Уъ Уз, х) dx (i =  1, 2, 3). (1)

о

Мдось xi =  Xi(yh г/2, Уг, t)— координаты в момент времени t 

( шлеровы координаты) частицы, которая в момент времени 

I 0 находилась в точке с координатами xi=yc, щ (уи у2, уг, t) — 

компоненты вектора скорости и (уь у2, Уг, 0-
Формулы (1) устанавливают, таким образом, связь между 

ллграижевыми координатами yi частицы и ее эйлеровыми коор

динатами Xi.

Пусть f(x 1, х2, х3, t)— какая-либо функция эйлеровых коор

динат, a f(y 1, г/2, Уг, t)— представление той же функции в ла- 

грапжевых координатах. Тогда, согласно (1),

f {y  +  \ u ( y , x ) d x , ^ f ( y ,  t), (2)

где для простоты письма мы обозначили

У =  {Уи У2> Уз), х =  {хи х2, х3}, и ~ { щ ,  и2, иг).

Дифференцируя (2) по переменному t (естественно, при этом 
предполагается дифференцируемость f), получим

=  Т  +  «(«/> 0 grad f (х, t), (3)

так как, согласно (1),
t

x —  y-\-^udx.

о

По самому смыслу понятия скорости частицы газа и (у, t) =  

к  и (х, t) (здесь мы обозначаем одной буквой и разные зависи
мости: и (у, t)— в лагранжевых переменных и и{х, t)— в эйле
ровых), поэтому мы перепишем (3) в виде

=  +  t), (4)

где «V — оператор дифференцирования по пространству в напра- 

млешш вектора и:

MV =  Ml^ _  +  W2_ | _ + H 3 (5)

Обычно в газовой динамике все величины обозначаются од

ними н теми же буквами как в эйлеровом, так и лагранжевой
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представлении. Поэтому во избежание путаницы величину 

д  ̂ ■ обозначают . При таких обозначениях формула

(3) принимает вид

f  =  +  =  f  +  ИвА .  - . ( 6)

Величина ~  равна полной производной по времени от функ-

t

ции / вдоль траектории частицы x =  y + ^ u d x  и носит назва-

о
ние субстанциональной производной.

Согласно формулам (1) лагранжевым координатам у, t со
ответствуют определенные эйлеровы, и это преобразование у, 

t-+x, t однозначно. Обратное преобразование х, t-^-y, t опре
делено, вообще говоря, не всегда.

Действительно, легко представить себе случай, когда газ за

полнял в момент времени t =  0 все пространство г/ь г/г, у г, но 
в результате движения при t >  0 некоторая часть пространства 

х\, Х2, х3 оказалась свободной от газа. Это означает, что в этой 

части пространства при данном t >  0 координатам х\, х2, хъ не 
отвечают никакие значения уи у2, у%.

Как мы увидим ниже, условие взаимно однозначного отобра
жения х, t -> у, t выражается в виде р(х, t) ф  0.

4. Уравнения состояния газов. Совершенный газ. Газ Ван- 

дер-Ваальса. Нормальный газ. Ограничившись этими краткими 
замечаниями по поводу способов описания движения газов и 

жидкостей, остановимся коротко на некоторых простейших урав

нениях состояния газов.

Совершенным (идеальным) газом называется газ, для кото
рого справедлив закон Клапейрона:

pV =  RT, (1)
где R  —  газовая постоянная. Из соотношения (1.1.12) тогда сле
дует, что

дг (V, Т) А /оч
— — 0, или е =  е (Г), (2)

т. е. внутренняя энергия газа является функцией только темпе-
Ло

ратуры; при этом удельная теплоемкость газа су = -^-=  (Г)

также является функцией только температуры.

Газ называется политропным, если cv не зависит от темпе
ратуры. Тогда

e =  cv7\ (3)

т. е. внутренняя энергия пропорциональна температуре газа.
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!<пиитическая теория газов приводит к уравнениям состоя
нии пили гроиного газа в следующих предположениях:

I Потенциальная энергия взаимодействия молекул прене-

■ in ф ими мала по сравнению с их кинетической энергией.

1 и следствие этого предположения, энергия данной массы 
| н in есть сумма кинетических энергий молекул газа, ее состав- 

нцоших.
И. Возможны только парные столкновения между молеку- 

ifiMii, которые происходят по законам упругого столкновения. 

При мтом пнутрепнее строение молекул остается неизменным и
• пкштиются их суммарный импульс и кинетическая энергия.

Мторос предположение означает, в частности, что собствен

ный объем молекул мал сравнительно с объемом, занятым

I том.
Кинетическая теории дает следующие выражения для коэф- 

фищиипои cv, ср, R  уравнений состояния (I), (2) идеального 

н ш :

cv ~ ^ k (4)

R ~ c p — cv, (5)

Hie / —  число степеней свободы молекулы (/ =  3 для одноатом- 
iiiiiо ппм, / =  5 для двухатомного газа и т. д.), k —  постоянная 
lnMililtMiiiiii, N  —  число Авогадро, М  —  молекулярный вес.

Принимая во внимание уравнения состояния (I), (3), из 

миномиого соотношения (1.1.13) имеем

V * ’ Гп Г -|- /? In F +  const == cv In Т +  ср In V —

— Cv In V  +  const =  Су In Р  +  Ср In V  +  const. (6)

■Простейшая поправка к уравнению состояния идеального газа, 

| пи.ишнаи с учетом объема молекул и сил молекулярного сцеп* 

леипи, дается уравнением Ван-дер-Ваальса

RT  а ' /т\

Р — V — b v2 '

Г1десь а —  величина, пропорциональная силе сцепления моле

кул I'iKia, b —  величина, пропорциональная собственному объему 

молекул.

Диалогичным образом получаем выражения для е, S:
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Если некоторый элемент газа подвергается медленному рас

ширению или сжатию, так что при этом не происходит тепло

обмена с окружающей средой, то элемент совершает адиаба
тический переход из одного термодинамического состояния в 
другое. При этом медленный процесс является обратимым и 
энтропия элемента остается неизменной. Поэтому такой переход 
называется еще изоэнтропическим.

Рис. 2.1. ' Рис. 2.2.

Все термодинамические состояния, через которые проходит 
при этом данный элемент газа, будут лежать на кривой

5  =  const, (10)

которая называется адиабатой Пуассона.

Для идеального политропного газа, как легко следует из (6)', 
уравнение адиабаты Пуассона имеет вид

P =  ~ V ~ \  (11)

где

с R  ——

Y — — 1 +  —  >  I > А 2 —  A 2 (S) =  а2е cv —  const.
°v cv

Легко видеть, что вдоль адиабаты Пуассона для политроп
ного газа имеют место соотношения (рис. 2.1)

77- = "  <  0 (свойство I), (12)

1 W  ^  ' >  0 (свойство п )- (13)

Таким образом, адиабата Пуассона p =  p (V , S 0) есть кривая, 
монотонно убывающая по V, обращенная выпуклостью вниз. 

Дегко видеть, чтд оси У == 0; р =  0 ярляются асимптотами
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йднпбаты Пуассона, т. е. р -» 0 при V ->■ оо и р -> оо при У О 

(О Ш Н Н Т И О  I I I ) .

Нели некоторый элемент газа подвергается сжатию  или рас
ширенно, так что при этом температура элемента остается неиз

менной, то совершаемый газом переход называется изотерми- 

•(осл/ш процессом.

li идеальном газе, совершающем изотермический процесс, V, 

1> гии пип,I соотношением

' г!у  =  4  с2 =  (ср — Су) Т —  RT  —  const. (14)

I I iu iiim v  н некоторых случаях идеальный изотермический газ 

мнжми формально рассм атри 

вай* как политропный газ с  

Ни к ич и тол см 7 = 1 .

Крииин (14) называется 
ИШНррмш), Опн удовлетворяет 
моим трем свойствам адиабаты 

Пуассона, Иаоторма 7' и адиа- 
Лити А Пуассона пересекают

ся и плоскости V , р так, как 

укн ниш ни рис. 2,2,
Тииим обрмаом, изотермы 

н м/шаГмиы Пуассона идсаль- 
HUIII пип оПрпауюг п плоско- 

• »*• У, р регулярную сотку.
| но, ,1ГК» уршшепни состояния идеального газа 

. м iii.iiiiiJiiii'iiiio енойстп:

'>1> 1¾  ‘ 0 (('1ШЙ('Т"0 Iv)>

(i 11 11 , .. , r4 
‘ il (riiuiicTiio V ).

HtltfPpMM Мйв ВйН'Дгр-Внальса удовлетворяют свойствам
I III ужи ир но iiooft фнаоной плоскости V, р.

Н йййЛриигр А 'С И ' (рис. 2.8) может нарушиться свойство II, 
к нймлрнмтв ОСА ~~ свойство 1, свойство III вообще не выпол- 

инмп'й, t«К кик асимптотой изотерм является прямая V =  Ь. 

Мнмошм, что нарушение свойства I, выражаемого неравен- 

»‘1 ним ( 12), укалывает на невозможность термодинамического 
рншттч'ни, Дойстптелыш, пусть некоторый объем газа, для 

КОтирого нарушено свойство I, подвергается сжатию под дей- 
oliiliOKl внешнего давления, которое будем считать постоянным 
и превосходящим начальное- дяплопие газа. Если сжатие проис-

i)/i{V, s) _ ..
• • -ЧИ'Г медленно н осла - " (jy ....■> 0» то давление в газе падает,
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т. е. его сопротивление внешнему сжатию уменьшается. В ре

зультате произойдет полное схлопывание объема газа. Наобо
рот, объем газа, обладающего избытком давления над окру

жающей средой, должен неограниченно возрастать.

Если представить себе теперь газ, для которого ^  >  О,

в термодинамическом равновесии при постоянном давлении, то 

такое равновесие окажется абсолютно неустойчивым, так как 
малейшее отклонение от равновесия приведет к тому, что одни 
части газа будут сжиматься, другие расширяться, не возвра

щаясь к исходному состоянию.

Иначе обстоит дело в случае газа, удовлетворяющего усло
вию I. При адиабатическом сжатии он будет увеличивать свое 
давление и препятствовать сжатию. При отклонении от равнове
сия в газе возникают колебания, которые приводят его в исход

ное состояние.
Таким образом, свойство I является условием устойчивости 

термодинамического равновесия и выполнено для всех реаль

ных веществ в стабильном состоянии.
В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением газов, урав

нения состояния которых удовлетворяют, помимо термодинами
ческих соотношений п. 1, справедливых для любых веществ, 

ряду предположений, не вытекающих из требований термоди

намики.
Именно, будем требовать, чтобы удовлетворялись свой

ства I— V:

I. < 0. (16)

II. ^ > 0 .  (17)

III. p (V , 5)->оо при V->0. (18)

IV. dPid s S) > 0 - <19)

v - ° у ==Ё1^ г 1 >  0- (20)

Дополнительно будем требовать, чтобы область переменных 

V, Т, в которой выполнены свойства I— V, была выпуклой (свой
ство VI).

Газ, уравнения состояния которого удовлетворяют свойствам 
I— VI, будем называть нормальным газом*).

Свойство I, очевидно, означает, что вдоль адиабаты А Пуас

сона давление р монотонно убывает с ростом V; свойство II тре-

*) Соотношения I— 'V  были сформулированы Бете и Вейлем (см. Г. Вейл^ 
[1949]),. ■ • . . . . . .
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(•Vi i, чтоЙм эта кривая была обращена выпуклостью вниз; свой- 

• Iни III требует, чтобы V =  0 была асимптотой любой адиабаты 
(IvtH’COim; наконец, свойство IV означает, что адиабата Пуас- 
itiiKi, птиечмющая большей энтропии, лежит выше в плоскости 
переменных К, р (см. рис. 2.1), т. е.

3/)
> 0,

dS (V, р)

дУ
> 0. (21)

I ' iici’M<Iтрим поведение поверхно- 
* I и Л - Л’ (V ,p ) в трехмерном про- 

мрнжчие переменных V, р, S, пред- 

имчшйи, что уравнения состояния 

, тнлетшфиют свойствам I— V.
И соответствии со свойствами 

I IV киждос горизонтальное сече

ние «рельефа» энтропии есть моно<
1 пиппи выпуклая кривая с асимпто- 

mft V ■ 0. Каждое сечение пло-
пшетыо У =  const или р =  const есть монотонная по р, соответ

ственно по V, кривая.
Таким образом, любое вышележащее горизонтальное сече

ние проектируется внутрь нижележащего сечения (рис. 2.4).

Им основного соотношения (1.1.7)

Рис. 2.4.

Т dS =  de +  р dV

следует в силу V

dS (V, Т) 1 де (V , Т)

Отсюда
дТ

d p (V , Т) 

dT

Т дТ Т

др (V, S) dS  (V , Т)

> 0.

> 0.
dS дт

Принимая во внимание формулы (21), (22), находим

<3S(F, Т)

dV
> 0 .

(22)

(23)

(24)

Последнее неравенство означает, что изотермы и адиабаты А  

оОразуют регулярную сеть того же типа, что и в случае идеаль

ного газа (см. рис. 2.2).
Дифференцируя тождество

S  =  S (V , p) =  S  (V, р (V , S))

но переменным V, S, получим

М  (V, р) др (V, S) _  , dS (V, р) 

др dS
1,

dS  (V , р) др (V, S)

dV др dV
■■0, (25)



а дифференцируя второе уравнение (25) по переменному V, 

находим

V  +  2S VpPy +  S ppP\ =  -  S pPvv <  0. (26)

Подставляя (25) в (26), получим

^^ypSySp +  S ppSy —  S 3pPvv ^  (27)

Рассмотрим характер изменения энтропии 5  вдоль прямых

Р ^  Ро ~Ь at, У =  Уо -f- bt (28)

в плоскости переменных V, р.

Справедливы утверждения:
а) Если а ^  0, b ^  0 (а ^  0; b ^  0), то

# > °  ( - г г « 0 )- »

Это следует из неравенств (21).

б) Если —  0, то

( d2S \ d2S  „ . г, dsS  , . d2S  , ,  . п ,ОЛЧ

I  dt2 ) <=fo <Эр2 +  2  др dV  +  ^

п- » / d S \  OS . dS  , n <5S
Действительно, из \-̂ j-J =  a +  -gy b =  0 имеем =

=  /гб, -jp =  — ka, где k — некоторый множитель пропорциональ

ности. Подставляя а =  —  в (30), полу

чаем (27).

в) Если 0 при t — 0, то <  0 «ри / >  0. 

Предположим противное. Тогда существуют ^ 0 ,  е >  0 та

кие, что <  0 в промежутке 0 ^ ^ < / ь - ~  =  0 при t =  tu

>  0 при ti < t < t i  +  е. Следовательно, - ^ г ^ 0  при ^==^,

что противоречит свойству б). Утверждение доказано.

Заметим, что свойства а), б), в) легко следуют из характера 
«рельефа» функции S (У , р) (рис. 2.4).

В силу свойств I, II адиабат Пуассона луч, проходящий че

рез точку Уо, ро адиабаты S  =  S 0, не пересечет ее более ни 
в какой точке, если он лежит в I и III четвертях (рис. 2.5), и пе

ресечет ее еще в одной точке, если он лежит во II и IV четвер

тях (сюда включается случай, когда луч касается адиабаты А, 

и мы тогда будем считать точку касания сдвоенной точкой).
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В первом случае S есть монотонная функция параметра t, во 

иторим случае S  имеет единственный максимум. Точка макси
муме рсть точка касания лучом некоторой адиабаты.

Яймстим при этом следующее: точка S —  Smax на луче делит 
w i  ив дне половины, так что произвольная адиабата пересекает

Рис. 2.5. Рис. 2.6.

пи верхней ветвыо в верхней половине, нижней ветвыо — в ниж

ний (рис. 2.6).
И верхней половине луча имеем

dpJ r S± < - f = n -  (V <  1/гаах); (31)

о пнжпей половине луча имеет место обратное неравенство

. dp(d v s l > i ^ v ;  (32)

| 2. Интегральные законы сохранения. Уравнения 

Iндродинамики одномерных течений

I. Общие предположения о течении сжимаемых газов. Дви- 
жппц‘ газа мы представляем как движение сплошной среды 

и трехмерном пространстве х\, х2, хз. В соответствии с § 1 дви
жение полностью определено, если известны зависимости 

U “  и (х, /), р =  р (х, t) , р =  p(x,t), е =  е(х, t), S  =  S (х, t). 

Почти исюду в этой главе мы будем предполагать, что в газе 
отсутствуют внутреннее трение и теплопроводность, т. е. час

тицы газа теплоизолированы друг от друга.
При этих условиях каждый элемент жидкости не участвует 

с. и-плообмепе и не теряет свою энергию на трение. Поэтому 

при плавных изменениях состояния энтропия каждого элемента 

чм.чжпи оставаться постоянной.
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Мы, однако, хотим особо обратить внимание на то, что это 
следствие справедливо лишь при медленных, плавных измене
ниях параметров частицы газа. Поэтому, если частица газа 

резко изменяет свои термодинамические параметры, то ее эн
тропия уже не остается постоянной во времени.

В соответствии с § 1 мы считаем, что всюду, кроме поверх
ностей разрыва, течение .является достаточно плавным (квази- 

равновесным). Поэтому частица изменяет свою энтропию, лишь 
пересекая поверхности разрыва; вне поверхностей разрыва 
определены понятия температуры, давления, энтропии, которые 

вместе с заданными уравнениями состояния удовлетворяют всем 
термодинамическим соотношениям.

Итак, мы будем рассматривать жидкость, лишенную внут
реннего трения и теплопроводности; однако частицы жидкости 
могут изменять свою энтропию, пересекая поверхности разрыва. 
На самом деле поверхность разрыва параметров течения пред

ставляет собой узкую зону (зону неравновесности), в которой 

влияние вязкости и теплопроводности существенно, как бы 
малы они ни были. Действительно, как мы говорили уже в § 1, 
изменение энтропии определяется величинами p,div«, к grad Т, 

которые в этой узкой зоне конечны.
При нашем же рассмотрении этих зон больших градиентов 

как поверхностей разрыва термодинамических параметров мы 

отказываемся от детального рассмотрения неравновесного тече
ния в этих зонах; однако учитываем эту неравновесность в це
лом, что и приводит к повышению энтропии частицы при пере

сечении ею поверхности разрыва (зоны неравновесности).
Впоследствии (§ 5) мы увидим, что учет вязкости и тепло

проводности в жидкости и дальнейший переход к пределу при 

р., х ->0 приводят нас именно к такой картине течения.
Итак, течения жидкости, которые мы в основном будем здесь 

рассматривать, суть предельные течения вязкой и теплопрово
дящей жидкости при стремлении коэффициентов вязкости и теп

лопроводности к нулю.
С другой стороны, подобное описание течений требует при

менения лишь общих законов, справедливых одновременно как 

для равновесных, так и для неравновесных процессов.
Таковыми являются основные законы сохранения физики: за

кон сохранения массы жидкости, закон сохранения импульса и 
закон сохранения энергии, к выводу которых мы приступаем 

в п. 2.

2. Законы сохранения массы, импульса и энергии в трех

мерном пространстве. Мы будем изучать одномерные течения 
сжимаемых газов. Однако для единообразного получения урав

нений при различных видах симметрии течения (плоская, сфе

рическая, цилиндрическая) сначала получим уравнения для
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произвольного трехмерного неустановившегося течения, а затем 
Иа НИХ иынедем интересующие нас уравнения для одномерных
Н 'ЧеППЙ,

Итак, пусть газ движется в трехмерном пространстве с де- 
К«[>тжшм11 координатами (xi,x2,x 3), отсчитываемыми в некото

рой пиерциальной системе. Такие координаты будем называть 

шАа р /н ш ы л ш .

Иудем предполагать, что отсутствуют внешние силы, дей-
■ 11»у и и щ н' на газ, а также что в занятом газом пространстве нет 
if I»1*1 никои массы, импульса и энергии.

11 ус j ь G —  некоторая часть пространства (х1}х2,х 3), огра- 
tlll'lrliihiii замкнутой гладкой поверхностью Количество

Гйчи, находящегося в момент времени t в объеме G, равно 

ИРЛНЧИЩ-

р dx 1 dx2 dx3 =   ̂р (Р, t) dG. (1)

а о

И формуле (1) через dG  мы обозначаем элемент объема, Р — 
1мчиа с координатами (xi,x2,x 3).

Величина

$[р(Р, t3) - p ( P ,  h)]dG  (2)

а

рнниа приращению массы газа в объеме G  за время от t =  t\ до 

/ —  /л.
Гик как в объеме G  отсутствуют источники, то приращение 

миееы газа (2) должно равняться массе газа, втекшего за время 
щ / . /, до t =s t2 через поверхность объема G.

( >Гю:шачим через dh вектор, имеющий направление внешней 

♦и>1>мл,ми к S и равный по величине площади выделенного 
милого кусочка поверхности Б. Через площадку dS за еди
ницу премени втекает в объем G  масса газа, равная величине 

I»«(/23. Поэтому, приравнивая величину (2) количеству газа, 
нтекшего в G, получим уравнение

[р (Р, к) -  р (Р, /,)] dG  +  J Г J ри dSl dt =  0. (3) 

а г, L sG J

Урявиение (3) выражает закон сохранения массы газа.

Иамепеппе импульса в объеме G  за время от t =  t\ до t =  t2 

ри оно иелнчипс

S[P“ I/-*,-"-P“  !<-/,]dG== J P« |2 (4)
n i: l'



и обусловлено втекающим через поверхность So газом, который 
приносит импульс

2̂ ,

— 5 ^  р« (и dS)j dt, (б)

а также силами давления р, действующими со стороны осталь
ной массы газа на газ в объеме О по нормали к поверхности 
2 0. Полный импульс сил давления, действующих на газ в объ
еме G, равен величине
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ti

\ Г [ p d Z l d t .

^ U g  J
(6)

Приравнивая величину (4) сумме величин (5) и (6), получим 

интегральное соотношение, выражающее закон сохранения им
пульса:

и ^
 ̂pu j dG  +   ̂ Г J р +  ри (и «?2)1 dt —  0. (7)

в h и L s g J

При выводе соотношения (7) использовался тот факт, что в объ
еме G  отсутствуют источники импульса.

Величина импульса в объеме G  есть вектор; поэтому уравне
ния (7) содержат три скалярных уравнения для каждой из ком
понент импульса.

Энергия, содержащаяся в единице объема, равна р ( 4 г +  е) •

Величина

$ Р ( 4 +  » ) ( ' ' dO  (8)

а н

равна приращению полной энергии в объеме G  за время от 
t —  h до t =  t2. Это приращение вызвано переносом энергии 
движущимся газом в количестве

2̂

S [ И 8 + т )
U g

udX dt (9)

и работой сил давления р.
На газ в объеме G  через элемент поверхности <iS действует 

со стороны окружающего газа сила— p d h ; частицы газа на по
верхности движутся со скоростью и. Поэтому за единицу

времени силы давления производят работу над газом — \pudh, 

" 1 ' SQ



п полная работа сил давления за время от t —  /1 до t — t2 
ji,ii)na

- f [ i
tl L s a

Приравнивая величину (8) сумме величин (9), (10), получим 
интегральное соотношение, выражающее закон сохранения 

кисргии:'
и

р(е +  -^ +  -^)и(ПЛ dt =  0. (11)
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При выводе (11) предполагалось, что газ лишен теплопро- 
иодности. Формулы (3), (7), (11) математически выражают за
коны сохранения массы, импульса и энергии для газов, лишен

ных трения и теплопроводности, и являются основными уравне

ниями, определяющими движение газа.
К уравнениям (3), (7), (11) добавляются уравнения состоя

ния газа. Например, если мы зададим соотношение

p =  p (V ,e ) , V =  ± ,  (12)

то задача определения течения сводится к нахождению пяти ве
личин: трех компонент скорости и и двух термодинамических: 
(>, в, так как согласно (12) р есть функция от р, е. Для этой 

цели служат пять скалярных соотношений (3), (7), (11).
Заметим, впрочем, что уравнения состояния можно задавать 

и в любой другой форме из рассмотренных в § 1, а не обяза

тельно в виде (12).

Вектор ри называется вектором потока массы, ри (е +  ~  +

и? \
+  —  | — вектором потока энергии', тензор

П/А =  bikp -}- pUiU-k

— тензором потока импульса.

Теперь мы перейдем к более подробному изучению одномер

ных течений, т. е. течений, в которых величины и, р, р, s зависят 
лишь от одной пространственной координаты х и времени t.

Мы будем рассматривать три случая одномерных течений:

1. Плоское одномерное течение, когда величины и, р, р, 8 по

стоянны в плоскостях х —  х \ ~  const; и —  {а, 0,0}. Этот случай 
будем называть случаем плоской симметрии.

к » + т В 1 > + ш
О h

ри dSl dt. (10)



2. Цилиндрическое одномерное течение (случай цилиндриче

ской симметрии). В этом случае и, р, р, е постоянны на поверх

ностях цилиндров х =  л]х\ +  х\ =  const (при фиксированном t). 

Полагаем

и =  и{х, 0 (-7-. -7-. ° } ;  9 =  р (х, t)] р =  р(х, 0 , . . .  (13)

3. Сферически симметричное течение (случай сферической 

симметрии) получается, если имеют место формулы

и =  и(х, 0 (-7 -. -f. — }. x  =  aJ x\ + xI + x\-, 

p =  p(*, 0; р =  р{х, о,
3. Интегральные законы сохранения для одномерных тече

ний в эйлеровых координатах. В случае плоского одномерного 
течения все величины зависят лишь от х и t. Интегральные за
коны сохранения (2.2.3), (2.2.7), (2.2.11) переписываются 
в виде *)

Хг . t<i
р  1*2 Л  Хг

\ р \ dx +  \ ри dt =  0 (1)
J У Xi

154 гл. 2. ОДНОМЕРНАЯ ГАЗОВАЯ ДИНАМИКА

Hi
Х\

■ закон сохранения массы

Xi

— закон сохранения импульса и

f [р (е+4 -)] Сdx+Sри (е+f +4 ) Сdt= 0 (3)
Х\ 11

—  закон сохранения энергии.

В уравнениях (1) —  (3) х\, х2 фиксируют выделенный объем 

G,t , t2 — произвольные моменты времени.
В случае цилиндрической симметрии мы получим интеграль

ные соотношения, записывая законы сохранения (2.2.3), (2.2.7), 
(2.2.11) в применении к объему G, указанному на рис. 2.7.

Ввиду постоянства всех величин на поверхностях цилиндров 

х =  const, закон сохранения массы запишется для объема G 
в форме

.♦ h гЛ2
dt =  0

*) В дальнейшем под Х\ и х2 понимаются два значения единственной 

координаты х, а не различные декартовы координаты, рассматривавшиеся 
в предыдущем пункте.



или, после сокращения на 2а/, в окончательном виде
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|̂2 Г*"
р х dx +  \ (рих) dt =  0. (4)

Нисколько сложнее выводится интегральный закон сохранения 
импульса. Запишем равенство (2.2.7) в применении к объему G  

(рис. 2.7) лишь для компоненты импульса в направлении век
тора е. Сразу же заметим, что для двух других ортогональных 

к е направлений равенство (2.2.7) 

ир п водит к тождеству.

В силу (2.2.13) интеграл  ̂ рuedG  

: описывается в виде

 ̂(>ые dG —  2l^  cos ф dq>  ̂ рих dx =

(I О х ,

хг

=  2/ sin а  ̂ рuxdx.

X,

Подынтегральное выражение в интеграле ^pue (ud^) отлично 

от нуля лишь на частях х —  хи х =  х2 поверхности поэтому

Л
\ рие (и dS) =  21 sin а [ри2х\ .

4  •* -

Наконец, компонента интеграла  ̂prfE в направлении вектора е

состоит из двух слагаемых: интегралов по частям х =  хи х —  х2 

поверхности Б0:
а  ,

21  ̂ cos ф с/ф \рх |*’] =  21 sin а [рх |*'],

о

и интегралов по частям ф = ± а  поверхности 2 0 (рис. 2.7):

Xt

— 21 sin а  ̂ р dx.

X,

Подставляя все эти выражения в (2.2.7), получаем после со

кращения на 2/ sin а окончательную формулу
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Закон сохранения энергии (2.2.11) в применении к объему G 

для течения с,цилиндрической симметрией записывается в виде

Ц [р (е +  -у)] t xdx-\r^ [ри (е +  у  +  х )  х ]  ̂ dt =  0. (6)
Х\ ^ 1 . .

Итак, соотношения (4), (5), (6) дают представление законов со

хранения массы, импульса и энергии 

для течения с цилиндрической сим
метрией.

Для сферически симметричного те

чения законы сохранения массы, им- 

пульса и энергии записываются для 

объема G, вырезанного из кругового 
Рис. 2.8. конуса с углом раствора а сферами

х =  х\, х =  х2 (рис. 2.8).
Выкладки, аналогичные только что проведенным, приводят 

к следующим уравнениям:

Гг /  Г
 ̂ ( р )х2 dx -(-̂  (рих2) dt —  0,

Х\ t\

W p «  )х 2 dx-\-\ [{р +  ри2)х2] dt =  \ \ 2рх dx dt,

i  4 tl /1 fi I

dt — 0.

(7)

(8) 

(9)

#2 *2 

I  [p (e  +  4 )  I  ] ^  +  J [p« (e +  f  +  4 )  x2]

Xl f,

Теперь легко заметить, что для всех трех случаев одномерных 
течений законы сохранения массы, импульса и энергии записы
ваются общими формулами:

Хч £ ti X

f р х'1 dx -f- ( (puxv) dt —  0,
J  t ,  J  X,

(10)
Xi

Хг  ̂ *2  ̂ *г Хг

 ̂ ри xv dx +   ̂ [(/? +  pu2) atv] J  dt =  J ^

Xl t l t i  X' t l  Xl

S [p (e  +  4 ) ]  tt xV dx +  (  h  ( 8 +  “  +  4 )  X-]

vpxv~1dxdt, (11)

X,
Xi

dt =  0. (12)

В формулах (10) —  (12) следует полагать v =  0 в случае пло< 

ской, v =  1 в случае цилиндрической и v =  2 в случае сфериче
ской симметрии течения.
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Рассмотрим в плоскости переменных х, t прямоугольный кон
тур С и ограниченную им область Gc (рис. 2.9). Очевидно, что 
равенства (10) —  (12) могут быть переписаны в виде

$

ф pxv dx — рuxv dt —  0, 

с

<̂> рuxv dx — (/7 +  ри2) xv dt =  —  ̂ J vpxv~1 dx dt,

°c

p (e +  -y-) xv dx — pu (e +  у  +  -у-) xv <2/ =  0,

(13)

(14)

(15)

X 2

если контур С имеет вид, указанный на рис. 2.9.

По своему физическому смыслу величины  ̂ pxv dx,  ̂ рuxydx,

Xi Xi

\ |> (е +  4j-) xv dx —  непрерывные функции переменных t, Х\, хч,

■ непрерывные

‘г l2

a Jj puxv dt,  ̂ (р -|- ри2) xv dt,  ̂ри +  —- j dt ■

Л Л ^
функции переменных х, /1, U. Поэтому, предполагая, что вели

чины II, р, п, р ограниченные и ку
сочно тшрерыипые (функции’") пере

менных V, /, приходим к лшшочепшо,
ЧТО COUTilOlllellllH (III) (15) будут ВЫ
ПИЛИШЬ! дли любого аммкиутого ку

сочно гладкого контурм С и огрянн- 
ч<• 11и<>11 нм полаетп (I

4. Ипкч ралышс :t;iк о н с о х р а н е 
ния п лагранжевых координатах. Пусть 

г обозначает начальное положение 

частицы газа, например, в момент 
t к= 0; х =  x(r,t) — положение этой 

же частицы в момент времени t. Лагранжева координата г и эй 

лерова х связаны, как мы видели в п. 3 § 1, соотношением

1.,

i

Хг

Рис. 2.9.

Хг X

I

: =  г +   ̂и (г, х) dx —  х (г, t). (1)

*) В случае сферической и цилиндрической симметрии ограниченность 

этих величин может нарушиться на прямой х =  0. Это, Bnpo4eMj несуще

ственно для дальнейшего.



В (1) скорость u —  u{r,t) задана как функция лагранжевых 

переменных. При известной скорости u(r,t) уравнение (1) опре
деляет траекторию частицы. Очевидно, что масса газа, заклю
ченная в объеме, ограниченном сечениями х —  x(ro,t), х —  

=  x(r,t), остается постоянной во времени. Поэтому мы можем 
записать *):

x ( r , t )  ' г

J р(х, t)xvd x =  J ро (г) rvdr =  M —  const, (2)

X  (Г о , t )  г  о

где ро (г) означает плотность в момент времени t =  0. 

Дифференцируя (2) по переменному г, получим

дх (г, t) _  ро (г)

дг —  р (г, t) ' w

так как, очевидно, р (х{г, t),t) —  р(г, t).

Формула (3) показывает, что отображение лагранжевых-ко
ординат г на эйлеровы х взаимно однозначно при условии 
р {г, t) Ф  0.

В областях, где р =  0 (области вакуума), точкам х, t не 

отвечают никакие лагранжевы координаты г, t, т. е. через эти 
точки не проходят траектории течения.

Согласно формуле (1)

0. (4)

Поэтому из формул (3), (4) заключаем, что переход от эйлеро
вых координат х, t к лагранжевым г, t задается соотношением

d x ^ ~ - ^ ^ y d r - \ - u (r ,  t)dt. '■ (5)

Подстановка формулы (5) в закон сохранения массы (2.3.13) 
превращает его в тождество. Однако из (5) следует интеграль
ное соотношение

xv dx =  (̂ ) ry dr +  и (г, t) xv dt =  0, (6)

с с

эквивалентное закону сохранения массы, так как оно есть след
ствие соотношения (2). В равенстве (6) С  —  произвольный ку
сочно-гладкий замкнутый контур в плоскости переменных г, t\ 

x =  x(r,t) определяется с помощью формулы (1).

Заметим, что равенство (6) называют также интегральным 
законом сохранения объема, занятого газом.
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*) Величина М  имеет размерность массы лишь в случае сферической сим

метрии. ...  - -



Переходя от переменных х, t к лагранжевым переменным 

Г, t в уравнении (2.3.14), получим

§  "Ро (г) rv dr — pxv(г, t)dt =  —  ^ ^ vp*v_1 dt — ■ dr =

i: a с

A \ y^ ' £ i 0 r a *  =  -\\',p T ih i7 f r T T a ‘tr (7)
°c °c

уравнение сохранения импульса. В формуле (7) С —  контур 

плоскости г, t, Gc —  ограниченная им область этих переменных. 
Наконец, закон сохранения энергии (2.3.15) записывается в пе

ременных Лагранжа в виде

(е -j- -у-) р0(г) rv dr —• upxv (г, t) dt =  0. (8)

с

Урлшюиии (0) — (8) представляют собой законы сохранения 
п(>‘1,(‘м;|, импульса и энергии в переменных Лагранжа.

Заметим, что они могли быть получены непосредственно, 
применением анконой сохранения к фиксированной массе газа, 
бря и<• |к■ v,,л;| ш |><>пых координат к лагранжевым.

Минины <■(>чj>aпення (())- (8) несколько упрощаются, если 
имеет ufin illil'lellllH

Г

I/ (г, /) I— У — - ( --) ; q — q (г) =  J Ро (г) rv dr. (9)

Нелпчина <i еоииадает е М  и и.пыиаетсм массовой лагранжевой 

h'litipihiHirrm'i.

111 |><• \<>лн к 'л'пм переменным, получим

<̂> V  dq -f- xv (q, t) и dt =  0, (10)

с

ф  udq — pxv dt = dq dt, (11)

C GC

Ф  ( 8 ~̂  I f )  dq ~  upx'1 dt =  0. (12)
с

В уравнениях (10) —  (12) С — произвольный кусочно-гладкий 

замкнутый контур в плоскости переменных q, t.
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5. Дифференциальные уравнения для одномерных течений. 
Предположим, что в некоторой области переменных х, t функ

ции и, р, р, 8, описывающие течение газа, являются непрерывно 
дифференцируемыми. Тогда по формуле Грина контурные инте

гралы в равенствах (2.3.13) —  (2.3.15) преобразуются в инте

гралы по области G c; при этом подынтегральные выражения бу
дут содержать первые производные от и, р, р, е. Ввиду произ
вольности области G c эти подынтегральные выражения должны 
обращаться в нуль. Поэтому для гладких течений (и, р , р , е е  Ci) 
из выполнения интегральных законов сохранения (2.3.13) —  

(2.3.15) следует выполнение дифференциальнйх уравнений

Дифференциальные уравнения (1) — (3) записаны в эйлеровых 
координатах х, t и справедливы для гладких течений. Анало
гично из законов сохранения (2.4.10) —  (2.4.12) следуют диффе
ренциальные уравнения в лагранжевых координатах q, t:

В уравнениях (4)— (6) эйлерова координата частицы х 

должна рассматриваться как функция лагранжевой координаты 
q и времени t, т. е. x —  x(q ,t); из формулы (2.4.4) получаем 

дифференциальное уравнение для x(q, t)

Уравнения (4)- (7) описывают в лагранжевых координатах 
гладкое одномерное течение газа.

Уравнения (1) — (3) преобразуются к виду

<3р , дои . \>р и п /п.

j f W  р) + - ^ ( x vp«) =  o, 

Р«) +  [xv (р +  ри2)] =  V

(1)

—  ( 0 3* Ч 1 2 J ' dq ! v. (6)

(4)

(5)

(7)



1..,м ,<? —. чнтропия, определяемая уравнением

=  +

А налогично, комбинируя уравнения (4) —  (7) в лагранжевых 

МвРДШГАТЛХ, получим
35 (у, t) _ п 

dt ’

;)Г0 уравнение показывает, что энтропия S каждой частицы
■ | ui остается постоянной во времени во всей области гладкости
- чиним, Отсюда следует, что если течение является гладким, то 
HiiioiiHN каждой частицы газа остается постоянной.

Отметим, что если газ обладает конечной вязкостью и тепло- 
щтнодпостыо, то уравнения (1)- (3) для вязкого теплопровод- 
||п|о гп:t;i ламсняются на следующие:

| ( ^ p )  +  ^ ( ^ t t )  =  0. (11) 

+  -g-), (12) 

i vP « (e  +  f +  

(13)

I ме 11. ;>(), % >■ 0 —  соответственно коэффициенты вязкости и 
i111iM11111)()Iи)дности, T —  температура газа.

< лютиетствующие уравнения в лагранжевых координатах 

имеют нмд
dV д „ А 
^ f ~ ~ x vu =  0, ' 
dt dq

T r + i f [ xV(p ~  w xVi% )]  ™ хУШ '  

4  ( "  I t )  +  I f  [“ * ’  ( p -

Tpiiepii, комбинируя аналогично предыдущему уравнения 

(l.'l), найдем:

+  „  2 1  =  Jt. f  * l V  +  ±  4 -  J .  M .
<)1 dx T p K d x J  T xvp dx dx

или, it лагранжевых координатах,

(7S(g, t) p,px2v ( ди У  . 1 d о d t  

dt ~  T \dq J  ^  T dq 9 dq ’

Из уравнений (17), (18) следует, что для всякой теплоизолиро

ванной массы газа, обладающего вязкостью и теплопровод
ностью, ее полная энтропия не убывает с ростом времени t.
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(14)

(15) 

(10)

( П ) -

(17)

(1В)

i h »  ( • + * ■ ) ] + £ [

6 Б. Л. Рождественский, II. Н . Яе
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В самом деле, записывая уравнение (18) в виде

< 1 9 >

и интегрируя его в пределах от q —  qx до q —  q2, получим

ij S  (q, t) dq —

+  Ш + ( f  Л  “ о- <2°>

dt
ч i

<h
nx2vp дТ 

Т dq
4' ¢1

<h

Обозначая через S n—  jj S(q , f)dq полную энтропию данной 

массы газа, получаем из (20), что

" п > _ . Е Г  (21)dt ^  т ’
ЯI

дТ W
где W =  — ux^p-gj- —  поток тепла, величина у  — поток энтропии.

Таким образом, неравенство (21) указывает, что для любой 

массы вязкого теплопроводного газа производство энтропии пре
восходит ее приток через границы этой массы газа. Если масса 
газа, заключенная между сечениями q =  q\, q —  q<i, теплоизо- 

дТ
лирована, то %-щ  x2vp —  0 при q —  qu q —  qi. Поэтому из (20) 

следует, что
dSn
dt

> 0 . (22)

Таким образом, если рассматривать движение газа, лишен
ного вязкости и теплопроводности, как предельное движение 

вязкого и теплопроводного газа при ja, и->0, то из уравнений 
(17), (18), (20) следует, что S{q, t) =  S(q , 0) лишь в том случае,

если V l1 V й 0 ПРИ Iх- и -‘■О. Как мы увидим

позже, движение газа, лишенного вязкости и теплопроводности, 
не является гладким, так как в газе образуются области, где

du дТ п  "
градиенты -щ- не ограничены, ро этой причине, если рас

сматривать течение невязкого и нетеплопроводного газа как пре
дельное при (л, и->0, то сохранение энтропии S для каждой 
частицы газа имеет место лишь до тех пор, пока траектория час

тицы находится в области гладкости течения.
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Исли же траектория частицы проходит через зону неограни
ченности градиентов либо через поверхность разрыва гидроди

намических величин, то энтропия этой частицы возрастает.
Этот принцип возрастания энтропии при прохождении части

цей поверхности разрыва (зона неравновесности) будет нами 

it дальнейшем использован (§ 4) для отбора устойчивых разры
вов при изучении течения газа, лишенного вязкости и теплопро

водности.
Заметим теперь, что для однозначного определения течения 

is уравнениям (1) —  (3) либо (4) —  (6) для невязкого и нетепло- 
нроводного газа, а также к уравнениям (11) —  (13) либо (14) —  

(Hi) для газа с вязкостью и теплопроводностью должны быть 
присоединены уравнения состояния газа. Мы будем в дальней
шем задавать уравнения состояния в одной из следующих форм:

Уравнения состояния можно задавать в любом из этих видов, 

однако в случае газа с вязкостью и теплопроводностью особенно 
удобно применить их в виде (23), так как это позволяет вы- 

ьрать в качестве основной термодинамической переменной тем

пературу Т.
В случае, когда в движении участвуют различные газы, мы 

должны считать, что эти зависимости различны в областях, за

нятых разными газами. Так как эти области заранее неизве
стны, то мы не можем, вообще говоря, задать эти зависимости 
в виде функций от эйлеровых координат х, t.

Отметим в связи с этим преимущество лагранжевых коорди
нат, в которых уравнения состояния (23) —  (25) можно считать 

заданными в виде функций от q, t, например:

1¾ 9Том случае зависимость (26) следует считать разрывной по 
переменному q в точках q =  qi. =  const, которые являются гра

ницами раздела различных газов.
(I. Изучение уравнений в эйлеровых координатах. Характе

ристическая форма. Характеристики. Будем считать, что урав

нение состояния задано в виде (2.5.25):

р =  р{р, Т), е — е(р, ТУ,

е =  е(р, р) либо р ~ р ( р, е);

е =  е (V, S), p =  p (V , S) либо р ~ р ( р, S).

(23)

(24)

(25)

e =  e{V, р, q). (26)
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Подставляя это выражение в систему уравнений (2.5.8)'—
(2.5.10), получим уравнения одномерного течения в эйлеровых 
переменных, записанные в виде

<9р . др и __  vp и
dt дх х ’

ди . ди . 1 др др , 1 др dS 

dt дх р др дх р dS дх

dS . dS 

dt ' М дх

--о,
0 .

(1)

.(2)

(3)

Приведем систему трех квазилинейных уравнений (1)— (3) 
относительно трех неизвестных р, и, S  к характеристическому 

виду. Для этого, согласно § 2 гл. 1, нужно вычислить корни £ь 

Ъ, Is уравнения

и — . 

0

0

г Ps

0 и —

:(н — I)3 — р ' (и — 0  =  ,0.

Как уже говорилось в § 1, мы будем предполагать, что

Обозначая тогда

др (р, S) 

др

сЦр, S ) -

> 0 .

др (р, S) 

др

запишем уравнение (4) в виде

(и ~  £) [(и — I)2 — с2} — 0,

откуда получаем

tl - с j £,2 :===: ti) и +  с

h < h <  £з (с >  0).

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

■== ~ ^ 2-ff> 0 есть ус-

Итак, при выполнении условия (5) система уравнений (1) — (3) 
является системой гиперболического типа.

В § 1  мы видели, что условие

ловие устойчивости термодинамического состояния газа. Это же 

условие обеспечивает гиперболичность уравнений газовой ди
намики и, следовательно, корректность задачи Коши для урав-

до
нений газовой динамики. Если же <  0, то задача Коши для 

системы (1)--(3) была бы, вообще говоря, некорректной,



Приведем эту систему уравнений к характеристической 

форме. Для этого умножим уравнение (1) на величину — 

сложим с уравнением (2), а к результату прибавим уравнение 

(И), умноженное на величину — Мы получим после

этого уравнение в характеристическом виде:

«>#]-“ • о»
Мторое характеристическое уравнение, соответствующее соб- 

стиснному значению £2 =  и, есть уравнение (3):

d S . d S r ,  , 1 Л .

-дТ+и~д7 =  0 ’ (!°)

II третье получается умножением (1) на сложением резуль-

тпти с (2), после чего к результату добавляется уравнение (3),
1 др п

умноженное на В результате получаем третье уравне

ние и характеристическом виде:
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I hi 

' d t I f  t i + o « + c> f ] +

Итак, ураниешш (О), (10), (11) есть характеристическая форма 

уракнеиий i i i i o h o I'i динамики (1)- (3) в эйлеровых координа

тах. йеднчиии _________

lim'llf 11(111'ft и ир с к оро сти т у к а ,  так как малые возмущения ре
шении распространяются вдоль характеристик; наклоны же ха- 
|шнlepueiик суп. иеличины и — с, и, и -j- с. Поэтому малые воз

мущений распространяются относительно вещества со скоро

стями 0, ±c(t>,S). Интегральные кривые уравнений

dx dx dx , /1Г1Ч
1 7— И - о ,  -jf =  u, 7 7  =  « +  с (12)

называются характеристиками системы уравнений (1)- (3) либо
dx

(9)- ( 11), при этом линия -jjj— u называется также траек

торией.
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Согласно уравнению (10) энтропия 5  постоянна вдоль траек
тории. Мы получаем вывод, который уже отмечался нами: эн

тропия частицы остается постоянной, пока течение является 
гладким.

d х
Так как с >  0, то характеристики —  u — с первого се

мейства относительно вещества движутся с ростом времени t 

влево, а характеристики третьего семейства — и +  с — вправо

относительно вещества.

Наконец, отметим еще одну форму записи характеристиче

ской системы (9) — (11),которая часто встречается в литературе:

В такой записи указано, вдоль каких линий выполняются 
дифференциальные соотношения между искомыми функциями.

7. Изоэнтропическое и изотермическое течения. Инвариан

ты Римана. Пусть на прямой t =  0 нам заданы начальные зна
чения газодинамических переменных:

Если предположить, что начальные функции щ, ро, So обладают 
ограниченной первой производной (либо липшиц-непрерывны), 
то тогда из результатов главы 1 следует существование в неко

торой полосе 0 sg; t ^  to дифференцируемого (либо липшиц-не- 
прерывного) решения системы уравнений (2.6.9) —  (2.6.11).

Предположим, что So(х) =  So =  const. Тогда из уравнения
(2.6.10) следует, что во всей области переменных х, t, где суще

ствует дифференцируемое решение системы (2.6.9)-(2.6.11), 
энтропия остается постоянной:

Такое течение называется изоэнтропическим.

Задача определения изоэнтропического течения сводится, 

очевидно, к интегрированию системы двух квазилинейных урав
нений

dx =  {u — с) dt, du — -do — %■ —  dS =  dt; 
v ' ’ p ^  dS  pc x ’

dx =  u dt, dS  —  0; (13)

dx —  (u -j- c) dt, du -|—  dp -j- -jS;--dS  =  — -—  dt.
p oo pc X

u =  u0{x), p =  p0 (x), S  —  S0(x). (1)

S  (x, t) —  So ix) =  SQ —  const. (2)



1 9. удлинения гидродинамики одномерных Течений 16?

ГМ

с(р, S o ) - V g"  ^ ~ l ==c(p>- (5)

К «К и всякая система двух квазилинейных уравнений, си- 
| и мн (Л), (А) приводится к инвариантам Римана (гл. 1, § 3). 

НииДН функцию

m (Л — [ с (р) rfP _  С сг (р) dP —  f  аР (Р> $>)' 1РЛ
J Р J рс(р) J р£(р) '  '
Pc Ро Ре

н т и ш е  переменные s, г:

s =  u — ф (р), г ==«■+• ф(р), (7)

ашшишм систему (3), (4) в виде

1 г + ( » + с)-1г = - ^ г -  W

Переменные г, s называются инвариантами Римана.

Па нмисстным г, s однозначно определяются и, р, т. е. пре- 

<»прцюшшие (7) имеет обратное. В самом деле,

B - Ф -  О)

II

ф(р) 1ва1^ * .  (10)

I ПН КАК

ср'(р) ят i i £ l  ;> о, (11)

at Н4 формулы ( 10) одночнйчио определяется р как функция 
• • > I ,  1, # ММ можем СЧИТИ'И», ЧТО

р ш щ "1 {г - ■ #), с (р) — 1|> (г s) ~  с (ф~! (г — s)), (12)

ори «том;

(Тг>у „ I» >  о, * * ■ . _ * & .  =  ££Ж. (13)
' -’<• (|0 ar ds б’(р) ' ’

IIгни, систем» уцшшений для изоэнтропического течения запи- 
| ЫййМСИ с иомшп.ыо ifiiiwipiwuiTon Римана в виде

. (И )

1  + [гт1+♦ (' ~»>] тк -  ~ - - 1 У -'- ■ (15>



168 ML 2. ОДНОМЕРНАЯ ГАЗОВАЯ ДИНАМИКА

Особенно упрощаются уравнения для изоэнтропического плоско*

симметричного течения. В этом случае v =  0 и правые части 
в уравнениях (14), (15) исчезают:

. . ^ i  +  r z+ i . _  с] j o . —  о . 1 -
d t .^ l  2 °\дх U’ I .

~ дг_ , f r +  s 1 Яг ' ' '
dt +  [ - Ц ^ +  c]-g—  0, c =  ^ ( r ~ s ) .

Из уравнений (16) вытекает, что инварианты Римана Г, s со
храняют постоянные значения вдоль соответствующих характе
ристик: инвариант s постоянен вдоль характеристик

инвариант г постоянен вдоль характеристик

c =  ^ ~  +  ^(r  — s). "

г Рассмотрим также еще один частный случай —  случай изо
термического газа. Предположим, что газ обладает чрезвычайно 

большой теплопроводностью и заключен в термостат, который 
поддерживает постоянную температуру Т0. Вследствие большой 
теплопроводности, температура в газе будет очень быстро вы

равниваться, и мы приближенно можем считать ее постоянной 

й равной То. Это означает, что мы рассматриваем предельный 
случай бесконечной теплопроводности.

В отличие от приближения локально адиабатического про

цесса, в котором сохранение энтропии частиц нарушается в об
ласти резких градиентов, эта модель имеет смысл и остается 
непротиворечивой также и для разрывных течений.

Поэтому установим Интегральные законы сохранения, кото* 
рые справедливы в этом случае.

Вполне понятно, что законы сохранения массы и импульса 
справедливы и в случае этой модели течения. Что же касается 
закона сохранения энергии, то в этом случае его следует видо
изменить, так как газ сохраняет постоянную температуру Т0, 
получая либо отдавая энергию термостату.

Закон сохранения энергии теперь имеет смысл лишь для 

Замкнутой системы газ —  термостат. Что же касается самого 
газа, то применение закона сохранения энергии к любой массе 
газа, показывает лишь количество тепла, отданное либо полу

ченное от термостата. Пример подобного рассмотрения имеется 
в п. 6 § 4.

Записывая уравнения состояния в виде р =  р(р, Т0), мы 

видим, что в этом случае давление можно считать функцией
d и

одной лишь плотности р и > 0.
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Из законов сохранения (2.3.13), (2.3.14) следуют дифферен

циальные уравнения (2.5.1) и (2.5.2), которые приводятся к ха

рактеристической форме (3), (4), где под с следует понимать 

Теперь величину _ _ _ _ _ _

с =  ст (р )=  (17)

С' =  Су (р) —  так называемая «изотермическая скорость звука».
Уравнения (3), (4), естественно, записываются в виде (14), 

(15) ив случае изотермического газа, при этом для г, s справед

ливы формулы (7), для ст(р)— формула (12), а для ф(р) —  
формула (6), если только под с(р) понимать величину (17).

8. Уравнения в лагранжевых координатах. Случай пере

менной энтропии. В качестве исходных уравнений в лагран
жевых переменных будем считать уравнения (2.5.4), (2.5.5), 
(2.5.6), в которых q — массовая координата. Запишем их в сле

дующем виде:

dV ди дх \uV 1 л\
-гг- — ■ xv - 7-  =  V X v {и  д—  = ---- , (1 )
д t dq dq х w

* + I v | | _ 0> .(2)

#  =  0, '(a)

при этом эйлерова координата х —  х (q, t) должна рассматри

ваться как решение дифференциального уравнения (2.5.7) :

(4)

удовлетворяющее начальному условию, следующему из (2.4.9):

*  ('?. С)

J Ро (г) rv dr —  q, -(6)
О

т. е. можно считать, что

x(q,0) =  xo(q), (6)

где xQ{q )~  монотонно возрастающая и непрерывная функция 
переменного q. К уравнениям (1) —  (4), как всегда, присоеди
няется уравнение состояния, которое мы будем считать задан? 

ним в виде
p =  p { V ,S ) ,  R'r (V, S ) < 0 .  , (7)

Величина x =  x(q,t) определяется из уравнения (4); для про-
дх

изводнои имеем следующее выражение; -

дх (ц, t) __ _ 1 т/ /Я'Ъ
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Собственные значения |ь |2. !з> как обычно, определяются 
из уравнения

- 1 - х у 0 

xvPy - I  x'p 's —  0, (9)

о о - а
т. е.

Так как

то

i[i2+ r V v /|  =  o.

р'у (V, S) =  -  ftp' (р, S) =  — p V  (р, S),

р cxv —
сх

' 12 =  0, : OCXV ■■

(10)

(Н)

Эти же формулы для £i, |2, |3 могут быть получены из резуль
татов п. 6 применением преобразования координат х, t в q, t по 
формуле (2.4.5).

Приведение системы (1)— (3) к характеристической форме 
производится так же, как и в п. 6. Мы приводим окончательную 
форму:

ди v ди

~ X PC Wdt + pc ( дУ

di
JTp С

дУ

dq

p's (V ,S ) /d S  ■' <95\ vcu

dS
dt

=  0,

du , v du

-jr +  xVPc -W Pc ( w  +  xVPcw )  +

+ ps (V,S) fdS

pc

fdS  dS\

b r + x V p c i ^ ) :

VCU

X

(12)

(13)

(14)

К уравнениям (12)— (14) присоединяется уравнение (4) с на
чальным условием (6) .

Для изоэнтропического течения S(q ,i) =  So. Инварианты 
Римана

f - г * .  г - « + ( - * л

совпадают с введенными в п. 7 (см. (2.7.6), (2.7.7)). Это, впро

чем, есть общее свойство инвариантов Римана; они инвариантны 
при замене зависимых и независимых переменных,
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Таким образом, изоэнтропическое течение удовлетворяет си
стеме двух квазилинейных уравнений в инвариантах

ds ,, ds vcu ,,_.чw -*vpc_ _  =  _ _  , (15)

± . 4-v-vorA . _____121  /ifi\dt -ГХ pc dq —  x ., (lb)

ii функция x =  x(q,t) определена формулами (4) и (6). Вели

чина рс зависит лишь от р —  -у и является однозначной функ

цией г — s:
рс =  Ф (г — s) ф" 1 (г — s) =  I (г — s).

Уравнения (15), (16) значительно упрощаются в случае пло

ской симметрии, когда v =  0.
В отличие от случая эйлеровых координат, в лагранжевых 

координатах задача определения гладкого течения с переменной 
энтропией также сводится к системе двух квазилинейных урав

нений и допускает, следовательно, введение инвариантов.
В самом деле, пусть нам известно распределение энтропии 

в начальный момент времени t =  0:

S (q ,0 )*= .S 0(q), (17)

н S 0(q) —  дифференцируемая функция.
В области гладкости течения из уравнения (13) следует

S (q ,t ) * = S Q(q), (18)

и задача сводится к решению двух уравнений (12), (14). Вводя, 

как и выше, инварианты Римана

s =  u + \  aJ  -  dVt (19)

Ко

Г„ „ - ( ^ 1 Ж | Й 2 Е , К, (20)

Vc

запишем уравнения (12), (14) в виде

ds ds ___f дг . dr s /nls



Функции f u f2 представляются в виде

ft =  fi (х, и, г -  s, So (<?)), (24)

при этом зависимости ' (24) линейны по переменным и, .

Для наглядности напишем, эти уравнения в случае плоской 
симметрии, т. е. при v =  0:

ds ds г дг . дг г /оеч
1 Г “ Р С =  ^  . . a r  +  p c - ^ f *  (25>
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f, -  и  =  -  L  -  ср $ М & л ш  А 1 . (26)

Ро -*

Величины р и с  выражаются однозначно через г, s.
В случае изотермического течения уравнения в лагранжевых 

переменных по-прежнему имеют вид (15), (16), только вели

чина с, входящая теперь в эти уравнения и в определение инва
риантов Римана г, s, есть изотермическая скорость звука Сг 
(формула (2.7.17)).

9. Уравнения в инвариантах для политропного и изотерми

ческого газов. Для политропного газа давление р  задается 

формулой

A2 (S) Ср

v >  i> (1)

поэтому

с2 =  =  Л 2 (S) pv-1, С (р, S) =  Л (S) р ^ ~ . (2)

Для изоэнтропического течениия инварианты Римана опреде

лены формулами (2.7.7). Вычисляя <р.(р), получим

Y -1

’ Ро

так как у >  1. Для простоты положим Ро =  0, тогда

о А с -XzL ' J t l L  у __] .
Ф(р) =  ̂ р  2 , с (р) =  Л (S) р 2 = ^ ф ( р ) ,  (3)

т. е.

c(p) =  X _ i ( r _ s). (4)



Итак, уравнения изоэнтропического течения (2.7.14), (2.7.15) для 
политропного газа принимают вид

f +  H  +  H r )- g - ^ ^ v - ^ — -г ' ©  

! + ( ° г + м ! - - (6)

где

“ = Y  +  X T i > ¥ > 0’ Р =  Т “ ^ -  (7)

Запишем эти уравнения для случая плоской симметрии (v =  0): 

- £  +  (<и +  1 И - £ “ 0. . f - H a r  +  M ^ O .  (8) 

Выпишем также формулы (2.7.7) для инвариантов г, s:

s =  m — ф(р) =  и — — у с ,  г =  м +  ф(р) =  « +  ^ ~ Т С’ ^  

п обратные формулы:

и == 1 ± £ _ с =  с(р, 50) =  (г — s). (10)

В случае изотермического идеального газа

р  — RpT0, (11)

поэтому __ _

ст — *JrT q =  const =  с0, (12)

ф(р) =  ( “ ^ = с 01п-^-. (13)

Ро

Полагая для определенности р0 —  1, будем иметь

2ф (р) == (г — s) =  2с0 In р, р =  е х р | ~ ^ - | . (14)

Уравнения в инвариантах для изотермического газа прини

мают вид

£ + № - . * ) - & - 3 - f r + * > -  <16>

^  + + + ̂  («9

Интересны частные случаи системы (8) (v =  0). Один из 

случаен, у =  — 1 (соответствующий так называемому газу
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Чаплыгина * ) ) ,  приводит .к слабо-нелинейной системе:

- f + ' - J H 0’ 1 0 7)

Другой интересный случай v =  3 приводит к распадающейся си

стеме уравнений

ds . ds n дг , дг п /10Ч

характеристиками которой, как мы видели в главе 1, являются 
прямые линии.

В заключение этого пункта приведем уравнения в лагранже
вых переменных для движения политропного газа в случае пло
ской симметрии (v =  0) с переменной энтропией.

И з формул (2.8.25), (2.8.26) в этом случае, очевидно, по
лучим

Л У а

^ - B ( S 0( q ) ) ( r - s ) ^ ^ ^ f l, (19)

я V + *  Л

I £ + f l ( S 0(< /)) (r- S)v-i -g-=xf2, (20)

где
v+i

A{So{q))’ (21) 

h  =  /2=  [ ^ y -L n  Pv]  • 2̂ 4 (So (q)) A ' (So (q)), (22)

a p, как всегда, определяется как некоторая функция от разно
сти г —  s и величины So(q).

Отметим также, что в случае изоэнтропического течения газа 
Чаплыгина (у —  — 1) уравнения (19), (20) становятся ли
нейными:

° ’ ж + в ^ = ° -  ^

Отсюда имеем общий интеграл

s =  s0(q +  Bt), r =  r0(q — Bt),

где s0, r0 —  произвольные функции одного аргумента. И з этого 
следует, что если решение г, s системы (23) было гладким в мо
мент t —  to, то оно остается гладким и при любых t.

Система (23) есть слабо-нелинейная система (17), преобра
зованная к переменным Лагранжа. Следовательно, решения си-
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*) Для придания физического смысла уравнению состояния следует при 

этом считать, что р — р о ----- ро —  const >  0.



етемы (17) также сохраняют свою гладкость. Этот факт может 
рассматриваться как иллюстрация теоремы о слабо-нелинейных 

системах, доказанной в § 10 главы 1.

§ Я, Изучение простейших плоских одномерных течений

В этом параграфе мы будем изучать качественные свойства 
простейших, в основном изоэнтропических либо изотермических, 
течений в случае плоской симметрии (v =  0).

t . Общие свойства. Интегрирование в случае \ =  3. В эй
леровых координатах изоэнтропическое течение описывается си

стемой двух уравнений, которая для случая политропного газа 

имеет вид

■g- +  ( «  +  M ^ — 0, | i  +  (ar +  pS)-£- =  0, (1)

a =  +  у ф \ . (2)

Будем считать, что для системы (1) поставлены начальные 

условия
s (х, 0) =  s0 (х), г(х, 0) —  г о (х), (3)

м функции So, го ограничены и обладают непрерывной первой 

производной.
Тогда из результатов главы 1 следует существование реше

ния задачи Коши (1), (2) в некоторой полосе 0 ^  t •< to', вели

чина to есть момент времени, в который производные решения 

сто ловятся неограниченными.
Предположим, что решение s{x,t), r(x,t) известно. Инте- 

Iрлльную кривую уравнения

~  (s, r) =  as (х, t) +  0л (х, t) =  и — с

Оудем называть s-характеристикой, аналогично интегральную 

кривую уравнения

■ § =  Ь (в . r) =  ar(x, t) +  $s(x, t) =  u +  c

r-характеристикой.
Вдоль s-характеристики x ~ x s(t,xс) постоянен инвариант 

н и  s{x, i), как это следует из уравнений (1), т. е. s(xs(^ x 0), t)s== 
т» NU(xo), если jc5(0, х0) — х0.

Аналогично
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если х =  xr(t, jc0) —  уравнение r-характеристики, проходящей че
рез точку х — х0 начальной оси t =  0. Для решения s, г имеют 
место оценки

min s0 (х) s (х, /) max s0 (x), 'j
X X S

m in r0 (x) r (x, t) ^ m a x r 0 (x), [
X X J

справедливые лишь в области 0 sgC t 5¾  to, в которой решение 
остается непрерывным.

Поскольку

2 | 2 г +  S у —  1 , ч /г-\

S =  M ~ - ^ Z T  С’ r===u+ J Z 7 T c> и = = ~ г ~ ’ с = =  4-- (r ~ s)> (5)

то из (4) следуют оценки для скорости и и скорости звука с 

(при y >  1):

m in [«о (х) — с0 (х)] +  min [н0 (х) + . ~ Tf с° ^  2и (х> ^  ^

<  шах [но (х) — с° W ] +  m ^x [“° W  +  W ] ’ (6)

rnin [но (х) +  YZZJ Со (x)j — max [н0 (ж) — с0 (х)] <

4 , ^  г / \ , 2
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Y— 1 с (х, /) <  max [но (х) +  yzTT со (*)] ■

min [но (х) — с0 (х)], (7)

где с0 (х), н0 (х) — начальные значения скорости звука и ско

рости потока.
Если загрубить эти оценки, то легко получим

m in u 0 (х) — [max с0 (х) — m in  с0 (х)] ^  н (х , t) ^
X У ‘ X X

< m ax щ (х) +  . [max с0 (х) — m in с0 (х)], (8)
X У 1 X х

Y ■ ■ ■ - J
m in  с0 (х) — у—т—  [шах н0 (х) —  m in  к0 (х)] <  с (х, t) <

X . X X

V 1
<  m ax с0 (х) +  — —  [max н0 (х) — m in н0 (х)]. (9)

X 4 Я Я

Обозначая

m in  н0 (х) =  н0, m ax н0 (х) =  £/0, m in c 0(x) =  c0,
X X X

m a x c 0(x) =  C0, Ли0 =  U9 —  hq, Acq —  C0 —  cq,
* ' ■ " “



перепишем неравенства (8), (9) короче:

Щ — Лсо <  « (х, t) <  U о +  Лс0’ (Ю)

с0 — Амо <  с (х, /) <  С0 +  Аи0. (11)

Следует иметь в виду, что по своему смыслу скорость звука
V ~~ 1

с ^ О .  Поэтому, если с0-~“ — Аы0 <  0 либо

min [«о (х) +  - ~ j  °о (*)] ~  max [и0 М  —  ~ г \  <?о (*)] <  0,

то в левой части неравенств (11) и (7) должен стоять нуль. 

Из формул (5) поэтому также следует

min [щ (х) — Yzry  с° (*)] ^ 11 (х> ^  ^  т ах  [“о W  +  “ у  с0 (*)] •

V I J
Однако, когда с0 — - — Ам0 <  0, оценка c (x ,t)^s0  также

оказывается грубой. Поэтому мы покажем сейчас, что если на
чальные функции u q {x ) ,  с0 (х) обладают ограниченными произ

водными, то с ( х , ( ) ф 0  ни при каком конечном значении t >  0. 
Одновременно мы установим полезные оценки для производных 
решения задачи Коши (1), (3).

Поскольку доказываемое утверждение носит общий харак
тер, мы будем рассматривать случай любого у ~ ^ — 1. При

Y ^  — 1
а > 0. .................

Т е о р е м а  .Е сл и  в изоэнтропическом течении политропного 
газа (у ^ — 1) не возникают ударные волны. (не пересекаются 
характеристики одного семейства) и начальные значения го(х) 
и so(x) инвариантов Римана дифференцируемы, то существуют 
функции P(t) < . 00 и р о (/ )>  0 такие, что

р(х, о > Р о ( 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим ~  Ри =  Р2> и пусть 

=  (х, 0 ) < Р 0, ~ ^ -  =  р 2(х, 0 ) < Р 0( (12) 

п также .... . .......
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Предположим сначала, что rQ(x), s0(x) дважды непрерывно 
дифференцируемы, тогда и решение системы (1) дважды не
прерывно дифференцируемо.

Обозначим

^ + ( а 5 + ^ ) ж = 4 - + ( “ - с> ^ ~ Ш , ’ .

~  +  (or +  ps) +  (и +  с) ~  =

Дифференцируя уравнения (1) по переменному х, получим 

( ¾ ¾  =  “  “Р? “  РР, ' Р2 =  ~  Pi [«{Pi -  Рг) +  Р2]>
(14)

(- ^ - ) ,  =  “  а^2 “  PPl • Р2 = -  Р2 [« (Р2 ~  Pi) +  Pi]- 

Записывая уравнения (1) в виде

( w ) s =sl'W  +  ^ ~ c') Pl= s0 ’ ( ж ) г =  Ж  +  (ы +  с )Р2==0’

легко устанавливаем формулы

__ 2 1 / dc \ ______ 1 / dp \

V — 1 с \ dt ) r р \ dt ) г’

_____ 1 (  dr \ _________ \_\A_l _  _______L  (  dv\
Р2 2с V. dt ) s 2с L dt *Г S'J s p \ dt ) s ‘

С помощью формул (15) уравнения (14) приводятся к виду

< l 6 >

Обозначая

“  =  «ь -7 - =  ¾ 1. “Pi =  Рь «Рг ~  Рг. 

перепишем систему (16):

( т г ) , - ь {-тт) < 17>

Если y == — 1. то а =  0, рг =  0, система (17) интегрируется и 
из нее следует оценка

Pi (*- Ъ ^  /  Р{ °) \ ^  ро ; , о
— т- ^ m a x ^ — п г г ^  — » 1 = 1 , 2 .

р  (х , /)  ж (. р  (х , 0) J  ^  Ро

Поэтому далее считаем, что у > — Ц «> 0 )*
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1!уСТ1» Л (лг, /) — произвольная точка полуплоскости t >  0. 

•ту точку проведем две характеристики: s-характери- 
I ин<у I и /"-характеристику II (рис. 2.10). Обозначим v0 =  
■s-imhx {t»i (jf, /), v2(x, /)}, и пусть Oo >  0. Докажем, что по край
ний мере на одной из характеристик I и II найдется точка 

/Мл', /'), I) которой max {t»i (х', /'), v2(x', t ' ) } ^ v 0 и t' <  t. Пусть, 
ишфимер, Wo =  t»i(x, t). Тогда, интегрируя первое из урав

нений (17) вдоль характеристики I 
от точки А (х, /) до произвольной 

точки В(х ', t') характеристики I, 
получим соотношение

l>| (X (') — Vo— Vi {x't t') — i>! (х, /) =

f
*' -$ P. dl

=  ] Pi (щ — щ)е т dx. (18)

По:1Можны два случая: v2{x, t) <  v0 Рис. 2.10.

и v,,{x, t) — v0. Если v2{ x , t ) < v 0,
то v., (x', t') — v0 <  0 в некоторой окрестности точки (х, t)\ Pi >  0 
идоль всей характеристики I, так как w0 >  0. Поэтому при 

достаточно близких к / и t ' < t  интеграл в правой части 
равенства (18) будет положителен; это значит, что на ха
рактеристике I существует область 0 < ^  — t '< e ,  в которой 

I'l (х', t') — t>0 >  о, т. е. Vi (х', /') >  v0 =  Ui (х, /).
Во втором случае (v2{ x , t ) = v  0) точки, в которых 

шах {ui (х\ f ) ,  v2{x', t')} ^  v0 найдутся на любой из характе

ристик 1 и II. Покажем, что они есть на характеристике I. Для 

SToro рассмотрим произвольную точку (х', t') на характерис
тике I при t’ < t .  Если Vi (x ',t ')— у0 ^  0, то требуемая точка 
и сеть точка {x',t'), если же v (x ',t ')— v0 <  0, то снова рас 

смотрим равенство (18). Левая часть равенства (18) отрица
тельна, нижний предел внешнего интеграла в (18) больше 
иерхпего, р >  0 на всей характеристике I, равно как и экспонен
циальный множитель. Поэтому равенство (18) возможно лишь 

и том случае, если на характеристике I имеются интервалы, где 
гм 0О >  0. Это и означает, что на характеристике I обяза
тельно существуют точки, в которых max {vi{x\ t'), v2{x', 
п I' <  t.

Из доказанного следует, что max max {ui (x, t), v2(x, t)} не
X

иолрастает с ростом времени t, и поэтому

Pi(x, t)
max max ■

Pi (x, 0) p2 (x, 0)

p (x, t) ^ l p ( * , 0 )  ’ p (x, 0) 

где />о и po заданы условиями (12), (13).

Po
(19)
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Наконец, отметим, что в оценку (19) не входят вторые про
изводные от начальных функций, поэтому она остается спра- 

ведливой для начальных функций, дифференцируемых только 

один раз. В этом случае следует считать, что уравнения (14),
(15), (16), (17) выполняются в «широком смысле» (см. п. 1 
§ 7 гл. 1).

Так как и =  (г -}- s)/2, то из (19) следует также односторон
няя оценка производной ■

Отметим, что оценки (19) и (20) являются точными: они 

достигаются в случае р\ (х, 0) =  р2(х, 0) =  Р 0 и р(х, 0 ) = р 0. З а 
писывая уравнение непрерывности

Интегрируя неравенство (21) от произвольной точки Л (л:, t) до 
точки Е начальной оси вдоль траектории АЕ (рис. 2.10), оче
видно, получим

Неравенство (22) показывает, что плотность р (x,t) не может 

обращаться в нуль, если начальные значения обладали ограни

ченной производной (очевидно, мы должны считать, что Р 0 ^  0). 
Неравенства (20) и (22) доказывают теорему.

Неравенство (22) означает, что в указанных условиях при 

/ ^  0 имеет место взаимно однозначное соответствие эйлеровых 
и лагранжевых координат.

Это обстоятельство физически истолковывается следующим 
образом. Газ, непрерывно заполняющий в момент времени t =  0 

все пространство с отличной от нуля плотностью, не может при 
своем движении «разорваться», т. е. образовать область ва
куума, в которой р =  0, если только при t — 0 отсутствуют; 

скачки скорости uq{x ) такие, что иа(х —  0) <  мо(х-f 0),

ди

дх <  Р (X , t)
Ро

(20)

в виде
(  dp \ ди

\dt ) о ~ ~  Р~дх’

заключаем, что, согласно (20),

( dp \ ^  Р0р2 (х, t)
\ dt ) о Ро ’

т. е. (21)

р (х, t) р 0 (Е)

т. е.

(22)
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SfOT факт имеет место также и в более общих случаях. Он
• мрмнпдлш), в частности, и для неизоэнтропических непрерывных 
*• 'ii iitin и для неидеальных газов, а также и для разрывных ре- 
шиит (течений с ударными волнами).

Y-1
Тик как с =  Ар 2 , то при: 7 > 1  из (22) следует оценка 

ч и п у  и для величины c ( x , t ) .  Так как при у >  1 c ( x , t ) ,  а сле- 

■|'|||,тпм1ыю, и р ( x , t )  ограничены сверху с помощью неравенств 
( I I ) ,  то из (20) следует оценка производной

2
ди (х, t) п Г С0 , у — 1 Ди0 ~]У-1

дх ^  0 L с0 4 Cq J

SiiMi'TiiM, что при 7 < 1  неравенства ( 11) изменяются так, что 

имеете с (22) они ограничивают величину с(х, t) сверху и снизу.
Выше мы установили оценки для р ь р2 сверху. Для оценки 

■•тих величин снизу, заметим, что из системы (14) следует, что
• елп через P(t) обозначить величину

Р  (0 =  m ax m ax { | p i (x, t) |, | p 2 (x, t) |},
— oo <  x <  oo

I U

- ^ < ( | a |  +  |P|)P2(/).

I > геюда

Опенки (19) и (23) ограничивают производные решения сверху 
и енп.чу. И з (23) следует, что при t <  1 /(|а| +  ] р |) Р0 производ

ные остаются ограниченными и сверху и снизу. Таким образом, 
in | ’ик-.ч 0 ^  t =¾ 1/( | а| +  ] (31 ) Р 0 есть полоса, в которой заведомо 

гупич'тнует классическое решение задачи Коши (1), (2).
IЕстественно, оценка (23) слишком груба. Так, например,

11VIИ -^---^0, - ^ j- ^ 0,to  р\ ^  0, р 2 ^  0, как это следует из

\ |нпикч1ий (14), и вследствие (19) классическое решение суще- 

■ I пуст при всех t >  0.
11оя(Ч1им наши общие замечания на примере течения поли-

I j...... ого газа с показателем 7 =  3. В этом случае а  =  1, р —  О
и енетома уравнений ( 1) распадается на два отдельных урав

нения:

l  + (24)
1 и к как вдоль s-характеристики инвариант s постоянен, а на
плои ^-характеристики равен s, то эти характеристики — прямые 

.■шипи.
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Вдоль линии х =  х0 +  So(xo) t =  xs{t, Хо) имеем s(x.,t) =  
=  s0(x0); аналогично r(x ,t) =  r0(xо) вдоль линии х —  х0 +  

—{- г0(х0) t. Таким образом , решение задачи Коши для системы 
(24) задается неявно формулами

s ( i  +  so(IH; 0 =  s0(i),

Г (л +  Го (tj) и 0 =  г0 fa).

Для явного задания решения s{x,t), r(x ,t) необходимо разре
шить зависимости

x =  £ - fs 0(£)/, . *  =  т]-Ьго(т1)/ (25)

относительно величин Пусть из (25) мы их определили:

l  =  l(x , t), Т]==Т\{x,t)\
тогда

s (х, /) =  So it (х, t)), г {х, t) =  Г0 fa (х, t)). (26)

Геометрический смысл величин t(x ,t) , x\(x,t) ясен из рис. 2.11.
Проверим выполнение некоторых из оценок, полученных 

выше. Дифференцируя соотношения (25) по переменному х, по
лучим

д% (х, t) ______ 1______

дх 1 + 1Ж {1{Х’ т  '

Следовательно, из (26) следует, 
что

ds0 (дгр) 

ds (х, t) | dx

Рис. 2.11.
дх

dx '  {х, t)

и мы видим, что оценка (23) в этом случае имеет место. С о 

гласно рис. 2.11

г (х, 0 -  s (х, 0 =  M xd l r 3 ^ J l  =  Го (П (х> /)) _  So (|(Х) ф ,  (27)

Проведем следующие оценки:

Г о f a )  —  s 0 (I) =  Го f a )  —  So f a )  +  So f a )  —  So (1 ) =

=  2c0 fa) +  So fa) — s0(|). (28)

Из (27), (28) поэтому следует

2с (х, t) >  2с0 fa) — Ро [| {х, t) — ri (х, /)]• (29)

Н о из (27) имеем

1{х, ^  — t) =  2c(x, t)t. (30)



(32)

Комбинируя равенство (30) с неравенством (29), получаем

с (х , t) >  j 0_^pot >  j +РОро< • (31)

T;ik как при 7 = = 3  р =  с, то неравенство (31)— небольшое 

у точнение оценки (22). Аналогично для случая у —  3 легко про
меряются все другие оценки, полученные выше.

В заключение этого пункта снова вернемся к случаю произ- 

польного у >  — 1 и покажем, что вопрос о существовании или 
несуществовании в целом (т. е. при любом t >  0) классического 
решения задачи Коши (1), (3) решается однозначно. Для этого 
преобразуем уравнения (14), умножая каждое из них на 

___§_
(г — s) а- р . Учитывая, что

( 4 ¾  =  — (а — Р) (г — s) р2; =  (а -  р) (г -  s)ph

получаем из (14) уравнения

(т* [̂ 1 (r “  s) а"В ] ) e = “  аР\ (г —

{-Tt U  (r ~  « Г  ) r =  -  «Pi (r -  s)'

Ии формул (2.9.4) и (2.9.2) имеем

l
p =  В  (г —  s) « н » , (33)

шитому уравнения (32) переписываются в виде

( т г £ ) ,  =  аев: (4г  £ ) ,  =  “Ре- (34)

Мы уже говорили выше и это легко видеть из уравнений 
(,'№), что величины р\ и р2 сохраняют свой знак соответственно 
и» s- и /--характеристиках. Поэтому, учитывая оценки (20) и (22), 

ш ш очаем , что если pi(x, 0) ^ 0, р2(х, 0) ^ 0, то классическое 
рниенис задачи Коши (1), (3) существует в целом, т. е. при 

jhoOom t >• 0.
I [поборот, если р\(х,0) или р2(х, 0) имеют отрицательные 

аипчеппи, то в решении задачи Коши (1), (3) наступает гра- 
диепгпля катастрофа.

В самом деле, пусть, например, pj (х0, 0) =  р ^ < 0 .  Интегри

руя порное уравнение (34) вдоль «-характеристики, проходящей 

череп точку {хо, 0) , получим
t
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РР (*) Ро (*о)

Р\ (0 Р\ Q
^ ре (т) dx
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ИЛИ

Р ,  w = p ? -------------J L j r ---------(ЗЬ)

Здесь p(t), pi(t) —  значения функций р(х, t), p i(x ,t)  вдоль 

рассматриваемой s-характеристики.

Интеграл, стоящий в знаменателе формулы (35), стремится 
к оо при t-^oo. В самом деле, если 0 ^  |3 <  1 (3 ^  у >■— 1), 

то, используя оценку плотности (22), имеем

f f Ро0 dx

J p f 3 ( T ) d T 00 при ^ ° ° 1
О о

а если P < 0 (y > 3 ) ,  то используем оценку (11), из которой
2

следует, что р(т) < 6  [ с 0 +  -v -• Ам0] У ' R. Тогда при Р < 0  

t  t

 ̂ р13 (т) dx ^   ̂R~® dx —> оо при t —> оо.

О 0 •

Поэтому при любом у —  1 знаменатель правой части (35) 
обращается в нуль при конечном значении t (так как <  0) 

и производная pi ( х , /) обращается в бесконечность.
Итак, для того чтобы при у >  — 1 классическое решение 

задачи Коши (1), (3) с ограничениями (12), (13) существовало 

при всех t >  0, необходимо и достаточно выполнение неравенств

ds(x, 0) дг(х, 0) ^  л 

......дх ....

2. Бегущие волны (волны Римана). Волны сжатия и раз 
режения. Здесь мы расвмотрим некоторые простейшие изоэн- 

тропические течения в случае плоской симметрии (v =  0). При 
изучении бегущих волн практически безразлично, в каких пере

менных— эйлеровых или лагранжевых—-вести рассмотрение. 
Мы воспользуемся здесь лагранжевыми. Тогда уравнения изоэн- 

тропического течения записываются в виде



где инварианты Римана г, s связаны с и, V формулами 

V. - v- ____ __

s =  u +  \-y;dV =  u +\ ~ % d V ,  ,
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У
V' v

' . v : у

V V

Для изоэнтропического потока р есть функция единствен
ного переменного V.

Мы будем считать, что р =  р (V) — произвольная дифферен

цируемая функция, удовлетворяющая, однако, условиям I, II:

| £ < о .  & > о .  т

Тогда, обозначая
к

c(V)dV _  r - s
(P(V) =  -  J V

получим

ф' ( У) = = — <  0;

d2p

0.

dV

Таким образом , из условий (3) следует, что %(r — s) — монб- 
топио возрастающая функция разности г — s.

Нзоэитропическое течение, в котором постоянен один из инва
риантов Римана, называется волной Римана или бегущей вол- 
tmti, Положим для определенности, что г =  r0 —  const; тогда 

уравнение (2) удовлетворяется тождественно, а уравнение ( 1)

§ - i ( r o - S)-|- =  0, (4)

служит для определения функции s (q, t).
Характеристики — интегральные кривые уравнения

=  — t (r0 — s (q, 0 ),

— очевидно, являются прямыми линиями в плоскости q, t, так 

кик вдоль них постоянен инвариант s(q, t). Отсюда следует, 
что вдоль этих прямых

^ - ~ U r 0- s (q,t)) (5)
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постоянны как s(4, t), так и г — г0 и, следовательно, постоянны 

все гидродинамические величины V, р, р, с, и. Заметим сразу 
же, что s-характеристики будут прямыми также и в плоскости 
эйлеровых координат х, i.

д s
Если в некоторой области -щ- >  0, то характеристики (5)

образуют расходящийся . пучок прямых (рис. 2. 12, а); если же 
d s

< 0 ,  то — сходящийся пучок прямых (рис. 2.12,6). Так как

1 (г +  s) =  у  (г0 +  s),

ds

dq

U 2

ТО ИЗ

ди 

dq

прерывности

дУ
dt

-щ- >  0 следует 

>  0. И з уравнения не-

ди

dq

Рис. 2.12.
поэтому следует, что при 
ds . п dV ^  п

- Ц > 0 -дГ> 0  и плот- 
ность р убывает при возрастании времени t. Поэтому волна 

d s
Римана, в которой > 0 ,  называется волной разрежения,

ds
а волна Римана, в которой -щ- <  0, — волной сокатя.

Совершенно аналогично рассматривается случай, когда
dt"

s — s0 =  const. В этом случае также при <  0 имеем волну 

сжатия, а при ~ > 0  — волну разрежения. Таким образом ,
dq

общий признак волны сжатия

ds

du . л ди .
-Щ- <  0 или, что то же, <  0

дг
приводит к условиям <  0 для s-волны (г — г0) и ~  <  0 

для r-волны (s =  s0) Римана.

Для газа Чаплыгина p =  AV-\-p0, " ^ г  =  0 и | =  — А —

постоянная величина. Наклон характеристик в этом случае фик
сирован и поэтому все s-характеристики параллельны друг 
другу, равно как и /--характеристики.

ds
Тем не менее условие >  0 снова выделяет область раз

режения в волне Римана г =  г0.

Волна Римана (г =  го) называется центрированной, если 
s-характеристики образуют пучок прямых, выходящих из одной 

точки (go, to) (рис. 2.13). Так как инвариант s(q ,t) постоянен
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идол!, s-характеристик, то отсюда следует, что в центрированной 

шише Римана

i j t г — г о 

либо

-L-Z1L .. ( Я -
I. t -  t0 ) '

Автомодельными называются рещения, зависящие лишь от

переменной у-
' <7о

t — 10

Покажем, что центрированные волны Римана дают все авто
модельные решения уравнений газовой динамики.

Записывая уравнения (2.5.4) — (2.5.6) в виде

dV ди л ди, . др п dS  п ,
°> -  +  -5̂ - =  0, -^-== 0 (v =  0) (6)dt dq

и считая, что величины V, и, р, S зависят лишь от i/ =  -j— q°
еоперпшм замену по 
формулам

<> г_  __  У d 

i)/ ~ t — to dy ’

<) 1 d 

<)q ' t — to dy ’

после. чего придем 

удлинениям:

i<3 ’

dV I du 

У dy dy

du

U thj

dp

= 0, 

>0,"

dS

dy
0.

Рис. 2.13.

111 последнего уравнения следует, что S — S0 —  const, и автомо

дельное течение есть, следовательно, изоэнтропическое течение.
Переходя в оставшихся двух уравнениях к инвариантам 

Римана, запишем их в виде

[y +  l(r- s )]- £-  =  0, [y - t ( r - s) ] A .  =  0.
dy

ЕСЛИ у fb  — I  (г — s), то 0 и s =  s0. Так как g (г — s) >  0, 

= r0 — const. Итак, для автомо-

ds _  

dy ~

то при // — — t(r — s) имеем г 

дельного решения есть лишь две возможности: либо

S =  S0 =  const, y =  l ( r  — s0),
либо

/-= /0== const, г/ =  — ! ( r 0 — s),

(7)

(8)
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и, следовательно, всякое автомодельное решение уравнений (6) 
есть волна Римана.

Так как |'(г —  s) >  0, то, дифференцируя равенства (7), (8) 
по переменному q, заключаем, что всякое автомодельное решение 
при t <  t0 есть волна сжатия, а при t >- t0 —  волна разрежения.

Итак, если мы рассматриваем полуплоскость t ^  0, то в ней 
всякое автомодельное решение, зависящее от переменного у =  
=  qjt (qo —  to =  0), есть волна разрежения Римана.

В эйлеровых переменных центрированная волна Римана за 
дается условиями

S =  Sq =  const, У =  —--— и +  о
t tQ

либо

r =  r0= c o n s t , у — = U  — С.
t — I о

Рассмотрим некоторые соотношения, имеющие место для произ
вольной волны Римана в случае политропного газа.

Для политропного газа

2 2 
S =  U------т С, г =  и-\-- — г С,

у  —  1 > 1 V  — : 1

Пусть в волне Римана г — r0 =  const, и пусть и0, —  значения 
скорости и скорости звука в некоторой точке волны Римана. 
Тогда

2 2 
«О +  у з у  с 0 =  и +  у _  ] с,

или . . . . . .

“ “ « . ( ‘ - V - r " ) -  (9)
J __ 2_ 2у

Так как р =  —  Л V_1 с ^ - 1, то из (9) имеем связь давления р 

и скорости и в s-волне Римана

Р =  ро [l — Y (г =  Го =  const). (10) 

Аналогично в r-волне Римана

Л , 2у - .. ■■ - ■ - :

-г/: , p = = p 0 [ l  +  I z i i  “ ~ a ° -]v 1 (s =  So =  const). (11)

Наконец, отметим еще одно важное свойство волны Римана.
Всякое непрерывное течение, примыкающее к зоне постоян- 

кого течения, есть волна Римана,
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В самом деле, пусть течение непрерывно и постоянно слева 
от липни АВ (рис. 2.14). Значит, линия АВ есть линия, через 

которую не единственным образом продолжается решение си
стемы уравнений газовой динамики, и, следовательно, линия 
АН —  характеристика. Так как течение слева от АВ постоянно, 

то АВ — прямая.
Пусть, например, АВ есть s-характерис

тика, тогда справа от АВ г =  г0 и течение 
справа от АВ есть s-волна Римана.

1$. Профили в волне Римана, Градиент
ная катастрофа. Рассмотрим поведение 
I идродинамических величин в бегущих 

шишах сжатия и разрежения. Пусть, на-
ds

пример, г — гд — const и
dq

> 0,

мы рассматриваем случаи s-волны раз

режения.
,г ди . а
Как мы видели выше, в этом случае >  0,

dp
~dV

d2p
~ауг >  то c увеличением величины g 

убывает V и, следовательно,, растет с. Так как, кроме того,

Рис. 2.15.

1' (г - s) >  0, то из условия 

<1V

ds
>  0, г =  г0 =  const следует, что

^  lu f  ^  Итак, профили скорости и и скоро

сти япука с в s-волне разрежения =  c o n s t , >  о )  имеют

вид, ирши'.дспиый на рис. 2.15, а.
Диалогично получаем профили в случае r-волны разрежения 

(рие, 2.15, б).
На рие. 2.16, а, б приведены профили гидродинамических ве

личии и случае волны сжатия,.....
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ди
Итак, в волне разрежения >  0, в волне сжатия <  0. 

Волна г —  const отличается от волны s =  const знаком вели-

Заметим, что знак du dc совпадает со знаком du dp. Поэтому 
в плоскости переменных р, и (р, и-диаграмма) семейство состоя

ний в s-волне Римана описывается кривой (3.2.10), имеющей

вид, изображенный на рис. 2.16, s. Аналогично для г-волны 

du dp >  0 (рис. 2.16, г).
Рассмотрим изменение во времени профилей гидродинамиче

ских величин.
Так как решение постоянно в бегущей волне вдоль прямых и 

эти прямые расходятся при возрастании t в волне разрежения, 
то в волне разрежения градиенты всех гидродинамических ве
личин убывают по абсолютной величине с ростом времени t.

Наоборот, в волне сжатия характеристики соответствующего 
семейства сходятся с ростом времени t и градиенты всех гидро
динамических величин возрастают по абсолютной величине. Н а 
рис. 2.17,а ,б  показано изменение профиля s =  s(q, t) с ростом t 
в волнах сжатия и разрежения в случае г — Го =  const.

Характеристики в волне сжатия пересекаются при некотором 

конечном значении t =  to. В точке пересечения характеристик

чины

С =C(q)

u = u(q)

и U

Р Р

в) г= г0 г) S-S0

Рис. 2.16.
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производные гидродинамических величин становятся неограни

ченными.
Нетрудно вычислить момент образования неограниченных 

производных. Пусть г — го, a s(g, 0) =  s0(<7) . Тогда, согласно 
(3.2.5), две s-характеристики, выходящие из точек q — q\ и q =  q\ 

начальной оси t =  0, пересекаются в момент tn\

t = ___ '______ ql ~ ql _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  (1)
“ 6l (^0 -  -0 (9?)) — 6 (/-0 -  («S))

В случае, если s0(q) дифференцируема, получаем наименьшее 
значение времени t, при котором пересекаются s-характеристики:

- > •< « » ] •  (2) 

Формула (2) имеет смысл лишь в том случае, если 

шах [— ■— J >  0. Если tmin 0, то s-характеристики не пересе

каются при t >  0 и производные в волне Римана остаются огра

ниченными.

Итак, во всякой бегущей волне сжатия градиенты возра
стают и за конечное время становятся неограниченными. Это 

явление называют градиентной катастрофой. 
д2п

При >  0 градиентная катастрофа наступает в бегущей 

о
волне сжатия, при <  0 — в бегущей волне разрежения.

d
Таким образом , при ~ ^г >  0 образуется ударная волна сжатия,

при <  0 — ударная волна разрежения (см. § 4).

При t >  tmin >  0 не существует непрерывного решения: ре
шение становится разрывным.

Рассмотрим более сложный вид течения —  течение с локаль
ными начальными данными.

Будем говорить, что начальные данные локальны, если на

чальные функции r0(q), s0(q) переменны лишь на конечном от
резке а ^  q 5¾  b оси t — 0, т. е.

( г~ при q < а ,  ( s~ при q <  а,

го(<?) | г+ ПрИ q >  b, s° ^ ~ |  S+ при q > b .  ^

Возникающее при начальных условиях (3) течение не описы
вается бегущими волнами Римана. Однако в некоторых случаях 

это течение при достаточно большом t >  0 может состоять лишь 
из бегущих волн.
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Коли, например, г ' (<?)>(), s ' (<?)>(), то решение обладает 

шрл и ичсшшми производными при любом О, как это следует 
ii:i он,(чиж (см. п. 1). Значения инварианта s переносятся вдоль 

,v'Характеристик, которые имеют скорость — р с < 0 ;  значения ин- 
паринита г переносятся вдоль r-характеристик, имеющих ско

рость (>6’ >  0. Поэтому при некотором 11 >  0 зоны переменности 
инвариантов г и s разойдутся и решение будет состоять из двух 
Гдтущих волн разрежения, разделенных зоной постоянного те

чения (рис. 2.17, в ).
Мели теперь стремить а-> О, Ь-+ 0, т. е. переходить к задаче 

с кусочно-постоянными начальными данными, то решение r(q, t), 
л ((/, /) будет, очевидно, стремиться к автомодельному ре
шению, состоящему из двух центрированных волн разрежения 

(рие. 2.17,г).
Задача Коши с кусочно-постоянными начальными данными

начинается задачей о распаде произвольного разрыва и изу* 

чается подробно в § 6 этой главы.
Проведенный выше анализ позволяет утверждать, что если 

s'1'» г~ ^  г+, то задача о распаде имеет непрерывное при
I - 0 решение, состоящее из двух центрированных волн разре
шении (рис. 2.17, г) .

Диалогичный подход к рассмотрению задачи о распаде раз 
рыва как предельной задачи с локальными начальными дан
ными позволяет предсказать качественное поведение решения и 

при отказе от неравенств r~ ^  r+, s~^.s+. Если, например, 

г >  г+, то после взаимодействия бегущих волн (зона I) вправо 
будет распространяться r-волна сжатия (рис. 2.17,(5). Как мы 
видели выше, градиенты в волнах сжатия возрастают неогра* 

ппчепио. Это приводит к разрыву решения. В решении появ
ляются ударные волны.

Исходя из этого, можно утверждать, что если s- >  s+ либо 

Г ' >  г+, то в решении задачи о распаде обязательно возникают 
ударные волны.

i .  Задача о поршне. Истечение газа в вакуум. Бегущие 
нолпы находят многочисленные применения в ряде простейших 
аадач, а также при качественном исследовании порой весьма 
сложных течений. Мы рассмотрим здесь несколько простых за 
дач, решение которых описывается с помощью бегущих волн.

. Пусть газ находится с одной стороны (справа) от жесткой 
стенки (поршня), которая начиная с начального момента вре- 
мопи t — 0 двигается по определенному закону.

(4)

7 О, Л. Рождественский, Н . Н. Яиенко



Будем считать, что в начальный момент газ покоился и обла
дал постоянной плотностью, давлением и энтропией, т. е. будем 
считать, что

u(q, 0) =  0, p (q ,0 )  =  p0, р 0) == р0, 5  (q, 0) =  S0. (1)

Для газа считаем заданным уравнение состояния, удовлетворяю
щее условиям I, II:

w < ° >  W ^ > 0 ’ Р (° ° . 5) =  0. (2)

Поршень находится на границе газа, координату q которой мы 

будем считать равной нулю. Закон движения поршня выражает
зависимость

и (0, f) =  U (i), (3)

где U(t) — скорость поршня, заданная 

как функция времени t, a u(q ,t) —  ско

рость г аза* ). Будем считать, что U(t) —  

непрерывно дифференцируемая функция, 
^  удовлетворяющая условию

4 £/(0) =  0. (4)

Вначале рассмотрим случай, когда 
^  0. Построение решения этой за

дачи сводится к нахождению решения уравнений изоэнтропиче- 

ского течения, удовлетворяющего начальным условиям ( 1) и 
краевому условию (3). В инвариантах Римана задача сводится 
к нахождению решения уравнений

! г - 6( ' - * ) £ “  0, * + E (r _ s) * - 0f (5)

удовлетворяющего начальным условиям

s(q, 0) =  - г (< 7, 0) = - ф ( У 0), =  (6)

и краевому условию, заданному на прямой <7 =  0:

s(0 ,t) +  r (0 ,t)  =  2U(t). (7)

Зона I  (рис. 2.18), ограниченная слева характеристикой О А 
(q =  СоРоО. есть> очевидно, зона постоянства течений, т. е. в зоне /

s =  s0, г =  г0 =  — s0, и —  О, р =  Ро, С =  с0. (8)

Зона I I  непостоянного течения граничит по г-характеристике 
ОА с зоной постоянного течения. Следовательно, течение в зоне
I I  есть волна Римана. Как это видно из рис. 2.18, в зоне I I  по-

*) Равенство (3) имеет место лишь в том случае, когда газ не отры
вается от поршня.
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Рис. 2.18.



н н м ри ан т  Римана s (q ,t), значения которого перено- 
•II н и я»ну I I  вдоль s-характеристик с начальной оси t =  0. 

Huns, п acme //

s(q, /) — s0 =  const,

и HtlM остастси Hirrt'i рпроилть лишь нторос уравнение систе

мы (б)!
(9)

Г,ели t нм|щи ■«’|ппшим нсргсекпот'") ось q г= 0 и точке т >  0, то 

Н shift (НИ и и # (0. I ) —* .v<i и im (7) мы определяем г( 0,т):

t (1), %) — 'Д1 (г) — «о =  2(7 (т) +  ф (Vo). (10)

И ,11111 с II полны Римана инвариант r(q ,t) постоянен вдоль
> чмриктгрнс i пк, которые являются прямыми:

у~—  =  1 (/- (0, т) — s0) =  I  (г (q, t) — s0). (11)

Вдоль нрммоЛ ( I I )  r ( q , t ) = r ( 0,т), где /-(0,т) задано формулой 
(10). Формула (11) задает решение г =  r(q, t) параметрически 

г помощью параметра т —  ординаты точки пересечения характе

ристики ( I I )  с осыо q —  0. И з (11) следует, что если U'(t) <  0,

щ и ;iime II >  0. т- е. движение в зоне I I  есть волна

рн.чргжеппн и картина характеристик имеет вид, указанный на 
рис, 2.18. При разрешении граничного условия (7) предполага

лось, что .s-характеристики, выходящие из луча q > 0  начальной 
оси, пересекают линию q =  0 при, t >  0.

Согласно своему физическому смыслу величина

с > 0 ,  (12)

поэтому формула ( 10) имеет смысл лишь при выполнении нера- 

исистна

с =  г|> (2(7 (0 -  2s0) =  ф (2U (t) +  2ф (F0)) >  0. (13)

Согласно (2) ty(r —  s) —  монотонно возрастающая функция. 
Поэтому неравенство (13), вообще говоря, ограничивает снизу 
скорость поршня U(t), для которой может быть удовлетворено 

красное условие (3), т. е. ограничивает снизу скорость газа на 

линии q =  0.
При достаточно малых по модулю U (t)< . 0 неравенство (13), 

очевидно, заведомо выполнено, так как при U ( t ) =  0.

Ф (2ф (F0)) =  г|> (го — s0) =  с0 >  0.

*) Как мы увидим ниже, при достаточно больших по модулю U ( t )<  0 
кто не так, т. е. /"-характеристики не пересекают ось q — 0.
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Пусть при каком-либо t =  t\ неравенство (13) превращается 

в равенство и при t >  t\ U(t) < i U(t\). Тогда при t >  t\ краевое 

условие (3) теряет смысл.
В этом случае поршень отрывается от газа, и между порш

нем и газом возникает область вакуума. Формула (11) пара

метрически определяет решение r(q, t) во всей зоне I I  при 

параметре % из отрезка 0 ^  % sg; t\.
Заметим, что из предположений (2) следует, что если

— i ( r —  s) =  ср =  0, то р =  О, и поэтому граница

q =  0 при t> t\  может рассматриваться как свободная граница

рис. 2.19 приведена картина r-характеристик в случае отрыва 
газа от поршня в эйлеровых координатах.

В зоне I  мы имеем по-прежнему покоящийся газ, зона II, 
ограниченная r-характеристиками ОС  и А В ,— зона волны раз
режения, зона I I I  (между траекторией поршня х =  х(1) и харак

теристикой АВ) —  зона вакуума. В точке A (t =  ti) происходит 
отрыв газа от поршня. Заметим, что, очевидно, прямая АВ, 
являющаяся границей между газом и вакуумом, есть одно
временно г- и s-характеристика. Для политропного газа ир(У) =

=  с> ^  (r ~  s) ^  с ~  " ^ 4— (r “ s); поэтому условие (13) за 

писывается при у >  1 в виде

В

газа, т. е. граница газа 

с вакуумом, в кото
ром р =  0, р =  0. Не

удобство лагранже
вых координат прояв

ляется в этом случае 
в том, что в плоскости 

q, t граница газа <7== 0 
совпадает с положе

нием поршня, так как 
в области между ними

Картина становит
ся нагляднее, если мы 
изобразим движение 

газа и поршня в эйле
ровых координатах. На

Рис. 2.19

(И)

т. е.

и  (0 >  — ~ Т со- (15)
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2
Итпк, при U (/) <  — "^Г Т  со наступает отрыв газа от поршня.

,‘Ч<1 мстим, что если изотермический газ рассматривать формально 
кпк газ, для которого 1, то из (15) следует, что отрыв изо
термического газа от поршня вообще не происходит, так как 

2
величина - _  j- с0-> оо  при ^->1- Этот нее вывод может быть 

Получен и из формулы для р, так как

р =  ехр | г̂ — | >  0, где ст =  л/RT =  const.

Почти так же решается другая физическая задача о поршне, 

когда задана не скорость поршня, а давление на поршне. Это 
Нрпиодпт к краевому условию в лагранжевых переменных:

/3(0, t ) = p 0 (/). (16)

Пудом считать, что в условиях предыдущей задачи U(t) мо
нотонно уменьшается на отрезке 0 ^  t ^  t\, а при t^ t\

U (/) =  U0 =  const.

Картина характеристик в плоскости q, t приведена для этого

случая на рис. 2.20, а. Мы видим, что если U0^  — у̂ с0, то

н :к)пс I I I  течение постоянно.

Рис. 2.20.

Пели теперь стремить величину t\ к нулю, то в пределе при 
/и —► о мы получим автомодельное решение, картина характери
стик для которого приведена на рис. 2.20, б. Это автомодельное 
решение соответствует задаче с поршнем, выдвигающимся из

газа с постоянной скоростью U0 ^  j- с0. В случае U0 <

о
< — t cQ зона I I I  исчезает, уступая место волне разрежения,
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т. е. зона I I  в этом случае вытесняет зону I II . При U0 <  
2

< ----— г Со на границе ¢ =  0 соблюдается условие р =  0, а
Y *

газ не контактирует с поршнем, т. е. они разделены областью 

вакуума.
Это автомодельное решение дает решение другой задачи, на

зываемой задачей об истечении газа в вакуум. В этой задаче мы 
можем считать, что в начальный момент времени t — 0 уби

рается стенка, ограничивавшая газ 

слева (в точке <7 =  0).

Рассмотрим теперь второй случай, 
когда

г / ' ( 0 > о ,  t/(0) =  0. (17)

Краевому условию (7) теперь всег
да можно удовлетворить, так как при 

U ( t ) >  0 всегда выполнено неравен

ство (13). Легко видеть, что при

U ( t ) >  0 -г <  0 и течение в зоне

I I  есть, следовательно, волна сжатия. 

На рис. 2.21 приведена картина ха
рактеристик в плоскости q, t. Так как r-характеристики пересе
каются при t >  0, то классическое решение задачи о поршне 
для случая U ( t ) >  0 существует лишь ограниченное время.

После пересечения двух характеристик решение задачи о 
поршне становится разрывным.

Вообще заметим, что если рассматривать произвольный закон 
движения поршня u — U(t) и если U '(i)y> 0  при некоторых t, 
то в решении этой задачи обязательно возникают разрывы. Та
ким образом, полное решение задачи о поршне в этих случаях 
описывается разрывными решениями уравнений газовой дина
мики, содержащими ударные волны. Свойства ударных волн мы 
будем изучать в § 4.

Заметим также еще, что если считать, что поршень начинает' 
двигаться в сторону газа с конечной скоростью U (0) >  0, то ре
шение разрывно при всех t >  0. Поэтому в этом случае бес
смысленно рассматривать изоэнтропическую задачу.

5. Задача с двумя поршнями. Отражение и преломление бе
гущей волны на контактной границе. Качественное изучение 
простейших течений мы продолжим на примере этих двух задач, 

в которых приходится рассматривать взаимодействие двух волн 
Римана.

Как мы уже отметили в п. 1, в случае политропного газа с 
показателем адиабаты у =  3 характеристиками являются пря
мые линии в плоскости эйлеровых координат х, t, вдоль которых

Рис. 2.21.
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Рис. 2.22.

постоянен соответствующий инвариант Римана. Это обстоятель
ство позволяет получить решение задачи Коши, а также и любой 
корректно поставленной краевой задачи в случае, если в реше
нии т* образуются ударные волны. Пусть политропный газ. с 

ноки штелем у ~  3 в на- 
чнльпый момент времени 
( мм 0 находится в со

стой нии покоя (и — О,
|| «  |)ц, р  шяв Ро. 5  =  S0) ,
О! рмиичеи е двух сторон 
поршнями, траектории 

дмпжепии которых зада

ны; л •*-< Л'| (/), x =  x2{t)
(рие. 2.22). Мы приме
няем теперь эйлеровы ко- 

орпипмты X, t.
I (чеиидио, что в зоне I 

имеем постоянное тече
ние, соипидающее с начальным, в зонах I I  и I I I  —  волны Ри
мини, п i i o i k i  IV  —  зона интерференции волн Римана.

Рмеемотрнм качественно другую простейшую задачу: взаимо- 
неОсише ноли Римана с контактной границей, т. е. с границей 
дну* различных газов (либо одинаковых газов разной плот

ности), Для простоты будем считать оба газа политропными: газ 
сЛен.ч от границы х =  х0 (рис. 2.23) имеет показатель адиабаты

у =  yi, газ справа —  показа

тель у =  7г. т. е. считаем, что 

слева от х — х0, р — Aip^1, 
справа р — A2pY2. Легко понять, 
что если соседствуют два газа, 
то граница между ними яв

ляется траекторией, и поэтому 
на границе двух газов долж
ны выполняться условия

и ■■ и+’ р _ : (1)

Рис. 2.23.

;Р + .
где . и-, р~, и+, р+ —  соответ
ственно скорость и давление 
в газах слева и справа от кон

тактной границы. Как будет показано в § 4, эти уравнения сле

дуют из законов сохранения массы, импульса и энергии.
Обозначая инварианты Римана s, г слева и справа от кон

тактной границы соответственно через si, n ; s% г2, заключаем, 
что непрерывность скорости на контактной границе, требуемая 

перпым из условий (1), записывается равенством

si ~t~ r i —  s2 ~\~ г2—■ 2U (/), (2)
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где U(t) —  скорость контактной границы. Рассмотрим некоторую 
точку (x0{t), t) на контактной границе (рис. 2.23) после прихода 
на нее r-волны Римана со стороны левого газа. Так как s-харак- 

теристики приносят на контактную границу х =  xo{t) в газе II 
постоянные значения инварианта s =  s2 =  то движение спра

ва от контактной границы есть, очевидно, r-волна Римана 
(s =  ŝ j =  const). Поэтому, согласно формуле (3.2.11), давление 

на контактной границе определяется зависимостью

(3)
Р2 =  Р0

где р0 — начальное давление в газах I, II, с® — начальная ско

рость звука в газе II (начальная скорость в газах I, II равна 
нулю).

Вычислим давление р { в газе I. Так как 

Pi —  {  с > \ Vi~i~

Ро I  с? )

где с° — значение скорости звука в газе I в начальный момент 

времени, а ^  =  --L~ — (rt — st), то

n „ Г Yl ~ 1 n ~ S> 1 Y'-1 (±\
P i- P o [ —  ^ o - J  • (4)

Исключая отсюда с помощью (2) величину Su получим формулу

(5)

где =  значение инварианта г в зоне постоянного

течения газа I перед r-волной Римана (мы предполагаем здесь, 
что [/(0) =  0). Приравнивая давления рь р2, получим уравнение

2V;

Гг, Yi —  1 ет Г, _ L  У з - 1 и У)

U  2 4 J  L
1 ~ь

Va-1
(6)

Если считать, что r\ — r\(t) — известная функция, то отсюда 

можно определить U(t). Н а самом деле, величина r\(t) неиз
вестна, так как взаимодействие двух волн Римана слева от кон
тактной границы (рис. 2.23) приводит к искривлению г-харак
теристик. Однако можно провести качественное исследование 

зависимости U(t) от r\(t) и изучить качественно характер те
чения.
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11усть, например, на контактную границу падает г-волна р а з 
режения. Тогда, как легко видеть из рис. 2.23, r\{t) — монотонно

убывающая функция переменного t <  о )  • При t — to

(рт 1. 2.23) г, (70) =  г\, поэтому из (6) следует, что U(t0) =  Q. Так 

кик мы считаем, что уь у2 >  1, то левая часть в равенстве (6) 
уПыниет с ростом U(t), правая, напротив, монотонно возрастает. 

Отсюда следует, что если r i( t ) — монотонно убывающая функция 
Переменного t, то U (t)< .0  и U(t) также монотонно убывает.

Минчпт, течение в газе I I  можно рассматривать как движение, 

НЫ.иппшое выдвижением поршня со скоростью U (t)< . 0. П о
этому /"-волна Римана в газе II есть волна разрежения. Совер
шенно аналогично можно установить, что если падающая волна ■ 

есть волна сжатия, то U '( t ) > 0  и в газ II распространяется 
г полна сжатия.

Несколько сложнее устанавливается характер отраженной от

контактной границы s-волны, т. е. знак - • Дифференцируя 

рмнсцство (2) по переменному t, получаем

- ^ ^  =  2 ^ ( 0 - - ¾ ^ .  (7)

Отсюда заключаем, что если 2U' (t) >  . то отраженная

полна есть волна разрежения, в противном случае —  волна сж а 
тия. Для простоты мы рассмотрим лишь случай одинаковых 

пион (7 1 = 7 2  =  7), энтропия которых различна, т. е. ф  с%. 

Тогда уравнение (6) переписывается в виде

у — 1 г, (t) — U (t) __ . . у — 1 U (t) 

2 с\ 2 4

И

ri(f)-~T\  е° 1

Отсюда мы заключаем, что если c\jc\< 1, то величина

dri (t) nr п ^ 1 ds, (t) dr1 (t)
имеет аиак — j~\  если же с°/с° >  1, то знаки и —

противоположны.

Дли одного и того же газа (у1 =  у2 =  у) неравенство c j <  c§ 

.означает, что плотность pj газа I больше плотности р| газа II,

Тйк к нк р =  ~~. Поэтому мы можем сформулировать получен- 

1ШЙ результат следующим образом:
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От более плотной среды >  р®, с® <  с®) волна разрежения 

(сжатия) отражается также в виде волны разрежения (сжатия), 
и, наоборот, от менее плотной среды <  р®, с® >  с®) волна 

разрежения (сжатия) отражается в виде волны сжатия (раз
режения).

Отметим один частный случай с°== 0 ( р ° = о о ) ,  при котором 

U(t) — 0. Этот случай можно трактовать как отражение волны 
Римана от бесконечно плотного газа или как отражение от 
жесткой стенки (U(t) —  0 ) . Мы заключаем, что волны сжатия 
(разрежения) отражаются от жесткой стенки всегда в виде волн 
сжатия (разрежения).

Формула (6) позволила нам провести качественное исследо

вание задачи о преломлении волн Римана на контактной гра
нице. Полное же решение этой задачи затрудняется тем, что на 
самом деле функция r\(t) неизвестна, так как г-характеристики 
искривляются в зоне взаимодействия падающей волны Римана 
с отраженной от контактной границы волной.

В связи с этим отметим один частный случай, когда решение 
этой задачи сводится к решению обыкновенного дифференциаль
ного уравнения.

Рассмотрим случай, когда ух =  3, а у2 >  1 произвольно. 
Тогда характеристики в газе I —  прямые линии, и мы можем 

считать, что r\ (х, t) =  f\(х, t ) , где /1 (х, t) определяется в волне 
Римана однозначно. Однако в уравнении (6) r\(t) есть значение 

инварианта r\(х, t) на контактной границе, т. е. в точке 

(х0 (t) ,t):
r i(0  =  M*o(0> t) =  fi(x0 (t), t). (9)

Так как по смыслу величины U (t)

■ ^r~  =  U(t), (10)

а из уравнений (6), (9) U(t) выражается как определенная 
функция переменных t, x0(t), то и решение всей задачи сводится 

к интегрированию уравнения (10). В качестве начального усло
вия для уравнения (10) при этом ставится условие (рис. 2.23)

Хо (to) — Хо.

Так, например, если ^  =  у2 =  3 и набегает центрированная 
волна разрежения, то уравнение ( 10) принимает, согласно (8), 
вид

х0(() о

/9 > ° ’
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ТИК как и центрированной волне разреж ения при 7 =  3

(i. Замечания по поводу краевых условий для уравнений 
сшитой динамики и иллюстрация их разрешимости на приме
ре задачи о поршне. При анализе разрешимости задачи с кра- 
rhi,1 мп и граничными условиями для уравнений газовой дина
мики полностью применимы выводы, которые мы сделали при 
рассмотрении этого вопроса для систем квазилинейных уравне

нии гииерболического типа в § 11 главы 1.
Тем не менее при изучении движения газов и жидкостей не

которые классы краевых и граничных условий являются осо 
бенно естественными и поэтому особенно важными. Поэтому 
мы рассмотрим здесь типичные краевые условия для уравнений 
шаоной динамики.

Наиболее естественно ставить граничные условия на границе 
щи,целенного объема газа, т. е. на траектории. В лагранжевых 
координатах траектории соответствует фиксированная коорди

ната q\ поэтому такого рода граничные условия в лагранжевых 
Координатах ставятся на прямых q — const.

Можно различать два типа граничных условий:

I. Внешние граничные условия, или условия на внешних гра
ницах.  Это будут, собственно, краевые условия, эффективно 
описывающие воздействие внешней среды на данный объем газа. 
Для рассматриваемого нами одномерного течения такими усло
виями  являются условия на левой и правой границах области, в 

которой расположен газ.
'2, Внутренние граничные условия, или условия на внутрен

них границах. К ним относятся условия на контактных границах 

между газами, обладающими различными свойствами (различ
ными митропиями, различными уравнениями состояния и т. д.). ' 
К числу внутренних граничных условий могут быть отнесены 

ТйКЖе условия на линиях разрыва решения. Эти условия будут 
Подробно обсуждаться в следующем параграфе.

Что же касается условий на контактных границах, то в r a 

il той динамике они всегда одинаковы и требуют непрерывности 
скорости потока и и давления р. Пример использования этих 
условий дает п. 5, где качественно изучалась задача об отраже

нии ноли Римана от контактной границы.
Остановимся на внешних граничных условиях. В случае 

щдпчп о поршне, рассмотренной в п. 4, граничное условие ста
тней п точке <7 =  0. Легко заметить, что если на поршне задано 

диалепие
Р (0 ,0  =  Р ( 0 > 0 ,  (1)

to 1'11Кая краевая задача разрешима, и притом единственным 
обри.чом, так как из условия (1) следует, что с ^  0. В случае же,
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когда задана скорость поршня

и (0, t) — U (t), (2)

Мы видим, что при U (t)< . 0 возможен отрыв газа от поршня, 
т. е. условие (2) не выполняется, а заменяется условием р =  0.

Такая же ситуация имеет место и для систем линейных урав
нений. Если краевые условия поставлены вне области зависи
мости от начальных данных, то эти условия, вообще говоря, не 
определяют единственным образом решения.

В случае задачи о поршне физическая постановка задачи 
позволила получить правильное решение, заменяя, где это тре

буется, условие (2) условием «свободной границы» р —  0.
При U{t) >  0 задача о поршне с краевым условием (2), на

против, всегда разрешима, хотя решение и будет разрывным. 
Этот вывод следует сравнить со случаем системы линейных урав

нений, для которой краевая задача, вообще говоря, не разре
шима ни в классе гладких, ни в классе разрывных решений, если 
краевое условие поставлено в области определенности решения 
задачи Коши.

§ 4. Разрывы в одномерном течении сжимаемых газов. 
Ударные волны

1. Условия Гюгонио. На примерах простейших течений в 
§ 3 мы убедились в том, что, как правило, решения уравнений

газовой динамики остаются непре

рывными ограниченное время, а за 
тем в решении возникают разрывы. 

Естественно, что дифференциальные 
уравнения теряют смысл для раз 
рывных течений; однако, как мы 

уже говорили выше, интегральные 
законы сохранения массы, импульса 

и энергии сохраняют смысл и для 
разрывных течений.

Выведем условия, которые долж

ны выполняться на линиях разры 
ва решений уравнений газовой динамики, как следствия инте
гральных законов сохранения.

Пусть x =  x(t) —  уравнение одной из линий разрыва гидро
динамических величин, которую будем предполагать на рассмат

риваемом отрезке t\ ^  t sg: t2 обладающей непрерывной каса
тельной (рис. 2.24). Пусть f(x ,t) терпит разрыв на линии 
x =  x(t). Обозначим

в д

МО =  f № - о, 0; (0 =  / ( ^ (0 +  0 ,0 ; Ш =  /2( 0 - Ы 0 .  d)



§ 4. РАЗРЫВЫ. УДАРНЫЕ ВОЛНЫ 205

Интегральные законы сохранения в эйлеровых координатах 

(2,Л.13) — (2.3.15) имеют вид

Запишем законы сохранения (2) для контура АА'ВВ', счй- 

'П1 я, что линии А'В  и В'А  бесконечно близко примыкают к линии 
разрыва х(1) соответственно справа и слева от нее.

Иниду ограниченности всех гидродинамических величин 
исчезают интегралы по частям АА' и ВВ' контура С, а также

tlx - --Ddt, где D — D(t) =  x'(t). Поэтому, например, из первого 
уравнения (2), получаем

Иниду произвольности пределов интегрирования в (3), должно 
равняться нулю подынтегральное выражение, т. е.

Сокращ ая это равенство на xv, мы видим, что условия нд 
лишш разрыва одинаковы для трех случаев симметрии v = 0, 1, 2. 

Поступая аналогичным образом  со всеми законами сохране
но» (2), получим условия на линии разрыва x =  x(t):

Которые связывают скачки гидродинамических величин на линии 

римрыва x =  x(t) и скорость D —  х '(t) линии разрыва.
Соотношения (4) — (6) называются условиями гидродинами

ческой совместности разрыва либо условиями Гюгонио, по имени 
французского ученого, впервые их получившего*).

*) П ммерикапской литературе эти условия часто называют условиями 
Pi’Miumn либо Роикиня — Гюгонио.

^  Р ( 8 +  xv dx — ри (е  +  ~  +  4 r )  xv dt =  0.

с

J *v (/) {(р2 (0 — pi (0) D (/) — (р2 (0 Щ (/) — р, (0 щ (/))} dt =  0. (3)

if) {D (/) [р] — [ры]} =  0.

D [р] =  [ри],

D [ри] =  [р +  ри2],

(4)

(5)

(6)
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Согласно, обозначению величина D — D (t), поэтому D[f] =  
=  [Df]. Значит, уравнение (4) можно переписать в виде

[р (и D)] =  0. (7)

Умножая уравнение (7) на D и вычитая из (5), получим

[p +  p ( « ~ D ) 2] =  0. (8)

Наконец, умножая (8) на D, вычитая результат из (6) и учи
тывая, что [D] =  [D2] =  0, получим

[p (u - D )  ( e +  f +  - ^ ^ ) ]  =  0. (9)

Учитывая обозначения (1), мы можем переписать условия 
Гюгонио (7) — (9) в виде равенств:

р2 («2 — D) =  р! («1 — D) =  т ,  (10)

Рг +  Рг (ы2 -О)2 — Pi +  Pi (ui ~~ D)2 =  /> (11)

р2 («2 -  D) (е 2 +  f  +  i« L Z ^ )L )  =

=  рA u i- D )  (е. +  - ^ +  (В1~ Д)’ )  =  Л (12)

Согласно п. 2 § 2 величины т , /, / означают соответственно по
токи массы, импульса и энергии, вычисленные в системе коор

динат, движущейся со скоростью D  относительно системы, в 
которой вычисляется скорость течения и. Поэтому условия Гю
гонио ( 10) —  ( 12) требуют непрерывности потоков массы, им
пульса и энергии на линии разрыва гидродинамических величин.

Заметим, наконец, что интегральные законы сохранения, за 
писанные в лагранжевых координатах, приводят к тем же самым 
условиям Гюгонио (4) —  (6), если учесть связь лагранжевых 

координат с эйлеровыми.
2. Различные виды разрывов: ударные волны, контактные 

разрывы. Различные формы условий Гюгонио. Адиабата Гю
гонио. Разрывы решения мы будем различать в зависимости 
от выполнения условий т  —  0, т  ф  0.

Если m(t) =  m =  0, то такой вид разрыва будем называть 
контактным; если m(t)=jf=0, то разрыв будем называть ударной 
волной.

В случае контактного разрыва из (4.1.10) следует, что

D =  u1 =  u2 =  x' (t), (1)

т. е. линия разрыва совпадает с траекторией частицы (в лагран

жевых координатах контактный разрыв изображается поэтому 

прямой q — const).
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Полагая щ — D, и2=  D, получим из (4.1.11)

Pi =  Р2 =  /. (2)
П условие (4.1.12) при ui =  u2 =  D выполняется тождественно. 

Итак, на контактном разрыве выполняются два условия:

i с, давление и скорость течения непрерывны. Легко показать и 
поратное: если на разрыве выполнены условия (3), то разрыв 

IUIH П М С Ш Ы Й .
! и-.м м ч п li гл р, е, S могут испытывать на контактном разрыве 

н|мт.пи).;■ 1>иый скачок, удовлетворяя, однако, при этом условию 
непрерывности давления (2). Контактный разрыв, в частности, 

может пилиться границей раздела двух различных газов, удов
летворяющих различным уравнениям состояния. Условия непре

рывности скорости и давления (3) при этом могут рассматри- 
ишьсн как внутренние граничные условия на границе раздела 

{Щздичиых сазов.
И случае ударной волны г а ^ О  и вещество протекает через 

iiniillu римрыпа х =  х (/). В случае т >  0 вещество протекает 
•||||ич линию разрыва слева направо; поэтому мы будем гово
рим*, чю  при т  >  О ударная волна движется относительно ве- 

lltpcilid справа и,4./1(410, наоборот, при т <  О будем говорить, что 

VnniMltni полна движется вправо.
гмеемщ iiiim рааличиые представления условий Гюгонио 

I t I 10 ) (4.1.11?) для случая ударной волны.
Услтше ii(4ip('pi,iBiiocTu потока импульса (4.1.11) может быть 

ниш) «ми в теме следующих чкнивалентных равенств:

«1 =  иъ Рх =  Ръ (3)

/*< I III (Ih  -- 

l>j I V,

Вели обозначить буквой Т  величину г +  pV, называемую 

т т т ы т П ,  то (б) записывается в виде

^  -f =  Г х +  ^  ~ Д)2 . (6)
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Подставляя сюда третью формулу (4), получим

(8)

Согласно (4.1.10)

(их — D sj =  tnVl’, (и2 — D) =  m F2; 

(u, -  Z))2 =  m2F 2; (u2 — D)* =  m2V\. О)

Подставляя сюда третью формулу (4), получим

(10)

Отметим еще несколько полезных формул. Из (9) имеем 

и2 — иj =  [(и2 — D) — (щ — D)\ =  m (V2 ~  Vi).

Поэтому

(u2 — uI)(u l — D) =  m2Vi(V2— Vi) — (pl — p2)V i, 1 . 

(u2- u l)(u2- D )  =  m2V2(V2~ V 1) ^ ( p l - p 2)V 2, J (И )

И з полученных формул можно сделать несколько заключений:
1) Из формул (4) следует, что при переходе через ударный 

фронт давление возрастает либо убывает одновременно с плот
ностью.

2) И з формулы (7) следует, что разности (и2— D) и (щ— D) 
имеют один и тот же знак.

3) При конечном т  разности (V2— V\), (р2 — р i) имеют 

один и тот же порядок, так что при V2 — Vi —> 0 р2 — р i —> 0.

Равенства (10) выражают относительные скорости щ  —  D, 
и\ ■— D через термодинамические величины. Поэтому, подставляя 
эти формулы в равенства (5) и (6), получаем соотношения, со
держащие только термодинамические величины:

Равенство (13) либо (14) называют уравнением адиабаты Гю
гонио.

Введем в рассмотрение функцию

Н (р, V; Ро, Уо) =  е(р , V) — е (р0, VQ) +  (У -  Vo)JL^ ,  (15)

и, наконец,

(«2 -  щ)2 =  (р2 -  Pi) (V, -  V2), 

(и2 -  D f  -  (щ -  D f  =  (Pl -  р2) (Vi +  V2).

e2 — ei =  j  (ps +  pi) (V j — V2), 

r 2- T ^ \ ( p 2- p x)(V2 +  У,). (14)

(13)
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!><.nt|iytti будем рассматривать как функцию двух переменных 
0; V, пирометрически зависящую от р0, У0.

I IV I 'п . М\ =  {pi, V l} ,  м 2 =  {Р2 , Уг}— точки плоскости р, У, 
Мрн'К'Ггрн.чующие термодинамическое состояние вещества с раз
им ч ст роп  от линии разрыва. Тогда в силу (13) справедливо 
t «к*( ikшкмше

ti ( A /И,) =  Я  (р2, У2; Pl> у ,) =  -  Я  (Ми М2) =*

=  — H (Pi, V\, рг, У2) =  0. (16)

Точки Ми Мъ связанные соотношением (16), будем называть 
снаряженными. Свойство сопряженности не является транзи

тивным, так как из соотношений Н{Мо, M i) =  0, Н{М и М2) —  0 
но следует И (М 0, М 2) == 0.

Фиксируем точку М0(ро, Уо) плоскости р, У и рассмотрим 
множество точек М (р, У), сопряженных Мо. Они должны лежать 

П.ч кривой
Я  (М, М0) — Н (р, У , ро, У0) =  0. (17)

Кривую, заданную равенством (17), будем называть адиаба
той Гюгонио с центром в точке Л40(ро, Уо)- Согласно равенству 
(13), адиабата Гюгонио есть геометрическое место точек (р, У), 
хирмктеризующих термодинами
ческое состояние вещества с од- 

iiuft стороны фронта разрыва 

(удирмой волны), если задано со
стоя шю р0, Уо с другой стороны 
фронта.

Пусть адиабата Гюгонио 
//(Л1,А4П) проходит через точку 

М |. Тогда адиабата Гюгонио 

1ЦМ, М|) проходит через точку 
Мо, но не совпадает с адиабатой 

/ / (М ,М 0) (рис. 2.25). Это обстоя
тельство отражает тот факт, что 

идпабата Гюгонио не является ли
нией постоянства функции двух 

Переменных, а есть линия по
стоянства функции двух переменных, зависящей также от двух 

нпраметров. Поэтому, если выбрать точки (р, У), сопряженные 

точке (ро, Уо), в качестве новых центров адиабат Гюгонио, т<э 
МУ получим однопараметрическое семейство адиабат Гюгонио., 

проходящих через точку (р0, У0) (пучок адиабат).
S. Адиабата Гюгонио для нормального газа. Наши преды

дущие замечания по поводу адиабаты Гюгонио относились к 

(НМДеств.у с произвольным уравнением состояния,
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Для более детального изучения адиабаты'Гюгонио мы пред
положим, что уравнения состояния вещества p — p (V ,S ), е =

— e(V ,T ) удовлетворяют требованиям, которые были сформу
лированы в п. 4 § 1 для нормального газа:

Условием V I было требование выпуклости области переменных 
р, V, в которой удовлетворяются требования I —V.

Все наше дальнейшее рассмотрение, за исключением слу
чаев, которые будут оговариваться особо, будет относиться к 
нормальному газу.

Рассмотрим полный дифференциал dH  функции Я (р , V, ро, Ко) 
двух переменных р, V, считая р 0, У0 фиксированными:

Пользуясь основным термодинамическим соотношением

есть наклон луча, проходящего через центр М0(р0, У0). Согласно 
равенству (4.2.4),

где т  —  поток массы через ударный фронт, разделяющий состоя

ния ро, Vo и р, V (при этом Я  (р, V, ро , Vo) =  0).
Рассмотрим взаимное расположение следующих кривых:

а) адиабаты Пуассона, заданной уравнением dS =  0 и проходя

щей через точку М0(ро, Уо); эту кривую будем обозначать бук

вой А; б) адиабаты Гюгонио dH =  0, проходящей через точку 

M o ip o ,  Ко); обозначим эту кривую Я , ' ,

p(V ,S)-+oo  при V - »0  (III), (I)

dH  — de-{- dV +  dp. (2)

de— TdS  — p dV, 

получим следующее выражение для dH-.

dH =  T dS + ^- ~ ±  d p ~ l ~ ^ d V . (3)

Уравнение (3) можно записать также в виде

dH =  T dS +  dK, (4)

(5)

К =  — tn2, (6)



§ 4. РАЗРЫВЫ. УДАРНЫЕ ВОЛНЫ 211

I hi «ки ип формулам (3) и (4), при V — Vq, р — р0 dH —
I ,1‘, Гикнм образом, кривые А, Н в точке их пересечения

I .,) имеют общую касательную.

I ..... митр им поведение дифференциалов dH, dS, dK на каж- 
*ий (14 укплаииых кривых.

к) Пи адиабате A dS =  0. Согласно (4),

dH =  $ ^ ip l- d K .  (7)

> 11|̂ 1й1ЧК) свойствам I, II, вдоль А (т. е. при S — const)

йК 
dV

tiujioMy на адиабате А
dH

dV

> 0, (8) 

> 0 .  (9)

| 'и'цои.тгелыю,

II <  0 в верхней части адиабаты А (V <  Fo),

II >  0 в нижней части адиабаты А {V >  У0)

0) Па луче dK =  0

; }  (ю)

dH  =  Г dS. (И )

im  равенство означает, что вдоль луча К знаки dH  и dC совпа- 
iiiioT li, в частности, совпадают стационарные точки функций

II и S.
Ь .1 к I)I>1 ло показано в п. 4 § I, на луче К =  const >  0 энтро- 

1ИП1 S не имеет стационарных точек и монотонно возрастает с 
рис тм  р; па луче К <  0 энтропия S  имеет единственную стацио- 
тфиук) точку, в которой S достигает максимума. То же самое 
| ирингдливо, следовательно, и для функции Н, так что Н  вдоль 

||учи К =  const > 0  не имеет стационарных точек; на луче 
К - 0 II имеет единственный максимум, в той же точке, что и S. 
( Игюда следует, что на каждом луче, К —  const <  0 существует 
| ишстнспная точка Мн адиабаты Гюгонио Я , лежащая между

и)Ч кой Мд адиабаты Пуассона и центром М0.
Таким образом, существует кривая Я  —  адиабата Гюгонио, 

проходящая через точку М 0. Гладкость адиабаты Гюгонио сле- 
iVt'T из того, что она является интегральной кривой обыкновен-
III н о дифференциального уравнения (2), проходящей через 

тчггр М0.
п) Па адиабате Я  из соотношения (4) следует

Т d S =  — (l/-~ 1-'--2 dK. (12)

| Игюда следует, что если точка М (р, V) движется вдоль адиаба- 
j |,| II так, что луч К (М ,М 0) движется по часовой стрелке 

(ill\ <  0), то энтропия S монотонно возрастает.



Суммируя наши заключения о поведении дифференциалов 

dH, dS, dK на кривых А, К, И, заключаем, что в окрестности 
точки М 0, где адиабаты пересекаются касаясь, кривые А, Н  рас
полагаются так, как это указано на рис. 2.26.

Взаимное расположение адиабат А, И  в окрестности центра 

М 0 указывает на то, что касание адиабат А и Н  должно иметь
порядок не ниже второго. Под

твердим это выкладкой.
Из (3) имеем вдоль Н

Т dS =  -  dp +  dV.

(13)

Дифференцируя равенство (13) по 

переменному V, находим

dTdS + T d2S =

VB v =  — J  dV dp — —~ V° d2p +

Рис- 2'2a +  j  dp dV =  -  d2p, (14)

т. e. d2S =  0 в точке (p0, V0) и касание кривых A, H  имеет вто

рой порядок. Наконец, дифференцируя (14) еще раз по V, 
найдем

d2T dS +  2 dTd2S +  Td3S =  - ±  dV d2p -  — ~ F° d3p.

Так как в точке M 0dS =  d2S =  0, то отсюда находим 

rd*S  =  - ± d V d * p  и ^  =  - ^ . ^ . < 0

в точке Мо согласно свойству I I  уравнения состояния.

Таким образом , в точке М о кривой Н  отлична от нуля лишь 
dbS

третья производная . ■ ,

Нетрудно видеть, что в окрестности центра М 0(р0, V0) имеют 
место следующие свойства адиабаты Я:

1) Для любой точки М кривой Я

*  =  (16)

2) Никакой луч MqM h не касается адиабаты Я  при Мн Ф  М0.
3) Каждый луч М0Мц пересекает адиабату Я  не более чем 

в одной точке Мн ф  М о.
4) Каждый луч, пересекающий верхнюю ветвь адиабаты А, 

пересекает и верхнюю ветвь адиабаты Я . При этом на луче
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Ми Ми Функции Н  и 5  имеют профили вида, указанного на 

pill', 2.27.
Мпметим, что из свойств 2) и 3) не следует выпуклость кри- 

ш|(1 //, так как эти свойства справедливы для лучей, выходящих 
ШИН, 11,ч определенной точки адиабаты, а именно из ее центра.

Докажем, что эти свойства адиабаты Н  имеют место не 

пышно локально, но и в целом. Пусть М н—  произвольная точка 

ндипГшты //. Так как

1Г(МИ, М0) =  Н{М0, М0) =  О,

hi im луче М0Мц имеется стацио- 

ийрппн точка функции Н  (а в 
силу (11) и S). Следовательно,

К ■< 0 и свойство 1) адиабаты Н 
МЛК.'ПППО.

,Л,окажем свойство 2). Ста- 
iinuii,■ фпая точка Мст лежит стро- 

HI ипутри отрезка MqM h и яв

ляется единственной стационар

ной точкой. Касание адиабаты И  с лучом К означало бы суще- 
П'шжаиие на луче К двух стационарных точек функции Н а, 
следовательно, двух стационарных точек S, что невозможно. 

( limfu'Tuo 2) доказано.
Па существования луча, пересекающего кривую Н  в двух 

т . )iii’iiii,IX от М0 точках, необходимо следует существование луча, 
касающегося Н  в точке, отличной от М 0. Это невозможно в силу 
гипОстмп 2), и поэтому свойство 3) также доказано.

Наконец, так как S (M h) > S ( M 0) при рн >  ро, то любой 
луч, пересекающий верхнюю часть адиабаты Н, пересечет сна- 
>шла адиабату Н в точке Мн, а затем адиабату А в точке Мд.
( '.imficTBo 4) доказано.

15 частности, отсюда следует, что наклон луча К, пересекаю

щего адиабату Н  в точке Мн Ф  М 0, находится в пределах

-  оо <  К =  <  0. (16)

Рассмотрим теперь следующую задачу:

Лада по состояние по одну сторону линии разрыва (ударной 

полны). Оно характеризуется параметрами u =  и0, V =  V0, 
1' ро, е =  е0 ~  е(р0, V0) . Задан также поток массы m через 
фронт разрыва. Требуется определить состояние (u ,V ,p ,e )  по 
другую сторону линии разрыва, исходя из условий Гюгонио.

Предположим, что К =  — пг2 удовлетворяет условию (16). 
Покажем, что для нормального газа эта задача всегда имеет, 

и притом единственное, решение.
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Термодинамические параметры газа р, V определяются точ

кой пересечения адиабаты Гюгонио Н(р, V, ро, Ко) =  0 с лучом

К =  у - ^у - =  ~  т 2. Так как К удовлетворяет условию (16), то

по свойствам 1)— 4) адиабаты Н  точка (р, V) существует и опре
деляется единственным образом.

Итак, термодинамические параметры р, V, е определяются 
однозначно. После этого однозначно определяются все осталь
ные параметры ударной волны. П о формулам (4.2.9) опреде
ляются разности uo — D =  mVo и u — D =  mV. Так как ий из
вестно, то отсюда определяется скорость D  ударной волны.

Значит, поставленная задача имеет при условии (16) един
ственное решение.

Рассмотрим предельный случай, когда К =  — т 2 — ^  ■

При этом значении К луч касается адиабаты Гюгонио (одно
временно Пуассона) в точке М0(р0, Vо). Сопряженная точка 
М (р, V), характеризующая состояние вещества по другую сто
рону фронта, совпадает с Мо(ро, ^о), т. е. ударная волна яв
ляется бесконечно слабой.

В этом случае и =  и0 и по формуле (4.2.8) имеем

(и — D)2 =  т> е_ u _ _ D = ± C a = = ±  С'

Таким образом, бесконечно слабая ударная волна движется 
по веществу со скоростью звука, т. е. является слабым раз
рывом.

При К =  — оо ударная волна называется бесконечно сильной.
4. Устойчивые и неустойчивые разрывы. Условия устойчи

вости и теорема Цемплена. Пусть величины ии р и Vu еь и% р 2, 
У2, 62 и скорость ударной волны D  удовлетворяют условиям 
Гюгонио (4.1.10) —  (4.1.12). Легко заметить, что условия Гюго
нио не изменяются от того, будем ли мы считать состояние ии р и 
Vi, ei состоянием газа слева от фронта ударной волны, а состоя

ние «2, р2, Vz, е2 правым состоянием, либо, наоборот, ыь V\, 
ei — правым, а «2, Рг, V2, е2 —  левым. Однако, как мы сейчас 
увидим, по своему физическому смыслу эти случаи существенно 
различаются между собой, так что один из них даже следует 
признать невозможным.

Начнем с того, что предположим у потока массы т  =  

=  p i(« i— D ) =  Рг(м2— D) какой-либо определенный знак. Пусть, 
например, т  <  0. В этом случае волна относительно вещества 
движется направо и, таким образом, в процессе движения ве
щество пересекает фронт ударной волны, двигаясь относительно 
фронта справа налево.

Как мы говорили в § 1 этой главы, поверхность разрыва 

течения мы представляем как узкую зону больших градиентов,
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п которой существенно действие диссипативных сил — вязкости 
и теплопроводности. Действие этих процессов приводит, как это 

тиестпо из термодинамики, к возрастанию энтропии, что харак- 
гмрп.чус'т собой необратимость процессов с вязкостью и тепло
проводностью. Так как при т  <  0 частицы газа в процессе 

движения переходят из правого относительно фронта ударной 
Ш),nuhi положения в левое, то, очевидно, вследствие необрати

мости процессов, происходящих в узкой зоне, которую мы свя- 

аыипем с ударной волной, мы должны требовать, чтобы Snpas <

* . Л’лпп, где 5 прав и 5 лев — соответственно энтропия газа справа 

и слева от фронта волны.
Неравенство

5прав <  S -тев (ш  <  0) (1)

уже in1 позволяет менять местами состояния и\, ри Vi, ei; и2, рг, 
1'к, г.и, а, напротив, указывает определенное положение этих со- 

I I(1ЯШ1Й относительно фронта.
Ударную волну при т  <  0, для которой выполняется условие 

( I ) ,  будем называть устойчивым разрывом; если условие (1) 
мп рушено, то такой разрыв мы будем называть неустойчивым.

Совершенно аналогичные рассуждения приводят нас к вы

воду, что при пг >  О

5лев< 5 прав (гп >  0) (2)

Условия (1) —  (2) будем называть условиями устойчивости удар- 
in ч) полны.

Мели мы договоримся называть состоянием перед фронтом 

удмрпой волны состояние справа от него при m <. 0 и слева от 
него при m >  0, а второе состояние состоянием за фронтом 
ударной волны, то неравенства (1), (2) требуют, чтобы энтро- 

ипя газа, находящегося за фронтом, была больше, чем энтропия
I /i;ui перед фронтом волны.

Вудем обозначать состояние перед фронтом буквами «о, Ро, 
V'o, г,», состояние за фронтом — через и, p, V, е; тогда условия 
устойчивости (1), (2) записываются одним неравенством:

S > S 0. (3)

Н дальнейшем под ударной волной мы будем понимать только 
устойчивую ударную волну, т. е. разрыв, удовлетворяющий 

условиям Гюгонио и условию (3)*).
Вернемся к задаче определения состояния по одну сторону 

фронта, если задано состояние по другую сторону и поток массы

ф) Отметим, что если уравнения состояния газа не удовлетворяют усло
виям (4.3.1) для нормального газа, то неравенство (3) недостаточно для опре- 
itwirnim устойчивости ударной волны. Этот вопрос вкратце рассматривается 

и и. Н,



т , рассмотренной в предыдущем пункте. Если ы0, ро, Ко, ео-~ 
состояние перед фронтом ударной волны, то задача определения 

состояния за фронтом, удовлетворяющего условию устойчивости 
(3), решается, и притом однозначно, при выполнении условия

~ ™ 2 =  Я = - £ ^ - < | £ ( К 0, So). (4)

Для нормального газа условие устойчивости (3) приводит к 
следствиям:

1. Каждому значению D и состоянию перед фронтом и0> Ро, 
V0, so отвечает одно и только одно состояние за фронтом и, р, 
V, 8, если | D  — ио \ >  со.

В самом деле, m - р0 (и0 — D ) и /и2 >  р§с2 =  — • От

сюда следует (4.3.16) и справедливость утверждения.
2. При возрастании \ D — Ыо| от с0 до оо энтропия за фрон

том монотонно возрастает.
3. Ударные волны ведут только к сжатию вещества и уве~ 

личению давления.
В самом деле, на верхней ветви адиабаты Н, которая соот

ветствует состояниям за фронтом, имеем

S >  S0, р >  р0, V <  V0, т. е. р >  р0.

4. Ударная волна движется со сверхзвуковой скоростью по 
газу перед фронтом и с дозвуковой скоростью в среде за 
фронтом.

Это утверждение (теорема Цемплена), записывается в виде 

неравенств
| ий — D | >  с0, | и — D | <  с. (5)

Первое неравенство, как мы видели, равносильно условию
S >  So. В п. 3 было показано, что

_  Р. ~ Р°- < ___ — 02с2 ' /04
У — F0 dV Р W

при р, V, лежащих справа от адиабата Пуассона А. Так как в 
соответствии с п. 3 Мн лежит справа от адиабаты А, то нера
венство (6) выполнено. Поэтому

^ Ж == _ т 2==^-р2(Ц_ / ) )2> _ р2с2,'

Отсюда \и —  D) •< с, что и требовалось доказать.

Теперь заметим, что можно рассматривать и задачу опреде

ления состояния «о, ро, Ко, во перед фронтом по заданному со 

стоянию и, V, р, 8 за фронтом и потоку массы m (либо скорости
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1>) 'ifjtPl фронт разрыва. Условие устойчивости (3) в этом слу- 
t j i i  МШвт быть заменено эквивалентным неравенством

К — Р — Ро ^  S)
x ~ V ~ V o ' > dV

я нети (p, К) (если она существует) единственна и лежит на 
inimiH'A истин адиабаты Гюгонио с центром в точке M (p ,V ). 
Hi ипмиилн , что скорости характеристик |i, |г> |з равны
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h  =  u — с, |2 =  и, |3 =  и +  с ) (7) 

МЫ можем записать неравенства (5) также в виде

ll  лев J-) прав При D  <С WnpaB, (8)

1з лев ^  D ^  прав п р И  D  >  Млев, (9)

I Е,'тн li £щ>ав — соответственно скорости характеристик слева и 
( i!I>и 1ш от разрыва.

Наконец, заметим еще, что условия устойчивости разрыва
(I ) ,  (2) либо (3) эквивалентны неравенству

Члев >  Щграв’ (Ю)

Н I’ltMoM деле, пусть, например, т  <С 0. Тогда согласно (4,2,10) 

^лев ^прав ^ ' ОТ (К Ко)*

Гик кпк К >  Ко, то отсюда следует (10). Аналогично доказы- 

нйшти случай т  >  0.
11ерлнепства (8) — (10) позволяют схематически представить 

цписдсшк: характеристик и линий тока в окрестности линии

|>Л ф Ы П Л .

Пи рпс. 2.28, а, 2 .28 ,6  показано взаимное расположение
d х

лпшш разрыва x =  x(t), линий тока ~ j f ~ u и характеристик

'It) " Ь ~ и ~~с’ ~  =  1г-=и+ с в области слева и справа от

унарного фронта в эйлеровых координатах для случая ударной 
полни, идущей по газу вправо (от <  0) и влево (от >  0).

11а рис. 2.29 приведено взаимное расположение соответствую
щих кривых в плоскости лагранжевых координат q, t для случая 

in ■ 0. 11а этом рисунке q =  q(t) —  линия разрыва, q —  const —

липни тока, - ^ " =  ±  рс — характеристики 1-го и 3-го семейств.

Отметим одно характерное обстоятельство, которое следует 
h i картины взаимного расположения линии разрыва и характе
ристик, приведенной на рис. 2.28, 2.29. Н а линию разрыва 

' -  А (О приходят в каждую ее точку снизу (из области мень
ших значений времени t) четыре характеристики, выходят (опре

делены при больших значениях t) лишь две характеристики, при
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этом одна из них —  линия тока. В случае т  <  О на линии разры

ва пересекаются две приходящие характеристики 3-го семейства,

а) т < 0  б) т > 0

Рис. 2.28. ■

при m >  0 — 1-го семейства. Говорят, что при т  <. О ха
рактеристики 3-го семейства образуют «елочку», при т  >  О

«елочку» образуют харак

теристики 1-го семейства.
Отмеченное обстоя

тельство существенным 
образом  связано с устой
чивостью ударной волны. 
Оно, в частности, указы

вает, что решение в этом 

случае обязательно раз 
рывно, так как на линии 

разрыва пересекаются 
приходящие характерис
тики одного семейства. 
Эти соображения позво
ляют формально опреде
лить устойчивость раз

рывного решения системы уравнений гиперболического типа как 

удовлетворение «условиям елочки» на линиях разрыва. Такой 
подход к разрывным решениям применяется и широко обсуж 
дается в главе 4 (см. также п. 9).

5. Условия Гюгонио для политропного газа. В случае по
литропного газа уравнение состояния имеет вид

Г

Рис. 2.29.
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Для энтальпии ?Г  ̂имеем выражение 

__ р _  1 — h
Г --

1 2 h О <h- <  1, (2)

и уравнение адиабаты Гюгонио с центром в точке (р0, К0) имеет 

иид
pV +  h(p0V — pV0) — p0V0 =  Q (3)

(р +  Ьр0)(У--1гУ0) =  (\ - ^ ) р 0У0. (4)

lla  рис. 2.30 приведены графики адиабаты Гюгонио и адиа
баты Пуассона для случая политропного газа. Адиабата Пого
нно //, согласно (4), есть 
м.пк'рбола с асимптотами Р

V =  hV0, p =  - h p 0,(5 )

а адиабата Пуассона за 
дается уравнением

р\/у =  a2 (S0) =  const (6) рд

н имеет своими асимпто

тами оси р =  0, К =  0.
Для политропного га

ма справедливы следую- -Ьр0 
тис свойства:

1. Давление р меняет

ся вдоль адиабаты Гюго-
пию от 0 до оо, когда К меняется от V0/h до /?К0; р — оо, V —
■■-= hVо соответствует бесконечно сильной ударной волне при 
значениях ро, Vo перед фронтом; р —  0, V =  Vo/h соответствует 
бесконечно сильной ударной волне при заданном состоянии р0, 
Ко за фронтом. Из рис. 2.30 заключаем, что предельное сжатие 

политропного газа ударной волной равно

_£_  =  ! »  __ 1 __ Y + 1 

ро V h у — 1

2. Вдоль адиабаты Гюгонио

dp 
~dV

>  1.

< 0 .

(7)

(8)

Это означает, что при возрастании величины | D —  Ыо| монотон
но возрастают давление р и плотность р за фронтом волны.

В пп. 3, 4 мы показали, что для нормального газа из условий 
Гюгонио однозначно определяется состояние за фронтом удар

ной волны, если заданы состояние перед фронтом (и0, ро, Ко, ео)



и величина, характеризующая силу ударной волны (поток массы 

т  либо скорость ударной волны D ) .
Укажем здесь соответствующие расчетные формулы для слу

чая политропного газа. Силу ударной волны будем характери
зовать безразмерной величиной

М0 =  ~ и°~  , (9)
t'O

которая, в силу теоремы Цемплена, больше или равна 1.

Если известно Мо, то находим модуль потока массы т  через 

фронт волны:

|т| =  р0<уМо- (1°)

Выразим теперь явно величины р, V, с, и через р 0, 'Vo, с0, ио, 
Мо. Переписывая уравнение адиабаты (4) в виде

p+h&i д  рл+т. д  (1 - *) (р - ро).= (1 _  h) OT2f (11)
ко * — V

где использовано (4.2.4), найдем

p  + h p 0 = (  1 -  h) р0 («0 -  D f  =  (1 +  A) PqMq, (12)

так как р0 =  с^р0 . Отсюда

p =  p0[(l +  A )M g-A ], (13)
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Р _  Ур =  Р + hPp _  Ml 

Ро V ~~ Ро+ hp (1 -  h) + hM% ’

___PPo_ _  [(1+ h) Ml — h] [(1 — h) + AMp]

4  p0p M\

(14)

(15)

Формулы (13) —  (15) выражают термодинамические величины 

за фронтом волны через известные перед фронтом и М 0. Для 
определения скорости и за фронтом пользуемся формулой 

(4.2.10), согласно которой

и =  и0 +  т  (V — F0) =  и0 ±  PoC0M 0F0 — l )  =

— «о ±  Со^о ("рг-- l )  =  « o ± ( l — h) с0 ( м 0— 'щ ')  (1®)

(знак +  в формуле (16) берется для случая волны, идущей 
вправо, т. е. при т  <  0; если относительно газа волна переме
щается влево (т  >  0), то берется знак — ).

Равенства (13) —  (16) выражают явно состояние за фронтом 
в виде рациональных функций от М 0. Величины

D р С U —<■ U0 I
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ииляются, как легко видеть, монотонно возрастающими функ
циями параметра Мо.

В силу симметрии условий Гюгонио состояние перед фронтом 

ударной волны ио, ро, Vo, ео по заданному состоянию и, р, V, s 
ал фронтом определяется по этим же формулам, если вместо Mq 
1Ш ССТИ число

и — D  I
м

т. е.

^ •  =  (1 + h)M 2-
Ро М2

Со
с

Щ - -

{ ( 1 + А ) - ^ г ] [ ( 1

и dh (1 — К) с £М  —

р (1 — h) +  hM 2 ’ 

-й )+  hM2],

*
(17)

при этом из теоремы Цемплена следует, что М ^  1.

6. Условия Гюгонио для изотермического газа. Изотермиче
ский газ является предельным случаем теплопроводного газа, 
когда коэффициент теплопроводности стремится к бесконечно

сти, а температура в газе поддерживается постоянной за счет 
пиешних источников тепла. Из инте
гральных законов сохранения в этом 

случае следуют только два закона со 
хранения на фронте разрыва —  массы 
и импульса:

Р! (щ — D) =  р2 (и2 — D) =  т , (1)

Pi +  Pi (Ui—D)2 =  р2 +  р2 (щ —D) =  /, (2) 

а давление р задается формулой 

p =  p(V , То) =-- F {V). (3)

Рис. 2.31.
Так как в изотермическом газе 

температура одинакова перед фронтом 

и за фронтом ударной волны, то роль

адиабаты Гюгонио Н  в этом случае играет изотерма (3), урав
нение которой можно записать в виде

p - F (V )  =  p o - F (  ]/о) =  0. (4)

li этом случае сопряженными будут любые две точки (р0, Vo), 
(р, V), лежащие на изотерме (3).

Н а рис. 2.31 показано взаимное расположение адиабаты 
Пуассона А, адиабаты Гюгонио Я  и изотермы Т для случая 
нормального газа.
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В предположении, что газ обладает свойствами I—V п. 3, изо
терма удовлетворяет условиям (см. § 1, п. 4) 

др ___ dF ^  п д2р d2F
> 0 ; Р- при F->0 . (5)

dV2 dV2

Следовательно, изотерма ( 3 )— выпуклая кривая, и любой 

луч, проведенный из точки (ро, Vo), пересекает ее не более чем 

в одной точке.

Поэтому луч К =  v  ~~v°' пересечет верхнюю часть изотермы
V У о

(3) только в одной точке (рис. 2.32), если

оо <  К - т ( cr ( v о) г  
^  V dV )v, L Fo J ’ (6)

где cT —  изотермическая скорость звука. При К — — оо (беско
нечно сильная ударная волна) сжатие также будет бесконечным.

Этот же вывод формально следует из 

формул для сжатия политропного га

за при -у —*■ 1, так как h — 1
Y+ 1

при у-> 1.
Укажем расчетные формулы для 

ударной волны в изотермическом газе, 
снова взяв в качестве параметра, оп

ределяющего силу волны, величину

Мо—
'(Го)

Рис. 2.32.

И з (2) следует 

F ( V ) - F  (V0) 

V0- V
m* =  p lc l(V 0)M I. (7) 

Отсюда определяется V, после чего и находится по формуле, 

и -  и0 =  m (V -  Vo) =  -  Росг (Vo) М0 (V -  VQ), (8)

где для определенности положено пг <  0 (ударная волна дви

жется относительно газа слева направо). В случае идеального 

газа

p =  F(V)-
RTn

v
■ Су р ,

изотермическая скорость звука 

мулы (7), (8) принимают вид

Ха — -Р
V Ро

„ „  . . V
и — и0

у

постоянна и фор-

(10)

(П )
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!1<'|><'Уодя к инвариантам Римана (§ 2, п. 9)

s =  u — cT lnp , r =  « + c r lrip, (12)

придадим условиям Гюгонио (10), (11) симметричный вид:

s — s0 =  cT [— 1пуИо+ (Л4о — ^ ) ]  =  ^(-^0), (13) 

г - г 0 =  с г [ | п А [ § + ( М о - ^ ) ]  =  ф(Мо), (14)

где б’о, го — значения инвариантов Римана, вычисленные в точке 

HtI, ро, Vo-
Чтобы решить вопрос об устойчивости ударной волны в изо

термическом газе, достаточно учесть требование второго закона 

термодинамики для неравновесного изотермического процесса 
(формула (1.2.9)):

dS 1 dQ .

ж > т ч г • (1б)
Применим это неравенство к частице газа, пересекающей при 

гноем движении ударную волну. Так как за единицу времени 
ударную волну пересекает масса газа | р0(«0 —  D) | —  | р(ы — D) | =  

\гп\, то, приняв эту величину за массу указанной частицы, мы 

сделаем равным 1 время перехода ее из состояния перед вол

ной («о, Ро V0, е0) в состояние за волной (и, р, V, е). Согласно 
ллкону сохранения энергии (формула (1.1.2)), Д<5 =  А£-|-АЛ, 

где АЕ —  приращение полной энергии частицы, а АЛ —  работа, 

совершенная ею за единицу времени над окружающим газом. 

Так как

(  и2 — и2й \
АЕ =  | m 11 е — е0 -|----^—  I , АЛ =  (ри — р0и0) sign m,

неравенство (15) дает

2 2
— PU U7, — U

То (S -  So) + ^  ; г - - + во -  в +  >  о

(где m >  0, если волна движется справа налево относительно 
газа, m < . 0 в противном случае). Учитывая соотношения (1),

(2), получаем

Т'0 (S — S 0) +  -g- -  f  +  в0 -  в +  -  ..(.1 .-  D)~  >  0, (16)

Подставляя сюда формулы (4.2.10):

=  - f S f  V2, {щ- D f ^ - ^ - V l
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придадим неравенству (16) вид - 

Т0 (S -  S0) -  [(е -  б0) +  (У -  У0)- Ц г ^ ]  -

=  То (S -  S0) -  Н  (р , V, р0, Vo) >  0. (17)

Вычислим величину T0(S —  S 0). Для этого проинтегрируем тер
модинамическое тождество TdS — de~i~pdV вдоль изотермы Т 
от точки (ро, Уо) ДО точки (р, V) (рис. 2.32). Мы считаем газ 
нормальным, так что F =  F (V )—  кривая, обращенная выпукло
стью вниз. Вдоль изотермы р == F(V ), Т =  Т0 =  const, поэтому

v

Го(S — So) —  в —• е0 +  5 F(V )dV . (18)

Vo

Подставляя это в неравенство (17), придадим ему окончатель
ную форму:

Vq

£+-P±(V0- V )  -  \ F (V )d V >  0. (19)

V

Очевидно, для нормального газа это требование равносильно 

условию V ■< Vo, т. е. состояниям за фронтом отвечает лишь 
верхняя половина изотермы Т.

Отсюда, как и ранее, следует, что ударная волна в случае 

изотермического газа приводит к возрастанию давления и плот
ности; движение перед фронтом волны является сверхзвуковым, 
а за фронтом —  дозвуковым (под скоростью звука здесь пони

мается изотермическая скорость звука ст =  V V “  dFJdV ).
Условию устойчивости (19) можно придать иную форму. Р а с 

смотрим в плоскости лагранжевых переменных (q, t) порцию 

газа, расположенную между прямыми q =  q\ и q =  <72 (q 1 <  <72) • 
Для любых последовательных моментов времени t\, h  2)
неравенство (15), примененное к этой порции газа, дает

¢2 42

\ ( e +  i r ~  T°S) tat dcl -  S ( 8 +  T- -  r ° s ) f=i d q ^ A A ,  (20)
q 1 4\ 2

где АЛ — работа, совершенная этой порцией над окружающим 

газом за время t2 — /1:

t2 t'2 
А Л == J (puxv)q̂ q d t— J (pux4)q=qdt (21)

ti t,

(знак равенства в (20) соответствует случаю гладкого, т. е. 
квазиравновесного, течения). Из (20) и (21) легко получаем
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Следующее интегральное условие, эквивалентное условию (19) j

---TVS) d q - p u x ' d x > 0  (22)
с

(С — произвольный кусочно-гладкий контур, проходимый в по
ложительном направлении).

Величина в м2/2 -— T0S =  Е —  TQS называется в термоди- 

плммке свободной энергией (отнесенной к единице массы), а не
равенство (22) выражает известный термодинамический закон: 
н изотермическом процессе совершаемая системой работа мень

ше, чем потеря собственной энергии, и равна ей лишь в случае 
ышзиравновесного процесса.

В этом последнем случае течение гладкое, и из (22) вытекает 
дифференциальное соотношение

Ж  ( е +  4  ~  T°S)  + (puxV) =  °- ' (23)

Оно должно выполняться тождественно в гладкой части тече

нии, т. е. должно быть следствием дифференциальных уравнений 
диижения (2.5.4), (2.5,5). Это действительно имеет место: из 
ура мнений (2.5.4), (2.5.5) легко получается соотношение

которое, в силу (18), совпадает с (23).
Заметим, что условия (19), (22), как это разъяснялось в § 1, 

можно понимать как требование возрастания энтропии полной 

системы, состоящей из частиц газа и внешних источников тепла 
(термостата). Равенство (23) тогда означает постоянство энтро

пии указанной системы в случае гладкого течения.
7. Сильные и слабые ударные волны. Сравнение ударной 

полны и волны сжатия Римана. Для простоты будем считать, 
что газ перед фронтом ударной волны покоится, т. е. «о =  0. 
Для бесконечно сильной ударной волны р/ро =  о о . Будем счи

тать р конечным, а р0 =  0.
Переходя в уравнениях (4.5.13) —  (4.5.16) к пределу при 

Мо ->00, р0->0, Со->0, получаем условия Гюгонио для беско

нечно сильной ударной волны в политропном газе:

р — lim  (1 -j- ti) р0М2 =  (1 h) p0 («о D f  —  y~jry 9qD2, (1) 

p _  vо ___ J _ __у + 1 (n\
Po V h у —  1 ’
с =  л/Щ ТТ)\ 0\ , (3)

u — (1 — ti) D. (4)

Й li, Л. Рождественский, H. H. Яненко



Мы видим, что кинетическая энергия газа за фронтом ударной 

волны равна внутренней, так как

(1- ft)2 „2-  (I -hY  р 2 _

2А (1 + А) 2 ^  2

Для слабых ударных волн будем считать величину М0 =

— 1“° близкой к единице. Полагая
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Со

, Mq =1- )-8 , 0 <  е <§; 1,

проведем разложение в формулах (4.5.13) —  (4.5.16) по пара
метру 8 с точностью до членов порядка е3:

- f  =  Ц - (1 + /г )(2 е  +  е2), (5)
'  Ро

^ ---- =  J .+ 2e± f  L  ~  [1 — 2fte —  /и«(1 —  4Л)] х
Ро (1 -  h) +  hM\ 1 -1- Ае (2 +  8)

X  (1 +  2е +  е2) =  1 +  2e (1 -  h) +  е2 [ 1 - 5 h +  4h2} +  О (е3), (6)

С 

с0 V ( l+А - 1¾ ) А+Ал̂  =i+2Ae“Ae2+o ̂  ^
и — ий =  (1 — h) Со [М0 — =  (1 — К) с0 (2е — е2) +  О (s3) (8)

(от <  0).

Вычислим скачки инвариантов Римана г, s на фронте слабой 

ударной волны:

г — Го =  и — Мо +  — -д--—  (с — Со) =

=  (1 — К) с0 [(2е — е2) +  (2е —- е2)] +  О (е3) =

=  4(1 — h) с0г — 2(1 — К) с0е2 +  О (е3) (гп <  0), (9)

s — So =  и — щ — (с — с0) =  (1 — h) Cq (2е — е2) —

— с° [2йе — /ге2] +  О (в3) — О (е3) (т  <  0). (10)

И з общих свойств адиабаты Гюгонио Я , как мы видели в п. 3, 

следует
S - S o = 0 (h * ) .  (11)

Таким образом, в слабой ударной волне, распространяю
щейся по газу направо, инвариант г имеет скачок первого по
рядка по е, а инвариант s и энтропия S имеют скачки третьего 
порядка. Аналогично в волне, идущей налево, инвариант г и 

энтропия S имеют скачки третьего порядка.
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Формулы (10), (11) показывают, что слабая ударная волна 

недет себя, как «короткая» бегущая волна сжатия. Действи- 
телыю, как мы видели в § 3, волну сжатия Римана характери

зует постоянство энтропии S и одного инварианта Римана. Для 
слабых ударных волн это нарушается лишь в третьем порядке, 
п поэтому приближенно зависимости в слабой ударной волне 

можно считать такими же, как и в бегущей волне сжатия. Это 

позволяет приближенно заменять слабую ударную волну бегу
щей волной. В ряде случаев это оказывается полезным, особенно 
при анализе взаимодействий ударных волн с волнами Римана.

Учитывая, что в нашем приближении

£> =  с0(1 +  е) (т  <  0),

ппдим, что скорость слабой ударной волны есть среднее ариф

метическое скоростей /--характеристик, так как равенство

п _ м0 + с0 + « + с 
2

ныполнено с точностью до членов третьего порядка.

8 . Ударный переход для сред с аномальными термодинами
ческими свойствами. Вопрос о допустимости разрыва для га- 

:ia (или жидкости), уравнения состояния которого не удовле

творяют условиям (4.3.1) для нормального газа, значительно 
осложняется. В целом, т. е. для произвольных уравнений состоя

ния, удовлетворяющих лишь необходимым условиям термоди
намики, этот вопрос не решен и в настоящее время.

В последние годы повысился интерес к физическим процес- 
сам, описываемым уравнениями состояния с аномальными тер

модинамическими свойствами (см. Л. В. Альтшулер [1965], 
И. Б. Зельдович, Ю . П. Райзер [1966]).

Наибольший интерес вызывает случай, когда нарушено тре
бование II (см. п. 3) и величина p "v (V, S) может быть знако

переменной. В работах Г. Я. Галина [1958], А. Д. Сидоренко 

| Н)68], Б. Вендрофа [1972], Т. Лю  [1975] рассмотрен этот 
случай.

Предполагается, что величина p "v (V , S) может быть зна

копеременной, хотя нули этой функции при фиксированной S 
изолированы, кроме того, предполагается, что

p's ( V ,S ) > 0 ,  ру (V, S) <  0. (1)

Разумеется для газов с произвольными уравнениями состоя
ния па любом разрыве должны быть выполнены условия Гюго- 
IIно (4.2.4). В частности, поэтому параметры ро, V0 перед фрон- 

|им разрыва я р ,  V — за фронтом должны лежать на адиабате 

Гюгонио, т. е.

Н{р, V; Ро. Ко) =  Ое (2)

й*
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В случае знакопеременности p'yV условие S ^  S0 не яв

ляется -достаточным для выделения физически правильных раз 
рывов; оно является, вообще говоря, лишь необходимым 

условием.
Достаточные условия допустимости разрыва, удовлетворяю

щего условию (2), могут быть получены из следующих, внешне 

различных, требований:
а) Требования устойчивости разрыва относительно разбие

ния его на последовательность нескольких разрывов, движу

щихся относительно газа в одном и том же направлении.. Это 
требование предполагает, что при таком разбиении эти разрывы 

соединяются вновь в исходный разрыв.
б) Требования, чтобы состояния ио, ро, Уо и и, р, V могли 

быть предельными состояниями при х - > ± оо  в ударном пере

ходе для вязкого и теплопроводного газа с положительными 
коэффициентами вязкости и теплопроводности (см. § 5).

Эти требования при выполнении условий (1) приводят 

к следующему критерию допустимости разрыва.

Разрыв {и, р, У; « о ,  ро, Уо} (м о , Р о ,  Уо — значения параметров 
перед фронтом ударной волны) допустим, если для любой точки 
(р, У) адиабаты Гюгонио (2), промежуточной по отношению 

к ее точкам (р0, Уо) и (р, У) выполнено неравенство

Р-— Р0 ^  Р -  Ро Сз)

Vo -  V ^  V0 -  У ‘

При выполнении ограничений (1) из выполнения (3) следует, 
что S  >  So, т. е. критерий допустимости (3) для случая знако
переменности p"vv-(V, S) является более сильным ограничением, 

чем требование лишь возрастания энтропии.

9. Примеры. Рассмотрим здесь две простейшие задачи о те

чении с ударными волнами.
1. Движение поршня в покоящемся газе.
В покоящийся политропный газ, расположенный справа 

от поршня и характеризуемый параметрами и0 == 0, р0, Уо, Со. 
вдвигается поршень, имеющий постоянную скорость U >  0 при 

t ~> 0.
П о газу будет распространяться с постоянной скоростью D 

ударная волна, оставляющая за фронтом состояние с парамет
рами и, р, У, с. Ясно, что и =  U. И з соотношения (4.5.16) по

этому определяем М 0 как положительный корень уравнения

M l-  — мп_  I =0 -
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После этого величины р, V определяются по формулам (4 .5 .13),
(4 .5 .14), a D — СоМо. Заметим, что при U >  0 имеем I7 <  1/0 и 
условие устойчивости на ударной волне выполнено.

2. Отражение ударной волны от жесткой стенки.
По покоящемуся газу ( « 0 =  0, ро, Vo, с 0) направо движется 

го скоростью D >  0 ударная волна, оставляя за фронтом состоя
ние и, р, V, с, вычисленное выше (рис. 2.33, а).  В  момент t — О 
ударная волна подходит к жесткой стенке х —  хо, ограничиваю
щей газ справа. На жесткой стенке задается условие и(хо, t) =  0.

Поэтому ударная волна отр аж ается  от стенки в виде ударной 
полны, распространяющейся влево со скоростью D\ <  0. О бо
значим состояние за фронтом отраженной ударной волны через 
»i =  0, р\, Vu с 1 (рис. 2 .3 3 ,6 ) .

Таким образом, задача сводится к определению именно этих 
параметров. Заметим, что задача определения и\, ри Vu с\ «о 
известным и, р, У, с сводится к предыдущей, так  как известно, 
что «1 =  0.

В ведем  в рассмотрение величины

— —д
О̂=0>РоУо̂ о

U) t< 0 fy t > f f
Рис. 2.33.

D — и
с м ,  = (2)

Справедливы соотношения

АГ0 >  1, 0 <  М <  1, М] >  1, 

u ~ tio  — u — {\— h) с0 (Мо — 

иа — и — — и — { 1 — h) с (jti  —■ — j  ,

t l U == (1 “ h ) С ~M\~3 '

(3)

(4)

(5)

(6)
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И з уравнений (5 ) ,  (6) следует, что величины Мi и l /М удовле
творяют одному и тому ж е квадратному уравнению

1 =  0. (7)
(1 — h ) с

Так как Мх >  1, >  1, то

Mi =  - b ,  т. е. Л Ш , =  1. (8)

Вычислим увеличение давления при отражении ударной вол
ны. Пользуясь (8 ) ,  получим:

- ^ - =  (1 +  h ) M 2 — A, М 2 =  ^
Р-°- +  h

р ~ ~ ^  1 '  ’ 1 +  А ’
. (1 +  2/г) — ----- /г

^ - ==( 1 4 - Л ) М ? - А  =  ( 1 4 - А ) 1йГ - А  = ------------ р-°-—
Р 1 +  h  ——

Ро

(9)

Pi ~  Ро 1 I (1 +  А) /<л\
h + PL '

В случае слабой волны — 1, —— — —>2, что соответствует 
J Ро Р ~  Ро

акустическому закону отражения.

В  случае сильной волны, когда — - > 0 ,  —— — - > 2  +  т  =
-7 Р P — Ро h

=  2 -f- у j  j ■ Д л я  газов с показателем у, близким к 1, полу

чаем сильное увеличение давления. Однако не следует думать, 
что для изотермического газа увеличение давления будет бес
конечным, так как аналогия изотермического газа и политроп
ного с y =  1 здесь неприменима. Действительно, если для изо
термического газа ро —* 0,  то р о - > 0 ,  так как с\ =  RT =  const. 
Поэтому не существует изотермической ударной волны, идущей 
по фону ро — 0 (вакуум) с конечной скоростью.

/ ■
§ 5. Изучение ударного перехода. Ширина 
ударной волны

1. Постановка вопроса для нормального газа .  Будем пред
полагать, что уравнения состояния газа удовлетворяют условиям 
I— V I, сформулированным в п. 4 § 1, т. е. газ нормален.

К а к  мы у ж е говорили, разрывные течения мы рассматриваем 
как предельные течения вязкой и теплопроводящей жидкости 
при стремлении коэффициентов вязкости и теплопроводности к
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><• 'tin. Поэтому мы сейчас изучим некоторые простейшие решения 
у р ш и и чш п  газовой динамики для газа, обладающ его вязкостью 
и пчиюнроводностью, а затем с помощью предельного перехода 
Получим разрывные течения. При этом мы смож ем оценить ши
рину зоны ударной волны для газов, обладающих конечной в я з 
костью и теплопроводностью *).

Пудем рассматривать лишь случай плоской симметрии 
Iv ■ ■ 0 ) ,  так как на достаточно малых участках и малы х време- 
ммх любая ударная волна при v ф  0 может приближенно рас- 
емшрниаться как плоская.

Мыиишем дифференциальные уравнения для вязкой тепло- 
пронодящей жидкости (2.5.11) —  (2 .5 .13 ) :

К, уравнениям (1) — (3) добавляю тся  уравнения состояния

Которые мы предполагаем удовлетворяющими требованиям I — VI.ц1
У мн ож ая (1) на - у  — е, (2) на — и и суммируя результаты 

1' уравнением (3), получим.

Иыражая -Д - из (1) и подставляя в (5), придадим ему форму

др , дри „ 
dt ^  дх ( 1)

,1
,4

(2)

■]=0. (3)

р =  р(р. Т), 8 =  е(р, Т), (4)

ди __ д
дх дх

ди , д (  дТ \ 
дх Тх  I х  Их )

(  ди \

it ^  дх ^  Р V dt ^  дх )  р V дх )  ^  р дх V дх )  ' V '

Тмк как Т dS =  ds +  р dV , то из (6) следует

os  . dS - . .
, .  - и -т— — ■ iU дх

*) Наше изложение в пп. 1— 4 следует работе Д . Д ж илбарга [1951].



Уравнение (7) показывает, что энтропия S  теплоизолирован
ной массы газа  возрастает. В  самом деле, интегрируя уравне
ние (7), получим
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q-i Чг
в 
dt

<?■ <7i

q-i q 2

где. q —  ЛагранЖева координата ( d q ^ p d x ) ,  q\,q% —  границы 
выделенного объема газа.

Если рассматриваемый объем газа теплоизолирован, то 
дТ q>% —  = 0 ,  и из (8) следует неубывание полной энтропии газа.

Я\
В  частности, из уравнения (7) следует, что в вязком, но лишен
ном теплопроводности газе энтропия каждой частицы не убывает 
по времени.

Рассмотрим простейшие решения системы уравнений (1) —
(3 ) ,  именно стационарные решения. Поскольку система (1) —  (3) 
инвариантна относительно преобразования Галилея

x' =  x — Ut, и'— и — U,

то стационарные течения мы будем рассматривать в такой си
стеме координат, в которой течение имеет неподвижные профили 
всех величин и, р, р, е. Опуская штрихи у переменных х ', и' и

полагая — получим уравнения для определе

ния стационарных течений:

dx
d
dx

d
dx

•|rPH =  0, (9)

-[p +  pw2 — f i —  ]  =  0, (10)

{ р “ ( е +  7  +  т ) - ^ 1 ‘ - и 2 = 0 ' (11)

Эти уравнения имеют первые интегралы:

ри— C j,  /> +  р«2 - Ц - £ -  =  С2, Ci ( е  +  ^  +  4 ) -
Р

dti dT /1 л\
=  О 2)

Первый интеграл, очевидно, вы р аж ает  постоянство потока м а с
сы, второй —  потока импульса, третий —  постоянство потока 
энергии через произвольное сечение х — const. Преобразуем 
уравнения (12) к виду, удобному для дальнейшего. Простые
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" J£ ~ i ; [ c ‘ ( v ~ ^ )  +  P ( v - T)

■ Z  - f  +  i | ] . - * W .  T),

(14)
которые связы ваю т две функции V, Т. К ак  следствие уравнений 
(13),  (14) получаем уравнение в плоскости У, Т:

и dT S  (V, Т) .
jx dV J((V , Т) ’

играющее важ ную  роль в анализе стационарных решений и усло- 
tuu’i их существования.

Введем безразмерные переменные:
_  р'2 pi гЛ
V = \ ' ~ ± .  Р =  ~ г ,  i  =  T ^ R ^ T .  (16)

ь 2 и2 °2 2

Переходя к безразмерным переменным V, р, ё, Т, перепишем 
\'р;ишения (1 3 ) ,  (14) в виде

V ^ = = V + p ( V , T ) ~ l ^ J t ( V , T ) ,  (17)

=  =  (18)

I uv обозначено:
|Л _ % 5  С з С ,  1 ц —  ---  и  —  ----- - К =  ------------
С, C , R  1 C i  2 v. (19)

p(V ,T )  =  p(V ,T ) ,  B (V , f )  =  B(V,T).

Д л я  упрощения записи в дальнейшем отбросим черту над 
1нтми величинами и перепишем окончательно систему (1 7 ) ,  ( 1 8 ) :

p $ 7 = p ( v , T ) + v - i  =  J : ( y , T ) ,  (20)dx

=  Т ) - \ ( у - ! ) 2 — р =  Г). (21)

Однако мы должны помнить, что зависимости р(V, Т), 
i‘ (V,T)  в (2 0 ) ,  (21) получаются из уравнений состояния с уче
том (16 ).

Г} уравнения (2 0 ) ,  (21) входят безразмерные величины 
р(у ,  Т) , е ( V, Т) , где V, Т т ак ж е  безразмерны. Л егко  проверить.
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что эти зависимости таковы, что удовлетворяют условиям I— VI, 
если им удовлетворяют исходные уравнения состояния. (Здесь  
следует иметь в виду, что С2 >  О, С3С i >  0 ) .

Д л я  системы (2 0 ) ,  (21) поставим следующую краевую з а 
дачу:

Найти решение V{x), Т(х) системы (2 0 ) ,  (2 1 ) ,  которое на 
бесконечности стремится' к постоянным значениям, т. е. 

при л:-> +  оо

V (x)-+ V u Т (х )-+ Т и (22)

а при х->  — оо

V ( x ) ^ V 2, Т (х ) - * Т 2. (23)

Необходимым условием существования такого решения является, 
очевидно, требование, чтобы точки (Vi, Тх), (У 2, Т2) были ст а 
ционарными точками системы (2 0 ) ,  (2 1 ) ,  т. е.

ж  (У „  Tl) =  se  (У „  Ту) =  Л  (V2, Т2) =  2  (V2, Т2) =  0. (24)

Иными словами, точки (Vh Ti), (V2, Т2) долж ны  быть точками 
пересечения кривых

■Л (у,Т ) =  0 , 2 ( У , Т )  =  0. (25)

П усть такие точки (У ь Т\), (V2, Т2) существуют. Тогда в этих 
точках, согласно (20), (21),

dV dT „

поэтому из интегралов (12) следует:

р1ы1 =  р2ы2 = = С 1, (26)

Pl +  P1M? =  P2 +  P2U2 = = C 2> (2 7 )

Pl«l ( 81 +  ^  +  ■ у ')  —  Р2Ы2 ( ¾  +  +  - у )  =  С3 (28)

(здесь все функции и, р, р, s —  исходные, без преобразования к 
безразмерным переменным).

О тсюда следует, что состояния и\, pi, р ь ei; и2, р2, р2, е2 
должны удовлетворять условиям Гюгонио. В  самом деле, так  как 
мы рассматриваем стационарное решение системы ( 1 ) - ( 3 )  в 
движущейся системе координат, то, обозначая скорость переме
щения U системы координат через D, получим, что в условиях 
(26) —  (28) величины щ, и2, при переходе к неподвижной системе 
координат заменяются на щ —  D, и2 —  D, после чего условия 
(26) —  (28) принимают обычный вид условий Гюгонио (4 .1 .10) —  
(4 .1 .12).  Отсюда, в частности, следует, что точки (ри У]) ,  (р2, V2)
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и плоскости переменных р, V должны л еж ать  на адиабате П о
п и т о .

Итак, все точки пересечения кривых (25) л е ж а т  на адиабате 
! югоиио, проходящей через одну из них.

2. Свойства кривых Ж  =  О, 2  =  0 для нормального газа. 
Покажем, что для нормального газа  функции 2 ,  Ж  обладают 
следующими свойствами:

д Л  (У , Т) п 
дТ ^

О, 2  =  0 либо не имеют точек пересечения,

1. а* & П > о,дТ
2. Кривые

либо имеют две и только две общие точки (Vi, Т\), (V2, Т2). 
Пудсм обозначать их через ( V 0, T 0),  (V\,T\) ,  предполагая, что 
1 Л , > У ь

д&Р (V, Т) ^  q  н а  Kp HBOg  eg ~  о  Пр И Vi  <  V  <  V 0.

S ’,
3. dV

4. < f -  в точке {V0, To) и - ~ > в точке (]/b Tt).
T T T T

Из свойства 1 следует, что температура Т есть однозначная 
функция переменного V вдоль кривых 2  = О, Ж — 0. Обозначим;

Т — I (V) вдоль кривой 2  — 0 
T — m(V) вдоль кривой Ж =  0 (1)

И з свойств 1, 3 следует, что кривая 2  — 0 на участке 
\Vi, Vo] монотонно понижается, т. е. функция 1{V) монотонно 
убывает. Действительно, вдоль кривой 
i f  =  0 имеем

dl (V ) dT
dSE
dV

dV dV a s
dT

< 0 . (2)

Наконец, свойство 4 означает, что на
клон кривой Ж — 0 в точке (Vo, То) 
меньше наклона кривой 2  =  0, а в 
точке {Vu Ti) —  больше.

Таким образом, свойства 1— 4 Рис 2.34
функций 2 ,  Ж  означают, что кривые
2  — 0, Ж — 0 в плоскости V, Т располагаются примерно сл е
дующим образом (рис. 2 .34) .

Д о к аж е м , что свойства 1— 4 функций 2 ,  Ж  следуют из 
свойств I— V  уравнений состояния.

Свойство 1 для 2 ,  Ж  записывается в виде

др (V, Т) 
дТ > 0 , ds (V, Т) 

дТ > 0 , (3)
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и так как безразмерные переменные (5 .1 .16) отличаются от раз
мерных лишь положительными множителями, то неравенства (3) 
следуют из свойств IV, V  (см. т ак ж е  формулу ( 1 .4 .2 3 ) ) .

Д о к а ж е м  теперь свойство 2. В се  точки пересечения кривых 
3? —  О, Ж  =  О должны л еж ать  в плоскости V, Т на адиабате 
Гюгонио Я ,  проходящей через одну из них. Линия Ж =  0 ,  оче
видно, в плоскости безразмерных величин р, V есть прямая

с отрицательным наклоном. К ак мы видели в п. 3 § 4, любая 
прямая с отрицательным наклоном пересекает адиабату Гюгонио 
Й ровно в двух точках. Итак, если кривые 3? =  0, Ж — 0 имеют 
хотя бы одну общую точку, то они имеют и вторую, но не более. 
Свойство 2 доказано.

Д о к а ж е м  теперь свойства 3, 4. П ользуясь  соотношением de =  
=  Т dS — р d V в выражениях (5 .1 .13),  (5 .1 .14) для 3?(V,T),  
Ж (У, Т) (в размерных переменных), получим

. ’Рассмотрим картину пересечения кривых j ?  =  0, Ж =  0 в пло
скости размерных переменных V, р (рис. 2 .3 5 ) .  И з (5) следует,

что на кривой 3? =  0

наклон луча Ж  =  0, а в точке (р0, У0) меньше наклона Ж — 0, 
то отсюда следует, что наклон кривой 3? == 0 в точке (pi, V\) 
больше наклона прямой Ж =  0, а в точке (р0, Уо) меньше.

При отображении плоскости V, р на плоскость V, Т нижней 
полуплоскости Ж ( М , р) <  0 соответствует область Ж { V, Т) <  0, 
которая лежит ниже кривой Ж  — 0 в силу соотношения

р =  1 -  V (4)

d g ^ C ,  [Т dS — CxJCdV]. (5)
Отсюда

даг (V, Т) г  т dS (V, Т) 
dV dV С2,Ж. (6)

Р

Отсюда следует, что -[у- — 0 в

точках пересечения кривой 3 ? = 0  
с прямой Л. —  0, т. е. кривая
&  =  0 касается  адиабаты А П у
ассона, проходящей через точку

Рис. 2.35.

пересечения,, а следовательно, и 
^ адиабаты Н. Так  как наклон 

адиабаты А для нормального га
за в точке (pi, V\) больше, чем
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■ прпведливого для нормального газа. Отсюда следует, что кар- 
niiiii пересечения кривых Ж  =  О, 2  =  0 в плоскости V, р каче-
■ [Ценно та же, что и в плоскости V, Т (рис. 2 .34 ).

Мт;1К, свойства 3, 4 д о к а з а н ы * ) .
Качественное исследование интегральных к р и в ы х  у д а р 

н о ю  п е р е х о д а .  Решение системы (5 .1 .2 0 ) , (5 .1 .21),  удовлетво- 
1 и>Iii.ee краевым условиям (5 .1 .22),  (5 .1 .23),  описывает стацио
нарную ударную волну в вязком теплопроводящем газе. Будем
■ нннплчать через Ко,
/ и состояние перед Т > "*
фронтом волны, через 
Г|, Т | — состояние за 
Фроп i'om, а для опреде- 
нчшости будем счи- 
I и п ч т о  m =  С1 >  0,
I е .  ударная волна 
распространяется по 
1,1 iy палево. Тогда без- 
рилмерные величины 
|i - 0, к >  0.

Решение V = V ( x ) ,
Г Т(х) системы 
IS. 1.20), (5.1 .21) м о ж 
но рассматривать как параметрическое задание интегральной 
кривой уравнения

и cLT _ _  3S (У , Т) m
[г dV Л  (У , Т) • •

Обратно, каж дому решению Т — Т{ V) уравнения (1) отвечает 
решение Т — Т(х), V =  V{х) системы (5 .1 .20),  (5 .1 .21),  опреде
лённое с точностью до сдвига.

Ударному переходу будет отвечать решение Т = T ( V )  у рав
нения (1 ) ,  проходящее через точки (У 0. То),  ( V b ^ i )  пересе
ч е н и я  КрИВЫХ 2  — 0, Ж =  0. ЯСНО, ЧТО ЭТИ ТОЧКИ ЯВЛЯЮТСЯ OCO- 
HI,IMH точками уравнения (1 ) ,  и это делает возможной данную 
постановку задачи.

Рассмотрим в плоскости переменных V, Г поле направлений 
пектора {Ж, 2 ) .  Кривые М =  0, 2  =  0 разделяют квадрант 
Г >  0, Т >■ 0 на четыре области /— IV. Номер области соот- 
петствует номеру четверти, в которой лежит вектор {Ж , 2 }  
(рис.. 2 .36) .

Из приведенной на рис. 2 .36 картины поля направлений для 
уравнения (1) следует, что в каж дой из областей функция

7/1 £<0,М<0
J№0

У
Рис. 2.36

*) Заметим, что изучение кривых 3S =  0, Л  =  0 в плоскости У, р зн а
чительно проще, чем в плоскости У, Т. Однако для исследования изотерми- 
>н < isoiо скачка удобнее пользоваться переменными V, Т.
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T — T{V) на интегральной кривой монотонна. При этом инте
гральные кривые могут переходить из одной области в другую в 
следующем порядке: из области IV в области 1 и III, из области 
II  в области I  и III. Н евозможны переходы: из областей I, III 
в области II, IV, из области IV в II и обратно из II  в IV.

Отсюда следует, что интегральная кривая, соединяющая точ
ки (Ко, Т0), (Vi, Ti), должна целиком л еж ать  в области II. 
Таким образом, для ударного перехода должны иметь место 
соотношения

dTdV
dx < 0 , dx > 0  (m =  C i >  0). (2)

Д о к а ж е м  существование и единственность интегральной кри
вой ударного перехода. Д л я  этого установим тип особых точек 
(Уо, Т0), (У ь Ti) уравнения (1 ) .  К ак  известно, тип особой точки 
определяется характеристическим уравнением, которое имеет вид

dV Я дТ
dS
dV

за?
дТ

■о. (3)

Д л я  корней Я], характеристического уравнения имеем вы р а
жение

д Л  , дЗ?_ 
dV “Г  дТ +  — V -dV “  дТ ) dV дТ

Легко видеть, что в силу свойств 1 и 3 функций 3?, Ж  х ар ак те
ристические корни Xi и К2 вещественны и различны. Они одного 
знака, если

А:
dV

dV

дТ
д5?
дТ

> 0 ,

и разных знаков, если А <  0. Поэтому ввиду свойства 4 функций 
S ’, Ж  заключаем, что в точке (У 0, Т0) %\, Я2 — одного знака (по
лож ительн ы ), а в точке ( У ь Т\)~  разного. Итак, точка (V0,T 0) 
является узлом, а точка (Vi, Т\) —  седлом для уравнения (1 ) .  
П окаж ем , что существует интегральная кривая уравнения (1 ) ,  
соединяющая точки (Уо, То), ( У ь  Т\). Согласно рис. 2 .36 для 
поля направлений уравнения (1 ) ,  через любую точку М кривой 
Ж — 0 проходит интегральная кривая уравнения (1 ) ,  проходя
щая одновременно через точку (]/0, То). Устремляя точку М по 
кривой Ж =  0 к точке (Vi, Тх), получим по непрерывности, что 
точки ( У ь  Ti) и (Уо, То) соединяются интегральной кривой у рав
нения (1 ) .
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Аналогично через любую точку L кривой 3? =  0 проходит 
интегральная кривая (1 ) ,  проходящая через точку (У 0, То). 
Устремляя точку L  по кривой 3?  =  0 к точке (Vi, Ух), получим 
и пределе, что существует, быть может, отличная от предыдущей, 
интегральная кривая уравнения (1 ) ,  соединяющая точки (Уо, То),
(Vu Ti).

Т ак  как точка (У ь  Т i) является седлом, то, согласно каче
ственной теории дифференциальных уравнений, через нее прохо
дят только две интегральные кривые уравнения (1 ) .  ■

Поэтому точки (Уо, Т0) и (Vi, Тi) соединяются одной и 
только одной интегральной кривой уравнения (1 ) .  Д ействитель
но, если бы эти точки соединя
лись двумя различными инте- ^
тральными кривыми уравнения _____________
(1 ) ,  то через эти точки проходила ртгу 
бы т а к ж е  любая интегральная
кривая, проведенная через точку, ______
лежащ ую  внутри области, огра
ниченной этими двумя интеграль- _  
пыми кривыми. Это противоречит 
нашему выводу о том, что точка Рис. 2.37.
(У ь Ti) — седло.

В силу свойств 1, 3 функций Ж, £ ,  кривые Ж  =  О, S  =  О 
суть нули первого порядка этих функций. Отсюда следует, что 
и окрестности особых точек (например, (У 0, То)) функции SS, Ж 
представляются в виде

. f a ?=-_an(V -V o) +  cti2( T -T o ) ,
М  =  а2\ (У — У о) +  я22 (Т — Т0),

Т(х)

а;

а вдоль интегральной 
(Vu Ti),

кривой, соединяющей точки (У 0, Т0) ,

b ( V ~ V  о), ЬФ О .
Из уравнения (5 .1.21) следует, что «ширина» зоны ударного пе
рехода бесконечна, так как интеграл

V,

Дж;
VdV

Fo
Л  (V, Т)

расходится. Поэтому графики ударного перехода имеют вид, по
казанный примерно на рис. 2.37, на котором видно, что'значения 
Уо, Т0 перед фронтом и Vi, Тi за фронтом достигаются асимпто
тически на бесконечности.

4. Предельные случаи. Изотермический скачок. Рассмотрим 
поведение ударного перехода в двух предельных случаях: при 
к > 0  и при 0.
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Если мы зафиксируем ц > 0  и будем варьировать к, то зави
симость ударных переходов от и будет монотонной в том смысле, 
что меньшему значению % будет отвечать интегральная кривая 
уравнения (5 .3 .1 ) ,  л еж ащ ая ближе к кривой SB =  0.

Д о к аж е м , что при достаточно малом к интегральная кривая
(5.3.1) будет л еж ать  в е-полоске над кривой SB =  0. Д ействи
тельно, в любой точке области II  над е-полоской кривой SB — 0 
будем иметь <2 ? > б ( е ) .  Тогда, выбрав сколь угодно большое

N >  0, можно подобрать столь м а
лое и =  х (е ,  N), что в любой точке 
над е-полоской

AL — _ А |
d v  ~  и  '

< - N ,

т. е. наклон интегральных кривых 
уравнения (5.3.1) над е-полоской 
может быть сделан больше макси
мального наклона кривой, ограни
чивающей сверху е-полоску * ) .  
Тогда, если интегральная кривая 
выйдет в какой-либо точке из е-по- 
лоски, то она у ж е не войдет в точку 
(Vi,Ti).  Это означает, что при 
к - *  0 ударный переход стремится 
к кривой S ’ =  0.

Рассмотрим второй предельный случай, когда [Д. —► 0, и ф  0. 
Если отрезок линии Ж  =  0, заключенный между особыми точ
ками, есть монотонно опускающ аяся в сторону растущих V кри
вая, то аналогичным рассуждением д оказы вается , что при 
ударный переход стремится к кривой Ж =  0.

В  случае, когда этот участок кривой Ж =  0 не является мо
нотонной кривой, дело обстоит иначе. Рассмотрим для простоты 
случай, когда кривая Ж — 0 на отрезке Vi <  V <  Vo имеет один 
максимум (рис. 2 .38 ) .  Ясно, что в этом случае верхней границей 
интегральных кривых является кривая Л 1Л 2Л 0, состоящая из хор
ды AiAz, параллельной оси V, и дуги ЛоЛ2 кривой Ж  =  0. Р а с 
су ж д ая  аналогично предыдущему, можно доказать, что эта гра
ница является точной, т. е. при ( х - * 0  интегральная кривая стре
мится к кривой Л 1Л 2Л 0, причем равномерно. В  частности, на 
интервале [Vi +  e, У2 —  е] ударный переход лежит в е-полоске 
А'А"А'А" (заштрихована на рис. 2 3 8 ) . Так  как в этой полоске 

/, Т) | >  М 0(е ) ,  а \9?(V,T)\<. Lq(%) , то справедливо не^
равенство dT

dV < Lv
М0

*) Д ля определенности можно считать, что е-полоска получается сдвигом 
кривой 3? =  0 по переменному Т на величину е.
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Отсюда следует, что можно сделать (я столь малым, что на ин
тервале [ Vi +  8, V2 —  е] будем иметь

I dr
dV <  б, =  61 (е, (х), 61 —> 0 при (л - > 0 .

Следовательно, Т находится на этом интервале в пределах 
Т , — а ( е ,  ji) Т T i а ( е ,  ц), а ( е ,  ц ) - > 0  при ц 0. Соответ
ствующий интервалу [1Л +  е, Уг —  е] отрезок Ах имеет величину

7> —8
li dVАх — А (в, ц) =

V,+s
' ( V , T ( V ) )  •

Т ак  как на интервале [ Vi +  е, У2 —  е] Ж (V, Т) >  М 0(в) >  0, 
то отсюда следует, что Д ( б , | и )-> 0  при j u - > 0 .  Полученные соот
ношения справедливы при произвольном е —* 0 .

Таким образом, при наличии максимума на отрезке Vi -1¾ 
sc: V 5¾ Vo кривой Ж  =  0 ударный переход в случае и Ф  0, 
(1 =  0 состоит в плавном изменении на интервале (— оо, хо) от

Рис. 2.39. Рис. 2.40.

значений Vo, То перед фронтом до значений V2, Тг — Тi (точка 
Лч на рис. 2.38) и в скачке удельного объема в точке х0 от 
значений У2 слева до V\ справа при постоянной температуре 
Т — Т\ (рис. 2 .39 ) .  Итак, при наличии одной лишь теплопровод
ности возможен скачок плотности при постоянной температуре. 
Такой скачок называется изотермическим.

К а к  следствие положительности коэффициента теплопровод
ности отсюда следует, что удельный объем У2 перед фронтом 
изотермического скачка больше удельного объема Vi за  фронтом 
изотермического скачка. Тем самым мы получаем, что предель

н ы е  разрывы при }х —>• 0 удовлетворяют условию устойчивости 
разрыва в изотермическом газе, которое мы получили в п. 6 §  4.

В случае, если кривая Ж  =  0 имеет несколько максимумов, 
ударный переход будет иметь несколько изотермических скачков 
(рис. 2 .40 ) ,  разделенных зонами гладкого течения. В  этом
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случае ударный переход стремится при j i - > 0  к кривой 
AiA2B2AiBzAiAQ, что ясно из того, что интегральная кривая 
уравнения (5.3.1) всегда остается внутри зоны II.

Заметим такж е, что явление изотермического скачка зависит 
не только от уравнений состояния, но такж е и от констант Си 
С2, C's, определяющих течение. Вообщ е говоря, изотермический 
скачок возникает лишь для достаточно сильных ударных волн. 
Это мы покажем ниже для случая идеального газа.

В  заключение этого пункта заметим, что мы получили с т а 
ционарные течения вязкого и теплопроводящего газа  в виде 
«размазанной» ударной волны, типа указанной на рис. 2.37. 
В  самом деле, значения У0, Уо, «о перед фронтом и V\, Т\, и\ за 
фронтом удовлетворяют условиям Гюгонио и условию устойчи
вости Si >  S 0 (Vi <  Уо). Поэтому при р,—» 0, мы получим 
в пределе из решений Т — Т(х), V =  V(х) систем (5 .1 .20),  
(5.1 .21) устойчивый разрыв (ударную волну), удовлетворяющий 
условиям динамической совместности и условию устойчивости.

Вообщ е существует предположение, что любые решения урав
нений газовой динамики, содержащ ие устойчивые разрывы, мо
гут рассматриваться как предельные решения уравнений газовой 
динамики с вязкостью и теплопроводностью при стремлении к 
нулю коэффициентов вязкости ц и теплопроводности к.

Д о  сих пор нет ни одного примера, опровергающего эту гипо
тезу, однако нет и ее доказательства . Последнее связано с труд
ностями, которые возникают при точном рассмотрении задачи 
Коши для нелинейных уравнений, описывающих течения вязкого 
теплопроводящего газа.

В  настоящем параграфе мы показали лишь, что эта гипотеза 
верна для стационарных течений, т. е. для постоянной ударной 
волны, которая существует неопределенно долгое время.

5. Ударный переход для случая идеального газа (исследо
вание Беккера). Первое исследование ударного перехода в в я з 
ком теплопроводящем газе было проведено Р . Беккером [1921].  
Он рассмотрел случай идеального газа

RT Re т
Р ^ - у - ^ Т ^ Г '  в==°VT■ W

В  безразмерных переменных уравнения (1) принимают вид

T =  pV, e =  7 ^ T r = 7 i r r P y ) (2)

а функции SS, Ж  специализируются следующим образом:

Ж (У, T) =  ~ + V ~ l ,  - (3 )

Т) =  Г - | ( У - I ) 2 — р. (4)



Таким образом, кривая J l ( V ,  Т) =  0 есть парабола

T * = V - V  2 = - ( f - 1 ) 2 +  1 ,  (5)

обращенная выпуклостью вверх, имеющая осью прямую V =  1/2 
и вершиной точку V —  1/2, Т == 1/4 (рис. 2 .41) .  Кривая 
.!/? (F ,  /-) =  0 такж е есть парабола

Т  =  ^ - ( У - 1 ) 2 +  р ( ^ - 1 ) , ,  (6)

обращенная выпуклостью вниз, с осью V =  1 и вершиной в точке
V =  1, Т =  P ( y —  1). Таким образом, форма параболы (6) неиз
менна, а ее положение зависит от р, т. е. от констант течения.
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Р яс. 2 .4 ].

П араболы S ’ =  0, Ж =  0 пересекаются в двух точках при 
( ) < Р  <  Ро; случаи р >  Ро и Р <  0 физически нереализуемы, так 
как в первом случае нет точек пересечения и, следовательно, 
асимптотических значений V, Т, а во втором Т <  0. Случай 
р =  0 соответствует бесконечно сильной ударной волне, так  как

о о /То ро

а случай р =  р0 =  -g ^— бесконечно слабому ударному пе

реходу, так как в этом случае точки (У0> То) и (Vи ^i) сли-
Т1 Pi , маются, т. е. - = - =  —  =  1.То ро

В  случае и =  0, [х Ф  0 уравнения (5.1.20), (5.1 .21) интегри
руются. Действительно,

Г(д;) =  ^ 1 [ У ( д : ) - 1 ] 2 +  р ( у - 1 ) ,  ГО
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а V (х) удовлетворяет уравнению

Отсюда

2 Г VdV
V + l  J ( V - V0) ( V - V,)

На рис. 2.4-2,0 приведен примерный вид профиля V — V(x), 
задаваемого формулой (9 ) .  Примыкание графика V (х) к

постоянным значениям V — Vi и V =  У0 происходит при 
х - > ± о о ,  так что «ширина» ударной волны, строго говоря, яв
ляется бесконечной. Однако это примыкание происходит экспо
ненциально, т. е. довольно быстро. Д л я  определения порядка 
«ширины» зоны ударной волны ее определяют как величину

(см. т ак ж е  рис. 2.42, а ) .
Вычисления, проведенные Беккером, привели к поразитель

ному результату. О казалось, что для большинства газов при не 
очень высоких температурах и плотностях величины ц и и т а 
ковы, что ширина зоны ударного перехода оказывается порядка 
10-4— lCH см, т. е. порядка длины пробега молекул газа.

Если исключить из рассмотрения факт неравновесности гид
родинамических течений на расстояниях порядка длины пробега 
молекул, то это говорит о том, что с большой степенью точности

Рис. 2.42.
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ударный переход можно эффективно заменить подвижным р аз
рывом (ударной волной), левые и правые предельные значения 
которого удовлетворяют условиям Гюгонио и условию возр аста
ния энтропии (условию устойчивости).

Тем самым оправдана общепринятая точка зрения, согласно 
которой течение разделяется на области обратимых процессов, 
где действуют уравнения гидродинамики без учета диссипатив- 
пых членов, и на области необратимых процессов, которые пред
ставляю т собой узкие зоны и могут быть эффективно описаны 
подвижными поверхностями разрыва.

Отметим дополнительно, что более точное представление о 
:юне ударного перехода в реальном газе  м ож ет быть получено 
лишь с использованием уравнения Больцмана, однако оценка 
порядка ширины зоны ударной волны остается той ж е самой.

Отметим в заключение этого пункта, что в случае ji =  О, 
%Ф О изотермический скачок, как это легко видеть на рис. 2.41, 
существует лишь для достаточно сильных ударных волн, когда
О <  Р Рь

Приведем необходимые в дальнейшем формулы (5 .1 .13),
(5.1.14) в лагранж евы х переменных q, t:

(А-
dV С ( ^ t ) + Р (V, Т)

dT

dq
■ Cj8 ■ ■с? V Са + 2 С,

р, =  [хр : JL
V ( 11)

(12)

Для идеального га за  е = = — Ра с с мот рим случай х  =  0,
Y ■""* а

ц ф  0. И з (11), (12) следует уравнение для V:

dV у +  1 (V -  V ,)  (V -  Vo) 
^  dq ~  2 m  1/

(13)

где т — С\ —  массовая скорость ударной волны; Vo, V\ —  зн а
чения удельного объема V перед и за фронтом ударной волны. 

В  случае ц =  const из (13) имеем интеграл

— — mq-]- const; (14)

если ж е ,  например, jJ =  |лр =  const, то из (13) следует формула, 
близкая к (9):

Vо _
у + 1

In
(Vo -  V) v°~v' 

Vt
Сv -  v 1) K»-Ki

2ц -mq +  const. (15)



Из формулы (13) в предположении ц =  const и пользуясь 
определением ширины зоны ударной волны по формуле (10),  
получаем выражение для ширины зоны Aq:

л 8[i 1 '
Д4 —  Y +  г  |дв| ’

где Аи =  Mi —  Но —  скачок скорости на ударной волне.
6. Стационарные решения уравнений газодинамики с вяз

костью Неймана —  Рихтмайера. Р ассмотрим теперь стационар
ное решение уравнений газовой динамики для политропного газа, 
теплопроводность которого равна нулю, а «вязкость», входящ ая 
в уравнения (5.1.1) —  (5 .1 .3 ) ,  имеет специальный в и д * ) :

X ди I ди

2 46  ГЛ; 2. ОДНОМЕРНАЯ ГАЗОВАЯ д и н а м и к а

05 V дх I дх ( 1)

т. е. формально мы можем полагать в предыдущем рассмотре 
нии коэффициент jx равным величине

ди
д х '

Так как  согласно (5 .1 .12), (5.1.16)

Я
(2)

и — tnV, (3)

то легко видеть, что для политропного газа определение стацио
нарного решения сводится к интегрированию уравнения 

dV I dV
dx dx =  ( V - V 0) ( V - V,) (4)

2
(см. уравнение (5.5.8)), где \х — — —т-тК. Д л я  случая т >  0,

У “Г J

р, >  0 <  0 (см. рис. 2 .42 ,  а), поэтому уравнение (4) пред

ставляется  в виде

) 2= к» > °  (б)

и легко интегрируется:

К _  '
arcsin С. (6)

2

На рис. 2 .4 2 ,6  приведен профиль V =  V (х) для решения (6 ) .  
Существенным отличием от предыдущего случая здесь является 
конечная ширина jc д/р, ударного перехода. В  связи с этим от

*) В язкость такого типа была впервые рассмотрена Нейманом и Рихт- 
майером [1 9 5 0 ].
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мстим, что примыкание решения V — V{x) к постоянным зн а
чениям У о и Vi не является аналитическим, так как вторая про

изводная V"(x) в точках х ~  d=-n ^  терпит разрыв, что

легко проверяется как  из уравнения ( 4 ) ,  так  и из формулы (6) 
для решения.

Если в уравнении (5.5.13) совершенно аналогично положить
—__  Я/ I дн />у\

■ (7)
то приходим к уравнению 

dV I dV 
dq I dq (V -  Уо) (У -  У.),

2X
Y +  1

интегралом которого является  равенство
Vp +  Vi

2________  q
У

а г с з т
Vo -  Vi Vi*

+ c,

(8)

(9)

а ширина зоны ударного перехода равна

я  V  Д =  я /\J~ 2Х
у +  1

Заметим, что в случае лагранж евы х координат вязкость Ней
м а н а — Рихтмайера приводит к конечной ширине ударного 
фронта, не зависящей от силы ударной волны.

Конечность ширины ударного перехода в некоторых случаях 
представляется существенной. Поэтому «вязкость» Неймана —  
Рихтмайера (1) широко используется при численных расчетах 
разрывных решений уравнений газовой динамики. В  уравнения 
газовой динамики для газов, лишенных внутреннего трения 
и теплопроводности, вводят искусственную «вязкость» типа (1) 
с малым коэффициентом к. Это позволяет р азм азы вать  ударные 
переходы на конечную область, что бывает удобно при числен
ных расчетах. Подробнее это будет обсуж даться  в главе 3.

7. Ударный переход в среде с аномальными термодинами
ческими свойствами. Рассмотрим кратко вопрос о допустимо
сти ударного перехода, который мы подняли в п. 8 § 4, основы
ваясь на методах, развитых в этом параграфе. О тказ  от выпол
нения условия p'yV( V ,S ) >  0 приводит к дополнительным 
требованиям к ударному переходу, которые мы получим, поль
зуясь методом вязкости. Этот вопрос рассмотрен в работах 
Г. Я. Галина [1958],  А. Д . Сидоренко [1968],  Б. Вендрофа
11972'], Т. Л ю  [1975].  Ударный переход и0, Уо, ро\ Щ, Уь pi бу
дем называть допустимым, если существует решение снетемц
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уравнений (5 .1.12) для вязкого и теплопроводного газа с поло
жительными > коэффициентами вязкости ц > 0  и теплопроводно
сти и ^  О, соединяющее точки (uo,Vo,po) и (uuV\,p\). Р азр ы в, 
который м ож ет быть представлен как последовательность не
скольких допустимых в указанном выше смысле разрывов, дви
жущ ихся относительно среды с одной и той же скоростью, такж е 
будем считать допустимым.

П режде всего отметим, что для любого допустимого разрыва
и любой среды, удовлетворяющей лишь условию Г  —  - 8 ^  >  

>  0, всегда выполнено неравенство

S , > S 0, (1)

где So — энтропия перед фронтом ударной волны, a S i  — энтро
пия за фронтом.

В  самом деле, записывая уравнение (5.1.7) для энтропии 
в виде

d p S , dpuS __  д  / ди \2 ■___и (  дТ \ 2 .___ д_ / д In Т Ч
dt дх Г  i  й *  j  Р  У  J  j  t o  \ дх )  ’

получим аналогично уравнениям (5.1.9) —  (5.1.12) уравнение для 
энтропии в ударном переходе

rf Г о  д In Т 1 ц / du \ 2 , и / d T \ 2

Если считать, что ударная волна движ ется  относительно среды 
влево (С] >  0), то тогда S0 — значение энтропии при■ х —->— °о, 
S j  — при х->  +  °° .

Интегрируя уравнение (2) от точки — o o ^ S = S 0;
d In Т А\ 

d x " ~  ) ’ П 0ЛУЧИМ

puS == poHoSo +  и +  И т  ( ж )  +  ( 4 j )  ]  dx ' (3)
— оо

Но pw =  Cj >  0, при а: - >  +  оо, поэтому условие (1)

всегда выполнено, так  к а к  интеграл в правой части равен
ства  (3) неотрицателен.

Мы у ж е указывали в п. 8 § 4, что условие (1) недостаточно 
для выделения допустимых ударных переходов в случае знако
переменное™ р у у  (V, S). Получим дополнительные условия, 
считая, что для ударного перехода (u0,V o,po), [u\,V\,p\) сущ е
ствует решение системы (5 .1 .12) при >  0, к  =  0.



Тогда из уравнения (5.1 .14) получаем

1 „ Л .  с ,Л 2 с 3 I с 2
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S  =  e ~ - C 2A V - - ~ ------- 2. +  - - ^ . =  0 (4)
2 1 \ С ? / Су 2 C'j

и задача определения кривой ударного перехода сводится к ин
тегрированию одного уравнения (5.1.13)

(5)

Будем рассматривать зависимости (4) и (5) в плоскости 
переменных V, р. К ак во всех точках рассматриваемого удар
ного перехода (¾ =  0 ) ,  &  =  0 в точке Vo, ро, поэтому

f£{V, p) =  2 { V ,  p ) - 2 ( V 0, Po) =

+  | ] ! . (6)

В  точке (V0, ро) величина Ж  равна нулю, поэтому мы можем 
выразить из этого условия величину С2:

С2 =  Л) +  CfV0. (7)

Это выражение для С2 подставляем в формулу (6) для SB (V, р)\ 

^ (l/( p) =  e - e0 +  p0 ( V - V 0) - 4 q ( V - v 0)2 =  '

=  8 - e 0 + p 0 ( V - V 0) - ^ m 2 ( V - V o ) 2. (8)

Условие сущ ествования интегральной кривой уравнения (5), 
соединяющей точки (V0, ро) при х - >  —  оо и (V j,  рх) при х - >  +  о о , 
имеет вид

С, (V -  V0) Л  (V; р) =  С, (V -  V0)\Jl  (V, р) ~  Ж  (V0, Ро)] =

=  [С? ( V  -  V 0) +  (Р -  Ро)]( ^ 1  -  Уо) >  0 (9)

при (V — V0) (V — V J  <  0.
Это условие должно быть выполнено во всех  точках кривой 

SE (V, р ) ~  0 ,  где S ( V ,  р) задано формулой (8). Д ел я  нера
венство (9) на положительную величину (V — V0) (Vi — V0), по
лучаем

f ^ > - q  =  - m 2 = = ( V — V0) (V — Vi) <  0. (10)

Выполнение условия (10) вдоль кривой S ’ (V,p) =  0 гаранти
рует существование интегральной кривой для ударного перехода. 
Таким образом, это и есть условие допустимости ударного пере
хода, которое мы искали. Если на кривой 3? =  0 меж ду точками
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(Уо,Ро) и {Vi,pi)  есть точки (V*,p*),  в которых

S  (V*, р*) =  0; ( Г  -  V0) ( V  -  V,) <  0 ,  (11)

то, очевидно, интегральной кривой V —  V ( х ) , соединяющей 
точки (Уо,Ро) и ( V i .p i ) ,  не существует. Это связано с тем, что 
на интегральной кривой, выходящей из (Уо,Ро), при приближе
нии к ближайшей к ней точке ( У * ,р * )  кривой S  =  0, в которой 
выполнено (1 1 ) ,  координата x - > - f ° o ,  так  как интеграл

V*
dVАх- J Л  (V, р) 

v

расходится (мы считаем здесь е (У , р) дифференцируемой функ
цией). Тем более, если на некотором отрезке кривой 3? — 0 
выполнено равенство (1 1 ) ,  то на этом отрезке уравнение (5) 
вообще не определяет зависимости V =  V(x), так как  J t  =  0 
и V =  const. Тем не менее разрыв (V 0, р0), ( V i ,p i ) ,  для которого 
выполняется обобщение условия (10),

Р Ро __  П 2 __  __  т 2 ___ Р I Ро .
V — V 0 1 V , -  V 0 ’

S ( V ,  р) =  0; (V — V0) (V — Vj) <  0,
(12)

следует т ак ж е  признать допустимым. Это связано с тем, что 
в случае изолированных точек кривой 9?{V,p) =  0, в которых 
выполнено равенство (1 1 ) ,  разрыв (У 0, р0), (V i ,P i )  можно рас
сматривать как последовательность разрывов, каждый из кото
рых является допустимым, и все они движутся относительно 
среды с одной и той. ж е  скоростью, как  это следует из условий
(1 1 ) .  Наконец, отрезки кривой S  =  0, в которых выполнено 
равенство (1 1 ) ,  следует рассматривать как множество допусти
мых ударных переходов.

В  данном случае отсутствие интегральной кривой для задачи 
(4 ) ,  (5) связано с отсутствием автомодельного решения У =  
=  V(х— Ut) в задаче о структуре ударного перехода, а отнюдь 
не с провалом метода вязкости для отбора допустимых решений.

Д ело в том, что на целом отрезке адиабаты Гюгонио лагран- 
ж ева  скорость распространения ударной волны оказы вается  по

стоянн ой*) и равной m = aJ Y ~ z r f -  • В  связи с этим в задаче

о структуре ударного перехода отсутствует свободный пара
метр —  скорость ударной волны и эта задача не имеет решения.

* )  Очевидно, отрезок кривой 2^ =  0, удовлетворяющий условию (1 0 ), 
является одновременно отрезком, адиабаты  Гюгонио.
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Ситуация похожа на случай линейных гиперболических урав
нений (например, уравнений акустики), когда введение вязкости 
не приводит к размазанной стационарной волне, а приводит 
к прогрессивному увеличению зоны размазывания ударного пе
рехода. Так, например, линейное уравнение
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не имеет автомодельного решения и — и ( х — Ut), принимаю
щего различные значения при х - > — оо и х - > + о о .  Тем не ме
нее, решая задачу Коши для этого уравнения и устремляя затем 
ц .-»0 ,  мы можем получить в пределе произвольный разрыв 
(ударный переход), распространяющийся вдоль линии л:—  
=  a t хо. По-видимому ситуация аналогична в случае выпол
нения равенств (11) на отрезках адиабаты Гюгонио 
//(V, р; V0, ро) =  0.

Ограничившись этими краткими замечаниями по поводу ме
тода вязкости, рассмотрим подробнее условие допустимости 
ударного перехода (12).

Мы считаем переход (Уо, ро), (Vi, Pi) допустимым, если вы 
полнены условия (1 2 ) .  Сразу ж е  заметим, что из (12) следует, 
что S i  ^  So', при этом равенство S i  —  So имеет место только 
и том случае, если прямая (11) есть адиабата Гюгонио, т. е. все

точки луча ~р~\/  ~  ~ ~ ПРИ ^  ^  ^  ^0 являются точками
адиабаты Гюгонио. К ак отсюда видно, в данном ударном пере
ходе мы имеем дело со средой, уравнение состояния которой 
дается формулой

т. е. с газом Чаплыгина.
Переформулируем теперь условия допустимости (12) так, 

чтобы они выглядели как условия на адиабату Гюгонио 
/7( У, р, Уо, ро) =  0. Будем предполагать, что среда такова, что 
выполнены условия

Т =  ^ ^ > 0 ;  P'v ( V , S ) <  0, p's ( V , S ) >  0. (13)

Д л я  определенности будем считать, что адиабата Гюгонио 
II(V,  р; Уо, ро) =  0 в некоторой окрестности точки (Уо, Ро) удов
летворяет условию S ( V , P ) >  S ( V o , Ро) при У <  У0, т. е. ударная 
адиабата начинается как ударная волна сж атия. Это имеет 
место, например, при р^к ( У 0, S 0) >  0. Н а прямой

---- си. — __m* —  -xj------с-и
V — V0 т V i - V 9
Р — Ро ____ т 2 ___ Р1 ~  Ро ( 1 4 )
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очевидно, Ж — 0. Отсюда следует, что все точки пересечения 
адиабаты Я ( У ,  р; У0> р0) =  0 с прямой (14) являются одновре
менно нулями функции S ( V ,p ) ,  т. е. точками пересечения кри
вой S  ( У, р) =  0 с прямой (1 4 ) .

Кроме того,

дЗ? (V, р, К) 
дК =  -j k  [ 8 “ 80 +  ро {v  ~  у 0) “  i  к  {V ~  ^ 2] =

=  ~ \ { V  — У0)2 <  о при У ф  У0,

3 2  (У , р, К) d e(V ,p ) e JV , S)
др др PS(V, S)

> 0 .

(15)

(16)

Учет этих обстоятельств приводит к выводу, что кривая 
3? (У, р, т.2) =  0 расположена между прямой (14) и адиабатой

Рис. 2.43.

Гюгонио Я ( У ,  р; Уо,ро) — 0 и они имеют общие точки пересече
ния либо касания. На рис. 2 .43 показано взаимное расположение 
прямой Л ~  0, адиабаты Гюгонио Н — 0  и кривой 3? ~  О 
в случае р " к ( У 0, S 0) >  о.

Становится ясным, что условие (12) допустимости ударного 
перехода при выполнении неравенств (13) формулируется т ак ж е
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следующим образом: ударный переход (Vo, ро), (V i .P i )  допус
тим, если адиабата Гюгонио Н (V, р; Vo, Ро) =  0 при Vi ^  V ^  V0 
лежит в плоскости V, р не правее луча (14) (см. рис. 2 .43 ) .  Это 
же можно выразить формулой, аналогичной (12):

V'
р о =  при H (V ,p ;  Vo.po) =  0; V , < V < V 0.

.(17)

Рассмотрим теперь возможность ударного перехода из точки 
Ко, Ро в точку Vi, pi при Vi >  V0, т. е. случая, когда разрыв 
представляет собой волну 
разрежения. И в этом слу
чае условие существования 
интегральной кривой ур ав
нения (5) записывается в 
виде (9) или (1 0 ) .  Заметим 
лишь, что при Vi >  Vo усло
вие (10) требует, чтобы кри
вая S  =  0 л еж ал а  правее 
луча (1 4 ) ,  как это показано 
на рис. 2.44, где АВ —  к а 
сательная к кривой Н =  0 
и точке /4(Vo,ро). Согласно 
изложенному -выше это од
новременно означает, что 
адиабата Гюгонио H(V, р;
Vo, ро) =  0 при Vo <  V <
<  Vi лежит справа от пря
мой (1 4 ) .

Однако приp"v (V0, S0) > 0  
это возм ож но лишь при усло
вии, что функция р'уу (V, S) 
знакопеременна и величина 
( V i —-Vo) достаточно велика. В самом деле, согласно п. 3 § 4, 
I! некоторой окрестности точки (Vo, Ро) адиабата Гюгонию 
Н =  0, пересекаясь с прямой (14) в двух точках (V 0, Ро), ( V i ,P i ) ,  
остается слева от нее при (V  —  V0) ( V — Vi) <  0. Поэтому при 
PyV(Vw S 0) >  0 ударная волна разрежения возмож на лишь при 
достаточно большой величине Vi —  Vo >  0.

Отметим теперь, что при Pvv(  V0, S 0) <  0 условия (1 0 ) ,
(12) по-прежнему дают условия допустимости ударного пере
хода. Отличие в этом случае состоит в том, что при Vi >  Vo 
возможны ударные волны разрежения малой амплитуды, а удар
ные волны сж ати я (Vi <  Vo) возможны лишь при достаточно 
большой амплитуде и знакопеременное™ pyY{V, S). Случай

Рис. 2.44.
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P vv iy о> s 0) =  0 является промежуточным и требует специального 
несложного рассмотрения.

Суммируем наши выводы в случае знакопеременности 
p"v (V, S). М ы установили, что множество значений (Vi,p{)  за 
фронтом ударного перехода из точки (Vo, Ро) перед фронтом рас
положено на адиабате Гюгонио H(V,  р; Vo, ро) =  0 и должно

я] Pyy(tfjlSg)>(J 5) Руу(%,̂ ц) <0

Рис. 2.45.

удовлетворять требованию (1 2 ) .  Оно означает, что при V\ <  Vo 
весь отрезок Vi <  V ^  У0 адиабаты H(V,p\ V0,po) — 0 должен 
быть расположен слева от прямой (14) или частично совпадать 
с ней; при V\ >  Vo весь отрезок адиабаты H(V, р; V0, Ро) =  О, 
заключенный меж ду точками (Vo, Ро), (Vi, pi) должен быть рас
положен справа от прямой (1 2 ) .  Таким образом, требование
(12) выделяет участки адиабаты Гюгонио, которые образованы 
физически допустимыми ударными переходами.

На рис. 2 .45 показаны допустимые участки адиабаты Гюго- 
/нио (они показаны двойной линией) для двух случаев.

И так, применяя метод вязкости, мы получили критерий д о
пустимости (12) ударного перехода. Мы полагали в этом иссле
довании теплопроводность среды равной нулю. Рассмотрение 
ударного перехода в вязком и теплопроводящем газе  не изме
няет критерия (12) допустимости ударной волны.
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§ (>. Задача  о распаде произвольного разрыва

1. Общие свойства решения задачи о распаде разрыва.
Б этом параграфе мы детально рассмотрим задачу о распаде 
начального разрыва. В  случае изотермического газа  эта задача 
была поставлена и решена Риманом [1876].  Качественное ис
следование задачи о распаде разрыва для политропных газов 
было проведено Н. Е. Кочиным [1926],  для нормальных газов 
Л. Д .  Л ан дау  и Е. М. Лифшидем [1954].

Произвольным разрывом  назы ваю т начальное состояние двух 
бесконечных масс газа, характеризуемых постоянными парамет
рами « ь  Ри Vu ец Т\\ ио, ро, Vo, е0, Т0 и граничащих в начальный 
момент t =  0 вдоль плоскости х — 0 .  При этом величины слева 
и справа от разрыва произвольны и подчиняются лишь уравне
ниям состояния газов, которые могут быть различными для гра
ничащих газов.

Определение течения, возникающего при t >  0 при этих на
чальных условиях, назы ваю т задачей о распаде произвольного 
разрыва.

Таким образом, задача о распаде разрыва есть задача  опре
деления одномерного течения с плоской симметрией (v =  0 ) ,  
удовлетворяющего интегральным законам сохранения:

и кусочно постоянным начальным условиям: 
при / =  0

и =  ии V = V U Р = = Р ь  Т =  Ти е =  е, при х <  0; |

и — и0, V = V 0, Р  =  Р о, Т =  т0, е =  е0 при х >  0. j

В § 4 мы видели, что на устойчивом разрыве должны соблю 
даться условия динамической совместности (условия Гюгонио). 
В случае ударной волны на разрыве должно такж е выполняться 
условие устойчивости (возрастание энтропии); на контактном 
разрыве (границе двух газов) давление и скорость непрерывны.

Поэтому, если произвольный разрыв не является контактным 
пли ударной волной, то он распадается, образуя какую-нибудь 
конфигурацию устойчивых разрывов и непрерывных газодина
мических течений.

Л егко заметить, что если совершить преобразование подобия 
независимых переменных

с

ф  Р ( е  +  )  dt — [ри ( е  +  +  - у - ) ]  dx =  0

t' =  kt, х' =  kx { k >  0),
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то и в новых переменных х', t' отыскание решения задачи о рас
паде сводится к нахождению решения законов сохранения (1 ) ,  
удовлетворяющего начальным условиям (2 ) ,  если только под х 
и t понимать теперь х\ t'.

Если предполагать единственность решения задачи (1 ) ,  (2 ) ,  
то отсюда следует, что

2 (х, t) ==2 (х', t') =  г (kx, kt). (3)

Здесь вектором 2 мы обозначаем совокупность гидродинамиче
ских величин г =  {р, и, р, 8 , . . . } ,  буквой г  —  те ж е  величины 
в переменных х', t'.

П ол агая  в тож дестве  (3) k =  у  >  0, получим

(4)

Таким образом, из предположения о единственности решения 
вытекает автомодельность решения задачи о распаде произволь
ного разрыва, т. е. зависимость всех гидродинамических пере

менных лишь от одного переменного у =  А- В частности, от

сюда следует, что линии разрыва —  ударные волны и контакт
ный разрыв —  суть прямые линии в 
плоскости переменных х, t, т. е. скоро
сти ударных волн и контактного р а з 
рыва п о сто ян н ы *).

В  п. 2 § 3 мы видели, что непре
рывное при t >  0 автомодельное тече
ние есть центрированная волна разре
жения Римана, характеризующ аяся 
постоянством энтропии 5  и одного из 
инвариантов Римана (г либо s ) .

Таким образом, автомодельное ре
шение задачи о распаде разрыва со

держит в качестве элементов ударные волны, волны р азр е ж е
ния и контактный разрыв.

Установим некоторые общие свойства автомодельного реше
ния задачи о распаде, справедливые для нормальных газов.

1. В каждом из газов  «1» (левый) и «О» (правый) распро
страняется не более одной ударной волны.

Действительно, под ударной волной мы понимаем лишь 
устойчивую ударную волну. К а к  мы видели в п. 4 § 4, отсюда 
следует теорема Цемплена. Предположим, например, что в

Рис 2.46.

* )  Следует, однако, иметь в виду, что общие теоремы о единственности 
решения задачи Коши для уравнений (1) с разрывными начальными усло
виями до сих пор не доказаны .
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газе «О» распространяются две ударные волны — Di, -~ =  D2;

/)., >  Di (рис. 2 .46),  а течения в зонах /, II, I II  постоянны. 
Обозначая скорость звука с в зонах I, II, I II  соответственно 
п , Сц, Сш. скорость и — Mi, М п ,  Мш , будем иметь

С: <  £ц <  Сш, Wi <  h ii  <  Ищ. (б)

Однако теорема Цемплена требует, чтобы

С\ <  D2 — Mi, D2 — Мц <  Сц,

Сц <. Di — Мц.

Неравенство (7 ) ,  очевидно, несовместно с (6) при условии 
Dy <Г Z>2, что и д оказы в ает  наше утверждение.

2. В  каждом из газов распространяется не более одной цент- 
рированной волны разрежения-, в газе  «О» (правом) е волне 
разрежения s =  const; в газе  «1» (левом) г =  const.

Утверждение легко следует из равенств

и-\- с =  у — -j- (s =  const), u - c  =  y — -j- (г =  const), (8)

справедливых в центрированных волнах разрежения.
3. Присутствие в одном из газов ударной волны исключает 

возможность распространения в этом ж е газе волны разреж е
ния, и, наоборот, распространение в одном из газов центриро
ванной волны разрежения исключает возможность распростра
нения в нем ударной волны.

У тверждение легко следует из теоремы Цемплена, равенства

D =  у =  ~  и условий (8).

К ак  следствие этих свойств мы получаем, что автомодельное 
решение задачи о распаде разрыва содержит контактный р аз
рыв, разделяющий газы («О» и « 1 » ) ;  в каж дом из газов распро
страняется не более одной волны (бегущей или ударной), гра
ничащей с зонами постоянного течения.

Таким образом, построение автомодельного решения задачи 
о распаде разрыва состоит в «склеивании» элементарных реше
ний (постоянные течения, центрированные волны) и определении 
параметров, характеризующих эти решения и разрывы. П о
скольку разрывы и элементарные решения определяются конеч
ным числом параметров, эта задача становится чисто алгебраи
ческой. М ы покажем ниже, что для нормальных газов автомо
дельное решение задачи о распаде произвольного разрыва 
•существует и единственно, т. е. однозначно определяется на
чальными данными (2 ).

Наш е рассмотрение мы начнем со случая политропных газов. 
П оказатель адиабаты Пуассона у для газа  «О», леж ащ его

(6)
(7)

9 В4 Л. Рождественский, Н. Н. Яненко
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справа от точки х =  0, будем обозначать буквой 70, для газа 
«1» —  буквой

Примем следующий способ рассмотрения задачи о распаде: 
отправляясь от конкретного случая условий (2 ) ,  в котором рас
положение ударных волн и волн разрежения (конфигурация) 
очевидно, мы, непрерывно меняя параметры задачи (2 ) ,  будем 
непрерывно менять решение, переходя при этом через критиче
ские значения параметров, разделяющ ие одну конфигурацию от 
другой.

2. Конфигурация А. П оскольку ясно, что решение задачи
(6 .1 .1),  (6.1.2) существенно зависит лишь от разности щ —  и0, 
будем полагать и0 — 0. Достаточно рассмотреть лишь случай, 
когда

P i > P o -  (1)
М ы начнем рассмотрение задачи о распаде разрыва, образован
ного двумя покоящимися массами политропных газов. Задача 
ставится следующим образом.

В  точке х =  0 имеется перегородка, разделяю щ ая две массы 
газа, характеризуемые параметрами у ь S i ,  pi, р и Т\, щ —  0 
слева и соответственно уо, S 0, ро, ро, Т0, и0 =  0 справа, причем 
выполнено условие

pi >  р0. (2)

В  момент t =  0 перегородка убирается, и газы приходят 
в движение. Предполагая автомодельность движения (либо, что 
то же, единственность решения задачи о распаде),  рассчи
таем его.

Т ак  как через контактную границу (граница меж ду газами 
«0» и «1») вещество не протекает, то для каж дой массы газа 
контактную границу можно рассматривать как поршень. В  силу 
условия (2) поршень будет двигаться в сторону газа «0» и вы 
двигаться по отношению к газу  «1». Если задаться  постоянной 
(вследствие автомодельности) скоростью U поршня, то задача 
однозначно решается для каж дого из газов в отдельности. Ч то
бы получить решение задачи о распаде разрыва, мы должны 
«сшить» решения этих двух задач о поршне, потребовав, чтобы 
на контактной границе давление р~ слева равнялось давлению 
р+ справа. И з этого условия определится скорость U контактной 
границы и все параметры, определяющие движение.

Решения задач о поршне нам известны (см. § 3, п. 4 и § 4, 
п. 8 ) ; поэтому расположение разрывов будет иметь вид, у казан 
ный на рис. 2.47 (конфигурация А ) .

Четыре луча: Го, Г ь  Гг, Гз —  разбивают верхнюю полупло
скость на 5 областей. В  областях I, II, III, V имеем постоянные 
течения, в области IV —  центрированную волну разрежения. 
Луч Гз — ударная волна, Гг —  контактный разрыв, Г ь  Г 0 — ли-



нии слабого разрыва, на которых решение непрерывно. На ли
нии Гз должны соблюдаться условия Гюгонио для ударной 
полны и условие устойчивости, на Гг —  непрерывность давления 
п скорости, на Г ь  Го —  непрерывность всех гидродинамических 
величин.
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• Рис. 2.47.

В области IV р, и связаны  соотношением, вытекающим из 
постоянства инварианта Римана г (см. формулы (3 .2.10) и 
(3 .2 .1 1 )) :

2у. , JV i_
Р ^ Р х [  = P l [ l _ ^ J L ] v . - i (tt l==0). (3)

Так  как зона III  есть зона постоянного течения, то скорость и 
на характеристике Ti равна скорости U контактной границы Г 2. 
Поэтому, если обозначить давление р в зоне III  через р_, то, 
согласно (3 ) ,  имеем

г, Yi ~  1 U — Ui 
P _  =  P l [ l -------- - 2 ------------~

На ударной волне Гз имеем (см. формулы (4 .5.13) —  ( 4 .5 .1 6 ) ) :

/ > = ■ « ,[ ( i + а д ^ - ч .  ®

«  =  « 0  +  Со(1 —  Ло) ------ )  ~  £ц ( Mj Л ^ ") ^  ^

Учитывая, что зона // —  зона постоянства течения и что на кон
тактной границе Г 2 давление и скорость непрерывны, приходим 
к уравнению

2Vi

Г Vl_ ,  i i - « < . ( * - s r ) l ’ - '
М ^ о ) ^ . ! . 1 -  2------------------- ё,---------------J =

=  P + ( M 0) =  p0[ ( l + A 0) M g - A j  (7)

для определения М 0.

2-Vi

r = P l[>

2V.
Y1 — 1 U 1 Vi —1Г (4)



Функция р _ ( М 0) ,  стоящ ая в левой части уравнения ( 7 ) ,—  мо
нотонно убы ваю щ ая функция М0, р+(М0) — монотонно возрас
тающ ая до + о о  функция М0. Т ак  как при М 0 —  1

• Р _ (1 )  =  Р 1 >  Р + (1) =  Р0. (8)

в силу предположения (2 ) ,  то отсюда следует, что уравнение (7) 
имеет один и только один корень Mo >  1.

Определим величины у0, уи U, D как  функции от М0 и пока
жем, что условия конфигурации А:

У о < У 1 < и  < D ,  . (9)

удовлетворяются.
Н еравенства  (9) всегда выполнены при U >  0, U — щ — U >  0.

В  самом деле, неравенство U — с0 ( 1 — /г0) ( м 0 — <  D =

я= с0М0 очевидно. Д л я  у0, ух имеем

Уо =  Щ —  с ,  =  —  С и  iji —  U —  (10)

где с _  — скорость зву ка  в зоне III ,  с _  >  0. О тсю да следует, что 
yi <  U. Наконец, r r =  (r j )_ ;  поэтому

y1- y 0~ U - C _  +  C1 =  U + - & = ± ( U - U i)=*

+  V i + ± u > 0 ' (11)

Итак, все условия (9) выполнены, и конфигурация А совместна.
Будем теперь варьировать параметры задачи. Зафиксируем 

Ри Ро (р 1 >  Ро) и будем изменять скорость и\ газа «1». Тогда, 
полагая в (3 ) ,  (4) и\ ф  0, придем к уравнению

2 6 0  ГЛ. 2. ОДНОМЕРНАЯ ГАЗОВАЯ ДИНАМИКА

=  Р+ (Л*о) =  Р о [0 + А 0) М § - Л ]  ^
вместо уравнения (7 ) .  По-прежнему р _ ( М 0) ,  р+(М0) — монотон
ные функции от Mq.

Проследим изменение корня М0 в зависимости от изменения 
параметра щ. Справедливо утверждение: корень М0 уравнения
(12) есть монотонно возрастаю щ ая функция « ь  В  самом деле, 
р _ (М о )— монотонная функция и\. В  частности, значение

2Vi
Р .  Ц> =  Р , [I



§ 6. ЗАДАЧА О РАСПАДЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО РАЗРЫВА 261

которому соответствует точка В  на рис. 2.48, т ак ж е  монотонно 
возрастает с ростом и\. С ростом и\ точка^ В, а вместе с ней 
и вся кривая р =  р~{Мо, «О монотонно поднимаются (рис. 2 .48) .  
Т ак  как  кривая р — р+(М0) фиксирована, то точка С пересече
ния кривых р =  р _ (М 0, щ) и р — р+{М0) удаляется направо 
с ростом щ, т. е. корень М 0 уравнения (12) растет с ростом и\, 
что и требовалось доказать.

Обозначим через «в <  0 значение щ, при котором р-(\ ,щ ) =  
=  р+, т. е.

Vl-l
, . Yi  —  1 « В  ( Р о  \  2Vi

или

(13)

Тогда в соответствии с рис. 2 .48, 
очевидно, что при

0 (14)

уравнение (12) всегда имеет един
ственный корень М 0 > 1 .  При 
М0 >  1 ударная волна Г 3 (рис. 2 .47) удовлетворяет условию 
устойчивости; при М 0 С  1 ударная волна Гз является неустой
чивой и поэтому конфигурация А невозможна. Однако для в о з 
можности конфигурации А (рис. 2 .47) необходимо выполнение 
всей цепочки неравенств (9 ) .

Поэтому рассмотрим выполнение этих неравенств при и\ >  0. 
С ростом и\ величины U, D растут до бесконечности так, что со
храняется неравенство V <С D. Неравенство у\ <  U т ак ж е  со
храняется. О стается только исследовать разность

yi — yo=^(U — cJ)  — {u1 — ci) =  {U — Ui) — ( c ^ - - c 1). (15) 

В  силу постоянства инварианта г в зоне IV  имеем 

f  =  Щ +  ^  _  j Ci =  U -j- л — с -> ^  Mi == (Ci с _ )' 

П о д ставл яя  (16) в (15), получим

(17)

Мы показали, что с ростом и\ растет М 0. Но из уравнения (12) 
следует, что с ростом Мо разность V —  т уменьшается. Следо
вательно, из (17) следует, что с ростом иi уменьшается у\ —  уо.
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Пока и  — щ > 0 ,  г/ i — г/о > 0 .  При U — u\ =  0 £/i —  г/0 =  0. 
Последнее выполняется при условии одновременного выполне
ния равенств

P i - P o l ( ' + \ ) ML P~ M

ll\ U (1 Л„) Cq кр М:о к р

(18)

(19)

в которых М 0кр выступает как параметр. 
Нетрудно явно выразить мБ:

pi
Ро

■ hr)
1 +  ho

1 +  К

И так, если выполнены условия

ив <  гг, <  мБ,

> 0. (20)

(21)

то выполнены условия (9) совместности конфигурации А. По
этому при выполнении неравенств (21) картина разрывов имеет
вид, изображенный на рис. 2.47,

Рис. 2.49. 

dx

а полученные выше формулы 
позволяют полностью р ас
считать течение в условиях 
конфигурации А.

3. Конфигурация Б. При 
« 1  =  « Б  У\ —  Уо =  о, т. е. 
зона волны разрежения ис
чезает, и решение строится 
из одной ударной волны и 
контактного разрыва (рис. 
2 .4 9 ) .  При дальнейшем уве
личении tii разность Mi —  U 
становится отрицательной. 
Поэтому при Mi >  мБ кон

тактную границу =  U следует рассматривать как поршень,

одновременно вдвигающийся как в газ «0», так  и в газ  «1». Т а 
ким образом, в соответствии с решением задачи о поршне 
(см. § 4, п. 8 ) ,  решение задачи о распаде разрыва при щ >  иб 
следует искать в виде двух ударных волн, распространяющихся 
одна в газе  «0», другая — в газе «1» (рис. 2 .50 ) .  Этот случай 
мы будем называть конфигурацией Б.

В  случае конфигурации Б имеем 4 зоны 1—IV постоянного 
течения, разделяемые ударными волнами Гь  Г 3 и контактным



разрывом Г 2. Д о к аж е м  совместность конфигурации Б  при усло- 
пии щ >  «б- Выпишем условия на ударных волнах Г ь Г 3:

р_ =  р , [ 0  + К ) м \ - н ^  О)

Cl (I _  ЛО (A T ,-----^ - )  , М , =  l ^ ^ J ;  (2)

Р + “ РоШ  +  Ао)АРо - а д .  =  (3)

и+ — с0(1 — Л0) ( м 0 — (4)

П риравнивая на контактной границе Г 2 давления р_, р + , по
лучим

№  =  а № ± й  а = = ж Л ± М  (5)
да, —  а м 0 р, а ^  (1 + /г,) ’ р / ? i ( l + A i )  w

Отсюда следует, что Mi есть монотонно возрастаю щ ая функция 
М 0. Д л я  определения М 0 записываем условие непрерывности 
скорости на контактной гра
нице Г 2:

m_ =  « _ ( M j) =

=  Ml — Cl (1 — hx) (м , -  ==

—  U+  =  M+  (Mq) =

=  Co ( l - A o ) ( M o  (6)

Л е вая  часть этого равенства —  
монотонно убываю щ ая функ
ция Mi и, в силу (5 ) ,  М 0; пра
вая ч а с т ь — монотонно возра
стаю щ ая до оо функция М 0. 
м+(М0) при -М0 =  М 0 кр, где Мокр определяется из равенств 
(6 .2 .18),  (6 .2 .19).  Т ак  как

М2 — ( Р ± Л - и Л  1 _  Pi +  p°h° (ч\
М ° кр~ 1 ро + Н °)  1 +  ha ~~ р0(1 +  А0) ’ ( )

ТО

M i.(М0кр) =  1, U- (Mi (М0кр)) =  Мь 

м+ (Мокр) ' ' Cq (1 Ло) ( м 0 кр ' Mq Кр  ̂ ^

Но, согласно предположению, их >  мБ, поэтому из (8) имеем 

м_ (Mi (М0 кр)) >  м+ (М0 кр). (9)

Поэтому уравнение (6) при и\ >  «б всегда имеет, и притом 
только один, корень М 0 >  М 0кр >  1,
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Рис. 2.50.

Рассмотрим значения m_ ( M i ) ,
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После определения М 0 по формуле (5) определяем Mi и все 
параметры течения в зонах II, III. Условия совместности конфи
гурации Б

£ > ! < « ! —- c j ,  Dl < U < D 0, c0 <D(>, (10)

легко проверяются и всегда выполнены при т >  мБ, если учесть, 
что если Mi >  1, то и М 0 >  М 0кр >  1. Итак, при любых ии 
удовлетворяющих условию и\ >• «б, мы имеем конфигурацию Б.

4. Конфигурация В. При щ =  ив ■< 0 (см. формулу (6 .2 .13))  
М о =  1, U =  0, т. е. контактная граница является неподвижным 
поршнем для газа «0». При щ =  ив имеем поэтому решение»

Рис. 2.61.

Рис. 2.52.

когда в газе «0» ударная волна исчезает и он остается непо
движным, сохраняя свои начальные параметры, в газе «1» рас
пространяется волна разрежения Г 0О Г 1 (рис. 2 .51) .

При дальнейшем уменьшении и\ (щ <  ив <  0) контактная 
граница начинает двигаться влево относительно газа  «0»
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(U <.  0 ) ,  так  что ее можно рассматривать как поршень, одно- 
временно выдвигаемый из газов «0» и «1». В  соответствии с ре
шением задачи о поршне (§ 3, п. 4) в этом случае решение з а 
дачи о распаде состоит из двух центрированных волн разр еж е
ния, распространяющихся в газах  «1» и «0» (рис. 2 .52 ) .  Этот 
случай будем называть конфигурацией В . Верхняя полупло
скость разбивается на 6 областей I— VI, разделяемых четырьмя 
линиями слабых разрывов Го, Г ь Гз, Г4 и контактной грани
цей Гг. Зоны I, III, IV, VI —  области постоянного течения, 
зоны II, V —  области волн разрежения; в зоне II  постоянен ин
вариант s, в зоне V — инвариант г.

П окаж ем , что при условии

1̂ ^  ^в ( 0  .

(2)

(3)

В  частности, на контактной границе Г 2 при и =  м_ =  « + =  £/ 
должны получить р_ — р+, т. е. приходим к уравнению

2V,

Р _  =  Р _  (£/) =  р, [ l  -  =  р + =  р+ (U) =
2Уд

- 4  i+ V - !-]’'•“■ <4>
для определения U. При этом

1 U~ u± > 0 , l + ^ = i - ~ > 0 .  (5)2 ci 1 2 с0 w
Условие (5) означает неотрицательность давления на гра

нице. Заметим, что знаки равенства в формуле (5) могут иметь 
место лишь одновременно и соответствуют отрыву газов. К ак 
мы видим, в уравнении (4) p-(U )  —  монотонно убывающ ая 
функция U, p+(U) — монотонно возрастаю щ ая функция U. При 
U =  0

(0) =  рх [1 +  -^чр1  f ] * - 1 - р+ (0) -  р0. (6)

Из условия (1) поэтому следует

Р Л  0 ) < Р + (0). (7)

конфигурация В  совместна.
В  зонах II, V имеем

2У<> 2Уо
_  ....  . . Г )  I Vo — 1 и —  Но 1 Yo —1 _  _  f i  I Vo —  I - « 1  Vo —1
P+ -  Po[l  +  — 2---------J -  Po\} +  — 2 ~  c7J

(s =  const),
2y,

p -  =  P t [  1 _  (r =  const).
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При уменьшении U p - (U ) будет возрастать, p+(U) — убывать. 
Таким образом, если только p+(U ) не обратится в нуль, сущ е
ствует единственный корень U <  0 уравнения (4 ) ,  удовлетво
ряющий условию

(8)W

Тогда уравнения (5) приводят нас к неравенству

щ > ( ~ Г Т с 1 +  ^ ~ Т с°)- (9)Yi ~  * * ' Yo

Итак, при выполнении условия (9) существует корень U <  О 
уравнения (4 ) .  П окаж ем , что при <  ив конфигурация В  
всегда совместна, т. е. выполнены условия

У о < У 1 < и < У 2 <  Уз-
Нетрудно видеть, что 

Уг ~  У2 — («о +  с0) ( « + +  с +) =

^ - и - ( с + - с 0) = 
Н еравенства

y2- U  =  (U +  с,.)  -  £/ =  с + > 0 ;

С/ — y i =  С/ — (С/ — с_)

очевидны. Наконец,

У1 — Уо =  и ~ Щ  +  {с1~  О  =

£ / > 0 . '

( 10)

(П)

( 12)

(13)

Но из уравнения (4) и условий pi >  р0, -С 0 следует, что 
£/ —  и\ >  0. О тсюда у 1 —  г/о >■ 0. И так, конфигурация В  совме
стна при ui <  «в и выполнении условия ( 9 ) .

Если ж е  нарушено условие ( 9 ) ,  то уравнение (4) не имеет: 
корня U. В  этом случае происходит отрыв газов друг от друга, 
и уравнение (4) заменяется на два уравнения свободной гра
ницы:

P„ =  P-(<J<) =  P , [ ' - y ' r  =  - о ,

т. е. U\ ~

Р +  — P + ( ^ o )  =  P o [ l  +

т. е. i/0 =  -

Yi ■
•Ci,

2Vo
Yo — 1 Uо I  Vo—1

Yo-

Со

т с°-

; 0 ,

(И)

( 15)
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Так как из невыполнения условия (9) следует, что U\ <  U0, то 
происходит отрыв газов друг от друга и решение имеет вид, изо
браженный на рис. 2.53. О б л а
сти Г 0О Г 1 и Г 2ОГз —  области 
волн разрежения соответствен
но г =  const и s =  const, об
ласть Г 1О Г2 —  область вакуу
ма, в которой мы полагаем 
р == 0, р — О, с =  0.

5. Обзор конфигураций.
Газы с равным давлением. В ы 
пишем теперь условия осущ е
ствления конфигураций А, Б,

Л-t
Гп

tЦ

/ Г ,V
О

Рис. 2.53.

л

и0 =  0. Конфигурация А возможна при выполнении условий

мв <  и, <  иБ,
конфигурация Б при

« 1 > И Б, (2)
и конфигурация В  при

tly Uq,
(3)

где

] <  0. (4)

иВ (  ̂ А0) С0
1 +  Ло

Р±
Ро

-  2 > 0 .
+  К

В  случае pi =  ра имеем
■ 0 .

(б)

(6)

Следовательно, в этом случае при их >  0 имеем конфигура
цию Б, а при ui <  0 —  конфигурацию В.

Заметим теперь, что любому произвольному разрыву (на
бору величин yi, ри pi, Ci, и\\ Yo, Ро, ро, с0, «о) условия ( 1 ) - ( 6 )  
ставят  в соответствие одну и только одну конфигурацию, п ар а
метры течения в которой рассчитываются однозначно, а на 
ударных волнах при этом выполняются условия устойчивости.

Поэтому наше рассмотрение задачи о распаде произвольного 
разрыва показывает, что она всегда имеет одно и только одно 
устойчивое автомодельное решение. Тем самым мы доказали 
теорему существования и единственности решения задачи о рас
паде разрыва в классе  автомодельных решений для политроп- 
ных газов.



268 ГЛ. 2. ОДНОМЕРНАЯ ГАЗОВАЯ ДИНАМИКА

Возникает, однако, вопрос: м ож ет ли задача о распаде раз
рыва иметь устойчивое, но не автомодельное решение?

Отрицательный ответ на этот вопрос может быть получен 
двумя способами:

1) доказательством теоремы единственности разрывных ре
шений уравнений газовой динамики, т. е. решений с ударными 
волнами и центрированными волнами разрежения;

2) непосредственным доказательством автомодельности л ю 
бого устойчивого решения задачи о распаде разрыва.

Что касается  первого способа, то мы должны сказать, что 
в настоящее время еще не получены достаточно общие теоремы 
единственности разрывных решений уравнений газовой дина
мики, а их получение связано, видимо, с большими трудностями, 
хотя для политропных (и нормальных) газов никто в единствен
ности решения, по-видимому, не сомневается.

Следуя второму способу, можно действительно доказать  а в 
томодельность решения задачи о распаде разрыва, используя 
некоторые конкретные свойства всякого устойчивого решения 
этой задачи с кусочно-постоянными начальными данными.

Однако мы не будем здесь заниматься подобным д оказател ь
ством, а в качестве примера отошлем читателя к п. 5 § 3 
главы 4, где подобная задача решается для системы двух к в а 
зилинейных уравнений довольно обшего вида.

6. З ад ач а  о распаде разры ва для изотермического идеаль
ного газа. Будем понимать здесь под газами «1» и «О» два  изо
термических идеальных газа, уравнения состояния которых з а 
даны в виде

Pi =  c?Pi, Ро * = Ф о .  4  =  с2 =  ^ 0Г. (1)
Изотермический идеальный газ можно рассматривать фор

мально к ак  политропный газ  с показателем у — 1. Разница 
в  рассмотрении заклю чается в том, что отбрасываем уравнение 
сохранения энергии и третье условие Гюгонио, заменяя его у с
ловием Т =  const.

П оскольку анализ критических конфигураций был связан 
только с двумя первыми условиями Гюгонио, то все результаты 
предыдущих пунктов могут быть прямо применены к изотерми
ческому случаю. В  формулах пп. 2— 4 следует положить А0 =  
t=  h\ =  0, Yi == yo =  1, раскрывая, где это требуется, неопреде
ленность. Рассмотрим выражения для ив, иБ. Р аск р ы вая  неоп
ределенность в формуле (6.5 .4) при y i - * - 1. имеем

=  < °  (P i >  Р0)- (2)
Д л я  иБ имеем

У й + f 7 ~ 2 =  c“ [ V - J T - л / т г ] '  <3)



Условия конфигураций А, Б, В  будут прежними. Отметим 
такж е, что при yi  =  "Vo =  1 условия (6.4.9) всегда выполнены, 
так что для изотермических газов отрыв газов и образование 
вакуума невозможны.

Расчетные формулы после предельного перехода имеют вид: 
Конфигурация А:

\ и I —  Со ( м 0 т —  I
Р - ( М 0)  =  Рх ехр \ --------- ^ ^  ]  =  Р+ ( М 0)  =  р йМ Ъ  (4)

Формула (4) соответствует (6.2.12).
Конфигурация Б :

И - т  = щ  — с 1 ( M l  —  =  и+ ( М 0) =  Со ( м 0 —  - ^ г - )  (5)

и ___

M i - ' s J f - M o ,  (6)

так что окончательно:

Ф ормулы (5), (6) соответствую т (6.3.6) и (6.3.5).
Наконец, в случае конфигурации В

Pl ехр {  -  =  р0 ехр -™-. (8)

Формула (8) соответствует уравнению (6 .4 .4).
Заметим, что все эти расчетные формулы можно легко полу

чить, если пользоваться инвариантами Римана. М ы предостав
ляем читателю проделать при желании соответствующие вы 
кладки.

7. Зад ач а  о распаде разр ы ва  для нормальных газов. При
исследовании задачи о распаде разрыва для нормальных газов 
мы, кроме обычных требований I— V  (см. п. 3 § 4 ) ,  будем требо
вать  дополнительно выполнения следующего свойства адиа
баты Н Гюгонио: на верхней ее ветви величина (р —  ро) (V o—  V) 
должна монотонно возрастать до оо одновременно с ростом 
энтропии 5 .

Тогда из соотношений (см. п. 2 § 4)

« 2= - ^ т г > о >  0 )

(и — и0)2 =  (р — po)(Vo— V), (2)

где ио, ро, Vo означают параметры течения перед фронтом удар
ной волны, и, р, V—-параметры течения за фронтом, следует,
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что р, М  являю тся монотонно возрастающими функциями*)'

параметра \т\, или, что то же, M 0 = - L ^ - L .  Напомним такж е
РоСо

(см. п. 2 § 3, а т ак ж е  п. 7 § 2 ) ,  что в бегущих волнах и, р св я 
заны соотношениями

S  =  const, и — Ф (S, р) =  const (s== const), (3)

S  —  const, и  -(- Ф (5 ,  p ) — const (r  =  const), (4)

где Ф (5 ,  p) определяется формулой

<S>P

где p  есть фиксированный предел интегрирования, а
a m {S,  р) =  р с >  0  (6)

м ож ет считаться функцией давления р и энтропии S. Из (5 ) ,  
(6) следует, что ® ( S ,  р) есть монотонно возрастаю щ ая функция 
давления р.

Функция 0 ( S ,  р) зависит от уравнения состояния, поэтому 
функции Фо(5, р) и <Pi(S, р ) ,  для газов «0» и «1» соответственно, 
вообще говоря, различны.

Начнем рассмотрение задачи о распаде с конфигурации А, 
полагая

и0 =  щ =  0, ру >  р0, (7 )

считая, что уравнения состояния газов «1» и «0» различны 
и для каж дого из них выполнены условия I— V  и условие моно
тонного роста и(М) (см. (1 ) ,  ( 2 ) ) .

И з предположения (7) следует конфигурация А (рис. 2 .47 ) .  
В  области IV постоянен инвариант г, поэтому

Mi +  (^i> Pi) — U- +  Ф[ ( 5 , ,  р _ ) .  (8)

В  области II
р+ =  р0(М 0), и+ =  и0(М0), (9)

где ро(Мо), uq(Mq) означают состояние за фронтом ударной 
волны в газе  «0» при заданном Мо и возрастаю т до оо при в о з 
растании M q.

Условия непрерывности скорости и давления на контактной 
границе Гг приводят к уравнению для определения М0:

и_ (М0) =  н, +  Ф, (Su Pl) -  Ф, (Su Ро W )  == и+ (М0) =  и0 (М0). (10)
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*) Монотонный рост р(Мо),  как показано в п. 3 § 4, е с т ь , следствие 
условий I— V,



Л е вая  часть ( 1 0 )  монотонно убывает, правая монотонно возрас
тает до о о  при увеличении М 0 . При M o  —  1 ,  согласно ( 5 ) , .  ( 7 ) ,  

имеем
и_ (1) =  Ф 1 (S i ,  pi) — Ф[ (S i,  ро) >  0 («1 =  0),

и+ (1) =  «о(1) =  0.

Отсюда, как  и раньше, следует, что уравнение (10) имеет один 
и только один корень Mo >  1.

Фиксировав р ь ро, будем изменять их. Функция :

и__ — ы_ (М0, Ui) =  «1 +  Ф 1 (S i,  pi) — Ф 1 (S i,  ро (M0))

есть монотонно возрастаю щ ая функция и\. Следовательно, ко
рень М 0 уравнения (10) есть монотонно возрастаю щ ая функ
ция « 1.

Рассмотрим, как меняются неравенства

Уо <  Ух <  и  <  D  ( 1 2 )

при изменении щ. Неравенство D —- U >  0 очевидно в силу со
отношения (4 ,2 .8) :

(С/ -  D) (щ -  D) =  D (D -  U) -  " W b -gt > 0. (13)

Неравенство U — yx =  U — (U — с_)  =  с _ >  0 т а к ж е  очевидно. 
Рассмотрим разность

У\ — Уо =  № ~  с~) ~~ («1 — ci) =  (U — Mi) — (с_ — ci). (И )

Т а к  как u_ — U, то из (8) следует

и  — и{ — ( с _  — сх) =  Ф, ( S , ,  р ,)  — Ф, (Sv р_)  +  (с ,  — с_).  (15)

С ростом «1 растут р -  — р0(М0) и с_ =  c _ ( S i ,  р _ ) ; таким обра
зом, разности Ф1 (S i ,  pi) —  < t i ( S i ,p _ ) ,  Ci —  с_ уменьшаются. Итак, 
разность у\ —  уо уменьшается с ростом их и при некотором зн а
чении их =  uR станет равной 0. О бласть  волны разрежения исчез
нет, и решение будет иметь конфигурацию А Б (рис. 2 .49 ) .  При 
Их =  Иб

P_ =  P i , С _  = =  C j ,  « _ = « ! ,  ( 1 6 )

поэтому иБ определяется из уравнений

р1 =  р 0 (Л40кр), >

« Б =  « о  ( М о к Р)> >

в которых Мокр выступает как параметр.
Если ж е  уменьшать и\, то, как  мы видели, М 0 будет умень

шаться и при их =  ив станет равным 1. При щ — иъ ударная 
волна исчезает и решение принимает конфигурацию А В  
(рис. 2 . 5 1 ) .  ■
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Значение мв находится из уравнения

«в =  ф,(5„  Ро) — ф1 (^i. P i)< °>  (18)

которое следует из (10) при М 0 = 1 .
При

M j> M B (19)

всегда совместна конфигурация Б  (рис. 2 .50).
На контактной границе Гг записываем условия непрерывно

сти давления и скорости:

р_ (М 1) =  р+ (М0),

и_(М1) =  и+ (М0).

Функция —  монотонно возрастаю щ ая функция пара
метра М1, поэтому из уравнения (20) Мi определяется как  мо
нотонно возрастаю щ ая функция Мо, а уравнение (21) можно 
рассматривать как  уравнение для определения Мо-

Зам ечая  теперь, что левая часть ( 2 1 ) — монотонно убываю 
щая, а правая —  монотонно возрастаю щ ая функции М0 и что

(Мокр) —

U +  ( ^ 0  к р )  =  н б>  ( 1 )  —  >  ^ Б >

заклю чаем, что уравнения (2 0 ) ,  (21) имеют один и только один 
корень Мо >  Мокр >  1; Mi >  1.

Таким образом, условия совместности конфигурации Б 
{Мо >  1, Mi >  1) всегда выполнены при щ >  ыБ- 

Наконец, при
и, <  ив (22)

имеем конфигурацию В  (рис. 2 .52 ) .
Условие непрерывности скорости и давления на контактной 

границе Гг имеет вид

« _  =  «! +  Cp! (Su pi) — Ф! (St, р) =
— и+ =  Ф0 (So, р) —■ Ф0 (So, Ро) —  U (2'6)

(р означает давление в зонах III, IV, р -  =  р+ — р ) . Из него 
определяются р и U.

Л е в а я  часть уравнения (23) монотонно убывает, правая м о
нотонно возрастает с ростом р; при р =  ро

и+ =  и+ (р0) =  0;

цг =  и_ (ро) =  «! +  ф, ( 5 , ,  Р ,)  -  Ф, (S , ,  PQ)  =  Ux -  <  Q,
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(21)
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Отсюда следует, что уравнение (23) имеет один и только один 
корень р =  р_ — р+ <  ро <  р\. Условия совместности конфигу
рации В  следуют из того, что 0 >  U >  и\. При дальнейшем 
уменьшении и\ возможен отрыв газов.

8. Решение задачи о распаде разрыва в плоскости перемен
ных р, и (р, ы-диаграмма). Во  всех случаях конфигураций А, 
Г», В  состояние и+, р+, S+  справа от контактной границы было 
связано с состоянием и0 =  0, ро, S 0 в газе «О» в начальный мо
мент либо соотношением волны разрежения

S + =  S 0, ■ Ф0 ( 5 0, р +) • uQ Ф 0 ( S 0, р0) Ф0 ( S 0, р0), (1)

либо соотношениями Гюгонио, из которых следует

Р+  =  Ро ( s o> Ч ) .  и+ =  “ о ( 5 о> ^ о ) .  (2 )

где р0( 5 0, М 0), uo(So,Mo) монотонно растут с ростом М 0, при 
этом ро(5о, М0)-+  °о, Uo(So, М0)-> оо при М 0 -> о о .  Отсюда сле
дует, что из зависимостей (2) можно исключить параметр Мо 
и получить новую зависимость:

« + =  4 '0 ( S 0, р +); (3)

при этом ^ ( S o ,  Р+), так ж е как <3>o(So, Р+). является монотонно 
возрастающей функцией переменного р+.

Обязательным условием волны разрежения (у3 —  г/г ^  0) 
является требование

Р+ <  Ро» (4)
откуда следует, что для определения и+ мы можем пользоваться 
лишь половиной кривой (1 ) :

и+ =  Ф0 ( 5 0, р + ) Ф0 ( 5 0, р0), (5)

заданной условием р + ^  р0,
Условие устойчивости ударной волны (М 0 ^ 1 ) ,  напротив, 

требует, чтобы давление р+ было больше ро (р+ >  Ро); поэтому 
для определения ы+ мы можем т ак ж е  пользоваться лишь поло
виной кривой (3 ) ,  заданной условием р + ^  р0. Поэтому кривая

{  фо(Л> Р + ) - Ф 0(5о. Ро) при Р + < Р 0- 
и+ ~  {  vr 0 ( S 0, р + )  при р+ > р 0

определяет скорость на контактной границе по заданному 
давлению р+. Кривая

Г Ф 0 (S0, р) — Ф0 (S 0) р0) при р < р 0, ^  

Ц ~  ( 0’ Р) ~  I  %  (SQs р) при Р>Ро_  '
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описывает в плоскости переменных р,  м множество состояний, 
которые могут быть связаны с правым состоянием р0, So, «о =  О 
с помощью центрированной волны разрежения либо устойчивой 
(М0 ^  1) ударной волны.

Мы говорим, что на кривой (7) определено «состояние», 
хотя в каж дой ее точке известны лишь два из трех гидродина
мических п ар ам е тр ов—  р, м.

Однако легко видеть, что в волне разрежения (р ^  р0) 
5  =  So, а при р ^  ро энтропия S  однозначно определяется

в каж дой точке этой кривой 
из условий Гюгонио.

Короче говоря, кривая (7) 
есть проекция на плоскость пе
ременных р, и кривой, распо
ложенной в пространстве трех 
переменных (р, и, S) и описы
вающей множество состояний 
(р, и, 5 ) ,  которые могут быть 
связаны с правым состоянием 
Ро, Мо =  0, So волной разр еж е
ния либо ударной волной.

Легко видеть, что кривая 
(7) проходит через точку (ро, 
ы о = 0 ) ,  а из свойства касания 
второго порядка в точке (р0, So) 

адиабат Гюгонио Н  и Пуассона А следует, что кривая (7) об
л адает  в точке (ро, «о =  0) и, следовательно, всюду непрерывно 
дифференцируемой касательной.

На рис. 2.54 приведен примерный вид кривой ( 7 ) ;  верхняя ее 
часть отвечает ударной волне (зависимость ( 3 ) ) ,  нижняя —  
волне разрежения (зависимость ( 5 ) ) .

Совершенно аналогично кривая

(Su р),

. , - . 4 - . ,  Ф 1 (Si,  Pi).
g  1 (S i, p)

Рис. 2.64,

где
Г Ф1
X %

щ — g 

Ф 1 (S j ,  p) -  

(S i, P),

p < p  I,

P > P u

(8)

(9)

описывает в плоскости p, м семейство состояний, которые могут 
быть связаны с состоянием и\, pi, S i ,  как с левым состоянием, 
либо волной разрежения (г =  co n st) ,  либо ударной волной 
( т  >  0, Mi ^  1). Л егко видеть, что g\(S, р ) — монотонно воз
растающ ая функция р, что кривая (8) проходит через точку 
(pi, Mi) и имеет две непрерывные производные. На рис. 2.54 при
веден примерный вид кривой (8 ) .  На рис. 2.54 указано такж е, 
каким частям кривых (7 ) ,  (8) отвечают волны разрежения 
(в. р.) и ударные волны (у. в.) соответственно в газах  «О» и «1»,
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Поскольку на контактном разрыве всегда (за исключением 
случая отрыва газов) требуется непрерывность скорости и- — и+ 
и давления р_ =  р+, то решение задачи о распаде разрыва сво
д и т с я  к определению точки 
(/>, и) [р =  р -  =  р+, и =  и,— =

и+) пересечения кривых (7)
„ (8 ).

Если точка пересечения 
(р, и) этих двух кривых лежит 
и верхней половине (р >• р 0) 
кривой (7 ) ,  то в газе «О» рас
пространяется ударная волна; 
если ж е р <  ро, то в газе «О» 
распространяется волна р а з 
режения. Аналогично, если 
точка (р , и) пересечения этих 
двух кривых лежит в верхней 
половине (р <  pi)  кривой (8 ) ,  
то в газе «1» распространяет
ся волна разрежения; если же 
р >  ри то в газе  «1» распро
страняется ударная волна.
В соответствии с этим н а . 
рис. 2.55 приведены во зм о ж 
ные случаи пересечения этих 
кривых. З ад ав ая сь ,  как всег
да, условием pi >  ро и з а м е 
чая, что кривые (8) при р аз
личных и\ отличаются друг от друга лишь сдвигом, приводим на 
рис. 2.55 сводку возможных конфигураций в зависимости от щ, 
а т ак ж е  графический способ определения величин ив, ив, и0тр. 
И з рис. 2.54 й 2 .5 5 т ак ж е  следует графический способ решения з а 
дачи о распаде произвольного разрыва * ) .

Аналогичное рассмотрение задачи о распаде разрыва можно 
производить и в проекции на плоскость (s , r ) —  инвариантов Р и 
мана. В  плоскости (s, г) части кривых (7 ) ,  (8 ) ,  отвечающие 
волнам разрежения, будут лучами, параллельными осям коор
динат, другая их часть будет некоторой гладкой кривой, плавно

*) С ледует иметь в виду, что кривая (8 ), так ж е как и (7 ), параметри
чески зависит от энтропии S i ( S 0), поэтому задание лишь точки (ри и.\) ее 
ещ е не определяет. Если, однако, считать, что для всех  и i, p i ^ p o  энтро
пия S j  фиксирована, то кривы е и — — g { (S , ,  р) и и — И] =  — g j ( S j ,  р) 

совпадаю т при и[ — « j =  g( (р\, S j ) ,  р ^  m in  (/Оц р[). И сходя из этого на 
рис. 2.55 указаны области значений ри и\ при S =  St =  co n st, в котор ы х 
сохраняется конфигурация решения задачи о распаде разры ва.
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(с двумя производными) согласованной с этими лучами 
(рис. 2 .56 ) .  Особенно удобно применять s, r -диаграмму при ре

шении задачи о распаде для оди
наковых изотермических газов.

В  заключение этого пункта 
определим функцию g0(So ,p ) 
для случая политропных газов. 

Д л я  политропного газа

sff, ra)

r=r(Sj, Sj, r,)
Рис. 2.56.

Фо (So, p) -

Yo—1 L\ Pa)

_  A 2 Q S )p Y 

Y

'o (*%, Po) =

( 10)

Vo-l
2Vo

В  случае ударной волны (р >  Ро) вы р аж аем  М0 из (4.5.13):

'\ J Р +  НоРоМп ро (1 +  Ло) ’

после чего из формулы (4.5.16) находим р)-

а д ,  р) =  ( 1 ^ а д С о№ , Р1)[ Л / ^ Н 3 5 Г _  д / S E S

1J  с0 (S0, р0). 

(И)

( 12)

(13)

И так, для  политропного газа  уравнение (7) задается  в виде 

и =  go (S 0, р) =

Yo — 1 c „ (S „  й ) [ ( ^ ) , ; *  -  l ] при р <  Ро,

Ро (1 +  ho) 1. (14) 
р +  hoPo J  

при р > р 0.

9. Зад ач а  о распаде разр ы ва  в ср едах с аномальными тер
модинамическими свойствами. О тказ  от условий p"v{V, S) >  0 
в средах, которые соседствуют в задаче о распаде разрыва, су
щественно осложняет эту задачу и делает картину течения бо
лее разнообразной. О слож няется вопрос об единственности ре
шения задачи о распаде разры ва; единственность решения д о 
казана при некоторых ограничениях на уравнения состояния, 
которые не диктуются требованиями термодинамики. Более 
сложно формулируются условия устойчивости (допустимости) 
ударной волны (см. § 4, п. 8 и § 5, п. 7 ) .  Р я д  вопросов, св я зан 
ных с этой задачей для сред с аномальными термодинамиче-
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скими свойствами, рассмотрен в работах Г. Я. Галина [1958],  
А. Д. Сидоренко [1968],  Б. Вендрофа [1972],  Т. Л ю  [1975].

В рассматриваемом случае нарушаются свойства 1, 2, 3 ре- 
икшия задачи о распаде, установленные в п. 1; в среде с ано
мальными свойствами может распространяться несколько удар
ных переходов, а т ак ж е  центрированных воля  Римана, сл е
дующих друг за другом в одном и том ж е направлении относи
тельно газа.

Мы будем предполагать, что в рассматриваемых средах вы 
полнены условия (5.7.13)

и будем считать допустимыми лишь те разрывы, связываю щ ие 
состояния (ио, Vo, Ро) перед фронтом и Vi,Pi) за  фронтом, 
для которых выполнено условие допустимости (5 .7 .1 7 ) :  для 
произвольной точки (У, р) адиабаты Гюгонио Я ( У ,  р; Vo, ро) — О 
с центром в точке (Уо,ро), расположенной меж ду точками 
(Уо,Ро) и ( У ь p i) ,  выполнено неравенство

К а к  видно из условий (2 ) ,  при знакопеременное™ pyV(V, S) 
возможны разрывы, для которых выполнены равенства

Р авенства  (3 ) ,  (4) означают, что скорость разрыва D совпадает 
со скоростью характеристики gi (при т >  0) или (при 
т <  0) по одну сторону разрыва. Поэтому взаимное располо-, 
жение линии разрыва (штриховая линия) и г-характеристик 
(сплошные линии) в окрестности разрыва имеет вид, показан
ный на рис. 2.57, а, б, для случая т <.  0. Одновременное выпол
нение равенств (3) и (4) означает, что слева и справа от р а з 
рыва скорость характеристик (|i при т >  0 или £3 при т <  0) 
совпадает со скоростью D разрыва, так  что линия разрыва сов
падает с характеристиками (рис. 2 .5 7 ,в).

В  ряде работ такие разрывы назы ваю тся контактными. О д 
нако, на наш взгляд, это название не совсем удачно, так  как

7  =  > 0 ;  р'у (V, S) <  0, p'8 ( V , S ) > 0 ,  (1)

(3)

(4)

и

(5)
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контактный разрыв в механике жидкости и газа означает гра
ницу между двумя различными газами, движущимися с одина
ковыми скоростями «о =  «г =  D, т. е. при т — 0. Поэтому р аз
рывы, удовлетворяющие условиям (5 ) ,  следует называть по- 
прежнему ударными волнами.

Пусть и+, V+, р+ по-прежнему означают параметры течения 
на правой стороне контактной границы в решении задачи 
о распаде разрыва, и пусть н0 =  0, Vo, Ро —  заданные началь
ные значения в газе «О». Изучим множество W(V0,Po) во з
можных значений V+, «+.

e>'m2- § - < W  В)

Рис. 2.57.

Очевидно, что множество W(Vo, ро) содержит все физические 
(допустимые) участки адиабаты Гюгонио H(V, р; Vo, ро) =  0, 
имеющей центром точку (У 0,ро),  которые мы ввели в п. 7 § 5. 
Рассмотрим лишь случай p"v (VQ, S 0) >  0, тогда допустимые 
участки адиабаты Гюгонио показаны двойной линией на 
рис. 2.58. М ы видим, что допустимые участки адиабаты Гю го
нио образую т лишь часть м нож ества W(Vo, ро), так  как по 
своему смыслу это множество должно быть непрерывной кривой. 
В  дальнейшем кривую V, p e W ^ V o ,  Ро) будем назы вать волно
вой адиабатой. Допустимые участки адиабаты Гюгонио даю т 
лишь те значения V+, р+, которые могут быть связаны  с Vo, Ро 
устойчивой ударной волной сж ати я или разрежения. Кроме 
этого, мы видели, что V+, р+ могут быть связаны с Vo, ро вол
ной разрежения Римана. Если p'yV{V№ S0) >  0, то волне разре
жения Римана отвечает участок адиабаты Пуассона S =  So, 
заданный условием V Уо и требованием монотонного умень

шения величины g =  y\J— S0) с ростом V.
Последнее требование есть условие центрированной волны 

разрежения, в которой переходу от правого состояния «о, Vo, ро 
к левому и+, V+, р+ соответствует монотонное уменьшение ско
рости характеристики |3.



Поэтому на допустимых участках адиабаты Пуассона S — S 0 
должно быть выполнено условие

W ' t - l f f V ' .  « ] ■ = - - Ц ( г < у .  « < 0 .  (6)

Если на адиабате Пуассона нет участков, где нарушено ус
ловие (6 ) ,  то тогда любые ее точки при V >  V0 даю т во зм о ж 
ные значения V+, р+.
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Р и с. 2.58.

Однако в интересующем нас случае и, в  частности, изобра
женном на рис. 2.58 такие участки есть. В  самом деле, мы ви
дели в п. 7  §  5, что на допустимых участках адиабаты Гюгонио 
5  >  So, поэтому значение энтропии в точке В (см. рис. 2.58) 
превосходит So. Отсюда следует, что адиабата Пуассона S — S0 
пересечет адиабату Гюгонио внутри отрезка [Vo,

Адиабата Гюгонио на отрезке [Vo. Vh\ меняет выпуклость, 
поэтому с учетом условий (1) делаем заключение, что адиа
бата  S  =  So т а к ж е  меняет выпуклость внутри этого отрезка. 
Взаимное расположение адиабаты Пуассона S  =  Sg и адиабать!
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Гюгонио приведено на рис. 2.59. З д е сь  прямая АВ  —  касател ь
ная к кривым Я  —  0, 5  =  S 0 в точке A, AD — касательная 
к адиабате Гюгонио Я  =  0 в точке D и

P v v iVR’ 5 о) =  °* P'vv(Vo’ So ) > 0 -

М ы видим, что производная pyV(V, S 0) меняет свой знак 
в точке V = V R (pyV{V, S0) <  0 при V >  V *) .  Тем самы м пере
ход из точки (Vo, ро) по волне разреж ен и я (S  =  S 0) возм ож ен

Р и с. 2.59.

только до точки С , а ударный переход из точки А возмож ен 
лишь при V >  VH, т. е. начиная с точки В адиабаты Гюгонио. 
М ы  имеем незаполненный участок [ V Vн] волновой адиабаты 
W (Vo, Ро).

Здесь  следует рассмотреть возможность появления ударных 
волн типа указанных на рис. 2.57, б, когда r -волна разрежения 
заканчивается допустимым ударным переходом, как это пока
зано на рис. 2.6Q.
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Это возможно, если на адиабате Пуассона А С  (рис. 2.59) 
найдется точка (V,  р),  заключенная меж ду точками Л и С, и точ
ка ( Vi, pi) такие, что

Я ( У „  рй V,  р)
Рх —р _  др
V, - V dV

0;

(V, §),

S(V , р) -

V0 <  V*

: Sq,

v R.
(7)-

Рис, 2.60.

Если при этом весь участок адиабаты Гюгонио Н (V, р; V, р) 
при V <. V С  Vi лежит справа от прямой р —  р =  пг2( Р — V), 
то тогда переход (7) является до
пустимым: значения V\, pi являются 
возможными значениями V+, р+ и 
они должны быть включены в вол
новую адиабату W(Vo,Po)-

Один из подобных переходов 
есть переход из точки А в точку В 
(рис. 2.59 и 2 .5 8 ) ;  в этом случае
V =  Vo, р — ро и волна р азр еж е
ния (рис. 2.60) отсутствует.

Необходимым условием вы п ол
нения равенств (7) является знако- 
переменность величины p"v (V,S)  на

адиабате Я (V, р; V, р) при У ^  У]. Именно этот случай 
мы и рассматриваем сейчас, так как в точке С pyV(V, S 0) м е
няет знак.

Подробное рассмотрение приводит к выводу, что множество 
значений Vi.pi, удовлетворяющих условиям (7 ) ,  образует не
прерывную кривую (мы будем обозначать ее буквой R), кото
рая соединяет точки С и В  (рис. 2 .59 ) .  При этом передвижению 
точки ( 9 ,р) вдоль адиабаты S  =  S0 в направлении от точки С  
к точке А  соответствует движение точки ( V i ,p i )  вдоль кривой R 
от точки С  к точке В.

Итак, мы приходим к заключению, что справа от точки А 
волновая адиабата W{Vo, po)  состоит из отрезка А С  адиабаты 
Пуассона S  — So,  отрезка С В  кривой R,  состоящего из значе
ний Vi, pi, удовлетворяющих (7 ) ,  и части B D  адиабаты Гюгонио 
Я ( V , р ;  Vo,ро) =  0. Таким образом, мы построили непрерывную 
кривую W ( Vo, Ро) —  волновую адиабату —  справа от точки А.

Отметим, что если на адиабате Гюгонио B D  при ее продол
жении вправо нарушится условие допустимости, то волновая 
адиабата будет содерж ать еще новые участки, состоящие из 
адиабат Пуассона 5  —  const и кривых R,  построенных для них. 
Это соответствует картине г-характеристик, показанной на 
рис. 2.61, когда распространяются несколько центрированных
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воли разрежения, разделенных допустимыми ударными пере
ходами.

Вкратце рассмотрим вопрос о построении волновой адиабаты 
W(Vo,po) при V ^  Vo, имея в виду, что в основном оно произ
водится с учетом тех ж е  самы х соображений, которые исполь
зовались выше.

К а к  мы видели выше, в рассматриваемом нами случае 
руу ( V0, S 0) >  0 отрезок АЕ адиабаты Гюгонио Н(V, р; Vo, ро) 
(см. рис. 2 .58) является допустимым, он состоит из возможных 
значений V+, р+, и поэтому он естественно включается в волно
вую адиабату W(V0, ро) ■ Ударный переход из точки А в точку Е

Ф-

имеет картину r -характеристик, изображенную на рис. 2.57, в. 
Д а л е е  (в сторону уменьшения V =  V+) волновая адиабата мо
ж е т  быть продолжена с помощью r -волны разрежения S  ' =  S e, 
где Se  —  энтропия в точке Е. Теперь точка Е  отвечает правому 
состоянию в волне разрежения S  =  S e , поэтому переход 
в точку F,  соответствующую значениям V+ <  Ve, р+, 
возможен лишь при условии, что PyV (V, S £ ) <  0 при 
V+ <  V <  VE ( э т о  следует из того, что скорость г-характеристик 
убывает при переходе из точки Е в точку F ) .

В  случае, изображенном на рис. 2.58, это условие 
(p'vv(V> S£) <  0) выполнено в точке V =  Ve , и поэтому в не
которой полуокрестности V <  VE адиабата Пуассона S =  S E 
дает возможные значения V+, р+ и должна быть включена 
в волновую адиабату.

На рис. 2.62 показана картина r -характеристик для случая, 
когда точка (V+,p+) лежит на адиабате Пуассона 5  —  S e .

Пусть в точке F  адиабаты S  =  Se  знак величины p " v ( V ,  S £) 
меняется с минуса при V >  VF на плюс при V <  VF. В  этом 
случае переход по адиабате S =  S E возможен только до точки F. 
Д л я  продолжения волновой адиабаты теперь следует рассмот
реть ударные переходы из точек { V , p )  адиабаты S  =  Ss  в точки
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(У ь Pi) при условиях

H(Vu P u V ,p )  =  Q; S (V ,p )  =  SB (8)

Р»,- P . ( у ,  §У, У Р < У < У £ ,
V\—V dV

аналогичных условиям (7 ) .
Совокупность точек ( Vi, р\), заданных условиями (8 ) ,  снова 

будем называть кривой R. Эта кривая определена при р >  pF, 
она непрерывно примыкает к отрезку EF  адиабаты Пуассона 
S  =  Se  (при V =  Vf, р — Pf) и она оканчивается при пересече
нии ее с новым допустимым участком исходной адиабаты Г ю 
гонио Н(У,р\ Уо, ро) =  0. Этот отрезок кривой R т а к ж е  вклю 
чается в волновую адиабату W (Vо, ро).

Таким образом, строится волновая адиабата. К ак  мы видим, 
она включает все допустимые участки адиабаты Гюгонио 
H(V,p\ V0, ро) =  0, отрезки адиабат Пуассона S  =  Si и опреде
ляемые ими кривые R i. Здесь  S ; —  значения энтропии на правых 
концах допустимых участков —  адиабаты Гюгонио при V ^  Vo 
и на левых концах допустимых участков при V <  Уо-

Отметим, что эта кривая пересекается любой прямой 
р =  const не более чем в одной точке, т. е. давление р моно
тонно изменяется вдоль этой кривой.

Мы ограничимся этими замечаниями о построении волновой 
адиабаты, имея в виду, что в конкретных случаях читатель см о
жет выяснить необходимые детали поведения волновой адиа
баты, опираясь на изложенное выше.

Каж дой точке волновой адиабаты W(Vo, Ро) соответствует 
значение скорости и =  и+, которая вычисляется из условий Г ю 
гонио на допустимых участках адиабаты Н(V, р\ Уо, ро) =  0 и на 
кривых ^  и из постоянства инварианта Римана на отрезках 
адиабат П уассона S  =  S,-.

В  результате мы имеем непрерывную кривую в пространстве 
переменных и, V, р, которая задает  множество возможных зн а
чений м+, У+, р+ при фиксированных « 0, У0, ро-

Проекция этой кривой на плоскость V —  0 дает кривую

и =  щ +  go (S0, Р),  (9)

которую мы ввели в п. 8 при решении задачи о распаде разрыва 
методом р, w-диаграммы. Аналогично для газа «1» следует по
строить зависимость

и =  Щ ~  gi(S\, р ), (10)

где gi ( S i ,  р) — проекция на плоскость У =  0 волновой адиабаты, 
построенной для газа  «1».
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Зад ач а  о распаде разрыва, так  ж е  как  и в п. 8, решается 
определением точки пересечения (ы+ =  и~\ р+ =  р~) кривых
(9) и (10 ).

Д л я  единственности решения задачи о распаде разрыва при
ходится наклады вать дополнительные ограничения на уравнения 
состояния.

Например, в работах Б. Вендрофа [1972],  Т. Л ю  [1975] на
клады вается  еще одно требование:

P v ( V , z ) = - j y [ p  (V, S (V, е))] <  0, (11)

при выполнении которого устанавливается единственность реше
ния задачи о распаде разрыва (для случая, когда газы «0» и 
«1» описываются одними и теми ж е  уравнениями состояния).

Д л я  существования решения задачи о распаде произвольного 
разрыва дополнительные ограничения на уравнения состояния 
требуются д а ж е  для нормальных газов (рост величины 
( р —  P o ) (V o — V) вдоль адиабаты Гюгонио до бесконечности). 
Естественно, что для сред с аномальными термодинамическими 
свойствами тем более требуются дополнительные ограничения, 
обеспечивающие существование решения задачи о распаде про
извольного разрыва.

10. Линеаризованные формулы распада разры ва в случае 
политропного газа.  Легко видеть, что величины ^ ( S o ,  Р) и

<E>o(So, р ) —  Фо(5о, ро) при -2- =  1 +  е совпадаю т с точностью до
Р°

членов порядка е3. Это ж е  следует из анализа слабы х ударных 
волн, проведенного в п. 7 § 4. Поэтому, проводя в формуле

(6.8.14) разложение по степеням малой величины и огра

ничиваясь лишь членами первого порядка, получим

u ^ g  ( S 0, p ) ^ « L P ^ L = = P J - £ ! L .  ( i )&0V и. и/ уо р0 роСо
cq Р —  Ро _  Р — Ро 

Аналогично для слабы х волн

Поэтому для распада разрыва с малыми амплитудами получаем, 
что значения давления р и скорости и на контактном разрыве 
независимо от конфигурации вы р аж аю тся  одними и теми ж е  
формулами:

P i +  _ро_
„ “  U() | Pl l̂ Ро̂ оР ----------------- . .— j— , (3)

о

(4)

P lC l  РоСо PlC l р0С0

P i  Ро | РоСоИо ~Ь P l c !^ l

Р0С0 +  Pl^l ро̂ о +  Pl<?l
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Аг (2)

где величину и\ мы заменили на разность и\ —  «о- Формулы (3) ,
(4) описывают решение задачи о распаде разрыва в акустиче
ском приближении, т. е. для бесконечно слабых воли.

11. Распад  разры ва в канале переменного сечения. Р а с 
смотрим две полубесконечные цилиндрические трубы с площ а
дями поперечного сечения А и  Л 2, стыкующиеся в плоскости 
х — 0 (рис. 2 .63) и заполненные газами, характеризуемыми на 
момент времени t =  0 пара
метрами « 1, рь ри Si,  соответг- 
ственно и2, р2, Р2, S 2.

Возникающ ее при t >  О 
движение газа  является дву- __ 
мерным; однако можно счи
тать, что волны, распростра
няющиеся в каж дой трубе, при 
t —у оо, | х[->оо  становятся 
близкими к одномерным. При
ближенная картина течения 
(мы будем называть это тече
ние распадом разрыва на скачке сечения) основана на предпо
ложении, что асимптотика устанавли вается  мгновенно и течение 
распадается на два  одномерных, разделенных бесконечно тон
кой зоной перехода, заключенной меж ду плоскостями х =  — е, 
х =  + 8 .  Д виж ение в области перехода является стационарным 
потоком, так  что величины f —  (и,  р, р)  слева  и справа от зоны 
перехода (мы будем их обозначать f~, f+ соответственно) св я 
заны соотношениями

4 4 -

Рис. 2.63.

А2(ри) = A i{p u y  

[ е ( р , p) +  f  +  i r ]  =  [в (р, р) +  f  +  - у ]  .

( 1) 

(2)

Первое вы р аж ает  закон сохранения массы, второе —  закон Б ер 
нулли. К этому присоединяется третье соотношение, которое в 
разных моделях распада выглядит по-разному. М ы ограничимся 
адиабатической моделью, в которой предполагается сохранение 
энтропии в зоне п е р е х о д а * ) .  Д л я  политропного газа, сл ед ова
тельно, имеем

. _  „ .4 -

(3)

Р ассмотрим простейший случай распада разрыва —  набегание 
ударной волны, идущей по покоящемуся газу с параметрами 
(>ь ри «1 и выходящей из широкой части трубы в узкую. Мы

* )  Полный анализ задачи о распаде разры ва на скачке сечения имеется 
и работах В . Г . Д улова [1968] и И. К. Я уш ева [1 9 6 7 ].
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будем предполагать, что скачок сечения невелик, т. е. выпол
няется условие

- ^  =  6 « 1 .  (4)

Тогда можно считать возмущение ударной волны малым и ли
неаризовать расчетные формулы. После прохождения ударной 
волны через скачок сечения мы будем иметь следующую конфи
гурацию разрывов: направо идет ударная волна Du за ней в 
точке х — 0 имеет место разрыв, подчиняющийся соотношениям

(1 )- (3 ) ,  назад идет отраженная 
волна; между прошедшей ударной 
волной и сечением х =  0 находится 
контактная граница. На рис. 2.64 
изображена конфигурация разрывов 
в плоскости х, t. Линия Г 4 есть тра
ектория ударной волны, вошедшей 
в узкую трубу, Fi — траектория от
раженной ударной волны, Г2— пе
реходная зона, Г з—траектория 
контактной границы. На линиях 

Гь  Гг, Гз параметры течения испытывают скачки небольшой 
амплитуды, и соответствующие условия примыкания можно ли
неаризовать. Обозначим через Ар, Аи полные изменения р, и при 
переходе от состояния (2) к состоянию (3), через А{р, А,-и изме
нения р, и при переходе через Г/ (/ = 1 , 2, 3). Справедливы 
линеаризованные соотношения:

Ail
Рг

Рис. 2.64.

б)

в)
Г)

на r t: + 1 Ci
&2р

■О,

(5)
на Г 2: - 6  +  -=̂ - +  -=^ =  0,1 «2 ' УР2

+  ы2Л2ц =  0 ,Р2

на Г3: А3р — Аъи — 0.
Полные изменения А и, Ар вызваны изменением силы М удар

ной волны при переходе из широкой части трубы в узкую. 
Пользуясь условиями Гюгонио для политропного газа

£1 
Р1

«2
С) “ V1 м

а)

б)

в)

г)

С2_ 

с 1 
Р2 

Pi

: (1 +  К) М2 ~ 

■ (1 -  h) (М  - 

= д / [ 0 + А )

h,

h
М2][(1 - h )  +  hM2],

м2
1 -  h + AM2 ’

(6)
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имеем

б)

а)
Др ___ А ,р  +  Д2р 

Pi Р1

Ди __  Д]« +  Д2и

Cl Cl

2(1 +  ft) M AM , 

(1 - / 0 (1  +  д У  ДМ.
(П

(Соотношения (6) позволяют выразить величины с индексом 2 
через величины с индексом 1 и известные функции от М, и тогда 
коэффициенты уравнений (5а), (56), (5в) будут выражаться 
через М и величины с индексом 1. Уравнения (5а), (56), (5в), 
(7а), (76) дают систему пяти уравнений относительно четырех 
величин: Ai и, А 2и, А\р, А 2р. Условие алгебраической совместно
сти уравнений (7) приводит к уравнению, впервые полученному 
Б. Честером [1953]:

й (М) =  2 [ ( 1 +  (1 -  А) (2g +  1 +  - L - )]" * . (9)

Уравнение (8) дает связь между изменениями силы ударной 
волны и сечения трубы. Р. Чиснелл [1957] предложил использо
вать формулу (8 ) для распада нестационарного ударного фрон
та, движущегося в канале с непрерывно меняющимся сечением. 
В теории Чиснелла канал с непрерывно меняющимся сечением 
аппроксимируется последовательностью цилиндрических каналов 
(рис. 2.65), примыкающих друг к другу, а переход ударной 
волны из одного цилиндрического участка в другой описывается 
формулой (8).

Интегрируя уравнение (8), находим

dA

А

2М dM
(8)

(М2 -  1 )k{M) ’
где

(10)

Af (М) =  const, (П)
где

• -1

/ =  z Y (г — 1) {г +  К)

(12)

(13)

(14)
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Величина k (М) есть медленно меняющаяся функция М. Так, 
для Y =  -g k (1) — j , k(oo)~  0,394. Если считать k постоянной, 
интеграл (11) упрощается и приводится к виду

Ak (М2 — 1) =  const. (15)

Для слабых ударных волн при произвольном у k(M)->-^ и
формула (15) принимает вид

--L
М -  1~ Л  2.

Для сильных ударных волн
21г{М)

М - >  ОО (1 + 4,)(1 + ¾) ’

‘ - л / * * 7

(16)

(17)

1)

Рис. 2.65.

"Y (Y — О ’ V Y

Тогда из уравнения (15) имеем 
коо

М ~ А  2 . (18)
Оценка (18) была применена Чиснеллом для установления 
асимптотики сильной ударной волны в случае цилиндрической и 
сферической симметрии.

Из (18) следует
М. ■ х~

для цилиндрической ударной волны и
М  ~  х~п, п =  kn

(19)

(20)

для сферической ударной волны {х — расстояния до оси или. 
соответственно, точки симметрии).

Сравнение оценки (19), (20) с автомодельным решением Гу- 
дерлея для сходящейся ударной волны (см. § 9, п. 5) показы-

~ 5 7вает прекрасное совпадение. Так, для у
дующее сопоставление показателей п:

з , -д имеем еле*

Y =  5/3 

У =  7/5

Цилиндрическая волна Сферическая волна

Чисиелл Г удерлей Чисиелл Г удерлей

0,2254
0,1971

0,2260
0,1973

0,4508

0,3941
0,4527

0,3944
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Изложенная теория Чиснелла не учитывает дополнительного 
воздействия вторичных волн, отраженных от стенок канала и 
догоняющих ударную волну. В  работах Р. Чиснелла [1955, 1957] 
в формулу (18) были внесены поправки, оказавшиеся, впрочем, 
несущественными.

Г. Уитэм [1958] дал простое истолкование уравнению (8). 
Как известно (см. К- П. Станюкович [1955]), течение в канале 
в одномерном приближении описывается уравнениями

где А (х) — площадь поперечного сечения канала.
Уравнения (21) могут быть переписаны в характеристине* 

ской форме:

Предполагая для определенности, что ударная волна дви
жется слева направо и что разница наклонов траекторий удар
ной волны и догоняющей характеристики невелика, можно при
ближенно считать, что соотношение

выполняется не только вдоль r-характеристики, но и на траекто
рии ударной волны. Из (6а), (66) имеем

dr =  du +  —  do =  с, ГП -  h) ( 1 4- +  - ^ 4 1  +  h) Af] dM. (25) 

I f +
du . du , 1 dp ,,
“зг +  и -ъ-- ---я~ =  ",dt dx ' p dx (21)

a)
1 dp du , cu d In A 

p dti dt\ и — с dti

(22)

(23)

dr =  — dp+du +  d In  A =  dr +  d ln A =  0 (24)

Подставляя (25) в (24), приходим к соотношению

с 1 (и{ +  Ci)

которое в силу соотношений (6) эквивалентно (8).
10 В. Ла Рождественски^ Н, Н. Яненко
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Так как предположение (24) справедливо не только на сла
бых волнах, но и на сильных, входящих в центр, это объясняет 
хорошее совпадение теории Чиснелла с автомодельным реше
нием для задачи о сходящейся ударной волне.

Для течений, обладающих тем свойством, что наклон харак
теристики, догоняющей ударный фронт, близок к наклону удар
ного фронта, разработаны различные приближения, хорошо опи
сывающие поведение течения вблизи фронта (метод Пуанкаре — 
Лайтхилла — Го (см. С. Цзянь [1959]), метод коротких волн 
(см. С. А. Христианович, О. С. Рыжов [1958])).

§ 7. Взаимодействие сильных разрывов

Опираясь на анализ задачи о распаде произвольного раз
рыва, в этом параграфе мы рассмотрим несколько задач о взаи
модействии сильных разрывов, каковыми являются ударные 
волны и контактные границы.

При соединении сильных разрывов возникают кусочно-по
стоянные течения, параметры которых можно принять за началь
ные данные для решения задачи о распаде произвольного раз
рыва. Поэтому задача о взаимодействии сильных разрывов сво
дится к задаче о распаде разрыва.

Мы рассмотрим в этом параграфе взаимодействия сильных 
разрывов в следующем порядке:

1. Набегание ударной волны на контактную границу.
2. Соединение ударных волн, движущихся относительно газа 

навстречу друг другу.
3. Соединение ударных волн, движущихся в газе в одном на

правлении.
Этими тремя комбинациями исчерпываются все возможные 

взаимодействия сильных разрывов. Основной задачей будет 
установление конфигурации образующегося течения в зави
симости от параметров, характеризующих взаимодействующие 
разрывы.

Мы проведем сначала общее исследование методом р, м-диа- 
граммы, а затем рассмотрим случай политропного газа.

1. Набегание ударной волны на границу двух сред. Пусть на 
границу х — 0 двух сред, характеризуемых параметрами р0 =  рп. 
So, мо — 0 (слева от х — 0) и ро, So, Uo =  0 (справа), в момент 
t =  0 набегает ударная волна, идущая в среде х <  0 в напра] 
лении слева направо. Таким образом, в момент t — 0 образуется 
начальный разрыв с параметрами ри S ь и\ (газ «1», слева) и 
Ро, So, «о =  0 (газ «0», справа). При этом точка (ри щ) должна 
лежать в верхней части кривой (6.8.7), вычисленной для газа, 
первоначально расположенного при * < . 0, и проходящей через



§ 7. ВЗАИМ ОДЕЙСТВИЕ СИЛЬНЫ Х РА ЗРЫ ВО В 291

точку Оо, 0), т. е.
щ =  W 0 (So, P i) , P i >  Po, Mi >  0. (1)

Таким образом, множество возможных состояний (рь Hi) газа 
«1» изобразится в плоскости (р, и) кривой с уравнением ( 1) 
(рис. 2.66).

Пусть задана исходная ударная волна. Тем самым задана 
точка (р 1, ui), лежащая на кривой (1) (рис. 2.66). В соответ
ствии с п. 8 § 6 решение задачи о взаимодействии ударной 
волны с контактной гра
ницей сводится к опреде
лению точки (р, и) пере
сечения кривой (6.8.7)

и =  go {S0, р) (2)
для газа «0», проходящей 
через точку (р0, и0) , и 
кривой (6.8.8)

и — щ — gx(Su р) (3)
для газа «1», проходящей 
через точку (ри и\).

Очевидно, что кривая
(2) может пересечь кри
вую (3) лишь верхней своей ветвью, т. е. при р >  ро. Следова
тельно, возникающее течение имеет либо конфигурацию А 
(соответствует точке А пересечения кривой (2) (СА) и кривой
(3) (А Б ) на рис. 2.66), либо конфигурацию Б (соответствует 
точке Б  пересечения кривой (2) (В С) и кривой (3) (А Б )).

Таким образом, всегда в газ «0» распространяется ударная 
волна, в газ «1» распространяется волна разрежения либо удар
ная волна, в зависимости от взаимного расположения кривых 
( 1) и (2).

Рассмотрим случай политропных газов. Согласно (6.8.13)

а д .  р) = о -  ад с„ [  V i £ n %  -  д / Ж Н  • <4) 

р > =■ о -  « [ л / ^ т г т й -  -  V t t s s 1]  ■ <6>
Введем в рассмотрение величину

( ¾  Р) __ (1 -  hif 4 1 + *о 6 + Ло (8 ~ ;>2 .. .

W2Q(S0,p )  ( 1 - / ¾ ) 2 eg l+ A j  0 +  А, ( 0 - 1 ) 2

_  (1 — hj)2 (1 + Л„) 9 + h  ( с 0 у

( I - h a)2 ( I +  Ai) 6 +  A, W /  ’ w

Po p

Рис. 2.66.

10*
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где

е =  р/ро- (7)
Отсюда имеем

« ( “ )=  { ! _ $  -il + й  ( | У - Щ г « < » -  №
Если h0 < hy (yo < Yi). то К  ( ° ° )  > К  (1) и / ( (8) — монотонно 
возрастающая функция 0. Если же h0 > hy (уо > Yi). то

К  (оо) < К  ( 1) и К  (9) — монотонно 
убывающая функция при 0 < 0 < оо. 

Рассмотрим следующие случаи:
1. * (1 )> 1 ,_  К ( оо)>1. Тогда 

K(Q )>  1 и ¥ 0(S0, p )> 4 ro(So,p) при 
всех р ^  р0. В  этом случае кривая 
u =  W0 (S0, р) лежит ниже кривой 
и =  ̂ ( 50, р) (рис. 2 .66) и при любой 
силе ударной волны в результате 
взаимодействия с контактной грани
цей возникает конфигурация Б, т. е. 
при t > 0 от контактной границы 
распространяются в разные стороны 
две ударные волны (рис. 2.67).

2. /С(1)<1, К (  о о ) < 1 .  Тогда (S0, р) <  Ч;о (S0, р) и при 
любой силе ударной волны течение при t >  0 имеет конфигу
рацию А, т. е. в газе «0» распространяется ударная волна 
(как, впрочем, и всегда), а в газе « 1» распространяется цент
рированная волна разрежения.

3. Если /С (1) > 1, К ( ° ° ) < \  (Yo>__Yi)> то при некотором 
р  =  Р  кривые h =  xF0(S0) р) и u =  W0(Sq, р)  пересекаются. При 
P o < P i< P  имеет место конфигурация Б; при ру > Р, т. е. для 
достаточно сильных ударных волн, имеет место конфигурация А.

4. /С (1) < 1, К  (оо) > 1  (Yo < Yi)- Тогда кривые « =  % ( S 0, р) 
и u =  W0(S0, р) пересекаются при р =  Р; в области P o ^ P i^ P  
течение имеет конфигурацию А, при ру > Р  — конфигурацию Б.

Рассмотрим частный случай одинаковых газов (yo =  Yi =Y)* 
Тогда

K ( l )  =  tf(oo) =  ( | L ) 2. (10)

Учитывая соотношение с2 =  ~~ , запишем (10) в виде

/С(1) =  /С(оо)==-|2-. ( 11)
Отсюда следует, что когда ударная волна идет из менее плотного

Рис. 2.67.



§ 7. ВЗАИМ ОДЕЙСТВИЕ СИЛЬНЫ Х РА ЗРЫ ВО В 293

газа в более плотный газ (К  >  1), то в менее плотный газ отра
жается ударная волна (имеем конфигурацию Б ). Если же удар
ная волна идет из более плотного газа в менее плотный (К  <  1), 
то отражается волна разрежения (конфигурация А ).

Этот результат может быть сравнен с выводами п. 5 § 3, где 
изучалось преломление бегущей волны на контактной границе. 
Там мы получили, что от более плотной среды отражается волна 
того же типа, что и падающая. Так как слабую ударную волну 
можно рассматривать как слабую волну сжатия Римана, то мы 
видим, что качественно прелом-

U-0> Pi.ь

£

ление ударных волн иволнРи- \Pi.&ff
мана на контактных границах 
носит одинаковый характер.

2. Встреча двух ударных 

волн. По веществу с парамет- --п - я
рами «о =  0, ро, 50 идут на- 
встречу друг другу две удар
ные волны, оставляющие за со
бой состояния Hi =  Wo (So, pi), Рис. 2.68.
Pi, S i за левой волной и Но =
=  —W o (S 0, ро), Ро, S 0 за правой (рис. 2.68). В  момент t —  О 
ударные волны встречаются в точке х =  0, образуя начальный 
разрыв с параметрами «1 =  W 0(So, Pi), р 1, S i (слева) и и0— 
=  — Wo (So, ро), ро, So (справа). Для определенности полагаем, что

Р\ >  Ро- (1)

Здесь возможны два случая:
а) Кривая и — «o =  Wo(So, р) всегда ниже кривой и =  

=  W0(S0, р) (рис. 2.69, а).
б) Кривая и — uo =  xFo(So, р) пересекает кривую и —

— Wo (S0, р) в некоторой точке (Р , U) (рис. 2.69,6).
В  первом случае возможна только конфигурация Б, во вто

ром— как Б, так и А, однако в любом случае в газе «О» будет 
распространяться ударная волна.

Подробнее рассмотрим случай политропного газа, для ко
торого пересечение кривых h =  W0(S0, р) и и =  н0 +  W0 (S0, р) =  
=  W0 (S0, р) — W0 (S0, p) невозможно. Тем самым мы должны 
доказать неравенство

Ч'о (S0, р) +  W0 (S0, ро) > W0 (S0, р) при р > р 0>  ро- (2)
Учитывая формулу (6.8.13) для W0(S0, р) и формулу (6.8.12), 
приводим неравенство (2) к виду

М\-
Мх

М\-\
м0 > с0 М2 — 1 

с0 М (3)
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где
_  Da . /  Ро +  hp0

1 Л/ )Мп------  -  ------  г» /  -  , .  . -т уСо V  Ро ( I + А)

М ,= = А = д / .^  + ̂

М

> 1 (Ро >  ро),

_  I D  — «о I

Р о (1 +  А)

_ Р +  hpo

> У И 0 >  1 ( р > р о > р й),

(Р >  Ро).
Ро (1 +  А)

> 1

0,($,,p)+ $,(S„p,) 

= 4 (S 0,P)

■+&(&#

Щ(Ь,Р)

и=-Щ(Яв,р)

li

й,
1

и - и о + Ч ? 0 (8 о ,р )

У ^ и = Щ ( 8 в , р )

\ \ и = и г Щ ($ ,р )  

1 \ к  
1 \ ч

Р о / Р о / 1 -'-SKf
К \ /

Р ]  W

<К_

Ю
Рис. 2.69

Отсюда следует равенство

(1 +  h)M2- h  =

Учитывая соотношение (4.5.15):

(1 +  А) м\-А 

(1 +  А) м\ — А

Со [(1 + ^ ) М 5  -  A] [ ( i -  А) +  АМц]
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а также следствие (5):

М2 — 1 = ----!— 5-̂ — , (7)
(1 +  h) Mg — h

преобразуем неравенство (3) к виду

( ^ 0 - 1)2 .  _ L  +
Ш\ М2 (1 +  Л) М2 — h

Исключая из неравенства (8) величину М с помощью (5), при* 
ходим к неравенству

(MiMo- 1)8 .  — М„)а [1 — Л + AAig]
М\ M \ -h +  hM l

При М\~Мо  неравенство (9), очевидно, выполнено (этот слу
чай соответствует встрече ударных волн одинаковой силы). По
кажем, что неравенство (9) выполняется при любых M i ^  М0. 
Для этого преобразовываем его к виду

(Af? -  1) (Мо -  1) [(1 -  h) М\ +  2/iMqM, -  h] > О,
откуда легко следует, что оно всегда выполнено при М0>
>  1. Таким образом, в политропном газе при встрече двух 
ударных волн возникает лишь конфигурация Б, т. е. при встрече 
двух ударных волн каждая из них как бы «проходит» сквозь 
другую.

3. Соединение ударных волн, идущих в одном направлении.
В газе с параметрами р0, So, и0 — 0 движется слева направо с 
постоянной скоростью Д) >  0 ударная волна, оставляя за собой 
состояние «о, ро, So, расположенное на кривой

м==Чго (S0, р). (1)
За первой ударной волной также с постоянной скоростью Di, 
D\ >  Do >  «о, движется вторая ударная волна, оставляя за со
бой состояние Mi, pi, Si, расположенное на кривой

и — Uo — ̂ oiSo, р), (2)

проходящей через точку (р0, Wo(So, р0) ) (рис. 2.70). В  момент 
соединения ударных волн возникает начальный разрыв, который, 
распадаясь, дает течение с конфигурацией Б, если точка (рь мо +  

Wo (So, pi)) лежит выше кривой (1) (на рис. 2.70 этот случай 
показан точкой Б ), и течение с конфигурацией А, если точка 
(ри  «о + Wo(So, p i)) лежит ниже кривой (1) (точками Б' и А' 
отмечены на рисунке соответствующие решения). Всегда, одна
ко, при этом в сторону газа «0» будет распространяться ударная 
волна,
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Вновь более подробно рассмотрим случай политропного газ а 
Взаимное расположение кривых (1) и (2) определяется знаком 
разности

А ’% ($ „ ,  р,)+  (S0, р) 
при заданных ограничениях

ро< Р0< Р‘
Введем обозначения:

D\ — й0

■ %  (So, Р)

A l
Со С о м, л

Со ■■М.

(3)

(4)

(5)

Здесь М 0 соответствует первой ударной волне, идущей по фону 
(О, ро) и оставляющей за собой состояние («о, ро); М — второй

ударной волне, идущей по фону (й0, ро) и оставляющей за собой 
состояние («ь  p i); М  — возможной ударной волне, идущей по 
фону (0, ро) и оставляющей за собой состояние (и, р). Тогда 
разность (3) представляется.в виде

Мх
А =  (1 — h) Со 0М0

Из соотношений
р0 /1 1 1.\ я/г 2

■ +  ( I  —  h) Cq~
Mi

:М ■ (l — h) Cq
M

M
(6)

J 0 -  <l +  ®  -  h> ^  =  (\ +  h)M2~ h ,  f o 

следует

(1 + h) Mi — h

(1 +  h)M2~ h  (7) 

(8)
(1 +h)Mz0- h



Подставляя (8) в (6), получим

а _ (1 - Ч Л < 1 1 _  * = ! + ' •  * * - * 8  Ч _
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•(1 — h) Со

М0 М cQ (1 + h) Mg — h М J

(MQ— М)(ММ„ + 1) С0 М2- М 2 1
(9)

ММ0 с0 (1 +h)Ml~h м J

Применяя соотношение (4.5.15) (см. также (7.2.6)), которое 
в данном случае записывается в виде

с2 [(1 + Л) Afg — Д] [(1 — Л) +
(10)

получаем из (9)

Д =  (1 -  А) Со "(М°~~ М) I - Л /{1 — /г> + /г.У^(.УГ2 — М02) 1
]мм0 М0л /(1+ ^)М §-А  М_

(■-/,) Со(М -  м») ГV L -  > + « ; ( « + « , )  _  g jfe ± j n , (U )
L M0M ^ (\ + h )M l- h  MM0 J

Так как, согласно (4), M > M 0> 1, то мы видим, что знак А 
совпадает со знаком выражения

(1 -  h + hM\) (М + Maf  (ЛШ0 + I)2

М2М2[( 1 + А) М2-А] М2М^

Наконец, подставляя сюда М2 из формулы (8), получим

(12)

sign А =» sign
[l — А + АД4р] (М + М0)2 (AfM0 + 1) 

M2 + hMn -  А Мр M2MlJo ~■ n m 0 m iVI0 J

=  sign {м 2 (M +  Af0)2[ l  +  h(M l — l ) ]  — '
— (М М 0+ 1)2[М 2 +  /г(М2- 1) ] }  =

=  — sign (m 2 — l )  {M l — l )  [(1 — h) M2 — 2hMM0 — /г]. (13) 
Итак, если

(1 -  h) M2 -  2hMM0 -  h > 0, (14)
то A < 0, и мы имеем конфигурацию А; если же

(1 - h )M 2-2hM M 0- h  < 0, (15)

то имеет место конфигурация Б.
Нетрудно видеть, что когда вторая ударная волна доста

точно сильная (М>_1, Л1> 1), то неравенство (14) выполняете^



и мы имеем конфигурацию А. Для того чтобы уравнение
(1 -  A) М2 -  2hMM0 -  A =  0 (16)

имело корень М (М >  М0> 1), необходимо и достаточно вы
полнение неравенств

1 < АЙ < ТТГЗГ <17>
либо

т. е.
Если

( 1 - 3 А )> А , т. е. Y <.|-. (18)

то условие (15) не может выполняться ни при каких М0> 1, и 
мы всегда будем иметь конфигурацию А. Если же

то может иметь место также и конфигурация Б. Более точно, 
при -М^тИкр, где Мкр — больший, чем М0, корень уравнения (16), 
или, что то же, при

Л 2< К  + АМ20-Л 
" "  (1 + h)M l~h

имеет место конфигурация Б, в противном случае — А.
4. Взаимодействие сильных разрывов в изотермическом газе.

В  случае изотермического газа анализ взаимодействия разрывов 
упрощается. Действительно, изотермический газ можно рассмат
ривать как политропный газ при у =  1.

Для изотермического газа имеем

Vf]- (1)
ф0(р) == с0 I n (2)

Рассмотрим задачу о набегании ударной волны на контакт
ный разрыв (см. рис. 2.66). Как показано в п. 1, выбор между 
конфигурациями А и Б определяется знаком разности А =  
=  Y o ^ - W o O )  при условии р >  р0. При А <  0 имеем конфи
гурацию А, при А >  0 — конфигурацию Б.

Учитывая (1), имеем

A =  ( c « - « , ) [ V ^ - V f ] '  <3>
Так как > 1, то конфигурация А имеет место при с0 < с0/ 
-конфигурация Б — при с0 > с0.
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Учитывая соотношение
Ро =  соРо =  Фо- ' (4)

получаем, что имеет место конфигурация А при р0 <  ро, конфи
гурация Б — при ро >  ро. Этот результат следует также непо
средственно из результатов п. 1.

При решении задач о взаимодействии ударных волн следует 
принимать во внимание, что Со — с0.

Рассмотрим сначала взаимодействие ударных волн, движу
щихся навстречу друг другу (см. рис. 2.68, 2.69). Пользуясь 
обозначениями п. 2, полагая h =  0, имеем

■ =  К  =  ^- =  М% (5)
Р о п~ п .
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£l 11 s: — 
tc £ l .

Ро Ро '
м\ Ml1 , М  = 1

Ml

Условие конфигурации Б имеет вид (см. (7.2.3))
(  Mi \2 . 

м *-\ M l - - 1 м{ м0 
Mi Мо (  M i\ ~~ м0 M l’ V ’

V Л1о )

откуда имеем
(Mi +  M0)(M i+  1) (М 0- 1) > 0. (8)

Таким образом, всегда имеем конфигурацию Б.
Из соотношений

£ !  =,М2и ^  =  Ml, - f  =  Ml, - f  =  М! (9)
Po Po P1 P 0

имеем ■ _  _
MiM0 =  M jA u =  =  ' (10)

Из соотношений

“ = 5 [ M ' - i - ( " " - i ) ] ’ (1,) 

— (12)
учитывая (10), имеем ,

(M „  +  M , ) ( l - K ) [ l + т д а г ]  =  о .  (1 3 )

Отсюда следует, что
/С= 1- (14)
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Равенство (14) означает, что после встречи волн каждая из 
них сохраняет свою силу:

Мй =  Мй М 1 =  М1; (15)
соответственно сохраняются относительные скорости ударных 
волн:

D\ — Dn — щ =  D | ий |, О о~О л — И], (16)
где Da — скорость ударной волны, идущей после встречи вправо, 
Р л — скорость ударной волны, идущей после встречи влево.

Таким образом, расчетные формулы взаимодействия встре
чающихся волн имеют вид

“ “ « . [ ( ^ 1 — г а г ) - ( ^ о - ж - ) ] .  < 1 7 >

где р, а — давление и скорость между фронтами расходящихся 
волн. Их скорости определяются формулами (16).

Рассмотрим в заключение задачу о соединении волн, идущих 
в одном направлении. Условие (7.3.14) выполняется при h — 0. 
Следовательно, в случае изотермического газа при соединении 
ударных волн, идущих в одном направлении, всегда имеет место 
конфигурация А.

§ 8. Взаимодействие ударных волн с бегущими волнами
Если ударная волна, движущаяся с постоянной скоростью по 

постоянному фону, входит в бегущую волну, то сила ее меняется.
В  случае политропного газа 
энтропия за фронтом волны 
становится переменной, что 
усложняет аналитическое ис
следование. Поэтому мы огра
ничимся рассмотрением баро
тропных политропных газов, в 
частности изотермического га
за. Сделаем сначала одно за
мечание, справедливое для всех 
баротропных политропных га
зов. Пусть по постоянному фо
ну (Ро, Ро, «о) движется слева 

Рис. 2.71. направо с постоянной скоро
стью Do ударная волна, остав

ляющая за собой постоянный фон (р\, рь щ ), связанный с 
(ро, Ро, «о) условиями Гюгонио. В некоторый момент to ударная 
волна входит в область возмущенного движения, которая может 
быть или бегущей волной, или областью интерференции бегущих 
волн. Тогда движение, которое образуется за ударной волной,
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является бегущей волной до тех пор, пока в нем не образуется 
новая ударная волна (рис. 2.71).

1. Взаимодействие ударной волны с бегущей волной в изо
термическом газе. Пусть постоянное течение (ро, «о = 0) грани
чит с s-волной разрежения

г =  г0 =  и +  с In р =  const. (1)
По постоянному фону (ро, «о =  0) движется слева направо с по
стоянной скоростью- D0 ударная волна, оставляющая за собой 
состояние

Рг

Рг
Мп-

■ с2 Pj,

: Р о К
:Ь -

С

(2)

В  момент t — to ударная 
волна входит в область 
I I I  бегущей волны (рис. 
2.72), где давление и ско
рость возрастают в про
тивоположных направ
лениях, т. е.

ди др
дх дх < 0.

В  области I I I  бегущей волны условия Гюгонио имеют вид 
(см. § 4, формулы (4.6.13), (4.6.14))

ф(Л1), (3)

(4)М D-
—

-11+
ф(М),

ф М ; { х ~ т  +  Ых2)>

где D — скорость ударной волны; величины со значком «+ » 
означают величины в волне I I I  перед фронтом ударной волны, со 
значком «— » — за фронтом ударной волны (область IV ).

В  рассматриваемом случае 5-волны
r~ — ru г+ =  г0. (5)

Из уравнений (3), (5) следует, что М постоянно и равно Мо. 
Таким образом, амплитуда ударной волны неизменна и вели
чины

Рл. Р+ JL. _и. — и
р_ р_

сохраняют постоянное значение на фронте волны.

(6)



В области IV  мы имеем s-волну разрежения (сжатия), если 
в области 111 волна Римана — волна разрежения (сжатия). Дей
ствительно, так как и~— и+ на фронте волны постоянно, то

to- . D + D * * (7)
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dt . dx dt dx

или
ди~ ( .  к+ — с 'v ди+и- — с \ ди~

I , 1 D )  дх " " V 1 D )  дх

так что производные — - и ■ (в областях I I I  и /V) од
ного знака. Так как в s-волне с постоянным инвариантом г 
(в зоне I I I )  справедливо соотношение Римана

х~-{и — c)t — f(u), , (8)

где f(u ) — некоторая функция и, а на ударной волне справедливо 
соотношение

^ -  =  D =  u +  cM0 =  u+ +  D0, (9)

то, сопоставляя (8), (9), получаем дифференциальное уравнение 
для траектории ударной волны:

x-[-^--c(M0+ l)\t =  f ( ~ ~ с М 0). (Ю)

В  частном случае центрированной волны разрежения, когда 
справедливо соотношение

Т =НГ =  и - с ,  (И )

где (хи t:) — центр волны, получаем легко интегрируемое урав
нение

< 1 2 >

■ Ясно, что аналогичный анализ будет иметь место и для слу
чая ударной волны, идущей справа налево и набегающей на 
r-волну Римана.

В случае волны разрежения > 0, ~  < о ) ударная
волна идет «под гору», ускоряясь; в случае волны сжатия

< 0, —  > 0  ̂ ударная волна идет «в гору», замедляясь.
Указанную картину взаимодействия можно реализовать в за
даче с двумя поршнями; сначала правый поршень выдвигается 
из газа, образуя волну разрежения (г =  const), а затем левый 
поршень вдвигается в газ, образуя ударную волну, двигающуюся 
в волну разрежения.
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Рассмотрим теперь задачу о взаимодействии ударной волны, 
идущей вправо, с r-волной Римана (s =  $0 — const) (рис. 2.73). 
В  этом случае давление и скорость перед ударной волной воз
растают в одном направлении > о ) •

В  формулах (3) следует положить
r~ =  r =  const, S +  =  S0. (13)

Тогда в случае волны разрежения (сжатия) в области I I I  имеем 
ди+ди+

дх

дг+

дх

> 0

> 0

и из соотношений (3) нахо
дим

дМдМ

дх
ds-

дх

ди~

дх

< 0

< 0

< 0

дх

ds~

дх

> о),

> о ),

> о ). Рис. 2.73.

(15)
Это означает, что для волны разрежения I I I  преломленная 

волна IV  есть волна сжатия, для волны сжатия I I I  волна IV  
есть волна разрежения. В первом случае сила М волны умень
шается, во втором — увеличивается.

Траектория ударной волны находится аналогично предыду
щему. Указанную картину можно реализовать в задаче с одним 
поршнем: поршень сначала, выдвигаясь, образует волну разре
жения, а затем, двигаясь в газ, образует волну сжатия (ударную 
волну).

2. Асимптотика взаимодействия ударной волны и центриро
ванной волны разрежения. В  результате взаимодействия удар
ной волны с волной разрежения I I I  после выхода из нее на по
стоянный фон V ударная волна вместо начальной скорости Do 
приобретает скорость D ь Ясно, что скачок скорости D\ — Dq 
ударной волны не зависит от точки входа (х\, 11), если в области 
IV  имеем гладкое течение. Пусть точка входа (xi, t\) прибли
жается к центру (хо, t0) волны.

Тогда разность D t— D0 остается неизменной. Если х\ — х0, 
tx =  f0, то можно говорить о мгновенном взаимодействии удар
ной волны с сосредоточенной волной разрежения. В  этом случае 
МЫ имеем произвольный разрыв, характеризуемый состояниями
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{II, V). Можно поставить вопрос: будет ли совпадать скорость 
D\ ударной волны в задаче о распаде разрыва и скорость D\ 
после выхода ударной волны из волны разрежения 111} Рассмот

рим сначала случай цен
трированной s-волны разре
жения (рис. 2.74,а ). .

Состояния II, V опреде
ляются формулами

Щ ~  Щ ~Ь с (М 0 — - щ ),

Р2- 
и< —

■РхК

щ-- ■ щ +  с In — .
Р 5

(1)

(2)

Рассчитаем распад раз
рыва (р2,и2), {рь, иь), поль
зуясь (р, и) -диаграммой 
(рис. 2.75). В  рассматривае
мом случае имеем конфигу
рацию А. Величины и, р на
ходятся в результате реше
ния уравнения

М  1М Ш Р1
■■мп

Ю
Рис. 2.74.

М0
где положено 

М 2 =  -^ , Ml--
Ps

in-e-Р2

Ж
pi

После несложного преобразования из формулы (3) имеем 
ф Ж _ м „ ^  +  1п М 2= ф Щ .  »  i■Мп Мо In NIq.

Отсюда
м = м 0.

(3)

(4)

(5)

(6)
Итак, после взаимодействия ударной волны, идущей вправо, с 
s-волной она приобретает ту же скорость, что и в результате 
мгновенного взаимодействия ударной волны и сосредоточенной 
волны разрежения, рассчитанного по формулам распада раз
рыва. Это совпадение связано с тем, что преломленная волна IV
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Рис. 2.75.

есть волна разрежения и при t->oo в движении за фронтом 
волны не возникает особенностей. Аналогичная картина имеет 
место при взаимодействии ударной волны, идущей влево, с 
r-волной разрежения.

Рассмотрим теперь (В. Я. Арсенин, Н. Н. Яненко [1956]) 
взаимодействие ударной волны, идущей вправо, с г-волной 
(рис. 2.74,6).

‘ В  этом случае ударная 
волна, пройдя через область 
I I I , приобретает скорость 
иную, чем в результате 
мгновенного взаимодействия 
ударной волны и сосредото
ченной r-волны разрежения, 
рассматриваемого как рас
пад произвольного разрыва.
Причиной этого является 
возникновение ударной вол
ны, идущей влево, из волны 
сжатия IV  и затем волны 
разрежения, идущей вправо 
и догоняющей ударную вол
ну, идущую вправо.

Появившаяся ударная 
волна, изменяя свою ско
рость, меняет инвариант г.
Эти изменения переносятся 
по r-характеристикам и, до
ходя до фронта ударной вол
ны, идущей вправо, меняют 
скорость последней, вызы
вая изменения инварианта s.

Изменения инварианта s 
на правой волне по s-харак-
теристикам переносятся на левую ударную волну, вызывая из
менение инварианта г. В  результате взаимодействия задних 
фронтов правой и левой ударных волн вырабатывается некото
рый асимптотический режим. Предельные конфигурации и тече
ние совпадают с конфигурацией и течением, полученным в ре
зультате распада разрыва I I,  V (рис. 2.76).

Рассмотрим подробно взаимодействие фронтов. Введем обо
значения:

гь si — значения инвариантов в /; 
fin, Si i i — значения инвариантов на переднем фронте 

волны в I I I ;  
ry , sy — значения инвариантов в F ;
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fiu 5ц — значения инвариантов в //;
г, s — значения инвариантов на заднем фронте правой 

волны;
R, S  — значения инвариантов на заднем фронте левой 

волны;
D — скорость волны, идущей вправо;
D — скорость волны, идущей влево;

D-М  =  —— — >  1 М  = > 1;
и0, с0 — величины перед фронтом правой волны; 
й, с — величины перед фронтом левой волны;

Г{, sit Mi — значения г, s, М в точках Qt',

Rh Si, Mi — значения R, S, M в точках Pt.

На фронтах (Q0, Qu Q2, . . . ) ,  (Pi, P 2, P 3, P 4, ■. •) справедливы 
соотношения
s — sv =  ̂ (M ), г — гш =  ф(М), s — sm ==i|)(M), r — rv =  ф (M), (7)

соответственно
Я _  rn =  — ф (M), S — s„ =  — ф(М).

Дуги (Р ь P2), (P3, P 4) , . . . ,  (P2i-i, P2i), (Qu Qi), (Qz,Qi),---
■ ■ ■, (Qu-u Q21) соответствуют участкам траекторий ударных 
волн, когда они движутся с постоянной скоростью; дуги (Р0, Pt), 
(Р2, Рз), • • (P2i, P2i+\), (Qo, Qi), (Qi, Q3) .......... (Qu, ¢ 2.+1) соот
ветствуют участкам переменной скорости.

Справедливы соотношения
St =  sh г i+2 =  Ri. (8)

На участке Q0Qi имеем
Mi < М0, Si < So- (9)

Принимая во внимание (7), (8), (9), имеем
Si <  So, Mi >  Mo, Ri <  R0. (10)

Таким образом, на участке Р0Рi левая волна усиливается, R, 
S уменьшаются. В  силу (8) на участке Q2Q3 имеем

гз <̂ г2, М3 < М2, s3 < s2, (11)

т. е. на участке Q2Q 3 правая волна становится слабее. В  даль
нейшем картина повторяется: волна, идущая влево, усиливается, 
идущая вправо — ослабевает, М, монотонно убывает, Mj. моно
тонно возрастает.



Обозначим через М», Мао пределы Mi, соответственно М г- при 
i-> оо. Тогда в силу (7), (8) справедливы соотношения

r — rv =  cp(MJ, s — sv =  '$ (M J,  |

Формулы (12) являются формулами распада разрыва для со
стояний (//, V). Таким образом, доказано совпадение асимпто
тического режима взаимодействия ударной волны с волной раз
режения и течения, получающегося из распада разрыва (II, У).

Заметим, что при достаточно большой амплитуде волны 
разрежения I I I  ударная волна, вошедшая в нее, может превра
титься в волну разрежения, а конфигурация Б — замениться 
конфигурацией А.

3. Взаимодействие ударных волн с бегущими в баротропных 
политропных газах. В случае баротропных политропных газов 
третье условие Гюгонио заменяется условием постоянства эн
тропии.

Условия Гюгонио для ударной волны, идущей вправо, 
примут вид

щ ~ и а^ ( \ - Н ) с й[ м й- ~ ) ,  М0 =  ̂ = ^ ,  (1)

(1 +  h )M t- h ,  (2)
Ро

4 = ^ = = ( 1 + / ^ - / , ,  (з)
Ро Ро

+  <4)
Рассмотрим сначала набегание ударной волны, идущей слева 
направо, на s-волну разрежения. Из условий (1) — (4) имеем

г, -  г» -  с, [(1 -  ft) ( м 0 -  i )  +  ( t  -  0 ]  =  <"•>■ ©

s, -  Sb =  ф  -  й> ( м « - 1 ¾ ) -  т Ь -  ( t  -  1) ]  =  с» ° ("»>- ©
Так как F (M 0) в формуле (5) есть монотонно возрастающая 
функция М0, а с0 удовлетворяет условию
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дс0 у — 1 ди| < 0  (г == г0 — const) (7)
дх 2 дх

F (M 0) ^  +  F '(M 0)c0~ ^  =  0,
то

^ > 0- (8) 
т. е. сила ударной волны возрастает.



Ясно, что за фронтом ударной волны имеем s-волну Римана.
(г =  г0). Установим знак ■ или, что то же, - J j  за фронтом
ударной волны.

Из соотношений (1), (5), (7) имеем

■ ^ Н ' + Ч 1 <9)

Так как приближение баротропного газа справедливо при Мй> 
близких к 1, то выражение в квадратных скобках близко к 1. 
Отсюда имеем

~  > 0 . (Ю)

Таким образом, волна IV  есть волна разрежения (рис. 2.74, а).
Рассмотрим теперь набегание ударной волны на г-волну 

разрежения. Тогда в (5), (6) rx =  const, s0 =  const. Из (5) имеем

Г\ =  г0 +  CqF (М0) =  s0 -| - с0 [~ ~ Т  +  F  W ]  • (11) 

Так как то из (^^ следует
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< 0 , (12)

т. е. амплитуда ударной волны убывает. Определим знак
<?«1 1 <3si
~dx'~Y~dx' 33 ФР0НТ0М ударной волны.

При достаточно малом | Af0—  11 G(M0) есть монотонно воз
растающая функция М0. Из (11) следует, что

^ - < 0 , дх *
т. е. преломленная волна IV  есть волна сжатия. ;

Таким образом, мы видим, что в баротропном приближении, 
т. е. при достаточно малом \М0— 1|, качественная картина взаи
модействия та же, что и для изотермического газа.

§ 9. Аналитические решения одномерной газовой динамики

1. Общий интеграл изоэнтропического одномерного плоско
го течения. Одномерное плоское изоэнтропическое течение опи
сывается, как известно, уравнениями в инвариантах (см. § 2,
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где
г — u-j-  ̂cdlnp, s — и — ^сеИпр, (2)

х — эйлерова координата.
Функция К (г — s) =  c связана с уравнением состояния

' p =  p (S ,p ) =  F ( р) (3)
соотношением

К  (г — s) =  g [h~l (r — s)], (4)
где

ё =  л/¥Чр), Ь =  2 \ л/Р7Тр)^-. (5)

Преобразованием годографа система (1) сводится к линейной:

Перепишем систему (6) в виде

[ x - ( i ± i  +  K ) i ]  =  - ( ( j - r ) ,

Из уравнений (7) следует, что выражение

d W ^ [ x - ( ± ^ + K ) t \ d r  +  [ x - ^ ^ - K ) i \ d s  (8)

есть полный дифференциал некоторой функции W  (г, s), кото
рую мы будем называть потенциальной. Из выражения полного 
дифференциала имеем

dW  -ч

*  ' ' (9)

ds ' s

д

ds

д

дг

(7)

Из уравнений (9) х, t могут быть выражены через W r, W s'.
dW dW {r +  s dW ( r + s ,  „\ dW

-к )- д Г ~ {- Г -  + к )  —t dr ds V 2 J  дг v 2 J  ds

2K (r — s) ’ 2K ( r - s )  * ^

. В  силу соотношений (7), (10), W  удовлетворяет уравнению вто
рого порядка

d*w _ ( 2  ^ )  f  dW aw
dr ds 2/( (г — s) \ dr ds )• (И )



Таким образом, потенциальная функция удовлетворяет спе
циальному уравнению Дарбу

d*w г / | ч (  dW , dW \ n  ,,..
dxi dx2 f +  -¾) (  dXl +  dX2 J  — 0» (12)

где положено - .
K ' - i

Xi =  r, x2 =  — s, (13)

Нетрудно видеть, что уравнение (12) подстановкой

W =  еру, ¢ =  в =  х1 + х2, (14)
может быть приведено к виду 

<32и
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dxi дх2
■■F(xx +  x2)v , F  =  f2 — f'. (15)

Рассмотрим теперь те уравнения состояния, для которых 
общий интеграл и функция Римана представляются в замкнутой 
форме. Начнем с политропных газов, для которых р есть сте
пенная функция р:

р =  а2рч, у — ~ ~  > 1. (16)
cv

В этом случае
/С (г _  s) =  с =  JL= ±  (r _  s)# (17)

Отсюда
1....1 ::1  "

_ I , v — 1 2

/ =
■у—3 1

2 V ~  1 r - s  2 ( у -  1) xi +  xt x j + x s "

4 ( 18> 

Для уравнения (12) с функцией f = ---- ^ — справедливо
Х\ -f* Х2

следующее свойство редукции, установленное Дарбу и позво
ляющее переходить от одного значения т  к другому.

Если W есть решение уравнения (12) при f = ---— , то
* 1  т  хг

W ' — LW , L — ..|  ( 3 + - 3 - ) ,  (19)
9 Xi +  х2 \ дхх ‘ дх2 )  4 '

есть решение уравнения (12) при

7 =  т '  =  т + \ .  (20)
При  ̂=  +  3 имеем т  =  0 и W  удовлетворяет уравнению

д 2W

дхх дх2
; 0 , (21)



которое имеет известный общий интеграл (интеграл Даламбера)
W ^ F ( X1) +  G (X 2). (22)

Целым положительным значениям т  отвечают следующие зна
чения у:

2 т  +  3

Y = 2̂  + Т- (23)
5 7при т =  1 у — -д- (одноатомный газ), при m =  2 y =  5- (двух

атомный газ) и т. д. В  силу свойства редукции таким значе
ниям т  и у соответствует общий интеграл

W (xu x2) =  L m[F (Xl) +  G(x2)}, (24)
где оператор L  дается равенством (19).

Покажем, что выражение (24) для общего интеграла можно 
преобразовать к виду

W (x  д>П~' F' {x'] I д>П~1 ° ' {х*] (251
1 ь 2) дх?~1 (*, 4- % Р  +  а* ? " 1 (х, + х2)т ' ( }

Положим в дальнейшем
F ' (*,) =  <!>(*,), G '(x 2) =  W (x 2). (26)

Представление (25), очевидно, следует из (24) при т — \. По 
индукции докажем эквивалентность (24), (25) при любом т .  Пусть

^ Ф (*i) /о’7\

L г , Г '  (*, + % )”  ' (2?)
Докажем, что

т m+I /? / \__  ̂ ® (^i) /оо\
(«, + . гГ Т ' (28>

Используя предположение (27), имеем
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Ф  (jci)___________от дт ______ Ф  (jfi)
m-l /„ I „ \т+1+ лг2 3^1 (Xj +  *2) хх + х2 д х у  (Ху +  Х 2)

(29)

После этого нетрудно видеть, что равенство (28) эквивалентно 
следующему:

(0Я)(т) =  6Я (т) +  т Н {т~1), (30)

где положено, при фиксированном х2,
д __ d j{m )__dm f  и  Ф  /01\



Итак, мы доказали, что общий интеграл уравнения (12) при 
f *= — —■ • имеет вид 

' (32> 
Если считать Х\, х2 комплексными числами, a W, Ф, — анали
тическими функциями своих переменных, то, применяя известное 
представление Коши для производной аналитической функции, 
формулу (32) можно представить в виде (см. Е. Копсон [1953])
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2mj) (t+xt)m{ t~ x ly^ d i^ § \ x l + t )A t- x 2)m dt\  @3) 
Lc, сг j

В  формуле (33) — контур С\ берется в плоскости комп
лексного переменного х\\ х2 рассматривается как комплексный 
параметр; контур С2 берется в плоскости х2; Х\ является пара
метром.

Формула (33) имеет смысл и для дробных т ,  если в ней за
менить (т — 1)! на Г(/п); тогда операторы -Of-1 имеют 
смысл дробных производных, введенных впервые Риманом и 
Лиувиллем.

Перейдем теперь к задаче определения функции Римана для 
уравнения ( 12) при / =  — — —— •

Х\ “г Х2

Мы будем пользоваться уравнением (15), которое при этом 
значении f принимает вид

~ ~  =  — и, 0 =  ̂  +  ¾. а ~ т { т  — \). (34)

Для функции Римана R(l\, |2'> хи х2) уравнения (34) справедливо 
представление (см. гл. 1, § 13, п. 4)

R (1и Ы  Хи Х2) =  (1 -  l)m F  (т , т ,  I , |), (35)
где

£ __ (*1 ~  ll) (*2 + |г) (36)

F  (а, р, у, х) — 1 • х +  . . .

I а(а+1) ■•■(« + fe — 1) р(р + 1) (P + fe —1) vk , (оП 
• • • " f  k\ y ( y +  1) . . .  (Y +  f t -  1) л - t - . . .  \pi)

есть известный гипергеометрический ряд Гаусса.
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Заметим, что при делом m ряд (37) становится полиномом. 
Можно показать, что при целом т  уравнение (34) допускает 
дифференциальную связь т-то порядка и, обратно, если уравне
ние вида (15) допускает дифференциальную связь m-го порядка, 
то F(x  1 +  Х2) удовлетворяет уравнению, среди решений которого
имеются функции • Поясним это утверждение приме
ром. Рассмотрим уравнение (15), допускающее связь второго 
порядка. Тогда, как было показано в главе 1, § 12, F (x i +  х2) 
удовлетворяет уравнению

g2 ln F F, (38)dxi дх2

которое в нашем случае принимает вид

F F "  — F ,l =  p ,  (39)

где штрих означает производную по e =  xi-\-x2.
Уравнению (39) удовлетворяет функция

F (e ) = i l S f - ! i

при т  =  2. Общий интеграл уравнения (38) имеет вид

0 +  С2
' с , > 0 ,

-у/С 1 л/C i + 2 F  +  V C i

2 , / C l + 2 F

= r arcl« V "V — Ci V — c,

(40)
C i < 0 .

Пользуясь произвольными постоянными Cl, C2, с помощью 
функции (40) можно аппроксимировать функции Р (в ) и полу
чать хорошие приближения. Таким образом Г. А. Домбровский 
[1964] получил аппроксимации уравнения Дарбу.

В  следующем пункте мы покажем, как знание общего инте
грала уравнения Дарбу позволяет решать некоторые задачи га
зовой динамики, приводящие к интерференции простых волн.

2. Задачи о взаимодействии элементарных решений. Мы рас
смотрим две задачи:

а) о взаимодействии двух волн Римана; 1
б) о набегании волны Римана на границу двух сред.
Пусть в момент t =  t0 из точки х — х0 начинает распростра

няться центрированная г-волна, а в момент t — i\ из точки 
х — xi — центрированная s-волна. Мы можем предположить, что 
центрированные волны получаются в результате выдвижения 
поршней из газа с постоянной скоростью (рис. 2.77),
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В зонах / — V решение имеет вид: 
I: г =  Г\, s =  Sq, Г\ < г0;

I I :  r =  r0, s =  sb S] >  s0;

2I I I :  и =  и0 =  0, с-
dx х — х0IV :

V:
dt

dx

dt

t — t о 

X —  X\

--Co, r =  Г о 
- * +

't + x 

x — h

t ■ ч t — x

-Co, v 1
ar +  Ps0; 

as +  Pr0.

--So

il)
(2)

-[C0; (3)

(4)

(5)

В зоне VI, которой является зоной интерференции и ото
бражается в прямоугольник PQTR плоскости г, s (рис. .2.78),

Рис. 2.77.

справедливо представление

х — (ar +  ps) i

Рис. 2.78.

где W  удовлетворяет уравнению
d2W т  (  dW dW

dsdr ds

X — (as +  pr) t 

T yp
m___/  dW  _ _  dW \

—• s V dr ds )  '
m ■ 3 — V

2 (Y — 1)

(6)

(7)

Пользуясь (4) и (5), для W в прямоугольнике PQTR на сторо
нах PR, PQ можно поставить краевые условия, составляющие 
задачу Гурса:

PR: r =  r0, =  h — т (as -f pr0);
<3F

PQ: : %
dr

■h -f- t  (ar +  ps0).
(8)



5Решим эту задачу для 7 = 3-- Общий интеграл уравнения (7) 
примет вид

W = * l& ± £ l± .  (9)
Г — s w

Краевые условия (8) приводят к соотношениям

§ 9. АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШ ЕН И Я  ОДНОМЕРНОЙ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ 315

=  h -  т ( «  +  w ,

=  _ +  т („г +  М .
(Ю)

Предположим для простоты, что т =  0, т. е. выдвижение порш
ней происходит одновременно,. Тогда соотношения (10) примут 
вид

(r0 — s)g '(s) +  g(s) +  f (r0) =  h(r0 — s)2, ■)
(г — s0) Y (г) — f(r) — g (s0) =  — h (г — s0f ,  j

т. е. f(r), g(s) являются полиномами второй степени от своих 
переменных. Таким образом, учитывая, что W определяется с 
точностью до аддитивной константы, можно положить

r  Ar* +  Bs* +  C (r +  s) +  D  П 2 )

Г —  S ■ '  '

Удовлетворяя краевым условиям (8), находим А, В, С, D, полу
чая для W окончательное выражение

■ h (г2 +  я2) +  18ЙС,
Г  = ; (13)

Формулы (6), (13) определяют решение в зоне VI. В  зонах IV , 
V' мы имеем бегущие волны Римана, уже нецентрированные, 
которые нетрудно рассчитать.

Рассмотрим теперь взаимодействие бегущей волны с контакт
ной границей. Из точки х — 0, t — 0 распространяется центри
рованная s-волна Римана, которая набегает на контактную гра
ницу, находящуюся при ( =  0 в точке х — —h (рис. 2.79). Мы 
вновь рассмотрим случай, когда обе среды являются политроп-

5ными газами с у~-^-  Картина движения описывается фор
мулами:

область /: r =  r0, s — s0— — r0, с =  с0, S =  S0,
и — щ =  0 ; (14)

область II: r — r0, as +  Рг0 =  | =  -у (15)
область III: r — r0, s =  s2; (16)
область VIII: r — ru s — si — — ru с — сь S — Sj. (17)



IV  есть область интерференции падающей и отраженной 
волн, области II, V — бегущие волны, области VI, VII, V II I  — 
области постоянного течения.

Определим прежде всего течение в области IV  (рис. 2.80). 
Пользуясь формулами (6), можно поставить для функции 

W (r,s) краевые условия на линии ЛС:
г =  г0, я — (as +  Pr0)/ =  HM r, s) =  0. (18)

Отсюда, пользуясь формулой общего интеграла (9), получаем 
tf(s)(r0 — s) + f(r0) + g(s) =  0. (19)
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Из уравнения (19) следует, что g(s) есть линейная функция 
от s. Так как W определяется с точностью до аддитивной

константы, то сумма f (г) +  g (s) может содержать слагаемое 
С(г — s) с произвольной константой С.

За счет выбора константы С можно положить g(s) =  
=  const =  В. Перебрасывая В  в f(r), получаем окончательно

W (r ,s )  =  - J^ L , f(ro) =  0. (20)

Рассмотрим теперь краевое условие на контактной границе 
АВ. Определим сначала линию АВ  в плоскости годографа. При
нимая во внимание постоянство инварианта г — г\ слева от 
границы, из условий на контактной границе находим, что ве
личины г, s на правой стороне границы связаны линейным 
соотношением

1 "Ь к  2% /  Л 0 \  у /о 1 4
. «  =  Т ^ Г Г ” Т = ^ П ,  * = { а г У ’ <21)

где Л0, А\ — энтропийные константы газов справа, соответствен
но слева от границы.



9. АНАЛИТИЧЕСКИ Е РЕШ ЕН И Я  ОДНОМЕРНОЙ ГАЗОВОЙ ДИНАМ ИКИ 317

Краевое условие на АВ  в плоскости х, t имеет вид
dx г + s

(22)
dt 2 •

Пользуясь формулами (6), (21), получаем 
[(р -  а) (г -  s) (Wгг +  Wrs) +  Г г -  Wa] dr +

+ КР -  «) (г -  s) (Wrs + W„) + Г Г-  W s] ds =  0, (23)

ds =  - } ¾  dr. (24)

Отсюда, принимая во внимание, что из (21) следует

r - s ^ - ^ j - i r - r d ,  (25)

получаем уравнение для f (г)
и Ч г - г ^ Г  +  х р - и Н г- г ,)/ '- Н - 3 (1 - и )/ = = 0 ,-  (26)

общий интеграл которого имеет вид
/ (г) =  с, (г — r,)Al + с2 (г — rx)A% (27)

где Сь С2 — произвольные константы, Яь Я2—-корни характе
ристического уравнения

х2А2 +  к (3 — 2к) Я +  3 (1 — х) =  0. (28) 
Константы Си С2 определяются из условий
f (го) =  С, (го -  г / '  +  С2 (го -  г / ’ =  0, (29)

Г  (г0) =  С Л  (г0 -  +  С2Х2 (г0 -  г,)"2" 1 =  - 2 г0 (h0 +  c0t0). (30)
Заметим в заключение, что прошедшая волна 11' является 

бегущей волной разрежения, волна V может быть как волной 
разрежения, так и волной сжатия.

В  случае гв <  гс мы имеем волну разрежения, в случае 
г в >  г с — волну сжатия.

Как  показывают исследования в § 3, п. 5, отраженная волна
V будет волной разрежения при к >  1, волной сжатия при 
х < 1 .  В случае х >  1 области II ',  V будут двумя волнами 
разрежения и полученное решение при h -> 0 будет стремиться к 
решению соответствующей задачи о распаде разрыва (см. § 8, 
п. 2).

Приведенное решение указано нам Н. Н. Анучиной.
Общее решение задачи о набегании волны Римана на гра

ницу двух сред имеется в работе А. Тауба [1946].
3. Плоские одномерные течения с переменной энтропией. 

,Метод Мартина. М. Мартину [19536] удалось свести уравнения 
газовой динамики ' к уравнению Монжа — Ампера, а затем



применить метод промежуточного интеграла (см. гл. 1, § 12) и 
получить таким образом обобщение инвариантов Римана на 
случай течения с переменной энтропией.

Дальнейшие исследования М. Мартина [1953а], Г. Ладфорда 
[1955], Ю. С- Завьялова [1955] позволили полностью опреде
лить класс уравнений состояния и функций распределения энтро
пии, для которых применим метод промежуточного интеграла. 

Будем исходить из уравнений в лагранжевых координатах

dt ^  dq и\

_ 5 V _ _ ^ ==n _£ S__o  ' '
dt dq ’ di

Первым двум уравнениям (1) соответствуют потенциалы фь ф2 

(см. гл. 1, § 5, п. 3):
Vdq-\~ и dt — dqu (2)
и dq — р dt — dq>2. . . . (3)

Мартин вводит потенциальную функцию | с помощью равенства
dl — udqJr ld p  =  d<̂2Jrd(pt). (4)

Из равенства (4) имеем:
dg __t, _d|_ 1. /к)
dq ’ др t ’ ^

du — l qp dp +  l qq dq, dt =  lpp dp +  \pq dq; (6)
du __ о du __ «. . /y\

-Q^~ Zqp> —  V )

dt __ «. _df_ _  с. /o\

dp ~^PP’ dq bpq-

Подставляя (6) в (2), находим
е?ф1 == (V +  «§р<7) dq +  ulpp dp. (9)

Условие полного дифференциала для уравнения (9) с учетом (7) 
приводит к уравнению Монжа — Ампера для функции

г г _  '5F (р, S) ( 10)
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sqqbpp bpq dp

Для определенного уравнения состояния V — V (р, S) и задан
ного распределения энтропии S =  S(q) в правой части уравне
ния (10) мы имеет определенную функцию

- № , ? ) =  а|,у г » .. (Ю



и уравнение (10) принимает вид уравнения
£ , А , - &  +  / > ,  ¢) =  0, 0 2 )

изученного нами в главе 1, § 12.
Заметим, что выбор р, q в качестве независимых переменных 

означает, что р не является функцией q или, что то же, S, т. е. 
термодинамические параметры течения составляют двумерное 
многообразие.

Исключительный случай, когда p =  p (S ), будет нами рас
смотрен позднее.

Метод Мартина заключается в отыскании семейства решений 
уравнения ( 12) с однофункциональным произволом, удовлетво
ряющих дополнительному соотношению

ф (p. q> h ip, l q) =  ф (p, I, t, u) =  const. (13)
Соотношение (13) есть промежуточный интеграл уравнения 
Монжа — Ампера ( 12).

Ясно, что уравнения (12), (13) совместны только для опреде
ленной функции f(p,q). Полный анализ совместности, прове
денный М. Мартином, Г. Ладфордом и независимо Ю. С. За
вьяловым, показал, что промежуточный интеграл существует для 
следующих функций f(p, q):

f(P> Я) — V / r/(PtP +  щд), (14)

<15>
В  первом случае

ф =  a2t — щи ± g (щр +  a2q).
Во втором случае

Ф =  I  —  t (р +  а]) -  и {q +  а 2) ±  g )  .

В  обоих случаях g (8) связано с F  ф) соотношением
g'(B) =  ^ F rW .

Рассмотрим случай политро-пного газа, когда
_2_ _  1

V =  Avp  v, A2 =  A2(S),

Если энтропия S  постоянна, / есть функция только от р, и мы 
можем пользоваться представлением (14) при сс2 =  0. Сопостав
ляя (14) и (20), находим:
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(16)

(17)

(18)

(19)

(20)
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Тогда имеем
2

Ф =  — и ±  — — Г  с ’ ^

т. е. промежуточный интеграл есть не что иное, как инвариант 
Римана. Это оправдывает термин «обобщенный инвариант Ри 
мана», введенный Мартином и Ладфордом для промежуточного 
интеграла (13) уравнения (10).

Рассмотрим теперь случай переменной энтропии. Покажем, 
что среди течений с постоянным обобщенным инвариантом Ри
мана имеются течения, примыкающие к области покоя через 
ударную волну. Воспользуемся для этого представлением (15), 
(17). Будем предполагать, что ударная волна движется по нуле
вому фону (ро =  1, «о =  0) и является сильной, т. е. для величин 
за фронтом волны справедливы формулы (4.7.1) — (4.7.4):

п . V + 1 „  _ У + 1
pi — у з т  Ро — > 

u =  ~4t c D,Y+ 1

(23)

где

о - т г - З "  <2“>

Пользуясь (18), (19), для A(S), g(Q). получаем выражения
_2_ 1 —Зу

A Y =  c-\q v , (25)
У-1

2у С Р Л
1 ( f )  2v - (26)

где с — некоторая константа, а ь положены равными нулю. 
Пусть в момент < =  0 в покоящемся газе начинает распростра
няться ударная волна, движущаяся по степенному закону

q =  C f.  (27)
Найдем показатель а, которому соответствует постоянное значе
ние функции ф из (17) на фронте волны. Тогда ф будет тожде
ственно постоянна за фронтом волны и также будет иметь по
стоянный обобщенный инвариант Ригана.

Из (17), принимая во внимание (3), находим

d<p2 =  udq — р dt — d (uq) =F dg j  , (28)
откуда следует

q du +  p dt +  dg — 0. . , ; (29)



й силу Предположения (27) соотношение (29) на заднем фронте 
ишнн.1 iinr..'H‘ деления на dt принимает вид

( у J , u (а -  1) С2 +  - jL -  С2а2)  ^ ~ 2 +  B tV  (а" 2Н1 =  0, (30)

где

В - Т - с  ( ^ ) " * "  (Ca2) V  (« -  2). (31)

Испода следует
(32)

I » ,  л п л д п гп чн .скт ; реш ёнй я о д н о м е р н о й  г азов ой  д и н а м и к и  321

3Y+ 1 ‘

< Кюбщснные волны Римана могут рассматриваться как решения 
с дифференциальной связью (гл. 1, § 12)

Ф  (Я, t, Фь Фг, м> Р> S (q)) =  0, (33)

где rpi, фг — потенциалы системы ( 1).
Как было показано, определение функции Ф сводится к ин

тегрированию линейной однородной системы. Так как при этом 
независимыми переменными являются q, t, то дифференциаль
ная связь (33) уравнения (1) дает также и случай, исключен
ный из рассмотрения Мартином, когда p =  p(S). Этот случай 
будет рассмотрен в следующем пункте.

4. Уравнение гидродинамической поверхности. В случае иде
ального газа уравнения (9.3.1) примут вид

$ - + & - » .  °- <•> 

K =  i ± i ,  ¢ =  1  АУ. (2)

Для системы (1) получим уравнение в пространстве годографа
и, р, г|з. Применяя алгоритм, указанный в § 12 главы 1 для по
верхности

ty =  ty(p, и), ' (3)

приходим к следующим уравнениям:
дд ___  дф dq _____<3ф

dp др I1’ ди ’ ди I 1’
d t dib d t  дф
др ~~ ^ Р ди ^  ~дй ~ ' ~  ~др ^

(4)

где ц — неопределенный множитель.

11 Б. J1, Рождественский, Н. Н. Яненко
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Условия интегрируемости уравнений (4) приводят к уравне
ниям для р.:

/ дф 4 "
_ и дф д In ц дф д 1п ц __ д2ф ____\ ди

ди ди др др 

дф д In [Л 
др ди

др2 
дф д In ц

ди -Ф,

т-. д In иРешая (5) относительно -

ди др

д In (.1

; 0 •
(5)

где
ди

л

дф
др

д In [X

находим 
дф -  т-ф,

др др (6)

(7)

Наконец, условия интегрируемости уравнений (6) дают следую
щее уравнение третьего порядка:

(8)

рядка

дф
ди

дф
др

=  0 .дф
ди

дф
др

уравнение (8), приходим к

д(
Ф р~%

дг|) \ 
~ди) д2ф

ди др2

т - ■ * - * ( £ )
/(Ф). (9)

где f (^) — произвольная функция ¢.
Нетрудно видеть, что уравнение (9) допускает следующие 

интегралы:
*|3=-g(p), (10)

м =  /1(1)3), (11)
где g, h  — произвольные функции своих аргументов. Соответ
ствующие им решения имеют вид

u =  C t+ C u р =  — Cq С2, ^ =  §{р), (12)

[ .Lh'(ty) dty — C q C h 
J  Ф 

~ — р - л - 1 — к r ■Ct +  C2, u =  h($).
(13)

Соотношение (10) дает как раз исключительный случай, когда 
невозможно преобразование к уравнению Монжа — Ампера.
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Решения вида (12), (13) были получены К- П. Станюковичем 
Если if> =  i|)(a, р) есть решение уравнения (9), решение 

исходного уравнения получается путем последовательного инте
грирования вполне интегрируемых систем (6 ), (4).

Формулы, восстанавливающие решение, имеют вид

1 п ц = ^ (ф )й ф , ц =  е$т М Ф =.Р(ф ), (14)

q ̂  ц (4)г dp + i i u du) =  S =  (15)
t ^ - ~ \ F W [ ^ p - « ^ ) c l p + ^ r du]. (16)

Данной поверхности Ф(\|з, р, и) — 0 отвечает, в силу формул
(14) — (16), однозначно с точностью до констант решение урав
нений (1). Однозначность нарушается в случае зависимости 
ф — const, которой отвечает семейство решений, зависящее от 
двух произвольных функций одного аргумента.

5. Решения уравнений газовой динамики, характеризуемые 
дифференциальными связями. Уравнения (9.3.1) запишем в 
виде

-S-+-SS—

Можно доказать, что в общем случае дифференциальные связи 
первого порядка, совместные с системой ( 1), являются квази
линейными. В  результате полного анализа устанавливаем, что 
в случае одной дифференциальной связи, присоединяемой к си
стеме ( 1), переопределенная система совместна с двухфункцио
нальным произволом в решении, если связь имеет один из двух 
видов (В. Е. Распопов, В. П. Шапеев, Н. Н. Яненко [1977]):

а) 4 L. +  M -l^  =  f { y , p t q), (2)

б) 4 ^ - т л Г 2 4f-= /(“ , р > 0- (3)
В первом случае / определяется из уравнения

- М - ^ -  + М~1 4^- / =  0. 
dV др dV 1

Во втором случае / определяется из системы двух уравнений, 
при этом М  может зависеть только от р. Если f щк 0, то функция 
М  определяется однозначно, иначе М =  М(р) — произвольная 
функция.

11*



326 ГЛ. 2. ОДНОМЕРНАЯ ГАЗОВАЯ ДИНАМИКА

дифференциальными связями, содержит в себе решения Мар
тина, Ладфорда и Завьялова, так как данный метод является 
более общим, чем метод промежуточного интеграла. В  той же 
работе указанные решения применяются к задаче о движении 
ударной волны. Это точное решение оказалось удобным тестом 
для численных методов (Е. В. Ворожцов [1977]).

Рассмотрим задачу: контактная полоса и — 0, р =  ро~
— const, S =  Si{q ) ограничена слева поршнем q =  q0, который 
движется по закону и — U (t), U (0) =  0. Определить параметры 
движущегося газа. Решение (4) запишем в виде

? p ' - re/2 2 рХ~ пП

а (п — 2) а (п — 2) 

, 1  - п

(13)

^ =  +  (14>
арпЧ  — ¢ =  g2{p). (15)

Из (13) и условия задачи находим на поршне
t  2р\~п12 2р1~п12

/ =  сг
. а (п ~  2) а (п — 2)

где U~l обозначает функцию, обратную к U. Давление р как 
функция от q, t определяется, согласно (15), из соотношения

apnl2t ~  q =  apnl2U~l ( - ^ г а у  -

Для отыскания u(q,t) следует подставить в (13) найденное 
p(q,t). Из (14) определяется V(q,t), где g} (q) =  S i(q ). Крае
вое условие на движущемся поршне удовлетворено по построе
нию. Область покоя от области движения отделяет прямолиней
ная характеристика ар^Ч — q ~  — <7о- Задача решена.

6. Решение одномерных уравнений газовой динамики с кон
стантным произволом. Мы воспользуемся общими уравнениями 
одномерных течений

/  ди ди \ j _  др

р \~дГ

(D-

где параметр v равен 0 в плоском, 1 в цилиндрическом, 2 в сфе
рическом случаях.

Мы будем в дальнейшем предполагать, что уравнение состоя
ния имеет вид

p =  a2(S) pV  (2)
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Н -лом случае система ( 1) может быть преобразована к виду

О,ди , ди , р д In р 

dt ' U дх ' р дх

д In р 

dt

. д In р . ди ■ U .+
дх

д In р , д In р 

+  U дх

дх

ди

vu

х О,

dt

(3)

В плоском случае (v =  0) системы ( 1), (3) имеют коэффициен
ты, зависящие только от неизвестных функций, и допускают 
преобразования подобия и сдвига по независимым переменным 
х, t. В цилиндрическом и сферическом случаях возможно только 
преобразование подобия по х, t. Переходя к логарифмическим 
масштабам по х, t и безразмерным скоростям

= In К ~\пх , и- и, ■с, (4)

систему (1) можно записать в виде*)

<?1L j l  п  +  с 2 4- С2 
дх ^  дХ ^  дХ ^  дХ

+ и2- и  =  о,

дг +  ^ Jf-  +  4 r  +  (v +  1)c/~“ 0,

где
<р =  1 п р , Ф  =

ТГ-+и-%$- дх дХ

In а2

(5)

(6) 

(7)

В  системе (б) — (7) при любом v коэффициенты не зависят от 
аргументов т, Я, и, следовательно, как показывает анализ, про
веденный в главе 1, § 12, она имеет простые волны

t/ =  f / (0 ) , ф =  ф (0), ¢  =  4)(0),

0 =  0q “|“ UiK —j- ct2x. (8)

Так как коэффициенты системы (5) — (7) не зависят от ф, ¢, то 
возможны решения вида

U =  U (0), ф =  ф(0) +  /т, ¢ =  ^ (0) - JL= ± /T> (9)

где I — произвольная постоянная.

*) В таком виде уравнения газовой динамики рассматривались К.. П. Ста

нюковичем [1955].



Переходя к переменным и, р, р, получаем представления

и =  уг/ (|) =  Г  ji,==p0( ! ) V p ( 6) =
f Ct'i \ ^

Р =  Р</#(Ю. (10)
где

1 =  ев^ 1 0 хаЧа\ |„ =  Л  (11)
Решения вида (10) называется автомодельными*).

Ясно, что показатели а\, а2 определены с точностью до мно
жителя, так что существенным параметром является только их
отношение —  =  — k. 

а2

Система уравнений для U (l) ,  R ( l ) ,  Р(1), соответствующая 
системе (3), имеет вид

\ / п I \ dU . С2 d In Р ., ,-,2 0 С2а) (а1и + а2)-ж  + —  а1- ш - =  и ~ 1 Р - 2— ,

б) (aiU  +  « 2) — ~г0~~ +  а \ —  —  (“v +  1) U — I,

в) {axU +  +  Yfli 4 г  =  ~~ +  1) V +  2] С/ — / +  2.
(12)

Линейная комбинация уравнений (126), (12в) приводит к 
интегралу (так называемому интегралу адиабатичности)

In Р - %  ln/?+(Y—к) In (  j  -  i/) +  [(v+ 1)(у-х)+2]-~=1п С „ (13)
__ (v + 1) V + 2 + k (I — 2)

W + ( v+l )
который позволяет при любых k, I свести число уравнений ( 12) 
к двум.

Покажем,, что при некоторых k, I система (12) допускает еще 
один интеграл.

Уравнения (1) имеют в качестве закона сохранения соот
ношение

■§t [p*v (у = т  f  + i  “ 2) ] + i r  b>xVu ( ? з т  f  +  т  “ 2) ]  =  °- (14)
выражающее закон сохранения энергии. Ему соответствует авто
модельное уравнение

4 * +  [y +  3 +  k ( l - S ) ] B - k t %  =  0, (15)
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*) Впервые автомодельные решения одномерной газовой динамики как 
решения, инвариантные относительно некоторых групп преобразований, были 
рассмотрены К. Бехертом [1941].
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(16)

При условии
(17)

уравнение (15) допускает интеграл (интеграл энергии)
A — k (£fi) =  const. (IB)

При наличии интеграла энергии система (12) сводится к одному 
уравнению.

Мы дадим краткий обзор некоторых задач, приводящих к 
автомодельным решениям. В основном эти решения описывают 
течения, примыкающие к области покоя через ударную волну 
или слабый разрыв. При этом характерным обстоятельством 
является равенство нулю давления в области покоя. Тогда удар
ная волна может рассматриваться как бесконечно сильная, усло
вия Гюгонио приобретают однородный вид, что и позволяет 
искать решение в автомодельном виде.

Как известно (см. § 4, п. 7) условия Гюгонио на сильной 
ударной волне имеют вид

Будем предполагать, что траектория ударной волны есть 
I -линия (т. е. линия, уравнение которой есть g =  const). Тогда 
из ( 11) следует

Условия Гюгонио (19) для безразмерных величин U, R, Р  при
нимают вид

Отсюда следует, что I =  0. После этих предварительных заме
чаний рассмотрим ряд автомодельных решений.

1. С х о д я щ а я с я  у д а р н а я  в о л н а .  Задача была по
ставлена и решена Г. Гудерлеем [1942] и независимо К- П. Ста
нюковичем для случая 7 =  7/5 и детально исследована для всех 
у группой советских математиков (см. К. В. Брушлинский, 
Я. М. Каждая [1963]). Задача может быть сформулирована

где D — —гг есть скорость ударной волны.
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следующим образом. В покоящемся газе с параметрами р0, р0, 
и0 — О движется, ускоряясь к центру х =  0, сферическая (v =  2)
ударная волна. В момент t =  0 она входит с бесконечной ско
ростью в центр, который является особой точкой системы урав

нений (1) (рис. 2.81). Аналитиче
ский характер особенности решения 
в точке х =  0, t — 0 весьма сложен. 
Существует предположение, что ре
шение в окрестности центра пред
ставляется аналитическими функ
циями от дробно-степенного аргу
мента l  =  l0xa'ta‘ и носит, следова
тельно, автомодельный характер. 
Для удобства постановки краевых 
условий положим в ( 11)

а2 =  1, ах- k. (22)

Так как ударная волна является бесконечно сильной, то спра
ведливы условия (19), (21). Подберем g0 так, чтобы на ударной 
волне | = 1 .  Тогда условия (21) принимают вид

£/(1) =
Y +  1 k R (  i ) :

у + 1 Р (  1): 1

у + 1 k2 (23)

Константа Cj в интеграле (13) определяется из условий (23). 
Используя интеграл (13) и вводя новые переменные

y = \ - k U , k?C2 k2yP

1 - k U  R(\-kU)  

систему (12) можно свести к двум уравнениям:
dy q (у, z)а)

б)

где
р(у, г) =  (3

kl- d'g г — у 

z Р (У, г) 

У z — y

(24)

(25)

y)z — { 2у — \)у2+.
+  [2y — 3 +  {k — 1) (Y ■ 

<7 (У, 2) =  (1 — У) (У — 3z) - (1  — k ) [^ z

Из условий (23) находим
Y — 1У 0) = у + 1 2 ( 1) :

-2 )]y- y (k .

h i -  у).

2у 
У + 1 '

1). (26)

(27)
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При t — О решение u(x,t), p(x,t), p(x,t) должно быть ограни
ченным. Отсюда следует

£/(0) =  0, Р  (0) =  0, (28)
что в переменных у, z означает

1/(0) =  1, 2(0) =  0. (29)
Т«1 ким образом, мы свели задачу отыскания автомодельного 
решения к краевой задаче (27), (29) для системы (25).

Деля уравнение (256) на (25а), находим 5

dz

dy
£  p.
У Q

(30)

Мы пришли к эквивалентной формулировке: найти решение
У — 2ууравнения (30), проходящее через точки > Y_|_j

Af2(l, 0) в плоскости у, z.
Поставленная задача является 

переопределенной и разрешима 
только при некоторых значениях к.
Нетрудно убедиться, что характе-

)■

ристика
dx

dt С, (31)

входящая в центр, является 1-ли
нией и изображается в плоскости 
у, z прямой (рис. 2.82)

у — z ~  0. (32)
Точки Mi, М 2 лежат по разные сто
роны от прямой z — у — 0, и, сле
довательно, искомая интегральная кривая у =  у {£), 2 =  z(£) 
должна пересечь эту прямую в некоторой точке М, соответствую
щей некоторому значению параметра \м-

Если при прохождении кривой у(\), z(Q  через точку М: 
{ у — У(1м), г =  у(Ъм)} функции p(y,z), q(y,z) не меняют зна
ка, то правые части уравнений (25) меняют знак и функции 
у ( I ) ,  z (£) становятся неоднозначными, что невозможно. Отсюда 
следует, что в точке М: {у Цм), г{Ъ,м)}  величины р(у, z) , q(y, z) 
также обращаются в нуль, и она является особой точкой. Усло
вия у — z =  0, р =  0 приводят к уравнению

- * ) > - - 4 ^ = 0 - (33)

Таким образом, имеются две особые точки Ni, N2 на прямой 
у — 2 =  0. Положение этих точек, а также характер особенно-
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ы  — р (-9’ w  AL  — р /ок\
,/Е  —  „ ( г  я\ ’ dP п (я. г) ’

7стей зависят от двух параметров 7, k. В  случаеу =  -g- (исследо
ван Гудерлеем) точка N i является седлом и существует един
ственная интегральная кривая, соединяющая точки М ь М2. При 
этом она проходит через точку N i (см. рис. 2.82), Мы отсылаем 
читателя за детальным анализом к обзору К- В. Брушлинского, 
Я. М. Каждана [1963]. Укажем только, что имеются области 
параметров 7 , k, для которых задача однозначно разрешима.

2. Аналогичным образом исследуется з а д а ч а  о о х л о п ы 
в а н и и  с ф е р и ч е с к о й  п о л о с т и .  Масса изоэнтропического 
газа истекает в вакуум, так что граница газа с вакуумом дви
жется с ускорением к центру и в момент t =  0 входит с беско
нечной скоростью в центр х =  0.

Для безразмерных инвариантов

г =  &•(« + “ Г с )> s =  k {u  — (34)

получаем систему уравнений
dr __  р (s, г)

d% ~~ q (г, s) ’ ,Vb d'g q (s, г) ’

где

p(r- s) =  7 4 r f a - 2 ( ^ r r +  0  rs +  1*,'

^ )  =  4 т - ( ^ г + 0 - ( ^ т - ‘Ь  М 36 )
Граница с вакуумом есть g-линия. £0 подбирается так, чтобы 
| — 1. Тогда краевые условия для системы (35) имеют вид

г (l) =  s ( l ) = l ,  (37).
г (0) =  5(0) =  0 . (38)

В плоскости г, s вновь приходим к краевой задаче.
Найти интегральную кривую уравнения 

. ds _  р (г, s)q (r , s)

dr р (s, г) q (s, г) ’ '  '

проходящую через точки М\(\, 1), М 2(0, 0).
Аналогично доказывается, что искомая интегральная кривая 

должна проходить через особые точки уравнения (39). Деталь
ный анализ показывает отсутствие единственного аналитического 
решения.

3. З а д а ч а  о т о ч е ч н о м  в з р ы в е  решена Л. И. Седовым 
[1946] и Д. И. Тейлором (см., например, Р. Курант, К- Фрид
рихе [1950]).

В  точке х =  0 в момент t =  0 мгновенно выделяется конечное 
. количество энергии Е, которая переходит в энергию движуще-



гося газа, отделенного от покоящейся среды ударной волной. Так 
кик при малых t концентрация энергии и давление велики, то 
д/i пленяем ро покоящегося газа можно пренебречь, что делает 
иоэможным автомодельное приближение-. Для удобства поста
новки краевых условий положим в ( 11) а \~ \ , a2-  — j- и
подберем |о так, чтобы на ударной волне было £ = 1 . Тогда 
течение,, возникающее в результате точечного взрыва, описы- 
пается тем решением системы ( 12), которое удовлетворяет 
условиям (23) и, кроме того, условию симметрии

lim it/ (£) -> 0, |->0, (40)

которое означает, что и(0, t) =  0.
Покажем, что кроме интеграла адиабатичности (13) имеет' 

место также интеграл энергии. В  силу предположения р0 — 0 
ноток энергии через ударную волну равен нулю, и энергия дви
жущегося газа тождественно равна Е:

X
E = ^ 9 ^ e  + ~ ) x v dx. (41)

■ о
Переходя к величинам Р, R, U , получаем соотношение

17 — р0 t~*~ ~2 J р  + \ Rlj2) l v+2 <&• (42)
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SV+3So
' 1 4- 3Отсюда следует, что k =  -■ . А это при условии / =  0

необходимо и достаточно для существования интеграла энергии. 
Из'условий на ударной волне следует, что константа интегриро
вания в (18) равна 0, и интеграл энергии принимает вид

=  +  (43) 

Учитывая, что /==0, интеграл (13) запишем так:

\ п Р - ( у -  l ) ln t f +  ln ( j~ - £ / )  +  (v +  3)0 =  lnC?,. (44)

Константа С\ в (44) определяется из условий на ударной волне: 

с , -  2«3-(У ~  Dv e _ I  /45)
(Y + l)V+i ’ а - k -

Уравнение (43) преобразуем к виду

In Р  — In R +  In (yU  -  - i)  -  In (■j  -  (/ ) -  2 In t/=In . (46)
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Дифференцируя (44), (46) по 0 и исключая из уравнений (44), 
(46), (126) величины —dQ приходим к уравнению
для U:

du — т; (2 — bU) (\U — а)______  .
dQ y(1 + у) U* - 2 a  (y + 1) U + 2a2 ’

где ,
6 = (v + 3) - ( 2 - y )(v + 1) > 0. (48)

Интегрируя (47), находим

Cg =  U~a (a, -  U )^ ' (U -  a2f ,  (49)
где

2 aa i = y ,  a2= - ,

ft _  a2fe2 + 2 (v+  1) (y — aft) „ _  (v -  1) a 
P 1 h (9.\> _  nh\ ’ P2 •

(50)
b (2y — ab) > п  2у — ab

Заметим, что величины ab a2, a, — a2, p2 положительны при 
любых у, v, величина |3j положительна для всех у >  1 и всех V.

Постоянная С в (49) определяется из условий на ударной 
волне (|==1) и равна

/ о  \~а /  9 \ / 9 4 ¾
С = ( 7 ^ 0)  ( a i - Y T T ^ )  ( 7 7 т  « “  «2)  • (51)

Если после этого воспользоваться интегралом энергии (43) и 
интегралом (44), (45), то получим следующие выражения 
для R, Р:

R== Г4аз Г__Уи ~ f  «оч
L (Y+ 1)y+1 J  L (a — U)2 U2 J  e- ’ (52) 

P e I r ^ ^ -  (63)

Из формулы (49) следует, что при g-»0 U -+■ а2, откуда следует, 
что условие симметрии (40) выполняется.

Детальный анализ формул этого решения показывает, что U 
достигает значения а% при £->0, для у < 7  при v == 2 и для 
всех у при v ===== 0, 1.

Для у >  7, v =  2 точечный взрыв сопровождается образова
нием каверны, граница которой в плоскости х, t изображается 
|-линией.

Задача о точечном взрыве рассматривалась нами в адиаба
тическом приближении без учета теплопроводности. Ясно, что 
при достаточно малых t концентрация энергии высока и следует 
учитывать процесс теплопроводности.
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i- 1.1ЧЙ и точечном взрыве с учетом теплопроводности рас-
■ i ■ пн и работах В. П. Коробейникова [1961], В. Е. Неува- 

jmphm |1!)П2|.
lU'i'hivwi близка по постановке к задаче о точечном взрыве 

ЧйЛЯ'Ш <> движении, возникающем под действием поршня, имею
щего сферическую (цилиндрическую, плоскую) поверхность.

Нели предполагать, что скорость поршня меняется по степен
ному закону

ип =  const ta, (54)
in иониикающее течение описывается автомодельными уравне
ниями (12). В  отличие от задачи о точечном взрыве, здесь 
имеется только один интеграл адиабатичности (13) и отсут
ствует интеграл энергии. По
этому система ( 12), из которой 
/> исключается с помощью 
интеграла (13), сводится к 
диум уравнениям для и(£),
В Д -

Рассматриваемое течение 
ограничено двумя 1-линиями: 
линией ударной волны и ли
нией поршня (рис. 2.83). От
сюда следует, что

<x =  j ,  /==0. (55)

Для u(l), R (|) ставятся следующие краевые условия: на 
ударной волне, когда £==11!.

« Ы  =  ^ | т т .  я ы  =  - э£ у ; (56)
на линии поршня, когда 1 =  % ,

: =  - (57)

Интегрирование системы для «(£), R{1) ведется от значения 
| =  Tii до значения £ =  г]о, при котором выполняется условие 
(57). Так как интеграл энергии отсутствует, то показатель k 
является произвольным.

Задача о поршне подробно исследована в работах Н. Л. Кра
шенинникова, Н. С. Мельниковой и Н. Н. Кочиной.

Мы отсылаем читателя к монографии В. ,П. Коробейникова 
[1961], в которой даны подробный анализ задачи о поршне и 
точечном взрыве и ссылки.

Весьма интересное решение еще одной автомодельной за
дачи— задачи о мгновенном ударе было дано Я. Б. Зельдовичем

Рис. 2,83.



336 ГЛ. 2. ОДНОМЕРНАЯ ГАЗОВАЯ ДИНАМИКА

[1956] и исследовано в дальнейшем В. Б. Адамским [1956], 
А. И. Жуковым и Я. М. Кажданом [1956].

7. Автомодельные решения в лагранжевых координатах. 
Уравнения (9.6.1) после перехода к массовой лагранжевой ко
ординате

принимают вид:
а)

б)

в)

г)

{х, t )— jjp (х, t)xv

+  xv — О,dt dq

dx (1)

dV_
dt

d (uxv) =  0,

~  =  0 
dt u ’

dx 

~dt
— u.

(2)

Пользуясь представлением (9.6.10), из (1) находим
i+ l +1 i

Отсюда следует, что величина
Гг+1+1] 

т] =  т)о<7/ 1 J :
Ро 4

]

(3)

(4)

есть функция |.
Учитывая (9.6.10), находим, что величины f: (и, V, S, х) 

представляются в виде
/ =  f/.F(Ti), (5)

что и доказывает автомодельность в лагранжевых координатах.
8. Течения с линейным профилем скорости. Весьма интерес

ный класс решений, обладающий функциональным произволом, 
был рассмотрен Л. И. Седовым [1954]. Этот класс полностью 
определяется наличием линейного профиля скорости *).

u =  A(t)x. (1)

Дифференцируя равенство (1) по А и принимая во внимание 
(9.7.2г), находим

ди — и, А = 4А

dt (2)

*) Случай неоднородной связи и =  A(t)x  -f- B(t) противоречит условию 
симметрии «(0, t) =  0. Такого рода течения рассматривались также А. И. Ж у 
ковым (частное сообщение), Хефеле [1954], Хорнером [1955], Келлером [1954].



Интегрируя (2) по t, получаем

и — В (/) U (q), B(t) =  ^  A + A) d\ (3)
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где U (q) — произвольная функция q.
Интегрируя по / уравнение (9.7.2г), имеем

х =  С (t) U (q), C (t )— ^B (t) dt. (4)

Равенства (1), (3), (4) непротиворечивы, так как без труда 
можно убедиться, что В =  АС. Из уравнения (9.7.26) опреде
ляется V:

v  Cv+l (t) dUv+l (q) , , , ,

V v +  1 dq •

Отсюда, пользуясь уравнением состояния (9.6.2), получаем вы
ражение для р

p =  ̂ ( ?) y - v =  ( v + i ) Y c ( 0 - (v+1)4 ( ^ ) [ ^ +̂ ]  \  (6)
где

Ф (<?) =  Ф [S (<7) ]• (7)
Уравнение (9.7.2а) позволит определить функции C(t) и согла
совать произвольные функции U(q), яр (<7) . Подставляя (3), (6) 
в (9.7.2а), находим после разделения переменных

C V(V+D ~ V £  =  _  ( v  +  j j v  }Х> - (8 )

^  ■ <9>
где ц — постоянная.

Если C(t) удовлетворяет уравнению (8), а функции U(q),
1)3((7) согласованы с помощью уравнения (9), то равенства (3) —
(6) определяют решение, зависящее от одной произвольной 
функций. Решение (3) — (6) может быть реализовано как исте
чение в вакуум сферического объема газа и течение газа за 
сходящейся сферической волной. Подробное исследование этих 
течений проведено в монографии Л. И. Седова [1957].



Г л а в а  3

Разностные методы решения уравнений 

газовой динамики

В этой главе мы излагаем основные понятия и факты из 
теории разностных схем, методы построения вычислительных 
алгоритмов, которые находят применение при численном реше
нии задач газовой динамики. Мы рассматриваем здесь лишь 
основные вопросы этой теории, отсылая читателя за подробно
стями к монографиям и журнальным статьям. В  последние годы 
появилось несколько монографий и учебных пособий, посвящен
ных рассматриваемым нами вопросам (см., например, С. К- Го
дунов, В. С. Рябенький [1973], Г. И. Марчук [1973], Р. Рихт- 
майер, К- Мортон [1967], А. А. Самарский [1971], А. А. Самар
ский, А. В. Гулин [1973] и др.).

Отметим главную особенность, связанную с численным 
решением задач газовой динамики. Она состоит в том, что боль
шинство рассматриваемых здесь задач нелинейны, а теория 
разностных методов развита в основном для линейных задач. 
Поэтому утверждения и построения, строгие лишь для линейных 
задач, применяются также и для задач газовой динамики. Необ
ходимо иметь в виду, что этот перенос на нелинейные задачи 
методов, применимых для линейных задач, не всегда обоснован, 
хотя и необходим.

Теория разностных методов имеет два основных аспекта:
1) методы построения разностных схем;
2) обоснование выбранной разностной схемы, т. е. исследова

ние сходимости вычислительного алгоритма или, лучше, оценка 
точности решения поставленной задачи. В  практическом плане 
очень важно исследование экономичности алгоритма по затра
там машинного времени для достижения необходимой точности.

Предварительно мы напомним ряд сведений из теории диф
ференциальных уравнений с частными производными и функ
ционального анализа, необходимых при дальнейшем изложении.

§ 1. Задача Коши в банаховом пространстве 
для систем линейных дифференциальных уравнений

1. Линейные операторы в нормированных пространствах. Ко
нечномерным унитарным пространством 11 n называется комп
лексное пространство Хм векторов х, в котором для каждого



§ 1. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 339

элемента х =  (х\........xn) ^ X m введена норма |U|| по правилу
N

11* 112= Z x iX h (1)
/=1

г'де xi'— компоненты вектора х, a xi комплексно сопряжены х,-.
Пусть А — линейный оператор в Um- Эрмитовой нормой |\А\\ 

оператора А называется верхняя грань величины
\\Ах\\

11*11 ’
где х ф  0 — элемент Um, a ||х||, ||Лх|| понимаются в смысле (1).

Линейное функциональное пространство X  == {« } называется 
нормированным, если для каждого элемента (функции) « е Х  
определено некоторое неотрицательное число ||и||, называемое 
нормой и, так что выполняются требования:

1) ||и|| >  0 для любого элемента не являющегося ну
левым; норма нулевого элемента равна 0;

2) ||«1 +  «гII =¾ IIMiП + 1|M2II (неравенство треугольника);
3) ||си|| =  |с| ||и||.
Введение нормы позволяет определить предельный переход в 

пространстве X. По определению и =  lim щ, если
i •*> 00

\\и — Ui Н —> 0, i-*oо , t t G l

Последовательность {ыг} называется фундаментальной, если 
при i, j > N

i U t - U j W ^ N )
11 b (N )-*-0 при N —юо. Нормированное пространство X  назы
вается полным или банаховым, если любая фундаментальная 
последовательность {и*} сходится к некоторому элементу i i e l  
В дальнейшем, если не указана конкретная норма, полные нор
мированные пространства будем обозначать буквой В.

Пусть U а  В  есть некоторый класс функций. Образуем мно
жество О (замыкание U) следующим образом: « е О , если и есть 
предел последовательности {ui}, u i^ U .  Ясно, что U ^ U ,  и U 
можно определить как пополнение U предельными элементами. 

Класс U cz В  называется плотным в В, если О — В. 
Рассмотрим примеры некоторых функциональных про

странств. Линейное пространство функций и(х), непрерывных на 
сегменте [а, Ь\ вместе со всеми производными до порядка р 
включительно, становится банаховым пространством, если вве
сти норму

II и || =  max max {| и (х) j, \и'(х)\, | (х) ]}, х^.[а, Ь\.
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Это пространство мы будем обозначать Ср(а ,Ь ). В  частности, 
пространство непрерывных функций и(х) с нормой ||и|| =  
=  тах|ы(л:)| будем обозначать Со(а,Ь) или просто С(а ,Ь )X

Пространство функций, суммируемых с квадратом на отрезке 
[а,Ь ], в котором введена норма

ь
II и ||2 =  Ц | и (х) |2 dx,

а

будем обозначать L2(a,b).
Для нормы в L 2 справедливо соотношение (неравенство Бу- 

няковского — Шварца)
1М 2< 1ИП|У||,

где
w {х) — \и {х) v (х) | '/а.

Совокупность полиномов Р п(х )=  ааха (а — 0, 1, . . . ,  п) плотна 
в С(а ,Ь ) (теорема Вейерштрасса). Совокупность тригонометри
ческих полиномов Тп (х) =  ааеш  (а — — п, . . . ,  0, . . . ,  п) плот
на в пространстве С(а,Ь) непрерывных периодических функций 
при b — a :¾ 2л. С (а, Ь) плотно в Ь2(а, Ь ).

Пусть А — линейный оператор, определенный на некотором 
плотном классе U с: В  и переводящий функцию и е  U в функ
цию v <= В.

Нормой ||Л|| оператора А будем называть величину 

M I I - s u p i M ,  и*=и, ||иII =7̂ 0 .

Оператор А будем называть ограниченным, если ||Л||<оо, и 
неограниченным в противном случае. Ограниченный оператор А 
обладает свойствами:

а) Аи— lim Ащ, если и — lim щ, и, U i& U ;
i  —>  оо i  oo

б) если {щ} — фундаментальная последовательность, то 
Aui — также фундаментальная последовательность.

Если А — ограниченный оператор, то область U его определе
ния можно расширить на все пространство В  (расширение опе
ратора Л) * ) .  Обозначим расширенный оператор через А. По 
определению,

Аи— lim Ащ, и =  lim щ.
i  о о  i  - » ОО

*) См. по поводу расширения оператора, например, В- И. Смирнов [1959], 
Л. А. Люстерник, В. И. Соболев [1951], Л. В. Канторович, Г. П. Акилов 
[1959].
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Нетрудно показать, что
Аи =  Аи, u<=U, 'И Л || =  || Л ||.

I(ример расширения оператора (нелинейного) приведен в § 8 
главы 1. Будем рассматривать пространство В  липшиц-иепре- 
рывных функций и(х) с нормой

||M|| =  supmax||«(A')|,

Дифференцируемые функции и е С i образуют в этом простран
стве плотный класс. Оператор S ,решения задачи Коши для ква
зилинейных уравнений мы определили в § 8 главы 1 в простран
стве Сь при этом решение и =  Suo ограничено в норме В. По
этому оператор S  можно расширить на класс В  липшиц-непре- 
рывных функций. Расширенный оператор S ставит в соответ
ствие каждой решение и — Suo, ограниченное в В  и 
являющееся обобщенным решением системы уравнений.

Совокупность операторов Л, определенных в В, образует ли
нейное пространство Хд. Это пространство становится нормиро
ванным, если в качестве нормы оператора Л, рассматриваемого 
как элемент Ха, ввести его нор.му, как норму оператора в В 
(индуцированная норма).

Тогда можно определить близость ограниченных операторов, 
и мы будем говорить, что семейство ограниченных операторов 
А(%), зависящих от параметра т, сходится к Л в смысле равно
мерной топологии, если

|| Л ( т ) -  Л ||-+0, т-> 0.
Можно говорить о сходимости операторов Л(т)  к Л в смысле 
сильной топологии, если Ц [Л (т) — Л ]ы ||->0 при т -*0  для про
извольного и е й .

Наконец, если семейство операторов Л(т) является в совокуп
ности неограниченным, то близость операторов Л(т) может оце
ниваться на некотором функциональном классе U с: В. В этом 
случае, если II [Л (т) — Л ]« ||—>0 при т->0 для произвольного 
и е  U, то мы будем говорить, что семейство А (т) аппроксими
рует оператор Л в классе U, и обозначать это так: Л(т )  ~  Л.

В  дальнейшем мы будем кратко говорить, что оператор 
Л(т) ,  зависящий от параметра т, аппроксимирует оператор Л.

Рассмотрим теперь некоторые пространства, связанные с раз
ностными схемами.

Коротко говоря, разностные методы интегрирования систем 
дифференциальных, интегро-дифференциальных и интегральных 
уравнений математической физики заключаются в переходе от 
производных к разностным отношениям и от интегралов к 
суммам.
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В  практическом плане это означает переход от бесконечно
мерного пространства функций непрерывного аргумента к ко
нечномерному пространству сеточных функций и сведение урав
нений для функций непрерывного аргумента к алгебраическим 
соотношениям. Такое рассмотрение, удобное на практике, вызы
вает трудности при доказательстве сходимости, так как сеточная 
функция и аппроксимируемая ею функция непрерывного аргу
мента определены в разных пространствах с разными нормами. 
Кроме того, норма сеточной функции зависит от параметров 
сетки и меняется вместе с ними.

Поэтому в теоретическом исследовании более удобно рас
сматривать разностные операторы в том же функциональном 
пространстве, что и аппроксимируемые ими операторы. При 
этом способе рассмотрения мы считаем, что разностные уравне
ния удовлетворяются функциями непрерывного аргумента в каж
дой точке рассматриваемой области. Как мы увидим, такое 
рассмотрение не всегда возможно.

Проиллюстрируем на простом примере оба способа рассмот
рения. Поставим для уравнения теплопроводности

~Ж =  0,2 ’ a==const> (2)
смешанную задачу Коши:

и (х, 0) =  'щ (х), 0 < х < 1-, (3)
и(0, — 0 =  0, 0 5¾ ( ^  to- (4)

Введем сетку в плоскости х, t, положив
Xl =  ih (/ =  0 , 1 , . . . , ^ + 1 ) ,  N + l

tm =  rnx (т  =  0, 1, . . . ,  М ), М

Определим сеточную функцию umt в точках сетки (5), обозначив 
через uf значение функции в точке х. =  г'А, /т  =  т т . Заменим 
соотношения (2) — (4) алгебраическими соотношениями

ит + 1 _  ,,т  „ т  — 9ит  4- пт
u i и 1 2 u i~  1 Aui +  u i + 1

Т  . ft2

u°t — uQ(ih), и™ =  0, и™+1 — 0 .

При фиксированном т  величины uf (i == 1, . . . ,  N) будем счи
тать компонентами Л/'-мерного вектора ит , для которого можно 
определить ту или иную норму, например:

|jum j| =  m a x |u ^ |
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ИЛИ .

iiumn*=д Д  S ( « r ) 2-

«>Г)ычно сеточную функцую uf распространяют каким-либо 
<>г>рлзом, например с помощью интерполяции, на всю рассма
триваемую область

О < * < / ,

,/Доказательство сходимости uf к и(х, t) можно получить, дока
пан сходимость полученной интерполяцией функции й(х, t) 
к и(х, t), либо доказав, что {u fj ^ {u (ih , тх)} при всех

О 0 и т, А->0.
^  ^  h х

Легко видеть, что решение смешанной задачи (2) — (4) сво
дится к решению задачи Коши для уравнения (2) с начальным 
условием

и(х, 0) =  и0(х), — оо < х < оо, (6)
поставленным на всей прямой t — 0, если функция ио(х) перио
дична с периодом 21 и нечетна на отрезке [— /, /]. Действительно, 
в этом случае начальная функция и0(х) и решение u(x,t) за
дачи (2), (6) представляются рядами:

00 оо

м° (х) =  Y j йк sin , и (х, t) =  Y j Clk('t) S[n^T~’ ак Ф ) := ак< 
k™1 fe=l

и, следовательно, начальные данные (3) и краевые условия (4) 
выполняются.

При этом решение u(x,t) задачи (2), (6) будет периодиче
ской функцией переменного ж с периодом 21, которая в полосе 
О ^  х ^  / совпадает с решением смешанной задачи (2) — (4).

Задачу Коши (2), (6) с периодической функцией и0{х) заме
ним следующей разностной задачей:

~й (х, t +  т) — й (х, t) __  2 “ (х +  А, /) — 2й (х, I) +  й (х  — Л, t)- — а д2 , (I)
й(х, 0) — и0(х), ~ о о < х < о о ,  (8)

для функции й (х, t ) .
При этом рассмотрении краевые условия исчезли, и началь

ное условие (8) в сочетании с разностным уравнением (7) позво
ляет определить функцию й {x,t) на прямых t — kx (£ = 1, 2, . , . ) .

Таким образом, при фиксированном t — kx функции u(x,t) 
и U(x,t) определены на всей прямой — оо <  х <  сю. Доказа
тельство сходимости й{х, t) к u(x,t) сводится к доказательству
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сходимости функций одного переменного на прямых t — const. 
Ясно, что такое рассмотрение возможно не при любых краевых 
условиях (4 ).

В  тех случаях, когда следует рассмотреть вопросы, связан
ные с краевыми условиями, мы будем переходить к сеточным 
функциям. В  последующих пунктах мы дадим сравнительный 
анализ задач Коши для' разностных и дифференциальных урав
нений.

В  заключение этого пункта условимся о следующих обозна
чениях. Если функция u(x,t) при произвольно фиксированном t 
принадлежит, как функция от х, банахову пространству В, то 
мы можем рассматривать ее как однопараметрическое семейство 
элементов этого пространства и обозначать и ( / ) е В .  В частно
сти, u ( t )^ C Q(a,b) означает, что u(x,t) при фиксированном t 
имеет на отрезке [a, b] q непрерывных производных по х; 
u ( t )e  Ь2(—1, ]) означает, что

i
 ̂и2 (х, /) dx < оо.

Иногда для краткости мы будем опускать область определения 
функций и писать просто С,, L 2 и т. д.

2. Корректность задачи Коши в банаховом пространстве для 
систем линейных дифференциальных уравнений. Теория обоб
щенных решений дифференциальных уравнений начала разви
ваться сравнительно недавно, с 40-х годов настоящего столетия. 
Отсылая читателя, желающего ознакомиться с этим вопросом 
более глубоко, к монографиям С. Л. Соболева [1950], Л. Швар
ца [1950], И. М. Гельфанда, Г. Е. Шилова [1958], Л. Херман- 
дера [1963], мы изложим вкратце более специальную теорию, не 
требующую понятия обобщенной функции и производной*). 
В  полосе G: \х\ <  оо, 0 ^  / ^  t рассмотрим систему

■^ =  L(D )u, (1)

где и =  {«1 (х, t) , . . . ,  ип [х, t) } — вектор-функция от х, t\ L  (D) —- 
дифференциально-матричный оператор, коэффициенты которого 
зависят от x,t:

L (D) — Аа {х, t)Da, а =  1, . . . ,  р, 0  =  (2)

Аа (х,. () =  \а*(х, t)\\ (i, / =  1, . . ., п; а =  1, . . . ,  р). (3)
Решением системы ( 1) называется функция и{х, t), имеющая 

непрерывные производные, встречающиеся в ( 1), и удовлетво
ряющая уравнениям (1). От решения u{x,t) требуется, таким

*) См. Э. Хилле [1957], Р. Рихтмайер, К. Мортон [1967].



образом, дифференцируемость по Г и наличие непрерывной про
изводной при любом t, т, е. ы ( / ) е С р. Д л я  системы 
(1) могут быть поставлены начальные условия

и (х, tQ) =  ий (х ) ,  0 < / 0 < / .  . (4)

Мы будем предполагать периодичность коэффициентов системы
(1) и начальной функции ио(х) по л; с периодом 21. Относительно 
системы (1) предположим, далее, что для произвольного 
/п е  [О, I] и произвольной функции u0(x)<=Cq (q ^  р) суще
ствует единственное решение u(x,t), определенное в полосе 
/о =¾ t <  I.

Очевидно, это решение и(х, t) будет периодической функцией 
переменного х с тем же периодом 21. Таким образом, рассмот
рение периодической по х задачи (1), (4) позволяет нам не 
рассматривать на первой стадии изучения этой задачи сложные 
вопросы о корректной постановке краевых условий. Точнее 
говоря, мы рассматриваем вполне определенные краевые усло
вия, именно, условия периодичности

и(х-\- 21, t)==su{x, t),

для которых корректность постановки задачи (1), (4) изучается 
сравнительно просто, в частности, с помощью метода Фурье.

Аналогичный подход мы применим и при изучении разност
ного аналога задачи (1), (4) в § 2. Поставив условие периодич
ности по переменному х, мы опять отложим рассмотрение во
проса о краевых условиях других типов, который для разностной 
краевой задачи также весьма сложен.

Соответствие u(to)-+ u(t) (/0 =¾ /), которое можно запи
сать в виде.

и (/) =  S (t, tQ) «о (х) =  S (t, to) и (t0), (5)

определяет оператор перехода S(t,to). Если при любой ио(х) е  
r= Cq u(t) £= Cq, to 5¾ t t, то будем говорить о системе (1), что 
она обладает свойством продолжаемости в Cq. В этом случае 
семейство операторов S(t,to) обладает свойством композиции 
и Cq, т. е.

5  (/2, t0) =  5  (t2, /,) 5  (/, , t0), 0 <  t0 <  h <  t2 <  t, (6)

ri такж е свойством непрерывности
|| [ S (/ -J- т, t) — E]u (/) ||в - > 0, т - > 0 .  (6а)

Равенство (6) означает, что многократное применение оператора 
перехода не выводит функцию u(t) из пространства Cq. Если при
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то будем называть задачу Коши (1), (4) корректной в Cq. Если

I I S 0  +  T , 0 1 1 с , < 1  +  С ( * К  O ^ K t  +  x ^ i ,  (8 )

то задачу (1), (4) будем называть равномерно корректной в Cq. 
Мы будем дазывать такж е оператор S(t2,t{) оператором реше
ния задачи Коши, оператор S(?  +  t ,  t) — оператором шага.

Если начальные данные не принадлежат Cq или система (1) 
не обладает свойством продолжаемости в Cq, возникает необхо
димость в определении обобщенного решения, т. е. решения, при
надлежащего более широкому пространству, нежели простран
ство Cq.

Мы будем предполагать, что существует банахово простран
ство В, содержащее Cq как плотный класс и такое, что оператор 
S(t2,t\) ограничен в норме В на классе u ( ( ) s C f. Тогда опера
тор S(t2, /1) может быть расширен в В с сохранением нормы. Р а 
венство (5), где под S(t,to) понимается расширенный оператор, 
а под и (to), u(t) — функции из В, определяет обобщенное реше
ние u(x,t) задачи Коши (1), (4), корректной в В при выполне
нии (7) и равномерно корректной в В при выполнении (8). При 
этом, естественно, норма пространства Сд в (7) и (8) заменяется 
на норму пространства В.

Если задача Коши допускает введение нормы, в которой 
оператор перехода S(t2,ti)  удовлетворяет свойствам (б), (6а),
(7) или (8), будем говорить, что совокупность операторов пере
хода S(t2,ti) образует непрерывную полугруппу.

Свойство полугруппы очень важно. Действительно, практи
чески решение u(t) на момент времени t получают, исходя из 
начальных данных u(t0) не сразу, а по этапам, с помощью 
переходов u(t0)-*u(ti ) -> . . .  u(tm) — u(t). В этом случае дол
жна существовать уверенность в том, что эта последовательность 
переходов эквивалентна одному переходу u(to)->u(t), незави
симо от выбора промежуточных моментов.

В особенности свойство полугруппы важно для разностных 
решений задачи Коши, которые получаются пошаговым продви
жением во времени, с неизбежным внесением ошибок округления 
на каждом шаге. Свойство полугруппы означает возможность 
рекуррентного метода получения решения. Основная тенденция 
современных численных алгоритмов заключается в сведении 
произвольного алгоритма к совокупности рекуррентных.

Поясним примерами введенные нами понятия.
Определим оператор сдвига Т (h) посредством равенства

Т (h) и(х) — и(х-\- К). (9)

Легко видеть, что в пространствах Cq, Lp периодических функций

IIТ (К)\\— \. (10)



Рассмотрим уравнение

+  а  — =  0, a  =  const >  0, (11)

с начальными данными
и (х, 0) =  ий (*)> (12)

Исли Си то задача Коши (11), (12) имеет решение. Опера
тор перехода представляется в виде

' S(t2, h)~=T{-a(t2-ti)}. (13)
Пусть и0^ Ь 2, щ Ш Си  Тогда решение задачи (11), (12) не 
существует в Си но равенство

u(t) =  T (— at) и0 (14)
имеет смысл и определяет обобщенное решение задачи Коши
(11), (12) в Ь2. Аналогичный подход возможен и для уравнений 
акустики

а2 4 ^  =  0, =  а — const >  0, (15)
dt дх ’ dt дх ’

и (х, 0) == и0 (х), v (х, 0) =  о0 (х). (16)
Если к0 е С  j, у0 ^ С ь то « ( ( ) e C b и (/) е  Ci и уравнения (15) 
эквивалентны системе в инвариантах

дг , дг п ds ds п

W  + a^ - 0’ (17)
где r — u — av, s =  « +  av — инварианты Римана. Если же m0g L 2, 
O j e L 2, т о  r o ^ L 2, s0 ^ L 2 и  равенства

г (t) =  T (— at) r 0, s(t) =  T(cti)s0 (18)
определяют в пространстве Ь2 обобщенное решение. При этом 
и норме Ь2 имеем

II г (О Н  =  11 r o ll ,  II s  (O il  ==11 s0 1!, (19)
если начальные функции r0, s0 («о, £>о) периодичны с периодом 21. 
Если определить норму векторной функции f =  {и, и} с помощью 
равенства

i

II /  II2 =  ^ (“ 2 +  а2° 2) d x ’ (2 0 )
-i

то из равенств (18), (19) следует 
i

II f  ( 0 II2 =  J  5 И  (* »  О + s2 (*> 0 ]dx =
i ■

=  J  J  [г2 (X, 0) +  s2 (х, 0)] dx =  II /  (0) II2 , (21)
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т. е. обобщенное решение продолжаемо в норме (20). Из ра
венств (18) следует, что задача Коши (15), (16) равномерно 
корректна при 0 <  t <  оо в классе Сь из равенства (21)— что 
она равномерно корректна такж е и в классе L2.

Не всегда возможно ввести (или по крайней мере найти) 
норму, в которой операторы перехода задачи Коши образуют 
полугруппу. В этом случае следует ввести более широкое поня
тие корректности и соответственно определить обобщенное ре
шение.

Пусть оператор S(t2,t\) обладает тем свойством, что для 
a(t{)^.B\ справедливо соотношение

и (t2) =  S (t2, 0) и (tl), и (t2) €= В2
и

I I5  (t2, tl) II =  s u p  j j  == с  (t2, tl) <  С (t) <  oo.

Тогда мы будем говорить, что задача Коши корректна по 
И. Г. Петровскому. Более подробно это понятие будет рассмот
рено в следующем пункте.

3. Метод Фурье. Д ля  системы (1.2.1) с коэффициентами 
Aa(t), зависящими только от времени, с помощью метода Фурье 
можно эффективно построить оператор реш ения*). П у с т ь ,  
«о е  Cq есть периодическая вектор-функция с периодом 2я. Век
тор-функция и0(х) представляется рядом Фурье

00

« о М =  £  C0(k)eikx, (1)
о©

где
л

Со (/г) = 2^-  ̂ u0(x)e~lkxdx, (2)
-JT

который при q ^  1 сходится к Uq(x) абсолютно и равномерно. 
Предполагая q достаточно большим, будем искать решение 
задачи (1.2.1), (1.2.4) в виде ряда Фурье

оо

и (х, t) 5= £  C{k,t)e i&x, (3)
/ г « —оо

т. е. как суперпозицию функций

v (х, t) =  C (k, t) elkx. (4)

Такие функции мы будем называть гармониками.

*) По поводу теории рядов Ф урье см. монографии Н. К. Б ари  [1961],
А. Зигм унда [1965], Г. Харди, В. Рогозинского [1959].



Установим условие, при котором гармоника является реше
нием (1 .2 .1 ) . Подставляя (4) в (1.2.1), находим

[ 4 i~ L  (D)] v — - — L (ik, t) С] в'**, (5)

где L (ik, t) есть матрица

L (ik, t) =  Аа (t) (ik)a, a = 1 , . . . ,  p. (6)

И,ч (5) следует, что гармоника (4) является решением (1.2.1), 
если вектор C(k ,t) удовлетворяет дифференциальному урав
нению

---- L (ik, t) С (k, t) — 0. (7)

Следовательно, для того чтобы ряд (3) представлял решение 
иадачи Коши (1.2.1), (1.2.4), необходимо, чтобы C(k,t) удов
летворяли при k — 0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .  уравнению (7) и начальным 
условиям

C (k ,t0) =  C0(k), k — 0, ± 1 ,  ±  2, . . . ,  (8)

так как при t — t0 ряд (3) должен переходить в (1). Если ряд 
(3) принадлежит Сг, г ^  р, то он представляет собой решение 
.чадачи Коши (1.2.1), (1.2.4).

Оценим гладкость решения (3) в зависимости от гладкости 
начальных данных.

Как известно, не существует необходимых и достаточных 
критериев принадлежности ряда Фурье (3) пространству Cq, что 
затрудняет анализ продолжаемости решения в классе Cq. По
этому удобнее пользоваться понятием обобщенной производной, 
которое мы рассмотрим в частном случае рядов Фурье от од
ного переменного х. Если

оо

и =  и ( х ) =  z  h e ikx, =  (9)
— оо

и выполняются условия
со
£  I А/г I2 k2q <  оо, (10)

оо

то, как известно,
M e f f  ( -  я ,  я ) ,

и мы будем говорить, что ряд и(х) имеет обобщенную произ
водную порядка q

оо

М(<7) (X) =  2  Я/е (ik)4 eikx,
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которая получается формальным дифференцированием ряда (9). 
При этом

и (ч)<= W l { -  я ,  я ) .

Д л я  функции u ^ W l  можно определить норму следующим 
образом:

Ч“ К[=  2iT 5 +  (“ (I))2 + ■ • • • +  («(*>)2] dx =
—Я

оо оо

-  £  |A fet2[ 1 4 - £ 2+ . . .  +  £ 2" ] < c o n s t .  £  |Afe|2(l  +  | £ П 2 < о о .
k~—oo k — —oo

Пусть S (k ,t2,h )  есть оператор перехода системы (7), соот
ветствующий произвольно фиксированному k. Оператор 
S (k ,t2, t i) будем называть спектральным образом или фурье- 
образом оператора S(t2, t\). По определению S{k, ti, t\), имеем

С (k, 4) =  5  (k, t2, /,) С (k, /,). (11)

Будем предполагать, что в интервале [0, ?] система (7) обыкно
венных дифференциальных уравнений является равномерно 
устойчивой по k, т. е.

s u p  || 5  (k, t2, /,) || =  N (t2, /,) <  оо, (12)
k

где || S  (k, t2, t{) || есть эрмитова норма оператора S  (k, t2, /,)  в про
странстве JJn компонент С (k, /). Если м(/0) е Ц 7 | ,  то в силу (11),
(12) справедлива оценка

| C(k, t)\KN\C(k, 0)|,

из которой следует, что u(t)<=W2. Следовательно, существует 
обобщенное решение задачи (1.2.1), (1.2.4) в W£ для любого q. 

В частности, при <7 =  0 W2 =  L2 и
оо

I Iи (0  II2 — 2я Е  \C(k,t)f.fee—оо

Отсюда, принимая во внимание (11), имеем

I IS (t2, ti) \\L =  s u p  || S  (k, t2, /,) |\jj =  N {t2, ti) <  oo. (13)
2 k  П

Следовательно, в Lz существует обобщенное решение. Условие
(13), таким образом, представляет собой условие корректности
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амдпчи Коши (1.2.1), (1.2.4) в L2(—я, я ) .  Дадим явное вы раж е
ние для оператора перехода S{t2,t\) через S(k, /2, 11). Из pa- 
1ИЧ1СТВ (3), (2) имеем

oo

n (x ,t2) =  Y j S{k, t2, tx)C{k, tx)eikx =
k— —oo

CO

- ■ S -  S  s
h ——oo

Jt

=  Jn  S К (t2, tu x — s) и (s, ti)ds, (14)
-Л

где
oo

К (f2, tu x — s) — E  S(fc, f2, ' (16)
/e == — oo

При изменении порядка интегрирования и суммирования мы 
пользовались теоремой о возможности почленного интегрирова
ния ряда Фурье.

Таким образом, в рассматриваемом случае оператор перехода 
Л’(/2, / 1) есть интегральный оператор типа свертки. Рассмотрим 
частный случай, когда уравнение (1.2.1) есть уравнение с по
стоянными коэффициентами. Тогда матрица L(ik, t) — L(ik) не 
чпвисйт от /, и решение задачи (7), (8) имеет вид

С (k, t) =  eL m  a-u)c0 (k). (16)

Здесь eL(ik)t есть матрица (экспоненциал), которая предста
вляется рядом

оо

. et ( « ) < = £ +  £  LmM

m = l
Из (16) следует

S (k, /2, / ^ e M W ^ - z o ,

S(k, t2, t\) =  S (k, t2 /j, 0).

Д л я  оператора перехода S ( /2, /1) получаем оценку

II5  (/2, ti) || =  sup || eL W  |L ^  sup e L ̂ (t% *') "Un. 
k  n  k

Таким образом, задача Коши с постоянными коэффициентами 
корректна в L% если

sup \\eL <**>«»-*!) IL < N { t) ,  / ! < / 2< / .  (17)
k Vtl

Условие (17) мы можем истолковать следующим образом.
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Рассмотрим решение системы (1.2.1) вида ■

и (х. /) — иаеш+1кх, (18)

где н0 — постоянный вектор. Если (18) — решение (1.2.1), то

Det [) &Е — L (ik) || =  0. (19)

Ясно, что для корректности задачи Коши для системы (1.2.1) 
необходимо и достаточно, чтобы

Re© ^  ц, (20)

где (х — константа, не зависящая от k.
Условие (20) означает, что любое гармоническое решение 

растет по амплитуде не сильнее, чем е
Определим теперь корректность по И. Г. Петровскому, огра

ничившись частным случаем, когда пространства В суть про
странства W%.

Пусть вместо (12) имеет место более слабая оценка

sup || 5  (k, /2, ti) | K  Af (Г) (1 +  | £ \q) (21)
к

и q — наименьший целый показатель, обладающий этим свой
ством. Тогда справедлива оценка

\C(k, t2)\ ^N(T)(l + \kf)\C(k, /,)1. (22)
Пусть

u(ti)e=WL  (23)

Тогда из оценки (22) следует

IIи (к) \\Ll ^  N (Т) <  оо, u{t2)<=W\\. (24)

Наоборот, из (23), (24) следуют (21), (22). Таким образом, 
(21) есть необходимое и достаточное условие того, что система 
(1.2.1) корректна по Петровскому с отображением Bi-^B^, где

Bi =  Wi, В2 =  w l

Рассмотрим систему

ди I л ди д^и _ л
W  + V > 0 ,  (25)

с постоянной матрицей А. Если система (25) при (х =  0 является 
гиперболической, то линейным преобразованием в пространстве 
компонент tii, . . . ,  ып ее можно привести к каноническому виду

дг j дг, д2г.
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Преобразование Фурье системы (26) приводит к системе урав- 
Mrmii'i для коэффициентов Фурье C,-{k,t) функций г/(дг, /):

dCi
-gf  +  (ig,fc +  vk2) С, =  0 ( / = 1 , . . . ,  n). (27)

Отсюда

Cj (/г, t) =  t Cj (k, 0), ' (28)

S(k, i2, =  (/, / = 1 ,  . . . ,  ra), (29)

|| .S' (/„, /,) ||,2 =  sup || S (k , /2, /,) || =  sup (e~ ^ +i¥ )  (f2-M  1 =  1.. (30)
/г k

Сие гема (25) корректна в 1 2 при ji ^  0.
Метод Фурье является эффективным методом оценки норм • 

операторов и анализа свойств решений в Z,2. Он прямо перено
сится в теорию разностных уравнений с коэффициентами, зави
сящими от /.

Д ля уравнений с коэффициентами, зависящими от х, /, иссле
дившие. корректности сильно усложняется.

На примере уравнений, акустики с переменной скоростью 
т у к а

i i r ~  ~W~1^7 =  0’ 0 <  ао<а (х ,  / ) < а ,  <  ° ° ,  (31)

мы покажем применение другого метода изучения корректно
сти — метода энергетических неравенств, или метода интеграла 
мпергии. Умножая первое уравнение (31) на 2и, второе на 2a2v 
и складывая, получаем

<32>
Отсюда приходим к неравенству

' i ( « 2+ ^ 2) < 2i r

§ I. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 3S3

д ■ (и2 - f  a2v'2) <12 ~~ (a2uv) +  b (и2 +  a2v2), (33)
1'ДО

, 3 In а 2
o =  max <э/ +  шах _1_ За2

а 3* (34)

Пусть функции а{х, /) ,  и(х, /) ,  1>(х, /) периодичны по х с перио
дом 2л. Тогда, интегрируя (33) по х на отрезке [—л, л ] , полу
чим

-~\\f\\2<b\\f\\2, (35)
где

.П

f (/) =  {«(/), v (/)}, | | f | |2=   ̂ (u2 +  а2у2) d x . . (36)

12 Б, Л. Рож дественский, Н . Н. Яненко
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Из (35) следует
II f (t) II2 <  еы || /  (0) ||2. /  (37)

Итак, задача Коши для уравнений (31) корректна в Ь2.
Зависимость нормы (36) от t несущественна: решение f ( t )~  

~ {u (t) ,v (t)}  системы (31) с переменным коэффициентом 
а(х, t) корректно в норме (36) с постоянным а, ао г=С a 5¾ а\.

В заключение этого пункта мы остановимся на локальном 
анализе корректности- уравнений с переменными коэффициен
тами, который называется также методом «замораживания» 
коэффициентов. Ассоциируем с каждой точкой Р — (х, t) си
стему с постоянными коэффициентами

~ f ^ L ( P ,  D)u, L {Р, D) — Аа (х, t) Da ( <z =l ,  . . . ,  р), (38)

где х, t рассматриваются как параметры.
Гармоническое решение (18) системы (38), соответствующей 

некоторой точке Р =  (х,1), при достаточно большом k является 
сильно осциллирующей функцией переменного х. В достаточно 
малой области Ge: х — е ^ х ^ х  + г, t — коэффи
циенты Ai(x, t) системы (1.2.1), которые мы полагаем непрерыв
ными и гладкими, можно приближенно считать постоянными, в 
то время как гармоническое решение (18) меняется достаточно 
сильно. Ясно, что гармоника (18), являясь решением системы 
(38) с постоянными коэффициентами, является в то же время с 
большой точностью приближенным решением системы (1.2.1) в 
области Gs. Поэтому поведение (18) в области Ge дает пред
ставление о свойствах корректности системы (1.2.1).

Существует гипотеза, справедливая для многих уравнений,
о том, что необходимым и достаточным условием корректности 
системы (1.2.1) в является корректность локальной системы 
(38) в Z.2 для любой точки Р  — (х, t) (гипотеза локальной кор
ректности) .

Указанное рассмотрение становится тем точнее, чем больше 
k (высокочастотные гармоники); поэтому данный признак кор
ректности мы будем называть такж е признаком асимптотической 
корректности.

Локальный анализ исследования корректности задачи Коши 
применяется также и для систем нелинейных дифференциальных 
уравнений. Однако для нелинейных уравнений гипотезы, о ко
торых мы говорили выше, еще более проблематичны.

Ввиду неприменимости в этом случае принципа суперпози
ции, да и вообще ввиду отсутствия достаточно широкого класса 
частных решений, из которых можно строить более общие реше
ния, исследование корректности различных задач для систем 
нелинейных уравнений существенно осложняется. По существу
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м ыпмилепие корректности задачи Коши для систем нелинейных 
дифференциальных уравнений сводится к доказательствам ос- 
нпиных теорем: единственности и существования решения и его 
Непрерывной зависимости от входных данных задачи, в частно- 
etn от начальных значений. В главе 1 мы изучали задачу Коши 
или енстем квазилинейных уравнений гиперболического типа и 
vein попили, что корректность этой задачи в классе С\ имеет 
ме-ет» только в узкой полосе 0 ^  t ^  t*, а величина t* зависит 
ОТ |)Нц(х)|| и Г -> 0 ,  если I u'Q (х) J —> оо. Мы имеем, таким обра- 
|0М, некорректность задачи Коши для систем квазилинейных 
уравнений гиперболического типа в классе С i в целом, т. е. при 
любых t >- 0.

Некорректность задачи в классе С\ связана с тем, что она 
не обладает свойством продолжаемости в С\\ при t ^ t *  реше- 
1ПН' и(х, t) Ш Сь

Классом корректности задачи Коши для некоторых видов си
стем квазилинейных уравнений оказывается более широкий 
класс — обобщенных решений этих систем. Подробно поста
новка и изучение задачи Коши в этом классе обсуждается в 
главе 4.

Таким образом, исследование корректности на базе принципа 
«замораживания» коэффициентов и гипотезы «локальной кор
ректности» может привести и часто приводит к неверным выво
дам в случае нелинейных дифференциальных уравнений. Напри
мер, для уравнения

ди , ди „-57- +  и =  0
dt дх

«замораживание» коэффициентов и изучение локальной устой
чивости приводит к неверному выводу о корректности задачи 
Коши для этого уравнения в С ,  ( ? > 1 ) .

Тем не менее на практике широко применяется метод иссле
дования устойчивости решений систем нелинейных дифферен
циальных уравнений относительно малых возмущений. Поясним 
его на примере системы квазилинейных уравнений

' . *L + a (u) ^  =  0. '  (39)

Пусть u{x,t) — решение системы (39), u{x,t) — другое реше
ние, мало отличающееся от и(х, t) в момент времени to- Их раз
ность v =  й — и удовлетворяет системе уравнений

~  + А { и ) + [А (й) — А (и)] -~ + [А{й) — А («)] -g -  =  0, (40) 

которую представим в виде

-Ж + А<-и)Ж + ( В ж ) v +  1 г  в  °- .(41)

12*
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Здесь В (и, й) — трехиндексная матрица, удовлетворяющая уело 
вию

А(й) — А{и} =  В{и, й)(й — и),

или в индексах

ац {и) — ац (и) — Ь?/ (йа — иа), i, j  =  1, . . . ,  п; а ===== 1, . .  ., п.

Известно, что если матрица А (и) непрерывно дифференцируема, 
то

В (и, й)-> А (и) =  ( ( - ^ - ) )  =  {{Ьц (и, и)))

при \й — ы |-> 0 .  Таким образом, при малых || v || имеем для р аз
ности v — й — и систему уравнений

-|т~ +  А (и )~  +  (Л  (и) | £ )  0 +  ( л  (и)— -)

если пренебрегать членами порядка о2.
Рассматривая малые возмущения такие, что

v =  0, (42)

dv II ^ ди li
"аг|| ^ дх || ’

+  А (и) ~  +  ( л  (и) v — 0. (43)

ную систему уравнений в вариациях: 

dv , я /jA дь 

dt

При достаточно малых v(x, /0), v'(x, /0) система (43) при
ближенно описывает в некоторой полосе t0 =¾ t =¾ to +  б развитие 
возмущений с течением времени. На основании изучения линей
ной системы (43) мы можем составить представление об устой
чивости решения u(x,t) исходной нелинейной системы (39). 
Отметим еще раз, что система (43) плохо или совсем неверно 
описывает развитие быстро осциллирующих малых возмущений,
так как мы отбросили в (42) члены порядка | и | J - J j j -  Поэтому,
если, например,

v (х, t0) =  ew0 sin kx,

то даж е при еио<С| н|  система уравнений (43) применима лишь
при \k\<С • l/et»0- Если \k&Vo\~ 1, то мы снова имеем
дело с нелинейной системой (42) и почти нет выигрыша от 
замены системы (39) для u(x,i) приближенной системой (42) 
для тся ,  /).

Несмотря на все эти несовершенства метода линеаризации 
нелинейных уравнений, он фактически является почти единствен
ным алгоритмическим методом, позволяющим составить пред
ставление о свойствах корректности нелинейных задач, об устой
чивости их решений. По этой причине он широко применяется в



Млннейных задачах, например при изучении возникновения тур- 
Аулентпости в течениях вязкой жидкости.

Меть еще одна область, где изучение устойчивости методом 
,линеаризации вполне оправдано и необходимо. При решении 
нелинейных задач на ЭВМ разностными методами за счет оши- 
(шк округления постоянно вносятся весьма малые возмущения, 
чнп'ота пульсаций которых обычно удовлетворяет требованию 
| /fetid | 1. Поэтому развитие этих возмущений можно описывать 
линейными системами типа (43) (или их разностными анало- 
i пм и). Если система (43) указывает на невозрастание или сла- 
Пы|"| рост возмущений, то это может свидетельствовать об устой- 
'пиюсти применяемого метода расчета задачи.

§ 2. Основные понятия теории разностных схем
1. Разностная задача Коши. Рассмотренной в § 1 задаче 

Коши (.1.2.1), (1.2.4):

■If- =  L(D)u, (1)

и (х, 0) =  «о (х)', 0 t t, (2)

i де u • * •, ,

L (D) =  AaDa, а = 1

Аа =  || a “/ ( X> *)|| / =  *> ’ • П’ а== 1>

поставим в соответствие разностную задачу Коши:

== Л 1ы'и+| (х) +  ЛоИ» (.х), (3)vn + l ,

u°(x) =  u0(x). (4)
Здесь Ai, Л о— определенные в В операторы, зависящие от 

/щ == t i  +  т2 - f  . . .  +  tm, t m+\ >  0, а такж е и от других пара
метров. Система уравнений (3), связывающая функции um+1, um 
на двух слоях по времени t — tm+\ и t =  tm, называется обычно 
двухслойной разностной схемой. Так же, как и в § 1, будем 
предполагать, что оператор L(D) и вектор-функция ио{х) пе* 
риодичны по переменному х с периодом 21. От операторов Л ь Ло 
потребуем периодической с периодом 21 зависимости от пере
менного х; тогда мы можем рассматривать периодические реше
ния задачи (3), (4), для которых

иш (х +  21) =  ит (х), т  =  О, 1, . . .
Будем предполагать, что уравнение, (3) однозначно разре

шимо в В относительно ит+1(х), т. е. что оператор
В т  == Е  Хт  j хЛд . . . . . . . . .
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обратим в В при всех рассматриваемых значениях параметров. 
Тогда система уравнений (3) записывается в виде

Um+i =  Ст+^т, Сщ+1 =  В,п (в +  t m+iAo). (5)

И з формул (5) следует
ит ^ С тЛи\ '(6)

где Сjn, kz===: СтСт~ 1 * • 4 + 1 ‘
Оператор Ст, * будем называть оператором перехода, опера

тор Cm =  Cm, m_ i — оператором шага, оператор Ст,о — опера
тором решения задачи (3), (4).

О п р е д е л е н и е .  Задача (3), (4) корректна в В, если су
ществует число M(t) >  0 такое, что

II Cm, k Нв <  М (?) (7)

для всех 0 k пг— 1, t m ^ l  и любых достаточно малых 
{т/г}; равномерно корректна в В, если существует N >  0 такое, 
что

11^113 =  1 1 ^ , ^ , 1 1 ^ 1 + ^  (8)

для всех m и достаточно малых тт .
Если задача Коши (3), (4) является корректной, разностную 

схему (3) будем называть устойчивой.
О п р е д е л е н и е .  Задача (3), (4) аппроксимирует задачу 

(1), (2) в пространстве В, если

II С^т ^ т )  ^ (^т— l) Ив == r̂rfim С̂ т)> (9)
где Sm — S(im, tm-\)— оператор перехода системы (1), и0(х) — 
произвольный элемент В и u(t) — S(t, 0)и0(х) — обобщенное ре
шение задачи (1), (2),  а ет (т ) -> 0  при г - > 0  равномерно по гп, 
т. е. ет (т) =¾ e ( t )  и е ( т ) -> 0  при т -> 0 .

О п р е д е л е н и е .  Разностную схему (3), (4) будем называть 
сходящейся в В к задаче Коши (1), (2), если для произвольной 
начальной функции и о ^ В  соответствующее решение ит (х) з а 
дачи (3), (4) сходится к решению u(x,t) задачи Коши (1), (2) 
в норме В, т. е.
шах || ит (х) — и (х, tm) ||fl =  max || [Cm, 0 — 5  {tm, 0)] u0 (x) \\B -> 0, (10)

rti m

о
при т =  max r„, -> 0.

Подчеркнем, что из сходимости (10) следует, что при любом 
/, 0 / <  /,

II й (х, t) — и (х, /) ||в - *  0

при т -vO. Здесь й(х, t) =  ит (х), где tm — ближайшая к t точка 
последовательности {th}.
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П е р в а я  т е о р е м а  с х о д и м о с т и .  Если
1) задачи ■( 1), (2) и (3), (4) корректны в В,

2) задача (3), (4) аппроксимирует задачу (1), (2),
то решение ит (х) задачи (3), (4) сходится в В к решению и(х, t) 
мдачи (1), (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  оценки величины (10) восполь
зуемся представлением

S {im, 0) =  SmSm_] . . .  S i ,  Сmo=  СmCm_ i . . .  C i .  (11)

и т п о д а  следует
tn\

(:m() ~~ $ 4m, 0) =  £  Cm . . .  Ck+\ (Ck — Sk) Sk_i . . .  S i= i  
ft-1

m

=  E  Cm,k(C k- S k)Sk_U0. (12)

Пользуясь (12), получаем

\\u"‘ — и (tm) [|g =  |[ [Cm, о — S (tm, 0)] w0 ||B
m

<  I  II c m. fc IIb II (Cfc -  S k) S (/*_,, 0) «о Ив -

m

fl Cm. llB II (C* - 5 * )  «(/*_,) ||B. (13)
k - ’ \

Применяя оценку корректности (7) и оценку аппроксимации
(9), находим

m

,|| um — и (tm) Ив <  М (?) Е  (¾) <  М (?) tm m ax ek (xk). (14) 
s=i ft

Отсюда следует сходимость

II um — и (im) Ив -> 0 при т - >  0, (15)

и теорема доказана.
Теоремы сходимости указанного типа формулировались в р а 

ботах В. С. Рябенького [1952], Н. Н. Меймана [1954], П. Лакса, 
Р. Рихтмайера [1956]. Приведенная нами схема доказательства 
принадлежит Лаксу и Рихтмайеру.

Мы определили аппроксимацию в терминах ограниченных 
операторов Sm, Cm. Практически удобнее определять аппрокси
мацию через неограниченные операторы L, Л ь  Ло*). В этом 
случае оценка близости производится не на обобщенных реше
ниях u ( t )e B ,  а на решениях u{t)<=Cq задачи (1), (2).
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О п р е д е л е н и е .  Задача (3), (4) аппроксимирует задачу
(1), (2) на классе Cq в норме В, если для произвольного реше
ния «(/)<= С? задачи (1), (2)

max || Rm+\U (tm) ||в —
m

g  max [ “Ов+й -JLihnL _  A u (/ ) _  {i } 0 .(16)
II l tn+ 1 В

при T =  m axT m- » 0 .  Оператор

R =  ^  -  AtT0 (тт+1) -  Ло, ■rm+i

где r 0(Tm+i) u(tm) — u(tm +  xm+\) =  u(tm+\), и его значение на 
решении задачи (1), (2) называются остатком разностной 
схемы (3).

В т о р а я  т е о р е м а  с х о д и м о с т и .  Если
1) задачи (1), (2) и (3), (4) корректны в В,

2) | £ ^ в =  1 ( £ - т т+1Л , Г Х < Л / ( / ) ,
3) разностная схема (3), (4) аппроксимирует задачу (1), (2) 

в смысле (16),
то решение задачи (3), (4) сходится к решению u(t) задачи 
Kouiu (1), (2) в норме В, если последнее принадлежит классу Cq.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разность vm — um — u(tm) удовлетво
ряет разностному уравнению

vm+1 _  m
-..Tm+1 =  Aivm+l +  A0vm -  Rm+lu ( / J

и в силу обратимости оператора Bm — уравнению 

vm+l =  Cm+1vm +  fm+u
где

fm+1“  + ^m+lU (^n)‘

Решение этог.о разностного уравнения имеет вид

=  Cm+ j, 0и° +  С т + \, afa (а —  1, 2, . . . ,  т + 1 ) .  (17)

Это без труда проверяется по индукции.
Пользуясь условием 2) теоремы и условием аппроксимации 

(16), получаем равномерную оценку для fm+i:

llfm + lllB <T m+1tf(O P (T ), (18).

где 3 ( т ) -> 0  при т =  гпахтт -> 0 .
Теперь из равенства (17), оценок (18), условия корректности 

(7) разностной задачи (3), (4) и из равенства v° =  0 получаем

360 г л .  3. РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ



I (21)

опенку для vm<'1
/т + 1  \

Н " L  - 41 cm+l, afa \\в< [ Е  ч )  м  (/) N (?) р (т) =

=  tm+lM (i)N ( i) t (  х). (19)

, > t п оценка означает сходимость решения разностной задачи к 
решению задачи Коши (1), (2), так  как  ||&т+!|Ь - > 0  при любом
III (tm =¾ t) и х —►'О. Одновременно это означает сходимость р аз
ностной схемы (3), (4) к задаче Коши (1), (2). Теорема до- 
кимапа.

Теперь рассмотрим подробнее структуру остаточного члена 
ричностной схемы (3). Учитывая, что решение и ( / ) е С ,  задачи 
(!) ,  (2) дифференцируемо по /, запишем
, , . . и  \ Г и (tm+i) — U (tm) ди (tm) 1 ,
I'm I \и (tm) —  [---------------- — J +

+  [L (D) u(tm) — A-iu(tm+i) — AoU(tm)]. (20)

Мпиду очевидных оценок
U (tm+i) —  ̂(tm)_____ди (tm)

%+i dt

II A iu (tm+l) —  A iU (/ J  ||s  == a 2 (rm+i),

где а / ( т ) - > 0  при т —>0, мы видим, что условие (16) может быть 
написано в виде

|| (L (D) — Л! — Л 0) и (tm) Ив -> 0 (22)

при х,п+1 0.
Если условие (22) выполнено для любых функций и ( / ) е С , ,  

то мы говорим, что оператор А) -)- Л 0 аппроксимирует в классе 
Cq оператор L {D) в норме В при т =  шах хт ->  0. Аппроксима
цию операторов будем обозначать символом

A, +  A0 r L (D). (23)

Таким образом, мы приходим к следующей теореме.
Т р е т ь я  т е о р  е м а  с х о д и м о с т и .  Если:
1) задачи (1), (2) и (3), (4) корректны в В,

2) S S^;1 Is =  1 (Я — TTm+iAi )_1 iV
3) Ai +  A q ^  L (D),

то решение разностной задачи (3), (4) сходится по норме В к 
решению и(х, / ) е  Cq задачи (1), (2).

Сравним теперь эти три определения аппроксимации. К ак мы 
только что видели, третье определение (23) эквивалентно вто
рому определению (16), и именно поэтому третья теорема схо
димости не нуждается в отдельном доказательстве.
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При условии, что оператор Вт обратим в В, из второго опре
деления аппроксимации (16) следует первое определение (фор
мула (9)) в классе Cqcz В, в котором имеет место (16). В самом 
деле, пусть Ц -в т 'Ц в ^ А ^ ) ,  тогда из (16) имеем для u.(t)<=Cq\

Xm+lRm+lU (tm) === В т \_U (tm+l) ~~ В т (Е  -f- Tm+lAo) li (^m)] :==

' ~  ^тК^т+l С m+l) и {t т)\‘
Отсюда

(Stfx-H Ст+ 1) U (^т) Хт +\Вщ R m + (tm ) ,  

m) Wb ^m+1 (0 li 1U {tm) IIb

и формула (9) имеет место, так как \\ Rm+\u(tm)\\B—>0 равно
мерно по т  при т — m ax т т+1 -> 0.

Мы видим, что при условии обратимости в В оператора Вт 
все три определения аппроксимации разностной схемой (3) си
стемы дифференциальных уравнений (1) достаточны для сходи
мости, однако наиболее проста и формализована проверка 
аппроксимации согласно определениям (16) и (23), так как она 
требует проверки локальной аппроксимации оператора L{D).

Однако практическую ценность аппроксимация оператора 
L(D), согласно определениям (16) и (23), приобретает лишь 
после установления ограниченности семейства операторов Вт1, 
так как без этого не имеют места вторая и третья теоремы схо
димости. Поэтому для основной задачи в теории разностных 
методов решения дифференциальных уравнений — установления 
сходимости разностной схемы и оценки ее точности — все три 
определения аппроксимации полезны в равной мере.

Тем не менее в практической работе исследование аппрокси
мации часто заканчивается лишь установлением ее в смысле 
второго (16) или, что то же самое, третьего определения (23). 
Это связано с тем, что проверка обратимости операторов Вт и, 
главное, равномерная оценка нормы \Вт1\в -~ задача значи
тельно более сложная. Однако если это не сделано, то нет 
полной уверенности в сходимости разностной схемы.

В этом смысле большая часть задач решается разностными 
методами без полной уверенности в сходимости разностной схе
мы. Частично этот недостаток восполняется проведением не
скольких расчетов с уменьшающимся шагом т и сравнением 
результатов, иногда сравнением с экспериментом.

Выше мы рассмотрели случай разностной схемы (3) с пере
менным шагом хт+\ по времени. Хотя такие схемы используются 
в практических расчетах, в целях простоты исследуют разност
ные схемы с постоянным шагом т. Д алее  мы будем рассматри
вать почти. исключительно разностные схемы с постоянным ш а
гом т.
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До сих пор мы рассматривали операторы Ль Л0 произволь
ной структуры, определенные в В, и теоремы сходимости пред- 
t'T.'i ил или собой по существу теоремы функционального анализа.

'Теперь мы рассмотрим теоретически более частный, но прак
тически, пожалуй, наиболее важный случай, когда Ль Ло — ко
нечно-разностные операторы.

Введем линейное пространство В\ периодических по пере
менному х с периодом 21 функций u(x,t), определенных при
О / sg /, которые при любом / (= [0 , t] принадлежат простран- 
етну В, т. е. u(t) =  u{x, t)<= В. В этом пространстве определим 
норму В\\

Ро —  —  йо> —  Чо +  1 > • • • > <7о'> Pi —  —  йь —  <7i +  1 » • • • > йи

где В|зо0, — матрицы в я-мерном пространстве компонент вектор- 
функций u(x,t) — {ui(x,t), . . . ,  un(x,t)}, будем называть раз
ностным оператором. Очевидно, оператор Л определен в В\ при 
tyot =¾ t ^  t — йот; и любом х.

Семейство (27) операторов Л, зависящих от т и h, будем 
называть семейством финитных операторов, если q0, q\ <  Q, где 
Q не зависит от т, h. Ясно, что сумма и произведение финитных 
операторов есть снова финитный оператор. Однако оператор, 
обратный финитному, вообще говоря, не является финитным.

есть дифференциально-матричный оператор. Определим аппрок
симацию Л ~  Q оператором (27) оператора (28).

Рассмотрим функцию

\\и{х, £) ||в, =  s u p ||«.(0 ||в. (24)
t

Определим в В, оператор с д в и г а Т  (Л, т). Равенство 
Т (h, т) и(х, t) =  и(х +  h, / +  т)

определяет Т (h, т) при 0 ^ / ^ /  — т, х — любое. 
Обозначим для краткости

(25)

Т (h, 0) =  Г 1( Г ( - A, 0) =  7--, =  7 7 ',

Г (0, т) =  Г0, Т (0, — x) =  T-0 =  Tq1, h , х >  0.
(26)

Оператор
Л  (т, h , Т) =  Вы ?Ы \ (27)

Пусть

R (т, h) и — [Л (т, h, Т) — Q (D)] и (х, t), (29)



где и(х, i ) ^ C qa, qt cz В\ и операторы A, Q, R рассматриваются 
в Вг. Здесь СЧа, q --пространство  функций и(х, /), дифферен
цируемых qQ раз по переменному / и q 1 раз по переменному х, 
<?о >  ро, q\~^pi. Д ля  краткости ниже будем писать Cq 
вместо Cqc,q.

Если для любой функции и (х, /) е  Cq cz В\ при х, h ->  О

|| R (т, К) и (х, t) ||Bl =  О (т“) 4- О {№), а, |3 >  О, (30)

то будем говорить, что оператор Л абсолютно аппроксимирует 
оператор Q в норме Bj па классе Cq с порядками аппрокси
мации а  по т  и Р по h. Из равенства (30) следует, что для 
достаточно малой окрестности 0 <  t 2 4- h2 <  р2, х >  0, h >  0, 
точки x — 0, h — 0 и любой функции u{x,t)<^.Cq найдется 
С >  0 такое, что

\\R(x, h) u(x, /) ||в, <  С ( г а +  Лр). (31)

Если, однако, оценки (30), (31) не имеют места при произ
вольных х, h из окрестности точки т =  0, h =  0, но при неко
тором законе предельного перехода h =  h(т)

|| R (т, h) и (х, t) ||Bl =  О (та), а  >  0, (32)

то будем говорить, что оператор Л условно аппроксимирует опе
ратор Й с порядком условной аппроксимации а  по % при законе 
предельного перехода Л =  Л(т). Заметим, что порядок условной 
аппроксимации а  зависит от закона предельного перехода 
Л =  /г(т). К ак  правило, для условно аппроксимирующего опе
ратора имеют место оценки вида

|| R (т, К) и (х, t) ||Bl =  О (т«) +  О m  +  О (ху1г8),

где одна из величин у, б может быть отрицательной.
Д л я  аналитических функций u(x,t) справедливы равенства

и (х +  h, t) =  TiU (х, 0 =  £  (х, 0  — eft0i« (х, t),
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(34)

Мы будем пользоваться формулами (33), (34) и для неаналити
ческих функций; в этом случае ряды (33) обрываются на соот-
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нетствующих членах, а остаток ряда оценивается. Тогда про
верка аппроксимации Л  Q может быть проведена следующим 
ииразом.

Формулы (34) подставляются в выражение

после чего экспоненты (34) раскладываются в степенные ряды 
по параметрам т, h. Мы получаем степенной ряд по т, h, который 
начинается с членов порядка т“ и №, все остальные члены имеют 
полее высокий порядок малости в окрестности т = 0 ,  h — 0. 
Очевидно, в этом случае ос, р — целые числа, они определяют 
порядок аппроксимации Л ~  У. Аппроксимация имеет место для 
класса Cqts,q., в котором функция u(x,t) имеет производные, 
встречающиеся в коэффициентах при степенях та , /ip, а также 
псе производные, которые входили в (35) в коэффициенты при 
младших степенях т, h до приведения подобных членов.

Если известен закон предельного перехода h =  СтУ ( ^ > 0 ) ,  
то это выражение для 1г подставляется в ряд (35), после чего 
А? принимает вид

Здесь Р (т ,  Do, D\) — матричный ряд, дробно-степенной по пара
метру т и степенной по операторам Do, D j. Наименьшая степень 
гх, в которой параметр т входит в (36), является порядком услов
ной аппроксимации Л ~  й  при законе предельного перехода 
Л =  CtY.

Отметим, что порядок аппроксимации Л ~  Q зависит от 
класса Cq функций сравнения. Если Cq с= Cq, то порядок аппрок
симации в классе Cq не меньше, чем в классе Cq.

Рассмотрим ряд примеров, иллюстрирующих понятия по
рядка аппроксимации, абсолютной и условной аппроксимации.

Определим порядок аппроксимации Л ~  Q для операторов

Q =  D0+ a D b Л =  - " г— -j- а Е ~^~L , a =  const. (37) 

Следуя общему правилу, изложенному выше, находим

Из (38) следует, что на классе Cqi,q, (qi, 2) аппрокси
мация является абсолютной и имеет первый порядок как по т, 
так и по h.

Рассмотрим аппроксимацию Л ~ й  на классе U аналитиче
ских решений уравнения £2и =  0. Здесь следует формально

(35)

R== А — Q — Р (х, D 0, Dx). (36)
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положить в (38) D0 =  — aDu после чего будем иметь

£>? £>?
~2Г (х ^  ^  “зГR =  А — О, — ah ( и -  1 )- /г ~ (к 2-  1)

пт т
. . .  + ( - 1 ) ^ . - 1 - ( ^ - 1 ) +  . . . J ,  (39)

ах ' ' .где х = х .
При и =  1 (А =  ах) условная аппроксимация Л ~  Q на 

аналитических решениях уравнения Qu — 0 имеет бесконечный 
порядок.

Заметим, что это возможно лишь при а ^  0, так как в про
тивном случае получаем h <  0, хотя мы всегда считали h >  0. 
Это, впрочем, в данном случае означает лишь, что условную 
аппроксимацию бесконечного порядка при а <  0 имеет другой 
разностный оператор Л, именно

. Т0 — Е . Ti — Е „Л +  а _ _ ,  а < 0

ат ,при х — -----=  1.
Д ля  уравнений с постоянными коэффициентами аппрокси

мацию удобно устанавливать в норме L% на тригонометрических 
полиномах

N

PN=  Z  (40)

В этом случае удобно перейти к спектральным образам A, Q 
операторов Л, Й, которые определяются равенствами

A (C Aemi+!'fe*) =  (ACA) e raW4  )

; Q(Cfee^+to) =  (QCfe)e“<+i4  j (41)
Матрицы Л , Q определены так же, как и Л , Q в /г-мерном 

пространстве компонент С* — .{cl, . . . ,  С&}, и получаются из 
операторов-матриц Л  (т, h, Т), й(£)0, А )  формальной заменой

То-^е^, Ti-^em , (42)

Тогда равенству (35) соответствует равенство

^  (т, h, со, k) — A (г, h, со, й) — й  (со, ^) =

=*Л (т, /г, е“т, ег'м )  -  О (ш, ifc) =  -  Л„,а)соа° (г/г)“'. (43)

Уравнение (43) применимо для класса функций, разлагающихся 
в ряд Фурье,
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Возвращаясь к примеру (37), видим, что бесконечный поря- 
лок аппроксимации Л  ~  Q имеет место при к — 1 и в классе 
ргирывиых решений уравнения Q =  О, представимых рядом 
Фурье. Нетрудно видеть, что это связано с совпадением опера
торов решения уравнений

Аи =  0 и Йи =  0,
Действительно, при х = 1

S (/ +  0  ~ т -̂ 1 ( ^^), I 1Т1Т.

Теперь приведем пример схемы с условной аппроксимацией. 
.V равнению

Q.U =-~^г +  а ~ г  =  (D0 +  aD i)u  =  0, a =  const, (44)

поставим в соответствие разностное уравнение (схема Лакса) 
, - 1 ^ 0 - ( ^  + Г- 0

2т
Т1

2 h
и =  0. (45)

Представим оператор Л 
п виде

О ■

%

ti1 Г, ■ 
2т

а
7V

2 h

2 £ +  Г_,
А2 (46)

Рис. 3.1.

Проверяя аппроксимацию 
Л ~  Й, находим, что урав
нение (45) при законе пре
дельного перехода / j= c o n s tx  
пппроксимирует уравнение
(44), а при законе предельного перехода к — )хлр1% аппрокси
мирует параболическое уравнение

,2 52«ди . ди

-дГ + а ~д7 дх2 (i =  const. (47)

Этот пример показывает, что в случае условной аппрокси
мации разностный оператор может аппроксимировать различ
имо дифференциальные операторы при различных законах пре
дельного перехода.

Рис. 3.1 поясняет аппроксимационные свойства схемы Лакса. 
Когда точка (т, К) -ч- (0, 0 ) , двигаясь вдоль нижней параболы
t  — _ ! —/г2, схема (46) аппроксимирует уравнение теплопровод- 

2(1.2 .
пости (47) с (1 =  (12- Соответственно при движении (т, h) вдоль



верхней параболы схема (46) аппроксимирует уравнение (47) 
с р, =  (xi. Если (т, К) —>■ (О, 0 ) , двигаясь вдоль кривой, попере
менно касающейся этих парабол, схема (46) не аппроксимирует 
никакого дифференциального уравнения. С другой стороны, при 
любом стремлении (т, h) к (0, 0) в секторе, ограниченном пря
мыми -j- =  Cu 2, 0 <  С) <  С 2 <  оо,  схема (46) аппрокси
мирует гиперболическое уравнение (44). - >

В случае конечно-разностных финитных операторов Л ь  Ло, 
которые представляются матричными полиномами от операторов 
сдвига Т1, Т-i, можно ввести понятие явной и неявной схем. 
Двухслойная разностная схема (3) называется явной, если 
оператор шага Ст+\, определенный в (5), является финитным, и 
неявной в противном случае.

Явные и неявные схемы существенно различаются по методам 
их реализации, а также по их предельным свойствам при т, h—>0.

2. Дисперсионный анализ разностной схемы. В предыдущем 
пункте для дифференциального

Q =  Aa„aiD%°Di\ ct0==0, 1, . . . ,  ро, ai =  0, 1, . . . ,  ри (1) 

и разностного

Л =  Вт Т1°Т^ ’ Ро =  -  %> ■ ■ • > Pi =  ~  Qi > • • •» <7i- (2)
операторов с постоянными матрицами Л аоа., мы ввели их
спектральные образы — матрицы Q, Л:

Й =  Л аоа1(оаЧ ^ Г ,  А =  В м / ° ах+тл. (3)

Д л я  того чтобы гармоника u — u0emtJrikx была решением 
уравнений

Qu =  0
или

Ли — 0,
величины со, k должны удовлетворять условию

detlj Q (со, 6)11= 0 (6)
или

det| |A (T , h, со, k)\\ — 0 (7)
соответственно.

Уравнения (6), (7) называются дисперсионными соотноше
ниями уравнений (4), (5) соответственно; решения со =  со(&) и 
со =  со(т, h, k) этих уравнений также называют дисперсионными 
соотношениями.

Зависимости со =  со (k) и со =  со(т, h, k) дают полную инфор
мацию о свойствах периодических решений уравнений (4) и (5) 
соответственно.
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(5)
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Так, условие аппроксимации Л  ~  £2 разностным оператором 
дифференциального имеет вид

со(т, h, k)~>a»(k) (8)

при т, h —>■ 0 для произвольного фиксированного значения k.
Если предельный переход (8) имеет место при независимом 

стремлении т, h к нулю, то аппроксимация является абсолютной, 
если ж е при этом требуется предполагать связь h — h{т), т о —• 
условной*).

Вопросы корректности для уравнений (4), (5), естественно, 
: i : iвисят от постановки дополнительных условий, однозначно 
определяющих их решения. Например, это могут быть началь
ные условия при t =  0, согласованные с операторами (1), (2). 
Исли не рассматривать эти сложные вопросы о корректной 
постановке начальных условий, считая, что все сделано пра
вильно, то можно лишь сказать, что для устойчивого поведения 
решений уравнений (4), (5) нужно требовать, чтобы

R e c o (& X (ih  Reco(ir, h, А) <  [i2, (9)
где константы jxi, ^2 не зависят от k, т, h.

Поэтому вопрос о применении спектральных образов опера
торов к исследованию корректности и устойчивости дифферен
циальной и разностной задач целесообразно рассмотреть для 
оолее частного случая задачи Коши (2.1.1), (2.1.2) и (2.1.3), 
(2.1.4); в этом случае

Q =  EDq — L (D\) =  EDo — AaD\, (10)

г Л =  [ETo -  т7У\ , (7,)] -  [E +  тЛ0 (Г,)] =

=  [ETo -  т Я М ]  ~  [Е +  rB grf] ,  (11)

где Е — единичная матрица, Аа, Вр, В°$ — постоянные (га X  я)- 
матрицы; « =  {«[, . . . ,  ип}.

В этой связи заметим, что многие хорошо поставленные з а 
дачи математической физики для уравнений (4), (5) с операто
рами типа (1), (2) сводятся к задаче Коши для операторов вида
(10), (11) путем повышения размерности п пространства реше
ний. Мы имеем в виду сведение систем уравнений с производ
ными по t старшего порядка к системе уравнений первого 
порядка по t путем введения новых переменных. Например, 
уравнение колебаний

Uff =  ихх

*) Сходимость (8) долж на быть выполнена, естественно, для всех корней 
уравнения (6). П оэтом у долж но бы ть установлено соответствие м еж ду ко р 
нями уравнений (6 ), (7 ). В частности, здесь возникает вопрос о «лишних» 
корнях уравнения (7). Н уж но требовать, чтобы для «лишних» корней 
Кс «) (г, h/k )-*—  00 при т, h -*• 0.
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1 аи аи 1путем введения новых переменных и =  \щ, и2} =  |  , 1 сво
дится к системе уравнений

дй[ __  дй-2 дй2 __  <3«i
dt дх ’ dt дх ’

первого порядка по переменному t.
В случае операторов (10) и (11) рассматриваем задачу Коши 

и пользуемся определениями корректности и устойчивости, ко
торые приведены в § 1 и п. 1 данного параграфа. При такой 
специализации операторов Q, Л нет вопроса о «лишних» корнях 
(o(x,h,k): порядок характеристических уравнений (6), (7) отно
сительно со и ехр (сот) один и тот же и равен п.

Необходимым условием корректности задачи Коши для урав
нения (4) с оператором Q вида (10) является выполнение пер
вого условия (9) при всех k; точно так же необходимым 
условием корректности (устойчивости) разностной задачи (5) 
с оператором Л вида (11) является второе условие (9), которое 
должно выполняться при всех k с константой р,2, не зависящей 
от т, h в случае безусловной устойчивости и зависящей от закона 
предельного перехода h — h(x), но ограниченной при т —>0 в 
случае условной устойчивости.

Рассмотрим вопрос о применении дисперсионных соотноше
н и й  к исследованию устойчивости разностной задачи Коши для 
уравнения (5) при условии (11) подробнее.

Оператору шага (Е — тЛ ])-1 [Е +  тЛо) разностного уравнения 
(5) преобразование Фурье ставит в соответствие оператор, шага 
(Е — t A i ) -1 (Е +  тЛ 0) следующей разностной схемы для коэф
фициентов Фурье й т+1 ( k ) :

-ц— ' =  (k) +  Л 0g” (fe). (12)

Здесь Л ь А0 — спектральные образы операторов Л ь Л 0:

Л, (т, h, &) =  Л 0(т, h, *) =  Bge,WA, (13)

В B°q могут зависеть от т, h, а мт+1 (k) — коэффициенты Фурье 
решения um+l (х), периодического по л;:

+ оо

ит+1(х) =  £  um+l (х) eikx. (14)
k =  оо

Аналогично (1.3.13) имеем
II С т, 1 11̂ =  sup  || С т , г (k) [[у . (15)

г к ип

В формуле (15) Ст>1 оператор перехода со сло_я l\t — tt) на 
слой т  [t — tm) разностной задачи Коши (5), Cm,i — оператор
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перехода для тех же слоев системы разностных уравнений 
( 12) .

Мели для оператора шага Cm+i,m{k) системы (12) имеет 
место оценка

sup |[Cm+i , m(6)||y <  l + C{t)x, (16)
ft п

in н силу соотношения (15) разностная схема (5), (11) является 
М'ишчивой в Lz.

Таким образом, равенство (15) сводит определение устойчи- 
шктн рассматриваемой разностной схемы_к чисто алгебраиче
ской задаче определения нормы матрицы Ст+\,m(k).

Известно, что спектральный радиус матрицы, т. е. максимум 
модуля ее характеристических корней, не превосходит нормы 
матрицы. Отсюда получается необходимый критерий устойчиво
сти (критерий Неймана) разностной схемы (5), (11):

Для того чтобы схема (5), (11) была равномерно устойчи- 
luift, необходимо, чтобы спектральный радиус /?>, матрицы пере- 
м)да С m+i, m ik) системы (12) допускал оценку

£ * ( Cm+Itm( f c ) ) < l  +  M(f‘)T,' ‘ (17)
тр авед л и ву ю  при всех k, % ^  то и других параметрах (напри
мер /г) схемы.

В случае, когда Cm+\,m(k) является нормальной матрицей, 
т, е. перестановочна со своей сопряженной, ее норма совпадает 
си спектральным радиусом, и критерий (17) выражает необхо
димое и достаточное условие равномерной устойчивости схемы 
(1>), (11). Подробный анализ различных оценок норм матриц 
можно найти в книге Р. Рихтмайера и К. Мортона [1967].

Если, однако Cm+\>m(k) не является нормальной матрицей, 
то условие (17) недостаточно и хорошо известны примеры (см., 
например, С. К. Годунов, В. С. Рябенький [1973]), когда при 
иыполнении условия (17) схема неустойчива.

Рассмотрим применение дисперсионных соотношений в слу
чае, когда матрица Cm+\,m(k) является нормальной.

Будем исследовать лишь наиболее употребительные разно
стные схемы следующего типа:

“m-_ {х) +  (1 — у) Л()Мт  {х)г (18)

!'Л,0
Л 0 =  BfrTi (19)

оператор, аппроксимирующий дифференциальный оператор 
/,( /) ,)  =  AaDa. В этом случае очевидно, что Л(т, h) ~  Q. Д ля  
схемы (18) дисперсионное соотношение дает 

1 +  (1 — Y) (h, kh)
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где сог =  ©j (г, h, k)\ =  Kt (h, kh) — собственные значения 
матрицы

B(h, kh) ~  Biei®kh — £  B\e^kh. (21)
|3= -q\

(Мы предполагаем для простоты, что матрицы В% зависят 
только от h и не зависят от т.)

Д ля  хорошо поставленных задач математической физики, на
зываемых эволюционными, оператор L(D\) таков, что собствен
ные значения %i(k) его спектральной матрицы L(ik) удовлетво
ряют оценке

Re Xi ( й ) <  р <  оо, (22)

выполненной при i =  1, 2, п и любых действительных k. 
Можно показать, что условие (22) справедливо не только для 
систем, корректных в В, но и корректных по И. Г. Петровскому.

Оценка (22) означает, что любые гармоники (любое k) 
имеют ограниченный рост во времени, даже высокочастотные 
при k-> оо растут не сильно (в большинстве задач они сильно 
затухают, т. е. Re A,, (k)->— оо при |& |-» о о ) .

Так как оператор -уЛо -}- ( 1 — v)Ao ~  L(DQ), то, в частности, 
выполнено соотношение (8). Поэтому естественно требовать, 
чтобы аналогичное свойство имел и оператор Ло; собственные 
значения %i(h,kh) соответствующей ему матрицы A.0(h,kh) =
— B(h,kh) (последняя задана формулой (21)) должны иметь 
ограниченную сверху действительную часть

ReXt (h, /г/г) <  оо. (23)

При сделанных нами предположениях матрица 

Ст+1.т {ч> h, k) — [E — ухВ (h, /г/г)]-1 [Е+ (1— у) хВ (h, kh)] (24)

имеет своими собственными значениями величины еа{%, задан
ные формулой (20).

Поэтому, если матрица B(h,kh) — нормальная, то необходи
мое и достаточное условие равномерной устойчивости разностной 
схемы (18) записывается в виде

sup m ax | 1 +  » - У  > | <  I +  М (!) (25)

где константа M(t) не зависит от т. Если это требует опреде
ленного закона предельного перехода h =  h(х), то равномерная 
устойчивость схемы (18) имеет условный характер; в противном 
сл у ч ае— безусловный.

Если рассмотреть частный, но весьма распространенный слу
чай, когда % i(h ,kh)^  0, то из (25) следует, что неявная схема
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fifuwiroTHO устойчива при у 1/2, чего нельзя сказать, вообще 
гопоря, в случае у =  0 (явная схема). В п. 3 будут сопоставлены 
енойства аппроксимации и устойчивости явных и неявных схем.

Заметим, что волновое число k входит в матрицу B(h,kh ) 
лишь в виде целых степеней экспоненты е1кН. Отсюда следует, 
что матрица B(h,kh ) периодична по параметру k с периодом 
2n/h. По этой причине супремум в оценке (25) достаточно опре
делить по отрезку \k\ «£1 n/h волновых чисел k.

Периодичность матрицы B{h,kh) имеет очень простое объяс
нение: разностная схема (18) с оператором Ло вида (19) «не 
различает» гармоники с длиной волны X — 2пfk < .h .  На сетке 
г таго м  h по переменному х функция eikx при \k \ >  2n/h совпа
дает с функцией eikx, где \k\= k± :~-n  « — целое
число. Поэтому говорят, что разностный оператор Ло «разре
шает» максимальное волновое число 2k0 — 2n/h. В случае дей
ствительных матриц В$, который мы рассматриваем как основ
ной, В (h\—kh) =  [B(h,kh)\*. Поэтому X(h,-—kh) =  X*(h,kh), 
in (т, h, —k) =  со* (x, h, k ). Следовательно, поведение гармоник 
llf)(,<ot+ikx ПрИ любых k вполне характеризуется в этом случае их 
поведением при k е  [0, fe0] , k0 =  n/h. Отрезок [0, feo] волновых 
чисел будем называть спектром разностного оператора Л.

Заметим при этом, что если для дифференциальной и разно
стной задач ставятся условия периодичности и(х— /) == и (х +  /), 
in спектр разностной краевой задачи будет состоять из точек

-  пп/l  е  [0, ka] , п — 0, ± 1 ,  . . .  Если же рассматривается 
р.гчпостная задача Коши на бесконечной прямой — оо <  л: <  оо 
г условием ограниченности решения на бесконечности, то гар
моника uoeat+ikx является ее решением при любом действитель
ном k. Поэтому спектр этой разностной задачи Коши совпадает 
го спектром оператора Ло; он непрерывен и состоит из отрезка 
|0, А:0] волновых чисел.

Заметим также, что, говоря о спектре разностной задачи, 
часто подразумевают не только допустимое множество волновых 
чисел k, но также и дисперсионное соотношение со — со (т, h, k).

Отрезок [0, /г0] спектра разностного оператора имеет три 
'.принтерных участка: участок малых k\ 0 =¾ k sgC k\, участок 
промежуточных k: k\ ^  k =¾ k2 и край спектра — участок k2 ^  

2¾ ko. Хотя описание будет носнть качественный характер, 
можно приблизительно представлять себе, что k\— kv/3, k2~  

2k0/3.
Участок малых k соответствует малым производным от гар

моник eat+ikx по переменному х и соответственно он описывает 
гиоиства разностной схемы на решениях с малыми производ
ными ux, uxx, Uxxx и т. д. На этом участке спектральный образ 
/? (г, /г, /г) остатка Ло — L(Di) обычно мал, что свидетельствует о
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хорошей аппроксимации разностным оператором Ло дифферен
циального L(D  1) на слабо меняющихся функциях. Именно в 
этой области имеет место сходимость*) г '

li(h , kh)-+'ki (k) (26)
при f t—> 0; точнее говоря, в этой части спектра соотношения (26) 
нарушаются с приемлемой точностью. По этим причинам есте
ственно называть этот участок спектра участком аппроксимации.

В области k\ k 5¾ /г2 промежуточных волновых чисел про
изводные грамоник (и соответственно описываемых ими решений 
разностных и дифференциальных уравнений) становятся значи
тельными. По этой причине остаток Ло — LD уже не мал и 
нельзя говорить о хорошей аппроксимации Л0 ~  L(D\) для т а 
кого рода колебаний. Предельное соотношение (26) не выпол
няется, ошибки в нем велики. Однако чаще всего в практически 
важных случаях спектральная функция Я» =  Я* (Л, kh) разностной 
задачи все еще следует качественно поведению спектральной 
функции %t{k) дифференциальной задачи, например убыванию 
Re А-ii(k) с ростом k.

Наконец, на краю спектра [k2, &о] производные описываемых 
этим участком решений столь велики, что ни о какой аппрокси
мации Л 0 ~  L{D\) не может быть и речи, соотношение (26) 
здесь не имеет места. В принципе этот участок спектра описы
вает разностный оператор Ло, который здесь может не иметь 
ничего общего с дифференциальным оператором L(D\).

Интересно отметить, что на краю спектра могут нарушаться 
даж е основные качественные черты поведения спектральной 
функции Xi(k) дифференциальной задачи. Например, воз
можно, что Re Яi(h,kh) в этой части спектра может стать воз
растающей функцией k, превзойти Re Я, (h, kh) в области аппрок
симации, т. е. при k ~  0; величина ReXi(h,kh) может стать 
положительной при k ko и даж е может стремиться к -|-оо при 
h - *  0 .

В последнем случае разностная схема (18) становится абсо
лютно (при сколь угодно малом шаге т) неустойчивой и непри
годна даже для грубых расчетов, что легко следует из внима
тельного рассмотрения формулы (20).

В этом пункте мы приведем простейший пример разностного 
оператора, аппроксимирующего дифференциальный оператор 
D и который имеет аномальное поведение на краю спектра.

Пример аномального поведения спектра в более реальных 
случаях приведен в работе Д ж . Гари и Р. Хелгасона [1970]; 
корни Яг — Я; (ft, kh) , для которых Re Я,-—*■ +  оо при А-> 0, на-

*) С трого говоря, сходимость (26) не имеет места ни в какой конечной 
части спектра [0, k0\. С ходимость (26) имеет место в любом фиксированном 
отрезке [0, й ], где k не зависит от h.
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Яййны там «spurious»-KopHHMH *). В работе Б. Л. Рождествен
ского, Е. И. Ермаковой, В. Г. Приймака [1977] приведены но
ш е  примеры подобного поведения спектра разностного опера
нда ,  там же построены элементы теории ложных корней.

Надо заметить, что подобное аномальное поведение спектра 
|ь>| шостпой задачи, в которой не допущены грубые ошибки, воз- 
ишсаст не всегда. До сего времени оно наблюдалось лишь в не- 
Гймосопряженных задачах с переменными коэффициентами; 
иногда причина этих аномалий — разностная аппроксимация 
(фасных условий высокого порядка.

Таким образом, мы видим, что условие (23), обеспечиваю
щее при у 0,5 равномерную устойчивость разностной схемы 
(|Н),  отнюдь не вытекает из аппроксимации Ло ~  L(D), а долж 
но быть обеспечено подбором соответствующего оператора Ло 
щ  еемейства аппроксимирующих L(D i).

Вычислитель обычно стремится повысить точность аппрок
симации на участке [0,fei] спектра и сохранить качественное 
шжодение спектральной функции Xt(h,kh) в остальной его 
чисти. В ряде простых задач это удается сделать, однако для 
укапанных выше сложных случаев эти два стремления вступают 
и противоречие. Повышая точность аппроксимации при малых k, 
мiii применяем многоточечные пространственные аппроксимации, 
при которых поведение спектра на краю становится более 
сложным и может стать нежелательным в указанном смысле.

Отметим, что обнаружение аномалий на краю спектра ослож
няется тем, что при больших k ~  l-fh нельзя пользоваться оцен
ками собственных значений матрицы В, обычно справедливыми 
при малых k. Поэтому установление оценки (23) требует знания 
нсего спектра разностного оператора, и мы должны решать 
//()////.///0 проблему собственных значений для спектральной мат
рицы В (h, kh) .

Поясним введенные понятия на простом примере разностной 
аппроксимации уравнения теплопроводности.

13 этом случае
L (Di) =  Du Q ~  Do — D\. (27)

Рассмотрим простейшую аппроксимацию

Ло (h) =  [T i(- h )~ 2E  + Tl (h)\~^D\. (28)

, ) го отвечает разностной схеме

um+l( x ~ h ) - 2 u m+l(x) +  um+l(x +  h) 
т Y h2 +

+  (1 -  Y) ( * - * ) -  2u” (x) + um (x + h)  ̂ (2 9 )

'1  Spurious-fa lse  — ложный, фальш ивый. ;
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Оператор Л 0(Л) имеет следующую спектральную функцию:

оператора Du Проводя разложение Х(1г, kh) в ряд по степе
ням h, найдем

X {h, kh) =  -  k2 +  О (k4h2) =  Л  (k) +  О {k4h?).

При малых k в области аппроксимации имеем близость 
X(h, kh) и X(k) и близкое поведение во времени гармоник ём+Шх. 
При k =  jt/3/г =  k0l3 =  ki имеем

Совпадение совсем неплохое.
Функция X(h, kh), однако, монотонно убывает с ростом k, 

периодична по k с периодом 2n/h и сохраняет главное свойство 
X (k) — отрицательность и монотонное убывание с ростом k. 
Н а краю спектра при k — k0 — n/h

\X{h,k0h) | почти в 2,5 раза меньше \X(k0) |.
Мы видим, что для аппроксимации (29) нет никаких ложных 

корней; для самосопряженного оператора L(D\) мы построили 
самосопряженный разностный оператор Ло*), который хорошо 
отраж ает качественные особенности всего спектра оператора 
L(D\) и очень хорошо (со вторым порядком по h) аппроксими
рует спектр L(Di) на участке аппроксимации.

Так как X(h,kh)<. О, 0 ^  у ^  1, то из формулы (20) заклю
чаем, что при у ^  1/2 и любых т, h

*) И меется в виду сам осопряж енность операторов L(£>i) и Л0 при усло
вии периодичности по переменному х.

X (h, kh) =  — jx  sin2 , (30)

которую следует сравнить со спектральной функцией

X (k) =  — k" .

1 тгг 1
X(h, hh) M*i) =  -  J L .  ^ -  1,0966

X(h, koh) =  — X (k0) =  — fir — У

0 <  e&x <  1

а при \ — 0

если

f r  =  j l  X(h, З Д К 1 .



Гак как для аппроксимации (29) матрица B(h,kh) нормаль- 
ля я, то из полученных оценок следуют оценки нормы матрицы 
перехода Сm+i, т разностной схемы (29):

\\Ст, т+1Ц2г 1 при у ^ 0 ,5  и любых т, h;

El Cm. m+l Hi, ^  1 ПрИ Y —  О И T < / l 2/2.

И первом случае мы имеем безусловную устойчивость неяв- 
linfi (y 2s 1/2) разностной схемы (29); во-втором— условную 
\ пинчивость при т :¾ /г2/2 явной схемы (29).

Подобным же образом из формулы (20) выводятся оценки 
\ . Iппчивости разностной схемы и в более общих случаях, если 
мри у г о м  матрица B(h,kh)— нормальная.

Рассмотрим теперь другую аппроксимацию оператора D f:

Ло (h) =  [Е-  21\ (h) +  Ti (2 /1)] ~  Df,

и л и
Ao(k)u(x) =  J L ( ^ ^ i ^ + ^ J i l ^ ± ^ .  (31)

Дли этого оператора

, , i  I 4е‘кН ■ 2 kh ' .
Mh, kh) = ------ р — sin - j - ==

~  jcos kh sin2 +  i sin kh sin2 — -J =  — k2 — ik3h +  О (k^h2).

Ршшостный оператор (31), как легко видеть, имеет аномальное 
(ншсдение на краю спектра, в частности Re Я (Л, М ) >  0 при 
kh > п/2 и Re h (h, koh) — Re %(h, я) == 4/h2 -> + ° °  при h-* 0 
(рис. 3.2).

Конечно, ясно, что аппроксимация (31) плоха; она несиммет
р и ч н а ,  имеет лишь первый порядок точности по h, неудобна в по- 
гтмиовке граничных условий. Поэтому неудивительно, что раз
ностная схема (18) с использованием оператора (31) является 
Неустойчивой.

Мы привели этот пример лишь для того, чтобы в простейшей 
фирме продемонстрировать аномалии на краю спектра разно
типно оператора.. В сложных задачах с переменными коэффи
циентами и сложными граничными условиями аномалии на 
прию спектра могут возникнуть при самых, казалось бы, есте- 
пценных аппроксимациях задачи. Эта естественность может 
нрннести к тому, что вычислитель может даж е  не подозревать, 
ч го он решает поставленную задачу по абсолютно неустойчивой 
ргшостной схеме (см. по этому поводу Б. Л. Рождественский 
и пр. [1977], А. Р. Хачатуров [1977]).
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Рассмотрим применение дисперсионных соотношений к изу
чению свойств трехслойной явной разностной схемы типа Дю- 
форта — Франкела (см. Р. Рихтмайер, К. Мортон [1967]). Эта 
схема позволит нам проиллюстрировать влияние «лишних» кор
ней дисперсионного уравнения, а также явления на краю 
спектра, напоминающие действие ложных корней.

Д л я  уравнения теплопроводности рассмотрим схему Дюфор- 
та — Франкела
um+l (х) — ит ~[ (х) ит (х +  К) — um+l (х) — ггт_1  (*) +  ит  (х — h)

2т “  h? “

_  (x+ h)-  2ит (х) + ит (х~ h) т2 ыт+1 (х) — 2ит  {х) + ит~{(х)
А2 /г2

или
ит+1 (л:) -  ит ~[ (х) 

2т

= Ло(А) ит (*)-— £»
т2 ит+1 (х) — 2ит  (х) 4- ит ~1 {х)

(32)

• (33)

где Ло (А) — оператор (28), аппроксимирующий оператор D\.
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Дисперсионное уравнение схемы (33) имеет вид

=  kh)9 р =  е™(*.а.«, (34)

I ;н' Л,(| (/г, kh) — спектральная функция оператора Л0 (/г). Уравне
ние (34)—квадратное относительно р; оно имеет д ва  корня pi, 
pi и соответственно два дисперсионных соотношения со =

11),(1 , /г, k), co =  co2 (t, h, k). Заметим, что для дифференци- 
млыюго уравнения D^u =  D\u м ы  имеем только один корень 
ш *-*> — /г2 *).

Выпишем формулы для рь р2:

к +  rX0 ±  -\J 1 +  2хтЯа +
' Pi ,  2 —  Y~+K ’ '  '

% — 2%lh2, A,0 =  A0(ft> kh). (36)

И.) формул (35), (36), (30) следует, что схема Дюфорта — 
Франкела (33) имеет условную аппроксимацию уравнения теп
лопроводности, так как требует для аппроксимации закона 
предельного перехода, при котором

=  \  (37)

при т, А-> 0. Из формулы
и cos kh ±  л/\ — и 2 sin2 kh ,0 0 \

Pi, 2------------------- fq r^  (38)

следует, что | p i | =¾ 1, | р г | ^  1 при любых k и к >  0, что озна
чает абсолютную устойчивость разностной схемы (32). При м а
лы.'; kh и выполнении (37)

х + тЯ,0 — д/ l  +  2хтД,0 + x2x l  (1 — х)
Р2 = ----------г+й------------ -  (1 +  тЯо).

А\ы видим, что этот корень не имеет ничего общего с eV , но 
I f'a | <  1 — е,  е >  0 при достаточно малых т, и поэтому

Re со2 (т, h, k)-> — оо. (39)
при т, /г -> 0  с соблюдением (37).

Асимптотическое поведение (39) лишнего корня <в2 свиде
тельствует о том, что соответствующие ему гармоники очень 
ft метро затухают во времени при малом шаге i  и могут не при
ниматься во внимание, так  как точно такие же гармоники соот- 
иететвуют корню coi и они затухают умеренно. Этот пример

*) Мы видим, что схема (32) имеет «лишний» корень дисперсионного 
урмииспия. Вопрос о лишних корнях возникает, очевидно, всегда, когда по- 
/ииЬк 2</0 разностного уравнения по переменному t больше порядка по t 
шшроксимируемого им диф ференциального уравнения.
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показывает, что для лишних корней дисперсионного уравнения 
достаточно требовать выполнения условия типа (39).

Отметим, однако, одно неприятное обстоятельство, которое 
снижает ценность устойчивости схемы (33) при любом и. Оно 
состоит в том, что при любом х и kh — л по формуле (38) 
имеем рг =  — 1. Это означает, что на краю спектра при k =  k0 — ■
— л/h, Re ©г — 0, т, е. гармоники einx/h не затухают во времени, 
а лишь меняют знак на каждом шаге. Особенно неприятно то, 
что. это обстоятельство не зависит от шага т; уменьшение т не 
устраняет этих пульсаций. Это означает, что схема Дюфорта — 
Франкела (33) при k ~  k0, т. е. на краю спектра, находится на 
пределе устойчивости, и достаточно малых возмущений, связан -. 
ных, например, с граничными условиями или переменными ко
эффициентами, чтобы сделать ее абсолютно неустойчивой.

В самом деле, если оператор Ло имеет при каком-либо 
£ е [ 0 ,  ko] собственное значение такое, что

М А , Щ < — 4/Л2, (40)

то по формуле (35) имеем

.  /_  «л т  [2/А2 +  Л0] -  V l  +  (4/А2 + Т д  „  , р2(т, h, k) = ------------ --------- --------------------------- <  — 1.

В самом деле, т (2jh2 +  К) <  ~~■ 2т//г2 <  — х, Х0 (4jh2 +  Я0) >  0, 
у/ 1 +  т%) (4//г2 +  Я0) >  1 и т. д. Об этом же свидетельствует 
разложение р2 при малых т:

рг(т, h, к )сн--- — ь------ -V*--------------

из которого следует

со2(т, h, / г ) ~ - ^  +  [ — %Q(h, kh) — -р-], (41)

т. е.
Reco2 (т, /г, k) >  0.

Таким образом, при выполнении условия (40) появляются 
возрастающие со скоростью eat, где

а  =  — [Л0 (h, kh) +  4//г2] > 0 ,

гармоники eikx+ait, которые меняют знак на каждом шаге по 
времени*). Иногда величина а  может быть порядка 1/Л, т. е. 
очень большой, и схема становится абсолютно неустойчивой.

' Мы получаем следующий вывод: если оператор Ло стано
вится чрезмерно диссипативным (выполнено условие (40)), то

*) То ж е самое происходит и в случае комплексных Ао(h,kh), если вы 
полнено обобщение ReX0(/i,ftA) < . — 4 1№ условия (40).



| ч'мп Дюфорта — Франкела становится абсолютно неустой-
■ПИШП.

Нетрудно построить пример (см. А. Р. Хачатуров [1977]), 
|. hi л а некоторая аппроксимация корректной краевой задачи для
■ (нншсния теплопроводности приводит к выполнению условия 
I 10) па краю спектра оператора Ло.

II. Аппроксимационная вязкость и первое дифференциаль
ное приближение разностной схемы. Дисперсионные соотноше
нии для разностных схем помогают понять свойства этих схем 
и ииосимые ими специфические эффекты. Можно провести клас- 
| нфпкацию разностных схем, основываясь на дисперсионных
■ | ш | ношениях.

Рассмотрим систему линейных уравнений гиперболического 
пша

i g - 4 -  А ~  =  0 (1)
dt  ' д х  w

г постоянной действительной матрицей А, имеющей различные 
юСк'Пштельные собственные значения gi, . . . ,  %п- 

Дисперсионное уравнение системы (1) имеет вид

(® 1%,\к) (® Н- г'1г^) ■ • • (M *’£«&) — 0, (2)
никуда мы заключаем, что гармоники uoeat+ikx, соответствующие 
корням . . . ,  %п, не затухают с течением времени, так как

R e 0 ; (k) =  0, | р( | = 1 ,  Рг =  , / = 1 , . . . ,  n. (3)

Рассмотрим для системы (1) разностную схему

Л и = г ( А = £  +  Л 17’0 + Л0) ц =  0. (4)

Будем говорить, что схема (4) обладает аппроксимационной 
ччикостью, если

! р | <  1 при к ф  0,
| р | — 1 при k =  0, р =  е“ (т>h' к)х,

|де со(т,h ,k ) — решение дисперсионного уравнения для схемы 
('l), введенного в предыдущем пункте.

Мы видим, что для схем, обладающих аппроксимационной 
инакостью, амплитуда гармоник затухает с течением времени. 
Диалогичным свойством обладают решения дифференциальных 
уравнений параболического типа, например уравнений тепло
проводности и диффузии.

Возможна дальнейшая классификация разностных схем для 
систем уравнений гиперболического типа, основанная на диспер
сионных соотношениях. Так, например, разностная схема (4) на
сыпается диссипативной порядка 2d, если при всех £ е [ 0 ,  ko]
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и достаточно малых т ^  то найдется б >  0 такое, что

| р | <  1 -  б I kh Iм .

Д ля  одного линейного уравнения

(6)

рассмотрим разностную схему бегущего счета

(7)
где

А_1 =  Е - 7 _ и А, =  Т ,- Е . 

Дисперсионное уравнение схемы (7) имеет вид

(8)

При выполнении условия Куранта х =  ax/h ^  1 из (8) сле
дует, что | р | ^  1 для всех k.

Таким образом, схема (7) условно устойчива при х ^  1. 
При х <  1 выполнены условия (5) и, следовательно, схема (7) 
обладает аппроксимационной вязкостью. Однако при и =  1 из
(8) следует р — e-‘kH, со =  —ika и, следовательно, схема (7) 
в этом случае не обладает аппроксимационной вязкостью. 
Можно вспомнить (см. п. 1), что схема (7) обладает при х =  1 
бесконечным порядком аппроксимации. Это, впрочем, следует 
и из дисперсионного уравнения, так как со(т, h, k) — —ika (при
I & I =¾ зх//г).

Схема (7) обладает свойством монотонности (см. С. К. Го
дунов [1959]) при 1, означающим, что монотонный профиль 
ит (х) переходит снова в монотонный профиль ит+1(х). Д ей
ствительно, если A_iMm(x) ^  0 при всех х, то из (7) имеем

ит+\ =  (1 — и) ит (х) +  ш т (х — /г),
Д_1 ит+х (х) =  (1 — х) Д_1 ит (х) +  %А_1ит (х — К) 0.

Наличие аппроксимационной вязкости у схемы (7) выра
жается в том, что с ростом времени (увеличением т)  профиль 
решения ит (х) сглаживается, в отличие от профиля решения 
и(х, t)=Uo{x  — at) дифференциального уравнения (6), который, 
двигаясь направо, остается неизменным по своей форме. Это 
объясняется тем, что высокочастотные гармоники, отвечающие 
большим значениям k, затухают быстрее, чем низкочастотные 
при к <  1.
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Можно рассмотреть «размазывание» схемой (7) разрыва 
и начальных данных

Г 1, * < 0 ,
* > о .  (¾

■Чадача (7), (9) может быть решена аналитически. Из ра- 
шчп'тва (7) имеем

и.т+{~ С и т, С — аЕ +  $Т_\, а — 1 — и, (3 =  х, >
m

Um =  c mu° =  (аЕ +  p r_ ,)m «° =  J ]  f  m )  ат~ У т _ки°. (10)
к̂ 0 \ k J

ll;i формулы (10) следует, что um(x)— l при х ^ .0 ,  1 ^
0 при 0 ^  х mh, и'1’ {х) — 0 при х ^  mh.

Интересная деталь состоит в том, что функция ит (х) будет 
(нмрывной функцией переменного х; именно: ит (х) постоянна

при (/г— 1 ) h ^ .x ^ .k h  и каж дая точка х =  kh при k ^ O  есть 
т ч к а  разрыва ит (х). Это связано с тем, что мы рассматривали 
шдачу Коши (7), (9) для разностной схемы (7) при всех х, 
,ч начальная функция разрывна. Можно рассматривать задачу 
('/), (9) лишь для точек х =  Ш, тогда мы будем иметь дис
кретный набор значений и£, который дает представление о плав
ном изменении и"\ На рис. 3.3 мы приводим график ит (х) 

(тонкой линией) и сглаженный профиль u f  (жирной линией).
Между прочим, наличие разрывов (хотя и уменьшающихся 

но амплитуде с ростом т )  у функции ит (х) означает, что поня- 
пи' аппроксимационной вязкости отражает лишь общие черты 
поведения решений разностных уравнений.

Отметим, что, например, при к — 1/2, а  =  р =  1/2 и при 
четном числе шагов т  =  2п среднее значение и == 1/2 будет 
находиться в точке х =  mh/2 и профиль симметричен относи- 
h v ii. i io  точки х —  mh/2, и —  1/2.
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Мы видим из рис. 3.3, что среднее значение и =  1/2 дви
жется по сетке со скоростью а, в то время как профиль сгла
живается симметрично относительно средней точки. Мы имеем 
здесь аналогию со сглаживанием начального разрыва в задаче 
Коши для уравнения

Еще более наглядный пример действия аппроксимационной вяз
кости схемы (7) мы получим, рассмотрев для (7) задачу Коши:

(см. С. К- Годунов [1959], J1. Коллатц [1951], где эта задача 
используется для анализа распространения ошибок в решениях 
разностных уравнений).

По формуле (10) вычислим значение решения u f =  um(ih) 

в точках х — ih. Мы имеем

Профиль uf  имеет вид биномиального закона распределе
ния, максимум профиля перемещается со скоростью а.

Пользуясь аналогией с теорией вероятностей*), можно изу
чить предельное поведение решения разностной задачи (7),
(11) при т —► оо. Применив формулу Стирлинга, получим

где С[ —- величина, зависящая от а, но не зависящ ая от 
а | 0 | <  1.

При больших т

*) На аналогию  асимптотических свойств разностных решений с предель
ными теоремами теории вероятностей указал  А. И. Ж уков  [1959]. Наш  ан а
лиз в основном следует его работе.

U0 (х) —

| 1 I | ^  h
Т  ПРЙ

0 при 1 х 1 >  - |
(П)

m

2 \ V  та|3 )  I 0 £±_ (13 )
m ’ '

_l_ i i — ma \2

-\/2ятсф
e

и j --- , - e
h ^2ятщ

Введем величины
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ТПГДМ '

ftV 2п

гглп /п-> о о ,  a i меняется так, что у конечно.
Покажем, что асимптотическое поведение ит определяется 

•'центральными свойствами оператора шага С — аЕ  +  P^-i  р аз
ностной схемы (7). Обозначим S =  Ti(— ах)— оператор шага 
для задачи Коши (6), (11), ит (х) — решение (10) задачи Коши 
( / ) ,  (11) и йт (х) — й(тх,х)~  решение задачи (6), (11). Тогда

ит =  Сти°, йт =  Smu°,

ит =  cms~mam =  (cs~l)m йт.

( )ш'ратор CS~* характеризует отклонение на одном шаге разно
стного решения от точного.

Перейдем к спектральным образам операторов С, S, CS-1. 
Соответствующие этим операторам коэффициенты умножения 
(I ■= еш имеют вид

Рс =  (1 — к) +  xe~ikh, ps =  g-la-zk}

=  рср-> =  (1 — X +  ке~т ) ешк =  ' (15)

^ l ^ L z Z ^ L k z + O i k h 3).

Рассмотрим теперь асимптотические свойства оператора от
клонения (CS~l)m. Если зафиксировать k, то при т - > о о ,  т -> 0 ,  
шх =  t имеем

P(cs. 1)m =  [ i  _  -L=Ji “^ 1  k2'+ O ->  e-»™, (16)

и 2

Таким образом, оператор решения Е ( 0  разностного уравне
ния (7) асимптотически представляется в виде

Z{t) =  Q{t)S{t),

где S(t) — оператор решения уравнения (6), очевидно, равный 
'l'i(-at), а £2(0 — оператор отклонения, спектральный образ 
которого соответствует формуле (16), т. е.

=  и со {k) =  ~~b2k2. (17)

Отсюда следует, что для оператора 2  спектральная функция
имеет вид

со2 (k) =  — iak — b2k2, ' (18)

13 В, Л, Рож дественский, Н. Н. Яненко i
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Из выражения (18) видно, что оператор 2 ( 0  совпадает 
с оператором решения параболического уравнения

+ а Л± =  —  (la)
д д х  0 дх2 ' ^

И действительно, решение уравнения (19) с начальным усло
вием (11) дается выражением

<20)

При h -> 0 формула (20) становится точной.
П олагая i — x/h, т  — t/x, видим, что выражения (14) и (20) 

совпадают.
Таким образом, мы еще раз убедились, что уравнение (20) 

описывает асимптотическое поведение решений разностного 
уравнения (7) при т, /г->0, я <  1.

Укажем формальный способ получения уравнения (19) из 
разностной схемы (7). Расклады вая разностное уравнение (7)

в ряд  по степеням параметров <с, h, получаем

(Яо +  aDx +  ~ xDl -  ~  ahD\ +  . . . ) и  =  0. (21)

Отбрасывая в (21) старшие члены и подставляя затем D2Q — a2D2v 

получаем уравнение
ди . ди I , / 1  \ д2и .

dt а  дх ~~~2 ^  К^ дх 2 ’ ^

которое совпадает с уравнением (19).
Уравнение (22) будем называть первым дифференциальным 

приближением разностного уравнения (7).
Легко видеть, что разностное уравнение (7) аппроксимирует 

уравнение (22) на его решениях и е С з  с точностью до величин 
порядка т2, ti2. Поэтому с точностью до величин второго по
рядка можно говорить, что разностная схема (7) «добавляет»

д2ик уравнению (6) вязкость b2

Указанный прием получения первого дифференциального 
приближения разностной схемы принадлежит А. И. Жукову.

В последние годы понятие первого дифференциального при
ближения разностной схемы подробно изучалось, и оно нашло 
ряд применений при изучении свойств разностных схем, в ос
новном для случая гиперболических систем уравнений (см., на
пример, Н. IT. Яненко, Ю. И. Шокин [1968], Ю. И. Шокин 
[1.973, 1976J, П. П. Кузнецов [1972]) .
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Кратко рассмотрим здесь способы изучения и применения 
парного и следующих дифференциальных приближений явной 
разностной схемы

(23)

Пусть оператор Ло не зависит от х и является некоторой анали
тической функцией параметра т >  0, Ло =  Л 0(т). Д ля  системы 
(УЗ) поставим начальное условие

и0 [х) =  «о (х). (24)

Решение задачи Коши (23), (24) имеет вид
ит {х) =  й it, х) — (Е-\- тЛ0У1х и0 (х); (25)

при этом t — тх.
Представление разностного решения й (t, х) в виде (25) ана

литически продолжим для любых t и т >  0; это означает, что 
мы будем применять его и при t, не кратных х.

Дифференцируя (25) по переменному t, получаем

, ^  =  j £ i i ± l M i i ( U ) (26)

систему дифференциальных уравнений, которые описывают 
поведение решения разностной схемы (23) через функцию 
и(1,х) непрерывного аргумента t. Заметим, что функция ii(t,x ), 
определенная как решение системы (26) с начальным условием 
и (Ь,х) — ио(х), следующим из (24), совпадает с ит (х) в точках
I . пп. т. е. решения и™ (х) задачи (23), (24) и Ux{t,x) си
стемы (26) связаны условиями

и™{х) =  йх{тх, х). (27)

Отметим, что формальная запись системы уравнений (26) 
п виде

л , + £ ( - 1 Г ^ л Г (28)

следующем из разложения правой части (26) по степеням па
раметра т, является одним из возможных формальных пред
ставлений разностной схемы (23). Уравнение (26) или (28) 
иногда называют П-формой дифференциального представления 
разностной схемы (23).

Оставляя в правой части системы (28) несколько старших 
членов относительно т —>0, мы получаем дифференциальные 
приближения разностной схемы (23) различного порядка. При 
'> гом мы должны учесть зависимость Л0 от параметра г.
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Д л я  того чтобы эти дифференциальные приближения описы
вали поведение разностного решения ii(t,x) при т —>0, необхо
димо, чтобы ряд в правой части (28) сходился в некоторой 
окрестности т =  0.

На нескольких примерах поясним получение дифференциаль
ных приближений.

Пусть оператор Ло ограничен и не зависит от т. Тогда ряд
(28) сходится при

Здесь имеется в виду эрмитова норма оператора Л п в простран
стве компонент вектора и =  {ui , . . . , u„} в точках {xk}, связан
ных в разностной схеме (23). В этом случае схема (23) аппрок
симирует систему обыкновенных дифференциальных уравнений

которая в общем случае представляет собой бесконечную си
стему уравнений. В случае периодических граничных условий 
она сводится к конечной системе.

Уравнения (29) являются дифференциальным приближением 
разностной схемы нулевого порядка; оставляя в правой части 
(28) все члены до k-ro порядка по т, получаем дифференциаль
ное приближение разностной схемы (23) k-ro порядка.

Очевидно, при любом % таком, что т|| Л 0 II <  1, дифференци
альные приближения тем точнее описывают поведение решений 
разностной схемы, чем выше их порядок. Например, система 
(23) в случае Л 0 — аЕ  имеет первое дифференциальное при
ближение

из которого видно, что аппроксимация (23) уравнения щ =  аи 
занижает скорость роста \и\ при а > 0  и завышает скорость 
убывания \и\ при а  <  0.

Пусть теперь Ло зависит от т. Д ля  удобства интерпретации 
эту зависимость запишем в виде Л 0 =  Л 0(/г(г)). Тогда при вы
полнении условия

справедливо то, что сказано выше об описании разностных ре
шений с помощью решений дифференциальных приближений 
k-vo порядка

*ЦЛ0| | <  1
и расходится при

-г IIЛ01| >  1.

(29)

т||Л0(А(т)) || < 1 (30)

к

Л о + 2  ( - 1 Г - — р Л Г Ч М т ) )  й, (31)
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■ с, чем выше порядок k дифференциального приближения, тем 
пешее его решения описывают решения разностной схемы (23). 
Обратим внимание, что мы не проводили разложения Ло(/г(т)) 
пи параметру т.

Отметим, что условие (30) сходно с обычными условиями 
устойчивости разностной схемы (23) и тем не менее не совпа- 
шкуг с ними. Например, для схемы (23) с Ло (/г) =

V m  (A) — 2Е +  T-i(h)}, аппроксимирующей уравнение теп
лопроводности, (30) приводит к ограничению на шаг т <  Л2/4, 
тогда как условие устойчивости явной схемы допускает вдвое 
Оольший шаг х ■< /г2/2.

Однако никакого парадокса в этом нет. Просто при /г2/2 ^  
fJ3 х >  /г2/4 существуют решения разностного уравнения (23), 
поведение которых не может быть описано никаким дифферен
циальным уравнением конечного порядка. Эти решения соответ
ствуют пульсирующим на каждом шаге по t гармоникам, кото
рые затухают с ростом времени /.

Рассмотрим еще один пример — разностную схему

п условие (30) приводит к 2тa/h — 2и «< 1. Это снова в два 
раза более жесткое ограничение на шаг т, чем требует условие 
устойчивости (и =¾ 1), и это опять объясняется тем, что урав
нение первого порядка (31) не может описывать знакоперемен
ные на каждом шаге по t решения разностной схемы (32), ка
кие она имеет при и >  1/2.

Приведенные примеры показывают, что дифференциальные 
приближения (31) разностной схемы могут не описывать пове
дение всех решений разностной схемы (23) и по этой причине 
могут создать неверное представление о свойствах устойчивости 
разностной схемы — свойствах, присущих именно разностной 
схеме и связанных со всем спектром разностной схемы.

Заметим, что тем не менее решения уравнения (31) могут 
неплохо отражать поведение решений разностной схемы (23) 
н при нарушении условия (30), если т|| Ao{h{x))u0(x) || <  1 
и разностная схема (23) устойчива.

Аналогично строятся дифференциальные приближения и для 
неявной разностной схемы

um + l (X) -  ит (х) а >  0. (32)Г
Мдесь
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В этом случае (26) заменяется на

du(t, х) _ In (Е -  т Л 0) „ п v  
dt —  т к ’ ’

и уравнение (28) на

^  =  ( Л" + £ » т т ^ ' У
4  п = 1 7

Можно далее использовать свойство аппроксимации Л 0(h)~L(D) 
для преобразования уравнения (28). Если

оо

A0(/i) =  L ( D ) +  £  hnLn(D), (33)
П= 1

то мы можем подставить это представление A0(h) в правую 
часть (28) и получить новое представление разностной схемы 
(23) в виде дифференциального уравнения (28), в правой части 
которого стоит операторный ряд по степеням шагов т и h.

Это уравнение есть формальная запись схемы (23), справед
ливая, однако, при выполнении условия (30). Условие (30) 
фактически ограничивает закон предельного перехода, так как 
из него мы имеем ограничение т <  1/|| Ло(h) || — условие, при 
котором разностная схема (23) асимптотически по т - > 0  экви
валентна уравнению бесконечного порядка (по х) (28 ) . Из ус
ловия (30) вытекает, какие члены в (33) следует учитывать 
при подстановке (33) в (31), если мы ограничиваемся степе
нями тй.

Таким образом, мы получаем первое дифференциальное 
приближение в виде уравнения в частных производных, когда 
в (31) полагаем k — 1 и учитываем соответствующие, согласно
(33), члены по1 h.

Д л я  схемы (32) имеем первое дифференциальное прибли
жение

ди , ди 1 , , ,  ч д2и ах /0
-щ- +  а  дх —  "2 ah  ( 1 —  дх2 ’ Х —  h ’ .  ̂ ^

которое совпадает с уравнением (22).
К ак ясно из изложенного, дифференциальные приближения 

разностной схемы, вообще говоря, не могут определять условия 
ее устойчивости или неустойчивости.

Тем не менее для ряда схем, аппроксимирующих уравнения 
гиперболического типа, показано совпадение условии устойчи
вости разностной схемы с условием корректности задачи Коши 
для ее первого дифференциального приближения (см. Ю. И. Шо
кин [1973]).
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Так, для системы уравнений (1) с симметричной матрицей А 
рассмотрим простую разностную схему

2

ит+1 (х) =  £  в аит (х +  т^о), (35)
а=1

первое дифференциальное приближение которой имеет вид
д2иdJL _ l .  д  JhL —  п ._____

dt дх 2 дх%
(36)

где
Г 2

■а « 1

Е, Ё  КВа ' ■А.

Т е о р е м а .  Для устойчивости разностной схемы (35) необ
ходимо и достаточно, чтобы задача Коши для ее первого диф
ференциального приближения была корректна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если разностная схема устойчива, то 
выполнено условие Неймана, т. е.

|Р / |2=  1 — 4 ^ ( 1  — \ij) sin2 (h — Х2) <  1 ( / =  1, . . . ,  n), (37)

где pi..............  — собственные значения матрицы перехода схемы
G =  +  (Е — Bi)

ц/ — собственные значения матрицы В\ (j — 1 , . . . ,  и). Тогда из 
(37) вытекает, что 0 ^  jii/ ^  1 и, следовательно, собственные 
значения матрицы B2 — Е — В\ такж е заключены между О и 1. 
В рассматриваемом случае

У 2В , ( £ - В , ) . (38)2  \'»J - 2 )  2

Поэтому собственные значения матрицы С2 неотрицательны 
и задача Коши для системы уравнений (36) корректна в L2.

Обратно, если С2 ^  0, то из (38) следует, что Ва ^  О 
(а — 1,2) и схема (35) устойчива в силу теоремы К- О. Фрид- 
рихеа [1954] (см. § 3).

Рассмотрим для системы уравнений (1) мажорантную схему
1

um+1{x)~ Yu Ваит {х +  ah), (39)

где
^  =  + кА , B_i =  — кА~, А + +  А~ =  — А, 

Л + >  О, Л “ < 0 ,  В0 =  Е — х(А+' — А~).
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Ее первое дифференциальное приближение имеет вид (36), где

С2 =  £ ( Е - В 0)В 0.

В этом случае имеет место аналогичная теорема.
Т е о р е м а .  Для устойчивости мажорантной схемы (39) не

обходимо и достаточно, чтобы задача Коши для ее первого диф
ференциального приближения была корректна.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится подобно доказательству 
предыдущей теоремы.

В общем случае двухслойной разностной схемы для уравне
ния (6) имеет место следующее утверждение: из устойчивости 
двухслойной разностной схемы для уравнения (6) следует кор
ректность задачи Коши для ее первого дифференциального при
ближения в случае нечетного порядка аппроксимации и для ее 
второго дифференциального приближения в случае четного по
рядка аппроксимации.

Обратное, в общем случае, не имеет места, что и показывает 
пример следующей схемы:

um+l (х) — ит (х) А _ т  , А ит  (х — 2ft) — ит (х — h) 
т — А0и (х) — h

Из условия корректности задачи Коши для первого дифферен
циального приближения следует к =  т/А ^  3, тогда как эта 
схема неустойчива при любом я >  0.

Теперь рассмотрим применение дисперсионного анализа 
к исследованию устойчивости явных и неявных разностных 
схем. Две следующие теоремы (А. М. Ильин, [1965]) устанав
ливают существование условно устойчивой явной и абсолютно 
устойчивой неявной схем для корректных систем уравнений 
с постоянными коэффициентами.

Т е о р е м а  1. Пусть система уравнений

р

. | f - =  ! ( £ > ) « = £  AaDau (40)
a==0

имеет постоянные коэффициенты {т. е. матрицы Аа) и корректна 
по Петровскому. Тогда явная схема

« т + 1 - u m _ L (  Д )  „ и  а _ Т , - Т - 1
(4 1 )

абсолютно аппроксимирует систему (40) и устойчива по Пет
ровскому при условии

т//г2Р< с ,  (42)

где р  — порядок системы (4-0), с — некоторая положительная 
постоянная.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Спектральный образ оператора реше
ния разностной схемы (41) имеет вид

С т. о (is) =  Cm,o(k, х) =  [Е +  xL (isT ,

i др s =  sin kh/h, а спектральный образ оператора решения си- 
г 14'мы (40), соответственно

5 ( ^ ,  0) ==

Пвиду корректности системы (40) по Петровскому справед- 
iiin;i оценка (см. (1.3.21))

|| *«.«4 | | ^  const • (1 + | Я Г )  (43)

I некоторым целым г, для всех действительных X. Оценим норму 
|щератора

Фя  (s) =  [Е +  xL (is)]m e-W K
Гик как

|| L (is) || <  c o n s t  • h~p, (44)

const не зависит от k, то, ввиду условия (42) при доста- 
иикю малых h будем иметь || tL  (/s) || <  1/2 и тогда

Ф,,, (s) =  ехр [tn In (Е +  xL (is)) — tL (/s)] =

■- exp |  m [ tL  (is) — ■— L2 (is) (1 +  О (x || L (is) ||))J — tL (is) J =

-  exp { -  m 4  L2 (is) (1 +  О (т || L (is) ||)) } .

11:i неравенств (42) и (44) следует

II Фт (« )  II <  C o n s t

ришгомерно для  всех k, т , % при 0 ^ тх  =  / < ; / .  Теперь, учи
тывая (43), получаем
II г.т .о (is) || <  II Ф т (s) || || etL W  || <  c o n s t  (1 +  | s  f )  <  const (1 +  | k  Г ) ,

г. e. схема (41) устойчива по Петровскому. v
Т е о р е м а  2. Пусть система уравнений (40) является кор- 

ргктной по Петровскому. Тогда неявная разностная схема

„т+1 _  пт / л \
U - - ц— ^ L ( A )  ц*+» , (45)

абсолютно аппроксимирует систему (40) и абсолютно устойчива 
но Петровскому.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Спектральный образ оператора шага 
е к ем 1л (45) имеет вид

С (is) — С (k, х) =  \Е — xL (й)]-1,
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а спектральный радиус соответственно равен
1

3 9 4  ГЛ. 3. РА ЗН О С ТН Ы Е М ЕТОДЫ  ГАЗОВОЙ Д И НАМ ИКИ

рх =  шах
/ 1 — xXj (is)

где Xj(is) — характеристические корни матрицы L{is). Как изве
стно, для систем, корректных по Петровскому, собственные 
числа X,- (is) имеют конечную вещественную часть

Re Xj (is) ^  ц <  оо,
следовательно,

I Рь I 1 +  const ■ т. (46)

Заметим, что если матрица L(is) нормальна, то отсюда сразу 
следует корректность схемы в L%. В_общем случае мы применим 
более точные оценки для матрицы С (is).

Поскольку произвольная функция от матрицы / (Л)  пол
ностью определяется значениями /  на спектре матрицы А, мы 
можем представить f(A) в виде интерполяционного полинома 
Ньютона

f(A) =  b0E + bl (A - X lE) +

-j- b% {А — Х\Е) (Л — XJE) +  . . .  +  1 (А Х\Е) . . .  (Л Xn_iE), 

где
m a x | f (/>(А,) 1,
1е=П

П — наименьший выпуклый многоугольник на комплексной 
плоскости, содержащий все собственные числа матрицы 
Л: Хи Хп. Отсюда следует оценка

' | | f ( A ) | |< C ,  V  1 Л “ I m ax i  f(a) (z)|, , (47)
Ро

где С] зависит только от я  (п — порядок матрицы Л). Положим 
A - L ( i s ) ,  f (А) =  (Е — хА)~т  — (Е — xL (is))~m. Оценка (47) при
нимает вид

II [Е -  xL (is)]~m|| < C j £  x*\\L (is) f  шах

<  const • (1 +  | k \q) max - - — , (48)
s e l l  I 1 —  Z  I

где q =  p (ti— 1), a const не зависит от k, m, x, и принято во 
внимание соотношение



i орректности системы (40) по Петровскому (см. (1.3.21)). Но 

Re Я (А) — Re Я (xL (is)) =¾ х\х 

и при х столь малом, что тр, <  1, имеем 

| I ^ Г т ~Г1< |  1 ” - R e 2 r M_a< l  1 - f i t r m“ a =  | 1 - ц т Н “ “ <

1 — ц т |  х n+1^  const. (49) 

Подставляя оценку (49) в (48), имеем

[| [Е — xL (is)] ~т 1 ^  const (1 +  | k \q),

I I'. разностная схема корректна по Петровскому с q =  р(п— 1).
Следующая теорема устанавливает связь между типом раз- 

in н'тпой аппроксимации и устойчивостью соответствующей р аз
ностной схемы (Н. Н. Яненко, Г. В. Демидов [1971]).

Т е о р е м а .  Пусть система с постоянными коэффициентами 
(■10) имеет оператор L(D) с неограниченным спектром, и двух- 
>■ шйный финитный разностный оператор

—  Л 0 (Ti)

абсолютно аппроксимирует дифференциальный оператор 

I'n.uJa явная схема

m+l _ um
......т ----- А0 (Т {)ит — 0 (50)

не моо/сет быть абсолютно устойчива.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Абсолютно аппроксимирующий L (D) 

рпшостный оператор Ай(Т{) можно представить в виде

Ло (Ti) —  a ap ( 4 r ) a ^ ~ ь
I /1,0

— йа =  {й/a}, L (D) =  {fljaD },

i '.центральный образ оператора шага схемы имеет вид 

' С (k, х) =  Е + хaap (ik)a e-Mh =  Е + хА.

Допустим, что схема (50) абсолютно устойчива. Тогда мы 
м.олжпы иметь
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для всех h, где const не зависит от т, k, h. Фиксируя здесь т 
и устремляя h к нулю, находим

для всех k. А это противоречит предположению о неограничен
ности спектра оператора L(D). Теорема доказана.

Отметим также результат Крайса [1958], устанавливающий 
для корректной в Li системы (40) с постоянными коэффициен
тами существование аппроксимирующей явной схемы, устойчи
вой при условии т/Нр ^  const (р — порядок системы), т. е. менее 
жестком, чем соответствующее условие теоремы А. М. Ильина.

§ 3. Исследование устойчивости разностных схем

Сформулированные в § 2 теоремы позволяют доказать схо
димость разностной схемы, как только будут установлены ап
проксимация и устойчивость.

Критерии аппроксимации сравнительно просты, носят ло
кальный характер и большей частью требуют лишь разложения 
схемы в ряд Тейлора. Значительно сложнее исследование устой
чивости, поскольку оно требует установления равномерной огра
ниченности по параметрам т —>0, Л-» 0 нормы оператора реше
ния разностной задачи.

Во многих случаях свойства оператора решения разностной 
задачи практически неизвестны, поэтому приходится прибегать 
к различного рода признакам устойчивости, основанным на 
ряде упрощающих гипотез и на опыте практических расчетов.

В этом параграфе мы дадим краткий обзор методов исследо
вания, критериев и признаков устойчивости разностных схем. 
Отметим, что в последние годы появились монографии и учеб
ники, в которых вопросы устойчивости разностных схем рас
сматриваются с достаточной полнотой. Отметим обстоятельную 
монографию А. А. Самарского, А. В. Гулина [1973], книги 
С. К- Годунова, В. С. Рябенького [1973], Р. Рихтмайера, К. Мор
тона [1967], В. С. Рябенького, А. Ф. Филиппова [1956].

1. Спектральный метод исследования. Если схема равно
мерно устойчива, то, конечно, она является и устойчивой. Это 
позволяет в большинстве случаев сводить исследование устой
чивости к оценке нормы оператора шага разностной схемы.

В п. 2 § 2 мы уже рассматривали применение преобразова
ния Фурье к получению дисперсионных соотношений и иссле
дованию устойчивости простейшей разностной схемы

const
т

um+I (х) -  ит  (х)
- —  A iит+х (х) +  Л 0«'п (х) О)т



п in случая, когда операторы Л ь  Ло не зависят от переменных 
», f, а для решения ит (х) ставится условие периодичности по 
переменному х.

Диалогично исследуется случай разностной схемы (1) при 
■■■лопни периодичности ит (х), когда операторы Л ь  Ло зависят 
<>| переменного t, но не зависят от х.

Преобразование Фурье
оо

ит {х)=  Е  um{k)elkx (2)
k ——oo

сиодпт разностную схему (1) к системе уравнений для коэффи
циентов Фурье um(k)

=  к г 1йт+1 (k) +  А Г /  {k). (3)

Идесь матрицы Л ”г+1, А™ — спектральные образы операторов 
Л!" м , А’о, которые зависят от t. Оператор ш ага системы урав
нений (3) — матрица

Ст + , .„ (* )  =  ( £ -  тЛ Г У Ч я + тЛГ). (4)

В силу соотношения

II Cm+Um lli2 =  SUp [[ C m+1, т (k) \\уп 
k

мм видим, что оценка нормы оператора шага Cm+ijm схемы (1) 
енодится к оценке нормы матрицы (4). Если имеет место оценка

IICm+Iim( * ) I K l  +  C (J)T ,

г константой С(1), не зависящей от т, h, k, t ^  t, то разностная 
схема (1) равномерно устойчива.

Если операторы Л Г +\  Л™ гладким образом зависят от пе
ременного то также гладко зависят от t матрицы АТ+\ Л о1. 
Поэтому и в этом случае необходимое условие равномерной 
устойчивости схемы (1) записывается в виде

Д *(С*+1. т ( /г ) )< 1  +  Л1ф1Г; (5)
/ле Rx(C) — спектральный радиус матр_ицы С, а константа М(1) 
не зависит от т, т, k. Если матрица Cm+\<m{k) нормальная, то 
\словие (5) является также и достаточным для равномерной 
устойчивости схемы (1).

Некоторые авторы изучали необходимые и достаточные усло- 
кии ограниченности _нормы оператора решения Ст,о — 

cm,m-iCm-i, m- 2  ■■■ Ci 0 системы (3) без предположения
о нормальности матриц Ст,т-\. Обзор работ этого направления 
имеется в книге Р. Рихтмайера, К. Мортона [1967] (см. также
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обзор работ по устойчивости разностных схем в книге А. А. Са
марского, А. В. Гулина [1973]).

Теперь рассмотрим случай разностной схемы с коэффициен
тами, зависящими от х, но не зависящими от t. В этом случае 
можно рассматривать также и разностные краевые условия до

вольно общего типа.
Обозначим С =  Ст+\, т. — оператор шага для этой разно

стной краевой задачи. Матрица С зависит от т и сетки по пере
менному х (зависит от h) . Формула

ит+‘ =  Cm+iii° (6)
выражает значения um+l в точках сетки через значения и°.

Мы видим, что устойчивость разностной схемы (6) требует 
равномерной ограниченности нормы степеней оператора С

|| Ст | | <  N, х m =  f <  (7)
. при этом константа N не зависит от т, h, t <.1.

Если известен спектр оператора С, т. е. совокупность соб
ственных значений {qk} и соответствующих собственных функ
ций матрицы Uk, т. е.

Cu!t =  qkuk, (8)

необходимое условие устойчивости схемы (6) запишется в виде
I ^ K l  +  Afx, (9)

где М не зависит от т, k. Это следует из того, что
|| С || >  шах \qk\.

Таким образом, необходимое условие устойчивости состоит 
в том, что все собственные значения (коэффициенты умноже
ния) qk матрицы перехода С =  Ст+ит лежат внутри круга 
радиуса 1 +  Мх на комплексной плоскости.

Однако это условие еще далеко от достаточного и для неса- 
мосопряженных матриц С может завышать область устойчиво
сти разностной краевой задачи. С. К. Годунов и В. С. Рябенький 
ввели понятие спектра семейства операторов С (т, h) . Это поня
тие вводится для однопараметрического семейства операторов 
перехода С, которое мы получим, например, полагая h~ h ( x ) ,  
тогда С — С (т) — Сх.

Комплексное число X называется точкой спектра семейства 
разностных операторов {Сх}, если для любого то >  О и е >  О 
найдется т <  то такое, что неравенство

\\Схи — Я ,и | |< в | |а | |
имеет некоторое нетривиальное решение.

С. К. Годунов и В. С. Рябенький показали, что для устой
чивости разностной краевой задачи необходимо, чтобы весь
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Спектр семейства операторов {Ct } леж ал внутри или на границе 
едшнчпого круга 1. Они же показали, что это условие не
rn.Mi.KO необходимо, но и близко в определенном смысле к доста- 
I<i'iпому условию устойчивости.

Итак, мы видим, что спектральный метод позволяет исследо- 
п.тгь устойчивость разностной краевой задачи в простой форме 
ппиь для случая нормальной матрицы С, если же это не так, 
in и общем случае надо проверять выполнение условия (7)—■ 
непосредственного следствия определения устойчивости.

('-делаем несколько общих замечаний относительно спект
рального метода исследования устойчивости разностной краевой 
!.-|дачи.

В общем случае он требует определения всего спектра мат
рицы перехода С, число строк (и столбцов)' которой равно nN, 
г/|,о п — размерность вектора u =  {и\ , . . . ,  ип}, N (h) — число то
чек по переменному х, связанных разностной схемой.

Мы видим, что во многих практически важных случаях 
hN — очень большое число и определение всего спектра мат
рицы С — задача очень трудная даж е при использовании со- 
нременных ЭВМ. Поэтому приходится прибегать к различного 
рода упрощающим гипотезам, позволяющим оценить располо
жение спектра разностного оператора.

В ряде задач неоднородность в коэффициенты разностной 
схемы вносится лишь аппроксимацией краевых условий. В этом 
случае целесообразно исследовать корректность разностной за 
дачи Коши с постоянными коэффициентами, т. е. сравнительно 
простой задачи. После этого можно изучить отдельно влияние 
разностных краевых условий, рассматривая две разностные з а 
дачи на полубесконечной прямой и требуя устойчивости этих 
.чадач.

Устойчивость разностной краевой задачи ожидается при объ
е д и н е н и и  требований, обеспечивающих устойчивость указанных 
выше разностных задач. Указанный подход был предложен 
К. И. Бабенко и И. М. Гельфандом (см. признак Бабенко — 
Гсльфанда в книге С. К. Годунова, В. С., Рябенького [1973]).-  
Он основан на том простом обстоятельстве, что для многих эво
люционных задач влияние краевых условий затухает вдали от 
границ области и поэтому для достаточно мелкого шага h то же 
самое имеет место и для разностной краевой задачи.

Другие упрощающие гипотезы связаны с принципом «замо
раживания» коэффициентов и требованием корректности задачи 
Коши или краевой задачи для разностного оператора с «замо
роженными» коэффициентами.

2. Принцип замороженных коэффициентов и локальный 
алгебраический метод. При изучении свойств устойчивости 
разностных схем широко применяется метод замораживания
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переменных коэффициентов, аналогичный методу, примененному 
в § 1 к дифференциальным уравнениям.

Схематически этот прием состоит в том, что в разностной 
схеме

мт+1 = С {х, t, х)ит - (1)

фиксируются значения переменных х =  х0, t — to. После этого 
исследуется постоянный оператор перехода C(xo,to,x), в частно
сти, спектральным методом.

Если выполнены условия, при которых

IIС  (х0, to, х) ||< 1 +  М  (t) х (2)

для любых рассматриваемых значений х0, to, с константой М{1), 
не зависящей от хо, to, т, то есть основание надеяться, что 
и разностная схема (1) устойчива.

, Тем не менее известны примеры, когда условие (2) не яв
ляется ни необходимым, ни достаточным условием устойчивости 
задачи Коши (1) с переменными коэффициентами.

Однако для некоторых классов разностных задач можно по
казать, что условие (2) является достаточным для устойчивости 
разностной схемы (1).

Рассмотрим обоснование локального алгебраического метода 
на примере простейшей разностной схемы (схема «крест») для 
уравнений акустики

ди __ 2 д® __  ди
dt а  дх ’ dt дх '  '

с переменной скоростью звука а — а(х). Эта схема на сетке 
x — jh (/ =  0, 1, . . ., N -\- 1), tm =  mx (т — 0, 1, . . . ,  М), 

(AF +  l ) / i = l ,  Mx =  t записывается в виде ' 5

UT+l~ UT _  2 P f - O / L  j
- - - * - - - - - V i - - - Тг- - - (4 )

Исключая из системы (4) величины UP1, um+1, приходим к трех
слойной схеме для о:

а2 , (оТ*. -  v ? ) -  а2 , К - о Т * . )  _ ,т-Ь 1 __о , .т  I „ т - 1  > + l 1 > , __1 V 1 J - V- 2  vf + vf-1 /+ i  h 2
(5)x h

Поставим для уравнений (5) краевые условия

щ  —  v-n + i =  0, т  =  0, 1, .... (6)



обозначая буквой wm вектор
Wm =  {0, o f ,  . . . ,  о™, 0}, (7)

мы видим, что общее решение разностной системы (5), (6) з а 
дается в виде
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N

Ife=i
!ь к к

где w — {0, V], . . . ,  vN, 0} — собственная функция разностной 
краевой задачи

/fe k \  /  k к \  fc 
a , +L W + i  — v j)— a j_ Vtrj — 0 /_ i /  == AfcA2o/f 
' 2 ' 2 (9)

k к
j = l ,  2, . . ., N, 00 =  0^44 =  0,

и >.* ■— соответствующее собственное значение.
Задача на собственные значения (9) является разностным 

аналогом задачи Штурма — Лиувилля для самосопряженного 
дифференциального уравнения второго порядка. Это одна из 
разностных краевых задач на собственные значения, которые 
мы рассматривали в предыдущем пункте.

Матрица системы уравнений (9) является симметричной 
трехдиагональной якобиевой матрицей. Как известно (см., на
пример, Ф. Р. Гантмахер [1967]), такая матрица имеет простую 
структуру и при а (х ) ’> 0  ее собственные значения веще
ственны и отрицательны.

Система уравнений (9) имеет N различных собственных зна-
i N

чсний, которым соответствует N собственных векторов w, . . . ,  w, 
образующих ортонормированный базис в пространстве EN. От
сюда и из формулы (8) сразу следует, что норма оператора ре
шения Ст схемы (5) или (4) не превосходит (и совпадает) 
с max [р” |.

Д ля  р™ из (5) и (9) имеем уравнение

£ * _ Z % + i l _  =  v r , -

откуда следует, что
9 f - A k(zkX)m + Bk{zk2)m, , (10)

где коэффициенты умножения гк\ и гй2 — корни характеристи
ческого уравнения

4 - 2 ^  +  1 ,
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Из формулы (10) следует, что критерий равномерной устойчи
вости рассматриваемой схемы имеет вид

|zk | < 1 + M t  ( f t = l ,  2, . . . ,  N) г —  1, 2),

где М — постоянная, не зависящая от т, h, k * ) .
Однако в таком виде указанный критерий недостаточно эф

фективен, так как для произвольной а (ж) собственные значе
ния Kk неизвестны. Мы' сформулируем сейчас, а затем докажем 
следующий эффективный критерий устойчивости.

Пусть %k (х)— собственные значения локального разност
ного оператора (5), соответствующего значениям а 1 =  а (х),

/ + ™

/ =  0, 1, . . . ,  N, x g [ 0 ,  1], Zki(x) — соответствующие V% (х) по 
формуле (11) коэффициенты умножения. Тогда, если оценки

|24,W I< 1  + M t ( k = l ,  2, . . . ,  N-, i =  l, 2) ' (12)

имеют место для любых х е  [0, 1] и М не зависит от х, т, h, k, 
то разносная схема (5) (или (4)) равномерно корректна.

Указанный локальный критерий сводит задачу определения 
корректности разностной схемы с переменными коэффициен
тами к существенно более простой алгебраической задаче опре
деления устойчивости разностной схемы с постоянными коэф
фициентами.

Для постоянного a i =  а (х) система (9) имеет решения 

&
VI =  sin nkx, — sin nkjh, .

. 4a2 . 2 n kh ( 13)

Из уравнения (11) мы видим, что zklzk2= l ,  следовательно, 
если x2Kk ̂  — 4, то | zk\ I == I zk21 =  1. Поэтому если выполнено 
условие

%(х)= a(x)-j-^  1 (14)

при любом х е  [0,1], то %2Xk(x )^z—4 и выполняется локаль
ный критерий устойчивости (12). Условие (14) есть локальный 
критерий Куранта**).

Докажем, следуя работе Ю. Е. Бояринцева [1966], достаточ
ность сформулированного выше критерия (12) для равномерной 
устойчивости разностной схемы (4) или (5). Доказательство

*) Подобным образом проводились исследования устойчивости в работах
В. С. Рябенького, А. Ф. Филиппова [1956], Дж . Дугласа [1956].

**) Впервые критерий (14) как услозие сходимости разностной схемы 
«крест» был сформулирован для волнового уравнения с постоянной ско
ростью звука а в работе Р. Куранта, К. Фридрихса, Г. Леви [1928].
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копано на свойстве монотонности характеристических чисел 
n iMiiK'HUX матриц.

Пудем рассматривать якобиевы симметричные трехдиаго- 

1 i.тI!.;с матрицы Bs — (bsu), s — l, 2. Матрица построена 
н! функции ах (х); В2 — из функции а2(х) по правилу

i, / = 1 ,  2, . . . ,  N; а2 (х), а2 (х) >  0.

Рассмотрим пучок матриц

В (се) =  Вх + а.(В2 -  Bi).

Обозначим через ©(а) и Л (а) нормированный собственный век
тор и собственное значение матрицы В (а); тогда имеем равен- 
с та

В (а) оо (а) =  X (а) со (а), В' (а) =  В2 — В;,

В' (а) со (а) +  В (а) со' (а) =  X' (а) со (а) -J- W  (а).

Умножая скалярно (15). на со (а), учитывая ортогональность 
ю (и) и со' (а) (в силу условия | со (а) | =  1), получаем

( [В2 — В^ со (а), со (а)) =  X' (сх). (16)

Если а\ (х) >  а\ {х), то ( [В2 — Вх\ со, со)<0 и из равенства (16) 

следует

X' (а )< 0 , 5* <  А* <  0, \lk\>\Xk\,
S

I .in — собственные значения матрицы Bs.
Таким образом, мы доказали монотонную зависимость 

спрней Хк от функции а2(х).
Далее рассмотрим зависимость корней zk уравнения (11) 

or А/г. Если корни zkX, zk2 уравнения (11) сопряженные, то они 
оба равны по модулю 1. Если же они вещественны, то

max {| zki I, 12^1) =  ^ 1 ^ 1 ( 1  + д/l — 4/т2|Я/г|) — 1. (17)

Отсюда следует, что увеличению \Xk\ соответствует неубывание 
шах {|z ft i| , | Zki I }  -

Эти свойства монотонности Хк и max ] zks | позволяют дока-
5

■и.ть локальный критерий устойчивости. Действительно, если 
не о локальные схемы устойчивы, то, в частности, устойчива 
схема с а\ == max а2 (х). Но тогда по свойству монотонности

X
дли схемы с а2 — а2 (х) а2, Хк (при а2 — а2 (х)) меньше по мо

дулю собственного числа схемы с а2 — а\. По свойству моно
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тонности max | zks | при а2 =  а2 (х) будет меньше соответствую
щей величины при а2 — а2. Отсюда следует устойчивость схемы 

с переменным коэффициентом а2{х), что и требовалось дока
зать.

Ю. Е. Бояринцев [1966] доказал локальный критерий 
устойчивости и для неявной схемы

=  ■V  Z  Va («2)т+“ £  (18)
а= — 1

с весами y_i, у0, Ti (v-i + Y0 + Y1 =  1) и произвольной гладкой 
функции a2 =  а2(х, t) >  0. Тогда локальные разностные опера
торы Л зависят от х, t и они некоммутативны. Локальный крите
рий в этом случае основан на следующей теореме сравнения:

Если разностная схема (18) устойчива для а2{х, /) == а\ (х, t), 

то она устойчива и для а2(х, t) =  a\{x, t ) ^ .a 2(x, t). Если раз

ностная схема (18) неустойчива для а2 — а\(х, (), то она не

устойчива и для а2 =  а2 (х, t) а2 (х, /).

Отсюда сразу следует локальный критерий устойчивости для 
схемы (18): если все локальные схемы (18) устойчивы (не
устойчивы), то устойчива (неустойчива) и схема (18).

П. Лаке [1960] доказал справедливость локального крите
рия Неймана для явных разностных схем, аппроксимирующих 
систему уравнений гиперболического типа

Ж  + А Ж = ° \  /  (19)

с переменной матрицей А.
Приведем еще одну теорему (Г. Крайс [1964]), обосновы

вающую критерий локальной устойчивости для явной схемы

Hm+i = с ( т ,  х)ит, (20)

аппроксимирующей гиперболическую систему (19) с матрицей 
А =  А(х):

Пусть матрицы А (х) и С (т, х) эрмитовы, равномерно огра
ничены и равномерно липшиц-непрерывны по х. Пусть схема 
(20) является диссипативной порядка 2г (см. § 1, п. 3) и ап
проксимирует систему (19) с порядком аппроксимации 2г— 1 
(г — натуральное число). Тогда разностная схема (20) 
устойчива.

В этой теореме диссипативность предполагается равномер
ной по переменному х\ для спектрального образа C(x,x,k) 
локального оператора С(т,х) (х — фиксировано) и его соб-
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: 1 ввННЫХ значений q~q,:(x,x,k) при |А|^п/Л выполнены ус- 
■1ЧНЦЯ

| qt (т, х, &) |< 1 — 61 kh |2г,

! но 6 не зависит от i =  1, . . . ,  п, х, k.
В заключение отметим, что имеются работы, в которых 

"((основывается критерий локальной устойчивости и для разно- 
| тих схем, аппроксимирующих уравнения и системы уравне
ний . параболического типа (см., например, Н. Н. Яненко, 
ID. Е. Бояринцев [1961], И. В. Коновальцев [1968], Г. Стрэнг 
|10(Ш]).

3. Метод мажорантных или априорных оценок. Этот метод 
исследования устойчивости разностных схем широко приме- 
ннстся в практике численного решения задач математической 
физики. Для многих задач с переменными коэффициентами он 
ннляется практически единственным, позволяющим оценить вре
менной шаг т, при котором соблюдается устойчивость. Еще 
иди о достоинство этого метода состоит в том, что во многих 
физических задачах он имеет прямую аналогию с так называе
мым методом энергетических неравенств или методом интеграла 
инсргии в теории дифференциальных уравнений, который, как 
правило, имеет простой физический смысл — выполнения закона 
сохранения энергии.

Простейшей мажорантной оценкой является оценка для схем 
с положительными коэффициентами Рассмотрим для уравнения

%  + l(x, t)-j^ =  g{x, t)r, I(х, о > о (1)

разностную схему

+ g* (*) =  g"• (*) r«(*) (2)

или

, Hi + 1 (x) =  [1 — %m (*)] rm (x) + %m (x) rm (x — h)+  rgrn {x) rm (x), (3) 

где

Km {x) =  lm (x) -J-, 6m (x) =  I {x, mx).

При условии
0 < 1  - и т (х )<1  (4)

справедлива оценка

Iг"‘+1 (х) 1 < [  1 -  %п W ]| rm (х) | + кт (х) \ rm(x — h)\ +

-\~i\gm(x)\\rm(x)\. (5)



Выбирая в качестве нормы решения гт (х) величину || гт |) =  
=  тах|гш(л:)|, находим из оценки (5)

IIrm+l ||<(1 + gi)\\rm\\, (6)

где g =  max | gm (x) | ^  max | g (x, t) |.
m, x x,t

Отсюда следует равномерная устойчивость схемы (2) в про
странстве С (—/, /) (/ — любое) при выполнении условия устой
чивости (4)

=  (7)

Заметим, что при (л:) <  0 схема (2) неустойчива.
Покажем равномерную устойчивость схемы (2) при условиях 

периодичности в L2(— I, I), в предположении периодичности 
коэффициентов %{х, t) и g(x, t) и липшиц-непрерывности l(x, t) 
по переменному х.

Умножая равенство (3) на гт+х (х) и учитывая (4), имеем
[r m + l ^ J 2  _ _  f 1 _ _  %т r m ^  r m+l _j_ %m f m _  Щ r m +1 ( x)

+  Tgm (x) Гп (x) rm+l (x) <  [rm ( ^ 2  _|_

+  [f * + l  (*)]* +  [r «  {x  -  h ) f  +  ( X ) f  +

+ =  1  [r»+ ■ (*)]* + ]- » " W  [r". (*)]! +

+  ^  i r  (x - h)f +  tg

Отсюда 

1
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2

<  [rm {x)f +  [rm (x -  h )f + - f - [rm {x)f =

=  [r *  (X)J2 +  [r *  (X _  /2)]2 +  fr*  W ]2 +

+ *” (*),,̂ ^ £ ^ /0  |rm ̂  __

Интегрируя это неравенство по x в пределах от — I до I, имеем

II ^т+М1 < II II2-[1 + О (т)] || rm |р, (8) 

где положено 4
i

С =  sup
ft, х-, т , h rm\  ̂ \rm(x)\4x.

-I



-  + Sft-7rr =  g‘ ra, k '-

......... следует равномерная устойчивость схемы (2) в Ь2, если
i>tdiолняется условие (7) и 1т (х) липшиц-непрерывна.

Указанные оценки переносятся без больших изменений на
■ > мы, аппроксимирующие системы уравнений в инвариантах

дг. дг.__k_ [ t __»
dt dx s «'

I О. Фридрихе [1954] ввел общее понятие положительных 
. «м -разностных схем с положительными матрицами — 
и установил для них достаточный критерий корректности в L2. 
Мы сформулируем критерий Фридрихса, ограничившись слу
чном одного пространственного переменного.

I1усть линейная система

Ж  =  А (*’ 0 - §  (9)

■аппроксимируется явной разностной схемой

ит+1(х) =  X  Ва (х, /, т, h)um (х + ah). (10)
a=-£7i

turn. А =  ||а*Д В0=||6?/(| — действительные матрицы в Еп. Пусть 

« хсма (10) удовлетворяет условию

I  Ва =  Е, (11)
a~—<7i

которое означает, что постоянный вектор ит ( х ) ^  const яв
ляется решением (10). Тогда схема (10) аппроксимирует урав- 
i I г 11 и с (9) при условии

Т  2  «^а =  Л + 0(т). (12)

Критерий Фридрихса формулируется следующим образом.
Схема (10) корректна в Ь2, если матрицы Ва симметричны, 

положительны и липшиц-непрерывны по х, так что выполняется 
цсловие
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ва (X + К) — Ва (X)

Умножая равенство (10) скалярно *) на um+1, принимая во 
ипимание условие (11) и неравенства

(B aU, t ) ) < V ( S au . и )л /{В аУ, V) <  (

*) Имеется в виду скалярное произведение в пространстве действитель

ных векторов и — {«ь • • • > ип}, v =  {иь • ■ •. ^л},

(и, v) =  uavа, а =  1, . . . ,  п.



G = —<71

< 4

имеем , '

{um+\um+l) =  Y , ( 8 « М « т (х +  а/г), ни+ 'й )<

<7i

f  Y j B(i-(x) u'n+i(x)> “m+i m ) +
^a——<71 '

1 ^
+ y  ^  (Ba (x) um (x + ah), um (x + ah)) =  

у  (мт+1 (ж), (x)) + {  ^  (B„ (x+ah) um (x+ah), um (x+ah))—
a*-<7i

<7»

T  I ]  ( [s a (x +  а1г) ~  5 a (*)] « m (* +  а/г), ы'п (x 4 : ah)). (14)

408 ' гл. 3. РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ газовой  д ин ам и ки

a=-?i

Интегрируя неравенство (14) в пределах от — / до I, находим

II ит + 1 II2 <  у  II Mm + 1 ||2 -f — bx || ит II2 4-

1 Г q'
+ Y  ] Y j (Ва (х +  ah) ит (х 4- Щ , ит (х 4- аА)) dx,

-/ а=-?,

где положено
i

1|м||2 =  J (и(х), u(x))dx. 
-i

Учитывая периодичность функции и(х) и условие (11), проде
лаем следующее преобразование:

L ЧI

5 Y  ^  а® ит (х а м т  ~ ^ ~
—/ a=»—<7i

qi I I qx

Y , ] (Ba (x)um(x), um(x))dx=  ̂ (Baum(x), um(x))dx
a=—qt —I —I a=—qi

i f f  Ё  « mw ) ^  =  ll«m||2.
-г 'V=-a, '  ''a = - ? i

Окончательно имеем

II ^ + 4 1 ^ ( 1  4- И II И”  II2.'- (15)

Утверждение доказано,
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Отметим, что для положительных разностных схем (10) 
справедлив также локальный критерий устойчивости.

Схемы с положительными коэффициентами и матрицами со
ставляют ограниченный, хотя, и весьма важный класс разност
ных схем. Как правило, это схемы первого порядка точности, 
и которых производные аппроксимируются односторонними раз
ностными отношениями. При аппроксимациях более высокого 
порядка точности, когда берутся центрированные разности, 
мы, как правило, не получаем положительных коэффициентов. 
И ‘лом случае мажорантные оценки устойчивости усложняются. 
1,1 кого рода оценки носят название априорных оценок.

Метод априорных оценок для разностных схем аналогичен 
соответствующему методу для дифференциальных уравнений, 
пчипко в разностном случае его реализация встречает большие 
Фудности. Это связано, конечно, со спецификой разностного 
анализа, в котором многие соотношения обычного анализа или 
иг имеют места, или принимают более громоздкий вид.

Рассмотрим метод априорных оценок на примере уравнений 
и кустики (3.2.3), для интегрирования которых используем не- 
иппую схему:

Априорная оценка для этой схемы аналогична энергетическому 
неравенству для системы (3.2.3), установленному в п. 3. Умно
жая (16) на 2ит+{, (17)— на 2(a2)m+1i>m+1 и складывая, полу- 
наем после несложного преобразования
|(„'"-Н)2 _|_ (am+l„m+I)2] __ (am„m)2] =

— (um+l — umf  — [am+1 (vm+i — i»7”)]2 -)- [(am+1)2 — (am)2] (vm)2 -f-

Прпиимая во внимание формулы разностного дифференциро- 
н:пшя произведения

преобразуем выражение

(,ат+‘)2 (um+l A1t,m+1 + vm+[ A_iMm+1) == d (um+1, vm+1) 

к следующему виду:
,/ vm+1) =  Д; [(am +1)2 V’n+lf _ lUm+l] _  «m + ij^m  + l Д[ (am + I)2#

(16)

(17)

+  (am+i)2 (um+lAjWm+I + vm+lA_lum+l). (18)

Ai (fg) -  (A,f) g + (TJ) Alg =  (AJ) Tlg + f Alg,

A_i (fg) =  (A_,/) g + A_lg =  (A_J) T_lg + / A_jg,
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Тогда из (18) следует 

[{um+lf  + (am+lvm+l)2] — [(umf  + (amvm)2] <

Aj \(am+l)2 vm+l T_iUm+1] + bit [(um)2 + (amvm)2] +

+ ^ ( ^ ) 2  + ^ ( ^ + ^ ^ + 1)2]. (19)
где

b\ =  sup
x, m, %

(am+1)2 — (am)2

■ (am)2
b9=  sup

x, m, h

Aj (am+*)2

V M am+1)2 h

Интегрируя (19) по x, получаем

Iф " ‘+1 f  _  J ф т f  <  blx 1 Ф'п I2 + b,x I Фт+112

где

[| Ф |p =   ̂ (и2 + aV ) dx.

(20)

Отсюда следует оценка

;| rT. т + 1 112 __ l +  6 iT  II л чт 112

||Ф К  1 ^ 7 IIФ II.

доказывающая безусловную равномерную корректность схемы 
(16), (17) в случае липшиц-непрерывной функции a(x,t).

Аналогичные оценки устанавливаются для схемы, в которой 
величины на верхнем слое входят с весом а, на нижнем — с ве
сом Р:

ит+1- и т
«1 ( а ^ х ^ '  + М ^ )  л

А-.
(21)

т _  /; -[а^+' + М™],

Щ  +  Р / = 1 >  а г > 0 ,  Р г > 0 , 1, 2.

В заключение этого пункта отметим, что метод априорных 
оценок и энергетических неравенств применяется очень часто 
для оценки устойчивости разностных схем с переменными коэф
фициентами, в том числе с переменным шагом hi по простран- 

' ственной координате х. В монографии А. А. Самарского 
и А. В. Гулина [1973] приведено значительное число разностных 
схем, для которых применим этот метод.

4. Практический подход к проблеме устойчивости вычисле
ний. Применение метода Пикара для подавления неустойчи* 
вости. Понятие устойчивости и неустойчивости разностной 
схемы, обсуждавшееся в предыдущих пунктах, имеет асимпто
тический характер, т. е. неустойчивость схемы проявляется при
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I * 0 или в другом плане при t-+ оо (т =  const). Тем не менее 
m устойчивость разностной схемы возникает в практических 
|'(.1Ч1К'лсииях и при конечном шаге т и притом очень быстро.
1 'па проявляется в быстром росте осциллирующих по простран- 
t ну п времени решений, соответствующих краю спектра, и при- 

Сщит к переполнению и «авосту» ЭВМ.
11оэтому имеет смысл обсудить вопрос о практических мето- 

дмх решения дифференциальных уравнений с конечными шага
ми г, h >  0, которые избавляют от эффектов неустойчивости. Мы 
рассмотрим их на примере эволюционной задачи для системы

%- =  L(x)u, (1)

и (х, 0) =  «о (х) (2)

| периодическими с периодом 2/ по переменному х начальной 
функцией и0(х) и матрицей-оператором L(x). Под L(x) можно 
нпдразумевать дифференциальный оператор, хотя рассмотрение 
Ииаможно и для случая интегрального или интегро-дифферен- 
пна.пыюго оператора.

Предположим, что на отрезке [0,2/] мы ввели сетку
21

]h, j — 0, 1, . . . ,  N\ /г — -дг. которую мы считаем доста-

1ПЧП0 мелкой для приемлемого описания u(x,t) через ее значе
ния в точках u(xj, t) .

Аппроксимируя на этой сетке оператор L(x), мы заменяем 
ми матричным оператором Л (А). Представление об ошибке 
нон аппроксимации получим, оценивая

II (A (h) — L (х)) и ||

ип решениях (а чаще просто на достаточно гладких функциях) 
ll(\‘,t) задачи (1), (2). Очень удобное представление этой по
грешности, пространствённой аппроксимации дает сравнение
■ нсктров разностного оператора Л (h) и исходного L(x).

После того, как выбрана аппроксимация Л (h) ~  Ь(х), пред- 
| шит выбрать разностную схему для численного решения за- 
• • |11JI (1), (2) по времени. Мы сравним и обсудим здесь три 
' .смы приближенного решения задачи (1), (2):

um+1 _  ит

—— -— — =  Л (/г) и™, u] =  uQ{x.), (3)

„т+1 _  „т

~ -  =  А{К)щ, щ (0) =  «о(xt), (5)

(I

= Ai I u f +l, U . '■ U0{Xi) (4)
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Схема (3), очевидно, — явная схема первого порядка точности 
по т, схема (4)— неявная схема того же порядка точности 
по т, наконец, (5)— система обыкновенных дифференциальных 
уравнений, которую можно рассматривать как предел схемы (3) 
или (4) при т—>0 (или же считать ее схемой бесконечного по
рядка точности по т).

. Чтобы обсуждение было более предметным, мы будем счи
тать, что оператор L(x) имеет собственные значения {А/г}, д л я  
которых

ReA,fc<a, Re Afe+I ^  Re Аь ReAfe-> — оо при &-»оо. (6)

Условия (6) типичны для многих задач математической физики.
Спектр разностного оператора Л (А), как мы знаем из § 2, 

конечен; он состоит из tiN == N собственных значений А* (А) 
и соответствующих им собственных векторов. Будем считать, 
что собственные_значения Я,*(А) также подчинены условиям (6) 
(при больших N) и они неплохо аппроксимируют первые соб
ственные значения Кк и сохраняют качественное поведение А* 
в остальной части спектра. Никаких ложных корней А* (А) на 
краю спектра (при k ~  N) нет, иначе все три схемы окажутся 
неприемлемыми для расчета задачи (1), (2).

Ограничение на шаг % для явной схемы (3) вытекает из дис
персионного соотношения

тах| pfe | =  тах | еакХ | =  шах | 1 + Хк (А) т | <  1. (7)
k к k

Для неявной схемы при выполнении (6) обычно нет ограни
чений на шаг % (например, при a =  0); это ограничение может 
возникнуть, однако, если нет хороших способов решения си
стемы линейных уравнений (4) относительно u f+l и приме* 

няется метод последовательных приближений, например,

(s+l) (S)
u f+l =  u f + тЛ (A) u f+l. (

В этом случае для сходимости при s -> оо итераций (8) нужн; 
требовать т[| Л (А) [| <  1 и

х т а х |  Aft (А) | <  1. (9)
k

Наконец, система обыкновенных дифференциальных урав
нений (5) при выполнении (6) представляет собой «устойчивую» 
на любом конечном интервале [0, ?] систему.

Вопрос о том, как решать систему (5), с каким шагом т и на 
очень ли это трудоемко, имеет много аспектов. Конечно, можно 
пользоваться готовыми программами интегрирования систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений, например, исполь» 
зующими методику Рунге — Кутта высокого порядка точности,
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| аитомагическим выбором шага и т. п. При этом может про- 
11UiHi'ii увеличение времени работы ЭВМ, так как эти програм
ма не учитывают специфики систем вида (5), характерной для 

\ Jin нпсний математической физики. Чтобы иметь возможность 
нпеудить схему (5), мы предложим конкретный способ решения
■ mfi системы — метод последовательных приближений Пикара, 
миг метод, как известно, применим для произвольных систем

■ ".мкповенных дифференциальных уравнений, нелинейных и за- 
мнсящих от t (см., например, Ф. Хартман [1964]). Он превра
щается в особенно удобный вычислительный процесс для ли- 
нсГшых систем (5) с постоянными (не зависящими от t) мат
рицами Л (h). Очевидно, что этот процесс обобщается на случай 
переменных матриц Л (/г) и нелинейных систем (5); столь же 
пченидно, что при этом возникнут некоторые усложнения
п ФУДНОСТИ.

li работе Б. Л. Рождественского [1974] описаны некоторые 
иппросы применения метода Пикара для численного решения 
К1длч математической физики. Здесь мы очень кратко остано- 
мимея лишь на основных моментах.

Решение системы (5) на одном шаге от tm до tm+i — tm + х 
миастся формулами

Ряд (10), как известно, сходится при любом х. Это обстоя- 
К'льство является очень важным, если мы заинтересованы 
и счете с большим шагом т. Второе важное обстоятельство со- 
. < * 1 гг в том, что при увеличении шага т не происходит умень

ш ения точности решения задачи (1), (2), так как мы имеем
■ "мможиость вести вычисления суммы ряда (10) с заданной 
In'lll остью.

Таким образом, при решении системы (5) мы не вносим до
полнительной погрешности, погрешности временной аппроксима
ции, которая присуща схемам (3) и (4). Следует, однако, иметь 
(I мнду, что иногда погрешность временной аппроксимации 
уменьшает или даже уничтожает погрешность пространствен
ном аппроксимации, как в случае явной схемы для уравнения
и, | аих =  0 при х =  ax/h — 1.

Мычисление конечной суммы ряда (10) может быть органи- 
ш иано в виде удобного вычислительного процесса, в котором 
исчисление каждого следующего члена ряда эквивалентно по 
■чм.сму работы одному шагу явной схемы (3); каждый следую- 
Huiii член ряда (10) увеличивает на единицу порядок точности 
но г схемы (5).

оо

(10)
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Таким образом, в принципе можно задавать столь высокую 
точность вычисления суммы ряда (10), варьируя число учиты
ваемых членов ряда, что соотношение (10)

цт+1 .— gxA Мцш

будет выполнено с заданной точностью.
Отсюда следует, что норма оператора шага схемы (5) огра

ничена
' || е%А <Л> || <  еа"-

(при отсутствии вырождения).
Однако при практическом вычислении на ЭВМ суммы ряда 

(10) возникает ограничение на величину т сверху. Понять при
чину этого ограничения очень легко. Представим себе, что мы 
вычисляем с помощью ряда (10) величину е~Хх, К >  0, где кг— 
значительная величина. Тогда е~кх близка к нулю, однако мно
гие члены ряда (10) велики и, чтобы вычислить сумму ряда (10) 
с определенной точностью, скажем с пятью десятичными зна
ками, нужно вести вычисления членов и конечных сумм ряда
(10) со значительно большим числом знаков.

Однако вычисления в ЭВМ ведутся хотя и с большим, но; 
ограниченным числом знаков, и это ставит ограничение на ве
личину т. Конкретная граница для т зависит от представления 
чисел в ЭВМ, на которой проводятся вычисления; длины ман
тиссы числа, длины порядка числа и некоторых других деталей.

Для отечественных ЭВМ с 48-разрядным двоичным представ
лением числа эта граница задается неравенством

т||Л(А)||<с~20 4-30. (11)

Если мы вспомним, что для явной схемы ограничение на 
шаг имеет вид

т||Л(А)||<й~2,

то придем к выводу, что метод Пикара позволяет вести устой
чивый счет по схеме (5) с шагом т значительно большим, чем 
допускает явная схема. Это возможно потому, что мы решае 
эволюционную задачу (5) достаточно точно, а для эволюцион
ных задач высокочастотные гармоники быстро затухают. Зада
ваясь определенной точностью вычисления ряда (10), мы авто
матически подавляем увеличением числа членов.ряда (и более 
точным вычислением ехА) эти высокочастотные гармоники, ко
торым отвечает большое затухание.

Чтобы глубже понять сущность метода Пикара, следуе' 
представить систему (5) в базисе собственных векторов мат
рицы Л (А). Тогда система (5) будет иметь тот же самый вид, 
но с диагональной матрицей Л '(А )=  diag {Я/; (А)}. Поэтому ста
новится ясным, что вычисление по формуле (10) дает высокую



§ .1. ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ 415

инц'ть решения системы (5), а чем выше точность решения 
‘ ■', Тем выше свойство устойчивости результатов решения, так 
|..н. система (5) обладает свойством эволюционное™.

Вопрос о целесообразности применения метода Пикара вме-
■ п. IIиной (3) и неявной (4) схем зависит от нескольких факто- 
(■м|| и к первую очередь от соотношения погрешности временной 
н пространственной аппроксимаций, вносимых схемами (3), (4).
I | in оператор Л (/г) аппроксимирует L(x) с высокой точ-
...... ... то целесообразно применение схем высокого порядка
ючмости по т, что автоматически обеспечивается применением 
ц'чода Пикара. При этом можно применять шаг т, приблизи- 
" о.по в 10 раз больший, чем следует из условия Куранта, без 
тнерн устойчивости. Потеря устойчивости в методе Пикара 
имеет специфический характер, о котором мы говорили: либо 
происходит переполнение АУ ЭВМ, либо результаты стано- 
тпеи весьма неточными и носят спорадический характер.

Наоборот, для разностных схем (3), (4), у которых условие 
\стончивости (или сходимость итераций) допускает шаг т зна- 
чмюльно больший, чем он требуется из соображений точности 
временной аппроксимации, сравнимой с точностью простран- 
стонной аппроксимации, то вполне возможно, что явная схема 
и пом случае более целесообразна, чем метод Пикара.

Отметим также, что для линейных задач (1), (2) можно до- 
ft 1Г гься весьма высокой эффективности, вычисляя не одно реше
ние системы (5), а фундаментальную матрицу ехА<н> этой си- 
( сомы с помощью^ ряда по т. Тогда для эволюционных задач 
можно получать решение системы (5) практически без потери 
тчиости для очень больших t >  0, пользуясь формулами 
щкюения

е2%К (ft) _  [етА (fc)]2( е4тЛ ф) _  ]е2тА (ft)] 2

В настоящее время проведено несколько расчетов различных 
лпдач математической физики, использующих метод Пикара, 
показавших его эффективность (см., например, Б. Л. Рожде- 
| п’.оиский [1974], А. Р. Пинский, А. И. Рузанов [1976]).

Сделаем также еще одно замечание о возможностях приме
нения методов численного интегрирования систем обыкновен
ных дифференциальных уравнений к решению задачи (1), (2) 
с помощью схемы (5).

В последние годы были развиты эффективные методы чис
ленного интегрирования так называемых «жестких систем» 
помкновенных дифференциальных уравнений (stiff equations),
i-.'оторые характеризуются большим разбросом характеристиче
ских показателей Я* системы (5) (в общем случае нелинейной).
II частности, в этих методах также предполагается выполнение 
смойств (6), и, более того, при этом считается, что —ReX/s очень



велико для больших k. Идея метода, развитого Гиром и Норд- 
зиком, состоит в применении схем интегрирования высокого 
порядка точности, которые в области умеренных по модулю Хц I 
обеспечивают высокую точность, а при ReX fe<—b, где b до
статочно велико, — лишь устойчивость счета. Последнее озна
чает, что, например, для линейной системы (5) в области ап
проксимации спектра [0, k{[ обеспечивается хорошая точность 
воспроизведения в счете по времени; промежуточная часть 
и край спектра существенно искажаются схемой интегрирова
ния по времени, однако при этом обеспечивается затухание со
ответствующих этой части спектра собственных функций, т. е. 
здесь обеспечивается лишь устойчивость. Методы интегрирова
ния «жестких систем» описаны, например, К. Гиром [1967, 
1969], А. Нордзиком [1962], см. также Б. В. Павлов и А. Я. Повз- 
нер [1973].

Конечно, эти методы интегрирования могут быть применены 
и к решению задачи Коши для системы (5). Однако для наи
более характерных задач математической физики типа (1), (2) 
они оказываются, как правило, менее эффективными, чем метод 
Пикара. Причина этого состоит в том, что в большинстве задач 
математической физики стремятся сделать пространственную ' 
аппроксимацию A (h) ~  L(x) сравнительно неплохой даже на 
краю спектра k ~  ко- Например, мы видели в п. 5 § 2, что

в области аппроксимации оператором оператора D2, при

k ~  ko/3, X (h ,k h )~ — 1//г2, а на краю спектра при k — k0 =
=  n/h, A0(/i, я) = —4/h2. Таким образом, различие Ао(h, kh) 
в области аппроксимации и на краю невелико. Как говорят 
в подобных случаях, показатель «жесткости» системы невелик.

Именно по этой причине методы для жестких систем, рас- 
считаннные на отличие ReXo (h,kh) в области аппроксимации 
и на краю спектра в несколько десятичных порядков, оказы
ваются не всегда эффетивными даже по сравнению с обычными 
разностными схемами.

Тем не менее для ряда задач математической физики, харак
теризуемых несколькими процессами, протекающими с суще
ственно различными скоростями, методы интегрирования «жест- 
ких» систем могут оказаться эффективными и при решении этих 
задач с помощью схем типа (5).

§ 4. Анализ простейших разностных схем

В этом параграфе мы рассмотрим ряд простейших разност
ных схем для линейных уравнений гиперболического типа (од
ного уравнения и системы уравнений акустики) и применим для 
их изучения понятия, развитые выше.
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1, Схемы для одного уравнения ut + аих =  0. Для этого 
иптичшя

ди , ди
■ +  а (х, t) -гг- = = 0,

dt v ’ ' дх

I и' а(х, () >  0, а{х, /) е  Сь рассмотрим задачу Коши 

и (х, 0) =  и0 (х), | х | <  оо 

и/т смешанную задачу

и(х, 0) =  щ(х), х ^ О ,  и(0, t) — y(t)

(1)

(2)

(3)

краевым условием при x =  0.
Простейшая разностная схема для уравнения (1) имеет вид

иIII I I

- +  а”

, , т + 1  _

Д _ 1а"
h

t

(pi*1)'z

mt

+ «г
« Г - “Г-1

О, (4)

: аТ ■ a (ih, mx).

/  ! у
А 
/ i

I

ф А
а),

/\

л / / 4 2*\ F* А
в ih '

-х

a) t>) Xi ’>7

Рис. 3.4.

Уравнение (4) разрешим 
относительно u f+l:

//;»i-‘ =  (l — x f )u f  +

\^ТиТ-1' =  (5)

и дадим формуле (5) следующее геометрическое истолкование.
Согласно уравнению (б) u f+1 =  um+] (х^ — um (л:*), где точка 

\ - х* на прямой t =  mx есть точка пересечения ее с прямой

х — ih =  a f  [t — (m + 1) x], (6)

r. e. x\ ih — xfh, а значение функции um(x*) в точке x* по

ручается путем линейной интерполяции ( x f ^ . l ' j  либо экстра

поляции (xf >  1) по значениям uf, uf_x (рис. 3.4)

Отрезок прямой (6) при mx ^  t ^ . ( т 1 ) х  приближенно 
с точностью до величин порядка х2 совпадает с характеристикой 
уравнения (1), проведенной через точку (ih, (т-\- 1)т). Поэтому 
схему (5) можно интерпретировать как интерполяцию (экстра
поляцию при x f  >  1) функций ит (х) и последующий перенос 

птчений до следующего слоя t =  (m-\- 1)т.

И  Б, Л, Рождественский, Н. Н. Яненко



Если для всех i, tn x f ^ .  1, то схема (5) удовлетворяет 

принципу максимума. Действительно, согласно (5)

шах j u f+l | max {(1 — xf) j u f | -f- xf | uf_x | J -¾¾ max | u f  |. (7)

Из принципа максимума (7) следует устойчивость схемы (5) 
в С { — оо , о о )  для задачи Коши и в С(0, о о )  для смешанной 
задачи. Если же x f >  1 для некоторых i, т , то принцип мак

симума места не имеет, так как из (5) в этом случае следует 
лишь оценка

max | u f+l | ^m a x  (2xf — l)max | uf\, (8)

где max(2x^— 1 )>  1.

Более того, можно показать, что если в некоторой конечной 
области переменных х, t величины x f  остаются большими 1 

при т->0, Л —> 0, то схема (5) является неустойчивой в Ь2 и в С.
Достаточно показать это в случае а{х, i) =  a =  const. Тогда 

x f =  x>\ .

Дисперсионное уравнение схемы (б) имеет вид 

р = 1 _ и (1
Отсюда

I p l ^ l ,  если

| р | ^  1 + е (к, kh), если % >1,

где e(x,kh)— некоторая положительная при k ф  0 функция. 
Отсюда следует неустойчивость схемы (5) при и >  1.

Итак, схема (4) (или (5)) аппроксимирует уравнение (1) 
и является устойчивой, если для всех г, т

« Г < 1- (9)

Легко проверить, что значение u f определяется лишь по 

значениям и°_т, u°t_m+l, . . . ,  начальной функции, т. е. об

ласть зависимости решения задачи Коши для разностного урав
нения (5) состоит из точек сетки, расположенных между точ
ками А я В (рис. 3.4), где МА — вертикаль, MB — диагональ 
сетки.

Если в некоторой области (х , t) x f >  1, то характеристика 

MD уравнения (1), проведенная из точки М, лежит левее пря
мой MB.

Таким образом, при x f  >  1 область зависимости решения 

задачи Коши для дифференциального уравнения (1) (которая, 
между прочим, состоит из единственной точки D) лежит вне об-
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,>пи'тп зависимости для разностного уравнения. Это будет спра
ведливо при любом измельчении сетки, если при этом

afx

|>1сюда следует, что если в некоторой области (х, t) % f>  1, то 

решение разностного уравнения (4) не сходится к решению (1).
15 самом деле, если изменить начальную функцию иа(х) в 

1 DMке D и ее окрестности, то решение u(x ,t) уравнения (1) со- 
пткетственно изменится в точке М. В то же время решение u f 

р.гшостной задачи в этой же точке М не заметит этого измене
ния. Отсюда следует, что решение ит (х) не сходится к решению 
и (х, t) ни в норме С, ни в L2.

Напротив, если выполнен критерий Куранта (9), то точка D 
лежит в отрезке АВ и изменения начальной функции в окрестно
сти точки D передаются как в точном, так и в разностном ре
шениях.

В соответствии с этим анализом ясно, что если а(х, t) <. О, то 
для уравнения (1) применима аппроксимация

„т+ 1 т  д
----= ^-  + ат ит =  0
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h

и неприменима аппроксимация (4).
Теперь для уравнения (1) при а (х, t) >  0 рассмотрим неяв

ную аппроксимацию

т+1 _  т. «'"-И _  „ т + 1
i Ul , t i~  1

а? ~ ---г ^ -  =  о. (10)

Уравнение (10) переписывается в виде

1 кт
r/m+l --------цШ  J ------ 1---цт+ Х и* (] 1^

I t i  „ я  м л , „ т и 1- 1 и > v11'1 ■+ 1 + иг

afx
ГДе и *  =  — .

Уравнения (10), (11) абсолютно аппроксимируют уравнение
(1) с первым порядком аппроксимации как по т, так и по h. Из 
формулы (11) вытекает неравенство

min{uf, uf+l} ^ u f +l ^  max {uf, u f . (12)

Отсюда следует, что разностное решение u f принимает мини

мальное и максимальное значение на границе t =  0, х ^  0; 
л: =  0, t ^ 0 ,  что означает устойчивость схемы (11) в С(0, оо) 
при любых значениях т, h.

и*
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Согласно формуле (11) u f+l— u*(N), где и (N) есть значе

ние функции и в точке N диагонали PR (рис. 3.5), проинтерпо- 
лированное по значениям ыД1, uf. При этом точка N опреде
ляется как пересечение прямой (6) (приближенная характери
стика MQ уравнения (1)) с диагональю PR.

t

(m+1)z

mz

/1 м

N Ъ '  А

X /  4^

Q N R

Рис. 3.5.

(i-1)h ih  x  

Рис. 3.6.

Отсюда следует, что область зависимости разностного реше
ния смешанной задачи (11), (3) в точке х =  хи t =  tm есть часть 
границы

л: === 0, 0 t —  0, O ^ x ^ x i

и всегда содержит область зависимости точного решения за
дачи (1), (3).

Еще один вариант неявной схемы для уравнения (1)
т+1 _  т  
1 — 1 ul-1

+ а11.
u f + l _ ит +1

ll-1
h

0

или, в разрешенной относительно u f+1 форме,

u f+i ■ ■ u f+>+- - um ■
,т  u t-\ ■■и. (13)

геометрически истолковывается как перенос в точку М значения 

и* разностного решения в точке N вертикали PQ, где точка N 
есть пересечение характеристики (6) с прямой PQ, а значение 
в этой точке линейно интерполируется (при x f ^  1) по значе- 

'_1 (рис. 3.6). Схема (13) условно устойчива вниям ит+1
г-1

С при x f ^  1.

При x f <  1 точка N выходит из отрезка PQ ; интерполяция 

заменяется экстраполяцией, что и приводит к неустойчивости.
Из условия (9) следует, что явная схема для уравнения (1) 

устойчива, если

т h

шах а (х, t) * (14а)
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и т'устоичива, если

Т >  m in  а (х, t) "  W )

()собенно неблагоприятен для явной схемы случай, когда 

в (*’ >  1, а условие устойчивости %f <  1 нарушается в не

большом числе точек. Тогда условие (14а) требует неоправданно 
малого шага т.

В этом случае можно применить неявную схему (10) или
(11), которая абсолютно устойчива при любых т, h. Однако при
менение неявных схем сильно увеличивает область зависимости 
рмгшостного решения (а для случая задачи Коши делает ее бес
конечной). В практическом счете это обстоятельство выглядит 
кик усиленное сглаживание разностных профилей ит (х) и потеря 
характерных особенностей решения. Поэтому, если критерий 
устойчивости нарушается в небольшом числе „точек, то имеет 
смысл применение явной схемы там, где критерий устойчивости 
выполняется, и неявной в остальных точках. Этой цели служит 
инио-неявная схема Карлсона

U; _ U; - Ui — [
+ аТ ....,,-- - - 0, (15а)

„т+1 „ т  „ т + 1__„т+1
•*/—1 — “г-i , “г ui- 1

+ a f —-- 1 =  °> (156)

и которой уравнение (15а) используется при % f^ . l ,  уравнение 

(156) — при %f>\.

Геометрически схема (15) означает интерполяцию u f+1 по 

значениям uf, uf_v если прямая (6) пересекает отрезок QR 

(к"1^  1), и по значениям ufj]1, uf_v если прямая (6) пересе

кает отрезок PQ (%f >  1) (см. рис. 3.6).

Ясно, что в случае отрицательного коэффициента a(x,t) во 
псех применяемых аппроксимациях следует левую разность за
менить на правую. Так, формула (10) примет при этом вид

u f + l- u f  u f+ l - u f +1
- |- a f t+1 , ...* - =  0. (16)

В этом случае, конечно, краевое условие следует ставить не на 
левой, а на правой границе.

Рассмотрим теперь случай, когда a(x,t) меняет знак и для 
уравнения- (1) ставится смешанная задача

и (— I, 0 =  f 1 (0, « ih 0 =  fz (0. « (х, 0) =  «о (х). (17)
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Ясно, что при этом должно быть

а (— I, t ) ^ 0 ,  a (/, t) ̂  0.

Р случае неявной схемы здесь появляются логические трудности. 
Действительно, рекуррентная формула (10) при a f ^ O  устой

чива при счете слева направо и неустойчива при счете справа 
налево; напротив, рекуррентная формула (16) при a f  <  0 

устойчива при счете справа налево и неустойчива в обратном 
направлении.

Таким образом, при изменении знака a{x,t) нам придется 
менять не только выбор формул (10), (16), но одновременно

Рис. 3.7.

и направление рекуррентного счета. Это значит, что при каждом 
t — tm мы должны разбить отрезок [— I, I] на отрезки постоян
ного знака функции ат (х) и для каждого такого отрезка решать 
одностороннюю краевую задачу (рис. 3.7). Краевые условия 
при этом задаются на тех линиях a(x ,t), слева от которых 
а <  0, а справа а >  0.

Значения ат+1(|) на этих линиях определяются с помощью 
явной схемы, применение которой возможно, так как критерий 
Куранта выполняется в окрестности линий а {х, t) =  0. При та
ком алгоритме на линиях а =  0 получаются, вообще говоря, не 
совпадающие левые и правые значения, отличающиеся, впрочем, 
на величину порядка h2. Если применять явно-неявную схему 
с учетом знака а, то значения ит+1 будут определяться одно
значно во всех точках.

Есть еще другой способ решения смешанной задачи (17) для 
уравнения (1) с помощью неявной схемы. Применим неявную 
центральную аппроксимацию



Соотношения (18)

ха? xaf 
_______ l—ljm+l _J_ ijm+1 _j______ L i im + l  — « и

2 h i~ 1 ^  i T  2/i Ж  I
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имеете с краевыми условиями

u l p  =  f ,  [(m +  1) t] , w £+ ' =  f 2 [(m  +  1) t]

составляют замкнутую систему уравнений относительно u f+l, 

которую можно решить известным методом прогонкц (см., на
пример, С. К. Годунов, В. С. Рябенький [1973], А. А. Самарский 
11971]). При этом появляется ограничение на т, связанное с 
устойчивостью прогонки (указано Г. И. Марчуком).

2. Схемы «бегущего» счета для уравнений акустики. Для 
двух уравнений акустики

Ж  “ I F - 0’ a =  const >  0 (1)

построим схему бегущего счета. Для этого запишем систему (1) 
в инвариантах г, s:

дг , дг п ds ds г,
-si—|- а -г— — 0, -тт—  a z= О,
dt 1 дх ’ dt дХ 2̂)

r =  u — av, s =  u-\-av.

Применяя к каждому из уравнений (2) явные устойчивые 
аппроксимации, получим

,.m+l rm rm _  jn  „m+l __ „m „m _  „rrt

0, (3)

Схема бегущего счета (3) была предложена в работе Р. Ку
ранта, Е. Изаксона и М. Рйса [1952]. Эта схема является явной 
схемой и устойчива при к =  ax/h =¾ 1.

Аналогично строятся неявные схемы бегущего счета
,.m+l _  jn  m+l _  m+l „т+1 _  „от „m+l _  m+l

-L  T- * ‘ -0-

(4)

Разностные схемы (3), (4) очевидным образом обобщаются 
па случай переменной скорости звука a =  a(x,t) \ в этом случае 
п уравнениях (2) и (3), очевидно, появляются линейные отно
сительно г, s правые части. В случае переменной скорости звука 
(или переменного шага hi сетки) иногда применяют комбиниро
ванную явно-неявную схему, которая использует явную схему, 
подобную (3) в тех точках сетки, где %f =  afr/h{^  1, и неявную 

схему, подобную (4) в остальных точках сетки.
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Возвращаясь к переменным и, v, запишем явную схему (3) 
в виде

ит + 1 _  и т  ___  д , -f- A — j я

Т “ 2 h
vm + \ _vm Д1 +  Д _, „

ah А ]А - 1 т
О U'i и >

ah А] А _  1
V ,

(5)

т 2А 2 А2

Аналогично представим в переменных и, у неявную схему (4):

ит+1__ит  о Д |+ А - |  +1__  ah A iA - i m+l |
a 2ft U ■ ”  2 A2

[ (6)
A2

' + A~i цт+1 __ ah А1Д-1 цт + 1
2ft ft2

Схема (5) является акустическим аналогом схемы С. К- Го
дунова (схема распада разрывов). На этом мы остановимся 
подробнее в § 8 п. 4.

3. Схема «крест» и неявная схема с весами. Схему «крест»

и«+‘ . «г 4-1
_1_

' 2
т+1 , 

•'i+l
,,т+1

h

(1)

для уравнений акустики мы уже рассматривали довольно под
робно в п.2 § 3 в случае переменной скорости звука а =  а(х). 
Там было выяснено, что эта схема условно устойчива при вы
полнении условия

(2)

Продолжим рассмотрение этой схемы, положив для простоты 
а (х) =  const.

Хотя внешне схема (1) выглядит как неявная (в правую 
часть (1) входит ит+1), вычисляя сначала ит+1 из первого урав
нения (1), а затем vm+1 из второго, мы убеждаемся, что она 
эквивалентна явной схеме.

Из уравнений (1) следуют уравнения (a =  const)

- 2  u f  + u f «Г+ 1-2«Г  +  «Г-i

vm+1 _  2vm +  vm~l vm 
,2 Vi+> ■Щ ui-1

h2

(3)

(4)

из которых становится очевидным, что схема «крест» (I) имеет 
второй порядок аппроксимации уравнений акустики как по т, 
так и по h.
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Из формул (3), (4) становится ясным и название «крест» 
для схемы: точки сетки x — (i-\-a)h, t — тх и х =  ih, t =  
= (m + a )т при а  — — 1, 0, 1, входящие в формулы (3), (4), 

образуют крест, располагаясь по три на горизонтали и верти
кали, проходящих через точку х —
- ih, t — тх (рис. 3.8). 11

Дисперсионное ■ уравнение для (т+1)т 
схемы (1), или, что то же, для урав- ^
.нений (3), (4) имеет вид 

k h '
Г ■2[ 1- 2и2 sin2 2 ] р  +  1

ax/h,

: 0, (5)

(m-7)z--

(i-J)b ih (i+JJ7j я  

Рис. 3.8.из которого следует, что при к =¾ 1 
I P i, 2 ) =  1, а при % i>  1 существуют 
столь большие kh, что шах{| pi |, | р2|} >  1 и схема неустой
чива.

Рассмотрим более общую схему с параметрами аь ct2:

um+1_  ит А-
h

Ai

- [aIom+1 + (1 — сц) vm] =  0,

h [a2Mm+I + (1 -  «2) um] — 0.
(6)

При ai =  0, a2 =  1 имеем схему «крест». При cti == a2 =  1/2 
имеем схему второго порядка точности и абсолютно устойчивую. 
В этом легко убедиться, переходя к эквивалентному уравнению 
для и:

ит +1 _  2ит  +  ит - 1 ^  д ^  ^  „ж-1 +  2ит  +  Цт  + У

А2 -] =  0. (7)
Дисперсионное уравнение

2р-

kh

1 + и2 sin2
kh

+ 1= 0, к-
ах
h

схемы (7) при любом и имеет комплексно-сопряженные корни, 
равные по модулю 1.

4. Схема Лакса. П. Лаксом [1954] была предложена схема, 
которая в случае уравнений акустики принимает вид
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где

“ Г  I +  «1 + 1 ОГ 1 +  V™,
‘~1 1+1 , б» =  (3)

Исключая из (1), (2) величины й йг с помощью (3), приходим 
к схеме

• а2'
m _  т рЛ т  _  9(.m . . m

^+1 й u i-\ — + u i + 1
2А 2т Л2

(4)

г 2А 2т А2

Дисперсионное уравнение имеет вид

откуда
1 Pj I2 == IР2 I2 =  1 — (1 — ^2) sin2

Таким образом, схема (4) устойчива при условии 1. Схема 
(4) аппроксимирует уравнения акустики (4.2.1) условно: при 
законе предельного перехода т/й =  const схема (4) аппроксими
рует с точностью 0 (т) систему (4.2.1); при законе предельного 
перехода т/й2 =  const схема (4) аппроксимирует параболиче
скую систему

ди __„2 d v ___  d2u

dt дх ^  дх2 ’

dv __  ди __  д2у __  А2

dt dx ^  dx2 ’ ^  2т

Б. Симметричная схема второго порядка точности (схема 
предиктор — корректор). Схема (4.4.1), (4.4.2) может быть 
использована как составной элемент схемы второго порядка 
точности, в которой интегрирование происходит в два этапа: на 
первом этапе (предиктор) по схеме Лакса вычисляются вспомо
гательные величины, на втором (корректор) происходит уточне
ние по схеме типа «крест».

Рассмотрим схему
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1 , 1 1И+— «+—
где величины и. \ , v i вычисляются по схеме Лакса (4.4.1), 

1+ТГ г + 2
(4.4.2) с шагом т/2:

где

т+-, 

“ 1 i

х/2

1т+~,

i+-

пт __ г)т 
„2 °< + 1 Vi

т  _  т. 
ui+1 ui

Т/2 

т I , m
мг +  “ г+ 1

'0,

= 0,

„ т  4- пт  vt + °/+l

*+- г+i

(2)

т+~- т+тг /п /лч
После исключения и 2> v 2 из (1), (2) приходим к однород- 
ной симметричной схеме, имеющей второй порядок точности 
по т и h:

~2 Vi +1 4-1
„ т  __о ,,т  I „ т
“г+i + Hi-1

Т
г,m+i

2h

4+1 '

2h

,т  „ т  _  о .,т  г т
Н - 1 ____ °г + 1  ^4 +  аг- 1— [Д, А2

(3)

где Ц:-- 2“ *

Дисперсионное уравнение имеет вид

При к-
ах

h

(р — 1 + 2к2 sin2 -у-) + и2 sin2 kh =  0. 

^  1 1 Pi 1 =  I р21 ̂  1 и схема устойчива.

§ 5. Методы построения разностных схем 
для уравнений газовой динамики

1. Общие замечания. Мы изложили в предыдущих пара* 
графах элементы теории разностных схем, применимой исключи
тельно к линейным задачам математической физики. Приступая 
к обсуждению методов решения задач газовой динамики, отме* 
тим, что эта теория дает понимание основных закономерностей
и особенностей процесса численного решения не только линей
ных, но и нелинейных задач, каковыми почти всегда являются 
задачи газовой динамики.
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Вместе с тем надо признать, что почти все основные понятия 
и выводы теории разностных схем, развитой для линейных задач, 
в точном понимании неприменимы к нелинейным разностным 
задачам, возникающим в газовой динамике.

Основные понятия теории разностных схем — понятия ап
проксимации, устойчивости и сходимости — нуждаются в пере
смотре и обобщении, и этот пересмотр в настоящее время весьма 
далек еще от завершения.

Поскольку движение в средах, лишенных вязкости и тепло
проводности (а такая модель применяется довольно широко), 
описывается разрывными функциями, то, вообще говоря, диф
ференциальные уравнения неприменимы для его описания. Как 
мы знаем из главы 2, движение в таких средах можно описы
вать с помощью систем интегральных или интегро-дифферен- 
циальных уравнений — законов сохранения массы, импульса, 
энергии.

Таким образом, в газовой динамике мы имеем дело, вообще 
говоря, с разрывными решениями систем интегро-дифферен- 
циальных уравнений. Поэтому аппроксимация должна пони
маться как аппроксимация интегральных законов сохранения в 
классе разрывных решений, В частности от точного решения 
нельзя требовать ограниченности производных, так как они не 
существуют. Поэтому представление о порядке аппроксимации 
должно быть получено с помощью других терминов, других норм 
близости решений.

Точно так же понятие сходимости разностной схемы суще
ственно зависит от класса решений законов сохранения. Ясно, 
что норма близости двух обобщенных (разрывных) решений 
является слабой. В главе 4 обсуждается норма близости двух 
обобщенных решений; наиболее подходящей представляется 
норма пространства L\.

Аналогично понятие устойчивости нелинейной разностной схе
мы, перенесенное из линейной теории, имеет весьма ограни
ченную ценность ввиду отсутствия принципа суперпозиции ре
шений. Кратко говоря, вопрос о приближении с заданной точно
стью решения системы нелинейных законов сохранения с по
мощью решения системы нелинейных разностных уравнений не 
расчленяется на отдельные, более простые требования, а ре
шается, как правило, целиком, притом для каждого узкого клас
са задач по-своему.

Вместе с тем нельзя недооценивать значения линейной теории 
разностных схем, тем более, что она пока является единственным 
инструментом исследования нелинейных схем. Решение системы 
законов сохранения, помимо линий разрыва, имеет области, в 
которых оно является классическим решением дифференциаль
ных уравнений газовой динамики. Поэтому в этих областях
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можно применять понятия аппроксимации, точности аппрокси
мации и другие понятия линейной теории. На заданном фойе, 
Т, с. фиксируя какое-либо решение уравнений газовой динамики, 
Можно изучать развитие малых отклонений решения с помощью 
понятия устойчивости из линейной теории.

Таким образом, наш общий вывод таков. Необходимо при
менять все понятия.и методы линейной теории разностных схем 
н для случая схем нелинейных, однако, столь же необходимо 
помнить, что они не обоснованы и могут привести к неверным 
нынодам.

2. Способы описанния газодинамических течений и построе
ния разностных схем. Характер применяемых схем интегриро
вания уравнений газовой динамики существенно зависит от 
способа описания течения. В предыдущих главах мы пользова
лись следующими тремя способами описания течения:

1-й способ. Область G плоскости х, t, в которой рассматри
вается движение, разбивается сильными и слабыми разрывами 
па области Gi гладкого течения, в которых удовлетворяются 
уравнения газовой динамики, в то время как на разрывах удов
летворяются условия совместности. В этом рассмотрении обоб
щенное решение есть совокупность гладких решений, определен
ных в областях Gi и примыкающих друг к другу через линии 
разрывов с соблюдением условий совместности. При таком опи
сании возникает необходимость численного интегрирования урав
нений газовой динамики в областях Gi с выполнением условий 
примыкания на линиях разрыва.

Наиболее известным разностным методом, соответствующим 
первому способу описания, является метод характеристик. Дей
ствительно, среди линий раздела мы имеем слабые разрывы и 
контактные границы, являющиеся характеристиками, что делает 
удобной характеристическую разностную схему.

Полная детальность описания течения, составляющая поло
жительную черту метода характеристик, затрудняет одновременно 
его реализацию на ЭВМ из-за сложной логики расчета особенно
стей и построения фронта расчета.

Конечно, метод характеристик не является единственным 
разностным методом, который может быть применен в рамках 
детального описания течения.

2-й способ. Обобщенное решение определяется интегральными 
законами сохранения в эйлеровых или лагранжевых координа
тах. Такое описание является единообразным, поскольку как 
уравнения газовой динамики, так и условия совместности яв
ляются следствиями законов сохранения.

Разностные схемы, соответствующие второму способу описа
ния, получаются единообразной аппроксимацией законов сохране
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ния независимо от характера течения и поэтому носят название 
однородных схем или схем сквозного счета *').

3-й способ. Обобщенное решение определяется как предел 
классического решения некоторой системы квазилинейных пара
болических уравнений с малыми параметрами при старших про
изводных.

Если -

0)

есть исходная система уравнений газовой динамики, записанная 
в виде законов сохранения, то соответствующая параболическая 
система имеет вид

4 r + ^ r - ~ f < “> + £  <“> £ ) •  <2>

Здесь и =  и(х, t) — вектор-функция, описывающая течение, f{u), 
Ф (и) — векторные функции от векторного аргумента и, В (и) — 
квадратная матрица, р, — малый параметр**).

Матрица В (и) должна быть подобрана таким образом, чтобы 
решение u(x,t) системы (2) обладало достаточной гладкостью 
и при jj, —>0 приближалось в каком-то смысле к решению -си
стемы (1).

Разностные схемы, основанные на третьем способе рассмот
рения, также имеют характер схем сквозного счета. В некоторых 
случаях второй и третий подходы приводят к одинаковым 
схемам.

3. Граничные условия в задачах газовой динамики. Мы
рассмотрим сначала краевые условия для случая газа, лишен
ного вязкости и теплопроводности, а затем сделаем замечания 
об учете этих диссипативных процессов в краевых условиях.

Постановка граничных, условий зависит, естественно, от рас
сматриваемой задачи, однако их форма зависит также от спо
соба описания течения и в первую очередь от принятой системы 
координат.

В большинстве газодинамических задач граничные условия 
наиболее просто и естественно записываются в лагранжевых 
координатах. Это находит отражение и в разностных методах 
решения: наиболее точно учитывают внутренние и внешние гра
ницы разностные схемы, использующие лагранжевы координаты.

*) Понятие однородных схем введено и изучено в работах А. Н. Тихо
нова и А. А. Самарского (см., например, их работу 1961 г.).

**)В  некоторых схемах с искусственной вязкостью |i становится функцией 
ди 

от -г— . 
дх
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Па внутренней границе q =  const (q — лагранжева коорди
ната) ставятся условия непрерывности давления р и скорости и:

p(q +  0, t) =  p(q — 0, t), и (q + 0, /) — и (q — 0, t). (1 )

Условия (1) есть условия совместности контактного разрыва. 
Граница раздела q — const двух различных газов является кон
тактным разрывом. Для того чтобы разностная схема допускала 
контактный разрыв (не размазывала его), нужно, чтобы пред
ставление этой разностной схемы в лагранжевых координатах 
пс содержало бы никаких других (независимых) пространствен
ных градиентов, кроме градиентов давления и скорости. Так, на
пример, разностная аппроксимация законов сохранения

dv ди п ди , др л д (  , и2 \ ,. дри л 

~Ш ~ d q ~ ’ W  +  1 7  =  0 ’ "з7" ч 2~)  Wq~ =

будет удовлетворять этому требованию, так как по пространству 
дифференцируются лишь непрерывные на контактной границе 
неличины. В случае наличия вязкости и теплопроводности на 
контактных границах обычно ставятся естественные условия не
прерывности напряжения трения и потока тепла.

Постановка граничных условий на внешних границах имеет 
некоторое разнообразие, отвечающее сравнительно большому ко
личеству практически интересных задач. Отметим, что в лагран
жевых координатах очень удобно рассматривать задачи с фикси
рованными массами газов, подлежащих рассмотрению. Наобо
рот, внешние краевые условия, поставленные на сечениях, через 
которые протекают газы, сравнительно неудобны для описания 
is лагранжевых координатах и порой более естественно записы
ваются и аппроксимируются в эйлеровых координатах.

С другой стороны, внутренние граничные условия (1) на 
контактных границах весьма неудобны для аппроксимации на 
сетках с постоянными эйлеровыми координатами (эйлеровы 
сетки), так как контактные границы движутся относительно 
этих сеток, переходя из одного счетного интервала в другой. Это 
приводит к необходимости подбирать специальные разностные 
схемы в эйлеровых координатах, которые обладали бы тем свой
ством, что они не размазывают или размазывают, но слабо, кон
тактные границы {К — свойство разностной схемы).

Пожалуй, наиболее универсален в смысле аппроксимации 
граничных условий метод характеристик. Однако он имеет свои 
собственные недостатки: применимость лишь к уравнениям ги
перболического типа, что в случае газовой динамики означает 
отсутствие диссипативных процессов, и переменный шаг по про
странству в зависимости от решения, что не всегда удобно.

Уже одно перечисление удобств и недостатков аппроксима
ции лишь граничных условий в различных системах координат
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показывает, что универсального и наилучшего способа разност
ного решения задач газовой динамики нет и что в реальных рас
четах приходится применять различные способы.

Наконец, отметим еще, что ударные волны в газах также 
можно рассматривать как подвижные внутренние граничные 
условия. Эти условия фигурируют явно лишь в методе характе
ристик; в других разностных методах они отсутствуют, так как 
ударные волны рассматриваются в этих схемах в другом смысле, 
как узкая, но конечная зона плавного ударного перехода.

§ 6. Метод характеристик

Метод характеристик является одним из наиболее распрО ', 
страненных методов интегрирования систем гиперболических' 
уравнений. Его характерной особенностью сравнительно с дру
гими разностными методами является минимальное использова
ние операторов интерполирования и связанная с этим макси
мальная близость области зависимости разностной схемы и 
области зависимости системы дифференциальных уравнений. 
Сглаживание профилей, характерное для разностных схем с 
фиксированной сеткой, является минимальным в методе харак
теристик, так как применяемая в нем сетка строится с учетом 
области зависимости системы.

Метод характеристик подробно изложен в монографиях 
Д. Ю. Панова [1957], А. И. Жукова [1960], поэтому мы огра
ничимся кратким изложением особенностей этого метода и эле
ментов разностного алгоритма.

Метод характеристик исходит из аппроксимации системы ха
рактеристических уравнений газовой динамики в характеристи
ческой сетке. При этом можно пользоваться как эйлеровыми, так 
и лагранжевыми координатами.

1. Метод характеристик для гладких течений. Мы рассмот
рим сначала метод характеристик в применении к системе ква
зилинейных уравнений в инвариантах:

+ =  s’ *• 0, ]

(■§г) 2 =  1 г + |2(г> s) w = F ^ r> s’ х> V- 1 ( }

Как известно, к системе уравнений типа (1) приводятся уравне
ния газовой динамики в случае плоской, цилиндрической, сфери
ческой симметрии и постоянной энтропии (эйлеровы коорди
наты) и в случае плоской симметрии и переменной энтропии 
(лагранжевы координаты) (см. гл. 2).



Пусть для системы (1) поставлена задача с начальными 
данными

г (х, 0) =  r0 (х), s (х, 0) =  s0(х), а ^ . х ^ Ь ,  (2)

имеющая гладкое решение в некоторой области G, содержащей 
отрезок [а,Ь\ оси х (рис. 3.9).

Разобьем отрезок [а, Ь] на интервалы [xi, хг+i], хо =  а, 
V/v+i =  Ь. Точки (xi, 0) образуют первый ряд расчетных точек 
(ряд I). Следующий ряд расчетных точек (ряд II) содержит 
точки пересечения г- и s-характеристик, выпущенных из точек 

рнда1. Если определен т-й ряд расчетных точек {x f,tf), то сле

дующий ряд (х?+ t?+l) определяется по формулам (первое 
приближение)
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а г* s"1 — значения инвариантов Рис. 3.9,

в точках х"1, tf-

После этого в точку (x f+l, t f+l) переносятся инварианты 
r f r sf+ j с соответствующими приращениями

r r +l =  r? + Ar? =  r? + F §{ t?+l~ i? ) , )
sT+l =  s?+l +  As?+l =  s?+i + F?w  (t?+1 -  /?+,), \ (4) 

FZ =  Fa( r ? ,s ? ,x ? ,t ? ) , a = 1 ,2 .  J

Схема первого порядка точности означает замену характеристик, 

проходящих через точки нижнего ряда xf, tf, прямыми (3) и 
приближенное интегрирование уравнений (1) вдоль характери
стик по методу Эйлера.

Для уточнения формул (3), (4) применяется пересчет как 

точек ряда (x f+l, t?+l), так и значений r f +1, s f+I. В форму

лах (3) правые части (наклон прямых, аппроксимирующих 
характеристики) заменяются на полусуммы
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где
*т+1__ с. (  т+1 т+1 т+1 ,т+1\

=а ч I ’ Ь1 ’ i ’ i J (6)

a x f+\ t?+\ r f +l, s f+1 в формуле (6) вычисляются no фор
мулам (3), (4).

В точки (x f+\ t f+i), вычисленные указанным образом, пе
реносятся инварианты rf, s f  с приращениями, уточненными 

по формуле трапеций:

В (7) Fu, Ffi сохраняют прежние значения из (4), a Fu+\ Ffi+l 
определяются формулами

Пересчет по формулам (5) — (8) повышает порядок точности 
схемы, но дополнительный пересчет не приводит к дальнейшему 
повышению порядка точности, и поэтому достаточно ограни
читься одним.

Для политропного газа с 7  =  3, плоской симметрией и по
стоянной энтропией уравнения (1) принимают вид (см. гл. 2,

В этом случае уже формулы (3), (4) без пересчета дают 
точное решение задачи Коши для (9), так как характеристики 
(9) прямые.

Схема (3), (4), имеющая первый порядок точности на глад
ких функциях, в данном случае обладает бесконечно большим 
порядком точности на классе гладких решений системы (9).

В то же время схема любого порядка точности с постоянной 
сеткой дает только приближенное решение задачи (9).

Этот пример хорошо поясняет преимущества характеристи
ческой сетки, которая минимизирует разность областей зависи
мости схемы и уравнения и тем самым величину остаточного 
члена.

Построение фронта расчета может проводиться в регулярном 
случае также и иным образом, не по пространственноподобным 
рядам, как указано на рис. 3.8, а по характеристическим линиям.

(7)

§ 2, п. 9)

(9)
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Указанный алгоритм расчета переносится на более общие си
стемы уравнений. Пусть

' Н т г ) ,  =  г' ( т  +  ^ 1 г )  =  '« ( * .“ “ >.........»> О т

сеть гиперболическая система в характеристической форме, для 
которой существуют инварианты.

Уравнения

4 j  =  Ы х ,и и >

определяют п однопараметрических семейств характеристик. 
П общем случае любая пара семейств образует характеристиче
скую сеть, не совпадающую с сетью, соответствующей другой 
паре. Пусть для определенности выбрана пара характеристик,

соответствующая индексам k=\ , k — n, М — рассчитываемая 
точка сетки (рис. 3.10), Ak — основание k-я характеристики, 
опущенной из М на линию АВ. Точки Ль Ап являются узлами 
сетки, точки Л2, . . . ,  Ап- 1 расположены между ними, и для опре
деления и з  точках Аг, . . . ,  An-i требуется интерполяция по зна
чениям и (А{) и и (Ап). Таким образом, кроме переноса по 
характеристике появляется оператор интерполяции, что приво
дит к эффектам сглаживания, присущим обычным разностным 
методам.

В общем случае уравнения (10) не имеют инвариантов, и 
необходимо перейти к более сложной продолженной системе 
(см. гл. 1, § 5). Тем не менее метод характеристик и в этом 
случае сохраняет с большой точностью область зависимости ги
перболической системы.

Указанный регулярный алгоритм построения характеристи
ческой разностной сетки и приближенного интегрирования урав
нений в инвариантах возможен в области гладкого решения. 
Если в окрестности расчетной точки содержится какая-либо 
особенность (ударная волна, контактная граница, произвольный
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разрыв, место возникновения ударной волны, центрированная 
волна разрежения), то формулы видоизменяются в соответствии 
с характером особенности и конфигурацией сетки.

Рассмотрим ряд типичных конфигураций.
2. Метод характеристик в окрестности контактной границы. 

Проиллюстрируем особенности алгоритма на примере плоско
симметричного кусочно-изоэнтропического течения и лагранже- 
вой системы координат.

Теперь расчетные точки должны располагаться не только на 
г-, s-характеристиках, но и на контактной границе, которая яв

ляется координатной линией q =
— const (рис. 3.11). Неоднород
ность расчета, связанная с гра
ницей, приводит к двум фронтам 
расчета.

Пусть Р\, Qi — последние рас
четные точки на контактной гра
нице Г, расположенные на ле
вой, соответственно правой, сто
роне ее; М, К — соседние к ним 
точки фронтов расчета. Точки N, 
L вычисляются регулярным об
разом. В первом приближении, 
исходя из точки N, можно рас

считать точку Р2 пересечения r-характеристики MN с границей Г 
и определить в ней значение инварианта гл. Аналогично, исходя 
из точки L, можно определить точку Q2 и инвариант sn в ней. По 
точкам Pi, Р2 в Q2 интерполируется значение гл.

Условия непрерывности р, и на контактной границе, взятые 
в точке Q2, приводят к соотношениям

' Pji (&л> Гд 5Л) -  Pn(Sп , Г п S n)j

. Г л +  S], ra +  s„ (1)

Из (1) определяются г„, в Q2. Таким образом, фронт расчета 
справа продвигается на один шаг, и мы сможем в первом при
ближении найти точки R, Q3 и инвариант sn в последней. Это 
дает возможность рассчитать аналогично прежнему точку 
Р% после чего цикл расчета завершен в первом приближении. 
Можно построить и формулы второго приближения, довольно 
сложные.

3. Метод характеристик в окрестности ударной волны. Вновь 
наличие разрыва приводит к двум фронтам расчета, однако, в 
отличие от предыдущего случая, линия разрыва уже не являет
ся временно-подобной линией. Как следует из теоремы Цемпле-
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ни, линия ударной волны будет пространственноподобной на пе
реднем фронте и временно-подобной на заднем (рис. 3.12).

,Пиния ударной волны «срезает» сетку характеристик перед 
|. и>Г|, и все значения величин на переднем фронте известны, так 

и-, они приносятся характеристиками снизу.
II то же время на задний фронт переносится по характери- 

| 1пке только инвариант г (в случае волны, идущей вправо), ин- 
иариант S уносится от линии ударной волны, определяясь на

licit из условий Гюгонио. Для простоты рассмотрения ограни
чимся случаем изотермического газа, когда условия Гюгонио 
пшшсываются в инвариантах (см. гл. 2, § 4, п. 6) :

М ц { М ) ^ М - ~  + \пМ\ if (М) =  M — -ĵ —  In М2,

где через а обозначена изотермическая скорость звука.
Зная гл, гп, «п, из (1), (3) определим скорость ударной вол

ны D, а из (2) определим ял.
Пусть линия ударной волны (рис. 3.13) пересекает в точках 

/1, В элемент (ячейку) LMNP характеристической сетки, уже 
рассчитанный, и пусть в точке А известны величины гл, зл, гп, sn
и, следовательно, D.

Тогда характеристический треугольник EAD слева от линии 
ударной волны полностью рассчитывается. Из точки А проводит
ся отрезок прямой АВ

1

М

Рис. 3.12. Рис. 3.13.

гл — гл =  аф (М), 

sn~ s n==a^ (М),

(1)
(2)

(3)

аппроксимирующий траекторию ударной волны в окрестности Л. 
11а характеристике PL можно проинтерполировать в точку В 
шачения гп, sn по их значениям в точках Р, L. ■ .
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Так как отрезок AD полностью сосчитан, то на нем можно 
найти точку С такую, что в первом приближении /"-характери
стика, проведенная через нее, проходит через точку В. Эта за
дача решается линейной интерполяцией инвариантов rD, sD, rA, 
sA в точку С при условии, что отрезок прямой

. t~ tc * ‘

пройдет через точку В.
Если обозначить параметр линейной интерполяции вдоль AD 

через 0, то расчетные формулы для определения 0 имеют вид

~ Iхл + 6 (хр ~ ха)\
'■ (и л)л +  9 [UD ~~ (мл )л ] +  а '

После этого определяются все величины. Определив (гв)л, 
можно рассчитать DB, после чего точка В пересчитывается по 
формуле трапеции

х я ~ х л D a +  D r

*В~*А

Это позволяет пересчитать точку С, а также инварианты 
(гв) л, («в)л, (гв) п, после чего точка В является сосчитанной, и 
фронт расчета слева от ударной волны может продвинуться еще 
на один шаг.

Аналогично, с некоторым усложнением, проводится расчет 
в случае течения с переменной энтропией, когда нужно вводить 
в рассмотрение траектории.

Конечно, возможны и другие формулы расчета и другие кон-, 
фигурации взаимного расположения линии ударной волны и ха
рактеристической сетки.

Аналогичные трудности возникают при рассмотрении особен
ностей типа:

3) центрированная волна разрежения;
4) распад разрыва;
5) пересечение характеристик одного семейства с последую

щим образованием ударной волны;
6) граница с вакуумом, когда происходит вырождение эле

мента сетки.
В каждой конкретной ситуации задача продвижения фронта 

расчета на один шаг в окрестности заданной особенности сво
дится к интерполяции и решению задач аналитической геомет
рии.

Трудности метода характеристик заключаются в построении 
фронта расчета при наличии большого количества особенностей
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риалпчного типа. Тогда расчет становится нерегулярным и опре
деление возможной конфигурации и выбор формул расчета ста- 
ионнтся основной задачей. К этому присоединяются трудности 
распределения памяти, вызванные срезанием ударной волной 
характеристической сетки.

Несмотря на большие логические трудности реализации ме
тл,а характеристик на ЭВМ, в СССР созданы программы, поз- 
иоляющие рассчитывать с большой точностью течения, содер
жащие большое количество особенностей (см. А. И. Жуков 
11060]).

| 7. Явные схемы бегущего счета

Ближайшими к методу характеристик являются схемы бегу- 
щего счета. Как и метод характеристик, они исходят из уравне
ний в инвариантах или в характеристической форме, но разност
ная сетка не является уже характеристической.

Мы начнем с рассмотрения явных схем бегущего счета для 
одномерного плоского кусочно-изоэнтропического течения газа, 
не содержащего ударных волн. Как известно, такое течение опи- 
1 икается в лагранжевых координатах системой уравнений в ин
вариантах (см. гл. 2, § 3)

|L + a ( S , r - S) ^ - 0 .  f - a ( S , r - S) | i  =  0, (1)

гДе а =  ср есть массовая скорость звука, энтропия 5 является 
кусочно-постоянной функцией, местами разрыва которой яв
ляются контактные границы.

Для системы (1) поставим задачу с начальными и краевыми 
условиями

r(q,0) =  r0(q), s(q, 0) =  s0(q), 0 << 7 < Q , (2) 

и (0,0 =  /(0 , p(Q,t) =  g(t)- (3)

Краевые условия (3) означают, что заданы скорость левой 
границы и давление на правой.

Конечно, можно выбрать другую комбинацию краевых усло- 
иий (например, на обеих границах заданы скорости или давле- 
/шя). Уравнение состояния задано формулой*)

р =  Р (S, г — s). (4)

При отсутствии в течении ударных волн энтропия постоянна 
на каждой линии q =  const, в том числе на границах q =  0,

*) Мы считаем для простоты, что контактные границы разделяют газы 
г одним и тем же уравнением состояния (4), но с разными значениями эн
тропии. Задача несущестренно усложняется, если газы считать различными.
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q — Q. Поэтому краевые условия (3) можно записать в виде 

г (0, 0 + s (0, t) =  2f (t),

г (Q, t) -  s (Q, 0-= k (0 =  P-1 (p , S) =  P-1 (g (0, S).

На внутренних контактных границах q — qt ставятся обычные 
условия

(5)

Р7 ■■РТ- 4+ =  U7,

которые в терминах инвариантов имеют вид

P (s t , r t- s t )  =  P(ST,r--sT),

r+ + s+ =  r- + s“ .

(6)

(7)

Здесь знаком «+» обозначены величины справа, знаком «—» | 
величины слева от i-й границы.

В случае политропного газа, когда

\а

2у

Р {S,r — s) =  3T (S) (г -  s f  

, условия (7) становятся линейными:

rt - s t  =  Xt(rT - s7)>

(81

(9|

Переходя к разностным уравнениям и предполагая сначала 
отсутствие внутренних границ, построим сетку, равномерную по 
массе, так что

)
j  (Ю)

h =  Aqi =  qi+l — =  const
N +  1 ’

<7o =  0> <7i =  ft, • • • . 4n+ i =  (N + l)h  =  Q.

Для решения поставленной задачи может быть предложена 
явная схема бегущего счета:

s“ + i = = ( l - K f )s f  +  »«“sf+i (i ==1,.

X

Ю,

(11)

(12)

%Т ■ aym . .

h

к которой присоединяются начальные данные

roi> “ « “огГ°1 =  ГМ, sPt =  sn
и краевые условия

rf +  sT =  2fm, (13)



( помощью соотношений (И) r f +i определяются последова- 

и лыю от i '=  1 до i =  N +  1, а из (14) определяется s'"+}. 

Диалогично из (12) определяются s f+1 (г =  N, .. ., 0), а из (13)

определяется го*+1. После этого (т  + 1)-й слой сосчитан, и для 
определения (т + 2)-го слоя процедура полностью повторяется. 
При условии

Kf ^  1 (15)

| м'ма (11), (12) является схемой с положительными коэффи
циентами, что обеспечивает, как было показано в п. 3 § 3, ее 
\1тойчивость. Докажем сходимость решения задачи (11) — (14) 
к решению задачи (1), (3).

Предположим, что задача (1) — (3) имеет решение r{q,t), 
'•{4 , 1), обладающее непрерывными вторыми производными 
по q, t.

Обозначим через brf, бs f разности

brf =  r f  — г {ih, тх), bsf =  s f — s(ih, mx),

i не. r(ih,mx), s (ih, mx) — точное решение задачи (1)-(3) в точ
ках сетки q =  ih, t =  mx.

Величины 6rf, bsf удовлетворяют разностным уравнениям

,у»<-и =  (1 — x f) brf +  %f б — т {a (r f  — s f) —

г .., , Ч1 \ г (ih, тх) — г ((г — 1) /г, тх) , пт 
а [г (г/г, mx) — s (г/г, тх)]) ------— f -----f Ru,

Л,»>+1 =  бSf  -f %f бsf+l +  т {а (r f  — s f ) —

«И й , тх) - s (ih , тх)]} 5'{{i + Rft
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(16)

г начальными и краевыми условиями

6/-0 =  0, 6s9? =  о. )
,==0. J6г^ +  б5« =  0, бг£+1 -  bS f +1 =  0. j  (17)

Остаточные члены Ru, Ru имеют порядок О (т2).
Учитывая гладкость 'решения r(q,t), s(q,t), систему (16) 

можно переписать в виде
■ «М-1 ( 1 т\ I m * т  _ t n  ( * т  « , пт  \
п/ / =  u  — Kt )0Г« + X/ or 1~1 — хсц (orг — 6s(- j + «i<> I
ь //i-l-1 / 1 m\ с m г m s- m , ( m т riW s (18)
lV;/ = ( 1  )6Si +  6S; + 1 + T|3« (Ьг i — bst ) + R2i, )

171,0

a m _  a r (Q*) mx) - r ( ( i ~  1) h, mx) ^

r,tti , ,a *s S ((г +  1) h, mx) — s (ih, mx) 
Pt =  а (.о j --------- ^---------



являются ограниченными величинами, 0 =  г — s, 0* — промежу
точное значение 0 в формуле конечного приращения.

Нетрудно видеть, что при условии (15) для оператора шага 
Сm+i задачи (17), (18) справедлива оценка

ЦСт+1||<1 + 2Лт, 

где A =  max max { [ a f  |, | Pf | }, и норма вектора {бrm, bsm} =
/, т

— {brf, bsf} определяется как

maxmax{|6r™j, 16s7* 1 }*

Следовательно, справедлива оценка (см. § 2, п. 1)

( I Ят
|. brf j, | bsf | Сеш  max max | j — •

из которой следует сходимость

| brf | -> 0, | bsf | -> 0 при x —> 0

равномерно no i, m в области существования решения r(q,t), 
s(q,t).

Если имеются контактные границы, то в разностные урав
нения войдут также соотношения (7) на границах. Для про
стоты рассмотрения предположим, что имеется одна контактная 
граница, расположенная в точке q =  jh сетки. Тогда инварианты 

г, s разрывны в точке q =  jh. Для левых значений (ГТ+1)- и 

правых (SyI+1)+ справедливы уравнения(П), (12), которые при

нимают вид

( ° ? * %  =  ( 1 -  » 7 %  (s ’ )+ +  W ) + sm-

К ним следует присоединить соотношения (7):

* [ ( S / b  ( r r ' ) _ - ( s r ' ) _ ]  =  P [ ( S l)+, (r f+ 1 )+ -  ( s r . )+]j

(r“+1)+ + (s“ +1)+ =  (гГ+1)_

которые при известных (r™+1)_, (Sf +I)+ позволят определить

(гГ+1)+> (s? +l)-’ после чего весь счет продолжается, как обычно

При наличии нескольких контактных границ каждая из них 
рассчитывается по указанному алгоритму,
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г>т
*■21

I b
0(х),



Коли в течении отсутствуют ударные волны, но энтропия 
и и утри каждого слоя переменна, то уравнения, описывающие 
ппижеиие, становятся неоднородными:

“57 а (д, г s )^ j =  F\(q,r s),

■—  +  a (q, г — s) =  F 2 (q, r -  s).

Тогда левые части уравнения аппроксимируются, как и в одно
родном случае, правые части берутся с т -го слоя и сходимость 
доказывается аналогично, при том же условии (15).

В общем случае система квазилинейных уравнений, в том 
числе и уравнения гидродинамики, не приводится к инвариан
там. Однако и в этом случае возможен бегущий счет. Такая схе
ма была предложена в работе Р. Куранта, Е. Изаксона, М. Риса 
111)52].

Пусть для гиперболической системы

& («ь . . . ,и п) + %к (щ........ип) -^2-] =  fk (щ..........ип) (19)

(k, а — 1, . . . ,  п) 

поставлены начальные данные

иа (х, 0)==иао(х). (20)

Аппроксимируем задачу Коши (19), (20) разностной задачей 
Коши

[
..т+ 1  _  , . т  К„т~1

■— i  ° + 1 ^ - - - . ¾ ) ^ ] °

=  fk{u ? , . . . , u * ) ,  (21) 

К  М  =  11 аХ, (22)

где и™(х) есть решение (21), (22), определенное на момент t =  тх, и 

А =  А_, при \ (и™, . . . ,  и™) >  0, |

А =  Л1 при l k (и™, . . . ,  и«) <  0. j  ^

1’азностную схему (21) можно переписать в виде

=  l lm [(1 -  х?) Е  +  и™ +  ffx , х£ >  0, )

С и ?+' =  С  [(1 + *?) Е -  хГГ,] и? + /Гт, xj? <  0, J (2 } 

где положено
tmrikm ik ( ,m  m\ m ь *tn * { т  м\ /ЛГ-\

1а щ  \М-\ ? . . • , tl^i )t ^ , 1— \ t l\ , . * . j Ufi )• (25)
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При | v% | ^  1 разностные операторы

(1 - K ) E  + K T-i К > 0 ) ,  (1 + ^ ) E - K T x  К < 0 )

становятся положительными, а схема (24) аналогична положи
тельным по Фридрихсу схемам. В вышеупомянутой работе по
казано, что при выполнении условия решение ит (х) 

разностной задачи (21), (22) сходится в С к решению задачи 
(19), (20).

Мы рассмотрели два варианта бегущего счета: а) в инва
риантах, б) для характеристической системы. По постановке 
краевых условий и по простоте алгоритма предпочтительным яв
ляется счет в инвариантах. В общем случае приведение к инва
риантам возможно только для продолженной системы (см. гл. 1, 
§ 4, п. 3), после чего становится применимой схема бегущего 
счета.

§ 8. Однородные разностные схемы. Схемы с псевдовязкостью

Рассмотренные нами характеристические схемы и схемы бе
гущего счета отличались той особенностью, что регулярный и 
единообразный счет для них возможен только в областях глад
кости течения.

Наличие разрывов приводит к сильному усложнению этих 
методик. Поэтому возникает необходимость в единообразной 
схеме, формулы которой были бы однотипными в различных 
точках сетки независимо от наличия и характера особенностей 
решения в окрестности точки. Такие схемы расчета получили 
название однородных.

Такая постановка задачи, естественно, предъявляет дополни
тельные требования к вычислительному алгоритму, так как он 
теперь должен хотя бы в принципе «одинаково хорошо» описы
вать как гладкие, так и разрывные течения. Поэтому мы кратко 
обсудим эти требования.

1. Способы единообразного описания газодинамических тече
ний. Если рассматривать течения сжимаемых газов и жидко
стей в отсутствие вязкого трения и теплопроводности, то они, 
как это следует из содержания глав 1, 2, описываются разрыв
ными величинами. Поэтому не существует систем дифферен
циальных уравнений, применимых для описания разрывных те
чения по той простой причине, что параметры разрывных тече
ний недифференцируемы.

Особенности, возникающие в параметрах течения, таковы: 
слабый разрыв (разрыв производных), контактный разрыв (гра
ница раздела между газами с различными термодинамическими 
параметрами) и, наконец, сильный разрыв (ударная волна).
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Множество всех течений с указанными особенностями описы- 
мйртси единообразно — должны выполняться законы сохранения 
мисси, импульса и энергии для любой выделенной части газа 
или пространства. Как мы видели в § 2 гл. 2, это приводит к 
ниполнснию интегральных законов сохранения, которые мы 
I пипа  выпишем в случае одномерных течений с различного рода 
симметрией (v =  0, 1, 2). В эйлеровых координатах они имеют
НМД

ф рху dx — puxv dt =  0,. (1)
с

(̂ ) рuxv dx — (р + pa2) xv dt =  — ^  vpxv~] dx dt, (2)

с °c

^  P (e + -тг) xv dx — pu, [ e -y-) xv dt =  0 (3)
с

(см. формулы (2.3.13) — (2.3.15) гл. 2).
В лагранжевых координатах (q — массовая координата) эти 

млконы сохранения таковы:

ф V dq + xvu dt =  0, (4)
с

(̂ ) udq — рху dt =  —  ̂^ dq dt, (5)

с ос

(е + dq — upxv dt =  0, (6)

где х — х (q, t) — эйлерова координата точки (q ,t), заданная 
уравнением

=  ■ (7)

(см. формулы (2.4.10) — (2.4.12) гл. 2).
В этих формулах С — любой кусочно-гладкий замкнутый 

контур и Gc — ограниченная им область на плоскости перемен
ных х, t и q, t соответственно.

Вообще говоря, этих законов сохранения недостаточно для 
полного описания течения: необходимо дополнить их требова
нием неубывания энтропии любой фиксированной массы газа. 
Это требование исключает появление неустойчивых разрывов.

Интегральные законы сохранения (1) — (3) или (4) — (6) 
с условием неубывания энтропии есть консервативная система 
уравнений газовой динамики, применимая к любым течениям, 
и том числе с разрывными параметрами.
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Система интегральных законов сохранения чрезвычайно не
удобна для разностной аппроксимации ее на фиксированной 
сетке в случае наличия разрывов решения, так как она требует 
явного выделения линий разрыва, аппроксимации дифференци
альных уравнений вне линий разрыва и удовлетворения инте- 
тральных законов сохранения на линиях разрыва (условий 
Гюгонио). Мы приходим к выводу, что именно так описывает 
течение метод характеристик. Ясно поэтому, что метод харак
теристик есть один из наиболее точных методов решения ин
тегральных законов сохранения (1), (2), (3) и в случае раз
рывных решений, если, конечно, в нем учитываются и доста
точно точно все возникающие особенности решения.

Игнорирование разрывов, которые возникают в течении, и • 
прямая аппроксимация интегральных законов сохранения на 
фиксированных ячейках сетки такая же, как и на гладких тече
ниях, как правило, приводит к неустойчивой вычислительной 
процедуре, в которой ударная волна заменяется колебаниями 
большой амплитуды.

Прямая аппроксимация интегральных законов сохранения 
может привести к устойчивому приближенному описанию пара
метров течения лишь в том случае, если возникающая при этом 
разностная схема вносит диссипацию, «вязкость аппроксима
ции». Аппроксимируя недиссипативные члены уравнений, раз
ностная аппроксимация вносит малые, а на разрывных реше
ниях— большие добавки, которые могут дестабилизировать или 
стабилизировать численное решение. Хорошая разностная ап
проксимация законов сохранения должна вносить «положитель
ную» вязкость, которую затем стремятся минимизировать. Устой
чивыми схемами, аппроксимирующими интегральные законы со
хранения без явного введения в них псевдовязкости являются 
схемы Лакса, Лакса — Вендрофа, С. К. Годунова.

Характерной чертой прямой аппроксимации интегральных за
конов сохранения является так называемое свойство консерва
тивности или дивергентности получающихся при этом разно
стных схем*).

Это свойство состоит в том, что уравнения разностной схемы 
могут быть интерпретированы как запись интегральных законов 
сохранения (1), (2), (3) или (4), (5), (6) для ячейки сетки, об
разованной пересечением прямых t =  mx, t =  (m-\- 1)т с пря
мыми х =  Xi, х — Xi+i (q — qi, q =  qi+\) при некоторой аппрок
симации (или интерполяции) величин, входящих в законы 
сохранения на границах ячейки. Эта аппроксимация остается

*) На необходимость применения таких схем для задач с разрывными 
коэффициентами и решениями указывали еще в 1951 г. А. Н. Тихонов и 
А. А. Самарский (см., например, их работу 1959 г.).
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Постоянной на данной границе ячейки, т. е. одинакова при записи 
1ИКОНОВ сохранения в соседних ячейках.

Это обеспечивает свойство аддитивности консервативной раз- 
1шг гной схемы, которое состоит в том, что при суммировании 
рл.шостных уравнений по соседним ячейкам, мы получаем новое 
урлпнеиие, которое также может рассматриваться как запись 
апкоиов сохранения для внешней границы области, составленной 
на объединения этих ячеек. Короче говоря, разностные уравне
ния обладают теми же свойствами, что и криволинейные ин- 
ктрллы (1), (2), (3).

Это свойство дает следующее преимущество консервативным 
р.члпостным схемам.

Для консервативной разностной схемы можно применить 
произвольные аппроксимации (интерполяции) величин на гра
ницах ячейки. Если при этом разностная схема сходится, т. е. 
ссмсйство разностных решений имеет предел при т, h(т)->0 
(и некоторой слабой норме), то этот предел удовлетворяет имен
но нужным законам сохранения (1), (2), (3), а не каким-либо 
другим.

Распоряжаясь правильно имеющимся произволом в интерпо
ляции величин на границах ячейки, можно получить дополни
тельные преимущества консервативных разностных схем.

Указанное свойство консервативных разностных схем схоже 
с о  свойством системы дифференциальных уравнений параболи
ческого типа

диц (Эф («ц, х, t) д (  л ди^\ ,о\

dt +  дх ~  V дх х ’ дх )  ’ №

п которой «вязкость» — правая часть (8)— входит консерватив
ным или дивергентным образом, как производная от выражения 

диа
В , где В — довольно произвольная матрица.

Для системы (8) также имеем похожее свойство. Если при 
|1 - > 0  решение и^(х ,^  имеет предел u{x,t), то этот предел 
удовлетворяет законам сохранения

ф и dx — ф (и, х, t) dt =  0, (9)
с

т. е. является обобщенным решением системы уравнений

ди . дф (и, х, t ) __п м п .

dt ^  дх • ^

(Подробнее об этом см. главу 4.) Эта схожесть устойчивых 
аппроксимаций интегральных законов сохранения и «метода ис
чезающей вязкости» построения разрывных решений систем 
квазилинейных уравнений имеют не только внешний, но и глубо«
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кий характер. Мы уже говорили выше, что для обеспечения 
устойчивости разностного метода в случае разрывных решений 
схема обязательно должна вносить «вязкость аппроксимации».

Перейдем теперь ко второму, наиболее распространенному 
методу единообразного описания газодинамических течений — 
методу вязкости или «псевдовязкости».

В этом методе мы сразу отказываемся от детального рас
смотрения ударных волн *) и рассматриваем течения газов, об
ладающих некоторой вязкостью (и теплопроводностью), иногда, 
довольно непохожей на физическую вязкость. В этом случае ее 
называют «псевдовязкостью». Вводя в уравнения газовой дина
мики эту вязкость, мы приближенно описываем ударные волны 
как плавный ударный переход, который был довольно подробно 
рассмотрен в § 5 главы 2.

Введение вязкости в законы сохранения газовой динамики 
достигается заменой давления р в уравнениях (1) — (3) или 
(4)-(6) величиной р:

. ди ди - ди
Р  =  Р  +  СО, (11)

где (х — коэффициент вязкости.
Обратим внимание, что введение вязкости повышает порядок 

дифференциальных уравнений по x(q)\ это требует постановки 
дополнительных условий на внутренних и внешних границах. На 
внутренних (контактных) границах это условие вытекает из тре
бования непрерывности векторов потока импульса и энергии

[со] =  со (х +  0, () — со (х — 0, t) =  — [|i | j ]  =  — [[хр =  0. (12)

На внешних границах обычно ставится условие ы =  0. «Физиче
ская» вязкость (11) допускает контактные разрывы, она их «не 
размазывает». Это достоинство физической вязкости всегда стре
мятся сохранить, вводя другие виды «вязкости», так называемую 
«псевдовязкость».

Как было показано в п. 6 § 5 главы 2, в случае постоянного 
коэффициента вязкости ч и политропного газа для эффективной 
ширины I ударного перехода в лагранжевых координатах полу
чается выражение

, =  A " - ( v +  U | a » ) ' <13>

где А и — скачок скорости на ударной волне.
Для реальных газов коэффициент вязкости довольно мал, со

ответствующая реальной физической вязкости ширина I ударной

*) Как, впрочем, и в большинстве других методов. Исключение состав' 
ляет метод характеристик явно выделяющий все разрывы,
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волны имеет порядок длины свободного пробега молекулы. Столь 
.i.n.мя реальная вязкость недостаточна для численного расчета, 

ип лому обычно полагают

И, =  [х0/г, (14)

где величина jio подбирается так, чтобы ширина I, вычисленная 
но формуле (13) для характерных условий |Д«| ~ с (с — ско  ̂
|н)сть звука), была приемлемой. Формула (13) правильно пере
даст ширину ударной волны в разностном счете лишь при усло- 
1ШИ, что / h; практически достигаются случаи / — 5/г 10/г.

Недостатком вязкости (14) является то, что она действует 
но всем течении, так что сильное сглаживание ударной волны, 
соответствующее большому jj,o, 
всегда связано с уменьшением 
точности расчета в областях 
гладкости течения.

Исходя из этих соображе
ний, Дж. Нейман и Р. Рихт- 
майер [1950] предложили не
линейную вязкость

, о ди 
LI =  Ц0П р

д q
(15)

В п. 6 § 5 главы 2 изуча
лись стационарные решения 
уравнений газовой динамики 
с. вязкостью (15).

Согласно этому исследованию, ширина ударного перехода

для вязкости (15) равна/ = 4__2)Яо 
У + 1

h, т. е. имеет порядок

0(h) и не зависит от силы ударной волны. Вязкий член о  имеет 
и гладкой части течения порядок О (ft2) и, следовательно, не 
влияет сильно на точность расчета. Таковы плюсы искусственной 
вязкости (псевдовязкости), введенной Нейманом и Рихтмайе- 
ром.

Отметим еще одну особенность вязкости Неймана — Рихт- 
майера. В отличие от линейной вязкости, когда примыкание пе
реходного профиля v (q) к асимптотическим значениям у0, v\ 
происходит аналитически, в случае вязкости Неймана — Рихт- 
майера примыкание происходит не аналитически, в точках со
пряжения <7о. q 1 терпит разрыв вторая производная.

Так как в области ударной волны градиенты велики, этот 
разрыв производных приводит к постоянному источнику возму
щений, вызывающих сильные осцилляции гидродинамических 
величин в окрестности фронта.

15 Б. Л, Рождественский, Н. Н, Яненко
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Профиль ударной волны в разностном расчете имеет при
мерно следующий вид (рис. 3.14). При этом амплитуда осцил
ляций возрастает при уменьшении коэффициента вязкости.

Сильная зависимость профиля разностной ударной волны 
от (хо составляет характерную особенность схемы Неймана — 
Рихтмайера, которая в некоторых случаях затрудняет интер
претацию результатов.

2. Разностная схема «крест» для системы уравнений с вяз
костью. При наличии вязкости единственным видом разрывов, 
допускаемых законами сохранения, является контактный раз* 
рыв. Поэтому с учетом наших замечаний о лагранжевом спо
собе описания течение описывается системой дифференциаль
ных уравнений (v =  0)

где [I задано формулой (8.1.14) или (8.1.15) в зависимости от 
выбора вида вязкости.

В случае течений без ударных волн преимущества и достоин
ства консервативных разностных схем становятся менее очевид
ными. Если, однако, учесть, что ударный переход «размазывает
ся» всего на несколько счетных интервалов, то можно понять, 
что это свойство остается полезным.

Первой опубликованной в печати разностной схемой, исполь
зующей псевдовязкость, была схема Неймана — Рихтмайера из 
цитированной нами работы 1949 г. Это схема типа «крест».

Схема «крест» построена на аппроксимации первых двух за
конов сохранения (8.1.4), (8.1.5) на прямоугольных ячейках раз
ностной сетки в плоскости лагранжевых переменных q, t. При 
этом для достижения точности второго порядка и во избежание 
интерполяций термодинамические величины р, р, v и скорость и 
разнесены по разным точкам сетки — полуцелым и целым со
ответственно. Третье уравнение используется в недивергентном 
виде:

ди . dp p. dv ди __ р,

dt dq ' ’ dt dq

0,

р  =  р + < й ,  < в = _ ц р _ -

t/tt , - UU

I t + P l t ^ 0
dv

(2)

связывающем только термодинамические величины.
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Разностная схема имеет вид

tn-f-

+

Рт 1 ~Рт 1 

1 + 2 1 2

h
^+1 
I +-5-

т+-
' Н + \ ‘

т + -

вт+\
г'+Т7 i +

J -
1 p. , 1 T f . J
2 , i4T ,+¥ _  ^----- -----

0™+} ■
г+Т

= 0,

= 0,

vm , 

i+l
0,

где -m I r m
p . , i =  p . , i +  ® . , i >*•+ i+-, i +-

, jn  

г 2~
^ 2pm 1

1m m
иШ ~ ui

1
2

1

ui+\2 - “«•

1
2

h h

8-x1
г+т

/ m m \

Ы -  ” ‘ Ч ) '

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

M области гладкого течения схема имеет второй порядок точно
сти, поскольку формулы (3), (4) аппроксимируют законы сохра
нения формулой интегрирования с центрированными точками, а 
низкий член со имеет порядок

имеет второй порядок точности.
На рис. 3.15 показаны ячей

ки интегрирования для зако
нов сохранения.

В практическом счете из
бавляются от обозначений 
дробных шагов по времени, 
применяя сдвиг по времен
ному индексу: 

т+4-

‘ 2*

mt

:--
В и С

KP E v,p

A и и

и, ->иТт+1 О)

(i-1)h (i-tyh ih  (h p fi 

Рис. 3.15.

Тогда формулы (3), (4), (7) принимают вид

=  0,
-т _  йт

^г+1- «г  , * 4  гЧ
---Z---- 1-- h

vm+1

г+4г
vm ,
i + 7 „т +1

«i + l ~ и<
т+1

'0 ,

» :л  
' 1 + 2

1 2 т 
H0h p .+i_ li +  1 ' *J + J

(10)

(И)

(12)

15*
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При произвольном уравнении состояния (8) формула (5) тре

бует итераций для определения рт+\. В случае идеального газа
i+-2

формула (5) допускает явное разрешение относительно р™+}.
1+1

Если аппроксимировать не уравнение (2), а закон сохранения 
энергии

+ — (ри) dt =  О,

то при сохранении расположения точек сетки, в которых вычис
ляются р, v, в и скорость и, приходится пользоваться интерпо
ляцией и*).

Рассмотрим ряд других схем с вязкостью.
Р. Лэттер [1955] предложил следующую модификацию метода 

Неймана — Рихтмайера. Поскольку вязкость вводится для того, 
чтобы сглаживать существующие и возникающие из волн сжа
тия ударные волны, а в волнах разрежения градиенты умень
шаются и при отсутствии вязкости, то в разностном расчете 
целесообразно для повышения точности исключать действие вяз
кости в области волн разрежения, т. е. «занулять» коэффициент 
вязкости.

В плоском случае в волнах сжатия и ударных волнах вы
полняется неравенство (см. гл. 2, § 4)

—  <  ОА<7 ’

в то время как для волн разрежения

■$Г>0.
—

Поэтому Лэттер дает следующее выражение для вязкого члена: 

С 0, А и^О ,
со = Ди Аи

М-о̂2Р -ц XT =  ^оР (Аи)2, Аи <  0.Д q

Указанный прием становится особенно эффективным, если 
применять в разностном расчете линейную вязкость (8.1.14). 
Тогда профиль ударной волны является аналитическим, осцил- 
ляционные эффекты становятся значительно меньше и в то же 
время точность в области волн разрежения является доста
точной.

*) Схемы такого рода применялись И. М. Гельфандом.



Схемы (10), (11) с условием со =  0 на волнах разрежения и 
<’ линейным коэффициентом вязкости

& =  — \i0a h ~  (а — скорость звука)

исследовались А. А. Самарским, В. Я. Арсениным [1961].
Устойчивость решений системы (1) уравнений газовой дина

мики с вязкостью проверяется в соответствии с гипотезой ло
кальной устойчивости методом «замораживания» коэффициен
тов. В этом приближении мы дадим сравнительный дисперсион
ный анализ исходной системы (1) и разностной схемы (3) — (5). 
.'•)то позволит нам выяснить ряд характерных особенностей схе
мы Неймана — Рихтмайера. Перепишем сначала уравнение (2) 
it. виде

ЁЕ. _l й2 —  =  + d2 —  =  0
d t '  dt dt ^  dq ’
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где положено
de , _

> o .
ds 

dp

В случае, когда ц =  0, p — р, а — а, где а —- массовая ско

рость звука. Если ц Ф  0, то на ударной волне, где <  0,

р >  р, а2 >  а2.

Исследуем устойчивость решений системы уравнений гидроди
намики

ди . dp __  d ( - du\

dt "г" dq ~~ ~dq dq ) ’

dv _  du___ „

dt dq ~  U’

~ir +  a2 ~ — 0
dt 1 dq

(13)

и приближении «замороженных» коэффициентов, полагая 

р, =  const, a2 =  const.

П этом приближении уравнения для вариации решения (6и, ба, бр) 
совпадают с уравнениями (13).

Представляя вариацию (би, bv, бр) в виде гармоники

bu~buQe,s>t+ik(i, bv =  6t)0e®<+‘ft<7, bp =  Ьр$Р1+1кч (14)
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и подставляя (14) в (13), получаем уравнения для би0, 6v0, бр0:

(и + Д&2) би0 + 0 бу0 + ik бра =  О,

—• ik &и0 (о б^о 4“ 0 бРо -= О, 

d?ik -f- 0 б^о со бро 0.

Характеристическое уравнение имеет вид

© + \ik2 0 ik

— ik со О 

a2ik 0 со

■ 0 ■

Отсюда получаем выражения для корней:

л / ( ¥ 7
со, =  0, '2, 3 ~ a2k2

(15)

(16)

Мы видим, что локальная система (13) удовлетворяет условию 
корректности

Re со<!0

для всех k.
Из (16) виден характер дисперсии гармоник. При больших 

k оба корня юг, соз вещественны и отрицательны, при k доста
точно малых о)2, соз являются комплексно сопряженными, гар
моники затухают с осцилляцией.

Аналогично проводится анализ устойчивости для разностной 
схемы «крест», аппроксимирующей систему (13). При этом мы

1 , 1
произведем сдвиг индексов i + 2 

схема «крест» примет вид

„т „ т __ „т  „т

£

/, т  +  1. Тогда

« Г 1

„т+1

. птPt-l Wl U - 2 u f  + u?+l

m + l 
xi + \

. ,m+l

Р ? +1~ Р ? ит+1 
а2̂ ± -

h2 

=  0,

• =  0 .

(17)

Считая постоянными коэффициенты Д, а2, проведем гармо
нический анализ разностной схемы (17). Для этого положим

6ulJt =  6u09mli, 6vf = nV, 6pf-

где
oikh

; -  бр0р«|/, 

k — вещественное.

(18)



После подстановки (18) в уравнения (17), получаем уравнения 
для бм0. б»о. Ьро'.

+ ^ sin2 т О  6ы° + Обо° + ‘ " a" "  ^0  =  °.

pikh — 1 п — 1
---- - рб«0-|----— бУо+О б/?0 =  0, I (19̂

a2-— р Ьи0 + 0 би0 + бр0 =  0.

Отсюда приходим к характеристическому уравнению

kh
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1
с?п2 __

т

корни которого имеют вид

Pi =  1» 92,3 =  1 — 2b {г + к2) ±  2 л/ъ [Ь (г + к2)2 — й2],

b =  sin2- ^ ,  r =  -|l, й =  ^  * (21)

Из (21) получаем вывод:
Если

max b {г + и2)2 — (г + к2)2 <  х2, (22)
k

то корни рг,з являются комплексно сопряженными и схема 
«крест» с вязкостью устойчива в приближении замороженных 
коэффициентов.

При |х =  0 необходимым и достаточным условием устойчи- 
пости является критерий Куранта й -< 1.

При j-i <  0 условие устойчивости является более ограничи
тельным для т. Действительно, неустойчивость может наступить 
только при вещественных корнях. Тогда простой анализ пока
пывает, что необходимым условием устойчивости является

й2 <  1 -  2г.

Отсюд-а получаем

ах

h л / (1 _ 2 r ) ~S~ =  V * 1 ~ 2r)f  • <23>

Па ударной волне -j <  1, и ограничение (23) приводит

иногда к сильному уменьшению шага сравнительно с обычным 
критерием Куранта.

Рассмотрим теперь дисперсию гармоник в разностной схеме. 
В случае ;.i =  0 при выполнении условия корректности имеем 
|(),-]=1, т. е. все корни р,- (i — 1,2,3) характеристического
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уравнения лежат на единичном круге. Хотя дисперсия имеет ме
сто, амплитуда любой гармоники не убывает: осцилляции, раз 
возникнув, не затухают.

Если ц >  О, то при выполнении условия устойчивости (22) 
амплитуда любой гармоники, соответствующей корням рг, рз, 
затухает. Действительно, в этом случае корни комплексно со

пряженные и их модуль равен л/1 — 4br <  1. Затухание каж
дой гармоники имеет место и при вещественных корнях.

Ясно, что чем больше г, тем сильнее затухание. Рассмотрим 
с этой точки зрения линейную и квадратичную вязкости.

В случае линейной вязкости имеем
йт

Г =  =  1½¾.

Таким образом, г конечно и гармоники с большим k затухают 
сильно.

В случае квадратичной вязкости имеем

Ди
Д<7 № Д и
р —  т  —  И-о j hq

На фронте ударной волны, где
Д и

h конечно, затухание силь-
Д<7

ное, при удалении от ударной волны г имеет порядок О(т) и за
тухание слабее.

Гармоники, соответствующие корням рг, рз, являются бегу
щими волнами, распространяющимися в плоскости q, t со ско
ростью

dq __ю_
dt ik

Гармоники, соответствующие корню pi =  1, являются стоячими 
волнами.

Затухание бегущих гармонических волн означает действие 
аппроксимационной вязкости на ударных фронтах, приводящей 
к сглаживанию последних.

Незатухание стоячих гармонических волн означает, что ап
проксимационная вязкость не действует на контактных грани
цах, контактная граница не сглаживается и возникающие вблизи 
границы неравномерности плотности и энтропии сохраняются 
(энтропийный след) . Действительно, в стоячей волне

p =  p i = l ,

и из уравнений (19) следует, что бм0 =  бр0 =  0. Это означает, 
что вариации бы, бр давления и скорости в стоячей гармони
ческой волне равны нулю.

Анализ устойчивости, предполагающий замораживание коэф
фициентов р,, а2, дает только качественную оценку устойчивости.
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По существу, такой анализ означает линеаризацию уравнений 
п окрестности течения с постоянными параметрами или во вся- 
мш случае с малыми градиентами.

При учете градиентов течения анализ сильно усложняется. 
Тем не менее качественные выводы, которые получаются из та
кого упрощенного анализа (ограничения шага в районе ударной 
полны, наличие энтропийных следов), подтверждаются практи
ческими расчетами.

Рассмотренная выше схема «крест» не является консерва
тивной разностной схемой, так как она аппроксимирует одно из 
уравнений газовой динамики (уравнение (2)) в недивергентной 
форме. При наличии вязкости это, конечно, допустимо. Однако 
можно построить консервативные разностные схемы, аппрокси
мирующие законы сохранения для вязкого газа как в лагран- 
жевых, так и в эйлеровых координатах. Одно из преимуществ 
таких схем состоит также в том, что они более точно передают 
интегральные характеристики течения при достаточно грубых 
сетках, чем неконсервативные схемы. Ю. П. Попов и А. А. Са
марский [1969, 1970] рассмотрели неявную разностную схему 
с весами, которую мы выпишем в случае лагранжевых перемен
ных:

Уравнения (24), (25) могут рассматриваться как аппрокси
мация законов сохранения импульса и объема на разностной 
ячейке, поэтому они консервативны. Распоряжаясь параметрами 
tti (i — 1, . . . ,  5), можно добиться, чтобы уравнение (27) в со
четании с (24) — (26) было эквивалентно аппроксимации на 
ячейке разностной схемы интегрального закона сохранения энер
гии.

а2 и*+> + ( 1 - а ^ и *  (25)(25)

- ( ^ + 1  + (1 _ о 8)ц«)] =  0, (26)

- + Т  [°5РГ+j  + (1 ~  “s) Р™+ J  X

х  К  (tt?+V -  « Г 1) +  ( 1 -  а4) К +1 ~  И?)] =  0. (27)
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Это достигается при

а1 =  а4 =  а, а5 =  0,5, (28)

где а  — свободный параметр. Распоряжаясь свободными пара
метрами, можно'менять характер интерполяции по времени. При 
сй3 =  сс5 =  0,5 уравнение (27) можно преобразовать к такому 
виду, что оно будет иметь вид аппроксимации уравнения ег +’ 
+ pvt - 0. При выполнении этих условий (ai — а^ =  а\ а3 =  
=  <%5 =  0,5) авторы называют схему (24) — (27) полностью 
консервативной-, при этом имеется в виду, что, помимо дивер
гентной аппроксимации дивергентного уравнения сохранения 
полной энергии, схема аппроксимирует с хорошей точностью и 
другие (недивергентные) формы уравнений газовой динамики.

При «й =  0,5 (£ =  1, . . . ,  5) схема (24) — (27) имеет поря
док аппроксимации О (т2) + О (h2) . Все остальные схемы этого 
класса имеют порядок аппроксимации 0(т)+ 0(/г2). При 
а  ^  0,5 разностная схема абсолютно устойчива (в смысле ло
кальной устойчивости), при а  <  0,5 — условно устойчива.

В. Я- Гольдин, Н. И. Ионкин и Н. Н. Калиткин [1969] также 
построили полностью консервативную разностную схему с ап
проксимацией 0(т2)+ 0(/г2) для уравнений в лагранжевых ко
ординатах с учетом вязкости и теплопроводности, исходя из 
других соображений. В. Е. Трощиев [1970] построил полностью 
консервативную разностную схему с аппроксимацией второго 
порядка, которая является явной. В случае плоской симмет
рии (v =  0) схема В. Е. Трощиева совпадает со схемой «крест» 
(3 )- (5 ).

Псевдовязкость Неймана;— Рихтмайера вводилась в уравне
ния и разностную схему по аналогии с физической вязкостью 
в уравнениях газовой динамики. Возникает вопрос: можно ли 
построить схему, не опирающуюся на аналогию с физической 
вязкостью, но обеспечивающую затухание гармоник и связанное 
с ней сглаживание профилей? Пример такой схемы был дан 
П. Лаксом [1954].

3. Разностные схемы Лакса, Лакса — Вендрофа, предиктор- 
корректор. Для системы уравнений (8.2.1), которую запишем 
в виде (8.2.13) и положим 0, р — р, а =  а, аппроксимация 
Лакса имеет вид
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где через f ™ обозначены величины
fт j ttn Ц + 1 "Г li~ 1

П

Уравнения (1) могут быть представлены в виде
ДоUm . Д| 4~ Д- 1  гп ___ д  1 д — 1 т

т "Г 2 h " р  ■ h2
A0Vm ДI +  Д —1 т  Д] Д —I m

где

т 2/г г  /г2
ДоРт  1 / „ 2 \ т  Д1 +  Д - 1  , , т ___ Д 1 Д - 1  „ш

+  2А Ы — Р —А* - Р  >

h2
V 2х •

(2)

d f̂Члены в правых частях аппроксимируют выражения вида [i
поэтому схемы (1 ) ,  (2) абсолютно аппроксимируют систему 
уравнений

du . др  __  <Э2и <3г> __ ди  _ _  д2и

di  -*- dq  ^  <Эд2 ’ сМ d t f  ’ ^
(3)

+  я2 ==^
<Э̂ 1 dq dq2

Отсюда следует, что аппроксимация (1) системы (8.2.13) 
/г2является условной: при =  ц =  const схема (1) аппроксими

рует параболическую систему (3), при — const схема (1)
аппроксимирует исходную гиперболическую систему (8.2.13). 
Д ля  уравнений газовой динамики типичным является предель

ный переход y =  const. Однако п р и —- - ^ > 1  в практическом
a min

т
счете критерий Куранта — amax<  1 в точках, в которых а <С

"СЯшах, уводит аппроксимацию (1) от уравнений (8.2.13) к ур а 
внениям (3).

Установим условие устойчивости схемы Л акса . Напишем дис
персионное уравнение для схемы (2), «зам ораж и вая»  величину 
а2. Корнями pi, г, з этого уравнения являются

Pi =  1 — 4br,  р2, з =  1 — 4br ±  i n s i n k h ,
l it  , . о kh ax (  (4)

r== ' й== sm2T , 1

Устойчивость схемы имеет место при 1.
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Из (4) следует, что все гармоники затухают.
Отметим, что в схеме (2) вязкие члены входят во все три 

уравнения, в частности в уравнение для v. Отсюда следует, что 
разностная схема (2), в отличие от системы уравнений газовой 
динамики и в отличие от схемы Неймана — Рихтмайера, не до
пускает контактной границы. Это означает, что разрыв плот
ности будет «разм азы ваться» . Эффект размазывания становится 
еще более заметным при малом т, так  к ак  коэффициент р, ап- 
проксимационной вязкоети растет с уменьшением т.

П. Лаке и Б. Вендроф [I960] построили схему, в которой вяз
кость аппроксимации не приводит к размазыванию контактных 
грачиц. Схема, построенная ими, аналогична симметричной схе
ме второго порядка точности с дополнительно введенной искус
ственной вязкостью.

Пусть

(5)

есть консервативная система квазилинейных уравнений, которой 
соответствует недивергентная форма записи

& | -  ®4т—  л 4 ^ - = о, лdt дх ’

Применим к системе (5) аппроксимацию типа предиктор — кор
ректор.

Формулы вспомогательного шага (предиктор) имеют вид 

ит , -  ит , ит , +  ит j

-• <4 <4 ‘4  г4=  Л (Wm )----- £ _ ------йш = -------------- (7)

Вспомогательные величины и\ относятся к моменту времени 
Г  =  /т  +  т*.

Последующий шаг (корректор)
и т +1 _  и т  i

*+¥ г + 2 ф ( « ж ) - Ч > ( “<) п -------- -------------------------------------- .=  0 (8)

есть аппроксимация законов сохранения системы (5) для ячейки 
сетки

( /  —  - i )  ^ +  у )  h ,  m t < ^ < ( m + l ) t .

Нетрудно видеть, что при т* =  схема (7), (8) эквивалентна 
с точностью до членов второго порядка малости следующей
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схеме:
. .т + 1

■ L 1 I +ГГ i а+\ ' Bi

еде вектор g f  задан равенством

.  Ч “" Ч ) + Ч “'”4 )
g i + 2 h А‘ (  т \  /  т  т  \

( « , ) ( «  - « , _ ! ) ■

(9)

(10)

Схема (9), (10) обладает точностью порядка О (т2) +  О (Л2) , 
корни ее локального дисперсионного уравнения леж ат  на еди
ничной окружности, и гармонические решения локальной си
стемы не затухают.

Д ля  затухания гармоник и сглаживания осцилляций в функ
цию g f  вводится дополнительный член вида

■ В”
i +-

(D =  j (11)

■ В(и™+1, и” ) — некоторая неотрицательная симмет

ричная матрица, удовлетворяющая условию В ( и , и )  =  0. Вели
чина со из (11) является псевдовязким членом и обусловливает 
аппроксимационную вязкость схемы (9), (10).

В применении к уравнениям гидродинамики в лагранжевых 
координатах при ц =  0, когда в качестве неизвестной векторной
функции и выбрана совокупность величин j  и, v ,  Е — е +  —  | , 
имеем

др
06

др др
dv де.

1 0 0 (12)
др „ др ,, др
де Р — U ~ч~~OV — и  —08

Матрица В  определяется следующим образом:

В (щ , и2) =  Iх I «I — «2 I -А2,

где а  — массовая скорость звука, (д, — коэффициент вязкости.
Заметим, что тот же эффект затухания гармоник, означаю

щий наличие аппроксимационной вязкости, можно получить 
иным способом, не вводя дополнительного члена, а меняя уро
вень промежуточного слоя t\
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Проведем соответствующий анализ в акустическом прибли
жении. Пусть

■ ĵ- =  A =  у =  Аи, и =  {ии . . . ,  ип}, v =  {vu - - - , v n}
т

есть гиперболическая система с постоянной матрицей 

A =  {al}}, I, j  =  1, . . п.

Формулы предиктора запишем в виде

’и ( * + т ) " 0 ,я( * “ т )и* (х) - -  й т (х)

■■А

й т (х) =

(14)

Формулы корректора примут вид

„т + V* {X + t ) ~ V* ( * ~ т )um+l  (X) -  um (X) 
% h

“* (*- т )- A — b--------------------------- 2- L .  (15)

П одставляя в (15) выражения и* [ х +  у )  , и*(^х— , полу-
h h

чающиеся из (14) при х =  х +  у ,  *==.* — у ,  находим 

« ”» ' ( х ) - « т (х) *т ( х + т ) - * т ( х - т )
х h

, * л о т (х +  h)  — 2 om (х) -\-vm (x — h ) 
+  Т Л jp

« ит ( r  +  ti) — ит (х — h) 
2h

+  т М а и 'П (Х +  У -  2umJ X) +  ит (х ~  h)  (Ш )

Определим теперь структуру аппроксимационной вязкости в пер
вом дифференциальном приближении (см. п. 3 § 2).

Первое дифференциальное приближение схемы (16) имеет 
вид
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Система (17) — параболического типа при т* > у  т. Сопоставляя
(16), (11), (13), нетрудно убедиться, что в акустическом прибли
жении схема Л акса  — Вендрофа будет аналогична схеме (16).

Сравним теперь схему (16) предиктор — корректор со схемой 
Лакса

пт+] (х) — ит (х)  . и т (х +  h)  — ит (х — h ) __
т  2 /г —

__ ит (х +  К) — 2 мт  (х ) +  м”г (л — h )— [X ^  -

Первое дифференциальное приближение схемы Л акса  имеет вид

§ - A §  +  {<‘ E - h A‘) T F '  !* =  £ •

Выясним различие в дисперсии гармоник м еж ду схемой Л акса  
и схемой предиктор — корректор. Д ля  простоты проведем этот 
анализ в первом дифференциальном приближении.

Нетрудно видеть, что если Я,-— собственные числа матрицы 
Л, г,- — инварианты Римана системы (6) с постоянной матрицей 
/1, то после перехода к инвариантам г* уравнения (17), (19) при
нимают следующий вид:

соответственно
dr .  dr .  (  I по \ д 2г .  А2

~~dt V1-1 - Т  ‘■Jibe*'  2 7 '  ^

Теперь видно существенное различие между схемой Л акса  и схе
мой предиктор — корректор.

Если для некоторого i Я,- =  0, то в схеме предиктор — кор
ректор соответствующий инвариант Римана не подвергается 
действию вязкости и переносится без изменения (стоячая вол
на), в то время как  в схеме Л акса  действию вязкости подвер
гаются все инварианты. При переходе к уравнениям гидродина
мики в лагранжевых координатах это означает, что в схеме пре
диктор — корректор энтропия (инвариант, сохраняющийся вдоль 
контактной характеристики — контактной границы) не подвер
гается действию вязкости, контактный разрыв не сглаживается. 
В то ж е время, к ак  было показано, вязкость Л акса  сглаживает 
контактные разрывы.

Вязкость Л акса  — Вендрофа обладает аналогичным свой
ством сохранения контактной границы.

(18)
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Р. М ак-Кормак [1969] предложил двухшаговую схему второго 
порядка точности, которая в применении к системе (5) имеет 
вид

й т+' {х) =  ит {х) +  - j -  [Ф (и (х +  h)) — ф (и (*))], (22)

ит +1 (х) =  у  {ит (х) +  й т+1 (х) +  ~  [ф (йт+1 (х)) — ф (й т+1 (х — К))]}.
(23)

Другой вариант этой схемы получается из (22), (23), если 
в правых частях (22), (23) поменять местами разностные фор
мулы дифференцирования вперед и назад. В работе Д. Андер
сона [1974] эта схема рассматривается как  нецентральный в а 
риант схемы Л акса  — Вендрофа. В работах П. Катлера и Г. Ло
м акса  [1971], П. Катлера и др. [1975] предложено добавить в 
правую часть уравнения (23) член, аппроксимирующий величину 

д^и6h4- ^ - ,  6 — const с целью сглаживания численного решения.
Отметим, что схема М ак-Кормака широко применяется в аэро
динамических расчетах.

В работах Н. Н. Яненко и Ю. И. Шокина [1968], Ю. И. Шо- 
кина [1973] рассмотрен вопрос о схемах вида

ит+1 w  ^  £  Ва11т (Х _|_ аК)г (24)
а

аппроксимирующих гиперболическую систему (13) с постоян
ной матрицей А, допускающих контактные разрывы (свойство 
К).  Матрицы В а постоянны и удовлетворяют условиям

Z B « =  E’ Z aB -  =  KA> К==Т -
а а

Рассмотрение ведется на базе первого дифференциального 
приближения схемы (24), которое имеет вид

Пусть матрица А имеет различные собственные значения, 
l u  . . . ,  In- Зафиксируем одно из них £/ =  g и определим соот
ветствующий левый собственный вектор /: 1А =  g/.

Будем говорить, что разностная схема (24) обладает свой
ством К, если 1C =  Q.
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В работах Н. Н. Яненко и Ю. И. Шокина [1968], Ю. И. Шо- 
кппа [1973] для ряда классов разностных схем найдены необхо
димые и достаточные условия наличия у разностных схем 
свойства К.

В качестве примера сформулируем одно такое утверждение.
Т е о р е м а .  Для  того чтобы трехточечная ра зн о стная  схема  

нида  (24) ( а  =  — 1, 0, 1) о б л а д а л а  свойством К , н е о б х о д и м о  и 
достаточно вы п ол н е н и е  у с л о в и я  1В0 =  ( 1 — %2%2)1.

В частности, из указанного утверждения вытекает, что раз

ностная схема Л акса  { с  =  ^  ( 1 — к2А2), 1C =  (1 —■ к%2) не
обладает свойством К  (исключая случай и| =  1) и что м аж о
рантная схема (ос =  — 1, 0, 1, Bj — %А+, В-\ =  —кА~, А+ ^  О, 
Л~ sc; О, А =  Л+ +  А~) обладает свойством К, если £ =  О (ана
лог системы уравнений газовой динамики в лагранжевых ко
ординатах), либо =  1.

Нетрудно видеть, что наличие у разностной схемы для урав 
нений газовой динамики свойства К  Для собственного числа 
£ =  0 в случае лагранжевых координат и для | =  —и в случае 
эйлеровых координат означает, что в системе уравнений первого 
дифференциального приближения на энтропию аппроксимацион- 
пая вязкость не действует, и, следовательно, контактные гра
ницы не размазываются.

4. Схемы С. К- Годунова и В. Ф. Куропатенко. Рассмотрен
ные в предыдущем пункте схемы исходили из аппроксимации 
уравнений газовой динамики с искусственной вязкостью, обеспе
чивающей сглаживание ударного фронта. В настоящем пункте 
мы рассмотрим схемы, основанные на другом подходе, который 
можно сформулировать следующим образом.

Расчетные формулы должны в основном носить единообраз
ный характер и аппроксимировать законы сохранения, так  что 
получающаяся схема аппроксимирует обобщенные решения как  
и области гладкого течения, где она аппроксимирует уравнения 
газовой динамики, так  и на разрывах, где она аппроксимирует 
условия Гюгонио. В силу единообразности расчетных формул 
течение в гладкой области при этом рассчитывается так  же, 
как  и течение в окрестности разрыва, что приводит к появле
нию аппроксимационной вязкости.

Таким образом, схема предполагает наличие разрывов в 
каждом счетном интервале и построение расчетных формул с 
учетом возможных разрывов.

Первой схемой такого рода явилась схема р а с п а д а  ра зрыва ,  
предложенная С. К- Годуновым [1959].

В каждый рассчитываемый момент tm функции рm (q) , p m (q),  
в"1 ( q ) , u m (q) ,  описывающие течение, аппроксимируются кусочно- 
постоянными функциями, которые характеризуют средние зца-
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чения величин рт, р т, еш, ит в счетном интервале. Взаимодей
ствие масс газа , заключенных в счетных интервалах и характе
ризуемых осредненными параметрами рт, р т, е т, и т, описы
вается с помощью формул распада разрыва на каждой границе 
двух интервалов. Считая скорость контактной границы между 
интервалами (qi -\,qi ) ,  {qi,qi+1) постоянной в промежутке вре
мени ( t m , t m + i ) ,  можно рассчитать состояние газа  в интервалах 
на следующий момент времени t m +\,  осреднить параметры в ин
тервалах, после чего расчет повторяется.

Аппроксимируем законы сохранения

<§udq — р d t ~  0, ф v  dq  +  и dt  =  О.,

Е dq  — p u d t  — 0, £ =  8 +
(1)

следующими формулами:

и т+\ - и т
«+т

„т+1 
i + 7- i + -;

ptn+1 
• , 1
l+J

+

*+v

p'n

rjm
u i+1

+

■ и ?

p m  rrtn . 
1 i+\u l+\

= 0 ,

■0,

p ? u ?
■0 ,

(2)

где величины и i ,  v m i , P i ,  E i суть средние значения 
l+J  i+T i+1  t + 2 

соответствующих функций на интервале (qit q i+\) в момент вре
мени tm.

Так к ак  взаимодействие интервалов (qi-uqt), (?i, ?i+i) рас
сматривается на основе распада разрыва, то U f ,  P f  суть ве
личины скорости и давления, образующиеся на границе q =  qt 
вследствие распада разрыва, характеризуемого величинами

и т
V i ’

v . ь
1 2

1+т

Ет ,
i -7

Ет ; 
1 +-

Ц < Чи

q > д /•

Д ля  определения U f ,  P f  могут быть использованы известные 
формулы распада разрыва (см. гл. 2, § 6, п. 8).
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Если разрывы величин и, р  невелики, например, по относи
тельным амплитудам

V ± ~ V l  р1+1 ~ р , 1
2 ‘  2 2 2

. , 1  f ' .  , 1 ■
*+Y ( ~2

то можно применять линеаризованные формулы распада.
Линеаризованные формулы распада разрыва для политроп 

мого газа  имеют вид (см. гл. 2, § 6, п. 10)

Ui _ U : = Z= j i l = jll£ ^ p±
PlCl Yl Pl > (3)

PoCo Yo Pa

где V, P  означают скорость и давление, образуемые на контакт
ной границе двух сред, из которых левая обозначена индек
сом 1, правая — 0, с ь  с 0 — скорости звука в средах 1 и 0, соот
ветственно.

Отсюда получаются выражения для Р, U:
Р 1 | Ро

о   *1 ._. I Pl^l Ро̂ о
Г  — P k —  1 1  Т  1 1

PlC] РоСо PlCj р0с0 (4)
U  __ Ц __ Р 1 —  Ро I P qCqUq +  P\C\U\

к P0c0 + P lc l р0с0 +  PlCl ’

которыми можно пользоваться в расчетных формулах схемы 
распада разрыва, когда величины Аи, Ар малы.

Рассмотрим, например, изотермический газ. Тогда
ci =  c0 =  c, Yo =  Yi =  l .  p v  =  c 2.

Кроме того, в формулах (3), где и г — и0, Р  — р и Р —-р 0 являют
ся малыми первого порядка, можно в знаменателях полагать 
Pi =  Ро =  Р, Pi — Ро =  Р• Тогда формулы (3) примут вид

и =  u - u^ L ^ p^ ^ csp^ )
1 рс Р 9е Р

Отсюда имеем

Р =  -§-с {Щ — Щ)+ -гг  .

и  =  Ц Р ' ~  РЛ +  Н ^
Учитывая соотношение

Др До

(5)
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верное с точностью до малых второго порядка, формулы (5) 
можно преобразовать к виду

Р =

V:

2о (щ — U0) + Р 1 +  Ро
2 ’
ll\ +  Uqv0) i  2 

Применяя формулы (6), получаем

(6)

Р ?

U1

2 v ‘

р 1 + р 1 
' ”  1 +2

2vn
i + j

/  т  т  \  ,
■IV 1 — У.  1 \ +  ■
Ч 1 - -  1+ j )

+ ип
/ - -  i + j

(7)

П одставляя (7) в первые д ва  уравнения разностной схемы (2), 
получаем разностную схему
и т+) -  и т  _  т  

,  , 1 _  “ • , 1 Р  ■ , 3 Р  ■ 1 ;+ -  «+-2 ‘ +Y 2 -------------------- _
2 h

vm+\ __ vm
i i+T

c h  1 
2 ft2

*+-

4, j —*■“ Ц, j
i + Y  i - j

i+~, i+~,

2h

c h  _ 1_
~T h 2

i+- i+-2 i+~.

(8)

Д ля  линеаризованного уравнения состояния
р  =  ро  — a2v (а — массовая скорость звука) 

формулы (7), (8) принимают вид

1ит у - и т J p m J + р т
_ 1~ 2 г + 2 , г“ 1 *+?; а _ 1----------- 5---------
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соответственно

in м
н 4 (+4

цИН-1 _  vn 
1+-, i + j

пт — птР(+1 i - L  
2 2

2 h

‘ +4'
2 h

i 4-“
•2 и"

i+-
+ и”

• j _ 3l+J

h2
■ 2om ! + ! 

£ + 2 ~2
Л2

H = -

(10)

Если считать [л в формулах (10) произвольным параметром, то
ahвидим, что при [х =  - у  они дают схемы распада разрыва и

h? Q?Xбегущего счета, при р, = схему  Л акса ,  при jx =  — — сим
метрическую схему второго порядка точности.

r-г ах <При % =  =  1 все указанные схемы совпадают.
Схема, предложенная В. Ф. Куропатенко [1962, 1966], осно- 

пана на аппроксимации волны сжатия или ударной волны ко
нечной интенсивности последовательностью («цугом») ударных 
волн меньшей интенсивности.

В отличие от схемы распада разрыва, в ней применяется раз
нородная аппроксимация на волнах сжатия и ударных волнах, 
с одной стороны, и волнах разрежения, с другой.

Д ля  различения волн сжатия и разрежения по-прежнему 
служит условие

Дм <  0 (волны сжатия), Д м ^ О  (волны разрежения). (11)

Возможны различные реализации схем такого рода. Мы рас
смотрим только одну схему, где размещение величин в сетке 
аналогично схеме Неймана — Рихтмайера: термодинамические 
величины относятся к полуцелым, скорость — к целым точкам. 

Система разностных уравнений имеет вид

8m+1 _  8т

i

0т+1
1+-г (+-

h

Ч-Ы

р,т I =Р.  1 + Р .  1

X
т + 1

i+-,
2х

/ т + 1  
( v . , l  
\ 1 ~2

■0,

— я it +77

(12)

(13)

(14)
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где
р т+\ ■■ 

г+Т

m+l  I тР . , 1 4 - ® . , ь  
,+?  !+Т

еЛ»т  1, Л . 
V / + 2 ~2 /

(15)

(16)

«Вязкий» добавок © i
* +1Т

равен 0 в случае волны разрежения

и вычисляется по особым. формулам в случае волны сжатия 
(ударной волны).

Таким образом, на волне разрежения схема (12) — (16) ана
логична схеме «крест» и имеет второй порядок точности.

Уравнение (14) требует итераций в силу нелинейности урав 
нения состояния (16). Порядок расчета в этом случае таков: из

уравнения (13) определяется
т + 1  / 1 * \v  j_, из уравнения (14) с ис-
1+ 2

пользованием (15) итерационно
т + 1  ~ т + 1

определяется “  Pt+ i  9

после этого из уравнения (12) 
определяется u f +lm

В случае волны сжатия 
(ударной волны) со ф  0. Член 
со в (15) учитывает наличие 
ударной волны в интервале 
(qi,qi+i) (рис. 3.16).

Д ля  определения р т+\ привлекаются уравнения 
г + 2

/ - m + l  tn \  /-т+1 т  \  * , 2  Л ,т
( р , +± ~  +> - » ,  t i ) = -  А“ =  -  (“<«

! + 2 2 ‘ + 2  V 1 ~2

т\ 2

ё т + \ : 
г + 2

v m 1 
*+Т>>

)2, (17) 

(18)

где Em+1, /?т+1, от+1 по-прежнему связаны соотношением (16). 
Из соотношений (16) — (18) находится р ”

‘ +-2
после чего ет+/ 

г+-2-
определяется из (14).

Соотношения (17), (18) являются условиями Гюгонио (см. 
гл. 2, § 4, п. 1), если считать, что величины и"1, , ,  рт i , v m ii +17 l +7Г

1 „  mхарактеризуют течение по одну сторону фронта, щ , р 1л_±

1 — по другую сторону фронта.
г+Т»

v
1+ 1
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Определим теперь вязкий добавок (om+j — р т+\ — р т+\. Д лят+1

этого р т*\_ находим по формуле осреднения (см. рис. 3.16)
г + 2 г + 2

i +

С ' г

p m+\h{+ p m , л 2 

2 1+1  
h\ +  h%

i +■
p m+\Dx +  ( h -  Dx) pm .

i+l  __________ i+J
h (19)

где D — массовая скорость ударной волны, вычисляемая по 
формуле

D ■■
р т , 

t + j ит u l +1
4 + 1 и, € m + l _  v n 

i+l 1+-,
Отсюда

m + l - m + l
g> 1 =  p . • 

1 ~2 1 ~2 - ¾ )

(20)

(21)

И случае идеального газа  из соотношений (17), (18) имеем

Y+ 1
4vm ,

А и2 +
i +7

УР 1 
2 i+T— Аи2,т 

1 +
V • (22)

Из формулы (22) следует, что полученная вязкость со является 
линейной:

Да

если

и квадратичной:

CDm + i
г+Т

V + 1
2vn

Аи2,

1+1
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если

(~ У ^ ~  Аи\
УРт  I

2 I + пГ 
>  --------—

2 у i+l

Таким образом, вязкий член со является линейным в случае 
слабых волн и квадратичным в случае сильных.

Это свойство вязкости обеспечивает достаточную монотон
ность профиля разностной ударной волны, так  к ак  осцилляции 
сильно затухают к ак  на самой ударной волне, так  и при у д а 
лении от нее.

Свойство монотонности разностного ударного фронта и зату 
хание осцилляций позволяют применить так  называемый «диф
ференциальный анализатор», предложенный В. Ф. Куропатенко 
(частное сообщение).

Поскольку действие вязкого члена со всего сильнее в центре 
фронта ударной волны и ослабевает при удалении от него, за 
центр разностной ударной волны удобно принять точку, где со 
достигает максимума. За границы разностного перехода можно, 
например, принять ближайшие к центру точки, где со =  0 (пере
ход волны сжатия в волну разрежения). Тогда по значениям 
в крайних точках ударного перехода можно определить все па
раметры ударной волны: ее скорость и скачки величин.

Дифференциальный анализатор был успешно применен в рас
четах и позволил достаточно точно локализовать ударные волны.

В работах Н. Н. Яненко, Е. В. Ворожцова, В. М. Фомина 
[1976 а, б, в] построена теория дифференциальных анализаторов 
ударных волн, в основу которой положено понятие центра с г л а 
женных у да рны х  в ол н , получающихся при численном решении 
задач газовой динамики. Под центром понимается координата 
х(1г) точки, в которой разностное решение и, v, р  слабо зависит 
от т, h (или вообще не зависит). Поэтому для определения 
центра волны следует произвести два расчета с разными ша
гами т, h. Несмотря на то, что из такого понимания центра 
ударной волны вовсе не следует, что он существует и опреде
лен однозначно, развитая теория на базе первого дифференци
ального приближения подтверждает существование и един
ственность центра. Многочисленные расчеты задач с ударными 
волнами такж е  подтвердили эффективность такого понятия 
центра. Практический критерий определения центра ударной 
волны состоит, так  же как  и выше, в нахождении тах|м | , а

дидля ряда схем центр совпадает с точкой, где 
максимума.

дх , достигает
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Определение центра ударной волны позволяет существенно 
повысить точность разностного решения, а такж е  облегчить 
интерпретацию результатов.

На рис. 3.17 изображены графики плотности и скоро
сти в окрестности ударной волны, полученные по двухшаговой 
схеме Л акса  — Вендрофа 
с искусственной вязкостью а,Р ‘
(j =  3/г2р £min > о ) ]  , вве- 2,0
денной аддитивно в давление, 
па трех различных сетках: 
hi =  1/40, h2 =  2h u As =  0,5Ai, 
когда ударная волна уж е про- 
шла расстояние т  2Ш\. Из ’ 
рис. 3.17 видно, что центр ко
нечно-разностной ударной вол
ны существует и инвариантен 
относительно h, несмотря на 
наличие в численном решении О 
паразитических осцилляций за № 28 32 Ы %0 .ssJJtj
фронтом размазанной ударной р g 17
волны. Абсцисса точки пересе
чения кривых u (x , t )  или р (х, t) для различных h совпадает с  
точным положением ударного фронта.

На рис. 3.18 приведены результаты расчетов по модифици
рованному методу частиц в ячейках (см. Ф. X. Харлоу [1967], 
В. Е. Петренко и Е. В. Ворожцов [1973]) при различных значе
ниях числа Куранта. Эти результаты подтверждают факт отсут
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ствия центра конечно-разностной ударной волны при различных 
K =  x/h ( т — временной ш аг) . Кривой 1 соответствуют h =  0, 1 
и число Куранта х — 0,5, для кривой 2 h =  0, 2; к  =  0,25, а для 
кривой 3 /г =  0,2; к  =  0,375. На рис. 3.19 изображены профили 
скорости, полученные по указанному методу на тот ж е  момент 
времени, что и на рис. 3.18, при фиксированном к  на трех раз
личных сетках (hi =  1/10).

Схемы, получаемые методом элементарных решений, такж е 
обладают аппроксимационной вязкостью, к ак  и схемы с искус
ственной вязкостью, рассмотренные в пп. 2, 3. Они обладают ря
дом особенностей по сравнению с последними.

Коэффициент искусственной вязкости в схеме Неймана — 
Рихтмайера содержит произвольную константу ц0, которая 
определяет ширину фронта и в то ж е время сильно влияет на 
качественный характер решения. Поэтому интерпретация ре
зультатов зависит от нормировки произвольного коэффициен
та (Х0.

В методе распада разрыва и цуга волн аппроксимационная 
вязкость нормирована схемой и не содержит произвольных па
раметров, что облегчает интерпретацию результатов.

Аппроксимационная вязкость в схеме Л акса  такж е  не содер
жит при фиксированной сетке произвольных параметров. Однако 
схема Л акса  не абсолютно аппроксимирует уравнения и вводит 
вязкость в уравнение неразрывности. При малых % это дает 
сильное размазывание контактных границ.

В области, где течение содержит ударные волны, схемы, ос
нованные на методе элементарных решений, по-вндимому, я в 
ляются предпочтительными, так  к ак  они обеспечивают наилуч
шую аппроксимацию условий Гюгонио.



§ 8. О ДНО РО ДНЫ Е РАЗНОСТНЫ Е СХЕМЫ 4 7 5

Схема распада разрыва, особенно хорошо учитывающая 
нзаимодействие разрывов, обладает точностью первого порядка 
но всех уравнениях, в том числе и в уравнении энергии, что 
приводит к искусственному изменению энтропии—'Искусствен
ному нагреву или охлаждению газа.

Схема цуга волн обладает точностью второго порядка на вол
нах разрежения и в то .же время достаточно монотонно сглаж и
вает ударные фронты.

5. Схемы повышенной точности. Читатель, наверное, уж е  
заметил, что понятие точности разностной схемы для расчетов 
разрывных решений газовой динамики практически не было оп
ределено. В самом деле, разумное введение понятия точности 
в этом классе течений встречает большие трудности. Под точ
ностью разностной схемы обычно понимают и в этом случае 
(разрывных течений) точность, которую она имеет на гладких 
решениях уравнений газовой динамики. Совершенно неочевидно, 
а скорее всего это д аж е  и неверно, что повышение точности 
разностной схемы в этом понимании приведет к повышению 
точности расчета параметров разрывных течений.

Тем более интересно, что ряд схем повышенной точности 
показал хорошие результаты и при применении их к расчетам 
разрывных течений.

Первая разностная схема для уравнений газовой динамики 
третьего порядка точности была построена В. В. Русановым 
[1968]. Затем этот метод был применен С. Бурштейном и А. Ми
риным [1970] для построения однопараметрического семейства 
разностных схем третьего порядка точности. В работе В. Б. Ба- 
лакина [1970] указанный метод был распространен для получе
ния схем более высоких, чем третий, порядков точности. В ча
стности, в этой работе построена новая разностная схема треть
его порядка точности, не принадлежащая указанному выше од- 
нопараметрическому семейству.

Алгоритм построения разностных схем высокого порядка 
точности аналогичен итерационному методу Рунге — Кутта, при
меняемому для систем обыкновенных дифференциальных урав 
нений.

Записав систему уравнений газовой динамики в лагранж е
вых координатах в виде

будем искать решение w m+i с помощью представления

dm _d f  (w)
dt  дх , аи= |и, о, £ =  8 +  -^-}, F(w )  =  {—р, и, —up}, (1)

(2 )
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Величины w m+ г при k — l ,  2, г  — 1 определяются по
следовательно по формулам

Коэффициенты ctrs определяются из требования, чтобы раз 
ложение w m+1 по степеням т совпадало с разложением

где р  — желаемый порядок точности.
Таким образом, при г  =  2, р — 3 строится разностная схема 

В. В. Русанова и семейство разностных схем Бурштейна и Ми
рина. Эти схемы строятся для обычной прямоугольной сетки; 
пространственная аппроксимация связывает пять точек на к а ж 
дом слое. М еж ду каждыми двумя слоями tm, tm+x вводится два 
вспомогательных слоя с шахматным расположением узлов по 
отношению друг к другу. Можно ввести параметр а  — расстоя
ние между слоем t =  tm и первым вспомогательным слоем

т  + ~
i — t 2, причем т/3 5¾ а  ^  2т/3. При а  =  т/3 получаем схему
В. В. Русанова.

При решении задач с разрывами в правую часть системы (1)’ 
вводится искусственная вязкость.

Схемы высокого порядка точности развивались далее в ра
ботах В. Уорминга и Р. Катлера [1973], С. Абарбанеля, Д . Гот
либа [1973]. Этот метод в случае, когда система уравнений (1) 
линейна и имеет постоянные коэффициенты, приводит к схемам 
Г. Стрэнга [1962] — разностным схемам максимального порядка 
аппроксимации при заданном числе точек, связанных простран
ственной и временной аппроксимацией.

При численном решении уравнений газовой динамики, ввиду 
их нелинейности, возникают определенные трудности, которые 
приводят к необходимости введения специальных аппроксима
ций. Л ело r том. что ко.чЛЛипир.нтьт вязкости, пясг.мятпикяемые

w m+1 =  Wm +  X — t----- |-
Т2 Q2wtn
2Г dt2 +  . . .  + 0 (^+ 1 ), (4)
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уравнений состоит в том, что необходимо подвергать анализу и 
сопоставлению порядки малости этих величин, а в оценки обыч
но входят рациональные выражения от этих параметров, и, сле
довательно, мы не имеем равномерной оценки сходимости.

Поясним сказанное на примере решения одной модельной 
надачи, где есть пограничный слой и в которой требуется ап
проксимация особого типа. На последнее обстоятельство обра
тил внимание А. М. Ильин, хотя при интегрировании уравнений 
П авье— Стокса такие аппроксимации использовались и ранее 
(Д. Аллен, Р. Саусвелл [1955]). Но наиболее четко идея выра
жена в работе А. М. Ильина [1969].

Д ля  краевой задачи
— и (0) =  О, и (1)==1, 

где v >  0 — малый параметр, точное решение имеет вид
1 _  е ~Ф

При х-+0  производная и'(х)  для малых v имеет порядок 1/v и 
при v -> 0  область больших градиентов будет сужаться. Таким 
образом, мы имеем иллюстрацию явления пограничного слоя, 
возникающего в задачах обтекания.

Д ля этой задачи рассмотрим разностную схему
Т{ - 2 Е - \ - Т - у , Ti — Т- i  „ 

v ---------^ ---------а +  — ^ ------ и =  0. (5)

Точное решение этой разностной задачи таково:

1 -

и(х) — и. (kh) — -----

1 -

где /г =  1, . . . ,  N\ Nh — 1; нетрудно видеть, что при v h  оно
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разностного уравнения не стремится равномерно относительно v 
к решению исходной задачи при h -+  0.

А. М. Ильин предложил заменить коэффициенты разностной 
схемы (5) так, чтобы точные решения дифференциального урав 
нения были решениями и разностного. Такая схема имеет вид 

г _, - 2£ + г, . Г, —
Л h 2 и +  2h и О,

h hгде ^ =  y - c t h — . Нетрудно видеть, что при h <Cv выпол
няется условие аппроксимации дифференциального уравнения 
(так  к ак  в этом случае к  близко к v ). Доказано, что решение 
этой разностной схемы сходится при 0 к решению исходной 
задачи равномерно относительно v.

В упомянутой работе А. М. Ильина, а такж е  в работах 
К. В. Емельянова [1970, 1973], В. А. Титова и Г. И. Шишкина 
[1976] описанная методика получения схем равномерной аппрок
симации распространяется на многомерные эллиптические урав 
нения с переменными коэффициентами, параболические уравне
ния, а такж е  на случай наличия нескольких малых параметров.

Необходимо отметить, что эквивалентный подход при по
строении разностных схем для задач диффузии использовал 
Г. И. М арчук [1961]. Фактически это метод исключения конвек
тивного члена.

§ 9. Схемы в эйлеровых координатах 
и неявные схемы

1. Схемы в эйлеровых координатах. Выбор системы коор
д и н ат— лагранжевой или эйлеровой — для расчета течения 
газа  определяется постановкой задачи.

Если нас интересуют параметры потока в заданной наперед 
пространственной области (например, течение газа в газопро
воде, воды в русле), то естественно выбрать эйлеровы коорди
наты.

Если нам нужно детально исследовать гидродинамические 
процессы в некотором материально фиксированном объеме, то 
целесообразно применение лагранжевых координат.

Рассмотрим, например, истечение в вакуум  некоторой массы 
газа . Покоящийся газ удерживается в цилиндрической трубке 
перегородками, находящимися в сечениях трубы х =  х\, х — х 2. 
В момент t =  0 одна из перегородок, например х =  х2, уби
рается, и газ начинает вытекать вправо в вакуум .

Если для расчета используется эйлерова сетка, то правая 
граница будет захватывать все новые точки, и число рассчиты
ваемых точек будет расти, что не связано с требуемой точно
стью расчета (рис. 3.20, а ) .
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Пусть, наоборот, в момент / =  0 поршень, находящийся в 
точке х =  х2, начинает двигаться влево. Тогда применение эйле
ровой сетки приводит к затруднению иного рода: число точек и 
имеете с ним точность расчета уменьшаются. При сильном с ж а 
тии весь рассчитываемый объем может попасть в один счетный 
интервал, что говорит о полной 
потере точности (рис. 3 .20 ,6 ).

И в этом и в другом случае 
применение лагранжевой сетки 
целесообразно (рис. 3.20, в).

Детальность расчета матери
ально фиксированного объема 
можно сохранить и в эйлеровых 
координатах, если сделать их по
движными (предложено С. К. Го
дуновым) .

В случае подвижной эйлеровой сетки точки сетки, связанные 
с контактными границами, движутся вместе с последними. Про
межуточные точки сетки получаются по произвольному закону 
с сохранением определенного минимума или максимума точек. 
В простейшем случае число точек м еж ду контактными грани
цами остается неизменным.

Выбор того или иного варианта подвижной сетки опреде
ляется реально необходимой точностью расчета. На рис. 3.20 
представлены возможные варианты сетки для случая подвижных 
контактных границ х =  x(q\, t ) , х — x(q% t).

При переходе от лагранжевой системы координат к эйлеро
вой, помимо указанных особенностей сетки, меняется характер 
аппроксимации уравнений газовой динамики. Это связано в ос-

дповном с тем, что выражение в лагранжевых координатах





д . дзаменяется двучленным выражением в эйлеровых
координатах.

Рассмотрим уравнения изоэнтропического течения в виде 
да> , дт . ди „ , j

Ж  +  и Ж  +  Ж  =  0’ (Р =  1пР>
} СП

Ж  +  =  М & ) . -  I
Явная аппроксимация с помощью центральных разностей выра-

ди дт „ „жении и -~ -  приводит к неустойчивым схемам. Поэтому
следует применять аппроксимацию пространственных градиентов 
с учетом знака и. Примером схемы такого типа является схема 
Лелевье

„т+ 1 , , т  д л л > ^

------- ------ +  um ~ u m -\- {cmf  Фт+1 =  о, j

где А =  Д- i  при и >  0, A =  Ai при и  <  0. Аппроксимация типа 
«крест» здесь невозможна.

Если перейти от (1) к дивергентной системе

4 г  +  Т 5 Г = ° -  - ^  +  ^  +  ^ 1 . =  0. (3)

то полный аналог схемы «крест» невозможен, так  к ак  величины 
р, р, и нельзя разнести по разным точкам, к ак  это имело место 
в лагранжевых координатах. Относя величины р, р, и к одним 
и тем ж е точкам, получаем следующую симметричную схему 
второго порядка:
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„т+ 1 „ т - 1  a J . A

_р г Р --------' ^ 1 +  ^ 1.рП1мт  =  0,

Лт - Н , , т + 1 Лт  —1 , , т  — 1 л i л
•е— “— — -—  +  [Рт +  р,п ( « Т 1 =  о,

(4)

которая является неустоичивои.
По-видимому, устойчивые схемы второго порядка точности 

в эйлеровых координатах могут быть получены только за счет 
усложнения аппроксимации, например с помощью неявной ап
проксимации или метода предиктор — корректор.

Наряду с указанными схемами допустима такж е  схема пере
счета, позволяющая вести счет фактически в лагранжевых коор
динатах с последующей интерполяцией на эйлеровы (предло
жено Куропатенко В. Ф .),
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Пусть {х,} есть эйлерова сетка. На шаге tm =¾ t tm - f  т =  
/ш+1 будем рассматривать ее как  лагранжеву, т. е. будем сле

дить за движением материальных элементов, заключенных в 
момент t — tm в интервалах '(xi, x,-+i) (рис. 3.21). Введем в мо
мент t — tm массовую лагранж еву координату, положив

<7г'+1 Qi — (•*•«+! Xi)pm+ i .1+-J (5)

Применяя схему «крест» к  расчету материальных элементов 
(</<> Qi+i)> получим

,m+l рт 1 -  рп 
i+~2 1

hi
= 0,

цт+1
i +ТГ i+J m+l xi+1 „m + l

где положено 

h i ^ q t + i  — qu hi -

hi

+ 4i+i

- = 0 ,

t+-

Величины Uim+l относятся к точкам Xi, величины v m i
* +T

(6) 

(7)

■ к цен

трам интервалов ( ^ ,  a^+i)> линия АВ есть траектория точки 
x =  x (qh t).

t
tm+1

Таким образом, рассчитаны 
псе величины, относящиеся 
к интервалам (х\, *-+1). После 
этого совершается интерполя
ция, с соблюдением законов 
сохранения, на сетку {х»}.

Другой вариант сочетания 
лагранжевых и эйлеровых ко
ординат в разностном алго
ритме реализован в оригиналь- х  
ном методе «частиц в ячей- Рис. 3.21. 
ках» Ф. Харлоу [1967] *).

Опишем кратко этот метод, рассматривая его к ак  разновид
ность метода расщепления по физическим процессам.

Будем рассматривать движение политропного газа  с уравне
нием состояния р  =  р (р ) ,  описываемое уравнениями (3).

А

/
/

/
/

//dx ml

/
/

/
/

/ dt
&М

*) М етод Харлоу чаще всего применяется, в двумерных и трехмерных з а 
дачах газовой динамики. Мы рассматриваем его здесь в одномерном вариан
те, чтобы продемонстрировать идею «расщ епления» процессов, имеющую об
щий характер.

16 Б, Л, Рождественский. Н. Н. Яненко
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В методе Харлоу вводятся вспомогательные, «дробные» шаги. 
На первом дробном шаге решается система уравнений .

Система (8) отвечает модели медленного течения несжимае
мого газа , когда пренебрегается инерциальными силами и сжи
маемостью. Она интегрируется на первом полушаге с помощью 
симметричной разностной схемы в эйлеровой сетке. Система (9) 
отвечает модели свободного движения невзаимодействующих 
частиц жидкости по инерции, она интегрируется фактически с 
применением лагранжевой сетки. Объединение этих двух про
цессов происходит на полном шаге в результате осреднения 
плотности и давления по интервалам эйлеровой сетки.

Характерным для схемы метода частиц в ячейках является 
наличие флуктуаций и автоосцилляций.

Заметим, что неявные абсолютно устойчивые схемы в эйлеро
вой сетке с расщеплением типа (8), (9) применялись в задачах 
метеорологии (см., например, Г. И. М арчук [1967]) . Метод ча
стиц в ячейках особенно эффективен при численном решении 
задач газовой динамики со свободными поверхностями, поверх
ностями скольжения, областями сильного разрежения.

К ак  метод Харлоу, так  и некоторые другие схемы неинва
риантны относительно всей группы точечных преобразований в 
пространстве независимых и зависимых переменных, которые 
допускает система уравнений газовой динамики (см. Л. В. Ов
сянников [1962]) .  Любая разностная схема реализуется на кон
кретной сетке, которая сама по себе вносит неинвариантность 
в алгоритм расчета. Эта неинвариантность может сказываться, 
например, в расчетах особенностей потока, которые движутся 
под различными углами к линиям сетки. Так, например, неинва
риантность метода Харлоу относительно преобразования Гали
лея приводит к появлению автоосцилляций в расчетах. Переход 
к  разностной схеме затрудняет групповой анализ, поскольку 
разностные операторы обладают иными групповыми свойствами, 
нежели дифференциальные. Оказалось целесообразным прово
дить групповую классификацию разностных схем на основе их 
первых дифференциальных приближений. В работах Н. Н. Янен- 
ко, Ю. И. Шокина [1973], 3 . И. Федотовой и Ю. И. Шокина 
[1975] исследовались свойства инвариантности разностных схем 
газовой динамики, групповые свойства разностных схем с помо
щью первого дифференциального приближения.

(8)

и на втором дробном шаге — система
1 д р  . дри  »> др и  . бри2

2  d t  дх  ’ dt  ' дх (9)
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Ьудем говорить, что разностная схема инвариантна относи
тельно некоторой группы преобразований, если ее первое диф
ференциальное приближение инвариантно относительно этой 
группы преобразований. В соответствии с этим все разностные 
схемы могут быть подразделены на два класса: схемы, сохра
няющие групповые свойства, и схемы, не сохраняющие групповые 
свойства. В работе Н. Н. Яненко и Ю. И. Шокина [1973] сфор
мулированы условия, при которых система уравнений первого 
дифференциального приближения допускает группы преобразо
ваний, которые допускает исходная система уравнений газовой 
динамики. Сформулируем эти условия для разностной схемы

аппроксимирующей систему уравнений газовой динамики в эйле
ровых координатах:

W =  , Е==е +  Т  и2, г  — в (р, р).

Первое дифференциальное приближение разностной схемы (10) 
имеет вид

Т е о р е м а .  Если в ра зно стной  схеме  (10) элементы матрицы Q 
удовлетворяют у сл о ви ям  ' . ч ■.

\V"t+1 (х) -  Wm (х)  _  Г  (x +  h ) - f m ( x - h )
Г

+  -У  [Q (х  +  4) (Wm (x +  h) -  Wm (х)) -

-  Q (ж -  А )  ( Г т ( х ) - Г т ( * - / * ) ) ] ,  (10)

dW __ df  
dt  dx (И)

Здесь Q =  || 1|3, Qij =  О (t),

где

(
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е д е  n

то ра зно стная  схема  (10) д о п у с к а ет  ту ж е  г р у п п у  п р е о б р а з о 
ваний,  что и система у р а в н е н и й  (11).

Заметим, что если N2 =  0, в системе уравнений первого 
дифференциального приближения разностной схемы выполнен 
закон сохранения массы.

В работе 3. И. Федотовой и Ю. И. Шокина [1975] показано, 
что если

С z=== ааЕ -j- Oj\A о*2А̂ ,

то разностная схема (10) инвариантна, если матрицу С можно 
представить в виде

С ~  РоЕ -j- Pi (А — иЕ) -)- Р2 (-  ̂— иЕ)2,
где

=  =  ^  =  0 (i — 0, 1, 2).dt  дх д и  '  '

Заметим, что случай, когда матрица С (и, следовательно, 
матрица Q) зависит от старших степеней матрицы А, сводится 
к  предыдущему, так  к ак  имеют место соотношения

(А -  uE)2k+1 =  c 2k (А -  иЕ), {А -  иЕ)2к+2 =  с 2к (А -  иЕf  (12) 
(/г =  0, 1, 2, . . . ) ,

где  с — скорость звука .
В случае лагранжевых координат соотношения (12) имеют 

вид ( а  — массовая скорость звука)
А2к+1 =  а2кА, A2k+2 =  a2kA2 (£ =  0 , 1 , 2 , . . . ) -

На рис. 3.22 и 3.23 приведены профили скорости стационарной 
ударной волны в трех различных эйлеровых системах коорди
нат, получающихся одна из другой с помощью преобразования 
Галилея. Кривые на рис. 3.22 получены при расчете по явной 
инвариантной разностной схеме, кривые на рис. 3.23 получены 
по схеме Л акса  — Вендрофа, которая не является инвариантной.

2. Неявные схемы. Представляется довольно очевидным, 
что при прочих равных условиях разностное решение воспроиз
водит решение дифференциального уравнения тем точнее, чем 
ближе область зависимости разностного уравнения и область 
зависимости дифференциального уравнения. Из этого общего 
соображения, казалось бы, следует вывод о том, что для гипер
болических уравнений нужно применять явные, для параболи
ческих уравнений неявные схемы. И действительно, первые
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схемы интегрирования гиперболических уравнений были яв 
ными, в то время как  для параболического уравнения диффузии 
сразу ж е получила признание неявная схема прогонки.

Однако более конкретное и детальное рассмотрение приводит 
к выводу о целесообразности неявных схем для некоторых задач 
Iндродинамики.

Мы приведем ряд соображений в пользу неявных схем.
1. При большой неоднородности гидродинамического потока 

местная скорость звука с  в ряде точек может сильно превышать

г о № SO 80 

Рис. 3.22.

fOO at

среднее значение скорости звука, характерное для данного по
тока. В этом случае локальный критерий устойчивости

сх
< 1 , (1)

пмеющии место для явных схем, может привести к неоправ
данно малому шагу, при котором область зависимости разност
ного уравнения становится значительно больше области зависи
мости дифференциального уравнения. Последнее обстоятельство 
уменьшает точность расчета и приводит к сглаживанию про
филей.

2. Д ля  точного счета ударной волны желательно, чтобы 
фронт волны переходил на каждом шаге из точки сетки в близ
лежащую точку.

По теореме Цемплена (см. гл. 2, § 3, п. 4) это означает, что 
в области за волной критерий устойчивости (1) нарушается. 
Следовательно, в этом случае нужна неявная схема.

3. Величина временного шага схемы определяется двумя тре
бованиями: точности и устойчивости.
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Требование точности определяется в основном величиной гра
диентов: чем больше градиенты, тем быстрее протекает гидро
динамический процесс, тем меньше допустимый шаг, и наоборот.

Требование устойчивости схемы относительно локальных воз
мущений определяется, в силу критерия (1), величиной скорости 
звука, т. е. никак не связано с градиентами потока. Поэтому в 
случае гидродинамических потоков с малыми градиентами 
(длинноволновые профили) шаг, допустимый по точности, на
много превышает шаг, допустимый по устойчивости (устойчи
вость схемы относительно коротковолновых возмущений). Та
ковы, например, задачи метеорологии, русловых потоков, газо
проводов и т. д. Ясно, что в этом случае является необходимой 
неявная схема. Заметим, что явные и неявные схемы не проти
вопоставляются друг другу. Требование максимального сближе
ния областей зависимости разностного и дифференциального 
уравнений означает, что явный и неявный методы счета должны 
входить к ак  элементы в алгоритм расчета. На одних участках 
может применяться явная, на других — неявная схема.

Перейдем теперь к рассмотрению конкретных неявных схем.
Первое теоретическое рассмотрение неявных схем для ур ав 

нения колебаний с переменными коэффициентами методом апри
орных оценок принадлежит О. А. Ладыженской [1952].

Первая неявная схема интегрирования характеристических 
уравнений гидродинамики была опубликована Л. Д. Ландау,
Н. Н. Мейманом, И. М. Халатниковым [1958] *).

■ Д л я  уравнений изоэнтропического течения

■F иds  __ ds
1 7  a Hq
dr  . dr  

-r- “Г" Cl “д—* —  . d i  ' dq
поставим смешанную задачу Коши:

r +  s
2

г (q , 0) =  r0 (<?), s (q, 0) =  s0 (<?), 0
и ■ q =  0, r — s-- (0, <7 =  <7o.

< q < q 0-

(2)

(3)
(4)

Простейшая неявная схема решения задачи (2 ) , - ( 4 )  имеет вид

,m+1 ,tt r l ~ r i

„m + l _  „т + 1 j n  */ + 1 bi т?т~ — I и,h

m ' i
rm +1 , JYlAr 1 

r C-l

+- -  -  h 
r0m +  s^ =  2 r ,

r?m ■ JT2h

. ntn g in' N+1 б >
r° =  r0i, =  ( N + l ) h  =  q0.

(5)

(6)
(7)
(8)

Схема предложена и применена для расчетов, в 1951 г.



Формулы (5) позволяют устойчиво считать гТ+[ слева направо, 
пробегая последовательно индексы i =  1, 2, . . . ,  N + 1 .  Анало
гично устойчивый счет справа налево дают формулы (5) и для

1 i =
Краевые условия рассчитываются следующим образом. Ве

личина s” +1 определяется по формуле явного счета
_т+1 (л m\ m , m m  , c m (С\\So — (,1— щ  ) So + ^ o S i  ют, (9)

мосле чего r “ +1 определяется с помощью (6).
Из соотношений (5) рекуррентно — слева направо — опреде

ляются r f +l. Из  условия (7) определяется после чего из
соотношений (5) рекуррентно — справа налево — определяются 
..«ит 
(

Пришедшее в левую границу значение s^ +1 не совпадает 
со значением, определенным из (9); поэтому необходимо уточ
нить значение s ^ +l. Так к ак  формулы (5) определяют как  
линейную функцию от r^+‘ , a s™+1 — к ак  линейную функцию 
ит s«+}, то достаточно сделать один пересчет с последующей 
линейной интерполяцией.

Применение неявной схемы может привести к излишнему рас
ширению области зависимости. Если критерий Куранта нару* 
шлется только на сравнительно небольшой области сетки, то в 
остальной части, где он соблюдается, следует применить явную 
мппроксимацию. Этой цели удовлетворяет схема явно-неявной 
аппроксимации 1
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т + 1  „ тS 1 * — Si m  i + l I n tn— f u ,h

гm+l rm rm ,i „m i 4  — 1 r m Л x i  -j- й{ ------- j--------— t 2i, 4
t  1 h

„m + l _  „m  -m+l __ -m + l
bi st m s i+1 bi c m------------------- ai -------------------=

m + l __ m  m + 1 __ J n + l
I i i „m i i-1 nm n,m   ̂ 1------ ----------(-a* -------- -̂------- — Fit, Hi >  1.

(10)

(И)

В тех случаях, когда на одной из границ выполняется условие 
и 1, явно-неявная аппроксимация позволяет простое решение 
граничных условий. Пусть для определенности такой границей 
является левая. Тогда формула (9) является устойчивой и 
позволяет начать рекуррентный счет r f +1 по формулам (10), (6 ) .  
При обратном рекуррентном счете s f +1, подходя клевой  границе, 
мы вновь перейдем к явной схеме, которая не будет противоре
чить формуле (9).
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Указанные схемы бегущего счета имеют первый порядок, точ 
ности.

Схеме (5) соответствует схема второго порядка точности
т+1„т+1 

s i „т.. „т+\ . 
s i , s i+ l s i + 1

„m + l_r tn rm +1
T t . 1. +  .r i - 1 ~ r i - 1

-am+~2 Si + 1 ~ ’ i + l

, 1m+-
a.

h  
.m+l

h
rm + 1 
r i - l

+
i —1

m+7 a f +I +  a f m+l Fm.+ l +  /?m. « w + o '  * at  т  '  at
P ai 2

(12)

( a = l ,  2),

которая требует линеаризации коэффициентов a f +l, F™+l и 
последующих итераций (см. формулы ( 2 5 ) - ( 2 9 )  настоящего 
пункта). Можно указать  такж е  схему второго порядка точности, 
основанную на приеме предиктор — корректор. Сначала де
лается вспомогательный половинный шаг по формулам

■ .г *  - , ? ” +Т “ +Т
т  i + l i

т+-
т/2

1

рт

т + -

Т/2
■ a f  —

т + -

h
_ ptn■ =  Г21-

(13)

После этого  делается поправочный целый шаг, улучшающий 
точность:

р г 1- ■«7 „т+1 . 
s/+i а/+1

т

т+1

/г

■ +
г т + 1
0-1

1 „ т + 2 т+-
■ F m+2 
' J 21

(14)
, < , 1 т+ ?  С.Я1+-5

где a t г 17 г
т+~ т+~

F ".' 2 вычисляются по г ,  ' 2, s .  ' 2 из (13). Схема(XJ I I  •

(13) имеет точность первого порядка, но зато имеет запас устой
чивости, который достаточен для того, чтобы была устойчивой 
схема (14), имеющая второй порядок точности.

На примере плоского изотермического течения с единственной 
ударной волной, распространяющейся’ слева направо, покажем 
применение неявной схемы для алгоритмов, явно выделяющих 
ударные волны,
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Пели формулы расчета явно зависят от положения относи
тельно сетки ударной волны, то при переходе ударной волны из 
одного интервала в другой счетный интервал будет происходить 
с м е н а  одних расчетных формул другими.

Это приводит к скачку в параметрах ударной волны и гидро
динамических величинах, который может быть погашен некото
рыми операциями или применением формул высокой точности.

Удобным методом, позволяющим исключить такие скачки, 
является выбор сетки в зависимости от движения ударной 
полны. Будем считать* ) ,  что 
на каждом шаге ударная вол
на переходит из одной точки 
сетки qi в следующую qi+\
(рис. 3.24).

Как мы уж е  отмечали вы
ше, в этом случае из теоремы 
I (емллена следует, что за 
фронтом ударной волны устой
чивая схема не может быть 
явной. В то ж е  время из той 
же теоремы Цемплена следует, 
что перед ударной волной вы
полняется критерий устойчивости 
мается удобной явно-неявная схема.

Пусть в точке qt в момент времени tm находится ударная 
полна, имеющая массовую скорость D ? . Тогда величины

Куранта. Поэтому оказы-

hi =  q l+1 
связаны соотношением

Di

' tfn+i tn

hi 
X m

Здесь возможны два варианта: или при фиксированной про
странственной сетке {<7<} выбирается шаг хт, или, наоборот, при 
фиксированном шаге т ударная волна сама размечает сетку.

В точках qt, qi+i расчетные формулы имеют вид
_r m  т  ( r tn\+

l/ i+ 1  ) 4 + 1  , „ т  4 + 1  —  V I )

,m+1
Хт

■Ог? У

ат ul+1

Хт

( -K V )+ - *

+  К У
,т+1

т
г+1

Хт —- а"

ht
ь( +  1

i + l ht+1

0, (15)

0, (16)

0, (17)

*) Предложено М. В. Келдышем. Схемы такого рода были реализованы 
в работе Д . Е. Охоцимского и др. [1957].
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где значки ±  соответствуют величинам перед и за фронтом 
волны.

Формулы (16), (16) устойчивы и позволяют определить (г^+[)+, 
т. е. инвариант г  перед и за  фронтом волны на момент 

времени tm+x. Формула (17) определяет ( s ^ 1)4", следовательно, 
известно

После этого из условий Гюгонио в точке (qi+l, tm+l)

(r?tt,)+ - ( r f f i ir  =  v(0r+V),

' ■ (s?+V ) + - ( s ? +V )~  =

<р(0) =  с ( б  — - i - + l n 6 2) ,  ^ (0 )  =  с (̂ 0 _ ± _ 1 п 0 2) ,  (Jg)

1 gm-H  Л.Ш+П+

■(«f+V ) + „  (Р Й ‘Г  жQm+1Oi + 1 •
■(«r+vy1

можно определить Q?+i , Df+ [ , (pT+i ) и продолжить счет. Д ля 
уточнения траектории можно пересчитать точку qi+1 по фор
муле

5* + В Д
<7/ 4-1 —  Цi  Н ----------------- ' о ---------------- т я г

Указанная схема была реализована в работе Н. Н. Яненко, 
И. К- Яушева [1960].

Неявные схемы счета являются почти неизбежными в случае, 
когда в уравнениях гидродинамики учитываются теплопровод
ность и вязкость. Приведем несколько примеров разностных схем 
для расчета течений с вязкостью и теплопроводностью.

Рассмотрим систему уравнений газовой динамики с тепло
проводностью и вязкостью (искусственной или физической) в 
лагранжевых координатах:

ди I дР — п
д t “г" dq
dv
J f

du  __p.
dq  ~~ ’

д в
Ж

du
~dq

JL
dq

(  dT\ 
VK dq  )  ’

du
P  =  p +  CO, =

p  =  p{ v ,T ) ,  e =  e(t>, T), 
j i  =  H(w,  T), h =  k(v ,  T),

(19)

.(20)

(21)

(22)

(23)
(24)
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Применим к уравнениям (19) — (21) неявную аппроксима
цию, в которой градиенты по q берутся с весом а  на верхнем 
п несом р =  1 — а  на нижнем шагах.

В результате получим схему

« г и
о ( Рт+\ - Р т+П  

V. г + т  1~ )

„ т + 1  ( „ т + 1 __„ т  + П  _  „ т + 1  („т+ 1  ___ ,,"»+1^
Iх 1 ( “ i + l  и1 ) Iх . 1 \ui “ i - 1  )

--------------------- Р " 3 ------------ :--------
Пт  —  п т

и т i+— L - —I р 2 2 ,
Т 1 h

r L {uT+x- u f ) - ^ L { u f ~ u f _ , )
< + Р ------?------------------ ¥------1----------------- =F4 j ,  (25)

vm+\ vm ,
‘■+2 « f+ V -« r +1 i + 2 , р « Ж  - u? _ pm_ _ _ a _ ------__------ = - -  +  13------- ------- . _ F W, (26)

Em+1
1+ — ,,^+1 _  „m+l2 ^ - w i .1 . ™ ч«(<!+wr+i)^ 4 ^ +

,, m _  m ■ n м* + 1 / -m+l j д - т  \
+ p — s— ( ^ , + 1 + ^ , 4 ) -

( j ’/Tl + l y’ftl + lN _ /j’^+l _ y»Wt+l\
г + т  г + и  ' I  i + i  * 4 J

ytn+X/f tn+l  _y m + ls  __  ^m +1 /j-ra+li+I l г+т г+и ' I i+i t - i ) i+i ,
a ------------------------------- J?------------------------------ = - - ^ -  +

K ? + i(Tm 3 — Ttn Л - < ( Т т  i ~ T m Л
, D \ i + 2 i+j )  4  * + 2 l ‘ “ J+  P ---------------------------- Г2---------------------------- =^3/- (^7)

Система уравнений (2 5 )— (27) представляет собой нелиней
ную алгебраическую систему относительно u ? +1, v m+\, Тт+\

i + J  i-b j.
с известными правыми частями FTt ( s = l ,  2, 3).

Д л я  нахождения u f +x, v m+l ,  тт+\ следует применить метод
1+2 1+~2

последовательных приближений, провести линеаризацию ур ав 
нений (25) — (27) и решить получающуюся систему линейных
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г т  + 1 f(« + i) , f d f  \(*> s  (k+l) (к) \ j _ ( d f  V &) /T{k+1) T(k) \
П  * ;i+. (Vi -Vi+1) +  Ы Ь  (Г1+1“^Ч)

уравнений методом векторной прогонки. Д ля  этого положим
pm + l f ( f t+ l)

1 — / . .  1 ■
2 t+~2

(28)
где под f  можно понимать любую из функций р, е, ц, х ; k — но
мер итерации.

Подставив (28) в уравнения (25) — (27) и выразив с помо-
/ с\Г'-\ шЛ~\ 4̂*1) (k)щью (26) v ,  1 через щ + 1 , щ  и известные величины на т -и  

1+И
слое, получим уравнения вида .
(к) (ft+1) (ft) (ft+1) (k) (ft+l) (k) (ft+1)

Asi~ l^i—1 -f" BslUi “b +  A ;( - l  ^/-1 +
(k) (ft+1) (ft) (fe+I) (¾)

+  -¾ +  Gsj+i 1 г+1 =  # si, (29)

где коэффициенты А, В, С, D, Е, G, Н берутся с предыдущей 
итерации. В качестве нулевого приближения можно принять
значения величин на т - и  слое, т. е. — f m i .

J+2 ‘ +2
Линейные уравнения (29) с учетом краевых условий ре

шаются методом векторной прогонки*).
Неявная схема указанного типа была разработана И. М. Гель- 

фандом, О. В. Локуциевским, В. Ф. Дьяченко.
Естественно, что эта схема применима и для расчета тече« 

ний без теплопроводности.
Можно, понизив порядок точности схемы, перейти к неявной 

схеме, разрешаемой обычной трехточечной прогонкой (схема 
последовательной прогонки, см. В. Е. Н еуважаев, Н. Н. Яненко 
[1966]) .  Д л я  этого при аппроксимации уравнения (20) и даль
нейшей линеаризации (28) полагаем

' К ! 1' Т7 А  <30)t+j  \ i+i  i+i j
откуда следует

(ft+1) (ft) ,  (я1 Ч /(ft+1) №) \
M = p , + . + ( l ) , + , ( v i - v ) '

В этом случае уравнения (29) решаются обычной трехточечной 
прогонкой.

Рассмотренные нами в предыдущем пункте неявные схемы 
были нелинейными. Д ля  их решения требовалась предваритель
ная линеаризация с последующей итерацией по нелинейности. 
Ясно, что это сильно усложняет алгоритм.

(31)

*) См., например, С. К. Годунов, В. С. Рябенький [1973 ], Р. Рихтмайер, 
К- Мортон [1967 ].



Этих затруднений можно избежать, отказавшись от дивер- 
{штпости схемы. Например, для уравнений

д и  . д р  dv  д 2и __  ди  2 да  д 2и _  „
dt  d v  dq dq2 d t  a  dq  ^  dq 2 ’

dv  _  du  __p.
d t  dq

можно написать линейную неявную схему второго порядка 
точности

п тИ ~ и т ( ? .m + v  Л| +  Д~. vm + 1 + v m .. д , д _1  um +  um+l п
х ^  2 /г 2  ^ № 2  — U’

v m+l  - v m Ai +  Д- i  u m +  u m+l  „ 
т 2 h 2 ’

„ m+-i
где (a2) 2 определяется, например, экстраполированием по 
значениям а  на ( т — 1)-м, и т -и  шагах или с помощью одного 
пересчета.

Однако потеря дивергентности разностной схемы нежела
тельна.

Д ля  преодоления этих затруднений можно применить метод 
«предиктор — корректор», известный еще в теории интегрирова
ния обыкновенных дифференциальных уравнений.

Например, для квазилинейного уравнения теплопроводности 
(см. Д ж . Д углас  [1958])
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схема, основанная на идее «предиктор — корректор», имеет 
следующий вид:

1
Л m+_2 l

« Ю  J ,  , (32)- * т/2 h

ит+1 _  т  д [- (  т + 1 )  А-,  т + П
— -----} ~ г и J- (33)

Уравнение (32) дает линеаризованную схему первого по
рядка точности, но зато максимально устойчивую; уравнение 
(33), используя запас устойчивости, созданный первым уравне
нием, уточняет расчет.

Схема (3 2 ) , (33) является устойчивой, дивергентной, без- 
итерационной и имеет точность второго порядка.

В работе С. К- Годунова, А. К. Семендяева [1962] для ме
тода характеристик был предложен корректор, восстанавливаю
щий разностные законы сохранения.
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С. К. Годуновым предложена схема интегрирования уравне
ний газовой динамики, основанная на идее «предиктор — кор
ректор». Поясним эту схему на примере уравнений газовой ди
намики (19) — (21) без вязкости и теплопроводности.

Первый полушаг рассчитывается по устойчивой линеаризо
ванной неявной схеме

т/2

■ и‘
т/2

m+i m+i-
Р..  1 ~Р.  1 

/ + J  + 2 ‘ ИГ
пг

h о,

т + — 

°.д. 11+1 /+. т+ — 
*/+1

т+-■

т/2 о,

т+- 
Н + х‘

т + -

= о,
де
dv +  Р

де
др

(34)

которая решается методом векторной прогонки. После этого 
схема (34) уточняется дивергентными уравнениями второго по
рядка точности, использующими запас устойчивости схемы (34) :■

E f + ' - E f

,.т+ 1 ,

+

m+i- m+i-

■ '< 4
h

i +- i+T
m + -12 m+Y 

Ui + l ~ Ui
h

= 0 , 

0,

J . 1 , 1m + - m+j
p l M i ' i+T ,+T

, 1 , 1 m+"2 m+_9
Л - ± “г- 1

2 2 : 0, £  =  6 +  -2 ’

(35)

(36)

(37)

, lm+-
где e f +1, e f ,  и 2 получаются соответствующей интерполяцией. 

i+~2
Уравнение (37) может быть заменено уравнением

Ет + \ — Ет  , m + i m + i m + i m+i- 
, T  , P i+l  4 + 1  - P i  u i

т  h

, 1 , 1m+V «»+- „ '
где u t , p t получаются интерполяциеи.

0,
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Ясно, что схемы «предиктор — корректор» могут быть исполь- 
чипппы и для уравнений газовой динамики с теплопроводностью.

Рассмотренная схема «предиктор — корректор», являясь без- 
in ерационной, выгоднее неявной методики (25 )— (27), требую
щей итераций по нелинейности. Однако алгоритм разрешения 
уравнений (35) — (37) с помощью векторной прогонки такж е до
вольно сложен.

Мы сформулируем метод «предиктор — корректор» в более 
общем виде.

Рассмотрим систему законов сохранения

ф щ  dx — <fk (Щ, . . . ,  ип) dt — 0, (3$)

которой соответствует дивергентная система уравнений

0. (39)дик . д(?к 
dt  дх

Аппроксимируем соотношения (38) на разностной сетке

«т+! ~ и т ,
i + 2 i + 2 , Ф<+г  

 -------------1-------- г '0 , (40)

где величины ф. относятся к некоторому промежуточному мо
менту времени t* =  tm -\-x* в интервале ( tm, tm+1) (рис. 3.25).

Задача интегрирования разбивается на два этапа.
На первом этапе вычисляются величины ср̂  с помощью про

извольной максимально устойчивой схемы, к ак  правило, неди
вергентной. t П7+1

*

1И , ..

Xi
Рис. 3.26.

На втором этапе применя
ются уравнения (40). При t* =
=  0,6 { tm  +  tm+i) схема (40) 
будет иметь второй порядок 
точности, а осцилляционные 
эффекты будут велики. Пере
мещая t *  вверх, мы смеща
ем характеристические корни 
внутрь единичного круга, что 
приводит к затуханию осцил
ляций. При t *  =  t m+ i  схема 
(40) имеет первый порядок точности, но зато устойчивость 
схемы и затухание осцилляций становятся максимальными.

Мы рассмотрим в качестве иллюстрации неявную схему, по
лучающуюся применением приема «предиктор — корректор» к 
схемам бегущего счета (см. Н. Н. Яненко, И. К. Яушев [1966]) , 
ограничившись для простоты случаем изотермического газа. 
В качестве предиктора для вычисления u(t*)  может быть
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применена явная схема бегущего счета в инвариантах (2.3.11), 
(2.3.12) с шагом т* либо, если нарушается критерий устойчиво
сти Куранта, неявная схема (5) бегущего счета в инвариантах.

В качестве корректора, восстанавливающего законы сохране
ния уравнений газовой динамики, выбираем дивергентную схему

где р*, и* вычисляются по г*, s*.

При схема (41) имеет точность второго порядка и
устойчива. При этом все характеристические корни леж ат  на
единичном круге и осцилляции не затухают. При х* >  ~  точность
схемы уменьшается, но зато имеет место затухание осцилляций, 
которое становится сильнее с ростом т*.

Схема такого рода значительно проще в реализации, так  как 
уравнения на вспомогательном шаге разрешаются не с помощью 
прогонок, а с помощью двухточечного бегущего счета. Кроме 
того, применяя явную или неявную схему в зависимости от вы
полнения критерия Куранта, мы сближаем области зависимости 
разностного и дифференциального уравнений.

Аналогичная схема расчета может быть применена и в эйле
ровых координатах.

§ 1 0 .  Особенности разностного решения

1. Поведение разностных решений вблизи разрыва. Нали
чие разрыва в параметрах течения приводит к ряду особенностей 
в разностном решении.

Исследуем сначала особенности точного решения вблизи 
контактной границы. Предположим для простоты, что по обе 
стороны от контактной границы энтропия постоянна. На границе 
должны иметь место обычные условия непрерывности и, р:

и_ =  и + =  и, р_  =  р + =  р. (1)

Из уравнения Эйлера

и условий (1) имеем
(2 )
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т. е. функция p (q ,  t) в окрестности границы непрерывна вместе 
с первыми производными — , Из уравнения неразрыв
ности

dv  __  1 д р  __  д и  2 __  др

d t  a 2 d t  dq ’ а  ди ’

„ динапротив, следует разрыв производном -щ- :

=  -(Ё ± \  ==_Г J_1 ==_Г —_____ — f п\
I. dq  J  \<3^/+ Ч d q ) _  L a2 J  d t  |_ а 2+ а 2_  J  dt

Пусть к границе q =  0 прилегают интервалы сетки (—ho, 0 ) ; 
(0, h i ) ,  характеризуемые средними величинами р~%, ы_у2; рч2, ш/2.

Принимая во внимание соотношения (2), (3) для граничных 
.чначений ио, ро, получаем следующие интерполяционные фор
мулы (см. рис. 3.26):

h i p  1 +  K p i  h\u , + h 0u l '

p0== ho+"ht ~  ' h t + h i  8 ’ '
_ _  hj hp г

to 2 (h0 + hi) 1' >
Отсюда

Pj_

Рассмотрим теперь схему распада разрыва.
В п. 4 § 8 было показано, что в однородной среде схема рас

пада разрыва в акустическом приближении эквивалентна схеме 
бегущего счета. Оказывается, что при наличии контактной гра
ницы эквивалентность схем имеет место только при выполнении 
определенного ограничения на сетку.

Покажем сначала, к ак  изменяются формулы бегущего счета 
при размещении величин в соответствии со схемой распада раз
рыва. Если в обычной схеме бегущего счета рассматриваемые 
величины относились к контактной границе (более точно, к ее 
левой и правой сторонам, см. § 7 ), то в схеме распада разрыва 
контактная граница находится между рассчитываемыми точ
ками. В соответствии с этим формулы примыкания левых и пра
вых величин на контактной границе усложняются. В полуцелых 
точках будем определять г, s ; граница располагается в целой 
точке q =  0 (рис. 3.26). Будем предполагать, что уравнения со
стояния имеют вид

(4)

(5)

р  =  — a\v, q <  0, р  =  — a\v, q >  0, щ  >  ag. (6)
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Величины р , и, v  связаны с г ,  s  соотношениями

г — и — at> =  и +- ■ s =  и +  a v  — и  —

и г  + s 
2 V = 2 а Р- ■ ( г  — S).

(7)

Д ля  простоты мы полагаем, что слева от границы соблюдается 
условие •

К0 =  ^ = 1 .  . (8)

Прямые АВ, ЕС суть r -характеристики с наклоном а 0; ВС, 
DF — s -характеристики, первая с наклоном (—а 0) ,  вторая —

'(—а{). Точки С, С границы относятся к ее левой стороне, точки
D, Н — к правой.

Д ля  точки — у  формулы бегущего счета имеют вид

„т+1 __  м  т+ 1__Г II — Г 3, S 1 — Sq . (9)

Д л я  определения величины s c  воспользуемся соотношениями 
на контактной границе, выражающими непрерывность и, р:

ГС +  $С —  r D +  S D> 0 (ГС — Sc) — ГD S D> 0 —  (Ю)

Из (10) имеем
0 - 1 _ 8 —1 rm i

Sn л i i" Г 1 +0+ 1 0+ 1 SF. (И)
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Величина s F определяется, к ак  обычно, интерполированием
между s H и sT:

2

5 ^ =  (1 Kj) SH  +  K i s f , =  (12)
2 п ‘

Отсюда
„т+1 0 — 1 _т I 2 т 2(1 —Ki) ( т  \ /, г>\
„1  Sc 0+1 _1 0+1 -I 0+1 '  2 SH)' (13)

2 2 2 '  2

Определим теперь r™Y, из формул распада разрыва (см.

и. 4, § 8):
umV ~ u m , vm\ l - v m ,-L  _JL iim _  rim

:0 — _̂____ ^ - - - 2 ___—  =  0u’ * ha u’

P<

pZ i  pt
u m  u m , ------2— I — r m , -  s f

— a 0 ' a ,  - 4 -  —m 2 2 и 1 2 2

J l  _L  1 1 1 ’
a 0 a t a0 a ,

_m  __„т  I .  „ m \ „ ,,m  „  . „m
P i — P i  T V  i +  o,\U [ a</ j -j- «i-s j

t l m ~ ~ 2  ~2 2 ~2 __  ~ J  ~2
Uq =  -------- do + a i cto + ai

m  _  m m , mr 3 r _3 Ts i
ntn „ 2 2 r ,m _ 2 2
F - i = C t o --------- 5 ---------, и - i  —  ---------- x---------

Переходя к инвариантам s™j_ и учитывая (10), (11), по-
2 2

лучаем
„т+1 _  т т + 1__  0 — 1 m , 2  j n  п
г __i_ г 3 , S __  ̂ 9 +  1 _L "т" 0 + 1 _L‘ (14)

2 ~  2 2 2 2

Сравнивая (9), (13) с (14) находим, что выражения для  г” ! 1
2

совпадают, для  s™Y отличаются на величину
2

(15)
2

Как следует из (5), «невязка»  (15) имеет порядок 0 ( h ) ,  т. е. 
в точке (— 1/2) аппроксимация нарушается. Аппроксимация 
имеет место только при условии щ  =  1.
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Аналогичный анализ показывает, что при произвольном ко 
условие аппроксимации имеет вид

XI =  «о, - Г  =  т -  =  0- (16)ПО &Q

Этот критерий, полученный С. К. Годуновым [1959], можно 
истолковать как  условие одновременности прихода акустических 
сигналов из точек (— 1 /2 ), (1/2) в точку 0.

В нелинейном случае критерий (16) не выполняется тожде
ственно, так  к ак  отношение меняется со временем. Это озна
чает, что в практическом счете на границе всегда имеет место 
потеря точности.

Акустический критерий (16) легко получается из соображе
ний размерности. Действительно, для уравнения колебаний

<17>

(  аи  
а  =  <

I а0,

с разрывной скоростью звука
q >  0,
q < 0 ,

можно применить преобразование
q =  aq.

После этого уравнение (17) принимает вид

Ml .  — Ml .  n w
d t 2 “  dq* •

Ясно, что для  уравнения (18) равномерная сетка является оп
тимальной:

й  __  ho г ___ h i
h o -  —  ,  h i -  —  ,

и мы приходим к критерию (16).
Рассмотрим теперь поведение разностного решения в окрест

ности ударного фронта.
Как показывает анализ п. 3 § 2, фронт акустической ударной 

волны в схеме явного бегущего счета сглаживается монотонно 
(см. рис. 3.3). Это объясняется свойством монотонности схемы 
бегущего счета, которая является схемой с положительными 
коэффициентами. Схема распада разрыва, которая в акустиче
ском приближении совпадает с монотонной схемой бегущего 
счета, не является уж е  схемой с положительными коэффициен
тами и не обладает, строго говоря, свойствами монотонности. 
Поэтому достаточно сильные ударные волны воспроизводятся 
в схеме распада разрыва немонотонными профилями.
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Схема Л акса , которая, аналогично схеме бегущего счета, я в 
ляется схемой с симметричной вязкостью, не обладает уж е свой
ством монотонности. Тем не менее по  своим асимптотическим 
свойствам она приближается к схеме бегущего счета, поэтому 
немонотонность ударного фронта в схеме Л акса не носит столь 
ярко выраженного характера, как  в схеме Неймана — Рихг- 
майера. Эффекты разностной схемы, которые находят свое вы
ражение в немонотонности профиля ударного перехода, особен
но проявляются при взаимодействии разрывов: ударных волн 
между собой или ударных волн с контактными разрывами. 
В области взаимодействия возникают большие отклонения от 
истинных профилей. Эти отклонения ведут себя по-разному в 
зависимости от свойств схемы и параметров схемы и сетки. 
Разностные схемы здесь распадаются на два основных класса в 
зависимости от их дисперсионных свойств (см. п. 3 § 2, пп. 2, 3, 
§ 8 ) . К первому классу относятся схемы, допускающие контакт
ные разрывы (как, например, схема Неймана — Рихтмайера). 
В этом случае существует семейство стоячих гармонических 
волн, на которые не действует аппроксимационная вязкость и 
которые, следовательно, не затухают. Этим стоячим волнам 
отвечает «энтропийный след», остающийся в окрестности гра
ницы и имеющий характер сильного немонотонного отклонения 
от истинных профилей р ( q , i ) ,  s ( q , t ) .  Ко второму классу отно
сятся схемы, не допускающие контактных разрывов (как, на
пример, схема Л акса ) .  В этом случае аппроксимационная вяз 
кость действует на всех семействах решений дисперсионных 
уравнений.

Разрыв в р, S  и любой немонотонный профиль р, S  сглажи
ваются. В таких схемах энтропийные следы исчезают, но исче
зают («размазываю тся») такж е и контактные границы. Вели
чина энтропийного следа зависит такж е  от параметров схемы.
В. Ф. Куропатенко [1962, 1966] для схемы цуга волн (см. п. 4, 
§ 8) получил следующий критерий: при прохождении ударной 
волны через границу двух сред наибольшая точность достигается 
при условии

Здесь D0 — скорость набегающей, D\ — скорость прошедшей 
ударной волны, h0, hi — длины прилегающих интервалов. При 
этом наблюдается минимум энтропийного следа на границе (см. 
рис. 3.27, на котором пунктирной линией нанесены графики точ
ного, а сплошной — численного решения).

Теория возникновения энтропийного следа и других краевых 
эффектов в настоящее время еще слабо разработана.
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2. Замечания. Проведенный нами анализ разностных схем 
показывает, что нет разностных схем сквозного счета, способных

Р

100 -

So  ■*

с высокой точностью воспроизводить всю картину гидродинами
ческого течения, с о д е р ж а щ е г о  б о л ь ш о е  ч и сл о  особенностей.

Методы сквозного счета заменяют ударный фронт ударным 
переходом, контактную границу — контактной полосой. Эти пе
реходные области практически достигают ширины нескольких
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пространственных интервалов и имеют, как  правило, немоно
тонные профили. При взаимодействии ударных переходов между 
собой или с контактной полосой возникает переходной процесс, 
который может длиться на протяжении нескольких временных 
интервалов. Пусть, например, ширина каждого из ударных пере
ходов равна kh. Из локального условия устойчивости следует, 
что каж дый фронт должен проходить за время % дробную часть 
интервала (1 /r) h  ( г  >  1), причем г  тем больше, чем больше сила 
ударной волны.

Отсюда следует, что период взаимодействия будет длиться 
rk временных интервалов и практически может достигать боль
шой продолжительности. Во время переходного процесса гидро
динамические величины могут сильно отходить от истинных зна
чений. При большом количестве разрывов переходные области 
могут покрывать всю область расчета, что, конечно, сильно сни
ж ает  точность расчета.

Так как  источником появления переходных областей и про
цессов является сквозной счет разрывов, то в последнее время 
утвердилась компромиссная точка зрения, использующая схемы 
сквозного счета в рамках детального описания течения. Вся 
область G интегрирования в плоскости q, t разделяется линиями 
разрывов q =  l i{t)  на подобласти Gi, в каждой из которых 
применяется какая-либо схема сквозного счета. При этом сетка 
может быть или фиксированной, и тогда в ней отмечаются линии

Рис. 3.28.

разрывов <7 — |г(0> которые не обязаны проходить через точки 
сетки, или подвижной, так  что линии разрывов q =  %i(t) прохо
дят через точки сетки (рис. 3.28). В обоих случаях точки распо
лагаются на горизонтальных прямых, размещенных в плоскости 
q, t, вообще говоря, с переменным шагом тт. В первом случае 
(фиксированная сетка) интервалы (qi, qt+i) фиксированы, во 
втором случае (подвижная согласованная сетка) они зависят 
от времени и может меняться не только их длина и положение, 
но и их число.
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Таким образом, во втором случае сетка определяется самим 
течением и его особенностями. Если вновь появляющиеся раз
рывы достаточно сильны, то они включаются в граничные линии 
областей Gi, и сетка перестраивается. Разрывы небольшой ам 
плитуды учитываются схемой сквозного счета.

Ясно, что возможны различные варианты построения под
вижной сетки. Расчетные алгоритмы такого рода достаточно 
сложны арифметически и логически, что сближает их с методом 
характеристик. В отличие от последнего фронт расчета всегда 
является горизонтальной прямой, что существенно упрощает 
логику программы.



Г л а в а 4

Обобщенные решения систем квазилинейных 
уравнений гиперболического типа

§ 1. Постановка задачи Коши в классе разрывных функций

1. Общие замечания. В главе 2 мы видели, что дифферен
циальные уравнения газовой динамики являются следствиями 
более общих интегральных законов сохранения — массы, им
пульса и энергии.

Переход от интегральных законов сохранения к дифферен
циальным возможен лишь при некоторой гладкости течения. 
Если гладкого течения не существует, то для определения тече
ния (разрывного либо не обладающего нужной гладкостью) 
следует обратиться к интегральным законам сохранения.

Такой ж е подход принят в теории разрывных (обобщенных) 
решений систем квазилинейных уравнений гиперболического 
типа, возникшей в последние десятилетия.

Консервативную систему квазилинейных уравнений

-= f  ( » ,* ,< )  о »

(и, ф, f — векторы с п  компонентами) будем рассматривать как  
следствие системы интегральных законов сохранения

и dx ~~ q> (и, х, t) d t  +  ^  f  (и, х, t) dx d t  =  О, (2)
С S'c

которые должны выполняться для любого кусочно-гладкого 
замкнутого контура С и ограниченной им области 9  с-

Если функция и(х, t) е  Ci удовлетворяет интегральным зако
нам сохранения (2) для любых замкнутых контуров С и обла
стей 9 с ,  а ф е С ь  / е  С0, то из этого следует, что функция 
u (x , t )  удовлетворяет системе дифференциальных уравнений (1).

Очевидно такж е, что всякое решение u (x , t )  системы (1) 
( « (х ,  / ) e C i )  удовлетворяет интегральным законам сохранения 
(2 ) . Интегральные соотношения (2) применяют для введения по
нятия обобщенного решения системы (1).

Мы ограничим наше рассмотрение классом К  функций и(х, t),  
удовлетворяющих следующим требованиям:
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1° В любой конечной части полуплоскости t ^  О имеется ко
нечное число линий разрыва х — x( t )  и конечное число точек 
разрыва; вне этих линий и точек функция u (x , t )  непрерывна и 
обладает непрерывными первыми производными.

2° На линиях разрыва х =  x(t )  существуют левые и (х  — 0, t) 
и правые и(х  +  0, t) предельные значения; для определенности 
мы будем полагать, что и(х, t) =  и (х  +  0, t ) .

Вектор-функцию и ( х , 1 ) е . К  будем называть о б о б щ ен н ы м  р е - 
шени ем  системы у р а в н е н и й  (1 ) ,  если для произвольного кусочно
гладкого контура С и ограниченной им области S c  удовлетво

р я ю т с я  интегральные законы сохранения (2).
Применяют такж е  и другие определения обобщенного реше

ния системы (1).
Пусть g ( x , t ) ^ C \  — финитная функция (обращается в нуль 

вне конечной части плоскости х, t ) .  Умножим каждое из уравне* 
ний системы (1) на g ( x , t )  и проинтегрируем результат по полу
плоскости t 5¾0. Производя интегрирование по частям, получим

55 [ u i i f  +  Фг (“ > х> 0  i f *  +  f i  (и > х> 0  £ (х> О] dx d t  +
t> о

оо

+   ̂ ° ) ыг(*> 0) d x ~  0 (г == 1, 2, . . . ,  п). (3)
— оо

Уравнения (3), так  ж е к ак  и (2), не содержат производных 
функции u (x , t )  и не теряют смысла для разрывных u (x , t ) .  
Функцию и (х, t) е  К  будем называть обобщенным решением 
системы (1), если равенства (3) выполняются для любой финит
ной функции g (x ,  t)<= С[.

Наконец, используя понятие потенциала (гл. 1, § 5 ), введем 
еще одно определение обобщенного решения системы (1).

Пусть вектор-функция Ф (л:, 0  =  {фх (*> 0 .  • • • > (*> 0} не
прерывна и обладает первыми производными е  К-  Тогда,

ах <5Фесли во всех точках, в которых существуют производные
<ЭФ » д . .они удовлетворяют системе нелинейных интегро-дифферен-
циальных уравнений

^  +  Ф<(Ц-, дг. 5' 0 «  <i = 1 ..........">• №
о

то функцию

«(* , 0  =  , - ( 5 )

будем называть обобщенным решением системы (1).
Легко заметить, что каж дое из этих трех определений есте

ственно обобщается на более широкие классы функций и[х, t ) .
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Том не менее мы ограничиваемся классом /(, так  как  более 
общие классы обобщенных решений еще недостаточно изучены.

Заметим теперь, что система квазилинейных уравнений до
пускает иногда несколько различных представлений , в виде 
законов сохранения. Например, одно уравнение

д и  . ди  п  /Сч
1 Г  +  М а 7  =  0 <6>

можно представить к ак  в виде

■ Зг+ £(4)- °- п
так и в виде

- !  ( 4 ) + 1 ( 4 ) = ° -  <8>

Таким образом, любое решение уравнения (6) удовлетворяет 
одновременно следующим интегральным законам сохранения

^  u d x  — ^Y dt — 0, (9)
с

§ ~ - d x - ^ d t  =  0. (10)
с

Легко, однако, видеть, что разрывная функция u ( x , t )  может 
удовлетворять одному из уравнений (9), (10), но не удовлетво
рять другому.

Это обстоятельство отражает интересный факт, который мо
жет интерпретироваться следующим образом: различные про
цессы могут описываться одними и теми ж е дифференциальными 
уравнениями, но разными интегральными законами сохранения. 
Поэтому различие этих процессов проявляется лишь на разрыв
ных решениях.

Вводя понятие обобщенного решения консервативной систе
мы (1), мы однозначно фиксируем интегральные законы сохра
нения (2). _

2. Условия Гюгонио. Пусть u ( x , t ) ^ K  и x — x ( t )  — уравне
ние одной из линий разрыва функции u ( x , t ) .  Обозначим
D =  x'(t) ,  ил (/) =  и (х if) 0, /), иа (t) =  u (х (0 +  0, t), >
[и] =  [и (х, t)\ — и (х +  0, t) — и (х — 0, /),  ̂ ^

[и {х (0, 01 =  «и (0 — «Л (0,
[ф ( и,  х, о] =  Ф ( « (х +  0, 0 . х, t) — ф (и  (X — 0, t ) ,  х, t) .

Аналогично тому, к ак  из интегральных законов сохранения 
массы, импульса и энергии вытекали условия Гюгонио на линии 
разрыва течения (гл. 2, § 4, п. 1), так и из интегральных законов



сохранения (1.1.2) на линии x =  x{t) разрыва решения и(х,1)л 
следует выполнение соотношений
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Условия (2) связывают левые и правые предельные значения 
решения на линии разр ы ва* ) .

По аналогии со случаем газовой динамики эти уравнения 
будем называть у с л о в и ям и  Гюгони о .

Если функция u ( x , t ) ^ K  и всюду, кроме линий разрыва, 
удовлетворяет системе дифференциальных уравнений (1.1.1), а 
на линиях разрыва — условиям Гюгонио (2), то, очевидно, инте
гральные законы сохранения (1.1.2) выполняются для любого 
замкнутого контура С. Поэтому функция u (x , t )  в этом случае 
будет обобщенным решением системы (1.1.1).

На простейших примерах рассмотрим следствия, к которым 
приводят условия Гюгонио.

Пусть система уравнений (1.1.1) полулинейна. Тогда

£  (<1ц (х, 0 — f>tp) М  =  0 (i =  1, 2, . . . ,  ft). (4)
/=i

т. е. величина D — x' ( t ) должна совпадать с собственным зна-

*) Эти ж е условия следуют для кусочно-непрерывных и(х, t ) и кусочно- 
гладких линий разрыва такж е  из определений обобщенного решения (1.1.3)* 
либо (1 .1 .4 ), (1 .1 .5).

D [и] =  [ф (и, х, /)] (2)

или, в компонентах,
D [щ] =  [фг- (и, х, /)].

(3)

поэтому условия Гюгонио (2) преобразуются к  виду
tl

D [и*] =  [ф, (и, х, /)] =  Е  а И (х, 0  [uj]
ИЛИ

п

п
Если решение и(х, i) разрывно, то Y, 0 и

Det ((ац (х, t) — Dbn))  =  0,

чением матрицы

тогда
D =  l k{x, t), 

[и] =  Urk (х, t)

(5)

(6)



§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  КОШИ В КЛАССЕ РАЗРЫ ВН Ы Х Ф УНКЦИЙ 5 0 9

или, н компонентах,
[ Мг ]  “  U r i (х,  t). (7)

Через r k{x, t) =  {rb(x, Щ обозначен правый собственный вектор 
м.тгрицы A (x , t ) ,  соответствующий собственному значению

(х, t ) .
Итак, для полулинейной системы согласно (5)

dx 
d t : h ( x ,  t), (8)

■i', e. линии разрыва решения являются характеристиками си
стемы уравнений (1.1.1).

Аналогично слабому разрыву, сильный разрыв решения полу
линейной системы уравнений такж е распространяется вдоль 
характеристик системы.

Отметим, что аналогичное свойство имеют и решения слабо- 
нелинейной системы квазилинейных уравнений (гл. 1, § 10). 
Действительно, нетрудно проверить, что разрывы обобщенного ре
шения слабо-нелинейной системы квазилинейных уравнений 
могут располагаться на характеристиках 
этой системы.

В случае одного квазилинейного уравне
ния (n =  1) условия Гюгонио (2) перепи-. 
сываются в виде

[Ф [и, х, <)]
[«] — 

ф1 (»п ( t ), X (t), t) — ф (ил ( t ), *  (t), t)
• Нл (t) '

Рис. 4.1.

X'  (/) =  / ) :

«П (t)
Равенство (9) может быть следующим об
разом интерпретировано геометрически.
Скорость D =  x' ( t )  линии разрыва x =  x( t )  равна наклону 
(тангенсу угла а )  хорды АВ к оси и  (рис. 4.1). Д ля  случая, изо
браженного на рис. 4.1, выполнены неравенства

Ф и К  (0. х  (/), ( ) < D <  ф' (ил (0, х  (t ), /).

Если ф"и (и, х, ( ) ф 0 ,  то, согласно формуле (9), величина D 
отлична к ак  от 4>'u (un (t), x(t),  t ), так  и от ф' (ыл(0> x(t),  /), если 
только ип (t) ф  ил (t). Таким образом, для нелинейного уравне
ния линия разрыва x — x{t) уж е  не является характеристикой.

Отметим, что различным интегральным законам сохранения, 
отвечающим одной и той ж е системе квазилинейных уравнений, 
соответствуют различные условия Гюгонио. Так, из интеграль
ного закона (1.1.9) следует условие Гюгонио

\ц ] «Л ( \
2 [и] 2 ' 1и'D ■■
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а из (1.1.10)
[и3] 2 и\ +  и м +  и2D  — ___1 -1 . ---  "П ■ П Л Л /ч.ч

3 [и2] 3 «п +  Ил • <И '

Нетрудно привести пример разрывных функций u (x , t ) ,  удовле
творяющих одному из условий Гюгонио (10), (11) и не удов
летворяющих другому.

3. Устойчивые и неустойчивые разрывы. Условия устойчи
вости. Решение (классическое) системы квазилинейных уравне- 
нений, как  мы видели в главе 1, однозначно определяется в 
области определенности своими начальными значениями при 
t — 0. Оказывается, однако, что выполнение интегральных зако
нов сохранения и начальных условий вовсе не гарантируют 
единственности разрывного решения; напротив, можно указать  
множество существенно различных разрывных функций u (x , t ) ,  
удовлетворяющих как  интегральным законам сохранения, так  и 
начальным условиям.

Подтвердим это простейшим примером. Д ля  уравнения

£ + & ( т ) - °  <‘>
поставлено начальное условие

(  и~ при х <  0, 
и(х,  0) =  и0(х) =  < , (2)I и+ при х >  0. I

Будем искать ограниченную кусочно-непрерывную функцию 
u (x , t ) ,  удовлетворяющую интегральному закону сохранения
(1.1.9) и начальному условию (2).

На линиях разрыва должно выполняться условие Гюгонио
(1.2.10), поэтому функция

(  и~ при л: <  D[/, , ,,+
Ux(x , t)  =  \ + F ^  _ 7  D, =  И...± -“-Т. (3)и + при х > D{t, 2 v >

является искомым решением. Эта функция постоянна слева и 
справа от линии разрыва х — D\t, на которой выполняется усло
вие Гюгонио (1.2.10), и принимает начальные значения (2).

Пусть и г  <  и+. Построим другое решение поставленной з а 
дачи (1), (2 ):

/  и при X ^  tu~, 

и2(х, /) =  < -j- при t u ~ ^ x ^ t u +, (4 )

 ̂ и+ при x~^tu+.

Решение u =  u2(x , t )  непрерывно при t >  0, непрерывно диффе
ренцируемо всюду, кроме линий х =  tu~, х — tu+, и удовлетво
ряет в широком смысле уравнению (1) в полуплоскости t ^ Q ,



§ I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  КОШИ В КЛАССЕ РАЗРЫ ВН Ы Х ФУН КЦ ИИ  5 1 Г

Мы указали два решения и — щ (х ,1 ) ,  u =  uz(x, t) задачи 
Коши (1), (2). Каждое из этих решений удовлетворяет инте
гральному закону сохранения (1.1.9) и начальному условию (2). 
Итак, мы встречаемся здесь с фактом неединственности реше
ния. Однако представляется естественным, что разумная поста
новка задачи Коши в классе разрывных функций должна при
нести к единственности решения.

Д ля  того чтобы выделить единственное решение нашей з а 
дачи, сделаем 'следующие предположения:

1° Всякое (классическое) решение системы квазилинейных 
уравнений, когда оно существует, является «истинным» реше
нием этой системы и в классе обобщенных (разрывных) ре  ̂
шений.

2° Пределы (классических) решений системы квазилинейных 
уравнений являются «истинными» решениями интегральных з а 
конов сохранения в классе разрывных функций.

Поясним это несколько подробнее.
Требование Г  является естественным предположением о том, 

что класс обобщенных решений задачи Коши для системы к ва 
зилинейных уравнений является расширением класса классиче
ских решений. Если бы мы от него отказались, то классические 
решения не имели бы никакого практического значения при 
рассмотрении задачи Коши в классе разрывных функций*).

Требование 2° является естественным следствием требования 
1° и предположения о непрерывной зависимости обобщенных ре
шений от входных данных задачи Коши. Непрерывная ж е зави
симость решений от входных данных задачи Коши есть одно из 
условий корректности задачи Коши.

Таким образом, обычное представление о корректной поста
новке задачи Коши приводит нас к  требованиям 1°, 2°.

Более полная формулировка требований, предъявляемых к 
обобщенному решению, будет приведена ниже. Пока же мы 
лишь качественно применим требования 1°, 2° для дальнейшего 
изучения свойств разрывных решений систем квазилинейных 
уравнений и, в частности, для выделения единственного («истин
ного») решения u =  u (x , t )  задачи Коши (1), (2).

*) Если отказаться от требования 1°, то задач а  Коши для уравнения (1)
с начальным условием и(х,  0) ^  0 имеет бесчисленное множество разрывных 
решений. Например,

0 при х +  t <  0,
- 2  при — t <  х <  0,

2 при 0 < х < t ,
0  п р и  х — / >  0

и (х, t) ■■

будет решением этой задачи.
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На рис. 4.2 и 4.3 изображено поведение характеристик х — 
=  Хо +  и(х, t ) t  для решений и =  u\(x,t)  и и — и2(х, t ) .

Рассмотрим решение u =  u6{x,t) уравнения (1), удовлетво
ряющее условию

ий (х, 0) =  иЦх),  (5)

где (х) — монотонно возрастающая непрерывная функция пе« 
ременного х, совпадающая вне отрезка |я| ^  б с ио(х)  (рис. 4.4) .

Рис. 4.2.

u~uz(x,t) 
Рис. 4.3.

яг

На рис., 4.5 изобразим картину характеристик для решения 
и&(х, t) .  Сравнивая рис. 4.3 и 4.5, замечаем, что

Ит и 6(х, t) — u2{x, t),
б О

(6)

причем равенство (6) имеет место для любых х, t, кроме точки 
(О, 0 ), где предел u6(x, t )  при б - * 0  не существует. Поэтому,

согласно требованию 2°, «истинным» решением задачи Коши ( 1 ), 
(2) следует признать и =  и2(х, t ) .  Решение u — ti\ (х, t) мы бу
дем называть неу стойчивым ра зрывным р еш ени ем ,  так  к ак  сгла
живание начальной функции на сколь угодно малом участке 
приводит к классическому решению (истинному), далекому от 
u i{x , t ) .  -
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Из сравнения рис. 4.2 и 4.3 заключаем, что причина неустой
чивости решения u\(x, t ) состоит в том, что на линии разрыва 
\ — D\t решения u\\x,t) пересекаются не характеристики, вы
ходящие из точек начальной оси t =  0 (и, следовательно, несу
щие начальные данные), а характеристики, выходящие из точек 
линии разрыва х =  D\t.

В этом смысле можно сказать, что разрыв решения, изобра
женный на рис. 4.2, «придуман», а не вызван пересечением 
характеристик, несущих начальные зна
чения. Такой разрыв мы называем н е 
устойчивым ра зрывом .

Если ж е в условиях задачи Коши 
(I) ,  (2) и г  >  и+, то решение щ (х, /), 
заданное формулой (3), будет иметь 
характеристики, изображенные на 
рис. 4.6.

В- этом случае на линии разрыва и~>и+ х
х =  Dit  пересекаются характеристики, 
несущие начальные значения (п р и х о д я - Рис- 4'6'
щие  характеристики).  В этом случае 1
не существует непрерывного решения этой задачи Коши, а сгла
женное решение u &(x, t )  такж е  разрывно. Поэтому решение 
и =  щ (х ,  /) и разрыв на линии х =  D\t при и г  >  и+ будем на
мывать устойчивыми.

Д ля уравнения (1) условие пересечения на линии разрыва 
приходящих характеристик записывается неравенствами

ил ( t ) > D >  иП (/), D — х' (/). (7)

Д ля  более общего квазилинейного уравнения

ж + ^ ' g ' я  х’ ,] (8)
скорость характеристик есть <р' (и, х, /), поэтому условие пересе
чения на линии х =  х (() приходящих характеристик записы
вается аналогично ( 7 ) :

Фи («л (0. х (/), /) >  D > q>'u (un (/), x (/), /); D =  x' (/). (9)

Д ля  полулинейного уравнения (8) (ф^н(и, х, /) ^ 0 )  линиями 
разрыва решений являются характеристики. Таким образом, 
если искать более общие условия устойчивости, справедливые 
такж е и для линейных уравнений, то их следует записывать 
в виде

Ф « К ( 0 >  х (/), / ) > D > Ф ' ( и п ( 0 .  x(i),  /). (Ю)
Как мы убедимся ниже, условия (10) обеспечивают единствен
ность и допускают существование обобщенного решения уравне-

\7 Б. Л,-Рождественский,  Н. Н. Яненко



ния (8) для случая, когда <р"ц (и, х, t) не меняет свой знак, т. е. 
для случая функции ф (и, х, t ) ,  выпуклой по переменному и. 
Условия (10) мы будем называть условиями устойчивости обоб
щенного решения в случае знакопостоянства <р" .

Если ж е (и, х, t) — знакопеременная функция, то усло
вия (10) не гарантируют ни единственности, ни непрерывной 
зависимости решения от начальных данных, т. е. являются не
правильными условиями.

В самом деле, пусть ср =  ф( и ) ,  f == 0 и для уравнения (8) 
поставлено начальное условие
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Пусть график функции ф (и)  и расположение точек и~, и+ та-

уравнения (8), начальному условию и предполагаемому «усло
вию устойчивости» (10). Последнее, очевидно, просматривается 
из рис. 4.7, так  какф ' (и~) > D >  ф'(м+); D — наклон хорды АВ 
к оси и.

Построим, однако, второе решение u =  U2 (x , t )  нашей за 
дачи Коши. Зададим функцию Ui(x,t)  следующим образом:

при х <  0. 
при х >  0. (П)

ковы, как  это изображено на рис. 4.7. 
Функция

(  и при х < Dt, 
(  и+ при х >  Dt,

д  __ Ф (»+) — Ф(“~) ^
и+ — и~ ’

и.+ м+:иг и -  . ц  

Рис. 4.7

удовлетворяет интегральному закону 
сохранения

' и при х <  D\t,

f(|) определяется из уравнения

= ф (15)
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н точки и+, и~ (абсциссы точек С, £>) — из условия, что прямая 
ПС касается графика функции ф (и) в точке С, а прямая AD  — 
н точке D ; кроме того, предполагается, что <р''ц (и)ф 0 при 
i/J (см. рис. 4.7).

Решение и =  и2(х, t), заданное формулами (13) — (15), удов
летворяет интегральному закону сохранения для уравнения (8)

а = щ(х, t) 

Рис. 4.8. Рис. 4.9.

п условиям (10). Таким образом, если ф"„(и, х , t) — знакопере
менная функция аргумента и, то «условия устойчивости»
(10) удовлетворяются дву
мя решениями u\{x,t), 
n2(x,t).

На рис. 4.8 и 4.9 изобра
жены поля характеристик 
для решений и ~ щ  (х, t) и
и. =  и2(х, t ) .

Отметим попутно одно 
интересное свойство решения 
и2(х, t). Линия разрыва х =
-•= D\l является характери
стикой решения u2(x, t) ,  вы
численной по правым пре
дельным значениям реше
ния un(t) на ней; аналогич
но линия разрыва x =  D*t  является характеристикой, вычислен
ной по значениям ил(0 на линии х — D\(t).

Для того чтобы отдать предпочтение одному из этих двух 
решений, снова применим метод проверки устойчивости этих 
решений с помощью сглаживания начальной функции.

Сгладим начальную функцию и0(х) с помощью монотонной 
функции и%(х), которая изображена на рис. 4.10. Точки (х~, и~), 
(я+, и+) соответствуют точкам D, С рис. 4.7, а точки ир, и+ — 
точки перегиба графика функции ф(и), т. е. Ф^(мГ ) ш=Ф̂ и(и1+) — 0-

17*
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Изобразим на рис. 4.11 характеристики решения и — Щ(х, t).
Как видно из рис. 4.7, ф'(и) на интервале [и- , ир] является 

монотонно возрастающей функцией переменного и, и, следова
тельно, наклон характеристики на начальной оси мо
нотонно убывает на отрезке [ — 6, хр]; аналогично этому 
ф' (u-l (х)) монотонно возрастает на отрезке [хр, х+] и убывает 
на отрезке [%+, б].

Внимательное рассмотрение картины характеристик (рис. 4.11) 
приводит нас к выводу, что разрыв решения, на котором

левым значением является величина и- , а правым и+, не может 
возникнуть при сглаженной начальной функции Mq(x).

В самом деле, как видно из рис. 4.11, должны возникнуть 
два разрыва, из которых разрыв /, расположенный слева и 
соответствующий значениям и~, и~, будет иметь скорость 
D\ —  ф' (и~) <  ф' (и+), а разрыв I I ,  соответствующий значе
ниям «+, « +, будет иметь скорость £)*===ф'(и+). Таким обра
зом, линии разрывов, которые образуются при начальной 
функции и$(х) (они изображены на рис. 4.11 жирными линиями 
и обозначены цифрами I  и I I ) ,  будут вести себя следующим 
образом. Линия разрыва I  никогда не пересечет характеристики, 
выходящей из точки х~ начальной оси и будет приближаться 
к ней асимптотически при /~»оо. Это, очевидно, вытекает из 
неравенства
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Совершенно аналогично заключаем, что линия разрыва I I  
будет асимптотически приближаться к характеристике, выходя
щей из точки х+ начальной оси, и никогда не пересечет ее.*

Теперь становится очевидным, что если стремить величину б 
к нулю, то решение us (x, t) будет стремиться к u^ix, t ) .

Таким образом, решение U\ (х, t) и линия разрыва х =  Dt  
неустойчивы.

Итак, условие (10) не гарантирует устойчивости обобщенного 
разрывного решения квазилинейного уравнения (8) для случая, 
когда ф„„(и, х, t) знакопеременна.

Правильное обобщение условий устойчивости разрывного ре
шения уравнения (8) в случае, когда ср"и знакопеременна, может 
быть получено при внимательном рассмотре
нии решений, которые получаются при 
сглаживании разрывов. Так, решение типа 
щ (х, t) (рис. 4.8) можно было бы считать 
устойчивым, если бы линии разрывов I  
и I I  (рис. 4.11) догоняли друг друга, 
т. е. картина движения разрывов / и // 
имела бы схематически следующий вид 
(рис. 4.12).

Эти соображения приводят нас к еле- Рис. 4.12.
дующему условию устойчивости.

Пусть на линии разрыва x =  x(t) решения уравнения (8) 
Ы л(0==и_. Un( t ) = u + ,  и пусть х ' (t) =  D. Разрыв называется 
устойчивым, если неравенства

ф (и*, X, t)  —  ф (и~ , X, t) п  ф  (и*, X, t) —  ф  («+ , X , t) / Jg4

и.* — и -  И* — И + ’ '

и*е(и~, и+), x — x{t),

выполнены для любого значения и* из интервала (и~, и+).
Легко заметить, что разрыв решения щ (х, t) не удовлетво

ряет условию (16). Действительно, если выбрать, например, в 
качестве и* любое число из интервала (uf ,  иг), то неравенства 
(16) нарушаются. Разрывы же решения u2{x,t) ,  очевидно, удо
влетворяют этим неравенствам, что ясно из рис. 4.7.

Наконец, отметим, что условия устойчивости (9) автоматиче
ски вытекают из (16), если считать, что<р"а(м, х, 1)ф0, т. е. для 
выпуклой ф (u,x , t ) .  Условия устойчивости (16) были введены 
впервые О. А. Олейник [1958].

Еще более сложен вопрос об устойчивости разрывных реше
ний для системы квазилинейных уравнений гиперболического 
типа. Дело в том, что для сложных систем мы фактически не 
ямеем наглядных способов построения разрывных решений. По
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этому выяснение правильности тех или иных условий устойчи* 
вости решения весьма затруднительно.

При формулировке условий устойчивости мы будем опи
раться на аналогию со случаями одного квазилинейного урав
нения и системы уравнений газовой динамики (гл. 2).

Ограничимся рассмотрением систем, гиперболических в уз
ком смысле, т. е. будем считать, что

h (и, х, () <  12{и, х, t) <  . . .  <  1п (и, х, t). (17)

Как и в случае одного уравнения, условия устойчивости должны 
требовать, чтобы на линии разрыва x =  x(t) пересекались при
ходящие характеристики одного семейства. Пусть, например, на

линии x =  x(t) пересекаются при
ходящие характеристики k-ro семей
ства, тогда

Ы « л  (4  x{t), t ) >  D >
>  lk («п (0, x{t), t), D-- ■■x'(t). (18)

Если ничего более не требовать, 
то возможно, что на линии разрыва 
x — x(t) будут пересекаться прихо
дящие характеристики и других се
мейств, а для некоторых семейств 

Рис. 4.13. на линии разрыва будут отсутство
вать приходящие характеристики. 

Поэтому к неравенствам (18) мы добавляем еще два нера
венства:

l k - i(M 0>  x{t), t) <  D <  l k+i(un{t), x(t), t), (19)

которые с учетом (17) приводят в окрестности линии разрыва 
x =  x(t) к картине характеристик, изображенной на рис. 4.13.

На рис. 4.13 через точку А линии разрыва проведены инте
гральные кривые уравнений

dx.
- j f = l i { u ( x i , t ) , x l , t )  (20)

для номеров i — k — 1, k, & + 1 . Согласно условиям (17), (18), 
(19) в точку А приходит n +  1 приходящая характеристика (по 
одной от каждого семейства и две от k-ro) и из точки А выхо
дит п — 1 уходящая характеристика (по одной от каждого се
мейства, кроме k-ro).

Итак, мы будем говорить, что на линии разрыва x — x(t)  
кусочно-непрерывного решения u(x, t )  системы квазилиней
ных уравнений, гиперболической в узком смысле, выполнен^
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условия устойчивости, если удовлетворены неравенства 
h  («л (0, х (/), t ) >  D >  |А («п (/), х (О, I), |

Eft-i («л (*)> *  (0. t ) < D <  tk+i K t  (0.  ̂(0, 0- J
Условия (21) были опубликованы в работе П. Лакса [1957]. 
Номер k, для которого выполнены условия (21), называют ин
дексом линии разрыва.

Из аналогии со случаем одного уравнения ясно, что условия 
устойчивости (21) могут обеспечить единственность и непрерыв
ную зависимость решений от начальных данных лишь в некото
ром, возможно узком, классе систем квазилинейных уравнений. 
Однако этот класс до сих пор не найден. Возможно, что условия 
(21) гарантируют единственность разрывного решения для 
систем квазилинейных уравнений, удовлетворяющих требо-. 
манию

r k (и, х, /) grad„ lk {и, X, ?)ф0 (k =  1, 2, . . . ,  п) (22) 
(ср. § 10 гл. 1), где г* (и, х, t) — правый собственный вектор

матрицы Л =

4. Необратимость процессов, описываемых разрывными ре
шениями систем квазилинейных уравнений. Пусть при 0 ^  t ^  t\ 
построено решение и — и i (х, t) задачи Коши

Й. =  f  (и, х, t), и(х, 0) — и0(х). (1)

Будем говорить, что решение и =  и\ (х, t) описывает обратимый 
процесс, если решение обратной задачи Коши с начальным 
условием, поставленным при t =

| (2)
и (х, t\) —  «[ (х, t{), 0 )

совпадает в полосе 0 ^ / = ¾ ^  с ui (х, t) ; если же решение за
дачи (2) отлично от Mi (х, t ) , то будем говорить, что и\ (х, t) 
описывает необратимый процесс.

Если u\(x,t) — классическое решение задачи (1), то, оче
видно, оно описывает обратимый процесс. В самом деле, глад
кая функция ui(x, t )  является единственным гладким решением 
как задачи (1), так и задачи (2), как это вытекает из теоремы 
единственности классического решения системы квазилинейных 
уравнений, доказанной в главе 1.

Переходя к вопросу об обратимости процесса, описываемого 
разрывным решением задачи (1), мы должны учесть, что реше
нием этой задачи будем называть лишь устойчивые решения. 
Пусть ui(x, t )  — устойчивое разрывное решение задачи (1) и
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х =  x(t) — его линия разрыва. На линии х =  x(t) выполняются, 
следовательно, условия устойчивости

и  («л (0> ^ (0, t ) >  D > l k  (ыц (t), х (t), t). (3)
Решениями обратной задач» Коши (2) мы будем называть 

также лишь решения, устойчивые по отношению к изменению 
начальных данных. Легко, однако, видеть, что изменение на
правления отсчета времени t приводит к условиям устойчивости, 
обратным (3), т. е.

Ik («л W. -¾ (0, t ) < D < l k (иа (/), x(t), /), (4)
так как при этом меняются местами правое и левое положения.

Таким образом, если u\(x,t) — устойчивое разрывное реше
ние задачи (1), то и =  Ui(x, t )  не является устойчивым реше
нием обратной задачи Коши (2), так как оно не удовлетворяет 
условиям (4). Значит, устойчивым решением обратной задачи 
Коши (2) будет функция и =  и2(х, t), заведомо отличная от 
U\(x,t), и решение u\(x,t) описывает необратимый процесс.

Поясним эти наши выводы простейшим примером. Для урав
нения

ди  . д и 1 
dt  ‘ д х  2

=  0

с начальным условием
fи (х, 0) =  и0 (х) =  j

как мы видели выше, в случае и~ 
решением является функция

Mi (х, 0

при
при
J.+

х < 0 ,
х > 0 ,

>> ы+ устойчивым разрывнь

Если же мы выберем какой-либо момент t = t \ ' >  0 и буд> 
решать для уравнения (5) обратную задачу Коши, т. е. зада1 
когда начальное условие

( и~ при х < х ь 
и (дг,/,) =  «, (*,/,) =  {  „ + при 1 > Х ь

задано при t =  t\ и ищется решение при 0 ^  / tu то устойч 
вым решением этой задачи будет являться функция

(*i ~  0.

щ{х,  0 =

шт^тштншпнтнттттнншг
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На рис. 4.14 приведена картина характеристик для решений 
Hi (x,t) и Иг(-М)-Характеристики решения щ (х, i) изображены 
сплошными линиями, решения u2(x , t )— пунктирными. Таким 
образом, решения u\(x,t) и u2(x,t) различны в зоне /.

Итак, разрывное устойчивое решение системы квазилиней
ных уравнений гиперболического типа описывает необратимый 
процесс. Этот вывод верен лишь для гиперболических уравне
ний, так как для уравнений других типов обратная задача

Коши может оказаться некорректной, т. е. необратимость про
цесса имеет там другой характер: в частности, и гладкие реше
ния могут описывать необратимые процессы.

Наконец, мы хотим обратить внимание также и на то, что 
этот вывод верен лишь для существенно нелинейных систем 
квазилинейных уравнений гиперболического типа.

Действительно, разрывные решения линейных, полулинейных 
и слабо-нелинейных систем уравнений гиперболического типа 
описывают обратимые процессы. Это вытекает из того, что 
теорема единственности разрывных решений для этих систем 
может быть доказана лишь на основании интегральных законов 
сохранения, т. е. для этих систем отсутствуют неустойчивые 
решения.

Изложим, наконец, некоторые соображения о характере не
прерывной зависимости обобщенных решений системы квазили
нейных уравнений от начальных значений.

Из рассмотренных выше примеров видно, что мерой близо
сти обобщенных решений не может служить норма простран
ства С. Как мы увидим в этой главе, в случае одного квазили
нейного уравнения устойчивые обобщенные решения обладают 
тем свойством, что

Зон S i  
t / \

a.f

Рис. 4.14.

SUp | Ф (х, t) — Ф (х, t) | -> О, (Ю)

если
sup | Ф (х, 0) — Ф (х, 0) | - »  0, (П)
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Здесь Ф(х, t), (b(x,t) —потенциалы обобщенных решений 
u(x, t ) ,  U{x, t ) .  О решениях, обладающих этим свойством, мы 
будем говорить, что они непрерывно зависят от начальных 
данных «в потенциальной метрике».

Это свойство устойчивости решений одного уравнения позво
ляет предполагать, что и для систем квазилинейных уравнений 
устойчивость обобщенных решений означает их непрерывную 
зависимость от начальных условий «в потенциальной метрике».

§ 2. Одно квазилинейное уравнение

1. Обзор результатов. Одно квазилинейное уравнение пред
ставляет собой самый простой случай системы квазилинейных 
уравнений, в котором имеются существенные упрощающие де
тали. Естественно поэтому, что первые результаты по изучению 
разрывных решений задачи Коши были получены для одного 
квазилинейного "уравнения.

В своей классической работе Э. Хопф [1950] построил раз
рывное решение задачи Коши

l r  +  - | r ( T - ) “ 0’ - « (* . 0) =  «о(*). (1)

Метод Э. Хопфа состоит в следующем.
Вместо задачи Коши (1) он рассматривает другую задачу 

Коши:
ди,, д и?, <Э2и„

и»(Х’ 0) =  и0(х), ц > 0 ,  (2)

решение которой выписывается явно. Обобщенное решение за
дачи Коши (1) определяется как предел u^(x,t) при ji-> 0 :

и (х, t) =  lim «„ (х, t). (3)
ц-»0

Явное выражение для Uy,{x,t) и формула (3) для обобщен
ного решения u(x, t )  задачи Коши (1) позволяют детально 
изучить свойства разрывного решения задачи (1).

Таким образом, построение Э. Хопфа можно считать первым 
результатом, устанавливающим существование и единственность 
обобщенного решения задачи Коши для одного квазилинейного 
уравнения в достаточно широком классе начальных функций 
(для построения Э. Хопфа достаточно потребовать лишь огра
ниченности и измеримости начальной функции ио(х)).

Отметим, что задача Коши (2) рассматривалась также 
И. Бюргерсом [1940, 1948] и И. Коулом [1951], Эта задача 
Коши широко известна в теории турбулентности, а само урав
нение (2) для u^ix, t) часто называют уравнением Бюргерса,
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который на примере задачи Коши (2) (и близких задач) изучал 
некоторые аспекты теории турбулентности.

П. Жермен и Р. Баде [1953] установили, что решение задачи
(1) единственно, если в точках разрыва u(x,t )  выполнено усло
вие устойчивости мл >  мпр.

Однако строгое обоснование решения задачи Коши (1) было 
дано впервые Э. Хопфом. В частности, Э. Хопф первый указал, 
что заданная формулой (3) функция и (х, t) удовлетворяет 
уравнению (1) в смысле выполнения интегрального равенства

для произвольной гладкой финитной функции g(x, t).
В 1954 г. О. А. Олейник рассмотрела задачу Коши

в классе кусочно-непрерывных и кусочно-дифференцируемых ре
шений a(x, t ) ,  предполагая выполненным условие ср"( (и, х, t) >
>  0 (с$"и <  о), и доказала существование и единственность обоб
щенного решения (см. О. А. Олейник [1954а, б]). А. Н. Тихонов 
и А. А. Самарский [1954] рассмотрели задачу Коши для неодно
родного закона сохранения

в классе и(х, t ) ^ K ,  также предполагая выпуклость (р [и, х, /)

Затем О. А. Олейник [19566, 19576] распространила свои 
результаты на класс ограниченных и измеримых решений 
u(x , i )  закона сохранения (5). \

В  ряде дальнейших работ уточнялись свойства решений за
дачи Коши для уравнений (5) и (7).

В работах И. М. Гельфанда [1959], О. А. Олейник [1958, 
19596], А. С. Калашникова [1959а] и др. была рассмотрена 
задача Коши (5), (6) в случае невыпуклой функции ср (u,x, t ) ,  
когда величина <p"U(u, х, I) знакопеременна.

Постановка задачи, как мы видели в § 1, в этом случае 
осложняется, а ее решения имеют более разнообразные свой
ства. Центральным моментом является правильное обобщение 
условий устойчивости обобщенного решения. Такими условиями 
являются требования (1.3.16), полученные в предыдущем пара
графе из наглядных соображений.

оо

ди . <Эф (и, х, 0  __
д t ' дх

и (х, 0) =  «о М

(5)

(6)

(7)



Основное отличие в свойствах решений задачи Коши (5)', 
S) в случае невыпуклой функции ф(м, х, t) от случая выпуклой 
эстоит в том, что теперь решение u{x,t )  может иметь особен-

ость типа и(х, t ) = g  (  * — ) +  й(х, t), где g, й — гладкие функ-

ии не только при t0 — Q (что имеет место и при ф"ы ф  0), но
при to >  0. Указанные особенности типа центрированной 

элны разрежения могут возникать при ( > 0  в точках пере
ценил двух линий разрыва. Эта возможность сближает слу- 
ш одного уравнения с системами уравнений гиперболического 
ша (я >  2), у решений которых особенности указанного типа 
иеются как правило. Однако, конечно, случай п =  1 очень 
■,ЛРЙ
'епени трудности возникающих задач. Именно по этой причине 
ногие методы, приведшие к успеху в случае одного закона 
>хранения, неприменимы или, чаще, трудно проверяются в 
1учае системы законов сохранения. Тем не менее случай 
=  1 всегда служит «пробным камнем» любой новой методики 
*учения разрывных решений системы нелинейных законов со
мнения.

Хотя в случае знакопеременное™ ф „̂(«, х, t) задача Коши 
>), (6) изучена значительно менее подробно, чем при ф"„ >  0, 
;м не менее можно считать, что основные факты и теоремы 
ке установлены.

Отметим также, что одно квазилинейное уравнение — это 
действенный случай систем квазилинейных уравнений, для ко- 
iporo доказаны теоремы о сходимости решений разностных 
>авнений к обобщенному решению задачи Коши (см. по этому 
>воду Н. С. Бахвалов [1961], Н. Н. Кузнецов [1977],
. Н. Кузнецов, С. А. Волошин [1976], Р. В. Разумейко [1973]).

Из сказанного выше следует, что теория обобщенных реше- 
[й одного квазилинейного закона сохранения (5) или (7) в ос- 
)вных чертах была построена в пятидесятых годах нашего 
олетия.

Тем не менее и в последующие годы появилось много 
[тересных работ, освещающих разные стороны этой теории, 
дли предложены несколько новых методов решения задачи 
эши (5), (6), новые определения решения этой задачи.

Отметим «метод потенциала» и «метод потенциального сгла- 
ивания» решения задачи Коши (5), (6), обладающие большой 
(щностыо и наглядностью (см. Н. Н Кузнецов, Б. Л. Рожде- 
венский [1959а], Б. Л. Рождественский [1961], А. Дуглис 
961, 1972]).

Ряд работ посвящен более общим и наглядным определе- 
1ям обобщенных решений одного закона сохранения и их
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свойств, понятию «энтропии» для одного квазилинейного урав
нения (см. А. Дуглис [1959], А. И. Вольперт [1967], Э. Хопф 
|1969], П. Лаке [1971]).

Расширение этой задачи на случай нескольких простран
ственных переменных привело к построению в 1960— 1975 гг. 
сравнительно законченной теории обобщенных решений одного 
квазилинейного уравнения (закона сохранения)

ди _ <3фг (и, х, t)
=  0 (О)
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д t Z_ j дх.  
i ~ l  1

(см. работы Н. Н. Кузнецова, С. Н. Кружкова, А. И. Вольперта,

Таким образом, мы видим, что хотя основные контуры тео
рии обобщенных решений одного квазилинейного закона сохра
нения уже созданы, тем не менее сама эта задача еще далеко 
не исчерпана.

Несколько слов о характере изложения в § 2. Здесь мы рас
сматриваем почти исключительно случай выпуклой функции 
ср (и, х, t) (фцИ >  0); случай невыпуклой q>(u) разбирается лишь 
с целью демонстрации возникающих осложнений.

Для простоты изложения результатов мы будем ограничи
ваться, как правило, классом решений u ( x , t ) ^ K ,  хотя боль
шинство результатов переносится без заметных осложнений и 
па класс ограниченных измеримых решений.

2. Построение Э. Хопфа. Э. Хопф рассматривает реше
ние u(x, t )  уравнения

* L  +  J _ i i l  =  0 П)
dt ^  дх 2 ' ^

с начальным условием

и(х, 0) —  и0 (х) (2)

как предел при ц -> 0  решений u^(x, t)  другой задачи Коши:

ди,. д м2 д2им
.dt" ~dic~2 ~   ̂~ W  ’ ' (3)v \

«и (*, 0)  =  и0(х)- (4)

Будем считать функцию и0(х) ограниченной на всей оси 
|х|< оо, обладающей кусочно-непрерывной первой производной 
и имеющей точки разрыва первого рода.

Предположим, что нам известно решение и ^х ,  t) задачи 
Коши (3), (4), непрерывно дифференцируемое при t >  0. Тогда,



согласно уравнению (3), криволинейный интеграл
(*, t)

Фц (*, 0 =  § dx +  [и- -¾ 1 “  - у  ]  dt (5)
(О, 0) ■

не зависит от пути интегрирования; при этом
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■ т  =  ^ - - т -  (6)

Исключая из (6) функцию и ,̂ получим уравнение, которому 
удовлетворяет Фц(х, t):

<ЗФц , 1 f  0Фй у  д2Ф и
dt 2 \ д х )  " ^ дх2 - V )

Формулы (4) и (5) приводят к начальному условию для Фй:
%

Фц (JC, 0) =  Ф0(х) =  \uQ{l )d l .  (8)
о

Согласно нашим предположениям,
и0(х) =  о(\х\) при х->  +  °°. (9)

Отсюда следует, что
Ф0 (х) — о (х2) при х —> i оо, (10)

Очевидно, что Фо(х)— непрерывная функция переменного х, 
имеющая кусочно-непрерывную первую производную.

Мы решим сейчас задачу Коши (7), (8) для Ф№: по формуле 
(6) найдем М|х(х, t),  а затем, устремляя ц ->0, получим в пре
деле функцию u(x , t ) ,  которую назовем обобщенным решением 
задачи Коши (1), (2). Подстановка

Фд (х, t) =  — 2 ц In 'Рц (х, t) (11)

сводит задачу Коши (7), (8) к задаче Коши для уравнения 
теплопроводности

.. a84v
dt  ^ дх2 ( 12)

ЗФИ <ЭФ,, ди„ и:

с начальным условием

4V (х, 0) =  (х) =  ехр { -  ^  Фо (*) } =  ехр ^  $ и0 (g) di  j . (13) 

Согласно формуле (10)



иитгому задача Коши (12), (13) имеет единственное решение, 
которое задается формулой

оо

— со

оо

+  <16>
v ' —00

Теперь из формул (11) и (6) получаем выражение для и^(х, t)i
00

S
м * .  0 =  ^ 4 s -------- :------------------------------. (16)

С f  Ш  л;, I )  ) _
)  е х р ( -----------2(Х }  .

, -—00
где

l ( t ,  х, Ю -Ф о (1) +  - - -^ - .  (17)

Из формулы (17) следует, что функция X(t, х, £) — непрерывная 
функция всех своих аргументов при t <  0. На основании усло
вия (10) мы можем утверждать, что при любых фиксированных 
x , t ^  О

Я (/, я, |) —> +  оо при | ->±оо. (18)

Значит, непрерывная функция K(t, х, I ) принимает при фиксиро
ванных х, t >  0 свое наименьшее значение Ят 1п( ,̂ t) на некото
ром ограниченном множестве значений переменного Обозна
чим это множество через т  [х, t) .

Введем в рассмотрение функцию v(/, х, |): :

v (t, х, I) «= Я (/, х, |) — Ят1п (х, t) =  Ф0 (I) +  ----- K m  (х, t).
(19)

Согласно определению величины lmin(x, t) как абсолютного 
минимума по переменному | функции %{t,x,\), мы с очевидно
стью заключаем, что

v ( t , x ,  1) > 0; (20)
при этом знак равенства в (20) имеет место лишь в случае, 
когда g принадлежит множеству m(x,t) .  Умножая числитель и
знаменатель формулы (16) на ехр { +  — 0. j , придадим ей
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следующий вид:
оо

S
Ч  (X, t) =  --------- — ----- =----------------. (21 )

(j ехр { -_ }  dl
—  00

Пусть %~(x,t) и l + (x, t ) - r  соответственно точная нижняя и точ
ная верхняя грани множества т (х ,  t):
l~  (х, t) =  inf т  (х, t), 1+ (х, t) =  sup т  (х, t), 1~ (х, t) <  1+ (х, t).

(22)
Поясним графически определение множества m(x,t)  и его гра
ней |+. Для этого введем новую функцию i\(t,x,%):

^(/ ,  х,  1) =  Я(/ ,  х,  1 ) - | 1  =  ^ ; 0,  l ) ~ l | .  (23)

Функции v(t , .x,Q, x\(t,x,%) принимают наименьшее
значение при фиксированных х, t >  0 в одних и тех же точках 
1 е  т (х ,  t).

На рис. 4.15 в плоскости переменных £, z  изображены
кривая z== г] (/ ,0 ,1 ) и некоторая прямая z — с. Для

фиксированных х, / >  0 наклон этой 
прямой задан. Подберем такое чис
ло с, чтобы эта прямая коснулась 
снизу кривой 2 =  т)(/, 0, 1), нигде 
ее не пересекая. Тогда множество
точек 1, в которых 1 у  +  с = т] (/, 0,1),
и составляет множество т ( х ,  t). 
В самом деле, если кривая г  — 
=  ri(/, 0, 1) «опирается» на прямую
2 =  - 1 + с, то это значит, что

ч] (t, 5) — =  X, 1) в точках, 
в которых 1 у  +  с — г) (/, 0, 1) принимает наименьшее значение. 
Заметим, что число с совпадает с f]min{x, t).

На рис. 4.15 множество т ( х ,  t) кроме граней 1~ (х, /), 1+ (я ,  t) 
содержит еще и отрезок а < 1 ^ 6 .

Установим теперь следующие свойства величин £+:
1+ (х, t) sfs'  (х' , t) при х <  х', (24)

1-  (х -  0, /) =  (х, t), 1+ (х +  0, /) =  1+ (х, /), (25)
1~ (+  оо, t) =  +  ОО, 1+ (— ОО, /) =  — ОО. (26)
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Для доказательства свойства (24) рассмотрим разность 

Г) (/, X +  Ах, |) — Г| (t, х +  Ах, £+ (х, /)) =

=  Т) (t, X, £) -  л (t, х , |+ (х, /)) -  [ I  -  ?  (X, /)]. (27)

В  силу определения верхней грани
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Tj(f, х, i)  — i i  (/, х, l + (х, /)) |

Пусть Ах >  0. Из формул (27) и (28) следует, что

> 0 при (х, /),

>  0 при | (х, ()■
(28)

/ + ч f  >  0 при I  <  £+ (х, /),
г) (/, х +  Ах, |) — т) (/, х +  Ах, | (х, /)) < ,

( = 0  при | =  |+ (x, /).

(29)
Согласно определению (х, /)

г] (/, х +  Ах, 1“ (х 4- /)) — г) (/, х 4- Ах, 1+ (х, О) 0 (30)
(Ах > 0 ).

Сопоставляя формулу (30) с (29), видим, что |-(х +  Ах, /) ^  
^  £+(х, 0 .'Это и доказывает неравенство (24).

Доказательство неравенства (24) иллюстрируется геометри
чески. В самом деле, если х'  >  х, то наклон опорной прямой
2 -  !  J L  _|_ с'  больше наклона прямой z =  g-~- +  с и из рис. 4.15
сразу следует неравенство (24).

Подобным же образом легко устанавливаются свойства (25) 
и (26).

Отметим, что, так как функция X ( t ,x , t )  является непрерыв
ной функцией всех своих переменных при t >  0, то и ее абсо
лютный минимум Я т1п (х, /) по переменному £ является непре
рывной функцией переменных х,, t.

Вернемся к формуле (21) и покажем, что для любых х, t >  0

-■ <  lim in f« „ (/ ,  0 5¾ !>m sup ыи (/ , t ' ) ^ - — --~ x~ .
* ц->0 p.->0 ' f

t ' - * i  t '->t W U

Из формул (31), в частности, следует, что если в точке 
х, /(/ >  0) выполнено условие £-(х, /) — £+(х, /), то в этой точке 
существует предел - '

lim ( / , /') =  «= I .  (32)
}l-»0 1 
x'~>x
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ереходя к доказательству формул (31), для краткости обозна- 
ш %+(x,t) =  %+, Пусть е >  О— произвольно ма-
эе положительное число. Выберем положительные числа а, Ъ 
'оль малыми, чтобы для всех значений g, х', t', удовлетворяю
щих условиям

ункции l~ (x , t )  и \+{x,t)  полунепрерывны соответственно 
ieea и справа, поэтому, если величина а достаточно мала, то 
эи выполнении неравенств (33) и (34) можно считать выпол- 
гнными также следующие:

лполнялись неравенства

(34)

Г  -  Ъ <  Г  (х', t') <  £+ (/,. (') < t  +  b. (35)

апишем формулу (21) в применении к точке х', t':
оо

(36)

ценим в формуле (36) числитель:
о

Х ' - Ъ
f

ю

оо оо

J exp{ „ _ L } d|+ 5 [ £ 1 Д . , ] е х р { - ^ } « >
— оооо —оо

оо \~-2Ь

I++26

оо 1+26



При получении (37) мы пользовались условием (34). Совершен
но аналогично получаем для числителя оценку сверху

- - ОО

оо £“ —2 Ъ

< L  J .ехр { - - ^ } r fg +  J р ^ Х - ф х р  { _ J L } r f g +  '
— со — оо

оо

+  П ^ - Ф хр { - ж К  ■ <38>
1++2Ь

Разделив оценку, полученную в (37), на знаменатель в фор
муле (36), очевидно, получим ,

1~-2Ь

J
«ц {х', О >  И ----- 22------- ST-----—----- -------------------------Ь
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S [ ^ - г 1  -  Ф хр { -  i H
j +  +  2 ь ____________________________

do

J exp { dl

(39)

Покажем, что последние два слагаемых в неравенстве (39) стре
мятся к нулю при }х->-0 равномерно по х', t', если последние 
удовлетворяют ограничению (33). Замечая, что линейная функ
ция —■ ” — на полуинтервалах (— оо, |- — 2Ь] и [£+ +
+  2Ь, +оо) оценивается по модулю соответственно величинами 
со(|- — I )  и ю (| — |+), а величина со может быть выбрана неза
висимо от х', t', если последние удовлетворяют (33), запишем:

Ъ ~ - 2 Ь  £ - - 2  b

J [ ± _ p i _ , ] e x P { - ^ - } r f 6  J © (6“ — Е) ехр { -
— ОО —оо 

 ----------------------------- <  ---------- _ ---- -------------- ------ ------------- '----------------  t

S ехр{ -  2 :̂} \ exp { “ ^ r } rf|
~оо  —ОО

(40)
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оо оо

g+ + 26___________________________  ^  1 ++2b

i s  exp{ - i i r } rf|
_0° 1+ (X', <')

(41)
Для всех х', t ' , удовлетворяющих (33), v ((', х’, |) >  0 при | <

— / /  \<| — 26 и v (/ , д/, !) ”  о "̂2р“ 1 ПРИ — Поэтому суще-
ствует число А >  0 такое, что

v(t' ,  х', |) >  А (| — |- )2 при — 26.

Используя эту оценку, напишем для числителя в формуле (40)
Г " -26

S ® [ r - | ] e x p { - ^ ^ } r f | <

£~-2Ь

<  СО $ ( Г  -  8) « Р  { -  £  ( I  -  г ) !}  4  -  « Р  { -  it f  } .
—  00

(42)

С другой стороны, так как v(t ' ,  х ' , £“ (/', / ))= = 0 , то существует 
б >  0 такое, что v (/', х ' , |) <  4Л62 при всех g из интервала 
g“ ( / ,  (') — б :¾ g ^  £~ ( / ,  О- Поэтому знаменатель в формуле (40) 
может быть оценен следующим образом:
1~ (*'. <0 (х\ <')

5  e x p { - ^ i > } , | >  J  « р  { - * * } « -

-00 ■ Г" (*', #0 —в

=  6 ехр {  — —j —} • (43)

Правая часть неравенства (40) не превосходит отношения пра
вой части (42) к (43), т. е. не превосходит величины

(ВЦ

А6 ’

причем эта оценка имеет место равномерно для всех х', ?, удов
летворяющих (33). Так как аналогичная оценка легко полу
чается и для второго члена в (39), то можно записать:

« Ж ,  0 > / + 0 ( ц ) .  (44)



Аналогичные выкладкй для (38) приводят к неравенству
(х', t ' ) < L  +  0  (|Х ). (45)

Оценки (44), (45) имеют место равномерно для х', t', удовле
творяющих (33). Из определения чисел / и L  (34) и произволь
ности величины е следует, что оценки (44), (45) доказывают 
формулы (31) и (32).

Определим обобщенное решение задачи Коши (1), (2) с по
мощью формулы

и (х, () =  lim {х, t) (46)
1Л~>0

по всех точках х, t, в которых существует этот предел, т. е. 
!; (х, t) — %+ {х, ( ) . Функция u(x, t )  в этих точках непрерывна 
по совокупности аргументов х, t.

В точках, в которых £+(х, /) Ф  |+(х, (), для определенности 
положим

и (х, () — и(х — 0, /) — ■* — 'х’ ^ .

Пусть 1~(х, ( )ф 1+ {х, () в какой-либо точке (х, t). Тогда из фор
мул (31) и (24) следует, что

и(х — 0, t) >  и (х +  0, /), (47)
так как

и (х -  0, /) =  , и (х +  0 , ( ) =  0 . (48)

Неравенство (47) показывает, что обобщенное решение 
u(x, t) ,  заданное формулой (46), удовлетворяет условию устой
чивости, которое было введено в § 1.

Пусть теперь l~(x, ( ) =  l + (x, t) = l ( x , t ) .  Если g =  |(x, t) — 
точка непрерывности начальной функции Ио(£), то так как 
X ( t ,x , l )  принимает в этой точке минимальное значение, то

«о (К * , 0) =  - ~ V — » (49)

и'0&(х,  / ) - 0 ) > - у ,  u'Q( U x , t )  +  0 ) > ~ j  (50)

(мы считаем, что точка | =  £(х, () может быть точкой разрыва 
производной функции «о(Ш - Если же точка % — i ( x , t )  =
— g- {х, t) =  |+ (х, t) — точка разрыва начальной функции Мо(£), 
то

«о (£ {X, () — 0) <  «о (| (х, () +  0). (51)
Пусть теперь l~  {х, t) Ф 1 + [х, t). Тогда

и0 (|~ (х, () — о) =  и (х — 0, t) <  и0 ( f  (х, () +  о), (52)
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Наконец, отметим еще одно свойство решения u(x, t ) .  Пусть 
x — x ( t )— линия разрыва u(x, t ) .  Тогда

lim =  t) +  u{x{t) +  0, t)\. (54)
t ' - >t + 0 I I I

■ о
Это свойство показывает, что кусочно-гладкие решения u(x, t)  
задачи Коши (1), (2) удовлетворяют условию Гюгонио для 
уравнения (1).

Теперь перейдем к выяснению вопроса о том, в каком смысле 
функция и (х, t) —  lim uvl (х, i) удовлетворяет уравнению (1) и

М.->0
начальному условию (2). ,

Рассмотрим функцию
оо

In

Ф (х, /) =  lim Фй (х, 1) =  lim :-!~т ^ - ц----- lim — -- ------- ш ------------ -.
ц-»0 ц-»0 ' Iх |л->0 1/̂ |Х

Применяя в этом равенстве правило Лопиталя, получим
сЬ
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Ф ( Х ,  /) =  lim ----------------------------------------. (55)

r xp{ — 2|Г— J d6
— 00

Из формулы (55) следует, что

Ф {х, t) — Amin [х, t) =  K (t , X, l~  (x, t)) =  К (t , X,  g+ [x, t)) =

=  inf [ф0 (i) +  =  inf 9  (t, x, g), (56)

9(t ,  x, £ )^ Ф 0(£)+  (A:~ I)2 •

Доказательство (56) аналогично доказательству неравенств
(31). Отсюда следует, что Ф (х, /)— непрерывная в полуплоско
сти t >  0 функция переменных х, t. Так как при /->0 Ъг{х, t)-*-x, 
£+(х, /)->я, то из (56) следует, что Ф (л ,/) непрерывна также 
и при t —  0, т. е. непрерывна при t ^  0.

Рассмотрим произвольную точку (х, t) полуплоскости t >  О, 
в которой |- (х, t) =  £+ (х, t) . Очевидно, что существует окрест
ность точки (x,t ) ,  в которой l~(x' , t') — %+(х', t') для всех ее 
точек (х', f ) . Согласно (6)

<ЭФ„ <5ФЦ дии и*



§ 2. ОДНО КВАЗИЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 635

hi к как последовательность равномерно сходится в этой 
пкрестности к и(х, t), а Фй(х, /)=|>Ф(х, I) по доказанному выше, 
то, очевидно, Ф(х, t) дифференцируема в точке (х, /); при этом

Дифференцируя формулу (16) по переменному х, находим

Поэтому в рассматриваемой окрестности точки (x, t),  согласно

Следовательно, функция Ф(х, t) дифференцируема в рассмат
риваемой точке (х, I) по переменному t, при этом

Итак, во всех точках (x, t) ,  для которых %~(х, t) — |+(х, /), 
функция Ф(х, t) непрерывно дифференцируема и удовлетворяет 
уравнению

Согласно формулам (25) функции l ~ ( x , t ) ,  | + (x , t )— монотонно 
возрастающие функции переменного х — полунепрерывны по 
переменному х и ограничены при конечных х, t. Отсюда следует, 
что на любом отрезке прямой t — const множество точек, в ко
торых £,~(х, t)=jt= £+(х, t ) , не более чем счетно. Отсюда, далее, 
следует, что в любой области G переменных (х, t) существует 
не более счетного числа линий, вне которых Ф(х, ()  непрерывно 
дифференцируема и удовлетворяет уравнению (64).

(58)

(59)

где через и£ обозначена величина
00

(60)

— оо— оо

В точках (х, t), в которых % (х, /) =  £+ (х, t), имеем

(61)

дФм
(57), последовательность равномерно сходится при (л — 0:

(62)

<9Ф (х, t) 
dt

и2 (х, t) 
2 (63)

(64)



'Гак как %г(х, t)-+- х, l + (x, t)~+ х при /->0, то
X ,

ф(х, 0) =  Ф0(*) =  [ u 0( l )d l .
0

В силу непрерывности Ф(я, t) заключаем, что
X х ; .
 ̂и (|, t) dl  ->  ̂и0 (|) di, при t -> 0. (66)

О ' 0

Соотношения (64), (65) показывают, что функция u(x, t ) ,  за
данная формулой (46), является обобщенным решением задачи 
Коши (1), (2).

Покажем еще одним способом, что заданная формулой (46) 
функция u(x, t )  является обобщенным решением задачи Коши
(1), (2). Интегрируя уравнение (3) по области G полуплоскости 
t >  0, ограниченной замкнутым контуром С, очевидно, получим

§ u ^ d x - ^ d t =  (66)
с с

<ЭИм
Согласно (59) 0 в точках, в которых |-(х, / ) =  |+(х, t).
Поэтому, если мы предположим, что на контуре С мера множе
ства точек (x, f ),  в которых £~(х, /) Ф  £+(*, t ) , равна нулю, то

С diiu
при jLi —̂ 0 интеграл ® |л dt, стоящий в правой части (66), 

с
стремится к нулю. . . ,

При этом же предположении интеграл в левой части (66) 
при ц~>0 сохраняет смысл, так как на контуре С почти всюду 
Uyix, t)-*- и(х, t). Поэтому, переходя в (66) к пределу при 
ц->0, получим

ф и (х, t) dx -  dt =  0. (67)
с

Итак, для произвольного замкнутого контура С, на котором 
мера множества точек разрыва u(x, t )  равна нулю, функция 
u {x , t ) удовлетворяет интегральному закону сохранения (67) 
для уравнения (1).

Так как функция u (x , t ) принимает в смысле (65) началь
ные значения (2), то u(x, t )  является устойчивым обобщенным 
решением задачи Коши (1), (2) также и в смысле интегрального 
закона сохранения (67).

Теперь заметим, что если в точках разрыва функции u(x, t) 
приписано определенное значение, например

и(х, t )==u(x — 0, t ) ,  (68)
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то равенство (67) справедливо вообще для любого замкнутого 
контура С, лежащего в полуплоскости t ^  0.

В самом деле, контур С можно рассматривать как предел 
контуров С', на которых мера множества точек разрыва функ
ции u(x, t )  равна нулю.

Для каждого такого контура С' равенство (67) выполнено 
согласно предыдущему. Если к каждой точке разрыва (х, () 
функции u(x, t)  соответствующая точка (х', t') контура С' стре
мится слева, т. е. х' <  х, х '-+х ,  то и(х' , t ')-> и{х, t) согласно 
(08) и, переходя к пределу в равенстве (67), мы приходим к 
пиводу, что оно выполнено для произвольного контура С.

Умножая уравнение (3) на произвольную гладкую финитную 
функцию g(x, t) и интегрируя результат по полуплоскости t 0, 
получим

Так как почти всюду и^~>и{х, t), и^->и2(х, t) и, согласно (64),
ди.

|х — > 0, то, переходя в (69) к пределу при ц —> 0, получаем

Равенство (70) показывает, что построенная функция и(х,()  
является обобщенным решением задачи Коши (1), (2) также и 
в смысле последнего из трех определений, которые вводились 
в § 1. Впервые подобное определение обобщенного решения 
квазилинейных уравнений было предложено Э. Хопфом.

3. Задача Коши для уравнения ut +  (|>ж= 0  при условии <р''в >  0. 
Пусть функция ф(и, х, t) обладает двумя первыми непрерыв
ными производными по всем своим переменным при t ^  0, 
— ioo <; х < .  оо и любых ограниченных и. Будем считать, что 
ф"и (и, х, /) >  0 в этой области переменных х, t, и (случай 
Ф"и(и, х, t) <  0 рассматривается совершенно аналогично).

Для уравнения

оо

0 — оо

(69)

оо

|£ dx dt +   ̂ g (x, 0) u0 (x) dx =  0. (70)dg u2 (x, t)

—  OO

(1)

поставим начальное условие
■ ' , u(x, 0) =  uQ (x), (2)
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предполагая функцию и0(х) кусочно-непрерывной и обладаю
щей кусочно-непрерывной первой производной при любых огра
ниченных значениях переменного х.

Задача Коши (1), (2) была рассмотрена и решена впервые 
О. А. Олейник, причем даже в более широком классе начальных 
функций — ограниченных и измеримых функций и0(х). Наше 
рассмотрение задачи Коши (1), (2) будет менее детальным и 
несколько отличным от рассмотрения О. А. Олейник.

Для характеристической системы уравнения (1)

4 т  =  Ф« t')’ Ж  =  “  х> ъ
рассмотрим задачу Коши с начальными условиями

х (0) =  х0, и (0) =  и0. (4)
Решение этой задачи Коши обозначим буквами

x(t) =  X [t, х0, u0), u{t) =  U (t, xQ, H o). (5)
Эти функции, согласно их определению, удовлетворяют усло
виям (4), которые мы перепишем теперь в виде

X  (0, хо, и0) =  х0, U  (0, х0, щ) =  щ. (6)
Будем предполагать, что функции X, U  остаются ограничен
ными при любых конечных хо, ио и t >» 0. Условия, при которых 
это имеет место, носят сравнительно сложный характер, и мы 
не будем их приводить.

Если X(t ,  Хо, м0), U(t,  Хо, и0) ограничены, то они имеют непре
рывные первые производные по всем своим переменным. Это 
следует из непрерывной дифференцируемости правых частей 
характеристической системы (3).

Наконец, мы предположим еще, что
X (t, х0, «о) -> ±  сю при х0 —>±о о . ' (7)

Вторая задача, которую мы рассмотрим для характеристи
ческой системы (3), есть краевая задача со следующими усло
виями. •

Требуется найти решение x ( t ) — X(t, х, £, х0), u(t) — 
=  U(t,  х, I, Хо) характеристической системы (3), удовлетворяю
щее следующим краевым условиям:

х (0) =  X (0, т, I ,  х0) =  х0, х{х) =  Х  (х, х, I ,  х0) =  (8)

где Хо, | — произвольные числа, а т  >  0.
Будем по-прежнему предполагать, что эта задача имеет един

ственное ограниченное решение при произвольных х0, т >  0, 
не выписывая сложных достаточных условий, при которых это 
имеет место. Однако если это предположено, то функции X, О 
непрерывно дифференцируемы по всем своим аргументам.



Перечислим следующие очевидные соотношения:

X  (0, т, |, х0) =  х0, X  (т, т, I, х0) == §, (9)

X { t ,  х0, (7(0, х, |, x0) ) ^ X ( t ,  х, %, х0), (10)

U ((, х0, U  (0, т, х0)) =  U {(, х, |, х0). (11)
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Для уравнения Э. Хопфа, рассмотренного в предыдущем 
пункте,

и2
Ф (и, х, /) =  —

п ' ■

X  ((, х0, щ) =  Хо +  u0t, U  (/, х0, и0) =  и0, (12)

X ( i , x , l ,  x0) =  x0 +  ^ ^ t ,  U ( t ,  х, I ,  х0) =  - Ц р - .  (13)

Из формул (13) легко можем заметить, что решение u(x, t )  
надачи Коши (2.2.1), (2.2.2), заданное формулами (2.2.48), 
может быть также записано в виде

и (х — 0, t) =  U  ((, t, х, (х, ()), )

и(х +  0, t) =  u ( t ,  (, х, l + {х, ()), j

где величины £~(х, () и £+(х, t) определены (см. п. 2) как точ-. 
ные нижняя и верхняя грани множества значений на котором 
функция

А ((, х, I) =  Фо (|) +  =  J Щ (11) +
о

принимает минимальное значение при фиксированных х, t. За
метив, что для уравнения Э. Хопфа

I '
I  (t, х, |) == А (/, х, |) —  ̂ [щ (л) — U  (0, (, х, т])] dr\ =

О
6

=  5 [^0(4) +  1̂1̂ ] ^ .  (15)
о

можем утверждать, что в этом частном случае величины %~{х, t) 
и |+(х, () могут быть определены также как точная нижняя и 
точная верхняя грани множества значений на котором 
функция

/ (t, I) =   ̂ [Щ Сп) ~  U  (0. t, х, т])] dx\ (16)
о
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принимает наименьшее значение при фиксированных значениях 
переменных х, t >  0.

Как показала О. А. Олейник, формулы (14) дают решение 
задачи Коши (1), (2) при требованиях, которые мы наложили 
выше на функцию <р(и, х, t), если под l~ (x , t )  и |+(х, /) пони
мать теперь точную верхнюю и точную нижнюю грани множе
ства значений |, на котором I ( t ,  х, |) принимает наименьшее 
значение.

Из требований, наложенных на Ф (u ,x , t ) ,  вытекает, что

U  (0, /, х, £) —> оо при > ±о о , (17)

а так как мы предполагаем начальную функцию и0(х) ограни
ченной, то

I { t ,  х, 1)-> +  оо При 111 —► оо. (18)

Значит, непрерывная функция f ( t , x , Q  при фиксированных зна
чениях х, t >> 0 принимает наименьшее значение /mtn(x, t) на 
некотором ограниченном множестве т (х ,  t) значений перемен
ного §. Точную нижнюю и точную верхнюю грани этого множе
ства обозначим соответственно \-(x,t ) ,  £+(х, t). Величины 
%-(x,t), l+ (x , t )  удовлетворяют соотношениям (2.2.24), (2.2.25) 
и (2.2.26). Доказательство проводится аналогично п. 2 и здесь 
опускается. Обобщенное решение u(x, t )  задачи Коши (1), (2), 
определенное формулами (14), удовлетворяет неравенству 
(2.2.47).

Введем в рассмотрение функцию
I *

<$ а, Х Л )  =  \ Ио (Л) di\ +  5 [t7q>' ((7, X, X) -  ф (U, X, х)] dx, (19)
о о

где_ для краткости _ опущены аргументы у функций V =  
=  0 ( x , t , x , l ) ,  X — X (т, t, х, £). Продифференцируем подынте
гральное выражение во втором члене формулы (19) по пере
менному |. Мы получим

[Щ 'и Ф ,  X , х) -  ф (и , X ,  т)]( =  Щ 'и (й , X , х) +  % '  (U , х ,  Т ) ] ' -

-  ф'ц (£7, X, х) Щ  -  Ф;  (U, х ,  х) Щ  =

=  и [ф' ф, X, т)]' -  Ф; Ф, X, т) х'ъ. (20)

Но U, X  — решение характеристической системы (3), поэтому 

Ф'В(С/, X,  T) =  J ; ,  - ч ' х ф , х ; г )  =  и'х. (21)

Подставляя формулы (21) в (20), получим

[ Н  -  Ф]; =  Щ  +  Щ х { t, х Л ) Щ (Т, t,_ X, Щ .



Подставляя это выражение в формулу (19), найдем
I t I

$  (/, d = 5  «о oi) ('х> t} х> ^  к  (т>i ’ %* d% * 1+
О 0 0

t

I + \ m ( U 0, X 0, т ) - ф ( ^ 1 0, г ) ] ^  (22)
0

где _  _
U0 =  U  (%, /, х, 0), Х 0 = ( т , /, х, 0).

Рассмотрим второй член в формуле (22); 
t i

S § 17 (Р х' (т> t, X, Т])] dx dr\ = ч
0 0 ,

■ * .■

=   ̂{С/ (/, /, х, т]) J '  (/, /, x,\]) — U  (0, /, х, ri) J '  (0, /, х, г])} йт].
О

Но согласно формулам (8) Х ( 0 ,  /, х, л) — 1, X'^t, U х, ri) =  0. 
Поэтому

1
$  (/, х, |) =   ̂ [«о Сп) — и  (0, /, х, Tl)] dr\ +  F  (х, /), (23)

о
где . ,

t

F {x ,  t) =  \ [С7оФ' (UQ, X , т) -  Ф (<70, X,  т)] dr. (24)
о

Формулы (23), (19) дают новое представление для I ( t ,x ,%),  из 
которого мы заключаем, что при фиксированных х, / >  0 непре
рывная функция % {t ,x ,Q  принимает наименьшее значение на 
том же множестве m (x , t ) переменного что и функция 
/(/, х, |). Значит, функция

Ф (х, /) =  9  (/, х, (х, /)) =  9  (/, х, l + (х, /)) =  inf 9  (/, х, |) (25)
I

является однозначной и непрерывной функцией переменных х, /.
Из формул (25) и (19) заключаем, что непрерывная функция 

Ф (х ,/) принимает при / =  0 следующие значения:

Ф (х, 0) =   ̂«о (1) dl =  Ф0 (х). (26)
о . ■ . .
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Так как функция S ( t ,  х, %) —  липшиц-непрерывная функция всех 
своих аргументов в любой ограниченной области переменных 
t >  0, x, I, т. е.

\$(t +  At, х +  Ах, 1 +  х, а К М {| Д /|  +  |Д*| +  |Д||},
(27)

то тем же свойством обладает и ее абсолютный минимум по 
переменному £ — функция Ф(х, /), т. е.

|Ф(х +  Ах, / +  Д / ) -Ф (х , /)|<М{'| Ах] +  1А/|}. (28)

Липшиц-непрерывная функция Ф(х, /) обладает почти всюду 
непрерывными производными по переменным х, /.

Вычислим эти производные пока формально. Мы имеем
I  (х, t) t

Ф (х, /) =  5 Uq (ti) йц +  J [frp ' Ф, X, т) -  ф Ф, X, т)] dx, (29)
о о

где по-прежнему обозначаем g(x, t)— l~(x,  /), U = U (х, /, х, g(x, /)). 
Дифференцируя (29) по переменному х, получим

t
<5Ф
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дх  ' М°
( I  <*, 0 )  J  j L  [ £ / <  _  ф] d z . (зо)

Аналогично предыдущему

£  [ ( ¼  (С/, X,  т) -  ф (U, X,  т)] =  £  ( W Q , (31)

х'х = ° - £ - Х ( т ,  t, х, Ц х ,  0 ).

где
у ' . =

дх

Подставляя (31) в (30), найдем

-|£- =  uQ ( I (X, /)) +  и (t, t, X, г [х, /)) х'х (/, /, x, ? (x, /)) -

-  £7 (0, /, x, I  (x, /)) z  (0, /, x, I  (x, /)). (32) 

Но из формул (8) следует, что

Х'х (0, /, х ,  6 (х, /)) =  , х!х (/, /, х, 1 (х, / ) ) = ! ,  (33)

поэтому (32) принимает вид

ig -  =  [«о(!(х, 0 ) - 1 7 ( 0 ,  /, X, i( x ,  / ) ) ] i i ^ i l  +  c/(/, t, х , Ц х ,  /))=

"■= К  (I (#> 0) — U (0, /, X, I  (х, /))] +  и (а:, /)• (34)



Аналогичные выкладки приводят к формуле

t ) ) - u ( о, t, х, и х ,  х ,

-  [«О (| (х, t)) -  и  (О, t, х, I  (х, т  -  ф (и (х, t), х, t). (35)

Формулы (34) были получены нами формально, и мы предпо-
д1 (х, t) d l  (х , t)лагали при этом существование производных ^ ..-.

Но эти производные существуют в точках (х, t), для которых 
%-{х, t) =  %+(х, t), независимо от того, дифференцируема или 
пет в точке i  =  l+(x , t )  начальная функция Ыо(Ю- Строгое обо
снование этих формул несложно, но громоздко. Например, обо
снование формул (34), (35) может быть получено, если рас
сматривать u q ( x )  как предел непрерывно дифференцируемых 
функций. Теперь, однако, легко заметить, что если %~{x,t) — 
=  1-,+(х, t), то выражения

[н0(К *, / ) ) -(7 (0 , /, х, Ъ(х, / ) ) ] ¾ ^ .

[н0 (I (х, /)) -  О (0, t, х ,1 (х ,  /))]

обращаются в нуль *), и формулы (34), (35) при этом условии 
превращаются в более простые:

■—  =  и (х, /), =  — ф (и (х, t), х, t). ' (36)

Если же £"*(*, t)-ф\+ {х, /), то

— ■ (х — 0, t) =  и (х — 0, /), ~  (х +  0, t) =  и (х +  0, /). (37)

, ,  <ЭФ дФИтак, почти всюду существуют производные при
этом они. вычисляются по формулам (36). Отсюда следует, что' 
почти всюду непрерывная функция Ф(х, t) удовлетворяет урав
нению

<ЭФ , (  дФ Л  п /ооч( ж , X,  ̂J — 0 (38)

и принимает начальные значения (26).
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*) Если |_ (х, t) =  |+ (х, t) и щ  (|) непрерывна в точке | =  | (х, t), то 
иа ( I  (х, t)) =  U  (0, t, х, | (*, t))\ если же g (х, t) — точка разрыва и0 (£), то 
д Ц х ,  /) d l  (х, t) _ _  „ 

дх dt
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Итак, мы заключаем, что решение u(x , t ) ,  заданное форму
лой (14), для любого замкнутого контура С удовлетворяет 
тождеству

ф и(х, t) dx — (f(u{x, t), x, t) dt ==0. (39)
с

Так как, кроме того, u{x, t )  принимает начальные значения (2) 
в следующем смысле:

X X
^и(х, t) dx ->^m0(x) dx при t - >  0, (40)
о о

и удовлетворяет условию устойчивости и(х — 0, t ) ^ u { x - \ -  0, t), 
то разрывная функция u(x , t ) ,  заданная формулой (14), яв
ляется устойчивым обобщенным решением задачи Коши (1), (2).

Выше мы получили доказательство того, что формула (14) 
определяет обобщенное устойчивое решение задачи Коши (1),
(2). Но это доказательство не показывает, каким путем мы 
пришли к формуле (14). Поэтому мы изложим здесь другой 
способ построения разрывного решения задачи Коши (1), (2), 
который автоматически приводит к формуле (14) для обобщен
ного решения. Этот метод применим при тех же предположе
ниях о задаче (1), (2), которые были сделаны выше, и даже 
при отказе от некоторых из них. Однако в целях ясности и про
стоты изложения мы начнем с разбора случая гладкой началь
ной функции и,0(х), а затем рассмотрим случай кусочно-гладкой 
и кусочно-непрерывной функции ио(х).

Итак, предположим, что функция ф{u,x, t )  удовлетворяет 
нашим прежним требованиям, а начальная функция ы0 {х) обла
дает непрерывной первой производной и ограничена при любых 
конечных значениях переменного х. До тех пор, пока уравнение

x =  X (t, х0, и0 (*о)) (41)

имеет единственное решение хо =  x0(x,t) относительно хо, как 
мы видели в главе 1, решение является непрерывным и задается 
формулой

и (х, t) — U  (t, х0, Щ (хо (х, t))). (42)

Если же уравнение (41) имеет более одного решения относи
тельно Хо в некоторых точках или областях переменных х, t, то 
формула (42) определяет некоторую многозначную функцию 
переменных х, t, из ветвей которой должно быть построено обоб
щенное решение.

Существование обобщенного решения u{x, t )  задачи Коши
(1), (2) предполагает существование липшиц-непрерывного по



тенциала Ф(х, t), который почти всюду удовлетворяет нелиней
ному уравнению

■ f - + < p ( f r .  *. ' ) = »  да)
и начальному условию

х
Ф ( х , 0 )  =  Ф 0( х ) ^ [ и 0( Ы Ь  (44)

о '
Обозначим через Ф =  Ф(/, х0) геометрический интеграл задачи 
Коши (43), (44), т. е. уравнение интегральной поверхности этой 
задачи, выраженное в параметрах t, х0, где х0 — точка, через 
которую проходит характеристика (41). Эта поверхность, вооб
ще говоря, однозначно не проектируется на плоскость перемен
ных х, t. Согласно п. 2 § 9 главы 1 функция Ф(/, х0) опреде
ляется с помощью интегрирования «уравнения полоски»

Щ ;Г хА =  О Х  (и , x , t ) ~  ф (U, X , 0, . (45)
где

U — U  {t, х0, и0 (х0)), X =  X{t,  х0, и0 (х0)).

Учитывая начальное условие (44), интегрируем уравнение (45):
t

ф (/, Хо) =  Фо (*о) +  ]  [t/ф'  (U, X , t ) ~  Ф (U, X, *)],_, dx. (46)
о

В случае, когда уравнение (41) однозначно разрешимо относи
тельно параметра х0, потенциал Ф (х ,/) задается формулой

Ф (X (t, х0, м0 (хо)), t) =  Ф (t, х0) (47)
либо явной формулой

Ф(х, t) — (b(t, х0(х, /)). (48)

Если же зависимость (41) неоднозначно разрешается относи
тельно хо, формулы (47), (48) определяют многозначную функ
цию Ф(х, (), из ветвей которой должна быть построена одно* 
значная и непрерывная функция Ф(х, t) — потенциал обобщен
ного решения.

Фиксируем произвольное t >  0 и рассмотрим поведение 
кривой

х — X(t,  х0, Uq (х0)) (49)

в плоскости переменных х, х0 (рис. 4.16). Зависимость (49), 
очевидно, изображается некоторой непрерывной кривой, кото
рая, однако, при достаточно большом значении аргумента t >  О

18 Л4 Рождественский, Н. Н. Яненка
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не проектируется однозначно на прямую х0 —  0. Кривая (49) 
всегда однозначно проектируется на прямую х =  0.

Поэтому мы можем считать, что каждой точке этой кривой 
соответствует при фиксированном значении переменного t опре
деленное значение параметра х0. Следовательно, можно считать, 
что на непрерывной кривой (49) заданы непрерывные функции 
U(t ,  х0, и0(х0) ), Ф( ,̂ х0) (как функции переменного х0).

Наша задача состоит в том, чтобы из ветвей многозначной 
функции (48) выбрать однозначную и непрерывную функцию — 
потенциал Ф(х, t). Покажем, как производится такое выделе- 
ние, и установим попутно, что оно единственно.

Пусть на некотором участке b <  х0 <  а кривая (49) имеет 
по три точки пересечения с прямыми х =  с при х\ <  с <  х2, т. е. 
трижды проектируется на отрезок х\ ^  х <  х2 оси х0 =  0

(D (2) (3)
(рис. 4.17). Пусть х\ <  х <  х2, и пусть х0 <  х0 <  х0 — значения 
переменного х0, удовлетворяющие *) равенству (49). Через
(О (2) (3) (1) (2) (3)
u{x, t), и(х, t), и{х, t), Ф(х, t), Ф(х, 0, Ф(х, t) обозначим соот
ветствующие значения функций U  (/, х0, и0(х0)), Ф(/, х0), т. е.

V) <0 (О
и(х, t) — U(t ,  х0, и0(х0)),

U )  _  U )
Ф (х, 0 =  Ф {t, Х о )  .

Для каждой из этих ветвей ввиду «условия полоски» (45) вы
полнены равенства

(О
«ЭФ (х, t) (г), л  ,_п .

-... -qx -l  =  М (*, 0- (50)

Мы предполагали ранее, что краевая задача характеристиче

*) Кривая (49) может иметь вертикальные участки. В  этом случае неко
торым х может соответствовать бесконечное множество точек на кривой (49). 
Как мы увидим, это не повлияет на ход наших построений.
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ской системы однозначно разрешима. Из этого предположения 
следует, что

(1) (2) (3)
ф' (и (х, t), X, t) >  ф1; (и (х, t), х, t) >  фц {и (х, /), дг, /), (51)

а так как ф"ц (и, х, t) >  0, то и
(1) (2) (3)
и (х, t) >  и (х, t ) >  и (х, t). 

Согласно формуле (50) мы можем написать
(1) (2) (3)

дФ (х, t) . ДФ (х, t) . д Ф  (х, t)
дх дх дх

(52)

(53)

На рис. 4.18 изобразим на участке [ х ь  х 2] зависимость (48), 
которая, согласно нашему предположению, является трехзнач- 

(1) (2) 

ной. Ветвь Ф ( х ,  0  определена при x < J x 2, ветвь Ф ( х ,  t) — при 
х\ ^  ^  х2; при этом ввиду непре
рывности функции Ф(/, д:0) по пере
менному х0 имеем равенства

(1) (2)

Ф (х2, () =  Ф (х2, t),
(2) ■ (3)

Ф(хь /) =  Ф(хь 0-
Учитывая, наконец, неравенства _
(53), приходим к выводу, что гра- ^  
фик зависимости (48) имеет вид, ^  ■ 
изображенный на рис. 4.18.

Итак, на участке xi <  х ^  х2, 
на котором функция Ф (х ,/) трех-
значна, выделение однозначной и непрерывной функции — по
тенциала Ф(х, t )— производится, очевидно, единственным обра
зом и дается формулой

Рис. 4.18.

Ф{х ,  t) =  т т Ф ( х ,  t), (54)
(О

где минимум берется по всем значениям Ф(х,  t) в данной 
точке х, t. На рис. 4.18 показано, что минимум этот дости
гается на 1-й и 3-й ветвях Ф(х, /)> т - е-

(1) (3)
Ф (х, t) =  Ф (х, t) при х ^ Ф {х, t) —  Ф (х, t) при х~^%. (55)

Соответственно этому определяется и функция и(х, t):
(1) (3)

и(х, t) =  u(x, t) при х<^£, м(х, t) =  u(x, t) при х > £ .  (56) 

18*
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Если теперь кривая (49) имеет участки, которые более чем три 
раза проектируются на ось х0 — 0, то, разбивая ее на отдельные 
куски, на которых Ф(х, t) трехзначна, мы сведем всю процедуру 
построения непрерывного потенциала Ф (х ,/) к только что рас
смотренному случаю.

Итак, обобщенное решение u{x , t )  задачи Коши (1), (2) 
задается формулой

и{х, /) =  U  (t , I  (х, t), и0 (| (х, /))), (57)

где |(х, /) — значение параметра х0, при котором

Ф (х, t) =  Ф (*, 1 (х, t)) (58)

есть наименьшее значение функции Ф(/0, х0) при значениях х0, 
ограниченных условием (49), т. е.

x =  X(t ,  х0, % (х0)).

Учитывая теперь формулы (46), (19), (23), легко устанавли
ваем, что формула (54) эквивалентна требованию минимума 
функции I ( t , x , l ) .

Таким образом, мы снова пришли к формуле (14) для обоб
щенного решения u(x, t ) .

Мы рассмотрели, однако, лишь случай, когда начальная 
функция и0(х) является гладкой и, в частности, непрерывной

 ̂ функцией переменного х. Мы уви- 
дим сейчас, что ничто существенно 
не меняется и в случае кусочно
гладкой и кусочно-непрерывной на
чальной функции и0(х).

Если рассматривать разрывную 
начальную функцию и0(х) как пре- 

t дел непрерывных, то это приводит 
лишь к тому, что в точках разрыва 

^ и0(х) при решении характеристиче
ской системы нужно придавать 

Рис 4. 19. функции и0(х) все промежуточные
значения между левым и правым 

предельными значениями и0(х — 0), и0(х +  0). Тогда зависи
мость (49) по-прежнему будет изображаться непрерывной кри
вой в плоскости переменных х, х0. Отличие состоит лишь в том, 
что в точках разрыва эта кривая имеет горизонтальные участки

(О
(рис. 4.19). Так, например, на рис. 4.19 точке х0 соответствует 
случай, когда

(1) (О
— 0) s* «о (Хо +  0),



/I точке х0 — случай, когда
(2) (2) ‘

Щ  (Хо —  0) <  Uq (х 0 +  0).

11:¾ точки разрыва начальной функции щ(х) выходит пучок ха
рактеристик х = ' X(t ,  х0, Uo(xq)), который, конечно, не может 
онггь описан с помощью одного лишь параметра х0. Поэтому мы 
ннедем в точке разрыва uo(x) еще один параметр а (0 =¾ а ^  1) 
|| определим функции X(t,  х0, и0(х0) , a), U( t,  х0, и0(х0) , а), 
Ф(/, х0, а) следующим образом:
X (/, х0) Щ (х0), а) =  Х {t, х0) ащ (х0 — 0) +  (1 — а) щ (х0 +  0)), |
U  (/, х0, Щ (х0), а) =  U  (/, х0) ащ (х0 — 0) +  (1 — а) и0 (х0 0)), )

t
Ф (t, Хо, а) =  Фо (Хо) +  5 [£/ф' (£/, X, *) -  Ф (U, X, т)] dx. (60)

о

В формуле (60) через U, X  обозначены функции (59) при 
/ =  х. Если теперь параметр х0 пробегает значения от — оо до 
оо, а а изменяется от 0 до 1, то кривая

x =  X(t,  х0, щ (х0), а)

будет непрерывной в плоскости переменных х, х0; вдоль этой 
непрерывной кривой непрерывным образом изменяется 
Ф( ,̂ х0, а). Поэтому, повторяя предыдущие выкладки, мы прихо
дим к выводу, что и в случае разрывных начальных функций 
и0(х) формулы (57), (58) для обобщенного решения остаются 
в силе.

Эти формулы теперь будут выглядеть следующим образом: 
и(х, t) — U(t,  1(х, /), и0(1(х, /)), а (х, /)), 

где l (x ,  t) и а(х, t) — значения параметров х0, а, для которых 

Ф(х, /) =  Ф(/, l (x ,  t), а(х, 0)

есть наименьшее значение функции Ф(£, х0, а) по параметрам 
Хо, а, подчиненным условию

х== X (t, х0, щ(х0), а).

Для неоднородного закона сохранения

■ff +  Ж  ф (“’ t) =  f  (“> х, t) .(61)
с начальным условием (2) формулы (14) и (54) по-прежнему 
определяют обобщенное решение в случае, если

f  (и. х, t) — f\ (х, t) -f- /2 (/) и. (62)
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Только теперь под U(t ,  jc0, Uo), X.{t, х<у, и0) , U, X понимается 
решение характеристической системы для уравнения (61):

4 г  =  Фи ~w =  f  и̂’ х ’  ̂ х ’

а под Ф(/, Хо) — решение «условия полоски» для уравнения (61): 

X , t ) - q > ( U ,  X , t )  +  F ( x , t )  +  f 2(t)&, (64)

где
F'x (x, t) =  f  y(x, t).

Для того чтобы убедиться в этом, преобразуем уравнение (61) 
к виду

~ f + 4 ^ [  ф(°> *• ^ = ° >  ■ (65>
где

v — u ехр  ̂ f 2 (t) йт| ,

ф(и, х, t) =

=  ехр jj f2 М  • exp j j j  f 2(x) d t j , x, F  (x, o j.

К  уравнению (65) применим метод построения обобщенного 
решения задачи Коши, изложенный выше, и, в частности, здесь 
справедливы формулы (14) и (54). Возвращаясь вновь к пере

менному и =  v ехр  ̂ f 2(x) dx, получаем, что последнее опреде-
о

ляется формулами (14). Это решение удовлетворяет интеграль
ному закону сохранения

ф и dx — Ф (и, х, t) dt +  ^  [f 1 (х, t) +  /2 (t) и] dx dt =  0,
с src

вытекающему из уравнения (61) при условии (62).
4. Задача Коши для неоднородного закона сохранения. За

дачу Коши для неоднородного закона сохранения

^  +  M ± J b A  =  f { ut xt t) (ф; ( « ,  0 > 0 )  (1)

с начальным условием
и (х, 0) =  н0 (х) (2)

впервые рассмотрели А. Н. Тихонов и А. А. Самарский [1954], 
предполагая функции Ф, f дважды непрерывно дифференцируе-
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■ кусочно-непрерывной имы ми, а начальную функцию Но(х)-  
кусочно-дифферёнцируемой.

Их метод можно назвать методом интегрирования условия 
Гюгонио.

Решение характеристической системы

=  Ф« (и> х> 0. 4 T  =  f (“» 0 ~  Ф* (“. х, /),
удовлетворяющее начальным условиям

х (0) =  х0, и (0) =  н0, 
как и прежде, обозначим через

х =  X (t, х0, н0), u =  U(t ,  х0, н0).

(3)

(4)

(5)

t

to

V  'г ! III /
\ 1 н'\ / £ 11 /
V ..: \ /  /

а?

Рис. 4.20.

Мы будем считать, что функции X, U  остаются ограниченными 
в рассматриваемой области изменения переменных t, Х о , Uq.

Достаточно рассмотреть случай, 
когда начальная функция п0(х) за
дана на конечном отрезке |x|s^o, 
и решить задачу (1), (2) в области 
определенности для этого отрезка.

Выберем величину а столь ма
лой, чтобы начальная функция Н о ( х )  

имела на отрезке |х| ^  а единствен
ную точку разрыва первого рода, 
которую без ограничения общности 
можно считать точкой х =  0. Рас
смотрим два возможных случая.

1) Пусть и0(— 0) <  н0(+  0). Так как ц>"и >  0, то отсюда сле
дует, что

Ф'( н 0( - 0 ) ,  0, 0) <  ф' (н0 (+  0), 0, 0). (6)

Проведем через точку (0, 0) две характеристики x — x~(t) и 
x =  x+(t), заданные уравнениями

х -  (/) =  X  (/, 0, н0 ( -  0)), х+ (0 =  X  (/, 0, н0 (+  0)). (7)

Из условия (6) вытекает, что по крайней мере для достаточно 
малых значений переменного t >  0 будет выполняться условие

х~ (() <  х + (/), (8)

а если предположить, как и раньше, что для характеристической 
системы (3) однозначно разрешима краевая задача (2.3.8), то 
неравенства (8) будут выполнены при всех t >  0.

На рис. 4.20 изображены область определенности отрезка 
|х|^а и характеристики (7). Согласно главе 1 в зонах / и I I  
(рис. 4.20) при достаточно малом t0 >■ 0 существует единствен



ное классическое решение уравнения (1), принимающее началь
ные значения (2). Это решение задается формулой

и (X (/, х0, «о (*о))> t) =  U  ((, х0, Щ (хо)) - (9)

неявно с помощью парйметра х0 либо, если нам удалось разре
шить зависимость

x =  X(t , х0, щ(Хо)) (Ю)
относительно х0:

Х 0 —  Х 0 (Х, t),  . ( 1 1 )

to и явной формулой
и(х, t) =  U(t,  Х о ( х ,  t), а0(х0(х, t))). (12)

Формулы (9), (12) определяют решение задачи Коши (1), (2) 
в зонах / и //. Остается определить решение в зоне I I I .

Через точку (0, 0) проведем характеристики х — Х а, задан
ные условиями

х =  Х а =  X (t, 0,аи0 ( - 0 )  +  (1 — а) иа (+  0)), 0 
Х° =  х+ (0, X 1 =  х~ (t).
Уравнение

х =  Х* (14)

однозначно разрешимо в зоне I I I  относительно параметра а:
а — а(х, t). (15)

Поэтому решение и (х, t) задается в зоне I I I  формулой

и (Х а, t) =  U  (/, 0, сш0 ( -  0) +  ( 1 -  а) н0 (+  0)) (16)

Либо, если зависимость (15) известна, — формулой
и(х, t) — U  (/, 0, а(х, t)u0(— 0) +  [1 — а(х, 01ыо(+ 0))- (17)

Совокупность формул (9) и (16) определяет решение задачи 
Коши (1), (2) в зонах I, I I ,  I I I ,  которое непрерывно при t >  0, 
обладает разрывами первых производных, расположенными на 
линиях х =  x~(t),  х =  x+ {t), и имеет особенность в точке (0, 0). 
Для выяснения характера этой особенности заметим, что

lim и (Х а (/), t) =  н“ =  <*н0 (~  0) +  ( 1 -  а) н0 (+  0), (18) 
/-»■0

П т  -  lim Ф' (и ( Г ,  t), Х а, t) =  %  « ,  0, 0). (19)
t - ¥  0 <-»0

Отсюда следует, что в зоне I I I  решение (17) имеет особенность 
вида

и(х, t) — g(~'\ +  0 (0 , 1 — . (20)
V t )  Ц)ии (и, 0, 0)
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< a < l , J  (13)
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Особенность подобного типа называют в газовой динамике 
центрированной волной разрежения.

Итак, в случае выполнения неравенства (6) существует не* 
прерывное решение, которое задается формулами (9) и (16).

2) Рассмотрим теперь второй случай, когда и0(— 6) > и 0(+ 0 ), 
т, е.

Ф'(И о (-0 ) , °, ° ) > Ф '( « о ( + ° ) .  °> °). (21)

В этом случае неравенство (8) изменяется на противоположное 
и зоны / и I I  перекрываются друг с другом (рис. 4.21). Пересе
чение зон I  и I I  обозначим зоной I I I  (рис. 4.21). В  этом случае 
формула (9) определяет функцию u(x, t )  в зоне I I I  дважды: 
одна функция, которую мы обозначим через u~(x, t) ,  опре
деляется по значениям х0 <  0, другая, u+(x, t) ,  — по значениям 
х0 >  0. Решение u(x, t )  в этом случае разрывно. Будем счи
тать, что через точку О (0, 0) в зоне I I I  проходит линия разрыва

Рис. 4,21.

OD (рис. 4.22), уравнение которой будем считать записанным 
в виде x =  x(t) , х(0) =  0; слева от линии разрыва OD u ( x , t ) ~  

ur(x,t)\ справа от OD u ( x , t ) = u + (x,t).
На линии разрыва x =  x{t)  должны в таком случае выпол

няться условия Гюгонио (§ 1), которые записываются в виде

■ А (х, t). (2,2)dx  (t) __п ___  ф (»+  {х, t), х, t) — ф (и -  (х, 0, х, t)
dt  ~~ u +  (х , t) — u~ (х, t)

Согласно теоремам существования, установленным в главе 1, 
функции u~{x,t)  и u+(x,t)  при достаточно малом t0 обладают 
ограниченными первыми производными. Поэтому функция 
A(x , t ) ,  входящая в уравнение (22), обладает ограниченной 
первой производной.

Рассмотрим какую-либо точку 53 на линии ОВ. Пусть через 
D&  обозначен наклон линии О В  к оси t —  0 в точке 53, т. е.

D& '■
dx +  (t) 

dt
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Через 9  проходит одна характеристика х =  X (t, Хо,  u 0 ( x q ) )  , 
отвечающая значению х0 <  0. Отсюда заключаем, что

(и (Х0"  V ) ’ xsr’ V )  =  X-t (^> хо > «о К  )) ^
^  Ф« (и+ (х<р’ ^)> D^, =  X t (tg>, 0, и0 ( +  0)). (23)

а̂ рис. 4.23 изобразим график зависимости <р =  <р(и, х^, t^j, 
гчитывая, что ф"ц >  0. Из условия (23) заключаем, что 

(■*>> >  и+ (х&’ tg)- Величина А (х^, есть, очевидно, 
[аклон хорды, соединяющей точки {и+ ( х tg), ф(м+(Х^> ^ ),
>  ^ ))- {“ "( -V *  ^)> ф(ы~(-*> ^)> V -  V )}- Как явствует из 
ис. 4.23, следствием неравенств (23) является неравенство

■А (х >̂ ^  Фи (и+ {х&’ ^)> *<?» >̂) (24)

Итак на линии ОВ Л >  £)^, т. е. скорость инте-
ральных кривых дифференциального уравнения (22) на ли

нии ОВ  больше скорости линии ОВ. 
Короче говоря, поле направлений на 
линии ОВ для уравнения (22) имеет 
вид, изображенный на рис. 4.22. 
Аналогично заключаем, что и на 
линии ОА поле направлений имеет 
вид, изображенный на рис. 4.22. 
Так как в зоне I I I ,  как мы уже го-

-  —- -------— ворили выше, <4 {х, t) непрерывно
(■%». у  и (я?, у  и дифференцируема по своим перемен-

рис. 4.23. ным, то, следовательно, существует
единственная интегральная кривая 

D обыкновенного дифференциального уравнения (22), целиком 
жащая в зоне I I I .

Определив линию OD, определяем решение в зонах /, I I ,  III-.
( и-  (к, t) слева от линии OD,

и(х, 0 =  1 4- / а ^rv (25)(. и+ (х, /) справа от линии 0D.

гшение (25) непрерывно всюду, кроме линии 0D,  и обладает 
раниченной первой производной. На линии 0 D

u{x — Q , t ) > u { x  +  Q,t),

е. это решение удовлетворяет условию устойчивости. На ли- 
:и разрыва 0 D  вследствие уравнения (22) выполнено условие 
эгонио; поэтому формула (25) определяет устойчивое обоб- 
гнное решение задачи Коши (1), (2).
Итак, в случае, когда начальная функция имеет изолирован- 

ш разрыв первого рода, указанным выше способом мы строим
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обобщенное решение задачи Коши в некоторой окрестности 
■1очки разрыва. Если начальная функция имеет несколько точек 
разрыва, то, разбивая начальный отрезок на части, мы сводим 
.шдлчу к рассмотренному случаю.

Наконец, отметим еще одно обстоятельство. Величина to, ко
торой мы ограничивали выше область определенности, ограни
чивалась сверху тем, что решения u~(x, t), u+ (x, t) в зонах I, I I  
должны иметь ограниченные первые производные.

Однако, как мы видели в главе 1, производные решения ква
зилинейных уравнений не остаются ограниченными и могут воз
растать по абсолютной величине до бесконечности. Существенно, 
что наиболее характерным случаем в пове
дении решений квазилинейных уравнений 
является такой, когда производные реше
ния в какой-либо точке становятся беско
нечными, а само решение еще остается не
прерывным.

Таким образом, для того чтобы иметь 
возможность последовательно, шаг за ша
гом, применять изложенный выше метод рис 4.24. 
явного выделения особенностей, необходимо 
еще рассмотреть случай, когда начальная функция и0(х) имеет 
в точке х =  0 неограниченную производную, а сама остается 
непрерывной (рис. 4.24). При этом достаточно рассмотреть 
лишь случай, когда в окрестности точки х =  О

<  0, (26) .

d итак как производная P ~ ~ q— удовлетворяет уравнению

■f-+ ф; («, *. о | Н  -  < У + К  -  ф у  р + ?; т а

и остается ограниченной сверху: р (х, t) <  А (<р"ц >  0), если огра
ничена производная функции и0(х).

Итак, предположим, что при | х | а выполнено условие (26) и 
ди0 (х)

l Ug(X)

К.
X

дх
оо при х->0 .  (28)

В этом случае мы ограничимся лишь замечаниями, так как по
строение решения в основных чертах схоже с проведенным 
в случае (21). Основное отличие этого случая от предыдущего 
состоит в том, что задача Коши для уравнения (1), рассматри
ваемая отдельно для отрезков [— а, 0] и [0, а], имеет решение, 
обладающее неограниченной производной при любом t0 >  0. 
Поэтому под линией ОА (рис. 4.22) теперь следует понимать
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огибающую семейства характеристик х — X(t ,  хо, и0(х0) ) , Хо<0, 
т. е. характеристик, выходящих слева от точки О; под линией
OS — огибающую семейства характеристик х =  X(t,  х0, и0(х0) ) 
х0 >  0.

В  этом случае линии ОА и ОВ  касаются одна другой при 
t =  0, решения u~(x,t) и u+ (x,t) имеют неограниченные про
изводные соответственно на линиях О А и ОВ, в остальном 
картина вполне схожа с рассмотренной выше. Так, поле на
правлений для дифференциального уравнения (22) имеет вид, 
изображенный на рис. 4.22, а единственность линии разрыва OD 
в условиях неограниченности производных функции А (х, t) еле-

х ................ .............

Таким образом, применяя метод явного интегрирования ус
ловия Гюгонио, мы сможем определить решение u(x, t )  задачи 
Коши (1), (2) в любой интересующей нас области, в которой 
число линий разрыва остается ограниченным, что чаще всего 
и бывает в практических задачах.

Отметим еще, что в случае, когда f ( u ,x , t )  =  0, после введе
ния потенциала обобщенного решения ф(х, £), мы можем за
писать:

u - ( x , t )  =  ^ d l ,  и+ {х>()^ ™ ± £ ± ,  !

ф (иг  (х, t), X, t) =  — дф g{fx’ ^ , ф (и+ (х, /), х, 0 =  — ~ Ф+^ ’ ^ . j

(29)

где Ф~ (х, t), Ф+ (х, 0 однозначно определяются в области АО В  
аз «уравнений полоски». Поэтому условие Гюгонио принимает 
зид

[Ф+ (х, () -  Ф~ (х, 0] di +  - ^  [Ф+ (х, I) -  Ф - (х, /)] dx =  0,
(30)

эткуда следует, что линия разрыва OD : х =  х(/) есть линия, где 

Ф+(х, 1) =  Ф~{х,  t). (31)

Равенство (31) показывает, что в случае кусочно-гладких ре
шений u(x, i )  метод явного выделения линий разрыва эквива
лентен для однородных законов сохранения изложенному в п. 3 
аналитическому методу нахождения решения.

Задачу Коши (1), (2) можно в некотором смысле свести 
к задаче для однородного закона сохранения, пользуясь мето

да
1,ом последовательных приближений. Положим и(х, t) =  u0(x).

(s-1) (S)
Считая известным приближение и (х, t) определим и (х, t) как



решение задачи Коши

ди д (s) ,■ +  - j -  ф (и, х, t) =  f  ( и (х, t), х, /), (32)
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dt дх
(s)
и (х, 0) =  и0 (х). (33)

Вводя функцию

(S) г  (S -1 )
F (х, 0 =  “ (I, 0, S, № ,  (34)

о

1' '"7~ яатш '̂ "0'а1ГнёййЪ ^о2Т:”в* -ви^с

ди д ^  ^~  +  -~[<р(и, X , t ) - F ( x ,  t)\ =  0. (35)

Для уравнения (35) применима теория построения разрывных 
решений, развитая в п. 3, однако мы должны учесть несколько 
деталей.

Характеристическая система для уравнения (35) записы
вается в виде

}v (s) <s) <W (s) (s) (S-I) <s) (s)
=  x, t), ^ L = - y x (U, X,t) +  f ( u .  (X, t), X, t), (36)

( s - 1)
при этом функция f  ( и (x, i), x, t) является разрывной функ
цией переменных х, t. В точках разрыва f  мы ставим условие

(S) (5)
непрерывности величин X, U.

Аналогично предыдущему решение задачи (35) с начальным 
условием (33) дается формулой

(®) У
Ф(х, /) =  т т Ф ( / ,  х0), (37)

(S)

где Ф(/, х0) определяется квадратурой
(«) Р J s )  (s) (S) (s) (s) (s) (s)

Ф
f> { S I  [ S )  \S)  (S ;

(t, х0) =  Ф0(x0) +  \ [U y u (U, X,  т) ф (U , X, r) +  F ( X ,  т )]й т

(38)
(S) (s)

(в формуле (38) U  — U(x,  x0, Mo(*o)))*
(S)

Последовательность Ф(х, /) равномерно сходится в любой 
ограниченной области переменных х, t. Поэтому, переходя к 
пределу в (37), получаем потенциал Ф(х, t) обобщенного реше̂  
ния задачи Коши (1), (2).



5. Единственность обобщенного решения при условии
<р"а >  0. Убедимся теперь, что обобщенное решение задачи 
Коши

+ =  „ (чС>0)> (1)

и(х, 0) =  щ(х), (2)

удовлетворяющее условию устойчивости

и(х — 0, t)~^u(x-\- 0, t), (3)
единственно.

Мы докажем эту теорему в классе кусочно-непрерывных 
и кусочно-дифференцируемых решений.

Предположим, что существуют два ограниченных кусочно- 
непрерывных и кусочно-дифференцируемых при / > 0 * )  реше
ния задачи (1), (2) и(х, t) и й(х, t), каждое из которых удовле
творяет всюду вне линий разрыва уравнению (1), а на линиях 
разрыва — условию устойчивости (3).

Пусть Ф(х, I) и Ф(х, /)— потенциалы, отвечающие этим 
двум решениям. Эти функции непрерывны и всюду, кроме ли
ний разрыва решений и, й, удовлетворяют уравнению

о

а при t — 0 — начальному условию
X  . <

Ф(х,  0)*=® oW =5«o(g)rfg . (5)
о

Разность £1 =  Ф — Ф удовлетворяет всюду, кроме линий раз
рыва и и й ,  уравнению

£  +  * ( , .  0 £ _ ( в ( Ь ( ) . * £ Д * _
о

X

ю  ~  \ дВ%  °  v (̂ ’ 0 d l  +  B(x,  t )v(x,  t) — B(0,  0 o(0, 0 +  
о

+ 1  о (xt (/), t) [В [xt (/) +  0, t ) ~ B  (х£ (/) -  0, /)]. (6)
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*) Мы рассматриваем решения, которые также могут иметь особенности 
/  х — х 0

типа g I ------ -— , t I и не являются непрерывными при t  —  0.
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Суммирование в (6) производится по всем линиям разрыва
x '= x j ( t )  решений и{х, t), й(х, t) таким, что 0 <  xt {t) <  х, а

ф(«.(£■ ифй>
и (х, t ) ~ u  (х, t) г

ф'и{и{х, /), х, о при и =  й,

и (X, t) — и (х, t) 1
f'u{u(x, t), х, t) при и =  й

А (х, t) =  

В  (х, t) =

и

Пусть
v (х, 0) г= 0.

| и (х, t) | <  M Q, \й(х, /) | <  М0, ■)
о- )

(8 )-

(9)

(10)

(И)

| %  (и, х, t) | <  М, при | и К  М0.

Докажем, что при произвольном а >  0 в трапеции
x +  a ^ M i t ,  x — a ^  — Mit, 0 

функция
v (х, 0 s= 0.

При сделанных предположениях относительно и и й и тре
бованиях п. 4 на функции ф, / функция B ( x , t )  имеет, очевидно, 
ограниченную вариацию по переменному х, а число линий раз
рыва x =  x i ( t ) функций и, й (они же являются линиями раз
рыва величин A(x , t ) ,  B ( x , t ) )  конечно в рассматриваемой тра
пеции (11). Поэтому правая часть уравнения (6) оценивается 
величиной M2V{t),  где

V (0 =  шах | v (| т)|, (12)

а максимум в формуле (12) берется по пересечению трапеции
(11) с полосой 0 <  т <  г1.

Итак, в трапеции (11) функция v(x, t )  удовлетворяет ус
ловию

% Г +  А(х, t ) ~ \ < M 2V(t), (13)

а при t — 0 — условию (9).
Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение

(*•*)’ (14) 

в котором правая часть разрывна на линиях x — xi{t ).  Инте
гральной кривой уравнения (14) будем называть непрерывную 
кривую x — x(t),  которая удовлетворяет уравнению (14) цд 
вс^х точках непрерывности А (х, t),
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Предположим, что через каждую точку трапеции (11) про
ходит интегральная кривая уравнения (14), пересекающая ось 
t =  0 на основании трапеции — а :¾ х ^  а. Тогда, интегрируя 
неравенство (13) вдоль интегральной кривой, проходящей че
рез точку (х, t), получим, с учетом условия (9),

t
\v(x, 0  К  jj M 2V(x)dx.  (15)

о
Отсюда следует, что

4

У (0 <  М2 5 V{ x) dx  (16)
о

и, на основании леммы 1 из п. 5 § 6 главы 1, что
d (x , /)== 0. (17)

Так как и — й — > то из (17) вытекает доказательство
сформулированной нами теоремы.

Итак, доказательство теоремы сводится к доказательству 
следующего факта:

Через любую точку (x,t) трапеции (11) проходит интеграль
ная кривая уравнения (14), пересекающая ось t =  0.

Покажем, что если и и и удовлетворяют условию устойчиво
сти (3), то это действительно так. Для этого заметим, что через

точку (§, т), если она является точкой 
непрерывности А (х, t ) , проходит интег
ральная кривая уравнения (14), опреде
ленная при t т. Если эта интегральная 
кривая при t <  х не пересекает линии 
разрыва x — xi(t),  то она пересечет Ось 
t =  0 на отрезке — так как

£- \А(х, t) IscyWi.
Поэтому, если через любую точку 

(|, т), лежащую на линии разрыва х =  
=  X ; ( t ) ,  проходит интегральная кривая 

уравнения (14), определенная при t <  т, то через любую точку 
трапеции (11) проходит интегральная кривая, пересекающая 
ось t — 0.

Рассмотрим случай, когда точка (|, т) лежит на линии раз
рыва функции A {x , t )  x =  xi(t) (рис. 4.25). Согласно нашим 
предположениям, в точке (£, т) существуют левое и правое пре
дельные значения А (1 — 0, т ) , А (| +  0, %). Если

Л (g-О ,  т ) >  ЛЙ +  0, т), (18)
то через точку (%, т) обязательно проходит интегральная кривая 
уравнения (14), определенная при t < , ^ .

£
Рис. 4.25.
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В самом деле, если обозначить D. — х'{ (/), то в этом случае 
выполнено одно из двух неравенств:

а) Л (£ — 0, т) >  D it б) Л (| +  0, т) < D t. (19)

Па рис. 4.25 изображены направления интегральных кривых 
уравнения (14) в случаях а) и б). Как видно из рис. 4.25, в лю
бом из этих случаев через точку (|, т) проходит интегральная 
кривая, определенная при t < % .  

г Итак, доказательство теоремы сведено нами к установлению
I неравенства (18). Поскольку (£, т ) — точка разрыва А (х, t), то 

и этой точке разрывна либо и(х, t ) , либо й(х, t), либо они раз
рывны одновременно. Поэтому будем считать, что

«(| — 0, т) >и(|  +  0, т), й(| — 0, т )> й (£  +  0, т). (20)

Изобразим на рис. 4.26 график функции ср(м, |, т) при фиксиро
ванных |, т. Так как <р''и >  0, то эта кривая выпукла вниз.

Согласно формуле (7) величина Л (£ — 0, т) равна наклону 
хорды, соединяющей точки А~, В ~ , а Л(£ +  0, т ) — наклону 
хорды А+В + . Из условия (20), 
вытекает, что каждый конец ин
тервала [ы(| — 0, т), и(1  — 0, -г)] 
лежит правее соответствующих 
концов интервала [й(£ +  0, т),
«(1 +  0, т ) ] .  Для выпуклых кри
вых (ф"и >  0) отсюда следует, что
наклон хорды А~В~  больше на- 

k клона хорды А+В + . Это же об
стоятельство следует из рис. 4.26.

Итак, в каждой точке разры
ва функции Л (х, t) выполнено 
условие (18). Значит, через каж
дую точку трапеции (И ) проходит хотя бы одна интегральная 
кривая уравнения (14), пересекающая ось t —  0. Значит, в этой 
трапеции имеет место условие (17) и и(х, t ) =  й(х, t).

Рассмотрим вопрос о непрерывной зависимости обобщенных 
решений от входных данных.

Пусть u{x, t )  и H(x , t )— кусочно-гладкие устойчивые обоб
щенные решения квазилинейных уравнений, определенные ус
ловиями

=  f  (н> х> t), и (х, 0) == и0(х), ф"а >  0, (21)

+  ~  % * ’ ~ ^  !  (йу х> 0) =  йа{х), ф"н >  0. (22)



Будем предполагать, что функции <р, ф, /, /, но, йо удовлетво
ряют требованиям, которые к ним предъявлялись в пп. 3, 4.

Решениям и я й соответствуют потенциалы Ф и Ф, удовле
творяющие уравнениям

“ + Ч 4 г ^ ' И ' ( ж ' Н ^ .  <23>
О

# + ♦ ( # ■ ‘ • ‘H K - w - b O *  <24>о
и начальным условиям

.¾ х
ф(х> 0) =  Ф0(х)=^М о(|)4. Ф(-к, 0) =  Ф0 (*) =  $ «0( l№  (25)

о О

Разность V  —  Ф — Ф удовлетворяет уравнению

¥  +  ^ • 0 1  =
х

=  \ в  (I, t) di  - f  [ф (й (X, t), X, () — ф (й (х, о, X, 03 +
О

х
+  \ [ J № , t ) , l , t ) ] - f № , t ) , i , t ) ] c i z  (26)

0

и начальному условию
х

v (х,0) — v0 (х) =  Ф 0 (х) — Ф0 (х) =   ̂ [«о (I) — «о (I)] dl, (27)
о

а величины А, В  определены формулами (7), (8).
Пусть в трапеции (11) выполнены условия

I и К  М0, | й | <  М0, 

и пусть при | и | ^  М0 .
| %  {и, х, t) | <  Мь | ф {и, х, 0 — ф (и, х, 0 К  Дф.

| / (и, х, t) — f  (и, х, t) А/. .

Тогда из уравнения (26) следует оценка :
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Диалогично предыдущему отсюда следует новая оценкаг

■§- +  А (х, 0 J j  | <  MV (t) +  АФ +  а А/, (28)

где константа М  зависит, в частности, от числа линий разрыва 
решений и им.

Мы предполагаем, что каждое из решений и и й удовлет
воряет условию устойчивости, т. е.

и (х — 0, /) ^  и (х +  0, /), й (х — 0, 0 ^  й (х +  0, /).
Так же как и раньше, из этого следует, что в точках разрыва 
функции А(х, t) выполнено неравенство

А (х — 0, /) ^  А (х +  0, /).
Следовательно, через каждую точку трапеции (11) проходит 
хотя бы одна интегральная кривая уравнения (14), пересекаю
щая ось t —  0. Интегрируя вдоль этой кривой неравенство (28) 
и применяя лемму 1 из п. 5 § 6 главы 1, получим

рш  —  \
| и {х, t) К  v0eMt +  [Аф +  а Aft---- ^— , (29)

где _

v0 — max | Ф0 (х) — Ф0 (х) |.
| х |  < а

Учитывая, что
X

v (х, t) =  (j [и (I, t) — й Ц, t)] di,
о

приходим к выводу, что неравенство (29) устанавливает непре
рывную зависимость обобщенных решений квазилинейных урав
нений от входных данных задачи Коши в потенциальной 
метрике.

К  сожалению, однако, в оценку (29) входит константа М, 
зависящая от числа линий разрыва решений и, й. В связи с этим 
заметим, что эта величина может быть оценена с помощью ва
риации функций и (х, t ) , H(x, t) ,  а последние оцениваются из 
начальных условий.

Для однородных законов сохранения, когда / =  / == 0, оцен
ка (29) упрощается:

| v (х, / ) К у 0 +  Аф/.
В частности, если рассматривать лишь зависимость решений 
задачи Коши одного квазилинейного уравнения от начальных 
данных, т. е. полагать, что Аф — 0, то эта оценка показывает, 
что построенные выше решения удовлетворяют принципу не
прерывной зависимости (1.5.4), (1.5.5) из главы 1.

К  вопросу о непрерывной зависимости обобщенных решений 
от начальных данных примыкает один способ построения раз
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рывных решений, который мы назовем «методом потенциального 
сглаживания». Для простоты рассмотрим однородный закон со
хранения

Будем считать, что функция <р удовлетворяет предыдущим тре
бованиям, а и0(х) задана на отрезке | х j =¾ а, имеет единствен
ную точку разрыва первого рода х =  0, а во всех остальных 
точках отрезка обладает ограниченной константой Липшица. 
Обозначим и~~ =  ll-о (— 0), и+ =  «о (+ 0 ). Как мы видели выше, 
если и~ ^ . и+, то решение задачи (30), (31) непрерывно при 
t ^  0 в некоторой окрестности 0 ^  t начальной оси. В чает-

случае решение u(x, t )  при достаточно малом Т  имеет в полосе 
0 ^ ' Г  единственную линию разрыва O S ,  выходящую из 
точки (0,0) начальной оси (рис. 4.27). На рис. 4.27 изо
бражены линия разрыва O S ’ и характеристики решения 
u{x , t ) .  Будем решать вместо задачи (30), (31) задачу (30),
(32), предполагая, что и%(х)^и0(х) при |х|^6, функция иЦх) 
монотонна при |х|^б и обладает константой Липшица на от
резке |*|^6, не превосходящей величины М/б, и, наконец, что

Введем потенциалы решений и и щ с помощью соотношений
(X, t)

(30)

для которого поставлено начальное условие
и (х, 0) =  щ (х). (31)

t
ности, оно может быть получено как 
предел классических решений u6(x,t) 
при 6->0, где u6{x,i )  есть реше
ние уравнения (30) с начальным усло
вием

J— f  при этом (х) =  и0 (х) при I X | ^  б и
CL X  Q

иб (х) монотонна при \х б.
Рис. 4.27. Поэтому мы рассмотрим лишь вто

рой случай, когда иг  >  и+. В этом

в
 ̂[и0 (х) — и\ (x)] dx —  0. (33)

б

Ф [х, /) =  jj udx — ф {и, х, 0 dx,
(-а, 0)
(х, t)

Фа (х, 0 — \ иь dx — ф («а, х, i) dt.
(-Я. 0)
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Тогда из соотношения (33) следует, что

ф (х, 0) =  фб (х, 0) при | х | ^  6. (34)

При сделанных ограничениях на функцию и% (х) существует ре
шение ий(х, t) в широком смысле задачи (30), (32), которое не
прерывно и может быть построено классическим методом ха
рактеристик при 0 <  / <  t\, где t\ ~  1/6. Обозначим через х —  Х Г в 
и х =  Х\ уравнения характеристик этой задачи, выходящих 
соответственно из точек х =  —б 
и х — б начальной оси (рис. 4.28).
Очевидно, что ввиду условия (34)
и(х, /) =  и6(х, t), Ф(х,  /) =  Фа(л;, t)

при [х — Х\6 (/)] [х — X 6i (/)] > 0  и
0 =¾ t ^  ti, т. е. и (х, /), Ф (х, t) совпада
ют соответственно с иб(х, t), Фа(х, /)
вне криволинейной трапеции, образо- ~^6. 8 х
ванной прямыми / — 0, t — t\ и отрез- рис 42g
ками характеристик х =  Х Г &, х =  Х\.

Пусть при t — 1\ решение щ (х, t) имеет особенность (не
ограниченность константы Липшица либо разрыв первого рода) 
на отрезке [Д Гв.(/?), прямой t =  t\. Очевидно, что

Х\ 0?) -  Х Г Ь 0?) <  26.

Выберем отрезок прямой t — ti длиной 26, внутри которого 
целиком лежит отрезок [ X f 6(^), -Xf (/i)]> и снова сгладим функ
цию ив(х, t\) на этом отрезке, т. е. введем функцию и\{_х, /?)> 
которая удовлетворяет тем же требованиям, что и и°&(х), именно: 
и\(х, /б) =  мб(х, вне отрезка сглаживания и

§ к  (х, ff) — и\j (х, dx — 0,
а,

где [аь bi] ~  отрезок сглаживания. По-прежнему потребуем, 
чтобы функция иЦх, t\) обладала константой Липшица, огра
ниченной величиной М/б, и была монотонной на отрезке сгла
живания [ар frj]. Будем искать решение мв (х, t) при 
считая, что «а (х, /) удовлетворяет уравнению (30) и начальному 
условию

ua (,х> ^i) ■ и\ {х >
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Для построения «6(х, t) в полосе снова применим
классический метод характеристик. Снова обнаруживаем, что 
вне трапеции, образованной прямыми t =  t\, t =  t\ и отрезками 
характеристик x — X z &(t), x =  X\(t), выходящими из концов 
отрезка сглаживания, решения и(х, t) и и6(х, t) и потенциалы 
Ф (х ,/) и Фб(х, t) совпадают.

Продолжая этот процесс, мы сможем последовательно с по
мощью сглаживания и решения классическим методом характе
ристик задач Коши достичь прямой t = Т ,  т. е. исчерпать инте
ресующую нас область. При этом нам придется решать задачу 
Коши с гладкими начальными условиями порядка Т/8 раз.

В результате этого процесса мы получим решение us (x, i ) ,  
которое непрерывно всюду, кроме отрезков сглаживания на пря
мых t =  tbk. Отрезки характеристик, выходящих из концов от
резков сглаживания, образуют «поясок», внутри которого за
ключены особенности и разрывы функции u6(x,t ) .  При 
уменьшении величины 6 этот «поясок» будет стягиваться к ли
нии разрыва O S .

Так как потенциалы Ф(х,  t) и Ф$(х, t) совпадают вне «пояс
ка», а решения u(x, t )  и u6(x,t)  предполагаются ограничен
ными, то

|Ф(лг, 0 - Ф « ( * ,  0 К 2 М 6 .  :
Отсюда следует сходимость «метода потенциального сгла

живания» при б->0  в потенциальной метрике. Ясно, однако, 
что вне «пояска» решения u{x, t )  и u6(x , t ) совпадают.

Изложенный метод позволяет приближенно строить разрыв
ные решения квазилинейных уравнений, аппроксимируя их не
прерывными решениями. Однако наибольший интерес представ
ляет применение этого метода к случаю системы квазилинейных 
уравнений. К  сожалению, на этом пути пока еще не получены 
окончательные результаты.

6 . Асимптотическое поведение обобщенных решений при 
t - *oo.  Пусть u(x, t )  — обобщенное решение однородного закона 
сохранения

* _ + a j 4 r t _ 0j (,)

коэффициенты которого не зависят от независимых переменных 
х, t. Пусть далее,

( и~ при х <  О,
U  (X, 0) =  Un (х) =  •) , . . . А (2)v ■ ’ ’ U W  I  и+ при X >  о >  0,

а в промежутке (0,Ь) и0{х) принимает произвольные ограни
ченные значения. Функцию и0(х) будем считать кусочно-непре
рывной. Итак,

| и о (х )1< М , \и(х, 0 1 < М .  (3)
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Обозначим

A ==, t’? S i О ) .|и|<А1 | «| < А Г

а =  min ф" ( и ) ,  0 < а < Л
|и|<М ““

Л

5 « о(| )4 =  Фо(х).

(4)

(5)

Решению и (х, t) поставим в соответствие потенциал
(х, t)

Ф(х, 0 =   ̂ udx — (f{u)dt, Ф (х, 0) =  Ф0 (х).
(0, 0)

Ввиду условий (2), (3) имеем:

Фо (х) — и~х при
Ф0 (х) == Ф0 ф) +  {х — Ь) и+
1 Фо W K M x .

при х ^ Ь ,

(6)

(7)

Мы изучим поведение решения и(х, t )  при оо.
Если бы начальные данные (1) были заданы лишь при х <  0 

(и0(х) =  и~), то, очевидно, решение 
задачи Коши (1), (2) могло бы быть 
определено лишь при х <iq>'u(u~)t 
и совпадало бы там тождествен
но с и~. Оценим ширину обла
сти слева от прямой x =  <p'u (u~)t, в 
которой решение u(x, t )  задачи (1),
(2) не совпадает с и~, т. е. и(х , t ) Ф  
ф и—, при этом и(х, t) Ф  и~ за счет 
характеристик, выходящих из отрез
ка [0, Ь]. Очевидно, что никакая ха
рактеристика Х  =  X(t,  х0, Uo(xq)) при 0 <  Хо <  b не может 
лежать слева от прямой х =  — ввиду ограниченности началь
ной функции и0(х); однако такая оценка области влияния от
резка [0, Ь] является слишком грубой. Пусть и ( х , 1 ) Ф и ~ ,  
х Ф« (м_)  ̂<  0 и в точку (х, I) приходит характеристика, 
выходящая из точки х0 отрезка 0 =¾ х0 ^  Ь, и u(x, t )  — u0(x0) 
(рис. 4.29). Для простоты обозначим

х  О Хд Ь 
Рис. 4.29.



Имеем равенства *)

h =  ф« («” ) t — x, (8)
*  —  *0 =  ф '(й) / или /г ==/ [ф  ̂(« - )  — ф' (й)] — J 0. (9)

По формуле (2.3.46) вычислим Ф (/, х0):

Ф (/, хь) =  Ф0 (х0) +  /[йф' (и) — ф (и)]. (10)

С помощью формулы (9) исключим из (10) величину Шу' (и):

/йф' (й) =  Шц>'и (и~) — йх0 — й/г, (И)

Ф (t,x0) =  Ф0 (х0) — йх0 — й/г +  t [йф' (и~) — ф (й)]. (12)

С другой стороны, в эту же точку (л:, /) при х — ф̂ ( « - ) / <  0 
приходит характеристика x =  X( t ,  х~, и~) при значении Хд <  0 
(рис. 4.29). Эта характеристика переносит в точку (х, t) значе
ние и — и~ и значение потенциала Ф(/, х^).'

Итак,
х — х~ =  ф' (и~) /, или x ~ ~  — h, (13)

а по формуле (2.3.46)

Ф (/, Хд) =  Ф0 (х„)  +  I [ и - ф; (ы~) — ф (ы-)] =

— и~х~ +  t\u~(р'и (и~) — ф(и~У] — t[u~(p'u(и~) — ф (к- )] — hu~. (14)

Согласно формулам (2.3.57), (2.3.58), для того чтобы и(х, /) =
— и0(хо) =  йфи~,  необходимо, чтобы выполнялось неравенство

Зз (/, х0) <  Ф (t, Хд) или Ф (/, х0) — Ф (/, Хд) «^0. (15)

Вычитая из формулы (12) формулу (14), получим

Ф (/, х0) — Ф (/, х^) =  [Ф0 (х0) — йх0] +  h (и- — й) +

+  / [ф' (и~)(й — и~) +  ф (и~) — ф (й)]. (16)

Теперь в формуле (16) оценим последний член. Учитывая, 
что й <  и~ и ф"н (и) >  0, получим по формуле Тейлора

Ф (и~) — ф (й) >  ф' («-) {и~ — й) +  - j  (и~ — й)2. (17)

Подставляя это выражение в (16), получим

Ф (/, Хд) — Ф (/, Хд) >  [Ф0 (Х0) — йХд] ^  k («“ ~  П) ^  {U~ ~  Й f .

568 гл. 4. ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

*) В случае, если х0 —  точка разрыва начальной функции tio(x), под 
й следует понимать «q°(¾ ) при соответствующем значении параметра а.
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.И:» формулы (9), учитывая, что и~ >  й, легко получим
h хо  ̂ “Ь

ф' («_ ) —  ф! ( « ) : И (и~ — и) ] At (19)

Последнее неравенство позволяет переписать (18) в виде 

Ф (/, х0) -  Ф (/, * 0" )  >  [ф0 ( Х 0)  -  Щ-]  +  А 1Ш >>. ^  a ( h ± x о)!Л/ 2Л2/
(20)

Итак, для выполнения неравенства (15) необходимо, чтобы

' [Фо (¼) -  т  +  <  0 (21)

h { h  +  xq)
И Л И

At
a { h  +  ха)г 

2 АЧ ; [йх0 — Ф0 (¾)] • (22 )

Неравенство (22) ограничивает область переменных х,. t, 
лежащую в полуплоскости / ^  0 слева от прямой х =  %  (и~) t,
так как

h —  (f'u (и~) i — х.

Завышая область влияния отрезка [0, Ь], будем считать, что 
точка (х, /) ей принадлежит, если существует хотя бы одно зна
чение х0 ( 0 ^ х 0^ 6 ) ,  для которого при данных х, t справед
ливо неравенство (22). Так как |«| ^
^  М, |Фо(хоЖМхо, то усиливая*) 
неравенство (22), запишем:

(А +  х0) а -  2Mx„Ath -|- 2Л . . ° f f - < 2 AMt  (23)h +  х  о '

h <  2AMt. (24)

\\\\\\\\\\/

W *

У 1
О

Рис 4.30.

XНеравенство (24) показывает, что 
при малых t величина h растет линей
но с ростом t. Наоборот, мы заведомо 
увеличим область влияния отрезка [0, Ь], если в (22) положим 
х0 =  0, а в правой части возьмем максимум при всех х0. Тогда 
запишем:

h2 (  —2 k ~ ) ^  2MbAt или /г2 <  <  2АМЫ• (25)

Мы видим, что при больших значениях t величина h растет, как 
■д/1. Таким образом, область влияния лежит внутри области, за
штрихованной на рис. 4.30:

h <  л/2АМЫ — h{t). (26)

*) То есть заведомо увеличивая область влияния отрезка [0, 6].
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Совершенно аналогично оценивается область влияния отрезка 
[0, Ъ] справа от прямой

х =  Ь +  ср'и (и+) t.

Неравенство (22) остается в силе, если только под h понимать 
теперь величину

h =  x - b - % ( u + ) t ,  (27)

а правую часть брать с обратным знаком. Неравенство (26) 
остается при этом вообще без изменения.

В случае и~ >  и+ существует такое t\ >  0, что при t ^  ti

и{х, t)-
при х — с <  О/, 

+ при x — c > D t ,
где

D ■ Ф(и+) —ф(м~) 
и +  — и~

(28)

(29)

В самом деле, если и ~ > и +, то прямые x — y ’a(u~)t и ,х =  
b-\-yu(u+)t  расположены так, как на рис. 4.31. Так как рас

стояние между этими прямыми рас
тет пропорционально i, а границы 
областей влияния отрезка [0, b] от-

порядка V  t , то найдется такой мо
мент t =  11, при котором область 
влияния отрезка [0,Ь\ исчезнет 
(рис. 4.31), т. е. кривые

/г, =  ф'и (и~) t — х —  V 2А М Ы , 

h2 =  — b — (f'u («+) t-\-x =  -\j2AMbt

пересекутся. Для определения величины tx имеем уравнение 

2л/2АМЫ{ +  6 ==  ̂[фн (м~) — ф'(и+)]. (30)

Пусть /j [ф̂  (и~) —■ ф̂ (м+)] >  2Ь. Тогда из (30) получаем

32 АМЬ

1Г> и + 
Рис. 4.31.

4 у 2 AMbt j  

ф', (и ~ )  -  (и+) я2 [и «+12
Г. (31)

Теперь мы с очевидностью заключаем, что при U =  Т  справед
лива формула (28). В самом деле, так как область значений пе
ременных х, t, заданная условиями

b +  ф' (и+) t < х <  ср'и (и~) t,



Лежит слева от прямой x — yu(u~)t и справа от прямой 
,v' =  <p'u(u+)t-\-b, то для того, чтобы в этой области и{х, 1)фи~~ 
н и(х, t)=fcu+, необходимо, чтобы точка {х, t) принадлежала 
области влияния отрезка [О, Ь\, что при / ^ Г  невозможно.

Для определения величины с в формуле (28) рассмотрим 
некоторую точку хл на прямой t — t {. Определим эту точку из 
условий

i =  xo> хА — Ч»(и+)*1 =  хо> (32)
ф (/„ *0- )  =  ф (/„ *+). (33)

Условие (33) можно переписать в виде 
1г х ~  +  /, [и~ %  (и“) -  Ф {и-)] ==

=  Ф0 (Ь) +  и+ (х+ -  Ь) +  /, [ « +%  (и+) -  Ф («+)]. (34)

Рассматривая уравнение (32), (34) как уравнения, опреде
ляющие величины х^, х£, ха, находим величины хА, с:

Ф0(Ь) — и+Ь . п , , Ф0(6) — и+b
=  - ■ +  В/. =  с +  Д/„ с = ....(35)

Итак, мы установили, что решение и(х, /) задачи Коши (1),
(2) при условии и ~ > и + совпадает при с решением
и°{х, /) задачи о распаде разрыва
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ди° Эф (и0) _  n (i0 —  $  и  ’ х < с<
I  и+,dt 1 дх ’ v • ' ( и+, Х >  С.

Полученный результат может быть сформулирован иначе. 
Пусть и и «  — обобщенные решения уравнения (1), и пусть

и (х , 0) =  й (х, 0) при \х\~^Ь. (37)
Если, далее,

( и~ при a: 5¾ — Ь, 
и (х, 0) == й {х, 0) =  s , ^  , (38)v  ̂ и+ П р И V

и и ~ > и +, то существует t\ >  0 такое, что при t~^t\
и(х, /) =si i (x +  с, t), (39)

где

и ~  — и+  ̂ [й (х, 0) — и (х, 0)] dx. (40)

Доказанное нами свойство обобщенных решений выражает тот 
факт, что в случае и~ >  и+ обобщенные решения задачи Коши 
( 1 ) - ( 7 )  «с точностью до сдвига» не зависят при достаточно 
больших временах от начальных значений на любом конечном 
отрезке начальной оси / =  0.
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Заметим, что полученный результат  может быть усилен 
в д вух  направлениях:

1) д л я  более общих уравнений, когда ср =  ср(м, х, t ) ,  при не
которых предположениях о функции ф;

2) ослабляется  требование ( 3 8 ) :
\й(х,  0) — и(х,  0 )| -> 0  при х - > ± ° ° ,

, л, Г«"  при х ->  — °°, 
и (х, 0) —> у  ,

(.W+ при X —> + с ю ;

при этом требуется определенный порядок стремления к  пределу.
Изучим асимптотическое поведение решения u ( x , t )  в сл у 

чае и~ <  и+. В этом случае, к а к  легко  видно из рис. 4.32, об
ласть  влияния отрезка [0, Ь] не исчезает при оо, а, наобо
рот, становится неограниченной. В этом случае уж е  нельзя

утвер ж д ать ,  что д л я  достаточно 
д  больших t ,

и {х, /) == tt° (х, /),

где u°{x, t ) — решение задачи о 
распаде. Однако и в этом сл у 
чае решение u(x,  t ) близко к  ре
шению u° (x , t )  при достаточно 
больших t. Именно д о каж ем , что

| и {х, t) — и°(х,  t) |=Ф- 0 при t - >  оо.

(41)
Рис. 4.32.

Пусть м° есть решение задачи  о распаде
д ф  , Зф (а°)
d t дх

и°(х,  0):

= 0,

при х <  0,
и~ *Си+.

(42)

[и+ при х >  0,

Ф ункция иР зад а е т с я  формулами

и~ при х %  (и~) t,

при ф̂  (U~) t X ^  ф̂  (м+) t,и° (х, t) ■ ' ( т )
и + При Х ^ ( р '  (и +) t,

где
т. е.

(43)

(44)т = К Г ( £ ) .

Т аким  образом , слева  от луча  О А и°(х,  t ) ^ u r ,  а справа  от 
л уч а  ОС и°{х, t ) s a u +  (рис. 4.32), в зоне ж е  АОС u ° ~ f  ( - f  )  •
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Кик мы видим, вне области влияния отрезка [О, Ь\ это т а к ж е  
имеет место д л я  и{х,  t), т. е. при

Следовательно, д о ка зы вать  свойство (41) надо только в обла
сти влияния отрезка [О, Ь] — зоне EOBD.  Пусть (х, t) — лю бая 
точка, л е ж а щ а я  внутри зоны EOBD.  Тогда, т а к  к а к  через эту 
точку не проходит ни одна характеристика  х =  X(t ,  xQ, щ ( х 0) ) 
при хо ф  [О, Ь] , то, следовательно,

Таким образом, свойство (41) в зоне АОС  доказано. Пусть те 
перь ( x , t )  — лю бая точка в зоне EOBD,  например, пусть эта 
точка леж ит справа от прямой x =  <$'u (u+) t ,  т. е. в зоне COBD  
(рис. 4 .32) . Тогда в этой точке и° == и+, a u(x,t)  по-прежнему 
определяется из формул (47 ) ,  (48).

Согласно определению области влияния отрезка [0, 6 ] , имеем

и при
Фа (и~) t — x ^ h i i )  и (х, t ) s=u~,

*  — Ф'U(u+) t  — b ^ h ( t )  и{х, /)==«+.

(45)

(46)

и(х,  /) =  « 0 (х 0), x — q>'u (ua (x0) ) t  =  x0, (47)
при этом

0 ^ . х 0^.Ь. (48)
Из (47) получаем

% (“о (¾)) =  Ф« (“ (*’ 0) =  т  “  Т (49)

С р авн и вая  (49) с (44), заклю чаем , что

Таким образом, в зоне АОС

\и(х, f ) - u ° ( x , (52)

х — <$'и (и +) t ^ . b Jr h ( t )  =  b Jr ^  2 АМЫ . (53)

Следовательно,
1 и (х, t) — и° (х, t) I =  | / ( — у ^ - )  — и+ =
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Т ак  к а к  слева от луча ОА неравенство (54) д о казы вается  со
вершенно аналогично, то тем сам ы м  мы доказали  свойство об
общенного решения (41) и установили при этом порядок стрем
ления и(х,  t) к  и°(х,  t ) ,  именно:

| и  (х, t) -  и0 (X, t ) \ <  — +  ® VA Mb .  (55)
at  я  V t

Объединяя р езультат  дл я ,  случаев  и~ <  и+ и и~ >  и+, можно 
его усилить и сформулировать следующим образом.

Пусть u ( x , t )  и U( x , t ) — ограниченные обобщенные решения 
уравнения (1 ) ,  начальные значения которых отличаются лишь 
на конечном отрезке начальной оси, т. е.

| и (х, 0) — й(х,  0)| =  0 при \ х \ ^ Ь .  (56)
Тогда сущ ествую т константы  с, D, t\ таки е ,  что при t ^  t {

| и (х, t ) - u { x - \ -  с ,  t) |<  ~^=г. ■ (57)
V  t

Подчеркнем, что в этой формулировке не-предполагается , что

и ( х , 0 ) - > и ~ ,  и + при х - > ~ о о ! -f- оо.

Д о казан н ы е выше асимптотические свойства обобщенных реше
ний одного квазилинейного уравнения существенно связаны  
с нелинейностью уравнения. В самом деле, решения линейных 
уравнений, отличающиеся в начальных значениях, отличаются 
д р уг  от д р у га  при всех значениях t >- 0, и эта «н е вязк а » ,  вообще 
говоря, не стремится к  нулю при f - * o o .

7. Метод вязкости. В п. 1 этого параграф а мы уж е  рассмот
рели одно из применений метода вязкости — обобщенное реше
ние задачи

~дТ The ( l ~ )  ^  11 х̂ ’ ^  ^  и ° ^

было получено к а к  предел при (л~>-0 решений u ^ x ^ t )  другой 
задачи Коши:

ди.. д  ( и?. \ д 2и..
Ж +  1 & \ ^ )  =  11~д¥~’ “Л ^ ° )  =  « о М ,  ^ > 0 .

При этом для  и п была получена явн ая  формула, которая поз
волила совершить переход к  пределу при |л->0 и изучить свой
ства обобщенного решения и (х, t ) . Естественно, что д л я  болег 
сложных уравнений трудно рассчитывать на получение ан али 
тических формул для  решения. Однако, ж е л а я  познакомить 
читателя с применениями метода вязкости, мы рассмотрим не
которые простые случаи, из которых можно сделать  вывод
о возможностях этого метода.
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Будем  .рассматривать  з а д а ч у  Коши

(1)

(2)и  (х, 0) =  и0 (х), | и0 (х) | ^  М.
Н а р яд у  с этой рассмотрим другую  задачу :

(3)

(4)И|Х (X, 0) =  Но (х).

Будем считать, что начальная  функция и0(х)  о бладает  непре
рывной первой производной, и пусть

Первый вопрос, который ср азу  ж е  возникает, — это вопрос
о существовании решения и его свойствах.

Изучение этого вопроса вывело бы нас далеко  за  рамки из
лагаем ого  предмета, посвященного в основном системам  кв а зи 
линейных уравнений гиперболического типа и уравнениям  газо 
вой динамики. Поэтому, отсы лая  читателя по этому поводу 
к  специальным исследованиям (см., например, Т. Д .  Вентцель 
[1957],  О. А. Л а д ы ж е н с к а я  [1956],  О. А. Олейник [1 9 5 5 ]) ,  
мы будем предполагать известным следующее:

1. Ограниченное решение и^(х,  t) сущ ествует при любом / > 0  
и единственно.

2. Д л я  любой начальной функции Uq ( x ) ,  удовлетворяющей 
условиям ( 2 ) , ( 5 ) , производные и у. сущ ествую т и остаются о гр а
ниченными д л я  всех t >  0. В частности, при t >  0 сущ ествую т 
непрерывные производные, входящие в уравнение (3 ) .

ди.»
3. Решение и |л и его производная Ph~ ~ q^  удовлетворяю т 

п р и н ц и п у  ма к с иму ма ,  который формулируется в виде неравенств

справедливых при любых х, t ^  0.
Проиллюстрируем принцип м акси м ум а  (6) следующими н а

глядными рассуж дениями . П усть функция u^{x , t i ) ,  рассм атри 
в а е м а я  к а к  функция переменного х на прямой t =  t\, имеет 
в точке х =  х\ относительный м акси м ум  (м и н имум) .  Тогда 
в этой точке выполнены соотношения

\и'0 ( х ) \ ^ К  (— оо <  х <  оо). (5)

Pt1 дх

I «ц  ! <  М , (6)

(7)

<?Иц
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Согласно уравнению (3) заклю чаем : 

д «ц  ( х и t {)
d t

д2Ч  , / ч д Ч

Это неравенство показывает ,  что к а ж д ы й  относительный м а к 
симум по переменному х  функции мд (х, t) не возрастает  с рос
том времени t. Отсюда, однако, еще не вы текает  неравенство 
(6 ) ,  т а к  к а к  функция м ожет  не принимать свое м акси м а л ь 
ное (минимальное) значение ни в какой конечной точке.

Более детальное доказательство  принципа м акси м ум а  учи
ты вает ,  что начальн ая  функция ио{х)  ограничена.

Что к а сается  принципа м акси м у м а  д л я  производной р а, то 
обратим внимание, что неравенство (7) ограничивает производ
ную р и лишь с одной стороны, именно сверху. Это связано 
с тем, что уравнение, получаемое дифференцированием ( 3 ) :

дРц , ,  д р ц d 2Pll
~дГ  +  4)«К ) =  К ) P l ’ % а > о.

позволяет лишь утвер ж д ать ,  что относительный макси мум  
Рр,(х, t) не возрастает  с ростом времени t. Что касается  мини
мумов р^, то они могут и убы вать .

4. При всех [х >  0 и произвольных x , t ^ 0  имеем
ди,.

Ц- дх <С,  (8)

где  С — некоторая положительная величина, не з ав и с ящ ая  от р. 
Д о к а ж е м  *) неравенство (8). О бозначая

ди,,
2 =  — <р(«ц), (9)

дии d z
запишем уравнение (3) в виде ДиФФеРенДиРУя Урав
нения (9) по переменному /, найдем

d z  d  С d u^  \ ,  д и^
d t  ^  д х \  d t  )  \U\>) d t  '

д и „  d z  d z  ,  , d z  d
П о д ставл яя  сюда получим - g j -  +  фи (Ы^) - g j  — y-
Таким образом, функция z удовлетворяет  нелинейному ур авн е
нию теплопроводности. Следовательно, из принципа м акси м ум а  
получаем

| z  (х, /) | ^  ш ах  | z (х, 0) |.
X

*) Это доказательство  было сообщено нам студентом МГУ В. Г. Суш*, 
ко в 1964 г.



Отсюда следует неравенство (8) и, в частности, более точное 
неравенство

mjn \ y - ~ ~ j r -  —  ф(«о (* ) ) ]  +  Ф Ы  < <

<  ш ах  [[л — — ф («о (*))] +  ф («ц).

При выполнении требований 1—4 можно д о ка зать  т а к ж е  не
которые дальнейшие свойства решений u v, ( x , t ) .  П окаж ем ,

Зам,
п частности, что функция ^ в. среднем по любой конечной
области переменных х, t стремится к  нулю при fx->0.

У мн ож ая уравнение (3) на «ц, запишем р езультат  в виде

д  (  и2 \  д  д 2 и2 ( ди  \2
I t  I l f )  ~ ^ ~ d x F  W  —  ~2 ,)x )  »

где
F (W[i) ~  «цф (̂ |x)*

Проинтегрируем уравнение (10) по прямоугольнику 0 ^ / ^ / ь  
Х\ ^  х ^  х2:

\ \ [ 7 t T - J r T 7 F(~uA dt dx :==\ S
О х ,  о ж.

Это соотношение перепишем в виде

0 х, х,
U .
И ди,, ' . д «у, (Л,, /) ,

ЦМц f e ,  0  (х2, t) — F  («й (х2, /)) — [ХНц (хь о ----- Yx--------^
о

4-i7 («и (*ь 0)}
В ви д у  неравенств (6) и (8) п р ав ая  часть оценивается сверху :

t, хг

и 5 S ( - | г ) 2 d t d x ^ j  М2 (х2 -  х ,) +  2Ft ; +  2MCtx. =  

^ ^ - ( x 2 - Xl) +  2 h ( F  +  MC),  (11)

где  константа F определена таким  образом, что 

. F ^ \ F ( u ) \  при |и|< :М .

19 в . Л , Рождественский, Н. Н. Яненко
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Т ак  к а к  п р ав ая  часть (11) не зависит от ц, то отсюда следует, 
что д л я  любой конечной области *3 полуплоскости t ^ O

S'

где константа D зависит только от области 
Применим неравенство Буняковского

^  | u v  | dt  dx  ^  л  /  dt  d x ^ ^ v 2 dt  dx  ,
»  * p  & 

dUa
в  котором положим u==V>-fa-> w =  l .  Тогда  получим

й И  11 йГ I dt dx <  л /  S ( J j f J  dt dx <  V ^ D .  (12) 
& V &

гд е  S ?  — площадь области S.  Н еравенство (12) показы вает ,  что
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<3%
d t  dx  стремится к  нулю при ц - > 0 ,  к а к

И 1*! а*Зг
Теперь мы наметим путь до казател ьства  сходимости в сред

нем при [л —> 0 решений Up{x, t )  к решению u ( x , t )  задачи  Коши 
(1 ) ,  (2 ) .  В ведем  потенциал Ф ц(х , t ) .  Согласно уравнению (3) 
контурный интеграл

(ж. о

Фц (*. t) == J  мд dx  +  [ ^ - ¾ 1 — Ф Ы ]  dt
(0,0)

не зависит от пути интегрирования и определяет непрерывную 
и дифференцируемую функцию, производные которой удовле
творяют равенствам

дФр, дФй диу,
дх ~~и» ’ dt  ~  ^ дх Ф(ни)- 

И склю чая из этих равенств  величину иц, получим

■ У Х Т д Г ^ Р - а * - '  <13>dt

Потенциал Фм принимает следующие начальные значения:
X

Фц (X, 0) =  Фо w  =  J «о fa) dr\.
о

В в и д у  неравенств (6), (8) заклю чаем , что
1 Ф ц ( * , 0 1 < М И  +  [С +  ф К  (14)



где |ф(м) 1 =¾ ф при |и| ^  М  и семейство функций Ф ц(х , t ) о гр а
ничено при всех ц >• 0 в любой точке (х , t ) .  Наконец, мы зап и
шем очевидные неравенства :

(ЭФм
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ЭФр,
дх <М,

dt < С  +  ф.

Д о к а ж е м  равномерную сходимость в любой конечной части 
полуплоскости i ^  0 потенциала (х, t) при ц,—»0. Д л я  этого 
продифференцируем уравнение (13) по переменному Обозна- 

/ <ЭФм 
чая =  получим

<5Фп , , , ЭФ' Э2Ф,' <52Ф.. д2ф'  ди,,
—g f  +  ф ( % )  ~  И- “ 5^2“ .+  д х г =  ^ ~ д й Г  ~ дзГ ’ (  ̂

а согласно начальному условию

ф',(.г, 0 ) ^ 0 .
Считая функцию и № заданной, мы видим, что величина Ф ' уд о в 
летворяет линейному уравнению теплопроводности (15) и н у 
л евом у начальному условию. Согласно неравенству (14) Ф|х(х, t ) 
растет не быстрее линейной функции при х - > ± о о ,  поэтому Ф^ 
удовлетворяет  принципу м акси м у м а  для  уравнения (15 ) :

J4 .  . Знц(I, г)
Фд (х, 0  -¾ t m ax  — -xz—  .

<5, t) 0s
dun,

Т ак  к а к  согласно (7) то

ф ;  (х,
Поэтому д л я  функции 

выполнено неравенство

дЧГ» <  Kt

т а к  что последовательность функций ^ ( х ,  t )  монотонно у б ы 
вает  при jo, —► 0, следовательно, в силу равномерной ограничен
ности ее снизу, равномерно по х, t  сходится. Поэтому сущ е
ствует  предел

Ф (х, t) =  lim Ф„, (х, t).
[l->0

Выясним некоторые простейшие свойства потенциала Ф (х , t). 
ЭФм,

Т ак  к а к  и =  то

| Ф  ( х +  Ах, 0  -  Ф  (х, 0  Г <  М  | Ах |.

19*



Аналогично ' !
|Ф(х,/ +  А 0 ~ Ф ( х ,  0 1 < [ С  +  ф]|А/|.

Таким образом, потенциал Ф (х, I) — липшиц-непрерывная 
функция своих переменных, которая принимает начальные зн а 
чения

X
Ф (х, 0) =  Ф0 (х) =   ̂ и0 fa) * 1

о

и, к а к  в с я к а я  липшиц-непрерывная функция, почти всю ду обла- 
ЭФ ЭФ ,-гд а е т  производными П окаж ем , что почти всюду эти

производные удовлетворяю т уравнению
ЭФ . { д Ф \  п
d t  43 (  дх  J  ~  ( 16)

а  последовательность ий стремится при [х ->0 к  u ( x , t )  почти 
всю ду , где

“ ( * . 0

Д л я  этого заметим , что из равномерной ограниченности и н (6) 
и односторонней ограниченности производной р  ̂ (7) следует 
ограниченность вариации функций и и на любом конечном от
резке прямых t  — const.

П ользуясь этим обстоятельством, можно показать , что почти 
всюду

<9Фд Э Ф  ЭФр, 

дх дх ’ d t  > ^  \ дх )

при {я — 0, т а к  что потенциал Ф (х ,  t) почти всю ду удовлетворяет  
-уравнению (16 ).

Таким образом, потенциал Ф (х ,  t)  липщиц-непрерывен, почти 
всю ду удовлетворяет  уравнению (16) и принимает нужные зн а 
чения при t =  0. П оэтому функция и  =  -| j -  определена почти
всюду, ограничена и измерима, удовлетворяет  ввиду  следствия 
из (7 ) :

Ф  (х +  Д я ,  t) — 2 Ф  (х , t) +  Ф  (х —■ Д х ,  t) ^  v
Ах2 <  А >

условию устойчивости и явл яетс я  тем сам ы м  обобщенным ре
шением задачи  Коши (1 ) ,  (2 ) .

Отметим еще, что с помощью метода" вязкости м ож ет быть 
рассмотрена з ад а ч а  Коши т а к ж е  и в случае произвольной, о гра
ниченной, измеримой начальной функции и0(х)  (см. О. А. Олей
ник [1 9 5 7 ]) .
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П окаж ем  еще одно из применений метода вязкости. С ледуя
II. М. Гельфанду, получим условия устойчивости обобщенного 
решения одного квазилинейного уравнения с невыпуклой функ
цией ф (и)  (см. т а к ж е  § 1).

П усть кусочно-непрерывное решение u ( x , t )  я вл яетс я  преде
лом решений u^ix,  t) уравнения с вязкостью

<Э<р(«ц) д  (  . 5 и ц \  D t  . . n
-1)Г +  - д Г -  =  ^ - д 1 { В ^ ^ - ) ’ В Ю > ° >  ^ > ° -  ( 17)

Пусть в точке х\, 11 >  0 решение и{х, t) разрывно, и ( х i— 0, t\) — 
=  иг ,  и{х\ +  0, t{) =  и+ и разры в перемещ ается в плоскости 
х, t вдоль кривой x =  x ( t ) ,  при этом х ' ( t i )  =  D.

Естественно считать, что в малой окрестности точки х\, t\ 
решение u ( x , t )  пр едставляется  приближенно в виде u ( x , t )  =  
=  й (х — Dt ) , где й (х) =  и~ при х <  0 и й {х) =  и+ при х >  0. 
Будем считать, что решение м,x{x,t)  в малой окрестности точки 
Х\, ti т а к ж е  п редставляет  собой бегущую волну, т. е. (х, t) =
= й й ‘>при этом й у { х ) —>и~ при х - > — оо, й (1( х ) - ^ и + при'
j r -> оо (при этом мы считаем, что параметр  ц достаточно м а л ) .

И так , будем искать стационарное решение Up,(x, t) ур авн е 
ния (17) в виде

Up{x, 0 = » | г  (  Х~ )  ' ( 18)

Обозначая | =  1  > получим из (17) обыкновенное диффе- 

ренциальное уравнение д л я  (|):

Г / /_ (£) ^ (  п /-  ̂ (¾) /1ГЛ
[ч у  К  ® )  -  Д ]  - i f —  =  d f  ’ : (19)

при этом из (18) сл ед ую т-кр аевы е  условия д л я  уравнения (19):
' и~ при — ОО

и + при +  ОО.

§  2. ОДНО КВАЗИ ЛИН ЕЙН О Е УРАВН ЕНИ Е , 5 8 1

Интегрируя уравнение (19) от точки | =  — оо до | и считая ,
dtl м

ЧТО —ТТ— >0 при ± .оо , п о л у ч и м ..................

в  (йц) ~  =  ф (¾) —  Ф ( « “ ) — D (йц — м“ ) =  F (йц). (21)

u
^  П TTtATI ^

чтобы f  (м+) =  0, т. е.

Д л я  того, чтобы -9 f - - > 0 при й ц -> и+, необходимо т а к ж е ,
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что, к а к  мы видели в § 1, вы текает  т а к ж е  из условий Гю- 
гонио.

И так , д л я  сущ ествования интегральной кривой задачи  (19 ),  
(20) необходимо, чтобы F{u~) =  F(u+)  =  0. Этого, однако, не
достаточно.

Д ругим  необходимым условием сущ ествования йр, я вл яется  
требование отсутствия перемены зн ака  у  функции F(Up)  на ин
тервале  (и~, и+) . В самом деле, если на этом интервале сущ е
ствует  точка и * т а к а я ,  что слева и справа  от и* функция F( u )  
имеет разные знаки, то, очевидно, не сущ ествует  интегральной 
кривой йц — й р Ц) .

У м н ож ая  уравнения (21) на величину 2 (ы ц — и~),  придадим 
ем у  следующий вид:

В  (¾) ~ЩГ (¾ “  и ~)2 =  2 («р, — и~) F  (йр). (23)

Теперь очевидно, что д л я  сущ ествования йд (|) необходимо 
т а к ж е ,  чтобы п р авая  часть (23) была неотрицательна, т. е.

2 (йр, — и~) F  (йр,) >  0.

В самом  деле, т а к  к а к  В ( й р , ) > 0 ,  то из сущ ествования йр(£) 
вы текает ,  что величина (йр, — и~)2 не уб ы вает  с ростом пере
менного I, т а к  к а к  в противном случае  на интервале (и~, и+) 
функция F ( u )  меняет свой знак.

Аналогично легко получить, что величина (йр — и+)2 не воз
р астает  с ростом |, поэтому 2 (й^. — u+)F(Ull) ^  0.

Д е л я  к а ж д о е  из последних д вух  неравенств на положитель
ные величины 2(йр,— и~)2, 2 (йр  — и+)2, придадим им следую 
щий вид:

Ф (»р) -  Ф (и~) ■> D _  ф («+) - ф ( » ~ )  >  Ф (йц)  -  Ф («+) # , 
йр — и~ ^  и+ — и -  " "  йц — и+ ’ '

при этом, очевидно, й р — любое число из интервала (и~,и+) .  
И так , мы приходим к заключению, что разрывное решение 
u ( x , t )  м ож ет  р ассм атри ваться  к а к  предел решений Up(x, t )  при 
jj, —► 0 лишь в том случае , если на линии р азры ва  x =  x{t)  
в каж дой  ее точке выполнено условие (24 ) .  Л егко  заметить, 
что полученное здесь условие (24) совп адает  с условием устой
чивости, полученным нами ранее в §  1 из совершенно других 
соображений.

В заключение отметим, что в настоящ ее врем я до казан ы  с у 
ществование и единственность обобщенного решения задачи 
Коши в случае невыпуклой функции ф( и ) .  При этом устойчи
вость обобщенного решения понимается к а к  выполнение усло
вий (24 ) .



§ 3. Система квазилинейных уравнений

1. Вводные замечания. Теперь мы будем рассм атри вать  кон
сервативную систему квазилинейных уравнений

ди ,  <3ш. (и, х, t)
. - d T  +  JLl - dZ-------=  (» =  1 , . . . ,  л), (1)

которую д л я  краткости будем  зап и сы вать  в форме

=  № , * , ( ) ,  (2)

понимая под и, cp, f  векторные функции с п  компонентами. М ы 
будем считать в дальнейшем, что вектор-функции ф ( u , x , t ) ,  
f ( u , x , t )  обладаю т д в у м я  непрерывными производными по всем 
споим переменным в рассматриваемой области изменения пере
менных и, x , t .

Система дифференциальных уравнений (2) в гиперболиче
ском случае приводится, к а к  мы видели в главе  1, к  виду

# {и, X, 0  +  Ik (и, х, t) =  g k {и, X, t), (3)

при этом
Det ((/а (и, х, t ) ) )  Ф  0. (4)

Вектор 1к (и , х, t) =  {la (и, х, /)} — левый собственный вектор 

матрицы А {и, х, t) =  > а Ik {и, х, t) — соответствующее

собственное значение, т. е.
1к (и, х, t) А (и, х , t) — £* (и, х, t) lk (и, х, t)„ (5)

На протяжении всего этого параграф а мы будем рассм атривать  
лишь системы уравнений (2 ) ,  (3 ) ,  гиперболические в узком  
смысле, т. е. считать, что

(и , х , f) <  ( х, f) t iti (и, х, f). (6)

З а д ач а  построения классических решений системы (2) рас
см атр и валась  в главе  1, а здесь мы будем изучать обобщенные 
(разрывные) решения.

Обобщенное решение системы (2) удовлетворяет  интеграль- 
ным законам  сохранения

& и dx  — ср (и, х, t) d t  +
с »с

а в области, где сущ ествую т первые производные 
дифференциальным уравнениям  (2) либо (3 ) ;  последние мы
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 ̂ (  f  (и, х, t) dx d t  =  0, (7)



т а к ж е  будем записывать  более кратко :

Д л я  системы квазилинейных уравнений (2) мы будем ставить 
зад а ч у  Коши с начальными условиями

и  (х, 0) =  щ  (х), (9)

где Uo{x) — вообще говоря, р азры вн ая  ограниченная вектор- 
функция.

К а к  мы видели в § 1, р азум н ая  постановка задачи Коши 
приводит к  некоторым условиям  устойчивости, которым должны 
удовлетворять  обобщенные решения этой задачи .

В этом параграфе мы будем рассм атри вать  в основном обоб
щенные решения, имеющие кусочно-гладкие линии разрыва 
x =  x ( t ) ,  вне которых они являю тся  классическими решениями 
системы (2 ) .

Условия устойчивости, в соответствии с § 1, будем понимать 
в следующем смысле.

К аж дой  линии р азры ва  x =  x( t )  ставится в соответствие не
который номер k, называемы й индексом линии разры ва . Д л я  
этого номера k на линии x =  x ( t )  выполнены неравенства

U  (и (х (/) — 0, /), х (/), t) >  D >  l k (и (x (/) +  0, /), x (/), /), (10)

lk-\ ( « (x (/) — 0, /), x (/), t ) < D <  U+i (u (x (/) +  0, /), x (/), /), (11)
D — x'  (/).

В наиболее простой форме свойства обобщенных решений 
систем квазилинейных уравнений могут быть изучены на при
мере однородной нелинейной системы уравнений

ди  , Эф (и ) _^ /10^
d t  ^  дх  U’

Т. е. в случае , когда  вектор <р не зависит от переменных х, /, 
а / == 0.

2. Автомодельные решения системы квазилинейных ур авн е
ний. Решения системы уравнений (3 .1 .12),  зависящ ие лишь от 
одного переменного у  — {х — хо)/ (/— /о), называю тся  автомо
дельными. Не ограничивая общности, будем считать /0 =  х0 =  0. 
М ы  ищем решение и ( у )  системы (3 .1 .12),  определенное при
/ ^  0 и зависящ ее лишь от переменного у  =  Соверш ая
в (3.1.12) подстановку по ф ормулам /
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д х d y d  д 1 d



получим, что автомодельное решение и — и ( у ) удовлетворяет 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений

§ 3. СИСТЕМА КВАЗИ ЛИН ЕЙН Ы Х УРАВН ЕНИ Й  5 8 5

(1)
du  / /  Эш, (и) \\

[ A ( u ) ~ y E ] w  =  0, л  (и) =

где Е — единичная матрица я-го  порядка .
Из системы уравнений (1) следует ,  что если

У ¥ = 1 и ( ч )  ( k = \ , 2 ,  . . . ,  ri),

то вектор - 0 -  тождественно равен нулю:

du  _ ~
W ’

и решение и ( у )  =  const. Поэтому будем  считать, что на некото
ром отрезке переменного у  выполняется тождественно равенство

У =  Ыи) ,  (2)

где k — какой-либо среди номеров 1, 2, . . . ,  п.  Тогда система 
уравнений (1) имеет нетривиальное решение относительно век- 

du
тора производных

(3)

гд е  г к (и), к а к  обычно, означает правый собственный вектор 
матрицы А (и) (гл. 1), т. е.

А (и) г к {и) =  l k (iи) г к (и).

С истема уравнений (3) еще не позволяет определить и ( у )  
путем интегрирования, т а к  к а к  в эти уравнения входит неизве
стный множитель X. Д л я  его определения продифференцируем 
уравнение (2) по переменному у .  Мы получим уравнение

S d^k (н) diij _
д и .  d y  '

/ = 1  1

которое перепишем в форме

~  g ra d  l k (и) =  1, (4)

ввод я  обозначение

р т < | ь е > - д а ...........
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Наконец, подставляя  в уравнение (4) вы ражение (3) для
du- щ , получим уравнение, сл уж ащ ее  д л я  определения вели
чины %:

П
Хгк (и) g r a d  (и) =  Я £  г )  =  1. (5)

/=i ‘
Рассмотрим следующие две  возможности:
а )  На р ассм атриваем ом  интервале изменения переменного у  

выполнено неравенство
г к 0и) g r a d  l k {и) Ф  0. (6)

Системы уравнений, д л я  которых при всех значениях k =  \,
2, п  и любых и =  { и \ , . . . , и п} выполнены неравенства (6 ) ,  
П. Л а к е  [1957] назы вает  истинно  н е л ин е й ными .

Если выполнено неравенство (6 ) ,  то из (5) однозначно опре
д ел яется  величина К, п одставляя  которую в (3) получим си
стем у обыкновенных дифференциальных уравнений

du  г к (и) . у
d y  r k (и)  grad Ik (и)

из которой интегрированием можно определить решение и ( у ) ,  
если известно значение ио =  и ( у 0) такое , что выполнено соот
ношение (2 ) ,  т. е.

Уо — Ik («о)=  %k (и (Уо))-
Обозначим решение системы обыкновенных дифференциаль

ных уравнений (7 ) ,  проходящее через точку и0 =  . . . ,  
следующим образом:

и (у)  =  Uk (у,  щ) ,  и к (1к (и0), щ)  = и 0. (8)

б) В то р ая  возможность имеет место то гд а ,  ко гд а  в данной
точке г/ =  г/о

r k (и (у))  g ra d  и  (и (у)) =  0. (9)

В этом случае  уравнение (5) не выполнено при К Ф  0, и реше
ние и ( у )  либо постоянно в некоторой окрестности точки уо,  
либо разрывно в этой точке.

Случай р азры ва  автомодельного решения будет  о б суж даться  
ниже.

Вообще в дальнейш ем мы будем ограничиваться, если про
тивное не оговорено особо, случаем , когда  условия (6) выпол
нены при всех k — 1, 2, . . . ,  п  и любых и.

О граничиваясь этим случаем , мы  теперь подробнее изучим 
решение и ( у )  системы (7 ) .  Решение (.8) мы, следуя  аналогии 
с уравнениями газовой динамики, будем н азы вать  «центриро-



напной волной р азр еж ен и я»  либо центрированной бегущей 
полной.

В пространстве переменных щ , « 2, и п рассмотрим диф
ференциальное уравнение в частных производных для  одной 
(скалярной) функции v  =  v (и)  =  v ( u i ,  . . . , и п) :

П
r k (и) g r a d  v  («) =  Y j г а (“) =  °- ( 10)

а=1
Пусть v  — v  (и) — какое-нибудь решение уравнения (10). П ока
ж ем , что

v (U ( у ,  «о)) =  const. (11)
В самом  деле ,

d v  (Uk {у, щ) )  =  £  d y  -
a=*l n

— l r ka {U)dy  == X d y r k (и) g r a d  v == 0.
a=l

И так, к а ж д о е  решение v ( u )  уравнения (10) постоянно на волне 
разреж ения ( 8 ) . Это ж е  можно сформулировать еще следующим 
образом.

И нтегральная  кр ивая  (8) системы уравнений (7) леж и т  на 
гиперповерхности и (и) =  const, если v ( u )  удовлетворяет  у р а в 
нению (10 ) .

Уравнение (10) имеет п — 1 независимых решений, которые 
мы обозначим через

v  =  v\ (и), v  =  v$ (и), . . . ,  v  =  (и); 

при этом система п  векторов
г к (и), g r a d  v\ (и), . . . ,  g r a d  (и)

линейно независим а . ,
Из уравнения (11) вы текает ,  что в бегущей волне и =  и ( у ) ,  

заданной формулой (8), постоянен (п —- 1)-мерный вектор оА(и) =  
*={о‘ (и), . . . .  0*_,(и)}, Т. е.

v k (Uk (у ,  и0)) =  с к,

где с к — постоянный ( я — 1 )-мерный вектор.
Таким образом, интегральная кр и вая  (8) уравнений (7) мо

ж е т  быть зад а н а  другим  образом:
v k (и) =  const, Ik (и ) =  у ,

и з ад а ч а  интегрирования системы (7) сводится к  определению 
п — 1 независимых решений уравнения (10 ).

§ 3. СИСТЕМА КВАЗИ ЛИН ЕЙН Ы Х УРАВН ЕНИ Й  5 8 7



588 гл., 4. ОБОБЩ ЕННЫЕ РЕШ ЕНИЯ КВАЗИ ЛИН ЕЙН Ы Х УРАВН ЕНИ Й

Вектор v k (и) =  {of (и), . . . ,  v k__l (и)} мы будем называть  
(п — 1 )-мерным вектор-инвариантом Рим ана . Л егко  показать , 
что в случаях , когда  сущ ествуют обычные инварианты Римана 
Гк =  Гк(и) ,  вектор-инвариант v k(u)  п редставляется  в виде

v k («) =  {г\ {и), г2 (и), . . . ,  r k_i (и), r k+j («), . . . ,  гп (и)}.

В самом  деле , согласно § 3 гл ав ы  1
d r i  (и) =  Hi (и) I1 (и) du,

Т. е.
g ra d  г i {и) =  Hi (и) V {и),

и, следовательно , v hi {u) =  r . ( u )  при i =£k  я вл яетс я  решением 
уравнения (10 ),  т а к  к а к  правые гк(и) и левы е /*(ы) собствен
ные векторы матрицы Л (и) биортогональны:

V {и) г к (и) — 0 при 1 ф к .

В частности, при п  =  2 инварианты Рим ана всегда  существуют, 
и поэтому при п  — 2

v k (и) =  г { (и), i Ф  k. '

Решение (8) системы (7) представляет  собой д в а ж д ы  непре
рывно дифференцируемую кривую, расположенную в простран
стве переменных и\, и 2, и п, у • Если величину у  считать п а
раметром, то это будет  кривая , проходящ ая через точку ио 
в пространстве переменных и.

В виду условия (6) величина 1 к ( и ( у ) )  монотонно изменяется 
вдоль этой кривой. Т ак  к а к  у  =  x/t  и t >  0, то из уравнения (2) 
мы  заклю чаем , что часть этой кривой, з ад ан н ая  условием 
Ik (и ( у ) )  >  5* ( « о ) , отвечает лучам  у  =  x/t, леж ащ им  справа от 
л уч а  у  =  г/о, а часть кривой, на которой l k ( u ( y ) ) < .  l k ( u 0),— лу- 
чам у  =  x/t, леж ащ и м  в плоскости переменных х, t  слева  от
л у ч а  - j  =  //о.

П р и давая  теперь номеру k в равенстве (2) все значения от
1 до п,  мы приходим к следую щ ему выводу:

Через точку и0 в пространстве Еп переменных щ,  и2, . . . ,  ип 
проходит п  гладки х  кривых, являю щ ихся решением уравнений 
(3) при k == 1 ,2 , . . . ,  п,  которые нигде не касаю тся  др уг  друга .  
В доль каж д о й  из этих кривых ук а зы в а ет с я  направление моно
тонного возрастания переменного у  — x/t.

Теперь рассмотрим случай р азры ва  автомодельного реше
ния. Автомодельное решение и{у )  =  u(x/t)  м ожет  иметь раз-
рывы лишь на линиях - j  — у  — const. П усть в точке у  решение
и {у) разрывно. Тогда на линии х =  y t  должны удовлетворяться



условия Гюгонио ( § 1 )
У [и ( у  — 0) — и ( у 0)] =  (и ( у  — 0)) — ф (и ( у  +  0)), D =  y .

Будем считать, что одно из значений — и ( у  +  0) либо 
п ( у  — 0) — фиксировано, и обозначим его через и0, а эта система 
уравнений служ и т  для определения другой величины, которую 
мы обозначим через и. Перепишем эту  систему в виде

D (и — щ)  =  ф (и) — ф (м0), D — у .  (12)

Предположим, что уравнения (12) определяют в простран
стве переменных и п  гладки х  кривых, проходящих через точку
и =  «о.

Рассмотрим одну из этих кривых и введем какой-либо п ар а 
метр |, считая, что решение уравнений (12) параметрически 
в ы р аж а ется  через

u  =  u ( l ) ,  D =  D (  |) и «Йо) =  м0. 
Дифференцируя систему (12) по п ар ам етр у  найдем 

Du D [ u  (|) — щ] ~  А (и (I)) й,
где через й, D обозначены производные соответствующих функ
ций по п арам етру  П о лагая  здесь £ =  %0, получим

[А (и0) — DE] й  (go) =  0> (13)
т а к  к а к  и (|0) =  и0.

Величина й(|0) отлична от нуля  лишь в том случае ,  если

Det ((Л (и„)-/?(&>) £)) =  0.
П оэтому положим

D (|о) =  Dk (|о) =  l k («о) 

и будем  обозначать эту  ветвь  кривой, определяемой из си
стемы (12), через u =  Uk (l).

Выберем  теперь параметр  g вполне определенным образом :

\ — \к («)• (14)

Уравнения (13) приводят к  следствию

t? (go )  =  ^ ( « o ) ,  (15)
а  из (14) получаем путем дифференцирования по |, что

£/*(Io)grad|ft(«0) =  1. (16)
Сравнение формул (15 ),  (16) с формулами (3 ) ,  (4) приводит 
нас к  выводу, что

v 4 h ) - - k ( \гНи: \  , т .  ( 1?)г к («о) grad lk («о)
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т. е. производная t/ft(g0) имеет то ж е  значение, что и в волне 
разреж ения (7 ) .  М ы покаж ем  сейчас, что и вторые производ
ные и к (^о) совпадаю т со вторыми производными, вычисленными 
на волне разреж ения. Д в а ж д ы  дифференцируя по 1 =  1 k{u) 
формулы (12) и п олагая  затем  |&(м) =  |*(ы0) ,  получим

И  («о) -  h  (%> я ]  (go) =  2 D k (io ) u k d o ) -  [V .4 (Ho) b k d o )] Dk (|0) ,

. ^ (18) 
где символ [4AUk\ Uk обозначает вектор

(19)
/=i i 1 '

Д л я  сравнения продифференцируем по переменному у  ур ав н е 
ния (1 ) ;  мы получим уравнения, сходные с (18 ) ,  если поло
жим в них у  — уо'.

1 А Ы - 1 М Е ф = % - [ V A H ) - | ] - | - .  (20 )

В левой части уравнений (18 ) ,  (20) матрица коэффициентов 
вы рождена , т а к  к а к  |й(«о) — собственное значение матрицы 
А (и0) • Поэтому д л я  разрешимости системы (20) относительно

необходимо, чтобы п р авая  часть была ортогональна к  ле
вому собственному вектору 1к ( и 0) матрицы А{и0),  т а к  к а к  ле 
в а я  часть равенства  заведомо ортогональна к этому вектору.

Т ак  к а к  в силу формулы (7) функция и{у )  о бладает  вполне 
определенными вторыми производными, то это условие з а в е 
домо выполнено. Следовательно, зап исы вая  условие ортогональ
ности правой части (20) к  вектору 1к {ио),  получим
d u  ( у 0 )  j k t u \ _  Г к  (Ир) l k ( t i g )  _  l k  ( U g )  j VA ( Up )  Гк  ( Up ) ]  Гк  ( t i p )  n

d U ° Гк («о) grad %k («о) [rk («о) grad lk (и0)]2

Условие ортогональности правой части системы (18) к  вектору 
1к (ио) запишем с учетом (17) в следую щ ем виде:

£) (5 )  =  -1 ^  rk fk ^  (22)
к ° 2 (гк (и0) grad lk  ( « о ) )  (гк ( «о )  1к («о))

У ч и ты вая  формулу (21), из (22) получим

Д * ( Ы = 4 .  (23)

Теперь из сравнения системы уравнений (18) с системой (20) 
заклю чаем, что

б к ( Ы = ^ ( У о ,  «о ). (24 )



§  3. СИСТЕМА КВАЗИ ЛИН ЕЙН Ы Х УРАВН ЕНИ Й 591

Обозначим через и =  Uk( lk(u), н0) решение уравнений (12). 
Тогда из равенств  (17) и (24) следует , что

Uk (&■(#)» ио) ~  Vk (|к (и), щ)  +  О [(gfc (и) -  1к (н0))3] (25)
и

I h  (Ift (« ) I «о) —  1 h («о) +  у  Й/! (ы) ~  Ife («о)] +  О  [ (1¾ (н) —  gfe («о))2] —

e 3 * i “i + i i M  + 0 Ш и ) - Ы щ ) П .  (2 6 )

Ф ормулы  (25) отраж аю т то обстоятельство, что состояние 
Uh, связанное с состоянием но с помощью ударной волны k-то 
индекса, отличается от состояния Uk, связанного с Но волной 
разрежения, на величину третьего порядка малости относи
тельно разности [Ик — но]. Этот факт д л я  общих систем к в а 
зилинейных уравнений впервые был до казан  П. Л аксо м  [1953]. 
В газовой динамике подобное свойство слабых ударны х  волн 
является  общеизвестным.

И так , через точку и  — н0 проходят две  гладкие кривые и — 
=  \Jk (£fe(u), но) и и =  Пк (g* ( н ) , н0) • П ервая  кривая  и зображ ает  
семейство состояний, которые могут быть соединены с состоя
нием но посредством волны р азреж ения k-то типа. В торая  кри
вая  образована состояниями, которые могут быть связаны  с со
стоянием «о посредством ударной волны индекса k. Эти две 
кривые в точке но имеют касание второго порядка.

Из формул (25) следует, что в малой окрестности точки 
и  =  Но кривые ударного перехода и  =  £7* (g*, и0) близки к кри
вым н =  Uk, описывающим переходы по волнам разреж ения.

Однако в целом, т. е. вдали  от точки и =  н0 структура  
кривых ударного перехода может быть довольно сложной 
и весьма непохожей на стр уктур у  кривых и  =  Uk.

Т ак  кривые и  — Uk продолжаю тся без самопересечения че
рез любую точку области, в которой выполнены условия (6 ) ,  
вплоть до вы хода  на границу области. Наоборот, кривые у д а р 
ного перехода, заданны е с помощью условий Гюгонио (12), мо
гут  вести себя совершенно иначе. Пример системы д вух  у р а в 
нений-

Щ +  (3 In и  +  v ) x =  0, Vt +  ( ^ ) х =  О

(см. В. А. Боровиков [1 9 6 9 ]) ,  гиперболической в узком  смысле 
при и  >  0 и удовлетворяю щей условиям  (6) в этой полуплоско
сти, д ает  тому подтверждение.

М ножество значений (и, и), являю щ ихся решением условий 
Гюгонио (12) д л я  этой системы, расположено на ограниченной 
зам кнутой  кривой, имеющей форму восьмерки,
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Таким образом, для  этой_ системы д а ж е  разбиение этого 
множества  на кривые и  =  U1 и и  =  U2 имеет смысл лишь 
вблизи точки и =  н0; ограниченность этой кривой приводит 
к  принципиальным затруднениям  при решении задачи  о распаде  
произвольного разры ва .

Если мы будем считать состояние и0 левым  состоянием, то 
д л я  значений у  >  у 0, к а к  мы говорили выше, имеет смысл лишь 
одна половина кривой и =  Uk( l k( u ) , u 0) ,  з ад ан н ая  условием

1/г fa) ^  1/г («о)-
Д л я  ударной волны и — £7/г( ^ ( « ) ,  и 0) условия устойчивости

(3 .1 .10), (3.1.11) требуют, чтобы выполнялись неравенства

tk Ф к Ни (Щ), Щ)) >  Dk ( l k (и),  щ)  >  и  {Uk ( l k(u), uQ)),
Ife-i (Uk (£* Ы ,  Щ)) <  Dk ( | (и ), щ)  <  |ft+i {Uk (%h (и), Ho)),

т. e. мы приходим к выводу, что если ы =  «о — левое состояние, 
то правым  состояниям отвечает лишь половина кривой и =
— и к (%к{и) , ио) ,  з ад ан н ая  неравенством

5¾ (и) <  ift («о).
П оэтому кр и вая

Uk( l k( u ) , u 0) при г/=  gft («) >  Ы «о ) ,

Uk ( l k (и ), м0) При lk (u) <  gfc (н0)

о бладает  в силу уравнений (25) д в ум я  непрерывными произ
водными, проходит через точку щ  и изображ ает  семейство со
стояний, которые могут быть соединены с состоянием н0, р ас 
см атриваем ы е к а к  левое состояние по отношению к и, з а 
данному формулой (27 ),  с помощью волны разреж ения либо 
ударной волны.

Напротив, если состояние н0 считается правым, то аналогич
н ая  кр и вая  зад а е т с я  формулой

lk (Ы н ) ,  По) при Ы « Х Ы « о ) ,  ■
(28)

‘ i lk (и), щ)  При gfc (и) >  gfc (н0).
Кривые (27) и (28) состоят из всех состояний и, которые 

м огут  быть связан ы  с состоянием н0 волной разреж ения k-то 
типа или ж е  ударны м  переходом k-то типа; при этом в случае 
(27) состояние и0 явл яетс я  левы м  по отношению к и, а в с л у 
чае (28) — наоборот правым.

Кривые (27) и (28) будем н азы вать  в о лн о в ы м и  а д и а б атами  
системы законов сохранения (3.1.12) k-то типа.

Наконец, рассмотрим случай, когда д л я  какого-либо значе
ния k —■ 1, 2, . , п

Гк (и) g r a d  gft (и) == 0„ (29)

{

(  и к
KUk
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Х арактеристику £ =  £ * (« ) ,  удовлетворяющую условию (29 ),  б у 
дем н азы вать  контактной.

Очевидно, что вдоль линии
v k («) =  {v k (ы) ; v k _ j 0ft_i щ  =  c k (зо)

величина ! * ( « )  постоянна в силу уравнения (10 ) .  Поэтому ве 
личина lk{u)  не м ожет быть выбрана, к а к  это мы делали  выше, 
в качестве параметра , определяющего точку на этой кривой.

В ведем  какой-либо другой параметр на кривой (30 ),  напри
мер длину дуги  этой кривой, отсчитываемую  от любой ее точки. 
Тогда кривая  (30) есть интегральная кривая  системы у р а в 
нений

Ж  =  ....................
п

так  к а к  мы считаем, что II r k (и) || — Д] (7^)2 =  1. У м н о ж ая  это 

уравнение сл ева  на м атрицу А (и) — получим

А <“> ж =  £  4 г =  ж = 4  (“)■<“)■=  I. <»>г* (и)- и  («) £ . .
Но вдоль кривой (30) величина ЪЛи ) постоянна, и, следова
тельно, эти уравнения интегрируются. Проинтегрируем эти 
уравнения от и — Но, До произвольной точки и — u ( s ) ,  тогда

Ф (и (s)) — ф (н0) =  U  (и) [ « (s) — н0] =  U  (н0) [и (s) — н0] . (31)

Таким образом, мы видим, что любые две  точки кривой (30) 
удовлетворяю т условиям Гюгонио при D — £*(ио) =  Ъ{и) .  Р а з 
рывы такого  рода в газовой динамике называю тся контактными.

Наконец, заметим , что если выполнено условие (29 ) ,  то не 
сущ ествует центрированной волны разрежения k-vo  типа. Эта 
волна разреж ения переходит в ударную  волну (30 ).

Понятие волновой ад и аб аты  А-го типа м ожет быть обоб
щено, в частности, с учетом того, что условия (6) могут н ар у 
шаться. Всякое обобщение понятия волновой ади аб аты  должно 
опираться на обобщение условий устойчивости разры ва  ре
шения.

По аналогии со случаем  одного уравнения и системы у р а в 
нений газовой динамики (см. гл. 2, § 5, п. 7; § 6, п. 9) пред
ставляется  необходимым для  устойчивости разры ва  («о, и ) ,  где 
Но — левое состояние, н — правое состояние, х =  Dt  — линия 
р азры ва , потребовать выполнение неравенств

Ы ч ) > 0 > Ы и ) .  (32)

Однако выполнения лишь этих условий недостаточно д а ж е  
в указан н ы х  выше простых случаях . По-видимому и в общем
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случае нужно требовать , чтобы точки ы0 и и  были связаны  
непрерывной кривой Я ( н 0, й)  — 0, лю бая точка й  которой соот
ветствует  решению условий Гюгонио (12 ) ,  т. е. ф (й )— ф(мо) =  
=  D (й — н0) , где  D =  D (н0, и ) , при этом

D (н0, й)>£> (н0, н) (33)

д л я  любой точки й кривой Я(мо, й) =  О, промежуточной м еж д у  
Но и н.

Таким образом, мы приходим к обобщению понятия волно
вой ади абаты  k- r o  типа, построенной д л я  точки Но, р ассм атри
ваемой к а к  левое состояние по отношению к состоянию н. Она 
долж на быть н е п р е р ы в н о й  кривой в пространстве переменных 
и  =  {нь н„} и состоять из множества значений н, которые 
могут быть связаны  с состоянием н0 (рассм атри ваемы м  к а к  ле
вое состояние) волнами разреж ения у  =  \н(.и) и допустимыми 
разры вами , на которых выполнены условия (32) и (33 ).

Подобное понятие волновой ади аб аты  д л я  уравнений газовой 
динамики фактически использовалось Г. Я- Галиным [1958], 
было определено А. Д .  Сидоренко [1968], изучалось Б. Веи- 
дрофом [1972], Т. Лю [1975а] .

Д л я  более общих систем из п  квазилинейных законов сохра
нения понятие волновой ади аб аты  изучалось в работе Т. Лю 
[1 975а ] ;  в этой работе предлагаю тся условия на законы сохра
нения, при которых волновая ад и а б ата  определяется одно
значно.

3, З а д а ч а  о распаде  произвольного р азры ва .  З а д ач а  Коши 

ди о, (1)
dt дх ’ \ /

(  и~, х <  О,

“ (* ' 0) =  { а +, * > 0 .

н азы вается  задачей  о распаде  произвольного разры ва . Л егко  
заметить, что эта  з ад а ч а  инвариантна относительно преобразо
вания подобия *)

t =  kt', х =  kx', k =  const >  0. (3)

Поэтому, если предположить единственность решения задачи 
Коши (1 ) ,  (2 ) ,  то отсюда следует  автомодельность решения. 
В самом деле, пусть

и  =  и  (х, /) (4)

*) Д опускается лишь k >  0. Это объясняется тем, что в постановку з а 
дачи Коши (1 ), (2) входят условия устойчивости линий разрыва. Эти условия 
содерж ат понятия левых и правых значений решения на разрыве, которые 
неинвариантны относительно преобразования (3) при k <,  0.
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есть решение задачи  (1 ) ,  (2 ) .  Соверш ая преобразование подо
бия (3 ) ,  мы видим, что решение и(х' ,  f ) ,  в силу предположения
о единственности, совп адает  с решением ( 4 ) , т. е.

и (т ’ т) = м (*>
Равенство (5) выполнено при любых значениях параметра 
к >  0. Поэтому, п олагая  k =  l/t >  0, получим

и{х,  0  =  м ( 1 ,  у )  =  ы(1, у )  =  щ{у ) .  (6)

Л егко  видеть, что если не предполагать единственности ре
шения задачи Коши (1 ) ,  (2 ) ,  то нельзя у тве р ж д ать ,  что все 
решения этой задачи  автомодельны, т. е. зависят  лишь от пере
менного y  =  x/t. Поэтому доказательство  единственности авто 
модельного решения задачи  (1 ) ,  (2) не позволяет утвер ж д ать ,  
что эта  з ад а ч а  Коши имеет единственное решение. Тем не 
менее вопрос о единственности автомодельного решения задачи 
(1 ) ,  (2) имеет определенное самостоятельное значение, во-пер
вых, потому, что в ряде случаев уд а е т с я  д о казать  непосред
ственно, что всякое устойчивое обобщенное решение этой задачи 
автомодельно, а во-вторых, потому, что в процессе д о ка зате л ь 
ства единственности автомодельного решения вскрываю тся  ос
новные трудности, с которыми сталкиваю тся  при изучении 
общей задачи Коши (1 ) ,  (2 ) .

Д ад и м  геометрическую интерпретацию задачи  о распаде  про
извольного разры ва .

Будем  рассм атри вать  автомодельное решение и{у )  задачи 
(1 ) ,  (2 ) ,  предполагая , что оно сущ ествует . Тогда в областях 
гладкости  вектор-функции и ( у )  она удовлетворяет  системе 
уравнений (3.2.1) :

л t  \ d l l  d l t  frr\
(7)

а  в точках  р азр ы ва  — условиям  Гюгонио 1
У [и {У +  0) — и {у — 0)] =  ф (и ( у  +  0)) — ф (и ( у  — 0)). (8)

Будем  предполагать решение и ( у )  ограниченным. Тогда 
можно у тве р ж д ать ,  что вектор и ( у )  непостоянен лишь в о гр а
ниченном интервале значений переменного у .  В самом деле, 
пусть | « ( « / )| ^ М ,  | £й(м) | :¾ М ; тогда , если у  =  у 0 — точка не* 
прерывного изменения и ( у ) ,  то в этой точке выполнены у р а в 
нения (7) и, к а к  мы видели в п. 2,
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Если ж е  у  =  у о  — точка разры ва  функции и ( у ) ,  то из условий 
устойчивости следует, что

|£М =  |г/оК  m ax m ax  | \k (и (у))  | < М.  (10)
ft=l, . . . ,  п y = y t+0

Итак, если | £*(м(г/)) | ^  М (k =  1, . . . ,  r i ) , то вне интервала ’ 
f—М, М]  функция и ( у ) ,  очевидно, постоянна. Условие (2) для 
функции и {у) принимает вид

и ( у ) —>и~ при г/-;*— оо, и { у ) —>и+ при г/- *  ОО, (11) 

а  в ви ду  ограниченности и ( у )  *
(  и~ при u <  — Af, ■

=  (  « -  »РИ ! / > М .  (12)

Пусть в точке, у  —М решение и ( у ) = и ~ .  Рассмотрим 
возможное изменение функции и ( у ) .  Если и ( у )  изменяется, об
р азу я  волну разреж ения k- ro  типа, то

У =  1к{и (у))-
Н аименьш ая среди величин есть Поэтому рассмотрим 
участок переменного у ,  на котором

y  =  h ( u ( y ) ) -  (13)
П оскольку и{у )  =  и~ при у < 1 —М и  то решение типа (13) 

м ожет иметь место, начиная с значений у^ ,  где

УТ =  1\(и 1 -  ( 14)
П усть  на интервале [г/f, г//-]  выполнено равенство (13 ),  

т. е. в интервале [г/f, г/+] решение и ( у )  образует  волну разре
жения, соответствующую первому собственному значению gj.

Н а рис. 4.33 по оси абсцисс откл ады вается  значение пере
менного у ,  по оси ординат — значения величин gi (и ( у ) ) ,  
h (и (У))< •••> %п(и( у ) )  и проведена биссектриса | =  у.  На 
участке  y ^ ^ y ^ y f  h ( u(y)) — y> все остальные собственные 
значения Ы “ ) ,  Ы м) больше, чем у .  Состояния и =  и ( у )  
на отрезке [z/f, yf~\ связан ы  с состоянием и~, к а к  с левы м  со
стоянием, волной разреж ения, соответствующей собственному 
значению g =  g i ( и ) .  График зависимости gi =  gi («(«/)) при 
г / - ^ г / ^ у +  л еж и т  н а  прямой £ =  г/.

Пусть на интервале [г/j1, г/^] %2{и{у)) =  у ,  т. е. решение 
■и ( у )  на этом интервале образует  волну разреж ения, соответ
ствующую g — |г(м). Тогда совершенно очевидно и, в частности, 
из рис. 4.33 видно, что

У 2 >  yt> %(и(У))>У> i i  (и(У))<У- (15)
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Состояния и ( у ) ,  рассм атри ваем ы е на интервале [f/j, у£~\, свя- 
:<лиы с состоянием и  (г/,+), к а к  с левым состоянием, волной р аз 
режения 2-го типа ( у  — ^ ( и ) ) .

Теперь из рис. 4.33 совершенно ясно, что к а ж д а я  волна р а з 
режения, соответствую щ ая k~ м у  собственному значению 
(// =  Ы ( и ( у ) ) ,  л еж ит пра- 
нсе любой волны разр е
жения, соответствующей 
собственному значению 
£/ с меньшим номером /, 
п левее любой волны р аз 
режения с большим но
мером I.

Отсюда мы заклю ч а
ем, что непрерывное ре
шение и ( у )  задачи  (7 ) ,
(12) содержит не более 
п  упорядоченных волн 
разрежения.

Если удал о сь  выбрать 
пеличины у ^ ,  т а к ,  что
и ( У Г ) ~ и ~> и ( У п ) ~ и+’ то функция и (у),  определенная на 
интервалах  [г/^, г/^] в виде волны р азреж ен ия , т. е.

к ,
и (у) ■■ 

U (у) :

и к {у, и\  :) При Ук

U, При у+:

; у < у 

; У У к + 1»

(16)

(17)
где

U l  =  Uk{y+k , U k~'), U\ =  u

д ает  автомодельное решение задачи  о распаде  разры ва .
Рассмотрим другую  возможность, ко гда  в точке у  — у к р е 

шение и ( у )  разрывно. Тогда, согласно условиям  устойчивости, 
сущ ествует номер k такой, что

U  ( « {ук — 0)) > У к >  U  (и (ук +  0)). 
Ift+i (и (У к +  0)) >  у  к >  Ife-i ( « {Ук — 0)).

(18)
(19)

П усть индекс линии р азры ва  в точке у\ есть k = \ .  На 
рис. 4.34 снова изобразим зависимости 1к (и (у ))  при k =  1, 2, . . .  
, . , ,  п.  В этом случае в точке у\

i i  {yi — 0) =  h  (и“ ) >  у  \ > Ь  (и  (г/i +  0)), 

U  ( “ {УТ +  ° ) )  >  У\ ПРИ k >  1 •

(20)

(21)
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Отсюда сразу  следует , что если в точке у  =  у i имеется уд ар н ая  
волна с индексом k — \, то в решении и =  и ( у ) отсутствует 
волна разреж ения, соответствую щ ая значению 1 =  (и)  =  у .

Вообще, из сравнения рис. 4.33 и 4.34 мы заклю чаем , что 
устойчивое (удовлетворяю щ ее условиям  устойчивости (18 ),  
(1 9 ))  обобщенное автомодельное решение и ( у )  содержит не бо
лее п  бегущих волн (волн разреж ения либо уд ар н ы х ) ,  которые 
упорядочены по своим индексам , т а к  к а к  присутствие ударной

волны индекса k исключает 
возможность волны р а зр е ж е 
ния индекса k, и наоборот.

Таким образом, при реше
нии задачи о распаде  (1 ) ,  (2) в 
классе  автомодельных решений 
пр едставляется  возможность 
построения решения в виде 
п  бегущих волн, амплитуды  
которых должны  быть вы б р а
ны таким  образом, чтобы уд о в 
летворялись условия (11 ) .

К а к  мы видели в преды ду
щем параграф е, если известно 
левое состояние, то на волне 
k-vo  типа семейство состоя

ний, в которые можно перейти с помощью этой волны (ударной 
или волны разреж ения k-то ти п а ) ,  описывается с помощью 
одного парам етра . Таким образом, з ад а ч а  состоит в том, чтобы, 
вы брав п  таких  параметров, удовлетворить условиям  (11 ).

По заданном у значению и г ,  которое явл яется  левым для  
решения и — и ( у ) ,  мы определяем к а к  функцию одного п ар а 
метра £i =  (и) решение в волне (ударной или разреж ения) 
индекса 1:

(Ю
1 1 

МпОП\ \ &
• 1 I *

1 •
W, й

У

\ Ш  /

Ыи-)\ / &

К  !
\ Ш  \

Рис. 4.34.

(22)

где  F 1 задано , согласно (3.2.27), формулой

F [ (l
u l {iu u~) при h > h ( u ~ ) ,  

и 1 (|ь иГ)  при h  <  i i  (и~);
при этом

(23)

(24)

Состояние (22) я вл яет с я  левым  д л я  волны индекса 2. Поэтому 
вводим

« 2==Р2 (12, ^ ) =  ^ (12 , «-)). (25)
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где F2 определяется  по формуле (3.2.27) аналогично (23). Про- 
д о л ж а я  наши р ассуж ден и я ,  мы найдем

п ‘ =  Г  =

=  Г ( | „  F " - ' (5 . - , ,  F'(E„ « - ) )  . . . ) ) ) -
=  ® (£i> 1г> • • • > w ). (26) 

Решение задачи  о распаде  в классе  автомодельных решений 
сводится к  определению величин |2, . . . ,  £„ из системы л 
уравнений

Ф  (£ь h> • • • . £«, и г )  =  и +. (27)

Будем считать, что состояния и 1, и2, . . . ,  и п =  и+ л е ж а т  в до 
статочно малой окрестности точки и г .  П оскольку якобиан
дФ (S., h> In, и - )

д  ( li .  Is, •••> In) , ,
li=Si(u“ )
h = h (u )

%n=%n ^ ^ n
=  Det ( ( r f  ( « “ ) ) )  T I —r---------- -̂-------------  (28)

i A  <r (““ ) Brad (« - ) )
отличен от нуля в силу предположения о гиперболичности си
стемы (1) и выполнения условий (3 .2 .6 ) ,  то сущ ествует некото
рая  окрестность | и  — и~ \ <  б точки и г  т а к а я ,  что при и\ . . . ,  ип, 
леж ащ их в этой окрестности, якобиан

дФ (j i ,  . ■., jin, и-) 
д  (|i, . . . ,  U)

отличен от нуля. Уравнения (27 ) ,  кроме того, совместны при 
и+ =  и~; lk — lk(u~) .  Поэтому по теореме о неявных функциях 
в этой окрестности сущ ествует единственное решение gi, |2, •••
. . . ,  In системы уравнений ( 2 7 ) , которому отвечает автомодель
ное решение и — и ( у ) .

Эта теорема сущ ествования решения задачи о распаде  м а 
лого р азры ва  была до казан а  П. Л аксом  [1957].

Заметим  теперь, что сущ ествование и единственность авто 
модельного решения и ( у )  доказано  сейчас не только в предпо
ложении о достаточной близости точек и г ,  и +, но и в предполо
жении близости величин и~, и 1, и2, . . . ,  и п =  и+.

П оэтому вопрос о единственности решения при достаточно . 
близких и~, и+ здесь тем не менее не решен, т а к  к а к  вполне 
м ож ет  случиться, что при сколь угодно близких и~, и+ сущ е
ствует другое решение й ( у )  задачи о распаде разры ва , д л я  
которого промежуточные состояния и 1, . . . ; и"-1 находятся д а 
леко от иг ,  и +.
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4. Пример неединственности автомодельного решения за 
дачи о распаде . Мы покаж ем  сейчас, что если не предполагать 
достаточной близости векторов и г ,  и+, то без ограничения на 
рассм атри ваем ы е системы квазилинейных уравнений нельзя р ас 
считывать на единственность автомодельного решения этой 
задачи .

Предварительно заметим, что понятие разрывного автомо
дельного решения задачи  о распаде  введено нами лишь для  кон
сервативных систем вида (3 .3 .1 ) ;  однако непрерывное решение 
и ( у ) ,  если оно сущ ествует, определяется и для  систем, не запи
сы ваем ы х  в виде законов сохранения.

Поэтому мы рассмотрим сейчас гиперболическую в узком 
смысле систему трех квазилинейных уравнений

1к (и) [ I f -  +  Ь  (и) -— ]  =  0, и  =  К  и2, и3} (k =  1, 2, 3), (1)

оставляя  в стороне вопрос о возможности записи этой системы 
в виде законов сохранения, и покаж ем , что задача  о распаде 
для  этой системы м ожет иметь несколько непрерывных автомо
дельных решений и — и ( у ) .

Заметим, что подобная ситуация имеет место и для  консер
вативных систем квазилинейных уравнений (см. В. Ф. Дьяченко  
[1 9 6 3 ]) ,  мы ж е  рассм атриваем  неконсервативную систему, т а к  
к а к  в этом случае пример более прост.

Положим

^ =  {cos и2, 0, sinH2}, I2 =  {0, 1, 0}, /3 =  {— sinH2, 0, co su 2}, (2) 
и пусть

Векторы I1, I2, I5 , взаимно ортогональны, поэтому мы можем  
считать, что

r k (и) =  lk (и). (4)

У словия (3.2.6) д л я  системы уравнений (1) принимают вид:

Л егко  заметить, что всегда  можно вы брать  функции gi, £з 
такие, чтобы удовлетворялись условия (5) и (3 ) ,  например:

;з =  «2 +  Р (— Щ sin U2 +  Щ COS U2), Р >  0, ф  0, (7)

h (и) < Ыи) = и 2 < £з(н). (3)

k = l :

k =  3 :

k =  2: (5)

gi — и 2 — а  (u i c o s « 2 +  «з s i n « 2), а  >  0, а '  ф  0, (6)
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Кривые и =  Uk{ y , u 0) ,  описывающие состояния, которые мо
гут быть соединены посредством волн разрежения, д л я  системы 
( ! )  являю тся  прямыми:

U1 (у,  щ)  =  ий +  Iх ( « о )  s , %  =  Ы  g ra d  h  ({/'), (8)

(9)

(У, Щ) =  «о +  I3 («о) s ,  %  =  13 Ы  g r a d  1з (U3). (10)

П рям ая  и =  U1 л еж и т  в плоскости и2 =  иР2 и имеет направление 
вектора /‘ (йо); п рям ая  и ~  U3 т а к ж е  л еж и т  в плоскости
и, =  ы° и имеет направление вектора /3(и0) ;  п р ям ая  и =  U2 есть

U2 ( у ,  и0) =  « 0 +  /2 («„) ( у  — и°),

В u=U3

'С u=U7

О

Рис. 4.35. Рис. 4.36.

п р ям ая  « , = « 0 ,  и2 =  и° (рис. 4 .35). С трелками на прямых 
u = U k обозначено направление возрастания величины £*(«)."  

Рассмотрим  д ве  какие-либо плоскости и2 =  с ,  и2~ с - \ - ~ к ,

■ 0 и Un (рис. 4.36). Т ак  к а к  /' (щ,  0, щ)  — 

U1 и и  — t/3, л еж ащ и е в этих

например и2 :

=  /3 ( « i ,  у
д вух  плоскостях, проектируются друг  на друга .  С трелками на 
этих прямых u — Uk по-прежнему обозначено направление 
возрастания величины £*(«)• Рассмотрим теперь д л я  системы
(1) з а д а ч у  о распаде  д л я  случая ,  когда

яи  =  {«о, О, W+ =  { и?, j  .

Построим одно из решений этой задачи
и~ при у ^  0,

(П )
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которое, очевидно, непрерывно по переменному у .  П окаж ем , что 
д л я  этой ж е  задачи  сущ ествует бесконечное множество других 
автомодельных решений и ( у ) .  Пусть, например, точки С и D 
л е ж а т  на одной прямой, параллельной оси и2: С ( u v  0,

D ( и {, (рис. 4.36). В ви д у  наших предположений

I, (и\, 0, >  |j ( u v  0, «О), , -g-, , Y '  u<z)  • (1¾

Поэтому мы можем  выписать т а к ж е  другое автомодельное и 
непрерывное решение этой задачи  о распаде :

и  (у) =*
и~ при y ^ - l I {и~) <  0 ,
U1 (у ,  и~) при £,(и°, 0, к 3° ) < г / < | 1 (и,, 0, и»),

U1 ( ^ i  ( ы1> °> мз)> и ~) ПР И l i  ( u v  °> и°3)< > У <0>

U2( у ,  ( « р  0 , н°)) при 0 < у < у ,  (И )

U * { t > ( « Р  0 .  « з ° ) )  ПР И - у *  ыз ) ’

£/3 (г/, ( « , .  Т *  И§)) при ы § ) < 0 < Б з ( и ; .  у ,  и ° ) ,

м+ =  £/3 (|з(и“, у ,  «з)> ( м1 ' Т ' мз))  ПРИ # ( wi > f  - мз) ’

которое, очевидно, отлично от решения ( 1 2 ) .  Произвольно из
меняя величину u l >  «J, получим бесчисленное множество авто 
модельных решений.

Этот пример показывает , что д л я  гиперболической системы 
трех квазилинейных уравнений з ад а ч а  о распаде  м ожет иметь 
бесконечное множество автомодельных решений.

Наконец, мы отметим еще, что, возможно, неединственность 
решения задачи  о распаде  произвольного разры ва  для  системы 
типа ( 1 ) каким-то образом связан а  с общим свойством систем 
трех и более квазилинейных уравнений гиперболического типа, 
которое заклю чается  в следующем.

Д л я  системы
#  +  Л М - | 1  =  0 (1S)

трех и более квазилинейных уравнений рост решения и\х,  t) за* 
дачи Коши с начальными данными



§  3. СИСТЕМ А КВАЗИ ЛИН ЕЙН Ы Х УРАВН ЕНИ Й 6 0 3

определяется, в отличие от систем д вух  квазилинейных ур авн е
ний, не только величиной U0 — max\\ti0 (х)\\, но и величиной

производных J П оэтому решение системы (15) при 3,
вообще говоря, становится неограниченным при некотором 
/ >  0. Это показывает ,  что, вообще говоря, для  таких  систем 
задача  о распаде  произвольного разры ва  теряет  смысл, т а к  к а к  
I! этом случае  решение задачи  нельзя рассм атри вать  к а к  пре
дельное при сглаживании  начальных данных.

В работах  В. А. Тупчиева [1972, 1973] рассмотрен более 
подробно вопрос об единственности непрерывного решения з а 
дачи о распаде  р азры ва  для  систем из трех и более уравнений. 
П оказано, что при п > 3  в любой окрестности данного непре
рывного решения задачи  о распаде  р азры ва  м ож ет  ока заться  
другое решение той ж е  задачи . Решение задачи  о распаде  р а з 
рыва н азы вается  в этом случае  н е и з о л и р о в а н н ы м .

Рассм атри ваю тся  условия, при которых всякое непрерывное 
решение задачи  о распаде  изолированно, при этом рассм атри
ваю тся к а к  консервативные, т а к  и неконсервативные системы 
уравнений. П оказано, что д л я  консервативных систем исследо
вание изолированности и единственности решения задачи о р ас 
паде облегчается.

Отметим другие осложнения, которые могут возникнуть в з а 
даче о распаде  разры ва . В п. 2 мы привели простую систему из 
д вух  квазилинейных уравнений, для  которой кривые и — Uk 
(k =  1 ,2 )  л е ж а т  в ограниченной области полуплоскости и  >  0. 
Отсюда, в частности, следует, что з ад а ч а  о распаде  р азры ва  не 
имеет решения при (и~) и ( и+) достаточно далеки х  др уг  от 
д р у га ;  а при достаточно близких ( и - )  и («+) может иметь не
сколько различных решений (см. В. А. Боровиков [1 9 6 9 ]) .  В р а 
боте В. А. Боровикова [1972] изучаются условия единственности 
решения задачи о распаде  произвольного р азры ва  при п — 2 для  
случая  «вы п ук л ы х »  систем (r feV|* ф  0, k =  1, 2 ) .

5. З а д а ч а  о расп аде  д л я  системы д вух  квазилинейных у р а в 
нений. В случае /7 =  2 система квазилинейных уравнений приво
дится к  инвариантам  Р и м ан а  (гл. 1, § 3) и зап исы вается  в виде

- Ж - + Ш - э £  =  0 (* =  1 ,2 ) .  (1)

Будем  считать выполненным условие (3 .2 .6),  которое для  си
стемы (1) зап исы вается  в виде

■ ? & Ф  0. (2)
д гк

К ривая  и — Uk (у , Wo) в плоскости переменных и\, и% переходит 
в прямую  г j — const (/ ф  k) в плоскости переменных г\, г 2
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(рис. 4 .37) . Таким образом, волна разреж ения для  системы (1J 
соответствует отрезку прямой г =  const. Согласно предыдущ ему 
через к а ж д ую  точку г  — г° проходят две  кривые и —- Uk(y ,Uo) ,  
изображающие семейства состояний, могущих быть связанными 
с состоянием и 0 посредством ударного перехода. К а к  мы видели 
выше, эти кривые имеют в  точке  щ  к асание второго п о р я д к а  с  
прямыми г .  =  г°г, поэтому по крайней мере в некоторой окрест
ности точки г  =  г° уравнения этих кривых могут быть записаны 
в виде

1;

2;
■ 4 '

*-0 *-0\

Г®, г® ■Rl ( г2, г°) (3)

т. е. эти кривые однозначно проектируются соответственно на 
прямые г2 — const, r\ — const. Н а рис. 4.37 стрелками показано

направление возрастания переменного 
ху  =  — в волнах разреж ения г/ =

=  const и в ударны х волнах rj  =  R,-; 
пр и  этом мы требуем

9U (г)
d rh > 0 , (4)

что всегда можно считать выполнен
ным ввиду (2 ) .

Вопрос об однозначной разреш имо
сти задачи  о распаде в классе  автом о

дельных решений существенным образом зависит от поведения 
кривых r2 =  Ri  и п  =  Ri  в целом, т. е, при достаточно больших 
значениях |г — г° |. Однако изучить поведение в целом этих 
кривых трудно, т а к  к а к  они определяются из существенно не
линейных уравнений. Поэтому мы у к а ж е м  сейчас некоторые 
достаточные условия, при которых з ад ач а  о распаде  произволь
ного разры ва для  системы д вух  квазилинейных уравнений имеет 
единственное автомодельное решение.

При предположениях, сделанных выше, будем считать допол
нительно, что условия Гюгонио разреш аю тся в форме (3) при 
любых г,., r 2, r°v  г\, ‘ т. е. соответствующие кривые однозначно 
проектируются на оси r 2 =  const и г\ =  const при любых г, г°. 
Пусть, далее ,

dr. <  1,
dR{ ( r 2, r\, r%)

dr2 <  1. (5)

i ;  В каж д о й  точке кривой I  1-4 =  R2{r\,r°) известно значение 
D »  у ,  входящ ее в условия Гюгонио. Обозначим вдоль кривой /
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неличину D через

и па кривой I I
(7)

(6)

K'.'ik мы показали в п. 2, в  точке  г  =  г°

Ъх{г\, =  |

D2 (r% r«) =  i 2 {r°) }}
(8)

н
<>lh  (П, r°) I =  1  d%t (r°) 0 dP2 (r„ r°) 

<3/-! I о 2 d r , ^  <Эг2

а д 2 (n, r>)
dr  i

/-°)
d r2 =  0.

(9)

(10)

Предположим/ что при любых r°r  г°2 и r l <  r°, r 2 >  выпол
нены, помимо (5), условия

Условия (11 ) ,  (12) означают, очевидно, что решения r2 =  R 2, 
D =  D\ и п — Ri,  D =  D2 условий Гюгонио удовлетворяю т 
условиям  устойчивости.

Если при любых г° и г, <  г\, г 2 >  г® выполнены неравенства
(11), (12), то при Г[ >  г® и г2 <  в этих н еравенствах  знаки 
изменяю тся на противоположные. В сам ом  деле , пусть г, >  г\. 
Через точку (гь  R2(ru г 0)) проходит кр и вая  г 2 =  ^ 2, которая , 
согласно условиям  Гюгонио, удовлетворяет  уравнениям

Уравнения (13) вы р аж аю т  тот очевидный факт, что условия 
Гюгонио не меняются, если левое и правое значения решения 
поменять местами. Из формул (13) теперь легко следует спра
ведливость нашего утверждения .

Условия (5 ) ,  (11 ) ,  (12) носят сравнительно сложный х а р а к 
тер. П оэтому на простом примере мы проверим их выполнение. 
Рассмотрим систему д вух  квазилинейных уравнений, описываю-

} (12)

(И )
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щих движение изотермического г а з а  в л а гр а н ж ев ы х  переменных 
(гл. .2 § 2, п. 7 ) :

! г - ! - = 0 . е ' т < <•*>

которая  зап и сы вается  в инвариантах  Р и м ан а :

ё — ° '  т г + ^ 1 7 = ° .  o s )
где

оо оо

Г! =  и  —  ̂ с (т]) йц ,  r 2 =  u +   ̂ c(r\)dr\,  с2 (F) =  — -J^ - .  (16)
V v

Уравнения (16) позволяют вы разить величину V через разность 
Г2 — Г\. Вычи 

условия (2 ) :

д?ь
г 2 — г ь Вычислим производные д л я  проверки выполнения

k

d h  a i 2 . . c ’ (V) .....p " ( V )  п ,
d r i ~  д г 2 ~  2с (V) ~~ c 2 (V)

П риступая к  проверке условий (5 ) ,  (11 ) ,  (12 ) ,  запишем для 
системы (14) условия Гюгонио:

D ( V - V 0) =  u0 - u ,  D ( u a - u )  =  p ( V0) ~ p ( V ) ,  (18)
о ткуд а

( u - u 0f  =  { p ( V ) - p ( V 0)}(V0 -  V), (19)

D2 ^ P(V)v ~ _ P m , (20)

Из формулы (20) получаем, что величина D м ожет  иметь поло
ж ительные и отрицательные значения. П усть D\(г\, г°) <  0, а 
0 2{г2, г°) >  0. Тогда, т а к  к а к  p ' {V)<.  0, p " ( V ) > 0 ,  то если 
Vo >  V, то

— с (F) <  ( г и  г°) <  — с  (V0), (21)

c ( V 0) < D 2(r2, r ° ) < c ( V ) .  (22)

Д л я  проверки выполнения неравенств (5) будем дифференци
ровать условия Гюгонио (18 ) ,  считая, что V, и, D зави сят  от г\ 
и D =  D\(r\, г°) <  0. Обозначая производные по г\ штрихом, 
получим из (18)

DV'  +  D' (V -  Vo) =  -  и', Du'  +  D ' (и — и0) =  -  с 2 (V) V' (23)
и

^  =  u' +  c(V)V '= l .  (24)
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Из уравнений (23), (24) определяю тся значения V', и',  D'.  Т ак  
как

ад ,(л„  ^ _ _ и , _ с  , e +
4 [£>1 {ги Г°)дг,

и Di {ги г°) <  0, то
■с (7)]* (25)

0 < Щ и г Ц <  !
'  д г . (26)

(27)

Аналогичные вычисления приводят к  р езул ьтату  
а д , ( г 2, r a) [ 0 2 (Г2, г°)  — с ( F ) ] 2

д г 2 [D, (гг , i-o) +  с (F )P  ’

и мы убедились, таким  образом, что д л я  системы д вух  ур авн е 
ний (14) выполнены требования (5 ) .

Т ак  к а к  вдоль кривой г 2 =  /?2(' 'i, f°)
dV _  — 2Д i (n , r°)

F ' = dr i  [£>,(/■„ r ° ) - c ( V ) \ - >  0 , (28)

а вдоль кривой r\ =  R\(r2, r°) V  <  0, то неравенства (21 ), (22) 
приводят к  выполнению условий (11 ),  (12 ) .

В озвращ аясь  к  общему случаю, покаж ем , что если система 
д вух  квазилинейных уравнений удовлетворяет  нашим условиям ,

FV
то з ад а ч а  о распаде  разры ва  для 
такой системы имеет не более од
ного автомодельного р еш ен и я* ) .

Через точку г~ проведем от
резок кривой r 2 =  R2{ri ,  Г )  при 

И луч г2 =  Г2 При Г ^ Г у  
(рис. 4.38), а  через точку г + от
резок кривой r 1 =  Rl ( г 2, г +)  при 
г2> г +  и луч Г, =  г+ при г 2< г + .
Кривая / изображ ает  семейство 
состояний, которые могут быть 
связан ы  с состоянием г~, если 
последнее считать левы м ; кри
в ая  I I  и зображ ает  состояния, ко
торые могут быть связаны  с со
стоянием г+, которое считается правым. Из условий (5) следует, 
что пересечение кривых / и I I  может иметь место только в одной 
точке. Это и означает единственность автомодельного решения 
задачи о распаде.

*) Если в условиях (5) потребовать, чтобы dRt
д г , <  q  <  1, то тогда

можно утвер ж дать  такж е , что автомодельное решение задачи о распаде с у 
щ ествует.
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Л егко  заметить, что если г~ ^  г+ , г 2 ^  г+, то автомодель
ное решение состоит из д вух  волн разрежения (рис. 4.39, а ) ; 
если г~ ^  г+, а г2" >  г}, то решение состоит либо из волны р а з 
режения и ударной волны (рис. 4 .3 9 ,6 ) ,  либо из двух  ударны х 
волн (рис. 4 .3 9 ,в ) ,  а в случае  r j  >  r f ,  r 2 >  г+ т а к ж е  о б яза 
тельно содержит хотя бы одну ударную  волну. Если нам у д а 
лось определить функции Ri,  D\, R u D2, то, за исключением слу
чая, когда рассм атри ваем ое автомодельное решение имеет две

£ -6 '
г~

’  V

Ъ'

г ~ ■

щ  . V
а), ф

Рис. 4.39.

ударны е волны, решение г  ( у )  определяется явно. В случае двух  
ударны х  волн (рис. 4.38) построение автомодельного решения 
г  ( у )  сводится к  решению системы д вух  уравнений

R 2 ( r i , r )  =  r 2, Rl  ( г2, Г+) =  Г\, (29)

гце г\, г 2 — значение автомодельного решения м еж д у  ударными 
волнами. Система уравнений (29) м ожет  быть решена методом 
последовательных приближений:

(5+1) (S) (4+1)
г\ =  Ri ( h ,  r +), ~r2 -- 

(0)
при этом мы м ож ем  положить г ( =  г:

(S)
■■Rstfu г  ); 

(0) г +
Условие сходимости последовательных приближений

dRu (ri, r~)  d R i  (гг, r+)  
dr\ d h < 1 ,

(30)

(31)

очевидно, выполнено, если выполнены неравенства ( 5 ) . Заметим 
теперь, что условие (31 ) ,  более широкое, нежели (5 ) ,  достаточно 
д л я  единственности автомодельного решения. К тому ж е  это 
условие инвариантно по отношению к замене зависимых пере
менных, в отличие от требований (5 ) .

Условие (5) мы принимали д л я  простоты, на самом деле  до
статочно условия (31).

П усть система д вух  квазилинейных уравнений удовлетво
ряет  требованиям  (2 ) ,  (11 ) ,  (12 ) ,  (31 ) .  Тогда решение задачи
о распаде  д л я  такой системы автомодельно.
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Действительно, пусть д л я  системы квазилинейных ур авн е
ний (1) поставлена з ад а ч а  Коши .

( г~, х  <  0,

<32)

< Нюзначим ограниченное устойчивое обобщенное решение этой 
:к|дачи через r (x,  t) и д о ка ж ем ,  что оно автомодельно, т. е. за- 
мисит лишь от переменного у  =  x/t.

П усть решение r  =  r ( x , t )  задачи Коши (1 ) ,  (32) непре
рывно при t >  0. Это возможно лишь в случае, когда g i ( r - ) <
- ' - Ы г+)- Проведем через 
начало координат (0, 0) две 
характеристики х =  |i (r"~) t
11 х — %2 (,r+) t  (рис. 4 .40).
Очевидно, что в зонах / и
II решение постоянно. Пред- 
положим, что в некоторой 
окрестности линии х —
=  |i (г- ) t в зоне III  реше
ние r ( x , t )  переменно. Но в 
этой окрестности r 2( x , t ) =  Рис. 4.40.
=  г%, т а к  к а к  %2( г ~ ) >
>  i i ( r _ ) .  П оэтому функция г\(х,  ^ у д о в л е т в о р я е т  в окрестности 
характеристики х — gi {r~) t уравнению

’ +  -£ -  =  0. (33)

Из уравнения (33) мы заклю чаем , что вблизи линии х =  gi ( r~) t  
в зоне I I I  функция г\ (х, t ) постоянна вдоль прямы х линий 
х =  (/"р +  «■ Очевидно, что эти прямые могут пересе
каться  лишь при t ^  0 (рис. 4 .41 ).  Совершенно аналогично мы 
заклю чаем , что в зоне I I I  в окрестности характеристики  
x =  l 2( r+) t  r {(x, t) =  r+,  a r 2(x , t )  постоянна вдоль прямых, ко
торые могут пересекаться лишь при ^ ^ 0 .  И так , r\{x, t )  по< 
стоянна вдоль прямы х х — г~)/ +  а ( г , ) ,  а ^ 0 ,  a r 2(x, t)
постоянна вдоль прям ы х  х=^=|2(г+, r 2)   ̂+  Р (/"2) ,  Р =¾ 0- П о ка 
жем , что а  =  р =  0. Если это не так ,  то эти д в а  семейства 
прямы х пересекаю тся при t  >  0. В точке пересечения мы будем 
иметь

Г2{х, t) =  r~, Гх{х, t) =  r+.

Отсюда мы получаем, что в области ОАВС  (рис. 4.42) r ( x , t )=>  
=  const, что возможно лишь в случае, ко гда  г~ =  г+. 
В этом случае  решение вообще постоянно и, следовательно,

20 Б, Л, Рождественский, Н. Н. Яненко
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автомодельно. Если ж е  г~  ф  г+, то а  =  |3 — 0. Если а  =  р =  0, 
то непрерывное решение r (x,  t)  автомодельно.

Рассмотрим  теперь случай разрывных решений r ( x , t ) з а 
дачи о расп аде  разры ва . Предварительно заметим, что из усло

вий устойчивости обобщенного 
решения (3 .1 .10),  (3.1.11) сле
дует , что устойчивое обобщен
ное решение, ограниченное и

кусочно-непрерывное при t >  0, не м ож ет  иметь более д вух  ли
ний р азры ва , распространяющ ихся из одной точки в область 
* > 0 .

Поэтому достаточно рассмотреть случаи, когда  решение 
имеет одну и две  линии р азры ва , выходящ ие из точки (0, 0) 
р азры ва  начальных значений. Рассмотрим случай одной линии

р азры ва . П усть решение r (x,  t) имеет 
одну линию разры ва ОА индекса 2 
(рис. 4 .43 ).  Очевидно, что справа от 
ОА r(x,  t) — г+, а слева от х ар актер и 
стики х =  gi ( r~) t  r (x,  t ) — г*. А нало
гично предыдущ ему, мы заклю чаем , 

■что в зоне ВО A r 2(x, t ) — r~.  Д ей стви 
тельно, из условий устойчивости
(3 .1 .10),  (3.1.11) следует , что х а р а к т е 

ристики - ^ -  =  ¾ (г (х, 0) пересекаю т одновременно линии ОВ  и
О А и, следовательно, г 2 (х — 0, t) \QA =  r 2 == r 2 {x, t) |ов. Поэтому 
на линии ОА задан ы

г 2(х — 0, t) =  r r ,  r{x +  0 , t )  =  r +. (34)

Согласно нашим предположениям о системе д вух  квази ли 
нейных уравнений, по этим данным однозначно определяется 
скорость D линии р азры ва  О А и значение г\{х — 0, t) при этом 
эти величины будут  постоянны:

D =  D2 (r~,  r+),  r l (х - 0 , ( )  =  ( г - ,  г+). (35)

Рис. 4.43. 

dx
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Итак, линия р азры ва  ОА — п рям ая . После этого мы т а к  же , к а к  
п выше, устан авл и ваем , что в зоне BOA r ( x , t )  =  r ( y ) ,  т. е. ре
шение задачи  о распаде, имеющее одну линию разры ва , авто 
модельно.

Наконец, рассмотрим случай, когда решение r  =  r ( x , t )  
имеет две линии разры ва  ОА и ОВ  (рис. 4 .44),  на которых 
ныполняются условия устойчивости (3 .1 .10), (3 .1 .11).  О пуская 
некоторые детали , заметим, что инте
гральные кривые уравнения

4 т - = ы г ( * , о )  (36)

в зоне ВОА пересекают одновременно 
линии ОА и ОВ.  На рис. 4.44 ин
тегральн ая  кривая  уравнения (36) — 
кривая  СЕ,  при - этом t c  >  tE. А нало
гично интегральная кр и вая  CD у р а в 
нения ,

4 7  =  12 и * , / ) )  (37)

пересекает одновременно линии ОВ  и ОА,  при этом tD >  t c .. Т а 
ким образом, мы можем  написать

r2 (D) =  r2 (C), г2 (С) =  Я2 (г , (С ) ,  г " )  ' (38)

г, (С) =  г, (£), r 1(E) =  R l (r2 (E), г +), (39)

где через r ( D) ,  г  (С) ,  г (Е)  обозначены значения решения в зоне
I I I  в соответствующих точках . П одставл яя  (39) в (38 ) ,  найдем

г2 (Я ) =  /?2 (/?,'(г2 (£), г + ) ,  г~). (40)

Аналогично мы могли бы получить
r 2 (D) =  * 2 ( * i ( t f 2CRi(r2 (E'), г+), Г ) ,  г +), г~).  (41)

П родолж ая этот процесс и сравнивая  его с процессом последо
вательных приближений (30 ) ,  мы заклю чаем , что r 2(D) =  r 2. 
В виду  произвольности точки D мы заклю чаем , что величина 
г 2( х — 0 , t )  постоянна на линии О А и равна г 2, аналогично 
r i ( x  +  0, t) на линии ОВ  равна И так , решение r ( x , t )  по
стоянно в зоне ВОА,  а линии О А и ОВ  — прямые. Это и означает 
автомодельность решения r (x,  i ) — г ( у ) , содержащ его  две  линии 
разры ва .

Д о казател ьство  автомодельности решения задачи  о распаде 
в сочетании с единственностью автомодельного решения задачи
о распаде  позволяет у твер ж д ать ,  что решение задачи  Коши о 
распаде  произвольного р азры ва  единственно и автомодельно.

2 0 *
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З а д а ч а  о распаде  разры ва  д л я  системы д вух  квазилинейных 
уравнений и зучалась  в предположении «вы пуклости» законов 
сохранения, т. е. выполнения условий (2 ) ,  в работах  Д ж .  Д ж о н 
сона, Д ж .  Смоллера [1969],  Д ж .  Смоллера [19696] и ряде  д р у 
гих. И зуч алась  структура  решения, условия единственности 
(и сущ ествования) решения.

Вопросы сущ ествования и единственности решения задачи
о распаде  для  системы д вух  квазилинейных уравнений изуча
лись т а к ж е  и при отказе  от условий выпуклости (см., например, 
В. А. Тупчиев [1966], Б. Вендроф [1972],  К. Д аф ермос [1973а, 
1974], Т. Лю [1974],  Л . Лейбович [1 9 7 4 ]) .  В этом случае  воз
никают линии р азры ва  решения, совпадающие с характеристи
кам и  по одну или по обе стороны линии р азры ва , типа рассмот
ренных д л я  уравнений газовой динамики в п. 9 § 6 гл. 2. 
В качестве условий устойчивости р азры ва  принимаются условия 
(3 .2 .32) , (3 .2 .33); условие (3.2.33) должно выполняться вдоль 
волновой ад и аб аты  индекса k, м е ж д у  ее точками илев и и пр, где 
«лев и «пр — значения решения по разные стороны р ассм атри
ваемой линии р азры ва .

С ледует  иметь в виду, что д л я  произвольной системы двух  
квазилинейных уравнений эти условия устойчивости недоста
точны для  выделения единственного устойчивого решения з а 
дачи о распаде  произвольного разры ва .

6. З а д а ч а  Гурса  д л я  системы квазилинейных уравнений. 
Теперь д л я  системы д вух  квазилинейных уравнений

^  +  U ( r ,  х, t ) ~ = = f k (r,  х, t) (А =  1 , 2 )  (1.)

мы будем рассм атри вать  некоторые более общие задачи , чем 
з а д а л а  о расп аде  р азры ва . П усть lk, ^ е С 2 и

l i  (г ,  зе, /) <  h  (г,  х,  О, > 0  (k =  1, 2). (2)
k

П усть кр и вая  O S 2, уравнение которой будем зап исывать  в виде 
x=^xz{t ) ,  я вл яетс я  характеристикой системы (1 ) .  Н а кривой 
O S i  известны дифференцируемые функции гЦх,  t), г%(х, t). 
К ривая  O S 2 о бладает  непрерывной касательной и явл яетс я  ин
тегральной кривой уравнения

%  =  Ы г°{х, t), x , t ) ,

а функция г° (х , t ) удовлетворяет  на O S 2 условию совместности 

4 1Л i\ __ £ /„П /Л j\ .. j\
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Будем  искать в некоторой области 9?203£2 (рис. 4.45) ре
шение r ( x ,  t) системы (1), удовлетворяю щ ее условиям :

Г  Решение r ( x ,  t) на линии O i? 2 принимает задан н ы е  зн а 
чения г°(х,  /);

r ( x ,  t)\0^  =  r°(x,  t)\0S i . (3)

2° Функция r 2(x , t )  имеет особенность в точке ( 0 ,0 )  типа 
автомодельной волны разреж ения . Аналитически это условие' 
вы гляди т так :

lim r 2 ( ¾  (г° (0, 0), р, 0, 0 ) , t )  =  р, (4) t

а параметр  р принимает значения из  ̂
некоторого интервала

Р1< Р < Р 0 =  г« (0, 0). г

Из условия (4) вы текает ,  что функ
ция r2 (х, t) до лж н а  обладать  в точке 
(0 ,0 )  особенностью ви да  0

r2(x, t) =  g 2 { j  , ф  (5)

М ы будем  искать  тако е  решение задачи  (1 ) ,  (3 ) ,  (4 ) ,  что функ
ция r 2(x , t )  п р едставляется  в виде (5 ) ;  при этом g i { y , t )  обла
д а е т  непрерывными первыми производными по у  и по t. Решение 
поставленной задачи  будем искать  методом последовательных 
приближений, отличным от применявшегося в главе  1 в связи 
с особенностью решения r 2{x, t ) .  ,

При этом мы долж ны  заметить, что ограниченность всех 
последовательных приближений можно гарантировать , если р ас 
см атривать  лишь достаточно м алую  полосу 0 ^  t  ^  Т пере
менного t.

Предположим, что в зоне &2 0 3 ? 2 известно приближение
( п - 1 )

г  (х, t), удовлетворяю щ ее условиям  (3), (4). .
in)

Определим Г\ (х, t) к а к  решение одного квазилинейного у р а в 
нения

(га) (га-1) .. £>' (п) (га-1)
.. +  Г2 (х, t), X, /)— = / ,  (г 1, Г2 (х, /), X, t), (б)

удовлетворяю щ ее условию (3), т. е.
(га)
r ^ x ^ t ) ,  t )  =  r\(x2{t), t).  (7)

Э та  з а д а ч а  Коши явл яетс я  нормальной, т а к  к а к  линия OSB2— 
хар актер и сти ка  второго семейства .
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(га)
Функция г 2(х, t) т а к ж е  определяется  к а к  решение одного 

квазилинейного уравнения

$  (га- 1) (га) i ” ' ( я - 1) (га)
■ g f +  1,2 ( ri  (х, t), r 2, X, f) —  =  f 2 ( r,  (X, /), r 2, * ,  /), (8)

удовлетворяю щ ее условию (4):
(n)

l im r 2 (/|2 (/-«(О, 0), p, 0, 0), /) =  p.

Решение этих д вух  задач  будем искать в области G, обра
зованной пересечением области ЗЕ2 05 ? 2  с полосой 0 ^  ^  /0. 
Величину to мы определим ниже из условия, чтобы все после-

(га) (га) (га)
довательные приближения rj и g 2 (у,  t) =  r 2 (yt ,  t) обладали в

(га) (п)
G ограниченными первыми производными:г х по х и по /, g 2 (y,  t) 
по у  и t.

З а д ач а  Коши (6 ) ,  (7) реш ается обычным методом х а р а к т е 
ристик. Что к а сается  задачи  (8 ) ,  (4 ) ,  то здесь мы имеем зад ач у

(га)
с особенностью в точке ( 0 , 0 ) .  Обозначим через x =  x2(t, Р) 
уравнение характеристики , вдоль которой при / - »  0 функция
(га)
r2(x , t )  принимает значение р. Очевидно, по определению

(га) (га) (га)
*2 (0, Р) =  0 и lim г 2 (х2 (t , р), t) =  Р. 

г->о

Д л я  сокращения письма обозначим

(га) (га) (га)
г2 (х2 (t, Р), t) =  Г2 (t, Р).

(га) (га)
Величины r2(t, Р), x2 (t, р) удовлетворяю т характеристической 
системе уравнений (8):

$  (га-1) (га) (га) (га)
S T  = 62( п (х2, 0, r2, Х2, t),

(га-1) (га) (га) (га)
~ J f  =  f 2 ( Г1 (Х2, t), Г2, Х2, t)

и начальным условиям

(9)

(га) (га) '
х2(0, Р) =  0, г 2(0, р) =  р. (10)
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Будем предполагать ,  что t0 столь мало , что все последователь- 
(«) («)

пые приближения г ь  г 2 остаю тся ограниченными в О :
(«)
\rt ( x , t ) \ ^ R ,  i =  1 , 2 ,  я= =1 , 2,

(.п)
П о каж ем ,  что при достаточно м алом  tQ производные функций г\,
(«)
g 2 {y, t)  остаю тся ограниченными при всех /г— 1, 2 , . . .

Обозначим через Е\ величину, превосходящ ую  по модулю 
первые производные г\ {х, t):

аналогично
(«-1)

д  г  1 (х, t) 
дх

и произведем оценку

дгЧ
дх »

(п-1)
<  Ех

(ft)
дг  1 (х, t)

д/\
dt

(П-1 )
д  g i  (У, t)

д у
(ft—1) 

<  Е2 ,

дх
по переменному х уравнение (6). М ы  получим уравнение

(п) (п) , . . . (гг— 1)
l P l + ^ д Р '  — - -  -

dt дх д г
d h
дх

(п - 1 )

л .  \Й1 _1_ Л1± д  Л 1
‘ I d x  ' д г 2 д у  t

Д л я  этого дифференцируем 
им ураЕ

1 /
t д г г d y ■] +

П (ft)
j .  Pi-'

(п)
d r i(X, t) .n  

dx '
(«)

Вычислим начальное значение производной pi  на линии 0 3 ? 2.
(п)

Д л я  этого определим pi  из д в у х  условий: уравн ени я  (6)
(«) («) 
qi +  hP i  — f u

и дифференциального следстви я  (7)

(ft) dx0 (ft)

У ч и ты вая ,  что

P i - O f - + q i

dx 2 
d t

dr'.0d r ^ d x y  ^  
dx d t  d t

|2, из этих д в у х  условий находим

дг' дг\
(ft)
Pi 1ол

Т ак  к а к  g2 — ^  >  е >  0, то отсюда следует ,  что сущ ествует  
число С такое ,  что

(«) I .
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(.п)
Рост величины оценивается с помощью решения обыкно

венного дифференциального уравнения

dp
~dt

( л - 1 ) ( л - 1 )

i  =  Мр\ +  м[2 + - Щ р 1 +  м[1  + - Щ

< М ( р  , +  1)* +
(п-1)

м е 2
( f l  +  'l), (12)

йрйнимающего при t ' = x  значение С.
Через т мы обозначаем значение переменного t на х а р ак т е 

ристике уравнения (11) при пересечении с линией 0 3 * 2  
(рис. 4 .45 );  величина М  выбирается такой, что при и
(х, /) е  G выполнены неравенства

I Ml
- - - . -  - ' I <)x

d l i
d r j

d h
dx

(/, / = 1 ,  2).

< A f , dfi
dr ,

Решение уравнения 

dp  i
dt

( n - 1)
M (p1 + l f + M J ^ ( p l + i) (13)

( n -1) iM Ei

превосходит решение уравнения (12). П ереписы вая  (13) в виде

1 ( р . +  1 ) ( 7 ) Л “ =  М ( р , +  1)! ( т ) '

интегрируем его с учетом условия p t (г) =  С:

<с+ЧтУ
( П -1 )  

t \ м  Е2

Pi +  1 —

(п)

(С +  1) хМ 
(п-1) 

М:Ез +  1 [Ш
(п-1) 

t \ М Ег + 1

'■]

(1 4 )

И так , решение p i ( x ,  t) уравнения (11) оценивается сверху :

<с + " ( т У

(п-1) 
t  \ м  Ег

(п)
\pi(x,  t) |<

1 (С +  1 )т  м .
(п -1 )

М Е2 +  1

(15)

Отношение t/x, входящ ее в  (15 ) ,  есть отношение переменного t 
на характеристике  уравнения (11) к  значению этой ж е  величины 
в точке пересечения характеристики  с линией 0 3 ? 2 (рис. 4 .45).
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Если в области G ограничено отношение t/x, то при достаточно 
м алы х to из оценки (15) вы текает  ограниченность производ-

(п)
ИЫХ Pi.

(я)
Величину производной легче оценить, исходя из х а р а к 

теристической системы (9 ) .  Дифференцируя по парам етру  р 
уравнения (9) и начальные условия (10 ) ,  получим

A .  {y' =  i l l  Р  4 -  Ш * .  d t  2 д г 2 2 г  I  дГ1 g x
d h  ч <п}

rl МJ L  ?  ; 
d t  2 (5 л:

(к) (и)
^ ( 0 ,  р) =  0, г ' ( 0 , Р ) :

дх

й 1  р + \ д ь _ ± 2 1 . + щ {р
дг2 -t- L а/-! ,5* ' дя  _| 2 !

1.

(16)

где введены обозначения

(я) я (я) («); /5 («)
4  =  ЗР *2 (<, Р), 2̂ =  ар" f 2 it, Р).

( « - 1) 
£2 <? /~1 ■ ■

дх +
-, I 
] « (

Из уравнений (16) следует

xl  (/, Р) =  \ Р2 (т, р) ехр { \
о

■15
dx,

(f\{t, Р) =  е х р ] +
1о }

(17)

Обычные оценки формул (17) приводят к  н еравенствам

(я) ( я - 1) (я) (я) (я—X)
/й min F ' ( t ,  р )е “!  Ef +1]ш С  4  (̂ > W Mt  m ax  г',2 (т, р) е~ £| +||Ш.

(18)
0<T<i

Здесь  6 обозначает величину

0<Т<*

6 == min
I rt |<tf, (*, t)e=0 д г 2 (г, X, t),

которая ,  согласно (2), брльще нуля .



П о д ст авл яя  во вторую формулу (17) оценки (18), получим
(л-1) Д42/2 (п) (л-1) (га)

е ~ш  _  [ jPj 1 ] _ _ _  ^шах  ̂г '  (т, р) ехр {(Ех +  2) Mt)  <  r2 (t , р) <

(га-1) JJ2/2 (га) (га-1)
< е ш  +  [ Ei  +  1 ] ^ V -  m a x  г ' ( т ,  р)ехр{( ^  +  2) Aft}. (19)

о^т ̂  £

П усть  tc столь мало, что

M 2t l  (га-1) (л—1) 1
- T - [ E 1 +  l ] e x p { ( E i  + 2 ) M t 0} < j .  (20)

Т о гда  из (19) следую т более простые оценки:
о (га)
- ^ е~ш  <r ' 2(t, р) < 2 е мК (21)

П о д ст авл яя  оценки (21) в (18), получим
о (га-1) (га) (га-1)
±  tbe~ № +21ш  <  (/, р) <  2М /el в. +21 ш  (22 )

Т ак  к а к
(п) («) (п) (п)

dg2 j дг2 дг2 r'2 {t, Р)
’ t  ~т—  И
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д у  дх дх <"),
x2 (t,

то  из (21), (22) имеем
(я)

; (У. t)
д у

2 e M i t  3 -<rarl)<  -------------e  £  *  *  +3] Ш  ( 2 3 )

*/»йв-1 £l +21Ш (га) (га)
Аналогично м огут  быть оценены производные и П ред

п о л агая ,  что в области G ограничено отношение —:

7 < * ‘
из (15) получаем

(га-1)
(га) (С  Л- 1)

I Pi (Х> t) | <  -  (С+ \)%М (^Т) • @4)
1 -------(^П)— 2 + ~  1]

М Е2 +  1
П усть  в области G выполнено неравенство
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тогда из (24) имеем
(Г!)

Если, д ал ее ,  

то из (23) получаем

и, согласно (26 ) ,
(га)

I Pi (х, t) | <  2 (С
(га-1)

1 ) К М El‘ .

(п-1)
[ Я, +  3] Mto  <  а ,

(п)

ду

(  Ш е а \

(26)

(27)

(28) 

(29)

И так , если в области G одновременно выполнены неравенства

t2 1 
М 2^ - [ £ ! +  1]е1£'+21 Л « о < _ ,

[V ME^ l  _  11 (С  +  0  h М ^  1_
1 М £ 2 +  1 2

(£, +  3)М/0 < а ,

(30)

(31)

(32)

(33)

то выполнены одновременно неравен ства  (20), (25), (27) и, сле
довательно ,

(«-I)
Ei <  Еи

(п-1)
Е2 < е 2.

П оэтому при выполнении в G условий (30) — (33) имеем

'(п)
I Pi (х, t) I

(га)
д г х (х, t) 

дх < Е  I ,
(га)

dg2 (У, t)
ду Е2 (34)

( « =  1, 2, 3 . . . ) .
(га) (га)

и все последовательные приближения г ь g 2 (у,  t) обладаю т в G 
ограниченными первыми производными.

Рассмотрим вопрос о возможности удовлетворения в обла
сти G неравенствам  (30) — (33 ) .  З а д ад и м ся  произвольными ко
нечными значениями а  >  0 и К. >  1. После этого вычисляются 
величины Ei  и Е2 по формулам (29 ) ,  (28 ) .  Н еравенствам  (31) — 
(33 ) ,  очевидно, можно удовлетворить, если вы брать параметр to 

достаточно м алы м . Что ж е  к а сается  неравенства (30 ) ,  то оно 
•ограничивает снизу область значений р. Таким образом, ввиду 
произвольности К  >  1 мы можем  считать неравенство (30) вы 
полненным в области G. Итак, с у щ е с т в у е т  о б ла сть  G типа у к а з а н 
н о й  на рис. 4.45, в которой все последовательные приближения

W
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(п) (п) , '
r i (х, 0 .  g 2 (У> 0  обладаю т ограниченными первыми производ
ными.

Заметим , что в случае  липшиц-непрерывных входных д а н 
ных задачи  Гурса аналогичным образом д о казы вается  равно
мерная липшиц-непрерывность последовательных приближений.

Д о к а ж е м  сходимость последовательных приближений. Из 
уравнения (6) имеем следствие

а  (га) (п- l )  (п) (ге—1) . ,  (п ) (п -1 )
( п — П ) +  ^ ( ^ ,  г2 , х, 0 л г ( п — Tl )dt

<[■m ax dfi
dt'2 +  m ax

dx 
dlx

m ax M l
dr2 +  E

(n)

dr i 
Oh

(n)
\n

-] (re-1) 
] i  r2 ■

<
(re-1)

-  /"I 1 +
(re-2)

- r 2 | <dr2
(n—1) (/z—1) (n—2)

П 1 +  m ax  | r 2 — r2 |}. (35)

С учетом услови я  (7) отсюда следует ,  что сущ ествует  В  >  0 
т ако е ,  что

(п) (re—1) (re—1) (гг—2)
I Гх (х, о  — г 1 (х, 0  | <  В (t — г) m ax  | г 2 — г 2 \ <

в
( п -1 )  (п -2)

‘ <  B t тах\ г 2 — г 2 \. (36)
(ге) ( п -1 )

Величину | г2 — г2 | нам легче оценить, исходя из х ар актер и 
стической системы (9). Из уравнений (9) и начальных условий
(10) следует ,  что

(я)
I х2 (/, Р) 

(га)
\h ( t ,  Р)-

( га -1 )  - ( га -1 )  (га -2 )

' Х2 (t, Р) к  Bt  m ax  | г  I — r x |, 
a

(re-1)
' h  i t ,  P)

(/г —1) (n— 2)
! Bt  m ax  | r i  — Г\ |. 

a

(37)

Согласно нашим обозначениям
(га) ( г а - 1 )  (re) (га) ( г а - 1 )  (re)

I Г2 (X, t) — Г2 (х, t)\ =  \r2 (Х2 (t, Р), 0  — Г2 (Х2 (t, Р), t) | <
(га) (га) (ге-1) (га—1)
I r 2 (Х% (t , Р), t) Г2 ( Х2 (t, Р), t) | -f-

(га-1) (га -1 ) (га -1 ) (ге-1) (га) (ге-1)
+  \Г2 ( х2 (/, р), /) — г 2 ( лг2 (/, Р), /)|<| г 2 (/, Р) — r2 (t, р) I +

(ге) (га-1)
Н I 1 х2 (t, р) х2 (/, р) ]. 

П о д ст авл яя  сюда оценки (37), получим
(га) (ге-1) (ге-1) (ге~2)

I г 2 (х, t) — r 2 (х, t) 1 <  В  m ax  | г х — г х | {/ +  Е2].  (38)
G
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Оценки (36) и (38) до казы ваю т равномерную сходимость в об
ласти G последовательных приближений при достаточно малой 
величине to.

Таким образом мы д о ка зы в аем  сущ ествование решения по
ставленной задачи  Гурса д л я  системы д вух  квазилинейных 
уравнений. Интересно отметить, что в случае п  ^  3 неясен не 
только вопрос о сущ ествовании решения, но и сам а  постановка 
задачи  Гурса.

7. Построение разрывных решений системы двух квазили
нейных уравнений. Теперь мы рассмотрим несколько случаев  по
строения разры вны х решений системы д вух  квазилинейных 
уравнений, которую будем зап исы вать  в инвариантах :

+  х, t ) ^ ~ = f k (r, х, () (6 =  1, 2 ) , (1)

а т а к ж е  в виде законов сохранения: 
ди .  (Эш, (и, х, t) ,
~дГ  +  д х ~—  =  St  (и > х > 0  ( 1 = 1. 2 ) .  . (2)

М ы будем считать, что система уравнений (2) удовлетворяет  
требованиям (3.5.4) — (3 .5 .12), только теперь входящ ие в эти у с 
ловия функции lk, Ru  Ri ,  D u D2, помимо аргументов, у к азан н ы х  
в  п. 5, з ави сят  т а к ж е  от х и t.

Построение кусочно-гладких разры вны х решений системы 
д вух  законов сохранения (2) было проведено независимо боль
шой группой китайских ученых (см. Ч. X. Гу, Д .  К. Ли и др. 
[1961— 1962]) и Б. Л . Рождественским  [19626, в, 1963]. Л о к а л ь 
ное построение разры вны х решений проведено в почти совпа
дающих предположениях о системе (2 ) ,  однако методы по
строения в этих д вух  циклах  работ несколько отличны один от 
другого.

Изложение в этом пункте следует  работам  Б. Л . Р о ж д е 
ственского [1962в, 1963], т а к  к а к  этот подход более тесно с в я 
зан  с изложением методов решения систем квазилинейных 
уравнений гиперболического типа, принятым в этой книге.

М ы  будем искать  обобщенное решение г  — r (x,  t)  системы 
уравнений (1 ) ,  принимающее начальные значения

г ( х ,  0) =  г0 (х). (3)

Будем  считать, что го (х)  имеет разры в 1-го рода в точке х =  0; 
за  исключением этой точки, на отрезке функция г q ( x )
предполагается  непрерывно дифференцируемой.

В случае, когда

г ° ( - 0 ) < г ° ( + 0 ) ,  г ° (— 0 ) < г ° ( + 0 ) ,



решение r (x,  t) будет  содерж ать  лишь центрированные волны 
разреж ения и не будет иметь линий разры ва  (ударных волн). 
Решение в этом случае м ожет  быть построено с помощью реше
ния д вух  задач  Гурса, рассмотренных в предыдущ ем пункте. По
этом у здесь мы будем рассм атри вать  случай разрывных реше
ний и от начальной функции г 0(х) потребуем, чтобы, например,

г “ (— 0 ) > г ° ( + 0 ) .  (4)

Аналогично случаю задачи  о распаде  произвольного разры ва , 
рассмотренному в п. 5, задача  (1 ) ,  (3) при условии (4) разби
вается  на три взаимно исключающих д р уг  др уга  случая :

а) r ° ( + 0 ) < r j ( — 0), /?2 ( г ° ( + 0 ) ,  г ° (— 0), г ° (— 0), 0, 0 ) <
0 « ( +  0); (5)

б) r l  ( +  0) <  ( -  0), Rl (г° ( -  0), г\ ( +  0), г\ ( +  0), 0, 0) >

> г ; ( ~ 0 ) ;  (б)

в) R2 (г° ( +  0), г? ( -  0), г\ ( -  0), 0, 0) >  r l  ( +  0), |

R l ( r l  ( -  0), ( +  0), r l  ( +  0), 0, 0) <  r\ {ж  0). j  (7)

В случае  выполнения (5) решение r{x , t )  задачи  (1 ) ,  (3) 
имеет линию разры ва  OSSo, индекса 1, выходящ ую  из точки 
( 0 ,0 ) ,  и волну разреж ения S 2 O S 2 (рис. 4.46, а ) ;  при выполне
нии (6) из точки (0 ,0 )  вы ходят  волна разреж ения S i O S t  и
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Рис. 4.46

линия р азр ы ва  OSBDl индекса 2 (рис. 4 .4 6 ,6 ) .  Наконец, при вы 
полнении неравенств (7) из точки (0, 0) вы ходят  две  линии раз- 
ры ва  0 3 ?  к, индекса 1 и 0 3 ? d2 индекса 2 (рис. 4.46, в ) .

Построение решения r ( x , t )  различно в к а ж д о м  из этих сл у 
чаев, однако случаи а) и б) отличаются др уг  от др уга  лишь 
индексами линий р азр ы ва  и волн разреж ения . Поэтому нам до 
статочно рассмотреть вопрос о построении решения лишь в сл у 
чае выполнения неравенств (5) либо ( 7 ) .

И злож им способ построения решения r (x,  t) в к а ж д о м  из 
этих д вух  случаев»
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Общим моментом для  этих д вух  случаев  явл яетс я  решение 
задачи Коши д л я  уравнения (1) с начальными условиями

г  (х, 0) =  r Q (х), — a  =¾ х <  0,
ладанными лишь сл ева  от точки х =  0, и начальными условиями

г  (х, 0) =  г 0 (х), 0 <  х а,
заданными лишь справа  от точки х =  0.

Решение каж до й  из этих д вух  задач  Коши явл яетс я  непре
рывно дифференцируемым и м ожет быть определено в области 
определенности каж дой  из задач  методом характеристик , изло
женным в главе  1. Решение первой задачи  определяется при

Рис. 4.47, Рис 4.48.

этом в области /, ограниченной справа характеристикой первого 
семейства 02£\ ; решение второй задачи — в области II, о гр а
ниченной слева  характеристикой второго семейства, которую мы 
обозначим через 0 3 ? t  (рис. 4 .47 ).  Заметим , что в некоторых 
сл уч аях  м ож ет  о казаться ,  что области I  я  I I  перекрываю тся 
д р у г  с другом , т. е. линия 03?£  л еж и т  левее  линии 02£ \ , од
нако д л я  нашего дальнейш его рассмотрения это не имеет сущ е
ственного значения. Решения этих д вух  задач  в областях  / и // 
мы дальш е будем  обозначать через r 0( x , t ) .  Согласно р езул ьта 
там  главы  1, r 0(x, t) о бладает  ограниченными первыми произ
водными по переменным х и t\ мы будем  считать, что эти про
изводные ограничены по модулю числом С >  0.

В случае  выполнения условий (5) построение решения начи
нается с решения задачи  Гурса  для  системы уравнений (1) 
с условиями, заданны ми на характеристике  0 3 ? t •

Г 1 (X, t) \0je+ =  r\ (x, /),

и в точке (0, 0):
lim r 2 ( t l 2 (r° ( +  0), p, 0, 0), /) =  0,^

где
Щ (r° ( +  0), r]  ( - .  0), r° ( -  0), 0, 0) <  p <  r° ( +  0),.
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Решение этой задачи  строится методом, изложенным в п. 6. 
П усть при 0 ^  t ^  Т в зоне Я? 2  0 9 ? t  (рис. 4.48) построено ре
шение этой задачи . Согласно п. 6 решение r (x,  t) этой задачи 
Гурса явл яетс я  гладкой  функцией и, в частности, дифференци
руемо вдоль характеристики  0 2 7 .  Решение r  [x, t) в зоне 

мы т а к ж е  будем обозначать r0{x, t ) .
Дальнейш ие построения имеют целью определение функций 

r i ( x , t ) ,  ?2 {x, t ) ,  удовлетворяющих следующим условиям :
1) г и г 2 определены в зоне , содерж ащ ей зону 

3 ? i 0 3 ? 2 ,  и удовлетворяю т в зоне 3?tO S?2  системе ур ав н е 
ний (1).

2) И н тегр альн ая  кр и вая  O S D> уравнения

Легко  заметить, что если такие функции г  и г 2 и линия O 2 ’o i 
найдены, то обобщенное решение з а д а е т с я  ф ормулами

В самом  деле, формула (12) определяет разрывную на линии 
функцию, которая всюду, кроме линии разры ва , удовле

творяет системе уравнений (1 ) .  На линии р азр ы ва  0 ¾ .  реше
ние r(x ,t)  удовлетворяет  условиям  Гюгонио и условиям  устой
чивости.

И так , з а д а ч а  сведена к  построению функций ?2, удовле
творяющих требованиям (1 ) ,  (2 ) ,  (3 ) ,  сформулированным выше. 
М ы  у к а ж е м  сейчас метод последовательных приближений, с по
мощью которого могут быть построены эти функции.

Определим функцию r2 (х, t) слева  от линии O i ? 2 • Будем
(0)

считать, что r% (х, t) не зависит от х и на линии 03?2 прини-

-jt =  Di (f, (х, t), r0 {х, t), х, t), О)

п роходящ ая через точку (0, 0):
х (0) =  0, О)

целиком л еж и т  при 0 <  / внут ри зоны 3 ? t0 9 ? T .
3) Н а линии O S 2 выполнено условие

Т\ (х, t) \QS~ =  г\ (х, t), (10)

а н а  линии 03?р, — условие
h ix , t)\0s,D =  Rzifxix, t), rQ(x, t), х, t). (И)

r (x, t) в зоне 2 ,

r0(x, t) вне зоны & dxO & 2".
(12)

(0)
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мает те ж е  сам ы е  значения, что и r\{x, /). Т аким  образом,
(0)
г 2(х, /) определена слева  от O S 2 и з а д а е т с я  формулой

(0)

где x =  x{t)  — уравнение линии O S J .

После этого определяем Т\(х, () к а к  решение уравнения

д г \  (1) ™ д Г ,~ o f  “Ь h  (Fu r 2 {x, /), х, t) - j j -  =

(I) (0)

— f \( ru r 2{ x , t ) , x , t ) ,  (13)

удовлетворяю щ ее на линии 0 ¾ -  
условию

(l)

а) (i)
Решение г х однозначно определяется в зоне S tO S %  (рис. 4.49), 

и),
где O S  1 — характери сти ка  уравнения (13), проходящ ая через 
точку (0, 0). Согласно нашим усло ви ям  г° ( +  0) <  r j  (— 0), по-

<»+ _
этом у  при достаточно м ал ы х  Т в зоне 3?\ O S  1 будет  выпол
няться  неравенство

(1)
г, (х, /) <  г° (х, /). • ■ .

Из условий (3.5.11) следует ,  что 
(1) (0)

(Г! (0, 0), г2 (0, 0), 0, 0)
=  6, (Г? ( +  0), я 2(г° ( +  0), г й ( -  0), 0, 0), 0, 0) <

^ , ( 7 0 ( - 0 ) ,  г ° ( - 0 ) ,  0, 0).  (14)

(1>+В неравенстве (14) в левой части стоит наклон линии OS\  
в точке (0, 0), в правой — наклон характеристики  OS\  в точке 
(0, 0). П оэтому из выполнения этого неравенства следует ,  что

(1)+при достаточно м алом  Т к р и в ая  OS\  л еж и т  слева  от OS\ , 
к а к  это и показано на рис. 4.49.

(1)+Теперь в зоне S \ OS\  рассмотрим обыкновенное диффе
ренциальное уравнение

dx  <!)~rr =  D 1 (г, (*, /), Г0 (х, /), х, /), (15)
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д л я  которого поставим начальное условие х (0 )  =  0. З ам еч ая ,
(1)

что при достаточно малом Т r { (х, t) я вл яетс я  дифференцируе
мой функцией своих переменных, заклю чаем , что п р авая  часть 
уравнения (15) явл яетс я  т а к ж е  дифференцируемой функцией 
своих переменных. В точке (0 ,0 )  из условий (3.5.11) следует, 
что

(1) (0) (1) 
h  (П (0, 0), г 2 (0, 0), 0, 0) <  D, (г, (0, 0), г 0 (0, 0), 0, 0) <

< 6 i ( r o (0, 0), 0, 0).

Отсюда по непрерывности этих функций мы заклю чаем , что при 
достаточно малом Т на линии 0 5 Т  выполнено неравенство

0 )
Di (r x (х, t), г  о (х, t), х, t) <

< i i  {rQ(x, t), X, t), (16)

( ! ) ,
неравенство

(1) (0) 

h  {ri (x, t), r 2 (x, t), x, t ) <
(i)

<  Di ( r l (x, t), г о (x, t), x, t). (1,7)

Н еравенства (16) и (17) означают, что на линиях 03?~  и 
(D ,

OSBj поле направлений д л я  дифференциального уравнения (15) 
имеет вид, который изображен на рис. 4.50. Мы заклю чаем , 
что сущ ествует, и притом единственная, интегральная кривая  
уравнения (15 ) ,  проходящ ая через точку ( 0 ,0 ) .  Обозначим эту  

(О (и
кривую через 0 3 ? d%- Очевидно, что кр и вая  O S ’d, я вл яется  
гладкой , в частности дифференцируемой, кривой.

(1) (1) 
После определения кривой 0 2 ’Dl определим функцию r 2 (x, t)

(1)+в зоне 2\\0 & 2  к а к  решение уравнения

(1) (D Ж  (О (1)
■ +  h  (П (х, t), г 2, х, t), ~gz =  h  (? i (х, 0 ,  h ,  х, t) (18)

' 4-а на линии 0 3 ? i

dt

( i)

(в котором r l (х, t) я вл яет с я  известной функцией), удовлетво-
0)

ряющее начальному условию, поставленному на кривой O S q -.
(О
h(x,  0 1  О)

(О
: Ri (ri (x, /), r 0 (x, t), X, t),
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(1)
Эта з а д а ч а ,  очевидно, имеет решение r2 (x, t), однозначно

(1)+ипределенное во всей зоне 2Е\ O S 2 , дифференцируемое в этой 
:ioiie при достаточно малом Г; при этом значения решения 

(1)+н зоне S£\ Oi? 2 непрерывным образом примыкают к  значениям 
функции r°(x,  t) на линии 0 9 ?2 •

(1), (1)
С лева  от линии 02£\ функцию г 2 (х, () положим не з ав и 

сящей от переменного х  и принимающей те ж е  значения, что 
(I),

и на линии 02£\ . После этого процесс последовательных при
ближений повторяется.

П усть слева  от 03£2 известна липшиц-непрерывная функ-
(га-1) («), («)

ция г 2 (х, t). В зоне 3?\03?2  определяем  f j  (х, t) к а к  решение 
задачи

(га) 
dr 1
~дГ

(га) (га-1)
+  l l  (Г U Г a (X, О, X, t)

(га)

дп
дх

(га) (га-1)

=  f  1 ( п ,  r 2 (х, t), х, t),
(га)

7^ Х’ 1)^ 2 = Г " {Х’

Аналогично п реды дущ ем у линия
(га) .

02?Т  расположена слева  от 02£\ ,

в зоне 2£\02£\ (рис. 4.51) сущ ествует  единственная
(га)

интегральная  к р и в ая  0 ¾ .  уравнения

dx {п)
- j f  =  Dl {r1( x , t ) , r 0 ( x , t ) , x , t ) ,  х (0)==0. (21)

(П> (га)

После этого функция r2 (x, t) определяется в зоне 2Е\ 09?2 к а к  
решение задачи

(Я) /„* м

аГ2- +  ^ ( п ( х ,  t), г 2, х, t)-dr2dt дх
(га) (га)

: /2 (О (X, t), ГЪ X, 0 ,  (22 )

(га)

2̂ I (га) 
O.S?

(га)

1 #2 (О (X, /), Г0 (X, t), X, /) (23)

(к)
и п олагается  не зависящ ей от х  сл ева  от 0 9 ? i и непрерывной

(«) ,
на линии O i? i  .



Д л я  д о ка зател ьств а  сходимости последовательных прибли-

«  1 ‘! «  &  жении оценим, аналогично п. 6, производные р\ > Р2 — ~д^‘
П усть

(я)
1 (/ = = 1 ,2 ) ,  п =  1 , 2 , . . . ,

( я -  1) (л-1) (п)
I Pi (X, t) | <  Еи  |p1 |jo^ < C ,

а  величина М  имеет тот ж е  смысл , что и в п. 6.
Из уравн ен и я  (19) получаем уравнение, аналогичное (3 .6 .11):

м  (л) , ,
д Р, . £ d Pl  ^  d h  <") 8 
3/ йГ1 U î'

(л-1) (Л-1)
+  I \Ml . ?L L l2 -~ \  
‘ L дгг дх дг2 дх J  ‘ L дх ' дг2 дх J  ‘

Аналогично (12) имеем уравнение д л я  м аж о р ан ты  pf.
do. .(«—!)
^  =  Мр\ +  М [ Е 2 + 2 ] Pl +  M [ E 2+  Ц < М ( Е 2+  1) (р, +  I )2. 

Аналогично в ы к л а д к а м  п. 6 отсюда легко следует

I Vi (х, О I < ---------------- - - ' I - d  -------------- • (24)
1 - ( С + 1 ) Л 4 (  е2 + 1  ) ( * - * )

Если
Т < ---------------------- :-------  - ■ '
J ^  (л-1) '

2 (С +  1) Af ( Я2 +  1)
то при О ^ т ^ /  <  Т

(л)
\ P l {x, ОI <  2 (С +  1). (25)

(я)
Аналогично вы писы вается  и уравнение д л я  р2; начальное зна-

(л) (л)
чение 0  вы числяется на линии O S 'o l из условия (23):

<Э% , п dR2 с
(п), Л ~  +  D i ~ d F ~ h  р 2(Хг / ) = _ _ _ _ ----------------_ ------------------. (26)

%2 (п , ?г, х, t) — Di (fu r0 (x, t), x, t)

Здесь через кратко  обозначены соответствующие про
изводные от правой части (23). Согласно условиям  (3 .5 .12)

(л) (л) (л)
1а {ги г2, X, 0  — D1 (гь г0 (х, /), * , /) >  в >  О,
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поэтому при достаточно малых Т знаменатель в формуле (26) 
не будет обращаться , в нуль, и ввиду (25) можно считать, что 
существуют константы D, Е такие, что на линии 03?о,

(га)

I Р2 (х, t) | <  DC E — Dq.
Аналогично предыдущему получаем, что при

г < --------------Ч н г — ’ (27>
2 (A) +  1) М (Ei  +  1)
(п)

\р(х, t )\< 2 D 0. (28)
Выбирая теперь

Т =  min | 2 (С +  1) М (2Do +  1) ’ 2(£>о+ 1 )М (2С  +  3) } ’ ^

получим, что при одновременно выполнены оценки (25)
и (28) при любых п =  1, 2, . . . ,  т. е. все последовательные при
ближения имеют ограниченные первые производные.

Приступаем к доказательству сходимости последовательных
(га)

приближений г (х, /), считая, что величина Г задана формулой (29).
(га) _

Выберем общую часть областей SBi O S  2 при п =  1, 2, 3, . . .  и 
ограничим ее условием где Т' столь мало, что

(«) , _

общая часть областей S \ O S 2 всегда содержит внутри себя 
(п) (га)

все линии 09£и, при п — 1, 2, . . .  Так к ак  наклон линии 09£\
(га) (га)

в точке (0, 0) не зависит от номера п, а величины г }, г2 имеют 
равномерно ограниченные производные, то это всегда можно 
сделать.

(га) ,
Обозначим через G эту общую часть областей 2£\ 03?2 и 

введем следующие обозначения:
(га) ( п )  ( п - 1 )

Агг (t) =  max | г г (|, т) — r t (g, т) |, 
a t

где Gt — пересечение области G с полосой 0 ^  ^  t,
( га )  ( г а )  ( г а - 1 )

Ахо, (0 =  max | хд, (т) — хо, (т) |.
. о<1<г

■п) (п)
Здесь через х =  х в , (0  обозначено уравнение линии 0 2 ’Dl. Из 
(19), (20) легко получаем оценки (аналогичные оценки мы про
водили в п. 6 этого параграфа)

(га) _  (га-1)

А г2 (/),

§ 3. СИСТЕМА КВАЗИ ЛИН ЕЙН Ы Х УРАВН ЕНИ Й  (\2!)
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из уравнений (21)
(«) _ (я) _ (я—1)

AxDl (/) <  Mt Ar, (/) <  M2/2 A r2 (/),

и, наконец, из уравнений (22), (23) можно получить оценку
(П) __(я) _ (я) _ (я) _  ( п - 1)

Дг2 (0 <  MAri (/) +  Mt Аг, (/) +  ,М Ахв, (/) < Mt А г 2 (/).

Здесь уИ, Л1 — некоторые ограниченные величины.
Из этих формул легко следует равномерная сходимость

. («) (я) (я)
последовательностей {r2}, { r j ,

Ввиду равномерной сходимости величины
(Я) (я)

r x(x, t) =  \\mrl (x, t), г2 (х, t) — lim r2 (x, t)

удовлетворяют в G системе уравнений (1), линия 0 . 2 ^ , ( ¾  (/) =
(я)

=  lim XDt (t)) является интегральной кривой уравнения (8),
П~>со

а функция r2(x, t) удовлет
воряет на линии 03 ?Dt усло
вию (11).

Переходим теперь к р ас 
смотрению второго случая.

При выполнении нера
венств (7), к ак  мы уж е  от
мечали, решение содержит 
две линии разрыва: 0 ,2 ^ ,  
индекса 1 и 0 9 ? в г индекса 2, 
выходящих из точки (О, U) 
(рис. 4.52). Аналогично пре

дыдущ ему введем функции (х, /), г 2(х, /), от которых потре
буем:

1) Функции г  и г 2 определены в зоне 3?\03?2 , содержащей 
зону 3?Dt03?D./, обладают в этой зоне ограниченными первыми 
производными, удовлетворяющими системе уравнений (1).

2) Интегральная кривая 03 ?Dl уравнения

Рис. 4.52.

dxj j -  =  D1(r l (x, /), r0(x, /), х, /), .(30)

проходящая через точку (0 ,0 ) ,  при 0 ^ / ^ Г  лежит в зоне 
3?tQ3?T,  а интегральная кривая 0 ¾  уравнения 

/if
-JJ- — D2 (r2 {х, /), г0 (х, /), х, /), (31)

выходящ ая из точки (0, 0), лежит при 0 ^ / ^ Г  в зоне 9St09£2 >



3) На линиях 09?Dl и 0 9 ? в г выполнены условии

r2(x, t)\0 <e =  Я2(г ,(* ,  /), г0 (х, /), x, /), (32)■L'i
Г\{х, t)\o<e = R i ( r 2{x, /), r0(x, /), x, /). (33)иг

гк'ли функции г  и г 2 и линии 03?Dlt 0 2 ?d„ удовлетворяющие 
чтим требованиям, построены, то решение задачи Коши (1), (3) 
задается формулой

в зоне S DlO S D2, .
Г 1 г 0(х, /) вне зоны 3?Di0 3 ? d2-

Мы изложим метод последовательных приближений, с по
мощью которого могут быть построены функции г\ и г2; при 
этом мы опустим некоторые детали, общие с предыдущим по
строением.

Введем обозначения

(0) (0)

r l (xi't) =  r l =  rQ(+ 0 ) ,  0, 0),

(х, о ==¾ =  (Н-0), 0), 0, 0)

ГО)

и определим линию O S Dl к ак  интегральную кривую задачи

^fj -==Di(?h rQ{x, t), х, t), x (0) =  0, (35)

(0)

а линию 09 ? о, — к а к  интегральную кривую задачи

Яг <°>
_  =  D2(r2, г0 (я, /), *, /), *  (0 )= ,0 .  (36)

(0)

Если Т достаточно мало, то при 0 < / < Г  кривая 09 ?  Dl
(СП

лежит слева от 09?  \ ; соответственно O S  о, лежит справа от 09?2 •
(D

После этого определяем следующее приближение г х (х, /) 
к а к  решение задачи Коши

(О (0) (1) (0)

-^7- +  l i ( r i ,  г2(х, /), х, i ) - g j  =  f i { f u  г 2{х, /), х, /), (37)

(1) (0)

f\{x, t)  1(0) =  R i ( r2(x, /), r0(x, /), х, /), (38)
° * Л .

§ 3. СИСТЕМА КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ (>;)!
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(1)
а г2 (х , 0  — как  решение задачи Коши

д?1 <0) <‘> J-! (0) (1)
- Q f  +  h<?i(x, t), r2, x, t )~^-  =  f 2{r2(x, t), r2> x, t ), (39)

(1) (0)
h  (X, t) I (0) =  R2 (rj (x, /), r0 (X,  /), X,  /). (40)

Решение задачи (37), (38) может быть определено в зоне
(I)+ Р -9? 1 09? 2 ; в этой ж е  зоне определим и решение задачи Коши (39),

(1) (1)
(40), а вне этой зоны положим, что г и г2 непрерывно иримы-

(|)+ <'>_кают к их значениям на линиях 09В i и 09?2 и не зависят от 
координаты х.

После этого процесс последовательных приближений ста-
(п-1)

новится стандартным. Пусть известно приближение г  (х, /), 
обладающее ограниченной производной. Сначала определяем

<гс-1) (/г-1)
линии О 3 'о1 и 0 9 ? d2 к ак  интегральные кривые задач

dx  (”-1)- j f  =  Di (  rj (х, t), r 0{x, /), x, /), x (0) =  0, (41)

d у (n~~ 0
—  =  Z)2( r2 (x, /), r0(x, /), x, /), x (0) =  0. (42)

Эти интегральные кривые при достаточно малом Т л еж ат
<гс-1> (гс-1)

в зонах 2 \ 0 3 !\  и 9 ? t 0 9 ? 2 соответственно. В этом мы убеж 
даемся, исследовав поля направлений дифференциальных урав-

(ге-1) (п -П
нений (41) и (42) на линиях 0 9 ? t ,  09?\ и 0 2 ? t , 09?2 совер
шенно аналогично предыдущему.

(гс)

После этого определяем Г] (х, /) с помощью решения задачи 
Коши
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(п) (п) -?+ (П)

п зоне 9?\ 09??.', в этой лее зоне находим r2(x, I) из условий

4 -  6 ((П7 Х)( Л А ^» 2̂ ( \Х, /), Г2, X, t)dt
( п - 1) (п)

/2 ( (*, /), Г2, X, 0 .
(га)

h  (X, о  l(n-i)
°*D,  

(га) (га)

дх  
( г а -1 )

R2( г ,  ( х , /), Го (х, t), х, t)
(44)

(га) (п)^
и полагаем ?и г 2 не зависящими от х вне зоны 9?\ 09?% 
(рис. 4.53). Мы не будем проводить здесь громоздких вы кла
док, связанных с оценками 
первых производных после
довательных приближений
\п) (п)
?и г 2, так  к ак  они в основ-

ранее, а фиксируем лишь х;+ 
результаты. Если система 
(1) удовлетворяет выше
перечисленным требова-

(.п ) (п)
ниям, а решения г  и г2 оста
ются ограниченными при
любом п =  1,2, . . . ,  то существует Г >  0 такое, что при 0

(га)

^  t sC Т все последовательные приближения r(x,  t) (п =  1 , 2 , . . .) 
обладают ограниченными первыми производными.

(я) (л)_
Зоной 0&2 мы обозначаем область переменных х, /,

(п) (п)
в которой одновременно определяются функции ?\(х, t) и г 2(х, t) 
как  решения задач (43) и (44) (рис. 4.53).

(п) (П)_ (п)
Вне зоны 3?\03?2 мы доопределяем r{x, t) для того, чтобы 

в процессе метода последовательных приближений не происхо-
(п) (п)_

дило уменьшения областей 9?\ 09 ?2 за  счет того, что функции
(га-1) (га-I)

?! , г2 неизвестны в области определенности решений задач 
Коши (43) и (44).

Наконец, наметим элементы доказательства сходимости ме
тода последовательных приближений с тем, чтобы выяснить 
требования, которые гарантируют сходимость.

(я) ( п ) _
В общей части зон 9? i 0 9 ?2  для  всех п- 1, 2 , (таковая

(га)
сущ ествует и при достаточно малых Т содержит линии 0 2 >о 1, 

(«)
0 3 ? d2. при всех п =  1, 2, . . . )  аналогично предыдущему нетрудно
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получить оценки
(га)

A?i (t) ^  max dRi (Гр rV Х> О
дг,

(л-1) _  (п -1) __ (га-1)
A r t (/) +  М  А г/ (0 +  AT A xDj (t)

( / = 1 , 2 ; / =7̂ = /),
(га) __ (га)

Axot (/) =5¾ М/ Агг (/).
dRi

(45)

(46)

В формуле (45) выражение вычисляется при некотором

значении первого аргумента, промежуточном для последова
тельных приближений. Из формул (45), (46) следует,что

(п-1)(га)

А?г (0 = {max -Щ-  +  М/J А г 1 (/) ( / = 1 ,  2; j  ф  /). (47)

Отсюда следует, далее, что
d RW (

Af t (0 ^  ^ т а х +  АИ | {max ад/ }
(га- 2)

(/ — 1, 2; / =7̂= /).
Т ак  к ак

dtfi (га, г0. х, t) dRi (й, г0( х, t)
д?2 д~п

+  М  А г, (/) (48)

<  1

при произвольных г ь г2, г0, г0, то отсюда следует, что суще
ствует малое Т >  0, для  которого неравенство (48) можно уси
лить так , что

(га) (га-2)

А г t ( 0 < Р Д  (О, О <  р <  1 ( / = 1 ,2 ) .

Отсюда следует равномерная сходимость при 0 ^ / ^ Г  после-
(га) (га) (га)

довательных приближений г (х ,  t) и линий разрыва O S  в, и O S  оЛ 
Таким образом, мы можем показать, что существуют пре*

(га)

дельные функции г г (х, /) =  lim г г (х, /) (/ =  1, 2), которые удовле-
г а ->  оо

творяют сформулированным выше условиям. Этим заканчи
вается доказательство существования решения задачи Коши 
(1), (3) в случае выполнения условий (7).

8. Замечания о единственности разрывного решения системы 
двух уравнений. Мы кратко обсудим здесь вопрос о единствен
ности разрывного решения г(х , /), построение которого было 
проведено выше.

(га-1)
По известному приближению г (х, f) мы строили в преды*

(га)
дущ ем пункте следующее приближение г (х, /). Коротко обо-



(ft)
шачим процедуру построения приближения г  (х, I) с помощью 
равенства

(п) («-])
r (x ,  t) =  T г  (х, t), (1)

где через Г мы обозначаем нелинейный оператор, который пере-
(я — 1) (га)

водит приближение г  (х, /) в приближение г (х, t). Мы уста- 
вовили выше, что для каждой из рассмотренных конфигураций 
имеет место неравенство
(га) (га-1) (га-1) (га—2)

I! Г (х, 0  — Г (X, OIKPII r { x , t ) — Г (х, t) II, 0 <  р <  1, (2)
где под нормой \\r{x,t)\\ понимается максимум модуля r ( x , t )  
в области G.  Неравенство (2) можно такж е  записать в виде

(га-1) (га-2) (га— 1) (га-2)

|| Г г - Г г  IKPII г -  г  II, 0 < Р <  1. (3)

Предположим теперь, что существуют два различных реше
ния r(x, t ) ,  r(x, t ) рассматриваемой задачи Коши. Мыслимы при 
этом две возможности:

1) решения г и г  соответствуют двум различным конфигу
рациям;

2) решения г и г  соответствуют одной и той ж е конфигура
ции линий разрыва и волн разрежения.

Первая возможность, однако, сразу ж е исключается, так  как  
она эквивалентна неединственности устойчивого обобщенного 
решения задачи о распаде произвольного разрыва, а, к ак  мы 
видели в п. 5, это исключается требованиями, наложенными на 
систему двух квазилинейных уравнений.

Поэтому нам остается рассмотреть случай, когда решения 
r(x, t) и r(x,  t) соответствуют одной и той ж е  конфигурации.
Значит, существуют два решения r(x,  i ) и r(x, t ) ,  удовлетворяю
щие требованиям, которые формулировались в п. 7, и удовле
творяющие одному и тому ж е  операторному уравнению:

г  (х, t) — Tr (х, /), г  (х, i) — Tr (х, t). (4)

К решениям г и г  уравнения (4) применим метод оценок, кото
рые приводились выше для последовательных приближений; 
поэтому из (4) следует оценка

|| г  — *|| =  || Гг — Гг || ^  р || г — Г||, 0 <  р <  1, (5)

что невозможно. Отсюда мы заключаем, что г — г. Так доказы
вается единственность устойчивого обобщенного решения задачи 
Коши (3.7.1), (3.7.3).
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Наше второе замечание касается области, в которой может 
быть построено разрывное решение системы двух  квазилиней
ных уравнений. До тех пор, пока число особенностей решения 
(линии разрыва, волны разрежения) остается конечным, мы 
можем применять указанный метод построения решения, раз
бивая область на части, в которых особенности носят изолиро
ванный характер. Однако особенности решения возникают даж е 
из гладких начальных данных, и число их может множиться, 
возможно, д аж е  неограниченно.

Это обстоятельство затрудняет построение разрывных реше
ний системы двух квазилинейных уравнений в целом, т. е. для 
любых / >  0.

Заметим, однако, что в большинстве практических задач 
число особенностей остается ограниченным.

9. Теорема Глимма. Д ж . Глимм [1965] доказал , что задача 
Коши

+  и(дс, 0) =  «о (*) (1)

разрешима в целом (т. е. во всей полуплоскости / ^ 0 ) ,  если 
начальная функция ио(х)  достаточно мало отличается от по
стоянного вектора й. О системе законов сохранения в (1) пред
полагается лишь гиперболичность в узком смысле и выполнение 
«условий выпуклости»

r k (и) • (и) >  0 (£ =  1, 2 ........... п) (2)
в некоторой области Й переменных и\, ип-

В качестве меры уклонения начальной функции ио(х)  от по
стоянного вектора й используются величины

d0 — шах | «о (х) — й | (1 +  to tv a r  и0(х)),
X — оо <  X <  00

di — max| Oq (х ) — й  | +  to tva r  щ(х) .
X —оо <  X <  оо

Величина d\ применяется при рассмотрении общих законов 
сохранения, a d 0-~ при рассмотрении систем (1), приводимы \ 
к инвариантам Римана. Малость d 0 накладывает на и0(х) су
щественно менее жесткие ограничения, чем малость d\.

Под обобщенным решением задачи Коши (1) понимается 
ограниченная, измеримая в полуплоскости t ~^О функция и(х, t).  
удовлетворяющая интегральным соотношениям

оо

$ § (gtU +  g xФ («)) d i  dx -f-  ̂ g  (x, 0) Uo (x) dx =  0 (3)
t ^  О —ОС

■ —00 <  X < 00  - j

для любой гладкой вектор-функции g(x_,t),  отличной от нуля 
лишь в ограниченной области этой полуплоскости.
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Т е о р е м а .  Пусть д л я  системы з а к о н о в  с ох р ан ен и я  (I) 
а нек оторой  области  Я выполн ены  сф ор м ул и р о ван н ы е  в ы ш е  у с 
ловия. Т о г да  д л я  л ю б о г о  й  е  Q м ож но  указать чи сла  6 >  О 
а К >  0, такие , что е с л и

d j < 6 ,  (4)

г о  з а д а ч а  К о ш и  (1) имеет в п ол упло ск о сти  0 о б о б щ е н н о е  
р е ш е н и е  и(х,  t ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  о ц е н к а м :

sup | и (х, t) — й  | ^  /С sup | щ  (х) — й \, (б)

to tva r  u { x , t ) ^ K  to tv a r  щ(х) ,
— 0 0 < # < 0 0  —о о < Х - < о о

(6)

3 f

2rq~ ------ о-------------- о  -
1 ) г5

\ I и {х, t2) — и (х, ii) 1 dx К  | /2 — h  1 tot var и0 (х). (7)
J —ОО < х < ОО

— оо

Если, к р ом е  того, си стема з а к о н о в  с ох р ан е н и я  приво дится  к ин 
вариантам Римана,  то у с л о в и е  (4) зам ен я ет ся  на б о л е е  с л а б о е  
у с л о в и е  do <. 8.

Отметим сразу, что теорема Глимма устанавливает лишь 
факт существования обобщенного решения. Вопрос об един
ственности решения з ад а 
чи Коши (1) остается от- ^  
крытым.

М ы ограничимся здесь 
лишь обсуждением узло
вых моментов довольно 
сложного доказательства 
этой теоремы, отсылая чи
тателя за деталями к р а 
боте Д ж . Глимма [1965].

Сначала строится не
которое семейство «при
ближенных» решений з а 
дачи (1). На полуплоско
сти t ^ O  введем «ш ахмат
ную» сетку точек (m h , п%), п ' =  О, 1, 2, . . . ,  a m  при каждом п  
пробегает множество всех целых чисел таких, что m  -f- п  четно.

Пусть функция v  (х, t) кусочно-постоянна на каждом слое 
t == пт, где она имеет постоянные значения о" на каждом 
интервале

(m  — 1) h  <  х <. (m  +  1) h  (при m  +  п  нечетном).

На рис. 4.54 указаны  точками границы этих интервалов и бук
вами принадлежащие этим.интервалам постоянные значения .

Щ

Zh t o -
Рис. 4.54.
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Опишем процедуру построения по известным и" прибли
женного решения v ( x , t )  в полосе и после
дующего выбора постоянных значений о”+1.

Кусочно-постоянные значения у" на п -м слое t — т  при
мем за начальные условия для системы законов сохранения (1) 
и найдем решение v (х, t) этой задачи Коши в слое т  ^  t ^  
г£С(п+1)т . Таким образом, в этой полосе v ( x , t )  является точ
ным обобщенным решением системы (1) с кусочно-постоян
ными начальными значениями, т. е. нахождение v  (х, t) сво
дится к последовательному решению задач о распаде разрыва, 
сосредоточенного в точках сетки на п -м слое. Ширина этой 
полосы — шаг т — может быть выбрана столь малой, что волны, 
возникшие в результате распада разрыва в точках (m h , пх) 
остаются при t [т ,  (п  -+- 1)т] в интервалах ( т — 1 )/1 =¾%^ 
sg: (m +  1)/г. Тогда за время т эти волны не успевают вступить 
друг с другом во взаимодействие. Условие

■ sup_| I* (ы) | <  1 (й =  1, 2, п), (8)
«S i

очевидно, обеспечивает нужную малость т.
В силу близости величин v ’̂n_ l и у " +1 (которая следует из 

малости вариации ио{х)),  согласно теореме Л акса  (см. п. 4 ), су
ществует решение

0 “  ^  ( 'TIT^T''> Vm~V °m+l) > {> П'Х 
задачи о распаде

х <  mh,  
х >  mh.

распаде

ч т + 1>

Ввиду выполнения условия (8) v n {x, i) определяется при 
всех т, таких, что т  4- п  четно, формулой

„ " ( * ,0  =  V ( ^ f ;  с +1) ,  (9)

г а т ^ / ^ ( « + 1 ) т ,  ( т — 1) h ^Lx ^  (т 4- 1) h.

Пусть на каж дом  сеточном интервале t =  (n-\- 1)т, (m ~ l ) h =¾ 
выбрана произвольная точка х^+К Тогда пола

гаем
(  — tnh \■ 0«+l =  t)» ( ^ + l ,  ( „ + 1 ) г ) = =У ^ _ « _ ------ ; Vl + l j .  (10)

Формулы (10) позволяют определять рекуррентно последо
вательности (¾ } при п =  1, 2, . . . ,  если, конечно, заданы по-
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глсдовательности {л:"}'. Полагаем =  и0(жт)> т о г Д а  формулы
(10) можно рассматривать как  некоторую конечно-разностную 
гхему, аппроксимирующую задачу Коши (1) на сетке 
( схема Глимма) .

Заметим, что задание совокупности точек на полупло
скости t ^  0, х эквивалентно заданию совокупности точек

X̂  *“  (ш 1) /z
(/■“ =  — — ^ --------- фиксированного отрезка [0 ,1 ] ,  Эту сово
купность будем обозначать буквой а.  Ее можно считать точкой 
бесконечномерного пространства А =  П  [0 ,1 ] .

т ,  п
В качестве приближенного решения задачи (1) принимаем 

функцию v ( x , i ) ,  которая определена равенствами (9) и (10). 
Оно зависит от параметров т, А и бесконечномерного параметра 
(1==={а т\- -^3 параметров А будем считать независимым 
только один (А) ,  фиксируя отношение т/А с выполнением (8). 
Параметры а£ будем считать независимыми.

Таким образом, в качестве приближенного решения мы при
нимаем функцию

v ~ v ( x ,  t\ А; а),

определенную (9) и (10), в которых хпт — ( т  — 1)А +  2Аа". 
Согласно построению приближенного решения функция v  (х , t; А; а) 
является точным обобщенным решением рассматриваемой систе
мы законов сохранения внутри каждой полосы пх <  t <  (га + 1)т.

Д л я  доказательства существования v ( x , t ; h ; a )  нужно обос
новать применимость теоремы Л акса  к распаду разрыва во всех 
точках сетки, т. е. доказать  достаточную близость £>£,_], 
для всех п, т,  а т акж е  принадлежность значений v (x , t\ h\a )  
области В, что необходимо для удовлетворения (8). За  доказа 
тельством этих деталей мы отсылаем читателя к цитированной 
работе Д ж . Глимма.

Также без доказательства отметим, что приближенное реше
ние v (x , t ' , h\a )  удовлетворяет оценкам, аналогичным (5) — (7 ) :

sup j v  [х, t; А; а) — й \ ^ К  sup | v  (х, 0; А; а) — й  |, (11)
X X
to tv a r  a ( x , t ; h ; a ) ^ K  to tva r  v (x ,  0; A; a), (12)

— оо-<д;<оо — oo < X < ОЭ
CO

§ I v  (x, t2\ A; a) — v  (x, zy, A; a) | dx  ̂
—  00

<  К (т -H  /2 — /j I) tot v ar  v{x> 0; A; a) (13)
-oo<x<«>

с постоянной К, не зависящей от А, а .



Из неравенств (11) и (12) по известным теоремам теории 
функций следует, что при каждом фиксированном t и а семей
ство функций v { x , t , h ; a )  содержит последовательность 
v{ x , t 4, h i ;  a )  (ft;-> 0), сходящуюся почти всюду и в среднем:

v  (х, t; h {; а)  - *  v  (х, t; а) для  почти всех х,
Хг
 ̂ | v  (х, t; h^ а) — v (х, /; а) \ dx  - »  0 для  любых хи х2.

XI
Из неравенства (13) с помощью простого рассуждения следует, 
что из этой последовательности можно выделить подпоследова
тельность, которая сходится почти всюду в полуплоскости 
t ^  0, а такж е  в среднем в любой ограниченной области этой 
полуплоскости. Будем поэтому считать, что этими свойства
ми обладает сама последовательность v { x , t \ h r , a ) - > v ( x , t ; a )  
(почти всюду при t ^  0 ) .

Доказательство теоремы Глимма завершается рассмотре
нием невязки приближенного решения v ( x , t ; h ; a ) — ошибки 
в выполнении равенства (3) с гладкой финитной функцией 
g{x,t )\

с о

6 (g; h; a) =  ^  ( g tv  +  (V)) d t d x  +   ̂ g  (х, 0) и0 (х) dx. (14)
* > 0 ,  -оо—00<JC<00

Учет того, что в полосах пт / 5¾ (я  +  l ) t  приближенное 
решение v ( x , i ; h ; a )  является точным решением, приводит к вы
полнению равенств
( « +  1 ) Т  ОО

5 dt  J (gtV +  g xy ( v ) ) d x  =
tlX — оо

оо

== $ [g(*. ( « + 1) t)i>(*,'(r t + 1)т  — 0; ft; а) —
— 00

— g  (x, nx) v  (x, nx; h; a)\dx,
и поэтому

b ( g ;  h; a) M # ;  h\ a),
n =0

Где;
OO

60(g-; ft; a ) =  § g ( x ,  0) [uQ (x) — v  (x, 0; h; a)] dx,
—oo • -

CO

6ft (g; ft; a) =  g  (x, nx) [v {x, nx — 0; ft; a) — v {x, nx ; ft; a)] dx.
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Доказать, что 5 -> 0  при Л-> 0 и любом фиксированном а (т. е. 
всюду на А) не удается. Поэтому будем рассматривать б как 
функцию переменных a — (a^J  и покажем, что невязка б стре
мится к  нулю в среднеквадратичном, т. е. в метрике ,5?2(Л):

 ̂ |6(g; h; a)\2d a - > 0  при h ->  0. (15)
А

Т ак -как
оо оо

62=  Z 6 2  +  2 I  z  6 А
п=0 n*=l k<.n

и число значений п, при которых 6п ¥= 0 есть О ( j ' j  (ввиду фи-
нитности g ) ,  то для доказательства (15) достаточно пока
зать, что

J b l  d a  <  Ch2, | J 6n6m da  | <  Ch2. ( 16)

Первая оценка (16) является следствием равномерной на А 
оценки

j 6„ ( g ;  /г; а) | Ch tot var v (x, t; h\ a),
которая легко проверяется.

Д ля  доказательства второй оценки из (16) обозначим через ап 
совокупность а" с фиксированным п  и заметим, что
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dan
(к+1) А

\ б„ (^; /г; а) ,
<4+1.

=   ̂ g  (х, хп) dx  ̂ d a n [о « -1 (х, nx)—v n~l (х%, пт)]  =
к  ( 4 - 1 )  А

(fe+1) A !

=   ̂ g  (х, nx) dx | d a l  \уп~х (х, nx) — v " - 1 (х^, п т)]  =
к  ( 4 - 1 )  А 0 .

(4 + 1) А (к+1 )А

^  1l  ж   ̂ ^  от) ^  “ 0,1-1 d y =
4 (4 - 1 )  A (ft —1) А

(4 + 1)А (4+1)А

=  5 [g (*>«T)—& (^ ,n T ) ]d *  $ [°п-1 (х,пх)—v n~x{y,nx)]dy .
к  (ft- 1  )Л (ft—1) А

Поэтому

j  ̂ 6„ (g; /г; a) da11 <
; (4+1) А 2А

< С ] ^   ̂ dx  ̂ | о"-1 (х, пх) — оп-1 (л; +  у ,  nx) | d y  <
к  (fe— 1) h —2h

^  4A2Ci tot var и (х, t\ h ; a),

21 Б. Л. Рождественский, H. H. Яненко
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где Cj — постоянная, оценивающая \gx{x,t)\.  Так к ак  при 
т  <  п 8m( g ; h ; a )  не зависит от а п (она зависит только от а к 
при k m ) , то

Отсюда следует вторая оценка (16), так  как , очевидно,

Итак, стремление б ( g ;  h\ а)  к нулю в среднеквадратичном 
смысле в бесконечномерном пространстве А (15) показано для 
любой гладкой финитной g ( x , t ) .  Согласно известным теоре
мам теории функций существует подпоследовательность 
6 (g ;  ht; а ) ,  которая при hi—>0 стремится к нулю почти всюду в А.

Простое рассуждение показывает, что эту последователь
ность можно выбрать общей для всех пробных функций g ( x , t ) .  
Поэтому мы можем считать, что последовательность {hi}, опре
деляющая v (x ,  t\ а)  и есть эта последовательность.

Итак, для любой точки c s B c / l ,  где т е в (Л  — В) =  0, 
и любой пробной функции g { x , t )  невязка 8 ( g ;  h; а)->- 0. Совер
шая предельный переход при hi — 0 в равенстве (14), получаем

Следовательно, v (x,  t; а )  есть обобщенное решение задачи Коши 
(1), и теорема доказана.

Снова подчеркнем, что теорема Д ж . Глимма не устанавли
вает единственности решения задачи (1). Другой существенный 
недостаток этой теоремы — ее неконструктивность: конкрет
ного алгоритма построения приближенных решений, которые 
стремились бы при h i - *  0 к точному, в ней не указывается, ибо 
неизвестна сетка {а^}.

Наконец, пожалуй, самым серьезным недостатком метода 
Глимма является то, что д аж е  при априорном предположении
о сходимости приближенных решений v (x , t\h\a )  при h —* 0 
к некоторой функции v (x , t \ a )  нельзя утверждать, что она 
есть точное решение задачи (1 ),  так  как  b ( g\ h\ a )  при этом 
может не стремиться к  нулю при ft~>0. Можно сказать  по-, 
этому, что метод Глимма не является «сходящимся по не
вязке» (точнее, не доказано противное).

|  ̂ 6„ -6,п da  <|  ̂ 6„ • бт da'1 .

( g tv (х, t; a) +  g-x<p (v (х, t; a)) dt dx  +
о

— оо«<л;<оо

+  $ g  (х, 0) и0 (х) dx =  0.
— оо
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Несмотря на эти недостатки, теорема Глимма явилась нер
пой теоремой, устанавливающей существование обобщенного 
решения задачи (1) в целом для случая системы (п  ^  2) к в а 
зилинейных уравнений и, хотя и сильно ограниченного условием 
(4), но все-таки достаточно интересного класса начальных ус
ловий. Метод Глимма был применен рядом математиков для 
более частных систем законов сохранения, в результате чего 
для этих систем были получены более общие теоремы суще
ствования.

Т. Нишида [1968] показал, что для системы двух квазили
нейных законов сохранения

д  V ди  п дн  I д  /т/\__л  / 1 г7\ 
~Ш ~дх === ’ - д Г  +  Ж Р ^ ^ 0 •

задача Коши с начальными функциями
V (х, 0) == VQ (х), и (х, 0) =  и0 (х),

которые ограничены и имеют локально ограниченную вариацию, 
a F o M > S > 0 ,  такж е  имеет обобщенное решение в случае 
p ( V ) = a 2/V.

Н. С. Бахвалов [1970] выделил класс систем двух квазили
нейных уравнений, включающий в себя, в частности, систему 
(17) при р(V) =  a 2V-y , 0 <  7  <  2, для которого теорема 
Глимма справедлива без предположения о малости полной в а 
риации начальной функции. Д ля  этих конкретных систем двух 
законов сохранения в силу их специфики удается провести 
оценки ограниченности решений и их вариации (т. е. доказать 
оценки (5) — (7) без условия малости (4 ) ) .  Аналогичный под
ход к проблеме имеется такж е  в работах Диперна [1973, 19766] 
и ряде других.

Н. Н. Кузнецов и В. А. Тупчиев [1975] обобщили теорему 
Глимма в другом отношении: для более общих систем законов 
сохранения, не удовлетворяющих «условиям выпуклости» (2), 
они показали применимость этого метода.

Иной подход к проблеме существования решения задачи (1) 
был развит Т. Занг, Ю. Ф. Гуо [1965], которые рассмотрели 
задачу Коши для системы (17) с давлением р =  p(V),  удовле-■ 
творяющим обычным условиям выпуклости p ' ( V ) <  0, 
p " ( V ) >  0. Однако начальные функции не произвольны, они 
должны удовлетворять некоторым условиям упорядочения, ко
торые, грубо говоря, означают, что все возникающие в решении 
ударные волны движутся в одном направлении, а волны разре
жения — в другом. В этом случае не требуется малость вариа
ции начальных функций, достаточно их ограниченности.

В. Ю. Ляпидевский [1974] доказал  единственность решения 
задачи Коши для системы (17) в тех ж е предположениях.

21*
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В работе В.Ю. Ляпидевский [1975] доказывает единственность 
решения задачи Коши для более общей системы из двух зако
нов сохранения, однако лишь в классе решений, имеющих ко
нечное число линий разрыва.

Наконец, отметим, что изложенная здесь методика Глимм'а 
обобщена на случай начально-краевых задач для систем законов 
сохранения (см. А. Доктор [1977]) .

10. Метод вязкости для системы квазилинейных уравнений. 
Феномены метода вязкости. В главе 2 мы видели, что ударные 
волны в газе или жидкости могут рассматриваться как  пределы 
течений вязкой и теплопроводной жидкости, познакомились 
с применением некоторой нелинейной вязкости (вязкость Ней
м а н а — Р ихтмайера). В пп. 2, 7 § 2 этой главы показано, что 
устойчивое обобщенное решение одного квазилинейного уравне
ния является пределом решений уравнения с «вязкостью» при 
стремлении коэффициента вязкости к нулю.

Д ля  систем квазилинейных уравнений метод вязкости иссле
дован еще недостаточно. На примере однородной системы к ва 
зилинейных уравнений

мы покажем, что вопрос о выборе той или иной вязкости суще
ствен и требует большой осторожности.

Соответствующую (1) систему уравнений с вязкостью будем 
записывать в виде

где б (иц) — квадратная п Х п  матрица. Тем самым мы ограни
чиваемся классом «дивергентных»*) вязкостей.

Сделаем предварительно несколько самых общих замечаний. 
Очевидно, матрицу В  надо подбирать таким образом, чтобы вы
полнялись следующие требования:

а)  корректность постановки задачи Коши для системы (2 );
б) решения гладки при t >  0 при любых кусочно-непре

рывных и кусочно-гладких начальных данных;
в) имеет место сходимость (в какой-либо норме, например 

в среднем) решений Up. при ^ -> 0  к устойчивым обобщенным ре
шениям u (x , t )  системы (1).

*) Дивергентная форма вязкости в виде В обеспечивает выпол
нение условий Гюгонио на фронте размазанной ударной волны (ср. гл. 2, § 5) .

(1)

гиперболической в узком смысле:

I i ( « ) < l 2 (« ) '<  ••• <£»(«)>

(2)



Указать какие-либо достаточные требования, при пиполне* 
пни которых будут иметь место условия а) — в) ,  в настоящее 
время невозможно, ввиду того что системы (2) недостаточно 
изучены. Поэтому мы постараемся ограничить класс матриц В, 
опираясь на некоторые простейшие аналогии.

Рассмотрим случай линейных систем (1) и (2) с постоян
ными коэффициентами, когда <р =  Аи и А, В — постоянные 
матрицы.

Заметим прежде всего, что тогда всякое решение u tx(x, t) 
представимо в виде

«и О =  « ( —> “ )  -

где и (х, t) есть решение системы
ди . . ди а  д2и /ол
- W + A ^  =  B ~dW- (3>

Эта система имеет частные решения вида
и — м0ехр {г (It  +  vx)}, (4)

где «о -  собственный вектор (правый), а — собственное

значение матрицы В +  — А. Если |3у — собственные значения
матрицы В, то при |v[->co X =  i|3/V2 +  О (у). Согласно требова
нию а) мы хотим обеспечить выполнение условия

и (х, /) —> 0 при и (х, 0) ->-0,

поэтому следует потребовать, чтобы было
R e p / > 0  (/ = 1 ,  2, . . . ,  п). - (б)-

В самом деле, при Refy < 0  можно указать  последователь
ность начальных функций, скаж ем , •

uv (x, 0) =  -^ -е"*  .

которая при V —>■ оо стремится к нулю, но для которой решения 
uy (x , t ) ,  согласно (4), стремятся (по абсолютной величине) к  оо 
при всяком t >  0.

Условие (5) есть хорошо известное условие корректности 
задачи Коши для системы уравнений (3) по Адамару.

В последнее время было обращено внимание на то 
(см. 3. А. Искандер-заде [1966]) , что условия (5) в некотором 
смысле недостаточны для корректности рассматриваемой 
задачи.

Рассмотрим поведение чисел К при малых v. Если ос/— соб
ственные значения матрицы А, а г,- и /,■ — соответствующие
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собственные векторы (мы, к ак  обычно, допускаем, что сс/ веще
ственны и различны), то, к ак  легко видеть,

А = — а /V +  i v 2(l iBrj )  +  О (v3).

Если для некоторого j  — jo (1!оВ г !а) С  0, то, согласно (4), си
стема с вязкостью будет иметь частные решения вида

Нц — е  ц
где У|х — ограниченная (при ц -»-0 ) функция, которые при jli —> О 
будут стремиться при всяком 0 к оо. Согласно требованию
в) мы должны исключить эту возможность и требовать, чтобы 
наряду с условием (5) выполнялось условие

(1 ,В г , )>  0 0  =  1, 2, п). (6)

Отметим, что требование (6) означает, что должны быть по
ложительны диагональные элементы матрицы вязкости в си
стеме, возникающей из (3) после ее приведения к инвариантам 
Римана.

По аналогии с линейным случаем такж е  и для нелинейной 
системы будем требовать выполнения условий (5), (6). 

Рассмотрим некоторые простые примеры.

Будем искать частные решения ии ")- системы (2),
зависящие лишь от одного переменного у  =  (х — Dt)/[i, т. е.

(х, t) =  «ц (у), у  = Iх
Функция (у) удовлетворяет системе уравнений

d D / Ч dU* d(f dUV Г Л / Ч n n
d y B  W  d y ~  ■ dy D  dy  ^  D E  J d y ’

которая допускает интегрирование 
du, ,

в  («и ) - ^ г  =  ф (“ p.) —  Dtip. —  c  =  F  (Ир,),’ (7)

где С — произвольный постоянный вектор.
От решения потребуем, чтобы оно стремилось к постоян

ным значениям при у - + ± о о, т. е.
( и -  п р и  у - +  —  оо, 

н„ (н) —> ■( +
 ̂ { и + при у -+-\ -  ОО.

Д ля  существования такого решения необходимо, чтобы 
точки =  и~, — и+ были стационарными точками системы 
(7), т. е.

. . . . f  (и - )  =  f  (ы+) =  0 .
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Эти условия можно переписать в виде

Ф (и~) — Ф>(м+) “  D  (и~ — и+)•

Отсюда мы заключаем, что состояния и~, и + должны быть свя
заны условиями Гюгонио.

Этого, однако, еще недостаточно для существования инте
гральной кривой и 11(у)  системы (7), проходящей через точки и г
ПРИ у  —  — ОО И U +  При у  =  + 0 0 .

Выясним некоторые дополнительные необходимые условия, 
для чего систему (7) перепишем в виде

^ - = =  /4%),

где В~х — обратная к В  матрица. Разложим правую часть этой 
системы в ряд в окрестности стационарной точки, например, 
«и — Тогда —

—  (н й — г Г ) =  В~х ( г Г )  К  — иг) +  О (| «ц -  иг |2) =

=  В~1 (и - )  [ Л  ( « " )  -  DE]  (и„ -  ы") +  О ( | ^  -  и" |2). 
Умножая эту систему скалярно на вектор («й — и- ), получим 

d. (и^ — u ~ f  
d y  2

=  (uj, — и- ) В -1 ( iT )  [Л  ( « " )  — D£] (и„ — ы~) +  О ( | и„. — i t  f ) .

( % - ; Г ) 2При возрастании переменного // величина ------ -̂-----  не убы
вает в окрестности и =  и- ; поэтому, если существует интеграль
ная кривая ир{у)  системы (7 ) ,  то матрица В-1 (м-) \А(и~) — DE] 
не может быть отрицательно определенной. Совершенно анало
гично устанавливается, что матрица В~х (и+) {А (и+)— DE] не 
может быть положительно определенной.

Пусть существует искомое решение и^{у)  системы (7). Тогда 
предел

и~ при х — Dt <  О, 
4 *' I м+ при x — D t >  Оlim и^ (х, t) =  и (х, 0  =  )

и-»о t.

есть разрывная функция, которая удовлетворяет условиям Гю
гонио на линии разрыва х — Dt  и, следовательно, интегральным 
законам сохранения системы (1).

Однако это решение может оказаться неустойчивым реше
нием системы (1), так  к ак  условия существования решения 
Uy.(y), которые обсуждались выше, и условия устойчивости раз
рыва иг ,  и+ различны.



Подтвердим это простым примером, построенным в работе 
Э. Б. Быховского [1962]. Пусть

п  =  2; ф (и) =  { — и 2\ р  ( щ ) } ; р '  (щ )  <  0, р "  (щ )  >  0.

Тогда система (1) есть система уравнений изотермического те
чения нормального газа  (см. гл. 2, § 2).

Пусть и+ =  {1,0}, D >  0. Покажем, что существует решение 
и и(У) ПРИ и~ >  1. Такое решение при ^ - * 0  переходит в удар 
ную волну разрежения, которая, к ак  мы видели в главе 2, я в 
ляется неустойчивым решением уравнений газовой динамики. 

Выберем постоянную положительно определенную матрицу
/ а 0 \  

B = \ c b ) ’ а >  ̂>  0, с ф  0.
Тогда
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Собственные значения матрицы В - 1 (А (и)  — DE), как  легко 
проверить, являются корнями квадратного уравнения

Я2 +  [ ^ ± ^ - - = £ ] х +  Д’ +  р »  =  Q. (8)

Согласно условиям Гюгонио

D9 pi}) — р («Г )
и~ — 1

и согласно нашим предположениям Mf >  1, D >  0. Так как  
р ' (щ) <  0 и р " ( м ! ) > 0 ,  то отсюда следуют неравенства

y - p ' ( i )  >  д  > (9)
или

p ' ( l )  +  D2 < 0 ,  р ' ( « f )  +  Z)2 >  0.

Так к ак  а , & >  0, то отсюда следует, что корни квадратного 
урайнения (8) при и х =  и+ =  1 имеют разные знаки. Таким об
разом, собственные значения матрицы В -1 (Л («+)•— £)£) раз
ных знаков.. Это означает, что точка и =  «+ — седло.

Наоборот, в точке и =  и~ корни квадратного уравнения (8) 
одного знака (если они действительны). Поэтому для существо
вания интегральной кривой, соединяющей точки и~, и+, мы 
должны требовать, чтобы корни уравнения (8) были действи
тельны и положительны, т. е. матрица В-1 (и- )[Л  (м~)—DE] была
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положительно определенной. Это будет иметь место при выпол
нении неравенств

с — (a +  b) D 
ab > 0 , [ c - ( a  +  b)D \l

4ab ■ D'2 — р'  (и~) > 0. (10)

Легко видеть, что этим двум неравенствам можно удовлетво
рить, фиксировав произвольное с  >  0 и выбирая величину 
D >  0 достаточно малой.

Пусть величины а, Ь, с, D 0 таковы, что эти неравенства 
выполнены. Тогда точка и~ =  \и~, и ~} — узел >  1, и~ < 0) 
точка и + — {1, 0} — седло.

Таким образом, картина интеграль
ных кривых системы (7) на плоскости 
переменных ыь и2 имеет вид, изобра
женный на рис. 4.55. Стрелками на 
рисунке указано направление возра
стания переменного у.  Итак, существу
ет при сделанных ограничениях инте
гральная кривая и =  Up.{y), проходя
щая через точки и~, и+.

Устремляя в решении параметр,
[л к нулю, получим в пределе ударную 
волну разрежения, которая является 
неустойчивой.

До сих пор мы не учитывали условия (6). В нашем случае, 
к ак  Легко проверить,

UBri — а л/— р'  {щ) — с  +  b л/— р' (щ ) ,

l2Br2 — а V — р'  (ид  +  с  +  b У — р'  («О .

Если удовлетворены условия (10), при которых мы получили 
неустойчивую ударную волну, то, согласно (9),

( h B r l)u^ u - < ( a  +  b)D — с  < 0 ,

т. е. (6) нарушено.
Еще более простой и поразительный пример *) представляет 

система (2) в случае
V 2 — ( y  + V 2  )c t

Рис. 4.55.

ф (и) - К  « П  
1 2 ’ 2 ) ’ в-

При,

1

1

0 < а  <  1
2 У2

*) Пример предложен Н. Н. Кузнецовым.



матрица В  положительно определена, кроме того, она всегда 
симметрична и, очевидно, удовлетворяет условию (6 ) .  Система
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( Kj «2 1
(1) при Ф =  1 ~2 ~ > ~2 ~ ( распадается на д ва  уравнения:

д и 1 д  и\ д и 2 <Э
~Ж ^  ~дх =  ~дГ  ^  ~дх Т  ^

а система (2) в этом случае имеет решение
и, + и? (  2u°jX 1 

и2 = ” Л/2 мь -------- рг =  expS ------ }■, и? >  0.иУ — и\ (. ац )

Отсюда следует, что при ц -> 0  и\ — щ  (у) =  щ  стремится 
к  неустойчивому решению

(  — и\, х <  О,

“ ‘ W “ i  и», х >  0, “! > 0 ’

уравнения Хопфа (и2{у) стремится к устойчивому решению).
Заметим, что интегральная кривая в этом случае проходит 

через точку щ  =  и2 =  0, в которой собственные значения си
стемы (1) gi =  мь £2 =  «2 совпадают (т. е. система не гипер
болическая в узком смысле). Именно с этим связано то, что 
условие (6) в данном случае оказывается недостаточным.

Возможны ли подобные примеры с симметричной матрицей 
вязкости для систем, гиперболических в узком смысле, — неиз
вестно.

Рассмотрим матрицу вязкости
В =  Ь(и)Е,

которая, очевидно, удовлетворяет условию (6 ) .
Покажем, что в этом случае при п =  2 система (7) не мо

ж ет  иметь решений, которые при соответствуют неустой
чивым разрывам.

Действительно, если существует интегральная кривая Иц(г/), 
проходящая через точки и~(у — —оо) и и + { у ~ о о), то невоз 
можно выполнение неравенств

h ( u ~ ) < D < l k(u+) . , (11)
ни для какого & = 1 ,  2. В самом деле, пусть эти неравенства 
имеют место, например, для k — l.  Тогда, так  как  £г(«)>  h ( u )>
то I 2 ( «+ )> £ ) .  Поэтому матрица В~1 (и +) [Л  (и+) — £>£] =

В 1=  j_y [Л (и+) — DE] — Y{^+) И  (ы+) — ВЩ имеет собственные

значения ^ ь̂\и+) ~ 1 К0Т0Рые> согласно (11), оба положительны.
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Как мы видели выше, в этом случае не существует интеграль
ной кривой системы ( 4 ) , соединяющей точки и~, и+, поэтому вы
полнение (11) невозможно. Аналогично доказывается невоз
можность (11) при k =  2.

Итак, в случае В =  b (и) Е ни для какой интегральной кривой 
не может выполняться (11).

Заметим, что отсюда еще не следует, что все решения u tl( y)  
при ц -> 0  будут стремиться к устойчивым решениям системы 
(1), так  к ак  длп произвольных систем условия устойчивости не 
формулируются в виде неравенств (3.1.10), (3.1.11). Тем не менее 
для систем, для которых эти неравенства гарантируют един
ственность, матрицы вязкости рассмотренного вида дают лишь 
устойчивые решения.

Некоторые преимущества единичной матрицы вязкости 
можно установить и в более общих случаях (см. JI. Фой [1964]) . 
Общие матрицы вязкости, но для систем более специального 
вида рассматривались в работе А. Г. Куликовского [1962]. Пре
имущества единичной матрицы вязкости не означают, конечно, 
ее предпочтительности. На практике приходится пользоваться 
более сложными матрицами вязкости. Так, например, для вяз 
кой и теплопроводной жидкости «матрица вязкости» не я в 
ляется единичной.

С помощью метода вязкости успешно исследован вопрос 
о допустимых разрывах для общих систем из двух и более з а 
конов сохранения. В работах В. А. Тупчиева [1964, 1966, 1973а] 
формулируются условия допустимости разрыва для достаточно 
общей системы законов сохранения. Там ж е вводится понятие 
допустимой матрицы вязкости и устанавливаются достаточные 
условия, при которых матрица вязкости допустима. Интересно 
применение специального вида вязкости, когда матрица В (и) 
в (2) заменяется на tB (и) и система уравнений (2) имеет вид

ди ц <3ф(ыц) д  ди^
d t  ^  дх ^  дх дх  ' ( ^

Такая форма вязкости применялась в работах А. С. Калаш 
никова [1959], В. А. Тупчиева [1964, 19726], К- Дафермоса 
[1973а, 1974].

Система уравнений (12) инвариантна относительно преоб
разования подобия х ' — kx; t ' =  kt ( & > 0 ) .  Поэтому задача 
о распаде произвольного разрыва для системы (12) имеет 
автомодельное решение u v. =  u yL( y ) ,  у  =  x/t, аналогично задаче
о распаде разрыва для системы без вязкости. Это решение удов
летворяет системе обыкновенных дифференциальных уравнений
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и краевым условиям на бесконечности
и~ при у  -> — ОО,

(14)и + При #->•-{- ОО.

Изучение структуры решений задачи (13), (14) приводит к не
обходимым условиям на разрывах решения и (у) =  lim нд (у)
задачи о распаде для системы уравнений гиперболического 
типа. Более подробно рассматривалась система двух законов 
сохранения, для которой изучалась структура решения и ( у )  
и длц  «невыпуклых» систем (см. цитированные выше работы). 
В частности, показано, что на допустимых разрывах решения 
и (у)  должны выполняться условия (3.2.32), (3.2.33).

Теперь рассмотрим более общие задачи для уравнений 
с вязкостью. Наибольший интерес представляют уравнения дви
жения вязкого и теплопроводного газа  или близкие к ним си
стемы уравнений.

В главе 2 § 5 мы уж е  рассматривали автомодельные реше
ния уравнений движения для вязкого и теплопроводного газа, 
которые были применены для изучения структуры ударного пе
рехода. Более общие задачи — задача Коши и смешанные з а 
дачи — изучены в настоящее время недостаточно. Вопрос о гло
бальной разрешимости этих задач для большинства случаев 
остается открытым.

Математическое исследование системы уравнений Навье — 
Стокса для сжимаемого вязкого и теплопроводного газа было 
начато -Дж. Нэшем [1962]. Им доказано, что при любых гладких 
начальных данных на достаточно малом интервале времени су
ществует единственное классическое решение задачи Коши. Эти 
результаты были затем повторены и обобщены с применением 
другого метода в работах Н. Итая [1970] и А. И. Вольперта,
С. И. Худяева [1972]. В. А. Солонников [1976] доказал  локаль
ную разрешимость смешанной краевой задачи для уравнений 
баротропной сжимаемой вязкой жидкости.

Поведение решений уравнений вязкого газа в целом по вре 
мени изучено пока только в одномерном случае, а такж е  для 
модельных уравнений,

Н. Итая [1974] рассмотрел простейшие модельные урав 
нения

— так  называемую модель Бюргерса, — которые совпадают 
с уравнениями газовой динамики с вязкостью в лагранжевых

Ц->+0

(15)
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координатах, если в них положить р  =  const. J1  Итая доказал 
существование и единственность классического решения задачи 
Коши для системы (15) для любых t >  0.

В работах А. В. Кажихова [1975, 1976] доказаны глобаль
ные теоремы для некоторых смешанных краевых задач для бо
лее общей модели баротропной жидкости и для системы урав
нений совершенного политропного газа с вязкостью и тепло
проводностью

с уравнениями состояния

pV =  RT, е =  c v T (17)

(см. гл. 2, формулы (2.5.14), (2.5.16) при v =  0).
Центральное место в доказательстве глобальной разрешимо

сти задачи Коши для системы (15) занимает установление огра
ниченности и строгой положительности плотности p ( q , t )  при 
любом t ^  0; в случае краевой задачи для системы (16) надо 
такж е  установить это и для температуры Т.

Из второго уравнения системы (15) следует ограниченность 
сверху и снизу скорости u =  u ( q , t )  при любом / >  0, после 
чего легко устанавливается ограниченность сверху и снизу 
плотности р (q, t ) .

Д ля системы (16), (17) в работе А. В. Кажихова [1976] 
ставятся начальные ' '

Т (q, 0) == T0(q )>  0, (18)

(<7 — 0, q =  q\) <19)

условия. Условия (19) описывают истечение теплоизолирован
ной массы газа в вакуум .

С помощью введения новых безразмерных переменных
t q V\ и п  Т

и (q, 0) =  и0 (q), V (q, 0) == V0 (q) >  0, 

и краевые
т>—i ди г\ дТ _л(XV —  р — 0, « - ^  =  0



приводим уравнения (16) — (19) к виду
<5р I 2 dv  a  dv  d (  d v  \ , д  , 
дх  ^  Р дх ~  ’ дх дх  дх  )  ^ дх  *-Р ^
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‘ К - й + р ® ' - * » '

( k ~ R / c v , X =  k/\icv)

(20)

и
^  — kB =  0, - f j  =  0 при х =  0, х = 1 .  (21)

Начальные значения функций ро (я) и 80 (х) строго положительны 
и ограничены:

О <  т < р 0 (х), 0 о(л: Х уИ <  оо. (22)

Получим оценку для  р (х, t). Интегрируя второе из уравнений (20), 
найдем:

д
дх  ̂ v ( l ,  x ) d l  =  p ~  — /гр0.

Так к ак  из первого уравнения системы (20) следует, что 
dv д In р

р ------ д % ’ то 0ТС1°Да имеем после интегрирования по х:

| (х, х) ехр  ̂ р (х, s)  9 (л:, s) d s j  =

=  Ро W  exp | J [t»o (g) — о (1, t)] J . (23)

Умножим формулу (23) на kQ(x,x)  и вновь проинтегрируем 
полученное равенство по т. Мы получим

ехр  ̂ р (х, s)  0 (х, s )  d s j  =

=  I +  kp0 (x)  ̂ 0 (*, s)  exp [y0 (!) — V (g, s)] d g j  ds .  (24) 

Комбинируя (23) и (24), получаем соотношение



позволяющее оценить р(х,  т). Из (25) имеем оценки

M p ( % ) ^ n ( i +  kN~l ^ m e ( s ) d s \  , (26)
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т р (т) ^  N~l +  kN  ̂MQ ( s ) , (27)

где введены обозначения
т р (т ) =  m i n  Р (х > т )> т о (т ) ~  m ‘n  О (*> т )>

X X
М р (-г) =  max р (х, т), Мв (г) =  max 9 (х, т).

X X

Константа N в (26), (27) зависит только от начальных данных. 
Если /ие (т) >  0, то из (26) имеем оценку сверху для  плотности 
Р (х, т)

АГр (т)<ЛГ.
Запишем третье уравнение системы (20) в виде

дв ,  д (  д в  \ | (  d v  k Q\ 2 k2 Q2

и будем рассматривать его как  параболическое уравнение для 
температуры 0(х , т ) .  Тогда легко получаем оценку

Т
« V  ( т ) <  т ~ 1 +  4 ” jj м р (s) ds.

о
Усиливая эту оценку с помощью соотношения (26), мы по

лучим интегральное неравенство для /пв(т), из которого следует 
оценка снизу для те  ( т ) .

Из формулы (27) аналогично получается оценка снизу и для 
плотности р {х, т ) .

Остальные априорные оценки получаются на основе извест
ных приемов, разработанных в теории параболических урав 
нений. Не останавливаясь на этом, сформулируем основной ре
зультат работы А. В. Кажихова [1976].

Т е о р е м а .  Пусть начальны е  д а н н ы е  (18) у до вл етворяют  
• у с л о в и я м  (22) и прина дл ежат пространству  С. Л. С о б о 
л е в а  Wi- Т о г да  на любом  к он ечн ом  промежутке  в р ем ен и  [0, Г] 
с уществу ет  е д ин ст в ен нн о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  (16) — (19) с о  с л е 
д у ю щ и м и  свойствами:

Г||о W i l l  +119 (*t) II 1 (а,+ 1 - ^ -  (*)| +  1 < 0 0 ’L 2 ̂  > v 2<q) II аг  к 2 (Й) ах !L2(Q)J

li Hi, (Q) "Ь II VXX Wl , (Q) +  II От 11̂  (Q) +  II ®ХХ IJi2 (Q) <  0 0 •

З д е с ь  Q =  [0 ,1 ] , Q =  Q х  [о, Г ] .

max
0 < Т < Г
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Величины  р(х, т) и 0(х, т) строго положительны и о г р а н и 
чены в Q.

Если при  этом начальные д а н н ы е  достаточно гл адки  и вы 
полн ены  н е о б х о д и м ы е  у с л о в и я  с о г л а с о в а н и я ,  то р е ш е н и е  р а с 
сматриваемой см ешомной  з а д а ч и  явля ется  кла с с ич е ск им .

§ 4. Приложения общей теории систем квазилинейных 
уравнений гиперболического типа

В этом параграфе будут указаны некоторые задачи физики, 
химии, математики, которые связаны с теорией систем квазили
нейных уравнений гиперболического типа.

Наиболее известным применением систем квазилинейных 
уравнений гиперболического типа является изучение одномер

ных течений сжимаемых га-
I зов и жидкостей, лишенных 

вязкости и теплопроводно
сти. В главе 2 подробно изу
чался этот вопрос и его 
связь с теорией систем к ва 
зилинейных уравнений.

Другими хорошо извест
ными примерами задач, свя 
занных с системами квази
линейных уравнений, яв 
ляются движение несжимае
мой жидкости в неглубоких 

каналах (теории «мелкой воды »), сверхзвуковое установившееся 
течение газа или жидкости в двумерном случае, задачи 
нелинейной теории упругости, теории фильтрации и некото
рые другие. Мы кратко остановимся здесь на некоторых 
из них.

1. Теория «мелкой воды». Пусть в канале, имеющем форму, 
указанную на рис. 4.56, течет тяж елая  (в поле тяжести) несжи
маемая жидкость. Будем предполагать, что жидкость лишена 
внутреннего трения, трения о стенки и дно канала, а уровень 
жидкости над дном канала h является малой величиной по 
сравнению с размерами неровностей дна, характерными разме
рами течения и т. п. Будем считать, что течение жидкости харак
теризуется одним пространственным переменным х и зависит о г 
времени t : Тем самым мы считаем, что скорость жидкости и 
имеет отличную от нуля компоненту их, которую мы будем обо
значать через и, а остальными компонентами можно прене
бречь; кроме того, мы считаем, что уровень h  зависит такж е  
лишь от Л' и t.

При этих предположениях выведем уравнения, описываю
щие движение жидкости*). 

Пусть h (х , t) — уровень жидкости, отсчитываемый от дна 
канала в точке х, р — плотность жидкости, I — ширина канала, 
и (х, t) — скорость жидкости, направленная вдоль оси х. 

Количество жидкости, находящейся в момент t м еж ду двумя 
поперечными сечениями канала плоскостями х  — xi, х — Хг, 
очевидно, есть величина

Xi Хо ' .  '

 ̂рl h  (х, t) dx — р/  ̂h (х, t) dx.
. X] Х\ '

Изменение количества жидкости в этой части канала м еж ду 
моментами t  =  ti и / — t2 есть величина

Хг

Ql\[h (х, (2) — h  (х, /,)] dx, (1) 

которая, очевидно, должна равняться количеству жидкости, вте
кающему за время от t — U до t — через плоскости х — xi 
и х =  х2, т, е. величине 

и 
~  р/ ^ [h (х2, t) и  (х2, /) — h  (х\, t) и (xi, t)\ dt.  (2)

ti

Приравнивая (1) величине (2), получим уравнение
Хг t-i

[  {h (х, t2) — h  (х, /j)} dx  +  J [hu  — hu  |ж„ J  dt  =  0, (3)
X: 11

которое, очевидно, представляет собой интегральный закон со
хранения массы жидкости. 

К ак  обычно, из (3) вытекает интегральный закон сохранения 

^ h d x ~  h u d t  — 0, (4)
с

справедливый для любого замкнутого контура С плоскости пе
ременных х, t, и дифференциальное уравнение

- f .  +  J L t o  =  0  '(5)

в случае гладких течений. '■

*) Наш вы вод имеет лишь наводящий характер . Строгое обоснование 
теории «мелкой воды » см. в работе JI. В. Овсянникова [1973].

22 Б. Л. Рождественский, Н. Н. Яненко
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Изменение полного импульса жидкости в той ж е  части к а 
нала за время от t — t\ до t  — t2 равно величине

Хг
Р l \ [ hU\t-t2- hU\t~tll dx - (6)

Xi

Импульс жидкости изменяется в этой части канала за счет двух 
эффектов: за счет переноса импульса потоком через плоскости 
л- — х\ и х =  Х2 в количестве

и
~ p l \ [ u 2h \ХшХ~ и 2к  \x^ d t ,  , (7)

и
а такж е  за счет импульса сил давления в плоскостях х =  х\ 
и х — х2.

Вычислим полное давление p ( x , t ) ,  действующее в сечении 
канала . Считая, что на свободной поверхности жидкости z — h 
давление равно нулю, будем иметь по барометрической формуле 
P — PS'(h — z) ( g  — ускорение силы тяжести) и

h h

р(х, t) — l ^ p d z  =  I g g   ̂ (h — z )dz  =  ~ Ipgh2. (8)
0 . 0 . .

Поэтому импульс сил давления в сечениях х — х\ и х — х2 за 
время от t ~  t\ до t =  t2 дается величиной

2̂
| [h2{x2, t) — h2 [xi, t)] dt. (9)

Приравнивая теперь (6) сумме (7) и (9), получим инте
гральный закон сохранения импульса жидкости 
х2
$ [ Ьи\ы и  — Ы  I,

+

tv

/ш*+ * - ¥ - ] [hu2+  g ^ ) \ x_ ^ d t  =  0. (10)

Уравнение (10) может быть записано в виде интегрального 
закона сохранения импульса

hu dx — ( j iu2 +  g  4 p )  dt  =  0, (ID

из которого для  гладких течений следует дифференциальное 
уравнение

+ К ' “ ! + т И = ° -  <12>
dhu
dt
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Соединяя уравнения (5) и (12), получаем систему двух к ва 
зилинейных уравнений для h(x, t ) ,  и(х, t ) :

Теперь легко заметить, что система уравнений (13) совпадает 
с системой уравнений газовой динамики изознтропического тече
ния идеального газа  с показателем адиабаты у  — 2, В самом 
деле, если величину h обозначить через р и считать, что
p =  -f- Р2, то система (13) переходит в соответствующую си
стему для указанного случая (см. гл. 2).

Из этого сравнения мы, в частности, заключаем, что си
стема (13) — система квазилинейных уравнений гиперболиче
ского типа и что решения ее, вообще говоря, разрывны. Разрыву 
решения системы (13) соответствует внезапное повышение 
уровня h ( x , t ) ,  т ак  называемый «прыжок воды». На фронте 
разрыва должны выполняться обычные условия Гюгонио и ус 
ловия устойчивости.

2. Плоское установившееся течение сжимаемого газа . Д р у 
гим хорошо известным примером системы квазилинейных урав 
нений гиперболического типа является система уравнений, опи
сывающих плоское установившееся сверхзвуковое течение сжи
маемого газа . Если и, v  — составляющие вектора скорости q, то 
эта система имеет вид

Эта система описывает лишь гладкие течения. Необходимая 
для рассмотрения разрывных течений консервативная форма 
уравнений (1) приведена ниже.

Характеристическое уравнение (4-й степени) для системы (1) 
имеет вид

(13)

(i)

v  — tu P 0
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(v  — |и)2 [|2 (и2 — с2) — 2ио| +  ( v2 — с 2)] =  0, (2)

где g =  — характеристическое направление системы (1).
Первый множитель дает двукратный корень g — у/и. Соответ

ствующая характеристика есть, очевидно, линия тока. Она, т а 
ким образом, двукратно вырождена. Второй множитель в левой 
части (2) имеет вещественные корни лишь при q2 — и2 -f- v 2 ^  с 2. 
В звуковом случае (q — с )  оба эти корня совпадают и система
(1), к ак  нетрудно проверить, не является гиперболической. Н а
против, в сверхзвуковом случае (q >  с )  она гиперболического 
типа. Чтобы убедиться в этом, достаточно проверить, что крат
ному собственному значению g — v j u  соответствуют два линейно 
независимых собственных вектора, т. е. два независимых урав 
нения в характеристической форме системы (1). Несложные вы
кладки приводят к следующим двум уравнениям, содержащим 
лишь дифференцирование вдоль линии тока:

стоянство энтропии на линии тока и, очевидно, независимо с 
уравнением (4).

Вводя в рассмотрение функцию # (р , S) ,  заданную уравне
нием

Таким образом, линии тока соответствуют два инварианта

линии тока равенство В  =  const называется интегралом Бер
нулли.

Выражение остальных (так  называемых звуковых) характе
ристических значений системы (1) таково:

(3)

(4)

(здесь  =  и  —  +  v  . Соотношение (3) означает по-

получим из уравнений (3), (4)

(5)

Рймана: энтропия S и В =  Н -\- — q2. Следующее из (5) на



Характеристики -^ -  =  g* образуют с линией тока углы а  и
— а соответственно, причем

с 1 Ия Qsm a  =  — =  -хг, М — ~q М ’ с

(угол а  называется углом М аха, а функция М —- числом Маха). 
В заключение приведем дивергентную форму уравнений (1):

дри ,
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дх ду =  0,

(Р  +  Р^2) +  ( p u v )  =  0 ,  

j ^ ( p u v )  +  -§f (p +  9v 2) =  0,

-kVu (e+ f  + х ) ]  + (e+f  + ̂ ) ]= °-
3. Химическая сорбция и задачи хроматографии * ) .  Пусть 

через трубку, содержащую сорбционно активное вещество (сор
бент), пропускают жидкую или газообразную смесь веществ, 
подлежащих разделению. Отвлекаясь от эффектов, связанных с 
влиянием стенок трубки, будем считать задачу одномерной. 
Пусть t — время, х — координата вдоль оси сорбционной колон
ки, щ  — концентрация i-й компоненты в смеси, a/— концентра
ция г-й компоненты в сорбенте и V — скорость движения смеси 
в колонке, предполагаемая постоянной.

Пренебрегая диффузионными потоками веществ к ак  в смеси, 
так  и в сорбенте, запишем уравнения сохранения массы каждой 
компоненты:
*2
$ {[Щ +  а {] 1г^ 2 -  [щ +  at] |^fi} dx +
#1
- / ■ ti

+  V[Ui(x2, t) — щ ( х и t )]dx =  0 . (1) 

(г =  1, 2, . . . ,  n),

которые для гладких щ, a t сводятся к дифференциальным 
уравнениям

V - ^ + 4 < “ ‘ +  a ‘> =  0. (2)

Сделаем предположение о мгновенном характере сорбции, т. е. 
будем считать, что в каждой точке трубки и в каж дый момент

*) См. Н. Н. Кузнецов [1967].



времени между сорбированным веществом и свободной смесью 
имеет место равновесие. Математически это вы раж ается  в том, 
что концентрация сорбированного вещества определена составом 
смеси, т. е. имеют место зависимости

Cti =  f  l (li\, . . . J Un) f  I {ti) (i — 1, . . . ,  ti). (3)

Уравнения (3) называют обычно уравнениями изотермы сорб
ции. При этом условии система уравнений (2) переписывается 
в виде

! - ( * + / ( » » + ^ = 0 .  <•>>

где и, f  — векторы с п  компонентами.
Характеристические значения | =  £ (и)  системы (4) опреде

ляются из уравнения

М  ( ( ( V - 0 6 , , - 1  ^ ) )  =  0- (5)

Обозначим через Х =  К(и)  собственное значение матрицы 

ш  . Тогда, очевидно, из уравнения (5) получаем

' V~ *  -  ?. ?■ -  V (R\I ’ * 1 +  A ' (6 )

Будем предполагать (на самом деле это следует из общих з а 
кономерностей характера сорбции), что все собственные значе

ния Xk(u)  матрицы ( ( ¾ ) )  положительны, т. е. матрица -~~
положительно определенная. Тогда из (6) вытекает, что соб
ственные значения g =  g* (и)  системы (4) удовлетворяют нера
венствам

^ Ы  =  т + 1 ^ т < у  ( у > 0 ) - . W

т. е. скорость |fc(«) характеристик
dx  . , ч 
~dt ~~ ^к ^

системы (4) меньше скорости потока V.
Рассмотрим более подробно случай специальной изотермы 

сорбции (3), когда
ОО 1а* 1г{и,

й . е т ------ ( г =  1, 2, . . . ,  « ) , (9)
1 +  £  ksus
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Называемый обычно случаем лэнгмюровской сорбции. Здесь 
a f  — величина адсорбции насыщения, ki — коэффициент сор- 
бируемости.

Вводя обозначения v i =  ktu t, Г { =  a°°kl (коэффициенты Генри)) 
перепишем уравнения изотермы Лэнгмюра (9) в виде

Г v п
<рг (и ) = /е£а г- =  Г г -----------—  =  ~ Т 7 *  p = l  +  J ] ^ ,  ( l 0 )

1 +  v s  'S=1S— 1
a систему (4) в виде

-^ -(0 +  <p(0)) +  V -| j =  0. .(И)

Будем предполагать, что все коэффициенты Генри Г , различны 
(если ряд Г , совпадает, то задачу можно свести к случаю, когда 

Г,- различны), и занумеруем их в порядке возрастания:
Г , < Г 2 <  . . .  < Г п. (12)

Д ля  изотермы (10) собственные значения % определяются из 
уравнения

D e t ( ( ( A p - A )  &ij — Г iVt)) =  0. (13)

Рассмотрим случай, когда v { Ф  0 при всех / = 1 , 2 ,  Тогда
уравнение (13) преобразуется к виду 

Det ( ( ^ ± -  , ) ) _ [ f t

(14)
Уравнение (14) можно записать такж е  в виде

F(X, о ) = 1 ,  (15)
где ,

=  <16)fc = l К
Поскольку

о ) =  £  r kv k( r kp - X ) - 2 > 0  (vk >  0), (17) 
й=l

то функция F (%, v ) — монотонно возрастающая функция пере
менного А, имеющая полюсы в точках X*k =  Гкр > 0 (рис. 4.56). 
Так к ак  корни K — Xk (v) суть абсциссы точек пересечения гра
фика функции F (Я, v) с прямой F =  1 (рис. 4.57) и
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то мы заключаем, что уравнение (15) имеет п  действительных, 
различных, положительных корней К — kk(v) .  Эти корни удов
летворяют неравенствам

0 < А 1( у ) < я ; ,  A*_j <  А. (о) <  Я*, (18)

и согласно формуле (6) характеристические значения g =  lk ( v )  
системы (11) такж е  действительны, различны и положительны;

■ при этом
V > h  (v) >  l 2{v) > . . .

. . .  > (v) >  0, (19)
т. e. при условии Г,о,- ф  0 си
стема (11) гиперболическая в 
узком смысле.

Вычисляя левые собствен
ные векторы lk =  {li} системы
(11), найдем (с точностью до 
множителя)

(20)
1

r iP -  хк (о) 
а правые г к =  \г\у.

Г л .I I
Г Л ~  К  (о)' (2 и

. Отметим еще некоторые особенности системы уравнений (11).
Д л я  системы (11) существуют п  инвариантов Римана, так  

что эта система может быть приведена к виду
dR,
dt Ы Щ

dR,
дх

где

Ri (v)

0 ( i =  1, 2, . . п), 

h . (°)

(22)

Разрывы решения v (х, t) системы (11), к ак  обычно, удовлет
воряют условиям Гюгонио, которые в этом случае принимают вид

dx
dtD [v +  ф (y)J =  V ft)], D =  

и условию устойчивости
l k {v{x — 0, /)) >  D >  lu (v (x +  0 , /)).

Щ

(24):

Интересно отметить, что для системы (11) волны разрежения | 
(Rt =  const при i ф  k) k-то типа совпадают с адиабатой Гюго-.; 
нио k-то типа, т. е. прямая Ri ( v)  =  const (/ Ф_ k) дает решение 
уравнений (23).



Различие в скоростях характеристик 1¾ (о) объясняет способ 
разделения компонент смеси в сорбенте. Способ разделения ком
понент, основанный на различии коэффициентов Генри, носит 
название хроматографии.

4. Приложения к дифференциальной геометрии. Задачи гео
метрии связаны с нелинейными дифференциальными уравне
ниями. Поэтому геометры первыми начали систематическое изу
чение нелинейных дифференциальных уравнений и их решений. 
Не случайно выдающийся геометр прошлого столетия Риман по
лучил основные результаты в газовой динамике, во многих от
ношениях оставшиеся непревзойденными и в настоящее время.

Мы укаж ем  здесь на связь теории квазилинейных уравнений 
с одним из разделов дифференциальной геометрии — теорией 
поверхностей.

Пусть на некоторой гладкой поверхности в трехмерном про
странстве осуществляется метрика

d s 2 =  dx2 +  В 2 (х, у )  d y 2, (1)
где линии у  =  const — геодезические линии на поверхности, а 
линии х — const — семейство ортогональных к ним траекторий. 
Такая система координат (х, у ) , введенная на поверхности, но
сит название полугеодезической.

Гауссова кривизна К(х, у )  поверхности определяется лишь 
метрикой (1) с помощью формулы

В" (х, у)  +  К  (х, у )  В (х, у ) =  0. (2)
Если задана лишь метрика (1) (первая квадратичная фор

ма) , то вопрос о существовании поверхности в трехмерном ев
клидовом пространстве, реализующей эту метрику, сводится к 
нахождению коэффициентов L (х, у ) , М (х, у ) , N (х, у )  второй 
квадратичной формы. Эти коэффициенты должны удовлетворять 
основным уравнениям теории поверхностей — уравнениям Петер
сона— Кодацци *) :

Мх — Ly =  М, Nх Му =  —  (N +  B2L) М. (3)

С другой стороны, гауссова кривизна поверхности может быть 
вычислена и внешним образом, через коэффициенты второй 
квадратичной формы. Д ля  этого служит формула Гаусса

В2К  =  LN -  М2. (4)
Если теперь мы исключим из уравнений (3) с помощью (4) одну 
из величин L, М, N то получим систему двух квазилинейных 
уравнений с двумя независимыми переменными х, у  относитель
но двух искомых функций.
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*) См. Б л я ш к е ,  Дифференциальная геометрия. ОНТИ, М .- “ Л., 1935.
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Исследуя эту систему уравнений, легко установить, что она 
является эллиптической в случае К  >  О, параболической при 
К  =  0 я  гиперболической в случае К  <  0.

Итак, в случае отрицательной гауссовой кривизны К  <  0 
уравнения Петерсона — Кодацци сводятся к системе двух  к ва 
зилинейных уравнений гиперболического типа. Характеристи
ками при этом являются интегральные кривые уравнения

L dx2 +  2 M d x d y  + N d y 2 =  0 (5)

— линии, называемые в геометрии асимптотическими линиями 
поверхности.

Как мы видели в главе 1, для всякой системы двух квазили
нейных уравнений гиперболического типа можно ввести инва
рианты Римана. Несложные вычисления приводят к  следующим 
выражениям для инвариантов:

В У~■В- ■ м - ■к ■вN ’ N
после чего уравнения (3) приводятся к виду

dr , s дг
дх В ду
ds . г ds
дх ‘ В ду

(г-

■ r ( l + s 2) ^  +

в

ё *
В

й. Г I r dQ 
[  дх В ду ]■

(s — г) Г dQ , _s_ S Q l  
2 L дх В ду  J  ’

Q =  In V  — К.(х, у),  В =  В (х, у).
Если положить г — tg<pi, s =  tg  ф2, то фь фг — углы, образо
ванные на поверхности направлением асимптотических линий 
(характеристик) с направлением геодезических линий 'у =  const. 
При этом система (7) записывается еще в следующем виде:
d(Pt _ _  ^  ЙФ1 1 s in ( P2 <?Ф1 _  Вх , 1-----  ■ LOS ф9 “Б---------- п------Т—дх В ду

___  CO-.fD. дфг 1 Sin<Pl —  "inm Л*. 1dSi - COS(Pl дх +  в  dy ~  S lnCPl В

(0 =  ф1

ds» s m V2~  +  T smco-rfsidQ_
dst
dQ„■sin© ,2 ds;

Фг-

Если мы посмотрим теперь на систему уравнений (7) либо 
(8), то легко заметим, что система (7) является слабо-нелиней
ной системой квазилинейных уравнений, т ак  к ак

В(х, у) В (х, у) ‘

Регулярная поверхность отрицательной гауссовой кривизны 
К{х, г/) <  0 обладает различными направлениями асимптотиче
ских линий (характеристик), т ак  что мы можем считать, что 
в точках регулярности г  Ф  s, т. е. |i ф  |2, т. е. системы (7), (8)
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являются в точках регулярности гиперболическими в узком 
смысле.

К ак мы видели в главе 1, слабо-нелинейные системы обла
дают замечательным свойством: решения таких систем остаются 
непрерывными и гладкими, пока ограничено само решение. Ана
логичное свойство имеет место и для  решений системы (7) 
либо (8 ) .

В начале этого века Д . Гильберт сформулировал гипотезу о 
том, что не существует полной регулярной поверхности отрица
тельной гауссовой кривизны К {х, у )  <  е <  0, погруженной в 
трехмерное евклидово пространство. Он ж е дал  и доказатель
ство этого утверждения для случая постоянной гауссовой кри
визны К  — — 1. Поскольку система (8) является слабо-нелиней
ной, то причиной несуществования поверхности К(х,  у )  — 1 я в 
ляется не образование разрыва решения (к ак  можно было бы 
дум ать ) ,  а т акж е  не неограниченность решения (к ак  видно из 
записи (8 ) , решение остается ограниченным в конечных точках 
х, у ) . Поэтому причиной несуществования решений в целом си
стемы (8) является вырождение поверхности, т. е. случай 
ф! — ф2, © =  0. Во всех известных случаях, действительно, на 
краю поверхности получается, что со =  0, и поверхность не мо
жет быть продолжена гладким образом за границу (край).

Отметим, что в последние годы было получено доказатель
ство сформулированной гипотезы при некоторых ограничениях 
на производные от К\х, у ) .

5. Уравнения магнитной гидродинамики. В этом пункте мы 
получим дифференциальные*) уравнения, описывающие одно
мерное движение электропроводного газа  в магнитном поле.

Если через Е и Н  обозначить соответственно напряженности 
электрического и магнитного полей, то силу f, действующую со 
стороны электромагнитного поля на единицу объема газа , мож
но, к ак  известно**), записать в виде

/ =  реЕ +  у  [/ X  В],  • (1)

где ре — плотность электрического заряда , / — плотность элек
трического тока, с  — скорость света. В формуле (1) принята 
гауссова система единиц для электромагнитных величин.

При протекании в неподвижном веществе электрического 
тока / за единицу времени в единице объема выделяется энер
гия (джоулево тепло)

Q =  Ej .

*) При изучении разрывных решений следует вывести интегральные 
законы сохранения. Д л я простоты мы ограничиваемся здесь гладкими реше
ниями уравнений магнитной гидродинамики.

**) И. Е. Т а м м ,  Основы теории электричества. Гостехиздат, М ., 1946.
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В случае, если проводник движется со скоростью и , то Q =  E' f ,  
где Е', j' по формулам электродинамики с точностью до членов 
порядка и2/с2 записываются в виде

Е' =  Е  +  \ [ и Х т ,  / ' =  / —  peM, (2)

где В  — индукция магнитного поля.
Электромагнитные поля удовлетворяют системе уравнений 

М аксвелла
, г ,  4и . , 1 dD , г, 1 д В  \ rot Я  =  —  I  -------— , rot Е = ---------37 . Iс  3 с  d t  с  d t  1 (3)

div i3 =  4яре, div B  =  Q. )
При этом D =  еЕ,  В — цН (е, ц, — электрическая и магнитная 
проницаемости га зо в ) .

Мы будем считать, что рассматриваемая нами среда удов
летворяет условию квазинейтральности. Это означает, что сум
марный электрический заряд  всякого элементарного объема ра
вен нулю (ре =  0 ) . Тогда /' =  /. Среду, удовлетворяющую ус 
ловию квазинейтральности, обычно называют плазмой.

Наконец, для хорошо ионизированной плазмы можно с до
статочной точностью полагать, что В  =  Н, D — Е.

Д ля  определения плотности тока / воспользуемся законом 
Ома:

/ = а 1Г =  а ( £  +  1 [ й Х Я ] ) .  (4)

Получим уравнения, описывающие движение плазмы. Они 
состоят из двух групп: уравнений М аксвелла в движущейся 
среде и уравнений гидродинамики. Последние должны учиты
вать действие электромагнитной силы (1) и выделение в единице 
объема джоулева тепла Q =  /2/а.

Очевидно, что уравнение неразрывности остается неизменным:
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При этом «электромагнитные» уравнения (3 ) ,  (4) связаны 
с «гидродинамическими» (5) — (7) только правыми частями: и 
(3) входит зависящ ая от скорости и  функция /, а в (5) — (7) 
входят зависящие от £  и Я  функции /, f.

В большинстве представляющих интерес для практики слу
чаев система (3) — (7) может быть несколько упрощена. Дело 
в том, что д аж е  в случае довольно холодной плазмы обычно
можно пренебречь в системе (3) током смещения Щ- по
сравнению с током проводимости /. При этом, очевидно, следует 
отбросить уравнение div D =  0. Тогда из системы уравнений 
(3) — (7) исключается Е, и уравнения (3) принимают вид

div Я  =  0, %

Т Г  + гЫ [ - S F  ro t Я  -  (« X  * ) ']  -  0 . \ (S)
Рассмотрим дальнейшее упрощение системы, предположив, 

что электропроводность плазмы а  бесконечно велика, т. е. рас
сматриваемый газ является идеальным проводником. При этом 
предположении закон Ома (4) заменяется условием конечности 
тока /, т. е. уравнением

Е = - ~ [ и Х Щ ,

а уравнения (8) принимают вид
d i vH  =  0,

•4^- ■+■ rot [и X  Я ] =  0. (9)

Система уравнений (5)~(7) упрощается в этом случае очень 
существенно. Так к ак

с  и  * —  ̂ п  m -----' _ кг чх т
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Рассмотрим одномерное движение, т. е. предположим, что все 
величины зависят только от х и t. Тогда из уравнений (9) сле
дует, что Нх =  Но =  const.

Выпишем нашу систему уравнений (5), (9 ), (10), (11):

duv
dt

dfly
+  '

d

dt. dx

d H z

dt
+

d

dx

1
1

d (
дх P dx  V

- (ихН 

- ( и х Н .

Р +

иу Н0) =  0, 

uzH0) =  0, 

Hl + Hl
8л о,

диу
dt

д и у
+  Ux~dT

duz
dt

duz
dx

d
dx

i a
4n p  dx

dp  | dpux 
d t  1 dx  

dSdS

(H0HZ) =  0, 

0, 

0.d t  J t U x  dx

(12)

Система (12) связывает семь переменных: р, S , их, иу , иг , Ну, 
Hz — семью уравнениями. Записывая характеристическое урав 
нение для системы (12), получим

(и* — I) [(«* — &  — а2] {(«* — I)2 [(пх — I f  — “ ] —

—  с1 [(их — I f  — а 2]} =  0 , (13 )

т
, ь2-.

н 2у + н1
Эр J s  ’ “  4яр ’ "  4яр

Первый множитель дает обычную энтропийную характери
стику (линию тока) 1о =  их, второй множитель — так  называе
мые альфвеновские характеристики g±i =  и* ±  а. Наконец, по
следний множитель в (13) дает еще четыре вещественных корня:

где
2 Мх Hz СЕ„) з ilx Cl_j_j

V (c2 +  a2 +  62) -  V ( ^  +  a2 +  b2f ^ W ,

. =  V (c2 +  a 2 +  b2) +  V (c 2 +  a2 +  &2)2 4c2a2.

Эти характеристики называются соответственно медленными и 
быстрыми магнитозвуковыми характеристиками,



В случае, когда продольная составляющая магнитного поля 
отсутствует (Но — 0 ) , имеем а =  а~ — 0, так  что система (12) 
имеет пятикратно вырожденную характеристику | =  их.

Три независимых уравнения на этой характеристике суть чет
вертое, пятое и седьмое уравнения системы (12). Д ля  получения 

a (  Нц \ д (  н г \ 
еще двух вычислим - д Д — ) .

Из системы (12) получаем 
д  f Hy \  1 д и хн у  НУ др .  I д и хНу Ну д р и х

§  4. П РИ ЛО Ж ЕН И Я КВАЗИЛИНЕЙНЫ Х У РАВНЕ НИЙ ('>7|

(  н у \  =  д и хн у  д и *н у ,
d t  \ р )  р дх  р2 d t  р дх  р2 дх

- 1  I . . .  " (  р О  , Ну  , Ну д Рих .. Э (  р О
дх  р дх  '  1 р2 дх х дх

Поэтому искомые соотношения таковы:

« ■ ( ^ г ) + “ ' 7 г ( “г )  =  0 '

Из них вытекает, что вдоль линии тока

- -  =  const. (14)

Говорят, что равенство (14) выражает «вмороженность» м аг
нитного поля.

Пользуясь интегралом (14), сводим в случае Но =  0 систему
(12) к  трем уравнениям:

-|т- +  =  0, ^ т  +  их Щ^ +  — ~ ~р9~ 0 ,  )d t  дх  d t  1 х дх  р дх  {

1+-и=». I
где через р э обозначено так  называемое эффективное магнито
гидродинамическое давление:

Рэ =  Р  (Р, S)  +  А р 2.

Величина А,  так  ж е как  и энтропия S , может меняться при 
переходе от одной линии тока к другой, но постоянна вдоль 
любой из них.

В рассматриваемом случае Я 0 =  0 быстрые магнитозвуковые 
волны распространяются относительно газа  со скоростью

а+ =  У с 2 +  Ъ2 >  с,
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