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“Хисоблаш методлари” курсига багишланган китоблар хорижий тил- 
ларда куплаб чоп этилган булишига к;арамай, бундай китоблар узбек ти- 
лида шу дамгача яратилмаган. Шунинг учун хозирги замон фан ва тех- 
никасининг тарак,киётини акс эттирувчи узбек тилидаги хисоблаш ме­
тодлари курсига дойр дарсликларнинг яратилиши мухимдир. Чунки 
республикамиз олий укув юртларида хозирги замон талабларига тула жавоб 
берадиган юкори малакали мутахассислар тайёрлаш, айник.са тайёрлана- 
диган мутахассисларнинг хисоблаш матемахикасидан оладиган билим 
даражаси тобора юк.ори ва пухта булиши ало^ида ахамиятга эгадир. Бу 
эса талабаларимизни она тилида ёзилган дарсликлар билан таъминлашга 
бевосита богликдир.

Мазкур китоб муаллифнинг узок йиллар давомида Узбекистон Мил- 
лий университетининг математика, амалий математика ва механика, Са­
марканд давлат университетининг информатика ва информацион техноло­
гия факультетларида хамда Миллий университет кошидаги малака оши­
риш факультетида “Хисоблаш методлари” курси буйича укдган маърузалари 
асосида ёзилган булиб, университетларнинг 5А460100-5А460107 ва 
5А521901-5А521903 математика хамда информатика ва ахборотлаштириш 
технологияси буйича магистратура мутахассисликлари учун “Хисоблаш 
методлари” курси дастурининг биринчи кисмига мос келади ва бу дас- 
турларда ук.итилиши мулжалланган барча материалларни уз ичига олади.

Китобни ёзишда чет эл олимлари томонидан яратилган, шу жумла­
дан Н.С.Бахвалов, И.С. Берёзин ва Н.П. Жидков, В.И.Крилов, В.В.Боб­
ков ва П.Н.Монастирний, Г.И.Марчук, И.П.Мисовских, Г.А.Михайлов, 
A.A.Самарский, А.Н.Тихонов, Д.К.Фаддеев ва В.Н.Фаддеева. Ж.Х.Уил- 
кинсон дарслиьслари ва монографияларидан фойдаланилди.

Дарсликда биринчидан, олдинги нашрда учраган барча матбаа нук,- 
сонлари тузатилди. Иккинчидан, университетларнинг амалдаги дастури- 
га мослаштирган холда айрим жойлари услубий томондан соддарок, килиб 
кайта ёзилди, айрим жойларига эса кушимча материал киритилди. Бу­
лардан айримларини келтирамиз: урта осиёлик олимларнинг хисоблаш 
математикасига х,иссалари курсатилди; 1-боб, 3-параграфда Вегстейн 
методи, З-боб 5-ва 6-параграфлар хамда 5-боб 13-параграфда Эрмит ин­
терполяцион купхади кайтадан соддарок килиб ёзилди; 2-боб 6-пара- 
графда комплекс илдизлар учун Ньютон методи тугрисида янги банд 
киритилди.

С У З  Б О Ш И



Узбек тилида бунгача х^исоблаш методларидан дарслик хамда мисол 
ва масалаларга дойр к,уллаималар булмаганлигини хисобга олиб, асосий 
роялар янада тушуиарли булиши учун китобда баён этилган барча метод- 
ларга, содда булсада, мисоллар келтирилди.

Китобнииг такризчилари: физика-математика фанлар доктори, про­
фессор Н.Мухитдинов ва физика-математика фанлари номзоди, до­
цент М.М.Суяршоев китоб кулёзмасиии синчиклаб ук,иб чик;иб, фикр-
мулохазаларини билдиришди^ Шунингдек, физика-математика фанлари 
номзоди З.К.Эшкувватов ва УзФА В.И. Романовский номидаги матема­
тика институтииинг илмий ходими С.А. Бахромов кулёзмани нашрга 
тайёрлашга ва китоб корректурасини куриб чик^1шда уз хиссалариии
кушишди. Фурсатдан фойдаланиб, Н.Мухитдинов , М.М. Суяршоев,
З.К.Эшкувватов, С.А.Бахромов ва “^^збекистон” нашриётининг мухар- 
рири А-Хакимжоноваларга уз миннатдорчилигимни билдираман.

“Хисоблаш методлари” дарслиги бу сохада узбек тилида илк тажри- 
бадир, табиийки, у камчиликлардан холи булмаса керак. Шунинг учун 
хам китоб хакидаги фикр ва мулохазаларни мамнуният билан к,абул к;и- 
ламан.

Муцллиф.



КИРИШ

1-§. ХИСОБЛАШ МАТЕМАТИКАСИНИНГ Щ С Е Д Ч А  
ТАРИХИ, ПРЕДМ ЕТИ  ВА М ЕТОДИ

Математика турмуш масалаларини ечишга булган эхтиёж (юза- 
лар ва хажмларни улчаш, кема харйкатини бошк;ариш, юлдузлар 
Харакатини кузатиш ва бошк,алар) туфайли вужудга келганлиги 
учун хам у сонли математика, яъни хисоблаш математикаси булиб, 
унинг мак;сади эса масала ечимини сон шаклида топишдан иборат 
эди. Бу фикрга ишонч хосил к,илиш учун математика тарихига 
назар тащлаш кифоя.

Бобил олимларининг асосий фаолияти математик жадваллар 
тузишдан иборат булган. Шу жадваллардан бизгача етиб келган- 
ларидан бири милоддан 2000 йил аввал тузилган булиб, унда 1 дан 
60 гача булган сонларнинг квадратлари келтирилган. Милоддан 
аввалги 747 йилда тузилган бошк,а бир жадвалда Ой ва Куёшнинг 
тутилиш вак^тлари келтирилган. К^адимий мисрликлар хам фаол 
Хисобчилар булганлар. Улар мураккаб касрларни (аликвотта ёки 
миср касрлари деб аталувчи) сурати бирга тенг булган оддий каср- 
лар йигиндиси (масалан: ]^ = |- + j j  + ^ ) шаклида ифодаловчи 
жадваллар тузишган ва чизикди булмаган алгебраик тенгламалар­
ни ечиш учун ватарлар усулини яратишган. Юнон математикла- 
рига келсак, милод дан аввал 220 йиллар атрофида Архимед я  сони 
учун 3 ^ < 7г < 3 у  тенгсизликни курсатди. Героннинг милоддан

аввалги 100 йиллар атрофида ушбу 4а  ;г )  итерацион
методидан фойдаланганлиги маълум. Диофант III асрда аник;мас 
тенгламаларни ечишдан ташк^ари квадрат тенгламаларни сонли 
ечиш усулини яратган.

IX-X асрларда 5^рта Осиёда математика, астрономия ва бошк^а 
табиий фанлар ривожлана бошлади. Бу ерда ал-Хоразмийдек буюк 
аллома дунёга келди.

Хисоблаш математикасининг мутахассиси, инглиз математиги 
Э. Бут узини "Сонли методлар" (к,. Andrew D. Booth, D. Sc. N u­
merical M ethod, second edition, London, Butterworts Scientific 
publication, 1957) китобииинг кириш к,исмида "Хисоблаш метод­
ларини системага солганлиги учун биринчи араб математиги Му-



Хаммад ибн-Мусо ал-Хоразмийдан миннатдормиз" деб ёзган эди. 
Ал-Хоразмий ижодига бир оз тухталиб утамиз. Лбу Абдулло Му­
хаммад ибн-Мусо ал-Хоразмий (780 йилда Хивада турилиб, 850 
йилда Богдодда оламдан утган) ётлигиданок. илм-фанга к^изик,- 
к,ан. Уша даврда катта илмий ва маданий марказ хисобланган Ха- 
лифатнинг пойтахти — Богдодга таклис]) к,илинган. У Шарк,нинг 
биринчи академияси — Богдоддаги "Байт-ул хикмат" ("Дониш- 
мандлар уйи")да фаол иш олиб борган. У "Донишмандлар уйи"- 
нинг кутубхонасини бошк,арган. Бу ерда унинг ра\барлигида араб- 
лар ва бошк,а халкдар билан бир к^аторда Ахмад Фаргоний ва Ахмад 
ибн Марвазий каби Урта Осиёлик олимлар тадк.ик,от олиб бориш- 
ган. Ал-Хоразмий Урта Осиёнинг исломдан олдинги узига хос 
илмий меросига, кушни Хиндистон ва Як^ин Шаркдаги эллинис- 
тик давлатларидаги илмий гояларга таяниб ишлади.

Ал-Хоразмий "Хинд саноги тугрисида"ги (к;. Мухаммад ал-Хо- 
резми. Математические трактаты. Пер. с араб. Ю.Х. Копелевича и 
Б.А. Розенфельда, Ташкент; “Ф ан” , 1964) арифметик рисоласида 
унлик санок, системасини ва бу системада туртта арифметик амал- 
ларни бажариш к,оидаларини биринчи булиб баён к,илган. Бу ри- 
сола XII асрда лотин тилига таржима к^илинган ва у Осиёда хам, 
Европада хам унлик санок; системасини кулланилишига ва тарк,а- 
лишига пойдевор булган.

Европада бундай к;оидалар ал-Хоразмий коми билан аталиб, 
"Algorizmi" дейилган. Ал-Хоразмий рисоласининг биринчи сузла- 
ри лотин тилига "Dixit Algorizmi" (Дедики ал-Хоразмий) деб тар­
жима к,илинган. Бунда ал-Хоразмий бузилиб, Algorizmi деб ёзил­
ган. Кейинчалик у Algorithmi ва Algorithmus куринишларини олиб, 
охирида "алгоритм" сузига айланган.

Хозирги вак,тда алгоритм деб маълум бир типга оид хамма ма- 
салаларни ечишда кулланиладиган барча амаллар системасининг му­
айян тартибда бажарилиши хак,идаги аник коидага айтилади.

Ал-Хоразмийнинг "Китоб ал-мухтасар фи хисоб алжабр ва му- 
кобала" ("Тиклаш ва к,арама-к,арши куйиш х.ак,ида китоб") номли 
алгебраик рисоласида биринчи марта алгебра математиканинг 
мустак,ил булими сифатида к,аралади. Унда сшгебраик микдорлар 
устида амаллар бажариш коидалари, 1- ва 2-даражали алгебраик 
тенгламаларни ечиш усуллари ва бундай тенгламаларга келадиган 
хаётий масалалар келтиридган. Рисола лотинчага таржима к,илин- 
ганда "вал-мук,обала" тушуриб к,олдирилган ва "алгебра" номи би­
лан жахонга тарк,алган (шунинг учун булса керак урта асрларда 
Европа давлатларида синган кул-оёк,ни тиклайдиган табиб (кос- 
топрав)ни алгебрист деб аташган).

Хоразмийнинг бизгача етиб келган илмий мероси, шу даврда 
Як.ин ва "̂ р̂та Шаркда халк,аро тил вазифасини бажарган араб ти-



лида ёзилган. Шунинг учун хам Як,ин ва 5^рта Шаркдаги олимлар- 
пи Европада араб олимлари деб билишган. Инглиз математиги 
У. Бут ал-Хоразмийни араб математиги ва Европада )у4нд рак;амлари
0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9 ларни араб ра1̂ амлари дейишга хам сабаб шу.

Айтилганлардан ташк^ари, ал-Хоразмий л :»  3,1416 к;ийматни 
аиик^ади, математик жадваллар тузишда фаол к,атнащди.

Абул Вафо ал-Бузжоний 960 йилда синуслар жадвалини хисоб­
лаш методини ишлаб чикди, sin( 1/ 2)“ нинг кийматини тук,к,изта 
ишончли ракам билан берди. Бундан ташк.ари, у ’Ч§" функцияси- 
дан фойдаланди ва унинг кийматлари жадвалини тузди.

XV асрда Амир Темур салтанатининг маркази — Самаркандца 
илм-фан, маданият юкори даражада ривожланди. Шу пайтда Улуг- 
бекнинг мадрасаю расадхонаси барпо этилди. Бу ерда Улугбек би­
лан бир каторда Улугбекнинг устози — замонасининг машхур мате­
матиги ва астрономи Козизода Румий х;амда Риёсидцин Жамшид 
Коший, Мансур Коший, Мух,аммад Биржондий ва Улугбекнинг 
шогирди Али 1^шчилар мадрасада даре бериб, расадхонада юл- 
дузларни кузатиш ва илмий изланишлар олиб боришган. Айрим 
тадкикотчилар Улугбек мадрасаси билан расадхонасини биргаликда 
Улугбек академияси дейишса, австриялик математика тарихчиси 
X. Земанек буни ^(исоблаш маркази (ХМ) дейди. У айтадики, ХМ 
булиши учун иккита шарт: 1) олимларнинг жамоа булиб бирга­
ликда ишлашлари ва 2) хисоблашнинг юкори даражадаги аник­
ликда олиб борилиши зарур. Бу ерда х;ар иккала шарт бажарила­
ди. Шундай килиб, жахонда биринчи Х^исоблаш маркази (ХМ ). 
Улугбек рахбарлигида Самаркандца барпо этилди. Бу ХМда килин­
ган ишлар тугрисида кискача тухталиб 5пгамиз: 1. Риёсидцин К о­
ший унли касрлар арифметикасини яратди. 2.ах^ + Ьх + с = 0 кури- 
нишидаги учинчи даражали алгебраик тенгламани ечишнинг ите­
рацион усули ишлаб чикилди. 3. Тригонометрик функциялар 
жадвали 17 хона аникликда тузилди. 4. Риёсидцин Коший л: сони­
нинг кийматини 17 хона аникдик билан топди, яъни

7г = 3,14159265358927932.

ХУЬХУП асрларда Европада математика, механика, астроно­
мия ривожлана бошлади ва XIX асрга келиб хозирги замон мате­
матикасининг асоси,яратилди. Математика билан бир пайтда хисоб­
лаш математикаси хам ривожланди. Хисоблаш математикасининг 
тарихида логарифмик'жадвалларининг тузилиши катта ахамиятга 
эга эди. Инглиз математиги У. Непер (1614,1619), швейцариялик 
Й. Бюрги (1620), инглиз Бригс (1617), голландиялик Влакк (1628) 
ва бошкалар томонидан яратилган логарифмик жадваллар буюк 
француз математиги ва механиги П.С. Лапласнинг сузи билан 
айтганда: "...хисоблашларни соддалаштириб, астрономларнинг



умрини узайтирди". Лаплас хозирги замон компьютерларининг иш- 
лашини курганда нима дер экан?

1845 йилда Адамс ва 1846 йилда Леверьелар хисоблашлар нати­
жасида Нептун сайёрасининг мавжудлиги ва фазодаги урнини 
олдиндан айтишлари хисоблаш математикасининг буюк галабаси 
эди. Нептунии "к,алам учида топилган сайёра" хам дейишади.

Татбик;ий масалаларни сонли ечиш математиклар эътиборини 
доим узига тортар эди. Ш унинг учун хам утган замоннинг буюк 
математиклари уз тадк.ик.отларида табиат жараёнларини урганиш, 
уларнинг моделларини тузиш, моделларни таджик, этиш ишлари- 
ни бирга кушиб олиб боришган. Улар бу моделларни текшириш 
учун махсус хисоблаш методларини яратишган. Бу методларнинг 
айримлари Ньютон, Эйлер, Лобачевский, Гаусс, Чебишев, Эрмит 
номлари билан богликдир. Бу шундан далолат берадики, хисоб­
лаш методларини яратиш билан уз замонаСининг буюк матема­
тиклари шугулланишган.

Шуни хам айтиш керакки, лимитлар назарияси яратилгандан 
сунг математикларнинг асосий дик.к,ат-эътибори математик ме- 
тодларга к;атъий мантилий замин тайёрлашга, бу метод куллани­
ладиган объектлар сонини орттиришга, математик объектларни 
сифат жихатидан урганишга к;аратилган эди. Натижада, матема­
тиканинг жуда мухим ва айни пайтда купинча к,ийинчилик тугди- 
радиган сохаси: математик тадк,иь;отларни сунгги сонли цатижа- 
ларгача етказиш, яъни хисоблаш методлари яратишга кам эъти- 
бор берилар эди, бу соха эса математиканинг татбикдари учун 
жуда зарурдир.

Хисоблаш математикасининг предмети. Математиканинг хозирги 
замон фан ва техникасининг хилма-хил сохаларидаги татбикда- 
ридан, одатда, шундай типик математик масалаларга дуч келина- 
дики, уларни классик методлар билан ечиш мумкин эмас ёки ечиш 
мумкин булган такдирда хам ечим шундай мураккаб куринишда 
буладики, ундан самарали фойдаланишнинг иложи булмайди. 
Бундай типик математик масалаларга алгебра (одатда, тартиби жуда 
катта булган чизикди алгебраик тенгламалар системасини ечиш, 
матрицаларнинг тескарисини топиш, матрицаларнинг хос сонла­
рини топиш, алгебраик ва транцендент тенгламалар хамда бундай 
тенгламалар системасини ечиш) математик анализ (сонли интег­
раллаш ва дифференциаллаш, функцияни як^инлаштириш маса­
лалари) хамда оддий ва хусусий хосилавий дифференциал тенгла­
маларни ечиш масалалари ва бошк^алар киради.

Фан ва техниканинг жадал равишда ривожланиши атом ядро- 
сидан фойдаланиш, учувчи аппаратлар (самолёт, ракета)ни лойиха- 
лаш, космик учиш динамикаси, бошк,ариладиган термоядро син- 
тези муаммоси муносабати билан плазма физикасини урганиш ва 
шунга ухшаш куп масалаларни ечишни так^озо к^1лмокда. Бундай



массшалар, уз навбатида математиклар олдига янгидан-янги хисоб­
лаш методларини яратиш вазифасини куяди. Иккинчи томондан, 
(|)ан ва техника ютук^ари математиклар ихтиёрига кучли хисоб­
лаш воситаларини бермокда. Бунинг натижасида эса мавжуд ме­
тодларни янги машиналарда ь^уллаш учун к;айтадан куриб чик,иш 
эхтиёжи тугилмокда.

Математикада типик математик масалаларнинг ечимларини 
етарлича аникдикда хисоблаш имконини берувчи методлар яра­
тишга ва шу мак,садда хозирги замон хисоблаш воситаларидан фой­
даланиш йулларини ишлаб чи1̂ ишга багишланган со \а  щсоблаш  
математикаси дейилади.

Хозирги замон хисоблаш математикаси жадал ривожланиб бор- 
мокда. Хисоблаш математикаси к;амраган масалалар тури жуда куп. 
Табиийки, бу масмаларнинг ечиш методлари хам хилма-хилдир, 
шунга к,арамай .бу методларнинг умумий гояси хак.ида суз юритиш 
мумкин. Бунинг учун аввал функционал анализга тегишли булган 
айрим тушунчаларни келтирамиз.'Агар бирор тупламда у ёки бу 
йул билан лимит тушунчаси киритилган булса, у холда бу туплам 
абстракт фазо дейилади.

Элементлари кетма-кетликлардан ёки функциялардан иборат 
булган функциогюл дейилади. Бирор i?, функционал фа­
зони иккинчи бир функционал фазога акслантирадиган А амал 
оператор дейилади. Агар операторнинг к,ийматлари ташкил этган

фазо сонли фазо булса, у холда бундай оператор функционал 
дейилади.

Хисоблаш математикасининг методи. Хисоблаш математикаси- 
да учрайдиган куп масалаларни

у  = Ах  (1)

шаклида ёзиш мумкин, бу ерда х ва ^ берилган 7?, ва функцио­
нал фазоларининг элементлари булиб, А — оператор ёки хусусий 
холда функционалдир. Агар А оператор ва х элемент хак^ида маъ- 
лумот берилган булиб, у  ни топиш лозим булса, бундай масала 
тугри масала дейилади. Аксинча, А ш у  хак.ида маълумот берил­
ган булиб, X ни топиш керак булса, бундай масала тескари масала 
дейилади. Одатда, тескари масалани ечиш анча мураккабдир. Бу 
масалалар хар доим хам аник, ечилавермайди. Бундай холларда 
хисоблаш математикасига мурожаат к,илинади.

Баъзан масалани аник, ечиш хам мумкин, лекин классик мате­
матика методлари билан керакли сонли киймат олиш учун жуда 
куп хисоблашлар талаб килинади. Ш унинг учун хам хисоблаш ма­
тематикаси зиммасига конкрет масалаларни ечиш учун ок,илона 
ва тежамкор методлар ишлаб чик;иши юкланади (масалан, чизик,- 
ли алгебраик тенгламалар системасини ечишда Крамер формула- 
ларига нисбатан Гаусс методи анча тежамкор методцир).



Хисоблаш математикасида юкоридаги масалаларни хал к,илиш- 
нинг асосий мохияти R^, фазоларни ва А (отераторини х и со ^  
лаш учун кулай булган мос равишда бошк^а фазолар ва А
оператори билан алмаштиришдан иборатдир. Баъзан фак;ат ва 

фазолар ёки фак,атгина улардан бирортасини, баъзан эса фак,ат 
А операторни алмаштириш кифоядир. Бу алмаидтиришлар шун­
дай бажарилиши керакки, натижада хосил булган янги

у = Лх ( х е Д , у е Л 2)

масаланинг ечими бирор маънода берилган (I) масаланинг ечи­
мига як;ин булсин ва бу ечимни нисбатан куп мехиат сарфламас- 
дан топиш мумкин булсин.

Бунга мисол сифатида шуни курсатиш мумкинки, одатда мате­
матик физика тенгламалари у ёки бу структурага эга булган алгеб­
раик тенгламалар системасига келтирилиб ечилади.

Демак, хисоблаш математикаси олдидаги асосий мacíuтa функ­
ционал фазоларда тупламларни ва уларда аник­ланган оператор- 
лар (функционаллар)ни Я1у«и1аштириш хамда хозирги замон хисоб­
лаш машиналари кулланиладиган шароитда масалаларни ечиш учун 
ок;илона ва тежамкор алгоритм ва методлар ишлаб чик,ишдан ибо­
ратдир.

2-§. ХОЗИРГИ ЗАМОН ХИСОБЛАШ МАШИНАЛАРИ 
ВА СОНЛИ МЕТОДЛАР НАЗАРИЯСИ, УЛАРНИНГ 

УЗАРО АЛОКДСИ ВА ТАЪСИРИ

Конкрет математик масалани у ёки бу хисоблаш методи билан 
ечиш учун хисобловчи ихтиёрида булган хисоблаш машиналари- 
нинг имкониятлари эътиборга олиниши керак. Хозирги замон 
хисоблаш машиналари информацияни тасвирлаш усулига ва иш- 
лаш принципига кура икки синфга булинади:

1. Аналогли ёки моделловчи хисоблаш машиналари. Бу машина- 
ларда информация узлуксиз равишда узгарадиган физик микдор­
лар (чизик^нинг узунлиги, валнинг айланиш бурчаги, электр токи- 
нинг куввати, кучланиши ва х-к.) ёрдамида тасвирланади. Улар, 
одатда бирон физик жараён ёрдамида у ёки бу математик масала­
ни моделлайди. Бундай машинага хозиргача кенг тарк.алган лога- 
рифмик линейка мисол була олади.

ХДМда аналогли машиналардан планиметрлар, интеграфлар, 
гармоник ва дифференциал анализаторлар, электро- ва гидро-ана- 
лизаторлар ишлатилади. Аналогли машиналарнинг аникдиги одатда 
катта булмайди ва улар тор синфдаги махсус масалаларни ечиш 
учун мулжалланади.
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2. Рацамли хисоблаш машиналари. Буларда информация бирор 
физик микдорнинг дискрет кийматлари ёрдамида тасвирланади 
ва бу машиналар бирор санок системаси (иккилик, учлик, унлик 
ва х-к.) да тасвирланган сонлар устида амаллар бажаради; хисоб 
натижаси яна бирор санок системасида ёзилади. Хисобнинг аник­
лиги машина сузи разрядларининг микдорларига боглик. Тарихда 
биринчи ракамли хисоблаш воситаси одций чутдир.

Энг содда ракамли хисоблаш машиналарига хисоблаш жараё­
ни кул билан бошкариладиган машиналар ■— арифмометр, кла- 
вишли ярим автомат ва автомат машиналар киради. Бу машина­
лар дастлаб электромеханик элементларда кУРИЛган булса, сунгги 
вактда улар электрон элементларда куриладиган булди. Бу маши- 
наларда арифметик амаллар нисбатан тез бажарилишига карамас- 
дан, хисоблаш жараёни механик принципга асослангани сабабли 
хисоблаш тезлиги унча катта булмайди. Ш унингдек турли статис­
тик, бухгалтерлик ва молия-банк хисоблашлари учун ?(исоб анали­
тик машиналари ишлатилади. Бундай машиналар узида доимий 
жойлаштирилган маълумотлар оркали хисоблашларни автоматик 
равишда бажаради.

Хозирги вактда кенг кулланиладиган ракамли хисоблаш ма­
шиналари — бу универсал электрон-хисоблаш машиналари (кис­
кача ЭХМ)дир. Бу машиналарда хисоблаш жараёни бошкариш про- 
граммаси ёрдамида автоматик равишда олиб борилади. ЭХМлар 
инсоннинг илмий фаолиятидаги катта мехнат талаб киладиган жа- 
раёнларни автоматлаштиришнинг энг мукаммал намунасидир. 
ЭХМ жараёнларни турли арифметик ва мантикий амалларда, кат­
та тезликда ва катта аникликда бажаради. Программалаштириш 
ва автоматлаштириш учун бу машиналарда катта имкониятлар мав­
жуд булиб, дастлабки маълумотларни, нрограммаларни, оралик ва 
охирги натижаларни саклаш учун катта хажмдаги хотира курил- 
малари мавжудцир.

ЭХМ ларнинг ривожланиши электрон техниканинг муваффа- 
киятлари билан чамбарчас богликдир. Биринчи ЭХМлар элект­
рон лампалар ёрдамида курилган булиб, улар биринчи авлод хисоб­
лаш машиналари дейилади.

Радиоэлектрониканинг ривожланиши туфайли асосан ярим 
утказгичли элементлар (транзисторлар)дан курилган иккинчи ав­
лод хисоблаш машиналари бунёдга келиб, улар биринчи авлод ма- 
шиналаридан хар томонлама устундир. Учинчи авлод машинала­
ри эса интеграл схемаларда курилган булиб, бундай машиналар- 
нинг хар бир модули унлаб транзисторлардан иборатдир. Уларнинг 
курилиш технологияси аввалгилардан катта фарк килади.

Бу ЭХМлар программадан программага )^иш жараёнини опе- 
рацион система ёрдамида, инсоннинг иштирокисиз, узлуксиз ра­
вишда бажара оладилар.
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Туртинчи авлод ЭХ,Млари катта интеграл схемаларнинг кулла- 
нишига асосланган, бу схемалар битта массивда ярим угказгичли 
материалдан курилган унлаб электр занжирлар бирлашмаси кури­
нишида булган ва ички борланишлар билан бирлаштирилган яго­
на функционал блокдир. Уларни \исоблаш тезлиги бир секундда 
бир неча ун миллион амаллар бажарилишига мулжалланган.

Беш инчи авлод Э \М л а р и  ультракатта интеграл схемалар 
(УИКС-U LSl-U ltra Large Scale Integration) ва оптик электрон эле­
ментларга асосланган булиб, уларнинг х;исоблаи1 тезлиги бир се­
кундда бир миллиарддан купрок, амаллар бажарили1иига мулжал­
ланган. Бу авлод машиналарини куп х;олларда супер ЭХМ (супер 
компьютерлар) ва куп процессорли (мультипроцессорли) хисоб­
лаш системалари (КХС) синфига киритадилар. Супер компью- 
терларга мисол тарик,асида АК^Шнинг Cray Research фирмаси 
(х^озирги пайтда у SiUcon Graphics фирмаси таркибида) компью- 
терларини келтириш мумкин. Улардан Origin-2000 КХСИ 45 GB 
(Giga byte- Гигабайт) ички хотира ва 128 та R-10000 турдаги про­
цессор элементларга эга булиб, х,ар бир процессор 64 MIPS (Million 
Instruction Per Second — Бир секундда миллион командани бажа­
риш) тезкорликка эга.

Бу супер компьютернинг энг юкори умумий самарадорлиги 25 
GFHOP sec (Giga Floating point Operation Per Second)ra тенгдир, 
яънй бир секунд ичида 25 миллиард амални 64 битли сузувчан 
нуктали сонлар устида бажариш демакдир.

Катта ва ультракатта интеграл схемаларининг ривожланиши 
микропроцессорларни (МП) пайдо булишига олиб келди. МП катта 
интеграл схема б^либ, марказий процессор функциясини бажара- 
ди. Микропроцессорлар мажмуи асосида х^исоблаш машиналари- 
нинг янги синфи — шахсий ЭХМ (Ш ЭХМ , шахсий компьютер­
лар) ишлаб чик,арилди.

Шахсий компьютерлар бошка ЭХМлардан узининг арзонлиги, 
ихчамлиги, электр энергиясини кам сарфлаши, кушимча курил- 
маларга жуда осон богланиши ва ишлашга кулайлиги билан фарк 
Килади.

Хозирги пайтда 64-разрядли 1—1,5 Ггц (гига герц) шакли час- 
тотасига ва 512 Мб (мега байт)дан куп тезкор хотирага эга булган 
Ш Э Х М ларни пайдо булиши уларни супер компью терларга 
якинлаштирди. Буларга мисол килиб, IBM PC оиласига мансуб 
(уриндош) шахсий компьютерлар ва SUN фирмасининг ишчи стан- 
цияларини келтириш мумкин. Ш унинг учун Ш ЭХМлар фан ва 
техниканинг турли со\аларида кулланилмокда.

Юкорида таъкидланганидек, математиклар ихтиёридаги бун­
дай х^исоблаш машиналари ечилиши керак булган масалалар синфи­
ни ва уларни ечиш учун х;исоблаш методларини танлашни такозо
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этади. Маълумки, рак^амли х;исоблаш машиналари арифметик ва 
мантик,ий амалларни бажаради. Демак, х.ар бир математик маса­
лани ечиш учун шундай метод танлашимиз керакки, у берилган 
масалани биз эга булган машина бажара оладиган амаллар кетма- 
кетлигига келтирилсин. Бундан ташкари, машинанинг тезлиги ва 
хотирсининг сигимига караб, амалда бажарилиши мумкин булган 
)^исоблашлар хажмини )^ам аникдаш мумкин. Хисоблаш машина- 
си канчалик мукаммал булса, у шунчалик мураккаб масалани ечиш­
га имкон беради. Шуни хам таъкидлаб утиш керакки, ЭХМлар- 
нинг тараккиёти билан х,исоблаш математикаси жуда тез ривож- 
ланмокда. Унинг янги булимлари, масалан, уйинлар назарияси, 
оммавий хизмат курсатиш назарияси, комбинаторика, мантик.ий 
функцияларни минималлаштиришга дойр х,исоблаш методлари 
вужудга келмокда. Булар эса уз навбатида, янада мукаммалрок 
хисоблаш машиналарини лойихалаш учун хизмат килмокда.

Янги ва мукаммал ЭХМ ларни лойихалашда фак.ат хисоблаш 
курилмаларининг тезкорлигини ошириш, улчовларини ихчамлаш 
ва сигнал утиши тезлигини кучайтириш асосида иш курсак нрин- 
циниал муаммоларга дуч келамиз. Буни куйидагича тушунтириш 
мумкин.

ЭХМ нинг зттан асрнинг 40-йилларида найдо булишида про­
цессор бир амални 10"‘ секундда бажарган булса, хозирги пайтда 
10"’ секунддан камрок вак.тда ижро этади. Электр сигнали 10^’ 
секундда 30 смга таркалади. Аммо бу тезликни янада кучайтириш 
сигналларни узатишнинг физик жараёни ва технологияси билан 
чегараланади ва мураккаблашади.

Ш унинг учун ЭХМ тезкорлигини оширишнинг асосий йулла- 
ридан бири хисоблаш курилмаларини (процессорларни) сонини 
купайтириш ва мультипроцессорли хисоблаш системаларини яра­
тиш ва уларда параллел хисоблашни ташкил килишдир. Бу систе­
малар тузилиши ЭХМ нинг Фон Нейман, яъни классик архитек- 
турасидан куйидагилар билан фарк. килади: ,

— бир ёки бир нечта бир жинсли (бир жинсли эмас) процес- 
сорлар мавжудлиги;

— хамма процессорлар учун умумий ва хар бир процессор би­
лан боглик тезкор хотира ишлатилиши;
'  — ягона интеграллашган операцион система бошкарувида бу­

лиши;
— процессорларни параллель ишини хисоблаш жараёнини мах­

сус программа ёрдамида параллеллаштириш асосида ташкил кили- 
ниши.

Мультипроцессорли хисоблаш системаларининг пайдо були­
ши математиклардан параллел хисоблаш методларини ишлаб 
чикишни, параллел алгоритмларни яратишни талаб килди парал­
лел тиллар ва программаларни тузишни янада ривожлантирди.
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Масалани ЭХМларда ечишнинг узига хос томонлари бор. Ш у­
нинг учун уларга бир оз тухталиб утамиз. Хар бир хисоблаш иши 
пухта планлаштиришни талаб к,илади, яъни хисоблаш жараёни­
нинг шундай схемасини тузи1л керакки, у ораликдаги ва охирги 
натижаларни назорат к,илиш учун имкон берсин. Акс холда турли 
хатоларга йул куйилиши мумкии, хозирги ЭХМлар соатига ун мил- 
лиардлаб амал бажаради ва бу хисоблап1лар автоматик равиш­
да, хисобловчинииг иштирокисиз бажарилгщи. Шунинг учун хам 
Хисобловчи хисоблаш машинасининг барча ишини шундай план- 
лаштириши керакки, масалани ечиш жараёнида учрайдиган хар 
бир махсус холларга машина эътибор берадиган булсин. У керак­
ли алгоритмнинг бажарилишини таъминлаши керак, яъни маса­
лани ечишнинг программасини тузиши керак. Хатто элементар 
амалларни к,айси тартибда бажарилиши катта ахамиятга эга. Бун­
га изох бериб утамиз. Хисоблаш жараёнида, одатда, яхлитлаш амали 
бажарилади, унинг натижасида хисоблаш хатоси вужудга келади. 
Ракамли хисоблаш машиналарида, умуман айтганда, купайтириш 
ва булиш амаллари факат олинган натижанинг яхлитланиши би­
лан бирга уринли булади. Шунинг учун хам, аслидагих - у  купайти­
риш вахД  булиш амаллари "псевдок5шайтириш"х*з^ ва'псевдобу- 
лиш" х : у  амали билан алмаштирилади. Бундай "псевдоамаллар" 
учун ассоциативлик ва дистрибутивлик конунлари бажарилмайди.

Масалан, вергулдан кейин уч хона аникликда хисоблайдиган 
булсак, (0,642 + 0,439) * 0,275 = 0,297 булиб, шу билан бирга
0,642 * 0,275 + 0,439 * 0,275 = 0,298 булади, яъни хар хил натижа­
га эга буламиз.

ЭХМ ларнинг мураккаб масалаларни ечишга кулланилиши ал- 
горитмларнинг тургунлигини талаб килади. Бунинг маъноси шун­
дан иборатки, одатда бирор натижани олиш учун курсатилган метод 
билан кетма-кет хисоблашларни бажариш керак, агар аникликни 
орттирсак, бу хисоблашлар кетма-кетлиги янада катталашади. 
Хисоблашнинг бирор кадамида йул куйилган хато кейинги кадам­
ларда хам уз таъсирини курсатади. Бу таъсир турли алгоритм учун 
турличадир.

Агар хисоблашнинг дастлабки кадамларида йул куйилган хато, 
кейинги кадамларда хисоблаш аник бажарилганда ортмаса ёки хеч 
булмаганда бир хил тартибда булса, у холда хисоблаш алгоритми 
дастлабки хатога нисбатан туррун дейилади. Агарда кадамдан- 
Кадамга угганда хато ортиб борса, у вактда алгоритм нотургун 
дейилади. Масалан, хисоблаш куйидаги

= - 10з̂ „ + 2у„-. ( « =  1>2,...) (2)

рекуррент формула ёрдамида олиб бор ил син. Фараз килайлик, 
Хисобланаётгандае хатога йул куйилган булиб (бу яхлитлаш хисоби-
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дан булиши мумкин),;;^ аник,топилган булсин. Кейинги хисоблаш­
лар аник, олиб борилган деб фараз килсак, £ хатонинг таъсири 
натижасида 2 е хато билан, — 20 £ хато билан, эса 204 £ 
хато билан аникданади ва бундан кейинги кадамларда хато тез 
усиб боради. Демак, (2) формула билан буладиган хисоблаш жара­
ёни нотургун экан, бундай фо]^мула билан у^исоблаш цатъиян май 
цилинади.

Тургун булмаган алгоритмга олиб келадиган хисоблаш метод­
лари масалани такрибий ечиш учун ярок^сиздир. Хозирги вак,тда, 
хисоблаш методлари ва алгоритмларининг турли хатоларга, шу 
жумладан, яхлитлаш хатосига нисбатан тургунлигини текшириш 
хисоблаш математикасининг мухим йуналишларидан бири булиб 
К.ОЛДИ. Иккинчидан, ЭХМларда ечиладиган масалаларнинг алго- 
ритмлари шундай бир жинсли ва циклик жараёнларнинг кетма- 
кетлиги шаклида ёзилиши керакки, унда натижа соддарок, алго- 
ритмни куп марта куллаш йули билан хосил булсин.

Хар бир конкрет машина тилида программа тузиш жуда куп 
мехнат талаб к^илади. Ш унинг учун хам одам билан конкрет ма­
шина уртасида воситачи вазифасини бажарадиган тиллар яратиш 
катта ахамият касб этади. Бу тилларда ёзилган программаларни 
махсус — трансляторлар конкрет машина тилига утказади.

Хозирги вак,тда кенг тарк,алган программалаш тилларидан Фор­
тран, Паскаль, Си ва Java хисобланади.

КХС программалаш бу тиллардан баъзиларининг параллел ва­
риантлари ва махсус параллел тиллар, масалан, 1VTRAN, Lucid, 
Оккам ва жараёнли тиллар (data-flow languages) ишлатилади. Бу 
масалалар билан информатиканинг махсус булими — программа­
лаш назарияси ва технологияси шугулланади.

Ушбу китоб асосан хисоблаш математикасининг хисоблаш ме­
тодлари булимига оид метериалларни уз ичига олади. Китоб уни- 
верситетлар учун мулжалланган "Хисоблаш методлари" програм- 
масига мос келади. Ундан хисоблаш математикаси ихтисоси буйича 
таълим олаётган бошк.а олий укув юртларининг талабалари хам 
фойдаланишлари мумкин.

Китобнинг 1-боби хисоблаш хатосини бахолаш масаласига, 2- 
' боб алгебраик ва трансцендент тенгламалар хамда уларни ечишга 

бакишланган. 3- ва 4-бобларда чизикди алгебра масалалари, чи- 
зик;ли алгебраик тенгламалар системасини ечиш ва хос сон хамда 
хос векторларни топиш, 5-бобда интерполяциялаш масаласи, 6- 
бобда функцияларнинг хар хил як,инлашишлари: урта квадратик, 
текис якинлашиш ва сплайн функциялар билан якинлашиш ма­
салалари ёритилган. Нихрят, 7-боб такрибий интеграллаш маса­
ласига багишланган. Китобда келтирилган методлар катъий асос­
ланган холда берилган булиб, уларнинг гоялари содда мисолларда 
тушунтирилади.
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1-боб
МАСАЛАЛАРНИ СОНЛИ ЕЧИШДАГИ 

НАТИЖАНИНГ ХАТОСИ

1-§. ХАТОЛАР МАНБАИ

Купинча математик масалаларни сонли ечишда биз доимо аник, 
ечимга эга була олмасдан, балки ечимни у ёки бу даражадаги аник.- 
ликда топамиз. Демак, аник, ечим билан так.рибий ечим орасидаги 
хатолик к.андай килиб келиб к.олади деган савол тугилиши таби­
ийдир. Бу саволга жавоб бериш учун хатоликларнинг х,осил булиш 
сабабларини урганиш лозим.

1. Математикада табиат х.одисаларининг микдорий нисбати у 
ёки бу функцияларни бир-бирлари билан боглайдиган тенглама­
лар ёрдамида тасвирланади ва бу функцияларнинг бир к,исми маъ­
лум булиб {дастлабки маълумотлар), бошк.аларни топишга тугри 
келади. Табиийки, топилиши керак булган микдорлар (масала­
нинг ечими) дастлабки маълумотларнинг функцияси булади. Ке­
ракли ечимни ажратиб олиш учун дастлабки маълумотларга конк­
рет к.ийматлар бериш керак. Бу дастлабки маълумотлар, одатда, 
тажрибадан олинади (масалан, ёруглик тезлиги, Планк доимийси, 
Авогадро сони ва х-к.) ёки бошк;а бирор масалани ечишдан хосил 
булади. Хар иккала х.олда хам биз дастлабки маълумотларнинг аник, 
кийматига эмас, балки унинг такрибий к.ийматига эга буламиз. 
Ш унинг учун агар дастлабки маълумотларнинг хар бир к.иймати 
учун тенгламани аник, ечганимизда хам, барибир (дастлабки маъ- 
лумотлардаги кийматлар такрибий булганлиги учун) такрибий 
натижага эга буламиз ва натижанинг аниклиги дастлабки маълу­
мотларнинг аниклигига боглик. булади.

Аник, ечим билан такрибий-ечим орасидаги фарк.хаото дейила­
ди. Дастлабки маълумотларнинг ноаниклиги натижасида хосил 
булган хато йщотилмас хато дейилади. Бу хато масалани ечаётган 
математикга боглик. булмасдан, унга берилган маълумотларнинг 
аниклигига богликдир. Лекин математик дастлабки маълумотлар 
.хатосининг катталигини билиши ва шунга к;араб натижанинг йук.о- 
тилмас хатосини бахолаши керак. Агар дастлабки маълумотлар­
нинг аниклиги катта булмаса, аниклиги жуда катта булган метод­
ни куллаш уринсиздир. Чунки аниклиги катта булган метод куп 
мехнатни (хисоблашни) талаб килади, лекин натижанинг хатоси 
бари бир йукотилмас хатодан кам булмайди.
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2. Баъзи математик ифодалар табиат ходисасининг озми-купми 
идеаллаштирилган моделини тасвирлайди. Ш унинг учун табиат 
Ходисаларининг аник, математик ифодасини (формуласини, тенг- 
ламасини) бериб булмайди, бунинг натижасида хато келиб чик.ади. 
Ёки бирор масала аник, математик формада ёзилган булса ва уни 
шу куринишда ечиш мумкин булмаса, бундай холда бу масала унга 
якинрок. ва ечиш мумкин булган масалага алмаштирилиши керак. 
Бунинг натижасида келиб чик.адиган хато метод хатоси дейилади.

3. Биз доимо л , е, 1п2 ва шунга ухшаш иррационал сонларнинг 
такрибий кийматларини оламиз, бундан ташкари, хисоблаш жа­
раёнида оралик натижаларда куп хонали сонлар хосил булади, бу­
ларни яхлитлаб олишга тугри келади. Яъни масалаларни ечишда 
хисоблашни аник олиб бормаганлигимиз натижасида хам хатога 
йул куямиз, бу хато у;исоблаш хатоси дейилади.

Шундай килиб, тулии^ хато юкорида айтилган йукотилмас хато, 
метод хатоси ва хисоблаш хатоларининг йигиндисидан иборатдир. 
Равшанки, бирор конкрет масалани ечаётганда юкорида айтилган 
хатоларнинг айримлари катнашмаслиги ёки унинг таъсири деярли 
булмаслиги мумкин. Лекин, умуман олганда, хато тулик анализ 
килиниши учун бу хатоларнинг хаммаси хисобга олиниши керак.

Ю корида келтирилган таърифларни туларок тушунтириш учун 
куйидаги мисолни карайлик.

М и с о л .  Ён томонлари а га ва улар орасидаги бурчак а  га тенг булган тенг 
ёнли ABC учбурчак билан унинг асосини диаметр деб олиб чизилган ярим дои- 
радан ташкил топган фигуранинг юзи S  ни \исобланг, а ва а  ни улчаш натижа­
сида топилган деб олинг.

1-чизмадан фойдаланиб, куйидагини лосил к,иламиз:

s in o !+ ^ (l-c o sa )

Агар а* ва а* билан мос равишда а ва а  ларнинг 
5?лчаш натижасида топилган кийматларини белгилаб 
олсак, у холда

s in a * + ^ ( l-c o s a * )

булади. Бундан йукотилмас хато р ,=  S  -  S* келиб чи­
кади. Агар кулимизда тригонометрик функциялар жад­
вали булмаса, биз бу формулани жадвалсиз хисоблаш  
мумкин булган бошка

•2

Е (-1)'i =0 {2к+\у 2 ’ (2к)\

формула билан алмаштирамиз. Натижада Рг = S  * - S  
метод хатоси келиб чикади. Агар биз бу ерда sin а*  ва 1 -ч и з м а .
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COS a *  нинг Тейлор каторидаги ёйилмасининг чекли йигиндисини эмас, балки 
узлуксиз касрлардаги ёйилмасининг л-тартибли мос касрини олганимизда метод 
хатост бошкача булар эди.

S  ни хисоблашда л  нинг такрибий киймати билап алмаштириш ва оралик- 
даги натижаларни яхлитлашга тугри келади. Ыатижада биз S  урнига S  га эга 
буламиз, шу билан бирга = S  ~ S  хисоблаш хатоси келиб чикади. Демак, 
тулик хато; p = S - S  йукотилмас хато, метод хатоси иа хисоблаш хатосининг йи- 
гиндисига тенгдир:

Р  =  Р х + Р г + Р у  (1-1)
Одатда, юкорида келтирилган хатоларнинг ишоралари номаълум, шунинг учун 

хам биз бу хатоларни асболют кийматлари билан олишимиз керак:

р. =|5 -  п  р, =|5 * -5|, Рз =|5 -  я  Р  =1̂  -

бу холда биз (1.1) тенглик урнида куйидагига эга буламиз:

р < р, + р ^ + р у

Бу мисолда п ни етарлича катта к,илиб олиб, метод хатосини 
етарлича кичик килиб олиш мумкин. я  сонининг такрибий к;ий- 
матини катта аниклик билан олиб ва хисоблашни хам катта аник,- 
лик билан бажариб хисоблаш хатосини хам камайтиришимиз мум­
кин. Лекин йукотилмас хатони камайтириш бизнинг ихтиёримизда 
эмас. Бунинг учун й ва а  ларни кайтадан каттарок аниклик билан 
улчашга тугри келади.

Агар бизга а ва а  ларни улчашдаги хатоларнинг катталиклари 
берилган булса, биз бу хатонинг натижага канчалик таъсири бор- 
лигини курсата оламиз.

2-§. ХИСОБЛАШ ХАТОСИ

Масалани кулда ёки хисоблаш машинасида ечаётганда биз барча 
хакикий сонлар билан иш кÿpмacдaн, сонларнинг маълум дискрет 
туплами билан иш кУрамизки, у ёки бу санок системасида маълум 
микдордаги хоналар билан олинган сонлар шу тупламда ётади. Бу 
туплам

± (a^q" л - + - (2. 1)

куринишдаги сонлардан иборат булиб, бу ерда натурал сон q-ca- 
нок системасининг асосйдир; а^, а^, ..., — бутун сонлар булиб, 
Q < а. < q - \  шартни каноатлантиради; т бу тУпламдаги сонлар 
хонасининг микдори, бутун п сон эса \п \<  шартни каноатлан­
тиради. Кулда хисоблаётганда, асосан, унлик санок системаси 
{q = 10) билан иш кУрилади. Куп ЭХМ ларда эса иккилик санок
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системаси {д = 2) ва айримлари учун учлик санок, системаси (д = 3) 
ишлатилади.

ЭХМ ларнинг кунчилиги шундай тузилганки, уларда д = 2, 
т = 35, Пд = 63 ёки д-’"=2"^^ ~  3 • 10~“ , 2"»=2^  ̂~  3,5 • 10‘̂  булади.

Одатда, арифметик амалларни бажараётганда куп хонали сон­
лар хосил булади (масалан, купайтиришда хоналарнинг сони ик­
киланади, булишда эса хоналарнинг сони нихоятда катталашиб 
кетиши хам мумкин). Натижада хосил булган сон каралаётган 
тупламдан чик,иб кетмаслиги учун т — хонасигача яхлитланади, 
яъни шу тупламдаги бошк,а сон билан алмаштирилади, табиийки 
яхлитланадиган сон унга энг як,ин сон билан алмаштирилиши, 
яъни яхлитлаш хатоси энг кичик булиши керак. Бу куйидагича 
бажарилади.

Хисоблаш натижасида

± (а,^"+а2? ''“'+ -+ « „ ^ ''" " ”" '+«„+ ,?"" '"+ -) (2.2)

сон хосил булсин. У холда, агар + ... < ^ ?  булса, (2.2)

сонни (2.1) сон билан алмаштирамиз, агарда + — > ^ д
булса, (2.2) сонни

± [а,<7''+а2^''-Ч ...+(а„+1)?'’,-'"+*] (2.3)

га алмаштирамиз. Энди шубхали хол

К.ОЛДИ. Бу холда (2.2) сонни биз шундай алмаштирамизки, кейин­
ги амалларни бажариш кулай булсин, Айрим ЭХМ лар шундай 
курилганки, шубхали холда (2.2) сонни (2.3) сонга алмаштиради. 
Кулда хисоблаётганда кейинги амалларни бажариш кулай булиши 
учун шубхали холда жуфт рак,ам к,оидаси ишлатилади. Бу коида 
куйидагидан иборатдир. Агар жуфт булса, натижа (2.1) га ал­
маштирилади ва ток булса, натижа (2.3) га алмаштирилади. 
Агар биз жуфт ракам коидасини куллаб 5,780475 сонини кетма- 
кет яхлитласак, куйидаги 5,78048; 5,7805; 5,780; 5,78; 5,8; 6 сонлар 
келиб чикади.

Купинча бирор натижани олиш учун берилган методда курса­
тилган бир катор амалларни бажаришга тугри келади. Агар нати­
жани катта аниклик билан топиш талаб килинса, бу катор янада 
узайиб кетади.
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1. Абсолют ва нисбий хатолар. Ишончпи рак^амлар ва та/^рибий 
сонларни ёзиш. тартиби. Агар а -  бирор микдорнинг аник, кийма­
ти булиб, а* унинг маълум такрибий киймати булса, у вактда 
рибий а* соннинг абсолют хатоси деб Аа*=| а -  а*\ га айтилади. 
Абсолют хато соннинг аниклигини тавсифловчи белгиларидан би- 
ридир. Абсолют хато факат назарий ахамиятга эгадир, чунки биз 
купинча а нинг аник кийматини билмаймиз, шунинг учун Аа* ни 
х.ам билмаймиз. Лекин биз абсолют хатонинг узгариш чегаралари- 
ни курсатишимиз мумкин. Бу чегаралар такрибий а* сонни то­
пиш усули билан аникланади. Масалан, биз улчашни оддий чиз- 
рич билан бажарсак, абсолют хато 0,5 мм дан ортмайди, агарда 
штангенциркуль билан бажарган булсак, абсолют хато 0 ,1 мм дан 
ортмайди. Иррационал сонни рационал сон билан алмаштирил- 
ганда хам биз абсолют хатони бахолай олишимиз мумкин. Ш у­
нинг учун бизга номаълум булган абсолют хато урнига янги ту­
шунча киритамиз.

Абсолют хатодан кичик булмаган хар кандай сонга такрибий 
а* соннинг лимит абсолют хатоси Л(а*) деб айтилади. Бу таъ­
рифдан I а -  а*| < А (а*), бундан эса а*-Д (а*)<  а < а* + А(а*) 
келиб чикади. Бу эса кискача а=а*±А(а*) каби ёзилади.

Мисол. я  сонини алмаштирадиган такрибий я*=3,14 соннинг 
лимит абсолют хатоси топилсин.

Маълумки, 3,14 < л  < 3,15, шунинг учун хам \ л  -  л*\ < 0,01. 
Демак, Л {л*) -  0,01 деб олишимиз мумкин. Агар 3,14 < л  < 3,142 
тенгсизликларни назарга олсак, у вактда биз яхш ирок бахо 
А {л*) = 0,002 га эга буламиз. Лимит абсолют хато А (а*) сифатида 
1 а -  а*| < А (а*) ни каноатлантирадиган хар кандай сонни олиш 
мумкин. Бундай сонлар чексиз куп. Ш унинг учун хам булар ора- 
сидан кичигини танлаб олиш маъкулдир.

Абсолют хато ва лимит абсолют хато хисоблаш аниклигини 
бахолаш учун етарли эмас. Масалан, иккита узунЛик улчанганда 
/,=500,2 см ± 0,1 см ва/2= 10,8 см ± 0,1 см натижалар хосил булсин, 
бу ерда хар иккаласида лимит абсолют хатолар бир хил булиши- 
дан катъи назар биринчи улчаш иккинчисига нисбатан анча аник­
дир. Ш унинг учун хам аникликни яхширок бахолайдиган янги 
тушунча нисбий хато тушунчасини киритамиз.

Абсолют хатонинг такрибий микдорининг абсолют кийматига 
нисбати такрибий соннинг нисбий хатоси да* деб айтилади:

да* =

3-§. ЙУКОТИЛМАС ХАТО
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Худди шунга fum am  лимит нисбий хато ô{a*) тушунчаси кири- 
тилади:

• Бу ердан А(а*)=| а*| ô (а*) келиб чик,ади.
Лимит нисбий хато ёрдамида аник, а сон куйидагича ёзилади;

а = а* (1±0{а*)).

Бундан кейин биз лимит абсолют хато ва лимит нисбий хатони 
к,иск,ача абсолют ва нисбий хато деймиз. Абсолют хато исмли мик­
дор бÿлиб, нисбий хато исмсиз микдордир. Нисбий хато одатда 
процент (%) ва промилля (%с) ларда ёзилади. (Бир промилля про- 
центнинг Ундан бир кисмига тенг.)

Соннинг ёзилишидаги, чап томондан биринчи нолдан фарк;ли 
ракамидан бошлаб, хамма рак,амлари маъноли рак;амлар дейилади. 
Масалан, а*=0,4 0 3 соннинг маъноли ракамлари учта, уларнинг 
остигачизилган. Каср кисмнинг охирги хоналарига кушимча нол­
лар ёзиб ёки нолларни ташлаб соннинг маъноли ракамларини 
купайтириш ёки камайтириш мумкин. Бу билан берилган сон Узгар­
майди. Маъноли ракамларнинг сонидаги ноаникпикдан шундай 
фойдаланиш мумкинки, унинг охирги маъноли ракамига караб бу 
соннинг абсолют хатоси нимага тенглиги кУриниб турсин. Бу ку­
йидагича бажарилади.

Бирор со {^< (о < \ сонни танлаймиз. Агар A(a*)<io^"-*+' тенг­
сизлик бажарилса, у холда такрибий

(3.1)

сонда ракам ишончли раинам, акс холда шубу;али paiçaM дейила­
ди. КУриниб турибдики, агар ишончли ракам булса, ундан ол­
динги ракамларнинг барчаси хам ишончли булади. Демак, ишончли 
ракамлар орасида хар доим охиргиси мавжуд.

Такрибий сонни ёзиш коидаси шундан иборатки, унинг охир­
ги маъноли раками хар доим ишончли булсин. Бунинг учун шуб­
хали ракамлар ташланади, керак булган холда унинг унг томонига 
купайтувчи q' {t — бутун сон) ёзиб куйилади.

М асалан, унли санок системасида A(a*)<ct> • 10"^ булганда 
а* = 3,14 ёзув тУгри булиб, а*=3,140 ёзув эса нотугридир; 
Д(в*) < (У < 1 булганда в* = 2500 ёзув тУгри бУлиб, А(в*) < «  • 10 
булганда эса ёзув нотугридир. Агар с* = 302448 соннинг иккита 
ишончли раками булса, уни с*=30- 10'* кУринишда ёзиш керак;
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й(*=0,007143 сонда ишончли рак,амларнинг сони учта булса, уни 
¿*=7,14 • 10"  ̂ куринишда ёзиш керак.

Айрим холларда хисоблаш жараёнида такрибий сонларда битта 
ёки иккита шубхали ракамларни са1<у|аб к.олиш максадга муво- 
фикдир (лекин бу ракамларни бирор белги билан ифодсшаш ке­
рак, масалан, кичикрок, к.илиб ёзиш керак). Чунки, одатда, нати­
жанинг хатосини бахолашда энг ёмон хол олинади, аслида эса 
хато максимал назарий хатодан анча кам булиши мумкин. Демак, 
куп холларда шубхал^! деб каралган ракамлар хакикатда ишончли 
хам булиши мумкин.

Ишончли ракам тушунчаси жиддий равишдаш нингтанланиши-
га богликдир. Эски жадвалларда со = ^  деб олинар эди, кейинги 

1вактларда (о> -  булган жадваллар хам учраб турибди, тажриба 
асосида тузилган жадвалларда одатда со = 1 деб олинади. Бу ерда 
со> ^  деб танланиши такрибий сонларни яхлитлаётганда ишонч­
ли ракамларни саклашга олиб келар экан. Хакикатан хам, (3.1) 
такрибий СОННИ яхлитлаш натижасида абсолют хато

А (а*) + Д'

га тенг булиб, бу ерда А(а*) такрибий а* соннинг абсолют хатоси, 
А' эса яхлитлаш пайтида а* сондаги кичик хоналарни ташлаб юбо- 
ришдан келиб чиккан хатодир. Яхлитлашдан кейин ракам ишончли 
булиши учун

А (а*) + А' < су ^ ”-'"+1 (3.2)

тенгсизлик бажарилиши керак. Лекин шубхали холда А'=
1ва А (а*) у̂ О булса, у вактда (3.2) тенгсизлик со = -  булганда бажа- 

1рилмайди, СУ > -  булганда эса бажарилиши мумкин. Масалан, 
д*=0,9445 ± 0,00005 булсин. Бу ерда со = ^  булганда хам, су = 1 
булганда хам охирги маъноли ракам 5 ишончлидир. Бир марта 
яхлитлаш натижасида а*=0,945 ± 0,00055 булиб, охирги 5 раками 
¿у = у  булганда ишончли булмайди, = 1 да эса ишончли булади.

Бундан кейин О) = 1 булган \олд,й.раи^амлар кенг маънода ишонч­
ли деймиз.

2. Функциянинг йукотилмас хатоси. Энди аргументларнинг так­
рибий кийматлари маълум булганда функциянинг йукотилмас ха­
тосини топиш масаласини куриб чикайлик. Фараз килайлик,

у = / ( х , ,  х ,̂ ..., х„)
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функциянинг кийматини хисоблаш керак булсин, бунда аргумент- 
ларнинг аник кийматлари маълум булмасдан, факат такрибий кий­
матлари х1 ,х^,...,х1  ва уларнинг мос равишдаги абсолют хатола­
ри А(х,*),А(х2*),...,А(хЩ) маълум булсин. К,атъий килиб айтганда, 
у* нинг йукотилмас хатосини топиш аргументларнинг узгариш 
сохаси |х, -х * |<  А(х,*) (/ = 1,п) берилганда функциянинг узгариш 
сохаси у* -  А(>'*) < у  < у* + /\ (у*) ни топишдан иборатдир. Бу 
масала математик анализ масаласи булиб, /  (х,, х ,̂ ..., х^) озми- 
купми мураккаб булганда нихоят огир масаладир. Ш унинг учун 
хам куполрок булсада, бу масалани элементар хал киладиган усул- 
ларга эга булиш максадга мувофикдир.

Бу масалани ечиш учун каралаётган функция ва аргументлар­
нинг хатоларига нисбатан биз куйидаги шартларни куямиз;

а) каралаётган сохада /  узлуксиз дифференциалланувчи булиб, 
хусусий хосилалари секин узгаради;

б) аргументларнинг нисбий хатолари (3(х1*),<3(х2*) , . . . , 6(х*) етар­
лича кичик.

У холда Лагранж формуласига кура куйидаги уринли:

У -У * ^  /(х ,,Х 2, ...,х„) -  /(х,*, X*,..., х1) =

= Е 4 Ю ( ^ , - ^ ; ) -  (3.3)
/=1

бу ерда ^ эса х =  (х,, Х2, ..., х )  ва х  =  (х,*,х2, . . . ,х ; )
нукталарни бирлаштирувчи кесманинг кандайдир нуктаси.

Функцияга куйилган 1) шартга кура /^.(^)ни /^.(х*) билан 
алмаштириш мумкин:

/=1

бундан эса,

Ь - г  1̂ Е |/х Д ^ о |а (х ;) .

Демак, функциянинг абсолют хатоси учун куйидаги формулага 
эга буламиз:

А(3̂ -) = Е1/хД^*)И(^,*)- (3.4). /=!

Энди функциянинг нисбий хатосини топиш кийин эмас, у куйи­
дагига тенг:
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д(уЛ  = = УО (У) ^
4(^*)
Д х * )

A « )

еки

5 ( r )  = S I{ ln /(x - )} ;jA (x ;)  (3.5)
/-1

Агар биз функциянинг нисбий хатосини аргументнинг ниобий 
хатоси оркали ифодалайдиган булсак, (3.5) ни куйидагича ёзиш 
мумкин;

w - ¿ i x ; { i n / ( x - ) } ; ,  1^
/=1 I

Бу ердан эса

<5( г )  = ¿ I  ^*{1п/(х-)};,, I 5(х;>. (3.6)
1=1

Шундай килиб, функциянинг абсолют ва нисбий хатоларини то­
пиш учун биз умумий (3.4), (3.5), (3.6) формулаларга эга булдик. 
Энди шу формулаларнинг айрим татбикдарини курайлик.

3. Арифметик амаллар ва логарифмлашиинг хатоси. п та мусбат 
такрибий сонлар йигиндиси

«  =  X, +  X, +  . . . +  X1 2  П .

нинг абсолют ва нисбий хатоларини топиш талаб килинсин. Бу
холда лар бирга тенг булиб, {In fix*)}],. = Д- ■ Бу кийматлар­
ни (3.4) ва (3.6) формулаларга куйиб,

Д(и*) = |^А(х*), (3.7)
í=i

8(u-) = Y ^ 5 ( x ')  (3.8)
/  =  1

ларни хосил киламиз. Шуни хам эслатиб утиш керакки, (3.7) тенг­
лик юкорида айтилган шартларга боглик эмас. (3.7) тенгликни 
куйидаги теорема шаклида таърифлашимиз мумкин.

1 - т е о р е ма .  Бир хил ишорали кушилувчилар йигиндисининг 
абсолют хатоси кушилувчилар абсолют хатоларининг йигиндиси- 
га тенг.

Айтайлик, М =тах5{х*) ва m = minS{x*) булсин, у холда (3.8) 
тенгликдан куйидаги
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тенгсизликлар келиб чик;ади. Шундай к,илиб, куйидаги теорема 
исбот булди.

2 - т е о р е м а .  Бир хил ишорали такрибий сонларни кушиш 
натижасида \осил булган йигиндининг нисбий хатоси кушилув- 
чиларнинг энг катта ва энг кичик нисбий хатолари орасида ётади.

1-теоремадан куриниб турибдики, йигиндининг абсолют хато­
си аниклиги энг кичик булган кушилувчининг абсолют хатосидан 
кам эмас. Демак, бошка кушилувчиларни кандай аникликда ол- 
майлик, йигиндининг аниклигини орттира олмаймиз. Ш унинг учун 
хам аникдиги катта булган сонларда ортикча ракамларни саклаш 
маънога эга эмас.

Айтилганлардан кулда ёки автоматик булмаган машиналарда 
Хисоблашларда одатда кулланиладиган куйидаги коида келиб чи- 
кади.

К о̂ида. Хар хил аникликдаги сонларни кушиш учун:
а) унли ракамлари бошкаларидагига нисбатан энг кам булгани 

ажратилиб, уларни узгаришсиз колдириш керак;
б) колган сонларда эса битта ёки иккита ортикча ракамлар кол- 

дириб, ажратилган сонларга нисбатан яхлитлаш керак;
в) хамма сакланган хоналарни хисобга олган холда берилган 

сонларни кушиш керак;
г) хосил булган натижани битта ёки иккита хонага яхлитлаш 

керак.
Энди айирманинг хатоларини куриб чикайлик. Фараз килай­

лик, х^>х^> О булиб, и = х ^ -  х^ булсин. У холда умумий формуладан

« А(м*) = А(х,) +А (х2*), (3.9)

келиб чикади. Бу ерда хам айирманинг абсолют хатоси камаювчи 
билан айрилувчи абсолют хатоларининг йигиндисига тенг. Лекин 
натижанинг нисбий хатоси бу нисбий хатоларнинг хар биридан 
катта булади.

Агар камаювчи айрилувчидан анча катта булса, у вактда (3.10) 
нинг махражи х[ га якин булиб, касрнинг узи эса <5(х,*) га якин 
булади. Бу ход кушишдагига ухшайди ва кушишдагидек иш тутиш
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керак. Агар камаювчи билан айрилувчи узаро як.ин булса, у холда 
ахвол тамоман бошк,ача булади. Бу ерда махраж жуда кичик булиб, 
каср жуда катта булиб кетади. Бу холда куп ишончли ра^амлар 
йуколади. Ш унинг учун имкони борича узаро Я1дин сонларни айир- 
маслик керак. Айрим холларда формулалар устида турли узгарти- 
ришлар бажариб, бундан кутулиш мумкин булади. Масалан, биз- 
дан -138х  + 2 = 0 тенгламанинг кичик илдизини топиш талаб 
килинган булиб, натижада 4 та маъноли ракам сакяансин. Бу тенг­
ламанинг кичик илдизи

X = 69 -  л/4759

га тенг булиб, бу ерда л/4759 =68,985 ... яхлитлашдан кейин

-Д т  = 68,99; X* = 69 -  68,99 = 0,01
га эга буламиз. Суратда иррационалликдан кутулиб, х ни куйида­
гича ёзиш мумкин;

" - 6̂ ’ 6 9 .6 8 ,9 9  = 137,99.

Я хлитлаш дан кей и н  эса 69 + 68,99 = 138,0. Н атижада х* = 
= = 0,0144927 ва яна яхлитласак, х*=0.01449. Кушимча хо­
налар устида амаллар бажариб текшириб куришимиз мумкинки, 
хар иккала холда хам остига чизилган ракамлар ишончли ракам- 
лардир. Лекин иккинчи холда натижанинг аниклиги анча юко- 
ридир.

Энди такрибий сонларнинг купайтмасини куриб чикайлик. 
Фараз килайлик, м = х, • х^...х^ (х>0) булсин. У вактда (3.4) ва (3.6) 
формулаларга кура

Д(м*) = Е ^ Д ( ^ ‘)> (3.11)(=.1

5(м*) = ^ 5 (х ; ) .  (3.12)
;=|

Охирги тенгликни куйидаги теорема сифатида таърифлашимиз 
мумкин. ^

3 - т е о р е м а .  Такрибий^сонлар купайтмасинингхатоси купа- 
ювчилар нисбий хатоларининг йигиндисига тенгдир.

Булинма учун хам биз шундай хулосаларга келамиз. Масалан,

ы = ^ ( х „ х 2 > 0)
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учун (3.4) ва (3.6) формулаларга кура

Д(«*) = 4^-Гх'Д(д:*) + х^А(х^)

5 М  = 5(х;) + 5(х;).

Нихоят, логарифмлашиинг хатосини куриб чикайлик. Бизга на­
турал логарифм у  = 1пх берилган булса, (3.4) формулага кура

А (г) = ^ = а д

ЯЪНИ натурал логарифмнинг абсолют хатоси аргументнинг нис­
бий хатосига тенгдир. ^нли логарифм учун

lgx = М  1пх,

бу ерда М -  lge = 0,434294 — утиш модули,

Л (/мх*) = М д  (х*) = 0,434294 (5 (х*).

Купол килиб айтганда, унли логарифмнинг абсолют хатоси аргу­
мент нисбий хатосининг ярмига тенг.

4. Ишончли ракамлар сонини хисоблаш коидаси. Биз юкорида 
такрибий соннинг абсолют хатоси А (а*) ва унинг охирги ишонч­
ли раками бир-бирлари оркали ифодаланишини курган эдик. 
Шунга ухшаган муносабатни такрибий сон ишончли ракамлари- 
нинг микдори билан унинг нисбий хатоси 5 (а*) орасида хам урна- 
тиш мумкин. Фараз килайлик,

а*=а,д" + (а,т^О)

такрибий сонда хамма ракамлари ишончли булсин. Демак, А(а*)< со 
^я-т+1 5 у тенгсизликнинг хар иккала томонини а* га булиб,

I

ЯЪНИ

(3-13)

ни хосил киламиз, бу ерда a^ — биринчи маъноли ракам булиб, 
т — ишончли ракамлар сони.

Агар ишончли ракамлар сони т маълум булса, у холда (3.13) 
тенгсизлик нисбий хатони аникдайди.
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Фараз килайлик, такрибий соннинг нисбий хатоси <5 (а*) бе­
рилган булсин.

Агар т

.  <3.14)

тенгсизликнинг бутун сондаги ечими булса, у холда биринчи 
ишончли раками а , га тенг булган такрибий а* сон хеч булмаганда 
т та ишончли ракамга эга булади. Хакикатан хам,

Д(а*) = а* д{а*) <  б(а*) (а, + 1) д "  <  (х>

Бу эса ракамнинг ишончли эканлигини курсатади.
Энди биз (3.13) — (3.14) тенгсизликларнинг бир татбикини 

курамиз, бошка татбикдари эса машкларда келтирилади.
4 - т е о р е м а .  Унли санок системасида х1,х2,...,х'„ (п < 10) 

такрибий сонларнинг хар бирининг ишончли ракамлари сони К„ 
дан кам булмасин. У вактда и* = х,* купайтма энг камида
Кд- 2  та ишончли ракамга эга булади.

И с б о т .  Фараз килайлик, мос равишда Х1*,Х2,...,Х*
ларнинг биринчи маъноли ракамлари булсин. У вактда (3.13) тенг­
сизликка кура

5 ( х ; ) < — ^^-г. д.. 10*0-1

3-теоремага кура

5(ы-) = 5(х,') + 5(х;) + ... + 5(х„*) < + 4 - + ... + ±
А Рг ■■■ Рп 10*0-1

Бундан п < 10 да 

булганлиги учун
6(0*) < 10*0-2

Шу билан теорема исбот булади. Шуни хам таъкидлаб >^иш ке­
ракки, бизнинг бахо нихоят даражада куполдир, амалда купайт- 
мада ишончли ракамларнинг сони -1  ёки айрим х о л д а г а  тенг 
булиши хам мумкин.

Бу теоремадан шундай хулосага келамиз.
1флда ёки автомат булмаган машинада иккита сонни узаро купай­

тириш учун вактни тежаш ва ёзувни кискартириш максадида аник­
рок сонни шундай яхлитлаш керакки, унинг ишончли ракамлар 
сони аниклиги камрок булган сондагига кура биттага ортсин.
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Mamiyiap

Куйидаги мисолларда = \  деб оламиз.
1. е сонини т)?ртта ишончли рак,ам билан ёзинг ва унинг абсолют хамда ни с­

бий хатоларини ани1у1анг.
2. Кесик конус асосларининг радиуслари R ва г, хамда ташкил этувчиси / 

куйидагича: R =  33,85 см ±  0,005 см, г  =  14,68 см ±  0,001 см, / =  12,34 см ±  0,003 см 
аник^[анган булса, бу конуснинг тула сиртини аниклашда й^л куйиладиган абсо­
лют ва нисбий хатони топинг.

3. Фараз килайлик, h =  0,02 — аник сон булиб, х =  0,2638 ±  0 ,25 - 10-^  
у  =  0,4276 ±  0 ,42 - 10-^ г =  0,4270 ±  0 ,4 - Ю-“ булсин. Куйидаги ифодаларнинг 
абсолют ва нисбий хатоларини топинг:

4. Куйидаги

а ) х  +  у, б ) ~ ,  в ) ( х + Н У - х > .

. .  . yjx+n+jy+n

формулада х ва у такрибий сонлардир: х  =  0,2764 ±  0,5 ■ 10" ,̂ у  =  0,8322 ±  0,5 • 10““'. 
f { x ,  у, л)  нинг абсолют хатоси я  сонини аник деб олинган холдаги хатога нисбатан 
икки мартадан купга ортмаслиги учун л  ни кандай аниклик билан олиш керак?

5. — 4х +  л  =  О тенгламанинг илдизларини туртта ишончли ракам билан 
топиш керак. Бунинг учун тенгламанинг озод хадини нечта ракам билан олиш  
керак?

6. Ж исм бушликда 20 м баландликдан тушаётган булсин. Агар тезланиш g  = 
9,8094 м сек' бешта ишончли ракам билан берилган б^либ, баландликни улчаш- 
даги аниклик 1 см га тенг булса, тушиш вактини кандай нисбий хато билан 
аниклаш мумкин?

7. Куйидаги о*, х’‘ (к — хакикий сон), sinx, cosx, tgx, ctgx элементар функци­
яларнинг абсолют ва нисбий хатоларини топиш учун формулалар чикаринг.

8. Куйидаги теоремани исботланг:
Фараз килайлик, х,, х ,̂ ..., х„ (п <  10) ларда ишончли ракамлар сони к  тадан 

кам булмасин. У холда и =  х^+ Х2+ ...+х„ йигиндида ишончли ракамлар сони хеч 
булмаганда к  — I га тенг.

2-боб
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАК;РИБИЙ 

ЕЧИШ
Алгебраик ва трансцендент тенгламаларни хамда бундай тенг­

ламалар системасини ечиш анализнинг мухим масалаларидан би- 
ридир. Физика, механика, техника ва умуман табиатшунослик- 
нинг хилма-хил масалалари алгебраик ва трансцендент тенглама­
ларни ечишга олиб келади. Масалан, механик система тебраниши 
частоталарининг квадратлари матрицалар характеристик тенгла- 
маларининг илдизлари булади, бундай тенглама эса п — даражали 
алгебраик тенгламадир. Математиканинг эхтиёжлари хам бундай 
тенгламаларни ечишни такозо этади. Масалан, номаълумларни 
йукотиш йули билан мураккаб алгебраик ва геометрик муносабат-

29



лар иккинчи ёки юк^ори даражали алгебраик тенгламаларга келти­
рилади.

Маълумки, даражаси туртдан говори булган алгебраик )^амда 
трансцендент тенгламаларни ечиш учун аник, методлар мавжуд 
эмас. Ш унинг учун )(.ам бундай тенгламаларнинг такрибий ечим­
ларини етарлича аниклик билан топиш имконини берадиган ме­
тодлар керак. Биз бу бобда шу методларнинг кенг кулланадиган- 
ларини ва тажрибада синалганларини келтирамиз.

1-§. ИЛДИЗЛАРНИ АЖРАТИШ

1. Умумий муло?^азалар. Фараз килайлик,

П х )  = О (1.1)

тенгламани ечиш талаб килинган булсин, бу ерда /  (х) — алгебра­
ик ёки трансцендент функция булиши мумкин. Тенгламаларни 
такрибий ечиш учун кулланиладиган куп методларда унинг ил­
дизлари ажратилган, яъни шундай етарли кичик атрофчалар то­
пил ганки, бу атрофчаларда тенгламанинг биттагина илдизи жой- 
лашади деб фараз килинади.

Бу атрофнинг бирор нуктасини дастлабки якинлашиш сифа­
тида кабул килиб, мазкур методлар ёрдамида изланаётган ечимни 
берилган аниклик билан )^исоблаш мумкин. Демак, (1.1) тенгла­
манинг илдизларини такрибий хисоблаш икки кисмдан иборат:
1) илдизларни ажратиш ва 2) дастлабки якинлашиш маълум булса, 
илдизларни берилган аниклик билан х^исоблаш.

Масаланинг биринчи кисми иккинчисига нисбатан анча му­
раккабдир. Чунки, умумий )(,олда илдизларни ажратиш учун эф ­
фектив методлар мавжуд эмас. Хусусан, бир неча номаълумли

(х,, х ,̂ ..., X ) = О (к =  \, 2, ... п)

тенгламалар системаси учун илдизларни ажратиш масаласи катта 
Кийинчиликлар билан богликдир.

Математик анализдан маълум булган куйидаги теоремалар (1.1) 
тенгламанинг илдизлари ётган ораликларни ажратишга ёрдам кдпади.

1 - т е о р е м а .  Агар узлуксиз/ (х) функция бирор [а, Ь] оралик­
нинг четки нукталарида х.ар хил ишорали кийматларни кабул килса, 
у вактда бу ораликда ( 1.1) тгенгламанинг х,еч булмаганда битта ил­
дизи мавжуддир.'Агар, шу б!илан бирга, биринчи тартибли хосил а 
/ (х )  мавжуд булиб, у уз ишорасини шу ораликда сакласа, у вактда 
бу ораликда илдиз ягонадир.

2 - т е о р е м а . / ( х )  функция [а, Ь] ораликда аналитик функция 
булсин. Агар [а, Ь] ораликнинг четки нукталарида /  (х) хар хил
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ишорали кийматларни к,абул к,илса, у вактда (1.1) тенгламанинг а 
ва Ь нукталар орасида ётадиган илдизларининг сони токдир.

Агар /  (х) функция [а, Ь] ораликнинг четки нукталарида бир 
хир ишорали кийматларни кабул килса, у вактда (1.1) тенглама­
нинг илдизлари '¿{а, Ь] ораликда ётмайди ёки уларнинг сони жуфт- 
дир (карралилигини хисобга олган холда).

Купинча (1.1) тенгламанинг хакикий илдизларини ажратишга 
график усули катта ёрдам беради. Бунинг учун у = / (х )  функция­
нинг графигини такрибий равишда чизиб, бу графикнинг Ох уки 
билан кесишган нукталарининг абсциссалари илдизнинг такри­
бий кийматлари деб олинади (2-чизма).

Агар (1.1) тенгламанинг илдизлари бир-бирига якин жойлаш­
ган булмаса, у вактда бу усул билан унинг илдизлари осонгина 
ажратилади.

Агар /  (х) нинг куриниши мураккаб булиб, унинг графигини 
чизиш кийин булса, у вактда график усулини бошкача тарзда куллаш 
керак, яъни ( 1.1) тенглама унга тенг кучли булган тенглама

(1 .2)
куринишида ёзиб олинади. Энди у  = <р (х) ва у  = гр (х) функция­
ларнинг графикларини чизсак, бу графикларнинг кесишиш нук­
таларининг абсциссалари такрибий 
илдизла'|)дан иборат булади.

М и с о л .  График усули билан

(2х -  1) 2̂  -  1 = 0

тенгламанинг илдизи такрибий топилсин.
Е ч и ш . Бу тенгламани

2 х - 1  =  2-*

куринишда ёзиб оламиз, у  =  2-" эгри чи- 
ЗИК.НИНГ в а у  =  2х  - 1 тугри чизикнинг гра­
фикларини чизиб, 3-чизмадан курамизки, 
уларнинг кесишиш нуктасининг абсцисса- 
си ? = 0,7 экан.
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4-Ч и 3 м а .

Агар гр (х) ёки ср (х) чизикди функ­
ция, масалан ^  (х) = ах + Ь булса, у 
вак^тда ( 1.2) тенгламанинг илдизлари­
ни ажратиш соддалашади. Фак,ата ва Ь 
коэффициентлари билан фарк, к,илади- 
ган бир хил типдаги бир нечта тенгла­
маларнинг илдизларини ажратиш учун 
график усули кулайдир. Чунки бу ерда 
илдизларни ажратиш (илдизларни так,- 
рибий топиш) битта тайин у  = <р {х) 
функция графиги билан х,ар хил у  = 
= ах + Ь тугри чизикдар кесишиш нук,- 
таларининг абсциссаларини топишдан 
иборатдир. Бу типга х^ + ах + Ь = О 

куринишдаги тенгламалар мисол була олади.
Масалан, х̂  + 2х -  1,2 = О ва х̂  -  1,2х + 0,1 = 0  тенгламалар 

илдизларининг такрибий к,ийматлари топилсин. Буни ечиш учун 
у  = х^ кубик параболани чизамиз. Сунгра у =  - 2 х  + 1,2 ва 
у  = 1,2х -  0,1 тугри чизикдарнинг парабола билан кесишиш нук,- 
таларининг абсциссаларини топамиз.

4-чизмадан куриниб турибдики, биринчи тенглама фак,ат бит­
та ^ э  0,6 хак,ик;ий илдизга эга булиб, иккинчи тенглама эса у^та 

э  - 1, 1, 2̂ = 0,1 ва 3̂ э  1 х,ак,ик.ий илдизларга эгадир.
Агар / ( г )  = О тенгламанинг комплекс илдизларини топиш ке­

рак булса, z = X + 1у деб олиб, бу тенгламани

/ ,  (^, >’) + г/г 3^)-= О
куринишда ёзиб оламиз, бу ерда/ ,  (х, у) в а ^  (х, у) хак,ик,ий х ва у 
узгарувчиларнинг х,ак,ик.ий функциялари. Бу тенглама эса куйида­
ги иккита

у; (х, у) = О, (х, у) = О -О'

тенгламалар системасига тенг кучлидир. Энди / ,  (х, у) = О ва 
2̂ у) = О эгри чизикдарни чизиб, уларнинг кесишган нук,тала- 
рини топамиз. Кесишиш нук,таларининг абсцисса ва ординатала- 
ри / ( г )  = О тенглама ечимларининг мос равишда х,ак^1к,ий ва мав- 
хум к,исмларини беради.

2. Алгебраик тенгламаларнинг х;як.ик,ий илдизларини ажратиш. 
Алгебраик

/ ( х )  = а„х" •+ а^х"-^ + ...+  а^_,х + = О (1.3)

тенгламанинг илдизларини ажратиш масаласи яхши урганилган 
ва анча осондир. Куйидаги теоремаларнинг биринчиси бошк,ала- 
рига нисбатан умумийрокдир, чунки у комплекс илдизларнинг
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\ам чегараларини беради. Биз хар доим
(1.3) тенгламада коэффициентлар \а -  
К.ИК.ИЙ ва О, О деб оламиз.

1 - т е о р е м а .  Агар

А = max1йк<п А, = max
' 0<к<п-1

булса, у холда (1.3) тенгламанинг бар­
ча илдизлари

1г =
\+А

<1 X |< 1 + = i?

Халк.а ичида ётади (5-чизма).
И с б о т .  Фараз килайлик, | х | > 1 булсин. Модулнинг хоссала- 

рига кура

1/(^)| = 1 \ - А

I \ x \ - l - A  
' UI-1

>

Агар биз бу ерда | х | > 1+А деб олсак, у холда |/(х ) |> 0  тенгсизлик 
келиб чикади. Бошкача килиб айтганда, х нинг бу кийматларида /  
(х) к5^хад нолга айланмайди, яъни (1.3) тенглама илдизга эга булмай­
ди. Шу билан теореманинг ярми исбот булди. Теореманинг иккин­
чи ярмини исботлаш учун ^  = -  деб олиб, / ( х )  = g(y) га эга 
буламиз, бу ердая (j) =  а^у" + а^_^у"-'+...+ад. Теореманинг исбот
килинган кисмига кура g (у) купхаднинг Ук = ~  илдизлари (нол­
лари) ^

тенгсиз;н1кни каноатлантиради, бундан эса
1

* 1+д

келиб чикади.
-

Э с л а т м а .  Бу тсоремадаги г ва Л сонлар (1.3) тенглама мусбат илдизлари- 
11ИПГ куйи ва юкори чегаралари булади. Шунга ухшаш — Л ва — г сонлар ман­
фий илдизларинипг мос равишда куйи ва юкори чегараси булади. Илдизларнинг 
чегаралари учун бу теоремадаги ба^о анча куполдир. Куйидаги теоремалар бунга 
иисбатан анча яхширок бахоларни беради.
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2 - т е о р е м а .  (Лагранж теоремаси). Агар (1.3) тенгламанинг 
манфий коэффициентларидан энг биринчи (чапдан унгга томон 
хисоблаганда) булиб, В манфий коэффициентларнинг абсолют 
кийматлари буйича энг каттаси булса, у холда мусбат илдизлар­
нинг юкори чегараси

Л = 1 + ^  (1.4)

сон билан ифодаланади.
И с б о т .  Бу ерда хам х > 1 деб оламиз. А гар /(х ) купхадда ман­

фий булмаган барча д,, а ,̂ ..., коэффициентларини ноль би­
лан алмаштириб, колган барча а^, ..., коэффициентларини 
эса — В  манфий сон билан алмаштирсак, купхаднинг киймати 
факат камайиши мумкин, шунинг учун хам

/ ( х )  > а„х" -  5(х""‘ + х"‘*'‘ + ... + 1) = -  В
х-1

тенгсизликка эга буламиз. Бундан эса х > 1 булганда

^п~к+1 п-к + \ _
f i x )  > а^х" -  В = i ^ [ a ^ x ^ - ‘(x - 1 ) - В ] >  

а , ( х - \ ) ^ - В '
уп~к*\ 

> 
х̂ -1  L

келиб чикади. Демак,

X > 1 + k i l  = R

булганда/(х) > О га эга буламиз, яъни (1.3) тенгламанинг барчах+ 
мусбат илдизлари х* < Я тенгсизликни каноатлантирар экан.

3 - т е о р е м а  (Ньютон теоремаси). А гарх=с учун/(х) купхад ва 
унинг барча f '( x ) , f"{x), ..., f^" \x)  хосилалари номанфий булса: 
/W(c)S: О (А: = 0,1, ..., п), у холда Л = с ни (1.3) тенгламанинг 
мусбат илдизлари учун юкори чегара деб хисоблаш мумкин.

И с б о т .  Тейлор формуласига кура

f i x )  = / ( с )  + Г (Щ х  -  с) + ... + (X -  с ) \

Теорема шартига кура х > с булганда бу тенгликнинг унг томони 
мусбатдир. Демак, (1.3) тенгламанинг барча х+ мусбат илдизлари 
х+ < с тенгсизликни каноатлантиради.
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Бу теоремалар факсах мусбат илдизларнинг юк^ори чегарасини 
аникдайди. Куйидаги:

/,(х) = { - \у / { - х ) = а д Х ’'-а^х"-^+ а^"-'^-  ...+ ( - 1)4 ’ 

/ 2(х )^ х " /  (^) = а  х "+  а ;,х " - ‘ + ... + а,х +

/з(х )= (-х )'’/ ( ~ )  = а х " -а „ .,х " -‘ + ... + ( - 1 ) 4

купхадларга юк,оридаги теоремаларни к у л л аб ,/(х ),/](х ),/2(х),/з(х) 
лар мусбат илдизларнинг юк.ори чегаралари Л,, ва ларни 
мос равишда топган булсак, у вак,тда (1.3) тенгламанинг хамма х+
мусбат илдизлари 4 - < х^ < ?̂ ва хамма х~ манфий илдизлари эса 

- 1 2
-К] < X < -  ^  тенгсизликларни к.аноатлантирар экан.

Куйидаги мисолда биз юк^орида келтирилган методларни куллаб 
уларнинг натижаларини солиштирамиз.

М и с о л . Куйидаги тенглама хак;икий илдизларнинг чегараси топилсин;

/ ( х )  =  х ^ -5 х ^  + 8 х - 8  = 0. (1.5)

1-теоремани куллаймиз, бу ерда а„= 1, у4 =  8. Демак, Л =  1 + 8 =  9, яъни (1.5) 
тенгламанинг илдизлари ( - 9 ;  9) ораликда ётар экан.

Энди Лагранж теоремасини куллаймиз: а(,= 1, к =  2, 5 = 8 .  Бу к̂ 1йматларни 
(1.4) формулага куйиб, мусбат илдизларнинг юкори чегараси учун

Л = 1 + ̂  = 1 + 2лЯ<3,84

ни Х.0СИЛ киламиз. Кейин (1.5) тенгламада х  ни-х  га алмаштирсак,

/,(х ) =  х  ̂ -  5х  ̂ -  8х -  8 (1.6)

тенглама келиб чикади. Бу тенглама мусбат илдизининг юкори чегараси учун 
Л < 3,84 тенгсизлик келиб чикади. Яъни Лагранж теоремасига кура (1.5) 

тсиглама^1ииг илдизлари (-3 ,8 4 ;  3,84) ораликда жойлашган экан.
111.ЮТ0Н методини куллайлик. Бу ерда / (х )  =  х̂  -  5х̂  -  8х -  х ,/'(х )  = 4х  ̂ -  10х -  8, 

/"(х)»12х^ -  10, /'"{х)  =  24х ,/* ''(х )= 24 . Куриниб турибдики, х  > 2 учун /■''(х)>0, 
/"'(А-)>(), /"(х)>0 ва / '(х )> 0 . Осонгина пайкаш мумкинки, х  > 2 булса, /  (х) \ам  
(1)аК11Т мусбат киймат кабул килади, яъни с= 2  мусбат илдизларнинг юкори чега- 
расм экан. Худди ш унин гдек ,/,(х )= 0  тенглама мусбат илдизларининг юк;ори че­
гараси с=3  эканлигига ишонч хосил киламиз. Демак, (1.5) тенгламанинг илдиз­
лари ( -3 ;2 )  ораликда ётар экан.

Хар учала метод натижаларини солиштирсак, Ньютон методи гарчи купрок 
мехнат талаб килсада, илдизлар чегаралари учун яхширок натижа бериши яккол 
куринади.

Энди олий алгебрадан маълум булган иккита теоремани исбот- 
сиз келтирамиз.
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Декарт теоремаси. (1.3) тенглама коэффициентларидан тузил­
ган системада ишора алмаштиришлар сони к^анча булса (санашда 
нолга тенг коэффициентларга эътибор к.илмаймиз), тенгламанинг 
шунча мусбат илдизи мавжуд ёки мусбат илдизлар сони ишора 
алмаштиришлар сонидан жуфт сонга камдир.

М и с о л .Д л :)  нинг коэффициентлари

1, О, -5, 8, -8
сонлардан тузилган системада ишора алмаштиришлар сони 3 та. Демак, (1.5) 
тенгламада мусбат илдизларнинг сони 3 та ёки 1 та,/,(л:)нинг коэффициентлари­
дан тузилган системада эса ишора алмаштиришлар сони 1 та. Демак, (1.5) тенг­
лама 1 та манфий илдизга эга экан.

Фараз килайлик, (1.3) тенглама каррали илдизга эга булмасин. 
Биз/](л:) оркали /'{х )  хосилани,;^(х) оркали/(х) ни /Дх) га булган­
да хосил булган колдикнинг тескари ишора билан олинганини, 
/з(х) оркали У|(х) ни /р с)  га булганда хосил булган колдикнинг 
тескари ишора билаи олинганини, ва х-к. белгилаймиз ва бу жара­
ённи колдикда узгармас сон хосил булгунча давом эттирамиз. 
Натижада Штурм катори деб аталувчи

...,/Дх)

функциялар кетма-кетлигига эга буламиз.
Штурм теоремаси. / (х) купхаднинг илдизларидан фаркли а ва 

Ь (а < Ь) сонларни олиб, х ни а дан Ь гача узгартирганда/ (х) учун 
тузилган Штурм каторида нечта ишора алмашинишлар йуколса, 
/ (х) нинг (а, Ь) ораликда худди шунча хакикий илдизлари мавжуд 
булади.

Штурм теоремаси илдизларни ажратиш масаласини тула хал 
килади, лекин Штурм каторини тузиш билан боглик булган хисоб­
лашлар куп вакт талаб килади.

Штурм теоремасининг кулланилиши куйидагичадир. Аввал (1.3) 
тенгламанинг барча илдизлари ётган ораликнинг чегаралари аник- 
ланади. Топилган [а, Ь] оралик «,• нукталар билан кичик оралик- 
чаларга булинади. Ш турм теоремаси ёрдамида тенгламанинг 
[«., ораликдаги илдизларининг сони аникланади. Агар бу ора­
ликда илдизларнинг сони биттадан куп булса, оралик булинади ва 
хар бир оралик учун Ш турм теоремаси кулланилади. Бу жараённи 
шунгача давом эттирамизкй> токи хар бир ораликчалардаги ил­
дизлар сони биттадан ортмасин. Шуни хам эслатиб утиш керак­
ки, Штурм каторидаги Д х) функцияларни мусбат сонларга купай­
тириш ёки булиш мумкин, бундан ишора алмаштиришлар сони 
узгармайди.
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М II СОЛ . Штурм методи ёрдамида

А х) =  + П х  +  1

||‘П1 нимпмипг илдизлари ажратилсин. Штурм к,аторини тузам и з,/'(х )=4д?-12д^ +12, 
Dvmi 4 га киск,артириб,/(л:) =  -  Зх“ + 3  га эга бул ам и з;/(х ) ни f ' (x )  га буламиз;

х ‘' -  4х^ + 12х + I 
х ‘' -  Зх  ̂+ Зх 

-х^ + 9х + 1 
-х^ + 3 x ^ - 3  
-Зх^ + 9х + 4.

х  ̂ - 3 x ^ + 3
х - 1

Дсмак, / ( х ) = 3 х 2 - 9 х - 4. Энди / ( х )  ни / ( х )  га буламиз, бунинг учун /,(х )  ни  
11П1111Л 3 га купайтириб оламиз:

Зх  ̂ -  9 x 4  9 
Зх  ̂-  9х^ -  4х  
----------- 43ГГ9

З х ^ - 9 х - 4

бу е р д а н /(х )  = - 4 х  -  9. Нихоят, 16 / ( х )  ни /  (х) га буламиз:

- 4 х - 94 8 х ^ - 1 4 4 х - 6 4  
48х^ + 108х

-252  X - 64 
-2 5 2  X - 567 

+ 503

-12Х  + 63

Х.ОСИЛ 65^лган к;олдик,ни 503 га булиб тескари ишора билан о л с а к ,/(х )  = - 1  келиб 
чик,ади.

Шундай килиб. Штурм каторининг элементлари куйидаги функциялардан 
и б о р а т :/(х )= х « -4 х > +  12х+  1 ,/(х )  =  х̂  -  Зх  ̂+  3,/2(х) = Зх̂  - 9 х - 4 , / з ( х ) = - 4 х - 9, 
Д(х)  =  -1 -  Бу Штурм каторидаги ишора алмашинишлар 1-жадвалда келти­
рилган.

1-жадвал.

X/
— 00 0 - 1 - 2 + 00

s ig n / ( x ) + + - + +
sign /  (х) — + — — +
s i g n / ( x ) + - + + +
s ig n /з  (х) + , - — —
s i g n / ( x ) “ — — —

ишора алмашинишлар сони 3 1 3 1

Бу жадвалнинг иккинчи ва охирги- устунларини солиштириб курсак, берилган 
тенглама иккита }(;акикий илдизга эга эканлигига ишонч )^осил киламиз. 2- ва 3- 
устунлардан эса бу илдизлар манфий эканлиги келиб чикади 5-устун билан 4- 
устун ва 4-устун билан 3-устунни солиштириш натижасида бу илдизларнинг 
( - 2 ,  - 1 )  ва ( - 1 ,  0) оралик^арда ётишини курамиз.

37



2-§. КУПХЛД ВА УНИНГ ХОСИЛАЛАРИ ЩЙМАТЛАРИНИ  
ХИСОБЛАШ х а м д а  КУПХАДНИ КВАДРАТИК 

УЧХАДГА БУЛИШ

Алгебраик тенгламаларнинг илдизларини топиш билан боглик, 
масалаларда куп\адлар иа уларнинг хосилалари к,ийматларини куп 
нук,таларда хисоблапп’а-тугри келади, бундай хисоблашларни биз 
олдинги параграфда хам учратган эдик. Айрим методларда эса 
купхадни купхадга булганда хосил булган булинма ва к,олдик,нинг 
кийматини топиш керак булади. Биз бу параграфда мана шу амал- 
ларнинг эффектив усулларини куриб чик,амиз.

1. Горнер схемаси. Фараз килайлик, коэффициентлари а ,̂ Ор 
..., хакикий сонлардан иборат

Р„(х) = А„х''+а,х'’- ‘+ ...+  а^_,х+а^

купхаднинг х  = ^ нуктадаги кийматини хисоблаш талаб килин­
син. РДх) ни X -  ^ га буламиз, у вактда

а о Х " + а , х ' - Ч . . . + й „ = ( й д Х ' ' - 1 + г ) ^ х ' - 2 + . . . + й ^ _ , ) ( х  -  ( 2 .1 )

га эга буламиз. Бу тенгликда х урнига ^ ни куйсак,

К = РМ )
келиб чикади, демак Р  (^) ни хисоблаш учун ни топиш кифоя­
дир. (2.1) тенгликда X нинг бир хил даражалари олдидаги коэффи­
циентларни тенглаштириб,

« 0 — ^ 0 .
« 1 = Ь , - ¿ 0 ^
« 2 =  ¿ 2 -

- К .

муносабатларга эга буламиз. Бу тенгликлардан кетма-кет Ь̂ , ..., 
ларни топамиз:

Ь() =
А, +

¿2 =  ^2 +
(2.2)

к  = а„-1 + ¿„-2̂
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Кулда ёки клавишли машинада хисобланганда (2.2) тенгликларии 
|\,уйидаги

«о «1 «2 «3 -
¿0^ ...  ь а

^  ^  ^  *3 -  ^-1

схема шаклида жойлаштириш маъкулдир, бу ерда Ь^= булиб, 
охирги каторда бошк,а сонларнинг хар бири унинг устида турган 
иккита соннинг йигиндисига тенг. Келтирилган схема Горнер схе­
маси деб аталади, у Горнер томонидан 1819 й. эълон килинган 
эди. Агар биз (2.1) тенгликда х = 1 деб олсак, хисоблашнинг тугри 
ёки нотугрилигини текшириш имконини берадиган

а„+ а, + ... + а = Ь + {\  -  §) ( ¿ „ + 6,+  ... + 6„_,)

муносабатга эга буламиз. Агар факат (§) ни хисоблаш талаб
Килинеа, у холда Горнер схемасини куйидагича

Р„{^) = ( - ( ( « 0^ + «,) ^ + ^ + -  + (2.3)
ёзиб оламиз. Бу усул купхад кийматини хисоблаш учун хакикатан 
хам эффектив усулдир. Чунки (2.3) формула ёрдамида (^) ни 
хисоблаётганда биз факат п марта купайтириш амалини бажара­
миз. Оддий йул билан хисоблаганда эса ..., даражаларни 
хисоблаш учун л -  1 марта купайтириш амалини ва а^^",
..., купайтмаларни хосил килаётганда яна п та купайтириш
амалини, хаммаси булиб 2« -  1 та купайтириш амалини бажаришга 
тугри келар эди.

М исол. Куйидаги

Р,(х) = 2лГ' -  -  Зх+ 1 
купхаднинг х =1 ,5  нук,тадаги кийматини хисоблаймиз:

1,52 - 5  0 3 1 
3 - 3  - 4 ,5  -2 ,2 5

2 - 2  - 3  - 1 ,5  -1 ,2 5

Демак, Р, (1,5) =  -1 ,2 5 .

2. Купхад хосилаларининг кийматини хи(^блаш. Энди Р„(х) 
купхад хосилаларининг х = ^ нуктадаги кийматларини топиш ма­
саласини куриб чикайлик.

Агар PJx) ни (х -  ^) га булинганда хосил булган булинмани

Р„.Дх) = С х ”- Ч  С х " - Ч . . . + е \
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орк,али белгилаб олсак, у холда

Р„(х) = (х-^)Р„_,(х) + й ^  (2.4)

тенглик келиб чик;ади. Р„_^{х) ни (х -  ^) га булинганда хосил булган 
булинмани

и )  = ... +
десак,

р„_ ,(х )= (х-^)/^ ,_2( х ) + е \
тенгликка эга буламиз ва х-к. ( /+ 1) — кадамда Р  _/х) ни (х -  | )  га 
булинганда хосил булган булинмани

р„_,_,(х) = ^0* ' +  Ь,и)х’'->-̂  + ... + ¿„‘4 , 

деб белгилаб,
Р„-М ) = { х -  ^)Р„_,_Дх) + (2.5)

тенгликни ёзамиз. Натижада

Р„(х), Р„_,(х), Р„_,{х), ..., Р,(х), Р„(х)

купхадлар кетма-кетлигини ва купхадларнинг коэффициентлари­
дан тузилган

ио «1Ап Я, . . .  а„_2 я„_, а„ ,

е  е ,

¿Г’

(2.6)
учбурчак матрицани хосил киламиз. Агар = а ,( /= О, л) деб 
олсак, у холда Горнер схемасини кетма-кет куллаб, куйидаги

= = + (2.7)
(/ = 1, л - у ;  ;  = 0,л)

рекуррент формулаларни хосил киламиз. Энди (2.4) айниятни хамда
(2.5) айниятни/ = 1 , 2 ,  ..., п -  1 учун ёзиб, ^ейингиларини олдин- 
гиларига олиб бориб куйиб,
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p„ (X) = ¿ r  + (X -  0 + - + (2 .8)

ra эга буламиз. (2.8) тенгликдан ва Тейлор к^аторидаги ёйилма­
нинг ягоналигидан

Д  (^) = b f \ ^ l  = Ь% . .., (2.9)

ни хосил к^иламиз. Шундай 1<;илиб, Р р:) купхад хосилаларининг ^ 
нук,тадаги к,ийматларини топиш учун биз (2.7) рекуррент форму­
лалардан фойдаланиб (2.6) учбурчак матрицани тузишимиз керак.

М и с о л .  Куйидаги

Р. (х) =  -  5х  ̂ +  Зх +  1

к)?пх,ад ва унинг хосилаларининг х =  1,5 нук,тадаги кийматини топамиз. Бунинг 
учун (2.6) матрицани тузамиз:

3 1
- 1 ,5  -1 ,2 5  
-3 ,7 5

2 - 5 0
2 - 2 - 3
2 1 - 1 ,5
2 4 4 ,5
2 7

(2.9) формулалардан эса хосилаларнинг кийматларини топамиз:
Р^(1,5) = -1 .25 ; Р Щ  5) = -3 ,7 5 , Р Д 1,5) = 2 ! • 4 ,5  = 9; РД1, 5) = 3 ! • 7 = 42,

р /'"(1,5) = 2 - 4 !  = 48.

3. Купхадни квадратик учхадга булгандаги булинма ва к;олдик,ни 
топиш. Маълумки, Р„(х) купхадни квадратик х^ + рх + q учхадга 
булганда хосил булган к^олдик, чизикди функция ах + Ь булади, 
леки н  к^улайлик учун биз бу чизик.ли ф ун кц и ян и  махсус 

+ р)+  формада ёзамиз:

а^х" + a^x”-  ̂ + ... + а„ =  (¿о^"”  ̂+ b^x"-^ +  ... + б^,^)
(х^ + р х +  q) + è„_,(x + р) + è . (2.10)

Бу муносабатда х нинг бир хил даражалари олдидаги коэффици­
ентларни тенглаштириб,

^0 ~ Ьо,
üi = bi+pbQ, D
Û2 = ¿2 + pbi + qbg,

(2 .11)
— b„_i + pb„_2 + Фп-г’ 

a„ = b„+ pb„_i + qb„_2
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тенгликларга эга буламиз. Бу ерда Ь̂ , 6,, ..., ларни топиш учун, 
куйидаги рекуррент муносабатлар хосил булади:

А) ~
Ь, = о ,  -  р Ь „  

рЬ, -

V , = «„-■ -  рЬ„-2 -  яь„_„
= а„ -  р К_, -  дЬ„_,.

(2.12)

Хисоблашда осон булиши учун бу муносабатларни куйидаги схе­
ма шаклида ёзишимиз мумкин:

«о а , «3 . ..  а _ ,

- р  -р ь , -рЬ, -рЬ^ ... -рЬ^_^ -рЬ^_^
-Ф„-2

К Ь, ¿3 ...

Бу схемада охирги сатрдаги сонлар учта олдинги сатрлардаги сон­
ларнинг йириндисидан иборатдир. Д е м а ^ (2 .1 2 )  ёрдамида ёки 
юкоридаги схемадан фойдаланиб, ¿,(/ = 1,и) ларни топамиз ва 
натижада булинма = + Ь^х"~^+...+  ва колдик
Г р )  = {х + р) + булади.

3-§. ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШДА 
ИТЕРАЦИЯ МЕТОДИ

1. Одций итерация методи. Биз хозир одций итерация (ёки кет- 
ма-кет якинлашиш) методи билан битта сонли тенглама мисоли­
да танишамиз. Бу методнинг умумий назарияси билан кейинги 
параграфда танишиб чикамиз. Итерация методини куллаш учун 
/(х )  = О тенглама унга тенг кучли булган куйидаги

х  = <р{х) (3.1)

каноник шаклга келтирилган ва илдизлари ажратилган булиши 
керак. (3.1) тенгламанинг илдизи ётган атрофнинг бирор нукта­
сини изланаётган илдизнинг нолинчи якинлашиши деб оламиз. 
Навбатдаги якинлашишини топиш учун 0-1) нинг унг томонига 
х̂  ни куямиз ва хосил булган^ (х„) кийматиних, билан белгилай­
миз, яъни

х, = <р{\) (3.2)
42



I оиилганх, сонни (3.1) нинг унг томонига куйиб, янги сонх^ = <р 
(\| ) ИИ хосил киламиз. Бу жараённи давом эттириб, п — як.инла- 
т и т  Xj ни (л -  1) — якинлашиш х^_, ёрдамида топамиз:

Х„-^(Х„_, )  (« = 1 ,2 ,3 ,...)  (3.3)

1>у (1>ормула ёрдамида топилган сонлар кетма-кетлигининг лими- 
1И, яъни

(3.4)
Я—»öe

манжуд ва (р (х) функция узлуксиз булса, (3.3) тенгликнинг хар 
иккала томонида лимитга утиб,

^ = lim х„ = lim (р (х„_,) = (р (Im  x„_,) = (р

Я1.ПИ

l a эга буламиз. Бу тенгликдан куринадики, ^ берилган тенглама­
нинг илдизи экан. Демак, бу илдизни (3.3) формула ёрдамида ис­
талган аниклик билан хисоблаш мумкин. (3.4) лимит мавжуд булган 
,\олда итерация жараёни як;инлашувчи дейилади. Лекин lim х„ мав­
жуд булмаслиги хам мумкин, бундай холда оддий итерация усули 
максадга мувофик булмайди.

Итерация методи содда геометрик маънога эга. Буни тушуниш 
учун >; = ^  (х) ва у = X функцияларнинг графикларини чизамиз. 
Бу графикларнинг кесишган М нуктасининг абсциссаси (3.1) тенг­
ламанинг х  = ^ илдизидир.

Фараз килайлик, х„ нолинчи якинлашиш булсин, у вактда Лд(Хц, 
(р (Хд)) нукта у  = (р W  эгри чизикда ётади (6-чизма). Бу нуктадан 
горизонтал (Ох укига параллел) чизик утказамиз. Бу чизик У -х  
биссектрисани <р (х„), (р (х„)) нуктада кесади. ¡р (Хц) ни х, билан 
белгилаб олсак, нуктанинг координаталари (х,, х,) куринишга 
:)га булади. 5, нукта оркали Оу укка параллел тугри чизик утказ- 
сак, у у=^(р (х) Эфи чизикни A  ̂ (х,, <р (х,)) нуктада кесади. Бу 
жараённи давом эттириб, у  = х  биссектрисада ётган В  ̂ (х^, х^) (бу 
ерда х^ = (р (х,)), сунг у  = <р (х) эгри чизик устида (х ,̂ <р (х^)) 
иуктага эга буламиз ва х-к. Агар итерация жараёни якинлашса, у 
вактда у1(), А^, ..., ... нукталар изланаётган Л/нуктага якинлаша­
ди. А^, Aj, А^, ... нукталарнинг х„, Xj, Xj, ... абсциссалари ^ га, яъни
(3.1) тенгламанинг илдизига якинлашади. Шундай килиб, итера­
ция методининг геометрик маъноси куйидагидан иборат: >> = ^  (х) 
эгри чизик билан координаталар бурчаги биссектрисасининг ке- 
сишиид нуктасига синик чизик буйлаб харакат киламиз, синик 
чизикнинг учлари навбат билан эгри чизик ва биссектриса устида
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6-Ч и 3 м а.

ётади, томонлари эса навбат билан горизонтал ва вертикал йунал- 
ган булади. Агар эгри чизик; ва биссектриса 6 — чизмадагидек 
жойлашган булса, у вак^тда синик, чизик, зинапояни эслатади. Агар 
эгри чизик, ва биссектриса 7-чизмадагидек булса, унда синик, чи­
зик, спирални эслатади.

Итерацион жараён узокдашиши х,ам мумкин. Бунинг геомет­
рик маъноси шундан иборатки, зинапоянинг погоналари (ёки спи- 
ралнинг бугинлари) борган сари катталашади, шунинг учун хам 
Ад, А^, А^, ... нук,талар М га як,инлашмайди, балки узокдашади (8— 
9-чизмалар).

Модомики, итерация жараёни \ар  доим як,инлашавермас экан, 
демак, бу жараён Я1̂ инлашиши учун к,андай шартлар бажарилиши 
кераклигини аникдаш катта а)(,амиятга эга. Бу шартлар ушбу тео­
ремада курсатилади.

1 - т е о р е м а .  Фараз килайлик, ^  (х) функция ва дастлабки 
якинлашиш Хд куйидаги шартларни каноатлантирсин:

1) (/? (х) функция

| х - Хо1<(5 (3.5)
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ораликда аникданган булиб, бу ораликдан олинган ихтиёрий ик­
кита х ва>  ̂нукталар учун у) (х) Липшиц шартини каноатлантирсин:

|у5 (х) -  ^  (у)| < ? | х - з ; |  (О < 1); (3.6)

2) куйидаги тенгсизликлар бажарилсин:

\хо-(р{Хо)\<г1, (3.7)

У холда (3.1) тенглама (3.5) ораликда ягона ^ илдизга эга булиб, 
{х„} кетма-кетлик бу ечимга интилади ва интилиш тезлиги

\ х „ - ^ \ < ^ - д "  (3.8)

тенгсизлик билан аникланади.
И с б о т .  Аввал индукция методини куллаб, ихтиёрий п учун х̂  

ни куриш мумкинлигини, х  ̂ нинг (3.5) ораликда ётишлиги ва

\ х „ , , - х ^ < 1 ] - д ' '  (3.9)

тенгсизликнинг бажарилишини курсатамиз.
Агар л = О булса, x^ = (р (х„) булгани учун (3.9) тенгсизлик (3.7) 

дан келиб чикади.
Бундан ташкари, г] < < 5 булгани учун | Х| -  х„| < й тенгсиз­

лик бажарилиб, х  ̂ (3.5) ораликда ётади. Энди фараз килайлик, х,, 
х ,̂ ..., х  ̂лар курилган булиб, улар (3.5) ораликда ётсин ва

\х ^ ^ ^ -х ^ \ < г]д>̂ (/с = 0, 1, 1)

тенгсизликлар бажарилсин. Индукция шартига кура х  ̂ (3.5) да 
ётади, (р (х) (3.5) да аникданган, шунинг учун хам (х^) ни
куриш мумкин. Теореманинг 1-шартидан

\х„ ^ ,-х„ \ = \ср (х„) -  ^(х„_,)| < д \ х „ -  х„_,|

келиб чикади. Лекин х^_, ва х  ̂ учун индукция шартига кура
IX ~ х„_,| < уринли,"демак, | х„.̂ , -  х„| < ?; • д". Бу эсах„^, вах^ 
учун (3.9) тенгсизликнинг бажарилишини курсатади. Нихоят,

\х„^у-х^\< \х„^,-х„ \ + \х„-х„^,\+ ...+  \х ,-х ^< г1 д '' + г]д"-^+...+7} =-

' 1 -д  \ - д

муносабатлар х^ ,̂ нинг (3.5) ораликда ётишини курсатади. Шу 
билан исбот килиниши талаб этилган мулохаза тасдикланди.

Энди (х„} нинг фундаментал кетма-кетлик ташкил этишини 
курсатамиз. (3.9) тенгсизликка кура ихтиёрий р  натурал сон учун
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е к и

(3.10)

Бу тенгсизликнинг унг томонир  га боглик. булмаганлиги ва 0<^< 1 
булганидан {х^ кетма-кетликнинг фундаменталлиги ва унинг ли­
мити ^ = И т х  мавжудлиги келиб чик.ади. {х } кетма-кетлик (3.5)л->« "
ораликда ётгани учун ^ хам шу оралик/да ётади. (3.6) шартдан <р (х) 
нинг узлуксизлиги келиб чик,ади, шунинг учун х,амх^^,= <р (х )̂ тен­
гликда лимитга утиб, (3.1) тенгламанинг илдизи эканини исбот 
киламиз.

Энди ^ илдизнинг (3.5) ораликда 5н’0налигини исботлаймиз. 
Фараз килайлик, |  (3.1) тенгламанинг (3.5) ораликдаги бошка 
бирор илдизи булсин, = ^ эканини курсатамиз. Х.акикатан хам
(3.6) га кура

1 1 - ' ^  1 = к ( 1 ) - < р ( ^ )  1 ^  9 I I I

о < 9 < 1 булгани учун бу муносабат факат ^ булгандагина 
бажарилади.

Якинлашиш тезлигини курсатувчи (3.8) тенгсизликни келти­
риб чикариш учун (3.10) тенгсизликда р -^  со лимитга утиш кифо­
ядир. Теорема исбот булди.

И з о \ .  Одатда, итерация методини куллаётганда иккита: па кетма-кет 
якинлашишлар берилган аникдик билан устма-уст тушса, шу аник^лик билан 
^ =  х  ̂ деб олинади. Умуман олганда, бу фикр нотугридир. Масалан, х  =  0,999х ’ 
тенгламани курайлик. Бу ерда ^ (х)=0,999 х, ?=0,999. Дастлабки якинлашиш х„ 
ни 1 га тенг деб олиб, бу тенгламани итерация методи билан ечамиз. У холда 
Х| = 0,999 ва х,, -  х ,=  0,001 булади, бу тенгламанинг аник илдизи  ̂ =  О эса х, дан 
0,999 га фарк килади.

Юкорида айтилган фикрни факат | <р' (х)| < q  булиб, г/ бирдан анча кичик

булгандагина куллаш мумкин. Бунинг тугрилигини Я ^ \  булганда куйидагича 
курсатиш мумкин. Бунинг учун / ( х ) =  х  -  ^р(х) деб оламиз, у \олда /  (^) =  О ва 
/ ' (х )  = 1 -  <р'(х)>\ -  q булади. Ш унинг учун хам

I х„ -  <р{х„) |=;| /(х „ )  -  / ( ¿ )  1 = 1 Х„ -  5 II л 4 )  1̂

V С  6 ( х „ Ш

демак

ва (3.6) га кура
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\х„ -  <Р (х„)| =  I (р -  <р (х„)| £  9 |х„ -  х„_,|. 

Бу тенгсизликлардан эса

1-9

5<;осил булади. Агар, хусусий холда, деб олсак,

\ ^ - \ \  ^ К - \ Л -
Булади, яъни бу }^олда | х„ -  х„_,| < е дан |  ̂ -  х„| < е келиб чик,ади.

М и с о л .  Итерация усули билан

/ ( х )  =  х З - 8 0 х + 32 (3.11)

тенгламанинг мусбат илдизлари 5 та ишончли рак,ам билан топилсин.
Е ч и ш . Штурм методини куллаб, бу тенгламанинг мусбат илдизлари ва 

ларнинг мос равишда (0; 0,5) ва (8,5; 9) оралик^арда ётишини курамиз. Итера­
ция методини куллаш учун (3.11) тенгламани каноник куринишда ёзиш керак. 
Буни куп усуллар билан бажариш мумкин. Лекии >;ар доим х,ам каноник кури­
нишдаги <р (х) функция теорема шартини к,аноатлантиравермайди. (3.11) тенгла­
мани унга эквивалент булган, масалан, к,уйидаги уч хил куринишда ёзиш  мумкин:

х  =  х ^ - 7 9 х + 3 2  =  ^, (х) (3.12)

ёки
х^+32

х  = (3.13)

х = ^ 8 0 х -3 2  =ф з(х) (3.14)

Хар иккала илдиз атрофида \ам  ¡р. (х) лар \осилага эга булгани учун теорема­
даги (3.6) шартни \(р]{х) |< 9 < 1 шарт билан алмаштириш мумкин. Энди <р. (х) 
л ар н и н г к,айси бири  т ео р ем а  ш артини к ан оатл аш ти р и ш и н и  к урайли к , 
^¡(х) = Зх^ -  79 булгани учун )̂ ар иккала илдиз атрофида хам | (р[(х) |> 1 , демак, 
(3.12) тенглама учун итерация жараёни узок^ашади. Энди (3.13) тенгламани тек-

3^2  ̂ 3 2
ширайлик, = . Бундан (0; 0,5) ораликда I = 9 < экан-

лигини курамиз, яъни ни топиш учун (3.13) тенгламага итерация методини  
куллаш мумкин. Дастлабки як.инлашишних„ = 0,5 деб олиб, кейинги тургга як;ин- 
лашишни хисоблаймиз:

X, = = 0,4015625; х  ̂ = 0,4008094;
80

Хз =  0,40080487; х, = 0,40080483.

Демак, 5 та ишончли раками билан / ,  =  0,40080 деб олишимиз мумкин. 
Табиийки, (3.13) тенгламада иккинчи илдизни хам итерация методи билан 

топишга харакат к,иламиз. Лекин бу мумкин эмас, чунки (8,5; 9) оралик; учун
I (р'2(х) |< 9 < 1 шарт бажарилмайди. Ш унинг учун хам (3.14) тенгламани текши­
риб курайлик:
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4>'г(х) =
80

3#0х-32)2 '

10 1
Бундан курамизки, (8,5; 9) ораликда I ‘РАх) ^  < у  > ш у  сабабли (3.14) тенг­

ламадан 2̂ ни топишимиз мумкин.
Нолинчи як,инлашишни х„=9 деб оламиз, кейинги якинлашишлар 2-жадвал- 

да келтирилган. Демак, 5 та ишончли рак,ами билан олинган кийм ат/2=8,7371 га 
тенг булади.

2-жадвал

2. Вегстейн методи. Итерация методининг якинлашиши ёки 
узо1у1ашиши ^ илдизнинг кичик атрофида (р'(х) хосиланинг к,ий- 
матига боглик. эканлигини юк.орида курган эдик. Лекин Ж.Х. Вег­
стейн 1958 йилда [51], геометрик мулохазалар асосида, итерация 
методини шундай узгартиришни таклиф этдики, буни куллаганда 
<р'(х) нинг киймати хар кандай булганда хам итерация жараёни 
якинлашади. Мабодо 1у)'( )̂| <1 тенгсизлик бажарилса, у вактда од­
дий итерация жараёнига нисбатан Вегстейн жараёни тезрок якин­
лашади.

Вегстейн методида

х  = >р{х) (3.15)

тенгламанинг аник ечими ^ нинг 
дастлабки якинлашиши оркали,

г„=х„, г,=х,=^(х„) (3.16)

деб олиб, иккита {х„} ва {г)  кетма- 
кетликни курамиз:

х ,  = ^(г„), (3.17)
(х„ \̂-х„){х„+1-г„)

•̂ п+1
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Охирги муносабатни маъносини англаш ва уни хосил к,илиш усу­
лини тушунтиришимиз учун 10-чизмага мурожаат киламиз.

Ушбу

чизикди комбинацияни тузамиз ва д параметрни шундай танлай­
мизки, бу ифода илдизнинг аник, киймати § ни берсин:

^ + (1 -  ^) X , 1. (3.19)

Бу ифодани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

= 9 ( г „ - § )  +
ёки

( 1 - д ) { ^ - х „ ^  = д (г„ -^ ) . (3.20)

Энди 10-чизмадан курамизки (3.20) ни куйидагича ёзиш 
мумкин:

( \ - д ) П С = д С В ,

яъни

(3.21)д _ Р С  _  С М  _  < р ( 1 „ ) - т
1 - д  СВ СВ

СМАгар (3.21) да номаълум нисбат —-  ниСо

^  У(г„-1)-(р(г„) ^
ЛВ

билан алмаштирсак, у холда биз д параметрнинг д* такрибий кий­
матини топамиз:

„* _  х„+1-х„

/
Энди д* нинг кийматини (3.19) — ифодадаги д ни урнига куйсак, 
ни хосил киламиз:

 ̂ ,  , А х„+(̂ х„
п̂+\ -

_ V- _ Х̂„+1 XfJ){XfJ. .̂  ̂ Zц) г\п̂\
“■ я+1 -V  - г  Л-, • ( 3 .2 2 )Хп+\ х„-1„ + 1„-\ '' '

Вегстейн методини амалда куллаш учун (3.16) га кура илдизнинг 
нолинчи якинлашиши га бир марта (3.15) оддий итерация ме-
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тодини куллаш керак. Биринчи кадамдан сунгх_^, ни топиш учун 
эса (3.17) — (3.18) формулсшарни куллаймиз. Биз бу ерда бу жара­
ённинг оддий итерация жараёнига нисбатан тезрок^якинлашиши- 
ни катъий равишда исботлаб утирмасдан мисол келтириш билан 
чегарсшанамиз.

М и с о л .  Ушбу

/(Л-) = + 1000 = 0

тсиглпмапипг энг катта мусбат илдизи 10-"' аниклик билап топилсии. Изланаёт- 
гаи ИЛДИЗПИ1И’ полиции якинлашиши сифатида = 10 пи олимигмиз мумкин, Бу 
тенгламани

х =  1000 (3,23)

куринишда ёзиб оламиз, Бу )^олда <р' (х) = -3х^ ва ^'(10) = - 3 0 0  булади. Демак, 
(3.23) тенгламага одций итерацияни куллаб булмайди. Бу тенгламанинг ечимини 
Вегстейн усули билан топилган кетма-кет якинлашишлари 10~”’ аниклик билан 
3-жадвалда келтирилган.

З-жадвал

п 'Р (г„) г„ ^̂ „+1= V (X,)
1 2 3 4

0 10 10* 10
1 0 0* 0
2 1000 9,9 -1 0 0 0
3 29,7 10,1 -9 9 9 0 0 0
4 -3 0 ,3 0 1 0 9,9658 -978.10'5
5 10,2310 9,966655
6 9,97016 9,66667791
7 9,966666 9,966666790
8 9,9666667906 9,96666679061
9 9,9666667906 9,96666679061

Бу жавдалнинг учинчи устунида (3,22) формула ердамида топилган г„ лар келти­
рилган, охирги устун эса оддий итерация усулининг узокташишини курсатиш  
учун келтирилган. Юлдузча билан белгиланган кийматлар иккинчи устундаги 
мос кийматлар билан устма-уст тушади, чунки Вегстейн усулини куллаш учун 
п>2  булиши керак. ^

3. Хисоблаш хатосининг итерацион жараённинг я^инлашишига 
таъсири

Биз олдинги пунктларда итерацион жараённинг идеал модели­
ни куриб чиккан эдик. Бу моделда {х,} кетма-кетликнинг барча 
элементлари абсолют аник, х;исобланган деб фараз килинган эди. 
Аслида эса кулда хисобланаётганда \ам , машинада хисобланаёт-
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ганда хам, биз амалларни чекли микдордаги ракамлар устида бажа­
рамиз. Бунинг натижасида, яъни яхлитлаш \исобидан, хисоблаш 
хатоси келиб чикади. Итерациянинг биринчи кадамидах, = p̂ (х„) 
урнига унга як^инрок. булган ни хосил киламиз. Бу ерда 
•̂ 1“ ф(^о) = Уо хисоблаш хатоси хосил булади. Иккинчи к,адамда 
эса хато икки сабабга кура хосил булади; биринчидан <р (х) функ- 
циядах, урнига Х; куйилади, иккинчидан (р{Ху) яхлитлаш хатоси 
билан хисобланади. Демак, топилган х-̂  к,иймат факат такрибий 
равишда (р{х,) га тенг: х^ = (р{х,) + 7,, — хисоблаш хатосидир.

Шундай килиб, итерация методини куллаётганда х^^=<р {х )  
(п = 0 ,1,2,...) кетма-кетлик урнига

„̂.1 =<Р(^„) + Г„ («= 0, 1,2, ...)

кетма-кетликка эга буламиз, бу ерда — хисоблаш хатоси.
Юкорида исбот килинган теореманинг хулосаси {х̂ } кетма-кет­

ликка тааллукди булгани учун, агар биз кушимча шарт куймасак, 
бу хулоса {х„} кетма-кетлик учун уринли булмайди, хатто бу кет­
ма-кетлик ^ илдизга якинлашмаслиги хам мумкин. Ш унинг учун 
куйидаги теоремани исбот киламиз.

2 - т е о р е м а .  Фараз килайлик, <р (х) дастлабки якинлашиш 
х„ ва

= (р(х„) + у„, ^0 = Хо, л = 0,1,2, ... (3.24)

тенгликлар билан аникланган {х„} кетма-кетлик куйидаги шарт­
ларни каноатлантирсин:

1) ^  (х) функция

|х -  х„| < (5 (3.25)

ораликда аникланган булиб, бу ораликдан олинган ихтиёрий ик- 
к т а  X в а у  нукталар учун

\ <р {х) -  ¡р (у)\ < д \х  -  У\ {О < д< \) (3.26)

тенгсизликни каноатлантирсин;
2) сонлар учун

\у„\<уд", 1), « = 0,1,2, ... (3.27)

тенгсизликлар уринли булсин; ^
3) куйидаги

|хо-9=>(Хо)|<?7, (3.28)

тенгсизликлар бажарилсин. У холда
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\) х - ( р  (х) тенглама (3.25) ораликда ягона ^ ечимга эга,
2) агар О < < 1 булса {х„} кетма-кетлик^ га якинлашади,
3) агар д =  \ булса, х„ микдорлар

\ х - ^ \ < - ^ ^ { у  + щ '')  (3.29)

тенгсизликни каноатлантиради.
И с б о т .  Теореманинг биринчи тасдиги 1-теоремадан келиб 

чикади. Колган тасдикдарни исботлаш учун биз
т

(/^г= 1, 2, ...) (3.30)
/=1

тенгсизликларнинг уринли эканлигини курсатамиз.
Аввал шуни таъкидлаб утиш керакки, агар х^ (3.30) тенгсиз­

ликни каноатлантирса, у (3.25) ораликда ётади.
Хакикатан х.ам (3.30) дан О < < 1 ни \исобга олиб,

т
(3.31)

га эга буламиз. 1-теоремани исбот ь;илиш жараёнида

(3.32)

ни келтириб чикарган эдик. Кейин бу тенгсизликлардан ва 
(3.28) дан

\ х „ - х а \  < \ х „ - х „ \  + \ х „ - Х о \ < ^  + - ^ - < 5  

келиб чикади.
Энди биз (3.30) тенгсизликни исбот килишга 5^амиз, бунинг 

учун математик индукция методини куллаймиз. (3.24) ва (3.27) 
дан п = О булганда

1̂ 1-^1 1 = |Уо

келиб чикади, бу эса (3.30); нинг т -  \ булганда уринли эканлиги­
ни курсатади. Энди фараз 1̂ илайлик, (3.30) т=п булганда уринли 
булсин, унинг т = п + I булганда х,ам уринли булишини курсата­
миз. (3.24) дан х,+|= <р (х^  ни айириб,

=<р(х„)-(р(х„) + у„
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ни хосил к^1ламиз. х„ ва лар (3.25) ораликда ётади, шунипг 
учун хам (3.26) тенгсизликни назарда тутиб хамда (3.27) ва (3.30) 
тенгсизликларда т=п деб олиб,

1 «̂+1 - «̂+1 \^\(р(х„)-(р{х„) \ + \у,.\< д \ х „ - х „ \  +гч" <

< уЙ ^ Г ’ + г? Г = г § 9 " ' " 9 Г ‘/=1 /=1

ни хосил киламиз.
Демак, (3.30) т=п+1 учун тугри экан. Энди теореманинг 2),

3) — тасдикларини исбот киламиз. (3.8) ва (3.30) тенгсизликларга 
кура

^ I  < I х„ -  х„ 1 + 1 х„ -  ^ I < г Х  + ' ^ -  (3.33)
/=1 ^

Агар О < < 1 булса, у холда « -» оо да

X  ^ п [ т а х  {д, ^,)]”' '  -> О
/=1

булгани учун, (3.33) дан

И тх„П—̂оо

келиб чикади. Агар д̂  = \ булса, (3.33) дан (3.29) келиб чикади. Шу 
билан теорема исбот булди.

И зо^^. \ )  у  ̂ сонларни итерация методининг ( и + 1 )  — к^адамидаги яхлитлаш 
хатоси деб к^араш мумкин.

2-теоремадан чексиз камаювчи геометрик прогрессиядек нолга интилган- 
дагина нинг  ̂ илдизга якинлашиши келиб чикади. Агар |у„| < у  булса, бу 
теорема факат билан  ̂ орасидаги айирманинг ба)^осини беради.

2) у = О булганда биз итерация методининг идеал х,олига келамиз. Умуман 
олганда, якинлашиш хакидаги теоремаларни 2-теоремадек таърифлаш керак эди. 
Лекин шунга карамасдан, бундан кейин биз факат идеал з^олни куриб чикамиз.

4-§. К;ИСКДРТИРИБ АКС ЭТТИРИШ ПРИНЦИПИ. 
ИТЕРАЦИЯ МЕТОДИНИНГ УМУМИЙ НАЗАРИЯСИ 

ХДКИДА ТУШУНЧА

1. Метрик фазо хякдда тушунча. Фараз килайлик, X  ихтиёрий 
элементларнинг туплами булсин. Агар X  дан олинган ихтиёрий 
иккита X ва у  элементлар учун шундай р  {х, у) функция мавжуд
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булиб, у куйидаги шартларни (метрик аксиомаларни) к,аноатлан- 
тирса, у холда X  туплам метрик фазони ташкил этади дейилади:

1) р {х, у) > О ва р  (х, у) = О муносабат х= у  булгандагина 
бажарилади,

2) р (х, у) = р {у, х) (симметриклик аксиомаси),
3) р (х, у) < р (х, z) + р (z, у) {учбурчак аксиомаси).
р  {х, у) функция эса метрика (ёки х  ва у  элементлар орасидаги 

масофа) дейилади. Метрик фазонинг элементлари одатда унинг 
нукталари дейилади. X тупламда масофани хар хил усуллар билан 
киритиш мумкин, у холда X хар хил метрик фазоларни хосил ки­
лади.

Фараз килайлик, X  п улчовли Зс =  (х,, х ,̂ ..., х )  векторлар 
туплами булсин. Бу тупламда биз уч хил масофа киритамиз.

1. Кубик ёки т масофа. Бу куйидаги

р„(х ,у ) = max | х , - 3̂,1 (4.1)

тенглик билан аникланади. 1- ва 2- аксиомаларнинг бажарилиши 
уз-узидан равшан. Учинчи аксиома эса куйидагича текширилади:

р„(х, у)  = max I X,. -  у, \= т р  | (х,- -  г,) + (z,- -  У,) | <

< т р ( |  X,. -  г,1+ 1 г,- -  y, i) ^  max \ х, -  г, | +

+ max I Zi -  у, \= р„{х, z )  + р,„(г, j ) .

2. Октаэдрик ёки s масофа. Бу куйидаги
п

Ps(x,y)  = ' Z \ X i - y i \  ■ (4.2)
/  =  1

тенглик билан аникланади. Бу ерда хам учинчи аксиоманинг ба­
жарилишини текширамиз:

п п
р Л х , У )  =  S i -  3 " / 1 =  Е  K - ^ i  -  Zi) +  (z, -  J , )  I <

/=I /=1
n n

^  - Zi i + E k /  - 1 =  p .  I I + p s ( z , y ) -  /=1 ; = l

3. Сферик ёки I масоф^. Бу масофа куйидаги

Г  ”
P i i x , y ) =  (4.3)
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тенглик билан аникданади. Бу ерда учинчи аксиомани текширишда 
Коши — Буняковский тенгсизлиги

/=1

‘/2

1=1

72

дан фойдаланамиз:

р!(х , У) = f , (х, ~ У,У = X[(х, - г,) + (г,- - У,)? =
/=1 /=1

= Е  ( /̂ - г,-)' + 2Х  ( /̂ - - 3̂ /) + Е  (z/ - у,? <
1=1 /=1 /=1

< pj(x,z) + 2 р,{х,г)р1{г,у) + р]{г,у) = [р,{х,г) + р,{г,у)] ,

яъни

р,{х,у)< Pl{x,z) + Р,{г,у).

X  тупламда бу метрикалар ёрдамида киритилган фазолар узаро 
фаркди метрик фазолардир.

т  метрика билан аникданган фазо одатда оркали белгила­
нади. Учинчи метрика билан аникданган фазо п улчовли Евклид 
фазосидир.

X  метрик фазонинг

р{х,хд)<5

шартни каноатлантирадиган нукталарининг туплами маркази 
да ва радиуси д га тенг булган ёпиц шар дейилади.

Бирор метрик фазодаги шар бошк,а фазода тамоман бошк.а 
фигурани ташкил этади. Масалан, фазодаги

р„(х,Хо)<5

шар п улчовли Евклид фазосида маркази х̂  = (х̂ “\х^\ ...,х^^) 
нуктадаги п улчовли кубдан иборатдир. Худди шунга 5Ьсшаш

рДх,Хо)<5

шар эса маркази Хд нуктадаги октаэдрдан иборатдир.
Бизга кейинчалик учбурчак тенгсизлигининг куйидаги нати­

жаси керак булади. Ихтиёрий х, у, 1 , и &  X  нукталар учун

\р{х,у)-р (1 , и)\ <р {х, г) + р (г, и)
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тенгсизлик уринли. Хак,ик,атан хам, учбурчак тенгсизлигига кура 

р {х, у) <р (х, Z) + р (z, у) ¿р  (х, z)+p  {z, и)+р {и, у) (4.5)

тенгсизликларни ёзишимиз мумкин.
Бундан

Р (х, Ĵ) - р {Z, и) <р {х, г) + р (у, и), (4.6)

бу тенгсизликда х, у лар билан z, и ларнинг мос равишда уринла- 
рини алмаштирсак,

р {Z, и)-р {х, у) <р (х, z) + р {у, и) (4.7)

келиб чик.ади. Энди (4.4) тенгсизлик (4.6) ва (4.7) дан келиб чик,а- 
ди. Масофа метрик фазода табиий равишда ящнлашиш тушунча­
сига олиб келади. Хметрик фазода бирор {х̂ } кетма-кетлик берил­
ган булсин. Агар л -> 00 да р (х„, х) ^  О булса, у холда бу кетма- 
кетлик X фазонинг X нуктасига яи̂ инлашади дейилади ва х̂  х ёки
lim х„ = X каби ёзилади. р (х, у) масофа х ва у элементларнинг 
«-»00

узлуксиз функцияси, яъни агар у булса, у )í;oлдa:

Р (̂ „, у) Р {х, у)

эканлигини курсатиш к.ийин эмас. Хакикатан хам, (4.4) тенгсиз­
ликда г ва и ни мос равишда х„ ва у̂  билан алмаштирсак:

IР (л:„, У„) -р (х, j)i < р (х„, х) + р (j„, у).

Бу тенгсизликнинг унг томони нолга интилади. Демак,

р Уп) -̂ р у)-

Метрик фазода хар бир якинлашувчи кетма-кетлик биргина 
лимит нуктага эга булиши мумкин. Хакикатан хам, х̂  -> х вах̂  у, 
яъни лимит нукталар иккита х ва;  ̂булсин. У холда учбурчак тенг­
сизлигига кура

О < р (х, у) < р (х, х„) + р (х„, j).

Бу тенгсизликларнинг W r  томони л ^  оо да нолга интилганли- 
ги учун р {х, у) = О, яъни X = J.

X  метрик фазодаги хар кандай якинлашувчи {х̂ } кетма-кетлик 
Больцано — Коши аломатини каноатлантиради. Хакикатан хам, агар 
х̂  -» X, у холда берилган £ > О учун шундай п^= п̂ {е) мавжудки, хар

кандай п>п̂  учун р(х„,х)<-^е тенгсизлик бажарилади. Бундан 
«>/ij ва т>п^ учун
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к =

p{x„,xj < р{х„,х) + p(x,xj < = £

булади.
Тескариси, умуман айтганда, нотугридир, чунки шундай мет­

рик фазолар мавжудки уларда кетма-кетлик учун Больцано — Коши 
белгисининг бажарилишидан бу кетма-кетликнинг шу фазода якд̂ н- 
лашувчи эканлиги келиб чик̂ майди. Масалан, рационал сонлар 
туплами R да масофанир (г̂ , = |г, - rj формула билан киритсак 
бу туплам, равшанки, метрик фазога айланади, аммо бу фазода 

1N"|
1 + 7: кетма-кетлик рационал сонлар кетма-кетлиги булиб, 

рационал сонга як,инлашмайди, чунки Ит г„ = Ит 1 + - ~ е —п~*00 у П J
трансцендент сондир. Шунинг учун хам биз куйидаги таърифни 
киритамиз.

Агар X  метрик фазода Больцано — Коши аломатини к,аноат- 
лантирувчи хар кандай {х^ кетма-кетлик якинлашувчи булса, у 
холда Xтулик; метрик фазо дейилади. Тулик. метрик фазолар учун 
якинлашиш хакидаги теорема уринлидир: {xJ кетма-кетлик якин­
лашувчи булиши учун бу кетма-кетлик Больцано — Коши алома­
тини каноатлантириши зарур ва етарлидир.

2. Кдскартириб акс эттириш принципи. Фараз килайлик, Хтулик 
метрик фазо булиб, (р (х) эса шу фазода аникланган оператор 
булсин. Агар шундай бирдан кичик мусбат q сон мавжуд булиб, 
ихтиёрий икки X, у &  X  элементлар учун

р ifp (х), ср (j)) < qp (х, у) (0< q< \) (4.8)

тенгсизлик бажарилса, яъни (р оператор X  фазо элементларини 
якинлаштирса, бу оператор X  фазони узига щск;артириб акс эт- 
тиради дейилади.

Биз энди

. х = fix) (4.9)
/

операторли тенгламани ечиш масаласини куриб чикамиз.
1~теорема.  Агар ср (х) оператор ва дастлабки якинлашиш х̂  

куйидаги шартларни каноатлантирса:

1) р (х,х„) <6 ^  (4.10) 

шардан олинган ихтиёрий икки х ва j элемент учун

Р {<Р (л:), <р {у)) ^ qp (х, >') (О < g < 1) (4.11)

2) куйидаги тенгсизликлар уринли булса:
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р{фд),Хд)<г], (4.12)

у холда (4.9) тенглама (4.10) шарда ягона § илдизга эга булиб, {х̂ } 
кетма-кет якинлашишлар бу ечимга иитилади ва интилиш тез­
лиги

р(х,„§)< (4.13)

билан аник;ланади.
И сбот . Аввало {х̂ } кетма-кетликни куриш мумкинлигини, 

унинг элементлари (4.10) шарда ётишини ва

(4.14)

тенгсизлик уринли эканлигини индукция методи билан курсата­
миз. Шартга кура х„ (4.10) шарда ётади ва унда (р (х) аникланган, 
шунинг учун = <р (Хд) ни куриш мумкин. Кейин (4.12) дан 
р (Хр Хц) = р {<р (Хд), Х(,) < Г] келиб чикади. Демак, (4.14) тенгсизлик 

л = О да уринли экан. Бундан ташкари, (4.12) га кура ^ ^ ^ <5 ,

демак, X, (4.10) шарда ётади. Энди х̂ , х̂ , ..., х̂  курилган, (4.10) 
шарда ётади ва улар учун

р (х,^„ х,)<г,-  (¿=0,1, ..., л-1) (4.15)

тенгсизликлар уринли деб фараз киламиз. Индукция шартига кура 
х̂  (4.10) шарда ётади, ср (х) оператор (4.10) да аникланган, шунинг 
учун хам х̂ ;̂ = (р {х) ни куриш мумкин. Сунгра, (4.11) га кура

Р  (X X ) < (х„, х„_,).

Энди (4.15) да А: = л - 1 деб олиб, бундан

Р  (X X ) <  77

ни хосил киламиз. Нихоят, х, ,̂ нинг (4.10) да ётишини курсатиш 
колди. Бунинг учун р (х̂ ,̂, х„) масофага бир неча марта учбурчак 
тенгсизлигини куллаймиз ва (4.15) дан фойдаланамиз:

р о̂) + р +-+ Р о̂) ^

< Г]д" +  . .+7?(7° < < д.

Энди {х̂ } нинг фундаментал кетма-кетлик ташкил этишлиги- 
ни курсатамиз. Ихтиёрий р натурал сон учун (4.14) га кура

Р  (X X ) < р  (X х„.̂ _̂,) +  ... +  р  (х„̂ ,̂ х^ <

\-я ~ 1-9 '
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еки

1-9
(4 .16)

Бу тенгсизликнинг унг томони я -> оо да нолга интилади. Де­
мак, {х) кетма-кетлик фундаментал булиб, X  фазо ёпик, булгани 
учун унинг лимити I = мавжуд.

Масофанинг узлуксизлигидан фойдаланиб р (х̂ , х̂ ) < д тенг- 
сизликда л 00 да лимитга утсак, р (̂ , Хц) < д келиб чикади, яъни 
 ̂ хам (4.10) да ётар экан. Кейин, р {<р {х), (р ( )̂) ^ д р (х̂ , |) 

тенгсизликнинг унг томони нолга интилганлиги сабабли (р (х̂ )
(р ( )̂. Энди х̂ ,̂ = ^ (х̂ ) тенгликда лимитга утсак § = ^ ( )̂ келиб 
чикади, демак, § (4.9) тенгламанинг ечими экан. Энди бу илдиз- 
нинг ягоналигини курсатамиз. Фараз килайлик, (4.9) тенглама­
нинг (4.10) сферадаги бирор ечими булсин, § эканлигини 
курсатамиз. Хакикатан хам (4.11) га кура

р(^„ )̂ = р (^  а,),<ра)) ^ др(^р §)

о <^ < 1 булганлиги учун бу муносабатлар факат  ̂булган­
дагина бажарилади.

Нихоят, (4.13) тенгсизликнинг бажарилишини курсатиш кол- 
ди. Уни курсатиш учун (4.16) тенгсизликда;  ̂-> со да лимитга утиш 
кифоядир.

3. Чизикди булмаган тенгламалар системасини итерация методи 

билан ечиш. Биз энди итерация методи билан

(4.17)

' / ¡ ( Х ^ ,Х 2 , . .

/ 2 ( Х „ Х 2 , . .

. . , Х „ ) = 0 ,

. , Х „ )  =  0,

/п (Х„Х2, . . . , Х „ )  =  0

тенгламалар системасини ечиш масаласига утамиз. Бунинг учун 
аввал (4.17) системани бирор усул билан куйидаги каноник шакл- 
га келтириб олами4:

X, =^,(Х1,Х2,....,Х„),

Х2 = ^ 2(Х1,Х2,...,Х„),

' ................Г?’ .;.... (4.18)

=<Р„(Х,,Х2,...,Х„).

Фараз килайлик, х*°* = дастлабки якинлашиш
топилган булсин, у холда кейинги якинлашишлар куйидагича то­
пилади:
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(̂*+1) _ (*)'!

(4.19)

Бу итерацион жараён як^инлашишининг етарли шартларини 
аникдаш учун кискартириб акс эттириш принципини куллаймиз. 
Шу мак,садца п улчовли векторлар фазоси да Зс = (х,, х̂ , ..., х^ 
вектор ва (4.18) системанинг унг томонидаги у?,, (р̂ , функци­
яларнинг кийматларидан тузилган ф = (</5,, ..., (р̂  векторни 
олиб у=(р{х) операторни аникдаймиз. Бу оператор ни га 
ёки нинг бирор кисмига акслантиради, деб фараз к;иламиз. Бу 
оператор ёрдамида (4.18) система

X = (р{х)

(4.19) итерацион жараён эса

= (р(х«*>) (А:=0,1,2,...)

(4.20)

(4.21)

куринишида ёзилади. Энди (4.20) тенгламага 1-теоремани куллаш 
учун теореманинг (4.11) шартида к;атнашадиган д ни (р̂ , (р̂ , ..., <р̂ 
лар оркали ифодалаш керак. Бундай ифода масофага богликдир. 
Биз юкорида фазода уч хил масофа тушунчасини киритган эдик. 
Хар бир масофада д нинг ифодасини топамиз.

1 . т  масофада:р^(х,х^°^) < д шардан ихтиёрий иккита х = (х,, 
х,̂  ..., х„) ва у = (УрУз, ..., у„) вектор олиб ва ^,(х), у?, (х), ..., <р̂ 
(х) функциялар бу шарда узлуксиз хусусий хосилаларга эга деб 

фараз килиб, бу нукталар тасвирларининг 9?Дх) ва у?,.(у) коорди­
наталарини курамиз:

1<р,(х)-<р,(у)| = |ф,(х1,х2,...,х„)-(р,(у,,у2,...,уЛ = 

а«,J=l дх.
тах Хл - у. =
Мкйп ' '

Е
;=1

д(Р1(х)
дXJ р„(х,у).

Бу ерда хосиланинг киймати х ва у нукталарни бирлаштиради- 
ган тугри чизикнинг х нуктасида хисобланган. Бу нукта х , у ва 
/ га богликдир. Юкоридаги бахо х , у ва / га боглик булмаслиги 
учун
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й(р-М) 

y=il
НИ max max

n

E
y=i

i)<p.
dXj

ra алмаштирамиз, бу ерда x буйича максимумр^( х , х  ̂шар- 
даги энг катта кийматни билдиради.

Натижада биз

7 = 1

d(Pi
dXj рЛ х ,у )

га эга буламиз. Бундан куринадики, 1-теореманинг (4.11) шарти- 
даги q сифатида

д Х : (4.22)

ни олишимиз мумкин.

II. S масофада. Юк̂ оридагига ухшаш ишларни р^{х, - <5 
шарда бажариб к '̂йидагини хосил киламиз:

I
/=1

^,.(х)-ф,(у)|< Ётах max
1 г

д(р;
дХ; ;=1

Бундан эса

р, {(Р (х), <Р (;^)) ^ q,p, (х ,у),

q̂  = 1  max max
dcPi
dXj

келиб чикади.

III. / масофада. Каралаётганр, (х , х "̂') ^ <5 шар Евклид фазо- 
сидаги

Е(х,.-хГ)^

72
<5

шардан иборатдир. Бу шардан ихтиёрий иккита х ва j  нукталар- 
ни олиб куйидагиларни хосил киламиз:

;=i
< max ¿ i  -p]{x,y)\

2
р^(ф{х),ф(у)) = 5̂ |<p,(x) - (Piiy)\ < qfpj{x,y), 

i= \
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= Х т а х Х
ы\  ̂ ;=1 7 ^

ч2
д(р1

Шундай к;илиб, учала масофада \aM.q нинг ифодасини топдик. 
Энди I-теоремадан фойдаланиб, итерация жараёни як,инлашиши- 
нинг етарли шартини берит мумкин. Биз буни фак,ат т  масофа 
учун таърифлаймиз, цолгаи иккита масофа учун теоремани таъ- 
рифлашни укувчиларга хавола киламиз.

2-теорема. Фараз килайлик:

1) ср. {x^, х^, ..., х„) (/ = 1,«) функциялар

тах <<5 (4.23)

со̂ ада аникданган ва узлуксиз дифференциалланувчи булсин;
2) бу сохада

д(1>1тах X
* 7=1 дXj

< (? < 1 (/ = 1, л) (4 24)

тенгсизликларни каноатлантирсин;

3) дастлабки якинлашиш учун

шартлар бажарилсин. У холда (4.18) тенгламалар системаси (4.23) 
сохада ягона ¿=(§р 1̂ , ..., §„) ечимга эга булиб, (4.19) тенгликлар 
билан аникланадиган кетма-кет якинлашишлар бу ечимга инти­
лади ва интилиш тезлиги

I I , (/ = !,«)

тенгсизликлар билан бахоланади.
Энди оддий итерация методи ёрдамида мисол ечишни курса­

тамиз.

М и с о л .  Куйидаги

/¡(х, у) = 2х^-х {у+ 5) +  1=0, {х, у) =  х +  Зlgx - /  = 0

системанинг мусбат илдизлари туртта маъноли рак;ам билан топилсин.

Е ч и ш .  /Дх, у) =  О ва /  (х ,^ ) =  О функцияларнинг графикларини ясаймиз 

(11-чизма). Бизни к,изик,тирадетан илдизнинг так,рибий к,иймати х„ =  3,5; 

у̂  = 2,2 дир.

Итерация методини куллаш учун бу системани куйидаги

X =  ^0,5[х(у +  5) - 1] =  М х ,У ) ,  у = л /х Т з 1 ^Т  =

каноник шаклга келтирамиз. Энди 2-теорема шартларини текширайлик. Бунинг 

учун дастлабки як,инлашишнинг
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I X-3,5|  < 0,1 ; | у - 2 ,2| < 0,1 
атрофида (4.24) шартни текшириб курамиз:

дщ _ у+5 д(р1 __ X 

'д^~  1х(у+5)-Т

1+ 2М

дср2д(р2
Зх 2Vx+ЗIgx ’ Зу

= о.

бу ерда М  - 0,43429 — утиш модули. 

Куйидаги ба\ога эга буламиз;

тах
д<Р\

тах

дх 4А4(1,2+5)- 1

ду

3,бТ2

тах
,̂у

дч>2
дх

1 +

473,4(2,1+5)-!

3-0,434

<0,27;
4-жадвал

3,4

'2Д4+21вЗЛ
< О, 42;

. д(р2
ду

= 0.

Бундан

тах

/
д(р1

+
дщ

л

<0,81; тах
дф2

+
дф2

дх. ду Х,У дх ду

к З'*

0 3,5 2,2
1 3,479 2,259

2 3,481 2,260

3 3,484 2,261

4 3,486 2,261

5 3,487 2,262

6 3,487 2,262

<0,42.

Демак, q =  0,81 ва итерация жараёни як,имлашади. Кетма-кет як,инлашишларни

(к=0Л,2,...)

формулалар ёрдамида олиб борамиз. ва кетма-кет як,инлашишларнинг к,ий- 

матлари 4-жадвалда келтирилган. Шундай к;илиб, такрибий ечим сифатида

^ ,=  3,487; ? ,=  2,262

ни олишимиз мумкин.

5-§. ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ НИНГ Ю1^0РИ ТАРТИБЛИ 
ИТЕРАЦИОН МЕТОДЛАРИ

1. Умумий мулохазалар. Аввал оддий итерация методи билан 
танишганимизда курган эдикки, (п = О, 1, 2, ...) такрибий кий- 
матлар кетма-кетлиги ̂  ечимга як.ин булса, хато е̂  =  ̂ умуман 
айтганда.

=  <Р' (I)
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конун билан узгаради, яъни л-к.адамдаги хато (л — 1)-к,адамдаги 
хатога пропорционалдир. Агар | (р‘ (§)| <1 булса, у вак,тда хато 
махражи ¡р' (|) га тенг булган геометрик прогрессия конуни буйи­
ча узгаради. Шундай методлар \ам мавжудки, уларда л-к;адамдаги 
хато (п — 1)-кадамдаги хатонинг т  - даражасига пропорционал­
дир {т > 2), яъни е„ = Ф(( )̂е“_, . Масалан, Ньютон методида хато­
нинг узгариш конуни (6-§ га к-)

о
2 /'(^)

каби булади. Бу ерда л-кадамдаги хато {п — 1)-кадамдаги хато­
нинг квадратига пропорционалдир, шунинг учун хам бу ерда хато 
квадратик конун билан узгаради деб айтилади.

Энди итерация тартиби деган тушунчани умумий холда кири­

тамиз. Агар

(?) = <р" {̂ ) = ... = о, (?) ;̂  о

булса, у холда

итерация жараён р-тартибга эга ёки унинг ящнлашиш тартиби р 
га тенг дейилади. Агар § илдиз атрофида (р (х) функция /»-тартибли 
узлуксиз хосилаларга эга булса, у холда Тейлор формуласига кура

<р(х) =  ср{^) +  X  ^  (X  -  ^ ) ^

бу ерда >7 Е  (х , ? ) .
Бундан итерациянинг тартиби р булганда

уз навбатида

келиб чикади. ,
Бу параграфда/(х) = О тенгламанинг илдизларини топиш учун 

юкори тартибли итерацион методни куришнинг иккитасини куриб 

утамиз.
2. Чебишев методи. П.Л. Чебишев 1838 йилда берилган /(х) 

функцияга тескари булган ̂  (у) функцияни Тейлор формуласи ёр­
дамида тасвирлаш йули билан юкори тартибли итерацияни кУРиш 
методини таклиф этди.
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Фараз килайлик, f{x) = О тенгламанинг х =  ̂илдизи [а, h\ 
ораликда ётсин ва/(х) функция хамда унинг етарлича юк,ори тар­
тибли хосилалари узлуксиз булсин. Бундан ташк,ари бу оралик­
нинг барча нукталари/ '  (х) О булсин. У холда f ’(x) бу ораликда 
уз ишорасини сакдайди ва /(х) монотон функция булиб, x=g(y) 
тескари функцияга эга булади. Тескари функция g (у) f  (х) нинг 
узгариш сохаси [c,d] да аникданган булиб, /(х) канча узлуксиз 
Хосилаларга эга булса, у хам шунча узлуксиз хосилаларга эга була­
ди. Тескари функциянинг таърифига кура

x^g(f{x)) {x&{a,b]),y=fig(y))iy^{c,d\)- (5.1)

Демак,

 ̂ = g (0). (5.2)

Агар у Ei{c, d\ булса, у холда Тейлор формуласидан

 ̂ = g(0) = g(;; -  Ĵ ) = g(j^) + S  (-1)* /  +

+ (53)

бу ерда Г] сони О ва у орасида ётади. Ёки у урнига Дх) ни куйиб ва 
giy)=x ни назарда тутиб.

 ̂= X + 5  (-1)* ¿ ! ^ ^ / * ( х )  + (-1)̂  Г (х ) (5.4) 
*=1 Р-

ни хосил киламиз. Агар

<рДх) = х + |:‘(-1) ^ ^ ^ ^ / Ч х )  
к

деб белгилаб олсак, у холда

к̂\

Х = <р̂ (х) (5.5)

тенглама учун х = | ечим булади, чунки

к=1

Бундан ^

< Ч 1 ) = 0, у = 1, р - 1

булганлиги сабабли

x„̂ i=<p(xj (л=0, 1, 2, ...; х„ е[а, Ь]) (5.6)
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итерацион жараён р- тартибли булади. Агар  ̂ га якин булса, у 
холда (5.6) билан аникланган {х) кетма-кетлик | га якинлашади. 
Хакикатан хам, = 0 булганлиги учун ? нинг шундай атрофи 
топиладики, у ерда (р'̂ х) <q< \ булади. Бундан эса ? га етар­
лича якин булса {х̂ } итерацион кетма-кетликнинг якинлашиши 
келиб чикади.

Энди tp̂ {x) нинг/ (х) ва унинг хосилалари оркали ошкор ифо­
дасини топамиз. Бунинг учун (5.1) айниятдан кетма-кет хосила- 
лар оламиз;

gm x))f\x) = 1
g’ifixW 'Hx) + g'{f{x))nx) = О, 

g\f{x))f'\x) + Зя'(/(х))/'(х)Г(х) + g\f{x))r{x) = О, 

............................................................................... (5.7)

Бу ердан биз кетма-кет я'(Дх)), ¿"(Дх)), ..., g<̂“‘>(Ax)) ларни ва шу 
билан бирга у?Дх) ни аниклаймиз. (5.6) итерация жараёнини р нинг 
бир нечта конкрет кийматларида ошкор куринишга келтирамиз. 
р=2 булганда

P2ix) = X - ̂  ва х„,1 = х„ - (5.8)

Биз кейинчалик курамизки, бу жараён Ньютон жараёни би­
лан устма-уст тушади. р = Ъ булганда (5.5) ва (5.7) дан

^  „  / ( * )  _ ГШ\х)

ва

V - г - f "(̂ n)f\x„)
Т Щ  i [ n x „ ) f  (5-9)

келиб чикади. р=А учун

f"(x)f^ix) Й(х) 3f"^(x)-f'(x)f"'{x)
~-Г2-----[T^F---

ва

V = r  / f a )  f%„)f\x„) f\x„) _ ЗГ’\х„)-Г(х„)Г(х„)
" /'(X„) 2[f\x„)f ,12 l/'(x„)f

ни хосил киламиз. Бу итерацион жараёнлар мос равишда 2, 3 ва 4- 
тартибли итерациялар булади.

Энди £„= ? -х„ хатонинг нолга интилиш тезлигини бахолай- 
миз. Бунинг учун (5.4) тенгликда х = х̂  деб олиб, (5.6) ни назарда 
тутиб, куйидагини хосил киламиз:
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= (5. И)

бу ерда X  ̂билан х̂  орасида ётади,/(^ )= 0  булганлиги учун

/(х„) = - [ т  - /и„)] = -(  ̂- х„)ГСх) (5.12)

(х хам ^ билан орасида ётади). (5.12) ни (5.11) га куямиз;

= ^^^^4^[/'(х)]"£̂  (5.13)=„+1 р,

Куйидаги

q - max
â x,x£b

белгилашни киритиб, (5.13) дан

(5-14)

тенгсизликка эга буламиз. Бу тенгсизликни кетма-кет куллаб, 
йидагини хосил киламиз:

р”-1 р"(р-2)-ь1
= (^ в о 1)"-Мво1 •

Агар I £ц I < 1 ва 5 I £ J =со < 1 булса, у холда

\еА<со^

булади, бу эса (5.6) итерациянинг нихоятда тез якинлашишини 
курсатади. Хусусий холда а> < 10"' ва | £ J  < 1 булса, юкоридаги 
(5.8), (5.9) ва (5.10) итерациялар учун мос равишда куйидагиларга 

эга буламиз: p ^ l  учун

I £ J  < 10->, I £ J  < ю л  1 £з I < 10-’, I £j < 10-‘5,... 

р = Ъ учун
I £, I < 10-‘, 1 £ J  < 10-̂  1 £з I < 10-’, I £ , 1  < 10-«,...

р-А учун ^
I £ J  < 10-', 1 £j < 10-5, I < 10-18̂  I gj < 10-85,...

Демак, (У < 0,1 булганда учинчи итерациянинг узи бизга ке­
ракли аникликни беради.

3. Эйткен методи. А. Эйткен 1937 йилда хос сон ва хос вектор­
ларни топишдаги итерацион жараённи яхшилаш методини так-
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лиф килган эди. Умуман олганда, Эйткен методини \ар кандай 
итерацион жараёнга \ам куллаш мумкин. Биз хозир ана шу ме- 
тодни куриб чик,амиз. Фараз килайлик, бизга л: = | га якинлашув­
чи ;?-тартибли жараён

берилган булсин. <р (х) функция ёрдамида 

ébí̂ \- x-(p{(p{x))-íp2(x)
+ (5.16)

функцияни тузамиз.
Агар вар=\ булса, у \олда

л+1 =Ф(х) (5.17)

итерацион жараённинг тартиби 2 дан кичик булмайди, >1 булган­
да эса 2р - 1 дан кичик булмайди. Бу тасдикларни исбот киламиз. 
Умумийликка зарар етказмасдан, § = О деб олишимиз мумкин. Агар 
 ̂7Í О булса, х =  ̂+ Z, <р{х)~  ̂= (р{х + z)~  ̂= cú(z) белгилашларни 

киритамиз. У холда х = (р (х) тенглама z = со (z) тенгламага утади, 
Ü) (г) учун курилган (5.16) функция

о/^ч _  M<o(z))-(o2(z) _  (х-^М(р(х)- )̂-{ф)-^У _  
z - 2<0(z)+(0((0(z)) x-S-2{,pM-^)+oj{4>{x)-^)

_  (х-т<р(<р(х))~^]-(<р(х)н? _

x-l-2(.p{x)-l)+v{<p{x))-^

_  хр(<р(х))-<р2{х)-^1х-2<р(х)+>р(ф))] _  , ч _  ^  
х-2ч>{х)+,р(,р(х)) ^

га 5пгади. Демак, | = О деб олишимиз мумкин, x̂ =ip(x__,) />-тартиб- 
ли итерация булганлиги учун (р (х) нинг х = О нукта атрофидаги 
ёйилмаса куйидаги

<р{х)=ах’’ л- а̂ ,̂х^+‘ + ... 

куринишга эга булади. Бу ёйилмани (5.16) га куйсак,

x-2(a^^+a.,iV+'+...)+[ap(a: '̂’+a„*,x'’+‘+...y+...l-2(арХ'’+ар+\кР̂ '+...)+\ар(арХ'’+ар+̂ х'’"̂ Ч...У+...\

^ х(а/^^х”Ч...)-(аУ+2ара^^^х2Р '̂+...) 

x-2apxi’+a/ '̂̂ x‘’2-2ap+ix'’'̂ +̂... (5.18)

хосил булади. Бу ифодани р = \ т  р>\ холлар учун алохида-ало- 
Хида текширамиз. Агар р =1 булса, у холда Ф (х) нинг суратида х
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МИШ'даражаси учдан кичик эмас (чунки иккинчи даражали хад- 
имри узаро бир-бирларини йук,отишади), махражида эсахолдида- 
т  коэффициент

\-2а^+а1=\-2а, + а? = (1 - ̂ '(0))̂  0.

Демак, махражда х нинг биринчи даражаси мавжуд ва Ф (х) 
пинг даражали катордаги ёйилмаса х,еч булмаганда х̂  дан бошла- 
мади. Шунинг учун хам Ф'(?)=0 ва (5.17) итерациянинг тартиби 2 
дан кичик эмас.

Агар р >1 булса, (5.18) нинг суратидахнинг энг кичик даража­
си 2р га тенг булиб, махражда х нинг 1-даражаси катнашади. Де­
мак, Ф (х) нинг даражали катордаги ёйилмаси хеч булмаганда х̂ '’"' 
дан бошланади. Яъни хеч булмаганда у = 1,2, ..., 2р-2 лар учун 
фО)(^)=0. Бу эса (5.17) итерациянинг тартиби хеч булмаганда 2р-\ 
га тенг эканлигини курсатади.

1-и 3 о  3̂ . Агар дастлабки якинлашиш | га \ар к,анча як,ин булганда )^ам, <р{х) 

билан ани^анган итерация як.инлашмаса (масалан, \<р'(М)\ >1 булганда) \ам (5.17) 

итерация, ? га етарлича якин булганда якинлашади. Чунки Ф '(^ )=  О б^лганли- 

ги учун х =  ^ нинг шундай атрофи топиладики, у ерда |Ф'(х)| < ?< 1  булади. Бу 

эса, шу атрофдан олинган булса, Ф(-’̂ „_|) итерациянинг якинлашиши учун 

етарли шартдир.

2-изох;. (5.16) билан аникланган Ф(х) нинг ошкор куриниши маълум булма­

са хам (5.17) формула билан итерацияни кУРиш мумкин. Буни куйидаги усул 

билан бажариш мумКин. дан бошлаб аввало

х,=р(х„) ва х2=р(х,)

курилади, кейин  эса Х3 ни
^  _  х«х,-х,^

 ̂ Д̂ -2Х|+Хг

формула ёрдамида аниклаймиз.

Агар Дх, =  х,^| - X,, Д^х, =  х,^^ - 2х,^,+ х, деб белгилаб олса, Х3 ни куйидагича 

ёзишимиз хам мумкин:

X  = х  
 ̂ » Д^х. ■

Навбатдаги итерацияларни

X, = ф (Х ,), X, = <р(х,), X, =
а Хз

ф ормулалар ёрдамида кУрамиз ва х-к.
Шундай килиб, биз куйидаги итерацион жараёнга эга буламиз:

(г=0, 1 ,2 ,...)

V -V (^3,)'
^3,43-^3/

Охирги формуланинг куринишига караб, одатда Эйткен методи Эйткеннинг 

<У — жараёни дейилади.
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1. Битта сонли тенглама булган хол. Ньютон методи сонли тенг­
ламаларни ечишнинг жуда х;ам эффектив методидир. Бу метод­
нинг афзаллиги шундан иборатки, хисоблаш схемаси мураккаб 
булмаган холда кетма-кет якинлашишлар илдизга тез як,инлаша- 
ди. Ньютон методи итерация методи каби универсал методдир. Бу 
метод ёрдамида сонли тенгламаларнинг хакик̂ ий ва комплекс ил­
дизларини топиш хамда кенг синфдаги чизикди булмаган функ­
ционал тенгламаларни ечиш мумкин. Формал нук̂ таи назардан 
каралганда, Ньютон методи итерация методининг хусусий холи­
дир, аслида эса бу методнинг гояси итерация методининг гояси- 
дан тамоман фаркдидир. Бу метод чизикди булмаган тенглама- 
ла}. .и ечиш масаласини чизикди масалаларнинг кетма-кетлигини 
ечишга олиб келади. Бунинг учун берилган тенгламадан унинг 
бош чизикди К.ИСМИ ажратиб олинади. Биз аввал битта сонли тенг­
лама учун Ньютон методини куриб чик;амиз. Фараз килайлик, бизга

fix) = О (6.1)

тенглама ва унинг илдизига дастлабки якинлашиш киймати 
берилган булсин. Бу ерда /(х) ни етарлича силлик функция деб 
оламиз. Одатдагидек, (6.1) тенгламанинг аник илдизини  ̂оркали 
белгилаймиз. Энди  ̂ олиб, Дх) функциянинг х̂  нукта
атрофидаги Тейлор катори ёйилмасидаги дастлабки иккита хади­
ни олиб нолга тенглаштирсак, h га нисбатан куйидаги

О =/(х„+А) =/(х„)+/Чх„)А

чизикди тенгламага эга буламиз. Бу тенгламани ечиб, h хатонинг 
такрибий кийматини топамиз:

и _  ■ Пч)
^  Пхо) ■

Бу тузатмани ^=x^+h га келтириб куйиб, навбатдаги якинла­
шиш

V - V -

ни топамиз. Худди шунга ^шаш

= 0,1,2,...) (6.2)

кетма-кет якинлашишларни хосил киламиз. Бу формулалар ёрда­
мида Ньютон кетма-кетлигини хосил килиш учун х̂  лар/ (х) функ-

6-§. НЬЮТОН МЕТОДИ
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циянинг аникданиш со^асида ётиши ва улар учун/(х )̂;̂ 0 булиши 

керак.
Ньютон методи жуда хам содда геометрик маънога эга. 

\ак;ик,атан хам, y=f{x) функцияни

У = /(х )+ /'(х )(х - х ) (6.3)

тугри чизик; билан алмаштирамиз, тугри чизик, эса М  {x^,f (х̂ )) 
нуктада y==f{x) эгри чизикка утказилган уринмадир (12-чизма). 
Бу уринманинг абсцисса уки билан кесишган нуктасини би­
лан белгиласак, (6.3) дан (6.2) келиб чик;ади. Шунинг учун, Нью­
тон методи уринмалар методи деб хам юритилади. Ньютон мето­
дини итерация методидан келтириб чик.ариш хам мумкин, бунинг 
учун (6.1) тенгламанинг х = (р{х) каноник куринишида

^(Х) = х - ^

деб олиш кифоядир.
2. Ньютон методининг якинлашиши хакдцаги теоремалар. Биз

юкорида айтганимиздек, Ньютон методидан умумий куринишда­
ги функционал тенгламаларни ечишда хам фойдаланиш мумкин. 
Бундай тадкикотлар Л.В.Канторович томонидан олиб борилган. 
Куйида келтирилган теоремалар хам Л.В.Канторовичга тегишли- 
дир. Бу теоремаларни исботлашда

P{t) = а/2 + 6/ + с = О (6.4)

квадрат тенглама учун тузилган {?,} Ньютон кетма-кетлигининг 
якинлашиши мухим ахамиятга эгадир, бу ерда а, Ь, с лар хакикий 
сонлар булиб, ¡9- - Аас > 0. Бу тенглама хакикий илдизларга эга. 
Уларнинг кичигини f  ва каттасини f* билан белгилаб оламиз 

(13-чизма). Дастлабки якинлашиш сифатида ихтиёрий 

ни оламиз. Чизмадан куриниб турибдики, /„£(?*, /**) да ётса, хисоб-

13-чизма
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лашнинг бир кадамидан кейин у бу ораликдан чик̂ иб кетади ва 
бу ораликдан ташк̂ арида ётса, Ньютоннинг кетма-кетлиги га 
як̂ ин илдизга монотон якинлашади.

1-теорема. Агар /(х) ва дастлабки к.иймат х„ куйидаги шарт­
ларни к,аноатлантирса;

1./'(х„)^0ва (6.5)

2 .

1/ ’ио)|

Л^о)'

тенгсизлик уринли булса;
3. /(х) функция

I X  -  Хц| <  (5 ( 6 .7 )

ораликда иккинчи тартибли узлуксиз/'(х) \осилага эга ва бу ора- 
ЛИК.НИНГ барча нук.таларида

Г(х)| < К  (6.8)

булса;
4. В, К, Г] сонлар учун

! = ВКг] < ]г (6.9)

шарт бажарилса;
5. Хамда

1—л/1—2А д л (\\
-1-»7 ^<5 (6.10)

тенгсизлик уринли булса, у \олда:
1) (6.1) тенглама (6.7) ораликда | ечимга эга булади;

2) х„,1 = х „ - ^ ( л  = 0, 1,2,...) (6.11)

кетма-кет якинлашишларни куриш мумкин ва улар ? га якинла­
шади:

Итх„ =^;

3) якинлашиш тезлиги учун

(6.12)
ба^о уринли булиб, бу ерда эса

= + |  = 0 (6.13)
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квадрат тенгламанинг кичик илдизи f  учун дан бошлаб курил­
ган Ньютон кетма-кетлигининг и-элементидир:

t =t‘n+i ‘п pyj

И с б о т .  (6.9) шартга кура 0 < h < j  булганлиги учун P(t) 
купхаднинг

дискриминанти манфий эмас, шунинг учун хам тенгламанинг хар 
иккала илдизи хакик.ий ва осонлик билан куриш мумкинки, улар 
мусбатдир. Дастлабки як,инлашиш (6.13) тенгламанинг кичик 
илдизи

l-Vl-2/)

га якин турганлиги учун (п=0, 1, 2, ...) кетма-кетлиги /* га 
якинлашади ва шу билан бирга булади.

Индукция методини куллаб, {х̂ } кетма-кетликни кУРИШ мум- 
кинлигини, унинг барча элементларининг (6.7) ораликда ётиши- 
ни ва

(6-14)

бахо уринли эканлигини курсатамиз. Аввал л=0 холни курайлик, 
Хц (6.7) ораликда ётганлиги ва /'(х„) 7̂ 0 булганлиги учун

= -̂ 0 ~ топамиз. О < А < J булганда

l-Vl-2/i _  2 
h lWl-2/г

касрнинг (1,2) да ётиши куриниб турибди. Демак, (6.6) ва (6.10) га 
кура

•х„ = Яч)
f(4)

1-71-2Л _  ,
<Г]<--г-Г]<д,

яъни X, (6.7) ораликда ётади. Шартга кура ?„=0,

V
Р(к) _  5 _
P W  1  

в

= -f = V,U-h=-n

ва IX, - xJ < 77 булганлиги учун, (6.14) тенгсизлик л=0 учун урин­
лидир.
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Фараз килайлик, х,, х̂ , ..., х̂  лар курилган булиб, (6.7) оралик,- 
да ётсин ва улар учун

(^ = 0,1, ... « - 1 )  (6.15)

тенгсизликлар бажарилсин.
Фаразга кура, х̂  (6.7) да ётади ва /  (х̂ ), / '  (х̂ ) маънога эга. 

Факат /'(х„) ^  О эканлигини курсатиш керак. 13-чизмадан кури­
ниб турибдики, -Р' (/ )̂>0. Буни назарда тутиб куйидаги

I Лх„)| = 1/'(Хо) + 1  nt)dt\> ^-К\х„-х,\=^-К\{х„-х„_,) +

+(Х„_1 -X „ _ 2 )  +  . ..  +  (Xi - Х о ) | >  + ( U  -  ,̂,.-2) +  ••• +

+ (̂ , - ̂ о)] = J  - K{t„ -h) = ^-  Kt„ = -P'iO

муносабатлардан |/'(x„)| > -P'(^„)>0 ни \осил киламиз.
ЭндиУ(х,_) ни ба^олаймиз. Бунинг учун/(х,) нингх^_, атрофи­

даги Тейлор катори ёйилмасидан фойдаланамиз:

/ М  = /(х„_,) + (х„ - х„.,) Лх„_.) + \Пс){х„ - x„_,f 

(с е [Х„_„ xJ).

Бундан эса, (6.11) га кура

Энди (6.8) ва индукция шарти (6.15) дан

1/(х„)И Í  (х„ -х„_,)' < f(/„  -/„_,)' (6.16)

келиб чикади.
Шунга ухшаш хисоблашларни Р {t) учун бажарсак:

P{t„) = ^P"(c)it„ - t„.,f = f  (/„ - t„_,f (6.17)

хосил булади.
(6.16) — (6.17) лардан

\fix)\ á P (0  

тенгсизлик келиб чикади. Демак,

х„+1 -х„| = /ÍÍ«I< _ÍÍ^  = / -t
- P(tn)
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яъни (6.15) бах.0 к=п+ \ учун Уринли эканлигини кУрамиз. Эиди 
фак.ат нинг (6.7) ораликда ётишлигини курсатсак кифоя. Бу 
эса куйидаги тенгсизликлардан келиб чик,ади:

- \\ = 1(х -  X )+...+ (X, - х„)| <

{t) кетма-кетлик як,инлашувчи булганлиги учун у фундаментал 
кетма-кетликни ташкил этади. {х̂ } кетма-кетликнинг фундамен- 
таллиги куйидаги

+ - + - \)\ < 

тенгсизликдан келиб чик̂ ади. Демак, {х̂ } кетма-кетликнинг лими­
ти мавжуд, бу лимитни § орк.али белгилаймиз: ? = . Агар 
I х^̂ ^- xj < — тенгсизликда ->оо лимитга утсак, х̂  нинг | га 
интилиш тезлиги учун (6.12) ба>̂ ога эга буламиз.

Нихоят, (6.11) тенгликда п да лимитга угиб, ? = ? - ни 
хосил кдпамиз, бундан эса /'(?) нинг чегараланганлигини хисобга 
олсак,/(?)=0 келиб чик,ади. Шундай к?1либ, теорема тула исбот булди.

Изоз^. Теоремадаги (6.12) ба^о аник ба^одир, чунки у (6.13) квадрат тенгла­

ма Д О = 0  учун аник тенгликка айланади.

Юкоридаги (6.12) ба^одан фойдаланиш учун Р(/)=0 тенгламанинг ечимини 

топиш ва бу тенглама учун {t̂ ] Ньютон кетма-кетлигини кУРИШ керак. Кулайлик 

учун квадрат тенгламада t = rjr деб олиб, янги т Узгарувчини киритамиз. Натижада

W  = |(iAr^-r + l)

булади. Энди

(о(т) =  i /гг^-г +  1 =  О (6.18)

квадрат тенглама учун Ньютон кетма-кетлигини тузамиз: г„=0,

=Т„ (« = 0 ,1 ,2 ,  ...). (6.19)

Бу тенгламанинг кичик илдизи Т = -- ^--  булиб, {t̂ } кетма-кетлик унга
1-л /1 -2Л

ли

якинлашади. Осонгина куриш мумкинки t̂ = rjx̂ .

2-теорема. Агар 1-теореманинг шартлари бажарилса, §-х̂  
айирма учун

бахо 5̂ ринлидир.
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Исбот. нинг таърифидан келиб чик,адиган 

тенгликни назарда тутиб, Тейлор формуласидан

= |(т.- ^,)= (6-20)

ни хосил киламиз. Бундан ташкари

<р'(г„) =  кг„ - - т„ =  , 4 г „  (6-21)

тенгликларга эга буламиз. Энди п=1,2, ... лар учун

г„< 2(1- 2~") ва г„- т„_, < 2'"" (6.22)

эканлигини курсатамиз. Бунинг учун индукция методидан фой­
даланамиз. Тц=0 ват, = 1 булганлиги сабабли п=1 учун (6.22) урин­
лидир. Энди фараз килайлик, к=\, 2, ..., п учун

г, < 2 (1 - 2-), г ,- г,_< 2‘-̂

бажарилсин. У холда О < А < ^ эканлигини назарда тутиб, (6.21) 
дан

т- - I  ̂ (г -г <- 1 *22-2«

ва
Г„„= + (Г„,. - о  < 2(1 - 2-'’)+ 2-« = 2(1 - 2->) 

ларни хосил киламиз. Сунгра (6.19) ва <р (г*) =0 дан

1 [ср{т*) - ̂ (т„_,) - (т * -т„_,) ф(т„̂ 1)]

келиб чикади. Тейлор формуласидан эса

ср(г*) - ^(г„_,) - (т*- т„_,) p̂'ir„_̂ ) = 

= ~<р'(т)(т * -т„_,)2 =~{т*

^ ' ( ^ 1) = К -1 - 1

ларга эга буламиз. Демак,
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,Г*-Т _  ̂ (̂ *-̂ »-1̂
" 2

(6.22) тенгсизликка кура

1 -/гг„_,>1 -1 -2 -(1 -2 -̂") = 2 

Шунинг учун хам

г* - т„ < 2"-2 к (т* - г„_,,)̂

Бу тенгсизликни и= 1, 2, ... лар учун кетма-кет куллаймиз. Юкорида

т’' =
А

(6.23) 

ррида

< 2 эканлигини айтиб утган эдик, шунинг учун хам

(6.23) дан п- \ булганда

т* - т, < 2-'/г(т* - г„)2 < 2/г 

келиб чик,ади, п=2 булганда эса

т * -Т2 < /г(т * -г,У < к{2И)2 = ~(2А)\

Бу бахолашларни давом эттириб, «-к;адамда

г*-т„<-±г(2й)̂ ”->

га эга буламиз. Шу билан теорема исбот булди, чунки 

\х*-х„ =г]{г*-г„)<~{2к)2"-'т]

И зох;. Бу теорамадаи курамизки, 2Л < 1 булганда г* - т„ жуда тез нолга инти­

лади, купол к,илиб айтганда л дан л +1 га утганда хато узининг квадратига узга- 

ради, яъни якинлашиш квадратик к,онунга буйсунади.

Амалда куллашга кулай булсин учун т* - нинг п ва к та боглик. булган 

жадвалини тузиш мумкин. Бундай жадвал куйида (5-жадвал) 0< /;< ~  ва л = 1,5 

лар учун келтирилган.

5-жадвал

л

к
0 1 2 3 4 5

0,05 1,026 2 ,63 ' 10-2 1,83- 10-5 8,77- 10-'2 2,03-10-2''

0,10 1,056 5,57'■ 10-2 1 ,7 3 ’ 10-* 1,66' 1(У-̂ 1,55-10-'«

0,15 1,089 8,89'■10-2 6,98- 4,36- 10-« 1,77-10-“

0,20 1,127 1,27 • 10-‘ 2,02- 10-3 5,25- 10-’ 3,56-10-'*

0,25 1,172 7,20'■ 10-‘ 4,91 • 10-3 4,25- ю-* 3,19-10-'2 1,80-10-2“

0,30 1,225 2,25'■ 10-' 1,09'■ 10-2 2,78- 10-5 1,84-10-'“ 8,02- 10-2'
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л

h
0 1 2 3 4 5

0,35 1,292 2,92- 10-‘ 2,30- 10-' 1 ,6 6 - 8,85 • 10-’ 2,50- 1 0 "

0,40 1,382 3,82- 10-' 4,96- 10-2 1,01 • 10-3 4,59- 10-’ 9,42 • 10-'̂

0,45 1,519 5,19- 10-' 1, 1 0 -10-' 7,49- 10-3 3,95- 10-5 1,1 1 -10-’

0,50 2 1 5,00- 1 0 -' 2,50- 10-' 1,25' 10-' 6,25 -10-2

3-теорема (илдизнинг ягоналиги хасида). Фараз килайлик, 
f(x) функция учун 1-теореманинг шартлари бажарилсин. Агар

h < ^  булса, у холда /  (х) = О тенглама

1+л/Ь^
(6.24)

ораликда ягона ? ечимга эга булади. Агар к - ^ булса, ? ечим

X  - Хд\ < д  =  t** = 2 Г] (6.25)

ораликда ягона булади.
Исбот. 1-теореманинг шартлари бажарилганлиги учун/(х)=0 

тенглама (6.24) ораликда ? ечимга эга (чунки (6.24) оралик, (6.7) 
оралик,нинг кисмидир). Биз бу ерда/ (х)=0 тенгламанинг хар к.ан- 

дай бошка | ечими ? билан устма-уст тушишини курсатамиз.

Фараз килайлик, h < ^  булсин. Бу холда (6.13) квадрат тенглама

иккита хар хил t* ва t** илдизларга эга. Энди | (6.1) тенгламанинг
(6.7) ораликдаги бирор илдизи булсин. (6.24) тенгсизликка кура

II-х„ 1= 0i**(O < 0 < 1) 

булади. / ( Ь  = О булганлиги учун

1

(6.26)

/ '(Х о )

Тейлор формуласига кура

1 /"(с)
/'(Х о ) 2

(Г-Хо)̂  (cG(?,Xo)).

1-теоремани исбот килиш жараёнида хосил булган | / ' (х̂ ) | > 
> I F  {t)\ тенгсизликни назарда тутиб, (6.8) ва (6.25) дан куйида­

гига эга буламиз;

|х,-||< ' ' ^
1/'(Хо)|
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Осонлик билан куриш мумкинки,

Р{1) = \ке + р 'ш - 1 ,)  + рц,).

Бундан эса,

1 1
2Р'(1о) Р'(?о)

- _,>** + t - t - г**

Буни олдинги тенгсизликка куйиб, керакли бахони чикарамиз:

Бу мулохазаларни п марта куллаб

- О О ^ 'Ч **  (6.27)

тенгсизликка эга буламиз. Бундан в < 1 микдор п га боглик, булма­
ганлиги сабабли д:„ I . Энди |^-^|<||-д:„| + 1л:„-̂  |-—>0
муносабатдан I” =  ̂ келиб чик,ади.

Агар ^ = 2 булса, у х,олда (6.25) тенгсизлик уринли булади. 

Демак, в - 1, Р (О нинг хар иккала илдизи устма-уст тушади: 
/1*=^* ва ?*. Шунинг учун хам (6.27) тенгсизликдан биз яна 
|§-х„|-> О га эга буламиз. Шу билан теорема исбот булди.

М и с о л . /(х) =  - 4х^+2х‘+\2х - 15=0 тенгламанинг мусбат илдизи 10"* 

аникдик билан топилсин.

Е ч и ш ./(1 ,5 ) =  -0,9375 ва/(2 )  =  1 булганлиги учун дастлабки якинлашиш 

х„ сифатида шу ораликнинг уртасини оламиз; х„=1,75. Бу нуктада

/(1 ,75) =  0,066406; ^ /  (1,75) = 3,68725;

^ .0 ,0 1 8 0 0 .4 ; лГда-“'"""-

Демак, Г] = 0,018084 ва 5=0,2712 деб олишимиз мумкин, 0 < ^< ^  булганда

1 ^  ̂ ~^-<2 булади, шунинг учун хам (5 =  2 17 деб олиб,/''(х) ни |х- 1,75| < 2г) 

ораликда бахолаймиз. Осонлик билан куриш мумкинки, 1,714 < х < 1,786 ора­

ликда /"(х )  =  12х^- 4х + 4 монотон усувчи функция, шунинг учун хам /"{х) ни 

х =  1,786 нуктада хисоблаймиз: / "  (1,786)=-0,5867. Демак, К =  0,5867 деб оли­

шимиз мумкин, Л = 5А" г; = 0,011095 < 0,05. Бундан курамизки 3-теореманинг 

хамма шартлари бажарилади, яъни каралаётган ораликда ягона ечим мавжуд ва 

х„ кетма-кетлик бу ечимга якинлашади, Хатони бахолаш учун 5-жадвалдан фой­

даланамиз, А= 0,05 булгавда г*- Тз= 0,877 • 10“"  булганлиги учун

[хз - 1̂ < 0,018009 • 0,877 • Ю "" < 0,2 ■ 10"'2.
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тенгсизлик уринли булади. Демак, учинчи к,адамда илдизни 12 хона аник^тикда 

топган буламиз. Бизга 8 хона аник;лик етарли эди, бу аник^икка эришиш учун 

л=3 деб ол1гш кифоядир.

Хисоблашлар натижасида куйидагиларга эга буламиз:

х„=1,75; X, = 1,75-- д р Щ  = 1,75-0.0180084 = 1,7319916;

Х2 = 1 ^ 3 1 9 9 1 б - Л 1 ^ | 1 |  = 1,73201678;

Хз= 1,732050807; х,= 1,732050807.

3. Каррали илдизлар учун Ньютон методи. Ньютон методи тенг­
ламаларни ечиш методлари орасида энг дастлабкиларидан бири- 
дир. Шунинг учун хам якинлашиш тезлигини орттириш ёки хисоб­
лашларни содцалаштириш ма̂ садида бу методни узгартириш йули- 
да жуда куп уринишлар булган. Шуларнинг айримларига тухталиб 
утамиз.

Шу вактгачах̂  кетма-кет якинлашишлар ётган ораликда/ 'О  
деб фараз килинган эди, бундан ташкари /'(§)?^0, яъни | туб ил­
диз булган хол каралган эди. 1870 й. Э. Шредер | илдиз р — кар­
рали булган холни текшириб чикди. Биз хозир ана шу холни куриб 
чикамиз. Биз аввалр > 1 булганда Ньютон кетма-кетлиги керакли 
равишда узгартирилганда унинг тез якинлашишини курсатамиз. § 
/  (х) нинг р — каррали илдизи булгани учун, | ечим атрофидаги 
/(х) нинг Тейлор каторидаги ёйилмаси куйидагича булади:

fix) = С (X - + С ,,(х - >+... + CJx - §)'"+i?„,(x),

= {к=р,р+\,...,т) (6.28)

Фараз килайлик, х̂  лар | га якин булсин, у холда - х̂  
кичик микдор булади. Ньютон коидасидане  ̂билан , орасидаги 
муносабатни чикарамиз:

(6.29)

(6.28) ёйилмада факат иккита бош хадларини сакдаб, куйидаги- 
ларни хосил киламиз: -

П^-г^) = {-\у С

/'(§ -£„) = (- 1)'’- 'К <  -(Р + ..

_  ( - 1)
р-1

рСЛ



р

Охирги тенгликни (6.29) га олиб бориб куямиз:

I Р] " 7 с ,

Бунда фак̂ ат битта бош хадни к.олдириб, куйидаги такрибий тенг­
ликка эга буламиз:

£„+, з ( 1 -1 )£„.

Бу тенглик шуни курсатадики, такрибан махражи ? = 1 ~ ̂  га 

тенг булган геометрик прогрессия буйича камаяди. Буни/'(?) О 
булган Х.ОЛ билан солиштириб курсак, р>\ булганда якинлашиш 
тезлигининг сустлашишини курамиз. Хак.ик.атан хам,

О = т  = т  - £„) + - в£п) (О < 0 < 1)

тенгликдан ва (6.29) дан

= -

ни хосил киламиз, бунда ни етарлича кичик деб олиб, билан 
орасидаги

(6.31)

муносабатни хосил киламиз. Бу ерда квадратик конун билан 
камаяди. р > 1 булганда якинлашиш тезлигини орттириш учун 
Ньютон коидасини

(6.32)

га алмаштирамиз. У холда (6.30) дан билан орасидаги куйи­
даги муносабатга эга буламиз:

рс, "

Бундан курамизки, ? илдиз р каррали булганда (6.32) коида учун 
якинлашиш такрибан Ньютон коидасининг якинлашишига 

тенг.
4. Модификацияланган Ньютон методи. Агар/(х) нинг хосила- 

си жуда мураккаб функция булиб, /'(\) ни хисоблаш катта кийин-
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чиликлар тугдирса, у вак,тда Ньютон ме­
тодининг куйидаги модификацияси иш- 
латилади;

х' - х' - х' Хо(л = 0, 1, 2,,..) (6.34)

Бу коида буйича хисоблаш анча кулай, 
чунки/'(х) фак.ат бир марта хисобланади. 
Лекин модификацияланган метод Нью­
тоннинг асосий методига нисбатан секин 
якинлашади. Модификацияланган метод­

нинг геометрик маъноси куйидагидан иборат: х' ,̂ такрибий якин­
лашиш бу (х„, /  (xJ) нуктадан ртувчи ва бурчак коэффициенти 
/'(х„) га тенг булган тугри чизикнинг ОХуки билан кесишган нук- 
тасидир. Бу турри чизик факат биринчи кадамдагина j  =/(х) эгри 
чизикка утказилган уринма билан устма-уст тушади (14-чизма). 
Бу ерда хам (1 — теоремага ухшаш) якинлашиш хакидаги теоре­
мани исбот килиш мумкин.

4-т е о р е м а. Агар /  (х) функция ва дастлабки якинлашиш х„ 
1-теорема шартларини каноатлантирса, у холда

х'=Хо(л = 0, 1, 2,...)'•л+1 =  X -

кетма-кет якинлашишлар (6.1) тенгламанинг  ̂илдизига якинла­
шади, шу билан бирга хато учун куйидаги бахо уринли булади:

(6.35)

бу ерда t'„ (6.13) квадрат тенглама учун кУРИлган Ньютоннинг 

модификацияланган кетма-кетлиги, = 0. ^  эса (6.13) тенглама­

нинг кичик мусбат илдизи.

Бу теореманинг исботини [4] ва [17] дан караш мумкин. Бу 
ердаги (6.35) бахо юзаки Караганда 1 — теоремадаги (6.12) бахога 
ухшаш, лекин унинг нолга интилиш тезлиги анча секиндир. Биз 

хозир ана шу бахони келтирамиз. Фараз килайлик, ^ < у булсин. 
(6.13) тенгламадан куринадики, аник ечим

булиб, ва {/„} кетма-кет якинлашишлар

Pih)

тенглик билан богланган. Бу тенгликлардан
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ни топамиз, t„ <t* = -— булганлиги сабабли

t * - С , <BKt*(t*-0 = a-  V T ^ ) ( /  * -О.

I iy тенгсизликни кетма-кет куллаб, t* - t'„ < q"{t* -t̂ ) ra эга була­

миз, бу ерда q-l- Vl-2/г < 1. Охирги бах.о шуни курсатадики, 
{/'} кетма-кетлик f  га чексиз камаювчи геометрик прогрессия 
1с.')лигида интилар экан.

5. Ватарлар методи. Энди Ньютон методидаги хисоблашларни 
(Ч)малаштиришнинг яна бир усулини курамиз. Ньютон методида 
мсщатнинг асосий кисми f  {x) ва f  {х) ларни хисоблаш учун 
сирфланади. Шуларнинг бирортаси, масалан,/'(х) ни хисоблаш­
да н кутулиш мумкин эмасмикин деган савол тугилади. Бу бизни
и.тгарлар усулига олиб келади, яъни агар /'(х„) ни такрибий ра- 
мишда алмаштирсак;

Л „  Л „ _ 1

у \олда навбатдаги як,инлашишни топиш к,оидаси куйидагича бу- 
имди:

liy коиданинг геометрик маъноси куйидагидан иборат: у =/(х) фун- 
(■■циянинг графигидаЛ/_,[х„_,,/(х„_,)] ва [x„,/(xj] нук.талардан 
пм'гар утказамиз. Ватар тенгламаси эса куйидагича:

Х-Х„ _  y - f ( x „ )  
х„-х„ - 1  J(x„)-f(x„_i)'

Лгар бу ватарнинг ОХук,и билан кесишган нук,тасини деб ол- 
i:;iK, (6.36) к.оида келиб чик,ади.

Патарлар методи икки кадамли метод булибх„ ,̂ ни топиш учун
I на х̂  ни билишимиз керак. (6.36) к;оидани куллаш учун:
1 ) барча х̂  лар /(х) нинг аникданиш сохасида ётиши ва

2 ) / (х,)-/(х„_,) 5* О (л=1, 2, ...) шартлар бажарилиши керак. 
Ливал /(x^)-/(x^_j)=0 булган холни куриб чикайлик, бу ерда 

икки хол булиши мумкин: а) х„^х^_, ва б) x^=x^_j. Агар 

||Улса,
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тенгликдан/(х^_,) О лигини курамиз. Шунинг учун х.ам/(х^ О 
ва навбатдаги

„  _  „  /(х„)(х„-х„,1)

якинлашишни куриш мумкин булмайди. Жараён шу ерда узилади 
ва ечимга олиб келмайди.

Агарх„=х„_| булса, х,', ...,х,_,, х„ ларни куриш мумкин,х„, х,, 
X-р лар узаро фаркди ва/(х )̂ -/(х .̂.,)?  ̂О (А: = 1, л - 1) деб хисоб- 

лаймиз. (6.37) тенгликдан курамизки,/(х,_,)= О ва х„_, берилган 
тенгламанинг ечими эканлиги келиб чикади. Бу холда кетма-кет 
якинлашишларни х„ гача бажариш мумкин, шу билан бирга икки­
та устма-уст тушадиган х̂ _, ва х̂  кийматлар берилган тенглама­
нинг ечими булади. Илдиз рационал сон булганда, шундай хол 
булиши мумкин.

Энди биз юкоридаги I), 2) шартлар бажарилган деб фараз килиб, 
ватарлар методининг якинлашишига тухтаб утамиз. Хато£̂ == ? - х̂  
учун (6.36) дан

муносабатни чикарамиз. Агар биз бу ерда /(?-£„) ва /(?-£„_,) 
ларнинг хатолар даражаларига нисбатан ёйилмалари

Л ? -£„) = - /'(§)£„/"(?)£'„+...

т  = -/' (?)£„-! + ̂  / "  +• • •

ни куйиб, тегишли амалларни бажарсак, куйидаги такрибий

£«+1 = = - ^ ^  (6.38)

тенгликка эга буламиз. Агар бу тенгликни Ньютон методи учун 
чикарилган (6.31) тенглик билан солиштирсак, ватарлар методида 
хатонинг узгариш конуни Ньютон коидасидаги конунга якинли- 
гини курамиз. \

Ньютон методини1Н'якинлашиши хакидаги 1-теоремага ухшаш 
куйидаги теорема хам уринлидир.

5-теорема.  Агар/(х) функция ва дастлабки якинлаи1иш х̂  
1-теорема шартларини каноатлантирса ва бундан ташкари Х; учун

1̂ 1 -^о1< п = / * ва |/(х,)| < Р (|х, - х„|)=Р(/,)

тенгсизликлар бажарилса, у холда;
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1) (6.36) к,оида билан аникланганякинлашишлар чекли кадам­
дан кейин ечимга олиб келади, ёки х̂  ларни барча п лар учун 
куриш мумкин булиб, улар якинлашувчи кетма-кетликни ташкил 
этади.

Итх„
П~*<х

2) лимитдаги киймат § /(х )=0 тенгламанинг ечими булади;
3) якинлашиш тезлиги \ $ — х̂  \ < f  тенгсизлик билан бах.о- 

ланади, бу ерда (6.13) тенгламанинг кичик илдизи учун /д= О ва
= IX, - х„1 дан бошлаб ватарлар усули билан кУРилган кетма-кет 

якинлашишлардир.

Бу теореманинг исботини [24] дан караш мумкин. Энди бу 
методни мисол ечишга татбик киламиз.

М и с о л

/(х) = х '- 4х '+  2х^+ 12х - 15 = О

тенгл.'1манииг мусбат илдизи Ю"* апикдик билан топилсин.

Кч иш.  Биз юкорида курган эдикки, изланаётган илдиз (1,5; 1,75) ораликда 

стали ва л:„= 1,75 нук,танинг як.ин атрофида 5-теорсманинг барча шартлари бажа- 

рплади. Бу ерда х, = 1,72 деб оламиз. У  вак,тда |х, - х„| = 0,03 < 2>] = 0,037 ва 

/ ( 1,72)<Р(0,03) эканлигини курсатиш мумкин. Шундай килиб 5-теореманинг 

\амма шартлари бажарилади. Демак, {х„} кетма-кетлик^ илдизга интилади. (6.36) 

коидага асосан х̂  ни топамиз:

/(1,72)(1,72-1,75)

/(1,72)-/(1,75)"-'’™ ^ -

Яна учта якинлашишлари куйидагидан иборат:

Хз=1,7320622; х,= 1,7320508; Хз= 1,7320508.

6. Комплекс илдиз. Фараз килайлик /(г) комплекс узгарувчи 
г=х+1у нинг функцияси булсин ва  ̂ = +̂1т] комплекс сон f{z) 
нинг оддий илдизи булсин. Бундан ташкари /(?) ни  ̂нинг бирор 
атрофида аналитик деб караймиз. У х,олда

= к = 0,1, ... (6.39)

Ньютон методини кУриш мумкин.
Якинлашиш хакидаги куйидаги теоремани исботлаймиз. 
Теорема А. Айтайлик, ^ / (^)=0 тенгламанинг оддий илдизи 

булсин ва /  (г)

Ч(?) = {г :|г-^|<г}

дойра ичида аналитик булсин.
Фараз килайлик ,
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inf I Л г) 1= от, > о, sup \f"{z)\=Mj (6.40)
геигЮ

булсин ва

? = ^ < 1  (6.41)
'I

тенгсизлик бажарилсин. У \олда, агар ( )̂ булса, (6.39) —
Ньютон методи якинлашади ва хато учун куйидаги бах,о уринли 
булади.

к - ? 1< / - ‘к - а .  (6.42)

Исбот.  Осонлик билан куриш мумкинки, (6.39) — методнинг 
хатосини куйидагича ёзиш мумкин

Zk+\ = ’ (6.43)

бу ерда

F  (Z) = {z-^) f'iz) -fiz), F'{z)=iz - Of'iz). 

Ньютон-Лейбниц формуласига кура *

ц

F(z,) = F i O + ¡  F\z)dz
i

ёки
г*

F(z,)=¡{z-Of"(z)dz
í

га эга буламиз.
Энди (6.42) — бахони индукция методи билан исбот киламиз, 

к = О булганда (6.43) дан

(6.44)

Х.ОСИЛ булади. щ о  булганлиги учун, (6.40) га кура, \f'{z)\ > от, > О 
келиб чикади. Энди \

\

F{zo) = \ z~ 0r{z)dz  (6.45)

ни бахолаймиз. Бунинг учун (6.45) r?lz-K = t{z^~ алмаштириш 
бажарамиз, натижада

1

Fiz,) = (Zo - С? I tf'% + tiZo - C))dt (6.46)
О
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га эга буламиз. Куриниб турибдики г~К-  ̂ |  ̂-

-^\< г, яъни  ̂е (7 (г). Шунинг учун хам, (6.40) га кура

\Г% + Г (^ - )̂)| < М,.

Бу ва (6.46) дан ушбу
1

О ^

ба?̂ о келиб чик̂ ади. (5) ни ?«,исобга олиб, ушбу

тенгсизликка эга буламиз, бу эса к = \ булганда (6.42) билан уст­

ма-уст тушади.
Фараз килайлик, (6.42) бахо А; = / > 1 булганда бажарилсин, 

унинг к = I + \ булганда хам бажарилишини курсатамиз. Таъкид­
лаб утиш керакки, (6.42) дан к = / булганда С/ (?) келиб чикади. 
Шунинг учун хам (6.40) шартга кура |/'(г)| > /я, > 0. Энди

гг

F{zl) = \{z-l:)riz)dz
к

ни бахолаймиз. г, Е ?7 ( )̂ булганини хисобга олиб, бу интегрални 
Е (^) ни бахолагандек бахолаймиз:

\Fiz,)\^^\z,-l;f.

Энди (6.43) дан к = / учун

бахога эга буламиз. Энди (6.43) ни назарда тутиб, (6.42) ни А: = / +1 
учун уринли эканлигини курамиз. Шу билан теорема исботланди.

7. Тенгламалар системаси учун Ньютон методи. Бу ерда « та х,, 

х̂ , ..., х̂  номаълумли и та

7,(Х1,Х2,...,Х„) = 0,

/ 2(Х1,Х2,...,Х„) = 0,

............................  (6.47)

/„(Х1,Х2,...,Х„) = 0

тенгламалар системасини ечиш учун Ньютон методини куриб чи- 
Камиз. Ёзувни кискарок килиш максадида х оркали х = (х,, х̂ , 

..., х„) векторни ва/(х)  оркали
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/  (X ) = (/; (х„ х^, (х„ х̂ , ..., х„))

вектор-функцияни белгилаймиз. У холда, (6.47) системани битта

/ ( X )  = О

вектор-тенглама шаклида ёзиш мумкин. (6.47) системани ечиш 
учун Ньютон методи, табиийки битта сонли тенглама учун юк.орида 
куриб утилган методнинг умумлашганидир. Юк̂ оридагидек бу ерда 
хам методнинг асосий гояси чизик.ли булмаган (6.47) системани 
кетма-кет чизик̂ [и системага келтиришдан иборатдир. Агар аник 
ечим билан такрибий ечим орасидаги хато етарлича кичик булса, 
ажратиб олинган чизикли кием тенгламалар системасининг бош 
кисми булади.

Фараз килайлик, бизга (6.47) системанинг такрибий ечими

х<‘’> -= (х< 
:?(0) _

(0) (̂0) ,х<®’) маълум булсин, е -- 

 ̂ - х'“̂ = (̂ 1 - х}“\ 2̂ “ \ - х̂ “*) вектор-хатони белгилаймиз.
(£р е ) оркали

(6.47) системада х урнига х®ч-ё ни куйиб, хосил булган систе­
манинг чап томонини £,, е̂ , ..., е̂  ларнинг даражаларига нисбатан 
Тейлор каторига ёйиб, £,, е̂ , ..., г̂ га нисбатан чизикли кисмини 
сакдаб, куйидаги такрибий системага эга буламиз:

дх̂  * дх„

дх, > дх„ ”

(6.48)

Бу системани ечиб, хатонинг такрибий киймати £(0)^

= (£;
(0) р(0)1 > 2̂ > .,е^^) ни топамиз. £ ни х<®) га кушиб, навбатдаги

якинлашиш векторини хосил киламиз:

х<>> =х<“>+£<°> =(х^+е, (0 ) (̂0)

Уз навбатида х<'* ни яхшилашимиз мумкин, бунинг учун х<"' урни­
га х<” ни куйиб, (6.48) куринишдаги системани тузиш керак. Шун­
дай килиб, агар (6.48) куринишдаги системалар ечимга эга булса, 
биз кетма-кет якинлашишлар векторларини топамиз.

Кулайлик учун Якоби магЬрицасини киритамиз:

ш  =
(6.49)



Бу матрица ёрдамида (6.40) системани куйидаги битта вектор-си­
стема шаклида ёзишимиз мумкин:

7^(х <»))£ <о>= -/(хО))-

Фараз килайлик, х=|" нуктада /̂ (<̂ ) махсусмас матрица булсин. 
Детерминант уз элементларининг узлуксиз функциялари булган­
лиги учун х = ^  нуктанинг бирор О атрофида (6.48) махсусмас 

матрица булиб, унинг тескариси мавжуд булади.
Фар^з килайлик, х О у вактда (6.49) нинг х,ар иккала томо­

нини га купайтириб,

-Л-‘(Х<”>)/(ЗС‘“»)

ёки

х<»-х(°>=-Л-'(х‘“>)/(х<‘»)

ни хосил киламиз. Агар х<̂ ), х<*> лар О  атрофда ётса, у 

\олда X ни

(6.50)

тенгликдан топамиз. Бу х<*> кетма-кет якинлашишларни топиш 
учун Ньютон коидасидир. Бу коиданинг амалга ошиши учун х <*> 
(А: = 0,1,2,...) лар /  (х ) нинг аникланиш сохасида ётиши ва /^ (х <*>) 
матрицалар махсусмас булиши керак.

Биз хозир Л.В.Кантаровичнинг (6.42) Ньютон жараёнининг 
якинлашиши хакидаги теоремасини исботсиз келтирамиз.

6 -теорема. Агар /  (х ) вектор-функция ва дастлабки якин­
лашиш вектори X <“>_куйидаги шартларни каноатлантирса;

1) х<”) нуктада /^ (х <®>) Якоби матрицасининг детерминанти

А=Д(7  ̂(х<“>)(х<“>) нолдан фаркди ва ^  элементнинг алгебраик 

тулдирувчиси Ад булиб ва *

л

бахо уринли булса;

2) 1у;(х«»)|<77 (/ = !,«);

3) X нинг

\x¡-xf^\<2Br] (/ = М )  

атрофидаги барча нукталар учун
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к=1 j=\

тенгсизликлар бажарилса;
4) В, т], Ь микдорлар

дXjдX|̂
<Ь  (/ = 1,л)

к = В̂ Г11 < 1  

шартни каноатлантирса, у холда х нуктанинг

1-л/1-2Л
|Х,-ХП:

Л -577 0 = 1 «)

атрофида (6.47) система ягона  ̂ =(?., ечимга эга булиб,
(6.50) билан аникданган 5с̂ '̂> = Ньютон кетма-кет-
лиги якинлашади ва шу билан бирга, якинлашиш тезлиги

тах х«-^. -,к-1 {2ИУ '̂Вт]

тенгсизлик билан бахоланади.
Шунга ухшаш теоремани Ньютоннинг модификацияланган 

методи учун таърифлаш ва исбот килиш мумкин.
Шуни хам таъкидлаб утиш керакки, (6.48) системада тенгла­

малар сони иккита булганда бу системани детерминантлар ёрда­
мида ечиш керак. Тенгламаларнинг сони иккитадан куп булса, 
бундай системаларни кейинги бобда келтириладиган методлар- 
нинг бирортаси билан ечиш маъкулдир. Агар бизга иккита

Ах,у) = 0, 

g(x,y) = 0

тенгламалар системаси берилган булса, у холда (6.50) коида куйи­
дагича ёзилади:

5у/-/у8

/х8у-/у8х

х = х̂  

У = Ук

/х^у~/уёх

(А = 0,1,2, ...)

У = Ук

М и с о л .  Куйидаги

/(х,у) = х  ̂+ 2у^-\ = 0 

§(х, у) = + х  ̂- 1ху -4 = 0
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системанинг илдизи аник^лик билан топилсин. Бу функцияларнинг график­

ларини чизиб курсатиш мумкинки, ^ ва ?; мос равишда (-0,7; -0,6) ва (0,7; 0,8) 

оралик̂ ларда ётади. Шунинг учун )̂ ам х<">=-0,6 ва У “*=0,8 деб олишимиз мулжин. 

Берилган функцияларнинг х;осилалари куйидагилардан иборат:

/  = g=2x-2y, Sy=^5y‘ -2x.

Хисоблашлар натижасини келтирамиз:

х«»=-0,6; У»'=0,8; /»>=0,064; g<»)=-0,12; /f> = 1,08; /;"' = 3,2; gf = -2,8; 
gj,°̂  = 10,8; л<')=-0,65213; У')=0,79760; /'>=-0,00502; g<'>=0,00254;

/ Р  = 1,127583; = 3,19038; =  -2,89946; = 10,84663; х<2>=-0,64942; 

у(̂ >= 0,79809; /2>=-0,00001; ^<«=-0,00001; g<2>=-0,00001; =  1,26525;

/ ” > =  3,19234; = -2,89502; 4 ' '  =  10,85296; jc<«=-0,64942; уз)=о,79809. 

Демак, ^=-0,64942 ва 17= 0 ,7 9 8 0 9 .

Mamiviap

1. Дх) купхадни (х - а) (<г> 0) га булганда Горнер схемасидаги 6 , лар куйида­

ги шартларни к,аноатлантирсин:

¿0 = 05 > О, Й,- > О (/=  1,й).

у  холда Дх) нинг барча илдизлари а дан кичик эканлигини курсатинг.

2. Фараз килайлик, р — ихтиёрий мусбат сон булсин, у з̂ олда

Дх)=а^ + а,х"-'+ ... + 

купхаднинг барча илдизлари модуллари буйича

Oleр + тахIStSn
«оР"

дан ортмаслигини курсатинг.

3. Коэффициентлари хак.ик.ий булган Р(х)=а^ + + —+«„ («„^0) купхад­

нинг хак.ик.ий илдизлари

P + Îтах
i

дан ортмаслигини курсатинг, бу ерда р — ихтиёрий мусбат сон, к — биринчи 

манфий коэффициентнинг номери, Oj — манфий коэффициентлар.

4. Фараз килайлик, Дх) = + a^xr-'+...+a^ нинг барча коэффициентлари 

мусбат булсин.

Куйидагиларни курсатинг:

а) агар й„>а,>...>0„ шарт бажарилса, у холда Р(х) нинг барча илдизлари бир­

лик дойра I л: 1 > 1 дан ташк,арида ётади;

б) агар a„<fl,<...<ö„ шарт бажарилса, у холда Р{х) нинг барча илдизлари | л: | = 1 

бирлик дойра ичида ётади.

5. Агар Р(х)=а„х"+а,х"‘ ‘+..,+а" купхаднинг барча коэффициентлари мусбат ва

т  =  min , М  =  min
1<к<п ац- 1  ’ i<k<n а*_|

булса, у холда P(x) нинг барча илдизлари т<\х\< М  тенгсизликларни каноат- 

лантиришини курсатинг.
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6 . Фараз к,илайлик, <р(х̂  в а V'(x„) лар мос равишда г ш р  — тартиб­

ли итерация булсин. У х,олда

„ = ф(г ) = Хп<РЫх„)]-(Р(х„)11/(х„)
” х„-(р(х„)-\1/(х„)+ф[¥(х„)]

итерациянинг тартиби г+р - 1 дан кам эмаслигини курсатинг.

7. Чебишев методидан фойдаланиб, ва \17̂  ларни хисоблаш учун ик­

кинчи ва учинчи тартибли итерацион жараён тузинг,

8 . Куйидаги

51п(х + у) - у =  О,

С05(х - у)- у = 0

системанинг ечимини беш хона аникликда Ньютон методи билан топинг.

З-боб
ЧИЗИКДИ АЛГЕБРАИК ТЕНГЛАМАЛАР 

СИСТЕМАСИНИ ЕЧИШ

1-§. ДАСТЛАБКИ МАЪЛУМ ОТЛАР

Назарий ва татбик.ий математиканинг купгииа масалалари чи­
зикди алгебраик тенгламалар системасини ечишга олиб келади. 
Масалан, функцияни унинг п+\ та нук.тада берилган к,ийматлари 
ёрдамида л-тартибли купхад билан интерполяциялаш ёки функ­
цияни урта квадратлар методи ёрдамида як^инлаштириш масала­
лари чизикди алгебраик тенгламалар системасини ечишга келти­
рилади.

Чизикди алгебраик тенгламалар системасини \осил к;илишнинг 
асосий манбаи узлуксиз функционал тенгламаларни чекли-айир- 

мали тенгламалар билан як̂ 1нлаштиришдир. Масалан, Лаплас диф­
ференциал оператори учун Дирихле масаласини тартиби юк,ори 
булган оддий чекли-айирмали тенгламалар системаси билан ал­
маштириш мумкин. ЭХМлар яратилиши билан бундай масалалар 
яна \ам купайиб бормокда.

Бир жинсли булмаган чизикди алгебраик тенгламалар систе­
масини ечиш масаласи билан матрицаларнинг тескарисини то­
пиш ва детерминантларни хисоблаш масалалари узвий равишда 
боглангандир. Бу масалалар назарий жихатдан осонгина ечилади. 
Лекин матрицаларнинг тартиби ортган сари бу масалаларни амал­
да ечиш жуда катта хисоблашларни талаб к,илади. Хозирги вак̂ гда 
бу масалаларни ечиш учун жуда куп методлар яратилган ва улар­
ни такомиллаштириш устида жадал ишлар олиб борилмокда.

92



Чизикли алгебраик тенгламаларни ечиш асосан икки — шши; 
ва итерацион методларга булинади.

Аник, метод деганда шундай метод тушуниладики, унинг ёрда­
мида чекли микдордаги арифметик амалларни аник, бажариш на- 
тижасида масаланинг аник, ечимини топиш мумкин. Хаммага маъ­
лум булган Крамер коидаси аник, методга мисол була олади. Ле­
кин Крамер коидаси одатда, амалда ишлатилмайди, чунки бу метод 
билан п — тартибли чизикди алгебраик тенгламалар системасини 
ечиш учун ■ п\ тартибдаги арифметик амалларни бажариш ке­
рак. Бу ни\оятда катта сон булиб, бу к,оида билан хатто « = 30 
тартибли системасини ечиш учун \ам хозирда мавжуд булган ЭХМ- 
лар хам ожизлик к,илади.

Биз бу бобда хисоблаш учун тежамли булган бир нечта аник, 
методларни куриб чик,амиз. Буларнинг купчилиги номаълумлар- 
ни кетма-кет йук,отиш гоясига асосланган.

Итерацион методлар шу билан характерланадики, чизикди ал­
гебраик тенгламалар системасининг ечими кетма-кет якинлашиш­
ларнинг лимитидек топилади.

Итерацион методларни куллаётганда фак,ат уларнинг як,инла- 
шишларигина эмас, балки як,инлашишларнинг тезлиги хам катта 
ахамиятга эгадир.

Бу маънода хар бир итерацион метод универсал булавермайди.
Бу методлар айрим системалар учун жуда тез як,инлашиб, бош- 

к,а системалар учун секин як,инлашиши ёки умуман як,инлашмас- 
лиги хам мумкин. Шунинг учун хам итерацион методларни кулла­
ётганда системани аввал тайёрлаб олиш керак. Бунинг маъноси 
шундан иборатки берилган системани унга тенг кучли булган шун­

дай системага алмаштириш керакки, хосил булган система учун 
танланган метод тез як,инлашсин.

Хозирги замон ЭХМлари ёрдамида аник, методлар билан тар­
тиби 10  ̂дан катта булмаган, итерацион методлар билан эса тарти­
би 10  ̂дан ортмайдиган чизикди алгебраик тенгламалар система­
сини ечиш мумкин. Аввал аник, методларнинг умумий гоясини 
куриб чик,айлик. Бу методлар асосан уч синфга булинади: 1) но- 
маълумларни кетма-кет йук,отиш методлари; 2) матрицаларни 
ажратишга асосланган методлар; 3) бирор метрикада ортогонал 
булган ёрдамчи векторлар системасини тузишга асосланган ме­
тодлар.

Системадаги тенгламалардан номаълумларни кетма-кет йук,о- 
тиш методи кадимий методлардандир. Бу методни икки йул би­
лан амалга ошириш мумкин:

а) тенгламаларнинг керакли комбинацияларини тузиш;
б) алмаштиришнинг хар бир к,адамида система матрицасининг 

бирор элементини ёки бир устундаги диагонал элементи остидаги
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барча элементларини нолга айлантириш мак̂ садида бу матрицани 
махсус равишда, танлаб олинган матрицага купайтиришдан ибо­
ратдир. Хар иккала долда хам дик.к.ат-эътибор шунга йуналтири- 
ладики, алмаштиришлар натижасида берилган система унга тенг 
кучли булган системага 5̂ иши ва сунгги система содда куринишга 
эга булиши керак.

Матрицаларни ажратишга асосланган методлар гоявий жихат­
дан номаълумларни кетма-кет йук,отиш методларига жуда як;ин 
туради. Бу ерда системанинг матрицаси асосан учбурчак, диаго­
нал ёки акслантириш матрицаларининг купайтмаЛарига ажрати- 
лади.

Учинчи синфга кирадиган методлар хозирги вактда кенг тар- 
к;алган методлардир. Бу методларда изланаётган ечим махсус ра­
вишда курилган ёрдамчи векторлар системасидаги охирги вектор­
дан иборат. Бу грунпадаги методларнинг энг биринчиси ортого­
наллаштириш методидир.

Юк,орида айтилган барча методларнинг умумий мохиятини ку­
йидаги схемада баён к̂ илиш мумкин. Фараз килайлик, куйидаги 
чизикли алгебраик тенгламалар системаси берилган булсин:

А х =  Ь

Бу тенгликнинг иккала томонини чапдан, кетма-кет шундай Xj, 
Zj, ..., L̂ . матрицаларга купайтирамизки, натижада хосил булган 
янги

с, Ъ

система аввалгисига эквивалент булиб, содцарок ечилсин. Бунинг 
учун B—L̂ L¡̂  y..L^A матрицанинг учбурчак, диагонал ёки ортого­
нал (агар ВВ'=В'В=Е булса, В матрица ортогонал дейилади) булиши 
кифоядир. Агар шу билан бирга L. матрицалар махсусмас булса, 
тескари матрица^“' ва детерминант detA ни топиш учун куйидаги 
формулаларга эга буламиз:

det̂

ndetl,.
í=i

2-§. НОМАЪЛУМЛАРНИ Й ^^ОТИ Ш

Биз бу параграфда Гаусс методи ва оптимал йукотиш методи­
ни куриб чикамиз. Оптимал йукотиш методи уз структураси жи- 
Хатидан Гаусс методига якин булишига карамасдан у машина хо-
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тирасидан эффектив равишда фойдаланишга имкон беради ва 
шунинг учун бу метод ёрдамида тартиби икки марта катта 
булган системани ечиш мумкин.

1. Гаусс методи. Бу метод бир неча хисоблаш схемаларига эга. 
Шулардан бири — Гаусснинг компакт схемасини куриб чик;амиз. 
Ушбу система берилган булсин:

йцХ, +Й12̂ 2+---+«1Л

^21-̂ 1 + <222̂ 2+---+̂ 2„̂ л ^2,и+1> (2 1)
А„1Х„ + а„2Х2+...+а„„х„ =

Фараз к̂ 1лайлик, {етакчи элемент) булсин, акс холда тенг­
ламаларнинг уринларини алмаштириб, х̂  олдидаги коэффициен­
ти нолдан фарьути булган тенгламани биринчи уринга кучирамиз. 
Системадаги биринчи тенгламанинг барча коэффициентларини 
й,, га булиб,

X, + ¿<’>Х2+.. .+С^„ = Ь[% (2.2)

ни хосил к̂ иламиз, бу ерда

(2.2) тенгламадан фойдаланиб, (2.1) системанинг к,олган тенгла- 
маларида х, ни йук,отиш мумкин. Бунинг учун (2.2) тенгламани 
кетма-кет а̂ ,, а̂ ,̂ ... ларга купайтириб, мос равишда системанинг 
иккинчи, учинчи ва х-К- тенгламаларидан айирамиз. Натижада, 
куйидаги система хосил булади:

2̂2 ̂ 2 + • • • + 2̂п ~ ,̂и+1 у

....................... (2.3)

“л2-’̂ 2 + ••• + “пп̂ „ - “л,л+1

бу ерда а1Р коэффициентлар

4^ = аи-^п1’и (^7^2)

формула ёрдамида хисобланади. Энди (2.3) система устида хам 
шунга ухшаш алмаштиришлар бажарамиз.

Бунинг учун (2.3) системадаги биринчи тенгламанинг барча 

коэффициентларини етакчи элемент а̂  ̂ га булиб,

Х2 + Ь^х,+.. (2.4)

ни хосил к;иламиз, бу ерда
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(2.4) тенглама ёрдамида (2.3) системанинг кейинги тенгламалари- 
да ю^оридагидек ни йу^отиб,

“ 33 "'•з + . -  +  « з « Ч --  “ 3,п+1>

“ пЗ ^ 3 + . --  “ п,я+1

системага келамиз, бу ерда

(/,7>3)

Номаълумларни йукотиш жараёнини давом эттириб ва бу жа­
раённи т  — кадамгача бажариш мумкин деб фараз к,илиб, т  — 

кадамда куйидаги системага эга буламиз:

V + 4- У - /7̂“^/̂и+1,/п+1'̂ т+1 ^ ^ т̂+1,п’̂ п т̂+1,п+1У

(2.5)

■̂п,т + \̂т+\ пп -̂п ^̂ п,п+]

бу ерда

_  f̂J
т̂т

Фараз килайлик, т  мумкин булган охирги кадамнинг номери 
булсин. Икки хол булиши мумкин: т = п ёки т<  п. Агар т  = п 
булса у вактда биз учбурчак матрицали ва (2.1) системага эквива­

лент булган куйидаги

X] + + ... +

X2+b '̂>x, + ... + b¡'̂ Jx„

(2.6)

системага эга буламиз. Охирги системадан кетма-кетх„, х _̂,, ..., х, 
ларни топиш мумкин:
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х„ = Ь1%

(2.7)

(2.6) учбурчак системанинг коэффициентларини топиш Гаусс ме­
тодининг турри юриши, (2.7) системадан ечимни топиш жараёни 

тескари юриши дейилади.
Фараз килайлик, т < п булсин ва системанинг т  — ва ундан 

кейинги тенгламалари (2.5) куринишга келтирилган булсин. Биз 
т  — кадамни бажарилиши мумкин булган кздам деб хисоблаган 
эдик, бу шуни билдирадики (2.5) системанинг иккинчи тенгла­
масидан бошлаб етакчи элементни ажратиш мумкин эмас, барча 

4 “  ̂ ('̂  j ~ т + 1 ,  ..., п) лар нолга тенг ва (2.5) система куйидаги 
куринишга эга

- “л,Я + 1-

Агар бунда барча озод хадлар а?”].! 0=т+1, ..., я) нолга тенг булса, 
у холда биз фак,ат ягона биринчи тенгламага эга буламиз.

Барча кадамдаги биринчи тенгламаларни бирлаштириб, куйи­

даги системани хосил к̂ иламиз:

X, +  + . . .  +  .=

Хг + Ь^х, +... + Ь̂ х̂„ = Ь̂1(2), -  А(2)

+ ... +
Бу системадан биз х,, х̂ , ..., х  ̂номаълумларни х^ ,̂, ..., х̂  но- 

маълумлар ва озод хадлар ёрдамида ифодалаб олишимиз мумкин. 
Бу холда (2.1) система чексиз куп ечимга эга булади. Агар т < п  
булиб, хеч булмаганда бирорта О (т+1 < I < п) булса, у
холда (2.1) система ечимга эга булмайди.

Кулда хисоблаётганда хатога йул куймаслик учун, хисоблаш 
жараёнини контрол килиш маъкулдир. Бунинг учун биз (2.1) мат- 
ри: я сатрларидаги элементлар ва озод хаднинг йириндисидан ту­
зил 1ан контрол
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«/,«+2 = X  «(, О'= 1,«) (2-8)
У=1

йириндидан фойдаланамиз.
Агар ларни (2.1) системанинг озод хадлари деб к̂ абул к,ил- 

сак, у холда алмаштирилган

Е  «Л- = «/."+2 (г = 1,«) (2-9)
У=1

системанинг ечими Ху (2.1) системанинг ечими х.орк̂ али куйида­
гича ифодаланади;

XJ =XJ+l{j^l,n) (2.10)

Хак.ик;атан хам, (2.10) ни (2.9) системага куйсак, (2.1) система ва
(2.8) формулага кура

П П-¥\

Е  + Е  «/у = Е «» = «/,«+2 {I = 1,«)
у=1 У=1 у=1

айниятга эга буламиз.

Агар сатр элементлар устида бажарилган амалларни хар бир 
сатрдаги контрол йигинди устида хам бажарсак ва хисоблашлар 
хатосиз бажарилган булса, у холда контрол йигиндилардан тузил­
ган устуннинг хар бир элементи мос равишда алмаштирилган сатр­
лар элементларининг йигиндисига тенг булади. Бу хол эса тугри 
юришни контрол к̂ илиш учун хизмат к,илади. Тескари юришда 
эса, контрол Ху ларни топиш учун бажарилади.

Тенгламалар системаси кулда ечилганда хисоблашларни 6-жад- 
валда курсатилган Гаусснинг компакт схемаси буйича олиб бо­
риш маъкулдир. Содцалик учун жадвалда туртта номаълумли туртта 
тенгламалар системасини ечиш схемаси келтирилган.

Гаусс методи билан п та номаълумли чизикди алгебраик тенг­
ламалар системасини ечиш учун бажариладиган арифметик амал- 

ларнинг микдори куйидагидан иборат: ^ [п̂  + Зя - л) та ¡супайти- 

риш ва булиш, ^ {2п̂  + Ъп̂  - 5л)\ та кушиш.

Мисол. Гаусс методи билан куйидаги система ечилсин:

2Х] + 4,2x2 + 1ч6хз - 3x4 = 3,2,

- 0,4x1 + 3x2 “  2,4хз = -1,6,

1,6х, - 0,8x2 + л:з - Х4 = -1,
XI - 2x2 - + 1»5х4 = о

98



Системани ечиш жараёни 7-жадвалда келтирилган.

б-жиднш!

^2
Хз 4̂

озод

хадлар

схема

к,исмлари

«11

«21

«31

«41

«12

«22

«32

«42

«13

«23

«33

«43

«14

«24

«34

«44

«15

«25

«35

«45

«16

«26

«36

«46

А

1

«уг

«й^

«<>)

«Уз̂ «У2

«̂ 5̂>

«1У «46

А

1

«^Р «(̂ >

«45

4б

«16̂^

А

1 -

«а> «45̂
А

1 *45
1(4)
*46

1 4̂
Х4

1 3̂ ХЗ
в

1 Х2 Х2
1 ^1 XI

7-жадвал

X, X, Хз Х4
озод

хадлар
2

схема

к,исмлари

2 4,2 1,6 -3 3,2

-0,4 3 -2,4 0 -1,6 -1,4

1 ,6 -0 ,8 1 -1 -1 -0 ,2 л
1 - 2 -1 1,5 0 -0,5

л

1 2 ,1 0 ,8 -1,5 4

3,84 -2,08 -0,60 -0,96 0 ,2

4,16 0,28 -1,40 3,56 6 ,6 А
4,1 1,8 -3 1,6 4,5

1 -0,54166 -0,15625 -0,25 0,05208
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7-жадвал давоми

озод

хадлар

схема

Кисмлари

-2,53331

-4,02081

0,75

2,35937

1 -0,2'- '6

-4,6

-2,62500

1,81581

-6,38331

-4,28644

2,51198

1,168^7 4,67603 5,84500 А

4,00013 

3,00009 

2,00005 

1,00002

5,00013

4,00009

3,00005

2,00002

Шундай килиб, куйидаги х, = 1,00002; х^=2,00005; Хз=3,00009; х^=4,00013 так­

рибий ечимга эга булдик.

Системанинг аник ечими х, = 1.; х^=2; Хз=3; х^=4 эканлигига бевосита ишонч 

хосил килиш мумкин.

2. Бош элементлар методи. Гаусс методида етакчи элементлар 

доим нолдан фаркди булавермайди. Ёки улар нолга як,ин сонлар 
булиши мумкин; бундай сонларга булганда катта абсолют хатога 
эга булган сонлар х,осил булади. Бунинг натижасида такрибий ечим 

аник, ечимдан сезиларли даражада четлашиб кетади.
Хисоблаш хатосининг бундай х,алокатли таъсиридан кутулиш 

учун Гаусс методи бош элементни танлаш йули билан кулланила­

ди. Бунинг Гаусс методининг компакт схемасидан фарки куйида­

гидан иборат. Фараз килайлик, номаълумларни йукотиш жараё­
нида куйидаги системага эга булган булайлик:

■ ¿в Хз

Х,„ -н

а;(™) у
т  + 1,т+1 т+1

(т)
т+1,п̂ я

_  Лт)= А
’Л +  1

Энди 'т+1,*:
(т) 
т+1,У тенгликни каноатлантирадиган к номер-= тах(

у
ни топиб, узгарувчиларни кайта белгилаймиз: х„^,= х̂  ва х̂ =х,̂ ,̂ 
сунгра (т+ 2) — тенгламадан бошлаб, барчасидан х^ ,̂ номаълум- 
ни йукотамиз. Бундай кайта белгилашлар йукотиш тартибини 
узгартиришга олиб келади ва куп холларда хисоблаш хатосини 
камайтиришга хизмат килади.
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3. Оптимал йукотиш методи. Бу методнинг дастлабки к,адамла- 
ри Гаусс методига ухшашдир. Етакчи элемент а,,7̂ 0 деб фараз 
к,илиб, (2.1) системанинг биринчи тенгламасини

,(1),«+1 (2.2)
куринишга келтирамиз. Сунгра (2.1) системанинг фак,ат иккинчи 
генгламасидан ни йук,отамиз:

“22-̂ 2 + ••• + «2я'̂ я - “2.Л+Г

Энди а 2̂1 ^ О деб фараз к̂ илиб, бу тенгламани (2.4) куринишга 
келтирамиз:

Хз + ¿й>Хз +... + Ы^х„ =

Бу тенглама ёрдамида (2.2) тенгламадан х̂  ни йукотамиз. На- 

гижада

Л 2) ,(2)„ _ „(2)X, +  с,^;^Хз +  ... +  сГ„'х„ =  с;

Х2 + С̂>Хз + ... +

ХОСИЛ булади. Бу ерда

= (у>3).

Фараз к̂ илайлик, аввалги к та тенгламалар устида алмаштиришлар 
бажариш натижасида (2.1) система куйидаги тенг кучли системага 
келтирилган булсин:

т .Wv- _+ - + = с,'-к,п+1’

*̂+1,Л + ••• +̂ А:+1,*+Л+1 + ••• + ¿̂+1,Я-̂П = *̂+1,л+1 (2 .12)

Бу системанинг аввалги к та тенгламасини мос равишда а/Ь+М’
ак+\,г к+1,к ларга купайтириб, натижаларни (А:+1) —.тенглама­
дан'айир? ■ тиз ва хосил булган тенгламани х̂ _̂ , номаълум олдидаги 
коэффициентга буламиз. Натижада (А:+1) — тенглама куйидаги 
куринишга эга булади:

, „(*+1) .у , _  *̂+1
^¿+1 +  '-к+\,к+2-̂ к+2 +  Ч+1,л.^я ~ ‘'А+1,я+1-
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Энди бу тенглама ёрдамида (2.12) системанинг аввалги к та 
тенгламасидан ни йукотсак, у холда яна (2.12) куринишдаги 
системага, фак;ат к нинг (^+1) га алмашган холига эга буламиз. 

Шу билан бирга, агар

к 

Г = 1

булса, куйидаги формулаларга эга буламиз:

%+1,*:+1 “ 2  Ок+\,г ■ ‘̂г,к+1г=1

_  (к) _  (*) . (к+1)

(/ = 1 ,2, ..., к; р=к+2, к+2>, ..., л+1).

Алмаштиришларнинг л — кладами хам бажирилгандан сунг (2.1) 
системанинг ечими учун куйидаги формулалар хосил булади:

(/=1 ,2, ..., л).

Бу ерда хам хисоблаш жараёнини контрол к,илиш Гаусс методида- 
гига ̂ шашдир. Оптимал йук̂ отиш методида хам барча етакчи эле­
ментлар нолдан фарк;ли булиши зарурдир. Агар бу факт олдиндан 
маълум булмаса, у ходда хисоблаш схемасини узгартириб, бош 
элементларни сатр буйича танлаш йули билан номаълумларни 
йук,отиш мак̂ садга мувофикдир. Бунинг учун, агар (/с+1) — тенг­
ламада X,, х̂ , ..., х̂  номаълумларни йук,отгандан кейин,

ак,1,р - X  {р> к + 1) 
1=1

модули буйича энг катта элемент булса, у холда узгарувчиларни 
кайтадан белгилаб: х^ ,̂=х  ̂ ва х^=х^ ,̂, сунгра оптимал йу^отиш 
коидасига кура номаълумларни йуфтишни давом эттириш керак.

Оптимал йукотиш методининг устунлиги шундан иборатки п - 
тартибли системани ечиш учун зарур булган арифметик амаллар- 
нинг сони Гаусс методидагидек булса хам, бу метод ЭХМлар хо- 
тирасидан эффектив равишда фойдаланишга имкон беради, яъни 
системанинг тартибини икки марта орттириш мумкин.

(2.12) системадан куриниб турибдики, оптимал йук,отишнинг 
к-кадами бажарилгач, берилган системанинг охирги {п-к) та тенг­
ламаси узгаришсиз колади. Буни хисобга олган холда хотирага 
матрицанинг барча элементларини тула киритмасдан, хар бир
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к,;1дамдан олдин битгадан сатрни киритамиз. У  холда (А:-1) - кэдим- 

ии амалга ошириш учун хотиранинг

/{к)=^к{п-к+\)+п+\

та ячейкаси етарли булади, булар

Лк)
‘-1Л+1 . ..С ,,(*)1,я+1

„№) Лк)
‘-*,Л:+1 ■■■'-к,п+1

матрицани ва (2.12) системадаги (А;+1) — тенглама коэффициент­

ларини жойлаштириш учун хизмат килади. Энди Г(к) нинг макси- 
Г \  (л+1)(л+5)

мумини топиб, п — тартибли системани ечиш учун  ̂ та

ячейкага эга булган майдон етарли эканлигига ишонч хосил к.ила- 

миз. Масалан, оператив хотираси 4095 ячейкадан иборат булган 

Э Х М  да ташки курилмалардан фойдаланмасдан 122— тартибли 

тенгламалар системасини ечиш ёки шу тартибли ихтиёрий матри­

цанинг детерминантини хисоблаш мумкин.

Мисол тарик;асида

2х, + 4 ,2^2  +  1,6^3  - Зх, = 3,2,

- 0,4Х] + 3x2 - 2,4лГз = -1,6,

1,6х, - 0 ,8x2 +  Хз - Х4 =  - 1,

X, - 2x2 - лгз + 1,5X4 = О

системани оптимал й>т<,отиш методи билан ечайлик. Биринчи тенгламадан

X, +  2,1x2 +  0 .8x3 - 1 > Ч  =  1.6 (2.13)

ни хосил киламиз ва буни -0,4 га купайтириб, системанинг иккинчи тенглама­

сидан айирамиз:

3,84x2- 2,08хз -  0,60х,= -0,96.

Буни 3,84 га булиб, керакли тенгламани хосил киламиз:

Х2 - 0,54167x3 - 0,15625x4=-0,2500. (2.14)

Энди (2.13) дан Х2 ни йукотсак,

X,+ 1,93750x3-  1,17182х, = 2,12501 (2.15)

(2.15) ни 1,6 га ва (2.14) ни -0,8 га купайтириб, системанинг учинчи тенгламаси­

дан айирамиз ва хосил булган тенгл^ани Х3 олдидаги коэффициентга булсак,

Хз -  0,29611х,= 1,81556 (2.16)

келиб чикади.

Бу тенглама ёрдамида (2.14) ва (2.15) дан х, ни йукотсак,
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д:,-0,59811x4 =-1,39322,

- 0,31664x4 =  0,73343
(2.17)

хосил булади.

Энди (2.16) — (2.17) тенгламалар ёрдамида системанинг туртинчи тенглама- 

сидан X,, х̂ , Хз ни йукотамиз: 0,41891 х^=1,67564. Бундан ва (2.16) — (2.17) дан 

номаълумларни кетма-кет топамиз:

х,= 4,00065; Хз= 3,00019; Хг=1,99999; х,= 0,99922.

4. Детерминантни хисоблаш. Гаусс методини хам, оптимал йуко- 
тиш методини хам детерминантни хисоблаш учун куллаш мум­
кин. Куйидаги

« 1 2  • . . а , „

А  =
^ 2 1 Й22 • • • ^ 2 л

а „ 2  ■■ ■ а п п

матрицанинг детерминантини топиш талаб к̂ илинсин. Бунинг учун 
бир жинсли, чизикди

Лх = б (2.18)

системани ечишга Гаусс методини куллаймиз. Натижада А мат­
рица

'1 ...
О 1 ... 3^:

О О О 1

учбурчак матрицага алмаштирилади, (2.18) система эса унга экви­
валент булган

Вх = Ъ

системага >пгади.

Агар дик;к;ат к̂ илинса, В матрицанинг элементлари А матрица 

ва кейинги ёрдамчи А ,̂...,А„_1 матрицалардан куйидаги иккита 
элементар алмаштиришлар натижасида хосил булган;

1) нолдан фаркли деб фараз к,илинган етакчи 
элементларга булиш;

2) А матрица ва ёрдамчи А ,̂ А̂ , ..., А^_, ларнинг сатрларидан 
мос равишдаги етакчи сатрларга пропорционал булган сатрларни 
айириш.

Биринчи алмаштириш натижасида матрицанинг детерминан­
ти хам мос равишдаги етакчи элементга булинади, иккинчи ал-
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маштириш эса детерминантни узгаришсиз к,оддиради. Шунинг учун 

х,ам
1 Л  ̂ п det

бу ердан эса

det^ = a„4>...<-‘). (2.19)

Демак, детерминант Гаусснинг компакт схемасидаги етакчи эле­
ментларнинг купайтмасига тенг экан.

Матрица детерминантини оптимал йук;отиш методи ёрдамида 
х,ам х;исоблаш мумкин. Бу ерда х;ам детерминант барча етакчи

S  ̂ Аг+1,г ■
г=1

элементларнинг купайтмасига тенг:

dety4 = n«i .  (2.20)
jfc=i

Агар етакчи элементларнинг бирортаси нолга тенг булса, у х.олда 
сатр буйича бош элементни танлаш схемасидан фойдаланиш ке­
рак. Лекин бу холда детерминантнинг ишорасини сак^аш учун 
элементларни (-1)'*+' га купайтириш керак булади. Бу ерда 1̂. сони, 
агар аввалги к кадамда йук.отилмаган барча номаълумлар чапдан 
унгга караб кетма-кет 1 , 2, . . . ,«- А: лар билан номерланган булса, 
(к+ 1) — кадамда йукотилган номаълумларнинг номерини бил­
диради. Лекин хисоблаш одатдагича (2.19) ёки (2.20) формулалар 
билан бажарилганда detA айтарли кичик (катта) булмасада бирор 
Кп учун аввалги / та купаювчиларнинг купайтмаси машина ноли- 
га тенг булиши ёки тулиб ортиб кетиши мумкин.

Бундай нуксондан кутулиш учун (2.20) формула буйича detA 
ни куйидагича хисоблаш керак:

áeiA = {qП(-1)'̂ '" а, 1 (г П(-1)'*"'а,'
I > Г  “

Бу ерда q ЭХМ даги мумкин булган энг катта сонга якин булиб, 
г энг кичик сонга якин ва шу билан бирга q- г = 1 ; етакчи эле­
ментлар орасидаги модули буйича бирдан кичик булганлари, 
эса колган етакчи элементлар< ^

5. Матрицаларнинг тескарисини топиш. Агар бир хил матрица­
га эга булиб, факат озод хадлари билан фарк киладиган бир канча 
системани ечишга тугри келса, у холда матрицанинг тескарисини 
топиш максадга мувофикдир. Иккинчи томондан статистик хисоб-
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лашларда айрим статистик параметрларни бахолаш учун тескари
матрицалар катта ахамиятга эга. __

Фараз к̂ илайлик, бизга махсусмас матрица А =[ау](1,] = 1,п) 
берилган булсин. Унга тескари булган А-' = [х.̂  матрицани топиш 
учун асосий АА~^-Е муносабатдан фойдаланамиз, бу ерда Е  бир­

лик матрица, А г?а Л”' матрицаларни узаро купайтирсак, гР- та х.. 
номаълумларга нисбаган асосий матрицаси бир хил ва фак̂ ат озод 
х̂ адлари билангина (1)ар1<; к,шгади]'ан п та тенгламалар системасига 
эга буламиз:

а„л:, +апХ2+... + %,х„ = 10 ...0,

«гЛ +«22̂ 2 + - + «7.Л = 0 1-0.

+«я2̂ 2 + - = 00...1 .

Бундай системани Гаусс методи билан бирданига ечиш мум­
кин. Мисол учун (2.11) система

А =

2 4,2 1,6 -3

0,4 3 -2 О

1,6  - 0,8  1 -1
1 -2 -1 1,5

матрицасининг тескарисини топайлик.
Ечиш.  Гаусс компакт схемасини цуллаймиз. Бу холда тур'гга озод хадлар 

устунига эга буламиз (8-жадвал). Шуни Хам эслатиб утамизки, тескари матрица­

нинг устун элементлари тескари тартибда хосил булади,

8-жадвал натижасидан куйидагига эга буламиз;

0,28239 -0,06801 -0,0691.5 0,51865

0,38037 -0,19364 -1,70539 0,29046

0,51408 -0,77686 -1,04425 0,33195

0,66162 -0,73076 -1,59058 0,92945

Текшириш учун АА' купайтмани тузайлик;

■ 2 4,2 1,6 -3 ■ 0,28239 Ю,06801 -0,06915 0,51865'

-0,4 3 -2 0 0,38037 0,19364 0,70539 0,29046

1,6 -0,8 1 -1 0,51408 -0,77686 -1,04425 0,33195

1 -2 -1 1,5_ 0,66162 -0,73076 -1,59058 0,92945_

‘ 1,00000  -0,00001 0,00001 0 ,0000  Г

0 ,00001 1,0000 -0 ,00001 -0 ,00002

-0,00003 -0,00001 1,00000 -0,00003

0 ,0 0 0 0 0  -0,00001 0,00001 0,99996^
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o ГЧ ‘ o

o
ON
OO

o^

>r
40 ■ СО 

<N ^  -н ' о "
1 1 ■

. о  

• t̂
оо оо го 
Ю CN̂ оо ' 
^  о" г-Г ■ о"'
1 1 1 * 1

o  ' 
o  t-- . 
o  fO
o  o\ • ^  

“Л. •
(N СЛ .
l >

CN оо ' —

■rt го о" (N ■ tN
1 1 ■

■гГ 40
оо̂ ^

го rf Tt ' .
1 1 •

>?
4s

(N о" ' -г-. 
!

107



= E  + 10"^

0 - 1 1 1
1 0 -1 - 2  

-3 -1 О -3 

0 - 1  1 - 4

Бу ердан KÿpHnaflHiai, АА-' купайтма матрица элементлари бирлик матрица­

нинг мос элементларидан фак,атгина вергулдан кейинги бешинчи хона рак;амла- 

ри билангина фарк; к,илади, демак аникдик к,оник,арлидир.

3-§. КВАДРАТ ИЛДИЗЛАР МЕТОДИ

Ушбу ва кейинги параграфлардаги методларда махсус хосса­
ларга эга булган матрицалардан фойдаланишга Tÿrpn келади, шу­
нинг учун аввало шу матрицаларни таърифлаб Утамиз.

Агар йарча i ва j  лар учун а ’ =  ау, булса (бу ерда aj¡ устидаги 
чизик, кушма комплекс сонни билдиради) элементлари а*- дан 
иборат булган А* матрица берилган А={а.] матрицага нисбатан 
içÿmMa матрица дейилади.

Агар А квадрат матрица узининг кушмаси А * билан устма-уст 
тушса, яъни А *=А булса, у Эрмит матрицаси ёки уз-узига tçÿuma 
матрица дейилади. Элементлари х,ак,ик,ий сондан иборат булган 
Эрмит матрицаси симметрик матрица дейилади. Бу матрица .к *=/1 
тенглик билан аникяанади.

Агар

А А ^ = Е  (3.1)

бажарилса, у 'хрлда. А унитар матрица дейилади, бу ерда Е — бир­
лик матрица.

Унитар матрица куйидаги хоссаларга эга;
1) Агар А унитар матрица булса, у х;олда уни детерминанти 

модули 1 га тенг бУлган комплекс сондир. Хак.ик.атан хам, (3.1) га 
кУра

det АА* = det Л • det А* = det Л • det А -\ det Лр = 1.

2) Агар А унитар матрица булса, у холда А^'=А*. Буни исбот­
лаш учун (3.1) ни чапдан A-̂  га купайтириш кифоядир.

3) Агар А унитар матрица булса, у холда А* хам унитардир.
4) Иккита унитар матрицаларнинг купайтмаси унитар матри- 

цадир. Хак,ик,атан хам, Ава В унитар матрицалар булсин, у холда

(АВ) (АВ)*=АВВ*А*=АЕА*=АА*=Е.

Энди квадрат илдизлар методини кУриб чик;айлик. Фараз килай­
лик, А Эрмит матрицаси булсин. Квадрат илдизлар методининг
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гояси А матрицани учбурчак ва диагонал матрицалар купайтмаси 
шаклида тасвирлашдан иборатдир:

А = Т*ВТ

бу ерда

(3.2)

(п ••• Чп

0 ■■■Ьп

0 0 Кп.

юкори учбурчак матрица булиб, В  эса с!.. 
дан иборат булган

0 ... 0 ■

В =
0 2̂2 ... 0

0 0 .• •

диагонал матрицадир.
Т матрица элементларини топиш учун (3.2) тенгликдан, мат­

рицаларни купайтириш к̂ оидасига асосланиб, ларга нисбатан 
куйидаги тенгламалар системасини \осил киламиз:

А

'и

й\\ +...+
(3.3)

Бу ерда г,у лар билан узаро кушма комплекс сонлардир. (3.3) 
системада тенгламаларнинг сони номаълумларнинг сонидан п тага 
кам. (3.3) системадан лар ягона равишда топилиши учун ¿/.лар- 
ни шундай танлаб оламиз, Л. лар хаки^ий ва мусбат булсин. У 
вак,тда (3.3) системанинг иккинчи тенгламасидан 1=1 булганда

га эга буламиз. Энди й?ц=51'сио1, деб олиб учун = д/[^ ни 
)̂ осил киламиз. (3.3) систе\1анинг биринчи тенгламасидан /=-1 

булганда (/ = 2, 3, ..., п) келиб чикади. Шунга ухшаш

(3..'’ ) системада / =2 булганд I аввал иккинчи тенгламадан ™, 
сунгра биринчи тенгламадан ни топамиз:

(¡12 = ^ 1 р М й 2 2 -  I 12 Р  ̂и ). 2̂2 = а /К Г-  I ( и  Р 1̂1 I

109



( и  = з,п).
“22‘22

Шундай килиб, Т нинг аввалги иккита сатр элементларини 

топиш учун формулалар чикардик. Шунга ухш^ш, Т матрицанинг 

колган элементларини хам топамиз. Умумий холда хисоблашлар 

куйидаги формулалар ёрдамида олиб борилади:

dn = А; =

( ¡-I \
с1ц = sign - Ей./ Р 4

5=1

«//“ Ей./Р =̂1

(7 = / + 1,л).

(3.4).

Шундай килиб, (3.2) ёйилма мавжуд ва (3.4) формулалар ёрда­

мида аникланади. Нихоят

Ах = Ь

системани ечиш учун уни А = Т*ОТ ёйилмадан фойдаланиб, ку­

йидаги иккита учбурчак матрицали системалар шаклида ёзиб ола­

миз:

Т * Ву = Ь ,Т х  = у 

Бу системаларни ёйиб ёзсак.

ЧАхУх = к,

/12Й?11У1 + h2d22У2 = Ь2,

Ьпй̂ 1У1 + t2«d22У2+\■■+t„„d„„У„ = К

ва

t^^X,^-t^2X2+...+h„X„=y„

122Хг+---+к„х„=У2 

= у„

п о



га эга буламиз. Бундан эса, кетма-кет куйидагиларни хосил к,ила- 

миз:
;- 1.

г b¡~'2̂ ts¡Уsdss

ва

V ¡1 . сл
= -- (К п ).  (3.6)

Агар А  хак,ик,ий ва симметрик матрица булса, бу матрицани 

бир-бирига нисбатан узаро транспонирланган иккита матрица­

лар купайтмаси шаклида ёзиш мумкин:

А = Т 'Т

бу ерда Т — юкори учбурчак матрица. Бу х,олда (3.4) формулалар 

бир 03  соддалашиб, ушбу куринишга эга булади:

1̂1 -

=
1=1 2̂

0>1), (3.7)
5 =  1

/-1

— т —  и  = 1 + Кп).

Шуни хам таъкидлаб утиш керакки, факат А матрица мусбат 

аникланган булгандагина Т матрицанинг диагонал элементлари 

хакикий ва мусбат булиши мумкин. Акс ходда, Т матрица эле­

ментлари орасида комплекслари хам учраб колиши мумкин.

Учбурчак матрицанинг детерминанти диагонал элементлари 

купайтмасига тенг эканлигини эътиборга олиб, (3.2) ёйилмадан 

с1еЬ4 ни топиш учун куйидагини хосил киламиз:

/=1

ёки

А = {рТ\ 1 р ) ( ? П  I Р ) -

Бу ерда д Э Х М  даги мумкин булган энг катта сонга, р эса энг 

кичигига якин булиб, рд=̂  лар Т матрицанинг абсолют кий­

матлари буйича бирдан ортмайдиган элементлари, лар эса 

колган элементларидир.

111



еки еки

15-чизма. 16-чизма.

Бу метод ёрдамида хотираси 4095 та ячейкадан иборат ЭХМ- 

ларда матрицаси хак,ик.ий ва симметрик булган 88 — тартибли 
системани ечиш мумкин.

Квадрат илдизлар методи купинча кузатишлар натижасини энг 

кичик квадратлар методи билан ишлаб чикканда \осил буладиган 

тенгламаларнинг нормал системасини ечиш учун кулланилади. 

Бундай система матрицасининг бош минорлари мусбат булган 

Эрмит матрицаси булади.

Бундай системаларнинг тартиблари одатда бир неча юз, \атто 

мингларга тенг булиши мумкин.

Одатда юк̂ ори тартибли чизикди алгебраик тенгламалар систе­

масини ечиш ни)^оятда мураккаб масала. Шунинг учун х,ам \ар 

бир конкрет масаланинг ички хусусиятларидан фойдаланиш ке­

рак. Масалан, куп масалалар, шу жумладан, энг кичик квадратлар 

методи билан транспорт масаласини ечиш матрицаси 15-чизмада- 

ги куринишга эга булган юк,ори даражали алгебраик тенгламалар 

системасига олиб келади. Бундай системаларни квадрат илдизлар 

методи билан ечиш кулайдир.

Хакикатан х,ам, фараз килайлик, А Эрмит матрицасининг эле­

ментлари бирору ва барча 1</<от <у лар учун <з̂ =0 шартни каноат- 

лантирсин. У  )̂ олда, (3.4) формуладан куринадики, уларга мос 

булган ^ элементлар х,ам нолга айланади. Шунинг учун х;ам, Т мат­

рицанинг куриниши А матрицанинг унг ярмидек, яъни 16-чизма- 

дагидек булади.

Ноль элементлар устида амал бажармасак, у холда хисоблаш 

ишлари факат тезлашибгина колмасдан, балки ечиладиган маса­

ланинг тартибини орттириш хам мумкин.
I

Соддалик учун симметрик матрицага эга булган к '̂йидаги:

2 х, - 3 x 2 +  4Хз +  Х4 = 1 1 ,

- ЗХ| + 5x2 ~ ̂ 3 + 2x4 = -6,

4Х| - Х2 + Хз + ЗХ4 = 1,
X, +  2x2 +  3^3 +  2 x 4 =  1.

системани квадрат илдизлар методи билан ечайлик.

Е ч и ш . Системанинг коэффициентлари ва Ь. озод )^адларини 9-жадвал- 

нинг А к,исмига жойлаштириб, 2  усту|ши \исоблаб чикамиз. (3.7) ва (3.5) фор-
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мулалар ёрдамида кетма-кет t.̂  элементларии ва янги озод х,ад y¡ ларни хисоблаГ), 

жадвалнинг Л, кисмини тулдирамиз. Контрол учун х,ар гал устунни ^исоблаб 

турамиз. Масалан, ва куйидагича топилади:

. _  «34-íní,4-̂ 23̂ 24 _  3-2,82843.0,70711-7.07138-4,94995 _
“  7,55013/ -4,3UJ0J/,

_  6 ,-/,з 2̂ -̂ 2зУ2 _  1-2,82843-7,77819-7,07138-30,40691
----Z------------735M 3Í---- -̂- = 28,61122,,

9-жадвал

fl/. “а «,3 а,4 2
схема

к,исмлари

2 -3 4 1 11 15

-3 5 -1 2 -6 -3 А
4 -1 1 3 1 8

Л

I 2 3 2 1 9

fa t» Vi 2

1,41421 -2,12133 2,82843 0,70711 7,77819 10,60661

0,70708 7,07138 4,94995 30,40691 43,13538 А
7,55013 4,50363/ 28,611227' 40,66504/

1,64904/ 4,94718/ 6,59622/

2,99958 1,99975 2,00002 3,00004 V А
3,99970 2,99980 3,00004 4,00004 i ^ 2

Жадвалдаги ечимни вергулдан кейин уч хонасигача яхлитлаб олсак, куйида­

гига эга буламиз:

х,= 3,000; ^2=  2,000; Хз= 2,000; х,= 3,0000.

/
Бу эса аник ечимни беради.

4-§. АЙЛАНТИРИШ ЛАР М ЕТОДИ

Аналитик геометриядан маълумки, текисливда Декарт коорди- 

наталар системасини уклар атрофида^ бурчакка айлантириш ушбу
O',

coscp -sincp^

sin Cp COS (P _

матрица оркали бажарилади. Айлантиришдан фойдаланиб, чизикли 

алгебраик тенгламалар системасини ечиш мумкин. Бунинг учун 

ортогонал матрицанинг хусусий холи булган ушбу
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г.. =■"у

С08ф... -  8тф 

8Ш(р....С08ф

1

(у) (/)

(/)

( Л

элементар айлантириш матрицасидан фойдаланамиз. Бу матрица 

бирлик матрицадан фак̂ атгина /- ва ]-сатр хамда шу номерли ус- 

тунларнинг кесишган жойларидаги туртта элементлари биланги­

на фарк, к.илади.
Равшанки, А=[а^ матрицани чапдан Т. га купайтирсак, А мат­

рицанинг фак,ат /- ва]- сатрлари узгаради, ч у н о н ч и Г . .  • А мат­

рица учун

= а„ со5(р - aJ, 5т(р, 

= А,, 81п (р + а л со8 (р
(/ = !,«) (4.1)

ларга эга буламиз.

Шунга ухшаш матрицани Г.. га унгдан купайтирсак,

унинг фак;атгина /- ва ]- устунларигина ушбу формулалар

4 /̂  = %  С08 (р - a|̂J 81п (р, 

aĵ '̂  =-a,lSm(p + a,JCOS(p
(к = 1,п) (4.2)

буйича узгаради холос.

Равшанки, агар а, ёки элементлар нолдан фаркди булса, у 

холда шундай <р ни топиш мумкинки, натижада а^ = О булсин. 

Бунинг учун

каби олиш керак. Бу холда

(4.3)

(4.4)

булади. Демак, ¡р ни танлаш эвазига купайтма матрицанинг ихти­

ёрий элементини нолга айлантириш мумкин. Бунинг учун куйи­

даги теореманинг уринли эканлигини курсатиш кифоядир.
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1-теорема. Ихтиёрий хак,ик,ий махсусмас А=[а^ матрица­

ни чапдан кетма-кет элементар айлантириш матрицаларига купай­

тириш билан уни диагонал элементларининг охиргисидан бош- 

к,алари мусбат булган ÿnr учбурчак матрицага келтириш мумкин.

И с б о т .  Фараз килайлик,

А =

’«11 й]2
«21 «22 •

«„1 «л2 ■•• а„„

(4.5)

махсусмас \акдкдй матрица булсин.

Аввал деб хисоблаймиз. А  матрицани кетма-кет 

..., ларга купайтирамиз. Бу матрицаларни шундай танлаб ола- 

мизки, биринчи устуннинг энг юкоридаги элементидан бошка 

хамма элементлари нолга айлансин.

Агарда а,,=0 булса, у холда алмаштиришни J’y га купайтириш- 

дан бошлаймиз, бу ерда « шартни каноатлантирадиган но- 

мерларнинг энг кичиги. Матрица махсусмас булганлиги учун би­

ринчи устуннинг камида битта элементи нолдан фарклидир, де­

мак, шундай номер топилади.

Юкоридаги алмаштиришларни бажариш натижасида

ÜJJ «J2 ...

“22 “2л

О . . . а (1)

матрицага келамиз ва бунда а\{ > О

Бу ердау4<*) матрица махсусмас булганлиги учун > ̂ 2« 
ментларнинг камида бирортаси нолдан фарклидир. Энди элемен­

тар айлантириш матрицалари Т„, 71, 71 ни шундай танлаб

оламизки, буларга кетма-кет купайтириш натижасида матрица 

иккинчи устунининг диагонал остидаги барча элёментлари нолга 

айлансин. Шу жараённи давом эттириб, нихоят

“ и

0

д(л-1)“12
д(л-1)“22 - « Г "

0 0
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матрицага келамиз. Шу билан теореманинг исботи ни^оясига етди.

Шуни хам таъкидлаб утиш к е р а к к и , н и  хосил к,илиш учун 

матрицаларни купайтиришлар сони диагонал остидаги элемент­

ларнинг сони --у--- дан ортмайди.

Бу теоремадан шундай натижа келиб чик,ади.

Нат и ж а .  Ихтиёрий махсусмас хак.ик.ий матрицани ортого­

нал ва унг учбурчак матрицаларнинг купайтмаси шаклида тасвир- 

лаш мумкин.

Хак,ик,атанх,ам, (4.5) тенгликдану4 = буердаР=(Г_,^-7’,2)"’
ортогонал матрицадир.

Исбот килинган теореманм А х = Ь тенгламани ечишга куллай­

миз. (4.5) тенгликдан курамизки, бу тенглама

(4.6)

тенгламага тенг кучлидир, бу ерда с (4.6) система

учбурчакли система булганлиги учун уни ечиш к^йин эмас. 

Номаълумларни йук.отишни

1

cos(р ■■■ -е"’’ sinср

е"̂  s\n(p со5(р

(О U)

(/)

(У)

куринишдаги унитар матрицалар ёрдамида хам бажариш мумкин.

Хак.ик,атан хам агар А  — ихтиёрий махсусмас комплекс матри­

ца булса, у холда уни чапдан К. (ф, гр) га купайтириб, янги В мат­

рицани хосил к̂ иламизки, унинг /- ва j- сатр элементлари

Ь;̂  = a^^cosp-aj/'^' sin <р,

jp
-■щ, . , ip = hn)

&\П(р + aji,cosip
(4.7)

формулалар билан аникданиб, к,олган элементлари А матрицанинг 

мос элементлари билан устма-уст тушади. А^зр биз В матрица­

нинг bĵ  элементларин1£ нолга айлантирмок,чи булсак (бу эса j — 

тенгламадан RAX=R,jb  амал ёрдамида ни йук,отиш билан тенг 

кучлидир), у холда (4.7) формулгшарда
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у1\а~^Ца^ > О булса, р=з булганда, 

гр=аща.̂  - агЕ«.̂ ,

С08 (р =  -п---- --------- -- ,

81ПуЗ =
-ы

^К?+\ом

деб олиш керак. Акс холда соз^=1, зту)=0 каби олиш керак.

К.̂ (р, гр) матрицанинг бу хоссаси куйидаги теоремани исбот­

лашга имкон беради.

2-теорема. Хар к̂ андай А комплекс матрицани унга К.̂ (р, гр) 

матрицаларни бир неча марта чапдан купайтириш натижасида 

юк,ори учбурчак матрицага келтириш мумкин.

И с б о т .  Т?12, /?,з, ..., матрицаларни шундай танлаймизки, 

уларни чапдан А  га кетма-кет купайтирилганда биринчи устун­

нинг барча диагонал ости элементлари нолга айлансин:

“п “12 •- «1«
0 “22 •

0 д(1)
“л2

Иккинчи к̂ адамдау̂ ! ни мос равишда танлаб олинган Тг̂з, 

ларга, учинчи к;адамда эса ?̂з̂ , ..., ларга ва х-к. купайтира­

миз. Бу жараённинг охирида юк,ори учбурчак А^_, матрицани

куринишда хосил к,иламиз. Шу билан теореманинг исботи нихоя- 

сига етди. ^

5-§. ОРТОГОНАЛЛАШ ТИРИШ  М ЕТОДИ

Ортогоналлаштириш методининг бир неча вариантлари мав­

жуд. Бу параграфда шулардан бирини куриб чик;амиз.

Масалани мохиятига угишдан аввал айрим тушунчани кири­

тамиз.

Координатлари хак?ик?нй сонлардан иборат булган иккита х ={x ,̂ 

х̂ , ..., xJ’ ва У =(у,, у,, ..., у„) векторларининг скаляр купайтмаси

деб ушбу йириндига айтилади ва ( х , у ) каби белгиланади.
/=1
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демак (х,у) - Бу таърифдан скаляр купайтманинг куйида-
/  = 1

ги хоссалари осонлик билан куринади:

а) {х_, у)_= (у , х); _

б) ( х _ + у ,  I ) = (_х>_  ̂) + (у , I ) ;
в) (Я X , = Я ( X , у ), — узгармас сон;

г) (X , X ) > О барча х О векторлар учун, фак,ат ва фак̂ ат ноль 

вектор учун эса ( х , х ) = 0.

Кейинчалик биз компонентлари комплекс сонлардан иборат 

булган X ва ^ векторларни \ам караймиз. Улар учун скаляр ку­

пайтма (х ,у )  куйидагича аникданади:

(х,у) = ^х^у*,
1=1

бу ерда у*1 сон у. га кушма-комплекс-сондир. Бу холда скаляр 

купайтма умуман комплекс сон булиб, б), в), г) хоссалар уринли 

булади, а) хосса эса куйидагича узгартирилган куринишда 

(х,у) ^ (У,х)* уринлидир. Бунинг натижаси сифатида (х , X у ) = 
= Х{х ,у )  келиб чикади.

Куйидаги таърифларда векторларнинг координаталари хакикий 
ёки комплекс сон булиши мумкин.

Агар (X , У ) = О булса, у холда х ва у векторлар раро ортого­

нал дейилади ва || х ||= х) сонга векторнинг нормаси дейилади. 

Агар Хр х̂ , ..., х̂  векторлар системасининг исталган иккитаси узаро 

ортогонал булса, бундай система ортогонол векторлар системаси 

дейилади ва шу билан бирга бу векторларнинг нормаси бирга тенг 

булса, бу система ортонормал векторлар системаси дейилади.

Энди асосий максадга утамиз. Бизга махсусмас матрицали чи­

зикли алгебраик тенгламалар системаси берилган булсин:

а, Л  + а,2Х2+.. .+01Л  + «м+1 = О, 

aĴ X̂  + 022̂ 2+• • -+Й2Л  + «2,„+1 = о, 

.............................. 5................. (5.1)

я„1Х, +  а„зХ2 + . . .+й„„х\ +  а„ = О

Ушбу а. = (а.,,а.2,...,<з,„,а,„,,)(/ = 1,л), y ={x^,x2, ...,х^, 1)' белги- 

лашларни киритиб, скаляр купайтмалар оркали, (5.1) системани

(й1,Я  = 0 
(а2,у) = 0

(а„,у) = 0
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куринишда ёзиб оламиз. Бундам куринадики, (5.1) — системами 

ечиш, охирги компонентаси бирга тенг булиб, узи барча а,, «2 > 
..., а„ векторга ортогонал булган (л+1) улчовли у векторни то­

пиш билан тенг кучлидир. Бу векторлар системасига яна бир = 

= (О, ..., О, 1) векторни кушамиз. Янгидан хосил булган система 

а,, ¿2, --М й„+1 чизиьухи эрклидир, чунки сатрлари шу векторлар- 
дан иборат булган Л матрицанинг детерминанти (5.1) система мат- 

рицасининг детерминантига тенгдир.

Энди Я], «2, ..., а„+1 векторлар системасига ортогоналлашти­

риш жараёнини куллаймиз.

Ортогоналлаштириш жараёнининг биринчи к,адами куйидаги­

дан иборат:

= (5-2)

Фараз к̂ 1лайлик, бирор к > 1 учун Мр ..., ортогонал 

векторлар системаси в а ..., ортонормал векторлар систе­

маси курилган булсин. Энди векторни и,, ..., век­

торларнинг чизикди комбинацияси шаклида, яъни

_ _  к

+ (5.3)
;=1

куринишда излаймиз ва нинг щ, щ , ..., векторларга, яъни 

й,, и2> —> векторларга ортогонал булишини талаб к̂ иламиз:

О = (4̂ +1 Д )  = (%+1 Д )  + = («*+1,^ )  + 4,-
;=1

Бундан

>5;.) (5.4)

ни топиб, (5.3) га куйсак:
к _  _

«*+1 =«¿+1 (5.5)
J=̂

келиб чик̂ ади. Сунгра

7 9 - “к

11«.+, II
( 5 . 6 )

деб оламиз. Шундай к,илиб, (5.2) (5.5) ва (5.6) формулалар ёрда­

мида м,, «2= п̂+1 ортогонал ва и,, ■■■, и„+1 ортонорнал сис­

темани кетма-кет курамиз.

Охирги =(^р ^2, •••, z„+̂ ) векторнинг (л+1) координатаси 

Z„̂  ̂нинг нолдан фаркди эканлигини курсатамиз. Бунинг учун тес­

карисини фараз к,илайлик. У  холда
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( м „ , 1 ,  а , ) =  О,  О г )  =  О,  ( « „ + 1 ,  а « )  =  О

шартлар

( м „ , 1 ,  г У1 ) =  О,  ь , )  =  О,  . . . ,  ( н „ , 1 ,  ь „ )  =  О

шартларга тенг кучли булиб (чунки V. лар d̂ , а,, а, ларнинг 

чизикди комбинациясидир), улар нолдан фаркди ечимга эга булган

Л + 1  л + 1  п+1

Е  =  О,  X  c h J Z J  =  о , . . . ,  X  = 0  • '7)
у=1 ;=1 7=1

чизикди алгебраик тенгламалар системани ташкил этади. Демак, 

бу системанинг детерминанти нолга тенг. Бундай булиши мумкин 

эмас, чунки (5.1) ва (5.7) ларнинг детерминантлари бир хил эди. 

Шартга кура, бу детерминант нолдан фаркди. Бу к,арама-к;арши- 

лик эканлигини курсатади. Шундай к,илиб («„+], О/)=0,.

/= 1, 2, ..., шартларни куйидаги куринишда ёзиб олиш мумкин:

■ + %  + - + + = О (г = 1, 2,..., л)
г„̂ .1

Буни (5.1) система билан солиштирсак, берилган системанинг 

ечими

(Х1,Х2,...,Х„) = ¿1 22
^̂п+1 п̂+1 п̂+1 J

эканлиги келиб чикади. Бу ечимни топиш учун та купайти­

риш, ^(2п^ - - п) та кушиш, п та булиш, п та илдиз чик,ариш 

амалларини бажаришга тугри келади.

Юк;орида келтирилган жараён барча матрицалар учун х,ам к;они- 

к;арли ечимни топиш учун имкон беравермайди. Бунинг асосий 

сабаби (5.5) рекуррент муносабатнинг тургун эмаслиги булиб, бу 

нарса \>2 , ..., векторлар системасининг ортогоналлигини 

бузади. Аникрок. натижага эришиш учун куйидагича йул тутамиз: 

(а, I У )- 0> I 2, ..., п, шартни к,аноатлантирадиган у = (у^ ..., 
у̂ , 1) векторни

« + 1 _1
У = (5.8)

У=1

куринишда излаймиз. Ушбу (^ ., у )=0  (/ = 1,л) ортогоналлик 

шартаридан d. ларга нисбатан куйидаги тенгламалар системаси ке­

либ чик,ади:

Л +  1

= 0 (/ = 1,л). (5 9)
у=1
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Бундан ташкари у векторнинг (л+1) — координатасининг бирга 

тенглиги яна бир
П+1

(5.10)
7=1

тенгламани беради. Бу тенглама (5.8) вектор тенгликнинг коорди- 

наталарда ёзилган охирги тенгламасидир.

Агар хисоблашлар яхлитланмасдан олиб борилса, у х,одца / < у 

булганда (о,-, ир=0 булганлиги учун (5.9) — (5.10) тенгламалар 

системаси куйидаги куринишга эга булади:

й?1(а1,гТ1) = О,

(а2,й!) + й?2 (02.^2) = 0>

+ й2{а„,щ) +... + = О,

^А,п+1 + 2̂&2,п+1 + •■■ + ‘̂ л+А+1,«+1 = 1-

(5.11)

Куриниб турибдики, бу системанинг ечими 

= (0̂ ^ ^ , 1?;+1 „̂ 1)' вектордан иборатдир. 

п
Агар хисоблашлар яхлитлаш билан олиб борилган булса, у холда

(5.11) системанинг матрицаси кичик булса-да, лекин нолдан фарк- 

ли элементларга хам эга булади. Хосил булган системани

СЯ + ВЯ  = 8  (5.12)

куринишда ёзиб оламиз, бу ерда ^ = (0,...,0, 1)' ва С(5.11) систе­

манинг матрицаси хамда ^ "

В =

О {a ,̂V2) (Й1,1)з)
О О (а̂г,гГз)

О

О

О

О О

Дастлабки як,инлашишни деб олиб, навбатдаги якин- 

лашишларни

+ 2) /̂«== ^ (5.13)

итерацион жараёндан аникдаймиз. Бу муносабатни куйидаги

¿№+1)=-С-Ч)^да+ С-'!  ̂ (5.14)

куринишда ёзиш кулайрокдир. В  матрицанинг нормаси кичик 

булганлиги учун С~^В матрицанинг нормаси хам кичик булади.
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Шунинг учун хам бу итерацион жараёндан (8-§ га к..) топилган 

кетма-кет як,инлашишлар тез якинлашади. Бу усул ёрдамида хисоб­

лаш хатосининг таъсирини камайтириш мумкин.

М и с о л . Куйидаги тенгламалар системаси

0 ,бх, + 0,3X2 + 0,4хз =  - 1 ,

- 0,2х, + 0,7^2 - 0,2хз =  О,

0,1Х| -Х2 +  0,4хз =  1,5

ортогоцаллаштириш методи билан ечилсин.

Ечищ,. (5.2) формулага кура

«I =  (0,6; 0,3; 0,4; 1)';

л _ "I _ “1 _ "1 _
' д/0.36+0,09+0,16+1 ,/1,26886

=  (0,47287; 0,23643; 031524; 0,78811)'.

Энди (5.4) формула ёрдамида

= -(а2 , 171 ) =-0,00788 

ни топамиз, кейин (5.5) дан к=\ булганда

¿72 = 02-(02- « 1 )Й1 =  (-0,20373; 0,69814; -0,20248; -0,00621)' 

ни Х.0 СИЛ киламиз. Бундан

“ 2 .....^ (-0,26986; 0,92475; -0,26820; -0,00823)'

«Й211

Энди скаляр купайтмаларни хисоблаймиз:

(йз,г)1 ) = -1,24521; (¿3 , « 2  )=-1,04667.

(5.5) формулада к=2 деб олиб « 3  ва щ лар учун куйидагиларни хосил киламиз:

йз=аз-(аз,и,)171-(03,172)172= (0,40600; 0,26232; 0,51152; -0,52725)'.

^ 3 = 1^ =  = (0,46160; 0 ,29825; 0 ,58192; - 0 ,59946)'

Худди шу тарзда куйидагиларни топамиз:

(04,171 )=  0,78811; ( 0 4 , 1)2 )=-0,00823; ( 0 4 , 1 7 3  )=-0,59947,

« 4  = (-0,09817; -0,00007; 0,09819; 0,01944)', ||«4 != 0,10479.

Них,оят,

щ  =  (-0,93683; 0,00066; 0,93702; 0,18551)'.

Бу вектор компонентларининг охиргисини 0,18551 га булиб, куйидаги так­

рибий ечимни топамиз:

х ,=  -5,05002; х^= 0,00356; Хз= 5,05105.
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Буни аник; ечим jc,‘ = -5, = О, xj =  5 билан солиштйрсак, ортогопаллпт- 

тириш методи билан топилган ечимнинг аникдиги нисбатан катта эмаслиги кУри- 

ниб турибди.

Бу ечимнинг аник^(игини юк,орида айтилган усул билан орттириш мумкин, 

лекин биз бунга тухталмаймиз.

6-§. АКСЛАНТИРИШЛАР М ЕТОДИ

Бу методнинг гояси Ах = Ъ система матрицасини унитар (3-§ 

га каранг) ва юк̂ ори учбурчак матрицалар купайтмасига ажратиш- 

га асосланган. Шунинг билан бирга, бу ерда унитар матрица бир 

нечта акслантириш матрицалари деб аталувчи квадрат матрица­

ларнинг купайтмасидан ташкил топгандир. Бу матрицалар век­

торларни берилган текисликка нисбатан акс эттириш к.оидасига 

асосан векторлар фазосини алмаштириш хоссасига кура шу ном 

билан аталади.

Р — ихтиёрий текислик булсин, w оркали Р текисликка орто­

гонал ва узунлиги бирга тенг булган вектор устунини белгилай­

миз. Энди ихтиёрий

Z = X  + y (6.1)

векторни оламиз, бу ерда х вектор w векторга ортогонал, яъни 

( х , w )=  О булиб, у эса w га пропорционалдир: у =aw  (а—их­

тиёрий сон). ^  ни Р текислигига нисбатан акслантириш натижа­

сида хосил булган Г, вектор Г, ~ х - у куринишга эгадир. z ни 

Zj га утказадиган акслантириш матрицасини U деб белгиласак, у 

холда Uz = Z  ̂ булади Бу матрицанинг куриниши

U ^ E - 2 w w *  ‘ (6.2)

формула билан аникданади. Хак,ик,атан хам

Vz=(E-2w • w * ) z = z ^  2w w* {х +aw)  =

■= Z - 2w w* X - 2aw w  *w = z — 2a w =

=  x +  aw  — 2aw =  X  — aw

Чунки w w * x = w  (x,w) ва w w  *w = w (w ,  w ) = w  дир. U -нинг 

унитар эканлиги хам осонгина текширилади:

V-V*={E-2ww*)  { E ~ 2 w w * )  = E - A w w * + A w w * w w * =

= Е -  4w w *+4w  (w *w  w * )= E-  Aw w* + 4w w*=E.

Берилган матрицани унг учбурчак матрицага келтириш учун 

акслантириш матрицаси U дан эффектив равишда фойдаланиш 

мумкин. Буни курсатиш учун, аввало, U матрица ёрдамида ихтиё­

рий а векторни бирлик ё векторга утказишни, яъни U матрица ва 

а ни
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Ua =ae

тенглик бажариладиган килиб, аникдашни куриб чикайлик. (6.2) 

ни куйидаги

2 ( а ,  w) W = а — аё  (6.3)

ёки ушбу

W — X {а — аё ) (6.4)

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда Я  = j  . (6.4) ни (6.3) га куйиб,

2 (а ,Я  (а - аё))Х {а - а ё )=  а - аё .

ёки

[2\Х\2{а , а - аё )  - 1] {а - а ё )  - О 

га эга буламиз. Я ни квадрат кавс ичидаги ифода нолга айланади- 

ган килиб танлаймиз. Бу эса IЯ Р= 2(  ̂д-аё) ™  беради. Бу ерда а 

СОННИ хам топиш керак. Уни шундай танлаймизки, (а , а —а ё ) >  О 

булсин. |fl|= у](а,а) деб олсак,

(а, а - аё) = {а, Щ - а{а,ё) -=\af -сс(й, ё) =

= \ a f  - \ а \  | ( а , ё )  \ = 

=|ар -|а|| (ö,e)|e'<-"®“"''“̂®<2,£))

келиб чикади. Агар

_g '(- aiga+arg(3,e ) _  j

деб олсак, {а, а -аё) албатта мусбат булади. Бунинг учун -arga + 

+arg{а , ё )=  ж, яъни arga= -л + arg (а ,ё )  деб олиш керак. На­

тижада биз куйидагиларга эга буламиз;

( й , а - а ё ) = I а р + I а II (fl, ё )\

ва

1

|аГ+|а||(а,е)|

Шундай килиб, fl ва ё векторлар берилган булса, U =  Е-2 w w* 

матрица Uä = аё  шартни каноатлантириши учун

= Я(а - аё), I а \= ^{ä,ä),narga = arg(ä,ё) - п,

2 := ____ _J_____
¡̂21\а\2+\а\\(3,ё)\
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деб олиш керак. Агар тригонометрик функциялар билан иш куриш 

мак,садга мувофик, булмаса, а ни куйидагича аникдаш маъкулдир:

а =1 а I = - I а I = - | а |
(Д.е) 

\{а,ё)\ ■

Энди ихтиёрий махсусмас комплекс кийматли А матрицани 

унитар ва юк.ори учбурчак матрицалар купайтмасига ажратиш 

масаласи куйидагича х;ал килинади.

Биринчи кадамда а ва ё векторларни

й —  (й ц )  ^12; ...I ^1„) ; ^ “ (1 , 0; ■■■! 0 )

каби олиб, а,.л , н» ларни юкоридаги формулалар ёрдамида топа­

миз ва матрицани хосил киламиз.

А матрицани чапдан га купайтирсак

Д = =
0

■■«1̂

.0 а % .

келиб чикади. Куриниб турибдики, бу ерда = а Дир. Иккинчи 

кадамда

а = (О, ё = (0,1,0,. . . ,0) '

векторлар ёрдамида [/̂  матрицани хосил киламиз ва А, ни чапдан 

Щ га купайтириб,

^2 = и̂ А̂  = и^и^А =

“ 11 " 1 2  “ 13 

и  ^2 2  “ 23

(2)
1л

2я
О о

О О

матрицани келтириб чикарамиз. 11̂ матрица

и 2=Е -  2ту* =

100. ..0

Ои̂ '>и
32  “ 33

(2) „ (2)...и-Зп

П,у(2),.(2) ,(2)
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куринишга эга булганлиги учун ва А^ матрицаларнинг биринчи 

сатрлари устма-уст тушади. Бу жараённи давом эттириб, («-!)- 

кадамда

А„_,=и„_,...и2и,А =

( « - ! )  (п-1) (л-1) (л-1) 
“ 11 “ 12 • • • “ 1,л-1 “ 1л

.,(л-1) _(л-1)
■¡22 •••«Гл-1 «•

О О

2 л

,(я-1)

куринишдаги матрицага эга буламиз. купайтмани и  би­

лан белгилаб, А^_^=1/-А ни хосил киламиз, бу эса бизга керакли 

ажратишни беради, яъни А матрица Ц* унитар матрица билан А̂ _̂  

юкори учбурчак матрицаларнинг купайтмасига тенгдир: Л= • А̂  

Юкоридаги назарияга суяниб, акслантиришлар методининг 

хисоблаш схемасини берамиз. Фараз килайлик, махсусмас комп­

лекс матрицали куйидаги

АХ  = Ь

системани ечиш талаб килинсин. Бу системанинг

устунли кенгайтирилган матрицасини оркали белгилаб оламиз:

бу ерда = (а,„ ...,а„,)(к = 1,п + = ¿о- ^  матрицани

А,^=и^^^А{к=0,1,...,п-2) (6.6)

Коидага кура алмаштираверамиз, бу ерда и̂ , Ц, ..., аксланти- 

риш матрицаларидир. (6.6) дан

(/ = 1, 2,...,«) (6.7)

келиб чикади. ¿7, матрицани тузаётганда а ва е векторлар сифа­

тида

а =й/®> =(ац,а21,...,а„1)', ё =  (1,0,...,0)

ларни олишни курган эдик, а ва ё векторларнинг танланишига 

кура

= [/.аГ (/ = 1, 2,...,« + 1)

ва ¿1® вектор = (<з{{\ О,..., 0) куринишга эга булиб, / > 1 булган­

да бошка лар умумий куринишдаги векторлардир. Фараз ки­

лайлик, ....
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« Г = 0 ( / > у ,У  = 1, 2,..., к) 

элементларга эга булган А  матрица тузилган булсин. У  вак,тда.4 к+ 1

ни тузаетганда

ва

ё =  (О, ..., О, О, ..., 0)

деб олиш керак. Бундан кейин тузилган ^*.+,= £4+1 ’ ̂  шувдай хос- 
сага эгаки, унинг элементлари i>j ,j=\,  2, ..., к+\ лар учун 

= О булади.

Шундай килиб, (л - 1) — кадамдан кейин х,осил булган матри­

цанинг дастлабки л устун!  ̂ю^ори учбурчак матрицани ташкил 

этади. Шу билан бирга, АХ  = Ь система унга эквивалент булган 

куйидаги системага келади:

Хт + ... + а-(п-1)2п х„ = а(я-1)2,п+1>

X а.(л-1)х = а("->)
я-1,п + 1 >

л,п+1

Бундан эса

а'"-',)у  _  Я.Л+1Ли —

=
к̂к

(6.8)

системага эга буламиз.

Шуни хам таъкидлаб утиш керакки, навбатдаги кадамнинг ба­

жарилмаслиги навбатдаги а векторнинг нолга айланишига бог- 

лик,, чунки, бу пайтда а = О булиб, Я ни хисоблаш мумкин эмас. 

Лекин а вектор нолга айланмайди, чунки А матрица махсусмас 

матрица булиб, унитар матрица ёрдамида алмаштирилмокда.

Хисоблашнинг умумий хажмини камайтириш мак,садида (6.7) 

формулани куйидаги
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(6.9)

куринишда куллаш маъкулдир. Агар (ww*)o,<*̂ > = w)w ни jçico6- 

га олсак, (6.9) формула (6.7) дан келиб чикади.

Чизикди алгебраик тенгламалар системасини акслантиришлар 

методи ёрдамида ечиш учун  ̂(4л^+ 15и^+11л) та купайтириш, 

g (4л̂  + 9п̂  + 5п) та кушиш, 2л - 1 та булиш, л - 1 та илдиз чик,а- 

риш амалларини бажариш керак.

М и с о л .  куйидаги комплекс матрицали чизикди алгебраик тенгламалар сис­

темаси ечилсин:

(5 +  3/)x, - 2xj - (2 +  /)Хз =  -10 +  3/, 

- X, +  (4 - i)x2 +  2хз = 13 - 2/,

- (2 +  2/)х, - Xj +  (3 +  4/)Xj =  14 + 16i

Е ч и ш .  Кенгайтирилган матрицанинг устунларини куйидагича

"5 + 3/ ■ ■ - 2 -2 - /' ■ - 1 0  +3 / '

- 1 4-/ , > = 2 , = 13-2/

-2 - 2 /_ - 1 3 + 4/ 14 + 16/

белгилаб ва о = е =  (1,0,0)' деб олиб, (6.5) формула ёрдамида а,Х, w ларни

топамиз:

а = ¡ 5 ^  = - ^ ^  = -5,62296 - 3.37378/,
|(û,e)| |(fl,e)| 34

А =
/̂2[|ap+H|(a,e)ll ' ^2(«  +V43-VW)

=  0,07845,

Бундан

w=A(û-ûe) = 0,07845(a-ae) =

0,83337 + 0,50002/ 

-0,07845

-0,15690-0,15690/

w*= (0,83337-0,50002/; -0,07845; -0,15690+0,15690/)'. 

Кейин, и̂  =  E - 2 w  W* формула ёрдамида

-0,88906 0,13076+0,07846/ 0,41842-0,10462/'

0,13076-0,07846/ 0,98756 -0,02462+0,02462/

0,41842+0,10462/ -0,02462-0,02462/ 0,90152

ни хосил киламиз ва нихоят,

128



А,= и,А=

-5,62214-3,37324; 1,96120+0,28770/ 3,71338+2,40580/

0,00000-0,00005/ 3,71334-0,85526/ 1,46280+0,00154/

-0,00018-0,00004/ -1,86146-0,28310/ 1,92310+2,92918/

ни топамиз. Бу матрицада ва «з, лар аслида нолга тенг булиши керак эди. 

Уларнинг урнида кичик булса-да, лекин нолдан фаркли сонлар хосил булди, бу 

оралик натижалардаги яхлитлаш х,исобигадир. Иккинчи кадамдаги хисоблашлар 

куйидагилардан иборат;

0 ’ 0 '

а = 3,71334-0,85526/ , е = 1

-1,86146-0,28310/ 0

« = - 4 , 1 4 1 9 2  + 0,95397/; Я =  0,12080;

й;*=(0; 0,94892 +  0,21855/; -0,22486+0,03420/),

-5,62214 - 3,37324/ 1,96120 + 0,28770/ 3,71380 + 2,40580/' 

-0,00016 + 0,00001/ -414146+0,95318/ -0,04131 + 0,89101/ 

-0,00009-0,00003/ -0,00014 + 0,00001/ 2,32627 + 2,86549/

Энди (6.7) га к^ра озод хадлар вектори устида 

алмаштиришларни бажарсак,

18,24740 + 3,32132/ 

11,02746-0,84748/ 

7,75392 + 14,36256/

■ 18,24740+ 3,32132/ ' 

-4,34182+ 5,40876 

11,63049+14,32730/

хосил булади. Нихоят, (6 .8 ) дан ечимни топамиз:

х,= 0,99978 + 1,00008/, л^= 0,99935 + 0,00014/; 

Хз= 4,99982 +  0,00003/.

Аник ечим эса Х1*= 1 +/, Х2 = 1 ,л:з = 5.

7-§. ЧИЗИ1У1И АЛГЕБРАДАН А Й Р И М  МАЪЛУМОТЛАР

Чизикли алгебраик тенгламалар системасини итерацион ме­

тодлар ёрдамида ечиш жараёнида биринчи навбатда, векторлар ва 

матрицаларнинг нормалари хамда лимитлари тушунчаларига эхти- 

ёж турилади. Шунинг учун ха’м бу масалаларга алохида тухталиб 

утамиз.

1. Бектор ва матрицаларнинг нормалари. Аввало вектор узунли­

ги тушунчасини умумлаштирувчи вектор нормаси тушунчасини

9—М. Исроилов 129



1

киритамиз. X векторнинг нормаси деб куйидаги уч шартни канО" 

атлантирувчи хакик,ий || х || сонга айтилади:

1) ЦхII > О ва X = О булгандагина Цх|| = 0;

2) хар кандай а сон учун ||«  х || = | а | || х ||;

3) IIX + у II < IIXII + II у II — учбурчак тенгсизлиги. ^

Бу таърифдан норманинг к.уйидаги хоссаси келиб чик;ади:

III X II - II у 1 <11 X-у II (7.1)

Хак.ик,атан хам, 3) шартга кура

||х|| = ||х-у + у||<||х-у|| + ||у||,

яъни

||х ||-|1у ||<||х - у || (7.2)

Шунга ухшаш,

||у1|-||х|1 <||у-хИ||х-у||  

ёки ^

-(||х 11-||у ||)<1|х - у 1| (7.3)

(7.2) ва (7.3) дан эса (7.1) келиб чикади.

X = (х,, X,, ..., х ) ’ векторнинг нормаси тушунчасини фак;ат 

юкоридаги учта шартни каноатлантирадиган к;илиб, турли хил 

усуллар билан киритиш мумкин. Шулардан куп учратиладиган 

'̂чтасини куриб утайлик.

1. Биринчи — кубик норма:

| | х | | , =  т р | х , .  | .  (7 .4)

Хак.ик.ий векторлар фазосидаги, нормаси бирдан ортмайдиган 

векторларнинг туплами:

-1 < X, < 1, ..., -1 < х„ < 1

бирлик кубдан иборатдир, шунинг учун || х ||, кубик норма хам дейи­

лади.

2. Иккинчи — октаэдрик норма:

ЦхЦ, = |х,| + I Хз|+ . . . + |х„1. (7.5)

Иккинчи нормаси 1 дан ортмайдиган хак;ик,ий векторларнинг 

туплами октаэдрнинг п — улчовли аналогидан иборатдир, шунинг 

учун II X |р октаэдрик норма дейилади.

3. Учинчи — сферик норма:

II X Из =11 X 11= д/|х , Р + | Х 2 Р +.. .+ 1х„ р. (7 .6)
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by норма вектор узунлигининг узгинаси булиб, ||х|| < 1 шарт- 

1П1 1',а1и);1'1’лантирадиган векторлар туплами бирлик ёпик, шардан

И1м1||;г1ДИр.
1.у пормалар учун 1) —3) шартларнинг бажарилишини текши-

1. 1)иринчи ва иккинчи шартларнинг бажарилиши бевосита 

IVIMillиб турибди. Энди ушбу

1|х+у||<||х|| + ||>г||

таргпи тскширайлик:

1»принчи норма учун;

II  V + j7||,= max I X. + у, I < max | x, 1 + max | ;и,. | = l|x ||,+ ||j ||,.

Иккинчи норма учун

\\x + y \\г= ¿ 1  X,- +  у, | <  X I  X,. I +  ¿ 1  J ,  I = 1 1  X I I2 +  I I  у  I I 2 .
/=1 /=1 /=1

Нихоят, Коши - Буноковский тенгсизлигидан 

||хЧу||з=
V

i|x,+>^,P < J i | x , p  + 
i = i  V  i=i '

Sb,-p =11X Из+ 11У Из
/=1

м'миб чикади.

Умумий Х.О.

I 11|)нтиш мумкин:

Умумий холда векторларнинг фазода нормасини куйидагича

1 1 ,̂-

1/р

(=1

ну орда р В [1, оо] — ихтиёрий хакикий сон. Курсатиш мумкинки 

II \ 11̂, микдор норманинг учала шартини каноатлантиради (бобнинг 

ихиридаги машкдарга каранг). ||х||̂  ифода/? = оо, 1 ва 2 булганда 

мос равишда кубик, октаэдрик ва сферик нормаларга айланади.

<1)араз килайлик В — ихтиёрий берилган мусбат ани1д1анган 

м.'прица булсин. у холда

11x 11 = (х '5х)1/^

1и|)()да мухим нормалар синфини эллиптик нормалар т б  аталувчи 

(■11П(1)ини ташкил этади. Бундан В - Е  — бирлик матрица булган- 

д;| С(1)ерик норма келиб чикади.

Эллиптик нормалар матрицалар назариясида марказий роль 

УИнайди. Бу шу билан богликки уларни скаляр купайтма ёрдами- 

дм киритиш мумкин. Биз кейинчалик курамизки скаляр купайтма 

У'| навбатида, векторларнинг ортогоналлик тушунчасини аник- 

лпйди.
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Энди матрица нормасини куриб чик,амиз. А квадрат матрица­

нинг нормаси деб куйидаги турт шартни к;аноатлантирувчи хакик 1̂й 
сонга айтилади:

1) II Л II > О ва А = О булгандагина || Л || = 0;

2) ихтиёрий а сон учун || а Л || = | а | * || >4 ||;

3) II /4 + В II < II Л II + II 5  II {учбурчак тенгсизлиги);

4) II АВ II < М  II • II S  ||.

Бу матрица нормаси учун х,ам (7.1) тенгсизликка ухшаш

| М | | - | | 5 | | | < М - 5 | |  (7.7)

тенгсизликни келтириб чик;ариш мумкин. Матрица нормасини 

турли усуллар билан аникдаш мумкин. Аммо чизикли алгебра- 

нинг куп масалаларида матрица ва векторларнинг нормалари ту- 

шунчалари параллел х,олда катнашади. Шунинг учун х,ам матрица 

ва вектор нормалари тушунчаларини бир-бирига богланган х,олда 

киритиш максадга мувофикдир.

Агар хар кандай квадрат А  матрица учун ва улчами матрица 

тартибига тенг булган ихтиёрий х вектор учун ушбу

\\Ах\\<\\А1\\х\\ (7.8)

тенгсизлик бажарилса, у \олц.а матрица нормаси векторнинг берил­

ган нормаси билан мосланган дейилади.

Векторларнинг берилган нормасига матрицанинг мосланган 

нормаларидан энг кичигини танлаймиз. Шу мак,садда А матрица­

нинг нормасини А х вектор нормаси ёрдамида куйидагича аник,- 

лаймиз:

| М  II =  m a x  | М х | | .  ( 7 . 9 )
IUII = 1

Бу ерда х вектор нормаси бирга тенг булган барча векторлар­

нинг т>шламидан олинади.

Биз кейинрок, векторлар ва матрицаларнинг лимити тушунча­

сини киритиб, улар ёрдамида норманинг узлуксизлигини курса­

тамиз. Лекин хозирча шу тушунчадан фойдаланишга тугри ке­

лади.

Хар кандай А матрица учун Л х вектор нормасининг узлуксиз- 

лигига кура (7.9) тенгликда максимумга эришилади, яъни шундай 

вектор топиладики || х<“>|| = 1 ва || ̂ 4х<*’'|| = || vi || тенгликлар 

бажарилади. (7.9) тенглик билан матрица нормаси век­

торнинг берилган нормасига буйсунган дейилади.

1-теорема. Матрицанинг буйсунган нормаси;

а) норма таърифининг 1) — 4) шартларини к.аноатлантиради;

б) векторнинг берилган нормаси билан мосланган;
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ii) векторнинг берилган нормасига мосланган бошк,а хар к,аи- 

jiiiii мормасидан катта эмас.
Исбот. Норма таърифининг 1) шартини текширамиз. Фараз 

килайлик, Ь булсин. У  холда, доимо Ау jtQ шартни каноат- 

имнтирувчи вектор топилади. Энди у векторга кура х = щ  век- 

|()|)ии караймиз. Вектор нормаси таърифининг 2) шартидан

1 = ^ .  II у 11=1 келиб чикади, А х ^ О  булганлигидан 

I) шартга кура Цу1х|| > О демак,

II А 11= max II Ах ||> Ои II II II

(>Улади. Агар /4 = 0 булса, у холда || А ||= max || О • х ||= О булади.
ЦхЦ-!

2) шарт хам осонгина текширилади:

II аА 11= max || аАх ||= max | а | • || /4х |=| а | max || Ах ||=| а\ ■ М  ||.
" " im  " р||=1...................... р||=1
Энди 3) шартни текширамиз. Юкорида айтганимиздек, хар 

Каидай А + В матрица учун хар доим шундай х вектор топила­

ди ки унинг учун ||х<°)||=1 ва

\\А + В  \\= max || (А + В)х ||= || (А + В)х °̂̂  ||

генгликлар уринли булади.

У холда

м  + 5  11 = 11 + Лх<“М|<|| Ах̂ ’̂'> II + II Рх<“> ||< 

-  Р И  II ^  ^  W n  II 1 1 = 1 М  II +  II ^  II ■

Норма таърифининг 4) шартини текширишдан аввал, мослан- 

ганлик шарти J7.8) ни текширамиз.

Агар X = О булса, (7.8) нинг бажарилиши куриниб турибди. 

Фараз килайлик, х = О булсин. У  холда у'“* = ~  векторни 

оламиз. II у (°)||=1 булганлиги учун

II Ах\\ = \\ А(\\ X И у‘«>) 11= IIX И • И Ау^\\< IIX II max || Ау ||= М  Ц- || х |.

Энди 4) шартни текширайлик. Худди аввалгидек АВ матрица 

учун шундай X топиладики, у куйидаги тенгликларни каноат- 

лантиради:

||хС»||=1 ва|М5 х(»)|| = |М5||,

У холда
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I I A B II  =  II < » ) ) | |  <  м  II •  II 0 ) | 1  <  I M I I  •  И II •  I I X  <«>|| =  M I I  •  И I I -

Нихоят, теореманинг охирги шартинигина текшириш колди. 

Фараз килайлик, || А || матрицанинг векторларнинг берилган нор- 

масига буйсунган нормаси булиб, || А ||* — векторларнинг шу нор­

маси билан мосланган ихтиёрий нормаси булсин. У  вак,тда, маъ­

лумки, А матрица учун

|х(1 = 1, М|| = |Мх<»)|| 

лантирадиган векто]

1Их(»>|| < |М||*-||х<1 = М||*

тенгликларни к.аноатлантирадиган х вектор топилади. 

Лекин

демак,

М 1|<М||*.

Шу билан теорема тулик, исботланди.

Энди матрицанинг векторларнинг юкорида киритилган нор- 

маларига буйсунган нормаси куринишларини келтирамиз. Ул&р 

мос равишда куйидагилардан иборатдир:
П

И ^  111 = ^ах ̂  I %  I {кубик норма), (7.10)

П

II  ^  ¡2= {^ах ^  I %  I {октаэдрик норма), (7.11)

II  ^  11з=II ^  II  = л/Л {сферик норма). (7.12)

Бу ерда А, А  А матрицанинг энг катта хос сони.

Энди (7.10)-(7.12) нормаларнинг мос равишда (7.4)-(7.6) нор­

маларга буйсунган нормалар эканини курсатамиз.

Хак.ик.атан хам А х вектор куйидаги '

Ах =
к=1 к=\

куринишга эга булганлиги учун вектор нормасининг таърифига 

кура

А IIj = шах
к̂\

< max £  II %  \-\х̂
А:=1

ва агар ||хЦ, = 1 булса, у холда

II  ^  l l i =  m a x  II Ах ||i < max ^  | %  |. (7.13)
k=\
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(1>араз килайлик, X I  I максимумга / = j  булганда эришилсин. 

У холда

x<“)=(sign а.̂ , sign а.̂ , sign а.„)' 

вектор учун |1х<“)|1, = 1  ва шу билан бирга / булганда

к=\

п п II

к=1 ' к=1 к=1

тенгсизликлар бажарилиб, / = j булганда эса

к=\

.(0)
t̂ ajkSignOjk
к=1 к=1

Чк

генглик бажарилади. 

Бу ердан

I |i= max l a , . ЛО)

k=l
=  X I  « д  I m a x  X I  %

k=l ' k=l
(7.14)

Демак,

Куйидаги

Mil = max > Iiv4x:̂ ‘'ll = max X I  I.
1й1йП ^

II A ||i< max J I  %  I на M  max X 1 %  I
' *=i ' k= \

тенгсизликларни таккослаш айтилган тасдик,ни исботлайди.

Энди (7.11) тенгликнинг тугрилигини курсатамиз. Цх|12=1 деб 

олайлик, у холда

Ах 112= X
(=1 X

к̂\
^ X X i %

/=1 Jfe=l (?

< max
к

п \ п

X I % I X l ^ i . l = ™ ^ ^ X l % I-
/=1

ч ' = ‘ 

п
(Рараз килайлик, max X I %  I га k=j булганда эришилсин. Бу ерда

= (xi®\xf\...,xf^)векторни шундай танлаймизкибулганда 

=  о булиб, xf^ = О булсин.

Куриниб турибдики, IIX '“'||j= 1 ва шу билан бирга

1к= X  
/=1 X

к=]

(0)
= Х 1 «̂- h  max XI я,J .

/ = 1 /=1
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Демак,

m ax II  Ах ||2=|| Ах ||2= m ax ^  I %  I ,

яъни

M l l2 = m a x X | ö , . ^  |.
* (=j

Нихоят, (7.12) формуланинг уринли эканлигини курсатамиз. 

Фараз килайлик, ||х||з=1 булсин. Сферик норманинг квадрати 

скаляр купайтма билан устма-уст тушганлиги учун ва скаляр купай­

тманинг хоссасига кура

И Ах ||з= (Ах, Ах) = (х, А'Ах).

А'А — манфий булмаган симметрик матрицадир (агар барча х 

лар учун (jSx , х )  > о булса, В симметрик матрица манфий булма­

ган матрица т^тляат). Чизикди алгебра курсидан маълумки, бун­

дай матрицаларнинг барча хос сонлари манфий эмас. Фараз килай- 

лик, Я, > Я, > ... > Я̂  лар А'А матрицанинг хос сонлари булиб, хф, 

х(^\ ..., уларга мос келадиган хак.икий ортонормал хос вектор 

булсин. Агар ||х||з=1 шартни каноатлантирувчи х векторни хос 

векторлар буйича ёйсак,

X =  С|Х<‘)-1- CjX<2)+ ... +  с,х<">,

у холда cf -ь С2+...+с  ̂ = 1 тенглик уринли булади ва

II Ах  ¡3= (х,А 'Ах) = (с,х^'^ +  ... + с„х^"\Я|С,х"^ +

+... + Л„с„х<”>) = Я,с{* + ... + Х„с1 < + ... + с]) = Я,.

Энди X = X деб олсак,

II ||̂ = (х^'), Л 'у4х <'») =  (х "> ;Я х < '))  = Я,.

Шу билан учинчи тасдик, хам исботланди.

2. Векторлар ва матрицалар кетма-кетликларининг як,инлашиш- 

лари. Фараз килайлик,

x ‘*> = (xr,xf>,...,x<^>)' (А =  1 , 2, ...)

векторлар кетма-кетлиги берилган булсин. Агар п та чекли

X, =  lim х\'‘  ̂ (/ =  1, и)
1с-*со

лимитлар мавжуд булса, у холда х  = ( х , ,  х ,, ..., х_) вектор { х ® }  
векторлар кетма-кетлигининг лимити дейилади ва бу кетма-кет- 

ликнинг узи X векторга якинлашади дейилади.
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Ш у каби

<̂*> = [4 *’] (/,у = 1,л; ^ = 1,2,...)

матрицалар кетма-кетлиги берилган булиб, та а,у = Ит 4 * ’ ли-

митлар мавжуд булса, у холда А=[а^[ матрица матрицалар 

кетма-кетлигининг лимити дейилади.

Бу таърифга кура, агар матрицалардан тузилган чексиз катор 

Кисмий йигиндилари кетма-кетлигининг лимити мавжуд булса, у 

\олда бу катор якинлашувчи дейилади. Бу лимит берилган к.атор- 

нинг йигиндиси дейилади.
Куриниб турибдики, матрицали каторнинг як,инлашувчи були­

ши учун матрицанинг мос равишдаги элементларидан тузилган 

барча та к,аторнинг як;инлашувчи булиши зарур ва етарлидир. 

Шу билан бирга бу к,аторларнинг йигиндилари берилган матри­

цали катор йигиндисининг элементлари булади.

Вектор нормаси тушунчаси асосида векторлар кетма-кетлиги- 

1ШНГ якинлашишини бошк;ача таърифлаш хам мумкин. 

Таъриф .  Агар

I I —

булса, векторлар кетма-кетлиги х векторга якинлашади де­

йилади.
Бу таъриф як,инлашишнинг аввалги таърифига эквивалент экан­

лигини исботлаш мумкин.

2-теорема. Ушбу

-» X

уринли булиши учун.

Их -^^^’ 11 >0 Р

булиши зарур ва етарлидир. ’

Бошка суз билан айтганда, чекли улчовли чизикли фазода нор­

ма буйича якинлашиш координатлар буйича якинлашишга тенг 

кучлидир.

И с б о т  (зарурлиги). Фараз килайлик, яъни

барча 1-1, 2, ..., п учун ~ булсин. Куйидаги , ё̂ , ... ,

ё базис-векторларни танлаб х ни шу векторлар буйича 

ёямиз;

= (у^=1 , 2, ...)
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Агар L = max Ц e,. || каби белгиласак, у х,олда
IS/Sn

i = I

Шунинг учун хам

l i x - X «  I I — . . > 0

Етарлилиги. Фараз килайлик

НтЦх-х^"^’ 11=0

булсин. у  холда

||х«|| = ЦЗс + -х)|| < ||3с|| + ||х« -х||

булганлиги сабабли, ||х<*>|| барча = 1 , 2, ... лар учун чегараланган, 

яъни II х<*̂  II < М  (А: = 1, 2, булади. Энди ихтиёрий к - 1,1, 

учун =|xi‘*^|+...+ |x̂ *̂| нинг хам чегараланганлигини, яъниа^ < N  

{к =  1 , 2, ...) эканлигини курсатамиз.

Тескарисини фараз килайлик, яъни шундай к̂ , к̂ , ... индекс- 

лар кетма-кетлиги мавжуд булсинки: булсин.

Ёзувни кискартириш максадида а*. -—-¡̂ —  ̂°° деб хисоблайлик. 

Берилган векторлар кетма-кетлиги {х га кура янги векторлар 

кетма-кетлиги

¿к)
ни курамиз. Бу ерда у] = эканлигини хисобга олсак,

“А X

bn+bf'1+.-.+lj^fhl (А: = 1,2,...)

эканлиги ва j  ларнинг барчаси чегараланганлиги келиб чикади. 

Шунинг учун хам шундай индекслар кетма-кетлигини танлаш 

мумкинки, чекли лимитлар

1т  ( ¿ = 1 , 2, ...,«)

мавжуд булади ва | у, | + | yj 4- ...-Н | у̂ | = 1 булганлиги учун лимит 
вектор

У =  (Ур Уг У„У

нолдан фарклидир.

Иккинчи томондан || х < М  ш  фаразга кура — -¡̂ — > оо 

эканлигини хисобга олиб,
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|?ll = | ir "+ (F- y ' ‘MI + ll?'‘M M l y - y “ l l = ! ^  + l>'-y<*MI

(*= 1 ,2, -)

'гснгсизликдан к ^  m  лимитга утиб ЦуЦ = О, яъни у = О ни 

\осил киламиз. Бу карама-каршилик a,^< N  {к = 1, 2, ...) эканли- 

1'ини, яъних<*> векторлар координаталарининг барчаси чегаралан- 

ганлигини курсатади. Бундан эса шундай индекслар кетма-кетли­

гини танлаш мумкинлиги ва бу индекслар учун = Ит (/ =

2,...,) чекли лимитларнинг мавжудлиги келиб чик,ади. Лимитдаги 

§2, ..., ^„) векторнинг X = (Xj, х̂ , ..., х) вектор билан устма- 

уст тушишини курсатамиз.
Хакикатан хам, теорема шартига кура Ц х - х̂ *> Ц — > О ва 

теореманинг зарурий кисмидан Ц<̂ - х <̂>|1 -» О эканлиги куриниб, 

барча к = 1 , 2 , ... лар учун

1|х -^11 = II ( х - х « )  + ( х « -  |')|i<ilx-xW|| + llxW-^ll

тенгсизликлар бажарилади. Демак, ||х - f || = О, яъни ^ = х . Шу 

билан теорема исбот булди.
Бу теоремадан норманинг узлуксизлиги келиб чикади. Худци 

шунга 5ашаш матрицалар учун хам булиши учун

| |^ _ ^ ( * ) ||_ _ ^ 0  нинг бажарилиши зарур ва кифоялилигини 

курсатиш кушшн. Бунинг ёрдамида матрицалар кетма-кетлиги- 

иинг якинлашишини бошкача таърифлаш мумкин.

Энди (7.7) тенгсизликдан куйидаги келиб чикади; агар 

А булса, у холда !И̂ ^11

3. Матрицали геометрик прогрессиянииг як^илашиши. Бизга 

амализдан маълумки, 1 + х + х̂  + ... + х* + ...̂  сонли геометрик 

нрогрессиянинг якинлашувчи булиши учун »О булиши

■щрур ва кифоя булиб, шу билан бирга унинг йигиндиси (1 - х) ‘

са тенгдир.
Энди бу тасдикдарнинг куйидаги

Е + А + А2 + ... + А>̂ + ... (7.15)

матрицали геометрик прогрессия учун хам уринли эканлигини 

курсатамиз. Бунинг учун аввал куйидаги бир неча ёрдамчи тас- 

дикушрни куриб чикайлик.

1 - л е м м а . Ушбу

■О

У11И11ЛИ булиши учун, А  матрицанинг барча хос сонларининг мо- 

дуллари бирдан кичик булиши зарур ва кифоядир.
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Исбот .  Исботни бошлашдан аввал алгебрадан айрим тушун- 

чаларни эслатиб утамиз. Агар шундай махсусмас В матрица мав­
жуд булиб,

А, - В-' АВ

тенглик уринли булса, у х,олда А̂  матрица А матрицага ухшаш 

дейилади. Куриниб турибдики, агар^, матрицага ухшаш булса, 

у холда А хам А̂  га ухшаш булади. "^хшаш матрицалар бир хил хос 

сонларга эга. Хак,ик,атан хам,

(1е1 (АВ) = (1е1 А с1е1 В, ёе1 В~‘ с1е1 В = с1е1 В-' В =1

булганлиги учун:

йе1 (А̂  -ХЕ)= с1е1 (В^ЫВ - В-^Щ= с1е1 (А-ХЕ)В)=

= с1е1 В~' (Зе1 (А - ХЕ) с1е1 В = (1е1 (А - ХЕ),

яъни бу матрицалар бир хил характеристик детерминантларга эга.

Яна маълумки, ухшаш алмаштиришлар ёрдамида, ихтиёрий« — 

тартибли А матрицани унинг Жордан формасидаги каноник шакли- 

га келтириш мумкин:

/  = АВ

Бу ерда

квазидиагонал матрицадир ва г бир томондан

4(Я):

(7.16)

(7.17)

'X 1 0 .. 0
0 X 1 ..,. 0

0 0 0 ... X

Жордан катакларининг сонини билдирса, иккинчи томондан у А 

матрицанинг чизикди эркли хос векторларининг сонидир, шу 

билан бирга /и, + /я, + ... + т^=  т  булиб, т. 1 Д̂Я.) нинг тартиби- 

дир. (7.16) дан куйидагиларни ёза оламиз:

А = В1‘ В~\

А̂  ̂ = В1- В~̂ В1- В-' ... В1- В-^=В1 В-\

Демак, А'̂  > О булиши учун /*

етарлидир. (7.17) дан курамизки,

/*=[ / ; (А , ) , /^ , (А2), . . . ,С(Я.)
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Шунинг учун хам Л* >0 булиши учун барча /=1, 2, г 

ларда /*ДЯ,.)нинг ноль матрицага интилиши зарур ва етарлидир. 

Матрицаларни купайтириш коидасига кура:

'А,- 1 0. ..0

0 я. 1. ..0

0 0 о.. .А,

Я; 1 0 ...0' 2А, 1 О..,.0
0 я, 1...0

=
0 X] 2Я,1.,..0

0 0 о ...А, 0 0 0 о.. .я^

Математик индукция ёрдамида к > булганда куйидагини хосил 

киламиз:

С 1я ^ ^

0 А С 1Я Г  . ^  /И/ - 2 - т / +  2

ч

0 0 0 Я*

еки

А*
(4)' (я!)"

1! 2! ••• (/и,-1)!

0 А* 1! (/я,-2)!

0 0 0 ... X)

Бу ерда кулайлик учун дифференциаллаш амалини киритдик. 

/*ДЯ,) матрицанинг диагонал элементлари X) дан иборат. Шу­

нинг учун хам /*(Я,) нинг ноль матрицага интилиши учун |Я, | < 1 

булиши зарурдир. Лекин бу шартнинг бажарилиши /*ДЯ,) нинг 

ноль матрицага интилиши учун етарли хамдир, чунки ихтиёрий 

у = О, 1, ..., т. - 1 учун

(яЪО)
J'■

■0.

(?
Шундай килиб, лемма исботланди. Леммадаги якинлашиш бел- 

гиси амалий масалаларда нокулайлик тугдириши мумкин, чунки 

у А  матрицанинг хос сонлари хакида аник маълумот талаб килади. 

Куйидаги белги анча кулайдир.
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2-лемм a. Ушбу

уринли булиши учун А матрицанинг камида бирор нормасининг 

бирдан кичик булиши етарлидир.

Исбот ,  Юкорида таъкидланганидек, А'‘ О нинг бажа­

рилиши учун бирор нормада || Л* - О || — — >0 нинг бажарили­

ши етарлидир.

Аммо

м *  -  О I I  =  I I  А'̂ \\ =  \\А- A'̂ -'W <  м  II  •  I I  А'̂ -% <  . . .  <  I I  А р .

Демак, бирор нормада || А || <1 булса, у холда ||yj*̂ ||—— ->0 , 

яъни А ’̂ - ■ > О булади.

3 - л е м м а. Матрицанинг барча хос сонларининг модули унинг 

ихтиёрий нормасидан ортмайди.

И с б о т .  Хос сон таърифига кура, шундай х ^  О вектор мав­

жудки.

Ах  = Ях
?

булади. Бундан эса ||.4х|| = | Я |-||х||. Лекин ||Лх|| < | Л ||-||х||, 

шунинг учун хам | Я | < || Л ||. Лемма исботланди.

Энди (7.15) матрицали геометрик прогрессиянинг як;инлаши- 

шига дойр теоремаларни исботлашга >^амиз.

3 - т е о р е м а . (7.15) каторнинг як,инлашиши учун

•О

нинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Бу холда Е — А матрица­

нинг тескариси мавжуд булиб,

Е + А + А  ̂ + ... + А + ... = {Е-А)-^

тенглик уринли булади.

И  с б о т. Бу шартнинг зарурийлиги куриниб турибди, чунки сон­

ли каторлар учун шунга ухшаш зарур шарт булиб, п — тартибли 

квадрат матрицанинг якинлашиши матрица элементларидан мос 

равишда тузилган гР- та сонли каторларнинг як.инлашишига тенг 

кучлидир. Етарлилигини курсатамиз ва (7.15) каторнинг йигинди- 

сини топамиз. Агар А'' О булса, у холда 1-леммага кура А

матрицанинг барча хос сонлари X. лар модуллари буйича бирдан 

кичик. Демак, Е — А матрицанинг хос сонлари 1 - Я. (/ = 1, 2, ..., л) 

булиб, нолдан фарклидир. Шунинг учун хам det {Е — А) ф  0. Бун­

дан эса Е — А матрицанинг махсусмаслиги ва {Е — А)~̂  нинг 

мавжудлиги келиб чикади.

Энди

(Е + А + А  ̂ + ... + А*̂ ) (Е - А )  = Е -  А'̂ '̂

142



айниятни унг томондан {Е - Л)“‘ га купайтириб,

Е + А + А  + ... + А<̂ {Е - А)-̂  - • {Е - А)-' 

ни Х.ОСИЛ киламиз. Бу ерда Л*'*'' >0 булганлиги учун 

Е + А + А  + ... + А’̂ + ... = {Е- А)-̂

келиб чикади. Шу билан теорема исбот булди.

1-леммани хисобга олсак, бу якинлашиш белгисини куйидаги­

ча таърифлаш мумкин.

4 -т е о р е м а . (7.15) катор якинлашиши учун А матрицанинг 

барча хос сонлари модуллари буйича бирдан кичик булиши зарур 

ва етарлидир.

2-леммадан фойдаланиб, якинлашишнинг етарли шартини бе- 

риш мумкин. Бу шарт текширишларда анча кулайдир.

5 -теорема. Агар А  матрицанинг бирор нормаси бирдан ки­

чик булса, у холда (7.15) матрицали прогрессия якинлашади.

Куйидаги теорема (7.15) каторнинг якинлашиш тезлигини аник- 

лайди.

6 -теорема. Агар М  || < 1 булса, у холда 
/

\\{Е-АГ-{Е + А + АЧ . . .+А )\ \<^^ .

И сбот .  II Л II < 1 шарт бажарилганда (7.15) катор (Е - А)"' 

матрицага якинлашади, шунинг учун хам

{Е - А)-' - {Е + А + А̂  + ... + А'‘) = А'‘̂  ̂ + А̂ ^̂  +

ва

II {Е - АУ^ - {Е + А + А2 + ... А<̂)\\ < II + || + ...

<1м г + М Г

Демак, теорема исботланди.

8-§. ИТЕРАЦИОН МЕТОДЛАР

Энди итерацион методларни баён килишга утамиз. Бобнинг 

бошида айтиб утилганидек, бу ерда аник ечим чексиз кетма-кет- 

ликларнинг лимити сифатида топилади.

Хозирги вактда хар хиЛ принципларга асосланган холда жуда 

куп итерацион методлар яратилган. Умуман, бу методларнинг узига 

хос томонларидан яна бири шундан иборатки, улар уз хатосини 

узи тузатиб боради. Агар аник методлар билан ишлаётганда бирор
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кадамда хатога йул куйилса, бу хато охирги натижага хам таъсир 

килади. Якинлашувчи итерацион жараённинг бирор кадамида йул 

куйилган хато эса факат бир неча итерация кадамини ортикча 

бажаришгагина олиб келади холос. Бирор кадамда йул куйилган 

хато кейинги кадамларда тузатиб борилади. Методларнинг хисоб­

лаш схемалари содда булиб, уларни ЭХМларда реализация килиш 

кулайдир. Лекин хар бир итерацион методнинг кулланиш сохаси 

чегаралангандир. Чунки итерация жараёни берилган система учун 

узокдашиши ёки, шунингдек, секин якинлашиши мумкинки, амал­

да ечимни коникарли аникликда топиб булмайди.

Шунинг учун хам, итерацион методларда факат якинлашиш 

масаласигина эмас, балки якинлашиш тезлиги масаласи хам катта 

ахамиятга эгадир. Якинлашиш тезлиги дастлабки якинлашиш век- 

торининг кулай танланишига хам борликдир.

Бу параграфда аввал итерацион жараён куришнинг умумий 

принципини куриб чикамиз, сунгра эса хисоблаш амалиётида кенг 

кулланиладиган итерацион методларни келтирамиз.

1. Итерацион жараённи к̂ р̂иш принцинлари. Фараз килайлик, 
махсусмас матрицали

А х  = Ь (8.1)

система берилган булсин. Итерацион методларни кураётганда би­

рор ихтиёрий дастлабки якинлашиш вектори х олиниб, кейин­

ги якинлашишлар ..., куйидаги

х<‘), ..., х<«) (8.2)

рекуррент формула ёрдамида топилади, бу ерда/  ̂умуман олганда, 

А  матрицага, озод хадлар вектори Ь га, якинлашиш номери к га 

ва дастлабки якинлашишлар ..., га боглик булган

Кандайдир функциядир.

Агар ^  факат га боглик булиб, х<">, х<‘\ ..., ларга

боглик булмаса, у холда итерация методи биринчи тартибга эга 

дейилади. Агарфункцияси к га боглик булмаса, итерация мето­

ди стационар дейилади. Албатта, функциянинг энг соддаси чи­

зикли функциядир. Кетма-кет якинлашишларнинг биринчи тар­

тибли энг умумий чизикди методи куйидаги

с (8.3)

куринишга эга булиб, бу ерда — квадрат матрица ва вектор. 

Биз (8.2) ва (8.3) итерацион методларга табиий равишда (8.1) нинг 

аник ечими х* = Ь кузгалмас нукта булиши керак, яъни х<“> 

сифатида аник ечим х * олинганда кейинги якинлашишлар хам 

X * га тенг булиши керак деган талабни куйишимиз керак. Бу эса 

биринчи тартибли чизикди метод учун ушбу
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ски

еда = (^-5,)^- ' & = с ,* (8.5)

гсигликларга олиб келади. навбатида (8.5) дан

С^А = Е  (8.6)

тенглик келиб чикади. (8.5) дан фойдаланиб, (8.3) итерацион жа­

раённи куйидагича ёзишимиз мумКин:

= 5,3сда + С ,6 . (8.7)

1>у ерда ва матрицалар Ь га боглик, эмас. Энди (8.6) ни (8.7) 

га келтириб куйсак,

х(*+»=хда-СД^хда-6 ) (8.8)

\осил булади.

Агар С^'’ матрица мавжуд булса, у холда (8.7) нинг иккала то­

монини чапдан га купайтириб,

, + /;хда =й (8.9)

пи хосил киламиз. Табиийки, бу ерда

0^ + Е̂  = А (8.10)

тенглик бажарилиши керак. (8.9) тенглик х<*+‘) ни ошкормас кури- 

иищда аниклайди. Шунинг учун хам шундай матрица булиши 

керакки, ни топиш кийин булмасин. Одатда 1)̂ . сифатида диа­
гонал ёки учбурчак матрица олинади. Биринчи холдал«е/?зо5 тулин̂  

н̂ адамли, иккинчи холда эса бир щдамли дейилади.

Кетма-кет як,инлашишлар, биринчи тартибли чизикди метод- 

ларнинг турли куринишлари асосан (8.7) — (8.10) формулалар 

ёрдамида амалга оширилади. Жуда куп чизикди ва чизикди булма­

ган кетма-кет якинлашиш методларини

/ ( х )  = II Ах-Ь\^

функционални энг кичик квадратлар методи ёки бошка методлар 

билан минималлаштириш натижасида хосил килиш мумкин.

2. Оддий итерация методи. Фараз килайлик,

Ах = Ь (8.11)

система бирор усул билан

х = В х  + с ^  (8.12)

куринишга келтирилган булсин, кандай келтириш кераклигини 

кейинчалик куриб >т'амиз ва дастлабки якинлашиш вектори х<°>
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бирор усул билан (масалан, х = с каби) топилган булсин. Агар 

кейинги як,инлашишлар

xW  = 5 x (*-') + с (Ä;=l,2, ...) (8.13)

рекуррент формулалар ёрдамида топилса, бундай метод оддий ите­

рация методи дейилади. (8.12) дан курамизки, одций итерация ме­

тоди бу биринчи тартибли тулик, кадамли итерацион методцир. Агар

(8.13) кетма-кетликнинг лимити х*  мавжуд булса, бу лимит (8.13) 

системанинг, (шу билан (8.11) системанинг хам) ечими булади.

Хак.ик,атан хам, (8.13) тенгликда лимитга утсак, х* = В х * +с  
келиб чикади.

Одций итерация методининг якинлашиш шартини аникдайлик.

1 -теорема. (8.13) одций итерация жараёни узининг ихтиё­

рий дастлабки якинлашиш вектори х да якинлашувчи булиши 

учун В матрицанинг барча хос сонлари модуллари буйича бирдан 

кичик булиши зарур ва кифоядир.

И с б о т .  Зарурлиги. Фараз килайлик, ихтиёрий дастлабки век­

тор учун lim х̂ *̂  = X * лимит мав̂ куд булсин. У  холда х * = Вх *+ с .
к-̂оо

(8.13) ни бу тенгликдан айириб, куйидагиларни хосил киламиз:

= Д х *  - Х«'̂ -») = В \ х *  -x̂ î -̂ )) = ... =5* (х *  -хО>). 

Энди X * - X вектор к га боглик булмаганлиги учун

X* - x w  = (X * -х<»))

тенгликда А: оо да лимитга утсак, '

lim В'̂  = Q
к̂<х>

келиб чикади, бундан эса 7-§ даги 1-леммага кура В матрицанинг 

барча хос сонларининг модуллари бирдан кичиклиги куринади.

Кифоялиги. (8.13) оркали аникданадиган барча якинлашиш- 

ларни дастлабки вектор х<°> ва с оркали ифодалаймиз:

X (*) = Вх + с = В (Вх + с ) + с =

= 52х<*+2) + (Е + В)с = ... = 5*̂ х(о> +  (Е + В + ... + .

Энди, фараз килайлик, В нинг барча хос сонлари бирдан кичик 

булсин. У  холда 7-§ даги 1-лемма ва 4-теоремага кура

.>0, Е + В + В^+... + В'‘-^-^{Е-В)-\ (8.13*)

Демак, X кандай булишидан катъи назар х якинлашувчи 

кетма-кетликдир.

Исбот килинган теорема назарий жихатдан фойдали, чунки у 

мавжуд хакикатни аник ифодалайди. Лекин амалий ишлар учун
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ярамайди. Энди В матрицанинг элементлари оркали ифодалама- 

диган кифоялилик белгисини келтирамиз.

2-теорема. (8.13) оддий итерацияжараёнинингякинлашувчи 

булиши учун В матрицанинг бирор нормаси бирдан кичик були- 

1ПИ кифоядир.

Исбот.  Хакикатан хам агар Ц В || < 1 булса, 7-§ даги 3-леммага 

кура бу матрицанинг барча хос сонлари модуллари буйича бирдан 

кичик булиб, бундан 1 — теоремага асосан оддий итерацион жа­

раённинг якинлашишлиги келиб чикади.

2-теорема бир неча кулай кифоялилик белгиларини келтиришга 

имкон беради.

3-теорема. (8.13) оддий итерация жараёни якинлашиши учун 

В матрицанинг элементлари куйидаги

П

(8.14)

п

тахХ1^И^/^<1> (8.15)
 ̂ /=1

(8.16)
л 7=1

тенгсизликларнинг бирортасини каноатлантириши кифоядир.

Агар биз

||5 Ц1= т а х Х | б 1̂ . |, || 5  ||2= шах |
' У=1  ̂ ы\

нормаларни эсласак, теоремадаги аввалги иккита шарт 2-теоре- 

мадан келиб чикади. Охирги шартдаги тенгсизлик эса, 1|5Цз = 

нинг бирдан кичик эканлигини курсатади. Х^акикатан хам бу ерда 

Я, В ' ' В матрицанинг энг катта хос сони булганлиги ва В' В нинг 

барча хос сонлари манфий булмаганлиги учун

Я, < Я, + Я, + ... + я„

Лекин бу тенгсизликнинг унг томонидаги ифода В' • В нинг изига 

(яъни В' ■ В матрица диагонал элементларининг йигиндисига) тенг 
 ̂ ""О

булиб, у эса Р га тенгдир.

Энди якинлашиш тезлигини бахолайдиган куйидаги теорема­

ни келтирамиз.

4-теорема. Агар В матрицанинг, х векторнинг берилган 

нормасига мосланган бирор нормаси бирдан кичик булса, у холда

(8.13) оддий итерация методининг хатоси куйидагича бахоланади:
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1-11̂ 11 ■

И с б о т .  Теорема шартига кура || 5 1| < 1, шунинг учун хам

X* = ( ^ +  5  + + ... + 54-1 + ...)с . (8 17)

Бу тенгликни (8.15) дан айирсак, 

Зс*_ х(«= -й*х(о) + (5* + + ...)с . (8.18) 

Бундан эса

I I  X *  -  х « | |  <  и I I 4 1  ^ ' 1 1  +  ( I I  г р  +  +  . . . )  | | с  I I  =  

,| 5  ||.|| х(0) 11 Л * 1 1
1-И11 •

Шуни исботлаш талаб к,илинган эди. Шуни хам таъкиддаб утиш 

керакки, агар х сифатида озод хадлар устуни с олинган булса, 

у холда итерациянинг хатоси куйидагича бахоланади;

||х*-х(^) 11̂ 1^Д '11- (8.19)

Хак;ик;атан хам х с деб олсак, у холда (8.18) урнига

(5С+/ + + ._.)с

тенгликка эга буламиз, бундан эса (8.19) келиб чик,ади.

Энди (8.11) системани (8.12) куринишга келтириш ва ода?йй 

итерациянинг амалда кулланилиши устида тухталиб утамиз. Шу 

мак̂ садда ихтиёрий махсусмас Р  матрица олиб, итерациянинг ку­

йидаги

х(^+»=(ур :- Р^)х«+Рс  (8.20)

куринишда ёзиш мумкин. Албатта, Р  матрица шундай танланган 

булиши керакки,

В =  Е- РА

матрица учун якинлашиш шарти бажарилсин. Куйидаги иккита 

хусусий холни куриб чикамиз.

1. Р = В"', бу ерда В  диагонал матрица булиб, диагонал эле­

ментлари А  матрицанинг диагонал элементлари билан устма-уст 

тушсин. Бу холда (8.20) итерация жараёнини тузиш

01,X, + + .. . + а,„х„

А̂ Х. + «22̂ 2 + . - + «2Л = Ь„

+ й„2̂ 2 + . •• + = Ь„
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система тенгламаларини мос равишда Оц, ларга булиб,

\осил булган тенгламаларда х̂ , х̂ , х̂  ларни мос равишда чап 

томонда колдириб, к;олганларини унг томонга ^казишдан ибо­

ратдир. Натижада,

«1 =- ^- ^Х 2- ..
«11 «И 

_  ¿2 Й21Х2 = — -
«22 «22

X ,-

_  Щп -у
• «и

«22

у — -п _ -п
" а„„ а„

системага эга буламиз. Бу усул одатда Якоби методи дейилади. 

Албатта бу усулни куллаш мумкин булиши учун барча а,, лар нол­

дан фаркди булиши керак. Бундан ташк,ари диагонал элементлар- 

1ШНГ модуллари бошк,а элементларнинг модулларидан анча катта 

булиши керак. Аникроги куйидаги тенгсизликларнинг бирортаси 

бажарилиши лозим;

т а х
У=1.У#/ г»

< 1, (8.21)

т а х
1 = 1,

< 1, (8.22)

'< 1 . (8.23)

Бу тенгсизликлар бажарилса, у холда мос равишда (8.14)—(8.16) 

тенгсизликлар хам бажарилади.

2. Р  = - £, бу ерда е - [г.] элементларининг модуллари 

етарлича кичик булган матрицадир. Бу холда (8.20) тенглик

куринишга эга булиб, е А  матрица якинлашиш шартини к,аноат- 

лантиради.
(8.11) системани Рга купайтириш система тенгламалари усти- 

да элементар алмаштириш бажариш билан тенг кучлидир.

Одатда Р ни 2-куринишда олинганда мисол ечиш учун куйида­
гича иш тутилади. Берилган системадан шундай тенгламаларни 

ажратиб олинадики, бу тенгламаларда бирор номаълум олдидаги 

коэффициент модули буйича шу тенгламанинг к,олган барча ко­

эффициентлари модулларининг йириндисидан катта булсин. Аж- 

ратилган тенгламалар шундай жойлаштириладики, уларнинг энг
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катта коэффициентлари диагонал коэффициентлар булсин. Тенг- 

ламаларнинг к,олганларидан ва ажратилганларидан юк^оридаги 
принцип сак^анадиган, яъни энг катта коэффициент диагонал 

коэффициент буладиган к.илиб узаро чизикди эркли булган чи- 

зиьу1и комбинациялар тузилади ва барча буш сатрлар тулдирила- 

ди. Шу билан бирга дастлабки системанинг хар бир тенгламаси 
янги система тепгламаларини тузаётганда катнашиши керак.

Бу ерда курсатилган усулларни мисолларда тушунтирамиз.

1 -мисол. Куйидаги система оддий итерация методи билан ечилсин:

Юл:, + х^- ЪХу - 2 ^ 4  + Х5 = 6 ,

-X, +  25Хг +  Хз - 5х^ - 2 X5 =  11,

■ 2Х| + х ^ ~  20х, + 2x^ - ЗХ5 = -19,

Х2 - Хз + Юх̂  - 5X5 = 10,

X, +  2Хг +  Хз +  2х^ - 2 0 X 5 =  -32. , ■

(8.24)

Е ч и ш .  Биринчи усулда айтилганидек, бу системанинг тенгламаларини мос 

равишда 10, 25, -20, 10, -20 ларга булиб, куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

= 0,6 - 0,1x2 + 0,3хз + 0,2X4 - 0,1x5,
= 0,44 + 0,04Х| -  0,04хз + 0,2x4 + 0,08xj, 
= 0,95 + 0,1х, + 0,05x2 + 0,1x4 -  0,15x5,
= 1 - 0,lXj + 0,1x3 + 0,5x5,
= 1,6 + 0,05Х[ + 0,Ьс2 + 0,05хз + O.lx̂ .

(8.25)

Бу ерда (8.14) даги йигиндилар мос равишда 0,7; 0,36; 0,4; 0,7; 0,3 булиб, булар- 

дан эса ||й|||=0,7<1 келиб чикади.

Дастлабки якинлашиш х<“> сифатида озод )̂ адлар уступи (0,6; 0,44; 0,95; 1; 

1 ,6 )' ни олиб, кейинги якинлашишларни топамиз:

х<’> = 0, 6  - 0,1х<'’> + 0,3xf > + 0,2х<”> - О, Ixf > = 0, 6  - 0,1 • 0,44 +

+ 0,3-0,95 + 0,2 - 1 - 0,1- 1,6 = 0,881, 

х<') = 0,44 + 0,04 ■ 0, 6  - 0,04 • 0,95 + 0,2 ■ 1 + 0,08 ■ 1, 6  = 0,764

Шунга ухшаш х̂ '̂  = 0,892; xj‘* = 1,851; х̂ '* = 1,72; Хисоблашларнинг давоми 10- 

жадвалда келтирилган.

Шуни \ам таъкидлаб утиш керакки, )^исоблашларни кискартириш максадида 

аввалги бир неча якинлашишларни камрок унли ракамлари билан г̂ ам х;исоблаш 

\ам мумкин.

Хисоблашлар, одатда, х<‘* ва якинлашишлар керакли аникликда устма- 

уст тушгунлари кадар давом эттирилади.

10-жадвап

к Х 2 Х 3 X 5

0 0 , 6 0,44 0,95 1 1 , 6

1 0,881 0,754 0,892 1,851 1,72‘

2 0,9884 0,9482 1,0029 1,9147 1,9859
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к X ,« v-(*)
Х 2

Х 3 Х 4
У<к)
-̂5

3 0,9904 0,9814 0,9908 1,9939 1,9854

4 0,99944 0,99753 0,99769 1,99364 1,99897

5 0,99839 0,99865 0,99929 1,99954 1,99970

6 0,99986 0,99989 0,99977 1,99976 1,99960

7 0,999934 0,999920 1,000018 1,999788 1,999947

8 0,999974 0,999951 0,999976 2,000042 1,999978

Бу жадвалдан курамизки 8 -итерация х,= 0,99997; 0,99995; х,= 0,99998; 

х,= 2,00004; 1,99998 ечимдан иборат. Бу топилган такрибий ечим аник ечим 

xj = x¡ = x¡ = 1, х  ̂ = xj = 2  дан бешинчи хонанинг бирликлари буйичагина 

фарк^1аняпти.

2-мисол.  Куйидаги системани оддий итерация методини куллаш мумкин 

бÿлгaн куринишга келтиринг;

'2xi - 3x2 + 6x3 + 20x4 = 10, 
X , + 2 X j  -15X 3 + ЗХ4 = 7, 

-8x1 - Х2 + lOxj + 19x4 = 10,
1 Ix, - 9X 2 - 2X 3 - X 4 = 6 .

(а)
(б) 
(в) 

(г)

Е ч и ш .  Куриниб турибдики, бу системанинг коэффициентлари (8.21) — (8.23) 

тенгсизликларни каноатлантирмайди. Шунинг учун х;ам иккинчи усулни куллай­

миз. (а) тенгламада Х4 олдидаги коэффициент шу тенгламадаги колган коэффи- 

ентларнинг абсолют кийматлари буйича олинган йигиндисидан катта. Шунинг 

учун х,ам (а)ни янги хосил килинадиган системанинг 4-тенгламаси сифатида ола­

миз. Шу муло\азаларга кура (б) тенгламани янги системанинг 3-тенгламаси килиб 

ёзамиз. Янги системанинг 1-тенгламасини хосил килиш учун (а) дан (в) ни айи- 

рамиз, натижада

10Х| - 2xj - 4Xj + Х4 = О

келиб чикади. Нихоят, 2-тенгламасини хосил килиш учун cÿnrrn хосил килин­

ган тенгламани (г) дан айирамиз;

X , -  7X j +  2X3 -  2X4 =  6 .

Шундай килиб, куйидаги системага эга булдик:

10Х| - 2xj - 4xj + Х4 = О,
X , -  7x 2 +  2x3 -  2X4 =  6,

X, - 2x2 - 15хз + ЗХ4 = 7,

2х, - 3x2 + 6x3 + 20x4 - 10.

Куриниб турибдики, бу системага итерация методини куллаш мумкин.

3. Зейдел методи. Зейдел методи чизикди бир кадамли бирин­

чи тартибли итерацион методдир. Бу метод оддий итерация мето- 

дидан шу билан фарк киладики, дастлабки якинлашиш 

га кура х}'’ ни топамиз. Сунгра (xf\xf\...,x^“’)' 

га Kÿpa х̂ '* топилади ва \.к. Барча х}‘̂  лар аникланганидан кейин 

лар топилади. Аникрок айтганда, хисоблашлар куйи­

даги схема буйича олиб борилади:
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(*+1) _  ¿1 у  а\] к 

’ Оц «11 ’

+ = А .  _  ^21 д;(* + 1) _  У  ^  X*
 ̂ «22 «22 ' ^^з«22 ■'■’

^(¿ + 1) _  _^  _  у  ^ ^ (А : + 1) _  у  ^ ^ к  

«« ,tí«// ' ; ^ 1 «»

(̂*+1) _ А_ _  V  1 <г(*+1)
" /2 ¿и а J ’

пп j~\ ^пп

Энди Зейдел методининг якинлашиш шартини куриб чикай­

лик. Бу шарт куйидаги теорема билан берилади.

5-теорема. Зейдел методининг якинлашиши учун

а„Я а,2 %  .. ■ 1̂п

Я21̂ Д 22А  а 2 3 " ■ « 2 «
= 0 (8.26)

а„2̂  а„гк. пп

тенгламанинг барча илдизлари модуллари буйича бирдан кичик 

булиши зарур ва кифоядир.

И с б о т .  Берилган А матрицани иккита

’ «и 0 . .. 0 0 ■ '0 «12 •■■ ‘ 1̂,л-1 «1п

С  =
«21 А22-- . 0 0

, п  =
0 0 . •• ‘ 2̂,и-1 «2«

а„2 .. • «л.„--1 0 0 . .. 0 0

матрицалар йигиндиси А = С + В  шаклида ёзиб оламиз. У  холда 

Ах = Ь системани

Сх = -Вх + Ь

шаклда ёзиш мумкин. Зейдел методи эса

= - / )х « + й  (8.27)

куринишдаги итерациядан иборатдир. Бу тенгликни га нис­

батан ечсак:
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Зс№+1) =  +  С-'й (8 .28)

Бу эса, Зейдел методининг матрицаси - C^'Z) булган оддий итера- 

цияга тенг кучли эканлигини курсатади. Демак, 1-теоремага кура 

Зейдел методининг як,инлашувчи булиши учун -C~*Z) матрица­

нинг барча хос сонлари модуллари буйича бирдан кичик булиши 

зарур ва кифоядир. Шунинг учун хам

det {ХЕ +  C-'Z))= О (8.29)

тенгламанинг барча илдизлари модуллари буйича бирдан кичик 

булиши керак. Агар бу тенглама илдизларининг ушбу

det (ХС + D)=  О (8.30)

тенглама илдизлари билан устма-уст тушишини курсатсак, теоре­

ма исбот булади. Бу эса куйидагича курсатилади:

det(A^-t C-‘Z))=det[C-'C(A£:+ С"Ф)] =

=det[C-‘(AC + D)]=detC-'. det {ХС -ь D).

Бу ерда det С“‘^0 булганлиги учун (8.29) ва (8.30) бир хил ил­

дизларга эга.

Агар биз (8.28) ни = 5х^*^ + с деб олиб, оддий итерация 

методи билан ечадиган булсак, у \олда (8.28) жараённинг як,инла- 

шиши учун

- у Ьп . . . bln

111 -у .. ■ bjn =  0

Ьп\ Ьп2 . •• -Y

(8.31)

тенгламанинг барчау,, у,, илдизлари модуллари буйича бир­

дан кичик булиши керак.

(8.26) ва (8.31) тенгламаларни соллштириб курсак, оддий ите­

рация методи билан Зейдел методининг як^щлашиш сохалари, уму­

ман, фаркди деган хулосага келамиз. Хак,ик,атан хам шундай сис­

темалар мавжудки, улар учун оддий итерация методи як.инлаша- 

ди. Зейдел методи эса узок^ашади ва аксинча шундай системаларни 

келтириш мумкинки, улар учун Зейдел методи як̂ 1нлашувчи булиб, 

оддий итерация методи узок^ашади.

Лекин (8.21) ёки (8.22) шартларнинг бирортаси бажарилса, од­

дий итерацияга нисбатан Зейдел методи тезрок, якинлашади. Бу 

куйидаги теоремада янада аникрок; ифодаланган.
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6 -теорема. Агар куйидаги

max < 1

шартларнинг бирортаси бажарилса, у холда ихтиёрий дастлабки 

якинлашиш учун Зейдел методи якинлашади ва бу якинла­

шиш биринчи шарт бажарилганда оддий итерация методининг 

якинлашишидан секин эмас.

И с б о т .  Куйидаги белгилашларни киритамиз:

^  > А  = 4 > А' = max ̂  X   ̂I I. (8.32)

Фараз килайлик, биринчи шарт бажарилсин у холда ̂  < 1 булади. 

Бу белгилашларда Зейдел методи ушбу

= ¿ a , x f + (8.33)
7=1 j=i+\

схема буйича олиб борилади. Бундан ташкари теореманинг би­

ринчи шарти бажарилганда х = В х  +с  система ягона ечимга эга, 

бу ечимни масалан, оддий итерация билан топиш мумкин. Демак,
п

х, = Е  « Л  +Д- (8.34)

(8.34) дан (8.33) ни айириб модулларга утсак,

^  Е I I I  Х у  -  x f I +  S  I « i , - 1 I ^
;=1 у=|+1

/-1
<maxixy-xf"'>|;^|a^.|+max|xy-xf| ^  1« И  =

^ 7=1 7=141

=1|х-х<*^»11, X I « , l  + i^-^''Mli E l « .
7=1 7=<>1

келиб чикади. Куйидаги

Pi = Е 1«̂ ' 1> = Е  1«И
7=1 7= i+ l

белгилашларни киритсак,

IX, - x f  |< i’ II X  - II +i, II X  - х<*> II, (8.35)

булади. Фараз килайлик, тах|х,- га / = 5 = s{k) булганда

эришилсин:

I X , - x f  I = max IX,- - x f I = II х - Ц, .
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у вак̂ тда (8.35) да i=s деб олиб,

IIX - ^ PsW^ - + 4s \\Х - XW||,

ёки

1 | х - х ‘ ^ ^ > )  | | , < ^ Ц х - х «  I I ,

тенгсизликка эга буламиз. Агар 

деб олсак, у холда

Цх-х(*-«||, </.J|x-x<i,  (8.36)

тенгсизликка эга буламиз.

Энди ц эканлигини курсатамиз.

Хак.ик,атан хам, (8.32) га кура

булганлиги учун 

Демак,

Бундан эса

Pi + 4i= Ё  I “ tf N 1
i=lJH

q . ^  f l -  P..

(8.37)

келиб чикади. (8.36) тенгсизликдан

| | х - х < * ^ ‘ >  | | , < / . Г ‘  Ц х - х ^ о )  I I .

ни хосил киламиз. Бу эса теореманинг биринчи шарти бажарил- 

ганда Зейдел методининг якинлашишлигини билдиради. (8.37) 

тенгсизлик эса Зейдел методининг якинлашиши оддий итерация 

методига нисбатан секин эмаслигини курсатади.

Энди теореманинг иккинчи шарти бажарилганда Зейдел мето­

дининг якинлашишлигини курсатамиз.
п

Биз бу ерда ц' = X I  “v I оламиз.

Фараз килайлик, х = (х ,, х^, ва х‘*> = (x/*\xf\...,xf^)'

мос равишда х = Вх +с  системанинг ечими ва Зейдел жараёни- 

нинг к — якинлашиши булсин. У  холда
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/-1

+  Е  « л -  +  А
у = 1 ;=|+1

ва
1-1

Булардан

=  +  А -
у=1 У=/+1

(/ = 1, 2, ..., п).

/-1
I X,. - |< X I  а, II X, -  х ) * I  +  Е  I а ,  II х ,  -  х '

;=1 у=/+1
(к)
■у

келиб чикади. Бу тенгсизликларни барча / =  1, 2, ..., л лар буйича 

йигамиз:

Е I X, -  х ^ 1 <  X  X I  а, II X, -  х ^ I Х  I а, II X, -  х^> |
1=1 /=1 У=1 /=1 у=/+1

хамда йигиш тартибини узгартирсак,

Ё  | а, | +Ёи. -^ ! * ’ (8.з8>
/=1 

Энди

/=У+1 У=1

*5'; - Е  I “ у 1> О “ Е1 “ {( I (/■ =  1, 2, ..., Л- 
/=1/=у+1 1)

ва

деб оламиз. Куриниб турибдики,

=  Е  I “ //- 1 = А ^ ' < 1 -

Бундан эса, 5̂). < 1 келиб чик̂ ади. (8.38) тенгсизлик куйидаги 

± \х,- хГ"Н ± 5 ,\ х ,- хГ»\ +± 1 ,\х ,- х<р\
У-1 м/=1

еки

Х(1- б ' , ) |х ,- х^ ’)|<5:о1^у-^Г1
у=1 7=1

куринишга эга булади.

Энди 1 < /л' - SJ < ц' - SJц' = /г'(1 - *У) булганлиги учун
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X  (1 - I X, - xf |< /i'E (1 - I X, - x f  |<
J=i 7=1

.(0)<{nrYj(\-Sj)\x,-Xj
7=1

келиб чикади. Бундан эса, г̂' < 1 булганлиги учун,

1 -0
7 = 1

ХОСИЛ булади. Демак,

А:-*» J
' X j  (j — 2, ..., п)

хосил булиб, шу билан теорема тулик исбот килинди.

Энди мисол курамиз.

М и с о л .  Зейдел методи билаи (8.24) системанинг ечими 5 хона аникдикда 

топилсин.

Е ч и ш .  (8.24) системани (8,25) куринишда ёзиб оламиз ва дастлабки якинла­

шиш Зс'“> сифатида оддий итерация методидагидек х*"* =  (0,6; 0,44; 0,95; 1; 1,6)' 

деб оламиз. Бу ерда итерациянинг фак,ат бир к;адамини келтирамиз:

xf'> = 0 , 6  - О, I • xf' + 0,3xf > + 0,2 x f  - О, Ixf > =

= 0,6 - 0,1 ■ 0,44 + 0,3 • 0,95 +  0,2 ■ 1 - 0,1 • 1,6 =  0,881;

X «  = 0,44 + 0,04х<'> - 0,04xf> + 0,2xf> + 0,08xf 

= 0,44 + 0,04 • 0,881 - 0,04 • 0,95 + 0,2-1 + 0,08 - 1,6 =  0,771 

= 0,95 + 0,1х|‘> + 0,05xJ'> + 0 ,lxf - 0,15;cf =

= 0,95 + 0,1-0,881 + b,05-0,771 + 0,1 - I - 0,15-1,6 = 0,937; 

xj‘> = ] - 0,lx^'' + 0,lx̂ '> + 0,5xf) = 1,817; 

x!‘) = 1,6 + 0,05xf> + 0,lxf> + 0,05x5'> + 0,lx<‘> = 1,948.

Кейинги як,инлашишлар 11-жадвалда келтирилган,

Бу ерда 6 -теореманинг шарти уринли б '̂лганлиги учун оддий итерацияга 

нисбатан Зейдел итерацияси тезрок; як;инлашмокда.

И-жадвал.

к -"-1

„(*)Xj xjV „(*) 
. -̂4

„(/с)X¡

0 0 , 6 0,44 0,95 1 1 , 6

1 0,881 0,771 0,937 1,817 1,948

2 0,973 0,961 0,985 1,974 1,992

3 0,995 0,995 0,999 ' 1,996 1,999

4 0,9995 0,9991 0,9997 1,9995 1,9998

5 0,99992 0,99989 0,99997 1,99991 1,99997

6 0,99999 0,99998 0,99999 1,99999 2 , 0 0 0 0 0
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Бу метод хак.ик,ий симметрик мусбат аник^анган матрицали, 

чизиьуш алгебраик тенгламалар

А х ^ Ь  (9.1)

системасини ечиш учун мулжалланган.

Градиентлар методини баён килишдан аввал функционал гра- 

диенти тушунчасига к,иск.ача тухталиб утамиз.

Фараз килайлик,/(Зс) п улчовли х = (х,, х̂ , ...,xj векторнинг 

бирор функционали булиб, у = {у̂ , у̂ , ..., у) узунлиги бирга тенг 

булган вектор булсин.

Функциянинг усиш ёки камайиш тезлигини унинг хосиласи 

характерлаганидек,/функционалнинг х “аргументи” у йунали- 

ши буйича узгарганда, унинг узгариш тезлигини функционалнинг 

Хосиласи аниклайди. /  функционалнинг х nyifmada у йуналиши 

буйича у,осиласи деб ушбу

- Иш - d f(4\ a-v) I

ифодага айтилади. Бу таърифдан

/ ( х  + « у ) =  /(х , + ay ,̂ Xj + ау̂ , ..., х„ + ау̂ ) , 

булганлиги учун

+ссУ2,->х„+ауХ=о =

_  д Д х ) dfix) d f(x ) _  ^

бу ерда

z = ( z z  z Y  Z -

Z вектор fix )  функционалнинг градиенти дейилади. (9.2) тенглик­

да II у II = 1 булганлиги учун

^ = i i ? i i c o s ( z : ^ )  

келиб чикади, бундан эса

Шу билан бирга агар у нинг йуналиши градиент йуналиши 

билан устма-уст тушса, ■ = II  Z || ва у нинг йуналиши гради-
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снт йуналишига к,арама-к.арши булса, = ~ II  ^  I I . Шундай

килиб, градиент йуналиши буйлаб/(х) функционал катта тезлик 

билан усар экан ва градиент йуналишига тескари булган йуналиш 

б̂ й̂ича у катта тезлик билан камаяр экан.

Энди градиентлар методига утамиз.

Градиентлар методида (9.1) системани ечиш учун

f ( x )  = i A x , x ) - 2 ( b , x )  (9.3)

функционал каралади. Бу функционал x̂ , х̂ , ..., х̂  ларга нисбатан 

иккинчи тартибли куш;аддир. х* оркали (9.1) системанинг ечи­

мини, яъни X *  = Л' ' 6 ни белгилаймиз.

А матрица симметрик ва мусбат аникланган булганлиги учун

f i x ) - f i x * )  = iAx ,x )  - 2 i b , x )  - iAx*,x*)  + 2 ib ,x*)  = 

=iAx ,x )  -2iAx* ,x )  - iAx*,x*)  -h 2 (.4x*,x*) = (.4x,x) -

- iAx* ,x )  - iAx* ,x)  + iAx*,x*)  = i A i x - x * ) ,  x -x*)  > 0.

Шу билан бирга сунгги ифодада х = х * булгандагина, тенглик 

ишораси уринли булади. Шундай килиб, (9.1) системани ечиш 

масаласи (9.3) функционални минимумга айлантирадиган х * век­

торни топишга келтирилади. Бундай векторни топиш учун куйи­

дагича иш курамиз.

Фараз килайлик, х ихтиёрий дастлабки якинлашиш вектори 

булсин. (9.3) функционалнинг градиентини хисоблаймиз:

= -Lfix + ау) 
ду da <

а=о= (Aix + ау)-2Ь,х + ау)
а=0

= ^  [а\Ау, у) - 2aib -Ах,у) + /(x)J^^^

= -2(Ь -Ах,у)=- 2iAx - Ь, у)

Буни (9.2) билан солиштириб,/(х) нинг градиенти 2 {Ах - 6 ) га 

тенг эканлигини курамиз. Кейинги текширишларда факат гради- 

ентнинг йуналишигина керак булганлиги учун градиент урнига 

мусбат купайтувчи 2 ни ташлаб, Ах - Ь векторни караймиз. х<“> 

нуктада йуналиши градиент йуналишига тескари булган векторни 

F оркали белгилаймиз:

(̂0) (9.4)

Бу вектор (9.1) системанинг хатолик вектори дейилади. век­

торнинг йуналишида / ( х ) функционалнинг х нуктадаги кама- 

йиш тезлиги энг катта булади. х нуктадан бошлаб 7 йуналиш 

буйича /  ( X -Ь а г минимал кийматига эришгунга кадар хара- 

катни давом эттирамиз. Бу нуктани
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~  = 2a{Ar '̂^\ г - 2{b - = О

те.нгламадан топамиз:

/р(0) р(0)
“ о = (pW ^ fW)- (9.5)

А матрица мусбат аникданган булганлиги сабабли барча г О 

учун Лг (в>)> 0. Агар г <“'= О булса, у холда (9.4) дан курамиз­

ки, (9.1) системанинг ечимини беради ва шу билан жараён 

т>Ьстайди. Агар ^ О булса, у холда навбатдаги якинлашиш си­

фатида

х(1) = х(0) + (9.6)

векторни олами:^

Сунгра r̂  =й - ни хисоблаймиз. Кейинги якинлашиш 

вектори ни /  (х<"+ аг^*') функционалнинг минимумга эри­

шиш шартидан аникдаймиз:

а - _  -(1) -(1)
‘ ”  ~ *

Бу жараённи давом эттириб, куйидагиларга эга буламиз;

(9.7)

^№+1) =3cW +

Бу методнинг якинлашиши хак.ида куйидаги теоремани исбот- 

лаймиз.

Теорема. Агар А  мусбат аникданган симметрик матрица булса, 

у холда градиент методи билан курилган х <‘>, ..., х ® кетма- 

кет як.инлашишлар Ах = Ь системанинг ечими х * га геометрик 

прогрессия тезлигида якинлашади. Аникроги агар А матрицанинг 

Я. хос сонлари О < т  < X. < М тенгсизликларни к,аноатлантирса, у 

холда {X <*>} кетма-кетликнинг х * ечимга як^шлашиш тезлиги учин­

чи нормада куйидагича бахоланади:

-(к) -* 112 ’
X'"-' -X’

И  с б о т . А  матрицанинг хос сонларини куйидагича 

Я, > Я > ... > Я >0
1 Z п
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белгилаймиз, буларга мос келадиган ортонормаллаштирилгап хос 

векторларни и̂ , м̂ , ..., орк,али белгилаймиз. У  холда ихтиёрий

х =  с,м, + + ... +

вектор учун

{Ах, х) = + С2%  +... + с1Л„ 

тенгликка эга буламиз. Бундан эса

Я„(х,х) = Я„{с̂  +С2 +... + с^)< {Ах,х) < /I,(с1 + СзЧ ... + с„̂ ) = /I,(х,х)

тенгсизликлар келиб чикади. Демак, А  матрица мусбат аниклан- 

ган булганлиги учун шундай узгармас /и < О ва М  > О сонлар топи­

ладики,

т  (х , х ) < {Ах , х)  < М  { х , х )

тенгсизликлар бажарилади.

Ушбу /  (х<*>) - /(х<°)) айирмани к,арайлик. (9.3) ва (9.6)-(9.8) 

формулаларга кура, мураккаб булмаган хисоблаишардан кейин куй­

идагиларга эга буламиз:

/(х<») - Лх"») = а1{г̂ ^\Аг̂ '̂ )̂ - 2ао(г<«>,р(“>) = (9.9)

А  — симметрик матрица, А х * = Ь  ва 7^°^=А{ х *  - х <“') булган­

лиги учун

/ ( х О ) ) -Лх*)  = ((х«»-^*), А (хСЧ-х*)) = {А-' г«“)). 

Демак, (9.9) га кура

Энди ни А матрицанинг хос векторлари буйича ёямиз:

г ® .  2  „д .
/ = 1

У  вак̂ тда

/=0 /=1

ва

/-1 г=1
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Демак,

.2 ^  -,-1_2 
V

Т

^ '4
ш
1 4

Куйидагича

id ,>0 ,2d ,=l) ,

1 . 4
к=1

/=1

белгилашни киритиб.

(9.10)

тенгликни хосил к;иламиз. __

Куйидагини исботлайлик; агар О < т  < 1.< М  (/ = 1,и) булса,
__  П ‘

у холда ихтиёрий хак.ик.ий d¡ > 0(/ = 1,и), = 1 сонлар учун
/  =  1

(9.11)
е

Е Л-
теягсизлик уринлидир. Буни исботлаш учун Я, урнига ь,- ~ 

сонларни оламиз, у вак;тда ^

булиб.
П П П П

/=1 >=1 1=1 У=1

тенглик уринли булади. Охирги ифодага икки сон урта геометри- 

ги унинг урта арифметигидан ортмаслиги хакидаги теоремани 

куллаймиз:
,2п п

/=1 /=1 1< =  1
(9.12)

Ушбу

т  = ^+-

функция § > о булганда (0,1) ораликда камайиб, (1, “ ) ораликда 

усади ва узининг энг кичик кийматини ^=1 нуктада кабул кила-
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ди;
т

Л '
[м ,  ̂ fjf

’ \1п ораликда эса § - ва § = у—  нукталарда узи­

нинг’ энг катта кийматини кабул килади, бу киймат

/ Z  +
У 1 м  V

М.
т

(9.13)

га тенгдир. (9.12) ифодада хар бир ‘ ни унинг энг катта

киймати (9.13) билан алмаштирамиз, у холда

/=1 У=1

шу билан (9.11) исботланди. (9.11) ни (9.10) га куллаб,

ч2

ни хосил киламиз, бу ерда О < ^ < 1. Бундан/(х<“>)-/(л'*)=с деб 

белгилаб олиб, куйидагига эга буламиз:

/(х< ‘)) - /(X *) <{l-q)  [/(х(»>) - /(X*)] = (l-q) с.

Шундай килиб, ихтиёрий к учун

/(х<*>) - /(х * )  < (1 - #  с

ни хосил киламиз. Энди х<*> нинг х* га интилиш тезлигини учин­

чи нормада бахолайлик, (Ах, х) > т  (х, х) булганлиги учун

II - X* ¡1= (х<"> - х * ,х ‘"> - ^

Равшанки

(Лх№ - 6 , х ^  - X*) = / ( x W )  - /(х *).

Охирги икки ифодадан

I ig 4  [/(.-<•> - /(,- )] i  (1 - , ) * = i  ( f ^ ) " .

Шу билан теорема исбот булди.

М и с о л .  Ушбу системани

5х , +  2x2 +  Хз +  Х4 =  7,

2 Х| + 6 х2 +Хз +Х4 = 1 1 ,

X, +  Х 2 .+ 8X3 +  2X4 =  23, 

Xi +  Х2 +  2X4 +  4X4 =  17

градиентлар методи билан ечайлик.
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Ечиш.  Итерацион методда хато уз-узидан тузатиладиган булганлиги учун, 

дастлабки к,адамдаги хисоблашларни катта аникликда олиб бориш шарт эмас. 

Дастлабки якинлашиш сифатида х<'’>=(1, 1, 1, 1)' векторни оламиз. У  холда

= (9, 10, 12, 8)', Лг<»)=(12, 22, 115, 57),

(Я°>,Я">) 207 _
“о-(-т^-(о))- 1 7 7 6  -0-117,

Зс<" = (0,767; 1,117; 2,282; 2,049)'.

Навбатдаги к;адамларни (9.5) - (9.7) формулалар ёрдамида давом эттирамиз; 

Зс'2> = (0,008; 0,767; 2,006; 2,575)’,

= (0,105; 0,974; 2,124; 2,794)', 

х<"> = (0,023; 0,980; 1,986; 2,898)',

Зс® = (0,028; 1,005; 2,027; 2,955)',

Зс<‘> = (0,007; 0,994; 2,002; 2,970)',

X «  = (0,00786; 1,00133; 2,00838; 2,98671)',

X  W = (0,002131; 0,998390; 2,000618; 2,990963)'.

Аник, ечим X  * = (О, 1, 2, 3)' билан такрибий ечим орасидаги фарк; куйидагича 

экан

II Х<*' - X* ¡3= V(x®-x*,x®-x*)

= V(0,002131)^ + (0,001910)^ + (0,000618)^ + (0,009032)^ < 0,0095.

10-§. 1 С ^ М А  ГРАДИЕНТЛАР М ЕТОДИ

Бу методнинг хам асосий гояси градиентлар методи каби

/ { х )  = {Ах , х ) -2  {Ь, х)  (10.1)

функционални минималлаштиришдан иборатдир. Худди утган 

параграфдаги каби, бу ерда хам/(х) га минимумни '^аъминловчи 

вектор X *  симметрик вэ мусбат аникдангану^ матрицали у4х = Ь 

системанинг ечими булади. Бу метод узида аник, ва итерацион 

методларнинг ижобий хусусиятларини мужассамлаштирган. Бу ме­

тод итерацион метод сифатида хар доим якинлашади ва уз хато­

сини узи тузатиб боради. Иккинчи томондан бирор дастлабки якин­

лашиш танлангандан кейин, п — кадамда (ундан утмасдан) итера­

ция жараёни узилиб, аник ечимни беради.

Кушма градиентлар методини ноль элементлари куп булган 

тенгламалар системасини ечишда куллаш маъкулдир, системани 

бу метод билан ечганда матрица элементлари факат векторга купай- 

тиришдагина катнашади, Э Х М  ларда эса матрицани векторга 

купайтиришни шундай ташкил этиш мумкинки, арифметик амал- 

ларда нолдан фаркли элементлар катнашсин.

164



Градиентлар методидагидек бирор дастлабки якинлашиш иск- 
тори = (х|‘’\ х^\...,х^ “̂ ) ни танлаб олиб, навбатдаги як.инла- 
шиш векторини

хС> = хО) +  ( 10 .2 )

формула ёрдамида хосил киламиз, бу ерда

^ ^ _  ^ ( 0)̂  (10.3)

_  (л-О),.-«»)

Навбатдаги якинлашишни куйидагича топамиз. х<®̂  нуктадан 
( л - 1) улчовли

(Лг«“), X -  х(«>)=0 (10.4)

Г  _, гипертекислик утказамиз ва янгидан хосил булган хато- 
ликни оркали белгилаймиз:

г =  6 -  Л х  0) =  г ("). (10.5)

г (>) в е к т о р / (х )= / (х ‘*>) сиртнингх<‘> нуктасидаги нормал буйи­
ча йуналтирилган (ч ун ки / (х) нинг бирор нуктадаги энг тез узга- 
риш йуналиши шу нуктадан утказилган нормал йуналиши билан 
устма-уст тушади), г вектор эса шу нуктадан утадиган уринма 
текисликка параллелдир. Ш унинг учун хам г ва г лар узаро 
ортогоналдир:

(^ (0), ^ (1))=о. ( 10 .6 )

Г _ ,  гипертекислик х*=А~^Ь нуктадан угади, чунки 

(Лг<“>, -  х<'>)=(г<“), Ь -  Л х<»)=(г("), г ( ') )= 0 .

Демак, (10.1) системанинг ечими х<‘> нуктадан утувчи ги- 
пертекисликда ётар экан. Лекин х<‘> нуктадан х  * га келиш учун 
Г  текисликда кайси йуналиш буйича харакат килишни билмай- 
миз. Бу йуналишни аннкдаш учун бизда етарли маълумот йук- 
Шунинг учун хам Г _ , да ётувчи бирор р векторни аникяаб олиб, 
х<') нуктадан шу йуналиш буйича/(х<‘>+ а  р  <’>) минимумга эриш­
гунга кадар харакат киламиз. Ихтиёрий /3 учун вектор 
/ (х )= / (х < ‘)) сиртнинг х<‘) нуктасида утказилган бирор нормал те­
кисликка параллеадир. ЭндиД ни шундай танлаймизки, +/3г 
вектор Г _ ,  текисликда ётсин, яъни Л г га ортогонал булсин:

( г + уЗ„г(“>, Л г <«)) =  (/•('), Л г (“)) + ( г <«>, Лг«»)). (10.7) 

Бундан эса
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ср(1) ^^(0)ч
(;г(0)’^^(0)) • ( 10 .8)

Шундай килиб, р  вектор сифатида Г   ̂ гипертекисликда ётувчи 
векторни олишимиз мумкин;

р (1) =  ^ 1) +^^;г(о)_ ( 10 .9 )

Кейин + ар̂ -'̂ ) -  О тенгликдан

ни хосил киламиз. х *  ечимга иккинчи якинлашиш сифатида 
х (2) = ^ (1) + â p̂ '̂> векторни оламиз. Хатолик вектори

Я 2) =  6 ( 10 .11)

X нуктада/ ( х ) =  / ( х  ^̂>) сиртга 5̂ казилган нормал буйича йуна- 
лишга эга. Энди векторнинг ва га ортогоналлигини 
курсатамиз. Хакикатан хам, ( 10 .6 ) — ( 10 . 11) га кура

( г (2) ,г (0)) =  ( г ( ' ) - а Л ^ ( ‘),г«») =  - а ,  (Л^<‘),Г№) =
= -а ,(^  (», ЛГ(»))= - а , ( г ( »  +  ЛГ<“>)=0 ,

(г® ,Г<‘)) =  ( Г « -  =
=  ( ^ ( ' ) , р ( » ) - а , ( Л ^ «  ^ « ) = 0.

X нуктадан 5̂ увчи

(Л  г  («), х - х  (") =  о, { А р ^ ^ \  х - х  ® ) =  О

(п -  2 ) улчовли гипертекисликни оркали белгилаймиз. х* нукта 
Г  _2 да ётади, чунки х  * е  булганлиги учун (Аг^°\ х *  -5с  '» )=  О 
булиб, иккинчи томондан

{Ар^'\ х*-х < 2 )) = {рт^ А -А -Ч  - у 1х ( 2))=(^(»^ ь - Л х ® )  =
= ( Я »  + ¿ЗоЯ»), г ® ) = 0 .

Хозир яна X топилаётган пайтдаги холатга келиб колдик, яъни 
бизга х^2) якинлашиш ва х ®  хамда х  * лардан утувчи гипер- 
текислик маълум. Шунинг учун хам биз худай аввалгИдек иш ту­
тамиз. Ихтиёрий/3 учун г®  +  вектор га иараллел, чунки

(Г<̂ > + ^ /"№) = ( Г <2), ^ Г <“0  + ЛЯ»)) = (Г®^ Л Л “)) =

^ (^ (2)Д (^ (0) _ - ( ! ) ) )  ^ О
«о

Энди ни шундай танлаймизки, вектор Г г а
параллел булсин, яъни бу векторнинг А р ‘-̂'> векторга ортогонал 
булишлигини талаб киламиз;
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( г (2) + (», = А р  (»)+  |8 ,(^  А р  <■))= 0 . 

Бундан эса
/р(2) ^^{1)-,

Энди x̂ ■̂ '> нуктадан векто р  йуналиш и том он
/{х^^^ + а р  минимумга эришгунга кадар харакат киламиз. М и­
нимум шартидан

ни топам из. X *  ечим ни нг учинчи яки нлаш иш и сиф атида 
х<з)= X ®  + а^р ни оламиз. Навбатдаги хатолик вектори

г (3) =  й ^  X (3) =  г(2) _  а ^ А  р (2)

дан иборат. Бу жараённи давом эттириб куйидаги рекуррент му­
носабатлар ёрдамида { х  { р <'=>} векторлар ва {« ,}. {/?;} сон­
лар кетма-кетлигини аниклаймиз:

^(0) _  р(0) _ г  г̂:(0) _р - Г  - Ь  Ах , а , -
- (к) ~(к,У) ^  - д а  _

Р * “ ! № ? « ) ■ •  ■

Бу векторлар учун куйидаги муносабатлар уринлидир:

(Я '\  р ^ )= 0 , агар / > у булса, (10.14)

( г ^ , Я ''')= 0, агар / у булса. (10.15)

Хакикатан хам, р  векторларнинг хосил килинишига кура / у 
булганда

( ^ «  Л р « )  =  {Ар^\ ^ « )  =  0 .

Бундан ташкари

( г (О, р «) =  ( г р ('■-■>, ^  ®) =  ( р '^ )̂-а._^А р ^  <'̂ ).

Агар / = у +  1 булса, у холда а,_, нинг таърифига кура охирги 
тенглик нолга тенг; агар / >у + 1 булса, у холда (Ар р^'^)=й ва 
исботланганга кура: ( Я'\ Г^^)=(Я'“'^ р̂ '̂ ). Я'^нинг индексини кет­
ма-кет камайтириб, бир неча кадамдан сунг (д. нинг таърифига 
кура) (г^'+*\ р ^^)=( р  ^̂ ) -  а(^Ар р ^^)=0 Скаляр купайтмага эга 
буламиз.

Шундай килиб, (10.14) исбот булди. (10.15) ни исботлаш учун 
/ > у деб оламиз (чунки / ва у индекслар тенг хукуклидир).
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у  холда 

(Я '\  FW) =  (F « ,

и улчовли векторлар фазосида узаро ортогонал векторларнинг сони 
п тадан ошмаслиги сабабли бирор к <  п к,адамда F'-'̂ =̂b - А х  ® = 0  га 
эга буламиз, яъни х '* ' ( 10 .1) системанинг ечими булади.

К^шма градиентлар методи хам баъзи камчиликлардан холи 
эмас. Бу методдаги ортогоналлаштириш жараёни яхлитлаш хато- 
сига нтебатан нотургун булиши хам мумкин. (10.13) формулада

деб олдик. Аммо яхлитлаш 
хисобига бу ерда тенглик бажарилмаслиги хам мумкин. Нотургун- 
ликни сусайтириш максадида, г ® векторни г -  а .̂_, Л р 
формула буйича хисоблаб, йул-йулакай FW=Z> -  Л х ^  формула 
билан хам хисоблаб бориш ва натижаларни соли1отириб туриш 
керак. Агар булар бир-биридан фарк, к^илса, -  Л х ^  деб
олиш лозимдир.

М и с о л .  Куйидаги система

X, +2X2 +^4 = ~ h  

2xj + 5x2 + Х2 = - 2, 
Х2 + 5 X3 + Х4  = 4,
X, + Х3 + 8 X4  =  2

кушма градиентлар методи билан ечилсин. 
Е ч и ш . С истеманинг

1 2
2 5 1

0 1 5

1 О 1

О 1

0
1

матрицаси симм етрик ва бош минорлари мусбат, ш унинг учун у мусбат аник­
ланган хамдир. х<“* сифатида (1, О, О, 0 ) ' векторни оламиз. Барча з^исоблашларни 
(10.13) формулалар ёрдамида олиб борамиз;

р «ч= F'“) =
■-Г 1 2  0  Г Г ■-Г
- 2 2 5 1 0 0 - 2

4 0  1 5  1 0 4
2 1 0  1 8 0 1

<»)= ( - 9 ,  - 2 0 ,  17, 10)',

(p-(O)j(O)) _ 4+16+16+1 37 _
18+80+68+0 176

= 0,210227;

хт = хт  -  а ^ р  =  ( -0 ,1 0 7 9 5 7 ; - 0 ,8 4 0 9 0 8 ; 0 ,840908 ; 0 ,210227)': 

( -0 ,1 0 7 9 5 7 ; 0 ,20 4 5 9 0 ; 0 ,426141 ; - 1 ,1 0 2 2 7 0 ) ';
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_  „  6,897490 _

— ^ 6—

рт =Тт  + ;8 „р<»>= ( -0 ,1 8 6 3 3 7 ; 0 ,047780 ; 0 ,582901 ; - 1 ,0 6 3 0 8 0 ) '.  

Х и соблаш  давом ининг натижаси 12-жадвалда келтирилган.

12-жадвал

7{к) р(к)

- 2
- 4

4
1

- 2
- 4

4
1

- 9
-2 0

17
10

0 ,210227 0 ,039190

0 ,57 9 5 4 6
-0 ,8 4 0 9 0 8

0 ,840908
0 ,21 0 2 2 7

-0 ,1 0 7 9 5 7
0 ,204540
0,426141

-1 ,1 0 2 2 7 0

-0 ,1 8 6 3 3 7
0 ,0 4 7 7 8 0
0 ,582901

-1 ,0 6 3 0 8 0

-1 ,1 5 3 8 5 7
0 ,449127
1,899205

-8 ,1 0 8 0 7 6
0,146091

-1 ,6 8 3 3 2 4

0 ,607103
-0 ,8 3 3 8 4 3

0 ,92 7 1 1 6
0 ,17 9 1 3 6

-0 ,1 1 8 5 5 4
0 ,027893
0,018901

-0 ,96 7 3 0 9

-0 ,43 2 2 2 1
-0 ,0 5 2 5 3 4
-0 ,9 6 2 3 1 3

0 ,822203

0 ,284914
-2 ,0 8 9 4 2 7

0,192645
5,183090

-0 ,1 8 7 9 8 3 0,011951

0 ,68 3 3 5 4
-0 ,8 2 3 9 6 7

1,108015
0 ,02 4 5 7 6

-0 ,0 6 4 9 9 5
-0 ,0 3 6 4 8 8
-0 ,7 4 0 0 6 8

0 ,007025

-0 ,0 7 1 2 2 0
-0 ,0 3 7 1 1 6
-0 ,7 5 2 1 8 2

0,016851

-0 ,1 2 8 0 0 9
-1 ,0 2 8 1 4 2
-3 ,7 8 1 1 7 4
-0 ,688591

0 ,195565

0 ,67 4 4 2 6
-0 ,8 3 1 2 2 6

0 ,9 6 0 9 1 4
0 ,027871

Д ем ак, X, =  0 ,674426 ;
X, = 0 ,960914 ;

Х2=-0831226; 
х̂  = 0 ,027871.

11-§. МИНИМАЛ ФАР1У1АР МЕТОДИ

Бу метод М .А.Красноселиский ва С.Г.Крейн томонидан 1952 
йилда яратилган эди. Ф ар ^  Килайлик, А мусбат аникданган мат­
рица булиб, X эсг. А х = Ь система ечимининг дастлабки якин­
лашиши булсин. Одатдагидек, оркали фаркдар векторини, яъни 
Ь -  А х  ни белгилаймиз. Навбатдаги якинлаш иш  х ни 
градиентлар методидагидек « „ г * “* куринишда излаймиз ва
а,) параметрни шундай танлаб оламизки, | Р (»|р=( р у <*>) функцио­
нал минимумга айлансин. Бу ерда 7 = Ь ~ А х = г -  A{x̂ ■̂ '̂  -  
X №)= = р (0) -  а^Аг Шундай килиб, ни ушбу

(р-(1)^^(1))= (^ (0) _  а ^ ^ (0)^^(0) _  а̂ Аг̂ °̂ ) =

= (г(°>,г«») -  2а.(г^°\ Аг^<> )̂+аЦАг °̂\АР '̂ )̂ =
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(^p(O) p (0 )) 2̂

ифоданинг минимумга айланиш шартидан топамиз. Бу ифода эса
/уг(0) ;г(0)ч Ar(0\r̂ >̂f _

узининг минимаи к.иимати ) -  р̂(О)) га «о -  ^̂ -(О) ^ (̂0)̂

булганда эришади. Демак, биринчи кадамда куйидагига эга булдик:

x ( ') = x C )  +  a„F<»), “ o =  (̂ 5̂ i n r > j y .

Иккинчи кал'1мда эса

F<')= Е  -  F<“> -

Худди шунг а ухшаш к — кадамда куйидаги формулаларга эга бу- 
лами

f ( k ) -  ^  _  у(к-1) _

„  _  -(к+1) _  -(к) . ^  -(к)
^  “  (Аг<'̂ '>,Аг*~'̂ Ь ’ "" ■

4
Якинлашиш хакида градиентлар методидаги каби куйидаги те­

орема уринлидир.
Т е о р е м а .  х<‘>, ..., х<'‘>... кетма-кет якинлашишлар >4х= й 

система ечимига геометрик прогрессия тезлигида якинлашади.

М и с о л .  Ушбу систем а

5х, + 2x2 + Хз + Х4 = 7,
2 х, + 6 x 2 + Хз + Х 4 = 1 1 , /
X , + Х2 + 8 x 3 + 2 x 4  = 23,
X , + Х2 + 2хз + 4 x 4  = 17

минимал фар1д1ар методи билан ечилсин.
Е ч и ш . Д астлабки я)динлашиш сифатида х<“> =  (О, О, О, 1)' векторни оламиз, 

у холда

г < » ) = 6  -  А х '-'» =  ( - 3 ,  О, 9, 5 ) ',  Л Р “) =  ( - 1 ,  8 , 79, 35 )',

( ;̂г(0)р(0)) 339

х ‘‘) =  ( -0 ,3 5 4 1 3 6 ; 0; 1 ,062408; 1 ,590227)'.

Ш унга 5^шаш навбатдаги як,инлашишларни топиш имиз мумкин:

х<2)=(0,008460; 0 ,767495 ; 2 ,005787 ; 2 ,5 7 4 8 3 8 )', 
х ‘3 '= (0 ,105047; 0 ,973666 ; 2 ,123706 ; 2 ,7 9 9 2 7 2 ) ',
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x<’>=(0,023240 ; 0979935; 1 ,986107; 2 ,8 9 8 3 3 4 ) ',
F « = (0 ,0 2 8 4 4 2 ; 1 ,004896; 2 ,027116 ; 2 ,9 5 5 1 5 0 ) ',
3c(«= (0,007439; 0 ,994176 ; 2 ,001999 ; 2 ,9 6 9 5 7 8 ) ', 
xP > =(0,007863; 1 ,001331; 2 ,008379 ; 2 ,9 8 6 7 0 9 ) ', 
x '* )= (0 ,0 0 2 1 3 1 ; 0 ,99390 ; 2 ,000618 ; 2 ,9 9 0 9 6 3 )'.

Аник, ечим x*=  (0 , 1, 2, 3 ) ' эканлигига иш онч >;осил килиш кийин эм ас.

Mamiyiap

1. Куйидаги тенгламалар систем аси юкоридаги барча методлар билан ечил­
син:

2 , 9 1 1 2 1 х ,  +  0 , 5 2 1 1 2 x 2  +  0 , 6 7 5 6 3 х з  +  0 , 1 2 1 4 4 x 4  =  - 0 , 9 9 6 4 ,  
0 , 5 2 1 1 1 х ,  +  4 , 0 0 1 5 2 X 2  +  0 , 8 1 6 1 3 х з  +  0 , 7 2 1 8 4 x 4  =  0 , 8 6 8 3 ,  
0 , 6 7 5 6 1 x 1 + 0 , 8 1 6 1 2 x 2  +  5 , 5 5 1 6 3 x 3  +  0 , 4 1 4 0 4 x 4  =  2 , 8 5 2 0 ,  
0 , 1 2 1 4 1 х ,  +  0 , 7 2 1 8 2 X 2  +  0 , 4 1 4 0 3 х з  +  6 , 7 5 5 0 4 x 4  =  6 , 9 0 1 3 ,

2. Агар барча

i « n | , 0,1 а,2 

02)022

а,10,2 0,3
02,022 023

3̂3

детерминантлар нолдан фаркли булса, у холда А х = Ь систем ани ечиш  учун 
Гаусс методини куллаш мумкинлигини курсатинг.

3. Куш ма градиентлар методида мусбат аникланган симм етрик А  матрица 
учун барча г"*, г<'>, ..., Р " " ’* векторлар нолдан фаркли булса, у к/алща

áetA = (а„а, ... а„_,)->

эканлигини курсатинг.
4. 7 -§  да киритилган векторлар нормаси куйидаги тенгсизликларни каноат- 

лантириш лигини курсатинг:

llxli, < Их |L< « 11x 11,,
||х||,<||х||з<̂ ;̂ ||х|

Л  ||х||2<||-х|
5. Ф араз килайлик, /) е  [1, » )  — ихтиёрий ?^акикий сон булсин, у х,олда

(7
I

¡/р

ифода ¡зекторлар нормасининг учала шартини каноатлантиради ва бундан кубик, 
октаэдрик ва сферик нормаларни келтириб чикарицг.

6 . Ф араз килайлик, ихтиёрий А матрица учун М{А ) ва ЩА ) куйидагича аник­
ланган булсин:

M(A) = л max | о,-,- \,N(A) = ^гА  *  Л,

бу ерда tiA*A=-\a ,̂f\ +  |OjjP +  ...+  булиб, А матрицанинг изи деб айтилади (к е ­
йинги бобга К-)- Куйидагиларни курсатинг:

1) М {А ) ва N{A) матрицанинг нормаси:
2) Бу нормалар векторларнинг юкорида к$?риб утилган нормаларининг би- 

рортасига буйсунмайди.
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7. Куйидаги тенгсизликларни исботланг:

п-Ш(А) <  II А 11̂ < М(Л) (к = 1 ,2 ,3), 

п-'М{А) < N{A) <  М(А), 

n~^N(A)<\\Al<N(A), 

n^^N{A)<\\Alí4^N{A) (fc = l,2), 
Лм||з<||/(||*<7;7|М||з (* = 1,2), 

« -'II А II, <\\А 1<п\\А  II,.

4-боб
МАТРИЦАЛАРНИНГ ХОС СОН ВА ХОС 

ВЕКТОРЛАРИНИ ХИСОБЛАШ
1 -§ . У М У М И Й  МУЛОХДЗАЛАР

Бу бобда матрицаларнинг хос сон ва хос векторларини х,исоб- 
лаш билан шугулланамиз.

Агар бирор нолдан фаркди х  вектор учун

А х = Л х  '  (1.1)

тенглик бажарилса, у холда Я сон А квадрат матрицанинг хос сони 
ёки характеристик сони дейилади. Бу тенгликни к,аноатлантира- 
диган хар кандай нолдан фаркди х  вектор А матрицанинг X хос 
сонига мос келадиган хос вектори дейилади. Куриниб турибдики, 
агар X хос вектор булса, у холда а х  (а — ихтиёрий сон) вектор 
хам хос вектор булади.

Матрицанинг хос сони ва хос вектори хакидаги маълумотлар 
математикада ва унинг бошка сохалардаги татбикдарида хам кенг 
кулланилади. Олдинги бобда биз буни

X = А х  + с

чизикди алгебраик тенгламалар системасини итерацион метод 
билан ечиш мисолида курган эдик. Бу ерда итерацион жараён­
нинг якинлашиши ва якинлашиш тезлиги В матрицанинг модули 
буйича энг катта хос сонининг микдорига боглик эди.

Астрономия, механика, физика, химиянинг катор масалалари- 
да айрим матрицаларнинг барча хос сонларини ва уларга мос ке­
ладиган хос векторларини топиш талаб килинади. Бундай масала 
хос сонларнинг тулии; муаммоси дейилади.

Айрим масалаларда эса, масалан, ядро масаласида, матрица­
нинг модули буйича энг катта ёки энг кичик хос сонини топиш 
талаб килинади. Тебранувчи жараёнларда эса матрица хос сонла­
рининг модуллари буйича иккита энг каттасини аникдашга зару-
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рият турилади. Матрицаларнинг битта ёки бир нечта хос сон на 
хос векторларини ютлшхос сошарининг щсмий муаммоси я^ншулт.

Бир жинсли (1.1) системанинг нолдан фаркли ечими мавжуд 
булиши учун

D{X) = det(^ -  ХЕ) =

a,i - А й ,2 . . .■ ax„
Í721 а^г-Х ..

= 0

а „2 .. ■ ~~ X
(1.2)

шарт бажарилиши керак. Бу тенглама одатда А матрицанинг ас- 
рий (бу термин астрономиядан кириб колган) ёки характеристик 
тенгламаси дейилади. ( 1.2 ) тенгламанинг чап томони

á a {A -X E )=  ( - 1 ) "  {X" -  р̂ Х’'-̂  -  р^"-^ -  ... - р ) (1.3)

п — даражали купхад булиб, у А и&т'ртхшкятхарактеристик купщ- 
ди дейилади. Айрим холларда (1.3) купхад урнида А матрицанинг 
хос кущади деб аталувчи

Р{Х)=Х” - р.Х’'-̂  -р^"-^ -  ... -р^  (1.4)

купхад билан иш курилади. Матрицанинг хос сонлари унинг хос 
купхадининг илдизлари булади. (1.4) купхад л — даражали булган­
лиги учун у л та илдизга эга. А матрицанинг X. хос сонига мос 
келадиган хос векторларини топиш учун

{A - X ¡E )x  = 0 (1.5)

бир жинсли тенгламалар системасининг нолдан фаркли ечимини 
топиш керак. Шундай килиб, хос сон ва хос векторларни топиш 
масаласи уч боскичдан иборат: 1) Р{Х) ни кУРИш, 2) Д А )=0 тенг­
ламани ечиб, барча А,(/ = 1,л) хос сонларни топиш, 3) барча X. 
ларга мос келган хос векторларни (1.5) дан топиш. Бу боскичлар- 
нинг хар бири етарлича мураккаб хисоблаш масалаларидан ибо­
ратдир. Хакикатан хам, Х (1.2) детерминантнинг хар бир сатри ва 
хар бир устунида катнашганлиги учун, бундай детерминантни X 
нинг даражаларига нисбатан ёйиб чикиш, яъни (1.3) тенгликни 
хосил килиш катта кийинчилик турдиради. Алгебрадан маълумки, 
умумий холда, р{Х) нинг р. коэффициенти А матрицанинг ( -1 ) '~ ‘ 
ишора билан олинган /-тартибли бош миноралари йигиндисига 
тенг:

А = = - S
J<k

а л Од 
k̂j ̂ кк >Pi = X  

j<k<¡

а ¡i Ĵk ĵl 
k̂j 0-kk %  

%  a a
( 1 . 6 )
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ва хоказо. Демак,

Равш анки, А матрицанинг / — тартибли диагонал миноралари- 
нинг сони С' га тенг. Демак, п — тартибли матрицани хос купха­
ди Р{х) нинг коэффициентларини бевосита хисоблаш учун

с'„ + с^,+...+с;; = 2 " - 1

та хар хил тартибли детерминантларни хисоблаш керак. Етарлича 
катта п учун бу масала кахта хисоблашларни талаб к,илади.

Виет теоремасидан фойдаланиб, куйидаги тенгликларни ёзи­
шимиз мумкин-

Я, +  Яз + ... + 1 „ =

Бу тенгликларни (1.6) тенгликларнинг биринчиси ва (1.7) тенг­
лик билан солиштирсак,

Я, + Я  ̂ 4- ... Я„ =  а,, -I- ^22 + -  + =  tr.4,

Я, *Я, .... - Я =  detA1 Л п

келиб чикади.
Шундай килиб, матрицанинг барча хос сонларининг йигинди­

си унинг изи tr га (инглизча trace — из сузидан) тенг булиб, улар­
нинг купайтмаси шу матрицанинг детерминантига тенг. Бу ердан 
хусусий холда куйидаги келиб чикади: А матрицанинг хеч булма­
ганда бирорта хос сони нолга тенг булиши учун det Л = О булйши 
зарур ва кифоядир.

Х ос сонлар муаммосининг иккинчи ва учинчи боскичлари, яъни 
юкори даражали алгебраик тенгламаларни ечиш ва бир жинсли 
чизикли алгебраик тенгламалар системасининг тривиал булмаган 
ечимини топиш етарлича катта п лар учун канчалик куп мехнат 
талаб килишини биз 2 ва 3-бобларда курган эдик. Х,озирги вактда 
хос сон ва хос векторларни топииг методлари икки группага були- 
нади: flHM/f ёки турри методлар ва итерацион методлар. Биринчи 
группага кирадиган методлар буйича матрицанинг хос купхади 
топилади (яънир ,̂ р ,̂ ...,р^ коэффициентлар хисобланади), кейин 
унинг илдизларини топиб хос сонлар хосил килинади ва нихоят, 
хос сонлардан фойдаланиб хос векторлар курилади. Бу методлар- 
нинг аник методлар дейилишига сабаб шундан иборатки, агар мат­
рица элементлари аник берилган булса ва хисоблашлар аник олиб 
борилса, натижада характеристик купхад коэффициентларининг 
кийматлари хам аник топилади ва хос векторларнинг компонент-

/?„= ( - 1 ) " - ' deL4. ( 1 . 7)
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лари хос сонлар оркали аник, формулалар билан ифодаланади. Аник, 
методлар, одатда, хос сонларнинг тУлик, муаммосини ечиш умун 
кулланилади.

Итерацион методларда характеристик сонлар характеристик 
купхад коэффициентларини аникдамасдан туриб, бевосита хисоб- 
ланади. Бу эса хисоблаш масаласини жуда соддалаштиради, чу- 
нончи юкори даражали алгебраик тенгламаларни ечишдан озод 
килади. Итерацион метрдларда хос сонларни хисоблаш билан бир 
вактда хос векторлар хам топилади. Бу методларнинг схемаси ите­
рацион характерга эга. Бу методлар хос сон ва хос векторлар сон ­
ли ва векторлар кетма-кетлигининг лимити сифатида топилади.

Одатда, итерацион методлар хос сонларнинг кисмий муаммо­
сини ечиш учун, яъни матрицаларнинг битта ёки бир нечта хос 
сонлари ва уларга мос келадиган хос векторларни топиш учун 
кулланилади. Хозирги вактда тулик муаммо айрим холларда, мах­
сус итерацион методлар билан хам ечилади. Лекин бу методлар 
Kÿn мехнат талаб килади.

Чизикди алгебраик тенгламалар системасини ечиш кадимий 
тарихга эга. Хиндлар VI асрдан бошлаб чизикди алгебраик тенг­
ламалар системасини еча бошлаганлар. Лекин Леверье (1840 й.) 
ва Якоби (1846 й.) методларини хисобга олмаганда, хос сон ва хос 
векторларни топиш методлари асримизнинг уттизинчи йиллари- 
дан бошлаб яратилган.

2-§. КРИЛОВ МЕТОДИ

Академик А.Н.Крилов 1931 йилда хос сонлар муаммосини ечиш­
нинг кулай методини яратди. У ÿ3 методининг гоясини тушунти- 
риш учун берилган матрица билан боглик булган оддий диффе­
ренциал тенгламалар системасини киритади ва унинг устида ал­
маштириш олиб боради. Бу алмаштиришларнинг алгебраик 
мохиятини аникдаш билан Н.Н.Лузин, И.Н.Хладовский, Ф .Р.Гант- 
махер, Д.К.Ф аддеевлар шугуллашган. Биз бу ерда А.Н .Крилов 
методининг мана шу алгебраик интерпретациясини кУриб чикамиз.

1. Матрицаларнинг минимал купхадлари. Аввал чизикди алгеб­
радан айрим таъриф ва теоремаларни келтирамиз. Агар А квадрат 
матрица учун

f{A ) = а^"' +  + ... +  а̂ _̂ А +  а^Е =  О

тенглик Уринли булса, у холда

/(А) = V "  +  ûiA“-! + ... +

купхад А матрица учун нолга айлантирувчи кущад дейилади. Ф а- 
кат келтирилган, яъни бош коэффициенти бирга тенг булган
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купхадларни караймиз. Бундай купхадларнинг туплами буш эмас, 
Гамильтон-Кели теоремасига кура А матрицанинг хос купхади Р{1) 
унинг нолга айлантирувчи купхадидир: Р{А)= 0. Демак, и — тар­
тибли ихтиёрий квадрат матрица учун п — даражали нолга айлан­
тирувчи купхад мавжуд. Бундай купхад ягона эмас, чунки агар 
Р(Х) А матрица учун нолга айлантирувчи купхад булса, у холда 
Р{Х) га булинадиган хар кандай бош ка купхад хам нолга айланти­
рувчи купхад булади. А матрицани нолга айлантирувчи купхадлар 
орасида энг кичик даражага эга булган ягона (р{Х) купхад мавжуд. 
Бу купхад А матрицанинг минимал кущади дейилади. Хар кандай 
нолга айлантирувчи купхад, шу жумладан Л матрицанинг хос купха­
ди Р{Х) хам минимал купхадга булинади. Минимал купхаднинг 
илдизлари хос купхаднинг барча бир-биридан фаркли илдизлари­
дан иборатдир.

Яна куйидаги тушунчани киритамиз. Фараз килайлик, с би­
рор вектор булсин. Маълумки, п улчовли фазода п тадан ортик 
чизикди эркли вектор булиши мумкин эмас. Шунинг учун

с , А с , А ^ с , . . . , А ' с  , (2.1)

векторлар орасида чизикди богланиш мавжуддир. Хаттоки, ихти­
ёрий с вектор учун хам

^ ( Л ) с = 0  (2 .2 )

чизикпи богланиш мавжуд. Демак, А матрицанинг <р{Х) минимал 
купхадининг даражаси п дан кичик булса, (2 .1) системада чизикли 
эркли векторларнинг сони п дан кичикдир. Берилган с вектор учун

^{А) с =  б ^  (2.3)

тенгликни каноатлантирадиган^'(Я) купхадлар орасида бош коэф­
фициенти бирга тенг булган энг кичик даражали ягона (р {̂Х) 
купхад мавжудки, унинг учун

<р,-(Я)-с = ()

тенглик уринли булади. Бундай купхад с векторнинг минимал 
Kyn>iadu дейилади ва у (2.3) тенгликни каноатлантирувчи хр{Х) 
купхаднинг булувчиси булади. Хусусий холда, ихтиёрий с век­
торнинг минимал купхади cp̂ iX) А матрица минимал купхади (р {̂Х) 
нинг булувчиси булади. Агар (2.1) системада с. Ас, А с̂, ..., 
векторлар чизикли эркли булиб. А” с уларга чизикли боглик булса,

А ” с = q j  + q^_^Ac +  ... + q̂ A”'-^c,

у холда

Я” -  Я™-* -  q^""  ̂ -  ... -  q„_,X -  q = 0

176



купхад А матрицанинг минимал купхади (р{Х) га ёки унинг булун- 
чиси (р (Я) га тенг.

2. Йинимал купхадни тониш. Энди А.Н.Крилов методини куриб 
чик,амиз. Ихтиёрий нолдан фаркли с <“) = (Сц,, ..., с^)' вектор­
ни олиб,

с (О = Л с c j  а = I n )  (2.4)

векторлар кетма-кетлигини тузамиз. Юкорида айтганимиздек, бу 
векторлар орасида

д^с +  ... +  (“) =  с (2.5)

чизикди комбинация мавжуддир; Агар буни координаталарда ёзиб 
олсак, ..., ларни топиш учун куйидаги чизикди алгебраик 
тенгламалар системасига эга буламиз;

4iC„-u + ЯгСп-гл + -  + ЯпС01 = с„,, 

4 lC „ - l ,2  +  q iC n - 2 ,2  +  -  +  Q nC m  =  с „ 2 ,

(2.6)

QlCn-Un + Ч2Сп-2,п+- + Я„Сй„ = С„„.

Бу системанинг детерминанти

Д =

п̂-1,1 ■■■ 0̂1

*"«-!,л • • ■ О̂я

фак,ат с*"“'*, ..., векторлар чизикли эркли булгандагина
нолдан фарклидир, чунки бу детерминантнинг устунлари шу век­
торлар координаталаридан тузилган.

Агар Гаусс методининг тугри юришидаги барча п к,адам бажа­
рилиб, (2 .6 ) система куйидаги

+ 1̂2^2 ••• + ЬупЯп ~ d\,

Яг + ¿23̂ 3 + -  + h„g„ = d ,̂

Яп

(2.7)

учбурчак шаклига келтирилса, у холда А̂ ^̂ О булиб, с(‘>, ..., 
векторлар чизикди эрклидир. У вактда (2.7) системадан кара­

лаётган комбинациянинг коэффициентлари д̂ , д̂ _̂ , ..., ĝ  ни топа 
оламиз.
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Агар Гаусс методидаги тугри юриишинг фак,ат т та радами ба­
жарилса, у }^олда фак,ат авватги т та с<‘>, ..., векторлар 
чизикди эркли булади. Керакли

^^^(т-1) +  __ + = с<'"'

чизикди комбинацияни координаталарда ёзиб оламиз

+ ЬСш-2,\ + -  + ЧтСо\ V

íl^m-1,2 + + "• + íra 0̂2 = <̂/я2> 
..............................................  (2.8)

^2*'т-2,л "• Ят̂Оп ~ /̂пл"

Бу системадан Гаусс методи ёрдамида m та чизикди эркли тенг­
ламаларни ажратиб олиб, q ,̂ q̂ _̂ , ..., q̂  коэффициентларни то­
памиз.

Шундай килиб, биз т = п булганда А матрицанинг хос^купх,а- 
дини ш  т < п булганда унинг булувчисини топишимиз мумкин. 
Аввал т = п булган холни курайлик. Бу )^олда (2.5) чизикди ком- 
бинациянинг д,, q̂ , ..., q̂  коэффициентлари

Р{1) = к ’' - р , Х ' - ^ - р „

хос купх,аднинг мос равишдаp̂ ,p■̂ , ...,р„ коэффициентларига тенг;

q¡ = Pi (i = 1, 2 , ..., п).

Хакикатан х,ам, Гамильтон-Кели теоремасига кура

Р{А) = А’'-р^А ’'-' -  ... -  р Е  =  0.

Бу тенгликни векторга купайтириб ва

^ C« а  =  1, 2 , ..., п)

ларни хисобга олиб,

+ р^В’’-2'> + ... + =с("^

га эга буламиз. Бу тенгликни (2.5) дан айириб,

( í i  -  />,) с ("-"  + (q^-p^) с<"-2) +  ... +  {q ^ - p j  cW = О (2.9) 

ни Х.ОСИЛ киламиз.

с(°>, с<‘), ..., векторлар чизикди эркли булганлиги учун
(2.9) тенглик факат р. = q. (i = 1, 2, ..., п) булгандагина бажари­
лади.

Демак, т - п  булганда курилган чизикди комбинациянинг кури- 
нишига караб, А матрицанинг Р(Я) хос куп)<;адини ёзиш мумкин.
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Р{Х) =  о тенгламани ечиб матрицанинг барча хос С011ла1)иии 
топамиз. Агар т < п булса, курилган чизикди комбинация

+  ... +  =  с«-) (2 . 10)

куринишга эга булади. Энди с «  = (/ = 1, 2, ..., т) ларни
\исобга олиб (2 . 10) тенгликни

{А'" -  ~ -  д^Е) =  О

еки
<Р,<0)(Л)-С<“> = 0

куринишда ёзиб оламиз. Бу ерда 

<Р_,0) == Я т  -

Демак, изланаётган комбинациянинг коэффициентлари 9 ,, ..., 
д̂  с<“> векторнинг минимал купхади (- )̂ нинг коэффициент- 
ларидир. Бундай купх.ад с<“>, ..., векторлар чизикди эрк­
ли булганлиги учун ягонадир.

111ундай к.илиб, т < п булганда биз Р(А) нинг булувчи­
сини топамиз ва = 0  тенгламани ечиб, матрицанинг бир
кием хос сонларини топамиз. Дастлабки с<“> векторни бошкача 
танлаб, колган хос сонларни хам топиш мумкин. Шу билан бирга 
янги танланган вектор олдин аникланган векторларнинг чизикли 
комбинацияси булмаслиги керак.

3. Матрицанинг хос векторларини топиш. Энди хос векторлар­
ни топиш масаласига утамиз. Фараз килайлик. Я,

ф_,0) = я™ -  д,Я'"-‘ -  д^'‘-2

минимал купхаднинг илдизи булсин (кейинги мулохазалар т -  п 
ва. т < п холлар учун бир хид). А матрицанинг Л. хос сонига мос 
келадиган х .х о с  векторини олдинги пунктда топилган с<“>, с ‘̂>, ..., 

(̂т-1) векторларнинг чизикли комбинацияси шаклида излаймиз:

х<’̂ = +  ... + (2 .11)

Бу тенгликни А га купайтириб ва хамда Ах^'1 =Я.Зс<'^
тенгликларни хисобга олиб,

Я.Св.сО) +Д,^сО) + ... +уЗ,„с('"-')) =
= + /ЗдС(2) +  ... + (2 . 12)

га эга буламиз. Бундан ташкари, яна

<Р̂ „̂ (А) с О) =  с<“) -  -  ... -  =  О

ни хисобга олсак, у холда (2 .12) ни
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еки

+̂ 1т ( 9 ,с '”-'» +  ?̂2С(™-2) +  ... + 9„_,С<‘)+  д^сО))

(¥ ,-. -  + ( ¥ а - Р п  -  А а - . ) ^ ' " +

куринишда ёзиб олишимиз мумкин. Бундан с<">, с<'>, ..., с*“-»  век­
торларнинг чизикди эрклилигини хисобга олсак,

^/,1 -  =  0>

-  ^,>-2 -  Л,„92 =  0> 
¡̂Рш -  Р,.п,-1 -  Р>А  = 0 .

тенгликлар келиб чик^ади. Охирги тенгликдан бошлаб, кетма-кет 
ларни топамиз:

А,™-1 = ( ,̂ -  ?.)
1̂,т-2 ~ (̂ 1 ~ ~  ?2)Дот!

(я т -? .Я 7 - '- .. .-^ „ )Д ,„  = о.

Охирги тенглик барча лар учун уринлидир, чунки 

<р,(Я,) = Л '" - ? 1 Я Г '- . . . - 9 „  = 0

Бу тенгликдан хисоблашни контрол к,илиш учун фойдаланиш 
мумкин. Хисоблашни соддалаштириш максадида /3.^=1 деб оли­
шимиз мумкин. Унда колганлари куйидагича топилади:

А™ = 1>
р1,т-1 ~ Я, — 9|,

Д/,т-2 = 41̂ 1 — 2̂,
(2.13)

Буларни хисоблашда Горнер схемасидан фойдаланиш маъкулдир. 
Агар берилган Д. хос сонга А матрицанинг бир неча хос вектори
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мос келса, у х,олда уларни излаш учун бошк,а дастлабки векторни 
танлаб олиб, шу хисоблаш жараёнини такрорлаш мумкин.

1-мисол.  А .Н .К рилов методи билан куйидаги

■-1 2 2 01

А = 2 1 3  2 
2 - 1 2 3  
0 2 1 - 2

матрицанинг характеристик к)?п)^ади топилсин. _
Е^чиш . Д астлабки с ®  вектор сифатида (1 , О, О, 0 ) ' ни олиб, с<‘>, с ® , В » , сс> 

ларни топам из:

■-1 2 2 o' ' Г ■-Г
2 1 3  2 0 2
2 - 1 2 3 0 2
0 2 1 - 2 0 0

Э ' 3' '129'
6 x(3) _ 36 ^(4) _ 132
0

С —
30

с —
30

6 0 102

Бу векторлар ёрдамида (2 .6) системани тузамиз:

З?! + 9 f t  -  ?з + 94 = 129 ,
З б ? ,+ 6 ^ 2  + 2 ft  = 1 3 2 ,
ЗО̂ г, + 2 ft  = 30,

6ft = 102.

Бу системани Гаусс методи билан ечамиз:

9 , =  О, =  17, f t  =  15, f t  =  - 9 .  

Д емак, А матрицанинг характеристик купхади

<р{Х) =  -  \1Х̂  -  15А + 9

экан.
2 - м и с о л . Куйидаги

А =
5 30 - 4 8 '
3 14 - 2 4
3 1 5 - 2 5

матрицанинг хос сонлари ва хос векторлари топилсин. 
Е ч и ш . 1-мисолдагидек, с w векторларни топамиз:

' Г ■5 ■-29 '125
c<“> = 0 c<‘> = 3 -1 5 c® = 63

0 3 -1 5 > 63

(2 .6) система куйидаги куринишга эга:

-29д , + 5 ft + f t  = 125,
-1 5 ft  + 3 ft 
-1 5 ? , + 3 f t

= 63, 
= 63.
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Бу системани Гаусс методи билан ечганда тугри юриш нинг учинчи к,адами 
бажарилмайди, чунки учинчи тенглама иккинчи билан бир хил. Ш унинг учун 
хам ( 2 .8 ) системани тузамиз:

5?, + = -2 9 ,
3<?1 = -1 5 .

Бундан =  - 5 ,  = - 4  ва (р̂  (А) + 5Я +  4. Шундай ]<.илиб,Я  ̂=  - 4 ,  =  - 1 .  
Энди учинчи хос сонни топиш учун = А, + А̂ +  А3 тенгликдан
фойдаланамиз: 5 +  14 -  25 =  - 1 -  4 +  А,, Демак, А3 =  - 1 .  Ш ундай к,илиб, 
А^= А3 =  - 1  :зкан. Энди бу хос сонларга мос келадиган хос векторларни топам из. 
Бунинг учун (2 .11) -  (2 .13) ва ^3;з=1 дан фойдаланиб, куйидагиларни ёза оламиз:

VI') _ я ?Г(0)= Д,С™ + Д.2С<'' =
'5(Л,. - 9 ,)  + 1

3(Л -< 7,)
3(Я,.-?,)

Бундан эса
х < ч = ( 6 , 3, 3 ) ',  Зс® =  (21, 12, 12)'

ни топам из. Учинчи векторни топиш  учун дастлабки векторни бош кача танлаш 
керак. ,

3 -§ . Л А Н Ц О Ш  М ЕТО Д И

Бу, яъни К. Ланцош методи хам Крилов методига ухшашдир. 
Фак,ат бу ерда хос купхад коэффициентларини аник^тайдиган век­
тор формада ёзилган ушбу

системани ёки минимал купхад коэффициентларини аникдайдиган

+ ... +д„с<-°̂

системани ечиш учун ортогоналлаштириш методи кулланилади.
1. Хос купхадни топиш. 5^заро ортогонал булган векторлар си с­

темаси кетма-кет курилади. Берилган дастлабки вектор ва 
унинг итерациясиу4с<“) га кура с(“> га ортогонал булган -
-  векторни курамиз. Бу хар доим мумкин ва (с<'), с<“’)= 0  
ортогоналлик шарти ни топишга имкон беради:

„  _(^с(°),с(°))
510

Агар с<>>-0 булса, у холда ва векторлар чизикди бог­
ланган булади хамда б ,(Я )= Я -g^g купхад/4 матрица минимал купха­
дининг булувчиси булиб, бу купхаднинг илдизи Я = gĴ  матрица­
нинг хос сони булади^Бундан кейин устида бошк^а амал бажа­
рилмайди. Агар О булса, у холда Ac<̂  ̂ векторни тузамиз ва 
с(0), ларга ортогонал булган
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векторни курамиз. Ушбу (с<^\ с<‘>)= О ва (с^^\ с<“>) =  О ортогоиал- 
лик шартлари g-,, ва ни топишга имкон беради:

(С<*)дС>) ’ ° 2 0  -̂(О) -̂(О)  ̂ •

Агар с<2>=0 булса, у холда

с<0) -  g,„c(0)) -  g,, (Л с(0) -  я,оС<«>) -  g,oCC)=0

тенглик с<в>, Лс«"», векторлар орасидаги чизикди богланиш- 
ни беради ва

с<2) =

0,(Я) =  (Я -  g,,) (Я -  я.о) -  ^20 =  (Я -  ^2.) ОМ) -  S:20

купхад^са А матрица минимал купхаднинг булувчиси булади. Ai’ap 
с<2) О булса, у холда бу жараён давом эттирилади.

Фараз килайлик, с<°), ..., векторлар топилган булиб, 
барча / { i ,j  =  О,/я - 1 )  учун (с<'\ с « )  =  О ортогоналлик шарти­
ни каноатлантирсин. У холда

с (-) = А с "”-»  -  cí”-!) -  с ( - 2) -  ... -  я,„о с(») (3.1)

векторни тузамиз ва •••> S„,g коэффициентларни шун­
дай танлаймизки, бу вектор с<">, с<'>, ..., с*”-') векторларнинг хар 
бири билан ортогонал булсин. Ортогоналлик шарти ( с«"', с<''>) =  О 
(/ = 0 ,т - 1 )  дан коэффициентларни топамиз:

Биз с<°\ с<‘>, ..., cW векторларни куриш билан бир пайтда 

Qo (Я) =  1,
Q, (Я) =  (Я -  g,„) (2о (Я),

(Я) =  (Я ~ g,,) е ,  (Я) -  я;;Ге„(я),

(2„(Я) =  (Я -  g„,„_,) <2„_,(Я) -  g„,^_.Q „_#) -  ... -  g„oQo(^)

купхадлар кетма-кетлигини хам тузамиз. Маълумки, п улчовли 
фазода чизикли эркли векторларнинг сони п дан ортмайди. Ш у­
нинг учун хам, ортогоналлаштириш жараёнининг бирор к(к < п) — 
Кадамда с<*> = О га эга буламиз. У холда
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тенглик векторларнинг чизикди боглан-
ганлигини курсатади. Шунинг учун )^ам ¿^(А) кунх^ад А матрица 
минимал купхадининг булувчиси булади. Агар к=п  булса, 0^(А) А 
матрицанинг хос купхади ДА) билан устма-уст тушади. Агар к <  п 
булса, ОДА) купхад хос купхад Р(А) нинг булувчиси булади ва биз 
фак а̂т хос сонларнинг бирор кисмини аникдаш имконига эга була­
миз. Колган хос сонларни топиш учун ишни яна бошк^а дастлабки 
вектор дан бошлаш керак ва бу векторни шундай танлаш ло­
зимки, у с(“>, ĉ ■'\ ..., векторларга ортогонал булсин.

Симметрик А матрица учун (1 1 )  тенглик соддалашади. Хак.и- 
к,атан хам, бу холда

булиб, / +  1 < т  -  1 булса, g .̂ = О булади. Демак, матрица симмет­
рик булганда. (3.1) тенглик куйидаги куринишга эга булади;

сМ  = '  (3.2)

Шу билан бирга

0.(^) = (  ̂ -  Я .,.- ,)  (^) -  -  -  Я„о0 о( )̂
купхад хам соддалашади;

QJЛ) =  (А -  0^_,(А) -  (А).

Бу эса методнинг хисоблаш схемасини соддалаштирадиС Ш у­
нинг учун хам Ланцош методининг симметрик матрица холи одатда 
минимал итерация методи деб аталади.

Бундай соддалаштиришга симметрик булмаган матрица учун 
хам эришиш мумкин, фак.ат бу ерда ортогоналлаштириш жараё­
нини биортогоналлаштириш жараёни билан алмаштириш керак.

Иккита ва Ь “̂̂ дастлабки векторларни танлаб оламиз. Бу- 
ларга кура А с*“) ва А' Ь ларни топиб,

с(1) =  ^с(») -  ь = А 'ь  -  /г!„6

чизикди комбинацияларни тузамиз. Бу ерда я,о ва /г̂ , коэффици­
ентларни ( с(‘>, Ь Ь с<“>) =  О биортотоналлик шартидан тан­
лаймиз. Агар дастлабки векторлар с<°> ва Ь ортогонал булмаса, у 
холда ва /г,̂  ни топиш мумкин;

„  _  _  ,
^10 -  -------

Биз (с(°>, ¿<о));йО шарт бажарилган деб фараз киламиз. 
Топилган векторлар с(» ва Ь га кура шундай
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c(2) = Ac(» -  -  g,„cW, b (2) = A 'b  (» -  (') -  //j,,/; <"» 

ЧИЗИКДИ комбинацияларни тузамизки, натижада

(C<2), ¿ ( 1)) =  (c<2), ¿ ( 0)) = ( ¿ ( 2), cd)) = (¿< 2), cW) = 0

булсин. Агар (c<«>, ¿<'’>) ^  0 ва (cC>, й<»)?^0 булса, у холда бу 
шартлардан куйидагиларни хосил к,иламиз:

2̂1 -  -(=UJjmy -  -^UYJUjy -

920 -  -(=(ör=iö5)------ (c(ö) î(ö)) -

(^Töyj(üJ) (c<“> ,*<“>)

-  -(FÖTJlBJj- -  (f(ü)J(ü)) -  ^ 0-

Фараз к^илайлик, шундай

cW, c<>), ..., cW; ¿(»), ..., 6 W

векторларни тузган булайликки, улар куйидаги шартларни к,ано- 
атлантирсин:

1) ( Ä « ,  сО))=0  (iT^j)
2) (Ь<‘\ с(0) ^ О ( / = 0 ,1 ,  ..., п).

У холда шундай

- . . .  -  g,,,oC<»>,

векторларни тузамизки, улар

(с№+1), г, (0) = ( i  (*+1), cW) =  О (/■ =  0,Ä:) 

шартларни к^аноатлантирсин. Бу шартлардан эса

_  _  (?(*),Л'6('>) _  _

_  (с<*),6<'+») , г, _

“  (cW,p)) ( c « , i« )  “
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агар I = к булса,
(г(к) ик))

■ = 8ш.к-и агар г = к - 1  булса,

О, агар I < к -  \ булса;

§¿.,1,., агар / = А: булса, 

Я*+и-1> агар/ = А: - 1  булса,

О, агар I < к ~ \  булса;

Ш ундай килиб, (3 .3 )  тенгликлар соддалаш иб, куйидаги 
куринишга келади;

(̂к+\) ^  у1 ^ (к) —  рг С^к) — рг Мк-1)

и ( к ^ \ ) = А ' Ш ' ) _ „  и ( к ) _ „  Л < * - ')
^  &к+\,к" Ок+1.к-1^̂

Бу жараёнлар мум ган булишлиги учун олдинги топилган 
ва Ь векторлар ( с<*̂ >, Ь ‘*’) О шартни каноатлантириошари керак. 
Бу шарт куйидап^уч холда бузилиши мумкин;

1) с№ = О ва й да =  О,
2) с(« =  О ёки <*) =  О,
3) с®  7  ̂ О, й да лекин сда± й®.
Охирги хол с<“>, й <“> дастлабки векторларни нокулай танлаш 

натижасида келиб чик.ади. Бундай холда, дастлабки векторларни 
бошкача танлаш керак.

Агару4 матрица минимал к5шхадининг даражаси т булса, у  холда 
(А ва А' матрицалар бир хил лшнимал купхадга эта булганликлари 
учун) с<“), у4с<°>, ..., ва Ь А' Ь векторлар чи-
зикли богланган булади. Шунинг учун хам биортогоналлаштириш 
жараёни к < т кадамда тугайди ва с <*)=0 ёки Ь ‘•̂'’- 0  векторга эга 
булиб, у холда с<°>, Ас̂ ‘̂\ ... векторлар ёки А 'Ь ‘-’̂ \ ...,
А''‘Ь векторлар орасида чизикди богланишга эга буламиз. Ортого­
наллаштириш жараёнидагидек, бу ерда хамт4 матрицанинг минимал 
купхади ёки унинг булувчисини кетма-кет куйидагича топамиз;

е„(я) =  1 ,
е.(Я ) =  (Я -  я.„) 0  ̂ (Я),

0,(Х) =  О, (Я) - ^20  Оо(^),

е # )  =  ( ^ - я , , . , ) е , _ , ( я ) - я , , _ , а _ , ( А ) .

М и с о л .  Куйидаги

А =
5 30 -48 

5 14 -2 4

3 15-25
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матрицанинг хос сонлари топилсин.
Е ч и ш .  Бу ерда А матрица симм етрик булмаганлиги учун биортогоналлш п- 

тириш жараёнини куллаймиз. Бунинг учун cw> =  6  =  (1 , О, 0 ) ' деб оламиз. У 
холда

'5 "5
Ас̂ °̂  = 3 30

3 , -4 8

ва
С<') =  =  (0 ,3 ,3 ) ',

Ь <|) = А'Ь =  (О, 30, - 4 8 ) '
булади.

И ккинчи кадамда

А'ст =  ( - 5 4 ,  - 3 0 ,  - 3 0 ) ' ,  Л ' 6  =  ( - 5 4 ,  - 3 0 0 ,  4 8 0 ) ',

(/1с«,А «) _(Лс«,б№))_
( f « , é ( ‘>) (с(0 >,6 (°>)

ва с<2> =  ¿  (2) =  о га эга буламиз.
Д ем ак, биз иккинчи вариантдаги I)  холга дуч келдик. М инимал купхаднинг 

б)?лувчисини куйидагича топамиз:

П W = 1>
<р, а )  =  Я -  5,

(А) =  (Я +  10) (А -  5) +  54 =  +  5Д +  4.

Бундан к ^ и н ад и к и . Я, =  - 4 ,  =  - 1  хос сонлар булар экан. Учинчи хос 
СОННИ топиш  учун матрицанинг изидан фойдаланамиз:

5 + 1 4 - 2 5  =  - 1  - 4  +Яз ,  Яз =  - 1 .

2. Хос векторларни топиш. Баённи кискартириш мак,садида А 
матрица симметрик булган \олни к.арайлик. Фараз килайлик, 
Ланцош  методини куллаб, =  О га эга булган булайлик. 
Айтайлик, Я, вектор минимал к у п вд и  WcW ™ н г бирор илдизи 
булсин. У )!,олда бу хос сонга мос келадиган хос векторни 
куйидаги куринишда излаймиз

х (0 = + ... +  с«*-». (3.4)

Кейин Ах^‘~> =  шартдан ва олдинги пунктдаги

с«», J>
^ с(')  =С<2) +  ¿-J,

тенгликлардан фойдаланиб, (3 .4) тенгликни куйидагича ёзиб 
оламиз;
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+ ... +

+ +
+ /3,_, (Я,д_,С<*-'> +  g ,_ ,,_2C<̂ -2)) =  .

= Я,^„сС) + Я ,Д ,С ") + ... +я,^^_^с(*^-».

Бундан с(“\ сС ),..., с в е к т о р л а р н и  чизикди эрклилигини jyico6 ra 
олсак, куйидагилар келиб чик,ади:

P ¿ K -g m )-S 2 o P i= ^ ,
~ S2\)~ 8ъФг ~ ^0 =  О,

Т

P .k-ii^ i ёк~\,к-г) 8к ,к -гР к-\ ~  Р к-ъ

Pk-li^i ~ Sk,k-\̂  ~ Рк-2 -  О-

(3.5)

Бу ердан к^фамизки,^^, лар/3^_, га пропорционалдир.
Ш унинг учун 1 деб олишимиз мумкин. У  холда к,олган/?.
коэффициентларни кетма-кет топамиз;

^к-2 ~ ~ Skic-v
í^k-3 ~  Рк-2 ~  ^ t - l ,  к-2^ ~  Sic, к-2’

Ра ~ Р\ Я21) ~  S^Pr

Крилов методига ухшаш (3.5) тенгликлардаги биринчи тенг­
лик к,олганларининг натижаси булиб, у вектор минимал купха- 
дининг Я =  Я. даги ифодасидир. Бу тенгликдан хисоблаш жара­
ёнини контрол к.илишда фойдаланиш мумкин.

Агар биз куйидаги купхадларни киритсак:

<Р, (Я) =  1 ,
<Р, ( Я )  =  ( Я  -  g ^ , _ , )  ( Р „ ( Я ) ,
'f>2 (^) =  (^ -  &к-Х,к-^ fx  (^) -  Sk,k-2 ( )̂>

^ Д Я )  =  ( Я  -  g , „ )  f . ,  ( Я )  -  у ) .  ,  ( Я ) ,

(3.6)

у холда Я; га мос келадиган х  хос векторни куйидагича ёзиш 
мумкин:

X «  = <р,_,{Х) с(0) +  iX) с(» + ... + „̂(Я,.) с(^-1)

(3.6) тенгликдаги у5̂ (̂Я) купхад Р/̂ Х) купхад билан устма-уст ту­
шади.

Х ос сонлар муаммосини ечишнинг содца ва тежамкор усул им и 
1937 йилда А.М .Данилевский таклиф этди. Бу методнинг гояси 
берилган матрицани ухшаш алмаштиришлар ёрдамида Фробениус- 
нинг нормал формасига

4-§. ДАНИЛЕВСКИЙ МЕТОДИ

Р =

P l  Р 2 Р ъ  Р « -1  Р п  

1 О О . . . . О  О 

О 1 о . . . . о  о

О О О  . . . .  1 о

келтиришдан иборатдир. А ва Р матрицалар ухшаш булганлиги 
учун улар бир хил характеристик купхадга эга. Лекин Р матрица- 
нинг характеристик купхадини бевосита ёзиш мумкин. Хакик^атан 
хам, D (Я) =  det {Р -  Щ  ни биринчи сатр элементлари буйича 
ёйиб чик,сак:

-  Я Р2 Pl 
1 -Я  о

о о о

Р п - \  Р п
0 о

1 - я

=  (/J, -  Я) ( -Я ) « - '  -  Р^ ( -Я ) " -^  +  р , { - х у - ^  +  ... +  ( - 1)”" Х =

=  ( - 1 ) '- - ’ (Я" -/».Я"-' -  . . . - Р ) .

Шундай к^илиб, Фробениус матрицасининг биринчи сатр эле­
ментлари Pi,P2, - ,P „  унинг хос купхадининг мос равишдаги коэф- 
фициентларидан иборатдир. А ш  Р матрицалар ухшаш, яъни 
Р =  булганлиги учун, Р(Я) А матрицанинг хам хос купхади-
Дир.

А матрицанинг элементларига боглик, равишда Данилевскии 
методида регуляр ва норегуляр j<;oa учрайди. Аввал регуляр холни 
куриб чик,амиз.

Фараз килайлик, v4 матрицанинг элементи нолдан фаркди 
булсин. Биринчи к,адамда А матрицани унг томондан

М .
Л-1

1

О
0
1

о
о

о
о

о
о

Аи1 
«л,/1-1

«Л,Л-2 I п̂п
п̂,п-1 п̂,п-1

о о о о 1
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матрицага купайтирамиз, натижада

= АМ„_1 =

Ьп Ьп ■•• Ьи

Ьп Ьп Ьг„

Ь„-и1 К-\,2 • • • я̂-1,п-1
0 0 ... 1 0

хосил булади. матрицау4 ва бирлик матрицалар ёрдамида к^'й- 
идагича тузилади;

1) бирлик матрицанинг (л -  1)-устунининг элементларини 
элементга буламиз,

’ 2) хосил булган устунни А матрицани п -  сатрининг â ,̂ а̂ .„ ..., 
„ _ 2 > элементларига купайтириб, мос равишда бирлик матри­

цанинг 1, 2 , ..., и - 2 , п — уступи элементларидан айирамиз, нати­
жада Л / м а т р и ц а  тузилади.

Матрицаларни купайтириш к^оидасига кура матрицанинг 
элементлари куйидаги

^  -  а,. „_1 и  =  1,2 , . . . ,  л; у ^ л - 1),

(/ = 1,2 , . . . ,  л)

формулалар ёрдамида хисобланади. Лекин курилган
матрица А матрицага ухшаш эмас. Ухшаш алмаштириш хосил
Килиш учун тескари матрицани чапдан га к^шайтириш
керак:

Тескари матрица М„.‘, {О'йидаги

=

1 о ... о
о 1 ... о

о
о

д„, a„̂  . . .  я„ „_1  <з„„=л1 “я2
О о ... о 1

куринишга эга эканлигини бевосита текшириб куриш мумкин.
матрицани матрицага чап томондан купайтириш унинг 

охирги сатрини узгартирмайди. Ш унинг учун хам Данилевский
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методининг биринчи радами бажарилганда биз куйидаги кури­
нишга эга булган матрицани х;осил к,иламиз:

А̂  = М ;\АМ „_,=

“ и
д(1)
“ 22 ■ •

д(1)
“ 1,л-1 « 1 ?

“ 21
д(1)
“ 22

д<1) 
“ 2,Л-1

“ л-1,1
„ ( 1 )
^л-1,2 •

„(1)
• “ л-1,л-11 “ л-1,л

0 0 . 1 0

Бу ерда куйидаги формулалар ёрдамида )(,исобланади: 

ар  = Ьу (1 < / < л - 2 , 1 < у < л ) ,

««-и =
к=\

Энди матрицанинг элементи нолдан фаркди деб фараз
киламиз. У вактда Данилевский методидаги иккинчи кадам би­
ринчи кадамга ухшаш булиб, матрицанинг { п - 2 )  — сатрини 
Фробениус формасига келтиришдан иборатдир. Бу алмаштириш- 
лар натижасини куйидагича ёзиш мумкин:

Бу ерда

М„.2 =

“ и •• “ 1,л-2 “ 1,л-1 « 1?  ■

= “ л-2,1 •• ■ ^ п - 2 , п - 2
^ (2 )
“ л-2,л-1

0 . .  1 0 0

0 . .  0 1 0

1 0 0 0

0 0 0 0  '

е , „ - з , 1

‘̂ . - 2  ■■■

0 0 0 1

0 0 0 0
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м ;-2  =

' 1 0 0 0

0 1 0 0

а™“л-1,2 я<'’“(1-1,п-1
0 0 1 0

0 0 .. 0 1

Бундан таш^ари
.(1)

е з а,

(̂1)

'л-1,л-2
.(2) ^ у  д(1) 1-(1)

Бу жараённи давом эттирамиз. Агар 5* 0 ,а '̂2],„_2 ^ ,
^ О булса, у холда Данилевский методининг {п -  1) - 1<.;1,;|;1ми 

дан кейин куйидагига эга буламиз: ,

=  МГ'. ..М-„\АМ„_,.. .м,= 5- 'А5=^Р =

Гд(«-1)
“ и

(л-1)
■ ■ “ 1,л-1 “ 1л > 1 Р2 ••• Р^1 Рп

1 0 .. 0 0
=

1 0 ... 0 0

0 0 ,. 1 0 0 0 ... 1 0

Шундай к,илиб, дастлабки А матрица Л/, м:и|1иии
орк;али ухшаш алмаштириш ёрдамида Фробениус нормал ([»ч'М ' 
сига келтирилади ва шу билан хос купхад

Р(Я) = Я" -  р,Х"-̂  -  -  ... -  р„_,Х -  р„

топилади.
1. Данилевский методидаги норегулярхол. Энди норегуля|> \n imi 

куриб чик,айлик. Фараз к^илайлик, Д анилевский м етолм ити 
(п -  к) — кладами бажарилсин ва шу билан бирга м:н|чт I 
нинг элементи нолга тенг булсин. Навбатдаги {п -  к I 11 
к,адамни юк,оридаги усул билан бажариш мумкин эмас. Ну ' г > 
икки вариант булиши мумкин.

1) Фараз к ^ и л а й л и к ,м а т р и ц а д а  а["^  элементдаи чшпии 
да, масалан, / — элемент (1 < к -  1) О булсин. Ьуими
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И И I ми норегуляр холни регуляр }<;олга келтириш мумкин. Бунинг 
\ II .1'" *’ матрицада (к -  I) — устунни / — устун билан ва худци 

|||\ иимсрли сатрларни х,ам узаро алмаштириш керак. Бундай ал-
*...... ....  куйидаги куфинишда ёзиш мумкинлигини бевосита
и I тириб куриш мумкин:

и, .

i (к -1)
1 О

II

О 1

1 о
о 1 J

(/)

( * - 1)

/'I'" *'// алмаштириш матрица учун ухшаш алмаштиришдир. 
S .11,11 каган х,ам, бу алмаштиришни икки марта бажарсак, аввалги мат-

........ а келамиз, демак 1Р=Е, яъни и=Ц-'. Бундан UA-"̂ '‘'>U=
\' 111.111! алмаштириш эканлиги келиб чикади.

1>у алмаштиришдан кейин Данилевский методидаги кейинги
I |||,1М11И регуляр х,олдагидек бажаришимиз мумкин.

.') <|)араз килайлик,
-(п-к) _= а,к2

(■v'lfim. У холда куйидаги куринишга эга булади:

Л'"-*' =

“и
1 „(»-*) 
[ Яц

0

0

0
0

1 * * *

'] л -

i « r >  '•••

i 1 -  
1

. , 0

0 0 i 0 1

'̂ kn
о

О

С(.п-к)

р{п-к)
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Бу ерда Фробениус нормал формасига эга булган {п - к  + {) — 
тартибли квадрат матрица, эса (А: -  1) — тартибли квадрат 
матрица. Лаплас теоремасига кура;

с1е1 -  ЯД) =  с1е1(5("-« -  Я£',_^) -  Я£'„_^ ,̂) (4.1)

яъни матрицанинг хос купх;ади А матрица хос купвди нинг 
булувчисидир. (4.1) тенгликдан курамизки, А матрицанинг хос 
купх,адини топиш учун яъни матрицанинг хос кунх^адини то­
пиш керак. Буни эса юк^орида келтирилган метод билан бажариш 
мумкин. Данилевский методи хос куп;^адни топиш методлари ора­
сида энг тежамкор методдир. Хисоблаш  жараёнини контроль 
к,илиш учун топилган коэффициентни матрицанинг изи билан 
так,к.ослаш керак.

2. Данилевский методи билан хос векторни ?^исоблаш. Агар А 
матрицанинг хос сонлари маълум булса, А.М  .Данилевский мето­
ди билан унинг хос векторларини аникдаш мумкин. Фараз к.илай­
лик, Я А матрицанинг ва демак, унга ухшаш булган Р Фробениус 
матрицасининг хос сони булсин.

Р матрицанинг берилган хос сонига тегишли булган У = (у,, 
у̂ , у„) хос векторни топам из. Р у = к у  булганлиги учун 
(Р  -  Я^) У = О ёки

= 0

Бундан эса у хос векторнинг у̂ , у У „  координаталарини то­
пиш учун куйидаги чизикди алгебраик тенгламалар системасига 
эга буламиз;

{ру -  Х)у1 + Р2У2 + . . -+р„у„ = О,

У1 -  Ху2 = О,

Уг -  ^Уз =  О,

Л -1 -  = О

>1-Я VI ■■• р„-1 >1

1 -я .. . 0 0 Уг

0 0 .. . -я 0 У„-1

0 0 .. . 1 -я_ Уп

(4.2)

Бу системадан
Уп-1 = У̂п̂  
Уп-1 =

3̂1

194



ни топамиз. Х ос вектор хоссасига кура у =  \ деб олишимиз мум­
кин, у холда

З'л = 1  

У п-1 =

У, = Я"-'

га эга буламиз. Демак, изланаётган хос вектор у -  (Я""', Я”" ,̂ ..., 1) 
куринишга эга. (4.3) ни (4.2) системанинг биринчи тенгламасига 
олиб бориб куйсак, у

Р(Я) = Я " - / » ,Я '- > - . . . - ;р „  = 0

куринишга эга булади, бу эса хисоблаш жараёнини контрол к^^лиш- 
га хизмат килади. Ухшаш алмаштириш матрицаси 5  маълум булса, 
А матрицанинг хос векторини топиш к,ийин эмас. Хак,ик,атан хам, 
агар X А матрицанинг Я хос сонига мос келадиган хос вектори 
булса, у холда х  =  булади, чунки Ру = Ху ва Р  =  булган­
лиги учун -  Ху дир. Бу тенгликнинг хар иккала томонини 
3  га чапдан купайтирсак, =  Я^У келиб чик^ади.

Шундай килиб, 5  матрица маълум булса, А матрицанинг хос 
векторини топиш кийин эмас. Данилевскии методининг регуляр 
холида ва норегуляр холининг биринчи вариантида 8 матрицани 
бевосита ёзиш мумкин. М асалан, регуляр холда

. . - м .

.М,- = (/ = 1, л -  1) матрицалар бирлик матрицадан факат битта 
сатри билан фарк килганлиги учун

X =  ... • М^у (4 .4)

Л
векторни топаётганда аввал ... ЛГ, купайтмани топ-
масдан у векторни кетма-кет Л/,, тЦ, матрицаларга купай-
тириш маъкулдир. Векторни М. га купайтирилганда векторнинг 
факат битта координатаси узгаради.

Данилевский методидаги норегуляр холнинг иккинчи вариан­
тида матрицанинг хос векторини бу йул билан топиб булмайди. 
Бундай холда хос векторни Крилов методида курсатилган усул 
билан топиш маъкулдир.
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М и с о л .  Куйидаги

А =

' 2 3 - 9 - 2  О' 

- 4  23 О - 2  

- 8  О 2 3 - 9

0 - 8  - 4  23

матрицанинг хос сонлари ва хос векторлари топилсин.
Е ч и ш .  Д анилевский методи ёрдамида куйидагиларни хосил киламиз:

1 0  0 0 
0 1 0  0

= л/; 'а м  ̂ =

1 0 0 0 " ■ 23 - 9 - 2  0  ■

0 1 0 0 - 4 23 0  - 2

0 - 8 - 4 23 - 8 0 2 3 - 9

0 0 0 1 0 - 8 - 4  23
О- 2 - т  #4 4 

0 0 0 1

- 2 3 - 5  '

- 4  23 О - 2  

64 О 46 -  477  

О 0 1 0

Бу ерда Д анилевский методидаги норегуляр холнинг биринчи вариантига дуч 
келдик. Ш унинг учун хам А(’> матрицани чан ва унг томонидан

0 1 0  0 

1 0  0 0 

0 0 1 0  
0 0 0 1

матрицага купайтирамиз, унда 1 - ва 2 - устунларнинг уринлари узаро алмаш и- 
нади:

04̂ '>17 =

23 - 4  0 - 2  '

- 5  23 1

О 64 46 -477
0 0 1 О

Бу матрицага Д анилевский методининг навбатдаги к,адамини куллаймиз:

(̂2) _А̂ >̂ = м;'иА^»им, =

1 0 0 0  ■

0 64 46 - 4 7 7

0 0 1 0

0 0 0 I

о - 22 3 - 4  

- 5

о 64 46  - 4 7 7  

0 0 1 0

23 1 - 1

0 0 0 '

1 46 477

64 64 64

0 1 0
0 0 1
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-2 3
1 46 5 0 9 '

16 16 16
-3 2 0 69 -1 5 0 3 10235

0 1 0 0

0 0 1 0

= м: _

Д емак,

-3 2 0 69 -1 5 0 3 10235'
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 69 1503 10235 ■
320 320 320 320
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

23

-3 2 0

1
16

69

46
16

-1 5 0 3

509 ■ 
16

10235 X
0 1 0 0

0 0 1 0

'9 2  --3070 43884 -2 2 5 2 2 5
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

Щ )  =  А“ -  92Я’ +  3070А2 -  43884А +  225225 = 
=  (Я -  13) (Я -  21) (Я -  25) (Я -  33)

ни хосил киламиз. Бундан эса  хос сонларни топамиз:

Я, =  13, Я̂  =  21, Яз =  25, Я, =  33.

Энди хос векторларни топамиз. Бу ерда 5  =  М̂ иМ^М  ̂ булганлиги учун (4 .3 ) 
(4 .4) формулаларга кура

Зс'*’ = М^иМ^М^у =

■ Муи-

1 0 0
0 1 46

64 64

0 0 1
0 0 0

64

0
1

1 69 1503 10235
320 320 320 320

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

■ _1_ ■ 
2 0  1 0  0 '

13" = |Л/з-
1 0 0  0

13 0  0 1 0

1
0  0 0  1

13"

13

1

= м,-

■ 3 ■
4
1
2 =

13

1

1 о  
о  1

о '  
о

о  - 2  -4- ^
4 4

0 0 0 1

■ 3 ■ ■ 3 ■

4 4 3
1 1

т 1 2

2
13

£,
3 4 ■ 6

_ 1

2 _4
1 _
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Ш ундай килиб, х< ‘)= (3 ,2 ,6 ,4 ) '.  Шу йул билан х;исоблаб, к,олган хос векторларни 
: ам топамиз:

х « = ( 3 , 2 , - 6 , 4 ) ' ,  х < « = ( 3 , - 2 ,6 , - 4 ) ' ,  x W = ( 3 , - 2 , - 6 ,4 ) ' .

5 -§ . Л Е В Е Р Ь Е  М ЕТО Д И

А матрица

Р(Я) = X" -  Р|Я"-> -  -  ... -  (5.1)

хос купхадининг илдизларини Я,, Я̂ , ..., Я̂  билан, шу илдизлар­
нинг симметрик функцияларини эса билан белгилаймиз:

= = (5.2)
/=1

Хос купхаднинг коэффициентлари р ,̂ ..., р̂  билан ларни 
борлайдиган куйидаги Ньютон формулалари мавжуд;

Ру̂ к~1 Рк-\̂ 1 Р̂к  ̂ ( ^ - 1> )̂ , (5-3)

Бу формулалардан кейинчалик хам фойдаланамиз. Уларни исбот- 
лаш учун Р(Х) ни куйидагича ёзиб оламиз;

ДЯ) =  (Я -Я ,)  ( Я - Я ,)  ... (Я -Я „ ). .  ^

Бу тенгликни дифференциалласак,

Р'(Я) = Х  П  (5.4)Ml M.jfi /=И ^

айният келиб чик;ади. Бу айниятнинг унг томонини хисоблаймиз; 

= Я" ' + {-pi + Я,)Я"'^ + (-/>2 ~ P\Xi + А/̂ )Я""̂  + ... +

+ {-р „_ ,-р „_ ,Х -...-р ,Х Г ^ + Х Г ^ )  (5.5)

(/ =  1,2 , ..., л).

Иккинчи томондан

Р’(Х) = л Я '- - ( л  -  1)р,Я"-^ -  {п-2)р^''~^ -  . . . -р„^,

ни хисобга олиб, (5.4) айниятни куйидагича ёзиш мумкин;

Р'(Я) =  лЯ”-> -(л  -  1)/,,Я"-  ̂ -  ( л - 2 )/>/"-з -  ... =
+ (-ир^ + 5' )̂Я"-2 + p̂ ŝ  + Х"-̂  +
+ {-п р , - p ,S ,  -p,S^ + S,)X"-  ̂ +  ... +

+ {-пр„_, -Р „_, -p„_,S , -  ... -p^S„_, +  ¿ ’„_.). (5.6)
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>упдан куйидагилар келиб чикади:

(п-1)ру = -пру + ^ 1,

-  (л -  2 )Р2 = -ПР2 -  РуЗу + 8 2 ,
-  (л -  3)р  ̂ = -пр^ -  -  руЗг + ^3,

(5 .7)

-Рп-\ =-np„-x-p,-2S^-■■-P^S„_2+S.-X■

1>у тенгликларни соддалаштирсак:

51 — />1 = О,

^2 -  РХ̂ Х -  ^Р2 = О, 
*̂ 3 ■“ Рх‘̂ 2 ~ Рг^х ~ ^Рз ~

(5 .8)

п̂-Х ~ Рх̂ п-2 ■ ■ • Рп-1̂ Х ('̂  1)Рп-Х — 0.

Булардан кетма-кет р̂ , р ,̂ ..., р„_у ларни аникдаймиз.
р̂  ни хосил К.ИЛИШ учун куйидагилардан фойдаланамиз:

Р (1 ,)  = Я” -  М Г ■- - Л - Л  -  Л  = О,

Р(Я2) = Я " - М ' -  

Р {К ) = К -Р х К -'~

-Рп-Х^2 -Рп=^>  

-Рп-хК - Р п = ^ -

Энди буларни кушиб,

(5-9)

тенгликка эга буламиз. Бу тенглик (5.8) билан бирга Ньютон фор- 
мулаларини беради.

Х ос купхад коэффициентларини (5.8) — (5.9) лардан фойдала- 
нйб кетма-кет куйидагича хосил к^иламиз:

Рх

Р2 - \ iS 2 - - М ) >

Рп -Рх5„-х~-

Агар 5 ,, 8 ,̂ ..., 8̂  маълум булса, бу формулалар ёрдамида;?,, р ,̂ ..., 
р̂  топилади. Маълумки, б", А матрицанинг изига тенг:

15’, =  Я, +  Я̂  +  ... +  Я̂  — 1тА.
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Иккинчи томондан лар ^ * = [ 4 * ’] матрицанинг хос
сонлари эканлигини х.ам биламиз, шунинг учун х;ам

Шундай к^илиб, Р(Я) хос купх,аднинг коэффициентларини топиш 
учун А̂ , А\ А" матрицаларни хосил к^илиб, уларнинг изи 

= \,п) ни топиш керак.
/=1

Матрица изини топиш учун бу матрицанинг фак,ат диагонал 
•?лементларини билиш кифоядир. Шунинг учун х.ам т = деб

олиб, А̂ , А̂ , ..., А'" ни Х.ОСИЛ к,илиш х^амда у4“+‘, ..., А" матри­
цаларнинг фак^ат диагонал элементларини хисоблаш керак. Бу эса 
х;исоблашни анча к,иск.артиради.

Шунга к^арамасдан Леверье методи жуда куп мех,нат талаб к;и- 
лади.

М и с о л .  Леверье методи билан

-1 2

2 1 
2 - 1

О 2

матрицанинг характеристик купхади топилсин.

Е ч и ш  . Бу ерда т = 4+1

нинг фак,ат диагонал элементларини топамиз:

А̂  =

= 2  булганлиги учун А̂  ни хисоблаб, А̂  ва А“ лар-

- 1 2 2 0 ‘ ■ - 1 2 2 0 " '9 - 2 8 1 0 '

2 1 3 2 2 1 3 2 6 6 15 7

2 - 1 2 3 2 - 1 2 3 0 7 8  ■- 2

0 2 1 - 2 _ 0 2 1 - 2 6 - 3 6 И

А̂  =

Д ем ак, бу ердан

■ - 1 2  2 С ' 9 - 2 8  1 0 ' '3

2 1 3 2 6  6 15 7 17

2 - 1  2 3 0  7 8  - 2 35

0 2  1 - 2 _ 6 - 3 6  1 1 - 1 0 _

' 9 - 2  8 1 0 ' "9 - 2 8  1 0 ' '1 2 9

6 6  15 7 6  6 15 7 108

0 7 8 - 2 0 7 8  - 2 159

6  - 3 6 1 1 6 - 3 6  И 148

■У, - :_  __
1 + 1 +  2  -  2  =  10 ,

‘̂'2 = 1тА̂ =  9 +  6  + 8  +  И  = 34,

■Уз = =  3 +  17 +  35 -  10 =̂ 45 ,
5  =  1^4 129 + 108 +  159 +  148 =  542.

200



Энди (5 ,10) формулалар ёрдамида 

= О,

ларни топамиз. 
Д ем ак,

Л = у (^ 2 - М )  = 17.

Рз — ^  ( * ^ 3  “  р А  ~  P i^^ i)  =  1 5 ,

Р4 = -|-(‘S'4 -  А^’з -  P2S2 -  Р А )  = -9

Р(А) = V  -  17Я2 -  15Л +  9 

берилган матрицанинг характеристик купхадидир.

6 -§  Ф Д В Д Е Е В  М ЕТО Д И

Д. К. Фаддеев Леверье методини шундай такомиллаштирдики, 
натижада, берилган А матрицанинг хос купхадини топиш билан 
бир вактда унга тескари булган Л“‘ матрицани хамда А матрица­
нинг хос векторларини хам топиш мумкин булади.

Леверье методидаги А, А̂ , ..., А" матрицалар кетма-кетлиги 
урнидаги ушбу Лр А̂ , ..., А̂  кетма-кетликни Д.К.Фаддеев куйида­
гича аникдайди:

Â  = А, tтÂ  = q̂ , А ^ - д^Е, 
А  = А В „ ^  = д „ В , = А , - д , Е ,

(6 .1)

Л -1 = А В „ _ „ ^  = д„_„ В„_, = 4 _ ,  -  д„^,Е,■̂п-2 3 ‘ П~\

А„ = АВ. tr4 -  = 9п, В „ = А „ -  д„Е.й-15

Бу ерда куйидагиларни исботлаймиз;
а) Чу =  Р ,,  д2=Р2, я = р ; ,
б) В̂  ноль матрица;
в) агар А махсусмас матрица булса, у холда

А~̂  = с;)
Рп '

М атематик индукция методи билан аввал а) ни исботлаймиз. Рав­
шанки, =  1гА = q̂ . Энди фараз килайлик, д̂  = p ,̂ д̂  =  р ,̂ ..., 
Чк- 1  ~ Рк- 1  булсин, у холда = р̂ . эканлигини курсатамиз. (6 .1) дан 
ва юкоридаги фараздан куйидагини хосил киламиз:

= Л* -  q̂ Â -' -  ... -  g|̂ _̂ A = А̂  -  p̂ Â ‘-'̂  -  ... -
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Демак,

1тА̂  = /сд, = 1гА̂  -  -  ... -  р̂ _̂ 1гА=̂  ~ -  -Р ^ -А -

Бу ердан Ньютон формулалари (5.3) га кура = кр!̂ , яъни =  р̂ .̂ 
Бу эса биринчи тасдик^ни исботлайди.

Иккинчи тасдик^ни исботлаш учун Гамильтон-Кели теорема- 
сидан фойдаланамиз:

К  = А ~  Р„Е ^ Л " - р^А"-' - . . . - р Е =  0 .

Бу тенгликка кура А̂  = Р^Е, (6.1) дан эса = А- 5^^. Демак,

А-' =
Р«-1

Шу билан учинчи тасдик, х;ам исботланди. Юкорида хосил килин- 
ган А̂  = р^Е тенглик контрол вазифасини бажаради, агар А̂  мат­
рица скалярр^Е матрицацан к^анча кам фарк. к^лса, хисоблаш шунча 
яхши олиб борилган булади.

М и с о л .  Куйидаги

А =
Л 2 3 
2 1 2
3 2 1

матрицанинг хос купхадини ва А^' ни топамиз. 
Е ч и ш .  (6 .1 ) формулага кура

\ 2 3' ■ -2  2 3 ‘

А = 2  1 2 , Рз =  3, 5 ,  = 2 - 2  2

3 2 1 3 2 - 2

И 4 Г ■ -3  4  Г
4  = АВу = 4 6  4 ,/'2 = 14, 4 - 8  4

1 4 11 1 4 - 3

А ,=
' 8  О О 

О 8  О 

0 0 8

Д ем ак, л  =  8  булиб,

Р̂ {Х) =  Д' -  ЗЛ̂  -  14Я -

А-̂  =

-А  1 . 1  
8 2 8

1 - 1 1  
2 .. 2

1 1 - 1  
8 2 8
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Энди хос векторларни топиш масаласини курайлик. Ю1<,орид:1 
аникданган Б ,, В̂ , ..., матрицалардан фойдаланиб,

Q{X) =  +  Х"-̂ В̂  +  ... +  5

матрицани тузамиз. Агар А матрицанинг барча Х̂ , Х̂ , ..., Х̂  хос 
сонлари бир-биридан фаркди булса, у х,олда Q{X) матрицалар ноль 
матрица эмаслигини курсатиш мумкин. Энди Q(Â ) матрицанинг 
хар бир уступи А матрицанинг хос сонига мос келадиган хос 
вектордан иборат эканлигини курсатамиз.

Хак,ик,атан хам В, -  ABj_^--pjE (J  = 1,п) ва хос купхаднинг 
илдизи булганлиги учун

(Х,Е - А )  Q (Я,) = (Л,Е -  А)(ЛГ'Е + + ... + Я,В„_2 + В„-.) =

= Я ;Е  + ЛГ'(В, -  А) + ... + ЯДВ„_, -  ЛВ„_2) -  АВ„̂ , =

= {X\-p,X\-^-...-p„)E = Q,

I

яъни

бундан эса 

ёки

{X^E-A)Q {X,) = О, 

{ Х ^ Е - А ) х =  О

А х  -  Xĵ x

келиб чикади, бу ерда х  вектор Q{X  ̂ матрицанинг ихтиёрий ус­
тупи. Албатта, хос векторни топиш учун <2(Я̂ ) матрицанинг хамма 
устунларини эмас, балки унинг бирор устунини топиш кифоядир. 
б(Я^)матрицанинг й  устунини куйидаги рекуррент формуладан 
аникдаш маъкулдир:

й о = ё ,  й. = Я,и,_, +  6 ,,

бу ерда Ь ¡B. матрицанинг бирор устуни булиб, ё  эса бирлик 
матрицанинг шу номерли устунидир. Бу холда

«  =  " « - г

7-§. НОАНИК, КОЭФФИЦИЕНТЛАР МЕТОДИ

Г
Характеристик купхадни ёзиш мураккаб масала эканлигини 

айтиб утган эдик. Ноаник, коэффициентлар методи мана шу му­
раккаб масалани анча содда масалага, яъни Д Я ) =  det { А - Х Е )  ни 
Я =  0,1, ..., л - 1  кийматларда хисоблаш ва битта сонли матрица­
нинг тескарисини топишга олиб келади. Олдинги бобдаги метод- 
ларнинг бирортасйни куллаб, Д О ), Д 1 ) ,  ..., Д л - 1 )  ни хисоблай-
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миз, натижада хос купвдн и нг р ,̂ р̂ , Р„ коэффициентларини 
топиш учун куйидаги чизикди алгебраик тенгламалар системаси- 
га эга буламиз:

р„ = ( - 1Г - 'Д 0 ),

( - -  р, ■ 1”- ‘ -  р, • . .-р„) = D(X),

( - 1)"(2" -  р, • 2"-' -  р̂  • 2 " -2 - . . , - p J  = D{2),
(7.1)

( - 1)"((« - 1 ) "  - Р , { п - 1)"-’ -  р,{п  -  D - 2 - . . .-р„) = D (n-  1).

Бу ердан эса

= l  + ( -D " ( i) (0) - i ) ( l ) ) ,  
р, • 2 "-' + р, ■ + ... + А -,2 = 2 " + ( - 1) " ( Д 0 ) -  Д 2)),

р ^ (п - 1 Г '+ р ,(п - \ Г ^  + ... + р„_,(п-1) 
= i n - i y  + i - i y ( D ( 0 ) - D ( n - l ) ) .

(7.2)

Бу системани ечиб, хос купхад коэффициентлари р ^ ...,  р„ ни 
топиб оламиз. Куйидаги матрица

ва

'1 1 1

д - . =
2/1-1

2

{n- iy-^  ( « - l )"-2 . . . n - l

■l + ( - l) " (Z )(0 )-D (l) ) Pi

d = 2" + ( - l ) " ( D (0) - D ( 2 ))
,P =

Рг

_ ( n - l ) " + ( - l ) " ( D (0 ) - D ( n - l ) ) - Л .

векторларни киритиб, (7.2) системани матрицали тенглама шак- 
лида ёзиб оламиз:

Бундан эса

Bn-iP = d .

p  = b -:j . (7.3)

Шуни хам таъкидлаб утиш керакки, бу метод билан бир нечта бир 
хил тартибли матрицаларнинг купхадини топиш кулайдир, теска-
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ри матрица факат характеристик детерминантнинг тартибига бог- 
лик, булиб, уни олдиндан топиб куйиш мумкин.

М и с о л .  Куйидаги

А =

- 1 2  2 О
2 1 3  2

2 - 1 2  3

О 2 1 - 2

матрицанинг хос купхади топилсин. 
Е ч и ш .  Гаусс методи билан авва^.

В,=

1 1 Г

2  ̂ 2" 2 

3̂  3" 3

матрицанинг тескарисини топамиз:

2 б 

'  2

Сунгра куйидагиларни хисоблаймиз:

- 1 2  2  '0 ' ■ - 2 2 2 O'

2 I 3 2 2 0 3 2
Д О )

2  - ■1 2 3
=  9, Д 1 ) =

2  ■- 1 1 3

0 2  1 - 2 _ 0 2 1 - 3

3 2 2  0 ' ■ - 4 2 2  0

2  - 1 3 2 2 - 2 3 2
Д 2 ) =

2  - 1 0 3
= - 7 3 , D (3) =

2 - 1 - 1  3

0  2 1 - 4 0 2 1 - 5

= - 22,

=  - 1 0 8 .

Энди (7 ,3 ) тенгликка кура

Р =

' 1 1 1 ' - - -

2  . 2  б 32 0

- А  2 - 1  
2  2

98 = 17

3 3 ^ 198 15
. "2 . 3 . . . -

ни топамиз. Д ем ак,
Р(Л) =  -  17Я2 -  15Я +  9 

берилган матрицанинг характеристик куп^адидир.
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Маълумки, п -  тартибли Л =  квадрат матрицанинг характе­
ристик куп\ади

ДЯ) = D (1) =  det { А - к Е )

ни топиш п ортган сари кийинлашиб боради. Лекин DĴ X) билан 
{п -  1)-тартиблИу4^^_, квадрат матрицанинг характеристик купхади 
орасида рекуррент муносабат урнатиб, DĴ X) ни топиш масаласи­
ни D̂ (X) ни топишга келтириш мумкин. Бунинг учун биз олий 
алгебрадан айрим маълумотлар келтирамиз. Берилган А =  [а.] 
матрицага бириктирилган матрица деб.

8-§. 5;ОШИЯЛАШ МЕТОДИ

А* =

Al A l ■■■ Ап 
A l A l -  Ап

A l  A l  ■■■Ап

(8.1)

матрицага айтилади, бу ерда у1„лар a¡j элементларнинг^алгебраик 
тулдирувчисидир. Матрицаларни купайтириш к,оидасидан

АА* = А * А =

d О ... О 
О í/ ... О

О О ... ¿

= d -е
(8.2)

келиб чик;ади, бу ерда d =  detA.
Энди хошиялаш методини тушунтиришга утамиз. Бунинг учун 

матрицани

А = А  =
'А -,

(л -1 ) а.. (8.3)

куринишда ёзиб оламиз. Бу ерда

= (а ,„, а,

Энди А̂  -  ХЕ  ̂ матрицага бириктирилган матрицани С{Х) = 
= С(Я) = [с..(Я)] оркали белгилаб, (8.1) тенгликдан

= D„_,(X)

эканлигини курамиз, (8.3) тенгликдагидек, СДЯ) ни хам катаклар- 
га буламиз;
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С „ (Я ) =

Й<"-»(Я) A - i W

Бу ерда

£̂ ”-'ЧЯ) = (с„.(Я), с„,(Я), ..., с„„_.(Я))', 
А<-)(Я) =  (с.„(Я), с,„(Я), ..., с„_,„(Я))

булиб, 0 „_1(Я) эса матрицанинг характеристик куп^адидир.
(8 . 1)—(8 .2 ) тенгликдан

( A - ^ ) C J k )  = D ß )E „
еки

С,_,(Я) Я(„_,ДЯ)

А^'-’ЧЯ) А - 1(Я)
= А (Я )£ „

га эга буламиз. Бундан эса куйидаги

(4 _ .  -  Я£„.,)я<"->»(Я) + й''’- ‘>/)„..(Я) = О, 
^(«-1)^(«-1)(Я) + -  Я )0„.,(Я ) = /)„(Я). (8.4)

тенгликлар келиб чик.ади. Бу тенгликларнинг биринчисидан^^”"*) (Я) 
ни топамиз. Бунинг учун биринчи тенгликни

(8.5)

(8.6)

я^("-')(Я) =  Л - , я ‘" - ‘'(А) +  « ( - D ö  _^(Я)

шаклда ёзиб олиш маъкулдир. Бу тенгликдан

Ö  _,(Я) =  Я -  + д,Я«-2 + + ... +

булганлиги учун, курамизки, |'<''“'ЧЯ) векторЯ га нисбатан { п - 2 )  — 
даражали вектор — купхаддир:

g "̂-^\X) = 6o^"-'U"-2 + ¿5<''-'>Я”-̂  + ... + (8.7)

Буни ва (8 .6) ни (8.5) га к^шиб, Я нинг ^ р  хил даражалари 
олдидаги коэффициентларни солиштирсак, {j  = О, л -  2) лар 
учун куйидаги тенгликларга эга буламиз;

(8.8)

Шундай К.ИЛИ6, бевосита 1>2(Я) ни хисоблаб, кейин кетма-кет D3(Я), 
/) (̂Я), ..., D ß )  ларни хисоблаймиз.
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М и с о л .  Куйидаги

1 2 3 4
2 1 2 3

3 2 1 2

4 3 2 1

А =

матрицанииг характеристик купхади топилсин. 

Е ч и ш .  Аввало

1 2 3'

2 1 2
3 2 1

матрицани оламиз ва 0 (̂Х) =  -  2Я -  3 дан фойдаланиб, g <̂ >0) нинг коэффици- 
ентларини ( 8 .8 ) дан топамиз:

ЬР = ¡7(2)...

'1 2 '3 '
- 2 -

'3 ' ‘Г

2 1 _ 2 2 4

Энди |(2)(Я) =
'3 ' Г

Я +
2 4

Дз(А) = [3,2] Я +

ни (8 .4) га куйиб, Вз(Я) ни хосил киламиз:

+ (1 -  А)(Я2 -  2Я -  3) = -Я^ + ЗА̂  + 14А + 8 . Энди А, = А деб

олиб, |̂ <” (А) ни топам из:

6<з) = ,
1 2  3 
212 

3 2 1

4 4 - 4

3 + 3 3 = - 6

2 2 - 1 2

6(3) = _
'1 2  3 ' '4  ■ '4 ■-2  ■

2 1 2 6 + 14 3 = 0

3 2 1 14 2 - 1 0

4 4 2

3 Я2 - 6 Я - 0

2 14 1 0

Нихоят, ДДЯ) ни топамиз:

' 4 4 2

\

)̂4 (Я) = [4 ,3 ,2 ) - 3 Я2 - 6 Я - 0

2 14 0

+ (1 -  Я)(-АЗ + ЗА̂  +

+  14Я +  8 ) =  Я" -  4Я  ̂ -  40Я  ̂ -  56Я -  20. 
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9 -§ . ХО С СОН ЛА РН И Н Г К И С М И Й  М УА М М О СИ Н И  
ЕЧ И Ш Н И Н Г И ТЕРА Ц И О Н  М ЕТО ДЛА РИ

Бу параграфда биз хос сонларнинг к,исмий муаммосини ечиш- 
нинг энг содда методларини куриб чи^амиз. Бундан ташк^ари кара- 
ладиган матрицаларимиз оддий структурага эга деб фараз киламиз.

Таъриф. Агар п — тартибли А квадрат матрица п та чизикди 
эркли хос векторларга эга булса, бундай матрица оддий структу­
рага эга дейилади.

Чизикди алгебрадан маълумки, матрицаларнинг куйидаги синф- 
лари оддий структурага эга:

1. С и м м е т р и к  м а т р и ц а ,  чунки унинг хос кийматлари 
х.ак,ик;ий сонлар булиб, хос векторлардан тузилган ортогонал ба­
зис мавжуддир.

2. Э р м и т  м а т р и ц а с и ,  унинг барча хос сонлари х;ак.ик.ий 
булиб, хос векторларидан мос равишдаги п улчовли комплекс фа- 
зода ортономал базис тузиш мумкин.

3. Н о р м а л  м а т р и ц а .  Агар А матрица узининг кушмаси А* 
билан коммутатив, яъни АА* = А*А булса, у холда А матрица нор­
мал дейилади. Умуман, олганда, бу учта синфга тегишли матрица­
лардан ташкари оддий структурага эга булган бошка матрицалар 
хам мавжуд.

Биз аввал модули буйича энг катта хос сон ва унга мос келган 
хос векторни топиш билан шугулланамиз. Кейин эса модули буйича 
катталик жихатдан иккинчи уринда турган хос сон ва унга мос 
келадиган хос векторни топамиз.

1. Энг катта хос сон ва унга мос келадиган хос векторни топиш­
да даражали метод. Фараз килайлик, А матрица оддий структура­
га эга ва унинг хос сонлари Я,, Я̂ , ..., Я̂_ булиб, уларга мос келади­
ган чизикли эркли хос векторлар Зс<‘), х ® , ..., булсин. Бу 
ерда турт холни куриб чикамиз:

1 -х  о л. А матрицанинг хос сонларидан биттаси модули буйича 
энг катта булсин. Умумийликка зарар етказмасдан хос сонлар ку­
йидаги тартибда жойлашган деб фараз килишимиз мумкин:

|Я,|>|Я,1>|Яз|>... >|Я„|. (9.1)

Биз Я, нинг такрибий кийматини топиш усулини курсатамиз. Их­
тиёрий нолдан фаркли векторни олиб, уни А матрица хос 
векторлари буйича ёямиз:

у (0) =  +  ... +

Бу ерда лар узгармас сонлар булиб, айримлари ноль булиши хам 
мумкин. у вектор устида А'̂  матрица ёрдамида алмаштириш ба­
жарамиз:
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У=1

Бу ердан = Я * э к а н л и г и н и  хисобга олиб,

= (9.2)
У=1

га эга буламиз.
Энди п улчовли векторлар фазоси да ихтиёрий е ,̂ ё^, ..., 

базис оламиз. Шу базисда

X «  =  (X ,,, X ,., . . . ,  х „ /

булсин. (9.2) тенгликни координаталарда ёзиб чик^амиз:

= 1ь^х,^х';(1 = 1,п). (9.3)
J=i /

Шунга ух;шаш

>•!*•'> = ¿ 4 , ( 9 . 4 )
}=\

Бу ерда с.. = ¿ х .  деб белгилаб, (9.4) ни (9.3) га буламиз:

уТ'' саХ\+сп4+-+СшА, ^

Фараз килайлик, с., О булсин, бунга эришиш учун дастлабки 
вектор ва ё^, ё^, ..., ё  ̂ базисни керакли равишда танлаш ке­

рак. Энди й?,, = -5?- ва /¿,. = 4  ̂ деб (9.5) ни куйидагича ёзамиз:С,1 /-1

 ̂ <9.6)

Бу ердан эса (9.1) ни хисобга олсак, Л -» оо да < ... < О 
келиб чик^ади.

Демак, (9.6) ни куйидагича ёзишимиз мумкин:

^  = Я,[1 + 0 (\ ц ,Г  )][1 + 0(1^21* )] =  Я.[1 + )] =

= X, + 0{\fi,t).

Бу ердан эса етарлича катта к лар учун
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А , -
Л

(9,7)

деб олишимиз мумкин. Одатда х<‘> векторнинг бир неча коорди- 
наталари нолдан фаркди булади. Ш унинг учун (9.7) да нисбатни / 
нинг бир неча к^ийматида хисоблаш мумкин. Агар*бу нисбатлар 
етарли аникдикда устма-уст тушса, у холда биз Я, ни етарли аник,- 
лик билан топган буламиз. Равшанки, бу жараённинг як^инлаши- 
ши тезлиги нинг кичиклигига богликдир.

Э с л а т м а .  Ю коридаги итерацион жараённинг як,инлашишиии тезлаш ти­
риш учун айрим холларда к,уйидаги матрицалар кетма-кетлигими тузиш фойда- 
лидир:

= А-А,
А‘' = А -̂ А\
А» = А -̂ А\

А̂ "’ =А2'”-‘ .а2'”-'
Бу ердан эса к  =  2"' деб олиб,

yik) _ у(1»

у(.к+п =  А ут

га эга буламиз. _
Топилган энг катта хос сон Я, га мос келадиган хос вектор сифатида ни 

олиш имиз мумкин, Хак.ик,атан х.ам, (9 ,3 ) формуладан

га эга буламиз. Бу ердан

тЛк)
j=T-

Агар биз i.ijkz;z^ эканлигини х,исобга олсак, у холда етарли аникдик билан

га эга буламиз, яъни хос вектор х  <'> дан сонли кунайтувчи билан фарк. к;иляпти 
ва, демак^ у Я, хос сонга мос келадиган хос вектордир,

М и с о л ,  Куйидаги

5 - 1  0]
А =  - I  3 I

О I 1

матрицанинг эн г катта хос сони ва унга м ос келадиган хос вектори топилсин, 
Е ч и ш .  Дастлабки У™ =  (2, - 1 ,  - 1 ) '  векторни олиб, унинг итерациясини 

хосил к,иламиз,
Натижа 13-жадвалда келтирилган.



13-окадвап

у Лу А^у А^у А‘<у А^у А» у А’ у

2 11 61 336 1842 10071 54981 299916
- 1 - 6 - 3 1 - 1 6 2 -8 6 1 -4 6 2 6 -2 5 0 1 1 -1 3 5 7 0 2
- 1 - 2 - 8 - 3 9 - 2 0 1 -1 0 6 2 -5 6 8 8 -3 0 6 9 9

давоми

А^у А> у А">у А" у А'^у

1635288 8914131 48586477 264798094 1442094008
- 7 3 7 7 1 1 -4 0 1 5 8 2 2 -2 1 8 6 5 7 0 9 - 1 1 9 1 0 3 5 8 -6 4 8 8 9 4 3 5 1
-1 6 6 4 0 1 -9 0 4 1 1 2 -4 9 1 9 9 3 4 -2 6 7 8 5 6 4 3 - 1 4 5 8 8 9 1 8 1

Итерацияни шу ерда тухтатиб

1442094008 ,  . 648894351 ,
3 ^ 7  = -264798094 = ^  = 5-4481;

,(12)

У\

145889181
26785643

19103538 

= 5 ,4400;

га эга буламиз. Д ем ак, Я, пинг та1ф ибий к,иймати

А, = 1  (5 ,4460  + 5,4481 + 5 ,4400) = 5 ,4447  = 5 ,445

га тенг. А матрицанинг биринчи хос вектори сифатида

'1442094008 '
= -648894351

-145889181

ни олиш имиз мумкин. Бу векторни нормаллаштиргандан сунг

х " )  = (1; -0,46; -0,10)'

келиб чик,ади.

2-}^ол. А матрица хос сонининг модули буйича энг каттаси 
каррали булсин. Фараз килайлик,

А, =  =  ... =  Я̂ .,

|Я.1 > и„,| г  |Я„,| > > |Я.|

булсин. Бу \олда (9.5) тенглик куйидаги куринишга эга булади:

У],(*+1) _  (С,1+...+С;̂ Я̂ '̂ '+С; .̂ + |Яр|+... + С,„Я̂ ' 
(сц + ...+с^5 ) 4  +с,-̂ ,,.+1Я,+| +...+с,„Я^

\к + \ лк+\

у]д г (9 .8 )

Бу ерда х,ам с,., + ... + О деб фараз киламиз ва
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с- Я-
(1ц = — ——-О ' > 5), |J.¡ -  у- белгилашларни киритиб, (9.8) пи  ̂ С,1+-+С/1 м

куйидагича ёзамиз:

Бундан эса, — > О ни хисобга олиб,

Я .=  ^  + 0(1̂ . . / )Уi

га эга буламиз. Шундай к,илиб, юк^орида келтирилган жараён бу 
ерда хам уринлидир. 1) холдагидек А матрицанинг Я, хос сонига 
мос келадиган хос вектор сифатида такрибий равишда у ни оли­
шимиз мумкин. Умуман айтганда, бошк^а дастлабки векторни 
танлаб бошк,а хос векторга эга буламиз. Шундай к.илиб, Я,
га мос келадиган бошк.а хос векторларни хам топиш мумкин.

3 - X о л . Фараз килайлик, А матрицанинг хос сонлари куйида­
ги шартларни к,аноатлантирсин:

~  ■■■ ~  ~  ~^г+1 ~  ■■■ ~  ~^г+р
ва

- и „ ,| > | Я „ „ ,| а . . .  г|А.|,

Бу ерда юк,оридаги итерацион жараённи к;уллаб булмайди. 
Хак;ик.атан хам (9.3) тенгликни куйидагича ёзиш мумкин:

= (¿,х,., + ... + Ь,х., )̂?  ̂ + (¿„,х,. „1 + ... + +

+ -  + Ь„х,Х  = + ^ , . , , ( - 1 ) 4 ^  +

“ +й?,-,;.+р+1ЯД ,̂+1 + ... + .

Бу ерда й̂ Х\ в,а хадлар бир хил тартибга эга булиб, к
нинг узгариши билан иккинчиси уз ишорасини узгартиради. Демак,

нисбат /: -5- со да лимитга эга булмайди. Лекин бу ерда у9'"'> ва 
у{2к+2) ва дан фойдаланиб, Я̂  ии топишимиз
мумкин:

Уг
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Шундай килиб, бу холда А матрицанинг модули буйича энг катта 
хос сонини топишимиз мумкин. А матрицанингЯ, ва -Я , хос сон- 
ларга мос келадиган хос векторларини топиш учун + Я , У®
ва - Я у д а  векторларни тузамиз:

у(к,х) ^  ̂2Я,*"'(*|Х<'> + ... + +

+ (Я, + +Я„)Я„Чх('’> =

= [ 2 (Ах<‘> + ... + + 0(1 я . , . ,  Г ) ] ,

_  я , ; ;«  = + ... + + 0(1 Г ) ; .

А матрицанингЯ, хос сонига 6 , х  <‘> + ... + Ь х̂ <'■' хос вектор ва — 
Я, хос сонига х  ('■+*>+...+ х  хос вектор мос келади. Ш у­
нинг учун хам, Я, га мос келадиган хос вектор сифатида у + 
+ Я, У <*> ни олишимиз мумкин. Агар гв&р ёки буларнинг бирорта­
си бирдан катта булса, у холда бошк.а дастлабки векторни 
танлаб шу жараённи такрорлаш керак.

4 - х о л  . Бу холга А матрицанинг модули буйича энг катта хос 
сонлари кушма комплекс булган хол ёки модуллари"Ъилан узаро 
жуда ЯК.ИН булган хол киради. Фараз к,илайлик,Я, ваЯ^ хос сонлар 
кушма комплекс сонлар булиб, куйидаги шартни каноатлантирсин:

и ,|  =  1 4  >  |я,| >  >  ц .| .

Бу холда, куйидаги такрибий тенгликларнинг уринли эканлигига 
осонгина ишонч хосил килиш мумкин:

■ (9.9)

Демак, бу векторлар орасида куйидаги такрибий чизикди богла- 
ниш мавжуд:

у №+2) _  + я )̂ у  + я,я^уда = 0 .

Агар хисоблаш жараёнида уда, 37^+'), у

у(к+2) + ру(к+\)^  ^у(к) ^  о  ( 9 1 0 )

чизикди борланиш уринли булса, у холда Я, ва Я̂  лар

и ^ + р и  + д = 0 (9.11)
квадрат тенгламани каноатлантиради. Бу тенгламанинг р ва д 
коэффициентларини куйидаги мулохазалар ёрдамида топиш мум­
кин. (9.10) тенгликда компонентларга утсак,
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Лк+2)У Т ' - + р у Г ' ^  + ду\'‘  ̂ = 0,

уТ  + РУТ  ̂+ ЧУ) = о

булиб, / 7̂  у деб оламиз. Бу е р д а н в а   ̂ни топиб, (9.11) га куйсак, 
у \олда (9.11) ни куйидагича ёзсак булади:

1 уГ уГ
и у(к+\)

уГ^^

= 0 (/,;• = 1,« ;/ 7  ̂ у). (9.12)

(9.11) тенгликдан А| ваА  ̂топилгандан кейин уларга мос келадиган 
хос векторларни \ам топиш мумкин, (9.9) дан

y(^^')_Я^37«=¿,Яf(Я,-Д,)x<^>

га эга буламиз. Бу натижаларни, модуллари тенг ёки як.ин булган 
хос сонларнинг сони бир жуфтдан куп булган х,ол учун \ам умум- 
лаштириш мумкин.

М и с о л .  К^'йидаги

А =

2 -1 - I  
7 5 2

0 1 3

1 О 1

матрицанинг модуллари буйича энг катта хос сонлари на унга мос келадиган хос 
векторлари топилсин.

Е ч и ш .  Куйидаги У <“* =  (1, 1, 1, 1)' векторни олиб унинг итерацияларини 
\осил к,иламиз. Бу итерациялар 14-жадвалда келтирилган,

14-ж адвап

37(0) Ау<-«> А^ут А^ут А'<ут А^ут А^ут АТут А«ут А^ут

1 - 1 - 2 8 - 2 0 4 -1 0 7 2 -4 4 9 6 -1 4 5 2 8 -6 3 0 4 120126 1079100
1 18 103 419 1181 801 -1 7 8 5 7 -1 6 0 4 3 3 -7 8 9 0 8 3 -  3162093
1 6 40 233 1142 4 6 6 5 ' -1 4 9 3 6 > 27289 -7 0 7 5 0 -  959363
1 2 5 1 2 29 70 169 408 49376

Бу жадвалдан куриниб турибдики, итерациялар кетма-кетлигининг м ос равиш - 
дагл комнонентларииинг нисбатлари тартибсиз равишда узгарянти, хатто, иш о- 
ралар алмаш иниш и руй бермокда, Бу эса комплекс илдизларнинг мавжудлиги- 
дан далолат беради, Энди Я, ва Я̂  ком плекс хос сонларни топиш учун (9,12) 
тенгламани тузамиз;

-6 3 0 4  -1 6 0 4 3 3  ■ 
120126 -789083  

1079100 -316 2 0 9 3

= О,
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+  7 ,9 5 «  +  19,55 =  О
ва

Я ,2 = -3 ,9 7 5  ±  /• 1,936

га эга буламиз. Х ос сонларнинг аник, к,иймати эса Л, - 4  ±  И  дир. Би з такри­
бий ечимии унча катта булмаган аниклик билан топдик. Чунки итерациямиз- 
нинг сони етарли эм ас эди. Апикрок, натижага эга булиш учун итерацияни яна 
давом эттириш керак.

2. Иккинчи хос сон ва унга мос келадиган хос векторни топиш.
Фараз к.илайлик, А матрицанинг хос сонлари куйидаги шартни 
каноатлантирсин:

,̂1 > ,̂1 > з̂| > ... > ^„1,

яъни А матрицанинг бир-биридан фаркди булган иккита модул- 
лари буйича энг катта хос сони мавжуд булсин. Бундай вак,тда 1 -  
холда курилган усулга ухшаш усулни куллаб, ва унга мос кела­
диган хос векторни топиш мумкин. (9.2) формулага кура

+ ьХх^"\ (9.13)

+ ... + (9.14)

Бу тенгликларда Я, ни йук,отиш учун (9.13) ни Я, га! купайтириб
(9.14) дан айирамиз. Натижада /

_ д^57« = -Л)3с'"> + Ь Х (К  -Л )3 c ‘'’̂  (9.15)

га эга буламиз.
Ёзувни к,иск,артириш мак,садида у нинг Я — айирмаси деб 

аталувчи куйидаги ■»
Д̂ 37№) = д; (*+1) -  ЯУ<*>

белгилашни киритамиз. Агар  ̂ булса, у )(,олда А; -» <» да (9.15) 
да биринчи кушилувчи йигиндининг бош к,исми булади ва биз

такрибий тенгликка эга буламиз. Бу ердан эса

(9.17)

Бу тенгликларни компонентларда ёзиб, куйидаги такрибий тенг­
ликларга эга буламиз:

= (9.18)

Бу формула ёрдамида Я̂  ни топишимиз мумкин. Бир-бирига як;ин 
сонлар у^'’ ва х,амда ва Ху̂  ̂ булганлиги учун аник;-
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лик йук,олади. Шунинг учун хам, практикадаЯ^ ни ани1<у1айдига11 
итерация номери т  ниЯ, ни аникдайдиган итерация номери А: дан 
кичикрок, килиб олиш, яъни Я̂  ни куйидагича аникдаш маъкул- 
дир:

(га+1)_ , (т)

Агар / етарлича катта булса, Я'з нинг Я̂  (/ =  3,4, ...) дан ортикдиги 
сезилиб колади, т сифатида шу Я ларнинг энг кичигини олиш 
керак. Умуман айтганда, (9.19) формулаЯ^ нинг купол к.ийматини 
беради. Шу усул билан колган хос сонларни х,ам топиш мумкин, 
лекин натижа яна х,ам куполрок, чик^ади.

(9.16) дан куриниб турибдики, Дан факат узгармас
купаювчига фарк киляпти, шунинг учун м

деб олишимиз мумкин.

1 0 -§ . М УСБА Т АНИКЛАНГАН С И М М Е Т Р И К  
М А ТРИ Ц А Н И Н Г ХО С  СОНЛАРИ ВА ХО С 

ВЕК ТО РЛ А РИ Н И  АНИКДАШ

Биз юкорида оддий структурага эга булган матрицаларнинг 
модули буйича энг каттта биринчи ва иккинчи хос сонлари ва 
уларга мос келадиган хос векторларини топишни куриб чикдик. 
Энди мусбат аникданган симметрик матрицанинг барча хос эле­
ментларини итерация усули ёрдамида топиш билан шугуллана­
миз. Маълумки, мусбат аникланган симметрик А матрицанинг 
барча хос сонлари Я,, Я̂ , ..., Я̂  х.акикий ва мусбат булиб, хС>, х< \̂ 
..., х("> хос векторларни шундай танлаш мумкинки, улар ортого- 
наллик

(х^'*, х'-'' )̂ = ^  х^х^^’ = О (г 54 7 ) (10.1)
к=1

шартини каноатлантиради. Биринчи хос вектор х  ни аннкдай- 
диган тенгламалар системасини ёзамиз:

(«и -  '+ ^ ¡24’ + -  + = 0> 

+ («22 -  Л К ’ + -  + «2«4‘’ =
(10.2)

+ ««2̂ ^  + -  + = о
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еки

^2*^ =  -Г ( « 21^:1’  ̂+ а22 ^^ 'Ч ...+ а2 „4^^ ),

(1) . . 0)'!

. 0)
Я. =  ^ ( « л Л  +  «„ 2 ^ 2  + - - - + й « Л О -х„

( 1) . ^1)',

(10.3)

Хос векторлар координаталарининг х,аммасини бирор сонга к>щай- 
тириш ёки булиш мумкин. Шунинг учун х,ам х*/* = 1 деб оламиз. 
У ходда (10.3) система п та номаълумли п та
тенгламадан иборат. Мос равишда танлаб олинган дастлабки як^н- 
лашиш х 1('’° \ . . . х ( ' ^ ^ н и  олиб (10.3) системани итерация мето­
ди билан ечамиз:

Л-1
кп

У=1
{к = \,п-Х),

= (/и = 0 , 1, 2 ,. . .) .
7=1

Системани ечишда оддий итерация методининг урнига Зейдел 
методидан хам фойдаланиш мумкин. Ш у йул билан биринчи хос 
сон

Я, -  я<г> . ?

ва унга мос келадиган хос вектор

х<') = (х '‘-'”),...,х ( ':”М )

ни топиш мумкин.
Иккинчи хос сон Я̂  ва унга мос келадиган хос вектор х  <2)ни 

топиш учун биз яна Я̂  ва х<2) ни хосил киладиган системадан 
фойдаланамиз. Бу системани биз куйидаги куринишда ёзамиз;

= (/ = !,«)•
У=1

( 10.4)

Ортогоналлик шарти
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и-1

у=1
( 10.5 )

дан х^'‘ номаълум компонентларнинг бирортасини, масалан, х ‘^̂ 
ни к.олган компонентлар орк,али ифодалаш мумкин. Худди шу х*̂ * 
ни (10.4) га куйсак, у )^олда у куйидаги унг а тенг куч ли булган 
системага айланади:

Бу ерда

/1 - 1

(/ = 1, ^ - 2 ),
У-1

I "-1

%-1 J=\
( 10.6)

а..(1) п — п “;У

Бундан )̂ ам х*1\ = 1 деб олиб ва х^ ’°’,Я̂ 2  ̂ дастлабки якинлашиш- 
ларни танлаб ( 10 .6 ) системани итерация методи билан ечиб, ва 
X нинг такрибий кийматларини топамиз:

Ау̂ ~ , Л — , . . . ,  Л^ _ 2  3 -^/1 / •

Бу ерда х^  ̂ ортогоналлик шарти (10.5) дан топилади. Шунга ухшаш 
колган хос сон ва хос векторларни топиш мумкин. (10.4) система­
нинг п — тенгламасидан контрол сифатида, яъни топилган Я̂  ва 
х<̂ > ларнинг аникдигини текшириш учун фойдаланиш мумкин. 
Каралаётган методда, Я̂  ни аникданаётганда х  нинг = О
булиши билан боглик булган махсус х^оллар х,ам булиши мумкин. 
Бундай махсус )̂ ол (10.2) системага итерация методини кУллаш 
учун кулай (10.3) куринишга келтиришдан келиб чикканлиги учун 
ундан кутулиш мумкин.

М и с о л .  Куйидаги

А =
' 5 - 1  О 
- 1  3 1

О 1 1

матрицанинг барча хос сонлари ва уларга мос келадиган хос векторлари топилсин. 
Е ч и ш .  Бу матрица симметрик ва унинг бош минорлари

Я  =  5 > О, А  =
5 - 1  

-1  3
=  14 >  О, А  =  йеЫ  = 9 > О

мусбат булганлиги учун у мусбат аник^ангандир. Я, ва х  <') ни аник^айдиган 
система:
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Л,х« = 5 х « -х « ,

Я,.х« = + Зх« + 4 ‘\ 
Я4 > = х « .х « .

(1 0 .7 )

Бу ерда = : 
(■ =  1 ва х [‘  ̂ = I

деб олгалда итерацион жараён узок^лашади, шунинг учун хам 
деб олиб

4 ‘)= ^ (З х « + х < ') -1)

. ( ■ ) = | ( ,0) , , ( 0 ),

Я , = 5 - х «
(10.8)

ни хосил к,иламиз. Бу системани Зейдел методи билан ечамиз. Д астлабки як,ин- 
лаш иш  сифатида

хУ>“)=-0,5; х(>-''>=0

деб олсак (10.,8 ) нинг охирги тенгламасидан Я̂ ®̂̂ = 5 ,5  ии хосил киламиз. Зейдел 
итерациясининг натижаси 15-жавдалда келтирилган. Ж адвалдан курамизки,

ва
Я, =  5,4491

1
-0 ,4 4 9 1

- 0,1001

15-жадвал

к „ОЛ) Хз

0 - 0 ,5 0 5 ,5
1 -0 ,4 5 4 5 - 0 ,0 8 2 6 5 ,4545
2 - 0 ,4 4 8 4 - 0 ,0 9 7 4 5 ,4484
3 -0 ,4 4 7 6 - 0 , 1 0 0 0 5 ,4476
4 - 0 ,4 4 8 4 - 0 , 1 0 0 1 5 ,4484
5 - 0 ,4 4 9 0 - 0 , 1 0 0 1 5 ,4490
6 -0 ,4 4 9 1 - 0 , 1 0 0 1 ,5,4491
7 -0 ,4 4 9 1 - 0 , 1 0 0 1 5,4491

Энди (10.7) систсмада / = 2  деб оламиз ва x̂ ■̂> нинг л: билан ортогоналлик 
шарти

дан ни топам из. Бундан

хР-0,4491х® -0,1001-хР  =0 

;ан

= 0 ,4 4 9 1 x ^ 4  0 ,1 0 0 1 х ® (10.9)

ни (10.7) га куйиб ва х ^  = 1 деб олсак, у холда
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Я2 =3,4491+ 1,100

Бу ерда

хр.'» = 0,Л<<»=4

деб олиб, итерацияни куллаймиз. Натижа 16-жадвалда келтирилган.

16-жадвам

к МЛ)Хз

0 0 4

1 0,25 3,72

2 0,34 3,82

3 0,35 3,83
4 0,353 3,837

5 0,3529 3,8373

6 0,3526 3,8370

7 0,3525 3,8369
8 0,3525 3,8369

Жадвалдан курамизки, =  3,8369. Энди х,® ни (10.9) тенгликдан топамиз: 

хр) = 0,4844 . Шундай к.илиб,

0,4844'

1

0,3525

Учинчи хос вектор х ни ортогоналлик шартларидан аникдаймиз:

(х<‘\х®) = хР > - 0,449 I x ^ '- 0,1001хр> = О,

(x<2),3f<3)̂  0,4844хр) + хР> - 0,3525хР> = 0.

Бундан эса = 1 деб олиб, х Р '= -0,2166 ва х^* =-7029 ни топиб оламиз. 

Демак,

-0,2166 

-0,7029

1

Нихоят, (10.7) системанинг охирги тенглигида / =  3 деб олиб, Я, ии топамиз: 

Яз= 0,2971.

11-§. ЧИЗИКДШ АЛГЕБРАИК ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИ ЕЧИШДА ИТЕРАЦИЯ МЕТОДИНИНГ 

ЯК.ИНЛАШИШИНИ ТЕЗЛАШТИРИШ

Биз 2-бобда алгебраик ва трансцендент тенгламаларни итера­
ция методи билан ечишда итерация як,инлашишининг тезлигини 
орттириш методларини куриб чик.к.ан эдик.
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Чизикди алгебраик тенгламалар системасини ечишда ва мат­
рицанинг хос сони хамда хос векторларини топишда итерация 
методининг як,инлашиш тезлигини орттириш мумкин эмасмикан 
деган савол тугилади. Бундай методлар айрим холларда мавжуд. 
Биз бу ерда матрицаси модули буйича фак^атгина битта энг катта 
хос сонга эга булган чизик^ли алгебраик тенгламалар системасини 
ечишда итерация тезлигини орттиришнинг Л.А.Люстерник так- 
лиф этган методини куриб чик,амиз.

Агар

Ах=^Ь (11.1)

чизикди алгебраик тенгламалар системасини итерацион метод 
билан ечадиган булсак, бунинг учун В ва С матрицаларни 
В + СА = £■шартни к,аноатлантирадиган к.илиб танлаб олиб, (11.1) 
системани

+ СЬ (11.2)

куринишда ёзиб оламиз.
Фараз к,илайлик, ихтиёрий дастлабки вектор х*“* учун {х^}  

кетма-кетлик (11.1) система ечимига як^инлашсин. У холда В мат­
рицанинг барча хос сонлари |Я,] < 1 (/ = \,п) тенгсизликни к,ано- 
атлантиради. Агар 1Ц ларнинг бирортаси 1 га яь;ин булса, у холда 
итерация жуда хам секин як,инлашади. Бунга ишонч хосил к,илиш 
учун {х^} нинг бир неча дастлабки хадини топиш кифоядир. 
Шунда бу кетма-кетликнинг як^инлашишини тезлаштириш маса- 
ласи тугилади. В  матрицанинг хос сонлари *

| Я , | > | Я , | > . . .  >] А„ |
тартибда жойлашган деб фараз киламиз. Люстерник методининг 
асосий гояси колдик;нинг бош кисмини ажратиб олишдан ибо­
ратдир.

Шундай килиб, биз х * - х колдик; хадининг бош кисмини 
ажратишимиз керак. Бунинг учун х<’> - х векторни 5 матрица­
нинг хос векторлари буйича ёямиз;

х ( » - х « » = ^ ,г ,  + ... +/8Л-

Энди х<‘) - х'°>га (11.2) ни куллаб

Зс® - х<‘> = 5 (х (‘) - х<“)) 

ни хосил киламиз. Демак,

>1
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Шунга ухшаш ихтиёрий х - х <*> = Д  х - х <*"'>) вектор учун

х < - > - х « = Х ) 3 , Я ; ? , .  ( П . 4)

у=1

ёйилмага эга буламиз. Шартга кура як^инлашувчи ва

t=o  ̂ ^

булганлиги учун, lim х'”  ̂= х * ни эътиборга олиб,

Зс*-х‘*> = |^(х'*"'"'>-х<*^')) =
/=0

= Е  Z  ß A j%  = Е  lä-  ßjZj (11.5)
/=0 у=1 у=1 ^

га эга буламиз. Агар к етарлича катта булса, у х;олда (11.3) шартга 
кура (11.4) ва (11.5) ёйилмалардан бош к^исмларини ажратиб оли­
шимиз мумкин. Натижада куйидаги такрибий тенгликларга эга 
буламиз:

(11-6)

х * - х < ^ )= Д ^ г , (11.7)

Бундан эса
~  _1_

т=1Г

келиб чик^ади. Агар Я, орк^али нинг такрибий к^ийматини бел­
гиласак, у \олда, (11.6) га кура,

д;(* + 1)_;с(А) __

Aj — Я1+ О |-Ai+£ (11.9)

муносабатлар уринлилигини 8-§ да курган эдик. 
Куйидагича тузилган

jjW =x «+ _L (3c (^- ‘)-x<*)) , (11.10)
1-д,̂
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вектор аник, вектор х* га х ва х векторларга нисбатан як.ин- ! 
рок. эканлигини курсатамиз. Аввал х * - ^ * ва х * - х орасида­
ги муносабатни топамиз. Бунинг учун

1

1-Я1
В-ХхЕ

матрицани олиб, х* - у = В^{х* - х<*>) эканлигини курсата­
миз. Хак.ик.атан \ам,

X * = X * -х'**

1 г/-,

1 - Я |

= X * - х^*^ - - Л -  [(х(*+') - х№)) + ( х *- х(^))] = 
I А1-Я1

= X * - х<*̂> - ^  [-В{х*-х<«) + (х*- х(«)] =
1-Я1

= 1 г(х*-х<'^>) + 
1-А1

1-
1-А1

(х*-х<'=>) =

= 1 5(х * - х<*>) - ̂  (х * - = 5, (х * - х<*̂ >). 
1-Я) 1-Я1

Энди (11.5) дан фойдаланиб,

X ♦ -7»> = в, (г • -1«>).  X  -

1-Я1 1-Я| ' 1-я7=2

ни Х.ОСИЛ к.иламиз. Бундан (11.9) га кура, яъни £ = О 
лиги учун

X * -  У «  =  0 ( 1 Я / ) г „

(11.7) формуладан эса

Зс* - X «  = О (|А,К)г,.

Яг

/ А:\ 

-̂1
булган-

я, нисбат к.анча"ки-Охирги тенгликлардан куриниб турибдики 
чик булса, як.инлашиш тезлиги шунча ортади.

Агар Я) 1 га як.ин булса, у х;олда -[гр шунча катта булиб, бу­
нинг натижасида (11.10) формула билан х.исоблаганда аникдик 
йуколади. Шунинг учун хам, (11.10) формула урнига

у т  ^
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билан хисоблаш мак,садга мувофикдир, бу ерда Áf бирдан анча 
кичик булиши керак. Бу формула хам (11.10) формула каби хосил 
килинади.

12-§. ЧИЗИ1д1И АЛГЕБРАИК ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ 
ТАКРИБИЙ ЕЧИМИНИНГ ХАТОСИНИ БАХОЛАШ 

ВА МАТРИЦАЛАРНИНГ ШАРТЛАНГАНЛИГИ

Одатда амалиётда такрибий ечимнинг аник^иги хасида такри­
бий ечимни берилган системага келтириб куйилиб, сунгра хосил 
булган богланишсизликнинг бирор метрикадаги мивдорига к;араб 
бахо берилади. Фараз килайлик, х *

Ах = Ь (12.1)

системанинг аник; ечими булиб, у эса унинг такрибий ечими 
булсин. Куйидаги белгилашларни киритамиз:

Ау = ^ , £ = х * - у , г = Ь - Н  = Ь - А у .  (12.2)

Бу ерда е хатолик вектори, г эса борланишсизлик вектори де^ 
аталади. Бу векторлар куйидаги

А ё= г ,  ё = А-'г (12.3)

муносабатлар билан богланган булиб, хатолик вектори богланиш- 
сизлик вектори орк;али аникданади. Аммо богланишсизлик век­
тори компонентларининг кичиклигидан далолат беравермайди. 
Хак;ик,атан хам, фараз к,илайлик (12.1) система жуда кичик Я хос 
сонга эга булиб, бу хос сонга мос келувчи хос вектор г булсин, 

яъни

А1= X I
у холда

А(х* +г) = Ь + XI

булиб, Я жуда кичик булганлиги учун 6 + Яг векторнинг компо- 
нентлари Ь векторнинг мос компонентларидан жуда кам фарк, 
К.ИЛИШИ мумкин, аммо шунга карамасдан х* + г векторнинг ком- 
понентлари х * векторнинг мос компонентларидан жуда катта фарк 
КИЛИШИ мумкин. Шу муносабат билан ё ва г векторларнинг нор- 
малари орасидаги муносабатни бахолайдиган кандайдир сонли 
характеристикалар киритидага тугри келади. Амалиётда ||£ || ва ||гЦ 
нормаларнинг узлари ахамиятга эга булмай, балки маълум маъно­
да “нисбий хатоларни” белгилайдиган
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Il^ir \м

нисбатлар катта а)(,амиятга эгадир.

1. Матрица ва системанинг шартланганлиги тушунчаси. Богла- 
нишсизлик вектори г мумкин булган барча к,ийматларни к.абул 
К.илганда х* ш  Ь векторлари “нисбий хатолигининг” нисбатини 
киритамиз:

Бундан эса

|е

(12.4)

(12.5)

келиб чик̂ ади ва (12.5) дан куринадики, ц кичик булса, у х,олда 
борланишсизлик вектори нормасининг кичиклигидан хатолар век­
тори нормасининг кичиклиги келиб чик,ади. Бу х,олда (12.1) сис­
тема яхши шартланган дейилади. Агар ^  катта булса, у )^олда ||F|| 
нинг кичиклигига к^арамасдан ||е || жуда катта булиши мумкин. 
Бундай }̂ олда (12.1) система ёмон шартланган дейилади. Шунга 
ухшаш матрица шартланганлиги тушунчасини киритиш мумкин. 
Матрица нормасининг таърифи ва (12.2) дан /

supM  = sup = £UP
ll^ll II-II Ш Г

- SUD 'I -II A-̂  -sup- т ^ - ц л

ra эга буламиз. Бундан (12.4) га кура

-  й .1U-.
' 11̂*11

(12.6)

(12.7)

келиб чик,ади.
Энди (12.1) системани унг томони Ь мумкин булган барча к,ий- 

матларни к,абул к,илганда текширамиз. Хар бир Ь учун узининг 
X * ечими мос келади. Бу ечимлар тупламини X  орк^али белгилай­
миз ва (12.7) билан аникданган/г нинг х*  векторларХдаузгарган 
пайтдаги хусусиятини, яъни

sup ¡л

НИ куриб чик,амиз. Матрица нормасининг таърифига кура
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11у4х*11
V = s u p / i  =  s u p ^

x*sX x*^X 11̂ II
t = I U i (12.8)

V СОНИ А матрицанинг шартланганлик сони дейилади. (12.8) дам 
куриниб турибдики, агар А матрица махсусликка як,ин булса, у 
холда бундай матрица учун V сони жуда катта булади. Бундай мат­
рица ёмон шартланган матрица дейилади. Агар г- кичик сон булса, 
у холда К матрица яхши шартланган д&тшли. Хар хил нормалар- 
да ва V лар хар хил сонли к^ийматларга эга буладилар. Матрица­
нинг ихтиёрий нормасининг унинг максимал хос соннинг моду- 
лидан катта ёки унга тенглигини 3-бобда курган эдик. Бундан таш­
кари, тескари матрицанинг хос сонлари берилган матрица хос 
сонларининг тескари кийматларига тенглиги маълум. Шунинг учун

v=\\A (12.9)

Учинчи нормада (12.9) муносабатни аникрок ёзиш мумкин. 
Хакикатан хам.

v̂ =\\ А ИзII /1̂ * ||з= ^max^i^maxr;,., ( 12. 10)

бу ерда ^¡А'А матрицанинг хос сони булиб, rj. (А~')’. А~̂  матрица­
нинг хос сонидир. Аммо (Л”')'- А~‘ = (АА)-‘ ваАА', А'А матрицалар

>^шаш булганликлари учун = 1 .  Демак, (12.10) дан
Ь/

j.m ax g,

V min f,- •

Хусусий холда симметрик А матрицалар учун = |ЯJ2 ва

_  тах|/1,1

гп1п|Л,| ( 12.11)

булади.

М и с о л .  Куйидаги матрицани оламиз [44];

Г5 7 6  5

А =
10 8  7 

10 9

9 10

Бу матрицанинг элементлари катта сон булишига карамасдан йе1А= 1 шунинг 

учун бу матрица ёмон шартланган булиши керак. Бу матрицанинг тескариси;

6 8 -41 -17 1 0 '

41 25 10 - 6

17 10 5 - 3

10 - 6
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Берилган А матрица элементларини озгина узгартирганда у махсус матрица булиб 
колиши мумкин. Хакикатан хам

А(.е) =

'5 + £ 7 6 5 '

7 10 8 7

6 8 10 9

5 7 9 10

21
ни олайлик. Бу ерда А(«) = 1+68® дир. Демак, е = — = -0,015 булганда бу

68
матрица махсус матрицага айланади. Шундай килиб, А матрицанинг элементла­

ри 0,02 аникликда берилган булса, уни амалда махсус деб караш керак. К,арала- 
ётган А-' матрицанинг элементлари кескин узгаради. Хакикатан хам.

А  =

4,99 7 6 5'

7 10 8 7

6 8 10 9

5 7 9 10

учун det^ = 0,320 булиб,

204,82 -128,12 -53,12 31,25

-128,12 77,53 31,78 ■-18,81

-53,12 31,78 14,03 -8,31

31,25 -18,81 -8,31 5,12

дир. Агар тескари матрицанинг элементлари катта булса, у холда бир-бирига 

“як^тн” озод хадларга хам Ах = Ь системанинг бир-биридан “узок;” ечимлари 
мос келиши мумкин. Хак.ик,атан хам

Ь , = (23, 32, 33, 31)'

озод хадларга

ва

6, = (23, 1; 31,9; 32,9; 31,1)'

Зс<»=(1, 1, 1, 1)'

Зс<2) = (14,6; -7,2; -2,5; 3,1)' 

ечимлар мос келади. А̂  матрицанинг шартланганлик сони v учинчи нормада

V3 = IIА  |з|| 4-' Из = л/йз • S m  = 3009,6.

Бу хакикатан хам катта сон. Энди А^х =Ь  системанинг шартланганлик улчови- 

ни Ъ = Ь ̂  учун топамиз:

. . . g l V b . • л/9708 =2957,1.

228



2. Хатоликлар вектори ё  ни ба?<;олаш. Биз юк^орида шарит и 
ганлик сони катта булиб, озод х;ад озгина узгарганда ечим аичага 
фарк, К.ИЛИШИНИ конкрет х̂ олда к^араган эдик, энди шу масалани 

умумий холда куриб чик,амиз.
Фараз к,илайлик, (12.1) система билан бир вак;тда

В у = 7  (12.12)

система )^м берилган булиб, В матрица ва /  вектор билан А мат­
рица ва Ь вектор орасида куйидаги тенгликлар уринли булсин:

В = А - С А , /  = Ь+5  (12.13)

бу ерда

| | С | | < ? < 1 ,  115 II < ; ^ .

Энди (12.12) ва (12.13) дан

( Е - С ) А у = 7

ёки

А у=_(Е -  С ) - ^ / = ( Е + С + а  + ...) (й+5 ) =
= Ь+ (С+ О  + ...)Ь + (Е + С+О  + ... )5

га эга буламиз. бу тенгликни г = Ь — Ау билан солиштирсак, у 
холда (12.1) система такрибий ечими у нинг богланишсизлик век­

тори

г = - [ ( С  + О  + ...)Ь + (Е + С + О  + ...)д]

булади. Демак, ва V таърифига кура, куйидаги муносабат урин­

лидир:

И г  - -*9?- "  - 5 = + . . . ) * - < £ + с + + ...)5| <

l-q \-q
И1<1
w r \-q l-q

(12.14)

Бундан курамизки шартланганлик сони V ва хамда д к.анча ки­

чик булса “нисбий хато” 1|=||- хам шунча кичик булади. (12.14)

дан амалда керак буладиган || е || нинг бахосини чик;ариш мумкин. 

Бунинг учун

т{р,д)= ^
1-д 1 - 9  11611

деб белгилаб ва IIX*11 = Ц>̂ + х*-У|| < ||У|| + \\х*-у\\ = ||У|| + ||е 
ни хисобга олиб, 1 - vm (р,д) > О булганда
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|е
vm{p,q)

\-vm(p,q) (12.15)

га эга буламиз. Одатда амалда бизга А ва Ь маълум булмасдан 
балки В ва f  берилган булади. Шунинг учун хам (12.15) урнида 
куйидаги бахони караш керак:

v*m{p,q*)

i-v*m(p,q*)

бу ерда V* В матрицанинг шартланганлик сони булиб,

1 р

(12.16)

д* = \\DB-% D = В - А в а  т(р,д*) = - ^  +

дир.

Амалда (12.1) системани ечишнинг куп методлари А матрица­
ни алмаштириб содда куринишга, масалан, диагонал, учбурчак ва 
Х.к; куринишга келтиришдан иборатдир. Бундай алмаштириш А 
матрицани чап томондан бирор М  матрицага купайтириш нати­
жасида бажарилади. Ихтиёрий махсусмас А матрица учун

II МА II <

булганлигидан,
V (МА) < V (М) V (А)

келиб чик,ади, яъни алмаштириш натижасида, умуман айтганда,^ 
матрицанинг шартланганлик сони ортиб борар экан!

Курсатиш мумкинки [4], фак,ат М  = cU булгандагина (бу ерда 
и  ортогонал матрица ва с-узгармас сон) v(M) = 1 булиб, v(MA) = 
v(A) булади.

М М М  II, \\А-ш-'\\ < М-Ч|-||Л/-'

1. Куйидаги

Mamiyiap

8,82 3,45 5,58 4,41'

3,45 4,01 0,89 3,24

5,58 0,89 5,86 1,38

4,41 3,24 1,38 1,07

матрицанинг хос сони ва хос векторларини шу бобдаги барча методлар билан 

топинг.

2. Агар А ва В бир хил тартибли квадрат матрица булса, у холда

М  =
А В 

В А

матрицанинг характеристик купхади А + В ъа А - В матрицалар характеристик 

купхадининг купайтмасига тенглигини исбот к;илинг.

3. Х ар  кандай п — тартибли квадрат комплекс А матрица
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5  = *11 Аг
О ¿2 2

куринишдаги матрицага ухшашлигини курсатинг, бу ерда (й-1) тарти5 ;м1 

квадрат матрицадир. В =  Р-' шартни каноатлантирадиган Р  матрицани тузит 

йулини курсатинг.

4. Айтайлик, А матрицанинг хос к;йймати I  булиб, унга мос келадиган хос 

вектор X булсин. Ихтиёрий а^, а ,, ..., учун х вектор + а^А + ... + а А" 
матрицанинг + а,Я + ... + хос сонига мос келувчи хос вектор эканлигини 

курсатинг.

5. Ихтиёрий Л матрица ва а  сон учун А ва А - аЕ  матрицалар бир хил хос 

векторга эга булишини курсатинг.

6 . Агар А содда структурага эга булса, у х,олда а^Е + а,А + ... +._а̂ А'’ \ам содда 

структурага эга булишини курсатинг.

7. Агар А матрица

'ап «12 0 0 ... 0 0 ■

А =
021 022 «23 0 ... 0 0

0 0 0 0 «л,я-11 «пи

куринишга эга булиб, sign к̂.к-1 ~ {к =  1 , 2 , л-1) булса, у холда А
матрицанинг барча хос сонлари хакик,ий булишини курсатинг.

8 . Охирги масала натижасидан фойдаланиб, Лежандр купхадининг барча ил­

дизлари хак>ик,ий эканлигини курсатинг.

9. Куйидаги п — тартибли

2 -1 0 0 .. . 0 0'

-1 2 -1 0 .. . 0 0

/1 = 0 -1 2 -1.. . 0 0

0 0 0 0 ...-1 2

матрицанинг барча хос сонлари = 2 

тинг.

1-48ш
..^2 як '1

ТнТ
{к = 1,п) эканлигини курса-

5-боб
ФУНКЦИ5ЫАРНИ ИНТЕРПОЛЯЦИЯЛАШ

1-§. МАСАЛАНИНГ К ^ И Л И Ш И

Аксарият хисоблаш методлари масаланинг куйилишида к,атна- 
шадиган функцияларни унга бирор, муайян маънода як^ин ва ту- 
зилиши соддарок, булган функцияларга алмаштириш гоясига асос­

ланган.
Ушбу бобда функцияларни як,инлаштириш масаласининг энг 

содда ва жуда кенг кулланиладиган к^исми — функцияларни интер­
поляциялаш масаласи куриб чик^илади.
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Дастлаб интерполяциялаш деганда функциянинг к.ийматлари- 

ни аргументнинг жадвалда берилмаган к.ийматлари учун топиш 

тушунилар эди. Бу холда ингерполяциялашни “сатрлар орасида- 

гиларни ук,ий билиш санъати” деб хам таърифлаш мумкин. Хозирги 

вак̂ тда интерполяциялаш тушунчаси жуда кенг маънода тушуни- 

лади. Интерполяция масаласининг мохияти куйидагидан иборат. 

Фараз к,илайлик, [а,ораликда у = / (х ) функция берилган ёки 

Хеч булмаганда унингДХц),Дх,), ...,/(xJ к?1Йматлари маълум булсин. 

Шу ораликда аникданган ва хисоблаш учун кулай булган к̂ андай- 

дир функциялар {Р(х)} синфини, масалан, купхадлар синфини 

оламиз. Берилган 3  ̂= /(х ) функцияни [а, Ь] оралик;да интерполяци­

ялаш масаласи шу функцияни берилган синфнинг шундай Р{х) 

функцияси билан такрибий равишда

f ( x ) ^ P ( x )

алмаштиришдан иборатки, Р{х) берилган х̂ , х,, ..., х̂  нукталарда 
fix) билан бир хил к^ийматларни к,абул к^илсин:

Р(х>) = /(х>) а  = 0,п)

Бу ерда курсатилган х„, Xj, х  ̂нук^талар интерполяция тугунлари 

ёки тугунлар дейилади, Р{х) эса интерполяцияловчи функция де­

йилади. Агар {Р(х)} синфи сифатида даражали купхадлар синфи 

олинса, у ходда интерполяциялаш алгебраик дейилади. Алгебраик 

интерполяциялаш аппарати хисоблаш математикасининг куп со- 

Халарида кулланилади, чунончи, дифференциаллаш ва интеграл­

лашда, трансцендант, дифференциал ва интеграл тенгламаларни 

ечишда, функция экстремумини топиш хамда функция жадвали- 

ни тузишда Тейлор ёйилмаси классик анализда к,ай даражада ахами- 

ятга эга булса, алгебраик интерполяциялаш хам хисоблаш матема­

тикасида шундай ахамиятга эгадир. Айрим холларда интерполя- 

циялашнинг бошк;а куринишларини куллаш мак,садга мувофикдир. 

Масалан,/(х) даврий функция булса, у холда {Р(х)} синфи сифа­

тида тригонометрик функциялар синфи олинади; агар интерпо­

ляцияланадиган функция берилган нук^таларда чексизга айлана- 

диган булса, у ходда {Р(х)} синфи сифатида рационал функциялар 
синфин^! олиш маъкулдир.

Бу бобда, биз, асосан, алгебраик интерполяциялашнинг хар хил 

усулларини куриб чиь;амиз ва бундай як,инлаштиришнинг аник,- 
лигини бахолаймиз. Бобнинг охирида интерполяциялашнинг ай­

рим татбикдарини куриб чик,амиз.
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2-§. ИНТЕРПОЛЯЦИОН К^ХЛДЛАРНИИГ 
МАВЖУДЛИГИ ВА ЯГОНАЛИГИ. ЛАГРАНЖ 

ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАСИ

Биз асосан алгебраик интерполяциялаш билан шугулланамиз. 
Масаланинг куйилиши куйидагичадир. Даражаси п дан юк.ори 
булмаган шундай купхад 1 0 'рилсинки, у берилган {п + 1) та х ,̂ х,, 
..., нукталарда берилган

Кийматларни к,абул к,илсин. Бу масалани геометрик таърифлаш 
хам мумкин: даражаси п дан ортмайдиган шундай Р  (х) купхад 

курилсинки, унинг графиги берилган (л+1) та Ж*.(х^,/(хд,)) 
{к = О, л) нукталардан утсин.

Демак, {т = 0,п) коэффициентларни шундай аникдаш ке­

ракки,

Дх) = с„ + с,х + ... + сх" (2.1)

купхад учун ушбу

Дл:̂ ) =Лх^), 1, ..., л (2.2)

тенгликлар бажарилсин. Бу тенгликларни очиб ёзсак, с„(т = О, л) 
ларга нисбатан (л+1) номаълумли (л + 1) та тенгламалар систе­
маси хосил булади;

Со + С1Х0 + СзХоЧ.. .+ сХ  = /(Хо),

Со + С1Х1 + С2Х,Ч.. .+С„Х1" = /(Х 1),

........................... ......................... (2.3)

Со + С1Х„ + С^х1+.. .+с„х" = /(х„).

Бу системанинг детерминанти Вандермонд детерминантидир; IV 

(Х(), X,, ..., х^. Масала мазмунидан равшанки, х  ̂ нукталар бир- 

биридан фаркди, демак бу детерминант нолдан фарк/1идир. Шу­

нинг учун хам (2.3) система ва шу билан бирга куйилган интерпо­

ляция масаласи ягона ечимга эга. Бу системани ечиб, с^ ларни 

топиб (2.1) та куйса, Дх) купхад аникданади. Биз Дх) нинг ош­

кор куринишини топиш учун бошк,ача йул тутамиз, аввало фунда­

ментал купхадлар деб аталувчи 0„:(х) ларни, яъни

0, / ^  у булганда,

1, / j  бу лганда
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шартларни к^аноатлантирадиган п — даражали купхадларни кура­
миз. У холда

(2.4)

изланаётган интерполяцион купхад булади. Хак.ик.атан хам, барча 
/=  О, 1, 2, « учун

4(^/) = S  f^Xj)Q„j{x^) = ^  f{Xj)5j = fix ,)
7=0 7=0

ва иккинчи томондан LJix) п — даражали купхаддир.
Энди Q„pc) нинг ошкор куринишини топамиз, j  / булганда 

Q^pc)=Q шунинг учун хам Q„pc) купхад j  Ф i булганда х - х. га 
булинади. Шундай к^илиб, п — даражали купхаднинг л та булувчи- 
лари бизга маълум, бундан эса

2 «7 W  =  C [ | ( x - x , . )  

i*j

келиб чик.ади. Номаълум купайтувчи С ни эса

q„M j ) = c y \{x j - x,) = \ 
i*j

шартдан топамиз, натижада:

i*j

Бу ифодани (2.4) га куйиб, керакли купхадни аникдай^^з:

4 М  = Ё / Ц ) П т ^  (2,5)
7=0 /#7 О

Бу купхад Лагранж интерполяцион купх;ади дейилади.
Бу формуланинг хусусий холларини курайлик: л=1 булганда 

Лагранж купхади икки ну1̂ тадан утувчи тугри чизик, формуласини 
беради:

X q- X i Ху-Х о ^

Агар п=2 булса, у вак̂ тда квадратик интерполяцион купх,адга эга 

буламиз, бу купхад учта нук,тадан >^увчи ва вертикал ук^а эга булган 
параболани аникдайди;

Т _  (X - X I ) (X - X 2 )  ^ ^  (Х - Х 0 ) (Х - Х 2 )  ^ ,

- (Х0-Х,)(Х0-Х2Т ̂  + (Х1-Х0)(Х.-Х2) ^  ̂+

^  (x-x0)(x-xi)
- ^{х , - х , ) { х , - х , ) ^ ^ ^ 2 ) -
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М и с о л .  О, 1, 2 нукталарда мос равишда 1, 2, 5 кийматларми к,абул к,млу|1чи 

квадратик куп)<ад курилсин.

Бу кийматларни охирги формулага куямиз:

, (х-1)(х-2) , , (х- 0 )(х- 2 ) ,  , (х- 0 )(х- 1) ,  „ 2  , ,

(0-1К0-2) (1-0К1-2) (2-0К2-1)

Энди Лагранж интерполяцион формуласининг бошк;а курини­
шини келтирамиз, Бунинг учун

П

/=0

купхадни киритамиз. Бундан хосила олсак,

1
ft)

Квадрат к;авс ичидаги ифода х = к ^  j  булганда нолга айлана­
ди, чунки ( X j ~  X.) купайтувчи к,атнашади. Демак,

О)L M j)  = Y\{Xj-X,)

Шунинг учун хам Лагранж коэффициентини

<0'„+\iXj)ix-Xj)

куринишда ёзиш мумкин. Бундан эса Лагранж купхади куйидаги 
куринишга эга булади:

Энди тугунлар бир хил узок^икда жойлашган: Xj - Хц = - х, = 
= ... = Хд - х^_, = /г хусусий холни курамиз.

Бу холда соддалик учун х = х„ + ih алмаштириш бажарамиз, у 

холда

х - х .=  h{t- j), ш„^,(х) = /г"+‘су*„^,(х),
бу ерда

« li(0  = Kt - 1)-(^ - п), col,{Xj) = (-1)" O' !(я - jV-h"

булиб, (2.6) Лагранж интерпоДяцион купхади куйидаги куриниш­
ни олади:

4 (^ . + т  = ■ (2.7)
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Интерполяцион купхадни куриш учун х,исоблашларни содда- 
лаштириш максадида Эйткен схемасини куллаш кулайдир.

3-§. ЭЙТКЕН СХЕМАСИ

оркали х„, X,, X тугунлар ердамида курилган п — даражали
купх,адни белгилаймиз. Маълум (2.5) формулага кура

/ ( х о )  Хо-Х 
/(Х,) Х[-Х

A .»W  = S / ( ^ )  + i 3 r № . )  =
Х-Х]

XI-Хо

/(Xi)Xi-X
/(хг)х2-х

Х2-Х1

Х-Хо

Х2-Х,

/ ( ч )  Х(,-Х 
ДХ2)Х2-Х

Х2-Х0

Энди î (02)W ифода Дх„) ва Дх^) лардан к.андай к;онуният билан 
тузилган булса, худди шу конуният билан ^̂ („„(х) ва ёрда­
мида тузилган

h02)(x) Х2-Х
Р(х) =

Х2-Х0

ифодани куриб чик,амиз. Куриниб турибдики, Р(х) иккинчи^ дара­
жали купхад булиб

Дх„) = Дх„), Дх,) = Лх,), Дх,) = Лх,) 

тенгликлар уринлидир. Демак,

Р(х) ^ ( 012) (х)

Шундай к;илиб, Z-(oi)W биринчи тартибли интерполя--"(12)
цияни куллаб, (х) купхадга эга булдик. Худди шу натижани
к,олган икки формуладан хам хосил к,ила оламиз:

^ф12)(х) —

Ао12)(̂ ) -

-^odC^) Xi-x 
к.щ{х) Х2-Х

Х2-Х]

кп)(х) X i-x

XI-Хо

Бу жараённи чексиз давом эттиришимиз мумкин.
Шундай к,илиб, й +1 та нук;та ёрдамида п - даражали интерпо­

ляцион купхад куриш учун шу нук.таларнинг п таси ёрдамида ту-
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зилган иккита бир-биридан фаркли (и -1) — даражали им гсрио 
ляцион купхадларга биринчи тартибли интерполяцияни куллаш 
керак. Масалан,

Ч01234) (х) =

кйШ)̂ х) хз-х Ао123)(̂ ) х^-х
1\от)(х) Х4-Х кш4){х) Х̂ -Х

Х4 -ХЗ Х4-Х0

Юк^орида келтирилган схема Эйткен схемаси дейилади. Одатда Эй- 
гкен схемаси Ьрс) нинг умумий куринишини топиш учун эмас, 
балки унинг бирор х нук,тадаги к̂ ийматини \исоблашда фойдала­
нилади. Хисоблашларни 17-жадвал шаклида ёзиш маъкулдир.

17-жадвал

У, а- 2 ...о (1-4 .....1) '̂ (1-5..1)

X,

Хз

4̂
х:.

Л
У1
У2
Уз
У4
У5

х „- х

X, -  X

- X

- X 
-X 
-X

<̂23)М
(̂34,М

(̂012)
■̂(.23)(̂ )
(̂234)«
(̂345)М

А о123)(̂ )

^1234,« 
2̂34 5,^

^̂(01234)
^ ( 12345)

(X)

5,(̂ )

М и с о л .  К.адами й = 0,01 га тенг булган зшх нинг жадвалидан фойдаланиб, 

81пх нинг X =  0,704 нуктадаги к,ийматини топамиз. Хисоблаш  натижалари 

18-жадвалда келтирилган.

18-жадвал

0 ,6 8

0,69

0,70

0,71

0,72

0,62879

0,63654

0,64422

0,65183

0,65938

-0,024

-0,014

-0,004

0,006

0,016

0,647400

0,647400

0,647292

0,647264

0,647300

0,6472488

0,6472808

0,6472424

0,6472626

0,6473038 0,6472679

8Ш 0,704=0,64727

4-§. ЛАГРАНЖ ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАСИНИНГ
КОЛд и б ; х а д и н и  б а х о л а ш

Агар бирор [а, Ь] ораликда бе­
рилган /  (х) функцияни //„(х) ин­
терполяцион купхад билан алмаш- 
тирсак, улар интерполяция тугун­
ларида узаро устма-уст тушиб, 
бошк^а нукталарда эса фарк. к̂ илади 
(17-чизма).
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Шунинг учун К.ОЛДИК, хаднинг R{x) = fix) - LJix) куринишини 
топиш ва уни бахолаш билан шугулланиш мак^садга мувофик,. Бу­
нинг учун интерполяция тугунларини уз ичига оладиган [а, Ь\ 
ораликдаУ(х) функция (л+1) — т а р т и б л и у з л у к с и з  хосила­
га эга деб фараз киламиз. Интерполяциянинг колдик, хади R{x) 
учун кз'йидаги теорема уринлидир.

Теорема. Агар/(х) функция [а, Ь] ораликда — (л+1) тартиб­
ли узлуксиз хосилага эга булса, у холда интерполяция колдик. хадини

= (4.1)

куринишда ифодалаш мумкин. Бу ерда § &{а, Ь\ булиб, умуман 
айтганда х нинг функциясидир.

Исбот .  (4.1) ни курсатиш учун ёрдамчи^ (г) = R{^) - Ätŵ ,̂(z) 
функцияни текширамиз, бу ерда К номаълум узгармас коэффици­
ент. Бу функциянинг Z = Хд, X,, ..., х̂  ларда ноль кийматларни 
кабул килиши равшан. Номаълум Ккоэффициентини шундай тан­
лаймизки, <p{z) функция г = X е  (а,Ь) ва х=х. (/ = О, л) нукталарда 
ноль кийматни кабул килсин. Демак,

^ = (4.2)

Натижадау)(г) функция [а, Ь] ораликнингя+2 тах„, х,, ...,х^, х 
нукталарида нолга айланади. Ролль теоремасига Kypa^'(“:j) бу ора­
ликда камида л +1 та нуктада нолга айланади, <p"{z) эса камида л 
та нуктада ва хоказо, камида битта нуктада нолга айлана­

ди. Айтайлик бу нукта ^ булсин, (̂"+‘Х^)= О-
Бундан LJx) нинг л — даражали купхад эканлигини хисобга 

олсак:

= /<""‘Ч^) - ПГ\^) - Кф ^^Р{х ) =

г(И+1>/̂\
яъни к  = ^  ва бундан хамда (4.2) дан (4.1) формуланинг

(л+1)!
уринли эканлиги келиб чикади.

5-§. ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАЛАР КОЛДИК. 
ХАДЛАРИНИ МИНИМАЛЛАШТИРИШ 

ВА ЧЕБИШЕВ 1СгаХАДЛАРИ

Мумкин кадар кичик булган ва |Ä(x)| < а  (х) тенгсизликни 
Каноатлантирувчи а(х) микдор интерполяция методининг х нук- 
тадаги абсолют хатоси ваа < х < 6 ораликдаа(х) < а* тенгсизлик-
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ИИ к,аноатлантирувчи мумкин кадар кичик булган а* мивдор ')са 
интерполяция методининг [а, Ь] ораликда абсолют хатоси булади. 

Агар М„.. = тах | | ни аникдаш мумкин булса, у х,олда
а<хйЬ

а{х) ва а* ни табиий равишда

а(х) = М  ,
”+1 (п+1)! ’

тенгликлар билан аникдаш мумкин. Охирги тенглик шуни курса­
тадики агарЛл:) функция ва шу билан бирга Af берилган булса, 
у холда а* фак,ато)^_ ,̂(х) гагина боглик. булиб к,олади. Лекин w„^,(x) 
купхад интерполяция тугунлари х ,̂ х,, ..., х  ̂билан тула равишда 

аникданади.
Шундай савол тугилиши мумкин: [а, Ь] ораликда интерполя­

ция тугунларини танлаш хисобига шу ораликда интерполяция 
методининг абсолют хатоси энг кичик булишига эришиши мум- 
кинми? Бу саволга жавоб бериш учун П.Л.Чебишев купхадлари ва 
уларнинг хоссаларидан фойдаланамиз.

Чебишев купхадлари Г (х) куйидагича аникданади:

Г(х)=со5 [п arccos х], |х| < 1.

Бундан л = 1 да

Г,(х) = cos (arccos х) = х

ва л=2 да

Трс) = cos [2 arccos х] = 2 coŝ  (arccos х) - 1 = 2х̂  - 1. 

Сунгра

cos (л+1) 0 = 2 cos 0 cos л 0 - cos {п - \) в

айниятда в = агс cos х деб олиб Г (х) учун

т;,.(х) = 2х Г(х) - т;_, (X) (5.2)

рекурент муносабатга эга буламиз. Бу муносабатдан куринадики, 
Г(х) л — даражали купхад булиб, х нинг юк^ори даражасининг 
коэффициенти 2л -1 га тенг. (5.2) формуладан кетма-кет куйида- 
гиларни топиш мумкин:

Гз(х) = 4х̂  - Зх,
ГДх) = 8х̂  - 8x2 + .

Т;(х) = 16x5 - 20x3 +
Т;(х) = 32х« - 48х  ̂+ 18x2-1,
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r(x) нинг барча n та илдизлари хак;ик.ий булиб [-1,1] оралик,- 
да жойлашган. Улар cos [п arccos х] = О тенгликдан топилади:

п arc cos X = J  {2к + 1) ёки = cos п.

Бунда Â: га л та турли О, 1, ..., п- 1 кийматлар бериб, п та турли 

илдизларга эга буламиз. Энди Г(х) нинг [1,1] ораликдаги макси­
мум ва минимумларини топамиз. Стационар нук.талари 7’^(х)=0 
дан, яъни sin [п arccos х] = О тенгликдан топилади. Бундан

Хт (/” = О, 1, ..., п) ва ^n[cos^j = (-1)". Демак, барча
максимумлар 1 та тенг.

Агар интерполяциялаш оралиги [а, Ь] сифатида [-1, 1] ва интер­
поляция тугунлари сифатида эса Чебишев кУп^адларининг илдиз­

лари х  ̂лар олинса, у холда ва max |co„+i(x)|= ¿  
бÿлaди.  ̂ 2

Куйидаги

Г«(х) = ^ 7 ; ( х )  = х^+...

купхадлар нолдан энг кам огувчи кущадлар дейилади.
Бу таърифнинг маъносини куйидаги лемма аник^айди. 
Л ем м а. Бош коэффициенти 1 га тенг булган хар к̂ андай п 

даражали Р^(х) купхад учун куйидаги тенгсизлик уринли:

т а х |Р „ ( х ) |>  т а х |7 '„ ( х ) |  =

И сб от . Тескарисини фараз к^иламиз. У холда Т„{х)-Р„{х) 
купхад (л-1) — даражали булиб, шу билан бирга

sign -sign ^ - Р М  =(-!)*,

чунки шартга кура, барча А: лар учун | Р„(х^) |< ■ Шундай к̂ илиб,

Т„(х) - Р„{х) купхад барча Â: = О, 1, ..., л лар учун кушни х  ̂ва х^ ,̂ 
нукталарда ишорасини узгартиради. Демак, (л - 1) — даражали 

Тп{х)-Р„{х) купхад нолдан фаркли, чунки у x^{k = Q,n) нук;та-'*- 

ларда нолдан фаркли бУлиб, п та хар хил илдизларга эга. Бу эса 
к,арама-к,аршиликка олиб келади.

Агар интерполяция ихтиёрий [а, Ь] ораликда бажарилса, у холда

х=^^[{Ь-а)г + Ьл-а\

чизикди алмаштириш ёрдамида уни [-1, 1] оралик.к;а келтириши
2"

мумкин. Шу билан бирга Г„(х) купхад бош коэффициенти 

га тенг булган купхадга айланади.
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Леммага кура, бош коэффициенти 1 га тенг булган

= (6 - )

купхад \а, Ь\ ораликда нолдан энг кам огадиган купхаддир. Г„'“'*'(л:) 

нинг илдизлари

Ь+а . Ь-а п(2к+\) , ,  рг Тч 
= - ^  + -^С08-^2Г“̂  (^ = 0,И-1)

эканлигига осонгина ишонч хосил к;илиш мумкин. Ихтиёрий ора­
лик. учун интерполяцион формуланинг хатолиги куйидагича булади:

6-§. БУЛИНГАН АЙИРМАЛАР ВА УЛАРНИНГ 
ХОССАЛАРИ

Хосила тушунчасининг умумлашмаси булган булинган айир­
малар тушунчасини киритамиз. Бирор синфдан олинган/(х) функ­
ция ва бир-бирларидан фаркди х̂ , x̂ , х̂  тугунлар берилган 
булсин./(х) функциянингх = х.тугундаги нолинчи тартибли булин­
ган айирмаси деб /(х.) га айтилади; биринчи тартибли булинган 
айирмаси эса (х., х.тугунларда)

ЯХ,.Х,} = 1 ^  (6Л,

тенглик билан аникданади, х., х., тугунларга мос келган иккин­
чи тартиблиси эса

П х,.Х „Х ,) = Щ ^ ^
Л/

тенглик билан ва, умуман, к — тартибли булинган /(х„, ..., х̂ ) 
айирма {к - 1) — тартиблиси оркали

формула билан аник;ланади. Булинган айирмаларни 19-жадвал 
куринишида ёзиш маък;улдир.

19-жадвал

0̂ /(х„)
Хх /(X,)
X, /(л:,)
3̂ /(Хз)

/ад

/(х ,̂х,)
/(х ,̂х,)

/(Х„,Х„Х2)
/(л̂рлг̂ .хз),
/(х̂ ,х̂ ,х,)

/(Х„,Х,,Х2,Хз)
/(х„х„хз,х,)

/(Х„,Х,,Х2,%з,Х4)

16—л/. Исроилов 241



Лем м а. Булинган айирмалар учун

(6 .2)

тенглик уринлидир. -
И сб от . Леммани индукция методи билан исбот киламиз: к = 0 

булганда (6.2) тенглик/(х„) = /(х„) тенгликка айланади. А: = 1 булган­
да (6.2) тенглик (6.1) тенглик билан устма-уст тушади. Фараз килай- 
лик, (6.2) тенглик к < п учун уринли булсин. У вак.тда

J ------ --- --------
Хп+1~Хо

1
Х„+1-Хо

л+1

Е
1=1

/(х,) у  /(х,)
п. (x¡-XJ) ^  П (Xi-XJ)

1̂У<л+1 0¿jйn

Бу тенгликнинг унг томонида / О, / л + 1 булганда Дх) олди­
даги коэффициент куйидагига тенг:

1
Х„+1-Хо "П Т П ^ г ^

]*!
1<У̂ Л+1

_  и-^о)~и-^>! + 1) 
(л„+1-лв) П

0<j¿n+l

1
П (х,-хД’
J*i

0<у<л+1

яъни изланаётган куринишга эга; / = О ва 1 = п+1 лар учун /(х.) 

факат бир мартагина катнашади ва унинг олдидаги коэффициент 

керакли куринишга эга булади. Шу билан лемма исбот булди. Бу 

леммадан катор натижалар келиб чикади.

1-натижа. Функциялар алгебраик йириндисининг булинган 

айирмаси кушилувчилар булинган айирмаларининг алгебраик 
йириндисига тенг.

2-натижа. Узгармас купайтувчини булинган айирма белгиси- 
дан ташкарига чикариш мумкин.

3-натижа. Булинган айирма уз аргументлари х̂ , х,, ..., х„ лар­

нинг симметрик функциясидир, яъни уларнинг уринлари алмаш- 

тирилганда булинган айирма узгармайди.
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7-§. НЬЮ ТОННИНГ БУЛИНГАН АЙИРМАЛИ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАСИ

Лагранж интерполяцион купхадининг хар бир хади интерпо­
ляция тугунларининг хаммасига богликдир. Агар янги тугунлар 
киритиладиган булса, интерполяцион купхадни кайтадан куриш- 
га тугри келади. Бу Лагранж интерполяцион купхадининг камчи- 
лигидир. Лагранж интерполяцион купхадини шундай тартибда 
ёзиш мумкинки, хосил булган купхаднинг ихтиёрий г — хади ин­
терполяция тугунларининг фак.ат аввалги / тасига ва функция­
нинг шу тугунлардаги кийматларига боглик, булади. Айтилганлар- 
ни булинган айирмалар ёрдамида бажарамиз:

/(X) I у  /(X,)
П(х-Х,)
/=о

Бу ифодани 6 — параграфдаги лемма билан солиштириб курсак, 
квадрат кавслар ичидаги ифода /  (x„, х,, ..., x j  нинг айнан узи 
эканлиги келиб чик^ади. Демак, биз

fix ) - L„(x) = f ix , х„, ..., x j  ш„^,(х) (7.1)

деб ёзишимиз мумкин.
Энди LJx) тугунлари Хд, х,, ..., х^ дан иборат булган Лагранж 

интерполяцион купхади булсин. У холда Лагранжнинг Lpc) ин­
терполяцион купхадини

4 ( Х )  = L,ix) + [А(х) - Л(х)] +... + [4(х) - (7.2)

куринишда ифодалаш мумкин.
Бу ерда LJ,x) - ¿„_Дх) х„, х,, ..., х^_, нукталарда нолга айла- 

надиган т  — даражали купхад, чунки L Jx ) = (х.) = fix) 

i j  = О, m - 1) • Шунинг учун хам

LJx) - - ^o) -

Бунда X = x^ деб олсак, ^

/ ( X j - V , ( x ) = ^ ^ ( x j

ra эга буламиз. Иккинчи томондан (7.1) тенгликда л = /л - 1 ва 
X = х^ деб олсак, у холда

f i x j  - ^0- — ^.-i) "ж W -
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Шундай килиб, = /(х„, ..., x J  ва демак,

- Х„_,(х) = /(х„, ..., x J  со  ̂(х).

Бу микдорларни (7.2) тенгликка куйиб, куйидагига эга буламиз:

^„(х) = /(х„) + /(х„, X,) (х - х„) + ... + ■

+ /(х„, X,, ..., X ) (х - х„) ... (х - х„_1). , (7.3)

Бу хосил булган интерполяцион купхад Ньютоннинг булинган 
айирмали интерполяцион купу;ади дейилади.

(7.1) тенгликни /(х )-1„(х) = ^~^™(у„+,(х) тенглик билан 

солиштирсак ”

, Хо < ^ < х„ (7.4)

келиб чикади.
Энди бир хусусий холни, яъни Дх) т

т

1=0

даражали купхад

булган холни карайлик. (7.4) формуладан ихтиёрий х ,̂ х,, х̂  
лар учун куйидагига эга буламиз:

а„, агар т - п  булса,

О, агар т < п  булса.
Р „ (Х ,Х 0 ,...,Х „ )  =

Ньютон интерполяцион формуласини тузишда хам Эйткен схе- 
масидан фойдаланиш мумкин. Куйида Ньютон интерполяцион 
формуласининг кулланилишига дойр мисол келтирилган.

М  и с о л. у =  /  (х) функциянинг куйидаги

X 0 5 10 12 13 15 16

у 1 151 1051 1789 2263 3451 4177

жадвалда берилган к,ийматларидан фойдаланиб, унинг х = 12,5 даги к,ийматини 

топайлик.

Е ч и ш . Булинган айирмалар жадвалини тузамиз:



Учинчи тартибли булинган айирма ^згармас булганлиги учун у = /(х ) (1)умк - 

дня 3 — даражали кущад экан. Берилган х - 12,5 кдймат жадвалдаги л: =■ 12 на 

X =  13 кийматлар орасида булганлиги учун ости чизилган булинган айирмалир- 

дан фойдаланиб, Ньютоннинг интерполяцион формуласини тузамиз:

/ (х )  =  1789 + 474 (х -  12) + 40 (х -  12)(х -  13) + (х -  12)(х - 13)(х - 15).

Бундан

/(12,5) =  1789 + 474-0,5 -40-0,5-0,5 + 0,5-0,5-2,5 = 2016,625.

8-§. ЧЕКЛИ АЙИРМАЛАР ВА УЛАРНИНГ 
ХОССАЛАРИ

Фараз к,илайлик, аргументнинг узаро тенг узок^икда жойлаш­
ган X. = Хд + ¡к (/г — жадвал кладами) к,ийматларида/(х) функция­
нинг мос равишдаги к,ийматлари /¡ = Л^) берилган булсин. Ушбу

- /. айирмага биринчи тартибли чекли айирма дейилади; шаро- 
итга кура бу микдор унг чекли айирма: Д/\, чап чекли айирма: 

ёки марказий айирма: 8/,^^ = /,^J_ лар каби белгиланади. Шундай

к,илиб, куйидагича ёза оламиз:

/ , ,- у ;= А / ; .  = у/;,, = 5 / ( 8 . 1 )
' 2  ' 2

Юк^орида тартибли айирмалар рекуррент муносабатлар ёрдамида 

тузи л ад и:

= А(А^-'/;.) = = А^-%, - А̂ -'у;.,

v'=y;. = у(у*-'/;.) = у ^-'(у /;.) =

У/;. = <5(6^-'/.) = ¿*-'(<5/;.) =

гк _  гк-1 тк-\
Л- “  1 “  1 ■

'+2 '-2

Айирмалар жадвали.одатда куйидагича тасвирланади:

X / / , л /з /4

/о

X,

х^

/ 1

л

л

^3 /з к̂
.

Х4 /4 к̂ ■

Хисоблаш амалиётида ишнинг хамма боск,ичларида назорат 
килувчи амалларнинг мавжудлиги талаб к.илинади. Бу нарса купол
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хатоларга йул куймасликка ёки х,еч булмаганда уларни минимумга 
келтириш учун хизмат к;илади. Бундай назорат килувчи амаллар 
айирмалар жадвалини тузаётганда бевосита х.осил булади. (8.1) ва 
ундан кейинги формулалардан куриниб турибдики,

= /;- /о+ /2 - /;+ - + л - л - 1  = л - л ;

_

яъни жадвалнинг >;ар бир устунидаги сонларнинг йигиндиси аввалги 
устун энг четки элементларининг айирмасига тенг. Айрим интер­
поляцион формулаларда /. ва уларнинг чекли айирмалари билан 
бир каторда айирмаларнинг куйидаги урта арифметиги ишлати- 
лади:

.,f2k _
^ +1 2 •

Энди чекли айирмаларнинг айрим хоссаларини куриб чик.а- 
миз.

1-лемма, к — тартибли чекли айирма функциянинг киймат­
лари оркали куйидаги формула билан ифодаланади:

У;‘ = Х (- 1 У С ; / .  (8,2)
;=о 2 ^

Бу ерда к жуфт булганда / бутун булиб, к ток булганда / ярим 
бутундир.

И сб от . Математик индукция методи билан исбот киламиз. 
к=  1 булганда, (8.1) га кура (8.2) нинг уринли эканл^1ги келиб 
чикади. Фараз килайлик, (8.2) формула к = / булганда уринли^ 
булсин. У холда

= Е (- 1 )^ с //  , , - ¿ (- 1 )> с //  I , ,
'"Т -2 и  ‘^Г2~^ и

Бу тенгликда бир хил лар олдидаги коэффициентларни йигиб 
ва

С ! + с г  = а:^

тенгликдан фойдаланиб, /;/+’ учун изланган ифодага эга буламиз. 
Шу билан лемма исбот булди.
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/•'* = Л+2 ” '̂■̂■+1 .̂ -2-

Бу леммадан куйидаги натижаларга келамиз.
1-натижа. Иккита ¡р ва g функция йигиндиси ёки айирмаси- 

нинг у;.* чекли айирмалари мос равишда шу функциялар чекли 
айирмаларининг йигиндиси ёки айирмасига тенг;

/ '  = <pf ± gi ■

2-натижа. Функция билан узгармас сон купайтмасининг чекли 
айирмалари функция чекли айирмалари билан узгармас соннинг 
купайтмасига тенг;

( a f t  = aft-

2-лемма. Жадвалнинг кладами h - х,- x._̂  узгармас булса, у 
холда булинган айирма билан чекли айирма орасида куйидаги му­
носабат уринлидир;

/(Х,.,...,Х,^,) = ^  (8.3)

Исботни бу ерда хам индукция методи билан олиб борамиз. к=1 
булганда

/ (х,, Х,̂ ., ) = -у ' У- = >
J  \ п  1+1/ Х м - Х , ft

булиб, (8.3) формуланинг тугрилиги равшан. Фараз к,илайлик, (8.3) 
формула барча т  < к лар учун уринли булсин, у холда 

^  ч _  f(Xi+l,-,Xi+k+l)-f(Xi,-,Xi+k) _

î+k+l

_  fi+\+y{'A+k/̂  _  /¡ч|1+1)/2

(Н’̂ -к'.Шк+Х)) h'̂ *\k+\)\ ■

Шундай килиб, (8.3) формула т=^к + \ учун хам уринли экан. 
Лемма исботланди.

Энди (7.4) формулага кура

/ ( x , , . . . , x , . ^ ^ )  =  ^ i ^ ,  X,.

Бу тенгликни (8.3) билан солиштириб,  ̂ ^  

ни хосил киламиз.

М и с о л .  А;=2,3,4 учун (8.2) дай куйидагиларга эга буламиз:
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Охирги тенгликдан куйидаги натижага келамиз.
3-натижа. я-даражали купхаднинг л-тартибли чекли айирмаси 

узгармас сонга тенг булиб, ундан юк,ори тартиблиси эса нолга тенг.
Охирги натижа купхад жадвалини тузишнинг кулай усулини 

беради. Аввал аргументнинг (л + 1) та к^ийматларида л-даражали 
купхаднинг к^ийматларини хисоблаймиз. Шу маълумотлардан фой­
даланиб, л-тартибли айирмалар жадвалини тузамиз, сунгра, л-тар- 
тибли айирмаларнинг доимийлигидан фойдаланиб, л-тартибли 
айирмалар устунини тулдирамиз. Ундан кейин, (л - 1)-, (л - 2)- 
тартибли ва хоказо айирмалар устунларини тулдирамиз. Бу устун­
ларни тулдираётганда

f k  _  гк , fk + i

4 - 1  Ч -i

формуладан фойдаланамиз. Амалиётда бу усулни куллаётганда 
купол хатоларга йул куймаслик максадида вак.ти-вак,ти билан 
купхаднинг кийматини хисоблаб туриш мак^садга мувофикдир.

М и с о л . Жадвал к;адамини А = 1 ва дастлабки кийматни = 1 деб хисоблаб, 

f{x) = х’ + -  6х -  5 купхаднинг айирмалар жадвали тузилсин,

Е чи ш . / (х )  иингх„=1, х,=2, х^=3 нук;талардаги кийматларини хисоблаймиз: 

fg=-7, /¡=3, / 2= 3 1 . Бундан эса куйидагилар келиб чикади:

/ | / = / 1 - /о  = 1 0 , / ^  = / 2 - / 1  = 28, / 1̂  = - / ^  = 18.

20-жадвал

X /  „ A Л / з

1 -7 '
10

2 3
28

18
6

3 31
52

24
6

4 83
82

30
6

5 165
118

36
6

6 283
160

42 >

7 443

Бу кийматларни 20-жадвалга жойлаштирамиз. Бизнинг функциямиз 3-даражали 

купхад булганлиги учун унинг 3-тартибли айирмаси узгармас сон  булиб,

л _ , л

f y  = 3! = 6 га тенгдир. 20-жадвалнинг к,олган устунлари куйидаги

/•=y ;ii+ /.li(' = 1,2,3,...),

f l i  =fl I +у;-'(/ = 2,з,.,.), 

i/•=/-i+/;'.±('=3,4„..). 

формулалар ёрдамида тулдирилади.
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Айирмалар жадвалини тузаётганда хисобловчи тасоди(1)ап хи 
тога йул куйиши мумкин. Хозир биз ни х,исоблашда йул куй ил- 
ган хато айирмаларга к,андай таъсир к,илишини кузатамиз (21-жад­
вал).

21-жадвалдан ёки (8.2) формуладан куринадики, А:-тартибли 
айирмага хато {-\ус1 ( j = О, к) коэффициент билан тарк^алади, 
демак, А-тартибли айирма максимал хатосининг абсолют к;иймати 
жуда тез усади; х,ар бир айирма учун хатоларнинг ишораси 

билан олинган йигинди нолга тенг булиб, абсолют киймати билан 

олинган йигинди эса 1 е | • 2̂  га тенг. Шундай к.илиб, функциянинг 

кийматлари х;исобланаётганда йул куйилган арзимас хато унинг 

юкори тартибли айирмаларига катта таъсир курсатар экан.

Айирмалар жадвалидаги е хатонинг таркалиш конуни айрим 

холларда бу хатонинг урнини ва кийматини топишга хамда жад­

вални тузатишга имкон беради. Одатда айирмалар жадвали бирор 

белгиланган унли хона аниклигида хисобланади. Агар у = f(x)

21-жадвал

/ /, Л /з Л

л+1

*,4-3

Л4

Л з

/.2

и .

f;»

Дз

^-1

fU,

f k

fU

fh

fh

fh  + e

fL

f h

2

функция А:-тартибли узлуксиз хосилага эга булса, у холда унинг к- 
тартибгача булган айирмалари текис узгариб, А:-тартиблиси белги­
ланган унли хона микёсида деярли узгармас булади. Жадвалнинг 
бирор кисмида охирги шартнинг бажарилмаслиги, умуман айт­
ганда, хисоблаш хатоси мавжудлигидан далолат беради. А-тартиб-
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ли аиирманинг нормадан максимал огиши урнатилгандан кейин, 

куйидаги шартлар бажарилганда бу хатонинг урнини ва к,иймати- 

ни аникдаш мумкин: 1) бу хато фак^ат бир жойда ва функциянинг 

кийматини хисоблаш пайтида содир булган; 2) чекли айирмалар- 

ни хисоблаётганда бошка хатога йул куйилмаган. 21-жадвалдан 
курииадики, даги максимал хато /. нинг хато киймати жой- 
лашгаи сатрда ёки ундан битта юкоридаги ва битта пастдаги сатр- 

ларда булади. Шундай килиб, хато хисобланган жадвалдаги /+ £ 

кийматнинг урии п маълум булиб, микдори е ни топиш керак 

булсин. Соддалик учуй учинчи айирма деярли узгармас булсин 

деб фараз киламиз, у холда иккинчи айирма арифметик прогрес- 
сияии ташкил этади ва шунинг учун хам иккинчи айирма нинг 
аник киймати учта узаро кушни хато айирмаларнинг урта ариф- 
метигига тенг булади (к.2!!-жадвал):

+ е) + - 2е ) + {/1^  + е)],

чунки £ лар узаро кискариб кетади. Иккинчи айирма нинг 
топилган аник кийматидан фойдаланиб хато микдори г ни аник- 
лаш мумкин. Бу микдор иккинчи айирманинг тузатилган кийма­
ти билан хато киймати орасидаги айирманинг ярмига тенг:

П - { П - 2 г )

/. нинг аник киймати эса

/ . =  {/. + е )-  Е

айниятдан топилади. Хисоблашнинг тугрилигини текшириш учун 
айирмаларни яна бир марта хисоблаш керак.

22-жадвал

/ /,

1,9 6,190

2,0 6,364

2,1 6,538

2,2 6,712

2,3 6 ,88( 1)6

2,4 7,060

2,5 . 7,234

2,6 7,408

2,7 7,582

174

174

174

1(69)74

17(9)4

174

174

174

(-5 )0

( 10)0 • - 2г

(-5 )0 е

250



Мисол. 22-жадвалдаги хато тузатилсин.

Е ч и ш . Жадвалда хато рак,амлар к;авс ичида олинган ва айирмалар yciymuiii 

упли хоналар курсатилмаган, улар функция к,ийматлари устунидап аён. Ьумдип 

куринадики, иккинчи айирманинг текис узгариши л: = 2,3 да бузилмовда. Мии- 

жуд хато катта к,авсга олинган уч сатрга тарк;алган, х = 2,3 даги нинг анмк, 

к,ийматини топиш учун иккинчи айирмаларнинг х,ар уч сатрдаги к,ийматлари 

урта арифметигини оламиз:

Бундан

f?  = - ^ ( - 5  + 10-5) = 0.

е = у ( 0 - 0 , 010) = -0,005,

f{x) нинг л: = 2,3 нук,тадаги цийматига тузатиш сифатида, аник; к,ийматини 

топамиз:

/ = ( / ;  + £ ) - £  =  6,881 - (-0,005) = 6 ,8 8 6 ,

Бу тузатишлардан кейин биринчи айирма узгармас булиб, иккинчи айирма но'л- 

га тенг булади.

9-§. ТУГУНЛАР ТЕНГ УЗОКЛИКДА ЖОЙЛАШГАН 
ХОЛ УЧУН НЬЮТОН ИНТЕРПОЛЯЦИОН 

ФОРМУЛАЛАРИ

Ушбу ва кейинги параграфларда интерполяция тугунлари тенг 
узокликда жойлашган холни, яъни х. = х,, + ih (/ = 0,1,2, ... ) 
булган \олни к,араймиз. Бу холда интерполяцион формуланинг 
куринишлари анча соддалашади. Биз хозир Ньютоннинг иккита 
интерполяцион формуласини чикарамиз. Буларнинг биринчиси 
функцияни жадвал бошида ва иккинчиси жадвал охирида интер­
поляциялаш учун мулжалланган (11-§ га каранг).

Фараз кила.йлик, Z-̂ (x), х ,̂ х,, ..., х  ̂тугунлар буйича тузилган 
Ньютон интерполяцион купх,ади булсин:

Z(x ) =/(Хд) + /(х„, X,) (х-х„) + ... +

+ /(х„, ...,х„) (х-х„) ... (x-x„_j). (9.1)

Бундаги булинган айирмаларни (8.3) формулага кура чекли айир­
малар билан алмаштирайлик.

Ушбу х = Xq + th алмаштиришни хам бажаргандан кейин (9.1) 

купхад куйидаги куринишга эга булади:

Z„(Xq + th) = fa+tfiy^+ fx + +

+...+ (9.2)
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Бу формуланинг к̂ олдик, ади  куйидаги куринишда булади: 

к„{х) = (х - Хо)(х - Хо - /г)...(х - Хо - =

(9.2) формула Ньютоннинг жадвал бошидаги ёки олга интерполяци- 
рн формуласи дейилади.

Энди (9.1) формулада интерполяциялаш тугунлари сифатида 
х„, х_|, ..., х_  ̂тугунларни оламиз:

А,(^) = /Ц )) + /(^о> ^-1) ~ о̂) + /(^о> -̂-1> ~ ^о) (-̂ ~ ^-1) +

+ ...+ /(Хц, ..., х_) (х - х„) ... (х - х_(„_„). (9.4)

Булинган айирмалар уз аргументининг симметрик функцияси 
булганлиги учун

/(х„, х_,, ..., х_) =/(х_^,..., Х_р Хц).

(9.4) формулада яна булинган айирмаларни чекли айирмалар би­
лан алмаштириб ва х = х„ + ?/г деб олиб, куйидагини хосил ки­
ламиз:

I , ( х ,  + 11, } = / ,  + / _ у  + Д  + ... +

( « )

£у формула Ньютоннинг жадвал охиридаги ёки орщга интерпо­
ляцион формуласи дейилади.

Бу формуланинг к.олдик. хади

ГЛ+1 ̂ (Л + 1)/£.-,

Ч Д ) ! ®

куринишда булади.

М и с о л .  23-жадвалда эхтимоллик интеграли

Ф(х) = АГе-''л
л

о

нинг к;ийматлари берилган. Ньютоннинг интерполяцион формулалари ёрдамида 

Ф(0,64) ва Ф(1,45) лар хисоблансин.

(9 .3 )
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0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0
1.1
1,2
1.3

1.4

1.5

Ф

0,5205

0,6039

0,6778

0,7421

0,7969

0,8427

0,8802

0,9103

0,9340

0,9523

"0,9661

ф1

834

739

643

548

458

375

301

237

183

138

ф2

-95

-96

-95

-90

-83

-74

-64

-54

-45

-1
1
5

7

9

10 
10 

9

Е ч и ш .  сифатида жадвалдаги к,ийматлариинг х = 0,64 га энг як,инини, 

яъни X =  0,6 ни оламиз. Бу ерда Л =  0,1 булгани учун

Г = ■
0,64-0,6

= 0,4.к 0,1

(9.2) да и =  3 деб олиб, бу к.ийматларни келтириб куямиз:

Ф (0,64) = 0,6039 + 0,4 • 0,0739 + • (-0,0096) +

^ 0,4(0,4-Щ0,4-2) . 0  ОРД! ^ о,63462,

Жадвалдаги к;иймати эса Ф (0,64)= 0,6346 ([50], 129 б. га к,аранг).

Худди шунга ухшаш, Ф (1,45) ни )^исоблаш учун х„ сифатида жадвалдаги кий- 

мат 1,5 ни оламиз. У х,олда

1,45-1,5

0,1
=  -0,5

булиб, (9.5) формулага кура:

Ф(1,45) = 0,9661 + 0,0138(-0,5) - 0,0045
-0,5 (-0,5 + 1)

+ 0,0009 ■ 0,5( 0,5 + 1)( 0,5 + 2) ^  9 5 9 7 0 6 .

Жадвалдаги к,иймат эса Ф (1,45) = 0,9597.

Энди колдик, хад тугрисида бир оз тухталиб утайлик. Айрим 
холларда хусусан /. к̂ ийматлар тажриба йули билан хосил килин- 

ган булса,/("+')(?) ни бахолаш анча мушкул булади. Шунинг учун 
купол булса хам, содцарок, йул билан бахолаш маъкулдир. Карала­

ётган ораликда хосила/<'’+’Ч-̂ )» демак, айирма/<"+‘> хам секин узга- 
ради деб фараз килиб, (9.3) формула билан берилган колдик, хадца 
катнашувчи хосилани (8.3) формула ёрдамида айирма билан ал­
маштирамиз, натижада / '

(9.6)
(«+1)!
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хосил булади. Шунингдек (9.5) формула урнида, куйидаги такри­
бий, лекин кулай формулага эга буламиз;

D „  t(t + l)...(t + n) f„  + l /Q .7Ч

Юкоридаги формулалар анча купол, улардан фойдаланишда хушёр 
булиш керак. Агар хосила секин узгармаса, у холда маъносиз на­
тижага эга буламиз. Масалан,

fix ) = X + TVsinjrx

функцияни олиб, интерполяция тугунлари сифатида бутун х. =0, 
±1, ±2, ... кийматларни олайлик. Бу холда иккинчисидан бошлаб 
барча айирмалар нолга тенг. Демак, купол тарзда/(х) ни чизикли 
функция деб олишимиз мумкин. Лекин, етарлича катта булганда 
X + N  sin лх функция чизикли функциядан кескин фарк килади.

10-§. ГАУСС, СТИРЛИНГ, БЕССЕЛ ВА ЭВЕРЕТТ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАЛАРИ

Интерполяция хатосини камайтириш максадида, х. интерпо­
ляция тугунларини интерполяцияланувчи х нукта атрофида олиш 
маъкулдир. Чунки бу холда колдик хадда катнашадиган ^ нукта 
хам X га якин жойлашган булади ва демак, (^) хам айтарли 
даражада узгармайди. Натижада, колдик хадга кескин таъсир эта- 
диган микдор факатгина п

| = п и - ^ у  I
у=0

булиб колади. Бу ифода х билан интерполяция тугунлари ора­
сидаги масофаларнинг купайтмасидан иборатдир. Шунинг учун 
хам,/(х) ни интерполяциялашда X га нисбатан энг якин п та нук- 
тани олсак, |су̂ Д̂х)| минимал кийматга эга булади. Куриниб ту­
рибдики, п=2к булса, X нинг чап ва унг томонларидан к тадан 
нукта олиш керак. Агар п = 2к+1 булса, у вактда х га энг якин 
булган тугунни олиб, сунгра чап ва унг томонлардан к тадан нук-̂ - 
тал ар олиш керак.

Хозир интерполяцион формулаларни мана шу'гояга асослан- 
ган холда тузиш билан шугулланамиз. Бундай интерполяцион 
купхадларнинг чизикли комбинацияларини олиб, айрим холлар­
да аникликни туширмасдан купхаднинг даражасини пасайтириш 
мумкин. Биз дастлаб шу методга асосланган Гаусс интерполяцион

формулаларини чикарамиз. Агар функция х е  ^Х(,,Хо нуктада

интерполяцияланса, у холда интерполяция тугунларини х„, х̂  + /г, 
Хц - к, ..., Хц + кк, Хц - кк тартибда олиш маъкулдир. Чунки ихти-
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ёрий п учун шу тугунларнинг аввалги п тасини олсак, уларх га ■)Н1 
як̂ ин турган нукталардан иборат булиб, шу нук.талар буйича ту 
зилган интерполяцион купхаднинг хатоси, ихтиёрий бошк.а тар 
тибда олинган нук,талар буйича тузилганидан кичик булади.

Гаусснинг биринчи интерполяцион формуласини тузишда 
2« + 1 та

Хд, х„ + к, х^ — к, + пк, - пк (ЮЛ)

нукталар учун Ньютоннинг тенг булмаган ораликдар учун интер­
поляцион формуласини ёзамиз:

L2„{x) = /(х„) -н /(х„, х,)(х - х„) 4- 
+ /(х„, X,, х_,)(х - х„)(х - Х)) -1- 

+ /(х„, X,, х_,, х^){х -  х„) (х - Х|)(Х - х_,)+ (10.2)
-1-/(х„, Хр х_,, х̂ , х_^ (х - х„) (х - X,) (х - х_,) (х - х )̂ -Ь 

+ ... -Ь /(х„, X,, х_,, ..., х„, х_) (х - х„) (х - Х|) ...
-  (х-х_(„_„) (х - х ) .

Бунда X - + tk деб, булинган айирмаларнинг чекли айирмалар 
оркали ифодасидан фойдалансак, у холда

(х„ + й) = (х„ + й) + +

4-
(2« - 1)! +  /о

2п
(2/7)!

(10.3)

хосил булади. Бу Гаусснинг биринчи интерполяцион формуласи ёки 
Гаусснинг олра интерполяцион формуласи дейилади. Бу формула (10.1) 
нукталар учун тузилган Лагранж формуласининг узи булиб, фак^ат 
бошк,ача тартибда ёзилганидир. Шунинг учун хам бу формула­
нинг колдик, хадини бевосита ёза оламиз:

/(2/!+1)(̂ )̂ ,2«+1 
2̂п = ---------(2«+1)!

-п^). (10.4)

(10.3) формулада катнашадиган айирмалар 24-жадвалда стрелка- 
ларнинг йуналиши буйлаб пастки “синик, сатрни” ташкил этади. 
Агар биз (10.1) нукталарни бошк,ача тартибда, яъниХ(,, х̂  — к, х̂  + к,

к \
..., х„ - пк, Хц -I- пк каби олсак, у вак,тда Хд £  Хо -у,Хо1 нуктада 

интерполяциялаш учун яхши натижа берадиган Гаусснинг иккинчи 
интерполяцион формуласи ёки оркага интерполяциялаш формуласи

<̂2/.(^о + = - «̂(̂ О + ^̂ ) = /о + /\ ̂  + /а fl\ +• • •+- -  2. 2

/2-(«-1)2

(2л-1)! +  / с
С2„ /(/2-1)(/2-22)...[/2-(„-1)2](,+„)

(2«)!
(10.5)

га эга буламиз.
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Бу формулада к,атнашадиган чекли айирмалар 24-жадвалда устки 
“синик, сатр”ни ташкил этади. Унинг к,олдйк, хади эса

( 10.6)

га тенг. Гаусснинг хар иккала формуласини кушиб ярмини олсак, 

куйидагига эга буламиз:
,2 ,2„-1 +

+ /о
2„

(2й)!
(10.7)

чунки 

2 (2«)! (2«)! 

(2«)!

ва

г2п-\ г /'2я-1
•/к + Ч

24-жадвал

/ / ' Р Р Р Р Р

/ - 4

/ - 3

/-2

/-,

/о

Ь

Л

/з

/4

д

/Л

/о̂

/.̂

й

й

,7 ’

К
Пг

/Д

/о

/1̂

Л“

■4/’

,:ч

/Д

й

/ '
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Хосил килинган (10.7) формула Стирлинг интерполяцион (рормула 
си дейилади. Бу формулада 25-жадвалда курсатилганидек о ии- 
дексли жуфт тартибли чекли айирмалар ва 'Д хамда — 'Д индекс- 
ли ток, тартибли чекли айирмаларнинг урта арифметиклари к,ат- 
нашади.

25-жадвал

/ Р
/-г

.

Л

А

Гг

/д

и

Куриниб турибдики, Стирлинг формуласининг к,олдик, хади

-г?) (10.8)

га тенг. Гаусснинг иккинчи интерполяцион формуласини х, нук,та 
учун кулланса, куйидаги формула хосил булади:

4„(Х, + иК) = /,+  Г\,и + /,^ % ^  + Л  +...+

+ /{

2 /„ п2

+ / 1
2„ и(и̂ -\)..[и̂ -{п-1)̂ ]{и+п)

(1п)\
(10.9)

Бу формулада и = белгилаш киритсак ва буни ( = ор- 
Кали ифодаласак, и = í - I булиб, (10.9) формула куйидаги кури­
нишга эга булади:

Ь,„(х, + т  = /, + /^ (^  -1) + +...+
2!

+ /]'К

ЗГ

+

+  /1 ( 10.10)

Энди, бу формулани Гаусснинг биринчи интерполяцион форму­
ласи (10.3) билан кушиб, ярмини олсак хамда куйидаги
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У,

ва

1 -1 ) . . . [ г 2 - (« -1 )2 ] ( ,_ „ ) ( ^ - „ -1 ) ]

2 (2л+1)! (2л+1)!

(2л+1)!

муносабатлардан фойдалансак, у холда Бессел формуласи хосил 
булади:

52„(Хо + Щ  = 1х/у̂  + f\ Ĵ  -
2!

- +

+ /^ /1

/(/̂ -1)... /^-(п-2Г (/-п+1)(4 )
(2п-1)!

я (2«)! (10.11)

Бу формула, умуман айтганда, интерполяцион формула эмас, чунки 
у мос равишда

х_„, ..., х„ ва х_(„_,,, ..., х„ ,̂

тугунларга эга булган иккита интерполяцион купхадларнинг урта 
арифметигидир. Яъни у фак.ат 1п та х_̂ „_,̂ , ..., х„ тугунларда /(х) 
•билан устма-уст тушади, лекин бу формулада функциянинг х_  ̂ва 
х^ ,1 нукталардаги кийматлари катнашган. (10.11) купхад интерпо­
ляцион булиши учун, яъни унинг х_^ ва х^,, нукталарда хам /х )  
билан устма-уст тушиши учун, унга яна битта хад кушиш керак:

+ й) = 4„+1(Хо + Щ  = + /¿ (^  - у) +

. ../-2 К/-1) , , ,.г2п ,
+ ------ 7 ^ ,------ +(2й)!

, f2n+\
(2/7+1)!

(10.12)

Бу формула х_„, ..., х ,̂ х„ ,̂ нукталар буйича тузилган Лагранж ин­
терполяцион купхади билан устма-уст тушганлиги учун унинг 
колдик хади

я ,.. ,Ы  = - » ’ )!< - (« +1)1
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булади. Демак, (10.11) формуланинг колдик, \ади эса

=  / Г  ‘ -------------^  +

+ - (и + 1)] (10.13)

га тенг. Бессел формуласининг оралик, уртасида, яъни / = ^  да 
куллаш кулайдир. Бу холда барча ток; тартибли айирмаларга эга 
булган хадлар нолга айланади. Бессел формуласида куйидаги 

айирмалар катнашади:

X / Р р Р р

Х-2

^-1

^0

^2

/-г

1 { /- . 
П /о

А

Л

!к

4

/Д

1 |/о ^

Рг

А
1 |/о ^

М /,^

Нихоят, кенг кулланиладиган формулаларнинг яна бирини туза­

миз. Бунинг учун
г2к+1 _  г1к f2k

-  /| “  /о

муносабат ёрдамида, Гаусснинг биринчи интерполяцион форму­
ласи (10.3) дан ток тартибли айирмаларни йукотамиз. У холда 
айирма олдидаги коэффициент

(2к+1)1

га тенг булиб, айирманинг коэффициенти эса куйидагига тенг:

(2к)\ (2к+\)\

_  1(1^-1)...и^-{к-1^](1-к){к+1-1) 

(2к+1у.

Охирги ифодада / = 1 - м алмаштириш бажарамиз:

(1-и){1-и-1)(1-и+1)...{1~и~к+1)(1-и+к-1){1-и-к){к+1-1+и) _

(2к+1)1 (2к+\)\
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Натижада, куйидаги Эверетт интерполяцион формуласи хосил бу­
лади:

+ щ  = и  + +... + +

Бу формуланинг колдик,хадих_^, тугунлар ёрдамида тузил­
ган Гаусс формуласининг к,олдик, хади билан устма-уст тушади:

»> )[,- (» . 1)1.

Эверетт формуласи одатда жадвални зичлаштиришда кулланила- 
ди, яъни + кк тугунларда функция к,ийматларининг жадвали 
берилган булса, + кк' тугунларда функция к,ийматлари жадва- 

лини тузишда фойдаланилади, бу ерда {Ы — бутун сон).

11-§. ТЕНГ КДДАМЛИ ИНТЕРПОЛЯЦИОН 
ФОРМУЛАЛАРНИ КуЛЛАШ УЧУН 

ТАВСИЯЛАР

Функциянинг жадвалдаги к,ийматлари одатда такрибий булиб, 
уларнинг лимит абсолют хатолари охирги хона бирлигининг яр- 
мига, биринчи тартибли айирманики охирги хонанинг бир бир- 
лигига, иккинчи тартиблисиники охирги хонанинг икки бирли- 
гига, учинчи тартиблисиники эса охирги хонанинг турт бирлиги- 
га тенг булиши мумкин ва хоказо. Силлик; функцияларда одатда 

тартиби ортган сари айирма камая бориб, бирор тартибга етганда 
деярли узгармас ва ундан кейингилар кичик микдор булиши ке­
рак. Лекин функция к,ийматидаги хато хисобига, айирма нолга 
айланмасдан тартибсиз ишора билан ортиб кетиши хам мумкин. 
Бундай натижалар нотугри булиб, улардан фойдаланиш мумкин 
эмас. Шунинг учун хам мунтазам узгарадиган айирмаларнинг энг 
юк,ори тартибини аникдаш керак. Сунгра эса интерполяциялаш 
учун интерполяцион формулани куйидагиларга асосланиб танлаш 
керак. Агар функциянинг к,иймати хисобланиши керак-булган х 
нинг киймати жадвал бошида ёки охирида булса, у холда мос ра­
вишда Ньютоннинг биринчи ёки иккинчи формуласини куллаш 
керак. Агар бу киймат жадвалнинг уртасида, масалан, [х., х^,] ора­
ликда булса хамда х, ва тугунлар га мос келадиган сатрда барча 
мунтазам узгарадиган айирмалар мавжуд булса, у холда дастлабки 
тугун сифатида х,ёки х.̂ | ни кабул килиб Стирлинг ёки Бессел 
формуласини куллаш керак. Шуни таъкидлаш керакки, агар
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I /I < 0,25 булса Стирлинг формуласини, 0,25 <1/1^ 0,75 6ÿjii:iiui;i 
эса Бессел формуласини куллаш керак. Бу ерда х нинг .^ёки х,, 

гугунлаонинг кайси биоига якин туоишига каоаб, t = — ёки

t
h

^ деб олиш керак.

Юк,орида айтганимиздек, Эверетт формуласи жадвални зич- 
лаштириш учун фойдаланилади. Биз 9-§ да Ньютон формулала- 
рининг кулланилишига дойр мисолларни Kÿpran эдик.

Шунинг учун хам бу ерда Стирлинг ва Бессел формулаларини 
кулланишга мисол келтириш билан кифоялаНамиз.

М и с о л .  26-жадвал

S(x) =
sin t

dt

Френел интегралинииг кийматлари A=0,1 к;адам билан келтирилган, 5(0,612) ва 

¿■(О.бЗ) топилсин.

26-жадвал

Six) SKx) S\x) S\x) S\x) S\x) S\x)

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,0434

0,0665

0,0924

0,1205

0,1504

0,1818

0,2143

0,2476

231

259

281

299

314

325

333

28

22

18

15

11

-1
1

Е ч и ш .  Жадвалда айирмаларнинг факат маъноли рак;амлари ёзилган. Жад- 

валдан куриниб турибдики, 4-тартибли айирмаларни ноль деб олиш мумкин, 

чунки уларнинг энг каттаси 2 • 10““' га тенг булиб, хатоларнинг энг каттаси эса

8 • 10'“' га етиши мумкин эди. Шунинг учун х.ам айирмаларнинг туртинчидан 

юкори тартиблиларидан фойдаланиш маънога эга эмас. 5(0,612) ни хисоблаш 

учун х„=0,6 ва Г=0,12 деб олиб, Стирлинг формуласини куллаймиз:

5(0,612) = 0 ,1205 + 0,5(0,0281 + 0,0299) ■ 0,12 + 0,0018 х

X 0,5 ■ 0,0114 + 0,5(- 0,0004 - 0,0003) ~  • 0 ,12 х
6

X (0,0144 -1) + • О, ООО 1 • 0,01'44(0,0144 -1) = 0,12400.

'
5(0,65) ни х;исоблаш учун х =  0,6 ва 1= 0,5 деб олиб, Бессел формуласини кул- 

лаймиз:

5(0,65)= 0,5(0,1205 + 0,1504) + 0,5 ■ 0,0018 + 0,0015 х 

X 0 ,5-0,5(0,5 - 1) = 0,13524.
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12-§. ИНТЕРПОЛЯЦИОН ЖАРАЁННИНГ 
ЯЩ НЛАШ ИШ И

Интерполяция амалда кулланилганда хар доим хам колдик, хадни 
бахолаш мумкин булавермайди. Шунинг учун хам етарлича куп 
тугунлар олинганда интерполяцион купхаднинг интерполяцияла­
нувчи функцияга етарлича яхши як,инлашишига ишонч хосил 
к,илиш амалий интерполяциялашда катта ахамиятга эга. Шу са- 
бабдан хам интерполяцион жараённинг як;инлашиши масаласи 
тугилади.

Фараз килайлик, бизга элементлари [а, Ъ] да ётувчи чексиз уч~ 
бурчак матрица

X,(0)о

(1)

v(2)

yWXfl

уО-)
X]

хр) v ( 2)
Х 2

х{”> X j . . .  X (и)
(12.1)

берилган булсин. [а, Ь] ораликда аникданган бирор f{x) функция 
учун Лагранж интерполяцион купхадининг кетма-кетлиги {LJix)}' 
берилган булиб, Ьрс) ни куришда (12.1) матрицанинг п — сатри-; 
даги барча элементлар катнашсин. Агар ихтиёрий х G [а, Ь\ учун

\imL„{x) = f ix )  (12.2)

тенглик бажарилса, интерполяцион жараён ящнлашади дейилади. 
Агар (12.2) тенглик X га нисбатан текис бажарилса, жараён текис 
яцинлашади дейилади.

Шундай савол тугилади; [а, Ь] ораликда узлуксиз булган Дх) 
функция учун интерполяцион жараён як,инлашадими? Бу саволга 
умуман ижобий жавоб бериб булмайди. Фабер томонидан куйида­
ги теорема исбот к,илинган: хар кандай (12.1) куринишдаги тугун"^ 
лар матрицаси учун шундай узлуксиз / (х) функция топиладики, 
унинг учун бу тугунлар буйича курилган Лагранж интерполяцион 
купхади [а, Ь] ораликда бу функцияга текис як,инлашмайди. Бун­
дан хам кучлирок, натижани [-1,1] оралигида тенг узокдикда жой­

лашган тугунлар (х$"’ = -1, х["̂  = l) буйича/(х) = [ х | функция учун 
курилган Лагранж интерполяцион купхадлари Х„(х) -1,0,1 нук,та- 
лардан ташк,ари бирорта нук.тада хам Дх) га як,инлашмаслигини 
С.Н.Бернштейн курсатган эди.

Интерполяцион жараённинг як,инлашиши хак,идаги жуда куп 
тадкик,отларда хозирги замон математикасининг энг нозик метод-
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лари кулланилади. Бу йуналишда олинган натижаларпи ксл'ш 
риш имконига эга эмасмиз. Хозирча /(х) бутун функция булган 
\ол учун бир теоремани келтириш билан чекланамиз.

Таъриф. Агар f  (х) функцияни х нинг барча чекли к;ийматлари()а

fix )  = ¿ аД х - Х о )” 
к=0

якинлашувчи даражали щ тор шаклида ифодалаш мумкин булса, у 
y;oAdaf{x) бутун функция дейилади.

Теорема .  Фараз к;илайлик,/(х) бутун функция булсин. У холда 
элементлари [а, Ь\ ораликда ётувчи (12.1) куринишдаги ихтиёрий 
учбурчак матрица буйича fix) учун тузилган Лагранж интерполя­
цион купхадлари LJ^x) [а, Ь\ ораликда/ (х) функцияга текис як,ин- 
лашади.

Исбот. Бутун функция ихтиёрий тартибли хосилага эга булга­
ни туфайли, интерполяцион формуланинг колдик, хади учун ку­
йидаги бахога эга буламиз;

I К  (-ж) I = I fix ) - L„in) I < 1 co„̂ yix) I .

Бу ерда

= max 1 /"" 'Ч х ) I, ®„+1(л:) = П  “ 4"*)- 

Куриниб турибдики,

I (x)| <ib - ay-\

демак

Агар бу тенгсизлик унг томонининг нолга интилишини курсат- 
сак, теорема исбот булади. Биз/х) нинг (л+1) — тартибли хоси­

ласини топиб, бахолаймиз;

/ " " ’Чх)= £  kik-\)...ik-n)a,ix-x,r-^-\  

|/-»(х)|= X  kik--l)...ik-n)a,ix-xj-'^-^ <
А=л+1

\к-\< Y,{n + ky^ \а„̂ „ ||х-Хо

Маълумки, X > О булганда

V ■
1 + - <е"

О
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булади, бундан

Демак,

' п+к'

л+1

Л+1 / / л\П+1

Энди L ихтиёрий мусбат, лекин муайян сон булсин. Охирги 
тенгсизликнинг \ар иккала томонини га купайтирамиз:

L-" S Ё1 о ... I L-'\e ]х-х,  I)*-'.

Агар г оркали L ва majc(e|x-XqI) сонларнинг энг каттасини бел- 
гиласак, у х;олда

Охирги тенгсизлик барча х е  [а, />] учун уринлидир. Демак,

• (U.3)

/(х) бутун булганлиги учун, S I I катор як,инлашади ва унинг
к=й

К.ОЛДИК, хади 'Yj I я* I билан биргаликда
А=/1+1

М„,,Е'^\п + 1 Г -̂ -- >0 (12.4)

е* нинг ёйилмаси 

дан

g.+i > («+1Г’
(й+1)!

келиб чикади. Демак,

"̂+1 (h - д')'’+1 = п̂+1 . («+0”'̂ ’ (U _  д\п+1 < п̂+\ _  Q-iin+l
(л+1)!^ (л+1)! •

Энди Ь = е{Ь - а)деб олиб, (12.2)-(12.4) дан керакли j][hmht муно- 
сабатга эга буламиз:

Шу билан теорема исбот булди.
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Э с л а т м а .  Теорема шартида Дх) нинг бутун функция булиши жуда му^им 

||И|>. Хак,икатан хам [-1,1] ораликда

е агар х  > О булса, 

О, агар X < О булса

функцияни олайлик. Бу функция сонлар ук;и буйлаб барча тартибли узлуксиз 

цосилаларга эга, лекин бутун эмас. Агар интерполяцион тугунларини [-1,0] ора- 

никда олсак, у холда i„(x )=  О булиб, унинг хеч бир мусбат к,иймати учун / (х )  га 

иитилмайди.

13-§. КАРРАЛИ ТУГУНЛАР БМ И ЧА  ИНТЕРПОЛЯЦИЯЛАШ. 
ЭР1У1ИТ ФОРМУЛАСИ

Фараз килайлик, [а, Ь\ оралик^нинг x .̂{k = Q,m) нукталарида 
/(х) G С {а, Ъ] функция ва унинг (а. - 1) — тартибли хосилалари- 

пинг кийматлари / ( х Д ( А :  = 0,от) берилган 
булсин. Базис функциялари системаси сифатида дара­
жаси 7  дан ортмайдиган (ррс) купхадлар кетма-кетлигини олиб, 
куйидаги масалани караш мумкин. Ушбу

шартларни к,аноатлантирувчи

Ф(х) = 2  Aj<pj{x)
;=о

(13.1)

(13.2)

(13.3)

купх,ад топилсин (13.2) — шарт бажарилганда (13.3) — даги .^. па- 
раметрнинг сони (13.1) шартларнинг сони билан устма-уст туша­
ди. Равшанки, Ф(х) купхаднинг мавжудлиги ва ягоналиги, (13.2) 
шартдан ташк,ари

Фо(^о) ( P iM •• (рЛ^о)

Фо(^о) (рЫ •• (р 'М

Ф^-'Чхо) <Р̂ -‘Чхо) ->^"Чхо)

(P o ix J ( P i ix J •• (pM J

<г>^-^ЧxJ <?i“”-‘4 x j <рГ”-’Чх„)

^0
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тенгсизликни бажарилишини талаб к;илади. Хусусий холдм, 
(р!(х) = деб олиб (13.3) — купхаднинг умумий куринишини го 
памиз. Бундай ИJyX) купхад Эрмит интерполяцион купу;ади дейилм 
ди. Демак, даражаси п дан ортмайдиган ва

= 0,ш;у = 0,«,-1) (13.4)

шартларни каноатлантирувчи

Я(х) = а„х” + а,х"-' + ... +

купхадни куришимиз керак. Бу шартлардан а,(/ = О, л) номаълум- 
ларни топиш учун (л+1) та чизикди алгебраик тенгламалар систе­
маси хосил булади. Бу система ечимининг мавжудлиги ва ягона- 
лигини курсатиш учун

Я<^>(х,) = 0 (А = 0 ,ш ;у  = 0 , а ,- Г )

бир жинсли системани фак̂ ат тривиал ечимга эга эканлигини курса­
тиш кифоядир. (13.6) система шуни курсатадики х̂ , х,, ..., х^ ту­
гунлар Я  (х) купхад учун мос равишда а,, ..., (лардан кичик 
булмаган) тартибли каррали илдизлардир. Демак, Я (х ) купхад 
илдизларининг (карраликларини хисобга олган холда) йигиндиси 
а^, а^, ..., = п + I га тенг ёки ундан каттадир. Даражаси п дан 
ортмайдиган ва илдизларининг сони п дан катта булмаган Я  (х) 
купхад айнан нолга тенг булиши керак. Бунда эса унинг барча а. 
коэффициентлари нолга тенглиги ва бир жинсли системанинг 
факат тривиал ечимга эга эканлиги келиб чик;ади.

Шундай к,илиб, (13.4) даги/^^ (х̂ ) к;ийматларнинг кандай були- 
шидан катъи назар, куйилган масала ягона ечимга эга. Я^(х) купхад­
нинг х̂ .̂ тугунлар в а (х^ к^ийматлар орк,али ошкор куринишини 
детерминантлар оркали ифодалаш мумкин. Лекин бундай ифода- 
нинг тузилиши жуда мураккабдир. Шунинг учун бу ерда хам Лаг­
ранж интерполяцион купхадини тузганимиздек, бошк;ача йул ту- 
тамиз. Бунинг учун фундаментал купу̂ адлар деб аталувчи п — дара­
жали Q¡J{x) (/ = 0,т; у = 0,а,.-1) купхадларни, яъни

0/^ ’(х,) = д1 -51 (р = 0 , а , -и  к ^ 0,т) (13.5)

шартларни к,аноатлантирувчи купхадларни тузамиз. У холда изла­
наётган купхадни куйидагича тузамиз; /

т а,-1 !
= (13.6)

/=0 у=0

(13.5) — тенгликлардан курамизки, 0.(х) купхад Хд, х,, ..., х._,, х.^,, 
..., х^ нукталарда мос равишда а^, a^, ..., ..., каррали
илдизларга эга булиб, х. нуктада у каррали илдизга эга. Демак,
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0,.(x) = {x- (X - X,)“- ...(X - X , ( X  - X,y X

x{x-x,^yr^K..ix-xJ‘‘"’g,j(x), (13.7)

()y ерда q.(x) x=x. нуктада нолга айланмайдиган

л - (Cg + a, + ... + a._, + y + + ... + aj = a .- j  - I 

даражали купхаддир:

qij(x) = f lf  + 4 ’4x - Xo) + ... + - x,.)“''̂ ''\

Лгар куйидаги

Q(x) = (X - Xo Г  (X - X, )“>... (X - x„ )“- 

Оелгилашни киритсак, у холда (13.7) ва (13.9) дан ушбу

(13.8)

(13.9)

(13.10)

(1)ормулага эга буламиз. (13.5) — шартлардан Q^x) нинг х. нукта 

атрофидаги Тейлор ёйилмаси куйидаги куринишга эга эканлиги 

келиб чикади:

Q,(x) = j^ix-x,У+b¡;\x-x,У^^+...+b¡f-J\x-x,y. (1з.ц) 

Энди (13.8) ва (13.10) — муносабатларни куйидагича ёзиб оламиз: 

«Г  + f lf  (х - X,) + ... + a,j

_  (х-х,)°' QijM  

0 (х ) (х-х,-У ■ (13.12)

(13.11) — тенгликни назарда тутиб, (13.12) — тенгликда лимитга 

утсак хамда Лопиталь коидасини кулласак, натижада

Ит
’ (х-х,)“' QiM)

= lim
’ Qij(x) ■

lim
\ x-x,r'

Q(x) (х-х, у x - * x i ( x - X i Y  _ X - JC , L i2(x) J

= ^ l im
J ! X-̂Xi 

w

Q(x)
X = X j

келиб чикади. Колган af' коэффициентлар учун

_  1
~ к\ л*

(х-х,)“* Qij{x) 

£2(х) ■ {x-xi)j

ифодага эга буламиз. Купайтмани дифференциаллаш учун Лейб­

ниц коидасини куллаймиз:
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л* Í2(x) (х-х,-у 1=0

(Х - Х {р

а(х)

(/)
ОуМ

(х-х/У

Барча / — лар учун хосилалар х=х. нук,тада узлуксиз булганлиги 
сабабли

Ит
Х̂Х1

' ( х -Х ,Г‘ ■

(0
' ( х - х , Г ‘ ]

1 ] 1 ]

Иккинчи купайтманинг

Иш
х - 'Х !

0,у(х)
{к-П

(О

Х-Х1

íl(x-x¡У _

лимитни аникдаш учун (13.11) — тенгликни

^  (х - X,) + ... +

куринишда ёзиб оламиз. Бундан эса
п(*:-0

Ит
(х-х,-У

келиб чик,ади. Лекин (13.11) — тенгликдан

ак-1) _
« и+к-1)\

муносабатнинг уринли эканлигини курамиз. (13.8)-дан равшанки 

У + А: - /7 <У + А: + а, -у - 1 = а, - 1 

Демак, барча р < к  учун = О булиб,

келиб чикади. Шундай килиб, 

4*)= 1 И т ^
к\ х̂х1 ¿X*

ва

■ (х-х,)“/(3^.(х) ■ 1 "  (Х-Х1Г' '
_ £2(х)(х-х,У к'.]'. а(х)и, , _1

(к)

cч-J-l
О (х)-  ̂ V  1

-’ “ 7 !  (х-х,Г<-> к  ^  

ларни хосил киламиз ва нихоят (13.6) дан

(х-х1Г‘
а (х )

(*)
(х-х,)*

т а;-1 , а,-у-1 ,
--- 1 1 ЛЛ/» .м  = Е Е т г  X
,*0 ;=о <г=:0 й(х)

(*)

(х-х,-)'
(13.13)
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Эрмит формуласини хосил к,иламиз. Бу формуланинг хусусий \ojrn 
сифатида Лагранж интерполяцион купхади хамда купхад учун ’1’сй- 
лор формуласини чик^ариш мумкин (бобнинг охиридаги машк,- 
ларга каранг). Хозир Эрмит формуласининг бошк,а бир хусусий 
Х.ОЛИНИ куриб чикайлик. Барча а,, лар 2 га тенг булсин, яъни шуи- 
дай п — даражали купхадни топиш керакки, у

Н М )  = /(X,-) 
Я;(х,) = Л х ,)

(/■ = 0 ,1,..., т)

шартларни к;аноатлантирсин. Бу шартларнинг геометрик маъноси 
куйидагидан иборат: интерполяцион эгри чизик; берилган у = Дх) 
эгри чизик, билан интерполяция тугунларида умумий уринмалар- 

га эга.
Бу холда (13.13) куйидаги куринишга эга булади:

Я „(х) = Е /(л:,)
L J

£2(х)
{х-х̂ У

'  ix-Xif ' + /'(X ,.)
'  (x-x,f ' а{х)

L £2(х) J V - Y .  •/ V //
Х = Х / Q.(x)

X « ,-

+f{Xi)

Одатдагидек
« „ + 1  (х) = (х-  х„)(х - X,) ... (х - x j  

белгилаш киритсак, у холда

(13.14)

Q(x) = wl^iix),
( X - X i f  _  

Q ( x )

га эга буламиз. Энди (13.14) даги коэффициентларни топамиз:

1' ( x - X i f = lim
Х-Х ,-

X - X i

L ^ ( x )  J
ДГ=Х/

( X - X j f

Q ( x )
= lim-f 

х-^х,- а х

lim2
X - X i (o„+i{x)-(x-Xi)(u'„^i(x) _

lim

Охирги лимитни топиш учун Лопиталь к,оидасини кулладик. Бу- 
ларни хисобга олганда (13.14) формула куйидаги куринишга эга 
булади:
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т

Я„(х) = Х

+ Л х , ) ( х - х , ) ] . (13.15)

М и с о л .  Куйидаги шартларни к;аноатлаитирадиган бешинчи даражали Н^(х) 
купхад топилсин:

Я 5 ( - 1 ) = - 1 ,  Н,(й) = О, Н,(\) = 1;

Я',(-1) = 0, Н'̂  (0)= 1, Я5(1) = 0.
Бу ерда

Шу(х) = {х + \) X  {х- 1), т\{х) = -  1, ш"̂ (х) = 6х.

(13.15) формуладан

б(-1) (х + 1) (х-1)2(х+1)2 ,
+ --— • 1 • X +

х̂ (х+1)̂ 1- = у ( “ ^^ +2х).

Энди Эрмит формуласининг колдик, хадини текширамиз.
Тео рема .  Агар /(х) функция [а, Ь] ораликда (л+1)  — тар­

тибли узлуксиз хосилага эга булса, у холда Эрмит интерполяцион 
формуласининг к,олдик, хадини

Л„(х) = /(х )- Я „(х ) = /<-^Ч^)
^(х)

(л+1)! (13.16)

куринишда ифодалаш мумкин. Бу ерда ^ [а, Ь] оралик,к.а тегишли 
нукта булиб, умуман олганда х нинг функциясидир.

И с б о т. X нинг интерполяция тугунларидан фаркди бирор кий­

матини олиб, К = деб белгилайлик. У холда ушбу

<ри) = ЯМ) - КО. {I) (13.17)

функция Хц нуктада каррали нолга, х, нуктада а, каррали ва х-к. 
х^ нуктада каррали нолга эга. Бундан ташкари у х нуктада хам 
нолга айланади. Демак, <p(z) функция [а, Ь] оралигининг т+2 та 
х„, X,, ..., х^, X нукталарида нолга айланиб, бу ноллар карраликла-..  ̂
рининг йигиндиси ад + â  + ... + а^ + 1 = л + 2 га тенг. Шунинг 
учун хам Ролль теоремасига кур а ( г )  хосилах^,, х,, ...,х^, хнукта- 
ларни уз ичига олган интервалда мос равишда/л + 1 таа„ - 1, - 1, 
..., а^~  1 каррали илдизларга эга, яъни [а, Ь] ораликда

(<2д - 1) + (а, - 1) + ... + (а^ - 1) + лг + 1= ,/

= «о + с, + ... + = л+1

та нолга эга. Худди шу мулохазаларни такрорлаб, иккинчи хосила 
<р” (г) [а, Ь] ораликда камида л та нолга эга деган хулосага келамиз 
ва хоказо. Нихоят, (л+1)  — тартибли хосила {z) [а, Ь] ора-
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ликда битта нук,тада нолга айланади. Демак, [а, Ь\ opcumiyui кам и 
да шундай битта ^ нук̂ та топиладики,

= 0 (13.1Н)

булади. Лекин

(̂„+1) ^  у(„+1) _  д„+1)!^ (13.19)

чунки HJ^z) — даражаси п дан ортмайдиган купхад, демак, 
Я^"'^'’(г) = О ва Q(x) бош х,ади 1 га тенг булган (л+1) — даражали 
куп\ад, унинг (п+1) — тартибли хосиласи (и+1)! га тенг. (13.18) — 

(13.19) дан

Демак,

(л+1)!

14-§. ЖАДВАЛ ТУЗИШДА ИНТЕРПОЛЯЦИЯМИ 
КУЛЛАШ

Ушбу ва кейинги параграфларда интерполяциянинг турли хил 
масалаларга татбикдарини куриб чик^амиз. Дастлаб куйидаги ма­
салани карайлик: бирор функциянинг жадвали шундай тузилсин- 
ки, бу жадвал ёрдамида функцияни п — тартибли интерполяцион 
купхад билан алмаштирилганда йул куйиладиган абсолют хато е 
дан ортмасин. Бундай \ояда жадвал п — тартибли интерполяцияга 
£ хато билан йул ь̂ уяди дейилади. Биз бу ерда тенг кадамли жад- 

вални караймиз.
Фараз килайлик,/(х) функция [а, Ь] ораликда (л+1) та узлук­

сиз хосилага эга булиб, берилган жадвал Ьрс) Лагранж интерпо­
ляцион купхадига £ хато билан йул куйсин. Бунинг учун жадвал 

кладами h куйидаги

^ / г - ‘ тах|/(/-1)...(Г-л)|<£ (и л )

тенгсизликни к,аноатлантириши керак, бу ерда

= max ¡ / ‘""«(х)!.
X()̂ XSX„

Одатда, кенг кулланиладиган математик жадваллар шундай тузи- 

ладики, улар

fiXo + th) = mxo + th} = fa+fy^t (14.2)
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чизщли интерполяцияга йул и̂ уяди. Бу холда (14.1) тенгсизлик ку­
йидаги

(14 3)

куринишни олади. Осонгииа ишонч хосил килиш мумкинки: 

тах I t{t -1)1= -. Демак, к кладам
0<Г£1 ^

(14.4)

тенгсизликни к,аноатлантириши керак.
Мисол учун [а, ¿] = [2, 3], £ = 0,5 • 10“^/(х)=е* булсин. Бу ерда 

М  ̂= е^< 20,1 булганлиги учун (14.4) дан к < 0,001411 келиб чик;а- 
ди. Хосил булган сон 0,001411 яхлит булмаганлиги учун бундай 
кладам билан ишлаш нокулай. Шунинг учун хам унга нисбатан 
“яхлитрок.” к = 0,001 кадамни олиш мумкин.

Купинча жадвалнинг чизикди интерполяцияга йул куйишли- 
гини талаб килиш шарти анча огир шарт хисобланади, унинг квад­
ратик интерполяцияга йул куйилиши талаб килинади. Квадратик 
интерполяциянинг энг соддаси учта энг як.ин нук;талар буйича 
тузилган Лагранж интерполяцион купхадидир. Агар тугун х га 
энг ЯК.ИН ва X = + th булса, у холда

/(Хо + tk) = = /о + •

Жадвал (х̂  + tk) га йул куйиши учун к к.адам

еки

тах1/(/^ - 1)|< £

М з ^ < £  (14.5)

тенгсизликни к.аноатлантириши керак. Агар бу ерда хам 
[а, Ь] = [2,3], £ = 0,5 • 10-^/(х) = деб олсак, у холда к < 0,01585 
булиб, бу ерда к = 0,01 деб олиш мумкин, яъни к,адам чизикди 
интерполяциядагига нисбатан 10 марта катта.

Энди функцияни иккинчи тартибли Бессел интерполяцион 
купхади билан алмаштирамиз. Агарх^ < х < XJ вах < х̂, + /А булса, 
у холда х_,, х„, Хр х̂  нукталар буйича тузилган иккинчи тартирли 
Бессел купхади

5з(Хо + th) = !л/у + ~ 1) + (14.6)

куринишга эга.
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Бу ифоданинг колдик, \ади (10.13) формулага кура куйидагига 
тенг:

^2(х) = /у  - 1)(̂  - 2).

Маълумки, Шунинг учун жадвалнинг В2(Х(, + Щ

га йул куйиши учун к кадам

м . 4 т а х  I t{t - 1 )  I +М^ ^  I t{t^ -  1)(Г -  2) 1< е

тенгсизликни каноатлантириши керак. Куйидагига эса ишонч 

хосил килиш кийин эмас:

тах /(/ -1) (/ - 4-1 = —^  > шах | t{f■ - 1)(? - 2) | = ~  
о< « 1  ̂ Ч  2/ 127з ойг£1 ' ' ' '  16

Демак, к кадам

^  + (14.7)

тенгсизликни к,аноатлантириш керак. Бу ерда к кичик булса, би­
ринчи хад бош кием булиб, у (14.5) тенгсизликнинг чап томони- 
дан 4,5-л/3 = 7,794 ... марта кичикдир. Демак, к кичик булганда
(14.7) ни каноатлантирадиган к (14.5) ни каноатлантирадиган к га 

нисбатан ^4,5 • л/З ~ 1,98 марта каттадир. Юкоридаги мисолда
(14.5) тенгсизлик

20 < Ч ю - '

куринишда булиб, унинг ечими к < к^< 0,0315 ... дир. Бу кадамга 

нисбатан “яхлитрок” к = 0,03 ни оламиз.
Агар бу кадам хам катталик килса, у холда интерполяцион 

купхаднинг даражасини орттириб кадамни янада кичикрок олиш 

мумкин.
Энди экстраполяция, яъни аргументнинг жадвалдаги кий- 

матларидан ташкаридаги кийматларида функциянинг кийматини 

топиш масаласига тухталиб 5^амиз. Экстраполяциялаш, одатда, 

жадвалнинг бир-икки кадами микёсида бажарилади. Чунки аргу­

ментнинг жадвалдаги кийматидан узокрок кийматда экстраполя- 

циялаганда хато ортиб кетади. Жадвал бошида экстраполяциялаш 
учун Ньютоннинг биринчи интерполяцион формуласи кулланиб, 

жадвал охирида эса иккинчиси кулланади. Интерполяцион купхад­

нинг тартиби одатда жадвалнинг амалий узгармас айирмалари- 

нинг тартибига тенг килиб олинади.
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М и с о л .  27-жадвалдаи фойдаланиб е'’”  ва топилсин.

27-жадвал

/' Р

1,80

1,85

1,90

1,95

2,00
2,05

2,10

2,15

6,0496

6,3598

6,6859

7,0187

7,3851

7,7679

8,1662

8.5849

3102

3261

3428

3604

3788

3983

4187

ш
О

167
О

1

176
у
о

-1

184
5

11

0

3

195 -2

7.04
2

Е ч и ш .  27-жадвалда учинчи тартибли айирма амалда узгармасдир. Шунинг 

учуй хам учинчи тартибли иптерполяцион формуладан фойдаланамиз. Жадвал 

бошида ва охирида экстраполяциялаш учун формулалар куйидагича ёзилади:

¿з(л:) = 6,0496 + 0,3102/ + 0 ,0 1 5 9 - ^^^  + 0,0008- -̂- -|^-2\

¿3 (х) = 8,5849 + 0,4187 + 0,0204 + 0 ,0009 ,

Биринчи формулага г = = -0, 4 к,ийматни куйсак:

= 6,0496 + 0,3102(-0,4) + 0,0159 - 0 ,0 0 0 8 - ^ - ^ ^ ^  = 5,92996.

2 18“ 2 15
Шунга ухшаш / = — —  = 0,6 ни иккинчи формулага куйиб, ушбу

= 8,5849 + 0,4187 ■ 0,6 + 0,0204 ■ + о, 0009 • = 8,83629

натижани топамиз.

15-§ ТЕСКАРИ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ. 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ

Шу пайтгача у = /(х) функциянинг жадвали берилган^холда 
аргументнинг берилган киймати х* да функциянинг та]4)ибий 
кийматини топиш масаласи билан шугулландик. Тескари интер­
поляция масаласи куйидагича куйилади: у = / ( х )  функциянинг 
жадвали берилган, функциянинг берилган у* к,иймати учун ар­
гументнинг шундай X* кийматини топиш керакки, / ( х * )  =  у* 

булсин. Фараз килайлик, жадвалнинг каралаётган оралигида/(х)
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функция монотон ва, демак, бир кийматли тескари функция 

х = <р{у) (/{(р (у)) = у) мавжуд булсин. Бундай холда тескари ии- 
терполяция (р(у) функция учун одатдаги интерполяцияга келги- 
рилади. Ушбу X* = (р{у*) к,ийматни топиш учун Лагранж ёки Ныо- 
тоннинг тугунлари хар хил узокдикда жойлашган холдаги форму- 
лаларидан фойдаланиш мумкин. Масалан, Лагранж интерполяцион 
формуласи куйидаги

/=0 У]
(15.1)

куринишга эга булиб, колдик, хэди

ср{у) - 4 (х ) = П  ~

га тенг булади.
Агар/(х) монотон булмаса, юк^оридаги формула ярамайди. Бун­

дай холда у ёки бу интерполяцион формулани ёзиб, аргументнинг 
маълум к,ийматларидан фойдаланиб ва функцияни маълум деб 
Хисоблаб, хосил булган тенглама у ёки бу метод билан аргументга 
нисбатан ечилади.

1-мисол.  Функцияннг куйидаги кийматлари

X -1 0 0,5 2

у -4 -2 1 4

жадвали берилган. х аргументнинг шундай киймати топилсинки, у = 0,5 булсин.

Е ч и ш .  Жадвалдаги кийматларга кура функция монотон, шунинг учун хам 

л =  3 деб олиб, (15.1) формуладан фойдаланамиз:

т = (^+2)(у-1)(у-4) „ - (>’+4)(>'+2)(у-4) (у+4)(у+2)(у+1)

' (-4+2)(-4-2)(-4-4) ’ (1+4)(1+2)(1-4) (4+4)(4+2)(4-1) '

Бу ифодага у = 0,5 ни куйиб, х  =  0,4142 ни хосил к,иламиз.

2-ми с о  л. Функциянинг куйидаги кийматлари

X -2 0 1 2 3

У -12 -4 -9 -12 28

жадвали берилган. х аргументнинг шундай к,иймати топилсинки, у = 2 булсин.

Еч и ш .  Жадвалдан куриниб турибдики, функция монотон эмас. Шунинг учун 

хам иккинчи усулни куллаймиз:

(х-0)(х-1)(х-2)(х-3) (х+2)(х-1)(х-2)(х-3)

’ (-2-0)(-2-1)(-2-2)(-2-3) (0+2)(0-1)(0-2)(0-3)
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(х+2)(х-0)(х-2){х-3) ,  (х+2)(х-0)(х-1)(х-3) 

(1+2)(1-0)(1-2)(1-3) (2+2)(2-0)(2-1)(2-3)

„ (х+2)(х-0)(х-1)(х-2) 4 . . 2  .

"2«- (3.2)(3-0)(3-1)(3-2) - '•

Демак, ¿Дх) н х  ̂-  6х^ - 4 = 3 тенгламани ечиб, Х) 2 = ни топамиз.

Энди тескари интерполяциялашда тенг ораликдар учун чик,а- 
рилган формулаларни куллаш масаласини курайлик. Айтайлик, 
/(х) монотон булиб,“унии г берилган у* киймати Ул=/(х^) вау,=/(х^) 
лар орасида жойлашган булсин. Бу холда Ньютоннинг биринчи 
интерполяцион

/, - 4(х„ + íh) = f,+f^y^t + +.. .+/^

формуласидан фойдаланишимиз мумкин. Бу ердау  ̂маълум булиб, 
/ ни топиш талаб килинади. Бунинг учун бу тенгламани ушбу

. _  //-/о (̂̂ -1) /I ____

куринишда ёзамиз ва куйидагича

срЦ)

белгилаш киритиб, (15.2) тенгламани

t = ^p{t)

куринишда ифодалаймиз. Дастлабки якинлашиш сифатида

. _Л - /о  
'о -- 7 ^

НИ олиб, итерация методини куллайлик;

= (15.3)^

Агар интерполяциянинг барча тугунлари {а, Ь] да ётса хамда 
/(х) £  С"+' [а, Ь] ва кадам к етарлича кичик булса, у холда (15.3) 
итерацион жараён якинлашади;

? = Ит
Ш̂ ор I

Тескари интерполяцияни алгебраик ва трансцендент тенгла­
маларни ечиш учун хам куллаш мумкин. Буни мисолларда курса­
тамиз.

3-м и е о л. Ушбу х  ̂ - Зх + 1 = 0  тенгламанинг О ва 1 орасидаги илдизи то­

пилсин.
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Е чи ш . у = x’ - Зл: + 1 функция кийматлари жадвалиии И = 0,1 кидим innmii 

узамиз:

/ / ’ Р
0 

0,1 
0,2 
0,3 

0,4 

0,5 

0,6 
0,7 

0,8 
0,9

1

1,000
0,701

0,408

0,127.

-0,136

-0,375

-0,584

-0,757

- 0,888
-0,971

- 1,000

-299

-293

-281

-2£2
-239

-209

-173

-131

-83

-29

6
12
18

2А

30

36

42

48

54

Бу жадвалдан куриниб турибдики, функция 0,3 дан 0,4 га ртишда уз ишорасини 

узгартирмокда. Шунинг учуй хам ^  0,3; =  0,127; у = О каби олиб, (15.3) 

итерациями куллаш мумкин:

<Р(0 = -
0,127 /(/-1) 0,024

-0,263 

Дастлабки якинлашиш

Го = -

-0,263 

0,127

/(?-1)(̂ -2)
6

0,006

-0,263

-0,263
= 0,483

булиб, колган як,инлашишлар куйидагиларга тенг:

/, = 0,4729364249;

= 0,47296335308; 

t, = 0,4729635333.

/j =  0,4729636375; 

=  0,4729635333;

Бу ерда ва нинг кийматлари устма-уст тушади. Шунинг учун хам х сифа­

тида X = х„ + th = 0,347296355333 ни олиш мумкин.

4-м исол . Ушбу - 4е* - 1 = О тенгламанинг илдизи топилсин.

Е ч и ш . Бу тенгламанинг sh х - 2 = О шаклида ёзиб олиб, куйидаги жадвални 

тузамиз:

29-жадвал

X / =  sh X - 2 / ' Р Р Р
1,1 

1,2 

1,3 

1 4

1.5

1.6

1.7

1.8

-0,6644 

-0,4905 

-0,3016 

-0 0917 

-0,1293 

-0,3756 

0,6456 

0,9422

1739

1889

2059

??50

2463

2700

2966

150

170

191

? П

237

266

20

21

22

24

29

1

1

2

5

277



Бу жадвалдан кУрамизки, тУртинчи тартибли айирма амалий ÿsrapMac бÿли6, 
илдиз 1,4 ва 1,5 лар орасидадир. Шунинг учун л = 4, х„ = 1,4; у„= - 0,0957; у = О 
каби олиб, (15.3) итерацияни куллашимиз мумкин:

0,0957 /(/-1) 0,0213 ?(Г-1)(/-2)

0,2250 2 ' 0,2250 6

0,0024 /(/-1)(?-2)(/-3) 0,0005

0,2250 24 ' 0,2250 '

Энди дастлабки якинлашиш сифати = 0,425 ни олсак, к,олган якинлашиш- 
лар куйидагиларга тспг:

/, = 0,436128069472 
/з = 0,436202662457 
L = 0,436202665296

= 0,4362022205039; 
= 0,46202665278;
= 0,436202665296.

Бу ерда ва устма-уст тушяпти, демак, х - + th = 1,4436202665296.

16-§. СОНЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ

1. Умумий мулох,азалар. Kÿn амалий масалаларда функция хоси- 
лаларини айрим нукталарда такрибий хисоблашга Tÿrpn келади. 
Бу масала сонли дифференциаллаш масаласи дейилади. Функция­
нинг аналитик куриниши номаълум бУлиб унинг айрим нукталар- 
даги кийматлари маълум булса, масалан, тажрибадан топилган 
булса, у холда унинг хосиласи сонли дифференциаллаш йули би­
лан топилади. Умуман айтганда, функцияни сонли дифференци­
аллаш масаласи доимо бир кийматли равишда ечилавермайди. 
Масалан, f(x) функциянинг х = нуктадаги хосиласини топиш 
учун /г > О ни олиб,

• ( 16 . 1)

еки

еки

( 16.2 )

(16.3)

каби олишимиз мумкин. КУпинча (16Л) унг:>çocuAa, (16.2) 4an)ç^cuaa 
ва (16.3) марказий jçocuAa дейилади. )

Сонли дифференциаллаш усуллари одатда интерполяцион фор­
мулаларга асосланган. Фараз килайлик, [а, Ь] ораликда (л + 1) — 
тартибгача хосилалари узлуксиз бУлган f{x) функция берилган 
булсин. Уни

/ ( х )  =  Z  (X) + R  (X) (16.4)
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куринишда тасвирлаймиз. Бу ерда/,^ (х) х̂ , х,, ...,х^тугунлар буйичм 
тузилган кандайдир интерполяцион купхад булиб, унинг колдик, 
\ади куйидагига тенг;

Rn(x) = (а< ^< Ь ), (16.5)

ft>„+i(x) = (х - х„)(х - X,) ... (х - х„). (16.6)

Одатда (16.4) тенгликни дифференциаллаб, такрибий равишда

/'(X) - Ц(х), /"(X) - L„ix), ..., /<”>(х) - Ь["\х) (16.7)

деб олинади. Бу такрибий тенгликларнинг абсолют хатолари мос 
равишда

R'„(x), R:(x), ..., Ri"\x)

ифодаларнинг абсолют кийматларига тенг булади. Лекин абсолют 
хатони амалда х.ар доим х,ам аникдаш енгил иш эмас. Хак;ик.атан 

хам, (16.5) дан

dK.ix) _  d . . ¿/<"+»(1)
--------- (Ш )Г  л  +  "(Ш )Г  — ch...

га эга буламиз. Бу тенгликда ^ нинг х га кандай тарзда богликди- 
гини билмаганлигимиз учун, иккинчи хадни бахолай олмаймиз. 
Бизга факат шу нарса маълумки, интерполяция нукталарида ик­

кинчи хад нолга тенг.
Шундай килиб,

f ix )  =  Ln(x)

нинг абсолют хатосини факат интерполяция тугунидагина аник- 
лай оламиз:

dR„{x)
(л+1)!dx

Юкори тартибли хосилалар колдик хадларининг куриниши анча 
мураккабдир. Масалан, иккинчи тартибли

d^fix) ^  d4„(x) 

~~Лр~ dx̂
(16.10)

Хосиланинг колдик хади куйидаги куринишга эга:

d^Ux) _  d\,^,(x). /<"-̂ ')(|) 2. ■
dx̂  ~Л? (й+1)! dx (п+2)\

+ 2 ю „ , , ( х ) / ^ ^ .  (16.11)



Бунинг исботини, масалан, [4] дан к,араш мумкин. Бу формулада 

ва ^2 лар, Хд, Хр ..., х̂  нук,таларни уз ичига оладиган энг кичик 
ораликнинг кандайдир нукталаридир. Агар х нук̂ та х̂ , х^ ..., х̂  
тугунларнинг бирортаси билан устма-уст тушса, у холда (16.11) 
нинг унг томони соддалашади ва охирги хад нолга айланади. 

Куйидаги теоремани келтирамиз.
Т еорем а . Фараз килайлик, х нукта х„, x̂ , ..., х̂  тугунларни уз 

ичига оладиган энг кичик [а, /3] оралик^нинг ташк^арисида ётсин. 
Агар /(х) функция интерполяция тугунларини ва х нук^тани уз 
ичига оладиган энг кичик [а, 6] ораликда (л + 1) — тартибли 
узлуксиз хосилаларга эга булса, у холда шундай {а < ^ < Ь) 
нукта мавжудки, ихтиёрий к {\ ■< к < п) учун

= (16.12)

тенглик уринлидир.
Исбот .  Ёрдамчи

<р{1) = R{z)-Kw^^^{z) (16.13)

функция оламиз, бу ерда К узгармас булиб, уни кейинрок; аник,- 
лаймиз. (p{z) функция [а, Ь] ораликда (л + 1) — тартибли узлуксиз 
хосилага эга ва х ,̂ х^ ..., х̂  тугунларда нолга айланади, шунинг 

учун хам Ролль теоремасига кура: (а, уЗ) ораликда ̂ '(^) камида л та 
хар хил илдизларга, ^"(г) камида л - 1 та ва хоказо, эса ка­
мида л + 1 - А: та хар хил илдизларга эгадир. Энди доимий К ни 
шундай танлаймизки, ^ = х да ^<*^х) = О, яъни

= К^\х) - А Ь «  (х) = О (16.14)

булсин. к  ПК шундай танлашга хакдимиз, чунки й>1+\(г) нинг бар­
ча л + 1 - А: та илдизлари {а, ¡3) ораликда, х эса (а, ¡3) дан ташк^ари- 

да ётади ва демак, ^  О. (16.14) дан К ни топамиз:

К нинг бу кийматида (p̂'‘\z) хосила [а, Ъ] ораликда камида 
п + 2-к  та турли илдизларга эга. Ролль теоремасига кура {а, Ь\ 
ичида (p̂■'‘'̂ '̂>{z) камида л + 1 - А: та камида п- к та да хока­
зо, эса [а, Ь\ да камида битта ^ илдизга эга: = О,
яъни

(̂„+1) = f,nщ _  ( ,̂+ 1)! ^ = 0 .

Бундан эса

(«+1)!
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Л'нинг бу кийматини (16.15) билан солиштирсак, теорсмапиш' 

I тасдиги келиб чик^ади.
2. Лагранж интерполяцион купхади ёрдамида сонли дифферен­

циаллаш. Юкоридаги (16.4) тенгликдаги Lpc) сифатида Лагранж 
интерполяцион купхадини олайлик:

(16,16)

бу ерда

(16.16) тенгликдан

dL„{x)

dx to  jX j^k

n Г/ \

(16.17)

Охирги тенгликда фак,ат иккита холда, яъни k = i ш j  = i булган­

дагина

П
(=0

Ык,!Ф]

купайтма нолдан фаркдидир. Шунинг учун хам 

dL„(x)

dx ‘ - M r  iх=х,- j= ,a ,i* i ' J 1=0
l*J

у  -4 ^  ft).
Axk)

kjtk*! /=oi/

Демак,

dL„(x)

dx X=X/ = Ж )  i
j= ĵH k'̂ o

кФ1

(16.18)

Агар x.=x^+ih булса, <у'„ ,̂(х,) = (-1)"-'7! («-/)! /г" булганлиги учун, 
f. = f(x ) деб олиб, куйидагига эга буламиз:

dL„(x)

dx X = X f « ;=n ' J k=0 ‘j=0

J*i
k=0
kti

Колдик. хад (16.9) формулага кура
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dR„{x)

dx = (16-20)

Энди (16.19) — (16.20) формулалар ёрдамида n нинг турли кий­
матларида хосила учун формулалар чикарамиз. 

п = 2 (тугунлар учта) булганда; ®

/'(^о) = i  (- 3 /0  + 4/, - Л )  + f  /"'(§),

Л х , )  = ^ ( Л - / о ) - 4 / ' ' ( ^ ) >

.Пх,) = ¿ ( / о  - 4/1 + 3/,) + 4 Г (^ )-  

«=3 (тугунлар туртта) булганда;

Л х о )  = ¿ ( - и / о  + I 8 /1 - 9Л  + 2 /з ) - 4 - /^ "(^ )>

/'(X,) = ^ (-2 /0  - ЗЛ + 6Л - /з) + ̂ / ' " ( ^ ) ,  

/'(X ,) = ¿ (/о - 6/, + ЗЛ + 2/з) - ̂ /^"(1),

/'(Хз) = ¿ ( - 2 /0  + 9/, - 18Л +11/з) + ̂  

п=4 (тугунлар бешта) булганда;

/'(Хо) = ¿ (- 2 5 /о  + 48/, - 36Л + 16/з - ЗЛ) + ̂ П ^ ) ,

= 4 - (-З/о - lO/i +18 /2 - 6 /3  + / 4) - /"(^) ,

/'(Ха) = (/о - 8/. + 8/з - / 4) + | / Ч ^ ) ,

/ '(Х з ) =  ¿ ( - / о  + 6 /  -  18Л + Ю /з + 3/ 4) 

f ix ,)  = (З/о - 1 6 /  + 36/, - 48/з + 25/ 4) + 1- / " ( ^ ) .

Агар бу формулаларга эътибор берилса, п жуфт булганда урта 
нукталардаги хосилалар ифодаларининг нисбатан ̂ ¿̂ одда эканлик- 
ларини куриш мумкин. Шу билан бирга колдик хадлардаги хоси- 
ла олдидаги коэффициентлари хам кичикдир. Шунинг учун хам 
амалда, мумкин кадар шу формулаларни куллашга харакат килиш 
керак. Энди (16.10)—(16.11) дан л = 2 иккинчи хосилалар учун 
куйидаги ифодаларни чикарамиз;

Г (Х о )  = ^ ( / о  - 2 /  + Л )- Л Г ( ^ .)  + - | - / ^ " (0 ,
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№ )  = ^ ( / о - 2 / .+ Л ) - ^ Г " ( 1 ) ,

/"(Хг) - ^ И /о  - 2/j + Л )  + ¥ " '(^ ,) - ^ / ^ " ( ^ 2 ) .

Бу ерда хам урта нук,таларда хосиланинг хатоси энг кичик булади.
3. Ньютон формуласи ёрдамида сонли дифференциаллаш. Ин­

терполяция тугунлари тенг узокдикда жойлашган булса, у холда 
сонли дифференциаллашда Ньютон, Бессел, Стирлинг, Эверетт 
формулаларидан фойдаланиш мумкин.

Ньютон биринчи интерполяцион формуласидан фойдала- 

найлик;

4 (х ) = 4(хо + th) = Pit) = f , + tflŷ  + ̂  +

+•■•+----

Бу купхад хадларини группалаб, уни t нинг даражаси буйича ёзиб 

чик^амиз:

+

(16.21)

Бу ерда к,авс ичида фак^ат бешинчи тартиблигича чекли айирмалар 
к,атнашадиганларигина ёзилди, амалиётда шу етарли булади. Ик­
кинчи томондан P{t) ни Тейлор формуласи буйича ифодаласак:

P{t) = Р(0) + P'{0)t + +... + f

Энди (16.22) ни (16.21) билан так.к,осласак;

P'40) = / ¿ - | / , ^ + J / ¿ . . .

(16.22)

Сунгра к = 1,2, ..., п учун

Л D(,)
,к

í=0

28:3-_-,
а
dt^

р(^)(0)
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ни хисобга олган холда Х(, нук,тада сонли дифференциаллаш учун 
куйидаги формулаларга эга буламиз:

/ 'W  = 1 (/^  4 / . ’ + -тЛ" + у ф ; )

4. Аник;мас коэффициентлар методи. Агар тугунлар ихтиёрий 
равишда жойлашган булса, Лагранж купхадидан фойдаланмасдан, 
амалда анча кулай булган аник;мас коэффициентлар методидан 
фойдаланиш мумкин. Фараз килайлик, /(х) нинг хосилалари/<*^>(х) 

ни х,.(г = О,л) нукталарда.^, лар оркали ифодалаш керак
булсин. Бунинг учун изланаётган формулани

/W(x,) = XC,y;+ i?(/)
/=0

I
I

шаклда ёзамиз ва С, ларни шундай танлаймизки, у п — даражали 
купхад учун аник формулага айлансин, яъни

/(х )= 1, f{x)=x - X., fix ) = (х- х)\ ..., fix ) = (х - х)"

/
' /'

х;осил булади.

( 1) + с, + с, = о,

(2) -2с, - с, + с, + 2с, = I ,

(3) 4с„ + с, + Сз + 4с, = О,

(4) -8с„ - с, + Сз + 4с, = О,

(5) 16с„ + с, + Сз + 16с, = 0.
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булганда R{f) = О булсин. Бу шартлар бизга с,(/ = О, и) ларга нис­
батан и + 1 та чизикди алгебраик тенгламалар системасини бе­
ради.

М и сол ./ 'С х ^ ) ни f(x) нинг х̂ , х̂  + h, х̂  + 2h, + Зй, + 4Л нукталардаги 

/о, /р  Л. /з> Л  кийматлари орк;али ифодалаймиз.

Е ч и ш . Бунинг учун

/'(Xj) = с/„ + с/, + c/j + с/з + с/,

f
тенгликка кетма-кет f(x) =  1, f(x) =  x-x^,f{x ) = (х - х^^, f(x) = { х - х ^ ,  Sj 

/ (х) =  (х - Xj)“* ларни куямиз; ]

с„ + с, + с  ̂ + Сз + с, = О,

-2/гс„ - /гс, + hĉ  + 2hc=  1,

4h\ + A^c, + Â Cj + 4h^c,= 0,

-8A\ - A’c, + ĥ c, + 8ĥ c, = 0,

16/i‘‘c„ + /¡‘‘c, + /1‘'Сз + 16/г‘‘с,=  0.



Бу системани ечиш учун (3) тенгламани (5) тенгламадан айирами’1, умди 

= -С(| га эга буламиз, кейин с, = -с„ ни (3) га куйиб, = -с, пи тонами i. 

Буларни (1) ва (4) ларга куйиб = О ва = 8с^ ларни аниклаймиз. IIii\()ni, 

буларни иккинчи тенгламага куйиб,

1
^4=-С0=Т^, Сз=-С1

ларни топамиз. Ни\оят

/'(^2)=-f^(/0-8/, + 8/2-/4)

келиб чик^ади. Бу эса Лагранж формуласи ёрдамида аввал топилган ифода билан 

колдик хадсиз устма-уст тушади.

Mamiyiap

1- Агар (2,„(х) = п  ̂-ii- булса, у холда куйидаги айниятларни исботланг; 

j=OJ*i ^i~^j

a) ß„„(x) + ß,„(x) + ... + QJx)=\,

б) 4Go„(^) + xüQinM +... + x"Q„„M = x",

b) E  = 0, Л = 1,2,..., n.
/=0

2. АЙНИЯТНИ исботланг;

3. Куйидагини исботланг:

Курсатма. Ушбу

f(x) = x)(m ~ 1 ~ X )...(2  - x)
m\

функцияга Лагранж формуласини куллаб, х„ = 0, А = 1 , х = т  + л деб олиш 

керак.

4. Лагранж интерполяцион купх,адидан фойдаланиб, куйидаги формулаларни 

келтириб чикаринг:

«А'-""
5. Фараз килайлик, Р{х) - + а,х"-' + ... + ва = О, S„=  Yj 

булсин. >'=0

Куйидаги

= тР{0) + с1аР{0) +'... + C r 'A V (O )

тенгликни курсатинг.

(Э сл а т м а . Д"+' S^=A"P{m)=a^n\ тенгликдан фойдаланинг.)
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6 . Олдинги масаладаги формуладан фойдаланиб,

т-1 т-1 т-\ 

v=0 v=0 v=0

йириндилар учун формулалар чикаринг.

7. Ихтиёрий 2п+2 та х,, х„ ва с„, с,, ..., сонлар берилган булсин. 

Даражаси п дан ортмайдиган ва куйидаги

Р{х,) = с„, /"(X,) =  с„ ..., Р^”Кх„)=с„

шартларни к;аноатлантирувчи ягона купхад куриш мумкинлигини исботланг ва 

Р(х) купхаднинг ош кор куринишини аникланг.

8 . Ушбу Aarctgx = arctg---i— 5- тенгликдан фойдаланиб.
1+х+х'

S  arctg
1

«=0 1+п+п̂ 2

тенгликни исботланг.

9. Лагранж интерполяцион формуласидан фойдаланиб, иккинчи хосила учуй 

куйидаги 5 нуктали

ПХ2)= ^
24А

^  (-2/0 + 32/1 - 60/2 + 32/з - 2/4) + (й)

формулани келтириб чикаринг.

10. Бессел формуласидан фойдаланиб, куйидаги сонли дифференциаллаш 

, формулаларини келтириб чикаринг:

Л х о > 4 /•1 1 (2!)2

4!

,3 3!(l2+2̂ ) .5 
т -- — -ßfo +■■■

И . Олдинги машкдаги формулани аникмас коэффициентлар методи билан 

топинг.

12. Стирлинг формуласидан фойдаланиб, сонли дифференциаллаш 1̂ у н  ку­

йидаги формулаларни чикаринг:

Г(хо)-{

/'(Хо) = ^
1

Г(хо) = -^
fk - h fk ^- -

286



б-боб
ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ЯКИНЛАШИШИ

1-§. МАСАЛАНИНГ К^МИЛИШ И

Фараз килайлик, (р̂ {х),(ру{х), (х) етарлича силлик, ва хисоб­
лаш учун кулай булган чизикди эркли функциялар системаси 
булсин. Бу функциялардан тузилган

P„ix) = с̂<рМ ) + Су<ру{х) + ... + ( 1.1)

чизикди комбинация (с„, с,, ..., — доимий сонлар) умумлашган 
дейилади. Олдинги бобда берилган/(х) функцияни интер­

поляциялаш йули билан Р^х) оркали такрибий равишда алмаш­
тириш масаласини курган эдик. Аммо шуни хам таъкидлаб утиш 
лозимки, катор масалаларда функциянинг бундай такрибий тас- 
вирланиши мак;садга мувофик, булавермайди. Биринчидан, тугун­
лар сони куп булса, у холда интерполяцион купхадларнинг хам 
даражаси ортиб боради, лекин бу якинлашишнинг сифати хар доим 
хам яхши булмаслиги мумкин. Иккинчидан, /(х) функциянинг 
тугун нукталардаги к,иймати бирор тажрибадан аникданган були­

ши хам мумкин, у холда табиий равишда бу к,ийматлар тажриба 
хатосига эга булиб, у интерполяцион кунхадга хам таъсир к,илади 
ва шу билан функциянинг хак;ик,ий холатини хам бузиб курсатади.

К,андайдир маънода бу камчиликлардан холи булган урта квад­
ратик як^инлашувчи купхадларни тузиш билан шугулланиш мак,- 
садга мувофикдир. Шундай килиб, биз функциялар учун урта квад­
ратик маънода якинлашиш масаласи куйилишининг максадга му- 
вофик. эканлигига ишонч хосил килдик. Бу масала куйидагидан 

иборатдир: {а, Ь\ ораликда аникданган /(х) функция учун (1.1) 
куринишдаги як,инлашувчи шундай купхад топилсинки,

ь
Ш х )- р ,{х )\ 4 х (1.2)

ифода мумкин кадар энг кичик к,ий- 
матни кабул килсин.

Агар (1.2) интеграл кичик кий- 
мат кабул килса, бу шуни билдира- 
дики, [а, Ь] ораликнинг куп кисми- 
да /(х) ва Р„(х) бир-бирига якин. 
Шунга карамасдан айрим нукталар 
атрофида ёки бу ораликнинг, баъзи 
кичик кисмларида/(х) - PJ<x) айир­
ма нисбатан етарлича катта булиши 
хам мумкин (18-чизма).
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Куйидаги

5 =  ̂ \f{x)-P„{x)fdx ( 1 .3 )
b-a

микдор PJ<x) нинг f{x) дан урта квадратик omuiu дейилади нм 
/ (х) ни Pjpc) билан якинлашишда урта квадратик маънодаги хато­
ни билдиради.

Агар /(х) ни урта квадратик маънода Р^(х) билан як,инлашти- 
ришда кандайдир сабабга кура каралаётган оралик,нинг бирор к,ис- 
мида унинг бошка кисмига нисбатан аникрок, якинлаштириш ке­
рак булса, у холда купинча куйидагича иш тутилади: вазн деб ата­
лувчи махсус равишда танлаб олинган манфий булмаган р(х) 
функция олиниб, (1.2) урнига ушбу

}p(x)[/(x)-P„(x)frfx

интегралнинг энг кичик кийматни кабул килиши талаб килинади. 
Бу ерда р(х) шундай танланган булиши керакки, агар ораликнинг 
бирор нуктаси атрофига якинлашиш аниклиги бошка нукталарга 
нисбатан яхширок булиши талаб килинса,р(х) шу нукта атрофида 
каттарок кийматга эга булиши керак. Масалан, [-1, 1] ораликда 
/(х) функцияни PĴ x) функция билан якинлаштиришда якинлаш- 
тириш аниклигининг ораликнинг четки нукталари х= ±1 атро­

фида юкори булишини истасак, р(х) = деб олиш мумкин.

Агар/ (х) функциянинг аналитик куриниши урнига, унинг фа- 
Кат («+1) та Хд, x̂ , ..., х̂  нукталардаги кийматларигина маълум 
булса, у холда (1.2) интеграл урнига ушбу

¿[/(х,)-Р„(х,)]^ (f.4 )
1 = 0

йигиндининг мумкин кадар кичик киймат кабул килишлиги та­
лаб килинади. Бу холда

S „ = J^ t[ f (x ,)- P Jx ,) f
V /=о

микдор урта квадратик огиш дейилади. Урта квадратик якинлаш- 

тириш усули энг кичик квадратлар усули хам дейилади.

Агар бордию, /(х ) ларнинг аниклиги бир хил булмаса, маса­

лан, хар хил аникликка эга булган турли асбоблар ёрдамида хисоб- 

ланган булса, у холда биз аниклиги катта булган кийматларга 

купрок ишонч билан каттарок “вазн” беришимиз керак. Бунинг
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учунх нук,тадаги вазн деб аталувчи махсус танланганр,>0 сонлар- 
ми олиб, (1.4) йигинди урнига ушбу

Х р ,№ ) - Р „ ( х,)]' (1.5)
1=0

пазний йитндини минималлаштиришимиз керак. Бу вазнлар одат­
да уларнинг йигиндиси бирга тенг буладиган к,илиб танланади:

Е р ,=1
/=о

Агар (1.3) билан аникданган >фта квадратик огиш б кичик булса, 
[а, Ь] ораликнинг аксарият нук.таларида |/(х) - PJx)\ айирма кий­
мати кичик булади. Лекин шунга карамасдан айрим кичик ора- 
ликчаларда бу микдор катта булиши х,ам мумкин. Аникроги, фа­
раз килайлик, [а, Ь] оралигида |/(х) - Р (̂х)| нинг экстремумлари 
сони чекли булиб, у ихтиёрий мусбат сон булсин. Фараз килай- 
лик, 5,, 8̂ , ..., 5̂  узаро кесишмайдиган {а, Ь] дан олинган шундай 
ораликчалар булсинки,

|/(х)-Р^х)| >у

тенгсизлик каноатлантирадиган нукгалар шух ларга тегишли бу̂ либ, 
а шу ораликчалар узунликлари йигиндиси булсин. Агар д<£ (к;.
(1.3)) булса, у холда

е\Ь - а) > } [/(х) - Р^{х)]Чх > X  |[/(х) - Р„(х)]'^х > у^а
а '■=! Ч

булади. Бундан эса

(т<(й-а)(|-) .

Демак, агар г етарлича кичик булса, а исталганча кичик булади. 
Шундай килиб, е етарлича кичик булса, [а, Ь\ оралик,нинг улчови 
исталганча кичик а дан ортмайдиган нукталар тупламидан ташк,а- 
ри бошк,а хам нукталарда

|/(х)-Р„(х)|<у

тенгсизлик уринли булади. Лекин айрим холларда як,инлаштири- 
лувчи купхадга огиррок, шарт куйилади, чунончи, {а, Ь] оралик,- 
нинг барча нукталарида/(х) нинг Р^(х) дан огиши берилган мик,- 
дордан кичик булиши талаб килинади. Биз/ (х) функция [а, Ь] да 
узлуксиз ва Р^рс) алгебраик купхад булган холни курамиз.

Фараз килайлик, ЯДР) даражаси п дан ортмайдиган

Р„(х)= + а,х + ... + ах!'
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алгебраик купхадларнинг туплами бУлсин. Агар f{x) функция [а, Ь] 
ораликда узлуксиз ва Ррс) е  HJ,P) булса, у холда/(х) нинг Р (х) 
дан [а, Ь] ораликда огишини, яъни

тах|/(х)- Р„(х)|
а̂ х<,Ь '

ни Е (̂/, Р ) оркали белгилаймиз. Бу микдор Рр:) кУпхад коэффи­
циентлари а ,̂ а,, ..., нинг функцияси булиб, у манфий эмас 
хамда бу микдор манфий булмаган аник, куйи чегарага эга булади:

Агар шундай Р*{х) купхад мавжуд бУлиб, Р ’ ) = Ер^) тенг­
лик бажарилса, у холда Р ‘{х) купх;ад энг яхши текис якинлашувчи 
ку/цад ва Е^(/) энг кичик отш ёки / {х)нинг п- даражали купу̂ ад 
билан энг яхши як;инлашиши дейилади.

ЭХ,М ларда функцияларни хисоблаш учун стандарт програм­
малар тузишда берилган/(х) учун EJf) берилган е дан кичик була- 
диган Р'„[х) купхадни топиш талаб к,илинади. Биз бу бобда мана 
шундай як,инлашишларни кУриб чик,амиз.

Эллигинчи йиллардан бошлаб математикада сплайн-я1(инлаши- 
ши ёки булакли кущадлар билан як;инлашиш деб аталувчи янги тип- 
даги як,инлашиш Урганилмокда. Бобнинг охирги параграфлари 
мана шу як,инлашишга багишланади.

2-§. ОРАЛИВДА АЛГЕБРАИК К ^^АД Л АР ОРКАЛИ 
^ Т А  КВАДРАТИК ЯК;ИНЛАШИШ

Агар чекли [а, Ь] ораликда р{х) > О бУлиб ва ундан олинган 
интеграл мусбат булса, яъни

ь

о < р(х)с1х (2 1)

шарт бажарилса, у холдар(х) [а, Ь] ораликда вазн функцияси 
лади. Агар [а, Ь] оралик, чексиз булса, у холда бундан ташк,ари,

\x'̂ p{x)dx {к = 0,\,2,...)
а

интеграллар абсолют як,инлашувчи булишлари керак.
Лемма.  Агар Орх) [а, Ь] ораликда манфий булмаган л-дара- 

жали купхад булса, у холда ихтиёрий р(х) вазн функцияси учун

\ p{x)QЛx)dx>Q (2.2)
а

тенгсизлик бажарилади.
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И сб о т .  Аввало лемманинг тасдиги бевосита куриниб Typiaii 
икки содда холни курайлик. Биринчидан, агарр(х) чекли сопдаги 
махсус нукталарга эга булса, у х;олда [а, Ь] ораликнинг бу нук'га- 
лардан бошка нукталаридар(д:) • 0„(х) мусбат ва узлуксиз, шунинг 
учун х;ам (2.2) даги интеграл мусбат. Иккинчидан [а, Ь] оралик/ia 
0Дх) мусбат булса, у холда т  оркали унинг бу ораликдаги мини- 
мумини белгилаб,

I Р{х) 0„(х) dx > mf р(х) dx> О
а а

тенгсизликка эга буламиз ва лемманинг тасдиги бу хол учун хам 
уринли булади. Умумий холда, фараз килайлик, Q„{x) купхад [а, Ь\ 
ораликда X ,, х ,̂ ..., х̂  илдизларга эга булсин. У холда (2.1) шартга 
курар(о:) вазндан [а, х,], [х,, х ]̂, ..., [х̂ , Ь] ораликлар буйича олин­
ган интегралларнинг камида биттаси мусбат булиши керак. Бун­

дай оралик учун:

Xi+i-E Х,+ |

lim p(x)dx = f p(x)dx > 0. (2.3)
г->0 J

Xi+S Xi

Демак, етарлича кичике учунр(х) вазн [х, + е, х._̂ ,- е] оралик буйича 
мусбат. Лекин бу ораликда Q„(x) купхад илдизга эга эмас, шунинг 
учун хам гп(е) оркали Q„(x) нинг [х. + е, х.,̂ , - е] ораликдаги ми- 
нимумини белгилаб олсак, куйидаги тенгсизликларга эга буламиз:

А х,Ч1-£

p(x)Q„(x)dx> p(x)Q„(x)dx > т(е) p(x)dx>0.

Вазндан [а, Ь\ оралик буйича олинган интеграл мавжуд ва [х. + г,
х^, - е] да р{х) > О булгани учун (2.3) интеграл мавжуддир.

Агар оралик чексиз, яъни [х̂ , с») булса, у холда (2.3) урнига

1
е

lim p{x)dx = p(x)dx > 0. 
е-̂0 J J

Xs+E Xs

ЛИМИТНИ караш керак. Худди шунга ухшаш (-°о, x j оралик учун 

lim f р(х)с/х = [ p{x)dx
^-0 А  L

8 ■ ■ ■ 
о:.

лимит каралади. Лемма исботланди.
Энди, фараз килайлик,/(х) функцияр(х) вазн билан [а, Ь] ора- 

лигида квадрати билан интегралланувчи булсин, яъни
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р{х)/\х)(1х

мавжуд булсин. Бундай функцияларни 1}р[а,Ь\ фазога тегишли 
деймиз. Бу функцияни

+ а,'Р,(х) + ... + о ^„(х)

умумлашган купхад билан урта квадратик маънода ян̂ инлашиш 
масаласини курамиз, яъни а̂ , а ,̂ ..., а̂  коэффициентларни шун­
дай танлашимиз керакки.

= I  р(х)[Р„(х) - /(х )]^х  =1 р(х) ¿о ,(р ,(х )- /(х )
/=0

¿X (2.4)

ифода энг кичик кийматга эга булсин. Бу ердай  ̂= дĴ â , а̂ , ..., а^ 
функция а ,̂ а ,̂ ..., а̂  ларга нисбатан квадратик купхад ва д^>0 
булгани учун унинг минимуми мавжуд, бу минимумни топиш учун 
барча

Эа,

хусусий хосилаларни топиб, уларни нолга тенглаштирамиз. Нати­
жада, Оц, й,, ..., а̂  ларни аникдаш учун куйидаги чизикди алгебра­
ик тенгламалар системасига эга буламиз;

1 _ 
2 доп р(х) ¿а,Ф ,.(х )- /(х)

/=0

¿ е д ( х ) - / ( х )
/=0

(Ра(х)с1х = О, 

(¡91(х)й6с = 0,

(2.5)

¿й,.ф,.(х)-/(х)
/=0

(р„(х)с1х = О/

Агар 1}р[а,Ь] фазодан олинган икки ср{х) ва 1р{х) функция ска­
ляр купайтмасини {¡р, хр) орк,али белгиласак;

ь
{(р,¥) = I  р{х)(р{х) ц/(х) с1х, (2.6)

а

у х,олда (2.5) системани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:
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ао{(ро,Щ) + аМ 1,(Ро) + -  + ««(Ф«>Фо) = (/.<Ро). 

«о («Ро > <?1 ) + «I (<?1 . «^1 ) + ••• + «« (<Р«> <?>1 ) = (/>  <?>1 ) >

ао((ро,Ч>„) + а1((р1,(р„) + -  + а„{(Рп,(Рп) = И,Ч>„),

(2.7)

Энди (ррс), (ру{х), ..., ^„(х) чизикди эркли функциялар система­
си учун (2.7) система ягона ечимга эга эканлигини курсатамиз. 
Бунинг учун^(|(х), ̂ ,(х), ..., (ррх) с и с т е м а н и н г детерминанты 
деб аталувчи, (2.7) системанинг ушбу детерминанти

=
(2.8)

нинг нолдан фаркдилигини курсатамиз. Фараз к,илайлик, аксин­
ча, яъни Г =0 булсин. У холда (2.7) системага мос келадиган бир 
жинсли чизикди алгебраик тенгламалар системаси

(2.9)

а<,{(ро,(ро) + + ■
а̂ {щ,(р1) + ау{(ру,(ру) + . .

- + а„((Рп,(Ро) =

■ + а„{(р„,(Р1) = (

ао{(Ра,(Рп) + ау{(ру,(р„) + . - + а„((р„,(р„) =

камида битта тривиал булмаган ечимга эга булиши, яъни шундай 
йц, а , ,  . . . ,  а̂  сонлар тонилиши керакки, уларнинг камида бирорта- 
си нолдан фаркди булиб, (2.9) системани к,аноатлантирсин. (2.9) 
системанинг тенгламаларини мос равишдаа„, а,, ..., ларга купай- 
тирсак ва скаляр кунайтманинг (2.6) куринишини эътиборга ол­
ган холда натижаларни кушсак, куйидаги хосил булади: 

ь
I  р{х)[аа(Ро(х) + ау(р1(х) + ... + а„<р„(х)]Чх = 0 .
а

Леммага кура эса бундай булиши мумкин эмас, чунки {^„(х)} 
система чизикди эркли булиб, Оу, ..., а̂  ларни камида биттаси 
нолдан фаркдилиги сабабли Р(х) = [а̂ <ррх) + ау<р̂ {х) + ... + а̂ <ррх)У 
купхад айнан нолга тенг эмас. Демак, Грам детерминанти нол­
дан фаркди ва (2.7) система ягона ечимга эга.

1-мисол . Ушбу /{ х )- 4 х  ни [0,1] ораликда, р{х) = 1 булганда биринчи 

даражали купхад билан урта квадратик маънода як,инлаштирилсин.
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19-чизм а.

Демак, (2.7) система

Е ч и ш . Бу ерда ^>„=1, tp^(x)=x, 
р{х)=\ булгани учун

1 1 

(щ,(Ра)= = 1, (ipi,<po) =
о 1 о

(|?>i,<?>i)= x̂ dx = \.

xdx = - , 
2

öo + yö, =-,

1 1 2
2'%+j«i = 5

(f,<Po)= 'J x d x ^ j ,

0

1

( / ,9 l)  = Л  =

куринишдадир.
4 4 4.

Бундан öo = — , fli = -г булиб, изланаётган купхад Р](х) = — (1 + Зх) булади 
(19-чизма). 15

2-мисол. 1-мисол вазни р(х)-1-х булган хол учун ечилсин.

Вазнга нисбатан шуни айтиш мумкинки, у оралик,нинг чап четида яхширок, 

як;инлашишни таъминлайди. Бу холда

1 1  1 4  4
('Ро.<г’о) = -̂ . (<Ро.Ф1)= g. («>b<Pi)=j2 ’ ( f ’< P o ) = Y ^ , i f , V i )  =  ^ ,

демак, (2.7) система куйидаги куринишга эга:

1 1 4  1 1  4

Бундан о о = ^ .  ''‘ " Ц ’ '^ iW  = ^ ( l  + 4x). (19-чизма).

3-§. ОРТОГОНАЛ К^ХАДЛАР с и с т е м а с и

Олдинги параграфдаги методнинг нокулай томони шунйан ибо- 
ратки, як,инлашувчи умумлашган купхаднинг коэффициентлари­
ни топиш учун (2.7) системани ечишга тугри келади, бу эса катта 
п лар учун жуда куп мехнат талаб к,илади. Агар биз ихтиёрий чи- 
зикди эркли {^„(х)} система урнида (V'„(x)} ортогонал купхадлар 
системасини к,арасак, у холда (2.4) система соддалашади.

Агар

(РМ ) = \р(х) Р(х) Q(x)dx^O
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булса, Р{х) ва 0{х)фунщиялар [а,Ь\ ораликдаp(x) (ш:т Ошнт орто 
гонал, хусусий холда р{х)=\ булса, Р{х) ва Q(x) фушсциялпр \ii,h\ 
оралик̂ да ортогонал дейилади.

Агар ихтиёрий к, I {1^к) индекслар учун
ь
|р(х) v^,(x)i/x = 0 (3.1)

тенглик бажарилса, у холда {ф^)} функциялар системасир(х) вазн 
билан [а, Ь] ораликда ортогонал системани ташкил этади дейи­

лади.
Биз 3-бобда векторларни ортогоналлаштириш усулини куриб 

>тган эдик. Бу ерда хам ихтиёрий чизикди эркли купхадлар систе­
маси {t//„(x)} дан, хусусий холда {xj системадан [а, Ь] ораликдар(х) 
вазн билан ортогонал система тузиш мумкин.

Теорем а .  Узгармас купайтувчи аникдигида ортогонал купхад­
лар системаси ягонадир, бошк^ача айтганда, агар

%(х), V ' iW ,  гр„(х), ...

Хо(х), Xi(x)’ •••> Х„(х), -

системалар [а, Ь] ораликда р(х) вазн билан ортогонал булган ик­
кита система булса, у холда албатта

= О, 1, 2, ...)

булиши керак.
Исбот. Аввало хар хил даражадаги ва турли системадаги купхад­

ларнинг ортогонал, яъни 
ь
J р(х) Wkix) X i(x ) dx  = 0 (k ^ l)

эканлигини курсатамиз. Аникдик учун к>1 деб олайлик. ни 
ягона усул билан ,

X,{x) = ^Cjy/jix)
;=о

куринишда ёзиш мумкин. Бундан (3.1) ни щсобтг олган х,олда 
Ь I ь
'р{х) \i/̂ {x)x,{x)dx = J c J  р(х) yfj{x) ii/k(x)dx = О

а а

га эга буламиз, чунки j  < I < к. Энди ̂ ,(х) нинг ipj(x) оркали тас- 
вирланишида номери j  < I булган барча с. коэффициентларнинг 
нолга тенглигини курсатамиз. Бунинг учун

б_
р(х ) \ifi{x)x,{x)dx
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интегрални караймиз, бу ерда / < /. Бир томондан, исботлагани- 
мизга кура бу интеграл нолга тенг, иккинчи томондан эса

Ь I ь
J р(х) y/i(x) Xi(x)dx = р{х) Wi(x) iifj{x)dx =

= с,

y=0 
b

2p{x) ЦТ, (x)dx.

Унг томондаги интеграл нолдан фаркди, шунинг учун хам с. = 0. 
Демак, барча i < I учун с.- О, яъни

%,(х) = сд/х)

Шу билан теорема исботланади.
Агар ортогонал купхадларга яна бирор кушимча талаб куйилса, 

масалан, купхаднинг бош коэффициенти бирга тенг булишини 
ёки бош коэффициенти мусбат булиб, нормаси

WWi 11=  ̂ Р(х) wfix)dx

бирга тенг булиши талаб к;илинса, у холда ортогонал купхад ягона 
равишда аникданади.

^заро ортогонал ва нормалари бирга тенг булган к^^хаддар сис­
темаси ортонормал кущадлар системаси дейилади. Берилган V̂ g(x), 
V',(x), ..., V’„(x), ... ортогонал системанинг хар бир купхадини улар­
нинг нормаларига булсак,

Р(у\-¥о(х) р/^-, _ n W

1ко1 ’ "  Ikill ы

ортонормал система хосил булади. Юк,орида айтганимизга кура, 
берилган [а, Ь] оралик, ва р(х) вазн учун ортонормал купхадлар 
системаси ягонадир.

Энди урта квадратик маънода /(х) функцияга энг яхши якин­
лашувчи Qpc) купхадни ортонормал купхадларнинг чтикди ком­
бинацияси шаклида излаймиз: j

Q„(x) = а/д(х) + а,Р,(х) + ... + аР^{х).

Бу купхаднинг коэффициентлари лар (2.7) системадан топи­
лади. Лекин бизнинг холда

iP^,Pj) = s i

булгани учун

a,= if,P ,)-\ p{x) fix ) P,{x)dx
а
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булади ва энг кичик огиш эса
ь ь

2̂ _ ( „,,лх fí̂ \ r̂ í̂ \̂ 2<5„ = р{х)[/{х) - 0„{х)]Чх = р{х) Г(х) с1х - 

-2^  аЛ  р(х) /(х ) Р„ (х) Л  + X  X  а^о,| р(х) (х) Р,(х) й?х =
к=0 1=0 ак=0

¿=0 Аг=0
ЯЪНИ

5„^=|р(х) Г\х)йх-'1щ
а

билан характерланади.

л=о

4-§. ОРТОГОНАЛ Ю^ХДЦЛАРНИНГ 
АСОСИЙ ХОССАЛАРИ

1. Ортогонал 1фп4адлар учун рекуррент муносабатлар. Ортого­
нал купхадларни тез аникдашга имкон берадиган рекуррент му- 
носабатни келтириб чик^арамиз.

1-теорема. Ортонормал купхадлар системасининг ихтиёрий 
учта кетма-кет элементлари учун куйидаги рекуррент муносабат

(4.1)

уринлидир, бу ерда Ррс) нинг бош коэффициенти булиб, 
к,андайдир узгармас сон.

Исбот. X • Р^(х) купхаднинг даражаси (л+1) га тенг булгани учун 
уни Р()(х), /*,(х), ..., Р+Дх) ларнинг чизикди комбинацияси оркали 
ягона куринишда ифодалаш мумкин:

хР„(х) = а^Р^х) + цРДх) + ... + а„Р„{х) + ̂  Р„ ,̂{х). (4.2)

Бу тенгликнинг хар иккала томонинир(х) Р.(х) (/ = О, 1, ..., л - 2) 
га купайтириб, {а, Ь] оралик, буйича интеграллаймиз:

р(х)Р„(х)[хРДх)]й?х = p{x)PJ{x)P,{x)dx +
/=0

+ p(x)PJ(x)P„,̂ ix)dx.

Чап томондаги интеграл нолга тенг, чунки барча у < п-2  лар 
учун хР.(х) даражаси л-1 дан ортмайдиган купхаддир, шунинг
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учун хам уни /о(х), Р/х), Р„_,(х) ларнинг чизикди комбинаци­
яси ёрдамида ифодалаш мумкин. ^^нг томонда эса / = у булганда­
гина фак,ат битта интеграл бирга, колганлари нолга тенг:

ь

«у р{х)РЦх)с1х = 0.

Демак, барча у < л - 2 лар учун а. = 0. Шундай к,илиб, (4.2) тенг­
ликни куйидагича ёзиш мумкин:

хР„(х) = а„_1Р„_,(х) + а„Р„{х) + Р„^,{х). (4.3)
А*я+1

Бу ерда - 1 ни аникдаш учун (4.3) ни р(х)Р^_,(х) га купайти­
риб, [а, Ь] буйича интеграллаймиз. Натижада

■р(х)Р„.,(х)Р„(х)^/х = ^ |  р(х)Ы„х" + ...]Р„(Х)Й?Х =
Мл

Буни (4.3) га куйсак, (4.1) келиб чик;ади.
Шуни хам таъкидлаш керакки, Р ^{х)= О деб олсак, (4.1) фор­

мула барча я > О учун уринли булади.
2. Кристофел-Дарбу айнияти. Ортогонал купхадлар назарияси- 

да мухим ахамиятга эга булган Кристофел-Дарбу айниятини чи- 
к,арамиз.

2-т е о р е м а. Ортонормал купхадлар учун ушбу Кристофел-Дар- 
бу айнияти уринлидир

^  РДХ)РД>>) = ■ п̂̂ '̂̂ )̂Рп(У)~Рп(х)Р„̂ 1(у) ^4 4^

¿=0 «̂+1 ^ у

Исбот .  (4.1) тенгликни Р^у) га купайтирамиз:

^  Р„М )РЛу) = (X - а„)Р„{х)Р„{у) -Ь^Р^_^{х)Р„{у), /
Мл+1 А'л /

бунда X ва 3  ̂ларнинг уринларини алмаштирамиз:

^Р „„ (;;)Р „ (х ) = (;^-«„)Р„(х)Р„(>;) -i^P„.,(J;)P„(x)
/̂п+1 Ип

ва биринчи тенгликдан иккинчисини айирамиз:

(х - у)Р„{х)Р„{у) = ^[Р„^,(х)Р„(>;) - Р„,,(>;)Р„(х)] -
Мл+1

-^[Р„(х)Р„_,(з;)-Р„.,(х)Р„(з;)].
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Ьу тенглик барча « > О лар учун уринли булганлиги сабабли, уми 
барча п, п-\, 2, 1, О номерлар учун кушиб чик;сак, (4.4) тсиг- 
лик келиб чик,ади.

3. Ортогонал купхадлар нолларининг хоссалари. Ортогонал 
купхадлар хисоблаш жараёнлари — интерполяция, такрибий ди(1)- 
(1)еренциаллаш ва такрибий интеграллашда кенг кулланилади. Бу 
эса, асосан, ортогонал купхадларнинг ноллари ажойиб хоссаларга 
эга булганлиги туфайлидир.

3-т е о р е м а. {а, Ь) ораликда ортогонал PĴ x) купхаднинг барча 
илдизлари хаки^ий ва х,ар хил булиб, улар {а, Ь) интервалда ётади.

И сб от .  Р„(х) купхаднинг ток, каррали ва {а, Ь) да ётувчи ил­
дизларини куриб чик,айлик. Фараз к?1лайлик, бу илдизларнинг сони 
ш булиб, улар x¡, Xj, ..., х'„ булсин. Теорема исботланиши учун 
т = п эканлигини кУрсатиш кифоядир, чунки бундан Р/х) нинг 
бошк,а илдизлари мавжуд эмаслиги ва уларнинг тублиги келиб 
чик,ади. Тескарисини фараз к,илайлик, яъни т < п бУлсин. Ушбу

q(x) = {х - x¡)...{x - x'J 

купхадни тузамиз. Унинг т  даражаси п дан кичиклиги сабабли

\ix)P„ix)g{x)dx = 0

булиши керак. Аммо бу тенглик бажарилмайди, чунки q{x) ва Р„{х) 
ларнинг ишоралари бир хил нук,таларда алмашинади ва q{x) Р„(х) 
купайтма [а, Ь] да Уз ишорасини сакдайди. Бундан ташк,ари q{x) 
PJx) фак,ат чекли сондаги нук,талардагина нолга айланади, шу­
нинг учун хам юк,оридаги ифода айнан ноль эмас. Демак, леммага

Kÿpa р{х)q(x)Р„(х)dx нолдан фаркди бУлиши керак. Шундай

к,илиб, к,арама-к,аршилик келиб чик,ади. Теорема исботланди.

5-§. ЭНГ КУП КУЛЛАНИЛАДИГАН ОРТОГОНАЛ 
КУПХАДЛАР СИСТЕМАЛАРИ

Куйида хисоблаш математикасида кУп кулланиладиган ортого­
нал купхадлар системаларини келтирамиз. Биз бу системаларнинг 

берилган вазн буйича ортогонал системани ташкил этишларини 

исботлашни, рекуррент муносабатлар келтириб чик,аришни, шу­

нингдек, уларнинг нормаларини топиш билан боглик, булган хисоб- 
лашларни бажаришни Укувчиларнинг узларига хавола к,иламиз 

(шунингдек, [9, 37] дан хам к,арашлари мумкин.)

1. Якоби купхадлари. Куйидаги
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= х г  (1 +x)-̂  ^  [(1 - x r - ( i+х Г " ]

купхадлар Якоби купщдлари деб аталади. Булар [-1,1] ораликда

р(х) = (1 -х)“(1 +х)^

вазн билан ортогонал купхадлар системасини ташкил этади. Улар­
нинг нормалари;

II  1 1 = V-
2°̂ -̂*-‘Г(а+и-И)Г(;6+я+1) 
и!(а+/3+2л+1)Г (а+1}+п+\)

/2

Улар куйидаги рекуррент муносабатларни к;аноатлантиради;

(а + р + 2п)(а + 13 + 2П + 1)(а + ¡3 + 2п + 2) х =

= 2(п + 1)(а + Р + П + 1)(а + ^ + 2л)Р„<“/«(х) + - а^)(а + Р +

+2п + 1)Р„'“’̂ Чх) + 2{а + п)(Р + п)(а + ^ + 2п + 2)Р„‘“'«(х).

2. Лежандр купхадлари. Якоби купхадларининг а =/5=О шр{х)=\ 
булгандаги хусусий холи Лежандр купу;адлари деб аталади ва улар 
Родриг формуласи

билан аникданади. Унинг нормаси

II I h V.
булиб, тегишли рекуррент муносабат эса

(п + 1)1 J x )  - (2п + l)xL (x) + ^гLJx) = О  ̂(5.1)

дан иборат. !
Лежандр купхадларидан фойдаланиб,/(х) е  функция

учун Урта квадратик маънода энг яхши як,инлашувчи кУпхад куриш 
мумкин. Бу купхад

Q„{x)^±a,L,{x)
к=0

булиб, бу ерда

а. =
2к+1

f{x)L^x)dx. (5.2)

' -1
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Энг кичик огишнинг микдори куйидагига тенг:

= I  l/(x)-Q„(x)fdx = f f(x )d x - ^ - ^ a l. (5 .3 ) 
-1 -1

Лежандр купхаднинг дастлабки еттитаси куйидагилардан иборат:

4  (х) = 1,

Z-J (х) = X,

4 ( x )  =  i  ( 3 x ^ - 1 ) ,

1з(х) = 1 (5 х^- 3х ),

Z4(x ) = |(35x '- 3 0 x '+3),

4 ( х ) = 1(65х '- 7 0 х Ч 1 5 х ),
О

4 (х ) = -¡^(231х' - 315х' + 105х' - 5).

Мисол сифатида/(х) = 1/(1+д?) функцияни 1-1,1] ораликда 4-даражали купх,ад 

билан урта квадратик маънода як,инлаштирамиз.

Е ч и ш . Лежандрнинг ток, индексли куп^адлари ток; куп\ад ва жуфт индекс- 

лилари жуфт купхад булгани учун (5.2) формулага кура

34я-

Демак,

Р,(х) = ^  а ,4 ( х )  = ^  +1  (3 - я )/^ (х ) + А  

Аг=0

1

34л-
320

320'!

i4(x) =

= ^ [ 4 5 5 я  -1680 + 2(7560 - 2415я)х^ - (5335я - 16800)х‘']; 

1

2

dx

(1+х'‘)2ч2
2а1 + JÖ2 +-|о4

"128
34я-

320

Куйидаги теорема уринлидир.
1-теорема. Агар/(х) функция [-1, 1] ораликда узлуксиз ва 

чегараланган f'{x) хосилага эга булса, у холда /(х) функциянинг 
Лежандр купхадлари буйича Фурье катори [-1, 1] ораликда унга 
текис якинлашади.

3. Чебишевнинг биринчи тур купхадлари. Биз 4-бобда танишган 

Чебишевнинг биринчи тур купх;ади ^

7’„+,(х) = cos {п arccos х), | х| < 1 
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[-1, 1] ораликда р(х) = (1 - х^)  ̂ вазн билан ортогонал системани 
ташкил этади. Бу купх^аднинг нормаси

ш .
т„ =

Г г
агар л > О булса,

га тенг. 4-бобда куйидаги

Т:„(х) = 2хТ(х) - Т ^х )

рекуррент муносабат келтириб чик,арилган эди. Чебишев бирин­
чи тур куп^адларининг дастлабки еттитаси куйидагилардир;

Т,(х) = 1,

T^{x) =  X, 

т;(х) = 2x2- 1,

Гз(х) =  4x3 _  3̂ ^

Т̂ (х) = 8х* - 8х̂  + 1,

Т;(х) = 16x5 - 20x3 + 5 ^̂^

ГДх) = 32х® - 48х  ̂+ 18x2 - 1.

Энди [-1, 1] ораликда р(х) = (1 -х^)  ̂ вазнда квадрати билан 

интегралланувчи /(х) функция учун Чебишевнинг биринчи тур 
куп)^адлари ёрдамида топилиши мумкин булган энг яхши якинла­
шувчи

0„(х)^± а,Т ,(х)
к=0

купхаднинг коэффициентлари куйидаги формулалар билан х.исоб- 
ланишини эслатамиз:

Ао = - /(со5в)с1в, = - | /(со 8 0 )со 8 А:0 ^ /0  {к'̂ ху.

энг кичик огишнинг микдори эса 
1 "|

8^= шх)-а„{х)]^
(1х

-1

• /̂ (х)с1х

7 1 ^

п 
"2 1

2а1 + + ... + а]
л/1-Х̂

формула билан ифодаланади.

Мисол сифатида/(х) =  |х| функцяни [-1, 1] ораликда р{х) = (1-х^) 2 вазн 

билан урта квадратик маънода энг яхши як;инлаштирадиган купхадлар кетма- 

кетлигини топамиз. Бизиинг холда

а„ =• I С 05  0 I С 05  л 0 й? 0 
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булгани учун

“0 = — > « 2л+1 =  0 .

1п
cosecoslnede = 

(и = 1,2,...)

( - 1)
,я+1

Я 4п̂-1

лар осонгина топилади. Шунинг учун х;ам

+1

Я пп=\4п̂ -\
Тг„(х)

20-чи зм а.

булиб, О, 2, 4 — тартибли квадратик маънода энг яхши якинлашувчи купхадлар 

куйидагилардан иборатдир:

Q)W = -, Q2(x) = ̂ (4x2 + 1), а(х) = т|-(-16х̂  + 36x2  ̂3) 
л in  15я

(20-чизма).

2-теорема. Агар [ -1, 1 ] ораликда/ (х) функция биринчи тар­
тибли узлуксиз f ix )  )<.осилага эга булса, у х,олда функциянинг Че­
бишев биринчи тур купхадлари буйича Фурье катори [-1, 1] ора­
ликда f(x) функцияга текис як,инлашади.

4. Чебишевнинг иккинчи тур кун^̂ адлари. Чебишевнинг иккинчи 
тур купу;ади деб аталувчи

_  sin[(n+l)arccosx] _  т м

Vl^x‘
(« = 0, 1,2, ...)

^2 п+1

купхад [-1, 1] ораликда р{х) = yll-x^ вазн билан ортогонал сис­
темани ташкил этади. Унинг нормаси

1 1 1 = |л/1-х^ U l{x )d x = ^

П

га тенг булиб, улар учун рекуррент муносабат

l/„Jx) = 2xU(x) - [/„Jx)

дан иборатдир. Чебишев иккинчи тур купх,адларининг дастлабки 
еттитаси куйидагилардир:

t/oW = 1,

[/,(х) = 2х,

Щ(х) = 4x2-1, 

и {̂х) = 8x3 _  

и^х) = 16х" - 12x2 +

и,{х) = 32x5 _  32x3 + 

и (̂х) = 64х̂  - 80х̂  + 24x2 - 1 .
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[-1, 1] ораликда р(х) = л/l вазнда квадрати билан интеграл­
ланувчи /(х) функция учун Чебишевнинг иккинчи тур куп^адда- 
ри ёрдамида тузилган энг яхши якинлашувчи

Q„(x) =
*=0

купхаднинг коэффициентлари
П

а ^ = - {  f  (cos 9)  sin в sin(Á: + \)Bde
71 J

формула билан ?<,исобланиб, энг кичик огиш микдори эса
1

5l = \ {f{x)-Q „{x)í4)^dx  = 
-1

= J yfl-x^f\ x)dx- j^a¡

формула билан аникданади.

Мисол сифатида f(x) = |х| функцияни [-1, 1] ораликда р{х) = y¡l-x^ вазн 

билан урта квадратик маънода энг яхши як;инлаштирадиган к^п^адлар кетма- 

кетлигини топамиз. Бу гал

I COS0 I s in0sin (n  + 1)9de

булиб.

±+1

(2*-l)(2jt+3) 

ларни топиш к;ийин эмас. Шунинг учун х;ам

4 ^  (-1)"+'

(А:=0, 1,2,...)

п (2«-1)(2«+3)
U2ÁX)

булиб, о, 2, 4 — тартибли урта квадратик маънода энг яхши як;инлашув™ купхадлар 

куйидагилардир: '

Ой(х) = ~ ,  !22(х) = -|- (6x^ + 1), а ( х )  = - ^ (- 8 0 х ' '+  144х+9) (21-чизма). 
5п \\)Ъп

3-теорема.  Агар [-1, 1 ] ораликда/ (х) функция учинчи тар­

тибли узлуксиз ̂ осилага эга булса, у х,олда 

/ (х) нинг Чебишев иккинчи тур купх,ад- 

лари буйича Фурье катори уша ораликда

5. Лагерр куп?^адлари. Энди чексиз 

ораликдарда ортогонал булган куп)(;адлар- 

ни курамиз. Лагерр кущадлари деб ата­

лувчи
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4 “)(x) - (-1Гх-“е" ^

куп5(,адлар [О, oo) ораликда

p (x ) =  ŷ e~̂  (x>0 , a>- l) 

вазн билан ортогонал системани ташкил этади. Бунинг нормаси

I I  1 1 = х“е-*[4 “Чх)]^х = у1п\Г{а + п+1)

га тенг булиб, улар учун

4 “\(х) = {х-а-2п-  1)4“> (х) + п(а + п )Z<“\(x) = О

рекуррент муносабат уринлидир. Лагерр куп)!,адларининг бирин­
чи 5 таси а  = О булганда куйидагилардан иборат;

А  (X) = 1,

(х) = - X  + 1,

Lj (х) = х̂  - 4х + 2,

¿3  (х) = -х^ + 9х̂  - 18х + 6 ,
(х) = х' - 16x3 + 72x2 _  9 6 ;,. + 74

Агар/(х) функция [О, оо) ораликдар(х) = л" вазнда квадрати 
билан интегралланувчи булса, даражаси п дан ортмайдиган купхад­

лар орасида

Q„{x)^±a,L^:\x)
к=0

купхад шу ораликда урта квадратик маънода энг яхши якинла­
шувчи купхад булиб, бу ерда

к\Г(а+к+1)
x“e- f̂{x)L^^\x)dx.

Куйидаги теорема уринлидир.
4 - т е о р ем а .  Агар [О, оо) ораликда/ (х) булакли-силлик,функ­

ция булиб,

е 2x 2 2 I /(х ) I dx

интеграл мавжуд булса, у холда /(х) функциянинг Лагерр куп­
хадлари буйича Фурье к,атори /(х) нинг узлуксизлик нук,таларида 
шу функциянинг узига, унинг узилиш нук,таларида эса

у [/(х - 0) + /(х  + P)J га як,инлашади.
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6. Эрмит к}пп1?(адлари. Эрмит купу̂ адлари деб аталувчи

купх̂ ад (- 00, оо) ораликда р{х) = е~'‘ вазн билан ортогонал систе­
мани ташкил этади. Бу купхаднинг нормаси

e-^^Hlix)dx = yfrnujn

булиб, унинг учун

Я ^ , (X) - 2хН (X) + 2лЯ_,(х) = О

рекуррент муносабат уринлидир. Эрмит куп^адларининг биринчи 
6 таси куйидагидан иборат:

Щ х) = 1, Щ х) = 2х, Щ х) = 4х̂  - 2, Щ х) = 8х̂  - 12х, 

Щ х) = 16jd - 48x2 + 12, Щ(х)=Пх^ - 160хЗ + 120х.

Агар/(х) функция (-оо, оо) ораликда р(х) = вазнда квад­
рати билан интегралланувчи булса, у холда даражаси п дан орт­
майдиган купхадлар орасида

QM ) = t,a ,H ,{x )
к=й

купхад (- 00, оо) ораликда урта квадратик маънода энг яхши як,ин- 
лашувчи купхад булиб, бу ерда

е-̂  f(x)H,(x)dx

Куйидаги теорема уринлидир. /
5- т е о рем а .  Агар /(х) функция (-оо, со) ораликда булакли 

силлик, булиб,

IX I e-^^fHx)dx

интеграл мавжуд булса, у холда / (х) функциянинг Эрмит купхад­
лари буйича Фурье к^атори/ (х) нинг узлуксизлик нукталарида шу

функциянинг узига, узилиш нук.таларида эса ^[/(х  - 0) + / (х  + 0)] 
га якИнлашади.

306



6-§. ТРИГОНОМЕТРИК К ^ХА Д Л А Р б и л л и  У1' ГЛ 
КВАДРАТИК МАЪНОДА ЯК.ИНЛАШИШ

Сонлар укининг барча нукд-аларида аникданган даврий (1)унк 
цияларни урта квадратик маънода як.инлашишда тригонометрик 
куп?^адлардан фойдаланиш мак;садга мувофикдир.

Фараз килайлик, даври 2л булган узлуксиз f(x) функция бе­
рилган булсин.

Якинлашувчи купвд Ö ix) ни куйидаги куринишда оламиз:
п

Q^{x) = cos Х + bĵ  sin kx) (6 .1)

Агар а. ва b. ларни
2я

81 = [fix)-Q„{x)fdx
О

нинг минимумга эришиш шартидан топадиган булсак, у х,олда улар 
учун куйидаги формулаларга эга буламиз:

2п
а . = 1 f{x) co^kxdx.

о
2п {k = QX2,.:) (6 .2)

bk = — f{x) sin kx dx.

Булар анализ курсидан маълум булиб, f{x) функциянинг Фу­
рье коэффициентларидир. Энг кичик огишнинг микдори эса куйи- 
дагичадир:

5l:^"\f\x)dx- + ^ ia l+ b l)
it=0

Хусусий холда, агар/(х) жуфт функция булса,

С1к--
^ я

f{x)coskxdx, b̂  =0 (к - О, 1, ..., п) 

ва / (х) ток, функция булса.

йц = О, = О, = — f{x)sinkxdx (к = 1,п)
п

о

булади.
(6.1) тригонометрик купх,аддаги .

«о = у ,  ‘̂ к = coskx + sinÄ;x (к = 1, 2, ...)
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хадлар одатда гармоникалар дейилади. Агар (6.2) формулаларни
(6.1) га куйиб, л -5» 00 да лимитга утсак, /(х) функция учун унинг 
Фурье тригонометрик катори

(6.3)
к = \

келиб чик,ади. Функцияни Фурье тригонометрик купхади ёки 
Фурье тригонометрик катори шаклида ифодалаш гармоник анализ 
дейилади.

Агар/ (х) функция [0,2л:] ораликда квадрати билан интегралла­
нувчи булса, унинг (6.3) Фурье к,атори хар доим урта квадратик 
маънода унга якинлашади. Агар /(х) га баъзи кушимча шартлар 
куйилса, у холда (6.3) катор унга текис якинлашади.

М и с о л . / ( х )  функция 1~л,л] ораликда га тенг булиб, (-«>, «>) ораликда 

2лг давр билан давом эттирилган булсин. Ш у функцияни бешинчи тартибли три­

гонометрик купхад билан як,инлаштириш талаб килинсин.

Функция жуфт булгани учун (6.3) формулага кура

2
“о - г x̂ dx = 2п̂

3 ’

7
2 2

х} coskxdx = — х^ sin far
Л п

4 '

п .
(

кп
) 0 кп . 

0

як̂
-xcoskx

кЫ
cos kxdx =

xsinkxdx =

4(-lf

о

Демак, изланаётган тригонометрик купхад куйидаги куринишга эга булади: 

^2

Q5M = ̂ - 4

7-§. ЖАДВАЛ БИЛАН БЕРИЛГАН ФУНКЦИЯЛАРНИ ^ Т А  
КВАДРАТИК МАЪНОДА ЯК;ИНЛАШТИРИШ

1. Даражали купхад билаи урта квадратик ящ1нлаштириш. Ф а­
раз к;илайлик, у = f(x) функциянинг х,, ..., х̂  нукталардаги 
аник, ёки такрибий/(хц),/(х,), ...,/(х„) к̂ 1Йматлари берилган булсин. 
Даражаси к(к<п) дан ортмайдиган

бДх) = «о + а,х + ... + а̂ х* 

купхадлар орасида шундай купхадни топишимиз керакки,

А« =
/=0
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йигинди минимумга эришсин. Бу ерда р. лар р. > О на ^  р, I 
шартни каноатлантирадиган ихтиёрий сонлар.

Иккинчи параграфдагидек, = А^(ао,Й1,—,«„) дано^ларга иис- 
батан хосила олиб, уларни нолга тенглаштирсак, у холда куйидаги 

система хосил булади:

АоЕ Р/Х/ + Р,хГ' =
/=0 /=0 (=0

= Х р ,/(х ,)х ‘ ’̂ а  = о, I , к )
/=о

Куйидаги

= Ё  р/^/ > О = Ё  рЛ х,)х1 
1=0 1=0

белгилашларни киритиб, бу системани ушбу куринишда ёзиб олай­

лик: '

(7.1)

‘5'0̂0 + 5,Й1 + . . . + ~ 0̂>

5,йо + 52̂1 + . . . + ^к+Л = 1̂

+ ̂ *+1а, +■■■ + ̂ к^к =

Бу система

к̂+1 -
5, 2̂

(7.2)

детерминантининг нолдан фаркдилигини ва демак, (7.1) система 
ягона ечимга эга эканлигини курсатамиз. Дастлаб куйидаги

5 о  ^ 1  • • ■ 1

5 , 5 ,  . . . ^ к  X

=

1 2 К

^ к  ^к+ \  ■- % - 1  X *

тенглик билан аникданган к — даражали купхаднинг X = {х„, х,, 
..., xJ тупламдар = {ри,р,, ...,р„} вазн буйича барчау < А: лар учун 
х̂  билан ортогонал эканлигини, яъни

(7.3)Х р ,^ ,(х ,)х / = 0  (у = 0 ,А:-1)
/=0
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тенгликлар уринли эканлигини курсатайлик. Хак,ик.атан )(;ам,у < к 
учун Ẑ .(x,) ни р;Х/ га купайтириб, барча / = О, 1, ..., л лар буйича 
йигиб чик,сак, куйидагиларга эга буламиз:

Г

5 : р л (х,.)х/ = х р ,
(=0 /=0

У+А:

п

^0 . . х /

/=0

п

52 .. х Г
/=о

п

■̂¿+1 • ), X/

1=0

5о 51 . . .

5] 2̂ ‘̂у+1

к̂+\ ■■■̂к-\ ]̂+к

= 0.

Иккинчи томондан Z^(x) ни р,х* га купайтириб, кушиб чик^сак,

(7.4)
/=0

келиб чик^ади. Энди (7.2), (7.3) тенгликлар ёрдамида

м, = ±р,гЦх,) = в,в,^,
/=0

(7.5)

тенгликнинг уринли эканлигини курсатамиз. Хак.ик.атан ?̂ ам,

¿ рЛ '(^ ,)  = Е рЛ(^ / )
/=0 /=0

•̂0 5) .. • \-1 1

■51 52 ..■ X,

к̂+Х ■■■̂2к-1

п

¿̂0 ■5'1 (Х̂-)
/=0
п 5(, 5] ... S/̂ _y 0

51 52... 5̂  5^P,.ZДX,.).X,.
/=0

5: 52 ... 5̂  0
- АА+1

я к̂ к̂+1 ■■■̂2к-1 ^к

\^к.Х-^2к-1Т,Р-^к(х,)х^
/=0
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квадратлар йигиндиси булгани учун у фак^ат

г ,  (х„) =  z д x ,)  =  ... =  z ,  ( X ) =  о

булган холдагина нолга айланади. Лекин к< п бу \ол учун фак,а'г 
Ẑ .(x) ^  О булгандагина = О булиши мумкин.

Агар к - 1 булса, у холда (7.2) га кура

^.(х) =
5, X

=  • X  -  5, = \ ■ X -  S¡ 0.

Демак, Бундан О, = 5  ̂= 1 > О ни хисобга олсак, 0^> О
келиб чик^ади.

Энди (7.5) ла к = 2 деб олсак, булади. Аммо (7.2) га
кура 2^{х) да х̂  олдидаги коэффициент га тенг ва исботланганга 
кура £>2 ^  О, шунинг учун хам > О ; бундай эса О3 > 0. Бу муло- 
Хазани давом эттириб, ^  О эканлигига ишонч хосил киламиз.

Шундай килиб, (7.1) система ягона ечимга эга, бу системани 
ечиб изланаётган купхаднинг коэффициентларини топамиз.

М и с о л .  Куйидаги

X. 0,78 1,56 2,34 3,12 3,81

Г (Х ) 2,50 1,20 1,12 2,25 4,28

маълумотлар учуй ]{х) функцияга я^иилашуичи иккинчи даражали 0 {̂х) = а„ + 

а^х + а̂ х̂  куп\ад топидсин.

Е ч и ш . Керакли хи'соблашларни 30-жадвалдаги схема буйича олиб борамиз. 

Берилган мисолга тегишли хисоблашлар 31-жадвалда келтирилган, бу ерда битта 

э\тиёт рак;ам олиниб, хисоблашлар вергулдан кейин учта унли рак;амда олиб 

борилган.

Урта квадратик якинлашиш схемаси
30-жадвал

х" X х-̂ х ’ /(X ) х/(х) хУ(х)

1 X, х1 •у 3 
•̂ 0 X» /(х„) , х /(х„) х^/(х„)

1 X, х^ / Ц ) х /(х ) Х^/(Х,)

1 X, Хг х^ / Ц ) х/(хз) Х^/ (х^)

I Хг х% /(^з) Х^(х,) x lf (Хз)

1 X, х: / ( ^ 4) хЛх^) х^/ (х,)

0̂ •*2 3̂ 4̂ 0̂ 1, ч
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-
31-жадвал

X» X х^ X» /(х) х/(х) хУ(х)

1 0,78 0,608 0,475 0,370 2,50 1,950 1,520

1 1,56 2,434 3,796 5,922 1,20 1,872 2,921

1 2,34 5,476 12,813 29,982 1,12 2,621 6,133

1 3,12 9,734 30,371 94,759 2,25 7,020 21,902

1 3,81 14,516 55,306 210,717 4,28 16,307 62,604

5 11,61 32,768 102,761 341,750 11,35 29,п о 94,604

Бундан а̂ , а,, коэффициентлар аникданадиган система куйиг 
даги куринишга эга булади:

5ао+ 11, 6  Ц  +32,768^2 = 11,350,

11,61^0+ 32,768а, +102,76102 = 29,770,

32,768йо +102,76Ц + 341,750^2 = 94,604.

Бу системанинг ечими

а„=5,045; а,=-4,073; а^=\,т9

булиб, изланаётган купхад:

д 2(х) = 5,045 - 4,073х + 1,009х  ̂дир.

Энди /  (х) га тегишли дастлабки маълумотни 0^{х) нинг кий­
матлари билан солиштирайлик. Натижалар 32-жадвалда келти­
рилган.

■̂ р̂та квадратик усул билан хисоблашнинг хатоси:

32-жадвал

X е , ( х )- / ( х )

0,78 2,50 2,505 +0,005

1,56 1,20 1,194 -0,006

2,34 1,12 1,110 -0,010

3,12 2,25 2,252 +0,002

3,81 4,28 4,288 +0,008

2. Тригонометрик к;^хадлар ёрдамида ̂ т а  квадратик я^инлаш-
тириш. Фараз килайлик, даври 2р га тенг булган /(х) функция­
нинг [0 ,2я] ораликнинг тенг узокдикда жойлашган
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^ J = ^ j  (/■= 0> 1>

та нуктадаги /(Хц),/(x,), ...,/(x^_,) кийматлари берилган булсин.
к

Тригонометрик купхад Т^х) - ^  [а„ cos тх + Ь„ sin тх] даги на
/71=0

коэффициентларни шундай танлайликки, п>2к булганда 

5 l= f^m x ,)- T ,{X j)f
J=Q

ифода энг кичик кийматга эришсин.
Одатдагидек, <5  ̂ дан барча а, ва лар буйича х,осила олиб, 

уларни нолга тенглаштирсак, куйидаги тенгламалар системаси 
Х.0СИЛ булади;

к

Е
т=0

к

X
«=о

л-1 л-1

cos Ixj +
y=o y=o

= §/(x,)cos¿x,., / = 0 , 1,...,/:,

Л - 1  Л - 1

/nx̂- sin Ixj +
y=0 7=0

= ”̂f(X j)s in lX j, l = 0,l,...,k.
I ;=o

(7.6)

Бу системанинг коэффициентларини содцалаштириш мак̂ садида барча
I, т  = О, 1, ..., к лар учун куйидаги тенгликларни исботлайлик;

л-1

Yj sin mxj = О,
j=0

л-1

cosmX: =
>=0

О, агар W ^ О булса, 

п, агар т  = О булса;

Л-1

^  COS mxy sin /ху = О,
;=0

л-1

^  COS m X j cos ¿Xy =
J=0

o, arap m Ф l булса, 

j , arap m = l ф О булса, 

n, arap m ~ l = 0 булса;
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n -\

^  sin mXj sin Ixj =
7=0

0 , агар тф1  булса, 

у , агар т = Ы О  булса,

О, агар т = I = 0 булса.

(7.11)

Хак,ик.атан хам (7.7)-(7.8) тенгликлар т  = О булганда куриниб ту- 
рибди, /и О булганда уларга ишонч хосил килиш учун куйидаги

л-1

у=о
^  COS mXj + i ̂  s in  mXj =  ^  = '^e  

y=o

Л -1

s
;=o J=o 1-e

2;r/a
= 0

тенгликда хак,ик,ий ва мавхум к;исмларини нолга тенглаштириш 
кифоядир. (7.9) тенгликни курсатиш учун унинг чап томонини 
куйидагича ёзиб оламиз:

Л-1 1 /1-1
^  COS mXj s in  Ixj =  у  X  Г

>=0у=о
I Л-1 I Л-1

у=о  ̂у=о

Охирги йигиндилар (7.7)-(7.8) тенгликларга кура нолга тенг. К.ол- 
ган тенгликлар хам шу йул билан келтириб чикарилади.

Исбот килинган (7.7) - (7.11) тенгликларда фойдаланиб, ва 
лар учун куйидагига эга буламиз:

Л -1

у=0

(^n.=-^fiXj)cosmXj,
J=0

= - ^  f  (Хj) sin mXj.

(1.12)

y=o

Бу формулалар Бессел формулалари дейилади.
Агар каралаётган f{x) функция жуфт булса, у холда = О 

{т = \,к) булиб, аксинча у ток булса, у холда а„ = 0 (тя = 0 ,¿) булади 
(бу ерда / ( 0 ) = /(л:) эканлиги назарда тутилади).

Бундай холларда (7.12) даги нолдан фаркли коэффициентлар- 
ни хисоблаётганда, йигишни [0 ,2л̂] ораликнинг ярми буйича ба- 
жариб сунгра натижани иккилантириш мумкиндир.

М и с о л . [0,2л] ораликда куйидаги к,ийматлари берилган жуфт f(x) функция 

учун унга якинлашувчи учинчи тартибли тригонометрик купх,ад топилсин:
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0
п я Зя

X
4 Т 4

л

/(X ) 0 2 5 3 0

Е ч и ш . Бу ерда п = 8,У(х) жуфт булгани учун = О булиб, ва лар куйида- 

гича топилади:

10 5

тя;

М ■ j=0

„  V2 5 л/2
Бундан О) = - — , ^2 = - -  , аз = - ^  ■

Демак, изланаётган куп)^ад куйидагидан иборат:

Гз(х) = ^  ^  cos X - cos 2х + ^  cos Зх.

8 -§. ЭНГ ЯХШ И  ТЕКИС ЯК.ИНЛАШУВЧИ 
АЛГЕБРАИК К ^ХД Д ЛАР

Энди [а, Ь] ораликда узлуксиз булган /{х) фунция учун

! < « •  I )

тенгликни таъминловчи Р'(х) алгебраик куп>^аднинг мавжудли- 
гини, ягоналигини ва куриш мумкинлигини куриб ^амиз. Бу ерда 
Н^{Р) даражаси п дан ортмайдиган алгебраик купх,адлар туплами.

1-теорема, [а, Ь] ораликда узлуксиз булган, ихтиёрий/(х) функ­
ция учун энг яхши якинлашувчи Р„*(х) алгебраик куп?̂ ад мавжуд. 

Исбот. Ихтиёрий Дх)еС[а,й] учун куйидагича аникданган

II /(х ) 11= тах I /(х ) I
а<х<Ь

СОН норма таърифидаги х.ар уч шартни каноатлантиради. Шунинг 
учун >̂ ам

111/ , 1|-|1/ Л 1 ^ Ц - Л 11 (8 .2 )

тенгсизлик уринлидир. Энди ихтиёрий (Р) ваДх)бС[о,й]
учун куйидаги белгилашларни киритамиз:

к=0

(8.3)
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\f-Pn ■ max
a<x<b

k=Q
(8.4)

Arap /(x) ни к,атъий белгилаб, P„(x) ни Н„{Р) туплам буйича 
узгартирсак, (« + 1 ) улчовли (а̂ , а,, ..., а„) фазода аникданган ва 
Fj. функцияларга эга буламиз. Бу функциялар (8.2) тенгсизликка 
кура fl,, ..., коэффициентларнинг узлуксиз функцияларидир.

Хак,ик,атан хам, берилган е учун 5 = £ /  max X I  ^ S I ^ 

олсак, у холда | а, - a f’ |< 5(/ = О, л) булганда^*"“

|/=’о(а„,а„...,а„)-Ро(аГ,йГ,...,«Г)|5

деб

< max
айх̂Ь

*=0 *=0

:o)
x r<e

k=0

булади, яъни Pg (йц, Op ..., a) узлуксиз экан. (8.4) дан куринадики, 
худди шунингдек, Ff̂ â , а,, ..., a j  хам узлуксиздир. i^a„, а,, ..., а) 
манфий эмас. Унинг аник, куйи чегарасини т орк^али белгилай- 
миз. Теоремани исботлаш учун /уузининг куйи чегарасига эриша- 
диган шундай (а̂ , а̂ , ..., а ) нук̂ та топилишини курсатишимиз ке­

рак. Хак.ик.атан хам, л+1 улчовли Евклид фазосида ^  о* = 1 бир-
Аг=0

лик сферада ётувчи нук,талар тупламини олайлик. Бу туплам — 
чегараланган ёпик, тупламдир. Демак, унда узлуксиз мусбатфунк­
ция узининг аник, куйи чегараси fi га эришиши керак. Куриниб 
турибдики, fx > О, акс холда шундай

)t=0

нук;та топилар эдики, унда

f . K ' . ' - r ..... = 0

булар эди, бунинг булиши мумкин эмас, чунки 1 , х, ..., х" лар 
чизикди эрклидир. Куйидаги

^ ^ W+1+II/II

СОННИ олиб, бутун (йц, â , ..., а ) фазони икки к,исм: ва R̂  га

ажратамиз; '^ a l <г^ тенгсизликни к;аноатлантирадиган барча нук,- 
к=0

таларни R̂  га киритиб, колганларини R̂  га киритамиз. FĴ â , а,, ..., 
й„) функциянинг R̂  даги к^ийматларини к а̂райлик. Фараз к.илай-
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лик, {\, Е у )̂ олда J  bl = > г\ яъни £  bj = р'^ I
*=0 *=0 

булиб, куйидаги бах;о уринли булади:

Fjib̂ , ¿„)=||/(х) - Р(х)|| > I ||Р(х)|| - II/(х)||>

=11/ ^1 р
л L

к  |р|

- 11/11 > |p|^г- 11/11 > / ? . - 11/11 = т + 1

(охирги тенглик г нинг танланишига кура бажарилади). Демак, 
Кисмда iy нинг куйи чегараси т  + 1 дан кичик эмас ва т  сони iy 
функция кийматларининг i?, даги куйи чегараси экан. Лекин бу 
туплам чегараланган ва ёпикдир. Бу тупламда узлуксиз булган 
(й„, Ар ..., а„) функция узининг аник, куйи чегарасига эришиши 

керак. Агар бу нук,тани (̂Од, Я)*,..., а*) орк.али белгилаб олсак, у )̂ олда

л=о
=11/(х )- р ;(х )

булади. Шундай к,илиб, энг яхши як,инлашувчи Р*{х) куп^ад мав­

жуд.
Энди кунх^аднинг узлуксиз функция учун энг яхши якинла- 

шувчи куп}̂ ад булишининг зарурий ва етарли шартларини келти­

рамиз.
Валле — Пуссен теоремаси. Фараз к,илайлик,х,<х2<...<х„^2 [а, Ь] 

ораликнинг и̂ ундай (л + 2 ) та нук,таси булсинки, улар учун

sign[(-l)' if  ix) - PJx,))]=const (8.5)

булсин, яъни X. нук,тадан навбатдаги х. ,̂ нук,тага утилганда/(х)-  

- PJix) микдор уз ишорасини узгартирсин. У х;олда

E„if) > т  = ,^min  ̂I /(х ,) - Р„(х,) | (8 .6 )

И сб о т .  Агар /л = О булса, у х;олда теорема тасдигининг урин- 
лилиги куриниб турибди. Энди /и > О деб олиб, тескарисини фа­
раз киламиз, яъни энг яхши якинлашувчи Р„*(х) купх.ад учун

II р:  -/II  = E „ ( f ) < m  (8.7)

булсин. Куйидаги

sign[P„(x,) - Р„*(х,)] = sign[(P„(x,.) - /(х,)) - (Р„*(х,) - /(х,))],.

|Р„(х,)-/(х,)|>|Р;(х,)-/(х,)|

муносабатлардан sign[P(x,) - Р„*(х,)] = sign[P„(x,) - /(х,)] тенглик 
келиб чик.ади. Демак, п — даражали Р„(х) - P'„ix) куп)^ад уз ишо-
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расини л+1 марта алмаштиради, яъни Р^{х) - Р',{х) = 0. Бу эса (8.7) 
фараз килинган шартга к.арама-к,арши натижадир. Бу к,арама-к.ар- 
шилик теоремани исботлайди.

Чебишев теоремаси. Р’{х) куп\ад {а, Ь] ораликда узлуксиз Дх) 
функциянинг энг яхши текис як,инлашувчи купх,ади булиши учун 
бу ораликда камида л + 2 та куйидаги шартларни каноатлантира- 
диган X, < Xj <...< x^ ĵ нукталарнинг мавжуд булиши зарур ва етар­
лидир: е= 1  ёки £ = - 1  булганда барча /= 1, 2 , ..., л + 2 лар учун

/ (х ,)- / ’;(х ,)= £ (- 1) '|| /-р;и

тенгликлар уринли булсин.
Теорема шартларини каноатлантирадиган х^ х ,̂ ..., х̂ ^̂  нук̂ та- 

лар Чебишев альтернансининг нук^талари дейилади.
Исбот . Кифоялиги. L =11 / -  Р* Ц деб белгилайлик. (8 .6 ) тенг- 

сизликка кура L = т < EJJ), лекин £„(/") нинг таърифига кура 

E„{f) <\\f - Р'„\= L булиши керак. Демак, E Jf) = Z, ва Р*{х) энг 
яхши текис як.инлишувчи кунх,ад булади.

Зарурийлиги. Фараз к^лайлик, Р(х) =Р„*(х) энг яхши текис 
як,инлашувчи купх,ад мавжуд булсин. Бу куп)^ад учун ||Р -/|| = EJJ) 
булиб, х.еч булмаганда битта шундай Хц нук̂ та мавжудки, унинг 
учун |ДХд) -/(Хр)! = EJJ"). Бундай нук̂ та энг катта ориш нук,таси 
ёки к,иск;ача {Е) — нукта дейилади. Р{х) купх;аднинг графиги 
у = /(х) + Е^(/) ва = /(х ) - E^(f) чизикдар орасида ётади х.амдах„ 
нуктада Р(х) нинг графиги ё юк,ори чизик.к,а ёки пастки чизик.ка 
уринади. Агар Р(х) нинг графиги бирор нук̂ тада юк,ори чизик.к,а 
уринса, бундай нукта энг катта огишнинг (+) нуктаси ёки к,иск,а- 
ча (+) нукта ва куп)^аднинг графиги пастки чизик,к,а уринадиган 
х.ар кандай нукта (-) нук̂ та дейилади.

Куриниб турибдики, (+) нук,та билан бир вак̂ тда (-) нук,та \ам 
мавжуд булиши керак, чунки (+) нук,та ёки (-) нук,та мавжуд"булма- 
са, у х̂ олда бирор кичик мусбат сонни Р(х) дан айириб ёки унга 
кушиб, шундай купхад х,осил килиш мумкинки, унинг графиги 
y=f{x) ЧИЗИК, атрофидаги торрок. йулакда жойлашади. Бу эса Р{х) 
нинг энг яхши якинлашувчи купх;адлигини инкор к,илади.

Энди [а, Ь\ оралик.ни

а= ...</= Ь

нукталар билан шундай кичик к.исмларга буламизки, бу к,исмлар- 

нинг хар бирида Р(х) - /(х) нинг тебраниши  ̂ ) дан кичик

булсин. Хеч булмаганда битта {Е) нуктага эга булган х;ар бир {Е) 
х <  К.ИСМНИ (Е) сегмент деб атаймиз. Хар бир (Е) сегмент- 

да Дх) - /(х ) нолга айланмайди (чунки унинг тебраниши ^ E^(f) 
дан кичик) ва уз ишорасини сакдайди. Демак, хар бир (Е) сегментда
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ё фак,ат (+) нук,та ётади ва бу ерда Р{х) -f{x) мусбат, бундай ссг- 
ментни (+) сегмент деймиз ёки фак^ат (-) нук,та ётади ва бу ерда 
Р(х) -f{x) манфий, бундай сегментни (-) сегмент деймиз. {Е) сег- 
ментларни чапдан унгга к,араб номерлаб чик,амиз

лг>

кейин Р{х) - fix ) айирма энг камида неча марта уз ишорасини 
алмаштириши мумкинлигини аникдаш учун {Е) сегментларни груп- 
паларга куйидагича ажратамиз. Аникдик учун i/, ни (+) сегмент 
деб оламиз:

dy, d ,̂ ..., [(+)сегментлар],

dk,,i, dky.2, -^dt, [(-)сегментлар],

dk„_y.i,d.,,2,- ,d,^  [(-1Г-* сегментлар].

(8 .8)

Бу ерда т  та группа курсатилди, буларнинг хар бири камида 
битта iE) сегментга эга. Агар т  > п+2 булса, у холда теореманинг 
тасдиги келиб чик,ади.

Тескариси т < п+2 ни фараз к,илайлик ва бундай фараз Р  (х) 
нинг энг яхши текис якинлашувчи купхад булишлигига зид экан­
лигини курсатамиз. Куриниб турибдики, d̂  ̂ ва (/ = 1, 2, ..., 
т-\) сегментларда Дх) — fix) к,арама-к.арши ишораларга эга, шу­
нинг учун хам бу сегментлар умумий четки ну^таларга эга эмас ва 
улар узаро iE) сегмент булмаган сегментлар билан ажралган були­
ши керак. Шунинг учун хам z- (/’= 1, 2, ..., т  -1) нук,таларни шун­
дай танлаш мумкинки, улар d,̂ , дан унгда ва dî ,̂ y дан чапда ётади.

Куйидаги

i’(x) = (^1 -х) iz^- х) ... iz„_i - х)

т - I i< п) — даражали купхадни тузайлик. (8 .8 ) сегментларнинг 
биринчи группасида и(х) хамда Р(х) — fix ) айирма мусбат, иккин­
чи группада и(х) хамда Р(х) - fix ) айирма манфий ва хоказо. Бар­
ча iE) сегментларда signtj(x) = sign (Дх) - fix)), {Е) сегмент булма­
ган барча сегментларда \Pix) -/(х)| < J?(/’).Айтайлик, бу сегмент­
ларда \Р ix) -/(х)| < Е' < E^if) булсин.

Энди шах I j9(x ) |= р деб олиб, Я мусбат сонини шундай танлаб
а<х<Ь

оламизки,

\<E„ i f )-E '  ва Xp<\E„if) 

тенгсизликлар бажарилсин. Даражаси п дан ортмайдиган

Qix) = Pix) -kvix)
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купх.аднинг / (х) дан огиши EJJ) дан кичик эканлигини курсата­
миз. Хак.ик.атан х,ам, Jî ap бир {Е) сегмент булмаган сегментларда

\Q{x) -f(x)\ < \Р(х) -f{x)\ +X\v{x)\<F + Хр<

< F  + (^„ (f) - Е’) = E„{f)

Х ар бир {Е) сегментда sign {Р{х) -Дх)) = signv(x), г;(х)^0 ва

I Р{х) - /(л:) |> ^  £ ’„ ( / ) , I At?(x) I< ^  £ '„ (/) булгани учун

|Ö(x) -/(х)| = \P{x)-Xv{x) -/(х)| =
= \Р{х) - /(х)| - Я I г;(х)| < ^„ (/) - Я | i;(x)I < EJJ).

Шундай ьдялиб, Р(х) энг яхши текис як;инлашувчи куп^ад эмас 
экан. Бу к,арама-к.аршилик т  > п+2 эканини ва яна шу билан 
теореманинг уринли эканини исботлайди.

Ягоналик теоремаси. Узлуксиз функция учун даражаси п дан 
ортмайдиган энг яхши текис як,инлашувчи купх;ад ягонадир.

И сб от .  Фараз 1у1лайлик, даражаси п дан ортмайдиган энг яхши 
текис якинлашувчи купх^адлар иккита Р  (х) ва Q^(x) булсин:

Ö/X) Р(х), II 0„ - / I I  = IIP - / I I  = EJ^).

Бундан

/ -
Pn̂ Q„ <\\PnzL Qn-f

Демак, i(P„(x) + Q„(x)) купх.ад х.ам энг яхши текис як̂ инла-

шувчи кунхад экан. Фараз кулайликх,, х̂ , ..., x^ ĵ шу кунх^адга мос 
келувчи Чебишев альтернансининг нук,талари булсин. У х,олда

k[PM^) + Q„{Xi)]-fix,) =E„{f) (i = 1 , 2 , ..., п+2)

еки

Лекин

IPnix,) - / (X ,)]  + [Q M i) - fix ,)]  = 2E„if) (8.9)

|P„(x,) - /(x ,)l < E„if), I Q„(x,) - fix,) \<E„if) .

(8.9) тенглик фак^ат
P(x.) - fix ) = E„if),

Q„ix) -fix) =  ЕЮ

булган х^олдагина бажарилади. Бундан, п+2 нуктада иккита п - 
даражали Ррс) ва QJ<.x) куп^адотар кийматларининг узаро устма- 
уст тушишлари келиб чик,ади, бу эса уларнинг айнан тенг экан- 
ликларини билдиради.

Энди бир неча мисоллар келтирамиз.

320



1-м и с о  л (энг яхши як^1нлашадиган ?згармас).

Ф араз килайлик, узлуксиз/(х) функция учун унга 

энг яхши яцинлашадиган узгармасни, яъни но- 

линчи даражали купх;адни топиш талаб килинган 

булсин.

Айтайлик, л / = max / (х ) , /и =  min / ( х )  бул-
а<хйЬ айх<,Ь

син. у  холда О) = -̂  ( ^  + "") изланаётган энг яхши 

як;инлашувчи нолинчи даражали куп>;ад ва шу 

билан бирга E(){f) = —{M-m) булади. Бунинг 

исботи шунга асосланганки,/(х,) =  =
т  тенгликларни к;аноатлантирувчи х, ва х^ нук,та- 

лар Чебишев альтернансининг нукталаридир.

2-м и с о  л (энг яхши чизикли функция), / (х )  функция икки марта узлуксиз 

дифференциалланувчи бул иб,/''(х ) косила [а, ¿1 ораливда уз ишорасини сак^а- 

син деб фараз к^1лайлик. Аниклик учун f"(x ) < О деб >4исоблайлик. Бу функцияга 

энг яхши як,инлашувчи биринчи даражали куп)^адни топиш талаб кзилинсин. М а­

саланинг ечилишини чизмада тушунтирамиз (22-чизма). Функция графигидаги 

(а , / ( а ) )  ва (6 ,/ (6 ))  нукталарни X, кесма билан бирлаштирамиз — бу кесма чи- 

зик^и функция /,(х)нинг графигидир. [а, 6] ораликда ягона d нукта топиладики, 

у нук;тада графикка ^казилган уринма £ , га параллел булади (чунки f i x )  <0; 

Xj — чизикли функция /j(x) нинг графигидир.

Энди равшанки, бДх) =  0,5 (/,(х) + 1̂ {х)) изланаётган энг яхши якинлашувчи 

чизикди функция. Осонлик билан куриш мумкинки, а, d, Ь нукталар Чебишев 

альтернансининг нук,таларидир.

5-бобда Лагран^ интерполяцион формуласининг колдик, хади- 
ни минималлаштйриш максадида интерполяция тугунлари сифа­

тида (л+1)-тартибли куп^аднинг

илдизларини олиб, куйидаги

............................................ (8.10)

батога эга булган эдик. Бундан

E„{f) < max I /"^»(х)
ib-af+ 1

айхйЬ (n+iy.

келиб чик,ади.
Фараз килайлик, Р„*(х) купх.ад Дх) функция учун энг яхши, 

текис якинлашувчи к>шхад булсин. Чебишев теоремасига кура Дх)- 

Р ‘(х) айирма (л+1) та х,, х ,̂ ..., нукталарда нолга айланади. 
Шунинг учун хам Р„*(х) ни тугунлари х,, х̂ , ..., х^ ,̂ лардан иборат 
булган интерполяцион купхад деб караш мумкин. 5-боб (4.1) фор­
мулага кура интерполяция хатоси учун

/(х)-/>;(х) = / - » ( ^ ) ^ ^ ,
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-  X ^i), ^ e  [a, b] 

формула уринлидир. Фараз к.илайлик,

max I a)„„(x) |= ft)„„(Xo)
âx<b

булсин. у  холда

ш )-\\г - к \н г ы - р: ы \.

=1 f -''ЧЫ ) I ^  S S I  W I  ■ ^  ■

Иккинчи томондан, т\,1\ нолдан энг кам огувчи купхад булган­
лиги учун

max I а,„,(х) |> max | |г

Бундан куйидаги бахога эга буламиз:

i . ( / ) > m m | / > - - » W l J ^  (8.11)

Шундай килиб, агар /<"+‘>(х) уз ишорасини сакдаса ва секин 
узгарса у холда энг яхши текис якинлашувчи купхаднинг хатоси 
билан Чебишев купхадларининг ноллари буйича тузилган интер­
поляцион купхад хатоси орасидаги фарк айтарли катта булмайди. 
Айтилганларни куйидаги масалага куллаш мумкин.

3-ми с о л. Берилган (« +1) — даражали

/W = i3 „ ^ ,W = a „  + а,х + ... + О

куп)^ад учун энг яхши текис якинлашувчи Д*(х) купхад топилсин. Бу }<олда 

(л-1-1)! булганлиги туфайли EJif) учун (8.10) ва (8.11) ба^олар устма-

уст тушади:

^̂n\J / - 2̂n+l

Шундай к^1либ, бу ерда энг яхши текис як^1нлашувчи купх,ад Чебишев куп^ади- 

нинг

а+Ь Ь~а п{1 к+\) ,, ----- г.
+ cos--i;— ^  (к = \,п + \)

* ^ 2  2 2(л+1) ’

илдизлари буйича тузилган интерполяцион куп\ад билан бир хил булади.

Энг ЯХШИ якинлашувчи купхадни бошк.а куринишда хам тас- 
вирлаш мумкин:

F:W =  Q.„M - ( ^ ,  ( 8 ,1 2 )

Хакикатан хам, унг томондаги ифода «-даражали купхаддир, 
чунки олдидаги коэффициент нолга тенг. (8 .1 2 ) дан курамиз­

ки, \Q„̂ y{x)~ Р ’„{х)\ максимумга эришадиган ушбу
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+ (У = 0 ,„  + 1)

нукталар [а, Ь] оралигида Чебишев альтернансининг нукталарими 

ташкил этади.
Чебишевнинг Трс) куп^адлари як.инлашувчи куп^^адлар дара- 

жасини насайтириш учун хам кулланилади. Буни куйидаги ми- 
солда курайлик. Фараз килайлик,/(х) = cosx ни [—1,1] ораликда 
олтинчи даражали купх,ад билан я^инлаштириш талаб к,илинсин. 
Бу функциянинг Тейлор к,аторида 6-даражали х,адини сакдаса:

у х;олда

ва

у'*

| l/-Qjl< i<25-10-^

| l /- Q j| > | / ( l )- Q , ( l ) | > l- i> 2 4 .1 0 - ^

Энди як,инлашувчи купх,ад сифатида, cosx нинг Тейлор к,ато- 
рида куйидагц

^2  4 6 8

К.ИСМИЙ йигиндини олиб, бу ерда %{х) = 2'’ 7’g(x) Чебишев кут^а- 
ди ёрдамида х* ни йук,отамиз, натижада олтинчи дараж^ыи ушбу

а д  = а ( х ) - 1 гз(х) =

куп)(,адга эга буламиз. Шу билан бирга

II/-Д||<1|/-й 11+1 || 7 ill< i + ^  <47-10-1

Шундай килиб, Pg(x) купх;ад/(х)=С08х функция учун олтинчи да­
ражали Тейлор каторига нисбатан 50 марта яхширок, як,инлашиш- 
ни беради.

9-§. СПЛАЙН-ФУНКЦИЯЛАР БИЛАН 
Я Щ Н Л А Ш И Ш

1. Сплайн-функциянинг таърифи. Биз 4-бобда ва унинг олдин- 
ги параграфларида функцияни к>^);адлар билан як,инлаштириш- 
нинг турли усуллари билан танишдик. Силликдиги юк,ори булма-
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ган функциялар учун купх.адлар я^инлашиш аппарати сифатида 
к,атор нокулайликларга эга. Булардан энг асосийси шундан ибо- 
ратки, бундай функцияларнинг бирор нукта атрофидаги холати, 
уларнинг тула холати билан узвий богликдир. Бундан ташк^ари 
интерполяцион купвдларнинг нуксони сифатида уларнинг хар 
доим хам интерполяцияланувчи функцияга як,инлашавермасли- 
гидир. Энг яхши текис як,инлашувчи купхадларнинг камчилиги 
сифатида шуни курсатиш мумкинки, уларни куриш жуда к,ийин 
ва одатда бундай купхаднинг даражаси ортиши билан коэффици­
ентлари хам тез усиб боради.

Охирги вактларда шу нук,сондан холи булган бошк.а як,инла- 
шиш аппаратлари ишлаб чик,илмокда. Назарий тадк;ик.от ва тат- 
бикдарда яхши натижа берадиган аппарат — сплайн-функциялар 
аппаратидир. Сплайннинг таърифи билан танишайлик. Хак,ик.ий 
укдаги [а,Ь] ораликда ушбу

Д„ : й =  Хо <  X, <  ... <  =  6

тур берилган булсин. Фараз к.илайлик, HJ^F) даражаси т  дан орт­
майдиган купхадлар туплами, С*= С* [а, Ь] узи ва к — тартибгача 
Хосилалари [а, Ь] ораликда узлуксиз булган функциялар туплами 
булсин.

Таъриф. Куйидаги иккита шартни каноатлантирувчи ушбу

= *5: {X, А„)

функция дефекти 1 га тенг булган т — даражали полиноминал сплайн 
дейилади:

1) Хар бир [х,., х. ,̂] (/ = 0^ )  ораликда ^^(х) 6  Я  (Р);
2 ) SJ,x) е  [а, Ь].
Бу ердаги {х.} нукталар сплайн тугунлари дейилади. ¿"̂ (х) сплайн­

нинг от — хосиласи [а, Ь] ораликда узилишга эга булиши хам мум­
кин.

Агар Л: = О, 1, ..., т  -1 лар учун

5«(й + 0 ) = 5«(й-0)

тенгликлар бажарилса, З^х) сплайн Ь - а даврли даврий сплайн 
дейилади.

Таърифни к,аноатлантирувчи сплайнлар билан бир к.аторда 
шундай сплайнлар хам караладики, уларнинг силликдиги А̂  
турнинг турли кисмларида турличадир. Бундай сплайнлар [а, В] 
оралик,нинг турли кисмларида турли силликдикка эга булган фун- 
кцияларни як;инлаштиришда фойдаланилади.

Одатда, сплайн ягона равишда аникданиши учун [а, Ь] оралик,- 
нинг четки а ва Ь нук^таларида чегаравий шартлар деб аталувчи 
кушимча шартлар куйилади. Амалда учинчи даражали, яъни ку­
бик сплайнлар кенг кулланилади.
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Сплайнларнинг хисоблаш математикасида кеиг куллапил.и-т 
ганлиги сабабларидан яна бири уларнинг кийматларини ЭХМлирди 
хисоблашнинг кулайлиги ва улар ёрдамида интерполяциялаш каОи 
жараёнларнинг кенг синфдаги турлар учун яхши як.инлаши|пли- 
гидадир (юкорида айтилгандек купх;ад билан интерполяциялаш 

бундай эмас).
Бундан буён биз интерполяцион кубик ва 5^(а) = S^{b) = О че- 

гаравий шартларни к;аноатлантирувчи сплайнлар билан шугулла- 

намиз.
2. Интерполяцион кубик сплайнларни 1̂ фиш. Олдинги пунктда 

айтилгандан сунг куйидаги таърифни бера оламиз.
Таъриф. Куйидаги т>фт шартни каноатлантирувчи ушбу S(f, х) = 

= S (̂x, f, А„) функция интерполяцион кубик сплайн дейилади;

1. Хар бири [х., (г = ОТЙ) ораликда S(f, х) G Щ{Р)\

2. S (f,x )e  О  [а, 6]^

3. Турнинг Xî ik = О, л) тугунларида»?(/; х̂ ) =/^ тенглик уринли;

4. S"(f, х) учун

S"(f, а) = S"{f, Ь) = О (9.1)

чегаравий шартлар бажарилади.
Бу турт шйртни к,аноатлантирувчи ягона S{f, х) сплайн мавжуд- 

лигини курсатамиз. Бунинг учун аввал куйидаги ёрдамчи факт- 

ларни келтирамиз.
Лемма. Фараз килайлик, A={a¡^ л-тартибли квадрат матри- 

цанинг элементлари

mm
\й1йп

а„ I - S K
]Ф1

шартни каноатлантирсин. У холда Ах = Ь система ягона ечимга 

эга булиб, унинг ечими

max I X. |< а"̂  max I Ь,, I (9.3)

тенгсизликни каноатлатиради.
И сб о т ,  Агар Ах = Ь системанинг озод хадлари нолга тенг 

булса, у холда (9.3) тенгсизликдан бу системанинг фак,ат тривиал 
ечимга эга эканлигини, демак, det Л О булиши ва бу системанинг 
ихтиёрий озод хадлар учун ягона ечимга эгалиги келиб чик,ади. Шу­
нинг учун хам леммани исбот к,илиш учун (9.3) тенгсизликни кел­
тириб чикариш кифоядир. Фараз к̂ илайлик, (9.2) шарт бажарилсин

п
х,.| = х̂  булсин. у  холда эканлигидан

max I Ь: |>| %  IIX. I - Yli/Sn I ' I I к* II к ' ^

ва max
\<i<n

J*k
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= max X:
Hi<n ‘ l - E I %

jtk
> q max x,

IS iS n  ' '

булади. Шу билан (9.3) тенгсизлик ва демак, лемма исботланди.
Агар матрицанинг элементлари (9.2) шартни к.аноатлантирса, 

бундай матрица салмок^и бош диагоналга эга дейилади.
Энди сплайнни куриш билан шугулланамиз, Sif, х) нинг ик­

кинчи )^осиласи турнинг х.ар бири [х._,, xj оралигида узлуксиз 
булганлиги туфайли х._,< х < х, да ушбу

(9.4)

тенгликни ёза оламиз. Бу ерда /г.=х. - х._, ва М. = S"(f,x). Бу тен- 
гликнинг х,ар икки томонини интеграллаб, куйидагига эга буламиз:

W , = М ,., + М, + д, i c i  + д i r i L , (9.5,

бунда А. ва В. интеграллаш доимийлари булиб, улар S(f, х._,)=/_, 
ва S{f, X.) = f. шартлардан аникданади. (9.5) да х = х,_,, х = х. лар-

h? h? 
ни Урнига куйиб, мос равишда -|- + 4̂,- = ва М,- -|- + Д. = f.

ларни х;осил к,иламиз. Бундан А. ва В. ларни топиб (9.4) га куйсак, 
натижада

г f  Xi-X (  г Mihf л X-Xj_i

k (9.6)

sx f, X) = -ж,., + М, д.,. (9T7)

ларга эга буламиз. Охирги тенглик [х., х.  ̂J  оралик, учун куйидаги 
куринишга эга:

s 'if , X) = -м, + м;.,. (9 .8 )
'i+l /+)

Энди (9.7) да х нинг х. га чапдан ва (9.8) да х нинг х. га унгдан 
интилгандаги, яъни х,, х ,̂ ..., х^_, лар учун х^осиланинг бир томон- 
лама лимитларини х,исоблайлик:

^'(х, - 0) = I  + I  Л/, + ^ , _____
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Таърифнинг 2) шартига кура 8'{/, х) ва 3" (/, х) (|)у11К11,иии;|р 
1«, ораликда узлуксиз. 6 "(/, х) нинг х,, х ,̂ ..., х„_, иук,'1';итрд;| 
узлуксизлигидан фойдалансак, куйидаги л-1 та тенгламага эг;| (>у 

ламиз: ~

(9.9)
6 3 ' 6 л,-+1

Бу тенгламаларни (9.1) чегаравий шартдан келиб чикадиган

М =М  = 0 ' (9.10)

тенгликлар билан тулдириб,

а -  ^  Л = с - (1 -  /"О 1 п
" ' “ 6 ’ ^'  3 ’ Ь  -  6 Л,-,1 ^  Ь (9 .1 1 )

белгилашларни киритсак, у холда Л/,, Л/̂ , ...,  ̂номаълумларни 
топиш учун

¿1М, + СуМ̂  = йу, 

а̂ Му + ¿2-Л̂2 + С2Л/3 = ^2) 

а̂М-2 + 63М 3 + С3М 4 = ¿/3,

й«-аЛ/„_з + Ь„^2^-2 + С„-2М„_у =

ап^1М„_2+Ь„.̂ М„_, =й.

(9.12)

тенгламалар системасини хосил к,иламиз. (9.11) га к^ра (9.12) сис- 
теманинг матрицаси салмокди бош диагоналга эга булганлиги ту­
файли ихтиёрий лар учун (9.12) система ягона ечимга 
эга. Шундай килиб, 1) — 4) шартларни к;аноатлантирувчи ягона 
сплайн мавжуд экан. (9 .12) системани ечишнинг хайдаш усули 
деб аталувчи жуда хам эффектив алгоритми мавжуд. Уни куйида 
келтириб утамиз. Бунинг учун барча А:=1, 2, ..., л -1  лар учун

(9.13)

ёрдамчи микдорларни хосил к;иламиз. Сунгра (9.12) системанинг
2-, . ., (л -1) — тенгламаларидан кетма-кет Л/,, М ,̂ ..., ларни 
йукотиб, ушбу

'+щ (к = \,п-2 )

^«-1 = ««-1
(9.14)
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эквивалент системага эга буламиз. Бундан эса кетма-кет 
..., М, ларни аник^аш мумкин.

Салмок^и бош диагоналга эга булган матрицалар учун бу хисоб­
лаш системаси шу маънода тургундирки, хато тез суниб боради 
(0,<^^ <1). Буни (9.13) ва (9.14) дан осонлик билан куриш мум­
кин. Шуни дам таъкидлаш керакки, ва микдорлар фак^ат 
турга борлик. булиб, турнинг тугунларидаги ординаталарнинг к,ий- 
матларига боглик; эмас. Бу эса муайян тур учун ва лар- 
нинг кийматларини бир марта хисоблаб олиб, тур тугунларидаги 
турли хил ординаталар билан сплайнлар куришга имкон беради. 
Сплайнни куришда хисоблаш натижаларини 33-жадвалдаги схема 
шаклида ёзиш маъкулдир.

ЗЗ-жадвал

Л К К с. Pk %

/. с, P̂ "l Af,

^2 /а К а. 2̂ d. Pi «2 M,

'С
/„ к

«„-I V ’i P„-i ‘in-, “„-1

Агар тур текис, яъни тугунлар тенг узокдикда жойлашган 
булса, у холда бу схема янада соддалашади; /г̂ ,̂ устунларни
ёзмаслик хам мумкин.

Шундай килиб, функциянинг^,/^, ...,/^ к;ийматлари берилган 

булса, бу кийматлардан фойдаланиб (9.6) формула ёрдамида 
сплайн-функциялар билан/(х) ни интерполяциялаш мумкин. (9.7) 
формула ёрдамида эса унинг хосиласини топиш мумкин.

Кубик сплайн-функциялар, юк^орида айтиб утганимиздек, яхши 
як;инлашиш хоссасига эга. Агар интерполяцияланадиган/ (х) функ­
ция (?[а, Ö] (/с = 0 ,1,2 ,3,4) синфга тегишли булса, у холда унинг 
хатоси г(х) = /(х ) - S(f, х) учун куйидаги бахони курсатиш мумкин:

max I г '̂"'(х) |< с/г''’ " {р^к),
â x̂ h

бу ерда с турга борлик, булмаган узгармас булиб, h = max /г,.

Э с л а т м а ,  Купинча х = а ва х = Ь нукталарда / (х) функция хак.ида 1<;ушимча 

маълумотга >̂ ам эга булишимиз мумкин. Масалан, сплайн тузишдан асосий мак;сад

/ ( а )  + af'(a)=A, f(b) + ßf'{b) = В

чегаравий шартларни к.аноатлантирувчи дифференциал тенгламани ечишдан 

иборат булиши мумкин, Бундай \олда, сплайн тузишда чегаравий = М  = О 

шарт урнига юк;оридаги шартни олиш керак.
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Mamiyiap

I. Лежандр купз^адлари буйича куйидаги ёйилмаларнинг уринли эканлитми 

кУрсатинг;

а) arc sin X = у  ^

' *=0

1

(2Л-1)!

б) (1 - грх + = X  p'^Pkix) (I р  |< min 1 X ± I),

в) -у — ---- = У  (I Р \> шах IX ± Vx^-1 I).

Vl-2/JxV toP

2. Чебишевнинг биринчи тур купх,адлари буйича куйидаги ёйилмаларнинг 

тугри эканлигини курсатинг;

а) arcsinx = l ¿ ( - 1 ) ^ - 1 % ; ^  (|х|<1),
Я у1К i) .

Гх-п
х+1

в) a rc tg-  = 2 ^ ^ - ^ ^ | — T’2it+i(x) (/) = Vl + a , |х|<1)

к=0

1 1
А=1

(0 < х < 1).

3. Иккинчи тур Чебишев куп);адлари буйича куйидаги ёйилманинг тугри экан­

лигини курсатинг:

1---Т = —г̂=— У (А: + 1)
ia-bxf b̂ lâ +b̂  ыо

а-\1а̂+Ь̂
и,(х).

4. Эрмит куп}^адлари буйича куйидаги ёйилмаларнинг уринли булишини курса­

тинг:

6) Л 2д : . « | ; ^  Яг,М.

о
5. / (х) = cos X (О < X < 2л) учун учинчи тартибли энг яхши текис як;инлашув- 

чи купг^ад Р^(х) = О булишини курсатинг.

6. / (х )  =
1

1+х̂
функция учун [-1,1] ораликда иккинчи даражали энг яхши,

текис як,инлашувчи куп)^адни топинг.

Ж а в о б :

п*/ ч 1 2  77 
P2 W = -2 X

7. Икки энг яхши текис якинлашувчи куп)^адларнинг йигиндиси энг яхши 

текис якинлашувчи кущад булмаслиги х;ам мумкинлигини мисолда курсатинг.
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8. R{x) купхадлар орасида -1 < x < 1 ораликда нолдан энг кам огувчи ва 

бирор I  ( ^>1 ёки ? <  -1) нук,тада ij киймат к,абул к;илувчи куп)<;адни аникданг.

Ж а в о б :

D/ ч TJx) cos л arc cos л:

9. Бош коэффициенти А га тенг булган и-даражали

Л (х) = Ах" + ...

куп)^адлар орасида -1 < х < 1 ораликда нолдан энг кам огувчисини топинг. 

Ж а в о б :

= -~iT„{x) = cos л arc cos д:.

7-боб
ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАКРИБИЙ Х^ИСОБЛАШ

1-§. АНИ1^ ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАК^РИБИЙ 
ХИСОБЛАШ МАСАЛАСИ

Амалий ва назарий масалаларнинг купчилиги бирор [а, Ь] ора-
ь

ликда узлуксиз булган /(х) функциядан олинган /{х)сЬс аник;
а

интегрални хисоблашга келтирилади. Аммо интеграл хисобининг 
асосий формуласи

/{х)с1х = Р{Ь)-Р{а)
Г

(бу ерда Дх) функция / (х) функциянинг бошланрич функцияси) 

амалиётда купинча ишлатилмайди. Чунки куп лолларда Дх) ни 

элементар функцияларнинг чекли комбинацияси оркали ифода- 

лаб булмайди. Бундан ташк;ари амалиётда/(х) жадвал куриниши- 

да берилган булиши хам мумкин, бундай холда бошланрич функ­
ция тушунчасининг узи маънога эга булмай колади.

Шунинг учун хам аник, интегралларни такрибий хисоблаш ме­
тодлари катта амалий ахамиятга эга.

Биз бу бобда /х )  функцияларнинг етарлича кенг синфи учун
ь

/{х)с1х аник, интегралнинг такрибий к,ийматини интеграл ости­

даги /(х) функциянинг [а, Ь] орали^нинг чекли сонда олинган 
нукталаридаги к,ийматларининг чизикди комбинациясига келти- 
радиган методларни куриб чик,амиз;
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Бу ерда {к - 1,2, ...,«) квадратур формуланинг тугунлари,

А1"̂  квадратур формуланинг коэффициентмари ва '^Л1"^/{х["^) квад-
к=1

ратур йитнди дейилади. Агар интеграллаш чегаралари о ва о квад­
ратур формуланинг тугунлари булса, у холда квадратур формула 
“ёпии̂  типдаги ”акс холда эса “очии̂  типдаги "дейилади. Квадратур 
формуланинг тугунлари х)̂ '’ ва коэффициентлари функция­
нинг танланишига боглик; булмаслиги талаб килинади.

Ушбу

Л„(Л  = 1 / ( x ) d x  -  X  4 ”' / ( х Г ) (1-2)
а

ифода эса (1 .1) квадратур формуланинг к;олдик; у;ади ёки хатоси 
дейилади.

Одатда (1.1) формулага нисбатан умумийрок. квадратур форму­
ла к,аралади. Фараз килайлик, Ф чекли ёки чексиз [а, Ь] ораликда 
аникданган У(х) функцияларнинг бирор синфи булиб, р{х) ора­
ликда вазн функцияси булсин (6 -бобга каранг). Энди куйидаги

р(х)/(х)^/х = Е 4 "> /(х Г )  (1.3)
а *=1

квадратур формула ва унинг колдик, хади

л„(/) = I  р{хШх)(1х - ¿ 4 " > / ( х « )  (1.4)
а к=\

НИ к,арайм из.
В^йида [а, Ь] оралик,ни чекли деб фараз к,илиб, биз квадратур 

формула тузишнинг айрим йуналишларини киск,ача куриб чик,амиз.
1. Купинча квадратур формула тузиш учун Дх) функция [а, Ь] 

ораликда п та х{"\ х̂ "\..., х'"’ нук,талар ёрдамида интерполяцияла- 

нади:

/ м  = х  П  ^ у / ( ^ Г )  + г„(/,х).
к= 1  У=1,У>А:

а *=1

Энди буни р(х) га купайтириб интегралласак,

'' р(х)Пх)с!х = X  4 "  ̂ ( 4 ”') +1 Р(х)г„ (/ , Х)с1х
а а

келиб чик,ади, бу ерда
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n r-Ŷ ")
4 ”̂ = jp(x) П -XV

Шу усулда тузилган квадратур формулалар интерполяцион фор­
мулалар дейилади.

2. Анализдан ва 6 -бобдан маълумки, чекли ораликда узлуксиз 
функцияларни алгебраик купхадлар билан етарлича юк^ори аник,- 
ликда як,инлаштириш мумкин (Вейерштрасс теоремаси). Шу би­
лан бирга, купхад даражаси к,анча юк,ори булса, аникдик хам шун- 
ча юк,ори булади. 1Пунинг учун хам (1.3) формулада ъа 
параметрларни шундай танлашга харакат к,илинадики, бу тенглик 
етарлича юк,ори даражали алгебраик купхадлар учун аник, булсин. 
Шу усул билан тузилган (1.3) формула [а, Ъ] ораликда узлуксиз 
булган куп функцияларни интеграллашда аникдик жихатидан яхши 
натижа беради. Одатда, (1.3) формула барча даражали купхадлар 
учун аник, булиб, /(х)=х“+' учун аник, булмаса, у холда унинг ал­
гебраик аниь̂ лик даражаси т  га тенг дейилади.

Фараз к,илайлик, f{x) функция даврий функция булиб, унинг
2п

даври 2л га тенг булсин ва | f(x)dx интегрални хисоблаш талаб

К.ИЛИНСИН. У холда (1.3) формулада Л1"'>, параметрларни шун­
дай танлашга харакат килинадики, у имкон борича юк;ори тартиб­
ли тригонометрик купхадларни аник, интегралласин.

Аникдик даражаси (тартиби) энг юк,ори булган квадратур фор­
мулалар катта ахамиятга эга. Бундай формулалар Гаусс типидаги 
квадратур формулалар дейилади.

3. Квадратур формулалар тузишда эллигинчи йилларнинг охир- 
ларидан бошлаб янги бир йуналиш ривожлана бошлади. Унинг 
мохияти куйидагидан иборат. Бизга f{x) функцияларнинг бирор 
синфи Ф берилган булсин. Бутун Ф синф учун аникдикнй тавсиф- 
лайдиган микдор сифатида куйидаги аник, юк;ори чегара

R„ = sup I R„{f) 1= sup
/ б Ф  / г Ф

| p (x )/(x )i/x - X 4 '’>/(4">)
i= l

олинади. Бу ерда [а, Ь] да тугунларни ваЛ̂ "̂  коэффициент- 
ларни шундай танлаш талаб к,илинадики, R̂  узининг энг кичик 
к,ийматига эришсин. Бундай формулалар, табиий равишда, функ­
цияларнинг Ф синфида энг кичик хатога эга булган формулалар де­
йилади.

Масалани бошк,ача тарзда хам куйиш мумкин; яъни ёких!"^ 
ларга нисбатан айрим шартлар билан, масалан, коэффициентлар­

нинг узаро тенг булишлиги = А̂ "̂  = ... = А̂ "̂  = А̂-"̂ ёки тугун- 
ларнинг бир хил узокдикда жойлашган булишлиги каби ва х-К-
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Коэффициентлари ёки тугунлари мана шу шартларни каноатлап- 
тирган холда (1.3) формулани шундай тузиш талаб килинадики, 

К.ОЛДИК, Ф функциялар синфида энг кичик булсин.
Параграфни якунлашдан олдин умумий бир муло^азани айтиб 

утамиз. Интегралларни (1.3) формула ёрдамида хисоблашда, квад­
ратур йигинди умуман такрибий равишда хисобланади. Одатда 
/(х["’) урнида бирор га эга буламиз, демак

/ (х Г )  = / ( х « )  + еГ\

бу ерда 4"* — яхлитлаш хатоси. Фараз к̂ 1лайлик, барча/:: = 1,2,..., 
п учун булсин. Агар купайтмаларнинг йигиндиси
Я
X  аник, хисобланса, у холда квадратур йигиндини хисоб-
Л=1 ^
лашда яхлитлаш хатоси £ Т  | 4 "̂  | дан ортмайди, хусусан тенг були-

Л=1 ^
ши хам мумкин. Бундан куриниб турибдики, X I  4 ” I к,анча катта

к=\
булса, квадратур йигиндини хисоблашда хосил булган яхлитлаш 

хатоси шунча катта булади.
Фараз килайлик, (1.3) формула /{х) = \ ни аник, интегралла- 

син, яъни,

X  4 ”̂ = I  р(х)й?х.
А=1 а

п
Бундан, равшанки ^  | \ энг кичик к,ийматни кабул килиши

*=1

учун барча к = \,п лар учун > О булиши керак. Бу эса мусбат 
коэффициентли квадратур формулалар катта ахамиятга эга экан­
лигини курсатади.

2-§. ИНТЕРПОЛЯЦИОН КВАДРАТУР 
ФОРМУЛАЛАР

1. Энг содда квадратур формулалар: тугри туртбурчак, трапеция 
ва Симпсон формулалари. Энг содда квадратур формулаларни од- 
дий мулохазалар асосида куриш мумкин. Айтайлик,

’ fix) dx
I

интегрални хисоблаш талаб килинсин. Агар каралаётган ораликда 
/ (х) ~ const булса, у вактда

J { x ) d x ^ { b - a ) f [ ^ )  (2 .1)
а
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-о а+Ь

23-чизм а

деб ОЛИШИМИЗ мумкин (23-чизма). Бу формула тугри туртбурчак- 
лар формуласи дейилади.

Фараз килайлик,/(х) функция чизикди функцияга яьуин булсин, 
у холда табиий равишда интегрални баландлиги й - й га ва асос- 
лари/{а) ва/ ( 6 ) га тенг булган трапеция юзи билан алмаштириш 
мумкин (24-чизма), у холда

Ь-а
/(х)й?х = ^ ( / ( о )  + /(й)) (2 .2)

деб олишимиз мумкин. Бу формула трапеция формуласи дейила­
ди. Нихоят, /(х) функция [а, Ь] ораликда квадратик функцияга

ЯК.ИН булсин, у холда /{х)с1х ни такрибий равишда Ох ук,и ва
а

X- а, X - Ь тугри чизи1у1ар У функция графигининг

абсциссалари х=  а, х = ва х = Ь булган нук,таларидан утувчи 
иккинчи тартибли паробола орк;али чегараланган юза билан ал­
маштириш мумкин (25-чизма), у холда куйидагига эга буламиз:

ь
Ь-а

т + 4 / ( а+Ь\+т ] . (2.3)

25-чизм а

( а+ЬЛ

ОТ а а+Ь

26-чизм а

т

X
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Бу формулани инглиз математиги Симпсон 1743 йилда такли(1) 
этган эди.

Бу формуланинг хосил килиниши усулидан куриниб турибди­
ки, у барча иккинчи даражали

Р̂ {х) = «о + + «2̂ ^

купхадлар учун аник, формуладир. Шундай к.илиб, биз учта энг 
содда квадратур формулаларга эга булдик. (2 .1) формулани тузишда 
у узгармас сон /(х) = с ни аник; интеграллашини талаб к,илган 
эдик. Лекин у/ (х) = чизик^ли функцияни хам аник, интег-

раллайди, чунки (^ - а )/  ( ^ )  баландлиги Ь - а ш  урта чизири 

/[ - - )  булган ихтиёрий трапециянинг юзига тенг (26-чизма).

Шунга ухшаш Симпсон формуласи хам биз кутгандан кура хам 
яхширок, формуладир. У учинчи дара:йсали

Рз(х) = 0 () + ^[Х + «2̂  ̂+

купхадларни хам аник, интеграллайди.
Хак,ик,атан хам, учинчи даражали Рр:) купхадни куйидагича 

ёзамиз:

Рз(х) = + а,х + + а̂ у? = Р̂ {х) + а̂ х̂

у вак,тда 
ь
Р,(х)с1х = I  Р2(х)с1х + Аз I х̂ (1х = I Р̂ {х)с1х + ^(Ь^-а^) (2.4)

Лекин бизга маълумки, 
ь
Р2(х)с1х =

Ь~а
Р,{а) + ̂ Р2[^УР2{Ь) (2.5)

Иккинчи томондан.

4 о
а̂ а̂  + 4«з (2.6)

айният уринлидир. Энди (2.5) — (2.6) ни (2.4) га куйиб.

Рз(х)Л =
Ь-а

Рз(а) + 4Рз

ни хосил к,иламиз.
Шундай к,илиб, биз учта квадратур формулани курдик. Улар- 

дан иккитаси тугри туртбурчак ва трапеция формулалари — би­
ринчи даражали купхад учун аник, формула булиб, Симпсон фор­
муласи учинчи даражали купхад учун аник, формуладир.
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2. Т )^и  т^тбурчак, трапеция ва Симпсон формулаларининг кол­
дик хадлари. Энди юкорида курилган квадратур формулаларнинг 
колдик хадларини аниклаш билан шугулланамиз. Тугри туртбур­

чак формуласининг колдик хади

Дз(/)= f{x)dx-{b-a)f а+Ь\

НИ топиш учун f{x) функция [а, Ь] ораликда иккинчи тартибли 
узлуксиз f"{x) хосилага эга булсин деб фараз киламиз. У холда 
Тейлор формуласига кура:

'а+Ь\ _ {у
2 / 1

а+Ь
бу ерда X < g = q{x) < ^ . Бу тенгликнинг хар иккала томонини а 
дан Ь гача интегралласак,

(2,7)

ь .
келиб чикади, чунки 
ритайлик:

Х--
а+Ъ

I Jx = О . Куйидагича белгилаш ки-

т  = min /"(х), М  = max f ix ) .
а<х''

\2

Интеграл остидаги функция УЗ ишорасини сакдайди,

шунинг учун (2.7) интегралга умумлашган урта киймат хакидаги 
теоремани куллаш мумкин:

(b-af

24
(2.8)

бунда т < L < М, f'{x) узлуксиз булган учун Коши теоремасига 
кура шундай а < ^ < Ь топиладики,

L = f 'W .

Энди (2.8) тенгликни куйидагича ёзиш мумкин:

= (2.9)

Бу эса колдик хаднинг изланаётган куринишидир.
Энди трапеция формуласининг колдик хадини топайлик. Бу­

нинг учун /(х) функцияни X = а ва X = 6 нукталардаги кийматла- 
ри ёрдамида интерполяциялаб, интерполяцион формулани кол­
дик х,ади билан ёзамиз:
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т ~ Ц { х )  = \{х-а){х-Ь)П<^).

Бу тенгликнинг \ар иккала томонини а дан Ь гача интегралла!'!- 

миз, натижада

П,{/) = \\{х-а){х-Ь)П<;)с1х
а

хосил булади. Бу ерда [а, Ь\ ораликда (х - а) {х- 6)< О булгани 
учун /?,(/') интегралга урта киймат ха^идаги умумлашган теоре­
мани куллаш мумкин:

Л. (/) = ^  Г Щ  {X - а){х - ь)(1х = - ̂  Г Ш а < ^ <  Ь) (2.10)
а

Нихоят, Симпсон формуласининг колдик, хадини аникдайлик. Бу­
нинг учун с = 0,5 (а + Ь) деб олиб, куйидаги

Я (а ) = / ( а ) ,  Щс) = /(с ) , Н'{с) = / '(с ) , ЩЬ) =/(Ь )

шартларни к,аноатлантирувчи Эрмит интерполяцион купхадини 

тузамиз:

4
Щ х) =

{а~ЬУ
[(х - су{х - Ь)/{а) - (х - а)(х - ¿)(а - Ь)/{с) -

-(х - а)(х - Ь){х- с)(а - Ь)/\с)-{х - а)(х - c)V(¿>)]• 

Равшанки,

Н{х)с1х =
Ь-а

Энди 5-бобнинг 13-§ га кура Дх)=Я(х)+ г{х) интерполяцион 

формуланинг колдик; хади

г(х) = ^  □(х)/'''(<;) (а < ^ < 6 )

булиб, бу ерда

Q (х) = (х - а) (х - сУ (х - Ь).

Демак, (2.3) формуланинг колдик, хади

Rг{f) = ^\^i■{x)f\<í)dx

булиб, 0 (х) купхад [а, Ь\ ораликда уз ишора^сини сакдайди ва умум­
лашган урта киймат теоремасига кура
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га эга буламиз.

К.ОЛДИК. хадлар учун чик,арилган формулалар яна бир бор шуни 
курсатадики, тугри туртбурчак ва трапеция формулалари биринчи 
даражали купх;адлар учун аник, булиб, Симпсон формуласи учин­
чи даражали куп^адлар учун аник, формуладир.

3. Интерполяцион квадратур формулалар. Бундан кейин к,иск,а- 
лик учун квадратур формуланинг коэффициент­
лари ва тугунларини юк,ори индекссиз^,, А̂ , ...
ваХ|, Xj, ...,х^ куринишда ёзамиз. Фараз к,илайлик, бизга/(х) функ­
циянинг x̂ , х̂ , ..., х  ̂нук,талардаги Дх,),/(Xj), к.ийматлари

ь
%

берилган булиб, мак,сад шу к;ийматлар буйича f{x)dx интеграл­

нинг такрибий кийматини мумкин к,адар юк;ори аникликда то­
пишдан иборат булсин. Демак, А̂. коэффициентлар аник;ланиши 
керак. Бунинг учун / (х) ни унинг берилган к,ийматларидан фой­
даланиб, (л - 1) — даражали купх,ад билан интерполяциялаймиз:

/(x ) = Z„_i(x) + r„(/,x) = ^  П  ^ : ^ / ( x J  + r„(/,x). (2 .11 )
к=\ Ы\,1*к * '

Энди бу тенгликни р(х) га купайтириб, а дан Ь гача интеграл- 
лайлик:

Ь Ь h

p{x)f{x)dx = p(x)i„_,(x)i/x + p{x)r„{f,x)dx.
J  J  ^
a a

Агар бундаги

Kif) = J P(x)f(x)dx - J  4/ (xJ = J p{x)r„if, x)dx (2.12)
a a

к,олдик; адни ташласак,

P(x)/(x)i/x = Л = f p{x)t{^^dx (2.13)
*=1 a i=l ^î k

квадратур формулага эга буламиз.

Бу формула курилиш усулига кура интерполяцион квадратур фор­
мула дейилади. Бундай формулалар учун ушбу теорема уринлидир. 

Т е орем а .  К,уйидаги

p{x)f{x)dx = J  Л/(х )̂ (2.14)
к=1
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квадратур формуланинг интерполяцион булиши учун униш’ барча 
(л - 1) -даражали алгебраик купхадларни аник, интеграллаш и ча- 
рур ва кифоядир.

Исбот. Зарурлиги .  Агар /(х) (л - 1) — даражали купхад бУлса, 
у холда (2 .11) тенгликда г (/,х) = 0  булиб,

к=\ i=\Jtk

тенглик Уринли булади ва (2.14) к,оида интерполяцион к̂ оида булга- 

нидан (2.13) га кУра:

p{x)f{x)dx = J  f{x„)\ р(х) П  i/x = J  AJ{x^).
а к=\ а i= l,i*k  к=\

Демак, (2.14) формула (л - 1) — даражали/(х) кУпхадни аник ин- 
теграллайди.

Кифоялиги. (2.14) формула (л - 1) — даражали ихтиёрий кУпхад 
учун аник формуладир. Хусусий холда, (л - 1) — даражали ушбу

П  (/л = 1, 2 ,....л)

купхад учун хам аник булади. Агар w,̂ ,(x̂ )̂=0 {к^т) ва wjxj=\  
эканлигини хисобга олсак,

pW П = à  (̂ *) = Д»а 1=1,|#/я 1̂” а

келиб чикади. Демак, (2.14) коида интерполяциондир, шу билан 

теорема исбот булди.
Бу теоремадан кУринадики, п нуктали интерполяцион квадра­

тур формуланинг алгебраик аникдик даражаси л - 1 дан кичик 

булмаслиги керак.
Осонгина ишонч хосил килиш мумкинки, юкорида кУриб Утил- 

ган тУгри тУртбурчак, трапеция ва Симпсон формулалари интер­
поляцион квадратур формулалардир. 5-бобдан маълумки,/(х) {а, Ь] 
ораликда л-тартибли узлуксиз хосилага эга бУлса, у холда интер­
поляцион формуланинг колдик хади г (/) х) ни

rAf^x) = f^^œ{x),(ù{x)=^^^{x-Xj,)

куринишда ёзиш мумкин. Буни (2.12) га кУйиб, квадратур форму­

ла учун
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RÁf) = р(х)ш(х)/<">(дМх (2.15)

га эга буламиз. Энди «-тартибли узлуксиз х;осилага эга ва х,оси- 
ласи

I/W (х)1 < М (2.16)

тенгсизликни к^аноатлантирувчи функциялар синфини к.араймиз. 
Бундай функциялар учун (2.15) дан

\RSf)\<^\\p{x)co{x)\dx (2.17)

га эга буламиз. Агар а>{х) куп)(,ад [а,Ь] ораликда уз ишорасини сак,- 
ласа, у ?̂ олда (2.17) ба^о аник, булиб, ундаги тенгликка

f{x) = ^ x "  +а^х’'-̂ +... + а„

купх,адда эришилади.
Энди интерполяцион квадратур формулаларнинг бир мухим 

хоссасини куриб утайлик. Аввал 4̂̂, ни аник^айдиган интегралда

X = t + t алмаштириш бажарамиз. Агар Р í' j = р(0

деб белгиласак, у х,олда куйидаги куринишга эга булади;

л  =
Ь-а п

бу ерда

-1

(o(t)dt

(t-ti,)(a\tk) (2.18)

ва
, _  Ixk-a-b 
* b-a

Шундай килиб, (2.13) формула куйидаги 

”'p ( x ) f ix ) d x ^ ^ f ^ B J
I а+Ь , Ь-а + —— j

А:=1 \ 2
(2.19)

куринишга келади.

Т ео рем а .  Фараз к,илайлик, вазн функцияси р(х) [а,Ь] ора- 
ЛИК.НИНГ урта нук,тасига нисбатан жуфт функция ва тугунлар шу 
нук,тага нисбатан симметрик, яъни булсин. У х,олда сим-
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метрик тугунларга мос келадиган квадратур формуланинг кох]) 

фициентлари узаро тенг булади:

(2 -2 0 )

И с б о т .  Агар п жуфт булса, у холда

= 0 ) = - П - h) =
]Фк ĵ k

тенгликлар уринлидир. Агар п ток, булса, у холда, аксинча со(0 = 
= -u>(-t), (o'(ii)= булади. Хар иккала холда хам (2.18) да
t = -r алмаштириш бажарсак, куйидагига эга буламиз;

R = лí'т̂  = f л/'r'» = R

-1

Шуни исботлаш талаб к,илинган эди. Бундан куринадики ti лар 
симметрик жойлашганда барча В. ларни хисоблаш урнига 5,, В̂ ,

Вт ларни хисоблаш кифоядир.

Иккинчи томондан, бундай формулалар [а, Ь] орали^нинг урта- 
сига нисбатан ток, булган хар к,андай функция учун аник, форму­
ладир. Хак,ик,атан хам, р{х) нинг жуфт эканлигини эътиборга ол-

ь
сак, бундай функциялар учун p(x)f(x)dx = 0 ва шу билан бирга

(2.20) формулага кура £  Bi^f(x^) = О. Демак, R„=0. Хусусий холда,

куринишдаги купхадни аник, ин-X ■

X - j ни аник, интеграллаиди ва кури-

(2.19) формула const 
теграллайди.

Энди худди шу квадратур формулани п ток; булганда к;арайлик.

Бу формула f(x) = const

лиш усулига кура ихтиёрий (л - 1) — даражали купхадни хам аник, 
интеграллайди. Демак, бундай квадратур формула ихтиёрий л-да- 
ражали купхадни аник; интеграллайди. Шундай к;илиб, тугунлари 
сони 2т — 1 ёки 2т булса, оралик; уртасига нисбатан симметрик 
жойлашган интерполяцион квадратур формулалар 2т - 1 даража­
ли купхадлар учун аник, формуладир. Бунга т>три туртбурчак ва 
Симпсон формулалари мисол була олади.

Ток, тугунли квадратур формуланинг к,олдик, хадини Д"\х) ор- 
к;али эмас, б а л к и о р к , а л и  ифодалаш учун интеграл остйда- 

ги функцияни янада аникрок, нук,тада икки каррали тугунга
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эга булган Эрмит интерполяцион куп^ади билан алмаштириш ке­
рак. Биз юк;орида тугри туртбурчак ва Симпсон формулаларининг 
колдик, хадларини ба^олашда худци шундай к,илган эдик.

4. Ньютон — Котес квадратур формулалари. Ньютон-Котес фор­
мулалари энг дастлабки интерполяцион квадратур формулалар­
дан хисобланади. Бу формулаларда оралик; чекли, вазн функция­
си р{х)=\ ва X. тугунлар узаро тенг узокдикда жойлашгандир. Бу 
формула (2.13) формуланинг р(х) = 1 булгандаги хусусий холидир.

Лекин аксарият адабиётларда Ньютон-Котес формуласи (2.19) 
куринишда эмас, балки бошк,а куринишда келтирилади. Биз \ам 
шу куринишда к,араймиз.

Бунинг учун [а, Ь] оралик,ни

х["̂  = а + кк, к -0,п, к =
Ь-а

(л+1) та нукталар ёрдамида п та булакка буламиз ва коэффи- 
циентларни тегишли куринишга келтириш учун

П Хпу(1х

интегралда х=  a + tk алмаштириш бажарамиз,

X - х<”> = (Г - 1)к, х<”) - х'"» =(к- 1)к 

булганлиги учун

Демак,

Энди

п М)

1=0 ,

( - 1)"
-к

(2.21)

деб олсак, у ?(;одда Ньютон-Котес формуласи куйидагича ёзилади:

/{х)с1х^{Ь-а)^^В["^/{а + кк). (2.22)
/к=0

Бундаги коэффициентлар [а, Ь] оралик,к,а боглик, эмас. 

Котестомонидан В["'’ коэффициентлари =1,2,..., 10учун>(.исоб- 
ланган. Куйида улар п =1,2,..., 5 учун келтирилган:
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я = 3: i»> = i “ = i ,  « (»=«?>  =| ;

л = 4: г™ =S™ = ^ ,  JJ»> - = i| ;

„ . 5 :  =

P.O. Кузьмин лар учун л-»оо да асимптотик формулаларни
П

топган эди. Бу формулалардан, жумладан, и-»с» да |->°°

" 1 г
келиб чик,ади. Энди J liit = 1 эканлигини >^исобга ол-

¿=1 а
сак, бундан п етарлича катта булганда коэффициентлар орасида 
манфийлари х,ам, мусбатлари )̂ ам мавжудлиги равшан булиб к,олади. 
Хатто, я = 8 ва я = 10 булганда ) а̂м Bĵ "̂  лар орасида манфийлари 
мавжуддир. Шунинг учун хам (1-§ га к,аранг) Ньютон-Котес фор- 
мулаларини катта п ларда куллаш мак^садга мувофик, эмас. Рав­
шанки, п=1 вап = 2 булганда (2 .2 2 ) формуладан мос равишда тра­
пеция ва Симпсон формулалари келиб чик^ади. Тугри туртбурчак 
формуласи эса р(х) = 1 ва /з= 1 булганда (2.19) формуладан келиб 
чикади. я = 3 булганда (2 .2 2 ) дан «Саккиздан уч к,оидаси» деб ата­
лувчи Ньютон формуласига эга буламиз:

„=1:

«  =  2: = = i .  i ® = l ;

т  + 3 / (а  + + Ъ/(а + \{Ь- а)) + т

5. Умумлашган квадратур формулалар. К.аралаётган оралик; етар­
лича катта булиб, бу ораликда функция тугри чизик, ёки параболага 
етарлича як^^н булмаса, у холда тугри т>фтбурчак, трапеция ва Сим­
псон формулалари яхши натижа бермайди. У вак,тда/(х) ни юк;ори 
тартибли купхад билан алмаштиришга тугри келади, лекин юк,ори 
тартибли Ньютон-Котес формуласини куллаш хам мак,садга му- 
вофик. эмас. Бундай холда [а, Ь] оралик,ни к,исмий оралик^арга 
булиб, хар бир К.ИСМИЙ ораликда кичик п лар учун чик,арилган 
квадратур формулаларни куллаш яхши натижага олиб келади.

Берилган {а, Ь] оралик,них^=а+А:/г {к = 0,7V) ну^талар ёрдами­

да узунлиги h = булган N  та булакка буламиз. Хар бир пие­

мий оралик, х̂ _̂ ,] буйича олинган интегралга (2 .1) формулани 

куллаймиз:
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k̂il
f{x)dx^hf ö̂ + (a: + 1 )a1 (A: = 0,1,...,7V-1) (2.23)

V /

Кулайлик учун /  ö + A: + ̂ j /гj = каби белгилаб (2.23) ни

барча к = 0 , 1,..., N-  1 лар буйича йигиб чик;сак, натижада умум- 
лашган тугри туртбурчак {«катта» ёки «таркибий» деб хам юри- 
тилади) формуласига эга буламиз:

h
Ь-а,

f{x)dx^^{yy^+yy^+... + yj^_^). (2.24)
а

Бу формуланинг к,олдик. хэди RJ^f) ни топиш учун (2.23) нинг

( х , < ^ , < х , „ )  (2.25)

колдик. хадини барча А: = 0,1, .., N-  1 лар буйича йигамиз, нати­
жада

<" ’( / > / ' ( { . ) ■  (2.26)

Равшанки,

minГ(х ) < 1  X  П^к) ^ тахГ(х).а<:Х<>Ь 1У а<х^Ь

Иккинчи хосиланинг узлуксизлигидан, Коши теоремасига„кура 
шундай ^ {а < ^ < Ь) мавжудки.

1 Е Г ( ^ . )  = Г (^).
к=0

Буни (2.29) га олиб бориб куйсак, умумлашган тугри т^фтбурчак- 
лар формуласининг колдик; хади хосил булади:

^ li4 /)  = f ^ r ( l )  {а<^<Ь). (2.27)

Шунингдек, умумлашган трапециялар формуласини хам чик,ариш 
мумкин. Агар/(о-нА:/г)=7 ^деб олсак, умумлашган трапециялар фор­
муласи

f{x)dx = -^[уд+у^+ 2{у, + >̂ 2 + -  + (2.28)
а

булиб, унинг колдик, хади эса
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куринишга эга булади.
Умумлашган Симпсон формуласини чик^ариш учун {а, Ь\ ора-

ЛИК.НИНГ узунлиги И =  га тенг булган 27У'та оралик,чаларга бу­

ламиз ва узунлиги 2 /г га тенг булган хар бир иккиланган [Хц, х ]̂, 
[х̂ , х ^ , [ Х 2д,_2, х̂ у̂] ораликчаларга Симпсон формуласини куллай- 

миз:
ь

' /{х)с1х =  I  (_Уо +  4 з;1 +  + 1  {Уг +  4}̂ з +  3^4) +  -  +
Г

+ ̂ <<У2N-2+̂ У2N-l+У2N)■

Бундан эса умумлашган Симпсон формуласи

ь
Цх)(1х =  ~^\{Уо +У2ы) + 4 ( ^ 1  + 3 ^ 3 +  -  +  У2Ы-х) +

а

+ 2 ( ^ 2  + >^4 + . . .  +  У 2ЛГ-2 )]

келиб чик,ади. Юк^оридаги каби муло^азалар юритиб,/(х) туртин- 
чи тартибли узлуксиз хосилага эга булганда, умумлашган Симпсон 
формуласининг

(2.31)

колди/̂  у;адини хосил киламиз.
Мисол тарикасида

I
/ =  Г-^ = 1п 2 =0,693147180...

Ы+х

= (2-29)

интегрални такрибий хисоблайлик. Бунинг учун умумлашган тугри 
туртбурчак формуласи (2.24) да # = 1 0  деб олайлик. Бу ерда

А = ^  = 0 ,1  булгани учун булиб.

Уо5 = 0-95238 
Уз’з = 0,74074 

= 0,60606 
у;, = 0,51282.

>^,3 = 0,86957
0,68966 

= 0,57143

У25 = 0,80000
= 0,64516 

у;, = 0,54054

Бундан эса умумлашган тугри туртбурчак формуласига кура; 

I  = ¿(3^0,5 + >̂1,5 + - + 3 9̂,5) = 0,692836.10
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Бу такрибий к̂ 1ймат билан аник, к^̂ йматнинг фар^и 11п2 - 0,6928361 <
< 0,00032. Демак, 1п2 »  0,693, бу рак.амлар аникдир.

Иккинчи мисол сифатида ушбу интеграл синуснинг

x = l нук,тадаги кийматини умумлашган Симпсон формуласи би­
лан олти хона аникдикда топиш масаласини к;арайлик.

Бу ерда аникдик берилган £ = 0,5 • 10"* булиб, сунгра унга кура 
умумлашган Симпсон формуласи учун тегишли N  ни аникдаш 
мумкин. Бунинг учун Si (х) нинг 4-тартибли хосиласини бахолаш 
керак. Равшанки,

cos их du.
smx

Бундан

dx'

f  s m x ^ •

[ ^  J п

м“* cos их du

rf'* /sinx\
1

<ri
ва

Энди (2.31) формулага кура Л/'куйидаги тенгсизликни каноатлан- 
тириши керак:

Бундан эса N >  5 эканлигини топамиз. Шунинг учун хам N = 5  
учун Si(l) ни умумлашган Симпсон формуласи буйича хисоблай­
миз. Жадвалдан фойдаланиб, куйидагиларни топамиз:

Уо = 1;
= 0,973545; 

к  = 0,896695;

у, = 0,998330 

^5 = 0,958852 

у, = 0,870363

= 0,993345; 

у, = 0,941070; 

= 0,841471.

Уз = 0,985067; 

у, = 0,920311;

Нихоят,

Si(l) = ^[(yo • J io )  +  4 (У 1  +  Уз +  .. .  +  Уд) +  2 ( у 2  +  У4 +

+ . . .  +  У 8 )]  = 0,946082

Аслида Si(l) нинг олти хона аникдикдаги киймати Si(l) = 
= 0,946083. Топилган киймат билан аник, киймат орасидаги охир­
ги хона бирлигидаги фарк яхлитлаш хатоси хисобидан келиб чик- 
Кан.
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3-§. АЛГЕБРАИК АНИКЛИК ДАРАЖАСИ ЭНГ ЮКОРИ 
БУЛГАН ФОРМУЛАЛАР

1, Гаусс типидаги квадратур формулалар. Олдинги парагра(1)да 
п нуктали интерполяцион формула

 ̂ п
■р(х)/(х)й?х = 5 ^4 /(х ^ )  (3.1)

а к=\

нинг тугун нукталари [а, Ь] ораликда к,андай жойлашганликлари- 
дан катьи назар, (я - 1) — даражали купхадларни аник, интеграл- 
лашлигини курган эдик. Чекли [а, Ь] оралик. вар(х)»1 учун Гаусс 

куйидаги масалани к.араган эди: х,, х ,̂ ..., х„ тугунлар шундай тан- 
лансинки, (3.1) формула мумкин к.адар даражаси энг юк;ори булган 
купхадларни аник, интегралласин. (3.1) формулада п та параметр- 
тугунларни махсус равишда танлаш йули билан унинг аникдик 
даражасини п бирликка орттиришини кутиш мумкин. Хак.ик.атан 
хам X,, х ,̂ ..., х̂  тугунларни махсус равишда танлаш орк.али (3.1) 
формуланинг даражаси 2п - 1 дан ортмайдиган барча/(х) купхад­
лар учун аник, булишига эришиш мумкинлигини Гаусс курсатди. 

Кейинчалик Гаусснинг натижаси ихтиёрий оралик. ва вазн функ­
циялари учун умумлаштирилди. Бундай формулалар Гаусс типи­
даги квадратур формулалар дейилади.

Кулайлик учун х̂ . тугунлар урнида«^(х) = (х-х,) (х-х2)...(х-х^ 
купхад билан иш курамиз. Агар х  ̂лар маълум булса, у холда u>Ĵ x) 
хам маълум булади ва аксинча. Лекин х  ̂ларни топишни <у„(х) ни 
топиш билан алмаштирсак, у холда бизш^(х) ни илдизлари хак.ик;ий, 
хар хил ва уларнинг [а, Ь] ораликда ётишини курсатишимиз шарт.

1-т е о р е м а. (3.1) квадратур формула даражаси 2л - 1 дан орт­
майдиган барча купхадларни аник, интеграллаши учун куйидаги 

шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир: 1) у интерполяцион 
ва 2) со̂ {х) купхад [а, Ь] ораликда р(х) вазн билан даражаси п дан 
кичик булган барча 0 (х) купхадларга ортогонал булиши керак:

Ь
p(x)co„ix)Q{x)dx = 0. (3-2)

И сб о т .  Зарурийлиги. Фараз к.илайлик, (3.1) формула даража­
си 2 л - 1 дан ортмайдиган барча купхадларни аник; интегралла­
син. У холда 2-§ даги теоремага кура у интерполяциондир. Энди 
даражаси л дан кичик булган ихтиёрий 0 (х) купхадни олиб, 
/(х) =й>^(х)б(х) деб оламиз. Куриниб турибдики, /(х) даражаси 
2л- 1 дан ортмайдиган купхад. Шунинг учун хам уни (3.1) фор­
мула аник, интеграллайди:
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f p(x)m„{x)Qix)dx = £4û)„(xJQ (x^)
k=i

Бу ерда, = 0 (к = l,n) ни хисобга олсак, (3.2) тенглик Kejiiiti

чик;ади.
Е тарл ил иги .  Фараз килайлик (3.1) формула интерполяни 

он ваа»^(х) купхад даражаси п дан кичик булган барча купхадлар! и 
р{х) вазн билан ортогонал булсин. Энди (3.1) формула даражаси 
2п - 1 дан ортмайдиган барча f(x) купхадларни аник, интегралла 
шини курсатамиз. Хак;ик.атан хам f(x) ни со̂ (х) га булиб,

f(x)=coSx)Q(x) + г{х) (3.3)

ни хосил киламиз, бу ерда Q(x) ва г(х) ларни даражалари п дан 
кичик. Бу тенгликнинг хар иккала томонини р(х) га купайтириб, 
а дан Ь гача интеграллаймиз:

ь ь ь
J p{x)f{x)dx = I  p{x)(0„{x)Q{x)dx + J r{x)p{x)dx
а а а

Теорема шартига кура унг томондаги биринчи интеграл нолга тенг, 
иккинчи интеграл эса

Ь п
' p{x)r{x)dx = Y,Af{Xk)

а к=\

чунки г{х) даражаси п дан кичик купхад ва (3.1) формула интер­
поляциондир. Демак,

■p(x)/(x)i/x = X 4 r(xJ.
к=1

Лекин, (3.3) га Kÿpa r{Xj) =/(х^^). Шунинг учун 

p{x)f{x)dx = Ÿ
а *=1

Шу билан теореманинг етарли шарти хам исбот бУлди.
(орс) купхад р(х) вазн билан [а, Ь] ораликда даражаси п дан 

кичик булган барча купхадлар билан ортогонал ва бош коэффи­
циенти бирга тенг булганлиги учун, б-боб натижаларига кУра, бун­
дай (У„(х) кУпхад ягона хамда унинг илдизлари хак;иь;ий, хар хил ва 
[а, Ь\ ораликда ётади.

Демак, агар р(х) вазн {а, Ь] ораликда Уз ишорасини сакдаса, у 
холда хар бир п - 1 ,2 ,..., учун 2л - 1 даражали купхадни аник, ин- 
теграллайдиган ягона (3.1) квадратур формула мавжуд. Куйидаги 
теорема (3.1) формуланинг энг юк,ори аникдик даражаси 2л- 1 
эканлигини курсатади.
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2-теорема. Агарр(х) вазн [а, Ь] ораликда уз ишорасини сак,- 
ласа, у холдаваЛ^. лар хар к,андай танланганда хам (3.1) тенглик 
2п даражали барча купхадлар учун аник, була олмайди.

Исбот .  Квадратур формуланинг тугунларини х,, х ,̂ ..., х  ̂лар 

оркали белгилаб, куйидаги

f ix ) = colix) = [(х - х,)(х - х^)...(х - x„)f

2п — даражали кунхадни к,араймиз.
Куриниб турибдики, (3.1) формула бу купхад учун аник, эмас, 

чунки
ь
p(x)col(x)dx > О

ва ихтиёрий А̂. коэффициентлар учун

к=\

2. Гаусс типидаги квадратур формула коэффициентларининг хос- 
саси, Гаусс типидаги квадратур формуланинг барча коэффициент­
лари мусбатдир. Хак.ик;атан хам, 2п-2 даражали

Я х ) = (р1,„(х) =

купхад учун куйидаги

Х-Хк

о , агар у Ф к, 

со'(х,), агар у = к

тенгликлар бажарщиши аёндир. Бу купхад учун Гаусс типидаги 
формула аникдир: '

p{x)q>l„{x)dx = А̂ {(о'„{х̂ )\\

Бундан:

(3.4)

^3 навбатида бундан барча А̂  ̂ларнинг мусбатлиги келиб чик,ади.
3. Гаусс типидаги квадратур формулаларнинг колдик̂  хзди
3-т е о р е м а. Агар [а, Ь] ораликда/(х) функция 2п — тартибли 

узлуксиз хосилага эга булса, у холда шундай Ь] нук,та топи­
ладики, Гаусс типидаги квадратур формуланинг колдик; хади
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л „(/) = I  р{х)/{х)йх - X  ЛЛ^А:)
к=\

учун куиидаги тенглик уринлидир:

ь
К (Л  = р(х)(о1(х)с1х. (3.5)

Исбот. Уилбу

Я(х,) = /(X,), Я'(х,) = Л х ,)  (/ = 1,«)

шартларни каноатлантирувчи Эрмит интерполяцион куп^ади Щх) 
ни тузамиз. 5-боб 13-§ даги формулага кура Эрмит интерполяци­
он формуласи колдик, хади билан бирга куйидагича ёзилади:

/(х ) = Я (х) + ^ /< ^ ''Ч г ? ) , (3.6)

бу ерда?; х га боглик, булиб, х ва интерполяция тугунларих,, х ,̂ ..., 
х̂  жойлашган ораликда ётади. Агар |Е[а, Ь] ни хисобга олсак, у 
холда г]Е:[а, Ь]. Энди (3.6) нинг хар икки томонинир(х) га купай­
тириб, а дан Ь гача интеграллаймиз;

р(х)/(х)й?х = _ р(х)Я(х)й?х + ̂  р{х)со̂ ,{х)̂ "̂'>(г])с{х. (3.7)
а а а

Охирги интегралнинг мавжудлиги колган икки интегралларнинг 
мавжудлигидан келиб чик^ади. Щх) купхаднинг даражаси 2п - 1 
булгани учун, унг томондаги биринчи интегрални

1А ^ (Х к ) = 1А /(Хк )
к=1 к=1

квадратур йигинди билан алмаштириш мумкин:

'р{х)/{х)с1х = ¿ 4 / ( х ^  + р{х)со̂ „(х)р̂ "\т])с1х.
а ^=1 а

Бундан куринадики,

= ¿ ) т 1  Р(^)^п(х)р^"\п)^х.
а

Энди р{х)ш1 (х) > о эканлигини назарда тутиб, урта к;иймат 
хакидаги умумлашган теоремани кулласак, к;олдик, хад учун (3.5) 
формула келиб чик^ади.

4. Гаусс типидаги квадратур формулаларнинг я^инлашиши.
Юк;орида, р(х)>0 булса, барча п = 1,2,... учун Гаусс типидаги
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k=\

квадратур формуланинг мавжуд булишини куриб утдик.
Агар

И т Х 4 " У (4 '’>) = } р (х )/(х №
"-^"*=1 fl

тенглик бажарилса, у холда Дх) функция учун квадратур формула 
ящшашади дейилади.

4-теорема. Агар [а, Ь] оралик,чекли ваДх) функция бу ора­
ликда узлуксиз булса, у холда Гаусс типидаги квадратур формула 
як,инлашади.

Исбот. п^оо ла.

Rnif) = } p(x)f(x)dx - ±  4 ">/(хГ) -  ̂о 
к=1

эканлигини исботлаш керак. [а, Ь] оралик, чекли ва бу ораликда 
/(х) узлуксиз булганлигидан Вейерштрасс теоремасига кура бе­
рилган хар бир £ > 0  сон учун шундай Р(х) купхад мавжудки, ихтиё­
рий xG.[a, Ь] учун

1/(х)-Р(х)|<£ (3.8)

тенгсизлик уринли булади. RJJ) ни куйидаги куринишда ёзиб ола­
миз:

КЛ/)= P{x){f{x)-P{x))d + р (х )Р (х )^ х - ^ 4 ")Р (х«)
Аг=1

к=\
(3.9)

Квадрат к,авслардаги ифода Р(х) купхад учун квадратур формула­
нинг RJJ') к,олдигидан иборатдир. Агар бу купхаднинг даражаси- 
ни N  орк,али белгиласак, у холда 2п — \ > N  булганда Р„(Р) = О 
булади. Энди (3.9) даги к,олган ифодалар (3.8) тенгсизликка кура 
куйидагича бахоланади:

р(х)(/(х) - P(x))i/x <е p{x)dx,

< P(x)dx.
k=l а

Демак, 2л — 1 >N булганда
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R„{f)<le\p{x)dx

булади. Шу билан теорема исботланди.
Умумий куринишдаги (Гаусс типидагина эмас) квадратур фор­

мулалар кетма-кетлигини

"p (x ) / (x ) i/x - ¿ 4 "> /(x«) + i?„(/)
Q к —\

караймиз. Бу ерда [а, Ь] оралик. чекли ва бу ораликда р(х) вазн 
интегралланувчи ихтиёрий функция булсин. Бу квадратур форму­
ла учун куйидаги теорема уринлидир.

5-теорема, /(х) [а, Ь] ораликда узлуксиз булган ихтиёрий 
функция булсин. У холда

lim X  4 " ’/  ( х ^ ) = I  p{x)fix)dx (3.10)

тенгликнинг бажарилиши учун куйидаги икки шартнинг бажари­
лиши зарур ва етарлидир:

1) fix) ихтиёрий купхад булганда, (3.10) тенглик уринли.
2) Шундай L сон мавжудки, унинг учун:

Ё | 4 "М < ^  (л=1, 2, 3 ...).
¿ = 1

Агар квадратур формула интерполяцион, унинг 4"^ коэффи­
циентлари барча Ä: ва п лар учун мусбат булса, у холда теорема 
шартлари бажарилади. Шундай к,илиб, 4-теорема 5-теореманинг 
хусусий холидир.

4-§. ДАВРИЙ ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Бу параграфда 1п даврли / (х) функцияларни такрибий интег­
раллаш масаласини курамиз. Бу ерда табиийки, квадратур форму­
ланинг аникдик даражаси алгебраик купхадга нисбатан эмас, бал­
ки тригонометрик купхадга нисбатан к,аралади.

Агар ушбу квадратур формула

I  fix)dx = Е  4 ”̂ ( 4 ”’) (4"' 6  [0,2п]) .(4.1)
о *=1

ихтиёрий т - I — тартибли тригонометрик купхадлар учун аник; 
булиб, бирорта т  — тартибли тригонометрик купхад учун аник;
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Ai 5 Л2 ,

булмаса, у холда бу формуланинг тригонометрик аник;лик тартиби 
т - \ тенг дейилади.

Т е о р е м а ,  п тугунли квадратур формулалар тупламида 
,х[”̂ тугунлари [0 ,2  л:] ораликда текис жойлашган ва ко­

эффициентлари узаро тенг булган квадратур формула энг юк,ори 
тригонометрик аникдик тартибига эга булиб, бу тартиб « - 1 га 
тенг.

Исбот. Аввало, (4.1) куринишдаги ихтиёрий квадратур форму­
ланинг аникдик даражаси п - 1 дан ортмаслигини курсатамиз. 
Квадратур формуланинг тугун нукталаридан фойдаланиб,

fix ) = П  sin
*=1

функцияни тузайлик. Хар бир купаювчи

. 2 1 г ,
COS х]̂  ̂COS X - s in  х)̂  ̂s in  X

биринчи тартибли тригонометрик купхад булгани учун, fix) п — 
тартибли тригонометрик купхаддир. Бу купхад учун (4.1) формула 
аник; эмас, чунки

Ч "  ̂ r-vW
fix)dx = J 17 ^  dx>0

о

ва

к=1

Демак, л тугунли ихтиёрий квадратур формуланинг тригономет­
рик аник,лик тартиби п - 1 дан ортмайди. Энди ихтиёрий

0 . ^ ]  учун ушбуа

2п

а  + (у -1)
2п

(4.2)

квадратур формуланинг барча

fix) = coskx, sinA:x (А: = О, 1, ..., п - I)

функциялар учун аник, эканини курсатамиз. Бунинг учун унинг 
барча

/(х) = е'^(А: = 0 , 1-, ..., л - 1)

функциялар учун аник; эканини курсатиш кифоядир. Агар А: = О 
булса, fix) = 1 булиб, (4.2) формуланинг аник, экани равшандир. 
Энди О < к < п - I булсин. У холда
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2п 2п л
f(x)dx= e‘̂ dx = -e'^

2п
= 0.

Шу билан бир вак,тда квадратур йигинди хам нолга тенг;

JL ik

у=| j=\

а+0 -D—''

j=l

ik— n

ik̂
e "-1 e « -1

Шундай К.ИЛИ6 , (4.2) формуланинг тригонометрик аникдик тар- 
тибига тенг экан.

Ихтиёрий сс ( учун

I / М Л 4 | / ( а  + № - 1)| )

квадратур формуланинг (л - 1) — тартибли ихтиёрий 

Т„-х (х) = "о + S  (̂ к cos^kx + sin ̂  Лх)

(4.3)

тригонометрик купхад учун аник, тенгликка айланишини курса- 
тиш К.ИЙИН эмас.

Мисол сифатида ушбу

°  1  /I X '  iyj\-k  ̂s in^ q>

mynuif эллиптик интегралнинг Л: = 0,5 даги к,ийматини турт хона 
аникдигида хисоблайлик. Интеграл остидаги функция жуфт ва п 
даврли булгани сабабли ДО,5) ни

m 5 )  = i
d(¡)

куринишда ёзиш мумкин. Бу интегрални хисоблаш учун (4.3) да 
Т=л  деб оламиз. Энди л = 6 деб олиб, тугунларни у? = О нуктага 
нисбатан симметрик равишда жойлаштирамиз;

<Р±1 = ± ^ ,  <Р±2 = ± Т ’ <Р±3 = ± 5 ^ -12
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у  холда

а д 5 )  = 1- |- 2 /  + /  т  + /12 12

^0,9Ш  70,8750 ^0,7668

= 1(1,0009 + 1,0691 + 1,1419) = 1,6816.
О

Д0,5) нинг жадвалдаги киймати 1,6858. Демак, хато 0,0042 га тенг.

5-§. ГАУСС ТИПИДАГИ КВАДРАТУР ФОРМ УЛАНИНГ 
ХУСУСИЙ }^ОЛЛАРИ

1. Гаусс квадратур формуласи. Гаусс квадрат формуласи Гаусс 
типидаги квадратур формулаларнинг хусусий холи булиб, бу холда 
р(х) = 1 ъа [а, Ь] оралик, чеклидир. Ихтиёрий оралик,ни чизикди 
алмаштириш ёрдамида [-1 , 1] га келтириш мумкин, шунинг учун 

хам интеграл

/(x)í/x:
*
-1

куринишга келтирилган деб фараз к,иламиз.
Маълумки, [-1,1] ораликдар(х) = 1 вазн билан ортогонал булган 

функциялар системасини Лежандр купхадлари

Х(х) = - ^ - ^ ^ (х ^ - 1)"
’  2" и! (¡х”

(5.1)

ташкил этади. "Бу купхадларнинг ортогонал система ташкил эти- 
ши 6 -бобда таъкидланган эди. Лекин буни бевосита текшириш 
хам мумкин. Ихтиёрий к<п  учун, булаклаб интеграллаш йули 

билан ушбуга эга буламиз;

=
-1

сЬс”
X
.к

с1х‘П - \

-1

-к
-1

я-1
с1х.

Унг томондаги биринчи хад нолга тенг, шунинг учун;

-1
dx.п~1
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Шунга ухшаш

5', =(-А:)(-А: + 1)|х.к -2
71-2сЬс"

ёх =... =

■ с1"-Нх̂ -1Г

-1
dx̂п-к ёх.

Бундан куринадики, ихтиёрий к = 0,1,--,п - 1 учун ¿'̂  = 0 булиб, 
Е̂ {х) ортогонал системани ташкил этади. Ь̂ {х) купх;ад (о (̂х) дан 
факат доимий купайтувчи билан фарк, к,илади. (5.1) формуладан:

Демак,

(5.2)

(5.3)

келиб чик;ади. Энди (5.2) ни хисобга олиб, булаклаб интеграллаш 
йули билан (5"̂  ни хисоблашдагидек)

(2й)!

НИ х;осил киламиз. Маълумки,

/  = Г(1 -х^)У.г- - 2 "̂(/,!)̂
” Л  ’ 0 _и+П11 Пи+Ш •(2л+1)!! (2и+1)!

Демак,

1}„{х)с1х =
2л+1 ■ (5.4)

Бизга LJi\) ва LJ¡^-l) нинг кийматлари керак булади. Буни то­
пиш учун Лейбниц формуласидан фойдаланамиз:

1 -
(х + 1)'’( х - 1)"

п̂-к\ — . як

• *=0

= — Ё
.-12

(х + 1)* (х- 1)"-*.
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Бундан эса хусусий х,олда

га эга буламиз.
Энди Гаусс квадратур формуласининг

■ / (x ) i& - ^ 4 / ( ^ * )  (5-6)

= =  (5.5)

-1 ¿=1

тугунлари ва коэффициентларини аникдашга Утамиз. Тугунларни 

топиш учун
Z„(x) = 0

алгебраик тенгламанинг барча илдизларини аникдаш керак. Ту­
гунлар аникдангандан cÿnr коэффициентларни

4 =
{x-Xk)L'„{Xk)

ёрдамида аникдаш мумкин. Лекин бу формула хисоблаш учун 
нокулай, шунинг учун хам бошк,а йул тутамиз. Бунинг учун (5.6) 
формулани шундай кунхадга куллаймизки, Унг томонда фак^ат бир- 

гина хад колсин. Масалан,

f{x) = 2 L Jx )L 'Jx )

каби олсак, бу ерда 

у холда

} 2L„ ,̂{x)L'„ ,̂{x)dx = Llkix) |< = - Æ I L  =

-1

_4х^1?„(1)_

(1-х*Г й+ХкГ

(l-xlŸ (\-xlŸ ’
(5.7)

чунки (5.5) га кУра 1}„{\) = 1^(-1) = 1. Иккинчи томондан, (5.6) га 

кура

J ̂ En,k(x)L'„^k(x)dx = 2Aî L„i^{Xk)L„k(x )̂ (5.8)
-1

чунки (5.6) даги к;олган хадлар нолга айланади. Куйидаги тенг­

ликни

(х - х̂ ) L^/x) = Z„(x)

икки марта дифференциаллаб, х деб олсак,
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= 2 Ц ^ М  = Ц{х,)

га эга буламиз. Бу к;ийматларни (5.8) га куйиб, сунгра уни (5.7) 
билан таккослаб, куйидагини топамиз:

л - 1
" 0 ^  (5-9)

Маълумки, Лежандр куп^ади LJix) ушбу

(х^ -1 )4 4 ^ )  + 2 x4 '(^) -  «(« + 1 )4  (^) = О
тенгламани к,аноатлантиради. Буни бевосита текшириб куриш 
мумкин. Бу тенгламада х = х  ̂деб ва = О ни хисобга олсак

(х,^-1)4 (х,) + 2 х ,4 (х,) = 0  

келиб чик,ади. Бундан эса

\--xt

Бу ифодани (5.9) га куйиб, учун керакли формулага эга бу­
ламиз:

^  (1-х|)[1;(х,)]^ •

Энди Гаусс формуласининг колдик, хадини анйкдайлик. Фараз 
Килайлик,/(х) функция [-1 ,1] ораликда 2п — тартибли узлуксиз 
хосилага эга булсин. У холда 3-§ даги 3-теоремага кура

(2пУ. . 7 (2 ;^  (2й)! '\(2пУ.9"

Бу ерда (5.3) ва (5.4) формулаларга кура 

1

(2«)! [(2й)!]2 “ (2й)! ■ [(2и)!]2 ' 2^ТТ'

Шундай к;илиб, Гаусс формуласининг к^олдикхади

булади.

Куйида Гаусс формуласининг тугунлари, коэффициентлари ва 
колдик; хадлари л = 1, 2, 3, 4, 5, 6 учун келтирилган:

л = 1

X, = 0 , Д  = 2 ,  Д  = \ П ^ У ,
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п = 2
-Х̂  = Х̂  = 0,5773502692, А^=А^=1, 

п = 3
- X , =  = 0,7745966692, х̂  =  О,

д  = 4 = | , 4 =|,^?з = т5 ^ / ‘^Ч^);

л = 4

-X, = х , =  0,8611363116, -Х2 = Хз = 0,3399810436;

А^=А^ = 0,3478548451, Л  = 4  = 0,6521451549,

л = 5

-X, = Хз = 0,9061798459,

_х^ = X, = 0,5384693101, Х3 = О 

4  = 4  = 0,2369268851,

А̂  = А̂  = 0,4786286705,

4  = 0,5688888889,

3 1237732650 ■'

Л = 6

_ Х , = Х ,  = 0,9324695142,

_х^ = Х5 = 0,6612093865,

_Хз = х, = 0,2386191861,

\  4 = 4  = 0,1713244924,

4  = 4  = 0,3607615730,

= 0,4679139446,

^  648984486150

В.И.Криловнинг [23] китобида Гаусс формуласининг тугунла­
ри ва коэффициентлари л = 1(1)16 учун ун бешта унли разами 
билан берилган. Ихтиёрий [а, Ь] оралик, буйича олинган

интегрални

2 2

алмаштириш ёрдамида [-1 ,1] ораликда келтириш мумкин:
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m d t  =
b-a l/(¥ x + -

a+b
IT,

dx.

Цу интегралга Гаусс формуласини кулласак,

к=1

НИ ХОСИЛ киламиз, бу ерда

t ..ь-а а+Ь 
h — Y~ *

ваЛ^ лар [-1, 1] учун курилган Гаусс формуласининг тугунлари 
ва коэффициентларидир.

М и с о л .  Гаусс формуласи ёрдамида ушбу

dx
1=  [ - ^  = 0,78539816...

О 1+х

х+1
интегрални хисоблайлик. Аввало t = алмаштириш ёрдамида

/ = 2 [ ---
4+(l+xf

куринишга келтирамиз, сунгра л =  4 деб хисоблашларни олти хона аникдикда 

бажарамиз:

/ =2 0,347855

+ 0,652145
4+0,660019^ ^ 4+1,33998р

2. Мелер квадратур формуласи. Энди [-1, 1] ораликда

1

= 0,785403.

р{х) = (5.10)

вазн билан квадратур формула курайлик. [-1, 1] ораликда (5.10) 
вазн билан ортогонал булган купхад

Г (х) = cos п arccosjc

Чебишев купхадлари эканлиги маълумдир. Буни текшириш учун

X COS п arccos л:

-I
т dx

интегралда х = cosO алмаштириш бажарамиз:
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/„ = [cos'” 0 COS л 0 i/0
0

Маълумки,
m

cos"'e = 'Y/Ok COS ke
¿=0

ва барча к = 0 ,1 ,...,л - 1 учун
Я

J  cask в cos nede = 0 .
о

Булардан эса /„ = О келиб чик,ади. Шундай к,илиб,

/М

квадратур формуланинг тугунлари Г (х) = О тенгламанинг 

х„,_^ = cos- ^ я  (к = 1,2 ,...,л) 

илдизларидан иборатдир. Бу формуланинг коэффициентларини эса

куринишда ёзиш мумкин. Бу интегрални хис облаш учун х = cos0 
алмаштиригц бажарамиз:

А
I cosne

Г„'(х*.) J COS0-X̂  (5-11)
о

Интеграл ости функциясининг жуфтлиги туфайли:

1

,ь
А = — !—  -SS^I^dO
* 2Г„'(х̂ ) cos0 -Xi

- Я

Интеграл остидаги функция (л - 1) — тартибли тригонометрик 
купхаддир. Биз 4-§ да бундай купхадни 2л нук,тали тугри туртбур- 
чаклар формуласи аник, интеграллашини курсатган эдик. (5.11) 
интегрални хисоблаш учун тугри туртбурчаклар формуласида ку­
йидаги нук,таларни

у =-л + 1,-л + 2 ,..., 0 ,1,2 ,...,л

олсак, нинг аник, к,ийматига эга буламиз. Равшанки интеграл 
остидаги функция

cosne
т - COSd-Xĵ
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нинг в = в ¡и  = \,п) нуктадаги к;иймати ] ^  к булганда нолга тенг 
булиб, ] = к булганда га тенг. Бундан ташк,ари /{в) жуфт
функция ва 9_.̂  ̂= -0̂ ., шунинг учун хам /(6»_̂._̂ ,) = /(0 ). Демак,

СО8П0 2п

—7Í

+... +

_  2яТ;(Х*:)

Буни (5.11) га куйиб.

А - 1 2я гр,, л _ ^

ни хосил киламиз.
Шундай килиб, биз куйидаги Мелер квадратур формуласига 

эга булдик:

-1

/(X)

Т\ к=\

Бу формула баъзан Эрмит формуласи хам дейилади, бу формулани 
Эрмит узининг анализ курсига киритган эди.

Бу формуланинг к;олдик, хадини к;арайлик. 4-бобда курган 
эдикки,

ГДх) = + ах"-' + . . .

Шунинг учун хам (^„{х) = ^^Т„{х) ва

Куйидагига ишонч хосил к,илиш кийин эмас:

1

-1
ТГх

Шундай к,илиб.

Д-(/) = (5^ 2яч /^ ' ’Ч ^ ) ,- 1 < ^ < 1.

Бошк;а хар хил вазн функцияли Гаусс тицидаги квадратур форму­
лалар хасида бобнинг охиридаги машкдардан к,аранг.
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Биз олдинги параграфда Мелер квадратур формуласини хосил 

К.ИЛДИК. Бу формула шу билан характерланадики, fix,) олдидаги 
барча коэффициентлар узаро тенг. АгарДх^) нинг кийматлари та­
содифий хатоларга мойил булса, у холда бундай формулалар катта 
ахамиятга эга булади. Чунки белгиланган

Cj + Cj + ... учун

с/(х,) + с / (х 2 ) +  ... + с/(х„)

ифода Cj =Cj = ... =с^ булганда энг кичик тасодифий хатога эга 
булади. Шу муносабат билан П.Л.Чебишев тенг коэффициентли

Jp(x)/(x)i/x = c „ j / ( x j  + i?„(/) (6 .1)
-1 к=\

квадратур формула тузиш масаласини куйган эди. Бу квадратур 
формуланинг унг томонида л + 1  та параметр: л та х  ̂тугунлар ва 
коэффициент катнашади. Бу параметрларни тегишли усулда тан­
лаш йули билан (6 .1) формулани л — даражали/(х) купхадни аник; 
интеграллайдиган к̂ илиб куришга имконият борлигига умид к,илиш 
мумкин. Биз кейинчалик (6.1) формуланинг хар доим хам мавжуд 
булавермаслигини курамиз. 4-§ дагидек бу ерда хам х,, х ,̂ ..., х„ 

ларни тога^ш урнига

(о{х) =  (х -  х,)(х -  х2 )...(х -  х„) = Х" +  у4,Х"~ * + . . . + 4

купхадни излаймиз. (6 .1) формулада

fix) = + а,х + ... + а х ”

деб оламиз, бу ердао„, а̂ , ...,а^ — ихтиёрий хак;ик.ий сонлар. Шартга 
кура бу функция учун RJJ) = О, шунинг учун хам куйидаги тенг­

ликка эга буламиз:
1 1 1 к * f

ÖQ p(x)dx + öl p(x)xdx + ... + a„ p{x)x"dx =
J J J
-1 -1 -1

6-§. ЧЕБИШЕВ квадратур ФОРМУЛАСИ

na.'0 + fl](Xi +X2 +... + X„) + fl2 (x^ +Xj +... + X^) +

+... + а„(х1" +x"+... + X") . (6.2)

Куйидагича белгилаш киритайлик:

1

-1

Щ = p (x )x * i/x .
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(6 .2 ) тенгликдан а, ларнинг ихтиёрийлигини ^исобга олсак,

ПС. = т.’0>

С„{Х^+Х2+... + Х„) = Щ,

С„{Х̂  +х1+... + х1)=-Щ2,

Сп{х" +Х̂  +... + х;;) = т„

тенгликлар келиб чик.ади. Биринчи тенгликдан с„ ни топа­

миз. СУнг S|¡ = ^  белгилаш киритиб, х̂ , х̂ , ларни топиш 

учун куйидаги системага эга буламиз:

(6.3)

X, +  Х2 + .. , +  Х„ :

+  Х2 +  .. =  82 ■

х ; +  Х2" +  .. =  ^п

Биз 3-бобда
(о^{х) =  X ” +  +  ... -Ь

купхаднинг коэффициентлари билан унинг илдизларидан тузил­
ган = XI + Х2 +... + х  ̂ симметрик функцияларни Узаро боглай- 
диган

5) + 4  = 0 ,

2̂ + Д̂ 1 + 2 А2 = О,

^п+АА.,+А25„_2+... + пА„=0

Ньютон формулаларини чик;арган эдик. Бу формулалардан кет­
ма-кет Â , А̂ , ..., А̂  ларни аникдаймиз.

Энди р{х) = \ булган Чебишев формуласининг хусусий холини

1 г 2
караймиз. Бу холда с„ = -\с1х = -,

-1

булади. Чебишев л = 1(1)7 лар учун

'Кх)с1х^1^^/{х,) (6.4)
к=1
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квадратур формуланинг тугунларини топган эди. Кейинчалик маъ­
лум булдики, я = 8 булганда coĴ x) купхад илдизларининг орасида 
комплекслари хам мавжуд экан, п = 9 булганда барча илдизлар 

яна хак.ик,ийдир.
Кз^ида л = 1(1)7 ва л = 9 учун (6.4) Чебишевнинг квадратур 

формуласининг тугунлари келтирилган:

и =  1
X, = 0 ;

л =  2
-х,=х^ = 0,5773502691;

« = 3

-л:, =лгз = 0,7071067812, х̂  = 0; 

и = 4

= X, = 0,7946544723, -х^ = Х3 = 0,1875924741; . 

п = 5

-х, = Х5 = 0,8324974870, -х^ = х, = 0,3745414096, Х3 = 0;

л = 6

-X, = Хб = 0,8662468181, -х^ = х̂  = 0,4225186538,

-Хз = х, = 0,266354015; 

л = 7

= X, = 0,8838617008, -х^ = х̂  = 0,5296567753,

Ч  -Хз = х̂  = 0,3239118105, х̂  = 0 ; 

л = 9

- X ,  = X, = 0,9115893077, -х^ = х̂  = 0,6010186554,

-Хз = X, = 0,5287617831, -х, = х̂  = 0,1679061842, х̂  = 0.

Т а ъ р и ф . Агар (6.3) — тенгламалар системаси барча л натурал 

сонлар учун хак.ик;ий ечимга эга бУлса, у холда р(х) вазн функци­

яси Чебишев квадратурасига жоиз вазн дейилади.
1-теорема (С.Н.Бернштейн теоремаси). Барчал>10 учун (6.1) 

Чебишев квадратур формуласида абсциссалар орасида комп­

лекслари мавжуд, яънир(х)= 1 Чебишев квадратур формуласига жоиз 
эмас. ^

Узок; муддат давомида Р(^) = дан фарк^ии Чебишев квад­

ратурасига жойз вазнни кидириш ишлари ижобий натижага олиб 

келмаган эди, яъни текшириладиган вазнлар учун (6.3) — система 

п нинг бирор кийматидан бошлаб комплекс илдизларга эга эди.
1966 йилда америкалик математик И.Л. Алмен биринчи ижо­

бий натижа олди. Кутилгандан хам ортик;, у Чебишев квадратура­

сига жоиз булган вазн функцияларнинг бутун бир оиласи мавжуд- 
лигини исботлади. Аникроги куйидаги теорема Урнатилди.
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2 - т е о р е м а .  Агар | а булса, у \олда

^  ч _  1 1+2ах

вазн функцияси Чебишев квадратур формуласига жоиздир.

М и с о л .  Чебишев формуласи билаи п-7  булганда 

/ =
1

= Ь п  10 = 0,25584279...

о
1+9х 9

интегрални хисоблайлик. Бу ерда х = -у(/ + 1) алмаштириш бажариб, интеграл­

лаш оралигини [-1,1] га келтирамиз:

/ =
1

Л 
11+9/ ■

-1

Хисоблашларни олти хона аникликда олиб борамиз:

/ (х ,)  =  0,328381, /(X ,) =  0,160434, / (х ,)  = 0,123689,

/(X ,) =  0,090909, /(Х5> =  0,071864, /(х^) = 0,063424,

Дх,) =  0,052757.

Булардан, Чебишев квадратур формуласи ёрдамида берилган интегралнинг 

такрибий к;ийматини топамиз:

/  =  0,254702.

7-§. ОПТИМАЛ КВАДРАТУР ФОРМУЛАЛАР

* '' 

Берилган | f{x)dx интегрални у ёки бу квадратур формула ёр-
а

дамида хисоблаш пайтида асосий мехнат функциянинг квадратур 
формула тугунларидаги к;ийматларини хисоблашга сарфланади. 
Шундай экан, интегрални хисоблашда керакли аникдикка, имкон 
борича кам мехнат сарфлаб эришишга интилиш табиийдир, бош- 
Кача айтганда берилган интегрални тугунлари сони мумкин к;адар 
кам булган формула буйича хисоблаш мак,садга мувофикдир. Агар 
интегралланувчи/(х) ни даражаси юк,ори булган купхадлар билан 
хам як;инлаштириш мумкин булса, у холда олинган параграфлар- 
да курилган алгебраик даражаси энг юкори квадратур формулалар 
яхши натижа беради. Лекин унча силлик, булмаган функциялар 
учун бу формулалар яхши натижа бермайди. Одатда бундай функ­
циялар учун аникдиги унча катта булмаган тугри туртбурчаклар, 
трапециялар формулалари яхши натижа беради. Шунинг учун хам 
функцияларнинг мухим синфлари учун шундай формулани то­
пиш керакки, бу формула берилган синфнинг барча функциялари 
учун бошка формулаларга нисбатан энгТкичик к.олдик,к;а эга булсин.
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Аникрок, айтганда, масала куйидагича куйилади. Бирор [а, Ь\ 
ораликда аникданган функциялар синфи Я  берилган булсин. 

Бутун Н  синфда

' f{x)dx =
а к=1

Квадратур формуланинг к̂ олдии̂ у;ади деб

Л„(Я) = sup I Д ,(/) 1= sup
/ е Я  / е Я

\f{x)dx-f^AJ{x,)
а к=1

ифодага айтилади. Унинг куйи чегараси

W„{H) = inf /^ (Я )

к^аралаётган синфда квадратур формула хатосининг оптимал бах;о- 
си дейилади.

Агар шундай квадратур формула мавжуд булсаки, унинг учун 

R„{H) = WJ^H) тенглик бажарилса, бундай формула к,аралаётган 

синфда оптимал ёки энг яхши формула дейилади.

Иккита синф мисолида оптимал формула тузишни куриб чи- 

к,амиз. Аввал [0,1] ораликда узлуксиз ва биринчи хосиласи булак­

ли узлуксиз хамда |/'(л:)| <Z тенгсизликни каноатлантирувчи C,(Z) 

функциялар синфини к,араймиз.
Каралаётган

(7.1)f(,x)dx = X  Л / (% )  (О < X, < ... < х„ < I)
о *=1

квадратур формула/ (х) = const учун аник, булишини, яъни

Х Л = 1  (7.2)
к=1

тенглик бажарилишини талаб к^иламиз. Акс )(;олда /(х) = С учун

W ) =  1 - Е Л
к=1

С ф О

булиб, барчаУ(х) = const функциялар к,аралаётган синфда ётади ва 
демак.

Л„(В) > sup 1 - S 4
к=1

Куриниб турибдики, бундай квадратур формуланинг оптималли- 
ги хак,ида ran булиши мумкин эмас. Равшанки,/(x )eC (Z) ни
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/ (x )  = /(0 )+  Л О Л (7.3)

куринишда ёзиш мумкин »ja ¡аксинча, f{x) ихтиёрий сон булиб, 
f ix )  булакли-узлуксиз ва 1/ ' ( - ^ ) |  <Ь булса, у холда (7.3) тенглик 
f{x)E.O{L) функцияни аниклайди. (7.1) — (7.2) квадратур форму- 
ланингДх) = const учун аниклигини хисобга олиб, куйидагига эга 
буламиз:

к=1
m + ] fV )d tR„if) = \ f(x )dx-^A J(x ,) =

п

■ dt] fv )dx  - £  4  j  л  о (^ )° л .

dx-

/( 0) + г Л О Л  j = J [ fV)dtdx - Е 4  f fV )dt =
- - - оо о

I I

о t о

бу ерда

1, агар О < / < х̂ , булса,

О, агар х̂ , < t булса.

Шундай к,илиб,

Л „ ( / ) =  [ л о 1 - ? - Ё 4 ( х ,- о °
к=1

бу ерда K (̂t) функция R̂ {t) цолдищинг ядроси дейилади ва у куйи­
дагига тенг:

/t=i

агар О < Г < Xj булса.

-/ + Е  Д > ^гар x^<t < X|̂^̂ {к = \,п-\) булса.
/=1 (7.4)

1 - 1 агар х„ < / < 1 булса.

Шунингдек,

к=1

1, агар О < / < Xj булса.

о* = Е  Д > агар X;t-1 ^  ̂ {к = 2, п) булса, (7 .5 )
Ык

О, агар х„ < i < 1 булса.
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(7.4) дан куринадики KJit) ядро Г(х) функцияга боглик; булмай, 
балки факат квадратур формуланинг тугунлари ва коэффици­
ентлари ларгагина богликдир. KĴ t) нинг графиги булакли-чи- 
зикди булиб, тугунларда сакраши га тенг булган биринчи 

жинс узилишга эга.
С,(1) функциялар синфида RJ f̂) к,олдик. у ад учун

О
бщотг. эга буламиз. Энди

R„{C\L)) = L]\K„(í)\dt
О

эканлигини курсатайлик. Куйидаги
X

(р(х)= \181$пК„(1)сИ

функция булакли-узлуксиз хосила (р’{х )-Ь  (О га эга,
(р'{х) = Ь (х?^х^), яъни у к,аралаётган синфда ётади ва

1 Д„(фХ|= \LsignК„Ц) • К „ т  = 4 1 К„(1) р Л.
^ 0  о

Бундан маълум буладики, каралаётган синфда квадратур фор­

мула хатосини минималлаштириш куйидаги ||/|̂  ̂ = 1 /(х ) | с?х мет-

рикада 1 -1 функцияни (7.5) куринишдаги функция билан энг 
яхши як,инлаштириш масаласига келтирилади. Энди

1

I Л  ни Г ..., х„ ..., х„)
О

орк^али белгилаб олиб,

V (^2, я„; X, , ..., х„) =

*1 п I

о к=2 хк- 1  х„
(7.6)

тенгликка эга буламиз. Агар ларни белгиланган деб олсак, у 
холда йигиндининг А:-хади

У{д^)= \l-t-qk\dt
к̂-\

фак,атгина га боглик, ва бу интегрални хисобласак, куйидагига 

эга буламиз:
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m )  =

2 
1_ - 
2 .
1
2

Бундан эса,

Т У + (q,-I + X,)(x^ - x^_]) агар 1 - x̂ .̂j < ,

2 ^k) +(\-Як- 4-i) \ агар 1 - x  ̂< 9, < 1 - x^_„

T i^k - - (i* - 1  + - ̂ *-i). агар < 1 - x .̂

V\qk) =

x^-x^_i, агар l-x^.i

-2(1 - + x̂  + x^.„ агар 1 - x̂  < < 1 - x^_i, 

-(x^ -x^.i), агар < l-x^.

Охирги ифодадан фойдаланиб, F(^^) ни минималлаштиришни 
Хисобга олсак олдинги ифодадан

mmV{q,) = -{x, -х^_,)
ч

(7.7)

келиб чик.ади. (7.6) нинг унг томонида К(̂ .̂) микдорлардан таш- 
Кари яна ушбу ифода хам бор:

||/|Л+j| l- i  =
о х„

Бундан ва (7.6) — (7.7) дан inf V{q2,...,q„-,x ,̂...,x„) =
Я2>->Яп

= i/(x„..., х„) = + I  S  (X, - x,_,)\
k=2

Шундай килиб.

inf F(92,...,9„;xi,...,x„)= inf г7(х,,..., x„).
g2,....g„-,xi,...,x„ лг,.....x„

Энди хосилаларни нолга тенглаштириб, куйидаги чизикди(jXf̂
алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз:

Зх|-х2 ^0^ Зх„-2-х„_1 =

Бу системанинг ечими эса

булиб.

2к-1 ,, \—ч
Xk {к = \,п)

inf i/(x„...,x„) = — .
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Шундай килиб, каралаётган 0 <х,<х2<...<х^< 1  со^а ичида 
х^ нинг экстремал кийматини топдик, лекин ¿/(х,,..., х )̂ узининг 
энг кичик кийматига бу со^анинг чегарасида хам эришиши мум­

кин.
Бевосита текшириб куриб мумкинки, U{x̂ ,..., х ) нинг топил­

ган киймати унинг минимал кийматидир.
Бунинг учун

22п

Л=1
<2n tb ¡

к=\

Коши-Бунаковский тенгсизлигида ¿1 = х,, ¿2 = 63 = =

= ¿3 = ,...,¿2„-2 = *2„-1 = Ь̂2„ = 1 -х„ деб олсак, у холда

= 1 булиб,
*=) 2п

¿=1

еки
2л

1

тенгсизликни ?(;осил к^иламиз. Шундай килиб, \К„(0\Ш нинг
2 « 

минимал киймати булиб, бу кийматга °

- 2^-1 ^  _ 1 _ Ч+Хк-1 _л_к-\
-- --- 1 -Т'

булганда эришилади. Бу ва (7.2) дан квадратур формуланинг ко­
эффициентлари учун мос равишдаги куйидаги к,ийматларга эга 

буламиз:

A=(ln=\^AJ= qJ - qJ,̂  = 1 (у = 2, л -1),

Шундай килиб, каралаётган синфда оптимал квадратур формула 
умумлашган урта тугри туртбурчак формуласи

булиб, унинг хатолиги ^  дан иборатдир.

Айрим холларда оптимал квадратур формула куриш пайтида 
бу формула коэффициентлари ёки тугунларининг маълум шарт-
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ларни каноатлантириши, масалан тугунларининг мунтазам так,- 
симланиши талаб килинади.

Энди [0,1] ораликда узлуксиз, биринчи хосиласи квадрати би­
лан жамланувчи, хамда

‘I т  р dt < 1}
)

шартни каноатлантирувчи функциялар синфи С\{Ь) ни к,арай- 
миз. Бу синфнинг хар бир функциясини

f{x) = m  + ]f\t)dt (7 .8 )

куринишда ёзиш мумкин ва аксинча, агар/(0) ихтиёрий сон булиб, 
/'(х ) улчанадиган [0,1] да квадрати билан жамланувчи булса ва

I /'(О  Р dt < 1} шарт бажарилса, у холда (7.8) билан аникданган
о
функция €¡(1) синфга к,арашли булади. Энди Cj(X) функциялар 
синфида куйидаги куринишдаги

' n x ) d x ^ ± A j ( ' ^ ] ,± A = l  '  (7.9)
о *=0 к=0

оптимал квадратур формулани тузиш масаласини куриб чик^амиз. 
Бу ерда к;олдик, хади учун

R„{f) = \ rm i'4 t)d t, (7.10)
о

/-1
(7.11)

формулаларга эга буламиз. Коши-Буняковский тенгсизлигини 
куллаб топамиз:

1 Л „ ( / ) |  =

j  1 Л О  р d t . j (K<ii\t))"dt < L j d t .
0 Vo Vo

Куйидаги функция
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¿ 4 ‘>(0sign4^>(0
(О = ------ 1Г

л

[ОД] да улчанадиган, квадрата билан жамланувчи ва | (О  I Л  =  
демак, (р(х) = ср(0) + (р\г)(И е ва унинг учун:

О

\К{(Р) \=Ь
Го

Шунинг учун хам

Шундай к,илиб, С^(£) да оптимал квадратур формула тузиш учун

Л 1 Л = 1

ушбу

коэффициентларни шундай танлашимиз керакки,

V

ифода минимал кийматга эга булсин. Равшанки,
1 л . л г , . чЗ / ,  , \3

бунда
1-1

Ч; = Е  4  «)
7=0

узининг минимал киймати га д-, = ларда эришишини

пайк,аш кийин эмас. Коэффициентлар учун

п-1

Л  = 1 - Е Д  =
1=0

2«

кийматларга эга буламиз. Шундай к,илиб, С\{Ь) синфида (7.9) 
куринишдаги квадратур формулалар орасида умумлашган трапе­
ция формуласи
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f{x)dx = ~
О

оптимал формула булиб, унинг хатоси га тенг экан.

8-§. КВАДРАТУР ФОРМУЛАЛАРНИНГ 
АНИК^ИГИНИ ОРТТИРИШ

Олдинги параграфда айтиб 5т:илганидек, силликдиги юк,ори 
булмаган функцияларни интеграллаш пайтида алгебраик аникдик 
даражаси юк;ори булган формулаларни куллаш яхши натижага олиб 
келмайди. Бундай функциялар учун трапециялар ёки т>три туртбур­
чаклар формуласини куллаш маъкулдир.

Энди шундай савол тугилади: бундай формулаларнинг аник,- 
ликларини, уларнинг колдик, хадларидан бош кисмларини ажра- 
тиб олиш йули билан орттириш мумкин эмасмикан? Маълум були- 
шича шундай килиш мумкин экан. Бу вазифани Эйлер — Макло- 
рен формуласи х,ал килади. Бу формулалар трапециялар катта 
формуласига ва даврий функциялар учун тугри туртбурчаклар фор­
муласига тузатма киритади. Эйлер — Маклорен формуласи бун­
дан ташкари функцияни каторга ёйиш, каторларнинг йигиндиси- 
ни топиш ва бошка масалаларда хам кулланилади.

Эйлер — Маклорен формуласини келтириб чикаришда бизга 
Бернулли сонлари ва купхадлари хакидаги айрим маълумотлар ке­
рак булади. Куйида шу маълумотларни баён киламиз.

1. Бернулли сонлари ва купхадлари. Бу сонлар ва купхадларни 
уларни хосил килувчи функциялар ёрдамида аникдаймиз. Бунинг 
учун

Я( 0  = ^ ,  = (8 .1)

функцияларни киритамиз. Бу функциялар \t\<2л доирада регу- 
ляр булганлиги учун уларни шу доирада даражали каторга ёйиш 
мумкин:

(8 -2 )

(*.3)

Биринчи тенглик билан аникданган микдорлар Бернулли сонла­
ри дейилади. Бу сонларни аникдайдиган рекуррент тенгликларни 
куриш мумкин. Бунинг учун (8.2) нинг хар иккала томонини

е' - 1  = ^  ~  га купайтирамиз:
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Бу тенгликда ?, t'̂ , Р, ... хадлар олдидаги коэффициентларни так- 
к;ослаб,

й - 1  ^0 -1- ^  ^  , , п̂-1 _ л ('« = 2 3 ")
о ’ 1! (л -1 )!1! (л -2 ) !2 !  1 !(й-1)! ^

ёки

5 о = 1 , Х С „ Ч = 0 ( « > 2 )  (8.4)

Ы\ „=0 "•

к=0

рекуррент муносабатларни хосил к,иламиз. дан бошк^а барча ток, 
индексли Бернулли сонларининг нолга тенг эканликларини курса- 
тиш мумкин. Бунинг учун (8.2) тенгликда I ни -t га алмашти- 

рамиз:

Лекин

демак,

е-’ +1 е '-1  е’ -1 "■

^  и=0 " •  я=0 " •

Бундан эса п >1 булганда = (-1)"5„ тенгликка эга буламиз ва 

п = 2к+ \ учун

( ^ = 1 ,2 ,...)

келиб чикади. Куйида Бернулли сонларининг дастлабки бир неч- 
тасининг кийматлари келтирилган:

г. = 1. 2!, - 4 _ 5, - 1 , в . . д, =

»  _  5 о  _  691 г, _  7 о  _  3617 
До - 6 6 , Д: - Д4 - 6 ’

Энди BĴ x̂) Бернулли купу;адларини аникдайдиган рекуррент му­

носабатларни тузайлик. Бунинг учун (8.3) тенгликда е' ва 

функцияларни уларнинг даражали к,аторлардаги ёйилмалари би­
лан алмаштирамиз:

V V /” = V
1̂1 ж' ^  П<*=0 т=0 я=0 " •
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Бу ерда олдидаги коэффициентларни так,к,ослаб, 

а д  = ^  5^
и! п\ (и-1)!1! л!

ёки

*=0

ни хосил киламиз. Бернулли купхадларидан дастлабки бир нечта- 
сини келтирамиз:

В,{х) = 1,

5,(х) = х - 1 ,

В2(х) = х  ̂-х + ̂ ,

5з(х) = х^-|х^+ |х, (8 .6 )

(8.5)

2 2 

^ 4(х) = х“* - 2Х̂  + X
30 ’

55(х) = х ^- | х ‘'+ | х '- 1 х,

г,(х) = х^-Зх^+|х^- 1 х^+±.

Энди Бернулли купхадларининг айрим хоссалари билан танишай- 
лик. Аввало (8.5) дан

5 (0) = В„,п = О, 1, 2, ... (8.7)

келиб чикади. (8.3) тенгликнинг хар икки томониних буйича диф- 
ференциаллаб,

X, В’„(х)
е'-\ к  п\

НИ хосил киламиз. Бу тенгликнинг чап томони / g {t,x) га тенг 
булгани учун:

Бунда Г  олдидаги коэффициентларни тенглаштириб, Бернулли 
купхадларини дифференциаллаш коидасига эга буламиз:

5'„(х)=л5„.,(х) («=1,2,...). (8.8)

Бундан ва (8.7) дан интеграллаш коидасини чикарамиз:

д:
В„{х) = B„ + n^B„_^{t)dt. (8  9 )

О
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Энди

5 ( 1 - х )  = (-1)'’ 5 (х) (л = 0 ,1,2 , ...) (8 .10)

эканлигини курсатамиз. Бунинг учун куйидаги

’ е'-1 е'-1 е-'-1

алмаштиришларни бажариб,

g(t, 1-х) =з(-(,х)

ни >̂ осил киламиз. Бу муносабатга § нинг (8.3) даги ёйилмасини 
келтириб куйсак,

у  в„ (1 - х ) ^  _  у  В „ (х )  / Л "

п п «■п=0 п-0

тенглик келиб чик,ади, бунда эса (8 .10) ни )^осил киламиз.
Энди Бернулли кунх^адларидан факат озод х,ад билан фарк кила- 

диган куйидаги функцияларни киритамиз:

^ „ ( х ) = 5 ( х ) - 5  ( « = 1,2 ,...) (8 .1 1 )

Бу функциялар, ̂ ,(х) дан ташкари, х = О ва х = 1 нукталарда нол­
га айланади. Хакикатан )^ам, (8.7) га кура^,,(0) = О, (8.11) тенглик­
ка кура эса

^„(1) =в„(1) - г  = (-1)"В„ - р  = -5  [1 - (-1)1 = О,

чунки жуфт « лар учун квадрат кавс ичидаги ифода нолга тенг 
булиб, ток « > 1 лар учун Бернулли сонлари нолга тенг. 

Куйидаги теорема уринлидир.
1 -теорема. ^Дх), ^^(х), ... купх,адлар (0 ,1) ораликда до- 

имий, чунончиуг^Дх) (- 1)А:ишорага эга; 9?з(х),^5(х),^,(х), ...куп)(,ад-

лар X = ^  нуктада нолга айланади, шу билан бирга ва у л| 

ораликдарда^2̂ .̂ ,(х) мос равишда (- 1)*“' ва (- 1)^ ишораларга эга. 
И с б о т .  Аввало (8.10) га кура

^ 2*:+! (2 ) ~ (2 ) ^^*+1 (2 ) “ ^

Шундай килиб, <р2л+,(х) (к=  1,2,...) кунх^адлар 0,^,1 нукталарда 

нолга айланади. Энди (0,1) ораликда ̂ 2А:+1(^) н и н г  бошка нолларга 
эга эмаслигини курсатамиз. Бунинг учун (р̂ ^̂ Д̂х) кунх̂ ад (0,1) ора- 
лигида иккита )^ар хил нуктада нолга эга була олмаслигини курса­
тайлик. Тескарисини фараз киламиз, яъни х, ва х̂  (О < Х; < х̂  < 1) 
<Р2к+1(х) нинг ноллари булсин. Бундан ташкари, х = О ва х =  1 нук- 
талар х;ам унинг ноллари булганлиги учун (О, x )̂, (Хр х )̂ ва (х ,̂ 1) 
ораликдарнинг х;ар бирида
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= В'гк.М) = (2^+ 1)5^х)

куп)^ад камида битта нолга эга ва демак,

= {2к + 1 )5 ',  ( х )  =  (2к 4 1)2к(р,,_,{х)

куп^ад, яъни <Р2̂ -М) (ОД) ораликда камида иккита нолга эга. Бу 
мулох^азаларни давом эттириб, шундай хулосага келамизки, <ррс) 
куп)(,ад (0,1) ораликда камида иккита турли илдизларга эга. Бунга 
X = О вах = 1 нолларни кушсак, у ;̂ олда айнан ноль булмаган учинчи 
даражали куго^ад камида туртта илдизга эга деган, мумкин булма­
ган хулосага келамиз. Шунинг учун х,ам у^з .̂Дх) куп)^ад (0,1) ора­
ликда иккита )^ар хил илдизга эга деган фаразимиз нотугри экан. 
Ушбу

s,ignB̂  ̂= (8 .12)

тенгликдан фойдаланамиз. Бунинг тугрилигини кейинчалик курса- 
тамиз. (8.5) тенгликка курах нинг кичик к^ийматлари учун(Р2к-М) 
нинг к^ийматлари ишораси 5^  ̂нинг ишораси билан устма-уст ту- 

шади, (8.12) га кура бу ишора (-1)*"’ * дан иборатдир. Демак, о,~ 

ораликда^2̂ ._,(х) нинг ишораси (- 1)*""’ дир ва Фи+х (|) * О булган-

да унинг ишораси (- 1)*̂ булади.лиги учун

Энди (р̂ {̂х) (к=  1,2,...) нинг (0,1) ораликда нолга айланмасли- 
гини курсатамиз. Ха^ик^атан х,ам, агар^о^Д^) купх̂ ад (0 ,1) ораликда 
нолга айланса, у лолда унинг х^осиласи

Ф г Д х )  =  В'л,{х) =  2 М 2 , . 1 ( х )  =  2к(р^^_у{х),

яъни^ 2̂ _Дх) купх,ад, (0 ,1) да камида иккита илдизга эга булар эди.

Шундай к;илиб, ^ 2^^) куп)^ад (0,1) да уз ишорасини сакдайди 
ва бу ишора

1 1

^>2!, {Х)С1Х =  (Х) - ^2 , ] (1Х =
1

2 ^ + 1
'2к

ишора билан устма-уст тушади, яъни ^ 2А:(̂ ) н и н г  ишораси ( “ 1)*̂  

экан. Шу билан теорема исбот булди.

Эпрм даврийлаштирилган В*„{х) Бернулли купх;адларини¥̂ 1л]Ат- 
гича аникдаймиз:

ВЦх) = 1, ВЦх) = В„{х) (О < X < 1) ва 5„*(х +1) = В'„{х).

Маълумки, Д(х) = X - ̂ , шунинг учун х.ам Д*(х) узлукли функ­
ция булиб, бутун нук,таларда -1 сакрашга эга. Барча п>\ лар учун 
BĴ \) = ВJS>) булганлиги сабабли В̂’ (х) узлуксиз даврий функция-
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дир. Бу функцияларнинг [0,1] ораликдаги Фурье ёйилмалариии 

келтирамиз:

В1 (х) = ^  ^  со8 2ппх + 8Ш 2ппх^, (8.13)
П-\

бу ерда  ̂ ,

=2[В1 (х)С0 8 2ппхйх = 2 Д,(х)соз2лпхс1х,

= 2j В*(х) зт  2ппх й?х = 2 Д, (х) 81п 2лпх с1х.

Фурье к^аторлари назариясидаги маълум теоремаларга кура у>1 
булганда 5*(х) узлуксиз булганлиги сабабли (8.13) тенглик барча
V = 1 лар учун уринлидир ва у барча бутун булмаган х лар учун
V = 1 булганда ) а̂м уринлидир, бутун х лар учун к,атор йигиндиси 
нолга тенг:

1[Д*(+0) + 5;(-0)] = 1(-1 + У  = 0.

Энди «>1 деб фараз к;илиб, ва коэффициентларини 
}!.исоблайлик:

'■=0 (у = 1,2,...).4''>=^|Д(х)^х = ^ Д , . ( х )  
о

Колган коэффициентларни )(.исоблашда аввал у-2к {к - 1,2,...) 
\олни куриб чик;амиз. Булаклаб интеграллаймиз;

I
д(2« _ 2 В2;,(х) С05 2лпх с1х =

о

^-2
I
■ 51п 2л пх 

2пп
2кВ21,_1(х)с1х.

Интегралланган ?̂ ад нолга тенг. Булаклаб интеграллашни давом 

эттирамиз:

12к) _  2к сов2лпх „  / ч 

2яп
В2к-2(х) С08 2япх с1х.

Агар к>\ булса, у холда 52^_,(1) =Й 2̂ _,(0 ) булганлиги учун интег­
ралланган х,ад нолга тенг булиб,

Л 2к) _  2к0 .к-\) ^(2к-2) 

~ 1 2 ^ ” (8.14)

булади. Агар к = I булса, у )^олда интеграл нолга тенг булиб^
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з<2> = _± _
" {пп?

(8.15)

булади. Энди (8.14) тенгликни А: марта кЗ̂ ллаб, (8.15) ни лисобга 
олсак, натижада

2(2̂ )!

га эга буламиз. (8.10) тенгликдан

! - х) зт2я«(1 - х) = ~В^1̂{х) 51п2рлх

ва демак,

(л = 1,2,...)

кслиб чикали.

Энди (8.14)—(8.15) ни (8.13) га к ^иб , даврийлаштирилган Бер­
нулли купхадлари учун куйидаги Фурье ёйилмасига эга буламиз;

2̂~
П* _  (-1)*(2^)! V  С082ЯЙХ

(8.16)
я=1

Бу тенгликнинг х.ар иккала томонини дифференциаллаб,

2"- ‘л-
О* _  (-1) (2Л-1)! V  ^1п2я/ис

- ^П-2и-\ Л  „2к-1 ■
^  ^  л-1 ”

ни )^осил щламиз. Агар (8.16) дах = О деб олсак, Бернулли сонла- 
ри учун к '̂йидаги формула келиб чик;ади:

(8.17)

Бу ердан (8.12) формула келиб чик;ади ва А: усиши билан 
нинг модул б^йича тез усиши куринади.

2. Ихтиёрий функцияларни Бернулли куп^̂ адлари ор1̂ али тас- 
вирлаш. Куйидаги теоремани исботлаймиз.

2-теорема.  Агар/(х) функция [0,1] ораликдат > 1 тартиб- 
ли узлуксиз )^осилага эга булса, у )(,олда О < х <  1 учун куйидаги 
формула уринлидир:

т-1

/ ( X ) = | / ( о ^ / + Б ^ [ / ‘''-'^(1)-/'''-‘>(0); -

/ и ( о г д : ( х - / ) - х ( х ) ' л. (8.18)
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Исбот .  Ушбу

(8.19)

интегралда т  > 1 деб фараз к;илиб, бу интегрални булаклаб интег­
раллаймиз:

(=1 _ J  
(=0 т\}

Бернулли куп)^адларининг юк^орида курсатилган

б ; (X -1) - в: (х) = В,„ (X) ва ^  В: (X - О = -тК -1 (^ - О 

хоссаларидан фойдалансак, у >̂ олда

рЛ х) = ^ [ / “-‘Ч!) - / ‘'”-'4 0 )] + р„.,(х) 

ва бу муносабатни т  -1 марта куллаб,

р > )  =  ¿ ^ [ / ‘‘" ' Ч ! )  -  / ‘-'■‘Ч О )]  + Р , ( х )
V-!

(8.20)

формулага эга буламиз.
Энди р,(х) ни )^исоблаш учун В1(х) нинг бутун нук^таларда -1 

сакрашга ва бутун булмаган нук^таларда эса В{{х) нинг ̂ ^осиласи 1 
га тенглигини эътиборга олиб х̂ амда О < х < 1 деб олиб куйидагига 

эга буламиз: ^

Р, (X) = ЛОД*(х - ОЛ + [ /У )ВЦ х  - т  = Д*(+0)/(х) -
о X ^

- в ;{ х )т  + / ( о л +в1{х - 1)/(1) - дч-о)/(х) + / ( о л  =

ДЧ+О) - ДЧ-0)1/(х)+ 5,(х)[/(1) - /(0)] + т .

Маълумки,

шунинг учун )̂ ам

дЧ+0) = -1, дЧ-о) = |,

р,(х) = - / (X )  + Л,(х)[/(1) - /(0)] +1 /(ОЛ .
о

Буни (8.20) га куйиб, (8.19) ни эътиборга олсак,
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Я х ) = [ Л О Л  + X  ̂  (1) - (0)
У=1 V! L

J_
' т\}

в:(х-0^"\ 0си

келиб чик,ади ва бунда V = т та мое келувчи х̂ адини интеграл би­
лан алмаштирсак:

^  ± 5 : ( х ) | / « ( о л ,
о

у х̂ олда (8.18) формулага эга буламиз.
Биз (8.18) формулани О < х < 1 учун исботладик, лекин у О < х < 1 

учун )̂ ам уринлидир, чунки у формулада к.атнашаётган барча функ- 
циялар X нинг узлуксиз функцияларидир.

Фараз к,илайлик,/(х) функция ихтиёрий [а, а+И\ (/г > 0) ора­
ликда /72 >2 — тартибли узлуксиз х;осилага эга булсин. (8.18) фор- 
муланинг шу х,ол учун мос келган куринишини келтирамиз. Янги 
^ узгараувчини киритамиз: х = а + /г̂ , 0 < § < 1  в а т  марта уз­
луксиз дифференциалланувчи <р{̂ ) =/(а+/г^) функцияга О < ^ < 1 
учун (8.18) формулани куллаймиз

т -\

вл^)-
=̂1

1̂_ 
т \J (8 .21)

К̂ уйидаги

ip^Щ) = /!’/<■'> {а+Щ) = (I),

^(0 = Ля + /гг) = /(/), t = а + кг, (¡1 = кШ

муносабатларни хисобга олиб, (8.21) формулада аввалги узгарувчи 
ва функцияларга >^амиз, у х;олда

а+к
/(х ) = 1 I / (О Л + Е

т~1 1,у-1

v=l
/<''-')(а +/г) - /''■'Ча)

X-®- ( " г )  - ' - ) [ » :  ( т  - )  -  ( Т ) ] *  ■ ( 8 . 2 2 )

3. Эйлер-Маклорен формуласи. Олдинги пунктдаги (8.22) фор­
мулада х = а деб олиш, шу билан бирга 5^(0) = В^ ва 5* (т) )^амда 
унинг х;осиласининг даврийлигини
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В^{-т) = В^{\-т) = В„{\-т) (Oá-rál) 

Хисобга олсак, у ^олда

1 1 ít̂ “l Dl.
т  = i  ¡ f{t)dt - i  [f{a+h)~ m ]  + E  ^  X 

h 2 „,2 v!

x[/<‘'-'4a + h)~ /''- ’>(0)] - + hx)[B„{\ - r) - 5„]í/r

еки
a+A

/ (0 Л  = A[/(«) + / («  + h)] - t  + h) - /- «(« )]  +

^f"\a + hx)\B„{\-T)-B^dT (8.23)

формулага эга буламиз.
Эйлер-Маклорен формуласини ?!.осил к,илиш учун [а, Ь] ора- 

ЛИК.НИ h = —  к,адам билан п та

[ö + A  а + (у+ 1)/г], у = 0,л-1

к̂ исмий оралик^арга буламиз ва бу к,исмий оралик, учун (8.23) 

формулани куллаймиз:

а+(У+1)А

[ f{x)dx = Í  [f{a + jh) + f ia  + и  + \)h)]-
<̂ aÍjk ^

—' A”5v г wv-i)

v=2

f-\a + jh + hT)[B^{\-T)~B^dT.

Куйидаги

T = h
J  = \

(8.24)

(8.25)

белгилашни киритиб (8.24) формулани J буйича О дан п - 1 гача 

йириб чик^амиз;

¿ т-1 tv  п. -
h Bv 1̂

v=l
m̂+I I «“1

/(x)i/x = t; - 5  ̂ [ /(> '- ')(¿ ) - /''- 'Ча)] +
a v=l

г,/и+1  ̂ A»-l
+ ̂  j [5„(1 - T) - X / " 4 «  + jh + Är)ö?T. (8.26)

y=o 
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Бу формула Эйлер-Маклорен формуласи дейилади. Одатда Эйлер- 
Маклорен формуласида жуфт т = 2к олинади. Бундай х;олда 
5^(1 - г) - ни куйидагича ёзиш мумкин:

В^^{\-т)~ = В ф )  - 5,, = ,рзДг).

Бу функция О < г < 1 ораликда уз ишорасини сак^айди. Бун- 
дан ташк.ари, у = 3,5,7,... булганда 5 = 0 эканлигини :х;исобга ол­
сак, у )^олда Эйлер-Маклорен формуласини куйидаги куринишда 
ёзиш мумкин:

' /(хМ х = т; - §  ̂  Г ( а ) 1  + К,, (Л , (8.27) 

бу орда
и2к+\ п-1

^2*(/) = 7^|<г’2*(^)Е / \а +]к + 1п)с1т. ^8.28)
о ;=о 

Бу формуладан куринадики,

)(.ад трапециянинг катта формуласига тузатмадан иборатдир. Энди 
фараз к̂ 1лайлик /(х) даврий функция булиб, даври Ь - а гг. тенг 
булсин хамда }^акик 1̂Й ук,нинг барча нук,таларида 2к — тартибли 
узлуксиз ?^осилага эга булсин. У х;олда б а р ч а х о с и л а л а р  х;ам 
даврий булиб, (8.27) формула соддалашади:

ь

Дх)с1х = Т„+ К М

Функциянинг даврийлиги туфайли тугри туртбурчаклар квад­
ратур Йигиндиси билан устма-уст тушади, шунинг учун х.ам

' /{х)йх = ^  + ^2к{Л-
" у=о

Демак, к;аралаётган х;олда тугри туртбурчаклар формуласининг 
К.ОЛДИК; ) а̂ди (8.28) куринишга эга.

Энди (8.28) к̂ олдик, вдни текшириш билан шугулланамиз.
3 - т е ор ем а .  Агар/(х) функция [а, Ь] ораликда 2А:-тартибли 

узлуксиз )(;осилага эга булса, у \олда

бу ерда а < ^ < Ь

^  ( 8 - 2 9 )
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И сб от .  Биринчи пунктдау>2̂ (т) функциянинг 0<т< 1 да уз ишо­
расини сакдашини курган эдик. Шунинг учун )(,ам

 ̂= I / ‘“ Ча + + /гг)Л = I (р^^{т)8:,1,Шг
о >=0 о

интегралда умумлашган урта киймат хак^идаги теоремани куллаш 
мумкин;

I  = = 8м \ [В ,,{х )-В ,,уг  = (8.30)
о . о

Бу ерда О <т] < 1. Агар М ва т  оркали нинг [а, Ь] даги энг
катта ва энг кичик кийматларини белгиласак, у холда куриниб 
турибдики, пт < Лекин функция узлуксиз
булганлиги учун [а, Ь] ораликда шундай нукта топиладики, 

=«/<■̂ *4?) тенглик бажарилади. Буни (8.30) га ва (8.30) ни 
(8.28) га куйсак, (8.29) келиб чик^ади ва шу билан теорема исбот 
булди.

Таъкидлаб утамизки, (8.29) да А: = 1 деб олсак, у холда у трапе- 
циялар фррмуласининг к,олдик, хадига айланади.

4 - т е 6 р е м а . Агар барча хе [а, Ь] учун

/<ЭД(х)> О ва/ ( 2*̂+2) (^)>о (8.31)

[ёки /<̂ *’(х)<0 ва /<^*+ '̂(х)<0]

тенгсизликлар бажарилса, у холда Эйлер-Маклорен формуласи 
колдик; хадининг ишораси

Цку. 1Г  (8.32)

соннинг ишораси билан устма-уст тушиб, нинг абсолют к̂ й- 
мати (8.32) нинг абсолют к,ийматидан ортмайди.

И с б о т .  Эйлер-Маклорен формуласидан

^2.(/) - КгкАЛ = (8.33)

келиб чик,ади. 1-теоремага кура:

?,щтрф) = (-!)*

Бундан ва (8.31) дан фойдаланган холда, (8.28) дан маълум була- 
дики, /?2,(/’) ва ( - ^ 4+2(/’)) бир хил ишорага эга. Бу ишора (8.33) га 
кура (8.32) нинг ишораси билан бир хил булиши керак ва 
хамда абсолют к;ийматлари буйича (8.32) нинг абсолют
кийматидан ортмайди. Теорема исботланди.
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Э с л а т м а .  к  усиши билан Бернулли сонлари тез усиб боради. [(8.17) га 
к,аранг]. Ш унинг учун >;ам, (8.29) дан куринадики к  чексизликка интилганда/(х) 
функцияларнинг жуда хам тор синфи учун нолга интилади. Одатда к  чек­
сизликка интилганда катта тезлик билан чексизликка интилади. Ш унинг
учун хам хисоблаш пайтида к ни шундай танлаш керакки, |Л2̂ (/̂ )1 имкон борича 
кичик киймат кабул к;илсин.

М и с о л .  Эйлер-М аклорен формуласи ёрдамида

=J
1

dx

интеграл вергулдан кейин 4 хона аник;ликда хисоблансин.
Е ч и ш . [1,2) оралик;ни /¡ =  0,2 кадам билан 5 бу'лакка буламиз ва

X,- = 1 + 0 ,2i (i = 0 ,5)

деб олиб, / ( х )  = COSX— ij- + shx нинг к,ийматларини топамиз:

/(х„) =  0,71550, /(X ,) =  1,17738, / ( х ,)  =  1,56407,
/(X ,) =  1,95577, f i x , )  =  2,40636, f i x , )  =  2,96077.

Бу ердан

\  /(^о) + /(^i) + -  + /(^4) + \  f(xs) = 8,94171

Учинчи тартибли косила билан чегараланиб, куйидагига эга буламиз:
2 4 '/ '( х )  = - s in x  + ^  + chx , /" (х )  = sinx  + —f  + chx. 

x^ x^
Бу ердан

/ '( 1 )  =  2,70161, / '( 2 )  =  3,10290,
/ '" ( 1 )  =  26,38455, / '" ( 2 )  = 5,42150.

Топилган к^1йматларни (8.27) формулага куйиб, куйидагиларни хосил к.и- 
ламиз:

/  = 8,94171 • 0 ,2 - ( 3 , 1 0 2 9 0  -  2,70161) +

+ ̂ ^ ^ ( 5 ,4 2 1 5 0 -  26,38455) = 1,78696.

Бевосита интеграллаб,
2

I  = sin X + — + chx
X

= 1,78696

ни хосил киламиз, яъни юкорида топилган ракамларнинг барчаси ишончли экан.

9-§. КВАДРАТУР ФОРМУЛАЛАРНИ К^УЛЛАШ ТЪТРИСИДА 
АЙРИМ МУЛОХАЗАЛАР. РУНГЕ КОИДАСИ

Биз олдинги параграфларда бир к,анча квадратур формулалар 
курдик. Конкрет функцияларни такрибий интеграллаш пайтида 
конкрет квадратур формулани танлаш катта ахамиятга эга. Бун- 
дай танлаш куп жих;атларга: интегралланувчи функциянинг хос-
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сасига, унинг берилишига, )<;исобловчининг кул остидаги \исоб- 
лаш куролига, талаб к,илинадиган аниьутикка боглик,.

Агар интегралланувчи функция к^ийматлари жадвали билан бе- 
рилган булса, у )(,олда шундай квадратур формулани куллаш ке- 
ракки, унда шу тугун нукталардаги функциянинг к;ийматлари к.ат- 
нашсин. Агар функция узининг графиги билан берилган булса, у 
х;олда тенг коэффициентли квадратур формулани ишлатиш маъ- 
кулдир. Чунки функция к^ийматларидан тузилган чизикди комби­
нация барча коэффициентлари узаро тенг булгандагина энг ки- 
чик тасодифий хатога эга булади.

Тез тебранувчи функцияларни интеграллаш катта к;ийинчилик- 
лар турдиради. Бундай функцияларни интеграллаш учун махсус 
формулалар яратилган. Айрим х^олларда булаклаб интеграллаш х,ам 
яхши натижага олиб келиши мумкин. Масалан,

/  (х) cos 27tNx dx

интегрални N  етарлича катта булганда интеграллаш талаб к,илин- 
син. У ? о̂лда cos 2лМх )^исобига интеграл остидаги функция тез 
тебранувчи булади. Бу ерда агар f {x )  интеграллаш оралигида 2п- 
тартиблй узлуксиз хосилага эга булса, у )<;олда 2п марта булаклаб 
интеграллаймиз:

I f i x )  cos 2nNx dx = ±  (1) -  (0)" +

(-1)"
( 2 n N f "

f^^"\x) cos 2лМх dx

Агар N  етарлича катта булса, у х,олда иккинчи интеграл олди- 
даги купайтувчи етарлича кичик булади ва иккинчи интегрални 
берилган интегралга нисбатан кичикрок, аниву1икда х.ам х,исоблаш 
мумкин.

Интеграллаш оралигида функциянинг хоссаларини урганиш 
катта ахамиятга эга. Чунки функ­
ция хоссаларини хисобга олмасдан 
хар к^андай квадратур формула 
кулланила берилса, катта хатолар- 
га дуч келиниши мумкин.

Агар тугунлар номувофик, жой- 
лашган булса, у )^олда квадратур 
формула бемаъни натижага олиб
келади. 2 7 -ч и з м а .
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Масалан, 27-чизмада тасвирланган у —/ { х )  функцияни интег- 
раллаш учун тенг узокдикда жойлашган а х̂ , х̂ , х^ х̂  = Ь ту- 
гунларни олиб беш нук^тали Ньютон-Котес формуласидан фойда- 
лансак, квадратур йириндининг киймати мусбат чик;ади. Куриниб 
турибдики, интегралнинг к^иймати манфий чик^иши керак. Ик- 
кинчи мисол, айтайлик, ихтиёрий

I /(х )с /х  ^ ^  А„/(х,^)
а к=\

формула билан / (х )  = Л^[(х -  х,)...(х -  фукнцияни интеграл- 
ламок,чи булсак, куриниб турибдики, ТУ" етарлича катта булганда 
интегралнинг к,иймати етарлича катта булиб, квадратур йигинди 
эса нолга тенг.

Функция хоссаларини урганиш яна шу томондан х.ам му^им- 
ки, агар функциянинг силликдиги юкори булмаса, у холда колдик, 
хадида юкори тартибли хосилалар к^атнашадиган формулаларни 
куллаш маънога эга эмас. Бундай холда 7-§ да курсатилганидек 
соддарок, квадратур формулалардан фойдаланиш маъкулдир. Функ­
ция хоссалари текширилгандан кейин интеграллаш оралигини 
мак,бул равишда к^исмларга булиб, дар бир к;исм учун узига хос 
квадратур формуласини куллаш маъкулдир. Функция тез узгара- 
диган оралик^чаларда тугунларни тигизрок, олиб, секин узгаради- 
ган к,исмларида эса тугунларни сийрак олиш керак.

Бундан ташк,ари, интегралларни кулда хисоблашда содцарок, 
квадратур формулалар ишлатилади. Чунки, Гаусс типидаги, ко- 
эффициентлари ва тугунлари куп хонали рак,амлар билан берила- 
диган формулаларни куллаш анча к,ийинчилик тугдиради. Аксин- 
ча, бундай формулалар ЭХМлар ёрдамида хисоблашда фойдала- 
нилади. Шунинг учун х.ам, куп ЭХМларда стандарт программалар 
асосида юк,ори тартибли Гаусс формулалари олинади.

ЭХМларни серияли хисоблашларда кулланилиш шароитида хар 
бир функциянинг, индивидуал равишда текширилиши мумкин 
булмайди, одатда, унинг у ёки бу синфга тегишлилиги маълум 
булади. Шунинг учун турли синфлар функцияларини интеграл­
лаш учун стандарт программалар туплами булиб, берилган синф- 
даги хар бир функциянинг индивидуал хусусиятини хисобга олиш 
программада к,адамни автоматик равишда танлаш йули билан олиб 
борилади.

Кадамни автоматик равишда танлаш Рунге принципига асослан- 
ган. Рунге принципига асосланиб, интегралларни такрибий хисоб- 
лашларнинг х;ар хил процедуралари мавжуд, шулардан энг кенг 
тарк^алганини куриб чик,амиз. Бу бобда куриб чик^илган барча
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} / ( х М х  = | : 4 / ( х , ) + / ? ( / )  (9 .1)
а ' = 1

квадратур формулаларнинг колдик, х,ади

/? ( / )  =  с - /г у (* -» (§ )

куринишга эга булиб, бу ерда с-константа, /г-интеграллаш орали- 
рининг ёки бир К.ИСМИНИНГ узунлиги,^-интеграллаш оралирининг 
к,андайдир нук,таси.

Агар интеграллаш оралигида/(А:-1)(§) секин узгарса, уни так,- 
рибан узгармас /<*“''(х) =М , х;амда M^c= Л /деб белгилаб олиб, 
К.ОЛДИК, х а̂дни

Л(/-)=М /г‘ (9.2)

куринишда тасвирлаш мумкин ва агар интегралнинг аник, к,ийма- 
тини /  ва такрибий к^ийматини орк,али белгилаб олсак, у х,олда

I  =

[а, Ь\ оралик^ни иккига булиб, )̂ ар бирига (9.1) квадратур форму­
лани куллаб, интегралларнинг такрибий к,ийматларини кушсак, 
[а, Ь\ оралик. булиб интегралнинг такрибий к,иймати ^ , ни х̂ осил 
киламиз ва натижада

к к

1

тенглик уринли булади. (9.2) ва (9.3) тенгликлардан к̂ олдик. 
учун

/? (/) = = (9.4)

бах,ога эга буламиз, бу бах,о Рунге бах;оси дейилади. Шундай килиб, 
[а, ¿] ораликда / '̂'"‘'(х) деярли узгармас деб фараз к^илиб,лолдик, 
>̂ адни маълум микдорлар ёрдамида ифодаладик, натижада интег­
ралнинг аник^рок к.иймати куйидагича ёзилади:

^ - 2 , <9-5)
Энди (9.4) формулага асосланиб, к;адамни автоматик равишда тан­
лаш йули билан интегрални х.исоблашни куриб чик^амиз. Бунинг 
учун

Ц /;[а ,Ь ])  = 1/(х)с1х, 5 :(/;[а ,/)]) = 2 4 Л х , )
а ' “ 1
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белгилашни киритамиз. Аникдике > О, е„ =  2"% ва дастлабки к;адам
Ь - а берилган булсин. Куйидаги

а , а  +  ^ 1 / 1 а  +  ^ - , а  +  Ь̂

микдорларни )^исоблаб,

л „1 <  £

шартни текширамиз. Агар бу шарт бажарилса, у х;олда

(9.6)

(9.7)

шартни текширамиз. Агар (9.7) шарт х,ам бажарилса, у холда к,адам 
жуда хам кичик олинган булиб, \  нинг урнида 2/г̂  ни олиш керак. 
Сунгра

Е Г ' =  X  ( / ; [ « ,  а  +  2Ль]) + Е  ( / ; [ «  +  А), й +  2/го])

у ( 0 „ у ( 1 )

1-2 '-^

микдорлар хисобланади ва

шартлар текширилади. Агар хар иккала шарт хам бажарилса, у 
вак̂ тда кладам яна иккиланади, яъни 4/г̂  кладам олинади ва бу жара- 
ён давом эттирилади.

Бу ерда икки хол булиши мумкин.
1) Кадамларнинг иккланиши жараёнида 2 \  = й -  а га эга 

булиб, шу билан бирга = Ь — а к^адамда

< е

теНгсизлик бажарилади, бу ерда

X  Е  ( / ; [ « ,  а + 2 ^ ] ) ,

Е 1̂’= Е  (/; «+ 2«'Ч]) + Е  (/. + 2^'Ч>«+ 24])-
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ь
у  холда / {х)йх интегралнинг такрибий, киймати сифатида

“ _  у  <4')

ни к̂ абул к;иламиз.
2) Кадамларнинг иккиланиши жараёнида шундай / топилади­

ки, А; =  2' Н^<Ь -  а к^адамда

I |<  е , I > £о

тенгсизликлар уринли булади. У холда /(/; [а,а+2'к^])  интеграл­
нинг такрибий к^иймати сифатида

Е у  (0_у  (О 
(/) + ±rJ__^ 0

О \ - 2

к̂ абул к^илинади ва [а, Ь] оралик^нинг к о̂лган к^исми [ а + 2 \ ,  й] учун 
интегрални хисоблаш /г, кладам билан давом эттирилади.

Агар (9.6) шарт бажарилмаса, у холда берилган е  аникдикда 
дастлабки кладам \  катта булиб, /г„ урнига у  к,адам олинади ва

Е И = Е ( / ;  

E ^ " = X Í / ;

а , а ^  +  \

V (“О :-1) . ^ 0
’ ^  1-2*-^

нинг

микдорлар хисобланиб,

шарт текширилади. Агар бу шарт бажарилса, /  / ;  а, а +
\

такрибий к^иймати сифатида X  о”'^ + Д }ол и н и б , к,олган 
оралик; буйича интеграл у  кладам билан хисобланади.

Агар I I < е шарт бажарилмаса, кладам яна икки марта кич- 
райтирилади. К,адамни кичрайтириш жараёни

шартни к^аноатлантирадиган q топилгунига к,адар давом эттирила­
ди. Сунгра

I í а , а  + ^ \
\

\ -2 /
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деб олинади, бу ерда

/ ; й > й о + у

/ ; « . « + 2 ^ / ; а + 2?+Т ,д +
2«

Ораликнинг 1<;олган к^исми буйича интегрални ?(;исоблаш учун шу 
жараённи ^  кладам билан давом эттирамиз.

Шундай к^илиб, интеграллаш оралиги т  к^исмларга булинади
ва х.ар бир ораликда интеграл е аникдикда х^исобланади. Бу интег-

ь
ралларнинг йигиндиси \/{х)с1х  нинг такрибий к.ийматини те хато 
билан аник^айди. а

10-§. ИНТЕГРАЛЛАНУВЧИ ФУНКЦИЯНИНГ 
МАХСУСЛИГИНИ СУСАЙТИРИШ

Амалиётда купинча хосмас интегралларни х^исоблашга тугри ке- 
лади. Бундай интеграллар чексиз оралик, буйича олинган интег- 
раллардан ёки чекли оралик; буйича олинган булиб, интеграл ос- 
тидаги функция интеграллаш оралигининг айрим нук^таларида 
чексизликка айланади.

Чексиз чегарали махсусмас интегралларни узгарувчиларни ал- 
маштириш йули билан чекли чегарали хосмас ва х̂ атто, хос интег­
рал га келтириш мумкин.

Масалан,

/  = с1х

1интегралда х = — алмаштириш бажарсак, у чекли чегарали хос 
интегралга келтирилади:

/  =

Чексиз чегарали интегрални хисоблаш учун уни чекли, лекин 
шундай етарлича катта чегарада олиш керакки, ташлаб юборила- 
диган кисми интегралнинг берилган х^исоблаш хатосидан ортма- 
син. Масалан, интегрални хато билан х^исобламок^чи булсак, уни

^  ь ^

/{х)с1х = /{х)(1х  + /{х)с1х
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куриниовда ёзиб оламиз ва Ь ни шундай катта к,илиб танлаймизки,

f {x )d x
< ‘i

С Vтенгсизлик бажарилсин. Энди f {x )d x  хос интегралнинг ^ аник,-
а

ликдаги Z такрибий кийматини бирор квадратур формула ёрда-
мида топамиз:

Бу пайтда

< f .

< е

булади. Шундай к^илиб, чексиз чегарали хосмас интегрални х.ар 
доим чекли чегарали интегралга келтириш мумкин. Шунинг учун 
хам, биз чекли чегарали хосмас интегралларнинг махсусликлари- 
ни сусайтиришнинг айрим усулларини куриб чик.амиз.

1. Вазн функциясини ажратиш. Фараз к,илайлик.

/ =  f {x )d x (10.1)

интегрални хисоблаш талаб к.илинсин ва j{x) функция [а, Ь] ора- 
лик,нинг бир ёки бир неча нук^таларида чексизликка айлансин. Бу 
функцияни

f i x )  =  р(х) <р{х)

куринишда ёзиб оламиз, уз(х) функция [а, Ь] ораликда чегаралан- 
ган ва етарлича узлуксиз хосилаларга эга хамда р(х)>0 етарлича 
содда куринишга эга. Бу ерда р{х) ни вазн функцияси деб олиб, 
юк^оридаги усуллар билан вазнли квадратур формула тузамиз.

М исоллар курайлик. Айтайлик,
1

dxI  = W

интегрални х^исоблаш керак булсин. Интеграл остидаги функция ±  1 нук,таларда 
чексизга айланади. Бу функцияни

1 1 1
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куринишда ёзиб, р(х)  = { \ - х  ) 2 деб оламиз. У :\олда Мелер квадратур форму­
ласини куллаш мумкин;

2 - -

2к -1  
X I ,  =  С 0 5 — -----Л

“ 2п

Бундан « =  10 деб олсак;

/  =
10

2 2 
\11+С05  ̂63** л/1+С05^81‘*

= 2,221428.

Интегралнинг к;иймати вергулдан кейин олти хона ани^яик билан куйидагига 
тенг;

/ =  2,221441.

2. Лддитив усул. Л.В.Канторович махсусликни сусайтиришнинг 
куйидаги усулини таклиф этган. Фараз к.илайлик, интеграл ости- 
даги функция

/ { х )  = ( х - с У  <р(х) (10.2)

куринишга эга булиб, с & [а ,  Ь], а > - 1  ва (р{х) функция [а, Ь] 
ораликда А:-тартибли хосилага эга булсин. У холдаДх) ни куйида- 
гича ёзиш мумкин:

/ ( X )  = у ; ( х )  + /^ ( х ) ,

А { х )  =  ' ^ ‘̂ { х - с Г \  
у=о J ■

Л (х) = (х -С )“ с р { х ) - ( р { с ) - ' ^ ' ^ { х - с )

Бу ерда/;(х) даражали функция булгани учун осон интеграллана- 
ди. Квадрат к;авс ичидаги ифода ва унинг А:-тартибли \осиласига- 
ча X = с нук^тада нолга айланади. Шунинг учун х;ам,;^(х) функция 
х = с  нук^тада махсусликка эга эмас. Бундан ташк.ари, х = с нук т̂а- 
да бу функция к+[а] тартибли узлуксиз хосилага эга. Шунинг учун

х а м , / 2 {х)с1х  га бирор квадратур формулани куллаб натижа олиш

мумкин.
М и с о л . Куйидаги

I  =
¡¡х 

■^х(\.-х)
= ^  = 1,5707963...
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интеграл такрибий хисоблансин. Интеграл остидаги функция

/( х )  = х ’ ^ ( 1 - х ) “ 2

интеграллаш оралирида ягона х =  О махсусликка эга, ф(х) = (1 - х )  ^  функцияни 
даражали каторга ёйиб у? \адигача сак^аймиз, у холда

Ш )  = X 2

Берилган интегрални

/ i W  = x ‘ 2 

_1

1 35
" l 6 "  128-

351 1 3 2 5 3 4
"Тб" ,/2(0) = 0.

0,5 0.5

/ =  / , ( х ) Л +  Л (х )Л
о о

куринишда ёзиб оламиз. Биринчи интеграл аник; хисобланади:

о

Иккинчи интегрални л =  10 ва кадам h =  0,05 деб олиб, Симпсон формуласи 
ёрдамида ^исоблаймиз:

0,5

’ /2 ( ^ ) ^  = 0,0006385.

Демак,

/ =  1,5691585 + 0,0006385 = \ , Ы Ш 1 .

Бу усулни, интеграллаш оралигида бир неча махсус нукта булган холда хам 
куллаш мумкин.

3. Булаклаб интеграллаш. Айрим х,олларда интеграл остидаги 
функциянинг махсуслигини булаклаб интеграллаш йули билан су- 
сайтириш мумкин. Масалан, интеграл остидаги функция (10.2) 
куринишга эга булсин. У х;олда (10.1) интегрални

b o b
' f {x )d x  = f f { x )d x  + 1 f {x )d x

a a С

куринишда ёзиб олиб, х;ар бирига булаклаб интеграллаш форму­
ласини куллаймиз, у х;олда 

ь
(х -  c)“(p(x)dx = (рФ){Ь -  £)“■"' -  (р(а){с -  а), а + ]

а+\
{x-cУ^^(p'(x)dx.
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Бундан куринишича, унг томондаги интеграл хос интегралга ай- 
ланди. Бу ерда с нук,та оралик.нинг четки нук,талари билан устма- 
уст тушиши х,ам мумкин.

М и с о л . Куйидаги
I

/  =
о (1+х)л/7

интегрални булаклаб интеграллаймиз:

/  = ^ | Ч 2
\ + Х  о

1 1

о
7 Г - ^  = 1 + 2 

(1+х)2
• у/хсЬс  

(1+х)2

Охирги интеграл хос интегралдир. Юк;орида келтирилган усулларни куллаб, ин ­
теграл остидаги функция

/(х )  = (х -  с)“ ¡п'Чх -  с) ■ <р(х)

куринишда булганда \ам  махсусликни сусайтириш мумкин, бу ерда п натурал 
сон булиб, с, а , (р(х) юк.оридаги шартларни цаноатлантиради.

Юк^орида келтирилган усулларни фак а̂т хосмас интегралларни 
хисоблаш учун эмас, балки интеграл остидаги функция чегара- 
ланган, лекин керакли тартибли хосилалари чегараланмаган х;ол 
учун хам куллаш мумкин. Бундай холда квадратур формулалар- 
нинг катта хатога эга булишларини уларнинг к̂ олдик, хадларининг 
к;ийматларидан билиш мумкин. Махсусликни сусайтириш усул- 
лари купинча интеграл остидаги функция аник, интегралланувчи 
ва етарлича силлик, функциялар йигиндиси куринишида ёзишга 
имкон беради.

11-§. ЧЕКЛИ-АЙИРМАЛИ ТЕНГЛАМАЛАР

Дифференциал ва интеграл тенгламалар классик анализда к,ан- 
чалик катта ахамиятга эга булса, чекли-айирмали тенгламалар- 
нинг роли хам дискрет анализда ана шундайдир. Бу параграфни 
чекли-айирмали тенгламаларга багишлаймиз.

Фараз к,илайлик, у(х) функция бирор ораликда берилган булсин. 
Аникдик учун бу оралик, О < х < °о ярим укдан иборат булсин. Би­
рор /г > О к,адамлих + кк турни олиб,д'(х) нинг чекли айирмалари- 
ни тузамиз:

Ау(х), ^̂ ’y{x).

Ушбу

Р{х,у{х), ^y{x) = 0 (11.1)
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куринишдаги тенглама р-тартибли чекли-айирмали тенглама де­
йилади.

Бу ердаз^(х) изланаётган функция булиб, Р{х, у^, уз аргу- 
ментлари (х, у ,̂ у^  нинг узгариш со)(.асида аник^ланган функ- 
циядир.

Агар чекли айирмаларни функциянинг к^ийматлари орк,али ифо- 
даласак, (11.1) тенглама куйидаги куринишга эга булади:

Ф (X, у(х), у ( х +  К), у{х  + рИ)) = 0. (11.2)

Э ндихн ингх = п к  {п = О, 1, 2, ...) куринишдаги к;ийматларини 
олиб, у { Щ  =у^деб белгилаб олсак, (11.2) тенглама

0(п, у„, у„^ 1 , ... У„^ )̂ = о (л = о , 1, 2, ...) (11.3)

куринишга эга булади.
Биз (11.3) куринишдаги тенгламанинг энг содда куринишини, 

яъни ларга нисбатан чизикли булган

Ц у) = а^(п)у^^^+а^(п)у^^^_, + ... + а^{п)у„=/{п) (11.4)

тенгламани к;араймиз. Бу тенглама р  -  тартибли чизикли-айирма- 
ли тенглама дейилади. Бу ерда о/л) коэффициентлар ва/ ( « )  озод 
)(,ад п (бутун сонлар)нинг ихтиёрий функциялари. Озод х,ади нолга 
тенг булган Ь{^) = О тенглама бир жинсли дейилади. Агар с. ларга 
конкрет к,ийматлар бериб,

г(л, с,, с̂ , ..., с )

формуладан к,аралаётган тенгламанинг барча ечимларини топиш 
мумкин булса, бундай формула умумий ечим дейилади. Агар V ва у  
бир жинсли булмаган Ц у) -  И тенгламанинг хусусий ва умумий 
ечими булса, у х;олда 1  =  у  -  ь бир жинсли тенгламанинг ечими 
булади: Ц и  -  у) = Ц и)  “  Ц у )  = /г -  Л = 0. Шундай к^илиб, бир 
жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими бир жинсли тенг­
ламанинг умумий ечими билан бир жинсли булмаган тенглама­
нинг хусусий ечимининг йигиндисига тенг: y  = z  + У■ Агар барча­
си бирданига нолга тенг булмаган с,, с̂ , ..., лар мавжуд булиб,

с у >  + с̂ и̂ *̂ + ... + = О (11.5)

уринли булса, у х;олда бир жинсли тенглама £(и) =  О нинг 
..., г/'"> ечимлари аргументнинг к^аралаётган сох^асида чизикли бор- 
ланган дейилади. Акс х;олда, яъни (11.5) фак.ат с. = 0(/ = 1,/и) да 
бажарилса, бу ечимлар чизи/^ли эркли дейилади. Агар бир жинс­
ли тенглама ¿(г) = О нинг ечими булса, у \олда уларнинг чизикди
комбинацияси ^  с,г*'* >«.ам бу тенгламанинг ечими булади, чунки

/
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i / i /

Кулайлик учун (11.4) тенгламанинг « > О к^ийматлар учун карай- 
миз.

Т е о р е м а . Фараз к,илайлик, барча л > О учун й„(л);^0 булиб, 
а.{п) лар чегараланган булсин. У холда L{z) =  О бир жинсли тенг- 
ламанинг умумий ечими

г = (11.6)
/=1

булиб, ..., функциялар L{z) =  О нинг чизик^ш эркли ечим- 
ларидир.

И с б о т . (11.4) тенгламани куйидаги (/(п) -  О булганда)

(11.7)

куринишда ёзиб оламиз. Агар Zg, Zp ..., ẑ ,_i берилган булса, (11.4) 
дан кетма-кет z  , ,, ... ларни топиб оламиз. Демак, ихтиёрий z ,̂ 
Zi, —,Zp_i учун L(z) -  О тенглама ечимга эга. Бу ечим ягона, чунки 
Хар к.андай ечимнинг к^иймати (11.7) тенгламани к;аноатлантира- 
ди, бу тенгламадан эса z ,̂ z^^^ ... ларнинг к,ийматлари ягона ра­
вишда ани^анади.

Энди zi'  ̂ орк а̂ли L{z) =  О тенгламанинг z%  = 5 /  ( i j  = 1 ,2 , . . . ,  р) 
шартларни к.аноатлантирувчи ечимларини белгилайлик.

Бу ечимлар чизик^[и эркли системани ташкил этади. Хак.ик;атан 
х,ам

(11.8)
/=1

булса, у холдау = 1 ,2 ,  ..., р  учун

0  =  X c ,^ y 2 i = C j
1=1 i=i

Демак, (11.8) тенглик фак.ат с, = 0  (/ = 1,р) булгандагина ба­
жарилади ва шунинг учун хам^<‘\  ..., функциялар чизикди эрк- 
лидир.

Энди L(z) = О нинг ихтиёрий ечимини (11.6) куринишда ёзиш 
мумкинлигини курсатамиз. Фараз 1^илайлик, L(z) =  О нинг би­
рор ечими булсин. У х,олда

(ОУ.  =  T z i . i z i '
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функция бу тенгламанинг^, z ,̂ ■■■, ẑ _̂  дастлабки шартларини к.апо- 
атлантирадиган ечими булади. Х(г) тенглама ечимининг ягоиали- 
гидан

(11.9)
1=1

келиб чик^ади. Теорема исбот булди.
Энди узгармас коэффициентли чизик^ли-айирмали тенгламани

= Д п ) ,  а^ФО
(-0

ва унга мос келувчи бир жинсли

= (11.10)
1=0

тенгламани к;араймиз. Охирги тенгламанинг хусусий ечимини Я" 
куринишда излаймиз, у холда

Ха,.Я' Я" = 0
/=0

ч

Демак, характеристик тенглама деб аталувчи

¿ а ,Я '= 0
/=о

тенгламанинг хар бир Я ечимига (11.10) тенгламанинг Я" хусусий 
ечими мос келади.

Агар характеристик тенгламанинг барча илдизлари туб булса, у 
Холда р  та х.ар хил ечимга эга буламиз. Характеристик тенглама­
нинг хар бири к каррали илдизига (11.10) тенгламанинг к та х,ар 
хил

Я ",с^Я '’- ' , . . . , с ^ 'Я ”-'^"‘ (1 1 .1 1 )

ечимлари тугри келишини курсатамиз. Буни каррали илдизлар 
х,ак,ик,ий булган х,ол учун к,араш билан кифояланамиз, чунки ай- 
тилган гаплар комплекс булган хол учун хам уринлидир. Характе­
ристик купхадни купайтувчиларга ажратамиз:

¿ а , Я ' = « , П ( Я - Я , ) .
/=0 (=1

Хак;ик 1̂й е > О, 8 -^ 0  параметрни олиб, куйидаги икки шартни 
к.аноатлантирувчи Я,.̂  ни оламиз:

1) барча / = 1,2,..., к  учун Я.̂  лар хар хил;
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2) барча / < к  учун lim Я,., = Я,.
£-»0

Бу илдизларга мос келадиган характеристик тенгламани тузамиз:

о = й , П ( я - л , )  = £ й , д ' .
ы\  /=о

Куриниб турибдики, lim fl,.̂  Бу характеристик тенгламага
£.—̂0

Р

1=0

айирмали тенглама мос келади. Энди фараз к,илайлик, Е > О учун 
(11.12) тенгламанинг шундай z „̂ ечимини курсата олайликки, их­
тиёрий л > О учун

лимит мавжуд булсин. Агар И т%  -  а, ни х,исобга олиб, (11,12) 
тенгламада лимитга >т:сак, у х,олда z„ лимитдаги функция (11.10) 
тенгламанинг ечими эканлигини курамиз. Шундай z, „ кетма-кет- 
ликларни курамизки, улар (11.10) тенгламанинг каррали илдизига 
мос келадиган хусусий ечимига як^инлашсин. Бундай куришни 
амалга ошириш учун булинган айирмалардан фойдаланамиз. Ав- 
вал илдиз икки каррали булган холни курамиз, бунинг учун ̂  (Я) = Я" 
деб белгилаб,

биринчи тартибли булинган айирмани оламиз. Куриниб турибди­
ки, бу функция (11.10) тенгламани к.аноатлантиради. Энди 
lim Я., = Ит Я,, = Я, ни хисобга олиб, лимитга утамиз:
е-»0 £->0

Шундай к.илиб, биз икки каррали илдизга мос келадиган яна бир 
ечимга эга булдик. Энди нинг карралиги иккидан катта 

булган х;олни куриб чик^амиз. Бунинг учун 5-бобдаги булинган ай- 
ирмалар назариясига оид иккита формуладан фойдаланамиз:

ва

= (11.14)
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бу ерда
min(x,, х )  <  шах (х„ х ) .

Ихтиёрий 1 < q < к  учун „ оркщщ <р(Х) = Д" нинг д тартибли 
булинган айирмасини белгилаймиз, (11.13) га кура:

= У . C J Л

Курйниб турибдики, (11.12) тенгламани к^аноатлантиради. 
Сунгра, (11.14) дан фойдаланиб, z  ни куйидагича ёзишимиз мум­
кин: ^ ,„=о-'лг^'. : "

Бу ерда min(Aj ,̂ ^ < max (Я;̂ , ...,Я^ )̂ булгани учуне^О
Холда лимитга 5тгиб,

ни х,осил к,иламиз. Шундай к,илиб, к  каррали характеристик ил- 
дизга к та хар хил (11.11) функциялар мос келишини курсатдик. 
Энди фараз к,илайлик,

fljj + iZ|A + ... +  =  0 (11.15)

характеристик тенглама т та, карраликлари мос равишда k̂ , к̂ , ..., 
к^ ларга тенг булган хар хил илдизларгаЯ,, Я̂ , ..., Я̂  илдизларга эга 
булсин. Бу илдизларга (11.10) тенгламанинг куйидаги хусусий ечим­
лари тугри келади:

Trt /-т! т я~1 / ^ 2  т я-2 у ^Ъ -! п я -Ъ +1

»..•> ^  > (11.16)

1Я f-'km-l уп-к„+1

Бу ерда к̂  +  к̂  +  ... + к^ =  р  булгани учун (11.15) нинг ечимлари 
сони р га тенг.

Агар z i ' \z l^ \ : . ,z i ' ’̂  узаро чизикди эркли булиб, L(z) =  О нинг 
хар к а̂ндай ечимини уларнинг чизикди комбинацияси шаклида 
ифодалаш мумкин булса, у холда бир жинсли тенгламанинг 
z[^,z^^\—,z i ‘‘̂  ечими фундаментал система ташкил этади дейи­
лади.

2 -т ео р ем а . (11.15) характеристик тенгламанинг илдизларига 
мос келадиган (11.16) ечимлар фундаментал системани ташкил этади.

И с б о т . (11.16) функциялар системасини z'i^^,z^^\...,z['’̂  орк,а- 
ли белгилаб олиб, уларнинг дастлабки к^ийматларидан тузилган 
куйидаги детерминантни к,араймиз:
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7(1) уО-)

Агар (11.15) характеристик тенгламанинг барча илдизлари туб булса 
у х̂ олда уларга мос келувчи (11.16) система Я1",Я2",...,Я" булиб, 
^р(Л">-"Др) Вандермонд детерминанти булади ва шунинг учун
)̂ ам ^ 0 . Умумий х̂ олда х.ам эканини курсатиш
мумкин. Бу принцип жих,атдан к,ийин эмас, лекин катта х,исоб- 
лашларни бажаришга тугри келади. Биз бунга тухталиб утирмай- 
миз. Энди деб х^исоблаб, нинг фундаментал сис­
тема эканини курсатамиз. Аксинча, яъни бу системани чизикли 
борланган деб фараз к,илайлик. У \олда барчаси бир вак.тда нолга 
тенг булмаган шундай с,,..., топиладики,

¿ с , г ; '> = 0
/=0

барча п лар, хусусий х,олда п =  учун уринли булади.
Лекин шартда система

с , 4 ’^ +  с2 4 ^ '+ . . . +  с 7 ^  =  0,

с ,г г  + С2г\  +••■ + = О,

+ ...+  с 7^1 = О

фак,ат с, = = ••• = = О тривиал ечимга эга булади. Шундай 
к.илиб, ,4^’ система чизикли эркли экан. Энди (11.10) сис- 
теманинг х,ар бир ечими бу системанинг чизикли комбинацияси 
эканини курсатамиз. Хак,ик.атан >(ам,

=  ^0,

+  - +

система ихтиёрий учун ечимга эга. Демак, ихтиёрий
ечим учун шундай ларни курсатиш мумкин, бир жинсли
тенгламанинг ечими

/=1
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n = 0,1,...,;? - 1  учун zn билан устма-уст тушади. Айирмали теигла- 
манинг Z(¡, Zi, ..., Zp_i дастлабки шартларни к,аноатлантирадиган 
ечимининг ягоналигидан барча п лар учун z„ =  лиги келиб чи- 
к,ади. Теорема исботланди.

3 -т е о р е м а . Карралилиги к га тенг булган илдизга мос ке­
лувчи (11.10) тенгламанинг хусусий ечимларидан тузилган

(11.17)
?=1

чизикди комбинацияларнинг туплами ихтиёрий (А: -  1) — даража­
ли купх;адлар P̂ _ {̂ri) учун

функциялар туплами билан устма-уст тушади.
И с б о т . Хар бир функция п га нисбатан q — \< к  дара­

жали купхад булгани учун (11.17) куринишдаги хар бир функция­
ни (11.18) куринишда ёзиш мумкин. Иккинчи томондан, Pi _̂̂ {n) 
ихтиёрий {к -  1)—даражали кУп^ад булсин. Ихтиёрий А: тугун учун 
{к -  1)—даражали хар бир P^_i{n) купх,ад узи учун интерполяцион 
купхад булади. Шунинг учун хам Ньютон интерполяцион форму- 
ласида

L „ ( x )  =  / ( х , )  + / ( х , ,  х ^ )(х  -  X ,) +  . . .  +
+ /(x j , . . . ,x„)(x -x ,)  ... (x -x„_i)

п = к, Lî  =  P;^_y,f = деб олиш мумкин. Бундан ташк,ари,х. = у -  1 
ва X =  л деб олсак, у холда

Рк-М ) =  Л  + Berlin -  1) + ... + Bi _̂̂ n(n -  1)...(я -  к +  2)

га эга буламиз, бу ерда Bj =  i ’̂ _i(0, Бу тенгликни куйидагича 
ёзиб олиш мумкин;

Рк-Лп) = i л c r ’Л'-^ Л  = - 1 ) 4 " ’ .
?=1

Демак, (11.18) куринишдаги хар бир функцияни (11.17) куриниш­
да ёзиш мумкин. Теорема исбот бУлди.

Шундай к,илиб, (11.16) фундаментал система Урнига ушбу

4 » =  Я,”, = Ч " ,..., 

фундаментал системани олиш мумкин.
1-ми с о л .  Куйидаги

г „ .,+ 4 г „ -5 г „ _ , = 0 

бир жинсли чизи1д1и-айирмали тенгламанинг умумий ечими топилсин.
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Е ч и ш . Бу тенгламанинг характеристик куп^ади

Я 2 + 4 Л -5  = 0

булиб, унинг илдизлари Я, = 1 ва = - 5  булгани учун умумий ечим

Z„ = c, + ( - l ) V "
булади.

2-миС О Л . Ноль ва бирдан бошланиб, хар бир кейингиси иккита олдингила- 
рининг йигиндисига тенг булган Фибонасси сонларини к,арайлик: О, 1, 1, 2, 3, 5,
8, 13, 21, ... Умумий х,адининг куриниши топилсин.

Е ч и ш . Масала шартига кура

чекли-айирмали тенгламани г,, = О, г, = 1 дастлабки шартларни к,аноатлантирув- 
чи ечими топилиши керак. Характеристик тенглама

нинг илдизлари A¡ = — , Я2 =

А ^-Л  -  1 = 0 

I-V ? булгани учун умумий ечим

Í1+V5"
п

= q
2

+ С2
2

булади. Узгармас с, ва дастлабки шартлар яъни

c¡ +С2 = О, (С] + С2) + y/5(c¡ -  С2) = 2 

тенгламалардан топилади:
1

С2 = ~
1

демак,

1 fl+ V F '' ” 1
2 2V /

3 -м и с о л . Ушбу

т е н г л а м а н и н г =  г, =?з = О, = -  I дастлабки шартларни каноатлантирувчи ечи­
ми топилсин.

Е ч и ш . Характеристик тенгламани

Д" + 2Я̂  + ЗЛ2 + 2А + 1 = О

(Л̂  +  Л + i y =  о каби ёзиб олиб, унинг

2ni
Á¡ = Á2 = е  ̂ = Л4 = е 3

илдизларини топамиз. Умумий ечим эса:

2ш  - 2ш  2пп
Z„ = (С] + С2п)е 3 + (сз + сцп)е з = ( д  + cos - у -  + (А  ̂+ Д }и ) sin

бу ерда Л,, А ,̂ A¡, А,  янги ихтиёрий узгармаслик.
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Бу узгармасларни топиш учун дастлабки шартлардан фойдаланиб, куйидаги 
тенгламаларни тузамиз:

г„ =  Л  = 0.

= ( 4  + ^ 2 )С 0 5 ^  + (^3 + Д } ) 8 т ^  = О, 

г,  =  А̂  +  ЗА  ̂ =  0 ,

Z2=(.A^ + 2A2)cos^ + (A;j + 2A4)ím ~  = -l.

Бундан эса

Ш ундай к,илиб,
2(71-1) . 2лп

12-§. АНИКМАС ИНТЕГРАЛЛАРНИ Х;ИСОБЛАШ*

1. Масаланинг ц^илиши. Агар /(х )  функция [х„, Х\ ораликда 
узлуксиз булса, у холда бошлангич функцияни куйидагича тас- 
вирлаш мумкин:

ДГ

> (̂х)'= 3̂ 0 +  [ х е  [хо,Х] (12.1)
0̂

X

Демак, бошлангич функцияни топиш интегралнинг к,ий-

матларини топиш билан тенг кучлидир.
Вольтерра интеграл тенгламаси

Д х )  = ср(х) + ] к ( х , О Д О с Л
а

да ушбу

y ( x )  =  ] к ( x , t ) Д t ) d t  (1 2 .2 )
а У' ^

интеграл билан иш куришга тугри келади. Биз фак,ат бошлангич 
функцияни хисоблаш билан шугулланамиз. Интегралнинг юкори 
чегараси узгарувчи булгани ва у(х) нинг куп нукталардаги к,ий- 
матларини топишга эхтиёж тугилиши туфайли аник,мас интеграл-

* Мазкур параграфни ёзишда [23] дан фойдаланилди.
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ларни хисоблаш масаласи узига хос булиб, улар учун махсус ме- 
тодлар яратишга тугри келади.

Фараз к^илайлик, (12.1) интегралнинг к^ийматини аргументнинг 
х =  Хд, X,, Xj, ... к^ийматлари учун хисоблаш талаб к^илинсин. Ай­
тайлик, у ,̂ y ,̂ ..., у  ̂топилган булиб, ни топиш керак булсин. 
Бунинг учун у(х) нинг аввал топилган мавжуд yj^k < п) к,ийматла- 
ридан фойдаланиш мумкин. Биз аввалДх) формула ёрдамида (яъни 
унинг исталган к^ийматини топиш мумкин булган) аникданган 
Х.0ЛНИ к^араймиз. Параграф охирида эса J{x) жадвал билан берил­
ган х;олни куриб утамиз. Купинча/(х) нинг к,ийматини керакли х 
нукталарда \исоблаб, ни исталган аник^икда топиш мумкин 
булади. Бу ерда у(х) нинг куп к,ийматларини топиш лозим булга­
ни учун/ нинг х;ар бир кийматидан у{х) нинг бир неча цийматла- 
рини топишда фойдаланиш мумкин. Буни куйидаги мисолда куриш 
мумкин; ни х^исоблашда

п̂+1
Уп*1=Уп+ \ f i t ) d t  (12.3)

тенгликдан фойдаланиш мумкин. 5̂ нг томондаги интегрални x^ico6- 
лашдан аник, интеграл учун курилган формулаларнинг бирорта- 
сидан фойдаланиш мумкин. Лекин бу усул куйидаги куриниб уур- 
ган нук^сонга эга; / нинг к,ийматлари, агар улар [х̂ , x^^J нинг чет­
ки нук,таларига мос келмаса, фак,ат ни ?(;исоблашда фойдаланиб, 
аввалги у ,̂ y _̂ ,̂ ... ва кейинги у^^  ̂ ... ларни х,исоблашда к.ат- 
нашмайди.

Келгусида/нинг к^ийматларини х,исоблашнинг бир неча к;адам- 
ларида ишлатишга имкон берадиган усуллар х.ак̂ 1да суз юрити- 
лади.

Аник;мас интегрални топишда фойдаланиладиган интеграллаш 
к,оидаси муваффакиятсиз танланган булса, х;исоблаш хатолари йи- 
гилиб бир неча к,адамдан кейин кераклисидан катта булиб кети- 
ши мумкин. Худди шу холни мисолда курайлик. Фараз к,илайлик, 

ни х;исоблаш учун олдинги у̂ __̂  ва кийматлар х,амда )^осила- 
нинг иккита y'„_i = f„_i ва у'„ = f  к,ийматлари асосида интерполя- 
циядан фойдаланайлик. Бу ерда иккита икки каррали тугунларга 
эга булганимиз учун Эрмит формуласидан фойдаланишимиз мум­
кин ва К.ОЛДИК. х,адни ташлаб куйидаги интеграллаш коидасига эга 
буламиз;

н-1 = +’ /г(4/„ + 2/„_,). (12.4)
Бу тенглик барча учинчи тартибли купх;адлар учун анивдир. Бу 
формула бир марта куллашда яхши натижа беради, лекин куп марта 
куллаш учун эса хато тез ортиб бориши сабабли ярок^сиздир.
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Фараз к^илайлик, / нинг барча к,ийматлари ва аник, \исоб- 
ланган булиб, ни хисоблашдас хатога (масалан, яхлитлаш )(,исо- 
бидан) йул куйилган булсин. Биринчи бобда + 5у _̂,
)^исоблаш жараёни учун кУрганимиздек, бу хато у̂ ^̂  ...
ларни топишда уларга мос равишда - 4 s ,  21s, -104e, каби Уса 
бориб нотургунлик юз беради. Кейинги пунктда ни топишда
бу хато к^онуният билан усишини кУрамиз. Бундан (12.4)
формуланинг х^исоблаш учун ярок;сизлиги маълум булади. Унинг 
Урнига, (12.3) интегрални трапеция формуласи билан )(;исобласак,

Уп+1 = Л  +/«+i)

формулага эга буламиз. Бу формуланинг алгебраик аник^тик дара- 
жаси бирга тенг булса х.ам, Kÿn марталаб куллаш учун кулайдир, 
чунки хато жамланмайди. Куп марталаб кулланиладиган к.оида- 
ларнинг тургунликларига катта эътибор бериш лозим. Бу масала- 
ларни кейинги пунктда кУриб угамиз.

2. Хисоблаш хатоси ва Я1дннлашиш. Фараз к^илайлик, (12.1) ин­
тегралнинг к^ийматини h > О к^адамли 4- kh (х„ + Мг < X < 

+ Nh +  И) тУрда хисоблаш учун
р т

y n . i= lA y „ - ,+ h Y ,B „ j f ( ^ „ j )  (12.5)
/=о ; = 1

формула танланган булсин. Бу формула билан х.исоблашда ŷ _̂ ^
ни топиш учун у ,̂ у _̂ ,̂ ..., у̂ _̂  в а /н и н г  т =  т{п) та ^„j(j = 1,т) 
к,ийматлари маълум деб к,араймиз. Агар бу формулада такрибий 
к,иймат у  ̂̂ , Урнига аник, к^иймат у{х^ ^,) ни куйсак, тенглик бажа- 
рилмайди ва тенглик Уринли булиши учун (12.5) нинг унг томо- 
нига формуланинг хатоси деб аталувчи кушимча \адни кушиш 
керак: \

y ( x „ , i )  =  ' Z A y ( x „ - i )  +  + r„. (1 2 .6 )
(=0 J=i

Одатда х,исоблашлар яхлитлаш билан бажарилади. Шунинг учун 
х.ам л-к,адамдаги яхлитлаш хатосини —р^ орк,али белгиласак, (12.5) 
формула Урнига ушбу

3̂ «.. = É АУп-i + È B„jf(^„j) -  р„ (12.7)
1=0 J=1

)^исоблаш формуласига эга буламиз.
Бундан кейинги асосий вазифамиз у,̂  такрибий к^ийматнинг
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хатосини урганишдан иборатдир. Бунинг учун (12.7) ни (12.6) дан 
айириб, хато учун

Р

+ Р „  ( 1 2 .8 )
/=о

узгармас коэффициентли бир жинсли булмаган чекли-айирмали 
тенгламани х,осил к^ламиз. Биз бундаги у^{к = 0 ,р)  такрибий к,ий- 
матларнинг хатолари £*:(̂  = 0,/>) маълум деб к^араймиз. Колган 
барча (А: > р) кетма-кет равишда (12.8) формуладан аникланади.
(12.8) т  п =  р  деб олсак, дастлабки е*(Л = 0,р) ва г +  лар- 
нинг чизикди комбинацияси сифатида топилади. Бу натижадан 
фойдаланиб ва (12.8) да п = р +  1 деб олиб, дастлабки
е,,{к = ^,р) ва г^+р^, г ларнинг чизикди комбинацияси
орк;али ифодаланади ва хоказо. Шундай к,илиб, (12.8) тенглама 
ёрдамида п >  р  учун { к < р )  ва г̂  +  р ,̂ а;_, +р„_, ларнинг бир 
жинсли функцияси каби ифодаланади:

1=0

Куриниб турибдики, Г̂,'> функция (12.8) тенгламага мос

Д в „ )  =  е „ „ - ^ Д е „ . , = 0  (1 2 .1 0 )
/=0

бир жинсли тенгламанинг £к =<5К^ = 0,/?) дастлабки шартларга 
мос келувчи хусусий ечимидир. Хаки^атан хам, (12.9) да барча 
]  = р , п - 1  учун г + р̂ . = О деб олиб, бу дастлабки шартлардан фой­
далансак е„ = г ' /  келиб чик,ади. Шунинг учун хам Г̂,'* функция е. 
нинг таъсир ёки Грин функцияси дейилади. Худци шунга ухшаш 

нолли = ... =  = О дастлабки шартни каноатлантирадиган

1 ( е „ ) = 5 ‘„ (п, 1 > р )  (12.11)

тенгламанинг ечимидир. Хак.ик.атан хам, (12.9) да = ... = ¿',, = О, 
/•у + pJ = <5) деб олсак, е„ = 0̂ ,'̂  келиб чик,ади. функция /•, + р. 
озод у,аднинг таъсир функцияси дейилади. Энди эка-
нини курсатамиз. Хак.ик.атан хам, (12.11) тенглама фак;ат « = / 
булганда бир жинсли булмаган хамда п <  ¡ в а п  < / учун бир жии- 
сли тенглама булиб, куйидаги

Д£„) = О (л > О, =  £,_. + 2 = -  = ,̂+ 1 = ' 
масаланинг ечимидир. Бу масала ни аникдайдиган масаладан
фак,ат шу билан фарк. к^иладики, бунда п ук. буйича / - /?  + I бир-

-(«)
• Л+Р-/-1

408

ликка сурилгандир, демак, = Г["'’



Бундан фойдаланиб, ни куйидагича ёзамиз:

=  i  П 'Ч  +  X  г «  { r j  +  P j )  ( 12 . 12 )
1=0 

ёки
+ + ^ f ,  (12.13)

бу ерда

£ » ’ = t r i ’i , ,  Ê :> = § Г “  -  ’¿ г «  (,2.14)
/=0 j = p  J=p

Куриниб турибдики, (12.10) бир жинсли тенгламанинг 
= Е^(к = 0 ,р )  дастлабки шартларни к.аноатлантирувчи ечими 

булиб, ва лар мос равишда L(EJ  = ва L {E )  =  бир
жинсли булмаган тенгламаларнинг нолли = 0(А: = О, р)  дастлабки 
шартларни к^аноатлантирадиган ечимидир.

Энди h-*Q т  y „ { n -Q ,N )  такрибий ечимларнинг у { х )  аник 
ечимга текис як;инлашиш шартини аникдаймиз. Бунинг учун улар 
орасидаги масофа сифатида

р {у ,у„)  = max I е„ \ max | j (̂x„) - у „ \
п п

микдорни оламиз. е̂ , р^ ва г лар узаро борлик; булмаганликлари 
сабабли, /г-»0 да р{у,  у„)-^0 бажарилиши учун /г-»0 да maxJ?̂ *̂  
{к =  1,2,3) лар нолга интилишлари керак.

Ишни Е̂  ни урганишдан бошлаймиз. Аггр дастлабки хатолар 
еДЛ: < р) абсолют к;ийматлари буйича чегаралачган | | < е булса, у 
х;олда (12.14) га кура

Л '  | £ . | s e t | r < ; 4
/=0

бах̂ о келиб чик,ади.
Фараз к,илайлик, (12.5) формула узгармас у  ни аник, интеграл- 

ласин в а /=  О булсин. У х;олда бу формуланинг коэффициентлари

Е 4 = 1  шартни каноатлантириши керак. Бу эса е„ = 1 бир жинс- 
/=0
ли Ь{е^ = О тенгламанинг ечими эканини курсатади. Бундан таш- 
Кари, у  узгармас ва f =  О булганиг'^ун р. = = О булиб, (12.9) дан

/=0

келиб чик^ади. Демак, ихтиёрий п учун

¿1гг>|>1,
/=0
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л- о̂о да нинг тартиби билан ^  Г|,'̂  йигиндининг чегаралан- 
ганлиги узвий богликдир.

Шу муносабат билан, куйидаги таърифни киритамйз. 
Т а ъ р и ф . Агар шундай Л/сони топилсаки, |£.| < е (/ < р) булган- 

да барча п > р  учун '

\Е„ =
/=0

<  M e

тенгсизлик бажарилса, у холда (12.5) формула дастлабки щймат-  
ларнинге^ (/ < р) хатоларига нисбатан туррун дейилади.

Энди тургунлик критерийсини келтирамиз.
1 -т е о р е м а . (12.5) формула дастлабки хатоларг, (/ < р) га нис­

батан туррун булиши учун куйидаги шартларнинг бажарилиши за- 
рур ва етарлидир:

1) =0
/=о

тенгламанинг илдизлари орасида модули буйича бирдан катта- 
си мавжуд эмас;

2) модули бирга тенг булган илдизлар тубдир.
И с б о т . Олдинги параграфдан маълумки (12.10) бир жинсли 

узгармас коэффициентли чизикли айирмали тенгламанинг уму­
мий ечими

Я "" ' - ¿ Д . Я ^ - '  = 0
;=0

{р-¥ \)  — даражали алгебраик тенгламанинг илдизлари орк,али 
аник^анади.

Тенгламанинг илдизларини Я,, Я̂ , ...,Я^ ва уларнинг карраларини 
к̂ , к ,̂ к^ оркали белгиласак, у х;олда Я"л''(у = 0 , / : - 1 ; /= 1,/и) 
функциялар L(e)  = О бир жинсли тенглама ечимларининг фунда­
ментал системасини ташкил этади. Тенгламанинг ихтиёрий ечи­
ми уларнинг чизикли комбинациясидан иборат булади.

Иккинчи томондан, дастлабки к^ийматларнинг таъсир функ- 
цияси Г̂ 'Чг = 0,/>) хам фундаментал системани ташкил этади ва 
бу система Я"л̂  ечимлардан махсусмас матрицали чизикли ал­
маштириш ёрдамида х,осил булади.

Ушбу ^  rj,'’ йириндинингчегараланганлиги = О,/») функ­

цияларнинг чегараланганликлари билан ва демак, барча п учун 
X " n \ j  = О, kj -1; / = 1,т) ечимларнинг чегараланганликлари билан 
тенг кучлидир. Бу эсаЯ. лар модуллари буйича бирдан катта булма- 
гандагина ёки | Я,. | = 1 х,олда эса А:. = 1 булгандагина уринлидир. 
Шу билан теорема исботланди.
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Энди ни текширамиз. Агарр барча кладам учунр^  ̂ларнипг 
юк,ори чегараси булса, яъни |pJ < р , у >;олда (12.14) га кура

л-1 N -1

1=Р

т а х е 1^^\<р 1 \ т Г
J=p

(12.15)

булади. Агар р^, \р^ < р  шартни к,аноатлантирувчи барча к.иймат- 
ларни кабул к,илади деб фараз щ лса, у холда охирги ба^о аник; 
булиб, п =  М ш  Рк = булганда тенгликка эришилади.

Куриниб турибдики, /г-»0 да Ж чексиз ортиб боради.
Энди Х(е ) =  О бир жинсли тенгламанинг ечимлари булган ушбу

р ( р )  -рСр) р (/^ )
п 5  ̂ Л+1 ) л+/п^р (12.16)

системани к^араймиз. Бу ерда = 1 ни хисобга олсак, у холда 
куйидаги матрица

О О .. 
0  0 . .

О О 1

1 Г «

1 р(/>) р(р) р(р) р(р) 
^ ^ /7+1 2 р -2  ^ 2 р -1  ^ 2р

п = 1,2, ..., р  учун (12.16) системанинг к;ийматларини тасвирлай- 
ди. Бу матрицанинг детерминанти нолдан фаркди. Шунинг учун 
хам (12.16) система фундаментал система булиб, у 
ва демак, Я,"/г̂  ечимлардан махсусмас чизикди алмаштириш ёрда­
мида хос ил булади. Уларнинг чегараланганлиги Г|,'* (/ < р)  ва 
Х”п^и  -  0, yt, -1; / = О, т) функцияларнинг чегараланганлиги билан 
тенг кучлидир.

Таъриф. Агар к га боглик, булмаган шундай сони мавжуд 
булиб, барча N  > р учун

( n  =  p , N - l )

тенгсизлик бажарилса, у холда (12.5) хисоблаш формуласи р^ ях- 
литлаш хатоларига нисбатан тургун дейилади.

2 -т е о р е м а . (12.5) хисоблаш формуласинингр^яхлитлаш ха­
толарига нисбатан тургун булиши учун куйидаги шартларнинг ба- 
жарилиши етарлидир;
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1) ' = о тенглама модули буйича бирдан катта ил- 
1=0

дизга эга эмас ва
2) модули бирга тенг булган илдизлар тубдир.
Исбот. Хак.ик;атан х.ам, теорема шартлари бажарилганда 

X - n \ j  = Q ,k^-\\ i  = \,т) ечимлар, улар билан биргаликда эса 
Г̂ 'Ч/ < р) таъсир функциялари чегараланган булади, хусусий х;олда

< Му, Бундан ва (12.15) тенгсизликдан теорема тасдиги ке­
либ чикади.

Шундай к,илиб,у.(/ < р) дастлабки кийматларни аникрок. }^исоб- 
лаш ва яхлитлаш хатоларини камайтириш йули билан 
булганда доимо

max - ^ 0  (А: =  1 ,2 )

булишига эришиш мумкин. Бундан биз куйидагини айтишимиз 
мумкин: агар А->0 да max -> О булса, у ^олда (12.5) формула

п
шубх;асиз текис як.инлашувчи >(,исоблаш жараёнига йул куяди.

Фараз килайлик, г  =  r{h) барча п{р < п <  N  -  1) учун хато Абсо­
лют к,ийматининг говори чегараси булсин: | r j  < г . У  \олда

i=P

ва

max (12.17)

Бундан куйидагига эга буламиз.
3 - т е о р е м а .  Агар /г->0 булганда

Л'-]

К А ) Х
Ы р

О

булса, у х,олда (12.5) формула текис як,инлашувчи )^исоблаш жара­
ёнига йул куяди. ^

4 - т е о р е м а .  Агар Я̂ '̂ - ^ДЯ^"' = О тенгламанинг модул
буйича бирдан катта илдизи мавжуд булмаса ва модули бирга тенг 
булган илдизи туб булса, у х,олда /г-»0 булганда

г(Л)
- ^ 0

булса, (12.5) формула текис як,инлашувчи ^исоблаш жараёнига йул 
куяди.

Исбот. Биз юк,орида курганимиздек, теорема шартлари бажа­
рилганда, шундай Му сони топиладики, барча к> р  учун
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г<̂ > < м ,

булади. Бундан ва (12.17) дан куйидаги батога эга буламиз:

max < M ^ { N -  р )г  < M^rN < М / - г { Х -  Хо).

Бундан эса теорема тасдиги келиб чик,ади. ^
5 - т е о р е м а .  Агар Д  > 0 ( /  = 0,;?) ва б^лса, у холда

/=1
(12.5) формула дастлабки хатоларга нисбатан тургун булади. 

Исбот. (12.5) формулага мос келувчи бир жинсли

=  ^ Д Л - 1Л+1
/=0

тенгламани к^араймиз. Бу ердан

y . . i \  ^ ¿ 4 1  У п - i  1^ m a x  I Л  1 X  Д -  =  I л  I-•̂_Q п -р й к ^ п  ._Q п-р<к<п

Бу бахони бир неча марта куллаш билан барча п лар учун 
у„ I < max I У1̂  I тенгсизликнинг уринли эканлигини курамиз. Бош-

Ойкйр
Кача айтганда, бир жинсли тенглама ечимининг барча кийматла- 
ри Уд, y ,̂ ..., дастлабки к.ийматларнинг модули буйича энг катта- 
сидан ортмайди. Бундан куринадики, дастлабки кийматларнинг 
барча таъсир функциялари модуллари буйича бирдан ортмайди:

Г'„'> < 1 ( /  = 0,/»;« = 0Д,2,...).

Бундан эса, юк,орида курганимиздек,

Я '’" ' - ¿ Д Я ^ - '  = 0  
/=о

тенгламанинг илдизлари орасида модуллари буйича бирдан катта- 
си мавжуд эмаслиги ва модуллари буйича бирга тенгларининг туб 
эканликлари келиб чикади. Бу ердан эса теорема тасдиги 1-теоре- 
мадан келиб чик,ади.

Энди (12.4) формуланй^ текширамиз. Унга мос келувчи =  
= -4у^ +  5з̂ _̂, бир жинсли тенгламани олайлик. Бунинг характе­
ристик тенгламаси + 4Я -  5 = О булиб, илдизлариЯ, = - 5 , Я, = 1. 
Демак,

тенгламанинг = £д ва E i =  ê  дастлабки шартларни к.аноатлан- 
тирувчи ечими

^ „ = i ( e , + 5 e o )  +  - ^ ^ ( e o - e i ) 5 ”
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булади. Агар Сц -  булса, у х о̂лда п нинг усиши билан Еп жуда 
тез усади. Бундан эса 2-теоремага кура (12.4) формуланинг даст­
лабки хатога нисбатан тургун эмаслиги келиб чик^ади. Бу форму­
ланинг яхлитлаш хатосига нисбатан х,ам тургун булмаслигига ишонч 
)^осил К.ИЛИШ К.ИЙИН эмас.

Аксинча,

Уп^1 = У п + ^ { / п + / п ^ \ )

формула 5-теоремага кура дастлабки хатога нисбатан туррун х;исоб- 
лаш жараёнини беради.

3. Жадвал к^финишцца берилган функцияларни интеграллаш. Фа­
раз к̂ 1лайлик, [х„, Х\ оралик.нинг тенг узок^икда жойлашган

х„ = Хд + пк{п = О, М; Хр + < X  < Хц + МИ + А)

нук,таларида/ (х) нинг к.ийматлари берилган булиб, шу к,ийматл^р 
буйича

д:

У(х) =  Уо +  I

ни уша тенг узок^икда жойлашган х̂  = х̂ , + пк нук,таларда х^исоб- 
лаш талаб к^илинсин.

Биз аввал дастлабки жадвални давом эттириш масаласини куриб 
чик;амиз. Жадвалнинг бошлангич ва охирги к^исмларини тузиш 
масалаларини кейинрок, курамиз. Фараз к^илайлик, х;исоблашлар 
х„ =Х(| + пк тугунгача бажарилган булиб, у{х) нинг охирги 5^исоб- 
ланган к;иймати у(х^) булсин. Кейинги у(х^ +  1) к,ийматни топиш 
учун ихтиёрий маълум у{х 1) { к  < п) к.ийматлардан ва /  нинг жад- 
валдаги ихтиёрий к^ийматидан фойдаланиш мумкин. Биз фак̂ ат 
^^исобланган битта у{х^) к,ийматдан фойдаданиб, ^^„^1) ни х;осил 
к^ладиган усулларни куриб >т'амиз. Маълумки, у{х^^^ нинг аник, 
Киймати

«̂+1
у { х „ ^ 1)  =  у { х „ )  ^  I  Л О Л

формула билан топилади. Бундан фойдаланиш учун /(О  [х̂ , х̂ ,̂] 
0 ралик?1инг барча нук,таларида маълум булиши керак. Лекин, бизга 
/(О  нинг аник, к,иймати маълум эм а с ,/( /)  нинг [х̂ , х^ ,̂] даги так,- 
рибий к,иймати интерполяция йули билан топилиши керак. Ин- 
терполяциялаш учун [х̂ , х^ ,̂] оралик,к.а як,инрок, жойлашган нук,- 
талардан фойдаланиш мак,садга мувофикдир. Шу мак,садда Бессел 
формуласидан фойдаланиш мумкин. Агар [х̂  -  кИ, х̂  + кк +  к] ора-
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ликда f {x )  2к +  2 марта узлуксиз хосилага эга булса, у \олда Вос­
сел формуласини куйидагича ёзиш мумкин:

т  = Д х„  + uh) = А/„ +

и { и - 1) aV „ -i+ a V „  I («-0,5)«(м-1) 3 ^
+ --------------9--------+ --------- V-------- ^  /«-1 + -  +2 ! 2 

л2Л г  , , ^2к ,
+ ---------т -------------------------- 2-------------- +  “ ---------- ( 2 Ш ) ! ------------ ^  J n - k + r { t ) ,

^ / t \  -  и^к+2 ( u + k ) ( u + k - l ) . . . ( u - k - l )  f ( 2k+2) a ^ \
( 2 Ш ) !  J

[x̂  -  kh <  ̂ < x̂  + kh +  h].

Энди /  нинг бу куринишини
^п*\ 1

f ( t ) d t  = h f(x„+ uh )du
о ^

интегралга куйиб, унча мураккаб булмаган амаллар бажаргандан 
сунг у(х^^у) учун куйидаги ифода келиб чик а̂ди:

y i x „ . i )  =  y ( x „ )  +  fi
f„+fn^\  ... 1 aV „_ i+ aV „

2 12 2

и дУ„-2+аУл-1 191 аУ„_з+дУ„.2 . 

720 2 60480 2

+  +  В А /„-jt+A  /n-ifc+i
+  Д .Л (12.18)

В ,  =

Бундаги (ы + А:) {и +  к -  VfT .̂ {и -  к  -  \)  купайтма [0,1] ораликда 
уз ишорасини сакдагани учун урта к;иймат ха^идаги теоремани 
куллаш мумкин, у холда

X + kh < 7] <х + kh +  h.п _ I п

Агар (12.18) формулада к,олдик; хад ни ташласак, ни топиш 
учун такрибий формулага эга буламиз. Агар бу формулани у ,̂ у ,̂ 

у „ дастлабкиларни хисоблаш учун куллайдиган булсак, у холда
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[Хц, А] ораликдан чапга чик 1̂ шга, яъ ни/(х„- /г),/(Х д- 2/г), ...,/(Х д- 
-  кН) ларни }(,исоблашга тугри келади.

Агар бу кийматлар бизга маълум булмаса, у л̂ олда дастлабки 
к,ийматларни ><;исоблаш учун бошк,ача йул тутиш мумкин. Маса­
лан, >̂ (Х;) ни

у(х,) = Я хо)+ I /{1)сИ
0̂

формула билан :>^исоблашда/(г‘) ни [х„,х,] ораликда интерполяци- 
ялаш учун Ньютоннинг биринчи интерполяцион формуласидан 
фойдаланиш мумкин:

/ ( О  = / ( Х о  +  мА) = /о  +  ^ д /о  +  ^  Д ^ о  +

Буни интегралга куйиб, куйидагини х о̂сил киламиз:

Я х , )  = у(Хо) + /г

+ ... +  С ^Д */о

A í A . - - L л 2 f  +  л '* /’ 4-
2 12 •'О 24 -̂ 0 720 ^

I
С  - м ( н - 1 ) . . . ( и - А :  +  1)й?м,

 ̂К.0ЛДИК, }<;адни ташлаб, ни аник^айдиган такрибий фор­
мулага эга буламиз. Бу ерда х̂  ни х, билан алмаштириб, ^х^) ни 
)^осил к,иламиз ва >̂ .к. Шунга ухшашу(хд,_^_ ,̂),..., ларни }<;исоб- 
лаш учун Ньютоннинг иккинчи интерполяцион формуласидан 
фойдаланиб, куйидаги формулани чик,ариш мумкин:

У { X N )  =  У i X N - l )  +  h /лг+/лГ-1 1 а2 ^  1 аЗ/-
12 ■'•' -̂2 1 ы-Ъ

19 л 4 .
720

13-§. КУБАТУР ФОРМУЛАЛАР

Математиканинг узида унинг татбик^арида купинча каррали 
интегралларни такрибий хисоблашга э^тиёж тукилади. Квадратур 
формулалар каби бу ерда хам каррали интегралнинг к^ийматини
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интеграл остидаги функциянинг чекли микдордаги Р̂ , 
нукталардаги к,ийматларининг чизиьухи комбинацияси ёрдамида 
аник^айдиган

\ .J f { x „ . . . , x „ ) d x , - d x „  = t  A J { P , )  + R { f )

формула кубатур формула дейилади. Бундаги 

Р „ Р „ . . . , Р ,

нукталарнинг туплами интеграллаш тури, А,, (к = l ,N )  кубатур 
формуланинг коэффициентлари ва R{f) щолдин; дейилади. Бу па- 
раграфда кубатур формулаларни тузишнинг айрим усулларини к,ис- 
кача куриб чик,амиз. Биз асосан икки каррали интегралларни к,а- 
раймиз.

1. Квадратур формулаларни кетма-кет 1^ллаш. Кубатур форму­
ла тузишнинг энг содда усули, бу каррали интегрални такрорий 
интеграл шаклида тасвирлаб, бир каррали интеграллар учун курил- 
ган квадратур формулаларни куллашдан иборатдир.

Фараз килайлик, интеграллаш сох.аси Q тугри бурчакли туртбур- 
чак {а < X < Ь\ с < у  < d )  булсин. Ушбу

/ =  f { x , y ) d x d y (13.1)

интегрални хисоблаш учун Симпсон формуласини икки марта 
куллайлик. Бунинг учун {а, Ь] ва [с, d\ оралик^арнинг хар бирини 
куйидаги нукталар билан иккига буламиз:

Хд =  а, x̂  =  а +  h, х̂  = а + 2h =  Ь; 
Уо =  с , у ^  =  с +  к,  y^ =  c  +  2 k ^ d ,

бу ерда

Ш ундай к,илиб, хаммаси булиб 
туккизта (х,, у )  ( i j  =  0 , 1 }  2) нук.та- 
га эга буламиз (28-чизма).

Энди (13.1) интегралда
Ь d

I  = \ d x ^ f { x , y ) d y
а с

ички интегрални хисоблаш учун 
Симпсон формуласини куллаймиз:
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/  -  л  у  о) + 4 /(х , Уу) + f i x ,  У2)']с1х =

f { x , У̂ )(1х + А\ f ix ,y { ) d x +  f i x , у 2 )dx

Хар бир интегралга яна Симпсон формуласини кулласак, у холда
hk Гг п

^  =  Т  > >'0 ) + 4 / ( ^ 1 ,  J^o) + / ( ^ 2 . >'0 ) ]  +  4 [/(л :о  ,Уу)  +

+4/(х„  J,) + /(Х з, J,)] + [/(Хо,Уз) + 4/(х„>'2) + /(Х2, J2)]}

еки

^  =  ^ { [ / ( ^ 0 .  J^o )  +  1 ( Х 2 , У о )  +  f ( X o , y 2 )  +  / ( ^ 2 .  >'2 ) ]  +  ^ [ / ( Х и У о )  +

+fiXo ,Ух) + f {X 2 ,>',) + fiXy ,У2 )] + 1 6 /(х ,, у ,)} (13.2)

Хосил булади. Бу формулани кис^ача куйидаги куринишда ёзиш 
мумкин:

 ̂ -,;=о

Бу ерда Я куйидаги учинчи тартибли

Л  =

1 4 Г  
4 16 4
1 4 1

матрицанинг элементидир (28-чизма).
Курсатиш мумкин, (13.2) формуланинг к.олдик.хади

R i f ) _  h h  д ^П^г , )  9^f(^2,ri2)
45 45 ду^ 90^ д х % ‘* (13.3)

(fl < ^ . <  b ; c <  Г]. < d)

куринишга эга булади.
Колдик; хаднинг бу куринишидан маълум буладики, 9 нуктали 

(13.2) формула даражаси учдан ортмаган купхадларни аник, интег- 
раллайди.

М и с о л . Симпсон формуласи ёрдамида
5 1

I  =
4 О
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хисоблансин. Бу ерда

А = ^  = 0,5; ¿ = ^  = 0,5

деб оламиз. Интеграл остидаги функция f ( x ,  у) = (х + у)~  ̂ кийматлари куйидаги 
жадвалда келтирилган

X, 4 4,5 5

0 0,0625000 0,0493827 0,0400000
0,5 0,0493827 0,0400000 0,0330688
1 0,0400000 0,0330688 0,1666667

(13.2) кубатур формулани к^^ллаймиз:

I  = 0625000+0,0400000+0,400000+0,1666667)+

+ 4(0,0493827 + 0,0493827 + 0,03300688 + 0,03300688) +

+ 160,0400000] =  0,044688.

Бир улчовли холдагидек бу ерда хам анивухикни орттириш мак,са- 
дида £2 = { а < х < й ;  с < у < к }  т>три туртбурчакнинг томонлари- 
ни мос равишда т ва п булакчаларга булиб, хосил булган тп та 
кичик тугри туртбурчакларнинг хар бирида Симптон формуласи­
ни хосил К.ИЛИШ мумкин. Фараз килайлик,

, Ь~а , (1- сп = - — ва А: =
1 т 2п

булсин, у холда тугунларнинг тури куйидаги координаталарга эга 
булади:

X,- = Хд + //г, Хо = а, / = 0,2т;

У j  = У о  +  Д'о = с, j  = 0,2л.

Кулайлик учун /(х ,, у )  деб олиб, хар бир кичик тугри турт 
бурчакка (13.2) формулани кулласак, у холда

^ ¡ f ( x , y ) d x d y ^ f 2 Y  +/2|+2,2у+2 + /2/,2;+2) +
(=0 у=0

+  '^ ( ^ /+ 1 ,2 ;  "*’ Л / + 2 , 2 / + 1 '^ Л / + 1 ,2 / + 2  '*’ Л | ,2 /+ 1 )  1 ^ Л / + 1,2;+1^

га эга буламиз ёки зЬсшаш хадларни ихчамласак.
Ьё 2т 2п

/=0 у=о

бу ерда X.. куйидаги матрицанинг элементидир:
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1 4 2 4 2. . .  4 2 4 1 
4 16 8 16 8. . .  16 8 16 4
2 8 4 8 4. . .  8 4 8 2

2 8 4 8  4. . .  8 4 8  2
4 16 8 16 8 ... 16 8 16 4
1 4 2 4 2 ... 4 2 4 1

Биз ички ва ташк̂ и интегралларнинг хар иккаласи учун хам Симп­
сон формуласини кулладик. Ички интегрални бир квадратур фор­
мула билан хисоблаб, ташк,и интегрални эса бошк а̂ формула би­
лан хам хисоблаш мумкин эди.

Агар Q соха

а < X < Ь, ср (х) < у  < хр{х)

тенгсизликлар билан аникуханган булса (29-чизма), бу холда хам 
(13.1) интегрални юк,оридаги усул билан хисоблаш мумкин:

бу ерда

Ь w(x) h

f i x ,  y)dx dy = ^dx  ̂ f i x ,  y)dy  = J Fix)dx,
a ^ ( x )  a

¥ i x )

F ix ) ^  \  f i x , y ) d y .

Бирор квадратур формулани куллаб, Fix)dx  ни хисоблаймиз:

y=f(x)

у=у(х)

(13.4)

2 9 - ч и з м а .

/=1

Уз навбатида

I  f i x ¡ , y ) d y

интегрални бошк,а бирор квадратур фор­
мула билан хисоблаш мумкин:

F i x , )  =  f ^ B , f i x „ y j )
у=1
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Буни (13.4) га куйиб куйидаги
п т/

Я f i x ,  y)dx A B ijf {x „ y j)  ( 13.5)
й i*l 7=1

кубатур формулани \осил киламиз. Биз к а̂раган (13.4) ва (13.5) 
формулаларда куп тугунлар катнашади. Бу йул билан борсак ин­
теграл карраси ортган сари тугунлар сони хам тез ортиб боради. 
Агар интеграллаш сохаси п улчовли куб булиб, хар бир узгарувчи 
буйича интеграллаш учун m тадан нук,та олинса, у холда тузилган 
кубатур формуланинг тугунлари сони 7V =  /я" та булади. Шунинг 
учун хам кубатур формулалар назариясида энг юкори аникдикка 
эга булган формулалар тузишга харакат к,илинади.

2. Интерполяцион к^^атур формулалар. Интеграл остидаги функ­
цияни 2 улчовли интерполяцион купхад билан алмаштирамиз. 

Агар Lf^x, у) купхадларни куйидагича

1, агар i = j ,  .
. : i , j = l N  

О, агар I Ф J ,
L i i x j , y j )  = 

аникдаб олсак, у холда

L {x ,y )  = '^ f {x ¡ ,y ¡ )Ц {x ,y )  (13.6)
<•=1

купхад (х., у^ нуктада f{x., j.) к^ийматни к,абул килади. Интеграл 
остидаги функцияни (13.¿) ¿илан алмаштирамиз:

J / ( х ,  y)dx dy = JJ Ц х ,  y)dx d y = = ^  Д ./(х,, j,),
a a  '=1

бу ерда
Д. j jL ^ (x ,y )d x d y

a

булиб, уни мураккаб булмаган сохалар учун хисоблаш к^ийин эмас.
Фараз килайлик, Q соха тугри туртбурчак булсин: { а <  х < Ь\ 

с < у < ¿/}. Интеграллаш тури сифатида

X,. = a  + ih, y j = c  + jk  (i = 0,m\ j  = 0,n), Л = ^

тугри чизикдарнинг кесишишларидан хосил булган нук.талар тупла- 
мини оламиз, у холда куйидаги интерполяцион формулага эга бу­
ламиз:

f i x ,  у ) - t t  f i ^ i ’ У Ж  П •
/=0 у=0 /=0 5=0

t* i  s * j
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Буни тугри туртбурчак буйлаб интегралласак,

М  т  и

/ / ( ^ . y ) d x Ф  = X  X  УJ)
а с <=0 ; = 0

Хосил булади, бу ерда

а ыО ‘ '  с 5=0

ёки А. = (Ь -  а)(с1 -  куринишда ёзиш мумкин, ва
/.^^1 лар эса Ньютон-Котес формуласининг коэффициентлар’идир.

14-§. СТАТИСТИК СИНОВ МЕТОДИ 
(МОНТЕ-КАРЛО МЕТОДИ)

Шу пайтгача тузилган квадратур (кубатур) формулалар учун 
функцияларнинг бирор сифатида колдик, хаднинг аник, ба^оси бе­
рилган эди ёки бериш мумкин эди. Масалан, 7-§ да О Щ  синф 
учун тугри туртбурчаклар формуласининг хатоси учун 0,25 
бахони ани1у 1 аган эдик, бу ерда //квадратур формула тугунлари- 
нинг сони. Бу бах,о к^аралаётган синфнинг барча функциялари учун 
уринлидир. Айрим синфлар учун бундай бах.о жуда хам купол бу- 
ладики, интегрални етарлича аниклик билан хисоблашнинг им- 
кони булмайди. Масалан, п — улчовли бирлик кубда аник^анган, 
узлуксиз ва хусусий хосилалари булакли — узлуксиз за 
/^'(Х|,Х2 ,...,Х„)| < X шартни каноатлантирадиган /(х ^  х̂ , ..., х )

функциялар синфи О  '...' (X) учун с11М " (с1 — узгармас сон) дан
яхширок. бахони таъминлайдиган бахо мавжуд эмаслигини
Н.С. Бахвалов (2,3,20) курсатган эди. 7-§ да каралган синф бу синф­
нинг п =  1 булган холидир.

Фараз к,илайлик, шу синф функциялари учун интегралнинг к.ий- 
матни 0,01 с11 дан ортмайдиган аник^ик билан хисоблаш керак
булсин. У холда кубатур формуланинг тугунлари < 0,01 с1Ь
тенгсизликни каноатлантириши керак, яъни булиши ке­
рак. Одатда куп улчовчи функциянинг хар бир кийматини хисоб­
лаш куп мехнат талаб килади, шунинг учун хам хатто л = 6 булганда 
бундай интегрални хисоблаш мумкин булмайди.

Бундай холда, катъий бахони топишдан воз кечиб, бунинг урни- 
га маълум даражада ишонч билан б^лсада, хатони бахолашнинг 
бошка методларини кидириш йулига утиш керак. Бундай метод
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статистик синов методи ёки бошк^ача айтганда Монте-Карло ме- 
тодидир.

Таъриф. Агар X  микдор у ёки бу к,ийматларни бирор-тасоди- 
фий ходисанинг руй бериши ёки руй бермаслиги билан боглик, 
холда к̂ абул к,илса, у холда X  тасодифий Muifdop дейилади.

Тасодифий микдор Хтак^симот к^онуни

Р {Х <  х) = Ф(х)

билан аникданади, бу ерда X  — ихтиёрий хак,ик.ий сон ва Ф(а:) — 

таи;симот функцияси. Тасодифий микдорнинг к^ийматлари тасо­
дифий сонлар дейилади.

Агар тасодифий микдорнинг так.симот к,онуни аник, булса (те- 
кис, нормал ва Х-к.), у холда унга мос келадиган тасодифий сон­
лар шу к.онун буйича так.симланган дейилади.

Агар тасодифий микдор X  нинг к,ийматлари ОД ораликда ётса 
ва к,ийматларининг ихтиёрий («,/3) G [ОД] ораликда ётиш эхти- 
моллари а - ^  га тенг булса, X бу ораликда текис тан^симланган 
дейилади.

Тасодифий сонларни хосил к,илиш учун тасодифий физик жа- 
раёнлар масалан, уйин сок;к,асини ташлаш, рулеткани айланти- 
риш, Гейгер счётчигидаги ёниш ва Х-К- натижаларидан фойдала­
ниш мумкин. Хозирги пайтда тасодифий сонларнинг тайёр жад- 
валлари хам мавжуддир 5.

Фараз к,илайлик, бирор усул билан [0,1] ораликда бир-бирига 
боглик, булмаган ва текис так,симланган тасодифий сонлар кетма- 
кетлигини хосил к^илган булайлик:

е(1) е(1) е(1)
Ы J Чг )•••> Ьк
к(2) е(2) е(2)
Ь\ > Ь2 >•••> Ьк >•••

к(п) к(п) Е(л)
Ь] > Ь2 Ьк

Координаталари шу сонлардан иборат булган бирлик кубнинг

нук,таларини N  та узаро боглик, булмаган тасодифий нук,талар деб 
к,арашимиз мумкин.

Эллигинчи йиллардан бошлаб хисоблаш математикасида, шу 
жумладан каррали интегралларни хисоблашларда, Монте-Карло 
методи кулланила бошланди.

Биз хозир шу методнинг икки вариантини к,иск.ача куриб чи- 
к,амиз.
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Биринчи вариант. Фараз к,илайлик, интеграллаш со^аси куйи­
даги

0 <  X, <  1,

О < <р. (х,, х̂ , х._,') < X, < гр. (х,, х̂ , х,_,) (14.1) 

( / = 2 ,  3, ..., п)

тенгсизликлар билан аникдансин ва /(Р )  =  / ( х , ,  х̂ , ..., х̂ ) функ­
ция бу со^ада

0 < Я Р )  < 1 (14.2) 

тенгсизликни к,аноатлантирсин. Ушбу

1 = j f { P ) d P  (14.3)
а

каррали интегрални такрибий хисоблаш учун ю^орида айтилган 
Л т̂а \  ; тасодифий нукталар тунламини оламиз.
Агар булса,/(Р^) ни хисоблаймиз, агарР^^^ булса,/(Р^^) = О 
деб оламиз. Сунгра, бу /(Р^) микдорларнинг урта арифметигини 
аникдаймиз: ^

.?»(/) = у  Е / « )  катта сонлар к^онунига кура катта N лар учун
А=1

катта э\тимоллик билан 1 = 8 J f )  деб олиш мумкин. Аникроги, агар 
берилган а (О < а < 1) учун куйидаги

тенгликдан (э^тимолликлар интеграли жадвалидан фойдаланиб) 
аникданса ва берилган £ < О учун N  куйидаги

N > ^ ¡ [ f i P ) - n " d P  =  ■^ f \ P ) d P - f = % Д / )

тенгсизликни к,аноатлантирса, у холда Чебишев тенгсизлигига кура

| / - < е

тенгсиза эхтимоллик билан бажарилади. Агар t̂  =  2 булса, у холда 
а  = 0,997 ва = 5 булса, у холда а  -  0,99999 булади.

Бу ерда /  нинг к,иймати олдиндан маълум булмагани учун, В (/)  
нинг киймати номаълум, шунинг учун хам ТУ нинг керакли кичик 
к;ийматини топиш мураккаблашади. Шу сабабга кура амалиёт куйи- 
дагича иш тутилади.

Ихтиёрий ТУд СОННИ олиб, Щ )  нинг такрибий к^ийматини бе­
радиган
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микдорни хисоблаймиз, кейин ТУ, ни аникухаймиз:

З щ ( Л .

Агар Л̂, < Лц булса, у х,олда [ТУ,] + 1 та синов олинади ва

к=1

N  -  *а /Уз -  -р- 1 + 4 5 щ { Л

микдорлар хисобланади хамда М̂ , ТУ, билан так^к,осланади ва х-к. 
Синовнинг керакли сони Мт аникдангандан кейин бу жараён т̂ оста̂  
тилади.

8^ ^ ) ва б J J )  ларни хисоблашда ЭХ.1У[ларнинг хотирасини банд 
к,илмаслик мак,садида куйидагича иш тутиш мумкин.

Фараз килайлик, т та синов утказилиб,

Л =1 ы \

микдорлар )^исобланган булсин. Навбатдаги /и + 1 — синов утка- 
зилгандан кейин ва лар

/П + 11- ""

5„М) = +  5ЦЛ) +  /ЧР..г)] -

формулалар ёрдамида хисобланади.
Иккинчи вариа1гг. Бу ерда хам аввалгидек ТУ та 1̂"̂ )

. узаро боглик, булмаган тасодифий нукталар орасидан

О < > < 1

й ( г Г > . { Г ) 5 г Г < л ( С , { ? ) ,

0  5 & < / ( й “ . . . . , г Г )
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тенгСизликларни ^аноатлантирадиганларнинг c o h h v  аник^анади. 
Етарлича катта ТУла  ̂ учун

/  =  Х  .
N

деб олиш мумкин. Аникрори, агар берилган а  учун (14.4) тенг­
ликдан аникутанса ва синовлар сони JV берилган е > О орк а̂ли

(14.5)

тенгсизликни к,аноатлантирса, у холда а э^тимоллик билан

7 - ^
N

<  Е

тенгсизлик бажарилади.
Агар ЭХМ [0,1] да текис так,симланган тасодифий микдорлар- 

ни хосил к,илувчи программага эга булса, у холда бу вариант ол­
динги вариантга нисбатан анча кулайдир.

Бу ерда (14.5) тенгсизликни к^аноатлантирувчи iVHH аникуташ 
учун аввал ихтиёрий TVj, олиниб, юк^оридаги усул билан интеграл­
нинг такрибий к^иймати хисобланади ва

АТ _  ■^o(l--^o) А

топилади. Агар булса, у холда синовлар сони [7VJ + 1 га
етказилади, /, хисобланади ва

топилади. Бу жараён керакли топилгунга к.адар давом эттири- 
л а д и .

Шуни хам айтиш керакки, бу метод N r a  синов нук,та олинган- 
да эхтимоллик билан 0(е) = О хатоликни беради.

15-§. СИНГУЛЯР ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАК.РИБИЙ 
ХИСОБЛАШ

1. Сингуляр интеграл тушунчаси. Биз 10-§ да

/ W  =  T ^  ( 0 < а < 1 )\х-сГ

куринишдаги махсусликка эга булган интегралларни хисоблаш 
масаласини кУрган эдик.
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Kÿn татбик,ий масалаларда, жумладан аэродинамикада, шун­
дай интеграллар учрайдики, уларда а =  I булади. Бундай холда 
интегрални Коши буйича бош к,иймат маъносида тушуниш керак.

Агар /(х )  функция [а, Ь] оралик;нинг с нуктаси атрофида чега- 
раланмаган булиб,

Иш
£->0

лимит мавжуд бУлса, бу лимит [а, Ь] оралик. буйича/(х) функция- 
дан олинган хосмас интегралнинг Коши буйича бош киймати дей- 
илади ва

V .p ] f ( ,x )d x  ёки I m d x
а а

каби белгиланади. (Бу ерда V.p. «valeur principale» сУзларнинг бош 
Харфлари булиб, французча «бош киймат» ни билдиради).

Бош киймат маъносидаги интегралларни кУпинча махсус ёки 
сингуляр интеграллар деб аташади.

Мисол. Фараз к;илайлик, f ( x )  -  , с е  {а,Ь) булсин. У >;олда

dx

C+£j

dx , b - c  , Ê|----- = ln ------ + ln - i-
X - C  C - a  82 (15.1)

Куриниб турибдики, £, ва ихтиёрий равишда нолга интилса, бу йигинди-

нинг лимити мавжуд булмайди, яъни
ь 

dx хосмас интеграл мавжуд булмайди.

Бу ерда s  ̂=  e ^ = s  деб оламиз. У холда г->0 да (15.1) ифоданинг лимити мавжуд 
ь

булиб, таърифга Kÿpa J -----  интегралнинг бош к;ийматини беради:

V.p.
х - с  с - а (15.2)

Т а ъ р и ф . Агар ихтиёрий Xj, х^&[а, Ь] нук;талар учун

1 /(х ,)  - / ( X j ) |  < Z  |х ,  - x J “

тенгсизлик Уринли булса, у холда J{x) функция [а, Ь] ораликда 
Гельдер шартини /^аноатлантиради дейилади, бу ерда Z ва а к.ан- 
дайдир мусбат микдорлар. Агар а  = 1 бУлса, у холда /{х) Липшиц 
шартини ¡^аноатлантиради дейилади. Биз доим О < а < 1 деб ола­
миз. КУриниб турибдики, [а, Ь] да Гельдер шартини к;аноатланти- 
радиган функция шу ораликда узлуксиздир.

427



Фараз килайлик, у  е  {а, Ь) ихтиёрий нук̂ та булсин,
1

ш
х - у

йх

интегралда К{ х , у )  = Коши ядроси дейилади ва интегралнинг 
узи Кошининг сингуляр интегралы дейилади.

1 - т е о р е ма .  А гар/(х) функция [а, Ь] ораливда Гельдер шар- 
тини к,аноатлантирса, у холда Кошининг сингуляр интеграли бош 
к,иймат маъносида мавжуддир.

И с б о т .  Хакикатан хам,

т { ^  (15.3)
J х - у  х - у  J х - у  ,

Гельдер шартига кура
х - у

хам (15.3) нинг унг томонидаги интеграл хосмас, интеграл сифа- 
тида мавжуд ва (15.2^ формулага кура иккинчи интеграл хам мав­

жуддир. Бундан эса интегралнинг бош к^иймат маъносида 

мавжудлиги келиб чик,ади;

1 т с 1 х Л ^ ^ ^ ^ - Ш й х + m \ n t L .
х - у х - у у - а

Яна сингуляр интегралга мисол сифатида Гильберт алмаштириш- 
ларини олишимиз мумкин:

*7Г
1

¥ { У )  - 1п  .

<р{у) = 2п  .
-п

ц г { х ) с 1ё ^ с 1х ,

бу ерда^(х) ва^'(х) функциялар [ - л ,  л] да Гельдер шартини к,ано- 
атлантиради ва шу билан бирга:

П П
(р{х)йх = у/{х)с1х = О

Курсатиш мумкин, 51пА:х ва со&кх барча А: = 1, 2, 
алмаштиришлари булади [42]:

С08 ку = 81п кх ctg с1х,
2,71 у

х -у

81п ку = -
2п .

С08 кх Ctg

учун Гильберт

(15.4)
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Бу параграфда сингуляр интегралларни такрибий хисоблаш билан 
шугулланамиз.

2. Гильберт ядроли сингуляр интегралларни так,рибий ?^исоблаш.
Кулайлик учун Гильберт интегралини алмаштириш ёрдамида куй­
идаги куринишда ёзиб оламиз:

1/{у) = /{х)сЩ п{х  -  y)dx. (15.5)

Одатда Гильберт интегралида /(л:) функцияни Гёльдер шартини 
Каноатлантиришидан ташк^ари, у даврий функция деб каралади. 
Биз бу ерда /(х )  функциянинг Фурье коэффициентлари

2ж1пх (15.6)

Куиидаги

|С„|<
\п\а

( п ф О) (15.7)

шартни каноатлантиради ва а < 1 деб фараз к,илиб, (15.5) интег­
рал учун квадратур формула тузамиз [15,19].

Бунинг учун Р;у(х) тригонометрик купхадни куйидагича кири­
тамиз:

P N ( x ) =  I  С „ е
т=-М+1

2л1тх

у / Ш
\2Н)

в

(15.8)

(15.9)

Энди (15.9) ни (15.8) га куйсак.

га эга буламиз, бу ерда

.2м) =1 + 2 X  С08 2т1т (х  -
т=1 '

(15.4) формула ёрдамида

к

N-1
¥ к ( х ) =  Ё  е

т=-М+1

N -1
^¥к(У) ~ 2л:т

т = 1
у - 2И )  =  <Рк{у)

ни хосил киламиз. Энди
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деб олиб, буни (15.5) интегралга куйсак,
, 2ЛГ . , ч

(15.11)

f i x )  =  Р »  +  r^ix) (15.10)

квадратур формулани хосил к,иламиз.
2-т е о р е м а. Агар fix) функциянинг Фурье коэффициентлари

(15.7) шартни каноатлантирса ваа < 1 булса, у холда (15.Ц) квад­
ратур формуланинг К.ОЛДИК, хади учун

бахо уринлидир. Бу ерда С узгармас сон.
И с б о т .  Шартга кура а  < 1, шунинг учун хам (15.7) дан кура­

мизки,

/ ( х )  = X  (15.13)

Фурье катори абсолют як,инлашади. Фараз к,илайлик, R J y)  ¡ЖЙнг 
Фурье ёйилмаси

R A y ) = t , c y ’'‘"’' (15.14)
я = - в в

булсин. (15.4) формулалардан

=  isignm- (15.15)

эканлиги равшан. Энди (15.9), (15.10), (15.13) ва (15.15) дан коэф- 
фициентларнинг куйидагига тенглигини курамиз:

с : =
(с„ -  С т )  /sign/и,I т \<  N  булса, 
с„ • /signm, \ т\ >  N  булса.

Ушбу бевосита куриниб турган

(15.16)

1 V i  2л1- ^  _ L  V  р 2N ~

к=1

1, агар п 2 N  га булинса,
О, агар п 2 N  га булинмаса,

тенгликлар ва

дан фойдаланиб, Ст учун куйидагига эга бУламиз:
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2 N

п * 0

_ с  +  у  с2^  2̂лЛГ+от‘
Ы\

к= 1  п = -

/19̂0

Демак,

Сш-с„|= С̂ пы̂ т- (15.17)

Энди (15.4), (15.15) ва (15.17) дан куйидагини хосил к^иламиз:

^я(З^)! ^  Ё  1̂ т| = Е
/я=-ов |т|<̂ У

с„ -С я , + Е  1=
[т|>./У

= Е
\т\<М

Е  ^ 2пМ*т
п*0

+ Е 1=4Ё |с„ |-2Ё|с,
|т|>я т=Ы т=1

(2m+l)N

Демак,
I/?;,(>;) |< 4 Х к „ |

m=N

Бундан ва (15.7) дан теореманинг тасдиги келиб чик.ади.

Машк^ар

1. Куйидаги интегралларни трапеция, тугри туртбурчак, Симпсон, Гаусс, 
Чебишев формулалари ёрдамида е =  Ю"* аник;ликда хисобланг:

а) 5Ш X (Ьс,

1п(1+х^) ,^ с Ь с ,

1,5

б) 1п(1 + х^)сЬс, в)

0,2
1+Х^ Д)

0,5

• 1п(1+х)

0,5
2

(1х

(Ьс, е) х\ пх(1х
о 1

2. Куйидаги квадратур формулаларни келтириб чи^аринг;

а) I  7 Г З ? / ( х ) Л  = ^ У в ш ^ - ^ / Г -  ^
 ̂ п+1 ^  й+1

-1
и+1

С08
2п+1

2^"(2й)! ^
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3. Бешинчи даражали куп>^адни аник; интеграллайдиган куйидаги кУриниш- 
даги квадратур формулани куринг;

1

' f { x ) d x  = Л [ /(0 )  + /(1)] + 4  [ / '( ! )  -  / '(0 )]  + Bf{x,) .

4. Ушбу

f { x ) d x  ■■ /

квадратур формуланинг бешинчи даражали куп вдн и  аник интеграллашини Kÿpca- 
тинг.

5. Учинчи даражали куп\адни аник интеграллайдиган
1

■ /(х )Л  = q ,/(0 )  + с ,/(1 ) + СгЛО) + сз/'(1 )
0

кУринишдаги квадратур формулани топинг.
6. Учинчи даражали купхадни аник; интеграллайдиган

1

I  /(x )s in  ^  = c _ i/( - l )  + со/(0) + Ci/(1)
-1

квадратур формулани топинг.
7. Интеграл остидаги функциянинг махсуслигини сусайтириш йули билан 

куйидаги интегралларни £ = 10"* аник;лик билан )^исобланг:

а)
-I

f dx  , б)
dx

в)
• dx 

\ , i l x \ \ - x Ÿ  '
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