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ПРЕДИСЛОВИЕ

Многие вопросы естествознания приводят к краевым з а ­
дачам для дифференциальных уравнений. С целью решения 
этих задач на электронных вычислительных машинах их при­
ближенно заменяют разностными схемами.

Книга предназначена для первоначального ознакомления с 
теорией разностных схем и написана как учебное пособие для 
студентов технических вузов, Московского физико-техническо­
го и Московского инженерно-физического институтов, для 
студентов физических и математических факультетов универ­
ситетов. Вместе с тем, вероятно, некоторые разделы книги бу­
дут интересны и специалистам в области вычислений.

Различие интересов перечисленных категорий читателей 
нашло отражение в структуре книги.

Книга состоит из пяти частей и небольшого Дополнения. 
Любое число нескольких (двух или более) первых частей со­
ставляет некоторое законченное введение в предмет. Кроме того, 
объем изучаемого материала можно регулировать за счет 
текста, напечатанного мелким шрифтом, и за счет количества 
решаемых задач.

В конце указано несколько книг и статей для углубленного 
изучения многих вопросов теории и приложений разностных 
схем и для дальнейших библиографических справок.

Более кратким введением в теорию разностных схем мо­
жет служить книга [9].

Непосредственно в тексте книги ссылки на оригинальные 
работы даются лишь в тех немногих случаях, когда дополни­
тельные результаты приводятся без доказательств.

Современная вычислительная техника и накопленный опыт 
позволяют с помощью разностных схем приближенно вычис­
лять решения очень сложных и плохо поддающихся исследо­
ванию другими методами задач. Уверенность в том, что реше­
ние вычислено правильно, достигается применением той же 
вычислительной схемы для расчета немногих задач, точные 
решения которых заранее известны, сопоставлением результа­
тов расчета с физическим экспериментом в том диапазоне
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параметров, где этот эксперимент возможен, и с помощью дру­
гих методов, которые нельзя считать математически строгими. 
Но понимание существа дела, необходимое для построения 
пригодных разностных схем, достигается путем рассмотрения 
серии правильно подобранных модельных задач, достаточно про­
стых для детального изучения на принятом в математике уров­
не строгости, но все же улавливающих те или иные интересую­
щие нас черты исходной задачи, недоступной для строгого 
изучения либо ввиду сложности, либо ввиду недостатка времени.

Д елая ударение на математически строгий разбор модель­
ных задач, мы старались в то же время донести до читателя 
правильное представление о соотношении теории и эксперимен­
та на вычислительной машине при создании разностных схем 
для практических расчетов.

Появлению этой книги способствовала предшествующая ра­
бота авторов над книгой [8], а также работа одного из них над 
лекционными курсами, которые он читал в течение ряда послед­
них лет в Московском физико-техническом институте. На ста­
новление этих курсов большое влияние оказали многочислен­
ные плодотворные дискуссии с О. М. Белоцсрковским (по ини­
циативе которого эти курсы начали читаться), В. Ф. Дьяченко,
О. В. Локуциевским, Р. П. Федоренко, Э. Э. Шнолем и 
Л. А. Чудовым.

Ряд  полезных замечаний сделали Н. С. Бахвалов- и 
Б. Л. Рождественский, прочитавшие книгу в рукописи.

Всем им мы сердечно благодарны.

Авторы



ВВЕДЕНИЕ

Многие прикладные и теоретические задачи современного 
естествознания приводят к дифференциальным уравнениям. И с­
следование задачи может считаться законченным только после 
того, как эти уравнения решены.

В некоторых случаях удается указать формулу, выраж аю ­
щую решение через хорошо изученные элементарные функции. 
Однако, как правило, это принципиально невозможно. Поэтому 
получение явных формул не может считаться регулярным про­
цессом, ведущим к решению дифференциальных уравнений. 
Нельзя сказать, что этот аналитический подход полностью ут­
ратил свое значение. Он остается необходимым и очень мощным 
инструментом изучения упрощенных, так называемых модель­
ных задач. Изучение хорошо подобранной модельной задачи 
позволяет делать некоторые заключения о характере поведения 
решения неупрощенпой, исходной задачи.

Но наряду с этим аналитическим подходом все шире ис­
пользуются различные методы численного решения дифферен­
циальных уравнений. Их широкое использование стало воз­
можно с появлением быстродействующих вычислительных м а­
шин, которые могут запоминать большие таблицы чисел и про­
изводить над ними арифметические действия по заданной 
программе. В соответствии с указанными возможностями м а­
шин любой численный метод состоит в переходе от искомого 
решения к некоторой искомой таблице чисел и к указанию по­
следовательности арифметических действий для их вычисления. 
Можно, например, искать несколько первых коэффициентов раз­
ложения решения в степенной или тригонометрический ряд. 
Здесь излагается теория численного решения дифференциаль­
ных уравнений с помощью метода конечных разностей. Сущ­
ность этого наиболее универсального численного метода со­
стоит в том, что за искомый набор чисел принимается таблица 
значений решения в точках некоторого множества, называе­
мого обычно сеткой. Д ля вычисления искомой таблицы исполь­
зуются алгебраические уравнения, приближенно заменяющие 
дифференциальное.
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Поясним это на простейшем примере разностной схемы для 
приближенного вычисления решения уравнения

и' (х) +  А и (я) =  О,

удовлетворяющего начальному условию «(0) =  1. Зададим 
h >  0 и вместо функции и(х)  будем искать таблицу ее значе­
ний

и ( 0), и(/г), и (2/г), . . . ,  и (nh), . . .

Заменим производную разностным отношением
и (х +  /г) — и (х) 

h ’

ее приближающим. Ш аг h таблицы должен быть выбран доста­
точно малым. После такой замены вместо дифференциального 
уравнения мы получаем приближающее его разностное уравне­
ние

+ A u ( x ) =  Q,

которое позволяет приближенно вычислить искомую таблицу. 
Д ля  этого перепишем разностное уравнение в виде рекуррент­
ной формулы

и (х +  h) — (1 — Ah) и (л:).

П олагая последовательно х  =  0, h , 2/i.......... получим
u(h) =  ( 1 — Ah), 

и (2/г) =  (1 -  Ah)2,

u{Nh) =  {\ — Ah)N.

Выбрав h —  1/iV, получим

“ <1) “ ( 1 - т Г

вместо точного решения
и(  1) =  е~А.

Однако, как это хорошо известно из курса математического 
анализа, при достаточно малом h или, что то же самое, при 
достаточно большом N  величина ( \ — A / N ) N мало отличается 
от е~л . Тем самым показано, что приближенное решение, полу­
ченное по этой разностной схеме и зависящее ог шага h, при из­
мельчении шага сходится к точному решению дифференциаль­
ного уравнения.
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Другой пример разностного уравнения, приближающего то 
же дифференциальное уравнение

и '(х)  +  А и (х) =  О,

мы получим, заменяя производную разностным отношением
и [х  +  h) —  и (х — ti)

2 Тг *

Это уравнение имеет вид

JL<S± 'j)g!‘iJf-j!\ + Au{x) = о.
Д ля дифференциального уравнения

и" (а) +  А а' {х) +  В и (х) — f  (л:)

можно построить разностный аналог, заменяя и " { х ), например, 
следующим приближенным выражением:

и (х - j -  ti) —  и (лг) и (х) — и (х — h)  ‘

h h и [х +  t i ) — 2 и { х ) и { х  — ti)
h — р  • 

Первую производную и '(х)  можно заменить одним из уже 
употреблявшихся разностных отношений. После таких замен 
получим разностное уравнение

и (х  +  /г) —  2и (х)  +  и (х — ti) д  и{х  +  h)  — и{х  — h) ^  ^  _ _   ̂^

В случае дифференциальных уравнений с переменными ко­
эффициентами составление разностных схем не усложняется. 
Если, например, требуется вычислить решение уравнения

и' (х) +  А (х) и (х) =  0,

у которого коэффициент А является функцией от х, то это мож­
но сделать с помощью разностного уравнения

? ) - .“ (*) +  A (X) U(X) =  0.

Так же легко «справляются» разностные схемы и с нели­
нейными уравнениями. Например, уравнение

и' (*) +  sin (х и (л)) =  0

может быть решено приближенно по схеме

“ (* +  * > - “ <«> +  sin ( хи  (х)) =  0 .
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Из рассмотрения примеров может сложиться впечатление, 
что составление разностной схемы и решение но ней дифферен­
циального уравнения не представляет трудностей. Это впечат­
ление обманчиво.

Уже в самых простых случаях, даже при решении линей­
ных уравнений с постоянными коэффициентами, часто бывает, 
что, казалось бы, разумная разностная схема имеет решение, 
не сходящееся при измельчении сетки к искомому решению 
дифференциального уравнения. Понятно, что по такой схеме 
нельзя вычислить искомую функцию со сколь угодно высокой 
точностью.

Далее, после того как сходящаяся разностная схема по­
строена, необходимо вычислить решение возникающей системы 
алгебраических уравнений относительно большого числа неизве­
стных значений функции в узлах сетки. Это во многих важных 
случаях непросто. Иногда можно обойти указанное препятствие, 
выбрав сходящуюся разностную схему другой конструкции 
так, чтобы возникающую систему линейных уравнений легко 
было решить точно; в некоторых других случаях разработаны 
приемы приближенного вычисления решений разностных задач 
с любой наперед заданной точностью.

Каждый, кто занимается численным решением дифферен­
циальных уравнений, должен знать трудности, связанные с 
построением и использованием разностных схем, и способы их 
преодоления.



Ч А С Т Ь  П Е Р В А Я

ОБЫКНОВЕННЫЕ РА ЗН О С ТН Ы Е УРАВНЕНИЯ

Г Л А В А  1

РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО 
И ВТОРОГО ПОРЯДКА  

ПРИМЕРЫ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

§ 1. Простейшие разностные уравнения

1. Разностные уравнения. Д ля дифференциального уравне­
ния первого порядка

и'  {х) +  А и (х) =  /  (*) 

мы построили во введении две разностные схемы:
и (X + h ) - u ( x )  + A u i x ) = f (x)t

и (х  +  h) — и (х — !г)
2 h +  A U ( х)  =  f  ( х ) ,

которые можно записать соответственно в виде

—  1 и ( х )  +  j u ( x  +  h )  =  f  (х), (1 )

~  ~ ^ и { х  ~  h) А и (х) +  и (х h) — f  (а:). (2)

Д ля дифференциального уравнения второго порядка 
и" (х) +  А а' (х) +  В и (х) — f (х)

во введении было построено разностное уравнение 
и (х  +  К) — 2 и (х) +  u ( x  — h) д  и (х +  h) — и (х — К) ^  ^  ^

или, в другой записи,

-jp ( l  — -у-)  u { x - h )  — - jp (  2 — B h 2) и {х) +

+  j r U + ^ - ] u ( x  +  h) =  f(x) .  (3)
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Приведенные здесь примеры разностных уравнений, прибли­
жающих простейшие дифференциальные, принадлежат к од­
ному из следующих двух видов:

а и (х) +  b и (х +  h) =  /  (л:), (И)
а и (х — К) +  b и [х) +  с и (х +  h) —  f  (х). (2 ')

Если последовательность точек, делящих ось Ох на отрезки 
длины h, занумеровать слева направо так, чтобы х п =  х п-\  +  h, 
и обозначить и (х п ) через ип, а [ (хп) через f n, то мы можем 
переписать наши разностные схемы в виде уравнений

аип -\г bun+l= f n, (4)
ttUn- 1  +  bun +  CUn+i = f n. (5)

В §§ 1—4 мы займемся изучением разностных уравнений 
вида (4) и (5), причем не будем интересоваться, являются ли 
эти уравнения разностными схемами для каких-либо диффе­
ренциальных уравнений.

В уравнениях (4) и (5) неизвестные ип образуют последо­
вательность {ип}:

* • ", ^ —3, ^_2> ^ —1> «0> U\ ,  U‘2 M'df • • •

Мы будем часто сопоставлять эту последовательность с после­
довательностью точек, занумерованных числами

. . . ,  - 3 ,  - 2 ,  -  1, 0, 1, 2, 3, . . . ,

или, как иногда говорят, с сеткой.
Последовательность {ип} можно считать функцией и, з а ­

данной в точках сетки. Тогда ии есть значение сеточной функ­
ции и в точке, имеющей но­
мер k. На рис. 1 приведен 
график некоторой сеточной 
функции и. Этот график 
есть совокупность точек 
(xh, uh) на плоскости Охи. 

q ^  После того как мы отка­
зались от рассмотрения свя- 

Рис- !• зи разностных уравнений
с дифференциальными, нам 

вовсе не обязательно считать, что расстояние между двумя со­
седними точками равно h. Можно выбрать его произвольным, 
например равным ■ единице, 'а в - качестве; щ  взять точку нуль. 
Тогда сеточная функция и будет определена в точках с целыми 
координатами x h =  k.

Будем считать для простоты, что коэффициенты а, Ь, с 
уравнений (4), (5) постоянны. Говоря, что изучаемые уравне­

(хк,ик)
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ния являются уравнениями с постоянными коэффициентами, 
мы имеем в виду независимость этих коэффициентов от но­
мера п\ например, уравнение

ип- 1 Н~ 5 ] / п ип -|- ип+j =  О

не является уравнением с постоянными коэффициентами.
Мы будем рассматривать только такие уравнения (4), у 

которых а и b отличны от нуля. В уравнении (5) отличными от 
нуля будем считать коэффициенты а и с.

Последовательность {fn} называется правой частью рас­
сматриваемых уравнений.

Если предполагать, что последовательность {ип} опреде­
лена во всех целых точках п, — со <  д <  оо, и не наклады­
вать на эту последовательность никаких дальнейших ограниче­
ний, то легко видеть, что уравнения (4) и (5) имеют много 
решений. Например, уравнение qun — и п+1 — 0 допускает как 
решение ип =  0, так и решение и„ — qn.

Чтобы выделить е д и н с т в е н н о е  решение уравнения (4)

аип +  bun+l = f n,

достаточно задать значение этого решения в какой-нибудь од­
ной целой точке т, т. е. задать ит. В самом деле, уравнение 
(4) можно записать в виде рекуррентной формулы

till+l if П

из которой при п =  т, т  1, . . .  последовательно опреде­
ляются ит+1, ит+2, . . . ,  т. е. все ип при п >> т. Записывая урав­
нение в виде другой рекуррентной формулы:

U-п— 1=== ~  (f п Ьип),

мы таким же путем определим все ип при п <  т,
Д ля выделения е д и н с т в е н н о г о  решения уравнения (5)

aiin-i +  bun +  сип+х — fn

достаточно задать произвольно значения и в каких-нибудь двух 
последовательных целых точках, например задать значения 
ит - 1 и ат. Доказательство немедленно следует из того, что 
рассматриваемое уравненйе может быть переписано в виде 
следующих двух рекуррентных формул:

ип_|_i =  — (f п Ьип a u ^ i ) ,

Un-1 ~  ~  (fn bun cun+l).
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2. Порядок разностного уравнения. Повторим еще раз полу­
ченный результат и сформулируем понятие порядка для раз­
ностных уравнений (4) и (5).

Д ля выделения единственного решения уравнения (4)
аип +  bun+1 = f n

достаточно задать значение и в одной точке. Такое уравнение 
называется уравнением первого порядка. Д ля выделения един­
ственного решения уравнения (5)

аип^ 1 +  Ьип -|- сип±{ =  f tj

нужно задать значения решения в двух последовательных точ­
ках. В связи с этим такое уравнение называется уравнением  
второго порядка.

Можно было бы еще рассмотреть простейшее уравнение
аип =  f  п, а-7̂ 0 ,

решение которого определяется единственным образом без 
наложения каких-либо предварительных ограничений на после­
довательность {ип}. Такое уравнение естественно назвать урав­
нением нулевого порядка.

Простейшая разностная схема (1) для дифференциального 
уравнения первого порядка и' +  Аи  =  / является разностным 
уравнением первого порядка.

Схема (3) для дифференциального уравнения второго поряд­
ка и "  +  А и '  +  Ви —  f  имеет второй порядок.

Пример схемы (2)

— ~  и (х — h) +  А и (х) +  и [х +  h) =  f (х)

для уравнения и' -1- Аи  =  f показывает, что порядок разност­
ного уравнения может быть б о л ь ш е  порядка дифференциаль­
ного уравнения. В этом примере дифференциальное уравнение 
имеет первый порядок, а соответствующее ему разностное урав­
нение — второй.

3. Общее решение разностного уравнения. Опишем теперь 
структуру решений изучаемых разностных уравнений. Сначала 
рассмотрим однородное уравнение

айп +  Ьйп+1 =  0 . (6)

Обозначим через Кп решение уравнения (6), удовлетворяющее 
начальному условию Ко — 1. Очевидно, что йп =  а К п также 
будет решением однородного уравнения при произвольном вы­
боре постоянной а. Нетрудно показать, что любое решение од­
нородного уравнения (6) может быть представлено в таком 
виде. В самом деле, каждое решение однозначно определяется
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своим значением при п .== 0. Но решение йп, принимающее з а ­
данное значение й0, получается по формуле йп —  a Кп, если в 
качестве множителя а  взять число йо.

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение (4)
ctun +  bun+l =  /„.

Пусть {йп} и {и*п} — два каких-нибудь его решения. Вычитая 
друг из друга равенства

айп Н~ bun+i =  fm 
аи* +  Ь и * ,  —п  1 п- г  1 ' n J

мы видим, что разность й п — и*п =  йп удовлетворяет однород­
ному уравнению (6) айп +  Ьйп+1 =  0. Поэтому любое решение 
{нп} можно записать в виде

Un === ип -]- йп == ип -(- ctKп

при подходящем выборе постоянной а. Легко проверить, с дру­
гой стороны, что при произвольном выборе а  формула 
ип ■-= и*п -\- a Y n задает некоторое решение неоднородного 
уравнения:
аип -f- bun+ 1 =  а (и*г a Y п) -)- b (и*п+ 1 -f- a Y п+ О =

=  (аи'п +  Ьип+,) +  а  (аУ„ +  6F n+I) =  f n +  а  • 0 =  f n.

Итак, мы показали, что общее решение однородного уравне­
ния (6)

айп Ьйп+\ =  0
имеет вид

йп =  оУ п,

где Yп — частное решение этого уравнения, удовлетворяющее 
начальному условию Ко =  1, а а — произвольная постоянная. 
Общее решение неоднородного уравнения (4)

&ип -f- bun+j =  f n

может быть представлено в виде
ип =  ип -)- аКп,

где и*п — какое-нибудь частное решение этого неоднородного 
уравнения, а а  — произвольная постоянная.

Аналогичное утверждение и аналогичными рассуждениями 
можно доказать и для разностного уравнения второго порядка. 
Мы не будем эти рассуждения приводить (читатель их без тру­
да восстановит), а только сформулируем окончательный ре­
зультат.
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Общее решение однородного разностного уравнения

айп- 1 Ь й п сйп+1 =  0 (7)

может быть представлено в виде

Ип oY п ~Ь pZn,

где Yn и Z n — частные решения уравнения (7), удовлетворяю­
щие начальным условиям

Г0= 1, Г, = 0,
Z0 =  0, Zj =  1,

а а  и р — произвольные постоянные.
Общее решение неоднородного уравнения (5)

О-Un— 1 -Ь bun сип+j =  f n

может быть представлено в виде

ип =  и*п -\- aYп +  PZ/j,

где ti*n — какое-нибудь частное решение этого неоднородного 
уравнения.

Все результаты и рассуждения этого параграфа могли бы 
быть дословно повторены и для разностных уравнений с пере­
менными коэффициентами, но мы на этом не останавливаемся, 
чтобы не усложнять • изложение несущественными подробно­
стями.

ЗАДАЧИ

1. Доказать, что общее решение разностного однородного уравнения

апип +  Ьпип+ 1 = 0

с переменными коэффициентами а п Ф  0, Ьп. Ф  0 можно записать в виде 
и п =  а у п, где у п — произвольное частное решение, не при всех п обращаю­
щееся в нуль, а а  — произвольная постоянная.

2. Доказать, что общее решение разностного однородного уравнения вто­
рого порядка

ctn^n- 1 +  bnUn +  спип+ 1 =  0 

с переменными коэффициентами, ап ф  0, сп ф  0, можно записать в виде

ип =  а  у п +  Р z n,

где у п и z n — любые два частных решения этого уравнения, для которых 
не равен нулю определитель

Уо У\
Z q Z  j
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3. Пусть у п и л п — два каких-нибудь частных решения разностного урав­
нения второго порядка из задачи 2. Доказать, что определитель

либо равен нулю при каждом п, либо отличен от нуля при всех п.
4. Во скольких последовательных точках надо задать значения решения 

разностного уравнения

аи,г +  bun+ 1 +  сип + 2  +  du-n+z — fn,

а Ф  0, d Ф  0, чтобы существовало одно и только одно решение {ип}, прини­
мающее заданные значения в этих точках? Каким следует считать порядок 
рассматриваемого разностного уравнения?

В этом параграфе будет получена формула, выражающая 
общее решение разностного уравнения первого порядка с по­
стоянными коэффициентами

aun +  bun+i= f n

при довольно слабых ограничениях на fn -
Как показано в § 1, общее решение может быть представ­

лено в виде

где и*п — какое-нибудь частное решение, а а  — произвольная 
постоянная.

Таким образом, задача об отыскании общего решения све­
лась к задаче об отыскании какого-либо одного частного реше­
ния и*п .

1. Фундаментальное решение. Сначала построим решение 
при некоторой специальным образом заданной правой части

Д ля обозначения такой функции обычно применяется символ 
Кронекера

Уп  У п + 1 

z n z n  +  i
— Уп^п+i %пУп+ 1

§ 2. Разностное уравнение первого порядка

0, п ф О ,
1, п =  0 .

Тогда f n —  до-
Решение уравнения

аип +  bun+i =  до
будем обозначать через Gn:

aGn +  bGn+j — 6q. О)
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Решение Gn называется фундаментальным решением  урав-

лотому что, как мы увидим на стр. 23, через него выражаются 
частные решения этого уравнения при различных, довольно про» 
извольных, правых частях / п.

Итак, мы хотим найти какое-нибудь решение следующих 
трех групп уравнений:

I. aGn -\-bGn+l—  0 при п 5¾ — 1.

Пусть Gn =  0 при п ^  0. Тогда все уравнения группы I бу­
дут выполнены. Из уравнения II найдем Gi =  1/6. Уравнения 
группы III можно переписать в виде рекуррентной формулы

Это — одно из решений уравнения ( 1). Прибавляя к нему об-

ния аип - f  bun+1 =  0 , получим общее решение уравнения ( 1):

Фундаментальное решение (2) получается из общей формулы
(3) при Л = 0 .

2. Условие ограниченности фундаментального решения. Если 
\ a j b \ —  1, то при любом значении постоянной А получаем фун-

нения
аип ~)~ bun+l f  ni

II.
III.

aG0 +  bG{ =  1.
aGn -j- bGn+i =  0 при /г >  1.

Gn+\ =  — из которой последовательно находим

Выпишем теперь сводку формул, выражающих Gn ' 

G (2)

щее решение соответствующего однородного уравне-

(3)
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даменгальное решение Gn, ограниченное по абсолютной вели­
чине как при ti —* -j-  оо, так и ПРИ п ~> — °°- Выделим из общей 
формулы (3) ограниченное фундаментальное решение Gn в слу­
чае \ а / Ъ \ ф  \. Если j а/61 С  1, то | — а/ Ь\ п неограниченно 
возрастает при п - + — оо. Поэтому ограниченное решение 
получается только при А —  О (рис. 2 , а) .  Оно задается фор­
мулой (2).

Вп

О о

а) б)
Рис. 2.

Если | а / 6 | >  1, то ограниченное решение получается толь­
ко при А —  1 /а (рис. 2, 6 ):

G „  =
п ^ .  О,

(4)
О, / г >  1.

3. Частное решение. Частное решение уравнения
aun +  bun+l= f n (5)

с произвольной правой частью можно записать в виде ряда

(6)U n  —  i  G n „ k f k ,
оо

где Gn — какое-нибудь фундаментальное решение, если только 
этот ряд сходится.

Покажем это, воспользовавшись равенством
aGn- k +  bGn- k + l =  6q k (^= 6fc),

которое получается из равенства ( 1), если в нем всюду заме­
нить п на п — k. Подставляя сходящийся ряд (6) в левую 
часть уравнения (5), получим

аи, +  Ьип+\ — о Gn_ kf k +  b 2  Gn- k + lfk —6=-00

S  (aG„_s +  6 0 „ _ ,+l) / b =  E  bnJ k ~ f n
— — Aj=—oo
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Ряд  (6) может оказаться расходящимся, если не делать ни­
каких предположений о поведении правой части fk разностного 
уравнения. В самом деле, если положить /¾ =  (—aj b)h, то

А
Gn-kfk —

л — 4-  -

при

при

n ^ k ,  

n ^ k  +  1

и ряд (6) при фиксированном п содержит бесконечное число 
одинаковых членов, отличных от нуля.

Т е о р е м а .  Пусть \ а / Ь \ Ф  \, Gn — ограниченное фундамен­
тальное решение и f k ограничены по м одулю , т. е.
Тогда ряд*

оо

Uri Gn— kf k
k~  — oo

заведомо сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем его только для случая 

\ a / b \ '>  1. Читатель после этого без труда рассмотрит проти­
воположный случай.

При наших предположениях каждый член ряда

V
- 4

k=—oo
G,

t l—k

fkл  =  2
k — n

может быть по абсолютной величине оценен сверху членом схо­
дящейся геометрической прогрессии

, п—k

Ьт(—т) fb
а n—k

1 а | b

Отсюда следует сходимость ряда (6), а также оценка

k — n

а - \ Ь (7)

которая показывает, что решение (6) получилось ограни­
ченным.

Других ограниченных решений уравнение 
аип -j- bun+l / п

не имеет, так как любое решение получается из (6) прибавле-
( а \ пнием некоторого решения ип =  а I — Н  соответствующего од­

нородного уравнения. Решение {/7} должно быть ограниченным, 
как разность двух ограниченных решений, что возможно лишь 
при а  =  0.
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ЗАДАЧИ

1. Найти общее решение уравнения
2 ип — ип+ j =  5П.

Р е ш е н и е .  Общее решение соответствующего однородного уравнения 
2й п — й п + 1  — 0 имеет вид й п =  « ( ‘/г)" . Частное решением^ будем искать 
в форме ип — С5п с неопределенным коэффициентом. Подставляя иа =  С5п 
в уравнение, получим

(2 • Бп — 5П+') С =  5rt; С =  — 73-
Таким образом,

5й , /  1 \ п

— + а 1т )  •
(Заметим, что записать частное решение в виде ряда (6) нельзя, так как 
его общий член не стремится к нулю, и ряд расходится.)

2. Подобрать частное решение и*п уравнения

2Un un + i —  ^”2”̂  •

У к а з а н и е .  Ищите решение в виде и*п — Сп • ( \ / 2 )п.
3. Подобрать частные решения и*п уравнения

2 ип — Un+ 1 — fn

в случае, если правая часть имеет следующий специальный вид: 

a) f n =  1, б) f n — п, в) f n =  я 2, г) f n —  1 +  2п — п2.

4. Подобрать частные решения и* уравнения

^П U-ll+l — fn, 

если правая часть f n имеет слэдующий специальный вид:

a) fn =  1, б) f n =  я, в) f n =  п2.

§ 3. Разностное уравнение второго порядка

В этом параграфе будет получена формула, выражаю щ ая 
общее решение неоднородного разностного уравнения с постоян­
ными коэффициентами

аип- х +  bun +  сип+[ —  f n- ( 1)

В § 1 выяснено, что общее решение имеет вид
Un Un "h йп, (2)

где ип ~  какое-нибудь частное решение заданного неоднород­
ного уравнения, а

й а  = =  c&Fп  - ( -
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— общее решение соответствующего однородного уравнения
аип^  +  Ьип +  сип+1 =  0 . (3)

Сначала найдем формулу для общего решения однородного 
уравнения (3), а потом фундаментальное решение и частное ре­
шение неоднородного уравнения.

1. Общее решение однородного уравнения. Вспоминая, что 
в случае разностного уравнения первого порядка существовало 
частное решение вида ип =  qn, попробуем и здесь искать ча­
стное решение в виде геометрической прогресспи. Подставим 
выражение ип =  Цп в разностное уравнение и убедимся, что 
оно действительно будет решением, если q является корнем 
квадратного уравнения

a +  bq -f  cq2 —  0, (4)

называемого характеристическим уравнением. Корни этого 
уравнения могут быть различными или кратными. Рассмотрим 
последовательно оба случая. Если корни qi и q2 этого характе­
ристического уравнения различны, то мы можем найти в виде 
геометрической прогрессии даже два независимых частных ре­
шения:

“У =  4% «(„2) =  ?2 -

Линейная комбинация

й п  =  а и п } +  $ ц(п  =  +  К  ( 5 )

этих двух решений с произвольными постоянными коэффициен­
тами а и р  тоже будет решением однородного у; авнения. По­
кажем, что это — общее решение.

Действительно, произвольное частное решение й п однород­
ного уравнения, принимающее при п —  0 и п =  1 любые напе­
ред заданные значения й0 и йи может быть записано в таком 
виде. Достаточно определить а  и р из равенств

a  +  р =  й0,
a<7i+  Р<72 =  Й1.

т. е. положить
a  »0^2 »1 д __ »1 — Йр<у X

<72 — <7i ’ Р ~  <72 — <7i

В частности, Yn и Z n, определенные в § 1 как решения од­
нородного уравнения, удовлетворяющие условиям

Y ()= \ ,  К, =  0,
Z q —  О ,  Z I =  1,
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имеют вид
у  = __ ^ __ а п -----------—__ а п1 п a * - a ,  о., -  а, *2»

(6)

z » = - i r ^ « + - 5r b r « -
Из формул (6) видно, что они непригодны в случае кратного 

корня qi —  qz- Рассмотрим теперь этот случай.
При qi =  #2 одно частное решение снова может быть запи­

сано в виде un =  q>f. Чтобы найти второе, сделаем в уравнении 
(3) подстановку ип =  УпЯ\* после чего получим для у п урав­

нение
aff„-i +  4 » n +  c,?iy„+[ =  0 -

Как известно, а! с равно произведению, а b/с — сумме с обрат­
ным знаком корней характеристического уравнения (4). Так 
как оба эти корня равны q\, то

а о b 
с ' 1 • 7 --------2<7„

вследствие чего разностное уравнение для у п может быть пере­
писано так:

-  Zcq\yn +  cq\yn+x =  О,

или несколько проще:

У п — 1 2 У п  ~f" У п  + 1 О*

Переписав еще раз это уравнение в виде

У п — 1 У п  = =  У п  У п + 1 ,

мы видим, что разность у п- 1 — у п не меняется при изменении п. 
Таким образом, решением является произвольная арифметиче­
ская прогрессия. Нам достаточно найти какое-нибудь одно ре­
шение, и мы возьмем арифметическую прогрессию у п =  п. 
Вспоминая, что мы искали ип в виде url — y nq,f, получаем, что 
среди решений уравнения аип- 1 +  bun +  сип+1 =  0 есть ре­
шение

uw =  nq".
•

Итак, в случае кратных корней qy — qt в дополнение к ча­
стному решению u(̂  =  q^ мы нашли еще одно независимое ча* 
стное решение u{2)~ n q f .

Линейная комбинация

й я  = . а 7 "  +
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с произвольными постоянными коэффициентами тоже будет ре­
шением однородного уравнения, причем произвольное частное 
решение можно получить из этой формулы, соответствующим 
образом подбирая числа а  и р. В частности, решения Yn и Z n 
в случае кратных корней имеют вид

Интересно отметить, что формулы (7) могут быть получены 
из формул (6) для Yn и Z n в случае некратных корней харак­
теристического уравнения. Тогда мы имели для Yn и Z n равен­
ства

Заставим корень qz приближаться к корню qi. При этом вы­
ражения

стремятся к некоторым пределам, а именно соответственно к 
( n — l ) q f ~ 2 и nq4~l. Таким образом, мы видим, что в случае 
кратных корней решения Yn и Z n примут вид (7).

Итак, мы построили решения Yn и Zn во всех случаях, кото­
рые могут представиться при а и с, отличных от нуля.

Тем самым мы показали, что всегда можно выписать в яв ­
ном виде любое решение интересующего нас однородного раз­
ностного уравнения второго порядка.

Интересно остановиться подробнее на случае, когда при ве­
щественных коэффициентах а, Ь, с уравнение a -f- bq +  cq2 =  О 
имеет комплексно-сопряженные корни q i и qz- Покажем, что в 
этом случае общее решение однородного разностного уравне­
ния (3) может быть записано в следующем виде:

Yn =  q n - t i q « ]
(7)

и
<72 -  <7i <7г — <7i

где <р определено равенством
bcos ф ------------у —  ,

м 2 Vac

а Yi и Y2 “ * произвольные постоянные.
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Найдем явные выражения для q { и q2:

/тЬтйг-''/1-
Я\

q2

2  \ г с

2 Ус

В нашем случае комплексных корней — >  О,
с

Поэтому мы можем обозначить
2 У <  1.

ас

--------- 7 = -  =  COS
2 У  ас

sinqp,

после чего qx и q2 запишутся так:

q , =  y j  (cosq> +  »sinqp),

q2 — J/ 7  (cos ф — i sin ф).

Подставим эти значения для qi и q2 в формулу (5). 
При а  =  (5 =  1/2 получим частное решение

и(п = [ У  ~ )  COS/Mp,

а при а  =  1/ ( 2 0 » Р =  — 1/ ( 2/) — частное решение

u(n =  W 7 ) sin щ'

Линейная комбинация этих частных решений с произволь­
ными постоянными коэффициентами yi и \’2 и дает общее ре­
шение (8), выписанное выше. (Возможность записать в таком 
виде частное решение (8), принимающее при п =  0 и п =  1 лю ­
бые наперед заданные значения, читатель легко проверит са­
мостоятельно.)

2. Общее решение неоднородного уравнения. Фундаменталь­
ное решение. Теперь займемся неоднородным разностным урав­
нением

aun- \  +  bun +  cun+j =  f n, (9)

причем ограничимся важным для дальнейшего случаем, когда 
среди корней характеристического уравнения (4) нет равных 
единице по модулю: \qi \¥= 1, 1 <721 =й= 1. Сначала будем искать



решение неоднородного уравнения (9) с правой частью /„ спе­
циального вида:

1п —  °о \ \ г п =  0.

Это решение будем обозначать через Gn и называть фундамен­
тальным. Мы будем искать ограниченное фундаментальное ре­
шение, т. е. ограниченное решение следующих групп уравнений:

I. aGn-i  +  bGn +  cGn+l =  0 при / г < — 1.
II. aG—\ -f- bG0 -j- cG\ =  1.

III. aGn-x +  bGn +  cGn+i =  0 при 1.

Начнем со случая некратных корней, q i Ф  q2.
В этом случае общее решение однородного уравнения (3) 

имеет вид
и п  =  щ п  +  р ^ п

Поэтому каждое частное решение Gn однородного уравнения I 
записывается в форме

Gn =  a ' q f $ ' q %  при п ^ . 0 ,

где а' и р' — подходящим образом подобранные постоянные. 
Точно так же частное решение Gn, п ^  0, однородного уравне­
ния III можно записать в виде

Gn =  a"q4 +  р " ^  при п ^ О

с соответствующими постоянными а"  и р".
В рассматриваемом нами случае qi ф  q2, \ q i \ ф  \, l ^ l ^ l  

возможны следующие варианты:
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а) I q \ I <  1, \ q2 1 >  1;
б) k i K U  1 <721 <  1;
в) | q{ I >  I ,  I q2 1 <  1; 

r )  | | >  1, I <721 >  1 ■

Построим ограниченное фундаментальное решение Gn в слу­
чае а). Из условия ограниченности Gn при п -* — оо видно, что 
а'  =  0, а из условия ограниченности Gn при я - * + о о  следует 
р" =  0. Поэтому

р 'q* при
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При п =  0 обе последние формулы должны давать одно и то 
же значение G0. Отсюда =  а ". Подберем |У из условия вы­
полнения уравнения II:

a $ 'q j [ +  +  cp'<7j =  1,

Р/ =  — Ti— --------- •aq2 +  Ь +  cq j

Знаменатель этой дроби отличен от нуля:

a q j 1 +  b +  cql =  (aq2 x +  b - f  cq2) +  c[q{ — q2) =  c(q l — q2) ф  0 .

Итак,
q«, 0,

Gr
aqj Л-b + cqx

1______

aq2 1 +  b +  cq{

Мы построили ограниченное фундаментальное решение в слу­
чае а) (рис. 3, а).

•
•

Сп
•

• • •

fl % %
О О

a) ti)

••
•

•

Рис. 3.

Заметим для дальнейшего, что при условиях

max (| а |, | b |, | с |) >  В  >  0, )
О е }

| <7, | < 1 -  у ,  |<72- 1 | <  1 - Т* )

tsоЛ 0 > 0 — какие-нибудь числа, имеет место

(10)

G „ | < - 1 - (И)

Для вывода оценки (11) отметим, что в силу первого условия (10) обя­
зательно либо |й |  >  fi/4, либо с >  В/4, либо)^62 — 4 а с ' ^ у г В2 — В2/4 > В /2 ,



Очевидны также соотношения

аЧ2 Х +  b +  cq{ =  с (q{ -  q2) =  a ( q 2 l -  qT  *) =  V  b2 — 4 ас ,

|?i  — 1 — Ы  > - ^ 1 ^ 7 2  - ( ^ 6 / 2 )  =  6 -2̂ 2 > 9 ,

| Я2 1̂ I >  6.

Из этих соотношений следует оценка

I - 1 . А .  I ^  -66\ aq2 + b  +  cql \ >  —

и неравенство (11).

В случае б) из условия ограниченности Gn при п —► — оо 
следует а '  =  (3' =  0, так что

О при п ^ . 0 ,
a"q f  +  $"q% при п ^  0 .

Из условия Go —  0 вытекает а "  — —13". Коэффициент а "  под­
бираем так, чтобы удовлетворить уравнению II:

а " =  1
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с {q 1 — <72)

Ограниченное фундаментальное решение (рис. 3 ,6) в случае б) 
имеет вид

( 0 при п ^  0 ,

~ \ при

В случае в) по аналогии со случаем а) ограниченное фун­
даментальное решение имеет вид

_i ;------q^ при п ^ О ,

Gr
aq 1 +  b +  cq2

-— ч п р и  n ^ O .
a q ^  +  b +  cq2 2 V ^

Случай г) аналогичен случаю б).
Если корни кратные, q 1 =  q2, го при построении ограничен­

ного фундаментального решения вместо формулы
и п  =  a q n  +  $ q n

используется формула
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В случае | g i | <  1 для Gn получим

{ О при п ^ . 0 ,

— n q f -1 при п ^ О ,

а в случае | qx | >  1 получим
_1

Gn =  \ а
I О

------ n q f +l при я < ! 0, 

при п ^ О .

Итак, мы разобрали все варианты, которые могут пред­
ставиться в случае \qi \¥= 1, 1̂ 21=̂ = 1, cl Ф  0, с Ф  0, и увидели, 
что ограниченное фундаментальное решение существует. Из вы­
писанных формул следует, что оно экспоненциально убывает 
при п —* оо:

| <?„ I <  Op' » I, (12)

где G > 0 h 0 < p < 1 — некоторые постоянные.
При этом в качестве р может служить любое число, удов­

летворяющее неравенству

р >  max |m in  (| q i |, - j ^ t )  » min (l Я2 1, 1Qi

Мы выяснили вопрос о существовании и виде фундаменталь­
ного решения, т. е. решения неоднородного уравнения (9). 
В случае произвольной правой части {fn} частное решение и*п 
можно записать в виде суммы ряда

2  Gn. t h ,
k=—°o

(13)

если только этот ряд сходится. Это проверяется совершенно 
так же, как аналогичный факт для разностного уравнения пер­
вого порядка в § 2. Из оценки (12) следует, что ряд (13) заве­
домо сходится, если правая часть {fh} ограничена, \ fh \ < F .  
В этом случае

Un I — У  Gn-kfk I Gn-kfk I +  Vj I Gn- kf k

< G F

k=— 00

k—~ 00
4rt— k

k—n+l 

n k — n
k=n+ 1

2 G 
1 —  p

F. (14)

Д ля уравнения (9), для которого l ^ i l ^  1 и \q2 \ Ф  1, решение 
{ип}, задаваемое формулой (1 3 ) ,есть единственное ограниченное

2  С. К. Годунов ,  В. С. Р я б е н ь к и й



34 ГЛ. 1. РА ЗН О С ТН Ы Е У Р А В Н Е Н И Я  1-ГО И 2-ГО П О Р Я Д К А

решение при заданной правой части. В противном случае 
второе ограниченное решение получалось бы из построенного 
прибавлением некоторого ограниченного решения {йп} однород­
ного уравнения (3). Но из формул для общего решения этого 
уравнения видно, что при \qi\=£  1, \q2\ Ф  1 единственным ог­
раниченным при — оо <. п  < i  оо решением будет й п =  0.

В частности, ограниченное фундаментальное решение Gn в 
случае |g i |  ф  1, \q2\ Ф  1 тоже единственно.

Заметим, что при выполнении условий (10), воспользовав­
шись оценкой (11), из (13) легко вывести

i « ; i < - ^ - s u p i / m i. ( is)
т

3. Оценка фундаментального решения через коэффициенты 
разностного уравнения. В п. 2 мы видели, что характер по­
ведения фундаментального решения Gn уравнения (9) суще­
ственно зависит от расположения корней q \ и q2 характеристи­
ческого уравнения

Р (q) == a +  bq +  cq2 =  0 (4)

на комплексной плоскости. Для приложений особенно важен 
случай, когда а, Ь, с вещественны, а корни q\ и q2 один мень­
ше, а другой больше единицы по модулю:

К 1 < Р »  | 1 <  Р» ° < Р < 1 -  (16)

Здесь мы укажем удобный необходимый и достаточный признак 
такого расположения корней, не требующий их вычисления.

Т е о р е м а .  Корни q\ и q2 уравнения  (4) с вещественными 
коэффициентами один больше, а другой меньше единицы по 
модулю в том и только том случае , если выполняется оценка 
вида

l.̂ - ! „ °  +  g| > е >  0, (17)
I 6  | +  | а  | +  | с  I

где  0 — некоторое число , причем в случае выполнения  (17)

Hi I < 1 “  Т’ К“' | < 1 — Т- (1§)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что 

Р (1) • Р (— 1) =  (а +  с +  Ь) (а +  с — Ь) =  | а +  с |2 — Ь2 =
=  (| a +  с\ — I b |)( | а +  с 1 +  1 b |).

Если (17) не выполнено ни при каком 0 >  0, то числитель 
дроби (17) равен нулю или отрицателен.
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В первом случае Р ( \ ) - Р ( — 1) = 0 ,  т. е. 1 или — 1 является 
корнем уравнения (4), и (16) не выполнено.

Во втором случае Р ( 1 ) Р ( — 1 ) > 0 ,  т. е. в точках q =  — 1 и 
q =  1 многочлен P(q)  принимает значения одного знака. По­
этому многочлен P(q)  не может иметь на отрезке — 1 <7 1 
ровно один корень. Этих корней либо два, либо ни одного.

Если корней два, то оба они меньше единицы по модулю, 
и (16) не выполнено. Если на отрезке [— 1, 1] корней нет, то 
либо вещественных корней вообще нет, они комплексно-сопря­
женные и равные по модулю, либо оба вещественных корня 
больше единицы по модулю, и (16) снова не выполнено.

Если при некотором 0 >  0 условие (17) выполнено, то 
Р ( — 1 ) Р ( 1 ) < 0 ,  значения P(q)  на концах отрезка [— 1, 1] 
имеют разные знаки, так что на этом отрезке лежит ровно один 
корень. Тогда второй корень, тоже вещественный, лежит вне 
этого отрезка, так что (16) при некотором р <  1 выполнено. 
Уточним последний результат, а именно получим оценку (18). 

Из (17) следует
\Ь \ — \ а с \ ^ § { \ Ь  \ -\- \ а \ - \ - \  с \)  ">

Поэтому

16 1 - (i  - | ) > | а  +  С | +  [ е - ( | П - к 1>

> \ а  +  с \  1 - 0  +  ( | ) 2 } | = | а  + c ( i  - | ) 2 | .  

Отсюда видно, что выражения

р  ( i - i ) = a + c (i - | У - и >(1

имеют разные знаки, так что многочлен Р (q) на отрезке 
— (1 — 0/2) q ^  1 — 0/2 имеет корень q u \ q { | <  1 — 0/2. Оче­
видно, что числа

1 / 1 
г г -  " 2 = “ '

обратные корням уравнения (4), удовлетворяют уравнению 
a '  +  b'q' +  г/ ( q ' f  =  0

с  коэффициентами а' — с, Ь' —  Ь, с' =  а, удовлетворяющими 
тому же условию (1 7 ) :

\Ь '  | — \ а '  +  с ' \  __ |61 — |а  +  с |
\ Ь ' \  +  \ а ' \  +  \ с ' \  \ Ь\  +  \ а \  +  \ с \

2*
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Поэтому один из корней q'v q'2 удовлетворяет неравенству 
\ q ' \ <  1 — 0/2. Этим корнем может быть только q'2= \ / q 2, что 
и завершает доказательство оценок (18).

Д ля уравнения с вещественными коэффициентами при усло­
вии (17) автоматически выполнены условия (10), а значит, и 
оценка (15) для ограниченного частного решения и*л неодно­
родного разностного уравнения (9)

ЗАДАЧИ

1. Написать общие решения уравнений

un- i  — Ъип +  6и п+1 — 0, п — 0 , ±  1, . . . ,
5

ип—1 —" ~2 ип un+i  — 0» п =  0, ±  1, . .

9un~ i  +  Зип +  un+ i  =  0, п =  0, ± 1 , . . .

2. Найти ограниченное при п -*■-{- °° решение уравнения

5 . Лип—\ ~ ~ ~ 2 ^ п ~ г ип + 1 — U,

принимающее значение «о =  1.
3. Выписать тысячный член последовательности Mo, ui, иг, . . . ,  первые 

два члена которой равны единице, и0 =  1, tii — 1, а последующие опреде­
ляются рекуррентным соотношением

ип+1 =  ип— 1 +  Un, п =  1 , 2 , . . .
4. Найти условие, накладываемое на корни характеристического уравне­

ния, необходимое и достаточное для того, чтобы разностное уравнение
aun - i  +  bun +  сип + j =  0 , п =  0 , ± 1 , ± 2 , . . . ,

имело хотя бы одно нетривиальное ограниченное решение (решение ип =  0 
называется тривиальным).

5. Найти условия, которым должны удовлетворять корни характеристи­
ческого уравнения, необходимые и достаточные для того, чтобы все решения 
уравнения

аип - \  +  Ьип +  cun + i =  0, п =  0, ± 1 , . . . ,
были ограничены.

6. Каковы должны быть корни характеристического уравнения, чтобы 
при п —*■ -(- оо все решения уравнения aun- i  +  bun - f  cun+i =  0 стремились 
к нулю?

7. Найти какое-нибудь частное решение неоднородного разностного урав­
нения

5
Ч п - \  —  Y  l l n  +  Mr t +l  =  f n ,  гс =  0 , ±  1 , . . . ,

если правая часть имеет следующий специальный вид:
а) f n = l .  У к а з а н и е .  Искать решение вида ип — А.
б) f n — п. У к а з а н  и е. Искать решение вида и*п =  А +  Вп.
в) f n — Зп. У к а з а н и е. Искать решение вида ип — А • Зп.
г) f n =5 cos п. У к а з а н и е. Искать решение вида ип — A sin п +  В cos п.
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8. Построить какое-нибудь ограниченное фундаментальное решение урав­
нения

ип—1 “Н Un -f- Un+i ==1

Существуют ли у этого уравнения неограниченные фундаментальные решения?
9. Построить какое-нибудь фундаментальное решение уравнения

Un — 1 2 и,ц -f- ип + \ =  fn.

Существует ли ограниченное фундаментальное решение?
10. При каком условии на корпи характеристического уравнения разност­

ное уравнение
aun- i  +  bun +  сип + \ — f n

не имеет ограниченных фундаментальных решений?
11. Пользуясь ограниченным фундаментальным решением, выписать фор­

мулу того решения (ы0, «ь • • ■, и N) уравнения
5

ип - \  — у  ип +  ип+ j — fn, п =  1, 2, . . N  — 1,

которое удовлетворяет условиям и0 =  cp, un —  'ф, где ср и ^  — заданные 
числа.

12. Найти все собственные числа р и соответствующие собственные 
функции ф =  {хрт }, т =  0, 1, . . . ,  М,  оператора А.хх ,

=  рф,

где А хх — оператор, который каждой сеточной функции и — {ит} ставит 
в соответствие сеточную функцию v =  {vm} ио формулам

vm =  -j -r ium+i — 2um +  um- i ) ,  0 < т < М ,  

vo =  vM==0’ Mh= L
О т в е т :

4 . 2 ftk ,<h) . knm , , n 1, , 
pn :==~ ~ h 2 S m  Ш ’ m ~ s i n~~M~* k== ’ ’ U



Г Л А В А  2

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Краевые задачи рассматриваемого в этой главе вида воз­
никают при использовании разностных схем для численного ре­
шения обыкновенных дифференциальных уравнений и уравне­
ний с частными производными.

§ 4. Постановка задачи. Признаки хорошей обусловленности

1. Постановка задачи. Простейшая краевая задача состоит 
в отыскании сеточной функции {ип}, п =  О, 1, . . . ,  N, удов­
летворяющей разностному уравнению

&пЦп— 1 Н~ bntin “I- спип±\ f п, ft 1 > 2 , . .  ., N  1, (1)

во внутренних точках 0 <_п <  N  сеточного отрезка 0 ^  п ^  N 
и принимающей заданные значения

на его краях. Краевая задача для систем разностных уравне­
ний будет сформулирована в п. 7.

Изучая уравнение апип-\ +  bnun +  спип+1 =  f n, ап Ф  О, 
сп ф  0, мы отметили, что при произвольном задании значений 
{ип} в каких-нибудь двух последовательных точках, например 
при произвольном задании т  и Ui, определяется, и притом 
только одно, решение {ип}.

Интересно выяснить, можно ли однозначно определить ре­
шение, если задаться его значениями в двух не обязательно со­
седних точках, как это сделано в краевой задаче (1), (2). Сле­
дующий пример показывает, что задача ( 1), (2) может ока­
заться неразрешимой.

Рассмотрим краевую задачу

(2)

Uti—i W/t Ufi+i 0, 1, 2, . . . ,  299, (3)
(4)Щ--О, Щ QQ---  I»
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Общее решение уравнения (3), как показано в § 3, может быть 
записано в виде

пл , пл
=  Yi cos -g -  +  Y2 sin -g -  .

Из условия w0 =  0 следует, что yi =  0. Д ля  выполнения ус­
ловия и3оо =  1 нужно подобрать \'2 из уравнения

ЗООя ,
Щоо =  У2 sm —3— =  1.

Но это уравнение неразрешимо, так как при любом у2 левая 
часть его равна нулю, но не единице.

Если бы вместо условия и300 =  1 мы задали и300 =  0 (остав­
ляя по-прежнему щ =  0), то у { снова пришлось бы взягь р ав ­
ным нулю, тогда как у2 в этом случае может быть любым:

. ЗООя л  л
Y2 s in —g -  =  Y2 -0  =  0.

Мы видим, что краевая задача (1), (2) может, вообще говоря, 
вовсе не иметь решения либо решение ее может оказаться не­
единственным. Однако с краевыми задачами приходится часто 
встречаться.

Оказывается, что существуют довольно широкие классы р аз­
ностных уравнений, для которых кра£вая задача ( 1), (2) не 
только всегда однозначно разрешима, но и обладает «слабой» 
чувствительностью к ошибкам округления при задании правых 
частей ф, i|j и {fn}, т. е. «хорошо обусловлена».

2. Определение хорошей обусловленности. Обычно при изу­
чении разностных схем для приближенного решения диффе­
ренциальных краевых задач рассматривают не одну задачу, а 
целое семейство таких задач, возникающих при все более мел­
ких шагах сетки. Тогда число N  можно считать параметром, от 
которого зависит это семейство. Измельчению сетки соответ­
ствует возрастание N.

Будем говорить, что разностная краевая задача (1), (2) с 
коэффициентами ап, Ъп, сп, ограниченными в совокупности,
| а „ | , \Ьп \, \сп \< . М, хорошо обусловлена,  если при всех до­
статочно больших N  она имеет одно и только одно решение 
{ип} при произвольных правых частях ф, гр и {fn} и если числа 
и0, ии . . . ,  uNj образующие решение, удовлетворяют оценке

| ип | < М ш а х { |  ф |, | -ф |, max| f m |}, (5)
т '

где М — некоторое число, не зависящее от N.
Иногда к числу хорошо обусловленных относят и те задачи, для кото­

рых М нельзя выбрать постоянным, но можно выбрать растущим не быстрее 
заданной степени N, например М — CN или М =  CN2.
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Приведенное определение хорошей обусловленности равносильно одному 
из принятых в теории систем линейных уравнений, когда мерой обусловлен­
ности системы уравнений Ах  — g  с матрицей А считают число ||Л || • ||Л_1|1 — 
произведение норм матриц А и Л -1 .

Выполнение неравенства (5) означает, что чувствительность 
решения {ип} к ошибкам (например, ошибкам измерения или 
округления), допущенным при задании правых частей iр, гр и 
{fn}, не возрастает с ростом числа N.  Действительно, если 
вместо ср, -ф и {fn} задать соответственно ср +  Аф, ^  +  Агр, 
{/n +  A/гг}, то решение {ип} получит приращение {Аип}. Это 
приращение ввиду линейности задачи ( 1), (2) является реше­
нием задачи

du jSUfi—x bn Awrt ~j~ сп Awrt_|_] ■ A fп, 0 ft ■‘■C Nf 1 
Ам0==Аф, ts.uN =  Агр j

и в силу (5) удовлетворяет оценке

| Аип | ^  М  max {| Аф |, | Агр |, max | Af m |}.
т

Д алеко не всякая однозначно разрешимая краевая задача (1), 
(2) является хорошо обусловленной. Например, если правым 
частям задачи

Un— 1 &ип “j- 6 w n _|_i =  f n , 0 <C f t  N , ) 
uQ =  ф, uN —  гр J

придать приращения

A/re — 0, Агр =  0, Аф =  е,

то решение {ип} получит приращение
t _ (2 / \N — n

Дип =  2п------ -- -V— Аф, п =  0, 1, . . . ,  N.
п  1 _  ( 2 / 3 )Л/ ’

Отсюда
Аидг_, ^=2 • у  е.

Возмущение е при задании ф вызвало быстро возрастающее с 
ростом N возмущение решения. Число М. в неравенстве (5) за ­
ведомо нельзя взять растущим медленнее экспоненты у  - 2^ 1.

8. Достаточный признак хорошей обусловленности.
Т е о р е м а .  Если коэффициенты ап, Ьп, сп удовлетворяют 

условию

+  +  б > 0 , (&)
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то задача  ( 1), (2 ) хорошо обусловлена , причем решение {ип} 
удовлетворяет оценке

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала предположим, что при з а ­
данных фиксированных ср, гр и {fn} задача ( 1), (2 ) имеет реше­
ние {ип}, и установим для него оценку (7). Пусть наибольшее 
среди чисел \ ип \, п =  0, 1, . . . ,  N,  есть число \ uk \. Если 
k =  0 или k — N,  то неравенство (7) очевидно, так как мо =  ср, 
Un —  гр. Остается рассмотреть случай 0 <С k <С N, \ u h \ ^ \ u n \. 
В этом случае, с учетом (6), можно написать

I bk I ’ I Uk | | a^u^—i CkUfcj.j +  f  ̂ |
CLk I * I uk-l  I +  I ck I ' I uk + \ I +  I fk I (I a k I +  I Ck | )| Uk | +  | /ft I,

и неравенство (6) также выполнено.
Осталось доказать, что задача (1), (2) имеет, и притом 

только одно, решение {ип} при произвольных правых частях 
ф> Ф и {fn}-

Задачу (1), (2) можно рассматривать как систему N -J- 1 
линейных уравнений относительно такого же числа неизвестных 
щ , . . . ,  uN. Поэтому нужно установить, что определитель 
этой системы отличен от нуля. Как известно из алгебры, опреде­
литель системы отличен от нуля в том и только том случае, 
если соответствующая однородная система имеет лишь нуле­
вое решение. Но для системы (1), (2) однородная система по­
лучается при ф =  гр =  fm == 0. Из оценки (7), доказанной для 
каждого решения {ип}, видно, что в этом случае имеется только 
тривиальное решение ип =  0.

Достаточным условием хорошей обусловленности задачи 
( 1), (2) является также следующее условие:

где 0 и В — некоторые постоянные, не зависящие от /V и п. 
Действительно, из (8) следует (6) с постоянной

| Ы п К  max 1 1 ф |, | гр |, у  шах [ f m | j (7)

I Mх >б

| Ьп | — | йц | — 1 сп 1 > 0 > О ,  m ax{| ап |, | bn |, 1 сп |} > £  >  0, (8)
\ Ь п \  + \ап \ + \сп \

& =  0 ( I bn 14~ I ап 14" I °п I) ^  0^ >  0-

Поэтому (7) примет вид

| ип | <  шах 11 ф |, | гр |, m a x | f m |
m

(9)



4. Критерий хорошей обусловленности краевой задачи с по­
стоянными коэффициентами.

Т е о р е м а .  Д л я  хорошей обусловленности краевой задачи

aun- i  +  bun +  cun+i =  f n, 0 < n < N ,  1 
м0 =  Ф. uN =  ty J

с постоянными коэффициентами необходимо и достаточно, 
чтобы корни qi и q2 характеристического уравнения

a +  bq +  cq2 =  0 (11)

были по модулю один больше , а другой меньше единицы, т. е. 
чтобы удовлетворялись неравенства вида

К г Ч О - Т '  (12)

где 0 — некоторая положительная постоянная.
В случае, если коэффициенты а, Ь, с вещественны, критерию 

хорошей обусловленности ( 12) в силу доказанного в п. 3 § 3 
можно придать удобную форму:

ГлТ _Г Л  i  I ' i > 9 > 0 -  (13)I М  +  1 а I +  | с | v 7

Удобство критерия (13) состоит в том, что его выполнение про­
веряется непосредственно, без вычисления корней ^  и 42- 

Доказательство критерия (12) будет проведено в п. 6 этого 
параграфа.

5. Критерий хорошей обусловленности задачи с переменными 
коэффициентами. Критерий (12) хорошей обусловленности крае­
вой задачи для разностного уравнения с постоянными коэффи­
циентами, сформулированный в предыдущем пункте, обобщает­
ся на случай задачи

О'гМ'п— 1 ~f~ bnun -f- ctlun+i f n, 0 <C n <C N , (1)
« 0  =  Ф, uN =  гр (2)

с переменными коэффициентами, если только эти коэффициенты 
изменяются достаточно «плавно». Сформулируем это обобще­
ние точно, причем относительно уравнения ( 1) будем предпо­
лагать, что его коэффициенты ограничены в совокупности, 
| a n |<OW, \bn \< . М, \сп \ < . М ,  и что все три коэффициента а п, 
Ьп, сп ии при каком п одновременно не становятся малыми:

d n =  шах {| ап |, \ bn \, | сп \} >  В >  0. 

Предполагается, что М и В не зависят от А/ и п.
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Т е о р е м а .  Пусть коэффициенты задачи  (1), (2) удовлет­
воряют условиям

a k  —  a t \ ^ D  

I ck — ci К  D

I

N  

k — I
N

1

D >  0, to >  0.

I

N
)

(14)

Тогда для хорошей обусловленности задачи  ( 1), (2) необхо­
димо и достаточно, чтобы корни qi и q2 квадратного уравне­
ния

о-п +  bnq +  cnq2 =  0, 0 <  п <  N, (15)

удовлетворяли условию вида 

к  <  1 - т (16)

где 0 >■ 0 — некоторое число , не зависящее от N  и п.
Условия (14) выражают требование гладкости коэффициен­

тов. Они выполнены, например, если

ап =  a (n /N ), bn =  b {n/N), сп =  с (n/ N),

где а(х) ,  Ь(х) ,  с (х) — некоторые функции, определенные на 
отрезке 0 ^  х  ^  1 и удовлетворяющие условию Гёльдера:

| а (х) — а [х') | ^  D | х  — х'  I®,

| b ( x ) - b  (хг) | <  D | jc -  х? Г>

| c ( x ) - c ( / ) K / ) U - / Г.

Уравнение (15) является характеристическим уравнением, 
построенным для разностного уравнения

aus_ x -j- bus —(- cus_̂ \ =  0

с постоянными коэффициентами а, Ь, с, совпадающими со зна­
чениями переменных коэффициентов ап, Ьп, сп при зафиксиро­
ванном п, т. е. a =  ап, b =  Ьп, с =  сп.

Если ап, Ьп, сп — вещественные коэффициенты, то в силу 
п. 3 § 3 условие (16) можно заменить легко проверяемым ус­
ловием

I bfl I | йп - f-  Сп I \  Д  А  / 1

| 6 „ |  +  | а „ |  +  | С„ |  > 0 > ° .  ( 1 7 )

где 0 не зависит от N  и п.
Сформулированный критерий (14), (16) или (14), (17) бу­

дет доказан в § 6. Там же будет показано, что условия глад­
кости (14) игнорировать нельзя.



Заметим, что если | ап +  сп | =  | ап | +  \сп | , то условие (17) 
совпадает с условием (8) и обеспечивает хорошую обусловлен­
ность и без предположений о гладкости и вещественности ко­
эффициентов.

6. Обоснование критерия хорошей обусловленности краевой 
задачи с постоянными коэффициентами. Докажем сформулиро­
ванный в п. 4 критерий хорошей обусловленности краевой з а ­
дачи

аип-x +  butJ +  cun+l =  fn, 0 < n < N ,  )

«о =  Ф» I

а именно следующее утверждение. Д ля хорошей обусловлен­
ности задачи ( 10) необходимо и достаточно, чтобы корни ха­
рактеристического уравнения

a +  bq +  cq1 =  0 (11)

удовлетворяли неравенствам вида

И, I < 1 — (12)
где 0 — некоторая положительная постоянная.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Решение задачи (10) представим в 
виде суммы двух сеточных функций, положив

== йп +  йп, (18)
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где {ип} — решение задачи

айп- 1  +  Ьйп +  сйплл = 0 ,  0 <  п <  N,
й 0  =  ф ,  й ц  =  ф ,

а {««} ~  решение задачи

сШ/j—j "I- btifi -j- cun+l —— ffit 0 ft <C. N , 
u0 — 0 , и yy — 0.

(19)

(20)

Решение задачи (19) имеет вид йп =  Aq f  +  Bq*, где А  и В  
определяются из условий й0 =  ф, ^  =

"" '- Ы г Т  q' +  чгМ‘ (21)

Обозначив 1 — 0/2 =  р, из (21) получаем

|й>,< 2  m a x (p ^ -")„,ax(|,pUlH), (22)
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Поэтому при всех N ^ 2 ai  п =  О, 1, . . . ,  N

I ¢1) =  1 -max (|ф|,  |-ф|). (23)

Если п и N — п — достаточно большие числа, то коэффи­
циент в неравенстве (22) сколь угодно мал. Например, при 
ti >  6/0, N — п >  6/0

рМ ( ' - 4 Г Т < ( 4 "

Здесь использовано известное неравенство

{ • 1 л  I * j ^ ]а ( \ - а - ' )  +  Ь( \  +  Ь - ' ) } а+ь
а } \ b J Г a +  b J

при а —  2/0, 6 =  2. Таким образом,

шах ( ( Л рх ~ п) <  / Я 3 1 <  J _
1 - p 2/v \  9  /  1 -  ( ‘/ у ) 6  '  Ю

так что из (22) при п >  6/0, N  — п >  6/0 получим

| | <  -̂ - шах ( | Ф I, | -ф I). (24)

Оценим решение {йп} задачи (20). Представим йп в виде 
суммы

“ п =  “« +  < ’ 0 < / г < / У ,  

решений двух задач — задачи
{ f n, 0 <  п <  N,

сш , -I- bu “I- си ,, =  { _ ^  с\ \т (25)»-> 1 п п+ 1 { 0 , я < 0  или n ^ N ,
и задачи

+  bu 'n +  сип+ 1 =  0 <  м <  N ,
__ • -  _  ■ (26>Uq,  и ^  и д̂.

Ограниченное решение {и*} задачи (26) существует, единственно 
и удовлетворяет оценке (15) § 3:

m a x \ f m \, (27)

где В =  max (| а |, | b |, | с |).
В частности,

1 « п К - 4 й г т а х 1 ^ Л  I*0 I ^  В02 

16
«Л, | <  -^ 05- птах [ ). j

(27')
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Из (39) и (40) следует, что неравенство (36) выполнено, если

М — -—1 N.
N 2я

Таким образом, здесь нет хорошей обусловленности, если понимать под ней 
требование независимости Af от iV в неравенстве (5).

7. Общие краевые задачи для систем разностных уравнений.
Задача (1), (2) является лишь простейшей краевой задачей для уравнения 
второго порядка.

Сформулируем без доказательства необходимые и достаточные условия 
хорошей обусловленности общих краевых задач для систем разностных урав­
нений на сеточном отрезке (В. С. Р я б е н ь к и й ,  ЖВМ и МФ 4, 2 (1964)).

Краевая задача состоит в отыскании вектор-функции {wn}, п =  0, 1, 2,
3, . . . ,  N, удовлетворяющей условиям

kn
Ak, tlUn + k — fn, — ko, (1 )

fc=-*e
2kn 2kn

i—0 i=0
Здесь Ak, n — квадратные матрицы некоторого порядка т ^  1; ип, fn — век­
торы той же размерности; а; — матрицы, имеющие по т столбцов и г > 0  
строк; р г- — матрицы, имеющие по т столбцов и s ^  0 строк; ср — заданный 
r -мерный вектор; ф — заданный s -мерный вектор.

Задача (Г ),  (2') хорошо обусловлена, если она имеет решение {и п} при 
произвольных {/„}, ф, гр, причем

max || ип || <  М шах {|| ф Ц, || гр ||, max || f j  ||},
» J

где М не зависит от N.
Относительно коэффициентов Ah, п будем предполагать, что

Ak,n — Ak

где Ан(х)  — матрица, определенная на отрезке 0 sC х ^  I, удовлетворяющая 
на этом отрезке условию гладкости

|| Ak (х) — Ak ( * ' ) I K - 0  I х  — х'  Iе0, D >  0, со > 0 .  (14')

Далее, предположим, что

d (х) =  max || Ak (х) || ^  В  >  0. 
k

При этих ограничениях для хорошей обусловленности задачи (Г ),  (2') не­
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось каждое из следующих условий 
1°—3°:

Г  Среди корней (.1 и v уравнений
ko

det 2  Ak (х ) =  °>
— feo

fen

dct S  Ak (x) v k*~l{ =  0
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нет равных единице по модулю, причем корни ц и v этих уравнений удовле­
творяют каждый одному из следующих четырех неравенств:

ы <1 —у .  I v | <  1 -  J ,

| ц - Ч < 1- - | .  I v - 4 < 1 - - | ,

где 0 >  0 не зависит от х.
2° Размерность г матриц а* равна числу тех корней ц, модуль которых 

меньше единицы, а размерность s матриц (3* равна числу тех корней v, мо­
дуль которых меньше единицы.

3° Среди решений {«„}, п ^  0, задачи

)
2  Ak{Q)un+k =  0, £ о < я < о о ,  J

k=—ko I
2kn I

И ¥ / в 0
i= 0

и среди решений {ип}, п =¾ N, задачи

k=z~kn

К )
2  Ak(\) un + k =  0, — ° ° <  п <  N — k 0, Ii

2  дг—/ == о J

нет ограниченных, отличных от тождественного нуля.
Последнему условию, 3°, можно придать вид необращения в нуль неко­

торых определителей с элементами, не зависящими от N.
Проиллюстрируем сформулированный критерий, исследовав условия хо­

рошей обусловленности задачи

О • « я - i  — 2ип +  ип+\ — f n, 0 < n < N ,  |

Mj — auQ =  ф, u N — =  ty, J

где а  и (3 — некоторые числа; m =  1, г =  1, 5 =  1, k 0 =  1. Корни уравне­
ний

О -  2|i +  | i2 =  0 и 0 • v2 — 2v +  1 =  0 1
равны

ц , = 0, (я2 =  2, Vj =  »/2 (v2 =  00).

Среди них нет равных единице по модулю, и условие 1° выполнено.
Условие 2° тоже выполнено, так как количество скалярных граничных 

условий на левой и правой границах равно г =  s =  1 и равно числу тех 
корней |Л и v, которые меньше единицы по модулю.

Выясним, при каких значениях а  задача

О • tin—1 — 2un -)- Un+1 — 0, п~^\,
сшр — «1 =  0
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не имеет нетривиальных ограниченных решений. Общий вид решения задачи 

0 • un- i  — 2ип +  ип+\ —  0, п >  0,
есть

ип —  CjM-f +  с2Ц%, « > 0 , Ц ® = 1.

Из условия ограниченности находим с2 =  0. Поэтому

„ ( си если п —  0,
U„ — С\11, ~  {

\ 0, если п >  0.

Учитывая условие а«о — Wi =  0, видим, что при а  =5̂  О нетривиальных реше­
ний нет, а при а  =  0 они есть.

Выясним, при каких Р задача
О • un - i  — 2ип +  un + i =  0, n < N ,

U N  P w ,v —1 “  0

не имеет ограниченных при п ->  — оо нетривиальных решений. Общее решение 
задачи 0 • ип_ г — 2ип +  ип+х =  0, n < N ,  есть ип =  q v f п — сх (V2) ~ п ~  сх2п. 
Оно ограничено при п — сю. Из граничного условия u N — Ри V-1 =  0 ви­
дим, что

C\2n -  §c\2n ~ x =  c\2n ~ x (2 -  Р) =  0

и нетривиальное решение, Ci ф  0, существует только при Р =  2.
Итак, рассматриваемая краевая задача хорошо обусловлена при любых 

а  ф  0 и Р ф  2. Если а  =  0 или р — 2, задача не является хорошо обуслов­
ленной.

ЗАДАЧИ

Разностную краевую задачу

аип - \  +  b u n +  сип+1 =  fn, 0 < n < N ,  |

ио ~ atl i — Ф, »N- X-f>u N =  ty i ^

будем называть хорошо обусловленной,  если она имеет одно и только одно 
решение при каждом N и если числа «о, и\, . .  ■, Un , образующие решение 
{«„}, удовлетворяют неравенству \ и п \ <  М  max ( | qp |, | ф I, max | f m  | ).

т
1. Если оба корня qi и qz характеристического уравнения a-f- bq - \ - cq2 =  

=  0 по модулю меньше (больше) единицы, то разностная краевая задача 
(*) не может быть хорошо обусловлена. Для простоты считать <71 Ф  qz. 
Доказать.

2. Если хотя бы один из корней qi, <72 характеристического уравнения 
по модулю равен единице, то разностная краевая задача (*) не может быть 
хорошо обусловлена. Доказать.

3. Если |<7i| <  1, \q2\ >  1, но
1 — ct<7i =  0 или 1 — Р^2 =  0,

то задача (*) не может быть хорошо обусловлена. Доказать.
4. Для хорошей обусловленности разностной краевой Задачи (*) необ­

ходимо и достаточно, чтобы один корень характеристического уравнения по 
модулю был меньше единицы, | ^i |  <  I, а второй больше единицы, \q2\ > 1 ,  
и чтобы 1 — ccq 1 Ф  0, 1 — р<72 ф  0. Доказать.
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5. Задача с постоянными (комплексными) коэффициентами 
аип - х +  bun +  сип + х — fn, п —  0, ± 1 , . . . ,  

с периодической правой частью

fn+N=  fn
имеет при всех достаточно больших N  периодическое решение un+N~ u ni 
удовлетворяющее оценке

| «я | <  М max | f m |,
т

где М от N не зависит, в том и только том случае, если среди корней харак­
теристического уравнения а +  bq +  cq2 =  0 нет равных единице по модулю. 
Доказать.

§ 5. Алгоритм решения краевой задачи — прогонка

1. Описание прогонки. Опишем теперь простой и удобный 
метод решения разностной краевой задачи рассмотренного нами 
в § 4 вида:

ftnU-n—i +  bnun -j- спип-\-1 == fni О п N , 
и0 =  ф, u N =  ф.

Он представляет собою один из вариантов метода исключения 
неизвестных и носит название метода прогонки.

Запишем уравнение «0 =  ф системы (1) в виде
и0 =  L\j2U\ +  К  у2> 

где Li/2 =  0 и Кчг —  Ф- И з  уравнения

а хи0 +  Ь{щ +  cxu2 =  f x,

отвечающего в системе ( 1) номеру п —  1, исключим и х с по­
мощью равенства и0 —  b j2u x - f  Ку2. Результат запишем в  разре­
шенном относительно Ui виде

и \ ~  L-ij Uq. -f- K .h ,

введя обозначения >
f ,  __ с \ IS. __ а 1ф f  1
L ^ ~ ~ >  К з1’ - — г г - '

Соотношением и х —  L*jji2 +  К*/2 можно воспользоваться, чтобы 
исключить Ui из уравнения

а2и х -(- Ь2и2 -|- с2щ  =  f 2,

отвечающего номеру п =  2. Результат исключения опять запи­
шем в явном относительно и2 виде

и2 — Lbj2uз / (5/2.
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Описанный процесс исключения можно продолжить для 
п =  3, 4 , . . .

Подставляя
U n — I L  п — l/2U n  “ Ь  К  п — '/2

в уравнение
bnUn -j- Спип+\ == fn1

получим
fn ап^-п—112

Un+ 1 +п^ п—у2 bn +  anLn_

Отсюда видно, что коэффициенты получаемых в процессе ис­
ключения соотношений

Ч-п == L n - \ - ' l : M n + \  “ Ь  К п + У 2

вычисляются по рекуррентным формулам
j — Сп
L n + y 2

Кп-\- 7г

b n  +  a n L n - y 2 

f n  а п ^ п — У2

b n  +  a n L n -

(2)

Последнее из получаемых таким образом соотношений имеет 
вид

uN- j  =  L N-y 2uN +  К н - у 2-

Так как uN =  \р, то можно вычислить uN-i:

uN-1 =  Lw-y2“Ф +  Км- ъ-

После этого un- 2, uNs  и т. д. определятся соответственно из 
равенств

U n - 2  =  L n - s/ 2U n -  1 +  K n  - s/2,

Un -3  =  L n - 4 2u n - 2 +  К ы - ь/2

и т. д., пока не будет определено и\.
Повторим кратко, в чем состоит описанный сейчас вычисли­

тельный процесс.
Сначала проводится вычисление коэффициентов L n+у2, К п+у2 

в порядке возрастания номеров (прямая прогонка) по рекур­
рентным формулам (2), причем L i/2 =  0 и /С>/2“ =ф заданы.

Затем вычисление неизвестных ип производится также ре- 
куррентио в порядке убывания номеров (обратная прогонка) 
по формулам
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Отметим, что для вычисления методом прогонки решения 
w0, Wi, . . . ,  Ujv системы (1), состоящей из N  +  1 уравнений, 
нужно проделать арифметические операции в количестве толь­
ко в конечное число раз большем, чем число неизвестных. На 
решение произвольной линейной системы N  уравнений с N не­
известными методом исключения приходится обычно затрачи­
вать арифметические действия в количестве порядка N 3. Такого 
сокращения числа арифметических действий при решении сис­
темы ( 1) методом прогонки удалось достигнуть, удачно исполь­
зовав специфику этой системы.

В § 7 будет показано, что при решении описанным здесь 
методом прогонки краевой задачи ( 1), удовлетворяющей од­
ному из указанных в § 4 условий хорошей обусловленности

I Ьп | ^  | ап | +  | сп | -j- б >  0, (4)
или

—  \ а п \Ь п С п.

Ь п

или
+  I О-п I +  I с г > е >  О, dn =  max ( \ а п \, \ b n \, \ сп \ ) ^ В >  О,,

a k

[ bn 1 — I ап +  сп I 
Ьп \-\-\ап \ +  I Сп

а* К  D

> е > о ,  tfn > e > о,

т
b r \ < D k -  l

N

Ck — cx К  D k - l
N D >  0, to >  0,

выражения bn -f- a nL n_i/2, на которые приходится делить, не 
обращаются в нуль, а погрешности, допускаемые в процессе вы­
числений, не накапливаются и не приводят к возрастающим с 
ростом N  ошибкам в вычисляемых значениях решения.

Эти два замечательных свойства прогонки — малое число 
арифметических действий для ее реализации и слабая чувст­
вительность к вычислительным погрешностям — делают про­
гонку очень удобным вычислительным алгоритмом.

2. Пример вычислительно неустойчивого алгоритма. Д ля  ре­
шения хорошо обусловленной разностной краевой задачи ( 1) 
возможны разные алгоритмы. Мы описали алгоритм прогонки, 
обладающий достоинствами малого числа необходимых ариф­
метических действий и вычислительной устойчивости. Укажем 
другой, еще более простой алгоритм, однако вычислительно не­
устойчивый и практически непригодный при больших значе­
ниях N.

Задав  С/о1* =  Ф, U\l) =  0 , найдем решение С/(1) =  {С/»*}, п —  
=  0 , 1, . . . ,  N,  разностного уравнения ( 1). Понятно, что, вообще
говоря, и (м ф ^ .  З адав  С/о̂  =  Ф, и \ г>— 1, вычислим решениеА 2) (2)



ц {2) =  Это решение также не удовлетворяет условию на 
правой границе. Положим теперь

ип =  <sU{n - f  (1 — a) Un\ п =  0, 1, . . . ,  N. (5)

Очевидно, что при любом а выполнено условие щ =  ф и удов­
летворяется уравнение (1). Выберем о так, чтобы выполнялось 
условие

uN =  aUW +  ( l - < J ) U f  =  ф,
т. е. положим

ч > - <

°  1 -  W  '

и по формуле (5) получим искомое решение задачи ( 1).
Если бы вычисления велись на идеальной, лишь умозритель­

но возможной, машине точно, то этот алгоритм был бы хорош. 
Покажем теперь, что чувствительность его к погрешностям ок­
ругления для хорошо обусловленной задачи ( 1) быстро воз­
растает при N - ^  оо. Сделаем это на примере, когда а п =  1, 
Ьп =  —26/5, сп =  1, f n == 0.

Условие (4) хорошей обусловленности выполнено. В этом 
случае точное решение разностной краевой задачи выражается 
формулой

zN - n  _  eti—N сп _  г - п
« »  =  - 5„  _  5~ —  <Р +  5« _ g - №  №)

Д ля Un\  в силу (5) § 3 получим

/ / ( 1) ___ Ф е п  | Ф r 2 - п
п 24 ' 2 4  ’

V f  =  5" +  [5 - 1 |  (5 -  <р)] б "”.

Заметим, что значения max | и max | U(n \  растут, как 5^.
П П

Поэтому при больших N  при вычислении U (n и U (n про­
изойдет выход чисел за допустимые границы. Но допустим, что 
этого не произошло и что абсолютно точно найдены 
{U{n} и а. Допустим, что единственная ошибка округления 8 
допущена при вычислении 1 — а. Тогда по формуле (5) полу­
чим вместо {ип}

{ип +
где Дип — eU{n .

5 4  ГЛ. 2 . КРА ЕВАЯ ЗА Д А Ч А  Д Л Я  У Р А В Н Е Н И Я  2-ГО П О Р Я Д К А
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Погрешность {Аип} при п ~  N  будет иметь вид
Аип ~  5N е

и при фиксированной относительной погрешности е, допущен­
ной при вычислении 1 — о, будет быстро возрастать, «забивая» 
точное решение {ип}, которое в силу формулы (6) остается ог­
раниченным.

Описанный алгоритм называют методом стрельбы. В других 
ситуациях (см. § 20) он может оказаться устойчивым и вполне 
эффективным.

ЗАДАЧИ

1. Как надо видоизменить алгоритм прогонки, чтобы воспользоваться им 
для вычисления решения {ип}, 0 ^  п ^  N, разностного уравнения

0-пЦп— 1 Л~ btiUn CnU-n+ 1 — fn, 0 <  п <  Л/,

при краевых условиях вида

u Q —  с ш , = ф ,  u N  —  $ u N _ l =  t y ’

если числа а  и р отличны от нуля?
2. При вычислении решения задачи

апЧ-п—1 ~Ь bntiti -f- CnUn+1 — fn, 0 <C n <1. N , |

u o =  Ф* u n  =  ^  ’

можно было бы вести исключение неизвестных и п в порядке убывания но­
меров п.

Выписать рекуррентные соотношения для вычисления коэффициентов 
L n+y2, Кп+Чг получаемых при этом прогоночных соотношений

ип+\ =  +  W  п =  N  — I, N — 2, . . . ,  0.

3. Наложив на коэффициенты ап, Ьп, сп разностного уравнения ограни­
чения а п >  0, сп >  0, — bn >  fln +  +  б. показать, что прогоночные ко­
эффициенты Ьп_ у , возникающие при решении задачи

и0 =  а и 1 -{- ф, 0 < а < 1 ,  j

&nUn-\ +  Ьпип +  cnun+i =  fn, 0 < n < N ,  5-

«iV_i =  P«w +  ¢, )

удовлетворяют неравенствам 0 Ln_y2 ^  1. Как этот факт сказывается на 
накоплении погрешностей при обратной прогонке? Может ли здесь обратить­
ся в нуль знаменатель прогоночных формул прямой прогонки?

4. Какой вариант прогонки избрать для вычисления решения предыду­
щей задачи, если а  =  10, Р =  —0,5? Учесть опасность необходимости делить 
на нуль при вычислении коэффициентов прогоночных соотношений по рекур­
рентным формулам.
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§ 6. Свойства хорошо обусловленных краевых задач

Здесь мы докажем сформулированный в п. 5 § 4 признак хо­
рошей обусловленности разностной краевой задачи вида

®пЦп—1 Н-  Ьпип -(- cnUn-\-1 / ni  О <С. п N )
UQ =  ф, u N =  ^

и установим некоторые свойства хорошо обусловленных разно­
стных краевых задач с тем, чтобы воспользоваться этими свой­
ствами в § 7 для обоснования алгоритма прогонки.

1. Оценки решений краевой задачи с возмущенными коэф­
фициентами. Рассмотрим задачу вида (1):

О-пУп— 1 4" Ьпип 4 - CnlLn .̂\ =  fп, р tl <С Q, 
ир =  ф, uq =  *ф,

где р и q ^  р 2 — какие-нибудь целые числа. То обстоятель­
ство, что мы нумеруем компоненты решения номерами от р до 
q, а не от 0 до N, непринципиально, но окажется удобным в 
дальнейшем. Относительно коэффициентов будем предполагать, 
что они ограничены в совокупности: | а (1|, \ bn \, jcn | < M b 
М\  не зависит от N и п.

Пусть задача (1') разрешима при произвольных ф, \|) и 
Цп),  причем числа ир, ир+и . . . ,  uq, образующие решение, удов­
летворяют неравенствам

| мп К М , т а х | / т | +  М2т а х ( | ф | ,  | ф| ) ,  (2)
т

где М | и М> — некоторые положительные постоянные, М 1' ^ М 2, 
М ,  > 1 .

О Б О СН О ВА Н И Е  МЕТОДА П Р О Г О Н К И * )

(П

*) Материал гл. 3 в последующих главах не используется и при первом 
чтении может быть пропущен.
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Рассмотрим задачу
?vw

Q-rfin— i ~Ь Ьпйп -(- спйп+\ =  f п, р ti <С Q} 1 
й р —  Ф> uq =  $- J

Если предполагать, что возмущения коэффициентов ап — ап, 
Ьп — Ьп, сп — сп не слишком сильные, а именно:

I & n  а п  I <  8  <  . j

Ьп Ьп I ‘"'С 8 ^  

сп сп\ <С в

-  1 (4)6А/, ’ 
1

Ш х ’

то возмущенная система (3) будет обладать следующими не- 
тырьмя свойствами:

Г  Задача (3) будет иметь решение {йп} при любых правых 
частях.

2° Решение {йп} будет удовлетворять оценке вида (2), но с 
заменой М х и М2 соответственно на 2 и 2М2:

| йп | < 2 М ,  max| f m | +  2Л42 т а х ( |  ф |, | -ф |). (5)
т

3° Коэффициенты ап, Ьп, сп будут удовлетворять оценкам

I йп I <  M i +  -£т т ~, \Ьп \< Ali +  -тг-г. -, | сп | <  Mi +m x ’ 1 б м ,  ’ i - « i I  6 Mj  •

4° Решения {«„} и {«„} будут мало отличаться друг от друга, 
а именно:

I йп — ип |< е [б т И ?  max| fm | +  6 М ХМ 2 max (| ф |, | г|) |)]. (6)
m

Свойство 3° очевидно. Докажем свойство 2°, а из него выве­
дем свойство 1°. Предположим, что система (3) разрешима при 
некоторых правых частях. Фиксировав эти правые части, обоз­
начим

ц =  max | u k | 
k

и получим для |д, неравенство

II <  2Alj max \ f m | +  2M 2 max ( | ф I, h |) |  )• (?)
m

Д ля этого перепишем (3) следующим образом:

&пйп— 1 4  Ьп11п -f- Спи п+{ =  f п (Q-п &п) U n - i  ~f" I

Н- {Ьп Ьп) ип ~|- (сп сп) ип+1, О <С п <С N , | (8) 

^0 == Ф> =  '
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Из этой записи и из оценок (2) и (4) вытекает неравенство 

[X <  ^тах | f m | +  и) +  м 2 max ( | ф | , |  я|з | ) <

< у Ц  +  М 1т а х | / т | +  М2ш а х ( |ф | ,  |-ф|).
^  т

Решая последнее неравенство относительно ц, получим (7), из 
которого следует (5).

Из последнего неравенства следует, что однородная система, 
соответствующая задаче (3) и возникающая при ф =  ф =  f n =  
=  0, имеет только нулевое решение йп =  0. Поэтому опреде­
литель системы (3) отличен от нуля, и задача (3) однозначно 
разрешима при произвольных правых частях. Свойства Г  и 2° 
доказаны. Осталось доказать свойство 4°, т. е. неравенство (6). 

Вычитая почленно из равенств (8) равенства (1), получим

@п {цп—\ ]) “l- bn (un un) -)- Cn(un+i 1) |
(@n dri) Un— 1 +  {bn b n) Un “h  {pn Cn) Un+\,  0 <C ft <C N , j 

Uq U q ----  0 ,  U дг Ujy  ----  0 .  '

Применим (2):

I Un Un | 5¾ M  i max I (CLm Clm) Um—\ -f" (bm bm) U-т H~ (Cm Cm) U-m+l !•
m

Воспользовавшись (4) и (5), отсюда выводим
I йп — м „ |< М ,е [ 3  • 2М, т а х |  / т  | +  3 ■ 2Л12т а х ( |  ф |, | -ф |)],

т
т. е. неравенство (6).

Рассмотрим теперь задачу, которая получена из (1') возму­
щением не только коэффициентов, но и правых частей:

&пйп— 1 Н-  bпйп -}- спйп.|_i =  f n, р <С п <С цу 

йр =  ф, й, =  ¢ .
Можно показать, что 

\ й п — w J < e [ 6M ?m ax| | +6Л4,А12т а х ( |  ф |, | ф |)] +
I tn

+  М 2 max (| ф — ф |, |-ф — "ф |) +  Mj max| f m  — f m \. ( 1 0 )
m

Наметим только схему доказательства, которое легко про­
вести по этой схеме.

Изменив сначала только правые части и оставив старые 
коэффициенты, с помощью (2) увидим, что каждое ип изменит­
ся не более чем на

Л*, max | f m — f m | +  M 2 max ( | ф — ф |, | -ф — *ф | ).
tn
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Изменив затем в системе с измененными правыми частями ко­
эффициенты, убедимся, что в силу свойства 4° компоненты ип 
дополнительно изменятся на величины, не превосходящие

е [6Mi max | f т | 4  6М ХМ 2 max ( | ф |, | ф |)],
т

что и приведет к оценке ( 10).
Выведем из описанных нами следствий неравенства (2) еще 

одно. А именно, пусть для решений системы (1') имеет место 
при некотором А, >■ 0, р X <1 п <i q — Я, оценка

\ип\< М, max|/m 14- Ms max (| ф |, |г|з|).
т т

Тогда для решения возмущенной системы

ttnMn— 1 4  Ьпип 4  спип-\.\ /гл р ti ^  q, 1 
Йр =  Ф, Uq =  \|), J

удовлетворяющей условиям

I &п citi l> I bn bfi I, I сп сп | в о ^  _ . » (11)
24 М\ 6 М\

верно при тех же условиях p - \ - l< t i< q  — X неравенство

| йп | < 2МУ max | fm | 4  Ы '2 4- т )  max ( I Ф U  Ф I)- О 2)
т ' '

Чтобы убедиться в этом, определим вспомогательную сеточную 

функцию {vn} как решение системы

0-n̂ n—i 4  bn^n 4  р п <С. q, 1
аР =  ф, vq =  ty- I

При p-\ ~ k<n<q — к будет

| vn I < М 2 max ( | ф |, 1 а|з |). (13)

Затем применим для оценки | йп — vn | неравенство (10), из кото­
рого следует, с учетом (11), что

I йп — vn | <  е [бМ2\ max | fm 14  6М{М2 шах ( | ф (, | ф |)] 4
т

+  М { max| fm К ^ - т а х  (| ф |, | гр |) 4  ( I 4 M 1)m ax|fm|<
т т

< ^ -тах (|ф |, | -ф |) 4  2МХ тах |/т  |.
^ т.

Принимая во внимание оценку (13), отсюда сразу получаем не­

равенство ( 12).
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З а м е ч а н и е .  Важно подчеркнуть, что величина 8 в оцен­
ках (4), в пределах которой можно возмущать коэффициенты 
исходной задачи, не нарушая разрешимости, а также коэффи­
циенты в оценке (5) решения возмущенной задачи и в оценках 
(6) и ( 10) отклонения решения возмущенной задачи от реше­
ния невозмущенной задачи — все эти числа зависят только от 
коэффициентов М{ и М2 в оценке (2). Конкретные значения ко­
эффициентов разностного уравнения и число точек q — р -f- 1 

сами по себе роли не играют: их влияние сказывается только 
через константы Mi и М2, при которых справедлива оценка (2).

2. Доказательство критерия хорошей обусловленности. 
В п. 5 § 4 сформулирован критерий хорошей обусловленности 
задачи ( 1) при условиях гладкости коэффициентов

ak — at К  D
N

Ck — C ^ ^ D
k - I

D >  0, to >  0,

и условиях

dn =  m ax{\an \, | bn \, \cn \ )^ B >  0,

(14)

(14')

Для хорошей обусловленности задачи (1) при условиях (14), 
(14') необходимо и достаточно, чтобы корни квадратного урав­
нения

ап Н~ bnq -f- cnq2 =  0

удовлетворяли неравенствам

l - f ,  (15)

где 0 >  0 не зависит от N и п.
Н е о б х о д и м о с т ь  доказывается примерно таким же спо­

собом, как это сделано в п. 4 § 4 при рассмотрении случая по­
стоянных коэффициентов, и мы не будем на этом останавли­
ваться.

При доказательстве д о с т а т о ч н о с т и  мы будем пользо­

ваться указанным в п. 4 § 4 критерием хорошей обусловлен­
ности (15) разностной краевой задачи

<шп_! 4-6м „+ сип+1 =  /„, p < n < q ,

U p  U g  \J)

с постоянными коэффициентами, где р и q, q ^  р 2, — произ­
вольные целые числа. В отличие от § 4 мы нумеруем компо­

ненты решения {ип} не номерами п =  0, 1, . . . .  N, а номерами

(16)



п =  р, р + 1 ,  . . . ,  q, что не меняет дела. Задача (16) всегда 

имеет решение, причем при всех п, р ^  п ^  q, справедлива 
оценка (30) § 4:

I «я I ^  max | I +  М2 max ( | ф |, 1^1),  p ^ n ^ q ,  (17)
т

б 6 
а при п, р + -Q <  п <  q -- оценка (31) § 4:

| « J  <  М, m ax i/т 1 +  Мг max (|ф|, |ф|), (18)
tn

где

Л , — М2 =  ±  =
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Выберем е, положив

8= — ^ .  (19)
24 Л1,

Будем считать Л/ настолько большим, чтобы выполнялось нера­
венство

D
24

N0
< е ,  т. е. N >

24_|_0 

0 е

1/(0
(20)

Переходим к доказательству хорошей обусловленности за ­
дачи (1). Рассмотрим краевую задачу вида

с̂ пЦп—1 ~Ь bniin -f- cniin+1 f п, р <С п “С q, 1

«р =  Ф, «(7 =  ^ , J

где р и q — произвольные фиксированные числа, 0 ^  р, q N, 
q^zp+2. В частном случае р =  0, q =  N эта задача совпадает 
с задачей ( 1), а вообще получается из задачи ( 1) некоторым 
«урезанием» — отбрасыванием уравнений при п ^  р и п ^  q 
и заданием ир и uq. Мы покажем, что при произвольном N, 
удовлетворяющем условию (20), задача (21) однозначно разре­
шима при произвольных правых частях, причем числа {ип}, 
Р  ^  п ^  q, удовлетворяют оценке вида

| ип К  М max ( | ф |, | -ф |, m ax\fm\)> (22)
tn

где М — некоторая постоянная, зависящая от В, 0, но не от 
N, р, q.

Рассмотрим отдельно случай q—p^2A/Q  и случай q—p >  
;> 24/0.

Если q — р ^  24/0, то коэффициенты задачи (21) при любых 

к и /, р <  k, I <  q, удовлетворяют в силу условий гладкости
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(14) и благодаря тому, что N в соответствии с (20) достаточно 
велико, следующим оценкам:

I — я* | < D
/

N
< D

N

bk — bi I <  8, I ck

< Z )

Cl I <  8.

24

QN <  8,

Эти коэффициенты «почти» постоянны и не более чем на е от­
личаются от коэффициентов задачи (16), где в качестве а, Ь, 
с выбраны аР+и bP+1, cp+i. Решение задачи (16) удовлетворяет 
оценке (17). Число е выбрано по формуле (19) в соответствии 
с требованием (4). Поэтому для оценки решения задачи (21) 
мо'жно воспользоваться неравенством (5 ):

256
Мд К -g03-max |/т | + -д тах(|ф[, |-ф|). (23)

Рассмотрим теперь случай q — р >  24/0, в частности р =  0, 
q =  N. Предположим, что при некоторых фиксированных ср, \|з 

и {fm} существует решение {ип}, р <1 п ^  q. Выберем последо­
вательность целых чисел р — N o < .N \ < .. . .< N r — q так, 

чтобы выполнялись неравенства

-Й-<АЛk + l ~  ^  k ^  0

Решение задачи с постоянными коэффициентами 

avn-\ ~Ь bvn +  cvn+\ =  fn, <  n <  А̂й+i

'N u  . J JV,4 -,= Ч +, = ф ’

(24)

(25)

где
a aNi Nu

при ti — Nk в силу неравенств

Wfc-i +  -Q- <  N k <  N k+i — 0-

удовлетворяет оценке (18):

I vN I <  M l max I fm I +  M' max (! ф |
\ k  \ m

где
лл 128 ,., 1

~ '' B03 ’ 2 ~  5 *

Задачу

О'пЦп—i +  bnun -)- cnun+1 =  fnt N <C ti <C Nk+],
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можно рассматривать как возмущение задачи (25), причем коэф­

фициенты задачи (26) в силу неравенства Nk + l — А ^_, <  24/0 

не более чем на е отличаются от коэффициентов задачи (25). 
М ожно воспользоваться оценкой (12) для решения возмущен­

ной задачи. При n =  Nk получим

| uN k \ <  2М, max | fm | +  (М 2 +  j )  max ( | uNft_ , | , | uNk+i \) <

<  Ш х max \fm \ +  \ max ( | uNk_ x | , | 1 )•

Следовательно,

max I uN |< 2 M , max I/ I +  4-max f | ф I, ! ф I, max \uN |1 <
0 <  fe <  r 1 k \ m. ^  I 0 <  k <  r \ k \ \

< 2 M , max| fm 1 +  4- max \uN I +  \ max (| ф | , | ^ |).
m z 0 <  k <  r I « I

Отсюда

max I uN I <  4M, max I f I +  max (| ф | , | i|) |).
0 < k < r 1 « I m

Теперь для произвольного n найдем N k-X и Nk+b между кото­
рыми оно заключено, и воспользуемся оценкой (23):

1 ип | < 2М х m ax| fm | +  2М 2 max ( | j | , | uN̂  |)  <

<  2М, max | fm | +  2М2 [4М, max | fm | +  max (| ф |, | ф |)] <
m т

< ( 2М, +  8M lM2) max| fm | +  2М2тах  (| ф |, | г|) |). (27)
т

Оценка (27), полученная при q — р ~> 24/0, в силу (23) остает­
ся справедливой и для q — р ^  24/0. Задача (21) разрешима 
при произвольных правых частях, так как из оценки (27) видно, 
что при ф =  гр =  fm 0 существует только нулевое решение.

Мы завершили доказательство того, что при условиях глад­
кости (14) и при условиях (14') условие (15) является крите­
рием хорошей обусловленности задачи ( 1).

Следующий пример показывает, что условия гладкости (14) 
нельзя игнорировать.

Легко проверить, что разностная краевая задача

апип-{ +  Ьпип +  спип+1 = 0 ,  0 <  п <  N, 1

Uq 0, Ищ 0, J



sin —  , если n четное, 
b

где ап =  1, Ьп — (— l ) n, сп == 1 и N =  6Л/Ь имеет при любом 
натуральном N i нетривиальное решение

! . ия
I

=  {
пл

— cos -7Г-, если п нечетное.
I 6

Следовательно, эта краевая задача не является хорошо обуслов­
ленной, несмотря на то что

_\Ьп\ — \ап + сп\ j_ I | | ^ I === I q 1— 1 
\Ьп\Л-\ап\ + \сп\ 3 ’ |0п| 1>
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т. е.

' Л1 I ^  6 * 1*2 | ^  1 — 6яА< 1 k r ' l <  1 - 4 - .

3. Свойства хорош о обусловленных задач. Сформулируем 

полученные в § 4 и в п. 2 настоящего параграфа результаты о 
хорошей обусловленности задачи ( 1) в форме, удобной для ис­
пользования при исследовании прогонки в § 7;

Для хорошей обусловленности разностной краевой задачи
( 1) достаточно, чтобы выполнялся один из следующих трех при­
знаков:

первый признак:

I Ьп | ^  | ап | +  1 сп | +  б, б >  0;

второй признак:

' t ' l  V l X ' l  + kLl  > 9 > 0 ' rf» =  max(|fl„|,  | М ,  к „ | ) > В > 0 ;
третии признак:

I frrt I — I fln + Сп
I I + I «и I + I |

причем предполагается, что коэффициенты вещественны и удов; 
летворяют условиям гладкости (14)

ak — a i\ ^D
I

Ck — Ci К  D

N

k

b,\ <D
k - l

N

N

D >  0, 0 >  0.

В случае выполнения любого из первых двух признаков за ­
дача (1) разрешима при N ^  2 и при произвольных правых ча­
стях, а в случае выполнения третьего признака задача ( 1) раз­
решима при всех достаточно больших N и произвольных правых 
частях. При тех же N наряду с задачей (1) разрешимы все 
«урезанные» краевые задачи вида (21).
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Решение {ип} исходной задачи и решения {ип} всех урезан­
ных задач удовлетворяют оценке

Un К  м  max ( | ф 1, 1^1, max \fm \), р <  п <  q,
т

где М не зависит от N , р, q.

§ 7. Обоснование метода прогонки для хорошо 
обусловленных краевых задач

Теперь все подготовлено для исследования прогонки, кото­
рая была описана в § 5. Пусть требуется вычислить решение 
разностной краевой задачи

&пЦп— 1 ~f" Ьпи,г -j- CnUn+l ==: f п, О <С tl <С. N , 1

«0 =  ф, un =  i\ j (1)

\ап I , I Ьп |, \сп | <  М. )

Относительно этой задачи будем предполагать, что сама она и 
все задачи, полученные ее урезаниями:

ttnUn—i ~Ь ЬпЦп ~f~ cntin+j =  /п, р <С tt q, 1

Ир =  Ф. uq =  J

имеют решения {ип} при произвольных правых частях, причем

| ип | <  М max ( | ф |, \\р\, max | fm |). (2)
т

В процессе исследования прогонки мы будем пользоваться 
тем, что в силу оценок (4) и (5) п. 1 § 6 разностная задача с 
возмущенными коэффициентами

ЯцИп— 1 Ьпип -f- спип_|_ 1 =  f п, 0 < n < N ,

й0 =  ф> u iV =  i|), , ^

I CLn CLn | , | Ьn bn | , | Cn Cn | 8 <C ,

а также все задачи, полученные урезанием задачи (3), имеют 
решения {йп} при произвольных правых частях, причем

I йп |<2уИ max (| ф |, | -ф |, max|/m|). (4)
т

1. Оценки прогоночных коэффициентов. Здесь мы покажем, 

что при вычислении прогоночных коэффициентов никогда не 
придется делить на нуль, и получим оценки прогоночных коэф­
фициентов, пригодные как для исходной задачи ( 1), так и для 

возмущенной задачи (3). Для этого достаточно рассматривать 
возмущенную задачу, так как исходная задача является част­
ным случаем возмущенной (при 8 =  0).

3 С. К. Годунов, В. С. Рябенький
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Рассмотрим следующую урезанную систему:

@пйп— 1 bntin -f- cniin+j =  fп, О ti <Z. I,

й0 =  Ф, Ui =  \р.

Она разрешима. Найдем из нее щ-ь Из формул Крамера для 
решений систем линейных алгебраических уравнений вытекает, 
что 1 представимо в виде

i - \

и1_ { =  L-ф +  2  A ifi +  Л 0ф =  Ltii +  К, (5)
г= 1

где L и А г- зависят только от а п, Вп, сп. Вследствие оценки (4), 
справедливой при произвольных ф, яр, {fm}, отсюда при ф =  О, 

fi == 0, ip =  1 следует

I Z, | =  | й/-, |< 2 М , 

а при ui — 'Ф — 0 следует

I К | =  | щ-i | < 2 М ш ах (|  ф |, max| fm |),
т

Величинам L и К удобно присвоить индекс / — ]/2 и полу­
ченные соотношения и неравенства записывать так:

Я/-1 — Li—yfii +  Ki-y2,

|L/_y2| < 2 M , I Ki-y21 <  2M max (| Ф |, rnax|fm |).
m

Соотношение такого же вида было получено при оплсании 
прогонки в § 5. Из формул Крамера (5) видно, что L/_y2 одно­

значно определяется через коэффициенты ап, bn, сп, a Ki-y2 одно­

значно определяется по ф, fn, ап, Ьп, сп (0 <  п <  /). Отсюда 

следует, что коэффициенты Li~y2, Ki-y2 совпадают с получен­
ными в § 5 прогоночными коэффициентами, для которых там 
были выписаны рекуррентные формулы

L i/2 == О, /С./2 =  Ф , j

■. , K lv jt= fr a,Kl-'k . &

Понятно, что это последнее утверждение справедливо, толь­
ко если рекуррентные формулы имеют смысл, т. е. если пи один 
из знаменателей в этих формулах не обращается в нуль.

Докажем, что знаменатели действительно не обращаются в 
нуль.
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Пусть мы уже показали, что по формулам (7) можно вы­
числить

'̂/г» ^ 3/2> • • • > ^/ —‘/г> 1 j ^  .

Кч„ К%, Ki-ч» J ^  ;

проверим их применимость для L/+у2, /0 +у2. Д ля этого доста­
точно показать, что

| 5/ +  aiLi-1/21 ^  -тщ-. (8)

Рассмотрим систему уравнений

йо =  0,

+  biUi +  cfii+i =  0, / =  1, 2, 1,

+  QW/ + i =  1,

М/ + 1 = 0.

(9)

О решении такой системы мы знаем, что оно существует. Из 
первых / (однородных) уравнений следует Из

условия (4) следует, что \щ\ ^ 2 М. Из единственного неодно­
родного уравнения, входящего в систему (9), следует, что

{aih-y2 -f 6/) £ / =  1.
Поэтому

--- 1---- г < 2М,
I bi + aiLi-у21

что и доказывает оценку (8), а вместе с тем осмысленность ре­
куррентных формул (7) и оценки (6).

2. Оценка влияния на результат ошибок округления в про­
цессе вычислений. Будем решать задачу ( 1) прогонкой. При 

реальных вычислениях на каждом шаге вычислительного про­
цесса допускаются вычислительные погрешности, связанные с 
ошибками округления. Поэтому реальный вычислительный про­
цесс ведется по формулам

1и/2 =  0, К'/2 =  Ф +  xi/„

Li+ 42 =  -гг--- т т г  +  Я/+у2, I =  1, 2, . .  ., jV — 1,
a l L' l _ i/2 -+- О/

а1̂ 1~У2 | / __ 1 0  ЛА 1 } (10)
A/+V2 ~ ~ t jJT Г И/+1Д» ..., /V 1,

alLl-lk ^  /

WAT == 'Ф 4" VjV>

=  Ll+yU^ j  - ( -  Ki+\/z 4 -  'V/j  ̂ W  11 N — 2 , . . . ,  1.
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Предположим, что для всех вычислительных погрешностей 
справедливы оценки

Покажем, что в этом случае в прогоночных формулах (10) ни 
один знаменатель не обращается в нуль, и оценим, насколько 
допускаемые погрешности могут исказить результат вычисле­
ний.

Обозначим

Очевидно, что сводка формул (10) может быть переписана так:

и рассматриваться как схема вычислительного процесса для 
решения разностной краевой задачи

со следующими возмущенными правыми частями и коэффи­
циентами:

с достаточно малым б,

6 <
6М2(2М + 1) •

Ку2 =  Ку2', Ki+y2 +  V/ =  Ki+./2, I >  0.

Ly2 =  0, К 1/ а = ф  +  Иу*,

Ф =  Ф +

/ /  =  // +  tf/V /- 1 +  +  b t) (щ + у2 +  V;),

ф =  г|> +  v Ni

=  a h  b i  =  b t , c i  =  c i  —  (a/L/.i/^ +  6/) Я/+1/2.

(П)



с , - с ,  |< М (2 А 1 + 1 )5 < - + .  (12)
Докажем, что

\ г . — . г . \ < ?  ЛЛ ( 9  М  _L П А ^  ____
6 м ’

Доказательство будем вести индукцией по I. При I =  1
I с { — с{ | =  | {a{b k +  b{) h /2 \ =  \(ах -0 +  6,)Я7 | < М б  <

< М ( 2 М  +  1 ) б < - ^
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6 м '

Пусть для k — l, 2, . . . ,  I — 1 неравенство (12) уже дока­

зано. Для вычисления коэффициентов Li/2, £</,, . . . ,  L/_i/2 исполь­

зуются только 0,1 =  0,1 , bi — b-t и ci при i — 1, 2, . . . ,  / - 1. 

Поэтому можно утверждать в силу (6), что | L /_>/2 | ^2 /И  и что, 
следовательно,

I C l —  C l I =  I — (<2;L;_i/2 +  ^/) V2 I ^  (M • 2А/ +  Af) 6 <  .

Этим индукция завершается.

Таким образом, показано, что если ^ ^ " р р ^ Ж + Т У ’ то вы* 

полнены неравенства

I @п ап I 0 < g , \Ьп Ьп | 0 <  g дд , | сп сп | <С g ,

а значит, справедливы оценки (6) и (8):

I £/-¼ I < 2А/, |

I +  М “ 1 a/£/-v2 +  1̂ 2̂ *  }

Мы видим, что в процессе вычислений по формулам (10) не 
придется делить на нуль.

Теперь из формул (11) для ф, f t, ф и оценок (13) следуют 

неравенства

| ф — Ф | <  б, | ф  — ^  | <  б,

! U ~  f i ! <  Мб +  (М • 2М +  М) 26 =  М {AM +  3) б.

Таким образом, допуская на каждом шаге вычислительного

процесса ошибки, не превосходящие б, 6 <  -g-̂ -2 4-1 )1 мы

тем самым решаем систему с возмущенными коэффициентами 
и правыми частями.

Эти возмущения не превосходят Af*6, где

A f =  max {2, (4AJ +  3) АО

зависит только от М, причем возмущения коэффициентов не 
превосходят также 1/(6А1).
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Такие возмущения коэффициентов и правых частей приво­
дят, как показывает оценка ( 10) из § 6, к погрешностям в ип, 
не превосходящим М**б. Здесь М** опять-таки зависит только 
от М. (Если М ^  N r, то М* =  N2r, М** ^  N 3r, так что погреш­
ность решения будет N3rб.)

Если М, а тогда и М**, не зависит от N, то, совершая при вы­
числениях по методу прогонки ошибки порядка б на каждом 

шаге процесса (число таких шагов пропорционально N), мы по­
лучим в ответе ошибки не больше чем const-б.

Влияние ошибок на результат с ростом N не только не на­
растает, но даже и не накапливается из-за возрастания их 
числа.

Это замечательное свойство прогонки и послужило причиной 

ее широкого применения.



Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я

РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Часть вторая книги посвящена построению и исследованию 
разностных схем для обыкновенных дифференциальных уравне­
ний. При этом мы введем основные в теории разностных схем 
понятия сходимости, аппроксимации и устойчивости, которые но­
сят общий характер. Знакомство с этими понятиями, получен­

ное в связи с обыкновенными дифференциальными уравнениями, 
позволит в дальнейшем, при изучении разностных схем для 
уравнений с частными производными, сосредоточиться на мно­
гочисленных особенностях и трудностях, характерных для этого 
очень многообразного класса задач.

Г Л А В А  4

ЭЛЕМЕНТАРНЫ Е ПРИМ ЕРЫ  РАЗНОСТНЫ Х СХЕМ

В этой главе мы рассмотрим вводные примеры разностных 
схем, предназначенные только для предварительного знаком­
ства с основными понятиями теории.

§ 8. Понятие о порядке точности и об аппроксимации

1. Порядок точности разностной схемы. Этот параграф по­
священ вопросу сходимости решений разностных уравнений при 
измельчении сетки к решениям дифференциальных уравнений, 
которые они приближают. Мы ограничимся здесь исследованием 
двух разностных схем численного решения задачи

* L + A u  =  0, 0 1, | 
dx (1)

и (0) =  Ъ. )

Начнем с простейшей разностной схемы, основанной на исполь­

зовании разностного уравнения

" ( £ ± * ) - ^ )  +  А ф ) =  о, (2)

Разобьем отрезок [0, 1] на шаги длины h. Удобно выбрать 
h — 1JN, где N — целое число. Точки деления занумеруем слева
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направо, так что лп =  nh, п =  О, 1, . . . ,  N. Значение и, полу* 
ченное по разностной схеме в точке хп, будем об озн ачав  ип- 
Зададим начальное значение. Положим «0 =  Ь. Из разностного 
уравнения (2) вытекает соотношение

tin (1 Ah) Un—j,

откуда находим решение уравнения (2) при начальном условии 

«о =  b :

ип =  (1 -  Ah)n 6 = ( 1 -  Ah)x"!H Ь. (3)

Точное же решение задачи (1) имеет вид и{х) =  Ъе~Ах. Оно 

принимает в точке хп значение

и (хп) =  be~AXfl. (4)

Найдем теперь оценку величины погрешности приближенного 

решения (3). Эта погрешность в точке хп будет

6 (Хп) =  [(1 -  АИ)Хп'н — е~Ах“\Ь. (5)

Н ас интересует, как убывает 6(хп) при увеличении числа точек 
разбиения, или, что* то Hie самое, при уменьшении шага 
h —  1 /N разностной сетки. Для того чтобы выяснить это, пред­

ставим (1 — Ah)K,llh в виде

(1 -  Alt) . h
In (1— Ah)

[
A2h2 1 h

-М+-Т-+0 «.•)] =  e-A*n X -  *neo ,m

-л*” [l +  +  О (A2)] [1 +  0  (A2)] ==  e

=  e~Ax"  +  /г— e ' Axn +  0  (h2).

Таким образом, равенство (3) примет вид

«„ =  &*-**» + A * + О (Л2), (30
так что

6 (хп) =  hb е~Ах" +  О (Л2) =  О (Л), (6)

т. е. погрешность (5) стремится к нулю при h —* 0 и величина 

погрешности имеет порядок первой степени шага.
На этом основании говорят, что разностная схема имеет 

первый порядок точности (не путать с порядком разностного 

уравнения, определенным в § I).
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Решим теперь задачу (1) с помощью разностного уравнения 

^ х + 11)- и (х - Ь )  +  Ди(х) =  0_ (7)

Это не так просто, как может показаться на первый взгляд. 
Дело в том, что рассматриваемая схема является разностным 
уравнением второго порядка, т. е. требует задания двух началь­
ных условий и(хо) — и (О) и и(Х[)=  u(h), тогда как интегрируе­
мое уравнение ( 1) есть уравнение первого порядка и для него 

мы задаем только и (0 )= Ь .  Естественно и в разностной схеме 

положить «о =  Ь.
Не ясно, как задавать щ. Чтобы разобраться в этом, восполь­

зуемся явной формой решения уравнения (7) (см. § 3, формулы 

(6)):

ип — и0 Г— ——  q i ---- ——  q{ 1 4- «, I"-------- q? + -UU 2 — q\ 1 ¢2 -  q\ 2 ! 1 I Oo — qi - Q\

flV 'o  —  «1 <7i«o —  tlxqn _  4iu0_ u j  „ (8)
q 2 q i q2 — q\ 2

где

Qi =  / Г + Ж 2 -  Ah =  1 -  Ah +  ^ -  +  0  (/г4), j
/ л2/»2 \ [ ^

q2 =  ( - 1) ( l +  Л/г +  +  О (/г4). j

Разложения (9) по формуле Тейлора корней характеристиче­
ского уравнения позволяют дать приближенные представления 
для q1 и q*. Проведем подробно вывод такого представления 

для
Ih

=  е-7Г ,n

Так как In (1 + 2) =  ^~ -у-  +  ^-  +  0  (г4), то

In [l -  Ah +  ~  +  О (/г1)] =  -  Ah +  +  О (Л4).

Поэтому

=  I Ah+ 6 + 0 I =  e~AXfl [l +  /г2 — 4 - О (Щ. (10)

Не будем проводить совершенно аналогичной выкладки 

для <72, а выпишем сразу результат:

=  (— 1)" еА’п -f О (№). (11)
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Подставив приближенные выражения для qf и q* в формулу (8), 

получим

и =  w l* ~ uyqn _  ^ uo-Jh-qn =  
п я 2 я 1 41 q2 — qi 2

=  ?»ц° ~ и> \е-Лх» +  h2 4 т 1 е-л̂  + О (А3)
<72 — L 6

-  qqU2°- f ;1 ( - 1) " +  0 (л2)1- (1¾

Все дальнейшие выводы мы будем получать путем исследо­

вания этой формулы.

Заметим, что если коэффициент — — стремится при
q 2 — <7i

h -> О к конечному пределу Ь, то первое слагаемое ~ ---п qi
д 2цо — и\
<72 -  <71

правой части равенства (12) стремится к искомому решению 

задачи (1).

Так как

(— 1)п [еАХп +  О (/г2)] - I е "
н~*° 1 — при п нечетном,

т. е. не сходится к определенному пределу, то для сходимости 

к пределу при /г —► 0 второго слагаемого правой части равен­

ства ( 12):

( - 1)" [еЛ*“ +  О (А2)], (13)

необходимо потребовать, чтобы выражение ы> стремилось

к нулю при h —► 0.
Подведем итог всему сказанному.

Для того чтобы решение разностного уравнения 

ц (, + ;, ) - „ (х- ;,) + А и ( х ) = 0  

сходилось к решению и =  Ье~Ах краевой задачи ( 1), необхо­
димо выполнение условий

< 7 i « o  —  U\ n  q2u0 — u i
>0, — ^- - > 6. (14)

¢2 -  <71 Я2 Я i v ’

Напомним еще, что щ мы условились задавать равным Ь. У с­
ловия (14) подсказывают нам, как можно задавать и{. Оказы­
вается, достаточно, чтобы «i -> Uo =  b при h -+ 0. В самом деле, 
qi —* + 1, qz —> — 1 при h —► 0, и поэтому при h —► 0

<7 iwo 1  ̂Q Я2̂ о > ^

<?2 — <7» <72“ <7i



§ 8. ПОРЯДОК, ТОЧНОСТИ II АППРОКСИМАЦИЯ 75

2. Скорость сходимости разностного решения. Теперь перей­

дем к изучению скорости сходимости при различных конкрет­

ных способах выбора ui ~  u(h).
Для определения и(1г) естественно воспользоваться разло­

жением решения дифференциального уравнения и' +  Ли =  0 по 
формуле Тейлора. Пользуясь тем, что в силу этого уравнения 

и' =  — Аи, перепишем формулу Тейлора так:

и (.д  =  и (0) -  /г А и (0) +  О (/г2) =  и (0) (1 -  Ah) +  О (/г2).

Такое равенство имеет место для точного решения дифферен­
циального уравнения. При приближенном решении, ограничи­

ваясь двумя членами этого разложения, можно положить

щ ~ u 0(l — Ah).

Если мы решили ограничиться только одним членом, то пола­

гаем
Ы\

В первом из этих двух случаев мы допускаем в начальном зна­
чении Ui ошибку порядка h2, во втором — ошибку порядка h.

Выясним скорость сходимости в каждом из этих двух слу­

чаев задания начальных данных.
Положим

щ =  Ь, Uy =  (\— Ah)b. (15)

Тогда (см. формулы (9))

qiU0 — «1 [1 - A h  +  0(/22)] Ь - ( 1  - A h )  b _ n  ,,.9, 

q2- qi - 2  + 0 (/22) — ^

[ _  i -  A h -  + О (/24)] b - { \ - A h ) b

q2uo — ^i _ _L ______________±-------- J----------- =  6-1-0 (h4) (16)
</2- <7, - 2  + 0 (/24)

Возвращаясь к равенству (12), легко приходим к выводу, ко­

торый и является нашей целью:

и„ =  Ье~л*п +  О (Л2). (17)

Он формулируется так. Если начальное значение Ui задает­
ся с точностью до величины порядка /г2, то и погрешность в ре­
шении будет порядка h2, т. е. разностная схема имеет второй 
порядок точности.

М ожно показать, что даже если задать в качестве щ точное 
значение Ье~Ах', большей точности, чем порядка h2, в решении 
добиться нельзя. Советуем читателю в качестве упражнения 

доказать высказанное утверждение.
Легко также проверить, что если в качестве щ задавать не 

точно Ь, а любую величину вида 6 -f 0 (h2), то скорость сходи­
мости все равно будет второго порядка.
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Перейдем к рассмотрению второго изучаемого нами случая 
задания начальных данных. Полагаем

=  Ь.

При этом

п ~ _  а++ ° о $ г ~ 6 ~ 4 A hb+ 0  №■

~ 11 +_  a W ' m  ь ~ ь  = ь  +  ± А ш  + о т

и, следовательно,

=  [«- * . +  О (/г2)] -  Ш = р .  (-  1)» [еА’п +  О (л2)] =
42 41 42 ~ 41

=  Ь̂ -}- ~2 Ahb -j- О (/г2)] [<? AXfl -f- О (/z2j] —

-  (-  I f  [ j  Ahb +  О (Л2)] [еАхп +  О (/г2)] =

- А х  п Ах

=  be~Ax* +  ЛЬ ------- {-г ^ —  h +  О (h2) .

Таким образом, если допустить в начальных данных ошибку 

порядка h, то и сшибка в решении будет порядка h.
Подведем итог. Мы видели, что рассматриваемая разност­

ная схема

- И *  — *> + А и (х ) =  0,

в отличие от схемы

Л-(£ + '‘Ь “ И  + А и(х) =  0,

может дать более высокую скорость сходимости, а именно схо­
димость с остаточным членом порядка /г2, а не порядка h, как у 
второй из этих схем. Для того чтобы добиться второго порядка 
точности, надо, задавая точное щ, выбирать ил отличающимся 
от значения точного решения дифференциального уравнения в 
точке х =  хй -j- /г на величину порядка К1. М ожно было бы по­

казать, что и Uq можно задавать не точно, а с ошибкой порядка 
h2. От этого порядок скорости сходимости не уменьшится. Уточ­
нение начальных данных до порядка Я3 и выше не дает увели­
чения точности решения.

Если задавать начальные данные*с ошибкой порядка h, то 
и решение получим с ошибкой того же порядка.

(flUp — и 1

q2 — <7i
q 2Uo —  U\

q 2 -  q\
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3. Порядок аппроксимации. Интересно понять, с чем связано 
то обстоятельство, что схема

+ Ди{х )= 0

оказывается менее точной, чем схема

„ (д .  +  h ) - u { x - lt) + А и { х )  =  0 '

Эти схемы различаются приближенными выражениями

и (х +  h) — и (х) и (х +  h) — и (х — h)

h И  2h

для производной dujdx в точке х. Естественно поэтому предпо­

лагать, что в первой схеме производная заменена менее точным 
выражением, чем во второй. Так оно и есть на самом деле. 

Заменим u{x-\-h) и и(х — h) их тейлоровскими разложе­
ниями:

и (х +  h) =  и (х) +  и' (х) h +  и" (х) -у- +  и '" (х) -j- +  О (/г4),

и (х — И) = и  (х) — и' (х) h +  и" (я) 4,---и '" (лг) — Н О {№).

Пользуясь этими разложениями, получим

” <* + .*> -  “ (*> =  (Х) +  ц" ( x ) j  + О (Л2),

(.*) +  w  +  о  (Л4),

т. е. в первом случае мы имеем аппроксимацию производной 
лишь с первым порядком точности, а во втором — со вторым по­
рядком.

Рассмотренные примеры наводят на мысль, что порядок ско­
рости сходимости решений разностных уравнений может быть 
сделан равным порядку аппроксимации производных дифферен­
циального уравнения.

Однако оказывается, что в такой общей формулировке эта 
гипотеза неверна. Н а разностные схемы, для которых будет до­
казана ее справедливость, нам придется наложить одно весьма 
существенное ограничение — требование устойчивости. Н еобхо­
димость этого ограничения станет ясна из примера, который мы 
рассмотрим в следующем параграфе,
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1. Способы аппроксимации производной. Займемся снова 

разностными схемами для приближенного интегрирования про­
стейшего дифференциального уравнения и ' А и  =  0. Как мы 
уже видели, для составления разностной схемы, приближаю­
щей это уравнение, достаточно заменить производную и' каким- 
либо аппроксимирующим ее разностным отношением. Так, на­
пример, мы рассматривали схемы, для которых производная и' 
заменялась через

и {х +  h) — и (х) и (х  +  h) — и (х — /?)

/г 2 h

Очевидно также, что любое выражение вида

и (х + h) — и {х — ti) . п ч и (х +  ti) — и (х)
Р ------- --------- Ь (1 - | i ) -------h------

будет приближать и'(х). В самом деле, подставим в это выра­
жение тейлоровские разложения для и ( х h) и и(х — 1г):

и (х -f h) =  и (х) +  и' (х) h +  О (/г2), 

и (х — h) =  и (х) — и' (x)h-\- О (h2).

Тогда получим

и (х +  ti) — и {х — Н) , /< \ и {х +  ti) — и (х)
Р --------- 2h ----- +  (1 “  И )---------h-------  -

[и (х) +  и' (х) h +  О (/г2)] — [и (л:) — и' (х) h +  О (/г2)] ,---------------- ----------------- +

+  а  - и) [ f M + ,» :,.( a * + o ( f t * > ) - « w  =  и>(х) +  0(h).

Пользуясь такого рода аппроксимацией производной, можно 

получить целое семейство разностных схем, зависящих от чис­

лового параметра.
Эти схемы будут иметь вид

И “ (* +..»>.- :“■<* ~ *>. +  (1 -  ц) " (* + h\ ~ “ {х) +  Аи (х) =  0. (1)

Каждому значению параметра (л отвечает своя схема. Изучению 

схем, получающихся при =  0 и (i =  1, был посвящен § 8.
2. Пример неустойчивой разностной схемы. Рассмотрим те­

перь еще одну схему такого вида, которая получается из ( 1) 

при р. =  4:

4 и (*  +  h>> ~ и (х ~  h) __ з  u (x  +  h) — u (x )  _j_ 4  w д о  _  о .  2̂ )
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Ее можно переписать еще так:

— 2 и (х — ti) +  (3 +  Ah) и (л:) — и (х +  ti) =  0. (2')

Как и в ранее рассмотренных примерах, мы будем получать ре­
шение на отрезке [0, 1], разбитом точками разностной сетки на 
N равных шагов, каждый длины h — 1/Л/. Координата хп точки 
сетки определяется как хп == nh =  n/N.

Решение разностного уравнения выписывается явно форму­
лой

и п  ~ « о  Г— — —  Q l - - - - — —  < 7 ? 1  +  и \ Г - - - - - —  Н - - - - —  # г ]  *L ЯI Я 2 Я \ J Ч  (/2 Я \ Я2 1 J

(3)

где и <72 — корни характеристического уравнения

-  2 +  (3 +  q -  Ф  =  0.

Вычислим ^  И <72;
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gl =  3 + Ak~f\+6Ah  + A V s= l  _ Ah +  2A2h 2 +  о  (/,3).

_  М Ш М « = 2 ( 1  +  ЛЛ) +  О (А*).
(4)

Мы будем пользоваться еще приближенными выражениями 

для <7? и

<7» =  [1 -  Л/г +  О (/г2)]" =  [1 — Л/г +  О (h2)]x"fh =

e 'Axn + 0 (h ),
(5)

qn =  [2 (1 +  Л/г) +  О [h2)]n =  [2 (1 +  Л/г) +  О (h2)]xnlh =

=  2 x*/h [еЛхп 4- о  (/г)]. 

Подставив выражения (5) в формулу (3), получим

«» =  l,r ~ 0“ ' + 0 </г)1 +  " Г - »"' +  0 (/г)12Xjh- <6)Я2 ~ Я1 <7l 42

Прежде чем исследовать, к чему стремится ип при /г —► 0, 

мы должны указать, как задаются начальные значения «о и Wi 

разностного решения.
Так же, как и в § 8, будем разыскивать решение, удовлет­

воряющее условию и{0) =  Ь, и возьмем в качестве разностных 
начальных данных «о =  b и Ui =  b( \ — Ah). Подставим эти 

начальные данные в формулу (6) и упростим по отдельности 

каждое слагаемое.
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Первое и второе слагаемые примут соответственно вид

№ ~ Л 1 \е-Ахп +  о  (h)] =
Q 2 Q1 J

=  { 2 ± О Щ Ь - ( \ - АК)Ь_ Г -Лхп , 0  {Н)Л Ь -Ахп , 0  ( / )  

[2 +  0  (Л)] - [ 1 - 0  (h)] 1 ^  U  {ПП UC

1 » £ ° _ _ g L  \еАхп +  о  [К)} 2хп/н =
<72 — <7i 1

. П — Ah,-\- 2A2h2 +  О (/г3)] b — b ( 1 — Ah) Г Ахп ■ ^  ,, хi nxnfh __
~  [I +  0 ( h ) ] - [ 2  + 0 (h )]  [е - ги {П )\ г  —

=  ~  2 A2h2b [еАх" +  О (К)} 2кп!\

Таким образом , мы получили

ип =  [Ье~Ахп +  О (h)] +  [-  2A~beAxn +  О (/г)] h22Х̂ Н.

Первое слагаемое этой формулы при h —► 0, хп =  х =  const 
стремится к Ье~Ах, т. е. к искомому решению. Значит, для того 
чтобы к этому решению сходилось все выражение для ип, не­
обходимо, чтобы второе слагаемое сходилось к нулю. Однако 
оно при h —► 0 стремится не к нулю, а к бесконечности. В самом 

деле, — 2/[2ЬеАх,г +  О (/г) стремится к конечному и не равному 

нулю пределу — 2А2ЬеАх, а / Г с т р е м и т с я  к бесконечности 
быстрее любой положительной степени 1/Я.

Мы показали, что разностная схема, аппроксимирующая 
дифференциальное уравнение, может иметь решение, не схо­
дящееся при h —► 0 к решению дифференциального уравнения. 
М ожно подумать, что причина этого в недостаточно точном вы­
боре Ui. Однако мы сейчас покажем, что сходимости не будет, 
даже если выбрать Ui точно равным решению дифференциаль­
ного уравнения при х± =  х0 -f h, т. е. если положить щ =  
=  Uoe-Ah =  be~Ah. Начнем с того, что упростим выражения, 
входящие в формулу (6) :

q2u0 — u l _ _  [2 +  0  (h)]b — be~Ah . п  .. .

q2 - q x [2 +  0  (h)} — [1 +  О (h)] u ^  U  W '

q xu0 — u x _  [l — Ah +  2 A2h2 +  О (/г3)] b -  be~ Ah _  _  3_ 42/,2 га i n  (U\ I 

q x — q2 [ 1 + 0  (h)] -  [2 +  О (h)] 2 n  n  [J T U

Подставив эти выражения в формулу (6), получим

ип =  [be~Ахп +  О (/г)] -  [у  А2ЬеЛх* +  О (/?)] /гг2 (7)
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Второй член правой части этого равенства снова стремится к 
бесконечности, тогда как первый остается ограниченным. П о­
этому стремится к бесконечности и все решение разностного 
уравнения.

Причина того, что разностная схема (2) не дает сходимости 
при h -* 0, как мы видели, состоит в том, что она может иметь 
быстро возрастающие при уменьшении шага h решения, даже 
если начальные данные заданы вполне разумно.

Такого рода разностные схемы называются неустойчивыми. 
Естественно, что они непригодны для численного решения диф­
ференциальных уравнений.



Г Л А В А  5

СХОДИМ ОСТЬ РЕШ ЕНИЙ РАЗНОСТНЫ Х УРАВНЕНИЙ 

КАК СЛЕДСТВИЕ АППРОКСИМАЦИИ И УСТОЙЧИВОСТИ

В гл. 4 мы на примерах выяснили, что такое аппроксимация 
дифференциальной задачи разностной задачей и в чем состоит 
сходимость, благодаря которой решение дифференциальной за­
дачи молено приближенно вычислять по разностной схеме. Мы 
познакомились с явлением неустойчивости, которое может сде­
лать разностную схему расходящейся и непригодной для вы­
числений. Анализ поведения решений в этих элементарных 

вводных примерах, предназначенных только для предваритель­
ного знакомства с основными понятиями, был основан на за ­
писи решений в виде формул. Такая запись оказалась воз­
можной лишь благодаря специальному подбору примеров.

В этой главе мы дадим строгие определения понятий сходи­
мости, аппроксимации и устойчивости. Мы покажем, что дока­
зательство сходимости не обязательно основывать на анализе 
формул для решений. Это доказательство можно разбить на 
проверку аппроксимации дифференциальной задачи разност­
ной и проверку устойчивости разностной задачи.

§ 10. Сходимость разностной схемы

1. Понятие о сетке и сеточной функции. Пусть на некотором 

отрезке D поставлена некоторая дифференциальная краевая за ­
дача. Это значит, что задано дифференциальное уравнение (или 
система), которому должно удовлетворять решение и на от­

резке D и дополнительные условия для и на одном или на обоих 
концах отрезка. Дифференциальную краевую задачу будем за ­

писывать в виде символического равенства

Lu =  /, (1)

где L — заданный дифференциальный оператор, а / — заданная 
правая часть. Так, например, чтобы записать в виде (1) задачу

4^- +  г !  2 =  c° s о < * < 1 ,
dx 1 +  и2 ^  ^

и (0) =  3,
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достаточно положить 

Lu =

f

Задача

du , х 

Ч х  +  ~1 +  и2 ’

и (0), 

cos х,

3.

d 2u

dx2
(1 +  х2)и =  Ух, 

и (0) = 2,

d u (  0)
=  1

dx

запишется в виде (1), если положить

d 2u
dx2 — (1 +  х2) и,

Lu = ;  и (0),

du (0)

dx

f

Vx, 0 < х < 1, 

2,

1.

Для записи в виде (1) задачи

(1 +  х2) и =  1 /7+ Т ,

и (0) =  2, 

м(1)  =  1

d2u

(3)

(4)

с краевыми условиями на обоих концах отрезка надо
положить

- 0 - ( 1  +  Х*)и, 0 < х < 1 ,

Lu == и(0), 

и(  1),
i У  х I, 0 лг ^  1, 

f^ \  2,

I 1.
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Краевая задача для системы дифференциальных уравнений

Судет записана в форме (1), если считать и вектор-функцией

Во всех примерах мы рассматриваем задачу на отрезке
О х ^  1, а не на каком-либо другом, только для определен­
ности.

Будем предполагать, что решение и(х) задачи (1) на от­
резке 0 :¾  х ^  1 существует. Для вычисления этого решения с 
помощью метода конечных разностей, или метода сеток, надо 
прежде всего выбрать на отрезке D конечное число точек, со­
вокупность которых будем называть сеткой и обозначать через 

Dh, а затем считать искомым не решение и(х) задачи ( 1), а таб­
лицу [u]h значений этого решения в точках сетки Dh. Предпо­
лагается, что сетка Dh зависит от параметра h 0, коирый 
может принимать сколь угодно малые положительные значения. 
При стремлении «шага сетки» h к нулю сетка должна стано­
виться все «гуще». Например, можно положить h =  \/N, где 
N — какое-нибудь натуральное число, и принять за сетку Dh 
совокупность точек х0 =  О, Х\ =  h, х2 =  2/г, . . . ,  xN =  1. И ско­

мая сеточная функция [u]h в этом случае в точке хп =  nfi сетки 
Dh принимает значение u (nh )y которое для краткости будем 
обозначать

-f- xvw =  х1 — Зх +  1, 0 ^  х ^  1,

(5)

положить

+  xvw, О 1,

у (0), 

о>(0),

х2 — З х+ 1 , 1,

cos2*,

1,

. - 3.
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Для приближенного вычисления таблицы значений решения 
[u]h в случае задачи (2) можно воспользоваться, например, си­
стемой уравнений

+  _ ^ ^ .  =  создс „ =  0 1.........JV — I, 1

h 1 + “« (6)

и0 =  3, J
полученной в результате замены производной dujdx в точках 
сетки разностным отношением по приближенной формуле 

du ^  и (х +  h) — и (х) 

dx h

Решение uih) =  (u{0h), u[h), . . . ,  системы (6) определено на 

той же сетке Dh, что и искомая сеточная функция [u]h. Его зна­
чения u\h), u f  \ . . . ,  и<*> в точках xt, jc2, . . . ,  xN последовательно 

вычисляются из (6) при /2 =  0, 1, .. . ,  N — 1. Для краткости в 
уравнении (6) мы не пишем значок 1г при и̂ \ Как правило, 

мы будем так же поступать в аналогичных случаях и в даль­
нейшем.

В случае задачи (4) для отыскания сеточной функции uSh\ 
приближенно совпадающей с искомой таблицей решения [и\, 
можно воспользоваться разностной схемой

ип + 1 — 2 ип + ип — 1
& — 0  + 4 ) ^  =  1 ^ + ^

п =  1, 2, . . . ,  N -  1,

Uq =  2, 11̂  =  1.

(7)

Эта схема возникает в результате замены в точках сетки произ­
водной d2u/dx2, входящей в дифференциальное уравнение, по 
приближенной формуле

d 2u и (х +  h) — 2 и (х ) и (х — И)

dx2 h 2 (8)

Для вычисления решения задачи (7) можно воспользо­
ваться алгоритмом исключения — прогонки, описанным в § 5.

Выпишем еще разностную схему, пригодную для вычисления 
решения задачи (5 ):

-п--\—— х V w =  х2 — Зх -f 1,
h п ti п п га 1 *

“  +  7 х~ 2' +  wn) =  cos2 хп> п =  0, 1, . . . ,  N — 1,
1 + хп

V0=  1, 

wa =  — 3.

(9)
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О №Здесь щ = задано. При п =  0 из уравнений (9)

tv\n>\
можно найти u[h) =  I (ft)

=  0, 1, •••> можно при k =  n вычислить

В рассмотренных примерах сетка Dh состоит из удаленных 

друг от друга на расстояние h точек. Ясно, что можно было бы 
расположить N -j- 1 точек сетки Dh, h == 1/jV, на отрезке [0, 1] 

не равномерно, а так, чтобы х0 =  0, x1 =  x0-j-h0, x2 =  xi-l~h1, . . .  

. . . ,  Xn+i =  хп +  hn, xN =  1, где hn, n =  0, . . . ,  N — 1, — 
неравные между собой числа, однако такие, ч т от ах /in 0 при

h= \ /N ~ *0 . Выбором расположения узлов сетки Dh молено 
добиться того, чтобы искомая таблица [u]h решения и(х) была 
подробнее при данном фиксированном N (или h =  1 /N) на тех 
участках, где и(х) более быстро изменяется. Такие участки 
иногда бывают заранее известны из физики или из предвари­
тельных грубых расчетов. Информация о скорости изменения 
и(х) выявляется также в ходе последовательного вычисления 

и\н), и{2нК .. •, и и молеет быть учтена при выборе следующего

узла сетки xn+i.
Мы ограничимся приведенными примерами для иллюстрации 

понятия сетки и искомой сеточной функции (или вектор-функ­
ции) — таблицы значений решения [и]н. Заметим только, что в 

качестве искомой таблицы [u]h значений решения не обязательно 
рассматривать сеточную функцию, совпадающую с решением 
и в точках сетки. Возможны и другие способы установления со­
ответствия между функцией и ее таблицей. Например, таблицей 
и(х), 0 <  х <  1, можно считать сеточную функцию [u]h, опре-

h 3 t , h
деленную в точках х =  -^, у п, 1 — равенством

Такой способ установления соответствия удобен в случае, 
когда и(х) не является непрерывной функцией, но известно, 
что интеграл от нее по любому отрезку существует. Это может 
быть, например, при рассмотрении обобщенных — разрывных — 

решений, если существует

п

X + h/2

х- h /2

0
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Всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, мы бу­
дем считать, что и — непрерывная функция, а под [u]h понимать 
сеточную функцию, совпадающую с и в  точках сетки.

Мы ставим вопрос о вычислении сеточной функции [u]h по­
тому, что при измельчении сетки, т. е. при /г —* 0, она является 
все более подробной таблицей искомого решения и и дает о 
нем все более полное представление. Пользуясь интерполяцией, 

можно было бы с возрастающей при h —> 0 точностью восстано­
вить решение и всюду в области D. Ясно, что точность, с ко­
торой это можно сделать при заданном фиксированном числе 

узлов сетки Dh, зависит от дополнительно иззестных сведений
о решении типа оценок для его производных, а также от рас­
положения узлов сетки Dh.

Ограничимся этими беглыми замечаниями о восстановлении: 
функции и по ее таблице [и]/г. Подробное рассмотрение вопросов, 
восстановления функции по ее таблице составляет предмет тео­
рии интерполяции. Мы будем заниматься только задачей вы­
числения таблицы [u]h. Поэтому условимся считать, что задача
(1) решена точно, если найдена сеточная функция [и]и. Однако 
нам не удастся вычислять ее точно. Вместо сеточной функции 

[и]н будем искать другую сеточную функцию Ф\ которая «схо­
дится» к [u\h при измельчении сетки. Для этой цели можно ис­
пользовать разностные уравнения.

2. Сходящиеся разностные схемы. Способами построения и 

исследования сходящихся разностных схем мы будем занимать­
ся на протяжении всей главы. Однако прежде надо придать 
точный смысл самому требованию сходимости —► [и\, кото­
рое мы будем предъявлять к разностным схемам. Для этого 
рассмотрим линейное нормированное пространство функций, 
определенных на сетке Dh. Норма || и^ц сеточной функции

Uh е  Uh есть неотрицательное число, которое принимается за 
меру отклонения функции Uh от тождественного нуля. Напом­
ним, что линейное пространство R  называется нормированным, 
если каждому элементу х этого пространства поставлено в со­

ответствие неотрицательное число ||*||, причем выполнены сле­
дующие три аксиомы нормы:

1° || * ||> 0, *€=/?;

2° || Хх || =  | X | • || х I!, где х е  R, а X — произвольное число;

3° || х  + у ||< || х || +  II У Р, где х, y ^ R .

Норма может быть определена различными способами. М ож ­
но, например, принять за норму функции точную верхнюю 
грань модуля ее значений в точках сетки, положив

II ин \\и =  sup I uh (хп) |.
h а

(Ю)
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Если и'М — пара функций, как в (9), то за норму, аналогич­
ную ( 10), можно принять верхнюю грань модулей обеих функ­
ций на соответствующих им сетках.

Если состоит из функций, определенных на сетке х =  0, 
h, 2h, . . . ,  1, то часто используют норму, определенную равен­
ством

для функций и(х) с интегрируемым на отрезке 0 ^  х ^  1 квад­

ратом.
Всюду, где не оговорено противное, мы будем пользоваться 

нормой (10).
После того, как введено нормированное пространство Uh, 

приобретает смысл понятие отклонения одной функции от дру­
гой. Если а^  и — две произвольные сеточные функции из 

Uh, то мерой их отклонения друг от друга считается норма их 

разности, т. е. число

Теперь можно перейти к строгому определению сходящейся раз­

ностной схемы.
Пусть для приближенного вычисления решения дифферен­

циальной краевой задачи ( 1), т. е. для приближенного вычисле­
ния сеточной функции [u]h на основе использования равенства
( 1), составлена некоторая система уравнений, которую будем 
символически записывать, аналогично уравнению ( 1), в форме 

равенства

LhuK = fh\ (11)

Пр имерами могут служить разностные схемы (6), (7), (9) 
для дифференциальных краевых задач (2), (4), (5) соответ­

ственно.
Для записи схемы (6) в форме ( 11) можно положить

Эта норма аналогична норме

11 п + 1 И п
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Схема (7) запишется в форме (11), если принять

w-rt + i — 2 ип +  ип- j

/г2
+  [1 — (nh)2]un, п =  1, 2,

и0,

( V i+ n h ,  п =  1 ,2 .........W = l ,

/ (А) =  { 2 ,

к

Запишем еще в виде (11) схему (9), приняв

у(Л)

+(nh)v„w,

LhUА)

h

Wn+l — Wn

h +
1

1 + (nh)‘

v> n =  0, 1,

(t»n+ ^n). « =  0, 1,

^0>

Щу

f h)=\

(nh)2- 3 n h  +  1, 

cos2 nh,

1,

- 3 .

я =  0, 1, 

n =  Q, 1,

A7 — 1,

Л Г - 1,

N - l ,

N - U  

N -  1,

Система (11), как видим, зависит от h и должна быть вы­
писана для всех тех h, для которых рассматривается сетка /Л 
и сеточная функция [и\ь. Таким образом , разностная краевая 
задача ( 11) — это не одна система, а семейство систем, завися­

щее от параметра h.
Будем предполагать, что при каждом рассматриваемом до­

статочно малом h существует решение и ^  задачи ( 11), принад­
лежащее пространству Uh-

Будем говорить, что решение и ^  разностной краевой задачи
( 11) при измельчении сетки сходится к решению и дифферен­
циальной краевой задачи ( 1), если

[u\h — u{h) ||, 0 при h~> 0.

Если, сверх того, выполнено неравенство

11 М а — и(Л) L  < c h k,

(12)

(13)
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где с >> 0 и & >-0 — некоторые постоянные, не зависящие от 

h, го будем говорить, что имеет место сходимость порядка hh 
или что разностная схема имеет k-й порядок точности.

В § 8 были рассмотрены две разностные схемы для задачи

Аи =  0, 0 О < 1 ,  1 

u(0) =  b. j
Полученные там оценки разности б (х) =  и (х^) — u{[l) между точ­

ным и приближенным решениями означают, что для первой из 
этих схем имеет место сходимость порядка !г, а для второй — 
сходимость порядка №.

Обладание свойством сходимости является фундаменталь­
ным требованием, которое предъявляется к разностной схеме 
(И )  для численного решения дифференциальной краевой за­
дачи (1). Если оно имеет место, то с помощью разностной 
схемы ( 11) можно вычислить решение и с любой наперед за ­
данной точностью, выбирая для этого h достаточно малым. Мы 
точно сформулировали понятие сходимости и подошли к цент­
ральному вопросу о том, как построить сходящуюся разност­
ную схему ( 11) для вычисления решения дифференциальной 
краевой задачи (1). Приведенные выше примеры дополняют 
рассмотренные в гл. 1 и дают представление о простейшем спо­
собе построения таких схем: следует выбрать сетку и заменить 
производные разностными отношениями. Однако Для одной и 
той же дифференциальной краевой задачи, как мы видели, мож­
но получить различные разностные схемы ( 11), по-разному вы­
бирая сетку Dh и по-разному заменяя производные прибли­
жающими их разностными отношениями. Мы уже видели на 

примере простейшего обыкновенного дифференциального урав­
нения из § 6, что разностная схема может оказаться непригод­

ной для счета.
3. Проверка сходимости разностной схемы. Не будем пока 

заниматься построением разностных схем и поставим задачу 
несколько иначе. Пусть разностная схема Lhû h) — f(,l\ позво­

ляющая надеяться, что сходимость

11 [и]н — и{̂  || -> 0 при h —> 0

имеет место, на основании гех или иных соображений уже по­
строена. Как проверить, является ли она в самом деле сходя­

щейся?
Предположим, что разностная задача (11) имеет единствен­

ное решение е  Uh. Если бы при подстановке в левую часть
( 11) вместо и{}1) сеточной функции \u]/L <= Uh равенство (И )  ока­
залось бы в точности выполненным, то ввиду единственности
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решения имело бы место равенство [и]н =  Ф\ идеальное с точ­
ки зрения сходимости. Это означало бы, что решение разно­
стной задачи Lnu^ =  /(h) совпадает с искомой сеточной функ­
цией [u]h, которую мы условились считать точным решением.

Однако, как правило, систему ( 11) не удается выбрать так, 

чтобы [и]п в точности ей удовлетворяла. При подстановке [«]/, 

в уравнении (И )  возникает некоторая невязка:

£ , , 1 4 ,= Г  +  бГ- (14)

Если эта невязка б/(/г) «стремится к нулю» при h —> 0, так что 
[и]н удовлетворяет уравнению ( 11) все точнее, то будем гово­
рить, что разностная схема Lhu =  fw аппроксимирует диффе­

ренциальную краевую задачу Lu — f на решении и последней.
В случае аппроксимации можно считать, что уравнение (14), 

которому удовлетворяет [и]н, получается из уравнения ( 11) пу­
тем прибавления некоторой малой (при малом /г) добавки б 

к правой части f(h\ Следовательно, если решение и№ задачи
( 11) устойчиво относительно возмущения правой части f(h\ т. е. 
мало изменяется при малом изменении правой части, то реше­

ние и ^  задачи (11) и решение [и]н задачи (14) отличаются 
мало, так что из аппроксимации

6/(/г)->0 при /г-> 0

следует сходимость

и(К) -> \u]h при h-> 0.

Намеченный нами путь проверки сходимости (12) состоит в 

том, чтобы разбить этот трудный вопрос на два более простых: 
сначала проверить, имеет ли место аппроксимация задачи (1) 
задачей ( 11), а зат.ем выяснить, устойчива ли задача ( 11). 
В этом содержится и указание на способы построения сходя­
щихся разностных схем для численного решения задачи ( 1): 

надо строить аппроксимирующую ее разностную схему; из мно­
гих возможных способов аппроксимации надо выбирать такой, 
при котором разностная схема оказывается устойчивой.

Изложенный общий план исследования сходимости, естест­

венно, предполагает, что введены математически строгие по­
нятия аппроксимации и устойчивости, позволяющие доказать 
теорему о том, что из аппроксимации и устойчивости следует 
сходимость. Намеченные выше определения ■ аппроксимации и 
устойчивости не являются строгими. Для определения аппрок­
симации надо еще уточнить, что такое невязка бf(/l) в общем слу­
чае и что такое ее величина, а для определения устойчивости — 

придать точный смысл словам «малому возмущению правой
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части соответствует малое возмущение решения разностной за­

дачи Lhii{h) =  f(K)».
Строгим определениям понятий аппроксимации и устойчи­

вости мы посвятим отдельные параграфы.

ЗА Д А ЧИ

1. Разделить отрезок [0, 1] на N  частей точками х0 —  0, xit х2, . . . ,  xN-u 
xN =  1 так, чтобы

хп+ 1 — хп

Хп —  Хп— 1
<7,

и выяснить, можно ли последовательность таких сеток при N оо (q — не 
зависящая от N постоянная) использовать для приближенного решения за ­

дачи
и' — и — О, 

и( 0) =  1

с помощью разностной схемы

“У  ~ и1Н) =  о (я =  ~
ХП + 1 —  Xtt \ N

u(h)(xo) =  1.

Стремится ли к нулю при N -> оо максимальный из шагов xn+ i— х п? 
У к а з а н и е .  Проще всего разобрать случай q >  1 и убедиться, что

lim  Слг.Л =  оо.
N->oo У N )

§ И . Аппроксимация дифференциальной краевой 
задачи разностной схемой

1. Н е в я з к а Придадим точный смысл понятию аппрокси­

мации дифференциальной краевой задачи (J) из § 10

Lu — f (1)

на решении и разностной схемой ( 11) из § 10

Lhum =  fm. (2)

Для этого надо уточнить, что такое невязка б/(/г)

Lh[u]h =  fm +  &fh), (3)

возникающая при подстановке сеточной функции [u]h — табли­
цы искомого решения и — в уравнение (2), а также что такое 

ее величина.
Стремление величины невязки бf{h) к нулю при h —> 0 мы и 

примем затем за определение аппроксимации.
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Начнем с рассмотрения примера разностной схемы для чис­
ленного решения дифференциальной краевой задачи

и (0 )=  1, 

и' (0) =  2 .

(4)

За сетку 0 /г по-прежнему примем совокупность точек хп =  nh, 
п =  0, 1, . . . ,  /V; h =  1 /N. В качестве разностной схемы для 

приближенного вычисления [и]н воспользуемся совокупностью 
равенств

ип+1 — 2ип 4- ип~\ 
h2

а(хп)
Ug + 1 Un — \

2/г
+  Ъ (хп) Un =

— cosxn, п = 1, 2, . . . ,  N — 1,

U-Q =  1 ,

«1 — к0 2,

(5)

возникшей при замене производных в (4) по приближенным 
формулам

и (х +  h) — 2и (х) +  и (х  — h) d 2u (х)

h2 dx2

и (х +  h) — и (х  — /г) ^  du (х) 

2/г ~  dx

u (h )  — и (0) ^  du (0) 

h dx

(6)

Разностная схема (5) записывается в форме (2), если обозна­
чить

и п+\ 4~ ип—\ | г i\ Un + \ Un — 1 I » / * \
/,2 I ^ \fl-h) 2^ ~г b (nh) Ufi,

и0,

UI — Мо 
h

!cos nh, 

1,

2.
(7)

Для вычисления и оценки величины невязки 6f h\ возникаю­

щей при подстановке [и]А в уравнение (2), уточним формулы (6).,



По формуле Тейлора имеем

и (х +  Л) =  и (X) +  h и' (х) +  -у- и" (х) +  и " ' (I,),

/,2 1А
и (х — ti) =  и (х) — h а'(х) +  ~y  а" (х)---g- и '"  (|2),

и (х +  h) ■= и (я) +  h и' (х) +  ~п~ и" (л:) +  “Н- и" '  (*) +  ~кт и(4) (£з)>
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24

и(х — h) =  и (x) — h и' (х) +  - и" (х) — и '"  (л:) +  ~  и(4) (|4),

U2
и (х ti) =  и ( х ) fl и' (х) +  -7Г (^)-

Здесь h , |2. 1з. ^4» £5 ~  некоторые промежуточные точки отрезка 
[х — /г, х-\- А].

Отсюда

» (*  + * ) - « ( * - » )  =  ц, w  +  {u„ l{li) +  и,„  (y h 

u ( x  +  h ) - 2 u U )  +  u ( x - J )  =  и„  (х) +  * L [um ( h )  +  „(4) { Ш

=  и, (х) + 1  и» (|5).

(8)

2. Вычисление невязки. Будем считать, что решение и (х) 
задачи (4) имеет ограниченные производные до четвертого по­

рядка. В силу формул (8) можно написать

и (х +  h) — 2 и [х) +  и (х — h) , , х и (х +  К) — и (х — К) .

Т2 I- а  W  2 h "t"

+  b (x) и (x) =  d ^ {J ] ■ +  a [x) duj xx)- +  b (x) и (x) +

+ /*2«(4)(Ы  + «(4)(Ы  , „ /,Л
24 h  a  {X) 12

Поэтому выражение 

\u\h ~

u (xn +  h) — 2 и (xn) +  u ( x n — h)

h9-
+

+  a + +  b (*„) и W ,  n =  1 ,2......  JV -  1,

«(0),
и (h) — ы (0)
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можно переписать так:

cos Х п -\- ti2 [ ~ 24 +
и{А) (1з) +  и(4) (14)

, /2 = 1 ,2 , . . . ,  iV — 1,

или

£ ,,1 4 , =  ̂  +  6 ^ ,
где

б /(А) =  < о,
^  ц" (Is)

2 *

(9)

Удобно считать, что f h) и 6/(/г), заданные формулами (7) и (9), 
принадлежат линейному нормированному пространству Fh, кото­
рое состоит из элементов вида

где ф1, фг, . . . ,  Ф « - 1, а также \|)0 и \J?i — произвольная упорядо­
ченная система чисел; можно считать, что g^  — это совокуп­
ность сеточной функции фп, п =  1, 2, . . . ,  N — 1, и упорядочен­

ной пары чисел \[>о и \|)ь Сложение двух элементов пространства 
Fh и умножение элементов gW на числа производятся поком­
понентно. Ясно, что в рассматриваемом примере Fh есть 
(N -f 1)-мерное линейное пространство. Норма в Fh может быть 
введена многими способами. Если ввести в Fh норму равенством

т. е. принять за норму максимум абсолютных величин всех ком­
понент вектора g(h\ то в силу (9) получим

где С — некоторая постоянная, зависящая от и{х), но не зави­

сящая от h.

g{h)

ф«, п — 1,2, . . . ,  N — 1, 

“Фо.

¢ 1.

(10)

II g(h) II; =  max (I 'фо I, I ^ 1 I, шах|ф„|),
Л n

б/(Ч1  < с д ,
h (П)
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Из этого неравенства следует стремление невязки бf(h> к 
нулю при h —► 0.

В уравнении LhU{h] =  f(h\ подробно записанном равенствами 
(5), которое мы рассмотрели в качестве примера, на Lh можно 
смотреть как на оператор. Этот оператор каждой сеточной 
функции =  {vn}, п =  0, 1, . . . ,  N, из линейного простран­

ства функций, определенных на сетке Dh, ставит в соответствие 
некоторый элемент gW вида (10) из линейного пространства 
Fh по формуле

У /г+ 1  —  2 v n  +  V n - i  | , ч V n + i  —  V n - t  . u / Y \ v
Л2-----------Г а  \х п ) ------2/г------- Г  0 \х п) V n .

Z,ft0(ft)==< VQt

v\ — Vq 

h

Условимся и в общем случае разностной краевой задачи (2) 
считать, что правые части тех скалярных уравнений, которые 
в совокупности записаны символическим равенством

/ . ^  =  Г ,

являются компонентами вектора /</г) из некоторого линейного 
нормированного пространства Fh. Тогда на Lh можно смотреть 
как на оператор, ставящий в соответствие каждой сеточной 
функции и ^  из Uh некоторый элемент из Fh.

В таком случае имеет смысл выражение Lh[u]h, возникаю­
щее в результате применения оператора Lh к сеточной функции 
[u\h из Uh и являющееся элементом пространства Fh-

Невязка 6/(/l) =  Lh[u]h — f{h) принадлежит пространству Fh, 
как разность двух элементов этого пространства. Под величиной 

невязки следует понимать Ц6Л/1,11 F/г-

3. Аппроксимация порядка hk.
О п р е д е л е н и е .  Будем говорить, что разностная схема 

LhU^  =  fw аппроксимирует задачу Lu =  f на решении и, если

1^/(Л)|р “ *• 0 при h —> 0 Если, сверх того, имеет место неравен- 
h

ство

II б/(Л) L  < с / Л

где с >> 0 и / е > 0  — некоторые постоянные, то будем говорить, 
что имеет место аппроксимация порядка hh или порядка k от­
носительно величины h.

То обстоятельство, что и является решением задачи (1), дает 
информацию о функции и, которую можно использовать для 
построения системы (2), а также для проверки факта аппрок­

симации. Поэтому в определении аппроксимации мы и упоми­
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наем задачу (1). Однако подчеркнем, что приведенное опреде­
ление аппроксимации задачи Lu =  f на решении и разностной 
схемой L h U =  само по себе не опирается на равенство 
Lu =  f для функции и. Можно было бы говорить просто о том, 

что схема L^u^  =  fw соответствует с порядком hh функции и, 
не вникая в происхождение этой функции. В частности, если 
функция и является одновременно решением двух совсем раз­
личных задач U^u — /W и U®u — fw вида (1), то одна и та 
же разностная схема LhUW =  f(h) одновременно аппроксими­
рует или не аппроксимирует каждую из этих задач на их общем 
решении и.

4. Примеры.
П р и м е р  1. Разностная схема (5) ввиду оценки (11) ап­

проксимирует задачу (4) с первым порядком относительно h. 
Разностную схему (5) легко усовершенствовать так, чтобы ап­
проксимация стала порядка h2. Для этого заметим, что все 
компоненты вектора б к р о м е  последней, стремятся к нулю, 
как /г2 (предпоследняя даже в точности равна нулю).

Только последняя компонента вектора б т .  е. невязка от

подстановки [и]н в последнее уравнение Ux =  2 системы (5),

стремится к нулю медленнее, а именно как первая степень h. 
Это досадное обстоятельство легко устранить. По формуле Тей­

лора

Н о из дифференциального уравнения (4) находим 

и" (0) =  -  а (0) и' (0) — Ь(0)и (0) +  cos 0 =  -  2а (0) -  b (0) +  1. 

Поэтому, заменив последнее равенство (5) равенством

и (1г) — и (0)
=  и’ (0) +  4  и” (0) +  -£■ и '"  (|) =

=  2 +  4-U" (0) +  -^-и ' " © .  0 <  | <  Л.

(12)

получим для вместо (7) выражение

[ 2 -  4  [2<г (0) +  £ (0) -  1].

CO S хп,

4 С . К- Годунов, В. С . Рябенький
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Тогда окажется, что

6/<А) =  t О,

I *,2

и II б/(Л) ||F <  С i/г2, где С i —  некоторая постоянная, не зависящая 

от h. Порядок аппроксимации станет вторым относительно h.
Подчеркнем, что для построения разностного граничною ус­

ловия (12) мы использовали не только граничные условия за ­
дачи (4), но и самое дифференциальное уравнение. Можно счи­
тать, что мы использовали граничное условие

и" (х) +  а (х) и' (х) +  b (х) и (х) \x=Q =  cos х |х=0,

которое является следствием дифференциального уравнения.
П р и м е р  2. Выясним, каков порядок аппроксимации, ко­

торым обладает разностная схема

Подобную схему мы рассматривали в § 8 еще до того, как 

было введено строгое понятие аппроксимации.

Роль f [h) здесь играет

ип +1 Ип-1 
2 h

Ь А и п= 1 + х %  я = 1 ,  2, . . . .  N - 1 ,

щ  =  ь,Ц и <"> =, (13)

щ — Ь

на решении и задачи

£ - М и =  1 + д  (
(14)

и (0) =  Ь.

f (h) =

Далее,

и (хп -f h) — и (хп — И) 

2/г + -Аи(хп), п =  1, . . . ,  N — 1,

Ljt \u\h%— и (0), 

u(h)
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или

/-/, [̂ ]/? "

U d x ~  +  ^  U +  "б” U' "  n==z U • • • ,  N  —  1,

и( 0),

u(0) +  h ^ ^ - .

Так как для решения и(х) выполнено равенство 

* Ъ Г  +  А и (х „ )=  l+ x l ,  

то невязка б и м е е т  вид

n =  l, / V -  1,

0,

hu' (|о).

Аппроксимация задачи (14) схемой (13) имеет первый отно­
сительно h порядок. Бросается в глаза, что компоненты невязки, 
как и в примере 1, имеют различный порядок относительно h. 
Разностное уравнение

Un+1 Ид—1 
2 h + Aun =  l + xl, n=\ , 2, . . . ,  N -  1, (15)

h2
при подстановке [u]h удовлетворяется с невязкой —  и '" (%п) 

порядка h2. Первое граничное условие

и0 =  Ъ

при подстановке [и]н выполнено точно, а второе

Wj =  b

— с невязкой h и'(10) порядка первой степени h. 
Погрешность аппроксимации мы оценили через

max \и"'(х)\, шах \и'{х)\.
1 0 < х < 1

(16)

(17)

В рассматриваемом примере точное решение
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позволяет оценить эти максимумы через данные задачи и(0), А:

В более сложных примерах приходится ограничиваться гру­
бой оценкой этих производных, основанной на теореме о диф­
ференцируемое™ решений обыкновенных дифференциальных 
уравнений в случае гладких правых частей.

5. Разбиение разностной схемы на подсистемы. Для подроб­

ного описания характера аппроксимации нам оказалось удоб­
ным говорить не сразу обо всей разностной схеме (13) вида (2)

но отдельно о подсистемах (15), (16), (17). Эти подсистемы 
(две последние состоят каждая из одного уравнения) можно за ­
писать соответственно следующими символическими равенст­
вами:

< 1  и (0) и А |(1 +  е~А) +  ±  +  (1 +  е-А),

< [ | и ( 0 ) 1 М Р + | Л Н ( 1  +  е- ’ ).

Lhu ^  =  f'h\

(18)

(19)

(20)

Для этого надо положить



§11. АППРОКСИМАЦИЯ РАЗНОСТНОЙ СХЕМОЙ 101

Для удобства речи и в общем случае разностную схему (2) час­
то разбивают на две или несколько подсистем:

Правую часть f{rh) каждой подсистемы lrhu(h) =  f{rh) удобно счи­

тать элементом линейного нормированного пространства F(£•. 

Нормы в пространстве Fh и пространствах F^}, F{2), . . . ,  F{® 

удобно выбирать согласованно, чтобы имело место равенство

Разбивая (2) на подсистемы (21), мы всегда будем считать, 

что (22) выполняется.
Удобство разбиения разностной схемы LhUW =  р )  на под­

системы (21) состоит в том, что можно говорить о порядке со­
ответствия каждой подсистемы в отдельности решению и за­

дачи (1), Lu =  f. За  этот порядок принимается порядок убыва­

ния нормы 16/гЛ) 1̂ (1-) невязки 6f{rh)

при h —► 0. Порядок аппроксимации всей разностной схемы 

на решении и задачи Lu =  f, благодаря согласован­
ному выбору норм (22), равен порядку убывания нормы ||6/(Г) || <г)

Г и

невязки при том г, при котором она убывает медленнее 

всего.

В примере 2 при разбиении системы (13) на подсистемы 
(15 )- (17 ), или (18)- (20), пространство F f] состоит из сеточ­

ных функций fol) =  {fn} с нормой \\f(v I =  шах | fn |, определенных

в точках xn =  tih, я =  1,.2, . , . ,  TV — 1, а пространства F{̂  и Fм

так что

(21)

|| Р  \\Р/г =  max I /<А> (22)

h
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одномерны и состоят из чисел с нормой ||а|| =  |а|. Уравне­
ние (18):

соответствует задаче (14) на решении и со вторым порядком, 
уравнение l^u ih) =  f\h) соответствует точно, а уравнение l {̂ u (h) =  

==[{2h) — c первым порядком. Чтобы повысить порядок аппрок­

симации, которым обладает разностная схема (13), с первого 

до второго относительно h, достаточно «подправить» только 
граничное условие l{£]u(h) =  b. Заметим, что

I ?  Н  =  « (А) =  « (0) +  h и' (0) +  ~  и" (I).

Учтем, что и(0) =  Ь и что в силу (14)

и'(0) =  -  А и (0) +  1 =  -  Ab +  1.

Положив

l^ u {h) =  «j =  b — hAk.-\- h, т. е. f[h) = b  — hAb +  hy

мы добьемся того, чтобы выполнялось условие 

ll?[u]h= = u (h )= fw  + 0(h*),

т. е. чтобы имел место второй относительно h порядок соответ­
ствия граничного условия

l f uw =  fm (fw =  b _ hAb (23)

задаче (14) на решении и. Таким образом, разностная схема
(15), (16), (23) аппроксимирует задачу (14) со вторым поряд­
ком относительно h.

Разбиение разностной схемы (2) на подсистемы (21) услов­
но и делается только для удобства речи. Так, например, систему
(13) можно было бы разбить на две подсистемы, отнеся к пер­
вой по-прежнему разностное уравнение (15), а ко второй — оба 
граничных условия (16) и (17). Мы получили бы символическую 
запись

т ит  =  ш  'i
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( )д.|I;iко при таком разбиении на подсистемы, в отличие от раз- 

Гии'ппя (15) — (17), или (18) — (20), мы лишились бы воз­
можности коротко выразить то обстоятельство, что первое

......... .. условие при подстановке [u]h выполняется точно, а
и т рое  — лишь с первым относительно h порядком.

(). Замена производных разностными отношениями. В рас- 

гмотрепных примерах для получения разностных схем мы 

ммспнли производные в дифференциальном уравнении разност­
ными отношениями. Этот прием весьма универсален и позво­
ляет построить для любой дифференциальной краевой задачи, 
имеющей достаточно гладкое решение и(х), разностную схему 
с любым наперед заданным порядком аппроксимации.

Действительно, покажем, что производную dhu/dxk произвольного поряд­
ка к можно заменить разностным отношением так, чтобы погрешность от 
■ .1 ком замены для достаточно гладкой функции и(х) была любого наперед 
i;i/1.:1 много порядка р относительно шага h разностной сетки. Воспользуемся 
н, 1 я чтого методом неопределенных коэффициентов.

Напишем равенство вида

м постараемся подобрать не зависящие от h неопределенные коэффициенты 
(/ ,, \ _= — si, — Si +  1, . . . ,  s2, так, чтобы оно оказалось справедливым. Пре- 
/I(’j11>i суммирования si ^  0 и s2 ^ 0  можно взять произвольными, но так, 

чIooi.i порядок si +  S2 разностного отношения /г  ̂ ^  as и (х  +  sh) удовле- 

тиорял неравенству Si +  «г ^  k +  р — 1. По формуле Тейлора

Подставим это выражение вместо и(х  +  sh) в (24) и приведем подобные 

члены. Получим

dxk
h k у  as u (х +  sh) +  О (hp) (24)

dk+P-l u (x )  hk+p~' 

dxk+p~ l (k +  p -  1)!Vs**+̂ 4 +

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях hs, s =  — k, 
к |- 1, . . . ,  p — 1, в левой и правой частях этого равенства, получим
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следующую систему уравнений для определения а 6:

У>а3 =  0,

2  sas =  0,

} (25)
2  « * - 4 = о,

2  skas =  k\,

2 X +1as =  o,

S ^ p- 'a s =  0.

Если Si +  s2 =  k +  P — I, то выписанные k +  p равенств образуют линей­
ную систему относительно того же числа неизвестных а а. Определитель этой 
системы

1 1

— S i  — Si +  1

1

*2

( _ s ,)fe+p-l ( _ S1 +  1)*+P-1 k + p— 1 
• • 2

есть известный определитель Вандермонда и отличен от нуля. Таким обра­
зом, существует единственный набор коэффициентов aS} удовлетворяющий 
системе (25). Если Si +  s2 ^  k +  р, то, очевидно, таких систем коэффициен­
тов as много.

Так, например, существует единственное разностное отношение первого 
порядка вида

/г-1 [а0 и (х ) +  а] и (х +  /г)],

приближающее du/dx с первым относительно h ■ порядком. Оно получается 
при

du и (х +  И) — и (х)

dx h
+  О (Л).

Точно так же существует единственное разностное отношение первого по­
рядка вида

h 1 [a~i и (х — ti) +  а 0 и (х)], 

приближающее du/dx с первым относительно h порядком: 

du и (х) — и (х — h)

dx h
О (1г).

Среди разностных отношений второго порядка вида

h 1 [а- ! и (х — h) +  aQu (*) +  a\ и {х +  h )]

существует бесконечно много приближающих du/dx с первым порядком от­
носительно к, но только одно со вторым порядком. Решая систему (25) для 
этого случая увидим, что при ai =  ‘/г, а 0 =  0, a _ i =  — ‘/г

du __ и (х +  /г) — и (х — h)

dx  2 h
+ о т .
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Если мы хотим приблизить d2u/dx2 с порядком h2, то k =  2, р =  2 и 
надо, чтобы St +  S2 ^  3. Поэтому среди разностных отношений вида

И~2 (а _[  и (х  — h) +  aQu (я) +  а\ и (х +  h) +  а2 и (х +  2/г)) (26)

только одно является искомым. Решая систему (26) для определения коэффи­

циентов а_  1, do, аи а%, получим

а _  j =  а х =  1, а 0= — 2 , а2 —  0, 

т. е. уже неоднократно использованное нами равенство

d 2u (x )  и (х +  К) — 2 и (х) +  и (х — К) ,

-----------w-----------+ 0(h >■

7. Другие способы построения разностных схем. Замена про­

изводных разностными отношениями не единственный, а часто 
и не лучший способ построения разностных схем. Некоторым 
другим способам, приводящим к наиболее употребительным 
разностным схемам, будет посвящен § 19. Здесь ограничимся 

примером.
Простейшая разностная схема

| un+i — un̂  — Q ( ) _  о 0 1 N _  1
LhU(h ) ^ { h ^

I uQ =  a t

называемая схемой Эйлера, аппроксимирует задачу 

^ ■ ~ в (х ,и )  =  0, 0 < * < 1 ,  

и(0) =  а

с первым порядком относительно h. При известном ип значение 

ип+1 вычисляется по формуле ап+\ — ип +  h G(xn, un). Схема

, ( ‘ [С u,) +  G(xM , й)| =  0,
Lhu( > =  i п z

I и0 =  а,

где й =  ип +  h G(xn, ип), называется схемой Эйлера с пересче­
том. Она же является одной из схем Рунге — Кутта второго 
порядка аппроксимации, о которых будет подробно рассказано 
в § 19. Если ип уже вычислено, то по схеме Эйлера вычисляем 

значение
и — 11ц ~I- h G {хп, Un),

d потом осуществляем уточнение найденного й, полагая

fx
Ид4-1 ип -j [G (хп, ид) -J- G (аГд_)_2, й)].
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ЗАД АЧИ

1. Проверить, что схема Эйлера с пересчетом аппроксимирует задачу (27) 
на гладком решении и(х) со вторым относительно h порядком.

§ 12. Определение устойчивости разностной схемы. 
Сходимость как следствие аппроксимации и устойчивости

1. Определение устойчивости. Пусть для приближенного вы­
числения решения и дифференциальной краевой задачи

которая аппроксимирует задачу (1) на решении и с некоторым 
порядком hh. Это значит, что невязка

возникающая при подстановке таблицы [и]н решения и в урав­
нение (2), удовлетворяет оценке вида

II ll f̂t <  (3)

где С1 — некоторая постоянная, не зависящая от /г. Легко про­
верить, что разностная схема

на решении и с первым порядком относительно h. Однако, как 
показано в § 8, решение Ф 1\ доставляемое этой разностной схе­
мой, не стремится к [и]н при h -* 0.

Таким образом, аппроксимации, вообще говоря, недостаточ­
но для сходимости. Нужна еще устойчивость.

О п р е д е л е н и е  1. Будем называть разностную схему (2) 
устойчивой, если существуют члены /г0 > 0  и б >  0 такие, что 

при любом /г < /го и любом e(/l) е /%  II е(/г) ||7,- <  6 разностная

Lu =  f (1)
составлена разностная схема

(2)

4 Un+l ~ 11
2 h

/ 1 = 1 , 2 ,  N -  1,

uQ =  b

аппроксимирует

и(0) = Ь

задача

/„Аг<л> =  /<"> + е</г\ (4)
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полученная из задачи (2) добавлением к правой части возмуще­
ния имеет одно и только одно решение ẑ h\ причем это реше­
ние отклоняется от решения невозмущенной задачи (2) на 
сеточную функцию — u{h\ удовлетворяющую оценке

II г<"> — ы<*> <  С || (5)

где С — некоторая постоянная, не зависящая от h.
В частности, неравенство (5) означает, что малое возмуще­

ние е(Л) правой части разностной схемы (2) вызывает равномер­
но относительно h малое возмущение z{h)— и(/1> решения.

Пусть оператор Lh, отображающий Uh в Fh, линейный. Тог­
да приведенное выше определение устойчивости равносильно 
следующему:

О п р е д е л е н и е  2. Будем называть разностную схему (2) с 
линейным оператором Lh устойчивой, если при любом /W е  Fh 
уравнение LhU^ =  fW имеет единственное решение и ^  <= Uh, 
причем

II “ (4) lltr* <  СII /<Л) Ilf*. (6)

где С — некоторая постоянная, не зависящая от /г.
Докажем равносильность обоих определений устойчивости 

в случае линейного оператора Lh.
Сначала установим, что из устойчивости разностной схемы

(2) в смысле определения 2 следует устойчивость в смысле оп­
ределения 1. Пусть линейная задача (2) при всех рассматривае­
мых h <С !ц и произвольном /W е  Fh имеет единственное реше­
ние, причем выполнена оценка (6). Вычитая из равенства (4) 
равенство (2), получим

Lh (z(/Z) -и<Л))= е < А\

откуда в силу (6) следует оценка (5) при произвольном 
e(h) е  ph  ̂ а значит, и устойчивость в смысле определения 1.

Покажем теперь, что устойчивость в смысле определения 1 
влечет за собой устойчивость в смысле определения 2. В силу 
определения 1 при некоторых /г0 >  0 и б >  0 и при произволь­

ных /г <С /г0 и е(/г) <= Fh, || е(Л) ||F <  б существуют и единственны 

решения уравнений

LhZ(h) = f(h)_|_8(Л);

Положим н= — и(?г) и вычтем эти равенства почленно. 
Получим

Lhw{ll) =  е(/г),
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причем в силу (5)

lb* <  с  II е<й> II,

Очевидно, что, изменив обозначения решения и правой части 
уравнения LhW^  =  е(Ч  последний результат можно сформули­

ровать так: при произвольных h <  ho и fW е  Fh, j| f{h) \\F <  6 

задача (2) имеет единственное решение Это решение удов­
летворяет оценке (6). Однако в таком случае уравнение (2) 
имеет единственное решение и ^  и выполнена оценка (6) не 

только для всех f(,l\ удовлетворяющих оценке || f (h) \\F <  6, но 

и вообще для всех fW е  Fh, т. е. имеет место устойчивость в 

смысле определения 2.

В самом деле, пусть || f{h)\\ F ^  6. Докажем однозначную 

разрешимость и оценку (6) в этом случае. Положим

Для й(к) получим уравнение

Поэтому уравнение LhuSh) — J(h) однозначно разрешимо, причем

В силу формул, устанавливающих связь между и(,1) и ttth\ а так­

же между /(/г) и р ) ,  отсюда следует однозначная разрешимость 
задачи (2) и справедливость оценки (6) при произвольном 

рассматриваемом /Vо е  Fh.
2. Зависимость между аппроксимацией, устойчивостью и 

сходимостью. Докажем теперь, что из аппроксимации и устой­

чивости следует сходимость.
Т е о р е м а .  Пусть разностная схема L h U =  f(h) аппрокси­

мирует задачу Lu =  f на решении и с порядком hh и устойчива. 
Тогда решение Ф 1') разностной задачи LhuW =  f(h) сходится к 
[u]h, причем имеет место оценка

причем

h

11“ <й) 11ий< С ||Р 4) II.

II [")* — и<м lit, < (С С ,)Л 4,
h (7)

где С и Ci — числа, входящие в оценки (3) и (5).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим =  б f(h\ [u]h =  г^Ч

Тогда оценка (5) примёт вид

II [«]а - и(А)11Уа<  С||бР> |Ц.

Учитывая (3), сразу получаем доказываемое неравенство (7).
В качестве иллюстрирующего примера докажем устойчи­

вость разностной схемы Эйлера

- в ( х а, ц„) =  ф„, я =  О, 1........ JV — 1, I
(8)

Щ =  Ф, ]

л'и =  nh, h =  l/N, для численного решения дифференциальной 
краевой задачи

- ^ - G ( x ,u )  =  ф(х), 0 < х < 1 ,  )
dx }

и0 =  “ф. )

Будем предполагать функцию G(x,u) двух аргументов и функ­

цию ф(х) такими, что существует решение и(х), имеющее огра­
ниченную вторую производную. Кроме того, будем считать, что 
G(x,u) имеет ограниченную производную по и
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6G

ди
<  М. (10)

Читателю рекомендуется проверить, что разностная схема 
(8) аппроксимирует задачу (3) на решении и(х) с первым от­
носительно h порядком. (Разностное уравнение соответствует 
задаче с первым порядком, а граничное условие щ =  ^  — точ­
но.) Определим нормы

,(h) max| ип I, H P  IL =  max{| г|э |, шах|ф(л:т)|}

и займемся проверкой устойчивости разностной схемы (8). З а ­
пишем ее в форме (2), положив

г „«, =  ! ип), « =  0 , 1 ......... N -  1,

I «о,

ф (*я), п — 0, 1 — I,
т  _

1 I Ф
Задача

Lhz{h) =  f(h) +  s[h)
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в подробной записи имеет вид

&„. п =  0, 1, . . . .  N — 1. I

1 (11)

Zn: \ — G (хп, z„) =  ф (хп) + еп, п =  0, i, . .

z0 =  ty + &,
где

е„, я =  0, 1, . . ., jV — 1,
Ah\_

8 .

Вычтем из уравнений (П.) соответствующие уравнения (8) по­
членно. Обозначим

£п Un =  Wn
и учтем, что

G (хп, г„) -  G (хп, и„) =  90 ^  l "±wn =  Л С Ч ,

где 1п — некоторое число, заключенное между числами zn и ип. 
Получим следующую систему уравнений для определения
W(h) =  (W(h Wh . . . ,  Wn) . . . ? WfJY

wa+l- w n _  м ш п =  0 1 N _  J I

" (12) 
wu =  е. I

Учитывая, что Л1^г) <  А/ в силу (10) и что n h ^ N h  =  1, получим

I t&n + i | = | ( 1  +  hM ^) wn - ) -  hen | <  ( 1  Mh) [ wn J - ) -  h j en | <

( 1 +  Mh)2 [ wn_ !  \-\- h(\ -j- Mh) | e „_  i | H- /г f era j

<  (1 +  Mhf\ wn_ x | +  2 h (1 +  Mh) || eh |L <
h

< (1  +  Mft)3l® „-2 | +  3A(1 +Mhf\\t^\\F <
h

< (1  +  Mh)n+[ 1 ^ 0| +  {n +  1)/г(1 + М/гГЦе^Ц, <
lx

< ( l  + MA)n+I||eWL + ( l  + W l|sW |L  <  
r h h

< 2 ( 1  +  Mh)N || 8<ft> |L <  2ем || е<Л) |L .
h h

Из доказанного неравенства

„ 2ем II 8(Л̂

следует оценка вида (6):

^ + 1 1 - ¾ ¾ ^  II 1'я-, h
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означающая устойчивость с константой С — 2ем. В силу тео­
ремы разностная схема (8) является сходящейся с первым 
относительно h порядком.

Исследуем теперь сходимость разностной схемы (7) § 10

ип+\ — 2 ип +  ип~
h2 ( 1 + Xn ) Mn —  + Xn ’

л =  1, 2, . . . ,  N — 1,

и0 =  2,

U л? =  1

(13)

для дифференциальной краевой задачи (4) § 10. Аппроксима­
ция со вторым относительно h порядком задачи (4) § 10 зада­
чей (13) благодаря формуле

и (х  +  1г) -  2 и (х) +  и (х — h) _  ^  и(4) ^

здесь очевидна*). Займемся проверкой устойчивости. Рассмат­
риваемая задача линейна. Поэтому проверка устойчивости со­
стоит в том, чтобы установить существование единственного 
решения задачи

«„-И- 2 _ {l+ xl)U ri =  g^  „ = 1 ,  2, . . . .  A f - l ,  '

(14)
uQ =  а,

uN =  Р
при любых {gn}, а  и р, и в том, чтобы получить оценку

max | м„ К  С (max \ g n \, | а |, | (3 |). (15)
П П

Задачу вида (14) мы рассматривали в § 4 (см. стр. 40). Там 

для задачи вида

&пИп— 1 “Ь  b nt ln -j- Сп11п^\ g п, | 

и0 =  а, |

Upj =  |3 )
в предположении

I Ьп | ^  | ап | +  | сп | -f- б, б >  0

;i;) Заметим, что если бы речь шла о решении уравнения

и" — (1 + X2) и —  \ГX ,
только незначительно отличающегося от изучаемого здесь, то мы не могли бы 
сделать вывода об аппроксимации, так как \и"'(х) | был бы в данном случае 
неограничен (докажите аккуратно неограниченность и"'{х)).
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была доказана ее однозначная разрешимость и оценка

ип I <  max I, 4 - max | gr
u tn

(16)

В случае задачи (14)

так, что

ап — -j2 , сп — » \bn \ — +  1 +  х2п >  I ап | + 1 сп | -j- 1.

Поэтому оценка (16) влечет за собой оценку (15) с постоянной 
С =  1. Устойчивость доказана.

Отметим одно обстоятельство, которое может оказаться по­
лезным при доказательстве сходимости путем проверки аппрок­
симации и устойчивости.

Пусть разностная схема (2) разбита на две подсистемы

l ( y h) =  f(h)t (17)

l(l)u(h)==f(h) (17/) 

(
Lhu(h) == j

| /Г . f

H  f[h\

Пусть, далее, разностная схема (2) аппроксимирует задачу 
(1) с порядком hh, т. е. выполнено условие (3). Пусть, сверх 
того, подсистема (17') соответствует задаче (1) на решении и 
точно, т. е. bf\h) =  0 е  F

С
6 Г  =  { 0'° (18)

В таком случае для сходимости решения и</1) задачи (2) к 
искомой сеточной функции [u]h, т. е. для справедливости оценки 
(7), достаточно, чтобы оценка (5) выполнялась не при произ­
вольных e(/l) е  Fh, но лишь для всех е(Л) вида

6 ^  =  1 ^ ’ (19)

где O e f i " .

Доказательство дословно совпадает с проведенным выше до­
казательством теоремы о сходимости.

Читатель легко проверит, что в случае линейного оператора 
Lh требование, чтобы оценка (5) имела место лишь для всех
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v0l) вида (19), выполнено одновременно с требованием, чтобы 

оценка (6) выполнялась для всех /W того же специального вида

Например, при доказательстве сходимости разностной схемы 
(13) можно было воспользоваться тем, что оба граничных усло­

вия

при подстановке в них таблицы решения [и]н задачи (4) из § 10 

выполняются точно:

Поэтому проверку неравенства (15), означающего устойчи­
вость разностной схемы (13), можно было провести не для про­
извольной правой части

когда а =  0 и р =  0.
В задаче (13) мы справились с проверкой неравенства, оз­

начающего устойчивость, и без учета этого упрощающего об ­
стоятельства. В более сложных задачах (для уравнений с ча­
стными производными) указанное соображение будет иногда 
полезно.

В заключение параграфа подчеркнем, что схема доказатель­

ства сходимости решения задачи LhU{h) =  f{h) к решению задачи 
Lu =  f путем проверки аппроксимации и устойчивости носит 
общий характер. Под Lu — f можно понимать любое функцио­
нальное уравнение, а не только краевую задачу для обыкновен­
ного дифференциального уравнения. Само по себе неважно, ре­
шением какой задачи является функция и. Уравнение Lu =  f 
используется только для конструирования разностного уравне­

ния LhU{h) =  f{h). Поясним эту мысль в ц. 3.

где O e f S ’.

gn, п — 1, 2, . . . ,  N — 1

а,

а только для правых частей вида
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3. Сходящаяся разностная схема для интегрального уравнения. П о ­
строим и исследуем разностную схему для вычисления решения интегрального 
уравнения

1

Lu =  и (х) — J К (х, у) и (у) dy =  / (х).

о

Будем предполагать, что | К{х, у) | <  р <  1.
Зададим N, положим h =  \/N и будем искать таблицу [«]* значений ре­

шения па сетке х„ =  nh, п — 0, 1, . . . ,  N. Для получения разностной схемы 
мы в равенстве

1

и {хп) -  J  к  (хп, у) и {у) dy — / (хп), п =  0, 1, ... ,  N,

о

приближенно заменим интеграл суммой, пользуясь квадратурной формулой 
трапеций. Напомним эту формулу: для произвольной дважды дифференци­
руемой на отрезке 0 ^  у 1 функции ф (у) справедливо приближенное ра­

венство

1

J  Ф ( y ) d y ~ h  (-у- +  Ф, +  Ф2 + ... +  ф^_! + ^ f)>  h = ~дГ>

о

причем погрешность есть величина О (/г2). После указанной замены интеграла 

получим

„№ _  А ^ ( * * 01 „«о + к (Хп< h) „ » ) + . . .

. . .  + K ( x n, y N_ l) u f _ x+  f ( * „ ) , «  =  0 , 1 , . . . , # .  (20)

Выписанная система равенств записывается в форме LhuW — f(h\ если по­

ложить

\ go, i f  ГО),

l h'n' \ f (l)’
где

„ -„(ft) h \ K (Xn’ u(h) : К tx h\u(h) 4- I- K (Xn’ »W l
ёп — lln n [ 2 о v n) u \ +  2 N J ’

« =  0, 1, . . . ,  ЛЛ

Построенная разностная схема LhUW =  fW  аппроксимирует задачу Lu =  f 
на решении и со вторым порядком относительно шага /г, поскольку квадра­
турная формула трапеций имеет второй порядок точности. Проверим устой­
чивость. Пусть и<,1> =  («о, ии . . . ,uN) — какое-нибудь решение систе.мы (20), 
и пусть us —  одна из тех компонент решения, которые по модулю не меньше 
всех остальных:

| | =  max | ит  |. 
щ
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Из уравнения с номером п =  s системы (20) следует

/ (xs) — h
К (xs, 0) {h)

и1)П> “Ь К {xs’ u\h) +  --- +
К (Л5> I ) Ah)

Ah)

11оэтому

h +  Р +  • • • +  Р +  -yj | u{sh) | — ( * — Nhp) | и ^ ] j — ( 1 — р) | u'sh) |

u[h) =  max I и\̂  j — I u {sh)
h m

1 — p
/'(*4

((h)

'TV (21)

В частности, при f{xn) s= 0 отсюда следует, что система (20) не имеет 
нетривиальных решений, а следовательно, однозначно разрешима при любой 
правой части /(Л). Неравенство (21) означает устойчивость (6) с постоянной 
С =  1/ (1— р). Решение задачи LhU ^  —  в силу теоремы о сходи­
мости удовлетворяет неравенству

.(h) ■■ max I и (mh) — I ^  Л/г2.

где А — некоторая постоянная.

§ 13. О выборе норм

Понятия сходимости, аппроксимации и устойчивости, введен­
ные в §§ 10— 12, имеют смысл, если тем или иным способом вве­
дены нормы в пространствах Uh и Fh, которым принадлежат со­
ответственно решение и ^  и правая часть разностной схемы

LhU(h) =  fw

для приближенного вычисления решения и дифференциальной 
краевой задачи Lu =  f.

Обсудим вопрос о степени произвола, с какой можно выби­
рать нормы в пространствах Uh и Fh. Начнем с нормы || • || ,

по величине которой оценивается уклонение приближенного ре­
шения и ^  от сеточной функции [u]h, т. е. от таблицы значений 
решения и. Во всех рассмотренных примерах мы пользовались 
нормой, определенной равенством

|| z(h)\\Uh =  max | z[h)\. (1)

Максимум берется по всем точкам сетки Dh, на которой опре­
делена сеточная функция z ^ ^ U h -  М ожно было бы, конечно, 
положить

|| z(h) || =  h max I z{j}] I, (2)
h k 1 1

или

\\z(h)\\uh = T m*x \zkh)\’ (3)
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или даже
II (h) II о -  1 /h _  I (h) I
\\z L  =  2 max \z\ .

uh k

Последняя норма можег показаться удобной, так как в ней 
оказывается сходящейся разностная схема

4  ип — 1 ___ g  ип + 1 и п | ___  q

/2 =  0, 1, . . . ,  N -  1,

Hq — Cly

Wj =  ae~Ah

для решения задачи

и' +  Аи =  0, 0 <  л: <  1, 

w (0) =  а,

построенная в § 9 как пример непригодной схемы. Действи­
тельно, в силу равенства

и (nh) -  ип =  ae~Ax* -  ип =  -  [-| +  О (/г)] /г22*"/й +  О (/г),

вытекающего из соотношения (7) § 9, величина

I [u]h — u(h) |L =  2 " 1/Л max | и (mh) — u(m I
h m

стремится к нулю при измельчении сетки. Но ясно, что стрем­
ление этой величины к нулю ни в каком разумном смысле не 
означает стремления к нулю погрешности =  [u]h — « (Ч  по­
скольку при этом разности u(nh )— ип могут стремительно 
(почти как 2uh) возрастать, что и имеет место в рассматривае­
мом примере.

Нормы (2) и (3) также не стоит рекомендовать, так как 

они недостаточно характеризуют погрешности [u]h —
Обычно принято выбирать норму в пространстве Uh так, 

чтобы при стремлении шага h к нулю она переходила в ту или 
иную норму функций, заданных на всем отрезке, т. е. чтобы 
выполнялось равенство

lim II М л Ilf/ == II«IU  (4)
/г-» о ft

где ||-lb —  норма в пространстве функций на отрезке, которому 
принадлежит решение и(х). Норма

У г(Л> ||„ =m ax|zjj>|
п т



этому условию удовлетворяет, если в качестве U рассматривать 
пространство непрерывных функций, в котором

II и lit, =  m ax  | и (х) |,
1

а сеточную функцию [и]п определять как совпадующую с и(х) 
в точках сетки.

Норма __________

II г(й) IL  =  ] / h 2  1 | 2 (5)
« f т

также является разумной. Она удовлетворяет условию (4), если 
за U принять пространство непрерывных функций с нормой
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1

и2 (х) dx ,

о

а сеточную функцию [и\н по-прежнему определить как совпа­
дающую с и(х) в точках сетки.

В случае разрывного решения и(х), обладающего, однако, 
интегрируемым квадратом, за U можно принять пространство 
функций с интегрируемым квадратом и с нормой

и \\и =  1 / и2 (х) dx ,
о

но значение ип сеточной функции [и]л определять не по формуле 
ип =  u(nh), которая может не иметь смысла, а по формуле

хп+Ы2

Un = j  | u(x) dx.

xn -hl2

Тогда и для разрывной функции и(х) будет

lim || [u\h \\и — \/ u2dx.
h ->0 uh f J

Ясно, что сходимость

lim || [u]h — u{h) \\и =  О 
h-> о uh

в смысле нормы (1), т. е. равномерная сходимость, влечет за 

собою сходимость в смысле нормы (5), т. е. сходимость в сред­
нем, но из сходимости в среднем не следует равномерная 
сходимость. Поэтому из числа разумных норм, удовлетворяю­
щих условию (4), выбирают ту, в которой удается доказать
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сходимость изучаемой конкретной разностной схемы. Для этого 

выбора нет общего рецепта.

В случае обыкновенных дифференциальных и соответствую­
щих разностных уравнений, которыми мы занимаемся в этой 
главе, обычно достаточно удобны нормы (1), (5) или норма 
типа

в которой учтена скорость изменения сеточной функции при 

переходе от точки к точке. Равенство (4) при этой норме вы­
полняется, если за U принять пространство непрерывно диф­
ференцируемых функций с нормой

В случае уравнений с частными производными и соответ­
ствующих разностных схем иногда удобно пользоваться до­

вольно замысловатыми нормами, приспособленными для кон­
кретных задач.

Перейдем к вопросу о выборе нормы в пространстве Fh, ко­
торому принадлежит правая часть разностной схемы LhuW —
— f(h\ Подчеркнем, что сходимость разностной схемы 
II [м]А — и(/г) ||̂  —> 0 при избранной норме || • Цц не зависит от

того, как выбрана норма || • L  и выбрана ли эта норма во-
*"Л

обще. Считать Fh линейным нормированным пространством нам 
приходится только для того, чтобы разбить доказательство схо­
димости и проверку порядка точности разностной схемы на 
проверку аппроксимации с некоторым порядком и проверку 
устойчивости.

Обсуждение вопроса о выборе нормы в Fh проведем в пред­

положении линейности разностной схемы LhU('h) =  /(Л). Это де­
лается лишь для того чтобы избежать громоздкости, не вы­
званной существом дела.

Пусть при каком-нибудь фиксированном выборе нормы ||-|l(i) 
разностная схема L^u^  =  аппроксимирует задачу Lu =  f 
на решении и с некоторым порядком hh и устойчива. Тогда 
в силу теоремы о сходимости разностная схема LhUW =  f яв­
ляется сходящейся и имеет порядок точности hh:

max
т h (6)

|| и |]у =  max Г max | и (*) |, max [ иr (x) |

|| [u]h- u ^ !\Uh< C h K (7)

Аппроксимация, напомним, означает выполнение неравенства 

вида

(в)г Л
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Устойчивость означает, что задача ЬнФ1) =  однозначно р а з ­
решима при любом е  Fh, причем

1 1 « ' %  < С 2 | | р > | Г  (9)
uh ‘ h

Если выбрать другую норму 11-11¾ положив

I I Р 11£ ’ =  Л И Р »  If" (10)
h h

то, очевидно, неравенства (8) и (9) заменятся соответственно 
неравенствами

II т г 1 f(h)  11^ + 1  )
I \tt\h f I\F Ch , |

r  I (11)
II « < % , < - £  I I P ' I f ? .  j

Таким образом , аппроксимация будет уже не порядка k отно­

сительно шага h, а на единицу более высокого порядка k-\-\. 
Судя по этому, можно было бы ошибочно заключить, что по­
рядок точности разностной схемы не hh, a hh+l. Дело в том, что 

неравенство (9) уже не означает устойчивости, которая при новом 

выборе нормы, вообще говоря, теряется.

Если бы мы вместо (10) ввели норму|| • ||равенством

и p m if2’ = 4 -i i p T .
h а h

то вместо (8) и (9) получили бы соответственно

I I M ^ - P ’ l f s S C .f t * - 1, (12)
h

11«»% <C ,A ||P > f . (13)
и h h

Неравенство (13) гарантирует устойчивость, так как C2h можно 

заменить не зависящей от h постоянной С2, лишь усилив не­
равенство. Неравенство (12) означает аппроксимацию порядка 
k — 1 относительно шага h.

Таким образом, при сделанном выборе нормы || • мы
h

могли бы на основании теоремы о сходимости гарантировать 
лишь (k — 1)-й порядок точности разностной схемы Lhu ^  =  
на единицу более низкий, чем гарантированный неравенством 

(7). Утеря информации о порядке точности произошла из-за 
неудачного выбора нормы в пространстве Fh,
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Чтобы правильно выявить порядок точности разностной 
схемы, надо так выбрать норму || • ||F , чтобы порядок аппрок­

симации оказался как можно более высоким, но устойчивость 

при этом еще не утерялась. Для такого выбора нормы || • \\F 

нет общего правила*). Более того, не всегда можно выбрать 
норму так, чтобы имела место и аппроксимация и устойчивость, 
иначе, вопреки примеру из § 9, всякая разностная схема была 
бы сходящейся.

Приведем, однако, одно соображение общего характера, спо­
собствующее правильному выбору нормы в линейном простран­
стве Fh. При выборе нормы || • \\F надо учитывать характер 

непрерывной зависимости решения дифференциальной краевой 
задачи Lu =  f, на основе которой построена разностная схема 

Lhû h) =  от правой части /.
Например, в случае задачи

~  +  Аи =  ф (х), и(0) =  а, 0 <  х <  1

при внесении изменений 6ф(л:) и 6а в правые части уравнения 
и граничного условия соответственно решение и(х) изменяется 

на величину Ьи(х) того же порядка.
Рассмотрим теперь разностную схему

Lhu(h) =  \

I
так что

“п+'~-ип +  Лц„ =  (р(*„), п =  0, 1..........,¥ - 1 ,

и0 =  а,

( ф (хп), л =  0, 1, . . . ,  N — I,

 ̂ =  а.

Норму в Uh, как обычно, зададим равенством

\\и{к)\\и =  max I I . 
h т

Устойчивости можно ожидать только в том случае, если норма

(•хп)
I I Р Ц

существенно зависит и от ф ( х п) и от а. Например, она может 

иметь вид
II f(h) Wph ~  max [ I a |, m ax! фт I ]- (14)

*) Мы имеем в виду и случай разностных схем для уравнений с част­

ными производными-
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Устойчивость в этой норме доказана в § 12, где рассмотрена бо­
лее общая нелинейная задача.

Нельзя ожидать устойчивости, если норма выбрана, скажем, 

по формуле

куда а входит по мере уменьшения h со все более малым весом.
Устойчивость в смысле этой нормы означала бы более сла­

бую зависимость решения от а, чем зависимость от а ре­
шения и дифференциального уравнения. Между тем, при ма­

лом h в силу сходимости (сходимость имела бы место в случае 
устойчивости, поскольку аппроксимация тоже есть) решение 
разностного уравнения мало отличается от решения дифферен­
циального уравнения и при изменении начального значения а 
должно меняться примерно так, как меняется решение и(х).

Более четко: при сделанном выборе нормы задача

на решении и(х) при любом а. Значит, в случае устойчивости 
функция u(h\ не зависящая от а, должна была бы сходиться 

к решению и(х), каково бы ни было заданное а. Но и№ не 
может сходиться одновременно к разным функциям и(х).

В случае разностной схемы

II f (h) \\F =  шах \h\a\, шах | ф„ | ]
п т

Ип+1 tin 
h

+ Лип =  фя, п. =  0, 1 , . . . ,  N 1, 1

и0 =  О

аппроксимирует задачу

-j^ +  Au =  ф(х), и(0) =  а

Мп + 1 —  2tln -f- Un— i j д  Un+ i —  Un— i

h2 ^  2 h 

tl =  1, . . . ,  N,

+  Bun =  фп,

U0 CL у
(15)

U1 —  Uq

h

для задачи

и (0) =  a, 

du (0) _  ^
dx
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из тех же соображений норма

Н/(Л>1к =

(%т)

а

Ъ

должна существенно зависеть от <р, а и Ь. Она может иметь вид 

II f(h)\\Fh =  m ax[| a I, I b |, max| фт |], (16)
m

но нельзя ожидать устойчивости при выборе в качестве нормы 

IIf{h) IIFh> скажем, величины

II /<А> \\р =  шах [ | a I , h | b |, шах | фт | ].
т

Преобразуем схему (15) к несколько иному виду:

Ufi+ 1 —  2wn -f- Un— 1 | д  Un + l —  Un— 1

L,Mh)

так что

h2 2 h

fm

f  Bun =  ф (xn),

u0 =  a , 

ux =  a +  6/г,

N -  1,

(17)

Норму в F/j теперь следует ввести, определив ее для произ-

”Фт>

вольного элемента g{h) =  { а, по формуле типа

Р

' "  — а
ll£<ft)llFh ■, max | (18)

куда |p — a| входит с возрастающим при h —+ 0 весом \/h. Дей­

ствительно, изменение а  или |3 на величину h равносильно из-
/  | I11 Ыс\ I

менению и0 или их на величину/г, но при этом — —j— — изменится

на величину порядка 1. Последнее, если схема устойчива, по­
влечет за собой изменение решения уравнения

Un+i — 2ип -Ь ип~ j | д  Un+\ — ип - 1

h2 2/г
-Ь Вип =  ф„
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1 1̂ 1 
на величину порядка 1, так как изменение -——т—- на вели­

чину 0 (1 ) аналогично изменению правой части условия

Нельзя ожидать устойчивости определив норму по формуле

т. е. так, как она была определена выше, когда мы пользовались 
пространством Fh для оснастки разностной схемы (15). П оря ­

док аппроксимации, которым обладают схемы (15) и (17) при 
нормах (16) и (18) соответственно, для обеих схем одинаков — 
первый относительно h. Устойчивость схем (15) и (17) при нор­
мах (16) и (18) будет доказана в § 14.

§ 14. Достаточный признак устойчивости разностных схем 
решения задачи Коши

В этом параграфе мы покажем, как провести исследование 
устойчивости разностных схем LhuW =  /W решения дифферен­
циальной задачи с начальными условиями (задачи Коши). Мы 
сделаем это с помощью рассмотрения характерных примеров 
разностных схем, приближающих задачи

Чтобы понятие устойчивости разностной схемы LhuW =  
имело смысл, должны быть определены линейные нормирован­

ные пространства Uh и Fh. Этим пространствам принадлежат со ­
ответственно подлежащая приближенному вычислению таблица

du{0) 1 , , „ ,
—+—  =  о дифференциальнои задачи на величину порядка 1.

II g(h) I k  =  max [ | a |, | p |, max | | ],
m

( Au =  q>(x), 1,
Lu =  { dx

| и (0) =  a ,

~  +  Av +  Bw — p (x), 0 < л :< 1 ,

(1)

v (0) =  a,

(2-

w (0) =  b,

Lu =  i и (0) =  a , 

du (0) _  ^

(3)

dx
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[iu]h искомого решения и дифференциальной задачи, [u]h е  Uh, 
и правая часть fW ^ F h  разностной схемы.

Напомним, что разностная схема Lhu ^  — fW с линейным 
оператором Lh называется устойчивой, если задача Lhu ^ — f ^  
имеет единственное решение u ^ ^ U h  при любом f(/l) е /^ , при­
чем выполнено условие

II \\Uh <  С  I I P  II.

При решении задачи Коши сеточную функцию и ^  обычно 
вычисляют последовательно, переходя от одной точки разност­
ной сетки к другой, с нею соседней. Если при каждом таком 

переходе, или, как принято говорить, шаге вычислительного 

процесса, получать оценку роста решения и(Н) =  {и^}, то по­

лучим один из наиболее употребительных способов исследова­
ния устойчивости. Этот способ мы здесь и изложим.

1. Вводный пример. Начнем с хорошо известной нам про­

стейшей разностной схемы

( + ЛЦ/, =  ф„,

Li,u'h) =  | „  =  о, 1..........N — 1, (h — UN),

( и0== а

для решения задачи (1). Эта схема может быть записана в ре­
куррентной форме:

ип+j (1 Ah) Ufi +  hq>n, tt 0, 1, . . ., N 1, 1
f (5)

и0 =  a. )

Отсюда следует 

и, =  (1 — Ah) и0 +  /гфо, 

щ  =  (1 —  Ah)2u0 +  h [(1 

щ =  (1 — АЬ)ъщ +  h [(1

ип =  (1 — Ah)n и0 +

+  /г[(1 —  А Н )п 1 ф 0 +  (1 —  A h )n 2 ф 1 +  • • •  +  фп- i] .

Определим нормы в пространствах (Д и Fh соответственно ра ­
венствами

—  Ah) ф0 +  Ф 1],

—  Ah)2 ф0 +  (1 —  Ah) Ф) +  Ф2].
} (6)



Воспользуемся теперь тем, что выражение (1 — A h)п огра­
ничено для п <  N =  \/h,

| (1 — Ah)n | <  С,. (9)

С помощью неравенства (9) из формулы (6) для и.п заклю­
чаем:

I t t / t  К С П  t to  1 +  AM?! max| qpm | =
т

=  Cj| a | +  Cj max| (S>m\^2C[\\fW\\F (10)
tn

Ввиду произвольности п =  0, 1, N отсюда следует

||н<А> ||̂Л <  2C j И \\Fh, (11)

и устойчивость доказана.

2. Каноническая запись разностной схемы. Введем новые 
обозначения, положив

У ni Rh (1 АК)У =  ф^. (12)

Тогда равенства (5) запишутся в виде

У п+1 =  Rh-Уп Н- hPn
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(13)
у о задано. )

Пользуясь обозначениями (12), повторим все проделанные 
выше выкладки. Равенства (6) примут вид

У\ =  %нУо +  hp0,

У2 ~  %ьУо +  А [ ^ Р 0 4" Pi]»

Уз =  к3иУ* +  h №  +  Rhp i +  р2]>

Уп^КУъ + А К  4  +  ¾  “Pi +  • • •  + p * - J ‘

Отсюда

max | уп | <  max j Rnh | • [ | yQ | +  hN  max | pra | ].

(6')

Нормы || • 11̂  и || • |Ц теперь запишутся равенствами

IIu(h) Wuh — max | у-п\, (7')

II f{h) IIph =  max [| #01, max| p„ | ] . (8')
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Тогда, учитывая Nh — 1, можно написать

II (h) || ___| г\П I о  II {№  II
I! и Wf, max I Rh I - 2 i| f

Доказательство устойчивости будет завершено, если будет 
установлена равномерная относительно h ограниченность сово­

купности чисел \ Rh\, т. е. оценка

Но
п =  1, 2, N. 

/?а|<(1  -  ЛЛ)П< (1  -  .4/i)v < e M!

( 9 0

с ,

что завершает доказательство.
Запись разностной схемы в форме (13) позволила свести до­

казательство устойчивости к получению оценки для |/?й|. Это 
удобно. Мы и все другие разностные схемы решения задач с на­
чальными условиями будем приводить к каноническому виду 

(13), понимая под уп, Рп и Rh различные выражения, в каждом 

примере свои.
Запишем, например, в форме (13) разностную схему

Lhu(h) =

v„+,-v„ + Aon + Bwn = pn, n =  0, 1. . . . ,  N-l, 

+  11 =  0, 1........ JV — 1,
h (14)

v0 =  a, 

w0 =  b,

приближающую задачу Коши (2) для системы дифференциаль­
ных уравнений. Здесь

f(h) =

рп, /г =  0, 1, . . /V — 1, 

qn, /г =  0, 1, . . . ,  N — 1,

a,

b.

Запишем разностную схему (14) в форме

, /г =  0 ,1 ,
Lm M =

vnh> ~vn ■

Wn+l. 1
A B\ 'vn ~Pn

С D j Wn. .Qn.

' Vo ' a '

N - l ,
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где
А В 

С D
матрица второго порядка. Придадим этому век­

торному разностному уравнению вид рекуррентного соотношения:

Vn + l п -  Ah — Bh\ ’ Vn " ' Pn '

.. ИУ/г+1. =  [ - C h 1 -  D h ) . wn_
+ h

. Qn.

' V ’ a '

b

Если положить

'  Vn' n ( I - A h — Bh\ ' Pn
Уп Un

.  ®n. ’ Rh ( — Ch I - D h ) '
Pn

_ Qn.

то последняя запись приобретет требуемый вид (13).
3. Устойчивость как ограниченность норм степеней опера­

тора перехода. Сделаем замечание, которое одинаково приме­

нимо к уравнениям вида (13) независимо от размерности ли­
нейного пространства Y, которому принадлежат векторы уп и 

рп, и от вида линейного оператора Rh'. из записи (13) следует 
запись (6').

Если в пространстве Y, которому принадлежат рп и уп, 
введена какая-либо норма ||-||у, то из равенств (6') вытекает 
оценка

h IIу У О +  h I IIЯ
п— 1
h \\у о IIУ

Напомним, что нормой НЛ| линейного оператора 7', отображающего ка­
кое-либо линейное нормированное пространство Y в себя, называется число

Т sup
Тх:

sup || Тх 
| л: ||=1, x^Y

Отсюда и из свойств нормы векторов следует:

II Тх || ^  || Г || - || х ||,

|| ХТ || =  | Я | • || Т ||, где Я -- любое число,

II Т,п || <  || Т Г .

Первые два из этих свойств использованы для получения оценки (15). 

Из (15), очевидно, вытекает

шах ||z/J!K<  шах \Rh\y
О <  п <  ЛГ 0 <  и <  JV

У о \\y-\-Nh шах ||р„у. (16)

Пусть разностная схема Lhu(/г) — №  приведена к канониче­
скому виду (13), и пусть нормы, введенные в пространствах



Uh, Fh и У, подобраны так, что выполнены неравенства

II u(h) Iк  <  с 2 max \\уп \\у,
11 0

II г/о I K  с 2 Ilf‘ >11^, (17)

1 1 р ,1 К С 2||/<»||„4.

Тогда для устойчивости

Wu{h)Vuh <C\}fW\\Fh (18)

достаточно, чтобы нормы ||/?й||к степеней операторов Rh были 
равномерно по h ограничены, т. е. чтобы выполнялось условие

I Rh Цу ^  Сз, n = \ , 2 , . . . , N .

При этом в качестве числа С, входящего в определение устой­
чивости (18), можно взять число

C  =  2 C tC 3.

Доказательство этого утверждения содержится в следующей 

цепочке очевидных неравенств, написанных с учетом N h=\ , 
условий (17) и (18):

Пи1'" 11¾ <  с 2 max II уп Ц, <  С2 шах || R"h | [С2 +  С2] || H | Fft <

< С 2С3[С2 + С2]||Г11,4,

И Л И

11и,А) lly4 < c n p n v

4. Примеры исследования устойчивости.
П р и м е р  1. Займемся теперь анализом устойчивости раз ­

ностной схемы (14) для системы дифференциальных уравнений. 
Нормы в Uh и Fh введем равенствами
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\\û\\Uh =

II I Fh

Р п

qn

а

b . F

=  max [max | vn |, max \wn \],

=  max [| a |, \ b\, max| pn [, max| qn j].

Как мы видели, после введения обозначений 

Уп

' vn п / 1 - A h — Bh\ ' Pn ' a '

. Wn. * Rh I  - C h 1 — D h ) '
P n

.Цп.
Уо —

A
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рассматриваемая система разностных уравнений принимает ка­
нонический вид (13).

Введем норму в двумерном пространстве У, которому при­
надлежат уп и рп, положив

II Уп I\у —
(О

(2 )
=гпах у(О

У(п

Нормы в U},, Fh и У оказываются удовлетворяющими усло­
виям (17). Поэтому для проверки устойчивости достаточно по­

казать, что

I Rh \\у <  М, п =  1, 2, . .  ., N, М =  const.

Заметим, что при выбранной нами в У норме векторов норма 

любого линейного оператора

7’
1̂1 1̂2

to 1 2̂2I

задается формулой

|| Г|| =  max [ | tn | +  11 \ 2 1> I 2̂i I +  I 2̂21]. (19)

'  1 ■ ' 1 '

_ 1

И Л И  .V = . - 1 .

поскольку max \\ Tx\]Y— \\T \\y достигается хотя бы при одном
II х  | | = 1

из двух векторов х

В силу формулы (19) для ЦГЦ, получим

1 — Ah — Bh

— Ch 1 — Dh 

<m ax[|  1 -  Ah | +  | Bh\, | 1 -  Dh | +  | Ch |] =  1 -f C'h.

Следовательно,

II Rl, lly <  I I  R„  I £

R h I'Y

(1 + C 'h f  *^ec' =  M, « =  1, 2, . . . ,  N,

и устойчивость доказана.
П р и м е р  2. Рассмотрим схему

11 п + 1  —  U n— 1 

2h

uQ =  а, 

Щ ~  р,

(20)

которая при a =  a, 0 =  ( 1 -  Ah) а +  /гф0 аппроксимирует со вто­

рым порядком относительно h задачу Коши (1).

5 С. К. Годунов, В. С. Рябенький
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Нормы || • \\Uh и || • ||Ffi введем равенствами

II u{h) \\Uh =  max| ип |,

11Р11,/г =

ф п

а

Р J
=  шах [| а |, | р |, max[ ф„ |].

Для исследования устойчивости постараемся записать раз­
ностную схему в форме (13) и свести доказательство к получе­

нию оценки |]/%||к ^ С .  Перепишем разностное уравнение (20) 

в виде

un+i — — 2 Ahun +  2Лф„.

Записи его в форме (13) мешает то, что оно связывает не два, 

а три последовательных значения: ип-и ип, «п+i- Чтобы прео­
долеть эту трудность, положим

Ип+1
Уп

Тогда пара равенств 

Ип+1 Ип—[ 2 А1гип +  2Аф„,

tin —— II г
(21)

выражает компоненты вектора уп через компоненты векто­

ра уп—\\

М-П+1 ( -  2 Ah п ип ' 2ф„ '

. l̂ n =  ( 1 о ) . Un—1 .
+  h

0

Мы записали задачу (20) в форме (13), где

Я Л =

Уо

Рп

2 Ah 1 

1 0 1 '

' (1 — Ah) а +  /гф0 

а

2ф„

0

Введем норму в двумерном пространстве Y , которому принад­

лежат уп и рп, по формуле

а
. Р .

Тогда нормы

=  шах (| а |, | р|).

Û\\uh, I I /<A)IIfa. llPnllr, IIУ о Ну»
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как легко видеть, удовлетворяют условиям (17). Поэтому оценка

я f - 2 A h  1\п 
1 я г 1 к < № 1 | ? =  (  , 0 j  <

< ( 1 + 2 | Л А | ) " < е , 1 'Ч , га =  1, 2, . . . ,  N,

доказывает устойчивость.
П р и м е р  3. Исследуем устойчивость разностной схемы

ип+ 1 — 2 Un + Un—i
Л

ип +1 — Un— 1
h2 1 2 h

П =  1, 2, . . . ,  N — I,

f  Bun =  <pn,

u0 =  a,

«1 — «о _
h

(22)

приближающей при естественном выборе норм задачу Коши (3). 

Нормы \\u{h)\\Ufi и \\f{h)\\F/i определим равенствами

II u(h) ||Uh =  m ax  | un I ,

I I P  IIfa =

Фи

a

b

=  m ax [| a\,\b\, m ax| фя |].

Fh

(23)

Для приведения исследуемой схемы к каноническому виду 

(13) положим, как в примере 2,

Уп
Un+1 

Un

Тогда компоненты вектора уп —
Ч "

Ч 2’

(24)

однозначно выражаются

через компоненты вектора уп-\ в силу заданного разностного 

уравнения по формулам

е , = - 2 т ж  [<2 - в й2> л 1’ -  у ? + лч +1] ■

и(2) __ и(\)
Уп+\ Уп '

Таким образом,

У п+1 =  RhVn +  hp 

/ 4 - 2 Bh2

(25)

д =  0, 1 , . . . ,  N - 2 ,
где

2 + АН 

1

2 -  Ah 
2 +  Л/г

О
Ря =

2/г2

2+ Л/г

О

ф/г+1
(26)

5*
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мы положили упЕсли бы в примере 3 вместо уг
ип

ик
, то пришли бы к записи схемы в виде (13), гдеUn+1 Ч-п 

h

Rh =

1

2 hB

2 + hA

h

2 — hA — 2 h2B 

2 + hA
P n

0

фя + 1

При выборе нормы в F по формуле 

выполнены условия (17). Ограниченность Rl

- 2 + hA 

max ( | a I, | p |) были бы

очевидна:

где С выбрано из условия 

2 hB
1 + C h ^  max 1 -(- h,

2 + hA + 2 — hA — 2 h2B

2 + hA

Л , / , j 2(1 A\ + \B\h) . ,
=  max 11 + /1, 1 + ---2 _ U| f t  h\.

Имеется произвол также и в выборе размерности пространства У. Мы

, , Г Un + 2
л ( Un + 1 \

могли бы, скажем, вместо уп =  I положить уп =  ип+\ что в
\ ип I

L- ип
этом примере, впрочем, не упростило бы исследования устойчивости.

Подведем итог нашим рассмотрениям. Из приведенных при­
меров вытекает, что для исследования устойчивости разностной 
схемы Lhu(h) =  р )  решения задачи Коши с постоянными коэф­

фициентами удобно привести эту разностную схему к виду (13):

Уп+1 == RhVn Арп> И о, 1, . . . ,

У о  задано.

Если в пространстве, которому принадлежит уп и рп, удает­
ся ввести норму так, чтобы выполнялись условия

Uih)\]u, < с 2шах|| уп ||,
п

II р„ 1 1 < с 2|| iiFj. 

II ffo II <  С а|| Р Ч 1 р „,

(28)

то для устойчивости достаточно, чтобы нормы степеней опера* 
тора были равномерно по h ограничены,
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Для этого достаточно, очевидно, чтобы имело место нера- 

мгиггио
II Rh\\< 1 + С %

i /ll' (V не зависит от h.
М этом случае постоянная С в определении устойчивости

1|и<Л)1кй< С | | Р Н ,А

может быть взята в виде

(29)

ЗА Д А Ч И

1. Доказать устойчивость следующих разностных схем решения задачи 
а' Ли =  ф (лг), и (0) =  а. Найти константу С, входящую в определение

II »(,,М1[/ ^  С II f ĥ\\pv устойчивости.

а)

'li ' ..........1 h

U n-\-1 —  Un 

h
+  A (nh) ип — Фn, n — 0, 1, 2, . . . ,  N

и о =  a,

сели | A (x) | ^  M — const, а нормы введены равенствами

, ( / i ) ||fr =  max | un I, II f U p  =  max [ | a|, max | фп | 
h n h n

6)
U n+ 1 —  Un

h
+  Aun + i — Фл.

в) “”+i Ur>.. + л

и о =  а 

и п +  ип + 1

Нормы — как в а).

[(я + т Н ’ п =  0,1?

и о =  а,

II u(h) \\v^ =  max | ип |, II fih) ||/7д =  max a I, max ф + j  л| j .

2. Решить задачу 1 в предположении, что ип —

,(1) "

,(2)

, , Лц А12
А — I — матрица, а =

Ап А, 1

а

а2 J
Фп

Фп

™<2)

вектор,

п j

векторы. Нормы

:иданы в виде

,(Л)
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3. Привести к каноническому виду: уп+\ =  RhUn +  /ф/г> уа задано — 
разностное уравнение

ип + 2 2ип+1 + 3 Un — 4un—i
h

— 5ип =  (рп, n =  1 , 2 , . . . ,

положив уп —

ип+ 2 
ип+ 1

ип

§ 15. Необходимый спектральный признак устойчивости

В § 14 мы показали, что приведение разностной схемы ре­

шения задачи Коши с постоянными коэффициентами

L ^ )  =  p  (1)

к виду

Уп+l == Rh-Уп h-Pri) ft ••*> 1

У о  задано J

может быть использовано для доказательства устойчивости: при 
определенных условиях (условия (17) § 14) оценка

l R h l < C ,  /г = 1 , 2, . . . ,  jV, (3)

достаточна для устойчивости.
Здесь мы покажем, что эта оценка (3) при некоторых есте­

ственных условиях необходима для устойчивости. Покажем так­
же, что, независимо от выбора нормы, для оценки (3) необхо­
димо, чтобы спектр матрицы Rh, т. е. совокупность корней урав­

нения
det(/?A-A ,£) =  0, (4)

лежал в круге
| X 1 <  1 -J- Ch, (5)

где С не зависит от h.
Перейдем к реализации намеченной программы.
1. Ограниченность норм степеней оператора перехода необ­

ходима для устойчивости. Описанные нами способы приведения 

разностных уравнений к виду (2) таковы, что в случае нулевых 
правых частей разностных уравнений выражение р„ также тож­

дественно равно нулю, p„ =  0.
П

Пусть постоянные Mi =  M i(h )^> 0  и M 2 — M2(h ) '> 0  вы­

браны так, чтобы выполнялись неравенства

\\u(h)h h > M i шах || #п||, (6)
п

II i/o II >  Мг I I Р Ч К  ■ (?)



(последнее при условии рп =  0). Тогда при нулевых правых 

частях разностного уравнения (или системы разностных урав- 
Iич 11n"i) уравнение (2) примет вид

У п+1 === RhUn>
о ткуда

Уп^КУо-  (8)

Далее, в силу (6) и (8)

>AJ,max||«>o||- О )п п

Из определения нормы линейного оператора следует, что 

иектор уо из конечномерного пространства всегда можно вы­

брать так, чтобы при данном п было || ^ у 0\ =  || ^ ” || * ||#о ||- ^ ° '  

.'-лому при некотором уо (зависящем от h)

max J Rnhy0 ]| =  max || Rnh || • II y0 II. (10)
t l  П

При таком выборе y0 в силу (9) и (10) получим

W h)L  ’̂ M l maxlRhl'\\y0\\'̂ MlM2m a x lR h l'i f {h)\F • (60
и1г п п h

Из последней оценки следует, что в случае устойчивости 
разностной схемы (1) постоянная С\ входящая в определение 

устойчивости

11« №Ч1„ < с 'ц р> || , >
и h h

неизбежно должна удовлетворять оценке

С  тах|/?£|. (6")
П

Отсюда видно, в частности, что если нормы || u(h) |L , || f{h) |L
h h

и \\yn\\ согласованы так, что выполнены условия (б) и (7), то 
условие (3) необходимо для устойчивости. Условие (3) равно­

сильно тому, что решение {уп} однородного уравнения уп+\ =  
r_= Rhyn при любом уо удовлетворяет неравенству

II * / J < СЦг/oll, п — 2, . . . ,  N. (11)

В примерах 1 и 2 из § 14 числа М\ и М 2 можно было вы­

брать не зависящими от h (равными единице), как без труда 
проверит читатель. Это указывает на естественность сформу­

лированных условий.
В примере 3 из § 14 для разностной схемы (22) при использо­

вании равенства (24) и при нормах (23) условие || u{h) \\Uh ^
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^  Mj max || уп || выполняется, только если M l ^ h /2 .  Но если
П

изменить выбор нормы \\и(К)\\и , положив
h

{h) llrr =  max f"и max max | ип |, max
L п п

Un+1 Un
h

(12)

то можно положить Mi =  1, М2 =  1, и оценка (3) необходима 
для устойчивости. При таком изменении норм продолжают вы­

полняться сформулированные в § 14 условия (17), при которых 
оценка (3) достаточна для устойчивости.

2. Спектральный признак устойчивости. Для оценки ||/?а| 
можно пользоваться собственными значениями матрицы Rh, т. е. 
корнями X уравнения

det || Rh — ХЕ ||= 0.

Если X — собственное значение, то существует собственный век­

тор у такой, что Rhy =  Ху. Поэтому

Riy =  Х"у, ||Йг/1 =  | А |“ ||г/||, ! ягII >  U | \

| |  ^  | |

Таким образом, для ограниченности \\ Rh\\ необходимо, чтобы 
были ограничены степени собственных значений \Хп |, п =  1,

2, . . . ,  N. Для этого все собственные значения должны лежать в 
круге

| Л | < 1 + с/г  (13)

на комплексной плоскости, где с не зависит от h. В противном 
случае при произвольном с и достаточно малом h

I л г ! >  [ я г  >  (1 +  ск>* =  е -s-M1+' "  >  е‘ ( ' - £ ) >  Л

Сформулированный признак оценки степеней ||/?л| по располо­
жению спектра (т. е. совокупности собственных значений) опе­
ратора Rh не зависит, очевидно, от выбора нормы в простран­

стве, где действует оператор Rh-

Спектральный признак устойчивости (13) не зависит также 

от способа приведения схемы (1) к виду (2). Если приведение 

осуществлено иначе, у'п+[ — R'hу'п +  /гр', так что у '= Т у ,  Rh =  

=  TRhT~\ где Т — произвольный невырожденный линейный 

оператор, то спектры операторов Rh и R'h совпадают. В самом 

деле,

det {Rh -  ХЕ) =  det ( TRhT~] -  ХЕ) =  det [Т (Rh -  ХЕ) Г-1] =  * 

=  det Т det (Rh -  ХЕ) det Г-1 =  det (Rh -  ХЕ).
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Поэтому уравнения det (Rh — ХЕ) =  0 и det (Rh — ХЕ) =  О 

имеют одинаковые корни X.

3. Обсуждение спектрального признака устойчивости. Выше было пока- 
зано, что при выборе норм в соответствии с условиями (6) и (7) располо- 
жение спектра оператора Rh в круге

| Я | < 1  + ch, (13)

'необходимое для ограниченности [j R^ ||, необходимо также и для устойчи­

вости.
Пусть условие (13) грубо нарушено, так что при достаточно малых 

/г >  0 имеется собственное число X, по модулю существенно превосходящее 
■единицу, скажем,

\X\>\+h]~e,

где е >  0 не зависит от h. Тогда разностная схема (1) неустойчива при лю­

бом разумном выборе норм II м(ЛЧ1 и и || /(/гМ Ц , даже если и не ограничи­

вать свободу этого выбора условиями (6) и (7).‘
Это высказывание нельзя назвать теоремой хотя бы потому, что оно 

‘оперирует термином «разумный», не получившим точного определения. Объ­
ясним, что мы имеем в виду.

При любом разумном выборе нормы || и ^  \\ц можно так подобрать по­

ложительное ki, чтобы при всех достаточно малых h выполнялось неравен­
ство

II U{h) Ну >  hkl шах I ип |. (14)
h п

В  противном случае, очевидно, не может быть выполнено равенство (4) из

h-> О и h

Далее, при любом разумном выборе нормы ||

Фрать kz >  0, чтобы при всех достаточно малых h выполнялось неравенство

\р можно так подо- 
h

II /<А> IL. (-5)

тде через F обозначен максимум модулей компонент элемента простран­
ства Fn- В противном случае разностная схема (1) не может аппроксимиро­
вать задачу Lu — f на решении и: ведь мы видели, что компоненты невязки 
б в о з н и к а ю щ е й  при подстановке [и]н в левую часть приближающей за ­
дачу разностной схемы (1), стремятся к нулю не быстрее, чем некоторая 
•степень шага h.

Приведем теперь разностную схему (1) к виду (2), полагая для этого

Уп =
ип+ 1 ' а  '

=  шах
. «га - Р . V

(16)

Для определенности мы считаем, что рассматривается разностное урав ­

нение, которое связывает три последовательных значения ип~и ип, u n + i-
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Если правую часть разностного уравнения, на основе которого построена 
схема (1), положить равной нулю, то при некотором г >  0 будет выполнено 
неравенство

шах [ | и01, | их | ] =  I! уо Ну >  hrF, (17)

поскольку соотношения, связывающие «1 и ыо и входящие в разностную 
схему, имеют вид

и0 — а,
и о =  а, \

> либо «j — «о

1  А--- =  4,

либо им аналогичный.
Теперь ясно, что всегда можно добиться справедливости неравенств (б) 

и (7), положив M i{h) — hk\ М 2 (h) — hr+li\ В самом деле (см. также (14) 

и (17)),

II u{h) L  max | ип I =  hkl max \\yn \\,
h n

II y0 II >  hrF =  hrhki (h~k*F) >  hr+k>|| f h) |L .
h

Таким образом , неравенство (6') примет вид

|| u(h) |L > A r+ft‘+ft*max|/??||.||/(A)|L >  hr+k'+k’ (l + Л‘“ 8)1/А II f(h) |L .
r h n 11 “ 11 r h h

Это означает неустойчивость, потому что при любых г, ku k2 и е >  0, как 
легко видеть,

far+ki+k? _j_ fai—ty ih _> oo при h 0.

Этим мы закончим изложение соображений, показывающих, что если среди 
собственных значений матрицы Rh есть корень, удовлетворяющий неравен­

ству | Я | >  1 +  h l~ £, то она неустойчива при любом разумном выборе норм.

Воспользуемся необходимым спектральным признаком устой­
чивости (13) и докажем, что схема, рассмотренная в § 9, дей­
ствительно неустойчива. В § 9 строгого исследования неустой­

чивости не могло быть проведено хотя бы потому, что там в 

нашем распоряжении еще не было аккуратных определений. 
Интересующая нас разностная схема приближает задачу

и' -f- Ли =  0, 0 х 5¾¾ 1, 1

и(0) =  а } ^
и имеет вид

4 -  3 и*+ '-  "" +  Аи„ =  0, я =  1 ,2 ......... N+1,

и{) — а ,

«! =  (! — Ah) а.

(19)
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Положив уп-
Ы-п+1 

Ип

Rh —

, приведем схему (19) к виду (2), где 

Р« =  0.
3 +  Ah 

1

Собственные значения матрицы Rh суть корни квадратного 

уравнения det (Rh —  ХЕ) = 0 :

X
3 + Ah

1, 2 2 .
Первый корень Xi{h) при /г-* 0 стремится к числу 2, так что 

при малых h

u ,  i > 4 >  1.

Поэтому нельзя ожидать устойчивости ни при каком разумном 

выборе норм.
В частности, если ввести нормы равенствами

I\u(h) II, max I <p„ I,

=  max[| a I, | p |, max| фп|],

Уп Wy — y (  2 )

J n

=  max [ | у<'] |, |</«|],

то будут выполнены оба условия (6), (7), при которых нера­

венство (3) необходимо для устойчивости. Одиако|| Rh |[ >  (^г)”-* 
—»оо,если п =  1 /h, h-+ 0, и устойчивости нет.

Как мы видели, грубое нарушение необходимого спектраль­

ного признака устойчивости (13):

| X 15¾ 1 -j- ch ,

например наличие собственного числа X* оператора Rh, удов­

летворяющего оценке

I X* | >  1 -f h l

свидетельствует о непоправимой за счет выбора норм неустой­

чивости.
Подчеркнем, однако, что расположение спектра оператора 

Rh внутри круга |А,| <  1 +  ch еще не гарантирует устойчивости.
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Устойчивость в этом случае может зависеть ог удачного выбора 
норм, как показывает пример следующей разностной схемы, ко­

торую мы уже рассматривали в § 14 с несколько иной точки 

зрения.
Разностную схему решения задачи и" =  (р(х), и(0) =  а, 

и' (0) =  b выберем так:

ип + 1  — 2 ип +  ип— 1 

h2

и0

U\ — «о
h

Фл, П =  1, 2, . . N — 1, j 

а,

■ Ь .

Положив уп
Un+1 

Un

-1

о

, запишем ее в виде (2), где

'Лфп ’ ' a -f hb '
9п = 0 > Уо —

а

Оба собственных числа матрицы Rh равны единице. В случае 

фп =  0 решение {ип} задачи имеет вид

и>г =  +  (ui — ио) п> n =  Q, 1, 2, N.

Используем два набора норм:

') l»»lr =  max(l»«)l- K ’ l)'
I!«(/!) I\uh =  max || уп \\у,

II f(h) II —Ilf \\Fh —

Фп

а =  max 11| у о \\у, шах | ц>т

Fh

2) II Уп\\у, =  m a X \ J  ^ > | ,

II 11̂  =  max II Уп |1кл,

yf-y\1'

р№) II =  
II Fh

m ax[|| г/01!гл ш ах| фт I].

Читатель легко убедится, что в обоих случаях выполнены 
условия (6), (7) и условия (28) из § 14, при которых устойчи­
вость равносильна оценке
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При выборе норм по формулам 1) эта оценка не выпол-
" 0 "

няется. Например, полагая у0 =  

п +  1

1
, II у011= 1, получим

Уп

при ti =  1 Ih, h~> 0.
При выборе норм по формулам 2) устойчивость имеется:

щ
имеемпри произвольном уо

«о j

Щ +  {щ — щ) {П — 1) 

и0 +  {щ — щ) п Ун

— шах  ̂| и0 +  {их — Uq) (п -f  1) 

Н о п +  1 ^  1/А, поэтому

U\ —  U0 

h

I Упwk
11 j — и о

h
^  2 1| ijo ||Г/г

Яй||<2, n =  1, 2, . . . ,  N -  1.

На практике часто ограничиваются проверкой того, выпол­
няется ли необходимый спектральный признак устойчивости. 
Если он выполнен, дальнейшую проверку пригодности схемы 
устанавливают путем экспериментального счета по этой схеме, 
не заботясь о явном конструировании норм. Способам такой 

проверки посвящен § 18.

ЗА Д А ЧИ

1. Пусть разностное уравнение второго порядка £Шп-1 -f bun +  сип +1 =  
=  ср„ приведено к виду yn+i =  Rhyn +  с помощью замены уп —

Мп + 1
Показать, что корни характеристического уравнения

Мп
a -f- ЬХ +  сХг =  0 и собственные значения матрицы Rh соответственно сов­
падают.

2. Записать разностное уравнение второго порядка aun-i-\-bun-\-cun + i =

~ ип + 2

=  срп в виде уп+1 =  Rhijn +  Ар« с помощью замены уп =  ип + 1

- и.
. Един­

ственно ли такое приведение? Показать, что собственными значениями матри­
цы Rh являются корни характеристического уравнения а +  ЬХ +  сХ2 =  0 и 
еще число X =  0, так что выполнение спектрального признака устойчивости

|Х| ^  1 -f ch не зависит от выбора уп —

~ Ип + 2
Чп+ 1

или уп = + 1
- геп

- ип
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3. Пусть собственные векторы v{i~> и v̂ 2) матрицы второго порядка /?/,. 
отвечающие собственным значениям и Яг соответственно,

/?ло(,) =  Л, и(1), Rhv(2) =  X / 2\

при h -*■ 0 стремятся к различным неколлинеарным предельным положениям. 
Тогда условия | 1 <  1 + ch, |А,я| <  1 +  ch не только необходимы, но и

II II СС
достаточны для оценки вида <  С, п =  1, 2, . . . ,  N, если

=  шах [ | а  |, | Р | ]. Доказать.

§ 16. Ошибки округления

1. Ошибки в коэффициентах. Если разностная схема

Lhuih) =  r  (1)

аппроксимирует задачу Lu — / на решении и и устойчива, то 
имеет место сходимость. Однако задуманная разностная схема 

никогда не реализуется точно из-за ошибок округления в зада­
нии ее коэффициентов и правых частей.

Пусть, например, требуется решить задачу

и' Аи — о.osx, 

и (0) =  а

по разностной схеме

ип+.-и,, +  AUrt =  COSXiu „ =  0, 1..........N -  1, ,

и0 =  а.

Значения cosxn, а, А и коэффициент \/h задаются с теми или 

иными ошибками округления. В общем случае вместо (1) мы 
имеем дело с разностной схемой

Lhv(h) +  (Д(% )  v[h) =  f h) +  Aih)fih), (3)

где A{h)Ll; и Aih)f{h) — погрешности в задании оператора Lh и 

правой части f h\ вызванные округлениями. Для схемы (2) опе­

ратор Л{h)Lh имеет вид

I & ." " ( j ) (v „+1- v n) +  {\m A )vn, п =  0, 1 , . . . ,  N - l ,
( Л '% )  с-

0 • v0.

Погрешность A{h)f h) задается формулой

ЛИ) Ah) &mcosxn, 4 =  0, 1.........N - l ,
а  I I • (h).

A a.



Здесь А{Н)М — погрешность, допущенная при задании вели­

чины М.
Чтобы избежать чисто технических трудностей, ограничимся 

случаем, когда операторы Lh и A(h)L/( линейны, а пространство 
Un имеет конечную размерность, как в рассмотренной схеме (2). 

При этих предположениях исследуем, каковы допустимые 
ошибки округления и как должна возрастать точность за ­

дания разностной схемы по мере измельчения сетки, т. е. при 
стремлении h к нулю.

Т е о р е м а .  Если устойчивая разностная схема (1) аппрок­
симирует задачу Lu — f на решении и с некоторым поряд­
ком 1ih:

\Lu[u\u-th% h<ch\

то при условиях
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разностная схема (3) тоже аппроксимирует задачу Lu =  f с 
порядком hh и тоже устойчива.

Таким образом, при условиях (4) порядок точности разно­

стной схемы (3), по которой фактически производится счет, есть 

hh и совпадает с порядком точности задуманной разностной 

схемы (1).
В предположении, что норма | • \\и выбрана в соответствии 

с условием (4) из § 13, т. е. так, что

lim || [и]/г ||и =11 и ||у, 
h-> 0 п

величина || [u]h \\Ufi остается ограниченной при h —> 0, || [u]h I \и„ <  

^ Р <  оо. Обозначим

Lhu{h) =  Lhuih) +  (ДhLh) u{h\

JW  ^ f i h )  д ih)^h)

и убедимся, что схема Lhuih) =  f {h) имеет порядок аппрокси­
мации hk. В самом деле, имеем
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Для доказательства теоремы нам будет полезна следующая 

известная
Л е м м а .  Пусть А и В — два линейных оператора, отобра­

жающих некоторое конечномерное линейное нормированное 
пространство X в другое линейное нормированное простран­
ство G.

Пусть, далее, при произвольном g е  G существует. решение 
х е Х  уравнения

Ах =  g,
причем

II *  II* II gllo. (5)

а также при любом х е !  выполнено неравенство

IIBjcIIo sS t -IHIx , (6)

где с >  О, 0 <  д <  1, с и q — некоторые числа. Тогда урав­
нение

(A + B )x =  g

имеет единственное решение при любом g е  G и выполнено 
неравенство

Hello. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что X и G имеют одинако­

вую размерность, так как иначе не при всяком g ^ G  была бы 
разрешима задача Ах =  g.

Далее, если х0 —  какое-нибудь решение уравнения

(А +  В) х0 =  g,
то

Ax0 =  g — Вх0, 

х0 =  A~lg — А~1Вх0, 

где A~lg и А~1Вх0 — решения уравнений Ах — g и Ах =  Вх0,

II Х0 Wx М  1§  \\х +  М  1 ( В Хо) \х  ^  С II ё  l b  +

+  с II Вхо || ^  с || g l b  - f  с  т -  II *0 Wx-

Отсюда

хо IU ^  j _  д II §  lb-

Из последнего неравенства следует, что при g — 0 суще­
ствует только тривиальное решение х0 =  0 уравнения 

(A -\-B)x =  g, а значит, существует единственное, решение при 

произвольном g ^ G ,  и справедлива оценка (7).
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Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  Воспользуемся леммой и 
примем за операторы А и В соответственно Lh и /SSh)Lh. Суще­

ствование решения задачи Ах =  g и оценка (5) равносильны 

предположению устойчивости схемы (1). Оценка (6) имеет ме­
сто в силу (4) при любом положительном q, если только h до­

статочно мало.
Разрешимость уравнения (A-\-B)x =  g при любом g ^ G  

и оценка (7) в точности равносильны факту устойчивости раз ­

ностной схемы (3).
Отметим, что ограничения (4) на ошибки округления при 

задании устойчивой разностной схемы являются вполне ра ­
зумными: если, уменьшая 1г, мы хотим получить ответ с точностью 

до hh, т. е. с числом десятичных знаков порядка 1п(1 //?), то и 
коэффициенты разностной схемы надо задавать все более точно, 
увеличивая число знаков, с которыми они задаются, тоже со 
скоростью возрастания величины 1 n ( 1 /1г). Такое возрастание 

обычно вполне реализуемо, так как In (1 /h) — медленно расту­
щая функция. Если уменьшать шаги, не увеличивая числа де­
сятичных знаков, с которыми заданы коэффициенты и правые 

части, то никакого повышения точности не получится.
2. Ошибки в вычислениях. После того как разностная схема 

задана, нужно еще вычислить ее решение Предположим, 
что разностные уравнения мы умеем решать точно. Тогда, если 

применяемая разностная схема аппроксимирует дифференци­

альное уравнение и устойчива, то при достаточно мелком шаге 
решение ы(/!) мало отличается от искомого точного решения [и]/(.

При этом совершенно безразличен тот порядок действий 
(алгоритм), который используется для вычисления û h), так как 

ответ не зависит от порядка действий.
Н о в действительности, избрав какой-нибудь алгоритм для 

вычисления решения мы на каждом шаге осуществления 
этого алгоритма допускаем ошибки округления, которые оказы­

вают влияние на результаты, получаемые на последующих ш а­
гах вычислений. При фиксированном h и конечномерном про­

странстве Ь\ алгоритм состоит из конечной последовательности 

арифметических действий. Результат каждого арифметического 
действия (вычисление суммы, разности, произведения или ча­
стного) непрерывным образом зависит от величин, над которыми 
это действие осуществляется. Поэтому, ведя вычисления с «до­
статочно большим» числом десятичных знаков, мы можем вы­

числить i№  с любым наперед заданным числом десятичных зна­
ков. Число запасных десятичных знаков, с которым ведутся 

вычисления для получения uW с заданным числом знаков, з а ­

висит и от избранного алгоритма и от h. Так, например в § 7 

показано, что при решении прогонкой хорошо обусловленной 

краевой задачи число запасных десятичных знаков вовсе не воз­
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растает при /г —> 0. Иногда, казалось бы, разумные алгоритмы 
для р ('11 к'11ня устойчивых задач могут требовать быстро возрас­

тающего числа запасных десятичных знаков, пропорционального 
l/h. Пример такого алгоритма приведен в п. 2 § 5. С уменьше­

нием 1г это число, вообще говоря, должно возрастать. Алго­
ритмы, в которых это число возрастает слишком быстро, счи­

таются неустойчивыми и практически непригодны для счета. 

Вопрос об исследовании устойчивости алгоритмов сложный. 
Примером такого исследования является обоснование прогонки 

(§ 7). Н о в простейших случаях удается понять, каково требуе­
мое число запасных десятичных знаков, опираясь лишь на све­

дения об устойчивости разностной схемы и доказанную в п. 1 

теорему о возможности задавать разностную схему приближенно.
Пусть, например, мы ведем вычисления по разностной схеме

u>h4* + h)_~ û u )  +  Аит  (х) =/№1 {х)

Находя u^(x-\-h) по рекуррентной формуле

uih) (x + h ) =  u(h) (х) (1 -  Ah) +  h f h) (x) 

и ведя расчет с конечным числом десятичных знаков, можем до­
пустить в и(11Цх h) некоторую ошибку б. Удобно считать, что 

ошибка допущена не в значении (х +  h ) , а в использованной 
правой части f{h)(x), т. е. считать, что мы ( х h) вычислили 
точно, но вместо f(h){x) использовали величину f(h)(x) -\-6/h. Так 

как такие ошибки совершаются во всех точках х, то величину 
б следует считать зависящей от х, так что б =  б(л:). Таким об ра ­

зом, в этом примере ошибку округления при вычислениях можно 
считать погрешностью б (x)jh в задании правой части. Рассмат­

риваемая схема имеет первый порядок аппроксимации и устой­
чива. Поэтому, чтобы не испортить сходимость со скоростью h, 
мы должны вести вычисления с возрастающей точностью, а 

именно так, чтобы
д(яМА) _  б (х)

' h
было порядка h.

Для этого б(х) должно быть порядка №. Этого можно до­
биться, ведя вычисления с возрастающим при h —>0 как 

In (1/А) числом запасных десятичных знаков.
Н а этом примере мы показали, что в простых случаях ошибки 

округления при вычислении решения и<Л> с точностью до мно­

жителя вида hm можно считать ошибками задания правых ча­

стей Из доказанной выше теоремы следует, что тогда для 
устойчивых схем эти ошибки не мешают сходимости без потери 
порядка точности, если число десятичных знаков, с которыми 

ведется счет, медленно возрастает, как с In ( 1 Jh), где с — неко­

торая постоянная.
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§ 17. Количественная характеристика устойчивости

Начнем с рассмотрения хорошо известного примера разност­

ной схемы

Ш ^  + Аип =  0 .1  (1)

и0=  1 >

для дифференциальной краевой задачи

-» и' -f- An =  0, и (0) =  1.

Ее решение имеет вид

(см. (3') из § 8; полагаем 6 — 1). Выражение (6) из § 8

представляет собою остаточный член, т. е. ошибку от замены 

значения е~АХп точного решения дифференциального уравнения 
решением и{̂ ] разностной задачи. Остаточный член стремится 

к нулю, как первая степень h\ эта схема имеет первый порядок 
точности. Выбор шага h зависит от точности, которую мы хотим 
достичь. Ясно, что модуль отношения ошибки к точному реше­
нию \8(хп)/и(хп) | должен быть во всяком случае меньше еди­
ницы, чтобы приближенное решение можно было считать сколь­

ко-нибудь точным.
Посмотрим, при каких h это условие выполняется. В выра­

жении Ь(хп) пренебрежем слагаемым О (h2) и рассмотрим отно­

шение ошибки 8(хп) в точке хп к точному решению:

Возьмем А =  20 и будем рассматривать это отношение в 

точке хп — 1. Тогда из условия |6(1)/и(1)| <  1 получим

h <  0,2 • 10~3.

Теперь выясним, какие шаги требуются для интегрирования 

той же задачи и'-\~Аи =  0 по схеме второго порядка точности

ип =  «г л*п + h е~Ах" + О {h2)

6 (хп) =  h + 0{h2)

6  (Хп)

и (хп)
и ^ 2х«

Ц/1+1 — 1
2 h

-j- Aun —  0,

« о =  1 (2)

Ah
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если по-прежнему А — 20 и ставится та же цель удовлетворить 
условию

6 (1)

и (1) <  1. (3)

Решение этой задачи имеет вид (см. равенство (12) из § 8 

при b — 1):

иа =  е~Ах« +  Л2 [2Л*;'2~ 3 +  ( -  D" 4 -  +  0  (Л3)-

Ошибка, таким образом, имеет вид

6 (*„> =  h‘ \ Л " 41» +  ( — 1)" е Ы  +  О (Л3).

Пренебрежем слагаемым 0 (h 3), выпишем отношение ошибки 

б (хп) к точному решению и(хп) =  е~АХп и определим шаг h из 
условия (3). Этот шаг окажется столь малым, что если 

условно принять машинное время расчета по схеме (1) за одну 
секунду, то по схеме (2) придется затратить около четырех 

суток!
Дело в том, что оценку практической пригодности той или 

иной схемы для решения определенной задачи следует делать 
не только по степени h, входящей в выражение погрешности, но 
еще и по коэффициенту при этой степени.

Теперь постараемся понять, как можно судить о пригодности 
той или иной разностной схемы Ljtu</г) =  /^  из исследования ее 

устойчивости. Для краткости записей будем считать оператор 
L h линейным. Напомним (см. § 12), что разностная схема назы­

вается устойчивой, если при любом е  Fh она однозначно раз­
решима, причем решение u ^ ^ U h  удовлетворяет оценке

I i k  <  с  г г » .

Доказывая в § 12 теорему о том, что из аппроксимации и 
устойчивости следует сходимость, мы получили для погрешности 
z(h) =  [w]ft _  u(h) неравенство

II z{h) \\uh ^ C C xhk, (4)

в котором C{hk представляет собой оценку величины погреш­

ности аппроксимации:

1 [u\h f h) \Fh ^  Cihk. \

Пусть ошибка аппроксимации C xhk мала. Из оценки для 

|| z(h) \\Ufi видно, что для малости величины || [u\h — и ^  \\Uh надо
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еще, чтобы не был слишком велик коэффициент С, характери­
зующий устойчивость.

Поэтому, если мы хотим выяснить пригодность той или иной 
разностной схемы для решения интересующей нас задачи, мало 
знать, что схема устойчива. Нужно еще знать примерно вели­
чину коэффициента С, суждение о которой можно получить спо­

собами, указанными в §§ 14, 15, экспериментальными расчетами 

или каким-нибудь косвенным образом.
Подсчитаем, например, коэффициент С  для разностных схем 

(1) и (2) решения задачи и' +  Ли =  ф (я ), и(0) — а, о которых 

шла речь в начале параграфа.
Сначала рассмотрим схему

положив Уп =  ип, Rh =  (\ — A h), р„ =  фп. Положим ||уп\\ =  \ Уп I- 
Тогда условия (17) из § 14 выполнены:

причем можно положить С2= 1 .

Далее, очевидно, j| R l l  — (1 — A h )n. Поэтому можно поло­
жить С =  2 шах [1, (1 — A h )11]. Отсюда

Покажем, что число С  нельзя взять существенно меньшим. 
Нормы выбраны нами так, что выполнены и условия (6) и (7)

и0 =  а

при нормах

u(h)\Uh =  mzix\iin \, ||/(ft)||Fft =  max[ \а |, тах|ф„|].

Приведем ее к виду

У п+\ —  RhUn +  hp n, 

у0 задано,

II u{h) 1 к < С 2тах|| уп ||,
п

11рЛ < с 2||П|„4,

ll< /o ll<C2||H fV

(5)

С —
2, если А >  О,

2(\ — A h )N, если А  ^  0.

из § 15:
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а при =  0 (р„ =  0) также

II y,W >M ,\ fh\ h> (7)

причем можно положить A f i= A f2 =  l. Поэтому постоянная С 
обязана удовлетворять, как установлено в § 15, оценке

С >vWiM2max|| Rh ||:

1, если Л >  0,

(1 — Ah)N, если Л ^ О .

Теперь оценим постоянную С, входящую в определение 

устойчивости П 7< С \ П Р , Для разностной схемы (2). З а ­

пишем ее в виде

Уп+\ =  RhUn +  hpn, n =  0, 1, . . . ,  1 

у0 задано, J

положив для этого

Выберем нормы

| | р  || =  

II Уп I

и п+1 2ф п
> Р п 0

- 2  Ah П “ ( 1 -

1 о ; . У 0 = 1

ф п

а

_ | 3  J

|| |\uh =  max | ип I,
П

=  max [| a I, | |H max| ф„ |],
П

= max [ | £/” > |(/®|],
II(1)

y{2)J  n .

Тогда выполнены условия (5 )- (7 ), причем С2 =  АГ, =  М2 — 1. 
Поэтому в силу п. 3 из § 14 в качестве постоянной С можно 

взять число С =  2Cl max | R" || =  2 max j| R'}t ||, но в силу (6") из § 15
П  11

нельзя более чем вдвое уменьшить его: заведомо должно быть



§ 17. КОЛИЧЕСТВЕННАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА УСТОЙЧИВОСТИ 153

Оценка сверху для величины шах||/?” || была получена в § 14:

Rh\
2 Ah

< (1 + 2 |  Л|А)-'
V 1 О

Поэтому можно положить

с  =  2е2' л 1 > 2 ( 1  +  2| А \h)1/k.

Оценку снизу для тах||./?л[| получим из условия || R nh \ X (\ 

где X — большее по модулю из двух собственных чисел матрицы' 

Rh. Решая уравнение det(Rh — ХЕ) — О, найдем собственные 
числа:

Х2

так что

Я, =  1 -  Ah +
A2h2

1 —  Ah

max (| X{ I, 

maxi Rh

A2h2

о (h2) =  1 -  Ah +  О (h2),

+  о (h2) =  - 1  -  Л/г +  О (/г2),

X21) =  1+  | Л |/г +  О (/г2), 

=  ( 1 + 1  A\h)'lk+ 0(h).

Поэтому найденную выше постоянную С — 2е2|л| заведомо 
нельзя заменить числом меньшим, чем (1 +|Л j /г)1//г е|л I, т. е. 

нельзя существенно умень­

шить.
При Л =  20 для первой 

схемы С — 2, а для второй 
заведомо С ^  е20 ^  108.

При Л ~ 1 или Л << 0 в 
свойствах устойчивости обеих 
схем нет коренного различия:
постоянная С для обеих схем /?
примерно одинакова.

Легко понять механизм, в 

силу которого при Л 1 по­
стоянная С для второй схемы много больше единицы, в то время 
как для первой С — 2.

Общее решение однородного уравнения ип+1— (1 — A h)un =  
=  0, соответствующего схеме (1), есть йп — адп, где q — ко­

рень характеристического уравнения q — ( 1— Ah) — 0, q == 
=  1— Ah (рис. 4). Общее решение однородного уравнения

ия+1 +  2 Ahiiji Ми— j 0, 

соответствующего схеме (2), есть

й =  ад» +
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где q 1 и q2— корни характеристического уравнения 

q2 +  2 Ahq — 1 =  det (Rh — qE) =  0,

-. . A2h2
q 1

q 2

1 -  ЛА +  

- l - A h

2 I o{h2), 

A2h2
о (h2).

Корень q 1 «похож» на корень q =  1— Ah , и ему соответ­
ствует решение qf, похожее на решение qn первого уравнения. 

Н о «паразитический» корень q2 =  — 1 — Ah +  0 (h 2) дает быстро

возрастающее «паразитическое» ре­
шение q% (рис. 5), которое и обус­

ловливает большое значение С.
При отрицательных А будет 

q >  1, qx >  1, I q21 <  1. Решения qn

и q", соответствующие корням q и qu примерно одинаково 

быстро растут, а паразитическое решение q" затухает, не ока­

зывая влияния на характер устойчивости второй схемы (рис. 6).

Отметим, что большое значение С при А <С 0 неизбежно для 
любой разностной схемы, приближающей задачу и ' А и  =  0, 

и(0) — а. В самом деле, при малых h решение устойчивой раз­
ностной задачи похоже на решение дифференциальной задачи, 
к которому оно при h -* 0 сходится. Но решение дифференциаль­
ной задачи и =  и0е~Ах таково, что тах|м(^)| =  \ ио\е~Ах, т. е. 

шах|ы(х)| в большое число е~А раз превосходит модуль |и0| 

начального значения ио.
Мы должны еще отметить, что большой коэффициент С ве­

дет не только к необходимости расчетов с мелким шагом, но и 
к большому числу десятичных знаков, с которым приходится 

вести вычисления.
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В самом деле, в § 16 мы показали, что ошибки округления 

можно включить в ошибки при задании правых частей, которые 

оцениваются величиной C\hh. Увеличение этих ошибок вызы­

вает увеличение коэффициента Cj, что при большом С в силу 
(4) может катастрофически сказаться на точности результата.

В заключение этого параграфа мы хотели бы еще предосте­
речь читателя от ложного впечатления о схемах второго порядка 

точности, которое могло у него создаться из рассмотренного 
примера. Мы вовсе не хотим опорочить все такие схемы, опи­
сывая недостатки одной из них. Читателю будет очень полезно 

провести самостоятельное изучение схемы второго порядка точ­
ности вида

Un+1 — Un I * Un+ 1 4“
---- h---- +  A ----- 2----

u0=  I. )

Стремясь добиться, чтобы при А =  1 погрешность 6(1) была 
меньше, чем «(1) =  е~л, он убедится, что эта схема наклады­
вает менее жесткое ограничение на шаг h, чем схема первого 

порядка точности (1).
Кроме того, советуем прикинуть, с каким шагом надо инте­

грировать задачу и ' и  =  0, и(0) =  1, чтобы получить в м(1) 
погрешность не более 10~5. Если читатель проделает эту при­
кидку для рассмотренных в начале параграфа разностных схем

(1) и (2), то увидит, что схема первого порядка точности (1) 
требует значительно более мелкого шага, чем схема второго по­

рядка точности (2).
Таким образом , выгодность или невыгодность той или иной 

схемы зависит не только от нее самой, но и от задачи, к которой 

она применяется.

§ 18. Прием исследования устойчивости нелинейных
задач

Способы исследования устойчивости, изложенные в §§ 14 и 
15, были непосредственно приспособлены для разностных урав­
нений с постоянными коэффициентами. Поэтому может пока­
заться, что нельзя использовать приведенный в этих парагра­

фах материал для анализа схем интегрирования даже уравне-

ний =  G (х , и) с довольно общей функцией G. Однако это 

не так.
Пусть интересующая нас интегральная кривая уравнения

•27 =  0  <*• («)

проходит через точку с координатами х =  х0, и =  uQ. Вблизи
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этой точки имеем

о  (X, и) ~ (и -  «„) +  ?0 (* -  *о) +  О (А 'с, н0), (2)

и поэтому уравнение (1) с определенной точностью может быть 
заменено более простым:

_  Аи =  ф (*), (3)

где
у| _  dG {х, и)

ди х—хо
и =и я

Ф  (x) =  G (х0, Uq) +  ^  ■■ ■■
х = х 0
и==ия

Естественно, что схемы, которые мы хотим применять для 
нахождения нужного решения, должны хорошо интегрировать 

уравнение (3), аппроксимирующее уравнение (1) вблизи неко­
торой точки, через которую проходит интегральная кривая. Ко­
нечно, для разных точек этой кривой величина коэффициента А, 
полученного описанным способом линеаризации исходного урав­
нения, будет различной. Поэтому, отбирая ту или иную разност­

ную схему, мы должны будем ее проверить на уравнении (3) не 
с одним значением А, а с целым набором таких значений, до­
статочно полно описывающим диапазон изменения дО/ди вдоль 
интегральной кривой. В подавляющем большинстве практически 

встречающихся случаев такого исследования оказывается до­

статочно для выявления всех существенных недостатков и до­
стоинств схемы, относящихся к характеру сходимости получен­
ных по ней приближенных решений.

Такой же метод построения модельных уравнений может 
быть применен и в случаях систем уравнений и уравнений выс­
ших порядков.

В действительности вычисление решения задачи Коши для 
обыкновенных дифференциальных уравнений без особенностей 

обычно производится по одной-двум довольно универсальным, 
хорошо апробированным схемам, для которых на современных 
вычислительных машинах имеются стандартные программы.

Если приходится с очень большой точностью решать задачи 
специального вида, то применяются многочисленные специаль­
ные схемы, приспособленные именно для этих задач, но усту­

пающие универсальным схемам при решении другого круга 

задач.
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§ 19. Схемы Рунге— Кутта и Адамса

Изложим здесь некоторые употребительные разностные схе­
мы решения задачи Коши для дифференциального уравнения 

первого порядка

-- G (х, и) =  0, 0 < х < 1 ,  I
Их j (1)

и(0)— а. J

В конце параграфа эти схемы будут перенесены на системы 
дифференциальных уравнений первого порядка, к которым сво­
дится общий случай уравнений и систем любого порядка. 

Выберем на отрезке 0 ^  х ^  1 сетку точек

О =  х0 <  хх < х 2<  . . .  <  Хдг_, <  xN =  1, хп — nh, h ~  l/N,

и будем составлять разностные схемы для приближенного оты­
скания таблицы [u\h значений решения и(х) н-а выбранной сетке.

С простейшей употребительной схемой мы уже встречались. 

Это — схема Эйлера

_  I - G f a ,  и„) =  0, /г =  0 , 1 .........JV — 1,
1 . ^ = 1  л (2) 

I Щ о,

обладающая первым порядком аппроксимации (и точности).
Вычисления по этой схеме имеют простой геометрический 

смысл. Если ип уже вычислено, то вычисление

U-n+1 М-п "4“ A G (Xni Utj)

равносильно сдвигу из точки (хп, ип) в точку (Xn+i, ttn+i) на 
плоскости Охи по касательной к интегральной кривой и — и(х) 
дифференциального уравнения u '= G ( x ,  и), проходящей через 

точку (хП) ип).
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Среди схем более высокого порядка аппроксимации наиболее 
употребительны различные варианты схем Рунге— Кутта и 
Адамса, которые мы опишем и сопоставим.

1. Схемы Рунге — Кутта. Пусть значение ип приближенного 

решения в точке хп уже найдено и требуется вычислить ип+\ в 
точке хп+\ =  хп -f- h. Задаем целое I и выписываем выражения

Коэффициенты а, р, . .  ., \, р х, р2, . . ., Pi подбираем так, чтобы 
получить при за'данном I аппроксимацию возможно более вы­
сокого порядка. Зная ип, можно вычислить k{, . . . ,  kt, а затем

Простейшей схемой Рунге — Кутта является схема Эйлера

k[ G (хп, ип),

k-> =  G (хп-f  ah, ип +  ahkx),

ki — G (xn -(- р/г, un -f- $hk2)t

ki — G (xn -f- уh, un +  yhki-i).

Затем полагаем

— (P[k\ +  • • • +  Pikt) =  0, n — 0,1, . . . ,  N — 1,

uQ — a.

un+\— un -\-h(plk [-\- . . .  +  PikL),

Mft+l — Ufi 
h — "o' (^i "h 2^2 “Ь 2&з +  k^) — 0, 

n =  0, 1, . . . ,  N — 1, (3)

u0 — a ,

где

— G (xn, Un)f

h  —  G (xn h, un -\- кф),

имеет четвертый порядок аппроксимации.
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Схема Рунге — Кутта

kx =  G (хп, ип), k2 =  G (хп +  ah, ип +  ahk}).

(4)

где

при любом фиксированном а  имеет второй порядок аппрокси­
мации.

Мы докажем только утверждение о схеме (4). Доказатель­
ство утверждения о схеме (3) аналогично, но более громоздко.

Решение и(х) уравнения u' =  G(x,u) удовлетворяет тождествам

Но, разлагая по h функцию двух переменных по формуле Тейлора и удер­
живая члены первой степени, получим

Поэтому при подстановке в левую часть равенства (4) вместо ип и un + i 
соответственно значений и(хп) и и.(хп + \) решения и(х) получится выраже­
ние, совпадающее с левой частью равенства (5) с точностью до 0(h2). Сле­
довательно, это выражение имеет второй порядок относительно h. Поскольку 
значение «о =  а задано точно, этим завершается' доказательство того, что 
схема (4) имеет второй порядок аппроксимации.

~  =  в (х ,и (х ) ) ,

Поэтому из формулы Тейлора

для решения и (х) следует равенство

« (*ra+i) — tl {хп) 
h

п
=  О (hr). (5)

U = U
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Для получения ип+\ по схеме Рунге— Кутта при уже извест­

ном ип приходится / раз вычислять значения функции G (х, и). 
Эти значения больше не используются.

2. Схемы Адамса. В схемах Адамса, одну из разновидностей 

которых мы сейчас опишем, для вычисления каждого следую­

щего значения ип+\ достаточно дополнительно вычислить значе­
ние G (х, и) лишь в одной точке независимо от порядка аппрок­

симации. Кроме того, приходится проделать небольшое число 
вычитаний и сложений, которые требуют во много раз меньше 

времени, чем каждое вычисление сколько-нибудь сложной функ­
ции G (х, и).

Обозначим

Vfn =  fn-fn-U

=  V (V/„) =  Vf„ -  v/„_, =  f„ -  2f„_, +  f„_2,

v 3f„ =  W i n  =  f n -  3 f„_ , +  3 f„ _2 -  f„_  3

и положим Gn =  G(xn, un). Выпишем несколько разностных 
уравнений, используемых в схемах Адамса для вычисления 

ип+\, если ип, tin-ь ■ ■ • уже вычислены:

Gn =  0, « =  0, 1, . . . ,  W - 1 ,  (7)

0 „- - ^Т С „  =  0, /1 = 1 , 2, . . . .  JV — 1, (8)

Чп +1 иг>
/г

U/i + l и,
h 2

■Un+'~  "" -  0„ -  j  ~  ]| УгС„ =  0, л =  2 , 3 ......... Л '- 1 ,  (9)

-  !!д. -  С„ -  -i VO„ -  ^  V2G„ - 1- V3G„ =  0 (10)

я =  3, 4, . . ., ЛГ— I.

Первое из этих уравнений — разностное уравнение Эйлера. 
При подстановке в левые части уравнений (7)— (10) вместо
и.п+], ип, н„_ь . . .  значений и((п \ )h), u(nh), . . .  точного ре­
шения и(х) в равенствах (7) — (10) возникают невязки порядка 

A, А2, А3 и А4 соответственно.

Формулы Адамса получаются следующим образом. Пусть w(.г)— решение 

уравнения

4^- =  G (x, ы).
dx 4

Обозначим

G (х, и (x)) =  F (х).
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xn+h хп+1г

и (хп +  h) — и (хп) — и 'd x — F (х) dx.

I h  теории интерполяции функций известно, что существует один и только 
один многочлен Ph(x,F) степени не выше k, принимающий в (&-f-l)-fi точ­

ке хп, х т,- 1, . . . ,  Xn-h заданные значения F(xn), F{xn -i), . . . .  F(xn~h) 
соответственно. Этот многочлен Ph(x,F) в случае достаточно гладкой функ­
ции F(x) уклоняется от F (х) на отрезке хп на величину 
порядка h h -1, так что

max | Pk (х, F) -  F (х) | =  О (hk+[).

Разностная формула Адамса имеет вид

x„ + h

Pk (х, F) dx =  0.
ип+1 iin 1

h

(H)

(12)

При подстановке в левую часть вместо

Un, Un+i, G (Хц — s, Utl — S)

соответственно значений

и (хп), и (хп+1), G (Xti—s> и (xn—s))

k-L 1
получим невязку порядка п ^  : 

xn +h

„ ( Х„ + / , ) - „  {х „ ) _  I Г р  { F )dx

h h J

xn

xn +h

~  “ (*"1  - I f  F (*) dx
h h J

+

xn +h

+  i  J  F̂ ^ ~ p k ^  F^ dx <  0 +  max ! F {x) -  Pk {x, F)\ =  0  (hk+l).

При k = О интерполяционный многочлен

Po {x, F) — G (xn, un) =  const

и формула (12) превращается в (7).
При k =  1

р  1 (*, f ) =  J  Кх — xn-\) Gn — {х — хп) Gn- ,].

G С. К. Годунов, В. С. Рябенький
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Далее, 

п+1г

J P i{ x ,F )d x

X n + h

1  Г D 1л, П\ r l ______ 1 ( X - X n - i ) 2

h
xn+h 1 { x - x nY

Gn К2

x„+h
Gn-i

1 / 4 h2 h2 \ r  1 h2 _  1
~h* \~2 Г Gn 7 1  Gn~1 ~ Gn + T  ° n-

Следовательно, формула (12) превращается в (8). Аналогично при k =  2 и 
k  =  3 из (12) получаются формулы (9) и (10) соответственно.

Для вычисления по схеме (7) достаточно знать и0 =  а. Для 
того чтобы начать вычисления по схеме (8), надо заранее знать, 

кроме «о =  а, также еще и и\. Схема (9) требует использования 
Щ, щ и «2, а схема (10) — четырех значений: и0, их, и2 и « 3. Эти 
значения могут быть найдены по схеме Рунге— Кутта, с по­
мощью схемы Эйлера с мелким шагом, с помощью разложения 
решения в окрестности точки л: =  0 в степенной ряд. Нестан­
дартное начало счета является одним из недостатков схем 

Адамса по сравнению со схемами Рунге— Кутта. Отмечав­
шимся ранее достоинством схем Адамса является то, что для 
вычисления un+i нужно, в дополнение к уже вычисленным в 

процессе отыскания ип, ип-ь ••• значениям Gs, VGS, . . . ,  VftGs, 
вычислить только одно значение функций Gn — G(xn, ип) и про­
извести некоторое число вычитаний для вычисления SGn, . . .

. . . ,  VhGn.
Итак, преимущества методов Адамса перед методами Рун­

ге— Кутта заключаются в меньшей трудоемкости вычислений на 

один шаг. Основные недостатки — нестандартное начало счета, 
невозможность (без усложнения формул) в процессе счета из­
менить, начиная с какой-то точки хп, шаг h, xn+i = x n -\-h, с 
которым ведутся вычисления. Последнее обстоятельство суще­
ственно в тех случаях, когда решение и его производные на не­
которых участках меняются быстро, а на других изменяются 

медленно.
Схема Рунге— Кутта, если такого рода обстоятельства выяс­

няются в процессе счета, может, например, по заданной под­
программе автоматически уменьшить шаг или увеличить шаг на 
гладких участках, чтобы не производить лишней работы.

По-видимому, наиболее рационально использование обоих 
методов —  Рунге— Кутта и Адамса — с автоматическим перехо­
дом с одного из них на другой в процессе счета. При этом начи­
нать счет надо по схеме Рунге — Кутта. В программе должен 
быть предусмотрен автоматический выбор шага, при котором 
расчет ведется с нужной точностью. При этом программа вы­
бора шага должна предусматривать некоторый «консерватизм» 

при выборе шага: диктовать изменение шага только в случае,
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если требуется «довольно сильно» его изменить. Если оказы­
вается, что при вычислении нескольких последовательных зна­

чений ип по схеме Рунге — Кутта не происходит изменения шага, 
целесообразен автоматический переход на счет по более эко­
номной схеме Адамса. Как только вновь появляется необходи­

мость изменить шаг, программа расчета должна переходить на 
вычисления по схеме Рунге— Кутта и т. д.

Для контроля правильности выбора шага обычно параллель­
но ведут вычисления с некоторым заданным и вдвое меньшим 
шагом. В пределах требуемой точности решения должны совпа­

дать. В противном случае надо вести вычисления с более мел­
ким шагом. Нужно также предусмотреть пробу на возможность 

увеличить шаг.
3. Замечания об устойчивости. Для задачи и ' А и  =  0, ли­

нейной и с постоянным коэффициентом А, схемы Рунге — Кутта 

после исключения ku k2, . . .  окажутся схемами первого порядка,

«п + 1 — а  (h) ип =  0.

Корень характеристического уравнения X —  a(h) — 0 равен
I  =  a(h).

В случае ип =  и(хп) для ип+1 получается значение, совпа­
дающее с точным решением u(xn -\-h) с точностью до hр+\ где 
р — порядок аппроксимации. Поскольку

и (хп +  ti) =  и (хп) е~АН« =  и (хп) ( 1 — Ah +  ---. . . ) ,

а
Un+1 cl (h) ип,

то

X =  a ( t i)= e - Ah + 0 ( h p+l).

Таким образом,

\ 1(h) \< 1 + ch.

Степени I/1 (h) ведут себя «правильно»: они растут, если А <. 0 
и решение дифференциального уравнения растет. Они убывают, 
если А >  0 и решение е~Лх убывает.

В случае схемы Адамса (8)

~1п+~— ~ +  Аип ~2 (ип — ип- j) ~  0 (13)

характеристическое уравнение имеет вид
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Отсюда

Я, =  1 — Ah +  О (/г2),

А2 =  0(/г).

Таким образом, решение ип =  А,” ведет себя при измельчении 

h, как и(хп) — е~АпЬ, а «паразитическое» решение А,?, вызван­
ное выбором разностного уравнения второго порядка, стремится 
к нулю, так как |Яг| =  0 (h ) , и на устойчивость не влияет.

Читателю полезно сравнить схему (13) со схемой второго 
порядка (2) из § 17:

+ Л ип =  0.

Для нее
Д2и  2

Я, =  1 — Ah +  +  О (/г3), Я,2 =  — 1 -  Л/г +  О (/г2).

«Паразитический» корень Аг при положительном Л по модулю 
больше корня Аь что и приводило к большой постоянной в оценке 
устойчивости для этой схемы и к практической непригодности ее 
при больших А, установленной в § 17.

4. Обобщение на системы уравнений. Все описанные схемы 

численного решения задачи Коши для дифференциального урав­
нения первого порядка (1) автоматически переносятся на си­
стемы уравнений первого порядка. Для этого в записи (1)

£-в{х, «) =  0 ,|

и(0) — а )

надо понимать под и(х) =  й(х) и G (х, и). =  G (х, й) вектор- 
функции и под а =  а заданный вектор. Тогда схемы Рунге — 

Кутта (3), (4) и схемы Адамса (7) — (10) сохранят смысл и 
останутся применимыми.

Например, система уравнений

(х +  v2 +  sin w) — 0, \

dw . „ I
-SF +  xvw =  0. )

v(0) =  a b 1 

w(0) =  a2 J

dv

dx
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запишется в форме

£ - G ( x , й) =  О,

а (0) =  а,

если положить

_. , , о w
и {х) =  . . J, 

у w(x))

'х +  v2 +  sin w
G (х, и) —

v ' — XVW

а х
а =■

а2

Формула для Un+i в схеме Эйлера

йп+1 йп h G (хп, йп) 

подробно запишется так:

vn+, =  vn +  h (xn + v2n +  s ir iw n)'

Wn+\ =  wn +  h (— xnonw„).

Все рассуждения о порядке аппроксимации, изложенные 
выше мелким шрифтом, тоже сохраняются. При этом в формуле 

(6) под производной вектора G (G u ...,G k )  по вектору

/ ч д0и(и\,. . . ,  Uk), > надо понимать матрицу

dG} dG}

ди{ d u k

dGk dGk

dui duk

Произвольная система дифференциальных уравнений, раз ­
решенных относительно старших производных, сводится к си­
стеме уравнений первого порядка
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путем замены искомых функций. Как это делается, ясно из сле­

дующего примера. Система

d2v

dx2
+  sin (.xv' +  v2 +  w) =  0 ,

-J- Y x 2 + v2 + (o')2 ~h w2 =  0,

v (0) 

v'(0)

w (0)

a ,

b, 

с

приводится к требуемому виду, если положить

щ (х) = v (x ) ,

Получим

/  \  dv 
=-37-

и3(х) =w {x).

du\ 
dx

и.2 — о,

du

du3

dx

+  sin (xu2 +  u2 +  /i;j) 

+  V  X2 +  u2 +  u2 +  u\2 1

Щ (0) 

щ (0)

«з (0)

0,

0,

a,

b, 

c.

З а м е ч а н и е .  Разработаны разностные схемы типа схем Рунге — Кут­
та, применимые непосредственно для уравнений второго порядка и не тре­
бующие предварительного сведения этих уравнений к системам первого по­
рядка.

§ 20. Методы решения краевых задач

Примером краевой задачи является задача

У" =  / {х, у, у'), 0 < * < 1 ,  

у (0) =  YQ, у (1) =  г , (1)

с граничными условиями на обоих концах отрезка 0 ^  х ^  1, 
на котором надо найти решение у — у(х). На этом примере мы 

схематически изложим некоторые способы численного решения 
краевых задач.
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1. Метод стрельбы. В § 19 указаны удобные способы числен­

ного решения задачи Коши, т. е. задачи вида

f{x ,y ,y ') , 0 < * < 1 ,У

*/ (0) =  У о, = ^ а »
их 1х—0

(2)

где Уо— ордината точки (0, У0), из которой выходит инте­
гральная кривая, а а  — угол наклона интегральной кривой к

Рис. 7.

оси Ох при выходе из точки (0, Уо) (рис. 7,а). При фиксирован­
ном Уо решение задачи (2) имеет вид у =  у(х, а ) . При х ~  1 
решение у(х, а ) зависит только от а:

у(х, а) 1Х=1 =  у (1, а).

Используя указанное замечание о решении задачи Коши (2), 
мы можем теперь переформулировать задачу (1) следующим об­
разом: найти такой угол а  =  а * ,  при котором интегральная кри­
вая, выходящая из точки (0, Уо) под углом а  к оси абсцисс, по­
падет в точку (1, У0:

г/ (1, а) =  У ,. (3)

Решение задачи (2) при этом а  =  а*  совпадает с искомым ре­
шением задачи (1). Дело сводится, таким образом, к решению 
уравнения (3) (рис. 7,6). Уравнение (3) есть уравнение вида 

F(a) — 0, где F (а) — у( 1, а ) — У\. Оно отличается от привыч­
ных уравнений лишь тем, что функция F(a) задана не аналити­
ческим выражением, а с помощью алгоритма решения задачи (2).

Сведение решения краевой задачи (1) к решению задачи 
Коши (2) и составляет сущность метода стрельбы.

Для решения уравнения (3) можно использовать метод де­
ления отрезка пополам, метод хорд, метод касательных (метод 

Ньютона) и т. д. Например, при использовании метода деления
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отрезка пополам мы задаем ао и а , так, чтобы разности 

г/ (1, а0) — У, и у (I, щ) — У<

имели разные знаки. Затем полагаем

а 0 +  а !
а2 2

Вычисляем у( 1, аг). Вычисляем затем аз по одной из формул

«1 + а 2 а0 + О.0
а3 =  -~ 2 или а3 =  2

в зависимости от того, имеют ли разности

у{\,а2) — У1 и у[\,щ) — У{

соответственно разные или одинаковые знаки. Затем вычисляем 
у( 1, а 3). Процесс продолжается до тех пор, пока не будет до­

стигнута требуемая точность, \у{\, а п) — У\\ < 8 .
В случае использования метода хорд задаем ао и аь  а затем 

последующие а г вычисляем по рекуррентной формуле

a n + i = a n f  (ап) — F (a n- i) а̂ " ~  а « - ^ ’ 2> • • •

Метод стрельбы, сводящий решение краевой задачи (1) к вы­
числению решений задачи Коши (2), хорошо работает в том 
случае, если решение у(х, а ) «не слишком сильно» зависит от а. 
В противном случае он становится вычислительно неустойчивым, 
даже если решение задачи (1) зависит от входных данных «уме­

ренно».
Поясним взятые в кавычки слова на примере следующей ли­

нейной краевой задачи:

у "  — а 2у =  О, 0 < Х < 1 ,  )

г/ (0) =  К0, ¢/ (1)  =  Г,  } ( , , )

при постоянном а2. Выпишем решение этой задачи:

- а х  _  - а  (2-х) - а  (1-х) _  - а  (1+х)

--- F« +  i — Гз р Я— у,.

Коэффициенты при Уо и Уi с ростом а остаются ограниченными 
на отрезке 0 ^  л: 1 функциями; при всех а >  0 они не превос­

ходят единицу. Поэтому небольшие ошибки при задании Уо и 
У\ ведут к столь же небольшим погрешностям в решении. Р а с ­
смотрим теперь задачу Коши
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Ее решение имеет вид

и (X) =  -̂ у0 + ^ д  рах , аГо- t g a  р—ак 
у 2а ~  2а

Если при задании tg  а  допущена погрешность е, то значение 
решения при х =  1 п о Д уЧИТ приращение

(4)

При больших а вычитаемое в равенстве (4) пренебрежимо 
мало, но коэффициент' Пр И 8 в первом слагаемом еа!{2а) стано­

вится большим. ПоэтОМу метод стрельбы при решении задачи 
(Г ) , будучи формально приемлемой процедурой, при больших а 

становится практически непригодным. Это перекликается с сооб ­
ражениями п. 2 § 5, г^е был приведен пример вычислительно не­
устойчивого алгоритм^ для решения разностной краевой задачи.

2. Метод прогонки, д ля решения краевой задачи

y " - p { x ) y  =  f(x), 1,

К(0 ) =  У0, y (l) =  Y j

при р(х)^Р  1 можно воспользоваться разностной схемой

У]Ц t 1.-  +  У m - l м ( v \ ,, __ f ( v \/j2 Р \Хт) Ут / \Х/п)у

0 <  т  <  М, Mh =  1,

Уо — Y 0, Ум~У  1

и решать разностную задачу прогонкой. Условия применимости 

прогонки при р(х) о, как легко проверит читатель, выпол­
нены.

3. Метод Ньютона. Метод стрельбы при решении хорошо по­
ставленной краевой задачи может оказаться, как мы видели, 
н е п р и м е н и м ы м  из-за вычислительной неустойчивости. Н о метод 

прогонки, даже форм эльно, можно применять только для реше­
ния линейных задач.

Метод Ньютона с^одит решение нелинейной задачи к серии 

линейных задач и состоит в следующем. Пусть известна некото­
рая функция Уо{х), удовлетворяющая граничным условиям (1) и 
грубо приближенно равная искомому решению у{х). Положим

y(x) =  y0{x) +  v{x), (5)

где и (я)-— поправка к нулевому приближению уо(х). Подста­
вим (5) в уравнение (1) и линеаризуем задачу, используя
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равенства

У''(х) =  у%(х) +  и"(х), 

f (х, У0 + у, У о + v') =  f (х, У0, У о) +
+  ^ ^ v + o j ^ l v, +  0 (v ,_ +  ]v, ^

Отбрасывая остаточный член 0 (v 2 -\-\v'\2), получим линейную 

задачу для поправки v (х):

v" =  p (x )v ' +  q(x)v + q>(x), )

¢ ( 0 )  =  0 ( 1 )  =  0 ,  J (Ь)
где

ф (x) =  f (х, у0, у'0) — у".

Решая линейную задачу (6) аналитически или каким-либо 
численным методом, найдем приближенно поправку v и примем

У\ s  Уо (х) + v

за следующее приближение.
Описанная процедура может применяться к нелинейной раз­

ностной краевой задаче, возникшей при аппроксимации за ­

дачи (1).



Ч А С Т Ь  Т Р Е Т Ь Я

РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ. 

ОСНОВНЫЕ понятия

Выше, в связи с разностными схемами для обыкновенных 
дифференциальных уравнений, мы определили понятия сходи­
мости, аппроксимации и устойчивости. Мы доказали теорему о 
том, что если разностная краевая задача аппроксимирует диф­
ференциальную задачу и устойчива, то при измельчении сетки 
решение разностной задачи сходится к решению дифференциаль­

ной. В этой теореме содержится указание на способы построе­
ния сходящихся разностных схем для численного решения диф­
ференциальных краевых задач: надо строить аппроксимирующие 

разностные схемы и выбирать среди них устойчивые.
Определения сходимости, аппроксимации и устойчивости и 

теорема о связи между этими понятиями носят общий харак ­

тер. Они одинаково имеют смысл для любых функциональных 
уравнений. Мы иллюстрировали их примерами разностных схем 
для обыкновенных дифференциальных уравнений и для инте­
грального уравнения. Здесь мы проиллюстрируем некоторые ос­
новные способы построения разностных схем и проверки их 
устойчивости примерами разностных схем для уравнений с част­
ными производными. При этом обнаружится много важных и су­
щественно новых по сравнению со случаем обыкновенных диф­
ференциальных уравнений обстоятельств. Главные из них: раз­
нообразие сеток и способов аппроксимации, неустойчивость 

большинства взятых наудачу аппроксимирующих схем, слож­
ность исследования устойчивости и трудности вычисления ре­
шений разностных краевых задач, требующие специальных уси­

лий для их преодоления.

Г Л А В А  7

ПРОСТЕЙШ ИЕ ПРИЕМЫ ПОСТРОЕНИЯ 

И ИССЛЕДОВАНИЯ РАЗНОСТНЫ Х СХЕМ

§ 21. Напоминание и иллюстрация основных определений

1. Определение сходимости. Пусть требуется приближенно 

вычислить решение и дифференциальной краевой задачи

Ей =  / , (1)
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поставленной в некоторой области D с границей Г. Для этого 
следует выбрать дискретное множество точек Dh — сетку,— при­
надлежащее D -f- Г, ввести линейное нормированное простран­
ство Uh функций, определенных на сетке 0/(, установить соот­
ветствие между решением и и функцией [и]п е  Uh, которую бу­
дем считать искомой таблицей решения и. Для приближенного 
отыскания таблицы [u]h, которую мы условились считать точным 
решением задачи (1), надо на основе задачи (1) составить та­

кую систему уравнений

LhuW =  fM (2)

относительно функции м(/1) из Uh, чтобы имела место сходимость

II [u]h — и(Н) |\Uh -> 0 при h —> 0. (3)

Если для решения разностной краевой задачи (2) выполнено не­
равенство

II [и]А — и̂\\и/г < С 7 г й,

то говорят, что сходимость имеет порядок k относительно h.
Задачу построения сходящейся разностной схемы (2) разби­

вают на две — на построение разностной схемы (2), аппрокси­
мирующей задачу (1) на решении и последней, и на проверку 

устойчивости схемы (2).
2. Определение аппроксимации. Напомним определение ап­

проксимации. Чтобы это понятие имело смысл, надо ввести нор­
му в пространстве Fh, которому принадлежит правая часть /W 
уравнения (2). По определению, разностная задача (2) аппрок­

симирует задачу (1) на решении и, если в равенстве

Lh[u]h =  fM + 6fM

невязка 6f{h\ возникающая при подстановке [и]н в разностную 
краевую задачу (2), стремится к нулю при h —> 0:

11<>/(А)1К=Н1 Lh[u\h ~ f {h) lkA-*0.

Если
|| 6fW ||„А< С Л * ,

где С не зависит от h, то аппроксимация имеет порядок k отно­

сительно h.
Построим, например, для задачи Коши

-- =  Ф U» )̂> . — <  а: <  оо, 0 ^  t ^  Т,
д1 дх ^

и (я:, 0) =  *ф (*), — оо <  х <  оо,
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одну из аппроксимирующих ее разностных схем. Задача (4) 
записывается в форме (1), если положить

ди ди

Lu

?(х)

dt дх 

и (х, 0), 

ф (х, t), 

У (*),

—  о о  <  X <  ОО,

—  о о  <  JC <  о о ,

—  оо  <  X  <  ОО,

— оо <; х <С оо.

В качестве сетки D/( (рис. 8) используем совокупность точек 
пересечения прямых

x — mh, t =  пх, пг =  0, ± 1 , п — 0, 1, [Т/х],

где h >  0, т >  0 — некоторые числа, а [Т/х]—  целая часть дроби 
Т/х. Будем считать, что шаг т связан с шагом h зависимостью

t = T 

t-пт

О T=mh

Рис. 8.

х =  rh, где г — const, так что сетка D/( зависит только от одного 

параметра h. Искомой сеточной функцией является таблица 
[u]h =  {u(mh, пх)} значений решения и(х, t) задачи (4) в точ­

ках сетки Dh.
Перейдем к построению аппроксимирующей задачи (4) 

разностной схемы (2). Значения сеточной функции и'1 в точке 

(хгп, tn) =  {mh, пх) сетки Dh будем обозначать и". Схему (2) 

получим, приблизив производные du/dt и ди/дх разностными 

отношениями
и (х, t + х) — и {х, t) )ди

~дГ X ,

ди

дх X ,

вид
1 п
-  и ,п

и (х + h, t) и (х, t) i ( 4 0

lm - 1
— =  ф (mh , пх),

m =  0, ± 1, . . . « =  0, 1 , . . . ,  [Т/х]- 1, 

м° =  ^  (mh), m =  0, ± 1, . . .

(5)
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Оператор L/, и правая часть для схемы (5) задаются соот­
ветственно равенствами

,п + 1 .,п
т+ 1

т h

т  =  0, ±1 , . . . ;  п =  О, 1, . . . .  [Г/т] -  1, 

> т  =  О, ±  1, . .  . ,

J Ф (m/г, ят), т  — О, ± 1, . . . ;  я =  0, 1, . .  ., [Г/т] — 1,

 ̂ I 'Ф (w/г), tn — 0, ± 1, . ..

Таким образом , / (/г) — это пара сеточных функций q>(mh, пх) и 
ij)(m/z), одна из которых задана на двумерной сетке

(хт, tn) =  (mh, пх), т  =  0, ± 1, . .  .; п =  0, 1, . . . ,  [Г/т] — 1 

(см. рис. 8), а другая — на одномерной

(хт , 0) =  (mh, 0), т  =  0, 1, . . .

Разностное уравнение (4) можно разрешить относительно и"+1, 

получив

Mm+1 =  (1 — Г) ит +  Гит+\ +  Т Ф (w/*> ПХ)' (6)

Итак, зная значения т  =  0, ± 1, . . . ,  решения м(/г) в точ­

ках сетки при t — пх, можно вычислить значения и"+1 в точках 

сетки при t — 1)т. Поскольку значения и°т при t — 0 заданы 

равенствами и°т — ”ф (mh), мы можем шаг за шагом вычислить 

значения решения и(Н) в точках сетки на прямых t =  x, t =  2x 
и т. д., т. е. всюду на Dh.

Перейдем к выяснению порядка аппроксимации, которым об­

ладает схема (5). За Fh можно принять линейное пространство

всех пар ограниченных функций £ (й) =  ( т I, положив
■“Ф т/

|| g«l) IIF =  (шах | ф« I +  max I ф I ) *).
т , п т

Как уже отмечалось в § 13, норма, в которой рассматривается 
аппроксимация, может быть выбрана многими способами и вы­
бор этот небезразличен. Пока нам будет достаточно в качестве

*) Если шах | | или inax|i|)m | не достигается, то имеется в виду 

точная верхняя грань sup I <р" I или sup [ J.



нормы брать верхнюю грань модулей всех компонент, образую ­
щих элемент пространства Fh. Будем иметь в виду всюду в 
этом параграфе именно такую норму.

Предположим, что решение и(х, t) задачи (4) имеет ограни­

ченные вторые производные. Тогда по формуле Тейлора

и (хт  Ч- К tn) — и (хт , tn) _ _  ди (хт , tn) , h_ д2и (хт  +  tn) \

h дх 2 дх2 ’ I
и (хт , tn + т) — и {хт , tn) ___ ди (хт , tn) . х д2и (хт , tn + ri) j ^

т dt 2 dt2 ’ '

где | и г| — некоторые числа, зависящие от т , п и h и удо­

влетворяющие неравенствам 0 < 1  <  h, 0 < г ] < т .
С помощью формул (7) выражение

!
«  (хт, tn +  x) — и (хт , tn) _  и (хт  +  h, tn) — и (хт, tn)

h

U (-̂m> 0) 

можно переписать в виде
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Lh [и]

или

где

ди __ ди\ , х_ д2и (хт, tn -f л) __ h_ д2и (хт + g, tn)

dt d x ' x m, t n 2 df2 2 dxl

U {xm> 0) +  0

L M h =  flh) + bflh),

x d2u (xm, tn -f Л) h d2u{xm -\-t, tn)

6 fuo = 2 dt2 2 dx2

0 .

Следовательно,

s/(/i)! K < ( suP - y  +  suP —  1 . —} /г 
dx2 2 1

Таким образом , рассматриваемая разностная схема (5) имеет 
первый порядок аппроксимации относительно h на решении 
и(х, t), обладающем ограниченными вторыми производными.

3. Определение устойчивости. Напомним и проиллюстрируем 

теперь определение устойчивости. Разностная краевая задача
(2 ), по определению, устойчива, если существуют числа 6 ;>  0 
и /?о >  0 такие, что при любом h <  А0 и любом б и з  Fh, удов­

летворяющем неравенству |б/(/г)|/?л <  б, разностная краевая з а ­

дача

Lhz h) =  f(h) +  bf(h)
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имеет одно и только одно решение, причем выполняется условие

где С — некоторая постоянная, не зависящая от 1г.
В § 12, где введено понятие устойчивости, показано, что в 

случае линейного оператора Lh сформулированное определение 
равносильно следующем^.

Разностная краевая задача (2) устойчива, если существует 
h0 >  О такое, что при h <С hQ и любом f ^ ^ F h она однозначно 
разрешима, причем

где С — некоторая постоянная, не зависящая от h и от
Свойство устойчивости можно трактовать как равномерную 

относительно h чувствительность решения разностной краевой 
задачи (2 ) к возмущениям бf(h) правой части.

Подчеркнем, что в силу приведенного определения устойчи­
вость есть некоторое внутреннее свойство разностной краевой 

задачи. Оно формулируется независимо от какой-либо связи с 
дифференциальной краевой задачей, в частности независимо от 
аппроксимации или сходимости.

Однако если разностная краевая задача аппроксимирует 
дифференциальную на решении и и устойчива, то имеет место 
сходимость (3). При этом порядок относительно h скорости схо­
димости совпадает с порядком аппроксимации.

Доказательство этой важной теоремы проведено в § 12.
Покажем, что разностная схема (5) при г ^  1 устойчива. 

При этом норму || • \\ц определим равенством

Норму || • ||f будем понимать, как выше: если gw <= Fh,

|| gW ||F =  max [max I <p" | +  max | г|)т | l= m ax  [max I ср" I +  max | г|зш П.
h m , t i  tn m m

Разностную задачу

II z( h )- um \\Uh^c\\6fW у

II u{h) \\uh <  С II P  II,- (8)

=  max sup |

g'
ih)

TO
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которая отличается от задачи (5) только тем, что <р« и грш — 

произвольные правые части, вообще говоря, не совпадающие 

с ср (mh, пх) и г|->(mh), перепишем в форме

ип+ 1 _  Л _  г\ ип _|_ гип ,, +  Тф^, 1 
т  4 ! т  1 т-1-1 1 ~  т > I /пг\

и° =  яЬ . J ( 'm * tn '

Поскольку г ^  1, то 1— г ^  0. В этом случае справедлива 

оценка

|(1 - г ) «" +/-UJ.+, |< [(1  — л) +  г] т а х ( |«»|, |и "+,|) =

=  т ах  ( К I-  | “т+1 1 ) <  т ах  I “2. 1'т

Используя эту оценку, выводим из (6') неравенство

I un+l I <  max 1 и* I +  х max I ф" | <  max I м" I +  т max I ф" I. (6")AM I I /72 /72 I 1 I I >il> |1 m m tn m, /г

Отметим, что в случае ф" 0 из неравенства (6") следует, что 

max | и" I не возрастает с ростом п. Отмеченное свойство раз-
tn

ностной схемы принято называть принципом максимума. Для 
краткости будем иногда пользоваться этим названием для всего 

неравенства

I Wm+1 I ̂  maX I а т I Х П1аХ I Фт I*
т  т , п

Правая часть этого неравенства не зависит от т , так что в ле­

вой части вместо |«"+1[ можно написать т ах|и "+1|, получив
1 т

неравенство

max I и ^ А I ^  max j ипт | +  т max | ф" |.
т rn т. п

Аналогично получаем неравенства

max I и'1 I max \ип~[ I 4- т max |ф  ̂I,
Ш | I tn 1 [ т tn j ’

m m m, ti

max I и' I max I u° j +  x max I ф£/77 | - \ m | 1 | m
m tn tn, n

После почленного сложения этих неравенств и приведения по­

добных членов получим

max { I max I I +  (п +  1) т max | ф" I.
т  т  tn, п
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Отсюда непосредственно следует 

max I ип+{ 1 max I гЬ I 4- Т max I I ^тп ^  т т  1
m пг т ,  п

<  II /№) II, +  т II /<« | | = ( [  +  7-)|| /(И II .
h h Г h

Доказанное неравенство

max |м«+ 1 1 < ( 1  +  Г)||Р> \\F
m h

имеет место для всех п, так что оно останется справедливым, 
если вместо max|Mw+1j написать max max I ип I =  || м(/г) IL :

m 1 m 1 n m 1 m 1 u  h

IU <WI U < ( 1 +  ^)11/^11 . (9)
h h

Неравенство (9) означает устойчивость линейной задачи
(5), поскольку существование и единственность решения 
задачи (6') при произвольных ограниченных ф^ и -фт , очевид­

но, имеют место. Роль постоянной С в неравенстве (8) играет 
здесь число 1 +  Т.

Не следует думать, что одна только аппроксимация диффе­
ренциальной краевой задачи ( 1 ) разностной краевой задачей (2 ) 
обеспечивает устойчивость и, следовательно, сходимость (3 ). 
Мы убедились в этом в § 9 с помощью специально сконструиро­
ванного примера аппроксимирующей, но расходящейся разност­
ной схемы.

В случае уравнений с частными производными непригодность 
наудачу взятой аппроксимирующей разностной схемы является 
правилом, а выбор устойчивой (и, следовательно, сходящейся) 
разностной схемы — постоянной заботой вычислителя.

Напомним, например, что доказательство устойчивости раз­
ностной схемы (5) мы провели в предположении, что x/h —  1 . 

В случае г >  1 разностная задача (5) по-прежнему аппрокси­
мирует задачу (4), но наше доказательство устойчивости не про­
ходит. Покажем, что в этом случае нет сходимости решения 
u(h) разностной задачи (5) к решению и(х, t) дифференциальной 
задачи (4), а значит, не может быть и устойчивости, так как 
устойчивость влечет за собою сходимость.

Пусть, для определенности, ф(х, /) =  О, так что также 

Ф (mh, пх) 0; пусть, далее, Т =  1. Шаг h будем выбирать так, 

чтобы точка (0, 1) на плоскости Oxt принадлежала сетке, т. е. 

чтобы число

было целым (рис. 9). В силу разностного уравнения имеем 

„»+' =  (1 _ г)„»  + г«»  + 1.
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Значение м"+| =  иЦ решения и{Н) в точке (0, 1) сетки выра­

жается через значения и™ и ипх решения в точках (0 , 1 — т) и 

(h , 1 — т) сетки. Два значения и" и иf выражаются через зна­

чения иТ-~\ гг™- 1  и Ци_1 решения в трех точках сетки (0 , 1 — 2 т),
т — 1(h, 1 — 2 т) и (2/г, 1 — 2т). Значения решения и 

в свою очередь выражаются через значения решения в четырех 
точках (0, 1 — Зт), (h , 1 — Зт), (2/г, 1 — Зт), (3//, 1 — Зт) и т. д. 
В конечном счете значение м"+1 
выражается через значения и°т 

решения в точках сетки (0 , 0),

(/г, 0), (2/г, 0), (/г/т, 0) =

— (Nh, 0). Все эти точки лежат 

на отрезке

0

прямой / =  0 (см. рис. 9), где 

задано начальное условие

и (х, 0) =  г|) (х)

для дифференциального уравне­
ния. Таким образом, решение

разностного уравнения в точке (0 , 1 ) сетки не зависит от зна­
чений функции ф(х) в точках х, лежащих вне отрезка

0 <  х <  — .

ди

~дГ

ди

дх
— оо <  х <  оо, t >  0, I

Далее, решением задачи

0 ,
и (х, 0) =  -ф (х), — оо <  х <  оо, |

как легко проверить, является функция

и (х, t) =  \J)(x -f t).

Она постоянна на каждой характеристике х 1 =  const и, в 
частности, на прямой х -f t —  1 , которая проходит через точки 
(0, 1) и (1,0) (см. рис. 9), и в точке (0, 1) принимает значение 
■ф(1). Отсюда видно, что в случае г >> 1 сходимости, вообще го­

воря, быть не может. Действительно, в этом случае отрезок оси 
абсцисс
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не содержит точку ( 1 , 0 ). Если бы при какой-нибудь функции 
г|)(х) сходимость, случайно, имела место, то, не меняя значения 

ф(х) на отрезке

и не меняя, таким образом , значения решения разностного урав­
нения в точке (0, 1 ), мы могли бы нарушить сходимость, изме­
нив ф (*) в точке х =  1 и ее окрестности, что отразилось бы на 

значении и(0, 1 ) =  гр ( 1 ) решения дифференциального уравне­
ния. Изменение ф(л:) в точке х —  1 и ее окрестности можно вне­
сти так, чтобы не нарушить существования вторых производных 
функции ф(х) и решения и(х, I) =  \|з(л:-f-/), так что аппрокси­
мация на решении и(х, t) будет иметь место. В этих условиях из 

устойчивости схемы (5) вытекала бы сходимость. Н о поскольку 
при г >> 1 нет сходимости, то нет и устойчивости.

Проведенное доказательство неустойчивости разностной 
схемы (5) носит косвенный характер. Интересно проследить не­
посредственно, как сказывается неустойчивость при г >  1 раз ­
ностной схемы (5) на чувствительности решения и к ошибкам 
при задании Ведь именно равномерная относительно h чув­
ствительность решения к ошибкам при задании / и определена 
выше как устойчивость.

Допустим, что при всех h выполняются тождества 
Ф (mh, пт) =  0 и \p(mh) =  0, так что

и решение uih) — \ипт] задачи (5) есть тождественный нуль, и" =■ 0. 

Допустим, далее, что при задании начальных данных допущена 

ошибка и вместо tym =  0 задано tym — (~\)т е, г —  const, так что 

вместо

Будем обозначать получающееся при этом решение через й(1г). 
В силу уравнений

Г

задано
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для й1т получим

К , = (>  -'■)й», +  га»т+, =

=  (1 - г )  (- 1 )т е +  г (- 1 )” +,0= (1  - 2 г ) (- 1 ) ” е =
=  (1 - 2  г)й°т .

Мы видим, что допущенная при п =  О ошибка умножилась на 
число (1 — 2г). При переходе к й2т получим

=  - ^ ^  +  ^1,+1 =  (1 — 2г) «т =  (! — 2г)2 й",.

Вообще
« " = ( 1  - 2гГ й°т = ( 1  - 2г)п( - 1Г е .

При г >  1 будет 1 — 2г <  — 1, так что ошибка

й«„, =  ( - 1 Г е

при переходе от одного слоя t —  п% сетки к следующему умно­

жается на отрицательное число, превосходящее единицу по мо­
дулю. При п =  [Г/т] будет

| < |  =  М - 2Г Г'|Й?„|.

Отсюда

II й<‘ > |Ц =  I 1 — 2r |[!7(rw I й"„ | =  1 1 — 2r |№ и  max | ¢,,, | =

=  |1 — 2г||г/М||||Р>||. .
h

При фиксированном Г первоначально допущенная в началь­
ных данных ошибка (— l ) ms увеличивается в очень быстро 

возрастающее при h~* 0 число раз, равное I 1 — 2 г |[Т/(г/г)1.

Остановимся теперь кратко на критике принятого нами спо­
соба оценки качества аппроксимации сравнением величины
нормы невязки |) 6f{h) ||F с той или иной степенью h. Как мы

h

знаем, для устойчивых схем порядок аппроксимации совпадает 

с порядком погрешности [u]h — в решении. Качество схемы 
естественно оценивать по количеству вычислительной работы, 
необходимой для получения заданной точности. Количество же 
работы, вообще говоря, пропорционально числу точек N исполь­
зованной разностной сетки. Для обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений N пропорционально шагу h. Поэтому, когда мы 
говорим, что погрешность е &  hv, мы тем самым утверждаем, 

что е 1/А/р, т. е. что уменьшение погрешности вдвое требует
р _

увеличения работы в ^ 2  раз. Таким образом, в случае обык­
новенных разностных уравнений порядок аппроксимации относи­
тельно h характеризует объем работы.

Для уравнений с частными производными дело обстоит 

уже не так. В рассмотренном нами примере задачи с двумя



182 ГЛ. 7. ПРИЕМЫ ПОСТРОЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

переменными х и t сетка задается двумя шагами т и h. Число N 
точек сетки, помещающихся в ограниченной области на плоскости 

0x1, имеет порядок 1/(т/г). Это число также может применяться 
для оценки количества работы, затрачиваемой при решении раз ­
ностных уравнений. Пусть т =  rh. В этом случае N «  \/h2 и 
утверждение, что 8 «  /?р, эквивалентно утверждению е »  1 /Np~2. 

Если т =  rh2, то N ж  1 //г3 и утверждение е «  hv эквивалентно 
тому, что е «  1 /jVр/3.

Мы видим, что в случае уравнений с частными производными 

порядок погрешности естественнее было бы измерять не в сте­
пенях h, а в степенях 1 /N. Мы все же остановимся на описан­

ном выше способе оценки аппроксимации степенями h, так как 
это удобнее при проведении выкладок. Читатель, однако, дол­

жен при оценке качества разностных схем иметь в виду отме­
ченное обстоятельство.

Надо еще заметить, что утверждение о пропорциональности 
вычислительной работы числу N точек сетки тоже не всегда 
является верным. М ожно привести примеры разностных схем, 
для вычисления решения по которым требуется произвести 
~  д/!+<? арифметических операций, где q =  V2, 1 или даже 2 . 

С этим приходится встречаться при решении разностных крае­

вых задач, аппроксимирующих эллиптические уравнения, или 
при решении задач в случае трех и более независимых перемен­
ных (например, и — u(t, х, у )) . В многомерном случае построе­
ние разностных схем, для вычисления решения по которым тре­
буется «А / арифметических операций, является непростой за ­
дачей, о которой будет идти речь в §§ 31, 32.

При реальных расчетах на вычислительной машине для срав­

нительной оценки используемых алгоритмов за меру качества 
схемы обычно естественно принять машинное время. Машинное 
время не обязательно пропорционально числу арифметических 
действий.

Играют роль, иногда превалирующую, затраты времени на 
пересылку информации из одного блока машинной памяти в 

другой. Может играть роль время, расходуемое на логические 
операции.

1. Для задачи Коши (4) исследовать следующую разностную схему:

ЗАДАЧИ

т

т  — 0, ± 1, . . . ;  п — О, 1, . . . ,  [77т] — 1,

uQm — ty(nxh), tn — 0, ±  1,

где х — rh, г — coast. Именно:
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а) Выписать оператор Lh и правую часть f(h>, возникающие при записи 
этой схемы в виде LhU<h> =

б) Изобразить взаимное расположение трех точек сетки, значения u(h) 
в которых связывает разностное уравнение при фиксированных т и п .

в) Показать, что разностная схема аппроксимирует дифференциальную 
задачу с первым относительно h порядком на решении и(х,(), имеющем 
ограниченные вторые производные.

г) Выяснить, устойчива ли исследуемая разностная схема при каком- 
либо выборе г, т — rh.

2. Для задачи Коши ut + ux — ф(х, t ) , u(x, 0) =  t|)(.v), — oo <  x <  oo, 
исследовать по предложенному в задаче 1 плану каждую из сле­

дующих разностных схем:

§ 22. Простейшие приемы построения аппроксимирующих 
разностных схем

1. Замена производных разностными отношениями. Простей­
ший прием построения разностных краевых задач, аппрокси­
мирующих дифференциальные, состоит в замене производных 

соответствующими разностными отношениями. Приведем не­
сколько примеров разностных схем, полученных таким спосо­
бом. В этих примерах будут использованы приближенные ф ор ­

мулы

т  =  0, ±1, . . п — 0, 1, . .. ,  [77т] — 1, 

u°m =  i|) (mh), т  — 0, ±1, . . . ;

т  =  0, ±1, я =  0, 1, . . [Т/х] -  1, 

u°m =  y][> (mh), т  — 0, ± 1, . . .

df (г) f(z  + Аг) -  f(z)
Л ~ »

d f(z )

dz

dz

A 2

f ( z ) - f ( z - A z )
Л ~ *

d f(z ) f (z  + A z )- } ( z  -  Аг) 

2 Аг

(О

dz

d2f (z) _  f (z  +  А г ) - 2 / ( г ) - И ( г +  Аг)

dz2 ~  A z2
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Предполагая функцию f(z ) имеющей достаточное число огра­
ниченных производных, можно выписать выражения для оста­
точных членов этих формул. По формуле Тейлора

f (z +  Лг) =  / ( г )  +  Az f ' (z)

+ (Az)3
3!

+  - ^  Г  (2) +

Г '( г )  +  ^ Р ( г )  +  о[(ДгП.

/ (г — Лг) =  I (г) — Л г /' (г) +  /"  (г) —

(Дг)3

3! Г  (г)

(2)

Используя разложения (2), можно получить выражения для 
остаточных членов приближенных формул (1). Именно, спра­
ведливы равенства

f ( z  + Аг) - /(г )

Дг

f{z)  — f ( z  — Аг)

Дг

Г ( 2) +  [ - у Т ( г )  +  о (Д г )],

=  Г ( 2) +

/ (г + Лг) — f (г — А г)

2 Дг

Лг
Г (г )  +  о(Дг) ,

=  Г  (2) +  Г  (г ) +  о  ( (Д г )2) ] .

f ( z  +  A z ) - 2 f ( z )  +  f ( z - A z )

Az2

Г  (2) +
( А г ) 2

12
/<4> (z) +  о ((Аг)5

(3)

Остаточные члены приближенных формул (1) входят в соот­
ветствующие равенства (3) в виде выражений в квадратных 
скобках.

Очевидно, что формулы ( 1 ) и выражения остаточных чле­
нов, выписанные в формулах (3), можно использовать и при 
замене частных производных разностными отношениями. Н а ­

пример,

ди (х, t) ^  и (х, t + At) — и (х, t) 

dt ~

причем

и (х, t + At) — и (х, t) __  ди (х, t)

At

At dt
+ At d2u (x, t) 

~2 dt* +  o(A0 ] •
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Точно так же справедливы формулы

ди (х, t) ^  и (х + Ах, t) — и (х, () 

дх Ах

и при этом

и (х + Ах, t) — и (х, t) __ ди (х, t) . Г Ах д2и (х, t)

Ах дх

и т. д.

П р и м е р  1. Вернемся к задаче Коши (4) из § 21:

~  Ф (х> *)> — °о  <  х <  оо, 0 < / < Г ,  )dt дх  ̂ (4)

и (Х, 0) =  ij) (х), - ОО <  X <  оо. I

Для аппроксимации этой задачи Коши построим три схемы. 
Во всех этих схемах используем сетку D/(, образованную точ­
ками пересечения прямых х =  mh, t — пх, попавшими в полосу
0 <  / <=; Г. Значения т и h будем считать связанными соотно­

шением т =  rh, где г — некоторая положительная постоянная. 
Простейшая из этих схем имеет вид (5) из § 21:

( С +1- « т  ит+ 1~ит , . ,
~(mh, пх),L a M(A ) s 5  т  h (5)

[ ит =  Ц

и получается при замене производных ut =  du/dt и их — ди/дх 

по приближенным формулам

щ {Xi t) j i k J  + * > - “ <*•

их (х, t)

X

и (х + h, t) — и {х, t) 

h

Мы подробно исследовали эту схему в § 21. Для нее не­
вязка 6/(Л), возникающая при подстановке решения [u]h диффе­
ренциальной задачи в левую часть разностной задачи

£л[«]А =  / 1й,+ а /Л ,

выражается формулой
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За норму элемента пространства Fh примем в этом пара­
графе максимум всех компонент элемента f ^ ^ F h .  Тогда, 
очевидно,

II в/'*' llf  =  О  (т + Л) =  О (rh +  А) =  О (Л),

и порядок аппроксимации получается первый.

Вторая схема получается при использовании другой ф ор ­
мулы для замены ди/дх:

ди (лг, t) ^  и (х, t) — и (х —- h, t) 

дх ~  h ’

она имеет вид

1п — ип т ит - 1
Ф (m/г, /гт),

Здесь

6/ (/г)

О,

и порядок аппроксимации снова получается первый.
Вторая схема, казалось бы, совсем несущественно отли­

чается от первой. В дальнейшем мы увидим, однако, что вторая 
схема непригодна для счета: она неустойчива при любом тjh —
— Г =  const.

Третья схема,

, , п  _1_  „ п  
ит+ 1 Т' ит-  1

LhuSh) =
ит+1 utn

Ф (m h , пх),

и? =  -ф (т/г),

получается при замене производных разностными отношениями 
по приближенным формулам
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С помощью тейлоровских разложений (2) для достаточно 
гладкого решения и (л:, /) задачи ( 1 ) получаем

, , ч и (х + h, t) + и (х — h, t)
и (х, t + т)------------- ~---------  , , , .

v _____________ 2______________ м (х + /г, 0  — и (х, t)

х, t

х h

* L _  а» + 0 / 2 +  A2 +  i l
ах 2т ах^ 2 o r j je . i  \ т

=  ф  (л:, 0  +  [ ~  *27  ихх +  у  u tt +  О

Поэтому

j Ф (m/г, я/г) +  +  у  %  +  О (/г2) 1 ,

Г/г lMJ/i =  i
( а|з (т/г) +  О, 

так что bf(h) из формулы

Lh[u\h =  f h) +  b fh)

имеет вид

Ah) _  J — ихх +  у  utt +  О (/г2),

" ( о .

Следовательно, I =  О (/г) и имеет место аппроксима­

ция первого порядка, как и в двух первых примерах.
Рассмотрим теперь случай, когда связь между шагами сетки 

задается не формулой т =  rh, как выше, а формулой

т =  rh2, г =  const,

предписывающей ускоренное измельчение шага т по сравнению 
с шагом h. В этом случае

!
Г ди ди 1 д2и I . гл <1

, + ° < Л2>-

т  ’ 1п
u(m h, пх).

Отсюда видно, что рассматриваемая разностная схема ап 
проксимирует задачу

ди ди 1 д2и __ / л

~di д х ~ ~ 2 7 ~ д ^

и (х, 0) =  я|) (л:),

а вовсе не задачу Коши (4), которую мы хотели аппроксими­

ровать.
Мы столкнулись с тем фактом, что одна и та же разностная 

схема может в случае различной связи т — x(h) аппроксими-
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ровать при h-*0  различные дифференциальные задачи. Такого 
рода разностные схемы называют негибкими.

Для облегчения запоминания разностной схемы ее обычно 
принято сопоставлять с картинкой, на которой изображено 
взаимное расположение точек сетки («шаблон»), значения в ко­
торых связывает разностное уравнение при некоторых фикси­
рованных значениях т и п .

Для трех рассмотренных схем эти картинки изображены на 
рис. 10 .

П р и м е р  2 . Приведем две разностные схемы, аппроксими­
рующие задачу Коши для уравнения теплопроводности

получается при замене производных щ и ихх разностными от­
ношениями по формулам

Если для замены uxx{x,t) использовать другую формулу:

(т,п+1)

(т,п) (/п+1,п) (/л, л) (т-/,п) С/77,л)

Рис. 10.

и (х, 0) =  ^  (х), — оо <  х <  оо.

Простейшая из них,

L-* fo II -■ ■ - —  =  Ф [mh, пх), 

и°т =  'Ф (т/г),
Ф'(т/г, пх), 

яр (т/г),

Щ (х, t)
и(X, t + г) — и (х, t )

т

ихх {х, t)
и(х  + h, t) — 2и{х, t) + и {х — h, t) _

Uxx(Xi 0
и (х +  h, t + т) — 2 и (х, t + т) + и [х — /г, t + т)

h2
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мы придем к другой схеме для того же уравнения:

(
u n+ l —  п п u n+ l —  9 u n+ l 4- n n+ l
ит  ит ит + 1 ит  ‘ ит — 1 / , ч

------------------- ^ --------=  ф (mh, пх),

Чтобы различать операторы Lh этих двух схем, мы снабдили их

f h) и L(h u{h) =  f h). Шаблоны, со ­номерами и написали L{hUih)

ответствующие этим разностным схемам, изображены на рис. 1

>(Л7+1,П + /}

'(/Л, п )

Рис. 11.

Эти схемы существенно отличаются. Вычисление решения 
и^  по первой из них не представляет труда и проводится по 
явной формуле

и"+1 =  (1 — 2г)м£ + г (« "  +  и "+1) + т ф (т /г , пх),

где г =  x/h2. Эта формула получена из разностного уравнения 
в результате решения его относительно и”+!. Зная значения 

решения м” , т  =  0, ±\, . . . ,  на слое t =  tn ( =  nx) сетки, мы 

можем вычислить его значения и%+] на следующем слое t =  tn+l.

Вторая схема L{hUih) =  f h) лишена этого удобного свойства- 

В этом случае разностное уравнение, выписанное при фикси­
рованных т и п ,  нельзя разрешить относительно м"+1, выразив 

это значение через известные значения ип ,., un , ип , с пре-1 m+17 ту т—1 г
дыдущего слоя. Дело в том, что в это уравнение входит не 
только неизвестное значение м"+1, но также и неизвестные 

1 и Поэтому для определения и"+1, т  =  0, ±1, . . . ,

придется решать разностное уравнение относительно сеточной 

функции и"+1 аргумента т . Тем не менее, в дальнейшем будет

показано, что схема L(hU(h) — f h), как правило, удобнее схемы 
т( 1)„(А) _  £(А)
Lh И — I

При х =  rh2, г —  const, обе схемы имеют второй порядок 

аппроксимации относительно h. Вычислим невязку 6/W и оце­
ним порядок аппроксимации для второй из этих схем. Пользуясь
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формулами (3), можно написать

{Ut U'xx)x.=mh, ~~ ~п U-tt (х> ^п+1)
t= (n+  1)T z

j ----12 Uxxxx (Xy tn+ l) +  О (т +  h 2),

( u (m h , 0).

Отсюда, с учетом т =  rh2, можно написать

(2) г j | Ф (Хщ> tn+i) Н~ О (h2),
Lh 1м]л =  | y ( mh) +  0,

(хт, tn) ф (хт, tn_|_[) -(- О {h2),
бf(h) =

Но
0 .

ф(-^т> ^п+1) Ф (Хщу tn) [ф(-^т> ^п+1) Ф (Хщу tn)\

=  Ф (хт, tn) +  О (т) =  ф {хт , tn) +  О (h2).
Поэтому

\\ьгц\р = 0 ( h 2).

П р и м е р  3. Рассмотрим простейшую разностную схему, ап­

проксимирующую задачу Дирихле для уравнения Пуассона в

(О, /)

а)

У

и
б)

(т ,л  +/) 

-- *(т+/,л)

О И, о)
X

Рис. 12.

квадрате D  (0 <  х <  1, 0 С  г/ <С 1) с границей Г (рис. 12, а ): 

ихх +  иуу =  ф (х , у), (x ,y )e = D , 

и |г =  -ф(*, у), (*,*/) е  Г.

Построим сетку Diu отнеся к ней те точки (xm, t n) =  (m h ,nh ), 

которые попали внутрь квадрата или на его границу. Шаг h 

будем считать выбранным так, чтобы число \/h было целым.
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Разностную схему Lhi№  — fW зададим равенствами

LhuW е 

Здесь

ит  + и п %итп  +  ит  — 1> п i l lm> n+i ^U/nn 4" um, n —i

h2 + h2

— ф (mh, nh), ( m h ,n h ) ^ D ,  

Umn — (mh, nh ), (m h , nh) e  Г.

ф(т/г, /г/г), если (m/г, /г/г) е= D,

г|э (mh, nh), если (mh, nh) е  Г.

Невязка 6 £*[«]* =  /(А) +  б/(/1), имеет в силу формул (3) вид

ЛИЮ  _  I "12 +  “ * » 9 » )  </„ +  0

I о,

так что аппроксимация имеет второй порядок. Пятиточечный 

шаблон, отвечающий использованному разностному уравнению, 
изображен на рис. 1 2 , 6.

Разностные схемы, построенные выше, получались путем за ­

мены каждой производной в дифференциальном уравнении тем 
или иным разностным отношением.

2. Метод неопределенных коэффициентов. Более общий спо­

соб построения разностных схем состоит в том, что прибли­
жается не каждая производная в отдельности, а сразу весь диф­

ференциальный оператор. Разъясним этот способ на примерах 
разностных схем для задачи Коши (4). Сначала рассмотрим 
схему первого порядка аппроксимации (5). Она связывает зна­
чения искомой функции в трех точках, изображенных на рис. 10 
слева. Разностное уравнение

«т+1- <  «т+1 - “м
л а « ( } т--------------- 1------=  Ф (m h , пх),

используемое в этой схеме, имеет вид

Л y h) =  acw”+ 1 +  а0м” +  а хипт+ 1 =  ф (mh, пх).

Забудем на время, что нам уже известна разностная схема (5), 

для которой

о 1 1 1  1
a 7 ’ а° = л - 7 ’ =
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п, считая эти коэффициенты неопределенными, постараемся по- 

>ать пх так, чтобы имело место равенство

Л *[“ 1 л 1 « , » = | 4 г - | т ) |  * +  0 ( /г >
t= nx  '  '  *=rnh .

t— nx
ИЛИ

где

А>, [u\h I Л и  lx==,nfti Н О (/?), (6)
t = n x

h. ЛиL: = mh.
t—nx

_ du du
d t d xЛи — dt Лг •

Воспользуемся формулой Тейлора:

и [m /г, (и +  1) т] =  и (m h , Агт) +  т  и£ (m /г, ait) -j- О  (т2), 

и [(m -f- 1) /г, azt] == и (m /г, ггт) +  /г и* (m /г, /гт) +  О (/г2).

Подставив эти выражения в правую часть равенства

Л Л [п]/г \x=mhf =  a°u [nh, (т  +  1 ) т] +
t—nx

+ а0и (mh, пх) +  а хи [(т  +  1 ) /г, пх]
получим

Л А[и]А \x= mht =  (а0 + «о +  а х) и (mh, пх) +
t— nx

, 0 du(m /i,nx) . , du (m h ,nx ) . ~ , п « , 9ч /ОЧ 
+  а °х-- +  axh — +  О (а0х2, axh2). (8)

Поскольку нашей целью является такой подбор коэффи­

циентов а0, а0, а х, чтобы выполнялось условие аппроксимации
(6), то естественно предварительно так сгруппировать слагае­
мые в правой части равенства (8), чтобы выделился член (7). 
Тогда остальные слагаемые образуют остаточный член аппрок­
симации, который должен быть мал. Чтобы выделить член Л и, 
можно заменить в правой части равенства (8) производные 
du/dt или ди/дх соответственно по одной из формул:

да д . д а  ди ди Л
-у- =2 Аи +  -д— или з — =  -- Л и.
dt 1 дх дх dt

Для определенности воспользуемся первой из них.
Кроме того, подчиним шаги т и h связи х —  rh, где г — 

какая-нибудь постоянная. После этого равенство (8) примет 
следующий вид:

АЛ [u]h \x=mht =  ci(rhA и \x̂ mh> +  (a0 -f а0 +  а х) и (mh, пх) +
t = n x  t—nx

-j- (a°r +  ax)h u x (mh, nx) +  О (a°r2h2, axh2). (9)
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Среди всех гладких функции и(х,1) можно указать такие, для 

которых и, ди/дх и dujdt в любой заранее заданной фиксиро­
ванной точке принимают любые независимые друг от друга 
значения. Следовательно, и значения

ди А ди ди , а

11' Тх И ~  ~di Их ~  ^  ^

также можно считать независимыми друг от друга. Ввиду этого 
из равенства (9) следует, что для выполнения при любой пра­
вой части ср{х, t) задачи (4) условия аппроксимации

ЛЛ Мл \x = m h , =  (A u ) x = m h , + 0  ( t i )
i=nx t=nx

необходимо, чтобы выполнялись равенства

a°rh =  1 +  0 ! (h), 

а° +  а о а \ —  0 ~b 0 2 (h)>

(a°r ~f- а {) h =  О +  0 :! (h ),

где O i(h ), О 2 (h ),О 3(/2) — какие-нибудь произвольные величины 
порядка /г. Положим O x(h) — 0 2(h) =  0?,(h) =  0. Получаю­
щаяся при этом система

a°rh =  1 ,

12® -j- clq -f- flj =  0 , 

aPr +  « j  = =  0

имеет единственное решение

a° _  _L _  J_
rh x ’

4
_  r -  1 _ _ 1_____ 1_

rh h т ’

1
«1 =  - T .

которое приводит к уже известной схеме (5).
Теперь мы, однако, дополнительно узнали, что среди раз ­

ностных схем вида

— | о

она является единственной, аппроксимирующей рассматривае­
мую задачу Коши. Говоря о единственности, мы пренебрегаем 

тем произволом, который вносит свобода выбора функций 0\(h),

7 С. К. Годунов, В. С. Рябенький



0 2 (h), 0 3(h). Всюду в дальнейших примерах мы также будем 

пренебрегать подобного рода очевидным произволом и даже 
не всегда будем вводить произвольные величины, аналогичные 
величинам O x(h), 0 2(h), 0 3(h), с самого начала полагая их 
равными нулю.

Читатель без труда убедится, что в рассмотренном сейчас 
примере учет этих величин привел бы к следующему несуще­

ственному изменению результата: 
>(m,n+f) . .

=  77 -  +  °  (h) ,

■ - ->(т+1,л) 1 J
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ап =  — |------b О (/г)],
(rn-/,n) (т,п) п _  1 \ г — 1

h L г

Рис- 13- a {= ± [ - \  +  0(h)].

Аналогично будет обстоять дело и в других примерах, кото­
рые нам встретятся.

Посмотрим теперь, как можно строить для задачи (4) р аз ­
ностные схемы

f а0и”+‘ +  а0и»+  а _1и“_, + в,и» = Ф (тЛ, пт),

«4 = * ( / » * )  (I0)

более общего вида, связывающие значения искомой функции 
в четырех точках, изображенных на рис. 13.

Шаги сетки снова свяжем равенством т =  rh, г =  const, и 
введем обозначение ЛА, положив

ЛЛИ<» =3 а°и"+| + аЛ "„ + а_,ц» + а, и»+]. (11)

Для всякой достаточно гладкой функции u (x ,t)  с помощью 
формулы Тейлора можно написать

Л л Mh'\x=mh.=  (а° +  ао +  «1 +  a-i) и (mh, пх) +
t = n x

-f- aQrhut (m h, пх) +  (ах — а_ ,) hux (mh, пх) +

+  -j aQr2h2utt (mh, пх) +  -j (ах +  а _ х) h2uxx (m h, пх) +

+  0 ( a W ,  a xh\ а_,/г3). (1 2)

Выделим в правой части этого равенства член =  

воспользовавшись для этого тождеством ut — ux -\- Аи. Имеем 

К  ЬА/г U mAf =  a°rhAu \x=mh' +  (а0 +  а0 +  а х +  а_ ,) и (m h , пх) +
i ~ n x  i —nx

+  (a°r +  а х — а-i) hux (m h , nx) +

+  j  a?r2h2utt (mh, nx) +  -j (ax +  a _ x) h2uxx (m h, nx) +

+  О (a°r3h3, axh3, tf_j/z3).



Если предполагать, что величина 0 (a°r3/i3, a\№, a-{h3) доста­

точно мала, — это предположение подтвердится в дальней­
шем,— то для выполнения условия аппроксимации

(Л* =  +  0  №)
t—nx t= n x

необходимо, чтобы четыре числа а °, а 0, а ь й-\ удовлетворяли 
следующим трем равенствам:

a°rh =  1 +  0 ,  (h), 

а ° +  +  a i +  а -\ ~  0 +  О 2 (h ),

(а°г +  а { — а_[) /г =  0 +  0 3 (h).

Положим, как условились, произвольные величины 0\(h), 
0 2(1г), 0 3(/г) порядка Л равными нулю. Получим систему урав­
нений

a°rh — 1,

я0 +  #о +  Я) +  <2_1 =  0, (13)

аРг +  а { — =  0 . .

Если эти условия выполнены, то

ЛЛ [u]h \x_ mhi =  Аи \x==mht +  у  a?r2h2utt {mh, пх) +
t= n x  t—nx

+  у  (ai +  Д- i) (m/г, ят) +  О (а°г3/г3, а ^ 3, а ^ /г3).

Система (13) имеет много решений — семейство решений, зави­
сящее от одного параметра. Одно из этих решений:

л 1 л г — 1 1
0 7 h '  а ~1 = 0 ,  а ° =  — ^— . «1 =  - - -

даст уже рассмотренную схему (5). Решению

о 1 1 _  1 _  1
й ~~ r h '  й° rh ’ а ~1 2/7 ’ 2/г

соответствует схема.

f C+ l -  "m-l „ 4 
Z.Aw<« =  --- ^---------- 2h----= ф  (mh,nx),

{ Um =  ^  (mh)-

Выбрав какое-либо решение системы (13), надо его под­
ступить в остаточный член и убедиться, что он мал. Для двух
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сейчас приведенных решений подстановка чисел а0, ао, а ь а_ i 
дает остаточные члены

-  l i F  +  a' +2°~' +  0  (л3/г3’ а '/г’- а - '/г3>

порядка О (/г).

Среди гладких функций u (x ,t)  есть многочлены второй сте­
пени, для которых d2u/dt2 и д2и/дх2 принимают в любой фикси­

рованной точке любые независимые наперед заданные значе­
ния. При этом член 0 (a ° r3h3, a xh3, a-\h3) , в который входят 
третьи производные многочлена u (x ,t) ,  обращается в нуль. П о­

этому для того, чтобы остаточный член был порядка h, необ­
ходимо, чтобы коэффициенты при d2u/dt2 и д2и/дх2 каждый в от­

дельности были порядка /г. Поскольку из первого уравнения 
(13) имеем а 0 =  1 /(rh ), то коэффициент при d2u/dt2 есть г/г/2 
и порядок остаточного члена всегда не выше первого.

Мы установили, что нельзя построить разностную схему вида 
( 1 0), которая аппроксимирует задачу

ди ди , ,ч

аГ  =  <Р(*' *)■

и (х, 0) =  ф (х)

с порядком h2. Для увеличения порядка аппроксимации при­
шлось бы увеличить число точек разностной сетки, используе­
мых в конструируемой схеме.

Укажем некоторый способ, позволяющий все же построить 
разностную схему с аппроксимацией порядка Ь2, использующую 
только четыре указанные точки разностной сетки. Способ по­
вышения порядка аппроксимации, который мы сейчас изложим 
с помощью примера, носит общий характер. Оказывается, что 
можно подобрать коэффициенты а0, а _ ь а0у а\ так, чтобы вы­
полнялось равенство

A h [u]h^  а°и (mh, (п +  1) т) +  &-\U ((т  ~  1) h, пх) +

+  а0и (mh, пх) +  а хи ((т  +  1) h, пх) =

=  Аи +  —2~ [(Au)t +  (Ли)*] \x==mht +  О (h2) — Р hAu \,х t О (/г2),
t=n% т ' п

где

Р ,  +  -  (—  4 - — )
^  2 \ dt ^  дх ) ’

Е — оператор умножения на единицу. Тогда ввиду А  и =  щ — их =
— Ф (х, I) разностная схема

а ои п+\ I а  и п I а  ц п _J_ а  цп —  ф п 
т  I — 1 иг— 1 1 О т  ■ 1 т+1 тт >
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где

4>т =  Л ф)*™,,, =  Ч> + —  (ф( + <Р*)
t—nx t—nx

будет аппроксимировать рассматриваемую дифференциальную 
задачу на решении u (x ,t ) со вторым порядком относительно h.

Коэффициенты а°, а _ ь а0, а.\ снова могут быть подобраны 

методом неопределенных коэффициентов. Они оказываются сле­

дующими:

о 1 1 . г 1 — г 1 + г
а  ~  rh ’ а ° ~  rh h ' а - 1 —  2h ’ ~  2h '

Оператор A h при этом получается таким:

Лам<а> =  — (ип+1 — ип) — 4г (и п .. — ип Л — -кг (и11 — 2ип 4-ип X11 % \ тп m) 2h V т-\-\ т  — \) 2ll V m+l т  ' т —\)

Методом неопределенных коэффициентов можно не только 
подобрать коэффициенты а0, а _ ь а0, а и при которых

АЛ [и\,г =  а°и [х, / +  т) +  a_jH (.* — h, t) +

+  а0и (х, t) +  а хи (х h, t) =  PhAu +  О (h)2

при выписанном выше операторе Рп, но и построить все такие 

операторы.

Покажем, как это делается.
Считая, что

Ahu{h) s  a°«^+1 +  + а0ипт  +  a j < +1,

и пользуясь формулой Тейлора, получим

Л/г [u]h \x=mh, =  ( a ° +  +  a i +  a ~ i) 11 (mh> nx ) +  
t—nx

+ a°rh ut (mh, nx) + (a{ + a _ ,)  hux {mh, nx) +

+  ~  a°r2h2utt (mh, nx) + тг (а, + a _ j)  (w/г, nr) +

+ О (a°r3h3, a.\h3, а-\!гг). (14) 

Это выражение мы сейчас преобразуем. Начнем с вывода тождества

д2и __ д2и

dt2 дх2

которое вытекает из определения Аи:

+ (Л«)/ + (Аи)Х}
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Доказательство содержится в цепочке очевидных тождеств:

д2и ( ди . . \ д2и д .

dt2 ~  \ дх +  ), ~  dxd t +  ( ^  ~  дх П* + ( ^  ~

— (их +  Ли) =  ихх + (Аu)t + (Ли)*.

Используя эти тождества, можно выражение (14) переписать в следую­
щем эквивалентном виде:

Лл |x=m/l> =  oPrh (Ли)" +  j  cfirW  [(Ли), + (Л ы )Х  +

t=nx

+ (а0 + а0 + «1 + а~х) и (mh, пх) + (а°г + ал — а-х) hux {mh, пх) +

+  a°r2 +  -1 (а, + a_i)j h2uxx (mh, nx) + О (a°r3h3, axh3, a~xh3). (15)

Построим оператор Л л, удовлетворяющий условию Л/, и =  Ph Аи + 0 (h2). 
Члены, содержащие Аи, (Аи) х, (Ли)<, включим в выражение PhAu, по­
скольку выбор оператора Р/Дм в наших руках. Все остальные члены:

(a0 + a0 + a _ i +  ai) и (mh, пх),

(а°г +  ах — а~х) hux (mh, пх),

а°г2 +  ах + а-х и2 , и \
----- 2----- h Uxx ^mh> пх>'

О (a°r3h3, axh3, a-xh3),

обязательно войдут слагаемыми в остаточный член равенства

Ah Ы н — Ph^u  + ост. член,

как бы мы ни выбрали оператор Ph. Справедливость последнего утверждения 
доказывается тем, что среди функций u(x,t) существуют такие, для которых 
и, их, ихх, Аи, [Аи)х, (Au)t принимают в любой фиксированной точке (хо, t0) 

любые, независимые друг от друга, наперед заданные значения и0, их, и°хх, 

(Ли)0, (Аи)°, (Au)°t. Такой функцией является, например, многочлен

Р (х, 0  =  И° +  и°х (X -  х0) +  [ (Ли)0 +  и°] (t -  t0) +  J  и°хх (X -  x0f  +

+  J  [UXX + (k u )°x +  (A«)?] (t — t0)2 +  [u°xx +  (L u f^  (x — X0) (t — t0).

Ввиду независимости значений и, их, ихх, Ли, (Ли)г, (Аи)х при любом вы­
боре оператора Ph для аппроксимации второго порядка необходимо, чтобы 
каждое в отдельности слагаемое, входящее в остаточный член, было по­
рядка /г2. Это требование можно записать такими равенствами:

do +  a0 + a, + а-х = 0 ,  j

(a0r +  a! + a-i) Л =  0, * (16)

(а0г2 +  а х + a-x)h2== 0. J
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Решение системы (16) определено с точностью до множителя. Дополним 
эту систему уравнением

a0rh = 1 ,  (17)

которое выражает естественное, хотя и не необходимое ограничение на вы­
бор оператора Рн: коэффициент при (Аи) в выражении РнАи равен еди­
нице.

В правые части равенств (6), (7) можно было бы добавить произволь­
ные слагаемые O i(h2), Oz(hz), 0 3(h2), 0 4(/г2), но мы считаем их равными 
пулю, как условились.

Решая систему уравнений (16), (17), получаем коэффициенты а0, а~\, 
а0, а ь которые были уже нами приведены:

_п 1 1 . г _ 1 г 1 + г
а ~и"> а 0 -г, "Ь и > а~1 of, > а 1rh и rh ' h ’ 1 2h ’ 1 2/г '

При этих значениях коэффициентов остаточный член равенства (15)

ЛА [u]h — Аи + -g- (Ли), + - у  (Аи)х +

+ О (a°r3h3, a[h3, a~ ih3) =  Р АЛи + О (a?r3h3, a^ti3, a-\h3) 

удовлетворяет оценке 

| О (a°r3hs, axh3, a~\h3) | ^  A (r2h2 +  /г2),

где А — некоторая постоянная, зависящая только от максимума значений 
абсолютных величин производн-ых третьего порядка функции u(x,t). Это 
можно записать также в форме

|ЛА [н]А- Я А<р |” < A ( r 2+ l ) h 2.

Итак, мы установили, что с точностью до несущественных изменений 
только одна разностная схема

ит + 1 ит — 1 х ит + 1 ит —1

2А Т  h2 ~

=  [ф  +  - у-  (ф , +  Ф * ) ]  ( 17' )

t=n%

u°m =  q(m h) 

среди всех разностных схем вида

п . ( a°um+1 + а -\ит-\ + а0ит  + а А  + \ =  Р И.Ч> |" >

=  ! о
I ит =  ф (тЛ )

аппроксимирует дифференциальную краевую задачу (4) на решении u(x,t) 
последней со вторым порядком относительно h.

Во всех рассмотренных до сих пор в этой главе примерах 

разностных схем .=  оператор L h, который отображает
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пространство Uh в пространство Fh, задается явными форму­
лами. Н о часто оказываются полезными разностные схемы, в 
которых оператор Lh описывается тем или иным более сложным 
образом. В дальнейшем мы еще встретимся с задачами, где та-

(0, /)

У кие схемы возникают естественным 

образом.
Изложенные приемы построения 

разностных схем остаются примени­
мыми и в случае задач с перемен­

ными коэффициентами, в случае 
нелинейных задач, в случае сеток 

с переменным шагом. Например, в 
случае неравномерной сетки, изоб­

раженной на рис. 14, для замены 

производных, входящих в дифферен­
циальное уравнение ихх -f- y lJV — 

=  ср(х, у), разностными отношения­
ми с целью построения разностной схемы можно воспользовать­
ся формулами

О (/, 0)

Рис. 14.

U {х т  + Ь Уп) U. (хт ) Уп) и (хт , Уп) и (x m —i, уп)
д2и _ ‘̂ х т /\хт — \
дх2

(хп>Уп)
~Ь Ахт — 1 

2 '

+  у  (Ах т  — АХт—\) Uххх “Ь О \(Ахт -|- Ахт

и (хт, !/п+ l) — и (хт Уп) и (хт , уп) и (хт , уп—\)

д2и ЛУп

1

с> 3 1

+

ду2
( V  Уп)

А у п  +  А у п -  I
+

+  ~3 (кУг ^Уп-\) +  О ((Ауп +  Л i/re_,)2),

отбросив в них остаточные члены.

Указанные формулы проверяются с помощью разложений 
Тейлора (2). Методом неопределенных коэффициентов можно 
убедиться в единственности этих формул: с точностью до не­
существенного произвола есть только один набор коэффициен­
тов а _ ь а0, а\, при котором для любой достаточно гладкой функ­
ции u (x ,t)  имеет место формула

~ =  а - 1 и (х.п-1, Уп) +  а0и (х,п, у„) +

+ а х и (хт+1, уп) +  О [шах (Алгт_ ь Ахт)]

с остаточным членом первого порядка малости относительно 
max[Axm_i, Д*т].
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Формулы вида

д2и (хт , уп) / ч , / ч ,
—-a -\U(xm-\, уп) +  aQu(xm, уп) +

+  а у и (хт+1, уп) + О  ( [max (Axm_,, Axm)f)

с остаточным членом второго порядка малости при Ajtm_i Ф  
ф  Ахт не существует.

Для более точной замены производной разностным отноше­
нием здесь необходимо привлечь более трех точек сетки.

3. Схемы с пересчетом, или схемы предиктор-корректор. При 

построении разностных схем, аппроксимирующих нестационар­
ные задачи, может быть использована та же идея, которая ле­
жит в основе конструкции схем Рунге — Кутта для обыкновен­

ных дифференциальных уравнений, — идея пересчета. Пересчет 
позволяет повысить порядок аппроксимации, получаемый по 
исходной схеме, не использующей пересчета. Кроме того, в слуг 
чае квазилинейных дифференциальных уравнений пересчет 
дает дополнительную возможность получения так называемых 

дивергентных схем, о которых будет идти речь в § 30.
Напомним идею пересчета на примере простейшей из схем 

Рунге — Кутта численного решения задачи Коши для обыкно­
венного дифференциального уравнения

$ T  =  f ( t ,y ) ,  У ( 0) =  Ч\ 0 < t < T .  (18)

Если значение ур в точке tp =  рт уже вычислено, то для вы­

числения ур+j находим предварительно вспомогательную вели­
чину ур+1/2, пользуясь простейшей схемой Эйлера (схема «пре­

диктор»)

—  УР), (19)

а затем осуществляем корректирующий пересчет по схеме

« 1 = f ( tp+v„ ¢,,+./=)- (20)

Вспомогательная величина ур+ч2, найденная по схеме первого 
порядка точности, позволяет приближенно найти угловой коэф­
фициент интегральной кривой в середине отрезка [tp, tp+\] и по­
лучить yp+i по формуле (20) с большей точностью, чем это 

было бы по схеме Эйлера (19).
Мы уже отмечали в § 19, что все соображения остаются 

в силе, если у, ур, ур+у2 будут конечномерными векторами, a f 
пектор-функцией. Н о можно пойти и дальше, а именно считать 

/Л ///>> Ур+Ч2 элементами функционального пространства, а / опе­
ратором в этом пространстве.
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Например, задачу Коши

— с© <  л; <  оо, 0 <  t <  Т. \
(21)

и (лг, 0) =  "Ф (X), — ОО <  X < оо.

A — const, можно считать задачей вида (18), если положить 

у (t) =  и(х, t), так что при каждом t под у надо понимать функ­
цию аргумента х, а под операцией / понимать оператор

— A Приведем пример разностной схемы с пересчетом для

задачи (2 1 ).
П р и м е р .  Пусть сеточная функция ир =  }, га =  0, ±1, . .  

при данном р  уже вычислена. Найдем вспомогательную сеточ­

ную функцию йр+1/г =  (йР+'у, га =  0, ± 1 , . . . ,  отнесенную к мо­

менту времени tp+y2 =  (р +  7 г) т и к  точкам хт+у2 =  (т  +  7 г) h, 
воспользовавшись следующей схемой первого порядка точности:

- Р + ’/г ы т + 1  ит

' ~т/2 ----- +  Л И"± ‘ ~ в"  = 0, г а = 0, ± 1 , . . .  (2 2 )

Затем осуществим коррекцию и найдем up+l с помощью схемы

„ Р + 1  _  , .Р  й Р + ‘/2 _  д Р + '/а

т -% т +  А и"г+,/‘ = 0 , т  =  0, ± 1 , . . .  (23)

Исключая йр+1/2 из уравнений (22), (23), получим схему

иРгп и т | л и т + 1 u /n— 1 /|2 Т Uw+1 +  Wm_ j  1
— ; —  +  л ---- 2ъ-------л 2 -------- №-------=  0' (24)

^  (*m)» W =  0, ± 1 , . . .; р  =  0 , 1 , . . ., [Г/т] — 1 . J
Эта схема при А — — 1 совпадает со схемой (17'). Случай А ф  1 
несущественно отличается от разобранного. Схема (24), а зна­
чит, и схема с пересчетом (22), (23) имеют второй порядок 

аппроксимации по А; т =  rh, г =  const.

ЗАДАЧИ

1. Для решения задачи Коши

4т- +  -^Г- =  ф (*> 0 . — оо <  х < оо, 0 < f < 7 \  I 
at дх j.

и (.г, 0) — г|з (х), — оо < х< оо, J
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воспользоваться сеткой хт  =  mh, tn =  пх, h =  x и построить разностную 
схему вида

, (А) 1 а° Ыт +1 +  а1,1т + 11 +  а0ит + а 1“ т + 1 = Ф т *
Lhu[n> ■

um =  $(mh).

Как надо определить а0, а 1, а0, а х и ф^, чтобы имела место аппроксимация 

порядка h2?
2. Для задачи Коши

Ж - { ж + =  0 < < < Т ,

и (х, у, 0) =  -ф (х, у), — 0 0 < х , у < 0 0

воспользоваться сеткой xm =  mh, yn — nh, tp — px и построить какую-либо 
аппроксимирующую ее разностную схему.

3. Для задачи о теплопроводности

ди д2и л _-___гр—  оо <  х <  со, 0¾¾ / =¾¾ 7\

U (х, 0)  =  (х), — о о < Х < о о Idt дхг> f (25)

0) =  ^  (х),

рассмотреть разностную схему

< +' -  <  < +-\ -  2 < +' + « Д  , „  , ~  2-С + < +,
--- J--- =  » ---------*5------- + ( 1 - 0) -------- --------

ит =  Ф

где с —параметр, ы” — значение искомой функции в точке (хт =  mh, tn =  пх) 

сетки.
а) Показать, что при любом о имеет место аппроксимация на гладком 

решении u(x,t) с порядком 0 ( t  + ft2).
б) Подобрать 0 так, чтобы аппроксимация была 0 ( t 2 + /i2).
в) Связав шаги сетки соотношением т//г2 з= г =  const, подобрать затем а 

так, чтобы получить аппроксимацию порядка Л4.
г ) При а  =  0 подобрать число г =  т//г2 так, чтобы аппроксимация име­

ла порядок /t4.
д) Можно ли за счет выбора а  при фиксированном г =  x/h2 добиться 

того, чтобы аппроксимация на любом гладком решении была порядка выше 
четвертого?

4. Для задачи о теплопроводности

dU 9 \ f 4\ dU 1 ^ Л ^ -
- о о < * < о ° ,  0 < / < Т ,

м (л:, 0) =  -ф (л:), — о о < л г < о о ,

пользуясь сеткой xm — mh, tn =  nx, построить аппроксимирующую ее раз­
ностную схему.

5. Для нелинейной задачи о теплопроводности

° < ‘ < Т■

и (х, 0) =  ^  (* ), — о о < * < о о ,
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пользуясь сеткой хт — mh, tn — пх, построить аппроксимирующую ее явную 

разностную схему. Выписать формулы для вычисления по этой схеме.

6. Доказать, что при ограниченной сеточной функции ир =  [«^} сущест­

вует и единственна ограниченная сеточная функция ир+1 =  \ир̂  *}, опреде­

ляемая разностной схемой

J / P + 1 ___  , ,Р  ___  / 7 ^ 1
т  т  т + 1 т — 1 n п ,

------------------к:----- =  0, т  =  0, ± 1, . . .
т 2 h

7. Доказать, что схема с пересчетом для задачи (25), в которой значения 

решения на промежуточном слое определяются по неявной схеме 

порядка аппроксимации О (т + /г2)

5 Р-Н/г __ о.-.Р+'/г _1_ г.Р + Чг
lm + l ^  т  ‘ ит — 1

т/2 /г2

а решение {гг̂ +1| определяется по схеме

у Р + 1  ___  , ,Р  r .P + 'k  ___  пг.Р+ Уг  I ,, Р + 1/:
и т  1 /77. и тА - \  ^ и т  “  и т  —

0, т  =  0, ±1,

т+ 1 ^ит ~ “m—1 Л о , / \ л , 1
— 0, un, =  ty(xm), т  =  0, ± 1,

т /г2

обладает аппроксимацией порядка О (т2 + /г2) на гладком решении и.

§ 23. Примеры конструирования граничных условий 
при построении разностных схем

Рассмотренные в § 22 примеры были подобраны так, чтобы 
не возникало вопросов относительно построения разностных 
краевых условий. Их без труда удавалось получить из диффе­
ренциальных граничных условий так, чтобы разностные усло­

вия при подстановке в них [и]н выполнялись точно. Здесь мы 
рассмотрим более сложные в этом смысле примеры.

П р и м е р  1. Для задачи

| щ ф 0  > , - ч
\ и{х, 0) =  «ф (х) ( }

при построении разностной схемы воспользуемся разностным 

уравнением
пп + ] — ип~Х ип — пп
ит  ит  ит + 1 ит — 1 / / \ /г>\

- =  ф (m h , пх), (2 )
2т 2 h

п =  1 , 2 , . . .; т  =  0, ± 1 , . . . ; т =  rh.

Чтобы вычислить решение уравнения (2), надо задать не 

только и°т ,

гРт =  \\> (m/г), т  =  0, ± 1, . . . ,  (3)

но также и1т , т  =  0, ± 1 , . . .  Тогда из разностного уравне­

ния (2 ) при /2 = 1 , 2 , . . .  можно последовательно вычислить и2 ,
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ш =  0 , ± 1 , . . ., затем и̂ п, т  =  0, ± 1 ........и так далее. Значе­

ния и]п должны быть заданы близкими к

и (m h , т) =  и (mh, 0) +  хщ (mh, 0) +  0  (т‘2).

Поскольку ut =  ux -\-Au, А и ,^  щ — их =  <$(х, t), w (х, 0) =  Ф (х), 
то

и (mh, х) =  и (mh) +  т [их +  Au\x=mh> +  О (т2) =
t =о

=  г|з (mh) +  х [г])' (mh) +  ф (mh, О)] -j- О (т2).

Таким образом, отбрасывая член О (х2), можно положить

и{т =  >̂ {тН) +  т [г|/ (mh) -j- ф (mh, 0)]. (4)

Ясно, что разностная схема

I t.rc+i ,,п~|
lm + 1 ит — 1 , . ч

-  =  Ф ( т / г ,  пх),2т 2 h
L h uih)  —  j и ()т  =  'ф ( m h ),  ( 5 )

I ит =  ^ (mh) +  т IV  (т/г) +  ф (tn/г, 0)]

аппроксимирует дифференциальную краевую задачу ( 1 ) с по­
рядком к2. Нетривиальность этой схемы состоит в том, что раз ­
ностное уравнение (2 ) имеет второй порядок по /, в то время 
как дифференциальное (1 )— первый. Поэтому потребовалось 

конструировать второе разностное краевое условие (4), не воз­
никающее непосредственно из заданного краевого условия для 
дифференциальной задачи.

Приведем другой пример, в котором построение разностных 
граничных условий не очевидно.

П р и м е р  2. Рассмотрим дифференциальную краевую за ­
дачу

Щ — и х =  Ф (х, t), 0 <  х <  1, 0 <  / <  Т,

L u =  \ и (0, х) =  ij)0 (л:), 0 <  х <  1, (6)

u(t, 1) = ^ ( / ) ,  0 <  i <  Т.

Любое решение дифференциального уравнения задачи (6) одно­
значно определяется, если известно его значение в одной точке 
на каждой из прямых х -f- t =  const. Действительно, вдоль та­
кой прямой

du , dx / j\
- Ui ~T~ Щ ф {x, t)y
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так что и(х,1 ) является интегралом вдоль прямой

х -f t =  const

от ср {х, t ) . Значение постоянной интегрирования определяется 

по величине и в заданной точке.
Ма рис. 15 изображен прямоугольник 0 ^ л : ^ 1 ,  

в котором мы собираемся искать решение, и нанесено семейство 

параллельных прямых х -f- t =  const. Каждая из этих прямых
пересекается в одной точке либо с 
отрезком 0 ^  х <  1 оси Ох, либо с 
отрезком 0 ^  / ^  Г прямой х =  1 , 

где задано u (x ,t) . Таким образом, 

задача (6) имеет единственное ре­

шение.

Приступим к конструированию 
разностной схемы для вычисления 

решения задачи (6). Зададим h 
так, чтобы Mh = 1 ,  и положим 

т =  rh , где М  — целое число, г —

— const. В качестве сетки D h ис­

пользуем точки (mh, пх), т  — 
=  0,1, . . . ,  М; я =  0,1, . . . ,  [77т]. 

Точкам D h, не лежащим на верхней и боковых границах пря­
моугольника D, поставим в соответствие уравнение

.п+ 1
— и, lm+ 1 т ит+ 1 — 2 и" +

2 h h2
где

ф(*. t) +  -у-(ф,+ Ф*)]
x=mh ,  
t = п х

=  К> (7)

(8)

Получение этого уравнения было подробно описано в § 22. 
и иг.Значения и°т и и^ зададим равенствами

ит  =  У>о(т Ь)> т  =  0, 1, . . . ,  A f — 1, 

(пх), п =  0, 1, . . . ,  N, N ;ипим 1 Ш
(9)

которые аналогичны граничным условиям для рассматриваемой 
дифференциальной задачи. Н о равенств (9) недостаточно, что­
бы определить решение всюду на D a. Не удается опреде­

лить значения w" + l на левой границе прямоугольника. Поэтому 

дополним разностные граничные условия следующим:
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Это условие возникает при замене в равенстве 

ди (0, t) ди (я, 0) ,\
— щ------- -тпг- =  ф(°« *)>дх

являющемся следствием заданного дифференциального урав­
нения (6), производных соответствующими разностными отно­

шениями.
Итак, мы построили разностную схему =

L au <»> =  {

u m + 1 u r, lm+ 1 m — 1

t  2h 2 h2

m =  1, 2, . . . ,  M  — 1; n =  0, 1, .

m  =  0, 1, . . . ,  M  — 1,

n =  0, 1, . . . ,  N,

, N -  1,

«о
n =  0, 1 , . . . ,  A/’ — 1,

[ф +  ~2 ~ (%  +  Фх)] _
x=m h ,
t —nx

ty0(tnh), m =  0 , 1 , . . 

-ф, (nx), n =  0 , 1 , . .  

Ф  ( 0 ,  nx), n =  0 ,  1 , . .

M - l ,

M,

N -  1 .

Выясним порядок аппроксимации. С учетом рассмотрений 
§ 22 ясно, что невязка 8f(h\ возникающая при подстановке [г^ 

в разностную схему, Lh[u]h =  fW +  бf(h\ в предположении до­

статочной гладкости решения u (x ,t)  имеет вид

Omn{h2) =  О (h2), т  =  1,2,  ..., М  — 1; /г =  0, 1, ..., N — 1,

0, т  =  0, 1, . . . ,  М  — 1,

6/(W=={ 0 , п =  0, 1 , . .  ., N,

^ u tt (0, пх +  £,т) +  4  м** ( ^ ’ пх), п =  0, 1, , N — I,

0 <  h  <  1 , 0 <  g2 <  1 - 
Если ввести в Fh норму, положив для произвольного эле­

мента g {h) е  Fh

Ап

II (h) L 

, п  И б IIFh
О , tn, п т  п п

g max | Л ^|+ т а х| am |+max | bn |-f max | cn |,
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то || 6/ (/,) Л/- =  О (h) и аппроксимация окажется имеющей лишь

первый порядок относительно h. Из выражения для б/(/г> видно,
т h

что первый порядок определяется невязкой utt -f у  ихх =  О (к),

возникающей при подстановке [и\и в дополнительное искусствен­

но сконструированное нами граничное условие на левой боко­
вой границе.

Остаточный член в используемой сейчас норме || • \\Р оце­

нивается только через вторые производные решения, т. е. эта 

норма не позволяет воспользоваться при исследовании гранич­
ных условий той гладкостью решения, которая была нужна для 

получения второго порядка аппроксимации во внутренних точ­

ках.
Приведем норму || • ||F , при которой построенная выше р а з ­

ностная схема имеет второй порядок аппроксимации на доста­
точно гладком решении и(х, t):

S ih) IIf , — h max I °п I +  h max
tl n

N N 4t

m— 0
-(- ( h 'V  | am |2 1 -f- max | bn | +  max

+
. n 4-1 un . .

+  max Am .

Для этой схемы, как легко видеть,

!|6/ (/г)||̂Л<  Л (г/г2 + /г2), г =  т//г.

При этом постоянная А оценивается через производные 
u (x ,t)  до третьего порядка включительно.

Учет гладкости в этой норме осуществляется членами

сп + , - с п Ьп + > _  ьп

т т

Читатель, вероятно, заметил, что часть слагаемых в формуле, 

задающей новую норму в Fh, отличается от соответствующих 
слагаемых в первой норме множителем к. Ясно, что если де­
лать такие умножения па к и на различные степени к про­

извольно, то можно л,обиться любого порядка аппроксимации. 
Одиако мы уже обсуждали в § 13 вопрос о выборе норм в связи 
с обыкновенными дифференциальными уравнениями и знаем, 
что разумны только такие нормы, в которых разностная схема 
одновременно аппроксимирует дифференциальную краевую за ­
дачу и устойчива.
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Устойчивость рассматриваемой схемы с использованной нор­
мой, в которой имеется аппроксимация второго порядка, будет 

доказана в § 40.
Пример 2 очень поучителен. Он показывает, что для про­

верки аппроксимации в разумном смысле надо правильно вы­
брать норму. Исследуя ту или иную схему, приходится пере­

пробовать много норм. В каждой из них надо попытаться про­

вести исследование устойчивости, которое само по себе, по 

крайней мере в настоящее время, часто требует изобретатель­
ности и труда.

Н а практике в большинстве случаев вместо интересующей 
задачи все исследование проводится на упрощенной, так назы­
ваемой модельной задаче, после чего проводят эксперименталь­

ный счет по разностной схеме для исходной неупрощенной 
задачи.

ЗАДАЧИ

1. Для задачи Коши

~ =  ф х ’ “  00< х <  00’ 

и (х, 0) =  гр! (*), — оо< Сх<оо ,  

ди (х, 0)
----5;---=  ^2 (^ ) , — o o < x < o o ,

исследовать аппроксимацию, которой обладает на достаточно гладком ре­
шении и (х, t) разностная схема

,га+1

Lhu(h) =  ■

2 и'.1., + и
п— 1

1ш+ 1 2и”г + и) 

h2
Ф (mh, пт),

ио
!П

=  (ф2)m j

если ($ 2)111 =  $ 2  (mh). За норму II/^гЧ1яЛ принять максимум модулей всех 

компонент элемента

i Ф п ,

=  j (mh),

I (¢ 2)/Л-

Показать, что аппроксимация имеет первый порядок относительно /1; т =  rh, 
г =  const.

Как следует задать значения (г|>2)т, используя заданные функции гр(х, /), 
г[)4(х) п г|зг(х), чтобы порядок аппроксимации оказался вторым?
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2. Для задачи о распространении тепла на отрезке 

ди д2и . ..

и (х, 0) =  г|)0 (х), 

ди (0, t)

0 < х <  1, 

0< л:< 1,

0 < t < T ,

дх

U (1, t) =  ф2 (0
0 < t< T ,

рассмотреть разностную схему вида

u t+ '- u : т — 1 — 2 и" +  ит+ 1

1, 2, 

..о

/г2

., М — 1; п 

$o{tnh), т  =

= 0, 1, 

0, 1,

(^i п =  1, 2,

=  ф (mh, пх),

- • •, [Г /т ]  — 1, 

. . .  М,

,  [Т/х],

... [Г/т].

За норму
'''А

принять максимум абсолютных величин правых

частей уравнении, составляющих в совокушюоти рассматриваемую разност­
ную схему. Шаги т и h считать связанными равенством т =  r/i2, г =  const. 
Показать, что, положив (xpi)71 =  i})i (nh), получим схему с первым порядком 
аппроксимации на гладком решении. Какой формулой следует определить 
(ФО", чтобы получилась аппроксимация второго порядка?

§ 24. Условие Куранта, Фридрихса и Леви, необходимое 
для сходимости

В § 21 мы доказали, что разностная схема

„п+1 „п
l m + 1

h
—  =  0,
«° =  гр (mh),

(1)

аппроксимирующая задачу Коши

=  о  < t < T ,

и (х , 0) =  -ф (л:),
(2)

не может оказаться сходящейся при произвольной функции 
ф (х ), если -x/h >  1 (см. рис. 9 на стр. 179). При этом было ис­

пользовано соображение общего характера, впервые на не­
сколько другом примере сформулированное Курантом, Фрид- 
рихсом и Леви.
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Это соображение часто помогает при конструировании и ис­
следовании разностных схем. Оно состоит в следующем.

1. Условие Куранта, Фридрихса и Леви. Допустим, что в по­

становке дифференциальной задачи участвует некоторая,,функ­
ция гр (см., например, (2 )). Выберем произвольную точку Р, 
принадлежащую области определения решения и. Пусть зна­
чение решения и (Р ) зависит от значений функции гр в точках 

некоторого множества G \ p=G ^(P ), принадлежащего области 
определения функции гр, т. е., изменяя значения гр в малой 

окрестности любой точки Q из области G $(P ), можно вызвать 
изменение значения решения и (Р ). Допустим, что для вычис­

ления решения и используется некоторая разностная схема 
LhuVl) =  f(,l\ причем значение решения в точке сетки, бли­
жайшей к Р, полностью определяется значениями функции гр 

на некотором множестве 6 ’̂ ) =  G^l)(P).
Для того чтобы имела место сходимость и ^ - ^ и  при h-+ О, 

разностная схема необходимо должна быть устроена так, чтобы 
при /г—* 0 в произвольной окрестности любой точки области 

Сф(Р) при достаточно малом h имелась точка множества =  

=  G f  (Р).
Объясним, почему в случае невыполнения сформулирован­

ного условия Куранта, Фридрихса и Леви сходимости ожидать 

не приходится. Пусть оно не выполнено, так что в некоторой 

фиксированной окрестности некоторой точки Q из области 
G$(P ) при всех достаточно малых h нет точек из множества

=  (Р). Если сходимость и ^ - * и  и при данной функции гр 
имеет (случайно!) место, то изменим гр в указанной окрестно­
сти точки Q так, чтобы изменилось значение и (Р ), оставляя вне 

этой окрестности функцию гр неизменной. Сходимость и ^ —*и  

при новой функции гр уже не может иметь места: значе­
ние и (Р ) изменилось, в то время как значения и в точке 

сетки, ближайшей к Р, остались при малых h неизменными, 

поскольку функция гр в точках множества G §] =  G §] (Р) осталась 
неизменной.

Условию Куранта, Фридрихса и Леви нетрудно придать 

форму теоремы, а проведенные рассуждения превратить в ее 
доказательство, однако мы не будем этого делать.

Рассмотрим несколько примеров, где изложенное нами со­

ображение позволяет установить расходимость и непригодность 
разностной схемы и нащупать устойчивую и сходящуюся раз ­
ностную схему. Конечно, доказательство сходимости приходится 
проводить отдельно, так как выполнение условия Куранта, 
Фридрихса и Леви лишь необходимо, но недостаточно для 

сходимости. Заметим также, что при наличии аппроксимации 

условие Куранта, Фридрихса и Леви необходимо и для



2 1 2 ГЛ. 7. ПРИЕМЫ ПОСТРОЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

устойчивости, поскольку из аппроксимации и устойчивости еле- 
дует сходимость.

2. Примеры разностных схем для задачи Коши. Используем 

условие Куранта, Фридрихса и Леви для анализа нескольких 
разностных схем, аппроксимирующих задачу Коши

ди . ,,, ди . ч
-^- +  « ( 0  — =  Ы * ,  t), оо  <  д: <  о о ,  0 < / < т ,

(3)
дх

и (X, 0) =  г|); (х), — оо <  х <  ОО,  

где г{)о(я, 0  и (л:) — заданные «входные данные» задачи (3) и

a (̂ ) == — 1 — 2 /.

Решение задачи (3) в какой-либо точке (хР, tP) зависит от 
значений функций гро (х, t) и ipi (х) во всех тех точках, через

х

которые проходит характеристика дифференциального уравне­
ния (3), выходящая из некоторой точки А оси Ох и входящая 
в точку Р.

Действительно, характеристики здесь — ннтегоальные коивые дифферен­
циального уравнения

dx

U  =  a{l)-

т. с. параболы х =  — t2 — t + С. Вдоль каждой характеристики 

du ди , ди dx ди , ... ди ,

и  = I t  + лГ I t  =  I t  + а {t) 1 7  ”  (х’

Поэтому значение решения и (хр , t р ) в какой-либо точке Р — (хр , tp) 

выражается ф о р м у л о й
tP

11 ( V  *р ) =  (Л) + f (0, 0 =  ^  О4) + f $ l)(x ,t)d t,

О A Q P

где А есть точка па оси Ox, a AQP — отрезок характеристики.

На рис. 16 изображена характеристика х = 2  - I — /2, вы­
ходящая из точки А —  (2, 0) и входящая в точку Р  =  (0, 1).



§ 24. УСЛОВИЕ КУРАНТА, ФРИДРИХСА II ЛЕВИ 213

Мы видим, что значение и(Р) =  и(хР, tP) решения задачи (3) 
зависит от значения функции гр1 (л;) в точке А, так что А —
— Gxpt (P). Далее, и(Р) зависит от значений гр0(я, О на от­
резке характеристики AQP. Этот отрезок AQ P  и есть 

Рассмотрим разностную схему

lm — 1
h (' ,̂7i! /ft)

u° —  гр. (X ),m 1 \ m) ’

tn —  0 , ± 1  . . . ; n== 0 , 1 , . . . ,  [l/т] — 1 ,

или

H»+1 =  [1 + a ( g  r] H" -  a ( g  га» _ , + т^0 (xm, g ,

<  =  ^ 1  (*»,).

(4)

(5)

где xm =  mh, tn — nx, r =  x/h, a (/) =  — 1 — 2/. Покажем, что 
эта схема не может быть сходящейся ни при каком соотно­

шении шагов г, так как ни при каком г она не удовлетворяет 

условию Куранта, Фридрихса и Леви.
Возьмем в качестве точки Р  точку (0, 1). Сетку выберем 

так, чтобы N x = \ .  Значение решения uih) =  (Р) в точке 
Р — (0, 1), т. е. и0V, в силу разностной формулы (5) выразится 

через значение -ф0(0, 1 — т) и через значения uN_^\ и^~1. Эти 

два значения в свою очередь выразятся через гр0(— h, 1 — 2 т), 

гр0(0 , 1 — 2 т) и через три значения uN~ ,N- 2 
•I ’

,N-  2
0 И т. д.

В конечном счете значение выразится через значения функ­

ции гр0(х, /) в точках сетки, отмеченных на рис. 16 крестиками, 

и через значения m% =  i |5] ( a: _ jv ), m°_;V+1 =  ̂ , (*_*+,), •••, (*о)

функции гр, (я) в точках x _N, x _N+v . . ., xQ на оси Ох. Таким 

образом, множество G{$  (Р) состоит из точек сетки, отмеченных 

крестиками, а множество G $  (Р) — из точек x _N, x__N+, , . . . ,  xQ 

на оси Ох  (эти множества имеют общие точки на оси Ох). Оче­

видно, что любая точка Q множества G$a(P) имеет окрестность, 

в которую не попадают точки множества G{$  (Р), как бы мало 
ни было h. Разностная схема (4) не удовлетворяет условию 
Куранта, Фридрихса и Леви, необходимому для сходимости.

Рассмотрим теперь для задачи (3) разностную схему (рис. 17)

LhuW

,п+ 1

+  CL ( t r
т+1

h
- г р о  (хт, tn),

и0 == гр. (х ),т  т  1 \ т ) ’

т  =  0 , ± 1 , . . . ;  п =  0 , 1 , . . . ,  1/т — 1 ,

(6)
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И Л И

Ит+1 =  П а (̂ п) Г] Um й (tп) гат-Н +  T^0 (Хт ’ ^п)' 1

J (7)

где г =  x/h.
Шаг х сетки выберем из условия N x = l ,  N  ~  целое, так 

что точка Р  =  (0, 1) будет принадлежать сетке. Значение реше­
ния u{h) в этой точке, т. е. и^, в силу формул (7) выразится 

через -ф0(0, 1 — т) и два значения и^~1 и uN{~x. Эти два значе­

ния в свою очередь в силу (7) выражаются через \J)0 (0, 1 — 2т),

)0{h, 1 — 2т) и через три значения и^~2, и^~2, и^~'2 и т. д. В ко­

нечном счете а£  выражается через значения /„) в точках 

сетки, отмеченных на рис. 17 крестиками, и через значения 

ио=  (0)> =  •••> ^  =  ^ ( ½ )  Функции гр,(л;) в точках 

х0, Xi, . . . ,  xN на оси Ох. Таким образом , G $  (Р) в этом слу­

чае— это множество точек, отмеченных крестиками, a G^? {Р) — 
это множество точек Хо, Х\, . . . ,  xN на оси Ох. Ясно, что в случае 
г == т/h >> У2 (этот случай не изображен на рисунке) точка 

В — (\/г,0) лежит левее точки А =  6'фДР). Поэтому существует 

окрестность точки А, в которую не попадают при /г —>0 точки 

Условие Куранта, Фридрихса и Леви нарушено, и схо­
димости ожидать нельзя.

Для того чтобы схема (6) могла оказаться сходящейся, не­
обходимо, чтобы г ^  72. Н о  этого мало. Допустим, что г < . 1, 
но некоторая точка Q характеристики A Q P  лежит над прямой 

В Р , как на рис. 17. Тогда тоже нельзя ожидать сходимости. 
Значение функции гро(*, О в точке Q оказывает влияние на зна­
чение и (0, 1) решения дифференциальной задачи, т. е. Q при­

надлежит множеству О ф ,(Р ) .  Н о значение г[‘о (^ ,  0  в точке Q  

(как и значения ipo(x ,i) на всем участке QP  характеристики)



§ 24. УСЛОВИЕ КУРАНТА, ФРИДРИХСА И ЛЕВИ 215

не оказывает влияния на значение решения разностного
уравнения в точке Р: существует окрестность точки Q, куда 

при h —* 0 не попадаю т  точки множества (Р). Условие Ку­
ранта, Фридрихса и Леви не выполнено.

Выбрав г настолько малым, чтобы треугольник О РВ  со ­

держал не только точку А = ( 2 ,0 ) ,  но и всю характеристику 
AQP, уже можно доказать устойчивость (и сходимость) раз­
ностной схемы (6). Для такого выбора числа г учтем, что (в 
силу дифференциального уравнения характеристики dx/dt =
— a ( t )) величина — 1 /a(t) есть тангенс угла наклона касатель­
ной к характеристике к оси Ох, а — г —  — тIh есть тангенс угла 

наклона прямой В Р  к оси Ох. Легко понять, что характеристика 
AQP  будет лежать в треугольнике В О Р , если

г ^  шах | а (О I ^  "з ’ т ^  У  ’ ^
0 <  t <  1

и тогда условие Куранта, Фридрихса и Леви выполнено.

Покажем, что при условии (8) разностная схема (6), ап­
проксимирующая задачу Коши (3), устойчива, и следовательно, 
сходится. При этом нормы определим равенствами

|| uih) |1(/ =  тах|и« |,
т, п

|| Р  |\F =  max | гр0 (хт , tn) | +  max | ^  (хт) |.
т ,  п

Учитывая, что при условии (8)

1 + а ( / ,г) г > 1  > 0 ,

из равенства (7) получим 

К +‘ I <  [1 -  ^ Г 1 '' + г] m ax|и» \ +

+  т max | {X t„) | <  max | и" | +  т max | ф (дс tn) | <
m, n in m, n

<  max | +  2 t  max | г|>п(*т , tn) | <
m tn, n 

• • # .......................................................................................................• • • •

<  max I uPm I +  (n +  1) x max | ф0 (xm, t ) I <
m m, n

<  m ax! -ф, (xm) | +  1 • max | -ф0 (xm, tn) \ =  || f {h) \\Fh.

Поскольку полученное неравенство
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справедливо при любых т  —  О, ±1, . . .  и любых п, ( « + 1 )т ^ 1 , 
то

II « “ lb,, < 1 1 / " % , ,

и устойчивость разностной схемы (6) при условии (8) дока­

зана. Ограничение (8) на шаг т при заданном шаге h , т ^ '/ з ^ ,  
можно ослабить, не нарушая условия Куранта, Фридрихса и

Рис. 18.

Леви, если сделать шаг т переменным, tn+x — tn +  гп, и выби­

рать его при переходе от tn к tn+1 с учетом наклона характери­

стики вблизи точки / =  tn, а именно из условия

г =  1л. < ___ !___ = ____ !—  и =  о 1 ("9)
Гп~  h ^  \a(tn)\ 2tn + 1 и, 1 , . . .  ^

Измененная таким образом схема (6) имеет вид

( ит+1 — ит
L huV» =  \ ^  h  "  UrJ A = % ( X m . Q ,  (10 )

1 “ « “ ♦ if1. )
или

„ » + 1 =  [ 1 +  а  ( У  Гп\ и» -  а ( Q  raufn+, +  \ А  (хт , <„),

<  =  $ , ( хт)-
(И)

В соответствии с формулой (9) ограничение на шаг тп ме­

нее жесткое, чем при использовании схемы (6) с постоянным 
шагом. При малых п используется шаг тп ~  h, и лишь при 
приближении tn к / =  1 приходится выбирать xn =  7 з h 
(рис. 18). Доказательство устойчивости схемы (10) при 

условии (9) лишь несущественно отличается от доказа­

тельства устойчивости схемы (6) при условии (8): используя
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неравенство 1 -\-a(tn)r n ^  0, получим в силу ( 1 1 )

| Кп ' | <  max I «т | +  Т» П1ах | (*,„■ ln) | <
' т  т , п

<  шах | и" - 1 1 +  (т„_, +  т„) max | i|)0 (хт , tn) \ <

шах и

Отсюда следует неравенство

IU(ft) Ik/A<IIPI IFA,

означающее устойчивость.
3. Примеры разностных схем для задачи Дирихле. Восполь­

зуемся условием Куранта, Фридрихса и Леви для анализа двух

У

(о, /;

1 0 •  •

г

в

•  •  • >(/77, / )

t)
— X * m , 0

л  $

Рис. 19.

разностных схем, аппроксимирующих следующую задачу Ди­

рихле для уравнения Пуассона:

д2и

дх2 -|р- = Ф  (х, у), 0 <  х, г/ <  1 , )

Ф (*. г/). (*» ! / ) е Г ,  !

(12)

в квадратной области D =  (0 ^  х, у ^  1) с границей Г. П о­
строим сетку хт =  m h, уп =  nh, где /г =  1/М, М — целое число 

(рис. 19, а ). К сетке Dh отнесем те точки {хт ,у п), которые по­
пали внутрь квадрата D или на его границу. Рассмотрим раз ­
ностную схему, аппроксимирующую задачу ( 1 2 ):

LhuW =  <

и т-\-1, п т п  +  и т — 1, п т ,  «.+ 1 %u nin +  и т , п— 1

h2 1 h2

— q>(mh,nh), если ( m h , n h ) ^ D ,  

итп =  'Ф {mh, nh), если (m h , nh) e  Г.

(13)
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Схема (13) получена путем замены производных ихх и uyv раз­
ностными отношениями, и аппроксимация не вызывает сомне­

ния. Мы докажем ее устойчивость в § 34 и изложим способы 
вычисления решения в §§ 35— 37. Н о обратим внимание на 
то, что вычислить ее решение не просто, так как система урав­
нений LhU^ —  р  для определения значений сеточной функции 

и№ при малых h достаточно сложна. Сама эта сложность по­
буждает выяснить, нельзя ли построить схему, решения кото­
рой вычисляются просто. На первый взгляд, можно воспользо­
ваться схемой

u_m— 1, п ^umn + um+1, п . um, п +1 ^итп + пт, п—1
h2 h2 ~

=  Ф (m/г, nh), 

tn —  1,2, . . . ,  М — 1; п —  1,2, . . . ,  М —  2, 
u - 2 u  + u  a - 2 u  + U  <,4 >ит—1,2 um 2 > um+l,2 , um 2 Zuni\ ^umQ

h2 h2 ~

=  ф (m h , h), m =  1, 2, . . . ,  M  — 1,

Umn =  'Ф {mh, nh), (x , у) e  Г.

Аппроксимация, очевидно, в этом случае есть, так как схема 
получена путем замены производных разностными отношениями, 

а граничное условие аппроксимировано точно. Каждое урав­
нение из первой группы уравнений связывает значения реше­
ния в пяти точках сетки, изображенных на рис. 19,6. Вторая 

группа уравнений при фиксированном т  связывает значения 
решения в пяти точках сетки, изображенных на рис. 19, в.

Рассмотрим совокупность уравнений первой группы, отве­
чающих фиксированному значению п, а именно п —  1 , и всю 
вторую группу уравнений совместно. Полученная система урав­
нений связывает значения umh um2 и umо, причем ит0, моь и02, 

ими um2 заданы граничными условиями. Эту систему можно 

решить, определив umi и итг, т  =  1, 2 , . . . ,  М — 1 . Затем ис­
пользуем разностное уравнение из первой группы уравнений 
при п =  2 и определим итг по явной формуле, разрешая это 

уравнение относительно единственной входящей в него неиз­
вестной величины ат3. Продвигаясь слой за слоем от итп к 

Um, п+ь мы вычислим в силу уравнений первой группы реше­
ние во всех внутренних точках сетки. Значения же в гра­

ничных точках сетки заданы с самого начала.
Однако эта на первый взгляд удобная схема совершенно 

непригодна. Известно, что решение задачи Дирихле для урав­
нения Лапласа зависит в каждой точке от значений ty(x,y)\v 
всюду на границе. А в построенной нами разностной схеме вы­
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числение решения во всех внутренних точках происходит без 
использования значения $>{х,у) на верхней стороне квадрата. 
Эта разностная схема не может оказаться сходящейся. Слож ­

ность, присущая схеме ( 1 1 ), связана с существом дела.

В заключение подчеркнем еще раз, что условие Куранта, Фридрихса и 
Леви не является достаточным условием устойчивости. В § 25 будет, в част­
ности, показано, что разностная схема

Lhu(h)
lm+ 1 ит — 1 , . .
---- -------=  Ф (т/г> пх),

и°т =  'ф (mh)

неустойчива при любом г =  x/h =  const. Эта схема аппроксимирует задачу 
Коши

и, — и =  ф (х, t), 

и (х, 0) =  of) (х),

для которой мы уже рассмотрели несколько других схем. Легко проверить 
в то же время, что эта схема при г ^  1 удовлетворяет необходимому усло­
вию устойчивости.

Чтобы сделать это, возьмем опять, для определенности, точку (0, 1) на 
плоскости 0x1 и будем считать, что она принадлежит сетке Dh при всех h, 

так что 1 =  Nx, гле N — целое. Значениевычисляется через значения 

иЦ-\ и ? ' 1. Эти три значения вычисляются затем через пять значений 

на предыдущем слое t =  (N — 2)т и т. д. В конечном счете Uq вычисляется, 

очевидно, через значения и)т =\J) (mh), т  =  — N, — N  +  1, . . — 1, 0, 1, . . .

N, в точках сетки, принадлежащих отрезку — 1/л ^  х ^  1/г на оси Ох. 
Если г — x/h <С 1, то этот отрезок содержит точку х =  1, значение в кото­
рой определяет w(0, 1), и(0, 1) =  гр(1). Условие Куранта, Фридрихса и Леви 
при г ^  1 выполнено.

ЗАДАЧИ

1. Решение уравнения теплопроводности ut — иХх, —оо <  х <  оо, t "> 0,
имеет вид

u(l, 0)е At d%.U (X, t ) = ---

2 j/ я

1
у г

Может ли существовать сходящаяся разностная схема, аппроксимирую­
щая эту задачу и имеющая вид

Ы/- • - == + « - !< - ! + «0«т + а [ < + 1  + а 2< + 2).

где OLj — некоторые постоянные, если х =  /г?
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2. Система уравнений акустики 

dv d w _

~дГ +  ~дх ~  ’

dw , d v _

~дГ +  Их ~  ’

^ > 0, — оо <  X < ОО,

v (х, 0) =  ф (х), w (х, 0) =  г|з (х)

имеет решение вида

.. г.. ^  Ф (х — /) + $  (х — t) + Ф (х + t) — -ф (х + t) ]
V (X, t ) ------------------------ -----------------------, j

w {x f) — ф (* ~~ *) + — 0 ~ ф (* + 0 + + 0 f
2 J

Может ли оказаться сходящейся разностная схема вида

+
т +1

— v:

0, о,

т  — 0, ± 1,

Сопоставьте области влияния начальных данных для разностной и диффе­
ренциальной задач.

3. Задача Коши

ди _ ди _

~Ж ~ д х ~ '
t >  0, — оо <  х <  оо,

и (х, 0) =  eiax, оо <  Х <  ОО,

имеет решение

и (х, t) ав eiateiax.

Соответствующая разностная схема

,р+’ ,р
lm+ 1

h
=  0, /9 =  0, 1.......

т  — 0, ± 1, . . ,

имеет решение

[ 1 -  г + reiahY  eiahm,

которое при р =  t/х, т  =  x/h стремится к решению дифференциальной за­
дачи при h >• 0, каково бы ни было фиксированное г — x/h. Между тем при 
г >  1 разностная схема не удовлетворяет условию Куранта, Фридрихса и 
Леви, необходимому для сходимости. Объясните кажущийся парадокс.
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УСТОЙЧИВОСТИ

§ 25. Спектральный анализ разностной задачи Коши

Мы изложим широко применяемый способ Неймана иссле­

дования разностных задач с начальными данными. В этом па­
раграфе ограничимся случаем разностной задачи Коши с по­
стоянными коэффициентами, а в § 26 частично распространим 
результаты на случай переменных коэффициентов.

1. Устойчивость по начальным данным. Простейшим приме­
ром разностной задачи Коши может служить неоднократно 
встречавшаяся выше задача

Г Л А В А  8

1 и(Н)L  =  m a x  m a x  \ирт \, || f h)| L  =  m a x  I i>m I +  m a x  | ф Ч  .
p rn in m, p

Тогда условие устойчивости задачи (2 )

LhuM S3 т

Положив

(2)

(3)

примет вид'



где с не зависит от h (и от т =  rh, г =  const). Условие (4) 

должно выполняться при произвольных {\|)т} и [ф^]. В част­

ности, для устойчивости необходимо, чтобы оно выполнялось 
при произвольных [фт] и =  т. е. чтобы решение задачи
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■£+ !_ ■ " = 0 , р =  о, 1 , . . . ,  [Г/т] — 1 , 

и0™ =  ^  т  =  0, ± 1 ,

(5)

удовлетворяло условию

m ax  I и?] <  с т а х  \и°т \, р =  0, 1, . . . ,  [Г/т], (6)
т  т

при произвольной ограниченной функции и®п =  $>т.

Свойство (6)., необходимое для устойчивости (4) задачи (1), 
называют устойчивостью задачи ( 1 ) относительно возмущения 

начальных данных. Оно означает, что возмущение вне­

сенное в начальные данные задачи ( 1 ), вызовет возмущение 

{мт) Решения задачи ( 1 ), которое в силу (6) не более чем в с 

раз превосходит возмущение начальных данных, причем с не 
зависит от h.

2. Необходимое спектральное условие устойчивости. Для

устойчивости задачи Коши, (1) по начальным данным^ необхо­
димо, чтобы условие (6) выполнялось, в частности, если [м̂ ] 

есть какая-нибудь гармоника

U0m- .eiamt m =  О, ± 1 , . . . ,  (7)

где а  — вещественный параметр. Н о решение задачи (5) при 
начальном условии (7) имеет вид

(8)

где Я =  Я (а) определяется путем подстановки выражения (8) 
в однородное разностное уравнение задачи (5):

X (a) =  1 — г +  rela, г =  -^-= const. (9)

Для^ решения (8 ) справедливо равенство

max \ upm I =  I Я (а) |р max | uQm I .
m m

Поэтому для выполнения условия (6) необходимо, чтобы при 
всех вещественных а  выполнялось неравенство

| Я (а) р7 <  с, р =  0, 1, . . . ,  [Т/%],

или

| Я ( а Ж 1 +  С1т, (Ю)
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где С\ — некоторая постоянная, не зависящая от а  и т. Это и 
есть необходимое спектральное условие Неймана применитель­

но к рассматриваемому_примеру. Спектральным оно называется 
по следующей причине^ Существование решения вида (8) пока­
зывает, что гармоника {eiam} является собственной функцией 

оператора перехода

К п ' = ( . 1 - Г) и т + Г и т +  Р  т  =  0 ’ ± 1 .  • • • •

который в силу разностного уравнения (5) ставит в соответ­
ствие сёточной функции {«pJ, m —  0, ± 1 , . . . , определенной на 

слое tp =  px сетки, сеточную функцию {м̂ +1}, пг =  0 , ± 1 , 

определенную на слое tp+\ =  (р +  1)т. Число Я ( а ) = 1 — г -f 
+  reia является соответствующим этой гармонике {eiam} соб­
ственным числом оператора перехода. Линия, которую пробе­

гает точка X (а) на комплексной плоскости, когда а  пробегает 
вещественную ось, вся состоит из собственных значений и яв­
ляется спектром оператора перехода.

Таким образом , н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  у с т о й ч и ­
в о с т и  ( 1 0) можно сформулировать так: спектр оператора пе­

рехода, соответствующего разностному уравнению задачи (5), 
должен лежать в круге радиуса I -f- с\т на комплексной пло­

скости. В нашем примере спектр (9) не зависит от т. Поэтому 

усл овие^ 1 0) равносильно требованию, чтобы спектр А, (а) ле­
жал в единичном круге

( 11)

Воспользуемся сформулированным признаком для анализа 
устойчивости задачи (1). Спектр (9) представляет собою окруж ­

ность с центром в точке 1 — г и 
радиусом г на комплексной пло<> 

кости. В случае г <С 1 эта окруж- / / /  
ность лежит внутри единичного ( (  с 
круга (касаясь его в точке Х = 1 ), 

при г =  1 совпадает с единичной 
окружностью, а при г >* 1 лежит 
вне единичного круга (рис. 20). Рис. 20.

Соответственно необходимое ус­
ловие устойчивости ( 1 1 ) выполнено при г ^ 1  и не выполнено 

при г >  1. В п. 3 § 21 мы исследовали рассматриваемую разно­
стную схему и показали, что при г ^  1 она устойчива, а при 
г >■ 1 неустойчива. Таким образом, необходимое убловие устой­

чивости Неймана оказалось в данном случае достаточно чув­

ствительным, чтобы в точности отделить случай устойчивости 
от случая неустойчивости.
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В общем случае задачи Коши для разностных уравнений и 
систем разностных уравнений необходимый спектральный при­
знак устойчивости Неймана состоит в том, что спектр к =  к(а,  h) 
разностной задачи при всех достаточно малых h должен лежать 
в круге

[ Я | <  1 + е  ( 1 2 )

ка комплексной плоскости, как бы мало ми было заранее вы­
бранное положительное число е. ,

Заметим, что если для рассматриваемой разностной задачи 
спектр окажется не зависящим от h (и от г), то условие ( 1 2 ) 

равносильно требованию, чтобы спектр К =  К(а, h) — к (а) ле­
жал в единичном круге

| А ( а Ч < 1 . ( 1 2 ')

Под спектром разностной задачи в условии (12) понимается 
совокупность всех k =  k (a , h ) ,  при которых соответствующее 

однородное разностное уравнение (или система уравнений) 
имеет решение вида

ит ~  (а > h)]p [u°eiam], т  =  0, ± 1 , . . . ,  (13)

где и0— число (единица), если речь идет о скалярном раз­
ностном уравнении, и числовой вектор, если речь идет о век­

торном разностном уравнении, т. е. о системе скалярных раз ­
ностных уравнении.

Если необходимое условие Неймана (12) не выполнено, то 
ни при каком разумном выборе норм нельзя ожидать устойчи­
вости, а в случае его выполнения можно надеяться, что при 

некотором разумном выборе норм устойчивость имеет место. 
Аналогичный вопрос о независимости спектрального признака 
устойчивости от выбора норм мы уже обсуждали в связи с раз­
ностными схемами для обыкновенных дифференциальных урав­

нений в § 15.
3. Примеры. Рассмотрим ряд интересных разностных задач 

Коши и применим для анализа их устойчивости спектральный 
признак Неймана. Начнем с разностных схем, аппроксимирую­

щих дифференциальную задачу Коши

4т- “  Ж  =  ф — 00 < * < °°, о < / < 7’,

и (х, 0) =  яр (х), — оо <  X <  ОО.

П р и м е р  1. Рассмотрим разностную схему

„ Р + 1  _  „ Р  „ Р  _  и Р

-- =  ф (*,„, у , р =  0, 1, . . . ,  [Г/т] -  1,

ит =  ^ ( Хт)̂  . Ш =  0’ ± 1 ’ •••

(14)



Подставляя выражение вида (8) в соответствующее однородное 
разностное уравнение, после простых преобразований получим

X (а) =  1 -{- r — re~ia.

В силу этой формулы спектр представляет собою окруж ­
ность с центром в точке 1 - fr  и радиусом ^ 

г (рис. 21). Ни при каком г спектр не ле­

жит в единичном круге. Условие устойчи­
вости ( 1 2 ') всегда не выполнено.

В § 24 уже было установлено, что при 

любом г не выполнено необходимое усло­

вие сходимости (и устойчивости) Куранта, Рис. 21. 

Фридрихса и Леви.
П р и м е р  2. Рассмотрим следующую разностную схему
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ip — iip 
lm+ 1 ит —

х 2h 2h2(Um-l ^Um + Um+\) (15)

и® = ib , J

аппроксимирующую задачу (14) со вторым порядком относи­

тельно h (§ 22). Для нее Х =  Х(а) определяется из уравнения

 ̂ __ | _ р т- . .
А _ ± _ £ _ ^ -----_ 1 . , > И _ 2 +  е-«) =  0 .

Обозначим по-прежнему r =  x/h. Заметив, что

pi a _ p- ia

— sin а,
2 г

/ _га га \ 2

— to ( о '2 _ о 2еш - 2  +  е~ш _  I - е _ |  _ _ с5г12 ^ _

4  “  \ 2 i  )  ~  Ъ П 2  ’

X =  1 -|- if sin ct — 2 r2 sin2 , (16)

X (а) |2 =  ( 1 — 2г2 sin2 -f-)2 +  г2 sin2 а.

получим

2

После простых преобразований найдем

1  - | A | 2  =  4 r 2 s i n 4 - f - ( l - г 2) .  ( 1 7 )

Условие Неймана выполнено, если правая часть неотрица­

тельна, г 1 , и не выполнено при г >  1 ,

8  С. К- Годунов, В, С. Рябенький
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П р и м е р  3. Рассмотрим следующую разностную схему 

 ̂— и?

Lhi№

ip — ир lm+ 1 utn— 1
2 h Ф (%m, tp), 

Um =  ^ { Xm)

(18)

для той же задачи Коши (14).

Подставляя в уравнение (18) выражение (8), после сокра­
щений получим уравнение для К:

Я — 1 eia — e~ia _  Q

т 2 h
или

Спектр Я =  Я (а) заполняет вертикальный отрезок длины 2x[h, 
проходящий через точку А, =  1 (рис. 22).

Если x/h =  г —  const, то условие (12') не выполняется — 

спектр не лежит в единичном круге. Если при /г—>0 шаг т из­
меняется, как h2, так что т =  rh2, то самая да-

Я / — . лекая от точки к =  0 точка К (а) имеет модуль 
х х >/+ir ___________

i ^ (а) 1а=я/2 =  } /  1 + (х ) =  / 1 + тг ^  1 + у
'M r

Условие |Х(а) | 1 +  ст в этом случае выпол­
нено при с =  г/2 .

Ясно, что требование т =  rh2 накладывает 

гораздо более жесткое условие на убывание 
шага по времени т при стремлении шага h к нулю, чем требо­
вание т =  rh, г 1 , которого было достаточно для выполнения 

признака Неймана для разностных схем (5) и (15), аппрокси­
мирующих ту же задачу Коши (14).

Отметим, что признак Куранта, Фридрихса и Леви, как по­

казано в конце § 24, позволяет утверждать неустойчивость об ­
суждаемой схемы только при т/7г >  1 , а при x/h ^  1 суждений 
об устойчивости не дает и оказывается слабее признака Ней­

мана.

v р а ссм от ри м  теперь две построенные в § 22 разностные схе­
мы, аппроксимирующие задачу Коши для уравнения теплопро* 
водности

ut — а 2ихх =  qp (х, t), — оо  <  х <  о о ,  0 <  t <  Т, 

и (х, 0) =  1}э (дс), —  о о  <  *  <  ОО.
} (19)



П р и м е р  4. Явная разностная схема

2 ит+ 1 ^ит ит— 1
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а" л2 =  ф (m/г, /гт),

и г|)(т/г), т  =  0, ± 1 ,. . . ;  р =  0, 1, [Г/т] — 1,

.Р**Г л р ictrn
при подстановке == Г е  в соответствующее однородное 

разностное уравнение приводит к соотношению

к — 1
а
а е-и* _ 2 + е*а _ а

/г2

Заметив, что

е~га — 2 + eia 

4

получим

_£а \ 2
2

2 /
=  — sin2 2 *

Я (а) =  1 — 4ra2 sin2 , г =  -р-.
h2

При изменении а  число Я (а ) пробегает отрезок 1 — Ага2 
^  X 1 вещественной оси (рис. 23).

Для устойчивости необходимо, чтобы левый , 2 

конец этого отрезка лежал в единичном круге ( ™  ,/  

1 — 4га2 — 1 или

(20)

В случае, если г > точка X (а) — 1 — 4га2 sin2 —■, отвечаю­

щая а =  я, лежит левее точки — Ь Гармоника е1пт~ { — \)т 

порождает решение

и?п =  (\-4 гГ (- \Г ,

не удовлетворяющее условию (6) ни при какой постоянной с. 

П р и м е р  5. Рассмотрим теперь вторую схему

« р+1 — и1**• ы w 1-
—  а

р + 1 
2 “т+ I о«|Р+1 /1р+ 1 zum ^  ит—\

Н2
=  ф (mh, ят),

A  =  “Ф (т/г)’

т  =  0, ±1, /? =  0, 1, . . . ,  [Г/т] — 1. 

Аналогичные выкладки приводят к выражению

X (а) = ----- 1-----— , i

(21)

1 + 4ra2 sin2

т

“A2"*
(22)

8*
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Спектр этой задачи заполняет отрезок

[l +  4ra2 sin,2 < Я < 1

вещественной оси, и условие |Я| ^ 1  выполнено при любом г.

Спектральный признак Неймана применим для исследования 
разностной задачи Коши и в случае, если пространственных пе­
ременных два или более.

П р и м е р  6. Для задачи

ди __ д2и , д2и , (.

1 п ~ 1 ^ ^ ~ д у 2 ' >  ■

и(х, у , =  у)

возьмем сетку (хт , уп, tp) =  (mh, nh, рх). Заменяя производные 
разностными отношениями, построим разностную схему

( ир+1и т п

Lhu{h) ■■

lmn l m + 1, n lm — 1, n

h2

,P
l m,  n + 1

h2
0 ,

(23)

Задавая u°mn — el (atn+$n), т. e. в виде двумерной гармоники, за- 

висящей от двух вещественных параметров а  и (3, найдем ре­

шение вида

иртп =  Хр (а, tS)e,,am+M.

Подставляя это выражение в разностное уравнение, после со­
кращений и тождественных преобразований найдем

Я (а, (3) =  1 — Аг sin2 у  — Аг sin2 .

При изменении вещественных а и р  точка К ~  К(а, |3) про­
бежит отрезок

1 - 8г < Я < 1

вещественной оси. Условие устойчивости выполняется, если 
1 — 8г ^  — 1 , г <  ’Д.

Приведем пример, иллюстрирующий применение признака 
Неймана для разностных уравнений, связывающих значения 

искомой функции не на двух, а на трех временных слоях.
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П р и м е р  7. Задачу Коши для волнового уравнения

4 ^ - - - 0 = 0 -  - « > < * < ° ° >  0<кт ,

и  (х > 0 )  —  'ф! ( я ) ,  ди  0> =  1|)2 (а :) , —  о о < д ;< о о ,

аппроксимируем разностной схемой

т2 h2

р =  1 , 2 , . . [Т/х] — 1 ,

0 ,

* 1 (*«)» (*т)’ т  =  0 , ± 1 ,

(24)

Подставляя в разностное уравнение решение вида (8), полу­

чим после простых преобразований следующее уравнение для 
определения Я:

Я2 — 2 ^ 1  — 2 r2 sin2у )  Я +  1 = 0, r ~ Y ’

Произведение корней этого уравнения равно единице. Если 
дискриминант

d (a) =  4r2 sin2 а (г2 sin2 ~  — 1J

квадратного уравнения отрицателен, то корни A-i(a) и Яг (а) 

комплексно-сопряженные и равные единице по модулю. В слу­
чае г <  1 дискриминант остает­
ся отрицательным при всех а.

На рис. 24, а изображен спектр 
в этом случае. Он заполняет 

часть единичной окружности.
В случае г =  1 спектр заполняет 
всю окружность. При г >> 1 по 

мере увеличения а  от нуля до я 

корни ^ i(a )  и Я2(а ) движутся 
из точки Я =  1 по единичной
окружности один по часовой стрелке, а другой против часовой 
стрелки, пока не сольются в точке Я =  — 1 , а затем один .из 

корней пойдет по вещественной оси из точки Я =  — 1 влево, 
а другой вправо, так как они вещественны и Я1Яг= 1  (рис. 24,б). 
Условие устойчивости выполнено при г ^  \.у

Рассмотрим задачу Коши для следующей гиперболиче­
ской системы дифференциальных уравнений, описывающей
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распространение звука:

dv __dw

dt дх '

dm dv_ - ° ° < * < ° ° .  0 <t<T,
dt dx ’

V (X, 0) =  opj (л:), w (X, 0) =  i|)2 (x), — oo <  x <  ex?. 

Положим

, ,, f o ( X , t )\  (fy(x)\

и запишем (25) в векторной форме:

ди я ди ~ . . .V .
— Л-?- =  0, — оо <  л; <  оо, 0 <  / <  Г,

где

^1 dx

U (х, 0) =  г|) (л:), — оо <  х <  оо,

1 о / '

(25)

(25')

Исследуем две разностные схемы, аппроксимирующие зада­

чу (25').
П р и м е р  8. Рассмотрим разностную схему

ыр+1 -  ирт •♦ж
— А

ит + 1 ит
0, р — 0, 1, [Г/т] -  1,

“2* =  * ( * « ) ’ т = = 0 > ± 1 . . . .

(26)

Ищем решение векторного однородного разностного уравнения 
в виде (13):

upm =  bp(u°eiam) ^ X p

Подставляя это выражение в разностное уравнение (26), при­
ходим к равенству

Я -  1 0 „ еш ~  1 0 л 
и0 — А — г—  м° =  0,

или
h

(Я — V) tft — г (eia — 1) АиР =  0, г =  -̂ -, (27)

тшторое можно рассматривать как векторную запись системы 
линейных уравнений для определения компонент вектора и0.



Запишем систему (27) в развернутой форме:

X -  1 - r ( e l a— 1)
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r(e ia— 1 ) X — 1 j\wQ) °* ^

Система линейных уравнений (28) имеет нетривиальное реше- 

l v° \
пие u0==\woJ лишь ПРИ тех Х =  Х(а) ,  при которых определи­

тель системы (28) обращается в нуль:

(X —  1)2 =  г2 (eia _  1)2.

Отсюда

(<х) =  1 — t  -J- reia,

Х2 (а) =  1 +  г — reia. Рис. 25.

Корни A i(a) и Аг(а) пробегают соответственно окружности р а ­
диуса г с центрами в точках 1 — г и 1 +  г соответственно 

(рис. 25). Условие устойчивости Неймана не выполнено ни при 
каком г.

П р и м е р  9. Рассмотрим разностную схему

—  j jP f jp  ,__ fjP  я-
u m . u m-\-\ u m — 1 T

X ^ 2h  2h2 ^ 2 ( U m +1 0,

p =  0, 1, . . . ,  [Г/т] — 1; m =  0, ± 1 .........

=  m =  °> ± 1 . •••»

(29)

аппроксимирующую задачу (25') со вторым порядком и анало­

гичную схеме (15) для скалярного случая (14). Условие суще­
ствования нетривиального решения вида (13) у векторного 
уравнения (25) состоит, как и в пример'е 8, В том, чтобы об ра ­

щался в нуль определитель системы, возникающей для опреде- 
/  v° \

ления и0 =з I I.П риравн яв  этот определитель нулю, получим

квадратное уравнение относительно Л =  Я (а ) , из которого на­

ходим

Xj =  1 +  ir sin а — 2 г2 sin2 , ]

\ (30)
%2 =  1 if  sin а ~  2 r2 sin2■—. j

Эти формулы аналогичны (16), и, как в (17), получим



Спектр, задаваемый формулами (30), лежит в единичном круге 
при г ^  1.

4. Интегральное представление решения. Рассмотрим задачу 
Коши вида

b и Р -4- b и Р -4- b и Р ^  — )
— I / n —I “  uQu m “  u lu m+l I

-  { а . Л -i +  аЛ  + а Л +.) =  <%■ I
Р =  0, 1......... [Г/х] — 1, [ (31)

я» =  0, ±1,  . . . .  J

с постоянными коэффициентами, предполагая, что

+  +  0 < а < 2 я .  (32)

Разностные схемы (1), (15), (18), (19), (21) приводятся к виду 
(31), если обе части входящих в них разностных уравнений 
умножить на т и если q>{xm, tp) s= 0.

Соответствующее (31) однородное уравнение

Ь- К +-1 “Ь  Mm+1 Ь1ит+1 *“  (а -\ит -  \ a 0Um~̂ ~ a iUm+\) ~  0> j

р  =  0, 1 , ---[Г/т] — 1, | (310

т  =  0, ±1, . . . ,  J

при любом а, 0 ^  а  ^  2я, имеет решение

ирт (а) =  Хр (а) eiam. (33)

Умножим решение (33) на произвольную периодическую с пе­
риодом 2я и интегрируемую с квадратом на отрезке 0 ^  а ^  2я 
функцию

2я

J  V2 (а) <  оо,  (34)

и произведение проинтегрируем по а  в пределах от нуля до 2яз

2л

ирт =  J U (а) 1Р (а) eiam da. (35)

'  о

Благодаря (34) интеграл (35) имеет смысл, а в силу линей­
ности однородного уравнения (31') сеточная функция (35) бу­
дет решением этого разностного уравнения (как линейная ком­
бинация решений (33)).
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Предположим, что

оо оо

2  |<|2— 2  |‘Фт |2< о°, (36)
т = — оо

определим периодическую интегрируемую с квадратом функцию 
U(а) формулой

оо . 4
tarn

и  ( а ) -  2  (37)
т ——оо

Т е о р е м а  1. Сеточная функция (35) является решением 
разностной задачи Коши (31).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теории рядов Фурье известно, что 
при условии (36) ряд, стоящий в правой части формулы (37), 
сходится (квадратически в среднем) к некоторой периодиче­
ской функции U(a) с интегрируемым квадратом. Обратно, вся­
кую периодическую интегрируемую с квадратом функцию U (а) 
можно разложить в ряд Фурье (37), определив для этого ко­
эффициенты разложения \р„г по формулам

2я

i|)m =  —L=  f U (a) eiam da. (38)
V 2л Jо

Между функцией U (а) и коэффициентами г|зт ее ряда Фурье 
существует связь

2я

J|£/(a) pda =  (39)
О

называемая равенством Парсеваля.
Теперь видно, что при р =  0 функция {«^}, получаемая по 

формуле (35), совпадает с т. е. (35) есть решение раз­
ностной задачи Коши (31').

Интегральным представлением решения (35) можно пользо­
ваться для анализа свойств разностной схемы (31).

Определим нормы равенствами

IирI =  2  Wm |2> \\и{,1)\\и — max \ир\, \
m « р \

1 НО)
=  шах (||-ф ||, шах|| ФР ||). fI I / up

фр тт 

t m F, )

Т е о р е м а  2. Для устойчивости разностной схемы (31) по 
начальным данным, т. е. для выполнения неравенства

I I  иР || || и01| ( | | M 0 i | =  H I | ,  р =  0, 1, . . . ,  [Г/т] — 1)
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с постоянной с, не зависящей от h (и от т =  %(h) ), необходимо 
и достаточно, чтобы спектр Я =  Ц а )  лежал в круге (10):

| Я (а) К  1 + с1 т, (41)

где с\ не зависит от h (и от т).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала установим д о с т а т о ч ­

н о с т ь .  При условии (41), очевидно,

| Я (се) |р <  | 1 +с,т|т < е '' ' ' .  (42)

Из представления (35) в силу равенства Парсеваля и нера­
венства (42) следует

|| ир  и —

2я

L0

J I (a) U (а) |2 da

< е с‘т

2я

J | U (а) |2 da =  ec'T\\uQ с Ur

Н е о б х о д  и м о с т ь. Покажем теперь, что из невыполне­
ния (41) при любом фиксированном с{ следует неустойчивость. 
Использовать неограниченность решения

Р 1 Р / \ iam
Um — X (а) е ,

имеющую место в этом случае, для доказательства неустойчи­
вости при выбранной норме (40) нельзя, так как {eiam} не при­
надлежит пространству сеточных функций, у которых сумма 
квадратов модулей их значений ограничена.

Для доказательства неустойчивости заметим сначала, что 
всегда можно выбрать интегрируемую с квадратом функцию 
U (а) так, чтобы выполнялось неравенство

2п
1

2я
J* | Я (a) f p | U (а) |2 da

о

^  max [ | Я (а) |2р — е]

2я

2я
U(a)\2da, (43)

где 8 >  0 — произвольное. В самом деле, если тах|Я(а)| =
а

=  |Я(а*)|, то положим

1, если ОС GE [о — б, сс -j- б], 

если а е  [а* — б, а* +  б].



Благодаря непрерывности функции |Я(а)|2Р при достаточно 
малом 6 =  6(e) будет выполнено (43). Если (42) не выпол­
нено, то найдется последовательность h& и соответствующая по­
следовательность тh — при которых

ck =  [max [ Я (a, hk) \][Т1хь] - * оо при k-> оо.
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Положим е =  1 и выберем U(а) так, чтобы выполнялось (43). 
За последовательность примем последовательность коэф­

фициентов Фурье функции U (а). Тогда (43) при р — [Т/т] при­
мет вид

Ы т№ ||>(cfe — 1)11 и0 II, ck-+ оо, При h-* о,

что и означает отсутствие устойчивости (6) по начальным дан­
ным.

Т е о р е м а  3. Для устойчивости разностной задачи Коши

+  * о < + |  +  ьА+-{а-К-1+аА+аК-и) =  < •
р =  0, 1, . . . ,  [Г/т],

<  =  от =  0> ±1 .........

(31)

при сделанном выборе норм (40) необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялся спектральный признак устойчивости

| Я (а) | ̂  1 +  схх.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  очевидна, так 
как при невыполнении этого признака в силу теоремы 2 нет 
устойчивости по начальным данным.

Докажем д о с т а т о ч н о с т ь .  Отметим, что задача

+  bQwm +  b{wm+l =  фш, m =  0, ±1, . . . ,  (44)

при любой {фт}, S i  Фт I2 <  °°» имеет единственное решение {wm}, 
д,ля которого

S i  Wm |2 <  00•

Это решение удовлетворяет оценке

lilWm  |2< ^ ,2 | Ф ш  Р. (45)

где с 1 — некоторая постоянная. В самом деле, благодаря усло­
вию (32) однородная задача, отвечающая (44), не имеет 
ограниченных решений, отличных от нуля. Это обеспечивает
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единственность. Далее, в силу § 3 задача (44) имеет фундамен­
тальное решение Gm, | Gm \ <  срт, р <  1. Функция

оо

^ т == S  Gm—ktyk
к— — оо

и является решением, удовлетворяющим (45).
Заметим, что если за норму принять не (40), а равенство 

|| ир |) =  sup I ирт I, то спектральный признак | X (а) | <С 1 +  С\х пере-
т

станет быть достаточным признаком устойчивости. Для разност­
ной задачи Коши в случае системы уравнений этот признак 
также лишь необходимый признак устойчивости.

Интегральным представлением (35) решения разностной задачи Коши 
можно воспользоваться не только для исследования устойчивости, но и для 
выяснения других свойств разностной схемы.

Если, например, спектр X =  % (а) при а  #  0 лежит строго внутри еди­

ничного круга, то решения ирг =  Хр (a) etam,отвечающие а  Ф  0, при переходе 

от слоя к слою гасятся, умножаясь на Я (а ) . Из формулы (35) видно, что 
при [Г/т] =  р получается сеточная функция, отвечающая функции X P (a )U (a ), 
которая сосредоточена на длинных волнах (а  «  0). Разностная схема «вы­
глаживает» начальные данные.

5. Выглаживание разностного решения как действие аппроксимационной 
вязкости. Мы видели, что спектр разностной схемы

, р + 1 _ , , р  , , р _ / , р
lm и т  ит + 1 ит

0, т  — 0, ± 1, . . .

Р —  0, 1 , . . . ,  [Г/Х] — 1,
(46)

аппроксимирующей задачу Коши

Д г — =  0, — о о < * < о о ,  0 < t < T ,  ) 
dt дх <■ (47)

и (л:, 0) =  -ф (х) — о о < д ;< о о ,  j

есть окружность X — 1 — г +  reta, 0 s=: а  <  2я. При г <  1 каждой точке 
а  ф  0 соответствует точка спектра Я(а), |Я(а)|< 1. Это значит, что ка­

ждая гармоника и°т ~  eiatnh, заданная в качестве начальных данных, га­

сится, умножаясь на X(а ) , при каждом переходе со слоя на слой; решение с 
течением времени выглаживается, так как при малых ah (низкочастотные 
гармоники) погашение слабее. Отметим, что решение дифференциальной за ­
дачи (47) u(x,t) =\J)(x +  0  с течением времени не выглаживается — оно 
получается из начальных данных сдвигом влево. При этом решение задачи 

(47), отвечающее начальному условию и(х, 0) — eiax, есть u(x,t) — eiatetax 

и множитель еш  по модулю равен единице. Вычислительный эффект вы­
глаживания решения, имеющий место при использовании разностной схемы 
(46), можно понимать как проявление аппроксимационной вязкости, прису­
щей этой схеме. Объясним, что мы понимаем под аппроксимационной вяз-



§ 25. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ РАЗНОСТНОЙ ЗАДАЧИ КОШИ 237

„  ди ди п „
костью. Ьсли уравнение -щ---- =  0 считать простейшей моделью уравне­

ний движения невязкого газа, то уравнение

ди ди д2и /лп.

~di дх ~  ^  ~д& ( ^

естественно считать моделью уравнений движения вязкого газа с вязкостью, 
равной [х >  0, выглаживающей решение. При начальном условии и(х, 0) == 

=  е гахрешение уравнения (48) имеет вид

• и (*, t) =  e- ^ H  + iateiax _  I  (а> t) eiaxt

При (j, =  О(т) и t — х гасящий гармонику etax множитель k (a ,t)  можно 
записать так:

2 2

А (а, т) =  1 — ц а2т +  /ат — — 1- о (т2). (49)

Будем предполагать, что решение разностной задачи можно доопре­
делить вне сетки так, чтобы полученная при этом гладкая функция и ^(х , t) 
была равномерно по h ограничена вместе со своими производными до чет­
вертого порядка.

Тогда в точках сетки (х, t), пользуясь формулой Тейлора, можно на­
писать

{х, t 4- т) — и ^  (х, t) и ^  (х 4- h, t) — и^  (х, t)
0:

т h

д и ^  (х, t) д и ^  [х, t) , т д2и^  (х, t)
I- - - - - - - - -

dt дх 2 dt2

(50)

Здесь и далее е\h\ — равномерно по h ограниченные вместе со

своими производными функции.
Из равенства (50) следует, в частности,

h e l^  (х , t).

Дифференцируя это тождество по t, получим

д2и д  ( диw  \ deih) д2и ^  де№ д&№ д2ui-h) ...
- 3 7 Г -  =  "ТТ" 1 - ^ 7 -  +  Л ~ £ ~  =  - - Г Г -  +  Ь -7 Г - +  Ь - Я Г  =  - ^ 2 - + ^  dt2 d x \ d t j  dt дх2 дх dt дх2 6

Подставляя выражение для д2u(h'>/dt2 в равенство (50) и отбрасывая члены 
второго порядка малости, получим дифференциальное уравнение вида (48):

dU(h) dU{h) h - x  d2U(h) - .

dt dx 2 dx2 *

которое будем рассматривать не на сетке, а всюду при t >> 0.
Таким образом, разностное уравнение (46) оказалось в «основном совпа­

дающим» с дифференциальным приближением (51), которое есть уравнение 
вида (48) с малой вязкостью =  (h — т)/2. Эта вязкость носит название 

аппроксимационной, так как появилась в результате аппроксимации задачи
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(47) разностной задачей (46). Дифференциальное уравнение (51) сглаживает 
начальные данные в основном так же, как схема (46). Действительно, если 

U (х, 0) =  ешк, то к моменту t — т эта гармоника, в соответствии с форму­
лой (49), умножится на

Я (а, т) == 1 —
— т

а 2т +  io, х + о (т2) =

=  1 +  /ат — —  а 2т +  о (т2). (52)

При u°m — etax \x_ mh — eiamh по разностной схеме (46) получим в момент 

t — т ту же гармонику, умноженную на множитель

Я (а) =  1 — г -J- retah =  1 — г +  г ( 1 +  iah
a2h2

2 )  +  О (ft2) =

h
1 +  /ат — — а 2т +  О  (т2),

который совпадает с множителем (52) с точностью до бесконечно малых 
второго относительно т (или h) порядка.

ЗАД АЧИ

1. При каких значениях параметра а  >  0 разностная схема, аппрокси­
мирующая задачу Коши для уравнения теплопроводности

ир+1 - и1 ,р +1 
lm+1

0|.Р+ 1 _L „Р1- ‘ 
^ит ит— 1

р + 1

h2

+ (1 -сг)

+

ит+\ ^ит~^~ит —\

h2

ит  задано, т  =  0, ± 1, . . . ,

удовлетворяет спектральному признаку устойчивости Неймана при любом 
г — x/h2}

2. Удовлетворяет ли спектральному признаку устойчивости следующая 
разностная схема:

ijP+1 — ,,Р~1 ,,Р — OtjP л. „р 
ит  ит  “ m+l ит —* ит — 1

2т h2

ит Фт>

Ф (ХГПу ^р)> Р ^

т  =  0, ± 1 .........

где

ф»> =  ц( * , 0 )  + т-? и ^ ’ 0) = « ( » „  0) + т °> - ф ( х „ )  +  т Г  U m ) t

Эта разностная схема аппроксимирует задачу Коши (19) для уравнения тепло­
проводности с порядком 0 (т2 +  h2).
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3. Показать, что разностная схема 

, р +К и
+  Л

иР+1 _//Р+1
ит + 1 ит — 1

2 h
=  0, m =  О, ± 1, . .

Р =  0, 1, ....

аппроксимирующая задачу Коши

ди , л ди п 
— - +  Л =  О, 
df дх

и (х, 0) =  г|) (х),

— о о < д : <  оо, ^ > 0 ,

—  о о <  лг< оо,

с порядком 0 (т +  ^ 2), удовлетворяет спектральному признаку устойчивости 
при любом г =  х/h и любой постоянной А.

4. Исследовать разностную схему с пересчетом для решения задачи 
Коши ut +  Аих =  0, и (х, 0) =  ф (х ) :

+  А

„Р+ '/г __  „Р+ '/г
ит+у2 ит~Ч2

>0, т  =  0, ± 1,
•ь п

р — 0, 1, . . . ,  

ит =  т = 0 - ±1. •••.

Л =  const, где промежуточная сеточная функция мр + — ( M ^ y J  опреде­

ляется по и° =  [ирп] в два этапа: сначала вычисляется vp =  [о^] как реше­

ние разностной задачи

,P+V2

т/2 + л m— I
2 h

Р+'/г =  f„P + V2 ) по формулам

иР+'/г
m+4t

т+Чг)

=  (1 -  а)
.Р+'/г
;m+l +  I)Р-Н/,

+ а
•■Р+'/г _д_ 7,Р+Уг 
т+2 ^  ут-1

Показать, что если параметр интерполяции а  лежит на отрезке 0 ^  a  =¾ 0,25, 
то при любом г — x/h =  const выполнен спектральный признак устойчивости. 
При а  =  0 весь спектр лежит на единичной окружности, а при 0 <  а  ^  0,25 
он располагается внутри единичного круга и касается этого круга лишь при 

/ 1 = 1 .  Собственному значению X — 1 отвечают собственные функции ит  =

=  (±1Г-

§ 26. Принцип замороженных коэффициентов

Здесь мы изложим прием, весьма расширяющий класс не­
стационарных разностных задач, для исследования которых 
можно пользоваться спектральным признаком устойчивости. 
Этот необходимый признак устойчивости, изложенный в § 25 
для исследования разностной задачи Коши с постоянными ко­
эффициентами, можно применять и в случае разностной задачи
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Коши с «непрерывными», но не постоянными коэффициентами, 
а также для задач в ограниченных областях, когда граничные 
условия задаются не только при t — 0, но и на боковых грани­
цах. Этим приемом можно пользоваться и для исследования не­
линейных задач.

1. Замораживание коэффициентов во внутренних точках. 
Сформулируем принцип замороженных коэффициентов, поль­
зуясь в качестве примера следующей разностной краевой за ­
дачей:

В этой разностной краевой задаче — 0 и 12иРм 1 =  ® ~  не~

которые условия, задаваемые соответственно на левой и правой 
границах сеточного отрезка 0 ^  т  ^  М.

Выберем произвольную внутреннюю точку (х, t) области 
0 ^ а : ^ 1 ,  где рассматривается задача (1), и «за­
морозим» коэффициенты задачи (1) в этой точке.

Возникающее разностное уравнение с постоянными коэф­
фициентами

будем рассматривать теперь не при 0 <Z т  <. М, а при всех 
целочисленных т. Сформулируем теперь

П р и н ц и п  з а м о р о ж е н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в .  Для 
устойчивости задачи (1) необходимо, чтобы задача Коши для 
разностного уравнения с постоянными коэффициентами (2) 
удовлетворяла необходимому спектральному признаку устой­
чивости Неймана.

В обоснование принципа замороженных коэффициентов при­
ведем следующее рассуждение на эвристическом уровне стро­
гости.

При измельчении сетки коэффициент a(x , t )  в окрестности 
точки (х, t) за любое фиксированное число шагов сетки длины 
h по пространству и длины т по времени ввиду непрерывности 
функции a(x, t )  меняется все меньше и все меньше отличается 
от значения a(x , t ) .  Добавим к этому, что расстояние от точки 
(х, t) до границ х =  0 и х =  1 отрезка, измеренное числом ша­

р — 0, 1, . . . ,  [Г/т] — 1,

— ГП =  0’ • • • ’ М' М /г=1 ,

I =  0 I ир̂ ~̂ =  0
l \u Q u ’ l 2 М

(О

(2)
р — 0, 1, [Г/т]— 1; т  =  0, ±1, . . . ,
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гов сетки, стремится к бесконечности. Поэтому при мелкой 
сетке возмущения, наложенные на решение задачи (1) в мо­
мент времени t =  t, в окрестности точки х =  х развиваются 
(за малое время) примерно так же, как для задачи (2).

Понятно, что это рассуждение носит общий характер. Оно 
не зависит от числа пространственных переменных, числа иско­
мых функций и вида разностного уравнения или системы урав­
нений.

В § 25 мы рассматривали задачу Коши для уравнения вида 
(2) и нашли, что для выполнения условия Неймана отношение 
г =  %/h2 шагов сетки должно удовлетворять условию

---Цг-.
2а (х, t)

Поскольку в силу принципа замороженных коэффициентов для 
устойчивости задачи (1) это условие должно выполняться при 
любых (х, t), отношение r =  x/h шагов сетки должно быть под­
чинено условию

(3)
2 max а(х, t)

X, t

Принцип замороженных коэффициентов позволяет ориенти­
роваться на эвристическом уровне строгости и при исследова­
нии устойчивости нелинейных задач. Поясним это на следую­
щей нелинейной задаче:

ut — (1 +  и2)ихх =  0, 0 < * < 1 ,  

и (х, 0) =  -фо (х), 0 <  х <  1, 

и(0, f) ==^1 (*)» и (1, /) =  г|э2 (0. 0 < t < T .  

Используем следующую разностную схему:

Lhu{K>

— и?„ _ ир , , — 2ир + и р ,_ [l + K f j  „+■ ,  =  0>

0 < т < М ,  р =  0, 1, . . . ,  [Г/т] — 1, 

u° =  $>Q(mh), 0 < / п < М ,

и, t i (*р + тр)> Р =  1, 2, [Г/т],

им ^ г ^ р  хр)'

В ней допускается изменение шага т:р от слоя к слою. Эта 
схема позволяет последовательно, слой за слоем, вычислить 
и1, т  — 0, . . . ,  М, затем и2т, т ~  0, 1, . . . ,  М, и т. д.

Допустим, что мы уже добрались до слоя t — tp, вычислили 
up t т  — 0, 1, М, и хотим продолжать счет.
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Как выбрать следующий шаг т =  тр? Можно принять, что 
нам предстоит сосчитать решение линейного разностного урав­
нения

„ Р + 1 __ fj P  п Р __ о и Р _ L  tJP
т  ит , , \ ит + 1 ит. ^  т — 1 л

^  О- \%т> tp) д2 ^

с заданным переменным коэффициентом а (хт, tp) =  1 +  )2.

Действительно, естественно считать, что значения ирт близки 
к значениям u(xm,tp) гладкого решения u(x,t) дифференциаль­
ной задачи. Коэффициент тогда близок к непрерывной функции 
а(х, t) =  1 -j- и2(х, /), которая на протяжении нескольких вре­
менных шагов мало изменяется.

Применение признака Неймана к уравнению с переменным 
коэффициентом a(xm,t p) дает ограничение (3) на соотношение 
шагов сетки, необходимое для устойчивости:

!>> < _______!_______ = ______ _ !_______ г.
А2 р ^  2 max| а (х, tp) | 2 max 1 +  ( u j ,)2

х т

Отсюда следует рекомендация выбрать очередной шаг тр из 
условия

Т -------- --------- h 2
р  2  m a x  I  1  +  ( « , п ) 2  I

т

Численный эксперимент на машине подтверждает правильность 
этих эвристических рассуждений.
j/ Если необходимое условие устойчивости, полученное путем 

рассмотрения задачи Коши с замороженными в произвольной 
точке области коэффициентами, окажется нарушенным, то 
устойчивости нельзя ожидать ни при каком задании граничных 
условий. Подчеркнем, однако, что принцип замороженных ко­
эффициентов не учитывает влияния граничных условий. В слу­
чае выполнения необходимого условия устойчивости, вытекаю­
щего из принципа замороженных коэффициентов, устойчивость 
может иметь место при одних, и не иметь места при других 
граничных условиях. Теперь изложим признак К. И. Бабенко и 
И. М. Гельфанда, учитывающий влияние границ в случае за­
дачи па отрезке.

2. Признак Бабенко и Гельфанда. При рассмотрении задачи
(1) мы полагали, что возмущения, сообщенные решению за­
дачи (1) в окрестности произвольной внутренней точки (x,t), 
при мелкой сетке развиваются примерно так же, как такие 
же возмущения, сообщенные решению задачи Коши (2) с за­
мороженными в точке (x,t) коэффициентами. В обоснование 
этого принципа мы принимали во внимание, что расстояния от
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внутренней точки {x,t) до границ, измеренные числом шагов 
сетки, при измельчении сетки неограниченно возрастают. Но 
если точка (х, I) лежит на боковой границе х =  0 или х — \, 
то это эвристическое рассуждение теряет убедительность. Пусть, 
например, х =  0. Тогда расстояние от точки х до любой фик­
сированной точки х 0 (в частности, до правого конца от­
резка х = 1 ) ,  измеренное числом шагов сетки, при Л—*0 по- 
прежнему неограниченно возрастаеГ, но число шагов до ле­
вого конца х — 0 не меняется и остается равным нулю.

Поэтому возмущение решения задачи (1) вблизи левой гра­
ницы х =  0 за малое время должно развиваться подобно воз­
мущению решения задачи

#, Р + 1 „ Р  цР  — 0 1 , Р Л - „ Р
ит  ит  „ (с\ 7\ т+1 ит —1 Л
--- ------ а (0, t)------- ^ ------ =  0,

1{ир+' =  0.

Эта задача получилась из исходной задачи (1) при замо­
раживании коэффициента а(х, t) в левом конце отрезка х =  0 
и одновременном удалении правой границы в -(-оо. Задачу (4) 
естественно рассматривать только на тех функциях up =  
=  {«§, Upv  UP, . . . j ,  для которых

ирт ->0 при т —> +  оо.

Только в этом случае возмущение сосредоточено вблизи 
границы х(— 0, и только относительно возмущений такого вида 
задача (1) и задача (4) вблизи левой границы х =  0 сходны 
между собой.

Точно так же развитие возмущений решения задачи (1) 
вблизи правой границы х =  1 должно быть похоже на развитие 
таких же возмущений для задачи

unt ит  / 1  ит + 1 +  j
Т ( ’ '  h2 ~  ’ J

- 2 , - 1 , 0, 1, . . . ,  М - 1 ,  | ®

W  =  ° )

с одной только правой границей. Эта задача возникла из ис­
ходной задачи (1) при замораживании коэффициента a(x,t) 
в правом конце х =  1 и при удалении левой границы в — оо. 
Задачу (5) надо рассматривать на сеточных функциях ир — 
=  {. . . ,  ир_2, up_ v ир, upv « у ,  удовлетворяющих условию 

ufm ~> 0 при т  -> — оо.



Задачи (2), (4) и (5) проще исходной задачи (1) в том от­
ношении, что при фиксированном г — т/h2 они не зависят от h 
и являются задачами с постоянными коэффициентами.

Таким образом, процедура исследования устойчивости, учи­
тывающая влияние границ, применительно к задаче (1) со­
стоит в следующем. Надо составить три вспомогательные за­
дачи (2), (4) и (5). Для каждой из этих трех задач, не зави­
сящих от h, надо найти все те числа Я (собственные числа 
оператора перехода от ир к и?+1), при которых существуют ре­
шения вида

и р ___ j  р„  о
Utn — ^ uttl*

При этом в случае задачи (2) и° — \и°т}, т  =  О, ±1, . . . ,  должно 

быть ограничено. В случае задачи (4) — uQv . . . ,  и°т, . . .} , 

«^->0 при т —> + °°> а в случае задачи (5)

и0 =  { . . . ,  и°_2, u°_v u°Q, u°v . . . ,  и°м), 

и°т —> 0 при т  —> — оо.

Для устойчивости задачи (1) совокупность собственных чи­
сел каждой из трех задач (2), (4) и (5) должна лежать в 
единичном круге |Я|=^ 1. (Задача (2) рассматривается при каж­
дом фиксированном х, 0 <С х <  1.)

Продолжим рассмотрение задачи (1). Будем считать в даль­
нейшем, что а(х, t)== 1, и вычислим спектры для всех трех за­
дач (2), (4) и (5) при различных краевых условиях =  0 и

/ //р+1 =  0. 
l2um u

Подставляя решение upm — Xpum в разностное уравнение 
(2), получаем

(Я 1) ит т (um+i - 2um -*f- um_j) =  0, r :==:~i~2~•

ИЛИ

( — 2r + 1 — Я\ I п /с.\U-tn+l ‘ J. J U-m, Н~ Um—\ — 0* (6)

Это — уравнение второго порядка. Подобными уравнениями 
мы занимались в гл. 1. Чтобы написать общее решение урав­
нения (6), составим характеристическое уравнение

^  +  ( 2 + - ^ ) - 7 + 1 = 0 .  (7)

Если q — корень этого уравнения, то сеточная функция
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есть одно из решений уравнения

ит  ит  ит + 1 ^ит ‘ ит~  1 _ л 

Т /г2 ‘

Если \q\ =  1, т. е. q — eia, то ограниченная при m —> -j-"oo и при 
т —*— оо сеточная функция

р ,р iam 
Um =  лв ,

как мы видели в § 25, является решением при 

к — 1 — 4rsin2-j, 0 ^ а ^ 2 л .

Эти А =  А(а) заполняют отрезок 1— Аг ^  к ^  1 на веществен­
ной оси. Этот отрезок и есть спектр задачи (2). Собственных 
значений к, не лежащих на этом отрезке, задача (2) не имеет, 
так как в случае отсутствия у характеристического уравнения 
(7) корня q, по модулю равного единице, задача (6) не имеет 
ограниченного при m —► + оо решения.

Если к не лежит на отрезке 1— то оба корня 
характеристического уравнения (7) отличны по модулю от еди­
ницы, но их произведение равно свободному члену квадратного 
уравнения (7), т. е. единице. Поэтому среди корней уравнения 
(7) один по модулю больше, а другой меньше единицы. Пусть 
для определенности |^i|<  1, a ]q2\’>  I- Тогда общее решение 
уравнения (6), убывающее по модулю при т —► -j-oo, имеет вид

ит  =  сс1?

а общее решение уравнения (6), стремящееся к нулю при 
т  —>— оо, имеет вид

U m  =  cqf(k).

Для определения собственных значений задачи (4) надо под­
ставить ит =  с q™- (к) в левое граничное условие l\U — 0 и найти 

все те к, при которых оно выполняется. Это и будут все соб­
ственные значения задачи (4). Если, например,

1,и =  и0 —  О,

то условие cq\ — 0 не выполняется ни при каком с ф  0, так что 

собственных значений нет.
Если l\U\ =  Hi — Uq =  0, то условие cq\ — cq\ — с [q{ — 1) =  0 

ввиду <71 Ф  1 приводит к с =  0, так что собственных значений 
опять нет.

Если l\U — 2и\ — Uq =  0, то условие c(2q\ — 1) =  0 выпол­
няется при с Ф  0, если <7i =  7г-



Из уравнения (7) находим, что в случае qi =  7г число % 
есть

Я = 1 + г ( ? , - 2  + J _ ) _ ,  +  r ± Z ^ ± ± e I + | .

Это и есть единственное собственное значение задачи (4). Оно 
лежит вне единичного круга, так как Я = 1 + г / 2 > 1 .  Анало­
гично вычисляются собственные значения задачи (5). Они по­
лучаются из уравнения

huM ~  О,
где

и,п =  q?> 72 =  ̂ 2^)» т  =  М, М — и М — 2, . . .

Рассмотрим в качестве еще одного примера разностную 
схему

1JP  —  и рит + 1 ит
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л — 0, р =  0, 1.........[Г/х] — 1,

т  =  0, 1.........М — 1,

Mh =  1,

^  =  т==0, 1 , . . . ,  ЛГ,

//Р + 1 _ _  п
им и»

(8)

аппроксимирующую задачу

ut — ux =  0, 0 < * < 1 ,  0 < / < 7 \  

и (х , 0) =  а|) (л:), 

и (1,/) =  0.

Применим для исследования ее устойчивости признак Ба­
бенко— Гельфанда. Сопоставим схеме (8) три задачи: задачу 
без боковых границ

иР"̂ "̂  м . IjP IjP м  IjP 
ит  ит  __  ит + 1 ит

Т h =  0, т  =  0, ±1, . . ., (9)

задачу с одной только левой боковой границей

ит ’1~~ит
-~w~ .----- — -  =  0, т  — 0, 1, . . (10)

и задачу с одной только правой боковой границей
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В случае задачи (10) с одной только левой боковой грани­
цей граничного условия нет, так как его не было в исходной 
задаче (8).

Надо найти совокупность собственных чисел всех трех опе­
раторов перехода от а р к u p+1, соответствующих каждой из трех

вспомогательных задач (9), (10), (11), и выяснить, при каких 
условиях все они лежат в круге |Я|^ 1.

Решение вида

приводит к следующему обыкновенному разностному уравне­
нию первого порядка для собственной функции:

дает связь между Я и q. Общее решение уравнения (12) есть

Точка Я =  Я(а) пробегает окружность с центром в точке 1— г 
и радиусом г. Это и есть собственные значения задачи (9) 
(рис. 26,а). Убывающее при т —»+ оо нетривиальное решение

Рис. 26.

при подстановке в разностное уравнение

Wm+1 =  (1 — f) UPm -j- Гит+1,

(Я 1 -j- г) ит гит+1 — 0. 

Соответствующее характеристическое уравнение

(Я — 1 + г) — rq =  0 (13)

(12)

т  =  0, ± 1, . . .

При 1*71=1, q — eia, 0 ^ а ^ 2 я

Я =  (1 — г) + reia.

UPm =  XPUm =  с Х й т  

задачи (10) существует при любом q, |^|<  1,.
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Соответствующие Я =  1 — г rq заполняют, очевидно, всю 
внутренность круга, ограниченного окружностью Я =  (1— r)-f- 
+  гега (рис. 26,6).

Наконец, решения задачи (11) ирп— Крит, убывающие при 
tn—* — сю, должны иметь вид

где Я и q связаны равенством (13).

Из граничного условия им— 0 следует, что нетривиальное 
решение {с ф  0) существует только при Я =  А(д) — 0, т. е. 
при q =  (г — \)/г. Эта величина q по модулю больше единицы 
в случае выполнения одного из неравенств (г— 1) / г >1  или 
(г— 1 )/r <С— 1. Первое неравенство решений не имеет. Реше­
ние второго: г <  1/2.

Итак, при г <  72 задача (10) имеет собственное значение 
Я =  0 (рис. 26, б). На рис. 27,а ,б ,в  изображены объединения 
собственных значений всех трех задач соответственно для слу­
чаев г <  7г> 7г <  г <  1 и г >  1.

Ясно, что объединение собственных значений всех трех за­
дач лежит в круге |Я| <  1 +  ст, где с не зависит от h, в том и 
только том случае, если г ^  1.

Изложенный здесь признак устойчивости нестационарных 
разностных задач на отрезке, учитывающий влияние граничных 
условий, применйм и в случае краевых задач на отрезке для 
систем разностных уравнений. В этом случае естественные на 
первый взгляд схемы, удовлетворяющие признаку Неймана, ча­
сто оказываются неустойчивыми из-за неудачной аппроксима­
ции граничных условий, и важно уметь подбирать схемы, сво­
бодные от этого недостатка.

В гл. 13 мы еще вернемся к обсуждению спектрального при­
знака Бабенко — Гельфанда с некоторой более общей точки зре­
ния. В частности, будет строго доказано, что его выполнение 
необходимо для устойчивости и что при его выполнении устой­
чивость не может «грубо» нарушаться.

upm =  cXpqm, |<7 | > 1 ,

3) Г <2 б) 2 ^ г<] 3)

Рис. 27.
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ЗА Д А ЧИ

1. Выяснить условия выполнения спектрального признака, устойчивости 
для разностной схемы

,р + ' _  „ ри:

2 h 2 
т  — \, 2, М — 1 ,

/г2 = 0,

,Р+1_
1М — 0,

,Р+1-1о и,р-

h
0,

0, 1, М,

Р — 0, 1, . . [Г/т] — I,

аппроксимирующей дифференциальную задачу

ut — ux =  0, 0 <  jc <  1, 0 <. t <  Т, | 

и (х, 0) — -ф (х), |

и (0, t) — и (1, i )  —  0 I
на гладком решении и (х, t) со вторым порядком относительно h.

О т в е т :  x/h ^  1.

2. Для построения разностной схемы, аппроксимирующей следующую 
краевую задачу для гиперболической системы дифференциальных уравнений

dv __ dw

dt dx ’
0 < * <  1, 0 < / < 7 \

dw dv 

dt dx ’

v (x, 0) =  ■ф! (x), w (x, 0) =  ф 2 (x), 

v (0, t) =  w (1, t) =  0,

V (X, t)

w {x, t)

д я d 
-г- u — A -3 — и ==0, 
dt dx

» (*> 0) =  ij) (x),

о (0, /) =  г<у(1, )̂ =  0,
/0 1\

где Л =  f 1. Выберем сетку (xm, tn) =  (mh, nx), h — l/Af, M  — натураль­

ное. Положим

положим и (х, t) и запишем ее в матричной форме:
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Для завершения построения схемы надо задать дополнительные гранич­
ные условия на левой и правой боковых границах. Заметив, что при любых 
а  и (3 из системы дифференциальных уравнений следуют равенства

д (у 4- aw) д (w 4- at>) 

dt дх

д (v 4~ d (w-\-$v)

dt дх

зададим дополнительные разностные краевые условия, положив

(у$+1 4- сш£+ ') — (р£ 4- сш£) (a>f + a of) — (w(j 4- ao£)

т “  h “  °’

{vPM l + ’) -  (»Af + P®m) + -  (w PM - 1 + K f-1)

T h

При условии г =  т/h ^  1 показать, что:
а) Если a  =  1, |3 =  —  1, то спектральный признак устойчивости выпол­

нен.
б) Если а  — — 1, то независимо от выбора числа Р спектральный при­

знак устойчивости не выполнен.
в) Найти условия, которым должны удовлетворять а  и |3, чтобы вы­

полнялся спектральный признак устойчивости, учитывающий влияние гра­
ничных условий.

§ 27. Представление решений некоторых модельных задач 
в виде конечных рядов Фурье

Приведем примеры модельных задач, решения которых 
удается представить в виде конечных рядов Фурье. Такие пред­
ставления имеют большую ценность, так как позволяют понять 
свойства рассматриваемых модельных задач, а тем самым и 
того класса задач, который они моделируют.

Сначала необходимо объяснить, что такое ряды Фурье для 
сеточных функций.

1. Ряды Фурье для сеточных функций. Рассмотрим множе­
ство всех вещественных функций v =  {vm}, определенных в точ­
ках хт =  mh, / п *  0, 1, . . . ,  М; Mh — 1, обращающихся в нуль 
при т  =  0 и т  =  М. Совокупность этих функций с обычными 
операциями сложения и умножения их на вещественные числа 
образует линейное пространство. Размерность этого простран­
ства есть М — 1, поскольку система функций

0, если т Ф  k,

1, если т ~  к,

k =  \, 2, М — 1, очевидно, образует базис. Действительно, 
каждую функцию u =  (i>0, v i > • • • >  vm )> Vq =  vm  =  Q, можно един­



ственным образом представить в виде линейной комбинации 

функций “ф(1), \jp(2), . . . ,

Введем в рассматриваемом пространстве скалярное умножение, 
положив

м
(v, =  А s  Vmwm. (1)

m=0

Покажем, что система функций

i|,m =  /2 " s in - ^ - , * =  1 ,2 .........М - 1 ,  (2)

образует ортонормальный базис в рассматриваемом простран­
стве, т. е. что

(О, /гфг,

k, г =  1, 2.........М - 1 .  (3)
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Для доказательства заметим, что

( 1 ( . 1лт 1лт\ —Ип

! . 1л 1 2
т = 0 т ~О j __ М j __е М

0, если I четно и 0 <  / <  2М,

1, если / нечетно.

Отсюда при k ф  г получаем

М М-1

/ , 1ъ\ 1 о  / V 1 • knrn . m m  0 , V I  • knm . глт
( ^ ) ,  ^ ) )  =  2h s i n s i n =  2/г 2 l s l n _A r s in~M

да=0 m=0
M - l M - 1

, V 1 (k — r) nm , VI (6 + r) jtm A
=й  2 ^ c o s — м -----h 2 j cos лг----- °>

m=0 m=0

а при k =  r

M - l M - l

( ^ ) ,  ${k))=h ^ c o s O - h  ^  cos =  /Ш  -  A • 0 =  1.

m=0 m=0



Любая сеточная функция и =  (у0, . . . ,  vM) разлагается 
по ортонормальному базису (2) в сумму

y =  Clal)(1)+  . . .  +
или

М-1

»„  =  / 2  (4)
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fc*=l
где

м

Ck =  (V, ф(*>) =  ]/2 h 2  Vm sin
ktttn

~Ж~
OT=*s О

Ясно, что благодаря ортонормальности базиса (2) имеем

(у, и) =  с] +  с\ +  . . .  +  e2M_ v (5)

Сумма (4) и есть разложение сеточной функции v =  {vm} в ко­
нечный ряд Фурье, а {равенство (5) — точный аналог равенства 
Парсеваля в обычной теории рядов Фурье.

Совершенно аналогично можно рассмотреть конечные ряды 
Фурье для функций на сеточном квадрате. Рассмотрим сетку

xnl =  mh, yn =  nh, 0 ^  mh ^  1, 0 < ! / г / г < ! 1 ,

причем h =  1/М, М — натуральное. Совокупность вещественных 
функций v — {vmn}, определенных в точках сетки и обращаю­
щихся в нуль в точках, лежащих на границе квадрата, обра­
зует линейное пространство. Введем в нем скалярное умножение

м м

(и , w) =  h2 S  2  VmnWmn-
n=0 m=0

В рассматриваемом линейном пространстве размерности 
(М — I )2 система функций

. (k,i) о • knn . Inn k — \, 2, . . . ,  М 1,
■ф' ' =  2sm —rp-sin-^T-, , _ . ,  .
T M M  / = 1 ,  2, . . . ,  M — l,

образует ортонормальный базис

(ф<й' 4 ib<r-s)) =  f ° ’ если кфГ  либ° 1Ф *'
' 11, если k — r и l — s.

Это следует из (3), если заметить, что

V r,s)) =
/ м \ { м

. knm . mm 1 / n V4 . Inn . snn 
Sin —rj— Sin —гг— 2 Sin—гг-Sin2 £  si

M M M M
tn=0 • '  n= 0



Любая функция v — {vmn}, обращающаяся в нуль на границе 
квадрата, разлагается в конечный двумерный ряд Фурье

М-1
п . knm . Inn

Vmn =  2 2 j  CM S i n ~ M “  (0 )

k, 1=1

где

Справедливо равенство Парсеваля

м-i

(V, » )  =  s  (7 )
k, /=1

Во всех примерах разностных краевых задач, решения ко­
торых мы запишем с помощью конечных рядов Фурье, исполь­
зуется выражение

Л -х х ^ т  —  ^2 (® т +1 Om_ j) , fit =  1, 2, . . . ,  A1 1. (8)

Заметим, что 

.  .

Л „  sin ==

--- L  Г о  i n  kn(m-\- \ ) * • knm . . kn{m -\ U _
К2 L M SШ M +  S in M J ~

2 ( kn , \ . knm . knm , л ,. .
“  I f  \cos ~м—  V  s i n _ A r  m=s= 2 > •• •>  M — Ь

4 * о

где 1̂ 4== f  sm ш ‘

Другими словами, базис (2) состоит из собственных функ­
ций оператора А.хх, переводящего функции v — {vm} из простран­
ства функций, обращающихся в нуль при т  =  О и т  =  М, в 
функции того же пространства по формулам

wm =  д2 (O/n+1 2om -j- om_i), т  =  1, 2, . . . ,  AI 1.

Собственной функции ]/2 sin ■ соответствует собствен­

ное значение

Vk =  ~  sin2 , k =  1, 2, . . . ,  М — 1. (9)

2. Представление решений разностных схем для уравнения 
теплопроводности на отрезке. В качестве первого примера, где 
удается представить решение в виде конечного ряда Фурье,
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рассмотрим простейшую разностную схему

О,
С ' ~ ит “т+1-2ит + ит-1

Iг2

т  — 1, 2, . . . ,  М — 1, 

р =  0, 1, . . . .  [J/х] — 1,

иъ ~ ЦМ~®'

(10)

=  “Ф (т/г)

для задачи теплопроводности на отрезке

— ихх =  0, 0 < f < 7 \  0 ^  л: , 

и(0, /) =  и(1, 0 =  0, 0 <  / <  7\ (И)

и(х, 0) — $:(х), 0 < * < 1 .

Задачу (10) перепишем так:

« ? '  =  <  + гЛ,  л  =  (£  +  тЛ« х .

=  11) (m/г). ■

Здесь £  — тождественное отображение: Еирт =  a E- f tA xx — 

оператор перехода от ир к мр+1, или оператор перехода со слоя 
на слой. Относительно сеточных функций и° =  [м̂ ] аргумента m 

предполагается, что при каждом фиксированном р они при­
надлежат рассмотренному пространству, т. е. ир= и рм — 0, 

Будем искать решения уравнения (12) в виде

Подставляя это выражение в уравнение и сокращая обе
« ft 1 с\ * tlTtfTl /л\

части на л.% |/ 2 sin —др» получим в силу (9) следующее выра- 

жение для Xk:

%k =  \ + T|xft =  l — 4 ^ sin2W ’ ^ =  ^  2> •••» M — 1.

Ввиду линейности уравнения (12) выражение

м- 1
S  сдгФ® пз)

k=  1

является его решением при любых произвольных постоянных cfe. 
При р =  0 получаем

М-1

/г=1



Выберем в качестве ck коэффициенты разложения заданной 
функции и°т =  (mh) в конечный ряд Фурье, т. е. положим

м

С* =  СФ, =  h 2  ^  ( V2 sin .
m= 0

Тогда решение (13) 

м-i

“ ' • = S C‘ ( '  - ^ sin2i w f ( ^ sin- ^ r )  <14>
fc=l

будет удовлетворять заданному начальному условию =  {mh). 

Формула (14) и есть искомое представление решения задачи в 
виде конечного ряда Фурье.

Коэффициенты с р  разложения функции аргумента т  

при фиксированном р по ортонормальному базису =
, г— . knm

=  1/2 s in-jf~

=  2  4 p4 (ft)
имеют вид

с[р)=  CkXt

Поэтому, принимая во внимание равенство Парсеваля, получим

М - 1  М - 1

(и"+\ и » 1) -  2  \ с Г " Г =  2  к я Г Т <
к =  1 /г=1

М - 1

шах | kk f  2  I Ck^l |2 =  max 1 Kk f (up, up),
k fe—l k

причем строгое равенство (up+l, up+l) =  max| Xk \2 (up, up) дости-
k

гается, если в качестве и0 используется та для которой
\Xk\ наибольшее.

Если max | |2 ̂  1, то имеет место неравенство 
к

(up+\ tip+1) ^ ( и р, ир). (15)

Положительно определенные квадратичные формы вида

(Аир, ир),

где А — матрица квадратичной формы, напоминают выражения 
для энергии в уравнениях математической физики. Поэтому не­
равенства вида

(Аир+\ ир+1)^ (А и р, ир)

для решений разностных краевых задач называют обычно энерге■* 
тинескими.
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Таким образом, оценка (15) есть простейшее энергетическое неравенство. 
В случае выполнения энергетического неравенства выбор норм || • |[,, и || • ||р

h t  h

естественно связать с формой (Аи?, « р ) , положив, в частности, \\и̂\\т, =
ик

— шах {Аир, мр)^2. Подобные нормы называются энергетическими.

Неравенство шах | |2 ^  1 выполнено, как легко видеть, в 
k

случае, если
т ^  1 

Г ~  h2 ^  2 •

При

г — const >  у

и при достаточно малых значениях h найдутся A*, |А*|>1. 
Тогда устойчивости нет ни при каком разумном выборе норм. 

Рассмотрим разностную схему более общего вида

-  [(1 -  а) Кххи» + аЛ«и»+'] =  О, 

и» =i|>(mft)

для той же дифференциальной задачи о теплопроводности (11). 
Здесь о — параметр.

Найдем решения вида

u”m= X l V 2 s i n - ^ ,  A =  l, 2.........М — 1,

где подлежат определению.
Подставляя это выражение в разностное уравнение, полу­

чим соотношение, которому должно удовлетворять А*:

=  1 +  т (1 — cr) -f-

Отсюда
, (1 — а) х . , kn 
’ ---'--ТПГ--Sin" -7777-

Яб==~ 7 *  =  1' 2.........м ~ и
+ 4hz sm 2М

По-прежнему
(up+l, up+l) ^ m a x |  Xk \2(up, up).

k

Энергетическое неравенство (15) имеет место, если
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Очевидно, что при 1 ^  а ^  7г это неравенство — и энерге­
тическое неравенство (15) также — выполняется, каково бы ни 
было г. Если а =  0, то разностная схема превращается в уже 
рассмотренную явную схему и, как мы видели, для выполнения 
энергетического неравенства (15) при всех h нужно, чтобы было

3. Представление решений разностных схем для двумерной 
задачи теплопроводности. Рассмотрим теперь двумерную задачу 
теплопроводности

Здесь через Г обозначена боковая поверхность параллелепи­
педа г / ^ 1 , 0 ^ / ^ Г .

Построим сетку (xm,yn, t v) — (mh,nh,p%), причехМ будем счи­
тать h — 1/М, где М — натуральное. За Dh примем точки сетки, 
лежащие внутри и на границе параллелепипеда 0 ^  х, у ^  1,
О ^  f <  Т.

Обозначим

Операторы Ахх и Ауу совершенно аналогичны, только первый 
действует по переменному т, в то время как п и р — параметры, 
а второй — по переменному п, а т  и р — для него параметры. 

Простейшая разностная схема для задачи (16) есть

и(х, у, 0) =  1|>(*, у),

H (x ,y ,t)  |г =  0, 0 < * < 1 ,  0 < г / < 1 .

(16)

UP+ 1 - Цр

- 2 ^ — —  =  Аххиртп +  Аууиртп, 0 <  mh, nh <  1, 

итп =  Ф (m/*> nh)> 0 <  рх <  Т — т,

р+1
'тп

■ууитп*

Ищем решения разностного уравнения при условии иртп |г = 0  

вида

Заметим, что

9  С. К- Годунов, В . С , Рябенький



Поэтому для Xkt получаем выражение

Ч м 4' - V I

или ■
. , -1т / . 9 /егс Г . . о Ы  \
A « = l - - F ( sm' w  +  sm2w ).

Решение
М-1

иР =  2  С/г/Я/г/V fe’ (18)
/гЛ=1

удовлетворяет условиям на боковой границе при любом выборе 
постоянных ck[. При р — 0 это решение принимает вид

и" “  2

Для того чтобы выполнялось заданное начальное условие

Umn =  ф (mh, nh) — 2  cw\|)(mn

в качестве надо взять коэффициенты Фурье функции 
■ф (mh, nh), т. е.

м

cki =  h2 2  “Ф (m/г, я/г)(2 s i n s i n - ^ p ) . (19)

т, п =0

В силу формулы (18) коэффициентом при tyik’ 1) в разложении ир 

в ряд Фурье служит число (с*Д£/). Поэтому

(ир, ир)=У>\сыХРы\2. 
к,1

При любом фиксированном р в силу этого можно написать

М-1

{ир+1,и р+1) =  2  |с«Я&+Т <  
к, 1=1

<  шах | Хы f  2  I CkiKh f  =  max | Хы f (up, up). 
k,i kii k, i

Равенство достигается, если в качестве ty(mh,nh) задана та 
собственная функция ty{%nl) оператора перехода Е-\-1 (.\хх-\-АуУ) 

со слоя t =  рх на слой t — (р -f- 1)т, собственное число' которой 
Хы принимает среди всех собственных чисел Хы наибольшее по 
модулю значение.

Если maxi Xkl | ^1 , то имеет место энергетическое неравен- 
ft, i

ство . . .
(ир+1, (ир, ир). (20)
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§ 27. К ОНЕЧНЫ Е РЯД Ы  Ф УРЬЕ 2 т

Когда k и I пробегают значения k , l =  1, 2, М — 1, соб­
ственные числа пробегают некоторое конечное множество то­
чек на вещественной прямой, лежащее левее точки к —  1. С а ­
мая левая точка получается при k — I, =  М —- 1:

2 (М  — 1) Я

2 М

1 — 8г cos2
2 М

1 - 8  г + О

Поэтому неравенство шах| А*,; 1 выполняется при — 1 ^  1— 8г,
г <  ' ... . . . . . . . .

Для неявной разностной схемы

ip+11тп
— Лхх̂ -тп Л-ууМ

Р+1 
уу̂ тп >

ир = 0

решение имеет вид

где

цР =  У! с гЬ(/г’/иw ^  скГкГ^тп
fe, г

1 + 4' l sin2W  + sin8W

а коэффициенты с/г/ определяются по-прежнему формулой (19). 
Здесь 0 <  км <  1, и энергетическое неравенство (20) имеет ме­
сто при произвольном значении г =  т/Я2. •

4. Представление решения разностной схемы для задачи о колебаниях 
струны. Рассмотрим пример трехслойной схемы LhUW =  аппроксими­
рующей задачу о колебаниях струны с закрепленными концами:

. иц — ихх =  0, 0 < л : < 1 ,  0 < / < 7 \  )

и (0, () =  и (1, t) =  0, 0 < / < 7 \  

и (х, 0) =  \|3o (х),

u t{x ,0 ) =  tyi (х), 0 1.

Положим

Lhu (Л> ^



где

4>т =  « (mh, 0) + х щ (mh, 0) + —  иц (mh, 0) =

=  д|>0 (mh) +  т iJjj (mh) +  (* )•

Ищем решения разностного уравнения, удовлетворяющие условиям 

ио ~ иМ ~  0. имеющие вид

и ^ - У У Т  (21)

пока не заботясь о выполнении начальных условий и°т —  я])0 (mh)  и и1т  =  

Получаем следующее уравнение для Я:

Я ~ 2 +  Т  4 . , кл 
---? ----- Й»“ °. I T - i F » ’ ! * '

Х .-2  (1 -2г«.|„*^-) + 1 г - | .

Я,, ( 4 ) =  I -  2r!  sin2 _  2rJ sinJ ^ g - j 2 -  I , 

Ы * )  “  1 -  2rs sin* sin2 1 ¾ ) 2 -  1 •

Таким образом, существуют два решения искомого вида (21):

Я{* (Л )Ф №) и Я|(А:)ф(Ч

Ввиду линейности выражение

М -1

< - 2  k M ’w + M m i ’t f
k=i

является решением при произвольном выборе чисел a k и р&, k = \ , 2 , . . .  

. . . ,  М — 1. При р —  0 и р =  1 получаем соответственно

М -1

* 4 = to (»*/*) =  S  к  + pfc) V fe).
ft=l

M - l

“i. =  ”  2  K \  w  + Р Л  W]
&=]

Эти соотношения определяют значения чисел ak, Сумма а к +  должна 

быть коэффициентом Фурье разложения фо (mh) по функциям т. е.

м
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m=0



ЗАДАЧИ 261

Точно так же
м

Запись решения разностного уравнения в виде конечного 
ряда Фурье используется не только для выяснения условий, 
при которых имеют место энергетические неравенства. В даль­
нейшем мы многократно будем пользоваться такими представ­
лениями с различными целями при качественном изучении мо­
дельных задач.

Надо отметить только, что представления решений в виде 
конечных рядов Фурье редко используются непосредственно для 
вычисления решения. Дело в том, что удобные вычислительные 
методы должны быть пригодны для широкого класса задач. Вы­
писанные нами разностные схемы легко обобщаются на случай 
переменных коэффициентов и неправильных областей, причем 
мы можем ожидать сохранения таких свойств, как выполнение 
энергетического неравенства. Но каждое такое изменение за­
дачи нарушает возможность записать ее решение в виде ряда 
Фурье: мы не можем обычно выписать собственные функции 
оператора перехода со слоя на слой и не можем вычислить от­
вечающие им собственные значения.

ЗА Д А ЧИ

1. Для двумерной задачи теплопроводности в квадратной области с ну­
левыми значениями на границе рассмотреть разностную схему

(обозначения введены в тексте параграфа). Выписать решение этой задачи 
в виде ряда Фурье. Выяснить, при каких значениях параметра о, О ^  о  ^  1, 
имеет место энергетическое неравенство (up+i, u p*i ) ^  (ир , и р ) независимо 
от выбора соотношения шагов г =  x/h2.

При каких а  для любого ир ф  0 выполнено строгое неравенство 
(up+i, u p+1) <  (ир , и р ) независимо от выбора г и шага h ?

2. Записать решения дифференциальной задачи

+  ( 1 -  а) [Аххи ^ п +  А ууи°т п], 0 <  mh, nh<\ , ^

итп 1Г == ° ’ nh)

xxumti tjŷ mn

ut — uxx =  0, 0 < х < 1 ,  0 < / < 7 \

ы|г =  0, м (дс, 0) =  -ф (л:)

и разностной задачи
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соответственно в виде ряда Фурье и конечного ряда Фурье. Доказать путем
сравнения этих рядов при г ^  1/2 в предположении ограниченности 
что решение разностной задачи сходится: к реш'ению дифференциальной за ­
дачи. Доказать, что при г >  '/г сходимость, вообще говоря, не имеет места.

3. Выписать в виде конечного ряда Фурье решение разностной задачи 
Дирихле для уравнения Пуассона в квадратной области 0 ^  х, у ^  1:

. У к а з а н и е  к 3 ,6 ). итп — mh +  nh -f Z mn, где Z mn удовлетворяет 
однородным условиям на границе.

Мы уже видели в §§ 21 и 24 на примерах, как доказывается 
устойчивость с помощью принципа максимума. Здесь мы раз­
берем еще два интересных примера, в которых этим приемом 
удается доказать устойчивость: явную и неявную разностные 
схемы, аппроксимирующие краевую задачу для уравнения теп­
лопроводности:

1. Явная разностная схема. Рассмотрим явную разностную 
схему

&xxUmn + AyyUlnn =  q>(mh, nh), 0 <  mh, nh <  1,

при граничном условии: 

а) итп |р —  0;

nh, если т  — 0,

б) Umn
1 +  mh, если п — М, 

mh, если п =  0,

1 +  nh, если т  — М.

§ 28. Принцип максимума

~ ~ а 2(х, t ) - ^  =  y(x, t), 0 < х <  1, 0 <  / <  Г,

и(х, 0) =  \M*)> 0 <  л: <  1, 

и (0, t) =  Я|), (/), 0 < f < 7 \  

и( 1, 0  =  ^ ( 0 .

(О

=  ф (mh, nx)f

Lhu(,l) =  ио̂ _  (mh), т  =  0, 1, > . . ,  Mh,

и% =  ^ х(пх)у п =  1, 2, . . [Г/т], 

и% =  %(пх), п = \г2, . , [Т/х].

т  =  1, 2, . М — 1; п — 0, 1, . . . ,  [Т/х]

(2)

Здесь М — \/h— • целое число.
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Спектральный признак Неймана в соединении с принципом 
замороженных коэффициентов приводит, как мы видели в § 26, 
к необходимому условию устойчивости . f

J L  < г _ _ _ _ _ _ !_ _ _ _ _ _
h2 2 m ax а2 (х, t) ' '

X, t

Докажем, что при этом условии устойчивость действительно 
имеет место, если определить нормы равенствами

|| uSh) \\и =  max max I ипт I,
п т

|| /<Л) |[р =  max (max | t o  i ^ h )  |, max | ( / i t )  |, m
m n  , '  '

max | (лт) I, max | ф (xm, tn) |).
n m, n

Установим справедливость неравенства (принцип максимума) 

max U "+1| <  max [max| ^  (/„) |, max| (tn) I,
m n n

max \unm I +  т max | ф (xm, tn) |]. (5)
m rtij n

Действительно, перепишем разностное уравнение, лежащее 
в основе схемы (2), придав ему вид

= ( 1

+ гаЧ х» , '1пЖ -1 + ит+>) + %<е(х«,’ **)■ (®) 

т  — 1, . . . ,  М — 1.

При выполнении условия (3) выражение 1 — 2ra2 (хт, tn) неот­
рицательно. Поэтому можно написать

К +11<1-1 - 2 ra * K ’ ^ )]mf  K I  +
+ (хт’ К) (т “  | | +  max | Uj* I ) +  Т max | cp (xm, Q| =

k k m, n

■ =  max \ul\-\-x max j ф (xmt tn) |,
к m, n .

m =  1, 2, . . . ,  M -  1. (7)

Учитывая, что

«о + 1==‘Ф1[(Л + 1) т1» им+1==^21(Л +1)т], (8)

отсюда выводим принцип максимума (5).
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Разобьем решение и(Н) задачи = /(Л) на два слагаемых 

м(л) =  v(h) +  w{h\ определив v{h) и w{h) соответственно как ре 
шения задач

0 ф(*т. tn),
t o  (Хт),

Lhv ^  =

В силу оценки (5)

ы а  LhW(h)~

(Тп)

О,

о, <9>
0.

m ax | o "+ 1 1 <  m ax [max 11|>, (/л) |, m ax | -ф2 [> m a x | o " | ] ,
tn k  к  m  ^

max I vnm I <  m ax [max | t i  (4) I, max | t 2 ih)  I. m ax  I vn~l I],
m k k tn

m ax I о " - 11 <  m ax [maxi (/ft) I, m a x | t 2 (**) ! . m ax  b " - 2 II,
m k к m

max I v[ I =  m ax  [max | t i  (4 )  I, max | -ф2 (/*) |, max | to  Ы  0-
m k k m

В силу той же оценки (5)

m ax I w^+l I <  шах I w* I + т  m a x | ф (xm, tk) | <
m m m, k

<  max I w«-11 +  2 t max | ф [xm tk) | <
m m, k

<  max К I +  (« +  1) т max | ф (xm, tk) | < T  max | ф (xm, tk) |.
m m, k m, k

Из оценок, установленных для t>"+1 и следует

m ax I u%+] I == m ax 1<Я+1 +  ^ + 1 1 ^  m ax I o " + 1 1 +  m ax I w%+11 ^
tn m m m

<  m ax [max | t i  (tk) |, m ax  1 t 2 (4 )  I» max | to  (*m) I ] +
k k m

+  7-max|<p(*m, tn)\<c\\f^h (10)
m, n

где
c =  2 m a x ( l ,  T). (11)

Неравенство справедливо при всех п. Поэтому

l l ^ l l ^ s S c l l / ^ l l / v  (12)

и устойчивость имеет место.
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2. Неявная разностная схема. Теперь рассмотрим неявную 
разностную схему

Lhun =

,п+1 ,.п+1 _  о..П+I I „П+1 
„2 Л , 4 \ т+1 ^  ит —\ _  j  \a, (xm, tn) h2 — ф (хт, t„),

(13)

л2

=  ¾  (*».)■

“о" =

им =  М*п)-

Д л я  т о г о  чтобы, зная значения т  =  0, 1, . . М ,  в ы ч и с л и т ь  

значения м”+|, т  =  0, 1, . . . ,  Af, надо решить задачу

,я + 1 ,,« + ! _+ 1 4-»/га+1мт+1 — *ит ~Г иtu­rn—\

h2 ф С̂ т» tfi),

U0 +  l ^1 (^/г+ l ) ’ MA1+1 ^2 (^n +  l)'

(14)

(15)

Эта задача после умножения обеих частей разностного урав­
нения на —т примет вид

®mVm— 1 “f" ЬтРт ~f" CmVnt+l §mt W == 1 > 2, . . . ,  М. 1,
vQ =  a, vm =  $, 

где

° т =  иПт+'’ ат = аЧ Хт>
b/n == (xm, tn) г 1, cm =  a2 (xm, tr[) г,

£ « = “ “« - Тф(**» *»)» a =  ^ , (*«+•)’ ^ =  ^2(^+1).

Коэффициенты am, bm, cm удовлетворяют условиям 

am >  0, cm >  0, I bm I >  am -f cm +  6 (6 >  0).

Поэтому, как показано в §§ 4, 5, задача имеет единствен­
ное решение

(уо’ vv • • • ’ °м) =  (“о+1» M”+l> wm+1)»

которое можно найти методом прогонки.
Для доказательства устойчивости осталось показать выпол­

нение неравенства (12). Для этого докажем, что имеет место 
неравенство (5) (принцип максимума), из которого оценки (12), 
(10) выводятся дословно так же, как для явной схемы (2).

Из всех значений м”+1, по модулю равных шах|м”+1|, возь-
т

мем то, у которого индекс т  принимает наименьшее значение 

т  =  т*. Если т* — 0 или т* — М, то в силу (8) выполнение 
неравенства (5) очевидно. Пусть tn ф  0 и т* ф  М. Выпишем
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отвечающее этому значению т  =  т* уравнение (14):

ГаЧ Хт" 0 “!£-1 ~ 0  + 2ГаЧХп," L ))UnJ '  +
+  ™ 2 (*„•■ К) Um4 1 =  - « » • -  Т Ф (Х„., <„).

Пусть для определенности uf+l >  0. Тогда левую часть этого 

равенства оценим так:

Га2(Хт- *я))и% ' + га2(Хп'’ ‘п Ж К  1 =

. = аЧ Хт» 1п)\К*и +  K & I  ~  U"J ' U"J'-

Поэтому
— unt l ^  — ип* — га)(х *, tm* ^  /п* ^ \ п)у

max I «tt+11 =  unJr[ ^  I -4- т ф(л; *,
т  I т  I m* ^  | т* 1 т V т*г п) I -

<  max | и* | +  ттах| f ( x ,  g | .
т  т ,п

3. Сопоставление явной и неявной разностных схем. Таким 
образом, неравенство (5), означающее справедливость прин­
ципа максимума, доказано. Вместе с тем доказана и устойчи­
вость неявной разностной схемы (14) в нормах (4).

Подчеркнем существенную разницу между явной и неявной 
разностными схемами (2) и (14). Первая из них требует для 
устойчивости ограничения на шаг

т < ---------- /j2
^  2 max а2 (х, t) ’

которое становится очень оюестким, если коэффициент а2{х, t) 
принимает большие значения хотя бы в малой окрестности ка- 
кой-либо одной точки. Вторая, неявная разностная схема 
остается устойчивой при произвольном соотношении шагов 
h и т.

Разностные схемы, которые подобно неявной схеме (14) 
остаются устойчивыми при произвольном соотношении шагов 
сетки, называют иногда абсолютно устойчивыми. Явная схема
(2) не является абсолютно устойчивой.
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ПОНЯТИЕ О РАЗНОСТНЫ Х СХЕМАХ 

ДЛЯ РАСЧЕТА ОБОБЩ ЕН Н Ы Х РЕШ ЕНИЙ

§ 29. Обобщенное решение

Во всех рассмотренных до сих пор примерах мы предпола­
гали, что существуют достаточно гладкие решения дифферен­
циальных краевых задач, а в основу построения разностных 
схем клали приближенную замену производных в дифферен­
циальном уравнений разностными отношениями. Однако диф­
ференцируемых функций недостаточно для описания многих 
важных процессов физики. Так, например, физические экспери­
менты показывают, что распределения давления, плотности и 
температуры в сверхзвуковом течении невязкого газа описы­
ваются функциями, имеющими скачки — ударные волны. Скачки 
могут возникать с течением времени при гладких начальных 
данных.

Соответствующие дифференциальные краевые задачи не 
имеют гладких решений. Приходится расширить понятие реше­
ния и некоторым естественным способом ввести обобщенные ре­
шения, которые могут быть и разрывными. Для этого суще­
ствуют два основных способа.

Первый способ состоит в том, чтобы записывать физические 
законы сохранения (массы, импульса, энергии и т. д.) не в диф­
ференциальной, а в интегральной форме. Тогда они имеют 
смысл и для разрывных функций, которые нельзя дифференци­
ровать, но интегрировать можно.

Второй способ состоит в искусственном введении в диффе­
ренциальные уравнения таких членов, при которых эти урав­
нения имеют гладкие решения. Эти искусственно введенные 
члены в случае газодинамических задач имеют смысл малой 
вязкости, выглаживающей разрывы течения. Затем коэффи­
циенты при «вязких» членах устремляют к нулю, а предел, 
к которому стремится решение, принимают за обобщенное ре­
шение исходной задачи.
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Мы поясним определение обобщенного решения и способов 
его расчета на примере следующей задачи Коши:

ди , ди

~дГ + и ~д7 О,

и (х, 0) =  t  (х),

0 < / < / ’, — оо <  л; <  оо )

f О) 
>. )—  оо <  Л' <  ОО.

которая является простейшей моделью уравнении газовой ди­
намики среди обладающих свойством возникновения разрывных 
решений из гладких начальных данных.

1. Механизм возникновения разрывов. Предположим сна­
чала, что задача (1) имеет гладкое решение u{x,t). Введем 
линии х — x(t), определяемые уравнением

-~ =  u(x,t). (2)

Эти линии называются характеристиками уравнения щ-\-иих= 0. 
Вдоль каждой характеристики x =  x(t) решение u(x,t) можно 
считать функцией, зависящей только от t:

Тогда
и (х, /) =  и [х (t), t\ — и (t).

du __  ди I ди dx __  ди , ди __ ~

dt dt ' дх dt dt ‘ W дх ’

Поэтому вдоль характеристики решение постоянно, u (x ,t)~  
=  const. Но в силу уравнения (2) из и =  const следует, что

характеристика есть прямая ли­
ния x =  ut-\-xо. Здесь х0 — абс­
цисса точки (*<ь0), из которой 
выходит характеристика, а и =
— f  (Хо) — угловой коэффициент 
ее наклона к оси Ot. Заданием 
начальной функции и(х, 0) =  
=\|)(*), таким образом, наглядно 
определяется и картина характе­
ристик, и значения решения 
и(х, t) в каждой точке полуплос­
кости / >  0 (рис. 28).

Заметим сразу же, что в пред­
положении существования глад­

кого решения u(x,t) характеристики не могут пересекаться, 
так как каждая характеристика приносила бы в точку пере­
сечения свое значение решения и решение не было бы одно­
значной функцией. При монотонно возрастающей функции 1|э(*) 
с ростом xQ угол а  увеличивается, характеристики не пересе­
каются (рис. 29). Но в случае убывания функции ф(*) харак­
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теристики сходятся и пересечения неизбежны — независимо от 
гладкости функции t ( * ) .  Гладкое решение задачи (1) пере­
стает существовать с момента t — t, когда хотя бы две харак­
теристики пересекутся (рис. 30).

Рис. 29. Рис. 30.

Графики функции u =  u(x,t) при £ =  0, у t и t, изобра­

жены на рис. 31.
Напомним формулу Грина, которой будем пользоваться при 

определении обобщенного решения задачи (1). Пусть D — про­
извольная область с границей Г на плоскости Oxt, и пусть

/) и Фг(^, 0  имеют в области D непрерывные вплоть до 
границы Г частные производные. Тогда справедлива следующая 
формула Грина:

/ / ( ^  +  ^ ) Л : Л  =  $ Ф 1 Л : - Ф 2Л .  (3)
D Г

Выражение +  4^-  есть дивергенция вектора Ф  =

Формула Грина (3) означает, что интеграл от дивергенции век­
торного поля Ф  по области D равен потоку вектора Ф  через 
границу Г этой области.
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2. Определение обобщенного решения. Переходим к опреде­
лению донятия обобщенного решения. Запишем дифферен­
циальное уравнение из задачи.. (1) в дивергентной форме:

Проинтегрируем обе части уравнения (4) по произвольной 
области D, лежащей в полуплоскости t ^  0. Получим

Таким образом, каждое дифференцируемое решение урав­
нения (4) удовлетворяет интегральному соотношению

где Г — произвольный контур, лежащий в полуплоскости /> 0 . 
Равенство (5) выражает некоторый закон сохранения: поток

Покажем, что, и обратно, если гладкая функция удовлет­
воряет при любом контуре Г интегральному закону сохранения 
(5), то в каждой точке (лг0, /о), >* 0, выполнено равенство (4). 
Предположим противное, и пусть для определенности в неко­
торой точке (х0, to) будет

Тогда в силу непрерывности можно найти столь малый круг D

Возникшее противоречие 0 >  0 доказывает, что из (5) в слу­
чае гладкой функции u(x ,t) следует (4), так что (4) и (5) 
равносильны. Но в случае разрывной функции u(x,t) диффе­
ренциальное уравнение (1) или (4) на линии разрыва теряет 
смысл, а интегральное условие (5) смысла не теряет. Поэтому 
будем называть обобщенным решением уравнения (4) всякую

(4)

0 =

D Г

(5)
г

через любой замкнутый контур равен нулю.

с границей Г и с центром в точке (x0,to), всюду в котором
. ' , I U2 \ . А  т - т
щ -f >  0. Получим

0 = dx dt >  0.

г D
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кусочно-дифференцируемую функцию, удовлетворяющую при 
произвольном выборе контура Г в полуплоскости t ^  О усло­
вию (5).

3. Условие на линии разрыва решения. Пусть внутри об­
ласти, где отыскивается решение, имеется линия * =  x(t), на 
которой обобщенное решение u(x,t) 
терпит разрыв первого рода. Пусть 
при приближении к этой линии слева 
или справа получаем на ней соответ­
ственно

U (X , f) ^лев (Х, £),

U (X , {) =  МПрав (ху t) .

Оказывается, что значения u ^ ( x t t),
^прап (х, t) и скорость движения 
точки разрыва х =  dxjdt не могут 
быть произвольны: они связаны меж­
ду собой некоторым соотношением.

Пусть L является линией разрыва (рис. 32). Интеграл 

Г и2
и dx---2- dt по контуру ABCDA, как и по любому

ABCDA

другому контуру, обращается в нуль. Когда отрезки ВС и DA 
стягиваются к точкам Е и F соответственно, интегралы по ним 
обращаются в нуль и получается равенство

J  [и] dx -  [~] dt =  О, 

и
или

L'

где [z] =  2npaB — 2лев — скачок величины z на линии разрыва, 

а V  — произвольный участок этой линии U  =  EF.
Ввиду произвольности участка L' в каждой точке линии L 

должна обращаться в нуль подынтегральная функция:

Отсюда
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так что на линии разрыва выполнено условие

dx Иле в 4* ^прав

(6)dt 2

Если бы мы записали уравнение щ-\-иих =  0 в другой ди­
вергентной форме:

то пришли бы аналогичным путем к другому интегральному 
соотношению:

Наклон (9) линии разрыва (или скорость х ударной волны) 
не совпадает с наклоном (6), отвечающим первой дивергентной 
записи (4). Отсюда видно, что понятие обобщенного решения 
зависит от того, какой именно интегральный закон сохранения 
отражается заданным дифференциальным уравнением (1). 
В задачах математической физики интегральные законы сохра­
нения имеют вполне определенный физический смысл.

На гладких функциях и все пять форм записи

равносильны между есТбой.
В дальнейшем, рассматривая задачу Коши (1), мы будем 

иметь в виду выполнение интегрального закона сохранения (5) 
и вытекающего из него условия (6) на разрыве.

(7)

§ (8)
г

и к другому условию на линии разрыва:

dx 2 и*ев + 

dt 3 (9)

г

uT dx-\ -dt =  О

г
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4. Распад произвольного разрыва. Пусть заданы разрывные
начальные данные 

.

2 при х <  О,
и =

1 при л: >  0.

Построенное по этим начальным данным решение изображено 
на рис. 33.

=  Т  яв-
w, dx 2 + 1 3
Тангенс угла наклона линии разрыва — — тр-

ляется средним арифметическим из тангенсов углов наклона 
характеристик по обе стороны от нее.

о)

Рис. 34.

Зададим теперь в начальных условиях другой разрыв:

j 1 при х <  0,

U 1 2 при х >  0.

Из рис. 34 видно, что возможны два способа построения реше­
ния. В первом способе мы получаем непрерывное решение, а во 
втором — разрывное при / >* 0. Следует предпочесть непрерыв­
ное решение. В пользу этого говорит следующее рассуждение.
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Если несколькоизменить начальные данные, задав их формулой

1 при

2 при X

1 +  2лг/е при 0 ^  х ^  е,

то решение и определится однозначно. Оно изображено на 
рис. 35. При стремлении е к нулю это решение переходит в

непрерывное решение, изображенное на рис. 34, а. Запрет реше­
ния, изображенного на рис. 34,6, по причине его неустойчиво­
сти относительно возмущения начальных данных аналогичен 
запрету ударных волн разрежения при математическом описа­
нии течения идеального газа.

5. Другое определение обобщенного решения. Для опреде­
ления понятия обобщенного решения задачи (1) можно рас­
смотреть вспомогательную задачу

ди . ди __  д2и j

dt дх ^  дх2 ’ j.

и (х, 0) =  -ф (*). j
Здесь дифференциальное уравнение уже не гиперболического, 
а параболического типа. Его решения сохраняют гладкость, 
если tj)(x) — гладкая функция. А если и(х, 0) — ty(x) разрывно, 
то разрыв сглаживается. Параметр р, >> 0 играет роль вязкости 
в газовой динамике. При jll —► 0 решение задачи (10) стремится 
к пределу, который можно принять за обобщенное решение за­
дачи (1). Можно показать, что для задачи (1) последнее опре­
деление обобщенного решения равносильно определению с по­
мощью закона сохранения (5).

§ 30. Построение разностных схем

Перейдем теперь к вопросу о построении разностных схем 
для задачи

ди . ди к ) 

dt ' дх \

и(х,  0 )  =  г}) (л :) . J
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Будем предполагать для определенности, что ф(х) >  0. Тогда 
u {x,t) >  0. Первое, что кажется естественным, — это рассмот­
реть разностную схему

Замораживая коэффициент и  ̂ в точке т  =  т 0, мы видим, что 

для возникающего уравнения с постоянными коэффициентами 
при переходе на слой t =  ( р 1)т выполняется принцип мак­
симума, если шаг т =  тр выбран из условия

Поэтому можно ожидать устойчивости. Если решение задачи 
(1) гладкое, то аппроксимация задачи (1) задачей (2) не вы­
зывает сомнения. Действительно, в этом случае эксперимен­
тальные расчеты заранее известных гладких решений подтвер­
ждают сходимость.

Однако если задача (1) имеет разрывное решение, то схо­
димости к обобщенному решению, заданному, скажем, интег­
ральным законом сохранения

ни в каком разумном смысле ожидать нет оснований. Ведь в 
используемую разностную схему (2) не заложена информация
о том, какой именно закон сохранения — (8) из § 29, (3), или 
какой-нибудь другой — положен нами в основу определения 
обобщенного решения.

Поэтому при построении разностной схемы надо использо­
вать либо интегральный закон сохранения, соответствующий 
искомому обобщенному решению, скажем закон (3), либо урав­
нение с искусственной вязкостью (10) § 29:

осуществляющее при |л —>.0 отбор интересующего нас обобщен­
ного решения.

(2)т  =  0, ± 1

u™ (*».)•

max I ир
т

(3)
г

ut +  ш х =  \шхх, (4)
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1. Схема с искусственной вязкостью. Отметим сразу же, что 
разностная схема с искусственно введенной малой вязкостью

“т+' - <  , „ < - < - 1  < - 1 - 2 <  + < +,
--- i--- + Um---- Ъ--- =  •*------- №------ ■

имеет решение «w =  {^}, сходящееся при h-> 0 и достаточно 

малом т =  т (h, [i) к искомому обобщенному решению задачи 
(1)вне сколь угодно малых окрестностей линий разрыва обоб­
щенного решения равномерно. При этом |л =  ц(/г) должно при 
h —*0 достаточно медленно стремиться к нулю. Различные раз­
ностные схемы, использующие искусственную вязкость, успеш­
но применяются при газодинамических расчетах. Их недостат­
ком является размазывание разрывов.

Остановимся подробно на построении разностных схем на 
основе интегрального закона сохранения (3).

Можно наметить два подхода. При первом используется не 
только сам интегральный закон сохранения (3), но также и 
вытекающее из него условие на разрыве

dx Плев + п̂рав

1 Г  = ---- 2----*

При втором разрывы не выделяются и расчет ведется по еди­
нообразным формулам во всех расчетных точках.

2. Метод характеристик. Наиболее четко идея выделения 
разрыва при расчете обобщенного решения реализуется в ме­
тоде характеристик, который можно считать одним из вариан­
тов метода конечных разностей. Развитие возникающих в про­
цессе расчета, т. е. при увеличении времени t, разрывов счи­
тается по особым формулам, использующим соотношение (5) 
на разрыве. Вне разрывов задания дифференциального уравне­
ния во всех встречавшихся нам формах равносильны между со­
бой. Поэтому при построении расчетных формул в точках об­
ластей гладкости можно исходить из записи закона сохранения 
в дифференциальной форме, т. е. из дифференциального урав­
нения

ди , ди л
-аГ +  " а 7  =  °-

Принципиальная схема одного из вариантов метода характе­
ристик применительно к нашему примеру состоит в следующем. 
Отметим на оси Ох точки хт =  mh. Будем считать для опре­
деленности, что начальное условие и(х, 0) =  ^ (х ) задается глад­
кой функцией я|? (лг). Из каждой точки (хт, 0) выпустим харак­
теристику уравнения ut -j- иих =  0.
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Предположим, чтобы не осложнять изложение, что при за­
данной функции можно выбрать столь малое т, что на 
любом отрезке времени длины т каждая характеристика пере­
секается не более чем с одной из соседних характеристик.

Возьмем такие т и проведем прямые t =  tp =  рх. Рассмот­
рим точки пересечения характеристик, выходящих из точек 
(хт,0), с прямой t =  x и перенесем в эти точки значения ре­
шения и(хт, 0) =  Ц)(л:т ) по характеристикам.

Если на участке 0 s£C t ^  т никакие две характеристики не 
пересеклись, то делаем следующий шаг: продолжаем харак­
теристики до пересечения с пря­
мой t =  2т и переносим по харак­
теристикам значения решения в 
точки пересечения. Если пересе­
чения характеристик за время 
т <  / ^  2т опять не было, то де­
лаем следующий шаг и так до 
тех пор, пока на некотором 
участке tp <  t <  tp+i две харак­
теристики, например выходящие ^  «m+t 
из точек (хт, 0) и (хт+и 0 ), пере- Рис. 36.

секутся (рис. 36). Тогда середину

отрезка QmViQm+1 будем считать точкой, из которой вы­

ходит зарождающийся разрыв. Точки QPm и Qm~+i заменяем 
одной точкой Q, приписывая ей два значения решения, илев и 
«п р ав , принимая за эти величины значения

Млев U (Q m )  И Мправ = =  И (Q m + l)*

Из точки Q выпускаем линию разрыва до пересечения с пря­
мой t — tP+2. Угловой коэффициент разрыва определяем из ус­
ловия на разрыве

. . ылев "Н ^прав 

t g « ------- j---- •
Из точки пересечения разрыва с прямой t =  tp+2 проводим 

характеристики назад до пересечения с прямой t =  tp+u про­
ведя их с угловыми коэффициентами илев и и Прав  с предыдущего 
слоя. В точках пересечения этих характеристик с прямой 
t =  tp+i с помощью интерполяции по х находим значения и и 
принимаем их за левое и правое значения решения в точке 
разрыва, лежащей на прямой tp+2. Это позволяет определить 
новый наклон разрыва как среднее арифметическое найденных 
значений слева и справа и продожить разрыв еще на шаг х 
по времени.

Достоинство метода характеристик в том, что он позволяет 
следить за разрывами и аккуратно их рассчитывать. Однако
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в процессе счета возникают все новые разрывы, в частности, 
малосущественные разрывы могут пересекаться, так что с те­
чением времени картина усложняется. Логика расчета услож­
няется, требования к машинной памяти и расход машинного 
времени возрастают.

В этом недостаток метода характеристик, в котором раз­
рывы выделены и считаются нестандартным образом.

3. Дивергентные разностные схемы. Разностные схемы, не ис­
пользующие искусственно введенную вязкость и не использую- 
.щие условия на разрыве, как было выяснено, должны опи­
раться на интегральные законы сохранения.

(т,р+/)

(т,р)

Рис. 37.

Проведем на плоскости Oxt сетку прямых t — рх, х =  mh, 
р =  0, 1, . . . ;  т  =  0, 4=1, . . .  Отметим на сторонах возникаю­
щих прямоугольников их середины (рис. 37)' и отнесем их к 
сетке Dh (оси координат на рисунке не показаны).

Искомой функцией [u]h будем считать сеточную функцию, 
определенную в точках сетки Dh путем усреднения решения 
и(х, t) по той стороне сеточного прямоугольничка, которому 
принадлежит рассматриваемая точка сетки:

хт+'12

Ын U *  =  т  11 ^  tp) dx’171 '1 d
iz=ip Хт —У2

1 m l*=xm+ilt 
^Р+ Чг

Приближенное решение u{h) задачи определено на той же 
сетке Dh. Значения u{h) в точках (xm, tp), лежащих на горизон­

тальных сторонах прямоугольничков, будем обозначать и^,

а в точках (Хт+v2, tp+'h) вертикальных сторон — через бС+>/2-
- Величину ирт можно считать . продолженной на всю сторону 

t =  tp, хт <  х <  хт+] прямоугольничка, которому принадлежит 

точка (хт, tp). Аналогично будем считать, что определена

сР+\
_ ттР+Чг— U т+'/2 и (хт+у2, t) dt.

Ы ’Р-'к)-



§ 30. ПОСТРОЕНИЕ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ 279

на всем вертикальном промежутке

X =  Хт+1/2, tp <С t <С tp+i.

Таким образом, u{h) будет функцией, определенной на прямых 

я == mh, t =  рх. Связь между величиной ирт и UPn+%, р =  0, 1, . . . ;  
т  =  0, +  1, установим, исходя из интегрального закона 
сохранения

(j) и dx — -у- dt =  0. 
г

Рассмотрим в качестве контура Г элементарный прямо­
угольник сетки и положим

(uW
— ср u{h) dx 

г

или в развернутом виде

h [ир-н Urr + - И (Л +А )2

dt =  0,

( £ / Й ) 2] =  0.

(6)

(7)

-Р+'/г

_____1"__

&

Если будет указано правило вычисления величин Um+Xb  

m =  Q, +1, . . . , по уже известным величинам м,п, m =  0, ±  1, . . . ,  
то формула (7) позво- £ 
ляет вычислить величины 

иРт \ т  =  0, ±  1, . . . ,  т. е. 
продвинуться на один шаг 
по времени. Однако незави­
симо от конкретного спосо­
ба, который мы изберем для

Г J р~\~ V2
вычисления величины Um+i/2, 
разностная схема вида (7) 
обладает свойством дивер- 
гентности, которое состоит в 
следующем. Проведем в 
полуплоскости t ^  0 какой- 
либо замкнутый несамопере-
секающийся контур, целиком состоящий из сторон сеточных 
многоугольников (рис. 38). Этот контур gh ограничит некото­
рую область Gh, составленную из сеточных прямоугольников.

Просуммируем почленно все уравнения (7), относящиеся к 
прямоугольничкам, составляющим область Gh.

Уравнения (7) и (6) отличаются только формой записи. По­
этому можно считать, что мы суммируем уравнения (6). По­
лучим

( (h))2

и™ dx -  dt =  0. (8)

■х

Рис. 38.

§



280 ГЛ. 9. РАСЧЕТ О БО БЩ ЕН Н Ы Х  РЕШ ЕН И Й

Интегралы по тем сторонам прямоугольничков, которые не 
лежат на границе gh области Gh, но входят в выражение (6), 
после суммирования уравнений (6) взаимно уничтожатся.

Действительно, каждая из этих сторон принадлежит двум 
соседним прямоугольничкам, так что интегрирование функции 

по ней встречается дважды и ведется в противоположных 
направлениях (рис. 39).

Разностные схемы, при суммировании которых по точкам се­
точной области Gh остаются только алгебраические суммы зна­

чений неизвестных или функций от них 
вдоль границы области, называют ди­
вергентными v.jm консервативными. 
Такие схемы аналогичны дифферен­
циальным уравнениям дивергентного 
видаО  ! С~

Рис. 39.

при почленном интегрировании которых по двумерной области 
D в левой части возникает контурный интеграл (3) § 29. Разно­
стная схема (2) недивергентна, схема (7) дивергентна.

Заметим следующее. Пусть сеточная функция ulh\ удовлет­
воряющая уравнению (7), при h —* 0 равномерно сходится к не­
которой кусочно-непрерывной функции u (x , t )  во всякой зам­
кнутой области, не содержащей линий разрыва, и пусть м(Л> 
равномерно по h ограничена. Тогда u (x , t )  удовлетворяет интег­
ральному закону сохранения

(j) udx— ~dt =  0, 

g

где g — произвольный кусочно-гладкий контур.
Это непосредственно следует из возможности приблизить 

контур g контуром gh, из равенства (8) и предположенной схо­
димости *) «W —>м.

Чтобы схема (7) приобрела смысл, надо указать способ вы­

числения величин ¢ / /2 по величинам ирт+у2. В схеме С. К. Го­
дунова, которую мы используем для иллюстрации понятия ди­
вергентных схем, для этого используется решение следующей 
задачи о «распаде разрыва». Пусть в начальный момент

*) Функция u =  u(x,t) определена почти всюду, а функция — 
=  и̂нЦх, t) — лишь на сетке прямых. Это формальное несоответствие можно 
преодолеть, считая, что при уменьшении h каждая новая сетка является под­
разделением старой, и говоря о сходимости в точках сетки, построенной для 
любого фиксированного h из числа допустимых.
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решение и(х, 0) задано условиями

и (х, 0) =  |
млев при х <  0, 

«прав при X 0,

где Млев =  const и «прав =  const. Тогда можно найти соответ­
ствующее обобщенное решение. Как это делается, мы видели 
в § 29 при разборе примера млев =  1, мПрав =  2 и примера 
«лев =  2, Мдрав =  1. Нам важно знать значение U =  и(0 ,/) ре­
шения и(х, t) при х — 0.

Читатель, построив картинки типа рис. 33, 34, изображаю­
щие решение u(x,t), легко проверит, что на прямой х =  0 ре­
шение принимает значения млев, мправ или 0 в зависимости от 
заданных начальных данных, и выяснит для каждой конкрет­
ной пары чисел млев и мправ какое именно. Например, при 
Млев >  0, Мправ >  0 будет м(0, t) =  Млев, а при Млев <  0, Мправ < 0  

будет «(0, t) =  Мправ-

Величину t/£+v, ( =  U) в схеме (7) будем определять из задачи 
о распаде разрыва, возникающего на границе х =  хт+у2 каждых 
двух участков, где заданы постоянные значения м? (= м лев) и

имеет место принцип максимума

max I up+ 11 max I м  ̂ I <  . . .  ^  m ax  1 и°т I ^  шах | -ф (л:) |.
т  т  т  х

Um + 1 (  ^ п р а в )*

Если, например, м̂  >  0, т  =  0, ±1, . . . ,  то

и схема (7) примет вид

Хт+У2

хт—'/2
или

“т. _

X

Легко видеть, что при

h шах и
т

К



282 ГЛ. 9. РАСЧЕТ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ

Отсюда видно, что при т =  j ^  | h .. .можно надеяться, что

полученная разностная .схема устойчива при некотором ра­
зумном выборе норм. Мы' не будем фактически указывать эти 
нормы: экспериментальные расчеты подтверждают, что при из­
мельчении сетки решение и^  задачи (7) с кусочно-монотон­
ными и кусочно-гладкими начальными данными сходится 
к некоторой функции и (х, t) , имеющей конечное число разры­
вов, причем вне любой окрестности разрывов сходимость рав­
номерная.

Схема (7) с вычислением Um++y2 путем использования рас* 
пада разрыва не является, конечно, единственной дивергент­
ной схемой для задачи (1). Укажем,' например, еще простей­
шую схему, основанную на идее пересчета, которую мы изло­
жили в п. 3 § 22. Для простоты ограничимся случаем >  0.

Сначала ищем вспомогательные величины й по недивергент­
ной неявной разностной схеме

< +,/г- <  , и„ < +|/<- < t vf 0
Т/2 1 т  h

Значение коэффициента при их в уравнении щ +  иих =  0 за­
меняем через ирп, а не через w^+1/% чтобы возникающая схема 

была линейна относительно подлежащих вычислению величин. 
Далее полагаем

u W i  =  j ( f £ +'k + ati!i‘) (9)

и пользуемся схемой (7), (9).
Получаемая так дивергентная схема на гладком решении 

имеет второй порядок аппроксимации.
Эвристическое исследование с помощью спектрального при­

знака Неймана при линеаризации и замораживании коэффи­
циента указывает на устойчивость при произвольном г =  т/h. 

Проведем это исследование.
В результате линеаризации и замораживания коэффициента 

придем к схеме вида

й£+1/2 -  и ® йр+1/2 -  apmf \2
+ а — ---j~m~l s=Q,

+

т/2 1 h

l/i
lm+1

/ jP  +  '/a _1_ /7 P + V 2 л Р  +  Уг _ L  //P  +  V2
“ m + l  t u m m > u m - 1

=  0.

Для решения с начальными данными

ир — eiam
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получим

где

Далее,

где

ЦР+'12 =

ир+1 = U iam,

ш - ц : : : . 1 м « ) . = ь



ЧАС Т Ь  Ч Е Т В Е Р Т А Я

ЗАДАЧИ С ДВУМЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫМИ 

ПЕРЕМЕННЫМИ

i Г Л А В А  10

ПОНЯТИЕ О РАЗНОСТНЬПГСХЕМ АХ РАСЩ ЕПЛЕНИЯ

Разностные схемы расщепления — одно из важных средств 
при расчете решений многомерных нестационарных задач ма- 
тематй||ской физики.

§ 31. Конструкция схем расщепления

На описательном уровне идею конструкции схем расщепле­
ния можно изложить так.

Рассмотрим дифференциальную задачу вида

-Ж =  Аи, 0 < t < T ,  | (i)

и |,=0 задано, )

где А — некоторый оператор по пространственным переменным, 
например:

„ д2и , д2и 

Ли=== дх2 +  ду2 •

Значения и(х, у, tp+l) по уже известным значениям и\{х, у, tp), 
tp =  рх, выразим формулой

и (х, y ,tp + x) =  u (х, y,tp) + r - ^  + 0  (т2) =

=  и (х, у, tp) - f t  А и (х, у, tp) +  О (т2) =  (Е +  т А) и (х,у, tp) +  О (т2). 

Допустим, что правая часть уравнения (1) имеет вид 

Аи =  А{и +  А2 и.

Тогда расщепим уравнение (1)

=  Aiu +  A2u
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на следующие два:

V (х, у , tp) =  и (х, у, tp),

- ^  =  A2w, / p < / < / p+i, 

го (*, У, tP) =  ^ (*э У, tP+1).
Заметим, что

о» (*, у, /р+1) =  и (*, У> tp+1) +  О

В самом деле,

^ (*> г/, *P+i) =  (Я + тЛ,) о (л:, у, tp) + О (т2) =

=  (Е + тЛ,) и (х, у, /р) +  О (т2),

где £  — единичный оператор, Еv =  о. Далее, с учетом послед­
него равенства имеем

го (*» У* tp+]) =  {E + хА2) w (х, у, tp) + О (т2) =

=  (Е+  тЛ2) v (х, у , /р+1) +  О (т2) =

=  (Е + тЛ2) (£  + тЛ,) й (х, у , fp) + О (т2) =

=  [£ +  т (Л, +  Л2)] и (х, у , fp) +  тМ, Л2 и (х, у , у  +  О (т2) =

=  (£  +  г А) и (х, у , /р) +  О (т2) =  и (х, у , /р+1) + О (т2).

Равенство (4) и дает основание на каждом интервале вре­
мени t p ^ . t ^ . t p + 1 вместо задачи (1) последовательно решать 
задачи (2) и (3).

Для фактического решения уравнений (2) и (3) формально 
аппроксимируем эти уравнения какими-либо разностными. 
Тогда возникает некоторая разностная схема расщепления 
Lhi№ =  f(h\ позволяющая в два этапа вычислить «р+1 п о уже 
известному uv (первый этап — вычисление ир+1 по заданному 
ур =  « р , а второй —  вычисление mp+1 =  w ^ + l  п о  уже вычислен­
ному на первом этапе =  vp+1).

Высказанные соображения носят эвристический характер. 
После того как разностная схема расщепления

Lhu<h> ^ f fH> (5)

для численного решения задачи (1) построена, надо как-либо 
проверить ее аппроксимацию и устойчивость.

J (2)

| (3)

(х2). (4)
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В случае задачи Коши для двумерного уравнения тепл<ь 
проводности

Указанное расщепление двумерного уравнения из задачи (6) 
на два одномерных уравнения (7) можно .истолковать как при­
ближенную замену процесса распространения тепла по плос­
кости Оху за время tp ^  t <=; ip+l на два процесса. В первом 
из них, который описывается первым уравнением (7), вводятся 
(мысленно) теплонепроницаемые перегородки, препятствующие 
распространению тепла в направлении оси Оу. Затем, по про­
шествии времени т, взамен этих перегородок вводятся пере­
городки, препятствующие распространению Тепла в нацравле* 
нии оси Ох. Но прежние перегородки снимаются. Тогда рас­
пространение тепла, снова в течение времени т, описывается 
вторым уравнением. '

Выберем сетку (хт, уп, tp) =  (mh, nh, рт). ■
Разностную схему расщепления, отправляясь от (7), можно 

построить многими способами. Укажем два из них:

(6)
и (х, у, 0) =  Ф (х, у) 

в качестве системы (2), (3) можно взять, например,

т

(8)
т

“L  =  *(*.»• lJn)
И

'*тп тп (9)
т

УпУ

В обеих этих схемах расщепления положим

й .== уР+1 == ш? , «р+|= ш р+1.
тп тп тп’ ... тп тп
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Напомним обозначения Ахх и Ауу, которые нам уже встречались

Д .. Um+\,n +  М;и —1, п
^хх^тп — î 2 *

д и __  ит> п+1 — 2umn U m, rt—i
l \ y y U m n  •

Схему (8) поясняет рис. 40, схему (9) — рис. 41. 
j/ Самое расщепление задачи (6) тоже неединственно.

ир+1итп

Рис. 40.

Задачу (6) можно записать, например, так:

1 / д2иди

~дТ

д2и \ , 1 / д2и 
~г2 \ дх2 1 ду2) 1 2 \ дх2 

и(х, у , 0) =  г})(х, у),

д2и 

ду2 I ’

)
(60

и поставить ей в соответствие на отрезке tp^ t  ^ t p + 1 следую­
щие две системы:

V

dv

~дГ

1 / d2v d2v
Qy2 )> t p ^ t  ^ t p + J,2 \ dx2

V (X> У , tp) == U (X> У . tp)

(10)

dw ___ 1 ( d2w | d2w

~df ~  2" i'djc5" ~dyr > *
tp< t < t p +1,

® (*» У, tp) =  У (*, y, tp+l)<
(H)
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Такое расщепление не есть расщепление по физическим сообра­
жениям, как в схеме (7). Разностную схему выберем так (рис. 42):

~1тп 11 тп
2 {^хх^тп -̂ууитп)’

,Р+1 -  П

“ L  =  *(*,»• Уп)-

(12)

Для вычисления ир+1 по схеме (12) переменных направлений 
надо сначала при каждом фиксированном п решить неявное

уравнение для йтп, в которое п 
входит как параметр. Потом для 
вычисления «Ц+1 надо решить 

второе уравнение (12), неявное 
относительно w£+l, в которое т  

входит как параметр^
Схему (8) можно записать в 

виде (5), если положить

Lhu(h) ==

ip+l *тп
Л-yyUmti*

Гп'е йтп~итп~^ Х̂ ххитп определяется из первого уравнения (8). 
Т огда

f(h) —
0 т ,п  =  0, ± 1, . 0, 1, [Г/т] -  1,

г И *т , Уп)> т ,п  =  0> ± и . . .

Мы предоставляем читателю записать схемы (9) и (12) в 
принятом нами виде (5).

Читатель может проверить, что спектральный признак устой­
чивости Неймана, состоящий в ограниченности решений вида 

, выполнен для схемы (8) при г =  %/h2 ^  7г>
p i (ат+$п)

U-tnri — А» ^
а для схем (9) и (12) при любом г.

Мы не будем останавливаться на исследовании условий 
устойчивости и доказательстве аппроксимации схем (8), (9) 

и (12).

ЗА Д А ЧИ

1. Исследовать, при каких г =■ x/h2 выполнен спектральный признак Ней­
мана для разностных схем расщепления (8), (9) и (12), приведенных в этом 
параграфе.
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2. Проверить, что схема (8) аппроксимирует задачу  (6) на достаточно 
гладком ограниченном решении и ( х , у ,  t).

3. То же, что и в задаче 2, но для разностных схем расщепления (9) 
и (12).

Рассмотрим и исследуем примеры разностных схем рас­
щепления для задачи о распространении тепла

и(х, у ,  t) |г =  О

в прямоугольной области 0 ^  у  ^  I с границей Г. Будем 
пользоваться обычной сеткой (хт , у п, t v ) =  (mh,  nh, р%), 
т, п =  1, 2, . . . ,  N и h — 1 IN.

Разностная схема расщепления, которую мы приведем, в не­
которых отношениях обладает принципиальными преимуще­
ствами перед простейшей явной

разностными схемами.
Вычисления по; явной схеме (2) очень просты. Для перехода 

от уже известного и v к неизвестному ир+] =  { м ^ 1} требуется 
проделать арифметические действия в количестве, пропорцио­
нальном числу (N — I ) 2 неизвестных значений В этом 
смысле явная схема неулучшаема. Разностные схемы, в кото­
рых число арифметических действий для перехода от u p  к  
^p+'— ^p+i j пропорционально числу неизвестных значений, на­
зываются эк ономичными.  Однако, будучи экономичной, явная

§ 32. Экономичные разностные схемы

и (х, у ,  0) =  ^  (х, у) ,  0 < х ,  г/< 1 , (1)

и — ии т п  “' т п
^xxUmn ■' "̂уу̂ тгг’

Ъ ( * т, Уп)>
0

т
(2)

т п  |р

и простейшей неявной

и — ии т п  —

(3)

Ю С. К. Годунов, В. С . Рябенький
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схема устойчива лишь при жестком ограничении т ^  /г/4 на 
шаг т сетки. Приведенная выше простейшая неявная разностная 
схема (3), как  мы уж е знаем (§ ‘27, я .  3), абсолютно устойчива. 
Но она далеко не является экономичной. Д ля неизвестных 
{<+>) приходится решать сложную (нерасщепляющуюся) си­
стему линейных уравнений. Как известно из алгебры, для этого 
требуется произвести арифметические действия в количестве, 
пропорциональном не первой степени числа неизвестных, как  
в экономичных схемах, но кубу числа неизвестных, если поль­
зоваться каким-либо методом исключения неизвестных.

Заметим, что сейчас ведутся  поиски более экономичных способов точного 
решения общих линейных систем. Штрассеном указан  алгоритм, требующий 
числа действий, пропорционального не третьей, a l g 27 степени числа неиз­
вестных.

/ Разностная схема расщепления, которую мы построим, яв- 
/ляется экономичной и безусловно устойчивой, т. е. соединяет 
(достоинства явной (2) и неявной (3) схем.

Относительно решения u ( x , y , t )  задачи (1) мы будем пред­
полагать, что оно имеет непрерывные вплоть до границы Г 
производные всех порядков, которые по ходу дела потребуются. 
Отметим, что на границе Г все производные по пространствен­
ным переменным четного порядка (до того порядка, до кото­
рого они существуют и непрерывны) обращаются в нуль:

Так, на стороне х =  0 границы Г квадрата  О ^ л : ,  г / ^ 1  
обращаются в нуль du/dt  и д 2и/ду2. Поэтому в силу урав ­
нения u t — ихх +  иуу такж е  ихх — 0. Дифференцируя уравнение 
по у  дваж ды , получим

^хх Ip Uxxxx  |г Ux xiiy Ij; 0' (4)

дчуу __ 
dt и ххуу

Но на стороне х =  0 границы Г будет

а значит, в силу дифференциального уравнения такж е  иххуу—0.
Переходим к построению разностной схемы расщепления 

для задачи (1).
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Задаче (1) на отрезке t v ^  t ^  t p+i поставим в соответ­
ствие две задачи:

d v  __  d 2v  J
~ d t ~ ~ d x * '  ) (5)

i>|r  =  0, v(x , y , t p) =  u{x, y , t p), j

d w  __  d 2w  j
~ d T ~ ~ W '  j (6)
ay|r = 0 ,  w (x, y ,  tp) =  v (x, y ,  tp+l). )

Сеточную функцию

« W  —  \цР  ) U0 =  lb (ЛС , \  l l p I = = 0  ( m n y  m n  t  \ m y “ n r  m n  |p

будем определять последовательно при р — 1, 2, [Г/т] из 
уравнений

vm n  т п  а ~ _  1 о \т 1 I“  3 li-xxttinni ^  ̂> 2, . . . , N 1 , I

Utnn 1г ' " )1ШП 1р
. р +  I __ р

™ . - ?-!  =  А „р-н rn, /1= 1, 2 ...........ЛЛ— 1,г/у тге (8)
и р + 1 L  =  0 .mn |Г

Задача (7) аналогична задаче (5), а задача (8) — задаче (6). При 
этом

1)Р =  ир , W p = v p+l =  u , w p+l~ u p+l.т п  т п 9 тп  т п  т п ’ /гсгг т/г

В соответствии с разностной схемой расщепления (7), (8) сна­
чала по известным значениям ир =  [ирт] вычисляется вспомога­
тельная функция й тп, а потом из (8) вычисляется tip+] — (wfn+'].

Заметим, что разностная задача (7) для отыскания йтп 
при каждом фиксированном п, п =  1, N — 1, в точности 
совпадает с неявной разностной схемой

v ’)+l  -  v p т п шИп ___ д  v P + \
X хх т п

для одномерного уравнения теплопроводности (5) на отрезке
0 5^ х ^  1, в которое у  входит только как  параметр.

Разностная задача (7) при каждом фиксированном п ре­
шается прогонкой в направлении оси Ох.

Точно так же разностная задача (8) при каждом фикси­
рованном т  решается прогонкой по направлению оси Оу.

1 0 *
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Подчеркнем, что в силу свойств алгоритма прогонки общее чис­
ло арифметических действий для вычисления мр+, =  [м^+1} ока­
зывается пропорционально числу неизвестных значений, т. е. 
разностная схема (7), (8) является экономичной.

4 V  'Д л я  точного формулирования понятия аппроксимации и 
устойчивости запишем разностную схему (7 ),  (8) в принятом 
нами на протяжении всей книги виде

=  (9)
Д ля этого положим

/.„и1*1

-  т- Л !  _  m , „ = l ,  2 , . . . ,  Л Г - 1 ,

“й ‘ 1г . <!0)
1,0

где и тп - -  решение вспомогательной задачи,
~ о

Т

U-тп  Ip = =  0*

(И)

За f (h) надо принять в таком случае

( 0, т, п — 1, 2, . . ., /V — 1,
0, (хт, у п) е  Г, (12)

Ф {%т> Уп)•
В качестве нормы в Uh примем

II и{Н) L  =  m a x  I и°11 i]Uh т пП 171, П, р

К пространству Fh отнесем элементы g {!l) вида

( К п ■
g(4,=< 0,

I ,
[ “Ф тп

и норму в Fh определим равенством
I! \\F =  m a x  | <p* | +  m a x  | г|>тг> |.

«  m, n, p m ,n

Сначала докажем безусловную устойчивость разностной схемы 
(9), задаваемой уравнениями (10), (12), а аппроксимацию до­
каж ем  позже. Ввиду линейности разностной схемы (9) для до­
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казательства устойчивости надо показать, что задача LhzW — 

=  gW имеет решение при произвольном g {l) — { 0 \^Fh, причем

1“Фт« I

II z(h) I I ^ O H  g {h) llv

где с  не зависит от h.
Запишем задачу Lhz(h) =  g (h) в развернутом виде:

z p + 1 I д 
т п  .. .. .т п  _  д  z p +  i =  a )P + i

т- и п  т п  * т п  у

(13)
УУ тп

т, п =  1 , 2 , . . . ,  N — 1,
~р+ 1 _  ? p+i __ и 

On

где — решение вспомогательной задачи

=  AXJCzwn, т , п = \ , 2 ,  . . . ,  N - 1 ,  | (14)

^т, 0 =: ^т, УУ == 0» i
причем

г° =  "фт/г т

В силу принципа максимума, доказанного в § 28 для  одно­
мерной неявной разностной схемы, аппроксимирующей одно­
мерное уравнение теплопроводности, из уравнений (13) следует, 
что

max I < V  I <  т а х  11тп I +  Т шах | ф*„ |.
т , п  т, п т , п, р

Но из (14) следует, что

Поэтому

Отсюда

max|z„ I sSC max | 2  ̂ .т п  ^  т п  1т ,  п т > п

maX | Zmn | <  тЭХ I Zmn | +  г  'ШХ |
т ,  п т ,  п т ,  п, р
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Выписанное неравенство

тах +т , п  п

справедливо при любом р, поэтому
II2 «  ||„ < ( 1  +  r)||g <‘ > II

h 1г
при произвольном соотношении шагов т и h. Это и означает, 
что рассматриваемая схема расщепления безусловно устойчива.

Перейдем к проверке аппроксимации. Будем предполагать, 
как  обычно, что задача (1) имеет достаточно гладкое решение 
u ( x , y , t ) .  Вычислим невязку Дf<h\ Lh [u]h. =  Д/(/1), возни­
кающую при подстановке [u]h в левую часть уравнения (9), и
покажем, что II А/(/г) |L =  О (т +  h 2).

h
В соответствии с тем, как  мы определили оператор Lh, бу­

дет
| и (х т, Уп, tp+i) й-mn д .
1 ^ Ayyl i  (Хт, у п,

=  i m , n = l ,  . . . .  N - I, (15)
О в точках 1 ,
и (xm, y n, 0), fn, n — 1 , . . . ,  N 1,

где umn — решение вспомогательной задачи
й-mn ( x m , Уп-, tp)

^xxUmn — 0, fn, fl 1, 2, N 1,

Um n  Ip 0 .
(16)

Решение йтп вспомогательной задачи (16), как  мы покажем 
ниже, имеет вид

U m n  ^  {Хщу Уп ,  t p )  ~f“  т А д -д . U ( Хт , у п , t p )  - } -  О  ( т ^ ) ,  |

т, п =  1, 2, . .  .,  N — 1,  ̂ (17)
Umn Ip М (Хт , у п, tp) |р 0. J

Подставляя это выражение йтп в (15), получим
U ( хт> Un, t p+  j)  li-тп * / i \

 ̂ А у у  U \Хт , у п, ip.fi) =

и ( хт, Уп, t p + l )  — [и ( х т, Уп, tp)  +  x A-хх и ( х т, Уп, tp)  +  О ( т 2)]
т

\ it ( v  / \ 11 ( x ni, Уп, t p + i )  И (Хт> Уп, t p )
■ У У ^  \% т, У п , р -f-1 / = =  ~

' хх М Уп, t р) -^уу ^ (%т> Уп, tp + ]) “I- О (т) =

,  , + 0 ( T  +  V) =  0 ( r  +  h%
' хт' уп-' гр



Таким образом,

( О +  О (т +  h 2) 1

Г/j [u]h =  1 0 + 0  I =  f {h) +  л/(Л\
V ' ф {Хщ1 У п) 0  '

где
С О (т +  h 2) в точках (хт, у п, tp),

Л/(/г) =  | о, Р  =  0, 1, [Г/т] — 1,
I 0, т, п  =  1, 2, . . . ,  N — 1.

Отсюда
II л /1'4 ||^ =  0 (т +  Л2).

Осталось доказать приближенное представление (17) для 
решения й тп задачи (16).

Сначала выскажем эвристические соображения, подсказавшие 
представление (17). Ясно, что при малых х выполняется при­
ближенное равенство

й-тп ~ М (Хт, у п, tp).

При замене на этом основании в уравнении (16) выражения Аххй тп 
выражением Л** и (хт, у п, tp) возникло бы уравнение

й — и Л Ад  и - . о,
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из которого следует равенство й =  и -+- xAxxii, лишь остаточным 
членом О (х2) отличающееся от (17). Переходим к доказатель­
ству справедливости (17).

Доопределим Аххи(хт, у п, tp) в точках Г, положив Аххи |г =  0. 
Подставим

^тп == М {Хт, у п, tp) -j-  хАхх U {Х1П, у п, tр) 

вместо й тп в уравнение (16). Получим

Wтп и {хт> Уп, t р)
~ AxxW,nn =

{и ( хт , у/г, tp) -f- т К хх и ( хт , у п, tр)} —- и ( хт , уп, tp) 
т

Ахх и (хт , у п, tp) хАххАхх и (хт, у п, tp) =  
=  и {хт, у п, tp).
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В предположении, что д Аи!дх* непрерывна и ограничена, и 
д и  =0, легко видеть, что АххАххи(хт> у п, tp)учитывая, что 

ограничено. Поэтому
W т п  U ( Хт , у п, t р)

^-хх^тп О (т),

W т п  Ip =  0 .

Вычитая из этих уравнений уравнения (16) почленно, для раз­
ности zmn =  w mn — й тп получим

Zmn тЛхл;^тп =  О (т ),

Zmn !г 0>
или в развернутом виде

(18)

(18')
Г%т—1, п 2  2  j  Zmn “Ь Г%т+1 , п —  О ( т 2),

т,  п — 1, . . . ,  N — 1,
Zm =  zMn =  0, r =  x/h2.

Но эта задача для {zmn} имеет вид

О-т̂ т— 1 “f" Ьт^т ~f“ Cm.Um + \ gmt =  1, . . . ,  N ■ 1,
и 0 =  U N =  0 ,

&т ^  ^т ^  I &т I “f" Cm Н-  ̂===

В § 4 было доказано, что в таком случае 

шах | ит | ^  с  max | g m |, 

где с  зависит только от 6. Отсюда zmn =  0 ( т2), т. е.

U-mn ^тп %тп ^тп Н~ О (т2) =
м (хт, у п, tp) -f- хАхх и (хт, у п, tp) -j- О (т2),

что совпадает с представлением (17), которое мы доказываем.

ЗАДАЧИ

1. Д л я  дифференциальной краевой задачи (1) о распространении тепла 
в квадратной области 0 ^  х, у  ^  1 предложить и исследовать разностную 
схему  расщепления, аналогичную явной схеме расщепления (8) из § 31 для 
задачи Коши.

2. Д л я  дифференциальной краевой задачи (1) предложить разностную 
схему, аналогичную схеме переменных направлений (12) из § 31. Доказать, 
что имеет MecTq аппроксимация порядка 0 ( x - \ - h 2).
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3. Предложить разностную схему для решения задачи

д и  д 2и , д 2и
Т Г ~ ~ д х г +  д у 2 ’ ( x , y ) e = D ,

и (х, у ,  t) j r  =  -ф (х, у ,  t), и (х, у,  0) =  г|з (х, у )

в случае криволинейной области D по аналогии с разностной схемой расщеп­
ления, рассмотренной для задачи (1) в тексте параграфа.

§ 33. Расщепление по физическим факторам

Идея расщепления используется не только для получения 
экономичных абсолютно устойчивых схем. Иногда производится 
расщепление сложной задачи на более простые, чтобы на к а ж ­
дом малом интервале времени t p <  t <  tp+l разделить во вре­
мени действие различных факторов, влияющих на процесс. Д ля 
возникающих при этом сравнительно простых задач легче по­
строить адекватные им схемы, составляющие в совокупности 
разумную разностную схему расщепления для всей задачи.

В качестве примера укаж ем  метод крупных частиц О. М. Бе­
лоцерковского и Ю. М. Давыдова (ЖВМ и МФ 11, № 1, 1971), 
предназначенный для расчета течений газа при сильной де­
формации вещества и больших колебаниях плотности. Этот 
метод, как  и метод Харлоу частиц в ячейках, по замечанию
Н. Н. Яненко, можно трактовать как  некоторую разностную 
схему расщепления для уравнений газовой динамики. Все ве­
щество разбивается сеткой неподвижных прямых (речь идет
о двумерной задаче) на ячейки. Вещество, попавшее в ячейку 
в момент t p, и есть крупная частица. Ей приписываются им­
пульс и полная энергия. Затем строится разностная схема, мо­
делирующая изменение скоростей, импульсов и полной энергии 
крупных частиц под влиянием одного только давления, баз 
учета тех членов системы уравнений газовой динамики, кото­
рые описывают перенос вещества, импульса и энергии. Это — 
первый шаг разностной схемы расщепления. На втором шаге 
производится пересчет полученных на первом шаге промежу­
точных величин по разностной схеме, учитывающей остальные 
члены уравнений газовой., динамики, т. е. только перетекание 
вещества из ячейки в сосёднис ячейки и соответствующий пе­
ренос импульса и энергии. Так получаются крупные частицы и 
соответствующие им импульс и энергия на момент времени 
tp+1 — tp х.
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§ 34. Простейшая разностная схема для задачи Дирихле

Здесь мы проверим, что простейшая разностная схема (13) 
§ 24 аппроксимирует задачу Дирихле (12) § 24 со вторым отно­
сительно h порядком и устойчива, а следовательно, применима 
для приближенного вычисления решения задачи Дирихле.

Задачу Дирихле для уравнения Пуассона в квадратной об­
ласти D =  (0 ^  х, у  ^  1) с границей Г запишем в виде

+  ^  =  Ф (*,!/), | (1)

«|г =  ф(«), )

где 5 — длина дуги, отсчитываемая вдоль границы Г, функции 
Ф (х, у )  и \J)(s) заданы.

Совокупность точек (хт, у п) =  (mh, n h ) сетки h =  1/M, М — 
целое, попавших внутрь квадрата или на его границу, обозна­
чим через Du- Точки D/,, лежащие строго внутри квадрата D, 
будем считать внутренними точками сеточного квадрата со­
вокупность внутренних точек обозначим D\. Точки D/l( лежащие 
на границе Г квадрата D, будем считать граничными точками 
сеточной области Dh\ совокупность граничных точек обозначим 
Г/,. Разностную схему (13) § 24

1}ги{К) — f {h) (2)
запишем в виде

[ А и +  А и — ®(х . и (х , и } gD®,
^  ^(h) _ _  J х х  т п  УУ т п  \ т  п ' V fn У п )  h>

где ^  ( smn) —- значение функции -ф (s) в точке (хт, у п), лежащей 
на границе ГА.

1. Аппроксимация. Правая часть f {h) разностной схемы (2) 
имеет вид

/ № ) = { Н х* ‘ Уп)> К , .  у„) s

'Ф  ($тп)> (%тт Уп) I  h'
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В предположении, что решение и(х, у)  задачи (1) имеет огра­
ниченные четвертые производные, с помощью формулы Тейлора 
устанавливается равенство

а * I л д 2и. , д 2и ,A ut i  =  A XXU " Г  Л'ицМ' ~я лг2 г^у у"  д х 2 1 д у 2 1

. h 2 t  д 4и (х +  l h ,  у )  . д  hi (х, у  +  г]/г) \ ,-v 
"f" 24  I d x i +  д у*  ) '  W

Поэтому для решения и(х ,  у)  задачи (1) имеем

М в 1 ,  =  { ф( * - * - >  +  0(Аг)' ( * » • * » ) (6)
‘ *Ф (smn) +  0, (хт, у п) <= ГА.

Таким образом, невязка бf (h), возникающая при подстановке [u\h 
в левую часть разностной схемы (2), имеет вид

f О (h2), ( х .  у \  е= D I
6 f(h) =  \ '  т  V n > h ’ ( 7 )

* о, (хт, у п) е= ГА.
В пространстве Fh, состоящем из элементов вида 

Г Ф , (х  , и ) <= D°t ,___ I * т п у ч т ’ у п )  h y

 ̂ tymm (Хщ, Уп) ГА ,

введем норму

II Р  II =  ш а х  | (ртп 1 +  m a x  | $ тп |. (8)

Тогда
(m h , nh)  <= (mh,  nh)  e=

||6PHF =  О (h2). 
h

Таким образом, разностная краевая задача (3) аппроксими­
рует задачу Дирихле (1) со вторым порядком относительно h.

2. Устойчивость. Определим норму в простанстве Vh функ­
ций, заданных на сетке Dh, положив

|| I) =  max | ипт |. (9)
h ( m h , n h ) ( B D fl

Д ля доказательства устойчивости разностной схемы (3), к 
которому мы переходим, в соответствии с определением устой­
чивости надо установить, что задача (2) однозначно разрешима 
при произвольной правой части (это свойство не зависит 
от выбора норм) и что выполнена оценка вида

l l « (wll„ <  Cl i p’ l l , (10)
и h 1 h

где с  не зависит ни от 1г, ни от f {hK



Л е м м а  1. Пусть ф ун к ц и я  v {h) =  {vmn} о п р е д е л е н а  на  
с етке Dh и во внутренних точках (хт> у =  (mh,  nh) D°h у д о ­
влетворяет у с л о в и ю

A h vik)  \(mh, nh ) >  ° »  ( m h > n h ) ( 1 О

Тог да  н а и б о л ь ш е е  на с етке Dh з н а ч е н и е  vW достигается  хотя 
бы  в о д н о й  точке г р аницы  Гл.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное. Выберем среди 
точек сетки Dh, в которых vW достигает своего наибольшего 
значения, какую-нибудь одну точку (хт, у п), имеющую самую 
большую абсциссу. По нашему предположению (хт, у п) — 
внутренняя точка, причем v mn строго больше, чем ym+i, п- 
В точке (mh, nh)  будет

Ih '(mh, nh) 

  (V m + 1, n Утп)~\~(и т> « 4-1  Ущп)  ( v m — 1, n Vmn)~\~(Vm, n —\ Vmn) ^  n— h2 U’

поскольку первая скобка в числителе отрицательна, а осталь­
ные неположительны. Противоречие с (11).

Л е м м а  2. Пусть ф ун кци я  vW =  {vmn} о п р е д е л е н а  на с етке  
Dh и в о  внутренних точках (mh,nh)^E D°h . удо влетворяет  
у с л о в и ю

A h v(k)  I (mh, nh ) ^  °> ( w / *> n h ) S  ( 1 2 )

Тог да  н а и м ен ьш е е  на  сетке Dh з н а ч е н и е  до стигается  хотя 
бы  в о д н о й  точке границы.

Лемма 2 доказывается аналогично лемме 1.
Т е о р е м а  ( п р и н ц и п  м а к с и м у м а ) .  К а ж д о е  р е ш е н и е  

р а зн о стн о г о  у р а в н е н и я

A h vih)  I (mh, nh) =  °> ( m / *> n h ) ^  D °h> ( 1 3 >

достигает с в о е г о  н а и б о л ь ш е г о  и н а и м ен ьш е г о  з н а ч е н и я  в н е ­
которых точках г р аницы  Гл.

Доказательство получается объединением утверждений 
лемм 1 и 2.

Свойство решений разностного уравнения (13) аналогично 
свойству решений v ( x , y )  уравнения Лапласа v xx-\-vyy =  0 
принимать наибольшее и наименьшее значения на границе об­
ласти, где эти решения определены.

Из принципа максимума следует, что задача

^  __ { A hu  \(mh, n h ) ~ 0 >  {ftlh, n h ) ^ D h,

■ hU I u(h) Im ,  nh) =  °> (m h > nh ) e  1 л>
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имеет только нулевое решение и ^  — 0, поскольку наибольшее 
и наименьшее значения этого решения принимаются в точках 
границы Гл, где итп =  0. Следовательно, определитель системы 
линейных уравнений (3) отличен от нуля и разностная краевая 
задача (2) однозначно разрешима при произвольной правой ча­
сти f(h\

Переходим к доказательству оценки (10).
В силу формулы (5) для произвольного многочлена Р ( х , у )  

второй (и д аж е  третьей) степени

Р  (*» у) — ах2 +  Ьху +  с у 2 +  dx -f- е у  +  f  

выполнено равенство
А 2  Р  А 2 р

(15)

так  как  четвертые производные от Р ( х , у ) ,  входящие в выра­
жение остаточного члена формулы (5), обращаются в нуль.

Используя функции q)mn и tymn из правой части системы
(3) и фиксировав R >  |/2, построим вспомогательную функцию

pih) (х, у)  =  - J  [R2 — (х2 +  у 2)] max | <pm„ | +  max | г|зтп |,
(mh, nh) е  (mh, nh) e

которую будем рассматривать только в точках сетки Dh. Это 
отражено значком h в обозначении Р {К) (х, у) . В силу (15) всюду 
в точках Dh

A h P {H) L  = m h,  —  ~  m aX  I Фr s  I. ( m h > n h ) e  D h • 
y = n h  ' (rh, sh) e= D°h

Поэтому разность решения u (h) задачи (3) и функции P(/l) удо­
влетворяет в точках D°h равенствам

A A {u(h) — P {h)) =  АЛм<Л> — ЛлР<л> =  фшп 4- max | ср„ 0.
Г, S

В силу леммы 1 разность a{h) — P (h) принимает свое наибольшее 
значение на границе Th. Но на границе Г/г эта разность

ит  \ч - Р « Ц Тк =  =
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неположительна, так  как в квадрате D всюду х2 у 2 ^  R2 и обе 
квадратные скобки в правой части неположительны. Поскольку 
наибольшее значение u (h) — P (h) неположительно, то всюду на Dh

-  р т  Lh. nh) <  о- и™ “ т < Р («•

Аналогично, для функции u (h) +  Р{Н) в точках D°h

A h ( u W  - f  p(h))  ^  о,

а в точках Гл сумма u(h)-\-P (h) неотрицательна. В силу леммы 2 
всюду на Dh

u (h) p(h)  и л и  _ _  p(h) u (h)'

Таким образом, всюду на Dh

I «тп К  | Ртп | < -J  R2 max j ф„ | +  max I г|)Г5. |.
(rh, sh) е  (rh, sh) s

Отсюда вытекает неравенство (10):

шах[ итп | =  || и (Н) 11̂ \\fw \\F =  
h h

=  с  ( шах | ф„ | +  max | tyrs |),
(rh,

г д е
(rh, sh) е  £>® (rh, sh) <= Г ^

г, Я2с  =  max 11, —

завершающее доказательство устойчивости.
В случае задачи Дирихле для эллиптического уравнения 

с переменными коэффициентами

~ k [ k' (x' уУш }  +  ~ к \ к2{х' v ) ^ \ ^ < t ( x ,  у ), (X, ij) c b D,
U |г  = 1 1 ) ( 5 ) ,

где k i (x , y )  и k2(x, у )  — положительные в прямоугольнике D 
гладкке функции, разностную схему можно построить ана­
логично. Используя во внутренних точках сетки D\ замену

д I , ди  \ д [ .  ди  \
выражении И ~ду~\^~д^) разностными отношениями
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по приближенным формулам

__ J_ / ki ( х +  h, у )  и {х +  h, у )  — k\ {х, у )  и (х, у )
h h

/гj (х, у )  и (х, у )  — k\ (х — h, у )  и {х — h, у )  
h

Л tiih) =У У —
__ 1 / (х, У +  h)  и (х, у  +  h)  — k2 (х, у )  и (х, у )
~  h \ h

k2 (х, у )  и (х, у )  — k2 {х, у  — h) и (х, у  — К) 
h

получим разностную схему (2) вида

Lhu(h) =  <

Пользуясь формулой Тейлора, можно убедиться в том, что 
имеется второй порядок аппроксимации. Можно было бы до­
казать устойчивость построенной схемы, преодолевая некоторые 
дополнительные трудности, по сравнению с рассмотренными 
нами при разборе примера.

На практике, при решении конкретных задач, обычно огра­
ничиваются обоснованиями принципиального характера на мо­
дельных задачах, типа проведенного выше. Конкретные суждения
о погрешности получаются, как  правило, не из теоретических 
оценок, а из сравнения между собой результатов расчетов, вы­
полненных на сетках с различными значениями шага h.

После того, к ак  разностная краевая задача, аппроксими­
рующая дифференциальную, построена, нужно еще указать  не 
слишком трудоемкий способ ее решения. Ведь при малом h 
задача (2) есть система скалярных уравнений очень высокого 
порядка. В разобранном нами примере решение разностных 
уравнений — сложная и интересная задача, по мы отложим ее 
рассмотрение до §§ 35, 36.

1. Доказать, что если во внутренних точках области Dh функция 
удовлетворяет уравнению

ЗАДАЧИ

Л Лц№) kmh,nh) =  °> т > 1> 2. • - М — 1,

МА= 1?
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то либо u(h) принимает всюду на Dh одинаковые значения, либо наибольшее 
и наименьшее значения функции и{Н) не достигаются ни в одной внутренней 
точке сетки Dh ( у с и л е н н ы й  п р и н ц и п  м а к с и м у м а ) .

2. Если во всех внутренних точках области Dh выполнено условие 
А /гы(?1) ^  0, причем хотя бы в одной точке неравенство строгое, то и не 
достигает своего наибольшего значения ни в одной внутренней точке.

3. Рассмотрим разностную схему  L^ u ^  — вида

U-m + l, п ~~t~ Um, п + 1 ~f~ Ц/п—1, п ~1~ Ит% п- 4 и,-
/г2

ф ( mh ,  t ih),  (m h , n h )  e  D°h ,

umn = ^l (s г (Д
n =  ф2 (nh) ,  n =  1 , . . . ,  M — 1.

Эта разностная схема аппроксимирует задачу  (рис. 43)

(х, у )  (х, у )
д 2и д 2и 

+д х 2 
и (х, у )

д и
д п

д у 2
,(1)

1 (2)

■vMs), (jc, ( / ) e r W ,  

Фг («) , (х, у )  е  Г (2).

а) Д оказать ,  что при любых ф (mh,  nh) ,  ф] ( smn ),
IJhc' 43, ф2 {nh)  задача  Lhu ih) =  f h) имеет единственное ре­

шение.
5) Д оказать ,  что если ф {mh, nh)  неотрицательно, a i\>i(smn ) и ф2 (я/г) 

неположительны, то м*/г* неположительно.
в) Д оказать ,  что при любых ф, ф[ и ф2 имеет место оценка вида

max | итп I <  с (max | фт/г | +  max | ф! ( s mn) | +  max | ф2 {nh)  |), 
т.п.  т, п ( mh , n h ) ^ r \h) п

гд е  с  — некоторая постоянная, не зависящ ая от h.  Вычислить с.

§ 35. Метод установления

1. Идея метода установления. Д ля вычисления решений мно­
гих стационарных задач математической физики, описывающих 
равновесные состояния, рассматривают последние как  результат 
установления развивающегося во времени процесса, расчет кото­
рого часто оказывается проще, чем прямой расчет равновесного 
состояния.

Мы проиллюстрируем применение метода установления при­
мером алгоритма для вычисления решения разностной задачи 
Дирихле

А - х х ^ т п  ~1~ A y y t l f f i n  ф Уп)> , VI 1, 2, . . . , N\ 1,

Umn Ip === ^  {$тп )г
( 1)
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аппроксимирующей дифференциальную задачу Дирихле

В случае задачи (1) ,  которым мы будем заниматься, удается 
провести теоретический анализ различных алгоритмов установ­
ления с помощью конечных рядов Фурье. Отметим сразу же, что 
для решения разностных эллиптических задач, подобных задаче 
(1),  разработаны гораздо более эффективные итерационные ме­
тоды; некоторые из них будут изложены в §§ 36, 37.

Способы точного решения задачи (1),  выдерживающие обоб­
щения на случай переменных коэффициентов и областей с кри­
волинейной границей, например метод исключения Гаусса, при 
сколько-нибудь больших М становятся неудобными и не приме­
няются.

Изложим сначала наводящие соображения. Решение и ( х , у ) 
задачи (2) можно понимать как  не зависящую от времени тем­
пературу в точке (х ,у )  пластинки, находящейся в тепловом рав ­
новесии. Функции ф(х , у )  и i|)(s) означают в таком случае соот­
ветственно распределение источников тепла и температуру на 
границе.

Рассмотрим вспомогательную нестационарную задачу о рас­
пространении тепла

где ф и \|э те же, что и в задаче (2), a tyo(x, у )  произвольно.
Поскольку источники тепла ф(х ,у )  и температура на границе 

\p(s) не зависят от времени, то естественно ожидать, что и реше­
ние U (x , y , t )  с течением времени будет меняться все медленнее, 
распределение температур U(x,ty , i)  в пределе при / —► оо превра­
щается в равновесное распределение температур и ( х , у ), описы­
ваемое задачей (2). Поэтому вместо стационарной задачи (2) 
можно решать нестационарную задачу (3) до того времени t, 
пока ее решение перестанет меняться в пределах интересующей 
нас точности. В этом и состоит идея решения стационарных з а ­
дач методом у становления .

В соответствии с этим вместо задачи (2) будем решать з а ­
дачу (3), а вместо разностной схемы (1) для задачи (2) рассмо­
трим и сопоставим три различные разностные схемы для з а ­
дачи (3).

и
- ^ 2- =  ф(*. У), 0 < х ,  у  <  1,д х 2 (2)
и |г =  -ф (s).

'г (3)

U (х, у , 0) =  -ф0 (х, у),



г
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Именно, рассмотрим простейшую явную разностную схему 
u D+] -  и ри т п  **т п  а п I л п / \
------- Г-------=  К  A n  +  А„ А п  ~  Ф {Хш- Уп)-

< V  =  + | <4)

<,п =  М Хт' Уп)' !
Рассмотрим также простейшую неявную разностную схему

.р -н tpьтп =  Л up+l -j- Л u p+l — Ф (х , их х  т п  1 у  у  т п   ̂  ̂ j п р

Up+X Iт п  |р (5)ibfs ),4 V mnj*

U° =  \ЬЛ (x , lj Vmn T 0 v m’ -Jn)

Наконец, исследуем схему переменных направлений (12) §31:

lA ,A „ „  +  \ , А п  ~  Ф У„)\>

Up+]  Iтп  |р

=  у  +  \ „ К , '  ~  <Р {*т-  Уп) 1 -  |

=  «,„„|,, =  4 4 S, J .

=  (л». Уп)-

(6)

Будем считать, что >̂0(хт, у п) задано так, чтобы на границе 
выполнялось равенство

^o\r =  ̂ (s!nn)- (?)
Вычисление u D+l по уж е известному и р =  \ир ) для

схемы (4) осуществляется по явным формулам.
Вычисление =  при уж е вычисленном ир =  {ирт

по схеме (5) требует решения задачи

A u p+l +  A up+lхх  тп  1 у у  т п
<р+1тп

#Р+ 1 I
тп  |р

=  Ф (Хт- Уп)

^ (Sn,n)-

t pтп )

Эта задача ничем не проще исходной задачи (1). Поэтому про­
стейшую неявную схему не имеет смысла использовать для при­
ближенного вычисления. Наконец, вычисление u p+l =  {«£+'} но 
уж е  известным и р =  [ирпп] по схеме (6) осуществляется прогон­
ками в направлении оси Ох для вычисления решений {й1ГЫг} одно-
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мерных задач при каждом фиксированном п, а затем прогон­
ками в направлении оси Оу  для вычисления решений [ м ^ 1] од­
номерных задач при каждом фиксированном т.

Количество арифметических действий при этом пропорцио­
нально числу неизвестных. Д ля каждой из двух оставленных 
нами для дальнейшего изучения разностных схем (4) и (6) рас­
смотрим разность

т п  (8 )ертп и рт п

между сеточной функцией и р — [ирпп} и точным решением 
и — {итп} задачи (1), существование которого доказано в § 34.

Выясним условия, при которых погрешность г рпп решения и? 
нестационарной задачи стремится к нулю с ростом р, а такж е 
характер этого стремления к нулю; выберем оптимальным обра­
зом шаг т и сопоставим объем вычислительной работы, необхо­
димый для уменьшения нормы первоначальной погрешности

=  Уп)
в заданное число раз.

2. Анализ явной схемы установления. Решение {итп} задачи 
(1), очевидно, удовлетворяет уравнениям

Л-хх^тп А-ууМтп Ф (½) Уп)’

тп  Ij1 'Ф (Stnn) i

Вычитая эти равенства из уравнений (4) почленно, получим для 
погрешности е рпп следующую разностную задачу:

.р-н г р' т п д о р 4_ д  е р
хя т п  1 у у  т п ’

8 Р + 1  I 
т п  j y

=  % ( Хт> Уп)

(9)

Заметим, что сеточная функция при каждом р, р —
=  0 , 1 , . . . ,  обращается в пуль на границе Г. Ее можно считать 
элементом линейного пространства функций, определенных на 
сетке (хт, у п ) — (mh, nh) ,  т, п =  0, 1 , . . . ,  N, и обращающихся в 
нуль в точках Г. Норму в этом пространстве определим, как  в 
§ 27, равенством

V. ,Р  |2 \ */з
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В § 27 мы получили представление для решения задачи (17) 
в виде конечного ряда Фурье. Эта задача только обозначением 
неизвестной функции отличается от разностной схемы (8) для 
погрешности е'5 =  {е^п). Поэтому

г р' =  2  ( c rs^rs)  Ф(Л' s\ (Ю)Г, 5
где c rs — коэффициенты разложения начальной погрешности 
е° =  |e^reJ в конечный ряд Фурье, а числа Xrs задаются формулой

.  t 4 т  ( .  9 ГЛ, П SJI \ ..  1Ч

K s  1 /г2 ( s in  2М  S in  ‘2 М  j * ^  )

Числа Crs == Crs r̂s являются коэффициентами разложения по­
грешности &р — {гтп\ в ряд Фурье по ортонормальному ба­
зису Поэтому

И = ( 2 к д ? Л /г, II е° I = ( 2 1 crs |2) ,,а. (12)
Отсюда видно, что

j ^ | < { m a x U „ | } ''.  (13)

При этом всегда можно задать е° так, чтобы равенство дости­
галось. Д ля этого нужно взять е° =  где (г', s ') — та пара 
номеров, при которой

шах | Xrs I =  I V s '  I •
Г, s

Таким образом, для стремления || е р ||/|| е° || к нулю при р —> оо 
нужно, чтобы выполнялось неравенство

max 1 Xrs | <  1.
Г ,  S

Наиболее быстрое убывание погрешности получится при таком 
выборе г ,  при котором max|Ar s | принимает наименьшее воз-

r t S
можное значение. Из формулы (11) находим самую левую и 
самую правую точки Xrs:

- 1 8 т  9 зх
Кев —  1 h2 COS ш  ,

о __ -I 8т * 2
Рав =  1 —  ^ F s i n  ~2М

(рис. 44). Увеличивая т, начиная от т = 0, мы вызываем сдвиг 
обеих этих точек влево. При том значении т, при котором эти 
точки будут симметричны относительно точки X — 0,

“̂лев ^нрав» (1 4 )
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дальнейшее увеличение т нецелесообразно. Действительно, при 
таком увеличении правая точка Хправ будет продолжать прибли­
жаться к нулю, но зато левая, которая станет больше ее по мо­
дулю, шах | >irs | = —Хлев, будет 
удаляться от нуля. ^пеЬ л

При T O M  Т, при котором Я л е в =  -/ 0 /
— — 1, и при больших т погреш­
ность е р вообще не будет стре- Рис. 44. 
миться к нулю.

Итак, оптимальное т =  /г2/4 находим из условия (14). При 
этом

max| l r s \=\ — 2 s in 2- ^ - .
г, s

Поэтому для уменьшения нормы первоначальной погрешности 
8° =  [e ĵn] в заданное число е  раз требуется проделать такое 
число р шагов итерационного процесса (4), чтобы

1 — 2 sin2-7̂ F ^  <  е~{.2 М .
Отсюда

> ____________ 1________ 2 М2

m ( l - 2 s i „ ^

Подсчитаем число арифметических действий, необходимых для 
уменьшения ошибки в е  раз. На каждый переход от -ир к «р+1 
требуется сМ2 арифметических действий. Поэтому их общее чи­
сло с рМ2 — 0 ( М 4).

3. Схема переменных направлений. Займемся теперь иссле­
дованием поведения погрешности ер =  {е^„)для схемы (6).

Аналогично предыдущему убеждаемся, что погрешность вр 
в этом случае удовлетворяет разностной краевой задаче

р  _  рртп тп — A S  _i_ д рР Z — и-ххЪпт \ j v uybr.
1Р+ 1 _ ъ-т п  т п  _  д  ~ , д  р + 1

— ■L'-yybmn >

&тп 1р —  &тп |р —  0 ,  

е° =  гЬ,.(х , и )т п  т 0 V т ’ J  п )

(15)

Решение задачи (15) было выписано в виде конечного ряда 
Фурье в § 27. Как и для задачи (9), оно имеет вид (10):

(г, S)



310 ГЛ. И. ЭЛЛИ П Т И ЧЕ СК И Е  ЗАД А ЧИ

где c rs — коэффициенты разложения начальной погрешности

8° =  2  S)

в конечный ряд Фурье, но числа ЯГ8, на которые умножается гар­
моника x|)(r’ s) при переходе от г р к г р+\ теперь другие:

| - ^ s i n i w ) ( i - 4™ 4 l n i w )

1 +  4 т М2 s in2 ( 1 +  4тМ 2 s in2 ^
2 М ) \  2 М

Как и при анализе сходимости схемы (4 ),  выполнено нера­
венство (13):

-|4о|- < { т а х |  Ars \}р,

причем равенство достигается при некотором специальном з ад а ­
нии е° =  { е у .

Из выражения (16) для видно, что при любом т выпол­
нено неравенство |?.rs| -<  1 и, следовательно, имеет место стрем­
ление II sp II к нулю. Далее, Xrs =  W  где

1 -  4 т М 2 sin2
k =  \, 2, М — 1.

1 -j- 4 т М 2 sin2 -^т-
2 М

Поэтому m a x | | достигается при r =  s =  r\ где г'  — тот h o -
г .  s

мер, при котором величина | V  | максимальна. Очевидно, что 
функция у  =  (1 — * )/ ( !  +  *) монотонна. Поэтому

1 + АхМ2 s\n2-~r-2 М
лежит между точками
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на вещественной прямой. Увеличение т вызывает сдвиг точек 
\тев и Яправ влево. Поэтому значение max|As | будет наимень-

1
ШИМ при TOM Т, при к о т о р о м  — Ллев =  А„Рав> т - е - ПРИ т ~ j [ f  ’ 
В этом  случае

тах| Xrs |=1 +

Для у м е н ь ш ен и я  нормы п о гр еш но сти  || || в з а д а н н о е  чи сло  
е  р а з  по  с р а в н е н и ю  с  п ерв оначальным знач ени ем  нормы п о ­
грешно сти  || е° || чи сл о  ш а г о в  р  д о л ж н о  быть н а й д е н о  и з  у с л о в и я
( 1 я  }Л2 Y  - 11 1 -------—  1 , откуда

- —  =  0  (М).
; Y  2

Каждый переход от и? к u v+x требует сМ2 арифметических 
операций. Следовательно, общее число арифметических операций 
для уменьшения ошибки в е  раз будет 0 ( М 3), а для уменьше­
ния в заданное число k раз будет 0 ( М 3 1п/г).

Мы видим, что при больших М второй из рассмотренных 
нами процессов установления, использующий схему переменных 
направлений, приводит к уменьшению ошибки в заданное число 
раз ценой меньших затрат арифметических действий, чем метод 
установления, основанный на использовании простейшей явной 
разностной схемы (4) :  при достаточно больших значениях М 
(при мелкой сетке) схема переменных направлений оказывается 
выгоднее.

4. Выбор точности. Сделаем замечание о точности, которой 
следует добиваться, решая задачу (1) методом установления или 
другим итерационным методом, дающим последовательные при­
ближения и\ и2, . . . ,  и р . Разностная задача (1) аппроксимирует 
задачу (2) на гладком решении и ( х , у )  с порядком И2 — Х/М2. 
Поэтому точное решение w(/,) задачи (1) отличается от искомой 
табл! цы [u]h на величину порядка 1/М2. В связи с этим нет смы­
сла вычислять решение г/(/|) задачи (1) с большей точностью. 
Если считать, что нулевое приближение и° =  ф0 задано с по­
грешностью порядка 1, то число k должно быть выбрано по­
рядка М2.

Добиваться уменьшения первоначальной погрешности более 
чем в 0 ( М 2) раз было бы нецелесообразной затратой вычисли­
тельной работы.

При вычислениях на конкретной фиксированной сетке 
практически итерируют до тех пор, пока последовательные
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приближения z/p, . . .  перестанут меняться в пределах
удовлетворяющей нас точности.

5. Границы применимости методов. Разностная схема (4) и 
анализ убывания ошибки, проведенный нами, переносятся на 
разностные схемы, аппроксимирующие другие краевые задачи 
для эллиптического уравнения с переменными коэффициентами 
в области с криволинейными границами. Важно только, чтобы 
оператор Ah,  аналогичный оператору — Ah  == — ( А хх +  А уу) в 
схеме (1) ,  рассматриваемый на сеточных функциях, удовлетво­
ряющих однородным граничным условиям, был самосопряжен­
ным и чтобы его собственные значения (ij были одного знака:

0  ^  l^mln ^  М'/ М- max*

В этом случае для анализа используются конечные ряды 
Фурье не по функциям

1 (т • ТСГ ♦yir. s) =  2 sin ж  sin - J j - ,

а по ортонормальной системе собственных функций этого само­
сопряженного оператора Ah. Факт существования и полноты та ­
кой системы собственных функций известен, а их конкретный 
вид нигде не используется.

Разностная схема (6) переменных направлений выдерживает 
обобщение на случай задачи Дирихле с переменными коэффици­
ентами в области с криволинейной границей. (Однако анализ 
Фурье становится невозможен.) В случае краевых условий вида 

Онаи  +  — 'фпрямое обобщение схемы (6) не приводит к рас­

падению алгоритма на одномерные прогонки.

ЗАДАЧИ

1. Написать по аналогии с рассмотренными схемами (4) и (6) явную и 
неявную схемы решения установлением задачи Дирихле

а) для уравнения Лапласа с переменными коэффициентами:

- h  [*■ у)  +  - w  h  < *•у)  4 ¾  “  ° '  0 < * ■ ,J <  '■

Ф (*, у ) г-

б) для  квазилинейного уравнения

д  Г, . . д и  1 . д  \. . .  д и
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2. Показать, что в методе переменных направлений для решения раз- 
ностной задачи Дирихле

итерациями можно выбрать итерационный параметр т так, чтобы после пер­
вой же итерации разложение погрешности в конечный ряд Фурье не со­
держало любой наперед заданной гармоники s).

1. Идея Ричардсона. Механизм сходимости простейшей схе­
мы установления (4) § 35

состоит, как  мы видели, в погашении каждой из гармоник s\ 
по которым разлагается погрешность е°тп =  итп — и°тп нулевого 
приближения в конечный ряд Фурье. Если

то коэффициенты Фурье погрешности следующего приближения

выражаются через c prs по формулам (см. (10),  (11) § 35):

При фиксированном выборе т не все гармоники погашаются 
одинаково быстро. Более сильно погашаются те гармоники s), 
для которых множитель погашения Krs =  1 — T(a rs ближе к нулю, 
т. е. те, для которых îrs ~  1/т. Эго наводит на мысль от шага 
к шагу менять параметр т, чтобы поочередно хорошо гасились 
все гармоники tyir' s), и в результате за несколько шагов все гар ­
моники гасились бы более или менее равномерно.

^■хх^тп  ~Ь A y y t lmn —  Ф ( х т , Уп)> |

m, / i = l ,  2, . . . ,  М — 1; Mh =  1, } 

Umn |г  =  ф (X, у )  |г  )

§ 36. Итерации с переменным шагом

и р+1~ и р
1 =  А. и р +  А  и р _ ф ( *  „ ч

X хх т п  ' у  у  т п  ^  \ гп> “ я/’■уу т п

(2)

(3)
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В этом состоит идея Ричардсона, предложенная в 1910 году 
для решения самосопряженных линейных систем уравнений с 
матрицей, все собственные значения которой имеют одинаковый 
знак.

2. Чебышевский набор параметров. Итерационный процесс 
Ричардсона задается формулами

цр+1 =  и р 4 -  х , , [А , и р и — ф (х , ц YI,т п т п  1 р+ 1 I. h т п  * \ т ’ у  п ) у

т, п  =  1, 2, . . . ,  М — 1, > (4)
и р+1 | — 'i; Ы° ) заданот п  |р “  \ т п ) ’ [ тп} ^

с итерационным параметром хр+\, зависящим от номера итера­
ции. В статье Ричардсона указан приемлемый, но не оптималь­
ный набор параметров {тР}. Изложим результаты об оптималь­
ном наборе итерационных параметров {тр} и оценке скорости 
убывания нормы погрешности II е р ||. В силу формулы (3) оче­
видно, что коэффициенты Фурье c krs погрешности e h на k-м шаге 
выражаются через коэффициенты Фурье c°rs начальной погреш­
ности е° по формулам 

к
Ckr s  =  C°r s  П  ( 1  —  г ,  s  =  1 ,  2, . . . ,  М —  1 .

/= 1
Введем обозначение Qk (ц), положив

k

=  2  (1 — т уц). (5)
/= I

Тогда

<  шах [ Qk (цГ5) | 2  I c 2rs |2 =  max | Qk fars) | • || e° ||2.
r,  S r, S r, 5

Очевидно, что неравенство
||efe I K  max [ Qk (|irs) | • II e° II

r,  s

при некоторых e° становится точным равенством. Числа [xrs, з а ­
даваемые формулой (3), разбросаны по отрезку

a  U r n l n  М7 Р - т а х  = =  ( 6



Мы не будем опираться на фактическое знание чисел |irs, так  
как  э то —случайное^обстоятельство, имеющее место только для 
нашего примера. Вудем пользоваться лишь тем, что известны 
границы а и b отрезка (6), на котором они лежат. Поэтому, 
задав  k, поставим задачу такого определения итерационных 
параметров Ть тг, . . . ,  т/г, чтобы среди всех многочленов Q/{(|a) 
степени k, удовлетворяющих условию

Q (0) =  1, (7)

многочлен (5) на отрезке а ^  (i ^  b наименее уклонялся от 
нуля:

Ql =  max | Qk (,u) j минимально. (8)
a  <  ц  <  b

Эта задача теории аппроксимации функций решена в 1892 году 
А. А. Марковым. Искомый многочлен ¢ / ^ ^ ) =  fft(|i) выражается 
через многочлен Чебышева (см., например, В. Л. Гончаров, Тео­
рия интерполирования и приближения функций, М., 1954)

Tk (х) == cos k arccos.*; \(х - f  Vx2 — l ) fe +  (х — \f х2 — l ) /e],

наименее уклоняющийся от нуля на отрезке — 1 х ^  1 среди 
всех многочленов степени k, с коэффициентом единица при хк. 
Именно, если сделать линейное преобразование

b +  a - 2 \ i  , .
х ~  ПГ7, » (У)
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переводящее отрезок а ^  jj b в отрезок — 1 ^  х ^  1, а точку
А  ____  Ь  а , л

|Х — о в точку *0 =  ^  ’ Т0

r k ( sC)=m ± ( * + • oo)
k (x o) ( x 0 + V x l  — l) + (x0 — V *f) — l)

Набор итерационных параметров t i ,  тг, . . . ,  т/;, при которых воз­
никает многочлен (10), определяется из условия, чтобы нули 

== 1/tj многочлена fft(ji) при преобразовании (9) переходили 
в нули Xj многочлена Чебышева Тк (х):

2 )
1 b +  а  — (Ь — а) х , ’ |

' \ (11)
я  (2 / — 1) . t 0  ,

X j  =  COS — ----  * —  1 °  и 1/ =  1, 2 ,  . . . ,  k. j

Оценим наибольшее отклонение Qt многочлена Qft(|i)=== 
s= Th (ц) от нуля на отрезке а  ^  ji i ^ b .  Как известно из теории
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аппроксимации функций, многочлен Чебышева Ти (х) принимает 
наибольшее по модулю значение на отрезке — 1 ^  л: ^  1 в k +  1 
точках, к числу которых принадлежат концы этого отрезка. По­
этому из (10) следует, что

г\*_ Tk (1) _________________ 2_______________  /1г>\
* Tu ( h )

Далее, из (9) получаем

^  =  4 ^ = - ^ = 1 + 2 . 1  +  0 ( ^ ) ,  ]
b —  а  1 

О- И mln 21*
(13)

^ Ь Итах 4 М2 J

Поэтому при больших М

Х0 ± Vх2о — 1 =  1 ± 2 \Гц +  О (л).

откуда, с учетом (13), следует
Q*  ____________________________________2 __________ _____________________  _ _

к [1 + 2 / л  +0(T])]fe + [l — 2 + о (л)Р
—  2  : {e k \ n ( l + 2 V i \ + 0  (то) _|_ In ( 1 —2 Т^ т Г +О (11) ) ]  ^

-а  2  ; {(>Ьл/М _|_ Q—k n l M y

Считая, что норма первоначальной ошибки е° порядка еди­
ницы, || е° II ~  1, в силу замечания п. 4 § 35 о разумном порядке 
точности, которого следует добиваться, решая задачу итерация­
ми, надо выбрать k из условия Qk «  М~~, т. е.

^ 2 In М -)- In 2  ^  2 In Af +  In 2 (14)
я  2 У ц  ' ( ’

Для п о г а ш е н и я  п е р в он ачал ьн ой  п о гр еш но сти  в е  р а з  н а д о  
выбрать k и з  у с л о в и я  Qh ^  е~\ т. е.

k ~ -i-t J lL l  м  ~ =  О (М). (15)
я  2 У  г)

Выбрав k из этого условия, можно затем первые k шагов итера­
ции принять за первый цикл итераций и повторять весь цикл с тем 
ж е набором параметров Ть т2, . . . ,  т/;. Для уменьшения нормы 
погрешности в М2 раз потребуется такое число v циклов, чтобы 
e~v ~  1/M2, v ~  21пМ. Общее число элементарных шагов итера­
ционного процесса за v циклов будет

kv  «  ( - Ц ^ -  м )  2 In М =  О (М In М),
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Оно лишь в конечное число раз

2  о л ! г + о и \ 2 ^  < 1  + 1 п 22 +  In 2/(ln М)  ^  1

превосходит число (14) элементарных шагов итерационного про­
цесса, не использующего зацикливание. Таким образом, исполь­
зование цикла с k ^  (1 -}- In 2)/(2 У  г}) дает упрощение без су ­
щественного увеличения числа итераций.

Использовать циклы длины &<С1/(2 Уг\) нецелесообразно. 
Например, при k =  1 процесс Ричардсона (4) превратится в про­
цесс простых итераций (1) с оптимальным выбором т. Число ша­
гов процесса для уменьшения нормы первоначальной ошибки 
|| е° || в е  раз будет «  2М2/л2, как  показано в п. 2 § 35. Это число 
в 0 ( М ) раз превышает число шагов, необходимых для этой же 
цели при выборе длины k цикла в соответствии с (15).

3. Нумерация итерационных параметров. Формулы (11) з а ­
дают оптимальный набор итерационных параметров ть т2, . . . ,  т;{ 
(при заданном фиксированном k ) . Переставим как-либо члены 
последовательности х\, х2, . . . ,  т/,, расположив их в некоторой 
очередности x ft =  (х ь хг , . . . ,  х/{), и будем вести итерации по фор­
мулам

«о-ы =  и» +  х%р+х (Ани* — ф), 

u p+l \т — ^, и0 задано.

При идеальной реализации алгоритма (16) результат финаль­
ной, k-й итерации не зависит от выбранной очередности х/г — 
=  (щ,  х2, .. ■, хй) . Но при реальном расчете, который ведется на 
машине с конечным числом знаков, этот порядок крайне важен. 
От него при больших k резко зависит чувствительность резуль­
тата к ошибкам округления, допускаемым на промежуточных 
шагах процесса, т. е. вычислительная устойчивость алгоритма. 
Прежде чем приводить приемлемые порядки х/( =  (xi, х2, . . . ,  х/г) , 
заметим, что исходный алгоритм (2), отвечающий к'1 — 
=  ( 1 , 2 , . . . , 6 ) ,  практически непригоден.

Разберемся в механизме возникновения неустойчивости в 
этом случае. Пусть начальная погрешность е° имеет вид е° =  
=  2  с ^ (г’ s), c°rs «  1, и расчет ведется точно, без ошибок округ­
ления. Тогда коэффициенты погрешности /-го приближения е' =  
=  2  c lrsty{r' s) выражаются формулой

с ‘п  = 1 1 ( 1 - ТЛ < К » '

(16)
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Проследим за эволюцией c lrs с ростом / при г — М — 1, s =  М — 1. 
В этом случае

M rs H'Ai — 1, М — 1 M'inax ^  М  »

П 1 _  Х̂ '
м - 1, .«-I ТТ /, /_\ | (17)

„о
см -и  м - 1

Рассмотрим линейные функции 1 — Т/ ,̂ / = 1 ,  2, . . . ,  к, нули
которых \)ij— \jxj определяются формулами (11). Из этих фор- 

2/ — 1 1 . . k +  3 
мул ВИ ДН О , ЧТО ПрИ —~2 -̂--  <'~Q’ ИЛИ 1 ^  ---6---’ СПРавеДливО

неравенство р,;- <  у ,  и поэтому (рис. 45)

| 1 — Xjb | > 1 при / <   ̂ g~ 3 • (18)

Если k ~  — т=- ~  М,  а / ~  1, то и,- ~  а  -|— — , т,- ~  ,
2 К л  М 2 1 а М2

и поэтому

| 1 — |---- — М2.а

Таким образом, величина tj-, определенная формулой (17), уве­
личивается сначала примерно в М2 раз за один шаг, а потом

медленнее. В силу (18) этот рост 
продолжается во всяком случае до 
тех пор, пока / <; (6 +  3)/6, так что 
при I ~  k/6 величина ° 1m- \ , m - v  а 
вместе с ней и ||в'Ц, окажется очень 
большой и тем большей, чем боль­
ше число k. При этом порядки ве­
личин значений приближения и1 =  
=  [и1тп) могут выйти за пределы 
допустимых для данной машины 
уж е при умеренных k, k <С М.

Если гипотетически считать, что этого не произошло и что 
счет продолжается точно, то к шагу / =  k величина c tM_ l м_ 
вновь уменьшится, так  что ^  Qk-

Но дело в том, что даж е  если и не произошло переполнения 
ячеек машинной памяти при / ~  6/6, то неизбежные малые отно­
сительные ошибки округления при / ~  /г/6 велики по абсолютной 
величине. Они носят случайный характер, так  что в их разложе-
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нии в конечный ряд Фурье будут присутствовать все члены, в 
частности член вида

C i . i V 1 ’ 1 } >

причем Ci, 1 — величина не малая по абсолютной величине.
Покажем, что при дальнейших шагах итерации ошибка 

внесенная на гармонику г|)(!’ в результате округления 
на шаге / ~  6/6, не претерпевает существенного погашения и 
недопустимо искажает результат. Вызванный ею вклад i V ’ !) 
в приближение uh, полученное на последнем, 6-м шаге, выра­
жается формулой

' 1 . 1 П (1 — 't/Ип)
L/=M-i

П (1 — Т/а)
L / = / + 1

-к 1 ■

Но при / >  (6 +  3)/6, очевидно,

И/ >
Поэтому 

1

> м 2.

т ,а 1
м 2 П  (1 -  * ,а)

/=/ + 1
1 - 1 \ Ь - 1

М "2 1,

так что с\ , ~  с х ,, и погашения погрешности округления не 
произошло. Практическая непригодность нумерации параметров 
Kh — (1, 2, . . . ,  k) показана.

Если на /-м шаге процесса (13) внесена погрешность округ­
ления

c rs^ ir’ s)>
то на 6-м шаге она разовьется в

IT 0 T/Mrs)
L / = / + 1

Crs^ (г, S)

Поэтому целесообразно стремиться к такому выбору %к =  
=  (%ъ к2, . . . ,  щ ) ,  при котором имеет место оценка

к
шах

а <  [ i  <  Ъ
П (1 — Ту[х)

1=1+1
< Л (19)

при умеренном значении А.
Пусть с^ (г’ s) — компонента погрешности е° нулевого при­

ближения. К /-му ш агу она разовьется в
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Если норма этой функции велика, то ее округление дает зна­
чительный по абсолютной величине вклад во все гармоники. Мо­
жет оказаться, что вклад, полученный некоторыми гармониками, 
при дальнейших итерациях не погашается и сильно искажает 
результат. Поэтому естественно стремиться к такому выбору 
y ih) =  (xi, Х2, ■. . ,  х/4) , при котором выполнено неравенство

шах
а <  ^  <  Ь

1
П о/=1

T/ll) < В (20)

при умеренном значении В.
В работе В. И. Лебедева и С. А. Финогенова, ЖВМ и МФ 11, 

№ 2, (1971), и в работе А. А. Самарского [17] указаны различ­
ные целесообразные способы нумерации параметров и освещена 
история вопроса. Приведем результаты работы В. И. Лебедева 
и С. А. Финогенова. В ней предполагается, что k является сте­
пенью числа 2, т. е. k =  21, и указаны рекуррентные формулы 
для построения

Именно, при i — 1

=  (1, 2).

Если при k — 2i~'[ порядок уж е  определен:

х(2г-1) =  (х р х2, . .  ., %2/_i),

то полагаем

х2'= ( х , ,  21' +  1 и2, 2г +  1 -  %2, . . . ,  2J‘ +  1 (21)

В частности, при i =  2, i =  3, i =  4 последовательно полу­
чаем

( 1 , 4 , 2 , 3 ) ;  ( 1 , 8 ,4 ,5 ,2 ,7 ,3 ,6 ) ;

(1 ,1 6 ,8 ,9 ,4 ,  13,5, 12,2, 15, 7, 10, 3, 14,6, 11).

При указанном способе (21) упорядочения итерационных 
параметров числа А и В в неравенствах (19) и (20) можно вы­
брать независимыми от k и от /.

Алгоритм упорядочения параметров, указанный А. А. С а­
марским, формулируется несколько сложнее, но при этом k не 
обязательно степень двойки. Число k может иметь вид k =  
=  (2/+1)2^ . В место (19), (20) установлены другие оценки, га ­
рантирующие устойчивость в некотором смысле.
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4. Метод Д угл аса  — Рэкфорда. В схеме переменных направ­
лений (6) § 35 будем считать итерационный параметр т завися­
щим от номера шага, положив

ipт п 1
Ър + 1

,о+1 ~
тг ГЛ й 4- Л и 0 — ср(х , и М,2 1 хх т п  1 уу  т п  ш ’ J n ) ] ’

[Л й -)- А и Р+1 — , г/)],I хх т п  1 уу т п  т \ т ' У п ) у

цр+\ \ = й  |==ib(s т,  /г =  1, 2, . . . ,  М — 1.т п  |р т п  |р т  \ т п } '  ’ ’ ’ ’

Д ля погрешности г  — а ■

S)с Т »
М - 1

=  2  с-Л 5=1

и получим выражение

Г К ( Т/ ) М Т,)/=1
где

1 — 2 т М 2 sin2
(т)

2М

- f  2тЛ42 sin2
m
2M

При заданном k оптимальным является такой выбор чисел 
Ti, Т2, •••,  tft, при котором величина

k !
П  К  (*/) ^  ( /̂)max

Г, 5

принимает наименьшее значение. Если не пользоваться точным 
знанием чисел Хг (т) и ta (x ) ,  а лишь границами, где они лежат, 
возникает задача чебышевского типа для произведения дробно­
линейных функций, подобная рассмотренной в п. 2 для много­
членов.

Постановка этой задачи, как  впрочем и предложение исполь­
зовать для решения уравнения Пуассона процесс установления 
со схемой переменных направлений, принадлежит Д угласу , Пис- 
ману и Рэкфорду. В работе Д угласа  и Рэкфорда 1956 года, ко­
торую мы здесь изложим, было дано приближенное решение этой 
задачи. При их выборе итерационных параметров число шагов 
итерационного процесса, нужное для уменьшения ошибки в е  
раз, есть 0 (1 п М ) ,  а число арифметических действий есть 
0 ( М 2\пМ).

Покажем, что, задав  произвольно положительное q, q <С 1, 
можно так выбрать итерационные параметры t i ,  Тг, . . . ,  ть в ко­
личестве k =  O( l n M) ,  чтобы выполнялись неравенства

I [К (Ti) К  (tj)] [К (т2) К  (т2)] . . .  [К ( rk) Xs (т*)] | <  q, (22) 
r, s =  1, 2, . . . ,  M — 1.

11 С. К. Годунов, В. С. Рябен ьки й
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Тогда II еЧ1 ^  Q II е° ||. Если производить первые k итераций с 
итерационными параметрами t i ,  т2, тй, затем следующие k 
итераций, снова используя Ti, т2, . . . ,  то для уменьшения 
нормы погрешности в е  раз потребуется, очевидно, некоторое не 
зависящее от М число таких циклов, содержащих по k — 
= 0 (\ п М )  итераций каждый.

Обоснуем неравенство (22) и при этом объясним, как можно 
выбрать параметры t i ,  т2, . . . ,  ти. Для выполнения (22) доста­
точно, чтобы хотя бы один из k множителей

Ks  (ту) 5= К  (Ту) (Ту), / = 1 , 2 ,  . . . ,  к,

удовлетворял неравенству

1 -  2Xj M2 sin2 1 — 2t *Asin^-----
___________________  i sin 2 M

1 +  2 x ,M 2 sin2 - ^  1 + 2 T /M 2 sin2
2 M 2 M

< q -

Заметим, что функция

Ф (х, у)  = ( 1 - х ) ( 1  - у )  
(1 +  х) (1 +  у )

на прямой л: +  г/=  const при х >  0, у  >  0 принимает наиболь­
шее значение, если х =  у ,  а потому справедливо неравенство

шах Ф (х, у )  ^  шах Ф (р,, jlx) =  max у ?- ~ ,

где a  >  0 и р — произвольные числа.
Воспользовавшись последним неравенством, можно напи­

сать, что при любом фиксированном т и любых г, s = l , 2 ,  . . .  
. . . ,  М -  1

r s  ( ^ ) Ф (2%M2s\n24nnr, 2%M2s'm2 ^  max
И'

. (23)\ 2М ’ 2М

где |я меняется на отрезке

а =  0 ,5л2 ^  ^  2М2 =  Ь, (24)

которому при любых г,  s =  1 , 2 ,  М — 1 принадлежат числа

2М2 sin2 2 М 2M2sin2 2 М '

Итак, для выполнения (22) достаточно ввиду (23), чтобы 
для  каждого значения [г из отрезка (24) хотя бы при одном т,
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т =  т 1, t 2, . . . ,  tft, выполнялись неравенства

и тем более достаточно, чтобы выполнялись неравенства

Для этого нужно, чтобы для каждого ц из отрезка (24) 
при некотором тр, р =  1,2,  . . . ,  k , выполнялись неравенства

Тогда при возрастании jx от до |ip+1 число трц пробе­
гает  отрезок (24).

Очевидно, что, выбрав k из условия |xk^ b ,  т. е.

мы и получим по формуле (26) интересующую нас последова­
тельность Ti, Т2, . . . , Тft.

1. Можно ли выбрать итерационные параметры t i ,  хг, Xk так, чтобы 
за конечное число шагов итерационного процесса (4) получилось точное ре­
шение разностной задачи Дирихле?

Сколько для этого надо сделать итераций? Выдерживает ли такой прием 
решения обобщение на случай, когда точные значения собственных чисел [хгз 
неизвестны?

2. Объяснить механизм вычислительной неустойчивости, развивающейся 
при расчете по формулам (16) при

и больших значениях k и М.
Какие гармоники г|;<г> ^ будут  преобладать в ряде Фурье для погрешно­

сти е \  полученной в результате расчета при x (h> =  (k, к — I, . . . ,  1) с 
ошибками округления?

i — V  я 1 +  у ? • (25)

Зададим ^р и тр соответственно формулами

(26)

£ > Л 1 п - £  +  1 =  л ( 2 1 п М  +  1 п - ~ )+  1,

1п 1 — 1/ q

(27)

ЗАДАЧИ
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3. Пусть А — самосопряженный оператор, собственные значения кото­
рого леж ат  на отрезке 0 <  j i min <  ц. <  jimax. Какому условию должно удо­
влетворять число обусловленности г| =  Цтш/м.тах, чтобы для решения урав ­
нения Ах =  ф сходился и был вычислительно устойчив процесс Ричардсона

xp+l  =  хр —■ т  р + 1  (Ахр — ф)

при произвольном выборе Tj =  l / |X j ,  Цшщ <  fXj <  Umax, / =  1, 2, . . . ,  k, 
k произвольно?

4. Почему при использовании схемы Д угласа  — Рэкфорда очередность 
использования параметров Ti, тг, . . . ,  не влияет существенным образом 
на вычислительную устойчивость итерационного процесса?

5. Считая, что затраты машинного времени на один шаг итерационного 
процесса Д угласа  — Рэкфорда в двадцать  раз больше, чем на один шаг 
процесса Ричардсона, прикинуть по формулам (15) и (27), при каких М 
преимущества метода Д угласа  — Рэкфорда начинают проявляться.

§ 37. Метод Федоренко

В работе Р. П. Федоренко, ЖВМ и МФ 1, № 5 (1961), пред­
ложен метод итерационного решения разностных эллиптических 
задач, названный им релаксационным. Д ля уменьшения нормы 
первоначальной погрешности в е  раз этот метод требует всего 
сМ2 арифметических действий, где М — число шагов сетки по 
одному направлению, а с  — некоторая постоянная, не зависящая 
от М. Напомним, что наиболее быстросходящийся среди рассмо­
тренных выше (и вообще всех других известных) методов — ме­
тод Д угл аса—Рэкфорда—требует для той же цели 0 ( ( 1 п М ) М 2) 
арифметических действий.

Границы применимости метода Федоренко почти такие же, 
как  у простейшего метода установления. Дополнительным огра­
ничением является требование «плавности», «гладкости» первых 
собственных функций, которое для эллиптических задач обычно 
выполнено.

В простых примерах экономия машинного времени по сравне­
нию с лучшими в смысле скорости сходимости другими итера­
ционными методами убедительно подтверждается уж е при 
М ж  50. Надо иметь в виду, что логика организации расчета ре­
лаксационным методом существенно сложнее, как мы увидим, 
чем логика расчета, скажем , по схеме Ричардсона. Поэтому м а­
шинное время существенно зависит от качества программы.

Простейшая оценка скорости сходимости (для разностной 
аппроксимации уравнения Пуассона в квадратной области на 
квадратной сетке при заданных значениях решения на границе) 
была получена Р. П. Федоренко, ЖВМ и МФ 4,  № 3 (1964).

В работе Н. С. Бахвалова, ЖВМ и МФ 6, № 5 (1966), иссле­
дована сходимость метода Федоренко и был получен тот ж е ре­
зультат для разностного аналога первой краевой задачи в пря­
моугольнике для общего эллиптического уравнения с гладкими
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коэффициентами
д 2и . п д 2и , д 2и , д и  , д и  . ,

й{Х д х 2 ^  й  12’W d y ^ r Cl 22 ' d y F ~^ a i ~ d 7 ~ ^ a 2 ~d i  a U ~ f ° ‘

Наконец, Г. П. Астраханцев, ЖВМ и МФ 11, № 2 (1971) получил 
аналогичный результат для разностной аппроксимации третьей 
краевой задачи для самосопряженного эллиптического уравне­
ния в произвольной двумерной области с гладкой границей.

Обоснования довольно громоздки, поэтому мы ограничимся 
качественным описанием идеи метода и самого алгоритма Федо­
ренко, отсылая за доказательствами к оригинальным работам и 
обзорной статье Р. П. Федоренко, УМН 28, в. 2 (1973).

1. Идея метода. При решении итерациями задачи

Ahu mn — 4>(хт> Уп) =  0, т , п =  1 ,2 ..........М — 1

Umn Ip ~  Ф ($тп)
(О

будем отправляться от простейшего процесса установления (4) § 35 

“Pm n B=umn + x (bhumn- -V(xm>yn)> т’ п =  1,2, М -  1,

«К1 |г = ̂  (smn)> («У заДано- (2)

который в целом сходится очень медленно, но неравномерно на различных 
гармониках. Погрешность е ?  =  и*  — и в соответствии с (10) § 35 записы­
вается в виде конечного ряда Фурье

М -1

2  s>. ( 3 )
Г, ,5=1

где  с®5 — коэффициенты разложения погрешности е° =  н° — и нулевого при-

(
JTГ JTS \

S'n2 ~2ЛГ sin2 ~2М ) ‘ ^ исла Яrs  л е ж а т  на о т '
резке Алев <  А <  Я,прав, где

Ял е в = ЯМ - 1 , М - 1  ~  1 ~ 8* М2>
Яп рав =  Я 1 , 1 ~  1 - 2 Я 2Т.

Положим

т== 16М2 * ^

Если при этом условии хотя бы одно из чисел г или s больше, чем М/2, то

I | <  0,6. (5)

Поэтому вклад  высокочастотных гармоник s\ г  >  М/2 или 5 >  М/2, в 
погрешность (3) за один шаг итерационного процесса уменьшается почти 
вдвое и вскоре становится малым. После нескольких итераций по формуле 
(2) погрешность е ?  будет существенно содержать только гладкую компо­
ненту (гармоники г|)(г- , г <  M/2, s <  М/2), потому что низкочастотные 
гармоники *) умножаются на числа Хга, которые Олиже к единице. Очень
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медленно гасится вклад  первой гармоники т^1-1); при сделанном выборе X
Ч т г 2

<6>

Обозначим полученное в процессе итераций (2) приближение « р через U, 
а погрешность е р =  и р — u =  U — и через v. Если бы мы ‘ знали 
погрешность V, то нашли бы искомое решение и =  U — v. Однако относи­
тельно v  мы знаем только, что оно удовлетворяет уравнению

A^v  =  |, v  |р =  0, (7)

где | — известная сеточная функция — это невязка, возникающая при под­
становке и р =  U в уравнение (1) :

£ =  А/гир — ф =  А^ир  — Л ли =  Л л ( ир — и) =  Afrv.

Задача (7) для определения поправки и проще исходной задачи (1) 
лишь в том отношении, что относительно v  заранее известно, что это гл ад ­
к а я  сеточная функция. Поэтому для определения v  вместо задачи (7) мо ж ­
но приближенно рассматривать такую же задачу  на вдвое более крупной 
сетке, которая (при четном М)  является  подсеткой исходной сетки:

Л2ЛУ* =  Г> «*1г* =  0- (1*)

Звездочкой мы обозначили величины на укрупненной сетке. Задачу  (1*) ре­
шаем итерациями по формулам

т,  п — 1,2, . .  ., М* ~  I, $ 2̂ *)
/ * \Р-НI _n j
\v m n)  |р* J

за нулевое приближение ( v*mn)° =  0. Здесь М* =  М/2, х* —

- ______________ —  4т
16 (М *)2
К аждый шаг итераций (2*) вчетверо менее трудоемок, чем шаг итера­

ций (2),  потому что расчетных точек вчетверо меньше. Кроме того, благо­
даря т* =  4т быстрее происходит погашение самой медленно убывающей 
компоненты ошибки. В соответствии с (6)

, * _, Зя2 _ , л Зя2 ,
Ь 1 ~  “  8 (М*)2 ~  “  8М? <  '' •’

приняв
3

и для погашения вклада  в е  раз нужно вчетверо меньше итераций.
Результат  итераций по формуле (2*) обозначим V*. Проинтерполируем V* 
на исходную сетку (линейно). Гладкие компоненты будут  получены почти 
правильно. Возникающая при интерполяции погрешность будет относительно 
интерполируемой гладкой функции мала, но ее фурье-разложение будет 
содержать все гармоники (погрешность интерполяции негладкая  из-за изло­
мов в узлах  интерполяции). Кроме того, негладкая  компонента V*, не имею­
щая отношения к искомой поправке, при интерполяции тоже дает случайный 
вклад  в негладкую составляющую полученной при интерполяции функции V. 
Итак, гл адкая  компонента разности U — V близка к гладкой компоненте 
искомого решения и — U — v,  но негладкая  компонента не очень мала и но­
сит случайный характер.
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Поэтому следует проделать еще несколько шагов исходного итерацион­
ного процесса (2),  приняв U — V за начальное приближение. Это быстро по­
гасит привнесенную при интерполяции негладкую составляющую погрешности, 
которую итерации (2) гасят  почти вдвое за один шаг.

2. Описание алгоритма. Ускорение сходимости, достигнутое за счет ис­
пользования укрупненной сетки и итерационного процесса (2*), может ока­
заться недостаточным. При большом М (мелкой сетке) задача (1*) на укруп­
ненной сетке все еще трудоемка. Поэтому при ее решении в свою очередь 
целесообразно проделать еще одно укрупнение сетки вдвое, при решении 
задачи на вчетверо укрупненной сетке снова использовать процесс удвоения 
сетки и увеличения т и т. д. В экспериментах Р. П. Федоренко сетка укруп­
няется не вдвое, а втрое. При /V/ «  100 оказывается достаточным двух  укруп­
нений. Будем считать для простоты, что М — 2h, т. е. М является некоторой 
степенью двойки.

На исходной сетке делаем несколько шагов итераций (2), чтобы «в ы ­
гладить» погрешность. Погрешность нам неизвестна, поэтому можно следить 
за этим по невязке А/г« р — ф, которая тоже выглаживается .  Результат вы ­
числений U =  и р запоминаем. Затем для поправки v  рассматриваем задачу 
на укрупненной сетке, делаем несколько итераций (2*), чтобы выгладить 
«поправку к поправке» и результат V* запоминаем (он занимает вчетверо 
меньше места в памяти, чем U).  Д ля  вычисления поправки к V* рассматри­
ваем задачу па еще вдвое укрупненной сетке, делаем несколько итераций с 
шагом т** =  4т* =  16т и запоминаем результат 9**.  Этот процесс вычисле­
ния поправок к поправкам па вдвое укрупненных сетках продолжаем k раз, 
пока не дойдем до самой крупной сетки и поправки

Затем начинаем возвращение на мелкую сетку. Сначала с самой круп­
ной сетки интерполируем полученную там последнюю поправку на сет­
ку вдвое более мелкую, вносим эту проинтерполированную поправку в Р » * - 1)*) 
и делаем несколько итераций, чтобы погасить привнесенную при интерполя­
ции ошибку. Результат этих итераций интерполируем на еще вдвое более мел­
кую сетку, уточняем с его помощью хранящуюся для этой сетки поправку 
■puft-2)*)j делаем несколько итераций и производим следующую интерполяцию. 
На предпоследнем шаге после внесения в V* поправки и итераций получим 
поправку V*, которую интерполируем на исходную сетку. Проделав несколько 
итераций (2) над U — V, получим результат.



Ч А С Т Ь  П Я Т А  Я

УСТОЙЧИВОСТЬ э в о л ю ц и о н н ы х  
РАЗНОСТНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

КАК ОГРАНИЧЕННОСТЬ НОРМ 
СТЕПЕНЕЙ НЕКОТОРОГО ОПЕРАТОРА

В предыдущих частях книги много внимания было уделено 
исследованию устойчивости разностных краевых задач LhU^= 
=  Была исследована, в частности, устойчивость некоторых 
разностных схем, аппроксимирующих задачу Дирихле для урав­
нения Пуассона. Это — стационарная задача : ее решение не з а ­
висит от времени. Однако основное внимание мы уделили эво­
люционным задачам, которые отвечают процессам, протекаю­
щим во времени, например таким, как  распространение тепла 
или распространение волн. Приемы исследования эволюционных 
разностных краевых задач лучше развиты. Отчасти это объяс­
няется возможностью рассматривать в ряде случаев стационар­
ные состояния как  результат стабилизации процессов, проте­
кающих во времени.

При исследовании устойчивости эволюционных разностных 
задач мы пользовались принципом максимума, энергетическими 
неравенствами, спектральными признаками и другими прие­
мами. Во всех этих приемах неявно используется специальная 
структура эволюционных разностных схем, в силу которой реше­
ние и(/1) задается на одном или нескольких начальных времен­
ных слоях сетки, а затем шаг за шагом вычисляется на после­
дующих временных слоях. Здесь мы отразим слоистый характер 
эволюционных разностных схем в самой их записи, поставив в 
соответствие разностной схеме некоторый линейный оператор Rh, 
с помощью которого осуществляется переход от уж е известных 
на данном временном слое значений решения к еще неизвест­
ным значениям этого решения на следующем временном слое. 
Выбор этого оператора можно осуществить по-разному. Мы бу­
дем выбирать его так, чтобы устойчивость разностной схемы ока­
залась равносильна ограниченности норм его степеней. Это по­
зволит с единой точки зрения взглянуть на уже встречавшиеся 
приемы исследования устойчивости эволюционных разностных 
краевых задач, как  на способы исследования свойств степеней 
оператора Rh, а такж е  сформулировать понятие спектра семей­
ства разностных операторов и спектральный признак устойчиво­
сти несамосопряженных разностных краевых задач.
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§ 38. Слоистая структура решений эволюционных задач

Во всех рассмотренных выше примерах эволюционных раз­
ностных схем

L huM =  f(h) (1)

задавались значения решения u{h) на одном или нескольких на­
чальных слоях сетки. Значения и (/1) на последующих слоях шаг 
за шагом определялись из уравнений, составляющих разностную 
краевую задачу (1).  Под с л о е м  мы понимаем совокупность то­
чек сетки Dh, лежащих на прямой (или плоскости) t — const. 
В дальнейшем будем считать, что рассматриваемые разностные 
схемы (1) обладают указанной слоистой структурой.

П р и м е р  1. Рассмотрим разностную схему

”  т  д .

U0 + 1 ~  ( ^ p + l ) ’ ЦРМ { ~  0 > +  l ) ’ t t°m =  ^  (Xm)>

т  =  О, 1 , . . . ,  М; р  =  0, 1, . . .  [Г/т] — 1, 

аппроксимирующую задачу о распространении тепла

4 f  =  | p -  +  <P(*■*)- о < • « < > .  О< t < T ,
и {0, t) =  ^ i ( t ) ,  « ( 1 , 0  =  ^ ( 0 ,  и [х, 0) =  (х),

0 < X <  1.

(2)

(3)

Зная значения решения u ih) в точках слоя / =  tp =  рх,  т. е. 
зная сеточную функцию

иР =  [иРт], т  =  0, 1, . . . ,  М,  (4)

аргумента т,  мы можем последовательно вычислить значения 
сеточных функций и0+| =  {и̂ +|}, и',+'2 и т. д., пользуясь формулой

2гж , + r K - i + um + i ) + %ч, (хп,’ д -

Сеточная функция и0 =  {и°т J =  {^(^m)} задана.
Итак, решение u (h), определенное на двумерной сетке

(хт, t p) =  (rnh,  рх),  т  =  0, 1, . • М; р  =  0, I, . . . ,  [Т/х] (6)
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в плоскости Oxt, естественным образом расслоилось и заме­
нилось последовательностью функций

м°, и\ . . . ,  ир, р  — [Т/т], (7)

определенных на одномерных сетках. Одномерные сетки, на ко­
торых определены up, р  =  0 , \ , . . . , р ,  при всех р  одинаковы 
(рис. 46, а) ,  так что их можно считать различными экземпля­
рами одной и той ж е сетки. Мы изобразили эту одномерную 
сетку на рис. 46, б .

Рассмотрим линейное пространство V' функций, определен­
ных на одномерной сетке (см. рис. 4 6 ,6 ) .  К нему принадлежат,

в частности, сеточные функции 
и?, р — 0, 1, . . . ,  р. Это линейное 
пространство будем считать нор­
мированным. Норма элемента 
и =  {и0, щ,  . . . ,  им} может быть 
задана, например, одним из ра­
венства)

i t

„3

и '

о /
и?

■X шах| иг
пг

М

I
т = 0

(8)

Рис. 46. В определении устойчивости и 
сходимости участвует норма 

|| u{h)\\Ufi решения разностной краевой задачи (1).  Мы будем 
пользоваться только такими нормами || u (h) , при выборе кото­
рых учтен слоистый характер решения а именно выполнено 
равенство

I! и ^  || =  шах || и р ||, (9)
р

где р  пробегает значения р =  0, 1, . . . ,  [Г/т], т. е. все те значения, 
при которых области определения сеточных функций =  
принадлежат двумерной области определения решения и(Ч  

П р и м е р  2. Рассмотрим разностное уравнение
,р+> р -1 ,рlm+1 2 ы т  "Ь и т — 1

т  — 0, ± 1 ,
к 2

Р =  1 ,2, .

=  ф (Хт, tp),
(10)

которое является разностным аналогом дифференциального 
уравнения

д 2и д 2и 
d t 2 д х 2

Ф (х, t), 0 <  t <  Т, — оо <  х  <  о о . (И)
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В отличие от примера 1, решение и(,1> этого разностного урав ­
нения еще не определяется по своим значениям в точках сетки 
одного слоя t =  рх. Здесь необходимо знать значения в точ­
ках сетки двух слоев: t =  рх и t =  (р —{- 1) тг, т. е. вектор-функ­
цию (рис. 47, а)

( . . . «Р+1 «р+1 «р+1 . . . \
up =

up цР
О

По значениям в силу уравнения (10) последовательно опре­
деляются а р+\ иР+2 и т. д. В связи с этим за пространство U'h 
примем пространство вектор- 
функций (рис. 47, б)

. Ь- i  Ь0 Ьх .

. а 0 а { .и

с некоторой нормой ||м||. Отно­
сительно этой нормы заметим 
следующее.

Решение дифференциаль­
ного уравнения (11) опреде­
ляется двумя функциями:

д и  ( х, t) 
d t  ’

о)

ti)

О

и [х, tQ) и

и* 
и ' 
иО 

► X

Рис. 47.

разностными аналогами которых являются соответственно се­
точные функции

U.P и Р  и Р  • • • » 1» , [ ? • • •

/Р+1 -  ,|р .р+1*0 ,р+ 1

Поэтому всякая естественная норма в пространстве Ujt должна 
зависеть от обеих этих сеточных функций. Можно положить, на­
пример,

|| и || =  sup | а т \ +  sup br
или

' * S +  -^-1 bm — a m f
Vj

После введения нормы в пространстве U'h автоматически по 
формуле (9) вводится норма в пространстве JJh сеточных
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функций, определенных на двумерной сетке:

II U{h) \\и =  max || и р II. 
р

Номер р  пробегает все те значения р  — 0 , 1 , . . . ,  [Г/т], при кото­
рых области определения сеточных вектор-функций принадле­
ж ат  двумерной области определения сеточной функции и(Ч 

При нашем условии всегда пользоваться нормами вида (9) 
неравенство

W u ^ h ^ c W f w  И^,

означающее в случае линейности оператора Lh устойчивость, 
равносильно выполнению неравенства

\\up \\<c\\fW\\Fh

при всех тех р , при которых функции а р определены. Это оказы­
вается удобным при исследовании устойчивости.

ЗА ДА ЧИ

1. У казать  пространство u'h д л я  разностной схемы

ир+{ — ири т п  “ т п  » о I а о I / , ч
т  х х и т п  у у и т п  Ф ( х т> У п ’ р ) ’

и тп |р “  и тп ~  Ф ( х т ’ Уп)> |

т,  п — 1 , 2 , . . . ,  М — 1; Mh  = 1 ,  |
Р =  0,  1,  . . . ,  [Т/х] — 1; )

(хт, у п , t p ) =  (mh,  n h , рх) ,  Г состоит из тех  точек сетки, которые л еж ат  на 
боковой границе параллелепипеда 0 х, у  ^  I, O ^ t ^ T .

2. У казать  пространство u'h дл я  разностной схемы расщепления 

ир+] _  цитп  итп  * р+ 1 . /  . ч
------- --------  = ЛЛ „  + Ф (хт' Уп> *р)>

^mn итп  А 
'   ̂ ~  А ууит п »

и тп |]' ^  йтп |р в  и тп ~  ^  (х т ’ Уп)' 

т, п  ¥= 1,2, . . . ,  М — 1; M h — 1; р  =  0 , 1 , . . . ,  [Т/х] — 1;

Г —-б о к о в а я  граница параллелепипеда 0 ^  х, у  ^ 1 ,  0



§ 39. Запись разностных краевых задач в виде 
и р+' =  R hup - f

1. Канонический вид. Разностную схему
,.р _ ч
и т+ 1 т о A i t  I - =  фР m =  0, ± 1...........I

§  39. ЗАПИСЬ РАЗНОСТНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 3 3 3

т h
U°m =  ^m' Р =  0> Ь [ТУ*]— 1,

для задачи
Щ — их =  ф (х, 0 , 0 <  t <  Г, 
и (х, 0) =  г|5 (л:), — оо <  х <  оо,

запишем в виде
„(.+ . =  { ( ! _  г) и?т +  гиРт+1} +  тф', 1

<  =  ¢..-  r =  Т/А- J
Положив

п ? )+ 1  —  ( 1 —  r\ иР —L  г / . .
m + 1

(1)

■>+'=(1 Рт =  < -  (2)

перепишем ее в виде
и р+1  _  уР + 1  _|_ T p Pj

Слагаемое у р+| п о л н о с т ь ю  определяется по wp =  [mp], так что 
его можно записать в форме

v p + 1 _

где Rh — оператор, который каждой сеточной функции ир е  U'h 
ставит в соответствие сеточную функцию v p+l^U'h  по фор­
муле (2). Запись (1) примет тогда вид

u p+l =  Rhu p +  хрр, | 
и0 задано. J

В этом параграфе мы покажем и на других примерах, как осу­
ществляется приведение эволюционных разностных краевых з а ­
дач

£*«“ ’ =  Г  (4)

к виду (3). Мы установим, что если при таком приведении удов­
летворены некоторые естественные требования, то устойчивость
(4) на отрезке 0 ^  t ^  Т равносильна выполнению неравенств

Р =  1,2.... [Г/т], (5)
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где К  — некоторая постоянная, не зависящая от h, и сведем, 
таким образом, исследование устойчивости к оценкам величин 
||/?й||, т. е. норм степеней оператора п е р ех о д а  Rh.

Аналогичные построения и рассмотрения были проведены в 
§§ 15 и 16. Напомним, что в § 38 изучение устойчивости было 
сведено к рассмотрению неравенств

i k l k d H f y  (6)

Именно было установлено, что устойчивость равносильна суще­
ствованию числа с, не зависящего от h и f(/l) е  Fh и такого, что 
неравенство (6) выполняется при всех р, р  =  1, 2 , . . . ,  [Т/т].

Теперь приступаем к реализации намеченного плана, причем 
начнем с примера приведения разностной схемы к виду (3). 

Рассмотрим разностную схему
, , Р + 1 _ , , Р  цР _ o , , p j _ , , °  u m u m u m+\ „

------- x--------------------------- h*------------- =
p =  0, 1 , . . . ,  [Г/т] — 1; m  =  1, 2, . . ., M — 1, , ^

uo = ^ i  Vp)’ и м =  Ы * Р) ’ P =  °> b

u°m =  'ф (mh),  m  =  0, 1, . . . ,  M.

Ясно, что должны быть выполнены условия согласования 
*ф1 (0) =  гр (0 ) , грг (0) == гр ( 1).  В силу условий задачи и° — {и°т} 
задано, а функции и\ и2, . . .  можно последовательно вычислить. 
Д ля  этого следует переписать разностное уравнение из схемы 
(7) в виде

ир+1 =  (1 _  2г) и 0 4- г  ( и0 , +  и0 ,Л +  тфр ,т  '  > т.  1 \ т — 1 1 т + 1/ 1 * т ’

Г =  -£Г, m = l ,  2, . . . ,  М — 1; р  — 0, 1, . . . ,  [Г/т]— 1, 

и использовать равенства

ио+1 — 'Ф] wm+1 =  'Фг^р+О-

Поэтому примем за U'h пространство сеточных функций

U {«о, U |, * > . ,
с нормой

|| и 11 =  шах | ит \.
т

Запишем теперь разностную краевую задачу в виде

uP+l =  RhuP -j- трр,
задано, (8)
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обозначив через Rh оператор, который каж дом у элементу а =  {ат} 
пространства U'h ставит в соответствие некоторый элемент 
Ь =  {Ьт} того же пространства по формулам

К  =  а о, )
bm =  (1 — 2r) а т -\- г  (ат~\ +  a m+i), rn =  1, 2, . . . ,  М — 1, (9) 
Ьм — а м. >

При таком выборе оператора Rh сеточная функция рр из U'h, 

9Р — {Ро> Рр • • • > Рм}> 

определится формулой

/ ( t p +1) (tp) ( t p+l )  (tp)
PP =  (,----------- r -----------  ' ...........фА1-1’ -------------т------------

P =  о, 1...........[Г/ т ] -  1.

Этим мы закончили приведение рассматриваемой разностной 
схемы (7) к виду (3). Мы собираемся использовать запись раз­
ностных краевых задач в этом виде для исследования устойчи­
вости. Но для того, чтобы неравенства (6), означающие устойчи­
вость, имели смысл, должна быть определена норма || f (h) ||F . 
В нашем примере разностная краевая задача (7) записывается 
в виде (4), если положить

Lhu™

ит+ ! + Um_ j

ИР+1 и0 >
и?+1,М ’

h2
р =  0, 1...........[Г/х] — 1,

р =  0, 1.......... [Г/т] -  1,

М,
т — 1, 2, . . 
р =  0, 1, . .  
Р =  0, 1, •• 
т — 0, 1, . .

, т  =  1, 2, . . М — 1,

т =  0, 1,

ф (xmi tp), 
(tp +1)> 

^2 (tp + i)»
"Ф (xm)»

M -  I, 
[ T l x ] -  1, 
[Г/т] — I, 
M.

Норму |/<?1)||/г/г определим равенством 

l f (h) llfft =  rnax| q>(xm, tp) |+ max| гр (xm) | +
m, p

+  max 
p

гр! (^p+i) (tp) ( t p +  l) — ^2 ( t p )
(10)
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2. Устойчивость как равномерная ограниченность норм степе­
ней Rh . Сформулируем теперь два условия, соблюдение которых 
при приведении какой-либо разностной схемы (4) к виду (3) 
позволяет утверждать, что в случае справедливости неравенств
(5) есть устойчивость.

У с л о в и е  Г  Имеют место н еравен ства

ill/(Л)|
ll'V

г д е  К\ н е  зависит от h и f(h\ а р  пр об е г а ет  в с е  те з н а ч е н и я , при  
которых рР имеет смысл.

У с л о в и е  2°. Имеет место о ц ен ка

1ы° 1 <  л:2|!/!,лМ1рй.

г д е  Кг — некоторая п о ст о янна я , н е  з а в и с я щ а я  от h и
Условия Г  и 2° требуют определенного согласования выбора 

норм в пространствах U'h и Fh , а такж е в выборе оператора Rh 
(вид вектора рр однозначно зависит от выбора оператора Rh).  
Отметим, что в рассмотренном нами примере приведения раз­
ностной схемы (7) к виду (3) эти условия выполнены. Чтобы 
убедиться в этом, достаточно сопоставить нормы сеточных функ­
ций рр и «°

рр у =  max I р

шах (b+i) -  (h
> I ф(*1,  t p)

ф ( * м - ь  t p) |
^2 (tp + l) ~ (tp)

w  =  max wl =  max

pWIс равенством (10), определяющим норму ||/( \\F .
Числа К\ и Кг  в этом примере можно считать равными еди­

нице.
Д окаж ем  теперь, что если при приведении разностной крае­

вой задачи (4) к виду (3) выполнены условия Г  и 2°, то для 
устойчивости разностной схемы (4) достаточно, чтобы выполня­
лись оценки (5). Нам надо показать, что оценки

где Къ — некоторое число, не зависящее от h и справедливы 
при всех р, р — 0, 1, . . . ,  ро, при которых области определения 
сеточных функций и? принадлежат области определения ре­
шения
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Из уравнения
up+l =  Rhu.P +  Tр°, р =  0, 1, . . д,  — 1, 

следует, что
ир — Rhup~l -f- трр_1 =  Rh (Rhup~2 +  трр_2) +  трр-1 =

=  RhU +  1'{Rh ]р° 4" Rh. ~Р* +  ••• +  рр *)> р  =  о, 1, . . . , Р ) .  (11) 

По условию
;  =  о, i ,  . . . ,  [г/т].

Из этого неравенства и равенства (11) вытекает оценка

( I ) к а : н ц + х / с ( IIр°i n - пр' и-ь . . .  + 1 ^ - 4 1 ) .  ( 1 2 )

Учитывая условия 1° и 2°, в силу которых

| р '| < К ,| | П Рл, / =  0 , 1 ...........Ро— 1,

оценку (12) можно заменить следующей:
IIW II <  (к к , +  т р к к 2) II /<'■> |Ц <  К (К, +  ТК2) II f ‘ > ||F)1 =  с II /̂  ||Рй,

где число с  =  / ( (/ ( ,+  ТК2) не зависит от Л и /(й).
Устойчивость доказана.
Воспользуемся установленным достаточным признаком устой­

чивости и покажем, что разностная схема (7) при г =  т//г2 ^  У2 
устойчива.

Именно убедимся, что для оператора Rh, который мы ввели 
по формулам (9) при приведении разностной схемы (7) к кано­
ническому виду (3), выполнено неравенство || Rh || <с 1, а значит, 
и неравенство || <!|| Rh |Г 1. При г ^  ‘/а имеют место оценки

\bQ1 =  | a 0 l <ma x |  а т | =  ||а||,
т

I Ьщ  I 1(1 2л) CLm ~Ь (flim_ i  - f-  L lm _j_i) I 
< (1  — 2л +  2r) max I a m | =  || a ||,

m
I bM I =  I а м К  max | a m | =  || a ||.

111
Из этих оценок вытекает, что || b || =  || Rha || ^  || а ||, т. е. И Rh f f^

1. Итак, при г у 2 достаточный признак устойчивости выпол­
нен. Можно показать, что если постоянная г  =  т/7г2 >  '/г, то до­
статочный признак устойчивости не выполнен. Возникает вопрос, 
не теряется ли устойчивость и в общем случае, когда неравенства
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|/?й||</С, р ~  1, 2, [Г/т], перестают быть верными. Ока­
зывается, что действительно справедливость неравенств 
||/?h||</C необходима для устойчивости, если только выполнено 
некоторое условие 3°, которое мы сформулируем сейчас в общем 
виде и которое выполнено для рассматриваемого примера.

У с л о в и е  3° Пусть разностная краевая  задача (4) приве­
дена к виду (3). Возьмем какую-нибудь функцию й° из U'h и 
построим сеточные функции й 1, й2, . . . ,  й р, . . .  по рекуррентным 
формулам й 0+[ =  Rhu°. Совокупность сеточных функций {йр}, 
р =  0, 1, [Т/т], к аж дая  из которых принадлежит U'h, обра­
зует некоторую сеточную функцию из пространства Uh. 
Вычислим для нее f (h\

f (h)===Lha(,lK

Будем говорить, что при  п р и в е д е н и и  ра зно стной  схемы (4) к ка­
н о н и ч е с к о м у  в и д у  (3) вы п олн ен о  у с л о в и е  3°, е с л и  с п р а в е д л и в а  
о ц е н к а  ви д а

II f {h) IUA<  Яз11 й° II,

г д е  п о стоянная  Кз н е  зависит от й° и з  Uо и н е  зависит от h.
Убедимся, что в описанном выше приведении разностной 

схемы (7) к каноническому виду (3) условие 3° выполнено. Дей­
ствительно, задавшись произвольной функцией «° =  {«Щ, полу­
чим

Фт 32 0, ^  =  <  ^  =

При нашем выборе норм имеет место равенство

I I Р 1 11|>Л =  II м° II •

Д окажем теперь, что если при приведении разностной, схемы
(4) к каноническому виду (3) выполнено условие 3°, то для ее 
устойчивости на отрезке О <С t <С Т необходимо, чтобы выполня­
лись оценки ( 5 ) :

1 ^ 1  <  К, р =  1, 2, . . . ,  [Т/х],
где К  — какое-нибудь число, не зависящее от h.

Если сформулированный признак не выполнен, то при 
любом К  можно указать  такие h, р0 и сеточную функцию й°, что

Ц Я л й Ч ж М  (ЦмЛ 1 >  / c l« ° I ) .

Построив по йР векторы йр ( \\ир* || >  /С|| и01|) и образовав из йр 
сеточную функцию B h\ мы из условия 3° заключаем, что для нее

11ГЛ> ||</Сз11 й°|| ( f ‘*> =
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В то же время

II « №) IIuh =  m a x  II йР II >  II « Ро II >  К II й° I I .
р

Отсюда ясно, что

Это неравенство из-за произвольности К  и означает неустой­
чивость.

Теперь подведем итог рассмотрениям этого параграфа. 
Мы показали, что, приводя разностную схему Lhu(h) — f (h) к 
виду (3)

можно использовать затем оператор R h для исследования устой­
чивости. Именно, доказана следующая

Т е о р е м а .  Если при п р и в е д е н и и  ра зн о стной  схемы  (4) к 
в и д у  (3) с о б л ю д е н о  у с л о в и е  3°, то дл я  у стойчивости н е о бх о дим о ,  
чтобы вы полн ял о с ь  н ера в ен ство

г д е  К  — н ек оторо е  число ,  н е  з а в и с я щ е е  от h. Если п р и в е д е н и е  
к в и д у  (3) п р о в е д е н о  с  с о б л ю д е н и ем  у с л о в и й  Г  и 2°, то оц ен к и  
(13) достаточны дл я  устойчивости.

Мы должны обратить внимание читателя на то, что обычно 
расслоение сеточной функции и(!г) и приведение разностной схе­
мы к каноническому виду (3) могут быть проведены несколь­
кими различными способами. Однако мы не будем па этом по­
дробно останавливаться (см. § 14, где этот вопрос обсуждался 
в случае разностных схем для обыкновенных дифференциальных 
уравнений).

3. Пример. В заключение параграфа рассмотрим неявную раз­
ностную схему

ир+1 =  RhUp -(- трр, 

м° задано,

\\Rph \\<K, р =  1, 2, . . . ,  [Г/t], (13)
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для задачи о теплопроводности

д и
~дГ

д 2и , j - z  =  ф {х, t),

и (х, 0) =  “ф (х), 
и (0, 0  =  oh (t), и (  1, /) =  -ф2 (/), 

0 < t  < Т ,  0 <  л; < 1.

(15)

Мы подробно рассматривали эту схему в § 22.
Примем за ир вектор ир =  (ир, и р, . . . ,  и рм) с нормой ||мр || =  

=  max I и р I. Решение на (/? +  1)-м слое запишем в виде суммы

где
и р+1 =  v p+l +  трр,

vp+1 =  (vp+1, v p+l, . . . ,  v p+l) и рр =  (р0р, pf, . . . ,  ррм)

в свою очередь являются решениями вспомогательных систем 
уравнений

° ? +| =  uS =  M * p) ’ j

r a m + ' l  ~  (1 +  2г) K + ‘ + rVm - l  =  -  “ 5 , .

m =  1, 2, . . . ,  M — 1,

°b+' = ^  =  +2 (<,.)•

(16)

^ l ( ^ + l ) - - ^ l ( ^ )
P? = ------------- ? ------------  ■

^ + .  =  - 0 + 2 ^ 5 ,  +  ^5 .-1  =  ¾  » » = • .  2 ...........A f - l ,

■P&
Ф 2 ( ^ p + l)  (^ p )

(17)

Первую из этих систем можно считать определением опе­
ратора Rh и положить

v p+ 1 =  Rhup.

Если ||/(й )|1/?Л определить по-прежнему равенством (10), то 
выполнение условия 1°
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вытекает из оценки

II II ^  шах
^2 (*p+l) — ( t P)

, гпах|фРт

доказанной в § 22. При этом /С, == 1.
Условие 2°

- и I K  /Call Л й> IU„

такж е выполнено, причем, очевидно, можно положить /(2 ==1 . 
Далее, в § 22 была доказана оценка

| v p+i I ^  шах | ир |,т  ^  \ т  ’т

которую можно истолковать как  неравенства

||Я*и|КПи||. 1|й*11<1,
откуда

1 л г | < ^ с = 1 .

Мы сейчас повторили схему доказательства устойчивости из> 
§ 22, показав, что она совпадает с предлагаемой здесь. Рассмо­
тренный пример интересен еще и в том отношении, что он пока­
зывает довольно сложный способ конструирования вектора рр«.

ЗА Д А Ч И

1. Д л я  системы уравнений акустики

4 ? -  4 -  А 4 ? -  =  <Р (х, 1), -  о о < х < о о , 0 < t < T ,  at  ' дх

и (х, 0) =  я{) ( х),

0

оо <  х <  о о ,  

V (х , ()
1 n I и ( х ,  0  \ . ,1 0 /  \ w ( x , t ) l

, , <Pl (х, 0 ]  . . v / ¢1 (■*)
Ф(*. О Н  , А - 4>(х) =

Фг (л:, о  / V ^2 (х)

привести к каноническому виду (3) схему

* -- Цр"  *VJ **«1
+  а -

l p — IJP т+1 и т —\
2 h .

2/j2 & {ит+1 (хш» *р)* (•)
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приняв и р — \ирт }. Проверить, что при выборе норм по формулам

II u{h) \\vh — шах || ир | | , || f ih) \\Р =  max [|| ф | | , шах || ф(р) || ],
Р р

где

II Ир IP =  S  ( I о" I2 +  К  |2), 1Ж 1! = 2 ( 1 + 1  (ml , )  I2 +  I -ф2 ( mh )  |’ ),
т  т

II ф1р) IP =  2  ( | ф! (Хт, t p ) |2 +  | ф2 (Хт, t p ) |2),
т

выполнены условия приведения 1°—3°.
Доказать ,  что при г  ^  1 разностная схема (*) устойчива, а при г >  1 

неустойчива.
У к а з а н и е .  Д ля  оценки норм | R ph | перейти к переменным

Iт vm 4  wm> т̂ ®т wm*
называемым римановыми инвариантами, и воспользоваться спектральным 
признаком п. 4 § 25.

2. Разностную схему

—
т 2 h 2

p  =  1 , . . . ,  [ 7 У т ] - 1 ,

vm =  % { x m)> ^  =  m =  0, ± 1.........

аппроксимирующую задачу  Коши 

d 2v d 2v
d t 2 dx2 Ф (x, t),  oo <  x <  oo, 0 <  t <  7\

о (x, 0) =  ф0 (x),  =  (x), — OO <  X <  oo,

привести к каноническому виду (3),  положив

I <-'Р+,р =

,р II2 •
vZ+ ' - v ? „

2  I I2 +  S
m ш

II фР II =  2  | Фт |2> I f  =  2  I ^  (Xrn) I2»
m

\\u( h ) \\u =  m ax || u p | | , 
h p

!! f (k) IL == || ф0 II +  IIФ1 II +  max || фр ||. 
h p

а) Проверить, что выполнены условия 1°—3°.
б) Доказать , что при x/h =  г  ^  1 схема устойчива, а при x/h =  г  >  1 

неустойчива.
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§ 40. Использование частных решений 
при конструировании оператора перехода

В § 39 рассказывалось о приведении разностной краевой з а ­
дачи

Lhu(h) =  f {h) (1)
к виду

ц р + 1  =  R h U P _ |_  т р Р )

и0 задано.

При этом оператор Rh можно выбирать по-разному. Цель приве­
дения к виду (2) состоит в том, чтобы по оценкам величин ||/?л| 
можно было судить об устойчивости. Было показано, что оценка

р = 1 ,  2, . . . ,  [Г/т], (3)

обеспечивает устойчивость, если только оператор Rh и нормы 
выбраны так, что выполняются условия:

1°

где р  пробегает все значения, при которых рр определено;

2° I! Ы° II <  /с2|1 Fh-

В примерах, рассмотренных в § 39, оператор R h удавалось 
выбрать достаточно простым и в то же время обеспечить выпол­
нение условий Г  и 2°. Однако могут встретиться и такие при­
м еры — один из них мы рассмотрим в этом параграфе, — когда 
условие Г  является слишком жестким, так что оператор Rh с 
учетом этого условия нельзя взять достаточно простым.

В этом параграфе будет показано, что оценка (3) остается 
достаточной для устойчивости, если условие 1° заменить менее 
ограничительным условием 1*. Благодаря замене условия 1° 
условием 1* оператор Rh при приведении разностной схемы к 
виду (2) можно выбрать тем проще, чем больше сведений имеет­
ся о решениях рассматриваемой разностной задачи (1).  В част­
ности, структура оператора Rh, пригодного при приведении раз­
ностной схемы к виду (2), упрощается, если известны некоторые 
частные решения разностного уравнения, входящего в состав 
разностной краевой задачи (1).  Соответственно упрощается до­
казательство неравенства (3), из которого вытекает устойчи­
вость.

Все это мы поясним позже примерами. Перейдем к форму­
лированию условия 1*.

Пусть z(/l)— какая-нибудь сеточная функция из Uh, завися­
щая, вообще говоря, от При приведении разностной схемы



(1) к каноническому виду (2) мы расслаиваем сеточную функ­
цию и ^  на функции и р <= U'h. Проведем такое же расслоение 
функции на функции zp ^  U'h и предположим, что г*  удовле­
творяют неравенствам вида

(4)

где К — некоторая постоянная, а р  пробегает те значения р  =  
=  0 , 1 , . . . ,  ро, при которых zp определено.

У с л о в и е  1* Существует функци я  z(h\ у д о вл ет в о р яю щ а я  
нерав енствам  (4) и такая, что с п р а в е д л и в ы  оц е н к и

f<*> |Ц.

Если в качестве z ^  можно взять г<Л) == 0, то выполняется не 
только условие 1*, но и более жесткое условие 1°.

Т е о р е м а .  Если ра зн о стная  з а д а ч а  (1) з а пи сыва ет ся  в к а ­
н он и ч е с к ом  в и д е  (2) с  с о б л ю д е н и е м  у с л о в и й  1* и 2°, то и з  о ц е н ­
ки  (3) вытекает н ерав ен ство

II Ир I K d l f ' 4 IIf 4 , (5)

о з н а ч а ю щ е е  у стойчивость.  Постоянная с  может быть выбрана  
по  ф ормул е

с  =  К ( 2 К 2 +  2 К +  ТК\) +  К-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем функцию w {h) =  u{h) — z{h), для  
которой из уравнения

и.р+1 =  Rhup - f  трр

вытекает равенство
w P+ \ _  J^^w p _J_ Т р Р ? (Q)

где
рр =  рр — \ { z p+l — Rhz p).

В силу условия Г  имеем

II Р р I K / ( 1 1 1 / ^ 4 1 ^ .

Пользуясь равенством (6) и неравенством (3), без труда 
находим, как мы много раз делали,

l l® p l l < K I K | [  +  ТК  m a x || | | < К I I » 0 11 +  Т К К Л Р “> h„ -  (7)
Р,

Далее,
i! » °  II <  2 ( ^  +  ^ ) 1 1 / ^ 1 1 ^ .  (8).

3 4 4  г л .  12. КОНСТРУКЦИЯ ОПЕРАТОРА ПЕРЕХОДА
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Это следует из неравенств

II®0 1| =  (| u° —  2° I K I I  «о || +  [| г ° | | ,  

II и 0 I K  К г  I l f1* ’ 11рй,

II г° | | < К Ilf1'" \\Fh,

второе из которых совпадает с условием 2°, а третье — с нера­
венством (4) при р =  0.

Подставив оценку (8) для |j w° || в (7), находим

II II <  [2 (К2 +  К) К  +  ткк,] II f  “ > Ilf,,.

Остается только заметить, что

II и ” 11 =  11 Ŵ  +  z ” | | <  II w ” || +  II z ” II <  

< { [2 X  (K2 + K)+ TKK,] +  « I I  f<*> |lFft <
<  [ K  ( 2 K 2 +  2 K  +  T K ,)  +  К ]  II f {k) llf „ =  с II /(й> 1Ц,.

Благодаря замене условия 1° условием 1* при исследовании 
устойчивости можно распределить трудности между построением 
такого оператора Rh, нормы степеней которого не слишком труд­
но оценить, и доказательством существования функции 2(Ч  По­
требовав с самого начала, чтобы условие 1* выполнялось при 
z(h'> =  0, т. е. чтобы было выполнено условие 1°, мы накладываем 
тем самым жесткие ограничения на выбор оператора Rh. Может 
оказаться, что любой оператор Rh, который нам удается подо­
брать с выполнением условия 1°, имеет сложный вид, так что 
оценка нормы его степеней слишком трудна. С другой стороны, 
выбрав оператор Rh предельно простым, скажем единичным, и 
не увязав  его с разностной задачей, мы перенесем всю трудность 
на проверку выполнения условия 1*, т. е. па получение оценок 
для функции ẑ h\ которую в этом случае наиболее естественно 
выбрать совпадающей с и<4 Введение такого оператора Rh и т а ­
кой функции 2^  нисколько не продвинуло бы нас в исследова­
нии устойчивости.

В качестве оператора R h uano  стараться брать как можно бо­
лее простой оператор. Однако Rh должен настолько полно учиты­
вать свойства разностной задачи Lhii{h) =  f (h\ чтобы выполнение 
условия 1*, т. е. существование функции z(4  было достаточно 
очевидным. Часто удается воспользоваться свободой в выббре 
R h, которая возникает благодаря тому, что вместо условия Г  
должно выполняться лишь менее ограничительное условие 1*, 
для облегчения доказательства устойчивости. В качестве функ­
ции z ^  при этом используются функции, которые строятся из
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решений разностных задач при правой части f(/l) того или иного 
специального вида.

Мы сейчас покажем на примерах, как пользоваться предла­
гаемым приемом.

П р и м е р  1. Рассмотрим разностную краевую задачу (1) вида
, 0 + 1

M/7I + 1  Ur

МО

=  Ф9, т = 0 ,  1, ..., М — 1; Mh =  1, h >
■ф(хт ), т =  0, 1, . . . ,  М.

ирим М*р)» Р = 1 > 2’ • ■ f W -
Эта разностная задача аппроксимирует задачу

щ — их =  ф (х, t), 0 <  х <  1, 0 <  t <  Т, 
и (х, 0) =  (*), 0 <  х <  1,
« ( 1 , 0  = ''МО, 0 <  t <  Т,

при следующем выборе норм:
|| и(Л) \\и =  max max I ирт I ,

р т
II f (h) h h =  max max | Фр | +  max | $ (xm) | +

( 9)

(10)

( * p + i )  —  Ф 1 ( t p)
+  max I (tP) I +  max

p p

Для приведения задачи (9) к каноническому виду (2) положим 
и р =  f u p t . . . ,  U P \  || и  || =  max I и т  I .

т

Оператор Rh, b — Rha, переводящий элемент а — (а0, а{, ..., ам) 
пространства U'h в элемент b — (b0, Ь{, . . . ,  Ьм) того же про­
странства, определим равенствами

Ьт =  {\ — г)ат +  гат+и т =  0, 1, 1,
Ьм =  0, r =  r/h.

Тогда, очевидно,
■ф!(<р+|)

> Ф м - 1 ’ т.

Ясно, что условие

Ф0Р» Фр

II р" II <  лг, II / <й> |Ц
не выполнено из-за того, что последняя компонента вектора рр

(tp+l) л 0 г' eiесть -----------  и растет при т —>0. (В этой задаче легко было бы
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задать оператор Rh так, чтобы условие 1° выполнялось. Для 
этого достаточно в определении оператора Rh равенство Ьм =  0 
заменить равенством Ьм =  ам■) Между тем нетрудно указать 
такое z p, что условие Г

9P- - r { z ^ - R hz^) < К ! | / (Л) 'Ph
окажется выполненным. Левая часть этого неравенства запи­
сывается в виде

¢1 1)
%, Ф'[ •> Фм-i - ( ^ + 1 X ' Rhz p)

Поэтому для доказательства выполнения условия Г  достаточно 
построить функцию z {h), удовлетворяющую уравнению

- ( 2 ^ - / ^ )  =  ^0, 0, 

которое можно записать в виде

z p + i  =  R h Z P - \ -  т (о, 0, .

о, "Ф1 {tp+ l)

о, ¢1  ( t p + 1)

или
'П1+ 1 0, т —  0, 1, . . М — 1,

zPmX 'Ф^р+О-
(И)

В случае, если ij)i(/p+i) не зависит от t, эта задача имеет ста­
ционарное (не зависящее от р) решение

z p =  ib, =  const.
т  т  I

т

В общем случае ^  =  зависит от р, но при ограниченной
I, t ( ft, „ „ ¢ 1 ( ^ + 1) - ^ ( ^ )норме II/1 ; \\ph, содержащей ч л е н ----------- ------------, не может

быстро меняться. Поэтому функция z {h), определенная равен­
ством

z p == ib. \ t n I ,m  т 1 p \ >

хоть и не будет стационарным решением (да и вообще реше­
нием) задачи (11), но «почти» удовлетворяет соотношениям
(11). Именно

/ . I Г\ . г>\ { ¢ 1 ( ^ + 1) - ^ 1(^) ¢ 1 (^ + 1) - ^ 1 (^)
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Поэтому

>р — — (2 р+[ — Rhz p)
h (tp+1) — ¢1 (tp)

<Plp __ ¢1  ( t p + i )  ¢1  ( tp) ¢1 (tp+l) -  ¢1 (tp)
, 0

<||(<Po". 4>f. • • • ,  Ф м _ |. 0 )1  +

+ 1 111(1, 1.........  1, 0)11 < | |

Условие Г выполнено; К =  I и z 'h) удовлетворяют неравенству 
IIг"II =  max \z*m\ <||/<*> II,..

т
Условие 2°

и«0и < / Ш ('4 ц

также выполнено:
II и01| =  max II и°т II =  max | -ф (хт) | <  || f (h) \\Р .

т т

Для доказательства устойчивости, которая имеет место 
при т ^ / г ,  достаточно показать, что ||/?А| | ^ 1 .  Справедливость 
этого вытекает из оценки ||/?А| | ^ 1 :

|| Rha || =  m ax| ат( 1 — г) +  ram+i | < т а х |  ат | =  | |я | | .
т т

П р и м е р  2. Рассмотрим в качестве более сложного примера 
другую разностную схему для той же дифференциальной крае­
вой задачи (10):

uv+[ — иг** m Ч * ит+1 и х и.т+1
т 2 h 2 h2

р — 0, 1, . . ., [Т/х] — 1; т =  1, 2, . . . ,  М — 1,
и°т =  ^ ( х т), т =  0, 1, . . . ,  М,

т г

(12)

ир+1 м t , ( ^ +1)> Р =  0, 1, . . . ,  [Г/т] — 1,

=мф£, /7  =  0, 1, . . [Т/х] — 1.Ч°-«оР

Порядок по х разностного уравнения, входящего в эту схему,— 
второй, а порядок соответствующего дифференциального урав­
нения (10) — первый. Поэтому на левой границе х =  0 (т =  0) 
добавлено условие
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которое мы будем использовать в форме

«0 + ! =  (1 — Г) К  +  гцР\ +  тФоР-

Разностную схему (12) мы уже рассматривали в § 23, где об­
суждались вопросы аппроксимации. Норма в пространстве Fh 
там была введена следующим образом: если

, М,
, [ТЫ],
, [Г/т] -  I,
,  м -  1;

. [Г/т] — 1,
то

пит В точках (m h , 0), т =  0, 1,
ьр в точках (1. рт), Р =  0, 1,

/(*) =  • ср в точках (0, рх), Р =  о, 1,

O.S0- в точках (.m h , рх), т =  1, •2,

II f (h) \\ph =  h m a x  [ ср | +  h m a x

Р —  0, 1, 

+

ь р + I _  ь р
( м \ у,

+  \ h  V  | am |2 +  m a x  | bp | +  m a x  -----------------  +  m a x  m a x  I ф p I.
V ^  )  p p x  p m  1 m  1' tn= 0 '

Как было показано в § 23, аппроксимация в этом случае 
имеет порядок И2. Покажем, что при выборе нормы || и(Л) \\Uh по 
формуле

м \ V*
IIИ,Ь) IIUh m a x iP up

при 1 наряду с аппроксимацией имеет место и устойчивость.
Мы проверим устойчивость, приведя разностную схему (12) 

к каноническому виду (2). Положим для этого

с нормой

ир =  (ир, up, . . . ,  upm)

( м

и” \ \ =  ( т К 1 2 + А Е К 1
'  т— 1

Оператор Rh определим следующими формулами:
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Если а =  (а0, а{, . . . ,  ам), b =  {b0, b{, . . . ,  Ьм) и b =  Rha, то 

b0 =  (\ — r)a0 +  rah
Ъ . . .  / '  . '  1 „  , ..94 , (  Г , Г‘Ur “Ь 2 J ® т — 1 ~Ь О Г " )  & т  "1“  ̂2 2 )  '̂т + 1’ 

т =  1, 2, . . . ,  М — 1,
=  0.

В таком случае 

Р'

(13)

}0’ Фр
¢ 1 ( ^ + 1)

. ф5,_р — -—

Условие 1°, очевидно, при нашем выборе норм не выполняется. 
В самом деле, если, например,

0 в точках (mh, 0),
0 в точках (1, рх),
1 в точках (0, рх),
0 в точках (mh, рх)

то

рр =  (1, 0, . . . ,  0),

т — 0, 1, . . 
Р  =  0, 1, . .  
р =  0, 1, . .. 

т =  1, 2,
Р  =  0, 1, . .

= у = - ,  \\f{h)h

м,
[ Г /Т ] ,

, [Г/т] — 1, 
, М - 1 ,

. * [Г/т] — 1,

• и —

так что ни при каком К\ не может выполняться для всех h 
неравенство

И р "II<  К , I I / (/ч IU;,-

При сделанном нами выборе пространства U'h, состоящего из 
векторов ир — (ир, ир, . . . ,  u^j, и при нашем выборе норм, по- 
видимому, нельзя указать оператор R h так, чтобы условие 1° вы­
полнялось, но условию 1* удовлетворить можно.

П режде чем доказать последнее утверждение, заметим, что если изме­
нить норму II f h* Hi?., положив

f(h) IIFh == V ,l max I cP | +  | h ^  I a m I2 I +  max

M

m~ 0

bP
+  max max (pj

P m

то оператор Rд, определенный формулами (13), будет удовлетворять условию 
Г, но порядок аппроксимации будет не /г2, а только /Л 2. Мы умеем, не меняя 
норм, привести разностную краевую задачу (-12) к каноническому виду (2>
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с соблюдением условий Г и 2°, если за U'h принять совокупность сеточных 
вектор-функций

,р+ 1
т — 0, 1, . . М.

L и т

При этом усложнится конструкция оператора Rh и оценка нормы его степе­
ней. Поэтому мы пе будем рассматривать такое приведение.

Покажем, что при сделанном нами выборе (13) оператора 
Rh существуют zv, удовлетворяющие условию 1 *:

( z”+ ‘ -  Ялг ”) <  /С, | | / (Л) II

Для построения функции z ^  поступим аналогично тому, как 
мы делали в примере 1, и выпишем стационарное (не зависящее 
от р) решение задачи

’р ,—zp -m+l ^m-l
2/г

-р+1 ~р 
£о ~  го

2 It2

т — 1, 2, . . . ,  М — 1,
7Р — ?рZ\  Z q

о,

(14)

в предположении, что ф" и i|)f фиксированы и от р не зависят. 
Это решение имеет вид

Zm =  < h
1 +  Г Г/ г -  1 -  1 \ М

2  L\ г +  1 ; \  г +  

Функция {z pn] удовлетворяет оценке

II г ' | |  < / ?  II/ '"» II,.',,. К =  2.

Действительно,

+ Vr

Пусть

 ̂ т— 1
<  2/г max | ф£ j +  max | (ip) | <  2 1| f {h)



Поскольку zp — решение стационарной задачи, можно написать

z p =  Rhzp +  %ЬР,
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где

Поэтому 

так что

6 ^ =  Фр 0, 0, О,

•р=  z p+l ~  z p т6р,

л(ф5+ '- ч > 1 ? ) - Ц - г Ц г

+  ( ^ , ( ^ + , ) - + , ( ^ ) )  +  ^ ,  т =  о,
г -  1 \М-

+г + 1 !  \ г +  1
+  (^1 {tP+1) — 4»i (tP))> 1 < т <  М. 

Следовательно, координаты вектора рр =  рр — \ р имеют вид

{ -------------------------- ------- (ф Р+1_ф» ) _ _ _

1 - г +  1 /
т — О,

т
Г — 1 \ЛГ

г — 1
7 Т Т

г  -f- 1 +  Фт> 0 <  т < М,

О, т =  М.

Неравенство, означающее условие 1*

рр _  (г р+‘ _  Лл2р) < K , | | f  и

выполнено:

II Р II
h I _
2" I ро

М - 1

J f  +  A S l P i n  <
т = 1

¢ 1(^+ 1) - ^ 1(^) P+I
max I фР | <  || /<А> ||

Выполнение условия 2е
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очевидно:
/  м  у / 2 (  м  у / ,

11“°11= т К Г + А 2  К М  <  л Ц К П  <II/(WIIV
\ 1 *  ̂ т=* 0 /

Для доказательства устойчивости, которая имеет место при 
г <  1, остается показать, что при этом условии

|Я £1< /С , р =  1, 2, . . (15)

где К — некоторая постоянная, не зависящая от h. Докажем 
сначала, что для любого вектора и =  (щ, и \, . . . ,  им), компо­
нента им которого равна нулю, справедливо неравенство

н а д  < ц  и п. (16)

Далее, применяя оператор Rh к вектору (0, 0, . . . ,  0, 1), полу* 
чим вектор ^0, 0......... 0, +  о ) » норма которого не

превосходит Y  h. Поэтому для произвольного вектора 
и =  (щ, и \ , . . .  ,им ) , компонента которого им не обязательно 
равна нулю, имеем с учетом неравенства (16), справедливого 
для вектора и вида и —  ( u q , U \ , . . . , им- ь  0 ) »

II R h u  II =  II (и 0> и 1> • • • >  и М ~  1» 0 ) - f-  u M ^ h  (0 ) 0 , . . . ,  0 , 1 ) | | <

II R h («о» ^ 1 » • • •» ^ м —1 > 0) || -J- | и^j | ]/"h

<11 (и0, щ, им_ ь 0)11 +  11(0, 0......... им) || <  2 1| м ||,

Н ^ Н < 2 .  (17)

Теперь докажем неравенство (15). В силу определения опе­
ратора Rh вектор v — Rhu имеет нулевую компоненту vM, vM =  0. 
Поэтому, используя (16) и (17), получаем

II Rlu 1 = I Я Г '(«,,«) I = 1R T ' v I <  || v || =
=  II RhU I K  2 1| ы ||, 1 л г 1 < 2 э / С .

Остается обосновать неравенство (16), на которое мы опира­
лись, т. е. доказать следующее предложение.

Пусть и =  («о, иь . . . ,  им_ ,, 0) — произвольный вектор, ком­
понента им которого равна нулю, и пусть v =  Rhu. Тогда 
II v || < | |  и||, т. е.

12 С. К. Годунов, В. С. Рябенький



Напомним, что в силу определения (13) оператора Rh 

1>0= .(1  — г) щ +  гщ,

0/П =  У  +  ~2~) Um~l ^  Um ( т  ~~2~) Ит+1»
т =  1, 2, . . М  — 1,

v m —  О- 

Отметим неравенство

[ ( -  Т  +  ~т) “ »*-1 + (1 -  f2) “ « +  ( т  +  Т")  и»+ ']2 +

+  -Г ~  Г  ̂ — 2 «<n +  “ m +1)2^

в  — -И  ~  Г) . 4 - ( 1 -  г2) и2 4 -  +  г) Ц2 —2 /п-1 ^  ' ' /и 2 /и+1
— Г(1 — Г2) Mm_!Mm +  r ( l  — Г2)итит+и 

которое выполнено при г < 1 ,  а также очевидное тождество

Теперь при г < 1  легко проследить справедливость следующей 
цепочки неравенств, не считая при этом, что им =  0:

м
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7 Я = 1

т " » +  S t,» < | [ “o(1 - /'> +  “ irF +
m— 1 

М — 1

+  s  <4-. +  о  -  г2> "2» +  “*»+. -

 ̂ (1 f 2) Um —iUm  4  Г (1 Г2) W/n^m+lj ==  

М

= у  К  (:1 -  г) + щг]2 + 2  «2т + [ " ' V -  м§ -  Г (12+Г) -
г(1 — г) HqH,] -  Г — о~--  =

- " f K  +  I o - ^ 4  +  ^ ] 2) -

m=l

/«>,= !

/-2 (1 — Г) ,.2
2 WM - l  ^  2 +  s  «4 -

w=l
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Полученное энергетическое неравенство
м м

tn= I m= 1
сильнее неравенства (18), которое мы доказываем.

Итак, устойчивость схемы (12) при г <  1 установлена. При 
г >> 1 устойчивости нет ни при каком разумном выборе норм, 
так как нарушено необходимое условие устойчивости Куранта, 
Фридрихса и Леви.

§ 41. Некоторые способы оценки норм степеней операторов

В §§ 39, 40 было показано, что эволюционные разностные 
схемы

Lhu W = f W  (1)

обычно можно привести к виду
u.P+l — RhuP +  трр, 

и0 задано

так, чтобы устойчивость была равносильна равномерной по h 
ограниченности норм степеней оператора перехода

| Я £ 1 < К ,  р =  1 , 2 ........... [ Г / т ] .  (3)

Поскольку условия (3) равносильны устойчивости, то любой 
способ исследования устойчивости есть также способ проверки 
того, выполняются ли неравенства (3).

Здесь мы изложим с точки зрения оценки норм степеней опе­
раторов некоторые подходы к исследованию устойчивости, встре­
чавшиеся уже в гл. 8, дополнив эти подходы новыми аспектами.

1. Необходимые спектральные условия ограниченности ||/?л||* 
Пусть Xh — какое-нибудь собственное число оператора Rh, 
a u{h) — соответствующий собственный вектор, Rhu(H) — XhuihK 
Тогда

1 к г и " | | = и / , | 1 я т ||,
и поэтому [ /? £ | |> |  Хн |р. Поскольку ^  — произвольное собствен- 
ное число, то

||#й|| > [m a x |  kh |]р, р==  1, 2, . . . ,  [Г/т], (4)

где тах |А л| — наибольшее из собственных чисел оператора Rh. 
В силу (4) очевидно (см. § 15), что для выполнения условия 
(3) должен существовать круг

U K l  +  с т  (б)

12*
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на комплексной плоскости с постоянной с, не зависящей от h, 
в котором лежат все собственные числа оператора Rh.

Проведенные рассуждения лишь несущественно усложнятся, 
а результат не изменится, если в качестве А* рассматривать не 
только собственные значения оператора Rh, но и все его точки 
спектра. В случае, если U'h — конечномерное пространство, 
спектр оператора Rh не зависит от выбора нормы и целиком со­
стоит из собственных значений. Это — важнейший случай, есте­
ственно возникающий при аппроксимации дифференциальных 
краевых задач в ограниченной области разностными задачами 
на сетке Dh, состоящей из конечного числа узлов. В этом случае 
условие (5) необходимо для выполнения условия (3) незави­
симо от выбора нормы. Если необходимый спектральный при­
знак устойчивости не выполнен, задача безнадежно неустойчи­
в а — этого нельзя поправить никаким разумным выбором 
норм. Аналогичную ситуацию мы подробно разбирали для слу­
чая обыкновенных разностных уравнений в § 15.

Обратим внимание на очевидную связь между спектральным 
признаком Неймана устойчивости разностной задачи Коши, рас­
смотренным в § 25, и спектральным признаком (5) равномерной 
ограниченности (3) норм степеней оператора Rh. Воспользуемся 
для этого, например, разностной схемой

р ____
ф (%т> t p) ,

ит+1 и 
h

(6)и0 =  -ф (хт),т • V т) ’

т —  0, ± 1 ,  р =  0, 1, . . . ,  [Г/т]— 1,

аппроксимирующей задачу Коши

~ ^ г  —  ^  —  Ф ( * ,  / ) ,  —  о о < * < о о ,  о  < t < T ,  

и (х , 0) =  -ф (х).

Мы исследовали ее устойчивость с помощью признака Неймана 
в § 25.

Перепишем рассматриваемую схему в каноническом виде (2), 
определив Rh, v =  RhU и формулами

Vm =  0 - — r ) u m -)r rum + b Г — x/h,

=  ФР { =  ф (хт, tp)}.

Определим норму в U'h формулой || и || =  sup | ит |. Тогда функ-
т

дни и =  {ит} =  {etam} при любом вещественном а принадлежат
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пространству U'h и являются собственными функциями опера­
тора Rh:

Rhu — (1 — г) eiam +  reia (m+1) =  [(1 — г) +  reia] e iam =  Я (a) u,

где
Я (a) =  1 — f-\ - rela (7)

является собственным числом. Условие устойчивости (5) ввиду 
независимости Я (а) от т сводится к требованию |Я(сс) | <  1, ко­
торое выполняется при всех вещественных а  при г <с; 1.

Как показано в § 25, условие (5) в случае задачи Коши для 
двуслойных разностных схем относительно одной искомой се­
точной функции не только необходимо, но и достаточно для 
устойчивости, если норма определена равенством

/  оо V /г

| | и | | =  А 2  < 4  .
\  т = — ОО /

(В этом случае {eiam} не принадлежат пространству Uh и, сле­
довательно, не являются собственными функциями, но точки (7) 
все равно принадлежат спектру оператора Rh.)

2. Спектральный критерий ограниченности степеней самосо­
пряженного оператора. Допустим, что М-мерное линейное про­
странство U'h состоит из функций, определенных в точках 
Р\, Р 2, Рт сетки (эта сетка может лежать на отрезке, на 
плоскости или в пространстве — безразлично), и что в U'h вве­
дено скалярное произведение, которое для произвольной пары 
функций u , v ^ U ' h  обозначим ( и , v ) .  Пусть, далее, оператор Rh 
равномерно по h ограничен некоторой постоянной С\\

II ЯАII <  (8)

и отображает пространство U'h на некоторое подпространство 
U'h с .  U'h размерности N  ^ . М ,  причем на подпространстве U'h опе­
ратор Rh является самосопряженным, т. е. (Rhu , у) =  (v , Rhu) 
для любой пары функций м, v  е  U'h. Как известно из курса 
линейной алгебры, в этом случае в подпространстве U'h суще­
ствует ортонормальный базис

¢(2), a|)W, (9)

состоящий из собственных векторов оператора Rh. Обозначим 
через Яь Яг, . . . ,  Яя соответствующие (вещественные) собствен­
ные числа:

W  =  *  =  1 , 2 ............N. (10)



Т е о р е м а  1. Для выполнения оценки (3) необходимо и до­
статочно, чтобы выполнялось неравенство

max| Xk К  1 +  с2т, с2 =  const. (11)
k

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  доказана в п. 1. 
Докажем д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть u ^ U 'h .  Разложим вектор 
Rhu = = v ^ U 'h  по базису (9):

Тогда в силу (10)
м

R U  =  R t ' v  = S (яГ'а*) Vй.ft=l
f м \y2

|/Й«|| = [2  М Г ' Pj <
, (  M Y/s

<  max | Xpk 11 S  a* I =  max \%pk 11 • || v ||. (12)
ft \ f t = i  /  ft

Принимая во внимание, что благодаря (8)

II о II =  II # 4U II <  С, II « II, 

а также условие (П), из оценки (12) выведем (3):

II # * ! < £ !  m a x l M T 11 < c j ( l  +  c2x)P~l < ^ ( 1  +  c2x )Tlx <  c l ec T̂==K-
k

Ниже мы установим некоторые признаки самосопряженно­
сти оператора Rh и укажем некоторые способы оценки соб­
ственных чисел.

3. Признаки самосопряженности. Введем обозначение

[“ ■ (13> 

и будем считать, что скалярное произведение в пространстве U'h 
определено равенством

(и, г>) =  [и, о]. (14)

Пусть, далее, оператор Rh, b =  Rna, задан формулами

Ь (Pk) =  2  (Ps),
p s

где Ps и Р/; пробегают все множество точек сетки. Оператор Rh. 
является самосопряженным в том и только том случае, если

=  <*sk‘ (I5)
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В не зависящей от нумерации точек форме этот признак озна­
чает, что при вычислении Ь(Р ) в произвольной точке Р сетки 
значение a (Q ) в другой произвольной точке Q должно входить 
с тем лее коэффициентом, с каким значение а ( Р ) входит в вы­
ражение для b(Q).

Если среди точек сетки {Pk} выделено некоторое подмно­
жество Th (граница области) и оператор Rh задан формулами

М ^ ) = 2 « Ь « ( ^ ) >  А, |
(16)

b(Pk) =  0, Р * е Г Л, J
то на подпространстве U'h формулы (16) равносильны следую­
щим:

b (Pk) —  2  ^ ksa (Ps), если Pk ш  ГЛ,
Ps  е

b (Pk) =  О, если Pk г  ГЛ.

Условие самосопряженности оператора Rh на подпространстве 
U'h тогда, как легко видеть, состоит в равенствах

aftS =  a Рк Ш ГЛ. (17)

Так, например, оператор b =  Rha,
bk =  ( 1 —  2 г) ak +  r (ak-i  +  ak+1), k  =  1, 2 ......... M — 1, j
60 — bM —  0, j

возникающий при приведении разностного аналога уравнения 
теплопроводности на отрезке к каноническому виду (2), удовле­
творяет условию (17), но не удовлетворяет условию (15).

4. Оценки собственных значений оператора Rh. В некоторых 
случаях собственные значения можно указать точно, как это 
было сделано в § 27 для оператора Л** над функциями на се­
точном отрезке, обращающимися в нуль на его концах, а также 
для оператора +  А уу над функциями на сеточном квадрате, 
обращающимися в нуль на его сторонах.

Для самосопряженных разностных операторов можно поль­
зоваться вариационными методами. Известно, что в этом случае

(Rhu', и') _  , /  (R hu \ u ' ) _ . r  / 1 о \
,Ш Ш , (и', и') ~  mIm ,m a x , (и', и') ~~ max> (1Ь)

и ^ u h и ^ u h

Пусть, например, оператор А Хх - \ - А уу действует на сеточные 
функции пространства U'h, определенные не на квадрате, а в 
более сложной области, составленной из квадратов, и обращаю­
щиеся в нуль на границе этой области. Поместим эту область в
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достаточно большую квадратную сеточную область и рассмотрим 
оператор A** +  А уу  над функциями из U'h, определенными на 
сеточном квадрате и обращающимися в нуль на его границе.

Доопределим каждую функцию и' из U'h до некоторой функ­
ции и" из U'h, положив ее тождественно равной нулю во всех 
тех точках сеточного квадрата, которые не принадлежат перво­
начальной области. Легко видеть, что для каждой такой функ­
ции благодаря ее обращению в нуль на границе первоначальной 
области выполнено равенство

(R hu', и') _  ( Rhu", и") п  _  а -  | а  

(и', и') ( и", и") ’ ~  хх у у

Поэтому при переходе от формул (18) к формулам
.  (R hu", и") 

I  „ (и", и") ~  Л т 1 ш  ч ^ u h 
( RhU", и")  .  г/

u <=Uh

получим числа А,тш и А,тах> которые удовлетворяют оценкам

Arnin A<min» Ящах Ящах* (19)

Но в случае квадратной области собственные значения известны, 
так что A-min и Атах известны, и мы получили оценки (19) гра­
ниц спектра оператора А хх +  А уу  над функциями из U'h, опреде­
ленными в первоначальной области.

Во многих случаях можно применять вариационные методы 
оценки собственных значений, аналогичные вариационным ме­
тодам для дифференциальных уравнений. Например, первое 
собственное значение задачи

RhuW =  Xu(h\  # L  = 0 ,  
h

где Гл — граница сеточной области D h и во внутренних точках 
задано выражение

RhJ^tnn ==:  ̂^ (^т  Н 2  > Уп) (У-m+L п ^тп)

<2 ^Хт 2 "» Уп j  (Мтп 1, п) ^  ”(“

Н Ь {%т, Уп Н fam, п+1 ^тп) ~

Ь Х̂ т, у  п £  j (М-тп и т, п— l)  ̂*

а [х, у ) >  0, b (х, у) >  0,
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может лишь уменьшиться от замены переменных коэффициен­
тов а(х ,у ) ,  Ь ( х , у ) на постоянные

а =  таха(л:, у), b =  maxb (х, у).
X, у X, у

Это доказывается так же, как аналогичный факт для дифферен­
циальных уравнений, см. И. Г. Петровский [13].

В случае постоянных коэффициентов можно перейти от ис­
ходной области к квадратной и получить оценки, подобные оцен­
кам (19). Собственные числа оператора аАхх +  ЬЛУУ в квадрат­
ной области легко вычислить точно.

5. Выбор скалярного умножения. Пусть оператор Rh, v —  
=  RhU, задан равенством

Bhv =  Ahu, (20)

причем при некотором выборе скалярного умножения (и, v ) == 
b=[u, v\ (например, по формулам (13), (14)) операторы Ah и 
Вн — самосопряженные:

\Ahu, v] =  [и, Ahv], [Bhu, v] =  [и, Bhv].

Пусть, далее, Bh >  0:
[Bhu, и] >  0, если и Ф  0.

Тогда оператор является самосопряженным в смысле
скалярного умножения

(«. [Bhu, и]. (21)
В самом деле,

(.B h lA hu , v)Bh =  [Bh(Bh1A h)u, v\ =  [Ahu, у] =

=  [и, Aftu] =  \Вн Bhti, =  В h Ahv\ Bfi Ahv)B^. 

Доказанное тождество п о л н о

(Bh]Ahu, v)Bfi=s{u, BTi'Ahv)Bh

и означает самосопряженность оператора R h.
Таким образом, выбор скалярного умножения по формуле 

(21) позволяет воспользоваться спектральным критерием п. 2 
ограниченности норм степеней самосопряженных операторов. 
Именно, можно утверждать, что оператор Rn, определенный ра­
венством (20), имеет вещественные собственные значения Яд и 
полную ортонормальную систему собственных векторов ij/^:

=  А ^ к\  (22)
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и что расположение всех собственных чисел на отрезке 
— 1 <  А <  1 необходимо и достаточно для выполнения нера­
венств

И 1 < 1 ,  (23)
h

где норма оператора задается с помощью скалярного умноже­
ния (21).

6. Критерии устойчивости Самарского. В предложенной 
А. А. Самарским [17], [18] теории устойчивости широкого класса 
разностных схем в гильбертовом пространстве указаны необхо­
димые и достаточные условия устойчивости в терминах линей­
ных неравенств между операторными коэффициентами этих 
схем, а также получены другие результаты.

Приведем здесь лишь два результата из этой теории.
Пусть Uk — евклидово пространство с некоторым скалярным 

умножением (и, v ) s= [и, и], и пусть оператор Rh, v — R hu, и , о а  
е  £/', задан равенством

Bh ^  +  Aku =  0, (24)

где Ah и Bh — самосопряженные операторы, причем Bh >  0. 
Определим энергетическую норму || и \\в в пространстве U'h,
положив

II и \fBh =  [Bhu, tt]=s(M, u)Bf. (25)

Тогда справедлива следующая 
Т е о р е м а  2. Условия

0 (26)

необходимы и достаточны для выполнения неравенств

1 я л | < 1 .  Р >  0. (27)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определим самосопряженный опера­
тор Ah равенством Ah в  Bh — xAh. Тогда (24) равносильно ра­
венству (20), а условия (26) равносильны условиям — Bh <
<  Ah <  Вн, т. е. условиям

— [Bhu, м ] < [ Л лм, « ] < [ 5 йи, и]. (28)

Как показано в п. 5, оператор Rh является самосопряжен­
ным в смысле скалярного умножения (21) и утверждение тео­
ремы равносильно утверждению, что все собственные числа А& 
оператора Rh лежат на отрезке — 1 <  А-<  1 в том и только 
том случае, если выполнены условия (28). Докажем это по­
следнее утверждение.
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Пусть выполнены условия (28). Умножим равенство (22) 
скалярно на собственную функцию оператора Rh. Получим
h  [Bktyik), V fe)l =  V fe)]> откуда

[ А ^ (к\  V*>] < 1.
Ш к\  Vfc)]

Обратно, пусть т а х |А ,ь |<  1. Покажем, что выполнены усло­
вия (28). Пусть и =  2  ck^'k) — разложение произвольного эле­
мента u ^ U ' h по ортонормальному в смысле скалярного умно­
жения (21) базису {ф(й)}. Тогда

I И„«, и] i =  | [ Ah 2  С*Vй, 2  ¢, V*’] I =  I [2 c„ A A m , 2  erf™] I =
=  I [ 2  « М Г  2  I - 1 [fl* 2  W .  2  I =

=  | ( 2  сА'Ф(‘). 2  | =  2  4 1 xt  | <

< 2 ^  =  (h, u)Bh =  [Bhu, и].

Отсюда [BhU.,u]^\[AhU,u] |, что равносильно условиям (28). 
Теорема доказана.
Заметим, что проверка условий (28) равносильна проверке 

того, будут ли неотрицательны все собственные числа самосо­
пряженных в смысле скалярного умножения [и, и] операторов 
Bh — Ah и Bh -f- Ah.

Приведем без доказательства еще один критерий устойчивости, приме­
нимый к разностным схемам (24), для которых Bh > 0, Ah =  /4f t > 0 .  Введем

в пространстве U'h энергетическую норму || и \\А , положив || и \\2 ^==[Аьи,и].
h Ah

Т е о р е м а  3. Выполнение условия А^ необходимо и достаточно

для того, чтобы имело место неравенство || Rh | | « <  1.
h

Теорема 3 содержится в п. 4 § 1 гл. VI книги [17] и доказывается без 
помощи спектрального подхода, который здесь не удается применить из-за 
несамосопряженности оператора Bh.

ЗА Д А Ч И

1. П усть оператор Rh, b — Rha, задан формулами

Ьщ —  (1 — г )  a m +  r a m +i ,  m =  0, 1, М — 1, 1

=  I
Показать, что в пространстве u'h сеточных функций {ат }, т =  О, 1, М , 
нельзя задать скалярное произведение так, чтобы оператор R^ стал сам о­
сопряженным.
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СПЕКТРАЛЬН Ы Й  П РИ ЗН А К  УСТОЙЧИВОСТИ  
Н ЕСАМ О СО П РЯЖ ЕН Н Ы Х ЭВО ЛЮ Ц И О Н Н Ы Х  

КРАЕВЫ Х ЗАДАЧ

Здесь мы покажем, что по спектру несамосопряженного опе­
ратора Rh нельзя судить об устойчивости разностной краевой 
задачи в ограниченной области, введем понятие спектра семей­
ства операторов {Rh} и рассмотрим спектральную постановку 
вопроса об устойчивости, остающуюся разумной и в случае не­
самосопряженных разностных краевых задач в ограниченных об­
ластях. Будет указан необходимый и близкий к достаточному 
спектральный признак устойчивости.

§ 42. Спектр семейства операторов {/?&}

1. Необходимость усовершенствования спектрального при­
знака устойчивости. В гл. 12 было показано, что обычно эволю­
ционные разностные краевые задачи можно привести к виду

u p +  1 _  R h U p  Т р р ?

и0 задано

так, чтобы устойчивость на интервале времени 0 <  t <  Т была 
равносильна равномерной по h ограниченности норм степеней 
оператора перехода Rh, т. е. оценке

\\RDh\ \< K ,  р = 1 ,  2, . . . ,[7У т], (2)

где т — шаг сетки по времени, т =  т (h).
Было установлено, что расположение собственных значений 

оператора Rh внутри круга
I Я | <  1 +  сх (3)

на комплексной плоскости необходимо для выполнения усло­
вия (1), т. е. для устойчивости. В § 41 было показано, что в слу­
чае самосопряженного оператора Rh условие (3) является не
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только необходимым, но и достаточным условием равномерной 
ограниченности (2) норм степеней оператора Rh. Этот же факт 
установлен в § 25 и для разностной задачи Коши с постоян­
ными коэффициентами в случае двуслойных разностных схем 
относительно одной неизвестной функции независимо от того, 
имеет ли место самосопряженность. Однако в общем случае не- 
самосопряженных разностных краевых задач в ограниченных 
областях необходимый признак (3) очень далек от достаточного 
и совершенно неадекватен вопросу о равномерной ограниченно­
сти (2) норм ||/?л|| степеней оператора Rh.

Это показывает следующий пример.
П р и м е р .  Для разностной краевой задачи

,р - и  _  „ р  ч р  _  u p 'Ilm+1 ит „ {,, и. \Ф tp),
— И

им ~  О, Р =  0, 1, [Г/т],

Um =  'Ф (*т)’ Ш =  0> М > M h = l ,

(4)

аппроксимирующей задачу
llj U x =  ф (X , t),

u ( \ , t )  =  Q, 0 <  л: <  1, 0 < t < T ,
и (х, 0) =  о|з (х)

при естественном приведении к каноническому виду (1) опера­
тор Rh, v =  Rhu, задается формулами

Dm (1 г) ит —j- гит _̂|, т 0, 1, . 
vm — 0, г — x/h.

Его матрица имеет вид
П  — г г 0 . . .  0

0 1 - г  г . . .  0

М -  1,

0

г
0

(5)

Спектр матрицы состоит из ее собственных значений, т. е. из 
корней уравнения

det (Rh — Я£) =  0 или — Я (1 — г — Х)м =  0.

Корни этого уравнения А =  0 и Я — 1 — г образуют спектр 
оператора Rh при любом h . Этот спектр лежит в единичном 
круге | Я | < 1  при 0<Су < 2 .  Между тем для схемы (4) при
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1 <С г <  2 не выполнено условие Куранта, Фридрихса и Леви, 
так что устойчивости ||/ ? & !< /(  ни в какой разумной норме 
быть не может.

В самом деле, покажем, что в случае Г > 1  и нормы || и || =  max | ит |
т

справедливо неравенство

шах [ # а | > 1 1 — 2г | !/ft =  p 1/ft. (6)
р= 1, 2......... [Г/т] 11 1

При г > 1  также р >  1, так что при А->О и т =  г /г -> 0  величина шах

экспоненциально возрастает и условие | | /? ^ | |< /С  грубо нарушается. 

Для доказательства неравенства (6) заметим, что в случае и°т =  (— \ ) т, 
т — 0, 1, . . . ,  М, значения функции

иР =  Я%и°, р — 1, 2,  . . . ,  М , при т =  О, 1, . . . ,  М — р

задаю тся формулой

ирт =  ( — 1 )m ( 1 — 2r)p, т =  0, 1, . . М — р.
П оэтом у

\\Rphu ° \ \ > \  1 ~ 2 r | p IU °||, р < М ,

так что при этих значениях р. р == 1, 2, . . . .  М,

| Д £ | | > |  1 — 2г |р, р =  1, 2, . . . ;  М =  1/А,

и неравенство (6) доказано.

Итак, установлено, что необходимый спектральный признак 
(3) равномерной ограниченности || Rhl <  К, использующий соб­
ственные значения операторов Rh, слишком груб в случае неса­
мосопряженных операторов Rh : в нашем примере он не улавли­
вает неустойчивость, имеющую место при 1 <С г <  2.

2. Определение спектра семейства операторов. Пусть линей­
ный оператор Rh определен на линейном нормированном про­
странстве U'h.

Будем обозначать через {/?*} совокупность операторов Rh при 
всех тех значениях h, которые принимает параметр h , характери­
зующий густоту сетки. По самой природе разностных схем шаг 
сетки h может принимать сколь угодно малые положительные 
значения.

Комплексное число X будем называть точкой спектра семей­
ства операторов {Rh}, если для любых положительных hQ и 8 
можно указать такое h, h <С h0, что неравенство

|| R hu — Хи || <  е || и Л 

имеет некоторое решение и , u ^ U ' h .



Совокупность всех таких чисел К будем называть спектром 
семейства операторов {Rh}.

3. Необходимое условие устойчивости.
Т е о р е м а  1. Пусть хотя бы одна точка спектра семейства 

операторов {Rh} лежат вне единичного круга комплексной пло­
скости,, так что |A,o|> 1. В таком случае нельзя указать общую 
для всех h постоянную К такую, чтобы выполнялось неравенство

И я г к * .  (7)
в котором р пробегает целые значения от 0 до p =  p0(h), где 
Ро (h) —► оо при /г —► 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим сначала, что не существует 
чисел h0 >> 0 и с >• 0 таких, что при всех h <С h0 справедлива 
оценка

II Ял II <  с- (8)
При этом допущении доказываемое утверждение очевидно. По­
этому остается рассмотреть случай, когда существуют hQ >> 0 и 
с \>  0 такие, что при h < . h 0 неравенство (8) справедливо.

Положим |Хо| =  1 +  6, где А,0— та точка спектра, для кото­
рой |Я о |>  1. Задавшись произвольно числом К, выберем р и 8 
так, чтобы выполнялись неравенства

(1 +  d)' >  2/С,
1 —  (1 + С  +  С2 +  . . .  + c P - ' ) e > j .

По определению точки спектра семейства операторов {Rh}, 
можно указать сколь угодно малые положительные h, при кото­
рых существует вектор и е  Uh, являющийся решением нера­
венства

II Rhu — l Qu \I <  8 II и ||. (9)
Положим

RfjU =  XqU z . (10)

Ясно, что || z || <  е || и ||. Далее, из (10) можно вывести, что 

Rh.u =  Хо и -f- (а,о z  -1— Л-о Rhz  —j— . . .  —|— Rh lz). 

Поскольку | Я0 1 >  1, то 

||я,о z  -f- Aq R h Z . . .  4~ Rh.
< u « i p(i +  u « j  +  !k?.l +  . . .  + ! я г ' 1 ) в | | и | | ,

а следовательно,

11 Rhu I А-о 1Р [ 1 — e ( l - | - c - f - c  -f- . . .  -f- ср *)] || w || >

>  (1 +  б )р Т  | | « | | > 2 / С Т Ч  и 11 =  ^ И м II-
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Число h во всем этом построении можно считать настолько 
малым, чтобы р было меньше, чем po{h).

Ввиду произвольности К  доказано наше утверждение о том, 
что расположение всех точек спектра семейства операторов 
{Rn} внутри или на границе единичного круга |Я| ^  1 необхо­
димо для выполнения оценки || Rh | <  К.

4. Обсуждение понятия спектра семейства операторов {Rh}. 
Начнем с того, что обратим внимание на аналогию между опре­
делением точки спектра семейства операторов {Rh} и следующим 
определением точки спектра какого-либо оператора R, которое 
приводится в курсах функционального анализа. Мы будем в ка­
честве R брать оператор Rh при некотором фиксированном h.

Точка X на комплексной плоскости называется точкой спек­
тра оператора Rh,  если при любом положительном е неравенство

имеет решение и, принадлежащее пространству U'h, на котором 
определен оператор Rh.

При сравнении определений точки спектра семейства опера­
торов { Я л} и  т о ч к и  спектра оператора Rh может возникнуть 
мысль, что спектр семейства {Ял} состоит из тех точек комплекс­
ной плоскости, которые получаются путем предельного перехода 
при h - *  0 из точек спектра оператора Rh, когда И—* О по все­
возможным подпоследовательностям. Но, вообще говоря, это 
предположение ошибочно.

Рассмотрим оператор Ял, v — RhU, задаваемый равенствами

Оператор (11) действует в (М - f  1) -мерном линейном про­
странстве и описывается матрицей (5). Известно, что спектр 
матрицы состоит из ее собственных значений, т. е. из корней X 
уравнения dei(Rh — ХЕ) —  0. Мы вычислили эти собственные 
значения в п. 1. Это Я =  0 и А =  1 — г. Таким образом, спектр 
оператора Ял при любом h состоит из двух точек X =  0 и 
X —  1— г, не зависящих от h. Однако спектр семейства опера­
торов {Rh}, как будет показано в § 43, состоит не только из 
этих двух точек, чего, казалось бы, можно было ожидать, а еще 
и из всех точек круга \Х — 1 -j- г | <! г радиуса г с центром в 
точке X —  1 — г (рис. 27, стр. 248). При г ^  1 спектр семейства 
операторов {Ял} лежит в единичном круге |Я| ^  1, а при г >* 1 
этот необходимый спектральный признак устойчивости не вы­
полнен: неравенство ||Я£|| <  /Сне может выполняться равномерно 
по h.

Rhu — Ям II <  е || и ||

(П)
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На рис. 48 приведены графики зависимости величины ||Ял|| 
от рх — prh в случае г =  3/г Для различных значений 1г. В этом 
случае спектр каждого оператора Rh состоит из двух точек Я =  О 
и Я — —7г, лежащих внутри единичного круга. Этим предопре­
деляется поведение графика величины ||/?л|| при больших значе­
ниях рх. Величина ||/?л|| стремится к нулю при р х —► оо, т. е. ось 
абсцисс является асимп­
тотой (в подробных кур­
сах алгебры доказывает­
ся, что норма степеней 
матрицы стремится к ну­
лю при росте показателя 
степени, если все собст­
венные значения матри­
цы по модулю меньше 
единицы).

То обстоятельство, что 
спектр семейства опера­
торов {Rh} не целиком ----------- - ;/-----------------  - /'*
лежит в единичном кру- Рг '?.
ге, сказывается на пове- Рис. 48.
дении величины ||/?£|| при
/г—► оо и при не слишком больших значениях рх. Наиболь­
шее значение величины ||#£|| на отрезке 0 <  рх •< Т (Т — 
произвольная положительная постоянная) быстро растет при 
уменьшении 1г. Но это и означает неустойчивость на отрезке
О <С / <  Т, в то время как поведение \Rh\  при р х —*оо, связан­
ное со спектром каждого отдельного оператора Rh, совершенно 
несущественно при исследовании устойчивости.

5. Близость необходимого признака устойчивости к доста­
точному. Справедлива следующая

Т е о р е м а  2. Пусть оператор Rh определен на конечномер­
ном при каждом h нормированном пространстве U'h и равно- 
мерно по h ограничен некоторой постоянной с:

\\Rh l \ < c .  (12)

Пусть, далее, спектр семейства операторов {Rh} целиком лежит 
в замкнутом единичном круге |Я| ^  1.

Тогда при любом е >■ О нормы степеней операторов Rh удов­
летворяют оценке

II Лй|| <  Л (е) (1 +  е)р, (13)

где А =  А(е) зависит только от е, но не от h.

13 С. К. Годунов, В , С. Рябенький
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Факт, устанавливаемый этой теоремой, означает, что распо­
ложение спектра семейства операторов в единичном круге 
не только необходимо для устойчивости, но и гарантирует от 
«грубой» неустойчивости. При выполнении условий теоремы ве­
личина

m a x  J R l  1 
Kp<[77tJ

при h —*■ 0 остается ограниченной либо растет медленнее сте­
пени р[Г/т1 с любым основанием р =  1 -}- е, превосходящим еди­
ницу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предварительно покажем, что если 
спектр семейства операторов {Ял} лежит в круге |Я| ^  р, то для 
любого Я, удовлетворяющего неравенству |Я| ^  р +  е, е >  0, 
существуют числа А — А(&) и h0 >  0 такие, что при любом 
h <С ho и любом и 6= Uh, и Ф  0, выполнено неравенство

|| R„u  — Як || >  || и  ||. (14)

Допустим противное. Тогда найдутся е >  0; последователь­
ности чисел hk >  0, 0; комплексных чисел Яа, |Яь| >  р -f- е; 
векторов uhk е  Uhk такие, что

\ Ri , k - K U h k \ < ^ \ \ u h k W. (15)

При достаточно больших значениях k, при которых -  е- <  1,
числа Xk в силу (12) не могут лежать вне круга | Я | ^ с - { - 1 ,  
так как вне этого круга

I Rhku -  Ы I >  ( | Я | -  I Rhk ||) || и || >  || и ||. .

Таким образом, последовательность ограничена, а
следовательно, имеет предельную точку Я> | я | ^ р  +  е. Легко 
видеть, что в силу (15) точка Я принадлежит спектру семейства 
операторов {Rh}, вопреки предположению, что спектр лежит в 
круге j Я | >  р.

Пусть теперь R — линейный оператор, переводящий некото­
рое конечномерное нормированное пространство U в себя. Пусть 
для любого комплексного Я, | Я | ^ г ! > 0 ,  и любого u ^ U  при 
некотором a =  const >> 0 справедливо неравенство

|| Ru — Ям || > а | |  «||. (16)
Тогда

Р = 1 , 2 ,  . . .  ( 1 7 )



§ 42. С П ЕКТР С ЕМ ЕЙСТВА О П Е РА Т О РО В 371

Неравенство (16) вытекает из следующего известного равенства:

I  ^  (R —  ? .£ ) “ ' d l ,  (18)
1Ч=Г

и условия (16), в силу которого |] (R — ХЕ)~11| ^  , Для дока­
зательства неравенства (13) положим R =  R n> р =  1, так что 
| Я | = 1 + е  =  /' и вместо (16) используем (14). Тогда (17) со­
впадает с (13).

В заключение наметим доказательство равенства (18). Положим

ОО

u ' + ' - R u * .  U  W  =  2
ргг, О

Умножим обе части равенства uv+i =  R u на и  просуммируем по р от 
р =  О до р =  оо.  Получим

Л U {X) -  Я«° =  R U (Я),
или

(R -  ЯЕ) £7 (Я) =  — Ли0, U (Л) =  -  Я (R -  ХЕ)~[ и

Из определения £/(А) видно, что ир является вычетом вектор-функции 
Я р-Щ Щ :

“" =  ̂ 7  #  =  | ^ « _ Я £ ) - И»Л.
| Л |=г | к Иг

Но ир =  R pu°, так что последнее равенство равносильно равенству (18).

В этом параграфе мы сформулировали спектральную поста­
новку задачи об устойчивости эволюционных разностных схем, 
имеющую смысл для любых эволюционных разностных схем, 
приводимых к виду

цр+1 =  Rhup +  трр, 1 
U0 задано J

гак, чтобы выполнение условия

Ш < К ,  р = 1 , 2 ,  . . . ,  [Г/т],

было равносильно устойчивости. Это могут быть двуслойные, 
многослойные схемы, схемы расщепления и так далее для задач 
на отрезке, в многомерных или составных областях.

Эта спектральная постановка задачи требует выяснить, ле­
жит ли спектр семейства операторов {Rh} в единичном круге
| М « £ 1 .

13*
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§ 48. Алгоритм вычисления спектра семейства разностных 
операторов над сеточными функциями на отрезке

В этом параграфе мы опишем и обоснуем алгоритм вычисле­
ния спектра семейства разностных операторов {Rh} над сеточ­
ными функциями на отрезке. Мы ограничимся подробным раз­
бором характерного примера, при котором выясняется суть дела, 
а в общем случае сформулируем результат без доказательства.

1. Характерный пример. Семейство операторов {Ял}, v =». 
=  RhU, определим равенствами

0 т = ( 1  — г) ит +  гит+1, т  =  0, 1, М — 1, 

v m  —  О*

Норму определим равенством | |и | |=  т а х |н т |. Оператор Rh,
т

определенный равенствами (1), возникает при естественном 
приведении разностной краевой задачи

нр+1 — пр пр — ири т т ит+ 1 “

(2)
д ф (Хт> р̂)>

р =  0, 1, [Т/х] — 1, 
ир+ ' =  0, и°т =  ^ ( х т), т =  0, 1, . . . ,  М — 1, 

к виду
U p+1 =  R h U P _|_ ТрР}

и0 задано.

Соотношения (2) являются разностным аналогом дифференци­
альной краевой задачи

щ — их — у(х ,  t), 1,
и(х, 0) =  (л:), и(  1, /) =  0.

Мы уже рассматривали разностную схему (2) в п. 2 § 26 в ка­
честве примера, иллюстрирующего применение признака Бабен­
к о — Гельфанда. Напомним, что согласно этому признаку 
исследование исходной задачи на отрезке следует разбить на 
исследование трех вспомогательных задач: задачи без боковых 
границ, задачи с одной только левой границей и задачи с од­
ной только правой границей, для каждой из которых надо найти 
все собственные значения операторов перехода от ир к uv+i.

Оказывается, что алгоритм вычисления спектра семейства 
операторов {Rh} совпадает с процедурой Бабенко — Гельфанда.

Чтобы описать алгоритм вычисления спектра семейства опе­
раторов {Rh}, наряду с оператором Rh, заданным равенствами



(1), рассмотрим три вспомогательных оператора: R, R и R. Опе- •<—> <—>
ратор R, v =  Ru, задается на линейном пространстве ограничен­
ных функций и =  {. . . ,  и_ь uq, ии . . определенных на всей се­
точной прямой —оо <; mh <  оо , по формуле

Vm === (1 Utti +  ^m +1 > tTl =  0 ,  ±  1, . . . (3)

Эта формула получается из равенств (1) при удалении левой 
границы в —о о , а правой в + о о ,  что отражено стрелкой с
двумя концами в обозначении оператора: R. Оператор R,
v =  Ru, задается на линейном пространстве сеточных функций 
и =  (ио, U\,. . . , ит), определенных на сеточной полупрямой 
хт =  mh, т — 0, 1, 2, и стремящихся к нулю при m -> - f -o o .  
Он задается формулой

vm =  {l — r)um +  rum+l, т =  0, 1, . . .  (4)

Эта формула получается из формул (1) при удалении пра­
вой границы в +  оо , что отражено мнемоническим значком —► в
обозначении оператора: R.

Наконец, оператор R, v =  Ru, над функциями

и =  игп, им- и им), >0 при m — о о ,

определенными на сеточной полупрямой хт =  mh, т =  . . . ,  — 2,
— 1, 0, 1, . . . ,  М, зададим формулами

Vm =  (1 — Г) ит +  гит+ь т =  . . . ,  — 1, 0, 1, . . . ,  М — 1,
vM =  0.

Эти формулы получились из формул (1) при удалении левой 
границы в —о о , что также отражено в обозначении оператора: R.

— •— •— •— •— • /7<у//*/у
— • ------- • -------• -------------------------------• -------• ------- • -------• -------• ----- oog /77< о о

•  ---- •---- •----•----•---- •---- •----  О $т<- со

_«— I— .— *— .— •— •— •— • -оо<т^М 
Рис. 49.

<- » -> <-
Мы видим, что операторы R, R и R от h не зависят. Области 

определения функций и =  {ит} для операторов (1), (3), (4) и 
(5) показаны на рис. 49. Будет показано, что совокупность соб­
ственных значений всех трех операторов и составляет спектр се­
мейства разностных операторов {Ял}.

§ 43. А Л ГО РИ ТМ  В Ы Ч И С Л ЕН И Я  С П ЕКТРА  3 7 3

} (5)



-> ■<-
Собственные значения операторов R, R и R мы уже вычи­

сляли в § 26, однако воспроизведем здесь их вычисление, так 
как, прежде чем переходить к доказательству сформулирован­
ного утверждения, надо отчетливо представить себе структуру
собственных функций операторов R, R и R.

Прежде всего выясним, каково множество точек X на ком­
плексной плоскости, для которых уравнение

Ru — Хи —  О

имеет ограниченное решение и =  {ит}, т =  0, 4=1, . . .  Эти числа
X и есть собственные значения оператора R. В нашем примере
уравнение Ru — Хи —  0 имеет вид

(I — г — X) ит +  гит+] =  0, т =  0, ± 1 , . . .

Всякое решение этого обыкновенного разностного уравнения 
первого порядка, как вытекает из § 1, может лишь постоянным 
множителем отличаться от сеточной функции ит =  qm, т =  
=  0, ± 1 ,  где q — корень характеристического уравнения 
(1 — г — X) +  rq =  0. Связь между числами X и q можно запи­
сать также в форме

X =  1 — г -f  rq.

Решение um =  qm ограничено при т —> + о о  и при т —►— оо 
только в том случае, если \q \ =  1, q =  e ia, 0 ^ а ^ 2 л. По­
этому множество тех значений X, при которых решение ит =  qm 
ограничено, получается по формуле

X =  1 — г rq =  1 — г reia, 

когда q — eia пробегает единичную окружность \q\ =  1 на ком-
Ч~->

плексной плоскости. Точка X пробегает при этом окружность А 
радиуса г с центром в точке 1 — г (рис. 26, а, стр. 247).

-У
Вычислим собственные значения оператора R , т. е. те X, при 

которых уравнение
-У
Ru — Хи =  0

имеет решение и =  (и0, и\, . . . ,  ит, . . . ) ,  стремящееся к нулю 
при т —* + 00- “У

Уравнение Ru — %и =  0 в развернутом виде можно запи­
сать так:

(1 — г — X) ит +  гит+1 = 0 ,  т =  0, 1, . . .

Его решение um =  qm, т = 0, 1, . . . ,  стремится к нулю при
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оо, если |^ |  <  1. Соответствующие собственные значения
А, =  1 — г +  rq заполняют при этом внутренность круга А ра­
диуса г с центром в точке 1 — г (рис. 26,6). <г

Алгоритм вычисления собственных чисел оператора R ана- 
логичен алгоритму вычисления собственных чисел оператора R. 
Уравнение Ru — Хи ~  0 запишем развернуто:
(1 — г — К) ит -\-гит+1 =  0, т =  . . — 1, 0, 1, . . М — 1, |

-  %им =  0. J W
Всякая сеточная функция и =  {мт }, т =  М, М — \, . . . ,  

удовлетворяющая первому из этих соотношений, с точностью до 
постоянного множителя по-прежнему имеет вид ит =  qm, при­
чем X и q по-прежнему связаны равенством Х =  1 — r-\ -rq.  Ре­
шение ит — qm, т =  М, М — 1, . . . ,  стремится к нулю при 
т —►—оо, если \q\ >  1. Второе соотношение (6), т. е. равенство 
—Хим =  0, накладывает на решение ит =  qm дополнительное 
требование — Хим =  —XqM = 0 или X =  0. Если точка X —  0 
лежит вне круга радиуса г с центром в точке 1 — г, изображен­
ного на рис. 26,в, т. е. если г <С У2, то ей соответствует некото­
рое значение q, \q\ >  1. Множество А тех X, при которых урав-
нение Ru  — Хи =  0 имеет стремящееся к нулю при т —►—оо ре­
шение, состоит из одной этой точки X =  0. В случае г ^  У2, как
следует из проделанного анализа, уравнение Ru — Хи =  0 не 
имеет стремящихся к нулю при т —+—оо решений ни при каком 
комплексном (или вещественном) X.

^ —У

Объединение собственных значений операторов R, R и R 
изображено для случая г <С У2 на рис. 27,а, а для случая г >  7г 
на рис. 27,6 и 27,о (стр. 248).

Докажем теперь, что спектр, семейства операторов {Rh} сов-
-У  Ч —'

падает с объединением А множеств А, А и А собственных зна-<—> > <-
чений вспомогательных операторов R, R, R.

Надо показать, что каждая точка множества А принадлежит 
спектру семейства разностных операторов {Rh} и что других то­
чек спектр не содержит.

Сначала покажем, что всякая точка А0 е А  принадлежит 
спектру семейства разностных операторов. Для этого достаточно 
установить, что, каково бы ни было е >  0, неравенство

II Rhu — Хйи || <  е || и || (7)

имеет решение и при всех достаточно малых положительных зна­
чениях h. Решение и =  (и0, щ, . . . ,  им ) можно назвать «почти 
собственным вектором» оператора Rh, поскольку решение
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уравнения RhU — Хи =  0 в алгебре принято называть собствен­
ным вектором.

Построения, с помощью которых проводится доказательство,
зависят от того, какому из трех множеств Л, Л или Л принад-
лежит точка Ло. Начнем со случая Яо е  Л. Покажем, что при 
любом е >  0 и всех достаточно малых 1г неравенство (7) имеет 
решение и.

Переходим к построению функции и =  (и0, щ, . . . ,  им ). По
определению множества Л существует q0, |^ 0| =  1, такое, что 
Я0 =  (1 — г) +  rq0, а уравнение (1 — г — Я0) vm -j- rvm+l =  О, 
т —  0, ± 1 , . . . ,  имеет ограниченное решение vm =  q™, т =  О, 
± 1 , . . .  Будем рассматривать это решение только при 
т = 0, 1, . . . ,  М, сохраняя обозначение v. Вектор

очевидно, удовлетворял бы уравнению Rhv — Xv =  0, которое в 
развернутом виде записывается соотношениями

если бы не нарушалось последнее из этих соотношений. Соотно­
шение — X qV M  =  0 можно считать граничным условием для ре­
шения обыкновенного разностного уравнения

(1 — г — Х0) ит rum+j =-0, /п =  0, 1, . . М — 1.

Чтобы удовлетворить этому граничному условию, которое за ­
дано при т =  М, т. е. на правом конце отрезка 0 ^  х  ^  1, 
«подправим» вектор у =  (1, q0, . . . ,  q ^ ,  помножив каждую из 
его компонент vm на множитель (М — m)h.  Полученный вектор 
обозначим и =  (и0, и{, . . . ,  им), ит =  ( М — т) hq

На рис. 50 приведены графики функций v =  {vm} и и =  
=  {ит} в случае qо = — 1. Норма вектора и равна единице:

Оценим норму вектора w =  (w0, w u . . . ,  w M), определенного 
равенством w  RhU — Xou. Для координат вектора w  получаем 
следующие выражения:
1 ^ 1  =  1(1 - r - X 0)(M — т) hq™ +  г{М — т — 1) hq™+l | =

=  | [(i — г — Х0) +  rq0\ (М — т) hq™ — rhq™+l | =
=  10 • (M — т) hq™ — rhq%+l \ =  rh, m =  0,1,  . . . ,  M — 1,

< > ->

И =  (И0’ «1......... ^ )  =  0 -  ¢0............

и || =  max | um | == max | (M — m) hq™ | =  Mh =  1.
m m

I w m  I =  0  —  A i  • 0  =  0 .
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Отсюда видно, что || w Ц =  rh, и при h <. е/r выполнено нера­
венство II w  || =  \\ RhU — %0и || <  eJI и ||. Этим и завершается дока-

■<- >
зательство того, что точка Яо<эА 
принадлежит спектру семейства 
разностных операторов {Rh}. 

Покажем, что если точка %о 
-*» принадлежит одному из мно- -> <

жеств А или А, то она является 
точкой спектра семейства опе­
раторов {Я/,}. Пусть для опреде­

ленности Яо ^ А.  Тогда по определению множества А уравне­
ние Rv  — KqV =  0, которое в развернутом виде записывается 
равенствами

(1 — г — X0) v m +  rvm+l =  0, m =  0, 1,2, . . . ,

имеет решение vm =  q™, | qQ | <  1, m — 0, 1, . . .
Будем рассматривать это решение только при т =  0, 1, . . . ,  М , 

положив
и ~ ( ио> • • • > мм ) =а“ 0 >  #0’ • • • > *70*)•

Вычислим для этой сеточной функции и, график которой в слу­
чае q =  l/2 изображен на рис. 51, норму вектора w ^  Rhu — X0u. 
Из равенств

1 ^ 1  =  1(1 — г — К ) Я о + Ц о +11 = ° ’ ™ =  0, 1, . . . ,  М -  1,

I I =  I <7о Iм

следует, что || w || =  | qQ \м =  | q0 |,/А. Если h настолько мало, что 
| qQ \l/h <  е, то || w || =  || Rhu — Х0и || <  е =  е || и ||, поскольку || и || =  1.

Итак, доказано, что в нашем примере все точки множеств <-> -> <■
А, А и А принадлежат спектру семейства разностных опера­
торов.



Покажем теперь, что всякая точка Xq, не принадлежащаяЧ—У -У Ч*
множествам А, А и А, не принадлежит спектру семейства {Rh}. 
Именно покажем, что существует число А >* 0, не зависящее от 
h и такое, что для любой функции и =  (uq, ии им ) выпол­
нено неравенство

\\Rhu - K u \ \ > A \ \ u l  (8)

Тогда при е <  А неравенство || RhU —- XqU || <С е|| и || не имеет ре­
шения и точка Хо не принадлежит спектру. Обозначим / н== 
== Rhu — Хои, тогда неравенство (8) запишется так:

\ \ f \\>A\\u\ \.  (9)

Эту оценку мы и будем обосновывать. Равенство RhU — Хоu — f 
запишем в развернутом виде:

(1 — г — Х0)ит +  rum+l= f m> т =  0, 1, . . М — 1, 1

—  К и м = ^ ! м -  1

Будем рассматривать эти соотношения как уравнение относи­
тельно и, а / будем считать заданной правой частью. Запишем 
решение и =  {мт } в виде суммы, положив

Um == Q/л Ч" Рт» ГП == 0 , 1 , • • •, А /, (1 1 )

где а т — компоненты ограниченного решения а  =  {ат } следую­
щего уравнения:
(1 — г — Я0) ат +  ram+i =  Fm =

О, если т <  О,
если w =  0 , l ,  •••,  М — ' 1, (12)

0, если т ^ М .

Тогда в силу линейности вектор р =  {(3 т}> компоненты которого 
входят в равенство (11), есть решение уравнения

(1 — r — XQ) Pm +  ^Pm + l =  0, т =  0, 1, . . . ,  М — 1, |

“  ^оРм +  К а м-  J

Для доказательства оценки (9), которую мы перепишем в
форме I ит  | <  4 -  шах | f m |, в силу соотношения ит =  ат  +  Рт

т
достаточно установить оценки вида
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где А\ и А2-— некоторые постоянные. Начнем с оценки (14). З а ­
метим, что уравнение (12) есть уравнение первого порядка вида

с1о,пг - j - b a mJrj =  F т, tn  =  0, ±  1, ■ • •,

где а =  1 — г — Ао, b =  г. Уравнение такого вида было рассмот­
рено в § 2, где получена оценка

ш ах | Fm | max | fm |

I am К  | a | _  | b | =  | a | -  | b | * ( 16)

В рассматриваемом примере |a |  — 161 >  б0/2, где 6о — рас-<Г -> *> -<Г
стояние от точки Хо до множества Л +  А +  А. Из (16) поэтому 
вытекает доказываемое неравенство (14). Оценка (15) вытекает 
из записи решения уравнения (13) в следующем виде:

К  =  (17)

где q0 определяется соотношением (1 — г — Я0) + ' rqQ — 0. По 
предположению точка Хо не принадлежит множеству Л и поэтому 
лежит вне круга с центром в точке 1 — г и радиусом г, А в этом 
случае |g0| >  1- Далее, |Х0| =  6i >  0, так как если бы было<--> -> -<г
Хо =  0, то Ао принадлежало бы множеству Л +  Л +  Л. Итак, ис­
пользуя равенство (17) и учитывая уже доказанную оценку (14), 
получим неравенство (15):

ы = 'М 1 0 Af « * - Л К ^ р  +  к 1 <

<  maXJ ,ц 1 +  Л , max| fm | =  A>max| f n |.

Итак, доказано, что спектр семейства операторов {Rh}, опреде- 
ленного формулой (1), совпадает с объединением множеств Л, > <■
Л и Л на комплексной плоскости.

2. Алгоритм вычисления спектра в общем случае.
Т е о р е м а .  Пусть оператор Rh, b =  R ha, a , b ^ U h ,  задан равенством 

Bhb =  Aha, где Ан и Bh — некоторые линейные операторы, определенные на 
конечномерном линейном нормированном пространстве Uh со значениями из 
некоторого линейного нормированного пространства Fh. Пусть, далее, опера­
торы Ah и Вн равномерно по h ограничены, а оператор Bh имеет равномерно 
ограниченный обратный B ^ 1: || Ah ||, || Bh ||, |в ^  ]| <  с.

В таком случае спектр семейства операторов {Rh} состоит из тех и толь- 
ко тех X, при которых оператор Л/, — XBh имеет при всех достаточно малых h 
равномерно по h ограниченный обратный оператор.

Доказательство очевидно, и мы его излагать не будем.
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Пусть теперь оператор Rh, v =  RhU, задан разностными соотношениями
kQ fen \2  + 2  ^ kmtlk+m’ kQ^  М — kQ, I

k=z“~kn k̂ =—mkn
2kn 2ka 2ko 2ka

2  bivi =  2  aiui> 2  h vN-t  =  2  aiuAr-i’

\  (18)

1=0 1=0 /= 0  i'=»0 

причем задача

xi I2  BkmVm+k =  Фт. fe0 <  m <  M — fc0, |
*= "*° (19)2fe0 2&0 j 1 '

2 ^ /  =  ^  i 
/= ч  /= 0  J

хорош о обусловлена. 
П редполагается, что

*  Ak , Вйт  =  В*

где (х) и Bk (х) — квадратные матрицы, определенные на отрезке 0 <  х ^  
^  1, удовлетворяющие на этом отрезке условиям гладкости (14) § 4; a u buOLu 
Pi — прямоугольные числовые матрицы, не зависящие от М. В таком случае 
применима теорема и спектр семейства операторов {Rh} состоит из всех тех 
К, для которых разностная краевая задача

kr) >2  (XBktn ^fem) um+k — Фm> ^  t n ^  M ko, I 
/2—= h { . . 
2ka 2k0 |   ̂ ^

2  (U i ~  a i) Ul =  *1» 2  (ЯР/ -  a /) UM - i  =  *2 1/=0 /=0 '
не является хорошо обусловленной. Для выяснения того, является ли за ­
дача (20) хорошо обусловленной, при каждом К можно воспользоваться кри­
терием п. 7 § 4.

ЗА Д А Ч И

1, Доказать, что для семейства разностных операторов {/?/*}, v =  RhU, 
заданного равенствами

0^1 =  ( 1 -  г) ит +  гит+и  т  =  0 , 1 ..........М, )
им  =  0, Mh = 1 ,  |

и рассмотренного в этом параграфе, спектр не изменится, если норму опре­
делить не по формуле || и || =  шах | ит |, а по формуле ||м|| =  //г 'У, и^Л^2.

т \ т )
2. Доказать, что спектр семейства разностных операторов {Rh), v  =  R^u, 

заданного равенствами

=  (1 — г +  yh )u m +  rum+u т — 0, 1, . . . ,  М — 1, 1

vM =* ° , M h ~  1, j
ла у

в этом параграфе для случая у  =  0.

а
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3. Вычислить спектр семейства операторов {/?*}, v =  Rhti, заданного  
равенствами

Vm =  (1 — r ) u m +  r (tim- j  +  um+i), m — 1, 2,  . . . ,  Af — 1, ]

auQ +  bu{ =  0, uM =  0, Л4/ г =1 ,  r =  co n st? j
где а и 6 — заданные числа. Рассмотреть случаи | а | > | 6 |  и | а j <  | 6 |,

§ 44. Я дра спектров семейств операторов

Пусть Rh отображает линейное нормированное пространство \j'h некото­

рой размерности N, N = N(h),  в себя. Будем писать вместо Rh и u'h соответ­
ственно R N и UN, чтобы в обозначениях была явно указана размерность. 
Предполагается, что N -*■ оо при h -+ 0 .

Здесь мы обсудим вопрос о том, насколько спектр семейства операторов 
{ * * }  зависит от выбора последовательности норм II • 11̂  в пространствах U N 
и, тем самым, насколько инвариантен спектральный признак ограниченности 
норм степеней операторов R N (теорема 1 из § 42) относительно выбора норм.

Относительно семейства операторов { * » )  будем предполагать, что соб­
ственные числа всех операторов R N ограничены в совокупности, т. е. лежат  
в некотором круге

| Я | ^  с =  const. (1)

Очевидно, что для выполнения условия (1) достаточно, чтобы существо­
вала хотя бы одна последовательность норм II • 11̂  такая, чтобы выполня­
лись неравенства || R N || v <  с' =« const. Отсюда видно, что ограничение (1) 
естественно: оно выполняется для семейств операторов {R N} перехода со 
слоя на слой, возникающих при рассмотрении эволюционных разностных 
краевых задач. Переходим к определению понятия ядра спектра, с помощью 
которого и будут сформулированы результаты этого параграфа.

Пусть заданы: какая-либо последовательность норм 1Ы1дг> число а е  
g= [0, 1] и целое k ^  0. Обозначим через A (a ,k ,N ) множество точек Я, для 
которых неравенство || R Nu — Яы | |<  aNN ~ k ||ы|| имеет решение и е  U N ■ 
Значок N при написании норм мы опускаем. Обозначим через A s(a, k) теоре­
тико-множественное замыкание объединения всех множеств Л (a, k, N ) при 
N >  s. Обозначим через А(а, k ) пересечение множеств Лs (a, k ), отвечающих 
всем s >  0.

О п р е д е л е н и е .  Ядром Л (а) показателя a s  [0,1] семейства операто­
ров {Яд,} назовем пересечение множеств Л (a, ft), отвечающих всем целым 
ft >  0.

Т е о р е м а  1. Ядро А (а), я е [ 0 ,  1], целиком принадлежит опектру се­
мейства операторов {RN} и замкнуто.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что если точка Яо не принадлежит 
спектру семейства операторов {Яд,}, то она не принадлежит и ядру. Д ейст­
вительно, найдутся е >  0 и jV0 такие, что при всех N >  N0 для любого ы е £/N 
выполнено неравенство || R Nu — Я0 и е ||ы||. Но тогда для всех Я из круга

g
| Я— Я о | < б / 2  выполнено также неравенство || R v « — Ям | | ^  —  ||и||. Ввиду

этого при N >  N0 ни одно множество A (a ,k ,N )  не содержит точек в круге 
|Я — Я01 <  е/2. Отсюда следует справедливость первого утверждения тео­
ремы. Для доказательства замкнутости ядра Л (а) заметим, что A s (a, ft) 
замкнуты по построению, а множества A (a ,k )  и Л( а ) — как пересечения 
замкнутых множеств.
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П р и м е р .  Вычислим ядро Л (а ), a s [0,1], для семейства операторов 
если оператор RN + l> v — R N + \U, задан равенствами

v n =  ( 1 — г) ип +  rtin+x, п =  0, 1, . . . ,  N — 1, ] 
v N =  0, j (2)

а норма — равенством | |м | |= ) | ( « 0, . . . ,  uN) || =  шах | ип |.
Покажем, что А (а) состоит из точки X — 0 и из замкнутого круга радиу­

са аг с центром в точке 1 — г:
| Я — (1 — г) j ^  аг. (3)

Действительно, Я =  0, как мы видели в п. 1 § 42, является собственным 
числом для всех операторов R а потому принадлежит всем множествам  
A (a ,k ,N )  и, следовательно, ядру. Далее, для любого Хо, лежащего строго 
внутри круга (3) при некоторых вещественном а  ^  0 и b >  1, имеет место 
представление

- 1 1  t a r  iaЯ0 =  1 -  г +  —  е 1а.

Н еравенство || R Nu — XQu | |<  aNN ~ k ||и|| при любом фиксированном k и 
всех достаточно больших N  имеет решение

Г (a/b)n e ian, я =  0, 1, . . . ,  N -  1,
Un - - i

I О , n =  N.
Следовательно, при всех достаточно больших N множества A (a ,k ,N )  содер­
жат точку Хо, а значит, ее содержит и Л (а). Итак, внутренние точки круга (3) 
принадлежат ядру Л (а), а ввиду замкнутости ядра ему принадлежит и гра­
ница круга (3).

Если точка Я0 ф  0 не принадлежит кругу (3), т. е.

А0 =  1 - r +  - ^ e ia, a > 0 ,  6 =  1 - 2 6 ,  6 > 0 ,

то, выписав функцию Грина разностного уравнения первого порядка (§ 1), 

можно установить, что при любом X из круга | Я — Я0 1 <  min |j Яо |, 

при всех достаточно больших N и всех и s  UN выполнено неравенство 

[J R nu — Хи || >  a N ||м||. Отсюда следует, что точки этого круга не принадле­
жат A (a ,k ,N ) ,  если N достаточно велико, а следовательно, и не принадле­
жат ни замыканию их объединений A s (a,k) ,  ни ядру Л (а).

Заметим, что ядро Л (0) показателя а =  0 в рассмотренном примере со­
стоит из дйух точек Я =  0 и Я =  1 — г, а ядро Л(1)  совпадает со всем спект­
ром семейства операторов {Ядо}, который был вычислен в § 43.

На этом закончим рассмотрение примера и вернемся к общим построе­
ниям.

О п р е д е л е н и е .  Ядро Л (0) назовем абсолютным ядром.
Т е о р е м а  2. Абсолютное ядро семейства операторов {RN} не зависит 

от выбора последовательности норм || ‘ Идо-
Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из того факта, что при а =  0 множество 

A (a ,k ,N )  совпадает при каждом N с множеством собственных значений опе­
ратора R n , которое не зависит от нормы в пространстве U N .

Т е о р е м а  3. При условии (1) последовательность норм II’ Идо всегда 
можно выбрать так, чтобы спектр семейства операторов совпадал со
своим абсолютным ядром.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Укажем конструкцию норм, существование кото­
рых утверждается в теореме. Выберем базис в пространстве UN так, чтобы 
матрица преобразования R N в этом базисе была жордановой и модули всех 
внедиагональных членов были меньше чем 1 /N. Введем скалярное умножение 
и порожденную им норму, объявив этот базис ортонормальиым. Если Я0 — 
произвольная точка, не принадлежащая А (0 ), и е >  0 — расстояние от этой 
точки до замкнутого в силу теоремы 1 множества Л (0), то можно проверить, 

g
что \\Ru — Я0и|| ^  —  ||и|| при всех N >  8/е и всех u e U N , так что Ло не

принадлежит спектру семейства операторов {Ядг}-
Итак, если спектр семейства операторов {/?дг} не совпадает со своим 

ядром Л (0) показателя а =  0 при заданном выборе норм, как это имеет ме­
сто в рассмотренном выше примере (2) при норме ||« Ц =  шах \ип \, то за счет 
выбора другой последовательности норм можно получить в качестве спектра 
более узкое множество Л (0 ).

Однако в теории разностных схем используются не вполне произвольные 
нормы.

Обозначим через || • || норму, равную максимуму абсолютных величин
N

всех компонент, образующих сеточную функцию (или вектор-функцию) из 
U Выделим класс последовательностей норм 1Ы1до> для которых сущест­
вует натуральное s, зависящее от последовательности, и такое, что при всех 
достаточно больших N справедливо неравенство

sup ||и|| inf I N  (4)
ll«!lc= i  N IN c= i  N

Очевидно, что сама норма || • || и все встречавшиеся нам в связи с разно-
N

стными уравнениями нормы при возрастающем N  образуют последовательно­
сти из указанного класса (4).

Т е о р е м а  4. Ядро А(а) показателя a s  [0,1] не зависит от выбора по­
следовательности норм из числа удовлетворяющих требованию (4). 

Д о к а з а т е л ь с т в о  непосредственно следует из определений. 
Рассмотрим теперь семейство операторов {Rh}, определенных равенствами 

(18) и (19) из § 43, предположив дополнительно, что матричные коэффи­
циенты Ah и Bh постоянны: A h(x) = Л ^ ( 0 ) ,  B k (x) == £ ь (0). Для этого се­
мейства операторов справедлива следующая важная

Т е о р е м а  5 (А. В. Соколов). Если в пространствах ^h — UN, где дей­
ствуют операторыRh =  R , введены нормы || • \\с г то ядро Л( 1)  показателя

N
а 5= 1 спектра семейства операторов {* * >  совпадает со всем спектром этого 
семейства операторов.

Из этой теоремы и теоремы 4 следует, что при любом выборе после­
довательности норм из класса норм, удовлетворяющих условию (4), спектр 
семейства операторов {Ядо} содержит спектр семейства операторов {R^}, по­
лученного, при использовании норм II • Цс . способ вычисления которого опи-

N
сан в п. 2 § 43. Поэтому если не выполнено спектральное условие ограничен­
ности норм степеней операторов R N (теорема 1 из § 42) при выборе норм 
|| • || , то оно не выполнено и при любом другом выборе последовательно- 

N
сти норм из числа удовлетворяющих условию (4).

Доказательство теоремы А. В. Соколова требует сложного исследования, 
и мы его не излагаем.



Д О П О Л Н Е Н И Е

М ЕТОД ВНУТРЕННИХ ГРАНИЧНЫ Х УСЛОВИЙ

В теории краевых задач для аналитических функций, т. е. для решений 
системы уравнений Коши — Римана, а также для решений более общих си­
стем уравнений с частными производными, применяется метод сингулярных 
интегральных уравнений. Он состоит в сведении краевых задач к некоторым 
интегральным уравнениям на границе рассматриваемой области. При этом 
в дополнение к заданным граничным условиям используются следствия самой 
системы дифференциальных уравнений — соотношения, которым должны  
удовлетворять функции (и их нормальные производные) на границе области, 
чтобы их можно было доопределить внутри области до некоторого решения 
соответствующей системы. В случае аналитических функций — это классиче­
ское условие Сохоцкого — Племсля, которое возникает при переходе в ин­
тегральной формуле Коши

к пределу при стремлении г к границе у. В случае дифференциальных урав­
нений второго порядка соответствующее условие возникает из формулы 
Грина, выражающей решение в каждой точке области через значения этого 
решения и его нормальной производной на границе. Чтобы получить это 
условие, также надо перейти к пределу при стремлении точки изнутри обла­
сти к ее границе, воспользовавшись свойствами потенциалов простого и 
двойного слоев.

М етод внутренних граничных условий по идее аналогичен описанному 
методу редукции краевых задач для уравнений с частными производными к 
интегральным уравнениям на границе. Роль дополнительных граничных усло­
вий, аналогичных условию Сохоцкого — Племеля, играют внутренние гранич­
ные условия, возникающие из разностного аналога интегральной формулы 
Коши (или разностного аналога формулы Грина).

1. Класс систем разностных уравнений. Рассматриваются краевые задачи 
для общих систем разностных уравнений с постоянными коэффициентами, 
которые в векторной записи имеют вид

гд е  п — (rti, п2, . . . ,  ns), k =  (k u k2, . . . ,  ks) — мультииндексы, A h — квад­
ратные матрицы, j n — заданная и ип — искомая вектор-функции, К — конеч­
ное множество (шаблон). Будем предполагать, что система (1) удовлетворяет 
следующему алгебраическому условию: характеристическая матрица

Y

Lи — A k U n + k  — fn>
fee/C

(1)

Л ( Е ) ^  2  Akr \ (2)
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где |  =  . . .  ks и | j ,  . . . ,  | s  — комплексные параметры, не является  
тож дественно по |  вырожденной:

d e M ( g ) ^ 0 .  ( 3 )

Это ограничение естественно: можно показать, что в случае det (¾) = 0  
уравнение (1) имеет решение не при всякой финитной (по п) правой ч а ст и /п.

2. Фундаментальное решение. Матричную функцию Gn назовем фунда­
ментальным решением системы (1),  если она одновременно удовлетворяет 
следующим двум уравнениям:

2  л*<?„+ * =  а°я, (4)
k е  К,

2  On+kAt = blE. (4')
k^K

Л е м м а .  Пусть Q ( |i ,  &) есть произвольный многочлен от произ­
вольного числа t комплексных аргументов, не обращающийся тождественно 
в нуль. Тогда можно выбрать радиусы г, окружностей | £ Л = о  так, чтобы 
выполнялось неравенство Q (£i, Ъ) Ф  0, если | gi |  =  ri, . . . ,  |£г | =  r t.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем индукцией по числу аргументов t. При 
t =  1 число корней Q (£ 0  =  0 конечно и утверждение очевидно. Считая, что 
утверждение доказано для / =  р, установим его в случае t — р +  1. Много­
член Q ( |i ,  . . . ,  Ip + i) расположим по степеням £j> + i:

Q ( § i, l p+i) — Qo(h> •••> ^р) Sp+i +  •••  i> •••> ip)»

где M — некоторое натуральное число и Q0 (Еь ••• ,  |р )  не обращ ается тож ­
дественно в нуль. Выберем г ь ---> г р так> чтобы Q0 ( |ь  . . . ,  | р) ф  0 при 
| | j  | =  гь | \ р | — гр. Это возмож но по предполож ению  индукции. Вы­
бирая теперь Гр+ i достаточно большим, можно добиться, чтобы при | | / | — г/, 
/ =  1 , . . . ,  р +  1, выполнялось неравенство Q ( | ь . . . ,  gp+ i) ф  0.

Т е о р е м а  1. Матрица Gn, определяемая равенством

#  ■■■§  „ ,+г ' (6’ , +1 (б)
IS/1-г , 6, -- -1 ,

является фундаментальным решением.
Здесь к j в соответствии с леммой выбраны так, чтобы det А ( | )  ^  0, 

если | | / |  =  г/ .
Д о к а з а т е л ь с т в о  получается непосредственной проверкой. Учиты- 

вая свойства вычетов, получаем

V  1 Г Г Л(£М- 1 (£) 0
2 j  AkGn+ k -  {2n[)S J . . .  J „1+1 „+l d l x . . . d l s ~ b nE,

keK

S  -  ( d l F  J • • ■ J "6, - • - 4 t . = Чв.
SeK 61 • • • bs
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3. Граница сеточной области . Рассмотрим уравнение (1) на некотором  
ограниченном м ножестве

Lw =  AkUn+k ~  fn> п s  D0, (6)
ft <= /с

где D0— произвольная сеточная область определения правой части /« . Тогда 
область определения решения ип есть множество D, которое пробегает точка 
п +  к, если п и к  пробегают независимо D 0 и К  соответственно. Сопоставим

каждому г i= D подмножество К г множества 
К, состоящее из всех тех k е  К, для которых 
г — k £ = D 0. Границей Г назовем совокупность 
всех тех точек г е  D, для которых Кг непусто. 
Например, для простейшего разностного аналога 
уравнения Пуассона

Lu =  и +  игПх— и П г  1 " п и  n2+ l + П2

“I" ипи п2- 1 ~  ^ип1п2 ~  h2Fnin2i

I n2 I <  TV; N h = \ ,

множество Do состоит из тех точек {ii\h, Пг/г), ко­
торые попали внутрь квадрата |*i|sSC 1, | х г |^  1. 
Множество К  — из пяти векторов (1, 0), (0, 1), 
(— 1, 0), (0, — 1), (0, 0 ). М ножество D — сово­

купность всех целочисленных точек квадрата | n j | ^  N, |п г |^  N, кроме четы­
рех угловых \п\\ =  \п2\ =  N. Граница Г состоит из двух слоев точек, 
отмеченных на рис. 52 крестиками.

4. Разностные аналоги интегральных формул Коши и типа Коши.
Л е м м а .  Пусть В п — произвольная матрица-функция, для которой имеет 

смысл умножение справа на квадратную матрицу порядка ш, определенная 
на всей целочисленной сетке. Справедливо следующее тождество:

Рис. 52.

-hk

— ( В —n+kAk \ Un 2 1  I 2  r+kAk\ ur. (7) 
ne=Z> U  e=/f ) r e r  U e /C r /

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вектор-функцию un, n e  D, можно записать в 
виде

Un ~  2  ^пип‘ 
t  е  D

Левая и правая части тождества (7) линейно зависят от п. Поэтому для 
доказательства 'достаточно проверить справедливость тождества (7) для век* 
тор-функции

t t ( 0, если п ф  t ,
— v„ ^  6„и„ =  ■{ п п п п  ̂ если п =  f
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при каждом фиксированном / е  D :

2  В —п 2  Akvn+k === 2  2  nAkVn+k =
п е  D0 fee/C k К п <s D0

— 2  й1>„ hB - t + k ^ k vt — 2  B _ t+kAkvt — 2  B _ t+kAkv t =  
fe e= /( /г e= /С k<=^t

-  S  ( S  b - „ +h * W -  2  ( 2  В- Г+, Л
rt e  D  \fe <= /(  /  г e  Г  s  /(,.

. ь f 1, если t — k e  D 0, 
где бд“  =  | _

I 0, если t — k e  D0.
Т е о р е м а  2. Пусть {un}, n ^ D ,  — произвольное решение уравнения (6), 

a G„ — произвольное фундаментальное решение. Тогда справедлива формула
, w-, N V-, ( ип, если ( i s  D,

2  /  2  Gn - r+ H f t W  +  2  Gn- mf m = \  -  (8)
г е  Г \k  е  /Сг /  m eD o  ̂ 0> если n z= D .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Помножим обе части равенства (6) слева на 
матрицу Gf _ n и просуммируем по всем п е  £)0- Воспользовавшись тож де­
ством (7), а затем равенством (4'), получим формулу (8).

С л е д с т в и е .  Каждое решение {«п} уравнения (6) полностью опреде­
ляется своими значениями на Г и восстанавливается по этим значениям по 
формуле (8).

Т е о р е м а  3. Пусть {г>г} — произвольная вектор-функция размерности т, 
определенная на Г, и пусть G n — произвольное фундаментальное решение. 
Тогда формула

tin =  , 2  /  2  Gn — r+kAk \ v r "Ь 21’ Gn—mfm> n £= D, (9) 
г е Г ^ е ^  J m<^D<s

задает некоторое решение уравнения (6).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применим оператор L к вектор-функции {и„}, 

определенной формулой (9 ) :

Lwrt =  2  2  ( -̂Gn~ r+k) Ak v r -\- 2  0-Gn—m)fmi n ^  Do. (10)
г

Вычислим правую часть. В силу (4) имеем

Е, если п =  г — k,
п—r+k . Л .

•  [ 0 ,  если п ф  г — k.

Но в силу определения множества К г точка п — г — /г не принадлежит D 0, 
так что первое слагаемое в правой части формулы (10) есть нулевой вектор. 
Второе слагаемое есть, очевидно, f n, так что L ип — f п, и теорема доказана.

Равенство (8) аналогично интегральной формуле Коши для аналитиче­
ских функций ф(г) в ограниченной области d с границей у:

ф«> d t = S ф(гК есл" z Z_d’ (11)
2 m J £ ~ z  I 0, если z  <= d  U v.

При этом роль аналитических функций, границы области и ядра Коши

z  играют соответственно решения {ип} задачи (6), граница Г сеточной
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области D и выражение /  ^  Gn~ r+ k A k \ ,  учитывающее через мно-
\ k ^ K r j

ж ество К г, по которому ведется суммирование, структуру границы вблизи 
точки г е Г .

Формулу (9) в таком случае естественно сравнить с интегральной фор­
мулой типа Коши. Формула (8) аналогична также формуле Грина для урав­
нения Лапласа.

Подчеркнем, однако, следующее существенное различие м еж ду форму­
лами (11) и (8): интегральная формула Коши справедлива только строго 
внутри области d, а разностная формула (8) — всюду на D, включая точки 
границы Г.

Аналогичное различие имеется также м еж ду формулой (9) и форму­
лой Грина.

5. Внутренние граничные условия.
Т е о р е м а  4. Пусть Gn — какое-нибудь фундаментальное решение урав­

нения (1).  Для того чтобы заданную на Г вектор-функцию {ur}, г е  Г, можно 
было доопределить всюду в ограниченной сеточной области D до некоторого 
решения уравнения (6), необходимо и достаточно, чтобы при всех t i m  Г вы­
полнялись равенства

2  I 2  Gn — T + k \ u r -\- ^  Gn—m^m~Uii,  й £ Г .  (12)
геГ\ ( г еКг / m е  DQ

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если {иг}, г е Г ,  можно доопределить всюду на D 
до некоторого решения {ип}, п е  D, то, применив к этому решению формулу 
(8), а затем рассматривая полученное равенство только при « е Г ,  убедимся 
в выполнении (12). Обратно, если {иг}, г е Г ,  удовлетворяет (12), то примем 
v r =  иг и построим некоторое решение {u„}, n ^ D ,  по формуле (9). В силу 
(12) граничные значения этого решения {иг}, г е Г ,  совпадут с заданными.

Доказанная теорема 4 дает основание назвать равенства (12) внутрен­
ними граничными условиями-, эти условия не задаются извне, а являются 
следствиями самого разностного уравнения.

Если формулы (8) и (9) трактовать как аналоги интегральных формул 
Коши и типа Коши, то внутренние граничные условия аналогичны классиче­
ским условиям Сохоцкого — Племеля, при которых заданную на границе у 
области d на комплексной плоскости функцию ф (г) можно доопределить 
всюду в области d до некоторой аналитической функции.

Формулу (8) можно понимать как адекватную системе (6) разностную  
формулу Грина, которая неявно учитывает «скачки потенциалов» на грани­
це Г и приводит к внутренним граничным условиям (12).

6. Оператор граничного проектирования.. Возможна отличная от (12) 
запись внутренних граничных условий. Б уд^ ( обозначать через U r  линейное

пространство всех сеточных вектор-функций иг =  {аг}, г е Г ,  а через U v ~  
подпространство тех из них, которые можно доопределить всюду в D до 
решений {ип}, п е  D, однородного уравнения, соответствующего уравне­
нию (6).

Определим линейное отображение Р, иг  =  Pvp,  пространства в себя 
следующей формулой:

Ч п ~  2 / 2  Gn-r + k A k \  Vr, п ^ Т .  (13)
r ^ F \ k e K r )

Т е о р е м а  5. Оператор Р есть оператор проектирования Uv на и'г .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, при любом or s ( / r  в силу 

теоремы 3 элемент « г =  P vr  принадлежит и'г . Если иг <= £/р, то в силу 

теоремы 2 получим Риг  =  иг . Теорема доказана.
Оператор Р, определенный формулой (13), будем называть оператором 

граничного проектирования. С его помощью внутренние граничные условия 
(12) в случае /„  =  О записываются в форме

иГ — Риг  — 0. (14)

Подчеркнем, что оператор граничного проектирования зависит от выбора 
фундаментального решения Gn.

7. Общая краевая задача. В силу следствия из теоремы 2 каждое реше­
ние уравнения (6) восстанавливается по его значениям на границе Г. Это 
дает основание определить общую линейную краевую задачу для уравнения 
(6) как краевую задачу вида

L U 3 3  2  A k U n + k  =  f n ,  n<==D0, \
k ^ K  I (15)

lur  =  ф, < р е Ф , J

где I — какой-нибудь линейный оператор, отображающий пространство U r  
на некоторое линейное пространство Ф.

Естественные разностные схемы, аппроксимирующие первую, вторую или 
третью краевые задачи для уравнения Пуассона, например, легко записать 
в виде (15).

Название «общая краевая задача» несколько условно: могут встретиться 
разностные краевые задачи, имеющие иной, чем (15), вид. Например, та­
ковы естественные разностные схемы для дифференциальных краевых задач, 
в которых порядок дифференциального уравнения ниже порядка дифферен­
циальных краевых условий.

8. Основная идея метода внутренних граничных условий.Пусть для про­
стоты f n s== 0. М еж ду разностной краевой задачей

1_« =  0, 1иг  — ф (16)
и м еж ду задачей

Up — Ptip — 0, /Мр =  ф (17)

существует тесная связь. Именно, граничные значения иг  — {иг}, г э Г ,  ка­
ж дого решения {ип}, n ^ D ,  задачи (16) удовлетворяют в силу теоремы 2 
уравнениям (17). Обратно, каждое решение иг  =  {иг}, г е Г ,  задачи (17) в 
силу теоремы 4 и следствия из теоремы 2 можно единственным образом д о ­
определить всюду в D до решения задачи (16). Основная идея метода внут­
ренних граничных условий состоит в переходе от исходной разностной крае­
вой задачи (16) к системе уравнений (17) на границе Г. Продвижения, ко­
торые при этом удается получить, основаны на двух обстоятельствах. Первое 
из них — малое по сравнению с задачей (16) число неизвестных, участвую­
щих в задаче (17). Второе — специальный вид системы (17),  в структуру 
которой органически включен оператор граничного проектирования.

9. Устойчивость внутренних граничных условий. М ожно опасаться, что 
внутренние граничные условия иг  — Рмр =  0 «почти вырождены», и поэтому 
задача (17) плохо обусловлена независимо от вида оператора /, так что пе­
реход от задачи (16) к задаче (17) связан с потерей вычислительной устой­
чивости.

Будем считать, что пространство Ф вложено в пространство U v , введем 
в пространстве U v  (а значит, и в пространстве Ф с [ / Г) норму ||-|| и
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докажем теорему, означающую, что при переходе от задачи (16) к за ­
даче (17) не происходит потери вычислительной устойчивости.

Т е о р е м а  6. Пусть задача (17) имеет решение иг  при любом ( р е Ф ,  
причем выполнена оценка

||иг | | < с 11ф11* (18)
где с от ср не зависит. Пусть, далее, — произвольный элемент из U г . 
Обозначим

» г  — Яо г =  Ф, lvr  =  ф. (19)

Тогда справедлива оценка

||ог ||<с(||ф|| +||/|| №|) + М .  (20)

Если рассматривать (19) как уравнения для определения ог , то оценка

(20) означает, что чувствительность решения задачи (19) к возмущениям ф 
правой части внутренних граничных условий характеризуется постоянной с 
из оценки (18), т е. чувствительностью решения к возмущениям правой ча­
сти заданного граничного условия /иг  =  ф.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим 2r s= y r  — Ф =  P v T . В силу теоремы 5

имеем 2Г =  P vr  е  и'Г. Поэтому

z v — P z v  =  0, l z v — I (ыг — ф) — ф —• /"ф,

т. е. z р удовлетворяет системе вида (17) и в  силу (18) оценке

II г г | | < с | | Ф - а д < с ( Ц ф | |  +  ц/|| \ \ ш

Отсюда с учетом тождества z r  =  v r  — 'ф следует (2 0 ).
10. Сопоставление метода внутренних граничных условий с методом син* 

гулярных интегральных уравнений. В начале Дополнения мы указывали на 
аналогию м еж ду методом внутренних граничных условий и методом сингу­
лярных интегральных уравнений, которая не является полной. Здесь мы со­
поставим эти методы, уточняя аналогию и выявляя существенные различия.

Для сопоставления сначала опишем идею метода сингулярных интеграль­
ных уравнений для дифференциальных краевых задач на примере задачи

д 2и д 2и
— ------— (хм =  0, * =  (*!, *2) е  Q, (21)
дх \  д х 2

а0и0 +  a xiii =  ф (х), х — (л:ь х 2) е  со, (22)

где ^ =  const >  0, Q — ограниченная область, со — ее граница. Краевое усло­
вие (22) связывает решение и — и0(х) и его производную по направлению 
внутренней нормали du/dv  =  и\ (х) на границе области. Коэффициенты aQ и 
Gi — заданные операторы.

Выпишем классическую формулу Грина для уравнения (21):

и{ х)  =  |  [ g ( x -  y ) ^ L  - u ^ - ^ d a ty, (23)
1/6= ю

где g ( x ) — фундаментальное решение уравнения (21), стремящееся к нулю 
на бесконечности. Устремим х к границе со. Воспользовавшись свойствами 
потенциалов простого и двойного слоев, получим на границе со соотношение
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вида
ио — botio +  b\U\, (24)

связывающее решение и{х)  и его нормальную производную du/dv — i h ( x )  
на границе области; bо и —  некоторые известные интегральные операторы. 
Переход от задачи (21), (22) к равносильной системе уравнений (22), (24) 
относительно функций и0(х) и Ui (x) ,  определенных на границе со, и состав­
ляет сущность метода сингулярных интегральных уравнений.

Для сравнения рассмотрим теперь метод внутренних граничных условий 
применительно к следующей общей краевой задаче для разностного аналога 
уравнения (21) в квадратной сеточной области

u n,i—1, п 2 “1“ и п {, п 2+ 1  u n t +  l,  п 2 и п {, п ,— 1 ( 4  +  [ 0  п ; =  0, (25)

— N < п и  п2<  N,
/и г =<р. (26)

Запишем внутренние граничные условия иг  — Рит =  О в удобной для 
дальнейшего форме.

Легко проверить, что формула (9) в этом случае может быть переписана 
в форме

ип ~  2  [^ п —ri^v^r)  ur г)] 2  ur^n' п s  D, (27)
Г е  Q0 r e Q ,

где Qo — совокупность точек Г, лежащих на сторонах квадрата \п1\ — N, 
|пг| =  N, т. е. на внешнем слое двухслойной границы Г сеточной квадратной 
области (рис. 52), a — разностный аналог производной по направлению 
внутренней нормали.

Заметим, что формула (27) была бы полным аналогом классической фор­
мулы Грина (23), если бы в ее правой части отсутствовало «сингулярное 
слагаемое» 2  Ьгпиг. Однако в таком случае равенство (27) имело бы место 
не при всех п е ,  Д  а лишь при п <= D 0. Из него нельзя было бы получить 
тогда внутренние граничные условия == 0. Эти условия получаются
из (27), если п пробегает не всю область Д  а только точки границы Г, и 
записываются двумя системами равенств

ип — 2  [^ п —г {^vur) иг (^ v ^ /г—г)] uri' п ^  Qo> (28)
re=Q0

Un 2 1  [G/l — r (^v^r) ur — r)]> ^ ^  Г \  Qo» (29)
re=Qa

отвечающих, соответственно, точкам n e  Qo внешнего и точкам я е Г  \ Q 0 
внутреннего слоев двойной границы Г. В качестве Gn в равенствах (28) и 
(29) будем использовать ограниченное фундаментальное решение.

М ожно показать, что внутренние граничные условия иг  — Р « г =  0, т. е. 
система уравнений (28), (29), алгебраически равносильна каждой из отдель­
но взятых подсистем (28) или (29).

Подсистема (28) аналогична интегральному соотношению (24), так что 
разностным аналогом задачи (22), (24) является задача (27), (28), но не 
задача

/ i / j i  —■ ф, Mji P i i j i  —■ 0,

записываемая равенствами ( 2 7 ) - ( 2 9 ) ,  которая рассматривается в методе 
внутренних граничных условий.
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Имеется очевидная разница м еж ду внутренними граничными условиями 
ЫГ P u p — 0, т. е. системой (28), (29), и одной только подсистемой (28). 
Внутренние граничные условия — Риг  — 0 содержат избыточные равен­
ства (29). В этом смысле разностные внутренние граничные условия 
Wji Flip — 0 больше похожи не на интегральное соотношение (24), а на 
условия Сохоцкого— Племеля для аналитических функций. Эти последние 
представляют собой два вещественных соотношения, связывающих две ве­
щественные функции, но они не независимы, и многообразие удовлетворяю­
щих условиям Сохоцкого — Племеля пар функций зависит от одной произ 
вольной вещественной функции.

Отметим, что внутренние граничные условия иг  — Риг =  0 выгодно 
отличаются от равносильной им подсистемы (28) тем, что в их структуру 
входит оператор граничного проектирования. Благодаря этому обстоятель­
ству задача luv  — ф, wr _  =  ^  устойчива в смысле теоремы 6 относи­
тельно возмущения правой части -ф. В общем случае при вычеркивании части 
уравнений из числа составляющих с и с т е м у — Ри?  =  0 может получиться 
подсистема, алгебраически равносильная исходной, но уж е не обладающая 
свойством устойчивости.

М ожно показать, что в нашем примере (25), (26) вместо « г — Р « г =  О 
удобнее использовать не подсистему (28), аналогичную интегральному соот­
ношению (24), а подсистему (29), которая устойчива и в отличие от подси­
стемы (28) состоит из независимых уравнений — ее ранг равен числу состав­
ляющих ее уравнений.

Итак, в рассматриваемом примере аналогия м еж ду методом внутренних 
граничных условий и методом сингулярных интегральных уравнений не 
является полной.

Тем более, нет полной аналогии с классическим методом интегральных 
уравнений, в котором искомой функцией является не само решение исходной 
задачи (21), (22) на границе, а некоторая вспомогательная плотность потен­
циала простого или двойного слоя.
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К гл. 1, §§ 1, 2. С общей теорией линейных разностных уравнений мож ­
но познакомиться, например, по гл. V книги [6].

К гл. 1, § 3, п. 3. Теорема о расположении корней замечена С. К. Году­
новым.

К гл. 2, § 5. С методом прогонки и его обоснованием для некоторого 
класса разностных краевых задач авторы впервые познакомились в 1953 году 
по рукописи статьи И. М. Гельфанда и О. В. Локудиевского «М етод про­
гонки для решения разностных уравнений» (см.,-например, [4] или [8]). Суще­
ствуют варианты прогонки, предназначенные для вычисления решений раз­
ностных краевых задач, не рассмотренных в нашей книге. С результатами 
и библиографией можно познакомиться по книгам [3], [10], [17] и др.

К гл. 3. Идея использовать при обосновании прогонки непосредственно 
свойство хорошей обусловленности разностной краевой задачи была выска­
зана Н. С. Бахваловым. Некоторые шаги в осуществление этой идеи были 
сделаны при изложении прогонки в книге [8], а затем В. В. Огневой, Ж ВМ  
и МФ 7, № 4 (1967), которой принадлежит идея рассмотрения урезанных си­
стем. Модифицированное изложение этой работы имеется в книге [7].

Приведенное в § 6 обоснование хорошей обусловленности разностной 
краевой задачи использует дипломную работу студента Новосибирского уни­
верситета Багисбаева, которому, в частности, принадлежит пример, показы­
вающий, что условие гладкости коэффициентов нельзя игнорировать. Работа  
Багисбаева была выполнена под руководством С. К. Годунова.

К гл. 6, §§ 19, 20. П одробно познакомиться с методами численного ре­
шения обыкновенных дифференциальных уравнений можно по книгам [3], [4] 
и указанной в них литературе.

Разностные схемы для некоторых важных классов дифференциальных 
уравнений с разрывными коэффициентами построены в теории однородных 
разностных схем А. Н. Тихонова и А. А. Самарского и изложены в одной из 
глав книги [17].

К гл. 7, § 21. Понятие устойчивости разностных схем относительно оши­
бок округления при задании начальных данных впервые описано Д ж . фон 
Нейманом и Р. Д . Рихтмайером в 1950 году (см, сб. переводов «Механика»,
в. 1, 1951) в работе, посвященной расчету газодинамических скачков. Первая 
система определений устойчивости и аппроксимации, при которой сходимость 
является следствием аппроксимации и устойчивости, была предложена 
В. С. Рябеньким, ДА Н  СССР 86, ЛЬ 6 (1952), в случае разностных аналогов 
задачи Коши для систем уравнений с частными производными.

Принятая в нашей книге система основных определений и теорема о том, 
что из аппроксимации и устойчивости следует сходимость, близки к пред­
ложенным А. Ф. Филипповым, ДАН  СССР 100, № 6 (1955). См. также [16] 
или [8]. Отличие состоит главным образом в том, что мы используем более 
универсальное, чем А. Ф. Филиппов, определение аппроксимации.

Существуют другие естественные системы определений основных поня­
тий, при которых аппроксимация и устойчивость обеспечивают сходимость.
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Среди них наиболее известна система определений П. Д . Лакса, предложен­
ная в 1956 году (см. например, [14]). В теории Лакса рассматриваются раз­
ностные схемы для нестационарных задач, причем предполагается, что эти 
разностные схемы действуют не в пространстве сеточных функций, а в том же  
функциональном пространстве, что и дифференциальное уравнение. При этом 
(дополнительном) предположении доказывается, что для аппроксимирующей 
разностной схемы устойчивость и сходимость имеют место одновременно. Эта 
теорема эквивалентности Лакса является одной из конкретизаций более об­
щей конструкции Л. В. Канторовича, УМН 3, в. 6 (1948).

В последние годы А. А. Самарский предложил и в соавторстве с А. В. Гу­
линым развил теорию устойчивости, применимую к весьма широкому классу 
разностных схем (см. [17], [18] и § 41 настоящей книги).

С новыми результатами, библиографией и обзорами работ по устой­
чивости разностных схем можно познакомиться по книгам [8], [11], 
[14]— [19].

Следует сказать, что в работе 1928 года Р. Куранта, К. Фридрихса и 
Г. Леви (см. УМН 8 (1940)) и во многих других работах, где метод конеч­
ных разностей используется для доказательства существования решений 
дифференциальных уравнений, устанавливаются неравенства, которые в со­
временной терминологии можно истолковать как устойчивость в тех или 
иных нормах. Однако понятие устойчивости возникло в связи с использова­
нием разностных схем для приближенного вычисления решений в предполо­
жении, что эти решения существуют. Поэтому устойчивость изучается обычно 
в более слабых нормах, чем это нужно для доказательства существо­
вания.

Отметим, что впервые метод конечных разностей был использован для 
доказательства существования решений уравнений с частными производными 
в 1924 году Л. А. Люстерником (см. УМН 8 (1940)), который рассматривал 
уравнение Лапласа.

К  гл. 7, § 22 , п. 3. Излагаемый здесь прием построения разностных схем 
предложен в работах: P. L. I. Brian, A. I. Ch. Е. J. 7 (1961); J. D ouglas, Num. 
Math. 4 (1962); J. Douglas, Trans. Amer. Soc. 89 (1958); С. К. Годунов, Р аз­
ностные методы решения уравнений газовой динамики. Новосибирск, 1962 (ро­
тапринт). Двумерный вариант рассмотренной в этом пункте схемы с пересче­
том Лакса — Вендрова [14], для газодинамических задач предложен Л. А. Ч у­
довым (см. обзорную статью Г. С. Рослякова и Г. Ф. Теленина в сб. 
«Численные методы в газовой динамике», М., И зд-во МГУ, в. 2, 1963). Идея 
метода Рунге — Кутта была применена В. В. Русановым (препринт ИПМ  
АН СССР, 1967) для построения разностной схемы третьего порядка точно­
сти в случае газодинамических расчетов.

Л. А. Чудов (статья в сб. «Некоторые применения метода сеток в газо­
вой динамике», в. 1. «Течения в пограничном слое», Изд-во МГУ, 1971) для 
уравнений параболического типа построил разностную схему типа Рунге — 
Кутта второго порядка точности, обладающую хорошими сглаживающими 
свойствами. Схемы с пересчетом применяются во многих газодинамических 
расчетах. См., например, [1]. Существуют вариационные и другие методы 
построения разностных схем (см. [3], [11], [14]— [20]).

К гл. 8, § 25, п. 5. Насколько известно авторам, возможность использо­
вать дифференциальные приближения для исследования разностных уравне­
ний впервые заметил в 50-х годах А. И. Ж уков (сообщение на семинаре 
ИП М ), которому принадлежит рассмотренный здесь пример. Теория диффе­
ренциальных приближений, в которой изучаются асимптотические и группо­
вые свойства интересных классов разностных уравнений, построена
Н. Н. Яненко и Ю. И. Шокиным, Сиб. матем. ж. 10, № 5 (1969); Численные 
методы мех. сплошной среды 2, Лга 2 (1971). К этим ж е вопросам относятся 
статьи Н. Н. Кузнецова, ДАН 200, № 5 (1971); ДА Н  204, № 2 (1972); Ж ВМ  
и МФ, 12, № 2 (1972).
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К гл. 8, § 26, п. 1. Идея замораживания коэффициентов во внутренних 
точках предложена в цитированной выше статье Неймана и Рихтмайера (см. 
примечание к § 21).

К гл. 8, § 26, п. 2. . Признак К. И. Бабенко и И. М. Гельфанда был до­
ложен в их совместном с О. В. Локуциевским докладе на конференции по 
функциональному анализу в Москве в 1956 году. См. также [2] и примеча­
ния к гл. 13, помещенные ниже.

К гл. 8, § 27. Существует очень экономный по числу арифметических 
действий алгоритм вычисления коэффициентов конечного ряда Фурье, назы­
ваемый быстрым преобразованием Фурье. См., например, [3] или [11].

К гл. 9. См. книгу [15] и имеющуюся там библиографию; в сборниках 
статей и журналах постоянно появляются новые работы по численным ме­
тодам механики сплошных сред.

К гл. 10. Схема переменных направлений (12) из § 32 построена Д . Пис- 
маном и Г. Рэкфордом в 1956 году (см., например, [5] или [20]); схема рас­
щепления (7) из § 31 предложена Н. Н. Яненко, ДА Н  СССР 125, № 6 
(1959). В настоящее время схемы расщепления построены для многих основ­
ных задач математической физики. См., например, [5], [11], [17], [19], [20], 
монографию Е. Г. Дьяконова, Разностные методы решения краевых задач,
ч. 1 (1971) и ч. 2 (1972), изд-во МГУ, и имеющуюся там библиогра­
фию.

Относительно метода крупных частиц О. М. Белоцерковского и Ю. М. Д а ­
выдова и его приложений, помимо работы, цитированной в § 33, см. работы 
этих авторов в сб. статей ППММ, М., «Наука» (1971), и в Ж ВМ  и МФ 13, 
№ 1 (1973).

К гл. 11, § 34. Для разностного уравнения Пуассона в прямоугольнике 
самым экономным способом вычисления решения является быстрое преобра­
зование Фурье (см. примечание к § 27). Разностными схемами для уравне­
ний Лапласа и Пуассона в криволинейных областях, начиная от работы 
Л. А. Люстерника 1924 года, занимались многие авторы. См., например, [5], 
[12], [17] и имеющуюся там библиографию.

К гл. 11, § 35. Идея рассмотрения решений стационарных задач как 
предела решений нестационарных при возрастании времени впервые исполь­
зована в 30-х годах А. Н. Тихоновым.

Одна из разностных схем установления для расчета стационарного сверх­
звукового обтекания тел газом предложена С. К. Годуновым, А. В. З а б р о д и  
ным и Г. П. Прокоповым, Ж ВМ  и МФ 1, № 6 (1961). Интересно отметить, 
что обоснование устойчивости этой схемы, описанное в работе К. А. Багри- 
новского и С. К. Годунова, ДА Н  СССР 115, № 3 (1957), использует расщеп­
ление разностных операторов. Имеется ряд работ многих авторов в направ­
лении расчета стационарных задач установлением.

Один из первых эффективных методов ускорения сходимости при реше­
нии разностного уравнения Пуассона указал Л. А. Люстерник, Тр. Матем. 
ин-та им. В. А. Стеклова 20 (1947).

К гл. 11, § 36. Многочлены Чебышева для выбора оптимального набора 
итерационных параметров используются в различных задачах, начиная с работ
А. А. Абрамова, М. К. Гавурина, Фландерса и Шортли, относящихся к 
1950 году.

Новые результаты, библиография и обзоры с различных точек зрения 
итерационных методов решения разностных эллиптических краевых задач  
содержатся в книгах [5], [12], [17], [20]; в монографиях Е. Г. Дьяконова, 
Итерационные методы решения разностных аналогов краевых задач для 
уравнений эллиптического типа, Киев, 1970 (ротапринт); Г. И. Марчука и 
Ю. А. Кузнецова, Итерационные методы и квадратичные функционалы, Н ово­
сибирск, «Наука» СО, 1972 (ротапринт); в обзорной статье Р. П. Федоренко, 
УМН 28, № 2 (1973) и в др.
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К гл. 12, § 40. Стационарные решения часто используют для выяснения 
характера сходимости вблизи границ. См., например, С. К. Годунов, Матем. 
сб. 47 (89), 3 (1957).

К гл. 12, § 41, п. 4, Здесь использован написанный А. Ф. Филипповым 
п. 4 мз § 6 книги [16].

К гл. 12, § 41, п. 5. Выбор скалярного умножения (и, v) „ по формуле
а h

(21), по-видимому, впервые предложен Н. Миньо в 1953 году в частном слу­
чае разностного аналога уравнения теплопроводности с переменными коэф­
фициентами, а в более общей форме — в § 15 книги [16], где имеется также 
модифицированное изложение упомянутой работы Н. Миньо.

К гл. 12, § 41, п. 6. Первый из критериев устойчивости А. А. Самарского, 
приведенных в этом пункте, получается из теоремы 5, п. 6, § 1 гл. VI книги 
[17], если вместо гильбертова пространства рассматривать евклидово и поло­
жить р =  1. См. также п. 7, § 1, гл. VI книги [17].

К гл. 13, §42 . Понятие спектра семейства разностных операторов введено в 
книге [8], где авторы с помощью этого понятия, в частности, обосновали при­
знак К. И. Бабенко и И. М. Гельфанда устойчивости нестационарных задач  
на отрезке. Там же доказано, что расположение спектра семейства операто­
ров в единичном круге необходимо для устойчивости.

Теорема 2 получена В. С. Рябеньким, ДАН  СССР 185, № 2 (1969).
К гл. 13, § 44. Понятие ядра спектра семейства операторов введено

В. С. Рябеньким, ДАН СССР 185, № 2 (1969). Там же сформулированы тео­
ремы 1—4.

Теорема А. В. Соколова для случая скалярных коэффициентов А к, Bh 
опубликована в ДАН  СССР 208, № 2 (1973), а доказательство в общем слу­
чае матричных коэффициентов сообщено А. В. Соколовым после выхода ука­
занной статьи.

К дополнению. Здесь изложена часть статьи В. С. Рябенького, УМН 
26, № 3 (1971). В этой статье даны также некоторые приложения метода 
внутренних граничных условий к исследованию и вычислению решений раз­
ностных краевых задач в простых и составных областях.

А. В. Забродин и В. В. Огнева, препринт ИПМ АН СССР (1973), исполь­
зовали модифицированный ими вариант метода внутренних граничных усло­
вий для расчета нелинейной задачи теплопроводности на графах:
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А бсолю тное ядро, свойства 382
А дам са  схем а 160, 162
Алгоритм вычислительно неустойчивы й, 

прим ер 53
— дл я  вычисления реш ения разностной  

задач и  Д и ри хле 305, 307, 309, 313, 324
— прогонки 51, 52
А ппроксим ационная вязкость 236, 237
А ппроксим ация 92, 172
— диф ф еренци альн ой  краевой зад ач и  р а з­

ностной схем ой 91, 92, 96, 108, 172, 176

— порядка h ^ 96—98, 172, 174
— производной 77, 78, 103

Инварианты Рим ана 342 
И нтегральная ф орм ула Кош и, разностны й  

аналог 386—388
— — типа К ош и, разностны й аналог 386—

388
И нтегральное представ лен и е реш ения р а з­

ностной зад ач и  Коши 233 
И терационны е м етоды , выбор точности 311
— парам етры , оптимальны й выбор 309, 311
— — , нум ерация 317, 320
— —, чебы ш евский н абор  314, 315, 321 
И терационны й процесс Р и ч ар дсон а  314 
И терация с перем енны м  ш агом 313

Б абенко — Г ельф ан да признак 242 
Б елоцерковского — Д авы дов а м етод  круп­

ных частиц 297, 395

Вариационны е м етоды  оценки собственны х  
значений 360 

В ы глаж ивание реш ения разностной задач и  
236

Г одунова р азностная  схем а 280 
Граница сеточной области 386 
Граничны е условия внутренние 388
— — разностной схемы , примеры п остр ое­

ния 204, 205

Д и ф ф ер ен ц и ал ьн ая  краевая за д а ч а , о б о б ­
щ енное реш ение 267, 270, 272, 274

— — —, сим волическая запи сь 82—84
— — — эллиптическая 298 
Д и ф ф ер ен ц и ал ьн ое пр иближ ение р азн ост­

ного уравнения 237, 394
— уравнение дивергентного вида 280 
Д у гл аса  — Р эк ф ор д а  м етод  320

З а д а ч а  Коши для  волнового уравнения, 
аппроксим ирую щ ая разностная  схем а 229

— — для  уравнения теплопроводности , ап ­
проксим ирую щ ие разностны е схемы  188,
189

— м одельная 209; 250
— о р а сп а д е  разры ва 273, 281
— эволю ционная 221, 328 
Зам ор аж и в ан и е коэф ф ициентов во внут­

ренних точках 240

Коши интегральная ф ор м ул а , разностны й  
аналог 386—388

— р азностная  зад а ч а  221, 233
К раевая за д а ч а  диф ф ер енци альн ая  — см. 

Д иф ф ер ен ц и ал ьн ая  краевая зад ач а
— — общ ая дл я  систем  разностны х урав­

нений на сеточном  отр езк е , усл ови е х о ­
рош ей обусл овл енности  48

-------  разностная  — см. Р азн остн ая  краевая
зад а ч а

Критерии С ам арского устойчивости р а з­
ностны х схем  362, 363

Критерий хорош ей обусловленности р а з ­
ностной краевой задач и  42, 44, 60

К уранта, Ф ридрихса и Л еви условие 211, 
212, 217, 219

Л ак са теор ем а эквивалентности 394 
Л инейное пространство норм ированное 87

Мера обусловленности системы  линейны х  
уравнений 40 

М етод внутренних граничны х условий 384, 
389

— Д у гл аса  — Р эк ф ор да  320
— конечны х р азностей  11, 84, 276
— крупны х частиц Белоцерковского — Д а ­

вы дова 297, 395
— неоп ределенны х коэф ф ициентов 191
— Ньютона 169
— прогонки 51, 53, 67, 70, 169, 393
— —, варианты  393
— —, история 393
— —, обосн ов ан и е 56—65
— —, оценка прогоночны х коэффициентов  

65
— ралаксационны й Ф едоренко 324—326
— сеток 84
— стрельбы  55, 167
— установления 305
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М етод характеристик 276—278 
М одельная зад а ч а  209, 250

Н евязка 92
Н ейм ана м етод  и сследования эволю цион­

ных разностны х зад ач  221
— спектральны й признак устойчивости  

разностной зад ач и  Коши 222, 223, 229, 356
Н орм а 87, 88, 101, 115-118 , 330, 334, 355
— линейного опер атор а 127
— энергетическая 256, 361, 362 
Ньютона м етод  169

О бобщ ен н ое реш ение диф ф еренци альн ого  
уравнения 267, 270, 273, 274

О бусловленность, хорош ая обусл овл ен ­
ность 39

О ператор граничного проектирования 388,
389

— п ер еход а  334
— —, конструирование 343
— — , оценка норм степ еней 334 , 355 , 369
— —, оценки собственны х значений 359, 

360
— —, признаки сам осопр яж енн ости  358
Ош ибка округления 53, 57, 67, 107, 144, 317

П арсеваля равенство 233, 253
П орядок  р азностного уравнения 18, 21
— точности р азностной схемы  72, 75, 90, 

120, 145
П р еобр азов ан и е Ф урье бы строе 395
П ризнак Б абенко — Гельф ан да устойчиво­

сти нестационарны х зад ач  на отрезке  
242, 396

— устойчивости разностной схемы  д о ст а ­
точный 134, 234, 336, 339, 344, 358, 362

— — — — н еобходим ы й 338, 339
— — разностны х схем  реш ения задач и  Ко­

ши 123, 234, 235
— — спектральны й — см. Спектральный  

признак устойчивости
— хорош ей обусл овл енности  40—42, 44, 60
П ризнаки сам осопр яж енн ости  разностны х

операторов 358
П ринцип зам ор ож енны х коэф ф ициентов  

236, 240, 241
— м аксим ум а 177, 263, 300
П рогонка 51, 52
П р оизводная, зам ен а  разностны м и отнош е­

ниями 103

Разностная  зад а ч а  Коши 221
— — —, анализ устойчивости 224—231
— — —, интегральное представлен ие р е­

ш ения 232, 233
— — —, спектральны й признак устойчи­

вости Н ейм ана 222, 223, 229, 356
— — —, условия устойчивости 221, 233, 

235
— краевая зад а ч а  общ ая  389
— — —, приемы построения 183
— — — , признаки хорош ей обусл овл ен н о­

сти 40—43
------------ с возм ущ енны м и коэф ф ициентам и,

оценка реш ений 56, 58, 59
— — — , сим волическая запи сь 88
— — — устойчивая 175, 176
— — — хорош о обусл овл енная  39, 56, 64
— схем а абсолю тно устойчивая 26G
— — А дам са 160, 162

Р азностная  схем а Годунова 280
— — диверген тн ая 279, 280, 282
— — дл я  волнового уравнения 229
------- дл я  задач и  Д и ри хле 190, 217, 218,

298, 302
— — — — о колебаниях струны 259
— — для  интегрального уравнения 114
— — для  краевой задач и  91, 92, 108, 172, 

176
— — для  системы  уравнений акустики 341
— — дл я  уравнения с разрывны ми к оэф ­

фициентам и 393
— — — — с частными производны ми 171 
_  _  _  _  теплопроводности 188, 189, 254,

257, 305, 306, 329, 339—340
— —, каноническая запи сь 125, 133, 333
— — консервативная 280
— - -  негибкая 188
— — неустойчивая 81
— — неявная 265, 266
------- перем енны х направлений 288, 296, 395
— —, порядок точности 72, 75, 120, 145
— —, построение граничны х условий 204
— —, — на основе интегрального закона  

сохранен ия 274 , 276 , 278
— — предиктор-корректор — см. Р а зн ост ­

ная схем а с пересчетом
— —, приведение к каноническом у виду  

334, 335
— —, приемы  построения 103, 105, 157, 172, 

173, 183, 191, 204, 274, 276, 278, 284, 394
— — , признаки устойчивости 123, 134, 136, 

138, 211, 219, 221, 222, 2 3 3 -235 , 336, 338, 
339, 357, 358, 362

— —, проверка сходим ости 71, 91, 108, 172
— —, р азби ен и е на подсистемы  100, 102
— — расщ епления 284, 286, 289, 297, 395
— — Р ун ге — К утта 105, 157, 158, 162
— — с искусственной вязкостью  276
— — с пересчетом  105, 201, 202, 282, 394
— —, свойство дивергентности 279 , 280 , 282
— — сход я щ ая ся  87, 89, 108, 171, 172, 176
— — , точность задан и я  145
------- установления 306, 307, 309, 395
------- устойчивая 106, 107, 124, 175, 176
— —, устойчивость относительно ош ибок  

округления 393
— — Эйлера 105, 109, 157, 158
— — эконом ичная 289
— — явная 262, 266 
Разн остн ое уравнение 15, 16
— — второго порядка 18, 25
— — --------, ф ундам ен тальн ое реш ение 29
------- , диф ф ер ен ц и альн ое приближ ение 237,

394
------- , скорость сходим ости реш ения 75, 108
Разностны й аналог интегральны х ф орм ул  

Коши и типа Коши 386 "
Р асп ад  разры ва 273, 281
Р асщ епл ение по физическим  факторам  297
Релаксационны й м етод  Ф едоренко 324 —326
Р им ановы  инварианты  342
Ричардсона итерационны й процесс 314
Рунге — Кутта схем а 105, 157, 158, 162
Р яд  Ф урье для сеточной функции 250

С амарского критерии устойчивости р азн о­
стных схем  362, 363 

С ам осопряж енность оператора 361 
Сетка 11, 16, 84, 278 
С еточная ф ункция 38, 84, 8 6 -8 8
— —, р азл ож ен и е в конечный ряд Ф урье 

252, 261
Скорость сходим ости реш ения р азностного  

уравнения 75, 108, 176



400 П Р Е Д М Е Т Н Ы Й  УК А ЗА ТЕЛ Ь

С охоцкого — П лем еля условие 384, 388
Спектр семейства операторов , алгоритм  

вычисления 372, 373, 379
— — —, оп р еделен и е 3G7, 368
------- — , ядро 380
Спектральный критерий ограниченности  

степеней сам осоп р я ж ен н ого  оператора  
357

— признак Н ейм ана устойчивости р азн о­
стной задач и  Коши 222, 356

— — ограниченности степеней оператора  
355

— — устойчивости р азностной схемы  136, 
138, 139, 221, 223, 229, 356, 357, 364

С хем а перем енны х направлений 288, 309, 320 
kС ходи м ость порядка h 90, 108, 172

— разностной схемы  87, 89, 108, 171, 176

Теорем а о включении ядра спектра в 
спектр 381

— о связи м еж д у  аппроксим ацией, устой­
чивостью и сходим остью  108, 176, 393

— о совпадении ядра спектра со спектром  
383, 396

— о структуре спектра сем ейства оп ер ато­
ров 379

— об  инвариантности ядра показателя  а 
383

— об устойчивости возм ущ енной схемы  
145

— эквивалентности Л ак са 394
Теоремы  о свойствах абсол ю тного ядра  

382, 383
Точка спектра оператора 368
— — сем ейства операторов  366, 368

У словие К уранта, Ф ридрихса и Л еви 211, 
212, 217, 219

— на линии разры ва реш ения 271
— С охоцкого — П лем еля 384, 388

У стойчивость алгоритмов 53 , 67—70, 147, 
148, 317—320

— внутренних граничны х условий 389
— нелинейны х за д а ч , прием исследования  

155, 241
— р азностной задач и  Коши, н еобход и м ое  

и д остаточ н ое усл ови е 233, 235
_  _  — — относительно возм ущ ения н а ­

чальных данны х 222
-------- схемы  81, 106—108, 124, 175, 176, 355,

394
— — —, количественная характеристика  

149

Ф едоренко релаксационны й м етод  324—326 
Ф ун дам ентальное реш ение 22, 29, 80, 385
— — ограниченное 31—33
— —, оценка 30—35
— — р азн остн ого  ур авнения 22, 29, 385
— — системы  р азностны х уравнений 385
— —, условие ограниченности 22 
Ф урье бы строе п р еобр азов ан и е 395
— ряд для  сеточной функции 250

Х арактеристическое уравнение 26

Ч астная п р оизводная, зам ен а  разностны м и  
отнош ениям и 183, 184

Э волю ционная зад а ч а  221, 222, 328, 364, 370 
371

Эйлера схем а 105, 109, 157, 158 
Э нергетическое неравенство 255

Я дро показателя  о спектра сем ейства опе^ 
раторов 381, 396


