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SO‘ZBOSHI

Matematik analizfaniningfunksional ketma-ketliklar, funksional
gatorlar, xosmas integrallar, parametrga bog 1ig bo ‘lgan integrallar
bo'limlarini o'zlashtirishda talabalar ancha giyinchiliklarga duch
keladilar, bu ularning yuqoridagi bo ‘limlar bo yicha miso! va
masalalarni yechishida yaqqol ko finadi.

Mazkur qo ‘llanmani yozishda talabalarda ko ‘rsatilgan
bo limlarga oid misol va masalalarni samarali yo 7 bilan yechish
ko'nikmalari hosil qgilishni 0z oldimizga magsad qilib qo'ydik va
go ‘lanma talabalar uchun doimiy maslahatchi bo 1ib qolishiga umid
gilamiz.

0o ‘quv qo 1lanma to Tt bobdan iborat bo 1ib, birinchi bobda sonli
gatorlar, ikkinchi bobda funksional ketma-ketliklar va funksional
gatorlar garalgan. Qo 1lanmaning uchinchibobixosmas integrallarga
bag'ishlangan va, nihoyat, to‘rtinchi bobda parametrga bogfiq xos
va xosmas integrallar garalgan. O z navbatida, har bir bob tegishli
paragrqgflarga bo fingan bo f1ib, har bir paragraf mavzuga taalluqli
asosiy ta riflar, tasdiglar va teoremalarni o z ichiga oladi, shuningdek,
ularning har biri an ‘anaviy misollarni batafsil tahlil qgilish bilan
yechish orgali namoyish gilingan. Qo 1lanmada jami 220 ga yaqin
misol va masala yechilgan, 800 gayaqin misol va masala esa mustaqil
yechish uchun tavsiya qilingan va ularning javoblari ham berilgan.

Ushbu go 1lanmani yozishga bizni undagan narsa ko p yillar
mobaynida Alisher Navoiy nomidagi Samargand Davlat universitetida
matematik analiz kursidan olib borgan ma ’ruza va amaliy
mashg'ulotlarimizda orttirgan tajribamiz natijasidir. 0 ylaymizki,
go ‘llanma oz o ‘quvchilarini topadi va boshga mavjud o ‘quv
adabiyotlari gatorida matematik analiz kursining aytib o'tilgan
bo ‘limlari bo yicha ularga bilimlarini oshirishga ko mak beradi.

0] ‘quv go ‘llanma haqidagi fikr-mulohazalar, undagi mavjud
kamchiliklar bo yicha hamkasblarimizning takliflarini mamnuniyat
bilan gabul gilamiz.

Mualliflar



| BOB

SONLI QATORLAR
1- §. Yagqinlashuvchi gatorlar va ularning yig ‘indisi

Ushbu sonlar ketma-ketligi berilgan boisin:
aj,a2,...,an,—

1.1- ta’rif. Quyidagi a, +a2+...+an+...ifodaga sonli gator yoKki

cheksiz sonli gator deyiladi va gisqacha a,,kabi belgilanadi:

Pl

Y ja,,=aj+a2+..+an+..., (u)
bunda ava2...ai{.. gqatorning hadlari, anesa gatorning umumiy hadi
deyiladi.

(1.1) sonli gatorning hadlaridan ushbu

Sl=al, S2=at+a2, S3=iij+a2+flj,...Sn= +u2+...+cn,..

yig‘indilar ketma-ketligini tuzamiz. Bunday tuzilganjS~}
yig‘indilar ketma-ketligi (1.1) sonli gatorning qismiy yig‘indilar
ketma-ketligi deyiladi. Bundan keyin sonli gator deyish o‘rniga
gator deymiz.

1.2-ta’rif. Agarn —o00 da(1.1) gatorning{S,,} qismiyyig‘indilar
ketma-ketligi chekli limitga ega, ya’ni

limSn=S

boisa, u holda (1.1) gator yaginlashuvchi deyiladi. Bu limitning
giymati S son esa (1.1) gatorningyig indisi deyiladi va u quyidagicha
yoziladi:

S =at+a2+...+an+... =
n=l|

1.3-ta’rif. Agarn—00 da(1.1) gatorning{.S'n} gismiyyig‘indilar

ketma-ketligining limiti cheksiz boisa yoki mavjud boimasa, u holda
(1.1) gator uzoglashuvchi deyiladi.
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Qator gismiy yig‘indilari ketma-ketligining limitini topishda bu
ketma-ketlikning umumiy hadini qulay shaklga keltirish muhim
ahamiyatga ega. Buning uchun ko ‘p hollarda quyidagi formulalardan
foydalatiish magsadga muvofiq boiadi:

Wn+1
® x=I| bolganda,
I-x I-x (A)
n, x =1 bo‘lganda;

1 +nx"-l>-_(1+n_2>_<_"_’ x*1 bolganda,

Bn(x) = 1+ 2x +... +nxn1= (X)) ®
«(«+1

’ x =1bo‘lganda;

Cn(X) =X +X3+...+x 2 «"bo-fe-nda, (D)

+n, x =1 bolganda;

Dn(x) = 1+ 3x2+...+ (2n-1)x 22 =
1+ X'2 (2W-|:5\X2n+2 -(2w+ I)XZn
(1-x2)2+ (1-x2)2

n\ x =1 bolganda.

‘ %1 bolganda, (E)

(A) formula maktab matematika kursidan ma’lum bo ‘lganligi
uchun uni isbotsiz, (B), (D) va (E) formulalarni esa isboti bilan
keltiramiz.

Bizga ma’lumki, x=1 bolsa,

=14 2434 = ()

boladi. Endi x | bolsin. Buholda(B) tenglikningikkalatomonini
x ga ko ‘paytirib, hosil bolgan tenglikni B (x) dan ayiramiz:

(1-x)Bn(x) = | + X+ x2+...+ X" 1- nx" = I-x -n-x

I-x

hundan
B 1 n-xn-(I+n)x"
T @-x)1 I-x (1-x)2 (I-x)2 (I-x)2
ya’ni talab gilingan formulani olamiz.

B.M)
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(D) formulani isbot gilamiz. x =%1 bo‘lsin, u holda
C.()=1+1+..+1=n,C,(-I)=—1-1—..-1=—A
bo‘ladi. x ®£1 bo‘lsin. Buholda ham tenglikning ikkala tomonini x
ga ko‘paytiramiz:
XCn(x) —x2+x4+..+x2n
Oxirgi tenglikning o‘ng tomoniga (A) formulani qoilab, quyidagiga
ega boiamiz:
17 X 2"
XCn(x) =x2- ---—-- r,
1-«x
Bundan (D) formula o ‘rinli ekanligi kelib chigadi.

(E) formulaning o ‘rinli ekanligini isbotlaymiz. x =+1 boisin, u
holda
en(xl) =1+3+5...+(2n-1) =n2.

Endi x¢p£1 boisin. Bu holda D (x) ning ikkala tomonini x2ga
ko ‘paytirib, hosil boigan tenglikni Dn(x) dan ayiramiz:

(1- x2)Dn(x) = 1+2x2+ 2x4+...+ 2x22- (2n- )x2' =
1
= 14 2X2 - v ~(2n-1)x2n
Bu yerdan (E) formula o ‘rinli ekanligi kelib chigadi.
1.1-teorema. Agar (1.1) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
lima,,=0 1.2)

boiadi.
Eslatma. (1.2) shart gator yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun zaruriy
shart boiadi, lekin yetarli shart bolmaydi. Agar gatorning umumiy

hadi nolga intilmasa, ya’niHman ®0 bo‘lsa, (1.1) gator uzoglashuvchi

boiadi.
1.1-misol. UshbuX 1 qgatorni yaginlashishga tekshiring.
wi vM

Vechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadian = /Lning limitini
nn

topamiz: liman=Ilim L =0.
B-»~ Mme°nln



Qator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti (1.2) bajarilayapti, lekin
berilgan gator uzoglashuvchi, chunki
« 1 n
Sn='V r- >n =Vh,limVvi=
i=l Vi vn
bundanlilz&g',, =°° . Demak, 13- ta’rifga asosan, berilgan qgator

uzoglashuvchi.

r2n2~3Y

1.2- misol. i i i iring.
miso V2”2+1y gatorni yaginlashishga tekshiring

Yechillshi. Berilgan gatorning umumiy hadini quyidagi

ko‘rinishda yozamiz: an= /

1+ ?
2n

\2

Ikkinchi ajoyib limitdan foydalanib,n —°° da a ning limitini

iz: h =h 2n =N — *
topamiz: Ilman—!(!;pol_ - =e2*0.

!V -
62
I n

Qator yagqginlashuvchi boiishligining zaruriy sharti (1.2)
bajarilmaydi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.
1.3- misol. Hadlari geometrik progressiyadan iborat bo‘lgan

\Y

N bg" =b+bq+bg2+...+bg"~" +...

n=0
gatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. g~ bo‘lsin, (A) formulaga asosan, Snqismiy
yig'indini topamiz:

Sn=b+bg+bqg2+...+bgnl= b bq
1—q 1 ¢
Bu yerda berilgan gatorning yig‘indisini topish uchun bir nechta holni
garash lozim:



I.blcl bo‘lsa,limg®" =0 bo‘ladi.ti— da S ning limitini

topamiz:

S—IlmS,—Ilm
e 1-9 1-9 1-q

Demak, S :—-—b--- chekli son boiganligi uchun berilgan gator

yaginlashuvchi.

2. K¥|>1 bo‘lsa,lim g" =+00 . Buholda

S:H%SHZHE

bo‘lib, berilgan qator uzoqlashuvchi boiadi.
3.9=1 bo‘lsa, =1i#-nboiadi.n damning limitini topamiz:

1-9 1-9

S =IlimSn=Ilimnb ="°°.
n—00 n—00

Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.
4.9 =—1boisa,Sn=b-b +b-b +..+(-1)" 'b.n—»°°d a ning
limitini topamiz:
] M0, agar n-juft bo‘sa,
lim S .
=@ n [b, agar n- toq boisa.

Bu holda Snning limiti mavjud emas. Demak, ta’rifga asosan,
berilgan gator uzoglashuvchi.
Shunday qilib, berilgan gator |9|<1 boiganda yaginlashuvchi,

\q\>1boiganda esa uzoqglashuvchiboiadi.
1.4- misol. Ushbu gatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

N
NE NV IS
3"
Yechilishi. Berilgan gatorning n- gismiy yig‘indisi
P (—1) L iL
3 9 277
boiadi. S ni (A) formuladan foydalanib, quyldaglcha yozib olamiz:



Endi, n —°0 da limitga o‘tib, S ni topamiz
iY 3

f
S =lims, = lim 3_3
4

44y
Demak, 1.2-ta’rifga asosan, berilgan gator yaginlashuvchi.
1.5- misol. 1-6 +27 —..-t-(—)”_I-3n+... gatorni yaqginlashuv-
chilikka tekshiring
Yechilishi. Berilgan gatorning n- gismiy yig‘indisi
Sn=1—6+27-...+(—)"™1 3n
boladi. S nitopish uchun (B) formuladax ni-3 bilan almashtiramiz:
(-3T -(1+8B).(-3)- = 1I'1 H
S = -+-
1_(3)r IftL J
Cnear (1_(_3))

Agarn =2k,ke N bo‘lsa,SZkz-16 [1—9*(8fc + )] bodadi.

Agarn=2k- l,Lke N bo‘lsa,52W = 1-é~[|+32" 8n-3)] bo‘ladi.
Bu yerdan
limSXx =—2°limSXt=+°°

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, 1.3- ta’rifga asosan, berilgan gator
uzoglashuvchi.
1.6- misol. Ushbu gatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

1 3 5 2n-1
-+ ~H-r+.H—— K...
2 2 2 2n

Yechilishi. Berilgan gatorning n- gismiy yig‘indisini quyidagi
ko'rinishda yozamiz:



(E) formuladax = deb belgilasak, u holda gatorning n- gismiy
yig'indisi
2n-\" 2n-I
2- 2.
ko ‘rinishga ega bo‘ladi. n -> °° da limitga o ‘tib, S ni topamiz:
+l . 2n-I
m , =

. 2
§=1imS =3+Iim n. -li
2 -~ 2"

3.
Demak, 1.2- ta’rifga ko‘ra, berilgan gator yaginlashuvchi.

1

A +JIZij+~ gatorni yaginlashuvchilikka

i 1
1.7- mlsol.-J +

tekshiring.
Yechilishi. Berilgan gatorning hadlari geometrik progressiyani
tashkil etganligini e’tiborga olib, uning umimiy hadini topamiz:
ii\24
a, =
V5 /
Endi gatorning gismiy yig‘indisini (D) formuladan foydalanib
hisoblaymiz:

1

V5 /
[i\24

25
[2\2 94

e,

Bu yerdan



lim Sn=|imz1r > )
n—>00 «—>00 V5/ 24

Demak, 1.2-ta’rifga asosan, berilgan gator yaginlashuvchibo ‘ladi
va uning yig‘indisi S="'—.

1.2- teorema. Agaristalganne N uchun (1.1) gatorning umumiy
hadia,=b - b % ko‘rinishda tasvirlansa va

liggp = b (1.3)

chekli limit mavjud bo‘lsa, (1.1) gator yaqinlashuvchi va uning

yig‘indisiS-b - bgatengbo‘ladi,ya’ni X a»=X “ K+i) =bl-b
ji=1 nl

Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra (1.1) gatorning Snqismiy
yig‘indisini quyidagi ko ‘rinishda yozamiz:

=1 k=i
(1.3) shartga ko‘ran — da limitga o‘tib, S yig‘indini topamiz:
S =;[l|9rg8n=l«|9mw((;, -bnH)=bl-b .
Bundan esa teoremaning isboti kelib chigadi.

1.8- misol. Ushbu gatorning yaginlashuvchiligini ko ‘rsating va
yig‘indisini toping:
, (an-1,-2,-3,...)
N (at«)(atn+tl)
Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadini

1
(a+n)(a+n+1)

ko‘rinishda yozamiz, bunda/? = - - . 1.2-teoremaning hamma
a-+n

shartlari bajariladi. Hagigatan ham,

an =bn- b+, limbn=1lim-4 w®w=0=/>*>= 1
a+n 1+a
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Demak, berilgan gator yaginlashuvchi boiib, uning yig‘indisi

s=y _ 1 =1
i~i(a+n)(a+n+1) 1+a '

1.9- misol.» (y/n+2- 2Tu+T + n/nj gatorning yaginlashuvchi-
Hl

ligini ko ‘rsating va yig‘indisini toping.
Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadini quyidagi
ko‘rinishda shakl almashtiramiz:
an- \fn +2 - 2a/ii~+T+yfii = {4A-~4f+T)-
- (WA+1-Tun+2)=H-bnH,

bunda/? =na[n- sfn+1 .Endin—aoda e ning limitini topamiz:

limon=limQfn-~n +I):hm —0 —b.
n->%o -V | '«“Yu+nan+l
1.2- teoremaning hamma shartlari bajariladi. Demak, berilgan
gator yaginlashuvchi va uning yigindisi S = boiadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Qatorlarning yaginlashuvchiligini ko‘rsating va yig‘indisini
toping:

7 Y QP S S— K. m
1-4  4-7 (31-2)-(31 + 1)

3.1 1 il v H 1 H
1-2-3-4 2-3-4-5 n(n +1)(n +2)(n +3)

ji4 3 5 2n+1
22-Y +"+V-(n +1f +"

12



1.6.
I-(I+m) 2-(2+mj n-(n+m)

17.1--+ + . +..+18.£
5 5 5 ti(2n-1)22n+1)2

1.9. lH—})-+].H— f
n/3 3n/3 v3/
3 8 ... n2-1
1
16n2—8n —3 A36n2+12n —35

1-
113.5> g .L14£ 1o,

n=2 n

Nl 3
118 SN gncos g« |
n=1 L n
Qatorlar uchun qgator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti

bajarilmasligini ko ‘rsating:

Y
1.16. L= 3n3+ 4

1.19. y sinna, bunda a®nT, me Z .1.20. X

2=1
w+ -

1.21. ; VO,002. 1.22.; (n +l)arctg
n+2

1 n=1



V «3+1 . .1 1I3n+5

1-23. X arcsm—&- . 1.24. J -
ttn +3 n2+ 2 ~V6n+7
VI , w+4

I 25° § (-'> ,,+3-
Misollarning javoblari

1.1.8=1.125=1.13. S=— .14. S=1 .15.S=5
3 18 36

16. §—111+1+ +1 17 s=5 18.5=1 .
my 2 mJ 6 8

111, S=1 .112. S=2
4 21

19. S=3U 3+1). 1.10. 5=3
2" ) 4

1.13.S =- In2. 1.14. S =-In3 .1.15.S=-25in2 .

2- 8. Yaginlashuvchi gatovlarning xossalari

2.1- xossa. Agar (1.1) gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, can qator

n=1

ham yaginlashuvchi va

‘¢cari=c”Nan

tenglik o‘rinli boMadi (c - ixtiyoriy o'zgarmas son).

00

2.2-xo0ssa. Agar va” bn gatorlar yaginlashuvchi bo‘lsa,
« p=]
X ) gqator ham yaginlashuvchi va
t(a,xn)=£fa, t£fc,
m #5

tenglik o ‘rinli bo‘ladi.

14



2.1-eslatma. (2.1) tenglikning chap tomoni yaginlashuvchiligidan
uning o‘ng tomonining yaqinlashuvchiligi har doim ham kelib

chigavermaydi. Masalan, umumiy hadlari an=n+~, bn=-—n
00 00 I
bo‘lgan gatorlar uzoglashuvchi, lekin +Mn) =Y,
n=1 n=I J

yaginlashuvchi geometrik gator.
2.1- misol. Ushbu gatorni yaqginlashishga tekshiring:

Mx" (x:<1, M — o°‘zgarmas son).
«

Yechilishi. Berilgan gatorning n- gismiy yig‘indisi

Sn=VY Mxk=M +Mx+Mx2+...+Mx" =M {\+x+...+xn)=M ~ x k.
k0 *0

Bundan, (A) formulaga asosan

M M x M Mr“iN M
5,, S~=mmmmee- . mﬂ, ] = .
1 1—x *“x% «*” 1—x =X 1—X
Demak, 2.1- xossaga asosan berilgan gator yaginlashuvchi va
o M
Y ,Mx" =m |V =
n=r n=n 1 'x

o ‘rinli bo ‘ladi.
1.1
'3‘;' 1‘5‘,, gatorni yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi. 2.2- xossaga asosan qatorni yaqinlashishga

tekshiramiz. vaX,.,, gatorlarning n- gismiy yig‘indilarini

n=1* n=l *

topamiz va ularning limitini hisoblaymiz:



)()n va X7 gatorlar yaqinlashuvchi, u holda 2.2- xossaga

n=13 n=1"

asosan’[‘ . gator ham yaginlashuvchi va uning yig‘indisi

—1
H 3" 5"

S=1lim(S'+S")=—+ 1=3.
»*uv " n 2 4 4
2.1-ta’rif. (1.1) gatorning birinchi m ta hadini tashlasak, u holda
hosil boigan ushbu

a, .+ +...+a.+..= X a, (2.2)

n=m+l
gator (1.1) gatorning m ta hadidan keyingi qoldigf deyiladi.

2.3- xossa. Agar (1.1) gqator yaginlashuvchi boisa, uning istalgan
goldig‘i (2.2) ham yaqginlashuvchi boiadi va, aksincha (2.2) istalgan
goldig‘ining yaqinlashuvchiligidan berilgan (1.1) gatorning ham
yaqginlashuvchiligi kelib chigadi.

Natija. Agar (1.1) gator yagqginlashuvchi boisa, uning

m=aml+am2+e= X a* qoldigi m—o00 da nolga intiladi.

n=m+1

2.2- eslatma. Qatorning chekli sondagi hadlarini olib tashlash
yoki qatorga chekli sondagi hadlami go ‘shish bilan uning yaginlashish
xarakteri o‘zgarmaydi.

1 1 1

2.3-misol.- + "2 +eee+ 2+ "' gatorning qoldig‘ini yaginlashishga
tekshiring.

Yechilishi. Ma’lumki, bu geometrik gator yaqginlashuvchi. Bu
gatorning m - hadidan keyingi qoldigini tuzamiz:

Sl e e A

Qoldiq gatorning «-gismiy yig‘indisini hisoblaymiz:



bunda m — tayinlangan son. Shuning uchun qoldiq gator
yaginlashuvchi bo‘ladi. Natija tasdig‘ining to‘g‘riligini ko ‘rsatish
uchun

1
22mH \
1--7Z
2
ni topib, m —°° da limitga o ‘tamiz:
limr =Ilim % =0.
m— mo>- 27
(1.1) gator hadlarini guruhlab, quyidagi gatorni tuzamiz:

(a, +a2+...+an)+(«,,+, +a,i2+ - +ah)+...+
bundan,,n2,...(n, <n2<...) larnaturalsonlarketma-ketliginingbiror

{nk} qismiy ketmaketligi bo‘lib, k — da

2.4-xossa. Agar (1.1) gator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
C bo‘lsa, uning hadlarini (o‘rinlarini o‘zgartirmasdan) guruhlash
natijasida tuzilgan

= X (ad-H +Uk 42+ - + irk) (2.3)
=

gator ham yaqginlashuvchiva uning yig‘indisi ham C gateng bo ‘ladi.
2.3- eslatma. Bu xossaning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni (2.3)
gatorning yaqinlashishidan (1.1) gatorning yaginlashishi har doim

ham kelib chigavermaydi. Masalan, X (~*) qgatoruzoglashuvchi,
n=1

lekin uning hadlarini ikkitalab guruhlashdan tuzilgan
(1- D+ (1- )+ ..+ (1- D)+.. gator — yaqginlashuvchi.

2.5- xossa. Agar (1.1) gatorning hadlari musbat va uning hadlarini
guruhlash natijasida tuzilgan

@ Ral
A»bunda A, = X ai(Pi=1 P\<P2<-)
"=l i=p,,

gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, (1.1) gator ham yaginlashuvchi bo ‘ladi.
2.4- misol. Ushbu gatorni yaqinlashishga tekshiringu~~.
a lib 1l KUTUEXOnaSlI
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1 1

V2 +2V3 +3M + + aVAT+I+ !

Yechilishi. Berilgan gatorning hadlarini guruhlash natijasida hosil
boigan

1 1 1 1 1.1 1
+ - + —i=r+—i=+—" +
y/2 2n/3 3n/4 ) 1475 5pn/6 6n/7 7n/8
1 1 *)
8n/9 15n/T'6 2"nl2"+1 ...
gatorni garaymiz. Bu (*) gqatorning har bir hadini baholaymiz:
1 J J_ 1 2 _ 1
2n/3 +3n/4 <202 +30/3<VF _ V2’
1 1 1 1 1 1 4
4n/5 5n/6 +6T7+7n/8 <4n/4+"'+
1 1
<
2-VrTlI T (2" jprtf " (72)”

(*) qatorning {S,,}gismiy yig‘indilar ketma-ketligi uchun quyidagi
baholarga ega boiamiz:

1 1 1 1
+-=+ -

S 2"+1-1)n/2~ V2 nl2 (vai:

1 1 i f 13_ |1T 1 1
(12)" 'V I2+w2+ 'I"'+ + ~n/l2+ n/2"

{«S,} ketma-ketlik monoton o‘suvchi va yugoridan chega-

ralangan, uholda(*)qatorning {S,} qismiy yig‘indilar ketma-ketligi
chekli limitga ega bo‘ladi. 1,2-ta’rifga ko‘ra, (*) gator yaginlashuvchi.



Demak, 2.5- xossaga asosan berilgan gator yaginlashuvchi.
2.1- teorema(Koshi kriteriysi). (1.1) gator yaginlashuvchi bo ‘lishi

uchun istalgan musbat e > 0 son olinganda ham shunday nO(s)e N

mavjud bo‘lib, barchan >n0(e) vape N laruchun

\Smp ~ Sn\ = \antl+an+2+- +amp\<£ (2-4)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
2.1- teoremaga ixtiyoriy gator yaqinlashishining Koshi kriteriysi
deyiladi.
2.4- eslatma. (2.4) shart bajarilmasa, ya’ni

3£0>0:\/kEN 3n>k3peN:

5,4 - Sn\=\anti+an2+-+ anp\>£0 (2.5)
tengsizlik o‘rinli bo‘Isa, (1.1) gator uzoqglashuvchi boiadi.

COSs Tl
2.5- misol. Koshi kriteriysidan foydalanib, g,_'i 0,, qatorning
=L ¢

yaginlashuvchiligini ko ‘rsating.
Yechilishi. Berilgan gator uchun (2.4) shartning bajarilishini
tekshiramiz:

I |cos(«+1) cos(«+2) cos(« + /?)]
i i 2WA 2m2 rYHp
N . . . - -
< L i‘ L Il : K..= L .
2mh 2 2pl 2, 2mP 2n

Endi berilgan Ve >0 songako‘ranO(e)=[-log2e]+1 deb olinsa,

barchan>n0(g) vape N laruchun Smp- Sn <e tengsizlik o‘rinli

bo‘ladi. Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan gator
yaqginlashuvchi boiadi.
2.6- misol. Koshi kriteriysidan foydalanib ushbu

00 1

X Jo + )i

gatorning uzoqlashuvchi boiishini ko ‘rsating.
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Yechilishi.e0= ~ deb olamiz. Faraz qgilaylik,/?=« boisin. U holda

barchane N laruchun

1 1
\S2n-SJ
mJn+1)(n+2) yl(n+2)(n+3)
1 1 1 I n 1
+ o » >—  H--- + ot . > - :
"2n(24+1) n+2 n+3 2n+l  2n+1 2_|_1 4

Demak, (2.5) shartga asosan, berilgan gator uzoglashuvchi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Qatorlarning gismiy yig‘indilari ketma-ketligini va yig‘indisini
toping:

3 +(-r 2 1 1
2.1. , 22
2 2m™l . 510-2 5n+3
1 1 2n+1
2312 nd et 24 KT 1y
n-yjn2-1
15 X 2.6. X

= (4n +5)(4n + 9)

Qatorlarning yaginlashuvchiligini Koshi kriteriysidan foydalanib,
ko ‘rsating:

10 10z 10
IQ sinx, sin2x_ o+ smnx,
3 32 3"

29 c0sSx—€0S2X + c0S2x—€0s3XxN " cosnx—cos(n+1)x

COSX l.cosx" COSX
ax 2 n
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2.11. IH—-H—— ...+ —+
2 32 n-

212 sin 1¢X sin 2x sin nx
2-4 3-5 (n+1)(n+3)

Koshi kriteriysidan foydalanib, quyidagi gatorlarning uzoqg-
lashuvchiligini ko ‘rsating:

2.13. 1+ 1+..+ 1+.... 2.14. 1+ 1—1-+ 1-+ -1-----1--I-
2 n 2 3 4 5 6
3 5 7 2n+1
2.16. _2+§+i+ _n_t;_+ .
5 8 13 n +4
*
2.17.In2+|n3+...+|nV
2.18.
n/T3 n/3"5 AN2n-V)(2n +1)
Misollarning javoblari
21. Sn=— — + , S=—
"8 Z_y 83 8
1 1
22,8, = ,S=
” 3 5n0+3
23 s 3 1 . 1
T4 02 n+l un+2;
1 7]
2.4, =1- ,S =1.2.5.
(«+1Y n+1
1
26 - 1 WX
9 4u+9 36
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3- 8. Musbat hadli gatorlar

3.1. Musbat qatorlarning yaqginlashuvchi boiishlik sharti. Biror

I X =ol+ a2+ - +an+... (31)

N=1

gator berilgan bo ‘Isin.

Agar an>0,(« =1,2,...) bo‘lsa, (3.1) gator musbhat hadli gator
yoki gisqacha musbat gator deb ataladi.

3.1- teorema. (3.1) musbat gator yaqginlashuvchi bolishi uchun
uning gismiy yig‘indilar ketma-ketligining yugoridan chegaralangan
bo‘lishi zarur va yetarlidir.

3.1- natija. Musbat hadli gatorning gismiy yig‘indilari ketma-
ketligi yugoridan chegaralanmagan bo‘lsa, gator uzoqglashuvchi
boiadi.

3.1- misol. Ushbu gatorni yaqginlashuvchilikka tekshiring:

c0s21 co0s22 cos2n
+ + .. H— — +....
1-2 2-3 «(« +1)

Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadi uchun quyidagi

—e— = chunki

tengsizlik o‘rinli: ak= -<
4 jioffc+1) *(*+1) k k+1

cosx < 1. U holda

s-Yy % 11— <
" hk{k+\)~h n+l
{Sn}qgismiy yig'indilar ketma-ketligi yugoridan 1 soni bilan
chegaralangan. Demak, yuqoridagi 3.1- teoremaga asosan berilgan

gator yaginlashuvchi.
3.2- teorema. Agar (3.1) gatorning hadlari monoton kamayuvchi,

ya’nia, >amd >0 («=1,2,3,...) bo‘lsa,u holda (3.1) gator bilan

( 2 kak =al+2a2+...+2kak +... (3.2)
k0

gator bir vaqtda yaqinlashuvchi yoki bir vagtda uzoqlashuvchi
bo“‘ladi.
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3.2-misol. Ushbu umumlashgan garmonik gatorni yaginlashishga
tekshiring:

Yechilishi. 1) p <0 boiganda berilgan gatorning uzoqlashuvchi
ekanligi 1.1-teoremadan kelib chigadi, chunki bu holda gatorning
umumiy hadin —°° da nolga intilmaydi.

2) p>0 bo‘lsin, u holda 3.2-teoremadan foydalanib, gator
yaqinlashuvchiligini tekshiramiz, chunki uning hadlari monoton

kamayuvchi, ya’ni ' >
np

boiadi. Buyerda bir necha hoi boiishi mumkin:

a) p>1boisa, u holda 2(p<i vak>§ A.-.Hii) cheksiz kamayuvchi
geometrik gator hosil boiadi. Bu qa_toor yaginlashuvchi va uning
1 _ 2 p~l
2k(p-i) ~ 2P 1-1
b) O<p<\ boisin, u holda 2U>1 boiadi. Shunga asosan,

X 2U P>geometrik gator uzoqlashuvchi boiadi.

k=0

d) p=1boisa, u holda 2(&t=1. Natijada 1+1+...+1+... gator
hosil boiadi. Bu gator esa uzoglashuvchi.

Shunday qilib, berilgan umumlashgan garmonik gator, 3.2-
teoremaga asosan, p>1boiganda yaqinlashuvchi,p< 1 boiganda
esa uzoqlashuvchi boiadi.

3.2 Musbat hadli gatorlarni taqggoslash haqgidagi teoremalar.
Ikkita
_aita2+ —+a,, tee> (3.3)
X A -bx+b2+..+bn+... '(3.4)

musbat gatorlar berilgan boisin.
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3.3- teorema. Agar n ning birorn0(n0>1) giymatidan boshlab
barchan >n0 laruchuna,, <bntengsizlik o‘rinliboisa, (3.4)gatorning

yaqinlashuvchi boiishidan (3.3) gatorning ham yaginlashuvchi
boiishiyoki (3.3) gatorning uzoglashuvchi boiishidan (3.4) gatorning
ham uzoglashuvchi boiishi kelib chigadi.

3.4- teorema. Agar« —>o0 da » (an - k > o) hisbat

lima—=k (0 <£< +00)

limitga ega boisa, u holda:

a) k <-H» boiganda (3.4) gatorning yaginlashuvchi boiishidan
(3.3) gatorning yaqinlashuvchi boiishi;

b) k>0boiganda (3.4) gatorning uzoglashuvchi boiishidan (3.3)
gatorning ham uzoqlashuvchi boiishi kelib chigadi.

3.2- natija. Agar

lim-" =k
ti— h

n

limito‘rinliboiib,0<k<®°° boisa,(3.3)va(3.4)qatorlarbirvaqtda
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi boiadi.

3.3- natija. Agar« —>00 da an~ bnboisa, (3.3) va (3.4) gatorlar
bir vagtda yaqginlashuvchi yoki bir vagtda uzoglashuvchi boiadi.

3.5- teorema. Agar n ning birorn0(n0>1) giymatidan boshlab

barchan>n0 lar uchun

(an>bn,bn >Qi)
an K
tengsizlik o‘rinli boisa, u holda (3.4) gatorning yaqginlashuvchi
boiishidan (3.3) gatorning ham yaqinlashuvchi boiishi yoki (3.3)
gatorning uzoqlashuvchi boiishidan (3.4) gatorning ham
uzoqlashuvchi boiishi kelib chigadi.

mA5+3(—)"
3.3-misol.2_i— wni+s— qatorni yaginlashishga tekshiring.
n=i 2
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Yechilishi. Ravshanki, barchane N laruchun2<5 +3(-I)" <8

bo‘ladi. Bu holda
2«3 n

bo‘lishi kelib chigadi. Ma’lumki.X~T geometrik gator” =- <I

yaginlashuvchi. Demak, 3.3- teoremaga ko ‘ra, berilgan gator ham
yaginlashuvchi bo‘ladi.

en+nb
3.4- misol.» 3"+In2 +7) qgatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Asimptotik formulalardan foydalanib, quyidagilarga

ega bo‘lamiz: « —00 dae"+n3 ~ e", 3"+In2(n+1)~ 3".

e +n fe
Bu holdan—» daa, --K*
" 3+In2(h+1) g |
|e V ' e AN
bunda “ <1- Ma’lumki, X — geometrik gator 9= <1
3 n=ly g v 3

yaginlashuvchi. Yuqorida keltirilgan 3.3-natijaga asosan, berilgan
gator yaqinlashuvchi bo ‘ladi.

00 I

3.5- misol. X X gatorni yaginlashishga tekshiring.
"2(n+1)In"

Yechilishi. Berilgan gatorni \({j 1 garmonik qator bilan

n=\ n
solishtiramiz. Ravshanki, bu ikki gator umumiy hadlari nisbatining
limiti

1
2
. (W+IV™ . . ,
lim -(-----—-----: lim L lime* -e In" =+%
MN—°o 1 MN—s0 - M—°°
+1)In
0 (n+1)
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boiadi. Yuqorida keltirilgan 3.4-teoremaga ko‘ra berilgan gator
uzoqglashuvchi boiadi.

3.3. Musbat hadli gatorlar uchun yaqginlashuvchilik alomatlari.
Dalamber alomati. Biror

(barcha ne N lar uchun an>0) (3.5)
gator berilgan boisin. U holda:
a) agarshundayqge (0,1) sonvam(me N) nomermavjudboiib

vaVn>m danboshlab

5itl<q
an
tengsizlik o‘rinli boisa, (3.5) gator yaginlashuvchi boiadi.

b) agar shunday/?(me N) nomer mavjud boiib, barchan >m

lar uchun

a'+ >1
an
tengsizlik o‘rinli boisa, (3.5) gator uzoglashuvchi boiadi.
3.4- natija (Dalamber alomatining limit ko‘rinishi). Agar (3.5)
gatoruchun

iSETI=a (3-6)

mavjud boiib,A<1 boisa, (3.5) gator yaginlashuvchi,A>1
boiganda esa, gator uzoglashuvchi boiadi.

o

3.6- misol. A a , @> 0 gatorni yaqinlashishga tekshiring.

n n+1
[¢] &

Yechilishi. Berilgan gator uchun a = .>anmx= -----r- boiadi.
n\ (n+1) o

Dalamber alomatining limit ko‘rinishidan foydalanib, gatorni
yaqginlashishga tekshiramiz:
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Demak, 1= 0O< 1 bo‘lganligi sababli, berilgan gator yaginla-
shuvchi.

3.7-misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring:

3-11  32-2! 3n-n\
+ - +..4-—-—H..
1 2 nn

Yechilishi. Berilgan gator uchun:

_Tnl 34 (w+ 1)!
nn ToAn+\ l(n+|)\+l/1+1
o i+l o 3-(n+D!  n" /" n V¥V 3
lim nl=lim-—-— : oj-— -=1im3 = >1
an (n+1) 3 -mt n>® ypny1y €

boiganligi sababli, yuqoridagi 3.4- natijaga ko ‘ra, berilgan gator
uzoglashuvchidir.
3.8- misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring:

KaclT— o 5 (x30)

“1 tdl+jc +cos to
Yechilishi. Agar x=0 bo'lsa, berilgan gator yaginlashuvchi

boladi. X®0 deb faraz gilamiz. Bu holda berilgan gatorning umumiy
hadi

y - Sin2to nx
a=n-x11---- s

AAl+;t +cos to (i#x;‘ﬂ'_':

Y nx

bo‘ladi. U holda2’_‘f/ 2\"
T+ g

I gatorga ega bo‘lamiz. Dalamber

alomatidan foydalanib hosil bo‘lgan gatorni yaqinlashishga
tekshiramiz:



[ .00 n I + X2

hosil boigan gator yaginlashuvchi. Demak, taggoslash alomatiga
ko‘ra, berilgan gator ham yaqinlashuvchi.
Koshi alomati. Ushbu gator berilgan boisin.

(barchane N laruchun an>0) 3.7)

U holda:
a) agar shunday ge (0;1) son vamnomer mavjud boiib, barcha

n>m dan boshlab

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, (3.7) qator yaginlashuvchi boiadi;
b) agar shunday m nomer mavjud boiib, barcha« >m laruchun

tengsizlik o‘rinli boisa, (3.7) gqator uzoglashuvchi boiadi.
3.5- natija (Koshi alomatining limit ko‘rinishi). Agar (3.7) gator
uchun

(38)

limit mavjud boiib, X<\ boisa, (3.7) gator yaqinlashuvchi, X>1
boiganda esa, uzoglashuvchi boiadi.

3.1-eslatma. Agar (3.6) va (3.8) shartlarda X =1 boisa, Dalamber
va Koshi alomatlari gatorning yaqinlashuvchi va uzoqlashishi
to‘g‘risida hech narsa ayta olmaydi: gator yaqinlashuvchi ham,
uzoqglashuvchi ham boiishi mumkin.

Bizga maiumki, va X 2 gatorlarning ikkalasi ham (3.6)
n=1n =1 n

va (3.8) shartlarni ganoatlantirib,/L =1 boiadi, lekin ulardan
birinchisi uzoglashuvchi, ikkinchisi yaginlashuvchi (3.2-misolga q.)
boiadi.

3.2- eslatma. (3.6) limitning mavjudligidan (3.8) limitning
mavjudligi kelib chigadi, lekin buning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni
(3.8) limitning mavjudligidan (3.6) limitning mavjudligi har doim
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ham kelib chigavermaydi. Shuning uchun qatorlarni yaginlashishga
tekshirishda Koshi alomati Dalamber alomatiga garaganda sezgirroq
boiib hisoblanadi.

3.9- misol. Zlmatorni yaginlashishga tekshiring, bunda

<\qn+'J', n-juft boiganda,

an - g — musbat.
[q , h-toq boiganda,
Yechilishi. Quyidagi nisbatni garaymiz:
ami = | , h-toq boiganda,
an [ t n-juft boiganda.'

g ®1 boiganda a"f chegaralanmagan boiadi, shuning uchun u
a,,
chekli limitga ega emas. Lekin n— da “jatr=qn"2-%$q

boiganligi uchun, g <1 boiganda, qator yaginlashuvchi, q> 1
boiganda esa, qator uzoqglashuvchi boiadi. Shunday qilib, Koshi
alomati Dalamber alomatiga garaganda sezgirroq ekanligiga
ishonch hosil gilamiz.

3.10- misol. ¥ « 6! gl‘l;l-g gatorni yaginlashishga tekshiring.
n

Yechilishi. Berilgan gator uchun:

4n+5
-n6

5n+6
lim oo = limn - 20322 40
T— n—>00 5mM+6 5

boiganligi sababli, Koshi alomatiga ko‘ra, berilgan gator yaqin-
lashuvchi.
. gy n! . . . .
3.11-misol. BT gatorni yaginlashishga tekshiring.

Yechilishi. Stirlingning asimptotik formulasidan foydalanamiz:



- io11 M

Bu holda « —00 da ?2Jan ~e~(in™" m2 *-n — bo'ladi.

Yuqorida keltirilgan 3.3- natijaga ko ‘ra berilgan gator uzoglashuvchi
bo‘ladi.

3.12- misol. Vel gatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan gator uchun
)
n+1 n+1
NH

limda.. =lim 1-
7+ 1

boiganligi sababli, Koshi alomatiga ko‘ra, berilgan gator
yaginlashuvchi.

3.5- teorema (umumlashgan Koshi alomati). Agar limi/iT =q,

fl->00 H

an>0, (n=12,..) bo‘lsa, u holda: aj q<1bo‘lganda '‘£an gator

n=1

yaginlashadi; 6,)q > 1 bo‘lganda esa uzoglashadi.

n=|

r2 (D)
3.13- misol. 2_, 5" gatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.
1=]

Yechilishi. Quyidagi ifodani garaymiz:

1 = 1
Agar n=2k, ke N bo‘lsa, = 232[’ va lim AT, :2—.
Agar « =2k-1, ke N bo‘lsa"T2W =~ bo'ladi.

Umumlashgan Koshi alomatiga ko‘ralim Kr.= < 1va berilgan

gator yaginlashuvchidir.
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Raabe alomati. Agar

X an(a,, >0, barchane N laruchun) (3.9)
n=1

gatorda neN ning birorn0 (n0O>1) qgiymatidan boshlab

barchan >n0 giymatlar uchun

1 o>r>1 -1 <1

tengsizlik o‘rinli boisa, u holda (3.9) gator yaqginlashuvchi
(uzoglashuvchi) boiadi.

3.6- natija (Raabe alomatining limit ko‘rinishi). Agar (3.9) gator
uchun

lim/z -1 =p (p =const)

limit mavjud boiib, p >1 boisa, (3.9) qator yaqginlashuvchi, p <1
boisa, gator uzoglashuvchi boiadi.

3.3-eslatma. Agar (3.9) gator uchun limn all =p =1boisa,

a...

u holda gator yaginlashuvchi boiishi ham, uzoglashuvchi boiishi
ham mumkin.

2/1-1)1 1
3.14-misol. A2« 2" iat°mi yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan gator uchun

_(@@n-n 1 (2« +DH |
U~ QI ¥ a™ A (2/H-2)1 2"4°

A 2(2n +2 2(2n+2 '
;( /), lim« "— 1 =limn ( ) =o>1
i (2«+]1) 2n+1

> I»1MijS sababli, Raabe alomatiga ko‘ra, berilgan qator
yaginlashuvchi.
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3.15- misol S gatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Dalamber alomatiga ko‘ra, berilgan gatorning
yaqinlashuvchiyoki uzoglashuvchiboiishi to‘g‘risida biror qarorga

kelib boimaydi, chunki H;yc 6'1'44 = 1. Ammo Raabe alomatiga ko‘ra,

berilgan gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
Hagigatan ham, berilgan gator uchun

1 1 n+1
> antl
|
n\ v oy (n+1)
R=n " -1 =n . limJ/?, = limn
tl—)oo n- >00
VvV on+l 1+ B
\\ n A%

Bu limitni hisoblash uchun x->0 da In(l+x) va ex larning
Teylor formulasida yoyilmasidan foydalanib, Rnni quyidagi
ko‘rinishda ifodalaymiz:

\ f 1
nin(H—)

R,=n el+-F -1 —Y e*e n-1
n
1+-y
n

i L+ N . ad {E_ \ ! \
(B'B n(h‘]ﬁ‘thi ee 12n )—Iil _ 02n (n)AY

=n n

= N
" 2+°{r-1|)'

Demak, limRn- lim 1,/ . poiadi a’niA = A <1
W—00 n—00 2+ (;]I) 2 Y 2

boiganligi sababli, Raabe alomatiga ko‘ra, gator uzoglashuvchi.
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Gauss alomati. Agar (3.9) gator uchun

=N+ + % (|0,]<c, £>0)
“ el n n
boisa, uholda:
a) X>1 boiganda, (3.9) gator yaginlashuvchi;
b) X< 1 bo‘lganda, (3.9) gator uzoqlashuvchi;
cl) X - I boiib,n >1boiganda, (3.9) gator yaqinlashuvchi;
e) X =1 boiib, ji <lboiganda, (3.9) gator uzoglashuvchiboiadi.

£ (2n-1)!
3.16- misol. 2! gatorni yaginlashishga tekshiring.

Ycchilishi. Berilgan gator uchun

M2« -1y @ni+ntye
TNy (2n+2)n
boiadi. " nisbatni garaymiz:

A2/z+2 v 1
1+ :
2n +1 2n+1 2/7+1

2(2n +1)

Gauss alomatiga ko‘ra, berilgan gator/>>2 boiganda,

yaginlashuvchi,/) <2 boiganda esa uzoqglashuvchi boiadi.
3.17- misol. Ushbu gatorni yaqinlashishga tekshiring:

y p(p+D..(p+n-1) 1
tf »! ‘n*’
Yechilishi. Ravshanki, p — butun manfiy yoki nol boiganda
berilgan gator yaqinlashuvchi boiadi. Shuning uchun biz bu holni

garamaymiz. Bu gatorda *1 nisbatni quyidagicha ifodalaymiz,

an+l

bunda
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Biz bu yerda 1+ x va (1+x)a funksiyalarningx —0 da Teylor

formulasi yoyilmasidan foydalanib,
1- R+0(X) It +> )
n n n n

ni topamiz.
Demak, Gauss alomatiga asosan,q-p +1>1 yokig>p
bo‘lganda berilgan gator yaqginlashuvchi bo ‘ladi.

Koshining integral alomati. Agar /(x ) funksiya[A:;+°°) (ke N
— biror son) da aniglangan, uzluksiz, o‘smaydigan va manfiy

bo‘Imagan funksiya bo‘lib,F(x) =j f (t)dt funksiya/(x) funksiya

© |
uchun boshlang‘ich funksiyavaX an~ X f (n) boisa,
/A H1

limF(x)=1limJf(t)dt

X~ $ Xree k
mavjud va chekli bo‘lganda (3.7) gator yaqinlashuvchi, bu limit
mavjud boimaganda yoki cheksiz boiganda (3.7) gator
uzoqlashuvchi bo ‘ladi.

3.18- misol. X / \ gatorni yaqginlashishga tekshiring.

n=3 YIill TIix1111vi )

Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadi an
nin«-In(Inw)

U holda fix)- 1 funksiya [3;+ °°) da aniqlangan,
xInxin(Inx)



uzluksiz, 0‘smaydigan va manfiy boimagan funksiya. f(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi esa

X 1

F(x)=f — =InIninx-Ininin3
"tintinint

boiib, X—°0 da F (x) —°0. Demak, Koshining integral alomatiga

ko‘ra, berilgan gator uzoglashuvchi boiadi.
3.19-misol. y—inBewqatorni yaginlashishga tekshiring.
n=1

Yechffishi. f (x)=x3~* funksiya x >1da kamayuvchivamanfiy

boimagan funksiya./(x) =x3®“4 funksiya uchunF (x) boshlan-
g‘ich funksiyani topamiz:

F(x)=1t3e~4dt=1{e-"-e-x'Y
i 4

x —oda F{x) funksiyaning limiti mavjud va chekli, ya’ni

I™ F (x)=~ .Demak, Koshining integral alomatiga ko ‘ra, berilgan

gator yaqginlashuvchi.

Mustaqil yechish uchun misollar
Qatorlarni 3.1- teoremadan foydalanib yaqginlashishga tekshiring

sin42n \% Wn
1+ q", 0<qg<1.
bA'b{nlln +2) m3-2-5 v
y K - arctgn -A n"H
3'3%¢ n+l)(n+2)(n+3) « 3A tin-¥+4 =m
Qatorlarni 3.2-teoremadan foydalanib yaqginlashishga tekshiring:

* x5 by -3%1-. », Yy .M .£-Lbiz]|.
n

’
Mf=2n(1lnn) a=2n(1lnn) (lnn) n=2 yn -1
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3.8. X In". 3.9. X -1 .3/10.! 1
M n2 ti 4+n2 " unindlininn

3.11. £ — T
M3ninn(Ininn)

Taqgqoslash teoremalaridan foydalanib, gatorlarni yaginlashishga
tekshiring:

3.12. Y 5+ 35; n . 313y~ 3.14. 1 i,.
1= ! A e
K
00 s 00 cos* 00 «-1
315. rfS " .3.16. 317. 2 — 'L _ .,,.
ri«2+1 = "2n5—4 «@ (2n2+«+1) 2

318. V.75 319.Y Sm ". 3.20. Y-/ f
ti

T+y ff 2 AMn(m -1)
321. Y - .322. Y . .323. Y
ti>r -4n +5 tijn2+2n titjn5

324. Y lUn2+n+Il-yjn2-n +1\ .3.25. Ytg—
TInV > S 4n

ni+r|,?\2
3.26. £
aei 1+ M
v y

Dalamber alomatidan foydalanib, gatorlarni yaginlashishga

tekshiring: " jan.

n=1
12 4
327.a=,0M- .328. a =—
"o+ 2)! "4
n nla" 3-6...(3n) 1
329.a = —, a”e, a>0. 3.30.a =—— ", "arcsin—
ns " n+ 1! 2"
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(2n)! n\(2n + 1)\
3.31. a - >Trgp. 3.32.an= >,

(n12 (3«)!
2-5..(301+2 3. .
393 8 o (3n+2) 334« = 1-3-5...(2u-1)
2" o(«+ Dl 71_2-5-8...(3n-T)'
|
335.a1— " 336 a,= "M 5o

Koshi alomatidan foydalanib, qatorlarni yaqginlashishga

tekshiring: ~ an.

i 2 v
3.37.«,,= 1, n>2 3.38.«,,= . 3.39. «, = s

(Inm) vy \/r|2+6 Y
3.40. «,=3" . 341, «. fen+a>Tsn

V«+ly 5n-3

3.42. « =m L343, 1

(ln(«+!)/ Yon+ 1y
3.44. « = . 3.45. an= .3.46. a,

ney v3«-ly

Umumlashgan Koshi alomatidan foydalanib, gatorlarni
yaginlashishga tekshiring.

2 TTh
347.£ “C''T 3 4 s -~  Lagx5+3H)-
m=1 4”
@l ﬂ/2+(-1)" 1+ cosn \2n-1n/r
3.50.X
5" 2+cosu
3.52. Agar«,, >0 ¥ne N larda «,H<«; boiib, gator
n=1

yaqginlashuvchi boisa, limnan=0 ekanini isbotlang.

- oRx.
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3.53. Agarlr{,gg)nan:a bo‘lib, 0 bo‘lsa, M gator
uzoglashuvchi bo‘lishini isbotlang.
3.54. gator (an>0) berilgan bo‘lib, n>nQ larda

(I-yfc)7Inn >P> 1 bo‘lsa, berilgan gator yaqginlashuvchi, n>n0
larda bo‘lsa, uzoglashuvchi ekanini isbotlang.

3.55. Agar X, ’ XA qatorlaryaginlashuvchibo‘lsa,
<« <«

+0 | X. gatorlar ham yaqinlashuvchi bo‘lishini
H n
isbotlang
Raabe va Gauss alomatlaridan foydalanib, quyidagi qatorlarni

yaginlashishga tekshiring: X .

@ i \a
n+ NN
3.56. a,
(2n+2)N
3.57. a.= ia>0-
Lar v2 +V3j. |+ "N+l j
n+l
3.58. 2 ( ) i3>0. 3.59. a,=

B3 +1)..(y3 + <),

+1)... +n+ )N
3.60. a p(p )P ) ,I>>0,9>0.

9(s +t1)-.(o +n-1)

-4 ...(3fi-2)-2-5...(3n+2)

3.61. a,
& »le(«+ 1)19"
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1n21n3...1n(n + 1)

3.62 an=

n(2+a)ln(3+a)...1n(n+1+a)’ a>

3.63. a,, - , N> 2-

aIn«

Koshining integral
yaginlashishga tekshiring:

Miso

n
In

3.64. a, *=L= n>2m

alomatidan foydalanib, qatorlarni

llarning javoblari

3.1. Yaginlashuvchi. 3.2. Yaginlashuvchi. 3.3. Yaginlashuvchi.
3.4.Yaqinlashuvchi. 3.5. p>\ da yaginlashuvchi, p<1 da

uzoglashuvchi. 3.6. \/q, p> 1 da yaqinlashuvchi, p -1, g>1 da

yaginlashuvchi. 3.7. Uzoqlashuvchi. 3.8. Uzoqlashuvchi.
3.9. Yagqinlashuvchi. 3.10. Uzoglashuvchi. 3.11. Yagqinlashuvchi.

3.12.
3.15.
3.18.
3.21.
3.24.

Yaginlashuvchi. 3.13.
Yaginlashuvchi. 3.16.
Yaginlashuvchi. 3.19.
Yaginlashuvchi. 3.22.
Yaginlashuvchi. 3.25.

Yaginlashuvchi. 3.14.Yaqinlashuvchi.
Uzoglashuvchi. 3.17. Yaginlashuvchi.
Yaginlashuvchi. 3.20. Uzoqlashuvchi.
Uzoglashuvchi. 3.23. Uzoglashuvchi.
Uzoglashuvchi. 3.26. Yaginlashuvchi.
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3.27. Yaginlashuvchi. 3.28. Yagqinlashuvchi. 3.29. Uzoqlashuvchi.
3.30. Uzoglashuvchi. 3.31. Uzoglashuvchi. 3.32. Yaginlashuvchi.
3.33. Uzoglashuvchi. 3.34. Yagqginlashuvchi. 3.35. Uzoglashuvchi.
3.36. Yaginlashuvchi. 3.37. Yaginlashuvchi. 3.38. Yaginlashuvchi.
3.39. Yaginlashuvchi. 3.40. Uzoglashuvchi 3.41. Yaginlashuvchi.
3.42. Ixtiyoriy a lar uchun yaginlashuvchi. 3.43. Yagqinlashuvchi.
3.44. Uzoglashuvchi. 3.45. Yagqinlashuvchi. 3.46. Yaginlashuvchi.
3.47. Yagqinlashuvchi. 3.48. Yaqginlashuvchi. 3.49. Yaginlashuvchi.

o
3.50. Yagqinlashuvchi. 3.51. Yagqginlashuvchi. 3.56. +Rf >1 da

yaqginlashuvchi, (;E+ R <1 da uzoglashuvchi. 3.57. Yaginlashuvchi.

3.58. a +R >2 da yaqinlashuvchi, a +8 <2 da uzoglashuvchi.
3.59. « >i da yagqinlashuvchi, a <\ da wuzoqglashuvchi.

3.60. a(q-p)> 1 da yaqginlashuvchi. 3.61. Uzoqlashuvchi. 3.62.
Uzoglashuvchi. 3.63. Uzoqlashuvchi. 3.64.Uzoqlashuvchi. 3.65.
Yaginlashuvchi. 3.66. Uzoglashuvchi. 3.67. Uzoglashuvchi. 3.68.
Yaginlashuvchi. 3.69. Yaqginlashuvchi. 3.70. Yaqginlashuvchi. 3.71.
Yaginlashuvchi. 3.72. Yaqginlashuvchi. 3.73. Yaginlashuvchi. 3.74.
Yaqinlashuvchi. 3.75. Yaqinlashuvchi. 3.76. a>I, ReR da

yaqinlashuvchi, agar a =\,8 >1bo‘lsa, yaqginlashuvchi, a va b ning
boshga giymatlarida uzoqlashuvchi.

4 - §. Ixtiyoriy ishorali gatorlar va ularning yaginlashuvchiligi

4.1. Qatorlarning absolut va shartli yaginlashuvchiligi. Hadlari
»xtiyoriy ishorali

ia, =a , + 0] j 4.9
«l
gator berilgan bolsin. Bu gator hadlarining absolut giymatlaridan

ushbu gatorni tuzamiz.

Xiad = lai[f|a2|+-k | +-- (4.2)
n=1

4.1- ta’rif. Agar (4.2) gator yaginlashuvchi boisa, (4.1) qator
absolut yaginlashuvchi gator deyiladi.

4.2- ta’rif. Agar (4.1) gator yaqginlashuvchi bolib, (4.2) gator
uzoqglashuvchi boisa, (4.1) gator shartli yaginlashuvchi deyiladi.
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4.1- teorema. Agar (4.2) gator yaqinlashuvchi boisa, (4.1) gator
ham yaqinlashuvchi boiadi.
4.2- teorema. Agar (4.1) gator absolut yaginlashuvchiboiib, {bj

ketma-ketlik esa chegaralangan boisa, ya’ni3M >0:V«€ N uchun

bn\<M boisa, )rt( a’A qator absolut yaginlashuvchi boiadi.

1

4.3- teorema. Agar ixtiyoriy ishorali va gatorlar

n=1 «=1
absolut yaginlashuvchi boisa, barcha A,ue R o‘zgarmas sonlar
uchun

'Z(/Lan+Hbn)

n=1

gator ham absolut yaqginlashuvchi boiadi.
4.4-teorema. Agar (4.1) gator absolut yaqinlashuvchi boisa, (4.1)

gator hadlarining oi'inlarini almashtirish natijasida tuzilgan

1>,

=1
gator ham absolut yaginlashuvchi boiadi va uning yig* indisi (4.1)
gatorning yigindisiga teng boiadi.
4.5- teorema. Agar (4.1) gator absolut yaginlashuvchi boisa, u

holda Can (C— o‘zgarmas son) gatorham absolutyaginlashuvchi
=il

boiadi.
4.6- teorema. Agar

,=al+a2+..an+....i (A)

b -bl+b2+.bn+.. (B)

2=1
gatorlar absolut yaqinlashuvchi boiib, ularning yig* indilari mos
ravishda S', S" ga teng boisa, ular hadlarining istalgan tartibdagi
a -b ko‘paytmasidan tuzilgan gator ham absolut yaginlashuvchi
boiadi va uning yigindisi S'-S" ga teng boiadi.
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4.1- eslatma. (4.2) gatorning uzoqlashuvchi bo‘lishidan (4.1)
gatorning uzoglashuvchi boiishi har doim ham kelib chigavermaydi.

4.2- eslatma. Agar (A) va (5) gatorlarning biri yaqinlashuvchi,
ikkinchisi absolut yaqginlashuvchi boisa, u holda gatorlarni
ko'paytirishda Koshi qoidasi oiinli boiadi:

c,= S an- £ en> ¢, =albn+a2bi | +... +anbv
n=1 n=1 n=1

4.3-eslatma. (A) va (B) gatorlar shartli yaginlashuvchi boiganda,
ularning ko ‘paytmasi uzoglashuvchi boiishi ham mumkin. Masalan,
| (_|rV1-1 gatorning Leybnis alomatiga ko ‘ra shartli yaginlashuvchi
=l vn
ekanligini ko ‘rsatish giyin emas.

Bu gatorni Koshi qoidasiga asosan o‘zini-o‘ziga ko ‘paytiramiz:

CPHTL LEr 1 (-ir3. +(-if

=(—4)"1( V+ r 'r- -+.+ 01 |I*x—  +..+ ')
1msin V2 -V «-| \JKk\In —k + 1 V«-l|
Qavs ichidagi har bir go‘shiluvchi - dan katta boiganligi
n

uchun |cnj>1 boiadi. Demak, ko‘paytma qator uzoglashuvchi
boiadi.
. va4( (\n-i ~n+4 ~y/n+1 . .
4.1-misol. gatorning absolut yaqginlash-
=i n
uvchiligini ko ‘rsating.
Vi34« Y44
Yechilishi. Berilgan gator bilan birga E gatorni
n

garaymiz. Bu gatorning umumiy hadini quyidagicha shakl
almashtiramiz:

\jn+4 —Jn+1 _ 1 1 1
n 3n(ydn+4+Jn +\)
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Al 3
Demak, 2_,--------- gator yaginlashuvchi, chunki p =—>i. U
"1nd
holda 4.1- ta’rifga ko‘ra, berilgan gator absolut yaginlashuvchi
bo‘ladi.

4.2- misol.Y - -- Sn gatorni yaginlashishga tekshiring.
t! n
_ "
Y echilishi.bn= sinrax, anz( ) deb belgilaymiz. Vne N,
n
Vxe R uchun onm\=\sinnx <1, X a»=X 4  — qator absolut
A 1=

yaginlashuvchi, chunki Y * — gator yaqinlashuvchi. Demak, 4.2-

teoremaga asosan, berilgan gator absolut yaginlashuvchi boMadi.
4.3- misol. Ushbu gatorlar yig*indisining absolut yaginlashuvchi
ekanligini ko ‘rsating:
% cos nx sin«x .
.o~ 2 va\ 2 (x*2nn, neZ).
™ 2n M= Zn
Yechilishi. Ravshanki, berilgan gatorlar 4.2- teoremaga asosan,
absolut yaginlashuvchi bo‘ladi. Endi quyidagi yig‘indi gatorni
garaymiz:

. \
Y cosnx Yv3si=nx_Y«' Sm(?\ )

2«2 W2

n=1 n=1 n=1

Hosil bo‘lgan gator 4.2- teoremaga asosan, absolut yaqginlashuvchi
boladi.

Demak, 4.3- teoremaga asosan, absolut yaginlashuvchi
gatorlarning yig*indisidan tuzilgan gator ham yaqinlashuvchi bo‘lar
ekan.

4.4- misol. Ushbu qgatorlarning ko ‘paytmasini hisoblang:
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Yechilishi. M a’lumki, bu berilgan gatorlar absolut yaginlashuvchi
r
boiib, ularningyiglindilari mos ravishda e~2 va e 3gatengboiadi.
Endi bu gatorlarni Koshi formulasi bo‘yicha ko ‘paytiramiz.
Ko‘paytma gatorning umumiy hadi

c =1---—- — + (_'_2_)_(.4’_ _[__I + ...+ _(_:_2_)_:__<__5_ [___‘_+
n\ - (/1- ! K\ (n-k)\
(-2)" (-D" Kn-k_ (~2¥%"
n\ t»'\/'!l(/<_’ M! 5 n\
CM 2\ . . . .
Endi g( T gator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan
«1

@""

gatorni absolut yaqinlashishga tekshiramiz: Dalamber

alomatiga asosan, qator yaqinlashuvchi. Demak, 4.6- teoremaga
asosan, ko‘paytma gator absolut yaginlashuvchi va uning yigindisi

-1 -2
e 2-e3=e 3 gateng boiadi.
AN . N («+3)cos3« . .
4.5- misol. 2! gatorning absolut yaqginlashuv-
M V«7+3«+4
chiligini ko ‘rsating.

Yechilishi. Barcha ne N lar uchun r+3<4«, |cos3«!<I,
o o o 4
nl+3n+4 >n7 tengsizlik o‘rinli boiadi. U holda, \an\-~zr =4, -
n'l
e V A . .
>1 boiib, 2-1|°« gator yaqginlashuvchi. Demak, tagqoslash
=

alomatiga ko‘ra berilgan gator absolut yaqginlashuvchi boiadi.

4.2. Ishorasi almashinuvchi gatorlar.

4.3- ta’rif. Ushbu (bundaa;i>0 yoki an<0, Vne N) qator
ishorasi almashinuvchi yoki Leybnis gatori deyiladi.
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"A(-iyHam=al-a2+a3-r.+ (-1 fle«,+.... (4.3)
n=1
4.7- teorema (Leybnis alomati). Agarishorasi almashinuvchi (4.3)
gatorning hadlari absolut giymati bo‘yicha monoton kamayuvchi,
ya’ni
«,>/..;>0 (Vne.V) (4.4)
Ve fiman=10 (4.5)

bo‘lsa, (4.3) gator yaqginlashuvchi bo‘ladi.

4.4- eslatma. Absolut yaqginlashuvchi gatorlar uchun Leybnis
alomatining shartlari bajarilmasa ham ishorasi almashinuvchi gator
yaqginlashuvchi bolishi mumkin.

4.5- eslatma. Absolut yaqginlashuvchi bo‘lmagan ishorasi
almashinuvchi, hadlarimonoton kamayuvchi gatorlar yaginlashuvchi
bo‘lishi uchun Leybnis alomatidagi shartlarning bajarilishi zarur va
yetarli.

4.6- eslatma. Leybnis alomatidagi uchala shart ham, ya’ni
gatorning hadlarini ishora almashinuvchiligi, absolut giymati
bo‘yicha monotonligi va ularning nolga intilishi absolut
yaqinlashuvchi bo‘Imagan gatorlarning yaqinlashishi uchun muhim
shart bo‘lib hisoblanadi. Shulardan birortasi buzilsa, u holda gator
uzoglashuvchi bo ‘ladi.

Bundan keyin, Leybnis alomati shartlarini ganoatlantiruvchi
gatorlarni Leybnis tipidagi gatorlar deb ataymiz.

Natija. Leybnis tipidagi gatorlarda V«e N uchun quyidagi
tengsizliklar o‘rinli bo ‘ladi:

S2n<S<S2,i, S-~S,, "a,H, 0<S<al.

4.6- misol. Ushbu gatorni yaqinlashishga tekshiring:

11 1 1 1 1
1 7+ — + ———— o
2 3 4 5 (2n-1) @nf

Yechilishi. Berilgan gator hadlarining absolut giymatlaridan

tuzilgan
STV SO UV S S
2 34 4 5 (2«-1) @2nf

gator yaqinlashuvchi, chunki bu gator ¢ -y qator bilan

45



tagqoslanganda, berilgan gatorning har bir hadi bu gatorning mos
o |

hadlaridan katta emas. Lekin Y -- —yagqinlashuvchigator. Shuning
S n

uchun berilgan gator absolut yaginlashuvchidir.
Endi Leybnis alomatining shartlarini tekshiramiz.da

an—>0, lekin monotonlik sharti o ‘rinli emas: 1> ! ! 1— < l

Demak, 4.4- eslatmaga asosan, ishorasi almashinuvchi gatorlarda

liman=0 shart bajarilib, monotonlik sharti bajarilmaganda ham

gator yaqinlashuvchi bo ‘lishi mumkin.
4.7- misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring:
11111111 _
1 2 2 3 3 3 4 4
Yechilishi. Qator hadlarining ishorasi almashmayapti, lekin
hadlari absolut giymati bo‘yicha monoton kamayib nolga intiladi.
Qismiy yig‘indilarining ko'rinishi ushbu
1 n=2k- 1, ke N bo‘lganda
0, n=2k,keN bo‘lganda,

shaklda bo‘lgan ketma-ketlik limitga ega emas. Shuning uchun
berilgan gator uzoglashuvchi bo ‘ladi.
4.8- misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring:
11111 11
o F F o+ + ..
2 2 4 3 6 n 2n
Yechilishi. Qator ishorasi almashinuvchi gator va umumiy had
absolut giymati bo‘yicha nolga intiladi, lekin monoton emas. Bu
gator uzogqlashuvchi bo‘ladi, aks holda, bu gator yaqinlashuvchi
bo‘lsa,

1

1- +

gator ham yaginlashuvchi bo‘lar edi, lekin gavs ichidagi gator
uzoglashuvchi- garmonik gator. Shunday qilib, Leybnis teoremasining
ikkinchi sharti bajarilmasa ham qgator uzoglashuvchi boiar ekan.
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4.9- misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring:

3 5 12"“1+l
1-- -+ 1Y
2 8
I Yechilishi. Ravshanki, berllgan qator absolut yaqinlashuvchi

emas, chunki

3 5 2"'1+1
1+ - +o+ +
2 8 2-
gatorda gator yaqinlashishing zaruriy sharti bajarilmaydi.
Leybnis alomati bo‘yicha gatorni tekshiramiz. Berilgan gator
ishorasi almashinuvchi va uning hadlari absolut qiymati bo‘yicha

monoton kamayuvchi, ya’ni Vne N laruchun

- A+1 -
| 2 2l a'+*
Lekin (4.5) shart bajarilmaydi, ya’ni
2. +1 1
— = A
I|m a nI|r>12 on » 0.

Demak, 4.6- eslatmaga ko‘ra, berilgan gator uzoqlashuvchi
boiadi.

v ) (- gatorni absolut va shartli yaginlashishga
1= |

4.10- misol.

tekshiring.
Yechilishi. 1) Berilgan gator hadlarining absolut giymatlaridan
tuzilgan

1 1 1
Fh 2’;+ L np+
gatorni garaymiz. Bu umumlashgan garmonik gator. 3.2- misolga
asosan,/>>1 boiganda yaqginlashuvchi,p <1 boiganda esa
uzoqlashuvchi boiadi.
2) Berilgan gatorni Leybnis alomatiga ko‘ra, shartli
yaginlashishga tekshiramiz:

a) agar/><0 boisa, Leybnis alomatidagi liman=0 shart

bajarilmaydi. Demak, p <0 boiganda gator uzoglashuvchi;



b) agar 0<p <1bo‘lsa, uholda gator Leybnis alomati shartlarini
ganoatlantiradi:

* > N Ve N, lim— =0.
np (n+\)P mnp

Demak, berilgan gator p> 1da absolutyaginlashuvchi, 0<p <1

da shartli yaqginlashuvchi,p <0 da uzoqglashuvchi.

« 1In27
4.11- misol. K ~ )" n gatorni yaginlashishga tekshiring.
= n

In2
Yechilishi. cp(x)= " deb belgilaymiz va Lopital qoidasiga

asosan uning limitini topamiz:
Y\im<p(x)=1 i m '=0.
X—>00 X —=00

Endi (p(x) funksiyaning monotonligini tekshiramiz. Buning

uchun(p{x) funksiyaninghosilasini topamiz:

<P'x)=" (2-Inx).

Agar x>e2 bo‘lsa, (p'(x)<0 bo‘ladi. Demak, {an} =

ketma-ketlik n>e2 da (4.4) va (4.5) shartlarni ganoatlantiradi.
Shunday qilib, Leybnis alomatiga asosan, berilgan gator
yaginlashuvchi.

Abel va Dirixle alomatlari. Biror

1+«22 +- +aA  +eee (4.4)
=1

ko‘rinishdagi gator berilgan bo‘Isin, bunda {aj va {bj — ixtiyoriy
haqgiqgiy sonlar ketma-ketligi.

4.8- teorema (Dirixle alomati). Agar gatorning gismiy
n=1

yig'indisi chegaralangan, ya’ni



3M >0:Vn€ N lar uchun th k<M

va {a,} monoton ketma-ketlik boiib, ya’ni 3n0 topilib, V «>«0lar

uchun a..>a yoki ant<ait va}l_i n=0 boisa, (4.4) gator

B8
yaginlashuvchi boiadi.

4.9- teorema (Abel alomati). Agar {a,,} ketma-ketlik monoton va

chegaralangan boiib, gator yaginlashuvchi boisa, (4.4) gator
n=1

yaqinlashuvchi boiadi.
4.7-eslatma. Dirixle alomatidan xususiy holda Abel alomati kelib
chigadi.

Abel alomatiga ko‘ra, {an} ketma-ketlik chekli limitga ega. (4.4)

gatorni

I(an-a)-bn+a”bn
n=1 n=1
ko‘rinishda yozib olsak, yig‘indidagi ikkinchi go ‘shiluvchi gator shart
bo‘yicha yaqginlashuvchi, birinchi gatorga Dirixle alomatini
goilaymiz.
4.8- eslatma. Dirixle alomatidan xususiy holda Leybnis alomatini

olish mumkin. Buning uchun bn= ()™ deb olish kifoya.

In1®n . nn
4.12- misol. 2L sin ﬁ\ gatorni yaginlashishga tekshiring.
n=2 n
Yechilishi. Berilgan gatorni Dirixle alomatiga asosan tekshiramiz.
. . .4
Maiumki,5,, = 2 ”sin chegaralangan:

K=\ 4
\}& > N =sin n sinnn sinn+1n < 1
2.,sin -  ONTeT
anT 8 8 sin—
r 1_Jin10ml

~ r ketma-ketlik yetarlicha katta n larda nolga
monoton intiladi. Haqgigatan ham,
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limx In1®x =100 lim x "In"x =100-99 lim x 1-In98x = ...=
»+00 X —>+00 x-"+00

=100!'lim ~=0, (x~‘In10x)' <0, x>em.
M+ X

Demak, Dirixle alomatiga asosan, berilgan gator yaginlashuvchi.

nn2
cos-

4'13-miso| ¥'~ '~Zl+1 atorni yaginlashishga tekshirin
. 'n:J tn q yaq g g.

n2K
Yechilishi. eos *~ » ifodani quyidagicha shakl almashtiramiz:

2 ( n2 \
eos =(- eos K- nn =(-ir leos
n+l v n+1 y n+l

(-1)Heos
+
u holda gator quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: X * In2n "
(-1)"4

Abel alomatiga asosan qatorni yaginlashishga tekshiramiz: X In2n

gator Leybnis alomatiga ko‘ra yaqginlashuvchi, {a,, } - |cos

ketma-ketlik esa, monoton o‘suvchi va chegaralangan. Demak,
tekshirilayotgan gator Abel alomatiga ko ‘ra yaginlashuvchi.
4.10 - teorema (Riman teoremasi). Agar ixtiyoriy ishorali

Y,an=ai+a2+..+an+... (4.5)
gator shartli yaginlashuvchi bolsa, har ganday A (chekli yoki cheksiz
son) olinganda ham berilgan gator hadlarining o ‘rinlarini shunday
almashtirish mumkinki, hosil bolgan gatorning yig*indisi xuddi shu
A songa teng bo ‘ladi.

4.14- misol. Quyidagi shartlar bajarilsin:

a) X a» gatorning umumiy hadi «-~00 da an—>0 bolsin;
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b )Manaqator hadlarining o‘rinlarini o ‘zgartirmasdan guruhlab
=1

tuzilgan X /1 qator yaginlashuvchi bolsin;
1=1

d)An:Rf4ai (I1=Px<p2<—) ga kiruvchi a. qo‘shiluvchi
>=Pn
hadlarning soni chegaralangan bo‘lsin. U holda X_a» qator
=

yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

Isboti. X A qgatorning gismiy yig‘indilar ketma-ketligini {*1}
n=1
deb belgilaymiz. Unda
Srk=a]+a2+...+ap!+ +aftil +... + +... +aft +

+aAtl+... +a* +attl+... + aAH4 = 5%+ akM+... + ap®

(Pn Ak < pnH-\),
bu yerda {X}" X a,, gatorning gismiy yig‘indilari ketma-ketligi.
n=1

a) shartgako‘ra da aB->0 hamdaja”,+...aft =

ketma-ketlik;

d) shartga asosan chegaralangan bo‘lganligi uchun,k —°0 da

ck—>0. Shuning uchun = m boMadi. Demak, berilgan

X a, qgator yaginlashuvchi bo‘ladi.
2 q yaq

4.15- misol. Ushbu
a\l+ a2+ -+ aft-i- ap2- - - ap,-i+ - + ap, +ooe (46)

_ =P+l

gator bilan )?(-I)"" (£ a)@ >0, 1=Pl<p2<..) (47)
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gator bir vaqtda yaginlashuvchi yoki uzoqglashuvchi boiishini
isbotlang.

Isboti. a) (4.6) gator yaqinlashuvchi bo‘lsin. U holda uning
istalgan qismiy yig‘indilar ketma-ketligi yaginlashuvchi boiadi.
Jumladan, (4.7) gatorning

X H N I a,U{Si}
u=" iFA ]
gismiy yig‘indilar ketma-ketligi ham yaqinlashuvchi bo ‘ladi. Bundan
(4.7) gatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi.
b) (4.7) gator yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda gator yaginla-

'=A ,+H
shishining zaruriy shartiga asosan, An= " aj —0 . Bu yerdan a.
i=Pn
musbat bo‘lganligini e’tiborga olganda, 4.11- misolga
asosan,akH +...+ap* |yig‘indi ham nolga intiladi va

lim SE = lim Sk
Mn— k —00

o‘rinliboiadi. Bundan (4.6) gatorning yaqinlashuvchi boiishi kelib
chigadi.

4.16- misol. %:lf'l r gator yigindisining In2 ga tengligini
n

bilgan holda 1-- N gatorning avvalo ketma-ket p ta
3 4 5

musbat va q ta manfiy hadlarini, so‘ngra yanap ta musbat va g ta

manfiy hadlarini joylashtiramiz va hokazo. Natijada hosil boigan
i—\

gatorning yig‘indisi In ga tengligini isbotlang.

Isboti. Berilgan gatorning hadlarini shartda aytilgandek guruhlab
quyidagi gatorni tuzamiz:

1/ O T U S S

3 5 2p-1 2 4 2q 2p+I1 2p+3
+_Jd_ _ i L: + o+ (4-8)
4p— -2q+2 2q+ 4q



(4.8) gatorning hadlaridan quyidagi gatorni tuzamiz:

1 1 1_'| 1
3 Topavn 2747 T2
, p . q) “9)

\

il 1
1+

1+.
5

( 1 1 1

it h.. H
2p+\ 2p+Db

4p —1

o lppd

2q+2 2q+4  4q
Agar (4.9) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda 4.12- misolga
asosan (4.8) gatorning yigindisi (4.9) gator yig‘indisiga teng boMadi.
Ushbu

K 1 . 1
A 2(n—)p+1 2(n)p +3
1 1 . J_ (4.10)
2np—1 2(n—Y)g+2 2(n—\}q+4 2nq)

gatorni qaraymiz. (4.10) qator (4.9) gator hadlarini ikkitadan
guruhlash natijasida tuzilgan. Agar (4.10) gatorning
yaqinlashuvchiligini ko ‘rsatsak va yig‘indisini topsak, u holda 4.11-
misolga asosan (4.9) gator ham yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yigindisi
(4.10) gatorning yig‘indisiga teng bo ‘ladi.

a) p> q bo‘lsin. U holda (4.10) ning gismiy yig‘indisi

1 1 1 1
§ 4 lpl 1y w-p + +o (4 17)
2 3 4 2ng 2ng+\ 2nq+3 2np —\
ko‘rinishda boMadi. (4.11) ifodaga
L1 1
R SO VI S s S . B
2ng+2 2nq+4 2np 2 ng+1 ngq+2 np
yig‘indini ham qo‘shib, ham ayiramiz va
1 1 | m E, ->0
+ +..+ =In- +Em
m+1 m+2 n n m —¥00

asimptotik formuladan foydalanib, (4.11) dan
rg’

S, =cF,+In2"p -
i . ZH% 5 ng " 00 (4.12)
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tenglikni hosil gilamiz, bunda {Ci)j ketma-ketlik x 1"

> n
yaqinlashuvchi gatorning juft qismiy yig‘indilar ketma-ketligidir.
Shunday qilib, (4.12) dan

= i = + —= i il ai i
5 «ll_r;]OOS" In2 2—|na In ni hosil gilamiz.

b) p<qg bo‘lgan holni ham xuddi yuqoridagidek isbot gilish
mumKkin.
Xususiy holda, agarp =2, q=1bo'lsa, u holda

, 11111 1, .,
agar p=1,g=2 bo‘lsa, u holda: 1_2“4+3~6~8+..~2

bo‘ladi.

~o(-)B
4.17-misol. 2-, Vr shartli yaqginlashuvchi gator hadlarining
e n

o‘rinlarini shunday almashtiringki, natijada hosil bo‘lgan gator
uzoqlashuvchi bo‘Isin.

Yechilishi. Berilgan gatorning hadlarini guruhlab quyidagi gatorni
tuzamiz:

1 1 1 1 1 1 1
1+ + +-7=+
V3 V5 V2 U/7 V9 Vn Vi

+- +
yyfSn—5  V6«-3 yjen—1 'J2n

1
+':21<|{ve«-5 yi6n—3 -J6n—1 V2n
Bu gatorning uzoqlashuvchi ekanligini ko ‘rsatamiz:
1 1 . 1
m6«—5 \l6n—3 -J6n— \[2n \[6n— V2«

tengsizlik o ‘rinli. Bu tengsizlikka asosan,
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1 1 1 1
a= ... m+ >

n6IT—5  V6IT—3  nléu —1 /A n/6n —5

deb yozish mumkin. Ravshanki, X ~lt=—=7 qator uzoqglashuvchi. U
L VUW 5

holda, 3.3-taqqoslashteoremasigaasosan, X as qator uzoqlashuvchi
1=1

bo‘ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Qatorlarning absolut yaqinlashuvchiligini isbotlang.
« ne 4-2- u
. o 207+ 1
4.3.X(-)"In 1+si  44jr (-1)" miarctg ©
[73+2

=1

o ,I,leéml'! -«'(,;_('0' «e K-O@V”f

3+-
N
\
. HTT
sin — 1 1
4.8. 4 . 4.9, — — COS— COSKN
Aq +sin " n sunt f
n
00 I
4.10.;sin . 4.11. jr n3sinne~"" . 4.12 X 2 s o»

\
n=] 2 a=1
\
4.13. XHI arcg T - arcsin

nin

AAX ™ o s (-7 +1n277
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Ishorasi almashinuvchi gatorlarni absolut, shartli yaginlashishga
yoki uzoglashishga tekshiring.

v-i/ .\n Inn =~ \n (2«—l)”
4.16. K-1) Ter 417|<11 YZfIJ
4.20 Xx—ll I,y» *vw+17.yjf4i~2211 | \n (2«)”
20 X (=) — o cma2b1(-1) 2«1y
422.£(-0" e .4.23. £(-1)" In* .
/ 1\"
2 .-
4.24.7 (-1f 4.25.X (-1) ~7sir|7r .
=1 i n=1
V -y Vi oLi, 1
4-26- A3-+(-,y- 4-27-8 ("1) ,S4A
< (»1),. VV a" In(2«+1)
4-28- (2h)! 2,_.fnm

Qatorlarni Dirixle va Abel alomatlari bo‘yicha yaginlashishga
tekshiring.

nn
[ v kiii ft v km _ @® cos
4.30.X i-1) 431, 2, « 'a>0 w432,V n+1
n=1 n 4=1 n ”:2 |n2«
sin«sinn sm«a

cos
433.8 434 ln(n(«+2))  «
/

1
R
4.35. £ 5

«

1 |sin«x
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Qatorlarni yaginlashuvchi ekanligini isbotlang va ularning
yig‘indisini toping:

P

3 57 11 1 1 1
436. 1--+T-0+-- 437.1+---+-+ - -+...
2 4 8 2 4 8 16 32
a1 111 .,
ABN-rrr-

4.39.1— ] —
2&683101214165

AAG, 1+ 141011 14 1 11
4

441. X —7j=— yagqinlashuvchi gatorning hadlarini shunday
» i

almashtiringki, hosil bo‘lgan qator uzoqlashuvchi bolsin.

Qatorlarni yaqginlashishga tekshiring.
YT L S N R S
V. 29 y 4“ 5P 6“

, 1 1 1 1 1
A

, 2 .é_ 1 22 1 2 1}_
______ - e = ;:__::::::__ il L]
445, ! 2y * 4P 5q GP-+ TEa e

y I ,\ n+2 arctg Tt
- = I—-
4.46. %=| H) yjr;\ﬁj'-4 V«
L

v |, eos 2n v D (-]
4.47.X "O r 448 X— N 449 X

ti 4n ti In« ti

o/jYiva -
4.50.X . 451, X sin"2e

n
(2n-1)u n sin a

452 X (-1 oy 4.53.2)\In +sih«

57



Misollarning javoblari

4.16. Absolut yaginlashuvchi. 4.17. Shartli yaqginlashuvchi. 4.18.

Shartli yaqginlashuvchi. 4.19. Absolut yaginlashuvchi. 4.20. Shartli
yaginlashuvchi. 4.21. Uzoqglashuvchi. 4.22. Absolut yaginlashuvchi.
4.23. Absolut yaginlashuvchi. 4.24. Uzoqlashuvchi. 4.25. Shartli
yaqinlashuvchi. 4.26. Absolut yaqinlashuvchi. 4.27. Shartli
yaqginlashuvchi. 4.28. Uzoqglashuvchi. 4.29. Absolut yaqginlashuvchi.

4.30. Yagqginlashuvchi. 4.31. Vx g R lar uchun yaginlashuvchi. 4.32.
Yaqginlashuvchi. 4.33. Yagqginlashuvchi. 4.34. Va lar uchun

2 10
yaginlashuvchi. 4.35. Yaginlashuvchi. 4.36. 9 . 4.37. 3 .4.38.1n 2

4.39. 0. 4.40. In 2. 4.42.p >1,q>1 da absolut yaginlashuv-
chi,0<p =q =\ da shartli yaginlashuvchi. 4.43.p> \ da absolut
yaqinlashuvchi,p =1 da shartli yaqginlashuvchi. 4.44.p>\ da
absolut yagqinlashuvchi,p =1 da shartli yaqginlashuvchi.

4.45p>\, q>\ da absolut yaginlashuvchi,0 <p =q<1 da shartli
yaqinlashuvchi. 4.46. Yaqinlashuvchi. 4.47. Yaqinlashuvchi. 4.48.

Shartli yaginlashuvchi. 4.49. p> Ida absolut yaginlashuvchi,

2 <P -1 da esa shartli yaginlashuvchi. 4.50. Uzoqglashuvchi. 4.51.

Uzoglashuvchi. 4.52.p >2 da absolut yaginlashuvchi,0< p <2 da
shartli yaqinlashuvchi. 4.53. Uzoqglashuvchi.
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Il BOB

FUNKSIONAL KETMA-KETLIKLAR
VA QATORLAR

5- 8 Funksional ketma-ketliklar, funksional gatorlar
va ularning yaginlashnvchiligi

5.1. Funksional ketma-ketliklar va ularning yaqinlashuvchiligi.
Elementlari biror X ¢ R to‘plamda aniglangan

fi(x),f2(x),....f,,(x),... (5.1)
funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘Isin. Bu ketma-ketlikfunksional
ketma-ketlik deb ataladi va gisqacha{/,,(x)} kabi belgilanadi.
Umumiy holdal/~x)} ketma-ketlik turli hadlarining aniglanish

sohasi, umuman aytganda, turlicha bo‘lishi ham mumkin. Biz bu
yerda X sifatida shu sohalarning umumiy gismini olamiz. (5.1) ketma-

ketlikdagif n(x) funksiya shu ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.
X to‘plamdanx0 (x0e X) nuqtani olib va (5.1) ketma-ketlik har bir
hadining shu nuqtadagi giymatini hisoblab, natijada
fi(x0),f2(x0),...,fn(x0),...

sonli ketma-ketlikni hosil gilamiz.

5.1- ta’rif. Agar {/i,(x0)} sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi
(uzoglashuvchi) bo‘lsa, {/,, (x)} funksional ketma-ketlik xOnuqtada
yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.

5.2- ta’rif. Agar \fn(x)} funksional ketma-ketlik X to‘plamning

har bir nuqtasida yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa, u X
to‘plamda yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.

5.1- eslatma {fn(x)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish
sohasi {f n(x)} funksional ketma-ketlikning aniglanish sohasiga teng,
yoki uning bir gismi, yoki bo‘sh to‘plam ham bo ‘lishi mumkin.

Farazqilaylik, {/,,(x)} funksional ketma-ketlik X<zR to‘plamda
yaqginlashuvchi boisin. U holda Vx0e X uchun unga mos kelgan
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M * 0)>/2(*0)>->/,,00)>-
ketma-ketlik chekli limitga ega boiadi, ya’ni
lim /., ("0) =/(Jo) .

Agar X to‘plamdan olingan har bir x ga, unga mos kelgan
[1(*)>/12(X),eee>/,,(*)>eee ketma-ketlikning limitini mos qo ‘ysak,
ya’ni

/:x —lim/n(x)
deb olsak, unda X to'plamda aniglangan biror/(x) funksiya hosil

boiadi. /(x) funksiya{fn(x)} funksional ketma-ketlikning limit
funksiyasi deb ataladi va uni

H_%/,,(x) =/(x) (xe X) (5.2)

kabi yozamiz yoki, gisgacha, f,,(x)->f(x0) deb belgilaymiz. (5.2)

ni "g" tilida quyidagicha ham yozish mumkin:

Ve>0 3n0=n0(s,x) Vn>n0,\/xeX =* i,(x)-/(x)<e.

5.1-misol. {/,,(X)} =1 ® \_XJ funksional ketma-ketlikning limit
n -\-

funksiyasini toping.

Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning hamma hadlariX =R da
aniglangan. Shuning uchun bu ketma-ketlikning aniglanish sohasi

n2+1
X =R dan iborat. Umumiy hadi /,(*)= L 2« Endi limit
n +x

funksiyani topamiz:

limsn(x) = lim— - le
n—=00 «—=00

I+

n2+1
Demak, berilgan funksional \ » +x"\ ketma-ketlikning limit

S - . n2+1 R
funksiyasi f(x) =1 boiadi, ya’ni 2— ->1.
n +x
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5.2-misol. {/,,(*)}:][nlsin \)[ funksional ketma-ketlikning
n X

yaginlashish sohasi va limit funksiyasini toping.
Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning hamma hadlari

(-°0;0)u(0;+°°) to'plamda aniglangan. Bu ketma-ketlikning
umumiy hadi /,,(x):«zsﬁl l . Limit funksiyani topamiz:
n X

Vxe (M>;0)u (0;-H») lar uchun

1
SIn—
lim/,,(x) = lim— —
n—m n—r> 1

2
Xn

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik (<*>0)u(0;+°°) da

1
yaginlashuvchi, uning limit funksiyasi ga teng:

5.3- misol.{/,,(X)} = {X" +3x"H} («=1,2,..) funksional ketma-

ketlikning yaginlashish sohasi va limit funksiyasini toping.
Yechilishi. Berilgan |x" +3x"#] ketma-ketlikninghamma hadlari
(-oo;+00) da aniglangan. Bu ketma-ketlikning umumiy hadi

/,,(xX) =x" +3x"H. Ketma-ketlikning yaginlashish sohasini topish
uchun quyidagi hollarni garaymiz:

a)\/xe (1;+°°) da hm/,,(x) = lim(x"+3x"#) = +<>;,
b) Vxe \(/—1;]7.)da li_r*gl,,(x) = rI]i_m(x“+3x',-l-:|) =0;
d)x=1da lim/, @) =lim(r +3m) =4;

e) Vxe (-<=>-1] boiganda esa berilgan funksional ketma-
ketlikning limiti mavjud emas.
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Shunday gilib, {fn(x)} = \X' +3x"+8} funksional ketma-ketlikning
yaqinlashish sohasi X = (— 1] bo‘lib, limit funksiyasi esa

[0, -1 <x< 1 bolganda
m =
[4, x=1 bo‘lganda

bo‘ladi. Bu yerda funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi
aniglanish sohasining qismi bo‘ladi, ya’ni (-1; c(-°0, +°°).

5.4- misol. {/n(X)} = {cos«*} funksional ketma-ketlikning
yagqinlashish sohasi va limit funksiyasini toping.

Yechilishi. Berilgan {cosnx} ketma-ketlikning hamma hadlari
(<*=+°°) da aniglangan bo‘lib, bu ketma-ketlik limit funksiyaga
ega emas.

Demak, {fn(x)}-{cosnx} ketma-ketlikning yaginlashish sohasi
bo‘sh to‘plamdan iborat.

5.5- misol. {/,(X)}=<In 5+ funksional ketma-
n +e

ketlikning X = [0;+°°) oraliqda limit funksiyasini toping.
Yechilishi. {/,,(.*)} funksional ketma-ketlikni quyidagi ko‘rinishda
yozamiz:

fn(x)=In5+In 1+
5(n6+e3)

i—0da In(l+1)~t, uholda n— da

4_x e

5(n6+e3y In5+bB«2=gn(x)’

Bu yerdan [0;+°°) da limit funksiyani topamiz:

/.(*)-In5+

limg,,(x) = lim +In5 =1In5=/(x
9..(X) 5 (x)

2.2
nx
5.6- misol. {fn(x)}~ ~en X funksional ketma-ketlikning

X = (—w;+00) oraligda limit funksiyasini toping.
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Yechilishi. Agarx ~ 0 boisa, u holda

fexli=, N2 ynx2_ 1 >0

\Jn\"T A \+'X4n41 X4ﬁl Xzﬁ
boiadi, x=0 boigan holda esa barchane N lar uchunf,(x) =0

boiadi. Demak, (-°°;+°0) da limit funksiyaf(x) =0 boiadi.
5.2. Funksional gatorlar va ularning yaginlashuvchiligi. Biror X

(Jc i) to‘plamda w,(x), u2(xX),..., un(x),... funksiyalar ketma-

ketligi berilgan boisin.
5.3-ta’rif. Ushbu

ul(x) +u2(x) +... +un(x) +...

ifoda funksional gator deyiladi va u v;t W X) kabi belgilanadi:

UtCxX)+u2(X)+...+un(x)+... = \)(:,iUnix) . (5.3

Bunda ul(x),uXx),...,uii(x),... lar gatorning hadlari, un(x) esa

funksional gatorning umumiy hadi deb ataladi. (5.3) funksional
gatorning hadlaridan tuzilgan ushbu

SI(X) = ul(x)
S2(x) = m(x) +u(x)

5.9
Sn(x) = W,(X) +V2(X) +... +M(x)

yig‘indilar ketma-ketligi (5.3) funksional gatorning gismiy yig‘indilari
ketma-ketligi deyiladi va u {5,,(x)} kabi belgilanadi.

5.2-eslatma. ’r\‘Au,XX) funksional gator turli hadlarining aniglanish

sohalari (to‘plamlari), umuman aytganda, turlicha boiadi. Biz bu
yerda X to‘plam sifatida shu sohalarning umumiy gismini tushunamiz.

X to‘plamdan x0(x0e X) nugtani olib va (5.3) funksional gator
har bir un(x) (n=1,2,..) hadlarining shu nugtadagi giymatini
hisoblab, ushbu sonli gatorni hosil gilamiz:
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X U,,(XQ = M(XQ + U2(XO)+ R Un(XQ PO (5 .5)
n=1

5.4-ta’rif. Agar (5.5) sonli gator yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)
boisa, (5.3) funksional gator x0 nuqtada yaqinlashuvchi
(uzoglashuvchi) deyiladi.

55— ta’rif. Agar (5.3) funksional gator X to‘plamning har bir
nuqtasida yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) boisa, (5.3) funksional
gator X toplamda yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.

Faraz gilaylik, (5.3) funksional gator X to‘plamda yaqinlashuvchi

boisin. U holdaVx0e X uchun unga mos kelgan (5.5) gator

yaginlashuvchi boiadi va uning yig‘indisi biror SOsonga teng boiadi.
Agar X to‘plamdan olingan har bir x ga

I (x) = “i(X) +M(X)+... +ii,, W +...
n=1
gatorning unga mos yig‘indisini mos qo‘ysak, u holda X to‘plamda

aniglangan biror S(x.) funksiyahosil boiadi. BuSfxJ funksiya X «,,(*)
n=1

funksional gatorning yi™'indisi deyiladi va u S(x) =~ wu,,(x) kabi
<

yoziladi.

Sonli gatorlarning yaginlashish (uzoglashish) ta’rifiga asosan,
funksional gatorning xOnuqtadagi yaginlashish (uzoglashish) ta’rifini
quyidagicha ham berish mumkin.

5.6-ta’rif. Agar n —oo da (5.4) funksional ketma-ketlik x(nuqtada
yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) boisa, (5.3) funksional gator x0
nugtada yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.

Agar« —00 dal.S"x)} funksional ketma-ketlik X to*plamda S(x)

limit funksiyaga ega, ya’ni lim5'n(x) = 5'(x) boisa, S(x) funksiya

(5.3) gatorning yig'indisi deyiladi.
5.7-ta’rif Agar

Sk (xDi= Ma(x )1+ W2(x)it - + K (x)14... (5 .6)
n=1

funksional gator x=x0Onuqtada yaqginlashuvchi boisa, (5.3) funksional
gator xOnuqtada absolut yaginlashuvchi deyiladi.

5.8- ta’rif. Agar X to‘plamning har bir nuqtasida (5.6) gator
yaginlashuvchi boisa, (5.3) funksional gator X to‘plamda absolut
yaginlashuvchi deb ataladi.
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Agar xX-xtnuqgtada (5.6) qator uzoqglashuvchi bo‘lib, (5.3) qator
yaginlashuvchi bo‘lsa, (5.3) gator x=xQnugtada shartli yaginlashuvchi
deyiladi.

(5.3) va (5.6) gatorlar yaginlashadigan nuqtalar to‘plami mos
ravishda (5.3) gatorning yaginlashish va absolut yaginlashish sohasi
deyiladi.

53- eslatma. Berilgan (5.3) funksional gatorning yaginlashish
va absolut yaginlashish sohasini topishda sonli gatorlar mavzusida
ko‘rib o‘tilgan Dalamber va Koshi alomatlaridan foydalanish
mumkin.

56-  misol. Ushbu funksional gatorning X =(0;+°°) da yig'indisini
toping:

A nx
FLA+X) (] +2x) il +nX)

Yechilishi. 12- teoremaga ko‘ra funksional gatorning umumiy

hadini quyidagi ko‘rinishda ifodalaymiz:

U,09 = ™
@+X) (1 +2X) se=(! +nX)
1
@A+X)(I +2X) eee(L+(n-Dx)  @+X)(I +2X) gL+ (ri - 1)x) (I +nX)

U holda funksional qatorning n—-qismiy yig‘indisi

Sn(x) =1- .
@+X)(I +2X) e»<(1+nX)

boiadi. Endin da limitga o‘tamiz:

liu,Sn(x) = lim 1
@+x) (1 +2x) =gl +nx)

Demak, berilgan funksional gatorning yig‘indisi S(x) = 1bo‘ladi.

5.7-misol. X ~ _*)x funksional gatorning yaginlashish sohasi

n=0
va yig‘indisini toping.
Yechilishi. Berilgan funksional gatorning n- gismiy yig‘indisini
topamiz:

Sn(x) =1 x +1—x)xX +.——h(l—)x" =

=|-X +X-X2+—+X", -x"#4=1-x"4
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Qatorning yagqinlashish sohasi va yig'indisini topish uchun
quyidagi hollarni garaymiz:

a) agar xe(-1;1) boisa,5(c) = limSn(x) =1 boiadi;
b) agarx=1 boisa, 5(x) = lim (x) =0 boiadi;
d)agar xe (1;+°°) boisa, S(X) = H’_QLSn(X) = boiadi;

e) agar xe (-°°;-I] boisa, u holda SJx) ketma-ketlik limitga
ega emas.
Shunday qilib, berilgan funksional gatorning yaginlashish
sohasi X = (-1; 1] to‘plamdan iborat, yigindisi esa
0, X -1 boiganda,
569 = © oen
[l, xe(-1;1) boiganda
58-  misol. Funksional gatorning (shartli va absolut) yaginlashish
sohasini toping:

00

(2x-IT
=1V fi x-1
Yechilishi. Berilgan gatorning absolut va shartli yaqinlashish
sohalarini topish uchun (5.7) qator hadlarining absolut giymatlaridan
tuzilgan ushbu

(6.7)

2x—1
Z:i \/r« x—1

gatorga Dalamber alomatini goilaymiz, bunda x ni parametr deb
hisoblaymiz. Ravshanki,

(5.8)

uh(x) = 2x -1 1 2x-1
yfin  x—1 x-1
boiib.
Wi(x)i_ V» 2x—l
U0 \yin+l x—1
boiadi. « —» 00 da DJx) ifodaning limitini topamiz:

2x-1



. XRx-1
M a’lumki, < 1bo‘lsa, (5.8) gator yaginlashuvchi boiadi,

ixX—
u holda 5.8- ta’rifga asosan,0<x<- da (5.7) gator absolut

A
yaqinlashuvchi boiadi. ??(T >1 bo‘lsa, ya’'ni Ou g’"H®
Ix-

da esa, (5.8) gator uzoglashuvchi bo‘ladi. Endi x=0 va* = -

chegaraviy nuqtalarda (5.7) funksional qatorni yaginlashishga

tekshiramiz. x=0 bo‘lganda bizgama’lum bo‘lgan X un(®) :Z< r
n=1 =1 \H

2
uzoglashuvchi sonli gator hosil bo‘ladi. X = - bo‘lganda esa

f2a.y 1y
v3, ™ 4n
sonli gator hosil bo‘ladi. Ma’lumki, Leybnis alomatiga ko‘ra,

v 1(=)”
21 (" ) sonli qator shartli yaqginlashuvchi, chunki uning hadlarining

absolut giymatidan tuzilgan gator uzoqglashuvchi.

e 2
Shunday qilib, berilgan (5.7) funksional gator (0; -) da absolut
yaginlashuvchi, (-°°;0]Ju(~ ;+°°) dauzoglashuvchi, x= da shartli

yaginlashuvchi, 0~ esa uning yaginlashish sohasi bo‘ladi.

. X(x+n)
5.9-misol. X funksional gatorning (absolut va shartli)

yaginlashish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan gatorning absolut va shartli yaqinlashish
sohalarini topish uchun



gatorga Koshi alomatini gollaymiz, bundax ni parametr deb olamiz.

. X(X +<«) .
Ravshanki, «,,(*) = N bo‘lib,
KSX) = 4 uS X)\et} = w1+

bo‘ladi.n— da KJx) ifodaning limitini topamiz:

%(,,(x) =I¥.
Ma’lumki, IX <1 bolganda, ya’'ni ( 1;1) da berilgan funksional

gator absolut yaginlashuvchi, Jx1>1 da esa funksional qator

uzoglashuvchi.
Endi x=1 va x=-1 bo‘lgan hollarni garaymiz.
Agar x= 1bo‘lsa, u holda
/"1y
X«. (i)=X 1+
n=| »=1 n
sonli gator uzoglashuvchi bo‘ladi, chunki gator yaqinlashishining
zaruriy sharti bajarilmaydi, ya’ni

. . 1
liman= lim 1+
Agar x—1bo‘lsa, u holda
!/ jv
71=1 71=1
ishorasi almashinuvchi qator hosil bo‘ladi. Bu gator
uzoqlashuvchi, chunki Leybnis alomatining lima,,=0 sharti

bajarilmaydi, ya’ni



Demak, berilgan funksional gator (—1;1) da absolut

yaginlashuvchi.
5.10 isol )20 )r(]"yn
.10- misol. ”
AX dy

(absolut va shartli) yaginlashish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksional gatorning umumiy hadi

(*>0, j>0) funksional gatorning

u,,kxiy)\!—x),(, y . Bu gatorga Dalamber alomatini qoilaymiz

(bunda x vay ni parametrlar deb hisoblaymiz):

| «,,(*00 | X +y

lim D, (x,y) = lim xy xX"+y" _ (y, x>y >0 boiganda,
n ‘™M™~ X'++y"+ [x, 0<x<j boiganda.

Demak, O<min(x,j>)<I| boisa, u holda funksional gator
chizmadagi shtrixlangan sohada absolut yaginlashuvchi boiadi,

min(X,y) > 1 sohada esa uzoglashuvchi boiadi.

Mustagil yechish uchun misollar

X to'plamda {/,,(x)} funksional ketma-ketliklarning limit
funksiyasif(x) ni toping.

51—f"(X):& sz/_\ﬁ’ * = (— ,'P\>)‘ 5.2. f,,(X):Xi ’ﬂ\ *= (_ 14-*1)
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5.3.

54.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.10
511

512

514

5.15

5.16

517

5.19

5.20

fn(x) =x"~4x"8+3x"+4, X =1;1]

/,,(X) =x4cos— ,X = (O;—H>).
Xn

AX) =2+~ X = (-0-hx)-

1
fn(x) =n(x"-1),X = [13]

f,,(x):n2x25inF , =

fnx)=4~+1, X =[0;2], 59. fnxX)=e

() =eF)2X = [-22].
. ) = nD\ncH) -\, X = [1,+°°).
. f (x)—nsm"n—, X = [G+0).
1 (X2Y
A+x" + , X = [0;+°°).
v

()= 1nw , X = [1;+°°)-
nx

2
. fn(x)= arctgux, X =
n

- I'n(x) = xarctgHX, x = @-+).

/,(*)=n X+——¥X X = (0;+00).

7?2 4x2
1,5 =In x2+ , X =[l;+00).
. I'n(x) = fAsifix, X = [Cr].

70



Funksional gatorlarning (absolut va shartli) yaqinlashish

sohalarini toping.

2n

521¢iIn*n 5.22 - 5.23.
cina Vé—ﬂ ° N K1+X" |

X Mfsin/zx ., non y ~ r
. (?>0,0<X</r). 5.25.)( x"tg - .
AT 1+n? e2"

l2=1

sin X A 1 “ 1
X i «5.27.XC-1) -=r.528. Xi") 4

5.30.%":-. 531 £ ¢

L An(+x")
5.32. X . (x>0). 533 X ~ 070).

534.X v N" +M" m535. £tg*(* +7).
i n

n=|

5'36;5 x+1)"(x+n) 537"~ 1+x" 538 M-x"

Y x _
5.39.X COs— m5.40. e "Xsinux.
\Y; ni

Misollarning javoblari

5.1../(x)=0.5.2./(x)=1.5.3./(*)=0.5.4./(x) =x4. 55. AX) = K.
5.6./(x) = 1nx. 5.7.f(x)=x3
fl, 0<x <1 bo‘lganda,
5.8.4x) m
[X, 1< X < 2 bo‘lganda.
5.9./(x)=0. 5.10.4x)=0. 5.1i.f(x)=x.

1, 0<x <1lbo'lganda,
5.12./(x) = N 5.13. /(x): x. \<x<2 bo‘lganda,

X2
— ,x >2 boiganda.



5.14./(x)=0. 5.15. /(x) =sgnx .5.16. /0*0

5.17. f (X)-—r=. 5.18. /(x)=0. 5.19. /(x) =Inx2.
2vX

1, xe (0;7r) boiganda, i

* = —_—
5:20./(*) = 0,x=0,x=n Hnganaa. 5'21'(e’e) absolut

yaqginlashuvchi. 5.22. (1,+°°) — absolut yaginlashuvchi. 5.23. x *|

— absolut yaqginlashuvchi; x = -1 — shartli yaqinlashuvchi. 5.24.

q>p +1 — absolut yaginlashuvchi; p<q<p +l — shartli
yaqginlashuvchi. 5.25. (—2;2) — absolut yaqginlashuvchi.
5.26. (-00,+00) — absolut yaqginlashuvchi. 5.27. (e;+ =) — absolut

yaginlashuvchi; (I,e] — shartli yaginlashuvchi. 5.28. (1;+°°) —
absolut yaqginlashuvchi, (0; ] — shartli yaqginlashuvchi. 5.29.
(Loo;+00) — absolut yaqginlashuvchi. 5.30. (-co;Du(3;+°°) —

K
absolut yaginlashuvchi. 5.31. \x-nk\<—— absolut yaginlashuvchi;

K
Xx=-~+nk — shartli yaqinlashuvchi, keZ. 5.32.

0<X<1l, —o<J><00

=1, y>1 x=—1
x=LYy absolut yaginlashuvchi. 5.33. g< </
X>1y>2
<1, 0<y<+o00
shartli yaqginlashuvchi, y >1 y>ix; absolut

yaginlashuvchi. 5.34.max(]x].jjl)< 1 — absolut yaginlashuvchi.

i K
5.35.p-ferj< —, ke Z — absolut yaginlashuvchi. 5.36. (L+°°)

absolut yaqinlashuvchi. 5.37. (—s—)u(l;+°°) — absolut
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yaginlashuvchi. 5.38. (—1;1) — absolut yaginlashuvchi. 5.39. x*O

absolut yaginlashuvchi. 5.40. x >0 va x = -7/t, ke N — absolut
yaqinlashuvchi.

6-8. Funksional ketma-ketlik va gatorlaming
tekis yaqginlashuvchiligi

6.1. Funksional ketma-Kketiiklarning tekis yaqinlashuvchiligi.
Ushbu

(6.1
funksional ketma-ketlik X (X ci) to‘plamda yaqinlashuvchi va
uning limit funksiyasi f(x) bo‘lsin.

6.1- ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday 3mee N

nomer topilib, Vn>m va V x e | lar uchun bir vagtda

tengsizlik bajarilsa, {/,,(*)} funksional ketma-ketlik X to‘plamda
f(x) ga tekis yaginlashadi deyiladi va u gisgacha
X
fj f
kabi belgilanadi.
6.1 -eslatma. 6.1-ta’rifdagi m natural son faqat e ga bog‘lig bo‘lib,
X larga boglig bo‘lmaydi.
6.2-ta’rif. Vms N olinganda ham, 3e0>0, 3n>m vax0e X
mavjud bo‘lib,
N\ /M~ f(xO\>£0
tengsizlik bajarilsa, {/,,(*)} funksional ketma-ketlik X to‘plamda
f(x) ga tekis yaqginlashmaydi deyiladi va u gisgacha
fjf
kabi belgilanadi.

6.3- ta’rif. Agar bo‘lib, lekin /,,(x)I f(x) bo‘lsa,

{/«(x)} ketma-ketlik X daf(x) ga tekis yaginlashmaydi (notekis
yaginlashadi) deyiladi.



X
Xususiy holda, agar/,,(*)-»/@r) va 3e0>0, VmelJV 3n>m

va 3xrne X -£o 6.2

shart bajarilsa, {/,,(*)} ketma-ketlik X da /fx,) ga tekis

yaginlashmaydi deyiladi.
Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketliklar quyidagi
Xxossalarga ega.

1- xossa. Agar {/,,(*)} va {gn(x)} funksional ketma-ketliklar

fj f, gnl g bo‘lsa, u holda {A/,(x) +¢ig,,(x)} (bundaX,L, —

ixtiyoriy haqiqiy sonlar) funksional ketma-ketlik ham
Am/ (X)) +/*£, (%) X-f(x) +n-g(x)

boiadi.

2- xossa. Agar {/,,(*)} funksional ketma-ketlik/ (x)I /(x)

boiib, funksiya esa X to‘plamda chegaralangan boisa, ya’ni

3M >0: Vxe Z1 £(x)|<M

boisa, u holda {g(*)/.,(x)} ketma-ketlik ham gO)/,,(x)I g(X)f(x)
boiadi.

6.1- teorema. (6.1) funksional ketma-ketlik X to‘plamdaf(x) ga
tekis yaqinlashishi uchun

limsup|/,,(x)-/(x)] =0 (6.3)

shartning bajarilishi zarur va yetarli.
6.2- teorema. (6.1) funksional ketma-ketlik X to‘plamda fix) ga

tekis yaginlashishi uchun shunday {«,} sonli ketma-ketlik (bunda
liman=0) va shunday m nomer mavjud boiib, barcha n>m va
barchaxe X lar uchun

\f,(x)~ f(x)\<an

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
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V] - J cosns/x

6.1 - misol. fJf»er—| t funksional ketma-ketlikning

X = [0;+°°) to‘plamda tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

bo‘lib, X = [0;+°°) da yaginlashuvchi bo‘ladi.

Endi yaqginlashish xarakterini aniglaymiz. Ve >0 son olinganda

1
ham m= deyilsa, unda barcha n>m vaVxe X lar uchun

cos w/x n
| cosnsx <l._ 1 ¢

n N n n m+1

bo‘ladi. Yuqoridagi 6.1- ta’rif va 6.1- teoremaga ko‘ra,

st! M _ 1COSan/x | ) L. ) .
r ketma-ketlik f(x)=0 limit funksiyaga tekis

yaginlashadi: cos[Tcj o
n

6.2- misol. Ushbu funksional ketma-ketlikni X = [0;+°0) da tekis
yagqginlashuvchilikka tekshiring:

[ n+nx J

Yechilishi. {/,,(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi

fix) =limfn(x) =limarct8”* =0
n+"jx
bo‘lib, u X = [0;+00) da yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Endi yaqinlashish xarakterini aniglaymiz. Bizga ma’lumki,

barcha ne N va ¥xe X lar uchun
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O<arctgnVx smm n+sn/x>un

bo‘ladi. U holda, Vg>0 son olinganda ham m - deyilsa,

barchan>m vaVielJ laruchun

ir/ 4 ,, m larctgnVxi n 2
fnEm-./(x) = — --r-1<— < <e
m+na/x | 2m n

bo‘ladi. Yuqoridagi 6.1-ta’rifga asosan
n +'JX
ketma-ketlikf(x) =0 limit funksiyaga tekis yaginlashadi:
arctgnjx x
n+VvT
. . 1 - .

6.3- misol. {/;,(X)}=j«|x+  -4/jcj funksional ketma-
ketliknijf = [0;+00) da tekis yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Barcha xeX va VnsN lar uchun

1 .(r 1 X
X+ <X tengsizlik o‘rinli boMadi. U holda

X+
0<}X+—-y/x=
f/X +—+r/x
n
<|/|:J W +-j)2—x 4
v i M n —a

Demak, 6.2- teoremaga asosan, berilgan funksional ketma-ketlik
[0;+°°) da.f(x) =0 limit funksiyaga tekis yaqginlashadi.
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— 1 *(* 1 - 1 1
6.4- misol. {/*(*)} I[i+n4x4Jf funksional ketma-ketlikni

X =[-1; 1 da tekis yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi
><2
f(x)=lim; rtT—=0
~-1+n4x4

bo‘lib,y’ bo‘ladi. Bu yerda
0</N -2wV-< 1
2 n2 1+udx4 2n2

bo‘lganligi sababli, x ning har ganday giymatida fn(x)<£

tengsizlikning o‘rinli boMishi uchun n> gilib olish kifoya.

Shunday qilib, bu holdam= deyilsa, bir vaqtning o‘zida x
ning barcha giymatlari uchun u yaroqglidir. Demak, /10 .

6.5- misol. funksional ketma-ketlikning

X =[0; 2] da notekis yaqinlashuvchiligini ko‘rsating.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

/(x)=Ilim —-% =0
2 +1x

boladi.
Endi berilgan ketma-ketlikning /'~ ; =0 limit funksiyaga notekis

yaginlashishini ko‘rsatamiz. Ve >0 son olinganda ham m natural

. 1
son sifatidam = <X , X ®0 olinsa, u holdaVm < n uchun
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<-=Z<-p- —<£
2+nx 2+ux  4fix N1 +1Dx
boiadi. Ravshanki, x=0 daVneN lar uchun/,,(0)=/(0)=0

boiadi. Bu holda mning x ga bogiiqligi evaziga, ixtiyoriy natural n

son uchun £0= Zvaxn: *e (0;2] deb olsak,
"

fn X

boiadi. Bu esaberilgan{/,, (x)} funksional ketma-ketlikning/(x)=0

limit funksiyaga notekis yaqinlashishini bildiradi, ya’nix e [0;2] ning
barcha giymatlari uchun bir vagtda yaraydigan nomer mavjud emas.

/ Ne 2]
6.2- ta’'rifga ko‘ra berilgan ketma-ketlik fn(x)= nX 10.
2 +1x

6.6-misol.{"1(x)}= |xj funksional ketma-ketlikning xe[O;I)
da notekis yaqinlashuvchiligini ko‘rsating.

X
Yechilishi. Bu ketma-ketlikxe [0;1) da yaginlashuvchi /,,—/,

ya’ni /(x) =limx" =0.

W—00

Endi (6.2) shartning bajarilishini ko‘rsatamiz.x,, = -} ketma-
o

ketlikni olamiz, u holda barchane N lar uchunx,, e [0;1) boiib
vafAxn)~f(xJ] = k“-°|=] -eoboiadi.
Demak, {x"} ketma-ketlik [0;1) daf(x)=0 funksiyaga notekis

yaqginlashadi.

78



6.7- misol.{/n(X)}=jln 5+ »Von funksional ketma-
n6+e3X
ketlikning:

a) X =[0+°) da notekis; b) Xt=[0;a] (a>0) da tekis
yaginlashuvchiligini ko‘rsating.

Yechilishi. a) 5.4- misolda bu ketma-ketlikning limit
funksiyasi f{x)~ In5 ekanligi ko‘rsatilgan. Endi berilgan ketma-
ketlik uchun (6.2) shartning bajarilishini ko‘rsatamiz. Agarxn=2Inn
deb olsak, u holda

4 _21nn "\
ne

5+ -In5 =
n6+ed™

=In(5+ n )- In5—lnn—eo
2-n ' IO '

Shunday qilib, £0=1In va Vne N lar uchun (6.2) shart

/ 4. X\

n
bajariladi. Demak, {/,,(X)}=vn 5+n’+e ketma-ketlik
\% /

X = [0;+°0) dafix) = In5 ganotekis yaginlashadi.
b) Berilgan ketma-ketlik [0, a] da tekis yaginlashuvchi ekanligini

ko‘rsatamiz. Ravshanki, barcha t> 0 lar uchun In(l +1) <t tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi, u holda

e ,»  NA-eX

n
0</-(*)-/(*) =In 1+5(n6+e3<) " 5(n Fe )

< n4—e>(< =7n.
5 5n

Demak, 6.2- teoremaga asosan, berilgan ketma-ketlik X | = [0;a]

da/(x) = In5 ga tekis yaginlashadi, ya’ni f \ins.

79



6.8- misol. {/,,(*)}={*"-x"# funksional ketma-ketlikni
X =[0; 7 to‘plamda tekis yaginlashishga tekshiring.

Yechilishi. Ravshanki, x=I, x=0 da /,(I)=/(0)=0,
O<x<ldaesa rI1i4rn]D(x" -x"") =0 bo‘ladi. Demak, berilgan funksional

ketma-ketlik X da yaginlashuvchi, uning limit funksiyasi f(x)=0
bo'ladi. Endi (6.3) shartning bajarilishini tekshiramiz. Buning uchun
[0 daf(x) funksiyaning ekstremum nugtalarini topamiz. fix)
funksiyaning hosilasi

L)) = (=*(«+)
bo‘ladi. [0;1] kesma ichida X'~ [«-x(« +1)]=0 tenglama yagona

n
X~x»~n+\ ildizga ega. Agar xe(0;x,,) boisa,

f'(x)> 0; xe(x/i;l) bo‘lganda esa, f'(x)< 0 bo‘ladi. Shuning

uchun, Vxe X dasup/,,(x) = max/,(x) =/,,(x,,) bo‘ladi. Demak,

limsup Fn(x) - /(x) |= limsup/,,(X) = lim/,,(X) = lim— —----=0.
=+ W= xeX nnee W Jyi n+1

Bunda (6.3)shart bajarilayapti, shuning uchun an I O

6.9- misol. {/,,(X)} ={x"-x2} funksional ketma-ketlikni
X = [01] to‘plamda tekis yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Ravshanki, x=1 wva x=0 nuqtalarda
/,(0)=/(1)=0, 0<x<| daesa lim(x”-x2") =0 bo‘ladi. Demak,

berilgan funksional ketma-ketlik X da yaginlashuvchi, uning limit
funksiyasi f(x)=0. Bu yaginlashishning xarakterini aniglaymiz.
Buning uchun [01] dafjx) funksiyaning ekstremum nugtalarini
topamiz.fjx ) funksiyaning hosilasi

fn{Xx) = nx"-\\-2x").

1
[0;1] kesma ichida nx”‘(I-2x") =0 tenglamax - X,,——~j=
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yagona ildizga ega. Agarxe (0;xj boisa, f'(X)>0; xe(x,,;l)

boiganda esaf'(x) <0 boiadi. Buyerdan/,,(x) = X" —=x2' funksiya

X~ < nugtada o‘zining maksimum giymatiga erishishi kelib

chigadi. Natijada

xeX xe

sup Na(x) - /(x) = su)E)fn(x) = rr)g(xf n(x) = fn(xn) = 7

boiib, limsupl/n(x)—/(x)| = A}*O boiadi.

xeX
Demak, (6.3) shart bajarilmayapti, berilgan ketma-
ketlikX =[0;1] da notekis yaginlashadi.

6.10-  misol. {/,(x)} = {arctg«x} funksional ketma-ketlikni
X = (0;+°°) to‘plamda tekis yaqinlashishga tekshiring.
Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasini topamiz:

f (x) = lim arctg/jx = —3—

K
Endi {/,,(X)} ketma-ketlikning f(x)= — limit funksiyaga

yaginlashish xarakterini aniglash uchun (6.3) shartning bajarilishini
tekshiramiz:

n n
— = |i _ = 0
arctgnx 5 )I(!mo 5 arctgnx =% 0
Bu yerda (6.3) shart bajarilmayapti. Demak, {/,,(x)} = {arctgw<}

ketma-ketlik (O+<>) da J'W =" ga tekis yaginlashmaydi.

6.11- misol. {/,,(x)} =<XInX | funksional ketma-ketlikni

X =(0;1) to‘plamda tekis yaginlashishga tekshiring.

Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi
Inx —
y(x) = lim ><—In>< =xhm nx—nz_ 0
WONn n (§ n
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bo ‘ladi. Endi berilgan ketma-ketlikning X daf(x)=0 limit funksiyaga
yaqinlashish xarakterini aniglash uchun (6.3) shartning bajarilishini
tekshiramiz:

iS5/ N F AN o 1* i A Inw
%glsl,,(ﬁﬁ(&)l sup A =10
limsup Fn(x) -f(x)I=1lim —=0.
xax n

(6.3) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan {)r(1 In;} ketma-

ketlik Z=(1;0) daf(x)=Q funksiyaga tekis yaginlashadi.

Faraz gilaylik, X to‘plamda{/n(x)} funksional ketma-ketlik
berilgan bo'lsin.

6.3- teorema (funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishi
uchun Koshi kriteriysi). {/,,(*)} funksional ketma-ketlik X to‘plamda
limit funksiyaga ega bo‘lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun,
ixtiyoriyE>0 da x ga bog‘lig bo'Imagan shunday nomerm(e)
mavjud bo‘lib, n>m bo‘lganda va istalganpe N da x ning X dagi
hamma giymatlari uchun bir vagtning o‘zida

[/:+:(*)_/y(*)\<£
tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

6.3-teoremadagi Koshi shartini, gisgacha, kvantor belgisidan
foydalanib, quyidagicha yozish mumkin:

V>0 3m(e): V«>m,Vpe N,Vxe X :NHpX)~fn®\<e, (6.4)
yoki boshgacha ko‘rinishda:
Ve>0 3mE)\ \Wn>mNk>mN\/XE. X (X ) - Fk(X)\<e. (6.5)

Agar Koshi sharti bajarilmasa, ya’ni
3£0>0: Vke N, 3n>k 3pe N 3xe X :j/,#(x)-/,,(x)J >£0(6.6)

bo‘lsa, uholda{/n(x)} funksional ketma-ketlik I"to ‘plamda«oieA:w
yaginlashuvchi deyiladi.
Xususiy holda, agar

3£0>0:3meN N\/n>m 3pe N 3xne X Nitp(xn)~ f(x nN)\>e0

bo‘lsa,{/,,(x)} ketma-ketlik X to'plamda tekis yaginlashuvchi
bo'Imaydi.
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6.12- misol. {/,,**)}={.1 7 funksional ketma-ketliknm
o= 10 g

X =[0+*) to‘plamda tekis yaqinlashuvchiligini Koshi
teoremasidan foydalanib ko‘rsating.

Yechilishi. {/,,(*)} = { J—!:=} ketma-ketlik uchun [0;+°°) da
yjn +2x

(6.4) shartni bajarilishini ko‘rsatamiz:

eosyj(n+p)x eosyfiix  eosyi(n+p)x  eos X

VpW=/. W1 = A+ +2x Nn+2x In+p+2x  N\n+2x
<sup cos.yj(n +p)X cos Y[(x 1 . 1
xex NP +2X yVin+2x  yln+p 4n

Agar Ve > 0 songa ko‘ranatural mson m= +1debolinsa,

u holda barcha n>m va barchape N lar uchun

*In+p ym \in
bo‘ladi. Demak, Ve >0 son olinganda ham shunday natural m son
mavjudki, \Nn>m\fpe N vaYxe [Q-H>) lar uchun

\fn+P (x )~ fA x)\<e

tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Bu esa ketma-ketlikning, Koshi

yfn +2x
teoremasiga ko‘ra, X da tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko ‘rsatadi.
[In\ACI . )
6.13- misol. {f,, ()} funksional ketma-ketliknmg X={1;0)

to‘plamda notekis yaginlashuvchiligini ko‘rsating.

Yechilishi. Shunday e0>0 son topiladiki, barcha ke N nomer

uchun n=k,p =k=n, X=—=— deb olamiz, u holda (6.6) shart
K n

bajariladi, ya’'ni



Demak, berilgan ketma-ketlik X to‘plamda tekis

yaqinlashuvchi bolmaydi.
6.2. Funksional gatorlarning tekis yaginlashuvchiligi. Ushbu

X m,(x)=m(x)+m2(x)+ —+m,(x)+ — (68)
n=1

funksional gator X (X e R) to‘plamda yaqinlashuvchi va uning

yig‘indisi SfxJ bo'lsin, ya’ni
lims, (9 =S =1rn (9.

6.4- ta’'rif. Agar (6.8) funksional gatorning {>,} qismiy
yig‘indilari ketma-ketligi X to‘plamda S(x) ga tekis yaginlashsa,
(6.8) funksional gator X to ‘plamda S(x) ga tekis yaginlashadi deyiladi
va u qgisqacha

(6.9)

kabi belgilanadi.

6.1- eslatma. Funksional gatorlarning tekis yaginlashuvchiligi
(yaginlashmovchiligi) tushunchasi ham ularning oddiy
yaginlashuvchiligi singari, funksional ketma-ketliklarning tekis
yaginlashuvchilik (yaginlashmovchiligi) tushunchasi orqali kiritiladi.

6.4-ta’rifni gisqacha, kvantor belgisidan foydalanib, quyidagicha
yozish mumkin:

Ve >03m(£):Vn>mVxe X —»jSn(x)-S(x)j<£. (6.10)

6.5- ta’rif. (6.8) gatorning dastlabki n ta hadini tashlab
yuborgandan so‘ng, hosil bo‘lgan

(F)=«»+iIW +«M2w +" = X

gator (6.8) funksional qatorning nta hadidan keyingi qoldig‘i deyiladi.
Bunda



r.(X) =s (X)-Sn(x)
bo‘ladi. U holda (6.9) shartni quyidagi ko‘rinishda ifodalash mumkin:

X
m{x)l 0. (6-11)
(6.9) va (6.11) shartlar teng kuchli.
6.6- ta’'rif. Agar X to‘plamda SJx) ketma-ketlikning limit
funksiyasi mavjud bo‘lsa va (6.10) shart bajarilsa, ya’ni

Ve0>0:VkeN 3n>k Vxe X —»*,(jc)—5(jc)|>£0

bo‘lsa, S(x) ketma-ketlik to‘plamda S(x) ga notekisyaginlashadi
deyiladi.

6.14-misol. ) ~e ' funksional qgatorni, ta’rifga ko‘ra,

a)X = (0;+°0); b)Xt=[5;+°°),5 > 0 sohalarda tekis yaqginlashishga
tekshiring.
Yechilishi. Berilgan gatorning n- gismiy yig‘indisini topamiz:

S.(X) = (1-e X) {1l+exX+eX+eeet+e ") =

a—e
= (\—eX) -ﬂX) =\-e-1x
\-ex
Bundan H_%En(x) =1, Sx)=1.
a) Funksional gatorni ta’rifga ko‘ra tekis yaginlashishga

tekshirish uchun m(x) = S(x)-Sn(x) ayirmani garaymiz:
NSON="Nre—\\=¢e -,

Vg >0 son olgandamm In 1l (x* 0) deyilsa, u holda n>m
X £

lar uchun
I, = 1S,,(X)-S(X)| = > <£ (6.12)
tengsizlik bajariladi.
Agar x=0 bolsa, ravshanki, V«e TV lar uchun Sn0)=0; >S0)=1
bo‘lib, n)j = [$(0)-5,0)j =1 bo‘ladi. m natural son £>0 va

X (0<x<+*°) largabog‘lig bo‘lib, u barcha x lar uchun umumiy bo‘la
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olmaydi, chunkim = Ilni +1 ning(0;+°°) da x bo‘yicha
X £

maksimumi chekli son bo‘Imaydi, ya’ni son Vne N olsak ham

3e0>0 L va3 xn= g (0,+00) nuqta topiladiki,
n

r.
S —Snii!iE e~">§£,
bo‘ladi. Demak, berilgan funksional gator, 6.6- ta’rifga ko‘ra,

X = (0;+°°) sohada notekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.

b) Ve >0 son olingandaham m =B Ix e +|3:|\% ¢ +l

deb olinsa, V« >mt vaVxe [5;+°°) lar uchun birdaniga (6.12)

tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, (6.10) shartga asosan, berilgan

funksional gqator [5;+°°) sohada x ga nisbatan tekis yaqginlashuvchi
(5-+0)

bo‘ladi, ya’ni Sn(x) I 1.

6.15- misol. Ushbu funksional gatorni X = (0;+°0) da tekis

yaginlashuvchilikka tekshiring:

A [« +Dx +1] («x+1)
Yechilishi. 1.2-teoremaga asosan, berilgan funksional gatorning
nN- gismiy yig‘indisi
1 1
* (*):
’ X+1 I+(«+I)x
bo‘ladi, uning yig‘indisi esa

5(x) =1lim
1I+x I +(«+I)x 1+x
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Ta’rifga ko‘ra, Ve >0 son olingandam = Xﬂ 11 (x ®0)

deyilsa, barcha n>m uchun

1 1 1
X L+ M+Dx 14X 1+ (n+1)j

<f

{m +2)\x +l
boladi. Agar x=0 bo‘lsa, ravshanki,Vn uchunSn(0)=0, 5(0)=1

bo‘lib, [$(0)-5(0)I =1 kelib chigadi. Bundagi m natural sonf >0

vax (0 < X< +°°) nuqtalargabog‘ligbo‘lib, ubarchax (0 <x <+
lar uchun umumiy bo‘la olmaydi (bu holdam =hfl 4

ning(0;+°°) da x bo‘yicha maksimumi chekli son emas). Boshgacha

qilib aytganda, istalgan n natural son olinganda ham 3ro>o0
(masalan en=-) vax = 1 € (0;+»°) nuqta topiladiki,
4 n+1

1 1 1
1 -S L] =2>fe

n o+

Demak, berilgan funksional gator, 6.6-ta’rifga asosan, notekis
yaqinlashadi.

6.3-teorema. (6.8) funkional gatoming X da tekis yaqinlashishi uchun

limsupjr [=0 (6.13)

shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.
6.4- teorema (zaruriy shart). Agar (6.8) funksional gator X da
tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning umumiy hadi

un(x) (n=1,2,...) u,,(x)lx 0 bo‘ladi.

6.16- misol. Ushbu funksional gatorni: a) X =(-9;q), bunda
o<g<l; b)X =(-11) to‘plamlarda tekis yaginlashuvchilikka
tekshiring:
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Ex" 1=1+X+x24+— hx" +—-
f1-1

Yechilishi. (A) formulaga asosan funksional gatorning n-qgismiy
yig‘indisi

S(x)—l+x2H— ot = 17X
X

ga teng bo‘ladi. Endi (—1;1) da berilgan funksional gatorning
yig‘indisini topamiz:
5xX)=Iim”~0)=Ilim1 A = 1,

1— X

X!
1—x 1—iX

va m(x) =S(xX)-Sn(x) =
a) X =(-q;q) da berilgan funksional gatorni tekis yaginla-

shuvchilikka tekshiramiz: sup™(X)| = supj N ,
xeX " xex'l—X 1—q

limsupjr (X)ij <lim a = 0
' X&X —q

Demak, 6.3- teoremaga asosan, berilgan funksional
gatorX ={« ) (0<q<1) da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

b) X = (-I;)da funksional gatorni tekis yaginlashuvchilikka
tekshiramiz:

= lim
1—X x>0 1—X

supr(X)| = sup
Demak, lim %E)_k(xﬂ =0 shart bajarilmayapti, shuning uchun

berilgan funksional gator (—1;1) da notekis yaginlashuvchi.

V (-
6.17- misol. 2ii ,r — ~ funksional gatorni X = [0; +°°) da tekis
A yjn+Xx

yaqinlashuvchilikka tekshiring.
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Yechilishi. X = [0;+°°) da ketma-ketlik barchaxe X

lar uchun monoton kamayuvchi va nolga intiladi. Leybnis alomatiga
asosan, berilgan funksional gator X da yaginlashuvchi va S(x)

yig'indiga ega. Bizga ma’lumki, barcha«e N va berilganxe X lar
uchun ishorasi almashinuvchi gatorlarda

W(X)| < ()i = 1 -<
yjin+x+1 \h+1

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan (6.13) shartning bajarilishi kelib
chigadi.

Demak, berilgan funksional gator [0;+°°) da tekis yaginla-
shuvchi.

6.5- teorema (funksional gatorning tekis yaginlashishi uchun Koshi
kriteriysi). (6.8) funksional gator X da tekis yaginlashishi

uchunVE>0 son olinganda ham3m(e)(me N) nomer topilib,
Vn >m(s), barchabutun p >0 sonlar vaVxe X lar uchun

P
X «iW i<t
en

shartning bajarilishi zarur va yetarli.

6.6- eslatma. Koshi kriteriysidan, ya'ni 6.5- teoremadan, xususiy
holda, p=0bo‘lganda, 6.4- teorema kelib chigadi.

Agar 6.5-teoremaning shartlari bajarilmasa, ya’ni

n+p

3£0>0 me N 3n>m 3pe N 3xe X — i Uuk(xXy>£0 (6.14)
i

bo‘lsa, (6.8) funksional gator X da tekis yaqinlashivchi bo‘Imaydi.
Xususiy holda, agar
3£0> 0 3n0e N \h> NO 3xne X un(xj>£,, (6.15)
bajarilsa, u holda (6.8) funksional gator X da tekis yaqinlashuvchi
bo‘lmaydi.
sin nx

6.18- misol. Zj ~4 funksional gatorning Koshi kriten'ysi'ga
n 3

ko‘ra, X = [0,+°0) da tekis yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. Smp- Sn ayirmani tuzamiz va uni baholaymiz:
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Ve>0 son olinganda ham m= [Iog3E]+1 deb olinsa, u holda

VX€[0OVn>m va \p lar uchun 'Snp-S\<£ tengsizlik
bajariladi.
Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan funksional gator
X —0,+°°) datekisyaginlashuvchibo‘ladi.
® |
6.19-misol. )é_12 s'nr " funksional gatorni X = [0,+00) da tekis

yaginlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Har bir xe X uchun n—00 da quyidagiga ega
bo'lamiz:

w1
1 2
u(x)=2"sin - (2y
X ygzs X
Bu yerdan, taqqoslash alomatiga ko‘ra, berilgan funksional
gatorning X da yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Berilgan
funksional gatorni X da tekis yaginlashishga tekshirish uchun Koshi
teoremasini qo‘llaymiz. £0=1I,p =n va x=—,, bo'lsin. U holda
barchan > 1lar uchun

I"+p00 - S'(Q)] = |24#sin U ..+24psinl :>2'4sin‘ > £0

bo‘ladi. Demak, (6.14) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan
funksional gqator X da tekis yaginlashuvchi bo‘lmaydi.



6.20- misol. Y e ' funksional gatorni X = [0,+°°) datekis
ti X
yagqginlashuvchilikka tekshiring

Yechilishi. Shunday €0=~ sonva 3me N topilib, barchan>m

hamdaB x =sffie X uchun

., m 4, 40 -a i
Lh(xn>= . € “ze >£0

bo‘ladi. Demak, (6.15) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan
funksional gator X da tekis yaginlashuvchi bolmaydi.

6.21-misol. - ' funksional gatorni X = [0,+°°) datekis
yaqinlashuvchilikka tekshiring.

i3
Yechilishi. Bizga ma’lumki, barchai>0 lar uchun e<>~

tengsizlik o‘rinli. Agar x>0 bo‘lsa, u holda

0<un{x)<r\'§3’(2 3__ 6
{nxf nX

Taqqgoslash alomatiga asosan, berilgan funksional gator [0,+°°)
da yaginlashuvchi bo‘ladi. Endi X da (6.14) shartning bajarilishini

ko‘rsatamiz. Harganday me N uchun n=m, p=n, x=\X e X va
n

e0=e'4 deb olamiz. U holda

2N in . 1 42—
X Uk(xX)= X kX2kx>n3—e "2en=e*=£0
le=n+1 k=+\ ft

bo‘ladi. Demak, berilgan funksional gator X da notekis
yaqinlashuvchi.

6.6- teorema (Veyershtrass alomati). Agar (6.8) funksional

gatorning har bir hadi X da aniglangan bo‘lib, ¥xe X vaVn>n0

uchun M(X)| < cn tengsizlikni ganoatlantirsa va
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sonli gator yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda (6.8) funksional gator X da
absolut va tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

Natija. Agar X A bunda a,, - sup mx), sonligator yaginlashuvchi

bo‘lsa, (6,8) funksional gator tekis yaginlashuvchi boiadi.

—"

X1
6.22- misol. 2;1\)(( " funksional gatorni X = [0;+°0) da tekis

yaginlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksional gator har bir belgilanganxe X
uchun Leybnis alomatiga ko‘ra, yaqginlashuvchi bo'ladi va

N iT LSNPAT
b\X) ey Y9 mdiga ega.

Endi, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan gatorni tekis
yaqginlashuvchilikka tekshiramiz. Bu funksional gator uchun X da
majorantlovchi yaginlashuvchi sonli gator mavjud emas. Hagigatan
ham,

max Iun(\= max
xsX 1 1 &X X+HN\ n

n sonli gator uzoglashuvchi. Berilgan funksional gatorni, tekis

yagqinlashish ta’rifiga ko‘ra, tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz.
U holda Ve >0 uchun 311(e) nomer topilib, barcha n>m{e) va

Vxe [0;+00) lar uchun

15(9-5..(91 = n\é XK, X+n n

tengsizlik bajariladi. Bunda m(e)= +1 deb olinsa, berilgan

funksional gator [0;+°°) da tekis yaginlashadi.



6.7- eslatma. 6.21- misoldan ko‘rinib turibdiki, Veyershtrass
alomati funksional qatorning tekis yaqinlashishi uchun fagat yetarli
shart bo‘lib, lekin zaruriy shart bo‘la olmaydi.

A 1
6.23-misol. ./]Hx4 H4 funksional gatomi X = (-°0;+00) da tekis

yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Bu funksional gatorning umumiyhadi u (x)=

X +n
funksiyadan iborat. X dagi barchax vane N lar uchun

() = AT A|-8

A1l
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bunda %j T sonli gator yaginlashuvchi.
=N

Demak, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan funksional gator X
da absolut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
. v. flX X . .
6.24-misol. ,j 4 X2 arctg 2 funksional gatorni X=[-1;1] da
: n + n

tekis yaqginlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Ma’lumki, VteR lar uchun ‘arctgtl< bo‘ladi.

V xel uchun n +x2>n" o‘rinli ekanligini e’tiborga olib,

| 1 nix X X ¥ 1
= \14+3<2 arctg nzil n4'+x2 n2 - ﬁ

tengsizlikni hosil gilamiz. \r; 11 sonli gator yaginlashuvchi
n

bolganligidan, Veyershtrass alomatiga asosan, berilgan funksional
gator X da absolut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

X
)6 - 2 4 funksional gatorni X=[0; +<) da tekis

m\ n
yaqginlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Berilgan funksional gatorning umumiy hadi

u(x):——f’\7 funksiyadan iborat. Bu funksiyani X da
1+x n

ekstremumga tekshiramiz. un(x) funksiyaning hosilasi
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, 1-nV
“bW _(l+x vV f“-(I)
1 1

1
*~+-y nuqtada nolga aylanadi va x=— J, x=—cel
« « n2

bo‘ladi. Bu x = n12 nuqtada
"(*)\z @ <0
bo‘ladi. Demak, ujx) funksiya x = nA e X nugtada maksimumga
erishadi. Uning maksimum giymati esa 2%2 ga teng, ya’ni
supM )] = maxW(X)|]=un(x)=~ f=a,

bo‘ladi va y qator yaginlashuvchi. Demak, Veyershtrass

n=l
alomatiga asosan, berilgan funksional gator X da absolut va tekis
yaqinlashuvchi.
Quyidagi funksional gatorni garaymiz:

X an(x )" (x) = di{x)bl(x) +... +an(X)bn{x) + , (6. 15)

=1

bunda an(x), bn{x),(ji =1,2,...) funksiyalar X(XczR) da anig-
langan.
Dirixle alomati. Agar: 1) {an{X)} funksional ketma-ketlik

VxeX lar va \ne N lar uchun monoton bolib, am(x)<an{x)
e X
yoki anHl(x)>a,,(x) vaan(jc)l 0 bo‘lsa;

2) X",,(x) gatorning gismiy yig‘indilari ketma-ketligi
n=

Bn(*) =[Ibl (xX) \re N,\/xeX larda chegaralangan boisa,
k=1

ya’ni BM >0: Vne N, Vxe X uchun
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\B,,(X)<M

bo‘lsa, u holda (6. 15) gator to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Abel alomati. Agar: 1) "K (Xx) gator X to‘plamda tekis
1

n=
X
yaginlashuvchi boisa, ya’ni Bri{X)I B(X) ;
2) {«,(X)} ketma-ketlik X to‘plamda monoton boisa, ya’ni
Yne N ,¥Yxe X uchun a,#(x)<a,(x) yoki a,H(x)>a,(x) va

3M >0:¥ne N, VxeJ lar uchun Jn(x)|]<M boisa, u holda
(6. 15) funksional gator X da yaqginlashuvchi boladi.

6.8- eslatma. Dirixle alomatidan xususiy holda Abel alomati kelib
chigadi.

A cosnx r ,
6.26- misol. a funksional gatorni X = |e,2n-e\ e >0
n=l n

da tekis yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Agar a> 1 boisa, Veyershtrass alomatiga ko‘ra,
berilgan funksional gator X da tekis yaginlashuvchi boladi.
Hagigatan ham, Vxe X vaX/ue N lar uchun

CoSs NX 1
cosm: <I, Wn(X)|= a
n

bolib, £ a sonli gator yaqinlashuvchi boladi.

Agar O<a<l| boisa, {a,}=]17T| ketma-ketlik monoton

X «

kamayuvchiva anl 0. Ushbu ¢ jcosnx funksional gatorning gismiy

n=1

yiglIndilari ketma-ketligi uchun

(5,,0}=jEcosfo , X®2nm, me 2

sin-

formula o'rinli. Bundan ¥xe X va ¥Yne N lar uchun
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. . €
sin- sin—
2

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, Dirixle alomatiga ko‘ra, berilgan
gator X da tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Agar a< 0 bo‘lsa, u holda berilgan funksional gator X da
uzoglashuvchi bo‘ladi. Hagigatan ham, har bir berilgan xe X uchun
gator yaqginlashtivchiligining zaruriy sharti bajarilmaydi, ya’'ni ujx)

X to'plamda 0 ga tekis intilmaydi: limun(x) I 0.

(~1)!1
6.27-misol. X rr \&O +~) funksional gatorni X=[0; 1lda
i Vh + n

tekis yaqinlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

/>, .I = r - OV " +_ II.
) Vn +Vx n)

Veyershtrass alomatiga ko‘ra, ~0,,(x) gator X da tekis yaginla-

shuvchi, ya’niV xel vaV/je N lar uchun bjxj. <~ tengsizlik

rinliva h  j= sonli gator yaginlashuvchi.
A7l Vo«

{a,(X)}-"1(+ )* @ ketma-ketlik [G 1] da chegaralangan,

1+- | <(1+ -)"<E
v NI n

f, xv
va 30: |+>t< funksiyabarchat>lvaV x el laruchun o‘suvchi
v o=/
funksiyadir. Demak, berilgan funksional gator, Abel alomatiga ko‘ra,
[0;1] da tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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Mustaqil yechish uchun misollar

X da {/,,9} funksional ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchiligini
isbotlang:

6-1- /, W =~ X = [l;+00) ;
6.2 X =[0;1-£],0<£<1.
6.3. /ii(x) =x4',X =[0e], O0<£<1

6.4. /,,(x) = In(l1+ X = [0;+00)
V« +X

6.5. /,,(X) =.|x2+- , X = (-00;+00) _
Y,

«

6-6. X,(X)=e(cAl, X =[-44] .
67-/,(X) =«dxe—E, X =[0;+00) -

6.8. /B(x) =Vnsin-"=, X =(-0°%+0°)
nyjn

6.9. /,(*)= ' , JT=(0;+00) .
X +n

nx
6.10./,,(x)= ., * =[0:;1],
| +« +X

6.11. /,(x) =V n~7,X-[0;2].

6.12. /,,(x) =«sin 1, X =[l;+00)
nx

6.13. /,(*) = 2, X =[-II,
X

« +

6.14. (X)= arctgvnx, X = [0;+00).
X 4+«

6.15. fn(x) = x4ne-%~ X = [£;+00), g >0.

X da {/*(X)} funksional ketma-ketlikni tekis hamda notekis
yagqinlashuvchilikka tekshiring:
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6.16. /,(x) =" - <QDX=[I-£;1+£]; 6)Z =[1+e;+°0), €>0
6-17- fn(x)=e~pc)l, X = (—»0;+00).
6.18./ (9% Y™ - [:+o00)
nx
6.19. f,,(X) =x" +x2'-2x3', X =[0;1].

6.20. /,(X)=sin X .a>0, X =R.
n

6.21. /,(*) = X = [£;+ 00) £ > 0
3+4« X
6.22. /.(x) =iw(I-*)\Jr = [0;1].
/' AN

6.23. /,,(*)-cos %XK

/,(*) =»(«E-1), X =[l0], l«i<-t—~.
6.25 Agar /(%) funksiya [a;€] da aniglangan ixtiyoriy funksiya
Ihf(x)I
bo‘lsa, /»(*) = ' — (n—1,2,..) funksionalketma-ketlikning(a;&)

da/fxj ga tekis yaginlashishini isbotlang, bunda [Mf(d\. — ushbu
nf(x) ifodaning butun gismi.
6.26. Agarf(x) funksiya [0;1] da aniglangan va uzluksiz bo‘Isa,

f(x)=if(-)Cy (I-x)nk
*=0 «

funksional ketma-ketlikning [0;1] da f(x) ga tekis yaginlashishini
isbotlang.
6.27. Agar [0;I] dafO(x)=0 bo‘lsa,

fn(X) = \Kn-iw (« = 1,2,...)
funksional ketma-ketlikning [0;1] da tekis yaqinlashuvchiligini
isbotlang.

6.28. Agar f(x) funksiya (a;b) da uzluksiz f(x) hosilaga ega
bo‘lsa,
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[(*) =«[/(*+ =Y a%)]
g My
funksionalketma-ketlikning [a;/3]([a;R]c (a;b) daf(x) funksiyaga
tekis yaginlashishini isbotlang.

6.29. X=[0;1] da

n

funksional ketma-ketlikni tekis yaginlashishga tekshiring.

f In nx
6.30. /, W -T "
y/nx

yaginlashuvchiligini isbotlang.
Xxva X2to‘plamlarda {fnxX)} funksional ketma-ketlikni tekis
hamda notekis yaginlashuvchilikka tekshiring:

ketma-ketlikning Z=(0,1) da notekis

6.31. /,(X)=e-<*-5)2, X, =(-4;4) X2=(-~;+«,).

6.32. f,,(x) = nnix —[G; 1], Z 2=[0;+00).

6.33. /UX) =warctg— , X,=(0;2), X, =(2;+°°).
ax

6.36. 1+ X, X,=(0;1), Z2= (l;+o0) .
n
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6.37.fn{X)=nXZ—1x X,=[0;+°°), X2=[£+«>), £>0.

6.38. /,,(*) = In/X2+—1N, X x=(0; +c0), X2=(«;+<*>), a>0

6.39. /,,(x) = arctgJ , X, =(0; %), X2=(A1)
«V +«X+1
6.40. /,,(X): . *,=(0;1), X2=(l;+00).
nx +2

6-41. fn(x) = In(l +sin i ), X, =(0;D, X2=(1;+°°)
X

+«

6.42. /,,(x)- 1— , Xt=\=ga\ a>0, X2 _
643-/,(x)=V I+ ~r, X,=[0;27, X 2=[2;+ oo).
6.44. /,,(x) =sin - — , X,=(0;1), X,=(l;+o00)

e +ex

6.45. /,,(X):«(A—gll), *,:(*;1), B = (|,+00)

Tekis yaginlashish ta’rifidan foydalanib, X da berilgan funksional
gatorni tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsating:

6.46. X =[---:h.
3]

AN=T_ .
« naq-tEl-1 I

sinpx  sieRiFrl)x
XSSy = (o)
ri vn v« +
1

: X = (_OO;+D°)
X2+« mn

z

« 3 V1+wx

x=[0; 21
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Funksional qatorlarning ko'rsatilgan oraliglarda tekis
yaginlashuvchiligini, Veyershtrass alomatidan foydalanib, isbotlang:

6.51.£ 7- "~ 4. X =[0;+00)

2L (n+x)
X 4
6.52. rt12 T4 X =(-»;+-).
653L @2}: X =0+ 4,
»:I NIn +X
© f-1Y1
6.54.17 2 >z = (i;+0°).
izl Ve +In X
o (Vv
655. 1 -r==r"'»" =[-33) .
«“A v« “+e
A (-1)"sinunx
———— l/\_ oo
6.56. , L I:l-COSX » (-°0; +°°) .
V| cos3ux m
6.57. 2, n3 3» N =[0;+°0)
MmAAyjfi +X

= N = e
6.58. )é|4+ ™ [0;+~) .
6.59. IE z T W ’ x =[0;+00) .
6.60. £1In (I+ xInEB") X = [0;100]_
i

6.61. , X = [0;+00) .

<« NNIm n +x

Z /COSHX X = (—00 ;+00)
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663 y,«4s m - - X =[0;+°°)
bbX ti n +4" +4x

664, Ti3N/1+(2n-D)x’ X [0+ )’

o All _ V2
6.65. S oX =[] .
n=1 "

666 b7 T X 00:+0%
R n:wln/T ' ! '
6.67. | 5"sin2,! » X =[a+00),4>0 .

wa Cx

“ 8| »p ik 1) * =[0;+")-
dmlH—-

6.70. I

6.71,4%; » X =(-aa), a>0.

2
6.72. | * V s, N =[0;+~).
&N
2X
6.73. 1 arct8 2 —~r> X = (=°°+°°).
" * 4«

ST nx , 4

674- 8§ » V +r

6.75.1" .1+ «>0.

7= X

102



X to‘plamda quyidagi funksional gatorlarning tekis yoki notekis
yaginlashuvchiligini aniglang:

6.76. ¢ 3"sin X = (0;+°0)_
4 X

6.77. X -fcK . X.

+SIinx
678 X al’Ctg _— , X = [0;+00)
n=1 X +n
679, XIn L+ X = [0;+00)
"7 2
2nn
COS—-
6.80. £ , X = (-°0;+00)
v Sinj'Sin«l r.
6.81. X r— * A =|0;+00)

A Ve+x

6.82. ﬁ:l (1_f|_r:‘lxj7— Jr=Ne+")

[ oty R
XSInXx
6.85. X 7 X = [0;+°0).
B 1+ 7ix3

6.86. X e nxsinnx, X =[0;I]

687. X=T" —(i+*).
h!
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6.89..(-1)"n\. X =[e;+00), £>0.

n=1

6.90. * = [b+°°).
n=1 X

6.91. r arctg®> X =[l;+°°).
Fio /v

6.92. £(- 1)< &=[01].

n nn/x rn El

6'93' §H »V ' X =[0;Ne)-

6.94. ( A’sin— , X =(-4; 4),
hA A

695 £ Te X = (0;-K~).
ZIX

Misollarning javoblari

6.16. a) f(x)=0 ga tekis yaqginlashadi. b) f(x)=1 ga tekis
yaqginlashadi.

6.17. f(x)=0 ga notekis yaqginlashadi. 6.18./(x)=0 ga tekis
yaqinlashadi.

6.19.  /(x)=0 ga notekis yaginlashadi. 6.20. f(x)=0 ga notekit
yaginlashadi. 6.21. .0x)=0 ga tekis yaginlashadi. 6.22. f(x)=0 ga
notekis yaqginlashadi. 6.23./(x)=I ga tekis yaginlashadi. 6.24.4x)=1nx
ga tekis yaginlashadi. 6.29. Notekis yaginlashadi. 6.31. Funksiyaga
X {da tekis yaqginlashadi, X2da esa notekis yaqinlashadi. 6.32. /(x)=0
funksiyaga X xda tekis yaginlashadi, X2da esa notekis yaginlashadi.
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6.33./(*) - —funksiyaga X 2da tekis yaqginlashadi, X xda esa notekis

yaginlashadi. 6.34.f(x)= x funksiyaga X j da tekis yaqinlashadi, X2
da esa notekis yaginlashadi. 6.35./(x)=0 funksiyaga X2da tekis

yaqginlashadi, X xda esa notekis yaginlashadi. 6.36.f(x)--\

funksiyaga X 2da tekis yaqinlashadi, X jda esa notekis yaqginlashadi.
6.37./(x)= 0 funksiyaga X2da tekis yaginlashadi, X xda esa notekis
yaginlashadi. 6.38. /fx)=2inx funksiyaga X2da tekis yaginlashadi,

T
Xxda esanotekis yaginlashadi. 6.39./(*) = — funksiyaga X xda tekis

yaginlashadi, X2da esa notekis yaqginlashadi. 6.40. /(x)= x funksiyaga
X2da tekis yaginlashadi, X }da esa notekis yaginlashadi. 6.41./(x)=0
funksiyaga A’da tekis yaginlashadi, X2da esa notekis yaginlashadi.
6.42./(x)=e vfunksiyaga X xda tekis yaginlashadi, X2da esa notekis

yaqinlashadi. 6.43.f(x) =\ funksiyaga Xxda tekis
Ix xe [1;«)

yaginlashadi, X2da esa, notekis yaginlashadi. 6.44./(x)=0 funksiyaga

Xxda tekis yaginlashadi, X2da esa, notekis yaqinlashadi.

6.45./(x)= Inx funksiyaga Xxda tekis yaginlashadi, X2da esa

notekis yaqginlashadi. 6.76. Notekis yaqinlashadi. 6.77. Tekis
yaqinlashadi. 6.78. Tekis yaqginlashadi. 6.79. Tekis yaqinlashadi.
6.80.Tekis yaginlashadi. 6.81. Tekis yaginlashadi. 6.82. Tekis
yaqinlashadi. 6.83. Notekis yaqginlashadi. 6.84. Tekis yaqinlashadi.
6.85. Tekis yaginlashadi. 6.86. Notekis yaginlashadi. 6.87. Notekis
yaqginlashadi. 6.90. Notekis yaqginlashadi. 6.91. Tekis yaqinlashadi.
6.92. Tekis yaqinlashadi. 6.93. Notekis yaginlashadi. 6.94. Notekis
yaqginlashadi. 6.95. Notekis yaqinlashadi.

7- 8. Funksional gatorlar yig‘indisining vafunksional
ketma-ketlik limit funksiyasining funksional xossalari

7.1. Funksional gator yig‘indisining uzluksizligi. X to‘plamda
yaqinlashuvchi
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£ m,(x)= wl(x )+ w2(x )+-—--+I<, (*)+eem (7.1)
(=i
funksional gator berilgan bo‘lib, uning yig'indisi S"x) bolsin.

7.1- teorema. Agar (7.1) gatorning har bir un(x) (n=1,2,...)
hadi Fto'plamda uzluksiz bo‘lib, gator X da tekis yaqinlashuvchi
bo‘lsa, u holda gatorning yig‘indisi S(X) ham X to‘plamda uzluksiz
bo‘ladi.

7.1- eslatma. 7.1- teoremadagi (7.1) gatorning X da tekis
yaginlashuvchilik sharti funksional gator yig‘indisi SYXjning
uzluksiz bo‘lishi uchun yetarli shart bo‘ladi, lekin zaruriy shartbo‘la
olmaydi.

7.1- misol. Ushbu

) Ve

funksional gatorning X=[0;1] da notekis yaqinlashishini, lekin uning
yig‘indisi X da uzluksiz funksiya bolishini ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan funksional gatorning n- gismiy yig‘indisini
topamiz:

S,.(X) = - (* - Dxe~k-")X]=xe-x+

IEN
+2e—2X - Xe—X+3e~K- e~ X+... +
+Hxe—K- (n - )xeH'-x= nxe~x
Endin—  da Snx) funksiyaning limitini hisoblaymiz:
i )%
5(x) = limS”x) = lim =0.
H=° arX

Demak, berilgan funksional gatorning yig‘indisi 5(x)=0
garalayotgan X to plam da uzluksiz funksiya ekan. Ammo berilgan
gator X da tekis yaginlashuvchi emas. Haqgigatan ham,

sup (X)-S(X)\. = sup nxe-m = - =>
e ;0:i; [0 e
=>lim sup r\=e- &0.

Shuning uchun, gator X da o‘zining S(X) yig‘indisiga tekis
yaqginlashmaydi.
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7.2- misol. Ushbu

funksional gatorning yig‘indisini X=[0;1] da uzluksizlikka
tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksional gatorning har bir un(x)=x2"x
(«=1,2...) hadi X da uzluksiz bo‘lib, bu funksional qgator X da,
Veyershtrass alomatiga ko‘ra, tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Hagigatan ham, \ne N va Vxe [0, 1 lar uchun

Uu®l=Me>x <—-=a
1 1 e "

va sonli gator yaginlashuvchi. Hagigatan ham,

S(x)= ) x>0. x=0 bo‘lganda 5'(0)=0. Demak, 7.1-teoremaga

asosan, berilgan funksional qatorning yig‘indisi X da uzluksiz
funksiya bo‘ladi.

1 1
X+ — funksiyaning aniqglanish
sohasini toping va uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Koshi alomatiga asosan funksional gatorning
yaginlashish sohasini topamiz:

i|v
un(x) =
V2
v /
K I'ilY(+ 11 lim~, lFJC
=1 X+-r X+ i, =
n'R 2
V2 /

a) W\ agar bo‘lsa, funksional gator yaqinlashuvchi bo‘-
ladi;

b) |x]|>2 agar bo‘lsa, funksional gator uzoglashuvchi bo‘ladi,
chunki gator yaginlashuvchi bo‘lishining zaruriy sharti bajarilmaydi,
ya’'ni gatorning umumiy hadi nolga intilmaydi.
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Demak, f(x) funksiyaning aniglanish sohasi (- 2; 2) boladi.
fjyf
Funksional gatorning har bir un(x)- Xx+— (ne N) hadi
V2y V
(-2; 2) da uzluksiz.
Endi (-2; 2) daf(x) funksiyani uzluksizlikka tekshiramiz. Agar
4 <r<2 bo'lsa, u holda berilgan funksional qator [-r; r] da tekis

yaqginlashuvchi bo‘ladi. Hagigatan ham, Veyershtrass alomatiga
asosan, barcha xe \ef; r] va V«e N lar uchun
1 Y /m Y
X + r+
v2y V V2y V

1 1
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi hamda X [+ 5 sonli gator

yaqginlashuvchi bo‘ladi. Demak, 7.1- teoremaning hamma
shartlari bajarilayapti, u holdaf(x) funksiya jq§ <r <2 da uzluksiz
bo‘ladi.

7.2. Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi.
X (lcii) to‘plamda {/..(x)}:

1i(X),/2(X),..../,,(X)... (7.2)
funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lib, uning limit funksiyasif(x)
bo‘lsin, ya’ni
lim/,,(x) =/(x).

7.2- teorema. Agar {/,,(X)} funksional ketma-ketlikning har bir
f,.(xX) (n=1,23,...) hadi X to‘plamda uzluksiz bo‘lib, bu (7.2)
funksional ketma-ketlik X to‘plamda/("xj ga tekis yaqginlashuvchi

bo'lsa, u holdaf(x) limit funksiya ham X da uzluksiz bo‘ladi.
7.2- eslatma. 7.2- teoremaning shartlari bajarilganda

/(x0) =.dlim(lim/,,(x)) = Iim(llm / (X)), (x0e X)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

ftlx 2

7.4-misol. {/,,(x)}=_ " " funksional ketma-ketlikning limit
2+n +x
funksiyasini X = [0;1] da uzluksizlikka tekshiring.
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Yechilishi. /,,(x) («=1,2,..) ketma-ketlikning har bir hadi

X =[0; 7 da uzluksiz. Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasini
topamiz:

2 2
i = lim— ™ _ _j~%x?2" -
lim /n(x) I|m2_'_n J—X2;, /(x) =x2
2X2 2
sup No(,X)-f(X)\= sup i " <
*E[O:IF]) (x)-169) xe[og]|2+ft2+’x'72_x x%fgl]i2+n’4z—x n2

Bundan lim sup i/,,(x)-/(x) =0 ekanligi kelib chigadi, ya’'ni

jee[0;1]

[o;u

/,(x)1 x . Demak, 7.2- teoremaga asosan, berilgan ketma-

ketlikning limit funksiyasi /(x)=x2ham [0; 1] da uzluksiz funksiya
bo‘ladi. Bu yerda 7.2- eslatmadagi tenglikning o'rinli ekanligiga
ishonch hosil qilish giyin emas, ya’ni

lim (lim/,,(x)) = lim(lim 1., ()) =x0, x0g [0:1]}
7.3. Funksional qatorlarda hadma-had limitga o‘tish.

Yaginlashuvchi (7.1) funksional gator berilgan bo‘lib, uning yig‘indisi
,S(X), xOnuqta esa X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

7.3-teorema. Agar x —> x0 da (7.1) funksional gatorning har bir
un(x) («=1,2,...) hadi chekli
lim u{x)-cn («=1,2,...)
X-"Xq

limitga ega bo‘lib, berilgan gator X to‘plamda tekis yaqginlashuvchi
bo‘lsa,

n=1
gator ham yaginlashuvchi, uning yig‘indisi C esa S(x) ning
X —» xX0dagi limitiga teng bo'ladi:
lim 5(x) =C.

7.3- eslatma. 7.3- teoremaning shartlari bajarilganda

109



tenglik o‘rinli bo'ladi.
7.5- misol. Ushbu limitni toping:

F_*_CifX+n-1 x"+I"

Yechilishi. Berilgan funksional gator X = [1, +°°) to'plamda Abel
alomatiga ko‘ra, tekis yaginlashuvchi bo'ladi (6.21- misolga q.), ya’ni

"+1 X

) & (B 1 S0

b) barcha xe x vaVneN lar uchun an(x) =1- 2" <1 va

anH(x)<ait(x) bo‘ladi. Bundan tashgari,

- B " 1y
lim u(x)= hm (GOLLES :(—1)—_&=c , he N .
et
1o )
- 2«
yaginlashuvchi va uning yig‘indisi ~In2 ga teng. 7.3- teoremaning

shartlari bajarilayapti. Endi funksional gatorda hadma-had limitga
o ‘tish mumkin:
. A (-)'4 x" 1A(-1)"'4¢ 1
hm > 5/ re_ —Y(v e
«'—orX+n-li'+l 2 n 2

In2

7.4. Funksional ketma-ketlikda hadma-had limitga o‘tish. (7.2)
ketma-ketlik X to‘plamda berilgan bo‘lib, uning limit funksiyasi f(x),
XOnugta esa X to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

7.4~ teorema. Agar X —X0 da {/,,(x)} ketma-ketlikning har bir
fnx) («=1,2,..) hadichekli

lim/,, (xX) =a,



limitga ega bo‘lib, bu ketma-ketlik X da tekis yaginlashuvchi bo‘lsa,
u holda {aj ketma-ketlik ham yaginlashuvchi bo‘ladi, uning

lima,=a limiti esa f(x) ning x—x0 dagi limitiga teng:

lim f(x) =

X=>X0

7.6-misol. {/,,(X)}=1{ -} funksional ketma-ketlik [0;1]
1+0 +—)"
n
da 7.4- teoremaning shartlarini ganoatlantirishini ko'rsating.

Yechilishi. limfn(x) ni topamiz:

1
lim/,,(x) = lim . 1 .-, VneN

i
1+@1+-)" 1+ 1,
n n

Berilgan funksional ketma-ketlikning [0;1] da tekis
yaqinlashuvchiligini ko ‘rsatamiz:

lim/,,(x) = lim 1 m=m\
1+1+-)" 1+e
n

1 1 ex- (I +F)"
ex-(I1+-y

1+O+H)’ 1+e" 0+e')0+0 +2)")
< SUp ex—0 + Y<max{(e (1+ )"—O+—)}——O+) <ﬁ_>0'
Vxe [01],

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik [0;1] da tekis

yaqinlashuvchi. {an}= { ! -} vyaginlashuvchi va

I+ 1+1

1
lima = I|m/(x)—I|m———— =a
I +e I+el |+e



Shunday qilib, funksional kema-ketlik 7.4- teoremaning hamma
shartlarini qanoatlantirar ekan.

7.5. Funksional gatorni hadma-had integrallash. Yaginlashuvchi
(7.1) funksional gator X = [a;b] segmentda berilgan bo‘lib, uning
yig‘indisi S(x) bo‘lsin.

7.5- teorema. Agar (7.1) gatorning har bir un(x) hadi X=[a;b]
segmentda uzluksiz bo‘lib, gatorning o‘zi shu segmentda tekis
yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

J ux(X)dx + u2(x)dx +... +*un{Xx)dx+...

a a a

gator ham yagqinlashuvchi bo'ladi va

E(x)dx = bIS(x)dx

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
7.4~ eslatma. 7.5- teoremada gatorning tekis yaginlashuvchiligi
yetarli shart bo‘lib, lekin zaruriy shart bo‘la olmaydi, ya’ni ba’zan
tekis yaqginlashuvchilik sharti bajarilmagan funksional gatorni ham
hadma-had integrallash mumkin.
i i
7.7- misol. N (x 24 -x2"1 funksional gatorni [0; 1] da hadma-
»i
had integrallash mumkinmi?
Yechilishi. Berilgan funksional gatorning n- gismiy yig‘indisini
topamiz:
| [ i i
S, (i) = (x3—X) +(X5—x3) +... +(xA -x2-3) +
i i
+(X28-x2"") = X2'4—X
Endi w—>00 da limitga o‘tamiz:
i
S(X) = lim(x2,#4 —x):
[1—,0<x<I| bo'lganda.

]0O,x=0,x =1 bo'lganda,

Demak, berilgan funksional gatorning yig‘indisi uzilishga ega
bo‘lgan funksiyadir. Shu sababli berilgan funksional gator uchun
[0;1] da tekis yaginlashuvchilik sharti bajarilmaydi. Demak, 7.5-
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teoremani qo‘llash huquqgiga ega emasmiz. Lekin gator yig‘indisini
va gatorni hadma-had integrallash mumkin:

tid ti 2+ 2m

Buni e’tiborga olsak,
i i« i i = i _i_ i
J5'(X)icc =[N (x 21 -x2- Dicc= X J(x 2'& - X-")dX
0 o *=1 n=l o
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
A cos2e
7.8- misol. / W = X “7— 77 funksiyaning R da uzluksizligini
nn +1)
m
isbotlang va J (x)wx integralni hisoblang.

. R COS Uux )
Yechilishi. u(X)=--———- wn=12,..) funksiyalar R da
nmn+l

uzluksiz. VxeA va Vne N lar uchun n (¥] < 1 tengsizlik
n(n +1)

o‘rinli bo‘ladi. Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan funksional

gator tekis yaginlashuvchi. 7.1- teoremaga ko‘ra, f(x) funksiya R da

uzluksiz. Bu yerda 7.5- teoremaning ham hamma shartlari bajariladi.

Shuning uchun berilgan funksional qatorni hadma-had integrallash

mumkin:

2’A cos2nX Z cos2X x c0322x cosme
----- dir= 3 COS2X At + RS2
{tfn (n+) D 1-2 J 2-3 !Dn(m+1)
f1l i 1 A
+.=1 —+— 4.+ — +.. -Nn
V1—2 2-3 n{n +1) ,
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In
Demak, \]‘(x)dx: n.
0

7.6. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had integrallash. (7.
yaginlashuvchi funksional ketma-ketlik [a;6]da berilgan bo‘lib,
f(x) uning limit funksiyasi bo‘Isin.

7.6-teorema. Agar {fn{¥\ funksional ketma-ketlikning har bir

/,,(x) (n=1,2,..) hadi [a; B\segmentda uzluksiz bo‘lib, funksional
ketma-ketlik f\ON\segmentda tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holda

b b b
Nf(X)dX, I/ 2(X)i/X,..., Iy, (-V)ilv,...
N\ h
ketma-ketlik yaginlashuvchi, uning limiti esa j f(x)dx bo‘ladi, ya’'ni
a
b b b

)I(i_rgm"\fn(x)dx = ,Jcl)g_m)m f.{X)dx = »\f(x)dx

tenglik oiinli bo‘ladi.
i
7.9- misol. {/,, (X)} = {n2xe™*“} ketma-ketlik 7.6- teoremanin

hamma shartlarini ganoatlantirishini ko‘rsating, ya’ni

i i
3imd 7., ()c/x =J (lim /,, (x))dx *)
"0 o"
tenglik o‘rinli ekanligini isbotlang.
i
Yechilishi. f,,(X) = n2e~%x («=1,2,..) funksiyalar [0;1] seg-

mentda uzluksiz hamda

i>m/,,(x)=o0, /(*) =0,

|
sup |/,,(X)-/(x)] = sup n2xe="x<n2m-e~ =-j=__ "0.
{01 *e[0;1]

« \jn n->
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Demak, {fn(X)} ={n2xe “ } ketma-ketlik [C; 1] segmentda tekis

yaginlashuvchi. U holda, 7.6- teoremaga asosan, berilgan funksional
ketma-ketlikni hadma-had integrallash mumkin:

i i i i

jxe—xdx, jxe~2dx, jxe~3d.x,...,, jxe~"*dx,...

0 0 0 o

Bu ketma-ketlik yaginlashuvchi va uning limiti O ga teng.

Shunday qilib, (*) tenglikning oiinli ekanligiga ishonch hosil
qilamiz.

7.7. Funksional gatorni hadma-had integrallash. Yaginlashuvchi
(7.1) funksional gator [gb\.segmentda berilgan bo‘lib, S(X) uning
yig‘indisi bo‘lsin.

7.7- teorema. Agar (7.1) gatorning har bir upe) hadi [a;b]
segmentda uzluksiz u'Jx) hosilaga ega bo‘lib,

I un(x) = u[(x) +wW (x) +... +un{x) +...

n=1
gator [@Eb\ segmentda tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (7.1)
gatorning S(X) yig‘indisi [gab\segmentda S'(x) hosilaga ega va

S()=( un(x))'=¢ un(x)
n=1 n=1
bo‘ladi.
7.5- eslatma. 7.7- teoremadagi funksional gatorning tekis
yaqinlashuvchilik sharti yetarli boiib, lekin u zaruriy shart emas.

N
7.10-misol. 2uarct8 T funksional qatorni (—eo* 4a) dahadma-

n=1 n
had differensiallash mumkinmi?
Y echilishi. Berilgan gatorning umumiy hadi

X it4
u,(X)=arctg— (<=N) (-°0;+00) ¢a uz]uksiz UIfi(x) =—T
n n +x

hosilaga ega bo‘ladi. (-00;+00) da berilgan funksional gator

tagqoslashalomatigako‘ra(« —<>da arctg © X ) yaginlashuvchi
n n

va S(X) yig‘indiga ega. Bundan tashqgari, hosilalardan tuzilgan



funksional gator (-00;+00) da Veyershtrass alomatiga ko‘ra tekis
yagqinlashuvchi bo‘ladi.

Demak, berilgan funksional gatorning yig‘indisi (-00; +00) da
S'(x) hosilaga ega va

S'(*)=(X tg4)'=xX.DP 2
() (nQrC g«) H» + o

7.11-misol. /(x) =Y - . funksiyaning (-00;+00) dauzluksiz

va uzluksiz hosilaga ega ekanligini ko‘rsating.

Sin«x
Yechilishi. W - 4 («=1,2,..) funksiyalar (-00;+00) da

uzluksiz va uzluksiz U\(X)= Coi::x («=1,2,...) hosilalarga ega.
«

€O X funksional gator, Veyershtrass alomatiga asosan, (—00;+<>)

M «3
da tekis yaqginlashuvchi.

Demak, 7.7- teoremaga asosan, berilgan gatorni hadma-had
differensiallash mumkin va

sinnx /e N\

COsftX
/'« =
BT« ft4 A «3

Bundan tashqari, 7.2- teoremaga asosan, f(x)va.f'(x) funksiyalar
(-00;469 da uzluksiz bo‘ladi.

7.8. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had differensiallash.
[abN\segmentda yaginlashuvchi (7.2) funksional ketma-ketlik berilgan
bo‘lib, uning limit funksiyasif(x) bo‘lsin.

7.8- teorema. Agar {/,,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir
fjx) hadi [abN\segmentda uzluksiz fn'(x) hosilaga ega bo‘lib, bu
hosilalardan tuzilgan

Xx),f'{x);....f'n(x),...
funksional ketma-ketlik [ab\segmentda tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa,
u holdaf(x) limit funksiya shu [ab\segmentdaf(x) hosilaga ega

bo'lib, bu hosila {f'(x)} ketma-ketlikning limitiga teng bo‘ladi.
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7.12- miso!. {/,,(*)}={ﬁarctgx"} funksional ketma-ketlik
(-00;+00) da f(x) limit funksiyaga tekis yaqginlashsa ham. Lekin
H *\]' = *|j v
[im/, (91 = *lim/,,"()
boMishini ko ‘rsating.
Yechilishi. Barcha xe (-o0;+00) va Vne N lar uchun
/ =lim, ' arctgr' =0
(9] rt|_rgt,,2arc gr

boladi. {/,,)(X)} funksional ketma-ketlikning (-00;+00) da tekis
yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz:

|
sup i/,,(X)-/(X)] =sup arctgr’
Xe(~00;») xeR

2n

lim sup Nn(x) - /(x)j = lim~ =0, 0.
2n

1, . nx'-'

n(l +x2’)> f.Q)=z bo'ladi- Bu

yerdan
[lim/,,(x)ri*== [0],] =0, Iiiyoron £(I)=2‘ ; 0**2'

7.13-raisol. /,,(x) = «x(I-x)” (n=1,2,...) ketma-ketlikning [C ]
segmentda notekis yaqinlashuvchiligini hamda
1 1

Ai_%%/ » (X)dx = b[/l.'i—%f n(x)dx \g*)
tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. x = 0vax = 1da/;0) = 0,/n(l) = 0. 0<x<I da
lim«x(l-x)"=0;/ (x)=0, xe [01],

sup 1/,,(x)-/(x) I=sup J«x(-x)" fn-1Y
xe[0;1] xe[o:]
lim sup Ifn(X)—/ x) Flim sup Jnx (I - x)" I:Iimfn— 1Y
V « y
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Demak, {nx{1-x)'%} berilgan ketma-ketlik /(x)=0 ga [0;1]
segmentda notekis yaginlashuvchi. Endi (*) tenglikning o‘rinli
ekanligini ko‘rsatamiz:

1

lim fex(I-x)Vx =1lim ~ =0
(« 1) o(« +2)

i
flimnx(I-x)ndx = 0.
bn—*oo

Bu yerdan (*) tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

X to‘plamda quyidagi funksional gatorlar yig‘indisining uzluksiz
ekanligini ko‘rsating.

V arctgwe ~ (_n»
T.1. 2 .3/-7——,X = (-00;+ 00). 7>2. * L. X =[4; 8]
« Vit +X A2+
73 I« ™ - ", X = [0;+00). 74 V cos nx , )V = (-o00;+co0).
i 1+ 1)
| w40 In AN
Z cosA" 1" 476 2§ = A=(—
v/ s 1 il 41X
|
7.7. X — 9" T " ’aivW~,- v ((:+00)r
VIV/I+V V /IA

/(Vv) lunksiyaning aniglauish soliasini loping va uni uzluksizlikka
Ickshiring.

78. /(") )l<|(l+'A) e 7.9. /(,):r)é\“r’l]/.
X +« (="

7.10. f(x)="e "' coswi. 7.H. /(*)=.£
X2+«2

7.12. /W =XA"r-
1= A

Quyidagi limitlarni toping.



‘W etom X T i8- ABeXS vk

n X2 y sinux sin(n +1)x
7.17. lim 2,, 2 2- 7.18. *2/ T /TT7
X-"+oo e ~ 1-ffi x J—>— «=1 vV /2 VvV Al
limNT x"
7.19. U)o

Funksional qgatorlarni X to‘plamda hadma-had integrallash
mumkinmi?

7.20. £ (x242-x2), X =[-II],
nel

X . X = (0;+00).
7r2x v+ X2)"

W/ si ‘
7.22. é SIPG X = (ca-a).
n

723. Ti N x 201 * =[-7;7], O<i<1.
& ¢
®
7.24. X X = (-e;+00), £ >o0.
n=1
XD i\
Bi w

CoSnX
X — , X =(-a;a), n>0.

«

Funksional gatorlarni X to‘plamda hadma-had differensiallash
mumkinmi?

v—i SillwC .. X 4 i 2
7.27. ]2 A = (roj+o0). 728> Ne X X = [£+°0), £ >0.

729. ¢, C 7, X =(-°0;+00) 730. ¢se-(*"2 JT=[-11].
s1 4 h=1
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7.35. \IN(x)) = \oe nrZ}funksional ketma-ketlik [0;1]segmentda
f(x) limit funksiyaga tekis yaginlashsa ham, lekin
i i
fLlimf,, ()]dx * lim Jgf (X)dx
-b n— n—

bo‘lishini ko ‘rsating.

7.36. {fn(x)}={nx(1-x)"} funksional ketma-ketlik [O; 1]

segmentda/fxj limit funksiyaga tekis yaginlashsa ham, lekin
i i
lim |1 fn(x)dx = [limf n{x)dx
Jim 1 fri0ax = [imf 9

bo‘lishini ko‘rsating.

7.37. Quyidagi integral belgisi ostidagi ifodada limitga o‘tish
mumkinmi?

i
nx k. nx
limf B, dx=flim "X ,dx.
7.38. {/,,(xX)}={X'l funksional ketma-ketlik [0;1] segmentda

0.0 < v< 1bo‘lganda
/%)= [Lx=1 bo‘lganda

limit funksiyaga notekis yaqginlashsa ham, lekin
lim [fn(x)dx = flimf (x)dx
n—>m.b JO«%

bo'lishini ko‘rsating.



7.39. {,,(")}= {X2+ﬁ sin n(x +§)} funksional ketma-ketlik
(-o0;+00) dafix) limit funksiyaga tekis yaginlashsa ham, lekin
[lign/.. ()1 limm,¢9)

bo‘lishini ko‘rsating.

Misollarning javoblari

7.8. @0b+.) da mavjud, X = 0 uzilish nuqgtasi. 7.9. [e l,E\
7.10. (-00;+00). 7.11. (-°0;+00). 7.12. [l—e;|+ e],0<e< 1.7.13. 1

7.14. éinZ. 7.15. — 1" 7.16. 1 7.17. 6 7.18. 1 7.19. é . 7.20.
e-

Mumkin. 7.21. Mumkin emas. 7.22. Mumkin. 7.23. Mumkin. 7.24.
Mumkin. 7.25. Mumkin. 7.26. Mumkin emas. 7.27. Mumkin. 7.28.
Mumkin. 7.29. Mumkin emas. 7.30. Mumkin. 7.31. Mumkin. 7.32.
Mumkin. 7.33. Mumkin. 7.34. Mumkin emas.

8-8. Darajali gatovlar
8.1. Darajali gator, uning yaginlashish radiusi va yaqinlashish
intervali. Ushbu

N a n(x-x0)" =a0+al (x—x0) +a2(x —x0)2+—+an{x—-x0)n -=mmm(8.1)

gator darajali gator deyiladi. Bunda a0,ata2,...,an,... o‘zgarmas
haqigiy sonlar darajali qatorning koeffitsiyentlari deyiladi, xgesa
ixtiyoriy o‘zgarmas son.

(8.1) darajali gator 0 funksional gatorning xususiy holi

bo‘lib hisoblanadi:
un(x) = an(x-xQy, 7=0,12,... .
X-X0=t belgilash yordamida (8.1) darajali gatorni
la,,t" = aO+alt+a2d~n---f at" n—  (8.2)

Z:9]
ko‘rinishga keltirish mumkin. Shuning uchun biz bundan keyin
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X ax' =ao+afk +aXx2+— @' H—
no

ko‘rinishdagi gatorlarni o‘rganish bilan kifoyalanamiz.
81- teorema (Abel teoremasi). Agar (8.2) darajali gator x ning

X =X0 (X0" 0) giymatiga yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda x ning

N pOj tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida (8.2)
darajali gator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi.

Natija. Agar (8.2) gator x ning X = X0 giymatida uzoglashuvchi

bo‘lsa, u x ning X >0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida uzoglashuvchi bo'ladi.

8.2- teorema. Har qanday darajali (8.2) gator uchun 3p (p >0
son yoki +00) son mavjud bo‘lib:

a) agar p”O va p~+°° bo‘lsa, u holda (8.2) gator

K ={x:x\<p} intervalda absolut yaginlashuvchi bo‘ladi va K
intervalning tashqarisida uzoglashuvchi bo‘ladi;
b) agar p =0 bo‘lsa, (8.2) darajali gator fagat x =0 nuqtada

yaginlashuvchi bo‘lib, sonlar o‘gining golgan hamma nuqtalarida
uzoglashuvchi bo‘ladi;

d) agar p = +°0 bo‘lsa, (8.2) darajali gator sonlar o‘gining hamma
joyida yaginlashuvchi bo‘ladi.

8.1- ta'rif. 8.2-teoremadagi p son (8.2) darajali gatorning
yaginlashish radiusi, K = {xe R: |xl< p} esa darajali gatorning
yaginlashish intervali deyiladi.

81- eslatma. K intervalning chegarasida, ya’ni x=+p da (8.2)
darajali qator yaqginlashuvchi bo'lishi ham, uzoglashuvchi bo‘lishi
ham mumkin. K ga nisbatan kichik istalgan Kt={x: x <p, <p}

intervalda (8.2) gator absolut va tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
8.3- teorema (Koshi — Adamar). Agar: 1) chekli yoki cheksiz

lim Wa, mavjud bo‘lsa, u holda (8.2) qatorning yaginlashish radiusi

p uchun



formula o‘rinli;

2) chekli yoki cheksiz lim!—" | mavjud bo‘lsa, u holda (8.2)
"%!/7H&I
darajali gatorning yaqinlashish radiusi r uchun

p =lim (8.4)

formula o‘rinli.
82- eslatma. Darajali qatorlarning har bir hadi (-00;+00) da

berilgan funksiya bo‘lsa ham, tabiiyki, darajali gatorlar ixtiyoriy
nuqtada yaqinlashuvchi bo‘ladi, deb ayta olmaymiz.

8.3- eslatma. J JaAx~xoY darajali gatorning yaginlashish

n=0

intervali (XO-p;x0+p) boiadi, bunda p ushbu X a"X gatorning
§29]

yagqinlashish radiusi.

84- eslatma. (8.3) — (8.4) limitlar mavjud bo‘Imasligi ham
mumkin. Ammo (8.2) darajali qatorning yaqinlashish radiusini
hisoblash uchun umumiy formula

1
limi/joj (Cad)
ga egamiz. (8.5) formula Koshi — Adamar formulasi deyiladi.

2+(-D"
=) X" darajali gatorning yagqinlashish

radiusini toping.
Yechilishi. Berilgan darajali gator umumiy hadining koeffitsiyenti

A2+ (=Dast

3 Endi p radiusni topish uchun {Kr}={N\¢

u

ketma-ketlikning limitini topamiz:



Ravshanki, {KJ ketma-ketlikning limiti mavjud emas. Berilgan

{KJ ketma-ketlikning gismiy limitlari mavjud, ya’'ni
limA',. =1, limK,

{KJ ketma-ketlik gismiy ketma-ketliklarining limitlari orasida

1
eng kattasi 1, eng kichigi esa = ga teng ekanligini ko‘rish giyin emas.
Demak,

ITm*. =lim2+1L ~ =1 limK,=lim2+( I}'-1
o n- 3 TH« % ¥ 3
84~ eslatmaga ko‘ra, berilgan darajali gatorning yagqginlashish

radiusi

ooiim T2HEVY

bo'ladi.

8.2- misol. £ ~x", b> 0 darajali gatorning yaginlashish

radiusi, yaqginlashish intervali va yaqginlashish sohasini toping.

Yechilishl. Berilgan darajali gator n -hadining koeffitsiyenti an=
Qatorning yaginlashish radiusini (8.4) formulaga asosan topamiz:

m+N!b” _
b* n!

lim, " =hm o
q

«-Ha. +1
p=+°°. Yaqinlashish intervali (-00;+ <) bo‘ladi. Demalk,

berilgan darajali qatorning yaqginlashish sohasi ham (-<*>+o00) dan
iborat ekan.



8.3- misol.
N 3

yagqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.

darajali qatorning yaginlashish radiusi,

AtY

Yechilishi. Bu yerda a,, Qatorning yaginlashish radiusini

v3,
(8.3) formulaga asosan topamiz:

1 =fim—3
limi/a,,

v3y

Demak, berilgan darajali gatorning yaqinlashish radiusi P =

33
yaginlashish intervali esa boladi

5 . Endi Xx=2p==*+- da

2
darajali gator mos ravishda
1-1+1-... +(-1)"+..., 1H1+1+.+1+..
sonli gatorlarga aylanadi. Bu gatorlarning uzoglashuvchiligi
ravshan. Demak, berilgan darajali gatorning yaqinlashish sohasi

f 3_3n
5.9 intervaldan iborat.

(x-iy
84— misol. X n2"  darajali gatorning yaqginlashish radiusi,

yagqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan darajali gator n -hadining koeffitsiyenti

1
m, -, Hn « Qatorning yagqginlashish radiusini (8.4) formulaga asosan
J

topamiz:

(«+1)34

. an i
= lim-———>—=1im3"ii+i) =3 p =3.
Hg%«,,ﬂ T T n)
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8.3- eslatmaga ko‘ra, x0=I, p =3, berilgan gatorning

yaginlashish intervali esa (x0- p; x0+p) = (-2;4) bo‘ladi.

Endi gatorning yagqinlashishini yaqginlashish intervalining
chegaralarida tekshirib ko‘ramiz. Agar:
A (-D"2" i i :
a) x=-2bo'lsa, 2u  ,, gatorhosilbo‘ladi. BugatorLeybnis

i

alomatiga ko‘ra yaginlashuvchi.

b) X =4bo‘lsa, uzoglashuvchi garmonik gator hosil bo‘ladi.

n=i n

Demak, berilgan darajali gatorning yaginlashish sohasi [-2;4)
yarim intervaldan iborat.

A n3 xa
85- misol. Ushbu 2-, 3T’ 5 darajali gatorning yaqinlashish

radiusi, yaqginlashish intervali va yaginlashish sohasini toping.

Yechilishi. x1-t deb belgilaymiz, u holda berilgan darajali gator

® 3
Y ~"n— f @)
7m (n +1)3" U
. . n3
ko‘rinishga ega boladi, bu yerda an ——— —. (8.4) formulaga

(n +1)3
asosan gatorning yagqinlashish radiusini topamiz:

14
(«+1i)33"(«3+i) *F 1+JL («+1)
3
n

(*) gatorning yagqinlashish intervali (-3; 3) bo‘ladi, ya'ni K <3.
Endi berilgan darajali gatorning yaqinlashish intervalini topamiz:
i1 = pe1=x2<3 yoki jd< VS.

Berilgan darajali gatorning yaqinlashish intervali (-V3;V3)

bo‘ladi. Intervalning chegaralarida gatorni yaginlashishga
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tekshiramiz: x==4\3 da y

sonli gator hosil bo‘lib, uning
mn

+
umumiy hadi uchun
. . n3
liman=Ilim y =120
»He N +1
bo‘lganligi (ya’ni sonli gator yaginlashishining zaruriy sharti
bajarilmaganligi) sababli, qator uzoqglashuvchi bo‘ladi. Demak,
berilgan darajali qatorning yaginlashish sohasi ham (-V3;V3)
intervaldan iborat ekan.
8.6- misol. darajali gatorning yaginlashish radiusi,
n=0
yagqinlashish intervali va yaginlashish sohasini toping.
Yechilishi. Bu yerda an=n\. Qatorning yaqinlashish radiusini
(8.4) formulaga asosan topamiz:

p =lim —I=Ilim =0.
reNanfN\ M “ (n+1)!

Yaginlashish radiusi p =0, u holda berilgan gator fagat x=0
nuqgtada yaqinlashuvchi, son o‘gining gqolgan nuqtalarida esa
uzoglashuvchi bo‘ladi.

f i v
X" darajali gqatorning yagqinlashish

radiusi, yaginlashish intervali va yaginlashish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan darajali gatorda an . Darajali

gatorning yaginlashish radiusini (8.3) formulaga asosah topamiz:
1 1 - 1 1 -1
oy ft o ft -7
Darajali gatorning yaginlashish intervali (—e,e) dan iborat.
Berilgan darajali qator pj< da absolut yaginlashuvchi.-
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Yaginlashish intervalining chegaralarida darajali gatorning
yaginlashish xususiyatini tekshiramiz: Xx=- bo‘lganda
e

1x3 1
ni> 'e» sonli gator hosil bo‘ladi. Koshi alomatiga ko‘ra

lim Kn= lim »1(1- 1=lim1(1- [f =-+-= ' <l
N\ e nmPe

n n e e e

Demak, xX= * nuqtada darajali qator yaginlashuvchi. Xuddi
e

shunday, x =— bo'lganda ham darajali qator yaginlashuvchi
e
bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan darajali qatorning yaqinlashish

sohasi i_—; >;’J segmentdan iborat ekan.

8.2. Darajali qatorlarning xossalari.

1- xossa. Agar (8.1) gatorning yaginlashish radiusi p (p >0)
bo‘lsa, 0<r<p tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday p son
topiladiki, (8.1) gator [-r; ;¢] da x ga nisbatan tekis yaqinlashuvchi
bo‘ladi.

2- xossa. Agar (8.1) gatorning yaginlashish radiusi p bo‘lsa, bu
gatorning S(X) ='Ajarxn yig’indisi (-p;p) da uzluksiz funksiya
bo‘ladi. ™

3- xossa. Agar (8.1) gatorning yagqinlashish radiusi p bo‘lib, bu
gator x=p (X=-p) nugtada yaginlashuvchi (hech bo‘Imaganda
shartli yaqginlashuvchi) boisa, gatorning S(x) yig’indisi
X=p (Xx=-p) nugtada chapdan (o‘ngdan) uzluksiz bo‘ladi, ya’ni



4- xossa. Agar (8.1) gqatorning yaginlashish radiusi p bo‘lsa, bu
gatorni [a, b] ([a blc(-p;p)) segmentda hadma-had integrallash
mumkin, ya’ni

b b @ @ b
JS(X)dx=J ax'dx= Jawx'dx.
a a w=0 n=®a

5- xossa. Agar (8.1) gatorning yaginlashish radiusi p bo‘lsa, bu
gatorni (-p; p) da hadma-had differensiallash mumkin, ya’ni
/ ~ \
X ax =Xna"x

6-  xossa. Ushbu darajali qatorlar bir xil yaginlashish radiusiga
ega:

IX*ln 2(«+1 xvzxﬂ.

S

8.8-misol. x-4x2+9x3-16x4+... darajali gatorning yig’indisini
toping.

Yechilishi. Berilgan darajali gatorning yaginlashish radiusini (8.4)
formula orqali topamiz:

-1y-'n2

p=lim ,bunda an=(—dy b2 p=lm Y M -
(-1)"( +1)2

Darajali qator yig’indisini S(X) = x-4Xx2+9x3-16x4+...
kabi belgilaymiz. Berilgan gator yig’indisi S(X) ni x (x” 0) gaboiib,
uni darajali gatorlarning 5-xossasiga ko‘ra, x < 1intervalda hadma-

had integrallaymiz:

[——X=x—2x2+3x3—14x4+...+C =
J X
= (X2-Xx3+x4 -X +X2-x3+..+C= —v+C.
@+x)
Bu tenglikni hadma-had (jxj<I, x*0) differensiallab,
X(1-x2) )
W—? ><53 ni topamiz (Jx|<1 x~0). Bu yerda x~O degan
+

shartni olib tashlash mumkin, chunki 5(0) = 0.
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8.9- misol. Ushbu

1+£ (2h-DIx2, = 1 (1<x<1)
£i (2»)u VTI?
darajali gatorni hadma-had integrallashdan foydalanib,
11y, (2/2-1)1 1 =n
tih Qon 2n+1 2
boiishini ko‘rsating.
Yechilishi. Bu darajali qatorni, 4- xossaga asosan,
[0:x] ([0;X] ¢ (—%1,jc>0) segmentda hadma-had integrallash

mumkin. U holda arksinusning bizga ma’lum bo‘lgan yoyilmasiga
ega bolamiz:

r .dt . No(2«=1)b x4
F—— = arcsmx = x+> -
bVIrT tt (/)i 2%+l

Bu hosil bo‘lgan darajali gatorning yaginlashish intervali (—L 1)
bo‘ladi. x = %I da
X+y(2n-m x2%
ti (2/nHn 21+1
darajali qator
Ity (2« -Du 1
H (2n)i 2m+1
sonli qatorga aylanadi. Bu gator, Raabe alomatiga ko‘ra,

yaqinlashuvchi bo‘ladi. U holda x=1 da

—Pn
1+% @r-t 1 :arcsinlzg2

(2«)a 2n+I
bo‘ladi.
8.10- misol. er.d(Z «—)x2  funksional gatorning yig’indisini

toping.
Yechilishi. Ma’lumki (1- bob, 1-§dagi (D) formulaga garang),

X +X3+... +x2’ 1+...
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darajali gator (- 1; 1) da yaqginlashuvchi vauning yig’indisi x ga
I-xz

teng:
2

Bu gatorni 5-xossaga asosan, (-1 1) da hadma-had diffe-
rensiallash mumkin, ya’ni

d d 1+X
£(2 h-1)x2"-2=
dx dt (1-x22’
Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomoniga xe(-I;lI) ni
ko‘paytirib, berilgan gatorning yig’indisiga ega bo‘lamiz:

8.11-misol. Ushbu darajali gatorning yig’indisini toping:
2X+2 X3+ -=X5+..+ 2 -x2H+..
3 5 2n+1
Yechilishi. Berilgan darajali gator umumiy hadining koeffitsiyenti

2
an- 2n+1’ Daralall gatorning yaginlashish radiusini (8.4)

formulaga asosan topamiz:

. 2 . 2n+3

p =lim m- — =1 p=1
" 2WHL 2«+3]  Hsw2« +I

Darajali qatorni (-1 1) intervalda, 5-xossaga ko‘ra, hadma-had
differensiallash mumkin:

+2X ng—4X3+...+—2n—x2¥\+...
3 5 2n +l
=2( +x2+x4+... +x2" + «<»m

4- xossaga asosan, keyingi tenglikni » <1da hadma-had

integrallab,
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3 5 2n+\ 1-x
ifodaga ega bo‘lamiz. Bunda x=0 deb, C=0 ekanligini topamiz.
Shunday qilib,
2X/l X2 X4 xX2" 1 |+X >11 ]4
3 5 2n +| = ]ZX
8.12- misol. Ushbu darajali gatorning yig‘indisini toping:
v @n-n!It x
t! 2'm\ (2n+%
Yechilishi. (8.4) formulaga asosan:
b = lim (2n-nn @n+Hn
NN+ N 2" H(n +1)!1(2m +3) @n+)(2n +2)
p = 1 Darajali gatorning yaqginlashish intervali (-1; 1) dan iborat.
5- xossaga ko‘ra, darajali gatorni (-1 1) intervalda hadma-had
differensiallash natijasida ushbu
+jH2"-i)V (W<1)
ti 2'm\ 11 '
gatorni hosil gilamiz. Ma’lumki, t <1da

—+1)

@+0M=1+X
(N

yoyilma o‘rinli. Keyingi yoyilmada t=-x2, m=-" deyilsa,

@A-*»d=1+£ P | ~ . (H<1) (@)
Q;i 7’.
gaegaboiamiz. (1) gatorni yaginlashish intervali ichida hadma-had
integrallasak,
A 2n-nI' xam ,
aresmx = C +x+ > ( _) X x'<1
ti 2'ni 2m+1 11

bo‘ladi. Bunda x=0 deb va arcsin0=0 ekanligini e’tiborga olib, C=0
ekanligini topamiz.



Shunday qilib, berilgan darajali gatorning yig’indisi aresinx
funksiyadan iborat bo‘lar ekan, ya’ni

N (2n-DN xh
arcsmx = X+ > @)
£{ 2Zh\ 2n +\

Bu darajali gatorni (-1 1) intervalning chegaralarida yaqin-
lashishga tekshirishda Raabe alomatini qo‘llab,

2(n +\{n+3
limn (™ ) 1 dim 6_n_2_+_5_n_ - _3>1'
(2n+1)2 4n +4n+1 2

ekanligini topamiz. Demak, x==1 bo‘lganda darajali gator absolut
yaginlashuvchi bo‘lar ekan.

Shunday qilib, Abel teoremasiga asosan, (2) tenglik Vxe [-1; 1]
lar uchun o‘rinli bo‘lar ekan.

Mustagqil yechish uchun misollar

Darajali gatorning yaginlashish radiusi, yaqinlashish intervali
va yaginlashish sohasini toping:

82X XI”Il_%2$

Inn

\3/j+1

ybn-1

ﬂn/

8x13 |, 85X F7¥ -8
STYH> 2, BB XN
81D X c\ 811 X

8.12. X <1) "BBX 1+

8u XP ney ]"X”ﬂ_‘SY( w

11 «
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8.22. X non (@>0,,>0).823. {3"(Y +2)0-1)2
n=1
-/
824. X (a>1»825. X n— x .
n=1Cl

mM\\N\Nn +1
Qatorlarning yaginlashish sohalarini toping:

8.26. W. ., 827.1 18~
Bi 2 M n

8.28. X (sin(« +1-47))(x +1)".

820. x actg_ («—5)n 830. X 20 (x_O

=i«
8.31. ng—%/é)(2—Vé)...(2—Vé)x". 832. X Isine
J¥ X 2

Ix N
833. X
"unl
Darajali qatorlarning yig’indilarini hadma-had differensiallash
yordamida toping:

3 5 3 5
831 x4+X31X2, 835 xS X
3 5 3 5

8.36. HLx1 0 324 1785
2 24 2.4.6X3+- - 837-1+21 +4 14—

8.38.-—-%-—%——h.. .
12 2-3 34
Darajali gatorlarning yig’indilarini hadma-had integrallash
yordamida toping:



8.39. X +2x2+3%x3+... .840. X +-X2+ 1X3+...+-1 X"H+.. .
2 3 n+1

8.41. 12X +23X2+34X3+... .

Misollarning javoblari

81 p=75, (3—9¢5; 3+75), [3-75; 3-75].
82 p=3 (373, [-3;3].

8.3. p =27, (-27;27). 8.4. p =1,(-1;1), [-1:1],
85.p =3, (-2;4) . 8.6. p =73, (-73;73).

87. p=7n,(-72;72), [-72;72]. 8.8. p =1,(-L;1), [-1D.
8.9. p=i, (—%1. 8.10. p =-,(--;-).

e ee
8.11. p =max(a;b), (-p;p). 8.12. p =1, (LD, (L1

813. p =1, (—%1). 8.14. P=* (-*;~)- 815. p=0,x =0,

8.16. p=+ (—e00+00) . 8.17. p =1, 0<x<2. Agar p>I
bo‘lsa, x=0 da absolut yaginlashuvchi. Agar O0<p<I| bo'lsa,

X =0 da shartli yaginlashuvchi. 8.18. p =0, x=0.

819. P=* (-’;’), [-"). 820. p=1 (-4;-2), [-4-2].

8.21. p=I (%1, agar m>0 bo‘lsa, x=-1 da absolut
yaqinlashuvchi, agar m< 0 bo‘lsa, x = -1 da uzoglashuvchi. Agar
m>0 bo‘lsa, x=1 da absolut yaginlashuvchi, agar -I<m <0

bo‘lsa, x =1 da shartli yaginlashadi. 8.22. p = min b
a

AN y
Agar a<b bo‘lsa, x=-p da absolut yaginlashuvchi, agar a>/?
bo‘lsa, X = —p da shartli yaginlashadi. Agar a<b bo‘lsa, x=p da

absolut yaginlashadi. Agar a>b bo‘lsa, x=p da uzoglashadi.
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8.23. p = &5 (—=»;+0°). 8.24. p = -y, N2

8.25 p =1 (—%1), L1). 8.26. (-V2;V2). 8.27. [-10 110]

/
8.28. (-2;0). 8.29. (0;6). 8.30. 8.31. (—%D.
\%
8.32. (-»;-M)U (] ;+>). 8.33. (—4;1). 8.34. (M<1)-
8.35. arctgx (]x|<I). 8.36. (-1l<x<1).

1— i
8.37. chx (|xI<+00). 8.38. 1+- <In(l-x) (xi <2).

X
8.39. Zl—_x);z (|x1< 1. 8.40. —nll—q (IxI< D).
2
8.41. * i<,
(1-x)3

9-8. Teylor qatori

9.1. Funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish. f(x) funksiya

X0 (x0e R) nuqgtaning biror

Us(x0) = {xe R :x0-S ex <x0+5} (<5>0)
atrofida berilgan bo‘lib, u shu atrofda istalgan tartibdagi hosilaga
egabo‘lsa, ushbu

RS 9.1)

darajali gator, u yaqginlashuvchi bo‘ladimi, yaginlashuvchi bo‘lib,
uningyig’indisi f(x) funksiyaga teng bo‘ladimi yoki yo‘gmi, bundan
gatiy nazar, f(x) funksiyaning x =x0 nuqtadagi Teylor qatori
deyiladi. Bu gator (8.1) darajali gatorga o‘xshash bo‘lib, bunda
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lar Teylor koeffitsiyentlari deyiladi.
Xususiy holda, ya’ni XO0=0 bo‘lganda (9.1) Teylor qatori

= N\
ko‘rinishga keladi. Bu gator ko‘p hollarda Makloren gatori deb
yuritiladi.
9.1- teorema. f(x) funksiya biror Us(x0) to‘plamda istalgan
tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, (9.1) gator uning X =Xx0 nuqtadagi

Teylor gatori bo‘Isin. Bu qator Us(x0) daf(x) gayaginlashishi uchun
uning

f(xX) =f(xO)+J (X -xn+

Teylor formulasi qoldig hadi Vxe Us(x0) da nolga intilishi, ya’ni
limr (X) =0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Ma’lumki, Teylor formulasi qoldiqg hadi:
a) integral ko‘rinishda

b) Lagranj ko‘rinishida

bunda c=x0+Q(x-x0), O<0 <1



d) Koshi ko‘rinishida
f(n+)(r\
r,(X) = ——?]\7\— (1- 0)"(x-x0"H, c=x0+0(x-x0, 0,<0 <I;
¢) Peano ko‘rinishida
r,.(X) = 0o((X-x0)")

boiadi.

9.2-teorema. /(x) funksiya (x0-p,x0+p) (p >0) oraligda
darajali gatorga yoyilgan, ya’ni:

/(x) = a0+at(x—x0) +a2(x—x0)2+... +an(x -x0)” +...

bo‘lsabu qatorf(x) funksiyaning Teylor gatori boiadi, bunda

oo =1«
1 2! 3! «
9.3-teorema. Agar /(x) funksiya biror (x0- p,x0+p) intervalda
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, shunday o‘zgarmas M >0
son topilsaki, barcha xe (x0- p,x0+p) hamda barcha ne N lar
uchun

F{N(xj<M

bajarilsa, u holda (xo-p,x0+p) intervaldaf(x) funksiya Teylor
gatoriga yoyiladi, ya’'ni

M=) = £ 17 I\ (v=x0"

,)!
boiadi.

9.1-misol. f(x) = cosax funksiyani x = X0 nuqtaatrofida Teylor
gatoriga yoying.

Yechilishi. Bizga ma’lumki, berilgan eos ax funksiyaning n-tartibli
(ne N) hosilasi quyidagicha boiadi:

f ((X) = (eosax)() = ancos(ax +n ") ’

Bundan, x=x0 da / t'Xx0) = alcos(axO+n - bolishi kelib

chigadi. Demak, berilgan funksiyaning Teylor gatori
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a cosaxn W

cosax()- asinaxO(x - xQ) - —— (x—x0) +
a3sinaxo 3 «"cos(ax0+«|)
—————— °=(X=X0)3-... F—————————— (X - X I+ ...
3! ' N\

bo‘ladi. Bu gatorning yaginlashish intervalini topamiz. Buning uchun

a" cos(ax0+n—)
un(x) = - - (X-=-X]j
(X) A (X=X]
a"#cos(axo+(n +1)—)

UtW : (n+1!

boMganligini inobatga olib, Dalamber alomatiga ko‘ra, ning har bir
berilgan giymatida quyidagi limitai hisoblaymiz:

a’#cos(ax0+n7+~)n[(x-x0)"+

un(x) | a" cos(ax0+nK—){n +1) I(x - x0)"
0, n- 2k, ke N,
0, n=2k—, ke N.

D = 0<1bo‘lganligi uchun garalayotgan qatorning yaginlashish
intervali (-°°;+00) bo‘lishini aniglaymiz. / 0 ) =cosax funksiya
Teylor formulasining Lagranj ko‘rinishidagi goldig hadi

a"#cos{ac+(n+1$)—)

®) mn+D! — o

boiadi, bunda c¢=x0+0(x-x0), O0<0<1l. Endi Teylor
formulasidagi rjx) goldig hadning nolga intilishini ko‘rsatamiz.
Har gqanday ne N va Vcg R uchun

cos(ac+{n+1)I) <1, lim u— =0
n+0)!

o‘rinli. Demak, har ganday chekli xe R uchun limr (x) =0 bo‘ladi.
n—
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Shunday qilib, berilgan cosax funksiya istalgan tartibdagi
hosilaga ega va Ii_rllrn(x) =0 bo‘lgani uchun, 9.1-teoremagaasosan,
bu funksiya x-x0ningdarajalaribo‘yichaTeylorgatorigayoyiladi.

asinox,, , az2cosax,, -~
cosax = cosax0- — = (x-x0j- — "{x-x0) +
n AN
a3sin®. 3 a cc§s(ax8+n—)
+— -°(x=-x0) -... +—————— ——— xX—x0) +... .
N\

9.2-misol. / (xX)= * funksiyani x=2 nuqta atrofida Teylor
1+x
gatoriga yoying.

Yechilishi. Berilgan /(x)= —  funksiyaning istalgan tartibli
1+x

hosilalarini topamiz, so‘ngra uning va hosilalarining x0=2
nugtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

i = ' = 1 =1
fix) 1 (x=+1!, /(2) L

P Sy 0@

fF@)= 22 /@)=L,
(x+N3 33

Cx+irl’ 3l

Topilganlarni (9.1) formulaga qo‘ysak, f(x) =—  funksiyaning

Teylor gatori
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] - 1\ _2\"
l——llj(x—2)+2'(x 2)2+...+ (—1)"'mi(x—2) +
3 3 3 2! 3'4n!

+-=85
10

ko'rinishda bo‘ladi. Bu qatorning yaginlashish intervalini Koshi
alomatidan foydalanib topamiz:

u,Co=" (x=2)", limau, )\ =1lim, 3 <1.
Endi [|x-2i<3 tengsizlikni yechamiz: -3<x-2<3=>

=>-1<x <5 (**) gatorning yaginlashish intervali (-1; 5) bo‘ladi.

Intervalning chegaralarida, ya’ni x=-1 va x=5 nuqtalarda mos

ravishda
1+1+1+.. vai_i+i_i+..
uzoqlashuvchi qatorlar hosil bo‘ladi.

Demak, (**) gatorning yaginlashish sohasi (-1; 5) intervaldan

iborat bo‘ladi. Bu (**) gator (-1;5) intervalda /(x)= —
1+Xx

funksiyaga yaginlashishi uchun f(x) funksiyaTeylor formulasining

goldiq hadi barcha xe (—5) da nolga intilishi zarur. Hagigatan
ham,

(=) a(x-2)™! 1

KW1 = 340(x—2))" g (-2 YR

bundaO<0<I. Shunday qilib, 9.1- teoremaga asosan, (**)gatorning

yig‘indisi i ga teng bo‘ladi, ya’'ni

1 =x U <x-2)".
1+x toué"-!l- )
93-  misol. f(x)=e~* funksiyani \-p;p], p >0 da Makloren
gatoriga yoying.
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Yechilishi. Berilgan funksiya [-p;p] da istalgan tartibli hosilaga
ega, ya’ni
(X) = (XY =(-1)"ex, ne N
va shunday o'zgarmas M >0 son topiladiki, barcha x e[-p;p]
hamda barcha ne N lar uchun

[/w (X) =] (-D)"e=>\<M
tengsizlik o‘rinli, u holda 9.3- teoremaga asosan, / (x)= exfunksiya
[-p;p] da Makloren gatoriga yoyiladi, ya’ni

X 1 X X2
=1 — +
1!
9.2.  Elementar funksiyalarning Teylor gatorlari. (9.1") formulad:

oy X
e ST ) A
n!

X0=0 deb, amaliyotda ko‘p uchraydigan ba’zi elementar

funksiyalarning darajali qatorlarga yoyilmalarini keltiramiz:
1 Ko‘rsatkichli funksiyalar:

X
e

X

=X .(=esX<+oe, =00). 9.2
X0 p=00) ©2)

® XN

i“n a,a>0, a®l (=2°<x<+°°, p=°°). (9.3)
n=0 ni

2. Trigonometrik funksiyalar:

[ee} (_l)llle

cosx = X (-00<x<+00, p=00). (9.9)

_ E) X2
SInNX - - — — ( < * o<+ <y, =00). (9.5)

n=L (¢c1—1 - i
3. Darajali funksiyalar:
xX+ir-1+ XV, (9.6)
n=1

bunda T 2D .



Agar a*0,a*n,(neN) bo'lsa, (9.6) qatorning yaginlashish
radiusi 1 ga teng bo‘ladi.
(9.6) formulaning muhim hususiy hollari:

3L x=i X\ (N<1- P=1); ©-7
145 ., (IxI4, p=1); (9.8)
1 =S H)Vn, (W<1, P=I). (9.8)

4. lipgarifmik funksiyalar:

Inl+x)=X (-ir"' (-1<X<LP=1; (9.9
n=1 n
In(lI-x) =- £ (-1<x <1, p=1). (9.10)
fHw
5. Giperbolik funksiyalar:
x2'
ChX=E ,7s,’ (— <X<+00,p=°°); (9.11)
L=0 (2«)!
® N2/1+1
= (-o0< X < +00" = 00) 9 12)
n=o (2/i+ 1)!

6. Teskari trigonometrik funksiyalar:

arctgx = JT(-1)"-1* , (XI<1y p=12; (9.13)

n=1 In —1

£, (2« +D)1Ix24 S
> G)§L<LE_D’ %9142

arcsmx= ,
ti @ON\N\+) 1

arccosx=1- x—/ (]x1< 1. P=1)-r9 14,1
>

ti(2)(2« +1) 11

= “ y2'#
arcctgx = mX ~ 77— > (Ix])<lp =1). 9.14"
gx= mX ] (IxI<lp=1) ( )
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9.4-misol. f (X) = cos4x funksiyani x(l= 78'" nuqta atrofida Teylqr
gatoriga yoying va yaginlashish radiusini toping.

Yechilishi. Bizga ma’lumki, cos2x = 1(l +cos2x), u holda

fix) (I+cos2x) = §+21—cos x +§cos4x
. T L .
bo‘ladi. So‘ngra x = t+m almashtirishni bajaramiz:
—
/ X)=fit+=)=9g({t)= —+ 2 (cos2t—sin2t) - ~sin AL. (£.15)
8 o) 4 8

Endi (9.4) va (9.5) yoyilmalardan foydalanib, cos2;, sin 21va
sin 41uchun

e/ _NNr\2n © /[ 1\rt<-)2«+]
cos2/=y (1)i /2", Sin2i=y (1) 2 -
h (! s (2« +I)!
© A2/1+1 jIm\
sindi=Y (- 1)"-—— —

H (2/1+1)!
tengliklarga ega bo'lamiz. cos21, sin21 va sin At funksiyalarning
yoyilmalarini (9.15) ga keltirib go'ysak,

3 & (_ry22 2
\Y 4 h @)\
1 (-hHr4z+72+4
8S (2« +)!

ifodaga ega bo‘lamiz. Endi t—x—;r ekanligini hisobga olsak,

natijada
(-h)"2m1  7raHn
8 @/2)! 8 S (@4 X7
- N A~
(-4 1X_tt)22,,ﬂ
S (2+1) 8

bo‘ladi. Hosil bo‘lgan gatorning yaginlashish radiusi p = °°.
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9.5- misol. Ushbu funksiyani Makloren gatoriga yoying va
yaginlashish radusini toping:
3x+5
X)= — — — —
(Bx-5)(9x +25)
Yechilishi. Berilgan to‘g‘ ri kasrni, anigmas koeffitsiyentlar
usulidan foydalanib, oddiy kasrlarga ajratamiz:
3x+5 Bx+C
—+ =
(Bx-5)(9%x2+25) (3x-5) (9x2+25) '
Bu yerdan quyidagi ayniyatga ega bo‘lamiz:
3x+5= A(9%x2+25) +(Bx +C)(3x - 5).
X ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarini tenglashtirib,
so‘ngra hosil bo‘lgan tenglamalar sistemasini yechib,

1
4 =~ B =--,C =0 bolishini topamiz.Topilgankoeffitsiyentlarni

(9-16)

(9.16) ga keltirib go‘ysak,
-3 -1 3Xx

1
/00 = +
53x 5) 59X +25) 25(1-1x) 125(1+(~)2)

bo‘ladi. Endi (9.7), (9.8) yoyilmalardan foydalanib, quyidagiga ega
bolamiz:

/VV_(.""]=3V5. V5,

1 @AY
Y
5“0y, W255(-1)

Bu gatorning yaginlashish radiusi P—z bo‘ladi.

9.6-misol. /(x) = In(6x-5-x2) funksiyani x0=3 nugta atrofida
Teylor gatoriga yoying va yaginlashish radiusini toping.
Yechilishi. Kvadrat uchhadni quyidagi ko'rinishda ifodalaymiz:

6x-5-x2=(5-x)(x-1). u holda /(x)=In(5-x)+In(x-1)

bo‘ladi. Endi t=X-3 almashtirishni bajaramiz:
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/ (xX)=f(t +3)=g(t) =In(2 - D+X+2) = In4 +In(I- =) +In(I +*).

(9.9), (9.10) formulalardan foydalanib,
N (-D)Af

t"
g(0=In4 —R__i‘,(ZT+”|§| 2

ifodaga ega bo'lamiz. Endi t=Xx—3 ekanligini hisobga olsak,

L ((-1)" +)(x-3)"=In4-£ ¥ -3)2

/(x)=1n4-£
bo‘ladi. Hosil bo'lgan gatorning yaginlashish radiusi 2 ga teng,

yaginlashish intervali esa [1; 5] bo‘ladi (o‘ylab ko‘ring!)
misol. / (x) = (shx - ehx)2 funksiyani Makloren gatoriga

9.7-
yoying.
Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko'rinishda ifodalaymiz:
/ (X) = sh2x - 2shxchx +ch2« = ch2x - sh2x .
(9.11) va (9.12) yoyilmalardan foydalanib, ushbu yoyilmaga ega

bolamiz:
00 9 2/7 217 00 9 2/7+1 2/7+1

/(x) = (shx-cbx)2=V
a 1) s @1+
00 ->2/7 2X
X2'.

Si (21! 2/7+1
Tagribiy hisoblashlarda qgatorlarning tadbig‘i. Taqgribiy

9.3.
hisoblashlarda sonli va funksional gatorlar keng go‘llaniladi.
Tagribiy hisoblashlarda qatorlar qollanishlarining ba’zi muhim

hollarini keltiramiz.
a) Funksiyalarning giymatini gatorlar yordamida hisoblash./f'xj
funksiyaning x =x0 nuqtadagi giymatini biror berilgan aniglikda

hisoblash talab gilingan bo‘Isin.
Faraz qgilaylik, xonuqtani ichiga oigan (a-p;a+ p) intervalda

berilgan funksiya
/(x) = a0+a](x - a) +... +an(x - a)" +...

darajali gatorga yoyilgan bo‘lsin. U holda
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/ 00) = a0+aN\ -«) +mm-an(x0- a)" +...
bo‘ladi. Bu sonli gatorning birinchi n ta hadini olib,
/00)“ snO0) =«0 +aW0 — a) +=+ (x0-a)"
tagribiy tenglikka ega bo'lamiz. n ning o‘sib borishi bilan bu
tenglikning anigligi oshadi. Bu tagribiy tenglikning absolut xatoligi,
ya’ni ¥O 0)—=Sn)! gatorqgoldig‘ ining moduliga teng bo‘ladi:
|/00)-5s,,00)bkOo0)!>
bunda

Bizga f(x) funksiyaning X = x0nugtadagi giymatini e>0 aniglik
bilan hisoblash talab gilinganda, gatorning shunday n ta hadlar
yig‘indisini olish kerakki, natijada \f(x0)~Sn(XON\= pK(x0)] <£
bo‘Isin. Ma’lumki, funksiya darajali gatorga yoyilganda, bu yoyilma
f(x) funksiyaning Teylor qatoridan iborat bo‘lib,

n!
bo‘ladi. Teylor gatorining goldig‘i r (x0) ni berilgan aniqlikda
baholashda Teylor (yoki Makloren) formulasi qoldiq hadi
formulalarining biri ishlatiladi.
9.8-  misol. f(x) = exfunksiyaning x=I nuqtadagi giymatini
£ =0,001 aniglikda hisoblang.
Yechilishi. Ma’lumki, exfunksiyaning x bo‘yicha yoyilmasi

X X2 X3 x"
C —1+ X+ — h + ...+ + ...
1

3 i
ko‘rinishdabo‘ladi. Bundanx=I bolganda

e=1+1+++14+ + 1
2!

3! ni

+...

munosabatga ega boMamiz. Bu gatorning n+1 ta hadini olib,

e~1+13 1 +L14 +1
2! 3! ni

tagribiy tenglikni hosil gilamiz.
f" 4{Xx)=ex ekanligini e’tiborga olib, Makloren gatorining r (X)
goldiq hadini Lagranj ko‘rinishida baholaymiz:
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x=I1 bo‘lganda, m(l) = j)—' 0<c< 1 Ravshanki, ec<e' <3

n+

3
tengsizlikni e’tiborga olsak, r (1) < (___3_) tengsizlikka egabo‘lamiz.
n—+1!

n=>5 bo‘lganda 3 =1= 1 >0 0015
m+n! 6! 240

rc= 6 bo‘lgandaesa 3 - _3 -_1 < 0,001 bo‘ladi.
wm+n! 7' 1680
Demak, exfunksiyaning x=I nuqtadagi giymatini e = 0,001
aniglikda hisoblash uchun gatorning n=6 ta hadini olish yetarli.

}_ 0101 1 1 1
e=I+1+  + - +——F H—

21 31 41 5 6!
yoki

e~1|, 0000 +1,0000 +0,5000 +0,1667 +0,0417 +

+0,0083 +0,0014 = 2,7181.
Shunday qilib, e sonining 0,001 aniqglikdagi qiymati e=2,7181
bo‘lar ekan.
b) Integrallarni gatorlar yordamida hisoblash.

rsin X

9.9- misol. J “X integralni 0,001 aniglikda hisoblang.
0 X

Yechilishi. sinx funksiyaning x bo'yicha (9.5) yoyilmasini, ya’ni
X3 X5
+ -

31 5
munosabatni e’tiborga olib, berilgan integralni quyidagicha yozib
olamiz:

sinx = X -



Hosil bo‘lgan tenglikning o‘ng tomonidagi qator ishorasi
almashinuvchi gator bo‘lib, u Leybnis teoremasiga ko‘ra,
yaqinlashuvchi. Shuning uchun

S-S, |=r,, <C,Afl,

1
bunda L4 - (2« +1)(2« +1)! «(*) qator yig‘indisini 0,001 aniglikda

topish uchun

rxXxa -— 1 — <0,001
(2n +N\N{2n+WN\

tengsizlikni ganoatlantiradigan n ni topamiz:

n=2 bolganda 5.5 = 0,001

n=3 bolganda = 372280 < 0,001 bo‘ladi-

rsinjc
Demak, J integralni 0,001 aniglikda hisoblash uchun (*)
o X

gatorning uchta hadini olamiz:

I gx~1— 1+ L =06,
D x 3-3! 5-5!
Shunday qilib, berilgan integralning 0,001 aniqlikdagi taqribiy
_rsinx L, A, )
giymati, J dx ~0,946 boladi.
o X

d) Limitlarni gatorlar yordamida hisoblash.

9.10- misol. Ushbu limitni toping:

lim sinx-arctgx
*2°arcsin X

Yechilishi. sinx, arctgx, arcsinx funksiyalarning x bo'yicha

(9.5), (9.13), (9.14) yoyilmalaridan foydalanib, limitni topamiz:

X3 x5 x3 x5
i m i limJt=31 + 5!~ 4
arcsin x X+J _ (i+_L3_JS+...
2-3 2-4-5
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e) Differensial tenglamalarni gatorlar yordamida yechish.

9.11- misol. y"=ycosx+x differensial tenglamaning

y (0) =1, y'(0) = 0 boshlang‘ichshartlarni ganoatlantiruvchi xususiy
yechimining darajali gatorga yoyilmasidagi birinchi (noldan farqli)
uchta hadni toping.

Yechilishi. Berilgan differensial tenglamaning yechimini ushbu

v=>(()+i/(0).v+/(0) *; +y"(0)% +.. *)

Makloren gatori ko‘rinishida izlaymiz.
X~0 da y =1 bo‘lishini e’tiborga olib, berilgan differensial
tenglamadan y"(0) ni topamiz:
/’(0) = 1cos0+0= 1.
y"(0) ni topish uchun berilgan differensial tenglamaning har ikkala
tomonini differensiallaymiz:
ym=y'cosX -ysinx +1.

Bundan

y*(0) = y\D) cos0- >>(0)sin0+1 = 1,

7(0)=2/(0)=0,/(0) =1L, vw0)=1
larni (*) gatorga go‘yib, berilgan differensial tenglamaning taqribiy
xususiy yechimi

ekanligini hosil gilamiz.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo‘yicha darajali
gatorga yoying:



9.1.;;=sin3*. 9.2.y - X~ x2mO.3.y =In(l +x +x2 +x3)

94y= 1 . 9.5.y = eos2x m0.6.y = aresinx3.
Yy (1-I) y y

9.7.y= ' 3....4.98. j; = ex(l-x) +ex(I+x).
I+X+Xx +X +X

9.9.y = In(x +yjl+x2) . 9.10.y = arccos(l- 2x2).

X 2 Xeosa-X2
911. y= ..— ,912. y=ex. 9/Tby=~—~~—--——— y.
W, +x2 I-2xcosa+Xx
1
9.14. j; = eMS" cos(jcsina). 9.15.y = - -
1 X )Vi- &

9.16. j =4X

Funksiyalarni ko‘rsatilgan nuqgta atrofida Teylor gatoriga yoying
va bu gatorlarning yaqginlashish radiusini toping:

21X
9.17. /(x) =sin— ,x0=3. 9.18. f(X) = Xi +4x+7,x0=-2.
9.19. f(x)~ex, x0=3. 9.20. f(x) =Jx, x0=\

nx
9.21. /(x) =cos = , x0=1. 922. /(x)= 2 ¢ X0=5.
2 u X2—bX+6"'

9.23. /(x) =2*,x0=1. 9.24. /(x) =In(x2+2x +2), x0=-1.

9.25. f(X)=-——-1 , X0=1.
X -5X +6

9.26. /(x) = i m xX0—b6.
Jx -12x +40

9.27. /(x) = X0=3.
X —6x +36

9.28. /(x)= 1 T, x0=lI.
(x —2x+3)
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929. /M = -1 -"7,%x0=2
VX -4x +8

T
9.30. /(x) = cos4x, x0:—2

Quyida keltirilgan sonlarni ko‘rsatilgan aniqlikda hisoblang:

9.31. cos18° 0,0001. 9.32. e2, 0,00001.
9.33. In0,98, 0,0001. 9.34. ~27, 0,001.

9.35. ch0,3, 0,0001. 9.36. 0,0001.

Integral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish yordamida,
berilgan integralni ko‘rsatilgan aniglikda hisoblang:

1
4 0 S
¥Sitl2C
9.31\e—alx, 0,001.9.38. J-——-,.. €L
0 o *
0,1 i \ 0,1 X i
9.39. J dx> 0,001 9 40,J - dx, 0,001
l L
3 2
9.41.J-y==p, 0,001. 9.42 .}=~*, 0.001.
oVI-X2 0 X
Limitlami darajali gatorlar yordamida hisoblang:
9.43. hm 222G 5 44 pm 17COSX
P X X—=>ex— |- X
9.45. fim SNX~COSX g 4o (- AICSIN2X - 2arcsinx
NS X *>0 X
2x-2gi" m X-ctgx-1
9.47. hr% — 9.48. h R
DS S

Differensial tenglamaning berilgan boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini darajali gatorlar yordamida
toping:

9.49.y'-y=0, y(0)=I. 9.50. (1+x3/- 1=0,j(0)=0

9.51. y"+xy=0, y(0)=I, y'(0)=0
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Differensial tenglamaning berilgan boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini ko‘rsatilgan sondagi noldan
farqli hadlarini darajali gatorlar yordamida toping:

9.52. y"=x+y2 jy(0)=0, >’(0)=1 Birinchi to‘rtta hadini
toping.
9.53. y’'=x2/ +y3 y(0) =1 Birinchi to‘rtta hadini toping.

9.54. y"~- A1) = 1, j~(l) = O-Birinchi oltita hadini

toping.

Misollarning javoblari

9.7. X *B -2y "4 (IxI<I).
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9102|lel+£ @n Kl — 1,0x <1)

tS (2N 2z+10 T 1
14
= (-1) ——eee(- +«)
9.11.X+£ ————11— 1-—x2,#& (x|<}])
M W
® (Hrx2 “
9-12.X ~ “XA]*|< +00- 9.13.£x " cos/ra ,(Ix]<).
9.16, (MN<4~), 917.£ ¢ A (* - 3 )" ;p=u_.
JF0 n: mo(2n +1}

9-18 £, r “(n+2) >P=73- 919. eX 1(x-3)" .p = +oo

»=0 J S « !
H ni2 4

921

9-2 NE M?(Xx-5T-xX(1'(x-5)", p=2.
JH z M

9.23. r£ Iy2(x-1)", p =-+Ho0.
JFo un!

" (-TT1
9.24. £ En (x+D2’, A=1 9.25. £(1—2“ (x—1)",
mr Ar =0

1(-1)"(2u-1)11,
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Or7 1+y(-1)"1-4-(3«-2) n =
927" 3 ti N4 ( }°'P

9.28. £ —~ x-0Z, P="2.

=1

929 - +tyf L_-l?_lgw_l‘}”—(x—Z) , Blzz

N1

930. . ¥ (M- 1N +)2 P=H—

9.31. 0,9551. 9.32. 1,648719. 9.33. In0,98 =-0,0202.

9.34. 727 =5,196 .9.35. ch0,3 « 1,0453 .

9.36. 1,0192- 9.37. 0,245. 9.38. 0,946. 9.39. 0,098.

9.40. 0,102. 9.41. 0,337. 9.42. 0,507. 9.43. *. 9.44. 1 945.1.

1 1 O xn
9.46.1. 9.47. \_é In2. 9.48.—5. 949.Y=Y r=e*

to nl
X2
9.50. ~ = = arctgx _
to n+1
x3 X6 X9
951 y—A—-tc

2-3 2-3-5-6 2—3—5—6—8—9

*
3 n4+n6+"" 953v FX 3x2 17x3

9.52.y=x+ ~+
6 12 45 2!

954y=1- ~ - ~ L +~U
2! 41 5!
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Il BOB

XOSMAS INTEGRALLAR

10- §. Chegaralari cheksiz xosmas integrattar
10.1. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar. Biror f(x) funksiya

[a,+00) oraligda berilgan bo‘lib, bu oraligning istalgan

[atl (a<t<+»0) gismida (Riman ma’nosida) integrallanuvchi

bo‘lsin, ya’ni Mt (t >a) uchun ushbu integral mavjud bo‘lsin:

(10.1)

a

10.1-  ta’rif. F(t) funksiyaning t->+°° dagi chekli yoki cheksiz

limiti f(x) funksiyaning [a +°°) oraliq bo‘yicha birinchi tur xosmas

integrali deyiladi va u J f(x)dx kabi belgilanadi

a

Demak, F(t) =
10.2- ta’rif. Agar t->+00 da Fit) funksiyaning limiti mavjud
bo‘lib, u chekli bo‘lsa, (10.1) xosmas integralyaqinlashuvchi deyiladi,
f(x) esa [a;+°0) oraligda integrallanuvchifunksiya deb ataladi.
10.3- ta'rif. Agar t—+>° da F(t) funksiyaning limiti cheksiz
yoki mavjud bo‘lmasa, (10.1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.
f(x) funksiyaning (-°°;a] va (-00;+00) oraliglar bo‘yicha xosmas
integrallari, ularning yaginlashuvchiligi, uzoglashuvchiligi ham
yuqoridagi kabi ta’riflanadi:

j f(x)dx = lim €) = lim

J/ (X)dx,
T
f(x)dx= lim'l,(i;T)= lim 1f(x)dx . (10.2)
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10.1- eslatma. (10.2) da chekli limit t va t laming mos ravishda
+00 va -00 ga ganday intilishiga bog‘liq boimasligi kerak.
Boshqgacha aytganda, integral, fagat va fagat

t a
lim 3/ (X)dx = lim E(t)=/, va lim J/(X)dx = lim ®(t) =/2
a T

limitlar chekli bolgandagina, yaqginlashuvchi boladi, bunda ae R.

Bu holda u, xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra, /,+/2 ga teng

boladi, ya’ni
J/ (X)dx =3/ (X)dx+J/ (X)dx
. _Jc dx . . . .
10.1- misol. | = 2 xosmas integralning yaginlashuvchi-

0 4+X

ligini ko‘rsating va giymatini toping:
Yechilishi. Ta’rifga ko‘ra,

/= f ax2=Ilimf —iim F(t)
e 4+X 44X
boladi. Bunda
r dx 1 X'I 1 t
F(t) = -= Zarctg- =-arctg _ .
44X 2 210 2 2

Endi t ->+00 da F(t) funksiyaning limitini topamiz:

=i =i * _
| 1I|m F(t)= lim ; arctg2 )
limit mavjud va chekli. Demak, berilgan xosmas integral

. . . . . n
yaqginlashuvchi va uning giymati | = 4

+
102- misol. J J"2 ]"dx xosmas integralning uzoglashuvchi

ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. Xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra
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: . 1
= lim = lim In(T2+1) - arctgr = +00.

Demak, 10.3- ta’rifga asosan, berilgan xosmas integral
uzoqlashuvchi bo‘ladi.
HD

10.3 -misol. J xosmas integralni yaginlashuvchi-
X +6x+l14

likka tekshiring.
Yechilishi. Yuqoridagi ta’rifga ko‘ra

dx Y _ dx

lim Jf = lim +
X +6x+14 r>oJ (x +3)2+5 (x+3)2+5

dx ) 1 X+3 X+3
lim -arctg
(x +3)2+5 V2« 8 T5 7T 4
= lim —th)—arctgt+3 - lim L arctgt—i§ -1 LIPS _n___’
V5 75 — V5 75 75 2 275 75

ya’ni chekli. Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi
bo‘ladi.

104- misol. /= J sinxdx xosmas integralni yaginlashishga
0
tekshiring.
Yechilishi. Ta’rifga ko‘ra
7=1 sinxJx = lim_[sinxdx = lim F{t)
n =k /—>+00
0 b
t
Bunda F(t) = Jsinxc/x = —-cosxj* =l-cos /.
0
i-»+00 da cosi funksiya hech ganday limitga intilmaydi.
Demak, berilgan xosmas integral uzoglashuvchi va uning giymati
mavjud emas.



. dx . . .
10.5- misol. [ - (a>c) xosmas integralni yaginlashuv-
a(x—)
chilikka tekshiring.
Yechilishi. Ta'rifga ko‘ra

{z\r— dX——=h"m roax = lim (x=¢)
a(x—€) ‘'->m(x—€)a <«F¥ 1-a h
\% /
. -C)'- -cf
—jim O @-cf e
> 1-a 1-a 140
a> 1 bo‘lganda, lim mavjud va chekli
1-a

bo‘lgani uchun, 10.2- ta’rifga asosan, berilgan xosmas integral
yaqinlashuvchi.

a <1lbo‘lganda, lim F{t) =+ . Bu holda, 10.3- ta’rifga ko‘ra,
berilgan xosmas integral uzoglashuvchi.

a=Ilbo‘lsa, f d:X In(x-c)r— =+*> .
J x-c la
Demak, a> 1bo‘lganda, xosmas integral yaginlashuvchi, a <1
bolganda esa, xosmas integral uzoqglashuvchi boladi.
10.2. Yaginlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Asosiy
formulalar.
+D
1-xossa. Agar J f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bolsa,

J f{x)dx (t>a) integral ham yaginlashuvchi boladi va, aksincha,
t

ya'ni j f{x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx integral
t a
ham yagqinlashuvchi boladi, shu bilan birga

+00 I +00

J /7 Ydx =3/ ()dx+J / ix)dx

a a t

tenglik o‘rinli.
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00

2- xossa. J f(x)dx integrating yaqinlashuvchi bo‘lishidan
+0

lim, | f(x)dx- 0 bo‘lishi kelib chigadi.

o)

+00 +00

3-xossa. Agar J /(X)dx va J g(Xx)dx integrallar yaginlashuvchi

a a

+0
bo‘lsa, bareha a,e R sonlaruchun, J (af (X)% g(x))dx integral

a
ham yagqinlashuvchi bo‘ladi va

J (afix) £B g(x))dx =a J f(x)dx + B j g{x)dx

a a a
tenglik o‘rinli.
+00

4-xossa. Agar Vxe [a;+°°) uchun fix) <g(x) bo‘lib, J f(x)dx

A -t-00 1-00

va J g(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx<j g(x)dx

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

5- xossa (Nyuton — Leybnis formulasi). fix) funksiya [a+°°)
oraligda uzluksiz bolib, F(X) uning shu oraligdagi boshlang‘ieh
funksiyasi boMsin. U holda

+j f(x)dx = FX)\** =F(+00)-F(a) (10.3)

bo‘ladi, bunda F(+00) = Hm F (t).

Odatda (10.3) ham Nyuton — Leybnisformulasi deyiladi.
6~ xossa (0‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi). / (x) funksiya

[a;+00) oraligda uzluksiz, <p(t) funksiya esa [a;B) da uzluksiz
differensiallanuvchi funksiya va a=(p(a) <(E{t) < lim (E{t)=
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boisa, °\f(x)dx, jf (cp(t))mp(t)dt integrallardan birining

yaqinlashuvchiligidan, ikkinchisining ham yaqinlashuvchiligi kelib
chigadi va ushbu o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi o‘rinli:

°jf(x)dx = jf((p(t))<p'(t)dt. (10.4)

a a

7-  xossa(boiaklab integrallash formulasi). Agar u=u(x) va v=v(X)
funksiyalar [a;+<> da uzluksiz differensiallanuvchi boiib, lim(wv)

-foo -foo

mavjud bo‘lsa, Judv, J wvih integrallardan birining yaginlashuv-

chiligidan ikkinchisining ham yagqinlashuvchiligi kelib chigadi va

ushbu bo‘laklab integrallash formulasi o‘rinli bo‘ladi:
= - I+ = |i -

JI udv (mv)«P J|vdu , bu yerda (wv).;!— )!_mo(uv) u(a)v(a).

a a

10.6- misol. Ushbu integralni hisoblang:

'Jv —+ dx
X2-4 (x +3)3

Yechilishi. f(x)=-/ , g(X)= — —deb belgilaymiz. f(x)
X -4 *+3)

va g(x) funksiyalar uchun, mos ravishda,
1 x-2 1
FxX)=-In- -,G(x) -
4 xX+2 2(X+3)

boshlang‘ich funksiyalar mavjud bo‘ladi. (10.3) Nyuton — Leybnis
formulasi bo‘yicha quyidagilarga ega bo‘lamiz:



Demak, xosmas integralning 3- xossasiga asosan, berilgan
integrating giymati:

<00 /
4 d- AT X T X 7,5
V.r-4 (x+3)3y 'x —4  5(x+3)3 3 128
10.7-misol. f x integralni hisoblang.
L (x4+4)2

3
Yechilishi. Bunda /(x)= [ —=+ [*2;+00) da uzluksiz

x +4

funksiya, x=tft funksiya esa [2;+°°) da monoton o‘suvchi va
differensiallanuvchi bo'lgani uchun (10.2) xosmas integralda

o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasidan foydalanamiz: x =yt

1
deb belgilab olganimiz uchun, X dx=-\dt va yangi chegaralar

a =2 [ =+ po‘ladi. Demak,

+00

7 x3x _ 17 dt 11 1
(¢ X4+4)2~4) (t+2f~ 4t+2 16

e

10.8-misol. | —Tdx integralni hisoblang.
2 *

Yechilishi. Bunda u(x) = Inx, v(x) = —?]2 [2;+°°) da uzluksiz
X

va differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lgani uchun xosmas
integrallarda bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanamiz.

Agar w=Inx, dv=" deyilsa, du=—~, v:—2—y bo‘lib,
X

X X
quyidagiga ega bo‘lamiz:

Bunda
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2
bo‘lishini topamiz. Demak, J /—\-3 dx=—In4e
« 2
109- misol. Ushbu tengsizlikni isbotlang:

< f_x_ dx <2,
N X +64 16

Isboti. Ravshanki, [>/2;+°°) dagi barcha x lar uchun

QI\ AN X

XP+64 _ (X4+4)(X8-4x4+16) < x4+4 "'

Bunda /(x) =" Bé\ NLgx) = N bo‘ladi. Keyingi tengsizlikni

[V2;+°0) da integrallaymiz:

+%° +D o
0 f ¥ f Xux
<.

dx <
4 JBtea I' x4+4
Agar

r xdx 14+ d(x2 1 X: 1 n

1A+ 4~2Y (XY'+22~ 472 i, » 4 16

bo‘lishini e’tiborga olsak, 0< f < X bo‘ladi
N xXP+64 16

10.10- misol. Ushbu tengsizlikni isbotlang:

1 ?2x30+I 1 1
< T dx< — m
29 X+ 29 59

Yechilishi. Vxe[l,+00) lar uchun



tengsizlik o‘rinli bo‘lganligi uchun, 3-, 4- xossalarga asosan,

+00 / 1

. e wy
J>k<il + )ax=Jar+l « )

Bundan

de X “D 1 Fdx . x* 1
xD 29 29" Jx*“ ~~ $9i, _ 59

Bularni e’tiborga olsak, (*) tengsizlikdan isbot qilinishi talab
gilingan tengsizlik kelib chigadi.

10.3. Chegarasi cheksiz bo‘lgan xosmas integrallarning ba’zi bir
tatbiglari.
10.3.1. Xosmas integrallar yordamida yuzni hisoblash. f(x)

funksiya [a,+°°) da aniglangan, uzluksiz va Vxe[a,+°0) uchun

f(x)> 0 bo‘lsin. Unda D-{(x,y)\a<x<+°°, 0<y </(*)} soha-
ning yuzi ushbu s= J f(xX)dx xosmas integral orgali ifoda gilinadi.

10.11- misol. y - xeX ,0<x<+00 funksiyaning grafigi hamda
Ox o‘gning musbat qismi bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyaning yuzini hisoblang.

Yechilishi. Izlanayotgan trapetsiyaning yuzi quyidagi xosmas
integral orgali hisoblanadi:

5=1 xexdx m
0

Bu integralni xosmas integralning ta’rifiga asosan hisoblaymiz:

S- /Iim |xe~xdx:—’£ |1in fe«r d(—x2)———2 Ii>nl1§e* jo (kv.birl.).

10.3.2. Xosmas integral yordamida aylanma jism hajmini
hisoblash. Ushbu D =\(xy)\a<x <+°°, 0<y<f(xj} egrichizigli
trapetsiyani Ox va Oy o‘qlar atrofida aylantirish natijasida hosil
boigan aylanma jismning hajmi mos ravishda quyidagi formulalar
yordamida hisoblanadi.
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V=nj f2x)dx, W=2nJ xydx

1012-  misol. Ushbu chiziq bilan chegaralangan shaklni Ox o‘q
atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan jismning hajmini toping.

xe [O; +°°).
n4+x

Yechilishi. Aylanma jismning hajmini topish uchun

r=x]| dx
0 4+x

integralni hisoblaymiz. Bunda

. n X
v=n]j —= —arctg — arctg(+o= = —

4+Xx 2 2 2 4

10.3.3. Xosmas integrallar yordamida aylanma sirtning yuzini
topish. f(x) funksiya [a,+°°) da aniglangan, uzluksiz va uzluksiz
f\X) gaegabolib, u f(x) >0 bo‘lsin,f(x) funksiya grafigini Ox
»

0‘q atrofida aylantirish natijasida hosil bo‘lgan aylanma sirt yuzi
ushbu formula yordamida hisoblanadi:

5=2nj f(x) ml+[fix)fdx *)

10.12- misol. y —-e x, xe[0;+00) chizigni OX o‘g atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzini hisoblang.

Yechilishi. Berilgan chizigni ifodalovchi funksiyadan hosila
olamiz. y'=-e~Xx ekanligini hisobga olib va (*) formuladan
foydalanib, aylanma sirt yuzini hisoblaymiz:

+D +D
S=2nJ e* fdl +e2dx=-2nJ /Al +e2d{e—x) =
0
-2n e2 fdl+e 2)<+2 Inle *+/1+e = a:(n/2+1n(1 +n/2)),
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S=n("2 +In(1+V2)j (kv.birl.).

10.4. Xosmas integrallarning yagqinlashuvchiligi foagida
taqgoslash teoremalari. Integrating absolut yaginlashuvchiligi. fix)
funksiya [a;+°°) oraligda berilgan bo‘lib, ixtiyoriy xe [a\+°) da
f(x) >0 bo‘lsin.

+0

10.1- teorema. f(x) funksiyaning J'f(x)dx xosmas integrali

a

yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun, Vie [a;+°°) da
[F{t)} = \"{x)dx

to‘plamning yuqoridan chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Agar bu to‘plam chegaralanmagan boisa, Jf(x)dx xosmas

integral uzoglashuvchi boladi.
10.2- teorema.f(x) vag(x) funksiyalar [a,+°°) oraliqda berilgan
bolib Vxe[a,+°°) larda 0< f(x)<g(x) munosabat o‘rinli va

+0 -+

J g{x)dx vyaginlashuvchi boisa, Jf(x)dx ham yaginlashuvchi

boladi va agar Jf(x)dx uzoglashuvchi boisa, Jg(x)dx ham

uzoqlashuvchi boladi.
10.3-teorema. [a,+°°) oraligda manfiy bolmagan f(x) va g(x)

funksiyalar berilgan bolib, x —+°« da nisbatning limiti
9(x)
mavjud va u biror k ga teng bolsin:
lim f(xg =k (O<k<+o00) .
g(x
Bunda:
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a) k<+o00 bo'lib, Jg(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, Jf(x)dx

a a

ham yaginlashuvchi bo‘ladi;

b) k> 0 bo‘lib, Jg(x)dx uzoglashuvchibo‘lsa, J f(x)dx ham
a a
uzoqlashuvchi bo‘ladi.
10.2-natija. 10.3-teoremaningshartlaridaagar 0 <k< +00 boisa,

+00 +00

J f(x)dx va J g{X)dx integrallar bir vaqtda yaginlashadi yoki

bir vaqtda uzoqlashadi.

+00

Xususiy holda, agar x —00 da f~g bo‘lsa, J f(x)dx va

a

J g(X)dx integrallar bir vaqtda yaginlashadi yoki uzoglashadi.
Yuqoridagi teoremada taqqoslanayotgan funksiyalarning o‘rniga
aniq funksiyalar olib, amaliyotda ko‘p qo‘llaniladigan alomatlarni
keltiramiz.
10.4- teorema. f(x) funksiya A ning istalgancha katta
giymatlarida

Ax) = @) (A>0)

shaklda tasvirlangan bo‘lsin. U holda:

a) agar X >1 va Vx >xouchun (p(x) < C <+00 bo‘lsa, J/ (X)dx

yaqginlashuvchi boiadi;

+00

b) agar X<\ va (p{x)>C> 0 bo‘lsa, J f(x)dx uzoglashuvchi

a

bo'ladi.
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10.5- teorema. Agar x —+°0 daf(x) funksiya i- ga nisbatan
X

+00

a (a>0) tartiblicheksizbo‘lsa, J f(x)dx integral a> 1bolganda

a

yaginlashuvchi, a <1 bo‘lganda esa uzoglashuvchi bo‘ladi.

. +*|nx . . . S
10.13-misol. Ushbu J ——dx integralning yaginlashuvchiligini
1x2
ko‘rsating.

Yechilishi. Bunda f(x)~— P(X) =Inx>0, a=—<1
x}
Demak, 10.4-teoremaning b) bandiga asosan, xosmas integral
uzoglashuvchi.
i 1
10.14- misol. i—e XIx integralning yaginlashuvchiligini
1*
ko‘rsating.
Yechilishi. Bu integral uchun

ri — — 1
F(t) —f—e Xdx=¢e 1—
, X e

1
bo‘lib, Vie [I;+00) da F(t) =e‘-e< 1 bo'ladi. Unda, 10.1-
teoremaga asosan, berilgan integral yaqinlashuvchi bo'ladi.

+00

10.15-misol. 1 2Xxdx integralni yaginlashuvchilikka tekshiring.
o

* 2' 1 1
Yechilishi. F{t)-"2Xxdx=j— {t- +— . Bu funksiya

t—foo da yuqoridan chegaralanmagan. Shuning uchun, 10.1-
natijaga ko‘ra, berilgan integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
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10.16- misol. JI y)él +|_§x integralni yaginlashuvchilikka

tekshiring.
Fodx
Yechilishi. J Zrj xosmas integralni garaymiz. Bu integral
1 sX

uzoglashuvchi. Endi

bo‘lishini e’tiborga olsak, 10.3-teoremaga asosan, berilgan xosmas
integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

10.17- misol. far°ll-dx integralni yaginlashuvchilikka
w4 +X
tekshiring.

A ) K
Yechilishi. Ravshanki, Vx>I uchun arctgx<” va

arctgx A 1 *7  dx
- - —- tengsizhklar o‘'nnh. Unda = ——— - mtegralnmg
4+’ 2 44X J 44X

yaqinlashuvchiligini e’tiborga olsak, 10.2- teoremaga asosan,
berilgan integral yaginlashuvchi bo‘ladi.

10.18- misol. ! Co—S—Jic—dx integralning yaginlashuvchiligini

, Mx7+1
ko‘rsating.
Yechilishi. Ravshanki, barcha xe[l;+°°) lar uchun

/(*) = cos23x =" ,bunda (p(x) = <C<+o, A=->1

5/771 *5 il7 +1
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boigani uchun, 10.4- teoremaning bandiga asosan, berilgan xosmas
integral yaginlashuvchi boiadi.

10.19-misol. ! de— integrating yagqinlashuvchiligini ko‘r-
o xJ+I
sating.
Y ¢ 4 - . . . .
Yechilishi. ——— xosmas integralni garaymiz. Bu integralning
N\x2+\

yaqinlashuvchi ekanligi ravshan, ya’ni

+eo0 7

J 2—=arctgxp = arctg(+°°)-arctgl =

Endi
1
lim %3,+1 iL' X im A2
? 1 —r
X +1 X

bo‘lishini e’tiborga olsak, 10.2- natijaga ko‘ra, berilgan xosmas
integralning yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.

10.5. Ixtiyoriy funksiya xosmas integralining yaqginlashuvchiligi.
+»
106~ teorema (Koshi teoremasi). Ushbu J f(x)dx xosmas

a
integralning yaginlashuvchi boiishi uchun, Ve>0 son olinganda
ham, shunday t0=t0e) (t0>a) son topilib, t'>t0, t">t0

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi lar uchun
\]f (X)dx <£
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Xosmas integrallarning uzoglashuvchiligini isbotlash uchun

ko‘pincha quyidagi tasdiqdan foydalaniladi: agar shunday e0>0
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son topilib va barcha t>a lar uchun 31'>t,t">t mavjud bo‘lib,

I
\\f{x)dx >e0

at

+0
tengsizlik bajarilsa, J f(x)dx intégral uzoglashuvchi boiadi.

r cos2
10.20- misol. J 2 dx xosmas integralning yaginlashuvchi

ekanligini Koshi kriteriysidan foydalanib ko‘rsating.

Yechilishi. Ve>0 berilgan songa ko‘ra, 3i0=i0(e) =
V2ne
(i0>1) son topilib, t=2un>tQ t'=2nn+2n>t0 (ne N)

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi V;',f lar uchun

I
(;coszxdx _ cosZZ 1 dx =
1 1 2n
m 2nn  2nn+2n  2nn s2nn+2n)
: 1 <f

n2n(n+Y) 2nn

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan

xosmas intégral yaqginlashuvchi boiadi.
H0 . 2

rsin

10.21-misol. a < 1uchun * dx integralning uzoglashuvchi

1
ekanligini isbotlang.
Isboti. ty (1;+°°) bo‘lsin. n natural sonni shunday tanlaymizki,
n n>t tengsizliko‘rinlibo‘lsin, tt=n-n va t1-2n n debolaylik.
U holda
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Shunday qilib, shunday eo~ " sonmavjudbo‘lib, barcha t > liar

uchun hamda tl=nn>t va 2= 2nn >t sonlar uchun

ifsin2xg |
| x_>£n
in/ | O

bo‘ladi. Demak, a <1 uchun berilgan integral uzoglashuvchi.

10.6. Absolut va shartli yaginlashuvchi xosmas integrallar.

+00

10.7-teorema. Agar J '/ (X)j dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u

a

+00

holda J f(x)dx integral ham yaqinlashuvchi boiadi va

a

jJ f{x)dx < J f)X)\dx tengsizlik o‘rinli.
la a

+00

10.1- eslatma. Ushbu J f{x)dx integralning yaginlashuvchi-

a

+00

ligidan har doim ham J \f(})\dx integralning yaqinlashuvchiligi

a

kelib chigavermaydi.

10.4-ta’rif. Agar jJN\f(X)\dx yaginlashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx

absolut yaginlashuvchi integral, f(x) funksiyaesa [a;+°°) da absolut
integrallanuvchi funksiya deyiladi.



+= +0
10.5-ta’rif. Agar J f(x)dx yaginlashuvchi bo‘lib, J f(x) dx
+00
uzoglashuvchi bo‘lsa, Jf(x)dx shartli yaginlashuvchi integral

a

deyiladi.
10.22- misol. Ushbu integralni absolut va shartli yaginlashishga
tekshiring:
T COSXdx .
\ xa

Yechilishi. a) a> 1 bo'lsin, u holda Vxe[l;+°°) uchun
jcosx l bo‘ladi. Ravshariki, f&x yaqinlashuvchi integraldir.
j Xa \x" AoXe
Unda taqqgoslash haqidagi 3.2-teoremaga asosan,

f ‘C0s* U
1
integral yaginlashuvchi. 3.7- teoremadan esa

T

integralning yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Demak, berilgan
integral absolut yaqginlashuvchi.

cos
I Xdx integralni bo‘laklab
X

integrallaymiz:

+

00 - +o° 0] .
Fcosx T sinx' £.Sinx

J N« dX=~~K« g _@X—ly

sinx “HSinx
bunda lim « jJ ;a?fdx integral esa absolut

yaginlashuvchidir. Demak, berilgan integral yaginlashuvchi.
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Endi f!’\’\—iEt= }— —-dx integralni garaymiz. Ravshanki,
JI X \%

ilcosjcl]>c032X: —1(1+ cos 2x) sunda ixtiyoriy t> 1laruchun

J1cos™ 1 \dx 1 rcos2x ,
= odxs>- &+l S dx m *)
\ Xxa 2 \xa 2 N\ xa

M a’lumki,

rdx 7 dx _

E&mm Jya

fCostdX_ fl_s_|n_2_|__lsmz \a rstF—dx
—n J x a —H/‘l 2 fa ? )/27 Jl v+

"bcos 2x

+dx . .
Agar — ning uzogqlashuvchiligini, 5 R dx ning esa
]
yaqinlashuvchiligini e’tiborga olsak, u holda (*) tenglikda x —»

S . "Mcos/Mm . . S
dalimitgao‘tib, | P dx xosmas integralning uzoglashuvchiligini

il xt |
topamiz.
Demak, berilgan integral shartli yaginlashuvchi.
c) a <0 bo‘lsin. Koshi teoremasidan foydalanib, berilgan

xosmas integralning uzoglashuvchiligini ko‘rsatamiz. t> 1 uchun

neN son shunday tanlansinki, 2nn>t tengsizlik bajarilsin.

c K
t'=2nn+ -5f =2n-n+ - lamitanlaymiz. Shartgako‘ra xe [/*,0

lar uchun cosx > * va >1 (x>1 va a <0),tengsizliko ‘rinli

bo‘ladi, u holda

If ' 2nn+—
i—Ccosx Vcosx ,. . 1 r3 n
- 3 =220 S dx=—
joore » V 2 3 12
2Kn+-—
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n

Demak, shunday £0 son mavjudki, barcha t> 1 lar uchun

K n 7 ) . . .
t'=2nn+;, t =2n—n+? sonlar mavjud boiib, quyidagi

*COSX ,
———ax >£, tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Shunday qilib, berilgan integral a > 1 da absolut yaqinlashuvchi,

0<a <1da shartli yaginlashuvchi, ac< 0 da esa uzoglashuvchi.

ﬁ? COs:

10.23- misol. ‘:de integralning absolut yaginlashuvchi-

ligini ko‘rsating.
Yechilisw. Integral ostidagi funksiya uchun ixtiyoriy xe [1;,+°°) da
cosx _ 1
X249 x2+°

o

tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Ravshanki, \{—dxg yaqinlashuvchi
+

+®0
. . Cosx .
integraldir. Unda, 10.2-teoremaga asosan, J 49 dx integral ham
j X2+

f COSX j
yaginlashuvchi bo‘ladi. 10.7- teoremadan esa J "2 +(g

integralning yagqinlashuvchiligi kelib chigadi. Demak, berilgan
integral absolut yaginlashuvchi.
10.7. Xosmas integrator yaqinlashuvchiligining yetarli shartlari.

108-  teorema (Dirixle teoremasi). f(x) va g(x) funksiyalar
[+=°) da berilgan bo‘lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a;+00) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang‘ich funksiyasi F(x) (F'(x)=/ (x)) chegaralangan;

2)g(x) funksiya [a;+°0) da uzluksiz g\X) hosilagaega;
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3)g(x) funksiya [a;+°°) da monoton;
4) limg(x) =0.

U holda, | f(x)g(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
109-  teorema (Abel teoremasi). f(x) va g(x) funksiyalar [a;+°°)
da berilgan bo‘lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
+0

1) f(x) funksiya [g+<0) da uzluksiz va J f{x)dx integral

yaqinlashuvchi;
2) g(x) funksiya [a;+°°) da chegaralangan;
3) g(x) funksiya uzluksiz differensiallanuvchi va [¢+<>) da
monoton bo‘lsin.
+0

U holda J f(x)g(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘ladi.

a

10.24-misol. | sinxaIx integralni yaginlashishga tekshiring.
i

-+ +og ~
Yechilishi. x2=t deb belgilaymiz, u holda J sinxddx=J ——dt
i i 2N\t

bo'ladi. Integral ostidagi funksiyani sini =sini — =f{t)g{t)
14t 2yft

ko‘rinishda yozamiz. Bu yerda f(t) =sint, g{t)=- -+ « f(t) va
2yt

g(t) funksiyalar Dirixle teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi:

1) ,/Yi) = sin/ funksiya [1;+°°) da uzluksiz vauning F(t) = -cost
boshlang‘ich funksiyasi chegaralangan;

2) g(t)y= ' funksiya [+<) da uzluksiz g'(t)= —
2M 4yjt3

hosilaga ega;
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3) g{t)= ' funksiya [1;+°°) da kamayuvchi;
2Vi

4) limg()=Ilim ' =0.
»r¥ 2Vi
Demak, 10.8- teoremaga ko‘ra, berilgan xosmas integral
yaginlashuvchi.

] “F cosx
10.25- misol. J  -zrctgxax xosmas integralning a> 0 da
i X
yaqginlashuvchiligini ko‘rsating.
Yechilishi. Berilgan xosmas integralning yaqinlashuvchiligini

) ) ) COosX
Abel teoremasidan foydalanib ko‘rsatamiz.

g(x) = arctgx deb belgilaymiz.

1) f(x) = ASA funksiya [1;+00) da uzluksiz va a >0 bo‘lganda
xa

o _ “Foosx , . . .
yugoridagi 10.22- misolga asosan, = ——-dx integral yaginlashuvchi;
I *a

2) g(x) =arctgx funksiya [1,+°°) da chegaralangan, ya’ni
larctgx < | ;

3) arctgx funksiya [1;+°°) da uzluksiz differensiallanuvchi

va monoton o°‘suvchi.
\ !

Demak, berilgan xosmas integral Abel teoremasining hamma
shartlarini ganoatlantirgani uchun u yaqinlashuvchi bo‘ladi.

10.8. Xosmas integrallarni yaginlashishga tekshirishda
funksiyaning bosh gismini ajratish usuli. Bosh gismni ajratish usuli
quyidagicha ifodalanadi: agar integral ostidagi f(x) funksiyani
X —»+°0da / (x) = g(X) +R(X) ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lsa,
bunda R(X) - absolut integrallanuvchi funksiya bo‘Isa, u holdaf(x)
va g(x) funksiyalar bir vaqtda yoki absolut integrallanuvchi, yoki
shartli integrallanuvchi bo‘ladi, yoki integrallanuvchi bo‘Imaydi.
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10.26-misol. | arctg €92 % dx integralni yaginlashuvchilikka
I VX
tekshiring.
Yechilishi. Intégral ostidagi funksiyani

cos2x 1 1 COS2X
arctg j=-= — + — +

17 2V7  2ii7

K(x), Xx—»+%0

ko‘rinishda tasvirlaymiz, bunda |"X)j < —  R(X) funksiya absolut
integrallanuvchidir. Berilgan integralning yaqginlashish xarakteri

w 1 COS2X
4+
237 2117
integralga bog‘liq. Ravshanki, oxirgi intégral uzoglashuvchi, chunki

C0Ss2X 1
3 funksiya integrallanuvchi, funksiya esa

integrallanuvchi emas. Demak, berilgan intégral uzoglashuvchi
ekan.

+ f N\
10.26- misol. | sin dx integralni absolut va shartli

yaginlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Intégral ostidagi funksiyani *  +°°da

. cosx CosX
sin +R(X)

ko‘rinishda tasvirlaymiz, bunda barcha x>I lar uchun
+©
]
i?(x)|< = tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, [R(X)dx
3Ix5vx5 1

absolut yaqinlashuvchi. Yuqoridagi 10.3- misolga ko‘ra, (a = ")

| — dx intégral absolut yaginlashuvchi. Shuning uchun, berilgan
1 Vx5

intégral ham absolut yaqginlashuvchi.
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10.27- misol. Ushbu xosmas integralni yaginlashishga tekshiring:
(cosx ~
Jx sm dx m
1+x

Yechilishi. Berilgan integralda t= x3 almashtirishni bajaramiz:

X t, dx—t&:itx A0 da t—0 va Xx —2+00 da t—2+m05

T? 2 I’COSX?’\ ]1 I’ F cosi

X sin iXx=— dt
| 1+X 3* 1+I]'I3

Integral ostidagi funksiyani / —>+m da

. cosi cosi
sin ) +R(t)
I+i183 “1+il3
s . . cos31l
ko‘rinishda tasvirlaymiz, bu yerda R(t)- . Barcha
1+i133

. oo 1 dt .
i€ [0,+°°) uchun R(t) < integral absolut

((1+i133  J(1 +i133

yaqinlashuvchi.
Demak, R(x) funksiya absolut integrallanuvchi ekan. Berilgan

integralning yaqinlashish xarakteri J —’l dt integralning

3t
yaginlashish xarakteriga bog‘lig. Lekin f .cosu—r integral
n+il3

7 cost
uzoglashuvchi, J — ~dt integral esa Dirixle alomatiga asosan,

yaginlashuvchi. Shunday qilib, berilgan xosmas integral shartli
yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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Mustagil yechish uchun misollar

Xosmas integrallarning yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsating va
giymatini toping:

101. f dx .10.2. Je5dx. 103. j dx

i Vx5 o X +2X+2
104. | xeXdx. 10571 ~d x . 106. j dx
J 1+x j ex+2)ln x+2)
10.7. f 2xdx .108. f dx . 10.9.7 dx
D (X2+1)3 (X +D3 ¢ (x2+;¢c+1)2

0
1010. Jaxdx, (a>1).

Xosmas integrallarning uzoglashuvchi ekanligini isbotlang:

1011, \P&. 1012, 5 ¥ . 1013 feosxIx.
D x2+5 |
*7 dr + i +
1014. f-j=— .1015. f *  10.16. [Axdxm
1 V16 +X2 J (x+DIn(x +I) ,

1017. J~ dx . 10.18. Jxe)ij—

Xosmas integrallarni hisoblang:

1019 f xdx Q20 * &X' A9_ f dx

(x2+1)3 A (I+xylx d ex+'Jex
f dx —.1023. f-.+"dx. 10.24. fx'°e~>dx.
Ux-1)47/2 | * +1 0

10.25. ] * nX2dx. 10.26. 7 arctgx®

o] : X2
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o +4
1027. je sinbxdx, a> 0. 10.28. j e~ucosbxdx, a>(

w

10.29. jx"e~xdx.
1

Funksiyalarning grafiklari va abssissalar o‘qi bilan
chegaralangan shakllarning yuzini hisoblang:

-°°<X< H0

1031If(X)—Xk)€\ O<x<+ °0.

10.32. f(x)=- -:, I<x<+oo0.
(1+x)2

10.33. f(X) - ———, O0<x<+°°,
A\l +ex

10.34. f(x)="~, 0 < X <+<*>,
1+x

10.35. /(X) = |SinX||ie ", 0 <X <H<*F>,

Chiziglar bilan chegaralangan shakllarni Ox o‘q atrofida
aylantirish natijasida hosil bo‘lgan jismning hajmini toping:

1
10.36. y= - Xg[1;+00). 10.37. y=xe x, x g [0;+00)
X
10.38. y = e>xyjsinx, xg[0;+°°).
10.39. y =xrex1, Xg (—0,+°°).
1 1
1040. y=2 xe [1;+°°).

vx x /
Tengsizliklarni isbotlang:

1041. 0<7 -/ dx <o,l. 10.42. 0,25<j’\iidX <0,35.
M+ X+ 1 a4
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o 20
1043, O gy <. 1044. 0< (X4 Vax- 2 <0,05.

X2+4 " n 1 x40+ 19

1045. 0<T < V
* 4e

2

+0
10.46. 0< Je XIx-"e xdx—<0,5n.
(o] 0
Integrallarning yaginlashuvchiligini isbotlang.
+° 3 < y +> X
1047. f-%— dx. 1048. | -j— dx.10.49. | (cos--Il)dx .
*x +Hl b AL 77 | 2

4n

dx
10.50. J ix. 1051.J -
J X=In x

* sin* X
1052.jM i+ rin*. 1053. J
0 X 17/x3+

H0 .. 2

1054.T <3427 _dr —-1055. [o" % dx
J ¥6_Kk242 r2

+0
1056. L ' on. 1057 dx .
xshx X o Xn/x

Integrallarning uzoglashuvchiligini isbotlang.
®sin’ X
10.58.7 . 1059. f — - 10.60. f dx m
I X4 dVT72 j



Integrallarni absolut va shartli yaqginlashuvchilikka tekshiring:

10.64. fxcosxAlx. 10.65. f N dx.10.66. T xcoslx
0 0 VX Jx1-VIix+2 '
+@® 1@
10.67. fcos3(x“+2x)dx. 10.68. farctgco® gx,
i 47

10.69. J Sm~dx. 10.70. f~ CO0SXdx .10.71. 7
i X i x+!100 | n

10.72. 7 In2(1+ 1)sinxdx . 10.73.7 _cos(1+ 2*) dx
m 1 XJ 1 (VN-Inxf

10.74.7 cos** . 10>75 7sinO+x2)dX

J Xa +\nx J va
{0 1 f0 |
10.76. \sm(x+ 1)dx . 10.77. f COSWV ¢x.
J X x“ J Xalnx
+00
10.78.7 SN~ x)sinx & .
1 *
0
10.79. k ning ganday giymatlarida J xkdk integral yaqinla-
0

shuvchi bo‘lishi mumkin?

7 xk
10.80. k va t ning ganday giymatlarida g - dx integral
+
yaginlashuvchi boiadi?
c d7x dx
N

100
r
10.81. k ning ganday giymatida: 1) J p J

integrallar yaginlashuvchi boiadi?
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Misollarning javoblari

3 l ~

10.21. 2(1—n2). 10.22. y . 10.23. kj - . 10.24. 10! 10.25. 0.

n n2 b a n

7+ — .10.27. 2 ,2.10.28. — 77.10.29. n\ 10.30. -

4 2 a2+b2 a +b 2
10.31. " . 10.32. 2+ 4 - 10.33. 2In(l+v/2). 10.34.

eK+1 n rc
10.35. 2(en_X)- 10.36. n. 10.37. -. 10.38. 5(1_e-X) .

10.39. =n'~ 7 m10.40. . 10.64. Shartli yaginlashuvchi. 10.65.

Shartli yaginlashuvchi. 10.66. Shartli yaqinlashuvchi. 10.67. Shartli
yaqinlashuvchi. 10.68. Absolut yaqginlashuvchi. 10.69. Absolut
yaginlashuvchi. 10.70. Shartli yaqinlashuvchi. 10.71. Shartli
yaqinlashuvchi. 10.72. Absolut yaqginlashuvchi. 10.73. Absolut

yaginlashuvchi. 10.74. a > 1 da absolut yaqinlashuvchi, a <1 da
shartli yaginlashuvchi. 10.75. cc> 1 da absolut yaqginlashuvchi,
-l<a<lda shartli yaginlashuvchi. 10.76. a> 1 da absolut
yaginlashuvchi, 0 <a < 1da shartli yaginlashuvchi. 10.77. a > 1 da

absolut yaginlashuvchi, ™ <a < 1da shartli yaqinlashuvchi. 10.78.

a > 1daabsolutyaginlashuvchi, 0 < a < 1da shartli yaginlashuvchi.

10.79.k ningharqandayqiymatidauzoqlashuvchi. 10.80. k > -1 va
t>k + 1bolgandayaqinlashuvchi. 10.81.1) k > 1 dayaqinlashuvchi,

k <1 da uzoglashuvchi; 2) agar k<1 bo‘lsa, I =
(E-1)(In2)

k > 1 da uzoqlashuvchi.
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11- §. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

11.1. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari
tushunchasi

11.1- ta’rif./fo) funksiya chekli [a;b] oraligda berilgan bo‘lib,

[a;c), (c;/j] oraliglarda chegaralanmagan bo‘Isin. Bu holda c nuqta
f(x) funksiya uchun maxsus nuqta deyiladi.

f(x) funksiya [a\b) oraligda berilgan bo‘lib, u
[a;b-ri] (0<J] <b —a) oraligda xos ma’noda (Riman ma’nosida)

integrallanuvchi, ya’ni F(ri) = J f(x)dx integral mavjud bo‘lsin,
a

[b-T]; b) da esa integrallanuvchi bolmasin, ya’ni \/rj >0 uchun
f(x) chegaralanmagan bo‘lsin.
11.2- ta’rif. Agar rj 0 da F(rj) funksiyaning (chekli yoki

cheksiz) %F(rj) limiti mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning

la;b) oraligda olingan 2- tur xosmas integrali deyiladi va u

b

1 f(x)dx (11.1)

a
kabi belgilanadi:
b b-T]
ff(x)dx= limF(ri) = l"im [ f(x)dx.
) 71—0 >0 )

11.3- ta’rif. Agar 7—0 da F(ri) funksiyaning limiti mavjud
bo‘lib, u chekli bo‘lsa, (11.1) xosmas integral yaginlashuvchi, f(x)
esa [a\b) da xosmas ma™noda integrallanuvchi funksiya deyiladi.

Agar T -» 0 da F(rj) funksiyaning limiti cheksiz bo‘lsa, u holda
(11.1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

11.1- eslatma. »i->0 da F(r]) funksiyaning limiti mavjud
bo‘Imaganda ham (11.1) integral uzoqlashuvchi bo‘ladi, deb kelishib
olamiz.

Shuningdek, a nuqtaf(x) funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lganda
ham (a,b] oralig bo‘yicha olingan xosmas integral yuqoridagidek
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ta’riflanadi. avah nuqtalar bir vaqtda berilgan funksiyaning maxsus
nugtalaribolganda (a;b) oralig bo‘yicha xosmas integral quyidagicha
ta’riflanadi:

b-t]

J/(x)dx :E_EB J f(x)dx.

a T7—0 a+e
. _ Fdx . . . . L.
11.1- misol. | = integralni yaqinlashishga tekshiring.
A YA
0

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=0 nuqta maxsus

Fcix
nuqgtadan iborat. Ushbu F(/il) = | (0 <n <1) integralni garaymiz:

(1-ju1*), a ~ lbo‘lganda,

nx —Inlju|, a = 1bo‘lganda.

1 boladi.

Agaracl bo‘lsa, limF(juU) = -
J A%V = 15

Agar a>\ bo‘lsa, Iim.F(u) =-°0 boladi.
10

Shunday qilib, yuqoridagi ta’rifga asosan, a< 1 bolganda /
integral yaginlashuvchi, a > 1bo‘lgandaesa/integral uzoglashuvchi
boladi.

¢ (a<c<b) nuqta/(x) funksiya uchun maxsus nuqta bolsin. Agar
f(x) funksiya \a;c) va (c;b] oraliglarda xosmas ma’noda
integrallanuvchi boisa, f(x) funksiya [a;b\ da xosmas ma’noda
integrallanuvchi deyiladi. Bu holda xosmas integral quyidagi tenglik
bilan aniglanadi:

J/ (x)dx =)/ (x)dx+’\f(x)dx=;_[i_rp‘) .] f(x)dx+ J f(x)dx
0

j dx
11.2- misol. 6mx integralni yaginlashuvchilikka tekshiring.
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Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=1 nugta maxsus
nuqtadan iborat. U holda, yuqoridagi ta’rifga asosan, quyidagiga
ega bolamiz:

i \
r dx fdx+fdx i (%dx % dx
= — +
olnx 0Inx JlInx ﬁ%ko Inx 1 Inx #3H
e>0, ¢(i>0val0<x<2 bo‘lsin.

i = infl+ -y =N 1+ D) L-

(X-1)-*(x-1)2+ " (x-1)3+. i do(x-y
X— 2
A(£)- %Irs(-ln|x-l| D+ (1-£) +0(£2) -
£ @
\ne- 2+0(e2)+CJ
m:i;,l\_'i); Nx—1 +18+o(82)=
©)

=-lnu-"+ o(y2)+C2
(2) va (3) ni (1) ga qo‘yamiz:

idx r e 1 _

= lim {E+ /1) + 6(jU”)+ 0(R2)+ C, 4-C.
l/Ilnx fn U 2 J

Oxirgi tenglikda o ‘rta qavs ichidagi ifodaning limiti mavjud emas.
Demak, berilgan 2- tur xosmas integral uzoglashuvchi bo ‘ladi.

dx

11.3- misol. 5x in integralni yaqginlashuvchilikka tekshiring.
Ue

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya x=1 nuqtaning atrofida
chegaralanmagan. Ta’rifga ko‘ra



Demak, berilgan integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

1 -cosXl
11.4- misol. J /SIrE;,\dx integralni yaqginlashuvchilikka
tekshiring.
S S iCOSX .
Yechilishi. Integral ostidagi /(x)= - funksiya x=0 vax=n
Vsinx

nuqtalarning atrofida chegaralanmagan. Ta’rifga ko‘ra

n-e
Ne * =limin~ fuUu =-lim [ ™ dx +
ovsinx N Vsinx e { Vsinx
r cos |
Jim - dx =lim/.(€) + lim/.(u). ()
Vsinx
Bunda
ilE)=- | {sinx) = 2 =-17siniK-e) +2,
Vsinx @

/2(p) = G°SX dx=2-Vsinx =2(I-"sin/i)
Vsinx (©)

(2), (3) larni (1) ga go‘yib, limitni hisoblaymiz:
|cosx]|

o -\/smx

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi.

11.2. Yaginlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Asosiy
formulalar. f(x) va g(x) funksiyalar fa; b) da berilgan bo‘lib, b
nuqta shu funksiyalarning maxsus nuqtasi bo“Isin.

b b
1- xossa (integralning chizigliligi). Agar J/ (x)dx va | g(x)dx
a a

xosmas integrallar yaqginlashuvchi bo‘lsa, barcha a, fie R sonlar
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b
uchun J[af(x) £ Pg(x)] dx xosmas integral ham yaqinlashuvchi

a

bo‘lib,
b b b
J[af(x)x/3g(x)\dx =aj f(x)dxxpj g(x)dx

tenglik o‘rinli bo'ladi. Bu yerda tenglikning o‘ng tomonidagi
integrallarning mavjudligi muhim. Aks holda, chap tomondagi
integralning mavjudligidan o‘ng tomondagi integrallarning
mavjudligi har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan, x3

3 3 n 1
funksiyani x =\E\x — , +— ko‘rinishda tasvirlash mumKkKin.
X X
1
Ravshanki, Jx3x - integral yaginlashuvchi, lekin
0
ij
-~y dx integrallar uzoglashuvchi.
i x

2- xossa (integrallash tengsizligi). Agar \/xe[a;b) lar uchun

b b
f(x)<g{x) bo‘lib, \f{x)dx va Jg(x)dx integrallar yaginlashuvchi
a a
bo‘lsa,
b b
J/ (x)dx < | g(x)dx
a a
boiadi.
2- xossadagi f(x) vag(x) funksiyalar quyidagi shartlami ham

ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a;b) dachegaralangan, ya’ni shunday m va M
0 ‘zgarmas sonlar mavjudki, Vxe [a\b) da m<f(x)<M;

2) g(x) funksiya [a;b) da o°‘z ishorasini o ‘zgartirmasin, ya’ni
barcha x (xe [a\ b)) larda g(x) >0 yoki g{x) <0 bo‘lsin. U holda
o0 ‘rta qiymat haqgidagi teorema o ‘rinli.
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3- xossa (o‘rta giymat hagidagi teorema). Agar j / (x)g(x)dx va
a
b
Jg(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa, shunday o ‘zgarmas

il (m<ji< M) son topiladiki,

b b
JE(x)gtx)dx = fi-j g(x)dx
a a
tenglik o ‘rinli boiadi.

4-xo0ssa (Nyuton — Leybnis formulasi). Agar f(x) funksiya [a;b)
da uzluksiz bo‘lib, F(x) esa uning shu oraliqdagi boshlang‘ich
funksiyasi (F'(x) = f(x)) boisa,

b b-0
\f(x)dx = F(x) =F (b —0)—F(a) *)
a \a

boiadi, bunda F (b-0)= lim F(t).
=60

(*) formula Nyuton - Leybnisformidasi deyiladi.
5- xossa (0°‘zgaruvchini almashtirish formulasi). f(x) funksiya
[a\b) da (p(x) uzluksiz, funksiya esa [a;R) da uzluksiz

differensiallanuvchi funksiya boiib, a=cp(a) < <p(t) < lim (p(t) =b

bo‘lsa, j f(x)dx, J/{(p{t))(p\t)dt integrallarning biri yaginlashuv-

chi boisa, ikkinchisi ham yaginlashuvchi va
b B
Jf(x)dx =] f(cp(t))<p’(t)dt
a a

tenglik o ‘rinli boiadi.
6- xossa (boiaklab integrallash formulasi). Agar u=u(x) va v=v(x)
funksiyalar [a;b) dauzluksiz, differensiallanuvchi, /ggh(uv) mavjud

b b
boiib judv, jvdu integrallarning birortasi mavjud boisa,

\]udv= {u-v) —jvdu (11.2)

a
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tenglik o ‘rinli, bu yerda

(mv) = lim u(t)v(t)-u(a)v(a)

n v

11.2-eslatma. Agar juv'dx yoki jvu'dx integralyaginlashuvchi

a a
bo‘lib, 6%u(x)v{x) mavjud va chekli bo'lsa, (11.2) formula o ‘rinli
boladi.

I (G
11.5- misol. x integralni hisoblang.
0 Vx

Yechilishi. Xosmas integralning 1-chiziglilik xossasidan
foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

r(yfx +2)2 \d Ar d d
O+ 2025 VoK, AT, P

+4 ~
| 4x {yfx {yfx
1 1 1
(0;1] da berilgan Jx funksiyalar uchun, mos
ravishda,
2Vi
3 5

funksiyalar boshlang‘ich funksiyalar boladi. Nyuton — Leybnis
formulasi bo'yicha:

-2,
1ylx 3 « 3 Infx 5 « 5 | yfx
Demak,
i (Vx+2)' )
d'x—4+48+8—1l151
o V* 3 5 15

A
11.6-misol. j Incosxdx integralni hisoblang.
0
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T
Yechilishi. x - — nuqta atrofida integral ostidagi funksiya

. . K L
chegaralanmagan. Berilgan integralda x =- -t almashtirish

bajaramiz. Natijada

2_ 2
JIncosxdx - J Insin tdt *)
0 0

hosil bo‘ladi. Tenglikning o‘ng tomonidagi integral ostidagi
2

funksiya uchun t=0 nuqta maxsus nuqta bo‘ladi. JlnsiniJ/
]

integrating mavjudligini ko ‘rsatish uchun bo‘laklab integrallash

formulasidan foydalanamiz: w= Insini, dv-dt, du = ctg tdt,

v —t, u holda

J[Insintdt-l- Insinl - V ctgtdt = 5im(7-|nsint)-
[¢] ->0
Jtectgidt = J tectgidt.
0 0

i-ctgt funksiya da chegaralanganligi uchun oxirgi integral

mavjud.

Demak, Jinsin/¢ft integral ham mavjud boiadi, (*) ga asosan

]
K
2

berilgan integral ham mavjud. J =JInsintdt integralda t= 2u
0

almashtirishni bajaramiz:
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Trl/4
J =2 Insin2wilw=2 J (In2 + Insinw+ Ineos =
0 0
A Al4 nj4
=—In2+ J Insinni/m+ 2 J Ineos wim

A
Keyingi integralda u———z almashtirishni bajarib, uni

Jin(sinz)ife ko‘rinishga keltiramiz. Natijada
]

T
:—Iln2+2 Insinzdz =

2

Insinudu + 2

O = d

O = O

n
2

== In2 + 2j|nsinzife =5 n2+2J.
Bu tenglamadan .Jr= - A—%nﬂ boladi. Shunday qilib,

Incosx66¢ = -——2- In2 .

11.7- misol,. f-------- d §<( integralni hisoblang.
0(4-x)v27™x

Yechilishi. Berilgan xosmas integralni hisoblash uchun
o0 ‘zgaruvchilarni almashtirish formulasidan foydalanamiz. 2 - x = t2
deb belgilaymiz, >0, bu yerdan x=2-t2, dx = 2tdt,
a =n/2, B =0 bo'ladi. Demak, quyidagiga ega boiamiz:

ba-xnfo=x At +2) =2k ifin 4
Bu yerda o ‘zgaruvchilarni almashtirgandan so‘ng, xosmas integral

x0s integralga aylantirildi.
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. . fcos21
11.8- misol. 2 dt integralni hisoblang.

1
Yechilishi. Berilgan integralda/(0 = cos U g(t) =~ deb, o‘rta
giymat hagidagi teoremaga asosan,

rcos21 rl ~

C0S2£, Xx<E£,<\
h d<=

ni hosil gilamiz. Ve >0 son berilgan bolsin, u holda Vxe

0i}+e
lar uchun
2ef 1l _~_ cosz|
cos ¢ -1 >-—-

i . fcos21 . Lo
bo‘lgani sababli x —+0 da dt —+<». Berilgan limitni
gt

hisoblash uchun Lopital goidasini go‘llaymiz:
C0S2X
.2
limx- fC* - dt=lim— —=limcos2x = |
x»0 J f X->0 1 jc->0
X2
11.3. Chegaralanmagan funksiya xosmas integrallarining ba’zi
bir tatbiglari.

11.3.1. Yuzni xosmas integral yordamida hisoblash. f (x) funksiya
[a\ b) da aniglangan, uzluksiz va Vxe [cr,b) uchun /(x)> 0 bo‘lsin.
Unda D ={(x-,y)\a<x<b, 0<y</(x)} sohaning yuzi ushbu

b
s = Jf(x)dx xosmas integral orqgali ifoda qilinadi.

11.9- misol. y-x 3, 7=0, x=-1, x=1 chiziglar bilan

chegaralangan shaklning yuzini hisoblang.
Yechilishi. Talab gilingan yuzni quyidagi xosmas integral orqali
hisoblaymiz:
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S= 4X3dx— I>810 JXde+‘}x 3dx
-1 TVB-0\RL

= [3(e!+1)+3(1-1],0)'|=6(ky.blrl.).
g0

11.3.2. Aylanma jismning hajmini xosmas integral yordamida

hisoblash. Ushbu D = {(x;y) :a<x<b, 0<y < f(x)} egrichizigli
trapetsiyani Ox va Oy o‘qglar atrofida aylantirish natijasida hosil
boigan aylanma jismlarning hajmi, mos ravishda,

b b
Ww=7tjfz(x)dx, W =2nj\xy\dx (11-3)

xosmas integrallar orqali hisoblanadi.

11.10- misol. y= Ll,—-, xe(l;2] chizig bilan chegaralangan
yIx-
shaklni Ox o ‘g atrofida aylantirish natijasida hosil boigan aylanma
jism hajmini toping.
Yechilishi. Talab gilingan aylanma jismning hajmini (11.3)
formula orqgali topamiz:

V =k \ f* 1=Mim2n/x— =2n (kv.birl.).
iVx-1 CEV -

11.3.3. Aylanma sirtning yuzini xosmas integrallar yordamida
hisoblash. f(x) funksiya [a~b) da aniglangan, uzluksiz va uzluksiz
f'(x) hosilaga ega bo‘lib, u f(x)> 0 boisin. fix) funksiya grafigini
Ox o0°‘q atrofida aylantirish natijasida hosil boigan aylanma sirtning
yuzi ushbu formula orgali hisoblanadi:

b
S=2kJ/(x)v 1+ (f(x)f dx. (11.4)

Shunga o'xshash, Oy o°‘q atrofida aylantirish natijasida hosil

boigan aylanma sirtning yuzi ushbu formula orqali hisoblanadi:
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S=2n]x(y)d + (X'(y)Y<dy (11.5)
Mustagil yechish uchun misollar

Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligini ko‘rsating va
giymatini toping:

r dx f dx } o dx } dx
Ne ''n z n x Ne A fcs#
r xdx fx +1 rarcsinx
115.J r—7- 116. )~ n dx- 11.7. J }---- r 9x
1nx-1 i, M x3 oV Il-x
} odx r x2dx rarccosx
11.8.J : 2 «119. J r--—-- j - 11.10. J nr ..... T dx-
~xIn x ov9-
0
rex . { cosX ,
11.11. J~jdx. n.n r— dx.
X Avsmx

Xosmas integrallarning uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang:

dx r dx r xdx f cosx

1113. J—+1114. J v 1115 ]-2 m1116. J r- - dx
-1 0 -3 0 VSsin x
1 1-1 11 X

r dx r
11.17. l—r - - 11-18. f—dx. L .19. f-~-i/x. L.20. [tgxdx.
xInx X X

Xosmas integrallarni hisoblang:

r2-n/x-x3, r dx
1 dx 2 2
1123 j /—p- 11.24. JVthl/x 11.25. Jin cos xdx.
0yjxy/x 0
11.26. J* hisinxdx. 11.27. jsjctgxdx.
0 0
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11.28. (---—-—-—--- [ ] 11.29. f oo
M (16-x2)n/1-x2 ad(x-a)(b-x)

rx3arcsinx ,

1.30. — =, dx.
b M-x2
Limitlarni hisoblang:

v IR

11.31. lim« ) .11.32. lim ———-——
X->+0 Y Xt 1

In—

1

11.33. IXi_gaXZXJS'Vf{dt. 11.34. %\[xg\te -dt.

Berilgan funksiyaning grafigi va abssissalar o‘qgi bilan
chegaralangan shaklning yuzini toping:

11.35. Y= r~~t’ x€ (-1;0]
nix+1

11.36. Y= > Xe [0;0,4)
V2-5x

W Y5 Vix-2)s-x) - *°

11.38. y = X ef0;i) e

arcsin n/x
11.39. 7= m == » *e[0;1).
W1l-x

11.40. v:.\|/ Mo, xe[0;2a).

2 a - x

11.41.J =xIn-j-+—, xe [0;1) .
1

Berilgan chizig va uning asimptotalari bilan chegaralangan
shaklning yuzini toping.
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11.42.

y,2=8_4x. 11.43./(x +1)=x2, X<0.
X

11.44. (|-X23V2:X2, x>0"

35
11.45. X=cost,y = cos2itgi, fie Z,— :

Misollarning javoblari

10
111, +. 11.2.k 11.3. 2. 11.4. 21n3. 11.5. 0. 11.6.
2 2" 3

7
3 10 % 1110 M2
in2 7 4 Ty
625 n 4 K 7 In 2
11.21. - 11.23. - . 11.24.
187" 2 3 79 )
JV2+1
11.26. ~ - ~ 2.11.27. 2~_ n+ln 11.28.
ni2—1 4n/15 -

n(a+b) 7 1
11.29. 5— —m11.30. 9 11.31. 6 11.32. 1. 11.33. 0. 11.34. 2.

4 2n/2 74
11.35. 3" 11.36. 5 11.37. —. 11.38. 2. 11.39. 2.
« -

11.40. B;Ea .11.41. 1.11.42.44\ 11.43. '5 .11.44.2.11.45. 2+’£ .

/2 - £. Xosmas integrallarning yaqginlashuvchiligi
hagidagi teoremalar

12.1. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi. f(x) funksiya
[a;b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu funksiyaning maxsus nuqtasi
bo'lsin.

12.1- teorema. [a;b) da manfiy boimagan f(x) funksiyadan
olingan

198



jl(x>fx

a

xosmas”ntegralning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun Vie [a;b) da

{F(t)}=[\f(:c)dx\<C (C = const)
\ U I
boiishi zartir va yetarli.
12.2-teorema./7xj vag(x) funksiyalar [a;b) daberilgan boiib, I:
nugta shu fuhjksiyalaming maxsus nugtasi bo‘lsin. Agar Vxe [a;¢) da

b
O<f(x)<g(f) tengsizlik bajarilsa, jg{x)dx integralning

yaginlashuvchiligidan jf(x)dx integralning yaginlashuvchiligi;

a

b } b
J/ (x)dx integralning uzoglashuvchiligidan Jg{x)dx integralning

uzoqlashuvchiligi kelib chigadi.
12.3-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a;b) da aniglangan,
/ (x) >0, g(x) >0 boiib,

li =k O0<k< +0
S g0 =K °)

b
mavjud boisin. Agar k<+°° boiib, Jg(x>fc yaqginlashuvchi
b
boisa, J/(x)<ix ham yaginlashuvchi boiadi. Agar k> 0 boiib,

a

b b
jo{x)dx uzoqlashuvchi boisa, jf(x)dx ham uzoqlashuvchi
boiadi.
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s /
in” X

12.1- misol. JC ¢ ATjjdx integralning yaqinlashuvchiligini
o\le ~")

ko ‘rsating.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya [0;1) da musbat. Vf€ [0; 1)

\ 6 XSin"x . .
da F(t) = .(JJ( —---i)]/2 dx funksiya o'suvchi. So‘ngra
e J—

_2si:"21(c_v_ Wit = 250 Ve yiz- o - 112 =

2sin2l e-el' 2sin2l e— 2sin

e (e-1)24(e'--)12 e (e-1)R yiT-r=C

Demak, F(t) funksiya yugoridan chegaralangan, ya’ni F(t) <C .
Shunday qilib, 12.1- teoremaga asosan, berilgan xosmas integral
yaginlashuvchi bo‘ladi.
i

12.2- miso!, j - dx integralni yaqinlashuvchilikka
0 vi-x4

tekshiring.
Yechilishi. Intégral ostidagi funksiya uchun x= 1 nuqta maxsus

nuqta bo‘ladi. Ravshanki, Vxe [0; 1) da

n2
0 <arclg v _ arc.tg2x <_ [(
ylN—X4 yfi+7y/l—x2 y/l—x2
tengsizlik o ‘rinli. Ushbu xosmas integral yaqginlashuvchi:

J  dx . {i-o tc
P arcsinx\ =
yf[~7 0 2
@arctg x
Demak, 12.2- teoremaga binoan, % /——-dx integral ham
yjl-r

yaginlashuvchi bo‘ladi.
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12.3- inisol. f~ +x dx integralning uzoglashuvchiligini
0 I~x
ko ‘rsating.

Yechilishi. Ma’lumki, Vx€ [0;1) da V1+x2>1 boiadi. Demak,
[0; 1) dagi barcha x lar uchun

VI+x2 1
1—X 1—X

o‘rinli. Ma’lum k ir--qz(--xosmas integral uzoqglashuvchi. Demak,

11—

12.2- teoremaga binoan, f— —dx integral ham uzoglashuvchi
0 I-x

bo‘ladi.

12.4- imisol. i__:dx_ integralni yagqginlashuvchilikka
0Varcsinx

tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=0 nuqta maxsus

nuqta bo‘ladi. Bu integral bilan birga ushbu rdx yaginlashuvchi

ovVvX
integralni garaymiz. Ravshanki,
1
Hm \Zarcsinx__ limJ— x— _t
Sl 1 X- arcsinx
y/x

Demak, k=1 bo‘lgani uchun, 12.3- teoremaga asosan, berilgan
integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

12.5- misol. | ~ 2dx xosmas integralni yaqinlashuvchilikka
0

tekshiring.
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Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun +° va 0 nuqtalar
maxsus nuqtalardan iborat. Shuning uchun

P inx T_lr fnx ++0f0 inx

= — dx.
h+x2 {1+x2 11 +x2

. hi* 1 e | s .
0<dA<1 bo‘lganda lim— : ={jim " =g bo‘lgani
>+ X2 XA S 1+ X'

uchun, 12.3-teoremaga asosan, i Irl(-dx yaginlashuvchi.
ol +x

1<HdA<2 bo‘lganda, lim In))(y:-lei
M*S| + X

Demak, j ™ X2dx ham, 10.3-teoremaga asosan yaginlashuvchi

bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi.
12.4" teorema. f(x) funksiyani x ning b ga yetarli yaqin
giymatlarida

f(x)= A (a >0)
(b-xf V

ko ‘rinishida tasvirlash mumkin bo‘lsin. U holda (p(x) < C < +*>va

b
a< 1bo‘lganda, \f(x)dx yaqinlashuvchi; (p(x) >C >0 va in>1
b
bo‘lgandaesa jf(x)dx uzoqlashuvchi bo‘ladi.

12.5- teorema. f(x) funksiya x —=b-0 da b- - ga nisbatan
H(

b
a (a>0) tartibli cheksiz katta migdor bolsin. U holda jf(x)dx

a

integral a<\ bo‘lganda yaqginlashuvchi, a> 1 bo‘lganda esa
uzoglashuvchi boiadi.
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Natija. x->Z?-0 da f(x)~g(x) bo‘lsin. U holda, jf{x)dx va

a

b
| g{x) dx integrallar bir vaqtda yaqinlashadi yoki uzoglashadi.

12.6- misol. f—— dx integralning uzoglashuvchiligini ko ‘rsating.
0 x

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=0 nuqta maxsus

nugta bo‘ladi. Bu integral bilan birga rdx uzoglashuvchi integralni

0xX

garaymiz. Ravshanki,

1
12.3-teoremaga asosan, é*v}-dx integral ham, uzoglashuvchi
X
bo‘ladi.
2
12.7- inisol. f___ ~ integralni yaqinlashuvchilikka
2{4-x)"4-x2
tekshiring.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=+2 nuqtalar
maxsus nuqtalar bo‘ladi. So'ngra

2 dx r dx +1 dx n

2(4-x)\14-x2 1(4-x)"4-x2 o0(4-x)\[4—x2
(*) ning 0 ‘ng tomonidagi integrallar ostidagi funksiyalarni, mos
ravishda, quyidagi ko‘rinishda tasvirlaymiz:

1
1 _ (d—=x)yl2—x _ (p(x)
{4 —x)"4 —x2 -j2+x V2 +x
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(4-x)yj2+x _ <p,(x)
(4-x)nl4-x2 Yi2 —x 42-x

bunda fix) va Q(x) funksiyalarning yugoridan chegaralanganligini

va « = ™ <1 ekanligini e’tiborga olsak, u vaqtda 12.4- teoremaga

asosan, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi boiadi.

rsin
12.8- misol. * dx integralni yaqginlashuvchilikka tekshiring.
0 X

Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani

sinx 1 sinx 1
X

sinx
ko‘rmishda tasvirlaymiz, bunda <P(x) = absolut giymati

bo‘yicha chegaralangan funksiya. Bu yerda a-I< | boiganda

integral yaqinlashuvchi, a-1>1 bo‘lganda esa uzoglashuvchi
boiadi.
Demak, 12.4- teoremaga asosan, berilgan integral a <2

boiganda yaqginlashuvchi, a >2 boiganda esa uzoqglashuvchi
boiadi.
12.9- misol. Ushbu integralni yaqinlashuvchilikka tekshiring:
f~r=— ~~j=dx’
0VX4-tgdx
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya a~0 nuqtaning o ‘ng atrofida
chegaralanmagan va x —0+0 da
ex-1 X 1

Vx4thin/x  4xn4x  nlx2

d
boiadi; 3-5)-(] integral esa yaginlashuvchi. U holda, yuqgoridagi
b4ax2

natijaga ko‘ra, berilgan integral yaginlashuvchi boiadi.
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12.6- teorema (Koshi teoremasi). Jf(x)dx xosmas integral (b -

maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun, Ve >0 son olinganda
ham, shunday $> 0 topilib, b-8 <tt<b, b-S <t2<b tengsizlik-
larni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy txva t2lar uchun

\F(t2) - F (t)\= jF(x)dx-"jf(x)dx = | f(x)dx <E£

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Koshi teoremasidan ko‘p hollarda xosmas integrallarning
uzoqlashuvchiligini isbotlashda foydalaniladi: agar

3g0>0, \/rje [a;b) uchunva 3rjlg[r]',b) va ri2e [ri;b) uchun

»
\[f(x)dx >e0
ki

b
tengsizlik bajarilsa, \]f{x)dx xosmas integral uzoglashuvchibo‘ladi.

a

12.10- misol. Ushbu integralning yaginlashuvchiligini Koshi
teoremasidan foydalanib ko‘rsating:

i (I-x)sin
I~x dx.
¢ X~—2X+2

Yechilishi. Ve>0 berilgan songa ko‘ra,

3?0(£) 2n(e-1) (/"(r)<I)

topilib, = >t0, t"=i— — >t0 (ne N) tengsizliklarni
V2nn Vnn

ganoatlantiruvchi V t', f laruchun
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“AE  (I-x)sin -
I-x dX*T (1-x)

X —2x+2 X2-2% +2
=--In ((I-x)2+1) In(— +1)- In -+1
nK 2nK
-+l
—In K0 <e
2 1
-+1
2Kn

tengsizlik bajariladi, ya’ni n**da [Fit*"-F "0, shunday
gilib, berilgan integral yaginlashuvchi.
% bobONGy
12.11-misol. Ushbu ]sin2 — integrating uzoqlashuv-
. \-x Jl—x

chiligini isbotlang.

. 1
Yechilishi. V0e[O;l) sonni va n> tengsizlikni

7T (1-0)
ganoatlantiruvchin natural sonni olamiz. 1- --j1--1 oraligda
Kn 2nK
| sin dx
- X =
integralni quyidan baholaymiz:
2m 2nn . 2 i 2nn
) dx i .
J sin = —S—'—n———tdt>---}-— _f sin” tdt =
[-x 1-x It 2nn i
1 X 1- cos2t 1
[ dt =
2nK ¢ 9 4
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Bu tengsizlik¢glan 3e = 1 son mavjud boiib, V0e [0;1) uchun
4

shunday 0. =1—"' va Q =1------ sonlar mavjud boiadiki,
nn 2rm

tengsizlik o‘rinliboiadi. Bu esa, Koshi teoremasiga asosan, berilgan
integralning uzoglashuvchi ekanligini ko ‘rsatadi.

Koshi teoremasi muhim ahamiyatga ega boigan teorema, lekin,
uning yordamida, amaliyotda, xosmas integrallarning
yaqinlashuvchiligini tekshirish har doim yengil boiavermaydi.
Shutting uchun xosmas integral yaqinlashuvchiligining yetarli
shartlaridan foydalanish qulay boiadi.

12.2. Xosmas integrallarning absolut va shartli yaginlashuvchiligi.
f(x) fiinksiya [a\b-rj] (ri > 0) da xos ma’noda integrallanuvchi
boisin.

b

12.7- teorema. Agar ||/(x)|& integral yaginlashuvchi boisa,
b
I f(x)dx integral ham yaqinlashuvchi boiadi.

b

12.1-eslatma. J|/(x)j¢/x integralning uzoglashuvchi bo‘lishidan
b
Jf(x)dx integralning uzoqlashuvchi boiishi har doim ham kelib
a
chigavermaydi.

b
12.1- ta’rif. Agar ~\f(x)\dx integral yaginlashuvchi boisa,
a
b
J /'(x) dx integral absolut yaginlashuvchi deyiladi, f(x) funksiya

esa [a; b) da absolut integrallanuvchifunksiya deb ataladi.

207



12.2- ta’rif. Agar jf(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib,
I\f(x)\dx integral uzoglashuvchi bo‘lsa, jf(x)dx shartliyaginla-
a a
shuvchi integral deb ataladi.

. mcos 2#X . .
12.12- misol. | - =dx xosmas integralning absqlut
05 VI—X2
yaginlashuvchiligini ko‘rsating.

CO0S 2k x 1
=

Vil-x 2 -5
roM K IN
tengsizlik o‘rinli. J /—  =arcsmx . Demak, 12.2
05V I- X2 ~3
rlcos 2Kx . . .
teoremaga asosan, F—--- dx integral yaginlashuvchi. Shunday
0s5iv] —x2

gilib, 12.1- ta’rifga asosan, berilgan integral absolut yaqginlashuvchi
bo'ladi.

L1
12.13- misol. J%iﬁ(—»jn xosmas integralning shartli
on
yaginlashuvchi ekanligini ko ‘rsating.
Yechilishi. (11.2) formulaga asosan, berilgan integralni bo ‘laklab
integrallaymiz:

1
. lcos—
J =4x cos - .
x 3P4
1
| 1co0s—
bunda IlimVxcos =0.J j -1ldx integral absolut yaqginlashuvchi
Jx
. 1
icos—
bo‘lganligi uchun, 12.7- teoremaga asosan, [—-ik dx
0 VX
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yaqinlashuvchi, u holda /integral ham yaqinlashuvchi boiadi. Endi

absolut yaqinlashishga tekshiramiz:

jsinxl > sin2x tengsizlikdan foydalanib,

sini 2 2

munosabatga ega boiamiz. Bunda %X integral uzoqglashuvchi.

Demak, 12.2- teoremaga ko‘ra,

uzoglashuvchi. Shunday qilib, 12.2- ta’rifga ko‘ra, J integral shartli
yaginlashuvchi boiadi.

12.3. Xosmas integrallar yaginlashuvchiligining yetarli shartlari.
f(x) va g(x) funksiyalar [a;b) da berilgan boiib, b shu
funksiyalarning maxsus nuqtasi boisin.

12.8-teorema (Dirixle teoremasi). f (x) vag(x) funksiyalar [a;b)
da berilgan boiib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a\b) da uzluksiz va uning shu oraligdagi

boshlangich F(x) (F'(x) =f(x)) funksiyasi chegaralangan, ya’ni
3M >0:Vxe [ab) —=|F(x) < M;
2)g(x) funksiya [a;b) da g ’fx) uzluksiz hosilaga ega;
3) g (x) funksiya [a;b) da monoton, ya’ni Vxe \a,b) laruchun
g'(x) > 0 yoki g\x) <0;
4 Jime() =0.
U holda
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Je(x)g(x)dx *)

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
12.9-teorema (Abel teoremasi)./("'xj va g(x) funksiyalar [a;b)
da berilgan bolib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

b
1) f(x) funksiya [a;e) da uzluksiz va jf(x)dx integral

yaginlashuvchi;
2)g(x) funksiya \a;b) da chegaralangan;

3) g(x) funksiya uzluksiz, differensiallanuvchi va [a;b) da
monoton, ya’ni ¥xe [a,b) uchun g'(x)>0 yoki g*(x)<0 bo‘lsin.
U holda (*) integral yaginlashuvchi boladi.

12.14- misol. fsinf _* xosmas integralni yaginlashuv-
IF vgﬂjc,ysmx
chilikka tekshiring.
Yechilishi. Berilgan integralni Dirixle teoremasidan foydalanib,

yaginlashuvchilikka tekshiramiz:

sin o g(x) = tgx
n X vsinx.
deb belgilaymiz./fxjfunksiya [—1;0) da uzluksiz va uning
boshlang‘ien funksiyasi cos—  ga teng bo‘lib, u chegaralangan.

sinx
g (x) funksiyaesa [1;0) da uzluksiz differensiallanuvchi va o ‘suvchi
bo‘lib, lim tgx =0 bo‘ladi.
x—>0-0
Demak, integral ostidagi funksiya Dirixle teoremasining hamma

shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun berilgan xosmas integral
yaginlashuvchi boMadi.

12.15-misol. J,v ji%ifhv (’x xosmas integralni yaginlashuvchi
o=\ ¥
likka tekshiring.
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Yechilishi. Berilgan integral ostidagi funksiyani

11 X
f CO= —sin—dx, g(x) = ——" kabi belgilab, integralni yaqinlashi-

shga tekshirishda Abel teoremasidan foydalanamiz:

yaginlashuvchi;

X
2) x=() nugtaning atrofida g(x) - — - chegaralangan funksiya,

chunki lim X =1;
*>0ex-1

3) g(x) funksiya (0; 1] dauzluksizvadifferensiallanuvchiboiib,

1-x)-1
uning hosilasi Vxe(0;l] da g'(x)= ex( X)- <0, demak, g(x)

(e -1)
funksiya kamayuvchi.

Shunday qilib, berilgan integral ostidagi funksiya Abel
teoremasining hamma shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun
berilgan integral yaginlashuvchi.

12.4. Xosmas integrallarning bosh giymati.

12.4.1.€hegarasi cheksiz integralning bosh giymati.//x) funksiya

(-00; + 00) oraligda berilgan boiib, bu oraligning istalgan chekli

gismida xos ma’noda (Riman ma’nosida) integrallanuvchi boisin.
+00

Ma’lumki, j f(x)dx xosmas integral ushbu [(10.2) ga g.] tenglik

orgali aniglanar edi:

+0 /
| f(x)dx —Ilim Jf(x)dx . Q)

Bunda t bilan tlaming bir-biriga bogiig boimasdan o ‘z limitlariga
intilishi talab gilinadi. t va "darning bir-biriga bogiiqg boimagan (1)

limiti mavjud boimagan, ya’ni j f(x)dx integral uzoglashuvchi



bo‘lgan holdatvar lar t = -r shartni ganoatlantirib, o ‘z limitlariga
intilganda (1) limit mavjud bo ‘lishi ham mumkin. Shuning uchun bu
holni garash muhim ahamiyatga ega. Masalan,

. .o x2t .1
4?dex = lim J[xdx = lim I =1lim _(72-T 2)
J T->-001 o0 2 IT T"-co 2 *
—00 /—>+00 T /—>+00 /—>+00

Bu limit mavjud emas. Agar tva t lar i=-r shartni

ganoatlantirsa, uholda tIim 2—(i2-T 2) =0 bo‘ladi.
e

12.3-fa'nif. Agar t=-x bo‘lib, t—>+00 da Jf(x)dx ifodaning
T

+00

limiti mavjud va chekli bo‘lsa, Jf(x)dx uzoglashuvchi xosmas

integral bosh giymat ma’nosida Koshi ma’nosida yaqinlashuvchi

deyilib, lim \]/(x)dx limit esa \]/ (x)dx xosmas integrating bosh

-t -00

+00

giymati deyiladi va V.P.j f(x)dx kabi belgilanadi.

Demak,
@ t
v.p. 7 0dx = lim 37 (xdx .

Bunda V.P. belgisi fransuzcha «valcur principiale» — «bosh
giymat» so‘zlarining birinchi harflarini ifodalaydi.

12.2-eslatma. J f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

u bosh giymat ma’nosida ham yaginlashuvchi bo‘ladi va ular bir-

birigatengbo‘ladi. Lekin [ f(x)dx xosmasintegrating bosh giymat

ma’nosida yaqinlashuvchi bo‘lishidan uning xosmas ma’noda
yaginlashuvchi bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi.

212



12.3- eslatma. f(x) toq funksiya bo‘lsa, har doim
V.P.lofol(.x)dx = ,ILTO :f/ (x)dx =0
bo‘ladi. " )
Agarf(x) juft funksiya bo‘lsa,
V.P.:rq'f{x)dx ~/!>rL10 ;('f(x)dx =2£r}010;ff(x)dx = Z/Umo}f(x)dx

00 0

bo‘ladi.
o] +00
Shuning uchun J/ (x)dx va J/ (x)dx integrallarning birortasi

-00 0

+00

uzoglashuvchi boisa, V.P.J f(x)dx ham mavjud bolmaydi.

Ma’lumki, (-°°; + =3 ning istalgan chekli gismida xos ma’noda
integrallanuvchi ixtiyoriy f(x) funksiyani (shu funksiya kabi
xossalarga ega bolgan) juft va toq funksiyalar yiglndisi shaklida
tasvirlash mumkin:

f(x) = (P(X)+W(x) ,
bunda <p(x) = — — juft funksiya, y/(x) ~

+00

— toq funksiya. 12.3- eslatmaga asosan, agar J (p(x)dx integral

yaginlashuvchi boisa,

V.P.| f (x)dx = J (p(x)dx (2)
boladi.
. T x5 . . .
12.16-misol. V.P.J y— integralni toping.

Yechilishi. Integral ostidagi f(x) funksiyani ushbu
X+5 _ 5 X
Xx2+\6 x2+16 x2+16
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ko‘rinishda tasvirlaymiz, bunda (p(x) = _51_6 — juft funksiya,
X +

Y(x)= Q— toq funksiya. (2) formulaga asosan,
X +16
D7 x+5 7 5 7 5 10 \~ 5
Bl g —dx=2 - dx=—arctg)-(l =20
(X 2+16 ¢ X 2+16 gx +16 4 410 4

00

ax . .
| - — integralm toping.
X +4
Yechilishi. Integral ostidagi / (x) = " juft funksiya boigani
X +

uchun, 12.2- eslatmaga asosan,

o ] w0 ] i
X , rodx .1 X
Fp P AX o7 , = 2.7 arctg-
ax +4 ''X +4 2 2
Foax _ _ S
Demak, J ~i — xosmas integral yaginlashuvchi boigani

uchun bu integral bosh giymat ma’nosida ham mavjud va ularning
giymati bir-biriga teng.

4.2, Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining bosh
giymati. f(x) funksiya [a;h] kesmaning ¢ (a<c < b) nuqtasidan
tashgarihammanuqtalaridaaniglanganboiib, (a;c) va (c;b) ning
gismidan iborat boigan istalgan kesmada integrallanuvchi boisin.

U holda agar

Cc—£ D

Er;a | f{x)dx + J f(x)dx

limit mavjud va chekli boisa, f(x) funksiya [8;25] kesmada Koshi
ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va limitning bu giymati
integralning Koshi ma mosidagi bosh giymati deb ataladi va u
b
V.P.jf (x)dx

kabi belgilanadi.
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Demak,

o x-£

b
VP (dx = lim 3/ (dx + J /1 (dx

12.4-eslatma. jf(x)dx xosmas integral yaginlashuvchibo ‘Isa, u

holda u bosh giymat ma’nosida ham yaqginlashuvchi boladi va ular
b

bir-biriga teng bo‘ladi, j f(x)dx lekin xosmas integralning bosh

giymat ma’nosida yaqinlashuvchi bolishidan uning yaginlashuvchi

boMishi har doim ham kelib chigavermaydi.

r dx
12.18- misol. — (a<c< b) integralning xosmas integral
Jx—
ma’nosida mavjud emasligini, bosh giymat ma’nosida esa
mavjudligini ko ‘rsating.
Yechilishi. Xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra,

r dx — lim f'dx rodx I In( ) [ +In(x-c)
------ = liy J ot J — -lim -In (c-x n(x-c
1X_C %?6 a X~C Je2X~¢C &_%

lim[ine, - In(c-a) +\n(b-c)-\ne2]-lim InAL +In> "
H2~>0 e2->0 t—a

'n 1 — mavjud emas. Shunga ko‘ra, berilgan xosmas integral
47n0  £2

mavjud emas. Lekin et=e2=e shartgako‘ra gm In 1=0.
N°e.

Demak, berilgan integral xosmas integral ma’nosida mavjud
emas, lekin bosh giymat ma’nosida mavjud va u



Mustagil yechish uchun misollar

Integrallarning yaqinlashuvchiligini isbotlang:

V  dx X dx r -Jxdx
121 J~_ 3r" 122, J 3=- 12.3. Jsinx 7-

O x2+VXx Dilx oe -1

r dx r 16+x j r dx
.10

Y. o rr ®X J}In(sinx) ,
12.7. lsm v{-—- 2.8, Noooooees «12. 9123 Jr= dx-

= Bkt aroartmosx <Ix
12.10.
Integrallarning uzoglashuvchiligini isbotlang:

f dx r dx r dx

121L ] In(x-1)- 12-12- i, IndTx)- 12-13-\V ~ T x

, fln(sinx)

2
TII"- 12.15. .]X =— dx-

X -
12.14. 1—
X -3X sinx

F  xl1dx

12U-1fa-x2)5"
Xosmas integrallar a ning qanday giymatlarida absolut va shartli
yaginlashuvchi bo‘ladi:

} xa 1 QF( Vv
12.17. Csin dx-12.18. - cos- 2dx.
Ox +1 X oU“xJ X

12.19. jfx aarctgxcos -ldx. 12.20. jtg“x cos(ctgx)dx.



Xosmas integrallarning Koshi ma’nosidagi bosh giymatni toping:

12.35. a ning ganday giymatida ushbu integral

mavjud?

Misollarning javoblari

12.17. a >-1 da absolut yaginlashuvchi, -2 <a <-1 da shartli
yaqginlashuvchi. 12.18. a > —1 da absolut yagqginlashuvchi,
-3<ac<-1 da shartli yaginlashuvchi. 12.19. a > -2 da absolut
yaginlashuvchi, -3<a<-2 da shartli yaqginlashuvchi. 12.20.
a > -1 da absolut yaqinlashuvchi, —2<a<-\ da shartli
yaginlashuvchi. 12.21. a >-1 da shartli yaqginlashuvchi, a <- | da
uzoglashuvchi. 12.22. a > 0 da absolut yaginlashuvchi. 1<e« <0
da shartli yaginlashuvchi. 12.23. c o | da absolut yaginlashuvchi,
a < -1 da shartli yaqinlashuvchi. 12.24. Mavjud cmas. 12.25. 0.
12.26. TC. 12.27. 0. 12.28. 0. 12.29. - 2. 12.30. 1|, 3. 12.31.

3 2 5
-7uln2. 12.32. In2. 12.33. 0. 12.34. Mavjud emas. 12.35. a > - 1.
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1V BOB

PARAMETRGA BOGLIQ BO‘LGAN
INTEGRALLAR

Matematika va matematik fizikaning ko‘p sohalarida parametrga
bogiiq boigan integrallar asosiy apparat sifatida ishlatiladi. Shuning
uchun biz bu bobda parametrga bogiiq boigan integrallarning
funksional xossalarini o'rganish bilan shug‘ullanamiz.

13- 8. Parametrga bogig bo‘lgan xos intégral tushunchasi

f(x,y) funksiya M = {(x,y) e R2:xe[cr,b],ye E e R\ to'plamda
berilgan boiib, y ning E to‘plamdan olingan har bir tayinlangan
giymatida, f(x,y) funksiya x ning funksiyasi sifatida [a;b] da (x0s
ma’noda) integrallanuvchi, ya’ni

b
\f(x,y)dx

a
intégral mavjud boisin. Bu intégraly o ‘zgaruvchining E dan olingan
giymatiga bogiig boiadi va uni
b
J(y) = \f{x,y)dx (13.1)

a

deb belgilaymiz. Odatda (13.1) intégral parametrga bog'liq bo 1gan
intégral,y o'zgaruvchi esaparametr deb ataladi.

13.1-misol. f(x,y) = cosxy funksiyaningxo‘zgaruvchibo‘yicha
[a\b] dagi integraliy ning funksiyasi ekanligini ko‘rsating, bunda
y* 0.

Yechilishi. f(x,y) =cosxy funksiya y ning £ =/A&\{0}
to‘plamdan olingan har bir o ‘zgarmas giymatida, x 0'zgaruvchining

funksiyasi sifatida [a;6] da xos ma’noda integrallanuvchi, ya’ni

b
r ,
cosxydx =

a Ya

1 b i
1f T/ sinZ7y-sinav
cosxyd(xys\lz Y

Demalk, intégral E = R\ {0} to‘plamda berilgan
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. sindv-sinay
>(y) =

funksiyadan iborat bo‘lar ekan.

I(y) funksiyaning funksional xossalarini (limiti, uzluksizligi,
differensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi va h.k) o'rganishda,
(13.1) integral ostidagi f(x,y) funksiyaningjb o ‘yicha limiti va unga
intilish xarakteri muhim rol o ‘ynaydi.

13.1. Limit funksiya. Tekis yaqinlashish. Limit funksiyaning

uzluksizligi. f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2: a<x<b,
ye E czR} to‘plamda berilgan boiib, ygesa E to‘plamning limit
nuqtasi bo‘lsin. Agar y —y0 daf(x,y) funksiyaning limiti mavjud
bolsa,bu limitx o ‘zgaruvchining [a; b] dan olingan giymatigabogliq
boladi, ya’ni lim f(x,y) = f(x,y0) = <p(x).
30

13.1- ta’rif. Agar Ve>0 olinganda ham, Vxe[a;6] uchun
shunday 5~S(e,x)> 0 topilib, y —y0 <8 tengsizlikni ganoatlan-
tiruvchi \/ye E uchun

\(x,y)-<p(x)\<e

tengsizlik bajarilsa, <p(x) funksiya/fx.j,) funksiyaning y —»y n dagi
limit funksiyasi deyiladi.

f(x,y) funksiya M to‘plamda aniglangan bo‘lib, esa E
to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.

13.2- ta’rif. Agar Vs >0 olinganda ham, Vxe [a,b] uchun
shunday A= A(e,x)>0 topilib, [7|>A tengsizlikni ganoatlanti-
ruvchi \/ye E uchun

f(x,y)-<p(x) <e
tengsizlik bajarilsa, (p(x) funksiya/*x.yj funksiyaning y —+°° dagi
limit funksiyasi deyiladi.
13.2- misol./(x,j)=x2arctgy funksiya

M ={(x,y)eR2:0<x<\,0<y<K
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n
to‘plamda benlgan bo‘lsa, y -» da /(x,.y) =x2arctgy funksiya-

ning limit funksiyasini toping.
n
Yechilishi. Ravshanki, y->4 da /(x,.y)=xZ2arctgy
funksiyaning limiti <p(x) = x2 boiadi. Ve>0 sonni olaylik. Agar

8 - e desak, u holda [y - n <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
41

Yv6 [0; ]va Vxe [0,] lar uchun

\f(x,y) - <p(x)j= |x2arctgy - x2,= [x2 arctgy - )=

= Ix2 jarctgy - arctg—I<\y- K\<8 =e
1 4 7 4

munosabat o'rinli boiadi. Demak, 13.1- ta’rifga ko‘ra, y -> n da
4

! {x,y) =x2arctgy funksiyaning limit funksiyasi

(p(x) = Iirrr11x2arctgy =x2
r+i
boiadi.
13.3- misol. f(x,y) = (@-x)arctgxv funksiya M ={(x,y)e R2:

:0<x<l, 0<”~<1} to‘plamda berilgan boisa, y —0 da bu
funksiyaning limit funksiyasini toping.
Yechilishi. Agarx o‘zgaruvchi tayinlangan boisa,

Wmxy =1, lim (I-x)arctgrv= ——(1-x) = fl(x).
y~*0 y-¥0 4
Hagigatan ham, Ve >0 songako‘ra, S = logv(l-£), (x~l)deb

olinsa, unda \y-yO0\-\y\<8 tengsizlikni ganoatlantiradigan

\&>e [0;1] uchun
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\f{x,y)—p{¥)\ = (I-x)arctgx1l— (1-x) =Jd-x |arctgxy-arctglj <
<|l-x-v|< I-xIB@Le=1-(l-e) =¢

tengsizlik bajariladi. Demak, 13.1- ta’rifga asosan y —0 da berilgan

K
f(x,y) funksiyaning limit funksiyasi <p(x) = (1~x) bo‘ladi.
. 1 X .
13.4- misol. f(x,y)= " cos funksiya M ={(x,y)eR2:
X y

:0<x<l, O<y<°o} to‘plamdaberilganbo‘lsa, y -» H> daberilgan
funksiyaning limit funksiyasini toping.
Yechilishi. Agar x o‘zgaruvchi tayinlangan bolsa,

lim ' cos—= = (p(x)
X y X

bo‘ladi. Hagiqatan ham, Vg > 0 songa asosan, A= ~ __ debolinsa,
v 2xe

unda y\ > A tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vye (0;+°°) uchun

iSin— < —- < £

.3C0Ss, 3 H 2y 2y ny

X y X X i
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, ta’rifga asosan, y - $+°° da

f(x,y)= 1 cos * funksiyaning limit funksiyasi <p(x) = ]3 bo‘ladi.
x3 y X
13.1- eslatma. Yuqgorida keltirilgan 13.2- misolda limit funksiya
ta’rifida S =£ bolib~fagate gaginabog‘lig. 13.3,13.4-misollarda
esa 8 =logAl-x), A= J__ bo‘lib,y berilgan e>0 bilan birga
V2xe
garalayotgan x nuqtaga ham bog‘liq ekanligini ko‘ramiz.
Limit funksiya ta’rifidagi 8 > 0 ning garalayotgan x nuqtalarga

bog‘lig bo‘lImay, fagat £ > 0 gagina bog‘liqg ravishda tanlab olinishi
mumkin bolgan hoi, muhimdir.
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13.3- ta’rif. f(x,y) funksiya M to‘plamda berilgan boiib, uning
y - >y 0 dagi limit funksiyasi <p(x) boisin. Agar Ve >0 olinganda

ham =5(e) >0,\y~y0\< S tengsizlikni ganoatlantiruvchi

Vye E va Vie [«/?] uchun

\(x,y)-(p(X)\<£
tengsizlik bajarilsa, f(x,y) funksiya [a;b] da o°‘z limit funksiyasi
cp(x) ga tekis yaginlashadi deyiladi.
13.4-ta’rif. f(x,y) funksiya M to‘plamda y —y0 da f(x) limit
funksiyaga ega boisin. V5 olinganda ham, shunday

£0>0, xOe[a,;>] va .y-yO0]<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
yre E topilib,

[f(x0,y])-(p(xjlI>£0

tengsizlik o‘rinliboisa, f(x,y) funksiya (p(x) limitfunksiyaga notekis
yaginlashadi deyiladi.

Yugoridagi keltirilgan 13.2- misolda berilgan funksiya o ‘zining
limit funksiyasiga tekis yaginlashuvchi, 13.3- va 13.4- misollarda
esa notekis yaqinlashuvchi boiadi.

f(x,y) funksiya M to‘plamda berilgan boiib,y0esa £'to‘plamning
limit nuqtasi boisin.

13.1- teorema. f(x,y) funksiyay ->y( da (p(x) limit funksiyaga

ega boiishi va unga tekis yaqinlashishi uchun, Ve >0 olinganda
ham x ga (xe [a\b]) bogiiq boimagan 35>0 topilib,
y —J;0 <5, 'y ~yu'< S tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vy',ye E va

Vxe [a,b] uchun f(x,y)-f(x,y") <£ tengsizlikning bajarilishi

zarur va yetarli.
13.2- teorema. Agar f(x,y) funksiyay ning E to ‘plamdan olingan

har bir tayin giymatida x o ‘zgaruvchining funksiyasi sifatida \a,b\
da uzluksiz boisa va y —»y0 da f(x,y) funksiya (p(x) limit
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funksiyaga tekis yaqinlashsa, u holda (p(x) funksiya ham [a,b] da

uzluksiz boladi.

2y X
13.5- misol. Ushbu f(x,y) = -—--- X a >4 funksiya
ax

M ={(x,y) e R2:xg R,y e (0;+°0)}
to‘plamda berilgan bo‘lsin. yi — da f(x,y) funksiyaning limit
funksiyasini toping va uni tekis yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi. Agar x=0 bolsa, VyG(0;+<*>) uchun /(0,j;) =0
bo‘ladi. Agar x &0 bo‘lsa, \/y e (0;+») uchun

2xy2 <2y2[jc|_ 2y2 2

V{x Y\ =
1+x2ya xRy ° \x\ya \x\ya-2

bo‘ladi. Bundan lim/ (x,y) = 0.

Shunday qilib, M to‘plamda berilgan f(x,y) = 2V
\+yax2

funksiyaning limit funksiyasi <p(x)=0 bo‘lar ekan. x~O uchun
a
1+ yax2>2y2l|jq tengsizlik o ‘rinli.
Vs >0 berilganda A=—\= deb olsak, u holda j>A ni
a~ No

ganoatlantiruvchi \/ye (0;+°«) uchun

2yx .2y X 1
V(x,y)-<p(X)\ < -fmm = - <k

\ +yax — -2
2y 2y 2

tengsizlik o ‘rinli bo‘ladi. Demak, Vxe R uchun y —+°° da berilgan
f(x,y) funksiya o'zining (p{x)=0 Ilimit funksiyasiga tekis
yaginlashadi.

13.6- misol. Ushbu

fix,y)=—+\ M ={(x,y) g R2:Xg [-1;1],y g (0;m<>)},
y+x
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funksiyaning limit funksiyasini toping va unga intilish xarakterini
aniqlang:

1+1
Yechilishi. lim f(x,y)= lim —~ =1; (p(x)=1. VE >0 songa
y-"+o00 y-~+0Qj | X
y
ko‘ra, A =—deb olsak, u holda y > A tengsizlikni ganoatlantiruvchi
Vye (0;+<*>) uchun
y +1 1-x2 1
f(x,y)-<p(x) = ¢ - 1="""%2< " <¢
b +x iy+x oy

tengizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, f(x,y) funksiya <p(x)=1 limit
funksiyaga tekis yaginlashadi.

13.7- misol. Ushbu funksiyaning limit funksiyasini toping va ung
intilish xarakterini aniglang:

f(x,y) =y-sin -, M ={{x,y) e R2:0<x <+ooyys (0;+<*>)}
Xy
Yechilishi. Ma’lumki, + —>0 da sint~ t. Buni e’tiborga olgan

holda, y —+00 da y sin-—-—-y —- Berilgan funksiyaning y — +°°
yX JX

dagi limit funksiyasi (0,+°°) da <p(x) = 1 funksiyadan iborat.
X

0<x<1da j'sin 1 funksiya y-*+°° da 1 limit funksiyaga
yX X

notekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Hagigatan ham, x, = 1 deb olsak, u

holda

| 1 1
[/(w)-4>(*,)biysin - =lysinl-_y| =
yX, X |

=j(l-sinl)>1-sinl =£0,y >1.
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1
Shunday qilib, y — +°° da y sin~~ funksiya (0; 1] da <P(x) =
limitfunksiyaga notefcis intiladi, I<x<-Hx> daesatekis intiladi.
Hagigatan ham, Ve >0 songa ko‘ra, A= £ deb olsak, u holda

y > A tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vye (0;+°°) uchun
.11 .1 1
ysm sin < vV o<lcg,
yx  X| I yx yx 2y x y
f2
chunki Vie R uchun sini-i! <  tengsizliko‘rinli.
12

13.2. Parametrga bog‘lig bo‘lgan integrallarning xossalari. f (x,y)
funksiya M ={(x,y)e R2:xe [a,b],ye E ¢ R} to‘plamda berilgan
boiib, y0shu E to‘plamning limit nuqtasi boisin.

13.3- teorema (integral belgisi ostida limitga o‘tish). Agarf(x,y)
funksiya:

1)y ning E to‘plamdagi har bir tayin giymatida x ning funksiyasi
sifatida [a\b] da uzluksiz boisa;

2) y -» y0 da (p(x) limit funksiyaga ega va unga x ga nisbatan

tekis yaginlashsa,
b b
limi(y) = lim 1/ (x,y)dx = [9(x)dx
y=¥0 yH* ’

tenglik o ‘rinli, ya’ni parametr bo‘yicha integral belgisi ostida limitga
0 ‘tish mumkin.

13.8- misol. &}%Jf (x2+ cos2xy)dx ni toping.

Yechilishi. 1) Integral ostidagi f(x,y) = (x2+cos2xy)
funksiyaning M ={(x,y)e R2:xe[-n; it],ye [-1; 1]} da uzluksiz-
ligi ravshan.

2) Limit funksiyani topamiz: I}j_ga(x2+ cos2xy) = x2+1.

Demak, limit funksiya cp(x) =x2+1 ekan. VE>0 olinganda,

8 = A't debolinsa, Vxe \-it",n] va My e [ 1] uchun
1
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\F(X,y)-<p(X)\ = x 2+cos2xy-x1-1 = jcos2xy-Il =
= HSmZ xy]‘é{xy\ <£
bo‘ladi. 13.3- teoremaga asosan,

n n n
i + = i + = + =
!ll_r>r(1) _J[ (x2+ cos2xy)dx _J[ !,ILT]O(XZ €0s2xy)dx _Jf (x2+\)dx

Jj

K r
=2J(x2+ Ddx = (n2+3).
3

0

13.9- misol. Ushbu integralda limit belgisini integral ostiga Kiritish
mumkinmi:

lim [—~ dx ?
AMel(y +x)
Yechilishi. Faraz gilaylik, limit belgisini integral ostiga Kiritish
. . . . 2xy2
mumkinbo‘lsin. U holda, tayinlangan Xlar uchun lim | —— =
5 (y2+x2)2

ekanini ko‘rish giyin emas. Demak,
Jlim N~~—dx=0
y>0(y +x2)

bo‘ladi. Endi integralning giymatini hisoblab, so‘ngra limitga
0 ‘tamiz:

0(f+x2)2 d(y2+x2)2 y2+x2D y2+r
lim ~—=1
w0y -fl

Shunday qilib, limit belgisini integral ostiga kiritish mumkin emas

_ 2xy2
ekan, chunki ./ (x,y) - 2+xiy funksiya (0;0) nuqtada uzilishga

egava M-{(x,y)e R2:xe [0;I],ye[-]; O)u(0; 1]} to‘plamdaesa
o0 ‘zining limit funksiyasiga tekis intilmaydi.
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. 1n(x + bl)
13.10- misol. /I\!ﬂ%;\n(xh v2) dX integralni hisoblang.

o In(x + |yl) _ _ :
Yechilishi. J(x,y) =~ xi + funksiya tayinlangan y (yj > 1)

dax bo‘yicha [1; 2] da uzluksizva y —+°° da f (X,¥) -

Haqgigatan ham, Vxe [L; 2] va E/l> 1 bo‘lganda,

) _2x|yl
nx+pp 1 0O EA

In(x2+y2) 2 21In(x2+ /) (x2+y2)In(x2+y2)

<f
(+N)In(l+/) In(1+72)

.
bo‘ladi. Shunday qilib, Ve >0 songa ko‘ra, A=\ee-1 debolinsa,

I5> A va Vxe [1; 2] lar uchun

Inx+]y) 1 1 c
<
In(x2+ /) 2 In(l+y2)
tengsizlik bajariladi.
Demak, 13.3- teoremaga asosan, parametr bo‘yicha integral ostida
limitga o ‘tish mumkin, ya’ni
r In(x+ >>) c .. Inx+M) 1
im --—- — dx=_liin-—-, , dx =
yoroBiln(V +/) \' wlIn(x +y )
13.11- misol. Ushbu limitni hisoblang:

. rimih+x +jsinx)
lim dx
y->0of +X
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Yechilishi. /(x,~) = 1+X+2sIn™ funksiya tayinlangan
1+ x

ye[0;I] larda x bo‘yicha [0;1 da uzluksiz va >0 da
(p(x") = In(I+x) ga tekis yaginlashuvchi boiadi.
I+ x
Hagigatanham, Ve>0 songako‘ra, S -e debolsak,

ir, . ., Ind+x+ysinx In(l
J(x,y)-(p(x) |‘ L.--.Y.]--l\ (1)9
1+x 1+x !

1 ysinx.  vlsinxl
In(1+-7 )< A -y < V<E,
+X 1+ X 1+ x)

Demak, 13.3- teoremaga asosan,

tojto(l£itZiE f)<Ze=
y->0i 1+x dy->0 1+ X 2
13.4- teorema (Integralning parametr bo‘yicha uzluksizligi). Agar

f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:xe [a\ti\,ye. [c\d]} to‘plamda
berilgan va uzluksiz bo‘lsa, u holda

b
I(y) =\f(x,y)dx

funksiyay bo‘yicha [c,d\ da uzluksiz boiadi.
1 2

13.12- misol. I(y)-%xs_t_yZH.dx, }>e[0;l] integralni

M ={(x,j)g R~ :xe [0,1], ye. [0,1]} to‘plamda wuzluksizlikka
tekshiring.

X2
Y echilishi./(x,j)= x3+y 2+1 funksiya M to‘plamda uzluksiz.

13.4-teoremaga asosan, 1(y) funksiya [0;1] da uzluksiz boiadi.
Hagigatan ham,

funksiya [0;1] da bo‘yicha uzluksiz.
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13.2- eslatma. Agar f(X,y) funksiya M ={(x,y)e R2:

:xe [a;b],ye [c\d]} to'plamda uzluksizva yOe [c;d] bo'lsa, uholda

li f(x,y)dx = I'lim f(x,y)dx
Iy

oy
formula o ‘rinli.
13.13-misol. I\i/_%j\:Jx2+y2 dx,ye [-1;11 ni toping.
Yechilishi. Integral ostidagi f(x,y) = x2+y2 funksiya
M ~{(x,y)e R2:xe [-I;1],j>e [ L1} to‘plamda uzluksiz va
y0= 0Os [41] bo‘ladi, u holda, 13.2- eslatmaga ko‘ra,

1 1 1
limJJx2+y2dc=limJ\IJx2+y2dx = J|x dx = L
750 ! y ] -1

13.5- teorema (integralni parametr bo‘yicha differensiallash).

f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:xe[a;b],ye[c;d]} to‘plamda
berilgan va y o‘zgaruvchining [c;c/] dan olingan har bir tayin
giymatida x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a;b] da uzluksiz
boisin. Agarf(x,y) funksiya M to ‘plamda/*:Yx,_vj xususiy hosilaga
ega bo'lib, u M da uzluksiz bo'lsa, u holda

b

I(y) =\f{x,y)dx

a

funksiya [c\d\ da I'(y) hosilaga ega va ushbu

I\y) =\f\x,y)dx

tenglik o‘rinli. Bunga Leybnis qoidasi ham deyiladi.

3n
4

I(y) = JIn(j2sin2x)dx funksiyaning I\y)

4

13.14- misol.

hosilasini toping.
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Yechilishi. Integral ostidagi f{x,y) =In(j>2sin2x) funksiya

n 3n
M =\(x,y)e R2:xe T,T , 0<y0<y <yl<+00 to‘plamdauz-

luksiz hamda f'(x,y) = hosilaga ega va u ham M da uzluksiz. U
J y

holda 13.5- teorema bo‘yicha (ya’ni Leybnis qoidasini go‘llash

mumkin):

3n A
4 T

I"(y) = f(In(y2sin2x))’' dx = — fdx = —.
i yi y

13.15-misol. 1(y) = JIn(sin2x + >2cos2j[)iii:, y~=0 integralni
0

hisoblang.

Yechilishi. y>0 va y* 0 bo‘lmasin. f(x,y) - In(sin2x +

+/cos x) funksiyaM = <(x,y)e R :xe 0;n . ye \yt,y2]\ to‘p-

2ycos x

.9/, .
lamda uzluksiz, 3y 2 hosnagaéaga va u ham M da

.2 2
sin x+y “cos” x

uzluksiz. U holda, 13.5- teoremaga asosan,

2ycos X

i dx
Jmsm2x +y2C0S2X

I'w =

bo‘ladi. Bu integralni hisoblash uchun t=igx almashtirishni olamiz.
Unda

Ny) =2y\ at 2y 31 ! ST
V2V 2o yt2ey2) 1 !\J\t2+\ 2+ §2

1 t A
2y arctgt —- arctg— n
y -1 y y 7+
bo‘ladi va bu yerdan I(y) topiladi:

230



I(y) =7rinly + lj+ C.
y>0 boiganda, I(y) uzluksiz va /(1)=0 boigani uchun

+1
C=-nlIn2. Demak, j>>0 boiganda, /(>>):Tr|ny’\ . 1(y) juft

funksiya ekanligini hisobga oigan holda, y ¢ 0 uchun

/0)=wInM31
ifodani hosil gilamiz.
1
13.16- misol. 1(y)= farctgX¢c funksiyaning y=0 nuqtadagi
0 vV

hosilasining mavjud yoki mavjud emasligini tekshirishda Leybnis
goidasidan foydalanish mumkinmi?
Yechilishi.y>0 boiganda, berilgan integralga Leybnis qoidasini
goilash mumkin boisin deb, faraz gilamiz:
r xdx 1 y

yy= - 9=1n .
{x2+y2 2 1+y2

Endi berilgan integralni bevosita hisoblaymiz:

1 o1 j
I(y) = iarctg—dx - xarctg—I - .f n dx = arctg—
0 y y0 iy +x y
1 11 y2
-Aln(y2+x2) = arctg—+ ->>In
0 y 2 1+y

Agar integral ostidagi / (x,y) = arctg X funksiyaningy=0 vaj>0

Tt
dagi giymatini n ga teng desak, u holda 1(0) = . Demak, I(y)
2 2

funksiyay=0 nuqtada uzluksiz boiadi.
1(y) funksiyaning y=0 nuqtadagi hosilasini ta’rif bo'yicha
topamiz:

arctgt—+y—ln ------ r-----
/'(0) =1 i m olim— .
y-*o y y=>0 y
Bu limitni hisoblashda arctgx ning [x|>] boigandagi
yoyilmasidan foydalanamiz:
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. R L. g’llnly/ ';
/'(0) = lim 3 "
y-»0

Shunday qilib, berilgan 1 (y) funksiya v'=0 nuqtada chekli hosilaga
egaemas. Bu holda Leybnis qoidasini go‘llash mumkin emas, ehunki

fr(x,y) = -—-—-- funksiya (0;0) nuqtada uzulishga ega.
y X +y
13.6r teorema (integralni parametr bo‘yicha integrallash). Agar
f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2: xe[a;b\, ye[c-,d]} to‘plamda
uzluksiz bo‘lsa, u holda

a a 0 0 a

Ji(y)dy =J jf(x,y)dx dy=jdxjf(x,y)dy *)

formula o ‘rinli, ya’ni integral ostida parametr bo‘yicha integrallash
mumkin.
13.17- misol. Ushbu integralni hisoblang:

1 1% )
J =Jeos(In ))§(§;Z -Xx% dx (j, >0, >0).
X Inx

Yechilishi. Ravshanki, x>0 da
X* -X* y|
In;

Bu tenglikni e’tiborga olib, berilgan integralni quyidagi
ko‘rinishga keltiramiz:

J= de xﬁxy cos fta{-(\]\]dx

Bunda f(x,y) =xycos(In-) funksiya M ={(x,y) e R2:0<x <]

yi <y <y2} to‘plamda uzluksiz ( / (0;>>)=0 deb garaymiz). Shuning
uchun, 13.6- teoremaga ko‘ra

1 vy j yr 1 i
J =JdxJ xyeos(In-)dx = JdyJxyeos(In - )dx
0 v y, O

deb yozish mumkin. Keyingi ichki integralda x = e * almashtirish
bajarib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
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J =Jdy e ,(w)costdt.
N o

too

Endi ¥, = Je~'(yd)costdt integralni ikki marta bo‘laklab
0
integrallash natijasida, J{ga nisbatan chizigli tenglamani hosil gilib,

undan J = —+*  ekanligini topamiz. Natijada
(7+1)41
J=1 y+\-—dy
I(y+i)2+i '

integralga ega bo‘lamiz, bundan

1 N
JT: -1I1n\|y%+ 2y+2ﬂl = -1In'\-/,’2+ 2V—’ *2
2 M 2 [,+27+2
kelib chigadi.
13.18- misol. Quyidagi integrallar o‘zaro teng bo‘ladimi:

Yechilishi. Integral ostidagi f(x,y) = ——- - funksiya (();()
(x+yf
nuqtada uzilishga ega. Shuning uchun 13.6- teorema o ‘rinli bo ‘Imaydi.
Hagigatan ham,



Shunday qilib, bu integrallar bir-biriga teng emas.
Yugorida biz ko‘rib o ‘tgan integrallarning chegaralari o ‘zgarmas
edi. Endi integralning chegaralari ham parametrning funksiyalari

bo‘lgan holni qaraymiz. f(x,y) funksiya M = {(x,v)e R2:
:xe [a,b] ye [c,d]} to‘plamda berilgan. y o°‘zgaruvchining \c,d\
dagi har bir tayin giymatida f(x,y) funksiya x o ‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi boisin.

X=a(y) va X=RB(y) funksiyalarning har biri [c,d] da berilgan
va Vye [c,d] uchun

a<a(y)<B(y)<b (13.2)

shartni ganoatlantirsin. Bu shartlarda

B(y)
f(x,y)dx (13 3)

®)

integral mavjud vauy o ‘zgaruvchi (parametr) ning funksiyasi boiadi:

Bjy)
F(y)= f(x,y)dx.
a(y)

Agar(13.3)da a(y) =a, B(y) =b (ye [c,J]) debolsak,uholda
(13.3) integral (13.1) integralga aylanadi.

13.7-teorema.//xj” funksiya M to ‘plamdauzluksiz, a(y), B(y)
funksiyalarning har biri [c,d\ da uzluksiz va ular (13.2) shartni
ganoatlantirsin. U holda

By)
F(y)= v f(x,y)dx

a(y)

funksiya ham [c,d] da uzluksiz boiadi.
13.8-teorema. f(x,y) funksiya M to‘plamda uzluksiz, f'y{x,y)

xususiy hosilaga ega va u ham M da uzluksiz, a(y), B(y)

funksiyalar esa aly), B'(y) hosilalarga ega hamda ular (13.2)
shartni ganoatlantirsin. U holda

By)
F(y)= ff f(x,y)dx
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funksiya [c;d] da F'(y) hosilaga ega vau

PY)
F\y)= J fy{x,y)dx+F(y)f<3(y),y)-a'(y)f{a{y).y) (13.4)

a(y)
formula orqali topiladi.

sin.y

13.19- misol. F(y) = | chyx2dx funksiyaning F'(y) hosilasini

toping.
Yechilishi.  f(x,y) =cbyx2 funksiya M ={(x,y)eR2:
:xe [a,b], ye [ava?2]} to‘plamda uzluksiz, f*'(x,y) =x2shyx2

hosilaga ega vau ham M da uzluksiz, x = cosy, x = sin v funksiyalar

[a,;a2] da mos ravishda, x'=-siny, Xx'=cosj hosilalarga ega

hamda ular (13.2) shartni ganoatlantiradi. U holda (13.4) formulaga
asosan,
F\y) =cosy ch(y sin2y) +siny ch(ycos2y)+ j x2Xh(yx2)dx

cosy

bo‘ladi.

13.20- misol. F(y) = f arct&l funksiyaning F'(y) hosilasini
t X

toping.

Yechilishi. Integral ostidagi f(x,y)=arct®” funksiya
M = {{x,y)e R2:x"0, xe R, _ye[a,,a2]} to‘plamda uzluksiz,

f'(x y)= - hosilaga ega. x =2y, x =4y funksiyalar ham
1+ X2y 2

[aj,a2] da mos ravishda, x'=2, x -4 hosilalarga ega va (13.2)

shartni ganoatlantiradi. Shuning uchun (13.4) formulaga asosan

F\y) =1 dx -+ arct84>2 _arctg2/ _ 2 arctgdy2- arctg2>-2
i\+x2y2 y y 7
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13.21-misol. F(a)=jdx J cos(x2+y2-a 2)dy funksiyaning
0 X-a
F*(a) hosilasini toping.
Yechilishi. Agar
X+a
f(x,a)= J cos{x2+y2-a 2)dy

X-a

a
deb belgilasak, u holda F(a) =jf{x,a)dx ni hosil gilamiz.
0
Ravshanki, f(x,y) funksiya uchun 13.8- teoremaning shartlari
bajariladi. Bunga (13.4) formulani gollasak,
a
Fla) =Jf\x,a)dx+f(a,a)
0

bo‘ladi, bunda

f'(x,a) = cos(x2+ (x+a)2- a2)+cos(x2+ (x- a)2-a 2)+
X+a

+2a J sin(x2+y2-a 2)dy.

X-a
Shunday qilib,
2a a
Fla) = | cosy 2dy + 2Jcos2x2cos2axdx +
0 0
a X+a
+2a jdx j sin(x2+y2- a2)dx.
0 X-a

a
13.22-misol. F(a) =jf(x +a,x-a)dx funksiyaning F\a)
0
hosilasini toping.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani f(u,v) deb belgilaymiz,
bunda u-x+a, v=x-a.Bu f(u,v)funksiyanva vo ‘zgaruvehilari
bo‘yicha uzluksiz xususiy hosilalarga ega, ya’ni 13.8- teorema
shartlarini qanoatlantiradi, deb faraz gilamiz. U holda (13.4)
formulaga asosan,
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Fce) =/ (2a,0)+J(4/0>V) d’(;”'v))dx,
\

bunda ~ =/J +f" ekanligini e’tiborga olsak,

J(/;-/>* =2}f'dx-/(2a,0)+/(a, - a)
0 0
boiadi. Shunday qilib,

a
F'(cc)=/(a,- a)+2Jf'dx

Mustaqil yechish uchun misollar

Berilgan to‘plamda funksiyaning limit funksiyalarini toping:
13.1. f(x,y) = 1lsinxy; M ={(x,y)eR2:xe (0,+°°),
J
.ye(0,+°°)}, y0=+°°,
wy
13.2. f(x,n)=- M ={(x,n)e R2:xe [0,1], ne N},
I+n+x
13.3. f(x,n)=n x+ [--4~x

M = {{X,n)e R2:xe (O,-H*>), ne N}7n0:+oo.

13.4. f(x,n) =n x"-1
v /
M ={(x,n)eRQ:xe [l,a], ne N}, nO=+<>

13.5. f(x,y) = "Ix2+j-,

M :{(X|y)e R2:xe R, ye(0‘+00)}‘
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13.6. /(.*,«) = arctg«x;
M = {{x,n)e R2:xe (0,+°°), ne N}, n0=t<

. 1
13.7. f(x,a)-x cos— ,
ax

M ={(x,a)e R2:xe [0,2],ae [0,2]}, aO=+"°°.

13.8. f(x,y) =\[xsiny,

M ={(x,y)<= R2:xe [0,+°°), ye (0,?r)}, y0O=j-

13.9. f(x,n) = nx2sin X,
n
M ={(x,n)e R2:xe R, ne N}, «0=+°

13.10. f(x,n) =n(1-x2y, M ={(x,n)e R2:xe [0,1], ne N}, nO=+0°.
Berilgan to'plamda funksiyaning limit funksiyalarini toping va
yaginlashish xarakterini tekshiring:

13.11. f(x,n) =x",

M ={(x,«)e R2:xe [0,”], ne N}, nO-+

.. . nx2

13.12. /(*,«) = —,
n+x

M ={(x,n)e R2:xe [1,+°°), ne N}, nO=+00.

13.13. f(x,n) =xn-x n\
M-{{x,n)e R2:xe [0,1], ne N}, n0=+°°.

13.14. f(x,n) = x"~x2n,
M ={(x,n)e R2:xe [0,1], ne N}, r@0=+°°,

13.15. a) f(x,n)=SmnX; b) f(x,n) =sin*;
n n

M ={(x,n)e R2:xe R, ne N}, n0=+°°.
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13.16. a) f(x,m) = arctgrcx; b) f(x,n) = jecarctgwec;

M ={(x,n)e R2:xe (0,+°°), ne N}, n0=+<=0.
(. xa
13.17. a) f(x,n)= 1+ , M ={(x,n)e R2:xe R, ne N} ;
n

b) f(x,n)= 1+ )
n

M ={(x,n)e R2:xe (a,b)- cheklioralig, ne N}, nii=+<>.
13.18. f{x,n) =n X" -1

\% /
M = {(x,ri)e R2\xe[\,a\, ne N), n0=+°°.

13.19. f(X,n) = nxe~""x ,
M = {{x,n)e R2:xe [0,1], ne N}, a0=+°°,

13.20. f(x,n) = nx(\-x)n,
M ={(x,ri)e R2:xe [0,1], ne N}, n0=+°°.
13.21. Ushbu funksiyalarning R da uzluksiz ekanligini isbotlang:

funksiyaning R da uzluksizligini

isbotlang.
13.23. Limitlarni hisoblang:



13.24. Ushbu limitlarni integral ostiga kiritish mumkinmi: .
1 jL 3

D lim fAre yldx; 2) li arctg-~ —adx°t

)Sﬂnya y )Y‘%I N+y

13.25. f(x) funksiya \a,b] da uzluksiz, a <a0O<x <bh.

im- Jrectey)~ fingde = £{x) - f(a0)
0y o /

ekanligini isbotlang.
Funksiyalarning hosilalarini toping:

13.26. 1(y) = jsmyxdx. 13.27. I(y) =J COSM'A 1
0 1 X

13.28. 1(y) =Je" dx. 13.29. 1(y) =J In0 +>T) dx.
{ x { X

2y cos_y

13.30. I(y)=ymyxdx. 13.31./Cy)= Je~dx.

y ~ siny

yey

13.32. 1(y)= J In(l + (xy)2)dx.
ye~y
a2 x+a

13.33. I(y)= Jdx J sin(x2+y2-a 2)dy.

0 x-a
1
13. 34. a =0 bo‘lganda, 1(a) =JIn(x2+a2)dx funksiyaning
0
hosilasini Leybnis qoidasi bilan topish mumkinmi?

r dx . . .
13.35. -— — integralni a(a> 0) — parametr bo‘yicha

Jx + a

f dx
differensiallab, f(’x§+a§ﬁ integralni hisoblang.
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a

13.36. F(a) =j(x +a)f(x)dx funksiya berilgan, bunda f(x)
0

differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, F(a) ni toping.

1(1 \ If1l N
13.37. J jf(x,a)da dx va J jf(x,a)dx da integrallarning

teng yoki teng emasligini aniglang.
2 2
X

Agar: 1) f{x,a)- ?,2?,,2)@’ 2) f(x,a) -

boisa.
Misollarning javoblari

13.1. (p(x) = 0. 13.2. cp(x) = x. 13.3. <p(X) =
2-Jx

13.4. <p(x) = Inx. 13.5. (p(x) = X\. 13.6. <Px) = y

Jj
13.7.<p(x) = x2. 13.8. oig =  V*. 13.9. i>W =7 3.

13.10. f/)(x) = 0. 13.11. <p(x)=0 ga tekis yaginiashadi.
13.12. <p(x)=x2 ga tekis yaginiashadi. 13.13. <p(x)=0 ga tekis
yaginiashadi. 13.14. <p(x)=0 ga notekis yaqginiashadi.

13.15. a) rp(x)=0 ga tekis yaqginiashadi; b) <p(x)=0 ga notekis

yaqginiashadi. 13.16. a) <?(*)= k ga notekis yaginiashadi; b)

c(x) =1 ga tekis yaginiashadi. 13.17. a) (p(x)=ex ga tekis
yaginiashadi; b) ¢>(x)=e*ga notekis yaginiashadi. 13.18. (p(x) = Inx
ga tekis yaqiniashadi. 13.19. (p(x)=0 ga notekis yaqiniashadi.
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. K 1n3
13.20. (p(x) = 0 ganotekisyaqinlashadi. 13.23.1) 1;2) m ;3) 1;4) —

e-1 .,/ 4 ysiny+cosy-1
5) g5 ;6)0.13.24. 1)yo‘qg; 2) ha. 13.26. 1 \y'T y*

X c0s27y-cosy

, 4
13.27. 1 {Y)= by . 1328 J00=

21n(l+y2) sin2v2-siny?2
13.29. /(y) = - 4o 1 13.30. /(y) =2 - .
7 Yy

sy
13.31. ] ey ldx- sinye~1”- cosy eeas3l.
sinj;

2
13.32. /'(y) = 4shy + — (arctg(y2e~y)~ arctg(yV )) +
Yy

+(y +\VeyIn(I+yde2y)- (y- \)eylIn(l+y Ae 2y).
a2+a a2

13.33. 1\a) =2a J sin(y2+a4-a 2)dy +2 jsin2x2cos2axdx-

a X+a

-2aj dx J cos(x2+y2-a 2)dy. 13.34. Yo‘q.

13.35. Zaléarctg a + 2a2(a2+b2)’
13.36. F'(a) =3f(a) +2af(a). 13.37. 1) Teng emas; 2) Teng
emas

14- 8. Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integraliar

14.1. Parametrga bog‘liq boigan xosmas integral tushunchasi.
1. f(x,y) funksiya M ={(x,y)s R2:xe [a,+<*>),ye Ec R}da
berilgan bo‘lib, y o‘zgaruvchining E dagi har bir o‘zgarmas

giymatida x bo‘yicha [a,+°°) da integrallanuvchi, ya’ni
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j f(x,y)dx (yeEcR)

a

xosmas integral mavjud va chekli bolsin. Bu integraly ning giymatiga
bog‘lig bo‘ladi:

(14.1)

a

(14.1) integral parametrga bog'liqg (chegarasi cheksiz) boigan
xosmas integral deyiladi.

f(x,y) funksiya M'= {(x,y)e R: xe (-°°,a\, yeE<zR}
(M"={(x,y)eR:xe (-00;+00), ye E c R\) lo'plamda berilgan va
0 ‘zgaruvchining E dan olingan har bir tayin giymatida x ning
funksiyasi sifatida ((-°0;+M)) da integrallanuvchi boisin ,

ya’ni
(14.2)

integral mavjud bo‘lsin. (14.2) integral ham, parametrga bog'liq
bo ‘lgan xosmas integral deb ataladi.

2. f(x,y) funksiya M, ={(x,j)e R2:xe \a,b),ye. Ec/T}
to‘plamda berilgan bo‘lib, y o‘zgaruvchining E dan olingan har bir
0 ‘zgarmas giymatida x ning funksiyasi sifatida garaganda x=b nuqta
maxsus nuqta boisin va bu funksiya [a,b) da integrallanuvchi, ya’ni

b)
if(x,y)dx (ye E ER)

a

mavjud boisin. Ravshanki, bu integral ham y ning giymatlariga
bogiiq boiadi:

(14.3)

a

Bu integralga chegaralanmaganfunksiyaning parametrga bog ‘liq
bo ‘lgan xosmas integrali deyiladi.
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Xuddi shunday, ushbu

: b
\f(x,y)dx, jf(x,y)dx

xosmas parametrga bog‘liq bo‘lgan integrallarning ham ta’riflari
yuqoridagi kabi beriladi.

3. f(x,y) funksiya M2={(x,y)e R2:xe (c.+<>), yeE aR
to‘plamda berilgan bo‘lib, y o‘zgaruvchining E to ‘plamdan olingan
har bir tayin giymatida x o°‘zgaruvchining funksiyasi sifatida
garalganda, uning uchun x=c maxsus nugta bo‘lsin va bu funksiya
(c;+°°) da integrallanuvchi, ya’ni

©)
chegaralanmagan funksiyaning chegarasi cheksiz xosmas integrali
mavjud bo‘lsin. Bu integral y ning giymatiga bogliq bo ‘ladi:

(14.4)

(14.4)  integral chegaralanmagan funksiyaning parametrga bog 'lig
bo ‘lgan chegarasi cheksiz xosmas integrali deb ataladi.
Masalan, ushbu

13a)= jxale Xdx (a>o)
0

integrallar parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallardir.
Parametrga bog‘lig bo‘lgan xosmas integrallarni o‘rganishda
integralning tekis yaginlashish tushunchasi muhim ahamiyatga
ega.

14.2. Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallarning tekis
yaqinlashishi

1 f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:xe [a,+°°),ye. E aR} da
aniglangan bo‘lib, y ning E dan olingan har bir tayin giymatida
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I(y)=J f(x,y)dx

integral mavjud bo‘lsin. U holda, cheksiz oralig bo‘yicha olingan
xosmas integrallarning ta’rifiga ko‘ra,

[x,y)dx =lim F(t,y)

a a

ko‘rinishda yozamiz, bunda F(t,y) - J /(x,y)dx .

Shunday qilib, 1(y) funksiya F(t,y) funksiyaning
(y =const) t—>+°0 dagi limit funksiyasi bo ‘ladi.

14.1-  ta’rif. Agar t —+°° da F(t,y) funksiya oz limit funksiyasi
I(y) ga E da tekis yaginlashsa, ya’ni Ve >0 olinganda ham, shunday
8 =3(e) >0 topilib, Vi >8 va \/ye E uchun

tengsizlik bajarilsa, u holda Jf(x,y)dx integral E Lo‘plamda tekis

a

yaginlashuvchi deyiladi. (14.5) tengsizlik

tengsizlikka teng kuchli.
14.2-  ta’rif. Agar t —+00 da F(t,y) funksiya oz limit funksiyasi

I(y) ga E da notekis yaginlashsa, ya’ni V5 >0 olinganda ham,
shunday eo>0, yae E va f, > tengsizlikni ganoatlantiruvchi

txe [a,+°°) topilib,

(14.6)
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tengsizlik bajarilsa, uholda J f(x,y)dx integral E to‘plamda«ote/c/.v

yaginlashuvchi deyiladi.
2. f{x,y) funksiya Mt={(x,y)e R2:xe[a,b),ye E C.R}

to‘plamda berilgan boisin. y o‘zgaruvchining E dan olingan har bir
tayin giymatida ushbu
b)

I(y)= \f(x,y)dx

integral mavjud boisin. Xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy

\a,t\ (a<t<b) da Fxt,y) =Jf(x,y)dx integral mavjud va

AO) = Jf(X,y)dx = lim Fxt,y)
a t—)b—0

bo‘ladi. Demak, IXy) funksiya Fxty) funksiyaning t-~b - 0 dagi
limit funksiyasi bo‘ladi.

14.3-ta’rif. Agar t —b - 0 da Fxt,y) funksiya oz limit funksiyasi
I1{y) ga E to‘plamda tekis (notekis) yaginlashsa, ya’ni Ve >0 son
olinganda ham, shunday b'=b'(e)>0 son topilib,

(b'e [«,&)) e \b',b) va Vye E uchun

b)

ff(x,y)dx <£
i

(320>0,3"e[b",b),3y0e E va Vb'e[a,b) uchun

Ib b)

[Jf(x,y0)dx >e0) tengsizlik bajarilsa, u holda jf(x,y)dx integral

E to‘plamda tekis (notekis) yaginlashuvchi deyiladi.
+00
14.1-misol. J e-xaxctgxydx integralning (-°°;+°°)=R day
0
parametr bo‘yicha tekis yaginlashish xarakterini tekshiring.
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Yechilishi. Ve >0 sonuchun 35 -<In—> 0 topiladiki, V/ > $va
e

Yye R uchun

Je "arctgxyAcj < —J e dx= 72te <72r ed= i <£.

Demak, 14.1- ta’rifga asosan, berilgan integral (-00;+°°) day
parametr bo‘yicha tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

14.2-misol. 1(y)~ f __- integralning a) £ = [0;+°°);
T {(x-yf+4

b) 22 =(-°°;0] to‘plamlarday parametr bo‘yicha tekis yaqinlashish

xarakterini tekshiring.
Yechilishi. a) Dastlab, berilgan integralni yaginlashishga
tekshiramiz. Chegarasi cheksiz xosmas integralning ta’rifiga ko ‘ra

F(t Y)4 arctg ! arctg = +arctg?
’ 6V -y) MI 3 2 2

Bundan, har bir tayinlangan y uchun i— da F(t,y)
funksiyaning limitini topamiz:

. a1 A
1(y)=1]meF (ty)= |id, = oprety.
Demak, berilgan integral yaginlashuvchi. Endi garalayotgan
integralni tekis yaginlashishga tekshiramiz. £o0= lé desak, u holda
Y8 e (0,+°0) olinganda ham, tx>8 ni ganoatlantiruvchi barcha t1
va 3y0=/, uchun

N
F(t.,yn)= [ dx A= " earctg t=yn_n S £d
{(x-ym+ 4 4 2 4 6 0

K
Shunday qilib, Veoe(0,— uchun (14.6) tengsizlik o‘rinli.

Demak, 14.2- ta’rifga ko ‘ra berilgan integral E = [0;+<0) to‘plamda
y parametr bo‘yicha notekis yaqginlashadi.
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b) Ve>0 son olinganda ham, 5 =5(e) =2ctg2e deyilsa, u
vagtda \/t> 8 va Vye Exuchun

sup|F (f,3)m/ (y)|=su " dry ______ _
t(x-y) +4
Jl n t-y

1 t
= - -—-arctg—— areetg—<e
71 B o 818815
tengsizlik bajariladi. Demak, berilgan integral, 14.1-ta’rifga ko ‘ra,
Exday parametr bo ‘yicha tekis yaginlashuvchi bo ‘ladi.

14.3-misol. /, (y) = IFd—C integralni a) £=(0;1 b) £ =(0;a)(a<l)
o

to‘plamlarda tekis yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi. Xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra

AOH= fyy =lim fuy =lm |

Demak, berilgan integral (0;1) da yaginlashuvchi. Endi, bu
yaginlashishni tekis yaginlashishga tekshiramiz:
a) “g(o0;1) bo‘lsin. x->0+0 da integral ostidagi funksiya

chegaralanmagan bo‘ladi. f— = — integralni baholaymiz.
ixy 1--y
blx A1
SUPJ , sup- = lim, =+00
ysE |0 X yeE | - ¥ y-*1-01-y

bo‘lgani uchun
\/8 =5(e), 3e0>0, 351> 0(0< A<5(e)).3joe (0:1) | X Aen
lo
tengsizlik bajariladi.
Shunday qilib, berilgan integral y parametr bo‘yicha Ex=(0;a)
to‘plamda notekis yaginlashadi.
b) ye(0,a) (a<l) bo‘lsin. Ve>0 son olinganda ham,
i
8 = (£(l-a))i-a deb olinganda, 0 <A<5(e) va Vye (0,a) uchun
X _ A o tengsizlik bajariladi.
ixy 1y
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Demak, 14.3 -ta’rifga asosan, berilgan integral Ex=(0;a)
to'plamday parametr bo‘yicha tekis yaginlashadi.
14.4- misol. j e-ydx integralning: a) E =\b,+00) (¢>>0)
0

to'plamda tekis yaqginlashuvchi; b) Ex=(0;+°°) to‘plamda esa
notekis yaginlashuvchiligini isbotlang.
Isbot. @) t> 0, y>b> o bo‘lsin.

+0 -yt
fexydx = —,
< Yy

1 1
y>b bo'lganligi uchun, agar t> —n— bo'lsa, Ve>0 va

Vye E uchun

-tb

+00
0< re~xydx =-b<e

2 1
tengsizlikbajariladi. 8(e) = max(a(e);o0),bunda g (£) =- hi— deb
belgilasak, Vie [cr(e);+00) va Vye E uchun

J e-xdx <e

t

tengsizlik bajariladi. Demak, 14.1- ta’rifga asosan, berilgan integral
E da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

b) ¥8 >0 uchun tl =1+8 ,y 0=-+" deb olsak,
+r P-YN

[erdx =— =(@+8)ex>e’]
| Yo

ya’ni £0=e~" da (14.5) tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, 14.2-

ta’rifga asosan, berilgan integral (0;+°°) da notekis yaqinlashadi.
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14.3. Parametrga bog‘liq b«‘lgan xosmas integrallarning
yaqinlashish alomatlari.

1. f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:xe [a;+°°),.ye da
berilgan bo‘lib, y ning E dagi har bir tayin giymatida x ning funksiyasi
sifatida [a; ) da integrallanuvchi, ya’ni

+00
I(y)= jf(x,y)dx (14.6)
xosmas integral mavjud bo“lsin.
14.3- ta’rif. Agar \/e>0 36 =5(e) >0, t'>S,t">S ni

ganoatlantiruvchi \/ye E uchun

Jf(x,y)dx <e

bajarilsa, (14.6) xosmas integral E dafundamental integral deyiladi.

Koshi teoremasi. 1(y)= Jf(x,y)dx integralning E to‘plamda
tekis yaginlashuvchi bo“lishi uchun uning E da fundamental bo ‘lishi
zarur va yetarlidir.

14.1-natija. Agar V5e [a;+°°) uchun 3e0,3t',t"e [6;+00),3y0e E
topilib,

t
\f(x,y0)dx>e0 (14.7)

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6) integral y bo‘yicha E to ‘plamda
notekis yaginlashuvchi boiadi.
Koshi teoremasidan quyidagi natija kelib chigadi.

14.2- natija. Agar ixtiyoriy xe [a;+°«),ye E uchun
0<f(x,y)<cp(x,y) tengsizlik bajarilib, (14.6) integral

+00

yaginlashuvchi va j (p(x,y)dx integral y bo‘yicha tekis

yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda (14.6) integral E to ‘plainda y bo ‘yicha
tekis yaginlashuvchi bo ‘ladi.
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2. f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:xe[a;b),ye Ec R}
to‘plamda berilgan bo‘lib, y ning E dan olingan har bir tayin
giymatida x ning funksiyasi sifatida [a,b) (b — maxsus nuqta) da
integrallanuvchi, ya’ni

b)

Ify) =\f(x,y)dx (14.60

xosmas integral mavjud boisin.

14.4- ta’rif. Agar Ve>0 son olinganda ham, shunday
S =5(e)> 0 topilsaki, b-S <t'<b, b-S <t"<b bo'lgan Vi'i" lar
va Vye E uchun

t
jf(x,y)dx <£

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6") integral E to ‘plamdafundamental
integral deb ataladi.

b)
Koshi teoremasi. 1(y) =j f(x,y)dx intcgralning E to‘plamda

a

tekis yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun uning E da fundamental bolishi
zarur va yetarlidir.

Natija. Agar V<be[a;ft) uchun Hfo>0, 3t',t"e\b-6;b) va
3y0e E topilib,
P
J/(* y0)dx\>e0 (\4.1)

t

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6) integral E to‘plamda notekis
yaqginlashuvchi bo‘ladi.

14.5- misol. /(y )= JfSin*b(dx integrating a) E - [a;](a>0);
X

b) EI=[0;]] to‘plamlarda y parametr bo‘yicha tekis yaginlashish
xarakterini Koshi teoremasidan foydalanib tekshiring.
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a) Ve >0 son olinganda ham, § =8(e) =- deyilsa, u holda
ane

Vi'=nn>8,t" =Inn >8(ne N) va Vye E uchun

*SMyx 1 cosxy

dx ;
Xy yi x

dx

lcosyf" 1cosyt" 1 fcosxy

by oy gl *

ILEE R LN

ty w2 x at at a x at at
Demak, berilgan parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integral
Koshi teoremasiga asosan E to ‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

n i IC
b) \/8 >0 son uchun ys -8, ts- 33 ts =5z deb tanlasak, u
holda
\ysx dx sin<bx dx

bo‘ladi, bunda e0>0. Demak, berilgan integral, yugoridagi natijaga

asosan, ye Exdanotekis yaginlashadi.

o odx
14.6- misol. D (X-YY L 16 integralning Ee (-°°;0] to‘plamday
parametr bo‘yicha tekis yaginlashish xarakterini tekshiring.
A 1
Yechilishi. f(x,y) = -
(x.y) (x—y)Ln+16 (x- y) ] =<FX>Y) tengsiz
. o dx .
lik Vxe [0;+00], ye (-°°;0] uchunbajariladi. J integ-
0(x-y)4+16

raining har bir tayinlangan y uchun yaqinlashuvchi ekanligini
ko‘rsatamiz. Ma’lumki,
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_dx 1 In(x-2f+2y|’2(x-y)+4

VI(()('TV+16 3202 (x-y)2-272(x-y)+4
1 2\[2(x y2-2\i2y+4 1 2\j2y
n/p In g o
16 2 4 (x-y) Y2y {2\ji2y+4 16]12 4-y
Demak, bu integral yaginlashuvchi ekan. Ravshanki,

T ax
J (x-yy +4 'ntcgral £ to‘platuda tckis yaginlashuvchi (14.2- misol-

ning b) bandiga garang). Shunday qilib, berilgan integral, 14.2-
natijaga asosan, E to‘plamda yaginlashuvchi bo ‘ladi.

f arctgyx
14.7-misol. J,, _ 2 “X integralni Koshi teoremasidan foydalanib,
oVl x )

- [0;—3 to‘plamda tekis yaginlashuvchi ekanligini ko ‘rsating.

Yechilishi. Ve >0 son olinganda ham, Om 5 deyilsa, u holda
i
\ t2n 8 t"-\- ,ﬂﬁ>8 (ne JM va Vyg E uchun
- — ,
“ arctgxy o 1 (I-x)" 4
J, (I-x2y 2 (I-xft 2 I-y
2n 12\ % *
- *)
1
2(1'Y) v2n vaw J

Ma’lumki, barcha x >y >0, fi <1 lai'uchun
X"-Y f<u(x-y)-y>T

tengsizlik o‘rinli. Bu tengsizlikni e’tiborga oigan holda (*)
tengsizlikdan
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i-L
farctg7 d X <1
J, (I-x2r 2 ydnn 2 (4n)m

bajariladi. Shunday qilib, berilgan integral Koshi teoremasiga asosan,

E =[0; to‘plamda tekis yaginlashuvchi boiar ekan.

Veyershtrass alomati

3. f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:xe [a;+°°),ye EczR } da
berilgan bo‘lib, y ning E dagi har bir tayin giymatidaf(x,y) funksiya
x ning funksiyasi sifatida [a,+°°) da integrallanuvchi bo‘lsin. Agar
shunday (p(x) funksiya (xe [a;+°°)) topilsaki:

1D Vxe [a;+°°) va Vj;e £ uchun ¥(x,y)\ <<p(x) bo'lsa;

+00

2) Jcp(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

a

I(y)=J f(x,y)dx integral E da tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

4. f(x,y) funksiya Mt={(x,y)e R2:xe[a,b),ye E czR}
to‘plamda berilgan bo‘lib, uning E dan olingan har bir tayin
giymatida f(x,y) funksiya x ning funksiyasi sifatida [a,b) da

b
integrallanuvchi bolsin, ya’ni /,(>") = jf(x,y)dx integral mavjud

a

bo‘lsin. Agar [a,b) da shunday <p(x) funksiya topilsaki:
1) Vxe \a,b) va Vye E uchun F(x,y)\<(p(x) bo‘lsa;

b
2) jg>(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
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)
INiy)~\f{x>y)dx integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi

bo‘ladi.

14.8- misol. Ushbu integralning E =[-a,a\ (a>0) to‘plamda
tekis yaginlashuvchiligining Veyershtrass alomatidan foydalanib
ko ‘rsating:

m o= | In(I+x)aretgyxdX

Yechilishi. Berilgan integralni ikkita integralga ajratib, ularning

har birini tekis yaginlashishga tekshiramiz: 1 =/, +/2;
jow ="fr@+C) clgw;<fa. /.w -TM i C S * “*,
{ X 1 *

/, integralda Vxe [0; 1] va y e E uchun
\f(x,y)\ = In0+x)arctg? !.“.QPQL '“(_'29_ 0(1), x->0da.

Demak, taqqoslash alomatlga ko‘ra It(y) integral E to‘plamda
tekis yaginlashuvchi, 1/y) integralda Vxe[l;+°°) va Yye [-a;4d]

n In(l +x)

lar uchun \f(x,y)\' -=cp(x) tengsizlik o‘rinli.

Iln(|+X)"_ Ind+x) . 1 1 o2+ =In4.
X 1+X 1+x

Veyershtrass alomatiga ko‘ra 1/y) integral E =[-a,a] (a>0)

to ‘plamda tekis yaginlashuvchi. Shunday qilib, berilgan integral ham
E to‘plamda tekis yaginlashuvchi.

{ dx
14.9- misol I integralni a) E,=[y0+>>) (y0>0),
b) E2- (... .., to‘plamlarda tekis yaginlashishga tekshiring.

Yechilishi. a) Agar Vxe[l;+°°) va Yye Et uchun

ekanligini e’tiborga olsak va ¢>(x) = 1 deb belgilasak, u holda
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1 1 Yo- 1
integrating yaginlashuvchiligidan, Veyershtrass alomatiga asosan,
berilgan integral El da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

b) ye E2bolsin.

*7dx _ Ay Ay
) Xy Ty 1 Va iy =t
bolganligidan, \/A>0 va Ve >0 uchun 3y > 1 topiladiki,

3 3—;(, >e bo‘ladi. Demak, bu holda berilgan integral E to‘plamda
A

notekis yaqginlashadi.
14.10-  misol. Ushbu integrating R to ‘plamda tekis yaginlashishga
tekshiring:

i arctg 2y ,dx, ye R
i Y +x

N

o 2y .
Yechilishi. Vye R \/xe (I;+°°) uchun arctg; % <y X3

2-Y\
tengsizlik bajariladi. Tayinlangan xe (1;+°°) larda <p(y) = 2! i

funksiya y =£\[7 nuqtada ekstremumga erishadi.

2 . e
\lye R, Vxe (1;+°°) uchun arctg y—--¥->-< < jR2 tengsizlik o'rinli
7 dx : : : -
bo‘ladi. J xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lganligi uchun
i X

Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan integral R to‘plamda y
parametr bo‘yicha tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

Abel alomati. f(x,y) va g{x,y) funksiyalar M ={(x,y)e R2:
:xe [a;+00),je Ec R} da berilgan. y ning E dagi har bir tayin



giymatida g(x,y) funksiya x ning funkiyasi sifatida [a;+°°) da
+00
monoton funksiya bo‘lsin. Agar J f(x,y)dx integral E to‘plamda

a

tekis yaqginlashuvchi va V (x,j)e M uchun |g(x,y)|<C(C = const)
bo‘lsa, uholda

Jf(x,y)g(x,y)dx

xosmas integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
14.11- misol. Integralni tekis yaginlashishga tekshiring:

j arctSvxe'rdx (ye E =[a-H>0) (a>0) .

1 x5
Yechilishi. f(x,y) = arct®rv; g(x,y) =e*5 ieb olib, Abel
X5
) . . . Y arctgyx
alomati shartinmg bajarilishini tekshiramiz. Ushbu J ----5— dx
1 x2

integral Veyershtrass alomatiga ko‘ra tekis yaginlashuvchi,
g(x,y) =e~xy esa y ning E =\a-+°°) dan olingan har bir tayin
giymatida x ning kamayuvchi funksiyasi va Vxe[l;+°°),
Vye E =[a;+°°) uchun |g(X,_y)| = e~y <1 bo‘ladi. Demak, berilgan
integral Abel alomatiga asosan, [a;+°°) da tekis yaqginlashuvchi.

Dirixle alomati. f(x,y) vag(x,y) funksiyalar M da berilgan boisin.
Agar Vi=>a hamda, Vye E uchun

t
\f(x,y)dx <C (C=const)

bolsa vay ning E to‘plamdagi har bir o0‘zgarmas tayin giymatida
x —+00 da g(x,y) funksiya <p(y)=o limit funksiyaga tekis

+00

yaqinlashsa, u holda, J f(x,y)g(x,y)dx integral E to‘plamda tekis

a

yaginlashuvchi boladi.
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14.12- misol. Ushbu integralni tekis yaginlashishga tekshiring:
Rosxgling
J I “X (ye E =[a;+°°),a>0].

Yechilishi. Agar /  y)=cosxy, g(x,y)= 1n* deyilsa,uholda
X

Vi>0,Vye E uchun

v ! ILisinty-sinZy\<

Jf (x,y)dx = ljcosxych, 2

da g(x,y)= ’ funksiya £ da nolga tekis
nix

. . . Ink
yaginlashadi, ya’ni g(x,y) = 1 0.
nix

Demak, beriigan integral Dirixle alomatiga asosan, E =[a;+°°)

da tekis yaginlashuvchi.
14.13- misol. Ushbu

\]e*TM +dx (p>0)

i X
integralni E = [0;+°°) to‘plamda tekis yaginlashishga tekshiring.

o S . COSX
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani J\x,y)=- p ,

g (x>>) = g~y* deb belgilab, Abel alomati shartlarining bajarilishini

+

»
| CE)pr-dx integral p >0 da Dirixle alomatiga ko‘ra

tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi, g(x;y)=e yx funksiya y ning
is=[0;+°°) dan olingan tayin giymatida x ning kamayuvchi
funksiyasiva Vxe [L+<*>), ye [0;+°°) laruchun g(x;y) =e~yx <1.

Demak, beriigan integral Abel alomatiga ko‘ra, [0;+°°) to‘plamda
tekis yaginlashuvchi.
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Mustaqil yechish uchun misollar

I(y) integrallarning E to‘plamda tekis yaginlashuvchanligini
isbotlang:

%0
141 1(y)= ] xye-3dx,ye E =[1;4].
1

+00

14.2. I(y) = ,ye E =[a\+0°),a>\.
> X(mx)

143. 1(y)=\ = X4dx,ye £ = (-°0-f<0).
Jdx +y

14.4. 1(y)= y e E =(-co; +00).

1
14.5. /(y) =Jxy~ In3xdx,ye E =\a,A\ a>0.

0

M4« W =)E“2g*,,ef =][0;2].
) vi-X

147. m = £=[:*,).
2 WX

14.8. 1(y)= j SX exydx,ye £ =[0;+°0).
I <KX

+00

14.9. 1(y) =J cos[xy"dx,ye E =[I;+°°).

, Vv Rsin(y&)
14.10. I1(y)= J - rdx,yeg =(I;+<
D x +y

+00

14.11. I(y)= JxyeXdx,ye is=[l;2].

14.12. I(y)= f-—m -dx, ye E =[a;+0°),a>0.
0 *
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I(y) integrallarning E to‘plamda notekis yaginlashuvchiligini
ko‘rsating:

14.13. 1(y)= ? o ,ye E =),
2(x-2)v 1 "

1414 1(y)= f %" Agg =[0:+00).
I 9+(x-y)

14.15. I(y)= jx 2~xdx,ye E =(0;+°0).
0

14.16. I(y): Je~n-n dx’ye E = [O;+00).
0
= dx
I' — L,yeE ={1;+°0).
t{x+0)

I(y) integrallarni E to‘plamda tekis yaginlashishga tekshiring:

14.18. 1{y)=1J je £ =(l;+00).
0 1+x-

14.19. /(,): J CTM*-dX’ye E = [0;+oo).

14.20. /(~)=J C ™ 2dx,yeE = (-00-,+00).

1421, /(>)=[sin_-dx ye E =(03).

1422 jw = jor ,A 2 =10 ;i].
0 5

14.23. /(y)= fr:~ ~ 67 =[0;]).
0 Isinx
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14.24. 1(y)=J @ "~ ,ye £=(0;W).

14.25. Ed , ~).
0 I +x *

+00

14.26. 1(y)= J sinx2axcig(xy)dx,ye E = (-00;+00).
0

11 J

14.27. /10) =J -cos—" dx, ye E = (—se;1].

<\ _rsin2x dx
N

14.28. \W .J -4y, N E=(-~1).
14.29. i{,|- i 11", ”*A,;u N-114
0 x
sin (y 2 )arctg(xy)
1430. I(y)~ J—— " - fizx,ye £ = (-°°;-Du[l;-H>0).
| VX

14.31. /(y)= J S~ Xe 4dx,ye £ =[0;+°°).
0 x
14.32. I(y)7\* mXydx,yeE =[Y,2\.

Misollarning javoblari

14.18. Notekis yaqinlashadi. 14.19. Tekis yaqginlashadi. 14.20.
Notekis yaginlashadi. 14.21. Notekis yaginlashadi. 14.22. Tekis
yaginlashadi. 14.23. Notekis yaginlashadi. 14.24. Tekis
yaginlashadi. 14.25. Tekis yaqginlashadi. 14.26. Tekis yaginlashadi.
14.27. Tekis yaginlashadi. 14.28. Tekis yaqginlashadi. 14.29. Notekis
yaginlashadi.14.30. Tekis yaginlashadi. 14.31. Tekis yaginlashadi.
14.32. Tekis yaqginlashadi.

261



75- § Parametrga bog‘lig bo‘lgan xosmas integrallarning
funksional xossalari

15.1. Integral belgisi ostida limitga o‘tish. f(x,y) funksiya
M ={(x,y)e R2:xe[cr,+°°),ye E czR } to‘plamda berilgan, yO0
nuqta E to ‘plamning limit nuqtasi bo“Isin.

15.1- teorema. Agarf{x,y) funksiya:

1)y ning E dan olingan har bir tayin gqiymatida x o ‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,+°°) dauzluksiz;

2) y —y0da V]ai] (a<t<<y da <p(¥) limit funksiyaga tekis
yaginlashuvchi;

3) \(y) - Jf(x,y)dx integral E to‘plamda tekis yaqginlashuvchi

bo‘lsa, y —y0 da I(y) funksiya limitga ega va

limlI(j)-lim [f(x,y)dx= flimf(x,y) =J (p(x)dx

tenglik o ‘rinli bo‘ladi.

f(x,y)funksiya Mt={(x,y)e R2:xe [a;b), ye E ¢ R} to‘plamda
berilgan bolib, y o‘zgaruvchining E to‘plamdan olingan har bir tayin
giymatida x=b nuqta uning maxsus nugqtasi, yOesa E to ‘plamning
limit nugtasi bo‘Isin.

15.2- teorema. Agar f(x,y) funksiya:

1) y o‘zgaruvchining E to‘plamdan olingan har bir tayin
giymatida x o ‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a;b) da uzluksiz;

2) y~>y0 da ixtiyoriy [a,t] (a<t<b) oraligda (p(x) limit
funksiyaga tekis yaqinlashuvchi;

b
3) I,(y) =~f(x,y)dx integral £ to‘plamda tekis yaginlashuvchi

a

bo‘lsa, y —y0da (y) funksiya limitga ega va

b b b
lim 1, (y) =lim If(x,y)dx = I limf(x,y) =

tenglik o‘rinli bo ‘ladi.
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15.lvmisol. Ushbu tenglikning o‘rinli ekanligini ko ‘rsating:

xJ 1+x

Yechilishi. 15.1- teoremadan foydalanib, yuqoridagi tenglikning
to‘g‘ri ekanligini ko ‘rsatamiz:

L 2 2
!lr[nl ] arctg;'—_'_— -dx= \[ arctg dx.

2
1) integral ostidagi f(x,y) :arctg;/.-%;(-T funksiya [L+°°) dan

olingan har bir tayinlangan y uchun [l;+«>) da x ning funksiyasi
sifatida uzluksiz;

2) y->1 da V[Iit] I<i<°) da f(x,y)~*arctgT.

Haqgigatan ham, Ve>0 son olinganda, S=£ deb olinsa,
Vxe [1;+°°) va Vye [1;+°°) uchun

l— (x3+y2
arctg—?-\{-- - arctg 2 2y 2 <'%—||. (X31Y2) g =¢
y +X 1+x y +X  1+x (/+x 3)(1+x3)

tengsizlik bajariladi;

7 2
3) arctg—" y——dx integral £ =[I;+°°) to‘plamday parametr
i Y +x

bo‘yicha tekis yaginlashuvchi (14.7- misolga garang). Shunday qilib,
15.1-teoremaga ko ‘ra, yuqoridagi tenglik o ‘rinli.

15.2-misol. lim dt = K unosabatning o ‘rinli ekanligini
y*10 x +y
ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan integralda, x =ty (/>0,_y>0) almashti-
rishni bajaramiz:

lim f---% dt = fim

'/ oarctg/y arctE[/{"
V->| { ty+y y~*IJn 1+

arctg, n 1 f da _n
n+i21. 2 A+%y h+?
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o _ r yarctgx
bo‘lganligi uchun Yeyershtrass teoremasiga asosan, | A2 .yz ax
(0] +

. i . arctgt i ) .
tekis yaginlashuvchi. ?izy funksiya uzluksiz bo ‘lganligi uchun

arctgiy _ arctgi
1+t2 ~ 1+t2 "'

£
Ve >0 gako‘ra, 8=-> 0 debolinsa, Vie (a,b) uchunl

arctgzy  arctgi
1+t2 ~ 1+t2
tengsizlik bajariladi. 15.1- teoremaga asosan,
AN
lim far ?/’Q fhm gr%;% S -liarctgld
D 1+i
15.2. Paramertga bog‘lig bo‘lgan xosmas integralning parametr
bo‘yicha wuzluksizligi. f(x,y) funksiya M ={(x,y)eR2:
:xe [a;+00),y 6 [c\d]} to‘plamdaberilganbo‘lsin.
15.3- teorema./[x,y) funksiya M to ‘plamda uzluksiz va

+00

1(y) = J f(x,y)dx

integral [c,d] oraliqda tekis yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda J(y)
funksiya [c,d] oraligda uzluksiz bo‘ladi.

f{x,y) funksiya M, ={(x,ye R2:ie [a,b),ye [c,i/])] to‘plamda

berilgan. y o‘zgaruvchining [c,d] oraligdan olingan har bir tayin
giymatida x-b nuqgta uning uchun maxsus nuqta bo“Isin.
15.4- teorema, fix,y) funksiya M jto ‘plamda uzluksiz va

X
N(y)= \f(x,y)dx

integral [e;r/| da tekis yaqinlashuvchi bo‘lsin, u holda 7,(y) funksiya
[c;J] oraligda uzluksiz bo‘ladi.



15.3- misol. F (y)-j siin(yx2)dx funksiyaning £’=[1;+°°)
0

to'plamda uzluksizligini ko ‘rsating.
Yechilishi. Berilgan integralda t =yx2 almashtirishni bajaramiz:

st 1T S 2Lt iy
2

N\

Bu integralni tekis yaginlashishga tekshiramiz. smt funksiyaning
Vi

i=0 dagi giymatini 0 ga teng deb qgabul gilsak, f(t,y) = Smi
2

funksiya M ={(x,y)e R1:0 <jc<+°°1<y < +°°} to‘plamdauzluksiz
bo‘ladi. sini funksiya [0;+°°) da chegaralangan boshlang‘ich

funksiyaga ega, g(t,y)= -f— funksiyaesa, t>1 vay >1da
2sjty

g:(ty)=—2" t <0, 28 ~ 2ft’~ 27t="°

f sintat
bo‘lgani uchun J * integral, Dirixle alomatiga ko‘ra, [1;+°«)

to‘plamda tekis yaginlashadi. Vye[l;+°°) va Vie [0;1] uchun

. I

SN 44 tengsizlik o‘rinli; jyftdt integral yaqinlashuvchi
1

bo‘lganligiuchun [ r - dt integral Veyershtrass alomatiga ko ‘ra tekis
0

yaginlashuvchi. Demak, 15.3- teoremaga asosan, F(y) funksiyaning
uzluksizligi kelib chigadi.
15.4- misol. Ushbu integralni uzluksizlikka tekshiring:



Yechilishi. O<e <a<2~e <2 bo‘lsin. Berilgan integralni uch
bo‘lakka bo‘lamiz va ularni baholaymiz:

r sinx T xdx dx

+ +
"X B(;r-x)“ Ix"(*-x)* ' xa(n-x)a

_____ 1-*
AR )T e T S LY

Tengsizlikning o0‘ng tomonidagi integrallar yaqinlashuvchi
bo‘lgani uchun, Veyershtrass alomatiga asosan, e<a< 2-e
bo‘lganda berilgan integral tekis yaginlashuvchi.

/ (x,a) =----- .-Q-)-(----funk3|ya 0<x<n, e<a<2-e boMganda
X“(n-x)*

uzluksiz. U holda 15.3- teoremaga asosan, F(a) funksiya

0<x<7T, e<a< 2-e bo‘lganda uzluksiz, e ning ixtiyoriyligini

hisobga olganda, F(a) funksiyaning 0 <a <2 oraliqda uzluksizligi
kelib chigadi.
15.5- misol. Ushbu tenglik o ‘rinli ekanligini isbotlang:

lim fe* —- dx= T—Y dx . (15.1)

y>OJ \
A O n

sin X
|Sb0tl'. Agar — - funksiyani x=0 nuqgtada uzluksizlikka gayta
X

aniglasak, ya’ni -_nx funksiyaning giymatini X=0 nuqtadagi
X

giymatiga teng deb gabul qgilsak, f(x,y) :e~xy§19—Z< funksiya
X

{(x,y)e R2:x >0, y >0} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

sinx funksiya chegaralangan boshlang‘ich funksiyaga ega,

g ETX funksiya x >0, y >0 da

3 e e4_1 . 1
[ YR | +xy)<0, < 7, lim
ax $y )T Exy) W,
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+00 .
. C__sin . . .
bo‘lgani uchun ~e~¥y * dx integral, Dirixle alomatiga ko‘ra,
0

[0,+ ) oraligday bo‘yicha tekis yaginlashuvchi. 15.3-teoremaga
asosan,

I(y) = \ e~y SmX dx
i X

funksiya ixtiyoriy [0\b] oraligda uzluksiz. Xususiy holda, y- 0
nugtada ham uzluksiz, ya’ni {/%I(y) =1(0). Shuning uchun (15.1)
tenglik o'rinli boiadi.

1sin &

15.6-misol. F(a) =J— ~dx funksiyaning -oo<a< 2 oraliqda
0 X

uzluksizligini ko‘rsating.
Yechilishi. Integral ostida x =| (t>0) almashtirishni bajarib,

F(a)= _fStnatdt ni hosil gilamiz. -00<«< 2 bo‘Isin. U holda
i

1 *
V /e Ii,+00) uchun S'Pit 1< A tengsizliko rmliva 7dt ﬂ]tegral
7

f 4 i V?
T smexf
yaginlashuvchi. Demak, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, \— nﬁa dt
i *

integral -oo <a <£‘ da tekis yaginlashuvchi.

f(x,a) ="inat funksiya t >1bo‘lganda uzluksiz. 15.3-teorema-
ga asosan, F(a) funksiya (-00; —} da uzluksiz boiadi.
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Endi E<a <2-£ bolsin, e >0. U holda I{r .n&tdt\|<2 <4,

i
~-a funksiya a ning belgilangan giymatida t—  da monoton

ravishda nolga intiladi, chunki » _a”~ ~ tengsizlik o'rinli. Demak,

Dirixle alomatiga asosan, berilgan integral tekis yaginlashuvchi.

Integral ostidagi funksiya Vi >1va ® <a < 2- £ da uzluksiz. Bulami

e’tiborga olsak, F(a) funksiyaning » <a <2-e oraligda uzluksiz

ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilib, F(a) funksiya -°°<a<2-£ oraliqda uzluksiz
ekan. £>0 sonning ixtiyoriyligini hisobga olsak, bundan F(a)
funksiyaning -°° <a <2 oraligda uzluksizligi kelib chigadi.

15.3. Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallarni parametr
bo‘yicha differensiallash. f(x,y) funksiya M ={(x.,y)e R2:
:x e [q+=e),y e [t;t/]j to‘plamda berilgan bolsin.

15.5- teorema. f(x,y) funksiya M to‘plamda uzluksiz, f'(x,y)

uzluksiz xususiy hosilaga egavay o ‘zgaruvchining [c\d\ danolingan
har bir tayin giymatida
+00

I(y)=J f(x,y)dx

integral yaginlashuvchi bo‘Isin. Agar j fA x"y)dx integral [c;d] da
a

tekis yaginlashuvchibo‘lsa,funksiya ham [c;d] oraligda I'y(y)
hosilaga ega bo‘ladi va
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-
I'(y) = J fy(x,y)dx

munosabat o ‘rinli bo ‘ladi.

Jipe,y)funksiya M ={(x,y)e R2:xe [a\+°°), ye [c;i/]} to‘plamda
berilgan, y o‘zgaruvchining [c;d\ dan olingan har bir tayin giymatida
x-b nugta uning maxsus nuqtasi bo‘Isin.

15.6- teorema.f(x,y) funksiya M {to ‘plamda uzluksiz va f'(x.y)
uzluksiz xususiy hosilaga ega hamda y o°‘zgaruvchining [c.d] dan
olingan har bir tayin giymatida

b)
h(y) =j f(x,y)dx

b
integral yaqginlashuvchi bo‘lsin. Agar \ fy(x*y)*x integral [c-,d\ da

tekis yaqinlashuvchibo‘lsa, fiy) funksiya ham [c; d] oraligda I\ (y)
hosilaga ega bo'ladi va

+00

IL(y) = J £ (x,y)dx

munosabat o ‘rinlidir.
Parametrga bog‘lig bo‘lgan xosmas integrallarni hisoblashda
quyidagi integrallardan foydalanamiz:

+00

/, = fe-axeos j5xdx= -a —,a> 0, /3e R, @)
0 «-+/3

/, = Fe"axsin [3xdx = ma >0, 5e R. )]
0 « +P

(1), (2) formulalar 7], 12 integrallarni ikki marta bo‘laklab
integrallash natijasida hosil gilinadi.

15.7- misol. Ushbu integralni parametr bo‘yicha differensiallash
teoremasidan foydalanib, hisoblang:
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7,/ =7 L-eosax By msd.
0 X

Yechilishi. *—°*®* funksiyaning x=0 nuqtadagi qiymatini 0 ga

tengdeb qabulgilsak, f(x,a) == cg(s(l#d P9 (X ,BY) = <inere

funksiyalar M ={(x;a)e R2:0<X<+°0, aeR] to‘plamda
uzluksiz bo‘ladi.
Berilgan integralni yaqinlashishga tekshiramiz:

7 1:008aX S ix =2 i d X & a0 sinedX de- 1\ 1,

I X I 2 X i 2 X 2

2sin’ ————e‘p 200\
B>»+0 d a -------- =-------- =0 - X

4
V. y

-ax e _
X —>  ¢aesa2sin” --t---i---- =0 (*>1)

bo‘lganligi sababli, taggoslash teoremasiga asosan, /, va/2integrallar
yaqginlashuvchi bo“ladi.

Endi Jsinaxe~P*dx integralni aeR da tekis yaginlashishga
0

tekshiramiz: V/i >0 uchun
+0
je Xxsinax <e”™Z, Je~Pdx
0
integral yaginlashuvchi bo'lganligidan, Veyershtrass teoremasiga

ko‘ra X2 lixsinaxdx integral ae R to‘plamda tekis yaginlashuvchi.
0

Demak, 15.5-teoremaga asosan,

+00

J'(a,)8)= J e~Pxsinaxdx
0
bo‘ladi. (2) formulani e’tiborga olsak,
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Bu yerdan

J(a,R)=- In\a2+R 2 C(R), J(0,R) =0

2\
bo‘lganligi uchun C(/?) =-In/3 bo‘lib, J(a,/T):4n\ a
v y
bo“ladi.
15.7- misol. Ushbu
{(ay= "S5 a0 @)
0 *

Dirixle integralini hisoblang.
Yechilishi. Berilgan integralni hisoblash uchun quyidagi integralni
garaymiz:

F(a,R )= \e~XSin--Xdx, R> 0Om ®)
0 *

;e~r3x funksiya (0,+°°) oraligda monoton kamayuvchi, sin ocx

funksiya esa a ® 0 bo‘lgandachegaralanganboshlang‘ichfunksiyaga
ega, ya’ni

Jsinatdt- T 008X

0 «

a =0 bo‘lganda (5) integral nolga teng. Dirixle alomatiga
asosan, belgilangan R >0 va ixtiyoriy a @0 uchun (5) integral
yaginlashuvchi.

Integral ostidagi funksiya va uning a bo‘yicha hosilasi x va a

bo‘yicha M ={(x,a)e R2:xe [0;+°°),ae [0;+°0)j dauzluksiz.
ie eosaxdx= .—
i a2+R2

integral a ga nisbatan tekis yaginlashuvchi, chunki
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+00

\e r cosaxi <e-V\ J e~Rxdx

integral yaginlashuvchi. Demak, 13.5- teoremaga asosan, (5)
integralni a parametr bo‘yicha differensiallash mumkin: a >0 uchun

munosabatga ega bo‘lamiz. Buni [0;a] oraligda integrallab,
F(a,R)-F(0,8) =R]-21 1 =arctg*
o 'P P
ifodani hosil qilamiz, bunda F(0,8) =0 bo‘lgani uchun
C
F(a,R) =arctg ifodani hosil gilamiz. Shunday qilib,

F(a,R)= " e p -------- dQ')(:SéP&é(
0 * R

Endi a >0 deb, (4) integralni hisoblaymiz. Belgilangan a >0

Noa

larda (5) integral B bo‘yicha [O I] oraliqda tekis yaginlashuvchi,

chunki sinax (a >0 — belgilangan) chegaralangan boshlang‘ich

funksiyaga ega, e-Px funksiya esa monoton kamayuvchi

<0,8>0 3 [0l] da - —>0. Dirixle alomatiga
\Y A y

asosan, (5) integral [0,I] oraligda j8bo‘yicha tekis yaginlashuvchi,
hamda e~ s’noix funksiya Ux,B)e R2:xe [0;+°°),Re [0;]|
X

to‘plamda uzluksiz bo‘lgani uchun, F(a,R) funksiya [0;I]] da
bo‘yicha uzluksiz. 15.1- teoremaga asosan, (5) integralda integral
ostida B —»+0 da limitga o ‘tish mumkin:
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® sinax " sinax . a K
lim § OR* dx =J dx = lim arete —= —
QEJ X JlHo 6R 2

sinax funksiya ab o ‘yicha toq funksiya bolganligi uchun

sinax n .
dx = signa, ae R. 7
X 5 9 (M

Xususiy holda, a =1 bolganda

#sinx , n
dx--
o * 2
15.4. Parametrga bog‘liqg bo‘lgan xosmas integrallarni parametr

bo‘yicha integrallash. f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R~:

:xe [a;+°°),ye [c;d]} to‘plamdaberilganbo‘lsin.
15.7- teorema. Agar f(x,y) funksiya M to‘pldamda uzluksiz va

+00
I(y)= Jf(x,y)dx integral \c,d\ oraliqda tekis yaginlashuvchi

bolsa, I(y) funksiya [c;i/1 da integrallanuvchi va
a a 4o 400 n
\I(y)dy =\ Jf{x,y)dx dy=1J jf(x,y)dy dx
munosabat o'rinli.
JIx,y) funksiya Mx={(x,y)e R2:xe [a;+«=)je [c;+°°)} to‘p-

lamda aniglangan bo‘lsin.
15.8- teorema.[1x,y) funksiya  to‘plamda uzluksiz hamda

Jf(x,y)dx, \f{x,y)dy

a c

integrallar, mos ravishda, [c;+o0) oraligda tekis
yaginlashuvchi bo‘Isin.
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Agar

+00 +00

Jdx Jjf(x,y)\dy , Jdy Jjf(x.,y)\dx

integrallarning hech bo‘lmaganda bittasi yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda

jdx Jf(xy)dy , jdy jf (xy)dx
a Lc A ¢ \_a

integrallar ham yaginlashuvchi va ular o°‘zaro teng bo ‘ladi.
f(x,y) funksiya M2={(x, v)e R2:xe [a;b),ye [c;t/ T} to‘plamda

berilgan, y ning [c; d] dan olingan har bir tayin giymatidax-b nuqta

uning maxsus nuqtasi bo‘Isin.
15.9- teoreina./fx,y) funksiya M, to ‘plamda aniglangan, uzluksiz va

h(y) =\f{x,y)dx

a

integral \c\d\ oraligda tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda /,00

funksiya \c\d\ oraliqda integrallanuvchi va

i d b) by d
J1i(y)dy =\dyjf(x,y)dx =jdxjf (x,y)dy

munosabat o ‘rinli.

+00 5

rsm . ) o
15.8- misol. f dX integralni hisoblang.
X

Yechilishi. Integral ostidagi sin5x funksiyaniquyidagiko‘rinishda
ifodalaymiz:

) .. /3 1 1 ALV m
sin X = smxsin x = (— COS2X + -C0s4X)sm x =
8 2
= 5 x - sih 3x M= s 5x,
8 16

Bu tenglikni e’tiborga olgan holda, berilgan integralni
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Fsinx , _5Tsinx , 5 7Tsm3x . AFsindx  _3Fsmx

m X 8' X 16" x 6 ' X %0 X

+;° .
ko‘rinishga keltiramiz. Endi, J= VT integralni hisoblash
0 X

1
uchun = ?e3<ydy munosabatdan foydalanamiz:
X 0

J = sinxdx J e »dy.
0 0
Bu yerda integrallash tartibini almashtirish mumkin, deb faraz
qilib, (2) formulani e’tiborga oigan holda,

J=Jdy]ewvsinxdy=J f-, =K

0o o (o] z
+00 O
munosabatga ega boiamiz. Endi ./ = j sinxdxJ e~xdy integralda
0 0

integrallash tartibini o‘zgartirishning mumkin ekanligini asoslaymiz,
ya’ni 15.8-teoremaning shartlarini tekshiramiz. f(x,y) =e-ysinx
funksiya M, ={(x,y)e R2:xe [0;+»°) ye [0;+°°)} to‘plamdauzluk-
siz. 0 <a<A< +o00 deb olamiz. Unda

A A +00 +00 A
| SN dx = Jsinxdx Jerdy = JdyJe sinxdx =
X

r vsina +cosa vsm’\+cos"4
Fsinarooss, i rcosns Ay =
0 i+y2 1+y?2
:Sind- f Y . e mdy+cosaef Te ady-
01+/ ol+/
® ® -
-sin Amf Y e~Ady- eosA of-—-—-- Te~Ady
il1+y Ji+/

275



bo‘ladi. Keyingi ikki integral A (A>A0>0) ga nisbhatan tekis

yaginlashuvchi. Shuning uchun A —+°° da integral ostida limitga
o ‘tsak, ularning nolga intilishini ko ‘rish giyin emas.

Ikkinchi integral a (a>0) ga nisbatan tekis yaginlashuvchi,

a—0day-> N sina_fIT e~ady integralning a->0 da nolga
+y

intilishini ko ‘rsatamiz:

+00 D 1 e
- — 2e~ =f — e'dt=] 2 e~'dt+ f— {e~'dt,
{[I +y2 iy Da2+t2 {a2+t2 ,a +t{
l -——e~dt<f ' ,dt=-In(l+a2)- Ina,
a+1 {a +t ? V
limsina - In(l+a2)-Inal=0, f -- e 'dt< =c,
ad ? S/ ) I Ja2+t2 [te‘
limcsina=0.
a—0
fsinx _ K o o N
Demak, J dx L ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib,
0 X
fsin°x . 3k
ax=—.
0 X 16
15.9- misol. Ushbu tenglik o‘rinli bo‘ladimi:
£ oe 2 2 £ o2 2

Yechilishi. Ravshanki,



Demak, berilgan integrallar teng emas, ya’ni berilgan integralda
integrallash tartibini almashtirish mumkin emas, chunki 15.8-
teoremaning hamma shartlari bajarilmaydi:

2 2

f(x>y)= tLI 2)2 funksiya

Mi =j(x,_y)e R2:1 < X< +00ofl <j <Hagj to‘plamda uzluksiz,
.2 W2 .2 w2
Tty ™ - oo+ /)2

integrallar, mos ravishda, y > 1, x >1 bo‘lganda yvax parametrlarga
nisbatan tekis yaginlashuvchi, lekin

dy

+00 +00

2
- 2-X 2/dx
\d x\ \y xz\ y |

=, j d (|\/|

integrallar uzoglashuvehi. Hagigatan ham,

+00 +00 Iy -X 21 +00 * 2 2 4 J2
\d x\ dy=jdx <7V dy+3 ¥ -x
1 1 1(x2+ /) t(x+yv

) y x 7 a -7[1 1 gx-
-1 x2+y2 1 x2+y2 ; J[x 1+x2

= (Inx-aretgx) , =+oo0.

Shunga o‘xshash, ikkinchi integralning ham uzoglashuvehi
ekanligini ko ‘rsatish mumkin.

Shunday qilib, 15.8- teoremani go‘llash mumkin emas, ya’ni
tenglik o ‘rinli emas.

15.10- misol. I:f ,d¥ IL dy integralni, integrallash
0l —Xx' 0 +X22

tartibini almashtirish hagidagi teoremadan foydalanib, hisob-
lang.
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Yechilishi. f(x,y)- —=— =@ —— funksiya
\I-x (\+xy j

M2={(x,y)e 0<x<l 0<y<Zl}

to‘plamda uzluksiz. J ——- - - dx integraly bo‘yicha [0;l]
ovl—x~ (1+x22)

da tekis yaginlashuvchi.
Hagigatan ham, Vxe [0;1) va tayinlangan ye[O;l] uchun

e Fodx
iN A7 (I +x2y2) sfTx2 tengsizlik o‘nnli, J - integral

yaginlashuvchi.

i j
Demak,  --——-- dx integral, Veyershtrass teoremasiga
W I-r(l+iy)

asosan, tekis yaqginlashuvchi. 15.9- teoremaga asosan,

T—r dx f dy —n f dx
“oyr=x!J VY T b dwe A xy2Y

tenglik o‘rinli boMgani uchun, x=cos(p almashtirishni bajarib,
quyidagiga ega bo ‘lamiz:

15.5. Ba’zi bir muhim aniq integrallarni hisoblashda parametrga
bog‘lig integrallardan foydalanish. Biz shu vagtgacha aniq integrallarni
hisoblashda ikki muhim usuldan foydalanib keldik: bulardan
birinchisida aniq integralni integral yig‘indining limiti sifatida garab,
ikkinchi usulda esa integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasini topib, Nyuton — Leybnis formulasidan foydalanib
hisobladik. Lekin, ba’zi bir hollarda integral ostidagi funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasini elementar funksiyalar yordamida ifodalab
bo‘Imaydi. Bunday integrallarni hisoblashda parametrga bog‘liq
integrallar nazariyasidan foydalanish muhim ahamiyatga ega.
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Frullani mtegrallari

1 Agarf(x) funksiya [0;+°°) da uzluksiz boiib, chekli

lim/ (X) =/ (+°0) mavjud bo‘lsa, Va>0,b >0 lar uchun

7 f(aX) (b dx=[/(0) - /(+-)] Inb 0]

Frullaniformulasi o‘rinli.
Haqgigatan ham, f(x) funksiya uzluksiz bo‘lganligi uchun

V[J;5] (0<A<B< +) da

fAi™)zA M dx=rii @ dx_r/M dx=
A X A X A X
jm dzim dzj m dzj m g

3 y 7. J 7

integral mavjud. Ma’lumki, berilgan integral quyidagicha
aniglanadi:

7IM>-fvx.* =tlhnlm dz_1 Tm dz.
b 0 B

Keyingi ikki integralga umumlashgan o‘rta qiymat haqidagi
teoremani qo‘llab, quyidagilarga ega bolamiz:

JI(Z)dz=f{$)J-- =/ )In* (aA<"< bA)
J 7 é]A% fi

bB \ bB
i dz=/(tj) f—=/(m)eIn (05 <7 <65)
aB aB 2 a

A->0da| ->0, 5 ->+00 daesa 7 +oo ekanligini e’tiborga
oigan holda, yugoridagi mulohazalardan

T L@O- b)) 100y - 1+ In
0 X a
tenglikning o‘rinli bolishi kelib chigadi.
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2. Agar x —>+00 dafix) funksiyaning chekli limiti mavjud bo ‘Imasa,
+CD
lekin VA >0 uchun ' dz integral mavjud bolsa, u holda
a 2

G 1@x)-T(bX)g 0y én® (i)
0 X a

formula o rinli.
3. Agar x=0 nuqtada/(x) funksiyaning uzluksizligi buzilib,

N dz(A <+°°) integral mavjud bo‘lsa, u holda ushbu formula

(9]
™
0 2z
o ‘rinli:

F@x)-1(bx) 4 —terooym® e (1
0 X a
15.11- misol. Integralni (1) formuladan foydalanib hisoblang:

7 ’|97+3_e~“____q)_(, a>d], b>éo\.
I 71 +3e~x x

Yechilishi. Berilgan integralda f(x) =\g(7 +3e~x) . Bu funksiya
[0; +°°) dauzluksiz, lira/(x) =/(0) =1, 3 lim / (x) =/(+°°) = g7 -

(.

Demak, (1) formulaga asosan, +fig R dx=Ig(l+ )-In r .
D 7+3e 7 a

15.12-misol. + s'n05t smBx dx, a>0, >0 integralni, (I)
0 *
formuladan foydalanib, hisoblang.
Yechilishi. Berilgan integralda /(x) =sinx bo‘lib, f(0) =0 va
X —»+00 da sinx funksiyaning limiti mavjud emas. VA>0 uchun

7 sinx
J . integral Dirixle alomatiga asosan yaqinlashuvchi. Demak,
A X

(1" formulaga asosan, integral yaginlashuvchi va
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ﬁsinax- sin GX(/‘.y:O.
0 *
15.13- misol. Ushbu integralni, (1") formuladan foydalanib
hisoblang:

[~ 2~ dx,a>0, b>0.
Yechilishi. Ravshanki, /(x) =sin - bo'lib, x=0 nuqgtada uzilishga
X

asmi

ega, /(+°°)=0. VA >0 uchun [— —dx integral yaginlashuvchi.
0 X

Demak, (1) formulaga ko‘ra,

1 o001
+»Sin----- sin---- ,
f__ax-——- bx_dx =/(+00).In_ =0.
I X a

Mustagil yechish uchun misollar

15.1. Agar/(x) funksiya (0;+°0) da absolut integrallanuvchi
bo‘lsa,

o +00

lim [/ (x)sinnxdx =0, lim f/ (x)cosnxdx =0
«—»@!%b <<—><I)0

ekanligini isbotlang.
15.2. Ushbu tenglikni isbotlang:
*
lim 2 360X g1
a7t 0x +a

+00

15.3. J ae~axdx integralda a —+0 da integral ostida limitga
0
o ‘tish mumkinmi?

15.4. Agar /(x) funksiya [0;+°0) da uzluksiz, chegaralangan va
/(0) =0, g(x) funksiya esa [0;+°°) oraligda absolut
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
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lim f/ — g(x)dx=0

a-"+0 1]

ekanligini isbotlang.
15.5. Agar /(x) funksiya (0;+°°) da integrallanuvchi bo‘lsa,

Eli-ll%é e~axf (x)dx = ,f féx)dx

ekanligini isbotlang.

15.6. F(a)= Jsin(ax2)dx funksiyaning E =[1; +°0) to'plam-
0

da uzluksizligini isbotlang.

15.7. F(a)= fQCa—dx funksiyaning E=R to'plamda uzluk-
0 I+x

sizligini isbotlang.
.. a
i sin
15.8. F(a)=f-——dx funksiyaning £=(0;1) to‘plamda
L X“ L} 1l
uzluksizligini isbotlang.

d L
15.9. F(a):+[ XX funksiyaning E =(2;+°°) to‘plamda
02+X

uzluksizligini isbotlang.

15.10. F(a)= fCSdx funksiyaning £ = (0;+°°) to‘plamda
i
uzluksizligini isbotlang.
Funksiyalarni ko‘rsatilgan oraliqda uzluksizlikka tekshiring:

15. 11. F(a)= \ SmXe-axdx, £ =[0; +~).

15.12. a)= f---- In* dx E =R
pla)= ot
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1503. /+(«)=] dl i E=\0:1).
” Sin X

15.14. F(a)=1" 1~a2)xdg E =R.
O *

+00

15.15. F(a)= \ae~axldx, E=R.
0
+00
15.16. F(a)~ J e~axcosxx, E =[0; + 0o).
0
Dirixle integralidan foydalanib, integrallarni hisoblang:

15.17. 15.18. 15.19. T sinX2_gy m
0 X i{ x ) J

"3 +~
1520. fsinjrv 1521 T S xoosxa

i X3
+0° ,,‘,,3 n .’ r 4
15.22. dx. 15.23. stmv&E)é
J Y X
7 cosax-cos X
15.24. o (In-

0 *

Dirixle yoki Frullani integrallaridan foydalanib, integrallarni
hisoblang:

15.25. J == dx, a >0.

¢} X

gidg Sintax-sindfix g 5 5¢ w0
0 *

fgyz 1 sinaxsin Xdx, a>0, B >0, a ®p.
0 X

}E% E_s_i_r@_)gf:gsix dx, a> 3.
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Parametr bo‘yicha integral ostida differensiallab, integrallarni
hisoblang:

Fgax _ gX
15.29. /(«)= J -=-mmmmmmm- dx, [a=>0, B >0) integralni hi-
0 X
soblang.
+°g-ax _
15.30. /(a)=1 sinmxdx, (a>0, R>0, m*0)
(o] X

integralni hisoblang.
I
15.31. f-f?‘l--—-'?ﬁ" cos Xxdx, a >0, >0 integralni hisoblang.
(o] X

15.32. [aiCly(XVdx integralni hisoblang.
oX\I-x2

1533 [ atctgax dx=—In(l+a) (a >0) ekanligini isbotlang.
{x(\-x2) 2

Tt ,

15.34. 15.33-misolning natijasidan foydalanib, Jf X ajx:—mz

ol x ‘-
ekanligini isbotlang.
i j
15.35. \xaddx= ,a> 0 ekanligidan  foydalanib,
0 v

|
Jxa~-Inxmdx, me N integralni hisoblang.

o

+®
15.36. 1(b) =JV “ 2cosbxdx (b> 0) integralni hisoblang.
0

+00

15.37. J x2re~d cos2bxdx (ne /V) integralni hisoblang.
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| K .
15.38. j__gx_ --  (a>0) formuladan foydalanib,
QX 1a Lot
7 dx
L +a2 (ns N) integralni hisoblang.
< .
15.39. Ushbu </(«)=} '°Sa;\/x. K(a)= Laplas
0 l4o* 0 1+*

integrallarini hisoblang:

15.40. Ushbu Frenel integrallarini hisoblang:

J - JsinxZic, Jx=J cosxx .
0 0

+00

15.41. Ushbu J e li/x Eyler— Puasson integralini hisoblang.
0

||7 H k
15.42. ] §_|_r]_a__3<:_, a >0 dan foydalanib,
o X 2

4 cosax-cosfoc _n(b-a)

0 *2
bo‘lishini isbotlang.
+0 ~

15.43. Je-adx= ,a>0 munosabatdan foydalanib,

*fe-ax- exJ.

% > ¢x>0, b>0 boishini isbotlang.

b
n
w
£ 2 A
15.44. fe~rdx = 5 Eyler — Puasson integralidan foydalanib,

quyidagi munosabatlarni isbotlang:
1) JehlaxMBx)dx = r g“,a>0
a
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+2° -ax -Bx

Z)J ----- y-=- dx=2jn{JB'Va), a>0/3>0:

3) JeV*r=ATe> a>0.
0 N
15.45. Integrallash tartibini almashtirish mumkinmi:
+0 1
[dx f—
T {(*+>02

dy ?

Misollarning javoblari

15.11. Uzluksiz. 15.12. Uzluksiz. 15.13. Uzluksiz. 15.14. a® £ 1
da uzluksiz; a =-1 va a =1 da uzilishiga ega. 15.15. a*O da

n,a\
uzluksiz; a=0 da uzilishga ega. 15.16. Uzluksiz. 15.17. *

n n Tt n T. 3
15.18. _.15.19. - .15.20. 15.21. - .15.22. signa. 15237 — .
2 4 6 4 4 16

ex
15.24.  (3j- l]aj)— 15.25. alna. 15.26.

15.27. },In(, _ o) 15.28. 0. 1529. /(a) = 5 In 2 (>0, 8 >0).

R a 1. b2+4
15.30. /Or) =arctg _-arctg . 15.31. In f Y.
m m I a +n

—
15.32. An(a +Vl+a 2)- 15.35. ( m15.36. 1(b) =.T .e 4a
L x Z\ &

én dn pg2n-O\
1537. (-1 )~ — (e-). 15.38. 2(2,)!11ar A

15.39. 7(a)=2—e”"", ae R,K(a) =%signa-e“", aeA.

15.40. 7(@) =" J|- /fe(= 2 ~' 154L " f +1545-Y°q-
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16- 8. Eyler integrallari

16.1. Beta funksiya va uning xossalari. Ushbu
jx" 11—x)41dx (a>0,b>0) (16.1)

xosmas integral Betafunksiya yoki 1- tur Eyler intégrait deyiladi va
B(a,b) kabi belgilanadi, ya’ni

(16.2)

Intégral ostidagi funksiya uchun:

1) a<1, b>1bo‘lgandax=0 nuqta;

2)a>1 b<Ibo‘lgandax=1nuqta;

3) a<l b<lbo‘lganda x=0 vax=I nuqtalar maxsus nuqtalar
bo‘ladi.

Demak, (16.1) integral parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas
integraldir.

Beta funksiya quyidagi xossalarga ega.
1-xossa. (16.1) integral

M ={{a,b)e R2: ae (0;+°0), ée(0;+°°)}
to‘plamda yaqinlashuvchi.
2- xossa. (16.1) integral MO={(a,b)e R2: de [00;+»),
be [60;+®°)}, 5, >0, b0>0 to‘plamda tekis yaginlashuvchi, lekin

M to‘plamda esa notekis yaginlashuvchi.
3- xossa. B(a,b) funksiya M to ‘plamda uzluksiz funksiyadir.

4-xossa. V(a,e)e M uchun B(a,b)-B(b,a) (simmetrik) bo‘ladi.
5- xo0ssa. B(a,b) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

6-xossa. \f(a,b)e My={(a,b)e R2:ae (0;+»0\b e (!;+«>)} uchun

Bab)= b ' B(ab-1)
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7- xossa. b=n boiganda,

vi—1 vi—2 1 1
B(a,n) = -—--—— ... — B(a,1), B(a,D)= .
@.n) a+n-la +n-2 n+1( ) B@ D a

8- xossa. B(m,n) =— — - (m,ne bl).

M+ »r-1)!

9- Xxossa. S(a,l-a):——_-I-—(0<a<I), xususiy holda a= .
sinan

=/r.
42 2

16.2. Gamma funksiya va uning xossalari. Ushbu

j xa&'e~xdx (a>0) (16.3)
0

xosmas integral Gammafunksiya yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi
va kabi belgilanadi, ya’ni

r(a)=Jxak~-Ux (a>0). (16.4)
0

Integral ostidagi funksiya uchun:
1) i<lboiganda x=0 nuqgta maxsus nuqta;
2) a>1boiganda (16.3) integral yaginlashuvchi;

3) a<0 boiganda (16.3) integral uzoglashuvchi;
Gamma funksiya quyidagi xossalarga ega.

1-xossa. I (a) =lim/7a (16.5)

a(@a+1)-—(@a+u+1’

(16.5) formula Eyler - Gauss formulasi deyiladi.
2- xossa. (16.3) integral Vae [a0,b(\ (0<a0<b0< +°°) oraligda

tekis yaginlashuvchi, ae (0;+°0) da esa notekis yaginlashuvchi.
3- xossa. Y(a) funksiya ((),+<») oraligda uzluksiz va barcha
tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega, ya’ni
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D

r na) = J xalex(Inx)"dx (ne N)

4-xossa. F(a+D=aT(a) (a>0).
5-xossa. r(n +\) =n\

6- xossa. B(a,b) = F(@)r ()

f(a +b)

K
7-xossa. F(a)r(l- ay=B(a,1-a)= .—, O<acx<l.
sman
2n- i r-
8- xossa. r =(—n27) \}tt, ne N.
. . 7 \TC

9- xossa. Lejandr formulasi: r (a)F a+_ = , rr (la).

Ko )
16.1- misol. Ushbu integralni Beta funksiya orgali ifodalang:

jxad(an- X"Y~ldx, a> 0, a>0, £>0, n>0-
0

Yechilishi. Berilgan integralda x =at" (t> 0) almashtirish
bajarib,
a a+nP-n 1
XY@t —~x” dx = - fi-"Y1-t)M dt
i n i
ni hosil gilamiz. (16.2) formulaga ko‘ra

a+n(3-n f ci \
ixaJ@n-xnMdxm B P
n

16.2- misol. Jx2Va2-x 2dx (a>0) integralni hisoblang.

Yechilishi. Xususiy holda, 16.1- misolda n=2, /=7, a =3

deb olsak,
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munosabatga ega bo‘lamiz. Gamma funksiyaning 5-, 6- va
xossalariga asosan,

4T 1(1 a4
x vat —cax - 24T 1)
2 T(3 16
ekanligini topamiz.
n—x d ) . . .
16.3-misol. ’\=|RN ------- X integralni Eyler integrallari
oV X (x 2

yordamida hisoblang.

. . 3X .. . .
Yechilishi. Berilgan integralda ) =t almashtirish bajaramiz

+X
va X = --Z-E-, _ . a ekanligmi e tiborga olib,
3-t (x+2) 6
1 i
dt
276 D

ifodani hosil gilamiz. Beta funksiyaning ta’rifi va Gamma
funksiyaning 4-, 6-, 7- xossalaridan foydalanib, '(2)=1 ekanligini
e’tiborga oigan holda,
/19 @\ n
K=B 18
2n/6 {2’23 4n/6
boiishini topamiz.

16.4-misol. ‘Wln-lT 1xl3~'dx, a, B> 0 integralni hisoblang.
oV Xxj
Yechilishi. Berilgan integralda In—=i, (t> 0) almashtirish
X

bajarib, so‘ngra Gamma funksiyaning ta’rifidan foydalangan holda,

1/ n +00 +00 a-\ 1 n
X> -M= \N = yw e’ =¥ r(a)

ga ega boiamiz.



16.5- misol. Cj—-r" — (a>0,6 >0,n>0) integralni hisob-
{ (@a+bx)

lang.

Yechilishi. Berilgan integralni hisoblash uchun x = (t>0)

almashtirish bajaramiz, so‘ngra Beta funksiyaning 5- xossasidan
foydalangan holda,

[ H\

a
7 XMdx_ ~b ~ _fay 1.Jm +1 m+1
] (a+bx"y nap D (I+0)P [b V'il‘ V n
ifodani hosil gilamiz.

Berilgan integral 0< W+1 <p bo‘lganda yaginlashuvchi.
n
16.6- misol. Ushbu integralni hisoblang:

oV ambe g o<a<b, c>h)-
I (x+c)mn2

Yechilish. Bu integralda x a=Db -t almashtirish bajarib, uni
X+c Db+c
(b- &mH \r[X_trdt
(b+tclM\a+cTX

shaklga keltiramiz. So‘ngra m>—, n>—1deb, Beta funksiyaning
ta’rifini e’tiborga oigan holda,

(b+c)mt(a+c)"4
munosabatni olamiz.

S.
2

16.7- misol. 1=Jsin'"xcos"xi¢cc (M>-\,n>-\) integralni
0

hisoblang.

Yechilishi. sinx =Jt (/>0) almashtirish bajarib, berilgan
integralni ushbu ko‘rinishga keltiramiz:
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Hosil bo‘lgan integralga Beta funksiyaning ta’rifmi go‘llab,
=g M +l n+1
2\
ifodani olamiz.

2 a
16.8- misol. / = f—= —-dx, 0<a<l integralni hisob-
” (smx +eo0sx)

lang.
Yechilishi. Berilgan integralda tgx=t (t>0) almashtirish
bajarib,

2

tgax dx 7 fdt
Deos2x (I +tgx)2 J(1+02

munosabatga ega bo‘lamiz.

O<a<| shartda berilgan integral yaginlashuvehi. So‘ngra
keyingi hosil bo‘lgan integralga Beta funksiyaning 5-xossasini,
Gamma funksiyaning 4- va 7- xossalarini go'llash natijasida

/ =5(1+a, 1-a)=al(a)l(\-a)m na
sinan
bo'lishini topamiz.
T sin“!xax L
16.9- misol. 1 J (I +ztcosx)'l ~ ~ integralni hisoblang.
Yechilishi. Bu integralda i:tgxl almashtirish bajaramiz.
Natijada
_ 27 7 fdt a = I-£
@+k)ni (1+«¥)" v 1+k

ifodani hosil gilamiz. Bu integralda at =4z almashtirish bajarib,
Beta funksiyaning ta’rifiga asosan,



fn \

B " " (>0
(1-k2y ng.Z/

ifodani topamiz.

16.10-misol. 7=jjIn ' jdx (/?>-1) integralni hisoblang.

Yechilishi. Bu integralda t = In—almashtirish bajarib,

1 iy (0}
7=J In dx = Jtpe~'dt=F(p +J)
oV X) 0

ega boiamiz.

16.11- misol. 7= J xpe~&Inxdx (a>0) integralni hisoblang.
0

Yechilishi. Berilgan integralda t=ax almashtirish bajarib,

7= 1 7tpe~'\ntdt— Q7tpe~‘dt
apPd aprpd

munosabatni hosil gilamiz. Bunda birinchi integral p+1 >0 argumentli

Gamma funksiyaning hosilasini beradi (Gamma funksiyap + 1>0 da

istalgan tartibdagi hosilaga ega), ikkinchi integral esa r{p+\) ni

ifodalaydi. Shunday qilib,

7/?+H mnarr®,n_dff(p+D)~"

1 ap# appF(P+V) dp  "P#
boiadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Integrallarni Beta va Gamma funksiyalar orqali ifodalang:

+00

16.1. J Xp»e axdx, p> 0, a> 0-
0

+00

16.2. Jxplcosaxdx, I>p>0.
0
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163. "X P4 p>—= b>0 a+2°b>0-

. (x'+ax+b)p 2

164. YSrdx, neN, a>o0.

165. = —- O<acx<l
o 1+*
7 dr 1
16%. J &eBpax, m>00167. F  4.168.) a-0-
1+* Ifl
1

16.9. |x “(I-x)Vx, [*>0, a>-1, v>—
0

16.10. 7 xa~"dx N\ V3a 1

I <r+,,

16.12. f — X d, p>1.
| 1+00SX

16 13 F 8% XE5" Krgx, p, a> O

(sinxH -cosx)

16 14 f K 1X@@§ 1X S .
—5 s —-dx, 0<ab, o0<cc-

I|a sin x+b c0S X)

16.15. f—Sm * 3dx, 0<|3<1l
o(l+/Jcosx)2

16.46. T O<a<b, O<c.
1, <*+»)’

Eyler integrallaridan foydalanib, integrallarni hisoblang:

b iy
16.17. jx24 4 -x 2dx. 16.18. dx
J (1+x)2
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o 1ks1 § ox
Jyvr@2-v) e Jo2-x)(+xf

16.22. jyj(2-x)2(x- \)dx+ 16.23.J 1" 1 n
i

i V2-X (1+x)
16.24. f------- AEX .16.25. f1 T X dx.
0(2-x)-yx2(I—) x+13

1626. 1 -~ -N.16.27.7~"
1(1+x)3 e+l

VN @
16.28. 1150 cacos

D (1+x)3
16.29. £~ Inx® +16.30. T V'Invdx, Id<1m
{) P+x J 1+x2 1

|
1631, fln— - dx 1632, 1
I 1—x g/(1—x)2(l +x) 1 X +3x

16.33. fjﬂz%i;é, a*0-

0 \ 4

16.34. f- dx ,0<a<l. 16.35. f dx m
o 1+ 4 1+X

16.36 # Xp+|dX ii

JA>T7" .

ffAX ¢
1637. F XY o4k, o<a <1,
* (sinx +cosx)
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+H X2“4
16.38. j Y M dx’ O<axl.

16.39. JsindXcos6Xdx
0

Tengliklarni isbotlang:

+1 *p-1ivg-1
16.40. B(p-gq)=\ " J " pigdx, p>0, q>0-

16.41. jtg3mdx t:

16.44. fg *dx fx2e *'dx=

0 0

K- m
8V2

16.45. f ~ f xedx dx ="

j VI-X4 jVI-X4 4

+° i

16.46. J x7-'sinaxdec= prl (p)sin-R, |H<1
0 a 2

1647. - 3 dHt-aVvdt_r(\-v)<x-a)"*
r(1-a) dx{ (x-tf r(l-a-/i)
O<a<l, 0O<,u<l

16.48. 1 d }r-alr 1=0, ()<«<!.
M(1-a) dx” (x-t)a
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Misollarning javoblari

16.1. —{jOl. 16.2. 1 r{p)co5np .
cr

16.3. nfr
yla(a+2\[b) T (p)
nj _w
16.4. 2: r .165 — 166.r(p) .16.7. #
sin cot 2n/2
/
168 1 /1 ,i-i .169. 1B -1y +]
n (a n R IT'
16.10.B(R-a, a)
16-11-1i7 16.122pB P71 ot
3
B/a an
16.13.B(a, >3). 16.14. 2'2  16.15—
2(a,b)° (1-R2° 4 4y
16.16. — n(b  -— .16.17.p. 16.18.-/1 .16.19. N
8(a+cfib +cf 2712 «sin”

16.20.. 16.21.9-n2 . 16.22. 2T . 16.23.9 —
n3 an/3 100

16.24.2"(V 2-1) m16.25.3n:2 4 . 16.26.B(~, -)
n/3 ' 4 4

. 16.29. 0.

16.27.-9:222 | 16.28.2a~1a
4 sin cor

..an
Sin
163012  -— . 16312 © 1632 4712
2an 3 3
4 cos
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2N

1633. " In s+’ .16.34.-7 cosan
2 a sin2an
16.35.5 1% 2M 15364 2) 15375l
m a N« Sinan

16.38. — . 16.39. 3n:
2sinarc 512
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