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SO‘ZBOSHI

M atem atik analiz fanining funksional ketma-ketliklar, funksional 
qatorlar, xosmas integrallar, parametrga bog ‘liq bo ‘Igan integrallar 
bo'lim larini o 'zlashtirishda talabalar ancha qiyinchiliklarga duch 
keladilar, bu ularning yuqoridag i bo ‘lim lar bo ‘y icha  m iso! va 
masalalarni yechishida yaqqol ko ‘rinadi.

M a zk u r  qo ‘lla n m a n i y o z ish d a  ta laba larda  ko  ‘rsa tilgan  
bo ‘limlarga oid m isol va masalalarni samarali yo  7 bilan yechish  
ko 'n ikm alari hosil qilishni o ‘z oldimizga maqsad qilib qo 'yd ik  va 
qo ‘llanma talabalar uchun doimiy maslahatchi bo ‘lib qolishiga umid  
qilamiz.

O ‘quv qo ‘llanma to ‘rt bobdan iborat bo ‘lib, birinchi bobda sonli 
qatorlar, ikkinchi bobda funksiona l ketm a-ketliklar va funksional 
qatorlar qaralgan. Qo ‘llanmaning uchinchi bobi xosmas integrallarga 
bag'ishlangan va, nihoyat, to ‘rtinchi bobda parametrga bog ‘liq xos 
va xosm as integrallar qaralgan. O ‘z navbatida, har bir bob tegishli 
paragrqflarga bo ‘lingan bo ‘lib, har bir paragraf mavzuga taalluqli 
asosiy ta ’riflar, tasdiqlar va teoremalarni o ‘z ichiga oladi, shuningdek, 
ularning har biri an ’anaviy m isollarni ba ta fsil tahlil qilish bilan 
yechish orqali namoyish qilingan. Qo ‘llanmada ja m i 220 ga yaqin  
misol va masala yechilgan, 800 ga yaqin misol va masala esa mustaqil 
yechish uchun tavsiya qilingan va ularning javoblari ham berilgan.

Ushbu qo ‘llanm ani yozishga bizni undagan narsa ko  ‘p  yillar 
mobaynida Alisher Navoiy nomidagi Samarqand Davlat universitetida 
m a te m a tik  an a liz  ku rs id a n  olib  borgan m a ’ruza  va a m a liy  
mashg'ulotlarim izda orttirgan tajribamiz natijasidir. 0 ‘ylaym izki, 
qo ‘llanm a o ‘z o ‘quvch ilarin i topad i va boshqa m a vjud  o ‘quv 
adabiyotlari qatorida m a tem atik  analiz kursining aytib  o'tilgan  
bo ‘limlari bo ‘yicha ularga bilimlarini oshirishga ko ‘m ak beradi.

O ‘quv qo ‘llanm a haqidagi fikr-m ulohaza lar, undagi m avjud  
kamchiliklar bo ‘yicha hamkasblarimizning takliflarini mamnuniyat 
bilan qabul qilamiz.
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I BOB

S O N L I Q A T O R L A R

1- §. Yaqinlashuvchi qatorlar va ularning y ig ‘indisi

U shbu sonlar ketma-ketligi berilgan b o isin : 

a¡ ,a2,...,an,—

1.1- ta ’rif. Quyidagi a, + a2 +... + an +  ...ifodaga sonli qator yoki 

cheksiz sonli qator deyiladi va qisqacha 2 , a„ kabi belgilanadi:
/1=1

Y ¡a„ = a¡+ a2+... + an+..., ( u )
/1=1

bunda ava2,...a¡{... qatorning hadlari, an esa qatorning umumiy hadi 
deyiladi.

( 1.1) sonli qatorning hadlaridan ushbu

Sl = al, S2 = at + a2, S3 =  ííj + a2 +  flj,...,Sn = + u2 + ... + cin,...

y ig ‘in d i la r  k e tm a -k e tl ig in i  tu z a m iz . B u n d a y  tu z ilg a n jS ^ }

yig‘indilar ketm a-ketligi ( 1. 1) sonli qato rn ing  qismiy yig‘indilar 
ketm a-ketligi deyiladi. B undan keyin sonli q a to r deyish o ‘rniga 
q a to r deymiz.

1.2-ta’rif. A garn —>oo d a (1.1) qa to rn ing {S„} qism iyyig‘indilar 

ketma-ketligi chekli limitga ega, y a ’ni

lim Sn = S
t l - >  oo

b o is a ,  u holda (1.1) qator yaqinlashuvchi deyiladi. Bu lim itning 
qiym ati S  son esa (1.1) qatorning yig ‘indisi deyiladi va u  quyidagicha 
yoziladi:

S = at + a2 +... + an +... = .
n=l

1 .3 -ta ’rif. A g a rn —>oo d a (1.1) qatorning{.S'n} qism iyyig‘indilar

ketma-ketligining limiti cheksiz b o is a  yoki mavjud b o im asa , u holda
(1.1) qa to r uzoqlashuvchi deyiladi.

4



Q ator qismiy yig‘indilari ketma-ketligining limitini topishda bu 
ketm a-ketlikning um um iy hadin i qulay shaklga keltirish m uhim  
aham iyatga ega. Buning uchun k o ‘p hollarda quyidagi form ulalardan 
foydalatiish m aqsadga m uvofíq b o iad i:

,.n + 1

l - x  l - x  
n,

■, x = l bolganda, 

x = 1 bo‘lganda;
(A)

Bn(x) = 1 + 2 x + ... + nxn 1 =

1 nx"+> -  (1 + n)x"—  + _ _ — ----- , x * l  bolganda,
( l -x )  ( l-x )
«(« + 1) 

2 ’

(B)
x = 1 bo‘lganda;

Cn(x) = x  + x 3 + ... + X 2
«"bo-fe-nda, (D)

± n ,

Dn(x) = 1 + 3x2 +... +  (2n - l ) x 2"~2 =
..2 1\„2n+2 , i\„2n1 + x (2w - l)x  

( l - x 2)2 +
-(2w + l)x

x  = ±  I bolganda;

‘ ±1 bolganda, (E)

n \

( l - x 2)2

x = ±1 bolganda.

(A) form ula m aktab  m atem atika kursidan m a ’lum  b o ‘lganligi 
uchun uni isbotsiz, (B), (D) va (E) form ulalarni esa isboti bilan 
keltiram iz.

Bizga m a’lumki, x = l b o ls a ,

« lr<l) = l +  2 + 3 + ...+ „ = " ("2+ l)

b o lad i. Endi x ^ l  b o ls in . B uholda(B ) tenglikningikkalatom onini 
x  ga k o ‘paytirib, hosil b o lg a n  tenglikni B  (x )  dan ayiramiz:

( l - x ) B n(x) = l +  x + x2 + ... + x" 1 -  nx" =

hundan

B , M )  =

l - x "
l - x

-n -x

(1 - x ) 1 l - x ( l - x )2
1 n-xn+ -(l+n)x"

( l -x )2 ( l-x )2
y a ’ni talab qilingan form ulani olamiz.

5



(D) form ulani isbot qilamiz. x = ± l b o ‘lsin, u holda
C„(l) = 1 +  1 + ... +  1 = n, C „ (- l)  =  —1 - 1 —.. . -1  =  —л

b o ‘ladi. x Ф ±1 b o ‘lsin. Bu holda ham  tenglikning ikkala tom onini x 
ga k o ‘paytiramiz:

xCn(x) — x 2 + x 4 + ... + x 2n.
Oxirgi tenglikning o ‘ng tom oniga (A) form ulani q o ila b , quyidagiga 
ega bo iam iz:

1 - X 2 "

xCn(x) = x 2 - -----r ,
1 —  X

B undan (D) form ula o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

(E) form ulaning o ‘rinli ekanligini isbotlaymiz. x  = ±1 b o is in , u 
holda

£>n(±l) = l + 3 + 5... + (2 n - l)  = n 2 .

Endi х ф ±  1 b o is in . Bu holda D (x )  ning ikkala tom onini x 2 ga 
k o ‘paytirib, hosil b o ig a n  tenglikni Dn(x) dan ayiramiz:

(1 -  x2 )Dn (x) = 1.+ 2x2 + 2x4 +... + 2x2"~2 -  (2 n - l)x 2" =

1   т̂ п~̂
= 1 + 2x2 -------- v  ~ (2 n -I )x 2n.

I — X
Bu yerdan (E) form ula o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

1.1-teorema. A gar (1.1) qator yaqinlashuvchi b o ‘Isa, u holda

lim a „= 0  (1.2)

b o ia d i.
Eslatma. (1.2) shart qa to r yaqinlashuvchi b o ‘lishi uchun zaruriy 

shart b o ia d i, lekin yetarli shart b o lm ayd i. A gar qatorning um umiy

hadi nolga intilmasa, ya’ni Hm an Ф 0 bo‘lsa, (1.1) qator uzoqlashuvchi

b o ia d i.

1.1-misol. U s h b u X  г  qatorni yaqinlashishga tekshiring.
и=1 v Yl

Vechilishi. Berilgan qatorning umumiy hadi an = L ning limitini
л/и

topamiz: lim an = lim L  = 0 .
в-»~ П̂°°л1п



Q ator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti (1.2) bajarilayapti, lekin 
berilgan qato r uzoqlashuvchi, chunki

« 1  ^
Sn = 'V  r-  >n = Vñ , lim Vñ = , 

i=i V i v n

bundanlim S',, = °° . D em ak, 1.3- ta ’rifga asosan, berilgan qa to rn-»oo
uzoqlashuvchi.

1.2- m isol.
r 2n2~ 3 Y

2n2 +1v y
qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Y echillsh i. B erilg an  q a to rn in g  u m u m iy  h a d in i q u y id ag i

k o ‘rinishda yozamiz: an = /
1 + ?

2n
V

Ikkinchi ajoyib lim itdan foydalanib, n —> °° da a ning limitini

topam iz: lim an = lim

/  o \ n
l _ _ L

2n = ̂ -  = e~2 * 0 .«->°o /  1 V  -
e2

v
i+A2n

Q a to r  y a q in la sh u v c h i b o iis h lig in in g  z a ru r iy  sh a r ti (1.2) 
bajarilm aydi. Dem ak, berilgan qa to r uzoqlashuvchi.

1.3- misol. H adlari geom etrik progressiyadan ibora t b o ‘lgan

^ bq" =b + bq + bq2 +... + bq"~' +...
n=0

qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. q ^ l  b o ‘lsin , (A) fo rm u lag a  aso san , S n qism iy 

yig'indini topamiz:

Sn = b+ bq+ bq2+...+bqn l = b bq
1 — q 1 q

Bu yerda berilgan qatorning yig‘indisini topish uchun bir nechta holni 
qarash  lozim:
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l . b l c l  b o ‘Isa ,lim q" =  0 b o ‘la d i . ti — da S  n ing lim itini 

topamiz:
/  4

1 - q
S  =  lim ,S'„ = lim

Al—>00 П—><x> 1 - 9  1 - 9

bD em ak, S = ------ chekli son b o ig an lig i uchun berilgan qa to r
1 - q

yaqinlashuvchi.

2. |<7|>1 b o ‘lsa,lim  q" = + 00 . B uh o ld a

S = lim Sn =  limП—>°о n— 1 - 9  1 - 9

b o ‘lib, berilgan qa to r uzoqlashuvchi b o ia d i.
3. 9=1 bo ‘lsa, = й-и b o ia d i. n d a m n in g  limitini topamiz:

S  = lim Sn = lim nb = °°.
n —>00 n —>00

D em ak, berilgan qato r uzoqlashuvchi.

4 .9  = — 1 b o i s a ,Sn = b - b  + b - b  + ... + ( - l)"  'b. n —»°° d a ning 

limitini topamiz:

Г 0, agar и - j u f t  bo‘sa,
lim S
n—>00 n [b, agar n -  toq bo isa .

Bu h o lda  S n n ing lim iti m avjud  emas. D em ak, ta ’rifga asosan, 
berilgan qa to r uzoqlashuvchi.

Shunday qilib, berilgan qa to r |9 |< 1 b o ig a n d a  yaqinlashuvchi,

\q\ > 1 b o ig a n d a  esa uzoqlashuvchi b o ia d i.

1.4- misol. U shbu qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

^ 1 1 1  / л ЧП-1 11-------Y — — K ..  +  ( — 1) ---- r  +  . . . .
3 9 27 v ’  3"“1 

Yechilishi. Berilgan qatorn ing  n- qismiy yig‘indisi

~ л 1 1 1 / 1 yi-1 1
S  ==1— + --+... + ( — 1) Г

3 9 27 v ’  3"“1
b o ia d i. S  ni (A) form uladan foydalanib, quyidagicha yozib olamiz:



Endi, n —> °o da limitga o ‘tib, S  ni topam iz 

S = lim S„ = lim 3 _ 3 
4 4

f  i Y

V 3 y j

3
4

D em ak, 1.2- ta ’rifga asosan, berilgan qa to r yaqinlashuvchi.

1.5- misol. 1 - 6  + 27 —...-t-(—l)”_l-3n + ... q a to rn i yaqinlashuv- 
chilikka tekshiring

Yechilishi. Berilgan qatorning n- qismiy yig‘indisi

Sn =1 — 6 + 2 7 - . . .  + (—I)"“1 3n 
bo lad i. S  ni topish uchun (B) form uladax n i -3  bilan almashtiramiz:

S  =
• ( И - Э ) Г

-+-
. ( - з Г - ( 1+ в ) . ( - з ) -  =  1Г1 H

(1_ (_3 ))г IftL J

A garn  = 2 k ,k e  N  b o ‘lsa ,S2k = -  [1—9*(8fc + l)] b o 4ladi.
16

Agar n = 2k -  l ,k  e  N  b o ‘lsa ,52W = -~ [l+ 3 2̂ 8 n - 3 ) ]  b o ‘ladi.

Bu yerdan
16

lim S2k = —°°, lim S2k_t = +°°

b o ‘lishi kelib chiqadi. D em ak, 1.3- ta ’rifga asosan, berilgan qator 
uzoqlashuvchi.

1.6- misol. U shbu qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

1 3 5 2 n - l
- + ~ H— r  + ...H— —— K ...
2 2 2 2n

Yechilishi. Berilgan qatorn ing  n- qismiy yig‘indisini quyidagi 
ko 'rin ishda yozamiz:



(E) form ulada х  = deb belgilasak, u holda qatorning n- qismiy

yig 'indisi

2 n - \  2 n - l
2 "  2" ~ '

k o ‘rinishga ega b o ‘ladi. n ->  °° da limitga o ‘tib, S  ni topamiz:

„ „ .. 2n + l 2 n - l  „
S = lim S' = 3 + lim . - l im  , = 3 .

2 n-»~ 2"
Dem ak, 1.2- ta ’rifga k o ‘ra, berilgan qato r yaqinlashuvchi.

1 1 1
1.7- m iso l.-  +  + - + ••• q a to rn i y a q in la sh u v c h ilik k a

J A J I ZiJ
tekshiring.

Yechilishi. Berilgan qatorn ing  hadlari geom etrik progressiyani 
tashkil etganligini e ’tiborga olib, uning umimiy hadini topamiz:

a., =
í  i  \ 2"4

V5 /
Endi qatorning qismiy yig‘indisini (D) form uladan foydalanib 

hisoblaymiz:

S-=V
1

____5

f  j  л 2 " -1

V5 /
/  i \ 2"+1

1-
V5 .

/  2 \2 

J,
25
24 v5 y

Bu yerdan



lim Sn = lim —
n —>00 « —>00 24

v5 /

5
2 4 '

Demak, 1.2- ta ’rifga asosan, berilgan qator yaqinlashuvchi b o ‘ladi

va uning yig‘indisi S = '—~.
24

1.2- teorema. A gar is ta lg an n e  N  uchun (1.1) qatorning umumiy 
hadi a =b -  b ^  k o ‘rinishda tasvirlansa va

tl n n+ \

lim b = b  (1.3)n—>00
chekli lim it m avjud b o ‘Isa, ( 1.1) q a to r yaqinlashuvchi va uning

yig‘indisi S - b  - b ga teng b o ‘ladi, ya’ni X  a» = X  “ K+i) = bl - b
11=1 n-1

Isboti. Teorem aning shartiga k o ‘ra  (1.1) qato rn ing  S n qismiy 
yig‘indisini quyidagi k o ‘rinishda yozamiz:

¿ = 1  k=i

(1.3) shartga k o ‘ra  n —> da limitga o ‘tib, S  yig‘indini topamiz:

S  = tim S n = lim (¿ , - b n+l) = b1 - b  .
/1—>03 « —>co

B undan esa teorem aning isboti kelib chiqadi.
1.8- misol. U shbu qatorning yaqinlashuvchiligini k o ‘rsating va 

yig‘indisini toping:

, ( a  ^ - 1 ,- 2 ,- 3 , . . . . )
^  ( a  + « ) ( a  + n + l )

Yechilishi. Berilgan qatorning um um iy hadini

1
(a  + n ) ( a  + n + 1)

k o ‘rinishda yozamiz, bunda/? = -  - . 1.2-teorem aning ham m a
a  + n

shartlari bajariladi. H aqiqatan  ham ,

an = bn -  bn+1, lim bn = lim - 4  ■= 0 = />,*>,= 1
a  + n 1+ a
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D em ak, berilgan qa to r yaqinlashuvchi b o iib , uning yig‘indisi

s  = у _______ 1_______ = 1
i~ i(a  + n ) ( a  + n + 1) 1 + a  '

1.9- misol. ^  (y/n + 2 - 2Ти+Т + л/л j qatorning yaqinlashuvchi-
H=1

ligini k o ‘rsating va yig‘indisini toping.
Y echilish i. B erilg an  q a to rn in g  u m u m iy  h a d in i q u y id a g i 

k o ‘rinishda shakl alm ashtiram iz:

an -  \fn  + 2 -  2л/й~+Т + yfñ = {4 ñ -~ 4 ñ + T ) -  

-  (л/ñ + l  -  Ти + 2 ) = Ъп- Ь п+1, 

bunda/? = л[п -  sfn + l . Endi п —> сю da è ning limitini topamiz:

lim b n =  lim
П — >°o n —

( \ f n - ^ n  +  l )= h m  — 0  — b .
V /  ' « “ У и  +  л/ n  +  l

1.2- teorem aning ham m a shartlari bajariladi. D em ak, berilgan 

q a to r yaqinlashuvchi va uning yigindisi S = b o ia d i.

M ustaqil yechish uchun misollar

Q ato rla rn in g  yaqinlashuvchilig in i k o ‘rsa ting  va y ig ‘indisini 
toping:

,  ,  1 1 11.1. + -----+ ...+  / .
1-2 2-3 n -(n  + 1)

i -> 1 1 1l . Z . ------- 1----------К . . -t------ ------------------------ K . .  ■
1-4 4-7 (З и -2 )- (З и  + 1)

t i l l  11 .3 .________ i_________ \- H------------------ -------------- H
1-2-3-4  2 -3 -4 -5  n (n  + l) (n  + 2 )(n  + 3)

j  4 3 5 2n + l

' ” 22 - Ÿ + "' + V - ( n  + l f  + "' '
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1.6.
l - ( l  + m ) 2 -(2  + m j n -(n  + m )

\П—1
1.7. 1 - - +  + + ... • 1.8. £

5 5 5"' t í ( 2 n - l ) 2(2n + l)2

1.9. 1н—р-+1н— /î 
л/З Зл/З v3 /

3 8 ....... и2 - 1

1
16n2 — 8n —3 ^ 3 6 n 2+12n —35

1.13. 5 > ft . 1.14. £ ln
n=2 ^

1-
n(n  + 1)

^  . 1 3
1 1 C > sin C O S  1.13. iw лп 9« .

n = l L  ^

Q ato rla r  uchun  q a to r  yaq in lashuvchilig in ing  zaruriy  sharti 
bajarilm asligini k o ‘rsating:

1.16. E
n = 1

A3 ^ - 2 V 
3n3 + 4

1.19. У  s in n a ,  bunda а Ф п т , m e  Z  . 1.20. X
^  ’  /2=1

w +  -

1.21. ¿  VO, 0 0 2 . 1.22. ¿ ( n  + l)arctg
« = 1  /2 = 1 и + 2



V  «3 +1 . 1 l3n + 5
1-23. X  arcsin —j-  . 1.24. V J -

t t n  + 3 n2 +  2 ~ V 6 n  + 7

V /  , w + 4 
l 25' § (- '>  „ + 3-

Misollarning javoblari

1.1. S = l. 1 .2 .5  = 1 . 1.3. S  = —  . 1.4. S = l . 1.5. S = 5
3 18 36

c 1 1 , 1 11.6. S — 1 + - + ...+ 1.7. S = 5 . 1.8. S = l .
m y 2 m J 6 8

1.9. S = 3 U 3 + l ) .  1.10. 5 = 3 . 1.11. S = l . 1.12. S = 2
2 '  ' 4 4 21

1.13. S = -  ln2. 1.14. S  = - ln 3  . 1.15. S = -  sin 2 .
2

2- §. Yaqinlashuvchi qatovlarning xossalari

2.1- xossa. A gar (1.1) qato r yaqinlashuvchi b o ‘lsa, can qato r
n= 1

ham  yaqinlashuvchi va

'¿ c a ri= c ^ a n
/1=1 /1=1

tenglik o ‘rinli boMadi (c -  ixtiyoriy o 'zgarm as son).
° °  oo

2.2-xossa. A gar va ^  bn qa to rlar yaqinlashuvchi b o ‘lsa,
«=i n=i

X  ) qato r ham  yaqinlashuvchi va

£ ( a „ ± ^ ,) = £ a „ ± £fc„
/2=1

tenglik o ‘rinli b o ‘ladi.
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2.1- eslatma. (2 .1) tenglikning chap tom oni yaqinlashuvchiligidan 
uning  o ‘ng tom onin ing  yaqinlashuvchiligi h a r do im  ham  kelib

chiqaverm aydi. M asalan , um um iy had lari an = n  + ~ ,  bn = —n

oo 00 I

b o ‘lg an  q a to r la r  u z o q la sh u v c h i, lek in  + ^n) = У ,
n= 1 n = l J

yaqinlashuvchi geom etrik qator.

2.1- misol. U shbu qatorn i yaqinlashishga tekshiring:

Mx" ( x : < 1, M  —  o ‘zgarmas son).
«=0

Yechilishi. Berilgan qatorning n- qismiy yig‘indisi

Sn = Ÿ ,Mx k = M  + Mx + M x2 +... + Mx" = M {\ + x+ ... + x n) = M ^ x k.
k=0 *=0

Bundan, ( A)  form ulaga asosan

M  M xn+] „ M  M r'“ 1 N M  
5„ =~--------- . , lim S „ = h m ( ----------  ----- ) =  •

1 — x  1 — x  “->o° «-*” 1 — x  l — x  1 —X
Dem ak, 2.1- xossaga asosan berilgan qato r yaqinlashuvchi va

M
-X

o ‘rinli b o ‘ladi.

oo »

Y ,M x"  = m | V  =
и = П  и = П  1 -

1 1
---- 1----
3" 5” qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Y echilish i. 2.2- x o ssa g a  a so sa n  q a to rn i  y a q in la sh ish g a  

tekshiram iz. v a X ,., ,  qatorlarn ing  n- qismiy yig‘indilarini
n = 1 * n=l  *

topam iz va ularning limitini hisoblaymiz:



X on va X 77 q a to rla r  yaq in lashuvchi, u  h o lda  2 .2- xossaga
n= 1 3  n= 1 ^

asosan  ̂
/i—i

--1--
3" 5" qa to r ham  yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi

S  = lim (S ' +S" )  = — + 1 = 3 .
»-*»v " n ’ 2 4 4

2.1- ta’rif. (1.1) qatorning birinchi m  ta  hadini tashlasak, u holda 
hosil b o ig a n  ushbu

a,„+1 + + ... + a . +  ... = X  a , (2 .2)
n= m + l

q a to r (1.1) qatorning m ta  hadidan keyingi qoldig‘i deyiladi.
2.3- xossa. A gar (1.1) qato r yaqinlashuvchi b o isa , uning istalgan 

qoldig‘i (2 .2) ham  yaqinlashuvchi b o ia d i va, aksincha (2 .2) istalgan 
qold ig ‘ining yaqinlashuvchiligidan berilgan ( 1. 1) qa to rn ing  ham  
yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.

N atija . A g a r (1. 1)  q a to r  y a q in la sh u v c h i b o i s a ,  u n in g

rm =  a m+1 + am+2 + ••• = X  a* q o ld ig i m —> oo da nolga intiladi.
n=m + 1

2.2- eslatma. Q atorning chekli sondagi hadlarini olib tashlash 
yoki qatorga chekli sondagi hadlam i q o ‘shish bilan uning yaqinlashish 
xarakteri o ‘zgarmaydi.

1 1 1
2.3- misol. -  + ^2 +•••+ 2„ + " ' qatorning qoldig‘ini yaqinlashishga

tekshiring.
Yechilishi. M a ’lum ki, bu geom etrik q a to r yaqinlashuvchi. Bu 

qatorn ing  m - hadidan keyingi qo ld ig in i tuzamiz:

= 1 J _  1î m+2 *** 2n ’

Q oldiq qatorning «-qismiy yig‘indisini hisoblaymiz:



b u n d a  m  —  ta y in la n g a n  son . S h u n in g  u c h u n  q o ld iq  q a to r  
yaqinlashuvchi b o ‘ladi. N atija  tasdig‘ining to ‘g‘riligini k o ‘rsatish 
uchun

1
2>m+i \

1 r \ m

1---- Z
2

ni topib, m —> °° da limitga o ‘tamiz:

lim r = lim — = 0 .
m — m - > ~  2”

(1.1) qa to r hadlarini guruhlab, quyidagi qatorni tuzamiz:

(a, + a 2 +... + ani )+(«„,+, +a„i+2 + -  + a,h )+ ...+

bunda n ,,n2,...(n, < n2 < ...)  larnaturalsonlarketm a-ketlig in ingbiror

{nk} qismiy ketm aketligi b o ‘lib, k — da

2.4- xossa. A gar (1.1) qator yaqinlashuvchi b o ‘lib, uning yig‘indisi 
C b o ‘lsa, uning hadlarini (o ‘rinlarini o ‘zgartirm asdan) guruhlash 
natijasida tuzilgan

= X ( a«t-,+l +Urik-,+2 + -- + ünk ) (2.3)
k= 1

qato r ham  yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi ham  C ga teng b o ‘ladi.
2.3- eslatma. Bu xossaning teskarisi o ‘rinli em as, y a ’ni (2.3) 

qatorning yaqinlashishidan (1.1) qatorning yaqinlashishi har doim

ham  kelib chiqaverm aydi. M asalan, X  (~ *) qa to r uzoqlashuvchi,
n= 1

lek in  u n in g  h a d la r in i  ik k ita la b  g u ru h la s h d a n  tu z ilg a n  
(1- 1)+  (1- 1) + ... + (1- 1) + ... qa to r —  yaqinlashuvchi.

2.5- xossa. A gar (1.1) qatorning hadlari m usbat va uning hadlarini 
guruhlash natijasida tuzilgan

00 P 1——, n+1 1

A>» bunda A, = X  ai (Pi = 1’ P\ <P2 < - )
" =1 i=p„

qato r yaqinlashuvchi b o ‘lsa, ( 1.1) qa to r ham  yaqinlashuvchi b o ‘ladi.
2.4- misol. U shbu qatorni yaqinlashishga tekshiringu~~.

ä l i b l l  KUTUEXOn a SI
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1 1

V2 + 2V3 + 3 ^4  + +  лV^T+I+ '
Yechilishi. Berilgan qatorning hadlarini guruhlash natijasida hosil 

b o ig a n

1

y/2

r

+
1 1

Г +  -

1 1 1 1
+ — i=r+— i= + — ^  +

2л/з Зл/4 ) I 4 ^5  5л/б 6л/7 7л/8

1 1

8л/9 15л/Гб
(*)

2"л/2"+1 .....

qatorni qaraymiz. Bu (*) qatorn ing  har bir hadini baholaymiz:

1 J  J _  1 2 _  1 

2л/з + Зл/4 < 2л/2 + Зл/З < V F  _  V2 ’

1 1 1 1 1 1 4
4л/5 5л/б + б Т 7 + 7л/8 < 4л/4+ " '+

2- V r T I  T (2“  j p r t f  '  (7 2 )" '

(*) qatorning {S„} qismiy yig‘indilar ketma-ketligi uchun quyidagi 

baholarga ega bo iam iz:

1 1
<

1 1 1
. + - = + -

1

" S  (2"+1- 1 ) л / 2 ^  V2 л/2 (V2f):

1 1 i f  1

( / 2 )" ' v /2 + vr2 + U 2
f 1 T Í1 TUJ+-+

1 1

+ ~~ л/2 + л/2—l"

{«S,,} ketm a-ketlik  m o n o to n  o ‘suvchi va y u q o rid an  chega-

ralangan, u h o ld a (* )qatorning {.S’,,} qismiy yig‘indilar ketma-ketligi 

chekli limitga ega bo ‘ladi. 1,2-ta ’rifga ko‘ra, (*) qator yaqinlashuvchi.



D em ak, 2.5- xossaga asosan berilgan qa to r yaqinlashuvchi.
2.1- teorema(Koshi kriteriysi). (1.1) qa to r yaqinlashuvchi b o ‘lishi

uchun istalgan m usbat e > 0 son olinganda ham  shunday n0 ( s  )e  N 

m avjud b o ‘lib, b arch an  > n0 (e )  va p e  N  lar uchun

\Sn+p ~ Sn\ = \an+1 +an+2+ -  + an+p\<£  (2-4)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2.1- teorem aga ixtiyoriy qa to r yaqinlashishining Koshi kriteriysi 
deyiladi.

2.4- eslatma. (2.4) shart bajarilm asa, ya’ni

3 £0 > 0 : \ / k € N  3 n > k 3 p e N :

\s „+p - Sn\ = \an+i+ an+2+ - + a n+p\> £0 (2.5)

tengsizlik o ‘rinli b o ‘lsa, ( 1.1) qa to r uzoqlashuvchi b o ia d i.

C O S  TI

2.5- misol. K oshi kriteriysidan foydalanib, ¿_¡ 0„ qatorning
n=1 ¿

yaqinlashuvchiligini k o ‘rsating.
Yechilishi. Berilgan q a to r uchun (2.4) shartn ing  bajarilishini 

tekshiramiz:

I |co s(«  + l )  cos(«  + 2 ) cos(«  + /?)|
i ■n+p ¡ 2W+̂ 2n+2 r̂ n+p

^ 1 1  i i i  i i< -------1-------- -------------< ------- 1-------- -------------- K. . = — .
2n+̂  2n+̂  2n+1 2,,+̂  2n+P 2n

Endi berilgan Ve > 0 songa k o ‘ra n0 ( e ) = [ -  log2 e ]+1 deb olinsa,

barcha n > n0 (g ) va p  e  N  lar uchun Sn+p -  Sn < e  tengsizlik o ‘rinli

b o ‘lad i. D em ak , K o sh i k r ite r iy s ig a  a so sa n , b e r ilg a n  q a to r  
yaqinlashuvchi b o ia d i.

2.6- misol. K oshi kriteriysidan foydalanib ushbu
oo 1

X  r
n = I ,J(n + l)r)n

qatorning uzoqlashuvchi bo iish in i k o ‘rsating.
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Yechilishi. e0 = ~  deb olamiz. Faraz qilaylik,/?=« bo is in . U  holda

b a rc h a n e  N  la ruchun

1 1
\S2 n - SJ

■yJ(n + l ) (n  + 2)  y](n + 2) (n  + 3)

+
1 1 1  I n

i » > — H------ + ... + .... ........  > --------:
^ 2 и (2 я  + 1) n + 2 n + 3 2n + l 2n + l

1 1

2 + 1 4

D em ak, (2.5) shartga asosan, berilgan qato r uzoqlashuvchi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Q atorlarning qismiy yig‘indi lari ketma-ketligini va yig‘indisini 
toping:

2.1.
'  3 + ( - r  ^ 

2n~' 2 ■ 3"“1

2.3. I 2-
n= 2 Z

1 1

1.5. X

n — 1 n + 1 

n - y jn 2 - 1

2.2.X5/2=1 J

2.4. X

1 1
5 л - 2  5n + 3 

2и + 1

2.6. X

n=l 7Г (и + 1)" 

1
n=1 (4и + 5)(4и + 9)

Q atorlarning yaqinlashuvchiligini Koshi kriteriysidan foydalanib, 
k o ‘rsating:

10 10z 10

T Q sin x sin 2x  sin nx 2.8. ------ + —  + _  + -------- + ....
3 32 3"

2 9  c o sx —cos2x + c o s2 x —c o s3 x ^  ^ co sn x—c o s (n + l)x

„ cosx cosx" cosx
2.10. — , !• , + ... + —

I2 2 n
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2.11. 1н— -н—— + ...+  — +
2 З2 п-

sin пх2 1 2  sin 1 • X sin 2х
2-4 3-5 (л + 1)(и + 3)

K oshi kriteriysidan  foydalanib , quyidagi qa to rla rn ing  uzoq-
lashuvchiligini k o ‘rsating:

2.13. 1+ 1 + ...+  1 + . . . .
2 n

1 1 1 1 12.14. 1+ — - + - + -------- I-....
2 3 4 5 6

3 5 7 2n + 1

-i 2 3 4 n + 12.16. -  + _  + — + -------+ ..
5 8 13 n +4

2.17. In 2 + In + ... + In
3

V*
2.18.

n/T3 л/3^5 ^ (2 n -V )(2 n  + l)

Misollarning javoblari

2.1. Sn = — — —y + , S = —  .
" 8 2 8 • 3 8

2.2. S„ =
1 1
3 5л+ 3

2.3. S„
3 1
4 2 

2.4. = 1 -

+

,S =

1
n + 1 и + 2 ;

1

( « + 1 У
, S  = 1 .2 .5 .

и 
и + 1

2.6. =
1
9 4и + 9

1 WX
36
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3- §. M usbat hadli qatorlar

3.1. Musbat qatorlarning yaqinlashuvchi boiishlik sharti. Biror

I X  = o l + a 2 + -  +  a n + . . .  (3.1)
/1=1

qato r berilgan b o ‘lsin.

A gar an > 0 ,(«  = 1,2,...) b o ‘lsa, (3.1) qa to r musbat hadli qator 

yoki qisqacha musbat qator deb ataladi.
3.1- teorema. (3.1) m usbat qa to r yaqinlashuvchi b o lish i uchun 

uning qismiy yig‘indilar ketma-ketligining yuqoridan chegaralangan 
b o ‘lishi zarur va yetarlidir.

3.1- natija. M usbat hadli qatorning qismiy yig‘indilari ketm a- 
ketligi yuqoridan  chegaralanm agan  b o ‘lsa, q a to r uzoqlashuvchi 
b o ia d i.

3.1- misol. U shbu qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

cos21 cos2 2 cos2 n
+  +  ...H—  —  + . . . .

1-2 2-3 « («  + 1)

Yechilishi. Berilgan qato rn in g  um um iy hadi uchun quyidagi

te n g s iz lik  o ‘rin li: ak = - < — ---— - ------ c h u n k i
4 jfc(jfc +  l )  * (*  + 1) k k  + 1

cos2« < 1. U  holda

S  -  y < y 
" h k { k + \ ) ~ h

=  1 — <1 
n + l

{Sn} qismiy y ig 'in d ila r ketm a-ketligi yuqoridan  1 soni bilan 
chegaralangan. D em ak, yuqoridagi 3.1- teorem aga asosan berilgan 
qa to r yaqinlashuvchi.

3.2- teorema. A gar (3.1) qatorning hadlari m onoton kamayuvchi,

ya’n ia , > an+l > 0  (« = 1,2,3,...) b o ‘lsa ,u  holda (3.1) q a to r bilan

¿ 2  ka2k = a l +2a2+... + 2ka2k + ... (3.2)
k=0

q a to r b ir vaq tda  yaqinlashuvchi yoki b ir vaq td a  uzoqlashuvchi 
b o ‘ladi.
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3.2- misol. U shbu um um lashgan garm onik qatorni yaqinlashishga 
tekshiring:

Yechilishi. 1) p  < 0 b o ig a n d a  berilgan qatorning uzoqlashuvchi 
ekanligi 1.1 -teorem adan kelib chiqadi, chunki bu holda qatorning 
umumiy hadi n —> °° da nolga intilmaydi.

2) p> 0  b o ‘lsin, u h o ld a  3 .2 -teo rem adan  fo y d a lan ib , q a to r  
yaqinlashuvchiligini tekshiram iz, chunki uning had lari m onoton

b o ia d i. Bu yerda bir necha hoi b o iish i mumkin:

a) p>  1 b o isa , u holda 2(]-p)<í va X  .-.Hii) cheksiz kamayuvchi
k = 0 ^

geom etrik qato r hosil b o ia d i. Bu qato r yaqinlashuvchi va uning

b) 0<p< \ b o is in ,  u h o ld a  2 U/;>1 b o ia d i .  S hunga  asosan ,

d) p = 1 b o is a , u  ho lda 2(1~rt= l .  N atijada  1 + 1 + . . .+1+. . .  qato r 
hosil b o iad i. Bu qato r esa uzoqlashuvchi.

Shunday qilib, berilgan um um lashgan garm onik  q a to r, 3.2- 

teorem aga asosan, p>  1 b o ig a n d a  yaqinlashuvchi, p <  1 b o ig an d a  
esa uzoqlashuvchi b o ia d i.

3.2. Musbat hadli qatorlarni taqqoslash haqidagi teoremalar. 
Ikkita

kam ayuvchi, ya’ni ' >
n p

1 _  2 p~l 

2k(p-i) ~ 2P 1 - 1

X 2UI P> geom etrik qa to r uzoqlashuvchi b o ia d i.
k =  0

_ a i + a 2+ --- + a„ +•••> (3.3)

X A  - b x+b2+...+bn +... '(3.4)

m usbat qatorlar berilgan b o is in .
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3.3- teorema. A gar n ning b iro rn 0(n0 >1) qiym atidan boshlab 

barcha n > n0 lar uchuna„ < bn tengsizlik o ‘rinli b o isa , (3.4)qatorning 
yaqinlashuvchi b o iish id a n  (3.3) qa to rn ing  ham  yaqinlashuvchi 
b o iish i yoki (3.3) qatorning uzoqlashuvchi bo iish idan (3.4) qatorning 
ham  uzoqlashuvchi b o iish i kelib chiqadi.

3.4-  teorema. A gar«  — > o o  da ^  ( a n -  K >  0 )  nisbat

l im a— = k (0 < £ <  +oo)

lim itga ega b o isa , u  holda:
a) k  < -H» b o ig a n d a  (3.4) qatorning yaqinlashuvchi b o iish id an

(3.3) qatorning yaqinlashuvchi bo iish i;
b) k >0 b o ig an d a  (3.4) qatorning uzoqlashuvchi b o iish id an  (3.3) 

qatorn ing  ham  uzoqlashuvchi b o iish i kelib chiqadi.
3.2- natija. Agar

lim -"  = k
t i — h n

lim ito ‘r in l ib o iib ,0 < k < ° °  b o i s a , (3 .3)v a (3 .4)q a to rla rb irv aq td a  
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi b o iad i.

3.3- natija. A gar«  —> oo da an ~  bn b o isa , (3.3) va (3.4) qatorlar 
bir vaq tda yaqinlashuvchi yoki bir vaqtda uzoqlashuvchi b o ia d i.

3.5- teorema. A gar n ning b iror n0(n0 >1) qiym atidan boshlab 

barcha n > n 0 lar uchun

(an >bn,bn >Qi)
a n K

tengsizlik o ‘rinli b o is a ,  u  ho lda (3.4) qato rn ing  yaqinlashuvchi 
b o iish id an  (3.3) qatorning ham  yaqinlashuvchi b o iish i yoki (3.3) 
q a to rn in g  u z o q la sh u v c h i b o i i s h id a n  (3 .4) q a to rn in g  h am  
uzoqlashuvchi b o iish i kelib chiqadi.

■A 5 + 3 (—1)"
3.3-  misol. 2 _ i — r y i + 3—  qatorn i yaqinlashishga tekshiring.

n= i 2
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Yechilishi. Ravshanki, ba rch an e  N  la ru c h u n 2 < 5  + 3 ( - l) "  <8 

b o ‘ladi. Bu holda

2«+з n

b o ‘lishi kelib chiqadi. M a ’lu m k i.X ^T  geom etrik q a to r ^  = - <l

yaqinlashuvchi. D em ak, 3.3- teorem aga k o ‘ra, berilgan qato r ham  
yaqinlashuvchi b o ‘ladi.

еп+пъ
3.4- misol. ^  3" + ln2 +7) qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

Yechilishi. A sim ptotik  form ulalardan foydalanib, quyidagilarga 

ega b o ‘lamiz: « —> 00 da e"+ n 3 ~ e" , 3 "+ ln 2 (n + l ) ~  3".

e + n
Bu holda n —» da a,

f  e

J ,
--к*

" 3" + ln 2 (h + 1)

g eo m etrik  q a to r
'e_V

V 3 ,

'  e ^  
q =  <1

V 3 J
b u n d a  “ <1- M a ’lu m k i, X  

3 n= l

yaqinlashuvchi. Y uqorida keltirilgan 3.3-natijaga asosan, berilgan
qato r yaqinlashuvchi b o ‘ladi.

oo I

3.5- misol. X  X  qatorni yaqinlashishga tekshiring. 
"=2 (n + l ) ln"

V  1Y echilish i. B erilg an  q a to rn i  ¿ j  g a rm o n ik  q a to r  b ilan
n=\  n

solishtiramiz. R avshanki, bu ikki qa to r um um iy hadlari nisbatining 
lim iti

1
2

(W+1V"" n , 
lim ------------ = lim ---------- - = l i m e “ -e ln" = +°o
П—>°o 1 П—>oo -----  П—>°°

(и +  1)1п"
n
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b o ia d i. Y uqorida keltirilgan 3.4-teoremaga k o ‘ra  berilgan qator 
uzoqlashuvchi b o ia d i.

3.3. Musbat hadli qatorlar uchun yaqinlashuvchilik alomatlari. 
Dalamber alomati. Biror

(barcha n e  N  lar uchun an > 0 )  (3.5)

q a to r berilgan b o is in . U  holda:

a) agar shunday q e  (0,1) son va m (m e  N )  n o m erm av ju d b o iib  

va V n > m  danbosh lab

5 i±L<q
an

tengsizlik o ‘rinli b o isa , (3.5) qa to r yaqinlashuvchi b o ia d i.

b) agar shunday /??.(m e  N )  nom er m avjud b o iib , b a rch an > m 

lar uchun

a"+' > 1 
an

tengsizlik o ‘rinli b o is a , (3.5) qa to r uzoqlashuvchi b o ia d i.
3.4- natija (Dalamber alomatining limit ko‘rinishi). A gar (3.5) 

qator uchun

¡ S £ T l = a (3-6)

m av ju d  b o i ib ,A < 1  b o i s a ,  (3.5) q a to r  y a q in la sh u v c h i,A > 1 
b o ig a n d a  esa, qa to r uzoqlashuvchi b o iad i.

°° a”
3.6- misol. ^  , a> 0 qatorn i yaqinlashishga tekshiring.

„ n  n+ 1
Cl &

Yechilishi. Berilgan qa to r uchun a = . > an+x = ------ r -  b o ia d i.
n\ (n + l )  •

D alam b er a lom atin ing  lim it k o ‘rin ish idan  foydalan ib , q a to rn i 
yaqinlashishga tekshiramiz:
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D em ak, Л = О < 1 b o ‘lganligi sababli, berilgan q a to r  yaqinla- 
shuvchi.

3.7-misol. U shbu qatorn i yaqinlashishga tekshiring:

3-1! 32 -2! 3 n -n\
+ - +...4----- -— H....

1 2 nn
Yechilishi. Berilgan qa to r uchun:

_  T n l  3”+1 (w + 1)!
n ’ ^ n + \  /  .  чИ+1 ’n (n + l)

fl+1 3"+1 - (n + l)! n" /  n T 3
lim n±L =  lim ------ - • j- — - =  lim 3

an (n + l )  3 -и! n_>°°

'  n V  

vn + 1 У
= >1 

e

boigan lig i sababli, yuqoridagi 3.4- natijaga k o ‘ra, berilgan qator 
uzoqlashuvchidir.

3.8- misol. U shbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

X-1 ГТ / -ъ л \> a c l I — -z— — 5----- ( x > 0 )•
“ Í t=i l + jc + cos t o

Yechilishi. A gar x = 0  b o 'lsa , berilgan  q a to r  yaqin lashuvchi 
b o lad i. X Ф 0 deb faraz qilamiz. Bu holda berilgan qatorning umumiy 
hadi

y - ,  sin2 t o  nx
a = n - x  I I ------ ,--------s  -------- ------- — = £>„

AAl+ ; t  +cos t o  л  • 24k=1

Y  их
b o ‘ladi. U  h o ld a 2 ^ 7 /  2\" q a to rg a  ega b o ‘lam iz. D alam ber

n=i l l  +  д: I

a lo m a tid a n  fo y d a la n ib  hosil b o ‘lgan  q a to rn i y aq in lash ish g a  
tekshiramiz:

( i  +  X 2 )"



o° ^  „ ^ o o  n  l  +  X 2

hosil b o ig a n  qa to r yaqinlashuvchi. D em ak, taqqoslash alom atiga 
k o ‘ra, berilgan qato r ham  yaqinlashuvchi.

Koshi alomati. U shbu qa to r berilgan bo is in .

U  holda:

a) agar shunday q e  (0 ;l)  son v am n o m er m avjud b o iib , barcha 

n > m d an  boshlab

tengsizlik o ‘rinli b o ‘lsa, (3.7) qa to r yaqinlashuvchi b o ia d i;
b) agar shunday m  nom er m avjud b o iib , barcha«  > m  lar uchun

tengsizlik o ‘rinli b o isa , (3.7) qa to r uzoqlashuvchi b o ia d i.
3.5- natija (Koshi alomatining limit ko‘rinishi). A gar (3.7) qator 

uchun

limit m avjud b o iib , X < \  b o is a , (3.7) qa to r yaqinlashuvchi, X>1  
b o ig a n d a  esa, uzoqlashuvchi b o ia d i.

3.1- eslatma. Agar (3.6) va (3.8) shartlarda X = l b o isa , D alam ber 
va K oshi a lom atlari q a to rn in g  yaqin lashuvchi va uzoqlashishi 
to ‘g‘risida hech narsa  ay ta  olm aydi: q a to r yaqinlashuvchi ham , 
uzoqlashuvchi ham  b o iish i m um kin.

Bizga m aiu m k i, va X  2 qatorlarning ikkalasi ham  (3.6)
n= 1 n  11=1 n

va (3.8) sh a rtla rn i q an o a tlan tirib ,/L  = l b o ia d i ,  lekin u la rd an  
birinchisi uzoqlashuvchi, ikkinchisi yaqinlashuvchi (3.2-misolga q.) 
b o ia d i.

3.2- eslatma. (3.6) lim itn ing  m av jud lig idan  (3.8) lim itn ing  
mavjudligi kelib chiqadi, lekin buning teskarisi o ‘rinli emas, y a ’ni
(3.8) lim itning m avjudligidan (3.6) lim itning mavjudligi h ar doim

(barcha n e  N  lar uchun an > 0 )  (3.7)
n = 1

(3.8)
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ham  kelib chiqaverm aydi. Shuning uchun qatorlarni yaqinlashishga 
tekshirishda Koshi alom ati D alam ber alom atiga qaraganda sezgirroq 
b o i ib  hisoblanadi.

3.9- misol. X an qatorn i yaqinlashishga tekshiring, bunda
n=1

\q n+'J", и -ju ft boiganda, 
an -< q —  m usbat.

[q , n -  toq boiganda,

Yechilishi. Quyidagi nisbatni qaraymiz:

an+i = |  , n -  toq boiganda,

an [ t n - j u f t  bo ig an d a .' 

q Ф 1 b o ig a n d a  a"+] chegaralanm agan b o ia d i, shuning uchun u
a„

ch ek li lim itg a  ega em as. L ek in  и — da  ^ja^ = qn" 2 -$ q

boigan lig i uchun, q < 1 b o ig an d a , qa to r yaqinlashuvchi, q >  1 
b o ig a n d a  esa, qa to r uzoqlashuvchi b o ia d i. Shunday qilib, Koshi 
a lo m ati D a lam b er a lo m atig a  q a ra g a n d a  sezg irroq  ekanlig iga 
ishonch hosil qilamiz.

3.10- misol. У « 6! ^ П + ^ qatorni yaqinlashishga tekshiring.
5и + 6

Yechilishi. Berilgan qa to r uchun: 

4n + 5 
5n + 6

- n6

I— “ 4л+ 5 4lim d a n = lim n " --------= — < 1
Tl— n —>oo 5и + 6 5

boiganlig i sababli, K oshi alom atiga k o ‘ra, berilgan qato r yaqin-
lashuvchi.

чгч n !
3.11-misol. qatorn i yaqinlashishga tekshiring.

n=\ fT
Yechilishi. Stirlingning asim ptotik form ulasidan foydalanamiz:



i--- j _1__1_ Yi
Bu h o lda  « —> oo da  ?Jan ~ e~l ( i n ^ "  ■ n2n ^ - n —  b o 'la d i.

Y uqorida keltirilgan 3.3- natijaga ko ‘ra berilgan qato r uzoqlashuvchi 
b o ‘ladi.

3.12- misol.
v« + l , qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan qa to r uchun
)

n + 1

lim da.. = lim

n + 1
N/l-l

1 -
77 + 1

b o ig a n l ig i  sa b a b li, K o sh i a lo m a tig a  k o ‘ra , b e rilg a n  q a to r  
yaqinlashuvchi.

3.5- teorema (umumlashgan Koshi alomati). A gar lim i/iT  = q ,
f l - > o o H

an > 0, (n = 1,2 ,...) b o ‘lsa, u holda: a j  q < 1 b o ‘lganda ' £ a n qa to r
n = 1

yaqinlashadi; 6,) q > 1 b o ‘lganda esa uzoqlashadi.
n =I

^ 2  + ( - l) "
3.13- misol. 2_, „ qatorn i yaqinlashuvchilikka tekshiring.

n=i 2
Yechilishi. Quyidagi ifodani qaraymiz:

K..

1 — 1
A gar n = 2k, k e  N  b o ‘lsa, = 32t’ va lim AT,. = —.

2 2

A gar « = 2 k - l ,  k e  N  b o ‘lsa,^T2W = ^ bo 'ladi.

U m um lashgan K oshi alom atiga k o ‘ra lim Kr: = < 1 va berilgan

qato r yaqinlashuvchidir.
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X  an (a„ > 0 , barcha n e  N  lar uchun) (3.9)
n = 1

q a to rd a  n e N  n in g  b i ro r  n0 (n0 > l)  q iy m a tid a n  b o sh la b  

barcha n > n0 q iym atlar uchun

Raabe alomati. Agar

-1 > r >  1 -1 <1

tengsiz lik  o ‘rin li b o i s a ,  u h o ld a  (3.9) q a to r  y aq in la sh u v ch i 
(uzoqlashuvchi) b o ia d i.

3.6- natija (Raabe alomatining limit ko‘rinishi). A gar (3.9) qator 
uchun

lim/z - 1 = p  (p  = const)

limit m avjud b o iib , p  > 1 b o isa , (3.9) qa to r yaqinlashuvchi, p  < 1 
b o isa , qa to r uzoqlashuvchi b o iad i.

3.3- eslatma. Agar (3.9) qator uchun lim n a!L
a„ ,

= p  = 1 b o isa ,

u holda qa to r yaqinlashuvchi b o iish i ham , uzoqlashuvchi b o iish i 
ham mumkin.

3.14-misol. X ^2«)!! 2" i a t°m i yaqinlashishga tekshiring. 

Yechilishi. Berilgan qato r uchun

_  (2n -1 )!!  1 _ ( 2 «  + l)H l

U" ~  (2«)!! ¥  ’ a"+' ^  (2//H-2 )!! 2"+1 ’

(2/1-1)!! 1

,/ 2(2n + 2)
;  / ,  lim « 

i (2« + l)
"— 1 = lim n

2 (2n + 2 ) ' 

2n + l
= oo > 1

I>o I)>,;1111ij>.i s ab ab li, R a a b e  a lo m a tig a  k o ‘ra , b e r ilg a n  q a to r  
yaqinlashuvchi.
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3.15- misol.S. qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. D alam b er a lo m atig a  k o ‘ra , b e rilg an  q a to rn in g  
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi b o iish i to ‘g ‘risida biror qarorga

kelib bo im aydi, chunki lim "+l = 1. Ammo R aabe alom atiga k o ‘ra,n-*°° an
berilgan qato r uzoqlashuvchi b o ‘ladi.

H aqiqatan  ham , berilgan qato r uchun

1
n\

V y

> an+1
1

(и + l)!
n + 1

R = n " -1
V n+ l

= n

\ \
1 +  -

n

, lim./?, =  lim и
t l— )o o  n — >oo

vv

Bu limitni hisoblash uchun x - > 0  da ln(l + x) va ex larning 
T ey lo r fo rm u la s id a  yoy ilm asid an  fo y d a lan ib , R n n i quy idag i 
k o ‘rinishda ifodalaymiz:

R„ = n
(1+ -У

n

е(1 + - Г - 1  
n

\  f  1 \  
n  ln( H— )

— Yl e*e n -1

= n

= n

(  - n ( i - J L + 4 ) )  >  '  

в 'в n 2n2 n2 е е
i /1 ч \  -1+—+<>(-)

2 n  n __1 =  П

f  1 1 \  —+o(-)
0 2n  n __Y

1 Л= -  + o (- ) .
2 n

1 Л л + ° (  )2 n
D e m a k , lim Rn -  lim

W—>oo n —>oo

boigan lig i sababli, R aabe alom atiga ko ‘ra, qa to r uzoqlashuvchi.

= -  b o 'la d i ,  y a ’n iA  = -̂  <1 
2 2
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Gauss alomati. A gar (3.9) qa to r uchun

=  ^  +  -  +  %  ( | 0 „ |< c ,  £ > 0 )
“ «+1 n  n  

b o isa , u holda:
a) X > I b o ig an d a , (3.9) qa to r yaqinlashuvchi;
b) X < 1 bo‘lganda, (3.9) qa to r uzoqlashuvchi;

cl) X -  I b o iib , n  > 1 b o ig a n d a , (3.9) qa to r yaqinlashuvchi;

e) X = I b o iib , ji < 1 b o iganda , (3.9) qator uzoqlashuvchi bo iad i.

3.16- misolsol. £ (2n - l ) !

(2«)!! qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Ycchilishi. Berilgan qa to r uchun 

^ (2« - l ) ! ! v
=

b o iad i. "

(2«)!! y

nisbatni qaraymiz:

(2/i + l ) ! ! ' 

(2n + 2)!!

A2/z + 2 v  
2n + l

1 + 1

2n + l
= 1+ ‘  + 

2/7 +1

2(2n + l)
n —> oo.

G au ss  a lo m a tig a  k o ‘ra , b e r ilg a n  q a t o r / >>2 b o ig a n d a ,  

yaqinlashuvchi,/) < 2 b o ig a n d a  esa uzoqlashuvchi b o ia d i.
3.17- misol. U shbu qatorn i yaqinlashishga tekshiring:

y  p ( p  + l)...(p  + n - l )  1

t f  »! ' n* ’
Yechilishi. R avshanki, p  —  bu tun  m anfiy yoki nol b o ig a n d a  

berilgan qato r yaqinlashuvchi b o ia d i. Shuning uchun biz bu holni

a n
qaram aym iz. Bu qato rda  1 nisbatni quyidagicha ifodalaymiz,

a n + 1

bunda
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Biz bu yerda va (1 +x)a funksiyalarningx —>0 da Teylor
1 + x

form ulasi yoyilm asidan foydalanib,

1 - P- + o ( X) 
n n

I t  + ,>( ) 
n n

ni topamiz.

D e m a k , G a u ss  a lo m a tig a  a so sa n , q - p  + l > 1 y o k i q> p  
b o ‘lganda berilgan q a to r yaqinlashuvchi b o ‘ladi.

Koshining integral alomati. A gar / ( x )  funksiya [ A:;+°°) ( k e  N  

—  b iro r son) da  an iq langan , uzluksiz, o ‘sm aydigan va m anfiy

b o ‘lm agan funksiya b o ‘lib , F ( x )  = j  f  ( t )dt  funksiya/(x ) funksiya
°° k °°

uchun boshlang‘ich funksiya va X  an ~  X  f  (n ) b o isa ,
/7=1 H=1

X

l im F (x )  = lim J f ( t ) d t
X~ $  X^ ° °  k

m avjud va chekli b o ‘lganda (3.7) qa to r yaqinlashuvchi, bu limit 
m a v ju d  b o im a g a n d a  y o k i ch ek siz  b o ig a n d a  (3 .7 ) q a to r  
uzoqlashuvchi b o ‘ladi.

3.18- misol. X . . /, \ qatorni yaqinlashishga tekshiring.
n = 3 Yl i l l  Tl 1X11 111 VI )

Yechilishi. Berilgan qatorning um umiy hadi an
ln« -ln (lnw )n

U holda f i x ) -  1 funksiya [3 ; + °°) da an iq langan , 
x ln x i n ( l n x )



u zluksiz , 0 ‘sm ay d ig an  va m anfiy  b o im a g a n  fu n k siy a . f ( x )  
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi esa

X 1

F ( x )  = f —  = ln ln ln x - ln ln ln 3  
'  t In t In In t

b o iib , X —>°o da F  (x ) —> °o. Dem ak, K oshining integral alom atiga 

k o ‘ra, berilgan qa to r uzoqlashuvchi b o iad i.

V  3 ~n>3 .1 9 -misol. 2-in e qatorn i yaqinlashishga tekshiring.
n= 1

Yechffishi. f  (x  ) = x 3e~* funksiya x  > 1 da kamayuvchi va manfiy

b o im ag an  fu n k s iy a ./ (x )  = x 3e“x4 funksiya u ch u n F (x )  boshlan- 

g‘ich funksiyani topamiz:

F ( x )  = I  t3e~‘4 dt = l { e - ' - e - x' Y  
i 4

x —> oo da  F{x) funksiyan ing  lim iti m av jud  va chekli, y a ’ni

I™ F  (x ) = ~ . Dem ak, Koshining integral alom atiga k o ‘ra, berilgan 

qato r yaqinlashuvchi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Q atorlarni 3.1- teorem adan foydalanib yaqinlashishga tekshiring 

sin4 2л v
ЪЛ' Ь { п Щ п  + 2)  ■ 3 -2-5 v

у  к  -  arctgn -А и ■ 2"+5
3 '3”è (и +1 ) ( л + 2 ) (и + 3 )  • З А  t i n - ¥ + 4  ■

Qatorlarni 3.2- teorem adan foydalanib yaqinlashishga tekshiring:

* * 5 Ь г у  - 3 * 1 - . ,  » ,  y  . M . £ - L b ü ± | .
П= 2 л ( 1 п л )  я = 2 л ( 1 п л )  ( I n л )  n=2 у П  Л - 1

1+ Шл
q", 0 < q < 1.
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3.8. X ln " .  3.9. Х  - т  . З Л О . !  , П
П  п2 t i  4 + п2 "  и In 7Î ln ln n

3.11. £  —  т .
/1=3 п Inп (ln ln n)

Т  aqqoslash teorem alaridan foydalanib, qatorlarni yaqinlashishga 
tekshiring:

3.12. У 5 + 3 (; !) . 3.13. У  ^  3.14. I й, .
n=\ 3" л=1 „=1 e

к
oo , oo C O S “  oo « -1

3.15. r f S "  . 3.16. 3.17. Z — ! L _
r í « 2+ l  „=, ^ 2 n 5 — 1 «=i (2и2 + « + l)

3.18. V  ” 5 3.19. Y Sm " . 3.20. У - / • f  .
t i T + y  f f  2 ^ l n ( m - l )

3.21. У ---------- . 3.22. У ..... . 3.23. У
tí> r  - 4 n  + 5 t í j n 2+2n t í t j n 5

3.24. У 1 U n 2 +n + l - y j n 2 - n  + l \  . 3.25. Y tg —
T Í  n V > S  4 n

n + 1 *
2

3.26. £
Л  ? \ 2 i + rí

1 + и
V y

n=i

D alam ber a lom atidan  foydalanib , q a to rla rn i yaqinlashishga

tekshiring: '^_¡an .
n = 1

12 4

3.27. а = , П - . 3.28. a = —  .
" (и + 2)! " 4"

^ и!а" 3-6 ...(Зи) 1
3.29. а = —— , a ^ e ,  а > 0. 3 .30 .a  = ——  , arcsin —  

пя " (и + 1)! 2"
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(2л)! n\(2n  + l)\
3.31. а -  > т г ф . 3.32. ап = . > . 

(л !)2 (3«)!

2-5...(Зл + 2)
3.33. а —---------— —

2" •(« + !)!
3.34.« =

_  1 -3 -5 ...(2 и -1 ) 

71 _ 2 -5 -8 ...(З л -Т ) '

и! In101 и3 .35.ап — —i . 3.36. а „ =  ~ ,  п >2 .

K o sh i a lo m a tid a n  fo y d a la n ib , q a to r la rn i  y a q in la sh ish g a  

tekshiring: ^  an .

3 .3 7 .« ,,=  1 , л > 2. 3 .3 8 .« ,,=  
(In и) v «y

. 3.39. «„ =
Í  2 , с  Y  л +5

л2 + 6V У

3.40. «„=3"

3.42. « =■

v« + 1 y

(ln (« + ! ) /

. 3.41. «..

. 3.43. «„

/ 6л + 4 > Г 5 л
5 л - 3

2 л - 1  

У2и +  1 У

v3« - ! y
. 3.46. а„3.44. « = . 3.45. ап =

л ( ^ ) "

U m u m lash g an  K o sh i a lo m a tid a n  fo y d a la n ib , q a to r la rn i  
yaqinlashishga tekshiring.

2 ТТЛ

1  3 . 4 8 . S - ^  . 3 .4 9 .X -З.47. £

OO i
3 .5 0 .X

“ C“ ‘ T  „ Ä  Ï . „ v 5 + 3 H ) -
И=1 4”

л/2+(-1)"

5"

1 + cos л
2 + cos и

\2 л -1 п /г

п= 1

3.52. A gar«,, > 0 У л е  N  la rd a  «,,+1< «;, b o i ib ,  q a to r

yaqinlashuvchi b o isa , lim пан = 0 ekanini isbotlang.
Я— »<x.
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3 .5 3 . Ag a r l i mnan = a  b o ‘lib , 0 b o ‘lsa, q a to rn-*°o /1=1
uzoqlashuvchi bo ‘lishini isbotlang.

3 .5 4 . q a to r  ( a n > 0 )  berilgan  b o ‘lib , n > n Q la rd a

( l - y f c )  > P >  1 bo‘lsa, berilgan qator yaqinlashuvchi, n > n0 
'  7 In n

larda bo ‘lsa, uzoqlashuvchi ekanini isbotlang.

3.55. Agar X  ’ X A i qatorlar yaqinlashuvchi bo‘lsa, ,
«=i «=i

+ 0  l  X  q a to rla r  ham  yaq in lashuvch i b o ‘lishini
»j=i n

isbotlang
R aabe va G auss alom atlaridan foydalanib, quyidagi qatorlarni 

yaqinlashishga tekshiring: X a »  ■

3.56. a„

\a
(2n + l)!! 
(2n + 2)!!

3.57. a. =

3.58.

{̂a +  V 2  +  V 3 j . . .  | l  +  'Jn + 1  j  

(n + l)

i a > 0 -

<2,, =

3.60. a

3.61. a„

/3(yЗ + l)...(yЗ + «)', 

p ( p  + l ) . . .(p  + n + 1)^“

¡3 > 0 . 3.59. a„ =

9 ( 9  + 1 ) - . ( 9  + n - l )

l - 4 . . . ( 3 f i - 2 ) - 2 - 5 . . . ( 3 n + 2 )  

»!•(« + !)! 9"

, /> > 0 , 9  > 0  .
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3.62 ап =
1п21п3...1п(и + 1)

1п(2 + а)1п(3 + а)...1п(и + 1 + а ) ’ а>

In
п

3.63. а„ -  , п >  2-  3.64. а
я ln« ' * = L = ,  п > 2  ■

K o sh in in g  in te g ra l a lo m a tid a n  fo y d a la n ib , q a to r la rn i  
yaqinlashishga tekshiring:

3.1. Yaqinlashuvchi. 3.2. Y aqinlashuvchi. 3.3. Yaqinlashuvchi.
3 .4 .Y a q in la sh u v c h i. 3 .5 . p > \  da  y a q in la s h u v c h i, p <  1 da  

uzoqlashuvchi. 3.6. \ /q , p >  1 da  yaqin lashuvchi, p - 1, q> 1 da 
y a q in la sh u v c h i. 3 .7 . U z o q la sh u v c h i. 3 .8 . U z o q la sh u v c h i.
3.9. Yaqinlashuvchi. 3.10. U zoqlashuvchi. 3.11. Yaqinlashuvchi.
3.12. Yaqinlashuvchi. 3.13. Yaqinlashuvchi. 3.14.Yaqinlashuvchi.
3.15. Yaqinlashuvchi. 3.16. Uzoqlashuvchi. 3.17. Yaqinlashuvchi.
3.18. Yaqinlashuvchi. 3.19. Yaqinlashuvchi. 3.20. Uzoqlashuvchi.
3.21. Yaqinlashuvchi. 3.22. Uzoqlashuvchi. 3.23. Uzoqlashuvchi.
3.24. Yaqinlashuvchi. 3.25. Uzoqlashuvchi. 3.26. Yaqinlashuvchi.

MisoIIarning javoblari
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3.27. Yaqinlashuvchi. 3.28. Yaqinlashuvchi. 3.29. Uzoqlashuvchi.
3.30. Uzoqlashuvchi. 3.31. Uzoqlashuvchi. 3.32. Yaqinlashuvchi.
3.33. Uzoqlashuvchi. 3.34. Yaqinlashuvchi. 3.35. Uzoqlashuvchi.
3.36. Yaqinlashuvchi. 3.37. Yaqinlashuvchi. 3.38. Yaqinlashuvchi.
3.39. Y aqinlashuvchi. 3.40. Uzoqlashuvchi 3.41. Y aqinlashuvchi.
3.42. Ixtiyoriy a  lar uchun yaqinlashuvchi. 3.43. Yaqinlashuvchi.
3.44. Uzoqlashuvchi. 3.45. Yaqinlashuvchi. 3.46. Yaqinlashuvchi. 
3.47. Yaqinlashuvchi. 3.48. Yaqinlashuvchi. 3.49. Yaqinlashuvchi.

oc
3.50. Y aq in lashuvchi. 3.51. Y aq in lashuvchi. 3.56. + ß  >1 da

OCyaqinlashuvchi, + ß  < 1 da uzoqlashuvchi. 3.57. Yaqinlashuvchi.
2

3.58. a  + ß  > 2 da yaqinlashuvchi, a  + ß  < 2 da  uzoqlashuvchi.
3 .59 . «  > i  d a  y a q in la s h u v c h i, a < \ d a  u z o q la sh u v c h i.
3.60. a ( q - p ) >  1 da  yaqinlashuvchi. 3.61. U zoqlashuvchi. 3.62. 
U zoqlashuvchi. 3.63. U zoqlashuvchi. 3 .64.U zoqlashuvchi. 3.65. 
Yaqinlashuvchi. 3.66. Uzoqlashuvchi. 3.67. Uzoqlashuvchi. 3.68. 
Yaqinlashuvchi. 3.69. Y aqinlashuvchi. 3.70. Y aqinlashuvchi. 3.71. 
Yaqinlashuvchi. 3.72. Y aqinlashuvchi. 3.73. Y aqinlashuvchi. 3.74. 
Y aq in la sh u v c h i. 3 .75. Y aq in la sh u v ch i. 3 .76 . a > l ,  ß e R  da 
yaqinlashuvchi, agar a  = \ , ß  > 1 b o ‘lsa, yaqinlashuvchi, a va b ning 
boshqa qiym atlarida uzoqlashuvchi.

4 - §. Ixtiyoriy ishorali qatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi

4.1. Qatorlarning absolut va shartli yaqinlashuvchiligi. H adlari
»xtiyoriy ishorali

¿ a ,  = a , + O j (4.1)
«=1

qa to r berilgan b o ls in . Bu q a to r hadlarining absolut qiym atlaridan 
ushbu qatorni tuzamiz.

X i a»l = lai [ f  |a2| + - k l  + - -  (4.2)
n = 1

4.1- ta’rif. A gar (4.2) qa to r yaqinlashuvchi b o is a , (4.1) qa to r 
absolut yaqinlashuvchi qator deyiladi.

4.2- ta’rif. A gar (4.1) q a to r yaqinlashuvchi b o lib , (4.2) qator 
uzoqlashuvchi b o isa , (4.1) q a to r shartli yaqinlashuvchi deyiladi.
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4.1- teorema. A gar (4.2) qa to r yaqinlashuvchi b o is a , (4.1) qator 
ham  yaqinlashuvchi b o ia d i.

4.2- teorema. A gar (4.1) qato r absolut yaqinlashuvchi b o iib , { b j  
ketm a-ketlik esa chegaralangan b o isa , y a ’ni 3 M  > 0 : V« € N uchun

bn\ < M  b o is a , X a* A  qa to r absolut yaqinlashuvchi b o ia d i.
rt-1

4.3- teorema. A gar ixtiyoriy ishorali va qato rlar
n = 1 «=1

absolut yaqinlashuvchi b o is a , barcha A,,ue R  o ‘zgarm as sonlar 
uchun

'Z (/Lan+Hbn)
n = 1

qato r ham  absolut yaqinlashuvchi b o ia d i.

4.4- teorema. A gar (4.1) qa to r absolut yaqinlashuvchi b o isa , (4.1) 

qa to r hadlarining o i'in larin i alm ashtirish natijasida tuzilgan

1 * .
/7=1

qato r ham  absolut yaqinlashuvchi b o ia d i va uning yig‘ indisi (4.1) 
qatorning yig indisiga teng b o iad i.

4.5- teorema. A gar (4.1) qa to r absolut yaqinlashuvchi b o isa , u

holda Can ( C — o ‘zgarmas son) qator ham  absolut yaqinlashuvchi
n=1

b o ia d i.
4.6- teorema. A gar

/1=1

l b
/2=1

qato rlar absolut yaqinlashuvchi b o iib , ularning yig‘ indilari mos 
ravishda S', S "  ga teng b o isa , ular hadlarining istalgan tartibdagi 
a -b k o ‘paytm asidan tuzilgan q a to r ham  absolu t yaqinlashuvchi 
b o ia d i va uning y ig ind isi S ' - S "  ga teng b o iad i.
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4.1- eslatma. (4.2) qa to rn ing  uzoqlashuvchi b o ‘lishidan (4.1) 
qatorning uzoqlashuvchi bo iish i har doim  ham  kelib chiqavermaydi.

4.2- eslatma. A gar (A) va (5 ) qatorlarning biri yaqinlashuvchi, 
ikk in ch is i a b so lu t y aq in lash u v ch i b o i s a ,  u h o ld a  q a to r la rn i 
ko 'paytirishda K oshi qoidasi o i in l i  b o iad i:

£ c„ = S an - £ èn> c„ = albn +a2bri_l +... + anbv
n = 1 n= 1 n= 1

4.3- eslatma. (A) va (B) qatorlar shartli yaqinlashuvchi bo ig an d a , 
ularning ko ‘paytmasi uzoqlashuvchi bo iish i ham  mumkin. M asalan,

” (—IV1-1
I  r  qatorning Leybnis alom atiga ko ‘ra  shartli yaqinlashuvchi
n=1 vn

ekanligini k o ‘rsatish qiyin emas.
Bu qatorni K oshi qoidasiga asosan o ‘zini-o‘ziga k o ‘paytiramiz:

, - j H r 1 1 (-1 r  , 1 (-ir3 . +(- if  ,

= ( —i )"-1 ( V +  r  'r -  -+ ...+  r  l .*— + ...+  ' ).
1 ■sln V2 - V « - l  \Jk \ln  — k  + 1 v « - l

Q avs ichidagi h ar b ir q o ‘shiluvchi -  dan k a tta  b o ig an lig i
n

uchun |cnj> l  b o ia d i .  D em ak, k o ‘pay tm a q a to r  uzoqlashuvchi 

b o ia d i.

v -1 ( (\n-i ~Jn + 4 ~  y/n + l
4.1-misol.  qatorning absolut yaqinlash-

„ = i n
uvchiligini k o ‘rsating.

—>] yi ~J- 4 “  '\j Yi —|— 1
Yechilishi. Berilgan q a to r bilan birga V - ------ --------qatorni

~  n
q a ray m iz . Bu q a to rn in g  um u m iy  h a d in i q u y id a g ic h a  shak l 
alm ashtiram iz:

\jn  + 4 — -Jn + l _  1 1 1

n 3 n(yJn + 4 + J n  + \)
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A l  3 
D em ak, 2_,---------q a to r yaqinlashuvchi, chunki p  = — > i.  U

/1=1 2 n 2
holda 4.1- t a ’rifga k o ‘ra, berilgan q a to r abso lu t yaqinlashuvchi 
b o ‘ladi.

4.2- misol. Y  -  - -  S'n qatorni yaqinlashishga tekshiring.
t !  n

( - 1)"
Y ech ilish i.bn = sinrax, an = deb  b e lg ilay m iz . V n e  N ,

n
oo oo /  1 \ t l

V x e  R  uchun \bn\ = \sinnx <1, X a» = X  4 — qato r absolut
n=I /1=1 n

yaqinlashuvchi, chunki Y  *, — qato r yaqinlashuvchi. Dem ak, 4.2-

teorem aga asosan, berilgan qato r absolut yaqinlashuvchi boMadi.
4.3- misol. U shbu qato rlar yig‘ indisining absolut yaqinlashuvchi 

ekanligini k o ‘rsating:

°° cos nx sin«x . .
~ 2 va \  _ 2 ( x * 2 n n ,  n e Z ) .  

n=i 2n n=i 2n
Yechilishi. R avshanki, berilgan qato rlar 4.2- teorem aga asosan,

abso lu t yaq inlashuvchi b o ‘ladi. Endi quyidagi y ig‘indi qa to rn i
qaraym iz:

• \■ « sm(— \-nx)
Y  cos nx  Y v 3 s i n n x _ Y ' 6

?«2 w2n= 1 n = 1 n = 1 "

Hosil bo ‘lgan qator 4.2- teoremaga asosan, absolut yaqinlashuvchi 
b o lad i.

D em ak , 4 .3 - te o re m a g a  a so sa n , a b s o lu t  y a q in la sh u v c h i 
qatorlarning yig‘ indisidan tuzilgan qator ham  yaqinlashuvchi b o ‘lar 
ekan.

4.4- misol. U shbu qatorlarn ing  k o ‘paytm asini hisoblang:

1



Yechilishi. M a’lumki, bu berilgan qatorlar absolut yaqinlashuvchi
r

b o iib , ularningyig1 indilari m os ravishda e~2 va e 3 ga teng b o iad i.
Endi bu qato rlarn i K oshi form ulasi b o ‘yicha k o ‘paytiram iz. 

K o ‘paytm a qatorning um um iy hadi

( - 2 ) (4 r ' (-2 )‘ <_5 r ‘c = 1 ------— +  - --- ------ ----- + ... +  ----- ------- - -----+
n\ 1! (/1- 1)! k \ ( n - k ) \

( - 2)" (-D " Kn-k _ (~2 ¥ '
/, I / , M  '  l 'n\ t » ^ ! ( « _ ^)! 3 n\

“ {- 2 \ r
Endi Y -------—  qator hadlarining absolut qiym atlaridan tuzilgan

S  «!

(2 ^)"
qatorn i abso lu t yaqinlashishga tekshiram iz: D alam ber

alom atiga asosan, qa to r yaqinlashuvchi. D em ak, 4.6- teorem aga 
asosan, k o ‘paytm a qa to r absolut yaqinlashuvchi va uning yig indisi

e 2 - e 3 = e  3 ga teng b o iad i.

 ̂ ^ ^  (« + 3)cos3«
4.5- misol. 2_! I— q a to rn in g  ab so lu t yaq in lashuv-

n=i v «7 +3« + 4
chiligini k o ‘rsating.

Y echilishi. B arch a  n e  N  la r  u ch u n  ra + 3 < 4 « ,  |co s3 « !< l,

4
n1 + 3n + 4 > n 7 tengsizlik o ‘rinli b o ia d i. U  holda, \an\ - ~ z r  = ̂ „-

n '1

4 v . ,
>1 b o i ib ,  2-i°« q a to r  yaq in lashuvch i. D em ak , taq q o slash

3 n=1
alom atiga k o ‘ra berilgan qato r absolut yaqinlashuvchi b o ia d i.

4.2. Ishorasi almashinuvchi qatorlar.
4.3- ta’rif. U shbu (b u n d a a ;i > 0  yoki an < 0 ,  V n e  N )  q a to r 

ishorasi almashinuvchi yoki Leybnis qatori deyiladi.
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' ^ ( - i y +lam= a l - a 2+a3- r . + ( - l f l •«„+.... (4.3)
n = 1

4.7- teorema (Leybnis alomati). A garishorasi almashinuvchi (4.3) 
qatorning hadlari absolut qiym ati b o ‘yicha m onoton  kamayuvchi, 
y a ’ni

«„>,•/..; > 0  (V n e .V ) (4.4)
V a  , • Ahm an = 0 (4 .5)

b o ‘lsa, (4.3) qa to r yaqinlashuvchi b o ‘ladi.
4.4- eslatma. A bsolu t yaqinlashuvchi qa to rla r uchun Leybnis 

alom atining shartlari bajarilm asa ham  ishorasi alm ashinuvchi qator 
yaqinlashuvchi b o lish i m um kin.

4.5- eslatm a. A b so lu t y aq in la sh u v ch i b o ‘lm ag an  isho rasi 
almashinuvchi, hadlari m onoton kamayuvchi qatorlar yaqinlashuvchi 
b o ‘lishi uchun Leybnis alom atidagi shartlarning bajarilishi zarur va 
yetarli.

4.6- eslatma. Leybnis a lom atidag i ucha la  sh a rt ham , y a ’ni 
q a to rn in g  h ad la rin i ish o ra  a lm ashinuvchilig i, ab so lu t q iym ati 
b o ‘y ich a  m o n o to n lig i  va  u la rn in g  n o lg a  in t il is h i a b so lu t 
yaqinlashuvchi b o ‘lm agan qatorlarning yaqinlashishi uchun m uhim  
shart b o ‘lib hisoblanadi. Shulardan birortasi buzilsa, u holda qator 
uzoqlashuvchi b o ‘ladi.

B undan keyin, Leybnis alom ati shartlarin i qanoatlan tiruvchi 
qatorlarn i Leybnis tipidagi qatorlar deb ataymiz.

Natija. Leybnis tip idag i q a to rla rd a  V «e N  uchun  quyidagi 
tengsizliklar o ‘rinli b o ‘ladi:

S2n< S < S 2„_i, S~S„  ^a„+i, 0 < S < a l .
4.6- misol. U shbu qatorn i yaqinlashishga tekshiring:

1 1 1 1  1 1
1 7 + —__+ ----— +... .

2 34 4 5 ( 2 n - l )  (2 n f

Yechilishi. Berilgan q a to r hadlarin ing abso lu t qiym atlaridan 
tuzilgan

, 1 1 1 1  1 1
1H—-- H— t H— . H— + _H---------- i , H------- +...

2 34 4 5 ( 2 « - l )  (2 n f

q a to r  y a q in la sh u v c h i, c h u n k i b u  q a to r  ¿ - y  q a to r  b ilan
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taqqoslanganda, berilgan qatorn ing  har bir hadi bu qatorn ing  mos
oo |

hadlaridan katta  emas. Lekin Y  - -  — yaqinlashuvchi qator. Shuning
S  n

uchun berilgan qato r absolut yaqinlashuvchidir.
E ndi Leybnis a lom atin ing  shartlarin i t e k s h i r a m i z . d a

an —> 0 , lekin m onotonlik  sharti o ‘rinli emas: 1 >
1 1 1 1

..- < -

D em ak, 4.4- eslatm aga asosan, ishorasi alm ashinuvchi qato rlarda 

lim an = 0  shart bajarilib, m onotonlik  sharti bajarilm aganda ham

qato r yaqinlashuvchi b o ‘lishi mum kin.
4.7- misol. U shbu qatorni yaqinlashishga tekshiring: 

1 1 1 1 1 1 1 1
_  ---------- +  _|----------  — —

1 2 2 3 3 3 4 4 
Yechilishi. Q ato r h ad la rin ing  ishorasi a lm ashm ayap ti, lekin 

hadlari absolut qiymati b o ‘yicha m onoton kam ayib nolga intiladi. 
Qismiy yig‘indilarining ko 'rin ish i ushbu

1, n = 2k  - 1, k  e  N  bo‘ lganda 

0, n = 2 k , k e N  bo‘lganda,

shaklda b o ‘lgan ketm a-ketlik  lim itga ega em as. Shuning uchun 
berilgan qato r uzoqlashuvchi b o ‘ladi.

4.8- misol. U shbu qatorn i yaqinlashishga tekshiring:

, 1 1 1 1 1  1 1
1 - -  + ------- + ------- + ... + --------- + ...

2 2 4 3 6 n 2n 
Yechilishi. Q ator ishorasi alm ashinuvchi qa to r va um um iy had 

absolut qiymati b o ‘yicha nolga intiladi, lekin m onoton  emas. Bu 
q a to r uzoqlashuvchi b o ‘ladi, aks holda, bu q a to r yaqinlashuvchi 
b o ‘lsa,

1-
1

+
1

2 4

q a to r  ham  yaqinlashuvchi b o ‘la r edi, lekin qavs ichidagi q a to r 
uzoqlashuvchi -  garmonik qator. Shunday qilib, Leybnis teoremasining 
ikkinchi sharti bajarilm asa ham  qato r uzoqlashuvchi b o ia r  ekan.
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4.9- misol. U shbu qatorn i yaqinlashishga tekshiring:

, 3 5  , lV-1 2"“1 +1 
1-  - +  + ( - 1) ------- - +  . . . .

2 8 v '  2"
I Yechilishi. R avshanki, berilgan q a to r abso lu t yaqinlashuvchi 

emas, chunki

, 3 5 2" '1 +1 
1 + -  + + ...+  +...

2 8 2"

qato rda  qa to r yaqinlashishing zaruriy sharti bajarilm aydi.
Leybnis alom ati b o ‘yicha qatorni tekshiram iz. Berilgan qato r

ishorasi alm ashinuvchi va uning hadlari absolut qiym ati b o ‘yicha
monoton kamayuvchi, ya’ni Vn e N  lar uchun

-  21 ± 1  -  
^u '2>i 2n+l a"+' *

Lekin (4.5) shart bajarilm aydi, ya’ni

2 " ~ '  +1 1 
lim a = lim = ^  0 .
n —*°° n —>o° '2J1 2

D em ak, 4.6- eslatm aga k o ‘ra , berilgan q a to r  uzoqlashuvchi 
b o ia d i.

v  ( - 1)""14.10- misol. -—  qatorni absolut va shartli yaqinlashishga
n=i n

tekshiring.
Yechilishi. 1) Berilgan qa to r hadlarining absolut qiym atlaridan 

tuzilgan

1 1 1
--------h  -  +  . . . .  +  + . . .
F  2” np

qatorni qaraymiz. Bu um um lashgan garm onik qator. 3.2- misolga 
a s o s a n ,/> > l b o ig a n d a  y a q in la sh u v c h i, p  < 1 b o ig a n d a  esa 
uzoqlashuvchi b o ia d i.

2) B e rilg an  q a to rn i  L ey b n is  a lo m a tig a  k o ‘ra ,  s h a r tl i  
yaqinlashishga tekshiramiz:

a) a g a r /> < 0  b o i s a ,  L eybnis a lo m a tid ag i lim an = 0  sh a rt 

bajarilm aydi. D em ak, p  < 0 b o ig a n d a  qato r uzoqlashuvchi;



b) agar 0 < p  < 1 bo ‘lsa, u holda qator Leybnis alom ati shartlarini 
qanoatlantiradi:

* >  ̂ , V« e  N , lim —  = 0 . 
np (n + \)P n̂ n p

Demak, berilgan qator p >  1 da absolut yaqinlashuvchi, 0 < p  < 1 

da shartli yaqinlashuvchi, p  < 0 da uzoqlashuvchi.

°° 1 In2 Tl
4.11- misol. K ~ l ) "  qatorni yaqinlashishga tekshiring.

n=i n

In2 X
Yechilishi. cp(x)= deb belgilaymiz va L opital qoidasiga 

asosan uning limitini topamiz:

Y\m<p(x) = l i m ' = 0 .
X —>oo X —>oo

E ndi (p(x)  funksiyaning m onotonlig in i tekshiram iz. Buning 

u ch u n (p{x) funksiyaninghosilasini topamiz:

<P'(x) = ^  ( 2 - ln x ) .

A gar x > e 2 b o ‘lsa, (p' (x)< 0 b o ‘ladi. D em ak, {an} =

ketm a-ketlik  n > e2 da (4.4) va (4.5) shartlarn i qanoatlan tirad i. 
S h u n d a y  q ilib , L ey b n is  a lo m a tig a  a s o sa n , b e r ilg a n  q a to r  
yaqinlashuvchi.

Abel va Dirixle alomatlari. Biror

1 + « 2̂ 2 + - +aA  +••• (4.4)
n=1

k o ‘rinishdagi qa to r berilgan b o ‘lsin, bunda { a j  va { b j  — ixtiyoriy 
haqiqiy sonlar ketma-ketligi.

4.8- teorema (Dirixle alomati). A gar q a to rn in g  qismiy
n= 1

yig'indisi chegaralangan, y a ’ni



3M  > 0: Vn € N  lar uchun t b k < M

va {a„} m onoton ketm a-ketlik b o iib , y a ’ni 3n0 topilib, V « > « 0lar

uchun  a . . > a  yoki an+i<ait va lim an = 0  b o i s a ,  (4.4) q a to r/!-»<*>
yaqinlashuvchi b o ia d i.

4.9- teorema (Abel alomati). A gar {a„} ketm a-ketlik m onoton va

chegaralangan b o iib , qa to r yaqinlashuvchi b o is a , (4.4) qator
n = 1

yaqinlashuvchi b o ia d i.
4.7- eslatma. Dirixle alom atidan xususiy holda Abel alom ati kelib 

chiqadi.

Abel alom atiga k o ‘ra, {an} ketm a-ketlik chekli limitga ega. (4.4) 

qatorni

l ( a n-a ) -bn+ a ^ b n
n= 1 n= 1

k o ‘rinishda yozib olsak, yig‘indidagi ikkinchi q o ‘shiluvchi qator shart 
b o ‘y icha  y aq in la sh u v ch i, b irin ch i q a to rg a  D irix le  a lo m a tin i 
q o ilaym iz .

4.8- eslatma. Dirixle alom atidan xususiy holda Leybnis alomatini 

olish m umkin. Buning uchun bn = (—l)”+l deb olish kifoya.

ln100 n . nn
4.12- misol. 2L sin A qatorni yaqinlashishga tekshiring.

n=2 n  4
Yechilishi. Berilgan qatorni Dirixle alom atiga asosan tekshiramiz. 

h ̂ JtTZ
M aiu m k i,5 „  = 2 ^sin chegaralangan: 

k = \  4

1<
kv* • nn n . nn . n +1

2 ,sin«=i T
= sin

8
sin—

8
sin----- n

8 . K sin —

r 1 _ J l n 100nl
~ r ke tm a-ke tlik  ye tarlicha  k a tta  n la rd a  nolga

m onoton intiladi. H aqiqatan  ham,
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lim x  ln10°x  = 100 lim x  ' ln " x  = 100-99 lim x 1 -ln98x = ...=
»+00 x —>+00 x -^+00

= 100! lim  ̂ = 0, (x~‘ ln100 x)' < 0, x > e m .
M+“ X

Dem ak, Dirixle alom atiga asosan, berilgan qator yaqinlashuvchi.

n n 2 
cos-

I . V  71 + 1
4.13- misol. Z j ~ ¡~1 qatorn i yaqinlashishga tekshiring.

n=2 m n

n2K
Yechilishi. eos ^ ̂   ̂ ifodani quyidagicha shakl alm ashtiram iz:

2
/  I \ neos = ( - 1) eos 

n + l

(  2 \n
K -------- nn

n + 1v y
= ( - i r 1 eos

n + l

u holda qa to r quyidagi k o ‘rinishga ega b o ‘ladi: X “
( - 1)',+1 eos

n + l
ln2 n

Abel alomatiga asosan qatorni yaqinlashishga tekshiramiz: X
(-1)"+I 
ln 2n

q a to r Leybnis a lom atiga k o ‘ra  yaqinlashuvchi, {a„ } - | cos

ketm a-ketlik  esa, m onoton  o ‘suvchi va chegaralangan. D em ak, 
tekshirilayotgan qato r Abel alom atiga k o ‘ra yaqinlashuvchi.

4.10 - teorema (Riman teoremasi). A gar ixtiyoriy ishorali

Y , a n = a í +a2 +... + an+... (4 .5)
/2=1

qato r shartli yaqinlashuvchi b o lsa , har qanday A  (chekli yoki cheksiz 
son) olinganda ham  berilgan qato r hadlarining o ‘rinlarini shunday 
alm ashtirish mum kinki, hosil b o lg a n  qatorning yig‘ indisi xuddi shu 
A  songa teng b o ‘ladi.

4.14- misol. Quyidagi shartlar bajarilsin:

a) X a» qatorning um um iy hadi « -^ 0 0  da an —> 0 b o ls ín ;

50



Ь ) ^ а п qa to r hadlarining o ‘rinlarini o ‘zgartirm asdan guruhlab
n=1

tuzilgan Х Л  qa to r yaqinlashuvchi bo ls ín ;
n=i

Pn*'~ld )A n = X  a¡ (1 = Px < p 2 < —) ga k iru v c h i a. q o ‘sh ilu v ch i
>=Pn

h ad la rn in g  soni ch eg a ra lan g an  b o ‘lsin. U h o ld a  X a» q a to r
n=i

yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

Isboti. X A  qatorn ing  qismiy yig‘indilar ketm a-ketligini {^,1 } 
/1=1

deb belgilaymiz. U nda

Snk = a ]+a2 + ... + ap2_! + + aft+1 + ... + + ... + aft +

+aA+1 + ... +  a* + at+1 + ... +  aA+| 4 = 5* + akM + ... +  ap̂  ,

(Pn ^ k < p n+l- \ ) ,  

bu yerda { X } "  X  a„ qatorning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi.
n = 1

a) sh a rtg a k o ‘ra  da aB -> 0  h a m d a ja ^ ,+ .. .a ft =

ketma-ketlik;
d) shartga asosan chegaralangan b o ‘lganligi u chun ,k —>°o da 

ck —> 0. Shuning uchun = j>m boMadi .  D em ak, berilgan

X a,, qa to r yaqinlashuvchi b o ‘ladi.
/1=1

4.15- misol. U shbu

a\ + a 2  + -  +  aft- i ~ a p 2 - - - a p , - i + -  +  ap, +••• (4.6)

00 _  i= P„+\_1

qator bilan X ( - l ) " "  ( £  a,) (a,. > 0 , 1 = Pl < p 2 < ...) (4.7)
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q a to r  b ir v aq td a  yaqin lashuvchi yoki uzoqlashuvchi b o iish in i 
isbotláng.

Isboti. a) (4.6) q a to r yaqinlashuvchi b o ‘lsin. U  ho lda  uning 
istalgan qismiy yig‘ind ilar ketm a-ketligi yaqinlashuvchi b o ia d i. 
Jum ladan, (4.7) qatorning

Х Н П  I  a , U { S i }
U=‘ I i=A J]

qismiy yig‘indilar ketma-ketligi ham  yaqinlashuvchi b o ‘ladi. Bundan 
(4.7) qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.

b) (4.7) qa to r yaqinlashuvchi b o ‘lsin. U  holda qa to r yaqinla-
'= A ,+ H

shishining zaruriy shartiga asosan, An = ^  a¡ —> 0 . Bu yerdan a.
i = Pn

m u sb a t b o ‘lg a n lig in i e ’t ib o rg a  o lg a n d a , 4 .11 - m iso lg a  
aso san ,ak+l + ... + ap̂ l yig‘indi ham  nolga intiladi va

lim S£ = lim Sk
П— k —>oo

o ‘rinli b o ia d i. B undan (4.6) qatorning yaqinlashuvchi b o iish i kelib 
chiqadi.

v ( - l  Г4.16- misol. 2-1 q a to r  y ig in d is in in g  ln2 ga tengligini
/1=1 n

bilgan holda 1- -   ̂ qatorning avvalo ketm a-ket p  ta
2 3 4 5

m usbat va q ta  manfiy hadlarini, so ‘ngra yana p  ta  m usbat va q ta  
m anfiy hadlarini joylashtiram iz va hokazo. N atijada hosil b o ig a n

i— \
qatorning yig‘indisi In ga tengligini isbotlang.

Isboti. Berilgan qatorning hadlarini shartda aytilgandek guruhlab 
quyidagi qatorni tuzamiz:

, 1 1  1 1 1  1 1  1
1h— I— K ..+  ----------—...---- — I----- ------1—  — K ..+

3 5 2 p - l  2 4 2q 2 p  + l 2 p  + 3

+ _ J _ _ ___i _______ L:______ ± + (4 -8)
4 p  — \ - 2 q  + 2 2q + 4 4 q
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(4.8) qatorning hadlaridan  quyidagi qatorni tuzamiz:

i l  1 1 1 1 ' l 1 1 ^
1 +  +  + . . + — + + . +

3 5
V

2 p - \ ^ 2
V

4 2 q )

(  1 1 1
\

--------- 1----------- h... H---------
2 p  + \ 2 р  + Ъ 4 p  — 1

1 1 1
--- 1----------- h... H----

2q + 2 2q + 4 4 q

(4.9)

A gar (4.9) qa to r yaqinlashuvchi b o ‘lsa, u holda 4.12- misolga 
asosan (4.8) qatorning yigindisi (4.9) qa to r yig‘indisiga teng boMadi. 
Ushbu

К
1

+
1

^  2(n  — l ) p  + l 2(n — l ) p  + 3

1__________1 ______ J _
2np — 1 2(n  — Ÿ)q + 2 2(n — \ }q + 4 2 nq

)
(4.10)

q a to rn i qaraym iz. (4.10) q a to r  (4.9) q a to r h ad la rin i ik k itad an  
g u ru h la s h  n a t i ja s id a  tu z ilg a n . A g a r  (4 .10) q a to rn in g  
yaqinlashuvchiligini k o ‘rsatsak  va yig‘indisini topsak, u holda 4.11- 
misolga asosan (4.9) qator ham  yaqinlashuvchi b o ‘lib, uning yigindisi 
(4.10) qatorning yig‘indisiga teng b o ‘ladi.

a) p >  q b o ‘lsin. U  holda (4.10) ning qismiy yig‘indisi

с , 1 1 1S  — 1—  h----------1-..
2 3 4

1 1 1  1
■------ h + + ...+  (4 11')
2 nq 2nq + \ 2nq + 3 2np — \

k o ‘rinishda boMadi. (4.11) ifodaga

1 1  1 1
— I----  +...H------- — —

2nq + 2 2nq + 4 2np 2
1------ 1 1

—------1----------- h... Л----
nq + 1 nq + 2 np

yig‘indini ham  q o ‘shib, ham  ayiramiz va

1 1 I m
+ + ....+  = ln  -  + E m 

m + 1 m + 2  n n

asim ptotik form uladan foydalanib, (4.11) dan

E  -> 0mn

m —¥ oo

S  = c Sr„ + In 2"р - ‘fl 2.tip r \ n.2 nq 2 nq

r E'
п  - > o о (4.12)
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ten g lik n i hosil q ilam iz , b u n d a  {C2ni)j  k e tm a -k e tlik  X (-1)"
»=i n

yaqinlashuvchi qatorning ju ft qismiy yig‘indilar ketm a-ketligidir. 
Shunday qilib, (4.12) dan

5 =  lim S = ln2 + —In— = In
«—>°o " 2 a ni hosil qilamiz.

b) p < q  b o ‘lgan holni ham  xuddi yuqoridagidek isbot qilish 
m um kin.

Xususiy holda, agar p  = 2, q = 1 bo 'lsa, u  holda
, 1 1 1 1 1  3 , „
1H----- — I----- 1----- - — h.....— — In 2 ;

3 2 5 7 4 2

, 1 1 1 1 1  1 , „
agar p  = l ,q = 2 b o ‘lsa, u  holda: 1_ 2 “  4 + 3 ~ 6 ~ 8 + .....~ 2

b o ‘ladi.

^  ( - 1)B+1
4.17-misol. 2-, r  shartli yaqinlashuvchi qa to r hadlarining

,,=i Vn
o ‘rin larin i shunday alm ashtiringki, na tijada  hosil b o ‘lgan qa to r 
uzoqlashuvchi b o ‘lsin.

Yechilishi. Berilgan qatorning hadlarini guruhlab quyidagi qatorni 
tuzamiz:

1 + 1 1 1
+

1 1 1
+ -7= +

1

V3 V5 V2 U /7  V9 V n  V i

+ -
vyfSn — 5 V 6 « -3  yj6n — 1 'J2n

+

+-=X
m l

1

' { V 6 « -5  yj6n — 3 -J6n — 1 V2n  

Bu qatorning uzoqlashuvchi ekanligini k o ‘rsatamiz:

1 1
.+

1

■s/6« — 5 \l6n — 3 -J6n—I  \[2n \[6n — l V2« 
tengsizlik o ‘rinli. Bu tengsizlikka asosan,
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1 1
Cl.. =  , .......■ +

1 1
>

л/б/7 —5 V  6/7 — 3 л/би — 1 Æ  л/би  — 5

deb yozish mum kin. Ravshanki, X  ~1t ===7  qa to r uzoqlashuvchi. U
Я=1 V UW 5

holda, 3.3-taqqoslashteorem asigaasosan, X a<> qator uzoqlashuvchi
n=i

b o ‘ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Q atorlarning absolut yaqinlashuvchiligini isbotlang. 

4-2- ■«=i ne

4 .3 .X (- l)" ln 1 + sin'
к

n= 1 

\

4.4. j r  (-1)" л/ñarctg

4-5- Й4 - «-¿(-o'„=1 (2и)! ,,=!

71 = 1

2/7 +  1

/73 + 2

(«-О ишо

3 + -
П

«•к -0~ÿ-

4.8.

. нтг 
sin —

____ 4___ . 4.9.
=1 я + sin -

пп

\

1 1
— — -  cos — 

1 п
П  S1I1-

п

cos к п  •

4.10 .¿ s i n  \  . 4.11. j r
п=] 2

оо I

n3sinne~^" . 4.12 X 2 s*n о»
я=1

4.13. хнг
\

arctg _  -  arcsin _  
л/и л/и

414 X sm n
-sm

г ■ W  smn ( - l ) " +1ln2 /7
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Ishorasi almashinuvchi qatorlarni absolut, shartli yaqinlashishga 
yoki uzoqlashishga tekshiring.

v-i / . \n lnn x—' / ,\n (2« — l) ! !
4 .1 6 .K - 1 )  - T - :  . 4 .1 7 .K - 1 )  \  ' .

n=2 ft “i” 1 n=1 y2.fi J..

X -1 /  -  y» *v w  + 1  —  y j f i ~ 2  .  \  n
4.20. X ( - l )  ------ , : ■ 4 .21 .1 ( - l )

(2 «)!! 

(2« - l ) ü

4.22. £ ( - 0 "  e~r" . 4 .23. £ ( - 1 ) "  1
n ln* n ‘

/  1 \"
2 +  ~

4 .2 5 .X ( - l )  ^ ” sir|7r .4.24. Z ( - l f
„=1 ' i  n = l

V ( - 1)"" V I  , i ,  1
4 -2 6 - Ä 3 - + ( - , y -  4 -2 7 - § ( " 1) , S 4 Ä

\"> / , * ( » ! ) , .  VV a "  ln (2« + l)
4-28- (2h )! (2„ _ , f  ■

Q atorlarni Dirixle va Abel alom atlari bo ‘yicha yaqinlashishga 
tekshiring.

/ 1 v* kiii ft v  km _ 00
4.30. X i - 1 ) . 4.31. 2 ,  « ’ a > 0  ■ 4.32. V

n=1 n  4=1 n

cos
nn" 
n + 1

„=2 ln2 «

4 . 3 3 .£
sin« sin n

n= 1 H

sm « a
4.34. cos

„ = i  ln (ln («  + 2 )) «

4.35. £
/ 1 1 |sin«x 

1+ - + . . . + -
2 «
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Q ato rla rn i yaq in lashuvch i ekanlig ini isbo tlan g  va u larn ing  
yig‘indisini toping:

, 3 5 7 1 1  1 1 1
4.36. 1 - - + T - 0 + - -  4.37.1+ - - - + - +  -  -+ . . .  ■

2 4 8 2 4 8 16 32

, 1 1 1 1 14-38- ‘ll-rrr-"
4.39.1———¿ -  —í----1 —

2 4 6 8 3 10 12 14 16 5

A A *  , 1 1 1 1 1 1 1 14.40. 1+ + -  ---------+ + +
2 3 4 5 6 7 8 9

4.41. X —7j=— yaqinlashuvchi qato rn ing  hadlarin i shunday
-T/ vi»=I tfn

alm ashtiringki, hosil b o ‘lgan qato r uzoqlashuvchi b o ls in .

Q atorlarni yaqinlashishga tekshiring.
. . - l i l i l í4.42. — + ------- f- — +...-

V  2q y  4“ 5P 6“
, 1 1 1 1 1  

4.43 1+ — -̂----- 1" — + ....
y  2p 5P l p 4 P

, 1 1 1 1 1 1  1 1
4 44 1 -------- — I------ 1---- ---------1------  ̂— --------

i p  1 p z p  i  p  2 P 9 P \ \ p 5 P

_ 1 2H------ 1-------  H------ 1— --------1-----
-  - -  7 P  8 9  ()/■

, 2 1  1 2 1  1 2 1
4 45. 1------+ — + — ------ + —  + -----------+  —  + •••

2« y  4P 5q 6P ‘ *

y  / , \ n + 2
4.46. 2 - H )  r r =

n=l y j n  J - ‘

Tt
arctg ¡=. 

■ + 4  V«
. nn

2 ~ o. S in----
v  / , eos 2n v  12

4.47.X "O r  • 4 .48 .X — ^  . 4.49. X
t í  4n t í  ln« t í

, ( - i r ]

.[lnwoo / j Y ...-■ -
4 .5 0 .X  . 4.51. X sin" 2 •

"  n

4.52. X ( - l f
n = 1

( 2 n - l ) ü

(2//)!!
^  sin a

4.53 .2 , r  •
„=1 \¡n + sin«
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Misollarning javoblari

4.16. A bsolut yaqinlashuvchi. 4.17. Shartli yaqinlashuvchi. 4.18. 
Shartli ÿaqinlashuvchi. 4.19. A bsolut yaqinlashuvchi. 4.20. Shartli 
yaqinlashuvchi. 4.21. U zoqlashuvchi. 4.22. A bsolut yaqinlashuvchi.
4.23. A bsolut yaqinlashuvchi. 4.24. U zoqlashuvchi. 4.25. Shartli 
y a q in la sh u v c h i. 4 .26 . A b so lu t y aq in la sh u v ch i. 4 .27 . S h a rtli 
yaqinlashuvchi. 4.28. Uzoqlashuvchi. 4.29. A bsolut yaqinlashuvchi.
4.30. Yaqinlashuvchi. 4.31. Vx g R  lar uchun yaqinlashuvchi. 4.32. 

Y a q in la sh u v c h i. 4 .33 . Y a q in la sh u v c h i. 4 .34 . V a  la r  u c h u n

2 10
yaqinlashuvchi. 4.35. Y aqinlashuvchi. 4.36. . 4.37. . 4.38. ln 2

9 3

4 .39 . 0. 4 .40 . ln  2. 4 .42 . p  > 1, q > 1 da  a b so lu t y a q in la sh u v ­

chi, 0 < p  = q = \ da shartli yaqinlashuvchi. 4.43. p >  \ da absolut 

y aq in lash u v ch i, p  = 1 da  sh a rtli yaq in lashuvch i. 4 .4 4 .p > \  da 

a b s o lu t  y a q in la sh u v c h i, p  = 1 da  sh a r t l i  y a q in la sh u v c h i.

4 .45 .p > \ ,  q >  \ da absolut yaqinlashuvchi,0 < p  = q < 1 da  shartli 
yaqinlashuvchi. 4.46. Y aqinlashuvchi. 4.47. Y aqinlashuvchi. 4.48. 
S h artli yaq in lashuvch i. 4.49. p >  Id a  ab so lu t yaq in lashuvch i,

2 < P - 1  da esa shartli yaqinlashuvchi. 4.50. Uzoqlashuvchi. 4.51.

Uzoqlashuvchi. 4.52. p  > 2 da absolut yaqinlashuvchi,0 <  p  <2  da 
shartli yaqinlashuvchi. 4.53. Uzoqlashuvchi.
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II BOB

F U N K S IO N A L  K E T M A -K E T L IK L A R  
V A  Q A T O R L A R

5- §. Funksional ketma-ketliklar, funksional qatorlar 
va ularning yaqinlashnvchiligi

5.1. Funksional ketma-ketliklar va ularning yaqinlashuvchiligi.
Elem entlari b iror X  c  R to ‘plam da aniqlangan

f i ( x ) , f 2(x),...,f„ (x),... (5.1)

funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo ‘lsin. Bu ketma-ketlik funksional 

ke tm a -ke tlik  deb a ta la d i va q isqacha{/„(x )}  k ab i belg ilanadi.

U m um iy h o ld a l /^ x )}  ketm a-ketlik  tu rli had larin ing  aniqlanish 

sohasi, um um an aytganda, turlicha b o ‘lishi ham  m um kin. Biz bu 
yerda X  sifatida shu sohalarning umumiy qismini olamiz. (5.1) ketma-

ketlikdagi f n (x) funksiya shu ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.

X  to ‘p lam danx0 (x0 e  X )  nuqtan i olib va (5.1) ketm a-ketlik har bir 

hadining shu nuqtadagi qiym atini hisoblab, natijada 

f i ( x 0) , f 2(x0) , . . . , fn(x0),... 
sonli ketm a-ketlikni hosil qilamiz.

5.1- ta’rif. A gar {/¡,(xo)} sonli ke tm a-ketlik  yaqinlashuvchi

(uzoqlashuvchi) b o ‘lsa, {/„ (x)} funksional ketm a-ketlik x 0 nuqtada 

yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

5.2- ta’rif. A gar \ f n(x)} funksional ketm a-ketlik X to ‘plam ning 
h a r  b ir n u q ta s id a  yaq in lashuvch i (uzoq lashuvch i) b o ‘lsa, u X  
to ‘plam da yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

5.1- eslatma { fn (x)} funksional ketm a-ketlikning yaqinlashish

sohasi { f n (x)} funksional ketma-ketlikning aniqlanish sohasiga teng, 
yoki uning bir qismi, yoki b o ‘sh to ‘plam  ham  b o ‘lishi mumkin.

Farazqilaylik, {/„(x)} funksional ketma-ketlik X < z R  to ‘plamda 

yaqinlashuvchi b o is in . U  holda Vx0 e  X  uchun unga mos kelgan
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M *  o)>/2 (*o)>->/„Oo)>- 
ketm a-ketlik chekli limitga ega b o ia d i, y a ’ni

lim /„(^o) = / ( Jco) .n->oo

A gar X  to ‘p lam d an  o lingan  h a r b ir x  ga, unga m os kelgan 

/ i(* )> /2(X),•••>/„(*)>••• k e tm a-k e tlik n in g  lim itin i m os q o ‘ysak, 
y a ’ni

/ : x  —>l im /n(x)
n —

deb olsak, unda X  to 'p lam d a  aniqlangan biror /(x )  funksiya hosil 
b o ia d i .  / (x )  fu n k siy a{f'n(x)}  funksional ke tm a-ketlikn ing  lim it 
funksiyasi deb ataladi va uni

lim /„ (x )  = / ( x )  (x e  X ) (5.2)11—>00

kabi yozamiz yoki, qisqacha, f„(x ) - > f ( x0) deb belgilaymiz. (5.2) 

ni "g" tilida quyidagicha ham  yozish mumkin:

V e > 0  3n0 =n 0(s , x)  V n > n 0, \ / x e X  =* i/ „ ( x ) - / ( x ) < e .

5.1-misol. {/„(x)} = ] n? — - [ funksional ketm a-ketlikning limit 
n -\- X J

funksiyasini toping.

Yechilishi. Berilgan ketm a-ketlikning ham m a h ad la riX  = R  da 
aniqlangan. Shuning uchun bu ketm a-ketlikning aniqlanish sohasi

n2 +1
X  = R  d an  ib o ra t. U m u m iy  h a d i /„ (* )=  , 2 • E n d i lim it

n +x
funksiyani topamiz:

lim f n (x) =  lim — - 1 •
n —> OO « —>00

1+ —  n

n2 +1
D em ak, berilgan funksional \ ^  + x  ̂ \ ketm a-ketlikning limit

n2 +1 R
funksiyasi f ( x )  = 1 b o ia d i, y a ’ni 2—  - > 1.

n +x
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5.2-misol. {/„(*)} = ] n1 sin \ [ funksional ketma-ketlikning 
[ n x )

yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini toping.

Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning hamma hadlari 

(-°o;0)u(0;+°°) to'plamda aniqlangan. Bu ketma-ketlikning

2 ■ 1
umumiy hadi /„(x) = «‘ sin , . Lim it funksiyani topamiz:

n x

Vx e (̂ *>; 0) u  (0; -H») lar uchun

1
sin —  . 

lim/„(x) = lim— — =
n—>oo n—»<*> 1

xn

X X
.2

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik (-<*>; 0)u(0;+°°) da

1
yaqinlashuvchi, uning limit funksiyasi ga teng:

5.3- misol.{/„(x)} = {x" + 3x"+l} (« = 1,2,...) funksional ketma- 

ketlikning yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini toping.

Yechilishi. Berilgan |x" +3x"+1] ketma-ketlikning hamma hadlari 

(-oo;+oo) da aniqlangan. Bu ketma-ketlikning umumiy hadi

/„(x) = x" + 3x"+I. Ketma-ketlikning yaqinlashish sohasini topish 

uchun quyidagi hollarni qaraymiz:

a)\/xe (1;+°°) da hm/„(x) = lim(x"+3x"+l ) = +<*>;,

b) Vxe (—1;1)da lim/„(x) = lim(x"+3x',+1) = 0 ;
'  V 7 n—*o° n—

d )x =1 da lim /„ (1) = lim (r + 3 ■ 1"+1) = 4 ;

e) Vxe (-<*>;-1] boiganda esa berilgan funksional ketma- 

ketlikning limiti mavjud emas.
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m =

Shunday qilib, {fn (x)} = \x" + 3x"+1} funksional ketma-ketlikning 

yaqinlashish sohasi X  = (— 1; 1] bo‘lib, limit funksiyasi esa

[0, -1 < x < 1 bolganda

[4, x = 1 bo‘lganda

bo‘ladi. Bu yerda funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi 

aniqlanish sohasining qismi bo‘ladi, ya’ni (-1; 1] c(-°o, +°°).

5.4- misol. {/n(X)} = {cos «*} funksional ketma-ketlikning 

yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini toping.

Yechilishi. Berilgan {cos nx} ketma-ketlikning hamma hadlari 

(-<*=,+°°) da aniqlangan bo‘lib, bu ketma-ketlik limit funksiyaga 

ega emas.

Demak, {fn(x)}-{cosnx} ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi 

bo‘sh to‘plamdan iborat.

5.5- misol. {/,(x)} = <ln 5 +
n +e

funksional ketma-

ketlikning X  = [0;+°°) oraliqda limit funksiyasini toping.

Yechilishi. {/„(.*)} funksional ketma-ketlikni quyidagi ko‘rinishda 

yozamiz:

f n (x) = In 5 + In 1 +
5 (n6+e3x)

i —> 0 da ln(l +1) ~ t, u holda n —> da

/ . ( * ) - In 5 +

4 xn e e

5(n6 +e3x) c-2ln5+5«2 =gn(x)'

Bu yerdan [0;+°°) da limit funksiyani topamiz:

limg„(x) = lim
5n

+ ln5 = ln5 = /(x )

5.6- misol. {fn(x)}~

2 2 n X

\ + n X funksional ketma-ketlikning

X  = (—■oo;+oo) oraliqda limit funksiyasini toping.
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Yechilishi. Agarx ^  0 boisa, u holda

n2x2 \ n2x2 1 
f  ex'll = < = >o

\ J n\ '  A L  . 4 4 1  4 4  2 2
\ +  x n  X  n X  n 

boiadi, x = 0 boigan holda esa barchane N lar uchun f„(x) = 0

boiadi. Demak, (-°°;+°o) da limit funksiya f(x) = 0 boiadi.

5.2. Funksional qatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi. Biror X

( J c i )  to‘plamda w,(x), u2(x),..., un(x),... funksiyalar ketma- 

ketligi berilgan boisin.

5.3- ta’rif. Ushbu

ul(x) + u2(x) + ... + un(x) + ...

ifoda funksional qator deyiladi va u ' ^ UJ X) kabi belgilanadi:
w=l

utCx)+u2(x)+...+un(x)+... = Y,Unix) . (5.3)
»=i

Bunda ul(x),u2(x),...,uii(x),... lar qatorning hadlari, un(x) esa 

funksional qatorning umumiy hadi deb ataladi. (5.3) funksional 

qatorning hadlaridan tuzilgan ushbu

Sl(x) = ul(x)

S2 (x) = m, (x) + u2 (x)

(5.4)
Sn(x) = W,(x) + W2(x) + ... + Mn(x)

yig‘indilar ketma-ketligi (5.3) funksional qatorning qismiy yig‘indilari 

ketma-ketligi deyiladi va u {5„(x)} kabi belgilanadi.

5.2-eslatma. ^ u,Xx) funksional qator turli hadlarining aniqlanish
n—\

sohalari (to‘plamlari), umuman aytganda, turlicha boiadi. Biz bu 

yerda X  to‘plam sifatida shu sohalarning umumiy qismini tushunamiz. 

X to‘plamdan x0(x0 e X) nuqtani olib va (5.3) funksional qator

har bir un(x) (n = 1,2,...) hadlarining shu nuqtadagi qiymatini 

hisoblab, ushbu sonli qatorni hosil qilamiz:
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X  u„ (x0 )  =  Ml (x0 )  +  u2 (x0 ) +  • ■• •• +  Un (x0 )  + . ..... ( 5 .5 )

n=1

5.4- ta’rif. Agar (5.5) sonli qator yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) 
bo isa , (5.3) funksional qator x0 nuqtada yaqinlashuvchi 
(uzoqlashuvchi) deyiladi.

5.5- ta’rif. Agar (5.3) funksional qator X  to‘plamning har bir 
nuqtasida yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) boisa, (5.3) funksional 
qator X  to ‘plamda yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

Faraz qilaylik, (5.3) funksional qator X to‘plamda yaqinlashuvchi

boisin. U holdaVx0e X  uchun unga mos kelgan (5.5) qator

yaqinlashuvchi boiadi va uning yig‘indisi biror S0 songa teng boiadi. 

Agar X to‘plamdan olingan har bir x ga

I “,(x) = “i(x) + M2(x)+... + ii„W  + ...
n=1

qatorning unga mos yig‘indisini mos qo‘ysak, u holda X  to‘plamda 

aniqlangan biror S(x.) funksiyahosil boiadi. BuSfxJ funksiya X  «„(*)
n=1

funksional qatorning yi^'indisi deyiladi va u S(x) = ^  u„(x) kabi
«=1

yoziladi.

Sonli qatorlarning yaqinlashish (uzoqlashish) ta’rifiga asosan, 

funksional qatorning x0 nuqtadagi yaqinlashish (uzoqlashish) ta’rifini 

quyidagicha ham berish mumkin.

5.6- ta’rif. Agar n —> oo da (5.4) funksional ketma-ketlik x() nuqtada 

yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) boisa, (5.3) funksional qator x0 

nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

Agar« —>oo daJ.S’̂ x)} funksional ketma-ketlik X tô ‘plamda S(x)

limit funksiyaga ega, ya’ni lim5'n(x) = 5'(x) boisa, S(x) funksiya

(5.3) qatorning yig'indisi deyiladi.

5.7- ta’rif Agar

S  k  ( x ) i =  !“ i ( x ) l + \u 2 (•x ) ; + - + K  ( x ) ] + . . .  ( 5 .6 )
n=1

funksional qator x=x0 nuqtada yaqinlashuvchi boisa, (5.3) funksional 

qator x0 nuqtada absolut yaqinlashuvchi deyiladi.

5.8- ta’rif. Agar X  to‘plamning har bir nuqtasida (5.6) qator 

yaqinlashuvchi boisa, (5.3) funksional qator X  to‘plamda absolut 
yaqinlashuvchi deb ataladi.
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Agar x-xt. nuqtada (5.6) qator uzoqlashuvchi bo‘lib, (5.3) qator 

yaqinlashuvchi bo‘lsa, (5.3) qator x=xQ nuqtada shartli yaqinlashuvchi 
deyiladi.

(5.3) va (5.6) qatorlar yaqinlashadigan nuqtalar to‘plami mos 

ravishda (5.3) qatorning yaqinlashish va absolut yaqinlashish sohasi 
deyiladi.

5.3- eslatma. Berilgan (5.3) funksional qatorning yaqinlashish 

va absolut yaqinlashish sohasini topishda sonli qatorlar mavzusida 

ko‘rib o‘tilgan Dalamber va Koshi alomatlaridan foydalanish 

mumkin.

5.6- misol. Ushbu funksional qatorning X  = (0;+°°) da yig'indisini 

toping:

A  nx

,,=1 (1 + x)(l + 2x) ■ ■ ■ (1 + nx)

Yechilishi. 1.2- teoremaga ko‘ra funksional qatorning umumiy 

hadini quyidagi ko‘rinishda ifodalaymiz:

nx
u„(x) =

(1 + x)(l + 2x) •••(! + nx)

1

(1 + x)(l + 2x) • • • (1 + (n- l)x) (1 + x)(l + 2x) ■ ■ ■ (1 + (ri - l)x)(l + nx) 

U holda funksional qatorning n- qismiy yig‘indisi 

Sn(x) = 1 - '•
(1 + x)(l + 2x) • • - (1 + nx) 

boiadi. Endi n da limitga o‘tamiz:

liiu,S'n(x) = lirn , = 1.
(1 + x)(l + 2x) ■ ■ ■ (1 + nx)

Demak, berilgan funksional qatorning yig‘indisi S(x) = 1 bo‘ladi.

5.7- misol. X  ̂  _  *)x funksional qatorning yaqinlashish sohasi
n=0

va yig‘indisini toping.

Yechilishi. Berilgan funksional qatorning n- qismiy yig‘indisini 

topamiz:

Sn (x) = 1 X + (1 — x)x + .--h(l — x)x" =

= l-x  + x-x2+--- + x', -x"+1 = l-x "+l
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Qatorning yaqinlashish sohasi va yig'indisini topish uchun 

quyidagi hollarni qaraymiz:

a) agar xe(- l;l) boisa,5'(jc) = limSn(x) = l boiadi;
n—>°°

b) agarx=l boisa, 5(x) = lim (x) = 0 boiadi;

d)agar xe (1;+°°) boisa, S(x) = limSn(x) = boiadi;
/1—> <*>

e) agar xe (-°°;-l] boisa, u holda SJx) ketma-ketlik limitga 

ega emas.
Shundày qilib, berilgan funksional qatorning yaqinlashish 

sohasi X  = (-1; 1] to‘plamdan iborat, yigindisi esa

[0, x -1 boiganda,

[l, xe (- l;l) boiganda

5.8- misol. Funksional qatorning (shartli va absolut) yaqinlashish 

sohasini toping:

( 2x- lT
(5.7)

x-1

Yechilishi. Berilgan qatorning absolut va shartli yaqinlashish 

sohalarini topish uchun (5.7) qator hadlarining absolut qiymatlaridan 

tuzilgan ushbu

S(x) =

oo 1

/ 1 = 1  V  fi

z  r*=i V«

2x —1 

x —1
(5.8)

qatorga Dalamber alomatini qoilaymiz, bunda x ni parametr deb 

hisoblaymiz. Ravshanki,

uh(x) =
1

yfn

2x-l 

x —1

1 2x-l

x-1

X/J+l

boiib.

'«+i (x) i __ V»

U„(x) \ yfn + l

2x—11 

x —1

boiadi. « —» oo da D Jx) ifodaning limitini topamiz:

2x-l



M a’lumki,
\2x-l

i x — 1
< 1 bo‘lsa, (5.8) qator yaqinlashuvchi boiadi,

u holda 5.8- ta’rifga asosan, 0 < x < - da (5.7) qator absolut

\2x — l
yaqinlashuvchi boiadi. | -

I x-l

( 2  A
>1 bo‘lsa, ya’ni 0) u  g ’"1-00

da esa, (5.8) qator uzoqlashuvchi bo‘ladi. Endi x=0 va* = - 

chegaraviy nuqtalarda (5.7) funksional qatorni yaqinlashishga

tekshiramiz. x=0 bo‘lganda bizga ma’lum bo‘lgan X  un (®) =X  r
n=1 /2=1 \ H

2
uzoqlashuvchi sonli qator hosil bo‘ladi. x = - bo‘lganda esa

/ 2 a

v3 ,

. y  (-1)" 

n=I 4n

sonli qator hosil bo‘ladi. M a’lumki, Leybnis alomatiga ko‘ra, 

v 1 (—1)”
2 -1  ^  sonli qator shartli yaqinlashuvchi, chunki uning hadlarining

absolut qiymatidan tuzilgan qator uzoqlashuvchi.

. . .  2 
Shunday qilib, berilgan (5.7) funksional qator (0; -) da absolut

2 2 
yaqinlashuvchi, (-°°;0]u(~ ;+°°) da uzoqlashuvchi, x = da shartli

yaqinlashuvchi, 0;- esa uning yaqinlashish sohasi bo‘ladi.

5.9-misol. X
x(x + n)

funksional qatorning (absolut va shartli)

yaqinlashish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan qatorning absolut va shartli yaqinlashish 

sohalarini topish uchun



qatorga Koshi alomatini qollaymiz, bundax ni parametr deb olamiz.

Ravshanki, «„(*) =
x(x + «) 

n
bo‘lib,

KS x) = 4 uS x)\z=n} =  \X 1+'

bo‘ladi. n —> da KJx) ifodaning limitini topamiz:

limK„(x) = !x|.
77—>00

Ma’lumki, Ix! <1 bolganda, ya’ni ( 1;1) da berilgan funksional

qator absolut yaqinlashuvchi, Jx1 > 1 da esa funksional qator

uzoqlashuvchi.

Endi x=l va x=-l bo‘lgan hollarni qaraymiz.

Agar x= 1 bo‘lsa, u holda

/ ' 1 Y
X « . ( i ) = X  1+
n=l »=1 n

sonli qator uzoqlashuvchi bo‘ladi, chunki qator yaqinlashishining 

zaruriy sharti bajarilmaydi, ya’ni

1 + 1

/ j v

lim an = lim
77—>00 «-*<

Agar x——1 bo‘lsa, u holda

7 7 = 1  7 1 = 1

ishorasi almashinuvchi qator hosil bo ‘ ladi. Bu qator 

uzoqlashuvchi, chunki Leybnis alomatining lima„=0 sharti 

bajarilmaydi, ya’ni



Demak, berilgan funksional qator (— 1 ; 1 ) da absolut 
yaqinlashuvchi.

°° x"yn
5.10- misol. X  n , „ (*>0, j> 0 )  funksional qatorning

„=I x +y

(absolut va shartli) yaqinlashish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksional qatorning umumiy hadi

i \ _  x"y"
u„\xiy) — x„ . Bu qatorga Dalamber alomatini qoilaymiz 

(bunda x va y ni parametrlar deb hisoblaymiz):

I «„(*00 I \x +y

x"+y" _ (y, x > y > 0 boiganda,
lim D„ (x, y) = lim xy
n_>“ 'M°° x"+ +y"+ [x, 0 < x < j  boiganda.

Demak, 0<m in(x,j>)<l boisa, u holda funksional qator 

chizmadagi shtrixlangan sohada absolut yaqinlashuvchi boiadi, 

min(x,y) > 1 sohada esa uzoqlashuvchi boiadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

X  to'plamda {/„(x)} funksional ketma-ketliklarning limit 

funksiyasi f(x) ni toping.

51- f"(x)=v b ^ ’ * = (— ;+*>)• 5 .2 . f„(x)= i +\, * = (— ;+*,).
X ~rz.fi x ~\rti
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5.3. f n(x) = x"~4х"+3 + Зх"+4, X = 10; 1].

5.4. /„(x) = x4cos — ,X  = (0;-H*>).
xn

5.5. Á(x) = ]jx2 + ̂ ’X = (-00'-hx’)-

1
5.6. f n(x) = n(x"-1),X = [1;3].

5.7. f„(x)=n2x2 sin— , =
n

5.8. f n{x) = 4 ^ + 1, X  = [0;2], 5.9. fn(x) = e

5.10. /„(x) = e-(J[-")2,X  = [-2;2].

5.11. f n(x) = n[\n(x+n)-\nn\, Х  = [1;+°°).

5.12. f  (x)-nsm^-, X  = [0;+oo).
n

1 ( 2 Y

Â+x" +
X

Y
V /

, X  = [0;+°°).

5.14. /„ (*) = 1пш , X  = [l;+°°)-
ПХ

2
5.15. f n(x)= arctgих, X  =

л:
5.16. / n(x) = xarctgHX, X  = (0;-H*>).

5.17. /,(*) = и x + — —л/х , X  =  (0 ;+ oo).

u t
л/?? + х2

5.19. /„(*) = ln x2 + , X  = [l;+oo).

5.20. / n(x) = л/síñx, Х  = [0;тг].
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Funksional qatorlarning (absolut va shartli) yaqinlashish 
sohalarini toping.

5.21.¿ I n * л. 5 .22 .£Л -  5.23.
И=1 lî ° Л

2л: 

к1 + х‘ j

Х П‘ sin/zx . л л ч ~ г
_  (? > 0; о < X < /г). 5.25. у  x"tg -  .

„=i 1 + и? ^  е 2"
/2=1

X sin ИХ А  , 1 “ 1
...• • 5.27.ХС-1) - =г. 5.28. X i " 1) 4

»=i и

5 .3 0 .% ^ :- .  5.31. £ ,ĝ .

5.32. X
. 1п(1+х")

,  (х>0). 5.33. X  ~  0 ^ 0 ) .

5.34. X v  И" + М" ■ 5.35. £ tg * (*  + ̂ ) .
n=l i Л

5.36.x
и=1

5.39.Х

(х + 1)""(х + и) 5’37' ^  1 + х"' 5'38' ^ l - x "

í  „  V  кх 
cos —

V П J

■ 5.40. X е "х sin их.

Misollarning javoblari

5.1../(х)=0.5.2./(х)=1.5.3./(*)=0.5.4. /(х ) = х4. 5.5. Дх) = |х|.

5.6./(х) = 1пх. 5.7.f(x)=x3.

fl, 0 < х < 1 bo‘lganda,

[х, 1 < X < 2 bo‘lganda.

5.9./(х)=0. 5.10.Дх)=0. 5.1í.f(x)=x.

5.8. Дх) ■■

5.12./ (х ) = \fx. 5.13. / ( х) :

1, 0 < х < 1 bo'lganda,

X , \<х<2  bo‘lganda,

X2
—  , X  > 2 bo iganda.



5.14. /(x)=0. 5.15. /(x ) = sgnx . 5.16. /0*0

5.17. f  (x)-— r=. 5.18. /(x)=0. 5.19. /(x ) = lnx2.
2 vx

5.20. / (* )  =
1, xe (0;7r) boiganda, i

u <r ^ 5.21.(~,e)
0, x = 0,x = n bo lganda. e

absolut

yaqinlashuvchi. 5.22. (1,+°°) — absolut yaqinlashuvchi. 5.23. x ^ l

—  absolut yaqinlashuvchi; x = -1 — shartli yaqinlashuvchi. 5.24. 

q > p  +1 —  absolut yaqinlashuvchi; p < q < p  + l —  shartli 

yaqinlashuvchi. 5.25. (—2;2) —  absolut yaqinlashuvchi.

5.26. (- o o ,+ o o )  —  absolut yaqinlashuvchi. 5.27. ( e ;+ ° ° )  —  absolut 

yaqinlashuvchi; (l;e] —  shartli yaqinlashuvchi. 5.28. (1;+°°) — 

absolut yaqinlashuvchi, (0; 1] —  shartli yaqinlashuvchi. 5.29. 

(_oo;+oo) —  absolut yaqinlashuvchi. 5.30. (-co;l)u(3;+°°) —

: K
absolut yaqinlashuvchi. 5.31. \x-nk\< — —  absolut yaqinlashuvchi; 

K
x=-^+ nk  — shartli yaqinlashuvchi, k e Z .  5.32. 

0<X<1, — °o<J><oo

yaqinlashuvchi. 5.34.max(|x|,jj|)< 1 —  absolut yaqinlashuvchi.

absolut yaqinlashuvchi. 5.37. (—■»;—l)u(l;+°°) —  absolut

x = l, y>  1 

x > 1, y >2

x = —1
absolut yaqinlashuvchi. 5.33. q < < ^

|xj < 1, 0< y<+oo 

shartli yaqinlashuvchi, y >1 y > ix; absolut

i l  K
5.35.p-ferj< —, ke Z —  absolut yaqinlashuvchi. 5.36. (1;+°°)
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yaqinlashuvchi. 5.38. (—1;1) —  absolut yaqinlashuvchi. 5.39. x^O

absolut yaqinlashuvchi. 5.40. x > 0 va x = -7r/t, ke N —  absolut 

yaqinlashuvchi.

6-§. Funksional ketma-ketlik va qatorlaming 

tekis yaqinlashuvchiligi

6.1. Funksional ketma-ketiiklarning tekis yaqinlashuvchiligi.
Ushbu

(6.1)

funksional ketma-ketlik X  (X  c ü )  to‘plamda yaqinlashuvchi va 

uning limit funksiyasi f(x) bo‘lsin.

6.1- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 3me e N 

nomer topilib, Vn>m va V x e l  lar uchun bir vaqtda

tengsizlik bajarilsa, {/„(*)} funksional ketma-ketlik X  to‘plamda 

f(x) ga tekis yaqinlashadi deyiladi va u qisqacha
X

f j  f
kabi belgilanadi.

6.1- eslatma. 6.1-ta’rifdagi m natural son faqat e ga bog‘liq bo‘lib, 
x larga bogliq bo‘lmaydi.

6.2-ta’rif. Vms N  olinganda ham, 3e0 > 0, 3n>m vax0e X  

mavjud bo‘lib,

\ /M ~ f(x0)\>£0 

tengsizlik bajarilsa, {/„(*)} funksional ketma-ketlik X  to‘plamda 

f(x) ga tekis yaqinlashmaydi deyiladi va u qisqacha

f j f
kabi belgilanadi.

6.3- ta’rif. Agar bo‘lib, lekin /„(x)I f(x) bo‘lsa,

{/«(x)} ketma-ketlik X  da f(x) ga tekis yaqinlashmaydi (notekis 

yaqinlashadi) deyiladi.



Xususiy holda, agar/„ (* )- » /(яг) va Зе0 >0, VmeJV 3n > m 

va Зхп e X  - £o (6.2)

shart bajarilsa, {/„(*)} ketma-ketlik X  da /fx,) ga tekis

yaqinlashmaydi deyiladi.

Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketliklar quyidagi 

xossalarga ega.

1- xossa. Agar {/„(*)} va {gn (x)} funksional ketma-ketliklar

f j  f ,  gnl g bo‘lsa, u holda {A/„(x) + ¿íg„(x)} (bundaХ,Ц — 

ixtiyoriy haqiqiy sonlar) funksional ketma-ketlik ham

A ■/„(*) + /* •£„(*)I X-f(x) + n-g(x)

boiadi.

2- xossa. Agar {/„(*)} funksional ketma-ketlik/  (x)I /(x) 

boiib, funksiya esa X  to‘plamda chegaralangan bo isa, ya’ni

3M >0: Vxe Z I  ,£(x)|<M

bo isa, u holda {g(*)/„(x)} ketma-ketlik ham gO)/„(x)l g(x)f(x) 

boiadi.

6.1- teorema. (6.1) funksional ketma-ketlik X  to‘plamda f(x) ga 

tekis yaqinlashishi uchun

limsup|/„(x)-/(x)| = 0 (6.3)
xeX

shartning bajarilishi zarur va yetarli.

6.2- teorema. (6.1) funksional ketma-ketlik X  to ‘ plamda fix ) ga

tekis yaqinlashishi uchun shunday {«„} sonli ketma-ketlik (bunda 

I¡man =0 ) va shunday m nomer mavjud boiib, barcha n>m va 

barchaxe X  lar uchun

\ f„(x ) ~ f ( x )\ < a n

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

X
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S f  r VI -  J  c o s n s /x  1
6.1 - misol. U»Wj-| ~ r funksional ketma-ketlikning

X  = [0;+°°) to‘plamda tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsating. 

Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

ч cos ил/х 
/(x ) = lim------= 0

o° у}

bo‘lib, X  = [0;+°°) da yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Endi yaqinlashish xarakterini aniqlaymiz. Ve > 0 son olinganda

1
ham m = deyilsa, unda barcha n>m va Vx e X  lar uchun

cos ил/х | cos n л/х 

n
1 1< — < --- <£
n m +1n \

bo‘ladi. Yuqoridagi 6.1- ta ’rif va 6.1- teoremaga ko ‘ra,

S t !  VI _  I COS ял/х I
n r ketma-ketlik f(x )=  0 limit funksiyaga tekis

yaqinlashadi: cos Пл̂ с j о 
n

6.2- misol. Ushbu funksional ketma-ketlikni X  = [0;+°o) da tekis 

yaqinlashuvchilikka tekshiring:

[ И +  Л /Х  J

Yechilishi. {/„(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi

fix ) = lim f n (x) = lim arct8”^  = о 
n + ̂ jx

bo‘lib, u X  = [0;+oo) da yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Endi yaqinlashish xarakterini aniqlaymiz. Bizga ma’lumki, 

barcha ne N va Ухе X  lar uchun
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О < arctgnVx <■■ ■-, и + л/х>и

bo‘ladi. U holda, Vg>0 son olinganda ham m - 

barchan >m v a V ie J  lar uchun

deyilsa,

i r /  4 ,, m larctgnVxi n 2 
fn (■'■) - ./(x) = — --г -1 < —  < < e 

и +  л/х I 2и и

bo‘ladi. Yuqoridagi 6.1-ta’rifga asosan
n + 'JX

ketma-ketlikf(x) =0 limit funksiyaga tekis yaqinlashadi:

arctgn jx  x

n + VT

1
6.3- misol. {/;,( x)} = j«|x + -4/jcj funksional ketma-

ketliknijf = [0;+oo) da tekis yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Barcha x e X  va Vns N  lar uchun

1 .( г  1
X +  <  Л/Х + r

\2

tengsizlik o‘rinli bo Mad i. U holda

0 < } x + -- -y/x =

x +

f/x + — + л/х 
n

\J 

< И4

V

(л/х + -j=)2 — л/х 
л/и

и4 1

~Г _  ~ а"л/и л/ и

Demak, 6.2- teoremaga asosan, berilgan funksional ketma-ketlik 

[0;+°°) da.f(x) =0 limit funksiyaga tekis yaqinlashadi.

76



6.4- misol. {/*(*)} I . 4 4 f funksional ketma-ketlikni 
[1 + n X J

X  =[-1; 1] da tekis yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

2
X

л->~ 1 + и4х4
f(x) = lim ; г  т~- = О

bo‘lib,у’ bo‘ladi. Bu yerda

0 < Л  - 2 w V -< 1

2 и2 1 + и4х4 2n2 

bo‘lganligi sababli, x ning har qanday qiymatida f n(x)<£

tengsizlikning o‘rinli boMishi uchun n > qilib olish kifoya.

deyilsa, bir vaqtning o‘zida xShunday qilib, bu holda m =

ning barcha qiymatlari uchun u yaroqlidir. Demak, / 1 0 .

6.5- misol. funksional ketma-ketlikning

X  = [0; 2] da notekis yaqinlashuvchiligini ko‘rsating. 

Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

/ ( x )  = lim --X- = 0
2 + их

boladi.

Endi berilgan ketma-ketlikning / '^ ; =0 limit funksiyaga notekis 

yaqinlashishini ko‘rsatamiz. Ve > 0 son olinganda ham m  natural

1
son sifatidam =

s2x
, x Ф 0 olinsa, u holda Vm < n uchun
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1л (*)-/(*)! nx 0

2 + nx

nx 1 ^ 1
< - = < - p~ — <£

2 +их 4ñx ^(т  + 1)х

boiad i. Ravshanki, x=0 daVneN  lar uchun/„(0) = / (0 )  = 0 

boiadi. Bu holda m ning x ga bogiiqligi evaziga, ixtiyoriy natural n

son uchun £0 = — vaxn = * e (0; 2] deb olsak,
4 и

f n  x
\ f n ( . x n ) - f { x n)\  =  — у -  =  т > е о

2+-n ó 
n

boiadi. Bu esa berilgan {/„ (x )} funksional ketma-ketlikning/(x)= 0

limit funksiyaga notekis yaqinlashishini bildiradi, ya’ni x e [0; 2] ning 

barcha qiymatlari uchun bir vaqtda yaraydigan nomer mavjud emas.

/ № 2]

6.2- ta’rifga ko‘ra berilgan ketma-ketlik fn(x) = nX 1 0 .
2 +их

6.6-misol.{^1(x)} = |x'! j  funksional ketma-ketlikning xe[0;l) 

da notekis yaqinlashuvchiligini ko‘rsating.

X

Yechilishi. Bu ketma-ketlik xe [0;1) da yaqinlashuvchi / „ —> / , 

ya’ni /(x ) = limx" =0.
Й—>oo

Endi (6.2) shartning bajarilishini ko‘rsatamiz.x„ = -̂¡- ketma-

2”

ketlikni olamiz, u holda barchane N  lar uchunx„ e [0; 1) boiib

va|fÁxn)~f(xJ| = |x,“-°| = j -eo boiadi.

Demak, {x"} ketma-ketlik [0;1) da f(x )= 0 funksiyaga notekis 

yaqinlashadi.
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6.7- m isol.{/n(x)} = jln 5 +
» V  ^

n6 +e3x
funksional ketma-

ketlikning:

a) X  = [0;+°°) da notekis; b) X t = [0; a] (a > 0) da tekis 

yaqinlashuvchiligini ko‘rsating.

Yechilishi. a) 5.4- misolda bu ketma-ketlikning lim it 

funksiyasi f{x)~ In 5 ekanligi ko‘rsatilgan. Endi berilgan ketma- 

ketlik uchun (6.2) shartning bajarilishini ko‘rsatamiz. Agar xn = 2 In n 

deb olsak, u holda

5 +
4 21nn '\n e

n6+e61""
-ln5 =

n 11
= ln(5 + ) - In 5.= In 7 = e0.

2-n 10

Shunday qilib, £0 = In va Vne N  lar uchun (6.2) shart

bajariladi. Demak, {/„(x)} = v n

/  4 x \n e 
5+ , 

n+ e
V /

ketma-ketlik

X  = [0;+°o) da fix ) = In 5 ga notekis yaqinlashadi.

b) Berilgan ketma-ketlik [0, a] da tekis yaqinlashuvchi ekanligini

ko‘rsatamiz. Ravshanki, barcha t>  0 lar uchun ln(l +1 ) < t tengsizlik 

o‘rinli bo‘ladi, u holda

0 < /„ (* )- /(* ) = In

n4-ex „< < =iZn.
5 -n 5 n

1 +
n e

5(n6 +e3x)

„ nA-ex
^ -- <

5{n +e )

Demak, 6.2- teoremaga asosan, berilgan ketma-ketlik X l = [0;a]

da/(x) = In 5 ga tekis yaqinlashadi, ya’ni f  \ in 5 .
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6.8- misol. {/„(*)} = {*"-x"+1j  funksional ketma-ketlikni 

X  = [0; 1] to‘plamda tekis yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Ravshanki, x = l, x = 0 da /„(l) = /(0 ) = 0 ,

0 < x < 1 da esa lim(x" -x"") = 0 bo‘ladi. Demak, berilgan funksional
n—>oo

ketma-ketlik X  da yaqinlashuvchi, uning limit funksiyasi f(x ) =0 

bo'ladi. Endi (6.3) shartning bajarilishini tekshiramiz. Buning uchun 

[0; 1] da f(x) funksiyaning ekstremum nuqtalarini topamiz. fix ) 
funksiyaning hosilasi

/„'(*) = (»-*(« + !)) 

bo‘ladi. [0;1] kesma ichida x"~‘[«-x(« +1)] = 0 tenglama yagona 

n
x ~x»~ n + \ ildizga ega. Agar xe(0;x„) bo isa ,

f '( x)>  0; xe(x /i; l)  bo‘lganda esa, f '( x)<  0 bo‘ladi. Shuning 

uchun, Vxe X  dasup/„(x) = max/„(x) = /„(x„) bo‘ladi. Demak,

lim sup | f n (x) - /(x) | = lim sup /„ (x) = lim /„ (x) = lim-------= 0.
rt-*°° w->°° xeX n^°° w“>0° ^  J_yi n  +  1

fl
X

Bunda (6.3)shart bajarilayapti, shuning uchun f  I 0-
J  n

6.9- misol. {/„(x)} = {x"-x2"} funksional ketma-ketlikni 

X  = [0;1] to‘plamda tekis yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Ravshanki, x = l va x = 0 nuqtalarda

/„(0) = /(1) = 0, 0 < x < l da esa lim(x”-x2,') = 0 bo‘ladi. Demak,

berilgan funksional ketma-ketlik X  da yaqinlashuvchi, uning limit 

funksiyasi f(x )= 0. Bu yaqinlashishning xarakterini aniqlaymiz. 

Buning uchun [0;1] da f jx )  funksiyaning ekstremum nuqtalarini 

topamiz. f jx )  funksiyaning hosilasi

f n{x) = nx"-\\-2x").

1
[0;1] kesma ichida nx” ‘(l-2x") = 0 tenglamax - x„-~j=
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yagona ildizga ega. Agarxe (0;x j boisa, f ' ( x) > 0; xe (x „ ;l) 

boiganda esa f ' ( x) < 0 boiadi. Bu yerdan /„(x) = x" -x2" funksiya

x~ ~ <- nuqtada o‘zining maksimum qiymatiga erishishi kelib

chiqadi. Natijada

sup \fn (x) - /(x ) | = sup f n (x) = max f n (x) = f n(xn) = -
xeX xeX xeX 4

boiib, lim supl/n(x) —/(x)| = 1 *0  boiadi.
xeX 4

Demak, (6.3) shart bajarilmayapti, berilgan ketma- 

ketlikX =[0;1] da notekis yaqinlashadi.

6.10- misol. {/,(x)} = {arctg«x} funksional ketma-ketlikni 
X  = (0;+°°) to‘plamda tekis yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasini topamiz:

u
f  (x) = lim arctg/jx = —.2

K
Endi {/„(x)} ketma-ketlikning f ( x)= — limit funksiyaga

yaqinlashish xarakterini aniqlash uchun (6.3) shartning bajarilishini 

tekshiramiz:

= % 0
n

= lim
n

arctg nx - - arct gnx
2 x-M-0 2

Bu yerda (6.3) shart bajarilmayapti. Demak, {/„(x)} = {arctgwx}

/ V  \ ^
ketma-ketlik (0;+<*>) da J  W  = ^ ga tekis yaqinlashmaydi.

6 .1 1 - misol. {/„(x)} = < X In X | funksional ketma-ketlikni

X  = (0;1) to‘plamda tekis yaqinlashishga tekshiring. 

Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

X X In X — In 72 
y(x) = lim -In =xhm  --  — = 0

W-»00 n n n~*°° n
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bo ‘ladi. Endi berilgan ketma-ketlikning X  da f(x)=0 limit funksiyaga 

yaqinlashish xarakterini aniqlash uchun (6.3) shartning bajarilishini 

tekshiramiz:

i s / \ st \\ I* i A lnw sup|/„(x)-/(x)l = sup -In = — ,
xeX xsX | n H 11

lim sup | f n (x) -f(x) I = lim — = 0.
xbx ' n

X  X

(6.3) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan { In } ketma-
n n

ketlik Z=(1;0) daf(x)=Q funksiyaga tekis yaqinlashadi.

Faraz qilaylik, X  to‘plamda{/n(x)} funksional ketma-ketlik 

berilgan bo'lsin.

6.3- teorema (funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishi 

uchun Koshi kriteriysi). {/„(*)} funksional ketma-ketlik X to‘plamda 

limit funksiyaga ega bo‘lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun, 

ixtiyoriy£>0 da x ga bog‘liq bo'lmagan shunday nomerm(e) 
mavjud bo‘lib, n>m bo‘lganda va istalgan pe N da x ning X  dagi 

hamma qiymatlari uchun bir vaqtning o‘zida

[/,+,(*)-/,(*) \<£ 
tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

6.3-teoremadagi Koshi shartini, qisqacha, kvantor belgisidan 

foydalanib, quyidagicha yozish mumkin:

V f > 0 3m(e): V« > m, Vpe N, Vxe X  : \fn+p(x)~ f n(x)\ < e , (6.4) 

yoki boshqacha ko‘rinishda:

V e>0 3 m(e)\ \/n>m,\/k>m,\/x€. X  \ \fn(x)-fk(x)\<e. (6.5)

Agar Koshi sharti bajarilmasa, ya’ni

3£0>0: Vke N, 3 n>k 3pe N 3x e X : ¡/„+i,(x)-/„(x)J > £0(6.6)

bo‘lsa, uholda{/n(x)} funksional ketma-ketlik l"to ‘plamda«oieA:w 
yaqinlashuvchi deyiladi.

Xususiy holda, agar

3£0> 0 :3  m eN  \/n>m 3pe N 3xne X  :\fn+p(xn)~ f(xn)\>e0

bo‘lsa,{/„(x)} ketma-ketlik X  to'plamda tekis yaqinlashuvchi 

bo'lmaydi.
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6.12- misol. {/„(•*)} = { I 7 funksional ketma-ketliknmg 
\Jn + 2x

X  = [0;+<*>) to ‘plamda tekis yaqinlashuvchiligini Koshi 

teoremasidan foydalanib ko‘rsating.

.COSyfñx.
Yechilishi. {/„(*)} = { ,— ==} ketma-ketlik uchun [0;+°°) da 

yjn + 2x

(6.4) shartni bajarilishini ko‘rsatamiz:

|/„+pW-/„W| =
eos yj(n + p)x eos yfñx eos y¡(n + p)x eos \/nx

л]п + р + 2x \ln + 2x ]n + p + 2x \ln + 2x

< sup
xeX

COS yj(n + p)x

■yjn + p + 2x
H-sup

COS y[(nx

y¡n + 2x

1 1 
т + -

y]n+ p  4n

+ 1 debolinsa,Agar Ve > 0 songa ko‘ra natural m son m = 

u holda barcha n>m va barcha pe N lar uchun

1 I
*Jn + p yfn \fm 

bo‘ladi. Demak, Ve > 0 son olinganda ham shunday natural m son 

mavjudki, \/n> m,\fpe N va Ухе [0;-H*>) lar uchun

\fn+P ( x ) ~  f Á x )\< e

tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Bu esa
eos yjnx

ketma-ketlikning, Koshi

6.13- misol. {f„ (■*)}-

yfn + 2x

teoremasiga ko‘ra, X  da tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatadi.

[ ln WJC I
funksional ketma-ketliknmg X={1 ;0)

to‘plamda notekis yaqinlashuvchiligini ko‘rsating.

Yechilishi. Shunday e0 >0 son topiladiki, barcha к e N  nomer

uchun n = k,p = k = n, X = — = — deb olamiz, u holda (6.6) shart
к n

bajariladi, ya’ni



Demak, berilgan ketma-ketlik X  to ‘plamda tekis

yaqinlashuvchi bolmaydi.

6.2. Funksional qatorlarning tekis yaqinlashuvchiligi. Ushbu

funksional qator X (X e R) to‘plamda yaqinlashuvchi va uning 

yig‘indisi SfxJ bo'lsin, ya’ni

6.4- ta’rif. Agar (6.8) funksional qatorning {¿>„(х)} qismiy 

yig‘indilari ketma-ketligi X  to‘plamda S(x) ga tekis yaqinlashsa,
(6.8) funksional qator X to ‘plamda S(x) ga tekis yaqinlashadi deyiladi 

va u qisqacha

kabi belgilanadi.

6.1- eslatma. Funksional qatorlarning tekis yaqinlashuvchiligi 

(yaqinlashmovchiligi) tushunchasi ham ularning oddiy 

yaqinlashuvchiligi singari, funksional ketma-ketliklarning tekis 

yaqinlashuvchilik (yaqinlashmovchiligi) tushunchasi orqali kiritiladi.

6.4- ta’rifni qisqacha, kvantor belgisidan foydalanib, quyidagicha 

yozish mumkin:

Ve >03m(£):Vn>mVxe X  —»jSn(x)-S(x)j<£. (6.10)

6.5- ta’rif. (6.8) qatorning dastlabki n ta hadini tashlab 

yuborgandan so‘ng, hosil bo‘lgan

qator (6.8) funksional qatorning n ta hadidan keyingi qoldig‘i deyiladi. 

Bunda

X m„ ( x )  =  m , ( x ) + m2( x )  + --- + m„ ( x ) + --- ( 6 8 )

n=1

lim S„ (x) = S(x) = ]Г и (x).
П—>oo

X

(6.9)

(*)=«»+iW + «M2w +" ,= X
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r„(x) = s (x )-Sn(x) 

bo‘ladi. U holda (6.9) shartni quyidagi ko‘rinishda ifodalash mumkin:

X

rn{x)I 0. (6-11)

(6.9) va (6.11) shartlar teng kuchli.

6.6- ta’rif. Agar X  to‘plamda SJx) ketma-ketlikning limit 

funksiyasi mavjud bo‘lsa va (6.10) shart bajarilsa, ya’ni

Ve0> 0 :VkeN 3n>k  Vxe X  —»^„(jc)—5(jc)|>£0

bo‘lsa, S(x) ketma-ketlik to‘plamda S(x) ga notekisyaqinlashadi 

deyiladi.

6.14-misoI. ~e ' funksional qatorni, ta’rifga ko‘ra,
n=()

a)X = (0;+°o); b)Xt = [5;+°°), 5 > 0 sohalarda tekis yaqinlashishga 

tekshiring.

Yechilishi. Berilgan qatorning n- qismiy yig‘indisini topamiz:

S„ (x) = (1 - e x) -(1 + e~x + e~2x + • • • + e“"'“l,j:) =

a  — e~nx)
= (\-ex) ’ =\-e-nx.

\ - e x

Bundan lim£n(x) = l, S(x) = l.
n—)oo

a) Funksional qatorni ta’rifga ko‘ra tekis yaqinlashishga 

tekshirish uchun rn(x) = S(x)-Sn(x) ayirmani qaraymiz:

\rSx)\ = \\ + e--\\ = e - ,

1In -
X  £

+1 (x *  0) deyilsa, u holda n>mVg >0 son olganda m ■ 

lar uchun

|r„(x)j = |S„(x)-S(x)| = *>-“ < £  (6.12)

tengsizlik bajariladi.

Agar x=0 bolsa, ravshanki, V«e TV lar uchun Sn(0)=0; >S(0)=1 

bo‘lib, |rn(0)j = |*S'n(0)-5,(0)j = 1 bo‘ladi. m natural son £> 0  va 

x (0 < x < +°°) larga bog‘liq bo‘lib, u barcha x lar uchun umumiy bo‘la
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olmaydi, chunkim = I l n i
X  £

+ 1 ning(0;+°°) da x bo ‘yicha

maksimumi chekli son bo‘lmaydi, ya’ni son Vne N  olsak ham

3e0 > 0
1

va3 xn = g (0,+oo) nuqta topiladiki, 
n

\ = e~'> £„s
r

- S ní1]
, n , l"J

bo‘ladi. Demak, berilgan funksional qator, 6.6- ta’rifga ko‘ra, 

X  = (0;+°°) sohada notekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

b) Ve > 0 son olinganda ham m, = max
xe[5;+<>°)

+l} = M
llx e J 8 £

+l

deb olinsa, V« > mt va Vxe [5;+°°) lar uchun birdaniga (6.12) 

tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, (6.10) shartga asosan, berilgan 

funksional qator [5;+°°) sohada x ga nisbatan tekis yaqinlashuvchi

[<5;+o°)

bo‘ladi, ya’ni Sn (x) I 1.

6.15- misol. Ushbu funksional qatorni X  = (0;+°o) da tekis 

yaqinlashuvchilikka tekshiring:

„=i [(« + l)x + l] («x + l)

Yechilishi. 1.2-teoremaga asosan, berilgan funksional qatorning 

n- qismiy yig‘indisi

*,(*)=

bo‘ladi, uning yig‘indisi esa

1 1

x + 1 l + (« + l)x

5(x) = lim
1

1 + x l + (« + l)x 1 + x
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Ta’rifga ko‘ra, Ve > 0 son olingandam = 

deyilsa, barcha n>m uchun

"1 f l  Л-1 -1
X _

(x Ф 0)

1 1 1

1 + X 1 + (и + 1)х 1-4- XI l + (n + l) j

- / \ <£
(m + 2 )x + l

boladi. Agar x=0 bo‘Isa, ravshanki,Vn uchun Sn (0) = 0, 5(0) = 1 

bo‘lib, |Sn(0)-5(0)l = 1 kelib chiqadi. Bundagi m natural son£ > 0 

vax (0 < X < +°°) nuqtalargabog‘liqbo‘lib, ubarchax (0  < x < +<*>)

lar uchun umumiy bo ‘la olmaydi (bu holdam =

ning(0;+°°) da x bo‘yicha maksimumi chekli son emas). Boshqacha 

qilib aytganda, istalgan n natural son olinganda ham Зг0 > 0

(masalan en = - ) vax = 1 € (0;+»°) nuqta topiladiki,
4 n +1

h f l  Л-  — 1 -1

1

Л +  1
-S

1

n + 1
1

= 2 >£o-

Demak, berilgan funksional qator, 6 .6- ta’rifga asosan, notekis 

yaqinlashadi.

6.3- teorema. (6.8) funkional qatoming X  da tekis yaqinlashishi uchun

limsupjr (x)[ = 0 (6.13)

shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

6.4- teorema (zaruriy shart). Agar (6 .8) funksional qator X  da 

tekis yaqinlashuvchi bo ‘lsa, u holda uning umumiy hadi
X

un(x) (n = l,2,...) u„(x)I 0 bo‘ladi.

6.16- misol. Ushbu funksional qatorni: a) X  = (-9 ; q), bunda 

0 < g < l ;  b )X  = (-1;1) to‘plamlarda tekis yaqinlashuvchilikka 

tekshiring:
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£ х "  1 = l + x + x2 -i-- hx" -i---
/1 =  1

Yechilishi. (A) formulaga asosan funksional qatorning n- qismiy 

yig‘indisi

Sn(x)— 1 + x2 H-- \-x" =
]-x"

\—x

ga teng bo‘ladi. Endi (—1 ; 1 ) da berilgan funksional qatorning 

yig‘indisini topamiz:

5(x) = l im ^ O )  = lim 1 A = 1 ,
„ _ > o o  „ - > o o  1 —  X

va rn(x) = S(x)-Sn(x) = X!

1 — X  1 — ¡X

a) X  = (-q;q) da berilgan funksional qatorni tekis yaqinla-

shuvchilikka tekshiramiz: sup\rn (x)| = sup j , ^  ,
xeX  "  x e x ' l — X  1 — q

limsupjr (x)¡ <lim q = 0.
' x&x — q

Demak, 6.3- teoremaga asosan, berilgan funksional 

qatorX = {-q-, q) (0 < q < 1) da tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

b) X  = (-l;l)da funksional qatorni tekis yaqinlashuvchilikka 

tekshiramiz:

sup|r(x)| = sup
1—X

= lim
x->l-0 1—X

Demak, lim sup k(x)| = 0 shart bajarilmayapti, shuning uchun
Х6Л-

berilgan funksional qator (—1;1) da notekis yaqinlashuvchi.

V  (-1 )"
6.17- misol. 2ii , r — ~

„=1 yjn + x
funksional qatorni X  = [0; + °°) da tekis

yaqinlashuvchilikka tekshiring.
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Yechilishi. X  = [0;+°°) da ketma-ketlik barchaxe X

lar uchun monoton kamayuvchi va nolga intiladi. Leybnis alomatiga 

asosan, berilgan funksional qator X  da yaqinlashuvchi va S(x) 

yig'indiga ega. Bizga ma’lumki, barcha«e N va berilgan xe X  lar 

uchun ishorasi almashinuvchi qatorlarda

\rn(x)| < |un+l(x)¡ = 1 - < '
yjn + x + 1 \Jn +1

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan (6.13) shartning bajarilishi kelib

chiqadi.

Demak, berilgan funksional qator [0; + °°) da tekis yaqinla­

shuvchi.
6.5- teorema (funksional qatorning tekis yaqinlashishi uchun Koshi 

kriteriysi). (6.8) funksional qator X  da tekis yaqinlashishi 

uchun V£>0  son olinganda ham3m(e)(me N) nomer topilib, 

Vn > m(s), barcha butun p > 0 sonlar va Vx e X  lar uchun

n+p

X  « iW  i<£
\k=n+l

shartning bajarilishi zarur va yetarli.

6.6- eslatma. Koshi kriteriysidan, ya’ni 6.5- teoremadan, xususiy 

holda, p=0 bo‘lganda, 6.4- teorema kelib chiqadi.

Agar 6.5-teoremaning shartlari bajarilmasa, ya’ni

n + p

3£0 >0 me N 3 n>m 3pe N Зхе X  —> í  uk(x'y > £0 (6.14)
|¿=«+1

bo‘lsa, (6.8) funksional qator X da tekis yaqinlashüvchi bo‘lmaydi. 

Xususiy holda, agar

3£0 > 0 3n0 e N \/n > N0 3xne X  un(x j> £ „  (6.15) 

bajarilsa, u holda (6.8) funksional qator X  da tekis yaqinlashuvchi 

bo‘lmaydi.

sin nx . .
6.18- misol. Z j  ~ ~¡n funksional qatorning Koshi kritenysiga

n 3

ko‘ra, X  = [0,+°o) da tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsating. 

Yechilishi. Sn+p - Sn ayirmani tuzamiz va uni baholaymiz:
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Ve>0 son olinganda ham m = [log3 - ] +1 deb olinsa, u holda
£

V x € [ 0 V n > m  va \/p lar uchun !Sn+p-S\<£ tengsizlik 

bajariladi.

Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan funksional qator 

X  — [0,+°°) datekisyaqinlashuvchibo‘ladi.

00 I

6.19-misol. X 2 s'n r , funksional qatorni X  = [0, +00) da tekis
n~ 1 X

yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Har bir x e X  uchun n —> 00 da quyidagiga ega 

bo'lamiz:
... 1 

X

Bu yerdan, taqqoslash alomatiga ko‘ra, berilgan funksional 
qatorning X  da yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Berilgan 

funksional qatorni X da tekis yaqinlashishga tekshirish uchun Koshi

teoremasini qo‘llaymiz. £0 = l,p = n va x=~„ bo'lsin. U holda

barcha n > 1 lar uchun

l^+p00 - S' (J)| = |2"+I sin U ... + 2"+p sin 1  : > 2',+1 sin ‘ > £0

bo‘ladi. Demak, (6.14) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan 

funksional qator X da tekis yaqinlashuvchi bo‘lmaydi.

1 ( 2 y  
u(x) = 2" sin - 

Ух Ч3 /



6.20- misol. Y  e ' funksional qatorni X  = [0, + °°) datekis
t í  X

yaqinlashuvchilikka tekshiring 

Yechilishi. Shunday £0 = 

hamdaB x = sfñ e X  uchun

Yechilishi. Shunday e0 = ~ son va 3m e N topilib, barcha n > m

, '■ 4, 4ñ -&  _i

Un(xn)> = e “ =e > £0 
X

bo‘ladi. Demak, (6.15) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan 

funksional qator X  da tekis yaqinlashuvchi bolmaydi.

6.21-misol. ' funksional qatorni X  = [0,+°°) datekis
■n=1

yaqinlashuvchilikka tekshiring.

i3
Yechilishi. Bizga m a’lumki, barchaí>0 lar uchun e<>~  

tengsizlik o‘rinli. Agar x>0 bo‘lsa, u holda

0 < un{x) < rv'x
.3 „2 3!__ 6

{n2x f n2x

Taqqoslash alomatiga asosan, berilgan funksional qator [0,+°°) 

da yaqinlashuvchi bo‘ladi. Endi X  da (6.14) shartning bajarilishini

ko‘rsatamiz. Harqanday me N uchun n = m, p = n, x = \ e X  va
n

e0 = e '4 deb olamiz. U holda

2/1 in  . 1 -4„2 —

X  uk(x) = X  k3x2e~kx > n3 —  e "2 • n = e* = £0
lc=n+1 k=n+\ ft

bo‘ladi. Demak, berilgan funksional qator X  da notekis 

yaqinlashuvchi.

6.6- teorema (Veyershtrass alomati). Agar (6.8) funksional 

qatorning har bir hadi X  da aniqlangan bo‘lib, Ухе X  va Vn > n0

uchun |мл(х)| < cn tengsizlikni qanoatlantirsa va
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sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (6.8) funksional qator X  da 

absolut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

bo‘lsa, (6,8) funksional qator tekis yaqinlashuvchi boiadi.

X1 (—1)"
6.22- misol. 2 -1  , funksional qatorni X  = [0;+°o) da tekis

n=\ X  П

yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksional qator har bir belgilanganxe X  

uchun Leybnis alomatiga ko ‘ra, yaqinlashuvchi bo'ladi va

\ — V  iT • • 
ь\х)~ 2_,~ ~ yig‘mdiga ega.

n=1 ЭС “f“ VI

Endi, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan qatorni tekis 
yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Bu funksional qator uchun X  da 
majorantlovchi yaqinlashuvchi sonli qator mavjud emas. Haqiqatan 
ham,

n sonli qator uzoqlashuvchi. Berilgan funksional qatorni, tekis

yaqinlashish ta’rifiga ko‘ra, tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. 

U holda Ve > 0 uchun Зти(е) nomer topilib, barcha n > m{e) va 

Vxe [0;+oo) lar uchun

Natija. Agar X й" bunda a„ - sup мДх), sonli qator yaqinlashuvchi

max I un(x)\ = max
xsX  1 1 xeXxsX \x + n\ n

|5(x)-5„(x)| = ¡X
\k=„ x  +  hx + k, x + n n

tengsizlik bajariladi. Bunda m(e)= +1 deb olinsa, berilgan 

funksional qator [0; + °°) da tekis yaqinlashadi.



6.7- eslatma. 6.21- misoldan ko‘rinib turibdiki, Veyershtrass 

alomati funksional qatorning tekis yaqinlashishi uchun faqat yetarli 

shart bo‘lib, lekin zaruriy shart bo‘la olmaydi.

-A 1
6.23-misoI. JLi 4 4 funksional qatomi X  = (-°o;+oo) da tekis

/J;_| X  H

yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Bu funksional qatorning umumiyhadi u (x)= , ,
x +n

funksiyadan iborat. X  dagi barcha x va n e N lar uchun

«„('') = 4 * 4 I-"14
X +n ! n 

A  1
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bunda ¿ j T sonli qator yaqinlashuvchi.

/i=i n
Demak, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan funksional qator X  

da absolut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

v .  fl X X
6.24-misol. ¿ j  4 2 arctg 2 funksional qatorni X =[-1 ; 1 ] da

“  n +X n

tekis yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. M a’lumki, VteR  lar uchun 'arctgt1 < bo‘ladi.

V x e l  uchun n +x2 > n' o‘rinli ekanligini e’tiborga olib,

I . I I n1 x x \n x jx) 1
= 4 - 2arctg 21 4- 2 2 - 4\ri +x n I n +x n n

V 1
tengsizlikni hosil qilamiz. 4 sonli qator yaqinlashuvchi

n=I n
bolganligidan, Veyershtrass alomatiga asosan, berilgan funksional 

qator X  da absolut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

00 vX X

- 2 4 funksional qatorni X=[0; +«=) da tekis
n=\ n

yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksional qatorning umumiy hadi

X
u (x) = ---^ 7 funksiyadan iborat. Bu funksiyani X  da

1 + x n

ekstremumga tekshiramiz. un (x) funksiyaning hosilasi
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, 1 - n V  

“ b W _ (1 + x V f “ - (l)

_ 1 1 1 
*-±-y nuqtada nolga aylanadi va x = — J ,  x = —  e I

« « n2

bo‘ladi. Bu x = 1 nuqtada
n2

n , \ rr 

“„(*„) = «2 <0

bo‘ladi. Demak, ujx ) funksiya x =  ̂ e X  nuqtada maksimumga
n

erishadi. Uning maksimum qiymati esa 1 ga teng, ya’ni
2n2

sup\un (x)| = max\un (x)| = un (x) = ~ f = a„ 

bo‘ladi va y qator yaqinlashuvchi. Demak, Veyershtrass
n=l

alomatiga asosan, berilgan funksional qator X  da absolut va tekis 

yaqinlashuvchi.

Quyidagi funksional qatorni qaraymiz:

X an(x )^ (x) = cii{x)bl(x) +... + an(x)bn{x) + , (6. 15) 
/1=1

bunda an(x), bn{x),(ji = 1,2,...) funksiyalar X(XczR) da aniq- 

langan.

Dirixle alomati. Agar: 1) {an{x)} funksional ketma-ketlik 

VxeX lar va \/ne N lar uchun monoton bolib, an+i (x )< an{x)

, . X

yoki an+1(x)>a„(x) vaan(jc)I 0 bo‘lsa;

2) X^„(x) qatorning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi
/1=1

n

ßn(*) = ][lbl (x) \/ne N,\/xeX larda chegaralangan bo isa ,
k=1

ya’ni BM > 0: Vne N, Vxe X  uchun
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\В„(х)<М

bo‘lsa, u holda (6. 15) qator to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Abel alomati. Agar: 1) ^ K ( x) qator X  to ‘plamda tekis
n=1

X

yaqinlashuvchi boisa, ya’ni Bn{x)I B(x) ;

2) {«„(x)} ketma-ketlik X  to‘plamda monoton boisa, ya’ni

Упе N ,Ухе X  uchun a„+1(x) < a„(x) yoki a„+1(x)> a„(x) va

ЗМ >0:Упе N , Vxe J  lar uchun |an(x)|<M boisa, u holda 

(6. 15) funksional qator X  da yaqinlashuvchi boladi.

6.8- eslatma. Dirixle alomatidan xususiy holda Abel alomati kelib 

chiqadi.

A  cos nx r ,
6.26- misol. a funksional qatorni X  = |e,2л-e\, e >0

n=l П

da tekis yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Agar a >  1 boisa, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, 

berilgan funksional qator X da tekis yaqinlashuvchi boladi. 

Haqiqatan ham, Vxe X  vaX/ие N lar uchun

1cos nx
cosm: <l, \un(x)| = аn

bolib, £  a sonli qator yaqinlashuvchi boladi.

Agar 0 < a < l  boisa, {а„} = | т |  ketma-ketlik monoton

x «

kamayuvchi va an I 0. Ushbu ¿ j cos nx funksional qatorning qismiy
/1=1

yiglndilari ketma-ketligi uchun 

(5„(x)} = j£ c o s fo

. nx (n + l)x
sm —  cos-----2 2

sin-

, x Ф 2nm, me 2

formula o'rinli. Bundan Ухе X va У ne N lar uchun
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sin-
. e 

sin—
2

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, Dirixle alomatiga ko‘ra, berilgan 

qator X  da tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Agar a <  0 bo‘lsa, u holda berilgan funksional qator X  da 

uzoqlashuvchi bo‘ladi. Haqiqatan ham, har bir berilgan x e X  uchun 

qator yaqinlashüvchiligining zaruriy sharti bajarilmaydi, ya’ni u jx )

X  to'plamda 0 ga tekis intilmaydi: lim un(x) I 0.

(~ 1)”
6.27-misol. X  гг p 0  + ~) funksional qatorni X=[0; 11 da

n=i Vh +VX n

tekis yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

/>,(•')= г - 0V "  +-)"•
V n +Vx n

Veyershtrass alomatiga ko‘ra, ̂ ô „ (x ) qator X da tekis yaqinla­

shuvchi, ya’ni V x e l  vaV/je N lar uchun bjxj. < ~  tengsizlik

rinli va h  j=  sonli qator yaqinlashuvchi.
/1=1 V «

{'a„ (x)} - "j (1 + )* (■ ketma-ketlik [0; 1] da chegaralangan,

V

1 + - I <(1+ -)",<£
n I n

va <¡3(0 :
f x v 
l+x

t
funksiya barcha t> l v a V x e l  lar uchun o‘suvchi

V - /

funksiyadir. Demak, berilgan funksional qator, Abel alomatiga ko‘ra, 

[0;1] da tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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Mustaqil yechish uchun misollar

X  da {/„(x)} funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchiligini 
isbotlang:

6 -l- / , W  =  ^ ,  X  =  [ l ; + o o )  ;

6.2. X  = [ 0 ; l - £ ] , 0 < £ < 1 .
6.3. / ii(x) = x4" ,X  = [0;e], 0 < £ < 1

6.4. /„(x) = ln(l+ X  = [0;+oo)
V« + x

6.5. /„(x) =.|x2 +- , X  = (-oo; + oo) _
V «

6-6. X, (x) = e~(x~n)1, X  = [-4; 4] .

6-7- /„(x) = «4xe~Æ , X  = [0; + oo) -

6.8. / B(x) = Vnsin-^=, X  = (-o°;+o°)
nyjn

6.9. /„(*) = ' , JT = (0;+oo) .
x + n

nx
6.10. /„(x)= , *  =  [0;1],

l + « + x

6.11. /„(x) = V n ^ 7 ,X-[0;2].

6.12. /„(x) = «sin 1 , X  = [l;+oo)
nx

6.13. /„(*) = 2 , X  = [-l;l],
« + x

6.14. (x) = arctgVnx, X  = [0;+oo).
x +«

6.15. f n (x) = x4ne~"x~, X  = [£;+oo), g >0.

X  da {/^(x)} funksional ketma-ketlikni tekis hamda notekis 

yaqinlashuvchilikka tekshiring:
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6.16. /„(x) =  ̂ -  <2)X =  [l-£;l + £]; ô ) Z  = [l + e;+°o), e > 0  .

6-17- f n(x)=e~{x~n)1, X  = ( —» o ;+ 0 0 ) .

r / \ \wnx
6 .18 ./,(* )=  — , JT = [l;+oo). 

nx

6.19. f„(x) = x" +x2" -2x3", X  = [0; 1].

6.20. /„ (x) = sin X . a > 0, X  = R.
n

6 . 2 1 .  / „ ( * )  =  , X  =  [ £ ; + o o ) , £ > 0  .

3 + 4« x

6.22. /.(x) = iw(l-*)\Jr = [0;l].

6.23. /„ (* )- cos

/'_ \ 
~xK 
2

/,(* ) = »(«£-1), X  = [l;o], l« i< - t~ .

6.25 Agar /(%) funksiya [a;è] da aniqlangan ixtiyoriy funksiya 

I" nf (x)l
bo‘lsa, /»(*) = '  — (n~ 1,2,...) funksionalketma-ketlikning(a;è)

da/fx j ga tekis yaqinlashishini isbotlang, bunda [nf(x)\ —  ushbu 

nf(x) ifodaning butun qismi.

6.26. Agar f(x) funksiya [0;1] da aniqlangan va uzluksiz bo‘lsa,

f(x) = i f ( - ) C y ( l- x ) n-k
*=0 «

funksional ketma-ketlikning [0;1] da f(x) ga tekis yaqinlashishini 

isbotlang.

6.27. Agar [0; 1] da f0(x)= 0 bo‘lsa,

f n ( X )  =  \lXfn - i W  ( «  =  1, 2 , . . . )

funksional ketma-ketlikning [0;1] da tekis yaqinlashuvchiligini 
isbotlang.

6.28. Agar f(x) funksiya (a;b) da uzluksiz f (x )  hosilaga ega 

bo‘lsa,
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/ (* )  = « [ /(*+ - У  я * )]
п

ч /

funksionalketma-ketlikning [a;/3]([a;ß]c (a;b) daf(x )  funksiyaga 

tekis yaqinlashishini isbotlang.

6.29. X=[0;1] da

n

funksional ketma-ketlikni tekis yaqinlashishga tekshiring. 

f  ln их
6.30. / , W - T "  ketma-ketlikning Z=(0,1) da notekis 

y/nx

yaqinlashuvchiligini isbotlang.

Xx va X2 to‘plamlarda {fn(x)} funksional ketma-ketlikni tekis 

hamda notekis yaqinlashuvchilikka tekshiring:

2n x, 0 < X < — ;
n

n n n

6.31. /„(х)=е-<*-я)2, X, = (-4;4) X 2=(-~; + «,).

6.32. f„(x) =
nx

— [0; 1], Z 2=[0;+oo).
n +x

6.33. / И(х) = иarctg — , X,=(0;2), X , =(2;+°°).
ях

6.36. 1 +  X , X ,= (0 ; 1 ) ,  Z 2 =  (l;+oo) .
n
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6.37. f n{x)=n2x2e~nx, X,=[0;+°°), X 2 = [£;+«>), £ > 0.

6.38. /„(*) = ln
/ 2 1N 
x +- , X x =(0; + co), X2 =(«;+<*>), a>0

6.39. /„(x) = arctg J , X, = (0; *), X 2 = (A;1)

6.40. /„(x):
« V  + «X  + 1

n x +2
, *,=(0;1), X 2=(l;+oo).

t-v/n
6-41. f n (x) = ln(l + sin - ), X, = (0; 1), X2 = (1;+°°) . 

x +«

6.42. /„(x)- 1—  , X t =\-a;a\, a>0, X 2 _

6 -4 3 - / „ ( x ) = V l + ^ r , X , = [ 0 ; 2 ] ,  X 2 = [ 2 ;  +  o o ) .

6.44. /„(x) = sin - — , X,=(0;1), X ,= ( l;  + oo) _
e +e x

6.45. / „ (x )= « ( ^ - 2</I), * ,= (* ;1 ) , JST2 = (l;+oo)

Tekis yaqinlashish ta’rifidan foydalanib, X  da berilgan funksional 

qatorni tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsating:

6.46. X  = [---;h.
/1=1 3 J

6.47. S
« n + 1 

sinnx sin(n + l)xX . 5111 n x  S lo t  A i- r i

( r ---- ---
r i  v n  v «  + l

1

x2 +«■Jn

Z x

«=i 3 V1 + wx

. ^=[-1; 1].

), X  = (—°o; + oo)

,  X  = (—°°;+°°)

x=[0; 2].
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Funksional qatorlarning ko'rsatilgan oraliqlarda tekis 

yaqinlashuvchiligini, Veyershtrass alomatidan foydalanib, isbotlang:

6.51. £ 7- ^ 4 . X  = [0;+oo)
„ = 1  (n+x)

X 4

6.52. I  зГТ 4 ’ X  = (-»;+-). 
n=1 2 + <Jn X

V COs2 2nX V , 4
6.53. L -J-; 4 . X  = (— + ^

» = 1  \ln +x

00 f-lY1 
6 .5 4 .1 7 2 > z = (i;+o°).

« = 1  V «  + ln  X

00 (—IV

6.55. 1 - г = = Г ’ ^  = [-3;3) .
«=1 v «  +e

A  (-1)" sin их
6.56. . L V r ---- » '^ = (-°o; +°°) .

"  3 +cosx

V I cos 3 их rn
6.57. 2 , л 3 3 » ^  = [0;+°o)

n=\ yj fi + X

6.58. X-,— 4-т» ^  = [0;+~) . 
B=i 4 + и X

6.59. E z r W ’ x  = [0;+oo) .
и  6 + й X

6.60. £ ln ( l+ xln33"), X  = [0; 100]_
/1=1 n

6.61. , X  = [0; + oo) .

Z cosnx
/___ X  = ( —00 ; +0 0)

«=1 n\lm n +x
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6 63 y ,«4s m - -, X  = [0;+°°)
Ь ЬХ t í  n + 4" + 4x

6-64, Ïi3^/l + (2n-l)x ’ X  [0’+ ) ’

00 A/ l  __ V 2 "
6.65. -, X  = [-l;l] .

n=1 ^

sinv«* , 46.66. I t r r — . x = (_00;+0°).
n=i ил/т и +x

6.67. I 5'" sin2 , !  » X  = [a;+oo), д > 0 .
w=l ' X

“ 8- | » p ï k î ) ’ * =[0;+“ ) - 

«*■ IH--

6.70. I

6 .7 1 .1 “ » X  = (-a;a), a>  0 .
äj=i «7

2

6.72. I * V я*, ^  = [0;+~).
«=1

2x
6.73. I arct8 2 ~r> X  = (-°°;+°°).

"  * +«

•ST ПХ , 4

6-74- § » V +r

6 . 7 5 . 1 ' " " ° ^ .  1 + «>0 .
71=1 X
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X  to‘plamda quyidagi funksional qatorlarning tekis yoki notekis 

yaqinlashuvchiligini aniqlang:

6.76. ¿ 3" sin X  = (0;+°o)_
n=1 4 x

6.77. X - f c K  . X .  
" w  + sinx

6.78. X
n=1

6.79. X ln

arctg — -
X +n

1+
1 + n2x2

, X  =  [0 ;+ o o )

X  = [0;+oo)

6.80. £

cos-
2nn

, X  =  (- ° o ;+ o o )

v  S in j 'S i n « I  r .
6.81. X  r --  • A =|0;+oo)

„=i V« + x

6.82. S r f 1 ?- Jr = № +” )
n= 1 (1 + nx)

6.85. X
H=1

6.86. X

/ • \2 xsinx

1 + 7iX3
, X  = [0;+°o).

e n x sin nx, X  = [0;l]

6.87. X ~ 7 ’ —(°;+°°).
h!
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6.89.¿ (- 1 )"п\ Х  = [е;+оо), £ > 0 .
п=1

6.90. *  = [Ь+°°).
п=1 Х

6.91. г  arctg*"> X  = [l;+°°).
п=i л/и

6.92. £ ( - ! ) <  -ST = [0;1].
„=i п

^  Ил/Х Гл ч

6'93' § H » V '  Х  = [0;№ )-

6.94. ¿  A-” sin ~ , X  = (-4; 4),
/1=1 ^

6.95. £  Т е Х  = (0;-к~).
ZlX

Misollarning javoblari

6.16. a) f(x)=0 ga tekis yaqinlashadi. b) f(x )= 1 ga tekis 
yaqinlashadi.

6.17. f(x)=0 ga notekis yaqinlashadi. 6.18. /(x)=0 ga tekis 
yaqinlashadi.

6.19. /(x)=0 ga notekis yaqinlashadi. 6.20. f(x)=0 ga notekis 

yaqinlashadi. 6.21. .Дх)=0 ga tekis yaqinlashadi. 6.22. f(x)=0 ga 
notekis yaqinlashadi. 6.23./(x)=l ga tekis yaqinlashadi. 6.24.Дх)=1пх 

ga tekis yaqinlashadi. 6.29. Notekis yaqinlashadi. 6.31. Funksiyaga 
X{ da tekis yaqinlashadi, X2 da esa notekis yaqinlashadi. 6.32. /(x)=0 

funksiyaga Xx da tekis yaqinlashadi, X2da esa notekis yaqinlashadi.
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6.33. / ( * ) - — funksiyaga X2 da tekis yaqinlashadi, Xx da esa notekis

yaqinlashadi. 6.34.f(x)= x funksiyaga X¡ da tekis yaqinlashadi, X2 
da esa notekis yaqinlashadi. 6.35./(x)=0 funksiyaga X2 da tekis

yaqinlashadi, X x da esa notekis yaqinlashadi. 6.36.f(x)--\

funksiyaga X2 da tekis yaqinlashadi, X¡ da esa notekis yaqinlashadi.

6.37. /(x)= 0 funksiyaga X2 da tekis yaqinlashadi, Xx da esa notekis 

yaqinlashadi. 6.38. /fx)=2Ínx funksiyaga X2 da tekis yaqinlashadi,

7Г
Xx da esa notekis yaqinlashadi. 6.39. / (* )  = — funksiyaga Xx da tekis

yaqinlashadi, X2 da esa notekis yaqinlashadi. 6.40. /(x)= x funksiyaga 

X2 da tekis yaqinlashadi, X} da esa notekis yaqinlashadi. 6.41./(x)=0 

funksiyaga A^da tekis yaqinlashadi, X2 da esa notekis yaqinlashadi.

6.42./(x)=e v funksiyaga Xx da tekis yaqinlashadi, X2 da esa notekis

yaqinlashadi. 6.43. f(x) = \ funksiyaga X x da tekis
|x, xe [I;«)

yaqinlashadi, X2 da esa, notekis yaqinlashadi. 6.44./(x)=0 funksiyaga 

X x da tekis yaqinlashadi, X2 da esa, notekis yaqinlashadi. 

In X
6.45. / (x )=  funksiyaga Xx da tekis yaqinlashadi, X2 da esa

notekis yaqinlashadi. 6.76. Notekis yaqinlashadi. 6.77. Tekis 
yaqinlashadi. 6.78. Tekis yaqinlashadi. 6.79. Tekis yaqinlashadi. 
6.80.Tekis yaqinlashadi. 6.81. Tekis yaqinlashadi. 6.82. Tekis 
yaqinlashadi. 6.83. Notekis yaqinlashadi. 6.84. Tekis yaqinlashadi. 
6.85. Tekis yaqinlashadi. 6.86. Notekis yaqinlashadi. 6.87. Notekis 
yaqinlashadi. 6.90. Notekis yaqinlashadi. 6.91. Tekis yaqinlashadi.
6.92. Tekis yaqinlashadi. 6.93. Notekis yaqinlashadi. 6.94. Notekis 

yaqinlashadi. 6.95. Notekis yaqinlashadi.

7- §. Funksional qatorlar y ig ‘indisining va funksional 

ketma-ketlik lim it funksiyasining funksional xossalari

7.1. Funksional qator yig‘indisining uzluksizligi. X  to‘plamda 

yaqinlashuvchi
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£ m„ ( x ) = w1( x ) + w2 ( x )+--- + !<„ (* )+ • •■  (7 .1 )

n=1
funksional qator berilgan bo‘lib, uning yig'indisi S^x) bolsin.

7.1- teorema. Agar (7.1) qatorning har bir un(x) (n= 1,2,...) 

hadi JSf to'plamda uzluksiz bo‘lib, qator X da tekis yaqinlashuvchi 
bo‘lsa, u holda qatorning yig‘indisi S(x) ham X  to‘plamda uzluksiz 
bo‘ladi.

7.1- eslatma. 7.1- teoremadagi (7.1) qatorning X  da tekis 

yaqinlashuvchilik sharti funksional qator yig‘indisi SYxjning 
uzluksiz bo‘lishi uchun yetarli shart bo‘ladi, lekin zaruriy shart bo‘la 

olmaydi.

7.1- misol. Ushbu

\)xeHn-l)x]
n=1

funksional qatorning X=[0;1] da notekis yaqinlashishini, lekin uning 

yig‘indisi X  da uzluksiz funksiya bolishini ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan funksional qatorning n- qismiy yig‘indisini 

topamiz:

S„(x) = - (*- l)xe~(k-')x]=xe-x +
k=\

+2xe~2x - xe~x + 3xe~3x -2xe~2x +... +

+nxe~nx - (n - l)xeH"-')x = nxe~nx.

Endi n —> da Sn(x) funksiyaning limitini hisoblaymiz:

Y)Y

5(x) = limS^x) = lim = 0 .
H—>°° gnX

Demak, berilgan funksional qatorning yig‘indisi 5(x)=0 

qaralayotgan X  to ‘plam da uzluksiz funksiya ekan. Ammo berilgan 

qator X  da tekis yaqinlashuvchi emas. Haqiqatan ham,

sup \Sn(X)-S(x)\ = sup nxe~m = - => 
œ ;0 :i; J*[0 ;1] e

=> lim sup r„(x)\ = e~' & 0.

Shuning uchun, qator X  da o‘zining S(x) yig‘indisiga tekis 

yaqinlashmaydi.
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7.2- misol. Ushbu

funksional qatorning yig‘indisini X=[0;1] da uzluksizlikka 

tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksional qatorning har bir un(x)=x2e”x 
(«=1,2...) hadi X  da uzluksiz bo‘lib, bu funksional qator X  da, 

Veyershtrass alomatiga ko‘ra, tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Haqiqatan ham, \/ne N va Vx e [0; 1] lar uchun

u (x)| = \x2e xe < — = a
1 ! e" "

va sonli qator yaqinlashuvchi. Haqiqatan ham,

S(x)= —— ,x>0. x=0 bo‘lganda 5'(0)=0. Demak, 7.1-teoremaga 
e —1

asosan, berilgan funksional qatorning yig‘indisi X  da uzluksiz 

funksiya bo‘ladi.

x +
1 1

—  funksiyaning aniqlanish

sohasini toping va uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Koshi alomatiga asosan funksional qatorning 

yaqinlashish sohasini topamiz:

Un(x) =

k : = !  i

i  | v

v2
v  /

i  1 Y  

V2 /

(x+ -r
1 1  . PC

X +  ; , l im ^ „ = u
n \ 2 2

a) \x\<2 agar bo‘lsa, funksional qator yaqinlashuvchi bo‘- 

ladi;
b) |x|>2 agar bo‘lsa, funksional qator uzoqlashuvchi bo‘ladi, 

chunki qator yaqinlashuvchi bo‘lishining zaruriy sharti bajarilmaydi, 

ya’ni qatorning umumiy hadi nolga intilmaydi.
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Demak, f(x) funksiyaning aniqlanish sohasi (- 2; 2) boladi.

Funksional qatorning har bir un(x)-
f j Y f 

V2 y V

x + — 
n

(n e N ) hadi

(-2; 2) da uzluksiz.

Endi (-2; 2) da f(x) funksiyani uzluksizlikka tekshiramiz. Agar

jxj < r <2 bo‘lsa, u holda berilgan funksional qator [-r; r] da tekis 

yaqinlashuvchi bo‘ladi. Haqiqatan ham, Veyershtrass alomatiga 

asosan, barcha x e \~r; r] va V« e N lar uchun

v 2 y V

x +
1

Y /■

V2 y V

Y
r +

tengsizlik o ‘rinli bo ‘ ladi hamda X r +
1 1

2"

sonli qator

yaqinlashuvchi bo ‘ladi. Demak, 7.1- teoremaning hamma 

shartlari bajarilayapti, u holda f(x) funksiya jxj < r < 2 da uzluksiz 

bo‘ladi.

7.2. Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi.

X  ( I c i i )  to‘plamda {/„(x)}:

/¡ (x ) ,/2(x),...,/„(x)... (7.2)

funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lib, uning limit funksiyasi f(x) 
bo‘lsin, ya’ni

lim/„(x) = /(x ) .

7.2- teorema. Agar {/„(x)} funksional ketma-ketlikning har bir 

f„(x) (n = 1,2,3,...) hadi X  to‘plamda uzluksiz bo‘lib, bu (7.2) 

funksional ketma-ketlik X  to‘plamda/("xj ga tekis yaqinlashuvchi 

bo'lsa, u holda f(x) limit funksiya ham X da uzluksiz bo‘ladi.

7.2- eslatma. 7.2- teoremaning shartlari bajarilganda

/(x 0) = .lim(lim/„(x)) = lim(lim /  (x)), (x0 e X)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

n —»<*> X —

2 2 
ft X

7.4-misol. {/„(x)} = " " funksional ketma-ketlikning limit
2 + n +x

funksiyasini X  = [0;1] da uzluksizlikka tekshiring.
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Yechilishi. /„(x) (« = 1,2,...) ketma-ketlikning har bir hadi

X  = [0; 1] da uzluksiz. Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasini 

topamiz:

2 2
lim /n(x) = lim— ™ — -j~x2; /(x ) = x2.

2 + n

sup\fn(,x)-f(x)\= sup i
*e[0;l] xe[0;l]|2 +  ft + X

n2X2 2

2 , .72 -X SUP , 2
xe[0;l]i2 + n +X

<
n2

Bundan lim sup i/„(x)-/(x) =0 ekanligi kelib chiqadi, ya’ni
jce[0;l]

[0;U

/„(x) I x . Demak, 7.2- teoremaga asosan, berilgan ketma- 

ketlikning limit funksiyasi /(x)=x2 ham [0; 1] da uzluksiz funksiya 

bo‘ladi. Bu yerda 7.2- eslatmadagi tenglikning o'rinli ekanligiga 

ishonch hosil qilish qiyin emas, ya’ni

lim (lim/„(x)) = lim(lim f„ (x )) = x0, x0 g [0; 1].
X—>JC0 n— n— x—>x0

7.3. Funksional qatorlarda hadma-had limitga o‘tish.

Yaqinlashuvchi (7.1) funksional qator berilgan bo‘lib, uning yig‘indisi 

,S(x), x0 nuqta esa X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

7.3-teorema. Agar x —> x0 da (7.1) funksional qatorning har bir 

un(x) (« = 1,2,...) hadi chekli

lim un{x)-cn (« = 1,2,...)
X-^Xq

limitga ega bo‘lib, berilgan qator X  to‘plamda tekis yaqinlashuvchi 

bo‘lsa,

n=1

qator ham yaqinlashuvchi, uning yig‘indisi C esa S(x) ning 

x —» x0 dagi limitiga teng bo'ladi:

lim 5(x) = C.
X ->*o

7.3- eslatma. 7.3- teoremaning shartlari bajarilganda
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tenglik o‘rinli bo'ladi.

7.5- misol. Ushbu limitni toping:

*-*-°i£x+n- 1 x"+l '

Yechilishi. Berilgan funksional qator X  = [1; +°°) to'plamda Abel 

alomatiga ko‘ra, tekis yaqinlashuvchi bo'ladi (6.21- misolga q.), ya’ni

"+1 X

a) £  ( 1} -1 S(x); 
“ x+n — l

b) barcha x e X  vaVneN  lar uchun an(x) = 1- —̂^ < 1 va 

an+l(x )< a it(x) bo‘ladi. Bundan tashqari,

.. '■ (-l)n+1 x" (-1)"+1
lim u(x)=  hm — = —-— =c , ne N .

1 ^ = 1
(- 1),«+1

2«

yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi ~ In2 ga teng. 7.3- teoremaning

shartlari bajarilayapti. Endi funksional qatorda hadma-had limitga 

o‘tish mumkin:

.. A  (-1)"+1 x" 1A(-1)"+1 1
hm > v ’ --- = - Y  v ’ =- In 2
« '- o ^ x + n - l i '+ l  2 n 2

7.4. Funksional ketma-ketlikda hadma-had limitga o‘tish. (7.2) 

ketma-ketlik X to‘plamda berilgan bo‘lib, uning limit funksiyasi f(x), 
x0 nuqta esa X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

7.4- teorema. Agar x —>x0 da {/„(x)} ketma-ketlikning har bir 

f n(x) (« = 1,2,...) hadichekli

lim /„ (x) = a„



limitga ega bo‘lib, bu ketma-ketlik X  da tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, 

u holda {a j ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘ladi, uning

l ima„=a lim iti esa f(x )  ning x —>x0 dagi limitiga teng:

lim f(x) = a.
x->x0

7.6-misol. {/„(x)} = {-

1 + 0 + —)" 
n

-} funksional ketma-ketlik [0;1]

da 7.4- teoremaning shartlarini qanoatlantirishini ko'rsating. 

Yechilishi. lim f n (x) ni topamiz:

lim/„(x) = lim
1 1

1 + (1 + -)" 1 + 
n

í  i 
1 +  -  

n

- a , V neN

Berilgan funksional ketma-ketlikning [0;1] da tekis 

yaqinlashuvchiligini ko ‘ rsatamiz:

1 1
lim/„(x) = lim

1 + (1 + -)" 1 + e> 
n

■=m\

1 1

1+0+-)’ 1+e" 
n

ex - (I + —)" 
n

0+e')0 + 0 + -)")
n

ex-(l+ -y
n

< sup
лге[0;1]

ex — 0 + У 
n

< max {(e - (1 + - )" ,-  0 + - ) }  = - 0 + -) < - -> 0.
n n n n n n

Vxe [0;1],

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik [0; 1 ] da tekis

1
yaqinlashuvchi. {an} = {-

1 + 1 + 1
-} yaqinlashuvchi va

1
lim a = lim / (x) = lim —-— = —

l + e *->1 l + e1 l + e
= a.
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Shunday qilib, funksional kema-ketlik 7.4- teoremaning hamma 

shartlarini qanoatlantirar ekan.

7.5. Funksional qatorni hadma-had integrallash. Yaqinlashuvchi

(7.1) funksional qator X  = [a;b] segmentda berilgan bo‘lib, uning 

yig‘indisi S(x) bo‘lsin.

7.5- teorema. Agar (7.1) qatorning har bir un(x) hadi X=[a;b] 
segmentda uzluksiz bo‘lib, qatorning o‘zi shu segmentda tekis 

yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

b b b 

J  ux (x)dx + J  u2 (x)dx +... + ̂ un{x)dx+...
a a a

qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi va

b oO b

J5> n(x)dx = | S(x)dx
a a

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

7.4- eslatma. 7.5- teoremada qatorning tekis yaqinlashuvchiligi 

yetarli shart bo‘lib, lekin zaruriy shart bo‘la olmaydi, ya’ni ba’zan 

tekis yaqinlashuvchilik sharti bajarilmagan funksional qatorni ham 

hadma-had integrallash mumkin.

i i

7.7- misol. ^ ( x 2"+l -x2"“1) funksional qatorni [0; 1] da hadma-
„=i

had integrallash mumkinmi?

Yechilishi. Berilgan funksional qatorning n- qismiy yig‘indisini 

topamiz:

I I I  i i
S„(i) = (x3 — x) + (x5 —x3) + ... + (x2n~i -x2"~3) +

_j__ i 

+(x2"+1 -x2”"') = X2"+1 —X.

Endi w —> oo da limitga o‘tamiz:

i
S(x) = lim(x2,,+l —x ) :

|0,x = 0,x = l bo'lganda,

[1—x ,0<x< l  bo'lganda.

Demak, berilgan funksional qatorning yig‘indisi uzilishga ega 

bo‘lgan funksiyadir. Shu sababli berilgan funksional qator uchun 

[0;1] da tekis yaqinlashuvchilik sharti bajarilmaydi. Demak, 7.5-
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teoremani qo‘llash huquqiga ega emasmiz. Lekin qator yig‘indisini 

va qatorni hadma-had integrallash mumkin:

\s(x)dx = I ,
0 2 t í J0 t í  2(и +1) 2и

= - У — i— = - £ ( - — — ) = -•
2 и(я + 1) 2 k=i к к +1 2

Buni e’tiborga olsak,

i i «, _ j_  _ j_  =. i _ i_  i 

J5'(x)í¿c = J [ ^ (x 2,,+1 -x2- 1)]í¿c = X J ( x 2"+1 -X2n~')dX
о о *=1 n=l о

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

■A cos2 me
7.8- misol. /  W = X “7-- 77 funksiyaning R da uzluksizligini

T\ и(и + 1)

271
isbotlang va J / (х ) й?х  integralni hisoblang.

COS ИХ
Yechilishi. u (X) = -----  (и = 1,2,...) funksiyalar R da

и(и + 1)

uzluksiz. VxeÂ va Vne N  lar uchun и (x)| < 1 tengsizlik
n(n +1)

o‘rinli bo‘ladi. Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan funksional 

qator tekis yaqinlashuvchi. 7.1- teoremaga ko‘ra, f(x) funksiya R da 

uzluksiz. Bu yerda 7.5- teoremaning ham hamma shartlari bajariladi. 

Shuning uchun berilgan funksional qatorni hadma-had integrallash 

mumkin:

2r A  cos2 nX , 2r cos2 X , 2f cos2 2x 2r cos2 их
> ----- dir = ---- í/x+ — dx+...+ \- — dx+...

{ tfn (n  +1) J0 1-2 J 2-3 J0 л(и + 1)

f  1 i 1 ^
+... = я - + — +...+ —  +... -л.

1-2 2-3 n{n +1)
V /
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In

Demak, J f ( x)dx = n .
0

7.6. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had integrallash. (7.2) 

yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik [a;6]da berilgan bo‘lib, 

f(x) uning limit funksiyasi bo‘lsin.

7.6-teorema. Agar {fn{x)\ funksional ketma-ketlikning har bir

/„(x) (n = 1,2,...) hadi [a; b\ segmentda uzluksiz bo‘lib, funksional

ketma-ketlik [a\b\ segmentda tekis yaqinlashuvchi bo'Isa, u holda

b b b 

\f(x)dx, J / 2(x)i/x,..., Jy;,(-v)i/.v,...
a a a

\ h 
ketma-ketlik yaqinlashuvchi, uning limiti esa j  f(x)dx bo‘ladi, ya’ni

a

b b b 

lim \fn(x)dx = Jlim  f„{x)dx = \f(x)dx
x—>°° " * x—>°° »

a a a

tenglik o iin li bo‘ladi.

i

7.9- misol. {/„ (x)} = {n2xe"'“ } ketma-ketlik 7.6- teoremaning 

hamma shartlarini qanoatlantirishini ko‘rsating, ya’ni

i i

Jim J  /„ (x)c/x = J  (lim /„ (x))dx (*)
" °° 0 0 " 

tenglik o‘rinli ekanligini isbotlang.

i

Yechilishi. f„(x) = n2xe~"x (« = 1,2,...) funksiyalar [0;1] seg­

mentda uzluksiz hamda

i>m/„(x)=o, / (* )  =0,

I  I 1 z,“1 
sup |/„(x)-/(x)| = sup n2xe~"'x <n2 ■ — e~' =-j=__^0.
•vc-|0:1; *e[0;1] «  \jn n->°°
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Demak, {fn(x)} = {n2xe “ } ketma-ketlik [0; 1] segmentda tekis 

yaqinlashuvchi. U holda, 7.6- teoremaga asosan, berilgan funksional 

ketma-ketlikni hadma-had integrallash mumkin: 

í i i  i 

jxe~xdx, jxe~2xdx, jxe~3xd.x,..., jxe~"*dx,...
0 0 0 o

Bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi va uning limiti 0 ga teng. 
Shunday qilib, (*) tenglikning o iin li ekanligiga ishonch hosil 

qilamiz.
7.7. Funksional qatorni hadma-had integrallash. Yaqinlashuvchi

(7.1) funksional qator [a;b\ segmentda berilgan bo‘lib, S(x) uning 
yig‘indisi bo‘lsin.

7.7- teorema. Agar (7.1) qatorning har bir upe) hadi [a;b] 

segmentda uzluksiz u'Jx) hosilaga ega bo‘lib,

I  un (x) = u[(x) + w' (x) +... + un {x) +...
n=1

qator [a;b\ segmentda tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (7.1) 

qatorning S(x) yig‘indisi [a;b\ segmentda S'(x) hosilaga ega va

S'(x) = (¿  un (x))' = ¿  un (x)
n=1 n=1

bo‘ladi.

7.5- eslatma. 7.7- teoremadagi funksional qatorning tekis 

yaqinlashuvchilik sharti yetarli boiib, lekin u zaruriy shart emas.

XT' ^
7.10-misol. 2u arct8 T  funksional qatorni ( —oo* -|- oo ) dahadma-

n=1 n

had differensiallash mumkinmi?

Yechilishi. Berilgan qatorning umumiy hadi

x f ít4
u„(x)= arctg—  (n<= N) (-°o; + oo) ¿ a uz]uksiz u'ii(x) = —— T 

n n +x

hosilaga ega bo‘ladi. (-oo;+oo) da berilgan funksional qator

X  X
taqqoslashalomatigako‘ra(« —><*> da arctg ~ . ) yaqinlashuvchi

n n

va S(x) yig‘indiga ega. Bundan tashqari, hosilalardan tuzilgan



funksional qator (-00;+00) da Veyershtrass alomatiga ko‘ra tekis 

yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Demak, berilgan funksional qatorning yig‘indisi (-00; + 00) da 

S'(x) hosilaga ega va

S '(*)= (Xarc tg4 )' = X  T. . 0 2
n=\ «  n=l »  + ■*

7.11-misol. /(x ) = Y  - . funksiyaning (-00;+00) dauzluksiz

va uzluksiz hosilaga ega ekanligini ko‘rsating. 

sin«x
Yechilishi. W  - —4 (« = 1,2,...) funksiyalar (-oo;+oo) da

COS YIX
uzluksiz va uzluksiz u\(x)= — (« = 1,2,...) hosilalarga ega.

«3

COS «X
funksional qator, Veyershtrass alomatiga asosan, (-00; +<*>)

n=i «3
da tekis yaqinlashuvchi.

Demak, 7.7- teoremaga asosan, berilgan qatorni hadma-had 

differensiallash mumkin va

/ ' «  =

/
sinnx / •___\

ft4

COSftX

„=1 «3. 7ST «

Bundan tashqari, 7.2- teoremaga asosan, f(x)va.f'(x) funksiyalar 

(-00;+o<=) da uzluksiz bo‘ladi.

7.8. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had differensiallash.

[a;b\ segmentda yaqinlashuvchi (7.2) funksional ketma-ketlik berilgan 

bo‘lib, uning limit funksiyasi f(x) bo‘lsin.

7.8- teorema. Agar {/„(x)} funksional ketma-ketlikning har bir 

f jx )  hadi [a;b\ segmentda uzluksiz f n'(x) hosilaga ega bo‘lib, bu 

hosilalardan tuzilgan

fXx),f'{x);...,f'n(x),... 

funksional ketma-ketlik [a;b\ segmentda tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, 

u holda f(x) limit funksiya shu [a;b\ segmentda f (x )  hosilaga ega 

bo'lib, bu hosila {f'(x)} ketma-ketlikning limitiga teng bo‘ladi.
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7.12- miso!. {/„(*)} = {-arctgx"} funksional ketma-ketlik 
n

(-00;+oo) da f(x) limit funksiyaga tekis yaqinlashsa ham. Lekin 

[lim/„(*)]' = *lim/„'(l)
n-> 00 n—>00

boMishini ko‘rsating.

Yechilishi. Barcha xe (- o o ;+ o o ) va Vne N  lar uchun

/ (x) = lim ' arctgr" = 0
rt—>°° ̂2

boladi. {/„'(x)} funksional ketma-ketlikning (-00;+00) da tekis 

yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz:

sup ¡/„(x)-/(x)| = sup
xe(-oo;«») xeR

l
arctgr'

n

2 n

lim sup \fn (x) - /(x)j = lim ~  =0, 0.
2n

1, . nx'-'

n(l + x2”)
> f.Q )= z  b o ‘ ladi- Bu

yerdan

[lim/„(x)r¡*=1= [0],| = 0, l i m £ ( l ) = ‘ ; 0**-.
n->oo n - í  00 2 2

7.13-raisol. /„(x) = «x(l-x)” (n = l,2,...) ketma-ketlikning [0; 1] 

segmentda notekis yaqinlashuvchiligini hamda 

1 1

lim í /„(x)dx = [lim f n (x)dx (*)
n—>00 J J /í—>00 v /

0 0

tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. x = 0 va x = 1 d a / ;(0) = 0 ,/ n(l) = 0. 0<x<l da

lim «x(l- x)" = 0 ; / (x)= 0, xe [0; 1],

sup l / „ (x )- / (x )  1= sup |«x(l-x)"
xe[0;l] Jce[0;l]

f n- 1Y

lim sup | f n (x )- /  (x ) |= lim sup | nx (l - x )" |= lim
f n- 1Y

V « y
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Demak, {nx{ 1-x)'1} berilgan ketma-ketlik /(x )=0 ga [0;1] 

segmentda notekis yaqinlashuvchi. Endi (*) tenglikning o‘rinli 
ekanligini ko‘rsatamiz:

1
lim f«x(l-x)Vx = lim ~ = 0,

(« +1) • (« + 2)

i

f lim nx(l-x)n dx = 0.
J n—*oo
0

Bu yerdan (*) tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

X  to‘plamda quyidagi funksional qatorlar yig‘indisining uzluksiz 
ekanligini ko‘rsating.

V  arctgwc ~ (_n»
7 . 1 .  Z . 3 / - 7 ---- , X  =  (- o o ;  +  oo ). 7 > 2 . ^  ,  , X  = [ 4 ; 8 ].

«=1 Vft +X „ = | /?+I

7.3. I « " - ' ,  X  =  [ 0 ;+ o o ) .  7.4 V  c o s  n x  , ,V  =  ( - o o ; + c o ) .

„ i //(// + i )

Z” ; I ,, . n In  , ^  I
c o s A  — | ; |. 7 ^  j — .A = (— 

« I V// •> 1 " 1 "

.n In
I. 7 .6 . > :

i II +11 X

I
7.7. X  — t Sl" T "  ’aivW~,- v ((): + 00)-

V I V// + .V V //A

/(v) lunksiyaning aniqlauish soliasini loping va uni uzluksizlikka 
Ickshiring.

7.8. / ( ' )  X  ' • 7.9. / ( , ) = X ln/ .
// I (1 + A ) n=\ n

7.10. f ( x )= ^ e  " '  coswi. 7.H . / (* )= . £
x + «(-l)"

x2 + « 2

7.12. / W = X ^ r -  
/1=1 ^

Quyidagi limitlarni toping.



715 "х 7 16 1™ У  '■ *-»1-0 ■“  ' '•IO- д-̂о-О-“  1" Пх>S2 "пх

^  X2 у  sin их sin(n + l)x
7.17. lim 2 , ,  2 2- 7.18. * 2 /  г  /ГГ7

Х-^+оо ■“  1 -f f i  x  Jt->— «=1 V  /2 V ^ t I

lim ĵT x"
7.19. i*—>— w=0

Funksional qatorlarni X  to‘plamda hadma-had integrallash 

mumkinmi?

7.20. £ ( x2"+2- x2"), X  = [-l;l],

.  X  = (0;+oo).

n=1

X

7 '2 * '  " = l ( l  + X 2 )"

■V sinnx v ,  .
7.22. Z, 4 ’ X  = (-a-,a).

S  и

7.23. ï i ^ x 2" 1, *  = [-?;?], 0 < î< 1 .  
«=1 ¿
oo j

7.24. X  X  = (-e;+oo), £ >o.
n=1

X UUb Л __ _
— , X  = [ar,ti\. 

B=i и!

Xcosnx
— , X  = (-a;a), л>0. 

«=i «

Funksional qatorlarni X  to‘plamda hadma-had differensiallash 

mumkinmi?

v~i S ill WC .. . 4 v~í 2
7.27. Zj— — ’ A  = (^o;+oo). 7-28> \e x, X  = [£;+°o), £ >0.

7.29. ¿  C° 7ГЛ , X  = (-°o; + oo) 7 30. ¿ е - (*-")2, ЛГ = [-1;1].
я=1 4 n=1
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7.35. \fn(x)) = \nxe n r2} funksional ketma-ketlik [0;l]segmentda 

f(x) limit funksiyaga tekis yaqinlashsa ham, lekin

i i 

f [lim f„ (x)]dx *  lim I*/  (x)dx
•> n— n— J 
0 0

bo‘lishini ko‘rsating.

7.36. {fn(x)}={nx( 1-x)"} funksional ketma-ketlik [0; 1 ]

segmentda/fxj limit funksiyaga tekis yaqinlashsa ham, lekin

i i 

lim I f n(x)dx = [limf n{x)dx
H—>co J J tj—

0 0

bo‘lishini ko‘rsating.

7.37. Quyidagi integral belgisi ostidagi ifodada limitga o‘tish 

mumkinmi?

i i
nx , f ,. nx

lim f HX- , dx = f lim "X , dx .

7.38. {/„(x)} = {x"| funksional ketma-ketlik [0;1] segmentda

0.0 < v < 1 bo‘lganda 

[1, x = l bo‘lganda 

limit funksiyaga notekis yaqinlashsa ham, lekin

/ (* )  =

lim [ f n (x)dx = f lim f  (x)dx
n—>oo J  J  «—>oo

0 0

bo'lishini ko‘rsating.



7.39. {/„ (*)} = {х2 + - sin п(х + —)} funksional ketma-ketlik
n 2

(-oo;+oo) da fix )  limit funksiyaga tekis yaqinlashsa ham, lekin 

[lim/„(*)]'* lim■/„'(*)
П—>°o n—>°°

bo‘lishini ko‘rsating.

Misollarning javoblari

7.8. (■J_005 + OO ) da mavjud, x = 0 uzilish nuqtasi. 7.9. [e l;e\.

7.10. ( - o o ;+ o o ) . 7.11. ( - ° o ; + o o ) .  7.12. [l-e;l +  e] ,0<e<  1.7.13. 1.

7.14. J i n 2. 7.15. — . 7.16. 1. 7.17. K  . 7.18. 1. 7.19. J . 7.20.2 e-1 6 2
Mumkin. 7.21. Mumkin emas. 7.22. Mumkin. 7.23. Mumkin. 7.24. 

Mumkin. 7.25. Mumkin. 7.26. Mumkin emas. 7.27. Mumkin. 7.28. 

Mumkin. 7.29. Mumkin emas. 7.30. Mumkin. 7.31. Mumkin. 7.32. 

Mumkin. 7.33. Mumkin. 7.34. Mumkin emas.

8- §. Darajali qatovlar

8.1. Darajali qator, uning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish 

intervali. Ushbu

^ a n(x-x0)" =a0 +al(x-x0) + a2(x-x0)2 +--- + an{x-x0)n +■■■ (8.1)
n=0

qator darajali qator deyiladi. Bunda a0,at a2,...,an,... o‘zgarmas 

haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsiyentlari deyiladi, xg esa 

ixtiyoriy o‘zgarmas son.

(8.1) darajali qator funksional qatorning xususiy holi
n=0

bo‘lib hisoblanadi:

un(x) = an(x-х0У, 77 = 0,1,2,... . 

x-x0=t  belgilash yordamida (8.1) darajali qatorni

Ia „ t"  =  a0+alt + a2t~ H----f  ant" Л—  (8 .2 )

И=0
ko‘rinishga keltirish mumkin. Shuning uchun biz bundan keyin
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X  anx" = a0 + a{x + a2x2 -I-- (- anx" H—
n=o

ko‘rinishdagi qatorlarni o‘rganish bilan kifoyalanamiz.

8.1- teorema (Abel teoremasi). Agar (8.2) darajali qator x ning

x = x0 (x0 ^ 0) qiymatiga yaqinlashuvchi bo‘Isa, u holda x ning

\x\ < ¡x0¡ tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida (8.2) 

darajali qator absolut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Natija. Agar (8.2) qator x ning x = x0 qiymatida uzoqlashuvchi

bo‘lsa, u x ning X > !x0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 

qiymatlarida uzoqlashuvchi bo'ladi.

8.2- teorema. Har qanday darajali (8.2) qator uchun 3p (p > 0 

son yoki +oo ) son mavjud bo‘lib:

a) agar p ^O  va p^+ °° bo ‘lsa, u holda (8 .2) qator

K = {x:.x\<p} intervalda absolut yaqinlashuvchi bo‘ladi va K 

intervalning tashqarisida uzoqlashuvchi bo‘ladi;

b) agar p = 0 bo‘lsa, (8.2) darajali qator faqat x = 0 nuqtada 

yaqinlashuvchi bo‘lib, sonlar o‘qining qolgan hamma nuqtalarida 

uzoqlashuvchi bo‘ladi;

d) agar p = +°o bo‘lsa, (8.2) darajali qator sonlar o‘qining hamma 

joyida yaqinlashuvchi bo‘ladi.

8.1- ta’rif. 8.2- teoremadagi p son (8.2) darajali qatorning

yaqinlashish radiusi, K = {xe R: |x|< p} esa darajali qatorning 

yaqinlashish intervali deyiladi.

8.1- eslatma. K intervalning chegarasida, ya’ni x = ±p da (8.2) 

darajali qator yaqinlashuvchi bo'lishi ham, uzoqlashuvchi bo‘lishi 

ham mumkin. K ga nisbatan kichik istalgan Kt={x: x < p, < p} 

intervalda (8.2) qator absolut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

8.3- teorema (Koshi —  Adamar). Agar: 1) chekli yoki cheksiz

lim W a, mavjud bo‘lsa, u holda (8.2) qatorning yaqinlashish radiusi
n —>oo ”
p uchun
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formula o‘rinli;

2) chekli yoki cheksiz lim!—" I mavjud bo‘lsa, u holda (8.2)
n—>00 /7

! П+1 I
darajali qatorning yaqinlashish radiusi r uchun

p = lim (8.4)

formula o‘rinli.

8.2- eslatma. Darajali qatorlarning har bir hadi (-00; +00) da 

berilgan funksiya bo‘lsa ham, tabiiyki, darajali qatorlar ixtiyoriy 

nuqtada yaqinlashuvchi bo‘ladi, deb ayta olmaymiz.

8.3- eslatma. J ]aÁx~xoY darajali qatorning yaqinlashish
n=0

intervali (x0-p;x0 + p) boiadi, bunda p ushbu X a"X qatorning
n=o

yaqinlashish radiusi.

8.4- eslatma. (8.3) — (8.4) limitlar mavjud bo‘lmasligi ham 

mumkin. Ammo (8.2) darajali qatorning yaqinlashish radiusini 

hisoblash uchun umumiy formula

1

lim i/jöj (8-5)
n—>00 >

ga egamiz. (8.5) formula Koshi — Adamar formulasi deyiladi.

2 + (-!)" 

3
x" darajali qatorning yaqinlashish

radiusini toping.

Yechilishi. Berilgan darajali qator umumiy hadining koeffítsiyenti

=
^2 + (-1)я л"

3
ч

ketma-ketlikning limitini topamiz:

Endi p radiusni topish uchun {Кп} = {ц]\а̂\}



Ravshanki, {KJ ketma-ketlikning limiti mavjud emas. Berilgan 

{KJ ketma-ketlikning qismiy limitlari mavjud, ya’ni

1
limÄ',. =1, limК,

{KJ ketma-ketlik qismiy ketma-ketliklarining limitlari orasida

1
eng kattasi 1, eng kichigi esa ga teng ekanligini ko‘rish qiyin emas.

Demak,

lTm*. = lim 2 +1 ^  = 1, lim K„ = lim 2 + ( 1}" - 1
«—»<*> n- 3 л-i« 3 3

8.4- eslatmaga ko‘ra, berilgan darajali qatorning yaqinlashish 

radiusi

bo'ladi.

p = lim

b"
8 .2- misol. ~x", b> 0 darajali qatorning yaqinlashish

/1=0 n-

radiusi, yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.

r2 + {-\)" v
= 1

Yechilishl. Berilgan darajali qator n - hadining koeffitsiyenti an = 

Qatorning yaqinlashish radiusini (8.4) formulaga asosan topamiz:

lim, "
«-H a.. +1

(и + l)! b"
= hm . - = -t-с« 

я_>“ b" n !

p=+°°. Yaqinlashish intervali ( - o o ;  +  <x>) bo‘ladi. Demak, 

berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi ham (-<*>;+oo) dan 

iborat ekan.



8.3- misol. darajali qatorning yaqinlashish radiusi,
n=0 3

yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.

At Y

v3 ,
Yechilishi. Bu yerda a„

(8.3) formulaga asosan topamiz:

Qatorning yaqinlashish radiusini

1 r 1 ,— = lim—¡ =
limi/a„

v3 y

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi P =
2 ’

3 3

2 2 boladi. Endi x = ±p = ±- da
2

yaqinlashish intervali esa

darajali qator mos ravishda

1-1 + 1-... + (-1)"+..., 1+1 + 1+...+1 + ... 

sonli qatorlarga aylanadi. Bu qatorlarning uzoqlashuvchiligi 

ravshan. Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi

intervaldan iborat.

( x - iy

f з _ з л 

2 ’  2

8.4- misol. X  n2 " darajali qatorning yaqinlashish radiusi,

yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan darajali qator n - hadining koeffitsiyenti

1
й„ - , я • Qatorning yaqinlashish radiusini (8.4) formulaga asosan 

j  n

topamiz:

= 3, p =3.lim an (« + 1)3"+1 „ 
= lim------- = lim3 i i +i )

П->°о
«„+1

n—>°° Н З "  n-*oo
I  n )
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yaqinlashish intervali esa (x0 - p; x0 + p ) = (-2; 4) bo‘ladi.

Endi qatorning yaqinlashishini yaqinlashish intervalining 

chegaralarida tekshirib ko‘ramiz. Agar:

A  (-1)"2"
a) x = -2bo‘lsa, 2u „ qatorhosilbo‘ladi. BuqatorLeybnis

, , = i  j  n

alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi.

v- 1
b) x = 4 bo‘lsa, uzoqlashuvchi garmonik qator hosil bo‘ladi.

n = i  n

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi [-2; 4) 

yarim intervaldan iborat.

A  n3 x2n
8.5- misol. Ushbu 2-, 3 T , ' darajali qatorning yaqinlashish

n = \  n  +  !  5

radiusi, yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping. 

Yechilishi. x1 -t deb belgilaymiz, u holda berilgan darajali qator
oo 3

Y  ^  n—  f  (*)
7m (n +1)3" U

n3
ko‘rinishga ega boladi, bu yerda an --- -. (8.4) formulaga

(n +1)3

asosan qatorning yaqinlashish radiusini topamiz:

8.3- eslatmaga ko ‘ra, x0= l,  p  = 3, berilgan qatorning

a

(«+i)33"(«3+i) * F 1+JL
3n

1+ -
(«+1)

= 3.

(*) qatorning yaqinlashish intervali (-3; 3) bo‘ladi, ya’ni k| < 3. 

Endi berilgan darajali qatorning yaqinlashish intervalini topamiz:

j/j = |.x21 = x2 <3 yoki jjc| < V3.

Berilgan darajali qatorning yaqinlashish intervali (-V3;V3) 

bo ‘ladi. Intervalning chegaralarida qatorni yaqinlashishga
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tekshiramiz: x = ±\ß da у , sonli qator hosil bo‘lib, uning
7л n +1

umumiy hadi uchun

и3
lim an = lim у  = 1 ^ 0
»-*“ я-»“ n +1

bo‘lganligi (ya’ni sonli qator yaqinlashishining zaruriy sharti 

bajarilmaganligi) sababli, qator uzoqlashuvchi bo‘ladi. Demak,

berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi ham (-V3;V3)

intervaldan iborat ekan.

8.6- misol. darajali qatorning yaqinlashish radiusi,
n=0

yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.

Yechilishi. Bu yerda an=n\. Qatorning yaqinlashish radiusini

(8.4) formulaga asosan topamiz:

Cl fl\
p = lim — I = lim = 0.

r,̂ °°\an+\\ м “ (и + 1)!

Yaqinlashish radiusi p = 0, u holda berilgan qator faqat x = 0 

nuqtada yaqinlashuvchi, son o‘qining qolgan nuqtalarida esa 

uzoqlashuvchi bo‘ladi.

f i v
x" darajali qatorning yaqinlashish

radiusi, yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.

. DarajaliYechilishi. Berilgan darajali qatorda an
n  ,

qatorning yaqinlashish radiusini (8.3) formulaga asosan topamiz:

1 1 - 1 1 - I

~ 7 ’П->оо y ft П->оо ft

Darajali qatorning yaqinlashish intervali (— , ) dan iborat.
e e

Berilgan darajali qator |xj < da absolut yaqinlashuvchi.-
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yaqinlashish xususiyatini tekshiramiz: x = - bo ‘lganda
e

, ,  1 X„3 1
ni> ' e» sonli qator hosil bo‘ladi. Koshi alomatiga ko‘ra

Yaqinlashish intervalining chegaralarida darajali qatorning

lim Kn = lim »1(1 - 1 = lim 1 (1 - [ f  = - • - = ' <1.
\ n e n~>°° e n e e e

Demak, x = * nuqtada darajali qator yaqinlashuvchi. Xuddi
e

shunday, x = —  bo'lganda ham darajali qator yaqinlashuvchi
e

bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan darajali qatorning yaqinlashish

r  1 1 ,
sohasi L— > J segmentdan iborat ekan.

e e
8.2. Darajali qatorlarning xossalari.

1- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqinlashish radiusi p (p >0) 

bo‘lsa, 0 < r < p  tengsizlikni qanoatlantiruvchi shunday p son 

topiladiki, (8.1) qator [-r; ;•] da x ga nisbatan tekis yaqinlashuvchi 

bo‘ladi.

2- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqinlashish radiusi p bo‘lsa, bu 

qatorning S(x) = '^j anxn yig’indisi (-p;p) da uzluksiz funksiya
n=0

bo‘ladi.

3- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqinlashish radiusi p bo‘lib, bu 

qator x = p (x=-p) nuqtada yaqinlashuvchi (hech bo‘lmaganda 

shartli yaqinlashuvchi) bo isa , qatorning S(x) yig’indisi 

x = p (x = -p) nuqtada chapdan (o‘ngdan) uzluksiz bo‘ladi, ya’ni



4- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqinlashish radiusi p bo‘lsa, bu 

qatorni [a, b] ([a, b] c (- p ;p )) segmentda hadma-had integrallash 

mumkin, ya’ni

b b OO OO b

J S(x)dx = J anx"dx = J anx"dx.
a a w=0 n=® a

5- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqinlashish radiusi p bo‘lsa, bu 

qatorni (-p; p) da hadma-had differensiallash mumkin, ya’ni

/ ~ \

X a»x
, /2=0

=X na„x

6- xossa. Ushbu darajali qatorlar bir xil yaqinlashish radiusiga 

ega:

IX*"’ X X wiz«x'1"1 •
s  S «+1 "

8.8-misol. x-4x2 +9x3-16x4 +... darajali qatorning yig’indisini 

toping.

Yechilishi. Berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusini (8.4) 

formula orqali topamiz:

p = lim , bunda an = (—1)" 1 n2. p = lim
(-1 y-'n2

(-!)"(» +1)2
= 1.

Darajali qator yig’indisini S(x) = x-4x2 +9x3-16x4 +... 

kabi belgilaymiz. Berilgan qator yig’indisi S(x) ni x (x ^  0) ga boiib,

uni darajali qatorlarning 5-xossasiga ko‘ra, x < 1 intervalda hadma- 

had integrallaymiz:

[—---dx = x — 2x2 +3x3 — 14x4 + ... + C =
J x

= (x2 -x3 +x4 -x + x2 -x3 +... + C = ——v + C.
(1 + x)

Bu tenglikni hadma-had (jxj<l, x^O ) differensiallab, 

x(l-x2)
Ä W - —  .3 ni topamiz (|x|< 1, x ^O ). Bu yerda x ^O  degan

( l  + X )

shartni olib tashlash mumkin, chunki 5(0) = 0.
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8.9- misol. Ushbu

1 + £ ( 2h - 1)!!x2„ = 1 (_ 1<x<1)
£ i  (2»)ü V T I?

darajali qatorni hadma-had integrallashdan foydalanib,

1 1 y , (2/1-1)!! 1 = n 

ti  (2«)!! 2h  + 1 2
boiishini ko‘rsating.

Yechilishi. Bu darajali qatorni, 4- xossaga asosan, 

[0;x] ([0;x] c  (—1; 1),jc > 0) segmentda hadma-had integrallash 

mumkin. U holda arksinusning bizga ma’lum bo‘lgan yoyilmasiga 

ega bolamiz:

r dt . ^  (2«- l)ü  x2"+1
i--- = arcsmx = x+> -

Jo V l^ 7  t t  (2/i)ü 2/i + l

Bu hosil bo‘lgan darajali qatorning yaqinlashish intervali (—1; 1) 

bo‘ladi. x = ±l da

x+y (2 n - m  x2";' 

t i  (2/i)!! 2/1 + 1'

darajali qator

|±y  (2« -l)ü 1 

H  (2n)ü 2m+ 1 

sonli qatorga aylanadi. Bu qator, Raabe alomatiga ko ‘ra, 

yaqinlashuvchi bo‘ladi. U holda x=l da

, , y , (2/2- 1)!! 1 n
1 + > ------ = arcsin 1 = -

(2«)ü 2n + l 2

bo‘ladi.

8.10- misol. 1 (2 «  —l)x2 funksional qatorning yig’indisini
n=I

toping.

Yechilishi. Ma’lumki (1- bob, 1- § dagi (D) formulaga qarang), 

x + x3 +... + x2” 1+...
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darajali qator (- 1; 1) da yaqinlashuvchi va uning yig’indisi x ga
l-xz

teng:

.2  ’

Bu qatorni 5-xossaga asosan, (-1; 1) da hadma-had diffe- 

rensiallash mumkin, ya’ni

d

dx

d

dt
£ ( 2 h - 1 ) x 2"-2 =

1 + x

(1-x2)2’

Oxirgi tenglikning chap va o ‘ng tomoniga xe(- l;l) ni 

ko‘paytirib, berilgan qatorning yig’indisiga ega bo‘lamiz:

8.11- misol. Ushbu darajali qatorning yig’indisini toping:

2x + 2 x3 + -x5 +...+ 2 -x2"+l+...
3 5 2n +1

Yechilishi. Berilgan darajali qator umumiy hadining koeffitsiyenti

2
an - 2n +1 ’ DaraJal1 qatorning yaqinlashish radiusini (8.4) 

formulaga asosan topamiz:

2 2
p = lim

2n + 3 
■ lim - —  = 1, p = 1.

"-»“ ¡2W+1 2«+3| H—>«» 2« + l 

Darajali qatorni (-1; 1) intervalda, 5-xossaga ko‘ra, hadma-had 

differensiallash mumkin:

+ 2x
2 4 3 2n 2n-\
—x H—  X +... + —  —x +...
3 5 2n + l

= 2(l + x2 +x4 +... + X 2" + « < » ■

4- xossaga asosan, keyingi tenglikni Jxj < 1 da hadma-had 

integrallab,
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3 5 2п + \ 1-х

ifodaga ega bo‘lamiz. Bunda x=0 deb, C=0 ekanligini topamiz. 

Shunday qilib,

2x
/ 1 X 2 X 4 X 2"

3 5 2n + l
1 l +x >11 14

= ] Z X

8.12- misol. Ushbu darajali qatorning yig‘indisini toping: 

(2n - 1) ! ! x2n+I
x +Y

t !  2 "n\ (2n + \)

Yechilishi. (8.4) formulaga asosan:

p = lim
(2n-l)!! (2n + l)!!

(2n + l)(2n +1)n->°°\2"n\(2n + \) ' 2"+|(и + 1)!(2и + 3) 

p = 1. Darajali qatorning yaqinlashish intervali (-1; 1) dan iborat. 

5- xossaga ko‘ra, darajali qatorni (-1; 1) intervalda hadma-had 

differensiallash natij asida ushbu

1+ j H 2" - i ) V  (W<1)
t í  2 "n\ 1 1 '

qatorni hosil qilamiz. Ma’lumki, t < 1 da

(1 + 0M=1 + X
—и +1)

n\

yoyilma o‘rinli. Keyingi yoyilmada t = -x2, m = - ̂  deyilsa,

(1- * » Я = 1+£ Р | ^ .  (H<1) (1)
/2=1 ” •

ga ega boiamiz. (1) qatorni yaqinlashish intervali ichida hadma-had 

integrallasak,

A  (2n - 1) ! ! x2n+1 ,, , 
aresmx = C + x+ > —  (|x < 1)

t í  2 "ni 2и + 1 1 1

bo‘ladi. Bunda x=0 deb va arcsin0=0 ekanligini e’tiborga olib, C=0 

ekanligini topamiz.



Shunday qilib, berilgan darajali qatorning yig’indisi aresinx 

funksiyadan iborat bo‘lar ekan, ya’ni

^ ( 2и-1)!! x2n+' 
arcsmx = x+> .

£{ 2"n\ 2n + \
(2)

Bu darajali qatorni (-1; 1) intervalning chegaralarida yaqin- 

lashishga tekshirishda Raabe alomatini qo‘llab,

lim n
2(n + \){2n + 3) 

(2n +1)2
•1

6n2 +5n 3 ,
d im —------ = - >1

4 n + 4n +1 2

ekanligini topamiz. Demak, x=±l bo‘lganda darajali qator absolut 

yaqinlashuvchi bo‘lar ekan.

Shunday qilib, Abel teoremasiga asosan, (2) tenglik Vxe [-1; 1] 

lar uchun o‘rinli bo‘lar ekan.

Mustaqil yechish uchun misollar

Darajali qatorning yaqinlashish radiusi, yaqinlashish intervali 

va yaqinlashish sohasini toping:

xn 1
8.2. X -8.3. X 

In n t f

/  \3/j+1
n

уЪп-l j

8.4. X 1"3
л/л

V /

x2"+1

„ -A (x — 1)" у . К 2' • 8.5. X r, r̂  - 8.6. X^v*
„=1 Z  i - J  „ =1 J

1п(л +1) +1
8.7. XH>' 2;, Г 8.8. X ” x”+1‘ 8.9. X

«=1 2 /î\i /7 л=1 ^ n~\
COS

V n  J

X

8.10. X c \  8.11. X

V  (-1 )”8.12. X
S  и!

"• 8.13. X 1+ +...+
2 n

v P ^ i -1)"]” n V й* "8.14. X x ■ 8.15. X •
n=1 И  /1—1 «
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8.22. X
п=1 п п

(а > 0, ¿>0). 8.23. ¿ 3 " (У  + 2)0-1 )2

-Æ
X  .8.24. X  (а>1)- 8.25. X  п —

п=1 Cl п=\ -\J п  + 1

Qatorlarning yaqinlashish sohalarini toping:

8.26. W .  8.27. î 18"*
B=i 2 Я=1 п

8.28. X  (sin(^« +1 - 4ñ ))(х +1)".

8.29. X arctg
5"

(*-5)n. 8.30. X 2 /Г (x _ О
,= i  «

8.31. X (2-% /ë)(2-V ë)...(2-V ë)x ". 8.32. X  I  s i n •
л=1 "  x 2

8.33. X  ,
" и !

í  \n пх

Darajali qatorlarning yig’indilarini hadma-had differensiallash 
yordamida toping:

0 _. , x3 x5 „ „  x3 x5
8.34. x +— I---ь.... 8.35. x--- h

3 5 3 5

2 2-4 2 .4 .6X3+- - 8-37-1+ 2! + 4 !+--

1 1 1-3 2 1-3-5 
8.36. lH— xH— x +

X X  X
8.38.---1----1----h... .

1-2 2-3 3-4
Darajali qatorlarning yig’indilarini hadma-had integrallash

yordamida toping:



8.39. x + 2x2+3x3+... . 8.40. x + -x2 + 1 x3 +... + - 1 x"+1+... .
2 3 n +1

8.41. 1 • 2x + 2 • 3x2 + 3 • 4x3 +... .

MisoIIarning javoblari

8.1. p = 7 5, (3 —s/5 ; 3 + 75), [3-75; 3-75].

8.2. p = 3, (—3; 3), [-3;3].

8.3. p = 27, (-27;27). 8.4. p = 1,(-1;1), [-1;1],

8.5. p =3, (-2;4) . 8.6. p = 73, (-73;73).

8.7. p = 7 ^ , (-72;72), [-72;72]. 8.8. p = l,(-l;l), [-1;1).

8.9. p = i, (—1; 1). 8.10. p =- ,(-- ;- ).
e e e

8.11. p = max(a;b), (-p;p). 8.12. p = l, (—1;1), (—1;1].

8.13. p = l, (—1; 1). 8.14. P = “ ,(-^;~)- 8.15. p =  0,x = 0.

8.16. p = + ( —oo;+oo) . 8.17. p = l, 0<x<2 . Agar p > l 

bo‘lsa, x = 0 da absolut yaqinlashuvchi. Agar 0 < p < l  bo‘lsa, 

x = 0 da shartli yaqinlashuvchi. 8.18. p = 0, x = 0.

8.19. P = *, (- ’ ; ’ ), [ - ^ ) .  8.20. p = 1, (-4;-2), [-4;-2].

8 .21 . p = l, (—1; 1), agar m > 0 bo ‘ lsa, x = -l da absolut 

yaqinlashuvchi, agar m< 0 bo‘lsa, x = -l da uzoqlashuvchi. Agar 

m > 0 bo‘lsa, x = l da absolut yaqinlashuvchi, agar - l< m < 0

bo‘lsa, x = 1 da shartli yaqinlashadi. 8.22. p = min
a b

\ y

Agar a<b  bo‘lsa, x = -p da absolut yaqinlashuvchi, agar a >/? 

bo‘lsa, x = -p da shartli yaqinlashadi. Agar a < b bo‘lsa, x = p da 

absolut yaqinlashadi. Agar a > b bo‘lsa, x = p da uzoqlashadi.
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8.23. p = +<*>, (-=»; +o°). 8.24. p = -y=, ^  + ̂ ¡2

8.25, p = 1, (—1; 1), [—1; 1). 8.26. (-V2;V2). 8.27. [—10_1;10]

/

8.28. (-2;0). 8.29. (O;6). 8.30.
v

8.31. (—1; 1).

8.32. (-»;- ^ )U (| ;+«>). 8.33. (—1;1). 8.34. (M<1)-

8.35. arctgx (|x|<l). 8.36. (-1< x <1).

1 —  X  i
8.37. chx (|x!<+oo). 8.38. 1+- -ln(l-x) (x¡ < 1).

x

8.39. -  - ;2 (|x¡< 1). 8.40. —Inll—x| (Ixl< 1).
(1-x) 1

8.41.
2x

(1 -x )3
(jx¡ < 1).

9- §. Teylor qatori

9.1. Funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish. f(x )  funksiya 

x0 (x0 e R) nuqtaning biror

Us(x0) = {xe R :x0-S ex <x0 + 5} (<5>0) 

atrofída berilgan bo‘lib, u shu atrofda istalgan tartibdagi hosilaga 

ega bo‘lsa, ushbu

(9.1)
„=i n\

darajali qator, u yaqinlashuvchi bo‘ladimi, yaqinlashuvchi bo‘lib, 

uningyig’indisi f(x) funksiyaga teng bo‘ladimi yoki yo‘qmi, bundan 

qatiy nazar, f(x ) funksiyaning x = x0 nuqtadagi Teylor qatori 

deyiladi. Bu qator (8.1) darajali qatorga o‘xshash bo‘lib, bunda
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lar Teylor koeffitsiyentlari deyiladi.

Xususiy holda, ya’ni x0 = 0 bo‘lganda (9.1) Teylor qatori

*=i n\

ko‘rinishga keladi. Bu qator ko‘p hollarda Makloren qatori deb 
yuritiladi.

9.1- teorema. f(x ) funksiya biror Us(x0) to‘plamda istalgan

tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, (9.1) qator uning x = x0 nuqtadagi

Teylor qatori bo‘lsin. Bu qator Us(x0) daf(x) ga yaqinlashishi uchun 

uning

Teylor formulasi qoldiq hadi Vxe Us(x0) da nolga intilishi, ya’ni 

limr (x) = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.

f(x) = f(x0)+ J ^ ( x - x n) +

Ma’lumki, Teylor formulasi qoldiq hadi:

a) integral ko‘rinishda

b) Lagranj ko‘rinishida

bunda c = x0+Q(x-x0), O<0 < 1;



d) Koshi ko‘rinishida

f ( n+')(r\

r„(x) = ---7— (1-0)"(x-xo)"+l, c = xo+0(x-xo), 0,<0 <1;
n\

é)  Peano ko‘rinishida

r„(x) = o((x-x0)”)

boiadi.

9.2-teorema. /(x) funksiya (x0-p,x0 + p ) (p >0) oraliqda 

darajali qatorga yoyilgan, ya’ni:

/(x ) = a0 +at(x — x0) + a2(x-x0)2 + ... + an(x-x0)” +... 

bo‘lsa bu qatorf(x) funksiyaning Teylor qatori boiadi, bunda 

„ „ = / « ,
1! 2! 3! «!

9.3- teorema. Agar /(x) funksiya biror (x0 - p,x0 + p) intervalda 

istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, shunday o‘zgarmas M > 0 

son topilsaki, barcha xe (x0 - p,x0 + p) hamda barcha ne N lar 

uchun

| f {n)(x j< M

bajarilsa, u holda (xo-p,x0 + p ) intervalda f(x) funksiya Teylor 

qatoriga yoyiladi, ya’ni

/(-v) = £ / ' ,!(;Vh) (.v-x0)"
S  »!

boiadi.

9.1-misoI. f(x) = cosax funksiyani x = x0 nuqtaatroñda Teylor 

qatoriga yoying.

Yechilishi. Bizga ma’lumki, berilgan eos ax funksiyaning n- tartibli 

(ne N ) hosilasi quyidagicha boiadi:

f (n) (x) = (eos ax)(n) = an cos(ax + n ^ ) ’

Bundan, x = x 0 da / t">(x0) = a11 cos(ax0 +n -) bolishi kelib 

chiqadi. Demak, berilgan funksiyaning Teylor qatori
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. a cos ахп ч2
cos ax() - a sin ax0(x - x0 ) - — —  (x —x0) +

a3sinax0 43 «"cos(ax0+ «|) 
------ °-(x-x0)3-... +---------- ¿ ( X - X J + . . .

3! ' n\

bo‘ladi. Bu qatorning yaqinlashish intervalini topamiz. Buning uchun

a" cos(ax0 + n —)
un(x) = -

Un+.W :

n\
- (x-x j

a"+I cos(ax0 + (n +1) —)

(n +1) !

boMganligini inobatga olib, Dalamber alomatiga ko‘ra, ning har bir 

berilgan qiymatida quyidagi limitai hisoblaymiz:

un(x) I

a”+l cos(ax0+n7~ + ~)n[(x-x0)"+>

К
a" cos(ax0 + n — ){n +1) ! (x - x0 )"

0, n- 2k, к e N,

0, n = 2k — l, ke N.

D = 0 < 1 bo‘lganligi uchun qaralayotgan qatorning yaqinlashish 

intervali (-°°;+oo) bo‘lishini aniqlaymiz. / 0 ) = cos ax funksiya 

Teylor formulasining Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadi

a"+l cos{ac + (n +1) —)

Ф ) — (x-x0)"+1
(и + 1)!

b o ia d i, bunda c = xo+0(x-xo), O<0<1. Endi Teylor 

formulasidagi rjx) qoldiq hadning nolga intilishini ko‘rsatamiz. 
Har qanday ne N va Vcg R uchun

7Г
cos(ac + {n +1) —) < 1, lim u — = 0  

(п + î)!

o‘rinli. Demak, har qanday chekli xe R uchun lim r (x) = 0 bo‘ladi.
n—
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Shunday qilib, berilgan cosax funksiya istalgan tartibdagi 

hosilaga ega va limrn(x) = 0 bo‘lgani uchun, 9.1-teoremagaasosan,
n—>°°

bu funksiya x-x0 ningdarajalaribo‘yichaTeylorqatorigayoyiladi.

asinox„  ̂ „ a2cosax„, ~ 
cosax = cosax0- —  (x-x0)- --- (x-x0) +

n r  Я \
3 • a cos(axn+n—)

a sin®. ч3 0 2 /
+— -°(х-х0) -... +------ ----  (x — x0) +... .

3! n\

9.2-misol. / (x) = * funksiyani x=2 nuqta atrofida Teylor 
1 + x

qatoriga yoying.

Yechilishi. Berilgan / (x )=  —  funksiyaning istalgan tartibli
1 + x

hosilalarini topamiz, so‘ngra uning va hosilalarining x0 =2  

nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

fix ) = ’ =(х + 1Г !, / ( 2) = ! ,  
x +1 3

/"■(•'•) = ( ' )' = -- ' / (l)(2) = “ V2 
1 + x (x + l) 3

f (2\x)= 21 / (2)(2)= Ц ,
(x + l)3 33

C x+ ir1’ 3n+1 ’

Topilganlarni (9.1) formulaga qo‘ysak, f(x) = —  funksiyaning 

Teylor qatori
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1 1!
— - j(x- 2) +

3 3

2 ! (x-2)2

З3 2!
+ ...+

(—1)"и!(х —2)"

3"+1 и !
+

+ - = S
17=0

ko'rinishda bo‘ladi. Bu qatorning yaqinlashish intervalini Koshi 

alomatidan foydalanib topamiz:

u„CO = ^  (x- 2)", limáu„(x)\ = lim ,
J  t i-- >°o V / I —>oo \

\x-2\

3
< 1.

Endi |x-2¡<3 tengsizlikni yechamiz: -3<x-2<3=> 

=>-1 < x < 5. (**) qatorning yaqinlashish intervali (-1; 5) bo‘ladi. 

Intervalning chegaralarida, ya’ni x=-l va x=5 nuqtalarda mos 

ravishda

1 + 1 + 1 + ... va i _ i  + i _ i  + ... 

uzoqlashuvchi qatorlar hosil bo‘ladi.

Demak, (**) qatorning yaqinlashish sohasi (-1; 5) intervaldan

iborat bo‘ladi. Bu (**) qator (-1; 5) intervalda /(x )=  —
1 + x

funksiyaga yaqinlashishi uchun f(x) funksiyaTeylor formulasining 

qoldiq hadi barcha xe (— 1; 5) da nolga intilishi zarur. Haqiqatan 

ham,

kw |  =
(-l)"+1(x-2)n+\ I

1

(3 + 0(x —2))”
1 + 0 (x-2) Y +2 «

bundaO<0<l. Shunday qilib, 9.1- teoremaga asosan, (**)qatorning 

yig‘ indisi i ̂  ga teng bo‘ladi, ya’ni

1 = ± Щ < х - 2 ) '.
1 + x to 3"+l

9.3- misol. f(x)=e~* funksiyani \-p;p], p >0 da Makloren 

qatoriga yoying.
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Yechilishi. Berilgan funksiya [-p;p] da istalgan tartibli hosilaga 

ega, ya’ni

(x) = (e~xYn) = (-1)"e~x, ne N 

va shunday o'zgarmas M >0 son topiladiki, barcha x e[-p;p] 

hamda barcha n e. N lar uchun

|/w (x)|=|(-l )"e~x\<M

tengsizlik o‘rinli, u holda 9.3- teoremaga asosan, /  (x )=  e~x funksiya 

[-p;p] da Makloren qatoriga yoyiladi, ya’ni

-X 1 X X2 , ... x"
e = 1--+ -... + (-1)" +...

1! 2 ! n!

9.2. Elementar funksiyalarning Teylor qatorlari. (9.1') formulada 

x0 = 0  deb, amaliyotda ko ‘p uchraydigan ba’zi elementar

funksiyalarning darajali qatorlarga yoyilmalarini keltiramiz:

1. Ko‘rsatkichli funksiyalar:

X °° x”
e  = X  . (-°°<X<+°°, p=oo). (9.2)

n=0 n-

00 xn
a i^n a ,a> 0 , a ^ l  (—°°<x<+°°, p = °°). (9.3)

n=0 n i

2. Trigonometrik funksiyalar:

°° (—l)"x2"
cosx = X  (-oo<x<+oo, p=oo). (9.4)

X2"“1
s in x - £ (- l)  —  — - ( —oo < *  < + < » , p = 0 0 ) .  ( 9 .5 )

n=1 (¿71 — 1)1

3. Darajali funksiyalar:

(x + i r - l + X V ,  (9.6)
n=1

a(a-l)-...-(a-(n-l)) 
bunda = ------------------.

n i
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Agar a * 0 ,a * n ,(n e N )  bo'lsa, (9.6) qatorning yaqinlashish 

radiusi 1 ga teng bo‘ladi.

(9.6) formulaning muhim hususiy hollari:

] l_ x = i x\ (N<1- P = 1); (9-7)
1 «=0

* — (|x|<l, p  = l); (9.8)
1 + x /1=0

1+̂  = S H ) V n , (W<1, P = l). (9.8')

4. lipgarifmik funksiyalar:

ln(l + x) = X ( - i r '  (-1 <X < 1, P = 1) ; (9.9)
n=1 n

ln(l-x) = - £  ( - 1 < x < 1 ,  p = l ) . ( 9 .1 0 )

/i—i w

5. Giperbolik funksiyalar:

x2"
ChX=E , 7 s , ’ (— < X < +oo,p=°°); (9.11)

„=0 ( 2 « ) !

oo .̂2/1+1

= (-oo< x < +00̂ = 00) (9 12)
n=o ( 2 / i+ 1)!

6. Teskari trigonometrik funksiyalar:

arctgx = ]T(-l)"-1* , (|x|< 1, p = 1); (9 .13)
n=1 I n  — I

f , ( 2« + l)!!x2"+l , , , 
arcsmx=> , (ix < 1,p = 1) - (9 14)

t i  (2n)\\(2n + l) 11 F ’ { ’

n ,1 1 ,arccosx=— x — /  (x < I. P=l)-r9 14, 'i
2 t i(2 « ) ! !(2 «  + l) 11 >

77- “ y2"+1
arcctgx = ■ + X  ~ 7— > (|x|<lp = l). (9.14")

2 /2 = 0  2/7 +1
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9.4- misol. f  (x) = cos4 x funksiyani x(1 = nuqta atrofida Teylqr8
qatoriga yoying va yaqinlashish radiusini toping.

Yechilishi. Bizga ma’lumki, cos2 x = 1 (l + cos2x), u holda

71

fix ) (l + cos2x) 3 1 o 1= - + - cos 2x + cos 4x 
8 2 8

TC
bo‘ladi. So‘ngra x = t + ■ almashtirishni bajaramiz:

I—

/  (x) = f i t  + ~) = g (t) = ~ + 2 (cos 2t — sin 2t) - ~ sin At. (£.15) 
8 o 4  8

Endi (9.4) va (9.5) yoyilmalardan foydalanib, cos2;, sin 21 va
sin 41 uchun

°° / __-\\n r\2n oo /  1\rt<-)2«+l

cos2/ = y ( 1 ) i  /2" , Sin2i = y (_1) 2 - f
h  (2«)! s  (2« + l)!

oo /1 2/1+1 j1n+\

sin4i = Y ( - l )"-— —
H  ( 2 / 1 + 1 ) !

tengliklarga ega bo'lamiz. cos 21, sin 21 va sin At funksiyalarning 

yoyilmalarini (9.15) ga keltirib qo'ysak,

,2n+l

3 &

V  4

(_ ry 22̂ 2

h  (2n)\

1 (-l)"42"+'?2”+1 

8 S  (2« + l)!

. . 7T
ifodaga ega bo‘lamiz. Endi t — x- ekanligini hisobga olsak,

8
natijada

(-l)"22n_1 7r,2„+l̂

8 (2/2)! 8 S  (2» + l)!
i x - : f

(- l) ^ 4"-1 t t 2„+1
* (x — —)2

S  (2/2 + 1)! 8

bo‘ladi. Hosil bo‘lgan qatorning yaqinlashish radiusi p = °°.
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9.5- misol. Ushbu funksiyani Makloren qatoriga yoying va 

yaqinlashish radusini toping:

3x + 5
fix ) = — — —  —

(3x-5)(9x +25)

Yechilishi. Berilgan to‘g‘ ri kasrni, aniqmas koeffitsiyentlar 

usulidan foydalanib, oddiy kasrlarga ajratamiz:

3x + 5
- + -■

Bx+C
(9-16)

(3x-5)(9x2 +25) (3x - 5) (9x2 +25) '

Bu yerdan quyidagi ayniyatga ega bo‘lamiz:

3x + 5 = A(9x2 + 25) + (Bx + C)(3x - 5). 

x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarini tenglashtirib, 

so‘ngra hosil bo ‘lgan tenglamalar sistemasini yechib,

1 3
4 = ~,B = --,C = 0 bolishini topamiz.Topilgankoeffitsiyentlarni 

(9.16) ga keltirib qo‘ysak,

1 -3x
/00  = +

-1 3x

5(3x 5) 5(9x +25) 25(1-1 x) 125(l + (~ )2)

bo‘ladi. Endi (9.7), (9.8) yoyilmalardan foydalanib, quyidagiga ega 

bolamiz:

/w—¿1
n=0 V5 . v5 ,

1 00 
Y

25 “ o

A Y

V5 / ■i 2 5 5 (-1)"

Bu qatorning yaqinlashish radiusi P~~z bo‘ladi.

9.6-misol. /(x ) = ln(6x-5-x2) funksiyani x0 =3 nuqta atrofida 

Teylor qatoriga yoying va yaqinlashish radiusini toping.

Yechilishi. Kvadrat uchhadni quyidagi ko'rinishda ifodalaymiz:

6x-5-x2 =(5-x)(x-1). u  holda /(x ) = ln(5-x) + ln(x-l) 

bo‘ladi. Endi t = x- 3 almashtirishni bajaramiz:
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/ (x) = f(t + 3) = g(t) = ln(2 - 1) + \x\(t + 2) = ln4 + ln(l- ~) + ln(l + * ). 

(9.9), (9.10) formulalardan foydalanib,

t" ^  (-1 )"~lf
g(0 = ln 4 - X “ T+En=] ^2 „=l и2

ifodaga ega bo'lamiz. Endi t = x—3 ekanligini hisobga olsak,

/ ( X )  = In 4 - £  - L  ((-1)" + l)(x - 3)" = In 4 - £  r\k (X  - 3)2*
/7=1 k = 1

bo‘ladi. Hosil bo'lgan qatorning yaqinlashish radiusi 2 ga teng, 

yaqinlashish intervali esa [1; 5] bo‘ladi (o‘ylab ko‘ring!)

9.7- misol. / (x) = (shx - ehx)2 funksiyani Makloren qatoriga 

yoying.

Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko'rinishda ifodalaymiz: 

/ (x) = sh2x - 2shxchx + ch2x = ch2x - sh2x .

(9.11) va (9.12) yoyilmalardan foydalanib, ushbu yoyilmaga ega 

bolamiz:

00 9 2/7  2 /7  oo 9 2 /7 + l  2 /7+ 1

/(x ) = (shx-cbx)2 = V  - Ÿ ------ =
á  (2/1)! s  (2/1 + 1)!

oo '->2/7

S i (2/1)!

2x 

2/7  + 1
•X2".

9.3. Taqribiy hisoblashlarda qatorlarning tadbig‘i. Taqribiy 

hisoblashlarda sonli va funksional qatorlar keng qo‘llaniladi. 

Taqribiy hisoblashlarda qatorlar qollanishlarining ba’zi muhim 

hollarini keltiramiz.

a) Funksiyalarning qiymatini qatorlar yordamida hisoblash./f'xj

funksiyaning x = x0 nuqtadagi qiymatini biror berilgan aniqlikda 

hisoblash talab qilingan bo‘lsin.

Faraz qilaylik, x0 nuqtani ichiga oigan (a-p;a+ p) intervalda 

berilgan funksiya

/(x ) = a0+a] (x - a) +... + an(x - a)" + ... 

darajali qatorga yoyilgan bo‘lsin. U holda
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/ Oo) = ao +a\Oo -«) + ■•■ + an (x0 - a)" +... 
bo‘ladi. Bu sonli qatorning birinchi n ta hadini olib,

/Oo ) “ sn Oo ) = «0 + a\ Oo - a) + • • • + (x0 - a)" 
taqribiy tenglikka ega bo'lamiz. n ning o‘sib borishi bilan bu 

tenglikning aniqligi oshadi. Bu taqribiy tenglikning absolut xatoligi,

ya’ni !/ O 0) — ■S'nOo)! qatorqoldig‘ ining moduliga teng bo‘ladi:

|/Oo)-s„Oo)bkOo)!>

bunda

Bizga f(x ) funksiyaning x = x0 nuqtadagi qiymatini e>0 aniqlik 

bilan hisoblash talab qilinganda, qatorning shunday n ta hadlar 

yig‘indisini olish kerakki, natijada \f(x0)~Sn(x0)\ = |rK(x0)| <£ 

bo‘lsin. Ma’lumki, funksiya darajali qatorga yoyilganda, bu yoyilma 

f(x) funksiyaning Teylor qatoridan iborat bo‘lib,

n!

bo‘ladi. Teylor qatorining qoldig‘i r (x0) ni berilgan aniqlikda 

baholashda Teylor (yoki Makloren) formulasi qoldiq hadi 

formulalarining biri ishlatiladi.

9.8- misol. f(x) = ex funksiyaning x=l nuqtadagi qiymatini 

£ = 0,001 aniqlikda hisoblang.

Yechilishi. Ma’lumki, ex funksiyaning x bo‘yicha yoyilmasi

x x2 x3 x"
C — 1 +  X +  — h + ...+  + ...

2! 3! ni 

ko‘rinishdabo‘ladi. Bundanx=l bolganda

, , 1 1 1 e = 1 +1 + - + +...+ +...
2! 3! ni

munosabatga ega boMamiz. Bu qatorning n +1 ta hadini olib,

, . 1 1 1 e ~ 1 + 1-1—  + - + ... + —
2! 3! ni

taqribiy tenglikni hosil qilamiz.

f "+l>(x)=ex ekanligini e’tiborga olib, Makloren qatorining r (x) 

qoldiq hadini Lagranj ko‘rinishida baholaymiz:
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(>
x=l bo‘lganda, rn(l) = — , 0<c<  1. Ravshanki, ec <e' <3 

(и + 1)!

3
tengsizlikni e’tiborga olsak, r (1) < ----  tengsizlikka ega bo‘lamiz.

(и + 1)!

n = 5 bo‘lganda 3 = 1  = 1 >0 0015 
(и + 1)! 6 ! 240 ’

3 3 1
rc = 6 bo‘lgandaesa -- = _  = —  < 0,001 bo‘ladi.

(и + 1)! 7! 1680

Demak, ex funksiyaning x=l nuqtadagi qiymatini e = 0,001 

aniqlikda hisoblash uchun qatorning n=6 ta hadini olish yetarli.

1 , 1 1 1 1 1
e = 1 + 1+ + -  + --+ - + —

2! 3! 4! 5! 6 !
yoki

e~l, 0000 +1,0000 + 0,5000 + 0,1667 + 0,0417 +

+0,0083 + 0,0014 = 2,7181.

Shunday qilib, e sonining 0,001 aniqlikdagi qiymati e=2,7181 
bo‘lar ekan.

b) Integrallarni qatorlar yordamida hisoblash.

r sin X
9.9- misol. J “x integralni 0,001 aniqlikda hisoblang.

о x

Yechilishi. sinx funksiyaning x bo'yicha (9.5) yoyilmasini, ya’ni

x3 x5 
sinx = x- + -...

3! 5!
munosabatni e’tiborga olib, berilgan integralni quyidagicha yozib 

olamiz:



Hosil bo ‘lgan tenglikning o‘ng tomonidagi qator ishorasi 

almashinuvchi qator bo ‘lib, u Leybnis teoremasiga ko ‘ra, 

yaqinlashuvchi. Shuning uchun

S-S„|=r„ <C„fl,

_  1
bunda L„+i - (2« + l)(2« + l)! • (*) qator yig‘indisini 0,001 aniqlikda 

topish uchun

r \ < a -- 1 —  < 0,001
(2n + \){2n + \)\

tengsizlikni qanoatlantiradigan n ni topamiz: 

n = 2 bolganda 5.5! = 0,001 ’

n = 3 bolganda = 3^280 < 0,001 bo‘ladi- 

r sin jc
Demak, J integralni 0,001 aniqlikda hisoblash uchun (*)

o x
qatorning uchta hadini olamiz:

rsinx , . 1 1 . _ . ,  
dx~ 1 —  + — = 0,946.

J0 x 3-3! 5-5!

Shunday qilib, berilgan integralning 0,001 aniqlikdagi taqribiy

rsinx , „ nA/,
i, J dx ~ 0,946 boladi.qiymati,

o x
d) Limitlarni qatorlar yordamida hisoblash.
9.10- misol. Ushbu limitni toping:

sinx-arctgx
lim
*-*° arcsin x

Yechilishi. sinx, arctgx, arcsin x funksiyalarning x bo'yicha

(9.5), (9.13), (9.14) yoyilmalaridan foydalanib, limitni topamiz:

x3 x5 x3 x5

l i m i lim Jt~3l + 5!~' + ' ' =

arcsin x X + J _ :(i + _ L 3 _ J(S+...

2-3 2-4-5
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e) Differensial tenglamalarni qatorlar yordamida yechish.

9.11- misol. y" = y cosx + x differensial tenglamaning 

y (0) = 1, y'(0) = 0 boshlang‘ichshartlarni qanoatlantiruvchi xususiy 

yechimining darajali qatorga yoyilmasidagi birinchi (noldan farqli) 

uchta hadni toping.

Yechilishi. Berilgan differensial tenglamaning yechimini ushbu

v = >•(()) + i/(0).v + / (0 )  * ; +y"(0)X-  + ... (*)

Makloren qatori ko‘rinishida izlaymiz.

x~0 da y = 1 bo‘lishini e’tiborga olib, berilgan differensial 

tenglamadan y"(0) ni topamiz:

/ ”(0) = 1 cos 0 + 0 = 1. 

y"(0) ni topish uchun berilgan differensial tenglamaning har ikkala 

tomonini differensiallaymiz:

ym = y' cos x - y sin X  + 1.

Bundan

y*( 0) = y\0) cos 0 - >>(0) sin 0 +1 = 1,

7(0) = 1, / (0 ) = 0, / (0 )  = 1, vw(0) = 1 

larni (*) qatorga qo‘yib, berilgan differensial tenglamaning taqribiy 

xususiy yechimi

ekanligini hosil qilamiz.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo‘yicha darajali 

qatorga yoying:



9.1.;; = sin3*. 9.2. у - ^ _~x~ x 2 ■ 9.3. y = ln(l + X  + X 2 + X 3 ) •

9.4.y = 1 . 9.5. y = eos2 x ■ 9.6.y = aresinx3.
(1—JC )

9.7.y=  ' 3..... -4 . 9.8. j; = ex(l-x) + e-x(l+x).
l+x+x +x +x

9.9.y = ln(x + yjl+x2) . 9.10.y = arccos(l- 2x2).

x 2 x eos a- x 2
9.11. y = ...— , 9.12. y = e x . 9ЛЪ.у = ~~~------- y .

щ +х2 l-2xcosa+x

1
9.14. j; = eMS“ cos(jcsina). 9.15.y = - ■

(1 x )V1- "■x

9.16. j  = 4X.

Funksiyalarni ko‘rsatilgan nuqta atrofída Teylor qatoriga yoying 

va bu qatorlarning yaqinlashish radiusini toping:

2тгх
9.17. /(x ) = sin —  ,x 0=3. 9.18. f(x) = xí + 4x+7, xo=-2.

9.19. f(x)~ex, x0 = 3. 9.20. f(x) = Jx , x0=\.

nx

2 ’ u x2 — 5x + 6 '
9.21. /(x ) = cos - , x0= l. 9.22. / (x )=  2 c x0=5.

9.23. /(x ) = 2*,x0= l. 9.24. /(x ) = ln(x2 + 2x + 2), x0=- l.

9.25. f(x)=--— - 1 , x0 = l.
x -5x + 6

9.26. /(x ) = i ■, x0—6.
л/x -12x + 40

9.27. /(x ) = x0 = 3.
л/х — 6x + 36

9.28. / (x )=  1 T , x0= l.
(x — 2x + 3)
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9.29. / M  = -• 1 - '.7, x0= 2.
Vx -4x + 8

TC
9.30. /(x ) = cos4x, x0 = —  .

2
Quyida keltirilgan sonlarni ko‘rsatilgan aniqlikda hisoblang:

9.31. cos 18°, 0,0001. 9.32. e2, 0,00001.

9.33. In0,98, 0,0001. 9.34. ^ 27, 0,001.

9.35. ch0,3, 0,0001. 9.36. 0,0001.

Integral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish yordamida,

berilgan integralni ko‘rsatilgan aniqlikda hisoblang:

1
4  0 ,5  • ^

1* Sltl ZJC
9.31.\e~x2dx, 0,001.9.38. J ----d x > °>001.

0 0 *

0,1 i \  0,1 x  i

9.39. J dx> 0,001 9 40, J - dx, 0,001

I j_
3.  2

9.41.J-y==p, 0,001. 9 . 4 2 . } = ^ * ,  0.001.
oV l - X2 o x

Limitlami darajali qatorlar yordamida hisoblang:

„ .. x-arctgx „ 1-cosx
9.43. hm--- r-s-. 9.44. hm

*-»° x x->°ex-l-x

„ .. chx-cosx arcsin2x - 2 arcsinx
9.45. hm--- ----. 9.46. hm ---------------

Jc—*o x *-»o X

2x-2sin" m .. x-ctgx-1
9.47. hm —r . 9.48. hm ^  - .

x-*0 x-»0

Differensial tenglamaning berilgan boshlang‘ich shartlarni 

qanoatlantiruvchi yechimini darajali qatorlar yordamida 
toping:

9.49. y'-y=0, y(0)=l. 9.50. (1+x2) / -  1=0, j(0)=0

9.51. y"+xy=0, y(0)=l, y'(0)=0
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Differensial tenglamaning berilgan boshlang‘ich shartlarni 

qanoatlantiruvchi xususiy yechimini ko‘rsatilgan sondagi noldan 

farqli hadlarini darajali qatorlar yordamida toping:

9.52. y" = x+y2, jy(0) = 0, >’’(0) = 1. Birinchi to‘rtta hadini 

toping.

9.53. y ’ = x2y + y3, y(0) = 1. Birinchi to‘rtta hadini toping.

9.54. y"~- ^(1) = 1, j^'(l) = 0- Birinchi oltita hadini

toping.

Misollarning javoblari

9.7. X * 5" - 2 y " +l ,(!x!< l).
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9.10.2¡xji l  + £ (2л |)!1 — 1 , (jx| < 1 ).
[ tS (2n)!\ 2/z + lJ ' 1 >

1 4 4
- (-1) --•••(- + «)

9.11.x + £ ----1 1 — 1---x2„+1 (jx| < j)
/г-l W •

°° (—l^x 2" “
9-12.X  ~  “ >(|*|< +00)- 9.13.£ x "  cos/га ,(|x|<l).

9.16, ,(И<4~ ), 9.17. £ ¿ ^ ( * - 3 ) ’“ ' ,р = ч _ .
л=о и: п=о (2и + 1}!

9-18. £ Ц г “ (л: + 2) >Р = 73- 9.19. е3£  1 (х-3)" , р  =  + оо. 

»=o J  S « !

Я=1 И!2 4

921

9-22. ^ £ (̂ ? ( х - 5 Г - х Х (:1 '(х- 5 )'', р  =2.
Л=1 Z /1=1 J

9.23. г £  1Пу2 (х -1)", р  = +00.
л=о и!

” , (-ГГ1 

г

1 (-1)"(2и-1)!!,

9.24. £ ( 1} (х + 1)2”, Я = 1. 9.25. £ ( 1 —2“"_|)(х —1)", р  = :
Л=1 ^  /7=0
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0Г7 1+у(-1)"1-4-(3«-2) 2л г-

9-27' 3 t í  п\34"+| ( } ’ Р

9.28. £ ~ (х - О2”, Р = ̂ 2.
п=1

1 (—1) (2и —1)!!
9.29 - + У  ■— 7 - (х—2) , р=2.

2 t f  п\2 И

9.30. V  ' ( ^ - l ^  + f ) 2". Р=-Н-- 
"  (2и)! 2

9.31. 0,9551. 9.32. 1,648719. 9.33. In 0,98 =-0,0202.

9.34. 727 =5,196 .9.35. ch0,3 « 1,0453 .

9.36. 1,0192- 9.37. 0,245. 9.38. 0,946. 9.39. 0,098.

9.40. 0,102. 9.41. 0,337. 9.42. 0,507. 9.43. * . 9.44. 1. 9.45.1.

1 1 00 хп
9.46.1. 9.47. у In 2 . 9.48.--. 9.49. У = У  г = е*.

6 3 to п!

x2„+t

9.50. ^  = = arctgx _
to 2и + 1

, х3 X6 X9
9.51. у — 1---- 1--------- -------- к. . .

2-3 2-3-5-6 2-3-5-6-8-9

*3 л:4 л:6 ■■ X Зх2 17х3
9.52.у = х+ + + +.... 9.53.v = l+ + + —  + ...

6 12 45 • 1! 2! 3!

9 54 y = l - ^ - ^ L  + ̂ Ü  
2! 4! 5!
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I l l  BOB

XOSM AS INTEGRALLAR

10- §. Chegaralari cheksiz xosmas integrattar

10.1. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar. Biror f(x) funksiya 

[a,+00) oraliqda berilgan bo ‘ lib, bu oraliqning istalgan 

[a,t] (a<t<+»o) qismida (Riman ma’nosida) integrallanuvchi 

bo‘lsin, ya’ni \/t (t > a) uchun ushbu integral mavjud bo‘lsin:

10.1- ta’rif. F(t) funksiyaning t -> +°° dagi chekli yoki cheksiz 

limiti f(x) funksiyaning [a, +°°) oraliq bo‘yicha birinchi tur xosmas

10.2- ta’rif. Agar t ->+00 da Fit) funksiyaning limiti mavjud 

bo‘lib, u chekli bo‘lsa, (10.1) xosmas integralyaqinlashuvchi deyiladi, 

f(x) esa [a;+°o) oraliqda integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

10.3- ta’rif. Agar t —>+°° da F(t) funksiyaning limiti cheksiz 

yoki mavjud bo‘lmasa, (10.1) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

f(x) funksiyaning (-°°;a] va (-00;+00) oraliqlar bo‘yicha xosmas 

integrallari, ularning yaqinlashuvchiligi, uzoqlashuvchiligi ham 

yuqoridagi kabi ta’riflanadi:

(10.1)
a

integrali deyiladi va u J f(x)dx kabi belgilanadi
a

Demak, F(t) =
a

a a

j  f(x)dx = lim <E>(t) = lim J / (x')dx ,
T

f(x)dx= lim 'I,(i;T)= lim I f(x)dx . (10.2)
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10.1- eslatma. (10.2) da chekli limit t va t laming mos ravishda 

+00 va -00 ga qanday intilishiga bog‘liq boimasligi kerak. 

Boshqacha aytganda, integral, faqat va faqat

t a

lim J / ( x)dx = lim F(t) = /, va lim J / ( x)dx = lim ®(t) = /2
a T

limitlar chekli bolgandagina, yaqinlashuvchi boladi, bunda ae R . 

Bu holda u, xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra, /,+ /2 ga teng 

boladi, ya’ni

+00 a +<x>

J / (x)dx = J  / (x)dx + J / (x)dx

c dx
10.1- misol. I  = J 2 xosmas integralning yaqinlashuvchi-

0 4 + x

ligini ko‘rsating va qiymatini toping:

Yechilishi. Ta’rifga ko‘ra,

/=  f ax 2= lim f  — iim F(t) 
• 4+x 4+x

boladi. Bunda

1/
, r dx 1 X' 1 t 

F(t) = ,- = -arctg- =-arctg .
” 4 + x 2 2|0 2 2

Endi t -> +00 da F(t) funksiyaning limitini topamiz:

I  = lim F(t) = lim * arctg — = —
1—>+0® t—>+<» 2 2 4

lim it mavjud va chekli. Demak, berilgan xosmas integral

71
yaqinlashuvchi va uning qiymati I  = .

4

r Jt + 1
10.2- misol. J 2  ̂dx xosmas integralning uzoqlashuvchi

ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. Xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra

157



= lim = lim
1

ln(T2 +1) - arctgr = +00.

Demak, 10.3- ta’rifga asosan, berilgan xosmas integral 

uzoqlashuvchi bo‘ladi.

10.3
-1-00

- misol. J
dx

x +6x + l4
xosmas integralni yaqinlashuvchi-

likka tekshiring.

Yechilishi. Yuqoridagi ta’rifga ko‘ra

dx

x + 6x + 14

dx

,(x + 3)2+5

l
lim f
r->-oo J

dx

(x + 3)2 + 5
= lim

lim
1 x + 3

V ?“ 8 T5

dx

(x + 3)2+5

- arctg

+

x + 3
' ^

7 T -3

n n.. 1 , t +3 1  ̂ t  + 3 1 n  
= lim —p- arctg - lim -= arctg —=- = —= —h-- =  = —= ,

V5 75 — V5 75 75 2 275 75

ya’ni chekli. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi 

bo‘ladi.
+00

10.4- misol. / =  J sinxdx xosmas integralni yaqinlashishga
0

tekshiring.

Yechilishi. Ta’rifga ko‘ra
+00 t

7=1 sinxJx = lim [sinxdx = lim F{t)
^ t—>+«> J / —>+00
0 0

t

Bunda F(t) = Jsinxc/x = -cosxj^ =l-cos / .
0

i-»+ 00 da cosi funksiya hech qanday limitga intilmaydi. 

Demak, berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi va uning qiymati 

mavjud emas.



r dx
10.5- misol. I - (a > c) xosmas integralni yaqinlashuv-

a (x — c)

chilikka tekshiring.

Yechilishi. Ta’rifga ko‘ra

r r dx ,. r dx
1 =\- —- = hm  — = lim 

a (x — c) '->■(x — c)a <-»+“

(x-c)

1 -a 1a
V /

= lim
/->+oo

(t-c)'-a (a - c f  

1-a 1 -a
= lim F{t).

/->+<30

a >  1 bo ‘lganda, lim mavjud va chekli
1 -a

bo‘lgani uchun, 10.2- ta’rifga asosan, berilgan xosmas integral 

yaqinlashuvchi.

a  < 1 bo‘lganda, lim F{t) = +°° . Bu holda, 10.3- ta’rifga ko‘ra, 

berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi.

dx
a  = l b o ‘lsa, f =  ln(x-c)r~ =+*> . 

J x-c la

Demak, a >  1 bo‘lganda, xosmas integral yaqinlashuvchi, a  < 1 

bolganda esa, xosmas integral uzoqlashuvchi boladi.

10.2. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Asosiy 
formulalar.

+00

1-xossa. Agar J f(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bolsa,
a

+oo

J f{x)dx (t > a) integral ham yaqinlashuvchi boladi va, aksincha,
t

+ ~  +oo

ya’ni j f{x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘Isa, J f(x)dx integral
t a

ham yaqinlashuvchi boladi, shu bilan birga
+oo I  +oo

J / {x)dx = J / (x)dx + J / ix)dx
a a t

tenglik o‘rinli.
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-t-oo

2- xossa. J f(x)dx integrating yaqinlashuvchi bo‘lishidan
a

+00

lim I f(x)dx- 0 bo‘lishi kelib chiqadi.
¿->+0° J 

t

+ 0 0  + 00

3- xossa. Agar J / ( x)dx va J g(x)dx integrallar yaqinlashuvchi
a a

+00

bo‘lsa, bareha a ,ße  R sonlaruchun, J (a f  (x)± ß g(x))dx integral
a

ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va

+ 0 0  + 00 + 00

J (a fix ) ± ß g(x))dx = a  J  f(x)dx ± ß j g{x)dx
a a a

tenglik o‘rinli.

+ 00

4-xossa. Agar Vxe [a;+°°) uchun fix ) < g(x) bo‘lib, J f(x)dx

+ 00

va

4-00 -t-00 1-00

J g(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, J f(x )dx< j g(x)dx

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

5- xossa (Nyuton — Leybnis formulasi). f ix ) funksiya [a;+°°) 

oraliqda uzluksiz bolib, F(x) uning shu oraliqdagi boshlang‘ieh 

funksiyasi boMsin. U holda

+ 00

j  f(x)dx = F(x)\*° =F(+oo)-F(a) ( 1 0 . 3 )

a

bo‘ladi, bunda F(+oo) = Hm F(t).
t->+°°

Odatda (10.3) ham Nyuton — Leybnis formulasi deyiladi.

6- xossa (o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi). / (x) funksiya 

[a;+00) oraliqda uzluksiz, <p(t) funksiya esa [a;ß) da uzluksiz 

differensiallanuvchi funksiya va a = (p(a) < (p{t) < lim (p{t) =
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bo isa , °\f(x)dx, j  f  (cp(t))■ (p (t)dt integrallardan birining
a a

yaqinlashuvchiligidan, ikkinchisining ham yaqinlashuvchiligi kelib 

chiqadi va ushbu o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi o‘rinli:

°jf(x)dx = jf((p(t))<p'(t)dt. (10.4)
a a

7- xossa (boiaklab integrallash formulasi). Agar u=u(x) va v=v(x) 

funksiyalar [a;+<*>) da uzluksiz differensiallanuvchi boiib, lim(wv)

-foo -foo

mavjud bo‘lsa, J  udv, J  vdn integrallardan birining yaqinlashuv-
a a

chiligidan ikkinchisining ham yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi va 

ushbu bo ‘laklab integrallash formulasi o ‘rinli bo ‘ladi:

+oo -foo

I udv = (mv)P - | vdu , bu yerda (wv)!+ = lim (uv)- u(a)v(a) .
J '« J a x->+°°
a a

10.6- misol. Ushbu integralni hisoblang:

J - +
vx2-4 ( x  + 3)3

dx .

Yechilishi. f ( x) = - /  , g(x) = -- — deb belgilaymiz. f(x) 
x -4 (^ + 3)

va g(x) funksiyalar uchun, mos ravishda,

1 x-2 1
F(x) = - In- -,G(x) -

4 x + 2 2(x + 3)

boshlang‘ich funksiyalar mavjud bo‘ladi. (10.3) Nyuton —  Leybnis 

formulasi bo‘yicha quyidagilarga ega bo‘lamiz:



Demak, xosmas integralning 3- xossasiga asosan, berilgan 

integrating qiymati:

+00 /
4

v.r- 4  (x + З)3 y

7 a f dx г f dx 7 5
dx- 4 —-- + 5 ------ = ln- + —

' x — 4 J5 (x + 3)3 3 128

10.7- misol. f x integralni hisoblang. 
(x4 + 4)2

л/ l

3

Yechilishi. Bunda /(x )=  / —-r- [^2;+oo) da uzluksiz
(x +4)

funksiya, x = tft funksiya esa [2;+°°) da monoton o‘suvchi va 

differensiallanuvchi bo'lgani uchun (10.2) xosmas integralda

o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasidan foydalanamiz: x = y/t

1
deb belgilab olganimiz uchun, x dx = -̂ dt va yangi chegaralar 

a = 2, ß = +°° bo‘ladi. Demak,

7  x3dx _  17 dt 1 1  

¿  (x4 + 4)2 ~ 4 J (t + 2 f ~  4 t + 2

+<X>

10.8-misol. I —т-dx integralni hisoblang.
2 *

+ 0 0

1

16 •

2x2

va differensiallanuvchi funksiyalar bo ‘lgani uchun xosmas 

integrallarda bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanamiz.

Agar w = lnx, dv= ^  deyilsa, du = ~ ,  v = — -y bo ‘lib, 
x x 2x

quyidagiga ega bo‘lamiz:

Yechilishi. Bunda u(x) = In x, v(x) = -— j  [2;+°°) da uzluksiz

f lnx , lnx
—-, dx = --- rr

• x  2x

1 7i/x
+

2 2 2 xJ
Bunda
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+ °°  2 

bo‘lishini topamiz. Demak, J ~ 3 dx = -- In 4e
• 2 ^

10.9- misol. Ushbu tengsizlikni isbotlang:

л f x , л0 < —---- dx < — .
^  x +64 16

Isboti. Ravshanki, [>/2;+°°) dagi barcha x lar uchun

Q ̂  __ ^____ _______ X

x12 + 64 _  (x4 + 4)(x8 - 4x4 +16) < x4+*4 '

X  X

Bunda /(x ) = ^ [2 ^  ̂  , g(x) = -- —- bo‘ladi. Keyingi tengsizlikni

[V2;+°o) da integrallaymiz:

+°° +00 ,
X  , f  ХЙХ

0 < f *  dx < f 
j г12 + I

Agar

^ x 12+ 6 4  x4 +4

г xdx 1 +f d(x2) ] x:

1 ^ + 4 ~ 2 У ( хУ '+ 22~ 4 ^ 2

__ 1 Л

V i “ 4  2  4 16

+ oo ,

bo‘lishini e’tiborga olsak, 0< f < ж bo‘ladi
^  x12 +64 16

10.10- misol. Ushbu tengsizlikni isbotlang:

1 ?x30+l , 1 1
— < , „ dx < I--  ■
29 x“ +l 29 59

Yechilishi. Vxe[l,+oo) lar uchun



tengsizlik o‘rinli bo‘lganligi uchun, 3-, 4- xossalarga asosan,

fo o  ,  + 00 /  1 \  + 00 7 + 00

J > dx < i i + )dx= J 3(T + I dx
60 (*)

Bundan

dx _ _ x “29 

x30 29J
1 +o° 7 - 5 9  11 r dx _ x 1

29’ J x “  ~~ $9 i, _  59

Bularni e’tiborga olsak, (*) tengsizlikdan isbot qilinishi talab 

qilingan tengsizlik kelib chiqadi.

10.3. Chegarasi cheksiz bo‘lgan xosmas integrallarning ba’zi bir 

tatbiqlari.
10.3.1. Xosmas integrallar yordamida yuzni hisoblash. f(x )

funksiya [a,+°°) da aniqlangan, uzluksiz va Vxe[a,+°o) uchun

f(x)>  0 bo‘lsin. Unda D-{(x,y)\a<x<+°°, 0 <y < /(* )}  soha-

+00

ning yuzi ushbu s=  J f(x)dx xosmas integral orqali ifoda qilinadi.

a

10.11- misol. y - xe~x' ,0 < x < + 0 0  funksiyaning grafigi hamda 

Ox o ‘qning musbat qismi bilan chegaralangan egri chiziqli 

trapetsiyaning yuzini hisoblang.

Yechilishi. Izlanayotgan trapetsiyaning yuzi quyidagi xosmas 

integral orqali hisoblanadi:

+00

5 = 1  xe~x dx ■
0

Bu integralni xosmas integralning ta’rifiga asosan hisoblaymiz: 

S-  lim [xe~x dx = -^ lim fe“r d(-x2)---  lim e* j
/—>+ooJ 2 1— * 2 >+o° '0 (kv.birl.).

10.3.2. Xosmas integral yordamida aylanma jism hajmini 
hisoblash. Ushbu D =\(x,y)\ a<x <+°°, 0 < y < f(x j}  egri chiziqli 

trapetsiyani Ox va Oy o‘qlar atrofida aylantirish natijasida hosil 

boigan aylanma jismning hajmi mos ravishda quyidagi formulalar 

yordamida hisoblanadi.
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Vx= n j  f 2 (x)dx, Vy = 2л J  xydx.
a a

10.12- misol. Ushbu chiziq bilan chegaralangan shaklni Ox o‘q 

atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan jismning hajmini toping.

1

л/4
xe [0; + °°).

+ x

Yechilishi. Aylanma jismning hajmini topish uchun

Г = ж|
0

integralni hisoblaymiz. Bunda

л/4+ X

dx

v = n j
dx n X

— = — arctg
4 + x 2 2

— arctg (+o= = —
2 4

10.3.3. Xosmas integrallar yordamida aylanma sirtning yuzini 

topish. f(x) funksiya [a,+°°) da aniqlangan, uzluksiz va uzluksiz

f\x) ga ega bolib, u f(x) > 0 bo‘lsin,f(x) funksiya grafigini Ox
»

o‘q atrofida aylantirish natijasida hosil bo‘lgan aylanma sirt yuzi 

ushbu formula yordamida hisoblanadi:

5 = 2л j  f(x) ■ 4l + [f'ix)fdx (*)

10.12- misol. у -e x, x e [ 0 ;+ o o )  chiziqni Ox o‘q atrofida 

aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzini hisoblang. 

Yechilishi. Berilgan chiziqni ifodalovchi funksiyadan hosila

olamiz. y' = -e~x ekanligini hisobga olib va (*) formuladan 

foydalanib, aylanma sirt yuzini hisoblaymiz:

+00 _________  +00

S' = 2л J  e* л/l + e~2xdx = -2л J  л/l + e~2xd{e~x ) =
0

-2л e л/l + e 2x + lnle * +лЛ + е
2 2

= я:(л/2+1п(1 + л/2)),
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S = n(^2  +ln(l + V2)j (kv.birl.).

10.4. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi foaqida 
taqqoslash teoremalari. Integrating absolut yaqinlashuvchiligi. f ix )

funksiya [a;+°°) oraliqda berilgan bo‘lib, ixtiyoriy xe [a\+°°) da 

f(x) > 0 bo‘lsin.

+oo

10.1- teorema. f(x) funksiyaning J" f(x)dx xosmas integrali
a

yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun, Vie [a;+°°) da 

[F{t)} = \^f{x)dx 

to‘plamning yuqoridan chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

+oo

Agar bu to‘plam chegaralanmagan boisa, J f(x)dx xosmas
a

integral uzoqlashuvchi boladi.

10.2- teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a,+°°) oraliqda berilgan 

bo lib  Vxe[a,+°°) larda 0< f(x)<g(x) munosabat o ‘rinli va

+oo -H»

J g{x)dx yaqinlashuvchi boisa, J f(x)dx ham yaqinlashuvchi

boladi va agar j f(x)dx uzoqlashuvchi boisa, J g(x)dx ham

uzoqlashuvchi boladi.

10.3-teorema. [a,+°°) oraliqda manfiy bolmagan f(x) va g(x)

funksiyalar berilgan bolib , x —>+°« da nisbatning limiti
g(x)

mavjud va u biror k ga teng bolsin:

lim f(x) = k (0<k<+oo) . 
g(x)

Bunda:
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+ oo -foo

a) k < + 0 0  bo‘lib, J g(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx
a a

ham yaqinlashuvchi bo‘ladi;

b) k> 0 bo‘lib, J g(x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx ham
a a

uzoqlashuvchi bo‘ladi.

10.2-natija. 10.3-teoremaningshartlaridaagar 0 <k<  + 00 boisa,

+ 0 0  +00

J f(x)dx va J g{x)dx integrallar bir vaqtda yaqinlashadi yoki
a a

bir vaqtda uzoqlashadi.

+00

Xususiy holda, agar x —>00 da f~g bo ‘lsa, J f(x)dx va
a

+00

J g(x)dx integrallar bir vaqtda yaqinlashadi yoki uzoqlashadi.
a

Yuqoridagi teoremada taqqoslanayotgan funksiyalarning o‘rniga 

aniq funksiyalar olib, amaliyotda ko‘p qo‘llaniladigan alomatlarni 

keltiramiz.

10.4- teorema. f(x )  funksiya A ning istalgancha katta 

qiymatlarida

Ax) = (p{xx) (A>0)
X

shaklda tasvirlangan bo‘lsin. U holda:

+ 00

a) agar X > 1 va Vx > x0 uchun (p (x ) < C < + 0 0 bo ‘Isa, J / (x)dx
a

yaqinlashuvchi boiadi;

+ 00

b) agar X<\ va (p{x)>C> 0 bo‘lsa, J f(x)dx uzoqlashuvchi
a

bo'ladi.
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10.5- teorema. Agar x —>+°o da f(x) funksiya i- ga nisbatan
x

+00

a  (a>0 ) tartiblicheksizbo‘lsa, J f(x)dx integral a >  1 bolganda
a

yaqinlashuvchi, a  < 1 bo‘lganda esa uzoqlashuvchi bo‘ladi.

+°° lnx
10.13-misol. Ushbu J ——dx integralning yaqinlashuvchiligini

1 x2

ko‘rsating.

Yechilishi. Bunda f ( x) ~— <p(x) = lnx>0, a  = — < 1

x}

Demak, 10.4-teoremaning b) bandiga asosan, xosmas integral 

uzoqlashuvchi.

+°° j 1

10.14- misol. i — e Xdx integralning yaqinlashuvchiligini

1 *

ko‘rsating.

Yechilishi. Bu integral uchun

r 1 — — 1
F(t) — f—r-e Xdx = e 1 —

, x e

1

bo ‘lib, Vie [l;+oo) da F(t) = e‘ -e< 1 bo'ladi. Unda, 10.1- 

teoremaga asosan, berilgan integral yaqinlashuvchi bo'ladi.

+00

10.15-misol. 1 2X xdx integralni yaqinlashuvchilikka tekshiring.
o

* 2' 1 1 
Yechilishi. F{t)-^2Xxdx = j— {t- -1- — . Bu funksiya

t —>-foo da yuqoridan chegaralanmagan. Shuning uchun, 10.1- 

natijaga ko‘ra, berilgan integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.
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dxг ax
10.16- misol. J g/T"1 Г-  integralni yaqinlashuvchilikka 

i -у Ух +lgx

tekshiring.

+°o 7
r dx

Yechilishi. J Z r j  xosmas integralni qaraymiz. Bu integral
1 sx

uzoqlashuvchi. Endi

^9x3 + \gx Г 1 1 
lim —--------= lim 1 -

9 +
lg* iß

_зx

bo‘lishini e’tiborga olsak, 10.3- teoremaga asosan, berilgan xosmas 

integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.

10.17- misol. f ar°Щ- dx integralni yaqinlashuvchilikka
■} 4 + x

tekshiring.

К
Yechilishi. Ravshanki, Vx> l uchun arctgx < ^ va

arctgx ^ к 1 .......  . *7 dx
— , ь - - —- tengsizhklar o‘nnh. Unda --- - mtegralnmg

4 + x 2 4+x J 4 + x

yaqinlashuvchiligini e’tiborga olsak, 10.2- teoremaga asosan, 

berilgan integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.

+°o 2
f  COS jJC

10.18- misol. ,----dx integralning yaqinlashuvchiligini
, ^/x7+1

ko‘rsating.

Yechilishi. Ravshanki, barcha xe[l;+°°) lar uchun 

/ ( * )  = cos23x = ̂ , bunda (p(x) = <C<+ с», A = - > 1

5 /7 7 1  * 5 i l 7 +1
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boigani uchun, 10.4- teoremaning bandiga asosan, berilgan xosmas 

integral yaqinlashuvchi boiadi.

7  xdx
10.19-misol. - integrating yaqinlashuvchiligini ko‘r- 

•( xJ+l

sating.

7  dx
Yechilishi. --- xosmas integralni qaraymiz. Bu integralning

\ x2+\

yaqinlashuvchi ekanligi ravshan, ya’ni

+ eo  7

J 2—- = arctgxp = arctg(+°°)-arctgl =

Endi

1
3 . „  1 +  —

1 X — >-Hx> J  X —> + °o  J

.. x3+1 1- X +x r2 
lim ■■ , = lim —-- = lim — 4- = 1

? 1 —г
X  + 1 X

bo‘lishini e’tiborga olsak, 10.2- natijaga ko‘ra, berilgan xosmas 

integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi kelib chiqadi.

10.5. Ixtiyoriy funksiya xosmas integralining yaqinlashuvchiligi.

-H»

10.6- teorema (Koshi teoremasi). Ushbu J f(x)dx xosmas
a

integralning yaqinlashuvchi boiishi uchun, V e>0 son olinganda 

ham, shunday t0 = t0(e) (t0 > a) son topilib, t' > t0, t"> t0 

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi lar uchun

i

J f  (x)dx <£

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Xosmas integrallarning uzoqlashuvchiligini isbotlash uchun

ko‘pincha quyidagi tasdiqdan foydalaniladi: agar shunday e0 >0
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son topilib va barcha t > a lar uchun 31' > t,t"> t  mavjud bo‘lib,

li*

\\f{x)dx >e0

1t'

+00

tengsizlik bajarilsa, J f(x)dx intégral uzoqlashuvchi boiadi.

r’cos2
10.20- misol. J “ 2 dx xosmas integralning yaqinlashuvchi

ekanligini Koshi kriteriysidan foydalanib ko‘rsating.

Yechilishi. Ve>0 berilgan songa ko‘ra, 3i0 = i0(e) =
1

V2ne

(i0> l) son topilib, t' = 2un > tQ, t" = 2nn + 2n > t0 (ne N) 

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi V;', f  lar uchun

Çcos 2X
dx =

rij( 7
cos 2 dx

Z2

1
dx =

1 1 2n

2 nn 

l

2 nn 2nn + 2n 2nn ■ (2nn + 2n)

1

n2n(n + Y) 2 nn
<£

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan 

xosmas intégral yaqinlashuvchi boiadi.

+00 . 2
r s in  X

10.21- misol. a  < 1 uchun dx integralning uzoqlashuvchi

1

ekanligini isbotlang.

Isboti. t g  (1;+°°) bo‘lsin. n natural sonni shunday tanlaymizki,

n n> t tengsizliko‘rinlibo‘lsin, tt =n-n va t1-2n n debolaylik. 

U holda
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Shunday qilib, shunday eo ~ ^ sonmavjudbo‘lib, barcha t > liar 

uchun hamda tl =nn>t  va t2 = 2nn > t sonlar uchun

if sin2 X  J I
I  dx > £n

/  i 0 l?l I

bo‘ladi. Demak, a  < 1 uchun berilgan integral uzoqlashuvchi.

10.6. Absolut va shartli yaqinlashuvchi xosmas integrallar.
+oo

10.7- teorema. Agar J ' / (x)j dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u
a

+oo

holda J f(x)dx integral ham yaqinlashuvchi b o ia d i va
a

l+OO +oo

j J f{x)dx < J f{x)\ dx tengsizlik o‘rinli.
I a a

+oo

10.1- eslatma. Ushbu J f{x)dx integralning yaqinlashuvchi-

a

+oo

ligidan har doim ham J \f(x)\dx integralning yaqinlashuvchiligi
a

kelib chiqavermaydi.

10.4-ta’rif. Agar j\f(x)\dx yaqinlashuvchi bo‘Isa, J f(x)dx
a a

absolut yaqinlashuvchi integral, f(x) funksiyaesa [a;+°°) da absolut 

integrallanuvchi funksiya deyiladi.



-t-°° +00
10.5-ta’rif. Agar J f(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lib, J f(x) dx

a a

+00

uzoqlashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx shartli yaqinlashuvchi integral
a

deyiladi.
10.22- misol. Ushbu integralni absolut va shartli yaqinlashishga 

tekshiring:

T C0SXdx .
\ xa

Yechilishi. a) a >  1 bo'lsin, u holda Vxe[l;+°°) uchun

I +°° J
bo‘ladi. Ravshanki, J yaqinlashuvchi integraldir.jcOSX 1 t> „ „ i___ i , :  f dx

j xa \ X "  ^ X"

Unda taqqoslash haqidagi 3.2-teoremaga asosan,

f ‘COS* U

1

integral yaqinlashuvchi. 3.7- teoremadan esa

*7 cosx ,
-dx

J V«

integralning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Demak, berilgan 

integral absolut yaqinlashuvchi.

-t-00

Îcos X
dx integralni bo‘laklab

Y

cosx 

x“

integrallaymiz:

+ 0 0  • ¡+ ° °  + 00
r cosx T sinx f Sinx , 

j V« dX = ~~r« +aJ x-1j A A 11 1

sinx +rsinx 
bunda lim j ~a7fdx integral esa absolut

X  J X  D

yaqinlashuvchidir. Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi.
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Endi f| ^^- í£ t=  [ - -dx integralni qaraymiz. Ravshanki,
J I X J v

I i 2 1
ic o s jc ]> co s  X = - (1 + cos 2x) s unda ixtiyoriy t>  1 laruchun

л cos* . 1 \dx 1 rcos2x ,
—  dx > -  —  + - ------dx ■ (* )

\ xa 2 \ xa 2 \ xa

M a’lumki,

,. r dx "7 dx 
hm — = — =+c
f-H-ooJ Va J yat —>+oo «j JÇ

fCos2x , f I sin2i lsinz \ a r smzx ,
hm — -z—dx = h m --------  + -- T-dx ,
,- n ~ J  x a  ,-H^i 7  t a  7  ?  J v “ +12 f  2 ) 2v / 1

+F dx "'"p cos 2x 
Agar — ning uzoqlashuvchiligini, ----dx ning esa

J  y* J  У 01I Л j .Л-

yaqinlashuvchiligini e’tiborga olsak, u holda (*) tenglikda x -»

"TI cos ЛГ !
dalimitgao‘tib, I --  dx xosmas integralning uzoqlashuvchiligini

i I xtt I

topamiz.

Demak, berilgan integral shartli yaqinlashuvchi.

с) a  < 0 bo‘lsin. Koshi teoremasidan foydalanib, berilgan 

xosmas integralning uzoqlashuvchiligini ko‘rsatamiz. t > 1 uchun 

n e N  son shunday tanlansinki, 2nn>t  tengsizlik bajarilsin. 

7C К

t' = 2nn+ -5 f  = 2n-n+ - lamitanlaymiz. Shartgako‘ra xe [/',0

lar uchun cos x > * va > 1 (x > I va a  < 0), tengsizlik о ‘rinli 

bo‘ladi, u holda

I f  t ' 2nn+—

i-cosx , Vcosx . . 1 r 3 n
--- dx = ----dx > dx = —  .

j. r“ ». V ? J 1?2 J .  12
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Demak, shunday £o son mavjudki, barcha t>  1 lar uchun

K n 71
t' = 2nn + —, t =2n-n + — sonlar mavjud b o iib , quyidagi

6 3

n

•cosx ,
--- dx >£,o tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Shunday qilib, berilgan integral a  > 1 da absolut yaqinlashuvchi,

0 < a  < 1 da shartli yaqinlashuvchi, cc < 0 da esa uzoqlashuvchi.

+oo
f cosx

10.23- misol. , dx integralning absolut yaqinlashuvchi- 
J v" 4- QJ X +

ligini ko‘rsating.

YechilisW. Integral ostidagi funksiya uchun ixtiyoriy x e [1;+°°) da

1cosx 

x2 +9
< 

x2+‘

+<x> 7
r dx

tengsizlik o ‘rinli bo'ladi. Ravshanki, J — yaqinlashuvchi
, x +9

+oo

integraldir. Unda, 10.2- teoremaga asosan, J
cosx 

j x2 + 9
dx integral ham

f  C O S X  j

yaqinlashuvchi bo ‘ladi. 10.7- teoremadan esa J ^2 +g

integralning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Demak, berilgan 

integral absolut yaqinlashuvchi.

10.7. Xosmas integrator yaqinlashuvchiligining yetarli shartlari.

10.8- teorema (Dirixle teoremasi). f(x) va g(x) funksiyalar 

[a;+=>°) da berilgan bo‘lib, ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a;+oo) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi 

boshlang‘ich funksiyasi F(x) (F'(x) = / (x)) chegaralangan;

2)g(x) funksiya [a;+°o) da uzluksiz g\x) hosilagaega;
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3)g(x) funksiya [a;+°°) da monoton;

4) limg(x) = 0.
7  X —>+oo

+ o o

U holda, | f(x)g(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.

°
10.9- teorema (Abel teoremasi). f(x ) va g(x) funksiyalar [a;+°°) 

da berilgan bo‘lib, ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

+oo

1) f(x ) funksiya [a;+<>o) da uzluksiz va J f{x)dx integral

a

yaqinlashuvchi;

2) g(x) funksiya [a;+°°) da chegaralangan;

3) g (x) funksiya uzluksiz differensiallanuvchi va [«;+<*>) da 

monoton bo‘lsin.

+oo

U holda J f(x)g(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
a

+ o o

10.24-misol. | sin x2dx integralni yaqinlashishga tekshiring.

i

+°° +oo g ^

Yechilishi. x2 = t deb belgilaymiz, u holda J sin x2dx= J - ~dt
i i 2 \lt

bo'ladi. Integral ostidagi funksiyani sini =sini — = f{t)g{t)
l4 t 2yft

ko‘rinishda yozamiz. Bu yerda f(t) = sint, g{t)=- -r  • f(t)  va
2 y/t

g(t) funksiyalar Dirixle teoremasining barcha shartlarini 
qanoatlantiradi:

1) ,/Yi) = sin/ funksiya [1;+°°) da uzluksiz va uning F(t) = -cost 
boshlang‘ich funksiyasi chegaralangan;

2) g(t) = ' funksiya [l;+°<>) da uzluksiz g'(t) = --
2 M 4 yjt3

hosilaga ega;
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3) g{t)= ' funksiya [1;+°°) da kamayuvchi;
2 Vi

4) lim g(t) = lim ' = 0.
»-»+” 2 Vi

Demak, 10.8- teoremaga ko‘ra, berilgan xosmas integral 

yaqinlashuvchi.

+oo
r cosx

10.25- misol. J -zrctgxax xosmas integralning a >  0 da
i x

yaqinlashuvchiligini ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan xosmas integralning yaqinlashuvchiligini

cosx
Abel teoremasidan foydalanib ko ‘rsatamiz. 

g(x) = arctgx deb belgilaymiz.

1) f(x) = C0SA funksiya [I ; +oo) da uzluksiz va a  > 0 bo‘lganda
xa

+00
r cosx

yuqoridagi 10.22- misolga asosan, ---dx integral yaqinlashuvchi;
l *a

2) g(x) = arctgx funksiya [1;+°°) da chegaralangan, ya’ni 

I arctgx | < |  ;

3) arctgx funksiya [1;+°°) da uzluksiz differensiallanuvchi

va mono ton o‘suvchi.
\  /

Demak, berilgan xosmas integral Abel teoremasining hamma 

shartlarini qanoatlantirgani uchun u yaqinlashuvchi bo‘ladi.

10.8. Xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshirishda 
funksiyaning bosh qismini ajratish usuli. Bosh qismni ajratish usuli 

quyidagicha ifodalanadi: agar integral ostidagi f(x ) funksiyani 

x —» +°o da / (x) = g(x) + R(x) ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lsa, 

bunda R(x) - absolut integrallanuvchi funksiya bo‘lsa, u holda f(x) 
va g(x) funksiyalar bir vaqtda yoki absolut integrallanuvchi, yoki 

shartli integrallanuvchi bo‘ladi, yoki integrallanuvchi bo‘lmaydi.
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f  COS X
10.26-misol. I arctg .—  dx integralni yaqinlashuvchilikka

I VX

tekshiring.

Yechilishi. Intégral ostidagi funksiyani

cos2 x 1 1 cos2 x „. . 
arctg ¡=- = -,—  + -r— + k(x), x —» +°o

tJ7  2 V 7  2 ii7

ko‘rinishda tasvirlaymiz, bunda |^(x)j < — R(x) funksiya absolut 

integrallanuvchidir. Berilgan integralning yaqinlashish xarakteri

w  1 cos2x 
.+ dx

2 îJ 7  2ÏÎ7

integralga bog‘liq. Ravshanki, oxirgi intégral uzoqlashuvchi, chunki

cos2x 1
3 funksiya integrallanuvchi, funksiya esa

integrallanuvchi emas. Demak, berilgan intégral uzoqlashuvchi 

ekan.

10.26- misol. | sin

+~ f \ 
cosx

dx integralni absolut va shartli

yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Intégral ostidagi funksiyani * +°°da

sin
cosx cosx

+ R(x)

ko ‘rinishda tasvirlaymiz, bunda barcha x > l lar uchun 
j  +°° 

i?(x)|< =  tengsizlik o ‘rinli bo‘ladi. Demak, [ R(x)dx
3 !x5Vx5 1

absolut yaqinlashuvchi. Yuqoridagi 10.3- misolga ko‘ra, (a = ^)

| —=  dx intégral absolut yaqinlashuvchi. Shuning uchun, berilgan
1 Vx5

intégral ham absolut yaqinlashuvchi.
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10.27- misol. Ushbu xosmas integralni yaqinlashishga tekshiring:

( ____3 >

Jx sm
cosx 

1 + x
dx ■

Yechilishi. Berilgan integralda t = x3 almashtirishni bajaramiz:

1 .4
x t , dx — t 3 dt, x —̂ 0 da t —̂ 0 va x —̂ +oo da t —̂ +oo 5

Too Í  3 \ 1 +°° Z'
f 2 • cosx , 1 r • I cos 
x sin   ix = — sm  

I 1 + x 3 * 1 + i

cosí
1Ï3 dt .

Integral ostidagi funksiyani / -> + oo da

sin
cosí

l+ i1/3

cosí 

‘ l+ i1/3
+R(t)

ko‘rinishda tasvirlaymiz, bu yerda R(t)-
cos31

(1 + i1/3)3
. Barcha

i€ [0,+°°) uchun R(t) <-
1 dt

integral absolut
: (l + i1/3)3 J ( l  + i1/3)3

yaqinlashuvchi.

Demak, R(x) funksiya absolut integrallanuvchi ekan. Berilgan

"7 cosí
integralning yaqinlashish xarakteri J -— ^ dt integralning

rJt
yaqinlashish xarakteriga bog‘liq. Lekin f ¡cosíj — integral

'  11 + il/3

7̂ cos t
uzoqlashuvchi, J -— ^d t  integral esa Dirixle alomatiga asosan,

yaqinlashuvchi. Shunday qilib, berilgan xosmas integral shartli 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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Mustaqil yechish uchun misollar

Xosmas integrallarning yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsating va 

qiymatini toping:

10.1. f dx . 10.2. J e~5xdx . 10.3. j  dx

i Vx5 o _ x -t- 2x + 2

10.4. |  xe~x'dx. 10.5 ] ^ d x .  10.6. j  dx
•J 1 + x j (x + 2)ln (x + 2)

10.7. f 2xdx . 10.8. f dx . 10 .9 .7  dx_____
J0 (X2+1)3 ¿(X  + I)3 ¿ ( x2+;c+1)2

0
10.10. J axdx, (a> l).

Xosmas integrallarning uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang:

dx 7  xdx
10.11. \d x . 10.12. f xdx . 10.13. fcosxJx.

J0 x2+5 I

*7 dr +~ j  +“
10.14. f-j=— . 10.15. f _____* ____.10.16. [ Ax dx ■

1 V16 + X2 J (x + l)ln(x + l) ,

10.17. J ^  dx . 10.18. J xex2dx-

Xosmas integrallarni hisoblang:

7  ax̂  10 21_ r 

J J

+oo

1019 f xdx |Q 20 f dx m  '»i f dx

(x2+l)3 \(l+xylx Jo ex +'Jex

f dx — . 10.23. f - .+ ’ dx . 10.24. f x'°e~xdx. 
U x - 1)47^2 I * +1 0

10.25. ] ' nX2dx. 10.26. 7  arctgx ̂

o :  X 2
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10
+0° -H»

27. je  sin bxdx, a>  0. 10.28. j  е~ш cos bxdx, a>(

1-00
10.29. jx"e~xdx.

1

Funksiyalarning grafiklari va abssissalar o ‘qi bilan 

chegaralangan shakllarning yuzini hisoblang:

-°°<X< +00

10.31 ■ f ( x)- x2e x\ 0 < x < + ° o .

10.32. f(x) = - - : , l<x<+oo. 
(1 + x ) 2

10.33. f(x) - —,--- , 0 < x < + °° .

\l + ex

10.34. f ( x )  =  ^ ~ ,  0 < x  <+<*>.

1 + x

10.35. /(x ) = Isinxl i|e " ,  0 < x  <+<*>.

Chiziqlar bilan chegaralangan shakllarni Ox o ‘q atrofida 

aylantirish natijasida hosil bo‘lgan jismning hajmini toping:

1

X

10.36. y = -, xg[1;+oo). 10.37. ,y = x e  x , x g [0 ;+ oo)

X

10.38. y = e~xyjsinx, xg[0;+°°).

10.39. y = хге~х1, Xg (—°o, +°°).

10.40. y = 2
1 1

vx x /
xe [1;+°°).

Tengsizliklarni isbotlang:

10.41. o < 7 - /  dx <o,l. 10.42. 0,25 < f  ̂ ±ídx  < 0,35 . 
„Г + Х + 1  J Y-11 -1-1x " +1
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10.43.
c o s 4 x

X2 +4 '
dx < 7Г . 10.44. 0< Í

Л J

+00

x*4 l

x40+l

20
dx- <0,05. 

19

10.45. 0 < T < V
* 4e
2

+00
10.46. 0< Je  Xdx-^e xdx—< 0,5n .

о 0

Integrallarning yaqinlashuvchiligini isbotlang.

+°° 3 +<? y  +f> X

10.47. f -%— dx. 10.48. I -j— dx . 10.49. I (cos--l)dx . 
* x +1 J 3/ГГ77 Í 2

10.50. J

J0 VÎ+

4 Л

ix. 10.51.51. J -
J Г •

dx

x-ln x

10.52. j M Í í + г Й * .  10.53. J
0 \lx 1

+00 . 4
sin X

л/х3 +1
й?Х .

10.54. T sJc3+27 dr - 10.55. [ dx ,
J v5_ r 2 +2 J r2

+00 . 2
- Sin X

10.56.

x —x +2

1 1

0

+00

Л . 10.57.
о Хл/х

dx .
xshx x

Integrallarning uzoqlashuvchiligini isbotlang.

10.58.7 • 10.59. f — -. 10.60. f
I X4 Jo V 7 7 2  j

+00 • 2
Sin X

dx ■



10.64. fxcos xAdx.  10.65. f ^  d x . 10.66. T  x cos l x
o o Vx J x 1 -Vlx+  2 '

+OO | C|0

10.67. f cos3(x“ + 2 x ) d x . 10.68. f  arctg cô  cjx ,
i  4 7

10.69. J Sm~ d x .  10.70. f ^ C0SX dx . 10.71. 7
i x i x + !00 l  ^

10.72. 7  ln2 (1 + 1 )sin xdx  . 1 0 .7 3 .7  _cos(1 + 2*) dx  
■ 1 X J 1 (V ^ -ln  x f

Integrallarni absolut va shartli yaqinlashuvchilikka tekshiring:

1 0 .7 4 . 7  c o s * *  . 10>75 7 s in O + x 2)
J Xa +  \ n x  J v a

d x .

+oo 1 I  +oo I

10.76. \ s m ( x + l ) dx . 10.77. f C0SvV
J x  x “  J, Xa l n x

d x .
i

+oo

1 0 .78 .7 S,n(1̂ x ) sin x ä .
1 *

+oo

10.79. k  ning qanday qiymatlarida J  x kdk  integral yaqinla-
0

shuvchi bo‘lishi mumkin?

7  x k
10.80. k  va t ning qanday qiymatlarida J : , dx  integral

0 l  +  X

yaqinlashuvchi boiadi?
+°° 7 +oo .c dx r dx

10.81. k  ning qanday qiymatida: 1) J p  ^ , 2) J

integrallar yaqinlashuvchi boiadi?
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Misollarning javoblari

1 î 3 n 2 1
.2. . 10.3. n .  10.4. -  . 10.5. 1 0 .6 ., -

5 2 32 ln3

1 An 1 1 n

2 ' 1 0 9 ' 3V3
. 10.10.,

ln a .10 .19 . 36 10.20. 2

3
10.1.

1
10.7. -  . 10

10.21. 2(1 —ln2 ) . 10.22. y .  10.23. K j -  . 10.24. 10!. 10.25. 0.

n  ln2 b a n
7 + — . 10.27. 2 , 2 . 10.28. —  7 7 . 10.29. n\ 10.30. -
4 2 a2 + b 2 a + b  2

. 10 .31. ' . 10 .32. 2 + 4 - 10 .33. 21n(l + v/2). 10 .34.

eK+ l  n rc
10 .35 . 2(en _ X)- 10 .36 . n .  10 .37 . - .  10 .38. 5(1_ e-2«) .

10.39. ~’n ' ^ 7ï ■ 10.40. . 10.64. Shartli yaqinlashuvchi. 10.65.

Shartli yaqinlashuvchi. 10.66. Shartli yaqinlashuvchi. 10.67. Shartli 
yaqinlashuvchi. 10.68. A bsolut yaqinlashuvchi. 10.69. Absolut 
yaqinlashuvchi. 10.70. Shartli yaqinlashuvchi. 10.71. Shartli 
yaqinlashuvchi. 10.72. A bsolut yaqinlashuvchi. 10.73. Absolut

yaqinlashuvchi. 10.74. a  >  1 da absolut yaqinlashuvchi, a  <  1 da

shartli yaqinlashuvchi. 10.75. cc>  1 da absolut yaqinlashuvchi,

- l < a < l d a  shartli yaqin lashuvchi. 10.76. a >  1 da absolut

yaqinlashuvchi, 0 < a  < 1 da shartli yaqinlashuvchi. 10.77. a  >  1 da

absolut yaqinlashuvchi,  ̂ < a  < 1 da shartli yaqinlashuvchi. 10.78.

a  >  1 da absolut yaqinlashuvchi, 0 < a  <  1 da shartli yaqinlashuvchi.

10 .79.k ningharqandayqiymatidauzoqlashuvchi. 10.80. k > - 1 va 
t > k  + 1 bolganda yaqinlashuvchi. 10.81.1) k  >  1 da yaqinlashuvchi,

k <  1 da uzoqlashuvchi; 2) agar k <  1 b o‘lsa, I  =  ;
(£ - l) ( ln 2 )

k  > 1 da uzoqlashuvchi.
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11.1. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari 
tushunchasi

1 1 .1- ta’r if./fo ) funksiya chekli [a;b] oraliqda berilgan bo‘lib, 

[a;c),  (c;/j] oraliqlarda chegaralanmagan bo‘lsin. Bu holda c nuqta 
f ( x )  funksiya uchun maxsus nuqta deyiladi.

f ( x )  fu n k siya  [a\b) ora liqda berilgan  b o ‘lib , u 

[a;b- r¡]  (0<J]  < b  — a) oraliqda xos m a’noda (Riman m a’nosida)
b - t l

integrallanuvchi, ya’ni F(r¡) =  J f ( x ) d x  integral mavjud bo‘lsin,
a

[b - T ]; b) da esa integrallanuvchi bolm asin, ya’ni \/r¡ > 0  uchun 
f ( x )  chegaralanmagan b o ‘lsin.

11.2- ta’rif. Agar r¡ 0 da F(r¡) funksiyaning (chekli yoki

cheksiz) lim F(rj) limiti mavjud bo‘lsa, bu limit f ( x )  funksiyaning
77—>0

Ia;b) oraliqda olingan 2- tur xosmas integrali deyiladi va u
b

I f ( x ) d x  (11.1)
a

kabi belgilanadi:
b  b - T ]

f f ( x ) d x =  lim F(ri) =  lim [ f (x ) d x .
j  7] —>0 77—>0 J
a a

11.3- ta’rif. Agar 77 —» 0 da F(r¡) funksiyaning limiti mavjud 
bo‘lib, u chekli bo‘lsa, (11.1) xosmas integral yaqinlashuvchi, f ( x )  

esa [a \b) da xosmas m a ’noda integrallanuvchi funksiya deyiladi.

Agar T] -»  0 da F(r¡ ) funksiyaning limiti cheksiz b o‘lsa, u holda
(11.1) xosmas integral uzoqlashuvchi  deyiladi.

11.1- eslatma. » ¡-> 0  da F(r]) funksiyaning lim iti mavjud 
bo‘lmaganda ham (11.1) integral uzoqlashuvchi b o ‘ladi, deb kelishib 
olamiz.

Shuningdek, a nuqta f ( x )  funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lganda 
ham (a,b] oraliq bo‘yicha olingan xosmas integral yuqoridagidek

11- §. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari
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ta’riflanadi. a v à h  nuqtalar bir vaqtda berilgan funksiyaning maxsus 
nuqtalari bolganda (a;b) oraliq bo‘yicha xosmas integral quyidagicha 
ta’riflanadi:

b-t]

J/(x )dx  = lim J f ( x ) d x .
£-»0

a 77—>0 a+e

1* dx11.1- misol. I  = integralni yaqinlashishga tekshiring.
' Y010

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x= 0 nuqta maxsus

I* cix
nuqtadan iborat. Ushbu F(/lI) = I (0 < n  < 1) integralni qaraymiz:

J Xß x

n x

(1-jU1 “), a  ^  1 bo‘lganda,
1 - a
— In lju|, a  =  1 bo‘lganda.

A g a r a c l  bo‘lsa, lim F(jU) = - 1 boladi.
/i_>0 1 - a

Agar a > \  bo‘lsa, lim .F(u) = - ° o  bolad i.
,11->0

Shunday qilib, yuqoridagi ta’rifga asosan, a <  1 b o lgan d a  /

integral yaqinlashuvchi, a >  1 bo‘lgandaesa/integral uzoqlashuvchi 
bolad i.

c (a < c < b ) nuqta /(x) funksiya uchun maxsus nuqta bo lsin . Agar 
f ( x )  fu n k siya  \ a ;c ) va (c ; b ] ora liq larda xosm as m a ’noda  
integrallanuvchi b o isa , f ( x )  funksiya [a;b\ da xosmas m a’noda 
integrallanuvchi deyiladi. Bu holda xosmas integral quyidagi tenglik 
bilan aniqlanadi:

o c o

J  /  (x)dx = J  /  (x)dx +  ^ f ( x ) d x =  lim
£—>0 
/l-»0

C - E  D

J f ( x ) d x +  J  f ( x ) d x

j  dx
1 1 .2- misol. J , integralni yaqinlashuvchilikka tekshiring.0 m x
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Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x = l nuqta maxsus 
nuqtadan iborat. U  holda, yuqoridagi ta’rifga asosan, quyidagiga 
ega bolam iz:

r dx f dx f dx
=lim

( \—£ j  2 С dx r
\

dx
+ —  +

о lnx J0 lnx J lnx e->0
H-+0 k 0 lnx 1 lnx

/
e->0
ß->0

e  > 0, ¿ í > 0 v a 0 < x < 2  bo‘lsin.

Г “ = 1 л ! m  = N 1 + “ 1))] 1 -  lnx ln(l + (x - l) )

( x - l ) - * ( x - l ) 2 + ’ ( x - l ) 3+. 1 1 ,  ,v: + + o ( x - l ) ,  
x — 1 2

A ( £ ) -  J — - l n | x - l |  ¡)£+ _ ( l - £ )  + o(£2) -
* ln X 20
£

\ n e -  2 + o ( e 2) +  C1,
(2)

m= 1 
i+̂

dx
lnx

: In X — 1 + 1 ß + o ( ß 2) =  
2

= - ln  ц - ^ + о(ц 2) + С 2

(2) va (3) ni (1) ga qo‘yamiz:

2 r e  1

(3)

Ídx
=  lim

lnx e“»o

emas.

{£  +  / l )  +  ö(jU ” )  +  o ( ß 2 )  +  C , 4- C .
u 2и /i-*U ̂  ' J

Oxirgi tenglikda o ‘rta qavs ichidagi ifodaning limiti mavjud с 
Demak, berilgan 2- tur xosmas integral uzoqlashuvchi b o ‘ladi.

j- dx
11.3- misol. J , 2 integralni yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Ue X in X

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya x = l nuqtaning atrofida 
chegaralanmagan. Ta’rifga ko‘ra



]  -cosXI
11.4- misol. J / r~ ̂  dx in tegraln i yaq in lash u vch ilik k a

, v'

D em ak, berilgan integral uzoqlashuvchi b o ‘ladi.

sinx
tekshiring.

¡COS JC
Yechilishi. Integral ostidagi / ( x ) =  - funksiya x=0 va x = n

V s in x
nuqtalarning atrofida chegaralanmagan. Ta’rifga ko‘ra

n -e

№ *  = lim i ^ f U  = - l im  [ ™ d x  +
o vsin x   ̂ Vsinx e^° {  Vsinx

r cos X
-lim - ■■■■■ dx  = lim /.(£ )  + lim /.(u ). 

Vsinx

(I)

Bunda

i/(sinx)j](£) = - | W = . 2^  
Vsi” ''smx

/ 2(p) = j  C,°SX dx =  2-Vsinx 
Vsinx

= - l ^ s i n i K - e )  + 2,

= 2 ( l - ^ s in / i )

(2)

(3)

(2), (3) larni (1) ga qo‘yib, limitni hisoblaymiz:

|cosx|

o -\/smx

Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi.

4 .

11.2. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Asosiy
formulalar. f ( x )  va g ( x )  funksiyalar fa; b) da berilgan b o‘lib, b 
nuqta shu funksiyalarning maxsus nuqtasi bo‘lsin.

b b

1- xossa (integralning chiziqliligi). Agar J / (x)dx  va | g(x )dx
a a

xosmas integrallar yaqinlashuvchi b o‘lsa, barcha a ,  f i e  R sonlar
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b

uchun J [ a f ( x )  ±  P g(x ) ]  dx xosmas integral ham yaqinlashuvchi
a

bo‘lib,
b b b 

J [a  f ( x ) ± / 3 g ( x ) \ d x  =  a j  f ( x ) d x ± p j  g (x )dx
a a a

tenglik o ‘rinli bo'ladi. Bu yerda tenglikning o ‘ng tom onidagi 
integrallarning mavjudligi muhim. Aks holda, chap tomondagi 
integralning m avjudligidan o ‘ng tom ondagi integrallarning  
m avjudligi har doim  ham kelib chiqaverm aydi. M asalan, x 3

3 (  3 n  1
funksiyani x = \ x  — , + —r- k o ‘rinishda tasvirlash mumkin.

 ̂ x x

1
Ravshanki, J x 3 dx -  integral yaqinlashuvchi, lekin

o
i j
-~y dx integrallar uzoqlashuvchi. 

i x
2- xossa (integrallash tengsizligi). Agar \ / x e [ a ; b )  lar uchun

b b

f ( x ) < g { x )  bo‘lib, \ f { x ) d x  va J g(x)dx  integrallar yaqinlashuvchi
a a

b o‘lsa,
b b 

J / (x)dx <  |  g(x)dx
a a

b oiad i.
2- xossadagi f ( x )  va g ( x )  funksiyalar quyidagi shartlami ham 

qanoatlantirsin:
1) f ( x )  funksiya [a;b) da chegaralangan, ya’ni shunday m  va M  

o ‘zgarmas sonlar mavjudki, V xe [a\b)  da m < f ( x ) < M ;

2) g ( x )  funksiya [a;b) da o ‘z ishorasini o ‘zgartirmasin, ya’ni 

barcha x ( x e  [a\ b)) larda g (x ) > 0 yoki g{x )  < 0 bo‘lsin. U  holda 
o ‘rta qiymat haqidagi teorema o ‘rinli.
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u

3- xossa (o‘rta qiymat haqidagi teorema). Agar j / (x)g(x)dx va
a

b

Jg(x)dx  integrallar yaqinlashuvchi b o ‘Isa, shunday o ‘zgarmas
a

¡I ( m < ¡ i <  M )  son topiladiki,
b b 

J f (x )g tx ) d x  = f i - j  g(x)dx
a a

tenglik o ‘rinli boiad i.
4 -xossa (Nyuton — Leybnis formulasi). Agar f ( x )  funksiya [a;b) 

da uzluksiz b o‘lib, F(x)  esa uning shu oraliqdagi boshlang‘ich 
funksiyasi (F'(x) = f ( x ) )  b o isa ,

b b - 0

\ f ( x ) d x  = F( x)  = F ( b  — 0) — F(a)  (*)
a \a

b oiad i, bunda F ( b - 0 )=  lim F(t) .
t—>6—0

(*) formula Nyuton -  Leybnis formidasi deyiladi.
5- xossa (o‘zgaruvchini almashtirish formulasi). f ( x )  funksiya 

[a\b)  da (p(x ) u z lu k siz , fu n k siya  esa [ a ; ß )  da u zlu k siz  
differensiallanuvchi funksiya b o iib , a = cp(a) < <p(t) < lim (p(t) = b

b o‘lsa, j  f ( x ) d x ,  J / {(p{t))(p\t)dt  integrallarning biri yaqinlashuv-
a a

chi b o isa , ikkinchisi ham yaqinlashuvchi va
b ß

j f ( x ) d x  =  j  f(cp(t))<p'(t)dt
a a

tenglik o ‘rinli boiad i.
6- xossa (boiaklab integrallash formulasi). Agar u=u(x)  va v=v(x)

funksiyalar [a;b) da uzluksiz, differensiallanuvchi, lim (uv) mavjud/->6—0
b b

b o iib  j udv, j v d u  integrallarning birortasi mavjud b o isa ,

J udv =  {u-v)
a

190

o

— jvdu (11.2)



tenglik o ‘rinli, bu yerda

( mv) =  l i m  u ( t ) v ( t ) - u ( a )v (a )

n  V

11.2-eslatma. Agar j u v ' d x  yoki j v u ' d x  integralyaqinlashuvchi
a a

b o‘lib, lim u(x)v{x)  mavjud va chekli bo'lsa, (11.2) formula o ‘rinli
(->6-0

bolad i.

f(̂  + 2)211.5- misol. — dx integralni hisoblang.
0 Vx

Yechilishi. X osm as in tegraln ing  1-ch iziq lilik  xossasidan  
foydalanib, quyidagiga ega b o‘lamiz:

r (yfx + 2)2 , \  dx A r dx p dx 
dx =  ^ + 4  ,— + 4  r_.

I 4 x  {y f x  {y fx

1 1 1
(0;1] da berilgan J x  funksiyalar uchun, mos

ravishda,

2 V i
3 5

funksiyalar boshlang‘ich funksiyalar b o lad i. Nyuton —  Leybnis 
formulasi bo'yicha:

]  y[x 3 « 3  l^ f x  5 « 5 |  yfx 

Demak,

i (V x+ 2)' 

o V*

- 2 .

, 4 - 8 , 1 1  
dx — + 4 +8  — 15 

3 5 15

A

11 .6 -misol. j  In cosxdx  integralni hisoblang.
0
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TC
Yechilishi. x - — nuqta atrofida integral ostidagi funksiya

K
chegaralanm agan. Berilgan integralda x  =  - - t  alm ashtirish  

bajaramiz. Natijada
n_ n
2 2

J In cos xdx -  J In sin tdt  (*)
0 0

hosil b o ‘ladi. T englikning o ‘ng tom onidagi integral ostidagi
Jt

2

funksiya uchun t= 0  nuqta m axsus nuqta b o ‘ladi. J lnsin iJ/
o

in tegratin g  mavjudligini k o ‘rsatish uchun b o ‘laklab integrallash 

form ulasidan foydalanam iz: w =  In sin i, d v - d t , du  =  ctg tdt ,  

v  — t ,  u holda

[ In sin t d t - 1 -  In sin l - V  ctg tdt  =  lim(7 • In sin t) -
J  o J  /->00

J  t  • ctgi dt  = — J  t • ctgi d t .
)

da chegaralanganligi uchun oxirgi integral

0 0

/
i-ctgt funksiya 

mavjud.

Demak, Jin sin/¿ft integral ham mavjud b o iad i, (*) ga asosan
o

K
2

berilgan integral ham mavjud. J  = J In sin tdt  integralda t =  2u
0

almashtirishni bajaramiz:
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тг/4

J  =  2 j* In sin 2wí/w = 2 J (ln 2 + ln sin w + ln eos =
o o

д  я /4  n¡ 4

= — ln 2 + J ln sin mí/m + 2 J ln eos ий?м.

Я
K eyingi in tegralda u — — — z  a lm ashtirishni bajarib, uni

Jln(sinz)ífe ko‘rinishga keltiramiz. Natijada
o

TC_ 7C_

Tí f f
J  = — ln 2 + 2 I ln sin udu + 2 I ln sin zdz  =

2 o o
n
2

= — ln2 + 2 Ílnsinzífe = — In2 + 2J.? J o

Г ^  1 '-iBu tenglamadan J  =  - —m2 bolad i. Shunday qilib,

lncosxö6c = ---- ln2 .
J 2

11.7- misol, dx
. f ---------x  integralni hisoblang.

o ( 4 - x ) v 2 ^ x

Y ech ilish i. B erilgan xosm as in tegraln i h isob lash  uchun  
o ‘zgaruvchilarni almashtirish formulasidan foydalanamiz. 2 -  x = t2 
deb belg ilaym iz, í> 0 , bu yerdan x =  2 - t 2, dx =  2tdt,  
a  = л/2, ß  =  0 bo'ladi. Demak, quyidagiga ega boiam iz:

î  -  - г — A  = 2 Í f ‘o ( 4 - x ) \ ¡ 2 —x j¿t ( t  +  2) * í + 2  4

Bu yerda o ‘zgaruvchilarni almashtirgandan so‘ng, xosmas integral 
xos integralga aylantirildi.
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. f c o s 2 1
1 1 .8- misol. ,2 dt  integralni hisoblang.

1
Yechilishi. Berilgan in te g r a ld a /(0  = cos U g ( t )  = ^  deb, o ‘rta 

qiymat haqidagi teoremaga asosan,

r cos2 1 r  1  ̂
h  d<= X

cos2£, x < £ , < \

ni hosil qilamiz. Ve > 0 son berilgan b olsin , u holda Vx e  

lar uchun

2 e f  1 ^  COS2 |
cos ¿j -1 > ----- -

0 ;11+e

f c o s 2 1
b o ‘lgani sababli x —>+0 da d t  —>+<». Berilgan limitni

J tx

hisoblash uchun Lopital qoidasini qo‘llaymiz:

cos2 x
I __ „2

lim x- f C°* -  dt  = l i m— — = lim cos2x = l
x-»0 J f  x->0 1 jc->0

X 2

11.3. Chegaralanmagan funksiya xosmas integrallarining ba’zi 
bir tatbiqlari.

11.3.1. Yuzni xosmas integral yordamida hisoblash. f ( x )  funksiya 
[a\ b) da aniqlangan, uzluksiz va V xe [cr,b) uchun / ( x ) >  0 bo‘lsin. 
U nda D  =  { ( x - , y ) \ a < x < b ,  0 < y < / ( x ) }  sohaning yuzi ushbu

b

S  = J f ( x ) d x  xosmas integral orqali ifoda qilinadi.

11.9- misol. y - x  3, 7  =  0, x  =  - l ,  x = l ch iziq lar bilan  
chegaralangan shaklning yuzini hisoblang.

Yechilishi. Talab qilingan yuzni quyidagi xosmas integral orqali 
hisoblaymiz:
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2 2 2 

S =  i X 3dx = lim i X 2dx +  \ x  3dx 
* £->0+0 J J
-1 T7-̂ 0—0 V̂—1 4

= и м / з ( е ! + 1 )+ 3 (1 -1|,0 )'|=6(ку.Ыг1.).£->0+0 I 
77->0-0 V

11.3.2. Aylanma jismning hajmini xosmas integral yordamida 

hisoblash. Ushbu D  =  { ( x ;y )  : a < x < b ,  0 < y < f  (x)} egri chiziqli

trapetsiyani Ox  va Oy  o ‘qlar atrofida aylantirish natijasida hosil 
b oigan  aylanma jismlarning hajmi, mos ravishda, 

b b 

Vx = 7 t j f z (x)dx,  Vy = 2 n j \ x y \ d x  (11-3)

xosmas integrallar orqali hisoblanadi.

1 1 .10- misol. y =  Д —-, x e ( l ; 2 ]  chiziq bilan chegaralangan 
y j x - l

shaklni Ox  o ‘q atrofida aylantirish natijasida hosil b o igan  aylanma 
jism hajmini toping.

Yechilishi. Talab qilingan aylanma jism ning hajmini (11.3) 
formula orqali topamiz:

V = k \ f *  т=7Гlim 2л/х— 1
i Vx-1 ,:£V x - l

=  2 n  (kv.birl.).

11.3.3. Aylanma sirtning yuzini xosmas integrallar yordamida 
hisoblash. f ( x )  funksiya [a~,b) da aniqlangan, uzluksiz va uzluksiz 
f ' ( x )  hosilaga ega bo‘lib, u f ( x ) >  0 boisin . f i x )  funksiya grafigini 
O x  o ‘q atrofida aylantirish natijasida hosil b o igan  aylanma sirtning 
yuzi ushbu formula orqali hisoblanadi:

b ______________

S =  2 k  J / ( x ) V  1 + ( f ( x ) f  d x .  ( 11.4)
a

Shunga o'xshash, Oy  o ‘q atrofida aylantirish natijasida hosil 
b oigan  aylanma sirtning yuzi ushbu formula orqali hisoblanadi:
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S =  2 л  j х ( у ) ф  +  (х'(у)У<dy
с

(11.5)

Mustaqil yechish uchun misollar

X osm as integrallarning yaqinlashuvchiligini k o ‘rsating va
qiymatini toping:

r dx f dx }  dx } dx

№ ' n  z  n x  № '  " A  f c s #

г xdx  f x  +  l rarcsinx 
11.5. J г— 7- 11.6. ) ^ n dx- 11.7. J I------г

1 n/ x - 1  _j , ^ x 3 о V l - x
dx.

} dx r x 2dx  rarccosx
11.8. J : 2 • 11.9. J г -----j - 11.10. J г-----T dx-

 ̂x In x о v 9 - x  -i л/l —x

0re* . } cosx ,
11.11. J ~ j d x .  п . п .  \ r — dx.

,x  ^ vsm x

Xosmas integrallarning uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang:

} dx r dx г xdx f cos x
11.13. J — • 11.14. J v • 11.15. ] - 2-  ■ 11.16. J r~_ -

-1 0 -3 0 V S i n  X

1 1-1 1 JL ж
r dx r

dx.

11.17. [—r - - 11-18. f —j d x .  Ц .19 . f-^-i/x. Ц .20. [tgxdx. 
^ x ln x  J ,X  ' X  '

Xosmas integrallarni hisoblang:

г 2 - л / х - х 3 , г dx

1 dx 2 2
11.23 j  /— p -  11.24. JVtgXi/x. 11.25. Jin cos xdx.

0 yjxy/x  0 0

К  4

11.26. J* hi sin xdx. 11.27. js j ctgxdx.
о 0
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11.28. ( ----------  ■ 11.29. f -------------------
м (1 6 -х 2)л /1 -х2 a 4 ( x - ä ) ( b - x )

__г х 3 arcsin x ,
11.30. ,— =  dx.

J h 2'o л/ l - x  
Limitlarni hisoblang:

j  л/l + í’V / J t Je ‘d t

11.31. l im« . .11.32. lim ------—
X->+co Y X—>+<x> , 1

ln —

11.33. lim x2 f S n̂- f {d t .  11.34. l i m \ [ x \ e  - d t .
x->0 J / X-+.0 J t

X  X

B erilgan fu n k siyan in g  grafig i va ab ssissa lar  o ‘qi b ilan  
chegaralangan shaklning yuzini toping:

11.35. У = r~~t ’ x €  (-1; 0]
л/х + 1

11.36. У=  > X e [0; 0,4)
V  2 - 5 x

X

11 3 7  -У =  I ’ x  e11"37- V (x -2 ) (5 -x )

11.38. y = x  e [0; i) •

arcsin л/х
11.39. 7 =  ■ ë= =  » * е [0 ;1 ) .

л/ 1 - х

11.40. v = .| 'V-  , x e [0 ;2 a ) .
V 2 a - x

11.41. J  = xln-j-+—, x e  [0; 1) .
1 —JC

Berilgan chiziq va uning asimptotalari bilan chegaralangan  
shaklning yuzini toping.
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11.42. v2 =  8 _ 4 х . 11 .43 ./ ( х  +  1) =  х 2, X < 0 .У
X

2 \ „.2 21 1 .4 4 . ( l - х  )у  = х  , х > 0 '

11.45. X = cos t ,у  = cos2 ítg í, í e
л: _ Зя: 
4 ’ 4

Misollarning javoblari

10
11.1. ± . 11.2. к  11.3. 2. 11.4. 21пЗ. 11.5. 0 . 11.6.

2 2 '  3 7

л 1
In 2

11.21. 625 
187 '

9л л 2
11.9. 11.10.4 2

л  4
-  11.23. - . 11.24.
2 3

К

7 2

7г 1п 2

" 2

11.26. ~ - ~ 2 . 11.27. 2 ^_ л  +  In
л/2+1

л / 2 — 1
11.28.

я

4л/15 '

л(а  + Ь) 7 1
11.29. г- — ■ 11.30. 11.31. 11.32. 1. 11.33. 0. 11.34. 2.

2 9 6

4 2л/2 7 Я
11.35. . 11.36. . 11.37. —-. 11.38. 2. 11.39. 2.

3 5 « -

11.40. 3;Га . 11.41. 1 .11 .42.4я\ 11.43. ? . 11.44.2.11.45. 2 + ^ .
2 3 2

/2  - £. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi  
haqidagi  teoremalar

12.1. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi. f ( x )  funksiya 
[,a;b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu funksiyaning maxsus nuqtasi 
bo'lsin.

1 2 .1- teorema. [a;b) da manfiy boim agan f ( x )  funksiyadan 
olingan
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j /(x > fx
a

xosmas^ntegralning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun V ie [a;b) da 

{ F ( t ) } = [ \ f ( : c ) d x \ < C  (C = const)
\  U  J

boiishi zartir va yetarli.
12.2-teorema./7xj v a g ( x )  funksiyalar [a;b) daberilgan boiib, I: 

nuqta shu fuhjksiyalaming maxsus nuqtasi bo‘lsin. Agar Vx e [a;¿) da
"

b

0<  f ( x ) < g ( x )  tengsizlik bajarilsa, j g { x ) d x  integralning
f
j

yaqinlashuvchiligidan j f ( x ) d x  integralning yaqinlashuvchiligi;
a .

b } b 

J / ( x)dx integralning uzoqlashuvchiligidan J g{x)dx  integralning
a a

uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi.
1 2 .3 -teorema. f ( x )  va g ( x )  funksiyalar [a; b) da aniqlangan, 

/ (x) > 0, g(x) > 0 boiib,

lim = k  (0 < k<  +oo)
x-> b -  0 g(X)

b
mavjud b o isin . Agar k<+°°  b o iib , Jg(x>fc yaqinlashuvchi

a

b

b oisa , J/(x)<ix ham yaqinlashuvchi boiadi. Agar k>  0 boiib ,
a

b b

j g { x ) d x  uzoqlashuvchi b o isa , j f ( x ) d x  ham uzoqlashuvchi
a a

boiadi.
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1 — x  • 2 /
c e  s i n  X

12.1- misol. J — ^Tjjdx integralning yaqinlashuvchiligini
o \ e ~  ' )

ko‘rsating.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya [0;1) da musbat. Vf € [0; 1)

\  6  X S in ” X
da F( t )  = J —----- 1/2 dx  funksiya o'suvchi. So‘ngra

0 (e —1)

-.2 1 i . o -_ 2 s in  1 U l ;2  ¿  2 sin I 
e

2sin2l e - e 1-' 2sin2l e — l 2 sin

(c -v - 1)1/21 ; = [(e -  l)l/2 -  ( e ' - ' - 1)1/2 ] =

- y / T - î  =  C.
e ( e - l ) ,/2+ (e ' - ' - l ) 1/2 e ( e - l ) ,/2

Demak, F( t )  funksiya yuqoridan chegaralangan, ya’ni F( t)  < C .
Shunday qilib, 12.1- teoremaga asosan, berilgan xosmas integral 

yaqinlashuvchi b o‘ladi.
i

12 .2- m iso!, j .------- dx in tegraln i y a q in lash u vch ilik k a
0 v l - x 4 

tekshiring.
Yechilishi. Intégral ostidagi funksiya uchun x=  1 nuqta maxsus 

nuqta bo‘ladi. Ravshanki, V xe [0; 1) da

n 2
0 < arclg -v _  arc.tg2x < _  [ (, 

y / l —X4 y f ï + 7  y/l — x 2 y / l —x 2 
tengsizlik o ‘rinli. Ushbu xosmas integral yaqinlashuvchi:

j  dx . | i-o tc
,------- --- arcsin x \ =

y f [ ^ 7  ,0 2

(■ arctg x
Dem ak, 12.2- teoremaga binoan, J /——- d x  integral ham

0 y j l - r
yaqinlashuvchi b o‘ladi.
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12.3- inisol. f ^ + x  dx  integralning u zoq lashuvch ilig in i
o l ~ x

ko‘rsating.

Yechilishi. M a’lumki, V x€ [0;1) da V1 + x 2 >1 b o iad i. Demak, 
[0; 1) dagi barcha x  lar uchun

Vl + x2 1 
1—X 1—X

r dxo ‘rinli. M a’l u m k i , ------xosmas integral uzoqlashuvchi. Demak,
1 1—x

12.2- teoremaga binoan, f— — dx integral ham uzoqlashuvchi
0 ! - x

bo‘ladi.

f dx
12.4- in isol. I —  in tegraln i yaq in lash u vch ilik k a

arcsinx

dxmisoi. I --=
0 Va

tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x= 0 nuqta maxsus

r dxnuqta bo‘ladi. Bu integral bilan birga ushbu —  yaqinlashuvchi
o v x

integralni qaraymiz. Ravshanki,

1

Hm \Zarcsinx_ _  lim J — x—  _  t
x-»+0 1 x - arcsinx

y/x

Demak, k = 1 bo‘lgani uchun, 12.3- teoremaga asosan, berilgan 
integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

12.5- misol. |   ̂ 2 dx  xosmas integralni yaqinlashuvchilikka
o

tekshiring.
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Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun +°o va 0 nuqtalar 
maxsus nuqtalardan iborat. Shuning uchun

+00 1 1 1 +00 1r lnx T r lnx _ f lnx
----- 7 dx = ----- - dx + —

h + x 2 { 1+x2 11J , + x 2
d x .

hi* 1 ,• x x lnx  „ , , 
0 < Я <1  b o ‘lg an d a  lim — : ; = lim = 0  b o ‘lgani

*->°l + X2 XA *-><> 1 + X"

г lnxuchun, 12.3-teoremaga asosan, I —- d x  yaqinlashuvchi.
ol + x

1< Я < 2  b o ‘lg an d a , lim lnXy : - x  = l i m- X— = 0 .
M“>l + X X M°°l + X~ X

Demak, j   ̂^  X2 dx ham, 10.3-teoremaga asosan yaqinlashuvchi

bo ‘ladi. Shunday qilib, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi.
12.4" teorema. f ( x )  funksiyani x ning b ga yetarli yaqin 

qiymatlarida

f ( x )  =  ^  ( a  >  0)
( b - x f  V

ko‘rinishida tasvirlash mumkin bo ‘lsin. U holda (p(x) < С < +<*> va

b

a <  1 bo ‘lganda, \ f ( x ) d x  yaqinlashuvchi; (p(x) > С > 0 va й > 1
a

b

bo‘lgandaesa j f ( x ) d x  uzoqlashuvchi bo‘ladi.

12.5- teorema. f ( x )  funksiya x —>b-0  da -  -  ga nisbatan
b —x

b

a  (a > 0) tartibli cheksiz katta miqdor bolsin . U  holda j f ( x )dx
a

integral a < \  b o ‘lganda yaqinlashuvchi, a >  1 b o ‘lganda esa 
uzoqlashuvchi bo iad i.
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o

Natija. x -> Z ? -0  da f ( x ) ~ g ( x )  bo‘lsin. U  holda, j f { x ) d x
a

b

|  g{x )  dx integrallar bir vaqtda yaqinlashadi yoki uzoqlashadi.

va

12.6- misol. f —— dx integralning uzoqlashuvchiligini ko ‘ rsating.
0 x

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x= 0 nuqta maxsus

r dxnuqta bo‘ladi. Bu integral bilan birga —  uzoqlashuvchi integralni
T0 x

qaraymiz. Ravshanki,

sinx
1* x 2 sm x 1 lim — = lim ----- = 1 •
x->+0 1 *->+0 %

X

1

0
b o‘ladi.

12 .3-teoremaga asosan, \ * VĈ - d x  integral ham, uzoqlashuvchi 
J x

2

12.7- inisol. f ______ ~___  integralni yaqinlashuvchilikka
-2 { 4 - x ) ^ 4 - x 2

tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x = ± 2  nuqtalar 

maxsus nuqtalar bo‘ladi. So'ngra

2r dx _  r dx + 1 dx ^

-2 ( 4 - x ) \ l 4 - x 2 l ( 4 - x ) ^ 4 - x 2 o ( 4 - x ) \ [ 4 —x 2 

(*) ning o ‘ng tomonidagi integrallar ostidagi funksiyalarni, mos 
ravishda, quyidagi ko‘rinishda tasvirlaymiz:

1
1 _  (4 — x)y/2 — x _  (p(x) . 

{4 — x ) ^ 4  — x 2 -j2 +  x V2 + x
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(4-x)yj2+x  _  <p,(x)

( 4 - х ) л /4 - х 2 y¡2 — x 4 2 - х  

bunda f i x )  va <p, (x) funksiyalarning yuqoridan chegaralanganligini

va «  =  ̂ < 1 ekanligini e ’tiborga olsak, u vaqtda 12.4- teoremaga

asosan, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi b oiad i.
1 •г sin X

12.8- misol. dx integralni yaqinlashuvchilikka tekshiring.
0 X

Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani

... . sinx 1 sinx 1 .
X

sinx
k o ‘rm ishda tasvirlaym iz, bunda <P(x) =  absolut qiym ati

b o ‘yicha chegaralangan funksiya. Bu yerda a - l < l  b o igan d a
integral yaqinlashuvchi, a - l > l  b o‘lganda esa uzoqlashuvchi 
b oiad i.

D em ak, 12.4- teorem aga asosan, berilgan integral a  < 2

b o ig a n d a  yaqinlashuvchi, a  > 2  b o ig a n d a  esa uzoqlashuvchi 
boiad i.

12.9- misol. Ushbu integralni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

f ~ r = — ~~j=dx '
о VX4 -tg4 x

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya a~ 0 nuqtaning o ‘ng atrofida 
chegaralanmagan va x —> 0 + 0  da

ex - 1  x 1

Vx4t йл/х 4 х л4 х  л/х2

}  dx
boiad i; J - ¡ - j  integral esa yaqinlashuvchi. U  holda, yuqoridagi

Ъ 4 х 2
natijaga ko‘ra, berilgan integral yaqinlashuvchi boiad i.
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o

12.6- teorema (Koshi teoremasi). J f ( x ) d x  xosmas integral (b -
a

maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun, Ve > 0 son olinganda 

ham, shunday <5 > 0 topilib, b - 8  < t t < b ,  b - S  < t 2 < b  tengsizlik- 
larni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy t x va t2 lar uchun

\F(t2) - F ( t t) \=  j f ( x ) d x - ' j f ( x ) d x  =  |  f ( x ) d x < £

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
K oshi teorem asidan k o ‘p hollarda xosm as integrallarning  

u zo q la sh u v ch ilig in i isb o tla sh d a  foyd a lan ilad i: agar

3g0 >0 ,  \/r¡ e  [a;b) uchun va 3r¡l g [r]',b) va r¡2 e  [r¡’,b)  uchun

*2
\ [ f ( x ) d x  > e 0 
ki

b

tengsizlik bajarilsa, J f { x ) d x  xosmas integral uzoqlashuvchibo‘ladi.
a

12.10- misol. Ushbu integralning yaqinlashuvchiligini Koshi 
teoremasidan foydalanib ko‘rsating:

i ( l - x ) s in

• x~ — 2x +  2
l ~ x d x .

Yechilishi. V e>0 berilgan songa ko‘ra,

3?o(£) 2 n (e 2£ - 1) (/"(r ) < l )

topilib, =  > t 0, t" =  í  —. —  > t 0 ( n e  N )  tengsizliklarni
V 2nn  V nn

qanoatlantiruvchi V  t', f  lar uchun
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‘-Æ  ( l - x )  sin
l - x

x  —2x + 2
dx

- Æ

* Í

= - - l n ( ( l - x ) 2+ l) ln(—  +1) -  In 
ПК 2пк

(1 -x )  
x 2 - 2 x  + 2

-+1

-dx —

— — In
2

— +1
кп
1

-+1
<e

2 кп

tengsizlik bajariladi, ya’ni n ^ ^ d a  [ F i t ^ - F ^ ^ O , shunday 

qilib, berilgan integral yaqinlashuvchi.

1 '  ’  ̂ dx
- X

chiligini isbotlang.

1

1 /  i 'N ^
12.11-misol. Ushbu [sin2 — integrating uzoqlashuv-

• \ - x  J1—x

Y echilish i. V 0e[O ;l) sonni va n>
7 T ( l - 0 )

tengsizlikni

qanoatlantiruvchi n natural sonni olamiz. 1 -  - - ¡ I - - 1 
кп  2 пк

oraliqda

2m

! sin
l - xV

dx
l —x

integralni quyidan baholaymiz:

2 m

J sin
l - x

dx
l - x

2nn • 2 , i 2nn
r Sin t . 1 f . 2 ,= ------ d t > ------ s in  tdt  =

I  t 2nn i

1 2f  1 -  cos 2t 1
= -----  ----------- dt = ~ .

2пк •' 9 4
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Bu tengsizlikçlan 3e  = 1 son mavjud b o iib , V 0 e  [0;1) uchun
4

shunday 0. = 1 — ' va Q = 1 ------  sonlar mavjud boiadiki,
nn 2 rrn

M ît1 — x
dx

l — x
> £  =  -  

4

tengsizlik o ‘rinli b o iad i. Bu esa, Koshi teoremasiga asosan, berilgan 
integralning uzoqlashuvchi ekanligini ko‘rsatadi.

Koshi teoremasi muhim ahamiyatga ega b o ig a n  teorema, lekin, 
uning yord am id a, a m aliyo td a , xosm as in tegrallarn ing  
yaqinlashuvchiligini tekshirish har doim yengil boiaverm aydi. 
Shutting uchun xosm as integral yaqinlashuvchiligining yetarli 
shartlaridan foydalanish qulay boiadi.

12.2. Xosmas integrallarning absolut va shartli yaqinlashuvchiligi. 
f ( x )  fïïnksiya [a \b - r ¡ ]  (r¡ > 0) da xos m a’noda integrallanuvchi 
boisin .

b

12.7- teorema. Agar | | / ( x ) |&  integral yaqinlashuvchi b o isa ,
a

b

I  f ( x ) d x  integral ham yaqinlashuvchi boiadi.
a

b

12 .1- eslatma. J |/(x)j¿/x integralning uzoqlashuvchi bo‘lishidan
a

b

J f ( x ) d x  integralning uzoqlashuvchi b o iish i har doim ham kelib
a

chiqavermaydi.
b

12.1- ta’rif. Agar ^ \ f (x ) \d x  integral yaqinlashuvchi b o isa ,
a

b

J /'(x) dx integral absolut yaqinlashuvchi  deyiladi, f ( x )  funksiya
a

esa [a; b )  da absolut integrallanuvchi funksiya  deb ataladi.
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b

12.2- ta’rif. Agar j f ( x ) d x  integral yaqinlashuvchi b o ‘lib,
a

b  b

] \ f ( x ) \ d x  integral uzoqlashuvchi bo‘Isa, j f ( x ) d x  shartli yaqinla-
a a

shuvchi integral  deb ataladi.

■ cos 2 к  Xг cos 2 ttx
1 2 . 1 2 - misol. I i — = dx  xosm as in tegra ln in g  absqlut

0,5 V  l — X 2

yaqinlashuvchiligini ko‘rsating.

г Ш
ten gsiz lik  o ‘rin li. J /—

0,5 V I -

r ! cos 2Kx
teoremaga asosan, r—-----

0 ,5 i v l  — x 2

dx
= arcsmx

X 2

cos 2 k x .  1
\ l l - x 2

1/

1 Чэ

к  

~ 3

,.;Д .
. D em ak , 12.2

dx integral yaqinlashuvchi. Shunday

qilib, 12.1- ta’rifga asosan, berilgan integral absolut yaqinlashuvchi 
bo'ladi.

. 1
1 sin —

12.13- misol. г f___x_ j  xosm as in tegra ln in g  shartliJ  J /2 и л  

о л

yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. (11.2) formulaga asosan, berilgan integralni b o ‘laklab 

integrallaymiz:

J  = 4 х  cos -
X

1
1 cos- 

Jx

1
. I cos — 

- ï b * *2 1 4 x

I 1 cos —
bunda lim V xcos = 0 . J j - 1 dx integral absolut yaqinlashuvchi

i cos-
b o ‘lgan lig i uchun, 12.7- teorem aga asosan , [ —-¡J

о v x

1
1 cos — 

x dx
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yaqinlashuvchi, u holda /in teg r a l ham  yaqinlashuvchi b o ia d i. Endi

munosabatga ega boiam iz. Bunda J integral uzoqlashuvchi.
n X

uzoqlashuvchi. Shunday qilib, 12.2- ta’rifga ko‘ra, J  integral shartli 
yaqinlashuvchi boiad i.

12.3. Xosmas integrallar yaqinlashuvchiligining yetarli shartlari.
f ( x )  va g ( x )  fu n k siya lar  [a;b) da berilgan  b o i ib ,  b shu  
funksiyalarning maxsus nuqtasi boisin .

12.8-teorema (Dirixle teoremasi). f ( x )  v a g ( x )  funksiyalar [a;b) 
da berilgan b o iib , ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) f ( x )  funksiya [a\b)  da uzluksiz va uning shu oraliqdagi 

boshlangich F(x)  (F'(x)  = f ( x ) )  funksiyasi chegaralangan, ya’ni

2) g ( x )  funksiya [a;b) da g ’fx )  uzluksiz hosilaga ega;

3) g (x)  funksiya [a;b) da monoton, ya’ni V xe  \a,b)  laruchun  

g'(x)  >  0 yoki g \ x )  <  0 ;

4) l im g (x )  = 0 .
7 x-> b- 0

U  holda

ab so lu t yaq in lash ish ga  tekshiram iz:

jsinxl > sin2 x  tengsizlikdan foydalanib,

. 1
sin— 2 2

D em ak , 12.2- teorem aga k o ‘ra,

3M  >  0 : Vx e  [a, b) —> |F(x) < M;
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J f ( x ) g ( x ) d x  (*)
a

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
12.9-teorema (Abel teoremasi)./("xj va g ( x )  funksiyalar [a;b) 

da berilgan b o lib , ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
ь

1) f ( x )  funksiya  [a;è) da u zlu k siz  va j f ( x ) d x  integral
a

yaqinlashuvchi;
2) g ( x )  funksiya \a;b) da chegaralangan;

3) g ( x )  funksiya uzluksiz, differensiallanuvchi va [a;b) da 

m onoton, ya’ni У х е  [a ,b ) uchun g '(x )> 0  yoki g '(x )< 0  bo‘lsin.
U  holda (*) integral yaqinlashuvchi boladi.

12.14- misolisol. fsin f '
j Qlni v smjc,y

xosmas integralni yaqinlashuv-
_ sm x

chilikka tekshiring.
Yechilishi. Berilgan integralni Dirixle teoremasidan foydalanib, 

yaqinlashuvchilikka tekshiramiz:

1.. . cosx . 
f (x )=  . 2 Sin 

Sin X v sinx J

, g(x)  = tgx

deb b e lg ila y m iz ./fx j fu n k s iy a  [—1;0) da u zlu k siz  va uning

boshlang‘ieh funksiyasi cos —  ga teng b o‘lib, u chegaralangan.
sinx

g ( x)  funksiya esa [—1;0) da uzluksiz differensiallanuvchi va о ‘suvchi 

b o‘lib, lim tgx = 0 b o‘ladi.
x —>0-0

Demak, integral ostidagi funksiya Dirixle teoremasining hamma 
shartlarini qanoatlantiradi. Shuning uchun berilgan xosmas integral 
yaqinlashuvchi boMadi.

1 . 1
—  sin

e x - \  x
12.15-misol. J ,v  _ 1s in v ú?x xosmas integralni yaqinlashuvchi

0 ° v
likka tekshiring.
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Yechilishi. B erilgan  integral o stid ag i fu n k siyan i

1 1  X
f  CO = — sin—dx, g ( x )  =  ——  ̂ kabi belgilab, integralni yaqinlashi- 

shga tekshirishda Abel teoremasidan foydalanamiz:

yaqinlashuvchi;

x
2) x=() nuqtaning atrofida g ( x ) -  — - chegaralangan funksiya,

X
chunki lim - = 1;

*->o ex -1

3) g ( x )  funksiya (0; 1] dauzluksizvadifferensiallanuvchiboiib,

ex( l - x ) - l
uning hosilasi V x e (0 ;l]  da g ' ( x ) =  -  < 0 , demak , g ( x )

(e -1)
funksiya kamayuvchi.

Shunday q ilib , berilgan integral ostid ag i funksiya  A bel 
teoremasining hamma shartlarini qanoatlantiradi. Shuning uchun 
berilgan integral yaqinlashuvchi.

12.4. Xosmas integrallarning bosh qiymati.
12.4.1.€hegarasi cheksiz integralning bosh qiymati.//x )  funksiya 

(-oo; + oo) oraliqda berilgan b o iib , bu oraliqning istalgan chekli 
qismida xos m a’noda (Riman m a’nosida) integrallanuvchi boisin .

+oo

M a’lumki, j  f ( x ) d x  xosmas integral ushbu [(10.2) ga q.] tenglik 

orqali aniqlanar edi:
+oo /

|  f ( x ) d x  — lim J f ( x ) d x  . (1)
—00 / —>+00  X

Bunda t bilan tlam in g bir-biriga b og iiq  boim asdan o ‘z limitlariga 
intilishi talab qilinadi. t va "darning bir-biriga b og iiq  boim agan (1)

+00

limiti mavjud boim agan, ya’ni j  f ( x ) d x  integral uzoqlashuvchi



b o‘lgan holda t va r lar t =  - r  shartni qanoatlantirib, o ‘z limitlariga 
intilganda (1) limit mavjud bo‘lishi ham mumkin. Shuning uchun bu 
holni qarash muhim ahamiyatga ega. Masalan,

4,00 1 x 2 t 1
f xdx = lim [xdx  = lim | = lim (72 - T 2)
J T - > - o o J  T ^ - O O  2  lT T^-co 2  *

—00 / —>+00 T / —>+00 / —>+00

Bu lim it m avjud em as. A gar t va t  lar i = - r  shartni

qanoatlantirsa, uholda lim — (i2 - T 2) = 0 bo‘ladi.
t-»-~ 2

t

12 .3 -ta’rif. Agar t. =  - x  b o‘lib, t —> +00 da J f ( x ) d x  ifodaning
T

+00

limiti mavjud va chekli b o‘lsa, J f ( x ) d x  uzoqlashuvchi xosmas 

integral bosh qiymat m a’nosida Koshi m a’nosida yaqinlashuvchi
- t  +00

deyilib, lim J / ( x)dx  limit esa J / (x)dx  xosmas in tegrating bosh
- t  -0 0

+00

qiymati  deyiladi va V . P . j  f ( x ) d x  kabi belgilanadi.

Demak,
+®° t 

V.P.  J / (x)dx  = lim J / (x)dx .
-0 0  - t

Bunda V.P. belgisi fransuzcha «valcur principiale» —  «bosh  
qiymat» so ‘zlarining birinchi harflarini ifodalaydi.

+00

12.2-eslatma. J f ( x ) d x  xosmas integral yaqinlashuvchi b o ‘lsa, 

u bosh qiymat m a’nosida ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va ular bir-
+00

birigatengbo‘ladi. Lekin [ f ( x ) d x  xosmas integrating bosh qiymat

m a’nosida yaqinlashuvchi b o ‘lishidan uning xosm as m a’noda  
yaqinlashuvchi bo'lishi har doim ham kelib chiqavermaydi.
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12.3- eslatma. f ( x )  toq funksiya bo‘lsa, har doim
+00 /

V.P.  f / ( .x)dx = lim f / ( x)dx  = 0
J  / —>+00 J

- 0 0  - t

bo‘ladi.
A g a r f ( x )  juft funksiya bo‘lsa,

+ ° °  t t  0 

V.P.  I" f { x ) d x  ~ lim (" f ( x ) d x  =2 lim f f ( x ) d x  =  2 lim f f ( x ) d x
J  / —>+00 J  t —>+00 J  / —>+00 J

-0 0  - t  0  - /

bo‘ladi.
0 +00

Shuning uchun J / (x)dx  va J / (x)dx  integrallarning birortasi
-0 0  0

+00

uzoqlashuvchi b o isa , V.P.J f ( x ) d x  ham mavjud bolm aydi.

M a’lumki, (-°°; + =<>) ning istalgan chekli qismida xos m a’noda 
integrallanuvchi ixtiyoriy f ( x )  funksiyani (shu funksiya kabi 
xossalarga ega b o lgan) juft va toq funksiyalar y ig lndisi shaklida 
tasvirlash mumkin:

f ( x )  = (p(x)+W(x) , 

bunda <p(x) =  — - — juft funksiya, y/ (x)  ~

+ 0 0

—  toq funksiya. 12.3- eslatmaga asosan, agar J (p(x)dx integral 

yaqinlashuvchi b o isa ,

V.P.  |  f  (x)dx =  J  (p(x)dx (2)

bolad i.

°r x  “I- 5
12.16-misol. V.P.J y— integralni toping.

Yechilishi. Integral ostidagi f ( x )  funksiyani ushbu

x + 5 _  5 x

x 2 + \ 6  x 2 + 16  x 2 + 16
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k o‘rinishda tasvirlaymiz, bunda (p(x) =  —5—  — juft funksiya,
x +16

X
Y ( x ) =  --------- toq funksiya. (2) formulaga asosan,

x +16

D7  x + 5  , 7  5 , . 7  5 10 x \~  5n
.P. - z ------ d x -  — dx =  2 ------- d x = —  arctg-l = —  .

¿ x 2 + 16 ¿ x 2 +16 q x +16 4 4 10 4

+oo 7

i ax
- —  integralm toping.

_^x + 4

Yechilishi. Integral ostidagi / (x)  = — juft funksiya boigan i
x + 4

uchun, 12.2- eslatmaga asosan,
+oo 7 +oo 7 i
p dx  „ r dx  „ 1  x

F.P. -̂---- =2 , = 2- arctg-
■' x + 4  ' x + 4  2 2

K

' 2
+oo 7
r ax

Demak, J ~ i —  xosmas integral yaqinlashuvchi b o igan i

uchun bu integral bosh qiymat m a’nosida ham mavjud va ularning 
qiymati bir-biriga teng.

4.2. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining bosh 
qiymati. f ( x )  funksiya [a; h] kesmaning c ( a < c  < b) nuqtasidan 

tashqariham m anuqtalaridaaniqlanganboiib, (a;c) va (c;b)  ning 
qismidan iborat bo igan  istalgan kesmada integrallanuvchi b oisin . 
U  holda agar

lim
£->0

C—£  D

|  f { x ) d x  +  J f ( x ) d x

limit mavjud va chekli b o isa , f ( x )  funksiya [a;Z>] kesmada Koshi  
m a ’nos ida  in tegra l lanuvchi  deyiladi va lim itning bu qiym ati 
integralning Koshi ma ’nosidagi bosh qiymati  deb ataladi va u

b

V.P . j  f  (x)dx
a

kabi belgilanadi.
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Demak,

o x - £  b

V.P. j  f  (x)dx  = lim J  / (x)dx  + J / (x)dx

12.4-eslatma. j f ( x ) d x  xosmas integral yaqinlashuvchi bo ‘ Isa, u
a

holda u bosh qiymat m a’nosida ham yaqinlashuvchi bolad i va ular
b

bir-biriga teng b o‘ladi, j  f ( x ) d x  lekin xosmas integralning bosh
a

qiymat m a’nosida yaqinlashuvchi bolishidan uning yaqinlashuvchi 
boMishi har doim ham kelib chiqavermaydi.

r dx
12.18- misol. — (a < c <  b) integralning xosmas integral 

J x  — ca

m a ’nosida  m avjud em aslig in i, bosh  qiym at m a ’n osid a  esa 
mavjudligini k o‘rsating.

Yechilishi. Xosmas integralning ta’rifiga k o ‘ra,

r dx
------ = lim
x —c ei-*° 1 £9->0

f' dx r ax
J ------ + J —
a X ~ C  J e 2 X ~ C

dx
- lim
e, ->0
£2 —>0

lim [in e, -  ln(c- a )  +  \ n ( b - c ) - \ n e 2] - l im
H2~>0 e‘2->0

- ln ( c - x )  | + ln (x -c )  

b - c
ln^L + ln-

c —a

'n 1 —  mavjud emas. Shunga ko‘ra, berilgan xosmas integral
4^0 £2

mavjud emas. Lekin e t = e 2 = e  shartgako‘ra lim In 1 = 0 .
£i^° e.

Demak, berilgan integral xosmas integral m a’nosida mavjud 
emas, lekin bosh qiymat m a’nosida mavjud va u



Mustaqil yechish uchun misollar

Integrallarning yaqinlashuvchiligini isbotlang:

V dx 2f dx  r -Jxdx
12.1. J ~  3r "  12.2. J 37=- 12.3. J~sinx 7- 

J0 x 2 +V x J0 i l x  o e  - 1

r dx r 16 + x j  r dx

} . (  I \ d x  r dx f
12.7. I sin —t=. 12.8. I • 12.9. J•> m s r  J a r o r .o s  r  J

.10

o VC0S*

dx r dx }  ln(sinx) , 
/--• 12.8. I---------- • 12.9. J 7r= dx-Vx i  arccos x q <Jx

12.10.

Integrallarning uzoqlashuvchiligini isbotlang:

f dx r dx r dx
1 2 1 L  ] ln (x - l) -  12-12- i, IndT x)- 12-13- \V ^ T x

}  x - 2  , fln(sinx)
12.14. I— T T T T ^ - 12.15. J 7=.—  dx-• x - 3 x  + 4 “ xVsinx

I- x 1 dx

12 U - I f a - x 2)5 '
Xosmas integrallar a  ning qanday qiymatlarida absolut va shartli 

yaqinlashuvchi bo‘ladi:

1 xa 1 0,5 (  V 1
12.17. J , s i n  dx- 12.18. f .  -  cos- 2 dx.

J0 x +1 x o U “ x J x

f 1 *12.19. j x aarctgxcos -d x .  12.20. J tg“x cos(ctgx)dx.



X osm as integrallarning K oshi m a’nosidagi bosh qiymatni toping:

12.17. a  > -1  da absolut yaqinlashuvchi, - 2  < a  < -1 da shartli 
yaq in lash u vch i. 12 .18. a > — 1 da ab solu t yaq in lash u vch i, 
- 3 < a < - l  da shartli yaqinlashuvchi. 12.19. a > - 2 da absolut 
yaqinlashuvchi, - 3 < a < - 2  da shartli yaqinlashuvchi. 12.20. 

a > - 1 da ab so lu t yaq in lash u vch i, —2 < a < - \  da shartli 
yaqinlashuvchi. 12.21. a  > -1  da shartli yaqinlashuvchi, a  < - I da 

uzoqlashuvchi. 12.22. a >  0 da absolut yaqinlashuvchi. 1 <•« < 0 

da shartli yaqinlashuvchi. 12.23. c o l  da absolut yaqinlashuvchi, 
a < - 1 da shartli yaqinlashuvchi. 12.24. Mavjud cmas. 12.25. 0.

-7uln2.  12.32. In2. 12.33. 0. 12.34. Mavjud emas. 12.35. a > - 1.

12.35. a  ning qanday qiymatida ushbu integral

mavjud?

Misollarning javoblari

12.26. TC. 12.27. 0. 12.28. 0. 12.29. - 2 . 12.30. 1 |„ 3 . 12.31.
3 2 5
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IV  BOB

PA R A M ETR G A  B O G ‘LIQ  B O ‘LG AN  
IN T E G R A L L A R

Matematika va matematik fizikaning ko‘p sohalarida parametrga 
b og iiq  boigan  integrallar asosiy apparat sifatida ishlatiladi. Shuning 
uchun biz bu bobda parametrga b o g iiq  b o ig a n  integrallarning 
funksional xossalarini o'rganish bilan shug‘ullanamiz.

13- §. Parametrga bog‘liq bo‘lgan xos intégral tushunchasi

f ( x , y )  funksiya M  = {(x,  y )  e  R 2 : x e [ c r , b ] , y e  E  œ R\  to'plamda 
berilgan b o iib , y  ning E  to‘plamdan olingan har bir tayinlangan 
qiymatida, f ( x , y )  funksiya x  ning funksiyasi sifatida [a;b] da (xos 
m a’noda) integrallanuvchi, ya’ni

b

\ f ( x , y ) d x
a

intégral mavjud boisin . Bu intégral y  o ‘zgaruvchining E  dan olingan 
qiymatiga b o g iiq  b o ia d i va uni

b

J(y )  =  \ f { x , y ) d x  (13.1)
a

deb belgilaymiz. Odatda (13.1) intégral parametrga bog'liq b o ‘lgan 
intégral , y  o'zgaruvchi esa parametr  deb ataladi.

13.1-misol. f ( x , y )  =  cosxy funksiyaningxo‘zgaruvchibo‘yicha 

[a\b] dagi integrali y  ning funksiyasi ekanligini ko‘rsating, bunda 

y *  0 .

Yechilishi. f ( x , y )  =  cosxy  fu n k siya  y  n ing £  = Æ\{0} 
to ‘plamdan olingan har bir o ‘zgarmas qiymatida, x  o'zgaruvchining 

funksiyasi sifatida [a;6] da xos m a’noda integrallanuvchi, ya’ni
b 1 b i 
r , 1 f T/ N s i n Z 7 y - s i n a v  
cos xydx =  cos xyd  (x y ) =

y ya s  a y

Demak, intégral E = R \ {0} to ‘plamda berilgan
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. s in ö v -s in a y
>(y) = 

y
funksiyadan iborat b o‘lar ekan.

I ( y )  funksiyaning funksional xossalarini (limiti, uzluksizligi, 
differensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi va h.k) o'rganishda,
(13.1) integral ostidagi f ( x , y )  funksiyaning j b o ‘yicha limiti va unga 
intilish xarakteri muhim rol o ‘ynaydi.

13.1. Limit funksiya. Tekis yaqinlashish. Limit funksiyaning

uzluksizligi. f ( x , y )  fu n k siya  M  = { ( x , y ) e  R 2 : a < x < b ,

y e  E  czR}  to ‘plamda berilgan b o iib , y g esa E  to ‘plamning limit

nuqtasi bo‘lsin. Agar y  —> y 0 da f ( x , y )  funksiyaning limiti mavjud

bo1sa,bu limit x o ‘zgaruvchining [a; b] dan olingan qiymatiga bogliq

b o lad i, ya’ni lim f ( x , y )  =  f ( x , y 0) =  <p(x).
y->yo

13.1- ta’rif. Agar V e > 0  olinganda ham, V xe[a ;6 ] uchun 

shunday 5 ~ S ( e , x ) >  0 topilib, y —y 0 < 8  tengsizlikni qanoatlan- 

tiruvchi \ / y e  E  uchun

\ f ( x , y ) - < p ( x ) \ < e  

tengsizlik bajarilsa, <p(x) funksiya/fx.j,) funksiyaning y  —» y n dagi 
limit funksiyasi  deyiladi.

f ( x , y )  funksiya M  to ‘plam da aniqlangan b o ‘lib, esa E  
to ‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

13.2- ta’rif. Agar V s > 0 olinganda ham, Vx e  [a,b] uchun 

shunday A = A (e ,x )> 0  topilib, |7 |> A  tengsizlikni qanoatlanti- 

ruvchi \ / y e  E  uchun

f ( x , y ) - < p ( x )  < e  

tengsizlik bajarilsa, (p(x) funksiya/^x.yj funksiyaning y  —>+°° dagi 
limit funksiyasi  deyiladi.

13.2- m iso l./(x ,j)=x2arctgy funksiya

M  = { ( x , y ) e R 2 : 0 < x < \ , 0 < y < K̂
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to ‘plamda benlgan bo‘lsa, y  -»  da /(x ,.y )  = x 2arctgy funksiya- 

ning limit funksiyasini toping.

n
Yechilishi. R avsh an k i, y  -> 4 da / (x ,.y )  = x 2arctgy 

funksiyaning limiti <p(x) = x 2 b o iad i. V e > 0  sonni olaylik. Agar

8 - e  desak, u holda y - n  < 8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi
[ 4 1

Yv 6 [0; ] va Vx e  [0,1] lar uchun

\ f (x ,  y )  -  <p(x)j = |x2arctgy -  x 2, = |x2! arctgy - 1) =

= !x2 jarctgy -  arctg —1 < \y -  K \ < 8  = e
1 4 ‘ 4

munosabat o'rinli boiad i. Demak, 13.1- ta’rifga ko‘ra, y  -> n  da
4

/ { x , y )  = x 2arctgy funksiyaning limit funksiyasi 

(p(x) =  lim x 2arctgy = x 2n
r + i

boiad i.

13.3- misol. f ( x , y )  = (1 -x)arctgxv funksiya M  = { (x ,y )e  R 2 :

: 0 < x < l ,  0 < ^ < 1 }  t o ‘plam da berilgan b o is a ,  y —> 0 da bu 
funksiyaning limit funksiyasini toping.

Yechilishi. A garx o ‘zgaruvchi tayinlangan b o isa ,

71
\ \ m x y =1, lim (l-x )arctgrv = —( l - x )  = ffl(x).
y~* o y-¥ o 4

Haqiqatan ham, Ve > 0 songako‘ra, S =  logv( l - £ ) ,  ( x ^ l)d e b  

olinsa , unda \ y - y 0\ - \ y \ < 8  tengsizlikn i qanoatlantirad igan  

V>> e  [0;1] uchun

n
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\ f { x , y ) —(p{x)\ = (l-x )a rctg x 1' — ( 1- x )  

< |l - x - v|< l - x l0B' (1_e) = l - ( l - e )  = e

= Jl - x  |arctgxy -arctglj <

tengsizlik bajariladi. Demak, 13.1- ta’rifga asosan y  —> 0 da berilgan

K
f ( x , y )  funksiyaning limit funksiyasi <p(x) =  (1 ~ x )  bo‘ladi.

1 x13.4- misol. f ( x , y ) =  cos' funksiya  M  =  { ( x , y ) e R 2 : 
x  y

: 0 < x < l ,  0 < y < ° o }  to‘plamda berilgan bo‘lsa, y  -»  H-°° da berilgan 
funksiyaning limit funksiyasini toping.

Yechilishi. Agar x  o ‘zgaruvchi tayinlangan b o lsa ,

lim ' cos — = = (p(x)
X y  X

bo‘ladi. Haqiqatan ham, Vg > 0 songa asosan, A = ~ __deb olinsa,
v  2xe

unda y \  >  A tengsizlikni qanoatlantiruvchi V ye (0;+°°) uchun

, . 3 C 0 S . .  „3x y  x x i 2 y
¡Sin—  <  — -  <  £  

2 y  2xy

tengsizlik o ‘rinli b o ‘ladi. Dem ak, ta ’rifga asosan, y - J>+  °° da

1 x 1f ( x , y ) =  cos funksiyaning limit funksiyasi <p(x) = 3 bo‘ladi.
x 3 y  x

13.1- eslatma. Yuqorida keltirilgan 13.2- misolda limit funksiya 

ta’rifida S = £  b o lib ^ fa q a te  gaginabog‘liq. 13 .3 ,13.4-misollarda

esa 8  = logA( l - x ) ,  A =  J __ bo‘lib, y  berilgan e > 0  bilan birga
V2xe

qaralayotgan x  nuqtaga ham bog‘liq ekanligini ko‘ramiz.

Limit funksiya ta’rifidagi 8  > 0 ning qaralayotgan x  nuqtalarga 
bog‘liq bo‘lmay, faqat £ > 0 gagina bog‘liq ravishda tanlab olinishi 
mumkin bolgan  hoi, muhimdir.
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13.3- ta’rif. f ( x , y )  funksiya M  to ‘plamda berilgan b o iib , uning 

y - > y 0 dagi limit funksiyasi <p(x) b o isin . Agar Ve > 0 olinganda 

ham  = 5 (e ) > 0, \ y ~ y 0\< S  ten gsiz lik n i qan oatlan tiru vch i 

V ye E  va V ie  [«;/?] uchun

\ f ( x , y ) - ( p ( x ) \ < £

tengsizlik bajarilsa, f ( x , y )  funksiya [a; b] da o ‘z limit funksiyasi 

cp(x) ga tekis yaqinlashadi  deyiladi.

13.4-ta’rif. f ( x , y )  funksiya M  to ‘plamda y —> y 0 da f ( x )  limit 

fu n k siyaga  ega b o is in .  V 5 o lin gan d a  ham , shunday  

£0 >0,  x0e[a,¿>] va . y - y 0]< 8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

y re  E  topilib,

| f ( x 0, y ]) - ( p ( x j l> £ 0

tengsizlik o ‘rinli bo isa , f ( x , y )  funksiya (p(x) limit funksiyaga notekis 
yaqinlashadi  deyiladi.

Yuqoridagi keltirilgan 13.2- misolda berilgan funksiya o ‘zining 
limit funksiyasiga tekis yaqinlashuvchi, 13.3- va 13.4- misollarda 
esa notekis yaqinlashuvchi boiad i.

f ( x , y )  funksiya M to ‘plamda berilgan b o iib ,y 0 esa £ 'to‘plamning 
limit nuqtasi boisin .

13.1- teorema. f ( x , y )  funksiya y  -> y (l da (p(x) limit funksiyaga 

ega b o iish i va unga tekis yaqinlashishi uchun, Ve > 0 olinganda 

ham  x  ga (x e  [a\b]) b o g i iq  b o im a g a n  3 5  > 0  to p ilib ,

y  — J;0 < 5 ,  'y ~ y u' < S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi V y ' , y e  E  va

V xe [a,b]  uchun f ( x , y ) - f ( x , y ' )  < £  tengsizlikning bajarilishi 

zarur va yetarli.
13.2- teorema. Agar f ( x , y )  funksiya y  ning E  to ‘plamdan olingan

har bir tayin qiymatida x  o ‘zgaruvchining funksiyasi sifatida \ a,b\  

da uzluksiz b o is a  va y  —» y 0 da f ( x , y )  funksiya (p(x) limit
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funksiyaga tekis yaqinlashsa, u holda (p(x) funksiya ham [a,b]  da 

uzluksiz boladi.

2 y 2x
13.5- misol. Ushbu f  (x , y) = ------ . , a  > 4 funksiya

1 + y ax 2

M  =  { ( x , y )  e  R 2 :x  g  R , y  e  (0;+°o)}

to ‘plamda berilgan bo‘lsin. y tl —> da f ( x , y )  funksiyaning limit 
funksiyasini toping va uni tekis yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Agar x= 0 b o lsa , VyG(0;+<*>) uchun /(0 ,j ; )  = 0 

b o‘ladi. Agar x  & 0 b o ‘lsa, \ / y  e  (0; + » ) uchun

2 y 2 |jc| _  2 y 2 22 x y 2 

1 + x 2y a
<\ / { x , y ) \  =  

bo‘ladi. Bundan lim / ( x , y )  = 0 .

x \2y ° \x\ya \x\ya-2

2 v 2xShunday q ilib , M  t o ‘p lam da berilgan  f ( x , y )  =
\ + y ax 2

funksiyaning limit funksiyasi <p(x) = 0 bo‘lar ekan. x ^ O  uchun
a

1 + y ax 2 > 2 y 2 |jc| tengsizlik o ‘rinli.

V s > 0  berilganda A = — \ =  deb olsak, u holda j > A  ni
a~ №

qanoatlantiruvchi \ / y e  (0;+°«) uchun

2 y 2x
\ f (x , y ) -<p(x) \

\ +  y ax

. 2 y  X 1 
< ------—  = ------ < e

— - - 2
2y 2 Ixl y 2

tengsizlik o ‘rinli bo‘ladi. Demak, Vx e R uchun y  —> +°° da berilgan 
f ( x , y )  funksiya  o 'z in in g  (p{x) =  0 lim it fu n k siyasiga  tekis 
yaqinlashadi.

13.6- misol. Ushbu

f i x ,  y )  =  — + \  , M  =  {( x , y )  g  R 2 : X g  [-1; 1], y  g  (0; ■+<*>)}, 
y + x
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funksiyaning limit funksiyasini toping va unga intilish xarakterini 
aniqlang:

1+1
Yechilishi. lim f ( x , y ) =  lim — ~  =1; (p(x) = l. V£ > 0  songa

y - ^ + o o  y - ^ + o Q j  | X

y

ko‘ra, A = — deb olsak, u holda y  > A tengsizlikni qanoatlantiruvchi

V ye (0;+<*>) uchun

y  +  l 1 - x 2 1
f ( x , y ) - < p ( x )  =  •' , - I = 2 < < £

I y  +  x  i y  +  x y

tengizlik o ‘rinli b o‘ladi. Demak, f ( x , y )  funksiya <p(x) = 1 limit 
funksiyaga tekis yaqinlashadi.

13.7- misol. Ushbu funksiyaning limit funksiyasini toping va unga 
intilish xarakterini aniqlang:

f ( x , y )  =  y -  sin - ,  M  =  { { x ,y )  e  R 2 : 0 < x  <+ooyy s  (0;+<*>)}.
xy

Yechilishi. M a’lumki, t —>0 da sin t  ~ t . Buni e ’tiborga olgan

holda, y  —> +oo da y  s in ----- y —~- Berilgan funksiyaning y  —» +°°
yx  jx

dagi limit funksiyasi (0,+°°) da <p(x) =  1 funksiyadan iborat.
x

0 < x < 1 da j'sin 1 funksiya y -* + ° °  da 1 limit funksiyaga
yx  x

notekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Haqiqatan ham, x, = 1 deb olsak, u 

holda

I 1 1 '
| / ( w ) - 4 > ( * , )  b iy s in  -  = lysin l-_y | =

y x , X, I

= j ( l - s i n l ) > l - s i n l  = £0, y  >1.
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1 1 
Shunday qilib, y  —» +°° da y  sin ~ ~ funksiya (0; 1] da <P(x) =

limitfunksiyaga notefcis intiladi, l<x<-Hx> daesatek is intiladi.

Haqiqatan ham, Ve > 0 songa ko‘ra, A = -- deb olsak, u holda
£

y  >  A tengsizlikni qanoatlantiruvchi V ye (0;+°°) uchun

V . 1. 1 1  . 1  1
y s m ---------sin -----------------

yx  x| I yx  yx
< , , < - < £ ,  

2 y  x  y
f2

chunki V ie  R uchun s in i- i!  < tengsizliko‘rinli.
1 2

13.2. Parametrga bog‘liq bo‘lgan integrallarning xossalari. f (x,y)

funksiya M  = {(x,y ) e  R 2 : x e  [ a , b ] , y e  E  c  R} to‘plamda berilgan 
b oiib , y 0 shu E  to ‘plamning limit nuqtasi boisin .

13.3- teorema (integral belgisi ostida limitga o‘tish). Agar f ( x , y )  
funksiya:

1) y  ning E  to ‘plamdagi har bir tayin qiymatida x  ning funksiyasi 

sifatida [a\b] da uzluksiz boisa;
2) y  -»  y 0 da (p(x) limit funksiyaga ega va unga x ga nisbatan 

tekis yaqinlashsa,
b b 

lim I ( y )  = lim 1 /  (x, y )d x  = [ <p(x)dx
V - > V n  V - > V a  J  Jy~>yo y~*y<) *

tenglik o ‘rinli, ya’ni parametr bo‘yicha integral belgisi ostida limitga 
o ‘tish mumkin.

vi

13.8- misol. lim f (x2 + cos2 xy)dx ni toping.
v->0 Jy—>0

—n

Yechilishi. 1) Integral o stid ag i f ( x , y )  =  (x2 + cos2xy) 

funksiyaning M  = { ( x , y ) e  R2 : x e [ - n ;  i t ] , y e  [-1; 1]} da uzluksiz- 
ligi ravshan.

2) Limit funksiyani topamiz: lim(x2 + cos2 xy)  = x 2 + 1 .
y->0

Demak, limit funksiya cp(x) = x 2 + 1 ekan. V £ > 0  olinganda,

8  = ^  debolinsa, V xe \ - i t ' ,n]  va My e  [—1; 1] uchun 
it
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\ f (x , y ) -<p(x) \  =  x 2 + c o s 2 x y - x 1 - 1  =  ¡COS2 x y - l l  =

1 - 2  ! / |
=  |Sin xy]<\xy\  < £

b o‘ladi. 13.3- teoremaga asosan,

n 71 n
lim [ (x2 + cos2 xy)dx  = [ lim (x2 + cos2 xy)dx  = f (x2 + \)dx =
y ->0 J  J  y —>0 J

- n  - n  - n

K.  J j r
= 2 J (x2 + l)dx =  ( n 2 +3).

o 3

13.9- misol. Ushbu integralda limit belgisini integral ostiga kiritish 
mumkinmi:

lim [ — ^ dx  ?
^ ° l ( y  + x )

m um kinbo‘lsin. U  holda, tayinlangan Xlar uchun lim , ——  = 0

Yechilishi. Faraz qilaylik, limit belgisini integral ostiga kiritish

2xy2 
j’-»° ( y 2 + x 2)2 

ekanini ko‘rish qiyin emas. Demak,

[lim  ^ ~ ~ —dx =  0 
J y->o ( y  + x 2 )

b o ‘ladi. Endi integralning qiymatini hisoblab, so ‘ngra limitga 
o ‘tamiz:

0 ( f + x 2)2 Jo ( y 2 + x 2)2 y 2 + x 2 10 y 2 +  r

lim ~  — = 1
•v->0 y  -f 1

Shunday qilib, limit belgisini integral ostiga kiritish mumkin emas

_  2x y2
ekan, chunki ./ (x , y )  -  2 + x i y  funksiya (0;0) nuqtada uzilishga

egava M - { ( x , y ) e  R2 : x e  [0; l ] ,y e [ - l ;  0 )u (0 ;  1]} to ‘plam daesa  
o ‘zining limit funksiyasiga tekis intilmaydi.
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13.10- misol. lim f
-̂»+00 •>

1п(х + Ы)

\ \n(x2 + y 2)
dx ;integralni hisoblang.

ln(x + |y|) ,
Yechilishi. J ( x , y )  = ^ x i +  funksiya tayinlangan y  (!y¡ > 1)

da X  b o‘yicha [1; 2] da uzluksiz va y  —> +°° da f (Х,У) -
1
2 '

i 1 П ~ ~Haqiqatan ham, V xe [1; 2] va y  > \ e f: - 1  bo‘lganda, 

ln(x + [y|) 1

In (x2 + y 2) 2

2x|yl
i n ( i + - A

X  + y
2 In (x2+ / ) (x2 + y 2) ln(x2 + y 2)

(l + / ) l n ( l  + / )  ln(l + 7 2)
< £

П .
b o‘ladi. Shunday qilib, Ve > 0 songa ko‘ra, A = \ e e - 1  deb olinsa, 

I>j > A va Vx e  [1; 2] lar uchun

ln(x + |_yj) 1 1
< £

ln(x2 + / )  2 ln(l + y 2)

tengsizlik bajariladi.
Demak, 13.3- teoremaga asosan, parametr bo‘yicha integral ostida 

limitga o ‘tish mumkin, ya’ni

r ln(x+ >>) с
l i m ------— d x =  l i in ----- , , dx =

y - > + 00  ■ ¡ ln ( V + /)  \  oo ln(x + y  )

13.11- misol. Ushbu limitni hisoblang:

ln(x + M) 1

lnil + x + j s in x )r i n n + x
lim
y->o{ 1+ x

dx
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Y echilishi. / ( x ,^ )  = 1 + X + ^ sln^  funksiya tayínlangan
1 +  x

y e [ 0 ; l ]  larda x  b o ‘yicha [0; 1] da u zlu k siz  va > 0 da

(p(x') = ln (l+ x ) ga tekis yaqinlashuvchi boiadi.
1 +  x

Haqiqatanham, V e > 0  son gak o‘ra, S - e  debolsak,

i r , . . , |ln(l + x + y s in x ) ln(l + x)
j ( x , y ) - ( p ( x )  = —--- — i --- \  4  =

| 1 + x  1 + x  !

1 , y s i n x .  vlsinxl
ln(l+-/  ) < ^ ----- y <  V < € .

1 +  X 1 +  X (1 +  x)

Demak, 13.3- teoremaga asosan,

t o j t o ( l ± í t Z i É f ) <Ze=
y->0í  1+x Jg y->0 1 + x 2

13.4- teorema (Integralning parametr bo‘yicha uzluksizligi). Agar 
f ( x , y )  funksiya M  =  { ( x , y ) e  R 2 : x e  [a\t í \ ,ye.  [c\d] }  t o ‘plam da  
berilgan va uzluksiz b o‘lsa, u holda

b

I ( y )  =  \ f ( x , y ) d x
a

funksiya y  bo‘yicha [c,d\ da uzluksiz boiadi.
1 2

13.12- misol. I ( y )  -  J 3 2 . d x ,  }>e[0;l] in tegraln i
0 x -t- y  + 1

M  = { ( x ,j ) g  R~ : x e  [0,1], ye.  [0,1]} t o ‘plam da uzlu k siz lik k a  
tekshiring.

x 2
Y e c h ilis h i./(x ,j )=  3 2 funksiya M  to‘plamda uzluksiz. 

X + y  +1 ^

13.4-teoremaga asosan, I ( y )  funksiya [0;1] da uzluksiz boiad i.
Haqiqatan ham,

funksiya [0; 1] da bo‘yicha uzluksiz.
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: x e  [ a ; b ] , y e  [c\d]}  to'plamda uzluksiz va y 0 e  [c;d]  bo'lsa, u holda 
b  b  

lim I f ( x , y ) d x  = I lim f ( x , y ) d x
y~*yo * J y~>yo

a a

formula o ‘rinli.
i  

13.13-misol. lim \ J x 2 + y 2 d x , y e  [-1;11 ni toping.
v->0 j -1

Yechilishi. Integral o stid ag i f ( x , y )  =  x 2 + y 2 funksiya

M  ~ { ( x , y ) e  R 2 : x e  [-l;l],j> e  [— 1; 1]} t o ‘p lam da u zlu k siz  va

y 0 =  Os [—1; 1] b o‘ladi, u holda, 13.2- eslatmaga ko‘ra,
1   1 ______  1

lim J J x 2 + y 2dbc =  lim J \Jx2 + y 2dx =  J |x| dx =  1.
J' _>0 _! y _] -1

13.5- teorema (integralni parametr bo‘yicha differensiallash). 
f ( x , y )  funksiya M  =  { ( x , y ) e  R 2 : x e [ a ; b ] , y e [ c ; d ] }  to ‘plam da  
berilgan va y  o ‘zgaruvchining [c;c/] dan olingan har bir tayin 
qiymatida x  o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a; b] da uzluksiz 
b oisin . Agarf ( x , y )  funksiya M to ‘plamda/':Yx,_vj xususiy hosilaga 
ega bo'lib, u M  da uzluksiz bo'lsa, u holda

b

I ( y )  =  \ f { x , y ) d x
a

funksiya [c\d\  da l ' ( y )  hosilaga ega va ushbu 

I \ y )  =  \ f \ x , y ) d x
a

tenglik o ‘rinli. Bunga Leybnis qoidasi  ham deyiladi.
3 n 
~4

13.14- misol. I ( y )  =  J ln (j2 sin2 x)dx  fu n k siyan in g  l \ y )
—

4

hosilasini toping.

13.2- eslatm a. A g a r  f ( x , y )  fu n k s iy a  M  = {(x,y)e R2 :
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Yechilishi. Integral ostidagi f { x , y )  = ln(j>2 sin2 x)  funksiya

M  =  \ ( x , y ) e  R 2 : x e
n  3n

T ’T , 0 < y 0 < y  < y l < +00 to‘plamda uz­

luksiz hamda f ' ( x , y )  =  hosilaga ega va u ham M  da uzluksiz. U
J y

holda 13.5- teorema b o ‘yicha (ya’ni Leybnis qoidasini q o‘llash 
mumkin):

3 7t
4

371
T

l ' ( y )  =  f (In( y 2 sin2 x))' dx =  — f dx = —.
i  y  i  y

1 3 .1 5 -misol. I ( y )  =  Jln(sin2x + >’2cos2j[:)iii:, y^=0  integralni
0

hisoblang.

Y ech ilish i. y > 0  va y *  0 b o ‘lm asin . f ( x , y )  -  ln(sin2 x +

n
+ / c o s  x) funksiya M  = < ( x , y ) e  R :x e 0; , y e  \ y t , y 2] \  to‘p-

lamda uzluksiz
9 / . 2ycos x

,  -s . 2  2 2 hosilaga ega va u ham M  da ay  sin x + y  cos x  0 0

uzluksiz. U  holda, 13.5- teoremaga asosan,

/ 'w = j
2 y cos x

J0 sin2 x  +  y 2 cos2 X
dx

b o‘ladi. Bu integralni hisoblash uchun t= igx  almashtirishni olamiz. 
Unda

I \ y )  =  2 y \
dt 2y

2 y

y - 1

i ( t 2 + l  )(t2 + y 2) /

1 t   ̂
arctg t ---- arctg —

y  y

iJ1 0

n

7 + i

1 1

t2 + \  t2 + y 2
\ j

dt  —

b o‘ladi va bu yerdan I ( y )  topiladi:
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I ( y )  =7rln |y +  lj +  C. 
y > 0  b o ig a n d a , I ( y )  uzluksiz va / ( 1)=0 b o ig a n i  uchun

y  +1
C  =  - n ln2. Dem ak, j>>0 b o ig a n d a , /(>>) = Trln  ̂ . I ( y )  juft 

funksiya ekanligini hisobga oigan holda, y  ¿  0 uchun

M +1
/0 ) = 7rln 2

ifodani hosil qilamiz.
1

13.16- misol. I ( y ) =  íarctgX ¿¿c funksiyaning y = 0 nuqtadagi
o -V

hosilasining mavjud yoki mavjud emasligini tekshirishda Leybnis 
qoidasidan foydalanish mumkinmi?

Yechilishi. y > 0 boiganda, berilgan integralga Leybnis qoidasini 
q oilash  mumkin b o is in  deb, faraz qilamiz:

, r xdx  1 y
/  ( y )  =  -  ,  9 = l n  ,  . 

{ x 2 + y 2 2 1 + y 2
Endi berilgan integralni bevosita hisoblaymiz:

1 |l 1 j 
I ( y )  =  í arctg — dx -  xarctg — I -  f ^  dx =  arctg----

o y  y 0 i  y  +x  y

-^ ln  ( y 2 + x 2)
1 1 1 , y 2

=  arctg —+ ->>ln
0 y  2 1 + y

X
Agar integral ostidagi / ( x , y )  = arctg funksiyaningy = 0  va j> 0

7t
dagi qiymatini n  ga teng desak, u holda 1(0) =  . Demak, I ( y )

2 2 
funksiya y = 0 nuqtada uzluksiz boiad i.

I ( y )  funksiyaning y = 0 nuqtadagi hosilasini ta ’rif bo'yicha  
topamiz:

t y , y 2 n  
arctg — + —ln------ r -----

/'(0 ) = l i m ¿ l i m— •
y-* o y  y^>0 y

Bu lim itn i h isob lash d a  arctgx n ing |x |> l  b o ig a n d a g i  
yoyilmasidan foydalanamiz:
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п  .2 , 1 . .6  , У, У п

/ '(  0) = lim
у-» о

/ + - / - . . . + Í  In
2 3 2 1 + /  2

Shunday qilib, berilgan I  ( у )  funksiya v'=0 nuqtada chekli hosilaga 
ega emas. Bu holda Leybnis qoidasini qo‘llash mumkin emas, ehunki

f ' ( x , y )  = ------ funksiya (0;0) nuqtada uzulishga ega.
y X  + y

13.6r teorema (integralni parametr bo‘yicha integrallash). Agar 
f ( x , y ) funksiya M  = { ( x , y ) e  R 2 : x e [ a ; b \ ,  y e [ c - ,d ] }  to ‘plamda 
uzluksiz bo‘Isa, u holda

а а о о a

J I ( y ) d y  = J j f ( x , y ) d x  dy =  j d x j f ( x , y ) d y (*)

formula o ‘rinli, ya’ni integral ostida parametr bo‘yicha integrallash 
mumkin.

13.17- misol. Ushbu integralni hisoblang:
1 \ У2 У\

J  = Jeos(ln - ) X- - - X dx ( j , > 0, > 0 ).
K x ŷ - x y 

X  lnx  
Yechilishi. Ravshanki, x>0 da

X* -X *  yi

In;

Bu tenglikni e ’tiborga olib , berilgan integralni quyidagi 
k o‘rinishga keltiramiz:

I Г2
J  =  j d x j :

У2 f t a A ]1 x y cos dx
J
У\ X J

Bunda f ( x , y )  = xy cos(ln - )  funksiya M  = {(x, y )  e  R 2 :0 < x < 1,

y¡ < у  < y 2} to ‘plamda uzluksiz ( / (0;>>)=0 deb qaraymiz). Shuning 
uchun, 13.6- teoremaga ko‘ra

1 Уг j  Уг 1 j
J  = J dx J  x y eos(ln - ) d x  = J dy  J x y eos(ln - )dx

0 y, y , 0

deb yozish mumkin. Keyingi ichki integralda x =  e ‘ almashtirish 
bajarib, quyidagiga ega b o‘lamiz:
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J  = J dy  I  е ,( v+l) cos tdt.
У\ о

t o o

Endi У, = J e~'(y+l) cos tdt  integraln i ikki  m arta b o ‘laklab
о

integrallash natij asida, J { ga nisbatan chiziqli tenglamani hosil qilib, 

undan J  = — + * ekanligini topamiz. Natijada
( 7 + 1 ) 4 1

J =  I y + \ -—dy
l ( y + i )2+ i  '

integralga ega b o ‘lamiz, bundan

T 1 1 i 2  ̂ _ 11 v 1, V,2 + 2v, + 2J  =  - l n \ y 2+ 2 у + 2 И  = -I n '- , -  
2 '  Ил 2 / , + 2 ^ + 2

kelib chiqadi.
13.18- misol. Quyidagi integrallar o ‘zaro teng b o‘ladimi:

Yechilishi. Integral ostidagi f ( x , y )  =  ——-  - funksiya (();())
(x +  y f

nuqtada uzilishga ega. Shuning uchun 13.6- teorema o ‘rinli bo‘lmaydi. 
Haqiqatan ham,



Shunday qilib, bu integrallar bir-biriga teng emas.
Yuqorida biz ко‘rib o ‘tgan integrallarning chegaralari o ‘zgarmas 

edi. Endi integralning chegaralari ham parametrning funksiyalari 
b o ‘lgan  ho ln i qaraym iz. f ( x , y )  funksiya M  =  { ( x , v ) e  R 2 : 

: x e  [a,b] y e  [c , d ]} to ‘plamda berilgan. у  o ‘zgaruvchining \c ,d \  
dagi har bir tayin qiymatida f ( x , y )  funksiya x  o ‘zgaruvchining 
funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi boisin .

X = a ( y )  va X = ß ( y )  funksiyalarning har biri [c,d]  da berilgan 
va Vy e  [c, d ] uchun

a < a ( y ) < ß ( y ) < b  (13.2)
shartni qanoatlantirsin. Bu shartlarda

ß(y)J  f ( x , y ) d x  ( 13 3 )

«(У)
integral mavjud va u y  o ‘zgaruvchi (parametr) ning funksiyasi boiadi:

ß ( y )
F ( y ) =  J  f ( x , y ) d x .

a(y)

Agar(13.3)da a ( y )  =  a, ß ( y )  =  b (y e  [c,J]) debolsak,uholda
(13.3) integral (13.1) integralga aylanadi.

13.7-teorema./ /x j ^  funksiya M to ‘plamdauzluksiz, a ( y ) ,  ß ( y )  

funksiyalarning har biri [c ,d \  da uzluksiz va ular (13.2) shartni 
qanoatlantirsin. U  holda

ß(y)

F ( y ) =  J  f ( x , y ) d x
a ( y )

funksiya ham [c , d ] da uzluksiz b o iad i.

1 3 .8 -teorema. f ( x , y )  funksiya M  to ‘plamda uzluksiz, f'y {x , y )  

xususiy h osilaga  ega va u ham  M  da uzluksiz, a ( y ) ,  ß ( y )  

funksiyalar esa a \ y ) ,  ß ' ( y )  hosilalarga ega hamda ular (13.2) 
shartni qanoatlantirsin. U  holda

ß(y)

F ( y ) =  J  f ( x , y ) d x
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funksiya [c; d] da F'(y)  hosilaga ega va u
P(y)

F \y )=  J f y{x,y)dx + F(y)f<3(y) ,y)-a'(y)f{a{y) ,y)  (13.4)
a ( y )

formula orqali topiladi.
s in .y

13.19- misol. F ( y )  =  |  chy x 2dx funksiyaning F'(y )  hosilasini
c o s y

toping.
Yechilishi. f ( x , y )  =  cbyx2 fu n k siya  M  =  { ( x , y ) e R 2 :

: x e  [a,b], y e  [av a 2]}  t o ‘p lam da u zlu k siz , f ' ( x , y )  =  x 2shyx2 

hosilaga ega va u ham M da uzluksiz, x =  cos y ,  x  = sin v funksiyalar

[a ,;a 2] da mos ravishda, x' =  - s i n y ,  x' = c o s j  hosilalarga ega

hamda ular (13.2) shartni qanoatlantiradi. U  holda (13.4) formulaga 
asosan,

s i n ^

F \ y )  =  c o s y  ch(y  sin2 y )  + siny  ch(ycos2y )+  j  x2sh( yx2)dx
c o s  y

b o‘ladi.

13.20- misol. F ( y )  = f arct&xl  funksiyaning F ' ( y )  hosilasini
t  x

toping.

Yechilishi. In tegral o stid a g i f ( x , y ) = arct^ ^  funksiya  

M  = { { x , y ) e  R 2 : x ^ O ,  x e  R,  _ y e [a ,,a 2]} t o ‘p lam da uzluksiz ,

f ' ( x  y ) =  - hosilaga ega. x =  2y ,  x  =  4 y  funksiyalar ham
” ’ 1 +  X2y 2

[a j ,a 2] da mos ravishda, x' =  2, x - 4  hosilalarga ega va (13.2) 

shartni qanoatlantiradi. Shuning uchun (13.4) formulaga asosan

F \ y )  =  1  dx -  + arct84>'2 _  a r c tg 2 / _  2 arctg4y2 -  arctg2>-2 
¡ \ + x 2y 2 y  y  7
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1 3 .2 1 -misol. F ( a )  =  j d x  J cos(x2 + y 2 - a 2)dy  funksiyaning
0 x -a

F' (a )  hosilasini toping.
Yechilishi. Agar

x+a

f ( x , a ) =  J cos{x2 +  y 2 - a 2)dy
x -a

a

deb b elg ilasak , u ho ld a  F ( a )  = j f { x , a ) d x  ni h osil q ilam iz.
0

Ravshanki, f ( x , y )  funksiya uchun 13.8- teoremaning shartlari 
bajariladi. Bunga (13.4) formulani qollasak,

a

F \ a )  = J f \ x ,  a ) d x  +  f ( a , a )
0

b o‘ladi, bunda

f ' ( x , a )  =  cos(x2 + (x + a ) 2 -  a 2) + cos(x2 + (x -  a ) 2 - a 2) +
x+a

+ 2 a  J sin(x2 +  y 2 - a 2)dy.
x -a

Shunday qilib,
2 a a

F \ a )  = |  cos y 2 dy  + 2 J cos 2 x 2 cos 2 a x d x  +
0 0 

a x+a

+2a  j d x  j  sin(x2 + y 2 -  a 2 )dx.
0 x -a

a

1 3 .2 2 -misol. F ( a )  =  j f ( x  +  a , x - a ) d x  funksiyanin g F \ a )
0

hosilasini toping.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani f(u,v)  deb belgilaymiz, 

bunda u - x + a , v = x -  a . B u  f (u,v)funksiyanva v o ‘zgaruvehilari 
b o ‘yicha uzluksiz xususiy hosilalarga ega, ya ’ni 13.8- teorema 
shartlarini qanoatlantiradi, deb faraz qilamiz. U  holda (13.4) 
formulaga asosan,

236



F"{cc) = /  (2a, 0) + J(f ,d /0 > v) d/(w,v)
9v

)dx,

bunda ^  = /J  + f '  ekanligini e ’tiborga olsak,

J ( / ;  -  / > *  = 2 }  f ' d x  -  / ( 2 a ,  0) + / ( a ,  -  a )
0 0 

boiad i. Shunday qilib,
a

F'(cc) = / ( a , -  a ) + 2  J f ' d x

Mustaqil yechish uchun misollar

Berilgan to‘plamda funksiyaning limit funksiyalarini toping:

13.1. f ( x , y )  =  1 sinxy; M  =  { ( x , y ) e R 2 : x e  (0,+°°),
J

.ye(0 ,+°°)}, y 0 =+°° .

yyy
13.2. f ( x , n ) = -  , M  = {(x ,n )e  R 2 : x e  [0,1], n e  N } ,

l +  n +  x

13.3. f ( x , n )  =  n x  + l- -4~x

M  =  { {x ,n )e  R2 : x e  (0,-H*>), n e  N } , n 0 =+°°.

13.4. f ( x , n )  =  n x" -1
v /

D2M  = { ( x , n ) e R  : x e  [ l,a ], n e  N } ,  n0 = + <*>.

13.5. f ( x , y )  =  ^Jx2+ j - ,

M  =  { ( x , y ) e  R2 : x e  R, y e ( 0 , + ° ° ) } ,
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13.6. /(.* ,« ) = arctg«x;

M  =  { {x ,n ) e  R 2 : x e  (0,+°°), n e  N} ,  n0 =+<>

,  1
13.7. f ( x , a ) - x  cos— ,

a x

M  =  { ( x , a ) e  R2 : x e  [0,2] ,a e  [0,2]}, a 0 = +°°.

13.8. f ( x , y )  =  \ [ xs in y ,

M  =  {(x,y)<= R 2 : x e  [0,+°°), y e  (0,?r)}, y0 =  j -

13.9. f ( x , n )  =  nx2 sin X,
n

M  = { (x ,n ) e  R 2 : x e  R, n e  N } ,  «0 =+°

13.10. f ( x ,n)  = n2x ( l - x 2y ,  M  = {(x,n)e R2 : x e  [0,1], ne  N}, n0=+o°. 
Berilgan to'plamda funksiyaning limit funksiyalarini toping va

yaqinlashish xarakterini tekshiring:

13.11. f ( x , n )  =  x",

M  = { (x ,« )e  R2 : x e  [0, ^], n e  N } ,  n0 - +

. .  . nx2
13.12. / ( * ,« )  = — ,

n +  x

M  =  { ( x ,n )e  R 2 : x e  [1,+°°), n e  N } ,  n0 = + 00.

13.13. f ( x , n )  =  x n- x n+\

M - { { x , n ) e  R2 : x e  [0,1], n e  N } ,  n0 =+°°.

13.14. f ( x , n )  =  x " ~  x 2n,

M  =  { ( x ,n )e  R2 : x e  [0,1], n e  N } ,  ra0 =+°°.

13.15. a) f ( x , n ) = Sm nX; b) f ( x , n )  =  s in * ;
n n

M  = { ( x , n ) e  R 2 : x e  R, n e  N } ,  n0 =+°°.
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13.16. a) f ( x , п) =  arctgrcx; b) f ( x , n )  = jcarctgwc;

M  = { ( x ,n )e  R 2 : x e  (0,+°°), n e  N },  n0 =+<=0.

(  хЛ"
13.17. a) f ( x , n )  =  1+ , M  =  { ( x ,n )e  R 2 : x e  R,  n e  N }  ;

n

b) f ( x , n ) =  1+ , 
n

M  =  { ( x ,n )e  R 2 : x e  ( a , b ) -  cheklioraliq, n e  N } , пй =+<*>.

M  =  {(x,r i )e  R 2 \ x e [ \ , a \ ,  n e  N ) ,  n0 =+°°.

13.19. f ( x , n )  =  nxe~"x ,

M  =  { { x , n ) e  R 2 : x e  [0,1], n e  N } ,  я0 =+°°.

13.20. f ( x , n )  =  n x ( \ - x ) n,

M  = {(x,r i )e R 2 : x e  [0,1], n e  N } ,  n0 =+°°.

13.21. Ushbu funksiyalarning R  da uzluksiz ekanligini isbotlang:

13.18. f { x , n )  =  n X " - 1  ,

V /

funksiyaning R  da uzluksizligini

isbotlang.
13.23. Limitlarni hisoblang:



13.24. Ushbu limitlarni integral ostiga kiritish mumkinmi: .

1 j L  3
1) lim fA r e  yIdx; 2) lim f arctg- ^ — dx°t

)>->0 j y ¿ ŷ >0 J I + y

13.25. f ( x )  funksiya \a,b]  da uzluksiz, a  < a 0 < x < b.

lirn -  J [ f ( t + y ) ~  f i t ) ] d t  =  f { x )  -  f ( a 0 )
У -* 0 V J  /s  «0

ekanligini isbotlang.
Funksiyalarning hosilalarini toping:

13.26. I ( y )  =  j s m y x d x .  13.27. I ( y )  = J C0S^'A 1
0 1 x

13.28. I ( y )  =  J e " dx. 13.29. I ( y )  = J ln0 + >,'r) dx.
{ x  {  x

2 у  • cos_y

13.30. I ( y ) = y m y x dx. 13 .31./Су) = J e ^ d x .
У ^  siny

yey

13.32. I ( y ) =  J ln(l +  (xy)2)dx.
ye~y

a2 x+a

13.33. I ( y ) =  J  dx J sin(x2 + y 2 - a 2)dy.
0 x - a

1
13. 34. a  = 0 b o ‘lganda, 1 ( a )  = Jln(x2 + a 2)dx funksiyaning

0
hosilasini Leybnis qoidasi bilan topish mumkinmi?

г dx
13.35. -— — integralni a ( a >  0) —  param etr b o ‘yicha 

J x + a

f dx
differensiallab, J , 2 , 242 integralni hisoblang.{ ( x 2+ a 2)2
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a

13.36. F ( a )  =  j ( x  +  a ) f ( x ) d x  funksiya berilgan, bunda f ( x )  
0

differensiallanuvchi funksiya b o ‘lsa, F ( a )  ni toping.
1 (  1 \  I f  1 N

13.37. J j f ( x , a ) d a  dx va J j f ( x , a ) d x d a  integrallarning

teng yoki teng emasligini aniqlang.
2 2 a  - x

Agar: 1) f { x , a ) - „2 . „2x2 ’ 2) f ( x , a )  -
a  av /

b o isa .

Misollarning javoblari

13.1. (p(x) =  0. 13.2. cp(x) =  x . 13.3. <p(x) =
2 -Jx

13.4. <p(x) = lnx. 13.5. (p(x) =  \x\. 13.6. <P(x ) =  y

J j
13.7. <p(x) = x 2. 13.8. ç»(jc) = V*. 13.9. î >W = ï 3.

13.10. f/)(x) = 0. 13.11. <p(x)=0  ga tekis yaqiniashadi.

13.12. <p(x)=x2 ga tekis yaqiniashadi. 13.13. <p(x)=0 ga tekis 

yaqiniashadi. 13.14. <p(x)=0 ga notekis yaqiniashadi.

13.15. a) rp(x)=0 ga tekis yaqiniashadi; b) <p(x)=0 ga notekis

yaqiniashadi. 13.16. a) <?(*) = K-  ga notekis yaqiniashadi; b)

ç ( x )  =  f  ga tekis yaqiniashadi. 13.17. a) ( p ( x ) = e x ga tekis

yaqiniashadi; b) ç>(x)=e*ga notekis yaqiniashadi. 13.18. (p(x)  =  lnx  

ga tekis yaqiniashadi. 13.19. (p (x )=  0 ga notekis yaqiniashadi.
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. . к  1пЗ
13.20. (р(х)  =  0 ganotekisyaqinlashadi. 13.23.1) 1;2) ■ ;3) 1;4) — :

е - 1  , , /  ч y s i n y + c o s y - 1
5) -  ; 6) 0 .13.24. 1) y o ‘q; 2) ha. 13.26. 1 \ У Г3 -  ' у*

X c o s 2 7 y - c o s y  , ч
13.27. I  { У) = \  . 13.28. / 0 0 =  .Зу 2у

21n(l + y 2) s i n2v2 - s i n y 2
13.29. / ( у )  = -----4------- i  13.30. / ( у )  = 2 ------------------- .

7  У
cosy _____  __

13.31. J ey l dx -  sin y e^ 1"̂  -  cos у  • e^cos>,l.
sinj;

2
13.32. / '(y )  = 4shy + —  (arctg( y 2e~y) ~  arctg(у V ) )  +

У

+ ( y  + \)ey ln(l + y 4e 2y ) -  (y -  \ ) e y ln(l + y Ae 2y).

a2+a a2
13.33. I \ a )  =  2 a  J sin(y2 + a 4 - a 2)dy +  2 j sin2x2 cos 2axdx-

a  x+a

- 2 a  j  dx J cos(x2 + y 2 - a 2)dy. 13.34. Y o‘q.

13.35. „ 1 - arctg +2 a 3 a  2a2 (a 2 +b2)'

13.36. F ' ( a )  =  3 f ( a )  +  2 a f ( a ) .  13.37. 1) Teng emas; 2) Teng 
emas.

14- §. Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integraliar

14.1. Parametrga bog‘liq boigan xosmas integral tushunchasi.

1. f ( x , y )  funksiya M  =  { ( x , y ) s  R2 : x e  [a,+<*>), у  e  E  с  R}  da 
berilgan b o ‘lib, y  o ‘zgaruvchining E  dagi har bir o ‘zgarm as 

qiymatida x  bo‘yicha [a ,+ °° )  da integrallanuvchi, ya’ni
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j f (x ,y )dx  (y e E c R )
a

xosmas integral mavjud va chekli bolsín. Bu integral y  ning qiymatiga 
bog‘liq b o‘ladi:

(14.1) integral parametrga bog'liq (chegarasi cheksiz) b o igan  
xosmas integral  deyiladi.

f ( x , y )  fu n k siya  M ' =  { ( x , y ) e  R:  x e  ( -° °,a\ ,  y e E < z R }

( M " = { ( x , y ) e R : x e  ( - 00; +00), y e  E  с  R \ )  lo'plamda berilgan va 

o ‘zgaruvchining E  dan olingan har bir tayin qiymatida x  ning 

funksiyasi sifatida ((-°o;+M)) da integrallanuvchi boisin  ,

y a ’ni

integral mavjud b o‘lsin. (14.2) integral ham, parametrga bog'liq 
bo ‘Igan xosmas  integral deb ataladi.

2. f ( x , y ) fu n k siya  M, = { ( x ,j ) e  R 2 : x e  \a , b ) , y e .  Ê c / î }

to ‘plamda berilgan bo‘lib, y  o ‘zgaruvchining E  dan olingan har bir 
o ‘zgarmas qiymatida x  ning funksiyasi sifatida qaraganda x = b  nuqta

maxsus nuqta b o isin  va bu funksiya [a ,b) da integrallanuvchi, ya’ni

Bu integralga chegaralanmagan funksiyaning parametrga bog ‘liq 
bo ‘Igan xosmas integrali deyiladi.

(14.1)
a

(14.2)

ь)
j f ( x , y ) d x  ( y e  E  Œ.R)
a

mavjud b o isin . Ravshanki, bu integral ham y  ning qiymatlariga 
b og iiq  boiadi:

4 )

(14.3)
a
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Xuddi shunday, ushbu
b b)
\ f ( x ,y ) d x ,  j f ( x ,y )d x

xosmas parametrga bog‘liq bo‘lgan integrallarning ham ta ’riflari 
yuqoridagi kabi beriladi.

3. f (x ,y )  funksiya M 2 ={(x,y)e R2 :xe  ( c , +<*>), y e E a R j
to‘plamda berilgan bo‘lib, y  o‘zgaruvchining E  to‘plamdan olingan 
har bir tayin qiymatida x o ‘zgaruvchining funksiyasi sifatida 
qaralganda, uning uchun x=c maxsus nuqta bo‘lsin va bu funksiya 
(c;+°°) da integrallanuvchi, ya’ni

chegaralanmagan funksiyaning chegarasi cheksiz xosmas integrali 
mavjud bo‘lsin. Bu integral y  ning qiymatiga bogliq bo‘ladi:

(14.4) integral chegaralanmagan funksiyaning parametrga bog 'liq 
bo ‘Igan chegarasi cheksiz xosmas integrali deb ataladi.

Masalan, ushbu

integrallar parametrga bog‘liq bo ‘lgan xosmas integrallardir. 
Parametrga bog‘liq bo ‘lgan xosmas integrallarni o ‘rganishda 
integralning tekis yaqinlashish tushunchasi muhim ahamiyatga 
ega.

14.2. Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallarning tekis 
yaqinlashishi

1. f(x,y) funksiya M  = {(x,y)e R2 : x e  [a,+°°), ye. E a R }  da 
aniqlangan bo‘lib, y  ning E  dan olingan har bir tayin qiymatida

c)

(14.4)

I 3(a)= j  xa le Xdx ( a > 0 )
0)
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I (y)=  J  f (x ,y )dx
a

integral mavjud bo‘lsin. U holda, cheksiz oraliq bo‘yicha olingan 
xosmas integrallarning ta ’rifiga ko‘ra,

Shunday qilib, I(y) funksiya F (t,y) funksiyaning 
(y = const) t —> +°o dagi limit funksiyasi bo‘ladi.

14.1- ta’rif. Agar t —> +°° da F(t,y) funksiya o‘z limit funksiyasi 
I(y) ga E da tekis yaqinlashsa, ya’ni Ve > 0 olinganda ham, shunday
8 = 3(e) > 0 topilib, Vi > 8 va \/y e  E uchun

tengsizlikka teng kuchli.
14.2- ta’rif. Agar t —> +00 da F(t,y) funksiya o‘z limit funksiyasi 

I(y) ga E  da notekis yaqinlashsa, ya’ni V5 > 0 olinganda ham,

shunday e0 > 0, y a e  E va f, > <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

tx e [a,+°°) topilib,

[x,y)dx = lim F(t,y)
a a

ko‘rinishda yozamiz, bunda F(t,y) -  J / (x,y)dx .
a

tengsizlik bajarilsa, u holda J f(x ,y )d x  integral E  Lo‘plamda tekis
a

yaqinlashuvchi deyiladi. (14.5) tengsizlik

(14.6)
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tengsizlik bajarilsa, uholda J f(x ,y )d x  integral E  to‘plamda«ote/c/.v
a

yaqinlashuvchi deyiladi.

2. f { x ,y ) funksiya M t = {(x,y)e R2 :x e [a ,b ) ,y e  E  C.R}
to‘plamda berilgan boisin. y  o‘zgaruvchining E  dan olingan har bir 
tayin qiymatida ushbu

b )

I(y)=  \ f ( x ,y ) d x
a

integral mavjud boisin. Xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy
t

\a,t\ (a < t< b ) da Fx(t,y) = J  f (x ,y )d x  integral mavjud va
a

AO) = J f(X ,y)dx  = lim Fx(t,y)
a  t  —) b —0

bo‘ladi. Demak, I x(y) funksiya Fx(t,y) funksiyaning t - ^ b -  0 dagi 
limit funksiyasi bo‘ladi.

14.3- ta’rif. Agar t —> b -  0 da Fx(t,y) funksiya o‘z limit funksiyasi
I  x{y) ga E  to‘plamda tekis (notekis) yaqinlashsa, ya’ni Ve > 0 son 
olinganda ham, shunday b' = b'(e)> 0 son topilib ,

(b'e  [«,&)) e \b',b) va V ye E uchun

b )

f f (x ,y )d x  < £ 
i

(3£0> 0,3^e[b ',b ),3y0e E  va V b 'e[a ,b ) uchun

I b  b )

|J f ( x , y 0)dx > e0) tengsizlik bajarilsa, u holda j f ( x ,y ) d x  integral

E  to ‘plamda tekis (notekis) yaqinlashuvchi deyiladi.
+oo

1 4 .1 -misol. J  e~xaxctgxydx integralning ( - °°; + °°) = R da y
0

parametr bo‘yicha tekis yaqinlashish xarakterini tekshiring.
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Yechilishi. Ve > 0 son uchun 35 -<ln— > 0 topiladiki, V/ > <5 va
e

Ууе R uchun

J e "arctgxyAcj < — J e • , 7t 7Г _g £ dx= e < — e = — <£.
2 2 2

Demak, 14.1- ta’rifga asosan, berilgan integral (-oo;+°°) da у 
parametr bo‘yicha tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

+CO 7

14 .2 -misol. I (y )~  f ___-  integralning a) £  = [0;+°°);
’ { ( . x - y f + 4

b) 2?, = (-°°;0 ] to‘plamlarda у parametr bo‘yicha tekis yaqinlashish
xarakterini tekshiring.

Yechilishi. a) Dastlab, berilgan integralni yaqinlashishga 
tekshiramiz. Chegarasi cheksiz xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra

4 r dx 1 x - y
F(t,y)=  ( ч2 i /I ~ 9 arctg¿ (.v -y ) +4 2 2

Bundan, har bir tayinlangan у  uchun i — da F( t , y ) 
funksiyaning limitini topamiz:

1

1
2

t —y уarctg —  + arctg2

/ (y )= lim  F (t,y)=  limt—>+°° t—>+°° 2 = - + -arctgy. 
4 2

Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi. Endi qaralayotgan

к
integralni tekis yaqinlashishga tekshiramiz. £ 0 = desak, u holda6
У 8 e (0 ,+°o) olinganda ham, tx > 8 ni qanoatlantiruvchi barcha t1

va 3y 0 = /, uchun

7̂ dx n  t .—y n n n
F(t.,yn)= ---- -̂----= • arctg = - > — ~ £ a'

{ ( x - y n) +  4 4 2 4 6 0

К
Shunday qilib, Ve0 e (0 ,—) uchun (14.6) tengsizlik o ‘rinli.

Demak, 14.2- ta’rifga ko‘ra berilgan integral E = [0;+<>o) to‘plamda 
у  parametr bo‘yicha notekis yaqinlashadi.
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b) V e> 0  son olinganda ham, 5 = 5(e) = 2ctg2e deyilsa, u 
vaqtda \/t>  8 va Vy e Ex uchun

+r dr
sup |F (f, J  ) ■- /  (y )| = sup f — ,------=

yeEt t ( x - y )  +4

J l
= sup -

yi Ej
tengsizlik bajariladi. Demak, berilgan integral, 14.1-ta’rifga ko‘ra, 
E x da y  parametr bo‘yicha tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Г djC
14.3-misol. /, (у) = Г—  integralni a) £’=(0; 1 b) £  =(0;a)(a<l)

l x>’
to‘plamlarda tekis yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra

n t - y---- arctg— —
2 2

1 t 
areetg—<e 

2 2

А Су) = f = iim Í = i |m1 ’ J x y A _»o J x y A~ > 0
0 А  Д, l-.v

Demak, berilgan integral (0;1) da yaqinlashuvchi. Endi, bu 
yaqinlashishni tekis yaqinlashishga tekshiramiz:

a) ^ g ( 0 ;1) bo‘lsin. x - > 0  + 0  da integral ostidagi funksiya

chegaralanmagan bo‘ladi. f— = — integralni baholaymiz.
i xy 1 -  y

SUPjJ
y s E  |0  X

Ы х
У

-у
А'--1" Л'-’':sup - = lim , =+oo

y e E  l - У  y - * l - 0 l - y

dx ^ e n

bo‘lgani uchun
A

\/8  = 5(e), 3e0 > 0, ЗЯ > 0(0 < Я < 5(e)),3 j0 e (0 ;1) j
I o

tengsizlik bajariladi.
Shunday qilib, berilgan integral y  parametr bo‘yicha Ex = (0 ;a) 

to‘plamda notekis yaqinlashadi.
b) y e (0 ,a )  ( a < l)  b o ‘lsin. V e > 0  son olinganda ham,

i
8 = (£ (l-a ))i-a  deb olinganda, 0 < Я < 5(e) va Vye (0,a) uchun 

Г dx Я1'-'’—  = ----- < e tengsizlik bajariladi.
i x y 1 - y
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Demak, 14.3 -ta ’rifga asosan, berilgan integral Ex=(0;a) 
to'plamda у  parametr bo‘yicha tekis yaqinlashadi.

+00

14.4- misol. j  e~xydx in tegralning: a) E = \b', + oo) (¿>>0)
0

to 'plam da tekis yaqinlashuvchi; b) Ex = (0;+°°) to ‘plamda esa 
notekis yaqinlashuvchiligini isbotlang.

Isbot. a) t> 0 , y> b>  0 bo‘lsin.
+ 0° - y t

f e~xyd x = — ,
< У

1 , 1
y > b  bo'lganligi uchun, agar t> — In — bo'lsa, V e> 0  va 

Vye E uchun

+ 0 0  - t b

0 < f e~xydx = ---- <eÍ b
2  1

tengsizlikbajariladi. 8(e) = max(a(e);0 ) , bunda g (£) = -  hi —  deb 

belgilasak, Vie [cr(e);+oo) va Vye E uchun

J e~xydx < e 
t

tengsizlik bajariladi. Demak, 14.1- ta’rifga asosan, berilgan integral 
E  da tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

b) У8  > 0  uchun tl = l + 8 , y 0 = - + ̂  deb olsak,

+r  Р-УЛ
[ e ^ d x  = —  = (1 + 8 ) e x > e’1,
I Уо

ya’ni £ 0 = e~' da (14.5) tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, 14.2- 

ta’rifga asosan, berilgan integral (0 ;+°°) da notekis yaqinlashadi.
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14.3. Parametrga bog‘liq b«‘lgan xosmas integrallarning 
yaqinlashish alomatlari.

1. f(x,y) funksiya M = {(x,y)e R2 :x e  [a;+°°),.ye da
berilgan bo‘lib, y  ning E  dagi har bir tayin qiymatida x ning funksiyasi

sifatida [a; ) da integrallanuvchi, ya’ni
+00

I(y)=  j f ( x ,y ) d x  (14.6)
a

xosmas integral mavjud bo‘lsin.
14.3- ta ’rif. Agar \/e > 0  36 = 5(e) >0, t '> S ,t"> S  ni 

qanoatlantiruvchi \/y e  E uchun
t"

J f(x ,y )d x  < e
t '

bajarilsa, (14.6) xosmas integral E  da fundamental integral deyiladi. 

Koshi teoremasi. I(y)=  J f(x ,y )d x  integralning E  to ‘plamda
a

tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning E  da fundamental bo‘lishi 
zarur va yetarlidir.

14.1-natija. Agar V 5e  [a;+°°) uchun 3e0,3t',t"e [ö;+oo),3y0 e E 
topilib,

t'
\ f ( x , y 0)d x> e0 (14.7)
t '

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6) integral y  bo‘yicha E  to ‘plamda 
notekis yaqinlashuvchi boiadi.

Koshi teoremasidan quyidagi natija kelib chiqadi.

14.2- natija. Agar ixtiyoriy x e  [a; + °«),ye E  uchun

0 < f(x,y)< cp(x,y) tengsizlik bajarilib , (14.6) integral
+00

yaqinlashuvchi va j  (p(x,y)dx integral y b o ‘yicha tekis
a

yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (14.6) integral E  to ‘ plain da y bo ‘ yicha 
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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2. f(x ,y )  funksiya M  = {(x,y)e  R2 :x e [a ;b ),y e  E c R} 
to ‘plamda berilgan bo‘lib, y  ning E  dan olingan har bir tayin 
qiymatida x  ning funksiyasi sifatida [a,b) (b — maxsus nuqta) da 
integrallanuvchi, ya’ni

b)

I f y )  = \ f ( x ,y ) d x  (14.60
a

xosmas integral mavjud boisin.
14.4- t a ’rif. Agar V e> 0  son olinganda ham , shunday 

S = 5(e)>  0 topilsaki, b - S  <t' <b, b - S  <t" <b bo'lgan Ví',í" lar 
va Vy e E uchun

t

j f ( x ,y )d x <£

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6') integral E  to‘plamda fundamental 
integral deb ataladi.

b)

Koshi teoremasi. I(y)  = j  f(x ,y )d x  intcgralning E to ‘plamda
a

tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning E  da fundamental bolishi 
zarur va yetarlidir.

Natija. Agar V<5e[a;ft) uchun El£o>0, 3 t ',t" e \b -ô ;b )  va

3 y0e E  topilib,

t"
J/(* ,y0)dx\>e0 (\4 .1r)
t '

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6) integral E  to ‘plamda notekis 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

14.5- misol. / ( y  ) = f Sin~VX dx integrating a) E -  [a; 1] (a > 0); 
J x

b) El = [0; 1] to‘plamlarda y  parametr bo‘yicha tekis yaqinlashish 
xarakterini Koshi teoremasidan foydalanib tekshiring.
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a) Ve > 0 son olinganda ham, § = 8(e) = - deyilsa, u holda
ane

Vi' = nn> 8,t"  = Inn > 8 (n e N) va Vy e E uchun

• sm yx dx 1 cosxy 
X y j dx

У (  x

1 cosyf' 1 cos yt" 1 fcosxy
J Jt 1 2t у  t у  y \, X

dx

1 1 г COS XI-
+ —— + — : —r— dx

ty y\? x

_ 1 1 1 1 r dx < + + _ ij
at at a x

2 2 
< ; + „<£■ 

at at

Demak, berilgan parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integral 
Koshi teoremasiga asosan E  to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

b) \/8  > 0 son uchun ys - 8 ,  t's -
n
38

ff TC
ts = -~z deb tanlasak, u 

2 о
holda

\y sx dx sin<5x dx

bo‘ladi, bunda e0 >0. Demak, berilgan integral, yuqoridagi natijaga 

asosan, y e  Ex danotekis yaqinlashadi.
+00 j  r dx

14.6- misol. 16 integralning Е е  (-°°;0] to‘plamdayJ0 (Х-УУ +
parametr bo‘yicha tekis yaqinlashish xarakterini tekshiring.

1 . 1Yechilishi. f ( x ,y )  = / ч4 7 = <Р(Х>У) tengsiz-(х — у) +16 ( х - у )  + 4

lik Vxе [0;+оо], y e  (-°°;0] uchunbajariladi. J

raining har bir tayinlai 
ko‘rsatamiz. M a’lumki,

dx
integ-

о ( x - y ) 4 + 16

raining har bir tayinlangan у  uchun yaqinlashuvchi ekanligini
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f —J ( r —
dx 1

1 2\[2(x—ÿ)+— parctg- ^ — Ц  
16л/2 4 - ( х - у ) 2

¡(х -уУ+16  32л/2
ln ( x - 2 f  +2yÍ2(x-y)+4

(х -у )2 -2^2 (х-у)+ 4

у 2 -2\¡2y+4
о  32y¡2

ln
У -{'2-\¡2y+4

1 2\¡2y H-----— arctg
16л/2  6 4 - у ,2 *

Dem ak, bu integral yaqinlashuvchi ekan. Ravshanki,
+00С ax
J (x -  y ÿ  + 4 'ntcgral £  to‘platuda tckis yaqinlashuvchi (14.2- misol-

ning b) bandiga qarang). Shunday qilib, berilgan integral, 14.2- 
natijaga asosan, E  to‘plamda yaqinlashuvchi bo‘ladi.

f arctgyx
14.7- misol. J ,, _ 2 “x integralni Koshi teoremasidan foydalanib,

о V1 x  )

E -  [0;—] to‘plamda tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. Ve > 0 son olinganda ham, Ô ■
16fi

deyilsa, u holda

\ / t ' 8,  t " - \ -  л -> 8  (n е Л̂ ) va Vy g E uchun
2 n An '

1-
4/1 arctgxy
J, ( l - x 2y
2 n

î—
4 n 1

2 ( l - x f  2
1_2̂

( l - x ) i - y

l - y

4л

1—
2n

1
2(1 - y ) 2n

V v 4w  J

(*)

Ma’lumki, barcha x > y  > 0, fi < 1 lai' uchun

х " - У ‘ < щ (х-у)-у> 1''
tengsizlik o ‘rinli. Bu tengsizlikni e’tiborga oigan holda (*) 
tengsizlikdan

253



i-L
f " arctg7 d X < 1
J, ( l - x 2r 2 y4n^ 2 (4n)m

bajariladi. Shunday qilib, berilgan integral Koshi teoremasiga asosan, 

E = [0; to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo iar ekan.

Veyershtrass alomati

3. f(x,y) funksiya M  = {(x ,y ) e R2 : x e [a;+°°), y e  E czR } da 
berilgan bo‘lib, y  ning E  dagi har bir tayin qiymatida f(x,y) funksiya 
x ning funksiyasi sifatida [a,+°°) da integrallanuvchi bo‘lsin. Agar 
shunday (p(x) funksiya (xe [a;+°°)) topilsaki:

1) Vxe [a;+°°) va Vj;e £  uchun \ f(x ,y )\  <<p(x) bo'lsa;

+oo

2 ) J cp(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
a

I (y ) = J  f(x ,y )d x  integral E  da tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
a

4. f (x ,y )  funksiya M t = {(x,y)e R2 :x e [a ,b ) ,y e  E czR} 
to ‘plamda berilgan bo‘lib, uning E  dan olingan har bir tayin 

qiymatida f(x ,y )  funksiya x ning funksiyasi sifatida [a,b) da
b)

integrallanuvchi bolsin, ya’ni /,(>') = j f ( x ,y ) d x  integral mavjud
a

bo‘lsin. Agar [a,b) da shunday <p(x) funksiya topilsaki:

1) Vxe \a,b) va Vye E uchun If(x,y)\< (p(x) bo‘lsa;

b)
2) jq>(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
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и )

I \ i y ) ~ \ f { x >y)dx integral E  to ‘plamda tekis yaqinlashuvchi
a

bo‘ladi.
14.8- misol. Ushbu integralning E =[-a,a\ (a > 0) to‘plamda 

tekis yaqinlashuvchiligining Veyershtrass alomatidan foydalanib 
ko‘rsating:

’ ln(l + x)aretgyx
m = j dx

Yechilishi. Berilgan integralni ikkita integralga ajratib, ularning 
har birini tekis yaqinlashishga tekshiramiz: I  = /, + / 2;

j , w = ' f 1° (1+JC)f clgw;<fa. / . w - Ï M ü Ç S * “ * ,
{  X  1 *

/, integralda Vx e [0; 1] va y  e E uchun 

\f(x,y)\ = ln0+x)arctg^ . ln(l+x)|ja| ln(l+x)
:-------у-1— -<a—------- = 0(1), x -> 0 d a .

X” X

Demak, taqqoslash alomatiga ko‘ra It(y) integral E  to‘plamda 
tekis yaqinlashuvchi, I / y )  integralda Vxe[l;+°°) va У y e  [-a; a] 

n  ln(l + x)
lar uchun \f(x ,y)\' - = cp(x) tengsizlik o‘rinli.

Iln(l + x ) ^ _  ln(l + x) + 1 1 dx =ln2 + ln-
1 + x

= In 4.
■¡̂ x 1+x

Veyershtrass alomatiga ko‘ra I / y )  integral E = [-a,a] (a > 0) 
to‘plamda tekis yaqinlashuvchi. Shunday qilib, berilgan integral ham 
E  to ‘plamda tekis yaqinlashuvchi.

14.9- misol . Ídx
integralni a) E, = [y0;+<*>) (y 0 > 0),

b) E2 = ( 1 ; + o o )  to‘plamlarda tekis yaqinlashishga tekshiring. 

Yechilishi. a) Agar Vxe[l;+°°) va У y  e Et uchun

1ekanligini e’tiborga olsak va ç>(x) = deb belgilasak, u holda
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1 1 Уо- 1
integrating yaqinlashuvchiligidan, Veyershtrass alomatiga asosan, 
berilgan integral El da tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

b) y e  E2 bo‘lsin.

*7dx A'-y A'~y
) — = , va lim — 7 = +°°'  ХУ y  — 1 y->l+0y-l

bolganligidan, \/A> 0  va Ve > 0 uchun Зу > 1 topiladiki,

dx—  > e bo‘ladi. Demak, bu holda berilgan integral E  to‘plamdaJ уУ
A

notekis yaqinlashadi.
14.10- misol. Ushbu integrating R  to‘plamda tekis yaqinlashishga 

tekshiring:

2yí arctg ~  , dx, y e  R
i У +x

Yechilishi. Vy e R ,\/xe  (l;+°°) uchun
2 уarctg—  j 

У %
<4^y 2 + x3

2-y\
tengsizlik bajariladi. Tayinlangan x e  (1;+°°) larda <p(y) = 2 + i  

funksiya у = ± \[ 7  nuqtada ekstremumga erishadi.

2 у
\ /ye  R, Vxe (1;+°°) uchun arctg ------,

У X
< j/2 tengsizlik o'rinli

7  dx
bo‘ladi. J xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lganligi uchun

i x

Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan integral R  to ‘plamda у 
parametr bo‘yicha tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Abel alomati. f(x ,y) va g{x,y) funksiyalar M  = {(x,y)e R2 : 

: x e  [a;+oo),je E c  R'} da berilgan. y  ning E  dagi har bir tayin



qiymatida g(x,y) funksiya x ning funkiyasi sifatida [a;+°°) da
+00

monoton funksiya bo‘lsin. Agar J f (x ,y )d x  integral E to‘plamda
a

tekis yaqinlashuvchi va V (x ,j)e  M  uchun |g(x,y)|<C (C  = const) 
bo‘lsa, uholda

+00

J f(x ,y )g (x ,y )d x
a

xosmas integral E  to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
14.11- misol. Integralni tekis yaqinlashishga tekshiring:

j  arctSVx e'^dx (y e  E = [a;-H>o)) (a>0) .
1 x5

Yechilishi. f ( x ,y )  = arct^rv ; g(x,y) = e“*5' ¿eb olib, Abel
x5

Y arctgyx
alomati shartinmg bajarilishini tekshiramiz. Ushbu J ---- 5— dx

1 x2
integral Veyershtrass alom atiga ko‘ra tekis yaqinlashuvchi, 
g(x,y) = e~xy esa y  ning E = \a-,+°°) dan olingan har bir tayin 
qiym atida x ning kam ayuvchi funksiyasi va Vxe[l;+°°), 

V ye E = [a;+°°) uchun |g(x,_y)| = e~xy < 1 bo‘ladi. Demak, berilgan 
integral Abel alomatiga asosan, [a;+°°) da tekis yaqinlashuvchi.

Dirixle alomati. f(x,y) va g(x,y) funksiyalar M da berilgan boisin. 
Agar V i>a hamda, V ye E uchun

t

\ f ( x ,y )d x <C (C = const)

bolsa va y  ning E  to‘plamdagi har bir o‘zgarmas tayin qiymatida 

x —>+00 da g(x,y) funksiya <p(y) = 0  lim it funksiyaga tekis

+ 00

yaqinlashsa, u holda, J  f (x ,y )g (x ,y )d x  integral E to‘plamda tekis
a

yaqinlashuvchi boladi.
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14.12- misol. Ushbu integralni tekis yaqinlashishga tekshiring:
’cosxy-lnx

УX

+0O 1fCOSXjMn*
J г- “x (y e  E = [a;+°°),a > 0].

Yechilishi. Agar / у ) = cosxy , g (x ,y )=  1п* deyilsa,uholda
л/х

Vi > 0, Vy e E  uchun
I j I I . i i

isinty-sin2y\J  f  (x,y)dx  = Ijcos xycb¿ = < 2

da g (x ,y )=  funksiya £  da nolga tekis
л/х

In Jt ^
yaqinlashadi, ya’ni g (x ,y ) = I 0 .

л/х

Demak, beriigan integral Dirixle alomatiga asosan, E  = [a;+°°) 
da tekis yaqinlashuvchi.

14.13- misol. Ushbu

J e * ™ ± d x  (p  > 0) 
i x

integralni E = [0;+°°) to‘plamda tekis yaqinlashishga tekshiring.

. ,  , cosx
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani J \ x , y ) = -  p ,

g  (x,>>) = g~y* deb belgilab, Abel alomati shartlarining bajarilishini

+00

Í COS X- p -dx integral p > 0 da Dirixle alomatiga ko‘ra

tekis yaqinlashuvchi bo ‘ladi, g (x ;y )  = e y'x funksiya y  ning

is=[0;+°°) dan olingan tayin qiymatida x ning kamayuvchi

funksiyasiva Vxe [1;+<*>), y e  [0;+°°) laruchun g (x ;y )  = e~yx <1.

Demak, beriigan integral Abel alomatiga ko‘ra, [0;+°°) to‘plamda 
tekis yaqinlashuvchi.
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Mustaqil yechish uchun misollar

I(y )  integrallarning E  to ‘plamda tekis yaqinlashuvchanligini 
isbotlang:

+00

14.1. I (y )=  j x ye~3xd x ,y e  E = [l;4].
1

+ 00

14.2. l ( y )  = ,y e  E = [a \+ o °),a > \.
2  x (m x )

14.3. I ( y ) = \  -n X4 dx, y e  £  = (-°o;-f<>o).
•J x +y '

14.4. I (y )=  y e E = (-co; +00).

1
14.5. /(y ) = J xy~' In3 xdx, y e  E  = \a,A\ a>0.

0

14.«. / W  = ) £ “ 2 g * , , e £  = [0;2].
0  v l - X

14.7. m  = £  = [,;*„).
2 VX

14.8. I(y)=  j S'snX e~xyd x ,ye  £  = [0;+°o).
1 <JX

+00

14.9. I(y) = J  cos[x2y^d x ,ye  E  = [l;+°°).
0

, v +?sin(y4x)
14.10. I (y )=  J -------- r d x ,y e E  = (l;+<*>).

J0 x +y
+ 00

14.11. I (y )=  J xye~2x' dx ,ye  is=[l;2].

14.12. I (y )=  f - —■ — -dx, y e  E = [a; +0° ),a>0.
0 *
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I(y )  integrallarning E  to‘plamda notekis yaqinlashuvchiligini 
ko‘rsating:

3 dx
14.13. I ( y ) =  f , y e  E  = Г—1;l).

2 ( x - 2 ) v 1 '

d r
14.14. I (y )  = f ^ g £  = [0;+oo).

I 9 + ( x - y )

+00

14.15. l (y )=  j x 2e~yx dx ,ye  E = (0;+°o).
о

+00

14.16. I (y )=  J  e ~ ^ ~ ^  dx ,ye  E  = [0;+°o).
о

+00 j

i dx
-  —  , y e E  = { l ; + ° o ) .

0  {x + l )

I (y )  integrallarni E to ‘plamda tekis yaqinlashishga tekshiring:
+00 I

14.18. I { y ) =  J j e £  = (l;+oo).
о 1+ x-

14.19. / ( , ) =  J C™ * -d x ,y e  E =  [0;+°°).

14.20. / ( ^ ) = J  C° ^ 2)d x , y e E  = (-oo-,+oo).

14.21. / ( > ') = [ sin -dx y e  E  = (0;3).
j  V  V -

14.22. / W = í cô , ^ ^ = [ o ; i ] .
0 Л5

14.23. / (y )=  f r :~ ^ 6 ^  = [0;l).
0 Isinx
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14.24. I(y )=  J CC* ^ , y e  £  = (0;W ).

14.25. Е ф , ^ ) .
J0 l + x *

+00

14.26. I(y )=  J  sinx2axcig(xy)dx,ye E = (-oo;+oo).
0

1 1 J

14.27. / 0 )  = J -cos — l^ d x , y e  E =  (—o®; l ] .

T< \ r sin2x dx „ , .
14.28. , W . J  ^  - + ; < y , ^ E = ( - ~ ^ ) .

14.29. í { , | -  i 1"1''', Л° Л ,;ч  Л - 1 Л Ч
0 x

sin (y2x )arctg(xy)
14.30. I ( y ) ~  J — — ' ---------fi?x,ye £  = (-°°;-l)u[l;-H>o).

I vx

14.31. / (y )=  J S— Xe 4dx ,ye  £  = [0;+°°).
0 x

14.32. l ( y ) 7 \ * mXyd x ,y e E  = [Y,2\.

Misollarning javoblari

14.18. Notekis yaqinlashadi. 14.19. Tekis yaqinlashadi. 14.20. 
Notekis yaqinlashadi. 14.21. Notekis yaqinlashadi. 14.22. Tekis 
yaqinlashadi. 14.23. N otekis yaqinlashadi. 14.24. Tekis 
yaqinlashadi. 14.25. Tekis yaqinlashadi. 14.26. Tekis yaqinlashadi.
14.27. Tekis yaqinlashadi. 14.28. Tekis yaqinlashadi. 14.29. Notekis 
yaqinlashadi.14.30. Tekis yaqinlashadi. 14.31. Tekis yaqinlashadi.
14.32. Tekis yaqinlashadi.
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75- §  Parametrga bog‘liq b o ‘lgan xosmas integrallarning 
funksional xossalari

15.1. Integral belgisi ostida Iimitga o‘tish. f(x ,y )  funksiya
M  = {(x,y)e R2 : xe[cr,+°°),ye E cz R } to ‘plam da berilgan, y 0 
nuqta E  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

15.1- teorema. Agar f{x,y) funksiya:
1) y  ning E  dan olingan har bir tayin qiymatida x o‘zgaruvchining 

funksiyasi sifatida [a,+°°) dauzluksiz;
2) y  —> y0 da V[a;i] (a < t < <*>) da <p(x) limit funksiyaga tekis 

yaqinlashuvchi;

3) \(y) -  J  f(x ,y )d x  integral E  to‘plamda tekis yaqinlashuvchi

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
f(x ,y )funksiya Mt = {(x,y)e R2 : x e  [a;b), y  e E  c  R} to‘plamda 

berilgan bolib, y  o‘zgaruvchining E  to‘plamdan olingan har bir tayin 
qiymatida x=b nuqta uning maxsus nuqtasi, y0 esa E  to ‘plamning 
limit nuqtasi bo‘lsin.

15.2- teorema. Agar f(x,y) funksiya:
1) y  o ‘zgaruvchining E  to ‘plamdan olingan har bir tayin 

qiymatida x o ‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a;b) da uzluksiz;
2) y~ > y0 da ixtiyoriy [a,t] (a < t< b ) oraliqda (p(x) limit 

funksiyaga tekis yaqinlashuvchi;

a

bo‘Isa, y  —> y0 da I(y)  funksiya Iimitga ega va

l im l( j) - l im  [ f(x ,y )d x =  f lim f ( x ,y )  = J (p(x)dx
a a a

b)
3) I,(y) = ^ f(x ,y )d x  integral £  to‘plamda tekis yaqinlashuvchi

a

bo‘Isa, y —> y0 da (y) funksiya Iimitga ega va
b) b) b)

lim I, (y) = lim I f(x ,y )d x  = I lim f ( x ,y )  =
a a a

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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15.lv misol. Ushbu tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsating:

2 + ° °  2 
lim i arctg— -- — ,-dx=  [ arctg
y - >  1 J у  + x  J  1

d x .

Yechilishi. 15.1- teoremadan foydalanib, yuqoridagi tenglikning

y '+ x J \ 1 + x 

emada
to‘g‘ri ekanligini ko‘rsatamiz:

2 у
1) integral ostidagi f ( x ,y )  = arctg - .-----T funksiya [1; + °°) dan

у  +x

olingan har bir tayinlangan у  uchun [l;+«>) da x ning funksiyasi 
sifatida uzluksiz;

2) y -> l  da V[l;t] (1 < i < °°) da f(x ,y )~ * a r c t g T .

H aqiqatan  ham, V e > 0  son olinganda, S = £  deb olinsa, 
V xe [1;+°°) va V ye  [1;+°°) uchun

2 |l— (x3 +y2)2 y  2
y  +  X 1 +  x

< -Ц — L-------  K§ =£
( / + x 3)( 1 + x3)

2v 2arctg —---- -  -  arctg ----- -
у  +x 1+x

tengsizlik bajariladi;

7  2 у
3) arctg—^ —-dx  integral £  = [l;+°°) to‘plamda у  parametr

i У +x
bo‘yicha tekis yaqinlashuvchi (14.7- misolga qarang). Shunday qilib,
15.1-teoremaga ko‘ra, yuqoridagi tenglik o‘rinli.

15.2-misol. lim [ dt = K unosabatning о‘rinli ekanligini
y-*1 J0 x  + y 4

ko‘rsating.
Yechilishi. Berilgan integralda, x = ty (/>0,_y>0) almashti- 

rishni bajaramiz:

’ /  • arctg/y ^  _ , ._ 7  arctg/y ^
lim f - - - ^  2 dt = lim f — Щ 
.v->i {  t y + y  y~*lJn 1 + 1

arctg, n  1 f  dt _ n
11 + i21 . 2 (1 + t¿) 
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r yarctgx
bo‘lganligi uchun Yeyershtrass teoremasiga asosan, I 2 . 2 ax

о А + У

arctg ty
tekis yaqinlashuvchi. —— 2 funksiya uzluksiz bo‘lganligi uchun

1 + i
arctgiy _ arctgi

1 + t2 ~ 1 + t2 '
£

Ve > 0 ga ko‘ra, 8 = - >  0 deb olinsa, Vie (a,b) uchun1

arctgzÿ arctgi
1 + t2 ~ 1 + t2

tengsizlik bajariladi. 15.1- teoremaga asosan,

arctgi)/ л  _ 7 arctgiy u _ +f  arctgi d^ nlim f arCtgf  ^i = fhm  ^ W d t =  f 
J0 1 + i J0 1 + i2 J0 1 + i

15.2. Paramertga bog‘liq bo‘lgan xosmas integralning parametr 

bo‘yicha uzluksizligi. f (x ,y )  funksiya M  = { (x ,y )e R 2:

:x e  [a;+00),у 6 [c\d]} to‘plamdaberilganbo‘lsin.
15.3- teorema./[x,y) funksiya M  to‘plamda uzluksiz va

+ 00

1(у) = J f(x ,y )d x
a

integral [c,d] oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo‘lsin. U holda J(y) 
funksiya [c,d] oraliqda uzluksiz bo‘ladi.

f{x,y) funksiya M, = {(x,ye  R2 : i e  [a ,b ) ,y e  [c,i/])j to ‘plamda

berilgan. y  o‘zgaruvchining [c, d] oraliqdan olingan har bir tayin 
qiymatida x -b  nuqta uning uchun maxsus nuqta bo‘lsin.

15.4- teorema, fix ,y) funksiya M ¡ to‘plamda uzluksiz va
»x.

I\(y)=  \ f ( x ,y ) d x
a

integral [e;r/ | da tekis yaqinlashuvchi bo‘lsin, u holda 7,(y) funksiya 
[c;J] oraliqda uzluksiz bo‘ladi.



15.3- misol. F ( y ) - j  s,in(yx2)dx funksiyaning £’ = [1;+°°)
0

to'plamda uzluksizligini ko‘rsating.
Yechilishi. Berilgan integralda t = yx2 almashtirishni bajaramiz:

r • , 2s , I f  Sint , 1 rsinr , r sinr . sin( vx )dx -  —̂ d t  = — ,—at + ,—at .
Jo 2 J ^fty

Bu integralni tekis yaqinlashishga tekshiramiz. sm t funksiyaning
Vi

i=0 dagi qiymatini 0 ga teng deb qabul qilsak, f ( t ,y )  = Smi
2 yfty

funksiya M = {(x,y)e R1 :0 < jc < +°°,1 < y < +°°} to‘plamdauzluksiz 
bo‘ladi. sini funksiya [0;+°°) da chegaralangan boshlang‘ich

funksiyaga ega, g(t,y)=  - f — funksiya esa, t> 1 va y  > 1 da
2 sjty

g:(t,y) = ~2^ t <0, 2^ ~ 2f t ’ ~ 27t = °

f sin tat
bo‘lgani uchun J ^  integral, Dirixle alomatiga ko‘ra, [1;+°«) 

to ‘plamda tekis yaqinlashadi. Vye[l;+°°) va V ie [0;1] uchun

I
4 t  tengsizlik o ‘rinli; jyftdt integral yaqinlashuvchisini

1
bo‘lganligi uchun [ r - dt integral Veyershtrass alomatiga ko‘ra tekis

0
yaqinlashuvchi. Demak, 15.3- teoremaga asosan, F(y) funksiyaning 
uzluksizligi kelib chiqadi.

15.4- misol. Ushbu integralni uzluksizlikka tekshiring:



Yechilishi. О <e < a< 2~ e <2 bo‘lsin. Berilgan integralni uch 
bo‘lakka bo‘lamiz va ularni baholaymiz:

г sinx , г xdx dx-------------dx < ------------- + ------------- +
' х в(;г -х )“ ] х " ( ^ - х ) “ '  x a( n - x ) a

+ f ----- —-— -г £ '[— +<!-*2+ f ‘V .
I  x \ K - x ) " '  J j r "  ¿ O r - * ) ' -

Tengsizlikning o ‘ng tomonidagi integrallar yaqinlashuvchi 
bo ‘lgani uchun, Veyershtrass alomatiga asosan, e< a<  2 - e  
bo‘lganda berilgan integral tekis yaqinlashuvchi.

sin  X/ (x,a) = -------------funksiya 0 < x < n , e < a < 2 -e  boMganda
x “( n - x ) “

uzluksiz. U holda 15.3- teorem aga asosan, F (a) funksiya 
0<x<7T, e< a<  2 - e  bo‘lganda uzluksiz, e ning ixtiyoriyligini 
hisobga olganda, F(a) funksiyaning 0 < a < 2 oraliqda uzluksizligi 
kelib chiqadi.

15.5- misol. Ushbu tenglik o‘rinli ekanligini isbotlang:

lim f e *  — -  dx = T  —  dx . (15.1)
y->0 j  V  j  Y

0  A  О Л

• s in  XIsboti. A g a r  — -  fu n k s iy a n i х = 0  n u q ta d a  u z lu k s iz lik k a  q a y ta
X

a n iq la s a k ,  y a ’n i -_п х  f u n k s iy a n in g  q iy m a t in i  x=0 n u q t a d a g i
X

sin  Xqiymatiga teng deb qabul qilsak, f ( x ,y )  = e~xy-----  funksiya
X

{(x ,y )e  R2 : x > 0, у  > 0} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

sinx funksiya chegaralangan boshlang‘ich funksiyaga ega, 
sinx

g _ _  funksiya x > 0, y  > 0 da

Э e“4’ e“4' 1 1 
( -) = -------(l + xy)<0, < , lim =0

ax x x X X  * >“ x
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+00с sin Xbo‘lgani uchun e~xy dx integral, Dirixle alomatiga ko‘ra,
o

[0,+ oo ) oraliqda y  bo‘yicha tekis yaqinlashuvchi. 15.3-teoremaga 
asosan,

I(y ) = \ e~xy SmX dx
í X

funksiya ixtiyoriy [0\b] oraliqda uzluksiz. Xususiy holda, y - 0 

nuqtada ham uzluksiz, 

tenglik o'rinli boiadi.

nuqtada ham uzluksiz, ya’ni lim I(y) = 1(0). Shuning uchun (15.1)y—>0

. a
1 sin

15.6-misol. F (a) = J — ~ d x  funksiyaning -oo< a<  2 oraliqda
o x

uzluksizligini ko‘rsating.

Yechilishi. Integral ostida x = |  (t > 0) almashtirishni bajarib,

F (a)=  f Sm, a t dt ni hosil qilamiz. -oo< « <  ' bo‘lsin. U holda
i t 2

sin a t 1 . *7 dt ■V/e Г1,+оо) uchun ,— 1 < - =  tengsizliko rmliva —— integral
f 4 7  i V ?

+00 • . г smcxfyaqinlashuvchi. Demak, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, I 2 a dt
i *

integral -oo < a  <  ̂ da tekis yaqinlashuvchi.
2

f ( x ,a )  = ^inat funksiya t > 1 bo‘lganda uzluksiz. 15.3-teorema­

ga asosan, F (a) funksiya (-oo; —] da uzluksiz boiadi.
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ir • 2Endi ~ < a  < 2 - £  bolsín, e > 0. U holda ij n &tdt\ < <4.
L \ I

i
2̂-a funksiya a  ning belgilangan qiymatida t —> da monoton

ravishda nolga intiladi, chunki ^_a ^ ~ tengsizlik o'rinli. Demak, 

Dirixle alomatiga asosan, berilgan integral tekis yaqinlashuvchi.

Integral ostidagi funksiya Vi > 1 va ^ < a  < 2 -  £ da uzluksiz. Bulami

e’tiborga olsak, F(a) funksiyaning ^ < a < 2 -e  oraliqda uzluksiz

ekanligi kelib chiqadi.
Shunday qilib, F(a) funksiya - ° ° < a < 2 - £  oraliqda uzluksiz 

ekan. £ > 0  sonning ixtiyoriyligini hisobga olsak, bundan F(a) 
funksiyaning -°° < a  < 2 oraliqda uzluksizligi kelib chiqadi.

15.3. Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallarni parametr 

bo‘yicha differensiallash. f (x ,y )  funksiya M  = {(x.,y)e R2 :

: x e [«;+<=<•), y  e [t:; t/]j to‘plamda berilgan bolsín.

15.5- teorema. f(x,y) funksiya M  to‘plamda uzluksiz, f ' ( x , y )

uzluksiz xususiy hosilaga ega va y o‘zgaruvchining [c\d\ danolingan 
har bir tayin qiymatida

+00

I ( y ) = J f(x ,y )d x
a

+oo

integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Agar j  f Á x ^y)dx integral [c;d] da
a

tekis yaqinlashuvchi bo ‘ I s a , f u n k s i y a  ham [c; d] oraliqda I'y(y ) 
hosilaga ega bo‘ladi va

268



T°°

I'(y) = J fy(x,y)dx
a

Jipe,y)funksiya M  ={(x,y)e R2: x e  [a\+°°), y e  [c;í/]} to‘plamda

berilgan, y  o‘zgaruvchining [c; d\ dan olingan har bir tayin qiymatida 
x -b  nuqta uning maxsus nuqtasi bo‘lsin.

15.6- teorema.f(x,y) funksiya M { to‘plamda uzluksiz va f '( x .y )

uzluksiz xususiy hosilaga ega hamda y  o‘zgaruvchining [c.d] dan 
olingan har bir tayin qiymatida

b)
h  (y) = j  f(x ,y )d x

a

b)

integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Agar \  f y(x ^y)^x  integral [c-,d\ da
a

tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, f iy )  funksiya ham [c; d] oraliqda I \  (y) 
hosilaga ega bo'ladi va

+00

I[(y) = J f ' ( x ,y)dx
a

munosabat o‘rinlidir.
Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallarni hisoblashda 

quyidagi integrallardan foydalanamiz:
+00

/, = f e~ax eos ¡5xdx = -a  — ,a >  0, /3 e R, (1)
J0 « -+ /3 2

/, = F e"ax sin [3xdx = ■■■,a  > 0, /5 e R. (2)
o «  +P

(1), (2) formulalar 7], I2 integrallarni ikki marta bo‘laklab 
integrallash natijasida hosil qilinadi.

15.7- misol. Ushbu integralni parametr bo‘yicha differensiallash 
teoremasidan foydalanib, hisoblang:

m unosabat o ‘rinli bo‘ladi.
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ox 7 1-cosax  _Bx , „ n 7(a,/3) = e p dx, 13 >0-
o x

1 _COS (X XYechilishi. funksiyaning x=0 nuqtadagi qiymatini 0 ga

t e n g d e b  q a b u lqilsak, f ( x ,a )  = * cos(/v e P*̂  f '( x ,a )  = sinaxe---- d ' , ,LA/ ) - >3111 UAC
X

funksiyalar M = {(x;a)e R2 :0<X < +°o, a e R ]  to ‘plam da 
uzluksiz bo‘ladi.

Berilgan integralni yaqinlashishga tekshiramiz:

7 1-cosax  _« !■ . 2 ax e~Px 7  , ,a x-------  e p dx = 2 s i n ---------- c/x + 2 sin — dx - 1 \ I ,
I x I 2 x j 2 x 2’

,  . , a . x  _Bx2 sin"---- e p i  „ 2  \
■ —»+0 d a -------- ---------= 0 «"x 

4v . y

. „ . 2 ax  e x —> ¿a esa 2 sin -----------= o (^> 1 )

bo‘lganligi sababli, taqqoslash teoremasiga asosan, /, va /2 integrallar 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Endi J sin axe~P*dx integralni a e R  da tekis yaqinlashishga
0

tekshiramiz: V/i > 0 uchun
+oo

je_/3x sin ax  < e ^ 1’, J e~Pxdx 
o

integral yaqinlashuvchi bo'lganligidan, Veyershtrass teoremasiga

ko‘ra J<? llx sin a  xdx integral a e R  to‘plamda tekis yaqinlashuvchi.
0

Demak, 15.5-teoremaga asosan,
+ oo

J '(a ,)8 )=  J e~Px sinaxdx 
o

bo‘ladi. (2) formulani e’tiborga olsak,
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a  +ß 
Bu yerdan

J(a,  ß ) = -  ln \a2+ ß 21 + C(ß), J(0,ß)  = 0

Í  2 \ \  а  
ß 2V У

bo ‘lganligi uchun C(/?) = -ln /3  bo ‘lib, J ( a , / Î ) = 4 n

bo‘ladi.
15.7- misol. Ushbu

r . . 7 sinoi.r , ...1(a) = ------- dx, a>  0 (4)
о *

Dirixle integralini hisoblang.
Yechilishi. Berilgan integralni hisoblash uchun quyidagi integralni 

qaraymiz:

F(a, ß  )= \ e~ßx Sin--X dx, ß >  0 ■ (5)
о *

—e~ß x funksiya (0,+°°) oraliqda monoton kamayuvchi, sin OCX
X

funksiya esa а  Ф 0 bo‘lgandachegaralanganboshlang‘ichfunksiyaga 
ega, ya’ni

1 -  cos ахJ sin atdt-
0 «

a  = 0 bo‘lganda (5) integral nolga teng. Dirixle alomatiga 
asosan, belgilangan ß  > 0 va ixtiyoriy а  Ф 0 uchun (5) integral 
yaqinlashuvchi.

Integral ostidagi funksiya va uning a  bo‘yicha hosilasi x  va a  

bo‘yicha M = {(x ,a )e  R2 : x e  [0;+°°),ae [0;+°o)j dauzluksiz.

í e eos axdx = . —
i a 2+ ß 2

integral a  ga nisbatan tekis yaqinlashuvchi, chunki
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\e r cosaxi < e<e-V\
+00

J  e~ßxdx

integral yaqinlashuvchi. Demak, 13.5- teoremaga asosan, (5) 
integralni a  parametr bo‘yicha differensiallash mumkin: a  > 0 uchun

munosabatga ega bo‘lamiz. Buni [0;a] oraliqda integrallab,

F (a ,ß )-F (0 ,ß )  = ß ] - 2 Л _т  = arctg“
О ' P P

ifodani hosil qilamiz, bunda F(0,ß) = 0 b o ‘lgani uchun 

ОС
F (a ,ß )  = arctg ifodani hosil qilamiz. Shunday qilib,

7  _fl.x s i n a x  ,  ̂ a  F (a ,ß )=  e p --------dx = arctg - .
o * ß

Endi a  > 0 deb, (4) integralni hisoblaymiz. Belgilangan a  > 0 

larda (5) integral ß  bo‘yicha [O; l] oraliqda tekis yaqinlashuvchi, 

chunki sin ах  ( а  > 0 — belgilangan) chegaralangan boshlang‘ich
e~P'xfunksiyaga ega, funksiya esa m onoton kamayuvchi

X

e

V A

< 0,ß> 0
y

va [O; l] da - —> 0. Dirixle alomatiga

asosan, (5) integral [0,l] oraliqda j8bo‘yicha tekis yaqinlashuvchi, 

ham da e~ßx s’noíx funksiya U x ,ß )e  R2 :xe  [0;+°°),ße [0;l]|
X

to ‘plamda uzluksiz bo‘lgani uchun, F ( a ,ß )  funksiya [0;l] da ß  
bo‘yicha uzluksiz. 15.1- teoremaga asosan, (5) integralda integral 
ostida ß  —» +0 da limitga o‘tish mumkin:
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1-00

lim  í
уЗ-м-О J

o-ß* sin ax

sinax

-t-oo

dx = J
sinax а  кdx = lim arete — = —

X Л-но 6 ß 2

funksiya a b o ‘yicha toq funksiya bolganligi uchun

sinax n .dx = signa, a e  R.
X 2

(7)

Xususiy holda, а  = 1 bolganda

+f sinx , n 
d x - -  .

Jo * 2

15.4. Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallarni parametr 

bo‘yicha integrallash. f (x ,y )  funksiya M  = {(x,y)e R~ :

: x e  [a ;+ °°),ye [c;d]} to ‘plamdaberilganbo‘lsin.
15.7- teorema. Agar f(x,y) funksiya M  to‘pldamda uzluksiz va

+00

I ( y ) =  J  f ( x , y ) d x  integral \c ,d \  oraliqda tekis yaqinlashuvchi
a

bolsa, I ( y )  funksiya [ c ; í / ]  da integrallanuvchi va

a a -t-oo -too и

\ l (y)dy = \  J f{ x ,y )d x  dy= J  j f ( x ,y ) d y dx

munosabat o'rinli.

J[x,y) funksiya M x = {(x,y)e R2 :x e  [a;+ «= )je  [c;+°°)} to ‘p-

lamda aniqlangan bo‘lsin.
15.8- teorema. Дх,у) funksiya to‘plamda uzluksiz hamda

J f(x ,y )d x , \ f { x , y ) d y
a с

in tegrallar, mos ravishda, [ c ; + o o )  oraliqda tekis
yaqinlashuvchi bo‘lsin.
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Agar
+ 0 0  + 00

J dx J j f (x ,y ) \d y  , J dy J j f(x .,y)\dx

integrallarning hech bo‘lmaganda bittasi yaqinlashuvchi bo‘Isa, u 
holda

jd x  J f ( x ,y ) d y  , j  dy j  f  (x,y)dx
a L c A c \_ a

integrallar ham yaqinlashuvchi va ular o‘zaro teng bo‘ladi.

f(x,y) funksiya M2 = {(x, v)e R2 : x e [a;b),ye  [c;t/ ]} to‘plamda

berilgan, y  ning [c; d ] dan olingan har bir tayin qiymatida x -b  nuqta
uning maxsus nuqtasi bo‘lsin.

15.9- teoreina./fx,y) funksiya M, to‘plamda aniqlangan, uzluksiz va

h(y) = \ f { x ,y ) d x
a

integral \c\d\ oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda /,00

funksiya \c\d\ oraliqda integrallanuvchi va

i  d b) b) d 

J 11 (y)dy = \ d y j f ( x , y ) d x  = j  dxj f  (x,y)dy
c c a a c

munosabat o‘rinli.
+ 00 . 5r sm .

15.8- misol. J
I x

dx integralni hisoblang.

Yechilishi. Integral ostidagi sin5x funksiyaniquyidagiko‘rinishda 
ifodalaymiz:

. . 4  /3 1 ,  1 A \  ■ 
sin  x  =  s m x s in  x  =  (—  c o s 2 x  +  - c o s 4 x ) s m x  =

8 2 8
5 . 5 . .  1 . .= -  sm x -----sm 3x H—  sm 5x.
8 16 16

Bu tenglikni e’tiborga olgan holda, berilgan integralni
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+оо . 5 С  +°° • С +°° * О 1 +°о • г- /-> -tooг sin х , 5 г sinx , 5 г sm3x , l r sin5x , 3 r smx ,- a x  = -  -  — dx------------- - d x -\— -------ax = -  -  —ax
■ x  8 ' x 1 6 ' x  6 ' x  % o x

+°° • 
f sim e

ko‘rinishga keltiramiz. Endi, J =  \ dx integralni hisoblash
o x

1 p _

uchun = I e xydy munosabatdan foydalanamiz:
x o

+oo +oo

J  = |  sin xdx J e x>'dy. 
o o

Bu yerda integrallash tartibini almashtirish mumkin, deb faraz 
qilib, (2) formulani e’tiborga oigan holda,

J  = J d y ]  e~v  sin xdy = J  f - ,  = K 
o o  о z

+oo +CO

munosabatga ega boiamiz. Endi ./ = j  sin xdx J e~xydy integralda
o o

integrallash tartibini o‘zgartirishning mumkin ekanligini asoslaymiz, 

ya’ni 15.8-teoremaning shartlarini tekshiramiz. f ( x ,y )  = e~xy sinx 

funksiya M, ={(x,y)e R2 : x e  [0;+»°) y e  [0;+°°)} to‘plamdauzluk- 

siz. 0 < a< A<  +oo deb olamiz. Unda

A • A +oo +oo A

| S111̂  dx =  J  s in  xdx  J  e ^ d y  =  J dy  J  e s in  xdx =
x

+oor .vsina + cosa vsin^+cos^4 _Av. ,
= {~---------------e ay -  ■----------,----- e }dy =

¡ í + y 2 1+y20

: Siníina- f У . e mdy+ cosa• f —- T e ayd y -  
o 1 + /  о 1 + /

oo oo -

-sin  A ■ f У e~Aydy -  eos A ■ f ----- T e~Aydy
í l +y  J„ i + /
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bo‘ladi. Keyingi ikki integral A (A>A0>0) ga nisbatan tekis 
yaqinlashuvchi. Shuning uchun A —> +°° da integral ostida limitga 
o ‘tsak, ularning nolga intilishini ko‘rish qiyin emas.

Ikkinchi integral a (a > 0) ga nisbatan tekis yaqinlashuvchi,

a —>0 da y - > - .  sinaf —  e~aydy integralning a - > 0 da nolga
2 i l  + y

intilishini ko‘rsatamiz:
+00 +00 1+00 1 - r ~

[ - --- 2e~aydy = f —  e 'dt = [ 2 e~'dt+ f —— -{e~‘dt, 
{ l  + y 2 J0 a2+t2 { a 2+t2 , a +t

[ -  — e~‘dt < f . ' , dt = -  In (l + a2 ) -  In a,
* a + 1 {a  +t ? V '

lim sin aa—>0 - In(l + a2) - ln a l= 0 ,  f -- e 'dt<  [ =c, 
? v '  I J a2+t2 te‘

lim с sin a = 0.
a—>0

f  sinx _ к
Demak, J dx ekanligi kelib chiqadi. Shunday qilib,

о x L
+ o °  • 5 o —.r sin x . 3к  ax = — .
о x 16

15.9- misol. Ushbu tenglik o‘rinli bo‘ladimi:
+°° +°° 2 2 +°° +°° ,2 2

Yechilishi. Ravshanki,



Demak, berilgan integrallar teng emas, ya’ni berilgan integralda 
integrallash tartibini almashtirish mumkin emas, chunki 15.8- 
teoremaning hamma shartlari bajarilmaydi:

2 _  2

f ( x>y)= t j i  , _ 2“ 2 funksiya
(*2+ y 2)2

M¡ = j(x,_y )e R2 :1 < X < +00Д < j  < H-ooj to‘plamda uzluksiz,

. .2  „ 2

Г 4 ^ т * .  Íj  i r ' J .  I )2 'l J

. .2  „ 2

Í (X2+ / ) 2
dy

(х '+ у У

integrallar, mos ravishda, у  > 1, x > 1 bo‘lganda y va x parametrlarga 
nisbatan tekis yaqinlashuvchi, lekin

+0 0  +00

\ d x \
2 2 

\y ~ x \
■dy, j  dy]

jy 2 - x 2| dx

( M
integrallar uzoqlashuvehi. Haqiqatan ham,

+ 0 0  + 00

\ d x \
1 1

/
+00  

- Í

I 2  2 1IУ - x + 00

dy = j  dx
* . .2  . .2x - y

dy+ J
+°° ,.2 J2У - x

1 ( x 2 + / )  t ( x + y v
-dy

У x 7
+~>|

a - 7  [1  1
x 2+ y2 1 x2+ y2 J [ x  1 + x2

1+00

J
dx -

= (lnx-aretgx) , =+ 00.

Shunga o ‘xshash, ikkinchi integralning ham uzoqlashuvehi 
ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Shunday qilib, 15.8- teoremani qo‘llash mumkin emas, ya’ni 
tenglik o‘rinli emas.

15.10- misol
г dx r dy

¡sol. I  = Í , * f -
+ x 2y 2

integralni, integrallash
0 л/l —X" 0

tartibini almashtirish haqidagi teoremadan foydalanib, hisob- 
lang.
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Yechilishi. f ( x , y ) -  —¡=— =-■ — ----- funksiya 
\ l l - x  (\ + x y  j

M2 = {(x,y)e :0 < x < 1, 0 < y < 1}

to‘plamda uzluksiz. J  —---- - - dx integral y  bo‘yicha [0;l]
o v l — x~ (l + x 2y 2)

da tekis yaqinlashuvchi.

H aqiqatan ham, Vxe [0; 1) va tayinlangan y e [0 ;l]  uchun

1 '  dx-------------- :------ < ---------- r a
i \ ^ 7 ( l  + x 2y 2 ) s f T x 2 t e n g s iz l ik  o ‘n n l i ,  J ■x2

integral

yaqinlashuvchi.
i j

Demak, ------  dx integral, Veyershtrass teoremasiga
W l - r ( l + i y )

asosan, tekis yaqinlashuvchi. 15.9- teoremaga asosan,

T —  f  dx  f d y  — f  ^  f dx
~ J  r,------- i J  1 +  v V  “ J • J Fy------- 2 ( l ,  2 2 \o y l—x y  0 0 'S/I- x 1̂ + x y  J

tenglik o ‘rinli boMgani uchun, x=cos(p almashtirishni bajarib, 
quyidagiga ega bo‘lamiz:

' = !

15.5. Ba’zi bir muhim aniq integrallarni hisoblashda parametrga 
bog‘liq integrallardan foydalanish. Biz shu vaqtgacha aniq integrallarni 
hisoblashda ikki muhim usuldan foydalanib keldik: bulardan 
birinchisida aniq integralni integral yig‘indining limiti sifatida qarab, 
ikkinchi usulda esa integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ich 
funksiyasini topib, Nyuton — Leybnis formulasidan foydalanib 
hisobladik. Lekin, ba’zi bir hollarda integral ostidagi funksiyaning 
boshlang‘ich funksiyasini elementar funksiyalar yordamida ifodalab 
bo‘lmaydi. Bunday integrallarni hisoblashda parametrga bog‘liq 
integrallar nazariyasidan foydalanish muhim ahamiyatga ega.
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Frullani mtegrallari

1. Agar f ( x )  funksiya [0;+°°) da uzluksiz b o iib , chekli 

lim / (x) = / (+°o) mavjud bo‘lsa, Va > 0,b > 0 lar uchun

7  f(aX) J(b:" dx = [ /(0 )  -  / ( + - ) ]  ln b (i)
J x  a

Frullani formulasi o‘rinli.
Haqiqatan ham, f(x )  funksiya uzluksiz bo ‘lganligi uchun 

V[J;5] (0< A < B <  +«=) da

f ñ™ ) z ñ M  dx = r ñ axl  dx _ r / M  dx =
J v J r  " YA X A X A X

j m d z i m dz j m dzj m
J  y  J  7  J  7. J  7

dz

integral m avjud. M a’lum ki, berilgan integral quyidagicha 
aniqlanadi:

7  J M > - f v >x). * =lhn 1  m  dz _ 1̂  T m  dz.
J y* A —>0 J  7  J  7
0 X  aA aB

Keyingi ikki integralga umumlashgan o‘rta qiymat haqidagi 
teoremani qo‘llab, quyidagilarga ega bolamiz:

J /(Z ) dz = f { $  ) J  - -  = /  )ln * (aA<^< bA)
J  7  J  7  f íA %a A

bB \  bB

í dz = /( t j)  f — = / ( 77)• ln (o5 < 77 < 65)
aB -  aB 2  a

A -> 0 da |  -> 0, 5  -> +00 da esa T7 +00 ekanligini e’tiborga 
oigan holda, yuqoridagi mulohazalardan

7  / (ax) -  / (te) , . b
¿  - J -  dx = [/(0) -  /  (+°°)] ln -

o x a
tenglikning o‘rinli bolishi kelib chiqadi.
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2. Agar x —> +00 da fix)  funksiyaning chekli limiti mavjud bo‘lmasa,
+°°

lekin VA > 0 uchun ' dz integral mavjud bolsa, u holda
a 2

7 f ( a x ) - f ( b x ) ,  . . . . .  b 
J dx = /(0 )  • In ( i)
0 x a

formula o‘rinli.
3. Agar x=0 nuqtada /(x ) funksiyaning uzluksizligi buzilib,

a' №
0 z 
o ‘rinli:

f dz(A < +°°) integral mavjud bo‘lsa, u holda ushbu formula
J  /7

’ f ( a x ) - f ( b x )  ... bdx = f(+o°) In • (1")
0 x a

15.11- misol. Integralni (1) formuladan foydalanib hisoblang:

7 ,  7 +  3e~“  dx n , A
lg — ------ , a>0, b>0 ■

I l  + 3e~bx x

Yechilishi. Berilgan integralda f ( x )  = \g(7 + 3e~x) . Bu funksiya 

[0; + °°) dauzluksiz, lira / (x )  = /(0 )  = 1, 3 lim / (x) = /(+°°) = lg 7 -
x —> 0  jt - » + o o

+ ° °  >-j _j_ a x  ^  r

Demak, (1) formulaga asosan, fig  — dx = lg(l+ )-ln .
J0 7 + 3e 7 a

15.12-misol. f  s'n05:t sm ß x dx, a > 0 , ß > 0  integralni, ( I )  
0 *

formuladan foydalanib, hisoblang.
Yechilishi. Berilgan integralda /(x )  = sin x bo‘lib, f(0 )  = 0 va

x —» +00 da sinx funksiyaning limiti mavjud emas. VA>0  uchun

7  sinx
J . integral Dirixle alomatiga asosan yaqinlashuvchi. Demak,
A X

(1') formulaga asosan, integral yaqinlashuvchi va
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+7 sin a x -  sin ßx .i  (/.y = 0.
o *

15.13- misol. Ushbu integralni, (1") formuladan foydalanib 
hisoblang:

. 1  . 1+~ sin----- sin—
[ ---- ^ ^ dx, a> 0, b > 0 .

Yechilishi. Ravshanki, /(x )  = sin -  bo'lib, x=0 nuqtada uzilishga
x

. 1 a sm —
ega, /(+°°) = 0. \/A > 0 uchun [— —dx integral yaqinlashuvchi.

o x
Demak, (1 ') formulaga ko‘ra,

1 . 1+»sin----- sin---- ,
f _ _ a x ------- bx_dx =  /(+ o o ).ln _  = 0.
I x  a

Mustaqil yechish uchun misollar

15.1. A gar/(x) funksiya (0;+°o) da absolut integrallanuvchi 
bo‘lsa,

+<x> +oo

lim [ / (x) sin nxdx = 0, lim f / (x) cos nxdx = 0
«—»<X> J  «—>oo J0 0

ekanligini isbotlang.
15.2. Ushbu tenglikni isbotlang:

2*7 acosx  , lim - ,  . dx - 1.
a^°7t J0 x +a

+oo

15.3. J ae~axdx integralda a  —> +0 da integral ostida limitga
o

o‘tish mumkinmi?
15.4. Agar /(x) funksiya [0;+°o) da uzluksiz, chegaralangan va

/(0 )  = 0, g(x) funksiya esa [0;+°°) o raliqda absolut 
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
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lim f /  — g(x)dx = 0
a-^+0 J  r

ekanligini isbotlang.
15.5. Agar /(x) funksiya (0;+°°) da integrallanuvchi bo‘lsa,

+oo +oo

lim f e~ax f  (x)dx = f f(x )dxa-H-0 J ^0 0
ekanligini isbotlang.

15.6. F(a)=  J sin(ax2)dx funksiyaning E = [1; + °o) to'plam-
0

da uzluksizligini isbotlang.
+oo

15.7. F(a)=  f COSa— dx funksiyaning E=R to'plamda uzluk-
o l + x 

sizligini isbotlang.

. ai sin
15.8. F ( a ) = f ---- —dx funksiyaning £’=(0;1) to ‘plam da

L x“ '  '
uzluksizligini isbotlang.

+r xdx
15.9. F(a)=  [ funksiyaning E = (2;+°°) to ‘plamda

o 2 + x
uzluksizligini isbotlang.

+oo

15.10. F(a)=  f C° S- d x  funksiyaning £  = (0;+°°) to ‘plamda
i

uzluksizligini isbotlang.
Funksiyalarni ko‘rsatilgan oraliqda uzluksizlikka tekshiring:

15. 11. F(a)=  \ SmXe-axdx, £  = [0; + ~ ).
J  V

15.12. p(a )=  f.-----ln* dx E = R
• ( x - a )  +4
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15ДЗ. /•(«) = ]  dl  i E  = \0;1).
” S in  X

15.14. F(a) = 1 ^ 1~ а2)хсЬс, E = R.
о *

+ 00

15.15. F(a)=  \a e ~ axldx, E=R.
0

+00

15.16. F (a )~  J  e~ax cosx2dx, E  = [0; + 00).
0

Dirixle integralidan foydalanib, integrallarni hisoblang:

-dx ■15.17. 15.18. 15.19. T sinx2
о X Í {  X )  J

15.20. f sinjrV  15.21. T Sm:r- XCOSX^
J X  j  V3

„3 +~ Ш1Х
xJ

+o° „ ‘„ 3  л • 4
- rccr

X
15.22. dx. 15.23. f SÍnVC0S

J  Y  J V

7  cos a x -c o s  ß x  ,
15 .2 4 .  , . . ■■■■------——  (/л-.

0 *
Dirixle yoki Frullani integrallaridan foydalanib, integrallarni 

hisoblang:

r a s in a x - s m a x  ,15.25. J ---------- - dx, a  > 0.
о X

i c i / ;  7 sin4a x - s in 40 x  , л „15.26. I - ------------  H dx, a >0, ß  > 0.
0 *

fc-v7 7  sin ax  sin ß x  ,15.27.  -----J ^ -d x ,  a > 0 ,  ß  > 0, а  Фр.
0 X

1£10 7 sin3xcosax ,15.2». J --------—— dx, a >  3.
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Parametr bo‘yicha integral ostida differensiallab, integrallarni 
hisoblang:

+°° g~ax _ g~ßX
15.29. / ( « ) =  J ------------  dx, [a > 0, ß  > 0) integralni hi-

0 x
soblang.

+°° g-ax _
15.30. / ( a ) = J  sinmxdx, ( a >  0, ß > 0 , m * 0 )

о x  

integralni hisoblang.

00 рГах _ p~$x
15.31. [_-------?— cos Xxdx, a  > 0, ß > 0  integralni hisoblang.

о x

15.32. [ aiCl‘J(X V dx integralni hisoblang.
о x \ l - x 2

15 33 Í at'ctgax dx = — In ( l+a  ) (a  > 0) ekanligini isbotlang. 
{ x ( \ - x 2) 2

—

f  X  j 7 t ,
15.34. 15.33-misolning natijasidan foydalanib, J — dx= —m2

о Щ x  *■

ekanligini isbotlang.
i j

15.35. \x a~ldx = ,a >  0 ekanligidan foydalanib,
ГУо u

I
Jx a~‘ -lnx mdx, m e N  integralni hisoblang.
о

+O0

15.36. 1(b) = J V “ 2 cos bxdx (b> 0) integralni hisoblang.
0

+00

15.37. J x 2ne~xl cos2bxdx (ne  /V) integralni hisoblang.
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1-00 ,
r clx K

15.38. J - - -  -  - -  (a > 0) form uladan foydalanib,
Q X I CI ¿L/Ct

7  dx
J / 2 ? \ " +1 ’ (n s  N) integralni hisoblang.
o Ix + a  I

15.39. Ushbu • /(« )= }  '•;°Sa;\/x . K (a)=  Laplas
0 !+•* o 1+*

integrallarini hisoblang:

15.40. Ushbu Frenel integrallarini hisoblang:
+ c o  +oo

J  -  J  sinx2iic, J x = J  cosx2dx .
0 0

+oo

15.41. Ushbu J  e 1 i/x Eyler — Puasson integralini hisoblang.
0

"7s in a  x k
15.42. J -------- = —, a  > 0 dan foydalanib,

o X 2

+r cosax-cosfoc _ n ( b - a )
o *2

bo‘lishini isbotlang.
+°o ^

15.43. J e~axdx = , a > 0  m unosabatdan foydalanib,

*fe-ax- e~ßxJ.. b
J v n ’ cx>0, b> 0  bo‘lishini isbotlang.0 w

+°° 2 ^
15.44. f e~r dx = -  Eyler — Puasson integralidan foydalanib,

* 92

quyidagi munosabatlarni isbotlang:

1) J eAaxl*lßx)dx = r  • g “ ,a  > 0;
a
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+°° - а х  - ß x

2) J - - - - - у --- dx =  2 j n { J ß - V a ) ,  a  >0, /3 > 0;

7  V + 4> , >/гг _2a3) J e 1 cfcc = - - - e , a > 0 .
0 ^

15.45. Integrallash tartibini almashtirish mumkinmi:
+«o 1

[ dx f— ——- dy ?
'Í {(* + >02 '

Misollarning javoblari

15.11. Uzluksiz. 15.12. Uzluksiz. 15.13. Uzluksiz. 15.14. аФ ±  1 
da uzluksiz; a  = - l  va a  = 1 da uzilishiga ega. 15.15. a ^ O  da

n,a\
uzluksiz; a = 0  da uzilishga ega. 15.16. Uzluksiz. 15.17. ^

n n 7t Л TC . ____ ЗтГ
15.18. . 15.19. - . 15.20. 15.21. -  . 15.22. signa. 15.23. — .

2 4 6 4 4 16
3 ex

15.24. (|/3 j -  |a j)—. 15.25. a l n a .  15.26.

15.27. \  ln( о )• 15.28. 0. 15.29. /(a )  = ' ln ^  (a  > 0, ß  > 0).2 a  -  p  2 a

ß  a  1. b2 + Я
15.30. /Ог) = arctg -arctg . 15.31. ln 2 .y .

m m l a  + Л

I— b2
15.32. ^ ln (a  + Vl + a 2)- 15.35. ( ■ 15.36. 1(Ь) = ^ . Г . е  4a.

L (X Z \ Cx

é ñ  d2n л(2п- \ ) \ \
15.37. ( - 1 ) ^ — ( e -  ). 15.38. 2(2„)!!a^ ^

15.39. 7(a) = —e”'“', a e  R,K(a) = y  signa -e“^ , a e Â .
2 2

15.40. 7(a) = ^ J | -  /•.(«) = 2 ^ '  15-4L " f  • 15-45- Y° ‘q-
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16- §. Eyler integrallari

16.1. Beta funksiya va uning xossalari. Ushbu

jx "  1 (1 — x )4 ldx (a> 0,b> 0 ) (16.1)

xosmas integral Beta funksiya  yoki 1- tur Eyler intégrait deyiladi va 
B(a,b) kabi belgilanadi, ya’ni

Intégral ostidagi funksiya uchun:
1) a < 1, b > 1 bo‘lganda x =0 nuqta;

2) a > 1, b < I bo‘lganda x= 1 nuqta;

3) a < 1, b < 1 bo‘lganda x=0 va x = l nuqtalar maxsus nuqtalar 
bo ‘ladi.

Demak, (16.1) integral param etrga bog‘liq b o ‘lgan xosmas 
integraldir.

Beta funksiya quyidagi xossalarga ega.
1 -xossa. (16.1) integral

M  = {{a,b)e R2 : ae  (0;+°o), èe(0;+°°)} 
to ‘plamda yaqinlashuvchi.

2- xossa. (16.1) in teg ra l M 0 = {(a,b)e R2 : я е  [ö0;+»),
be  [ô0;+®°)}, я,, > 0, b0 > 0 to ‘plamda tekis yaqinlashuvchi, lekin 
M  to ‘plamda esa notekis yaqinlashuvchi.

3- xossa. B(a,b) funksiya M  to ‘plamda uzluksiz funksiyadir.
4-xossa. V(a,è)e M  uchun B (a,b)-B (b ,a) (simmetrik) bo‘ladi.
5- xossa. B(a,b) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

6-xossa. \f(a,b)e M y ={(a,b)e R2 :ae  (0;+»o\ b e  (!;+«>)} uchun

(16.2)

B(a,b)= b ' B (a ,b -1).
a + b - l
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7- xossa. b=n boiganda,
Yl — 1 Yl — 2 1 1

B(a,n) = —— —------—— .... — B(a, 1), B(a, 1) = .
a + n - l a  + n - 2  n + 1 a

8- xossa. B(m,n) = — — ----- (m ,ne Ы).
(и + »г-1)!

7Г 19- xossa. S (a ,l-a )  = --------( 0 < a < l ) ,  xususiy holda a =  _
sin an 2

= / r .

2 24 /

16.2. Gamma funksiya va uning xossalari. Ushbu
+00

j  xa-'e~xdx (a> 0) (16.3)
0

xosmas integral Gamma funksiya yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi 
va kabi belgilanadi, ya’ni

+00

Г(а) = J х а-1е~Чх (a > 0). (16.4)
0

Integral ostidagi funksiya uchun:
1) û<1 boiganda x=0 nuqta maxsus nuqta;
2) a> 1 boiganda (16.3) integral yaqinlashuvchi;
3) a < 0 boiganda (16.3) integral uzoqlashuvchi;
Gamma funksiya quyidagi xossalarga ega.

1 -xossa. Г  (a) = lim /7a ——— . (16.5)
а(а + 1)---(а + и + 1)

(16.5) formula Eyler -  Gauss formulasi deyiladi.
2- xossa. (16.3) integral Vae [a0,b(j\ (0 < a0 < b0 < +°°) oraliqda 

tekis yaqinlashuvchi, ae  (0;+°o) da esa notekis yaqinlashuvchi.
3- xossa. Y(a) funksiya ((),+<») oraliqda uzluksiz va barcha 

tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega, ya’ni
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r
1-00

n\a )  = J xa~le~x(lnx)''dx (ne N)

4- xossa. F  (a + 1) = aT (a) (a > 0).
5 -xossa. r (n  + \) = n\.

F (a )r  (b)
6- xossa. B(a,b) =

f ( a  + b)

K
7- xossa. F (a)r(l -  a) = B(a, l -  a) = . —— , 0 < a < l .

sm an

8- xossa. r
(2n - 1) ! ! r -  = —  — Vtt, ne N . 

2"

î \  7C
9- xossa. Lejandr formulasi: r  ( a ) F  a + _  = , r r  ( l a ) .

K )
16.1- misol. Ushbu integralni Beta funksiya orqali ifodalang:

a

j x a~l(an- X"Ÿ~ldx, a>  0, a> 0, £ > 0 ,  n> 0-
0

Yechilishi. Berilgan integralda x = at" (t> 0) almashtirish 
bajarib,

a a + n P - n  1

f x““1 (a" — x” dx = -------- fi-'“1 (1 - t)M  dt
i n i

ni hosil qilamiz. (16.2) formulaga ko‘ra
a + n (3- n  f  c i  \

¡ x a~](an- x n)M dx ■ -B P
\ n y

a --------
16.2- misol. Jx 2 Va2 - x 2dx (a > 0) integralni hisoblang.

Yechilishi. Xususiy holda, 16.1- misolda n = 2, /  ̂= ^ , a  = 3 

deb olsak,
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m unosabatga ega b o ‘lamiz. G am m a funksiyaning 5-, 6- va
xossalariga asosan,

| x 2V 2 2 a —X dx  -
a4 Г 1 ( I)  a4
2 Г (3) 16

ekanligini topamiz.

г /1 — X dx
16 .3-misol. ^ = | w -------  2 integralni Eyler integrallari

о V X (x 2)

yordamida hisoblang.
3x

Yechilishi. Berilgan integralda = t almashtirish bajaramiz
2 + x

2t dx dt . . . . .  . . .  ...va x = -----, —  „ = — ekanligmi e tiborga olib,
3 - t  (x + 2) 6

1 i

d t
2^6 J0

ifodani hosil qilamiz. Beta funksiyaning ta ’rifi va Gamma 
funksiyaning 4-, 6-, 7- xossalaridan foydalanib, Г(2)=1 ekanligini 
e’tiborga oigan holda,

1 3'
I  = -K=B

/ 1  о \  n

2л/б { 2 ’2 J 4л/б 
boiishini topamiz.

W 1 T"116.4-misol. J In -  x ß~'dx, a, ß>  0 integralni hisoblang.
0 V x j

Yechilishi. Berilgan integralda In — = i, (t> 0) almashtirish
x

bajarib, so‘ngra Gamma funksiyaning ta’rifidan foydalangan holda,
1 /  л +00 +00 a - \  1 л

x > - ^ = \ ^ , =  y w e-’ j  = ¥ r (a)

ga ega boiamiz.



С X  Û X
16.5- misol. i---- г  —  (а > 0,6 > 0, и > 0) integralni hisob-

{ (a + bx )
lang.

Yechilishi. Berilgan integralni hisoblash uchun x = (t > 0)

almashtirish bajaramiz, so‘ngra Beta funksiyaning 5- xossasidan 
foydalangan holda,

/  ü!±l \  
a "
~b

-dt =7  x'"dx_
] (a+bx"У nap J0 (l + í)P [b  

ifodani hosil qilamiz.

~  , f a Y  1 J m  +1 m +1- j B  ------ , p ---------
и<г V n

Berilgan integral 0<  W-+1 < p  bo‘lganda yaqinlashuvchi. 
n

16.6- misol. Ushbu integralni hisoblang:

r \  (x -  a)m (b -  x)n , тI  -  v ---- > -v—  dx (0 < a < b, с > 0) •
I (x + c)m+n+2

Yechilish. Bu integralda x а = b - t  almashtirish bajarib, uni 
x+ c b+c

(b -  á)m+"*\ \ r[X _ trd t
(Ъ + с Г \ а  + с Т Х\

shaklga keltiramiz. So‘ngra m > —1, n > — 1 deb, Beta funksiyaning 
ta’rifíni e’tiborga oigan holda,

(b + c)m+'(a + c)"+1 
munosabatni olamiz.

s.
2

16.7- misol. 1 = J s in '" x c o s " x í¿ c  ( m > - \ , n > - \ )  in t e g r a ln i
0

hisoblang.
Yechilishi. sinx = J t  ( />0)  almashtirish bajarib, berilgan 

integralni ushbu ko‘rinishga keltiramiz:
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Hosil bo‘lgan integralga Beta funksiyaning ta’rifmi qo‘llab,

m + l n + 1
I  = —B

2 \ ; 
ifodani olamiz.

2 a

16.8- misol. /  = f—■— ---- -dx, 0 < a < l  integralni hisob-
” (smx + eosx)

lang.
Yechilishi. Berilgan integralda tgx = t (t> 0) almashtirish 

bajarib,

2 tgax dx 7 f d t
J0 e o s 2 x ( l  +  tg x )2 J ( l  +  0 2 

m u n o s a b a tg a  e g a  b o ‘la m iz .

0 < a < l  shartda berilgan integral yaqinlashuvehi. So‘ngra 
keyingi hosil bo‘lgan integralga Beta funksiyaning 5-xossasini, 
Gamma funksiyaning 4- va 7- xossalarini qo'llash natijasida

/  = 5(1 + a , 1 - a )  = аГ(а)Г(\-а)  ■ na
sin а л  

bo'lishini topamiz.
71 «-Ir sin xdx  ! I

16.9- misol. 1 J (l + ztcosx)'1  ̂ ^ integralni hisoblang.

• • • X
Yechilishi. Bu integralda i = tg ■ almashtirish bajaramiz. 

Natijada

2” 7  f- 'd t/  =
(1 + k)n i (1+ « ¥ ) "

a  =
V

l - £  
1 + к

ifodani hosil qilamiz. Bu integralda a t = 4z  almashtirish bajarib, 
Beta funksiyaning ta’rifiga asosan,



(1 - k 2y
-B

f  \  n n
2 ’  2 v z • /

(n > 0)

ifodani topamiz.

16.10-misol. 7 = j j l n  '  j dx ( /?> -!)  integralni hisoblang.

Yechilishi. Bu integralda t = In — almashtirish bajarib,

1 / i y  to°
7 = J In dx = J tpe~'dt = F(p +1) 

o V x )  o
ega boiamiz.

16.11- misol. 7 = J x pe~ax In x dx (a > 0) integralni hisoblang.
0

Yechilishi. Berilgan integralda t=ax almashtirish bajarib,

7 = I 7 tpe~' \n td t-  Q 7 tpe~‘dt
a p J a p Ju o u 0

munosabatni hosil qilamiz. Bunda birinchi integral p+l >0 argumentli 
Gamma funksiyaning hosilasini beradi (Gamma funksiya p + 1 >0 da 
istalgan tartibdagi hosilaga ega), ikkinchi integral esa r{p+\) ni 
ifodalaydi. Shunday qilib,

7"'(/? + !) In a r,r^ , n  _ d f  f ( p  +1) ^
1 ap+' a]+p F(P + V) dp np+1

boiadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Integrallarni Beta va Gamma funksiyalar orqali ifodalang:
+oo

16.1. J Xp~xe axdx, p>  0, a>  0-
0

+oo

16.2. J x p 1 cos a  x dx, l > p > 0 .
0
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+00 p-\
16.3. r x  2 1 r—;------- ----- dx, p > —, b> 0 a  + 2 ^b> 0-

• (x  + ax  + b )p 2

re
16-4. ) —^dx,  ne N, a  > 0.

. . .  .16.5. ------ , 0 < a < l .
o 1+*

•6. J e -1- epxdx, p >  0 • 16.7. J 16.8. j
7  dr 1

16.6. f f>~e*Ppxdx n > n • 16.7. f 4 . 16.8. , ^
1 + * I f l

1
16.9. | x “( l - x /J)Vx, /*>0, a > - l ,  v > —1.

16.10.

0
7  x a~^dx \ V3a

! <r+ „ ' ■ ....................» > - . x 3

16.12. f — X dbc, p > l .
I 1 +COSX

16 13 r s*n<* ' xcos  ̂ ' xr sm  x c o s"  x  , _irdx, p, a>  O'
( s in x H -c o s x )

16 14 ‘ sinK 1 x c o s “ 1 xf sm  x  c o s  x  . . .  .
— 5 ;---------r-----;— - d x ,  0  <ab, 0 < cc-

l ia  sin  x  + b c o s  x )

16.15. f ---- Sm * 3 dx, 0  < |/3| < 1.
o (1 +  /J c o s x ) 2

16.16. f 0 < a < b ,  0 < c .
J„ < * + »)’

E y ler  in te g ra lla r id a n  fo y d a la n ib , in teg ra lla rn i h iso b la n g :
I  -----------  +oo

16.17. ¡ x 24 4 - x 2dx. 16.18. J+ r  i l Y
dx

J„ (l+x)2 

2 9 4

a > 0 -

1
3 '



1 dx16.19. f — , n > 1.J n 1 no \¡\ — x
2 . 2

16.20.

0 VT-Х"
dx 1 /с ^ 1 f dxf ------  16.21. f

j N j\/.v" (2-.v) ' ' ( 2 - x)(l + x f  '

16.22. jy j(2 -  x)2 (x -  \)dx • 16.23. J l ̂ 1 л
i i V2 - X (1 +  x )

16.24. f ------- ^ f X . 16.25. f Й Г Ж  dx .
о (2 -x)-yx2(l —x) (x + 1)3

16.26.

16.28.

ï - ^ - Л .  1 6 . 2 7 . 7 ^ ^  
] ( l  + x)3 ¿ e ^ + l

rx ’- ^ l - x ) “
—-— r^ d x , - l < a < 2 -

J0 (1 + x)3

+00

16.29. f ^ lnx^  • 16.30. T  v" ln:v dx, Id < 1 ■ J i + x ** J 1 + x2 10
I

16.31. f In —  - , dx . 16.32. 7 .
I 1 —x д/(1 — x)2(l + x) 1 X +3x

16.33. r ln2xi/xг in xax
I —  y ,  я * 0 -

•» V  4-  /70

16.34. f -  dx , 0 < a < l .  16.35. f
J0 1 + * J„ 1 + x

dx ■

16.36 *”f x p+ldx i i

J ñ > 7 '  H < 2 '

г tff^x ¿/x
16.37. f g 2dx, 0 < a  <1.

• (sinx + cosx)
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+f X 2“ 4
16.38. ¡ Y ^ dx’ 0 < a < l .

2

16.39. J  sin4 X cos6 X dx 
0

Tengliklarni isbotlang:
+ Ï  ^ p - 1 i v q-1

16.40. B(p-q) = \  ^ J ^ p+q dx, p>  0, q> 0-

2

16.41. j tg 3axdx '- I k i l l
:---------- Ja < -2 ая- 1 1 3 cos —

2

1

J " ,
, p  > 0 .

0

16.44. f g * dx f x2e *'dx= Kr- ■
o o 8 V 2

16.45. f ^  f x¿dx dx = ^  . 
j  Vl -X 4 j V l-X 4 4

+°° i
16.46. J  x7’-' sin  axö6c = p Г (p) s in - P-, |/>| < 1

о a 2

16.47. - J ___  d H t - a V dt _ r ( \ - V ) < x -á )
Г(1-а) dx{ ( x - t f  r ( l - a - / i )

0 < a < l ,  0<,u < 1.

16.48. 1 d }1г- аГ Л  = 0, ( )<«<! .  
Г (1 -а ) dx  ̂ ( x - t ) a

- ß - a
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Misollarning javoblari

16.1. —{¡Ol. 16.2. 1 Г { р ) с о 5 Л р  .
cr

16.3. л/тг
yla(a + 2\[b) Г(р)

16.4. 2 :
n_j _w

г . 16.5. — 16.6. Г ( р )  . 16.7. я

16.8. 1 / 1 ,  i - i  
й ( а  и

16.10.B (ß - а ,  а)

sin сот
/

2л/2

. 16.9. 1 В
ß

а  + 1

IT-,v + l

16-11-1 i?
3

. 16.12.2 Р~'В р - 1  ¿> + 1

16.13. В (а, >3). 16.14.
В

/ а  а  л 
2 ’ 2

2 (а,Ь)°
. 16.15----

( l - ß 2^  4 4У

16.16. — л(Ь ----  . 16.17. р.  16.18. - Л . 16.19. Л
8 (a + c f i b  + c f  2 л/2 «sin л

1 6 . 2 0 . .  16.21.я-л/2 . 16.22. 27Г . 16.23. я  —
л/3 9л/з 100
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