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Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar, ularning
limiti, uzluksizligi

«Matematik analiz asoslari» kursining I-qismida bir o’zgaruvchili
t'unksiyalar batafsil o ’rganildi.

Matematika, lizika, texnika va fanning boshqa tarmoqlarida shunday funksi-
yalar uchraydiki, ular ko'p o’zgaruvchilarga bog’liq bo’ladi. Masalan, doiraviy
silindrning hajmi

Y=nrh (12.1)
ikki o’zgaruvchi: /-radius hamda /r-balandlikka bog'liq.

Tok kuchi

y ,f 02.2)

ham ikki o’zgaruvchi: £-elektr yurituvchi kuch va £-qarshilikning funksiyasi
bo’ladi. Bunda silindrning hajmi (12.1) formula yordamida bir-biriga bog’liq
bo’lmagan r va h o’zgaruvchilarning qiymatlariga ko'ra, tok kuchi (12.2) formula
yordamida bir-biriga bog’liq bo’lmagan E va R o’zgaruvchilarning qiymatlariga
ko’ratopiladi.  Shungao'xshash misollami juda ko’plab keltirish mumkin.
Binobarin, ko’p o’zgaruvchili funksiyalamiyuqoridagidekchuqurroq o’rganish
vazifasi tug’ildi.

Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida ham bir o’zgaruvchili funksi-
yalar nazariyasidagidek, funksiya va uning limiti, funksiyaning uzluksizligi va
xakazo kabi tushunchalar o’rganiladi. Bunda bir o’zgaruvchili funksiyalar
haqidagi ma’lumotlardan muttasil foydalana boriladi.

Ma’lumki, bir o’zgaruvchili funksiyalami o’rganishni ularning aniqlanish
to’plamlarini (sohalarini) o’rganishdan boshlagan edik. Ko’p o'zgaruvchili
funksiyalami o'rganishni ham ularning aniqlanish to’plamlarini (sohalarini) bayon
etishdan boshlaymiz.

I-§. Rmfazo va uning niuhim to plamlari
I". R"fazo. in laA/, A2 ... Am(/» > 1, butun son) to’plamlaming Dekart ko’-
paytmasi ikkita 4 va V to'plamlarning Dekart ko’paytmasiga o’xshash
ta’riflanadi. Agar 4, = A: =... - Am= R bo’lsa, u holda
At*A2x..x A, =Rx Rx...x R={(x,,x2 xm). x,e R,x2e R xsae /?}
bo’ladi. Ushbu
{x,,x2 x"j.x,e R.x2e R x,¢/?}
to’plam R" to’plam deb ataladi. R"” to’plamning elementi (xrx2...,xm) shu to’p-
lam nuqtasi deyiladi va u odatda bitta harf bilan belgilanadi: x = (x,,x, xKJ.
Bunda x,,x. xm sonlar x nuqtaning mos ravishda birinchi, ikkinchi, ... m-
koordinatalari deyiladi.
Agar x=(x,x2 xmeRm y=(yry,..,ym e R" nuqtalar uchun
X, =y,,x2=y2 xn=ymbo’lsa, u holda x =y deb ataladi.
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R" to’plamda ixtiyoriy x =(x[x3..,xm), y =(y,,yJ ym) nuqtalarni
olaylik.
1-ta rif. Ushbu

pxy) ="~V OV - +mexj =jx(yi-xy (123
miqdor x vay nuqtalar orasidagi masofa (Evklid masofasi) deb ataladi. Fiunday
aniqlangan masofa quyidagi xossalarga ega (bunda Vx.y.ze R")

Dpi{xy)"0vap(xy)=0c>x=y,

2)p(xy)=p(y.x|

3) p(x.2)<p(x.y)*p(y.2).
Bu xossalami isbotlaylik. (12.3) munosabatdan p{x,y) miqdoming bar

doim manfiy emasligini ko’ramiz. Agar p(x,>")=0 bo’lsa, unda y{-x, =0,
2-x,=0,..ym-x w=0 bo’lib, x, =y x2=>2,..xm=ymya’ni x =y bo’ladi.
Aksincha x =y, ya’ni x, =y,, X, =y2...,xm=ym bo’lsa, u holda (12.3) dan
p(x,y) —0 bo’lishi kclib chiqadi. Bu csa I)-xossani isbotlaydi.

(12.3) munosabatdan

p(x.y)="(yI-*YV +(ye-xj +.+(ym-xJ =
=7(xI- v V+(x2-YV2V+M* -vV =PM

bo’ladi.
Masofaning 3)-xossasi ushbu

tengsizlikka asoslanib isbotlanadi, bunda avalt...,am K,b2,...,blllixtiyoriy haqiqiy

sonlar. Avvalo shu tengsizlikning to’g’riligini ko’rsataylik. Ravshanki, \/x e R
uchun

X(antA)“ao.
A
Bundan, x ga nisbatan kvadrat uchxadning manfiy emasligi
[Z tig +{"Lahj*+ZA2"o0

kclib chigadi. Dcmak, bu kvadrat uchxad ikkita turli haqiqiy ildizga ega
bo’lmaydi. Binobarin, uning diskriminanti

-+ ° b+ <0
A il

bo’lishi kcrak. Bundan esa

:
AR

>

bo’lib,



E»,2 +2,IE«2 JE*;

2>,2+Z‘JI,2+2X>A < E«2
i= S|

bo’ladi. Keying! tengsizlikdan csa
Ek”.ysJE -'".""+JE*
-1 V>i V /-

bo'lishi kclib chiqadi. Odatda (12.4) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizlik
deb ataladi.

Ixtiyoriy x=(xrx,....*JeR", y=(y,.y} ,ymeHI, := Zyseeeczm) e IT
nuqtalarni olib, ular orasidagi masofani (12.3) formuladan foydalanib topamiz:

Px'V)=nX(y,-x) -
02.5)

p(**)="X(s.-%,) .
Endi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi (12.4) da

"=X-X- A="-Y 0=12,../%)
deb olsak, unda

[+b=zl-x1 (i - 1,2el»)
bo’lib,

bo'ladi. Yuqoridagi (12.5) munosabatlami e’tiborga olib, topamiz:

p(x,2)<p(x.y) +p(y.z).
Bu esa 3)-xossani isbotlaydi.

R" to’plam R" fazo (/// o’lchovli Evklid fazosi) deb ataladi. Endi
/T fazoning ba'zi bir muhim to’plamlarini keltiramiz.

Biror a =(ara:...am) e Rmnuqtava /»> 0 sonni olaylik. Quyidagi
F=(*,*%, xm*Rm- (xx-aV +(x2-ae¥V+..+(x,-a,¥Y <r’}, 12.6)
{x=(x,,x2 X,)E Rm: (X, - 0,)2+(x2-a 2V + .+ @, -",Y <rj}, (12.7)
ya’ni
[x e p(x,u) —Iy,
{xe /T . p(x,q)< /}
to’piamlar mos ravishda shar hamda ochiq shar deb ataladi. Bunda a nuqta shar

markazi, 7 esa shar radiusi deyiladi.
Ushbu

{x=(X,,x2....,xj€/r . (x.-0.y +(x2- VYV+..+(x,-a.¥Y =r2}
ya’'ni

(xe Rm: p(x,a)=r}
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to’plam sfera deb ataladi. Bu sfcra (12.6) va (12.7) to’plamlaming chcgarasi
bo’ladi.
Ushbu
(x = (xi,x2,...,xi-)g R” :a, <x. <bval<xl<bv..am< < bn)\,
(x=(xpXj xme Rm:a{<x, <br a}<x2<bl..,an <x,,<6,,}
to’plamlar (bunda ara2-.,a,; brb, haqiqiy sonlar) mos ravishda

parallelepiped hamda ochiq parallelepiped deb ataladi.
Ushbu

{x=(x,,x2 xmye Rm x, >0, x2>0 xm>0, x, +x2+...+xm<h}
to’plam (m o’lchovli) simpleks deb ataladi, bunda A- musbat son.
Yugqorida keltirilgan to’plamlar tez-tez ishlatilib turiladi. Ular yordamida
muhim tushunchalar, jumladan atroftushunchasi ta’riflanadi.
2° /T fazoda ochiq vayopiq io'plamlar. Biror x° =(x®,x2 x"t) e R “nuqta
hamda s> 0 sonni olaylik.
2-ta'rif. Markazi x" nuqtada, radiusi £ > Oga teng bo’lgan ochiq shar xu
nuqtaning sferik atrofi (e atrofi) deyiladi va L/r(x°) kabi belgilanadi:
A(*¥0)= " e JI* OAx.x°)<c}.
Nugqtaning boshqacha atrofi tushunchasini ham kiritishimiz mumkin.
3-ta rif. Ushbu
{*= (*1"*2 e Rn - § <x, <X°+S$,
n12- < x2<x?7+<® x -8 m<xm<x°m-+dm)

"

ochiq parallelepiped x" nuqtaning parallelepipedial atrofi deb ataladi va
Us”-.§" (y°) kabi belgilanadi.

Xususan St=S8:=..=8Sin- S bo’lsa, (12.8) ochiq parallelepiped kubga
aylanadi va uni (JI>(x°) kabi belgilanadi.

I-lemma. x° e Rm nuqtaning har qanday Ue(x0) sferik atrofi olinganda ham

har doim x" nuqtaning shunday (Vi#'2..71, (x°) parallelepipedial atrofi mavjudki,
bunda

-8, (x%)e (x°)
bo’ladi.
Shuningdek, x" nuqtaning har qanday (7”n2.m, (x°) parallelepipedial atrofi
olinganda ham har doim shu nuqtaning shunday U£(x0) sferik atrofi mavjudki,

bunda

(yr (x0) ¢ t/M2..A(x0)
bo’ladi.
<x° e Rmnuqtaning sferik atrofi



Cf(x°)= {ne Rm:p(n:,n")< &

berilgan bo’lsin. Bundagi e>(Q songa ko'ra 6 <—\J}= tengsizlikni qanoatlantiruv-
m

chi 5 >0 sonni olamiz. So’ng x° nuqtaning ushbu

Uc(x°)={x =(xvx2 xm) 6 R" :x° -8 <x, <np0+",

,X2-8 <x2<x2+4<5,..0",-6 <xm<x° +5/

parallelepipedial atrofni tuzamiz.

Aytaylik, x eU t (.v°) bo’lsin. Unda [x, -jc€ <S (i=1 , 2 , bo’lib,
< Ksl=s"

bo’ladi. Yuqoridagi 5 <-j= tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:
\Z%

Dcmak, /)(x,.v°)<f. Bu esa xe U ¢ (xv) ekanini bildiradi. Shunday qilib,
Vx 6 WV, (x°) => xe Uc(x°)
ya’ni
nJIx0)c (/c(x°)
bo’ladi.
x" ¢ R"' nuqtaning
(/<Ur2. MI(re) = fx = (xi,x2,...,X,,,)g R"I'x, - < x, <xf+
,x2-82<x2<4 +82 xt-Sm<xm<xl+ Sm}
parallelepiped atrofi berilgan bo’lsin. Unda
s =min{SvS2 Sm}
ni olib x" nuqtaning sferik atrofi
(/,(je®)={xe/r .p(x.x°)<f}

ni tuzamiz.

Aytaylik x e t/f(x0) bo’lsin. U holda
p(x.x°)= X, -x?f <£<8S, (/=12...m)
bo’ladi. Demak,

[x, - xQj< -xof <5 (/=12....m).



Bundan esa x e (/<$», sm(x0) bo’lishi kelib chiqadi. Shunday qilib,

Vxe Uc(x°) =>xe(J  ..sm(x°)
ya’'ni
Ue(x°)<zU" (x°)
bo’ladi.
Aytaylik, Rn' fazo va G to'plam berilgan bo’lsin: Ga R""
4-ta'rif. Agar x° eG nuqtaning shunday £/{xwu) atrofi (<*>0) topilsaki,
U,(.0cG
bo’lsa, xHnuqta G to’plamning ichki nuqtasi deyiladi.
5-la'vif. To’plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo’lsa, u ochiq
to’plam deb ataladi.
12.1-misoL R" fazodagi ochiq shar ochiq to’plam bo'lishi isbotlansin.
4 A>taylik,
A={xeRm: p{x,x°)<ec}
R™fazodagi biror ochiq shar bo'lsin. Ravshanki, re 4 p(r,x")<r.
Ushbu /, = r- p[z, x°) sonni olib, quyidagi
B={xe Rm: p(x,x°)<rj
shami qaraymiz. \/ye B uchun,
p*,x0)<p(y.z) +/)(z,x0)<zi +p(z,x°)
munosabatga ko’ra
Be. 4
bo’ladi. »
Rn fazoda biror F to’plam va biror xL nuqta berilgan bo’lsin.
6-ta 'rif. Agar
V/->0. 3xeF ,x*x° :xe{xe Rmp(x.x°)<r}
bo’lsa, x° nuqta F to'piamning limit nuqtasi deyiladi.
Masalan, ushbu
A={xe Rm: p(x,x0)<rf
shaming barcha nuqtalari uning limit nuqtalari bo’ladi.
V-ta'rif. F e Rm to’plamning barcha limit nuqtalari shu to’plamga tegishli
bo’lsa, F' yopiq to’plam deb ataladi.
Masalan,
E={xeRm: p(x,x°)<r}
yopiq to’plam bo’ladi.
Shuni ta’kidlash lozimki, ochiq va yopiq to’plamlar ta’riflarini qanoatlantir-
maydigan to’plamlar ham ko’pdir.



Biror A/ ¢ Rmto'plamni qaraylik. Ravshanki, Rm\M ayirma JI/ to’plamni
R" to’plamga to'ldiruvchi to’plam bo’ladi. (qaralsin 1-qism, 1-bob, I-tj).
8-tu'rif. Agar n10(x0e /?") nuqtaning istalgan t/c(x°) atrofida ham M to’p-
lamning. ham Rm\M to’plamning nuqtalari bo’lsa, x° nuqta M to’piamning
chegaraviy nuqtasi deb ataladi. M to’plamning barcha chegaraviy nuqtalaridan
iborat to’plam JI/ to’plamning chegarasi deyiladi va uni odatda O (m) kabi
belgilanadi.
Bu tushuncha yordamida yopiq to’plamni quyidagiecha ham ta'riflash
mumKkin.
9-ta'rif Agar F{F a /?"') to’plamning chegarasi shu to’plamga tegishli,
ya’ni o(/-")c¢ F bo’lsa, F yopiq to’plam deb ataladi.
Yopiq to'piamning yuqorida keltirilgan 12.7- va 12.9- ta’rifiari ekvivalent
ta’rifiardir.
Biror M ¢ Rm to’plam berilgan bo’lsin.
10-tarif Agar Rm fazoda shunday shar
(7° = {x6 Rm p(x,0)<r) (0=(0,0,...,0))
topilsaki, M <zUO bo’lsa, M chcgaralangan to’plam deb ataladi.
Faraz qilaylik, ... xni(t) funksiyalaming har biri (a.bj segmentda
uzluksiz bo’lsin.
Ushbu
{*,()),12(/)),....m:T (/)} (a<t<b) (12.9)
sistema yoki nuqtalar to'plami R" fazoda egri chiziq deb ataladi. Xususan,
L, =cottfli, x2=a2t+P2 xm=amnt+Pm
(-oc<z<+e3, a,, a2,....am; 1. p2 Pm haqiqiy sonlar va ava2y...am lar-
ning xech bo’lmaganda bittasi nolga teng emas) bo’lganda (12.9) sistema R"’
fazoda to’g’ri chiziq deyiladi.
Rm fazoda ixtiyoriy ikkita x'=(x\,x2 xm) va x"=(x"x2 xm) nuqtani
olaylik. Bu nuqtalar orqali o tuvchi to’g’ri chiziq quyidagi
e\ +tf{x"-x [\ X2+[{x2-x2)....... xXm+t{x'm-x'm))} (-co<z<+oo) (12.10)
sistemasi bilan ifodalanadi. Bunda Z=0 va Z= 1 bo’lganda R#' fazoning mos
ravishda x' va x ” nuqtalari hosil bo’lib, 0 <Z< 1 bo’lganda (12.10) sistema R"
fazoda x' va x ”nuqtalarni birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi bo’ladi.
R fazoda chekli sondagi to’g’ri chiziq kcsmalarni Dbirin-ketin
hirlashlirishdan tashkil topgan chiziq, siniq chiziq deb ataladi.
M cz Rm to’plam berilgan bo’lsin.
11-ta'rif. Agar JI/ to’plamning ixtiyoriy ikki nuqtasini birlashtiruvchi
shunday siniq chiziq topilsaki. u M to’plamga tegishli bo’lsa, M bog’lamli
to’plam deb ataladi.

12-tarif Agar M ¢ R" to'plam ochiq hamda bog’lamli to’plam bo’lsa, u
soha deb ataladi.



/™ fazoda ochiq parallelepiped, ochiq shar, ochiq simplekslar fazodagi
sohalar bo’ladi.

2-§. R"fazoda ketma-ketlik va uning limiti
Natural sonlar to'plami N va ft" fazo berilgan bo'lib, / har bir n(ne N)
ga R"] fazoning biror muayyan x<>=(x/">xf* Xx,'J)e R" nuqtasini mos
qo’yuvchi akslantirish bo’lsin:
f N~ Rmyoki n->xn=(x[n,.xfn) xfmn)).
Bu akslantirishni quyidagieha tasvirlash mumkin:

i*"vou

Nu.du W)

tf),
n->x,n)=(x{n,,xf,,.xm,),

/ . N -> R" akslantirishning tasvirlari (obrazlari) dan tuzilgan
X(">X(2>eee XW ...
to’plam ketma-ketlik deb ataladi va u kabi beligilanadi. Har bir
x@>€ R" (n=12,.) ni ketma-ketlikning hadi deyiladi.
Shuni ta'kidlash kerakki, \x<" } ketma-ketlikning mos koordinatalardan

tuzilgan {x/'0} {xx"~..., \xJnJ} lar sonli ketma-ketliklar bo’lib, } ketma-
ketlikni shu m ta ketma-ketlikning (ma’lum tartibdagi) birgalikda qaralishi deb
hisoblash mumkin.

1°. Ketma-ketlikning limiti.

Rm fazoda biror

w 2' (12.11)

ketma-ketlik hamda a =(a,,«2 am)e Rm nuqta berilgan bo’lsin.

13-tarif Agar Vf>0 olinganda ham, shunday nOeN topilsaki, barcha

n> n0 uchun

pi{xna)<e

tengsizlik bajarilsa, a nuqta ketma-ketlikning limiti deb ataladi va
limx" =a yoki u->ocdax" a kabi belgilanadi.
1-§da keltirilgan @ nuqtaning c -atrofi ta’rifini e’tiborga olib, ketma-

ketlikning limitini quyidagieha ham ta’riflasa bo’ladi.

14-ta'rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy Uf(a) atrofi olinganda ham. (v""}
ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari shu atrofga
tegishli bo’lsa, a nuqta {x”} ketma-ketlikning limiti deb ataladi.



Agar (12.11) ketma-ketlik limitga ega bo’lsa, u yaqinlashtiruvchi ketma-
ketlik deb ataladi.

Limit ta’rifidagi shartni qanoatlantiruvchi @ mavjud bo’lmasa, {/"-'} ketma-

ketlikning limitga ega emas deyiladi, ketma-ketlikning o0°’zi esa uzoqlashtimvchi
deb ataladi.

Shunga e’tibor berish kerakki, ketma-ketlikning limiti ta’rifidagi ¢ ixtiyoriy
musbat son bo'lib, n0OmOe /V) esa £ ga (va, tabiiyki, qaralayotgan ketma-
ketlikka) bog’liq ravishda topiladi.

12.2-misoL R" fazoda ushbu (v"}= -j| ketma-ketlikning limiti
a =(0,0.....0) bo’lishi ko’rsatilsin.
4 Vf >0 sonni olaylik. Shu s ga ko'ra /0= — < + | ni topamiz. Natijada

barcha n > n0 uchun

Vm * VA? in
p(x",a)=//f-,-,...,-1(0,°1 0) <f
Wn n  n) I I M lin
+ 1
bo’ladi. Demak, ta’rifga ko’ra,
lima» =lim [~ -1 =(0,0 0)=a
H0 n-NVn n o n)

bo’ladi. P
Rm fazoda {x00}= {xf"lj/2\...,x("1} ketma-ketlik berilgan bo’lib, u
a = (aila2,...,am) limitga ega bo’lsin. U holda limit ta’rifiga ko’ra, V >0

berilganda ham, {7 "y} ketma-ketlikning biror n0 hadidan boshlab keyingi hadlari
a nuqtaning

Uc(a)= {xe R"": p(x, a) <t'}
sferik atrofiga tegishli bo’ladi. Bu sferik atrof ushbu bobning 1-§dagi 1-lcmmaga

muvofiq shu a nuqtaning Uc{a) parallelepipedial atrofining qismi bo’ladi:
Uf(a)czUc(a)
Demak, /x(n)}ketma-ketlikning o’sha n0 hadidan boshlab, keyingi barcha

hadlari @ nuqtaning Uc{a) atrofida yotadi, ya’ni barcha n > n0 uchun

xin) £Uc(a) = {(xi,x2,....xm )(=Rm: a .-fcx, <o, +£,

a2-£<x2<a2+£..., am-E<xm<am+£)}

bo’ladi. Bundan csa, barcha n> nQuchun



S, - £<x[n) <ai+£,

a2~£ <*2Ikb<a2+£,

am- £ < < a m+£
bo’lishi kelib chiqadi. Demak. >0 olinganda ham, shunday n> n 0 topiladiki,
barcha n> n0 uchun
wim>-ady<£y Um) -a- I <£y .. J\xfy > a g <£
bo'ladi. Bu esa

limx "~ =a}

lim xin) =a
lim x pF&= am
ekanligini bildiradi.
Shunday qilib, R" fazoda {x(n)}= X2 4. x@'J} ketma-ketlikning limiti

a =(al,a2,...,am) bo’lsa, u holda bu ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil

topgan sonlar ketma-ketliklari ham limitga ega bo’lib, ular

mos ravishda a nuqtaning ava2,...,am koordinatalariga teng bo’ladi.

Demak,
limx("J=a.
I1-H» 1
limx("J=o,
limxm)=a: (12.12)
limxfm) =am

Endi R+ fazoda ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil topgan
sOl1™  ketma-ketliklari limitga ega bo’lib, ularning limitlari

mos ravishda a = Rm nuqta koordinatalari aua?2,...,.am larga teng
bo’lsin:

lim x\nj =a,

lim xin) = a

limx<:'=a,,



Limit ta’rifiga asosaa V f>0 olinganda ham, -7=ga ko’ra shunday

V/i»
nfu e N topiladiki,barcha n >n()]) uchun

1 Vin
shunday n(2>e N topiladiki, barcha n >rtf1 uchun

1 Vin

va xokazo, shunday n'”*e /V topiladiki, barcha n>n, " >uchun
-am<-r=
1 1 Vin

bo’ladi. Agar nO=max{n€}; n{2),..., nhl} deb olsak, unda barcha n >u0 uchun
biryo’la

tengsizliklar bajariladi. U holda

bo’lib, undan

plx(m>a)<€
bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa
limxfn) =a
ekanini bildiradi.

Demak, WmJ}={4"> > ¢ o } ketma-ketlik koordinatalaridan tashkil

topgan sonlar ketma-ketliklarining limitlari mos ravishda

a =(ava2,..,.am) nuqta koordinatalari ava2,...,am larga teng bo’lsa, (x ) ketma-

ketlikning limiti yuqoridagi ta’rif ma’nosida shu @ nuqta bo’ladi:

lim x(n) =a.
n-» ~
lim x2n) =a2

w=? limxfn) =a. (1113)

lim/:>=an
Yuqoridagi (12.12) va (12.13) munosabatlardan
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lim x{n, =a{

IIm x or>= a2
Imx@>=a O

IImx1"l=a,

ekanligi kelib chiqadi.
Shunday qilib, quyidagi muhim teoremaga kclamiz:
I-teorema. Rm  fazoda {x"v }= x~>)  ketma-ketlikning

a=((i\a2....<?,,)e Rm ga intilishi

x*'1—>a (» -> od da)
uchun /?-> co biryo’la

xm ->am
bo'lishi zarur va yctarli.

Bu teorema Rm fazoda ketma-ketlikning limitini o’rganishni sonli ketma-
ketliklaming limitini o’rganishga keltirilishini ifodalaydi. Ma’lumki, «Matematik
analiz asoslari» kursining l-qism. 3-bobida ketma-ketligi va uning limiti batafsil
o’rganilgan.

2° Ketma-ketlik Hmitiga doir ba 'zi tasdiqlar

Sonlar ketma-ketligi limiti haqidagi ma’lumotlar (tushuncha va tasdiqlar)
R'" fazo nuqtalaridan iborat ketma-ketliklarda ham o’rinli bo’ladi. Quyida biz
ularni  keltirish bilangina kifoyalanamiz (keltirilgan tasdiqlami isbotlashni
o’quvchiga havola ctamiz).

1) R™ fazoda " m>\=\?{">xfj* x”")} ketma-ketlikning chcgaralangan
bo'lishi uchun bu ketma-ketlik koordinatalardan iborat sonlar
ketma-ketliklarining har birining chcgaralangan bo’lishi zarur va yetarli.

2) Rm fazoda {/"'} ketma-ketlik uchun Vf>0 olinganda ham shunday
nle N topilsaki, barcha n >n0, p >n0 da

tengsizlik bajarilsa, fundamental ketma-ketlik deyiladi.
Rm fazoda XML xM} ketma-ketlik  fundamental bo’lishi
uchun bu ketma-ketlik koordinatalaridan iborat ketma-

ketliklarining har birining fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

R" fazoda ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun u
fundamental bo’lishi zarur va yetarli (Koshi teoremasi).
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3) Markazlari r/"1= (a/n),22("> Rm  nuqtalarda, radiuslari

5 (r,>0, /7=1,2....) bo’lgan
= Sn(a(").r,,)= {,e Rm p(x.a™)<wm] (n=12,3..)
sharlar berilgan bo’lsin. Agar
5,=)S27Z)...=)S,,=D...

munosabat o’rinli bo'lsa, {S,} ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi
deyiladi.

Agar R" fazoda ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi {S,,} uchun

lim =0

bo’lsa, u holda barcha sharlarga tegishli bo’lgan a (ae Rm) nuqta mavjud va
yagonadir. (Ichma-ich joylashgan sharlar prinsipi).

4) Rm fazoda \x,n>):

x0> x(1>....x(@),... (x@® € Rm, a=1.2,...)
ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Bu ketma-ketlikning
A|,92,...,9A... (1?2, <so<..<nmnk<...nkeN k=\ 2,.)
nomerli hadlardan tashkil topgan ushbu
xm'sxfm>\...,xm'),.. (/’* € Rm)
ketma-ketlik {/”-) ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi va kabi
belgilanadi.

Agar {V"]' ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lib, uning limiti a(aeR m)
bo’lsa, bu ketma-ketlikning har qanday qismiy (x"*"} ketma-ketligi ham
yaqinlashuvchi bo’lib, uning limiti ham a ga teng bo’ladi.

Har qanday chcgaralangan {/n"} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy
ketma-ketlik ajratish mumkin. (Baltsano-Veyershtrass teoremasi).

3-§. Ko 'p o zguruvchilifunksiya va uning limiti
1". Funksiya. Biror m {m ¢ /?") to’plam berilgan bo’lsin.
15-ta'rif. Agar M to’plamdagi har bir x =(x,.x2  xm) nuqtaga biror
qoida yoki qonunga ko’ra bitta haqiqiy son y(yeR ) mos qo’yilgan bo’lsa, M
to’plamda ko’p o’zgaruvchili (m ta o’zgaruvchili) funksiya berilgan (aniqlangan)
deb ataladi va uni

X * 1

( .2 Xm )™y y =f{XVX2 Xm (12.14)
kabi Dbelgilanadi. Bunda A-/-funksiyaning berilishi (aniqlanish) to’plami,
x1,x2,...,xm erkli o’zgaruvchilar - funksiya argumentlari, y erksiz o’zgaruvchi -

X,,X2 xmo’zgaruvchilarning funksiyasi deyiladi.
(x,,x2 xm) nuqta bitta x bilan belgilanishini e’tiborga olib, bundan keyin
deyarli hamma vaqt (x,,x2 xm) o’rniga x ni ishlataveramiz. Unda yuqoridagi

(12.14) belgilashlar quyidagieha yoziladi:
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f ix-+y yokiy =f(x) (xe Rmy e It).
Funksiyaning berilish to’plamidan olingan x” e M nuqtaga mos keluvchi
yO0son y =f(x) funksiyaning x = x° nuqtadagi xususiy qiymati deb ataladi.
Masalan, f - Rm fazodagi har bir x nuqtaga shu nuqta koordinatalari
kvadratlarining yig’indisini mos qo’yuvchi qoida, ushbu
fix x2+x2+..+x2, y=x2+x2+...+x2
funksiyani hosil qiladi. Bu funksiya M = Rw to’plamda berilgan.
/(x) funksiya M a Rm to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu {/(x).xe M)
to’plam funksiya qiymatlari to’plami (funksiyaning o’zgarish sohasi) deb ataladi.
/M| fazoning (x,y) (xe R",y =f(x)e R) nuqtalardan iborat
ushbu
J(x,/(x)}="*x.J(x)):xe/r./(x)e [?}
to’plam y =/(x) funksiya grafigi deb ataladi.
Masalan, ni =2 bo'lganda (/?2 fazcxia)
y =xvx2, y =X2.x2,y=-/1-X| -x 2

funksiyalar grafigi (47-chizma) mos ravishda Ry fazoda giperbolik paraboloid
(a), aylanma paraboloid (b) hamda yuqori yarim sferalar (s) dan iboratdir.
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M ¢ R"™ to'plamda y =f{x)=f{xux2,...,xm) funksiya berilgan bo’lib,
X\,x2,..,xm laming har biri 7 ¢/?* (ke N) to'plamda berilgan funksiyalar
bo’lsin:

x =pi()=<p](i].12...../*),
X2 =p2(t)=<p2(tl,12.....

Xim=<Pm(")=<Pm(?I"2-> k)
Bunda ¢ =(#\,12,...,tk) o’zgaruvchi T c.Rk to'plamda o’zgarganda ularga
mos x =(xxx2 xm) nuqta M a Rm to’plamga tegishli bo’lsin. Natijada y
o'zgaruvchi x ={xxx2 xm) o’zgaruvchi orqali t-(txt2,..,tk)

o’zgaruvchilaming funksiyasi bo’ladi:

V=/M"))=/M v 2 /)
Bu murakkab funksiya yoki /(;m) hamda ~,(z) (z=1 , 2 , funksiyalar

supedOzitsiyasi deb ataladi.

Elementar funksiyalar ustida qo’shish, ayirish, ko’paylirish va bo’lish
amallari hamda funksiyalar superpozitsiyasi yordamida ko’p o’zgaruvchili
funksiyalar hosil qilinadi. Ushbu

¥y = [hIxx+x2+... +x,,,
y =sin(xx2)+ sin(x2xi)4-...+ sin(xm_km)
funksiyalar shularjumlasidandir.
f(x) =f(x]x2,...,xm) funksiya M cz Rm to’plam berilgan bo’lsin. Agar bu
funksiya qiymatlari to'plami
Y={f(xxx2 xm\{xvx2 x,,)eM}
yuqoridan (quyidan) chcgaralangan bo’lsa, ya’ni shunday o’zgamias C
(o’zgarmas /) son topilsaki, V(.vl,x2 ~vm)e M uchun
f(x=2 Xm" C t/’k.x2 ~ ~P)
tengsizlik o’rinli bo’lsa, f{x) =f{xxx2,...,.xm) funksiya M to’plamda yuqoridan
(quyidan) chcgaralangan deb ataladi, aks holda, ya’ni har qanday katta musbat S

son olinganda ham M to’plamda shunday (x°,,...,) nuqta topilsaki,

f(xIx2 xMm)>s (f(xl xI mym<-§)
tengsizlik o’rinli bo'lsa, /(x)=/(.rl,x2,...,x,,,) funksiya M to’plamda yuqoridan
(quyidan) chegaralanmagan deb ataladi.
Agar /(x)=/(x1,x2,.xm) funksiya M to'plamda ham yuqoridan, ham
quyidan cheearalangan bo’lsa, funksiya shu to’plamda chcgaralangan deyiladi.
12.3-misol. Ushbu
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funksiyaning aniqlanish to'plami topilsin.
4 Qaralayotgan munosabat ma’noga ega bo’lishi uchun

X:Z+XN2+...N+-J£--1>O

bo’lishi kerak. Ravshanki,
1-x,2- x2- -0 = W+x2+...+x2< 1bo’lib, u Rm fazoda
{xe/?” .p(x.0)<1}
shami (0 = (0,0, ...,0));

12+ x2+...+x2 -->0 => x,%Jr x2+‘..+ X2 > - bo’lib, u Rm fazoda
.2 4 4
|x e Rm;p(x,0)>"]

to’plamni (markazi 0= (0,0,...,0) nuqtada, radiusi bo’lgan shar tashqarini)

ifodalaydi.
Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish to’plami

{*€/?” .p{x. 0)<I|n|xe/?m:p(x, 0)>

bo’ladi. »
2". Funksiyaning limiti. Rm fazoda biror M to’plam olaylik. @ nuqta
{a =((/,,a2 am)) shu to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. U holda M to’plamning

nuqtalaridan @ ga intiluvchi turli {x"} (xt; e M, x® *a, n =\, 2,...) ketma-
ketliklar tuzish mumkin:

limx<w=a.

Endi shu M to’plamda biror y - f(x) funksiya berilgan bo’lsin.

16.-ta rif (Geyne ta'rifi). Agar M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan a ga
intiluvchi har qanday \x("J) (x» *a, n=1 2,...)
ketma-ketlik olinganda ham mos {/(x""-)) ketma-ketlik hamma vaqt yagona &
(chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, 6 f(x) funksiyaning a nuqtadagi (yoki
X -> adagi) limiti deb ataladi va u

limf(x)= 6 yoki x ->a da /(x)—6

kabi belgilanadi.

Funksiya limitini boshqacha ham ta’riflash mumkin.

I7-ta'rif. (Koshi ta'rifi). Agar Vs >0 son uchun shundan S§>(Q topilsaki,
ushbu 0 < p{x. a)<d tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x ¢ M nuqtalarda
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\f{x)~t\< £

tengsizlik bajarilsa, ¢ son f(x) funksiyaning a nuqtadagi (x->a dagi) limiti
deb ataladi.

18-ta'rif. (Koshi ta'rifi). Agar V£ >0 son uchun shunday <$> 0 topilsaki,
ushbu 0 < p{x, a)<3 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e M nuqtalarda

i/M >e (f(x)>£, /(x)<-e)

bo’lsa, f(x) funksiyaning @ nuqtadagi (x —- a dagi) limiti oo(+ 00,--00) deyiladi.
a da f(x)->e6 belgilashlarni,

A

Yuqoridagi limf(x) =e yoki x-
X={xvx2 xm\ o=(0olo2 am) hamda
17 >tii.

X, ')

X a O

ekanligi e’tiborga olib quyidagicha
lim f(x\.x2..,xm)=e
0
xm
yoki

Xi ->«!

X2~ta2 daf’/xl.xZ xwi‘->e

Jf- >
yozsa ham bo’ladi.
/7" fazoda biror AV to’plam berilgan bo’lib, oo esa shu to’plamning limit
nuqtasi bo’lsin. Bu M to’plamda y =/(x) funksiya berilgan.
19-tarif (Geyne ta'rifi). Agar M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan har
qanday {vI'l} ketma-ketlik uchun xI'l->00 da mos {/(xI'D)} ketma-ketlik hamma
vaqt yagona ¢ ga intilsa, ¢ f(x) funksiyaning x -> oo dagi limiti deb ataladi va

lim f(x) =6

JI-»»
kabi belgilanadi.
20-ta rif. (Koshi ta'rifi). Agar Yu >0 son uchun shunday S >0 topilsaki,
ushbu p(x, 0)>(5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e M nuqtalarda
l/(x)-e|<£
tengsizlik bajarilsa, 6 m f(x) funksiyaning x -> co dagi limiti deb ataladi va

limf{x)=e

kabi belgilanadi.
Shuni ta’kidlash lozimki, funksiya limiti tushunchasi kiritilishida limiti
qaralayotgan nuqtada funksiyaning berilishi (aniqlanishi) shart emas.
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l-eslatma. Yuqoridagi funksiya limitiga berilgan Geyne ta’rifining
mohiyati, har qanday {x¢"} (x() ®ma, 7=1,2 , x ¥-> a) ketma-ketlik uchun
mos {/(x/”>)} ketma-ketlikning limiti olingan (v""| ketma-kctlikka bog’liq

bo’lmasligidadir.
12.4-misol. Ushbu

r,agarx,2 -t-Jtj >0 bo'lsa.
f(x)~Ax,,x2) = " X2+xj
[ 0 .agarx,2+n2- 0 bo'lsa
funksiyaning x = (x1,x2)->(0,0) (ya’ni x, ->0, x2  0) dagi limiti nol ekanligi
ko’rsatilsin.
4 Bu funksiya /?' to’plamda berilgan bo’lib, (0,0) nuqta shu to’plamning
limit nuqtasi.
a) Geyne ta’rifi bo’yicha: (0,0) nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy
xr", = (xf’<x¥ )->(0.0) (ya’ni x"->0, x"*->0, xw ~(0, 0)) ketma-ketlik
olamiz. Unga mos {/(x”)} ketma-ketlik uchun quyidagieha

x<nxo<n > x<n)x<n)
[(I">)=/(xT ,x2)= V4 TS

N

bo’lib, x/n>-> 0, x2"; —0 da
lim  /(xrn,)=0
(i

bo’ladi. Dcmak,

. A'lzim Oofix) = lim 2y

({.A2P(0.0) VR =

b) Koshi ta’rifi bo’yicha: V>0 songa ko’ra 5 =2s deb olinsa, u holda

0 <f>( 0)<(5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x nuqtalarda

X.X. X, <X,
<- -/xf+x2=-ph 0)<-(5=fF
X2+x2 V?+x2 2

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bu esa
lim  fix) = lim —x* 5 =0
1tn2

ekanligini bildiradi. »
12.5-misol. Quyidagi

IM =/(x,x)=_ =%

X(x2+ (x| x2)
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funksiyaning " = (JC[¥2)->(0.0) ya’ni m -> 0. x2-> 0 dagi limitining mavjud
emasligi ko’rsatilsin.

-4Bu funksiya R2\(0,0) to’plamda berilgan bo’lib, (0,0) shu to’plamning
limit nuqtasi.
(0,0) nuqtaga intiluvchi ikkita

~(n)
X

ketma-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravishda
1

4

>0
1+ 442

A4 /2

bo’ladi. Bu esa x-»(0,0) da berilgan funksiyaning limiti mavjud emasligini
bildiradi. »

3° Limitga ega bolgan funksiyalaming xossalari. Chekli limitga ega
bo’lgan ko’p o'zgaruvchili funksiyalar ham chekli limitga ega bo’lgan bir
o’zgaruvchili funksiyalaming xossalariga (qaralsin 1-qism, 4-bob, 4-§) o’xshash
xossalarga ega. Ularning isboti xuddi bir o'zgamvchili funksiyalar xossalarining
isboti kabidir.

Biror M ¢ Rm to’plamda f(x) funksiya berilgan bo’lib, a (aeR ni) nuqta
shu JI/ to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

1) Agar
lim f(x) - &
mavjud bo’lib, e>p(e<g) bo’lsa, a nuqtaning yctarli kichik atrofidagi
xeM (x®a) nuqtalarda f(x)> p (j{x)<gq) bo'ladi. Xususan, bo'lsa, u
holda a nuqtaning yetarlicha kichik atrofida /(x )~ 0 bo’ladi.
2) Agar
limf{x) =8

mavjud bo’lsa, a nuqtaning yetarlicha kichik Us{a) atrofida (x e M
nuqtalarda) f(x) funksiya chcgaralangan bo’ladi.
Endi JH/ ¢ R da ikkita /,(.x) va f2(x) funksiyalar berilgan bo’lsin.
3) Agar
limf (x)=6,. lim/, (x)=e2
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bo'lib, a nuqtaning Us(a) atrofidagi barcha x nuqtalarda (xe M f]Us (a)),
/,(>-)</,(x)bo’lsa, u holda < <«2 bo’ladi.
4) Agar a nuqtaning Us (a) atrofidagi Jte M f]Us (a) nuqtalarda
S(x)< f(x)< f2(x)
bo’lib, x  a da f(x) va/2(x) funksiyalar limitga ega hamda
lim/,(x)= lim/2(x)=8&

bo’lsa, u holda f(x) funksiya ham limitga ega va
limf(x) =6
bo’ladi.
5) Agar x->a da /(x) va /2(x) funksiyalar limitga ega bo'lsa,
/,(x)+ /2(x) funksiyalar limitga ega bo’ladi va
/Iw [Ji(x)£/2(x)]= limf(x)+ limf2(x).
X—hi X -HM x-*a
6) Agar Xx a da /,(x) va /2(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa,
/i(x)-/ 2(x) funksiya ham limitga ega bo’ladi va

/"7 LA T M b /aUsa

—*a x-+a

7) Agar x —>a da /i(x) va f2{x) funksiyalar limitga ega bo'lib, lim f2(x)*0
fix)

bo’lsa, = r*r funksiya ham limitga ega bo’ladi va
M *)

um (408 - Bt ()

2-eslatma. Bir o’zgaruvchili funksiyalardagidek x ->a da j\{x) va /2(x)

funksiyalar yig’indisi, ko’paytmasi va nisbatan iborat bo’lgan funksiyalaming
limitga ega bo’lishidan bu funksiyalaming har birining limitga ega bo’lishi kelib
chiqavermaydi.

3-eslatma. Agar x -> da 1) /,(x) va /2(x) funksiyalaming har birining

limiti nol (yoki cheksiz) bo’lsa, 'ﬁ',x)( ifoda: 2) /,(x)->0, / 2(x)->00 bo’lganda
W)
f{x)- f2{x) ifoda va nixoyat 3) f{x) va /2(x) turli ishorali cheksiz limitga ega

bo’lganda /,(x)+ /2(x) yig’indi mos ravishda — ,0 00, co-o0 ko’rinishdagi
aniqmasliklami ifodalaydi.

Agar x->a da 1) /,(x)->0,/2(x)-*0 bo’lsa, 2) /,(x)-> L /2(x)->
bo’lsa, 3) /,(x)->co./2(x)” 0 bo’lsa, u holda [/I(x)]/2® mos ravishda

0°, Tro, co0 ko’rinishdagi aniqmasliklami ifodalaydi. Bunday aniqmasliklar bir
o’zgaruvchili funksiyalarda qaralganidek, /,(x) va /2(x) funksiyaning o’z limit-

lariga intilish xarakteriga qarab ochiladi.
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/. Takroriy limitlar. Biz yuqorida f{x) =f(x]x2 xm) funksiyaning
a=(al(32 ani) nuqtadagi limiti

lim /(.v)=e lim /(x,n2 xm)=g¢

bilan tanishdik. Demak, funksiyaning limiti, uning argumentlari x,,x2 xm
laming bir yo’la, mos ravishda til,02 am sonlarga intilgandagi limitidan iborat-
dir.

Ko’p o'zgaruvchili funksiyalar uchun (ulargagina xos bo’lgan) boshqa for-
madagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin.

f(x1,x2,...,xm) funksiya M ¢ R" to'plamda berilgan bo'lib, a=(al,02,.../zm)
nuqta M to'piamning limit nuqtasi bo’lsin. Bu funksiyaning x, ->o, dagi
(boshqa barcha o’zgaruvchilarni tayinlab) limiti

dim /(X ,,X 2.0 X,,,)
=>4

ni qaraylik. Ravshanki, bu limit, birinchidan bir o’zgaruvchili funksiya limitining
0’zginasi, ikkinchidan u x2,x3  xm o’zgaruvchilarga bog’liq:

lim f(xItx2  x,,)= (91(x2,x3  xm).
K>

So’ng "i(x2,x3,...,xm) funksiyaning x2 ->a2 dagi (boshqa barcha o'zgaruv-
chilarini tayinlab) limiti
lim <P(x2,x3 xm)=@p2(xvxA xm)
2-*z2

X

ni qaraylik.

Yuqoridagidek birin-ketin x3->a3, x4 a4 X, da limitga o ’tib
lim lim ... P« f{xvx2..,xw)
JuHm X~%al

ni hosil qilamiz. Bu limit /(x 1,x2,...,xm) funksiyaning takroriy limiti deb ataladi.
Demak, funksiyaning takroriy limiti, uning argumentlari x,,x2,...,xm laming
har birining birin-ketin mos ravishda a/,a2,...,am sonlarga intilgandagi limitidan

iborat.
Shuni ham aytish kerakki, /(x,,x2 xm) funksiya argumentlari x,,x2 xm

lar mos ravishda ava?2,...,am sonlarga turli tartibda intilganda funksiyaning turli
takroriy limitlari hosil bo’ladi.
12.6-ntisoL Ushbu
,agarx,2+x2 >0 bo'lsa
+ X.
0 ,agarX2+x2=0 bo'lsa

funksiyaning takroriy limitlari topilsin.
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<Bu funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular ham 0 ga teng. Haqiqat-
dan ham,

x, -+0 J + X2

lim f(x ],x2)= lim — =0, lim lim /(x,,x2)=0.
n,->0 "

Shuningdek,

lim f(x,x7)= lim ~}-2— =0, lim lim f(x,,x7)=0.
* \{v 12, ~~7 x| ,»,->0i2-.0yv 1 2>
Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular bir-biriga
teng. P
Bu funksiyaning (karrali) limiti 0 ga teng bo’lishini ko’rgan edi.
12.7-misoL Ushbu
2x,— £1 agar X +3x2" o bo'lsa
X ,x2)=<x, +3x2
0 ,agarx, +3x2=0 bo'lsa
funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin.
4Bu funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha:

lim lim lim 2x'~ x*=-1,
>o0x, + 3x2 30 #ox, + 3x2 3
.,m2 ~ =2 /im//m2xLza =2
»0 X, + 3x2 >0X,>0X, + 3x2

Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud bo’lib, ularning biri
- “ga, ikkinchisi csa 2 ga teng.

Biroq x = (x"x,)-» (0,0) da /(x|,x 2) funksiyaning (karrali) limiti mavjud

emas.  Chunki (0,0) nuqtaga intiluvchi ikkita x" \ )1->(0,0),
non
x "4 -54U o ketma-ketliklar olinsa. ular uchun mos ravishda
U nj U wj 4 4
(] =— bo'ladi. Bu esa (x,,x2)->(0,0) da berilgan funksiyaning

y
\n n) 17 17
(karrali) limiti mavjud emasligini bildiradi. »
12.8-misol. Ushbu
_Sj X, + x2sin— ,agarx, * 0 blJIsa

X
/(X].XT) X,
[ 0 .agarx, =0 bo'lsa
funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin.

«Bu funksiya uchun

lim /(x,,x2)=X,, lim lim /(x,.x2)=0

X, -»0x2->0



bo’lib, [lim lim /(x,,x2) mavjud emas. Demak, berilgan funksiyaning bitta tak-
X2-»0X[->0

roriy limiti mavjud bo’lib, ikkinchi takroriy limiti esa mavjud emas. Ammo
(/(*,,x2)- 0| =L +x2sin

munosabatdan (x,.,2)* (0.0) da f(x\.x2) funksiyaning (karrali) limiti mavjud
va
lim I'(\V,,x,)=0

X,-»0
X2-—*0

bo’lishi kclib chiqadi. »
2-teorema. Agar 1) (x,,x2)-> (x”,x2) da /(x|1x2) funksiyaning (karrali)
limiti mavjud;
4m /(x,,x2)=¢e,

X, ->x,
XI"»*?
2) har bir tayinlangan x, da quyidagi

/M (X, X2)=M(X,)>

limit mavjud bo’lsa, u holda
lim lim /(x,,x2)

X, ->x" r2-»v2
takroriy limit ham mavjud bo’lib,
Un lim /(x,,x2)=¢

X,>x, x2->xi
bo’ladi.
</(x,,x2) funksiya (xIPx2)-> (x®,x") da karrali
lim /(x,,x2)=(?
X2~>x2
limitga ega bo’lsin. Limitning ta’rifiga ko’ra, Vf > 0 son olinganda ham, shunday
5 > 0 topiladiki, ushbu

{x,x2)e R2:|x, - x“|< £,]x2- x21<j}c M

to’plamning barcha (x|1x2) nuqtalari uchun

\/(xl,x2)-"<e (12.15)
bo’ladi. Endi teoremaning 2) shartini e’tiborga olib x, o’zgaruvchining
jX, - x°|<£ tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatini tayinlab, x2-—>x2 da
(12.15) tengsizlikda limitga o’tib

M x,)-B|<TT

ni topamiz. Demak. V>0 son olinganda ham, shunday <> 0 topiladiki,
jX, -Xj |<<5 bo’lganda |*(x,)-e|<fc' bo'ladi. Bu esa

Hmn<p{xl)=e

X[|->X]|
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bo’lishini bildiradi. Keying! munosabatdan
Umn lim f(x]x2)=e

bo’lishi kelib chiqadi. »
Qo’yidagi teorema xuddi shunga o’xshash isbotlanadi.
3-teorennL Agar 1) (x,,j:2)—>(xp %) da /(x,,x2) funksiyaning karrali
limiti mavjud:
lim f(xvx2) =e

x2-+2
2) bar birtayinlangan x2 da quyidagi

UmlIlxxx2) =(p{x2)

limit mavjud bo’Isa, u holda

lim limj(xux2)
*-#y2
takroriy limit ham mavjud bo’lib,
Um lim f(x1x2)=e
X252 ¥
bo’ladi.
I-natija. Agar bir vaqtda yuqoridagi 2- va 3- teorcmalaming shartlari
bajarilsa, u holda

lim f(x\,x2)= lim lim f(xux2)= lim lim f(xvx2)
X,-M? X, ->X| x2-*x1 X2->x2 X, ->x,

X202
bo’ladi.
Koshi teoretnasi (vaqinlashish prinsipi). Endi ko’p o’zgaruvchili

funksiya limitining mavjudligi hagqida umumiy teorema keltirmniz.

/" fazoda M to’plain berilgan bo’lib, a (ae /?"') uning limit nuqtasi
bo’lsin. Buto’plamda /(x) funksiya berilgan.

19-tarif. Agar V£->0 son uchun shunday <5>0 son topilsaki, ushbu
0<p[x,«)<5, 0<p(x,a)<S§ tengsizliklami qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x va x

(x6 M, x e m) nuqtalarda

tengsizlik o’rinli bo’lsa, /(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajariladi
deyiladi.

4-teorema (Koshi teorcmosi). f(x) funksiya a nuqtada chekli limitga ega
bo’lishi uchun a nuqtada Koshi shartining bajarilishi zarur vayetarli.

<Zarurligl x->o0 da f(x) funksiya chekli limit
limf(x) =8
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ga ega bo’lsin. Ta'rifga binoan V> 0 son olinganda ham - ga ko'ra shunday

<> 0 topiladiki, ushbu 0<p{x,a)<S tengsizlikni qganoatlantiruvchi barcha
x(x e M) nuqtalarda

jumladan 0 <p(x,a)<6 =>|/(x)-<?| <" bo’ladi. Bu tengsizliklardan

[/ £)- /(M)A /(*)-H +|/(a)-el<e
bo’lishi kelib chiqadi.
Yetarliligl f(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarilsin, ya’ni
Ve >0 son olinganda ham, shunday 5>0 topiladiki, ushbu
0<p(ar.«)<”. 0</9(m:.«)<<5 tengsizliklami qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x va

X [x.x e m) nuqtalarda

bo’lsin. Bu holda f(x) funksiya x a da chekli limitga ega bo’lishini
ko’rsatamiz.
a nuqta M to’plamning limit nuqtasi. Shuning uchun M to’plamning

nuqtalaridan I} (x" *a n =1 2...) ketma-ketlik tuzish mumkinki, bunda

Iinxm) =a

bo'ladi. Limitning ta’rifiga binoan, yuqorida keltirilgan 5 > 0 ga ko’ra, shunday
n0eN topiladiki, barcha n >n0, p>nQuchun 0<p{xm),a)<S, 0<p(x'),a)<S
bo’ladi. Bu tengsizliklarning bajarilishidan esa, shartga ko’ra:

Yxp2) -f(x (W)i<s

bo'ladi. Demak, {/(x"")} fundamental ketma-ketlik. Binobarin, (/(V"-')} ketma-
ketlik yaqinlashuvchi.
Bu ketma-ketlikning limitini ¢ bilan belgilaylik:
lin f(x(n))=e.
lin f(x (n)
Endi M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan va a nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy
jx”'] ketma-ketlik
~(n I-(n \
x( ! —>a \)2) Da, «=1.2,..1
olinganda ham mos |/(x'"")| ketma-ketlik (u yuqorida ko’rsatganimizga binoan
yaqinlashuvchi bo’ladi) ham o’sha 6 ga intilishini ko’rsatamiz.

Farazqilaylik x(@>->a [x9 ®Pa, n =1, 2....)bo’lganda

bo’lsin. {xfn*}, p " ;j ketma-ketlik hadlaridan ushbu
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xn>.x-">V2 x-(2' ... V"<x-r,v.
ketma-ketlik tuzaylik. Ravshanki, bu ketma-ketlik a(ae /?"') ga intiladi. U holda

r/z/d;
ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni 6 * orqali belgilaylik. Agar {/(/"',)} va
{/(x"";)) ketma-ketliklarning har biri (12.16) ketma-ketlikning qismiy kctma-
ketliklari ekanligini e’tiborga olsak, u holda

f(x<n)-"e* f{xn>)"e*
bo’lishini topamiz. Demak,
e*=c=¢'

Shunday qilib, f(x) funksiya uchun @ nuqtada Koshi shartining
bajarilishidan M to’plam nugqtalaridan tuzilgan va a ga intiluvchi har qanday
(xr"") (xr; @a, [7=1,2....) ketma-ketlik olinganda mos ketma-ketlik bitla
songa intilishini lopdik. Bu esa funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko'ra f(x)
funksiya a nuqtada chekli limitga ega bo’lishini bildiradi. »

3-eslatma. Koshi sharti va Koshi teoremasi x -> oo da ham yuqoridagiga
o’xshash ifodalanadi va isbot etiladi.

4-g3. Ko'p o zgaruvchilifunksiyaning uzluksizligi
1° Funksiya uzluksizligi ta'rifu M a R" to’plamda /(x)=f(xi,x2 x,,
funksiya berilgan bo’lib, ae 44 (a = «,,)) nuqta esa M to'plamning
limit nuqtasi bo’lIsin.
19-tarif. Agar x -> a da f(x) funksiyaning limiti mavjud bo’lib,
lim f{x)=f(a)

lim f(xlx2 xm=f{ava2 am) (12.17)

0,
>0

bo"Isa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

20-ta rif (Geyne ta'riji). Agar M ¢ Rm to’plamning nuqtalaridan tuzilgan,
a (ae M) ga intiluvchi har qanday {x00} ketma-ketlik olinganda ham, mos
{/(xr"'])j ketma-ketlik hamma vaqt f(a) ga intilsa, /(x) funksiya a nuqtada
uzluksiz deb ataladi.

21-tarif (Koshi ta rifi). Agar Ve >0 son uchun shunday 5 > 0 topilsaki.
ushbu p(x,a)<S tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e M nuqtalarda

/(*)-1] < *

tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

Atrof tushunchasi yordamida funksiyaning uzluksizligini quyidagicha ham

ta’rifiash mumkin.
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22-tarif. Agar V>0 son uchun shunday S>Q topilsaki, barcha
x £Us (a)r\M nuqtalarda /(x) funksiyaning qiymatlari /(x)g Ue(f(a)), ya’ni
xgUs(a)(]M  /(x)e Uc(f(a))
bo'lsa, /(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
f(x)= f(x]x1,...,xm) funksiyaning a = (a”a2,...,am) nuqtada uzluksizligini
funksiya orttirmasi yordamida ham ta'riflash mumkin.
Funksiya argumentlarining orttirmalari
bxi=x]-a ]l Sxl =x1-al Axm=x,-am
ga mos ushbu
fx)- /W =f(*\>2 xm)-f(a\-a2 am)=
=/(«. +Ar,, a2+JIx2,...,«,*Axm) - /(a,,a2 am)
ayirma /(x) funksiyaning a nuqtadagi to'liq orttirmasi deb ataladi va I/ yoki
I /(a) kabi belgilanadi:
Al(«)=f(a\ + Ax,. a2+ Ax2  am+bxn)-f(ava2 am).
Quyidagi
/(a, + Axp az2,....fim-/(a 1fl2 am)

ti2+~ 2av- . fl«)-/(0i.°2.....°m)-

/(a,. a2 .. tim+Jxm)-/(fl,,a2 am)
ayirmalar /(x) funksiyaning a nuqtadagi xususiy orttirmalari deyiladi va ular
mos ravishda ... A "/kabi belgilanadi.
Yuqoridagi (12.17) limit munosabatdan topamiz:
fw /(x)=f(a) = lim\f(x)- f(a)) =0.
Natijada (12.17) tenglik quyidagi
lim A/(u)=0 yani Ilim A/(a)=0

x-ta At, >0

Ar,»0

ko’rinishga keladi. Demak, /(x) funksiyaning a nuqtadagi uzluksizligi
lim Af(a)=0
i @)

kabi ham ta'riflanishi mumkin ekan.

23-tarif. Agar f(x) funksiya M M <zRm) to’plamning har bir nuqtasida
uzluksiz bo’lsa, funksiya shu M to'plamda uzluksiz deb ataladi.

12.9-misol. Ushbu
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O ,agarn, +X2 =0

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.

ARavshanki, bu funksiya R2 da aniqlangan. Aytaylik (0,0)
bo’lsin. Limit xossalaridan foydalanib topamiz:
lim (x,,x2)
lim /"(x,,x2)= Hm (Y] "2-m= -2 == 3 — .==/(x,0,x").
A >l B
'2n2 o " JT, -*Xx\"
2T,-,?

(x°,X2)=(0,0) bo’lgan holda
lim /(x,,x2)=0=/(0,0)
L, ->0
*2->0
bo’ladi (qaralsin, 12.4-misol).
Demak, berilgan funksiya R2 da uzluksiz.
24-tarif Agar x -> a da /(x) funksiyaning limiti mavjud bo’Imasa, yoki

lim/(x) = oo,

yoki funksiyaning limiti mavjud, chekli bo’lib,
limf(x)=e*f(a)

bo’lsa, funksiya a nuqtada uzilishga ega deb ataladi.
12.10-misoL Ushbu
fix x W IxR+ x2eabar (xi-x2) " (°.°) bo’lsa,
1 & 1 1 ,agar(x,,x2)=(0,0) bo'lsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
<Bu funksiya R2 to'plamda berilgan bo’lib, uning (O, 0) nuqtadagi limiti
lim /(x|,x,)=0" /(0,0)=1
X->0 ¢
7270
bo’ladi. Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzilishga ega, qolgan barcha
nuqtalarda uzluksiz. »
12.11-misoL Quyidagi

1
— —-,agarx, +x2" 1 bo'lsa.
Ax\<Xi)= X, +x2-1

0 ,agarx2+ x2 =1 bo'lsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
<Bu funksiya {(x,.x2)e R2:xf+x2= 1} to'plamning har bir nuqtasida uzi-
lishga ega bo’ladi, chunki (x *xj-» (x[\x2) (x[” +x2 =1)da /(x1,x2) funksiya-

ning chekli limiti mavjud emas. »
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2" Uzluksizfunksiyalar ustida arifmetik amallar. Murakkab funksiyaning
uzluksizligi-

S5-teorema. Agar /,(x) va /2(x) funksiyalarning har biri M c. R
to'plamda berilgan bo’lib, ular @ ¢ M nuqtada uzluksiz bo'lsa,

[i(-v)£/2(*). /1W /2W hanlda “H (A M *0)
filx)

funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.

* Bu teoremaning isboti, limitga ega bo’lgan funksiyalar ustida arifmetik
amallar haqidagi ma’lumotlardan (ushbu bobning 3-§ dagi 5, 6 va 7- xossalar)
bevosita kelib chiqadi. »

Faraz qilaylik, M ¢ R" to’plamda y =f{x) =f(xvx2,..,xm) funksiya
berilgan bo’lib, x{,x2,....xm laming har bir Tc¢ Rk (ke N) to’plamda berilgan
funksiyalar bo’lsin:

o =<P()=<B-2 )
X2 =p2(l) =w{t\t2 t*m

Xn,=<PyXD)=<PI1-2 it
Biz /=(/,,Z2 /n)e 7 bo’lganda unga mos n=(x[,12 xmleM deb

qaraymiz. Bu funksiyalar yordamida

>=/M i'b O "2V i ) RK>12 )= (,.'2 [*)=<IX()
murakkab funksiyani tuzamiz.
6-teorenw. Agar <P(/)= A (/i'/2....0 ('=1.2... /?1) funksiyalarning har

bir /° = (z0./?,.. X',) nuqtada uzluksiz bo’lib, /(x) =/(x1,x2 ,xm) funksiya esa
/° = (/0.r2  tt) nuqtaga mos

<f)
nuqtada uzluksiz bo’lsa, y = d (/)= .. /*) murakkab  funksiya
/° = (/1°,/2 ...... /°) nuqtada uzluksiz bo’ladi.

=7 (0= "Vi./Q.....'*) 0 =12..... /s1) funksiya /° = (/0./D...../3)

nuqtada uzluksiz bo’lsin.
T ¢ Rk to’plamda /° = (/|°/2,...,/A) nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy

<")} (==1.2,.)
ketma-ketlikni olaylik. U holda uzluksizlikning Geyne ta’rifiga ko’ra



bo’ladi.
v =f{x\,x2 ar) funksiya (xj’.x” xWm) nuqtada uzluksiz. U holda yana

Geyne ta’rifiga ko’ra

c, -> X
JnJ 0
/Ne m *? *:)
00
bo'ladi. Demak, t{nJ-> ", /2"J-> > da

w'[.'[ <I")*
(<2<, > M om
Bu esa y =/(?,( % < ... ' <pJI<Ve.../*))= '<)
funksiyaning /° = (z0,/®......Z°) nuqtada uzluksiz ekanligini bildiradi. »

5-~. Uzluksizfunksiyalarning xossalari
Biz quyida ko'p o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalarning xossalarini
keltiramiz. Bunda bir o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalarning xossalari to’g'risida
ma’lumotlardan to’la foydalana boramiz.
Ko'p o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalar ham bir o’zgaruvchili uzluksiz
funksiyalarning xossalari kabi xossalarga ega.
/". Nuqtada uzluksiz bo lgan funksiyalarning xossalari (lokal xossalari).

/(*) funksiya M (m c /?") to’plamda berilgan bo’lib, x° ¢ M nuqtada uzluksiz
bo’lsin. Bunday /(x) funksiyaning x° nuqtaning yctarli kichik atrofi
CM(x°)c M dagi xossalarini (lokal xossalarini) o ’rganimiz.

1) Agar /(x) funksiya x°e M nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda x°

nuqtaning yctarli kichik atrofida funksiya chegaralangan bo’ladi.
<Funksiya uzluksizligi ta’rifiga ko’ra

limf{x)=f{x°)

bo’lib, undan f(x) funksiyani x° nuqtada chekli limitga ega ekanligi kelib
chiqadi. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyaning xossalaridan esa, /(x) funk-
siyani x° nuqtaning yetarli kichik atrofida chegaralanganligini topamiz. »

2) Agar /(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz bo’lib, /(x°)> 0 (/(x°)<0)
bo’lsa, x° nuqtaning yetarli kichik atrofidagi x nuqtalarda /(x) >0 (f(x) <0)
bo’ladi.

<Funksiya x° nuqtada uzluksizligi ta’rifiga ko’ra, Vf >0 olinganda ham
shunday § >0 topiladiki, barcha x e (7i(x°)n M nuqtalar uchun

/(x0)-t</(x)</(x°)+f
bo’ladi.

32



Bu erda e=/(x°)>0 (agar /(.v°)<0 bo’lsa, e =-/(x0)) deb olsak,
fikrimizning tasdig'iga ega bo’lamiz. »
Demak, f{x) funksiya x"” nuqtada uzluksiz va f(x°)* 0 bo’lsa, x° nuqta-
ning yetarli kichik atrofidagi x nuqtalarda funksiya qiymatlarining ishorasi /(x°)
ning ishorasi bilan bir xil bo’lar ekan:
signf(x)=signfix®).
3) Agar /(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz bo’lsa, x° nuqtaning yetarli

kichik atrofidagi x'eM , x" e M nugqtalar uchun

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

4 f(x) funksiyaning x° nuqtada uzluksizligiga asosan, V£->0 olinganda

ham - ga ko’ra shunday d> 0 topiladiki, barcha xe U s {x°) nuqtalar uchun

bo’ladi. Jumladan, x'g C/,<(x0), x" ¢ (/A x0) nuqtalar uchun ham

tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Keying! tengsizliklardan esa [/(x")-/(x")<£
bo’lishi kelib chiqadi. »

2° To'planula uzluksiz ho 'Iganfunksiyalarning xossalari (globalxossala-
ri). Endi M a Rm to’plamda uzluksiz bo’lgan funksiyalarning xossalarini (global
xossalari), aniqrog’i f(x) funksiya qiymatlaridan iborat {/(x); xgM}
to’plamning xossalarini o’rganamiz.

/ 7-teorema (Boltsano-Koshining birinchi teoremasi).

/(x)=/(xpX, x/n) funksiya bog’lamli M ¢ Rm to’plamda uzluksiz
bo’lsin. Agar bu funksiya to’plamning ikkita a ={aua2,....am) va e = (eve2 em)
nuqtasida har xil ishorali qiymatlarga ega bo’lsa, u holda shunday
c = (cl,c2,....cm)e M nuqta topiladiki, bu nuqtada funksiya nolga aylanadi:

/(c)=/(c,,c2 ¢ j=0.

4 Aniqlik  uchun /(a)=/(al,a2,..,a,J)< 0, /(e) =/(<?,,02,....,em)> 0
bo’lsin. M ¢ Rm bog’lamli to’plam bo’lgani uchun bu a wa 6 nuqtalarni
birlashtiruvchi va M to’plamda yotuvchi siniq chiziq topiladi. Bu siniq chiziq
uchlari bo’lgan nuqtalarda /(x) funksiyaning qiymatlarini hisoblab boramiz.
Bunda ikki xol yuz beradi:

I) Siniq chiziq uchlarining birida /(x) funksiya nolga aylanadi. Bu holda
siniq chiziqning shu uchini tcoremadagi ¢ nuqta deb olinsa, /(c) =0 bo’lib,

teorema isbotlanadi.



2) Siniq chiziq uchlarida /(x ) funksiya nolga aylanmaydi. Bu holda siniq
chizigning shunday kesmasi topiladiki, uning uchlarida f(.x) funksiyaning
qiymatlari har xil ishorali bo’ladi. Siniq chiziqning xuddi shu uchlarining birini
a'=(af,a’? am) bilan, ikkinchi uchini esa 6'=(8/,62 €m) bilan bcelgilasak,
unda

f(a') =f(af.a'2...am) <0,
/I(e"y=/(e;.e"....om)>0
bo’ladi. Siniq chiziqning bu kesmasining tenglamasi ushbu
a, =af +tlel - al).

X2=ti'+/(e'- a"),

(0 </<1) ko’rinishda yoziladi.

Agar o’zgaruvchi x = (x1,x2  x,,)6 M nuqtani siniq chiziqning shu kes-
masi bo’yichagina o’zgaradi deb olinadigan bo’lsa, u holda /(x) =/(x,,x2 xm)
ko’p o’zgaruvchili funksiya quyidagicha

Fit) = fi<* + tfe\ - a\). a2+ tfe2- o")....,dm+/«, - am))
bitta [ o’zgaruvchining murakkab funksiyasi bo’lib qoladi. Murakkab
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga ko’ra F(?) funksiya [O 1]
segmentda uzluksizdir. Ikkinchi tomondan /=0 va /=1 da bu funksiya turli
ishorali qiymatlarga ega:
F(0)=/(0;.02...dm)<0,
2(1)=/(s;,62 €;)>0.

Shunday qilib, F(t) funksiya [O.1]segmentda uzluksiz va shu segmentning
chetki nuqtalarida har xil ishorali qiymatlarga ega. U holda 1-qism, 5-bob, 6-§
dagi 5-teoremaga ko’ra, (0, 1) intervalda shunday 2 nuqta topiladiki,

f('o)=0
bo’ladi. Demak,
F(lo)=/(a',+ @ ', “2+D'2- «2m-"m+fo«, -«;,))=0.

Agar

c,=a;+rl(e;-a;),

c2=a2+/(62- a2),

tm=<+® 'm-a'm)
deb olsak, ravshanki, ¢ =(cllc2...cme M va /(¢) = f{cvc2 «¢,,)=0 bo’ladi. »
Quyidagi teorema ham shunga o’xshash isbotlanadi.
1IH-teorema (Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasi). f(x)=/(x1x2,...xm)

funksiya bog’lamli M ¢ Rw to’plamda uzluksiz bo’lib, M to’plamning ikkita
a=(0,02,..,0,, va 6= (e,e2;..,em) nuqtasida /(o)= 4, /()= B, (A ®B)



qiymatlarga ega bo’lsin. 4 va J orasida har qanday C son olinsa ham JI/
to'plamda shunday ¢ = (c{,c2,...,cm) nuqta topiladiki.
/(¢)=/(c,.c2 cm)=C

bo'ladi.

/9-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya
chegaralangan yopiq M ¢ Rm to’plamda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu M
to’plamda chegaralangan bo’ladi.

ATeskarisini faraz qilaylik, ya’ni /(.r) funksiya chegaralangan yopiq M
to’plamda uzluksiz bo’lsa ham, u shu to'plamda chegaralanmagan bo’lsin. U

holda \/ne N uchun shunday x(n) e M nuqta topiladiki,

[/(~)y>171 (12.18)
bo’ladi. Bunday nuqtalardan (x"; e M, n=1,.2,..) ketma-ketlik tuzamiz.
Modomiki, M to’plam chegaralangan ekan, unda ketma-ketlik ham

chegaralaneandir. Boltsano-Veyershtrass teoremasiga (ushbu bobning 2-§ iga)
ko'ra {V";j kctma-ketlikdan yaqinlashuvchi bo'Igan qismiy ketma-ketlik
ajratish mumkin: m'j-» 1° {K -> 00). M yopiq to’plam bo’lgani uchun

x°e M bo’ladi. f(x) funksiyaning M to’plamda uzluksiz ekanligidan esa

bo’lishi kelib chiqadi. Natijada bir tomondan (12.18) munosabatga ko’ra

ya’ni /(V "‘d)-> co (k -> co) bo’lsa, ikkinchi tomondan /(x°) bo’lib
qoldi. Bunday ziddiyat /(m) funksiyani M to'plamda chegaralanmagan deb
olinishi oqibatida kelib chiqadi. Demak, /(m) funksiya M to’plamda
chegaralangan. »

20-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya
chegaralangan yopiq M ¢ R# to’plamda uzluksiz bo’lsa, u shu to’plamda o’zi-
ning aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga erishadi.

Bu teoremaning isboti 1-qism, 5-bob, 6-§ dagi 8-teoremaning isboti kabidir.
Uni isbotlashni o'quvchiga havola ctamiz.

6-§. Ko 'p o zgaruvchilifunksiyaning tekis uzluksizligi.
Kantor teoremasi
f(x) funksiya JI/ ¢ R" to’plamda berilgan bo lsin.
24-ta'rif. Agar V>0 son uchun <$>0 topilsaki, JI/ to’plamning
p(x',x") <8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy a' va x" (a'eJl/, x"e M)
nuqtalarida
Vix)-/(*"]< £
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya M to’plamda tekis uzluksiz funksiya deb

ataladi.
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Funksiyaning tekis uzluksizligi ta’rifidagi S >0 son s> (0 gagina bog’liq

bo’ladi. Ravshanki, agar f(x) funksiya M ¢ Rm to’plamda tekis uzluksiz bo'lsa,
u shu to’plamda uzluksiz bo’ladi.
12.12-misol. Ushbu

/(jc,.x2)=x,2 +x|

funksiyaning D = "x1,x2)e R2: xj2+ X2 51} to’plamda tekis uzluksiz bo'lishi
ko’rsatilsin.

4 Vf >0 sonni olib, unga ko’ra lopiladigan S > 0 sonni & <—4 deb olsak. u
holda

p(x\x")=p{(x[.x2),(*" x2)=j(x - x\)+ (x,- x2) <8
tengsizlikni qanoatlantiruvehi V(x|,X2)e D. V(jc,"jcj")6 D nugqtalar uchun

(x\ ,x2)- fix[", x2] =\(x[)2+(x")2- (002 + (x2)2] =

F2pi(xf -x")2+ (x'2-x 2)2 =48 <s
bo’ladi.

Demak, berilgan funksiya D a R2 to’plamda tekis uzluksiz. »

1!-teorema. (Kantor teoremasi). Agar /(x) funksiya chegaralangan yopiq
M{m c JI'") to’plamda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu to’plamda tekis uzluksiz
bo'ladi.

ATeskarisini faraz qilaylik, ya’ni /(x) funksiya chegaralangan yopiq M
to’plamda uzluksiz bo’lsinu, ammo tekis uzluksizlik ta’rifidagi shart bajarilmasin.

Bu holda biror £ >0 son va ixtiyoriy &8 >0 son uchun JI/ to’plamda

p(x'x")<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi shunday x' va x* (x'eM, x" 6 A/)
nuqtalari topiladiki,
VF)-/(2]*E
bo’ladi.
Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi §7VS2 &8
Sw-»0 (8n>0. =

Farazimizga ko’ra, yuqoridagi

ni olaylik:

1.2...). (12.19)
£>0 son va ixtiyoriy &, >().(n=1,2,..)
uchun M to’plamda shunday a "I va 6l1"lI(n=12,. ) nuqtalar topiladiki,

plan\e (i))<Sxva |/(</u)-/(ef f
pla<de<d9<82val|l(o”)-/(e@2)|>f

pid"*,e(,><8n va |/(0")-/(<"">£-

bo’ladi.
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Modomiki, M - chegaralangan to’plam va ali>e M (u = 1,2,... ) ekan, unda

Boltsano-Veyershtrass teoremasiga ko’ra {a""} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi
qismiy 1} ketma-ketlik ajratish mumkin:

Jim a(nt' = a. (12.20)

M yopiq to’plam bo’lganligi sababli a” e JI/ bo’ladi. Yuqoridagi
ketma-ketlikdan ajratilgan {e"*"} qismiy ketma-ketlikning limiti ham a0 ga teng
bo’ladi. Haqiqatdan ham, ushbu

p(e\a®)< p{"<l\a @ pfant),a®)<SH +p{p("t>a"
tengsizlikdagi d};{ va p(ani,,a”) lar uchun (12.19) va (12.20) munosabatlarga
ko’ra A oo da
Snt ->0. p(ad">,a°)"0
bo’lishini e’tiborga olib, A->oc da p(e'"lJ,a"”)->0 ekanini topamiz.
Shunday qilib,

Qaralayotgan f(x) funksiyaning, shartga ko’ra JI/ to'plamda uzluksiz

ekanligidan
bo’lib, ulardan esa

bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa Vnk lar uchun

deb qilingan farazga ziddir. Bunday ziddiyatning kelib chiqishiga sabab f(x)
funksiyaning M to’plamda tekis uzluksizlik shartini qanoatlantirmaydi deb
olinishidir. Demak, funksiya M to’plamda tekis uzluksiz. »

Biror M c¢: Rmto’plam berilgan bo’lsin. Bu to’plamda ixtiyoriy ikkita x va
x" nuqtalarni olib, ular orasidagi p{x\x"”) masofani topamiz. Agar x va x" nuq-
talami M to’plamda o’zgaitira borsak, unda {p(x'.x")} to’plam hosil bo ladi.
Odatda, bu to’plamning aniq yuqori chegarasi sup{p{x,x’)} (x'eM, x" e M)
to’plamning diametri deb ataladi va u J(M ) kabi belgilanadi:

d(M) =sup\p{x'x'V" (x'e M, x"eM).
25-ta rif. Ushbu
Sup(/(x")-/(x")]} (x'e M, x"e M)
miqdor /(x) funksiyaning M to’plamdagi tebranishi deb ataladi va u
kabi belgilanadi:
cc{fiM)=sup\f(x")-f{x")~ (x'eM. x"e M)
Yuqorida keltirilgan Kantor teoremasidan muhim natija kelib chiqadi.
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2-natija. /(n) funksiya chegaralangan yopiq to'plamda uzluksiz bo'lsin. U
holda V£ > 0 son olinganda ham M to’plamni chekli sondagi Mh to’plamlarga

shunday ajratish mumkinki,
V Mk= M,
K

M, =g (k*))
oj(J.Mk)<e
bo'ladi.
4 /(x) funksiya chegaralangan yopiq AY to’plamda uzluksiz bo’lsin.
Kantor teoremasiga ko’ra tekis uzluksiz bo’ladi. Binobarin, Ve > 0 son uchun
shunday > 0 topiladiki, p(x',.x") < <5 bo’lgan |/x',x"eM uchun

bo’ladi.
M to’plamni diametrlari shu 5 bo’lgan Mk to’plamlarga ajratamiz. Rav-
shanki, bu holda
pix'x)<S (a x"e Mk)
bo’ladi va demak,
WVIx")-JIx']< £
tengsizlik bajariladi. Bundan
SUP\f(x")-f(x")} Z£
ya’'ni (o(f,Mk)< £ bo’lishi kelib chiqadi. »

Mashqlar
12.13. R2va R' to’plamlarda ikki nuqta orasidagi masofa yozilsin va masofaning
3 ta xossasi isbotlansin.
12.14. /22va R3 fazolarda ochiq shar va sharlarning geometrik tasvirlari
keltirilsin.
12.15. Rm fazodagi {/"'") ketma-ketlik yaqinlashuchi bo’lsa, uning chegaralan-
ganligi isbotlansin.
12.16. 1Ikki va uch o’zgaruvchili funksiyalarning ta’riflari keltirilsin.
12.17. Ushbu
/(a,,jc2) = arcsin{x\ + a,)
funksiyaning aniqlanish to’plami topilsin.
12.18. Ushbu
s 4 a. +a, sin— ,agarx, * 0 bllIsa,
SUXVXD) ~ 1 A,
{ 0 ,agara, =0 bo'lsa
funksiya uchun
lim /(a,,a2)= 0

bo’lishi isbotlansin.



12.19. Ushbu

(x, +x2)sin— sin— ,agar (x,,x2) * (O, 0) bo'lsa,

/(*i.*¥2)=
0 ,agar(x,(x2)=(0,0) bo'lsa
funksiyaning (O. O) nuqtada takroriy limitlarining mavjud emasligi
isbotlansin.
12.20. Ushbu

e,agarsin2me + sin2JixX2 @ 0 bl Isa,
/(x,.x2)= sin2ax, + sin2nx2

0 ,agar sin nx, +sin" 1x2 =0 bo'Isa

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
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13-BOB

Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosila
va diffcrensiallari

Ushbu bobda biz ko’p o’zgaruvchili funksiyalar difTerensial hisobi bilan
shug’ullanamiz. Kiritiladigan va o’rganiladigan hosilalar va differensiallar
tushunchalari ~ bir o’zgaruvchining  funksiyalari uchun  kiritilgan  mos
tushunchalaming tegishlicha umumlashtirilishidan iborat bo’ladi. Ayni paytda, biz
ko’ramizki, ko’p o’zgaruvchili funksiyalar uchun xos bo’lgan bir qancha yangi
tushunchalar ham (yo’nalish bo’yicha hosila, to’la difTerensial va xokazo)
o’rganiladi.

]-$. Ko p o zgaruvchilifunksiyaning hosilalari
/". Funksiya xususiy hosilasining ta riJL f(x)=f(x]x2...xm) funksiya

ochiq M (M <zRm) to’plamda berilgan bo’lsin. Bu to’plamda x° =
nuqta olib, uning birinchi koordinatasi ga shunday Ax, (JIx,§ O) orttinna
beraylikki, (xjl+ Ax,JI2,~JI,°)gM bo’lsin. Natijada f(x /,x2,...,.xm) funksiya ham
(x”"0,...~) nuqtada x, o’zgaruvchisi bo'yicha

I f =f(x\ +2ixD. A )=/ ("X 2...x°)

xususiy orttirmaga ega bo'ladi.
1-ta'rif. Agar /\x, -> 0 da ushbu limit

ym NiL = Un /(N FAFI*° e *1)
A1->0 Ax, JI->0 Ax,

mavjud va chekli bo’lsa, bu limit /(x Lx2....,xm) funksiyaning (xj’.x®.—x°)
nuqtada x, o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasi deb ataladi va
4, x:). /s
ax, ax, 71v1 2

belgilaming biri bilan belgilanadi. Demak,

L,(,«)=
71V ' ax, A, >0 Ax,
Jj\xvx2 xm) funksiyaning (x°,X2,...,x°) nuqtada x, o’zgaruvchisi bo’yicha
xususiy hosilasini quyidagi
/ii(x*)= i
X XX

ham ta’riflashi mumkin.
Xuddi shunga o’xshash /(x,,x2 xm) funksiyaning boshqa o’zgaruvchilari

buyicha xususiy hosilalari ta’riflanadi:
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<L=ym bhl= y, e 4. A*Ix0

0x2 bx2->a Ax2 Ar: -»0 Ax2

dxm  A,-»0 JIXT Ar, o Axm
Demak, ko’p o’zgaruvchili /[(a,." xm)  funksiyaning  biror
(x[°,m:21...,1:°) nuqtada xk (k = o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasini
ta’riflashda bu funksiyaning xk (k=1 , o ’zgaruvchidan boshqa barcha

o’zgaruvchilari o’zgarmas deb hisoblanar ekan. Shunday qilib, f(x[,x2 xm)
funksiyaning xususiy hosilalari />,./>r2  fkm 1-qism, 6-bob, 1-§ da o’rganilgan
hosila - bir o’zgaruvchili funksiya hosilasi kabi ekanligini ko’ramiz. Demak, ko’p
o’zgaruvchili funksiyalarning xususiy hosilalarini hisoblashda bir o’zgaruvchili

funksiyaning hosilasini hisoblashdagi ma’lum bo’lgan qoida vajadvallardan to’liq
foydalanish mumkin.

13.1-misol. Ushbu
(Xx2)=-1-¢ 2
VA2
funksiyaning (x,,x2)€ R2 (x2> O) nuqtadagi xususiy hosilalari topilsin.

13.2-misoL Ushbu

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
< Aytaylik, (x,,x2)” (0,0) bo’lsin. U holda

2f = ( 2xlx2 "= +ar2) - 2x,x22x, = 2x2(x2-x 2)
dx, dxi(x2tx2] x2 T tf (vi2+ x2j2
df _ ( 2x\X2 ~ _ 2xx(x2+x2)- 2X\X22x2 _ 2xx(xj2- x2)
oxe~dxXx'+xl) (x " x2)2 " x?+xtf

bo’ladi.
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Endi (x,l12) = (0,0) bo'lsin. U holda ta’rifga binoan
y(0.0) lim /(ax,q)-/(o.q) O
ifc, b1 —+o Ax,
Y (0.0) ,jm /(O.A»,)-/(0.Q) 0
k2 J20 Ax2
bo’ladi.
Demak, berilgan f(xux2) funksiya V(x,x2)eR2 da xususiy hosilalarga
ega. p

21 Xususiy hosilaning geometrik ma'nosi. Soddalik uchun ikki
o’zgaruvchili funksiya xususiy hosilalarining geometrik ma'nosini keltiramiz.

f(xvx2)  funksiya ochiq czR2) to’plamda berilgan bo’lib,
(x,0,x2)eJI-/ bo’lsin. Bu funksiya (x“,v2) nuqtada /> [(.x!\x2), /jc2(x[',x2)
xususiy hosilalarga ega deylik. Ta’rifga ko’ra /* (x f’.x®) va /> 2(x,",x2) xususiy
hosilalar mos ravishda ushbu .y, =/(x, ,x2) va y2=/(xf".Xj) bir o’zgaruvchili
funksiyalarning xjlva x2 dagi hosilalaridan iborat.

Faraz qilaylik, y = /(x, ,x2) funksiyaning grafigi 48-chizmada ko’rsatilgan

sirtni tasvirlasin.

48-chizma

Unda yt=/(x, ,x2) va p2=/(x0,x2) funksiyalarning grafiklari mos
ravishda y =/(x, ,x2) sirt bilan x2= x2 tekislikning hamda shu sirt bilan x, = x®
tckislikning kesishidan hosil bo’lgan I', va I'2 chiziqlardan iborat.

Ma’lumki. bir o’zgaruvchili u =<p(x) funksiyaning biror x0(x0€ R)
nuqtadagi hosilasining geometrik ma’nosi (l-qism, 6-bob, 1-§) bu funksiya
tasvirlangan egri chiziqqa (x0,2(x0)) nuqtada o’tkazilgan urinmaning burchak
koeffitsientidan iborat edi. /Jc"x®,*®) va /3¢2(x,0.x2) xususiy hosilalar mos
ravishda T, va ['2 egri chiziqlarga (x°.x2) nuqtada o’tkazilgan urinmalaming
ox, va ox2 o’qlari bilan tashkil etgan burchakning tangensini bildiradi. Demak,
/Mxf.x®) va /A(x".x®) xususiy hosilalar y =/(x, ,x2) sirtning mos ravishda

ox, va ox2 o'qlar yo’nalishi bo’yicha o’zgarish darajasini ko ’rsatadi.



2-§. Ko'p o 'zgaruvchilifunksiyalarning
differensiallanuvchiligi
I". Funksiyaning differensiallanuvchiligi tushunchasi l)ifferensiallanu\'-

chilikning zjaruriy sharti f(x) =f(x\,x1,..., ,xm) funksiya ochiq J-/(mc R")
to'plamda berilgan bo'lsin. Bu to'plamda x° =(x,0,x:2 x") nuqta bilan birga
AP+ Ax",, + Arm,...,.v + Avn,) nuqtani olib, berilgan funksiyaning to’la orttir-
masi
AlX)= 1 (Xp+&Xxx] +Ax2  x" +AAm)-/(A".A;,...,x2)

ni qaraymiz.

Ravshanki, funksiyaning J[/(A0) orttirmasi argumentlar orttirmalari
JIx,,Ax2  Axm larga bog’liq.

2-ta'rif Agar /(a) funksiyaning a° nuqtadagi A/(a0) orttinnasini

A/"(-t°)= "Ax, + A2AX2 +... + AmAxmH-a.Ax, + a 2Ax2 +... + a mAx,,, (13.1)
ko’rinishda ifodalash mumkin bo’lsa, /(a) funksiya a0 nuqtada differensialla-
nuvchi deb ataladi, bunda A4}A42 Aw lar AAl,Ax2,..,Axm larga bog’liq
bo’lmagan o’zgarmaslar, a,,a, am lari esa AXx,,Ax2,..,Aa,, larga bog’liq va
Ax, ->0,Av2 ->0,...,Avm->() da a, ->0,0, ->0,...,am—>0 (Ax, =Ax2=  Axm=0
bo’lganda a, =a2=... =am=0 debolinadi.)

Agar /(a) funksiya M to’plamning har bir nuqtasida differensiallanuvchi
bo’lsa, /(a) funksiya M to’plamda differensiallanuvchi deb ataladi.

13.3-misol. Ushbu /(.x, ,a2)= a2+a2 funksiyani v(a,°,a2)g/i2 nuqtada
differensiallanuvchi bo’lishi ko’rsatilsin.

<llaqiqatdan ham, (a°,a2) nuqtada funksiyaning orttirmasi
AZ'=/(A° +AX,,A2 +JIX2) -/ (XD, X?)=(A° +]IX,)2+ (A2 +AX,)2-

- (3,0)2- (x2)" =2a,0Ac, + 2a°Ax2 + (Ax, )2 + (Ax2)2
bo’lib, unda /1, = 2a,°, A2=2a°, a, = Ax,, a2 = Ac2 deyilsa, natijada
A/-= /1,Ax, + A2AX2+ a, Aa, + a 2Ax2

bo'ladi. Bu esa berilgan funksiyaning v(x, ,A2)e R2 nuqtada differensiallanuvchi
ekanligini bildiradi. »

/(A) ftmksiyaning A0 nuqtada differensiallanuvchilik sharti (13.1) ni
quyidagi

A/'(x°)=/LAX, + A2Kx2+...+ /f,, Axm+o{p) (13.2)
ko’rinishda ham yozish mumkin, bunda
p =/(AXx,)2+(AX2)2+,...t(AX,,)2.

Endi differensiallanuvchi funksiyalar haqida ikkita teorema keltiramiz.



1-teorema. Agar f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u
holda bu funksiya shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.
f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda ta’rifga
ko’ra funksiya orttirmasi uchun
J/-(u:0)= /LIOx, 4 A24x2 +...+ AmAxm+ a,JI1x, + a 2Ax, +... + amAxm
bo'ladi, bunda AJ,A2,...Am o’zgarmas, Jx, ->0,JIx2->0 Axm—0 da a, -> 0,
,a2->0 am->0.
Yuqoridagi tenglikdan
ll%%nﬂ x°)=0
Ib,,-*0
bo’lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiya x° nuqtada uzluksizligini bildiradi. »
2-teorema. Agar f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa. u
holda bu funksiyaning shu nuqtada barcha xususiy hosilalari

O (x0),/,', (x0) . ( x °) mavjud va ular mos ravishda (13.1) munosabatdagi

4,42  Am larga teng bo’ladi:

/s, A, /3,k)= A /. A =
A f{x) funksiya jr° nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin.
U holda ta’rifga ko'ra
A/(x0)= /LAX, + /A20x2 + ...+ AmAxm+ atAx, +a24x2+... +amAxm

bo’ladi. Bu tenglikda
JIx, ~ 0, JIx2=Ax2=...= Ax,,=0

deb olsak, unda (13.1) ushbu
Ax,/(x°)= JOx, +a,AXx,

ko’rinishni oladi. Bu tenglikdan quyidagini topamiz:

A{%Wio Iz, = Iﬁﬁo(/l’ +a,)= .4,
Demak,
/) (<=4 -
Xuddi shunga o’xshash /(xn) funksiya x° nuqtada /[ (x°) , (vO (x")

xususiy hosilalarining mavjudligi hamda
a.lM -a,. /;,(x°)=a [3>°)=-4,.
ekanligi ko’rsatiladi. P
I-natija. Agar /(a) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u
holda
bf(*o)=  (**)Mi+h vt +o(p)
bo’ladi.
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l-eslatma. /(n) funksiyaning biror x° nuqtada barcha xususiy hosilalari
/,'(r0),/;2(x°)  /~(x°) ning mavjud bo’lishidan funksiyaning shu nuqtada diffe-
rensiallanuvchi bo'lishi har doim kelib chigavermaydi.

13.4-misol. Ushbu

X.X.
eagar (x,.x2)* (0. 0)

f(x\xi)= y[x[+x]
0 ,agar(x1,x2)=(0, 0)
funksiyaning (0,0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi ko’rsatilsin.

4 Bu funksiya (0,0) nuqtada xususiy hosilalarga ega:

/3 (0.0= im /[(*.°)-/(0.0)=q
Ax,

/; (0.0)= m ~bl M "o .
1 ar2->0 Ix2

Berilgan funksiyaning (0,0) nuqtada orttirmasi

/(0,0)=/(4n:, Ax2)-/(0,0)=,
-yJIx, + Ax2

bo’lib, uni (13.1) yoki (13.2) ko’rinishida ifodalab bo’lmaydi. Buni isbotlash
magsadida, teskarisini, ya'ni f(x/,x2) funksiya (0.0) nuqtada differensialla-
nuvehi bo’lsin deb faraz qilaylik. Unda

J1/(0,0)= 1 (0.0)Av, + (0. 0)A*:2+ a,Ax, + a2Ax2= a,Ax, + a2Ax2,
bo’lib, bu munosabatda Ax, ->0,Ax2->0 da a,->0,tf2-—»0 bo’lishi lozim.

Demak,

Ax,, Ax.
-— =a.Ax, + a2Ax2. (13.3)

wAXx, + AX2
Ma’lumki, Ax, va Ax2 lar ixtiyoriy orttirmalar. Jumladan, Ax, = Ax2 bo'l-
ganda (13.3) tenglik ushbu

No= Ax(ff, ta2)

ko’rinishga kelib, undan esa
V2
12 2
bo'lishi kelib chiqadi. Natijada Ax, ->0,JIx2->0 da a, va a2 miqdorlaming
nolga intilmasligini topamiz. Bu esa /(x,,x2) funksiyaning (0,0) nuqtada
differensiallanuvchi bo'lsin deb qilingan farazga zid. P
Shunday qilib, funksiyaning biror nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega

bo’lishi, funksiyaning shu nuqtada differensiallanuvchi bo’lishining =zaruriy
shartidan iborat ekan.

2°. Funksiyaning differensiallanuvchiligining yetarli sharti. Endi ko’p
o’zgaruvchili funksiya differensiallanuvchi bo’lishining yctarli shartini keltiramiz.
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fix)-f{x\,x2,..,xn funksiya ochiq M [MCZR") to’plamda berilgan
bo’lib, x° =(xP,X2 x")e M bo’lsin.
3-teorenta. Agar f(x) funksiya xu nuqtaning biror atrofida barcha o’zga-
ruvchilari bo'yicha xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar shu x°
nuqtada uzluksiz bo’lsa, f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi.
4x°eM nuqtani  olib, koordinatalariga mos ravishda shunday
Ax,.Ax-2,...,AX,, orttirmalar beraylikki, (xj'+ Ax,,x°+JIx2 ,x" + Axn) nuqta x°
nuqtaning aytilgan atrofiga tegishli bo’lsin. So’ng funksiya to'la orttirmasi
4/"(*0)=/(*? +AXx,.x5 +Ax2 Xm+Ax,)-/(x°,X2... x'l)
ni quyidaoicha yozib olamiz:
+JIx|,x2+ Ax2  x° +Arm)-/(x?.x2+JIx2....,x° +Axm)]+
+[/(xP,xD+ Ax2.X°+ Ax3  x@+ A x,,)-/(x|3,x“n30 + Ax3,...,x“ + Axm)]+

o A (XX ? X%, X0 FAX*)-f(x?2.x° x7)]

Bu tengiikning o’ng tomonidagi har bir ayirma tegishli bitta argumentning
funksiyasi orttirmasi sifatida qaralishi mumkin. Uning uchun Lagranj teoremasini
tatbiq qila olamiz, chunki teoremamizda keltirilgan shartlar Lagranj teoremasi
shartlarining bajarilishini ta’minlaydi:

JT/(x0)=/," (xu+0,1x|,x2 +Ax2 x° +Axm)-Ax, +

+ k -4 +J0x2,x8+ Ax3 x° + Axm). Ax, +
(13.4)

v (X0 X g R R+ O X Axy 5
bunda
0<6><1 (/=1.2 s m).
Odatda (13.4) funksiya orttirmasining fonnulasi deb ataladi. Shartga ko’ra

Xx° nuqtada xususiy hosilalar uzluksiz. Shunga ko’ra
/5, (x"+Y . Ax.a? +AX2  x” +Axm)=/;i(x°)+al,

/52(7x T 0 20x2.x; + Ax3 x5 +AX,,)=/;2(x°)+a2, "

*1 1i.x" + ymAxm)=/,; (x°)+ am
bo’lib, unda JIx, ->0,0x2->0,...,AX,,, 0 da a, ->0,a2 ->0 bo’ladi.
(13.4) wva (13.5) munosabatlardan
4/v°)= (x°K +/;(x°Kx2 (xo0)axm+

+a,A x,ta2Ax2 +... + amAxm
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bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa /(x) funksiyaning x° nuqtada differensiallanuvchi
ekanligini bildiradi. P

Bir va ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning
differensiallanuvchiligi tushunchasi kiritildi. (qaralsin, 1-qism, 6-bob, 4-§ hamda
ushbu bobning 2-§.). Ulami solishtirib quyidagi xulosalarga kelamiz.

1) Bir o’zgaruvchili funksiyalarda ham ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda
ham funksiyaning biror nuqtada differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu
nuqtada uzluksiz bo’lishi kelib chiqadi. Demak, bir va ko’p o’zgaruvchili
funksiyalarda funksiyaning differensiallanuvchi bo’lishi bilan uning uzluksiz
bo’lishi orasidagi munosabat bir xil.

2) Ma’lumki, bir o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning biror nuqtada
differensiallanuvchi bo'lishidan uning shu nuqtada chekli hosilaga ega bo’lishi
kelib chiqadi va aksincha, funksiyaning biror nuqtada chekli hosilaga ega
bo’lishidan uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo’lishi kelib chiqadi.

Ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning biror nuqtada
differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu nuqtada barcha chekli xususiy
hosilalarga ega bo’lishi kelib chiqadi. Biroq funksiyaning biror nuqtada barcha
chekli xususiy hosilalarga ega bo'lishidan uning shu nuqtada differensiallanuvchi
bo’lishi har doim kelib chigavermaydi.

Demak, bir va ko'p o’zgaruvchili funksiyalarda  funksiyaning
differensiallanuvchi bo’lishi bilan uning hosilaga (xususiy hosilaga) ega bo’lishi

orasidagi munosabat bir xil emas ekan.

3-§. Yo nalish boyicha hosila
M a’lumki, bir o ’zgaruvchili y =f(x) funksiyaning (xe/?,j>e R) — hosi-
ebe

Tasi bu funksiyaning o’zgarish tezligini bildirar edi. Ko’p o’zgaruvchili

y =f(x]x2,...,xni) funksiyaning xususiy hosilalari ham bir o’zgaruvchili funk-

siyaning hosilasi kabi ekanligini e’tiborga olib, bu xususiy hosi-
ar, dx2  dxm

lalar ham y =f(xi,x2,...,xm) funksiyaning mos ravishda ox/,0x2,....oxm o’qlar

bo’yicha o’zgarish tezligini ifodalaydi deb aytish mumkin.

Endi funksiyaning ixtiyoriy yo’nalish bo’yicha o’zgarish tezligini
ifodalovchi tushuncha bilan tanishaylik. Soddalik uchun ikki o’zgaruvchili
funksiyani qaraymiz.

vy -f(x\'X2)=f(A) funksiya ochiq M to’plamda (m c¢ R2) berilgan
bo’lsin. Bo’ to’plamda ixtiyoriy J, ~x”.x") nuqtani olib, u orqali biror to’g’ri
chiziq o’tkazaylik va wundagi ikki yo’nalishdan birini musbat yo’nalish,
ikkinchisini manfiy yo’nalish deb qabul qilaylik. Bu yo’nalgan to’g’ri chiziqni /
deylik.
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ava y9 deb / yo’nalgan to’g’ri chiziq musbat yo’nalishi bilan mos ravishda

av, va ox2 koordinata o’qlarining musbat yo’nalishi orasidagi burchaklami

49-chizma
/ to’g’ri chizigda AQ nuqtadan farqli va M to’plamga tegishli bo’lgan A4
nuqtani (4 =(x, ,x2)) olaylikki, A04 kesma M to’plamga tegishli bo’lsin. Agarda
A nuqta JI, ga nisbatan [ to’g’ri chiziqning musbat yo’nalishi tomonidan bo’lsa
(shakldagidek), u holda A”4 kesma uzunligi p(4v,A) ni musbat ishora bilan
olishga kelishaylik.
M 0AH dan

X. -X )
=cosa , - cosfi (13.6)
P P
bo’lishi kelib chiqadi. Odatda cosa va cosf) lar / to’g’ri chiziqning yo naltiruv-
chi kosinuslari deyiladi.
3-ta'rif. A nuqta I yo’nalgan to’g’ri chiziq bo'ylab A4Q nuqtaga intilganda
(A 4,) ushbu nisbat

fA)~fM =/(ftr2)- /(" " 2)
p(I>-4) ~Jxlxe\(x\D))
ning limiti mavjud bo’lsa, bu limit /(x1,x2)=f(A) funksiyaning 4, = (x".x?)
nuqtadagi / yo’nalish bo’yicha hosilasi deb ataladi va
yoki ~ 1-4)
dl dl
kabi belgilanadi. Demak,

dl A+l PIA0A)
Endi /(x|,x2) funksiyaning / yo’nalish bo'yicha hosilasining mavjudligi

hamda uni topish masalasi bilan shug’ullanamiz.
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4-teorema. /(x,,x2) funksiya ochiq M to’plamda (a/c¢ R2) berilgan
bo’lib, J) = {xf,.Xj) nuqtada ((x".x"je M ) differensiallanuvchi bo’lsa, tiinksiya
shu nuqtada har qanday yo’nalish bo’yicha hosilaga ega va

<(x*4) ry<§/® X’oi’cosa +A(X1"X?)cosp (137
dl dx\ dx2

bo’ladi.
< Shartga ko’ra /(x,,x2) funksiya I, = (x".x®) nuqtada difierensialla-
nuvchi. Demak, funksiya orttirmasi
/M -/(J ) =/(xi.x2)-/(x|)x")

uchun

-4)+0V,) (13.8)
bo’ladi, bunda

P=/KAJ)=ytki~xif +(x2~4 T
(13.8) tengiikning hai- ikki tonwnini p =p(40,/]) ga bo’lib, so’ng (13.6) ni

e’tiborga olib topamiz.

= + n m4)c 10 / ? +
p(ID)'4) < P
Bu tenglikda JI-* JI, da (ya’ni p -~oda) limitga o’tsak, unda
Hm -;m/M -M )=M "} cosat+t4 i S cosP
p (ix", (X2

bo’ladi. Demak,

# N 4 )= 4] com M. D
c// 6x, ck2
13.5-misoL Ushbu

/(xpXj)=arctg—
X2
funksiyaning / yo’nalish bo’yicha hosilasi topilsin, bunda / birinchi kvadrantning
(I, 1) nuqtadan o’tuvchi va (O, O) nuqtadan (I, 1) nuqtaga qarab yo’nalgan
bissektrisasidan iborat.
<Berilgan funksiyaning =(1, 1) nuqtadagi / yo’nalish bo’yicha
hosilasini (13.7) formulaga ko’ra topamiz. Ravshanki,
I(x|(x )=arctg-'-

X2
funksiya 40 = (1, 1) nuqtada ditTerensiallanuvchi. Unda (13.7) formulaga ko’ra



4-§. Ko 'p o Zgaruvchilimurakkabfimksiyalarmug
(iifferensialhmuvchiligi. Murakkab funksiyaning hosilasi

f{xvx2 xm) funksiya M /M c¢/™") to’plamda berilgan bo’lib,

Xvx2..,xm o'zgaruvchilaming liar biri 0’z navbatida e, tk

o’zgaruvchilaming T (rc/”) to’plamda berilgan funksiya bo’lsin:

A (.3.9,

Xm=<B(>2 U
Bunda (/,,£2,...,tk)e T bo’lganda tuiga mos e M bo’lsin.
Natijada ushbu

murakkab funksiyaga ega bo’lamiz

1°. Murakkabfunksiyaning dijferensiaUanuvchanligi

5-teorenta. Agar (13.9) funksiyalarning har biri nuqtada
differensiallanuvchi bo’lib, f(x[x2,...,xm) fiuiksiya esa mos (xj°.x? a{')g A/
nuqtada (1" ="(/1)"9,..I/;,} C\-Vm=pm(~4 ..'7)) differen-
siallanuvchi bo’lsa, u holda murakkab funksiya F(tve2,...,tk) liam (z0. 4")
nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi.

,t2,..,lk)e T nuqtani olib, uning koordinatalariga mos ravishda
shunday (A/,, /] orttiruvchilar beraylikki,
(4 +Neu 2 +At2>..,tl +/4tk)e T bo’lsin. U holda(13,9) dagi har bir funksiya ham
(Ax,,A",...,Acni) orttinnalargi va nihoyat /(x,."..... ~,,) funksiya / f orttimiaga
ega bo’ladi.

Shartga ko’ra (13,9) dagi funksiyalarning har biri 4) nuqtada

differensiallanuvchi. Demak,



a, ' a2 " dtk
bo’ladi, bunda d_ (/=12,...m,y = 1,2,.J) hususiy hosilalaming (z0," 73)
t
nuqtadagi qiymatlari olingan, va
p = &\ tAZ2+.. +/V¥ .
Sliaitga asosan, f(xvx2,....xm) funksiya (x°x/,...,xfy nuqlada differensial-

lanuvchi. Demak.

+ ~4 x2+...+-"-Axm+a,[x|+a2z” +...+amAxm (13.11)
dv, dax.A

bo’ladi, bunda — (/= 12,...,/u) hususiy hosilalaming (xj’x® x®) nuqtadagi
dx,

gqiymatlari olingan va Ac, ->0,Ix2->0 Acm—>0 daor, -*0.0" ->0 am—0
bo’ladi.
(13,10) va (13.11) munosabatlaidan topamiz:

— Az A/, + A/A+ <),
*—f a, a2 a

b

Ayt — A+ ... + — Azt + (Xyo).
a2 a, 1 a2V a* o)

Sc,, . dxm . , / x
+-* AZ,+ - -Az2+...+— Az, +clpy
(bc, Q,
4-a,Ax1+ a 2Ax2 +... + amAxm=

dfdx.dfdx,, A 0xJ1



+ +

df ow | df dx2_ df dx,

At +
dxx 8tk ox2 dtk dxm dt
(13 12)
df _df df
+ +2 + + Y o)+
dx,  dx, ax O
+ W Axx+ a2Ax, + ... + amAxm.
oo df df ar .. 4
Bu tenglikdagi yig’indi o'zgannas (p ga bog'liq
dx, dx. dx,,
emas) bo’lganligi sababli
af df
- - o(p)=0(/7) 02 13
A, A2 de. /

boMadi.

Modomiki, x,=(pi{tx.t] tk) (/=12 m) funksiyalar z0./®...../,°) nuqta-
da diffcrensiallanuvchi ekan, ular shu nuqtada uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksizlik
ta'rifiga ko’ra /., -=> o, 4/, -» 0.4/, -=> 0 da, ya’ni p ->0 da
Hx, -> 0, [Ix, 0,....,Axm-> 0 bo’ladi. Yana ham aniqroq aytsak, (13.10)
formuladan p-*¥0 da Jx, =o(p), Ax, = o{p) Ax, =o(p) ekanligi kclib
chiqadi. [x, 0,x2->0 Axm-> 0 daesa a 0,a2—=>0 am->0.

Demak,

/7->0 =>barcha Jlx, —0 => barcha a, -> a,Ac, aNIXr  cc,Axm=o(p) (13.14)

Agar

4 LA Elcg .. 7d/" dX:
"odx, d/f dx, dg, dx,,. dz,
(j =1,2,3,..71) deyilsa, u holda (13.12), (13.13) va (13.14) munosabatlardan
N/ = NAz, + A2412+... + AkAtk + o{p)
kelib chiqadi. »
2°. Murakkabfunksiyaning hosilasi. Endi
SfifPxifx-h'—Ak Y VnAR'h.... N ¥)= L h)
murakkab funksiyaning #xt2,...,tk o’zgaruvchilar bo’yicha xususiy hosilalarini
topamiz. Aytaylik, /(x,.x2 x,,) va Xx,=",(z,2z2 z%), x2="(z,,z2>./%)...
X, = funksiyalar yuqoridagi 5- teorcmaning shartlarini bajarsin. U
holda 5-tcoremaga ko’ra murakkab funksiya (z°272 tk) nuqtada differensial-

lanuvchi bo’ladi.
Demak, bir tomondan

I/ = Axdix+ A2412+ ..+ AkAtk +o(p) (13.15)
bo’lib, bunda
A
Shodxx,df dx2 o df dm G 13.06)
I dx dj  dx2dy dx,,, dz,
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(qaralsin 5-tcorema) ikkinchi tamondan 1- natijaga asosan

%1/"25’ a i) /2 dk k+o}\/9) (13.17)
bo’ladi. (13.15),(13.16) va (13.17) va munosabatlardan
df dx"™Ndf del ~ | df dxm
dt, dx, dt, dx2 dt, dxm dt,

df "df dx, ~df dx2 ~ ~Ndf dxm
dt2 dx:, dr2 dx2dt2 dxm dt2

fan,
dt, dx, dtk dx2 dtk dxm dtk

bo’lishini topamiz.

5-§. Kop o zganivchUifunksiyaning dijferensiali
I". Funksiya differensialining tu rifi. f{x, ,x2 xm) funksiya ochiq

M (M ¢/? m) to’plamda berilgan bo’lib, bu to’plamning x° =(x°jc*,...,.x®) nuq-

tasida differensiallanuvchi bo’lsin. Ta’rifga ko’ra f{x) funksiyaning x" nuqtada-

gi orttirmasi

, Ty(x°)nm ry(x°)A cy(x°)n
w =-yy( j)bX, + ’y:é-7)ﬂ)(2+...+-X§/—7)Axm+a,Ax, +allx2+...+amAxm
dx, dx2 dxm

bo’ladi.
4-ta'rif f{x,,x2 xm) funksiya orttirmasi A/*(x") ning Ax,. Ax2,..,Axm

larga nisbatan chiziqli bosh qismi

dx, dx2 ! dxm
/'(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali (to’liq differensiali) deb ataladi va

ti/'(x”,X2,...,x°,) kabi belgilanadi. Demak,

)omor oy dx, dxm _gxrr;’_'
Agar x,,x2 xm crkli o’zgaruvchilaming ixtiyoriy orttirmalari AXx,,
Av2,...,Axm lar mos ravishda bu o’zgaruvchilaming differensiallari dx,,ck2,...,dxm
ga teng ekanligini e’liborga olsak, unda f{x) funksiyaning differensiali quyidagi

+...+ ~'L

» 13.18
dx, dx2 dxm ( )

ko’rinishga kcladi.
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Odatda — dxu ~—dx2..., —gf—dxm lar /(x,,x2 xm) funksiya xususiy
dx dx dx

differensiallari deb ataladi va ular mos ravishda dxf,d x f f kabi belgila-

nadi:

= dXif ="-dx2.,dxJ=f¥-dxm.
dxy dxy dv..

Demak, f(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali, uning shu nuqtadagi

xususiy differensiallari yig'indisidan iborat. Masalan, ushbu
AxE )y
funksiyaning V(x,x2)e R2 nuqtadagi differensiali
df=— dxl+f¥-dx2=sinx2ex>s""Xldx\ +x, coxx-,er' "' Xdx, =
GX, dx2
_exis"*2 (%, x2aN| + x, cosx2dx2)

bo’ladi.

Endi funksiya differensialining geometrik ma’nosini ikki o’zgaruvchili
funksiya uchun keltiramiz.

Aytaylik, y =/(x,,x2) funksiya ochiq JI/ to’plamda (ux/c " 2) berilgan
bo’lib, (x°,x2)eM nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. Bu funksiyaning grafigi

50-chizmada tasvirlangan (S) sirtni ifodalasin.

50-chizma.

(S’) sirtga (x,0,x2,70) nuqtasida (y0=/(x,0,x2)) o’tka/.ilgan urinma tekislik
ushbu
r-y0=¥ k" (x,-x7)+ S ti’*(x2-4)
X, X 1’ dx2

ko’rinishda bo’lib, undan

V- Yo =4 (x°-Xi)



ekanligi kelib chiqadi. Demak, y =/(x,,1:2) funksiyaning (x,0,”) nuqtadagi
differensiali bu funksiya grafigiga J(x”~.x”)) nuqtasida o’tkazilgan urinma
tekislik aplikatasining orttirmasidan iborat ekan.
2" Murakkab funksiyaning differensiali. y = f(xvx2,...,xm) funksiya

M (m c. Rm) to’plamda berilgan bo’lib. x/,xZl..,xm o’zgaruvchilaming har biri
0’z navbatida Ivi2,...,tk o'zgamvchilarning m{2c/? A) to’plamda berilgan funk-
siyasi bo'lsin:

X\=<P\{t\.t2 .. /%),

x2 =p2(I\12,...,tk),

Xn =<Pm(t>d2  Ik).
Bunda (z,, tk)e T bo'lganda unga mos (x,,1:2 xm)e M bo’lib, ushbu
V=/<PM.12...tk).P2(ti.12...../%),....gm(ti,12......tk))

murakkab funksiya tuzilgan bo’lsin.
Faraz qilaylik x, =~ ((/,,/2,...,/A) (/=1,2,...,w) funksiyalaming har biri

(t°,¢2..../°)€ T nuqtada differensiallanuvchi bo’lib. y =/(x 1,x2,...,xm) funksiya
esa mos (xf.x® x”)e M nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda 5-teore-

maga ko’ra murakkab funksiya (/,0,/2,...,z€) nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi.

Unda murakkab funksiyaning shu nuqtadagi differensiali

dt, du dt.
bo’ladi.
M a’lumki,
df df dxx ~df dx2 ~ *~ df d&m
dz, dx, dz, dx2 dz. dxm dtx
dz2  dx, dz2 dx2 dz2 dxm dt2
df _df dx\ , df dx2 *»
dtk  dx, dz*  dx2 dz* 5Xm dtk
Natijada
dt, +
dx, dz, dx2 dz, dz, j
df dx, df dx, dxm”
(df xl ,f * o de2 +

dx, 12 dx, dz2 dxm~aI2)
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al, mal/2 olk
ekanligini e’tiborga olsak, u holda murakkab funksiya differensiali uchun

df="ckil+"-dx2+.+"d x t (13.19)
X ox2 A

K
bo’lishi kelib chiqadi.

Murakkab funksiya differensiali ifodalovchi (13.19) formulani avval qarab
o’tilgan (13.18) formula bilan solishtirib bir xil formaga ega bo’lishini (ya’ni
difTerensial formasi saqlanishni) ko’ramiz. Odatda bu xossani differensial formasi-
ning (shaklining) invariantligi deyiladi.

Demak, ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda ham bir o’zgaruvchili funksiyalar-
dagidek, differensial shaklning invaritligi xossasi o’rinli ekan.

Shuni alohida ta’kidlash lozimki, (13.19) ifoda dxvdx2 dxm lar
Xx,,x2 xm laming ixtiyoriy orttirmalari AxIl,Ax2,...,Axmlar bo’lmasdan, ular

tvt2  tk o’zgamvchilarning funksiyalari bo’ladi.
3" Funksiya differensiali hisoblashning sodda qoidalari. u=f(x) va
v=g(x) funksiyalar ochiq M (1/ ¢ JI™) to’plamda berilgan bo’lib, x° € M nuq-

tada ular differensiallanuvchi bo’lsin. U holda u%v, wuv, —, (v~O) funksiyalar
v

ham shu x° nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi va ularning differensiallari uchun
quyidagi
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1) d(uxv)= duzdv,
2) d(uv)= udv + vdu,

’

u vdu - udv |,
Dd — "0’))(

(v

4V. v2
formula o’rinli bo’ladi.

Bu munosabatlardan birining. masalan, 2) ning isbotini Kkeltirish bilan
chegaralanamiz.

u=f(x) va v=g(jr) funksiyalar ko’paytmasini /” funksiya deb qaraylik:
F =u v. Natijada F funksiya w va v lar orqali x,,x2 xm o’zgaruvchilaming
(x =(x{,x2 xm)) murakkab funksiya bo’ladi. Murakkab funksiyaning difTeren-

sialini topish formulasi (13.19) ga ko’ra

daF = dar du +iF av
du dv
bo’ladi.
Agar

9k v SF

du dv
ekanligini e ’tiborga olsak, unda

dF = vdu + udv

bo’lishini topamiz. Demak,
d(uv)= vdu +udv.

6-§. Kop o zgaruvchilifunksiyaning yuqori
tartibli hosila va differensiallari
/M. Funksiyaning yuqori tartibli xususiy fwsilalari. f{xxx2,...,xm)

funksiya ochiq M (M <zRm) to’plamda berilgan bo’lib, uning har bir
(x1,x2 xm) nuqtasida [fX}, /X2 f¥n xususiy hosilalarga ega bo’lsin.
Ravshanki, bu xususiy hosilalar o’z navbatida xI,x2,...,xm o’zgaruvchilarga
bog’liq bo’lib, ularning funksiyalari bo’lib qolishi mumkin. Berilgan funksiya

xususiy hosilalari I ,/J ,-,f'Xn laming ham xususiy hosilalarini qarash mumkin.
S-tarif /(x1,x2,....xm) funksiya xususiy hosilalari laming

xk (A=1,2 m) o’zgaruvchi bo’yicha xususiy hosilalari berilgan funksiyaning

ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb ataladi va

yoki

- -
ox{oxx 0Ox20xxk  dxmdxk
kabi belgilanadi. Demak,
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37 ro =4y _"N
ox\oxk I, <M Mix, J

37 =j3_fZ.)
dx2dxt r,r  WrA ux2J

3*nBx* - % dx* (dx,
Bu ikkinchi tartibli xususiy hosilalami umumiy holda
~22
=/sr (/=1,2 m, JI=1, 2 m)
0x,0xK '
ko’rinishda yozish mumkin, bunda A=/ bo’lganda
37 r
dx.dx, jx>"
deb yozish o’miga
8V r

debyoziladi.
Agar yuqoridagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalar turli o’zgaruvchilar
bo’yicha olingan bo’Isa, unda bu

S roz'- (,>m)
2 -tartibli xususiy hosilalar aralash hosilalar deb ataladi.
Xuddi shunga o’xshash, f{xvx2,...,xm) funksiyaning uchinchi, to’rtinchi va
xokazo tartibdagi xususiy hosilalari ta’riflanadi. Umuman, f{xux2 xm) funk-
siya (/7-1)-tartibli xususiy hosilalaming xususiy hosilasi berilgan funksiyaning

u -tartibli xususiy hosilasi deb ataladi.
13.6-misoL Ushbu

fixie*2)= orcig — (12 2 o)
w*2

funksiyaning 2 -tartibli xususiy hosilasi topilsin.

4 Ravshanki, — = yy, — =—_.X 2,
dr, X +x2 ox2 x, +x2

a2 ™ a 3 ' x2 "= 2X,X:

at2 at,(atj axJIx2+x2] (x?+xjf’
dy _ 3 f 3f x2 A xf-x:
ax,at2 at2katl] at2(x2+xl) (xf+x2)2’
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13.7-misol. Ushbu

X2 _x2
X,X2 ——j, agar xf +x% *0 bo'lsa,
/(¥ *%2)= xf+xl
0 agar xf +x2 =0 bo'lsa

funksiyaning aralash hosilalari topilsin.
4 Aytaylik (x,,12)* (0,0) bo'lsin. U holda

df © Xf- X2 1 4xp+2 t2-%3 _ 4xV, 4
OX +*2 (*lz + *f axz + +
<l -
a7 d = .+ / 8x-xi
ox,0xe dx2 X, +x2 Ci 4 L
di d "dfroL - s, *2

dx2dx, dx, dx2 2+ %2 (*2+*1h

bo'ladi.
Berilgan /(x,,x2) funksiyaning (0,0) nuqtadagi xususiy hosilalarini
ta’rifga ko’ra topamiz:

3/0.0) Un i1(At,.0)-7(0,0) O

dx Afi >0 AX
A(Q.0)= lim /(O.Ax2)-/(0,0) 0
dx2 Atr=x0 Ax_
a/(0,Ax2) dfiPOQ
dx(0,0)_ Iim - dx, dx
dx,dx2 At -0 Ax,
a/(Ax,,0) a/(0,0)
aV(o.0) _ sy o "% SLU lim ix::
5x,dx, At -0 Ax, Jk1->0 [Ix,
Bu keltirilgan misollar ko’rinadiki, funksiyaning -av va g2 aralash

dXidX, ax25x|
hosilalari bir-biriga teng bo’lishi ham, teng bo’imasligi ham mumkin ekan.

6-teorema. /(x,,x2) funksiya ochiq M (u/c /?2) to'plamda , 1t
hamda f'x\X/, f"IXi aralash hosilalarga ega bo’lsin. Agar aralash hosilalar

(xjo,x2)e M nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda shu nuqtada



", -x2)=yr;, 1 (M " 2)
bo’ladi.
< (xj’.x®) nuqta koordinatalariga mos ravishda shunday Ax, >0, Ax2>0
orttirmalar beraylikki,

D= {(x,x2)6 R2:x”<x, 5 x0+ zlx,, x2<x2<x2+Jx2}c M
bo’lsin. Bu to’g’ri to’rtburchak uchlarini ifodalovchi (x[\x2), (xj1+Ax,,x2),
x"x”+ A”r)” (x0+Axj.x" +Ax2) nuqtalarda funksiyaning qiymatlarini topib
ulardan ushbu

P- f{x\ +Ax,x2 +Ax2)-/(x |’ +]Ix|.x2)-/(x|,.x2 +Ax2)+/(x® ,x2)
ifodani hosil qilamiz. Bu ifodani quyidagi ikki
/[>=[AX+AX.X2+AX2) -/ (X])+ Ax,,x2)]- [/(x”.x2+ Ax2)-/(x]),x2)]
>=[/(X])+ AX1,X0 + AX2) - / ( X°, X2+ AX2)]-[/(X° Ax,,x2)-/(x°.x2)]
ko’rinishda yozish mumkin.
Endi berilgan /(x,,x2) funksiya yordamida x, o’zgaruvchiga bog’liq
bo’lgan
()= /(M2 + Ax2) - /(x,.x2),
x2 o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan
N*2)=/(*1° +AX|.X2)-/;| (x°.X2)
funksiyalami tuzaylik. Ravshanki, <p(x,), »/(x2) funksiyalar
Rb Y= (¥ .4 +Ax2)- (x,,x2),

V'ix2)=]1 (*?2+A*i*2) -  @1°2)
hosilalarga ega bo’lib, Lagranj teoremasiga asosan

e>'(x)=/" v (x,,x2+02AX2)-A X2,
x,Iliy 2 22/ 2 f/jjoj
ANYBL =/, "+ 0,AX,.x2) Ax,

bo’ladi, bunda o0 <5,, g2<\
Yugqorida keltirilgan P ifodani ~(x,), 4(x2) funksiyalar orqali ushbu
P ="(x° + Axl)-(o(x”)
P=Wx3 A x2) -~ 2)
ko’rinishda yozib, so’ng yana Lagranj teoremasini qo’llab quyidagilami topamiz:
P ="(x,0+ 0,Ax,)* Ax,. P =u/'(x2+ 6>'Ax2)- Ax2 2
(0<8, 0<i).
Natijada (13.20) va (13.21) munosabatlardan
P=1//,,, (xf+0AX].x2+ 02Ax2)- Ax,Ax2

P= (x° <m0,Ax,.x" + 02Ax2)- Ax,Ax2

bo’lib, ulardan esa
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IIn +*M -A+620 D=1/,0,(4+5,4.A4 *5;1x2) £/3.22;
bo’lishi kelib chiqadi.
Shartga ko’ra va /I'l] aralash hosilalar (xj’.x") nuqtada uzluksiz.
Shuning uchun (13.22) da Ox, -> 0, Ax2 -> 0 limilga o ’tsak,
/; A4 ( « )
bo’ladi>
2". Funksiyaningyuqori tartibli differensiallari. Ko’p o’zgaruvchili funksi-

yaning yuqori tartibli differensiali tushunchasi keltirishdan avval, funksiyaning
n 7 >1) marta ditTerensiallanuvchiligi tushunchasi bilan tanishamiz.

f(x) funksiya ochiq M (mc:Rn) to’plamda berilgan bo’lib, x°eM
bo'lsin. Ma’lumki, /(x) funksiyaning x° nuqtadagi orttirmasi ushbu
J/(x°)= JLAx, +J2Ar2 + ...+ /lmAxm+o(/?)
ko’rinishda ifodalansa, funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi deb atalar cdi,

bunda A4i,42- >Am~o’zgarmas sonlar, p =-JJIx2 + [Ix2 +...+ JIx”,. Bu holda ko’r-
gan edikki,

Jq - * ! ( 2 -
& )
Aytaylik, /(x) funksiya M to’plamda JI ./ x2 xususiy hosilalarga

ega bo'lsin. Agar bu xususiy hosilalar xo nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa,
/(x) shu nuqtada ikki marta differensiallanuvchi funksiya deb ataladi.

Umuman, /(x) funksiya M to’plamda barcha (/7-1)- tartibli xususiy
hosilalarga ega bo’lib. bu xususiy hosilalar x° e M nuqtada differensiallanuvchi
bo'lsa, /(x) funksiya x 1 nuqtada n marta differensiallanuvchi deyiladi.

7-teorema. f(x) funksiya M to’plamda barcha n- tartibli xususiy hosila-
larga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar x° e M nuqtada uzluksiz bo’lsa, /(x)

funksiya x° nuqtada » marta differensiallanuvchi bo’ladi.

Bu teorema funksiya differensiallanuvchi bo’lishining yetarli shartini ifoda-
lovchi 3-teoremaning isbotlanganligi kabi isbotlanadi.

/(x) funksiya x e M nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin.

6-tarif f(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali df(x) ning
differensiali berilgan /(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi

va u d2f Kkabi belgilanadi:
dof =d(df).
Differensiallash qoidalaridan foydalanib topamiz:

6!



0X51. X0Xm
/(x],x2 x1) funksiyaning (x,,x2 X1 ) nuqtadagi uchinchi, to'rtinchi va

xokazo tartibli difTerensiallari ham xuddi yuqoridagidek ta'riflanadi.

Umuman, /(x) funksiyaning x nuqtadagi (m-1)- tartibli differensiali
</("-1}/(x) ning difTerensial berilgan /(x) funksiyaning shu nuqtadagi n tartibli
differensiali deb ataladi va d”/ Kkabi belgilanadi. Demak,

dnf =d(dn'/).

Biz yuqorida /(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali uning xususiy
hosilalari orqali ifodalanishini ko’rdik.

/(x) funksiyaning keyingi tartibli differensiallarining funksiya xususiy
xosilalari orqali ifodasi borgan sari murakkablasha boradi. Shu sababli yuqori

tartibli differensiallami, simvolik ravishda, soddaroq formada ifodalash muhim.
/(x) funksiya differensiali

d/=-"de,+-"dxz+l.+¥~dcp
dx, ! dx2 A %cm

ni simvolik ravishda (/ ni formal ravishda qavs tashqarisiga chiqarib)
quyidagicha
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ox{ ' oxe 2 oxm Tk

yozamiz. Unda funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini

2. 1d, S5, . .d X2

deb qarash mumkin. Bunda qavs ichidagi yig’indi kvadratga ko’tarilib. so’ng /

ga «ko’paytiriladi». Keyin daraja ko’rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb
hisoblanadi.

Shu tarzda Kkiritilgan simvolik ifodalash f(x) funksiyaning 7n- tartibli
differensialini

<r/= ~(h\ +— <&+ ..+-7-d%rml/
ax, ax:2 axm

kabi yozish imkonini beradi.
3" Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Ushbu punktda

/(¥V*2 (XI=<P|fc 0] xm=<pran %))
murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini topamiz.
Ma’lumki, x, =*((/L,/2,...,/m) (/=1, funksiyaning har bir

¢m,/2  /°)e 7 nuqtada differensiallanuvchi bo’lib, /(x ],x2,...,x,fl) funksiya esa
mos (x°,x2....x*) nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda 5-teoremaga ko’ra
murakkab funksiya #0./®,...,/*) nuqtada differensiallanuvchi va difTerensial shakl-

ning invariantlik xossasiga asosan murakkab funksiyaning differensiali

df =—~dxx+ — ull:2+
ax, 1 ax2 2 dxm

bo’ladi.

Faraz qilaylik, x, = *,(/1,22>..,/m) ('=1, funksiyalaming har biri
@0,/? Z")er nuqtada ikki marta differensiallanuvchi, /(x,,x2 xm) funksiya
esa mos (x",x2 x®)e M nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin. U
holda murakkab funksiya ham (/b1%2....Z") nuqtada ikki marta differensiallanuvchi

bo’ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib quyidagini topamiz:
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=\ A <K * i Ly i) fAr

+difé2x. +—dfdx2+‘..+ﬂf dzx m.
X,

dx2 dxm
Shu yo’i bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi differen-
siallari topiladi.
(13.23), (13.24) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli differensiallarda
differensial shaklining invariantligi xossasi o ’rinli emasligini ko’ramiz.

(13.24)

2-eslatma. Agar
JG =«,yly + 2,22 4o + «,*/* +/2,.

x2=a2l, +a2x2+...+aktk +/ll, I A

«m,/. + «m2/2 +- +am/*+ Pm
bo’lsa (a/(, Pl (/=12 J y=1, 2,...,/w)-0’zgarmas sonlar), u holda bunday
f(xux2,..,xm) murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari differensial
shaklining invariantligi xossasiga ega bo’ladi.

Hagqiqatdan ham (13.25) ifodadagi funksiyalami differensiallasak, unda

dx, =andt +andI2+... +a, kdtk +abhA/24 .. +auA/*,
dx2=a2\dt +a22dt2+...+a2kdth= anAl, + a22M 2 +... + a 2kMk,

<bm = +am2r2 +- + +u»2r2 + "+t 4
bo’lib dx,,dx2,...,dxm laming har biri tx,¢2,...,tk o’zgaruvchilarga bog'liq emasligi-
ni ko’ramiz. Ravshanki. bundan d 2x, = dX2=...=d2Xm=0.

Binobarin,

dY =d(df)=d{ dxx+ "dx2+.+"-dx,6\ =
A3, dx2 dxm )

= y a * y a * * Y 4

lg\ld]x x+a—]—'dx2 +... +—d dem
dx, dx2 dxm J
Demak, ikkinchi tartibli differensiallar differensial shaklining invariantligi
xossasiga ega ekan.
Shunga o’xshash, bu holda murakkab funksiyaning ikkidan katta tartibdagi
differensiallarida differensial shaklining invariantligi xossasi o’rinli bo’lishi
ko’rsatiladi.



7-§. O'rta qiymat haqida teorema
fi{x)-f(x]x2 .,xm) funksiya M ¢ Rm to'plamda berilgan. Bu to’plamda
shunday a = (di,ti2,...,tim) va ¢ =(ei,e2,...,em) nuqtalami olaylikki, bu nuqtalami
birlashtiruvchi to'g’ri chiziq kesmasi
Jd=v1x2 Jm)e Rm:J, =a, +ze, - a,), x2=02+ze2- a2\
=yt em-am); 0</<i;
shu JI/ to’plamga tegishli bo'lsin: 4 c M .
8-teorema. Agar /(a) funksiya JI kesmaning a va e nuqtalarida uzluksiz
bo’lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalrida funksiya differensiallanuvchi bo’lsa. u

holda 4 kesmada shunday ¢ nuqta (c =(c”c2,...,cm)) topiladiki,
/(e)-ffa)=/,; (cXe, - a,)t/,; (cXnz2 - a2)+...+/,; (cXe* - am)

bo’ladi.
<f(x) funksiyani 4 to’plamda qaraylik. Unda
/(%) =/(*¥1°X2>>Xm)= /(") +f(e,- a,). »2 +'(82- 02) &~ “"y)

(0</<1)
bo’lib, /(x,,x2 xm) i o’zgaruvchining [O,l]] segmentda berilgan funksiyasiga
aylanadi:
F(/)=/(a, +/(e, - 0,), ti2+f(e2- a2),., +itleM- a,))
Bu funksiya (O, 1) intervalda ushbu
F(,)=fxt (e, /5 (02-a2)...fi (em-am)
hosilaga ega bo’ladi.

Demak, F(/) funksiya [Q1] segmentda uzluksiz, (O. 1) intervalda esa F'{t)
hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga (1-qism, ¢ -bob, ¢-§) ko’ra (O, 1) interval-
da shunday A nugqta topiladiki,

F(!)-F(o)=F'("0) (0<t0<I) (13.26)
bo’ladi. Ravshanki,
F{0)=/(a), F()=/(e),

M(lo)=N" («I +/o(6l "2 +/o(e2 - " 2)....... ", +o(«, -"*)) («.-"1) +
C g+ o@- ) e @iy vk O M-
+ +

+/m',("|+/o(B

Agar

") "2+4Z0(e2-a 2),..., tim+Z0(e, "",))m k ," "]
fli +Zo(s |-a,)=C |
"2+/0(B2-"2)=c2
"’ + fo(e,- " ’) =c,
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deb belgilasak, unda ¢ = (c,,c2 cm)eAd bo’lib. yuqoridagi (13.26) va (13.27)
tengliklardan
/(e)-/(a)=1;,Ne ,-«,)+/; (ex«2- )t..+ta; (cXem- )

kelib chiqadi. »

Bu o’rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi.

2-natija. f(x) funksiya bog'lamli M (z Rm to’plamda berilgan bo’lib.
uning har bir nuqtasi differensiallanuvchi bo’lsin. Agar M to’plamning har bir
nuqtasida f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo'lsa, funksiya
JI/ to’plamda o’zgarmas bo’ladi.

4 M to’plamda a =(axal am) hamda ixtiyoriy x= (x/,x2 xm) nuqta-

lami olaylik. Bu nuqtalami birlashtiruvchi kesma shu M to’plamga tegishli
bo’lsin. U holda shu kesma nuqtalarida s -teoremaga ko’ra
flo)=1(* )+ (X« -X|+ (CX«2 ~x2)+...+ fMn(c\am- xm)
bo’ladi. Funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng ekanidan
1C)=1(*)
bo’lishi kelib chiqadi.

a va x nuqtalami birlashtiruvchi kesma M to’plamga tegishli bo’lmasa,
unda M to’plamning bog’lamli ekanligidan o va x nuqtalami birlashtiruvchi va
to’plamga tegishli bo’lgan siniq chiziq topiladi, bu siniq chiziq kesmalariga
yuqoridagi s -teoremani qo’llay borib,

J(*)=f(a)

bo’lishini topamiz. »

8-§. Kop o zgaruvchilifunksiyaning Teylorformulasi
Ma’lumki, F(l) ftinksiya /=/0 nuqtaning atrofida berilgan bo’lib, unda

F'(f), F'it)  Fr+1(/) hosilalarga ega bo’lsa, u holda

F@)=F(t,)+r@0xt" 1 '(0X<',?+um+

nf 1+ 1)/
(c=/0+0r- 1), 0<0<)\).
bo’ladi (Teylor formulasi).
f(x)= f(x1,x2,...,xm) funksiya ochiq A/ (m ¢ Fm) to’plamda berilgan. Bu
to’plamda ) nuqtani olib, wuning 7 ((x°,x°....x*))cJI/ atrofini
qaraylik. Ravshanki, v(x;,X2...xje**.x® ....A ")) nuqta bilan (xj’.x® xn)
nuqtani birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi
A={(xxx2 xjefi" :x,=x°+r(x;-x%) x2=x2+r(x' -x 2)
- xm=x®+/(x;-x35,} 0</<u

shu x2j) atrofgategishli bo’ladi.



f{xvx2 x,,) funksiya ) da n +| marta differensiallanuv-
chi bo’lsin deb uni A4 to’plamga qaraylik. Unda

/(*! Ny= /(7 + - xet x2tiw2- m2)ee xs Feopm - x1))
bo’lib, /(x,,x2 xm) funksiya ¢ o’zgaruvchining [Q, 1] da berilgan funk-

siyasiga aylanib qoladi:
F(Q=A*" 4+ - xX).jeit<x-4)) OSG) (1329

Bu funksiyaning hosilalarini hisoblaylik:

r(0=§ (x;-" +o (x 5-"+ .+o0 kK -x:I +

dx, dx2 dxm
+2 x[ - XP°Yx; - x2)+ +2— — (x5 I- x/ .Yx' - x°)=
ax,dx2 Vi A 2 27 dxmAdxmV N W) m’
~-(x\-a2)+ 2 -k -4)+ - - 4)1 /
1"x. i iXr )
Umuman « -tartibli hosila ushbu
! f (13.30)

(K= 1,2 geeeydl + 1)

ko’rinishida bo’ladi. (Uning to’g’riligi matematik induksiya usuli yordamida
isbotlanadi).

Yuqoridagi F ' ( t \ F nt/(t) hosilalaming ifodalariga kirgan
/(X,,X2,....,xm) funksiyaning barcha xususiy hosilalari

"+ /(x5 - x0) x2+/(x2 - x8)....x,,0 + t{(x'm- x°))

nuqta hisoblangan.

(13.28) formulada / =0 va /=1 deb olinsa, ushbu

f(i)=f(o)+~ f"(0)+J, f"(0)+...+1/*>(0)+ M Fr'e)

(0<0<\)

hosil bo’ladi.
(13.29) va (13.30) munosabatdan foydalanib quyidagilami topamiz:

F(0)=/(x0.x2 xI/]

F()=/(x]",x";...X3)
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2(x){o) =1 a_(lr,'- x°)+ (x5 -x”) + (x5 -xt) /
x"i V! Ne 'l ! A
(=12 n+1)
Keyingi tenglikdagi f(x/,x2 xm) funksiyaning barcha xususiy hosilalari
{x°x2  jc°) nuqtada hisoblangan.
Demak, (13.28) fonnulaga ko’ra

A xi'x2 xm):/(xi’)cZ ..... x °n)+ )+
iax,

dx.

1 A(XG_x)tA (X5_x5)tet+d -t5 . 50)

2/1dr,V1 dx2 V2 2/ & Wv”»
/ +
vdX]| dx.
3 3 Y1
145 k "x19+ - x29+- + -er»)|  /

bo’ladi, bunda f(x /,x2,...,xm) funksiyaning barcha birinchi, ikkinchi va xokazo
/z-tartibli xususiy hosilalari (xf.x® x”) nuqtada, shu funksiyaning barcha
(n +1)- tartibli xususiy hosilalari esa

(x“+e(f-x?) x2+6/(x2-X2) w ,X° +2(x;5 - x°) ) {0<e<y)

nuqtada hisoblangan.
Bu formula ko’p o’zgaruvchili /(x,,x2 xm) funksiyaning Teylor formu-

lasi deb ataladi.
Xususan, ikki o’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi quyidagicha

bo’ladi:

(X, X5)=/(x»,x;)+ffa * )(X|- ¥)+Z fci~ ( x2- xj)+
dx, dx.

+;‘ - * : Yy + -x.%, - x3)+

+c-A4 A x'-x:1x ‘- - x'y
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9-§. Ko'p o'zgaruvchilifunksiyaning ekstremum qiymatlari.
Ekstremumning zaruriy sharti
I". Funksiyaning maksimum va minimum gqiymatlari. Ko’p o’zgaruvchili
funksiyaning ekstremum qiymatlari ta’riflari xuddi bir o’zgaruvchili funksiyaniki
singari Kiritiladi.
f{x)=/(x"x2 xm) funksiya ochiq M c¢ R# to’plamda berilgan bo’lib,
x° = (x0,® x°)e M bo’lsin.

7-ta'rif. Agar x° nuqtaning shunday Lif{(x°)= ... xme /T’

px.x")= yfixi - x;n2+... +(x. - X"¥ <«8$j.c M atrofi mavjud bo’lsaki, Vxetyrf(x")

uchun

bo’lsa, /(x) funksiya x° nuqtada maksimumga (minimumga) ega deyiladi, /(x°)
qiymat esa /(x) funksiyaning maksimum (minimum) qiymati yoki maksimumi
(minimumi) deyiladi.

8-ta'rif. Agar x" nuqtaning shunday C/][x0) atrofi mavjud bo’lsaki,
V xef/rf(x°)\{x0} uchun /(x)< /(x°) (/(x)> /(x0)) bo’lsa, /(x) funksiya x°
nuqtada qat’iy maksimumga (qat’iy minimumga) ega deyiladi. /(x°) qiymat esa
/(x) funksiyaning qat’iy maksimum (qat’iy minimum) qiymati yoki qat’iy
maksimumi (qat’iy minimumi) deyiladi.

Yuqoridagi ta’riflardagi x° nuqta /(x) funksiyaga maksimum (minimum)
(g-ta'rifda), qat’iy maksimum (qat’iy minimum) (9-ta’rifda) qiymat beradigan
nuqta deb ataladi.

Funksiyaning maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning ekstremu-
mi deb ataladi.

13.8-misol. Ushbu

/I(x,,x2)= I -x 2 -Xj (x2+x2<1)
funksiyaning (O.0) nuqtada qat’iy maksimumga erishish ko’rsatilsin.

« Haqiqatdan ham, (O.0) nuqtaning ushbu

Aaeroy= Xx)e - xl,+o < 3w ©0<er<y
atrofi olinsa, unda V(x,,x2)e (3((0,0))1{(0,0)} uchun

J(X1Lx2)=a -X2- x2</(0. 0)=1
bo’ladi.
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8 va 9- ta’riflardan ko’rinadiki, f(x) funksiyaning x° nuqtadagi qiymati
/(x°) ni uning shu nuqta atrofidagi nuqtalardagi qiymatlari bilangina solishtirilar

ekan. Shuning uchun funksiyaning ekstremumi (maksimumi, minimumi) lokal
ekstremum (lokal maksimum, lokal minimum) deb ataladi.

2°. Funksiya ekstremumining zaruriy sharti. f{xxx2 ,m) funksiya
ochiq MczR" to’plamda berilgan. Aytaylik, /(x,,x2 xm) funksiya
X° = (xD,X2,...,x°) nuqtada maksimumga (minimumga) ega bo’lsin. Ta’rifga ko’ra
X° = (X0,X2,...,x°) nuqtaning shunday Us(x0)<zM atrofi mavjudki, Vxe(/*(x0)
uchun
f(XVX2  xm)~f(xl x2 Xm)
(f(xvxi ...

xXususan
/(x,,x2 f(x°,x2 x”)
(f(xe=x2 X))
bo’ladi. Natijada bir o’zgaruvchiga x, ga bog’liq bo’lgan /(x,,x2,...,x2) funksi-
yaning (/JIx0) da eng katta (eng kichik) qiymati /(x* x0,...~0) ga erishishini
ko’ramiz. Agarda x° nuqtada f'X (x0) xususiy hosila mavjud bo'lsa. unda Ferma
teoremasi (qaralsin, 1-qism, 6 -bob, 6-§)ga ko’ra
SUL(Rter2 kny =1 (% 0)=0
bo’ladi.
Xuddi shuningdek, /"X (x0)...,/* (x°) xususiy hosilalar mavjud bo’lsa,
n W=o./;5,(/)=0 /;.(/)=0
bo’lishini topamiz.
Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz.

9-teorema. Agar /(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga erishsa va shu

nuqtada barcha I /.2 xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u holda
7 . = oSy —
lyWA=0./3,M=0 [;>")=0
bo’ladi.

Biroq /(x) funksiyaning biror x'e Rm nuqtada barcha xususiy hosilalarga
ega va
LA [3,(v)=0  [5.(x)=0
bo’lishidan uning shu x nuqtada ekstremumga ega bo’lishi har doim ham kelib
chiqgavermaydi.
Masalan, R2 to’plamda berilgan
N(X[,X2)=X|X2
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funksiyani qaraylik. Bu funksiya (*].x2)= /,2(X,.X2)= xususiy
hosilalarga ega bo’lib, ular (0.0) nuqtada ekstremumga ega emas (bu
funksiyaning grafigi giperbolik paraboloidni ifodalaydi, qaralsin 12-bob, 3-§).

Demak, 9-teorema bir argumentli funksiyalardagidek funksiya ekstremumga
erishishining zaruriy shartini ifodalar ekan.

f(x) funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar uning
statsionar nuqtalari deyiladi.

10-§. Funksiya ekstremumining yetarli sharti
Biz yuqorida /(x) funksiyaning x° nuqtada ekstremumga erishishining
zaruriy shartini ko rsatdik. Endi funksiyaning ekstremumga erishishining yetarli
shartini o’rganamiz.

/(x) funksiya x° e Rm nuqtaning biror

(ya(x°)={x€ * ~(x;c0)<<§} (<>0)
atrofida berilgan bo’lsin. Ushbu

A=/(*)-/1 (13.31)
ayirmani qaraylik. Ravshanki, bu ayirma (-/J[x0) da o’z ishorasini saqlasa, ya’ni
har doim J>0 (J<0) bo’lsa, /(x) funksiya x° nuqtada minimumga (maksi-
mumga) erishadi. Agar (13.31) ayirma har qanday Us (x°) atrofda ham o’z ishora-
sini saqlamasa, u holda /(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga ega bo’lmaydi.

Demak, masala (13.31) ayirma o’z ishorasini saqlaydigan u /I x°) atrof mavjudmi
yoki yo’qmi, shuni aniqlashdan iborat. Bu masalani biz. xususiy holda ya’ni /(x)
funksiya ma’lum shartlarni bajargan holda echamiz.

/(x) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1) /(x) funksiya biror Us{x°) da uzluksiz, barcha o’zgaruvchilari bo’yicha
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;

2) x° nuqta /(x) funksiyaning statsionar nuqtasi, ya’ni

Al = o0 ./;,(*“)=<> /5. =o0.
Ushbu bobning s -§ ida keltirilgan Teylor formulasidan foydalanib, x° nuq-
taning statsionar nuqta ekanligini e’tiborga olib, quyidagini topamiz:

[(*)y=/A + | [/} + +
+2 (%2 AXuix2 +/,",, " 1723 +- +//.p,y " -10 )] =
=/(x°)+i ALE.

Bu munosabatda /(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari
/%%, fr* = 1,,....w) lar ushbu

(x® + #Ax,,x° + 64x2 x®+0JIx,) O<~"<])
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nuqtadan hisoblangan va

A*i Ax2 =X2- X2, bx, =xm-xm.

Demak,

Berilgan /(x) funksiya ikkinchi tartibli hosilalarining statsionar nuqtadagi
giymatlarini quyidagicha belgilaylik:
«a=J1% 1 (a-1.2 m)
Unda f "X (x) ning x° nuqtada uzluksizligidan

1,%, = (i + M xvx2 + ftdx2  x° + 0/xt)=alk+a,A
@ijfe=1,2, 3 w) bo’lishi kelib chiqadi. Bu munosabatda /Jx, -> 0, JIx2 -> 0,
yeesJIXst, => 0 da barcha alk -> 0 vaes-§ da keltirilgan ¢ -teoremaga asosan

a,k=ah (U =1.2.3 m)
bo’ladi. Natijada (13.31) ayirma ushbu
q- 1
A />=1

ko’rinishni oladi. Buni quyidagicha ham yozish mumkin:

1, Ax, Ax* JI Ax, Ax.

A=— Za¥_ « + —L
bir=A p p 1*=1 p 7
Agar
5 = A (1= 1. 2 geeeeeaT)
P
deb belgilasak. unda
A="- r/J.32;
ix=i A
bo’ladi.
Ushbu
’fe,.* #,)= E«»s &
1,%¥-1
ifoda £,,£2.0°zgamvchilarning  kvadratik formasi deb  ataladi,
[ A=12.3 m) lar esa kvadratik formaning koeffitsientlari deyiladi.

Ravshanki, har qanday kvadratik forma o’z koeffitsientlari orqali to’la aniqlanadi.
Kvadratik formalar algebra kursida batafsil o’rganiladi. Quyida biz kvadratik
formaga doir ba’zi (kelgusida qo’llaniladigan) tushunchalarni eslatib o ’tamiz.
Ravshanki, A, =~2=...= =0 bo’lsa, har qanday kvadratik forma uchun
/>0 ,0 0)=0
bo’ladi.
Endi boshqa nuqtalami qaraylik. Quyidagi hollar bo’lishi mumkin:
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/". Barcha ¢2 + ~2 +...+~ 2 >0 nuqtalar uchun
A)>o0.
Bu holda kvadratik forma musbat aniqlangan deyiladi.
2° Barcha £.2 tb2 + —+ ~« > 0 nuqtalar uchun
P(e, 42 L)<0-
Bu holda kvadratik forma manfiy aniqlangan deyiladi.
3° Ba’zan ... £,,) nuqtalar uchun 0 ba’zi nuqtalar
uchun
/m(#,.& 4j<0
Bu holda kvadratik forma noaniq deyiladi.
4°. Barcha ~2 + 2 + ..+ ¢ 2 >0 nuqtalar uchun
/mfe.4 4 )ao
va ular orasida shunday (¢ ,,£2....4 >) nuqtalar ham borki,
ffe.fe 1J=o0.
Bu holda kvadratik forma yarimmusbat aniqlangan deyiladi.
5" Barcha ¢ 2+ »2 +..+ 12 > 0 nuqtalar uchun
&,)50
va ular orasida shunday (~,,»2.....£,,) nuqtalar ham borki,
& )=o.
Bu holda kvadratik forma yarimmanfiy aniqlangan deyiladi.

Keltirilgan hollami alohida-alohida tahlil qilamiz:
/" Ushbu

efe <2 #,)= £a»s -#,
«*=1
kvadratik forma musbat aniqlangan bo'lsin. Avvalo yuqoridagi
p =a/ax2 +Ax2 +...+ Ax2
va
A
P
tengliklardan
tf+ #+...+£=1i
ekanligini topamiz. Ma’lumki, Rm fazoda
$,(0)=S,((0.0 0)="fc ,{2 4.)e W' H#2+W +..+£ =]j
markazi 0 = (0,0 O) nuqtada radiusi 1ga teng sferani ifodalaydi. Sfcra yopiq va
chegaralangan to’plam. Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan shu sferada
9m) funksiya uzluksiz funksiya sifatida chegaralangan, xususan

quyidan chegaralangan bo’ladi:
& )iC (C-cons<)



Agar Q(","2 £m) kvadratik formaning musbat aniqlangan ekanligini
e’tiborga olsak, unda C > 0 bo’lishini topamiz.

Ikkinchi tomondan, Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko’ra bu
Q(~."2 Gm) funksiya S,(0) sferada o’zining aniq quyi chegarasiga erishadi,

ya’ni biror ... ~)65,(0) uchun

efec <2 d = ”»*0(£,,52 i.)
bo’ladi. Yana 4m) kvadratik formaning musbat aniqlangan ekanligini

e'tiborga olsak,

e(?M d>o
ekanini topamiz. Demak. 5, (O) sferada

fife. & Eo,a#.lic>o0
bo’ladi.
Endi

[*=
ni baholaymiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan foydalanib, topamiz:

m mo(m m fm 22 Bj|
= <
T L. L«FE* Y. Z«/*4 E62
f¥=i %=1 V=i = V=i y .V:l /
m fm N
I I 1g;
I >=l Veml =ty V=1 y

Ma’lumki, Ax, -> 0, Ix2 -> 0 Axm-> (0 da barcha a, -r 0. Bundan

foydalanib x° nuqtaning atrofini yetarlicha kichik qilib olish hisobiga
2

* 2 €
7 <
/n-1<’ 2
tengsizlikka erishish mumkin. Demak, (13.32) dan

2UQuyidagi
efe, & &)=
#=
kvadratik forma manfiy aniqlangan bo'lsin. Bu holda x° nuqtaning yetarlicha
kichik atrofida A=— + Z«/*¢ & <0 bo’lishi i-holdagiga o’x-

#1=1 />=1
shash ko’rsatiladi. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
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10-teorema. f{x) funksiya x° nuqtaning biror Us(x°) atrofida (d'> O)
berilgan bo'lsin va u ushbu shartlarni bajarsin:
1) f(x) funksiya (Y1(x0) da barcha o'zgaruvchilar xvx2,...,xm be’yicha
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;
2) x° nuqta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi;
3) koeffitsientlari
a =/,%"(x° o' F=12 m)
bo’lgan
ete, #2 #,)= X
o>=i
kvadratik forma musbat (manfiy) aniqlangan. U holda /(x) funksiya x° nuqtada
maksimumga (minimumga) erishadi.
Bu teorema funksiya ekstremumining yetarli shartini ifodalaydi.
3n Agar

efe,.* c)=
>=1
kvadratik forma noaniq bo’lsa, /(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga
erishmaydi. Shuni isbotla>lik ~, .2 laming shunday ... /?,,) va
~i,/72 Am) qiymatlari topiladiki,
0(A,, A2 Am)> 0, Ofa.hi hm)<0 (13.33)
bo’ladi.
x° . x°), (xo0 + A, ,x?+A2  xI+hm)
nuqtalami birlashtiruvchi
X, = x° +/A,,
X, :x22 + thA7

2

. r/J.34;
.................. (0</<1)

kesmaning nuqtalari uchun yuqoridagi (13.32) munosabat ushbu

2 v <
ko’rinishiga keladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi birinchi qo’shiluvchi (13.33)
ga ko’ra musbat bo’ladi. Ikkinchi qo’shiluvchi esa. /—0 da nolga intiladi
(chunki /->0 da Ax,=x,-x° 40, Ax,=x2-Xx2-X),..., Axm=xn-x° —>0). Demak,
(13.34) kesmaning x° nuqtaga yetarlicha yaqin bo’lgan x nuqtalari uchun A
ayirma musbat, ya'ni
[(x)>/(x°)
bo’ladi.
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Xuddi shunga o’xshash.

X, = x, +/Al,

x, =x° +1hi

X, = xfi+ [hm
kesmaning x° nuqtaga yctarlicha yaqin bo’lgan x nuqtalari uchun JI ayirma
manfiy, ya’ni
I(x)</(x°)
bo’lishi ko'rsatiladi.
Demak. 1 =/(x)- /(x°) ayirma x° nuqtaning bar qanday yctarlicha kichik
atrofida o’z ishorasini saqlamaydi. Bu esa /(x) funksiyaning x° nuqtada

ekstremumga erishmasligini bildiradi.
4°- 51 Agar

/>=1
kvadratik forma yarimmusbat aniqlangan bo’Isa yoki yarimmanfiy aniqlangan
bo’Isa, /(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga erishishi ham erishmasligi ham
mumKkin. Bu «shubhali» hoi qo’shimcha tekshirib aniqlanadi.

Yuqoridagi 10-teoremaning 3-sharti, ya’ni £m) kvadratik
formaning musbat yoki manfiy aniqlanganlikka aloqador sharti teoremaning
markaziy qismini tashkil etadi. Kvadratik formaning musbat yoki manfiy
aniqlanganligini algebra kursidan ma’lum bo’lgan Silvestr alomatidan foydalanib
topish mumkin. Quyidagi bu alomatni isbotsiz keltiramiz.

Silvestr alomati. Ushbu

HI.b S.h b 1 -4
i

kvadratik formaning musbat aniqlangan bo’lishi uchun

BIl 62 » gk

621 622 - 6 2m
e, >0. >0..... >0
e, e

tengsizliklaming, manfiy aniqlangan bo’lishi uchun
611 612 "s 6lm
621 622 — &2m
en < 0. >0 - b >0
621 el)2|
eml en2 e gmm
tengsizliklaming bajarilishi zarur va yetarli.
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Xususiy holni. funksiya ikki o'zgaruvchiga bog’liq bo’lgan holni qaraylik.

/(a ,a2) funksiya x° = nuqtaning biroratrofi

uXx%)=* = (\ke)e r2: p(*-t0)< < &> )
da birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo’lib, x° esa qaralayotgan
funksiyaning statsionar nuqtasi bo’lIsin:

Iy, M=0, /;5(/)=0.

Odatdagidek

°y=an:, . «n=/;;A -
1)» Agar
o Qi 2
=0,2a22-a.,2>0 va a,, >0
ae\ a22
bo"Isa, f(x) funksiya x° nuqtada minimumga erishadi,
2). Agar
alla2~a\2>0 va<,, <0
bo’lsa, /(x) funksiya x° nuqtada maksimumga erishadi.
3). Agar
aila22~al2<0
bo’lsa, f(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga erishmaydi.
4). Agar
aua22-a?2=0
bo’lsa, /(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga erishishi mumkin, erishmasligi
ham mumkin. Bu «shuhbali» hoi qo’shimcha tekshirish yordamida aniqlanadi.
Haqiqatdan ham 1)- va 2)- hollarda kvadratik forma mos ravishda musbat
aniqlangan yoki manfiy aniqlangan bo’ladi (qaralsin: Silvestr alomati).
3)- holda, ya’ni
al\a2~al2<0 (13.35)
bo'lganda Qfa."2)= au”™ +2au””"2+ ax»~2 kvadratik forma noaniq bo’ladi.
Shuni isbotlaylik.
a,i=0 bo’lsin. Bu holda (13.35) dan o012 *# 0 bo’lishi kelib chiqadi.

Natijada kvadratik forma ushbu

ko’rinishga keladi. Bu kvadratik forma

2a,2

giymatda musbat:

22 1+ay,



giymatda esa manfiy:

+
T = C1<0
bo’ladi.
Endi a,, >0 bo’lsin. Bu holda kvadratik formani quyidagicha
yozib olamiz:
r ! J
+allri22 ~al2 gl (13 36)
Keying! tenglikdan £, =— —, =. 1 qiymatda
ti,,
va VA, > + °R |f1- =1 qiymatlarda esa
"ii VvV an
1)>0

bo’lishini topamiz.
Va nihoyat, a,, <0 bo’lsin. Bu holda (13.36) munosabatdan foydalanib,

kvadratik formaning ,e2=1 qiymatda musbat
(A-— ,\ >0 va VA >-"~ 11+ |-Y—yB-22, =1 qiymatda esa manfiy
1 J *u V

*u
efe. 1)<o0

Shunday qilib, a ,” - a2 <o bo’lganda kvadratik formaning
noaniq bo’lishi isbot etildi.

4)- holni, ya’ni anal2-af2 =0 bo’lgan holni qaraylik. Bu holda, au =0
bo’lsa, unda au - o bo’lib, g(£i-£2) kvadratik forma ushbu

bo’lishini topamiz.

ko’rinishni oladi.
Ravshanki, a22 > 0 bo’lganda
efe.*)io,
a22 <0 bo’lganda

bo’lib, ning ixtiyoriy qiymatida
efe.0)=0
bo’ladi.
Agar a,, > 0 bo’lsa,
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e(£E,£2)=a,(8+"u}) so0,

a,, <0 bo’lganda

0,

bo’lib, £, va <2 laming

all
tenglikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida Q (*,”2) kvadratik forma nolga
teng bo’ladi. Demak, qaralayotgan holda (?(£,,£2) kvadratik forma yarimmusbat

aniqlangan yoki yarimmanfiy aniqlangan bo’ladi.

13.9-misol. Ushbu
/(.Vy2)=x,U x| - Jaxix2 (a * Q)
funksiya ekstremumga tekshiriladi.
4 Bu funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari

/5, (X,,x2)= 3x2 - 30x2, /35 (x,,x2)=3x2 - 3ax,
/" (xi.x2)=6xb /3™ (x1,x2)=-3a, /55(X 0 X2)= 6X2
bo’ladi. Ushbu
13xf- 30x2=10
[3x2 - 3ax, =0
sistemani echib, berilgan funksiyaning statsionar nuqtalari (0,0) va (aq, a)
ekanini topamiz.
(a, a) nuqtada
al,=6a, an =-3a, a2 =c¢a
bo’lib,
al\a22~an =27a2>0
bo’ladi.
Demak, a > 0 bo'lganda (au > 0 bo’lib) funksiya (a, a) nuqta minimumga
erishadi, a <o bo’lganda funksiya (¢, @) nuqtada maksimumga erishadi.
Ravshanki,

/(a,a)=-a\
(0, 0) nuqtada
a,,a2:- af2=-9a2<0
bo’ladi. Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada ekstremumga erishmaydi. »
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! 1-§. Oshkormasfunksiyalar

I". Oshkormas funksiya tushunchasL Ma'lumki, X ¢ R to'plamdagi har
bir x songa biror qoidaga ko'ra Y c R to’plamdan bitta y son mos qo’yilgan
bo’lsa, X to’plamda funksiya berilgan deb atalar va u

S :x->y yokiy =f(x)

kabi belgilanar edi.

Ikki x va A argumentlarning /'(x,y) funksiyasi

A/ ={(x.y'je R2: a <x <e, c< y<d}
to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu
l'(x,y) =0 (13.37)
tenglamani qaraylik. Biror xo sonni (xo e (a,e)) olib, uni yuqoridagi tenglamadagi
X ning o’miga qo’yamiz. Natijada y ni topish uchun quyidagi
F(xo0y)=0

tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning echimi haqida ushbu hollar bo’lishi
mumkin:

1). (13.37) tenglamayagona haqiqiy y 0 echimga ega,

2). (13.37) tenglama bitta ham haqiqiy echimga ega emas,

3). (13.37) tenglama bir nechta, hatto cheksiz ko 'p haqiqiy echimga ega.

Masalan,

F{x,y)=\y ~x2' x >0 bo'lsa,
[y2 +x, agar x <o bo'lsa
u holda
F(x,y)=10

tenglama xo >0 bo’lganda, yagona y = Xq echimga, xo <o bo’lganda ikkita

Vx4-Xo’ V=-4~x0
echimga ega bo’ladi.

Agar biror F(x,y)=0 tenglama uchun I)- hoi o’rinli bo’lsa bunday
tenglama e’tiborga loyiq. Uning yordamida funksiya aniqlanishi mumkin.

Endi x o’zgaruvchining qiymatlaridan iborat shunday X to’plamni qaray-
likki, bu to’plamdan olingan har bir qiymatda F(x,y)=o0 tenglama yagona
echimga ega bo’lsin.

X to’plamdan ixtiyoriy x sonni olib, bu songa P’(x,y)= 0 tenglamaning
yagona echimi bo'lgan y sonni mos qo’yamiz. Natijada X to’plamdan olingan
har bir x ga yuqoridagi ko’rsatilgan qoidaga ko’ra bitta y mos qo’yilib. funksiya
hosil bo’ladi. Bunda x va y o’zgaruvchilar orasidagi bog’lanish F(x,y) =0
tenglama yordamida bo’ladi. Odatda bunday berilgan (aniqlangan) funksiya
oshkormas ko’rinishda berilgan funksiya (yoki oshkormas funksiya) deb ataladi va

x->y: F(x,y)=0.
kabi belgilanadi.

13.10-misoL Ushbu

F(x,y)=ya/x2-1-2 =0 ! (13.38)



tenglamaning funksiya aniqlashi ko’rsatilsin.
< Ravshanki,

Kx,y)=)*12-\-2=0
tenglama x ning R|{xeR: -1 <x< I} dan olingan har bir qiymatida yagona

2
V=-71T—
echimga ega, bundan
X7 T.] |3 °-

Natijada (13.38) tenglama yordamida berilgan ushbu
x->y =-r L - : ffx..—I— |=o0
oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’lamiz. »

I1S.1J-misol. Ushbu

F(x,y) =x-y+ fsiny =0 (13.39)

tenglamani funksiya aniqlashi ko’rsatilsin.
< Bu tenglamani

x=y-"siny =<p)

ko’rinishda yozib olamiz. Ravshanki, <p()) funksiya (- 0o,100) da uzluksiz va
P{y)~ 1- ~ cosy >0 hosilaga ega.

Unda teskari funksiya haqida teoremaga ko’ra (l-qism, 5-bob, 7-§)
y =<p~\x) funksiya mavjuddir. Demak, (- 00.+00) dan olingan x ning har bir qiy-
matida (13.39) tenglama yagona y = <p’(x) echimga ega, bundan

e{x.(p >(x))=o.
Har bir x ga * '(x) ni mos qo’yib,
X->2(x); FX (p'(x)=0

oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’lamiz. »

13.12-misol. Quyidagi

F(x,_y)=x2Jiy2- /ny =0 (y >0)

tenglamani funksiya aniqmasligi ko’rsatilsin.

-4 Bu tenglama x ning (- 0o,+00) oraligdan olingan hech bir qiymatida
echimga ega emas. Chunki har doim y2-/ny> (. Bu holda berilgan tenglama
yordamida funksiya aniqlanmaydi. »

2" Oshkormasfunksiyaning mavjudligL Biz yuqorida
F(x,y)=0



tenglama yordamida har doim oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanavermas-
ligini ko'rdik.
Endi tenglama, ya’ni F(x.y) funksiya qanday shartlami bajarganda oshkor-

mas ko'rinishdagi funksiyaning aniqlanishi, boshqacha aytganda, oshkormas
ko’rinishdagi funksiyaning mavjud bo’lishi masalasi bilan shug’ullanamiz.

ll-teorema. F(x,y) funksiya (x0,y0)e R2 nuqtaning biror

Vu.Jlxo¥o))= R2:x°-h<x<x0+h y0-k< y <y0+k}
atrofida (4 >0, A> 0) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:
1) Uhk({x0,y0)) da uzluksiz;
2) x o’zgaruvchining (x0- Y xo +h) oraligdan olingan har bir tayin
giymatida y o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o ’suvchi;
3) f(w .)=o0.
U holda (xo.y-0) ning shunday

YVéJlko Vo)) = R2:x0-§S <x<x0+S; y0-e<y<y0+te}
atrofi (0<S <h, 0<€ <k) topiladiki,

1) Vxe (xo- S,x0+5) uchun

Fi{x,y)=0
tenglama yagona y echimga (y e (;yo - £,y0+ 1r)) ega, ya’ni F(x,”)= 0 tenglama
yordamida
x->y: F(x,y)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanadi,
2) x -x 0bo’lganda unga mos kelgan y uchun y = y0 bo’ladi,
3 ) oshkormas ko’rinishda aniqlangan
x oy fx>)=o0
funksiya (xo0 -<5,x0 +5) oraliqda uzluksiz bo’ladi.

< Uhjl({x0,y0)) atrofga tegishli bo’lgan (x0,y0- rr), (xo,y0 + f) nuqtalami
olaylik. Ravshanki, [yo- e, y0+ e/ oraliqda F(x0,y) funksiya o’suvchi bo’ladi.
Demak,

Vo-£<Vo=> H xo>Yo-*)< F{*o-Vo!
Yo+£>Vo =>F (xo-Yo+")> 2 (*0'Vo)-
Teoremaning 3-shartiga ko’ra
F(x0yo0-e)<0, F(x0y0+e)> 0
bo’ladi.

Teoremaning 1-shartiga ko’ra F(x0,y) funksiya Uhk((x0,y0)) da uzluksiz.
Binobarin, F(x,y0-e¢) va ¥(x._yo+rr) funksiyalar (x0-h,x 0+h) oraliqda
uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko’ra (qaralsin, 1-qism, 5-
bob, 7-§) xo0 nuqtaning shunday atrofi (x0-£, Xo+J) topiladiki, (O<<$S<h),
Vxe(x0-S, % +S) uchun £ (x,y0-6)< 0, F(x,yo+6)>0 bo’ladi.

Ravshanki, (x0,y0) nuqtaning ushbu



AW 0))=1xV)e R2: x0-S<x<x0+6; y0-£<y<y0+e}
atrofi uchun teoremaning barcha shartlari bajarilaveradi, chunki
N6 JI(xOV o)) u nJl(xO¥o))
Vx*e (x0-",x0+7) nuqtani olib, F(x*y) funksiyani qaraylik. Bu funksiya,
yuqorida aytilganiga ko'ra \y0- ¢, y(O+s/ oraliqda uzluksiz va uning chetki
nuqtalarida turli ishorali qiymatlarga ega:
F(x\y0-e)< 0, F(x\>0+f)>0.
U holda Boltsano-Koshining birinchi teoremasiga ko'ra (qaralsin, 1-qism, 5-
bob, 7-§) shunday y * topiladiki (y* & (yo- f, y0+c))
F(x*,y*)=o0
bo’ladi. Bu topilgan y * yagona bo’ladi. Haqiqatdan ham,
yry*r> F(x*y) *F(x*y®*  (yel[y0-e, y0+f])
chunki, F(x*y) o’suvchi bo’lganligi sababli y> y* uchun F(x*y)> F(x*y*)
vay <y* uchun F(x*y)< F(x*y*) bo’ladi.

Shunday qilib, x ning (xo0- S, xo0 +j) oraliqdan olingan har bir qiymatida
F(x,y)= 0 tenglama yagona ) echimga ega ekanligi ko’rsatildi. Bu esa
F(x,y)=0 tenglama yordamida

x->y: F(x,y) =0 (13.40)
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanganligini bildiradi.

X = x0 bo’lsin. Unda teoremaning 3-sharti F(x0,y0)=0 dan xo ga yo ni
mos quyilgandagina:

Yo¢ F(x,y)=0.

Demak, x = xo da oshirmas funksiyaning qiymati yo ga teng bo’ladi.

Endi oshkormas funksiyaning (xo- S, xo+5) oraliqda uzluksiz bo’lishini
ko’rsatamiz.

Ravshanki, x e (xo- S, x0+S) ga mos qo’yiladigan y€(y0-£, y0+f)
bo’ladi. Bu esa oshkormas funksiyaning x = xo nuqtada uzluksiz ekanligini
bildiradi.

Oshkormas funksiyaning Vx*e (xo-£,x0+£) nuqtada uzluksiz bo’lishini
ko’rsatish bu funksiyaning xo nuqtada uzluksiz bo’lishini ko’rsatish kabidir.

Haqiqatdan ham, F(x,y)=0 tenglama (xo0,y0) nuqtaning atrofi
USc((x0,y0) da  oshkormas  funksiyani aniqlaganligidan, shunday
y*€{yo—£ y0+£) topiladiki, F(x*y*)=0 bo’ladi. Yuqoridagi mulohazani
(x*y *) nuqtaga nisbatan yuritib, F(x,y)= 0 tenglama (x*y *) nuqtaning
atrofida oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlashini (bu aniqlangan funksiya
(13.40) ning o’zi bo'ladi), uni x* nuqtada uzluksiz bo’lishini topamiz. Demak,
oshkormas funksiya (xo - S,x0+S) oraligda uzluksiz bo’ladi. »



3-eslatma. Yuqoridagi 1l-teorema F(x,y) funksiya x o’zgaruvchining
(x0- h,x0+h) oraliqgdan olingan har bir tayin qiymatida y o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida kamayuvchi bo’lganda ham o’rinli bo’ladi.

12~teorema. F(x,y) funksiya (x0,y0)e R2 nuqtaning biror Uhk((x0,vQ)
atrofida (/2> 0,k > o) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

1) VhA (xo>{>)) va uzluksiz:

2) y o’zgaruvchining (y0- [<y0+k) oraliqdan olingan har bir tayin
qiymatida x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi (kamayuvchi);

3) F(W 0)=0.

U holda (x0,y0) nuqtaning shunday

UsA(xo-yo))=M -5le R2: x0-S <x<x0+S;, yo-exyrkywv +e]

atrofi (0<S <h, 0<nr<Kk) topiladiki.

I) Vye (yo- E,yO0+f) uchun

F(x,y)=0

tenglama yagona x(x e(x0-S,x0+d')) echimga ega, ya’ni F(x,y)=0 tenglama
yordamida y x :/T(x,y)= 0 oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanadi;

2) y = y0bo’lganda unga mos kelgan x uchun x =x0 bo'ladi;

3 ) oshkormas ko’rinishda aniqlangan funksiya

y->x :F(x,y)=0

(yo - £,y0+s) da uzluksiz bo’ladi.

Bu teoremaning isboti yuqorida Keltirilgan 11-teoremaning isboti kabidir.
3" Oshkormasfunksiyaning hosilasi. Endi oshkormas funksiyaning hosila-
sini topish bilan shug’ullanamiz.

[3-teorema. F(x,y) funksiya (xo,y0)e R2 nuqtaning biror

Am ((x0->,0))= R2: x0-h<x<x0+h y0-k<y<yO0+kj]
atrofida (7 > O.k > Q) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

1) Uhk((x0,y0)) da uzluksiz;

2) Uhk((x0,y0)) da uzluksiz F\(x,y), F'y(x,y) xususiy hosilalarga ega va
T'y(x0.Yo0)*0;

3) F(xQy0)=0.

U holda (x0,y0) nuqtaning shunday

~6JI (xo0-Yo))= R2:x0-S<x<x0+5; y0-c<y<y0+£] atrofi
(0<S <h, 0<£ < k) topiladiki,

I) Vxe(x0-S,x0+") uchun

F(x,y)=0
tenglama yagona y echimga ye(yo-z\ yo+c) ega, ya’ni F(x,y)=o0 tenglama
yordamida
x->y: F(x,y)= 0



oshkormas ko'rinishdagi funksiya aniqlanadi;

2') x =x0bo'lganda unga mos keladigan y uchun 1= >0 bo’ladi;

3 ) oshkormas ko’rinishda aniqlangan

x-+y: F(x,y)=0

funksiya (x0-J,x 0+") oraligda uzluksiz bo'ladi;

4} Bu oshkormas ko’rinishdagi funksiya (x0-S,x0+J) oraliqda uzluksiz
hosilaga ega bo’ladi.

A Shartga ko’ra F'y(x,y) funksiya URhJI((x0,y0)) da uzluksiz va
A Aniqlik uchun F\(x0,y0)>0 deylik. U holda uzluksiz
funksiyaning xossasiga ko’ra (x0,y(0) nuqtaning shunday

~n.JI(x0.>'0))= R2: x0-S<x<x0+S; y0-£<y<y0+e}
atrofi (0<S <h, 0< f <k) topiladiki, V(x,.y)e Ug£((x0,y0)) uchun Fy(x,y)>0
bo’ladi. Demak, funksiya x o’zgaruvchining (x0- J,x0+ <?) oraliqdan
olingan har bir tayin qiymatida y o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi.
Yugqorida isbot etilgan 11-teoremaga ko’ra
F(x,y)=0
tenglama (x0- 6.x0+ <?) da
x y:F(xy)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi, x = x0 bo’lganda unga mos kelgan
YV =Vo bo’ladi va oshkormas funksiya (x0-5,x 0+ £) da uzluksiz bo'ladi.
Endi oshkormas funksiyaning hosilasini topamiz, x0 nuqtaga shunday Ax
orttirma beraylikki, x0+ Axe (x0-£,x0+A') bo’lsin. Natijada
xf'(x,>"')=10
oshkormas funksiya ham orttirmaga ega bo’lib,
F(x0+ Ax,.y0+1a/)=0
bo’ladi. Demak,
be (xo'YVo)=2 (xo+ Ax,m;0+ [ y)- F(x0,y0)=0 (13.41)
Shartga ko’ra Fl\{x.y) va F'y{x,y) xususiy hosilalar (/" ((x0,%0)) da
uzluksiz. Binobarin F(x,y) funksiya {x0,y0) nuqtada differensiallanuvchi:
a/r(€0>0)= "x&o-Yo)"+e y(xOVo)&Y +adx +/34y (13.42)
Bu munosabatdagi a |2 (3 lar Ax va Ay larga bog’liq va AXx->0,
Ay->0 daa->0, /2->0.
(13.41) va(13.42) munosabatlardan
Ay F x(x0,y0) + «
A e y(xo>Yo)+P
ekanligi kelib chiqadi.
Oshkormas funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligini e’tiborga olib, keying!

tenglikda Ax -* 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:
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Im A = gm & Mx0Vo)+<x) __ F'x(x0.Yo)
Ao X Suo P Vo) 4P, F (X0 Yo)

Demak,
= ["Ax0.Yo)
M° I'yko-Yo) -
u6.JIxO¥o)) da Fy{x,y) xususiy hosilalar uzluksiz va

Fy(x,y) *0 bo’lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi

F'yix.y)
ning (x0- <5,x0+S) oraligda uzluksiz bo’lishi kelib chiqadi. »
13.13-misoi Ushbu
F(x,y)=xe' +yel-2=0 (13.43)
tenglama bilan aniqlanadigan oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.
< Ravshanki, F(x,y)=xey +yex-2 funksiya "x,y)e R2: - g><x <t+<>
-00 <y < +co} to’plamda yuqoridagi 11-teoremaning barcha shartlarini qanoat-
Iantiradi. Demak, V(x0,y0)e R2 nuqtaning Us”"((x0,y0)) atrofida (13.43)
tenglama oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi va bu oshkormas
funksiyaning hosilasi
Fl(x-Y)= ey+yex
I'y(x,y) xey ter
bo’ladi. >
Oshkormas ko'rinishdagi funksiyaning hosilasini quyidagicha ham
hisoblasa bo’ladi. y ning x ga bog’liq ekanini e’tiborga olib, F(x,y)= 0 dan
topamiz:
'M +T I x,y)y =0.

Bundan esa

FyXYy)
bo’lishi kelib chiqadi.
Yuqorida Kkeltirilgan (13.43) tenglama yordamida aniqlangan oshkormas

ko’rinishdagi funksiyaning hosilasini hisoblaylik:

F\(x,y)+ F'y(x,y)y'= ey tyex+ (xey +tex)y'=0

411 Oshkormasfunksiyaningyuqori tartibli hosilalari. F?raz qilaylik,

T(x.y)=0



tenglama (.t0,y0) e /?: nuqtaning CgtS((x0,y0)) atrofida oshkormas ko’rinishdagi
funksiyani aniqlasin. Ma’lumki, F(x,y) funksiya Ua,/I(x0'Y0)) da uzluksiz
Fi(x,y), FyXx.y) xususiy hosilalarga (ey(x,y)*0) ega bo’lsa, oshkormas
ko’rinishdagi funksiya uzluksiz hosilaga ega bo'lib,
ey 0344)
bo’ladi.

Endi F{x,y) funksiya Us £({x0-Yo)) da uzluksiz ikkinchi tartibli
F"z2{x,y). Fy(x,y),. F”"(x.y) xususiy hosilalarga ega bo’lsin, y ning x ga

bog’liqligini e’tiborga olib, (13.44) tenglikni x bo'yicha differensiallab quyida-
gini topamiz:

y_ kH(x>) (ryc+-yji>
(zy(xy)Y
Agar

’ * = A * (v« A
(K(X'Y)) M+ F¥XxYV)y (1345)

\Fy(x.p))x=F"(x,y)+F'2(x,y) y'
ekanligini hisobga olsak, unda
»=YYAX'V)+ F * .y W IM -yr "™ y)* y{x.p)y'Vei(x,y)=

rhLy)ees(xy)-r,(x,yy rt(x,y)ty-tli(x,y) e:(x.y)~ &;(x.y) Ie(x.y)y

= 111 Y4

FV
bo’ladi. Bu ifodadagi / ning o’rniga qiymati — 77(,_v xv) ni qo’yib, oshkormas
Fy(x,y)
ko’rinishdagi funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun quyidagi formulaga
kelamiz:
n_22;(x.y) Fy(x,y) F"(x,y)- F'/(x,p) T }(x.y) F2(x,y) Fyi(x,p)

()(x,y)¥Y
Xuddi shu yo’l bilan oshkormas funksiyaning uchinchi va xokazo tartibdagi
hosilalari topiladi.
4-eslatma. Ushbu
F(x.y)=0
tenglama bilan aniqlangan oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning yuqori tartibli
hosilalarini quyidagicha ham hisoblasa bo’ladi. F{x,y)=0 ni differensiallab,
F'(x.y)+F't (x,y)y'=0

bo’lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallaymiz:
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r+ (@yXY)y)* =

=(cAx.y))* +y{r;(x.y)h +*(x.y¥Y =o.
Yugqoridagi (13.45) munosabatdan foydalansak, u holda ushbu
It (X°V)+2Fx(x,y)+ F\ (x,y)y'2+ Fy(x,y)y'=0
tenglikka kelamiz. Undan esa
» F;eix,y)+2F " (x.y)y'+F'Jx,y)y'2
\%4 F'(x.y)

bo’lishi kelib chiqadi. Bu tenglikdagi y' ning o’rniga uning qiymati - nj
FAX-Y)

qo’ysak, unda

c_2r5(asd-e;(x.y)es{x,y)-2;e(xy)-v, (x.y)-k 2x.y)eyl(x.y)

bo’ladi.

13.13-misol. Ushbu

Fi{x.y)=xey tyex-2 =0

tenglama yordamida aniqlangan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
topilsin.

< Berilgan tenglamadan, differensiallash bilan

ey+ye* + (@>+e*)y’ =0
bt)’lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallab topamiz:
ey w'+yle* tye* +eyy +xeyy’w'+xeyy tyle* tyle* =0
ya’ni
y"(xey +ex)+ 2eyy '+ 2e*y'+xeyy '2+ ye* =0.
Bundan esa
w_ 2e>Y + 2e*y'+xeyy’s +ye*
y _ xeY+
bo’lishi kelib chigadi. Bu tenglikdagi y' ning o ’miga uning qiymati
s ey tye*
* e* +xey

ni qo’yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz. »

5° Ko'p o'zgaruvchili oshkormas funksiyalar. Ko’p o’zgaruvchili oshkor-
mas ko’rinishdagi funksiya tushunchasi yuqorida o’rganilgan bir o’zgaruvchili
oshkormas ko’rinishdagi funksiya tushunchasi kabi Kkiritiladi.

F(x.y)= F(xux2 xm,y) funksiya (x = (x,,x2 Xx,)e Rm)

M =fcc,y)eRmyl :ax <x, <6,. a2 <x2<e2....am<xm<em. ¢ <y <d)
to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu
F(xy)=F(xixe xn.y)=0 (13.46)
tenglamani qaraylik.



x € /2" nuqtaiardan iborat shunday X to’plamni (1'C /?"') qaraylikki, bu
to’plamdan olingan har bir nuqtada (13.46) tenglama yagona haqiqiy echimga ega
bo’lsin. Endi x nuqtani olib, bu nuqtaga (13.46) tenglamaning yagona echimi
bo’lgan y ni mos qo’yamiz. Natijada X to’plamdan olingan har bir x nuqtaga,
yuqorida ko’rsatilgan qoidaga ko’ra, bitta y mos qo’yilib, funksiya hosil bo'ladi.
Bunday aniqlangan funksiya ko'p o’zgaruvchili (m ta o’zgaruvchili) oshkormas
ko’rinishda berilgan funksiya deb ataladi va

1.2 *m) ->> ‘F(X|,X2,...Xmy) =0
yoki

x =y F{xy)=0
kabi belgilanadi.
13.14-misol. Ushbu

F(x],x2,>")=xBx2-x 23/+ X|]¥Y=10
tenglama oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin.
< Ravshanki,

F(x,,x2,>/)= x2x2- X|y + x,j;=0
tenglama /(2\{(x,,x2)g/"*2:x, = x2) to’plamda olingan har bir (x,,x2) nuqtada
yagona
X,2x2
Y~

echimga ega, ya’ni

Fal x-.zg,.—XF\X'z =0.

x3-x iy
Demak, berilgan tenglama yordamida x,,x2 o’zgaruvchilaming oshkormas
ko’rinishdagi funksiyasi aniqlanadi:
¢ (xt.Xa)-» Ar? -ffxi.Xz.-*"*-Vo*
x2-x, ( X2 -XxXx)

Endi ko’p o’zgaruvchili oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning mavjudligi,
uzluksizligi hamda hosilalarga ega bo’lishi haqida teoremalami keltiramiz.

14-teorema. Fix,y)=F{xxx2...xa,y) funksiya (x'L>'0)=(xI,x2,....1°.y0) e Rmt/
nuqtaning biror v (x0,y0))={ x0.5,0 x"ye)e /™' x°- J <x, <x°+J,,
x2-J2<x2<x%“+JR Xm- hm<xm<x°,+h, y0-k<y<yO0+k} atrofida
A>0/=12 m; k><S) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

O da uzluksiz;

2) x=(X,,X2,...xm) o’zgaruvchining

{xLx2,..x)He Rm:x0- A <x, <x,0+A,x2- A2<x2<x2+A2,..,



to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida y o’zgaruvchining funksiyasi sifatida
o’suvchi (kamay uvchi):
3) e(x°,y0)= 0.

U holda (x°,.y0) nuqtaning shunday

(& “pyy))= i(*i,2 ..y)e <x, <x"
= <xm<x° +Jm y0-e<y<yO+e}atrofi (0<” <A,z=12 m
0<f <A) topiladiki,
/") Vxe {(x]Ix2,....xm)e ¥ .x® -5, <x, <x“+5, x® <xw<x°
uchun
F(x.y)=0 (13.47)

tenglama yagona y(y e (y0-~£,y0+e)) echimga ega, ya’ni (13.47) tenglama
x->>-: F(x,y)= 0 oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi:

2) x =x° bo’lganda, unga mos kelgan y =y 0 bo’ladi:

S’) oshkormas ko’rinishda aniglangan

x-+y: F(x.")=0
funksiya
o eeeen)e Rm o ix©- st<-*i <A 1%+ 6[,x°-62<x2<x2+S57...
X0, - S, <xm< x“+ }

to’plamda uzluksiz bo'ladi.

15-teorema. F(x,y) funksiya (x°,y;0)e /?m‘l nuqtaning biror

uxgne ™ ((x0,n)) atrofida berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:
0 da uzluksiz;

2) &y,1>2 a.J"-3'0)) da uzluksiz Fr (x,.x2 xm.*) (/=1.2.3 m)
Fy{x],x2 xm.y) xususiy hosilalarga ega va Fy(xxx2 xt,>)" 0

3) ¥(x°.>/0)=0.

u holda (x°y0) nuqtaning shunday (/§6i * t((x0.>'0)) atrofi
(0<SI<K, i=12,..m.0<r <A) topiladiki,

1] Vx€ ((xi,x2,...,x- )€ Rmx"-<5, <x, <x" +F,x{~S2<x]<x +6e,...,
X ~Sm<xm<x®+ } uchun

F(x,y)=0

tenglama yagona y(ye(y0-£-Yo+£)) echimga ega, ya’ni (13.47) tenglama
x-"y: F(x,>z)=0 oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi:

2) x =x° bo’lganda, unga mos kelgan y =y 0 bo’ladi:

3J oshkormas ko’rinishda aniqlangan funksiya

j(x],X2....xm)G Rm:x0- 5, <x, <x”+St,x2- S/<x2<x”+<R..
Xl - Sm<x,, <x" +§£,}

to’plamda uzluksiz bo'ladi.
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4) bu oshkormas ko'rinishdagi funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga ega
bo'ladi.

Bu teoremalarning isboti yuqorida keltirilgan 12- va 13- teoremalarning
isboti kabidir. Ularni isbotlashni o'quvchiga havola etamiz.

Ko’p o’zgaruvchili oshkormas funksiyaning hosilalari ham yuqoridagiga
o’xshash hisoblanadi.

Faraz qilaylik,

F(x\'4 -w bo
tenglama berilgan bo’lib, F(xxx2 xm.y) funksiya 15- teoremaning barcha
shartlarini qanoatlantirsin. Bu tenglama aniqlangan oshkormas funksiyaning
xususiy hosilalarini topamiz. y ning x1,x2,...,xm larga bog’liq ekanini e’tiborga
olib, (13.47) dan quyidagilami topamiz.
Fy(x}pxe,...xa,y )y »=0,

Fii(x,x2,...,xm>>)+ Fyfxxx2,..,xmy)-y"™ =0,

Fi(xvxi x"y)+ K (xmx2>>x.'V)-yr =°-
Keyingi tengliklardan esa

Fi(X, X2
Fo, (X, X2> g A V)
Fy{xi,x2 f

Fi(XVX2'—~ ~y )
Fi(x, X2,
bo’lishi kelib chiqadi.

F{x,y) funksiya A A(M-Y)) uzluksiz yuqori tartibli xususiy
hosilalarga ega bo’lganda /r(x,>')=0 tenglama aniqlangan oshkormas
ko’rinishdagi funksiyaning ham yuqori tartibli hosilalari mavjud bo’ladi.

6n Tenglumular sistemasi bilan aniqlanadigan oshkormas funksiyalar.
Endi tenglamalar sistemasi orqali aniqlanadigan funksiyalar bilan tanishaylik.

m +n ta x,,x2,...,xmva Vx,y2--.¥Vn argumentlarning ushbu n ta

F{f<x2<=<amV\-Ve Vs2)0=12 n)
funksiyalari Rm*n fazodagi biror
M = (> . *20xn'VPY2- >Vn)e Jdrtsk <x,<e, a2<x2<e, ..,
com<xm<egsn;, cx<yl<dl c2<y2<d2 .., cn<yn<dn\
to’plamda berilgan bo’lsin. Quyidagi
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Fl=Fl(xl,x2 xmyl,y2,...,yn)=0,

F2= F2(xl.x2,....xm.yl,y2....y,)=0.
(13.48)

FE, = Fn{xl,x2 xmyvy2 >,)=0
tenglamalar sistemasini qaraylik. x = (xvx/t...,xm) o’zgaruvchining qiymatlaridan
iborat shunday
Mx={x={xbx1..xm)z R 0: ax<xx<e6x al<xz<e2 ..an <xm<em\cz RT
to’plamni qaraylikki, bu to’plamdan olingan har bir x’'= (xl,x'2,..,x'm) nuqtada
(13.48) sistema, ya’ni
HOxD2 xwvsy: y,)-=o.
F2(x[,x2,...,x,,.ylLy2 x,)=0.

FI*\'*2  xm'Vx'Ve >',)=0

sistema yagona echimlar sistemasi y/,y2 yn ga ega bo’lsin. Endi Mx
to’plamdan ixtiyoriy (xxx2 x:k) nugqtani olib, bu nuqtaga (13.48) tenglamalar
sistemasining yagona echimlari sistemasi bo’lgan y/,y2 y, ni mos qo’yamiz.
Natijada Mx to’plamdan olingan har bir (jc,,x2,...,xm) ga yuqorida ko’rsatilgan
qoidaga ko’ra yxy2 yn lar mos qo’yilib, n ta funksiya hosil bo'ladi. Bunday
aniqlangan funksiyalar (13.48) tenglamalar sistemasi yordamida aniqlangan
oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar deb ataladi.

Qanday shartlar bajarilganda shu (13.48) tenglamalar sistemasi
>jers laming har birini x/,x2....xm o’zgaruvchilarining funksiyasi sifatida
aniqlashi mumkinligi haqida masala muhim.

Soddaroq holni qaraymiz. Aytaylik, ikki fi\ = F[(x/,x2 y{y-" va
F2= F2{xxix2,yxy2) funksiya (xx,x2,yI,y2) e R4 nuqtaning biror

UhME2((» 4./~ 9)=" X Vx.Ve)* N :xx-hx<xx<xx+hx
XO-h 2<X2<X2+h2, Vx-kx<yx<y® +kx ¥Y2-%2<>2<>0+*2}
atrofida (K >0, h, >0, kx>0, k2> O) berilgan bo’lsin. Ushbu
K =Fx(xxx2.yxy2)=0,
F2~ F2(xxX2,yxy2)=0 (U 49)
tenglamalar sistemasini qaraylik.
Faraz qilaylik, Fxxxx2,yxy2) va F2{xxx2,yxy2) funksiyalar uchun
fj(x,0x2,yx,y2)=0, F2(x0,x°,y%x.y2)=0
bo’lsin. Bundan tashqari qaralayotgan funksiyalar (" x®,A”. ")) "a
uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega va aytaylik.
OF, (xPjXjIVA) A g
dyx
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bo’lsin. U holda 14-teoremaga ko’ra y?) nuqtaning shunday (¥, atrofi
(Mic ((x*.x®./,”))) topiladiki, bu atrofda
MmMx..X2.y1r2)="°
tenglama
(x,.x2.>2) >y, : F,(x,.x2. ,>»>2)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi. Shu funksiyani
V| =/i(x,x2,y2)
deb belgilaylik. Buni (13.49) sistemaning ikkinchi tenglamasidagi yx ning o’rniga
qo’yib quyidagini topamiz:
I2(X,.X2,/5(X],X2),>'2) = 0.
Endi
#0 (1}50)
oye
bo’lsin deylik. U holda yana 14-teoremaga ko’ra (x”.x”".yf.y’® nuqtaning
shunday (/2 atrofi (Y2 ¢ Uhakk ((x*.x”,"”,"®))) topiladiki, bu atrofda
m(x,.x2./i(x1,x2),*2) =0
tenglama
x,>X2) = V2 /R2(X,,X2,/|(X],X2).>2)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi. Bu funksiyani yc =/ 2(x,.x2) deb
belgilaylik.
Shunday qilib, (13.49) tenglamalar sistemasi (x,0.x2,>'0,iy2) nuqtaning biror
atrofida yx va y2 lami x,,x2 o’zgaruvchilarning funksiyasi sifatida aniqlaydi:
3N =/1(x,.X2./2(x,.X2))
y2=f2{x\,x2).
Ravshanki, /i(x,0,x2) /2(xP,a:2)= ¥m /2(xi°.x2)= >2. Yuqoridagi (13.50)
shartni quyidagicha yozish mumkin

dy2 dy, dy2
Bunda barcha xususiy nesilalar (xj’.x” nuqtada hisoblangan. Agar
oK
~oye
oy2 57
ay|

ekanini e’tiborga olsak, unda
oFJI dF2 oFx of2 ofF.



bo’ladi. Modomiki,

ekan, unda

df2 dF\ dF2 ofF. a

dv2 S\ oy, 92
ya m

oF"  dfj

Syi 5y2 »t0

a/y

5Y] Sy2

bo’ladi. Shunday qilib, (13.50) munosabatni (13.51) ko’rinishda yozish mumkin
ekan.

Natijada ushbu teoremaga kelamiz.

16-teorema. F\(xl,x2,y\,y2) va F£"~.x"y”~y” funksiyalar
nuqtaning biror U ki atrofi (2,>0, i2>(), A >0, A*>0) berilgan va ular quyidagi

shartlami bajarsin:

0 "w.*2 da uzluksiz;
2) “Hyee (1°-x2 da barcha xususiy hosilalarga ega va ular
uzluksiz:
3) xususiy hosilalarning nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan
ushbu determinant noldan farqli:
dFt oK
dy2
dF?2 a_);. b
ay, dy2
4) Itf'& ylyl)da FzblxlylylhO-
U holda nuqtaning shunday atrofi

O<a, <K, 0<82<h2 0<ei<klt 0<£2<k2) topiladiki, bu atrofda

/') (13.48) tenglamalar sistemasi oshkonnas ko’rinishdagi

N=Mx\ Xe>Mxr>»xe)\ Ve=/zn »)

funksiyalarni aniqlaydi;

2) (x],x2)= (x,0,Xr) bo’lganda unga mos keladigan

N=Ys=/ N £'/2(x"xlM Ye=Y*=fM 'xl)

bo’ladi.

3’) oshkormas ko’rinishda aniqlangan /' va /2 funksiya

{x|1x2)e RI:x0-5, <x, <x0+5,, x2-62<x2<x2+52}

to’plamda uzluksiz va barcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi.



13.15-misol. Ushbu
IVi +y,yi=i (13.52)
=3

sistema oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin.
4 Bu holda
Fi(xux2) =xk2+yiy2-\,
F2(xilx] =xly2+yix2-3
bo'lib, bu funksiyalar (1, -I, 1, 2) nuqtaning atrofida 16-teoremaning barcha
shartlarini bajaradi. Haqiqatcan ham, F\(x/x2,yi,y2), Fjix"x"yy.y” funksiyalar
uzluksiz, uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega, (1, -1, 1,2) nuqtada
of, dF,
ay, dy2 21
of"™ dF- 11
dy, dy2

1*0

hamda

1,2)=0, F2(\,-\, I, 2)=0
bo’ladi. Demak, (13.51) sistema y, va y2 larni x/x2 o'zgaruvchilaming
funksiyasi sifatida aniqlaydi. Ravshanki, bu funksiyalar wuzluksiz, xususiy
hosilalarga ega. Berilgan (13.52) tenglamalar sistemasini bevosita y, va y2 larga

nisbatan echib quyidagilami topamiz:

_ = 3+ -7+ 4X,X2- 4X2X2 3+ 1/9+ 4x,x2- 4x,2x2 b
Vi- " ™ Vo - A A
A2 2JG

Endi (13.48) sistemaning oshkormas funksiyalaming aniqlanishini
ta'minlaydigan  (oshkormas funksiyalaming mavjudligini ifodalaydigan)
teoremani isbotsiz keltiramiz.

17-teorema. FvF2,.. . ,Fn funksiyalaning har biri (x0,y°)=
(xIx0,...xth,yly°2 yf) nuqtaning biror
uuk(x0'V0)-"n"™1..kxkl.xkll"x1'x2" -x1'V\'V2'-—-Vn])= F""*n :
X% -K <xl<x,°+01, xP-A2<x2<x2+J12 Xm- hm<xm<x% +hm,
Vi~bl<VIi< W Vp-r2<yV2<VD+k2 Vn- K <Vn< ¥n+ K}
atrofida (2,>0, /=1 ,2 ,kj >0, y=12,.,0) berilgan va ular quyidagi
shartlami bajarsin:
1) UM((x0,y 0)) da uzluksiz;
2) L/hk((x°y0]) da barcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz;

3) xususiy hosilalarning (x°,y0) nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan ushbu
determinant noldan farqli:



ay| ' 5y2' ' ey,

4) (/,1)= ,x1yly0...yn) nuqtada /» (x0,/)= 0, F2(x0,y°)=0,
wos/5,(x0,y°)=0. U holda (x0,y°) nuqtaning shunday CIJL((x0,>°))=
= orev.. £t 0./) atrofi (0<5, <Zz,, 0<52</»2,.. OQ<Sm<hm, 0<f, <J1,
0 <fm, <x2,...,0 <£n <kn) topiladiki, bu atrofda

1) (13.48) sistema oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar sistemasini
aniqlaydi. Ulami

O =/](*1.*%2 Xml Ve=le(*\<*2 Yn = fn(X\’X2"'-"'Xm)
deylik;
2) ixv x2 *J=(*i°. X2' A ) da
/ik - ... Ay=JIe.
¥(o o o\ o
ar~! mX2 Xm)=1V2
/(O o o\ o
IAX, . *2. Xm)=VYn-
bo’ladi;
3’) oshkormas ko’rinishdagianiqlangan 1, / 2..../,, funksiyalar
N yyX 2wexm)e R m:x° - <xl<x° +SV x0-S2<x2<x°2+S2..,

w/-d m<xm<xl+ Sm

to’plamda uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi.

Mashqglar
13.15. Agar Ax, ->0, Ax2 0, .., Axm->0 da a, -40, a2->0, -» 0

bo’lsa, a,Ax, + a2Ax2 +...+ amAxm= o(p) bo'lish ko'rsatilsin, bunda
p =-JAx,2+ Ax2 +... + Ax" .
13.16. Ushbu
S(x.y) =1]s+y*
funksiyaning (0, 0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.

13.17. Funksiya orttirmasini uning differensiali orqali taqribiy ifodalab, ushbu

a =V{023+ 1973 miqdor taqribiy hisoblansin.



ou du .
13.18. Ushbu u=Jxy +— funksiya quyidagi u x— +y — \=xy tenglamani

qanoatlantirishi ko'rsatilgan.

13.19. Ma’lum perimetrga ega bo'lgan uchburchaklar orasida yuzasi eng Kkattasi
teng tomonli uchburchak ekanligi isbotlansin.

13.20. Ushbu yex- x/ny- I=0 tenglama (O, 1) nuqtaning atrofida uzluksiz

oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin, uning hosilasi topilsin.
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14-BOB
Funksional ketma-kctliklar va qatorlar

I-§, Funksional kelnia-kelliklar
[". Funksional kelma-kellik tushunchasi. Aytaylik, har bir natural n (ne N)
songa X ¢ R to’plamda aniqlangan bitta /,(x) funksiyani mos qo’yadigan qoida
berilgan bo’lsin. Bu qoidaga ko’ra
(141)
to’plam hosil bo'ladi. Odatda (14.1) ni funksional ketma-ketlik (funksiyalar ketma-
ketligi) deyiladi va uni umumiy had /,,(x) orqali {/,,(x)} yoki /,,(*) kabi belgilanadi.

Masalan, 1) har bir n (ne /V) songa —z—— funksiyani mos qo’yuvchi qoida
n +x

ushbu
1 J 1 I

1+x2°4+x2°9+x2° ’>u2+x2'
funksional ketma-ketlikni hosil qiladi.

2) harbir n (ne N) songa sin— funksiyani mos qo’yish bilan quyidagi
n

. Vx . Vx . Vx . Vx

sm— , sm— , Sin— sm —

1 2 3 n
funksional ketma-ketlikka ega bo’lamiz.

Faraz qilaylik, (/,,(x)}:

5 e

/1(4/2t0  (-*).-ee
funksional ketma-ketlik X ¢ R to’plamda berilgan (ketma-ketlikning har bir hadi X
to’plamda aniqlangan) bo’lib, x0e X bo’lsin.

I-ta'rif. Agar {/,,to)}:
/ito)' /2to)' /.to)- —
sonlar ketma-ketliligi yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo’lsa, {/,,(x)} funksional ketma-
ketlik x0 nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi, x0 nuqta esa {/,,(x)} ning
yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deyiladi.
(/*, funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nuqtalaridan iborat

to’plam funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi deyiladi.
Masalan,

~(¥*)=- =

-(*)=-rY («=1.23..)
funksional ketma-ketlik Vx0g R da yaqinlashuvchi, binobarin, uning yaqinlashish
sohasi R bo’ladi. Ushbu

/«to ="2j:+1 =1.2.3,)
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funksional ketma-ketlik faqal * =0 nuqtada yaqinlashuvchi bo’ladi. Uning
yaqinlashish sohasi bitta nuqtadan iborat to’plam bo’ladi.
Aytaylik, M to’plam (M c¢ R) {/,(*)} funksional ketma-ketlikning
yaqinlashish sohasi bo’lsin. Unda Vxe M uchun
[.(4/72*)y /J4
ketma-ketlik chekli limitga ega bo'ladi.
2-ta rif. Ushbu
f x> limf,(x) (xg M)
funksiya {/,(->:)} funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi deyiladi. Demak,
Im fn(x)=f{x) (xe.W).
I-misol. Ushbu
(n=1,2,3,...)
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi hamda limit funksiyasi topilsin.

< Bu funksional ketma-ketlik uchun:
Vx e (1, +co) da

lim /,,(x)= IIm x" = co,
u->00

x = 1 bo’lganda
//m /,, (1)=1,
Vxe (-1 1) da
Ziw  (x)=/zZmx" =0,

Vxe (-1a, - I] da ketma-ketlikning limiti mavjud bo’lmaydi.

Shunday qilib, berilgan funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi
M=(-1, 1] bo’lib, limit funksiyasi

a8ar
1, agar x=1

bo’ladi. >

2" Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchiligi. Aytaylik,
{/44}:

I(4 1204 o l,(4 =
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi M bo’lib, limit funksiyasi /(x)
bo’lsin. Unda har bir x0e M nuqtada
nfM = f(x0)
ya’ni
Vi>0. 3/i0€ A, Yn>n0: |/,(*0)-/Bl <*
bo’ladi. Bunda /70 natural son f >0 songa va olingan x0 nuqtaga bog’liq bo’ladi:
0= noft'Xo)-

3-ta¥if. Agar Vf >0 olinganda ham shunday n0eN topilsaki, Yn>n0 va

Vx e M uchun
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[/ (*)-/W I<*

tengsizlik bajariisa, ya’ni

V>0, 3n0e yv, Vn>n0. Vxe M /(M <t
bo'lsa, {/,,(*)} funksional ketma-ketlik M to'plamda f(x) ga tekis yaqinlashadi
(funksional ketma-Kketlik tekis yaqinlashuvchi) deyiladi. Uni

1, (-O11/C *) xeM

kabi belgilanadi.

Bu holda ta'rifdagi A4 natural son faqat £ > 0 ga bog’liq bo’ladi

n0=n0(£).
4-ta'rif. Agar
VneW. 3e¢0>0, 3x0e M

bo’lsa, |fn(x)} funksional ketma-ketlik M to’plamda f(x) ga tekis
yaqinlashmaydi (notekis yaqinlashadi) deyiladi.

14.2-misoL Ushbu

r/ \ sinttx

/ L— \
mW = ——— (7=1,2,3,..)
n

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin va unga tekis yaqinlashishi
ko’rsatilsin.

4 Ravshanki,
HMfX x )= Hn— — =0.
m—00 A —=X )
Demak, limit funksiya /(x)=0 bo’ladi.
Agar V>0 son olinganda ham n, = deyilsa, ([a]-a sonining butun

qismi) \/n> n0va Vxe M = (- co.+00) uchun

n nn+1
bo’lganligi sababli
am/m >N
7~
bo’ladi. »
14.3-misoL Ushbu
/W =7-T-? (n =1.2,3,...)
1+/7 X

funksional ketma-ketlikni [O, 1] oraliqda tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
< Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasi
(%)= 1i X)=1i ~i 2=10
()= lim 1., (%) ST x
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bo’ladi. Bu esa ta'rifga ko’ra quyidagini bildiradi: Vf > 0 olinganda ham.

W=«0E-"= x.0

deyilsa, ([<?]-0 sonining butun qismi) |/z#>n 0 uchun
nx
T T S T 2
bo’ladi. Ravshanki, x =0 bo'lsa, \/ne N uchun

/a(0)=/(0)=0.

Biroq, VrtGiV, £¢)=-, x =- uchun

cdi]-d -1

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik [0, 1] da limit funksiyaga tekis
yaqinlashmaydi. »
I-teorema. (/,,(x)} funksional ketma-ketlikning M to’plamda /(x) ga tekis
yaqinlashishi uchun
lim sup\fa(x)-f{x] =0

bo’lishi zarur va yetarli.
<Zarurligi. M to'plamda {/,,(x)} funksional ketma-ketlik /(x) limit

funksiyaga tekis yaqinlashsin. Ta’rifga ko’ra Vf >0 olinganda ham shunday
n0e ,V topiladiki, n> n0 bo’lganda M to’plamning barcha x nugqtalari uchun

\fSx)-f(A4 <e
bo’ladi. Bundan esa V« > n0 uchun

Mn=su"f, (x)-f{x\<E
xsM
bo’lishi kelib chiqadi. Demak,

lim M,, - lint sup\/n(x)-/(x] =0.
xeM

g-»®
Yetarliligi. M to’plamda {/,,(x)j funksional ketma-ketlik /(x) limit
funksiyaga ega bo’lib,
lim sup\fn{x)~ f(x] =0
"-Axo M

bo'lsin. Demak, Vf> 0 olinganda ham shunday n0€ N topiladiki, barcha n> n(

uchun
sMfn(x)-f(x]< £
xeA#

bo’ladi. Agar ushbu
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11Co- < sup\fAx)- f(A
munosabatni etiborga olsak, u holda Vxe M uchun
[fAA- f(Ad<e
bo’lishini topamiz. Bu esa M to’plamda {/,,(*)} funksional ketma-ketlik /(x)
limit funksiyaga tekis yaqinlashishini bildiradi. »
14.4-ntisol. Ushbu
{/.(»>>}-k" -"}
funksional ketma-ketlikni -c < x<c¢ (¢>0) intervalda tekis yaqinlashuvchiligi
ko’rsatilsin.
< Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi

)= fimfn)=, e
bo’ladi. Natijada
= Sup |/”(*)-/(x)= sup A (’vv )"-0): sup e =e (nmE
-c<x<c _c<x<c _e<x<c
bo’lib, undan
lim = [lime =0
T1+CC

bo’lishini topamiz.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik (-c, ¢) oraligda /(x)= 0 limit
funksiyaga tekis yaqinlashadi:

g-(r-n)2 -> Q@ (_c¢c<x <c; ¢c=>0)>
14.5-ntisol. Quyidagi
{JI(M)}= Jx4---Vx (0 < X < +o0)

funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasini topamiz:

lim 1,(*)= limi [771-~1= lim l——=-U  (0<x<4co).
a-% s 1V n N | I /— 2Vx
4 v aX+ - + Vx

Demak, /(x)= —T. Bu holda
2Vx

= sup|/,(x)-/(xj= sup a|./x +- - a/x1- = sup
1 r- 2V 1
X + + Vx
+I-V 1
= sup = sup
<<e2VI| ,Ix +—+ VI * 04< 2un/1] x+ - + w1
n
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bo'lib, berilgan funksional ketma-ketlik uchun 1-teoremaning sharti bajarilmaydi.
Demak. qaralayotgan funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi emas. »
X ¢ R to’plamda

/i(4/2(4-./n(4-
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin.
S5-tarif. Agar Vf>0 son olinganda ham shunday n0eN son mavjud

b(/lsaki, n> n0, m> nQObo’lganda Vx e X nuqtalar uchun biryo’la
1/.(4-/«(4<f
tengsizlik bajarilsa, {/,,(4) funksional ketma-ketlik X to'plamda fundamental
ketma-ketlik deb ataladi.
2-teorema. (Koshi teoremasi). {/, (4} funksional ketma-ketlik X to’plamda

limit funksiyaga ega bo’lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun u X to’plamda
fundamental bo’lishi zarur va yetarli.
<ZarurliglL X to’plamda {/,,(x)} ketma-ketlik limit funksiyaga ega bo'lib,

unga tekis yaqinlashsin:
(te-1).
Tekis yaqinlishish ta’rifiga muvofiq |/s >0 son olinganda ham, ~ ga ko’ra

shunday n0e N topiladiki, m> 10 bo’lganda Vx e X nugqtalar uchun

shuningdek, m >n0 bo’lganda Vx ¢ X uchun

/m(4-/(4 <I
bo'ladi. U holda n> n0, m> n0 va Vxe X uchun
\fn(4 - fm ANML(4-/(4 +\f*(4-f(A4 <£
bo’ladi.

Yetarliligi. {/,,(x)} ketma-ketlik X to’plamda fundamental ketma-ketlik
bo’lsin:

Ve>0, 3n0g N, n>nl0 m>nQ VxeX: |/n(x)-/,(x)|<£ (14.2)

X to’plamdan olingan har bir x0 da {/,(4) funksional ketma-ketlik
{/,,(x,)} sonlar ketma-ketligiga aylanadi. Ravshanki, {/n(x0)} ketma-ketlik
fundamental ketma-ketlik bo’ladi.

U holda Koshi teoremasiga asosan (I-qism, 4-bob, 3-§) {/,(x0)}
yaqinlashuvchi. Demak, X to’plamning har bir x0 nuqtasida {/,(x0)} ketma-
ketlik yaqinlashuvchi. Binobarin, funksional ketma-ketlik limit funksiyaga ega.
Bu {/,,(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi /(x) deylik:

hrn/,(x)=/(x) (xe X).



Endi (14.2) tengsizlikda m -> <> da (bunda n va x lami tayinlab) limitga

o'tib quyidagini topamiz:
\VWx)-JI x] - £-

Bundan esa {/,,(*)} funksional ketma-ketlikning /(x) limit funksiyaga tekis

yaqinlashishi kelib chiqadi. »
2-§. Funksional qatorlar
1° Funksional qator tushunchasL Faraz qilaylik, X a R to’plamda {«,(*)}:
“I( 4 “2W. -

funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin.

6-ta'rif Quyidagi

W,(X)+M2(*) + ...+ M,,(x)+ ...

ifoda funksional qator deyiladi. U YJUA4 x) kabi belgilanadi:

n=1

i>,,()Mi(*)+«2(F)+  stun(¥)+-- (/43)
H
Bunda u"x"u”x),. . funksiyalar (14.3) funksional qatoming hadlari, z<,(x)
esa umumiy had deyiladi.
Masaian,
Ax wn-"=\+x Fx2+ Fxn-"+ L
1 = 1 | 1 f

Lillx + iXx+n+1)  (x+ iXx+2)+ (x +2Xx+3)
lar funksional qatorlar bo’ladi.
(14.3) funksional qatoming hadlaridan tuzilgan ushbu
51(x)=tt,(x)>
S2{x) =ul(x)+tu(x),

Hx) = M(x)+w2(x)+...+ (x)+..

yig’indilar (14.3) funksional qatoming qismiy yig’indilari deyiladi.
Bu yig’indilar quyidagi
S,(x).S2(1) S, W.
funksional ketma-ketlikni hosil qiladi.
7-ta'rif.  Agar  {S,(x)} funksional ketma-ketlik x0eX nuqtada

yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo’lsa, “wu, (x) funksional qator x0 nuqtada
«1
yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

Bu {S,,(x)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi (to'plami)
tegishli funksional qatoming yaqinlashish sohasi (to’plami) deyiladi. {S,,(*)}
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi S(x):



hmSl{x)= S(x)
berilgan
X w((m) ™ () + p2(-t) + oemt m, (IO) ..
sFl

funksional qator yig’indisi deyiladi.
14.6-misol. Ushbu

XA-"=1+x+x2+...+x-"+...
»=i
funksional qatoming yaqinlashish sohasi hamda yig’indisi topilsin.
Berilgan funksional qatoming qismiy yig’indisi

S,(x)=1+x+14...+x-1= fe - ‘«*“"'Jest|] b0'lsa’
[ n, agar x =1 bo'lsa
bo’ladi. Unda
Vx € (-1, 1) da
lim S, (x) = lim ;
-t I 1-X 1- X
Vxe [l, +00) da

lim SH'x)= co;

VXG(-QG -1] da {S,,(x)} ketma-ketlik limitga ega emas. Demak, berilgan
funksional qatoming yaqinlashish sohasi M -(- 1, 1), yig’indisi 5'(x)=1—
-X
bo’ladi. »
2° Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchiligi. Ushbu

)il‘ﬂx)w (x)+ mmty. (x)+

funksional qator M to’plamda yaqinlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi S{x)
bo’lsin:
lt;m SHx)= Illirxrﬁ [u,(x) + Z2(x) +... + u,,(x)] = S(x).

8-ta rif. Agar 'Y*,IU‘lX) funksional gqatoming qismiy yig’indilaridan iborat
{Sn(x)} funksional ketma-ketlik A to’plamda qator yig’indisi S(x) ga tekis
yaqinlashsa, bu funksional qator M to’plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi,
aks holda, ya’ni {5,,(x)} funksional ketma-ketlik A to’plamda xS'(x) ga tekis
yaqinlashmasa, (14.4) funksional qator M to’plamda 5(x) ga tekis
yaqinlashmaydi deyiladi.

14.7-misol. Ushbu

X ]

V Teee 7 r (0 < X< o0)
w,(x +nXx+a+ 1)
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funksional qatomi tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
* Bu qatoming qismiy yig’indisi

c/ x 1 I 1 f 1 1
S (X)) — e s T 4s e r4-... %4 r7 D
x+1X*+2) (x+iX*+3) (x+n)(x+n+) Ix+ 1 x+2
1 I > 1 1
x+2 x+3y x+n x+n+l) x+I x+77+1
bo'ladi.
Endi Ve > 0 son olinganda n0= - - (1+x) deyilsa, ([a]-a sonining butun

qismi) barcha n> 10 uchun

1
S, (x)-S(x)=U ————- R —— —4 =— - <— - .<A
X+1 X+M+1 X+ 1 X+ H+1 X+ /70+2

bo’ladi. Bundagi n() natural son f > 0 ga hamda x (O< X < qo) nuqtalarga bog’liq.

Biroq «o deb

n0)=max --(1+x) —
a 3
ni olinsa, unda n> n0 bo’lgan n la.— 0.x. N ]

Demak, berilgan funksional qator uchun ta’rifdagi 70 natural son barcha x
(0 <x <o00) nuqtalari uchun umumiy bo’ladi, ya’ni x ga bog’liq bo’lmaydi.
Demak, berilgan funksional qator tekis yaqinlashuvchi. »

14.8-misoL Quyidagi

funksional qatorni tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
< Bu funksional qatoming qismiy yig’indisi

'S-W =K*70+ (, +1X2*+1)+ + K«-i)x+ilx«+1)=("“TTi)+
1 1 1
J+1 2x+ (rt-I)x + 1 nx + 1/ nx+ 1

bo’lib, uning yig’indisi

S(x) - lim S, (x) = lim (1 -——- — 1=1 (O<x <co)
H—»* n->roy nx+1j
bo’ladi.
Endi Vf>0 son olinganda n0= il - i (x ¥0) deyilsa, ([fl]-0
X\ £
sonining butun qismi) barcha »> n0 uchun
1
1- - <£
ux+ 1 rtX+1 @0+ Dx+1
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bo'ladi. (Agar Jc= 0 bo’lsa, ravshanki, Vn uchun S,,(0)=5(0)= 1 bo'lib,
S,,(O)'S(O): 0
bo’ladi.) Bundagi n0 natural son e> (0 va x (O<x < co) nuqtalarga bog'liq bo’lib,
u barcha x (0<x<o0o0) nuqtalari uchun umumiy bo’la olmaydi (bu holda
1 1 -, ning (0, +co) da x bo’yicha maksimumi chekli son emas.)
X \E

Boshqacha qilib aytganda, istalgan » natural son olsak ham shunday s0

(masalan £0 = —) va x = —e (0, + co) nuqta topildiki,

NeM£b;rb-b

bo’ladi. Demak, berilgan funksional qator (0, too) da tekis yaqinlashuvchi

emas.
3-teorema. Aytaylik. M <R to’plamda Y.u>X ) funksional qator berilgan

bo’lib, uning yig’indisi 5(x) bo’lsin. Bu funksional qatoming M da tekis
yaqinlashuvchi bo’lishi uchun, uning qismiy yig’indilari ketma-ketligi {5,,(x)}
ning A/ da fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

-4 Bu teorema funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashish haqidagi 2-
teoremani funksional qatorga nisbatan aytilishi bo’lib, uning isboti 2-teoremaning
isboti kabidir. »

Funksional qator

£, (=) HE (e AU

ning tekis yaqinlashuvchi bo’lishi haqidagi 8-ta’rif hamda funksional ketma-
ketlikning tekis yaqinlashuvchi bo’lishining zarur va yetarli shartini ifodalovchi 1-
teoremadan foydalanib quyidagi teoremaga kelamiz.

4-teoremu. £ u,(x) funksional qator M to’plamda S(x) ga tekis yaqinla-
1=1

shishi uchun
lim sup™Sn(x)~5(x)| =0

bo’lishi zarur va yetarli, bunda S,,(x)= U,(X)+ M2(X) + ... + MH(X)

Masalan,
£x"-' =1+x+x2+.. +x"+... (xe(-1, 1)
H
funksional qatoming qismiy yig’indisi 5,,(x)=-—_— , yig’indisi S(x)=
I-x ! 1-x

bo'lib, (- I, + 1) da Sw(x) yig’indi S(x) ga tekis yaqinlashmaydi, chunki

107



[s.()-s()= =G

bo'lib.
SUP[S,,(*)-SM =0
bo’ladi.
5-teorema. (Veyershtrass alomati). Agar ushbu

7 Kx)=d {x)+2x)+ -+X)+"
n=\
funksional qatoming har bir hadi M <z R to’plamda quyidagi
[, (x)[<C,, (m=1.2.3..) (14.6)
tengsizlikni qanoatlantirsa va

f C,=C,+C2+...+C,,+... (14.7)

sonli gator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda funksional qator M to’plamda tekis
yaqinlashuvchi bo’ladi.

<Modomiki, (14.7) qator yaqinlashuvchi ekan, l-qism, 11-bob, 2-§ da
keltirilgan teoremaga asosan, Vf >0 son olinganda ham, shunday nOe N

topiladiki, barcha n> n0, rn> n uchun

A uH " 142 Wit Cm < £
bo'ladi. (14.6) tengsizlikdan foydalanib A to’plamning barcha x nuqtalari uchun
K* W +“ +2W+ '+ “ M<?
bo’lishini topamiz. Demak, 5,,(x)=w,(x)+u2(x)+...+un(x) (1=1,2,...) dan
tuzilgan {S,,(x)} funksional ketma-ketlik A da fundamental. Bundan esa 3-
teoremaga ko’ra berilgan funksional qatoming Z/ to’plamda tekis yaqinlashuvchi
bo’lishi kelib chiqadi. »
14.9-misol. Ushbu

Jar )T i g 7T
funksional qator tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
« Berilgan funksional qatoming umumiy hadi
(1=1,2,3,..)
I+ n X

funksiyadan iborat. Bu funksiyani [Q, +cc) oraligda ekstremumga tekshiramiz.
5 5
m,(x) funksiyaning hosilasi yagona x =»n 2 nuqtada nolga aylanadi (x = « 2

stasionar nuqta). Stasionar nuqtada

u'(n*)<o0
5

bo’ladi. Demak, un(x) funksiya x =n 2e [Q, + 00) nuqtada maksimumga erishadi.

Uning maksimum qiymati esa x * gateng. Demak, 0<x<oo da
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nx
KM= < 1
I+ «5C onde

bo'ladi. Agar YJ~~V TUalorn'mé yaqinlashuvchiligini etiborga olsak, unda
»="2//2
Veyershtrass alomatiga ko’ra. berilgan funksional qatoming [0, + co) da tekis

yaqinlashuvchi ekaniigini topamiz. »

3-g. Tekisyaqinlashuvchifunksional ketma-ketlik
va qatorning xossalari
/°. Funksional qator yig'indisining uzluksizligi M c. R to’plamda biror
yaqinlashuvchi
X pJdar) =1 (*)+u2(x)+..+ (¥)+...
=1

funksional qator berilgan bo'lib, uning yig’indisi S(x) be’lsin.

6-ieorema. Agar Amn(ar) funksional qatoming har bir hadi

n=1
un(x) (n=1,2,3,...) M to’plamda uzluksiz bo’lib, bu funksional qator M da
tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda qatoming yig’indisi S(x) ham M to’plamda
uzluksiz bo'ladi.

4 Vx0e M bo’lsin. Funksional qator tekis yaqinlashuvchi. Ta’rifga ko’ra,
Vf>0 olinganda ham shunday n0eN topiladiki, \/n> n0 va M to’plamning

barcha x nuqtalari uchun biryo’la
(14.8)

jumladan

[s,,h)-sW <| 04.9)

tengsizlik bajariladi.
Modomiki, funksional qatoming har bir hadi M to’plamda uzluksiz ekan,
unda

V' M =wiW + MM +eet+" W
funksiya ham M da, jumladan x0 nuqtada uzluksiz bo’ladi. Demak, yuqoridagi

6 > (olinganda ham. ~ ga ko’ra shunday J >0 topiladiki, \x- x0|<J bo’lganda

15n(x)-5(x0) |< | (14.10)

bo’ladi.
YUqoridagi (14.8), (14.9) hamda (14.10) tengsizliklardan foydalanib
topamiz:
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) - ) <\S(x)- 5,,(xI+\S,, (x)-S,, {x0) +
+15,,(x0)-5(1:0]!<* + A+~ =rr

Demak, Vf{>0 olinganda ham, shunday £>0 topiladiki lx- x0/<”
bo’lganda
\S(x)-S(X0)< £
bo’ladi. Bu esa S(x) funksiyaning Vx0e JI/ nuqtada uzluksiz ekaniigini
bildiradi. »
Bu teoremaning shartlari bajarilganda ushbu
S(x0)= lim \7€_{>1}1:C5n(.r)]= J{_l*mx>| ﬁ)r)nnSn(x) |
munosabat o'rinli bo’ladi.
2" Funksional ketma-ketlik limitfunksiyasining uzluksizligi. M << R to’p-
lamda {/,,(*)}:
/1 (472(4 <o/ ,(*)m
funksional ketma-Kketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi / ( ic) bo’lsin:
limjn{x)= f{x).
7-teorema. Agar {/,,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir fn(x)
¢1=1,2,...) hadi M to’plamda uzluksiz bo’lib, bu funksional ketma-ketlik A/
to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda f{x) limit funksiya ham M
to’plamda uzluksiz bo’ladi.

Bu teoremaning shartlari bajarilganda ushbu r i
f(x)= sz \lim /,(/) = lim 1mfn(x)
~*X7t ~>00 n-HClI-

munosabat o ’rinli bo’ladi.

3e Funksional qatorlarda hadma-had limitga o'tish. U c¢ R to'plamda
yaqinlashuvchi

Z (4=U4+ Ud+omt(4+oee o*u)

1=1
funksional qator berilgan bo’lib, uning yig'indisi S(x) bo’lsin. x0 nuqta esa M
to’plamning limit nuqtasi.
8-teorema. Agar x -+x0 da “u,(x) funksional qatoming har bir un(x)

1=1
(n =1,2,...) hadi chekli

lim un{x)=C,, (n =1,2,3,...) (14.12)
*'»*”

limitga ega bo’lib, bu qator M da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

=] +C2+...+C, +...

nd
qator yaqinlashuvchi, uning yig’indisi C esa 5 (4 ning x -> x0 dagi limiti

110



xl_lﬂOS(x)= C
ga teng bo’ladi.
4 Shartga ko’ra (14.11) funksional qator tekis yaqinlashuvchi. U holda 3-
teoremaga asosan, V>0 olinganda ham, shunday nOe.N topiladiki, barcha

n> n0, m >n lar va JI/ to’plamning barcha x nuqtalari uchun

k>. (r)+ “H2(x)+ -+ “«(-1)! <e (>413)

tengsizlik bajariladi. (14.12) munosabatni etiborga olib, (14.13) tengsizlikda
X -> x0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:

|c”+9 +C”+2+"‘ + C’”l<f

Demak, V>0 olinganda ham, shunday nOeN topiladiki, barcha n>nu

m> n lar uchun

ICn*! +Cn™2+ +
tengsizlik bajariiar ekan. Qator yaqinlashuvchiligining zaruriy va yetarli shartini
ifodalovchi teoremaga muvofiq (qaralsin, 1-qism, 2-bob, 3-§).

fc, < tc2+..+c,+..

1=1
qator yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,

lim CK=cC,

bunda
C,=C,+C2+..+C,,.
Endi x->x0 da (14.11) funksional qator yig’indisi 5(x) ning limiti C ga
teng, ya’ni
lim S(x)=C

n->x0

bo’lishini ko’rsatamiz. Shu maqsadda ushbu

S(x)-C
ayirmani olib. uni quyidagicha yozamiz:
S(*)-C =[S(*)-S,,(*)MS,,(*)-C,]+[C,,-c] (14.14)

bunda
(x)=u (x)+u2(x)+...+ (x).
Teoremaning shartiga ko’ra (14.11) funksional qator tekis yaqinlashuvchi.

Demak, Vf >0 olinganda ham, ga ko’ra shunday n0Oe N topiladiki, barcha
n>n0 va M to’plamning barcha x nuqtalari uchun

[S,,(*)-SW [<! (14.19)

tengsizlik bajariladi.
(14.12) munosabatdan foydalanib quyidagini topamiz:
/{Z%/S‘Hx) = )éi%[u,(x)+ m(x)+...+ (x)]=C, +C2+...+C,, =C,,.
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Demak, V>0 olinganda ham, ~ ga ko’ra shunday <5>0 topiladiki.

x —Xg/ < S bo'lganda

[SnW -C ,, |<- ("'6)

tengsizlik bajariladi.
Yugqorida isbot etilganiga ko’ra
Im CH=C.

Demak, Vf>0 olinganda ham, * ga ko’ra shunday n0€ /V topiladiki,

barcha n> n0 uchun

IC,,-C|<i (14.17)
bo’ladi. Shuni ham aytish kerakki, agar n0 =max{nQn'Q} deb olinsa, unda barcha
n>n0 uchun (14.15) va (14.17) tengsizliklar bir vaqtda bajariladi.

Natijada (14.14) munosabatlardan, (14.15), (14.16) va (14.17) tengsizliklarni
etiborga olgan holda, quyidagini topamiz:

[S(x)-C|<\S(x)-S,M +|S,(x)-C ,|+|C,,-C|<|+[|+]|<«r.

Demak, V>0 olinganda ham, shunday » >0 topiladiki, |x- x0|<S uchun
(x6M)
IS(x)-Cl<e
tengsizlik bajariladi. Bu esa /im 5(x)= C ekanini bildiradi. »
x-»*0
Yuqoridagi limit munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:
lim i>,,(*)= S lint u™x)
Bu esa 8-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma-
had limitga o’tish qoidasi o’rinli bo’lishini ko’rsatadi.
4°. Funksional ketma-ketliklarda hadma-had limitga o'tish. M cz R to'p-

Jlamda

/1(47/2(4 -./,,(4 .
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi /(x) bo’lsin. x0

nuqtada esa M to’plamning limit nuqtasi.
9-teorema. Agar x x 0 da {/,,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir
£, (x) {n=1,2,...) hadi chekli
lim f, {x)-a,, (m=1.2,3..)
*-»x0

limitga ega bo’lib, bu ketma-ketlik M da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda



ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi, uning a = lim a, limiti esa f(x) ning * x0

dagi limitga teng

lim f(x) =a

r-»x0
bo’ladi.
5" Funksional qatorlarni hadma-had integrallash. \a, €] segmentda yaqin-
lashuvchi
u, (x)+ m2(x)+... + ma(x)+... (14.11)
funksional qator berilgan bo’lib, uning yig’indisi S(x) bo’lsin:

SW =iu, (4

n=1

10-leorema. Agar )I'un(x) qatorning har biri wun(x) hadi (n =1,2,...) [a e\
n=|
segmentda uzluksiz bo’lib, bu qator shu segmentda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u

holda qator hadlarining integrallaridan tuzilgan

jiv, (x)dx +j u2(x)dx +... + T an(x)vZr +...
a a a
e

qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi, uning yig’indisi esa |5(x)ti[x gateng bo’ladi:
a

zj “‘n(xNe =js(x)d.v.

4 Berilgan funksional qatorning har bir un(x) hadi (n=1,2,..) [a 6] da
uzluksiz, demak, wd(x) (n =1,2,...) funksiyalar [cz e] segmentda integrallanuvchi.
Shartga ko’ra funksional qator [cz e] segmentda tekis yaqinlashuvchi. Unda 6-
teoremaga ko’ra, funksional qatoming yig’indisi ~(x) funksiya [cz 6/ da uzluksiz,
demak, integrallanuvchi bo’ladi.

Avvalo (14.11) funksional qator hadlarining integral laridan tuzilgan

£jjun(x)dx =ful(x)dx +lu 2(x)dx +... +jun(x)dx +...
n=la a a u

qatoming yaqinlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz.

Shartga ko'ra (14.11) funksional qator [cz e] da tekis yaqinlashuvchi. U

holda 3-teoremaga asosan, V/;>0 olinganda ham, —— ga ko’ra shunday
6 —a

n0€ N topiladiki, n> n0, m> n bo’lganda

e-a
bo’ladi. Bu tengsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz:
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1 +}u« JI Ne +eeet1uJl x|\ A

14. 18
« £ ( 4

AR EW +4n.2W+ - Umt) |~ < (B—f)= £

Demak. Vf >0 olinganda ham, shunday nOeN topiladiki, n> n0, m>n

bo’lganda (14.18) tengsizlik o’rinli bo’ladi. 3-teoremaga asosan
'k ] un(x )dx

qator yaqinlashuvchi bo'ladi. Odatdagidek berilgan funksional qatoming qismiy

yig’indisini Sm(x) deymiz. Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchiligi

ta’rifidan, Vf >0 olinganda ham, — ga ko’ra shunday nOeN topiladiki,
e-a

barcha n> nl0 va [ e/ segmentning barcha x nuqtalar uchun

bo’ladi.

Aniq integral xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

j =i Sn) N +jNe )" Sn(-Ok =j “i(x\k +

+u2(x)dx +...+)un(x)dx+ ] [S(x)- Sn(O k-

Agar

fNe )-s» W k * N  <— (B-a)="
e-a
bo'lishini etiborga olsak. unda
AMIIS (x)-S .(jr)]* =0
bo’lib, natija
j S{x)dx = j M,{x)dx +j u2(x)dx +...+ JMﬂ(x)clx+

ckanligi kelib chiqadi. »
Yuqoridagi munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:
}ix(oV =2zK (*k
a\n=1 J n-la
Bu esa 10-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma-

had integrallash qoidasi o’rinli bo’lishini ko ’rsatadi.
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6". Funksional ketma-ketliklarni hadma-had integrallash. [a, (?) segmentda

{5(")}:
/(4724 /%y
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi f(x) bo'lsin.
11-teorema.  Agar  {/,(4} funksional  ketma-ketlikning  har  bir
/,(4 (n=1.23,, ) hadi [a, e] segmentda uzluksiz bo’lib, bu funksional ketma-
ketlik [o, «] da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda

f/li(4&. J/2(4fr Iix)dx -
ketma-ketlik yaqinlashuvchi, uning limiti esa j f{x)dx ga teng, ya’ni

lim ja™x =]f{x)ctx

bo'ladi.
Bu teoremadagi limit munosabatni quyidagicha

lim J fn(x)dx - T lim fn(x)dx

ham yozish mumkin.
7". Funksional qatorlarni hadma-had diffcrensiallash. [a. g] segmentda

W@EM4+ 4+~

funksional qator berilgan bo’lib, uning yig'indisi S(x) bo’lsin:

yaqinlashuvchi

5(.x)= £u,,(x)

e 1
12-teorema. Agar qatorning har bir hadi u,(x) (m=1,2,.) [a €]
vl
segmentda uzluksiz ©Hx) (n=1,2,.) hosilaga ega bo’lib, bu hosilalardan
tuzilgan
Z ««(**)= “i"(4+ u2(-r)+ + -
=1
funksional qator [a, o] da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda berilgan funksional
qatoming S(x) yig’indisi shu [0, e] da S'(*) hosilaga ega va
S'(x)= fu', (x)
a*1

bo'ladi.
4 Shartga ko’ra

(XX =G(4..

funksional qator [a, ] da tekis yaqinlashuvchi. Uning yig’indisini S(x) deylik:

S(x)= Z w(4- Bu S(x) funksiya 6-teoremaga asosan [a. 6/ da uzluksiz bo'ladi.



Funksional qatorni hadma-had integrallash haqidagi 10-teoremadan
foydalanib, ushbu

s(x)= XK (x)

qatorni [a, x] oraliq (a<x<e) bo’yicha hadma-had integrallab quyidagini
topamiz:

=7Z k (x)-uwQ)]=
f/47/9;

=Z udx)-

Modomiki, S(x) funksiya /a, e] oraligda uzluksiz ekan, l-qism, 6-bob. 4-§
da keltirilgan teoremaga binoan

[S(x)ti6e
funksiya differensiallanuvchi bo’lib, uning hosilasi
d
— Js(x)dx =5(x)
dx

bo’ladi.
Ikkinchi tomondan (14.19) tenglikka ko’ra

a (s(x)-S(a))=S(x)
dx

bo’lishini topamiz. Demak, S"(x)= “uj,(x).»
fl=|

Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

£(£-.(* )Jz*\afx -, M .

Bu esa 12-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma-
had differensiallash qoidasi o’rinli bo’lishini ko ’rsatadi.

8% Funksional ketma-ketliklarni hadma-had differensiallash. [a. 0] seg-
mentda yaqinlashuvchi {/,,(x)}:

/(4 /204 <./.(4 -

funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi /(x) bo'lsin.

13-teorema. Agar {/,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi /, (x)
(/7= 1,2,...) [a, 8] segmentda uzluksiz /,,’(x) (/7= 1,2,...) hosilaga ega bo’lib, bu
hosilalardan tuzilgan

FXXIA(X\-Tn (X -
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funksional ketma-ketlik [«, €] da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa u holda f(x) limit
funksiya shu /a, «] da f'(x) hosilaga ega bo'lib. {/'(*)} ketma-ketlikning limiti
f'(x) ga teng bo’ladi.
4-§. Darajali qatorlar
I". Darajali qatorlar. Abel teoremasi. Biz avvalgi paragraflarda funksional

qatorlarni o’rgandik. Funksional qatorlar orasida, ulaming xususiy holi bo’lgan
ushbu

Y,a,x" =ao +talx +taxz+..+tamxn+.. (14.20)
«=0

yoki, umumiyroq,

=00+ (x-x0)+<92(x-x0)2+... +a,, {x-xJ +.. (14.21)
n=0

qatorlar (bundaa0,a\,ae,~; x0 o’zgarmas haqiqiy sonlar) matematikada va

uning tadbiqlarida muhim rol o’ynaydi. Bu erda, ushbu bobning I-§ idagi qaralgan

Z w,(x) funksional qatorda qatnashgan (x) sifatida

u,, {x)=aux" (yoki u,, (x)=an(x-x0Y)
ya’ni x (yoki x -x 0) o’zgaruvchining darajalari qaralayapti. Shu sababli (14.20)
va (14.21) qatorlar darajali qatorlar deb ataladi.

Agar (14.21) qatorda x -x 0 =t deb olinsa, u holda bu qator / o’zgaruvchiga
nisbatan (14.20) qator ko’rinishiga keladi. Demak, (14.20) qatorlarni o’rganish
kifoyadir.

(14.20) ifodadagi a0.al.a2,...all.. haqiqiy sonlar (14.20) darajali qatoming
koeffisicntlari deb ataladi.

Darajali qatorning tuzilishidan, darajali qatorlar bir-biridan  faqat
koeffisicntlari bilangina farq qilishni ko’ramiz. Demak, darajali qator berilgan
deganda uning koeffisicntlari berilgan dcganini tushunamiz.

Masalan. ushbu

x " N X X 2 x" X
— =1+-+- + ...+
! I/ 2/ n!

= >

Xx" =l+x+x2+..+x" + ..
=0
qatorlar darajali qatorlar bo’ladi.
Darajali qatorning yaqinlashish sohasi (to’plami) strukturasini aniqlashda
quyidagi Abel teoremasiga asoslaniladi.
14-teorema. (Abel teoremasi.) Agar

=a0+d]Jx +ti2x2 +... tamx" +.. (14.20)
n=0
darajali qator x ning x = x0 (x0 * O) qiymatida yaqinlashuvchi bo’lsa, x ning
[xj < [x0| (14.22)
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tengsizlikni qanoatlantimvchi barcha qiymatlarida (14.20) darajali qator absolyut
yaqinlashuvchi bo’ladi.
4 Shartga ko’ra

i> X = «0 + A,*0 + a2X] + - + a,X0 + -
«=0

qator (sonli qator) yaqinlashuvchi. U holda qator yaqinlashuvchiligining zaruriy
shartiga asosan

//mtiX =0
bo’ladi. Demak. } ketma-ketlik chegaralangan, yani V/?e /V uchun
Ifl,,Xo| <M (Me R)

tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikni etiborga olib quyidagini topamiz:

X X
la*x  |=|««-«o <M

X0 X0

Endiushbu
Z kx"|=1"0+M +  +.+jax"+.. (14.23)
n=0
qator bilan birga quyidagi
YoMl +M (14.24)
/1-0

qatorni qaraylik. Bunda, birinchidan (14.24)qator yaqinlashuvchi (chunki bu qator

geometrik qator bo'lib, uning mahraji (14.22) ga ko’ra 1 dan kichik: * <1).

ikkinchidan (14.23) qatorning har bir hadi (14.24) qatorning mos hadidan katta
emas. U holda 1-qism, 2-bob, 3-§ da keltirilgan teoremaga ko’ra (14.23) qator
yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak, berilgan (14.20) darajali qator absolyut
yaqinlashuvchi. »

I-natija. Agar

f>nx"=a0+flx+02x2+...+a,x"+...
1=0
darajali qator x ning x = x0 qiymatida uzoqlashuvchi bo’lsa, x ning [x|> jx0]

tengsizlikni qanoatlantimvchi barcha qiymatlarida uzoqlashuvchi bo’ladi.
<Berilgan (14.20) darajali qator x0 nuqtada uzoqlashuvchi bo’lsin.

Unda bu qator x ning |x|> [x0| tengsizlikni qanoatlantimvchi qiymatlarida
ham uzoqlashuvchi bo’ladi, chunki (14.20) qator x ning |x| >jx0| tengsizlikni
ganoatlantiruvchi biror x = x, qiymatida yaqinlashuvchi bo’ladigan bo’lsin, unda
Abel teoremasiga ko’ra bu qator x =x0 (jx0|<|x,|) nuqtada ham yaqinlashuvchi
bo’lib qoladi. Bu esa (14.20) qatorning x =x0 da uzoqlashuvchi deyilishiga
ziddir. »
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2 . Darajali qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish interval!. F.ndi
darajali qatorning yaqinlashish sohasi strukturasini aniqlaylik.
15-teorema. Agar

XA*" =al0+alx ta2x2+.. +a,xn+ .. (14.20)
n-0
darajali qator x ning ba’zi (x 0) qiymatlarida yaqinlashuvchi, ba’zi qiymatlarida
uzoqlashuvchi bo’lsa, u holda shunday yagona r>(0 haqiqiy son topiladiki

(14.20) darajali qator x ning |x| <7 tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida
absolyut yaqinlashuvchi, [x|>r tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida esa
uzoqlashuvchi bo’ladi.

~ Berilgan (14.20) darajali qator .t=x0* 0 da yaqinlashuvchi, x =xi da
uzoqlashuvchi bo'lsin. Ravshanki, [x0|<|x,| bo'ladi. Unda 14-teorema hamda I-
natijaga muvofiq (14.20) darajali qator .r ning |x|<|x0j tengsizlikni
qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yaqinlashuvchi, X ning [x|>[x,]
tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida esa uzoqlashuvchi bo’ladi. Jumladan
(14.20) darajali qator a (a<jxuj) nuqtada yaqinlashuvchi, e(e <|x,|) nuqtada esa

uzoqlashuvchi bo'ladi (51-chizma).

-8 -a 0 a xo r xj 6

51-chizma
Demak, (14.20) qator [«, 8/ segmentning chap chekkasida yaqinlashuvchi,

o'ng chekkasida esa uzoqlashuvchi.

[a, e] segmentning o ’rtasi nuqtani olib, bu nuqtada (14.20) qatorni

. a+te
qaraylik. Agar (14.20) qator nuqtada yaqinlashuvchi bo’lsa, unda

a +e . a+te . a+te .
, 6 segmentni. nuqtada uzoqlashuvchi bo’lsa, a, segmentni

olib, uni [au <?) orqali belgilaylik. Demak, (14.20) qator al nuqtada

yaqinlashuvchi, e, nuqtada esa uzoqlashuvchi bo’lib, [a, <!] segmentning uzunligi
8,-0,=— - gateng bo’ladi.

. . a,te,
So’ng [a, e,] segmentning o’rtasi nuqtani olib, bu nuqtada

(14.20) qatorni qaraymiz. Agar u a’+8|lnuqtada yaqinlashuvchi bo’lsa, unda
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<4 segmentni, uzoqlashuvchi bo’lsa. segmentni olib, uni

a2, e2] orqali belgilaymiz. Demak, (14.20) qator a2 nuqtada yaqinlashuvchi, e2
nuqtada esa uzoqlashuvchi bo'lib, [ti2, «,] segmentning uzunligi B, -a2= ~¢2 sa

teng bo'ladi. Shu jarayonni davom ettiraveramiz. Natijada ichma-ich joylashgan
[a,. 6{\[a2, e2\...,[an, en|...

segmentlar ketma-ketligi hosil bo’ladi. Bu segmentlaming har birining chap

chekkasida (an nuqtalarda) (14.20) qator yaqinlashuvchi, o’ng chekkasida esa (<2,

nuqtalarda) uzoqlashuvchi, /7-> oo da bu segmentlar uzunligi nolga intila boradi

2
Unda ichma-ich joylashgan segmentlarga prinsipiga ko’ra (qaralsin, l-qism,
3-bob, §-§) shunday yagona r soni topiladiki,
lim an=lim e, =r

bo'lib, bu 7 nuqta barcha segmentlarga tegishli bo’ladi.
Endi x o’zgaruvchining |x|<7r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy

qiymatini qaraylik. [/iman=r bo'lgani sababli, shunday natural n0 soni

topiladiki, x| < alln <r bo’ladi. an nuqtada (14.20) qator yaqinlashuvchi. Demak,

14-teoremaga ko’ra x nuqtada ham (14.20) darajali qator yaqinlashuvchi bo'ladi.
x o’zgaruvchining [x|> r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy qiymatini

qaraylik. [imen =r bo’lgani sababli, shunday natural «, soni topiladiki,

|x| > <fl] >r bo’ladi. cII nuqtada (14.20) qator uzoqlashuvchi. Unda 1-natijaga

ko'ra x da (14.20) qator uzoqlashuvchi bo’ladi.
Shunday qilib, shunday r soni topiladiki (14.20) darajali qator x ning [x| <7

tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yaqinlashuvchi, [x|>r

tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida esa uzoqlashuvchi bo’ladi. »

9-tu'rif Yuqoridagi 15-teoremada topilgan /- soni (14.20) darajali qatorning
yaqinlashish radiusi, (-/¢, /) interval esa (14.20) darajali qatoming yaqinlashish
intervali deb ataladi.

4-eslatma. 15-teorema x ning x ==£r qiymatlarida (14.20) darajali qatorning
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo’lishi to’g’risida xulosa chiqarib bermaydi.
Bu x = +r nuqtalarda (14.20) darajali qator yaqinlashuvchi ham bo’lishi mumkin,
uzoqlashuvchi ham bo’lishi mumkin.

Masalan,

I) Ushbu

darajali qator (geometrik qator) ning yaqinlashish radiusi r =1 yaqinlashish
intervali (-1, + 1) bo’lib, intervalning chekka nuqtalari r = +1 da uzoqlashuvchi:
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2) Quyidagi

, x xI x3 x"
I+-y H r H—m+ ...+ —-+ ...
2 3% T W

qatoming yaqinlashish radiusi r = 1, yaqinlashish intervali (-1. +1). r =+1 da
qator yaqinlashuvchi bo’lib. yaqinlashish sohasi (to’plami) [-1, + 1] segmcntdan
iborat:

3) Ushbu

N V2 V3 "

- 3-...+(-ir]—n +aul

darajali qatorning yaqinlashish radiusi » = 1 yaqinlashish intervali (- 1. + 1). Qator
/o=1 dg yaqjmnlashuvchi, r=-1 da esa uzoqlashuvchidir, qatorning yaqinlashish
sohasi z'll,-ill] yarim intcrvaldan iborat.

2-eslatma. Shunday darajali qatorlar ham borki, ular fagat x = 0 nuqtadagina

yaqinlashuvchi bo'ladi. Masalan, £x/x" qator istalgan x0* 0 nuqtada
«0

uzoqlashuvchidir. Haqiqatdan ham, Dalamber alomatiga ko’ra

o (n+ 1)/ xaH
m

li

= lim (n+ 1)x0 =00

bo'ladi. Demak, £ n/x" qator istalgan x*O da uzoqlashuvchi. Bunday darajali
1=0

qatorlarning yaqinlashish radiusini » =0 deb olamiz.
Ayni vaqtda shunday darajali qatorlar ham borki, ular ixtiyoriy x 6 (- 00.+00)

da yaqinlashuvchi bo’ladi. Masalan, — ni olaylik. Bu qator istalgan x0
/70 «-'
nuqtada yaqinlashuvchidir. 1laqiqatdan ham, yana Dalamber alomatiga ko’ra
M
lim 19
»->«)(«+1) x'0
bo'ladi. Demak, bu qator istalgan x e (-o00,400) da yaqinlashuvchi. Bunday
darajali qatorlarning yaqinlashish radiusi 7 = -xo deb olinadi.
3° Koshi-Adamar teoremasi. Yuqorida ko’rdikki, darajali qatorlarning
yaqinlashish sohasi sodda strukturaga ega bo’lar ekan: yoki interval yoki yarim
interval, yoki segment. Ilamma hollarda ham bu soha yaqinlashish radiusi r
orqali ifodalanadi.
M a’lumki, har qanday darajali qator

Ta,x" =al+a|x +a2x2+..ta,x"+ ..

/1=0
o’zining koeffisicntlari ketma-ketligi {a,}! bilan aniqlanadi. Binobarin, uning
yaqinlashish radiusi ham shu koeffisentlar ketma-ketligi orqali qandaydir topilishi
kerak.

(14.20) darajali qator koeffisientlari yordamida \{/\aH
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©>1"h|. Vhi V hl'- (N25>
sonlar ketma-ketliligi tuzamiz. MaMumki, har qanday sonlar ketma-ketligini
yuqori limiti mavjud (qaralsin. l-qism, 3-bob, 2-§). Demak, (14.25) ketma-ketlik
ham yuqori limitga ega. Uni 6 bilan belgilaylik:

6 = lim (O< ¢ < +00).

16-teorema (Koshi-Adamar teoremasi). Elerilgan Yjanx" darajali qatorning
=0

yaqinlashish radiusi
=N * (14.26)
hm Ne,, 1

bo’ladi.

((14.26) formulada e =0 bo’lganda /o= +<», e = +00 bo’lganda esa r = 0 deb
olinadi).

< (14.26) formulaning to’g’riligini ko’rsatishda quyidagi

1) e=+00 (/=0);

2) e=0 (r =+00);

3) 0<6<+00 Ir=-

vV 6

hollarni alohida-alohida qaraymiz.

1) <€=00 bo'lsin. Bu holda /jlan| ketma-ketlik chegaralanmagandir. Ixtiyoriy
x0(x0 ~ O) nuqtani olib, bu nuqtada (14.20) darajali qatoming uzoqlashuvchi
ckanini ko’rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni shu x0 nuqtada (14.20)

darajali qator yaqinlashuvchi bo'lsin.

Demak, Y.anx/ qator (sonli qator) yaqinlashuvchi. Unda qator yaqinlashuvchi-
71=0

ligining zaruriy shartiga asosan

hm anXo =0

bo’ladi. Demak, lanx” } ketma-ketlik chegaralangan, ya’ni shunday o’zgarmas M
son mavjudki (uni 1dan katta qilib olish mumkin), Vne /V uchun
<vi<M (MBD)
tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikdan
AMarj-|x0l <a/M < M
ya’ni
M
U
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bo’lishi kelib chiqadi. Shunday qilib ketma-ketlik chegaralangan bo'lib
qoldi. Natija ziddiyatlik yuzaga keldi. Ziddiyatlikning kelib chiqishiga sabab
x0*0 nuqtada (14.20) qatoming yaqinlashuvchi bo'lsin deb olinishidir. Demak,
(14.20) darajali qator ixtiyoriy x0(x0* O) nuqtada uzoqlashuvchi.

2) e=0 bo’lsin. Bu holda ixtiyoriy x0(x0 * O) nuqtada (14.20) darajali
qatoming yaqinlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz. Modomiki, ketma-
ketlikning yuqori limiti nolga teng ekan bundan uning limiti ham mavjud va nolga

tengligi kelib chiqadi. Ta’rifga asosan \/rr>0 son olinganda ham, jumladan

£=—p-1 ga ko'ra shunday n0e N topiladiki. barcha n >n0 uchun
2N

0j= 2l
bo’ladi. Keyingi tengsizlikdan esa
bo’lishi kelib chiqadi.
Ravshanki,
» ]
=02n

qator yaqinlashuvchi. Taqqoslash teoremasiga ko’ra (qaralsin, 1-qism, 2-bob, 3-§).

qator ham yagqinlashuvchi bo’ladi. Demak,

n-0
qator absolyut yaqinlashuvchi.

3) 0<e<+oo bo'lsin. Bu holda (14.20) darajali qator ixtiyoriy x0 (jx0/< -

4 e
. C fi T 1) . s
nuqtada yaqinlashuvchi, ixtiyoriy x, nuqtada uzoqlashuvchi bo’lishini
2%
ko’rsatamiz.
ix0|< - bo’lsin. U holda shunday £>0 sonni topish mumkinki, |[x0= *
6 et+S

bo'ladi. Endi J, (O<£,<<!>) sonni olaylik. Bu £,>0 songa ko’ra shunday

AD e /V topiladiki, barcha n >/70 uchun (yuqori limitning xossasiga ko’ra, I-qism,

3-bob, 2-§) <6 +5, yani lanl<(e+5\)’ bo'ladi. Demak, barcha «>a/0

uchun
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101 i 1010 X' vi/
jranop Cni g VVlere) e 45

bo’lishi kelib chiqadi, bunda
6 +Sl _ (g+<>)-(S-6) S-S{r~

e+S 6 +S e+S§
Bndiushbu
Zk"ol =W +kx0+t i1 +...+kxol +eee (14.28)
)

qator bilan quvidagi

qatorni solishtiraylik. Bunda, birinchidan, (14.29) qator yaqinlashuvchi (chunki bu

qator geometrik qator bo’lib, uning mahraji 0<e +- < 1) ikkinchidan, n ning
e+S

biror qiymatidan boshlab (n >n0) (14.27) munosabatga ko’ra (14.28) qatorning

har bir hadi (14.29) qatorning mos hadidan katta emas. Unda qatorlar nazariyasida

keltirilgan taqqoslash teoremasiga l-qism, 3-bob, 2-§) ko’ra (14.28) qator
yaqinlashuvchi bo'ladi.

k | >- bo’lsin. Unda shunday S'> 0 sonni topish mumkinki,
6
_ I
6-6"'
bo’ladi. Endi ST (0 <§'<S') sonni olaylik. Yuqori limitning xossasiga asosan (1-
qism, 3-bob, 2-§) ~/joj) ketma-ketlikning ushbu

ylanl>e-6/[, ya’ni x|>(B-(5;Y

tengsizlikni qanoatlantiradigan hadlarining soni cheksiz ko’p bo’ladi. Demak, bu
holda

|1"¥ |=K1-f€|1>(»-»,'r Z;_kSrJ= Ké,_%‘)l (14-30)
bo’lib, bunda
e-s; (e-s'M s'-s;)
e-S' 6-S' 6-S'
bo’ladi.

Yuqoridagi (14.30) munosabatdan x -> oo da {a,x"} ketma-ketlikning limiti
nolga teng emasligini topamiz. Demak,
f> X
n-0
qator uzoqlashuvchi (qator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti bajarilmaydi).
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Shunday qilib, har bir x0 jx0j<- nuqtada (14.20) darajali qator yaqinla-

shuvchi, har bir x, “x,|>-J nuqtada esa shu darajali qator uzoqlashuvchi bo’lar
ekan.

Darajali qatorning yaqinlashish radiusi ta’rifini etiborga olib, - berilgan

darajali qatorning yaqinlashish radiusi ekanini topamiz. P
14.10-misol. Ushbu

x” X X" X
| —r == +—=r+- +—r +-
n= 2 2 2 27

darajali qatorni yaqinlashish sohasi topilsin.
Bu darajali qatoming yagqinlashish radiusini (14.26) formulaga ko'ra
topamiz:
Va
=lim2" =1.

Demak, berilgan darajali qatorning yagqinlashish radiusi »= | yagqinlashish
intervali esa (-1, +1i) dan iborat. Bu darajali qator yaqinlashish intervalining

chekkalarida mos ravishda quy idagi

yfejl y 1
28" ' b \efh
sonli qatorlarga aylanib, ulami Leybnis teoremasi hamda Raabe alomatidan
foydalanib yaqinlashuvchi ekaniigini isbotlash qiyin emas.
Demak, berilgan darajali qatoming yaqinlashish sohasi [-1, 1] segmentdan
iborat. P
14.1I-niisol. Ushbu

. X X2 x"
IR | + ..+ T [ 4 e

2-5 3-5 ?n+\)-5n
darajali qatorning yaqinlanish sohasi topilsin.
4 Bu qatorga Dalamber alomati (l-qism, 3-bob, 4-§) ni qo’llab quyidagini
topamiz:

x"*’ Xa n+ O'S'V*1
d = lim lim (
(z22+2)-5n>1  (a?+1)-5" (m+2)-5n*'Ixn 5"-»=«+2 5
Demak, <1 ya’ni |[x|<5 bo’lganda qator yaqinlashuvchi, ~ > 1 ya’ni

x| >5 bo'lganda qator uzoqlashuvchi.

Shunday qilib, berilgan darajali qatoming yaqinlashish radiusi »r =23,
yaqinlashish intervali esa (-5, +5) bo’ladi.
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Yaqinlashish interval! (-5, +5) ning chekkalarida darajali qator mos
ravishda

2 3 n
sonli qatorlarga aylanib, bu qatorlarning birinchisi yaqinlashuvchi, ikkinchisi esa
uzoqlashuvchidir. Demak, berilgan darajali qatoming yaqinlashish sohasi
[- 5, +5) yarim intervaldan iborat ekan. »

5-§. Darajali qatorlarning xossalari
Biror

Fa,x" =00 tal +aXx2+..+o0,x" + .. (14.20)
u=0

darajali qator berilgan bo’lsin.

17-teorema. Agar “a,x" darajali qatorning yaqinlashish radiusi » (r >0)
1=0

bo’lsa, u holda bu qator [-c, ¢] (0<c <r) segmentda tekis yaqinlashuvchi
bo’ladi.

* Shartga ko’ra, r (14.20) darajali qatoming yaqinlashish radiusi. Demak,
berilgan qator(- r, r) intervalda yaqinlashuvchi. Jumladan, ¢ <r bo'lganligidan

(14.20) darajaliqator ¢ nuqtada ham yaqinlashuvchi (absolyutyaqinlashuvchi)
bo’ladi. Demak,

Zkle" =K |+|a,[c+ |12k 2+ - +k k" +eoe (m i)
n=0

qator yaqinlashuvchi.

Vx e [-c, c] uchun har doim |«,x"|<\a,\cn bo’ladi. Natijada, ushbu

Yiam" =[a0]+ |a,x| + [f12x2[+... + |0, x"] +...
11=0

qatoming har bir hadi (14.31) qatoming mos hadidan katta emasligini topamiz. U
holda Veyershtrass alomatiga ko’ra £un,x” darajali qator [-c¢, ¢] segmentda

/=0
tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. »

18-teorema. Agar f£a,x" darajali qatoming yaqinlashish radiusi r>0
1=0

bo’lsa, u holda bu qatorning S(x)= "o, x” yig'indisi (-r, r) oraligda uzluksiz
1/=0
funksiya bo’ladi.
4(14.20) darajali qatoming yaqinlashish intervali (- r, r) dan ixtiyoriy x0

(x0e (-r, r)) nuqtani olamiz. Ravshanki, |x0|<r bo’ladi. Ushbu [x0] <c <r
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tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ¢ sonni olaylik. (14.20) darajali qator yuqorida
keltirilgan 17-teoremaga ko'ra [~c. ¢] segmentda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
Unda ushbu bobning 3-§ idagi 6-teoremaga asosan, berilgan (14.20) darajali
qatoming yig’indisi S(x) funksiya [-c¢, ¢/ da, va demak, x0 nuqtada uzluksiz
bo’ladi. Demak, (14.20) gqatoming yig’indisi S(.v) funksiya (-r, r) intervalda
uzluksizdir. »

19-teorema. Agar Yjayx" darajali qatoming yaqinlashish radiusi » (r>0)
n=0

bo’lsa, bu qatomi g, 8] ([a, e]c(-n, 7)) oraligda hadma-had integrallash mumkin.
4 Shunday ¢ (0<c<r) topaolamizki, [g, e]c [-¢c, c]c (-2 &) bo’ladi.
Berilgan darajali qator /[-c. ¢] da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,
[x, 8/ da (14.20) darajali qator tekis yaqinlashuvchi. Unda (14.20) qatoming
yig’indisi
S(*)= =a0+a’™x+aXx2+.. +a,/ + ..
=0

uzluksizlik bo’lib, ushbu bobning 5-§ da keltirilgan teoremaga ko’ra bu qatomi
hadma-had integrallash mumkin:

« ex ® e o L+l
1S{x)dx =J~a mx"cix=t,an]x"dx = £ a n--— — — . >
a a»=1 n=0 a (=0 Al + 1

Xususan, a =0, ¢ —X (]xj<r) bo'lganda
'[5(x>/x= v .xn+l=;[0x +A X2+, x" +...
1 fr0/7+1 2 «

bo’ladi. Bu qatoming yaqinlashish radiusi ham r ga teng. Haqiqatdan ham,
Koshi-Adamar teoremasidan foydalanib quyidagini topamiz:

lint j = Hm -j== == lint V/jtij « [Im - IIm (0.1=r.
n+1 ((-400 y/n + | ((-»» H-»ac 1 ((—»00
20-Icorema. anx" darajali qatorning yaqinlashish radiusi 7 bo’lsa,
»=0

(-/m, r) da bu qatomi hadma-had differensiallash mumkin.
4 Avvalo berilgan (14.20) darajali qator hadlarining hosilalaridan tuzilgan
ushbu
Yjnalx"~" =n, +212x +313% 2 +... tnalx" 1+ .. (14.32)
n=0

qatoming |x0| <7 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy nuqtada yaqinlashuvchi

bo’lishini ko’rsatamiz. Quyidagi jx0] <c <r tengsizliklami qanoatlantiruvchi ¢



bo’ladi. Ravshanki, (<7<1) qator yaqinlashuvchi (uni Dalamber
»=1

alomatiga ko’ra ko’rsatish qiyin emas). Unda

lim ng" 1=0

bo’ladi. Demak, n ning biror, n0 gqiymatidan boshlab, (n> n0 uchun) ngq"'I<c
bo’lib, natijada V/i > n0 uchun ushbu

<l433>

tengsizlikka kelamiz.

ce(-r, r) bo’lganligi sababli “o0,c" qator absolyut yaqinlashuvchi. Unda
u=0
(14.33) munosabatni hisobga olib, Veyershtrass alomatidan foydalanib,

’

£fnanx"-
n=0

qator [—c, ¢/ da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

qatorning (-7, r) da yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz. Demak, bu

Shunday qilib, berilgan (14.20) darajali qator hadlarining hosilalaridan
tuzilgan (14.32) qator tekis yaqinlashuvchi. U holda ushbu bobning 6-§ da
keltirilgan 12-teoremaga ko’ra

4/1=0 J  «=0 =0
bo’ladi. »
Shuni ham aytish kerakki, (14.20) va (14.32) qatorlarning yagqinlashish
radiuslari bir xil bo’ladi. Haqiqatdan ham Koshi-Adamar teoremasidan foydalanib
quyidagini topamiz:

#1-¥0D v

Jim 'Jn\aJ\ = lim kfn 'v/k,|)= lim "ifn wlim '{/itij .
1#-=00 % 17 /1—=o0c /1-=00 v

Demak,

lim dn\a\ = lim 7Ka\.
/100 1 /4500

2-natija. Agar (14.20) darajali qatoming yaqinlashish radiusi » bo’lsa, bu

qatomi (-r, r) da istalgan marta differensiallash mumkin.

Shunday qilib, yaqinlashish radiusi r>0 bo’lgan Yja»x" darajali qatorni
1/1=0
hadma-had integrallash va hadma-had (istalgan marta) differensiallash mumkin va
hosil bo’lgan darajali qatorlarning yaqinlashish radiusi ham 7 ga teng bo’ladi.
10-tarif. Agar f(x) funksiya (-r, r) da yaqinlashuvchi darajali qatoming
yig’indisi bo’lsa, f(x) funksiya (- r, r) da analitik deb ataladi.
21-teorenta. Ikkita

fa,xn=a0+a,x +aXx2+...ta,xn+... (14.20)
N1=0

va
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XXa" =e0+e,x +e2x2+ .. +y,x" + .. (14.34)
u-0
darajali qatorlar berilgan bo’lib, (14.20) darajali qatorning yaqinlashish radiusi
rl> 0 yig’indisi esa 5j(x), (14.34) darajali qatorning yaqinlashish radiusi 72>0
yig’indisi S2(x) bo’lsin.
Agar Vxe(-r r) (r=min(rf,r2)) da
S,(x)=S2(x) (14.35)
bo’lsa, u holda V/?e /V uchun
- e,
ya'ni (14.20) va (14.32) darajali qatorlar bir xil bo’ladi.

4 Ravshanki, (14.20) va (14.32) darajali qatorlar (-/+, r) da yaqinlashuvchi
va ularning yig'indilari 5,(x) va S2(x) lunksiyalar shu intervalda uzluksiz
bo’ladi. Demak,
limSAx)=SM, ll?g S2(x)= S2(0).

x-»0
Yuqoridagi (14.35) shartga ko’ra S,(0)= S2(0) bo’ladi. Bundan esa a0=eQ
ekanligi kelib chiqadi. Binobarin, Vx e (- 7, 7) uchun

1>J1" = XeHK".
= H

Agar x ~ 0 desak, bu tenglikdan barcha x e (- 7. 0)u (0. 7) uchun

=E G,x" '
h=i n=J

ga ega bo’lamiz. Bu darajali qatorlarning har biri ham (- 7, r) da yaqinlashuvchi
bo'ladi va demak, ularning yig’indilari shu intervalda uzluksiz funksiya bo’ladi.
Shu xususiyatdan foydalansak, x -> 0 da

limi>, x"~“=a,, limf»x""'l=e¢,
x-+0/h= x-*0n=i

bo’lishini va demak, a, = < ekanini topamiz. Bu jarayonni davom ettira borib,
barcha ne N uchun o, =g, bo’lishi topiladi. Demak, (14.20) va (14.34) darajali
qatorlar bir xil. P

r) (r>0) oraliqda /(x) funksiya berilgan va uzluksiz bo’lsin.
Yuqoridagi teorema, /(x) ni darajali qator yig’indisi sifatida ifodalay olinsa,

bunday ifodalash yagona bo’lishini bildiradi.

6-§. Teylor qatori
Biz yuqorida, har qanday darajali
Z a,x"=tio+talx taXx2 +eee+a,x"+-
h =0
qator o’zining yaqinlashish intervali (-r, r) da uzluksiz 5(x) funksiyani (darajali
qator yig’indisini) ifodalab, bu funksiya shu oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga
ega bo’lishini ko rdik.
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Endi biror oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga ega boMgan funksiyani
darajali qatorga yoyish masalasini qaraymiz.

/". Funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish. f(x) funksiya x =x0 nuqtaning
biror

Ud(xo)=[x6 R: x0-d> <x <x0+#} (<>0)
atrofida berilgan bo'lib, shu atrofda funksiya istalgan tartibdagi hosilaga ega
bo’lsin. Ravshanki, bu funksiyaning 1-qism, 6-bob, 7-§ da batafsil o'rganilgan
Teylor fomiulasi
/W —-/x ) " + o X,)¢

ni yozish mumkin, bunda m(x) qoldiq had.

Berilgan /(u:) funksiyaning x0 nuqtada istalgan tartibdagi hosilaga ega
bo'lishi Teylor formulasidagi hadlaming sonini har qancha katta olish imkonini
beradi. Binobarin, tabiiy ravishda ushbu

1 2! n! (MM)
qator yuzaga keladi. Bu maxsus darajali qator bo’lib. uning koeffisientlari f(x)
funksiya va uning hosilalarining x(0 nuqtadagi qiymatlari orqali ifodalanadi.
Odatda (14.36) darajali qator /(x ) funksiyaning Teylor qatori deb ataladi.
Xususan, x0= 0 da quyidagicha bo’ladi:

A r .
MOptmy A > o+ WA (14.37)

Darajali qatorlar deb nomlangan 8-§ ning boshlanishida YJonxn
n=0

ko’rinishdagi darajali qatoriami o’rganishni kelishib olingan edi. Shuni etiborga
olib, f(x) funksiyaning (14.37) ko’rinishdagi Teylor qatorini o ’rganamiz.

Yana bir bor ta’kidlaymizki, (14.36) qator /(x) funksiya bilan o’zining
koeffisientlari orqali bog’langan bo’lib, bu (14.36) qator yaqinlashuvchi
bo’ladimi, yaqinlashuvchi bo’lgan holda uning yig’indisi f(x) ga teng bo’ladimi,
bundan qat’iy nazar, uni /(x) funksiyaning Teylor qatori deb atadik.

Tabiiy ravishda quyidagi savol tug’iladi: qachon biror (/o) oraliqgda
berilgan, istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’lgan /(x ) funksiyaning Teylor qatori

~ n\ 1 2! n\
shu oraliqda xuddi shu /(x) ga yaqinlashadi.

22-teorema. /(x) funksiya biror (-r, r) (r >0) oraliqda istalgan tartibdagi
hosilaga ega bo’lib, uning x = 0 nuqtadagi Teylor qatori

v 1 2! n
bo’lsin.
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Bu qator (-r, /*) oraliqda f(x) ga yaqinlashish! uchun f{x) funksiya Teylor
formulas!
= + AX A A k-
W =1(0)+ fx +7 @V 4 e Oxtne | (HM)
ning qoldiq hadi barcha xe (-r, r)danolga intilishi /[limm(x)= Oj zarurva

>l-»oc
yetarli.
<ZarurliglL Avvalo (14.37) qatoming koeffisientlari bilan (14.38) Teylor
formulasidagi koeffisientlaming bir xil ekanligini ta'kidlaymiz.
(14.37) qator yaqinlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi /(x) ga teng bo’lsin. U
holda bu qatoming qismiy yig’indisi

I 2! nl
uchun

lim Sn(x)=f(x) (Vxe (-r, 1))
bo'ladi. Undan esa (Vxe (-1, r)) uchun
lim [f(X) S n(x)]= lim m(x)=0
I1->on n-»ce
bo’lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Vxe(-r,r) da [limrn(x) =0 bo’lsin. U holda quyidagicha
//m [/(x)-Sn(x)]=0 bo’lib, undan esa

limSn(x)=f(x)

bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa (14.37) qator (-r, r) da yaqinlashuvchi bo’lib,

uning yig’indisi /(x) ga teng bo’lishini, ya’ni

W VW I 21 n\

ekanligini bildiradi. »

Odatda keyingi munosabat o’rinli bo’Isa, /(x) funksiya Teylor qatoriga
yoyilgan deb ataladi.

23-teorema. Agar /(x) funksiya (-7, r) oraliqda (r >0) darajali qatorga
yoyilgan bo’lsa:

/(x)= D+alx +a2x2+... tanxn+ .. (14.39)

bu qator /(x) funksiyaning Teylor qatori bo’ladi.

«20-teorema va uning natijasiga ko’ra (14.39) darajali qator (-r, r)
oraliqda istalgan marta (hadma-had) differensiallanuvchi bo'lib,

/"(x)= la, +2a2x+3-aXx2+.. +nanx Hd+...
f'{x)= 12 a2+2¢3calx +...+n(n- 1"x" 2+..

/"(x)= 1-2-3 a3+.. +n(n- \\n- 2anx" "+ ..
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/% Y= 1.2-3 -(u-1H +

bo’ladi. Keyingi tengliklarda = 0 deb quyidagilarni topamiz:
.. =/(0), a, =/"2-),..
I 2! 3! nl
Natijada (14.39) qatorning ko’rinishi quyidagicha bo'ladi:

/Bl =/,0)0+/ A ,+T Ne ,u...+" -k - +. P
1 2 7l

Quyida funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishining yetarli shartini
ifodalovchi teoremani keltiramiz.

24-teorema. /(x) funksiya biror r) oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga
ega bo’lsin. Agar shunday JI/>0 soni mavjud bo’lsaki, barcha V xe(-r, 7)
hamda barcha 2=0, 1, 2, .. uchun

/% )|sM 0S’=/W)

tengsizlik bajarilsa, u holda (~r, r) oraliqda f(x) funksiya Teylor qatoriga
yoyiladi, ya’ni

(x)=F /1A x-=/(C)/ ), +/5 )xU...
us n YW 1 2

bo'ladi.
4 /(x) funksiya uchun Teylor formulas!

" 2 +..t o tr.(x)

ni yozib. uning Langraj ko'rinishidagi qoldiq hadi

ni olaylik. U holda

/ (&),

(1 + 1) s"R i)
bo’ladi. Agar
limt-— 1 =0
— (n+1)

bo’lishini etiborga olsak, u holda

/imrn(x)=0 (xe(-r,r))

ekanligini aniqlaymiz. Bu esa (14.39) munosabatning o’rinli bo'lishini bildiradi. »
2°. Elementarfunksiyalarning Teylor qalorlari.
1) f(x)=e'funksiyaning Teylor qatori. Ma’lumki. f(x)=ex funksiyaning
(ixtiyoriy chekli /-a, a] (a > O) oraligdagi) Teylor formulasi

"

, )
.1!+ 721 + ot ?]! + /“\(;X)

bo’lib, uning qoldiq hadi esa Langranj ko’rinishida quyidagicha bo’ladi:

s, .+ XX
=1+
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‘mW -RT)* <0<6<1)

(qarang, 1-qism, 6-bob, 7-§). Har bir x e [-a, a] (a>0) da eth <ex bo’lishini
etiborga olsak. unda

a)
ekanligi kelib chiqadi va /?-> oo da u nolga intiladi. Demak, ixtiyoriy chekli x da
. VoAx X x2 x"
el = > = =T+l 4+ b v 4
ti n\ 1! 2! nl

bo’ladi.
2) f(x)=sinx funksiyaning Teylor gqatori Ma’lumki, f(x)=sinx
funksiyaning (ixtiyoriy chekli |-a, a\| (a > O) oraliqdagi) Teylor formulas!

] s 2%-1

sin x = x e (-4 T ro+or, (x)

IS V'Y (in-1) 21 ;
bo’ladi. Bu formula qoldiq hadining Lagranj ko’rinishidan foydalanib, (qaralsin.
[-qism, 6-bob, 7-§) Vxe [-a, al (a>0) uchun

@1+1)
bo'lishini topamiz. Undan

limj2n{x)=0

bo’lishi kelib chiqadi. Demak, Vx uchun

V2l .3 W21
sinx =y (-1)" r-X +--+.L+H(-DH"17 r+..
5 (2/5-1) s v ' (in- )
bo’ladi.
3) f(x)= cosx funksiyaning Teylor qatori Bu funksiyaning Teylor formu-
lasi
2 4 2«
cosx = l—— +— + .+ (-1)"7 1+ /v(x)
20 4 Vo) 21"

qoldiq hadining Lagranj ko’rinishidan foydalanib (qaralsin, 1-qism, 6-bob, 7-§)
Vxe [-a s] (a>0) uchun

w29*2

r, (x1 <7 r
fZII * (21+2)
bo’lishini topamiz. Undan

//wr2n(x)=0

bo’lishi kelib chiqadi. Demak, Vx uchun

cosx =Y (- O*/-=-¢c =1- — + - +...+g/- D'/-T +..
zZ* (2n) 20 4 5 (in).

4) /(x) =In(\+ x) funksiyaning Teylor qatori Ma’lumki, bu funksiyaning
Teylor formulas! quyidagicha bo’ladi:

In(l+x)=X“—+  ——F . 4(-)"— +/-W.
2 3 4 n
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Bu formulada xe [0, 1] da rn(x) qoldiq hadni Lagranj ko'rinishida
quyidagicha yozib

uning uchun

/=5 (45 -0~ (14.40)

bo’lishini, xe[-o0, O] (O cacl) bo'lganda esa r,(x) qoldig hadni Koshi
ko’rinishida quyidagicha yozib

‘M -H r.-JM Z ,,

uning uchun

-0
bo’lishini ko’rgan edik (1-qism, 6-bob, 7-§).

(14.40) va (14.41) munosabatlardan [im m(x)=0 bo’lishini topamiz. Demak,

Vxe(-1, 1] da

lyotx)=fi(-iri-/F x -4 +d3 +- (-1, + -
bo’ladi.
SHuni ta’kidlash lozimki, /n(l +x) funksiya (-1, +co) oraliqda berilgan
bo’lsa ham bu funksiyaning Teylor qatori (- 1, + 1] yarim intervalda o'rinlidir.
5) /(x)=(1+x)" funksiyaning Teylor qatori. Bu funksiyaning Teylor
formulasi
2w d, r@l) 2 et @irl) .
I 2! n\
bo’lib (qaralsin 1-qism, 6-bob, 7-§), uning qoldiq hadi Koshi ko’rinishida
quyidagicha bo’ladi:

B

I,(1)= (?—I(+exV '-'1- 6)"x"", (o< &< I).

Uni ushbu

ko’rinishida yozib olamiz.
Aytaylik -1 <x <1 bo’lsin. Unda birinchidan,

Hm-Ua-1Xa-2)... [(a-1)-(n-1D)]x* =0,
n\

chunki bu yaqinlashuvchi



qatorning umumiy hadi (bu qatorning yaqinlashuvchiligi Dalamber alomatiga

ko'ra ko’rsatiladi), ikkinchidan, [|ax|(1-]xj)° ' <ax{| +6x)a '< jaxj(l+jx)""' va

\-0
nihoyat, uchinchidan I bo’lganligidan [imr, (x)=0 bo'lishi
11 + ftc I+ tir
kelib chiqadi. Demak, [x| <1 da
Gl ore B 3G 3 el e )
1 2! n
bo’ladi.
Mashqglar
14.12.  Ushbu
(m=1.2,3,..)

funksional ketma-ketlikning [O, +00) da limit funksiyasi topilsin va unga
notekis yaqinlashish! isbotlansin.

14.13. Agar {/,(x)} va {g,(x)} funksional ketma-ketliklar M ¢ R to’plamda mos
ravishda /(x) va g(x) funksiyalarga tekis yaqinlashuvchi bo’lsa,

-+ Pg, (™M} («g/? Pz R)

funksional ketma-ketlik M to’plamda a/(x)+ y9g(x) funksiyaga tekis
yaqinlashish! isbotlansin.

14.14. Ushbu [O, 1] da berilgan

0,agarx =0 vo—<x < 160"'Isa,
n

%*y= l,agarx =— bo'lsa,
((*)= lagarx=—

chiziglifunksiya, agaro <x <— ,— <x< —

In In n
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi /(x)= o ga [O, 1] da notekis
yaqinlashish! ko rsatilsin.

14.15. Agar ushbu

i>,, M

«l1
funksional qator M ¢ R to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa,
k(x)} (@=12,3,..)
funksional ketma-ketlik M to’plamda /(x) =0 funksiyaga tekis
yaqinlashish! isbotlansin.
14.16. Ushbu

+(n+\yY (-1<x<1)

=1

funksional qator yig’indisi topilsin.

135



14.17. Aytaylik,
k) ("=0.1,2,3.... a,*0)
sonlar kctma-ketligi uchun

limit mavjud bClsin. U holda
u=0
darajali qatoming yaqinlashish radiusi
r=lim

#H
bo'lishi isbotlansin.
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15-BOB
Xosmas integrallar

Mazkur kursning 9. 10- boblarida funksiyaning aniq integrali (Riman
integrali) tushunchasi kiritilib, u batafsil o’rganildi. Integral bayonida integrallash
oralig'ining chekliligi va funksiyaning chegaralanganligi bevosita ishtirok etdi.

Endi aniq integral tushunchasini:

1) cheksiz oraliqda aniqlangan funksiyalarga;

2) chegaralanmagan funksiyalarga
nisbatan umumlashtirilishini qaraymiz. Odatda, bunday integrallar xosmas
interallar deyiladi.

[-§. Cheksiz oraliq ho 'vicha xosmas integrallar
1°. Cheksiz oraliq bo'yicha xosmas integral tushunchasi. f{x) funksiya
/£7,+00; oraliqda berilgan bo'lib. uning istalgan [a.f]/ qismida integrallanuvchi
bo’lsin {a&R. teR, I>a). Ravshanki,

\f(x)dx
integral ¢ o'zgaruvchiga bog’liq bo’ladi:
F{t)=\f(x)dx.
o

[-ta rif. Agar t-> +oc da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit

f(x) funksiyaning [a,-Ho) oraliq bo'yicha xosmas integrali deyiladi va

1f(x)dx (15.1)
kabi belgilanadi:
J f(x)dx - lim F'(t)- lim f f{x)dx.

Agar r->-ko da F'{t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, (15.1)
xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar /->+00 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki F{/) funksiyaning
limiti mavjud bo’lmasa, (15.1) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu

fe~xdx
0
xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki

lim [e~*dx = lim (- e~ +1)=1
/-» 4«lQ /-+4-51

va demak.
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Je~xdx = 1.
o
Funksiyaning (-co, a] va (-00,+ oc) oraliglar bo’yicha xosmas integrallari va

ularning yaqinlashuvchiligi (uzoqlashuvchiligi) yuqoridagi kabi ta’riflanadi:

ff(x)dx :[li{(twlff(x)dx,

- X

If{x)dx = /wz

Masalan. ushbu

1+x2
xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi. chunki
] n
lim [ r = /zm (- arctgt)=—
I+x ¥« 2

va demak.

e
Shunday qilib, xosmas integrallar avval o’rganilgan integraldan limitga o’tish
amali orqali yuzaga kelar ekan.
15.1-misol. Ushbu
« W
I (">°. «>0)

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
AT a’rifga ko’ra

o a A
Aytaylik, a <I va a = 1bo’lsin. Bu holda, mos ravishda

lim f— = lim —— -czI") = +cc,
"

/lm f— = lim (int —na)= +cc

f->f<cn % [ —>+<30

bo’ladi.
Aytaylik, «> 1bo’lsin. Bu holda

lim f— = lim
(-»¢* x <ot _or+1 -a +1 a -1

bo’ladi.
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Shunday qilib
7 4 (a>0, «>0)

xosmas integral a > 1 bo’lganda yaqinlashuvchi, « <1 bo'lganda uzoqlashuvchi
bo’ladi- »

Biz quyida, asosan, /(uxn) funksiyaning [a,+ co) oraliq bo'yicha |/(x)c/r

xosmas integralini o'rganamiz. (-0o.a] va (-00, + co) oraliqlar bo’yicha xosmas
integrallar tegishlicha bayon etilishi mumkin.
2" Xosmas integra/laming yaqinlashuvchiligi. Integralning absalyulyaqin-
lashuvchiligi. Xosmas integrallaming yaqinlashuvchiligi shartlarini keltiramiz.
Faraz qilaylik, /(x) funksiya [a, tw0) oraligda berilgan bo’lib,
Vxe [a, +<n) da

/(*)>0
bo’lsin. U holda V/,,/2e (a,+ co) uchun Z <Z2 bo’lganda

F(/2)=\f(x)dx =) f(x)dx+If(x)dx =F(l)+ j/(j:)A > F(f,)
Demak,
F)=\f(x)dx

funksiya [a. +00) da o’suvchi bo'ladi.

I-teorema. f(x) funksiya la, +*>) oraliqgda berilgan bo'lib, Vxe [a, +<
da

/M ao

bo’lsin. Bu funksiyaning /a. +w) oraliq bo'yicha xosmas integrali

ning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun,
F()=\f(x)dx
funksiyaning yuqoridan chegaralangan, ya ni

1
3Ce R V/e [a. +o00/- Jf{x)Jx <C

bo’lishi zarur va yetarli.

<Zarurligl Aytaylik, xosmas integral
J/(1>

yaqinlashuvchi bo’lsin. U holda
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lim F(l)= lim 1f(x)dx =J
mavjud va chekli bo'lib,
J =supF(t)

bo'ladi. Aniq yuqori chegaraning ta’rifiga ko’ra, Vie[a, +< da
F(l)=\f(x)dx<]f(x)dx
ya’'ni
f(0=j/(x)*SC

bo’ladi.
Yetarliligl Aytaylik,
t
3Ce R \te.[a, +x>): | f(x)dx <C

bo’lsin. Unda monoton funksiyaning limiti haqidagi teoremaga ko’ra ushbu
lim

limit mavjud va chekli bo’ladi. Demak, j/(ar)rA' xosmas  integral

yaqinlashuvchi. »
Eslatma. Agar \/xe [a, +<) da /(x)> 0 bo’lib,

F()=\f(x)dx

funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo’lsa, | f{x)dx xosmas integral

uzoqlashuvchi bo'ladi.
2-teorema. Faraz qilaylik, f{x) va g(x) funksiyalari [a, +#0) oraliqda
berilgan bo’lib, Vx e [a, +t10) da
0S/(x)Sg(x)

bo'lsin.

Agar "g(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsa, Jf(x)dx xosmas
a a
integral ham yaqinlashuvchi bo’ladi.

Agar jf{x)dx xosmas integraluzoqlashuvchi bo'lsa, \g(x)dx ham
a a
uzoqlashuvchi bo'ladi.

4 Aytaylik, Jg{x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsin. Ravshanki,
a
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Jf{x)dx <\g(x)dx < 1g{x)dx

bo’ladi. Bundan | f(x)dx ning yuqoridan chegaralanganligi kelib chiqadi.
teoremaga ko'ra

V/(*>*
xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi.

Aytaylik, Jf{x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi bo’lsin. U holda

F(l)=\f(x)dx
funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo’lib,
\f(x)dx<\g(x)dx

tengsizlikka ko'ra

\g(x)dx

1-

funksiya ham yuqoridan chegaralanmagan bo'ladi. Yuqorida keltirilgan eslatmaga

binoan "g(x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi bo’ladi. »

15.2-misol Ushbu
7 cos*3x
IwrrT*

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
4 Ravshanki, integral ostidagi funksiya

/W =£2">o0
Vitx6
bo’ladi. Ayni paytda x > 1 bo’lganda
ft | COS*3x I
J1)-K 77 *J
tengsizlik bajariladi. Quyidagi

T —
! xy,

xosmas integral yaqinlashuvchi (qaralsin, 15.1-misol) bo’lganligi uchun
tcorcmaga ko’ra berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi bo'ladi. »
Endi fa, +co) oraliqda berilgan ixtiyoriy f(x) funksiya xosmas integrali
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ning yaqinlashuvchiligi haqidagi teoremani keltiramiz.

3-teorema. (Koshiteoremasi). Ushbu

T /m *

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lishi uchun
V>0, 30>a, Vit'>t0, Viv>/0
bo’lganda

£/( A

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

A Ma’lumki,

71(~

xosmas integralning yaqinlashuvchiligi / -> +o0 da
F(t)=\f(x)dx

funksiyaning chekli limitga ega bo’lishidan iborat.
Funksiyaning chekli limitga ega bo’lishi haqidagi Koshi tcoremasiga
(qaralsin, 4-bob. 6-§) binoan,
V f>0.3r0>a, Vt'>t0, V/">/o:|F(/")-F(r'](<f
ya’ni
Ja
[f(/*)-r U = \f(x)Jx-\f{x)dx \f(x)dx <8

bo’lishi zarur va yetarli edi.

Bu nazariy ahamiyatga ega bo’lgan muhim teorema bo’lib, undan xosmas
integrallaming yaqinlashuvchanligini aniqlashda foydalanish ko’pincha qiyin
bo’ladi.

Xosmas integrallaming yaqinlashuvchanligini aniqlashda ko’p
qo’llaniladigan alomatlardan birini keltiramiz.

4-teorema. (Dirixle alomati). f(x) va g(x) funksiyalar [a, +<n oraliqda
berilgan bo’lib, ular quyidagi shartlami bajarsin:

1) f(x) funksiya [a, +03) oraligda uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang’ichi F(x) {F'(X)=/(x)) funksiyasi chegaralangan;

2) g(x) funksiya [a, +cc) oraligda g'(x) hosilaga ega va u uzluksiz
funksiya;

3) g(x) funksiya [a, +cc) oraligda kamayuvchi;



4) lim o(ar)=o .U holda Jf(x)g(x)dx integral yaqinlashuvchi bo’ladi.

Uzluksiz fix) va g(x) funksiyalarning ko'paytmasi /(x)g(x) funksiya
ham [a, +10) oraligda uzluksiz bo’lgani uchun, bu /(x)g(x) funksiya istalgan
/a, (J oraliqda integrallanuvchi bo’ladi, ya'ni

<p{t)=\j(x)s{x)dx (152)

integral mavjud.

/->+=» da (p{y) funksiyaning chekli limitga ega bo’lishini ko’rsatamiz.
Teoremaning I- va 2- shartlaridan foydalanib, (15.2) integralni bo’laklab
hisoblaymiz.

jf{x)g(x)dx :j g{x)JF{x) =gix"Fix" - JF(x)g’{x)d)a (15.3)

O’ng tomondagi birinchi qo’shiluvchi uchun ushbu
lg(HF T < Mg(/) (M = sup\F(l) <+o0)
tengsizlikka ega bo’lamiz. Undan, / -> +oo da g(/)-> 0 bo'lishini e’tiborga olsak,
Umj()F (1)=0
bo'lishi kelib chiqadi.
Endi o'ng tomondagi ikkinchi JF(x)g’{x)dx hadni qaraymiz. Modomiki,

g(x) funksiya [a. +10) oraliqda uzluksiz differensiallanuvchihamda shu oraliqda
kamayuvchi ekan, unda Vxe [a, +cc) da g'(x)<o bo’lib,

}Fi{x)g'(x)dx <M\\g'(x]dx =-M\g'(x)dx = M\g(a)-g(t)]< Mg(a)

(g)>0)
bo’ladi. Shunday qilib. / o’zgaruvchining barcha 7> a qiymatlarida

integral (/ o’zgaruvchining funksiyasi) yuqoridan chegaralangan. U holda I-

teoremaga ko’ra JF{x)g'{x)Jx integral yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,
a

t
lim JF(x)g'(x)dx

limit mavjud va chekli.
Yuqoridagi (15.3) tenglikda / -> +oo da limitga o ’tib, Ushbu

YU)g(*)dx



limitning mavjud hamda chekli bo'lishini topamiz. Bu esa \f(x)g(x)dx

integralning yaqinlashuvchiligini bildiradi.
15.3-misoL Ushbu

rsmx /
I — "dx (a>0)
X
integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
«Bu integraldagi f(x)=sinx, g(x)= (a >0) funksiyalar yuqorida kel-
X

tirilgan teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi:
1) f(x)=sinx funksiya /1,+co” oraliqda uzluksiz va boshlang’ich funk-
siyasi F(x)=-cosx chegaralangan;

2) g(x) =~ funksiya fl, +<®) oraliqda g'(x)=— "  hosilaga ega va u
uzluksiz;

3) g(x)= ~ (a >o) funksiya [\, +<n) oraliqda kamayuvchi;
X

4) lim g(.r)= lim =0 (a>0) bo'ladi. Demak, Dirixle alomatiga ko’ra
berilgan integral yaqinlashuvchi. P

f(x) funksiyaning xosmas integrali Jf(x)dx bilan bir qatorda

/114 4 *
xosmas integralni qaraymiz.

5-teoremu. Agar 1/(x)|u!x integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda J/(x)cA

integrali ham yaqinlashuvchi bo’ladi.

« Shartga ko’ra J|/(x]la!lr integral yaqinlashuvchi. 4-teoremaga asosan,

V£:>0 olinganda ham, shunday /0 (/0> a) topiladiki, ¢'>10, [">i0 bo’lganda
.
J|/(x)<& < £ tengsizlik bajariladi.
/m
Agar

s/1/W *
I I

tengsizlikni e’tiborga olsak, u holda

\fix)dx <£
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bo'lishini topamiz.
Shunday qilib, V¢ >0 son olinganda ham, shunday /, (20 > a) topiladiki,
/'>/0, I'>/0bo'lganda

Jf(x)dx<£
I
w

bo'ladi. Bundan 4-tcoremaga asosan jf{x)dx integralning yaqinlashuvchiligini
topamiz. P
2-ta'rif. Agar ||/(x)|(Zr integral yaqinlashuvchi bo’lsa, |/(.v)a!lx' absolyut

yaqinlashuvchi integral deb ataladi, /(x ) funksiya esa fa, +<¢) oraliqda absolyut

integrallanuvchi funksiya deyiladi.

3-tarif Agar |/(x)fltc integral yaqinlashuvchi bo’lib, |[/(x]|«JI: integral
uzoqlashuvchi bo'lsa, Jf(x)dx shartli yaqinlashuvchi integral deyiladi.

Shunday qilib, J/(x)Zv xosmas integralni yaqinlashuvchilikka tekshirish
quyidagi tartibdaolib borilishi mumkin:
Vxe6 [a, tw) da /(x)> 0 bo’lsin. Bu holda |/(x)t/x integralning yaqinla-

shuvchi (uzoqlashuvchi) ligini yuqorida keltirilgan alomatlardan foydalanib topish

mumkin. Boshqa hollarda /(x) funksiyaning |/(x)j absolyut qiymatining
[a, +<n) oraliq bo’yicha "|f{x)dx integralini qaraymiz. Ravshanki, keyingi
integralga nisbatan yana yuqoridagi alomatlami qo’llash mumkin. Agar biror

alomatga ko’ra J|/(x)d£r integralining yagqinlashuvchiligi topilsa, unda 5-

teoremaga ko’ra berilgan \|f(x)dx integralning ham yagqinlashuvchiligi (hatto
absolyut yaqinlashuvchiligi) topilgan bo’ladi.

Agar biror alomatga ko'ra J/(x)[<aEr integralining uzoqlashuvchiligini aniqla-

sak, aytish mumkinki, |f{x)dx yoki uzoqlashuvchi bo'ladi yoki shartli yaqinla-

shuvchi bo’ladi va buni aniqlash qo'shimcha tahlil qilishni talab etadi.
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3°  Yaginlashuvchi xosmas integrallaming xossalari. Riman integralini
umumlashtirishdan hosil qilingan yaqinlashuvchi xosmas integrallar ham shu
Riman integrali xossalari singari xossalarga ega.

f(x) funksiya [a, +<) oraliqda berilgan bo'lsin.

1) Agar f{x) funksiyaning [a, +cc) oraliq bo’yicha integrali

yaqinlashuvchi bo’lsa, bu funksiyaning [e, +<) (a <e) oraliq bo’yicha | f(x)dx

integrali ham yaqinlashuvchi bo’ladi va aksincha. Bunda

fl(4A =} > Jf(x)dx (1549

bo’ladi.

4 Aniq integral xossasiga ko'ra

Tf(x)dx =1 f(x)dx + ] f (m)dx (a<t<cc) (15.5)

bo'ladi. jf{x)cix integral yaqinlashuvchi, ya'ni

/(x>fe= lim \f(x)dx
/x> e= fim ()
limit mavjud va chekli bo’lsin. Yuqoridagi (15.5) munosabatni ushbu
Jf{x)dx =\f(x)dx -]f{x)dx
ko’rinishda yozib, / -> +oo da limitga o’tib quyidagini topamiz:

/*a }/(x)J = -|/(x)* =Jf(x)dx -]/(x)dx.
Bundan esa Jf{x)dx integralning yaqinlashuvchi va

£/(x)& =J/(x)*-j/(*)A:
ya’ni

1) =3 /()T +//(x) ]
ekanligi kelib chigadi.

Xuddi shunga o’xshash |f(x)cbh integralning yaqinlashuvchi bo’lishidan

J/{xyk integralning ham yaqinlashuvchi hamda (15.4) fonnulaning o’rinli

bo'lishi ko’rsatiladi>
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2) Agar \f(x)dx integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda \cf{x)dx integral
ham yaqinlashuvchi bo’lib,

\ef(x)ck =c\f(x)clx

bo’ladi, bunda ¢ =const.
3) Agar \/xe [a. +w) da /(.r)> 0 bo’lsa, bu funksiyaning xosmas integrali

[/(*>*> 0

bo’ladi.
Endi f{x) funksiya bilan bir qatorda g(x) funksiya ham [a, +cc) oraliqda

berilgan bo’lsin.

4) Agar j'f{x)dx da Jg(x)cA integrallar yaqinlashuvchi bo'lsa. u holda

{[/"(>)*xg(x)]tfc integral ham yaqinlashuvchi bo’lib.

Jf(x)dxE Jg(x)dx

bo'ladi.
I-natija. Agar /i(v),/2( x / n(x) funksiyalarning har biri [a, +) oraliqda

berilgan bo’lib, |fk{x)dx (*=1,2 n) integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u
holda
jle/,(x)+c22(x)+...+cjn
integral yaqinlashuvchi bo’lib,
+> 40 0
Jh/iW + ... +c,/,(x)}& =cl \f(x)dx +.. +cenjl,(x)<&

bo'ladi.

5) Agar Vxe [a, +co) uchun /(x)<g(x) tengsizlik o’rinli bo’lib, \f{x)dx
va j g(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

f(x)dx < Jgi{x)dx
a a
bo’ladi.
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Yuqorida keltirilgan 2- 5- xossalaming isboti xosmas integral va uning
yaqinlashuvchiligi ta’riflaridan bevosita kelib chiqadi.

O'rta qiymat haqidagi teorema. f(x) va g(x) funksiyalar /a, +<) oraliqda
berilgan bo’lsin. f(x) funksiya shu oraliqda chegaralangan, ya’ni shunday m va
M o’zgarmas sonlar mavjudki, Vx e /a, +10) uchun

m<f(x)< M
bo'lib, g(x) funksiya esa [a, +< da o’z ishorasini o’zgartirmasin. ya'ni
Vx 6 /"u,+oc) uchunhar doim g(x)> 0 yoki g(x)<O0 bo’lsin.

6) Agar {f(x)g(x)dx va Jg(x)c/r integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

shunday o’zgarmas /1 (m </J <M) son topildiki,

J/x)g{x)dx =fjJg{x)dx (15.6)

tenglik o ’rinli bo'ladi.
<Yugqorida keltirilgan g(x) funksiya [a. +co) oraligda manfiy bo’lmasin:
g(x)> 0 (Vxe [a, tcc)). Uholda
m g (x)"/(x)g(x)< Mg(x)
bo’lib, unda esa (Riman integralining tegishli xossasiga ko’ra)

/u/lg(x)dx <]{f(x)g(x)dx <JI-/|g{x)dx bo'lishini topamiz. Keyingi, tengsizliklarda
t —+00 da limitga o ’tsak,
m\g(x)dx 5 J/(x)g(x)tifx < M\g{x)dx (15.7)
ekanligi kelib chiqadi. Ikki holni qaraylik:
a) jg(x)t/x=0 bo’lsin. U holda \|f{x)g{x)dx =0 bo’lib, bunda /v deb

m< y< M tengsizliklami qanoatlantiruvchi ixtiyoriy sonni olish mumkin.

b) j g{x)cix >0 bo'lsin. Bu holda (15.7) tengsizliklardan

bo’lishi kelib chiqadi. Agar

J/(x)g(x>&

\g(x)dx
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deb olsak, unda
\f(x)g(x)dx =" \g{x)cLx

bo'ladi.

[a, +<) oraliqda g(x)< o bo’lganda (15.6) formula xuddi shunga o’xshash
isbotlanadi. »

13u 6 - xossa o'rta qiymat haqidagi teorema deb ham yuritiladi.

4" Xosmas integrullarni hisoblash. Ushbu

J=jf{x)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsin. Uni hisoblash masalasini qaraymiz.

1) Nyuton-Leybnits formulasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya fa,+ <n)
oraligda uzluksiz bo'lsin. Ma’lumki, bu holda f{x) funksiya shu oraliqda ¢{x)
{@'(x)=1/(.v), xe [a, +ccj) boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi. x  +oc da
~(x) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bu limitni ~(x) boshlang'ich

funksiyaning +oo dagi qiymati deb qabul qilamiz, ya’ni

lim ¢(x)= (+co).

Xosmas integral ta’rifi hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib
quyidagini topamiz:
\f(x)dx = lim | f{x)dx = lim \[p{)-p{a)\ =
(15.8)

=p(+10)-p(a)=p{x\a*

Bu esa yuqoridagi kelishuvga ko’ra boshlang'ich funksiyaga ega bo’lgan
/(x) funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi o ’rinli
bo’lishini ko’rsatadi.

15.4-misol. Ushbu

7 1..1,
1— Sitn-ax
2 X X

xosmas integral hisoblansin.

2
<Ravshanki, /(x)=-"-sm - funksgpp o\raliqda uzluksiz bo’lib,
X X J

uning boshlang’ich funksiyasi ~(x)=cos- bo’ladi. Demak, (15.8) formulaga
X

ko'ra
[ T | f~
sm  cx—cos— =1>
2 X X X
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Ba'zan berilgan | f{x)dx xosmas integral o'zgaruvchilarni almashtirib yoki

bo’laklab integrallash natijasida hisoblanadi.
2) Bo'laklab integrallash usuli. u(x) va v(x) funksiyalarning har biri

la, +cc) oraliqda berilgan hamda uzluksiz «’(*) va v'(ic) hosilalarga ega bo’lsin.
Agar Jv(x)(/m(x) integral yaqinlashuvchi hamda ushbu

lim u(t)=u(+co), lim v(/)=v(+o00)
l-y-Kc¢

Z-»+x
limitlar mavjud va chekli bo’lsa, u holda ju(x)dv(x) integral yaqinlashuvchi
bo’lib,

JNWREIKMAT - 12w (x) (159
bo’ladi.

Haqiqatdan ham 1-qism, 9-bob, 10-§ da keltirilgan formulaga ko’ra

Lu(x)clv(x)= u(t)v(.r)'n- j v(x)du(x)= [«(/)v(f)-«(f)v(f1)]
(15 10)

“lv(x)du(x)
bo’lib, bu tenglikda /* +oo da limitga o’tib. quyidagini topamiz:

lim _] u(x)dv(x)= lim [u(z)v(/)-u(a)v(a)\— lim Jvi(x)du(x)-
a 1 'Xa

Shartga ko’ra fv(X)¢M(X) integral yaqinlashuvchi hamda [lim [w(/))v(/)-
a
z/(ti)v(ti)] limit mavjud va chekli ekanligini e’tiborga olsak, unda (15.10)

munosabatdan  Jw(x)r/v(x) integralning yaqinlashuvchiligi hamda (15.9)

formulaning o ’rinli bo’lishi kelib chiqadi.
15.5-ntisol. Qo’yidagi

Jxe-'"rfx
u
integralni hisoblansin.

<Agar m(x)=X, dv(x)=e~xdx deyilsa, unda z/(x)v(x)|*c=x"""]j* =

, X
= lim (-xe'r)=0, fv(x)du(x)= - le~xcix=- 1 bo’lib, (15.9) formulaga ko’ra
a 0
{i/(x)dv(x)= \xe~xdx =-xe~*lo - j(-e't)lx=1
a (8] (o]
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bo’ladi. Demak,

\xe~xdx= 1>
(o)

2-eslutma. Yuqoridagi (15.9) formulani keltirib chiqarishda | v(x)du(x)

integralning yaqinlashuvchiligi hamda lyl;m u(t)v(t) limitning mavjud va chekii
t-*+x

bo’lishi talab etiladi.
Agar Jw(.v)e/v(x), JV(X)Ji<(v) integrallaming yaqinlashuvchiligi hamda

lim u(t)v(t) limitning mavjud va chekii bo’lishi kabi uchta faktdan istalgan
ikkitasi o’rinli bo’lsa, u holda ularning uchinchisi hamda (15.9) formula o’rinli
bo’ladi.

3) O'zgaruvchilarni almashtirish usuli. Quyidagi
J =j/(x)dx

integralni qaraylik. Bu integralda x = <p(z) deylik, bunda ip(z) funksiya quyidagi
shartlarni bajarsin:

a) (o(z) funksiya [a, +w) oraliqda berilgan, ~'(z) hosilaga ega va bu hosila
uzluksiz;

b) <p(-) funksiya/a,+00j oraliqda qat’iy o’suvchi;

v) (p(a) =a, p(tco)= lim tp(z)=+<n bo’lsin.

U holda J/(*(z))-"'(z)d!z integral yaqinlashuvchi bo’lsa, unda |f{x)dx ham

yaqinlashuvchi va

Jf(x)dx=1/W z)). (15.11)
u a
bo’ladi.
4 Ixtiyoriy z (a <z< +00) nuqtani olib. unga mos (p{z)=1¢ nuqtani topamiz.

[a, /] oraliqda 1-qism, 9-bob, 2-§ da keltirilgan formulaga ko’ra
f(x)dx =lfi<p{z))<p'{z)dz
a a

bo'ladi. Bu munosabatda /-> +oc da (bunga z="_I(/)-++o00) limitga o’tib

quyidagini topamiz:

litnjf(x)dx =]f(<p(z)y <p'@d.
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Bu esa If(x)dx integralning yaqinlashuvchiligini hamda (15.11) formula-
ning o’rinli bo’lishini ko'rsatadi. »
3-eslatma. Jf{x)dx yaqinlashuvchi bo’lsin. Bu integralda

w=<plz)
bo’lib, bu funksiya yuqoridagi shartlarni bajarsin. U holda

integral ham yaqinlashuvchi bo’lib,

Jf(x)dx=lf(<p(z))<p'z)dz

bo’ladi.
15.6-misol. Ushbu

r/5./2;

integral hisoblansin.

Ravshanki. bu integral yaqinlashuvchi. Uni hisoblaylik. Avvalo bu integral

Ic=- almashish qilamiz. Natijada
w72
tsd+—v 'y I
bo’lib, (15.12) va (15.13) tengliklardan
j =iJ L uldx
211+ x4
bo’lishi kelib chiqadi. Keyingi integralda
Y ry[?~+4
x = n— =y
b'e

almashtirishni bajarib, quyidagini topamiz:

1 dy 1 . n
2i2V WMUEVD L.

Demak.
[14x2 V2!
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2-§. Chegaralanmaganfunksiyaning xosmas integrallari
/. Funksiyaning maxsus nugqtasi. X ¢ R to’plamda berilgan f{x)
funksiya va x0a R nuqtaning ushbu

Ub@co) = {x€ R: x0-§ <x <x0+S; x » x0} (§>0)

atrofini qaraylik.

4-tarif Agar f(x) funksiya Us{xa)r\X to’plamda chegaralanmagan
bo’lsa, x0 nuqta f(x) funksiyaning maxsus nuqtasi deyiladi.

Masalan,

D f(x)=— funksiya (a<x<g) uchun x =e maxsus nuqta;
6- X

2) f(x)= —*— funksiya (@ <x<e) uchun x =a maxsus nuqta;
xX-a

3) f(x)~ r *—, funksiya (xeR|{-\,0. 1}) uchun x=-1, x=0, x=1
A* - U

maxsus nuqtalar bo'ladi.

2° Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi. f(x)
funksiya /[a, e) yarim integralda berilgan bo’lib, x =e nuqta uning maxsus
nuqtasi bo’lsin. Bu funksiya [« a) yarim integralning istalgan [«, /] qismida

(a <t <¢) integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki,
\f(x)dx
integral / o’zgaruvchiga bog'liq bo’ladi:
F(t)=\f(x)dx.

5-ta'rif. Agar [—6—0 da F(x) funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit
chegaralanmagan f(x) funksiyaning /[a, e) oraliq bo’yicha xosmas integrali

deyiladi va

J/to *

kabi belgilanadi:
ff(x)dx = lim F(x)= lim \f{x)dx. (15.14)
a 1-%6-0 1-45-0a

Agar t-*6-0 da F(x) funksiyaning limiti mavjud va chekii bo’lsa, (15.14)
xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar t-*e-o0 da /*(x) funksiyaning limiti cheksiz yoki F(x) funksiyaning
limiti mavjud bo'lmasa, (15.14) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu

1 dx
oVl-x 2
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xosmas integral (X =1 maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo'ladi. chunki

lim £, +— = lim (arcsint)!= lim arcsinl- —
VI-Jr2 '-10 /-1-0 2
va demak.
[ dx n

(a, tf] da berilgan f(x) funksiyaning (x =a maxsus nuqta), (a, a) da
berilgan f(x) funksiyaning (x =a, X =e maxsus nuqtalar) xosmas integrallari

va ularning yaqinlashuvchiligi (uzoqlashuvchiligi) yuqoridagi kabi ta’riflanadi:
« a

j/ ®<Zy= lim <~@)= lim ff(x)dx,
a I-*a+o t-»a*ot
Jf(x)dx= S_l%n_o<p{t,s)=j_,£lemoJf(X)dx-
t-+a+to i-+a+ol

Masalan. ushbu
rdx
IT*

xosmas integral (X =0 maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki

dx
lim‘~= lim2(-y[i)=2
Jim i~ MW( yli)
va demak,
1~ -,
0o VX
15.7-misol. Ushbu
. % dx , € dx , X
I1=17 Y  42=50 w («>0)
(x-af »(e-x1t

<fa W fp’k'dYa

a(x-of i™atot(x-a)a
Aytaylik, a = 1 boMsin. Bu holda
lim f — = Ilim [In(x-a)l =co
1-*a+0'X —a  1-10+o
bo’ladi.
Aytaylik, a ~ 1bo’lsin. Bu holda
lim f- — = lim —— = lim -——-- fle- ay1" - - x)1"]
(x-a) \-a /-.HO 1- O-
bo’ladi. Bu limit 0 <a < 1 bo’lganda chekii, @ > 1 bo’lganda cheksiz bo’ladi.
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Shunday qilib,

*— A _ A
J )o’V-a)y (~210)
xosmas integral a <I boMganda yaqinlashuvchi, «>1 bo’lganda uzoqlashuvchi
bo'ladi.

Xuddi shunga o'xshash ko’rsatish mumkinki,

JIB - x)
xosmas integral a <I bo’lganda yaqinlashuvchi, @ >1 bo’lganda uzoqlashuvchi
bo’ladi.
Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali haqidagi bu tushunchalarni
1-§ da keltirilgan cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral tushunchalari bilan
solishtirib, ularning o'xshashligini va bu xosmas integrallarni bitta nuqtai
nazaridan, ya'ni

i/w *
integralda:
1) f(x) funksiyaning [a, «) oraliq berilgan bo’lib, bunda a- chekii nuqta, e-
chekli yoki +oo;
2) f(x) funksiya ixtiyori [a, /] da integrallanuvchi, bunda fg [a, e) deb

qarash mumkinligini ko'ramiz. Bu hoi chegaralanmagan funksiyaning xosmas

integrali haqidagi keyingi tushuncha va tasdiqlami keltirish bilan kifoyalanish
imkonini beradi.

3° Xosmas integrallaming yaqinlashuvchiligi. Integralning ahsolyut
vaqinlashuvchiligi. Aytaylik, f{x) funksiya /[a, 6) oraligda berilgan bo’lib, @
nuqta /(x ) funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lIsin.

6-teorema. Faraz qilaylik, ¥xe [a, 6) da f(x)>0 bo’lsin. Bu funksiyaning

[a, ¢) oraliq bo’yicha xosmas integrali

1f(x)dx
ning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun,
F(t)=\f{x)dx (a<t<e)
funksiyaning yuqoridan chegaralangan, ya’ni
BCe R V/¢ [a8): \f(x)dx<C

bo’lishi zarur va yetarli.
7-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar[tf, 6) oraligda berilgan (e maxsus
nuqta) bo’lib. Vxe [a. 6) da
0<f(x)<g(x)

bo’lsin.
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Agar j g(x)dx yaqinlashuvchi bo"Isa, jf(x)dx ham yaqinlashuvchi, agar
a a

Jf(x)dx uzoqlashuvchi bo’lsa, | g{x)c/x ham uzoqlashuvchi bo’ladi.

15.8-misol. Ushbu

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
<Ravshanki, integral ostidagi funksiya
I x cosx
xX)=W ~x~0
bo'ladi. Ayni paytda, Vxe/0, |) da

|

n ) W"x 0_4

tengsizlik bajariladi. Ma’lumki, g(x)=— -—- funksiyaning integrali
(1-X)4

00-X)4
yaqinlashuvchi. Unda 7-teorcmaga ko’ra berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi
bo’ladi. >
8-teorema. (Koshi teoremusi). Ushbu

Jf{x)dx (e maxsus nuqta)

xosmas integralning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun
V>0, 3(5>0. V//*, 6-8 <t'<e, 6-S <[ <e:

J/(x)dx<s

bo’lishi zarur va yetarli.
Avytaylik, /(x) funksiya [a, 8) oraliqda berilgan, 6 nuqta funksiyaning

maxsus nuqtasi bo’lib,
Jf(x)cix

uning xosmas integrali bo’lsin. Bu integral bilan bir qatorda

xosmas integralni qaraymiz.
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9-leorema. Agar

I1/M -fc

integral yaqinlashuvchi bo'Isa. u holda

Jf(x)dx

integral ham yaqinlashuvchi bo’ladi.
6-ta'rif. Agar

s

integral yaqinlashuvchi bo'lsa. | f{x)dx absolyut yaqinlashuvchi integral deyiladi.
a

6

8
Agar jf(x)dx yaqinlashuvchi bo’lib, ||f(x\dx uzoqlashuvchi bo’lsa.
a a

jf(x)dx shartli yaqinlashuvchi integral deyiladi.

4& Yaqinlashuvchi xosmas integrallaming xossalari. Chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali ham cheksiz oraliq bo’yicha integrali xossalari kabi
xossalarga ega. Ularni keltirishni hamda isbotlashni o ’quvchiga havola ctamiz.

5° Xosmas integrallarni hisoblash. f(x) funksiya [a, ) da berilgan. 6 esa

shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lsin. Bu funksiyaning xosmas integrali
J =]f(x)dx

yaqinlashuvchi, uni hisoblash talab etilsin.

1) Nyuton-Leybnits formulas!. Faraz qilaylik, /(x) funksiya [a, 6) dz
uzluksiz bo’lsin. Ma’lumki, bu holda f(x) funksiya shu oraliqda
dix) {@'{x) =f{x), xe [a, 6)) boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi, ->e-0 da
¢(x) funksiyaning limiti mavjud va chekii bo’lsa, bu limitni ¢h(x) boshlang’ich
funksiyaning 6 nuqtasidagi qiymati deb qabul qilamiz:

lim (x)=b(s).
Xosmas integral ta'rifi hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib
quyidagini topamiz:

JUIIX\b = lim }A*)dx :13)‘;’0(@[0- B<)=D{6)-D(a) = D{x\] *

Bu esa, yuqoridagi kelishuv asosida, boshlang’ich funksiyaga ega bo’lgan
funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulas! o’rinli bo’lishini
ko’rsatadi.



Berilgan xosmas integral o’zgaruvchilarni almashtirib yoki bo’laklab
integral lash natijasida hisoblanishi mumkin.

2) Bo laklab integrallash usuli. u(x) va v(x) funksiyalarning har biri [a. a)
da berilgan bo’lib, shu oraliqda uzluksiz u'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo’lsin. &

nuqta esa v(x) m'(.v) hamda «(x) v'(x) funksiyalarning maxsus nuqtalari.
Agar JV(X)7//(A) integral yaqinlashuvchi hamda ushbu

lim z/(/)v(z)

limit mavjud va chekii bo’lsa, u holda Ju(x)dv(x) integral yaqinlashuvchi bo"lib,

jux)dv(x)=mx)vx)® - j v(x)du(x) (15.15)

bo’ladi, bunda
w(e)v(e)= lim u(l)v(l)
15.9-misol. Ushbu

(x + DrA:
« JI *-1)2

integralni qaraylik. Agar u(x) =x +1, dv(x)= dx deb olsak, unda

Jvx)"W(X)=j 3(x-1 )31tx=- (x- 1)3
o 0
bo’lib, (15.15) formulaga ko’ra

j5<4/u(*)alj17Fu.r 3 -

Ux +1>& 21

bo’ladi. Demak,

3-eslatma. Yuqoridagi (15.15) formulani keltirib chiqarishda | v(x)du(x)

integralning yaqinlashuvchiligi hamda [lim [*<(/)» v(/)] limitning mavjud va chekii
1->6-0
bo'lishi talab etiladi.
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Agar ju(x)dv(x). jv(x)t/zv(x) integrallaming yagqinlashuvchiligi hamda

lim [</(/)» v(/)] limitning mavjud va chekii bo’lishi kabi uchta faktdan istalgan

ikkitasi o'rinli bo’lsa, unda ularning uchinchisi hamda (15.15) formula o'rinli
bo’ladi.

3) O'zgaruvchilarni almashtirish usuli. f(x) funksiya [a, ¢) da berilgan, e

esa shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo'lsin. Quyidagi

j/ (4 fr
xosmas integralni qaraylik. Bu integralda x = <pfz) deylik, bunda (p{z) funksiya
fa, P) oraligda y/(z)>0 hosilaga ega va u uzluksiz hamda (p(a)=a, <p(/?)=e,

[fp(GP)= lim <p(z)). Agar | f{cp{Pj)-(p'{z)dz integral yaqinlashuvchi bo’lsa,

(tﬂ(/f) . ‘

holda j f(x)dx integral ham yaqinlashuvchi bo’lib,

1f(x)dx=\f((p(z))(p\z)d:
bo’ladi.

4-eslatma. Aytaylik, “f(x)dx integral yaqinlashuvchi bo'lsin. Bu integralda

P
X =<pfz) bo’lib, u yuqoridagi shartlarni bajarsin. U holda Jf{(p(z)) <p'(z)dz integral

ham yaqinlashuvchi bo’lib,

l(x)dx =\f((p(z])<plz)dz

bo’ladi.
15.10-misol. Ushbu

y=f — -
o(\+xy[x
integralda x =(p(:) =z 2 almashtirish bajaramiz. Ravshanki, bu x =22 funksiya
(0, 17 oraligda x'=2z>0 hosilaga ega va u uzluksiz hamda ~(0)=0, ~(1)= 1.

Integralni hisoblaymiz:



3-§. Mothint misollar
Ushbu paragrafda ikkita xosmas integrallaming yaqinlashuvchilikka
tekshiramiz. Bu integrallar kelgusida juda ahamiyatli bo’lib, ulardan ko’p
masalalarni echishda foydalaniladi.
15.11-misol. Ushbu

V, = \x a-'e-*dx
o
xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

Ravshanki, ¥V, cheksiz oraliq bo'yicha xosmas integral. Ayni paytda, a <1
bo’lganda x =0 nuqta integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lgani
sababi ./, chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali ham bo’ladi.

Bu integralni quyidagicha

iV W x =}x-'e-'dx +*\xa'e xdx

0 0 1
yozib olamiz. So’ng tenglikning o’ng tomonidagi integrallaming har birini
alohida-alohida yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Integrallaming birinchisi

Jjxaie'dx
o
da integral ostidagi funksiya uchun

e x
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Ma’lumki,

0x
integral \-a<a ya’ni a>0 da yaqinlashuvchi bo’ladi. Unda 7-teoremadan
foydalanib
\xa 'e'dx
0
ning a >0 da yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz.
Ravshanki,
O -* L0+1
lim ¥ =H» —- =0
X2
Bu holda
+X +50 J
1 1JI
xosmas integrallar bir vaqtda yo yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo’ladi.
Ma’lumki,

*7 dx



yaqinlashuvchi. Demak,

*\xu-xe xdx
I
xosmas integral ixtiyoriy @ jumladan @>0 dayaqinlashuvi bo’ladi.
Shunday qilib, berilgan

*fxa~le~xdx
0
xosmas integral a>0 bo'lgandayaqinlashuvchi bo’ladi>
1S.12-ntisoL Ushbu

J2=\xa-'(l-xy 'dx
0

xosmas integral yaqinlashuchilikka tekshirilsin.

<Integral ostidagi funksiya uchun

1) a<1,e>1bo’lganda x =0 maxsus nuqta;

2)a>1,e<1bo’lganda x = 1 maxsus nuqta;

3) o<1, B<Ibo’lganda x =0, x =1 maxsus nuqtalar bo’ladi.

Berilgan xosmas integralni yaqinlashuvchilikka tekshirish uchun
quyidagicha yozib olamiz:

Jx'-'O -xY'dx =]xa-'(\-xy~'dx +\x01(1- xY'dx.
0 0 1

2

Ravshanki,

Iw(l-x)" 1=1, limx" 1= 1.

x—=0 r-»l
U holda
-0 X0-1 -1 (l1-xT
bo'lib, 9-teoremaga ko’ra
y2 y2
j x1”1(1-x)n 'dx bilan "xa'xlx,
0 0
hamda

x" '(I-x)" I bilan J(1-x)e Icfc
2 X

uni

xosmas integrallar bir vaqtda yaqinlashuvchi bo’ladi, yoki uzoqlashuvchi bo’ladi.

Ma’lumki, a > 0 bo’lganda
A%
\x 0 'dx
0

xosmas integral yaqinlashuvchi, e > 0 bo’lganda
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K M ”I*
\%
xosmas integral yaqinlashuvchi. Demak,

A
a>0 bo’lganda | x0-1(1-x)e dx integral,

e>0 bo’lganda jx" '(1-x)t kx integral yaginlashuvchi bo’ladi.

%
Shunday qilib,
jv-'0 -xrI»
0
xosmas integral a >0, « >0 bo’lganda yaqinlashuvchi.
Mashglar
15.13. Ushbu
J=j ~~2~
X'+ X+ 1

xosmas integralning yaqinlashuvchiligi ko’rsatilsin, qiymati topilsin.

15.14. Ushbu

2(*> &

integral uchun yaqinlashuvchilik teoremalari keltirilsin.
15.15. Aytaylik, Vxe6 /a+co) da /(x)> 0, g(x)>0 funksiyalar uchun

- fix) .
lim ){:K bo’lsin. Agar:
glx

1) k <t+cc va {g(x)dx yaqinlashuvchi bo’Isa, Jf{x)dx ham yaqinla-
shuvchi;

2) k>0 va jg(x)dx uzoqlashuvchi bo’lsa, Jf{x)dx ham uzoqlashuvchi
bo’lishi isbotlansin.

15.16. Yuqoridagi 15.15-masala shartida 0 <£ <+oo bo’lganda | f(x)dx va

jg(x)dx xosmas integrallar bir vaqtda yoki yaqinlashuvchi yoki

uzoqlashuvchi bo’lishi isbotlansin.
15.17. Aytaylik. /(x) funksiya [a, +00) oraliqda berilgan bo’lib. uning ixtiyoriy

[a. /] qismida (a <I <+o0) integrallanuvchi bo’lsin. Agar x -> +oo da
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/m -. 4 i * o)
bo’lsa, u holda
JfW
a
xosmas integral a>| bo'lganda yaqinlashuvchi, a<| bo’lganda
uzoqlashuvchi bo'lishi ko ’rsatilsin.

15.18. Ushbu

N osinx

X

xosmas integral

a) a>1 bo'lganda absolyut yaqinlashuvchi;

b) 0 <s <1 bo'lganda shartli yaqinlashuvchi;

v) a <0 bo'lganda uzoqlashuvchi bo’lishi isbotlansin.

15.19. Agar f(x) funksiya (-co,+tgc) oraligda berilgan bo’lib,

(_l;'(rolog( x)dx *)

mavjud bo'lsa. u holda |/(x)afr xosmas integralning yaqinlashuvchi ham

bo'lishi, uzoqlashuvchi ham bo’lishi ko’rsatilsin.

(Odatda (*) limit chekii bo’lganda Jf{x)dx xosmas integral bosh qiymat

ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib, V.p. j f(x)dx kabi belgilanadi).

163



16-BOB
Paramctrga bog'liq integrallar

Ushbu bobda ko'p o’zgaruvchili funksiyaning bitta o'zgaruvchisi bo'yicha
integralini qaraymiz.

f(x\,x2,....xm) funksiya biror M a Rm to'plamda berilgan bo’lsin. Bu
funksiyaning bitta ¥ER(F =12 m) o'zgaruvchisidan boshqa barcha
o’zgaruvchilarini o'zgarmas deb hisoblasak, /(*,,x2 xm) funksiya bitta xk
o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan funksiyaga aylanadi. Uning shu o’zgaruvchi
bo’yicha integrali (agar u mavjud bo’lsa), ravshanki, x1,x2.... x* [ x*tl xm

larga bog’liq bo'ladi. Sunday integrallar parametrga bog’liq integrallar
tushunchasiga olib keladi.

Soddalik uchun ikki o’zgaruvchili f(x,y) funksiyaning bitta o’zgaruvchi
bo’yicha integralini o’rganamiz. Bunda f{x.y) funksiyaning y o’zgaruvchisi

bo’yicha limiti va unga intilishi xarakteri muhim rol o’ynaydi.

I-§. Limitfunksiya. Tekisyaqiniashish.
Limitfunksiyaning uzluksizligi

f{x.y) funksiya M ="x.y)e R2: a<x<e. >-e £ ¢ /?} to'plamda berilgan,

esa £ ¢ R to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

x o’zgaruvchining /a,e| oraligdan olingan har bir tayin qiymatida f{x,y)
funksiya y ninggina funksiyasiga aylanadi. Agar y 0 da bu funksiyaning
limiti mavjud bo'lsa, ravshanki, y limit x o’zgaruvchining [a,e] oraliqdan
olingan qiymatiga bog’liq bo’ladi:

lim f(x,y)=<p(x,yQ=(p{x).

V~*Vu
Bu (p{x) funksiya f{x.y) funksiyaning y  y0 dagi limit funksiyasi
deyiladi. Bu quyidagini anglatadi: Ve>0, B&>=17J(e,x)>0, bo’lgan

Vyet. f(x,y)-<p(x)<e.

I-ta'rif M to'plamda berilgan f{x,y) funksiyaning y  y” dagi limit
funksiyasi <p(x) bo'lsin. V£->0 olinganda ham shunday ” = n'(6)>0 topilsaki,
jy'-y-ol <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi VyeE va Vxg[c/,6-] uchun

f(x,y)-<p(x|<£
bo’lsa, f{x,y) funksiya limit funksiya (p{x) ga [a 6] da tekis yaqinlashadi
deyiladi.

Aks holda, yami V5>0 olinganda ham shunday fo>0, xo0€[o,B] va
Ij;, —y0j< S tengsizlikni ganoatlantiruvchi y, e £ topilsaki. ushbu

Ne o.>i)-*oh5o
tengsizlik o’rinli bo’lsa, f(x,y) funksiya <p(X) ga notekis yaqinlashadi deyiladi.
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16. I-niisol. M ="-x,_v)g K2: 0<x <I, O<y <u-} to’plamda berilgan ushbu
S(x.y)=xsiny
funksiyaning y 0 =~ nuqtada limit funksiyasi topilsin va unga tekis yaqiniashish
ko’rsatilsin.

4 Ravshanki, y-> y0=" bo’lganda f(x,y)= xsiny funksiyaning limiti
~ x gateng bo’ladi. Demak, <p{x)=~ x .

V>0 sonni olaylik. Agar 8 =e desak, u holda <& tengsizlikni

ganoatlantirgan Vy va Vxe [Q 1] uchun

V3

W .y)-M = XSiny---x _\X\smy~~y —p Siny -sin <f
tengsizliklar bajariladi. 1-ta’rifga ko’ra ~ ->y da berilgan f{x,y) =xsiny

funksiya limit funksiya ¢ (x)=—x ga tekis yaqinlashadi. »

Endi f(x,y) funksiyaning limit funksiyaga ega bo’lishi va unga tekis
yaqinlashishi haqidagi teoremani keltiramiz.

f{x,y) funksiya J/= {x,>)c R2: a<x<e, yekx] to’plamda berilgan
bo’lib. esa Ea R to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

[-teorenw. f(x,y) funksiya y ->y0 da limit funksiya ~(x) ga ega bo’lishi
va unga tekis yaqinlashishi uchun V/; >0 olinganda ham, shunday 8 ="(£)> 0
topilib | _y->-0|<5, \y'-y0\<8 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi Vy.y'eE
hamda Vxe /g el uchun

Vx.)- flxy)< £ (16.1)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

<ZarurligL f\X,y) funksiya y  y0 da <p(x) limit funksiyaga ega bo’lib,

unga [a 6] da tekis yaqinlashsin. Ta’rifga ko’ra, Vf >0 olinganda ham, " ga
ko’ra shunday &8 =" (f)>o0 topildiki, |y-y 0l<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi

VyeE hamda Vxeffl.e] wuchun |f{x,y)-<p{x\<” bo’ladi. Jumladan

W'~Vol<o  Iff{x,y")-<p{x\ <* bo’ladi. Natijada

Vix>y)-f[IXy )MV (X'y)-<p(xb\fU.y")-<p(x}<£

bo’lib, undan (16.1) shartning bajarilishini topamiz.
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YetarliligL Teorcmadagi (16.1) shart bajarilsin. U holda x o'zgamvchining
[ti.e] oraligda olingan har bir tayin qiymatida f{x,y) funksiya y
[zgaruvchininggina funksiyasi bo’lib, Vf>o0 olinganda ham. shunday
S =<'(£)>0 topiladiki, |_y-j/0]<5. \y'- 30| << tengsizliklarni qanoatlantiruvchi
Vy.y'e E uchun

Vix.y)-f(x.y"\<s (16.2)
bo’ladi. Funksiya limitining mavjudligi haqidagi Koshi teoremasiga asosan
(qaralsin, 1-qism, 4-bob, 6-§) y -» y0 da f{x,y) funksiya limitga ega bo’ladi.
Ravshanki, bu limit tayinlangan x (xe [a, ej) ga bog’liq. Demak,

&gwf(x,y) =<p(x).

Shu bilan y y0da f(x,y) funksiya (p{x) limit funksiyaga ega bo'lishi
ko’rsatildi.

Endi y o’zgaruvchini y -y @<S§ tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatda
layinlab, (16.2) tengsizlikda y’ yo da limitga o’tsak, u holda

fix.y)-<p{x]<£
hosil bo'ladi. Bu esa y —yo da f(x,y) funksiyaning (p(x) limit funksiyaga [«, n/
da tekis yaqinlashishini bildiradi. »

Endi limit funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremani keltiraylik. Bu
teoremadan kelgusida ko’p foydalanamiz.

2-teorema. Agar f{x,y) funksiya y o’zgaruvchining £ to’plamdan olingan
har bir qiymatida. x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida, /@, 6] oraligda uzluksiz
bo’lsa va y ->yo da f(x,y) funksiya (p{x) limit funksiyaga [a,c] da tekis
yaqinlashsa, u holda (p{x) funksiya [<7,6] da uzluksiz bo'ladi.

<yo ga intiladigan {y,} ketma-ketlikni olaylik (y,, e E, n=1,2....). Shartga
ko’ra har bir y,, (uw=1,2,...) da /(x,y,) funksiya x o’zgaruvchining /[a.a]
oraliqdagi uzluksiz funksiyasi bo’ladi. Demak, {/(x,y,)} funksional ketma-
ketlikning har bir hadi /a, 6]/ oraligda uzluksiz.

Teoremaning ikkinchi shartiga ko’ra Vf>0 olinganda ham, shunday
S = <2(£+)>0 topiladiki, Vxe \a,e| uchun

|Y" ¥Yo| <5 =>\f(x-y)-4>(x\ <e (>'e™) (16 3>
bo’ladi.

y,—>y0o dan yuqorida olingan ~=5(f)>0 ga ko’ra shunday nO0&N
topiladiki, ¥n>n0 uchun l|y,, - y0|< < bo’ladi. U holda, (16.3) ga asosan, Vf >0
olinganda ham shunday n0e N topiladiki, >nQva Vx e [a,«] uchun

x>y, )-<p(Ad<s
bo’ladi. Bu esa {/(x,y,)} funksional ketma-ketlik ~(x) ga [o,c] da tekis
yaqinlashuvchiligini bildiradi. 14-bob. 3-§ da keltirilgan 6-teoremaga asosan (p{x)
funksiya [a, 6] oraliqda uzluksizdir. »
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2-§. Parametrga bog 4iq integrallar
f{x,y) funksiya
J/={(x,>)e R2: xe fa.6] ye Ed R)
to'plamda berilgan bo'lib. y o'zgamvchining E to’plamdan olingan har bir tayin
qiymatida /(v.v) 1 o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [o.e\ oraliqda

integrallanuvchi, ya'ni
M(x.y)dx

integral mavjud bo'lsin. Ravshanki, bu integralning qiymati olingan y ga bog'liq
bo'ladi:

<b(y)=]f{x,y)dx. (16.4)

Odatda (16.4) parametrga bog'liq integral, y o’zgaruvchi esa parametr
deyiladi.

Ushbu paragrafda parametrga bog’liq (16.4) integralning (®(>-)-
funksiyaning) funksional xossalarini o’rganamiz.

/". Integral belgisi ostida limitga o tish. f(x.y) funksiya M ="x,y)e R2:
.xefa.cj ye Ed /?}to'plamda berilgan bo'lib, y0 nuqta E to’plamning limit
nuqtasi bo’lsin.

3-teorema. J\x,y) funksiya y ning E to’plamdan olingan har bir tayin
qiymatida x ning funksiyasi sifatida [a,e] oraliqda uzluksiz bo’lsin. Agar f{x,y)
funksiya y -> y0 da <p(x) limit funksiyaga ega bo’lsa va unga tekis yaqinlashsa. u
holda

lim {f(x, y)dx =] <p(x)dx (16.5)
a a
bo’ladi.
4 Shartga ko'ra /(x.y) funksiya y ->y0 da <p(x) limit funksiyaga ega va
unga tekis yaqinlashadi. Demak. Vf> 0 olinganda ham. shunday S=5(f)>0

topiladiki, jy->'0oj<d ni qanoatlantiruvchi Vye £ va Vxefa.e] uchun

V(x,y)-<pix]<—
6 -a
bo'ladi.

Ikkinchi tomondan. 2-teoremaga asosan. <pfx) funksiya la.e| oraligda
uzluksiz bo'ladi. Demak, bu funksiyaning integrali “<p(x)dx mavjud.
Natijada
fix.y)dx-\(p{x)dx <\\f{x.y)-<p{x}dx<"~\dx =s

bo'lib, undan
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lim [/(x, v)zy= \(p(x)dx
y-*Va a
ckanligi kelib chiqadi. »
(16.5) munosabatni quyidagicha

lim [f{x,y)dx =][ lim /(x,>)<&
V-*Voa J

ham yozish mumkin. Bu esa integral belgisi ostida limitga o’tish mumkinligini
ko'rsatadi.

2 . Integralning parametr bo yicha uzluksizligi.
4-teorema. Agar f(x,y) funksiya
M=jX,v)e R2: xe [a el ye [cd]

to’plamda uzluksiz bo’lsa, u holda

<b{y)=]f(x.y)dx

funksiya [c, d) oraligda uzluksiz bo'ladi.

<Ixtiyoriy y0Oe/[c,d\ nuqtani olaylik. Shartga ko’ra f(x,y) funksiya M
to'plamda (to'g’ri to’rtburchakda) uzluksiz. Kantor teoremasiga ko’ra bu funksiya
M to’plamda tekis uzluksiz bo'ladi. Unda V>0 olinganda ham, shunday
S =£(f)> o topiladiki,

tengsizlikni qanoatlantiruvchi V(x,y)e M, V(x,y0)e M uchun
\f(x>y)~/(x.VJI <£

bo'ladi. Bu esa f(x,y) funksiya y ->y0 da f(x,y0) limit funksiyaga tekis
yaqinlashishini bildiradi. U holda 3-teorcmaga asosan

lim @ (y)= lim \f(x,y)dx =]{ lim /(x,,-)U = ]f(x,y0)dx=»(>-,)

V-*yo V>V<a wV-"Zc. J a

(Vyoe[c,"D

bo’ladi. Demak, ® (y) funksiya y 0 nuqtada uzluksiz. »

i Integralni parametr boyicha differensiallash. Endi parametrga bog’liq
integralni parametr bo’yicha differensiallashni qaraymiz.
5-teorema. f{x,y) funksiya

S4=1\x,y)e RIl: xe[a.Bl y g [c, <]}
to’plamda berilgan va y o’zgaruvchining [c,d] oraligdan olingan har bir tayin
giymatida X o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a.e| oraligda uzluksiz bo’lsin.
Agar f(x.y) funksiya M to’plamda f'y(x,y) xususiy hosilaga ega bo’lib, u
uzluksiz bo’lsa, u holda ® (y) funksiya ham /¢, d] oraligda ®'"y) hosilaga ega va
ushbu

®b)=)fy{x.y)dx

168



munosabat [Jrinlidir.
4 Shartga ko’ra f(x,y) funksiya x o’zgaruvchisi bo’yicha /[q 6/ oraliqgda

uzluksiz. Binobarin,

My) =]ftx.y)dx

integral mavjud.

Endi VyOe[c,t/] nuqtani olib. unga shunday Jy(dy>0) orttirma beraylikki,
y0+&yefc,d\ bo'lsin. ¢ (y) funksiyaning v0 nuqtadagi orttirmasini topib, ushbu
DCYo+ Ay)-® (y0)=j/(x.Yo+byVAx.Vo)"

Ay Ay
tenglikni hosil qilamiz. Lagranj teoremasi (1-qism, 6-bob, 6-§) ga ko’ra

Ay
bo’ladi, bunda 0 < V< 1.
Natijada
® N HAS)O ()| f(x N HN = ]f N v
N4 ' a a

+3[/,'(-*.Yo+ Vby)- /;(ar,>-0)]:
bo’lib, undan esa
D Xpo+e ¥y ) - <
> ° (16.7)
<j0j(y. A& =4 13, Jly)- (e-ti)
bo’lishini topamiz, bunda co(fy4Ay)- f'y(x,y) funksiyaning uzluksizlik moduli.

Modomiki, f’y{x,y) funksiya M to'plamda uzluksiz ekan, unda Kantor

teoremasiga ko’ra bu funksiya shu to'plamda tekis uzluksiz bo’ladi. U holda 1I-
qism, 5-bob, 9-§ da, keltirilgan teoremaga asosan

lim (d\f'txy)=0
J>'-»0

bo’ladi.
(16.7) munosabatdan
A ®60+A )-d(y,)=] ( »
4v->0 Oy N-

bo’lishi kelib chigadi. Demak,

D '(yo)=?/;kYo>&.
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Qaralayotgan yc nuqta \c.(J| oraligning ixtiyoriy nuqtasi bo'lganligini
e'tiborga olsak. unda keyingi tenglik teoremaning isbotlanganligini ko'rsatadi. »
(16.6) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

dx
al<ly
Bu esa differensiallash amalini integral belgisi ostida o'tkazish mumkinligini
ko'rsatadi.
Isbot etilgan bu 5-teorema Leybnits qoidasi deb ataladi.
4" Integralni parametr bo'yvicha integrallash. f{x.y) funksiya

M=\x,y)el? :xe \a 6] ye [c. <]} to'plamda berilgan va shu to'plamda uzluksiz

bo'lsin. U holda 4-teoremaga ko'ra

<%)=1/(*.V

funksiya [c,d] oraligda uzluksiz bo'ladi. Binobarin bu funksiyaning /[c,d] oraliq
bo'yicha integrali mavjud.
Demak. f(x.y) funksiya M to'plamda uzluksiz bo'lsa. u holda parametrga

bog'liq integralni parametr bo’yicha [c, d] oraliqda integrallash mumkin:

J<¢mdy=1J }rtx,y)dxUy.

c cla J
Bu tenglikning o'ng tomonida f{x,y) funksiyani avval x o'zgaruvchi
bo'yicha [z, 6/ oraliqda integrallab (bunda y ni o'zgarmas hisoblab), so'ng
natijani [c. d] oraliqda integrallanadi.
Ba’zan f(x,y) funksiya M to'plamda uzluksiz bo'lgan holda bu funksiyani
avval y o'zgaruvchisi bo'yicha [c. d] oraliqda integrallab (bunda x ni o'zgarmas
hisoblab), so'ng hosil bo'lgan x o'zgamvchining funksiyasini /[a.e| oraliqda

integrallash qulay bo'ladi. Natijada ushbu

f \f{x.y)dxUy, f \f{x,y)dylix
J

cla J ale
integrallar hosil bo'ladi. Bu integrallar bir-biriga tcng bo’ladimi degan savol
tug'iladi. Bu savolga quyidagi teoremajavob beradi.
6-teorema. Agar f(x,y) funksiya M = {(x,y)e=R7: x e [a,;5}, yelc,d\\ to'p-
lamda uzluksiz bo'lsa. u holda
j (s X efj !

V(. yllx kv= f \f{x.y)dy
\a

c J alc

bo’ladi.
< V/6 [c.d] nuqtani olib, quyidagi



integrallarni qaraylik. Bu <p(/), funksiyalarning hosilalarini hisoblaymiz.
<X>{y)=\f(x,y)dx funksiya [c,6/] oraligda uzluksiz bo'lgani sababli 1-qism,

9-bob, 6-§ da keltirilgan 9-teoremaga asosan

7>'(")= -® « U J x M (16.8)

bo’ladi.
f(x,y) funksiya M to'plamda uzluksiz. Yana usha 1l-qism. 9-bob, 6-§ dagi
teoremaga ko’ra
(! Vo_ .
\f{x,y)dy  =f(x,1) (x o'zgarmas)
JI

bo'ladi. Demak, | f(x,y)dy funksiyaning M =|x,/)g RIl: xe[a,8\ /e[c, 1/]} to’p-

lamdagi / bo’yicha xususiy hosilasi f{x,/) ga tcng va demak, uzluksiz. U holda
5-teoremaga muvofiq

n"= \[\f(x.y)dy\ix =)\"\f{x,y)d>\dx =)f(x.t)dx (16.9)
J a i

ave ‘e J/ it

bo’ladi.
(16.8) va (16.9) munosabatlardan

PO=4'(1)=]f(x,0)dt

bo’lishi kelib chiqdi. Demak,
(p(t)sy/(t) +C, (C = const).
Ayni paytda t=c bo’lganda (p{c)=\f/{c)=0 bo’lib, undan C =0 bo’lishini
topamiz. Demak, (p{t)=[i/{i) bo’ladi. Xususan, /=d bo’lganda (p{d)=4(d)=0
bo’lib, u teoremani isbotlaydi. »

16.2-misol. Parametrga bog’liq integralni parametr bo’yicha integrallashdan
foydalanib, ushbu

W«
A= dx (0<a<e)
o Inx
integral hisoblansin.
<Ravshanki, (x > O)
jxydy="

nx
bo'ladi. Demak,



Integral ostidagi f(x,y) =xy funksiya M ="x,y)b» R2: xe [O.1} y € [a <§]}

to'plamda uzluksizdir. U holda 6-teoremaga ko’ra

-Z1
A=\ \xydx dy
uVo
bo’ladi. Ravshanki.
\xydx =— .
1 v+
Unda A= bo’ladi. Demak,
ay+i «+1
o /nx a+l

5° Chegaralari ham parametrga bog'liq integrallar. f{x,y) funksiya
/V/={(x.y"e. me[q,06], yejc.d]} to’plamda berilgan. » o’zgaruvchining
M 1 oraligdan olingan har bir tayin qiymatida f(x,y) funksiya x
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [ti.e] oraliqda integrallanuvchi bo’lsin.

x =ot(y). x =/j(y) funksiyalarning har biri [c. </] da berilgan va Vye[c.c/]

uchun ushbu

a<a(y)<P(y)<e (16.9)
tengsizlikni qanoatlantirsin.
Ravshanki, ushbu
P(y)
a0)
integral mavjud, ¥y o’zgaruvchi (parametr)ga bog’liqdir:
P(y)
Fy)= \f{x,y)dx . (16.10)
«()
7-teorema. f(x,y) funksiya M = Rl:xe[a @, ye [c,<]} to'plamda

uzluksiz, a(y) va p(y) funksiyalarning har biri \c,d| da uzluksiz va ular (16.9)

shaitni qanoatlantirsin. U holda
P(y)
F(y)= \f(x.y)dx

a(y)
funksiya ham [c, d] oraliqda uzluksiz bo’ladi.

<Vy0e lc.d| nuqtani olib, unga shunday [y ([y > O) orttirma beraylikki,
Y+ Iy e l¢,d | bo’lsin. U holda

Pbu+sy) Pbo)
F(t'o+ A>')y- F(V*)=  \f{xy<>+by)dx- \f {xy0)dx =
a(Yo*by) a(¥o)
Pp0) PVa*&y) <qarry
= W{x.Vo+6y)~f{x,yO)\h + 1/(x.Yo +ty)dK - \f{x,y0+Ay)dx (16.11)
<36 P(Yo) a(¥o)
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bo'ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi qo’shiluvchilarni baholaymiz.

f{x,y) funksiya M to'plamda uzluksiz, demak. Kantor teoremasiga asosan,
tekis uzluksiz bo'ladi. U holda Hy->0 da f{x,yQ+ty) funksiya o'z limit
funksiyasi f(x.y0) ga tekis yaqinlashadi va 16.3-teoremaga ko'ra

/> bl PYo)

lim \[f(x,y0+ Ay)- f(x,y0)ix={ lim[/"(*,y0+Ay)-f(x,y0)}Jx=0(16.J2)

bo'ladi.
(16.11) munosabatdagi
Pho+*) «(zu’-Az)
ey ot AV e votavie
pGo) a(o)
integrallar uchun quy idagi bahoga egamiz:
Jipo*y)
\f(x,yO0+ty)dx "M O/I(y0+by)-p{y(], (16.13)
PVa)
“(Zu]"./@
Lf(x,y0+by)dx » » qeCYO+ AV)-« (Y O)b»
“()

bunda MO =sup\f(x,yX (x,y)ell}.
Shartga ko’ra a(y), p{y) funksiyalarning har biri [c, </] da uzluksiz. Demak,
/lm [a(y0+ Ay)- «(yo)]=0,
A°r . . X f/6./4,
Zlé%\ﬁ{yQ Ay)-y9(y0)]=0.
Yuqoridagi (16.12), (16.13) va (16.14) munosabatlarni e’tiborga olib, (16.11)
tenglikda Ay -> 0 da limitga o’tsak, unda
gg[t‘(g[F(YO +Ay/)-F(y0)1=0
bo’lishi kelib chiqadi. Demak, /*'(>') funksiya W>0 ¢ [c,r/] da uzluksiz. »
8-teorema. f{x,y) funksiya M ="x,y)zR1: x¢g [a.e” .yG [c,<]} to’plamda
uzluksiz, f'y{x,y) xususiy hosilaga ega va u uzluksiz, «(y), y?(y) funksiyalar esa

a'(>"), P'(}') hosilalarga ega hamda ular (16.9) shartni qanoatlantirsin. U holda

y
I'fy)= \fix,y)dx
«bl
funksiya [c.d\ oraliqda F'{y) hosilaga ega va

Py)
rbh (b . M +Pb) f(fib).y)~"b)-fbbly)
*0)
bo'ladi.

<VyOg[c. ] nuqtani olib, unga shunday Ay (Ay-<0) orttirma beraylikki,
y0+ Vya [c, cl] bo’lsin.
(16.11) munosabatdan foydalanib quyidagini topamiz:
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FO. +AybPb'.) = “'/(x " +M z/fcZo)a +

by al ) A
"(Xo-Ay) (e r/6/5>
+ — If(x-Ya+by)dx - — {/(x,20+]1>'K
" A ai0)

Jly -> 0 da
/(x,3/0+ A y)-/(x,y0)

oy
funksiya o’z limit funksiyasi /J] x,y 0) ga [«, e] oraliqda tekis yaqinlashadi. (Unda

Y / fetih/ M g = r/d/«;
00'0) A «(5s)
bo’ladi.
Endi
P(yy+by) a(y»+\y)
j/(x.Yo+by)dx, {/(x."o +A Lr
AUo) «>.)

integrallarga o’rta qiymat haqidagi teoremani qo’llab (qaralsin, 1-qism, 9-bob, 5-
§), ushbu
(>0 #AvV)
{/(x.Yo + Ay)eZx =/(x"',y 0+ Qy) [/?2(y0+ Ay)-/i(y0)],
P(Va)
"> “Ay)
J/(x,y0+ Ay>A =/(x".y0+ Ay) [«Cv0O+ Ay)- or(y0)]
«Go)
tengliklarni hosil qilamiz, bunda x' nuqta P(yO0\P (y0+by) nuqtalar orasida, x’

esa «(y0),«(y,, + Ay) nuqtalar orasida joylashgan.
/(x.y) funksiyaning M to’plamda uzluksizligini, a(y) va y2(y')

funksiyalarning esa [c,d\| oraliqda hosilaga ega bo lishini e’tiborga olsak, u holda

i Pa'hy)
. . + = 7
s Sy O b= fim, Ay 67
—/(P(VOYO P b 0
1o«(>'0 tAy)
lim — f/(x,yn+AyWv = lim ngA A o
Ay L] Ay)" 0N mpp © OF)

=/(a(Yo0).Yo)«'0'o>
ckanligi kelib chiqadi.
Yuqoridagi (16.15) munosabatda, Iy -> 0 da limitga o ’tib, (16.16) va (16.17)
tengliklarni e’tiborga olib ushhuni topamiz:

ffa tAy)T/0'0) =,) f;(x,ylhdx+/(/>(YIY0) Pb 0)-

Jy—»0
\4 «(Zo)

-/(«(Yo0).Yo)«"'(Yo)
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Demak,
Pb»)

fibo)= fiPbbho)' P b o)- /MY o mlo)a'(Vo)
“(Yu)
Modomiki, »0 nuqta [c,</] oraligdagi ixtiyoriy nuqta ekan, u holda

Vy 6 [c.J] uchun

0
F'O =1 M-p)" fipy)-M 1)-1(«(1).1) (>
a(y)
bo’lishi ravshandir. »

3-§. Parametrga bog4iq xosmas integrallar. Integrallaming tekis
yaginlashishi
I". Parametrga bog'liq xosmas integral tushunchasi. f{x,y) funksiya

M = {(x.y)6 R2 xe [o.+0c), ye £ ¢ /?} to’plamda berilgan. So’ng y o’zgaruv-
chining £ to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida /(x.y) X o’zgaruvchining

funksiyasi sifatida [a. + oo) oraliq bo’yicha integrallanuvchi, ya ni
f/(x.y)dx (yefct)

xosmas integral mavjud va chekii bo’lsin. Bu integral y ning qiymatiga
bog’liqdir:
J(y)=jf(x.y)ch. (16.18)

(16.18) integral parametrga bog’liq cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral
deb ataladi.

/(x.y) funksiya /V/, = {(x.y)e R2: xe [a.6), ye £ ¢ /?} to’plamda berilgan.
So’ng yo’zgaruvchining £to’plamdan olingan har bir tayinqiymatida  f(x.y)
ni  xo’zgaruvchiningfunksiyasi sifatida qaralganda uninguchun x =< maxsus

nuqta bo’lsin va bu funksiya [a, 8) oraliqda integrallanuvchi, ya’ni,
\f(x.y)dx (ye£c £)
xosmas integral mavjud bo’lsin. Ravshanki, bu integral y ning qiymatiga bog’liq:
10 -U XK yK (1619)

(16.19) integral parametrga bog'liq, chegaralanmagan funksiyaning xosmas
integrali deb ataladi.

Masalan, 15-bobning 1-§ ida qaralgan
J(«)=j "~ (a>0, « >0)
aX

integral, shu bobning 5-§ ida qaralgan
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(x-af "[(e-xjr

integrallar, 15-bobning 9-§ da qaralgan

ri{a)="xa-"e xdx
0
integrallar parametrga bog’liq xosmas integrallardir.

Bu crda ham asosiy masalalardan biri - f{x.y) funksiyaning funksional
xossalariga kcvra. (16.18), (16.19) paramelrlariga bog'liq xosmas integrallarning
funksional xossalarini o'rganishdir.

Parametrlarga bog’liq xosmas integrallami o’rganishda integrating tekis
yaqinlashishi tushunchas muhim rol o’ynaydi.

2° Integralning tekis yaqinlashishi. f(x,y) funksiya M ={(x,y)e RI:
:xe[a,+ qo), yZEc”R) to’plamda berilgan. y o’zgaruvchining E to'plamdan
olingan bar bir tayin qiymatida f{x.y) x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida
[a, + 00) da integrallanuvchi bo’lsin.

Cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral ta’rifiga ko'ra ixtiyoriy /[a./] da

(<?</< +co)

F(Ey)=\f{x,y)dx (16.20)
integral mavjud va
V()= 1f(x.p)dx = Un F(t. %), (16.21)

Shunday qilib, (16.20) va (16.21) integrallar bilananiqlanganF{t.y) va
J(y)funksiyalarga ega bo’lamiz va J{y) funksiya F(t.y) funksiyaning ¢-> +o0
dagi limit funksiyasi bo’ladi.

S-tarif Agar /->+cc da F{t,y) funksiya o’z limit funksiyasi j(y) ga E

to’plamda tekis yaqinlashsa,

J(y)= \fix.y)dx

integral E to’plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
6-ta'rif. Agar /-> +co da F(t,y) funksiya o’z limit funksiya J(y) ga E da

notekis yaqinlashsa,

integral E to’plamda notekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
Ravshanki, Jf(x,y)dx integral E to’plamda tekis yaqginlashuvchi bo’Isa, u

shu to’plamda yaqinlashuvchi bo’ladi.
Shunday qilib,



\'f(x,y)dx
integralning E to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishi quyidagini anglatadi:
1) \f(.xy)dx xosmas integral y o’zgaruvchining E to'plamdan olingan bar

bir tayin qiymatida yaqinlashuvchi;
2) V>0 olinganda ham, shunday 8 = <2(£m)>0 topiladiki, V/> <5 va Vy;e £

uchun

\f(x,y)dx <£
1
bo'ladi.
I integral E to’plamda yaqinlashuvchi, ammo u shu to'plamda
notekis yaqinlashuvchi degani quyidagini anglatadi:
1) Jf(x,y)dx xosmas integral y o’zgaruvchining £ to’plamdan olingan har

bir tayin qiymatida yaqinlashuvchi;
2) V<5>0 olinganda ham, shunday s0>0, yOeE va /, > 8 tengsizlikni

qanoatlantiruvchi Z e [a, +o0) topiladiki.

\f(x,y0)dx

bo’ladi.
16.3-misol. Ushbu

J{y) =jye~xydx (y e £ =(0.+ 00))

0
integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
<Bu holda

F(t,y)= 8ye~xdx =\-e~ly (0</<+o00)
o
bo’lib, y o’zgaruvchining £ = (0, + oo) to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida
lim F(t,>*= lim (1- e~y)=1
—»>4TO I—*+<i0

bo’ladi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va

J(y)= jye Xdx =\
0
bo’ladi.
Endi berilgan integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Aytaylik,
y e £ = (0, + 00)
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bo’lsin. Ixtiyoriy katta musbat <3 sonni olaylik. Agar £- y [><§ tengsizlikni

qanoatlantiradigan ixtiyoriy A va v0=— deb olsak, u holda

>0 ‘Wodx =e-""ya =e-"'>- =6,
#
bo’ladi. Bu esa

J(y)= Tye~xux

0
integral £ =(0,+ oo) da notekis yaqinlashuvchi ekanini bildiradi.
Endi ye £'= [c,+co)c E bo’lsin, bunda c- ixtiyoriy musbat son. Unda
Vf>0 olinganda ham (0<e<1 S =-In— deyilsa. 'it>5 va VyE€ [c,+ 00)
C £
uchun

EJX: «—In—
jlye™dx - e~ =e f 1=¢

bo’ladi. Demak.

J(y)=jye’ydx
0
integral E'= [c, +o00) da (¢ >O0) tekis yaqinlashuvchi. »

Biz ko'rdikki. parametrga bog’liq xosmas integral
J{y)="\nx.y)dx (16.18)

ning £ to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishi. /->>+oo da E(t,y) funksiyani
limit funksiya ./(y) ga (y-e E) tekis yaqinlashishidan iboral.

Ushbu bobning 1-§ ida y -+y0 da f(x,y) funksiya limit funksiya (p(x) ga
tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartini ifodalovchi 1-teoremani
keltirdik. Bu teoremadan foydalanib, (16.18) integralning tekis yaqinlashuvchi
bo’lishining zaruriy va yetarli sharti kcltiriladi.

f(x,y) funksiya M ="x,y)e R2: xe [a,+00), ye E c /<! to’plamda beril-
gan. ¥ o’zgaruvchining £ to’plamdan olingan har bir tayin gqiymatida f(x,y) x

o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a, +o0) da integrallanuvchi, ya’ni

J(y)="f(x.y)dx (16.18)

xosmas integral mavjud bo’lsin.
7-ta'nf. Agar Vf>0 olinganda ham y ga bog’liq bo’lmagan shunday
8 = £(£)> 0 topilsaki, '>8, t">8 ni qanoatlantiruvchi i¢'j"” va iy e E uchun



tengsizlik bajarilsa, (16.18) xosmas integral £ to’plamda fundamental integral
deb ataladi.

10-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu J{y)~ "f(x,y)dx integralning E to’p-

lamda tekis yaqinlashuvchi bo'lishi uchun uning £ to’plamda fundamental
bo’lishi zarur va yetarli.

Quyida biz integralning tekis yaqinlashuvchiligini ta’minlaydigan, ko’pincha
qo’llaniladigan alomatlarni keltiramiz.

Veyershtrass ulomati. 1{&xvy) funksiya
i="x,y)e R2:xe[a,+cc),ye Ed K} to’plamda berilgan, y o’zgaruvchining £
to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida f(x,y) funksiya x o’zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,+co) da integrallanuvchi bo’lsin. Agar shunday (p(x)
funksiya (Vx e [, + co)) topilsaki,

1) Vx € [a, +00) va Vye E uchun < (p{x) bo’Isa;

2) j <p(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda

A v)="\f{*-y)dx

integral £ to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

<Shartga ko’ra jtp(x)dx yaqinlashuvchi. Unda 15-bobning 2-§ ida
keltirilgan 4-teoremaga asosan, V £>0 olinganda ham, shunday S =S(e)>0
topiladiki, Vt">8 bo’lganda \gg(x)ak <f bo’ladi. Ikkinchi tomondan.
I) shartdan foydalanib quyidagini topamiz:

Jf(x,y)dx <\\f(x,y]dx 5 f<p{x)dx. (1< /%))
Demak,

\f(x.y)dx <E m
I

Bu esa “f(x,y)dx xosmas integralning £ to’plamda fundamental

ekanini bildiradi. Yuqoridagi 10-teoremaga asosan jf(x,y)dx integral

£ to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
16.4-misol. Ushbu

f— dx (yeE =(- 0o,+cc))
0 1+
integralni tekis yaqinlashuvligi ko ’rsatilsin.
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Agar (p(x) funksiya sifatida <p{x)= olinsa, u holda
I+X"

1) Vxe [O,+cc)va Vye (- 0o, + 00) uchun

lcosxy
=7>(*);
1+ X 1+ X
2)  j(pclx=j — integral yagqinlashuvchi (qaralsin, 15-bob, 1-§)

o o "Nt
bo’ladi. Demak, Veyershtrass alomatiga ko’ra berilgan integral £ = (-co, +00) da
tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. »
Integralning  tekis  yaqinlashuvchiligini  aniqlashda qo’l keladigan
alomatlardan -Abel va Dirixle alomatlarini isbotsiz. keltiramiz.

Abel alomati. f(x,y) va g(x,y) funksiyalar 4 ="x,j-)e R2:xg[o, + co),
,ye E ¢ /?} to’plamda berilgan. y o’zgaruvchining E to'plamdan olingan har bir
tayin qiymatida g(x,y) funksiya x ning funksiyasi sifatida [[], +cc) da monoton
funksiya bo’lsin.

Agar

T /W k

integral E to’plamda tekis yaqinlashuvchi va V (x,y)e JI/ uchun |g(x,y)|<C
(C =co/is/) bo’lsa, u holda

I/(x-ykiwty
integral E to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
16.5-misoL Ushbu

f Sm~e-xydx (ye £ = [0,+ 00))
o X
integralni tekis yaqinlashuvchiligi ko rsatilsin.
Agar

(*Y)y=— ., g(*yhe”

deb olinsa, Abel alomati shartlari bajariladi. Haqiqatdan ham. jf(x.y)dx tekis
o
yaqinlashuvchi:

7/(x.>>=17—

o o X 2
g(x,y) =e~¥* esa y ning £ = [a,+ co) dan olingan har bir tayin qiymatida x ning
kamayuvchi funksiyasi va Vxe [0 +00), Vye £[=0,+00) uchun |g(x,_y) <1
bo’ladi. Demak, berilgan integral Abel alomatiga ko’ra £ =[O, + cc) da tekis

yaqinlashuvchi. »
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Dirixle alomati. f(x.y) va g(x.v) funksiyalar M to’plamda berilgan. Agar
V/>a hamda ¥y € £ uchun

<c (c=const)

bo’lsa va o’zgaruvchining E dan olingan har bir tayin qiymatida, x->+o0o0 da

g(x,y) funksiya o’z limit funksiyasi ~(y)= 0 ga tekis yaqinlashsa, u holda

(x.y)g(x.y)dx

integral E da tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
16.6-misol. Ushbu

(y€£ =[L2D

o
integralning tekis yaqinlashuvchiligi ko'rsatilsin.
+Agar
S(x.y)=sinxy, g(x.y)=—
X

deyilsa, unua V/>0, Vye[l,2] uchun
n t
!f(xy)dx j sin xydx oS <9

bo’ladi. x —>+co da g(x,y)=- funksiya E to’plamda nolga tekis yaqinlashadi:
X

g(x.y)=-->0.
X

Demak, berilgan integral Dirixle alomatiga ko’ra [l, 2] da tekis
yaqinlashuvchidir. »

Chegaralanmagan funksiya xosmas integralning tekis (notekis)
yaqinlashuvchiligi tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi.

f(x.y) funksiya M =jj(x,y)e R1: x e [a.c), ye E ¢ R) to’plamda berilgan.
V o’zgaruvchining E dan olingan har bir tayin qiymatida f{x,y) ni x
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun x =e maxsus nuqta
bo’lsin va bu funksiya [1,6) da integrallanuvchi bo’lsin. Chegaralanmagan

funksiya xosmas integral! ta’rifiga ko’ra ixtiyoriy /a. /] da (1 </<8g)

e\(*V)=\4x>y)<b

integral mavjud va

JWy)=\f(x,y)dx= lim F*ty) (/6.22)

a
bo’ladi. Demak, </,(y) funksiya Fl(¢.y) funksiyaning /-» e-0 dagi limiti

funksiyasi.
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8-tarif Agar /->«-0 da Fx{t,y) funksiya o'z limit funksiyasi 7,(v) ga E

to'plamda tekis yaqinlashsa,

Mfix.y)dx

integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
9-ta'rif Agar / —>e-0 da F"t.y) funksiya o'z limit funksiyasi 7,(y) ga E

to’plamda notekis yaqinlashsa.
Jf(x.y)dx

integral £ to’plamda notekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
Bu ta’riflami “f-tT 'orqali bayon ctishni o’quvchiga havola etamiz.
10-ta'rif Agar \/c>0 olinganda ham. shunday S=5(f)>0 topilsaki,
G- 5 <i'<e, e-5 <t"<e bo'lgan V/,/* larva V>'€ £ uchun

\f(x,y)dx <E
tengsizlik bajarilsa, (16.22) integral £ to'plamda fundamental integral deb ataladi.

11-teoremu. "f(x,y)dx integralning £ to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’li-

shi uchun uning £ to’plamda fundamental bo'lishi zarur va yetarli.

4-§. Tekisyaqinlashuvchi parametrga
hog 'ligxosmas integrallarning xossalari

/". Integral belgisi ostida limit o't'ish. f{x,y) funksiya M ="x,y)e R2:
.*xe[a, +co), ye EczR} to’plamda berilgan. y0 nuqta £ to’plamning limit nuqtasi
bo’lsin.

12-teorema. f{x,y) funksiya

1) ¥ o'zgaruvchining £ dan olingan har bir tayin qiymatida x o’zgaruvchi-
ning funksiyasi sifatida /a, + «) da uzluksiz;

2) y V v da ixtiyoriy [a,/] (a <t <+oo0) oraliqda <p(x) limit funksiyaga tekis
yaqinlashuvchi bo’lsin. Agarda

7(>-)= jf(x.y)dx

integral £ to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lsin, u holda y-+y0 da 70)
funksiya limitga ega va
lim JO )= lim ff{x,y)dx = \<p(x)dx
Y *Yo 2 »
bo’ladi.
"Teoremaning 1) va 2) shartlari hamda ushbu bobning 1-§ idagi 2-teore-
madan (p(x) limit funksiyaning [a, + 00) da uzluksiz bo’lishi kelib chigadi. Demak,

(p{x) funksiya har bir chekli [o0./] (a <t <+o00) oraliqda integrallanuvchi.
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(p(x) ni [1, + co) da integrallanuvchi ekanligini ko’ rsataylik.

Teoremaning shaiiiga ko’ra
J{y)=~U(x.y)dx

integral £ da tekis yaqinlashuvchi. Unda 10-teoremaga asosan. V e>0 olinganda
ham, shunday 5 =5(e)> 0 topiladiki, t'>8, I' >8 bo'lgan larva VyeFE

uchun
14*.y)dx (16.23)

bo'ladi. f{x,y) funksiyaga qo’yilgan shartlar 2-§ da keltirilgan 3-teorema shart-
larining bajarilishini ta’minlaydi. (16.23) tenglikda y y0da limitga o’tib quyi-

dagini topamiz:
\<p(x)dx < £ «

Bundan esa p(x) ning [a + 0o) da integrallanuvchi bo’lishi kelib chigadi (15-
bob, 2-§).
Endi

\f(x.y)dx- \(p(x)dx
ayirmani quyidagicha yozib,

\f(x,y)dx- \<p(x)dx \{nx.y)-<p{x)\tx-'\f{x.y)J.x-

<p{x)dx z W fix.y)- vix]dx + 1ff{x,y)dx (16.24)
+j (a <t <+00)
tengsizliknms o'n, —---- bir Slo-shiluvchini bahoh”;,,

Jf(x,y)dx integral £ da tekis yaqinlashuvchi. Demak, -v_s q 0jjngan(j,,
ham shunday <§ = &§/(f) > 0 topiladiki, barcha ¢t >8¢ va Vye £ uchun
Wffx.y)dx % (16.25)
bo’ladi.
j (p{x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi. Demak, yuqoridagi V>0
olinganda ham shunday 8e =<®(£:)>0 topiladiki, barcha /> 82 uchun
| <p(r)dx < LE (16.26)
bo'ladi.
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Agar SO- max{St,S2} deb olinsa, barcha />S50 uchun (16.25) va (16.26)
tengsizliklar bir yo’la bajariladi. y  y0 da f(x,y) funksiya (p(x) limit
funksiyaga har bir [ti,/] (jumladan ¢ >S0) da tekis yaqinlashuvchi. Demak, V>0
olinganda  ham, shunday S'>0 topiladiki, \yn- y0|<S’' tengsizlikni

ganoatlantiruvchi y e E va V.xe [a,0] uchun

(1627)
bo’ladi. Natijada (16.24), (16.25), (16.26) va (16.27) tengsizliklarga ko’ra
\/(x,y)dx- \<p(x)dx <€
bo’ladi. Bu esa
lim ff(x,y)dx = \<p{x)dx (16.28)

bo’lishini bildiradi. »
(16.28)limit munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:
lim \f(x,y)dx= j fiim
V-+¥o a a \V->Vo )
Bu esa 12-teoremaning shartlari bajarilganda parametrga bog’lig xosmas
integrallarda ham integral belgisi ostida limitga o’tish mumkinligini ko’rsatadi.
2°. Integra/laming parametr bo'yicha wuzluksizligi. f(x,y) funksiya
M - "x,y)e R': xe[a, +00), yelc, j]} to'plamda berilgan.
14-teorema. f{x,y) funksiya M to’plamda uzluksiz va

Jiy)= \flx,y)dx

integral [c cl] da tekis yaqinlashuvchi bo'lsin. U holda j{}') funksiya [c,d]
oraliqda uzluksiz bo’ladi.

<f(x,y) funksiyaning M to’plamda uzluksizligidan, avvalo bu funksiya y
o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida * ning uzluksiz funksiyasi bo'lishi kelib
chiqadi. Shu bilan birga f{x,y) funksiya M, ={(x.y)e R2:xe [a I\ ye [c ¢/}
(a </ <+o00) to’plamda ham uzluksiz, demak, shu to'plamda tekis uzluksiz bo’ladi.

VyOe[c,t/] nuqtani olaylik. y -» >0 da f(x,y) funksiya /(x,>0) limit funk-
siyaga [ti.z] da tekis yaqinlashadi. Agar teoremaning ikkinchi shartini e’tiborga
olsak, u holda j(x,y) funksiya 12-teoremaning barcha shartlarini bajarishini

ko’ramiz. U holda 12-teoremaga asosan

lim J{y)= lim \f(x,y)dx= 1 f lim f(x,y)\dx =\f(x,y0)dx =j{y0)
V~*Vo VrVo a a \V-*V« J ”

bo’ladi. Bu esa j(y) funksiyaning [c,d| oraliqda uzluksiz ekanini bildiradi. »
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3" Integrallami parametr bo'yicha differensiullash. f{x.y) funksiya
M ="x,y)e R2: xe [1,+co0), ¥ e [c I} to’plamda berilgan.

16-teorema. f(x,y) funksiya M to’plamda uzluksiz, f>.{x,y) xususiy
hosilaga ega va u ham uzluksiz hamda y o'zgaruvchining [c,d] dan olingan har

bir tayin qiymatida
jb h'Jrtx.y)*
integral yaqinlashuvchi bo’lsin.

Agar I'fy(x,y)dx integral [c,d] da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda J{y)

funksiya ham [c, d| oraliqda J {) hosilaga ega bo’ladi va
J b )"\ fyixy)dx

munosabat o’rinlidir.

<VyOe [c,d| nuqtani olib, unga shunday ([;-> O) orttirma beraylikki,
y0+ Iy e [c, d\ bo’lsin.
j{y) funksiyaning 0 nuqtadagi orttirmasini olib. ushbu
+ =7 /(-YYo4 Ay)- (16.29)
Ay » Ay
tenglikni hosil qilamiz. Endi (16.29) tenglikdagi integralda J{y-> 0 da integral
belgisi ostida limitga o’tish mumkinligini ko’rsatamiz.
Lagranj teoremasiga ko’ra
S(x.y<>+dy)-f{x.ya) = ten>) (1630)
Ay
bo’ladi, bunda 0<g<|.
Shunga ko’ra /y(x,y) funksiya M, ="x,y)e R2: xela,t\ y e [c,1/]} to’p-
lamda uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda V£ >0 olinganda ham, shunday
5=8(e)>0 topiladiki, |x"-x'|<<i), |y "-y|1<$ tengsizliklarni qanoatlantiruvchi

ixtiyoriy (x',y)e hi,, (x",y")& M, nuqtalar uchun

bo’ladi. Agar x'=x"=x, y'=y0,y"'=yo+0 Ay deyilsa. unda |Iy| <S bo’lganda

\fy(x-Yo+0 by)-/1(XVo)I<f (Vxe [a,r])
bo’ladi. Yuqoridagi (16.30) tenglikdan foydalanib quyidagini topamiz:

Bu esa Jy->0 da * x,y°+ m-("x 'Vo) funksiya f'v(x,y0) limit funk-
Ry
siyaga tekis yaqinlashishini bildiradi.
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Teoremaning shartiga ko’ra
\f'yix,y)dx

tekis yaqinlashuvchi. Demak, V f>0 olinganda ham, shunday * ="'(i")>0
topiladiki, ¢'>5, I' >6 bo’lgan ixtiyoriy ¢',¢' va Vyc [c,d] uchun

\I,(x.yls <€

bo’ladi. Jumladan
\Ax'Vo +0(vy)clx < £

bo’ladi. (16.30) tenglikka asosan
fi(x.y(f A y)-/(n:.y0)<ix
AY
bo’ladi. Bu esa
T/("To+Ay)-/(x.y0)"
i Ay
integralning tekis yaqinlashuvchiligini bildiradi.
Natijada 12-teoremaga ko’ra
Hn j , I f I
Jy—=0 d Hy Jy-»0 Ay
tenglik o’rinli bo’ladi.
Yuqoridagi (16.29) tenglikda Jy -> 0 da limitga o’tamiz:
IIm X y 0+Ay)-/(a:,y,) =LmI /(Y Yo+ Ay)-/(x.y0)"
ay->o Ay Ny =o” Ay
(x,y0+Ay)-f(x,y0
— ¢ gm0V y)-f(x,y0)
J lay->o ny

= J/y(*.Yor-
Demak,
>'(yo)= j/; (x.y0)dx

Keyingi munosabatdan quyidagicha ham yozish mumkin:

Bu esa teorema shartlarida differcnsiallash amalini integral belgisi ostida o ’tkazish
mumkinligini ko rsatadi.
4°  /ntegrallarni parametr bo'yicha integrallash. f(x,y) funksiya

M = {(x,y)e R2: x 6 [0.+ 00), y G [c,t/]} to’plamda berilgan.
18-teorenw. Agar f(x,y) funksiya JI/ to’plamda uzluksiz va

J(y)= jT(x,y)c&
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integral /¢ d] oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda j{y) funksiya [c,d\

da integrallanuvchi va

< Z+toe X tx /</ X
V(v)dy =\ jf(x,y)dx dy—j \f(x,y)dy \dx
c cla / a \c )

bo'ladi.
* Teoremaning shartiaridan j{y) funksiya [c,d] oraligda uzluksiz bo’lishi
kelib chiqadi (qaralsin, 4-teorema). Demak, j(j') funksiya [c,1/] da

integrallanuvchi.
Endi

d { X 4-00/(Y

J \f{x.y)dx xu= f jf{x,y)dy dx

tenglikning o ’rinli bo’lishini ko ’rsatamiz.
Shartga ko’ra

J(y)= \Ax,y)dx

integral [c,d| da tekis yaqinlashuvchi. Demak, Vz-> 0 olinganda ham shunday
5 =8(e)> 0 topiladiki, /t> S va \/ye[c,d\ uchun

\f(x,y)dx < E (16.31)
bo’ladi. Mana shunday f bo’yicha
\f{x,y)dx dy
integralni quyidagicha yozamiz:
£ \fix.y)dx dy=j jf(x.y)dx dy+j j/(x,y)dx dy.
6-teoremaga asosan
i Vxy)dx dy =\ \f(x,p)dy \dx

bo’ladi. Natijada

X </Ztoo

j(y)dy =\\ \f{x,y)dy dx+\ \f{x,y)dx dy
bo’ladi. Yuqoridagi (16.31) munosabatni e’tiborga olib topamiz:
Jity)dy-\ \f(x,y)dy dx dy <s(d-c).
Bu esa

\J{y)dy=1Iw 1 Jf{x,y)dy dx= {N f{x,y)dy dx

alc / a \c
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ekanini bildiradi. Demak,

df @ +H/</ '
J \f(x.y)dx dy=\\\f{x,y)dy dx>
cloa a Ve

Endi f(x,y) funksiya AY2= {(x,_y)e R2: x € [a, + 00), >-g [¢, + cc)| to'plamda
berilgan bo’lsin.
19-teorema. f(x,y) funksiya M2 to'plamda uzluksiz va

If(x,y)dx, \fix,y)dy

integrallar mos ravishda [c,toc) va [« + <») da tekis yaqinlashuvchi bo'lsin.

Agar
MOZ-HX X N
' W{x VM kv (yoki |\ \\f(x,y\dy dx)
cla J al ¢ N
integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda
»» I» X -He/-H » X
I T/ (" eyx)' I fXK yk”* to-
il xc vy cXo Yy
integrallar yaqinlashuvchi va
+0CZ +X1 X +00/44» X
JIf/(*e>to to = M l/toytoj”-
bo’ladi.

Bu teoremaning isbotini o’quvchiga havola qilamiz.
16.7-misoL Ushbu

integral hisoblansin.
4 Bu xosmas integralning yaqinlashuchi bo’lishi 15-bobning 2-§ ida ko'rsa-
tilgan edi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz. Buning uchun quyidagi

j(a)=J ="\e ai— dx

0 X
parametrga bog’liq xosmas integralni qaraymiz.
Ravshanki,
1. *)= (/(0,«)=1)
X
funksiya

{x,a)e R2: xe[0,+co0), ae [O, ¢} ¢ >0}
to'plamda uzluksiz,
fo(x.a)=-e axsinx

xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiya. Quyidagi

Jfg{x,a)dx = - je"" sinxdx
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integral esa a>a(. (a0>0) da tekis yaqinlashuvchi. 16-teoremaga ko’ra

J'{o)= f (e ax SnX1 dx =—[ e~ksinxdx =-—-——
U X ), 1 1+«
bo’ladi (qaralsin, 1-qism, 8-bob, 2-§). Demak,
j(a)= -arctga 4-c.

0 =+co bo’lganda, j(+co0) =0 bo’lib, -~ +¢c =0 ya’ni ¢ =~ bo’ladi.
Demak,
7(tiy=—- arctga.
Bu tenglikda a -> 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:

limj(a)= —.
al_>0/() 5

Shunday qilib, j(0) = ya’ni j_ I S
5 X 2
/nx .
_cs nxd A
{ x 2

bo'ladi. »

5-§. Eyler integrallari

I". Betafunksiya va uning xossalari. Ma’lumki, ushbu
i

o
chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali >0, ¢>0 ya’ni

M = {(a,e)e R1: ae(0,+co), ee (O,+00)]

(16.32)

to’plamda yaqinlashuvchi (15-bob). Ayni paytda bu integral s va e parametrlarga

ham bog’liq.

I1-tarif. (16.32) integral beta funksiya yoki I tur Eyler integrali deb ataladi

va B(a,e) kabi belgilanadi, demak,

B(a,e)=\xa-'(\-xY~"dx.

(4]

Shunday qilib, B(a.e) funksiya R2 fazodagi M ="a,e)eR2:

ae(Q, too), eg (0,+go)} to’plamda berilgandir.
Endi B(a,e) funksiyaning xossalarini o’rganaylik.
1) (16.32) integral
Bia,e)=1x01(1-xY'dx

o

ixtiyoriy M = {(o,8)e R2. a g (a0,+00), e e (g0,+ 00)} (a0>0, e0> O) to’plamda

tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.



4 Berilgan integralnitekis yaqinlashuvchilikka tekshirish  uchun uni
quyidagicha

IV Il-x)] 1 =Jx"-1(1- x)" ¥Ix"-1(1- x)" 'k
0 0 1
2

yozib olamiz.
2

Ravshanki, a>0 bo'lganda |x “'dx integral yaqinlashuvchi, e>()
o

1
bo'lganda J(l1-x)6 '"“x integral yaqinlashuvchi.
2

2

Parametr a ning a>a0 (a0>o0) qiymatlari va Ve >0, Vxc ~0,~ uchun

xA'0 -x)8 1rx”-'0 -x)" 1rZx"""
bo’ladi. Veyershtrass alomatidan foydalanib,

jx-'0 -xX 'dk
0
integralning tekis yaqinlashuvchiligini topamiz.

Shuningdek, parametr ¢ ning e>60 (e0>0) gqiymatlari va V «>0,

Vxe —, 1, uchun
2)

xa '"(\-x)e I<xa "(x-\YuAd <2{\-xYn~{

bo’ladi va yana Veyershtrass alomatiga ko’ra - xY~ldx integralning tekis

yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.
I

Demak, jx""'(1 - x)” 'dx integral a>a0>0 va g>e0>0 bo'lganda, ya’ni
0

M0O="a,6)e R2: ae[a0,+00), ee[e0.+ co)}

to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. »

2) B(a,6) funksiya M ="a.e)& R2: n6(a0,+co), ec(e0,+00)} to’plamda
uzluksiz funksiyadir.

4 Haqiqatdan ham.

B(a, €)= jx"'"N - x)*¥"'A
0

integralning M Qto’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishidan va integral ostidagi

funksiyaning V(o,e)€vV/ da uzluksizligidan 15-teoremaga asosan B{a,e)

funksiya
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A/ - {((v.e)e R2: ae (O,+00), #2¢(0,+ 00)}
to’plamda uzluksiz bo’ladi. »
3) V(d7,<?€ M uchun B{a, 6)= B(e, a) bo’ladi.

1
<Darhaqiqat B(a,e)=|x 0-1(1- x)"” ldx integralda x = 1-/ almashtirish
0
bajarilsa, unda
A(a,e)= Jxa_I(1-x)s 'alx= = B(e,a)
o 0

bo’lishini topamiz. »
4) B(a,e) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

AN o N TE!
4 Haqiqatdan ham, (16.32) integralda x = ------- almashtirishbajarilsa, u holda

1+/
1 tco Z w1/ V-1 1, 0 <.

@ m AT gy Y 2 Loy

i

bo’ladi. »
Xususan, o=1-0 (0O<o <1) bo’lganda

B(a,l-a)=7 — =-? —
( / 0 1+1 sinan

bo’ladi (qaralsin; 17-bob). Keying! munosabatdan quyidagini topamiz:

5) V(o,0)e M' (m'= {(0,0)e R2: ae (O,+co), oe (l,+00)}) uchun
Bi{a e)- ——B(a.e- 1)
o+o-1

bo’ladi.
*4(16.32) integralni bo’laklab integrallaymiz:

5(o,e)=Ix"""(1-x)e 'olx =j(l -x)edt/f— =-—=x°(l-x)" I +

+oJxul—x)° 2dx=——x"(1-x)" 2x  (a>0, o>1)
a o a 0

Agar xa(l- xI' 2=xa-[1- (1- x)X1l-xI2=x°"'1-" 2-xfl-"(1- x)*'l
ekanligini e’tiborga olsak, u holda

Ix°(1 - xf 2dx=Jx" I(1- x)r2dx- Jx" 11-x)" Hx=B(a o0- 1)- B(a, o)
o o [}
bo’lib, natijada
B(a, 0)=-— (6 (0 ,8-1)- B(o, 0)
0
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bo'ladi. Bu tenglikdan esa

B(a,6) =— — "~ B(a, ¢e- 1) (a>0, c>1)
a+

bo'lishini topamiz.
Xuddi shunga [1xshash V(o,e)e M" uchun

[S'1"={(0.B)6 R~: ae(l,+00), ee(O.fco)})

B{a,6) =— —— B(o-1.8)
<I+6-1
bo'ladi. P

Xususan. B=« (ne N) bo’lganda

B(a, n) =

— B(o,n-1)
S+ /7-1
bo’lib, keying! formulani takror qo’llab quyidagini topamiz.

«(®s) Nl - e I «(,
<+ 71-1 <+ 71-2 T+ 1

1 j
Ravshanki, B(a, 1)= fxa~'dx=-. Demak.

0 a
B(a,n)=-j— -w2—¢ y— — qe (16.33)
afa+ IX<3+ 2).(<7+77-1)
Agar (16.33) da <=Tl (me iW) bo’lsa, u holda
R(m n)= = (ti-1)/(717-1),
T+ 1).(77+ 77- 1) (T+ 77- 1)z

bo’ladi.
2". Gammafunksiyasi va uning xossalari. Biz 15-bobning 9-§ ida quyidagi

{xall -r<& (16.34)
0

xosmas integralni qaradik. Bu chegaralanmagan funksiyaning <7<1 da x=10
maxsus nuqta) cheksiz oraliq bo’yicha olingan xosmas integrali bo’lishi bilan
birga < ga (parametrga) ham bog’liqdir. Usha erda (16.34) xosmas integralning
<> 0 da yaqinlashuvchi ekanligi ko’ rsatildi.

12-ta'rif. (16.34) integral gamma funksiya yoki II tur Eyler integrali deb
ataladi va I'(a) kabi belgilanadi. Demak,

r(<7)= \xa~'e~xclx.
0
Shunday qilib, /’(<) funksiya (O.+o00) da berilgandir. Endi [ (a)
funksiyaning xossalarini o’rgandik.
1) (16.34) integral

I'(a)= 1V V *<&
0
ixtiyoriy [<70,e0] (<7< <0 < 60 < oc) oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
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*«(16.34) integralni quyidagi ikki qismga ajratib,

\xa-"exdx =\xu-'e-xdx +Jx"'e™dc
0 0 I
ularning har birini alohida-alohida tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz.

Agar a0 (a0 >O0) sonni olib, parametr @ ning a <a(0 qiymatlari qaralsa, unda

barcha x e (0.1] uchun x “ Je~x <--|x bo’lib, ushbu bobning 4-§ ida keltirilgan
Veyershtrass alomatiga asosan

jx™Ne-dx
0
integral tekis yaqinlashuvchi bo ’ladi.

Agar eo(e0>0) sonni olib, parametr @ ning a >e( qiymatlari qaraladigan

bo’lsa, unda barcha x > 1 uchun

bo’lib,

1X
integralning yaqinlashuvchiligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko’ra

jv-V 'tik
I
integralning tekis yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz. Shunday qilib,

I'{a)= \xa X¥'xdx
0
integral [a0,60] (0<a0<e0<+o00) da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. »
2) I'{a) funksiya (0,+00) da uzluksiz hamda barcha tartibdagi uzluksiz

hosilalarga ega va
T'@m(a)= Tx " e-x(//tx)rde (z=1,2,...)

0
mVae(0, +00) nuqtani olaylik. Unda shunday [a0,e0] (0<00<e0< + qo)

oraliq topiladiki, ae/a0,e0] bo’ladi.
Ravshanki,

r(a)=]xa-e-,ck
o
integral  ostidagi  f(x, a)=xa~'e~x funksiya M ="x,a)e R2. xe (O, + 00),
c7¢(0,t co)} to’plamda uzluksiz funksiyadir. (16.34) integral esa (yuqorida isbot
etilishiga ko’ra) [a0,<?) da tekis yaqinlashuvchi. U holda 4-teoremaga asosan

I'(a) funksiya [«0,e0] da, binobarin, a nuqtada uzluksiz bo'ladi.
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(16.34) integral ostidagi f(x,a)=xa~'"e ' funksiya

a) = xa~V ‘Inx
hosilasining M to’plamda uzluksiz funksiya ekanligini payqash qiyin emas.
Endi

jfa(x, a)dx = jx a~'e~xInx dx
0 0
integralni [a0,e0] da tekis yaqinlashuvchi bo'lishini ko’rsatamiz.
I
Ushbu \x a~'e~xInx dx integral ostidagi xa''e xInx funksiya uchun 0<n<1
0

da |xa lc r Z/7x|< xII' 'I/«x| tengsizlik o’rinlidir. ~,(x) = x2|/»x| funksiya 0 <x <1

I %a i
da chegaralanganligidan va jx 2 dx integralning yaqinlashuvchiligidan
0
i
jx" 'Yz7xjtilx ning ham yaqinlashuvchi bo’lishini va Veyershtrass alomatiga ko'ra
o

i
qaralayotgan jx""le', /«x 1Zx integralning tekis yaqinlashuvchiligini topamiz.
o
Shunga o’xshash quyidagi

Jjxa~le'xInx dx
0
integralda, integral ostidagi xa~'e x/nx funksiya uchun barcha x > 1da

xfl-V rlnx <x&-|e-xlnx< x"'e-* < i”

TS

integralning yaqinlashuvchiligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko’ra

bo’lib,

jx
1

'c rInx dx ning tekis yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Demak, [«0,e0] da

|x 07k r/nx dx integral tekis yaqinlashuvchi. Unda 16-teoremaga asosan
0

I'(a)=j tx""~""'"] = j (xade~x\dx = jxale xInx dx
40 J o 0
bo’ladi va I''(a) [u°0] da binobarin, @ nuqtada uzluksizdir.
Xuddi shu yo’l bilan [I'(a) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo

tartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda
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r% )= \xa'e-x{Inx¥Vdx (/7=1,2 )
o
bo'lishi ko’rsatiladi. P

3) ['(a) funksiya uchun ushbu
I'(a +\)=al'(a) (a>0)
formula o ’rinli.

<Hagqiqatdan ham.

I'(a)=1x-"e-oeh= f )
o 0 I«
integralni bo’laklab integrallasak,
n O = 1
I'(a)=e x— + f—exdx=-r(a +)\)
4 o 0 « "
bo’lib, undan
I'(a+\)=al{a) (16.35)
bo'lishi kelib chiqadi>
Bu formula yordamida /(@ +n) ni topish mumkin. Darhaqiqat, (16.35)
formulani takror qo’llab
I'(a+2)=(a+1)[(a+1).

I'(a+3)=(a+2)r(a +2).

T(a+n)=(a+n-1Dr(a+/?2-1)
bo’lishini, ulardan esa
I'(a+n)=(a+n-1Xv+u-2). (a+2)(a+1)al'(a)
ekanligini topamiz. Xususan, a =1 bo'lganda
r(/i+D)=/7(/!-1)...2 ir(l)

bo'ladi. Agar f(1)= “e~xdx =1 bo’lishini e’tiborga olsak, unda r(n +\)=n/
o
ekanligi kelib chiqadi.

Yana (16.35) formuladan foydalanib T'(2)= I'(1)= 1 bo’lishini topamiz.

4) [I'(a) funksiyaning o’zgarish xarakteri.

I'(a) funksiya (0,+00) oraliqda berilgan bo’lib, shu oraliqda istalgan tartibli
hosilaga ega. Bu funksiyaning @ =1 va a =2 nuqtalardagi qiymatlari bir-biriga
teng:

Ir'(1)=r(2)=1

I (a) funksiyaga Roll teoremasini (qaralsin, 1-qism, 6-bob, 6-§) tatbiq qila
olamiz, chunk! yuqorida keltirilgan faktlar Roll teoremasi shartlarining
bajarilishini ta’minlaydi. Demak, Roll teoremasiga ko’ra, shunday a* (1 <a*<2)
topiladiki, /"'(a *)= 0 bo'ladi.

Vae (O, +cc) da
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I''(a)= "xa~'e~"In2x dx >0
o
bo’lishi sababli, I''(0o) funksiya (0, +o00) oraliqda qat’iy o’suvchi bo’ladi. Demak.
I' (a) funksiya (0,+¢0) da a* nuqtadan boshqa nuqtalarda nolga aylanmaydi.
ya’ni
I'(a)= jxa le'Kinx dx =0
0
tenglama (O, +co) oraliqda a * dan boshqa echimga ega emas. U holda
O0<a<a* da I''(a) <0
a* <a <+coda f"(a)>0
bo'ladi. Demak ['(a) funksiya a* nuqtada minimumga ega. Uning minimum
qiymati I'(a *) ga teng.
Taqribiy hisoblash usuli bilan
o*=1,4616..., I'(a*)=minl'(a)=0,8856..
bo’lishi topilgan.
f'(a) funksiya a>a* da o’suvchi bo’lganligi sababli a>n+\| (neN)
bo’lganda I'(a)> I'(n +1) =n! bo’lib, undan
lim 1'{a)= -xo

bo’lishini topamiz.
Ikkinchi tomondan, ti->+() da /”(a+1)->/{1)= 1 hamda ['(a)=— - ckan-

a
ligidan [im I'(a)=-uc kelib chiqadi. I'(a) funksiyaning grafigi 52-chizmada
a-»t0

tasvirlangan.

52-chizma
3" Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog lanish. Biz quyida B(a,8) va
r(ti) funksiyalar orasidagi bog’lanishni ifodalaydigan formulani keltiramiz.
Ma’lumki, ['(a) funksiya (0,+ co) da, B(a,e) funksiya esa R2 fazodagi
M =|(x,_y)e R2: a e (0,+co), ee (O, +00)} to'plamda berilgan.
2 [-teorema. ¥Y(a, e)e M uchun
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formula o’rinlidir.

4 Ushbu r(ti +s)= |\xa*e~'e~xdx (a>0, e>0) gamma funksiyada o'zga-

0
ruvchini almashtiramiz:
x=>10+/)y ((/>0).
Natijada
Ta+e)=J1+ +t)dy ={\+ Jyr'enrJy.
o 0
bo’ladi.

Keying! tenglikdan quyidagini topamiz:
t (a+g) f pted -(itibj..
a+/r b
Bu tenglikning har ikki tomonini 7”1 ga ko’paytirib, natijani (O, + 0o0) oraliq

bo’yicha integrallaymiz:

I(a+sy | ;N - 2 J =1\

oV+ .7 ov o0
Agar
f- -—— dt =B(a, e)
b0+ <r

ekanini e’tiborga olsak, unda

I'(a+s)s(a,e)=f Jyat-'e-("t)hdy\a-'di (16.36)
oYo J

bo’ladi. Endi (16.36) tenglikning o’ng tomonidagi integral /'(«)e I'(B) ga teng
bo’lishini isbotlaysiz. Uning uchun. avvalo bu integrallarda integrallash tartibini
almashtirish mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchun 19-teorema shartlari
bajarilishini ko'rsatishimiz kerak.

Dastlab a> |, e >1bo’lgan holni ko’raylik.

0> 1, e>1da,ya’ni |c/, e)e R2: ae(l, +co), ee(l,4-co)] to’plamda integral
ostidagi

f(tly) = yat=-ta-te- 5y

funksiya V(/,>)e {(, y)e RI1: /e [O,+oc), ye [0, +00)] da uzluksiz bo’lib,
f(t,y) = ya*~la-fe~(" ()y>Q bo’ladi.

Ushbu \f{t,y)dy= \tawa*efe ™ ydy integral [ o’zgaruvchining [O.+00)

0

o
oraligda uzluksiz funksiyasi bo'ladi, chunki
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o V4,
Ushbu

JAuylii=\r'y-'e™dt
0 0

integral y o'zgaruvchining [0,+co) oraliqda uzluksiz funksiyasi bo'ladi, chunki

= I(a)y“'e-y
0

va nihoyat, yuqoridagi (16.36) munosabatga ko'ra

0v) /
integral yaqinlashuvchi.
U holda 19-teoremaga asosan

MZ¥e J1
f U.
oVl )
integral ham yaqinlashuvchi bo’lib,
K»Z o
{1 U =I (,<-1~"-~"
oy» J uvi

bo’ladi. O ’ngtomondagi integralni hisoblaymiz:

f{Jry~'erdyrdt=7J J/1 =J =
ovo v oV 0 J o o J (16.37)

=j/"V '-L ly-'c¢",/X *=un("YX«)

o o Vo v o
Natijada (16.36) va (16.37) munosabatlardan
I'(a +8)B(a.¢)= ['(a) I'(8)
ya’ni
B(a.e)= r <°) r fel £/638/

I'(a+e)
bo'lishi kelib chiqadi. Biz bu formulani a> l.e> I bo'lgan hoi uchun isbotladik.
Endi umumiy holni ko’raylik.
Aytaylik, a > 0,e > 0 bo'lsin. U holda isbot etilgan (16.38) formulaga ko'ra

(16.39)
I(a +e+2)

bo'ladi.
B(a,6) va I (a) funksiyalarning xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

B(a+le+1)=— —— B(a,6+1)= — -—- — -— B(a, e),
atctl titetl ate

Tta+ Y=al(a), fi(e+)=¢6l(8), ['(a+e+2)=
=(a+«t+tD/'(a+e+l)=(ate+IX«+e)r(a+e)
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Natijada (16.39) formula quyidagi
al'(a)el’(e
ae Blae) = (a)sl'(8)
(a+g)(a+e+]) (o+tela +te¢+\)I'(a +8)
ko’rinishga kcladi. Bu esa (16.38) formula 0>0.e>() da ham o’rinli ekanini
bildiradi. »
I-natija. Vae (O, 1) uchun
I'(a)I'(\-a) =—"—
sinan
bo’ladi.
<Hagqiqatdan ham. (16.38) formula ¢ =\-a (0<p <1) deyilsa, unda

B(aJl-ay _ E L] ~JI

r(i)

bo’lib. B(a.\-a) =—-— (0<m <1) va I'(l): 1munosabatlarga muvofiq
sinan

r(mr(-n)=—  (0<o<l)> (16.40)
sinan
Odatda (16.40) formula keltirish formulas! deb ataladi.

Xususan, (16.40) da =" deb olsak, unda

bo’lishini topamiz.
2-natija. Ushbu

formula o’rinlidir.
~ (16.38) munosabatda a - e deb

B(a,a)-?I£M

I'a)
bo'lishini topamiz. So’ngra
, 1k
e(a.a)=JIx(l-x)J,labr=J 1 ~1 =2} dx
o 0 4 12

1
integralda - -x = —]Ve) almashtirishni bajarib.
a*1 1 j I L j z1

B(a.a)~ 2j
0 4 2 \Y r2"-' 12

ga ega bo’lamiz. Natijada

I'(2a) 228 U
bo’ladi.
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Yana (16.38) formulaea ko’ra

r n

r0+-) I'[a+-

bo’lib, keyingi munosabatlarda
T'(a) I r- I

r(a+1'
ekanligi kelib chiqadi. Demak,
[{«@r|0+1)=" rI(2a)>

Odatda (16.41) formula Lejandr formulasi deb ataladi.

Mashgqlar
16.H. Ushbu

M="x,y)eR2: 0< x<1,0<»<])

to’plamda berilgan

f(x,y)=xy

(164])

funksiyaning >»->0 da limit funksiyasi topilsin va unga yaqinlashish

notekis bo’lishi ko’rsatilsin.

16.9. Ushbu
1¢*,>>
integral ta’rifi keltirilsin.
16.10. Ushbu
a) fe'F dx= (« >0)
tv foorev , T / 7x\
b) \-- ~—cx=~e” (a>0)

o 1+ * 2

I "2 079

tengliklar isbotlansin.
16.11. Ushbu

iV * cos xydx
0

integralning (+co, - cc) da u parametr bo’yicha tekis yaqinlashishi ko’rsatilsin.
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16.12. Ushbu

\Inl(x\1x
0
integral hisoblansin.
16.13. Ushbu
’Q)T@be mdx = |

tenglik isbotlansin.
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Karrali integrallar

Matematika va  fanning boshqa tarmoqlarida ko'p o’zgaruvchili
funksiyalaming integrallari bilan bog'liq masalalarga duch kelamiz. Binobarin.
ularni - karrali integrallarni o ’rganish vazifasi yuzaga keladi.

Karrali integrallar nazariyasida ham. aniq integrallar nazariyasidagidek,
integralning mavjudligi, uning xossalari, karrali integralni hisoblash, integralning
tatbiqlari o'rganiladi. Bunda aniq integral haqidagi ma’lumotlardan muttasil
foydalana boriladi.

I-§. Tekis shakiningyuzi hamdafazodagijismning
hajmi haqida ba 'zi ma lumotlar

Aniq integralning tatbiqlari mavzusida tekis shaklning yuzi hamda jismning
hajmi haqida ma'lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar karrali integrallar
nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular to’g’risidagi ta'rif va tasdiqlarni talab
darajasida bayon etishni lozim topdik.

Aslida, tekis shaklning yuzi, jismning hajmi tushunchalari matematikada
muhim bo’lgan to’plamning o’lchovi lushunchasini tekislikdagi shaklga, fazodagi
jismga nisbatan aytilishidan iborat.

1°.  Tekis shaklning yuzi va wuning mavjudligi. Tekislikda Dekart
koordinatalar sistemasi berilgan bo’lsin. Bu tekislikda, sodda yopiq chiziq bilan
chegaralangan tekislik qismidan tashkil topgan (0) shaklni (tekislik nuqtalari
to’plamini) qaraylik. (Q) shaklning chegarasini (sodda yopiq chiziq) dO bilan,
(Q)\JdO ni esa (g) bilan belgilaymiz:

@ =fc)uag.
Masalan, koordinatalari ushbu x>0, >->0, x+y <|

tengsizliklami qanoatlantiruvchi (x.y) nuqtalardan tashkil topgan to’plam
(D= j(x,y)e V2: x>0, A>0, x+>-<I)

53-chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi.

53-chizma



Ox o'qidagi birlik kesma (0<x <1), Oy o’qidagi birlik kesma (0<.y<lI)
hamda (1,0) va (O, 1) nuqtalarni birlashtiruvchi to’g'ri chiziq kesmalari birgalikda
(m) uchburchak shaklining chegarasi nJl ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchaklar, yopiq siniq chiziq bilan chegaralangan tekislik
qismidan tashkil topgan ko'pburchaklar yuzaga ega va ularni topish qoidalari
o’quvchiga ma’lum deb hisoblaymiz.

Tekislikda (<2) shakl bilan birga (/]) va (ti) ko’pburchaklarni olaylik.

Agar (4) ko’pburchakning har bir nuqtasi (o) ga tegishli bo’lsa, (4)
k[lpburchak (Q) shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda (a)cz(q).

Agar ((7) ning har bir nuqtasi (6) ko’pburchakka tegishli bo’lsa, (B)
ko’pburchak (0) shaklni 0’z ichiga oladi deyiladi (bunda (())c(ti)).

Agar A va B lar mos ravishda (/!) va (fi) ko’pburchaklaming yuzlari
bo’lsa, unda

A<B (17.1)
bo'ladi.

Aytaylik, (O) shaklning ichiga chizilgan ko’pburchaklar yuzalaridan iborat
to’plam {/1}, (Q) shaklni o’z ichiga olgan ko’pburchaklar yuzalaridan iborat
to’plam {/?} bo’lsin. Ravshanki, {4} va {#} lar sonlar to’plami bo’lib, {4}
yuqoridan, {fi} quyidan chegaralangan. Unda to’piamning aniq chegaralari
haqidagi teoremaga ko’ra

sup{A}=Q.. mf{B}=0Q’
lar mavjud.

Odatda, O, son (Q) shaklning quyi yuzasi, O son esa (y) shaklning yuqori
yuzasi deyiladi.

Tasdig. Q. va Q ‘ miqdorlar uchun

0.<0" (17.2)
tengsizlik o’rinli bo’ladi.

* Teskarisini faraz qilaylik, Q. > Q' bo’lsin. Bu holda Q.-Q "> 0 bo’ladi.
Aniq chegara ta’riflariga ko’ra Vf >0, jumladan

uchun shunday (JI0)c(£)), (S0)=) (y) ko’pburchaklar topiladiki,
A0>Q.-£, BO<Q'+£
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
Bo-4,<Q"+£-(6--£)=6"-6- +2c=0Q " '-e.+({2.-0")=0.
Keyingi tengsizlikdan 40 > B0 bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa har doim o ’rinli

bo’lgan (17.1) munosabatga zid. Demak, (17.2) tengsizlik o’rinli. »
I-ta'rif. Agar



tenglik o’rinli bo’lsa, (Q) shakl yuzaga ega deyiladi.
Ushbu
0.=0'
miqdor (Q) shaklning yuzi deyiladi va uni Q orqali belgilanadi:
0=0-=0I|
I-teorema. Tekislikdagi (Q) shakl yuzaga ega bo’lishi uchun Vs> 0 son
olinganda ham (y) shaklni ichiga chizilgan shunday (/f) ko’pburchak. ()
shaklni 0’z ichiga olgan shunday (#) ko’pburchaklar topilib.
B-4<e (17.3)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
* Zarurligi. Aytaylik, (0) shakl yuzaga ega bo’lsin:
0=0 =01

Aniq chegara ta’riflariga ko’ra, Vf >0 uchun shunday

ko’pburchaklar topiladiki,

yam
A>Q-~, B<0+-
2 2

bo’ladi. Bu tengsizliklardan
B-4<£

bo’lishi kelib chiqadi.

Yetarliligi. Aytaylik, (.4)c (*), (/2)z> (”) ko’pburchaklar uchun

B—A4 <£

tengsizlik bajarilsin.

Ravshanki, 4<Q.. B>Q ‘. Yuqoridagi (17.2) munosabatdan foydalanib
topamiz:

A4<Q0.<Q'<B.
Bu va (17.3) tengsizlikka ko’ra
O -0.<B-A<E

bo’ladi. Demak, (?.=£*.»

Faraz qilaylik, tekislikda / chiziq (u yopiq yoki yopiq bo'lmasligi mumkin)
berilgan bo’lsin.

2-ta'rif Agar shunday (40) ko’pburchak topilsaki,

1)/c(JTo);
2) >0 uchun AQKFE bo’lsa, I nol yuzali chiziq deyiladi.

Tasdiq. Agar I chiziq [tf,e] segmentda u/.luksiz bo’lgan f(x) funksiyaning
grafigidan iborat bo’lsa, u nol yuzali chiziq bo’ladi.

4 V>0 sonni olib, [o, e] segmentini shunday
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h . **H] (*=0.1.2....A7-1; x0=a. xn=e)
bo’laklarga ajratamiz, har bir /xk, xttl] da f(x) funksiyaning tebranishi

e

bo’lsin.U holda / chiziqni o’z ichiga olgan (/!(,) ko’pburchakning yuzi

Ml
K - mk \ XxJI~ Xk)
=0
bo’ladi, bunda
Mk =sup{f{x)\ xe[xk+ xt\ X
LW L,Z X, r 1 (*=0.1.2.... n-1)
x D k X+l
Ravshanki,
= ZUAA** < ZA** =f (Ax* =xi>l-x A).
*0 6 ko

Demak, Znol yuzali chiziq. »

Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1-teoremani quyidagicha ifodalasa
bo'ladi.

2-teorema. Tekislikdagi (© ) shakl yuzaga ega bo’lishi uchun uning chegarasi
dQ nol yuzali chiziq bo’lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar (Q) shaklning chegarasi dQ har biri y =/(x)eC [a, c¢] yoki
x =g(y)"Clc-d\ funksiyalar tasvirlangan bir nechta egri chiziqlardan tashkil
topgan bo’lsa, u holda (Q) shakl yuzaga ega bo’ladi.

2°. Yuzaningxossalari Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz.

I). Agar tekislikdagi (O,), (Q2) shakllar yuzaga ega bo'lib, (0,)c(02)
bo’lsa, u holda

bo'ladi.
2). Agar (Q,) va (CR) shakllar yuzaga ega bo’lsa, u holda (QjUfa) ham
yuzaga ega bo’lib, shaklning yuzi (O,) va (Q2) shakllar yuzalarining

yig’indisidan katta bo'lmaydi.
Agar bu (Qt) va (Q2) shakllar chcgaralaridan boshqa umumiy nuqtaga ega
bo’lmasa. ya’ni
(e)n(ea—o
bo’lsa, u holda (6,)U(y2) shaklning yuzi (5,) va (Q2) shakllar yuzalarining
yig'indisiga teng bo'ladi. Bu yuzaning additivlik xossasi deyiladi.
3°. Tekis shaklni ho'laklash. Tekislikda biror yuzaga ega {Q) shakl berilgan
bo’lib,
(aM at-,(a)
shakllar uning yuzaga ega bo’lgan oismiy shakllari, ya’ni
(a)c(e) (*=i2 n)
bo'lsin. Agar (5,), (02) (Q,,) shakllar uchun



1>()u(e2)u-u(e,)=ce,

2) ixtiyorily {Qh) va ((?,) lar (JI=1.2 n, /=12 n) umumiy nuqtaga
(chegaradagi nugqtalardan boshqa) ega bo'lmasa, (QYf).{Q2 lar () da
bo’laklash bajaradi yoki (Q) shakl ((?1).({22m m(£?«) shakllarga bo'laklangan
deyiladi. (Q) shaklni (0,), (C2)......(5,,) larga bo'laklashni P bilan belgilanadi:

p -l J (ft)}.
Ushbu
d((Qk))= supp{(x".y').(x"y")

((x".y)e(Qk), (x".y)e(Qk) *=123 n)
miqdorlarning eng kattasi P bo’laklashning diametri deyiladi va A, kabi
belgilanadi:

A,. = maxd{{Ok))
1<*551
Masalan. ushbu
<x<jrttl. y "y Zy "}
(*=0,1,2,....a -1 /=0.1,2 m-1; x0=a, xn=6y0=c,ym=d)
to’g'ri to’rtburchaklar
Q)= R2: a<x<e. c<y<d]

shaklni P bo’laklashni hosil qiladi, bunda

Ap = ogj‘i)lcl-l[JAXk-'— Ay.27I
08>5m-1
bxk =xktl-x k, Ayl =yl" -y i
4U Jazoda jismning hajmi. R3 fazoda Dekart koordinatalar sistemasi
berilgan bo'lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan (yoki bunday
sirtlarning bir nechtasi bilan) o’ralgan (V) jismni ( R3 fazo qismini) qaraylik. (/ )
jismni o’rab turgan sirtni - (v) jismning chegarasini dV bilan, (v)\JdV ni [V)
bilan belgilaymiz:
(v)=(y)\JdV.
Masalan, koordinatalari ushbu
x2+y2+:2<)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi (x.y,:) nuqtalardan tashkil topgan
{s)="x,y.-)eR3: x2+ | +z2<l}
to'plam, markazi (0.0.0) nuqtada, radiusi 1 ga teng shartni - jismni ifodalaydi.
Uning chegarasi
ds = {(x,>;.-)e/?3; x2+ /+z2=1}
sfera bo'ladi. Bunday jism-shar hajmiga ega \a V=j‘—,7 ga teng. Umuman, fazoda

ko’pyoqliklaming hajmga ega bo’lishi va uni topish qoidalari o’quvchiga ma'lum
deb hisoblaymiz.
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Endi /?3 fazoda (f) jism bilan birga (F) va (G) ko’pyoqlami qaraymiz.

Agar (/*")ko'pyoqlikning har bir nuqtasi (V) ga tegishli bo’lsa, (ﬁ
ko’pyoqlik (v) jismning ichigajoylashgan deyiladi (bunda (F)c(1/)).

Agar (V)ning har bir nuqtasi (G) ko'pyoqlikka tegishli bo’lsa, (G)
ko’pyoqlik (K) jismni o’z ichiga oladi deyiladi (bunda (P)c(G)).

Agar F vaG lar mos ravishda (F) va (G) ko’pyoqliklarning hajmlari
bo’lsa, unda

F<G
bo'ladi.

Aytaylik, (17) jismning ichiga joylashgan ko'pyoqliklar hajmlaridan iborat
to’plam {f }, jismning o’z ichiga olgan ko’pyoqliklar hajmlaridan iborat to’plam
{G} bo’lsin. Unda

Sup{r}=r., inf{G}=V"
lar mavjud.
3-ta rif. Agar

F.=F*

tenglik o’rinli bo’lsa, (F ) jism hajmga ega deyiladi. Ushbu
F.=F°¢

miqdor (F ) jism hajmga ega deyiladi. Uni F kabi belgilanadi:

F =F.=F*

Tekis shaklning yuzi, fazodagi jismning hajmi tushunchalarida bir-biriga
o’xshashlik borligini inobatga olib, jism hajmining mavjudligi haqidagi teoremani
keltirish bilan kifoyalanamiz.

3-teorema. Fazodagi (F) jism hajmga ega bo’lishi uchun V>0 son

olinganda ham (F) jismning ichida joylashgan shunday (F) ko’pyoqlik, (F)
jismni o’z ichiga olgan shunday (G) ko’pyoqliklar topilib, ular uchun

G- F<£
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-g. Ikki karrali integral ta 'riflari
[". Integralning ta'rifi. Tekislikda biror chegaralangan (D) soha (shakl)

berilgan bo’lsin. Bu sohaning bo’laklashlari to’plamini 3 bilan belgilaymiz.
Aytaylik, (D) sohada f(x,y) aniqlangan. Bu (D) sohaning
P ={(D,).(02)...(0j}<=3
bo'laklashini va bu bo’laklashning har bir (Dk) {k=1,2...., n) bo’lagida ixtiyoriy
{bk-'h) (£=1,2 n) nuqtani olaylik. Berilgan funksiyaning (4 ,'/*) nuqtadagi
qiymati /(4 .rJk) ni Dk (Dk- (Dk) sohaning yuzi) ga ko’paytirib, quyidagi

o-=E/(4n*)"*
E/(4n%)
yig’indini tuzamiz.
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1-ta'rif. Ushbu
<T=7Z /[(&.;*)£>*
*:i
yig'indi, f{x.y) funksiyaning integral yig'indisi yoki Riman yig'indisi deb

ataladi.

Masalan, f(x,y)=xy funksiyaning (D) sohadagi integral yig'indisi

"=6/(#,n,k=1:4%"'7,01
*= *=

bo’ladi, bunda
A=12 n)

Yuqorida keltirilgan ta'rifdan ko’rinadiki, f(x.y) funksiyaning integral
yig’indisi a qaralayotgan f(x,y) funksiyaga, (D) sohaning bo’laklash usuiiga
ham har bir (Da) dan olingan (4 -V*) nuqtalarga bog’liq bo’ladi:

< =*2(/e
Endi (Z)) sohaning shunday

P.a (174

bo’laklashlami qaraymizki. ulaming diamctrlaridan tashkil topgan

ketma-ketlik nolga intilsin: S, ->0. Bunday Pm @w= 1,2,...) bo’laklashlarga

nisbatan f(x,y) funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz:

°n, = bASk'IIk) P> k-
t=1

Natijada D sohaning (17.4) bo’laklariga mos f{x,y) funksiya integral
yig’indilari qiymatlaridan iborat quyidagi
ketma-ketlik hosil bo'ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi {fk,rjk) nuqtalarga
bog’liq.
2-ta'rif Agar (/.)) sohaning har qanday (17.4) bo’laklashlar ketma-ketligi
{Z],,} olinganda ham, unga mos integral yig’indi qiymatlaridan iborat {cr,,,} ketma-
ketlik, (4, flk) nuqtalarni tanlab olinishiga bog’liq bo’Imagan holda hamma vaqt
bitta J songa intilsa, bu J son cr yig’indining limiti deb ataladi va u
Jim a = lim £ /(4 ,yk)Dk=J
JV.—=0 Mp—=0" j
kabi belgilanadi.
Integral yig’indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.
3-ta'rif Agar Vs >0 son olinganda ham, shunday £>0 topilsaki, (d)
sohaning diametri 2p <& bo’lgan har qanday P bo’laklashi hamda har bir (Uk)

bo’lakdagi ixtiyoriy (4 .</4) lar uchun



tengsizlik bajarilsa. J son cr yig’indining limiti deb ataladi va u

lima=J
Ar -=>0

kabi belgilanadi.

4-ta'rif. Agar S, ->0 da f(x,y) funksiyaning integral yig’indisi a chekli
limitga ega bo’lsa, f{x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu cr yig’indining chekli limiti J
esa f{x,y) funksiyaning (d) soha bo’yicha ikki karrali integrali (Riman integrali)
deyiladi va u

(D)
kabi belgilanadi. Demak,

Sy v =rine = I<EIEY
(0) 0 =i
Masalan, f(x.y)= C (C =const) funksiyaning (D) soha bo’yicha integral
yig'indisi
(T=Y*CDk=CD

*=i

bo'lib, JIp -> 0 da [im </=CD bo’ladi. Demak,

a1CdD=CD.
(0)
Xususan, f{x.y)= 1 bo’lganda
\\dD =D

(o)
bo’ladi.

l-eslatma. Agar f{x,y) funksiya (D) sohada chcgaralanmagan bo’lsa, u shu
sohada integrallanmaydi.

2 . Darbuyig 'indiluri. 1kki karrali integralning boshqacha ta 'rifi.

1). Darbu yigindilarL f(x,y) funksiya (d)c R2 sohada berilgan bo’lib, u
shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, shunday o’zgarmas m va M sonlar
mavjudki, V(x,")e (d) da

m5f(x,y)< M
bo’ladi.

(D) sohaning biror P bo’laklashni olaylik. Bu bo’laklashning har bir (Dk)
A=1,2 n) bo’lagida f(x,y) funksiya chegaralangan bo’lib, uning aniq
chegaralari

=w/{/(*.>0 (x.>)e(Dt)}, Mk=sup{f(x,y):
mavjud bo’ladi. Ravshanki, \/(x,y)e(Dk) uchun
mk <,f(x,y)<\{k (17.5)

tengsizliklar o’rinli.

209



5-ta'rif. Ushbu
*=i>,0,. s=Iw¥o,
=1 k=\
yig'indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig’indilari deb ataladi.
Bu ta’rifdan, Darbu yig’indilarining /(x,y) funksiyaga hamda (D) sohaning
bo'laklashiga bog’liq ekanligi ko’rinadi:

s=i,(/), S=sr(/).

Shuningdek, har doim

bo’ladi.

Yuqoridagi (17.5) tengsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz:

»D,s S
Demak,
s,,{/)<,0P{f; ! k,nk)<.Sr{f).

Shunday qilib, f{x,y) funksiyaning integral yig’indisi har doim uning Darbu
yig’indilari orasida bo’lar ekan.

Aniq chegaraning xossasiga ko’ra

m<mk, Mk<M {k=12,..,n)

bo’ladi. Natijada ushbu

s="mkDk>m"Dk=mD,

*=i *=i

tengsizliklarga kelamiz. Demak, V/5e¢ 3 uchun
mD <s <§ <MD (17.6)
bo'ladi. Bu esa Darbu yig’indilarining chegaralanganligini bildiradi.

2) Ikki karrali integralning boshqacha ta'rifi. f(x,y) funksiya (/))c R2
sohada berilgan bo’lib, u shu sohada chegaralangan bo’lsin. (D) sohaning
bo’laklashlari to’plami 3= {p} ning har bir P e3 bo’laklashiga nisbatan f(x,y)
funksiyaning Darbu yig’indilari sP(f), SP(f) ni tuzib,

A
{"(Ol. (D}
to’plamlami qaraymiz. Bu to’plamlar (17.6) ga ko’ra chegaralangan bo’ladi.

6-ta rif. {sf.(/)} to’piamning aniq yuqori chegarasi f(x.y) funksiyaning (D)

sohadagi quyi ikki karrali integrali (quyi Riman integrali) deb ataladi va u
J =jjf(x.y)dD

kabi belgilanadi.
{S,>(/)} to’piamning aniq quyi chegarasi /(x.y) funksiyaning (d) sohadagi

yugqori ikki karrali integrali (yuqori Riman integrali) deb ataladi va u
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©
kabi belgilanadi. Demak,

I=\\f{x,y)dD =5u/9{s), 1 =\\ f{x,y)dD = m/{S}.
5) (0
7-ta'rif. Agar f(x,y) funksiyaning (D) sohada quyi hamda yuqori ikki kar-
rali integrallar bir-biriga teng bo'lsa, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi
deb ataladi, ularning umumiy qiymati

J =j\f(x,y)dD =\\f(x,y)dD.
(0) (0)
f(x,y) funksiyaning (d) sohadagi ikki karrali integrali (Riman integrali)
deyiladi va u
\Wf{x.y)dD
()
kabi belgilanadi. Demak,

Af{*.y)dD =1if(x,y)JD = \\f{x,y)dD .
(0) (v) (d
Agar

L AXxyNe *[\J *. vNe
) G
bo'lsa, jlx,y) funksiya (D) sohada integrallanmaydi deb ataladi.

3-§. Ikki karrali integralning mavjudligi
flx,y) funksiyaning (D )c R2 soha bo’yicha ikki karrali integrali mavjudligi
masalasini qaraymiz. Buning uchun avvalo (D) sohaning hamda Darbu
yig'indilarining xossalarini keltiramiz.
(D) sohaning bo’laklashlari xossalari 1-qism, 9-bobda o’rganilgan /[a, €]
segmentning bo’laklashlari xossalari kabidir. Ularni isbotlash deyarli bir xil

mulohaza asosida olib borilishini e’tiborga olib, quyidagi u xossalarni isbotsiz
keltirishni lozim topdik.

f{x,y) funksiyaning Darbu yig’indilari xossalari haqidagi vaziyat ham xuddi
shundaydir.

Faraz qilaylik, 3-{/,}-(D) soha bo’laklashlari to’plami bo’lib, /je3,
/2 g3 bo’lsin:

Kk =lM).(02) (1)}
JI={(A".(o5) to)}.
Agar /j bo’laklashdagi har bir (II) (/= 1,2 n) P2 bo’laklashdagi biror
(D') (/=1,2....n) ning qismi bo’lsa, P, bo’laklash P2 ni ergashtiradi deyiladi va
P ¢ P, kabi yoziladi. Ravshanki, P, ¢ P2 bo’lsa,



bo’ladi.
I". Darbu yig'indilarining xossalari f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan
va chegaralangan bo'lsin. (D) sohaning R bo'laklashini olib, bu bo'laklashga

nisbatan f(x,y) funksiyaning integral va Darbu yig’indilarini tuzamiz:

=°"/-(/'4.")=Z /(4 .~ )Dk,
(/'4.7)=2 /(4. )
*:*/_(/):L}*f"»

=

S=SP(f)=+M kDt .
i\

1) Vi->0 olinganda ham {*k,gk)e (/),) nuqtalarni (*=1,2 n) shunday
tanlab olish mumkinki,
Q-Sp(f)-<Tp(fi<e,
shuningdek, ("k,rjk)e (Dk) (* =1,2 n) nuqtalarini yana shunday tanlab olish
mumkinki,
O<ap(f)-Sp(f)<£
bo'ladi.
Bu xossa Darbu yig’indilari s,,(/), Sp(j) lar uchun integral yig’indi <j*(/)

muayyan bo’laklash uchun mos ravishda aniq quyi hamda aniq yuqori chegara
bo’lishini bildiradi.

2) Agar P\ va P2 lar (D) sohaning ikki bo’laklashlari bo’lib, P/c P2 bo’lsa,

u holda
» I (Z)sh (). sy, (1) asfi(z)
bo’ladi.

Bu xossa (£)) sohaning bo’laklashdagi bo’laklar soni orta borganda ularga
mos Darbuning quyi yig’indisining kamaymasligi, yuqori yig’indisining esa
oshmasligini bildiradi.

3) Agar P] va P2 lar (d) sohaning ixtiyoriy ikki bo’laklashlari bo’lib. sp (f),
Sp, (f) va (/), Sp2(f) lar f(x,y) funksiyaning shu bo’laklashlarga nisbatan
Darbu yig’indilari bo’lsa, u holda

spi(/)- 822(/)" sp2(f)-Spyif)
bo'ladi.

Bu xossa, (D) sohaning bo’laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi yig’indilar
to’plami {?[1/)| ning har bir dementi (yuqori yig’indilar to’plami {5°(/")} ning
har bir dementi) yuqori yig’indilari to’plami {s”/)} ning istalgan elementidan
(quyi yig’indilar to’plami {~(Z)} ning istalgan elementidan) katta (kichik)

emasligini bildiradi.



4) Agar f{x,y) funksiya (/)) sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u

holda
sup{sP(f))<inf\SH{f))
bo’ladi.

Bu xossa f(x,y) funksiyaning quyi ikki karrali integrali, uning yuqori ikki
karrali integralidan katta emasligini bildiradi:

JUJ.

5) Agar f(x,y) fu.tksiya (/)) sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u
holda Ve >0 olinganda ham, shunday 5 >0 topiladiki, (Z)) sohaning diametri
A,, <fi bo’lgan barcha bo’laklashlari uchun

s,(/)<T+s (05S,(/)-1<f) J77)
sr(/)>1-¢ (05jr-.v,(/)<f)
bo’ladi.

Bu xossa f(x,y) funksiyaning yuqori hamda quyi integrallari AP-+Q da
mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi yig’indilarining limiti ekanligini
bildiradi:

J=1Ilim SM), J = 4m sH(f)
A d »o

2" Ikki karrali integralning mavjudligi Endi ikki karrali integralning
mavjud bo’lishining zarur va yetarli shartini (kriteriysini) keltiramiz.

I-teorema. f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun,
V{>0 olinganda ham, shunday ()>0 topilib, (D) sohaning diametri AP<8
bo’lgan har qanday P bo'laklashga nisbatan Darbu yig’indilari

Sp(/)-$p(/)<~ 07»)
tengsizlikni qanoatlantirilishi zarur va yetarli.

<Zarurligi. f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lsin. Ta’rifga
ko’ra

J=J=7
bo’ladi, bunda
J =sup{sP(/)}, 7 =inf{s,(/)}.

Vz->0 olinganda ham, - ga ko’ra shunday £>0 topiladiki, (£)) sohaning

diametri AP <5 bo’lgan har qanday P bo’laklashiga nisbatan Darbu yig’indilari
uchun (17.7) munosabatlarga ko’ra

BKJ)- ,  fr £

bo’lib, undan
Sp(f)-splf)<£
bo’lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Ve >0 olinganda ham, shunday & >0 topilib, (O) sohaning
diametri AP <8 bo’lgan har qanday P bo’laklashga nisbatan Darbu yig’indilari

uchun
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Sp(f)-s..(f)<e
bo’lsin. Qaralayotgan f{x,y) funksiya (b) sohada chegaralangani uchun, uning
quyi hamda yuqori integrallari
J =sup{s,.(A)}, 1 =inf{5,.()}
mavjud va
J<J
bo’ladi. Ravshanki,
s,. (/)< J_<J<,SP(f).
Bu munosabatdan
0<J-y<s,.(/)-"(/)
bo’lishini topamiz. Demak, Vf >0 uchun
0<J-J< ¢
bo’lib, undan J =J bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa f(x,y) funksiyaning (D)
sohada integrallanuvchi ekanligini bildiradi. »
Agar f(x,y) funksiyaning (Dk) (k =\2,...,n) sohadagi tebranishini ak
bilan belgilasak, u holda
Sr(f)-sr(j)= tt(M k-m k)Dk :ti'<0ka
=i =i
bo’lib, teoremadagi (17.8) shart ushbu

£<vtD* <e
k=1

ya’ni
lim Y a.D, =0

ko’rinishlarni oladi.

4-§. Integrallanuvchifunksiyalar sinji
Ushbu paragrafda ikki karrali integralning mavjudligi haqidagi teoremadan
foydalanib, ma’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi bo’lishini ko'rsatamiz.
2-teorema. Agar f{x.y) funksiya chegaralangan yopiq (D)c R’ sohada
berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu sohada integrallanuvchi bo'ladi.
<f{x,y) funksiya (D) sohada tekis uzluksiz bo’ladi. U holda Kantor
teoremasining natijasiga asosan, Vf >0 olinganda ham, shunday <5>0 topiladiki,
(D) sohaning diametri Jlp <S bo’lgan har qanday P bo'laklashida
(/)- sr(f)=*0>kDk < e+ Dk=sD
*= t=i
bo’lib, undan

lim YV okDk =0

bo'lishi kelib chigadi. Demak, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi. »
(D) sohada nol yuzli T' chiziq berilgan bo’lsin.
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I-lemma. Vf>0 olinganda ham, shunday £ >0 topiladiki, (D) sohaning
diametri X,,<§ bo’lgan P bo'laklashi olinganda bu bo’laklashning I" chiziq
bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan bo’laklari yuzlarining yig’indisi e dan kichik
bo'ladi.

< Shartga ko’ra I" - nol yuzli chiziq. Demak, uni shunday (0) ko’pbo’rchak
bilan o’rash mumkinki, bu ko’pburchakning yuzi Q <s bo’ladi.

I'" chiziq bilan {0) ko’pbo’rchak chegarasi umumiy nuqtaga ega emas deb,
T' chiziq nuqtalari bilan ((?) ko'pburchak chegarasi nuqtalari orasidagi masofani
qaraylik. Bu nuqtalar orasidagi masofa o’zining eng kichik qiymatiga erishadi. Biz
uni £ >0 orqali belgilaymiz. Agar (d) sohaning diametri JI, <6 bo’lgan P
bo’laklashi olinsa, ravshanki, bu bo’laklashning /" chiziq bilan umumiy nuqtaga
ega bo'lgan bo’laklari butunlay (O) ko’pburchakda joylashadi. Demak, bunday
bo'laklar yuzlarining yig’indisi € dan kichik bo’ladi. >

3-teorema. Agar f{x,y) funksiya (d) sohada chegaralangan va bu sohaning
chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha
nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, funksiya (d) sohada integrallanuvchi bo'ladi.

< f(x,y) funksiya (O) sohada chegaralangan bo’lib, u shu sohaning faqat
bitta nol yuzli P chizig’ida (F C (D)) uzilishga ega bo’lib qolgan barcha
nuqtalarda uzluksiz bo’lIsin.

V£ >0 sonni olib, I' chiziqni yuzi s dan kichik bo’lgan (c?) ko’pburchak
bilan o’raymiz. Natijada (D) soha (<2) va (d)\(0o) sohalarga ajraladi.

Shartga ko’ra, f(x,y) funksiya (D)i(()) da uzluksiz. Demak, Vs>0
olinganda ham shunday dj >0 topiladiki, diametri A, < bo’lgan /j
bo’laklashning har bir bo’lagidagi f(x,y) funksiyaning tebranishi wy <s bo’ladi.

Yuqoridagi lemmaning isbot jarayoni ko’rsatadiki, shu £>0 ga ko’ra,
shunday <2>0 topiladiki, (d) sohaning diametri XF <S§2 bo’lgan bo’laklashi
olinsa, bu bo’laklashning (O) ko’pburchak bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan
bo’laklar yuzlarining yig’indisi £ dan kichik bo’ladi.

Endi min{SI,S2}=S deb, (D) sohaning diametri A, <§ bo’lgan P
bo’laklashini olamiz. Bu bo'laklashga nisbatan f(x,y) funksiyaning Darbu
yig’indilarini tuzib, quyidagi

Sp(/)-sP(f)=1io tDk (17.9)
*=

ayirmani qaraymiz.
Bu (17.9)yig’indining (”) ko’pburchakdan tashqari joylashgan (Dk)

bo’laklarga mos hadlaridan iborat yig’indi

bo'lsin.
(17.9) yig’indining qolgan barcha hadlaridan tashkil topgan yig’indi
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bo'lsin. Natijada (17.9) yig?indi ikki qismga ajraladi:

+ (17.10)

t=1 K K

(D)\(0) sohadagi bo’laklarda ck <£.-bo’lganligidan

X Mx"rk < Dk <eD (17.11)

K K

bo’ladi.
Agar f(x.y) funksiyaning (D) sohadagi tebranishini Q bilan belgilasak. u
holda

X "Dk -~ X "k
bo'ladi. (<2) ko’pburchakda butunlay joylashgan P bo’laklashning bo’laklari
yuzlarining yig’indisi € dan kichik hamda (0) ko’pburchak chegarasi bilan

umumiy nuqtaga ega bo’lgan bo'laklar yuzlarining yig’indisi ham s dan kichik
bo’lishini e’tiborga olsak, unda

ID * <2%*

bo’lishini topamiz. Demak,

YJai Dk < 21Te. (17.12)

K

Natijada, (17.10), (17.11) va (17.12) munosabatlardan
Jjiw kDk =f(D +2Q)
ekanligi kelib chiqadi. Demak,
lim X 0kD* =0 .

Buesa f{x,y) funksiyaning (f)) sohada integrallanuvchi bo’lishini bildiradi.

f{x,y) funksiya (D) sohaning chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga
ega bo’lib, barcha nuqtalarida uzluksiz bo'lsa, uning (D) da integrallanuvchi
bo’lishi yuqoridagidek isbot etiladi. »

5-§. Tkki karrali integralning xossalari
Quyida f(x.y) funksiya ikki karrali integralining xossalarini o’rganamiz.
Ikki karrali integral ham aniq integralning xossalari singari xossalarga ega.
Ularni asosan isbotsiz keltiramiz.

1) f(x,y) funksiya (d) sohada ((D)c P2) integrallanuvchi bo’lsin.

funksiyaning (D) sohaga tegishli bo’lgan nol yuzli L chiziqdagi (Lc(D))
qiymatlarinigina (chegaralanganligini saqlagan holda) o’zlashtirishdan hosil
bo'lgan F(x.y') funksiya ham (d) sohada integrallanuvchi bo’lib.
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Wf(x.y)dD=\\F(x,y)dD
(5] )
bo'ladi.
<Ravshanki, V(x,")e (d)i Z uchun
Sx.y)=F(x,y).
Shartga ko’ra L nol yuzli chiziq. Unda I-lcmmaga asosan, V£>0 olinganda
ham shunday <?>() topiladiki, (D) soha diametri <5 bo’lgan har qanday P

bo’laklashi olinganda ham, bu bo'laklashning L chiziq bilan umumiy nuqtaga ega
bo'lgan bo’laklari yuzlarining yig'indisi # dan kichik bo’ladi. Shu P bo’laklashga
nisbatan f(x,y) va F(x,y) funksiyalaming ushbu integral yig’indilarini tuzamiz:

<e/lR) i{ &(4K1K)ok-

cr,,(/") yig’indini quyidagicha ikki qismga ajratamiz:
°r(f)= ’%‘/"(4 k.rik)Dk + ’/%f(4k.nk)Dk

bunda YJ yillindi L chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan (Dk) bo’laklar

bo’yicha olingan, ¥ esa qolgan barcha hadlardan tashkil topgan yig’indi.

Xuddi shungalf)’xshash
M) =l THkNILZ Firil) Ik
Agar V(x,")e(D)\Z. uchun f{x,y)=F(x,y) eckanini e'tiborga olsak, u
holda
K,(/)-<r,I/I=lK i/ f o . ? . ) - <Me

K

bo’lishi kelib chiqadi. bunda M =su/"f(x,y)- F(x,y)l ((x,y)e(D)\ L). Demak,

Keyingi tengsizlikda 4, ~ 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:
Jj/(x,y)dD--jjF (x.y)dD >
(ti) )

2) f(x,y) funksiya (1)) sohada berilgan bo’lib, (D) soha nol yuzli L chiziq
bilan (D,) va (D2) sohalarga ajralgan bo'lsin. Agar f{x,y) funksiya (D) sohada
integrallanuvchi bo’lsa, funksiya (D,) va (D2) sohalarda ham integrallanuvchi
bo’ladi. Va aksincha, ya’ni f(x,y) funksiya (O,) va (Z)2) sohalarning har birida
integrallanuvchi bo’lsa, (D) sohada ham integrallanuvchi bo’ladi. Bunda

Wix,y)dD= jjf(x.y)dD+ Hf(x.y)dD
©) (/m) )
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3) Agar f(x,y) funksiya (/)) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda
d{x,y) (c=const) ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu
S cffx,y)ciD=c 5 /(xj'>/D
(o) )
formula o’rinli bo’ladi.
4) Agar f{x,y) va g(x,y) funksiyalar (D) sohada integrallanuvchi bo'lsa. u
holda f{x,y)+g(x,y) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu
\S(f(x,y)xg(x.y))dD=SIlf(x,y)dD+\lg(x,y)dD
(0) 5 ()]

formula o’rinli bo’ladi.
I-natija. Agar fi{x,y), f2(x,y)... /,{X'V) funksiyalaming har biri (/))
sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda ushbu
Cl/(x.>-)+c2 2(x.>-)+...tc,y;,(x.0 (c, =const. /=12 n)
funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

i ctMx-y)+ceMx-Y)+- t cnfn(x.y))JD =

(0)
=c, }(f(x.y)dD +c2fj f2(x,y)dD + ..+ ¢, \\ fn(x,y)dD
(D) (0 ()

bo’ladi.
5) Agar f(x.y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lib, Vfx.yje (Z>)
uchun /(x,7)>0 bo'lsa, u holda
ff/(x,v>/D "0

(0)
bo’ladi.

2-natija. Agar f(x,y) va g(x,>-) funksiyalar (D) sohada integrallanuvchi
bo’lib. V(x.iy)e(D ) uchun
/(x,>)<g(x.y)
bo’lsa, u holda
Wf{x,y)dD<>\\g{x,y)dD

(0) )
bo’ladi.

6) Agar f{x,y) funksiya (d) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda

|/(x,”) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

Wf(x.y)dD <,\\\f(x,y\ID
) ®)
bo’ladi.

7) O 'rta qiymat haqidagi teorenmlar. f{x.y) funksiya (D) sohada berilgan
va u shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, shunday m va JI/ o’zgarmas
sonlar  m =inf{f(x,y\ (x,y)e(D)}, M =sup{fi{x,y), {x,y)&(D)) mavjudki,
V(x,)g(Z)) uchun

m<f(x,y)< M
bo’ladi.



4-teorema. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo'lsa, u
holda shunday o’zgarmas /y (m <y < M) son mavjudki,

)
bo’ladi, bunda D-(D) sohaning yuzi.

3-natija. Agar f(x,y) funksiya yopiq (D) sohada uzluksiz bo’lsa, u holda bu
sohada shunday (a, e)e(O) nuqta topiladiki,
llf(x,y)iD =/{a,e)dD
D
bo’ladi.
5-teorema. Agar g(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lib, u shu
sohada 0’z ishorasini o’zgartirmasa va f(x,y) funksiya (d) sohada uzluksiz
bo’lsa, u holda shunday (a, e)e (D) nuqta topiladiki,
W/(x.p)g(x,1)dD =f(a,e)Vig(x,7)dD
() (0)
bo'ladi.
8) Integrallash sohasi o zgaruvchi bo'lgan ikki karrali integrallar. f(x,y)
funksiya (d) sohada berilgan bo'lib, u shu sohada integrallanuvchi bo’lsin. Bu
funksiya, (D) sohaning yuzga ega bo’lgan har qanday {d) qismida ((d)c (D))

ham integrallanuvchi bo’ladi. Ravshanki, ushbu

jl/(x,y)/D
u

integral (d) ga bog’liq bo’ladi.
(/)) sohaning yuzga ega bo’lgan har bir (d) qismiga yuqoridagi integralni
mos qo'yamiz:
0.(d)->JJ/(x,y)dD.
n
Natijada funksiya hosil bo’ladi. Odatda bu

<I>((d))=jjf(x.y)dD

funksiya sohaning funksiyasi deb ataladi.

(D) sohada biror (x0,>-0) nuqtani olaylik. (d) esa shu nuqtani o’z ichiga
olgan va (t/)c(D) bo’lgan soha bo’lsin. Bu sohaning yuzi d diametri esa 5
bo’lsin.

Agar S ->o0 da d nisbatning limiti Hm"— mavjud va chekli

*i-»0
bo’lsa, bu limit ®((c/)) funksiyaning (x0,>'0) nuqtadagi soha bo’yicha hosilasi deb
ataladi.

Agar f(x,y) funksiya (D) sohada wuzluksiz bo'lsa, u holda ®(("))
funksiyaning (x0,>-,,) nuqtadagi soha bo’yicha hosilasi /(x 0,70) ga teng bo’ladi.
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6-§. 1kki karrali integrallarni hisoblash

f(x,y) funksiyaning (d) sohadagi ((D)c /?2) ikki karrali integrali tegishli
integral yig'indining ma’lum ma’nodagi limiti sifatida ta'rifianadi. Bu limit
tushunchasi murakkab xarakterga ega bo'lib, uni shu ta’rif bo’yicha hisoblash
hatto sodda hollarda ham ancha qiyin bo'ladi.

Agar f(x,y) funksiyaning (D) sohada integrallanuvchiligi ma’lum bo'lsa.
unda bilamizki, integral yillindi (D) sohaning bo’laklash usuiiga ham. har bir
bo’lakda olingan {4,.Hi,) nuqtalarga ham bog’liq bo'lmay, -> (0 da yagona
I1f(x,y)dD songa intiladi. Natijada funksiyaning ikki karrali integralini topish
(o)
uchun birorta bo'laklashga nisbatan integral yig’indining limitini hisoblash yetarli
bo’ladi. Bu hoi (O) sohaning bo’laklashini hamda (4,./Ix) nuqtalarni integral
yig’indini va uning limitini hisoblashga qulay qilib olish imkonini beradi.

17.1-misol. Ushbu

J\xydD
(0)
integral hisoblansin, bunda (D)="x,y)e R2: 0<x <1, 0< <I- x}.

« Ravshanki, f{x,y)=xy funksiya (D) da uzluksiz. Demak, bu funksiya
(D) sohada integrallanuvchi.

(D) sohani

[ n n n n n n )
(/=10,1,2 a-1, A=0,1,2 /1= 1)

bo'laklarga ajratib, har bir (D,*) da (**,//* )= (-.-] deb qaraymiz.
T n

U holda
/A 1 i n-i 1
= A% % =
<EZ17I/fe )A 2 Boan it o0’
P one U n2(n-Un ANG(T-1X 2701y | n2(n~\)2
“H Al 2 6 4

bo'ladi. Bundan esa

bo'lishi kelib chiqadi. Demak,

o 24
(o)

Umuman, ko’p hollarda funksiyalaming karrali integrallarini ta’rifga ko’ra
hisoblash qiyin bo’ladi. Shuning uchun karrali integrallarni hisoblashning amaliy
jihatdan qulay bo’lgan yo’llarini topish zaruriyati tug’ildi.
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Yugqorida aytib o’tganimizdek, f{x,y) funksiyaning karrali integrali va uni
hisoblash (D) sohaga bog’liq.

Avvalo sodda holda, (o) soha to’g’ri to’rtburchak sohadan iborat bo’lgan
holda funksiyaning karrali integralini hisoblaymiz.

6-teorema. f{x,y) funksiya (D)="x,y)e R2:a <x <6, ¢ <y <d) sohada
berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

Agar x (x € [a,«]) o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

\f{x,y)dy dx

integral ham mavjud va

\[f(x,p)dD =\ \f{*y)dy dx
o

(r>)
bo'ladi.
< (o) sohani
(A*)y=xx>)eir2 x,<x<x"Xyk<y<yltl}
(/=0.1.2 su-1. *=0,1,2....m-1)
bo’laklarga ajratamiz. Bu bo’laklashni Plim deb belgilaymiz. Uning diametri

V- =maxyUrs? + 4yl (Ax, =x,H- x,, Ay* =y*4l- yk).
Modomiki, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi ekan, u shu sohada
chegaralangan bo’ladi. Binobarin, f(x,y) funksiya har bir (D,*) da chegaralangan
va demak, u shu sohada aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga ega bo’ladi:
Wx=infif{x.y) ()6 (A%},
Mk=sup[f(x.y): (x.y)e (A*)},
(/=0,1,2 a-1. *=0,1,2 m-1).
Ravshanki, V(x,y)e (A*) uchun mik<f(x,y)<, Mik xususan, "efx,, xI+1]
uchun ham mjk <f("i,y)< M,k bo’ladi. Teoremaning shartidan foydalanib

quyidagini topamiz:

Vo k.1 Y\
\mlkdy< \f(",y)dy< JTMlkdy,
Yk Yk Yk

ya’ni

m,kAyk < \f{".y)dy< MIkAyk (Ayk =ykH-yk).
Yk
Agar keyingi tengsizliklami * ning (*=0,1,2 m -1) qiymatlarida yozib,
ularni hadlab qo’shsak, u holda
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»-1 m 4-y*-1 m-1

Z w/*Av* "~ Z '"EM lkAyr ,
=0 *=0, *=0
ya’ni
E~ , SI(#,V)*=Vfe)SE Ay, (=012 -0
EQIy, 51/(#.%Y) )ISEAY
bo’ladi.

Bndi keyingi lengsizliklarni Ax, (Ax, = x/H -x,) ga ko’paytirib, so'ng hadlab
qo’shamiz. Natijada

M-1/m-1 X i-1 nm-1/m-1 X
Z ZANiAy* JAX, < ZAN (M)A, < Z1 Z ALFAS* A,
BIO\k=0 J (=0 /=0\*=0 /
bo’ladi.
Ravshanki,
i-1Zm-1 X /-1 m -1 -1 m-1
7 7 WAAy* Ax,=7Z Z m-*Ar,Avt =7Z E mkDk=s
,=0\k=0 J /=0 *=0 /=0 A=0
f(x,y) funksiya uchun Darbuning quyi yig’indisi,
M-1Zm-1 X »-1 m-1
E E~AVv,k =1 Ewm,n, =5
i=01k=0 J 1=0 A=0
esa Darbuning yuqori yig’indisidir. Demak,
/sf/ifekss. (17.13)
/=0
Shartga xorta f{x,y) funksiya (D) da integrallanuvchi. U holda ->0 da
(0) («)
bo’ladi.

(17.13) munosabatda esa,

E '/fek

/=0

yig’indi limitga ega hamda bu limit
Jf/(x,yVD
0)

ga teng bo’lishi kelib chiqadi:

lim "fy fek =||/(x.y)dO.
JPT.->0=0 (%))
Agar
/w X T(<)AX, =1 7(x>A

va

J/(*>-)k- dx

222



ekanligini e’tiborga olsak, unda

Wf(*,v)ID =\ \f{x,y)dy dx
() a
bo'lishini topamiz. »
7-teorema. f(x,y) funksiya (D)= j(x,.y)e R2:a<x<e6,c<y <d] sohada
berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. Agar y{y&\c,d”j o’zgaruvchining har bir

tayin qiymatida

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu
dV«

\f(x,y)dx dy
integral ham mavjud va

Wf(x,y)ID =\ dy
(D) c
bo’ladi.
Bu teoremaning isboti yuqoridagi teoremaning isboti kabidir. 6-teorema va 7-
teoremalardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

4-natija. f(x,y) funksiya (b) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.
d
Agar x(xe[ti,«D o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida {f(x,y)dy integral

mavjud bo’lsa, .y (y e [c, </]) o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida Jf{x,y\ix
integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

]f{x‘y)dy 1 \f(x’y)dx dy (*)

integrallar ham mavjud va

Wf(x.y)dD =j \f(x,y)dy dx=j j/(x.y)dx \ty
()
bo’ladi.
5-natija. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va uzluksiz bo’lsa, u
holda

Wfix.y)dD, j \f(x,y)dy dx, j \f(x.y)dx dy

(D) a
integrallaming har biri mavjud va ular bir-biriga teng bo’ladi.

(*) integrallar, tuzilishiga ko’ra, ikki argumentli funksiyadan avval bit
argumenti bo’yicha (ikkinchi argumentini o’zgarmas hisoblab turib), so’ng
ikkinchi argumenti bo’yicha olingan integrallardir. Bunday integrallarni takroriy
integrallar deb atash (takroriy limitlar singari) tabiiydir.

223



Shunday qilib, qaralayotgan holda karrali integrallarni hisoblash takroriy
integrallarni hisoblashga kcltirilar ekan. Takroriy integralni hisoblash esa ikkita

oddiy (bir argumentli funksiyaning integralini) Riman integralini ketma-ket
hisoblash demakdir.

2-eslatmu. Yuqorida keltirilgan 6-teoremani isbotlash jarayonida ko ’rdikki,
to’g’ri to’rtburchak (D) soha, tomonlari mos ravishda JIn(, [y, bo’lgan to’g’ri

to’rtburchak sohalar (DIt) larga ajratildi. Ravshanki, bu elemcntar sohaning yu/i
Dik = Ax, wyk bo'ladi.

Avval aytganimizdek. Ar ni dx ga. Ay ni dy ga almashtirish mumkinligini
hamda a<x<g, ¢<y <d ekanini e’tiborga olib, bundan buyon integralni ushbu

\Wf(x.y)JD
ko’rinishda yozish o'rniga
J1f(x,y)dydx (yoki ((f(x,y)dxdy )

kabi ham yozib ketaveramiz.
17.2-misol. Ushbu

integral hisoblansin, bunda (0)= {(x,y)e /?z:0<x<tm)s y <I}e
<Integral ostidagi

funksiya (O) sohada uzluksiz. Unda qaralayotgan ikki karrali integral ham.

! > > VA
f 0 (l +Xx " +y ){
integral ham mavjud. 7-teoremaga ko’ra

11 r
ffoeee- z/r dy

integral mavjud bo'ladi va



bo’lishini hisobga olsak, unda

xdxdy
@>){\+x§+y§f “ vTei vIes.
+V2
=pfv +'yy +1)-/" (v +5D242) -2
p y y ) ( 2) /« 1+V3
ekanini topamiz. Demak. .ff.--__ff_‘f_{f‘{}’__ =In 2+-/2

Endi (D)

g ™ T

soha ushbu (D)=\x,y)& R2:a<x< 6; (px(x)<y <p2(x)} ko’ri-

nishda bo'lsin. Bunda <p\{x) va ¢2(x) [s,e] da berilgan va uzluksiz funksiyalar

(54-chizma)

D/x)

®/x)

(0] 0 6 x

54-chizma

8-teorema. f(x,y) funksiya (0) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

Agar x (x g [a, e]) o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

integral ham mavjud va

bo’ladi.

fit*)
Ax)=
[itw)
«>2 (%)
o IUf(x.y)dy]dx
a »(*)
ery)
Jif(x.y)dD =] \f(x.y)dy
(0) «itw)

< (P\{x) va <p2{x) funksiyalar /a,¢; da uzluksiz. Veyershtrass teoremasiga

ko’ra bu funksiyalar /g, e] da o’zining eng katta va eng kichik qiymatlariga

erishadi. Ulami

deb belgilaylik.
Endi

in <P = 2 =
a}:ﬁgrl<n« x)=C gqi%ﬁtp(x) a

(D,)= j(X.j/)C/?Z:u <x<e;c<y<d}
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sohada ushbu
f'(r vi-\f(x'y\ asar (x>y)e[D) bo'lsa-
J "y [0 agar (x,y)e\D\)\(D)bl] Isa
funksiyani qaraylik.
Ravshanki, teorema shartlarida bu funksiya (D,) sohada integrallanuvchi va
integral xossasiga ko’ra
Wf(x,y)dD =\\f\x.y)dD+ \\f(x,y)dD =\\f(x.y)dD (17.14)
(D) ) (1>>(>) (0)
bo’ladi. Shuningdek, x (x G [a, e|) o'zgaruvchining bar bir tayin qiymatida

Mx)=1/XYN

integral mavjud va

MY)=1/ V= If (cy)dv+ |/ (¥l '+

<HA(x)

(17.15)
4 %
+ \flx,y)dy= \f(x,y)dy
fzM (-0

bo’ladi. Unda 6-teoremaga ko’ra

\flx,y)dy dx
integral ham mavjud va

Wf'(x,y)dD =\ \f'(x,y)dy dx
(0)
bo’ladi.
(17.14) va (17.15) munosabatdan

HH
Iftx.y)dD =5 l/(xy)dy dx
a IW

()
bo’lishi kelib chiqadi>
Endi (D) soha ushbu
(M)=".>70g"2 V{y)"x c<y<d)
ko’rinishda bo’lsin. Bunda *,(x) va y/2{x) [c,"] da berilgan uzluksiz funksiyalar
(55-chizma (a)).

226



(®)

55-chizma
9-teorema. f{x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

Agar y (ye [c,t/])o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida

riM
J(y)=
)
integral mavjud bo'lsa, u holda
n(>)
1f(x,y)dx
n(y)
integral ham mavjud va
r2(r)
Wix.y)dD =\ if(x.y)dx <
O ")

bo'ladi.
Bu teoremaning isboti 8-teoremaning isboti kabidir.
Faraz qilaylik, (D) soha ((D)c /?2) yuqorida qaralgan sohalarning har
birining xususiyatiga ega bo’lsin (55-chizma (b)).
6-natija. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.
Agar jt (e [1,e]) o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida
L4y
V(x,y)dy
M
integral mavjud bo’lsa, y (ve [c,jJ) o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida
Vib)
f(x,y)dx

integral mavjud bo’lsa, u holda
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« Vi(®) | d"Viiy)

' \f(*'yv)dy dx, |\ \f(x,y)dx dy
«L’-iW “Lv'iM
integrallar ham mavjud va
yely)
A =}y Jf(x.y)dy dx=1 \f(x,y)dx dr
@) a *>.0) : fy M

bo’ladi.
Bu natijaning isboti 8-teorcma va 9-teoremadan kelib chiqadi.
Agar (D) soha (56-chizma)

56-chizma
tasvirlangan soha bo’lsa, u holda bu soha yuqorida o’rganilgan sohalar
ko’rinishiga keladigan qilib bo’laklarga ajratiladi. Natijada (D) soha bo’yicha ikki
karrali integral ajratilgan sohalar bo’yicha ikki karrali integrallar yig’indisiga teng
bo’ladi. Shunday qilib, biz integrallash sohasi (D) ning yetarli keng sinfi uchun
karrali integrallami takroriy integrallarga keltirib hisoblash mumkinligini
ko’ramiz.
17.3-misoL Ushbu

IS* dxdy
()
integral hisoblansin, bunda (d)= |(x,y)e /<2:0 <x <>, 0 <,v<]l}.

<Bu holda 7-teoremaning barcha shartlari bajariladi. O’sha teoremaga ko’ra
dxdy =1 fe~y dx dy
(D) oLo
bo’ladi. Keyingi tenglikning o’ng tomonidagi integrallami hisoblab quyidagilami

topamiz:

le~y dx = ye~y ,

228



T “v o 2 o 21 e)
Demak,

(o)
17.4—misol. Ushbu
Wrx +y dxdy
(0)
integral hisoblansin, bunda (D)= |(x,y)0 /?2.0<x< I, 0<>"< 1-x}.
~ Bu holda 6-teoremaning barcha shartlari bajariladi. O ’sha teoremaga ko’ra
-1
Nyjx~+y dxdy =\ \yjx +ydy dx
(D) oL o
bo’ladi. Integrallami hisoblab topamiz:

Jjx +ydy
Demak,

A alx+Ydxdy=- >
() 5

Bu keltirilgan misollarda sodda funksiyalaming sodda soha bo’yicha ikki
karrali integrallari qaraldi. Ko’p hollarda sodda funksiyalami murakkab soha

bo’yicha, murakkab funksiyalami sodda soha bo’yicha va ayniqgsa, murakkab
funksiyalami murakkab soha bo’yicha ikki karrali integrallarini hisoblashga to’g’ri
keladi. Bunday integrallami hisoblash esa ancha qiyin bo’ladi.

7-s. Ikki karrali integrallarda o'zgaruvchilarni almushtirish

f(x,y) funksiya (d) sohada ((Z))c/?2) berilgan bo’lsin. Bu funksiyaning
ikki karrali

Wf(x.y)dxdy
D
integrali mavjudligi ma’lum bo’lib, uni hisoblash talab etilsin. Ravshanki, f(x,y)
funksiya hamda (D) soha murakkab bo’lsa, integralni hisoblash qiyin bo’ladi.
Ko'pincha, x la y o’zgaruvchilarni, ma’lum qoidaga ko’ra boshqa
o’zgaruvchilarga almashtirish natijasida integral ostidagi funksiya ham,
integrallash sohasi ham soddalashib, ikki karrali integralni hisoblash osonlashadi.
Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish
bilan shug’ullanamiz. Avvalo tekislikda sohani sohaga akslantirish, egri chiziqli
koordinatalar hamda sohaning yuzini egri chiziqli koordinatalarda ifodalanishini
keltiramiz.
Ikkita tekislik berilgan bo’lsin (57-chizma).
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57-chizma

Birinchi tekislikda to’g’ri  burchakli Oxy koordinata sistemasini va
chegaralangan (D) sohani qaraylik. Bu sohaning chegarasi dD sodda, bo’lakli-
silliq chizigdan iborat bo'lsin. Ikkinchi tekislikda esa to’g’ri burchakli Ouv
koordinata sistemasini va chegaralangan (1) sohani qaraylik. Bu sohaning
chegarasi d4 ham sodda, bo’lakli-silliq chiziqdan iborat bo'lsin.

<p(u,v) va ~(u,v) lar (a) sohada berilgan shunday funksiyalar bo’lsinki,
ulardan tuzilgan {<p(u,v),y/(u,v)} sistema (1) sohadagi (iv.v) nuqtani (D) sohadagi
(je.y) nuqtaga akslantirsin:

(p: (zv,v)-> X,

va bu akslantirishning akslaridan iborat {(x,.y)} to'plam (o) ga tegishli bo'lsin.
Demak, ushbu

/ = (17.16,
y =y/(uv)

sistema (1) sohani (D) sohada akslantiradi.

Bu akslantirish quyidagi shartlami bajarsin:

1°% (17.16) akslantirish o’zaro bir qiymatli akslantirish, ya’ni (1) sohaning
turli nuqtalarini (D) sohaning turli nuqtalariga akslantirib, (D) sohadagi har bir
nuqta uchun (1) sohada unga mos keladigan nuqta bittagina bo’lsin.

Ravshanki, bu holda (17.16) sistema u va v larga nisbatan bir qiymatli
echiladi: u =<pqxly), v="1(x,y) va ushbu

= (17.17)
[v=1/Ax,y)
sistema bilan akslantirish yuqoridagi akslantirishga teskari bo’lib, (D) sohani (1)

sohaga akslantiradi. Demak,
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<p(<P\(xyl/ [(x.y)) =x

"Mx.y), ly{{x.y))=y
2" (p{u,v), 4(u,v) funksiyalar (1) sohada, (w.v), funksiyalar (D)

sohada uzluksiz va barcha xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar ham

(17.18)

uzluksiz bo’lsin.
3° (17.16) sistemadagi funksiyalaming xususiy hosilaridan tuzilgan ushbu

|fic  dx
\du dv 17.19
\dy dy ( )
Iim  dv

funksional determinantning ham (1) sohada noldan farqli (ya'ni (1) sohaning har
bir nuqtasida noldan farqli) bo’lsin. Odatda (17.19) determinantni sistemaning
yakobiani deyiladi va J(u,v) yoki / kabi belgilanadi.

u,v

Bu 2° va 3° - shartlardan, (J[) bog’lamli soha bo’lganda, (17.19)
yakobianning shu sohada o’z ishorasini saqlashi kelib chiqadi.

Haqiqatdan ham, j(u.v) funksiya (/) sohaning ikkita turli nuqtalarida turli
ishorali qiymatlarga ko’ra, (1) da shunday (wmo0,v0) nuqta topiladiki, 7 (m0,v0)= 0
bo'ladi. Buesa j(u,v)*0 bo’lishiga ziddir.

3-shartdan (17.17) sistemaning yakobiani, ya’ni ushbu

du du
dx dy
dv dv
dx dy

funksional determinantning ham (D) sohada noldan farqli bo’lishi kelib chiqadi.
Haqiqatdan ham, (17.18) munosabatdan
dx _dx du™dx dv_ "
dx du dx dv dx
dy dy du™dy dv_ "
dy du dy dvdy
dx dx du + dx dv _
dy du dy dv dy
dy _dy dudy_dv_q
dx du dx dv dx
bo’lishini e’tiborga olsak, u holda
D(x.y) D(u.v)
D(u,v) D(x.y)

Oa

bo’lib,
, Z X Dfu.v)
"(XY)=0b)*°

bo’lishini topamiz.
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Demak. (O) bog’lamli soha bo’lganda J/{u-V) yakobiani ham (D) sohada
0’z ishorasini saqlaydi.

Yuqoridagi shartlardan yana quyidagilar kelib chiqadi.

(17.16) akslantirish (1) sohaning ichki nuqtasini (D) sohaning ichki
nuqtasiga akslantiradi. Haqiqatdan ham, oshkormas funksiyaning mavjudligi
haqida teoremaga ko'ra (17.16) sistema (x0,y0) nuqtaning biror atrofida M va v
lami x va y o’zgaruvchilaming funksiyasi sifatida aniqlaydi: wu =(p\{x,y),
>=Y'\(x.y). Bunda "|(n0>0)=m0, *,(x0.>'0)= v0 bo’ladi. Demak, (x0,>0) (D)
sohaning ichki nuqtasi. Bundan (17.16) akslantirish (1) sohaning chegarasi aJI ni
(D) sohaning chegarasi 0JI ga akslantirishi kelib chiqadi.

Shuningdek, (17.16) akslantirish (71) sohadagi silliq (bo’lakli -silliq) egri
chiziq

ni (D) sohadagi silliq (bo’lakli-silliq) egri chiziq
X=p(u(), v()
y =r(u(/), v())

ga akslantiradi.
(A) sohada u =u0 to’g’ri chiziqni olaylik. (17.16) akslantirish bu to’g’ri
chiziqni (D) sohadagi

e ’% 17.2
e (17:20)

egri chiziqqa akslantiradi. Xuddi shunday (/1) sohadagi v=v0 to’g’ri chizigni
(17.16) akslantirish (D) sohadagi

*=<(m<,.4,,) (1720
y =)
egri chiziqqa akslantiradi. Odatda, (17.20) va (17.21) egri chiziqlarni koordinata
chiziqlari (17.20) ni v koordinata chizig’i, (17.21) ni esa u koordinata chizig’i)
deb ataladi.
Modomiki, (17.16) akslantirish o’zaro bir qiymatli akslantirish ekan, unda
(O) sohaning har bir (x,y) nuqtasidan yagona v koordinata chizig’i (w ning tayin
o’zgarmas qiymatiga mos bo’lgan chiziq), yagona u koordinata chizig’i (v ning
tayin o’zgarmas qiymatiga mos bo’lgan chiziq) o’tadi. Demak, (D) sohaning shu
(x,y) nuqtasi yuqoridaaytilgan uva v lar bilan, ya’ni(x1) sohaning (u.v) nuqtasi
bilan to’liganiqlanadi. Shuning wuchun u va v lami (D) soha nugqtalarining
koordinatalari deb qarash mumkin. (D) soha nuqtalarining bunday koordinatalari
egri chiziqli koordinatalari deyiladi.
Masalan, ushbu
x =pcos(p

by cosg P7Q 0<(P<2n)

232



sistema  (JI)= {#,v)e R1: 0<p <+o0, 0<(p <21) sohani Oxy tekislikka
akslantiradi. Bu sistemaning yakobiani
_cosq) -p sirup
y(u.Y)= sirup p cosp
bo’ladi.

p \» (p lar (D) soha nugqtalarining egri chiziqli koordinatalari bo’lib, shu
sohaning koordinat chiziqlari esa, markazi (O, O) nuqtada, radiusi p ga teng ushbu
xz+y2=p2
aylanalardan (v koordinat chiziqlari) hamda (0,0) nuqtadan chiqgqan (p-p0

(0< p 0<2n) nurlardan (v koordinat chiziqlari) iborat.

Faraz qilaylik, ushbu
x =<p(u,v)
y =ip(uv)
sistema (1) sohani (o) sohaga akslantirsin. Bu akslantirish yuqoridagi 10-3°-

shartlami bajarsin. U holda (O) sohaning yuzi

D ="j{u,vlidudv=j! ~ dudv (17.22)
(1) G n (u'v)
bo’ladi.

Bu formulaning isboti keyingi bobda keltiriladi (qarang, 18-bob, 3-§).

f{x,y) funksiya (d) sohada ((D)c R2} berilgan va shu sohada uzluksiz
bo’lsin. (D) esa sodda, bo’lakli-silliq chiziq bilan chegaralangan soha bo’lsin.
Ravshanki, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’ladi.

Avytaylik, ushbu

x =(p(uv)

y =4(u,v)
sistema (1) sohani (D) sohaga akslantirsin va bu akslagtirish yuqoridagi 1°-30-
shartlami bajarsin.

Har bir bo'luvchi chizig’i bo’lakli-silliq bo’lgan () sohaning bo’laklani-
shini olaylik. (17.16) akslantirish natijasida (D) sohaning Pn bo’laklanishi hosil
bo’ladi. Bu bo'laklanishga nisbatan f(x.y) funksiya integral yig’indisi

°‘=E/(4.7*Y ]
*=1
ni tuzamiz. Ravshanki,
Jimna =Jim = \W/(X'VNe<*V o
m ipD-*0k=>1 (0)
Yugqorida keltirilgan (17.22) formulaga ko’ra
Dk = |||y(u,v)(dt«fv
(A) %
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bo’ladi. O’rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib quyidagini topamiz:
Dk=p k *v*)<A, ((«;.v¥)e (A)))
bunda At - (A*) ning yuzi. Natijada o yig’indi ushbu
N=Z (S*FMTF)WER v )A4
*=]
ko’rinishga keladi.
(4, Y) nuqtaning (/)*) sohadagi ixtiyoriy nuqta ekanligidan foydalanib, uni

JI uk™N'x)=IIn
deb olish mumkin. U holda
=Z7Z A<p(ulevi) V'fc » )XK “*-v*K

bo’ladi.
Ravshanki,

/(<p(ux), v/ X)) y(M,V)|

funksiya (a) sohada uzluksiz. Demak, u shu sohada integrallanuvchi. U holda

Umn <j= lim X f(<p(ul.v;) y/(«;,vl))k(u*ev¥)q<=

=SSt/ QNe

bo’ladi.
—>0 da -*0 bo’lishini e’tiborga olib, topamiz:
ﬂ'{x,y)dxdy = H(y>(M.v). 1#7(u. v)) |y (u. v)t/zv</v. (17.23)
(0) ()

Bu ikki karrali intcgralda o’zgaruvchilami almashtirish formulasidir.

U berilgan (D) soha bo’yicha integralni hisoblashni (A) soha bo’yicha
integralni hisoblashga keltiradi. Agarda (17.23) da o’ng tomondagi integralni
hisoblash engil bo’lsa, bajarilgan o’zgaruvchilami almashtirish o’zini oqlaydi.

17.5-misoL Ushbu
HrB3**
integral hisoblansin, bunda
(D)=j(x.y)e R2:x2+y2<l\y >0}

markazi (0,0) nuqtada, radiusi 1ga teng bo’lgan yuqori tekislikdagi yarim doira.

w/Berilgan integralda o’zgaruvchilarni quyidagicha almashtiramiz:
X =pcosq),
y - psincp

Bu almashtirish ushbu

(a)=\p,(p)z R2: 0<(p<7r, 0<p <1}
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to’g’ri to’rtburchakni (D) sohaga akslantiradi va u 10-3°-shartlami qanoatlantiradi.
Unda (17.23) formulaga ko’ra

I s
P)VI+X +V AlV14-/5
bo’ladi. Bunda yakobian ./{p,(p)-p bo’ladi. Bu tenglikning o’ng tomondagi

4)fipd<P

integralni hisoblab topamiz:

v RKP*SP =\ 4 Lip “Aoviir PR
Demak,
l-x2-y2

dxtly = —(s1 - 2)m®

BV

/AJl/ karrali integralni taqribiy hisoblash

f(x,y) funksiya (D) sohada ((D)€ /?2) berilgan va shu sohada
integrallanuvchi, ya’ni

Wf(x,y)dxdy (17.23)
©)
integral mavjud bo’lsin. Ma’lum ko’rinishga ega bo’lgan (D) sohalar uchun
bunday integralni hisoblash 6-§ da keltirildi. Ravshanki, f{x,y) funksiya
murakkab bo’lsa, shuningdek, integrallash sohasi murakkab ko’rinishga ega
bo’lsa, unda (17.23) integralni hisoblash ancha qiyin bo’ladi va ko’p hollarda
bunday integralni taqribiy hisoblashga to’g’ri keladi.
Ushbu paragrafda (17.23) integralni taqribiy hisoblashni amalga oshiradigan
sodda formulalardan birini keltiramiz.
Avytaylik, f{x,y) funksiya (D)="x.y)e R2:a<x<e;c<y<d} to’g’r
to’rtburchakda berilgan va uzluksiz bo’lsin. Unda 6-§ da keltirilgan formulaga
ko’ra

Wix.y)dxdy=] \f{x.y)dy dx (17.24)

(o)
bo’ladi.
Endi

Jjf(x.y)dy, (xel[a,eD

integralga 1-qism, 9-bob, 2-§ dagi (9.52) formulani -to’g’ri to’rtburchaklar
formulasini tatbiq etib, ushbu
— (xek4 (17.29
c n k0 >

taqribiy formulani hosil qilamiz. So’ng



integralga yana o’sha (9.53) formulani qo’llab, quyidagi

V/(*! ” o Z/Li-n.;) 726>
a 1 7 ,*0 2
taqribiy formulaga kelamiz.

Natijada (17.24), (17.25) va (17.26) munosabatlardan

f1/(x, y)dxdy « 2 /k ,.>,.1) (17.27)
(D) nm /=04=0 J 2

bo’lishi kelib chiqadi.

Bu ikki karrali integralni taqribiy hisoblash  formulas!, «to’g’ri
to’rtburchaklar» formulas! deb ataladi.

Shunday qilib, «to’g’ri to’rtburchaklar» formulasida, ikki karrali integral
maxsus tuzilgan yig’indi bilan almashtiriladi. Bu yig’indi esa quyidagicha tuziladi:

(D)="x,y)e R2:a <x <g,c“y ~d) to’g’ri to’rtburchak nm ta teng

A*)= r2 SxS5xMVe Ay AVr+H 0=0.12....m-\. A=0.1,2,...,
«- 1)to’g’ri to’rtburchaklarga ajratiladi. Bunda
.6-a ,d-c
X, =a+i , Yyt =c tk
m ! n

Har bir (Djt) ning markazi bo’lgan (x ,.y, ,) (/=0,1.2.... m -\,

k=0,1,2,..., wu-1) nuqtada f(x,y) funksiyaning qiymati ffx ,,y. ,)
k2 ks

hisoblanib, uni shu (/{4) ning yuziga ko’paytiriladi. So'ngra ular barcha i va x
lar (/=0.1,2.....m -\, k =0,1.2,..., u - 1) bo’yichayig’iladi.

Odatda, har bir taqribiy formulaning xatoligi topiladi yoki baholanadi.
Keltirilgan taqribiy formulaning xatoligini ham o’rganish mumkin.

17.6-misol. Ushbu

(np +V+4
integral taqribiy hisoblansin, bunda
(D)= ~ny,)e J12;0< k< 1,0<y/<1}.
< (D) ni ushbu to’rtta bo’lakka bo’lamiz:

(A»)=|(x,y)esd2:0<x<1 0<><1],
(»0,)={M e/i2:0<x<1 I<y<l1|,
(To)= {(/=.y)6 A2 w5 5 /r51.0<J-51ij,

(0,,)=](x,y)€2 lix S1.1sy S 1j.
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Bu bo’laklaming markazlari
30 33
4%4 4’4

fill fl1.2
u 4) U 4
nuqtalarda

1
1 (IG>)= ﬁ+n+>_§}2

funksiyaning qiymatlarini hisoblab, (17.23) formulaga ko'ra

[ i — rvdxdy « 0,2761
(D)0 + W+ >")

bo’lishini topamiz. Bu integralning aniq qiymati esa

Ans ™ dy ™[ dx dy=1In-=0,287682..
I Fx + yR2 00 + Aty T 3

bo’ladi. »

9-§. Ikki karrali integraUarning ba 'zi bir tatbiglari

Ushbu paragrafda ikki karrali integraUarning ba’zi bir tatbiqlarini keltiramiz.

/. Jismning hajmini hisoblash. R’ fazoda (I/) jism yuqoridan r =f{x,y)
sirt bilan, (bunda f(x,y) funksiya (O) da uzluksiz) yon tomonlaridan yasovchilari
Oz o’qiga parallel bo’lgan silindrik sirt hamda pastdan Oxy tekislikdagi (D) soha
bilan chegaralangan jism bo’lsin.

(£>) yopiq sohaning P bo’laklashni olamiz. f(x.y) funksiya (D) da uzluksiz
bo’lganligi sabali, bu funksiya P bo’laklash har bir (Da) bo’lagida ham uzluksiz
bo’lib, unda inf/f{x.y): (x.y)e (Dk)=m,, sup{f(x.y). (x.y)e(Dk)}= Mk
(k=1,2,3 n) larga ega bo’ladi.

Quyidagi

-
yig’indilarni tuzamiz. Bu yig’indilarning birinchisi (V) jism ichiga joylashgan
ko’pyoqning hajmini, ikkinchisi esa (F) jismni o’z ichiga olgan ko’pyoqning
hajmini ifodalaydi.

Ravshanki, bu ko’pyoqlar, demak, ulaming hajmlari ham f{x.y) funksiyaga
hamda (D) sohaning bo’laklashga bog’liq bo’ladi:

Vs =<(/)m
(D) sohaning turli bo’laklashlari olinsa, ularga nisbatan (V) jismning ichiga
joylashgan hamda (v) jismni o’z ichiga olgan turli ko’pyoqlar yasaladi. Natijada
bu ko’pyoqlar xajmlaridan iborat quyidagi
kM i. k'(/)}
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to’plamlar hosil bo’ladi. Bunda {” (/)| to'plam yuqoridan {I/j (/)} to’plam esa

quyidan chegaralangan bo’ladi. Demak, bu to’plamlarning aniq chegaralari

suPr 4 (7)Y m/K (/)]
mavjud. Shartga ko'ra f{x,y) funksiya (D) yopiq sohada uzluksiz. U holda

Kantor teoremasining natijasiga asosan, V£ >0 son olinganda ham, ~ songa

ko’ra shunday d'>0 son topiladiki, (D) sohaning diametri XP <S bo’lgan har
qanday bo’laklashi P uchun har bir (Dk) da funksiyaning tebranishi

ML- ML<—
* * D

bo’ladi. Unda

4=1 4

1
—_

=Z ("4 -mk)Dk< ~=D ktzy D =e.
4=1 ng =] U

Demak, (O) sohaning diametri A4,, <S bo’lgan har qanday bo’laklanishi
olinganda ham bu bo’laklanishga mos (f') jismning ichiga joylashgan hamda bu
(V) ni o’z ichiga olgan ko’pyoq hajmlari uchun har doim

OSinflylV) }-supNe(jj\<e:

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bundan esa
-m"/k/(/)}=«*'</)} (ns)
teng!ix kelib chigadi. Bu tenglik (f) jism hajmga ega bo’lishini bildiradi.
Endi yuqorida o’rganilgan Vp (f) yig’indilarni Darbu yig’indilari
bilan taqqoslab, {/) ham ¥ /(/) yig’indilar f(x,y) funksiyaning (D) sohada

mos ravishda Darbu quyi hamda yuqori yig’indilari ekanini topamiz. Shuning
uchun ushbu

miqdorlar  f{x,y) funksiyaning quyi hamda yuqori ikki karrali integrallari
bo’ladi, ya’ni

MPU (/M)= Mk (Y))=A
1y (0)

Yuqoridagi (17.28) munosabatga ko’ra

Wf(x,y)dD =\\f(x,y)dD
m »)

tenglik o’rinli ekani ko’rinadi. Demak,

Wfx,y)dD= \\f(x.y)dD= \\f(x,y)dD.
() (0) )
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Shunday qilib, bir tomondan, qaralayotgan (v) jism hajmga ega ekani
ikkinchi tomondan, uning hajmi f{x,y) funksiyaning (D) soha bo’yicha ikki
karrali integraliga teng ekani isbot etildi. Demak, (f') jismning hajmi uchun ushbu

V=\Wf(x,y)dD (17.29)

)
formula o ’rinli.

17.7-misoL Ushbu
2/ z2 ",
— +tzr +— 51
a 6 c
ellipsoidning hajmi topilsin.
< Bu ellipsoid r =0 tekislikka nisbatan simmectrikdir. Yuqori qismini (r >0)

o’rab turgan sirt

‘m’'f & %
bo’ladi.
Yuqoridagi (17.29) formulaga ko’ra ellipsoidning hajmi (V):
V=2cfl]l-£-£dxdy
(W)V a 8

bo’ladi. bunda

(D)={(x.y)e Rl—é}l +4}; sl

Integralda
X =apcos¢
) (17.30)
Yy =epsin<p

almashtirishni bajaramiz. Bu sistemaning yakobiani
acos(p esing>
=ae p
-apsirnp epcosip
bo’ladi. (17.30) sistema (m)= {(/?,d)e RI: 0</? <1 0<~<2”} sohani (D)
sohaga akslantiradi. (17.23) formulaga ko’ra

(L P-V %Ndxdy =4 P2asPdPd<P
o» a 8 (a)

bo’ladi. Demak,

~2a

V=2aecjfyj\- p2pdpd(p = 2aec\ \d<P\\- pIPdp =
(A) o 0
=Anaec\™\- p2pdp ="j-aec.
Shunday qilib, ellipsoidning hajmi
4
V =—nunc
bo’ladi. »
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2° Yassishaklningyuzi Ushbu bobning 1-§ ida (D) sohaning yuzi quyidagi
D=\\dD = \\dxdy
) (o)

integralga teng bo’lishini ko'rdik. Demak, ikki karrali integral yordamida yassi
shaklning yuzini hisoblash mumkin ekan.

Xususan, soha

(D)={(x,y)e/?2: a<x<e D<y<f{x))

egri chiziqli trapesiyadan iborat bo’lsa (/(jc) funksiya /a. «] da uzluksiz) u holda

e/*) T m
D= flaxdy=j \dy dx =\f(x)dx
@D Lo J 4

bo'lib, 1-qism, 10-bob, 2-§ da topilgan formulaga kelamiz.
17.8-misoL Ushbu
y2+a? y2+e2
x = x =
2a 2e
chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
4 Bu chiziqlar parabolalardan iborat (58-chizma).

(0<a<e)

58-chizma
Quyidagi
x -~ =0
2a
+
. _y2 e2 0
2e
sistemani echib, parabolalaming kesishgan nuqtalari
a+te 'a +6 —)
, yae



ekanini topamiz. Qaralayotgan shakl Ox o'qiga simmetrik bo’lishini e’tiborga
olsak, u holda (D) ning yuzi
D = 2 (fdxdy
(>,
bo’ladi, bunda

(D, = >Ne R1: Sa<wv +n 0<><-Joe).
2a 2e

Integralni hisoblab, quyidagini topamiz:
, Iy
T2 A Nify2+e2 >2+a2
Adedy = £ 7% dy= ] 1

n
() o 2e 2a
2-

Demak,

D= SAdxdy= (s¢- a) ylas.W»
)

IJ". Sirtning yuzi va uning karrali integral orqali i/odalanishi. 1kki karrali
integral yordamida sirt yuzini hisoblash mumkin. Avvalo sirtning yuzi
tushunchasini keltiramiz.

Faraz qilaylik, z =f(x,y) funksiya {D) sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin.
Bu funksiyaning graflgi 59-chizmada tasvirlangan sirtdan iborat bo’lsin.

fr

59-chizma

(D) sohaning P bo’laklashni olaylik. Uning bo’laklari (D,), (/92)...., (Dn)
bo’lsin. Bu bo’laklashning bo’luvchi chiziqlarini yo’naltiruvchilar sifatida qarab,
ular orqali yasovchilari Oz o’qiga parallel bo’lgan silindrik sirtlar o’tkazamiz.
Ravshanki, bu silindrik sirtlar (S) sirtni (S,),(S2),  (S,,) bo’laklarga ajratadi. Har
bir (Dk) (k=1,2,...,n) da ixtiyoriy (£,,,¢,) nuqta olib, (S’) sirtda unga mos nuqta
(£, 'IIn’=x) (-* =/x,,JI,)) ni topamiz. So’ng (5) sirtga shu (£,,7,,r*) nuqtada
urinma tekislik o’tkazamiz. Bu urinma tekislik bilan yuqorida aytilgan silindrik
sirtning kesishishidan hosil bo’lgan urinma tekislik qismini ('/*) bilan, uning

yuzini esa Tk bilan belgilaymiz.
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Geometriyadan ma'lumki, (Dk) soha (Tk) ning ortogonal proeksiyasi bo’lib,
Dk = Tk\cosyt \ (17-31)
bo'ladi, bunda 7*-(S) sirtga (*,,.fln,~k) (~k=/(<;,,/m»)) nuqtada o’tkazilgan
urinma tekislik normalining Or o’qi bilan tashkil ctgan burchak.
Ravshanki, A, -» 0 da (Sk) (k =1,2,...,«) ning diametri ham nolga intiladi.
Agar 4, 0 da

*=1
yig’indi chekli limitga ega bo"Isa, bu limit (S) sirtning yuzi deb ataladi. Demak,
(S) sirtning yuzi

S= lim VT« (17.32)

bo’ladi.
Yuqorida qaralayotgan r =f{x,y) funksiya (D) sohada f'x{x,y), f'v(x,y)
xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar (Z)) sohadauzluksiz bo’lsin. U

holda

cosYk =
)'+I'Jdb-n,)+I'?(b-u,)
bo’ladi.
(17.31) munosabatdan

bo’lishini topamiz. Demak,

*Z:|n =A%Ac;s;ka =tzq' ae.33)
Tenglikning o’ng tomonidagi yig’indi
YUHf2{x,y)+fy2(x,y)
funksiyaning integral yig’indisidir (qarang 1-§). Bu funksiya (o) sohada uzluksiz,

demak, integrallanuvchi. Shuning uchun

[i/» A1+ %2fe %)+ /;2fe.7,) D, = JIyll+f:4x.y)+ /; 2A(x.y) dD

Ar-*°k=\ (0)
bo’ladi.
Shunday qilib, (17.32) va (17.33) munosabatlardan
8=V u -1 20x.y)+/: 2(x.y) dD (17.34)
0)

bo’lishi kelib chiqadi.

17.9-misol. Asosning radiusi » balandligi # bo’lgan doiraviy konusning yon
sirti topilsin.

mBunday konus sirtning tenglamasi
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_-=N x2+V

bo’ladi. Yuqoridagi (17.34) formulaga ko’ra
S=1JI +zx2+:42 dxdy

)

bo’ladi, bunda
(0)4x,deK2.02+y-512}.
Endi

va

2x2+y2 r2x£+>..2~\ll+72

ekanini e’tiborga olib. quyidagini topamiz:

S=fjjl+— dxdy=1J 1+ — Jdxdy =71 1+ — nr2=Trryfr2+ J12 . »
>y r ' r (D) | r

10-§. Uch karrali integral

Yuqorida Riman integrali tushunchasining ikki o’zgaruvchili funksiya uchun
qanday kiritilishini ko’rdik va uni batafsil o’rgandik. Xuddi shunga o’xshash bu
tushuncha uch o’zgaruvchili funksiya uchun ham kiritildi. Uni o’rganishda Riman
integrali hamda ikki karrali integralda yuritilgan barcha mulohazalar (integrallash
sohasining bo’laklanishini olish, bo’laklarda ixtiyoriy nuqta tanlab olib, integral
yig’indi tuzish, tegishlicha limitga o’tish va hokazo) qaytariladi. Shuni e’tiborga
olib, quyida uch karrali integral haqida faktlarni keltirish bilan chegaralanamiz.

/". Uch karrali integral tarifii f(x.y,z) funksiya fU fazodagi
chegaralangan (V) sohada berilgan bo’lsin. (Bu erda va kelgusida hamma vaqt
funksiyaning berilish sohasi (v) ni hajmga ega bo’lgan deb qaraymiz). (V)
sohaning P bo’laklashini va bu bo’laklashning har bir k) (k=12 n)
bo’lagida ixtiyoriy (“x-IIx-Ck) nuqtani olaylik. So’ngra quyidagi

° :fA 4 k lIk-CkVK
-i
yig’indini tuzamiz, bunda Vk-(Et) ning hajmi.

Bu yig’indi f(x,y,z) funksiyaning integral yig’indisi yoki Riman yig’indisi
deb ataladi.

Endi (K) sohaning shunday

P.--
bo’laklanishlarini qaraymizki, ulaming diametridan tashkil topgan
JIx «JIp2  JIP',...
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ketma-ketlik nolga intilsin: Xr —»0. Bunday Pm (m=1,2,.. ) bo’laklanishlarga

nisbatan f(x,y,z) funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz:

Natijada quyidagi

ketma-kctlik hosil bo’ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi {4k,t)k,Ck) nuqtalarga
bog’liq.

9-ta'rif. Agar (x) ning har qanday bo’laklanishlar ketma-ketligi {P,,}
olinganda ham, unga mos integral yig’indi qiymatlaridan iborat {<m} ketma-ketlik
y-3k-IIk"x) nuqtalami tanlab olinishiga btig’liq bo’lmagan holda hamma vaqt bitta
J songa intilsa, bu J son a yig’indining limiti deb ataladi va u

Jggoa :%%A{Iffa nmkXk YKk =J
kabi belgilanadi.
10-ta'rif. Agar -»0 da f(x,y,z) funksiyaning integral yig’indisi cr
chekli limitga ega bo’lsa, f{x,y,z) funksiya (V) da integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu ¢ yig’indining chekli limiti J
esa f(x,y,z) funksiyaning (fz) bo’yicha uch karrali integrali (Riman integrali)

deyiladi vau

W\ff{x,y.z)dV
0)
kabi belgilanadi. Demak,

[T xVeYy = Jim a =gl f*k-Yx"k Vi *

f(x,y,z) funksiya (F) da ((k')c/?J) berilgan bo’lib, u shu sohada
chegaralangan bo’lsin:
m<f{x,y,z)<M  (V(x.y.z)e(y)).
(V) sohaning bo’laklanishlar to’plami {P} ning har bir bo’laklanishiga
nisbatan f(x,y,z) funksiyaning Darbu yig’indilari

* (= s sP(J) :*lﬁM kvk

ni tuzib, ushbu

k(Hy. M)}
to’plamlami qaraylik. Ravshanki, bu to’plamlar chegaralangan bo’ladi.
11-tarif {spC/)} to’plamning aniq yuqori chegarasi f(x,y,z) funksiyaning
quyi uch karrali integrali deb ataladi vau

I ="f(x.y.z)dv

kabi belgilanadi.
244



{£,,(/)} to’plamning aniq quyi chegarasi f{x,y,z) funksiyaning yuqori uch

karrali integrali deb ataladi va u

J =\ilf(x.y,z2)dV

)
kabi belgilanadi.

12-ta'rif Agar f(x,y,z) funksiyaning quyi hamda yuqori uch karrali
integrallari bir-biriga teng bo’lsa, f(x,y,:) funksiya (V) da integrallanuvchi deb

ataladi va ulaming umumiy qiymati

;=1 =\\\ff{x.y.=)dV
) a
f(x,y,-) funksiyaning uch karrali integrali (Riman integrali) deyiladi.

(n I (I

2" Uch karrali integralning mavjudligi f(x,y,z) funksiya (v)a R* sohada
berilgan bo’lsin.

10-teorema. f{x.y.z) funksiya (r) sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun
V>0 olinganda ham shunday 6> 0 topilib, (x) sohaning diametri 2p <8
bo’lgan har qanday R bo’laklashiga nisbatan Darbu yig’indilari

$,(/)-«JT)<r
tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.

3" Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch karrali integralning mavjudligi
haqidagi teoremadan foydalanib, ma’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi
bo’lishi ko’rsatildi.

11-teorema. Agar f(x,y,z) funksiya chegarlangan yopiq (¥)cJI 3 sohada
berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu. sohada integrallanuvchi bo’ladi.

12-teorenia. Agar /(x.y.z) funksiya (v) sohada chegaralangan va bu
sohaning chekli sondagi nol hajmi sirtlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha
nuqtalarda uzluksiz bo’lsa, funksiya (V) da integrallanuvchi bo ladi.

4°. Uch karrali integralning xossalari Uch karrali integrallar ham ushbu
bobning 5-§ ida keltirilgan ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

1). f(x,y,z) funksiya (F) sohada berilgan bo’lib, (V) soha nol hajmi (S) sirt
bilan (K,) va (72) sohalarga ajratilgan bo’lsin. Agar f(x,y,z) funksiya (k)
sohada integrallanuvchi bo’lsa, funksiya (F,) va (72) sohalarda ham
integrallanuvchi bo’ladi, va aksincha, ya’ni f(x.y.z) funksiya (Vf) va (V2)
sohalarning har birida integrallanuvchi bo’lsa, funksiya (V) sohada ham
integrallanuvchi bo’ladi. Bunda

Wf(x.y,z)dV =\\\f(x,y,z)d V+\\\f(x,y,z)d V
Y (h) Pi)
bo’ladi.
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2). Agar f(x.y.z) funksiya (lz) da integrallanuvchi bo'lsa, u holda
¢c-f (x.y.z) (c =const) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu
Wef(x,y,z)dV =c\\\f(x,y,z)dV
" )
formula o’rinli bo’ladi.
3). Agar f {x.y.z) va g(x,y,z) funksiyalar (f7) da integrallanuvchi bo’lsa. u
holda f(x,y,z)+g(x,y,z) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu
WWAHX VN )2x(x-V-Ne ' =W\f{x.y,z)dV £\\\g{x,y,z)dV
W ) )

formula o’rinli bo’ladi.
4). Agar f (x.y.z) funksiya (1") da integrallanuvchi bo’lib, V (x,j\.r)e(1z)
uchun f(x,y,z)> 0 bo’lsa, u holda
JUf(x.y,:)dy>0
041
bo’ladi.
5). Agar f{x,y,z) funksiya (v) da integrallanuvchi bo’lsa, u holda \f{x.y.z]

funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

Wf(x,y,2)dV <\\f(x,y,z1dV
u H
bo’ladi.
6. Agar f {x.y.z) funksiya {v) da integrallanuvchi bo’lsa, u holda shunday
o’zgarmas y {m </1 <M ) son mavjudki,

140
bo’ladi, bunda V'~{V) sohaning hajmi.
7). Agar f{x.y.z) funksiya yopiq (Iz) sohada uzluksiz bo’lsa, u holda bu
sohada shunday {a.e,c)e{v) nuqta topiladiki,
H]T x'Vrh oy = v
v)
bo’ladi.
5°. Uch karrali integrallami hisoblash. f{x,y,z) funksiya
(f)= [(x,y,-)6/t3. a<x<e. c<y<d, e<-</} sohada  (parallelepipedda)

berilgan va uzluksiz bo’lsin. U holda

\WWf(x,y.2)dV =] \ \f{x.y,z)dz\dy dx
™) a.cv )
bo’ladi.
Endi (e)c R* soha - pastdan z="(x.y) yuqoridan i =" 2{x,y) sirtlar
bilan, yon tomondan esa Oz o’qiga parallel silindrik sirt bilan chegaralangan soha
bo’lsin. Bu sohaning Oxy tekislikdagi proeksiyasi esa (d) bo’lsin.
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Agar f(x,y,z) funksiya shunday (v) sohada uzluksiz bo'lib, - =y/|(x,¥y),
r =y”~x.y) funksiyalar (D) da uzluksiz bo’lsa, u holda

\W\f(x,y,z)dV =\\\  \f{x,y.z)dz dxdy

@ (0O)Ui(*y)
bo’ladi. Agar yuqoridagi holda (D)=|(x,y)eZ?2‘ a<x<sg, x)<yi<p2{x) } bo’lib,
N(x) va (p2{x) funksiyalar [a, 6] da uzluksiz bo'lsa, u holda

2
J Jf(x.y.z)% dy dx
20 a KVik-y)

bo’ladi.

67, t/f/i karrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish. Uch Kkarrali
integrallarda o’zgaruvchilami almashtirish ushbu bobning 7-§ da keltirilgan ikki
karrali integrallarda o’zgaruvchilami almashtirish kabidir. Shuni hisobga olib,
quyida uch karrali integrallarda o’zgaruvchilami almashtirish formulasini keltirish
bilan kifoyalanamiz.

f{x.y,z) funksiya (um)c /?° sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin. (V) soha
esa silliq yoki bo’lakli-silliq sirtlar bilan chegaralangan bo’lsin.

Ushbu

X=(p(uV,w)f
y =4(u,v,w),
z ="u,v,w)
sistema (1) ((I[)G W) sohani (v) sohaga akslantirsin va bu akslantirish 7-§ da
keltirilgan 10-3°-shartlami bajarsin. U holda
if(x,y,z)dV =11f(qg>(u,v.w), y/(uv.w), £(u,v,w)) \j\dudvdw

(r) @
bo’ladi. Bunda

dx dx ck

du dv dw
J =

du dv dw

& dz  dz_

du dv dw

7" Uch karrali integralning ba'zi bir tatbiglari. Uch karrali integral

yordamida ft3 fazodagi jismning hajmini, jismning massasini, inersiya
momentlarini topish mumkin.

Mashglar
17.10. Ikki karrali integral ta’riflarining ekvivalentligi isbotlansin.
17.11. Ushbu

a) J<&ff(x,y)dy

- xa
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17.12.

17.13.

b) i Jf(x.y)dy

integrallarda integral tartibi o'zgartirilsin.
Quyidagi
-8 <jj(*2-y 2}bdy<dx
in)
tengsizliklar isbotlansin, bunda (D )-x2+y2-2x =0
chegaralangan soha.

Agar f(x) funksiya /a. ¢/ da uzluksiz boMsa.
2

V(x)Jx < (e-a)\f2(x)dx

bo’lishi isbotlansin.

248

aylana

bilan



18-BOB
Egri chiziqli integrallar

Yuqoridagi bobda Riman integrali tushunchasini ikki o’zgaruvchili funksiya
uchun qanday kiritilishini ko'rdik va uni o’rgandik. Shuni ham aytish kerakki,
ko’p o’zgaruvchili funksiyalar uchun integral tushunchasi turlicha kiritilishi
mumkin. Biz quyida keltirgan egri chiziqli integrallar ham konkret amaliy
masalalardan paydo bo’lgandir.

1-§. Birinchi tur egri chiziqli integrallar
/". Birinchi tur egri chiziqli integral ta'rifi. Tekislikda biror sodda AB
(4=(#£)1a2)6 R1,B =(s8\,61)& /T2) egri chiziqni (yoyni) olaylik (60-chizma). Bu
egri chiziqda ikki yo’nalishdan birini musbat yo’nalish, ikkinchisini manfiy
yo’nalish deb qabul qilaylik.

60-chizma
AB egri chiziqni 4 dan B ga qarab A0=A4, Ai An= B,

(I ~(xx-Yx)e JIB, *=0,1.2 n, A0={x0,y0)={ava2), A, ={xn,y,)=(eie2))
nuqtalar yordamida »n ta bo’lakka bo'lamiz. Bu /4, nuqtalar sistemasi
AB yoyining bo’laklash deb ataladi va u

M~v4, n)
kabi belgilanadi. AxAx” yoy (bo’laklash yoylari) uzunliklari 4sk (k=0.1,2....,/?)
ning eng kattasi P bo’laklash diametri deyiladi va u 4, bilan belgilanadi:

AP =max{Ask}.

Ravshanki, 4B egri chiziqni turli usullar bilan istalgan sonda bo’iaklashlarini
tuzish mumkin.
AB egri chiziqda f(x.y) funksiya berilgan bo'lsin. Bu egri chiziqning
P=Uod 4 }
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bo’laklanishi va uning har bir A/0~, yoyida ixtiyoriy Qk =("k.t]l)
v2* = ("*-/T*)e AA+i' *=0,Ll...«-1) nuqtani olamiz. Berilgan funksiyaning
Ok =(4 -7t) nuqtadagi f(~k.rjk) qiymatini Ak4k” ning Awt uzunligiga ko’pay-
tirib quyidagi yig’indini tuzamiz:

*=g

Endi /IS egri chiziqning shunday

4 Pi K - r/M
bo’laklashlari ketma-ketligini qaraymizki, ulaming mos diametrlaridan tashkil
topgan Xpx,A2,... SI/>t,... ketma-ketlik nolga intilsin: -> 0. Bunday bo’laklash-

larga nisbatan (18.1) kabi yig’indilarni tuzib, ushbu
O AN aane o

ketma-ketlikni hosil qilamiz. Ravshanki, bu ketma-ketlikning har bir hadi
Ok =(4x TIk) nuqtalarga bog'liq.

1-ta'vif. Agar AB egri chiziqning har qanday (18.2) ko’rinishdagi bo’lak-
lashlari ketma-ketligi {Pm} olinganda ham, unga mos yig’indilardan iborat {<gm}
ketma-ketlik (£*.7*) nuqtalarning tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda ham-
ma vaqt bitta J songa intilsa. bu son <x yig’indining limiti deb ataladi va

Hli,rfzoa :Il[i,rfl043;0/(£/"% Ws, =J (18.3)

kabi belgilanadi.

2-ta'rif. Agar Ve>0 son olinganda ham shunday S>0 topilsaki, 4B egri
chiziqning diametri 2p<§8 bo’lgan har qanday P bo’laklash uchun tuzilgan cr
yig’indi ixtiyoriy (<", 77%)e AxAx+ nuqtalarda

la-jl< e

tengsizlikni bajarsa, J son cr yig’indining fIp 0 dagi limiti deb ataladi va
(18.3) kabi belgilanadi.

(18.1) yig’indi limitining bu ta’riflari ekvivalent ta’riflardir.

3-la'rif Agar fp ->0 da cr yig’indi chekli limitga ega bo’lsa, f{x,y)
funksiya 4B egri chiziq bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu limit f(x,y)
funksiyaning egri chiziq bo’yicha birinchi tur egri chiziqli integrali deb ataladi va
u

\(*.y)dS
AB

kabi belgilanadi.

Shunday qilib, kiritilgan egri chiziqli integral tushunchasining o’ziga xosligi
qaralayotgan ikki argumentli funksiyaning berilish sohasi tekislikda biror 4B egri
chiziq ekanligidir. Qolgan boshqa mulohazalar (bo’laklashlarining olinishi,
bo’laklardan ixtiyoriy nuqta tanlab integral yig’indi tuzish, tegishlicha limitga
o’tish) yuqorida kiritilgan integral tushunchalari singaridir.
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2", Uzluksizfunksiya birinchi tur egri chizigli integrali Yuqorida keltirilgan
3-ta’rifdan ko’rinadiki, birinchi tur egri chiziqli integral 4B egri chiziqqa hamda
unda berilgan f(x,y) funksiyaga bog’liq bo'ladi.

Faraz qilaylik, AB egri chiziq ushbu
(0<siS) (18.4)

sistema bilan berilgan bo’lsin. Bunda s-4 Q yoyining uzunligi (@={x,y)e AB)
S esa AB ning uzunligi. f(x,y) funksiya shu 4B egri chiziqda berilgan bo’lsin.
Modomiki, x=x(.t), y = _y(s) (0<s<5) ekan, unda f{x,y)= f{x(s),y{s")
bo’lib, natijada ushbu

f(x(s),y(s))=F(s) (085<S)

murakkab funksiyaga ega bo’lamiz.

AB egri chiziqning B = {40,4\,--,JIn} bo'laklashini va har bir AkdkH da
ixtiyoriy Qk=(41*) nuqtani olaylik. Har bir 4k nuqtaga mos keladigan AAk
ning uzunligi sk, har bir Ok nuqtaga mos keladigan 4Qk ning uzunligi sk deylik.
Ravshanki, AxAx+ ning uzunligi skt./-sk=Ask bo’ladi.

Natijada P bo’laklashga nisbatan tuzilgan

-1

yig’indi ushbu

kZO/fe nk)"k=k=Zo/1\/B< XK :ké«"(le

ko’rinishga keladi. Demak,

°':%:dr(j*K- (185)

Bu yig’indini [O, S] oraliqdagi F(s) funksiyaning integral yig’indisi (Riman
yig'indisi) ekanligini payqash qiyin emas (qaralsin, 1-qism, 9-bob, 1-§).

Agar f{x,y) funksiya AB egri chiziqda uzluksizbo’Isa, uholda F{s)
funksiya [O, 5]da uzluksiz bo’ladi. Demak, bu holdaF(s) funksiya [0, S] da
integrallanuvchi:

JH / x N

Iim £ Fl\sk)\sk=1F(s)ds. (18.6)
1w, ->0%=0 0
Shunday qilib. (18.5), (18.6) munosabatlardan AP-+0 da a yig’indining
limiti mavjud va
s
lim a = fF(s)ds
151 ->° 0

ekanligini topamiz. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
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1-teorema. Agar f(x,y) funksiya AB egri chiziqda uzluksiz bo’Isa, u holda

bu funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha birinchi tur egri chiziqli integrali mavjud
va

Uf(x.y)ds =) f{x{s),y{s))ds
AB 0
bo'ladi.

Bu teorcma. bir tomondan uzluksiz funksiya birinchi tur egri chiziqli
integralining mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan bu integralning aniq
integralga (Riman integraliga) kelishini ko’rsatadi.

l-eslatma. Ushbu

0=
*=

yig’indidagi As* har doim musbat bo’lib, 4B egri chiziqning yo’nalishiga bog’liq
emas. Demak.
f(x.yVk= \f{x,y)ds
AH BA
3". Birinchi tur egri chiziqli integrallarning xossalarL Yuqorida ko’rdikki,
uzluksiz funksiyalaming birinchi tur egri chiziqli integrallari Riman integrallariga
keladi. Binobarin, egri chiziqli integrallar ham Riman integrallari xossalari kabi
xossalarga ega bo'ladi. Shuni e’tiborga olib, egri chiziqli integrallarning asosiy
xossalarini sanab o’tish bilan kifoyalanamiz.
(18.4) sistema bilan aniqlangan 4B egri chiziqgda f{x,y) funksiya uzluksiz
bo’lsin
1). Agar AB =AC +CB bo’lsa, u holda
Jf(x,y)ds= \f(x,y)ds+ \f(x.y)ds
AH AC CB
bo’ladi.
2). Ushbu
jef(x,y)ds =c 1f{x,y)ds (c=const)
AB AB
tenglik o’rinli.
AB egri chiziqda f{x,y) funksiyava g{x,y) funksiyalar uzluksiz bo’lsin.
3). Quyidagi
Wix>y)tg(x y)\b= \f{x,y)ds+ \g(x,y)ds
AH AB AH
formula o’rinli bo’ladi.

4). Agar V(x,>')e AB da /(x.>’)>0 bo’lsa, u holda

I/(x.y)ds>0
AH
bo’ladi.

5). |/(n,~]| funksiya shu AB da integrallanuvchi va



Jini S
bo’ladi.

6). Shunday (cx,cl)&AB nuqtatopiladiki,

fE*>yNe =fkl.cz)S
AH

bo’ladi, bunda S-A4 B ning uzunligi.

Bu xossa o’rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi.

4°. Birinchi tur egri chiziqli integrullarni hisoblash. Birinchi tur egri chiziqli
integrallar, asosan Riman integrallariga keltirilib hisoblanadi.

AB egri chiziq ushbu

{*£<(ai,-p) (.87)
sistemabilan (parametrik formada) berilgan bo’lsin. Bunda (p(?),4(1) funksiyalar
[or, p] da hosilalarga ega va bu hosilalar shuoraliqda uzluksiz hamda
(<p(a),t//(a))= A va {(p(fl).V/(fl))= B bo’lsin.

Ravshanki, (18.7) sistema [or, ft] oraligni AB egri chiziqqa akslantiradi.
Bunda [7, £]<=[«, /?] ning AB chiziqdagi AyBs aksning uzunligi

\wl<p'2{t)+ig'2{)cJt
”
bo’ladi. (qaralsin. 1-qism, 10-bob, I-§).

2-teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo’lsa, u holda

ff(x.y)dS =] f(<p@).y/(yJ(p'2{t) +4"2{yc)t
AH a
bo’ladi.
4 [or, fi] oraligning
b B0 1 Up (2= 4<0 < <<, =)
bo’laklashini olaylik. Bu bo’laklashning bo’luvchi nuqtalari ¢k (* =0,1,2 n)
ning AB dagi mos akslarini 4k (*=10,1,2 n) deylik. Ravshanki, bu Ak
(*=0,1,2,...,«) nuqtalar AB egri chizigqning
{A40,A1,...,A,,}
bo’laklashini hosil qiladi. Bunda Ak = (p(tk), (*=0.1,2,..,,n0)‘va AkAkt]
ning uzunligi
J5* = j -Jp't)+n!2()dt
'k
bo’ladi. O’rta qiymat haqidagi teorcmadan foydalanib quyidagini topamiz:
As* = yl<p'2{rt)+y/'2(rk) (r 4 t1-£>)= j(p'2{rk) + ¥'2{rk)-Atk
bunda tk <rk <tkiX.
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Endi (pfrk)=4 > ~"(ek)~IIk dcb olamiz. Ravshanki, (4-7a-)6 JIJI*]
¥=0, 1, 2. /r-1) bo'ladi. AB egri chizigning yuqorida aytilgan
U1 41}
bo’laklashni va har bir 4, A+i bo'lakchasida {"k,Dk) nuqtani olib,

o= 7 [fe.T¥ )%
=0

yig’indini tuzamiz. Uni quyidagicha ham yozish mumkin:

<r=E /fe .7%)u =£0/(’\k)v'k)X’”2R )+ A2k W* e f/sty

Bu tenglikning o'ng tomonidagi yig’indi f(<p@),i/()yj<p'2()+ " ,2(f)
funksiyaning /[a, fi] oraliqdagi Riman yig’indisidir.

Shartga ko’ra f{x,y) va (p'(l), funksiyalar uzluksiz. Demak, murakkab
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga ko’ra f(<p(t).ys{t)) va, demak,
f<p@).~))yl(p'2(i)+ "~ '2{l) funksiya [a, fi] oraliqda uzluksiz. Demak, bu
funksiya fa, fi] da integrallanuvchi bo’ladi. Y a’ni

lim 1 /x k V k) )WA2k )+ /2k W* = Lf(<p(t)>4'()'hi<p2(1)+y''2Me < m

Modomiki, x =<p(), y =i//(t) funksiyalar [a. fi] da uzluksiz ekan, unda
max{Mk}->0 da Ax*-> 0, Ayt -> 0 va, demak, £Xsk -> 0. Bundan esa ->0
bo’lishi kelib chiqadi. (18.8) munosabatdan foydalanib

[{imoa = jAf(<p(t),v(t))J<p 2(1)+9'2(t)dt
bo’lishini topamiz. Bu esa

Jf(x,)dS =1 f(p(), ¥D)yj<p'2{t) +4'2(1)d]
AH a
ekanini bildiradi. »

Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
1-natija. AB egri chiziq ushbu
y=y(x) (a*x<e, y(a)=4, y(e)=B)
tenglama bilan aniqlangan bo’lib, j'(x) ftinksiya [a, e] da hosilaga ega va u
uzluksiz bo’lsin. Agar f{x,y) funksiya shu AB da uzluksiz bo'lsa, u holda

Jfexe,p)dS = If(x.y(x)pll +y'2(x)dx
AB a
bo’ladi.
2-natija. AB egri chiziq ushbu .
p=p(e) (eD<o<e}
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tenglama bilan (qutb koordinata sistemasida) berilgan bo’lib, p(e¢) funksiya

[60, 0,] da hosilaga ega va u uzluksiz bo’lsin. Agar f(x,y) funksiya shu AB da

uzluksiz bo’lsa, u holda

jf(x,y)dS = Jf(pcosG, psine)yjp 2(¢)+ p'2(e)de
AB on
bo’ladi.
Bu natijalarni isbotlashni o'quvchiga havola ctamiz.
18.1-ntisol. Ushbu
j-Jx2+y2ds
AB
egri chiziqli integral hisoblansin, bunda AB -markazi koordinata boshida, radiusi
/*> 0 ga teng bo'lgan aylananing yuqori yarim tekislikdagi qismi.
4 Ravshanki, bu egri chiziq quyidagi

X=rcos/

(0s/5
y =rsmf
sistema bilan aniqlanadi. AB da f(x,y) =10x2+y2=-"(rcost)2+ [rsint)2 funksiya

uzluksiz. Demak,

jax2+y2ds=\J{rcosif +(sintf J(rcosl) +(rsint) dt=r2"dt= T7tr2

AB 0 0
bo'ladi. P

5". Birinchi tur egri chiziqli integrallarning ba %i bir tatbiqlari. Birinchi tur
egri chiziqli integrallar yordamida yoy uzunligini, jismning massasini, og’irlik
markazlarini topish mumkin.

Tekislikda sodda AB egri chiziq berilgan bo’lsin. Bu chiziqda f(x,y)= 1

funksiyani qaraylik. Ravshanki, bu funksiya AB da uzluksiz. f(x,y)
funksiyaning birinchi tur egri chiziqli integrali ta’rifidan quyidagini topamiz:
-1 n-1
1lds= lim V 1As. = lim Y As, =§.
AB AR SN ap-*°kTo
Demak,
S= \ds. (18.9)
AB
18.2-misoL Ushbu

x=x(t)=acos2l,
y =y(t)=asin2t
sistema bilan berilgan AB chiziqning uzunligi topilsin. (Bu chiziq astroidani
ifodalaydi).
<Yuqoridagi formulaga ko ’ra astroidaning uzunligi
5= l\ds
AB
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bo’ladi. Astroida koordinata o’qlariga nisbatan simmetrik bo’lishini e’tiborga olib.
yuqorida keltirilgan (18.9) formuladan foydalanib quyidagini topamiz:

jds=4T1/V2(/)+y'2Z<lz=4Tyj(*3acos2(sintf + (3asinllcos dt=
AH o o

/ n f C052/ .
=431 Sm"2ldt=6a)i/zltdt =6 a | = 6ti. >

o 4 o X 2 /g

2-~. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar
/". Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar ta'rifi. Tekislikda biror sodda JI/i
egri chiziqni qaraylik. Bu egri chiziqda f{x,y) funksiya berilgan bo'lsin. JII egri
chiziqning
/>= k .4 4.}
bo'laklanishini va uning har bir JIAT*+l (A=0. 1, 2 u - 1) yoyida ixtiyoriy
Qk=tek>dk) nuqtani QI=x*Nell *J1*>|, *=0, 1.2 s-1)  olaylik.
Berilgan funksiyaning Qk=(<*,/*) nuqtadagi ffa.rjk) qiymatini JInJlat+, ning
Ox (Oy) o’qidagi Axk (JI ) proeksiyasiga ko'paytirib quyidagi yig’indini
tuzamiz:
v =1 X mX  c'=Z/fe-t/t)AVi- (1s. 10y
*=0 *=0 /
Endi JIB egri chizigning shunday

Py N e - rvs //;
bo’laklari ketma-ketligini qaraymizki. ularning diametrlaridan tashkil topgan mos

ketma-ketlik nolga intilsin:

X} -=>0.
Bunday bo'laklashlarga nisbatan (18.10) kabi yig’indilarni tuzib ushbu
I\ cr' 0-5. ... (<7, cr....)

ketma-ketlikni hosil qilamiz.

4-ta'rif. Agar AB egri chiziqning har qanday (18.11) ko’rinishdagi
bo’laklashlari ketma-ketligi {/',} olinganda ham. unga mos yig’indilardan iborat
M (IO ) ketma-ketlik fe,% ) nuqtalaming (fe.z/Je JI*JI",) tanlab

olinishiga bog’liq bo’lmagan ravishda hamma vaqt bitta J' songa (Y" songa)
intilsa, bu son a' (ct") yig’indining limiti deb ataladi va

n-1
lim rr'= lim XX .'"7*)JIx* =V
a1, ->0 Jk=0

<1812)
lim a”= lim X /fe . ftW 't = V'
#/>>0*=0
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’

kabi belgilanadi. a' (cr*) yig'indining bu limitini quyidagicha ham ta’rifiash
mumkin.

5-ta'rif. Agar >0 olinganda ham, shunday <5>0 topilsaki, AB egri
chiziqning diametri Jlo <5 bo’lgan har qanday P bo’laklash uchun tuzilgan a
{(jn) yig’indi ixtiyoriy nuqtalarda \fgk,rjk) € AkAK" , k=0, 1,2 . n-\)

lo'-J\<c¢ (jos'-

tengsizlikni bajarsa, J' son {J" son) a' yig’indining ((cr*) yig'indining) JI,, ->0
dagi limiti deb ataladi va (18.12) kabi belgilanadi.

Yig’indi limitining bu ta’rifiari ekvivalent ta’riflardir.

6-tarif. Agar ~->0 da a' yig'indi ((cr*) yig’indi) chekli limitga ega
bo’lsa, f{x,y) funksiya AB egri chiziq bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu
limit f{x,y) funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi tur egri chiziqli

integrali deb ataladi va u

Lf(x,y)dx £ f(x,y)dy

4B 4B !
kabi belgilanadi. Demak,

1f{x.y)dx =Jim a'= Jim ] Y*x,
AB =0
) n-1 ,
\f(x,y)dy =Jim [1 = Jim X/fe 4k)byk_.
ey dy =Jim [ = Jim X/ )byk,

Shunday qilib, AB egri chiziqda berilgan f(x,y) funksiyadan ikkita Ox
o’qidagi proeksiyalar vositasida va Oy o'qidagi proeksiyalar vositasida olingan
ikkinchi tur egri chiziqli integral tushunchalar kiritildi.

Faraz qilaylik, AB egri chiziqda ikkita P{x,y) va Q(x,y) funksiyalar
berilgan bo’lib, j P(x,y)dx, | Q(x.y)dy lar esa ularning ikkinchi tur egri chiziqli

AB AB
integrallari bo’lsin. Ushbu
1 P{x,y)dx + 1Q(x,y)dy
4B 4B
yig’indi ikkinchi tur egri chiziqli integralning umumiy ko’rinishi deb ataladi va
\p{x.y)dx +0(x.y)dy
4B
kabi yoziladi. Demak,

I P(x.y)dx +Q(x,y}/y= 1 P(x,y)clx+ jg(x,y)dy.
4B 4B 4B
Ikkinchi tur egri chiziqli integral ta’rifidan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
3-natija. lkkinchi tur egri chiziqli integral egri chiziqning yo’nalishiga
bog’liq bo’ladi. Shuni isbotlaylik
Ma'lumki, AB egri chiziqda ikkita yo’nalish {4 nuqtadan B nuqtaga va B
nuqtadan 4 nuqtaga) olish mumkin (4AB,BA, A* B).
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AB egri chizigning yuqoridagi P bo'laklashni olib, bu bo’laklashga nisbatan
(18.10) yig’indini tuzamiz:
fz-1
°'='b A b II k)bxk (JIxr* = x * ,-x t).

Aytaylik, A,, -> 0 da bu yig'indi chekli limitga ega bo’lsin:
= {/(x.y)ix:.
#7* *= AH
Endi AB ning o’sha P bo’laklashini hamda har bir AfAirl dagi o’sha
(Gk'Hk) nuqtalami olib, AB egri chiziqning yo’nalishini esa B dan A4 ga qarab
deb ushbu yig’indini tuzamiz:

°r="1/(bh -b X XK - xxt|)
A=0

JI,, -> 0 da bu yig’indi chekli limitga ega bo'lsa, u ta’rifga binoan ushbu

BA

integral bo’ladi:

lim a "= lim E /(# £,7%) (xA -x*>i)= 14 X-V)& -

P P k=0 64

Agar
o'=2z /(" )Ax*=-E XK n*)x - )=-0"
*=0 t=0
ekanligini e’tiborga olsak. u holda Ap -> 0 da cr, yig’indining chekli limitga ega
bo’lishidan a, yig’indining ham chekli limitga ega bo’lishi va lim & ,=- lim cr.
Ap —»O Ap—0

tenglikning bajarilishini topamiz. Demak,
\/(x,y)dx =-\f(x.y)dx.
BA AB
Xuddi shunga o ’xshash

\/(x.y)dy == j/(x,y)dy

64 AB
bo’ladi.
4-natija. AB egri chiziq Ox o’qiga (Oy o’qiga) perpendikulyar bo’lgan
to’g’ri chiziq kesmasidan iborat bo’lib, f{x,y) funksiya shu chiziqda berilgan
bo’lsin.
U holda

\f(x,y)dx [ \f{x.y)dy

An asist
mavjud va



Bu tenglik bevosita ikkinchi tur egri chiziqli integral ta'rifidan kelib chiqadi.

Endi JIB -sodda yopiq egri chiziq bo’lsin. ya’ni 4 va B nuqtalar ustma-ust
tushsin. Bu yopiq chiziqni K deb belgilaylik. Bu sodda yopiq chiziqda ham ikki
yo’nalish bo'ladi. Ularning birini musbat yo’nalish, ikkinchisini manfiy yo’nalish
deb qabul qilaylik. Shunday yo'nalishni musbat deb qabul qilamizki, kuzatuvchi
yopiq chiziq bo'ylab harakat qilganda, yopiq chiziq bilan chegaralangan soha unga
nisbatan har doim chap tomonda yotsin.

Faraz qilaylik, sodda yopiq chiziqda f(x,y) funksiya berilgan bo’lsin. Bu K
chiziqda ixtiyoriy ikkita turli nuqtalami olib, ulami A4 va B bilan belgilaylik.
Natijada, K yopiq chiziq ikkita AaB va BeA chiziqlarga ajraladi (61-chizma).

y

¢

61-chizma
Ushbu
Uf(x,y)dK+ \f(x,y)dx
Aoti BeA
integral (agar u mavjud bo’lsa) f(x,y) funksiyaning K yopiq chiziq bo’yicha
ikkinchi tur egri chiziqli integrali deb ataladi va
\f(x,y)dx yoki \f(x,y)dx
K K
kabi belgilanadi. Bunda K yopiq chizigning musbat yo’nalishi olingan. (Bundan
buyon yopiq chiziq bo’yicha olingan integrallarda, yopiq chiziq musbat
yo’nalishda deb qaraymiz). Demak,
§f(x,y)dx= \f(x,y)dx+ jfi{x,y)dx.
AiiB Bed
Xuddi shunga o xshash

f(x,y)dy
K

hamda, umumiy holda

§r(x,y)dx +Q(x,y)dy

integrallar ta’rifianadi.
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AB fazoviy egri chiziq bo’lib, bu chizigda f(x,y,z) funksiya berilgan
bo’lsin. Yuqoridagidek, f{x.y,z) funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi
tur egri chiziqli integrallari ta’rifianadi va ular

If(x,y,2)dx, \/(x.y,z)dy, 1f(x.y,z)dz
AH AB AB
kabi belgilanadi. Umumiy holda, P(x,y,z), O(x.y,z), R(x,y,z) funksiyalar
berilgan bo’lib, ushbu
1 P(x,y,2)dx, j Q(x,y.2)dy, JR{x,y,7)dz
4B 4B AH
integrallar mavjud bo’lsa,
LP(x,y.5)dx + ~Q(x,y,z)dy + j R{x,y,z)dz
4B AH AH
yig’indi ikkinchi tur egri chiziqli integralning umumiy ko’rinishi deb ataladi va u
J Peoy,g)elx + Q{x,p,z)dy + R(x,y,3)dz
AH
kabi belgilanadi. Demak,

JP(xy,z)dx + Q(x,y,2)dy+R(x,y.2)dz =

AH
=j P(x,y,z)dx + 1<Q{x,y,z)dy+ | R{x,y,z)dz.
AB AB AH

2° Uzluksizfunksiya ikkinchi tur egri chiziqli integrali. Faraz qilaylik, AB
egri chiziq ushbu
X~*\ ., (a<t</3) (18.13)
V= 4Ky
sistema bilan (parametrik ko’rinishda) berilgan bo’lsin. Bunda (p(#) funksiya
[or, /2] da (p'{t) hosilaga ega va bu hosila shu oraliqda uzluksiz, y/(/) funksiya
ham [a. p] da uzluksiz hamda {(p{a), y/(a))= A va (<p(/?), y/{j)))= B bo’lsin.
t parametr a dan /? ga qarab o’zgarganda (X, v)= (y)(/). y/(/)) nuqta JI dan
fi ga qarab AB ni chiza borsin.
3-teorema. Agar f{x.y) ftinksiya AB da uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi tur egri chiziqli integrali
\f{x,y)dx

AB

mavjud va

Jfix,y)dx = tf(p{v), 4/{Y))-(p'{v)dt

4B a
bo’ladi.

4 [a. p] oraligning
p=h-A Db (a=/0</i<eee</,=/0

bo’laklashini olaylik. Bu bo’laklashning bo’luvchi nuqtalari tk (k=0,1.2 n)
ning AB dagi mos akslarini Ak deylik (k=0,1.2....n). Ravshanki, bu Ak
nuqtalar AB egri chiziqning



14)- 4 4}
bo’laklashini hosil qiladi. Bundan 4k = {fp¢K), *(/*)) % =0,1,2 »n) bo’ladi. Bu
bo’laklashga nisbatan (18.10) yig’indini

fr'=2 /(5%
k=0

tuzamiz. Keyingi tenglikda Ax* - 4 -~ tl ning Qx o’qdagi proeksiyasi

bXk=Xk*I-Xk =<P(fk*i)-<P{tk)
ga tengdir.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
) - <p(k) = ) =<0kWt (4e, D -
Ma'lumki, (“k,rjk)e AkAk+{, (k=0, 1,2, .. n-1). Agar bu (“k.rjk) nuqtaga
akslanuvchi nuqtani rk (rk G [/*./*»,]) deyilsa, unda

€k =<p(rk)i Hx=Y'(ek)
bo’ladi. Natijada cr' yig’indi quyidagi ko’rinishga keladi:

=1, fipk) /(ac) et yor/*s
Endi Ap = /ur/x{{I/A}-> 0 da (bu holda JIP ham nolga intiladi) cr' yig’indining

limitini topish maqsadida uning ifodasini o’zgartirib quyidagicha yozamiz:

<x'= 1.A<P(JI V'(a))V ('*) A'a+ E /bl '-a). Y HU#A) - ) 1 At (18.14)
A-0

A=0
Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvchini baholaymiz:

LI Amveiy kMA)-2)] S

A=0

ML o ey virky) K'(5%)-<pov- ank <
A=0

s A/X )-y (@) A/t
bunda
M = mcul/(?>(). (</())}+

<p'(®) funksiya l\a, fi] da uzluksiz. U holda Kantor teoremasining natijasiga
ko’ra, Vf >0 olinganda ham shunday §>Q topiladiki, [a, /?] oraliqning diametri
S, < 6 bo’lgan har qanday P bo’linish uchun

bo’ladi. Unda

SZ (M (e ) Va)) [N ) - P ATA
=0



Demak,
" LowewN(n) - )-PVi] =0

bo’ladi. Bu munosabatni e’tiborga olib, (18.14) tenglikda A,, ->0 da limitga o’tib

quyidagini topamiz:

n-1 P
lim a'= Zm X /(<°(r*) V'Oi p»Z>(r* =1/(v’0). .
Demak,
f fi{x,y)dx =) 1(v>(1). y ())g>"()dt >
JB a

Endi (18.13) sistemada " (z) funksiya [a, /?] da uzluksiz , y/(z) funksiya esa

[«,/?] da ~'(z) hosilaga ega va bu hosila shu oraliqda uzluksiz bo’lsin.
4-teorema. Agar f(x.y) funksiya AB da uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha olingan ikkinchi tur egri chiziqli integrali
J/(*.y)dy
JIB

mavjud va

\f(x,v)dy =] fi<p. 1(z)V 'OV

AH
bo’ladi.

Bu teorema yuqoridagi 3-teorema kabi isbotlanadi.

Yuqoridagi teoremalar, bir tomondan, uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri
chiziqli integralining mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan, bu integral
aniq integral (Riman integrali) orqali ifodalanishini ko’rsatadi.

AB egri chiziq (18.13) sistema bilan berilgan bo’lib, <p(i), funksiyalar
[a. /7] da (p'(?), v'{t) hosilalarga ega va u bu hosilalar uzluksiz bo'lsin.

Agar AB egri chiziqda ikkita P{x,y) va Q(x,y) funksiyalar berilgan bo'lib,
ular shu chiziqda uzluksiz bo'lsa, u holda

}P(x.y)dx +Q(x.y)dy = {[p o). #(OV'0)42( (") v ()V '(Ok'

bo’ladi.

3° Ikkinchi tur egri chiziqli integralning xossalari. Yuqorida keltirilgan
teoremalar uzluksiz funksiyalaming ikkinchi tur egri chiziqli intcgrallarini, bizga
ma’lum bo’lgan aniq integral-Riman integrallariga kelishini ko’rsatadi. Binobarin,
bu egri chiziqli integrallar Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega bo’ladi.
O’tgan paragrafda esa xuddi shunday mulohaza birinchi tur egri chiziqli
integrallarga nisbatan bo’lgan edi. Shulami e’tiborga olib, ikkinchi tur egri chiziqli
integrallarning xossalarini keltirishni va tegishli xulosalar chiqarishni o’quvchiga
havola etamiz.

4° Ikkinchi tur egri chiziqli integrullarni hisoblash. Yuqorida keltirilgan
teoremalar funksiyaning ikkinchi tur egri chiziqli integrallarining mavjudligini
tasdiqlabgina qolmasdan ularni hisoblash yo’lini ko’rsatadi. Demak, ikkinchi tur
egri chiziqli integrallar ham. asosan Riman integrallariga keltirilib hisoblanadi:
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Ifix,y)dx =i flq>{t),v{1)) (p'{t)dt, (18.15)

Ah a
P
Vf(x,y)dy =\ fi<p{t),9{f)) ¥'{v)dt, f/8. /6>
AH a
P
| Pix,y)dx + Q{x,p)dy = \[p{(p{1),4{1))(p'{1) + (18.17)
Ah a

Xususan, JIB egri chiziq
y=y(x) {a<x<e)
tenglama bilan aniqlangan bo'lib, >-(x) funksiya [a, e] da hosilaga ega va u

uzluksiz bo’lsa, (18.15), (18.17) formulalar quyidagi

jftx,y)dx =] fix. y{x))Jx, (18.18)

Ah a

L P(x.p)dx + Q(x,y)dy = { [" (" (x))" 0(x,y(x)),v'(")"
Ah a
ko'rinishga keladi.
Shuningdek, AB egri chiziq
x=x(y) (c<y <d)
tenglama bilan aniqlangan bo'lib, x(y) funksiya [c, d] oraliqda hosilaga ega va u

uzluksiz bo’lsa, (18.16) va (18.17) formulalar quyidagi

Jf(x,y)dy =\ fi{x{y), y)dy, (18.19)
Ah c

L ri{x,y)dx + Qfx,y)dy = f[/X(xCv).y)xV )+ Q{x{y\y)]iy  (18.20)
Ah c
ko’rinishga keladi.
18.3-misol. Ushbu
ly 2dx + x 2dy
Ah

. X y2
integral hisoblansin, bunda AB— r +—-= 1 ellipsning yuqori yarim tekislikdagi
a e~

gqismidan iborat.
4 Ma’lumki, ellipsning parametrik tenglamasi quyidagicha bo’ladi:
xX=acost,
y =esint.

A= (a, 0) nuqtaga parametr ¢ ning /=0 qiymati, B=(-a. 0) nuqtaga esa
I=7¢t qiymati mos kelib, I parametr 0 dan n gacha o’zgarganda (x,y) nuqta 4
dan B ga qarab ellipsning yuqori yarim tekislikdagi qismini chizib chiqadi.

P(x,y)=y2, 0(x,y)=x2 funksiyalar esa AB da wuzluksiz. (18.17)

fomuladan foydalanib quyidagini topamiz:
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Ly2dx+x2dy = j[<72sin2/(- asini)+a2cos2Imcost}/] =
JIn o
=oe|(ticos2l- ejm ’/x¥Y/=--«B2.»
o 3
18.4-misol. Ushbu
\3x2pdx + (x' +\)dy
AH
integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq:

a) (0.0) nuqtadan chiqgan (0,0) va (l.1) nuqtalami birlashliruvchi to’g’ri
chiziq kesmasi;

b) (0,0) nuqtadan chiqgan (O,0) va (l,1) nuqtalami birlashliruvchi y =x2
parabolaning yoyi;

v) (0,0) nuqtadan chigqan (0,0), (1,0) va (l.I) nuqtalami birlashliruvchi
siniq chiziqdan iborat.

Yuqoridagi (18.18), (18.19) wva (18.20) formulalardan foydalanib
quyidagilami topamiz:

a) holda

f3x2ytitc + (x3+ Dr/y = f[3x2x + (x3 + 1)}iv = {(4x3+ 1}¥x=2,
st o 0
b) holda

i3x2ydx+ (x3 + Ddy=|[3x2x2+ (x3+)Ix|jx =] (sx4+ 2x)dx =2,

AH 0 0
v) holda
J3x2ydx + (x3+ )dy = j 3x2pdx + (x3+ 1)*'+ J3x2pdx + (x3+ -
AH AC Cn
bunda JIC -(0,0) va (1,0) nuqtalami CB - (1,0) va (I,1) nuqtalami
birlashliruvchi to’g’ri chiziq kesmalaridan iborat
Ravshanki,

j3xYdx +(x3+ )dy=0 J3x2dx + (x3+ \)dy =j2dy = 2.
AC CB 0
Demak,
I3x2pdx + (x3+ )dy=2.»
AH

3-§. Grinformulasi va uning tatbiqlari
Ma’lumki, Nyuton-Leybnits formulasi /(x) funksiyaning [a, c] oraliq
bo’yicha olingan aniq integralini shu funksiya boshlang’ich funksiyasining oraliq
chekkalari (chegaralari) dagi qiymatlari orqali ifodalar edi.
Biror (D) sohada ((/))c R2) berilgan f(x,y) uzluksiz funksiyaning ikki

karrali
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Wf(x,y)dxdy

)
integralini tegishli funksiyaning shu soha chegarasidagi qiymatlari orqali
(aniqrog’i, soha chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli integrali orqali)
ifodalaydigan formula ham mavjud. Quyida bu formulani keltiramiz.

I". Grinformulasi Yuqoridan y = (p2(x) (a<x<e) funksiya grafigi, yon
tomonlardan x =a, x =e vertikal chiziqlar hamda pastdan y-(pXx) (a<x<e)
funksiya grafigi bilan chegaralangan soha egri chiziqli trapesiyani qaraylik. Bu
sohani (D) bilan, uning chegarasi - yopiq chiziqni dD bilan belgilaylik (62-
chizma).

62-chizma
Ravshanki, AB-<p2(x) funksiya grafigi, £ C -~ ,(x) funksiya grafigi hamda
dD =EC +CB +BA +AE.

P{x,y) funksiya shu (D) sohada uzluksiz bo’lib, xususiy hosilaga
dy
ega vau ham (D) da uzluksiz bo’lsin. U holda ushbu

W% W
")
integral mavjud bo’ladi va 18-bobning 6-§ idagi formulaga ko’ra

(0) Sy
bo’ladi. Endi
MOw | y=9i(*)
J =p(x,V2(x)y p (XH(x))
Vi(H) n Y=4%

bo’lishini e’tiborga olib, quyidagini topamiz:

NWd & ldxdy =f/>@#2(,))" - f P(x.v,(x))A
(0) 4V 0
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Ushbu bobning 2-§ idagi (18.18) formulaga binoan

Ipix,(p2{x))cxk= 1 P(x,y)dx, [p{x,E\x))dx~ \P(x,y)dx

®'

a AH
bo’ladi. Demak,
1] dxdy = j P(x.y)dx- j P(x,y)dx =- | P(x,y)dx - j P(x.y)dx .
) & AH K Hi fi-

Ravshanki,
)V>(x..y>& =0, jP(x,y)dx =0.
cH EA

Bu tengliklarni hisobga olib quyidagini topamiz:

W-~*rdxdy =-\| P{x,y)dx - j P(x.y)dx - JP{x,y)dx- j =
) fir re W1 st
= freytin+ Jxryax+ £ +Ipxysr*: =- j Pix,pdx.
\fic Cn 64 AE
Demak,
\| - P~T— dxdy = - f P{x,y)dx (7*2/;
) uy a/)

Endi, yuqoridan >=c, pastdan y =d chiziqlar, yon tomondan esa x =y/,(y),
x =" 2(y) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan soha egri chiziqli trapesiyani
qaraylik. Bu sohani (d) bilan, uning chegarasi - yopiq chiziqli dD bilan
belgilaylik (63-chizma).
\

(D)
~(y) ~(y)

63-chizma

A xususiy hosilaga

g(x, v) funksiya shu (D) sohada uzluksiz bo’lib, —
erc

ega va bu hosila (D) da uzluksiz bo’lsin. U holda
(18.22)

bo’ladi.
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Bu formulaning to’g’riligi yuqoridagidek mulohaza yuritish bilan isbotlanadi.
Endi R~ fazoda qaraladigan (D) soha yuqoridagi ikki holda qaralgan
sohaning har birining xaraktcriga ega bo’lgan soha bo’lsin, dD esa uning
chegarasi bo’lsin. Bu (D) sohada ikkita P{x,y) va Q(x,y) funksiyalar uzluksiz

bo'lib, ular ( xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham
oy ox

(/)) da uzluksiz bo'lsin. Ravshanki, bu holda (18.21) va (18.22) formulalar o ’rinli
bo'ladi. Ulami hadlab qo’shib ushbuni topamiz:

p(*,y\b +Q(*yyfy= 08M)
0 01 ox dy J
Bu Grin formulasi deb ataladi.
Demak, Grin formulasi soha bo’yicha olingan ikki karrali intcgralni shu soha
chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli integral bilan bog’laydigan formula ekan.
Biz yuqorida Grin formulasi maxsus ko’rinishdagi (0) sohalar (egri chiziqli
trapesiyalar) uchun keltirdik. Aslida bu formula ancha keng sinfdagi sohalar uchun
ham to’g'ri bo'lib, bu fakt u sohalami chekli sondagi egri chiziqli trapesiyalar
yig’indisi sifatida tasvirlash bilan isbot qilinadi.
2° Grinformulasining ba 'zi bir tatbiqlari
1). Shaklning yuzini topish. Grin formulasidan foydalanib, yassi shaklning
yuzini sodda funksiyalaming egri chiziqli integrallari yordamida hisoblanishini
ko'rsatish qiyin emas. Haqiqatdan ham, (18.23) formulada P (x,y)=-y,
Q(x y)~® deyilsa, u holda
y)dx = \\dxdy = D
a (D)
bo’ladi. Demak,
D=-jydx.
dD
Agar (18.23) formulada P(x,y)=0, Q(x,y)=x deyilsa, u holda
D= jxJy (18.24)
5D
bo'ladi.

(18.23) formulada P{x,y)=-"y, Q{x.y)="x deb olinsa, (D) sohaning

yuzi
D=- jxdy-ydx (18.25)
" oD
bo’ladi.
18.5-misol. Ushbu
Ix =acost (0<,<21)
y =esint X !

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
~(18.25) formulaga ko’ra
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1 I
D=- Jxdy-ydx=—\{acosiecost +tesint asint)Ji -

J0

cos t+sin Iy /= naé bo’ladi. »

3", Ikki karrali integrullarni o'zgaruvchilarni almashtirib hisoblash.
Mazkur kursning 18-bob, 7-§ ida (n) sohani (D) sohaga akslantiruvchi
x = (pfu,v),
y = \U/(u,v)

sistema o’sha paragrafda keltirilgan 1-3-shartlarni bajarganda (D) sohaning yuzi

D =\W\\j{u,v}dudv =1\~ * dudv
()] D) ulu'v)
bo’lishi aytilgan edi. Grin formulasidan foydalanib, shu formulaning to'g'riligini
isbotlaymiz.
Avvalo (18.24) formuladan foydalanib, (P ) sohaning yuzi
D = \xdy (18.26)
dD
bo’lishini topamiz. Faraz qilaylik, 0/I chiziq parametrik formada ushbu
" yoki fa>t>p)
v=yv(/)
sistema bilan ifodalansin. U holda quyidagi
x = <p(u.v) = <p(u(),v(1),
y =y/Hu,v)=tg(u(t),v(1)
sistema (D) sohaning dD chegarasini ifodalaydi. Bunda parametrning o’zgarish
chegarasini shunday tanlab olamizki, / parametr @ dan /3 ga qarab o’zgarganda

dD egri chiziq musbat yo’nalishda bo’lsin. U holda (18.26) tenglik ushbu

d 0827
dn dp a du dv
ko’rinishga keladi.
Agar
[ <p(u,\\"du+ir-dv dt
bo’lishini e’tiborga olsak, u holda
D=+ f x— du+tx — dv (18.28)

) du dv

bo’lishini topamiz. Bu tenglikdagi integral belgisi oldiga quyilgan ishorani
tushuntiramiz. Yuqorida, / parametr @ dan (3 ga qarab o’zgarganda dD egri
chiziq musbat yo’nalishda bo’lishini aytdik. Bu holda 3J[ egri chizigning
yo’nalishi musbat ham bo’lishi mumkin, manfiy ham bo’lishi mumkin. Shuning
uchun (18.27) va (18.28) munosabatlar bir-biridan ishora bilan farq qiladi. Agar
dD egri chiziq musbat yo’nalishga dA egri chizigning ham musbat yo'nalishi
mos kelsa, unda “Q” ishora olinadi, aks holda esa ishora olinadi.
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Endiushbu

1P(u,v)du + Q(u,v)dv = [ff—2 --v)- 22(ulv) Xjudy (18.29)
iy du dv J

Grin formulasida

«.V)=x", e(*,,)="*1
p«.v)=x7, e(*,)="1

deb olsak, u holda bu formula quyidagi ko’rinishga keladi:
\x —du+x—dv=[[T dudv. (18.30)
L du dv HIdu\ dv) dvl du
Agar
d(dy\_dx dy |~ d'y d(dy'l_dx dy~""~dXy
duldv) du dv dvdu dvV duJ dv du dudy
va
d ( d( dy\_dx dydx dy _ D(x,y)
di<v va dvV duJ du dv dv du P(u,v)
ekanini e’tiborga olsak, unda (18.28), (18.29) va (18.30) munosabatlardan

bo’lishi kelib chiqadi.
M a’lumki,
(4 Dixy)
Tm-N= Bl
yakobian aniq ishorali, (D) esa ma’nosiga ko’ra musbat bo’lishi kerak. Demak,

integral belgisi oldidagi ishora yakobianning ishorasi bilan bir xil bo’lish kerak.
Shuning uchun

(ij ~ (<)
bo’ladi. Shuni isbotlash lozim edi.
4°. Egri chiziqli integral qiymatining integrallash yo 'liga bog 'liq bo 'Imas-
ligi. Chegaralangan yopiq bog'lamli (D) ((D)c ¥2) sohada ikkita P(x,y) va
Q{x,y) funksiyalar berilgan bo’lsin. Bu funksiyalar (D) sohada uzluksiz va
, — -~ 1— xususiy hosilalarga ega va bu hosilalar ham shu sohada uzluk-
d> dx
siz bo’lsin.
1) Agar (/)) sohada
dPjx.y) =dQjx.y) (18iJ)
dy dx
bo’lsa, u holda (D) sohaga tegishli bo’lgan har qanday K yopiq chiziq bo’yicha

olingan ushbu
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\p{x.y)cix + Q{x,y)dy
K
integral nolga teng bo'ladi:

Jri{x,y)dx +Q(x,y)dy =0.
K
<K yopiq chiziq chegaralagan sohani (G) deylik. Ravshanki, (G)c(D).

Grin formulasiga ko’ra
JP{x,y)dx +Q{x.y)dy =

bo’ladi. Shartga ko’ra (f)) da, demak, (G) da
dP{x,y)_dQ{x,y)
dy dx
U holda (18.31) munosabatdan

bo’ladi. Demak,
I P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0>

K
2) Agar (D) sohaga tegishli bo’lgan har qanday K yopiq chiziq bo’yicha
olingan ushbu integral
p(x.y)dx +Q(x,p)dy =0
K
bo’lsa, u holda quyidagi
\p{x.y)dx + Q{x.y)dy (4Be. (D)) (18.32)

AB

integral 4 va B nuqtalami birlashliruvchi egri chiziqqa bog’liq bo’Imaydi, ya’ni
(18.32) integral qiymati integrallash yo’liga bog’liq bo’lmaydi.

< (D) sohaning A va B nuqtalami birlashliruvchi va shu sohaga tegishli
bo’lgan ixtiyoriy ikkita AdB hamda AeB egri chiziqni olaylik. Bu holda AdB va
AeB egri chiziqlar birgalikda (D) sohaga tegishli bo’lgan yopiq chiziqni tashkil
etadi. Uni K bilan belgilaylik:

K =AaBsA.
Shartga ko’ra

J P y)dx+Ofx, y)dy = A Y)* +0(*>y)dy =0
K loii«A
bo’ladi. Integralning xossasidan foydalanib ushbuni topamiz:
\p(x.y)dx +Q(x.y)dy= \\P(x.y)dx + Q{x,y)dy+ \p{x.y)dx + Q(x,y)dy =

JaBe\ ASB BiA

= P(x.y)Ox +Q{x,y)dy- \P{x,y)dx+Q{x,y)dy
AiB ASB
Demak,

TP(x,p)Jx +Q(x.p)dy - 5 P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0
TloB /16B
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Bundan esa,

\l\x.y)dx +Q{x,y)dy= \| P{x,y)dx+ Q{x,y)dy
40b JB
ekanligi kelib chiqadi. »

19.2-eslatma. Yuqoridagi tasdiq. isbot jarayonidan ko’rinadiki, AB egri
chiziq sodda egri chiziqlar to’plamidan ixtiyoriy olinganda o ’rinlidir.

3) Agar ushbu

\p(x,y)dx+Q{x,y)dy (4Be.(d)) (18.33)
AB
integral 4 va B nuqtalami birlashliruvchi egri chiziqqa bog’liq bo’lmasa, ya’ni
integral integrallash yo’liga bog’liq bo’lmasa, u holda
P(x,y)dx + Q(x,y)dy
ifoda (D) sohada berilgan biror funksiyaning to’liq differensiali bo’ladi.
<Modomiki, (19.33) integrallash yo’liga bog’liq emas ekan, u holda integral
A=(x0,y0) va it = (u]l_yl) nuqtalar bilan bir qiymatli aniqlanadi. Shuning uchun
bu holda (19.33) intcgralni quyidagicha ham yozish mumkin:
(f-y1)
|P(x,y)dx +Q(x.y)dy.
(*0-Yo)
Endi A nuqtani tayinlab, B nuqta sifatida (p) sohaning ixtiyoriy (x,y)
nuqtasini olib, ushbu
(ry)
\P(x,y)dx + Q(x,y)dy
(xu.Vo)
intcgralni qaraymiz. Ravshanki, bu integral (x,y) ga bog’liq bo’ladi:
(w>)
F(x.y)= \p(x.y\lx +Q(x.y)dy.
(*0.Y0)

Bu funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz. (x,y) nuqtaning x
koordinatasiga shunday Ax orttirma beraylikki, (x + Ax.y) nuqta va (x.y),
(x + Ax.y) nuqtalami birlashliruvchi to’g’ri chiziq kesmasi ham (D) sohaga
tegishli bo’lsin. Natijada f(x,y) funksiya ham xususiy orttirmaga ega bo’ladi:

(x+/r.y) (x.>)
/r(x + Ax, v)- F(x,y)= \p{x.y)dx + Q(x.y)dy- |\P{x.y)dx+Q{x,y)dy =
(x0.Y0) (*0'Vo)
(x+&x,y) (x+1x.y)
= \P(x,y)dx+Q{x.y)dy= \P(x,y)dx.
*y) *>)
O’rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib quyidagini topamiz:
(x-1Ix.y)
JP(x,y)dx = /,(x + UAx. y)-Ax (0<V<1).
(*->)
Natijada

F(*".y)-F(x,y)_pi{x+edxy)
Ax



bo’ladi. Bundan
Ur, F(*+t*,y)-F(x,y)* Un p(x+tetu y)= p(xy)
&x~>0 Ax At->0

bo’ladi. Demak,

Xuddi shunga o’xshash

A= *
drpye(*.y)
bo’lishi ko’rsatiladi.
Shunday qilib
P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = N odx + dy=dF{x.y)
dx dy
bo’ladi.
4) Agar
P(x,y)dx + Q{x,y)dy (18.34)

ifoda (D) sohada berilgan biror funksiyaning to’liq differensiali bo'lsa, u holda
dPjx.y) _ dQ(x,y)
dy dx

bo’ladi.

< Aytaylik, (18.34) ifoda (D) sohada berilgan F{x,y) funksiyaning to’liq
differensiali bo’lsin:

Pix,p)dx + Q{x,y)dy = dF(x,y).
Ravshanki,

dx dy

Keyingi tengliklardan ushbuni topamiz:

dP(x,y) d2F(x,y)  d@(x,y)_ d2F(x,y)
dy dydx dx dxdy

Shartga ko’ra — lar (D) sohada uzluksiz. Aralash hosilalarning
dy dx

tengligi haqidagi teoremaga binoan (qaralsin, 13-bob, 6-§).
dPjx.y) _ dO{x.y)
dy dx
bo’ladi.
Shunday qilib. Grin formulasidan foydalangan holda, yuqoridagi 1)-4)
tasdiqlar orasida
1;=>2;=>3;=>4y=>u

munosabat borligi ko’rsatildi.
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4-§. Birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar
orasidagi bog lanish
Tekislikda sodda silliq AB egri chiziq ushbu
x =x(A . .
{OssZS)
Y=yv)

sistema bilan aniqlangan bo’lsin, bunda s- yoy uzunligi (qaralsin, ushbu bobning
1-§) x(s) va _y(j) funksiyalar x'(s), "'(*) hosilalarga ega hamda bu hosilalar

uzluksiz.

Ravshanki, bu egri chiziq har bir nuqtada urinmaga ega bo’ladi. Agar Ox va
Oy o’qlar bilan urinmaning yoy o’sishi tomoniga qarab yo’nalish orasidagi

burchak mos ravishda « va deyilsa, unda

x'(s)=cosa, y'{s)=cosP

bo’ladi.
Aytaylik, bu AB egri chiziqda f{x,y) funksiya berilgan va uzluksiz bo'lsin.
U holda
\f(x.y)dx
au

integral mavjud bo’ladi va (18.15) formulaga ko’ra

jflx,p)dx =1 f(x{s).y(s))x'{s)ds
au 0
tenglik o’rinli. Bu tenglikning o’ng tomonidagi intcgralni quyidagicha

££(x(s)As)x'(s)ds = j f(x(s),y(s))cos ads
o 0

yozish mumkin. Ushbu bobning 1-§ da keltirilgan 1-teoremadan

quyidagini topamiz:

s
1f(x(s),y(s))cos ads = | f(x,y)cos ads m
0 au

Natijada yuqoridagi tenglikdan
f = j/(x.y)cos ads
JIB AB
bo’lishi kelib chiqadi.
Xuddi shunga o ’xshash, tegishli shartda
1f(x,y)dy = I f(x,y)cos fids
AH AH
va umumiy holda
j Pi{x,y)dxyQ{x,y)dy = J[p{x.y)cosa + Q(x,y)cosp \Is
AB AH
bo’ladi.

Mashglar
18.6. Ushbu

J - [(4Vx - lyfy)js

AB

273

foydalanib



integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq quyidagi
x=cos3l, y =sin3t
astroidaning A{-1; O) va fI(0. 1) nuqtalari orasidagi qismi.
/5.7. Ushbu
J N x 2s
/BB
integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq quyidagi
xe+ye=a2
aylananing yuqori qismi.
18.8. AB yoyining uzunligi / quyidagi
/= \ds
AH
formula bilan topilishi isbotlansin.

Agar AB yoyi
x=2acost- acoslt,
y =2asint-asin2t
kardioidadan iborat bo’lsa, uning uzunligi topilsin.

18.9. Tekislikda yopiqC chiziq bilan chegaralangan (d) shaklning yuzi
D =" Jxtly - ydx

bo’lishi isbotlansin.
Ushbu
X =acost, y =esint
ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
18.10. Agar material egri chiziq AB ning zichligi p =p{x.y) bo’lsa. uning

massasi

m= \p{x,y)ds
AB
bo’lishi isbotlansin.

Zichligi p{x,y)=— bo’lgan quyidagi
x

X2

parabolaning |I, (2. 2) nugqtalar orasidagi qismning massasi

topilsin.
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19-BOB
Sirt integrallari

Mazkur kursning 17- bobida r = f{x,y) tenglama aniqlagan silliq (S) sirt
bilan tanishgan edik. Bunda r(x,y) funksiya (d) sohada ((D)c ft2) berilgan,

uzluksiz va z%(x,y), -y{x,y) xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham (D)

da uzluksiz funksiya edi. (5) sirt yuzaga ega bo’lib, uning yuzi

S-S5 "+Ar(x.y)+ {x,y)clxdy (19.1)
(D)
ga teng ekanligi ko'rsatildi.

O’sha bobning pirovardida /?3 fazodagi (F) sohada ((Iz)c -R3) berilgan
funksiyaning uch karrali integrali bilan tanishib, uni o’rgandik.

Endi ft3 fazodagi () sirtda berilgan funksiyaning integrali tushunchasi bilan
tanishamiz. Sirt integrali tushunchasini kiritishdan avval, bu erda ham funksiya
berilish sohasining bo’laklashishi, bo’laklash bo’laklari, bo’laklashning diametri
tushunchalari kiritilishi kerak.

Bu tushunchalar [x. ¢/ oraligni bo’laklashi (qaralsin, 1-qism, 9-bob, 1-§) va
tekislikda (D) sohani bo'laklashi (qaralsin, 18-bob, 1-§) kabi kiritiladi va
o’xshash xossalarga ega bo’ladi. Shuning uchun bu erda biz bu tushunchalami
kiritilgan hisoblab, bayonimizni bevosita sirt integralining ta’rifidan boshlab
ketaveramiz.

[-§. Birinchi tur sirt integrallari
I. Birinchi tur sirt integralining ta'rifi. f{x.y.z) funksiya (s) sirtda
((S)c /?3) berilgan bo’lsin. Bu sirtning P bo'laklashni va bu bo’laklashning har
bir (.S*) bo’lagida (* = 1,2 n) ixtiyoriy (£*.>/*.£*) nuqtani olaylik. Berilgan
funksiyaning nuqtadagi f{*k,rikf k) qiymatini (Sk) ning Sk yuziga
ko'paytirib, quyidagi yig’indini tuzamiz:

|

1-ta'rif. Ushbu

(19.2)
*=j
yig’indi f{x.y,z) funksiyaning integral yig'indisi yoki Riman yig’indisi deb
ataladi.

(S) sirtning shunday

K.P: c - M *)
blJlaklashlarini qaraymizki, ularning mos diametrlaridan tashkil topgan
Jipx. JIp2
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ketma-ketlik nolga intilsin: $,, —>0. Bunday Pm (m=1,2,...) bo'laklashlarga
nisbatan f(x,y,z) funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz. Natijada (S
sirtning (19.3) bo’laklashlariga mos integral yig’indilar qiymatlaridan iborat
quyidagi ketma-ketlik hosil bo'ladi:
0-02 a* ~

2-ta'rif. Agar (.S) sirtning bar qanday (19.3) boMaklashlari ketma-ketligi
{/’,,} olinganda ham, unga mos integral yig’indi qiymatlaridan iborat {a,,} ketma-
ketlik, (Zi'.iJkXk) nuqtalarni tanlab olinishga bog’lig bo’lmagan holda, hamma

vaqt bitla ./ songa intilsa, bu J yig’indining limiti deb ataladi va u
lin * = 'Lffalk'C*)St=J (19 4)

kabi belgilanadi.

Integral yig~indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.

3-ta'rif Agar Ve>0 olinganda ham, shunday §>0 topilsaki, (S') sirtning
diametri 2p <8 bo’lgan bar qanday bo’laklashi hamda bar bir {Sk) bo’lakdan
olingan ixtiyoriy (“k,rfk,”k) lar uchun

la-J\<£

tengsizlik bajarilsa, J son cr yig’indining limiti deb ataladi va u (19.4) kabi
belgilanadi.

4-ta'rif. Agar -> 0 da f(x,y,z) funksiyaning integral yig'indisi a chekli
limitga ega bo’lsa, f(x,y,z) funksiya (S) sirt bo'yicha integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deb ataladi. Bu yig’indining chekli limiti J
esa f{x,y,z) funksiyaning birinchi tur sirt integrali deyiladi va u

Wf{x,y,z)ds
(s)
kabi belgilanadi. Demak.
(I f(x,y.=)ds = Jim a = Jim £ Sk
(s) np->0 P k-1
2. Uzluksizfunksiya birinchi tur sirt integrali. Endi birinchi tur sirt integrali-

ning mavjud bo’lishini ta’minlaydigan shartni topish bilan shug’ullanamiz.
Faraz qilaylik if fazodagi (S) sirt
s =2z(x.y)
tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda r = r(x,>-) funksiya chegaralangan yopiq
(D) sohada ((d)c/?2) uzluksiz va z't(x,y), zy{x,y) hosilalarga ega hamda bu
hosilalarham (D) da uzluksiz.
J-teorema. Agar f(x,y,z) funksiya (s) sirtda uzluksiz bo'lsa, u holda bu
funksiyaning (S) sirt bo’yicha birinchi tur sirt integrali
Wfi{x.y.2)ds
(s)

mavjud va
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AT XY=)"=80J X'V-=(x ¥)\['+ (x")+ =p(x.y)dxdy
) (0)
bo'ladi.

< (S) sirtning P bo’laklashni olaylik. Lining bo’laklari (S,), (S2),..., (Sti)
bo’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarining Oxy tekislikdagi proeksiyasi (D) sohaning

P, bo’laklashni va uning (/),), (D2),.. (A,) bo’laklarini hosil qiladi. P
bo'laklashiga nisbatan (19.2) yig’indini tuzamiz:

° =iAZk-"hXk)-sk

*=
Ma’lumki, (“k,9)k,"k)e(5k). Bu nuqtaga akslanuvchi nuqta (£t,pk) bo'ladi.
Demak, = =(%.Y) (19.1) formulaga binoan

Sk= A VI1+-x2(x’Y)+-y2(x.ytydy
(Dk)
bo’ladi.

O’rta qiymat haqidagi teorema (qaralsin, 17-bob, 5-§) dan foydalanib
topamiz:

Natijada cr yig’indi quyidagi

=

=z /(4 T (& T*)V 1+1;2fe M)+ fe .v*)ea
=
ko’rinishga keladi.
Endi Aps -> 0 da ( bu holda AP0 —>0 ham nolga intiladi) yig’indining limitini

topish maqsadida uning ifodasini o’zgartirib yozamiz:

=Z /(4 *T*-fe T*)V 1+ -12fe .V¥)+ -y .7%) 1 +
A1

+iﬁ /fc Y%-fe>i/i+22de.nib-AX e ; (-/s.j;

Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvchini baholaymiz:

Iz /fe . %efe s7%)i/l+ -;2fe . 7%)+ -;2@ea.7a)-
[A=1

A4+ =2fe %)]cok <m I +
4=1
>/ STA)+ A 2fc -7+ ]]m
bunda
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M =max\f{x.y.z\

Ravshanki,

funksiya (D) da uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda Kantor teoremasining
natijasiga ko'ra Vf >0 olinganda ham shunday £ >0 topiladiki, (D) sohaning
diametri A,, <0' bo’lgan har qanday P,, bo’laklashi uchun

bo’ladi. Unda
)i/, + 7*)+-y~ln'k)-
k=
va demak,
s nz /(N TF (M. )i/it+-12 -
bo'ladi.

(19.5) tenglikning o’ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchi

s +-;2f e )t )eo.
_

€sa

/(x, r(x, 1+ 1r'2(x,y )+ :"2(x,>)
funksiyaning integral yig’indisidir. Bu funksiya (0) sohada uzluksiz. Demak,
HApo ->0 da integral yig’indi chekli limitga ega va

llmz Atk-m’b—m)v><z;2( AUTE ) z>2b*.»7*)-D:

=SAf(x,y,z(x,y)\lt+22(*>)+" "y ¥V "V
D
bo’ladi. Bu munosabatni e’tiborga olib, (19.5) tenglikda Afs ->0 da limitga o’tib

topamiz:
ﬂ{_ﬁ'rf»o(T= Hm f f(£kSk,z(».7*" 1 + L7 *)+ ,7%)e =
=l 4 xvA xV)¥'+ 42wz’ 47 y)dxdy.

(o)
Demak,

(a)A X-V'=No =(\1)Ax V=YW -A x V) 4y (x V)6 &
X (¢]
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Bu teorema, bir tomondan, uzluksiz funksiya birinchi tur sirt integralining
mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan, bu integral ikki karrali Riman
integrali orqali ifodalanishini ko’rsatadi.

1-eslatma. (S') sirt x =x{y,z) {y wy(p,x)) tenglama bilan aniqlangan bo’lib,
x =x(y,z) funksiya (>>(r,x) funksiya) (D) sohada ((D)c/?2) uzluksiz va
X':(Y>=) xususiy hosilalarga (y':(z,x),y£(z,x) xususiy hosilalarga) ega

hamda bu hosilalar (d) da uzluksiz bo'lsin.
Agar f{x,y,z) funksiya shu (5) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu

funksiyaning birinchi tur sirt integrali

Wf(x.y,z)is
(S)

mavjud va

Af(x.y,z)ds = tif(x(y,:).y,2)y+ x*(y,2)+ x:2y,z)dydz,

(s)
a = A fi{x,y(z,x),zyj\ +y'?  x)+y'; (z,x)dzdx
V/\) (H)

bo’ladi.

2-eslatma. Biz f(x.y,z) funksiya birinchi tur sirt integralining mavjudligi
maxsus ko’rinishdagi {§) sirtlar (z =z(x,y), x=x(y,-), y =y(z,x) tenglamalar
bilan aniqlangan sirtlar) uchun keltirdik. Aslida funksiya integralining mavjudligi
keng sinfdagi sirtlar uchun to’g’ri bo’ladi. Jumladan, agar () sirt chekli sondagi
yuqorida aytilgan sirtlar yig’indisi sifatida tasvirlangan bo’lsa, unda berilgan va
uzluksiz bo’lgan f(x,y.z) funksiyaning sirt integrali mavjud bo’ladi va u mos
ikki karrali integrallar yig’indisiga teng bo’ladi.

3. Birinchi tur sirt integrallarining xossalari. Yuqorida keltirilgan teorema
uzluksiz funksiyalar birinchi tur sirt integrallarining ikki karrali Riman
integrallariga kelishini ko’rsatadi. Binobarin, bu sirt integrallar ham ikki karrali
Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega bo'ladi. Ikki karrali Riman
integrallarining xossalari 17-bobning 5-§ ida o’rganilgan.

4. Birinchi tur sirt integrallarni hisoblash. Yuqorida keltirilgan teorema
birinchi tur sirt integralining mavjudligini tasdiqlabgina qolmasdan, uni hisoblash
yo’lini ham ko’rsatadi. Demak, birinchi tur sirt integrallar ikki karrali Riman
integrallariga keltirilib hisoblanadi:

A/(x-v.r™ =/ (x,y. (my)yl +=22(x.y)+z32(x,y)dxdy ,
(s) (0)
f(x,p.2)ds= S f(x(v,2),p, 2000 +x32(p.2)+ X2(p,2)dy (19.6)

© ( o ) -
g f(x,y,z)ds = 5 f(x.y(=.x).=)"7y'22(z.xh y'x(z,x)dzdx
(S) 0)

19.1-misoL Ushbu
J=\l(x+y +=)ds
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tekislikning yuqorisida

integral hisoblansin.
Bunda (s)-x2+V +z2=r2 sferaning 1 =0
joylashgan qismi.
4 Ravshanki, (5) sirt
z=Jr2-x2-y2
funksiya

tenglama bilan aniqlangan bo’lib, bu sirtda berilgan f(x,y,:)=x +y+ -

uzluksizdir. 1-teoremaga ko’ra
J=jj(x+y +Jr2-x2-y 2l/1 + R2(x,y)+ -;2(x,y)dxdy

)
bo’ladi, bunda (D)= [jr,>")e A2: x2+y2<r2}.
Endi bu tenglikning o’ng tomonidagi ikki karrali integralni hisoblaymiz:

4Bl = -

N(x,y)+ Z(X,y)=T r Lr ,
\r -X

Demak.
I =fj(x+~ +plr2-x2-y 2\[\ +2'2(x,p)+ 2'2{x,y)ckcfy =
(n)
X+ 1
1~ 7 +,r

Keying! integralda o’zgaruvchilami almashtiramiz:
x =pcos(p, y =psin(p.

Natijada
\
_ 2’f’ /"(cos” + .wVip) In
= J +1 pe/p <Hp=r|
ol; V7v

01)1

2afr
+rl] f 1N = 1 {cos(p + sin<p)d(p\- ”1{3 ip= 4+re2n-e— = n13.
o Vo v o o\lr~ - p* 2
Demak, berilgan integral
SA(ar+ 4~ + A~ =nar3
(s)
bo’ladi. »
19.2-misol. Ushbu
x(y +z)ds
)
z=c¢

integral hisoblansin, bunda (s)-x=yfe2- y2 silindrik sirtning z=0,

(c > 0) tekisliklar orasidagi qismi.
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4 Modomiki, bu (S) sirt x =n/e2-y 2 ko’rinishda berilgan ekan, unda

integralni hisoblash uchun (19.6) formuladan foydalanish lozimdir.

[ff(x,y,2)ds = |j f(x(y,1),y,2) "] +x32(y,2)+ X22(y,z)dydz.

®) (0)
Bunda (D) soha (S) sirtning Qyz tekislikdagi proeksiyasidan iborat:

(N)=ly,z)e/?2:x =yje2-y 2,z =0, z=c}=
= e <M <6, 0<-<c}

x =-Je2-y 2 funksiyaning xususiy hosilalari
ACv.-)=- T-/- <Cv-r)=o0

Ve

bo’ladi. Demak,

A/(*,>"'",=jlve2-/ O'+z)Jl+ / 2dydz=¢|f(N +-)4 '
v

(S) ©) 6 ©)
bo’ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi ikki karrali integralni hisoblab topamiz:
\ «/ 2 M1
e||G'+-Vyar=el] {(v+z)" rfy=ef v-+ dy
(D) -84.0 / -«
=el cy+C_ q,y_LCVZ\e +BC yi« i
2 2 I 2 "

Demak,
fir(y +z)ds =e2c2.»
®

2-§. Ikkinchi tur sirt integrailari
fazoda z=1z(x,y) tenglama bilan aniqlangan (s) sirtni qaraylik. Bunda
r(x,y) funksiya chegarasi bo’lakli-silliq chiziqdan iborat bo’lgan (p) sohada
((d)c /?2) berilgan, uzluksiz, z%(x,y), z¥{x,y) xususiy hosilalarga ega hamda bu
hosilalar ham uzluksiz. Odatda bunday sirtni silliq sirt deyiladi. Silliq sirt har bir
(x0,y0,-0) nuqtasida urinma tekislikka ega bo’ladi.

Endi (.S sirt uning chegarasi bilan kesishmaydigan K yopiq chiziqni olaylik.
(x0,y0,z0) nuqta sirtning K yopiq chiziq bilan chegaralangan qismga tegishli
bo’lsin. Bu chiziqni Oxy tekisligiga proeksiyalaymiz. Natijada Oxy tekislikda
ham Kn yopiq chiziq hosil bo’ladi. Mazkur kursning 18-bob, 2-§ ida tekislikdagi
yopiq chiziqning musbat va manfiy yo’nalishlari kiritilgan edi. (S’) sirtdagi yopiq
chiziqgning musbat va manfiy yo’nalishlari ham shu singari kiritiladi. Shuni ham
aytish kerakki, yo’nalishning musbat yoki manfiyligini aniqlash xarakatlanayotgan

nuqtaga qay tomondan qarashga ham bog’liq.
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Sirtning (x0,y0,20) nuqtasidagi urinma tekislikka shu nuqtada perpendikulyar
o’tkazaylik. Bu perpendikulyarning musbat yo’nalishi deb shunday yo’nalish
olamizki, uning tomonidan qaralganda ikkala (K hamda Kn ) yopiq chiziqlarning
yo’nalishlari musbat bo’ladi. Uning manfiy yo’nalishi esa shunday yo’nalishki, u
tomondan qaralganda K7 ning musbat yo’nalishiga K ning manfiy yo’nalishi mos
keladi. Perpendikulyarning musbat yo’nalishi bo’yicha olingan birlik kesma
sirtning (xq.j/q.Zo) nuqtasidagi normal! deyiladi.

Normalning Ox, Oy va Oz o’qlarining musbat yo’nalishlari bilan tashkil

qilgan burchaklarini mos ravishda a.fij orqali belgilasak,

cosa cosy cosy - (19.7)

bo’ladi va ular normalning yo naltiruvchi kosinuslari deyiladi.

Isbotlash mumkinki, silliq (S) sirtning barcha nuqtalaridagi perpcndikuiyar-
laming musbat yo’nalishlari (normallari) bir xil bo'ladi. Va, demak, manfiy yo na-
lishlari ham. Shunga ko’ra, sirtning ikki tomoni haqida tushuncha kiritiladi.

Sirtning ustki tomoni deb, uning shunday tomoni olinadiki, bu tomondan
qaralganda ikkala (K hamda Kn) yopiq chiziqlarning yo’nalishlari musbat
bo’ladi.

Sirtning ustki tomoni qaralganda Kn bilan chegaralangan tekis shaklning
yuzi musbat ishora bilan. pastki tomoni (ikkinchi tomoni) qaralganda manfiy
ishora bilan olinadi.

/. Ikkinchi tur sirt integralining ta'rifi. f{x,y,z) funksiya (5) sirtda beril-
gan bo'lsin. Bu sirtning ma'lum bir tomonini olaylik. Sirtning P bo’laklashini va
bu bo’laklashning har bir (S*) bo'lagida k= 1,2 n) ixtiyoriy {tk,rik,Gk) nuqta
(*=1,2 n) olaylik. Berilgan funksiyaning (“x,[k”" k) nuqtadagi f{"k TkX k)
qiymatini (5A) ning Oxy tekislikdagi proeksiyasi (D*) ning yuziga ko’paytirib

quyidagi yig’indini tuzamiz:

(19.8)
(5) sirtning shunday
Po Pz P. (19.9)
bo’laklashlarini qaraymizki, ularning mos diametridan tashkil topgan
JipLJIpl,...,APm,...
ketma-ketlik nolga intilsin: ->0. Bunday Pm (/lu=1,2,...) bo'laklashlarga

nisbatan f(x,y,z) funksiyaning integral yig’indilarini tuzamiz. Natijada (S)
sirtning (19.9) bo’laklashlariga mos integrallar yig'indilar qiymatlaridan iborat
quyidagi

ketma-ketlik hosil bo'ladi.
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5-ta'rif. Agar (5) sirtning har qanday (19.9) bo’laklashlari ketma-ketligi [Pm}
olinganda ham, unga mos integrallar yig’indilari qiymatlaridan iborat form} ketma-
ketlik, (*k,iJk,Ck) nuqtalarni tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda hamma
vaqt bitta J songa intilsa, bu J <t yig’indining limiti deb ataladi va u

lim a = lim =7 (19.10)
I, >0 I,

kabi belgilanadi.

Integral yig’indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.

6-ta'rif. Agar Vs >0 olinganda ham, shunday £>0 topilsaki, (s) sirtning
diametri JIP<6 bo’lgan har qanday P bo’laklashi hamda har bir (Sk) bo'lakdan
olingan ixtiyoriy {k,DkX k) lar uchun

\<7-J\<E

tengsizlik bajarilsa, J soni o yig’indining limiti deb ataladi va u (19.10) kabi
belgilanadi.

7-ta vif. Agar JI,, ->0 da f(x,y,z) funksiyaning integral yig’indisi cr chekli
limitga ega bo’lsa, f(x,y,z) funksiya (5) sirtning tanlangan tomon bo’yicha
integrallanuvchi funksiya deb ataladi. Bu yig’indining chekli limiti J esa,
fi{x,y.z) funksiyaning (S') sirtning tanlangan tomoni bo’yicha ikkinchi tur sirt
integrali deb ataladi va u

\Wf{x.y,z)dxdy
)

kabi belgilanadi. Demak,

Funksiya ikkinchi tur sirt integralining quyidagicha
Wf(x,y.z)dxy (19.11)
S
belgilanishidan, integral {S) sirtning qaysi tomon bo’yicha olinganligi
ko’rinmaydi. Binobarin, (19.11) integral to’g’risida gap borganda, har gal integral
sirtning qaysi tomon bo'yicha olinayotganligi aytib boriladi.

Ravshanki, f{x,y,z) funksiyaning (.S) sirtning bir tomoni bo’yicha olingan
ikkinchi tur sirt integrali, funksiyaning shu sirtning ikkinchi tomoni bo’yicha
olingan ikkinchi tur integralidan faqat ishorasi bilangina farq qiladi.

Yugqoridagidek

Wf(x,y,z)dydz, \\f(x,y,z)dzdx
™ ™)

ikkinchi tur sirt integrailari ta’riflanadi.

Shunday qilib, sirtda berilgan f{x,y,z) funksiyadan uchta -Oxy tekislikdagi
proeksiyalar, Oyz tekislikdagi proeksiyalar hamda Ozx tekislikdagi proeksiyalar
vositasida olingan ikkinchi tur sirt integrali tushunchalari kiritiladi.
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Umumiy holda, (5) sirtda P(x,y,z), Q(x,y.z7), R(x,y,z) funksiyalar
berilgan bo’lib, ushbu
JfP(x,y,z)dxdy, jjO(x,y.z)dyd=, jj R(x.y.z)dzdx
&) V) (v)
integrallar mavjud bo'lsa, u holda
S Hx,y.z)dxdy+jjo(x,y, :)dyx +jj R(x,y,z)dzdx
(S) <*> GV
yig’indi ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko’rinishi deb ataladi va u
A Pi{x.y,z)dxdy-\0(x,y,z)dydz+ R{x,y,z)dzdx
@)
kabi belgilanadi. Demak,
A P{x-y.-)dxdy + 4 Q{x,y,z)dydz + I P(.x,y, z)dzdx=
(s) (a) (s)
=4 P{x,y,z)dxdy ->rO(x,y,z)dydz + R(x,y,z)dzdx.
(A)

Endi R' fazoda biror (f’) jism berilgan bo’lsin. Bu qismni o ’rab turgan yopiq
sirt silliq sirt bo’lib, uni (5) deylik. f(x,y,z) funksiya (Iz) da berilgan. Oxy
tekislikka parallel bo’lgan tekislik bilan (Iz) ni ikki qismga ajratamiz:
(v)=(E|)+(E2). Natijada uni o’rab turgan (5) sirt ham (5j) va (52) sirtlarga
ajraladi. Ushbu

Wf{x-y.z)dxdy+ \\f{x,y,z)dxdy (19.12)
(A) (A))
integral (agar u mavjud bo’lsa) f(x,y,z) funksiyaning yopiq sirt bo’yicha
ikkinchi tur sirt integrali deb ataladi va
ftf(x,y,z)dxdy
(€]
kabi belgilanadi. Bunda (19.12) munosabatdagi birinchi integral (,Sj) sirtning ustki
tomoni, ikkinchi integral esa (§2) sirtning pastki tomoni bo’yicha olingan. Xuddi
shunga o’xshash
$f(x,y,z)dydz, fif(x.y,z)dzdx
(A) (A)
hamda, umumiy holda
A P(x,y,z)dxdy + Q(x,y,z)dydz + R{x,y.z)dzdx
(€]
integrallar ta'riflanadi.

2. Uzluksizfunksiya ikkinchi tur sirt integrali. Faraz qilaylik, /?3 fazoda (S)
sirt z=z(x,y) tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda z =z(x,y) funksiya
chegaralangan yopiq (/)) sohada ((D)c /?2) uzluksiz va z/[.(x,y), :v(x,y)
xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham (D) da uzluksiz.

2-teorema. Agar f(x,y,z) funksiya (s) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu

funksiyaning (5) sirt bo’yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali



\Wf(x,y,z)dxdy
()
mavjud va
Jif(x,p,2)dxdy = \\f{x,y,z{x,y))dxdy
(w) (0)
bo’ladi.
< (8) sirtning B bo'laklashini olaylik. Uning bo’laklari (Sj), (S2), ,(S,,)
bo’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarining O.ry tekislikdagi proeksiyasi (D) ning FPD
bo’laklashini va uning (D,), (D2 (D,,) bo’laklarini hosil qiladi. B
bo'laklashga nisbatan ushbu yig’indini tuzamiz:

(19.8)

-

Agar (S') sirtning ustki tomoni qaralayotgan bo’lsa, u holda barcha Dk lar
musbat bo’ladi.

Modomiki, f(x,y.z) funksiya z =z(x,y) sirtda berilgan ekan, u x va
o’zgaruvchilarning quyidagi funksiyasiga aylanadi:

fix.y.z)=f(x.y,z(x,yD.
Bundan esa
1) (=12, »)

bo’lishi kelib chiqadi. Natijada ( 19.8) yig’indi ushbu

A=l
ko'rinishga keladi. Bu yig’indi f(x,y,z(x,y)) funksiyaning integral yig’indisi
(ikki karrali integral uchun integral yig’indi) ekanini payqash qiyin emas. Agar
/(x.y.z”x.y”) funksiyaning (D) da uzluksiz ekanligini e’tiborga olsak, unda
—>0 da

*le_A$K'17KA$K—HK)Y\
yig’indi chekli limitga ega va
ym z /T€ mmfeedkipk - 9 4 X'V'-{X-V ) Y
1b A=1 (1)
bo’ladi. Demak.

lim a = lim T/ k. IIkXxPk =
AA->o ->0A=1

= Jin Z /(4 “Tas-(sa T*)VI = S f{x.y,={x,y))ixd)r
*jb-*ok= (1)

Bundan esa
Wf(*.y,2}lxdy=1Sf(x,y,z(x.y)pcdy
(s) D
bo’lishi kelib chiqadi. »
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Agar (8') sirtning pastki tomoni qaraisa. unda Dk lar manfiy bo'lib,

A flx-y-=)bdy=-11f{x.y.:(x,y))Jxdy
(s) (0)
bo’ladi.
Xuddi yuqoridagidek, tegishli shartlarda

I { /7 (x , ]V(xy.:ybdx

(%) (S)
integrallar mavjud va
lrxyvogt =4 =)>y-=h'd",
(. (D
ﬁ/(x.y.--lc-A= fl/(x.y(x.Z),.-K-A
5) ©)

bo’ladi.
I-natija. Yasovchiiari Oz o’qiga parallel bo’lgan (s) silindrik sirtni qaraylik.
f(x,y,z) funksiya shu sirtda berilgan bo’lsin. U holda

\if(x,y,z)dxdy
(s)
mavjud bo’ladi va u nolga teng:
W{x.y.:)dxdy =0.
U]
Xuddi shunga o’xshash, tegishli shartlarda
Wf(x.y.z)dydz =0, \\f{x,y,z)dzdx =0
(s) ®
bo’ladi.
Bu tengliklai-bevosita ikkinchi tur sirt integrailari ta’rifidan kelib chiqadi.
Yuqorida keltirilgan teoremadan foydalanib, ikkinchi tur sirt integrailari ham
ikki karrali Riman integrailari xossalari kabi xossalarga ega bo’lishini ko rsatish
va ularni keltirib chiqarishni o’quvchiga havola etamiz.
JL Ikkinchi tur sir! integrallarini hisoblash. Yuqorida keltirilgan teoremadan
foydalanib ikkinchi tur sirt integrailari ikki karrali Riman integrallariga keltirib
hisoblanadi:

Wf(x,y,:)dxdy = JI(ar,y,r(x,>-)>by >

(s) »)
Wfx.y,)dyx =\ fix(y,z),y,z)dydz
9 («
Wf(x.y.z)dzdx = Wf(x.y(z.x).z)dzdx .
(s) *)

19.3-misoi Ushbu

(\l/)[v%T+ %T +Azy 7

. . . x2 y2 2 o L
integral hisoblansin. Bunda (S)— j + T +z-r= ellipsoidning r =0 tekislikdan
a” e c

pastdajoylashgan qism bo’lib, integral shu sirtning pastki tomon bo’yicha olingan.
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4 Ravshanki. bu (5) sirtning tenglamasi quyidagicha bo’lib.

B W

uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi
(Y)=[(x.>-)e/r2- "~ +7-<1

bo'ladi.
(.S") sirt ham, bu sirtda berilgan

F(Xypp) =324 X2 4
a 6

funksiya ham 2-teoremaning shartlarini qanoatlantiradi. U holda
.2
dxdy=-1\ 2. N I 2 ) dxdy
a 6 7 6 V. a [
bo'ladi. Integral (S) sirtning pastki tomoni bo’yicha olinganligi sababli
tenglikning o’ng tomonidagi ikki karrali integral oldiga minus ishorasi qo’yildi.
lindi bu

2

R S PR T

U« LU s (0 6 a ¢

ikki karrali integralni hisoblaymiz. Ikki karrali integralda o’zgaruvchilarni
x =apcos(p, y =epsin(p

kabi almashtirib quyidagini topamiz:
2

dxdy=j \(kcji™p 2-p 2)aepdp dp=

a 6
ke 11-/9
=w j j(kep”-p2-p2ldp 1= Imie =2k,B[-1+4 "'
Lo
Demak,
(s)\a 6

4. Birinchi va ikkinchi tur sirt integrailari orasida bog lattish. Biz 18-bob-
ning 4-§ da birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar orasidaga bog’lanishni
ifodalaydigan formulalami keltirgan edik.

Shunga o’xshash, birinchi va ikkinchi tur sirt integrailari orasidagi
bog'lanishni ifodalovchi flormulalar ham mavjud.

(S) sirt va unda berilgan f(x,y,z) va P(x,y,z), 0O(x,y,2), p(x,y,2)
funksiyalar tegishli shartlami qanoatlantirganda (qaralsin, 2-§ning 1-punkti) ushbu

Jif(x,y,2)dydz - fff(x,y,z)cosads,
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W fix,y,z)dzdx=\\f(x,y,z)cos(Ms, (19.13)

(s) (s
Wf(x,y,z)dxdy =\\f(x.y,z)cosyds
Is) ™

umumiy holda
JJ P(x,y,z)dydz + 0{x,y,z2)dzdx + R(x,y,z)dxdy =
)
=\\/P{x,y,z)cosa +0{x.v,z)cos(3+ R(x,y,z)cosylis

V)
formulalarning to’g’riligini isbotlashni o'quvchiga havola etamiz.

3-§. Stoksformulas!

R' fazoda z=r1(x,y) tenglama bilan aniqlangan silliq (.S) sirt berilgan
bo’lsin. Bu sirtning chegarasi dS bo’lakli-silliq egri chiziq bo’lsin. (5) sirtning
Oxy tekislikdagi proeksiyasini (p) deylik. Unda dS ning proeksiyasi dD dan
iborat bo’ladi.

Faraz qilaylik, (S§) sirtda P(x,y,z) funksiya berilgan bo’lib, u uzluksiz
bo’lsin. Undan tashqari bu funksiya (S’) da

dPjx.y.z) dP(x,y,z) dP(x,y,z)

dx dy Sz
xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz bo'lsin.
Ushbu
SHx.y,-)Jx
as

egri chiziqli integralni qaraylik (uning mavjudligi ravshan). Agar dS chiziqning
(S) sirtda yotishini e’tiborga olsak, u holda
IKx.y.:}b= \P(x,y,i(x,y)\k
PS PS
bo’ladi.
Endi Grin formulasidan foydalanib ushbuni topamiz:

jp(x.y4dx.y)}k=-1la™ - yf xyK dy
) D dy

Ravshanki, P(x,y,z(x,y)) funksiyaning y o’zgaruvchi bo'yicha xususiy

hosilasi
dP(x.y.z(x,y)) dP(x.y,z{xy)) X
dy dz "A 'y)
bo’ladi.
Ushbu bobning 2-§ idagi (19.7) munosabatlardan
,Z X cos/}
VTG

bo’lishini e’tiborga olsak.



AUy, 52D bapany(ey) ey

oy 0:
dP(x,y,z2(x,y)) (Y, v.r*v.j")) cosf”
— dxdy
>IL dy dz cosy

bo’ladi.
Natijada qaralayotgan integral uchun quyidagi tenglikka ega bo’lamiz:

dP{x,y.z{x, dP(x,y,z(x, s/,
\Px,yg)dx =11 PEOYR0r) dPCapay)) coslp L 01y

os @ dy & COj-y J
2-§ dagi 2-teoremadan foydalanib (19.14) tenglikning o’ng tomonidagi ikki
karrali integralni ikkinchi tur sirt integrali orqali ifodalaymiz:

dP(x.y.z(x,y)) _ dP(x,y,z{x.y)) coj/1

dxdy =
ay dz cosy
dP(x,y,z) dP(x,y,z) cosp
— g dxdy.
) dy dz cosy

Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi tur sirt integralini, (19.13)
formulaga asoslanib, birinchi tur sirt integraliga keltiramiz:

dPjx.y.z) _dPjx.y.z) cospV ~ =

dy dz cosy ]
(19.15)
(si & cosy J
_ redp (X”F’—Z)—cos>d!s— rrd—PI@'y’—:)’cos/ids.
i) dy &
Va nihoyat, yana (19.13) formulalardan foydalanib quyidagini topamiz:
Isa p ("~ cos>ds=
Ay : ,
(S)d W d%VA r/9./6;
WIR T s =1 §€98 "
(S) to (S) a.
(19.14), (19.15) va( 19.16) munosabatlardan
X, dxdy (19.17)
as (s) d: dy
bo’lishi kelib chiqadi.
Xuddi shunday mulohaza asosida (6°) sirt va unda berilgan
R(x.y,z) funksiyalar tegishli shartlami bajarganda ushbu
1Q¢x,y,=yiy =
.y S dx ar-
® (19.18)
[Ax]Y.-¥r=rrTM £2£)*.-M * ) AA
mo >
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formulalarning o’rinli bo’lishi ko’rsatiladi. (19.17) va (19.18) formulalami hadlab
qo’shib quyidagini topamiz:
J P(x,y,z)ix +Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =

= <dQ(x y-=) 4Pix.),2) (19.19)
L  dx
- SQ/'J;y.Z) dvds + dP(x.y, =) dR(x.y.z) .
zZ

Bu Stoks formulas! deb ataladi.
2-natija. Mazkur kursning 18-bob, 3-§ idagi Grin formulas! Stoks formulasi-
ning xususiy holidir. Haqiqatdan ham (19.19) Stoks formulasida (.S') sirt sifatida

Oxy tekislikdagi (p) soha olinsa. unda z=0 bo'lib, (19.19) formuladan
| Pl dvvo(eyydy = i 4O AP gy,
f10 (0) dx dy

bo’lishi kelib chiqadi. Bu Grin formulasidir.

Shunday qilib, Stoks formulasi (5) sirt bo’yicha olingan 1ll-tur sirt integrali
bilan shu sirtning chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli integralni bog’lovchi
formuladir.

4-§. Ostrogradskiyformulasi
fazoda pastdan r =<pri/x,y) tenglama bilan aniqlangan silliq (5,) sirt
bilan. yuqoridan z = 2(x,y) tenglama yordamida aniqlangan silliq (S2) sirt bilan.
yon tomondan esa yasovchiiari Oz o’qiga parallel bo’lgan silindrik (S3) sirt bilan
chegaralangan (Ir) sohani (jismni) qaraylik. Uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi
(D) bo’lib. bu (D) ning chegarasi yuqorida aytilgan silindrik sirtning
yo'naltiruvchisi sifatida olinadi. (*™I(x,y)<")2(x,y) (x,y)e(0)) (64-chizma).

64-chizma
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Faraz qilaylik, (F) da R(x,y.z) funksiya berilgan va uzluksiz bo'lsin.
Bundan tashqari bu funksiya shu sohada
dR{x,y,=)
d:
xususiy hosilaga ega va bu hosila ham uzluksiz.
Ravshanki, bu holda

m dr
mavjud bo'ladi va 17-bobning 10-§ ida keltirilgan formulaga ko’ra

dxdy (19.20)

bo’ladi.
Agar

\ =R(x.y.<p2(x.y))-R{x,y,<Pi(x.y))
RIT*-y)
bo’lishini e’tiborga olsak, u holda

fl ] dxdy= jf R{xy,<p2{x,y))dxdy-JjR .y "x .y "dy (19.21)
02 I (d) (D)
bo’ladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikki karrali integrallarni 2-§ dagi
formulalardan foydalanib, sirt integrailari orqali yozamiz:
JIR(x,y.(p2{x,y))dxdy = JIR{x,y,z)dxdy,
(19 22)
JIR{x,y,<pXx.y))dxdy= JIR{x,y,z)dxdy.
() (s
Keltirilgan tengliklardagi sirt integrailari sirtning ustki tomoni bo'yicha
olingan (19.20), (19.21) va (19.22) munosabatlardan quyidagini topamiz:

fIIdR(X'y "dxdydz = JIR{x.y.z\Ixdy + JIR{x,y, z)dxdy. (19.23)

aui x (s2) @)
Bu tenglikning o'ng tomonidagi ikkinchi integral (S,) sirtning pastki tomoni
bo'yicha olingan.

(S3) sirt yasovchiiari Oz o'qiga parallel bo’lgan silindrik sirt bo'lganligidan
JjR(x.y,z}Ixdy =0 (19.24)

bo'ladi. (19.23) va (19.24) munosabatlardan

R (x,y,:ybdy +
041 A Ne) (82)
+ WR{x,y,z)dxdy = SI R{x.y.z)dxdy
(s.) ®

bo’lishi kelib chiqadi. Bunda (S)-(F') jismni o’rab turuvchi sirt.
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Demak,

I1VdRN  y'Ndxdyd:=\\R(x,y,z)clxdy’ (19.25)
(u) * (V)
Xuddi shu yo’l bilan, (v) hamda P(x,y,z), Q(x,y,z) lar tegishli shartlami

qanoatlantirganda quyidagi

Il —A~~~"dxdydz = ffp(x,y,z)dydz, (19.26)
84 n V)
[fjé™ X'p--dxdydz = ffQ(x,y,z)dzdx (19.27)
(17 ©

formulalarning to’g ’riligi isbotlanadi.
Yuqoridagi (19.25), (19.26) va (19.27) tengliklarni hadlab qo’shib quyidagi-
lami topamiz:

ffffdp» +A Ty AN+ y - dhedydz=

DI dy dz I’
=1 P(x,y,z)dydz + Q(x.y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy.
®

Bu formula Ostrogradskiy formulasi deb ataladi.

Mashgqlar
19.4. Ushbu

Wy +z+Ja2+x2\ls
©
integral hisoblansin, bunda (S) sirt quyidagi
x=a2-y2-z2
paraboloidning Opyz tckisligi bilan kesishishidan hosil bo’lgan sirtning
tashqi qismi.
/9.5. Sirtning yuzi
M i*
©
formula bilan topilishi isbotlansin.
Ushbu
x2+y2=Rwm
silindming
x2+y2+z2=R2

sfera ichida joylashgan qismining yuzi topilsin.

292



20-BOB
Furye qatorlari

Biz yuqorida, kursimiz davomida, murakkab funksiyalarni ulardan soddaroq
bo'lgan funksiyalar orqali ifodalash masalalariga bir necha marta duch keldik va
ularni o'rgandik. Bu sohadagi klassik masalalardan biri - funksiyalarni darajali
qatorlarga yoyishdan iborat bo'lib, u mazkur kursning 14-bobida batafsil
o'rganildi.

Agar qaralayotgan funksiyalar davriy funksiyalar bo’lsa, tabiiyki ularni
soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash lozim bo'ladi. Har bir hadi sodda
davriy funksiyalar bo’lgan funksional qatorlarni o’rganish murakkab davriy
funksiyalarni soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash masalasini hal etishda
muhim rol o'ynaydi.

I-§. Ba%i muhim tushunchular
/". Funksiyalarni davriy davom ettirish. f(x) funksiya (a. ¢/ yarim interval-

da berilgan bo'lsin. Bu funksiya yordamida quyidagi
/*(x)=1/(x -(6-a)m), x g (s + m(6-a).6 +m(¢- )]

(m=0,% 1L,+2,..) (20.1)
funksiyani tuzamiz. Ravshanki, endi /*(x) funksiya (-00,+00) oraliqda berilgan
va davriy funksiya bo’ladi. Uning davri TW=e-a ga teng. Bajarilgan bu
jarayonni funksiyani davriy davom ettirish deyiladi.

Masalan, (-1.2] oraliqda berilgan f(x)=x2 funksiyani davriy davom

ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 65-chizmada tasvirlangan.
\

3 -2 -1 0 1 2 3 5 X
65-chizma

Agarda berilgan /(x) funksiya (s , e ] da uzluksiz funksiya bo'lsa va
/(a +0)= lim /(x)=/(e) ,
deyilsa, u holda davom cttirilgan /'(*) funksiya (-00,+00) da uzluksiz bo’ladi.
f(x) funksiya [s.B) yarim intervalda berilgan bo’lsa uni davriy davom
ettirish ham yuqoridagi singari bajariladi:
/(x)=/(x -(6 - a)m), xG[a+m(e-a).e + m(G- 1)) (m=0,+ L%2,..)
Agarda /(x) funksiya (a, ¢) da berilgan bo’lsa, uni
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X=(—co,rco\n+m(6- a):m=0,i 1..} to’plamga davriy davom ettirish
mumkin:
f'(x)=/(x-(e-a)m), xe(a+tmle-a),e +tm(e-a)) (mi=0,+1,+2,...)
Izoh. f(x) funksiya [a,6] da berilgan bo'lsa, uni (-00,4c0) ga umuman
aytganda ikki xil davom ettirish mumkin:
/ X)=f(x -(e-a)m), xe (a+@®- a)ym. e +(e-aym],
/7 (x)=/(x -(6-a)m), xe[ad (e- a)m, e+ (e-a)m)
(m=0,%1,+2,...).
/-lemma. f(x) funksiya (a,e] oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. U holda f{x)
ni (-octco) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgan f’(x) funksiya ixtiyoriy

(a, a +(e- a)] da integrallanuvchi bo'ladi va
°"Vhx)dx =jf(x)dx n

formula o ’rinli bo’ladi.

< Shartga ko’ra /(x) funksiya (a, 6/ da integrallanuvchi, /*(x)
funksiyaning tuzilishiga binoan (qaralsin, (20.1)) uning (a,a t+(e-a)\ (Vae /?)
da integrallanuvchi bo'lishini topamiz.

Intcgralning xossasiga ko'ra

et(e-0) a+(«-a)

Vo f'(x)dx =\f"(x)dx +\ f ‘(x)dx+ \f(x)dx (20.2)

a

bo’ladi. Ravshanki, Vx e (a,«] uchun f'(x)=f{x). Demak,

\f “(x)dx =\f(x)dx.
Endi
OI(«*«)
I/m (*
integralda x =y +{e-a) almashtirishni bajaramiz:
" 9&=)/* O+(e- @)dy=\f[y)dy =-1/* (y)dy.

Natijada (20.2) tenglik ushbu

at(«-0) e
J/7(x>fa=j/(x)A
a a

ko’rinishga keladi>
Bu lemmadagi (*) formula sodda geomctrik ma’noga ega. U 66-chizma
shtrixlangan yuzalar bir-biriga tengligini ifodalaydi.



a O

66-chizma
2°. Garmonikalar. Ushbu
fix }—Asin(coc +p) (20.3)

funksiyani ko’raylik, bunda 4, a, ft o’zgarmas sonlar. Bu davriy funksiya bo’lib,

21
uning asosiy davri 7 =— ga tengdir. Haqiqatdan ham,
a

2sJ1 2kX .
foxt— =Asin a x +— =A"(tzv +p)+2n\= Asin(ax +ft) =f(x).
a a
Bn
f(x)= Asin(cn +fI)
funksiya garmonika deb ataladi.
Berilgan
f(x)=Asin(ax +p)
garmonikaning grafigi, y =sinx funksiya grafigini Ox va Oy o’qlar bo’yicha
siqish (cho’zish) hamda Ox o'qi bo’yicha surish natijasida hosil bo’ladi. Masalan,
f(x)=2sin(2x +\)
garmonikaning grafigini yasash jarayoni va uning grafigi 67-chizmada
tasvirlangan.



y =sin2x

y =sinf{ix+1)

y =2sin(2x+))
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Trigonometriyadan ma’lum bo'lgan formuladan foydalanib garmonikani
quyidagicha yozish mumkun:
f(.\")': A .\'in(dx + [i) = A(cosax sin /} + sinax cos /})f’)
Agar
Asinff=a , Acosf=¢6
deb belgilasak, unda garmonika ushbu

f(\') =acosox +6sinax
ko’rinishga keladi.

3" Bo'lakli-uzluksizlik va bo lakli-differensiallanuvchilik. f{x) funksiya
[a, e\ oraliqda berilgan bo’lsin.

Agar [a, ] oraligni shunday

bo’laklarga ajralish mumkin bo’Isaki,

([ti,e]=k,o1Ju[ol,a2]u...uf[onl,a,])
har bir (ak,akt\) (A=0,1,...,n0 -1) da f(x) funksiya uzluksiz bo’lsa, hamda
x = ak nuqtalarda chekli o’ng f(ak+0) (A=(0,1,.,n1- 1)) va chap f(ak- O)
(A=(0.1 1 - 1)) limitlarga ega bo’lsa, u holda f(x) funksiya \a, e] da bo'lakli-
uzluksiz deb ataladi.

Masalan, ushbu
x3, agar 0<x <1 bo'lsa,
/(x)= 10, agar x=1 bo'lsa,
- X, agar 1<x <2 bo'lsa

funksiya [O, 2] oraliqda bo'lakli-uzluksizdir (68-chizma).

\4

68-chizma
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Agar /(.r) funksiya (- oo.t00) da berilgan bo’lib. uning istalgan chekli [«,/?]
qismida ([nr,/?]c (-o00.-kt0)) bo'lakli-uzluksiz bo'lsa, u holda /(x) funksiya
(-co.+00) da bo'lakli-uzluksiz deb ataymiz.

Aytaylik, /(x) funksiya (o,c] da berilgan va bo'lakli-uzluksiz bo'lsin. Bu
funksiyani (-co.t+00) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgan /*(x) funksiya
(- 00.+00) da bo’lakli-uzluksiz bo’ladi.

Masalan /(x)=x (xe(-;rn]) funksiyani (-o0,t00) ga davriy davom

ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 69-chizmada tasvirlangan.

Endi bo’lakli-differensiallanuvchanlik tushunchasi bilan tanishamiz.

/(x) funksiya [a 6] da berilgan bo’lsin.

Agar [n.s] oraligni [a.e]=[fl0,0l]u[o La2]u...u[a,,_[|law) bo’ladigan
shunday [a0.c,10! ™! (ao= fl- a,, = e) bo’laklarga ajratish mumkin
bo’lsaki, har bir da (A=0,l1 zi-1) funksiya differensiallanuvchi
bo’lsa hamda x =ak nuqtalarda chekli o’ng / (@t +O) (k=0,l,...,n-1) va chap
f (ak-0) (k=0,1,...,n-1) hosilalarga ega bo’lsa, u holda /(x) funksiya [o, e]

da bo'lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.
Masalan, ushbu

x2, agar 05 x <1 b0 Isa,
/(x)=<2-x,agar 1< x <2 bllIsa,
x-2,agar2<x <3 bo'lsa

funksiya [O, 3] da bo'lakli-differensiallanuvchi bo'ladi. (70-chizma)

70-chizma
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Agar /(.v) funksiya (-00.t00) da berilgan bo'lib, uning istalgan chekli
[«,/?] ([a,/?]c (-o00,t00)) qismida bo'lakli-differensiallanuvchi bo’lsa, u holda
f(x) funksiya (- co,toc) da bo'lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.

f(x) funksiya (u,e] da berilgan va bo’lakli-differensiallanuvchi bo’lsa, uni

(-oo,+q0) ga davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan / (x) funksiya (- co,tco) da
bo'lakli-differensiallanuvchi bo'ladi.

f(x) funksiya [fa,6] da berilgan bo'lsin. Agar [a,6] oraligni
[a,6] = bo’ladigan shunday
(aQ=a,an=e) bo'laklarga ajratish mumkin bo'lsaki, har bir [ak,ak+i) da
(k=0,,2,...,27-1) funksiya f'(x) hosilaga ega va bu hosila uzluksiz bo’lsa hamda
x =ak nuqtalarda chekli o'ng f'(ak+0O) (k=0,1,2,...,»-1) va chap f'(ak-0)
(k=0.1,2 n- 1)hosilalarga ega bo'lsa, u holda f(x) funksiya [a, e] da bo’lakli-
silliq deb ataladi.

2-§. Furye qatorining ta rifi
liar bir hadi
un(x)=ancosnx + e, sinnx (/7=0,1,2,..))

garmonikadan iborat ushbu

£0+ X {a, cos nx+ bnsinnx) (20.4)
0=l
funksional qatomi qaraylik.
Odatda (20.4) qator trigonometrik qator deb ataladi aii,a/,6x,ae,82,... sonlar
esa trigonometrik qatoming koeffitsicntlari deyiladi.
Shunday qilib. trigonometrik qator garchand funksional qator bo’lsa ham
(uning har bir hadi inuayyan funksiyalar bo’lganligi uchun) 0"z koeffitsientlari

Ao.aps, ,c/2,B2,...,0rs,en>... lar bilan to’la aniqlanadi.

(20.4) trigonometrik qatoming qismiy yig’indisi

7;(x)=a0+ X {akcoskx + eksinkx)
*:!

trigonometrik ko'phad deb ataladi.

/°. Furye qatorining ta'vifi. f{x) funksiya [-m-1] da berilgan va shu
oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. U holda

fi{x)cosnx, f(x)sinnx (n=1,23,.)

funksiyalar ham. ikkita integrallanuvchi funksiyalar ko'paytmasi sifatida (qaralsin
I-qism, 9-bob, 7-§) [-/r,/r] da integrallanuvchi bo’ladi. Bu funksiyalar
intcgrallarini hisoblab, ularni quyidagicha belgilaylik:
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aQ="1f(x)dx,

1 Ja
an=— ff(x)cosnxdx 120.5;
*-n
P
en=— \f(x)sinnxdx
X-a

Bu sonlardan foydalanib ushbu

T~(/, ;)= — + £ (<mcos nx + «,sinnx) f20.6;
2 n4H

trigonometrik qatomi tuzamiz.

1-ta'rif. a0,a},bxaz,62,.. koeffitsientlari (20.5) formulalar bilan aniqlangan
(20.6) trigonometrik qator f(x) funksiyaning Furye qatori deb ataladi.
al,a\,6x,a2,62,.. sonlar esa /( a) funksiyaning Furye koeffitsientlari deyiladi.

Demak. berilgan funksiyaning Furye qatori shunday trigonometrik qatorki.
uning koeffitsientlari shu funksiyaga bog’liq bo’lib, (20.5) formulalar bilan
aniqlanadi. Shu sababli (20.6) qatomi (uning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi
bo'lishidan qat’iy nazar) ushbu belgi bilan quyidagicha yoziladi:

2]

a
IM ~ T(ew#)= * + X {a, cosnx + ensinnx).
2 nH

20.1-misoL Ushbu
f(x)=eax (-n<x<xan, a*0)
funksiyaning Furye qatori topilsin.
*4(20.5) formuladan foydalanib bu funksiyaning Furye koeffitsientlarini topa-

miz
2

o= — ferNdx == (e"' - e""*)= —- s/eanc,
e i arf
Ir s 1 a cosmx + wsin mx 2a

a =—1le cosmax- — - e - IT - shan.
Ja J a +n 1 a +n
I f m . 1 asinnx-Mcos/7A .

e, = ~ sm nxd)x = e Temeenn e K(-1T ~ j shax,
a3 J a + 2 a +n

=1,23,.)
(qarang, 1-qism, 8-bob. 2-§).
Demak. berilgan funksiyaning Furye qatori

ea’ - — + Xiiancas nx + ®s,n nx) =
2
2sh an 1 - (- 1y
cos nx - « Xm nx
a la f?,ar+n2

bo’ladi.»



2", Juft va toq funksiyalarning Furye qatorlarL Juft va toq i'unksiyalarning
Furye qatorlari birmuncha sodda koTinishga cga bo’ladi. Biz quyida ulami

keltiramiz.

f(x) funksiya [-m-s] da berilgan juft funksiya bo’lsin. U shu [-m,n-]
oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu holda f(x)cosnx juft funksiya,

f(x)sinnx (mn=1,2,3,...) esa toq funksiya bo’ladi va ular [-a,nl|

integrallanuvchi bo'ladi.
/(*) funksiyaning Furye koeffitsientlarini topamiz:

an = — fT /(.t)cos nxdx = —1If /(.v )Jcos nxdx + fTf{x)cos nxdx I-
n * /T Uu“'r " J

= —\" f(x)cos nxdx (« = 0,1.2,3,...),
a Hm
b
6,= — I f (x).vm nxdx - — f f(x)sin nxdx + ff(x)sin nxdx |=
a Jn n * 1 .J[

= —[-J*¥f(x)sin nxdx +1J/(x)sin nxdx 1= 0 («=1,2,3,..).

Demak, juft f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari

a"=“J"f(x)cos mdx («=0.1.2,...)
B = 0  =1.2.3,..)
bo’lib, Furye qatori esa
I(M)~ T {/x)=~-+Nailcosnx

—I

bo’ladi.

da

pH.7)

F.ndi f(x) funksiya |-z,7\ da berilgan toq funksiya bo’lsin va u shu [-/r./r]

oraligda integrallanuvchi bo’lsin. Bu holda f{x)cosnx toq
f(x)sinnx (//=1,2,...) esajuft funksiya bo’ladi.

Funksiyaning Furye koeffitsientlarini topamiz:

ti,, = —1II /(x)cos nxdx =—|f° /(a )COS nxdx + F‘f(x)cos nxdx 1=
k" K N/

—I[- {'/(x)cos nxdx +£'/(x)cos nxdx ]=0 («=0,1,2,...),
A

6. = —J*tf(x)sin nxdx = —[["nJ (x)sin nxdx +1J/(x)sin nxdx ]=

=—j"f (x)sin nxdx («=12,..).

Demak. toq /(n) funksiyaning Furye koeffitsientlari
a, =0 («=0,1,2...)
e, - —j*/(x)sin nxdx n=0,12,..)
bo’lib. Furye qatori esa
/(*)' T{f;x)=1f e, sinnx
n=l
bo’ladi.
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20.2-misoL f(x)=x2 (-1 <x <axa) funksiyaning Furye qatori yozilsin.
=4 (20.7) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Furye
koeffitsientlarini topamiz:

221 2 2
a®°=-loXdx=3% m

i 2 esinnx" 4 .
I COS/trtti: = = cmmmmeemmeeen xsin nxdx =
10 a n J1/4

4 f cosnxT r*
- - X I + cosnxdx
m TP

Demak f(x)= x2juft funksiyaning Furye qatori ushbu

» JI2 . 4 n2 J coslx cos3x
X +7 (- 1) — COInx = 4 COJX -------- e j——

3 zn 3 I 2 3
ko’rinishda bo'ladi. »
20.3-misoL Ushbu
I(x)=x \-1 <x<n]
toq funksiyaning Fur>e qatori yozilsin.
< (20.8) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Furye koeffitsient-
larini topamiz:

[ x'smnxdx-— —xcoszix] +— [ cosnxdx=
2% niu o na ¥

- COS/TX = (- 1)"* - (7= 1,2.3,..)
n n

Demak. /(x)=x toq funksiyaningFurye qatori quyidagicha bo’ladi:

o, . ' '
o o (T2 g = a1 i S sindx )
nHE 5 v 2 3 y

3°[-/,/1 oraligda berilganfunksiyaning Furye qatori f(x) funksiya [-/,/]
(/> 0) da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo’lsin.
Ravshanki. ushbu
(=yx (20.9)

almashtirish [-/,/] oraliqni [-s-,1-] oraliqqao’tkazadi. Agar

fH :/[-t])=(p(l)

deyilsa, <p(/) funksiyani [-s,1] da berilgan va shu oraliqgda integrallanuvchi
bo’lishini ko’rish qiyin emas. Bu </)(/) funksiyaning Furye qatori quyidagicha
bo’ladi:
@)~ I'(<p./) = /\2 + X cos nl + e, sinnl)
n=1

bunda,
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1, = — l"' (p(t)co.sntdt (7= 0,1,2,...) , ¢, = :[f <p(t)sinnldt (n= 123,..).

1-,-T

Yuqoridagi (20.9) tenglikni e’tiborga olsak, unda
fr= ) a0 n n
—X — -+t > a,cosn—x te,sinn—x

1/ ) 2 tX I 1J
bo’lib, uning koeffitsientlari esa

<y, xNcosn j xdx (n=0,12,.),

¢"=\\"-i(p[j * ) sinn~ixdx =12'3-)
bo’ladi.
Natijada
0 Jf X N .
fo- "+ C05d17~+e«smwiya'ﬂj

ga ega bo’lamiz, bunda

lr/ Z X _ITIX . / a,” X
=-L//(-t)co5 — (n=01,2,.),
20.1))
e" (w=,%23)

(20.10) ning o’ng tomonidagi trigonometrik qatorni [-/,/] da berilgan /(x:) ning
Furye qatori deyiladi, (20.11) Furye koeffitsientlari deyiladi.
20.4-misoL Ushbu
f(x)=ex (-1<x<]
funksiyaning Furye qatori yozilsin.
*4  (20.11) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye
koeffitsientlarini topamiz:

(bunda /=1)
al=\lxexix =e-e -\
o, , n7z8\nna:x+cosnxx ,
a =\|e cosnaxax= — e
1+n 71
——(ecosnn-e~'co$nn)=(-1) 2— (n- 1.2,.)
1+ /7 01 \+ 1T
51TTA77TX- HHCOSHRX
on exs\x\nmdx = [enncosysr+ ¢ 'mrGsnt)=
1+ /7272 1+/77 T
1
nacosnia/ x arr(-1)"/ \' /X, e-e"l N X
- A=TTA - e)=(-1 — T-i =1,2,...
1+ 171 T+n 7rv(e ©=(-D 71+erl/»r (7=1,2,...)
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Demak. /(*)=e' (-1<x<I) funksiyaning Furye qatori ushbu

e —mmmmememee- -1t 71+7ur;Tcos nax + l+n_ na sm nma

ko'rinishda bo’ladi.»
Jfzoh. Ushbu

T{f;x)=a"+ " (|cosnx +e,jwm)
=
trigonometrik qatoming ( - oo.+co) da berilgan 2ne davrli funksiya ekanligini
ko’rish qiyin emas:
T{/;x +2n)=T(j;x).
Agar [- tr.ir] da berilgan f{x) funksiyani (- 0o,+co) ga davriy davom ettirsak
(qarang, ushbu bobning 1-tj)
/ (@)=f{x - 2nm) , xe (-1 +2nm,n +21am) (m=0,+1,+2,. )

u holda, ravshanki, (- cc,+co) da

f'(x)~ 1{/‘x)=" +f (a,cosnx +e, sinnx)
2

bo’ladi.

3-§. Lemmalar. DirLxleintegrali
Funksiyalarni Furye qatoriga yoyish shartlarini aniqlash, yuqorida aytib
o’tganimizdck, Furye qatorlari nazariyasining muhim masalalaridan biri. Uni hal
etuvchi teoremani keltirishdan avval ba’zi bir faktlarni o ’rganamiz.
/°. Lemmalar. Quyida keltirilgan lemmalar Furye qatorlari nazariyasida
muhim rol o’ynaydi.
2-lemma, [a.e] oraligda berilgan va integrallanuvchi ixtiyoriy  (p{x)

funksiya uchun

Jim \J(p{x)sin pxclx = 0, (20.12)
Jim \J(p{x)cos pxclx =0, (20 13)
bo’ladi.
< [a. e] oraliqda biror
P = {x0.x,,x2......x,, (a=x0<x, <x2<..<X, =¢)

bo’laklashni olaylik.Intcgralning xossasiga ko’ra
\"(p{x)sinpxdx = £ (p{x)sinpxdx (20.14)
a k=oX

bo’ladi. ¢p{x) funksiya [a, e] da chegaralangan. Demak,
inf{<p{x):x 6 [x*x*H]} k=012 wu-l)
mavjud. Uni mk bilan belgilaymiz;
=inf{<p{x\x e [x*x*tl)} {k=0,1,2....n-1).
Endi (20.14) integralni
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£ (p(x)sin pxdx =X j" ' <p{x)sinpxdx =
(20.15)

=X p -1\(p{x)- mk]sin pxdx + £ " sinpxdx=5,+S82
"< k0 %k
ko’rinishda yozib, so’ngra bar bir

Sl =Z£4"K X) - Wrlsinpxdx,
A0 k

52 =
Kk-0

qo’shiluvchini baholaymiz.
Agar (ok <p(x) funksiyaning [xAx*t|]] (A=0, 1, 2 , 1) dagi tebranishi
bo'lsa, 5, uchun ushbu

|§1H =E <« (Axk =xk+\~xk) (20 16)

tengsizlikka ega bo’lamiz. Shartga ko'ra <p{x) funksiya la, <] da integrallanuvchi.
Unda 1-qism. 9-bob, 5-§ da keltirilgan teoremaga asosan, Vr > 0 olinganda ham,
shunday <> 0 topiladiki, [a, ¢/ oraligning diametri fp <§ bo’lgan har qanday P
bo'laklashi uchun
NLARAE < (20.17)
t=o0
bo’ladi. (20.16) va (20.17) munosabatlardan

(20.18)
bo’lishi kelib chiqadi.
JH |
Endi Sz=Z mkj/ 'sin Px”x vig’indini baholaymiz. Ravshanki,
. cos pxk - cos pxkt
] Llsin pxdx P cosp <1
Demak, [S2j<—ZPal bo’ladi. p ni yetarli katta qilib olish hisobiga
P =0
2 I £
_Ekl<rt (20.19)
Pr0 2

bo’ladi. Natijada (20.15), (20.18) va (20.19) munosabatlardan yetarli katta p lar
uchun *(p{x)sm pxdx < £ bo’lishi kelib chigadi. Demak,
lim J (p{x)sin pxdx - (

(20.13) munosabatning o’rinli bo’lishi xuddi shunga o’xshash ko’rsatiladi. »
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Xususan, (p{x) funksiya \@, 6] oraliqda boMakli-uzluksiz bo’lsa, uning uchun
lemmaning tasdig'i o’rinli bo’ladi.

I-eslatma. Lemmadagi

Jj(p) =\li(p{x)sinpxdx, ./,{p)=\a(p(x)cos pxdx

integrallar, ravshanki, parametrga (p - parametr) bog'liq integrallardir. Mazkur
kursning 17-bob, 5-§ ida biz bunday integrallaming limitini integral belgisi ostida
limitga o’tib hisoblash haqidagi teoremani isbot qilgan edik. Bu teorema shartlari
yuqoridagi integrallar uchun bajarilmaydi oo da integral ostidagi funksiya-
ning limit! mavjud emas) va demak, undan foydalana olmaymiz. Shuning uchun
ham 2-lemma yuqorida alohida isbotlandi. Ikkinchi tomondan lemma parametrga
bog’liq integraliarning limitini bevosita, integral belgisi ostida limitga o’tmasdan
ham, hisoblash mumkin ekanligiga misol bo’ladi.

Yuqoridagi lemma chegaralanmagan funksiyaning hosmas integrali uchun
ham umumlashtirilishi mumkin.

<p(x) funksiya [a,a) yarim Integralda berilgan. ¢ nuqta shu funksiyaning
maxsus nuqtasi bo’lsin.

3-lemma, [a, a) da absolyut integrallanuvchi ixtiyoriy <p(x) funksiya uchun

lim \*<p(x)sinpxdx = 0,

lim\ (p{x)cos pxdx =0 (20.20)
bo’ladi.
o Ixtiyoriy 1§ (0<t] <b-a) olib
A(p(x)sin pxdx
integralni quyidagicha yozib
£V (x)jmpxdx = 1] "(p{x)sinpxdx +]" "<p{x)sinpxdx (20.21)

bu tenglikning o’ng tomonidagi har bir qo’shiluvchini baholaymiz.
Qaralayotgan <p(x) funksiya [a <- /7) da integrallanuvchi bo’lganligi sababli
yuqorida keltirilgan 2-lemmaga ko’ra
lim £ n<p(x)sm pxdx =0
bo’ladi. Demak, |/s>0 olganda ham, shunday po>0 topiladiki, barcha p> p0

uchun
I' " <p(x)sinpxd”™ <" (20.22)

bo’ladi.
Shunga ko’ra (p{x) funksiya [a 6) da absolyut integrallanuvchi. Ta’rifga
binoanV£ >0 olganda ham shunday ~>0 topiladiki, 0<rj<Sbo’lganda

J* MN(p(x)dx <~ bo'ladi. Demak,



\Z_ MpM *)d\ 5 <1 (20.23)

Yuqoridagi (20.21), (20.22) va (20.23) munosabatlardan yetarli katta p lar

uchun
\le<p(x)sinpxdx <£ bo’lishi kelib chiqadi. Demak, [lim \Kp(x)sinpxdx=0
p~*cc 1l

(20.20) munosabatning o’rinli bo’lishi xuddi shunga o ’xshash ko’rsatiladi. »
Isbot etilgan lemmalardan muhim natija kelib chiqadi.
I-natija. \-n,n) oraliqda bo’lakli-uzluksiz yoki shu oraligda absolyut
integrallanuvchi f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari n-—>co da nolga
intiladi:

liman= lim—f f(x)cos nxdx =0,
MyOD 1-%00 11

limen- lim—=T,f(x)sinnxdx =0.

/100 n->oc
2". DirLxle integrali. Furye qatorining yaqinlashuvchi ekanini o’rganish, bu
qator qismiy yig’indilari ketma-ketligining limitini aniqlash demakdir. Shu
magsadda qator qismiy yig'indisini qulay ko’rinishda yozib olamiz.
/(.r) funksiya [-n,n1) oraliqda berilgan va absolyut integrallanuvchi (xos

yoki xosmas ma’noda) bo’lsin. Bu funksiyaning Furye koeffitsientlarini topib,

ak:—I“”f{f)coskldt (k=0,1,2,.),
a

ek =-~1" f(t)sinktdt t=12...)

so'ngra topilgan koeffitsientlar bo’yicha f(x) funksiyaning Furye qatorini
tuzamiz:
(x)~T(f;x) =— + " (akcoskx +eksinkx).
2 e
Endi bu qatoming ushbu

foif:x) = ~Z+ ! 71(akc0s" + 6ksinte)

qismiy yig’indisini olamiz. Bu yig’indidagi ak (k =0,1,2,..) va ek (k=12,..)

laming o’rniga ulaming ifodalarini qo’ysak, u holda
F'(/,x)-~~10 + f(I1\ cosk*costo+ si’tosinkx\It.

M a’lumki,
cos kt cos kx +sin kl sinkx = cos k(t —x).
Demak.

eJl/;x)=-\m/(<) -+ fJcosk(t-x) dt.
z

Integral ostidagi ifoda uchun quyidagi munosabat o’rinli:
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sin(2n - 1)'—-
-+ YIcosk{t-x)= 2

2sin
Xagqiqatdan ham.

. . u .7
- +VY cosku =sin—+/ 2sm~cosku =

Osin¥
2 2 wu 2 A 2

u 1
=s/V?-+Y jlzz *+-/<-sm k-- u =szz3+ - I
2 U I 2j 2y

@Z=/-x)
Bu tenglik yordamida F, (f;x) yig’indi quyidagicha ifodalanadi:

. siniln + 1)-——
L¢r)y= T ,/(")--—--m- g (20.24)
sin
(20.24) tenglikning o'ng tomonidagi integral f(x) funksiyaning Dirixle integrali
deb ataladi.
Shunday qilib f(x) funksiya Furye qatorining qismiy yig’indisi Fn(f;x)

parametrga bog’liq (20.24) ko’rinishidagi integral (Dirixle integrali) dan iborat
ekan.

f ’(x) funksiya f(x) funksiyaning (-00,t00) ga davriy davomi bo’lsin.
Binobarin f’(x) funksiya (- oo,400) da berilgan, 27; davrli [-Tr.+s-) da absolyut
integrallanuvchi funksiyadir. Qulaylik uchun biz quyida f(x) funksiyaning
o’zini (- co,400) da berilgan, 2zr davrli, [~n,+s) da absolyut integrallanuvchi
funksiya deb hisoblaymiz va f*(x) o’rniga f(x) yozib ketaveramiz.

Endi,

sin(2zz+1)

2ji - : Z-X

integralda z= x + 7z almashtirish qilamiz. Integral ostidagi funksiya davrli funksiya
bo’lganligi sababli, bu almashtirish natijasida integrallash chegarasi o’zgarmasdan
qoladi (ushbu bobning 1-§ iga qaralsin).
Natija
sin(2n + 1)
wdu

. u
sm -
bo’ladi. Bu integralni ushbu
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sin{ln+ 1)— sin(2n +1)-
2 L A *+u) + 00" (x + <) u/w

. A
Sin—

ikki qismga ajratib, o’ng tomondagi birinchi integralda u o'zgaruvchini -w ga
almashtiramiz. U holda

sinl/7+ - 1w
Fn(/"N)y=- Jo[fix+«)+fix- “)]— ANodu (20.25)
J u N LN
2sin—
2
bo’ladi. Dirixle integrali Fin{f;x) ning bu ko’rinishidan kelgusida foydalaniladi.
Xususan, f(x)= | bo’lsa, (20.25) munosabatdan

Sinl 72+ - U
m-fj; 1 A («=1,2,3,..) (20.26)
28in—
bo’lishi kelib chiqadi. Haqiqatdan ham, bu holda
al0=2,ak=6k=0 (*=123,.)
bo’lib,

bo’ladi.

/-£. Furye qatoriningy aqinlashuvchiligi
Endi berilgan f(x) funksiya qanday shartlami bajarganda, uning Fur>'e qatori
yaqinlashuvchi bo’lishini topish bilan shug’ullanamiz.
I". Lokallashtirish prinsipi. Y uqorida keltirilgan Dirixle integrali

572 IT+
-du
2sin

quyidagi muhim xossaga ega. Ixtiyoriy S (6<5<n) sonni olib, (20.25) integralni
ikki qismga ajratamiz:

57/2 /2 + 177

Fn(/*’t)=-J0'Ne +« )+ /(" - W— —mmmmmmmmmmmm +
~ 257172 -
572 2+ — 177
+ATTI/(A+ )+ (m*:-«)] A du=J"n.S)+J2(n,S).
257/7-
2

O ’ng tomonidagi ikkinchi
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sm n+- \u

JAn,S) =- JI[/(x +»)+/(x - m)-mmmv A

integralning /?-> Q0 da limiti mavjud va nolga teng. Haqiqatdan ham, berilgan
/ f funksiya [-a",1-) da va demak [<5,2)da absolyut integrallanuvchi

bo’lganligidan

Hu) =—IL; [/(P+9)+/(" - ]

2 sin
2

funksiya ham shu oraliqda absolyut integrallanuvchi bo'ladi (/S,n) da sm”*
funksiya chegaralangan) va 3-lemmaga asosan

lim J2(n,S)= lim \[(p{w)3'In\ n+ - \udu =0

fim S, S)= fi i)' 2y

Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
I-teorema. Ushbu

Jﬂ7f/7+ —.)«
V.t J) =- 1 Bff(x + W+ f(x - wl—  --y du
* 2sin—
2
integralning « oc dagi limiti mavjud bo'lgandagina Dirixle integralining /7 oo
dagi limiti mavjud bo’ladi va
lim Fn(f;x)= limj\n,d).
i Fn(fix)= limj )

Ravshanki, V¥,(«,") integralda / funksiyaning [x-£,x +<5] oraliqdagi
qiymatlarigina qatnashadi.

Shunday qilib, berilgan /(x) funksiya Furye qatorining x nuqtada
yaqinlashuvchi yoki wuzoqlashuvchi bo’lishi bu funksiyaning shu nuqta
(x-S,x +§) atrofidaga qiymatlarigagina bog’liq bo’lar ekan. Shuning uchun
keltirilgan teorema lokallashtirish prinsipi deb yuritiladi.

Uning mohiyatini quyidagicha ham tushintirish mumkin.

Ikkita turli 2me davrli /(x) va (p(x) funksiyalarning har biri [-/r.+tr) da
absolyut integrallanuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu funksiyalarning Furye qatorlari
ham, umuman aytganda. turlicha bo’ladi. Biror x0e (- mas) va S (0<S <a)
uchun

f(x)-<p(x), agar xg[x0-5,x0+ 5],

/(x) *¢pix),agar xe |\-a,2)1 [x0-TJ.x 0+
bo’lsa. u holda /7-> oo da bu funksiyalar Furye qatorlari qismiy yig’indilarining
xn nuqtadagi limitlari yoki bir vaqtda mavjud (bu holda ular bir-biriga teng)
bo’ladi, yoki ular bir vaqtda mavjud bo'lmaydi.
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Pirovardida, o’quvchilarimiz e’tiborini lokallashtirish prinsipining yana bir
muhim tomoniga jalb qilaylik.
Keltirilgan teoremadan integralning «->00 dagi limiti barcha
8 (0<8 <m) lar uchun bir vaqtda yoki mavjud bo’lishi, yoki mavjud
bo’lmasligi kelib chiqadi.
2". Furye qatoriningyaqinlashuvchiligi.
2-teorema. In davrli f{x) funksiya [-m,n) oraliqda bo’lakli-differcnsialla-
nuvchi funksiya bo’lsa, u holda bu funksiyaning Furye qatori
-- + " (akcoskx+ eksinkx)
2 k=
[- n,n) da yaqinlashuvchi bo’ladi. Uning yig indisi

T(f;x) =— + fd(akcos kx + ek sinkx) = /| » X+ Q)+ /" X—"
2 *y 2

bo'ladi. (xe [-n,n))
A (20.26) tenglikning har ikki tomoni

I[/(x +0)+/(x-0)]
ga ko’ ’paytirib quyidagini topamiz

sinin+ - L

Sxr oy i(x-0)] = sircx oyt i(x-0)]-A -0 A (20.27)

2sin—
2
(20.25) va (20.27) munosabatlardan foydalanib ushbu
K(/.x)-"N +0)+/(x - 0)]
ayirmani quyidagicha yozish mumkin
ry{fix)-~[f(x+o)*f(x-0)}=
sal 7+ 4 M
=- N[/(xtw+fix-u)-f(x +0)- f(x - 0)]— " du.
n 2sin—
2
Agar
Sm(n+—lu
NCKx +w)- /(x +0)] M= Ju{f; x),
2sin—
SHI| /7+ — [77
B3 (= W)= /(X = O) e - =I2(hx)

2sin—
2
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deb belgilasak. unda

E, (f:x)~2 IXx+°)+/(a-°)]= (/e My +JIm(/.'%)
bo’ladi.
Endi VYla(/,x) va Jin(f;x) lami baholaymiz. Ixtiyoriy 6 (0<6<n)
sonni olib x) ni ikki qismga ajratib yozamiz:
sm _n+
. Sk« % I 2) C/Z/+
Jnif; %)= - Jo IX*+)-/(* + o)
smlU
2
S/z A+
2sin-

Lokallashtirish prinspiga asosan

sm U+- |
lim-JJ[/(x +i/)-/(x +0)] du =10
s T
2 szzz
bo’ladi. Demak, Vf>0 olinganda ham. shunday w0= /0(£-,")06 W topiladiki.

V/z > «o uchun

s7A7 wH—  lu
- % (20.29)
n 25W -
2

bo'ladi.
Endi (20.28) tenglikning o'ng tomonidagi birinchi integralni baholaylik. Uni
ni tanlab olish hisobiga yetarlicha kichik qila olishimiz mumkinligini
ko’rsataylik.

Shartga ko’ra, f(x) funksiya |-71,2) da bo'lakli-differensiallanuvchi. Bino-
barin. Vxe [-n-2") nuqtada uning bir tomonli chekli hosilalari, xususan, o’ng
hosilasi

5w Z L +ilh/k+1)= /7 +o0)

mavjud. Demak. shunday <€ >0 topiladiki 0 <z < < bo'lganda

Ax+u)-/{x+0\1"~ " (M |=C0,.)
u
bo’ladi.
Shungdek. shunday > 0 topiladiki, 0< u <82 bo’lganda
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2 <m2 (M2 = const)
sin'
bo'ladi.
/me . o
Agar § = a7uw-| deyilsa, unda ixtiyoriy me N uchun
2M,A/2
1
/(x + -/(x4 0
I f (x w)-/(x ) ~—swfsa+ — udu
U Jo n LU ! 2y
S - [ y
n
<1 r*/(* +<<)-/(* +0) 2 Ju <. (20.30)
J M . u
sin -
bo'ladi.

Natijada (20.28), (20.29) va (20.30) munosabatlardan Vf >0 olinganda
ham. shunday nle /V topiladiki, barcha «>n0 uchun <£ bo’lishi kelib
chiqadi.

Ikkinchi integral
sin\ 1+ — |u
i/
Imu
2
ham xuddi shunga o’xshash baholanadi va ;x\|<e bo’lishi topiladi. Demak.

V f >0 olinganda ham, shunday nOe N topiladiki, barcha n > n0 uchun

bo'ladi. Bu esa

Lim [vy (0 -t) = - [feros 0 )+ (e - 0)]
»=-H» 2
ekanini bildiradi.

Shunday qilib, /(x) funsiyaning Furye qatori [-TT./r) da yaqinlashuvchi,

uning yig’indisi T{f,x) esa A/(x +0)+/(x-0)] ga teng

Wx)=1 142 (2 cos® +eAsinAx) = [/(x +0)+/(x - 0)]. »

Ravshanki, teorema shartlarini qanoatlantiruvchi /(x) funsiyaning uzluksiz-
lik nuqtalarida

T(j:x)=Jbt? it/k -0)"f{x)
bo’ladi.
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X ==%n bo’lganda ushbu bobning 1-§ ida aylilgan ushbu
fin +0)=/(-2 +0)=/(n--0)

tengliklar e’tiborga olinsa, unda

lim Fjj. J(-N +0)+/(-"-0)=/(-mE+0)+/(2-0)
2 2
/zm /(- +0)+/(a-°)=/(-a +0)+/(52-0)
2 2

bo’ladi. Demak,
/fm F,,(/.-a)= lim Fn(/, 51)=A [/(-a +0)+/(a - 0)]
1—P» Z1-*+<X>

yam
L (o) =T(/, )= =[/o (- m+ 0)+/(x - 0)]

bo’ladi.
2-natija. Agar 2s davrli f(x) funksiya [-s,1] da uzluksiz, bo'lakli-
differensiallanuvchi va /(- s)= /(a) bo’lsa, bu funksiyaning Furye qatori

[-sn.a] da yaqinlashuvchi, yig’indisi

T(;x)=f(x) (x €[-,4D
bo’ladi.
20.5-misol. Ushbu
f(x)=x2 (xe[-2.q])
funksiyani Furye qatoriga yoyilsin.
® M a’lumki;
1 g2 v. 4 11 / 052 co il )
x + > (-1T — coskx cosx- cos————l Lt
3 £ 3 I 2 3 J

Ravshanki, x2 funksiya [-s,1] da oraligda 2-natijaning shartlarini

ganoatlantiradi. Shu natijaga ko’ra. [-s,s1] da uning Furye qatori yagqinlashuvchi,

yig’indisi esa x2 ga teng bo'ladi.
2 a2 4 , a2/ 0.r2x  cos3x
x =y +1(-Uy oo =y - X- O3y -y —

(xe[-2.2B »
20.6-ntisol. Ushbu
/(x) =co50x O<a <l
funksiyani Furye qatoriga yoyilsin.
4 Furye koeffitsientlari

2% y Asinan
a0=—1I cosaxax = 2 - s
g 0 LE:
a =—T cosaxcosnxdx=—T (cos(a+ n)x+ cos(a- n)x)dx=(-1)" n - [WT
a* g J0 a -n s
(1=1.23,-.).
e, =0 (¢=123,.)
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bo'ladi. Demak. berilgan funksiyaning Furye qatori

sinan  lasinan £ _(-1)¥ s
COSAX —mmmmmmmmmm F e STM_Z1_ coskx
-k

bo'ladi. Agar bu /(x) =cosax funksiya 2-natijaning shartlami bajarishini e’tibor-

ga olsak, unda

sinan 2asinan £ -1)
COSAX = et R 2. ~r coskx
an n n=\a - Kk

bo’lishini topamiz.

Keyingi tenglikdan x = 0 deyilsa

sinan
Ka--k2
ya m
£ =i +f (_iy !
sinan a Ya+x a-«x

kelib chiqadi. »
20.7-misol. Quyidagi
- x, agar -n <x <0 bllisa,
=
funksiya Furye qatoriga yoyilsin.

4 Bu funksiya yuqoridagi 2-teorema shartini qanoatlantirishini ko’rish qiyin
emas.

,agar 0<x<nbo'lsa

Berilgan funksiyaning Furye koeffitsientlarini topib, Furye qatorini yozamiz:

a. =—TI f(x)cos kxdx =- —1° xcos kxdx = ——x sin kx
~ ")« kn

+— f° sin kxdx - ——(cos kn - cos 0)= ——((- )*- 1)
-7 K n K n !
Demak,

_agar k toq son bo'lsa,
“r=e>* ;1 ggar k juft son bo'lsa.

Endi e, koeffitsientlarini hisoblaymiz:

— T f(x)sinkxdx= f  xsinkxdx=—x——
n n a K

I ® coib: " coskn (-1)*

Shunday qilib, x e (-” ,s) uchun
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a2y cost-l)x+y(’, )< =/(’),
Vich (2k-\f 'ft K

X ==xa da esa

bo’ladi>
20.8-misol. Ushbu
I, agar -n-<X<0 bo'lsa,
feh [-1, agar 0<x<a bo'lsa
funksiya Furye qatoriga yoyilsin.
4 Bu funksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini qanoatlantiradi. Berilgan

funksiyaning Furye koeffitsientlarini hisoblab, uning Furye qatorini topamiz:

a ¥ aE* )0
a, = —[ f(x)cosnxdx = — f° cosnxdx- — cosnxdx=0 (n=123,.),
n*-5 a oA a 10
—  f(x)sinnxdx = —[° sinnxdx - — [*sin nxdx =
» KT Y k] a A Jo
= A(cO50-CO5A2") + — (cO5HU SI-CO.V0) = -— (cO5/7JI--C050)=— [(-1J1- 1]
ViU
Demak,
0 g , agar njuft son bo'lsa,

L . aEar n toq son bo'lsa. .
Shunday qilib, berilgan f(¥k tunKsiyaning Furye qatori

ro | 4 A sinf{ln - x 4( . sin3x  sinbx )
T[f;x)= — > — = — | sinX + + + ..
2/7-1 3 5 J
bo'ladi va uning yig’indisi
fix|\ agar xe(-n,1) 1{0},
/(-0)+/(0 14 (-! n
—(—)LAi-)’:—( )1:0 agar x =0
2 2

T(f;x)= j;(-x-6)+ /(-1 +0):

0 agarx--n

[(n-0)+ fU +o)
- 1=0 agarx—

bo’ladi. 71-chizmada /(x) funksiyaning va uning Furye qatorining va qismiy

yig’indilari tasvirlangan.
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71-chizma

5-§. Qismiyyig'indilarning bir ekstremal xossasi.
Bessel tengsizligi

/(x) funksiya [a, e] oraliqda berilgan. Bu funksiya va uning kvadrati ham shu

oraligda integrallanuvchi bo'lsin. Odatda bunday funksiyalar kvadrati bilan integ-
rallanuvchi deb ataladi.

Agar f{x) funksiya [a, 6] da kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lsa, u shu

oraliqda absolyut integrallanuvchi bo’ladi. Haqiqatdan ham, ushbu
[/(.q<1(i+/ 2M)

tengsizlikdan foydalanib

ning mavjud bo’lishini topamiz. Bu esa f(x) funksiyaning [0,e] da absolyut in-
tegrallanuvchi ekanini bildiradi.

Ammo f(x) funksiyaning absolyut integrallanuvchi bo’lishidan, uning
kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lishi har doim kelib chigavermaydi.

Masalan, ushbu

/bl =7 =
Vx

funksiya (0,]] da integrallanuvchi, lekin

X
funksiya esa (0. 1] da integrallanuvchi emas (qaralsin, 16-bob, 5-§).

Demak, kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalar to’plaini, absolyut integ-
rallanuvchi funksiyalar to’plamining qismi bo’ladi.
f(x) funksiya [-sn] da kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya, 7n(x)

darajasi m dan katta bo’lmagan trigonometrik ko’phad bo’lsin:
DIx)=~I'+1 (akcoste + Pksinkx).
2 A
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Ravshanki, bunday ko’phadlar ham [-Tra] da kvadrati bilan integrallanuvchi

bo’ladilar. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan
WIf(*)-W \dx (20.31)
integralning ham mavjudligi kelib chiqadi. Bu integral muayyan f(x) da
<*Q-a\,pxa2ip 2,..,an,p,,,...
larga bog’liq:
J =j{al,avpxal.P2 [/(*)- Th(x)]2dx.

Endi quyidagi masalani qaraylik. Shu koeffsientlar qanday tanlab olingandan
./ eng kichik qiymatga ega bo’ladi? Bu masalani hal etish uchun yuqoridagi
(20.31) integralni hisoblaylik:

JLIW - ruxjfax = If 20x)dx - 2 Jf(x)Tax)dx + I T2(x)dx  (20.32)

f(x) funksiya Furye koeffsientlari uchun

I
0=- 1/(")".
«=- 1/(")

= —1f(x)cos kxdx k=12,..)
=—j f(x)sin kxdx (k=12.)
formulalardan foydalansak,
Jf(x) Tnx)dx=] f(x h + cox Ax + p ksinkx) w: =2 g+
L2 (20.33)
«ofo +
2
bo’ladi.
Agar

j cox Axc& = J XZ>1tht =0, Jcox Axxm brCtC -0

[ sin2axdix = Jeox2 Axofx = 5
ekanini e’tiborga olsak, u holda
o+ coxx + Pksinkx) dx-n |, i1 + A 2)
2 = *=

bo’ladi. Yuqoridagi (20.32), (20.33), (20.34) tengliklardan foydalanib quyidagini
topamiz:
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}Ne ) -T (y)2N= T f 2{x)ilx-2n +i> A

=1 A=l
|+ 1 « .2+ 1n =\f(x)jx-n niz (rv1% .2
z = A Zz ANl bl
42

+JI (go Z00)i+ f(« -2 )28 g0 % )2

Bu tenglikdan ko'rinadiki.

YI/M - A
integral
«0 = «o-
«A = «A
9A - -

bo’lgandagina o’zining eng kichik qiymatiga erishadi va u qiymat

bo'ladi, ya’ni:
A « T 1/(x)-7"()T & =f /2x>&- Tt
00.<l.A o,.A, " *? (x) *) o2 . Al A=l
Shunday qilib quyidagi teoremani isbotladik.
3-teorema. f{x) funksiya [-n1-,1-] da kvadrati bilan integrallanuvchi bo'lsin.
Darajasi m dan katta bo’lmagan barcha trigonometrik ko’phadlar {7,(r)} ichida

ushbu

T, [/(*)- Tn(x)fdx
integralga eng kichik qiymat beruvchi ko’phad /(x) funksiya Fury'e qatorining
«—qismiy yig’indisi bo’ladi:
mm \\[f{x)-Ty,(x)fdx=1\f{x)-F n(f;x)] dx =

W i (20.35)
=\laf2(x¥Yh-x f0~ Z«A2+ ?I\Z
A=l A=l

3-natija. Agar /(x) funksiya [-7.7] da kvadrati bilan integrallanuvchi
bo’lsa, u holda bu funksiyaning Furye koeffsientlari kvadratlaridan tuzilgan:
X , 1> 2
1 A=1

qatorlar yaqinlashuvchi bo’ladi va quyidagi tengsizlik o ’rinlidir:

(20.36)



< (20.35) munosabatdan

1*J2(x)dx-n >0

S A

ya’ni, V/7 uchun

2 AU Bl
bo’ladi. Bu erda m ni cheksiziikka intiltirib, keltirilgan natijani va tcngsizlikni
hosil qilamiz.
(20.36) tengsizlik Bessel tengsizligi deb ataladi.

6-§. Yaqinlashuvchi Furye qatoriyig indisining
funksionalxossalari

Biz mazkur kursning 14-bobida yaqinlashuvchi funsional qatorlar
yig’indisining funksional xossalarini batafsil o’rgandik. Ravshanki, berilgan
funksiyaning Furye qatori funksional qatorlarning hususiy holidir. Binobarin,
tegishli shartlarda Furye qatorlari yig’indilari ham 14-bobda keltirilgan xossalarga
ega bo'ladi. Quyida ulami isbotsiz keltiramiz.

f(x) funksiya [-1-.1-] da berilgan va uning Furye qatori

T(f;x)=— + Y™ancosnx + ensinnx) (20 37)
2 =

[-n.ar] da yaqinlashuvchi bo'ladi.

/". Furye qatorlari yig'indisining uzluksizligi. Agar (20.37) qator [- n,n|
da tckis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda bu qatoming T{f;x) yig’indisi [-n,1-]
oraliqda uzluksiz funksiya bo’ladi.

2° Furye qatorini hadma-had integrallash. Agar (20.37) qator [-n.1] da

*kis yaqinlashuvchi bo’lsa. u holda (20.37) qator hadlarining integrallaridan
izilgan.

4 Y"eM cosnxdx + enfasinnxdx)=

sinne-sinna cosna-cosne

e
qator (- 1 <o <B < xa-) ham yaqinlashuvchi bo’ladi va uning yig’indisi
I1T{f;x)dx
ga teng bo’ladi, ya’'ni
JjT(/;x)dx =j 7+ cos nx + ensinnx) dx =

J (ancos nx + ensin nx)dx
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3% Furye qatorini hadma-had differensiallash. A gar (20.37) qator har bir
hadining hosilalaridan tuzilgan

£ (- nansinnx + ne,, cosnx)
JI-1

qator [- n, + n| da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa. u holda berilgan Furye qatorining

yig’indisi T {f;X) shu [- n, + 2] da T'(f; x) hosilaga ega va

T'(f; x)=1 (- nansinnx + ne, cos/n)

bo'ladi.

Shunday qilib, umumiy holdagidek f(x) funksiya Furye qatori yig’indisining
funksional xossalarini o'rganishda Furye qatorining tckis yaqinlashuvchi bo'lishi
muhim ro'l o’ynayapti. Binobarin, Furye qatorining tekis yaqinlashuvchi
bo’lishini ta'minlaydigan shartlarini aniqlash lozim bo’ladi.

4-teorema. Furye qatorining tekis yaqinlashishi. /(x) funksiya n, +nl
oraligda berilgan, uzluksiz hamda f(-7i)= f(n) bo'lsin. Agar bu funksiya
[-n-,+ n| oraliqda bo’lakli - silliq bo'lsa, u holda /(x) funksiyaning Furye
qatori

T(f;x)=— + ¥d(o,, cos nx+ensin nx)
2 =
[- 5. +a] oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
4 Berilgan /(x) funksiya Furye qatorining har bir
un(x)=ancosnx +<,sinnx (n=12,3,.)
hadi uchun
un(x) = ,ancos nx + ensinnx\ < +len (m=1,2,3,...)
bo’ladi.
Endi

Tf+1W +W )
” n=1
qatoming yaqinlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz.

Furye koeffitsientlari

7oA jios
= — ff(x)cosnxdx, 6n=— f(x)sinnxdx
I n *n

ni qaraylik.
Bo'laklab integrallash qoidasiga ko’ra

I r, \Jsinnx) I,/ x!, . A
- 1fvm =-f{x)~sinnx\ -
aln \ n ) =2 n

- — f/ (j:)sinmxdx=- -
nn nn

f /'(G>:)sin nxdbx, (20.38)
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Agar /(- 72)=/(sa) shartni e’tiborga olsak, u holda
e, =- — 1f'(x)cos nxdx (20.39)
" £ -n
bo'ladi.
f1x) ning Furye koeffitsientlarini an va desak:

yox ion

dn=—\f'(x)cos nxdx, ¢\, =— ff'{x)sinnxdx,
1-n n-n
u holda (20.38) va (20.39) munosabatlarga ko’ra

a, ="e'”) €, =--a 'n («:1'253'“')
n n
bo'ladi. Natijada
k1+ W ="k 1+KI)

bo'ladi.
Agar

KikkaEKOr 27 H(ERGT)4 " 26)

bo’lishini hisobga olsak, unda ushbu

fas [+ e, < h(0:24=3=)+-1 (20.40)
n
tengsizlikka ega bo’lamiz.
Shartga ko’ra f(x) funksiya bo’lakli-uzluksizdir. Binobarin. u kvadrati bilan
integrallanuvchidir. Shuning uchun bu funksiyaning dn,en Furye koeffitsientlari

Bessel tengsizligini qanoatlantiradi, ya’ni
bo’ladi. Demak.

qator yaqinlashuvchi. Unda yaqinlashuvchi qatorlarning xossalariga ko’ra ushbu
% ;2 +e,2)+ 1
a2 n’ n2

qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

(20.4!)

Yuqorida keltirilgan (20.40) tengsizlikka muvofiq



qatoming har bir hadi (20.41) qatoming mos hadidan katta emas.
Taqqoslash teoremasiga ko’ra (qaralsin. 1-tom. 2-bob, 8-§) (20.39) qator
yaqinlashuvchi, demak.

qator yaqinlashuvchi bo’ladi.
Vcyershtrass alomatidan (14-bob, 2-§) foydalanib, Furye qatorining
[- n, +/r] da tekis yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz. »

7-§. Funksiyalarni trigonometrik
ko 'phad hilan vaqinlashtirish
Feyer yig'indisi. f(x) funksiya [- ., +n| oraliqda berilgan va uzluksiz
bo’lsin. Bu funksiya Furye qatorining qismiy yig’indisi

Fn(/. x)=*“ + Z (ak QOVkx + ek sinkx)
zZ =i

dan foydalanib. ushbu

FLU0E )= -1 @ 4s wK M) (2042)

2
yig'indini tuzamiz. Odatda (20.42) yig’indi f(x) funksiyaning Feyer yig’indisi deb
ataladi.

/(*) funksiyaning Feyer yig’indisi an(j;x) trigonometrik ko’phad bo’ladi.

Haqiqatdan ham, Furye qatori qismiy yig’indilarining ifodalari

/>.(/ v) “c,
F(/.'x)=-—~+alc°sx +e,sinx,

FX(/; x)=" +a,cosx+e,sinx+a2cos2x + e2sin2x,

Fn x(f: x)~ " +alcosx+ 6\ sinx+...+as_,cos(n- )x +en_,sin(n- 1)x
ga ko’ra
<r,(Z,9=f.

/LN 1 1 .
<2{/; x)=j +2a’'COSX+ 2¢'SmX’

t 2 2 . 1 1 .
V. = +'"me qA - e.sinx+-a, cosgx +-e-, sin2x,
2 3 31 32 32
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(2 \ W 1 I 1 1 /v

O"yV e X ;= et e tii X + e B,a/nX +...+ -a, .coxn(m- l)x +
2 I I r”
1
+—8,_,affi(n- Dx =~ + X [-—~akcoskx+-—-akn/nit)
2 *=V g n
bo’ladi.

Agar 3-§ da keltirilgan ushbu tenglik
Fu(l;x)=1 (x1=1,2.3,..)
ni e’tiborga olsak, unda (20.42) dan
al((l;x)=1 (20.43)
bo’lishi kelib chiqadi.
(20.42) munosabatdagi Fk(f; x) (A=0,1,2...1- 1) ning o'miga uning
ifodasi

L2%+

sin u
Fr(f>x)=- 1 [f(x+ )+ /(x - )]s du
710 2sin -
2
ni qo’yib quyidagini topamiz:
f L 2A+ 1
I *1U sm~~u
(/mx)=— Z P1L/(x+“)+/(x- «)]------- du

n7Ik-° 0 2sin—

2

Y,sin(2k + 1) (m =

*=q

2m0-j

I(X+2)+/(x-2,)" na(n + >
Sint k=0

Integral ostidagi yig’indi uchun
YAs 14igic + Ay - Sim_m
K0

munosabat o’rinli. Haqiqatdan ham,

n-1 n-1
sintX]sin(2k +1)/ = Y.sint-sin(2k + 1)/ =
*=0 =0

=" k 0s2kl- cos(2k +2)/1= -(1 - cos2nt)= sin2nt.
2

*=02

Natijada f(x) funksiyaning Feyer yig'indisi ushbu

(/5%) =y WV 20015 =20 (o) e (20.44)
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ko'rinishni oladi. Bu va yuqoridagi (20.43) tenglikdan

I=jk (W |d,
nx 0\ sinl J
bo’lishi kelib chiqadi.
5-teorema (Feyer teoremasi). /(i) funksiya [- m, +/r] oraligda berilgan.
uzluksiz va /(- 1-)=/(/r) bo'lsin. U holda
lim  sup |cx, (/. *)-/(*) =0

"e> Wollux<a
bo’ladi.
4 (20.45) tenglikning har ikki tomonini /(x) ga ko’paytirsak, u holda

ATIE o v Sinl J
bo'ladi. Bu va (20.44) munosabatdan foydalanib. ushbuni topamiz:

»o, (/. *)-/(*)= ﬁl«f;[/(* +2<)+ /(me - 21)-2 /(a\:)squ/)y dt. (20.46)

Modomiki, shartga ko’ra /(x) funksiya [- n-,+ 1-] da uzluksiz ekan, u Kantor
teoremasiga binoan tekis uzluksiz bo'ladi. Demak. V>0 olinganda ham,
shunday &8 = & (f)>0 topiladiki, |x'-x'|<2<”" tengsizlikni qanoatlantiruvchi

Vx'x'e [-n-+ 1-] uchun
[/(*)-/M 1< § (20.47)

bo’ladi. Shu topilgan 5 sonni olib (uni £ <” deb hisoblash mumkin), (20.46)

integralni ikki qismga ajratamiz:
<L,(/; x)-/(x)=T71(/i.5)+ y;(«. 8)

bunda
J,(n;»)=— J[/(x +20+/ -20)-2/()(— Y »,
(n;») I/IJIu[ (x O+ /(x ) ( )S sinl J
J2n; tf) - —- j[/(x +2)+ /(x-21)- 2/(x)f dt.
nKg \smt J

Endi J\(n,8) va J2(n.S) integrallarni baholaymiz. Yuqoridagi (20.47)

munosabatni e’tiborga olib quyidagini topamiz:

ifo..<Ns-Til(x +2.)-/(,M /(,-2,)-/(4 "fY * <
AT q \ SiYi g

<J_rfi+£ Y ~L < ~rfg& L =¢£.
Mia-qV2  2A y nKk A xmZ j 2
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Demak, Vf > 0 olinganda ham, shunday 5 >0 topiladiki, barcha neN lar
uchun ;./,(>?, < -~ bo'ladi.

Endi J2(n,S) integralni baholaymiz.

— MA(x+2NH+H/(x +2/)-2/(jr/— 1 — dt
s AT DAL e T vein )

bunda M = max /(x1. Ravshanki,
-T5x5a

fsinntX
IG 5,- (iy>O0)da
2 sin S

bo’ladi. Natijada J2(m, 5) uchun ushbu \J2{n, ~>|5— -~* U
nn sin2S 2 nsinlS

A
bahoga ega bo’lamiz. Agar natural n sonni n> nl= qilib olinsa (bunda
£sin S

[a] -a sonini butun qismi), unda — — < —va, demak, |J2(n, <?)<- bo’ladi.
n sin'5 2 2
Shunday qilib, Vc >0 olinganda ham shunday 6 ="(f)> 0 topiladiki,

V/7e A uchun |J,(/7,8)j<~ bo’ladi. Va shu £>0 va §="(f)> 0 larga ko'ra

shunday nO topiladiki. ¥n>n0 uchun IL[2(/7.%)j<” bo’ladi.

Bu tasdiqlarni birlashtirsak. Vt>0 wuchun shunday nOe N topiladiki,
V/71>/?,, Vx [-a, af uchun \(7n{f;x)- f{x). <£ bo’ladi.

Demak. Um sap sx)-/(x)] <£>

n-t(-KSxSn

Natijada, funksiyani trigonomctrik ko’phad bilan yaqinlashtirish haqidagi
quyidagi teoremaga kelamiz.

6-teoremii (Veyershtrass teoremasi). Agar /(x) funksiya [-, +al da
berilgan, uzluksiz va /(- )= /(s1-) bo’lsa, u holda shunday 3,,(x) trigonometrik
ko’phad topiladi,

lim sup |3,(x)-/(x|=0

bo’ladi.

8-§. O'rtachayagqinlashish. Furyeqatorining
o rtachayaqinlashishi
Funksional ketma-ketlik va qatorlarda tekis yaqinlashish tushunchasi bilan bir
qatorda, undan umumiyroq o’rtacha yaqinlashish tushunchasi ham kiritiladi.
l". O'rtachayagqinlashish. [a.e| oraliqda biror |/n(x)}:

I(4/=(4 /,(4 (2018)
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funksional ketma-ketlik va f(x) funksiya berilgan bo'lib, f,(x) (n=12,3,...)
hamda /(x ) lar shu oraliqda kvadrati bilan itegrallanuvchi bo'lsin.
2-ta’rif. Agar

limj\f; (3)-A%) Y =0

bo'lsa, (20.48) funksional ketma-ketlik f(x) funksiyaga [a,el da o'rtacha
yaqinlashadi deb aytiladi.
Masaian, ushbu {/,(x)}= {xH}:
X, X~ x",..(x 6 [0,1])
funksional ketma-ketlik
,/ a4 JO, agar,x e [O, 1) ho'lIsa,
[1, agar, x=1 bo'lsa

funksiyaga [o, 1] da o'rtacha yaqinlashadi. chunki

NI (*)-/(*)Fdx=\(x" -0 fdx =\x2"dx=—-1—
0 0 0 —a +1
va demak.

lim f(x"-0)2" =0
"_>E>()
7-teorema. Agar (20.48) funksional ketma-ketlik /(x) ga [s,e] da tekis
yaqinlashsa, shu (20.48) ketma-ketlik f(x) ga [s,«] da o’rtacha yaqinlashadi.
<(20.48) ketma-ketlik /(x ) tekis yaqinlashsin.
Ta’rifga binoan, Vf >0 olinganda ham shunday nle N topiladiki, Vn > n0

va Vx 6 [s, e] uchun biryo’la

bo'ladi. Demak, V/7> n0 uchun

S (x)-/M 21 < [-~J =¢
6-a

bo’ladi. Bu esa

ckanini bildiradi. Demak, {/,,(x)} ketma-ketlik /(x) funksiyaga [s, <?] da o'rtacha
yaqinlashadi. »
2-eslutma. Funksional ketma-ketlikning [s, 1] da o'rtacha yagqinlashishidan,
uning shu oraliqda tekis yaqinlashishi har doim kelib chiqavermaydi. Masalan,
yuqorida ko’rdikki {/,(x)}= [x"] ketma-ketlik
r( JO, agar,x ¢ [O,\)bo'Isa,
j 1, agar, x=1 bo'lsa
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funksiyaga [O,1) da o’rtacha yaqinlashadi. Biroq bu funksional ketma-ketlik shu
/(x) funksiyaga [O.1) da tekis yaqinlashmaydi (qaralsin, 14-bob, 2-§).

Yuqorida keltirilgan teorema va eslatma funksional ketma-ketliklarda
o'rtacha yaqinlashish tekis yaqinlashish tushunchasiga qaraganda kengroq
tushuncha ekanini ko’rsatadi.

Funksional qatorlarda ham o'rtacha yaqinlashish tushunchasi shunga
o’xshash kiritiladi.

[0.6] oraliqda
£ (*)= Wt e®)+..+Ux)*. (20 49)
funksional qator berilgan b(;'lsin. Bu qator qismiy yig’indilari
(" tZI V= m,(x)+ H2(x)+... + u,(X)
I

dan iborat {5,(x)} funksional ketma-ketlikni qaraylik.
3-ta'rif Agar

Umj [S,,(x)- S(x)]2<zt=0

bo’lsa, (20.49) funksional qator S(x) funksiyaga [fa,el da o’rtacha yaqinlashadi
deb ataladi.

2n Furye qatorining o'rtacha yaqinlashishi. /(x) funksiya [- s, +.21] da be-
rilgan, T(f, x) esa uning Furye qatori

T(/; X)= 7 + Z (a*cosAx+ e, sin Ax)

bo’lsin.

8-teorenia. Agar /(x) funksiya [-n1, +a] oraliqda uzluksiz va
/(~ = /(") bo’lsa, uning Furye qatori [-.J1, +.1] da /(x) ga o’rtacha yaqinla-
shadi.

*«Shartga ko’ra /(x) funksiya [~na,+.2] da uzluksiz va /(-/v)= /(n-). U
holda ushbu hobning 7-§ ida keltirilgan Veyershtrass teoremasmga asosan. Vz: > 0
olinganda ham, shunday trigonometrik ko’phad topiladiki, Vxe [-a, + x]

uchun

bo’ladi. Bu tengsizlikdan foydalanib,
\[f{x)-",Xx)\<r<~ldx =E (20.50)
-1 2.JL.,
bo’lishini topamiz.
Ma’lumki, /(x) funksiya Furye qatorining qismiy yig’indisi Fu(f;x) uchun

I\x)-F ., {f-*)fdx = 'pi" ]\f{x)~ T,{x)Ydx (20.51)
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bo’ladi (qaralsin, 5-§). Demak, (20.50) va (20.51) munosabatlarga ko’ra
fNe )" /es(/em)2d 5 J[f{x)-T, {x)ldx<e (Vxel-a,"])
bo’ladi. Bu esa
lim J[f(x)-Fn(f;x)ldx =0

ya'ni f(x) funksiya Furye qatori |-1, +anl da o’rtacha yaqinlashishini
bildiradi. »
Biz o’tgan paragrafda |-z, +2| oraligda kvadrati bilan integrallanuvchi

/(x) funksiya uchun ushbu

JU(x)-F,(f;x)Xdx= ] f(x)dx- n
tenglikni keltirib chiqargan edik. Bu tenglikdan ko ’rinadiki, agar

Hnaj / 200y -7 ~ 4 jg + e,2) =0

(20.52)

a z te
bo’lsa, u holda

I« jII(x)-F ,(/;x)fr =0

bo'ladi va demak, /(x) funksiyaning Furye qatori [- .1, +2] da o’rtacha yaqinla-
shadi.

Shunday qilib, /(x) funksiyaning Furye qatorining [-.J1, +.1| da o’rtacha
yaqinlashishini ko’rsatishi uchun (20.52) tenglikning o’rinli bo’lishini ko’rsatish
zarur va yetarli bo’ladi. Odatda (20.52) Parseval tengligi deb ataladi.

9-§. Funksiyalarning ortogonal sistemasL
Umumlashgan Furye qatori
Funksiyalarning ortogonal sistemasL <p(x) va i//(x) funksiyalar [«,«] da

berilgan va ular shu oraliqgda integrallanuvchi bo’lsin.
4-ta 'rif. Agar

<r>(x) M(x>fc=0
bo’lsa, ~(x) va y/(x) funksiyalar [a, 6] da ortogonal deb ataladi.

Masalan, <p(x)=sinx, ig(x)=cosx funksiyalar [-1, +1] da ortogonal
bo’ladi, chunki,

1 <p(x)-\l/(x)dx =] sin x cos xdx = 0
bo’ladi.
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<p{x)=x, y/(x)= -*x2 - 1 funksiyalar [- 1, 1] da ortogonal bo'ladi. chunki

} - i)<fc=0m

Endi
~o(x), Py(x) pn{x\... (20.52)
funksiyalarning har biri [0, e] da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo'lsin.
Bu (20.52) funksiyalar sistemasini {(",(x)} kabi belgilaymiz.
5-ta'rif. Agar {9((x)} funksiyalar sistemasining istalgan ikkita <k(x) va
(om(x) (k * m) funksiyalari uchun

JyM<pSx)dx =0 (xk ®om)

bo’lsa, {",,(x)} funksiyalar sistemasi [a. 6]/ da ortogonal deb ataladi.

Odatda. k=m (k=0,1,2,...) bo'lganda
jp*x)JIx>0 (k=0.1,2....)
deb qaratadi. Bu integralni Ak kabi belgilaylik:
Ak=]"](x)k {k=0,1,2,...).

Agar (20.52) sisterna uchun Ak- 1 bo'lsa, #m(x)} normal sistema deyiladi.
Agar (20.52) sistema uchun

bIxy B ™ A g i K

bo’lsa, |<p,(x)} funksiyalar sistemasi ortonormal deb ataladi.
Masalan, 1) ushbu
L, cosx, sinx, coslx, sin2x cosnx, sinnx,...

sistema (trigonometrik sistema) [-n, +n| da ortogonal bo’ladi, chunki k*m

bo'lganda

jcoskxcosmxdx =0, Jsinkxsinmxdx =0

bo'lib. ixtiyoriy m=0,1,2,... bo'lganda | coskxsinmxdx = Qbo’ladi. «

2) Quyidagi
1 cosx sinx cosnx sinnx

4bl  a/n afn Vit afn
funksiyalar sistemasi [—Jl, +.] da ortonormal bo’ladi. Bu sistemaning [-1, +Jl]

da ortonormal bo’lishi ravshandir. Uning shu [- J, +Jl] da normal bo’lishi esa
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1 cor’b:j dx= " jde=1 A=0,1,2,.)

bo’lishidan kelib chiqadi.
(20.52) sistema berilgan bo'lsin. Uning yordamida tuzilgan ushbu

(*) = c0pl{x) + qp, (1) +... + c,p,, (X) + ... (20.53)
1=0
funksional qator {",(x)} sistema bo’yicha qator deyiladi, c0, c, Coyyen
o’zgannas sonlar esa qatoming koeffitsientlari deyiladi.

Xususan, Hl(x)= a, cosnx +ensinnx bo'lganda (20.53) gator trigonometrik
qatorga aylanadi.

/(x) funksiya [a,el oraligda berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi
bo'lsin. Ravshanki, f(x) (pn(x) (/?=10.1,2,3,...) funksiya ham [a, 6] da
integrallanuvchi bo’ladi. Bu funksiyalarning integrallarini hisoblab, ularni
quyidagicha belgilaymiz:

an=j-] f(x)tpn(x)dx * (20.54)

Bu sonlardan foydalanib ushbu

Z afO»(jr)= «0o(N)+ <ENeAx)+ ... + a,v>, (-¥)+ = (20.55)
gatomi tuzamiz.

6-tu rif. a,. - koeffitsientlari (20.54) formula bilan aniqlangan
(20.55) qator /(x) funksiyaning {?>,(*)} sistema bo’yicha Furye qatori deb
ataladi. cI'nm.a, a,,...-sonlar esa umumlashgan Furye koeffitsientlari deyiladi.

Odatda, /(x) funksiya bilan unga mos umumlashgan Furye qatori belgi

orqali quyidagicha yoziladi:

[C 0~ £<Xn<Pn(x)= aapl(x)+ alpi(x)+ .. +a,<pn(x)+

Mashgqlar
20.9. Ushbu

/(x)=e-* (-7e<x<u)
funksiyaning Furye qatori topilsin.
2 ft/ft Ushbu
/(x) = |cosx]

funksiyani Furye qatoriga yoyilsin. Yoyilmadan foydalanib quyidagi

n= 4n -1 4n -1
qatorlaming yig’indilari topilsin.
20.11. Ushbu

/IM=%*-W =W
funksiyani Furye qatoriga yoyilsin.
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20.12. /(x)= x, y>(xx)=x2 funksiyalami (0,1-) da kosinuslar
yoyilmasidan foydalanib. ushbu

Y cosnx _ 3x2- 6nx + 2m~2

h~nF~~  i2-

tenglik isbotlansin.
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12 BOB
Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar, ularning limiti, uzluksizligi
1§. Rmfazo va uning muhim to'plamlari
2 § Rmfazoda ketma-ketlik va uning limiti
3 Ko'p o’zgaruvchili funksiya va uning limiti
4 §. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi
5§ Uzluksiz funksiyalarning xossalaii

6 ij. Ko’p o'zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi
Mashqlar

/3 BOB
Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari

1§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosilalari
2 §. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning differensiallanuvchiligi
3 §. Yo’nalish bo’yicha hosila

4 Ko’p o’zgaruvchili murakkab funksiyalarning differensiallanuvchiligi.

Murakkab funksiyaning hosilasi

5§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning differensiali

6 §. Ko'p o’zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va
differensiallari

7 §. O’rta qiymat haqida teorema

8$. Ko’p o'zgaruvchili funksiyaning Teylor formulas!

9§ Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning ekstremum qiymatlari.
Ekstremumning zaruriy sharti

10 § Funksiya ekstremumining yetarli sharti

11 § Oshkormas funksiyalar

Mashqlar

14 BOB
Funksional ketma ketliklar va qaiorlar

1§. Funksional ketma-kctliklar

2 §. Funksional qatorlar

3 §. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik va xossalaii
4 §. Darajali qatorlar

5 §. Darajali qatorlaming xossalari

6 §. Teytor qatori

Mashqlar
15 BOB
Xosmas integrallar
1 Chcksizoraliq bo’yicha xosmas integrallar

2 §. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari
3 §. Muhim misollar

Mashqlar
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28
32
33
38

40

40
43
47
50

53
57

65
66
69

71
80
96

98

98
104
109
117
126
129
135

137
153
160
162



16 BOB
Parametrga bog'liq integrallar

1§. Limit funksiya. Tekis yaqinlashish. Limit funksiyaning uzluksizligi

2 §. Parametrga bog'liq integrallar

3 §. Parametrga bog’liq xosmas integrallar. Integrallaming tekis
yaqinlashishi

4 §. Tekis yaqinlashuvchi parametrga bog’liq xosmas intcgrallarning
xossalari

5§. Eyler integrallari

Mashqlar

17 BOB
Karrali integrallar

1§. Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning hajmi haqidagiba’zi
ma'lumotlar

2 §. Ikki karrali integral ta’riflari

3 §. Ikki karrali intcgralning mavjudligi

4 §. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi

5§. Ikki karrali intcgralning xossalari

6 §. Ikki karrali integrallarni hisoblash

7 §. Ikki karrali integrallarda o’zgaruvchilarnialmashtirish

8 §. Ikki karrali integralni taqribiy hisoblash

9 §. Ikki karrali integrallaming ba’zi bir tatbiqlari

10 § Uch karrali integral

Mashgqlar

18 BOB
Egri chizigli integrallar
1§. Birinchi tur egri chiziqli integrallar
2 §. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar
3 §. Grin formulas! va uning tatbiqlari

4 §. Birinchi va ikkinchi tur egrichiziqli integrallar orasidagi bog'lanish
Mashqlar

19 BOB

Sirt integrallari

1§. Birinchi tur sirt integrallari

2 §. Ikkinchi tur sirt integrallari
3 §. Stoks formulas'!

4 §. Ostrogradskiy formulasi
Mashqlar
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200
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249
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273
273
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275
281
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290
292



20 BOB
Fun e qutorlari

1§. Ba’zi muhim tushunchalar
2§. Furye qatorining ta'rifi
3§. Lemmalar. Dirixle integrali
4§. Furye qatorining yaqinlashuvchiligi
5§- Qismiy yig'indilarning bir ekstrimal xossasi. Bessel tengsizligi
6§. Yaginlashuvchi Furye qatori yig’indisining funksional hosilalari
7 §¢ Funksiyalami trigonometrik ko'phad bilan yaginlashtirish
8§. O’rtacha yaqinlashish. Furye qatorining o’rtacha yaqinlashishi
9§. Funksiyalarning ortogonal sistemasi. Umumlashgan Furye qatori
Mashgqlar
Adabiyotlar
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