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Суз боши

М азкур у^ув ^улланманинг яратилиш ига аввало муаллиф- 
нинг Тошкент 'Д авл ат  университети тал абалар и га  математик 
анализдан куп йиллар давомида муттасил амалий машгулот- 
лар олиб бориши сабаб булди. ^о л авер са , бунга математик ана- 
лизнинг ^ийин узлаш тириладиган  булимлари буйича жум^у- 
риятда тани^ли м атематикларим из тавсияси билан ёзилган 
методик иш ланм алар асос к;илиб олинди. Асосий м а^сад  кар- 
рали (икки ва уч каррали ), биринчи ва иккинчи тур эгри чи- 
зицли ^ам да сирт интегралларининг таърифини, хоссаларини 
мисоллар билан мустахкамлаш , тал аб ад а  уларни ^исоблаш  
к>оидалари буйича куникма ^осил цилиш, Грин, О строградский, 
Гаусс ва Стокс ф ормулалари ам алда ^андай  ^улланилиш ини 
намойиш ^илиш , уларнинг геометрик, механик м асалаларни  
ечишга татбигини мисолларда курсатиш дан иборат. Ш у м а^сад  
билан ёзилган у^ув к;улланма беш бобдан иборат булиб, ^ар 
бир бобда 1̂ ис^ача зарур назарий маълумот берилади хам да 
яна, хусусан, ^айси адабиётдан ф ойдаланиш  лозимлиги кур- 
сатилади. Унда ж аъм и  118 та мисол тулиц методик курсат- 
малар билан ечиб берилган булиб, уларга 'теги ш ли  162 та чизма 
чизилган. М устацил иш лаш  учуй 543 та номерда 570 та мисол 
ж авоблари  билан тавсия этилган. А слида, яратилган  у^ув ^ул- 
ланм а математик анализнинг ю ^орида зикр этилган  ^ийин мав- 
зуларига багиш ланган ^ам да ечиб берилган мисолларда баён 
этилган тулиг^ методик йулланм алар билан таъм инланган  манщ- 
лар  тупламидир.

Н и^оясида муаллиф у^ув ^улланм анинг ёзилиш ида ра^на- 
молик !^илган, ^имматли м асла^атларини  аям аган  УзФА нинг 
мухбир аъзоси А. С. С аъдуллаевга, ф изика-м атем атика фан- 
лари  доктори, проф. А. А. А ъзамовга, проф. Г. Н асритдиновга 
^ам да доц. А. Ворисовга самимий миннатдорчилигини билди- 
ради, шунингдек, ^улланманинг м атематик жиддийлиги ва ти- 
лининг равонлигига эриш иш да сарф этган беминнат ме^нати 
учун махсус му^аррир проф. Г. Н асритдиновга ало^ида миннат- 
дорчилик из^ор ^илади.

М у а л л и ф
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М А ХСУС М У^АРРИРДЛН

Х,урматли китобхон! К,ул'ингиздаги ноёб китоб физика-мате- 
матика ф анлари номзоди, доцент ^ а ф и за  Расул 1̂ изи цалам- 
ларига мансуб у^ув ^улланмадир. М азкур ^улланм а муаллиф- 
нинг 40 йилдан орти^ро^ ва^т мобайнида олиб борган ю ксак 
педагогик фаолияти сам арасидан  иборат. М атематик анализ 
буйича узоц ва^т муттасил амалий маш гулотлар олиб бориши, 
уз ишига фидоийлик билан цараш и Х*афиза опага куплаб «чи- 
ройлик» мисол-м асалалар туплаш  ва ^атор янгиларини тузиш 
имконини берди. Н игилган ва тузилган мисоллар куп марта 
синовдан утказилди, тал абалар га  ургатилди. Т алабаларнинг 
ме^р ^уйган устози ^ а ф и за  опа шу мисолларни уларга гоятда 
юкори методик савияда ургатадилар. Ш у боисдан уларга жум- 
^уриятимизда кузга куринган м атем атикларим издан  УзФА нинг 
мухбир-аъзоси, проф. А. С. С аъдуллаев, проф. А. А ъзамов, 
доц. А. Борисов ва бош ^алар математик анализнинг 1̂ ийин 
узлаш тириладиган  булимлари буйича методик иш ланмалар, 
сунгра у^ув 1\улланм а ёзишии тавсия этдилар ва бу ишнинг 
ам алга ошишида доим ра.^намолик ^илиб турдилар. ^ аф и за  
опа эса бешта методик иш ланма, нихоят, ^улингиздаги у^ув 
^улланм ани ёзиб, узларига билдирилган ишончни ш араф  би­
лан о^ладилар.

У^ув ^улланманинг асосий мазмунини, бир томондан икки 
ва уч каррали, биринчи ва иккинчи тур эгри чизицли ва сирт 
интеграллари, Грин, Остроградский, Гаусс ва Стокс формула- 
лари >^амда уларнинг татби^лари  буйича ечилган 118 та мисол 
таш кил этса, иккинчи томондан, унда мустацил ечиш учун жа- 
воблари билан тавсия этилган 543 та номерда берилган 570 та 
мисол таш кил этади. Тавсия этилган мисолларнинг ^аммаси 
ечиб берилса, мазкур цулланм адан беш баравар  катта китоб 
булур эди. М уаллиф да эса, бу мисоллар ечилиб, ало^ида даф- 
тарга ёзиб ^уйилган. ^ ан ч ал и к  улкан мехнат!

У^ув ^улланм ани юцорида зикр этилган м авзулар буйича 
м аш клар туплами деб атаса >^ам булади. Ш у хусусияти билан 
у И. И. Л яш ко ва бошк;а украин математиклари нашр ^илган 
Б. П. Демидович тупламидаги м асалаларнинг ечимларидан ту­
зилган китобдан тубдан ф ар^ цилади. Бинобарин, мазкур у^ув 
цулланм а м атематик анализнинг каррали, эгри чизи^ли ва сирт
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интеграллари ^исмига оид узбек тилидаги биринчи ва я^ин 
орада ягона м асалалар  туплами булиб ^олади, деб уйлаймиз.

У^ув цулланманинг му^им хислатларидан бири шуки, унда 
ечиб берилган ^ар бир мисолда ю ксак методик санъат ^улла- 
нади. М исол ечиш давом ида учрайдиган барча холлар куриб 
чи^илади. Бунда «бу ^ол аввалгига ухш аш  курилади» деган 
ибора учрамайди, зеро, каррали, эгри чизицли ва сирт интег- 
р аллари да хар бир хол ало^ида методик майорат, алохида 
чизма талаб  этади. Хусусан, уч каррали  интегрални такрорий 
интегралга келтириш да декарт, цилиндрик ва сферик коорди- 
наталарнинг ^ар бирида 6 тадан , ж ам и 18 та хол руй беради. 
М уаллиф ^ам м а ^олларни изчиллик билан куриб чи^ади, ух- 
ш аш лари йуц! Умумий ^олда .^ар бир координата системасида 
п  каррали интеграл такрорий интегралга п! та усул билан 
келтирилиши 1̂ айд ^илиб утилади. Бу соддагина ф акт м атем а­
тик анализга оид китобларда алохида таъкидлаб  утилган эмас.

У^ув ^улланманинг му^им хислатларидан яна бири ечиб 
курсатилган мисолларнинг .^ар бирига алохида, зарур лоллар­
д а  эса бир неча чизма илова цилинганлигидир. И нтеграллаш  
со^аси ва унинг турли текислик ёки сиртлар билан кесишиши- 
дан ^осил булган фигуралар зур ^аф сала билан, пухта ва 
явдол тасаввур берадиган тарзда чизилганки, китоб ^атто гео- 
метриядан з;ам методик ^улланм а д араж аси га етган десак 
муболага булмайди.

Яна шуни зикр цилиб утамизки, мазкур уцув ^улланм ада 
суз ю ритилаётган мавзулар умидли талабаларим из ва улар- 
дан  етишиб чи^аётган  аспирантларимиз томонидан етарли са- 
вияда узлаш тирилмай келинаётганлиги илмий изланиш ларда 
салбий роль уйнаяпти. Зеро, уш а мавзуларни чу^урро^ ва кенг- 
poi^ урганиш  жоиздир. Бироц м авж уд дарсликлар  ^ам , м аса­
л ал ар  туплам лари ^ам бу вазиф ани баж ариш да ^улланм а 
сифатида бир мунча оксайди. Ана шунинг учун ^ам  ^ а ф и за  
оиа Расул  цизи томонидан яратилган  у^ув цулланм а му^им 
а^ам ият касб этади. У узбек тилидагина эмас, ^ам  боища 
тилларда чоп этилиш га лойик(дир. Китоб з^а^ида юцорида 
баён этилган фикрлар ф а^ ат  менинг фикрим эмас, бундай 
фикрларни китоб цулёзмасига та^риз ёзган тани^ли матема- 
тикларимиз ^ам  айтиб утишган.

Уйлаймизки, эътиборингизга хавола этилаётган  у^ув цул- 
ланм а уз ф аолиятларида математик анализ асосларидан фой- 
д аланадиган  мутахассислар, бевосита шу сохада мутахассис 
булиб чи^адиган талабалар ва, шунингдек, ёш м атем атиклар 
учун беба^о совга булиб хизмат ^илади.

Проф. F. Насритдинов



I  б о б

ИККИ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

Икки каррали. |' ^ f ( x , y )  d xd y  интеграллар назарияси ва улар- 
" ( Р )

нинг баъзи татбикларини урганиш учун аввало, масалан, Фихтен- 
гольц уч жилдлик дарелнгининг [1] 16-бо5ини, яма 17-боб 2-§  
ининг 626 — 629-бандларини, шунингдек, Т. Азларов, X,. Мансуров- 
нинг [2] у^ув к;улланмасидан 18-бобня урганиб чгщищ лозим. Уч 
каррали J j  [ /  (х, у, z) dx dy dz интггралларга оид зарур материални 

(V)
эса [1] китобдаги 18-бобнинг 1-§ ва 2-§  идан ^амда [2] китоб 18- 
бобининг 10-§ идан у^иб урганиш лозим.

Мисолларда аналитик усулда берилган сиртларни тутри тасаввур 
эта олиш учун аналитик геометриядан эгри чизи^ларга ва сиртларга 
оид маълумотлар билан яна бир марта (чу^урроц) танишиб чи^иш 
керак [3], [4].

Куп мисолларда узгарувчиларни алмащтириш усули натижага 
тезро^ олиб келади. Шунинг учун уь;увчи

а) ^утб координаталар системаси (г, ф);
б) цилиндрик координаталар системаси (г, cp, z);
в) сферик координаталар системаси (г, ср, 0);
г) их-таёрий аффин координаталар системаси (и, v, w)

ва бу системалар билан (х, у, z) декарт координаталар системаси 
орасидаги богланишларни етарли даражада узлаштирган булиши ке­
рак.

1-§. Икки каррали интегралларни таъриф буйича ^исоблаш

Аввал икки каррали интегралнинг икки таърифини, аникрори Ри- 
ман интегралининг таърифини ^амда «е — 6» тилидаги таърифини 
баён этамиз. Текисликдаги юзи нолга тенг булмаган, борланган ёки 
борланмаган, чегараланган (Р) со^ада узлуксиз /  (х, у) функция бе­
рилган булсин. Uly (Р) сосана икки хил силлик; (булакли — силли^) 
эгри чизи^лар тури билан чекли сондаги (масалан, т п  та) (Р, j),
(p U2) , . . . ,  (р и j ,  (р2д) , . . . ,  (p2im), ( р , к) , . . . ,  (рпЛ), (p„i2), : .
Рп т ) со^ачаларга ажратамиз ( 1- чизма); (Р; k ) со^ачанинг юзи P ik  
(i =  1 , п ;  k =  1 ,т)  булсин. Исталган (Pik) со^ачадан ихтиёрий M lk
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нукта оламиз, функциянинг шу нуц
билан Ртадаги циймати /  (Mi k) 

нинг купайтмасини 
лаймиз:

al k деб
i,k 

белги-

Оц =  Н М и ) Р и . (1.1)

Барча о г k купайтмаларини г ва k 
индекслар (номерлар) буйича мос 
равишда 1 дан п  гача ва 1 дан 
т  гача жамлаб, /  (х,у)  функция 
учун (Р) ссцадаги (Риман маъноси- 
даги)

о (т , п)
п т

" Ъ  S  *
i = l  /г=1 i— 1 fc=l

( 1 -2)

интеграл йигиндисини хосил киламиз. а(т,п)  нинг микдори берил­
ган /  (х, у) функциянинг куринишига, (Р) сохани (Pi k) сохачаларга 
ажратиш усулига ва хар бир (Р . ;,) со^ачага тегишли М . к нуктанинг 
олинишига богликдир. (P. k) сохачалар d (Pik) |диаметрларининг энг 
каттасини А =  m axd{Pi k) деб белгилаймиз. Равшанки, агар А сон 
нолга интилса, т ва п лар чексизга интилади. Аммо т  -*■ оо, 
п  -> оо, дан, умуман айтганда, А -» -0 келиб чикмайди.

(1 .2) интеграл йигиндининг А ^ - 0  даги чекли лимита, яъни
Jim о (т , п) =  lim  о (rn, n) =  1
Д ->  О Ш —> оо ( 1 3 )п —» V • /

сон /  (х,у) функциядан (Р) со^а буйича олинган икки каррали (Ри­
ман маъносида) интеграл дейилади ва

\ § f ( x , y ) d P  ёки И  [(х, у) d xdy  
> )  ip)

(1.4)

символ билан белгиланади.
Икки каррали интегралнинг шу таърифига тенг кучли булган бош- 

ка таърифлари ^ам бор. Биз, масалан, унинг «е — б» тилидаги таъри- 
фини келтирамиз:

Агар у е  >  0 сон олинганда х,ам шундай б =  б (е) >  0 сон то- 
пилсаки, (Р) со^а турли усуллар билан диаметрлари б дан кичик, 
яъни А =  max d (P i k) <  б булган (Pik) сохачаларга ажратилишига ва 
бу со^ачалардан M lk нуктанинг олинишига оорли^ булмаган ^олда 
шундай чекли I  сон мавжуд булсаки, (1.2) интеграл йигинди учун

п  т

\ i - 2  
i= 1 fc=l



тенгсизлик уринли булса, унда I сон f (x,  у) функциядан (Р) соха 
буйича олинган икки каррали (Риман маъносида) интеграл дейилади.

Икки каррали интегралнинг юкорида келтирилган икки таърифи 
тенг кучли эканини курсатиш кийкн эмас.

Икки каррали интегралларни таъриф буйича хисоблаганда (1.3) 
дан куринадики, икки каррали лимитнн хисоблашга тугри келади. 
Бунинг учун эса, (1.2) йигиндини топиш зарур булади. К,уйида икки 
каррали интегралларни таъриф буйича ^исоблашга оид 5 та мисол 
курилади. Аввал биз куриладиган мисолларда керак буладиган баъзи 
тенгликларни келтирамиз:

■ £ i =  4  п ( п +  0 ;  (1.5)
i= i z

2 ( 2 i - l )  =  n 2; (1.6)
i= 1

V t*  =  4 - n ( n  +  l ) ( 2 n + 1): (1.7)
** 6Г=1

2 i» =  -± -n* (n + 1)®; ( 1.8)
i=l 4

П +  1 Пn sin ------ a  sin —  a
^  s i n £ a  =  --------------- - --------- , у с с ^ 2 т я ,  m £ Z \  (1.9)

k=t sin—*-

n a n -f  1 
--- cos —-— a

V  c o s k a = ----- ------- --------, у  a  =£ 2 ш п , (1.Ю)
k= 1 sin -

n a / , n +  1 sin —  sin I ж +  —-— a.
V  sin (л: -f- ka )  =  ------- ---------- -— -------- , у  a  ¥= 2 m л, m £ Z ;

( 1 . П )

k= I Sin

n a I n-4-1
sin — cos I x -

V  cos (x +  ka )  =  ----- :------ -—------------ -, m £ Z .

(1. 12)

Э с л а т м а .  ^уйида куриладиган мисолларда (Р) соз^а шундай 
усул билан со^ачаларга булинганки, т  °о ва п ->■ 00 булганда 
Д =  m a x d  (P. ft) ->- 0 булади. Шунинг учун (1.3) нинг lim а (т, п) =  /

т —юо
tl—* оо

муносабатидан фойдаланиш етарли булади.



1- мисол. Ушбу 1г ху d xd y
(Р)

икки каррали интеграл таъриф буйи- 
ча хисоблансин, бу ерда

(.Р) =  I (х, у): Х°- +  у°-< аг, 
х  >  0 , у  >  0 ).

Ечиш. (Р) соха маркази О (0; 0) 
да ва радиуси а га тенг бул­
ган доиранинг 1 - октантда жойлаш- 
ган чорагидир. Бу сохани концен- 
трик айланалар ва О (0, 0) дан чик- 
^ан нурлар ёрдамида п ■ т  та 
А  В  C D  эгри чизикли туртбурчак- 2 -чизма
ка ухшаш (2-чизма) сохачаларга
ажратиш кулайрокдир. Интеграл остидаги функциянинг ^ийматини 
исталган M i k нуктада, масалан, со^ачанинг «ю^ори чап» учида 
(А В С D  учун 2 -чизмада С  нуктада) хисоблашимиз мумкин. Энди 
координаталар боши О (0,0) билан M N  айлана ёйи орасига маркази
О (°,0) да ва радиуслари мос равишда — , 2 — , . . ( п — 1) —

п п п
ларга тенг булган (п — 1) та концентрик айланалар утказамиз, улар-
нинг кутб координаталар системасидаги (2- чизма) тенгламалари г '=
— г. ёки г =  —  I, г =  1, п — 1 булади; агар шу формулада г' =

1 п
=  0, п дейилса, £ =  0 учун г =  0 — О (0. 0) ни хосил ^иламиз, t =  п 
да эса берилган (Р) соха чегарасининг айлана чорагидан иборат кис- 
ми тенгламаси г =  а га эга буламиз. Биринчи чоракда учи О (0, 0) 
нуктада булган (т — I) та нур утказамиз:

Ф =  Ф*. Ф* 2 т
k, k — 1, т — 1.

Агар k =  0, т  дейилса, k =  0 учун <р =  0 (Ох у^ининг мусбат йу- 
налтирилган 1̂исми) ва k — т  учун ф =  (О у  укнинг мусбат йу-(

налтирилган к,исми) тенгламалар ^осил булади. Ихтиёрий (Pik) соба­
ча сифатида A BCD сохачани оламиз, унинг Сучи учун: хс — г. costpk

у с =  г . sin ф^, еки х, = а . я  ,
----- I C O S------- Я , У =
п 2 т 0

i sin — ■ k. Энди шу
2 т

С учни М. k нукта деб оламиз ва шу нуцтада f  (х,у) — ху  функция 
^ийматини ^исоблаймиз:

г / . ,  ч а2 .2 nk . nk аг . якт (М. Л =  —  г  cos —  sin  —  =  —  г  sin — .
п 3 2 m 2 m 2 ri1 in

Энди A B C D  сохачанинг P i k юзини топамиз. 2- чизмадан куринадики,
Р =  S
г  i , k  ABCD JOBC О A D '



Маълумки, доиравий секторнинг юзи 5  =  —  R 2 а,  бу ерда R —дойра 

радиуси, а — сектор бурчагининг радиан ^исобидаги ^иймати. Чизма- 
да а  =  А ф =  . Демак, P i k юз Pi k =  - у  (г) — г\__х) А ф, яъни

Р ;i,k '
Я

4 т
—  I2 — —  (i — I)2П2 П3

=  —  (2 г- 
4n2m 1)

формула буйича ^исобланади. Интеграл йигинди а (т ,п )  ни х,осил 
кялти  учун биз интеграл йигиндининг умумий хади

JXcfi //-» .q «Оч • nk----- (213 — i2) sin —
8n4/n tn

(1.13)

ни топиб, i ва k  ларга мос равишда улар кабул ^илиши мумкин 
булган 1 дан п  гача ва 1 дан т  гача к,ийматларни бериб жамлаб 
чи^амиз:

п  т

о ( т ,п )  =  ^  2  °i.*- (1Л4^
i=i k=i

Равшанки, (1.13) даги ифода / ва /г ларнинг узлуксиз функция- 
си. Шу сабабли (1.14) йириндини хисоблашда олдин i кейин k (ёки 
аксинча) индекс буйича ^исоблаш мумкин. Мисолда a ik ифода бири 
фацат i га, иккинчиси факат k  га боглик, булган иккита ифода ку- 
пайтмасидан иборат булгани учун а  (т, п  иккита) йигинди купайт- 
масига тенг:

h.
j= 1 k—1 

Юкорида келтирилган (1.7) — (1.9) формулаларга асосан.
(м + 1 )я  . тл

sin ■
2т

sm
2 т

я
sin •

1 + 2 4 - cos

2 т
я я/ 2 т

2 т я 
sin т— 

2 т

(1.15)
ифодани хосил киламиз.

Охирги купайтувчи учун lim ^ -2 -  =  1 лимитдан фойдаланиб,
а-* 0 л

а (т ,п )  йигиндининг п -> < »  ва m ~>оо даги икки каррали лимитини 
^исоблаймиз ва узил-кесил

lirn 0 (m, п) =
П-+ 00 т-*оо

о • 1 - 2 . 1=

10



2а- чизма

q 4
натижага эга буламиз. Демак, / х =  — .

8

2 -мисол. Ушбу / 2 f ^ ( Зх  +  у) dx dy  
\р)

икки каррали интеграл таъриф буйича хисоблансин, бу ерда 

(Р) =  |(лг, г/); а2 <  х2 +  г/2 <  62, г/>  х, у  >  —  дс|.

Ечиш. (Я) соха марказлари О (0,0) да, радиусларн а  ва b га тенг
айланалар хамда Ох укининг мусбат йуналиши билан а г =  —  ва

6
5я - 1 1а 2 =  —  бурчаклар ташкил этган иккита у  =  т=г- х, у  = ----- л;
6 у  3 у 3

тугри чизицлар билан чегараланган (2а-чизма). K j t 6 координаталар
системасида уларнинг тенгламалари мос равишда г =  а, г =  6, <р =  

jt 5я о
=  — , ф == —  булади. (Р) сохапи куйидаги усул билан п2 та (Pi k)

(i — 1 ,п , k =  \,п) сохачаларга ажратамиз. Бу мисолда концентрик 
айланалар ва нурлар сони бир хил ^илиб олинган. Курилаётган ^ол 
умумиятликка халал бермайди.

1) М х~- М 2 =  b— а кесманигата тенг А б у л а к к а  ажра-
П

тиб, ( п — 1) та г — г., r. =  а  +  Ar-z,  i =  1, п — 1 тенгламалар би­
лан тавсифланадиган концентрик айланалар утказамиз;

2) Икки тугри чизщ (аншфоги, икки ф =  ва ф =  —  нур)
6 6



га тенг булган,орасидаги —  га тенг бурчакни, хар бири Д ф =  —
3 Зп

п  та бурчакка ажратувчи (п — 1) та нур утказамиз. Уларнинг тенг-
я  зх 2 itламалари ф =  ф4, ф  ̂=  —  +  Д ф • k ёки фА =  —  +  —  k, k =

Зп
— 1, п  — 1 куринишга эга.

Энди (Pik) сохачани ABCD  билан белгилаймиз, унинг Pik юзи,
1-мисолдан маълумки, к;уйидаги

p t.k=  - у ^  ~ г^ - ’) Л ф =  Т (г ■~  r ,- l) (гг +  Г1~ х) Аф =

=  - i -  Д г [2 а +- Д г (2i — 1)] Дф =  fa +  Д г Дф

формула билан ^исобланади, унда Дг = b — а

(P. k) сохачанинг исталган М. k нуктасшш, масалан, С нуктани 
олайлик. Бу нукта учун хс =  r( cos фй, t/c =  г . sin фА булиб, шу ну^- 
тада интеграл остидаги f  (х, у) =  Зх +  у  функция кийматини топиш 
мумкин:

Г / Л \/  (M Lk) =  г. (3 cos (pk 4 -  sin фА) =  (a 4~ i А г) 3 cos +  k  А ф I +

+  s i n ^  +  й Д ф  j .

Энди (1.2) ф о р м у л а  б уй и ч а и н те гр а л  й и ри н д и ни  тузам из:
п п п  п

о(п,п) =  2  2  2 ( а + 1' А г ) (а +
i =  1 *= 1 

+  Д г ^ = - ^ Н з  cos

Л  г

» •= i l

j -  +  к Дф| +  sin +  k Дф j Д г Д ф=

+  а Д г 2г Д гг i2 • Аг- 2 [ 3 c o s ( t  +
ft = i  L '

+  k  Д ф ) +  sin (—  - f  k Дф Дф.

Йигиндиларни хисоблашда (1.5), (1.9), (1.11), (1.12) формулалардан 
фойдаланамиз:

п / л  п ! \
s in —  Дф-cos —  +  —г ~  Дф



-f- а  Дг
п (п 4-1)

Агар А г 

ани сод 

а(п,п)

2
Ь-

+  А г2 п { п +  1) ( 2 п + 1)  
6

я ( я -f- !) 
4'

■ а
, Дф

гп
п Ъп

ифодани соддалаштириб, куйидаги куринишда ёзиш мумкин:
я  , ( л  , я; \ \  Дф/2
6 V з ' з п и  . Дф

л3 sin —  cos
з

эканини эътиборга олсак, юь^оридаги

[кин:

24-

л . п-f- s i n —  -sin —  
3 6

4- a ( b — а) (1 +
2 п

-j~

+  ф - а )

—  +
, 3 З/i j j

с

п \ \ Дср/2

З л ) ) Дф

sin

sin

1 +  —  
4 n V n

6

{b — a)

2 +  -

Энди берилган интеграл кийматини топиш максадида а (п, п) учун 
топилган ифоданияг п - +  оо даги лимитини ^исоблаймиз 
(бунда п оо да Аф О эканини эътиборга оламиз);

/ 2 =  lim ст (п, п) — ф — а) a 2 +- а ф  — а) +  (Ь — а)2

х О . Я Я г, , . Я . Я г,3 sin —  co s-----2 4 - sin —  s m ----- 2
3 2 3 2

• 3 а2 4-Ьг — 2 ab

] ~  ф а)

a2) i J L  1 . 2 .

ф3 —а 3)

-(Зя2

2 * -  -  —  ф —  а) (а2 ab

ЗаЬ  — 

- 62) ~

Шундай килиб, 1г — | | (Зх -- - у ) d x d y  — 1—- (63 — а 3).
с/

0°)
3- мисол. f  (х, у) — 2 — х  функция учун (Р) =  {(л:, у): х'-, - у2<  а2, 

г />  0, х >  0) со^ада Дарбунинг бирор булинишга нисбатан цуйи 
s(f) ва юкрри S( f )  интеграл йигиндилари туэилсин. (Я) соха г =
=  —  t, £ =  0 , п ва ф — —  fe, k  =  0, п чизиклар тури билан соха- 

п 2 п
чаларга булинсин. Р^уйи ва говори йигиндиларнинг п-*-  оо даги ли-
митлари хисоблансин.

Ечиш. (Р) еоханинг берилиши ва унинг п г та (P. fe) сохачаларга
булиниши 1-мисолдаги хол га айнан ухшайди (2- чизма), шунинг
учун Р. л (яъни ABCD  шакл учун) юзнинг кийматини т — п  деб

ани^лаймиз: Р{ k
4 п3

(2г — 1). Берилган f ( x , y )  — 2 — л: функция

киймати А В  CD дан олинган нуктанинг абсциссасига бог лиц, аникро -

13



fh, у камаювчи функциядир. ABCD  со^а учун цуйидаги тенгсизлик- 
ла? уринли:

г, >  ФА_1 <  cos ф*„, >  cos <pfe>  О, 

r t cos фА_ , >  r 4_ , cos ф*, 

яъни 2-чизмадаги В  нуктанинг абсциссаси D  ну^та абсциссасидан 
катта. Демак, (г., % _ }) ну^тада /  (х, у) функциянинг 2 -----— г х

х  cos n(k — 1)
2п

fS d / • 4 \ nk ”12 _ _ ( , _ l ) c o s - jциймати унинг { г ,%) нук,тадаги

^ийматидан кичик. Энди (1.2) формулага асосан Дарбунинг ^уйи 
интеграл й и р и н д и с и н и  ёзамиз:

й • ЗХ |  ч— г cos —  (к —  1)
/I 2 п

г=1 k=\
п

па2
3S

2 — ■—  / cos 
п

я а2 
' 4п®

я (fc — 1)
2 п

(2£ —  1)

К,улайлик учун олдин ички йигиндини, сунгра ташк,и йдаиндини ^и- 
соблаймиз:

s(f)
па*
4лЗ

п

2»=1
(2/ 1)

пя (п — 1) я
sin —  c o s ------------

~ а . An An2 n --------l ---------------■------------
n sin nlAn

ла2 
4n2

r*

^  | 2 n ( 2i — 1) — ~ ( 2t3- - t >  
i=l

sin я/4 cos (я/4—я/4 n) 
sinn/4re

=  —  • 12 n  • n 2 • 
4/г3

n (n -j- 1) (2/i - f  1) n (/i-f-1)
X

X

я Я n
sin —  cos — —- 

4 \  4 4 n
sin я/4л

—  ( l  +  —  
2/г I n

_я a* (2___ о

я / я  
• sm  —  • cos —  

4 I 4

—  ( l  +  —  
3 V n

я/4/г

2 +  -

4/г
4n j  sin я/4я я  

Энди га - oo да /  =  lim s{f )  лимитни ^исоблаймиз:

л а £



Юкрридагига ухшаш Дарбунинг юкори интеграл йигиндисини туза- 
миз:

П

5(/)==̂ 2 [2~^(г’_1)С°зЯА2 п
па1
4л3

(2г I)

1 * = 1  

п
ЛЯ4
4/г32>->SIi=1 £=l

Гг-
Q / > f 1 Jtk—  Ci — I) cos —
n 2 n

лаг 
4 n3

n

s1=1
(2i -  1)

ПЯ (n +  1) Я 
s in  — — -COS----------------

n a /■ i\ 2-2n 4n2 n --------(г — l ) ------------- ;— ----------
n Sinn/in

na2 
4n8

n

^ | 2 n ( 2 i  — l) — (2l* —  3i +  l)'
i=l

sin я/4-cos (я/4 +  n/in) 
sin я/4«

na1 
4n?

2 n - n 2 ~ 2 • " (« +  О (2Д+1) _  3 n(n +  1) , ' 
6 2

X

sin n/4»cos(я/4 +  я/4п)
X ■ MKij sin я/4л

Q /
1 +

1 +

2 n \ n n 2
я / я  . я

s i n ----- c o s -------1-------,
4 \ 4 in j  sin я/4n

t)(
n 

4 n

2 + 1

n J

Энди n  оо да юкрри интеграл йигиндининг лимитини з^исоблай- 
миз:

/  =
п / 2 , . я  я 42 — а \ ------Ь 0 sin —  cos —  —

1 3 j 4 4 я 5 2 - 7 2 - — '!4 I Зп)
_  яа2__ а3
~ ~ 2 ~  ~Т '

Шундай килиб, /  =  / ю =  ^2—  i?—, яъни Дарбунинг куйи ва юко-
2 3

ри интеграл йигиндилари п  — оо да бир хил лимитга эга. Равшан- 
ки, бу лимит /(х , у) =  2 — х функциядан (Р) =  {(х, у): х2 +  Уг <  а2,
у  >  0, х >  0 } соха буйича олинган икки каррали / 3 = 1" [(2—х) dx ф

(Р)
интеграл ^ийматига тенг.

4- мисол. Ушбу /  (х, г/) =  (mx +  р) (ly +  q) функция учун (Р) — 
=  {(дг, у): а <  х  <  6, с <  у  < d )  со^ада интеграл йигинди тузилсин 
ва унинг п оо даги лимита топилсин.

Ечиш. Интеграллаш со^аси (Р) туртта х ~  а, х  =  Ь, у  =  с, у  — d 
тугри чизи^ билан чегараланган (3-чизма) тугри бурчакли M N K T



J  ,

d N к

Цк
(Р

8 с У=Ук
т

£/» 1 А р у -

г
1

Т

...

п С X; , X/ в л

туртбурчакдир. Шу туртбурчак 
Оу  укига параллел х ' — х., х.  =

=  а +  Ах ■ i, А х ~  , г =  0, п,
П

у=ук турри чизиклар билан х;амда Ох 
уцига параллел у  =  y k, y k =  с +

 ̂_ Q ------
-\-Ay-k, А у =  —— , k  =  0, п турри

п
чизицлар билан ABCD  куринишда- 
ги п % та туртбурчакларга булина-

часининг юзи A BCD  нинг юзига, 
3 -чизма яъни А х- А  у  га тенг булади. Энди

f  (х, у) функция кийматини ABCD  
нинг ихтиёрий M . k нуктасида, масалан, С пуктада хисоблаймиз:

f(M. k) =  / ( х., y k)]~ (та +  m i  А х  +  р) (lc +  lk\Ay +<7).

Ни^оят, интеграл й и р и н д и н и  тузамиз:
п п п п

а(п)  =  2  2  t ( x i' У*) p uk =  ^  ^  (та +  mi А х +  р) (1с -
г=1 k = \  ’ (= 1  fe=l

b — а п (п +  1)
+  Ik Ау +  д) А х А у  -  

а
- и

х т и

. п(-п +  ]) 4- 
2

-Г р

m a n  -4 т

ь —г ЦП
п

a d — с

4 -  рп

п п

1с t (d  — с)'

= упа  — т(Ь — а) к

' - т Н ( 4 "

— a) (d — с).

Бу а  (п) ифоданинг п  -><х> даги лимитини ^исоблаймиз:

/ 4 =  lint а (п) — (b — a) (d — с ) ( т - ^ ~  +  р\{1- + ц  ).
П -+оо { ^ J \ 2 /

Равшанки, бу лимит 1 =  Г \(тх +  р) (ly +  д) d xd y  интегралнинг
<р)

^ийматидан ибораг.
5 - мисол. Ушбу 1Ъ =  \ ^ ( т х + у )  d x d y  икки каррали интеграл 

\ р)
таъриф буйича хисоблансин, бу ерда 

(Р) — {(х, у): аг <  х  <  а.2, kx +  <  kx +  Ь.г, Ьг С Ь 2, ах <  a z]. 
Ечиш. (Р) со^а 4 -чизмзда тасвирланган. У М  NK.P параллелограмм - 

дан иборат, Шу (Р) с охани M N K P  нинг вертикал томонига парал­
лел (п — 1) та х =  х,, X, =  йу +  -- ■1 /, /  =  1, п ~  1 турри чи-* п



вицлар 'билан хамда ofmb томони- 
га параллел (п — 1) та у  =  у р */,=

Ь? -~ Ь±- i, i =  1, п —  1 туг- 
п

ри чизиклар билан п2 дона (P itj)

(I — 1, п, j  =  1, п) сохачаларга бу- 
ламиз; уларнинг хар бири A B C D  
куринишдаги параллелограммдан 
Иборат булиб, шу собача

У =  1. */;_ 1 =  Ьх +  kx +

+  ^ ^ Ч * - 1 ) ;

У =  У Г Hi =  kx

X  —  X j _ x, X j _ _ x л а ~ я

. V  V  ___ п  ! а 2 -----  я 1х . ,  х . — а х -j-------------- ;
1 ' *г

тугри чизиклар билан чегараланган. (Р. .) нинг юзи Р (. . =  5 ЛВСй =  
=  CD-AT, A T  L C D  (4 -чизма). Равшанки, А Т  — x f — х ^  ~  Ах =

— —— —. CD =  у  —  у  у =  А г/ =  — . Демак, Р  =  Ах- Аг/.
п /г ‘-1

Интеграл остидаги /  (х, г/) функция ^ийматини (Р .) соханинг 
исталган, масалан, D (х., у.__х) нуктасида олишимиз мумкин:

: Я(*;> ^/—i) ~  т х i ~Ь У]~ 1  =  т  (Й1 “Ь ^х-  j) + b t +  kx.  -f- A y ( i — 1) =
=  (m +  &) a y +  (m - f  A) Ax- j  +  Ьг +  Ay  (i —  1).

Энди интеграл [йигиндини тузиш мумкин:
п  п  п п

о  (п) =  /  (х г / (-_() ■ P .^ ^  l(m ~b k) ct i - f  (tn -f- k) ■ Ax  /  -f-
i ~  1 ;= 1  i = l  /= 1

-f- -+• At/ (i —  1)] Ax- A у .

Дэу о (л) ни хисоблаш учун олдин ички йигиндини (/ буйича), кейин 
Taiuiyi йигиндини (£ буйича) хисоблаб чи^амиз:
' п
■оф) =  [т k ) a y n (т +  k) Ах- n (n ' f l') _|_ ^  _j_ A y n ( i  —

i=i

|?—390

(яг +  &) аг п% - f  (та +  £) Ах п2 ( я + 1 )
+  ft2 - f

(m“+  й) ах +[(т  -Ь Л) (а2 — аг) х

1. Л  I

Ahfeorot-reaura mafkiSzr|,UH,!r J



Энди а (п) нинг п  ~  оо даги лимити берилган икки каррали интег- 
ралга тенг булади: / 5 =  1 im а (п) =  (т +  к) а х +  (т +  к) ■ - j -  (а, —

П-*оо
Фг —  bi) {аг — a j  == у  (62 — &х) (а2«]) +  Н----— (^2 &])

~  aj) ([m +  ft) (а2 +  а х) +  (62 +  6J ] .

Маш^лар. I. Куйидаги икки каррали интеграллар таъриф буйича 
^исоблансин:

1.1. j  J  (3 +  х* +  у*) d x d y , (Р) =  { (х, у): х2 +  у2 <  16, у >  О,
(Р )

у > У  Зх}.

1.2. J f (4 +  2х— y )dx  dy, (Р) =  ((х, г/): 1 <  х2 +  у 1 <  25, х >  О,
(Р)

У > 0 \ .

1.3. \ j  5ху  dx dy, (Р) =  кх ,  у): 1 <  хг +  У2 <  16, у  >  >
(Р) I ^ 3

/  3 х |-

1.4. j* I* (3 — 2х) (4// +  5) dx dy, (Р) =  {(х, у ) : — 2 <  х <  1, 
<р >
О <  г/ <  3| .

1.5. f f (Зх — 1) (2у +  7)dxdy, (Р) =  {(х, у):—2 <  х <  3, 
(Р)

- 1

1.6 . j  j  (Зу — 4х) dx dy, (Р) =  ((х, у): 1 <  х 5, 2 <  6 }.
<р >

1.7. [ J  (2х >1- 5 у) dx dy,  бу ерда (Р) сщ а у =  1, у  =  3, Зу =  
<Р)

■ х •5, Зу  =  х — 1 тугри чизиклар билан чегараланган.

1.8. J j  (х2 +  у) dx dy, бу ерда (Я) соха х =  — 2, х =  4, у  =  5х — 
<Р)
— 1, у  =  5х +  3 тугри чизиклар билан чегараланган.

1.9. j j  (Зг/ — 2х) dx dy,  бу ерда (Р) ссда у =  —-2, у =  4, у =
(Р)
=  3х — 2, г/ =  Зх +  7 тугри чизиклар билан чегараланган. 

К у р с а т м а :  ^ ар  бир мисолда тегишли интеграл йигиндини ту- 
зиш учун кулай булган усул билан (Р) соз^ани (Р(. ft) собачаларга 
яжратинг ва интеграл остидаги f  (х, у) функция кийматини ихтиёрий, 
аммо кулайликка эга булган M . k ну^тада хисобланг.



II. К у й и д а г и  икки каррали интеграллар учун берилган сохада. 
Дарбунинг бирор булинишга нисбати куйи s (/) са ю^ори S (/') ин­
теграл йигиндилари тузилсин. Сунгра куйи ва ю^ори йигиндилар- 
нинг п  оо даги лимита хисоблансин:

1.10. | |  (2 +  7у) dx dy,  (Р) =  {(х, у): х2 +  у 2 ^  9, у  >  0, у  <  ■/  Зх}.
(Р)

1.11. у  (5 — Ах) dx dy,  (Р) =  { (х,у ): — 1 х sj; 5, 0 у  ^  3 }.
(Р)

1.12. | |  (Зх +  Ау — 5) dx dy, (Р) =  j (х, у): 1 <  Xsg 7, 2 +  л: ^  у  ^
( Я )

< 5 Ц - х } .

1.13. | f  (7 — / х а +  у 2 ) dx dy, (Р) =  { (х, у): 1 <  х2 +  У2 <  36,
(Р)
г / >х ,  у >  — х}.

2- §. Декарт координаталар системасида икки каррали 
интегрални такрорий интегралга келтириш

Каррали интегралларни хисоблаш жараёнида улар аввал такро­
рий интегралга келтирилади. Бунда берилган интегрални хисоблаш 
учун аввал ички, сунгра ташк,и интегрални хисоблаш лозим булади. 
Ички ва ташк,и интегралларнинг интеграллаш чегараларини куйиш му- 
Хим ахамият касб этади. Бу эса берилган соханинг шаклига ва уни 
чегараловчи эгри чизикларга (сиртларга) боглик>. Аксинча, агар бе­
рилган икки каррали интегралда интеграллаш тартиби ва интеграл­
лаш чегаралари курсатилган булса, у х°лда интеграллаш сохасини 
Хам чизиш (тасвирлаш) мумкин.

Куйида келтирилган мисолларда интеграллаш узгарувчилари туг­
ри бурчакли х, у  декарт координаталаридан иборат. Ушбу
| |  /  (х, у) dx  d y  интеграл белгиси остидаги dx dy  купайтма томон- 
(Р)
лари Ох ва Оу уцларига параллел булган элементар тугри туртбур- 
чакнинг (сохачанинг) юзини ифодалайди, яъни dS  =  dx dy.  Шунинг 
учун (Р) оддий сохани х =  const (у =  const) тугри чизи^лар билан 
ажратиб икки каррали интегралнинг интеграллаш чегараларини КУ' 
ямиз.

6- мисол. | |  f  (х, у) dx  dy,  (Р) =  {(х, у): х2 +  у 2 у  ), интег- 
(Р)

ралда интеграллаш чегаралари икки хил тартибда ^уйилсин.
Ечиш. (Р) соха маркази М  (0; 1/2) нуктада ва радиуси —  га

тенг булган доирадан иборат:
х2 +  ( у —  1/2)2< 1 / 4 .

Ташки интегрални х буйича интегралласак, доиранинг юзини Оу 
га параллел тугри чизи^лар ёрдамида булиб чи^амиз. Энг четки чаи
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5- чизма 6- чизма

х — —-1/2 ва унг х =  +  1/2 турри чизиклар дойра айланасига ури- 
ниб, шу уриниш ну^таларида уни икки булакка (ярим айланага) аж-

ну^тада, сунгра ABD  ни М 2 ну^тада кесади. Олинган абг циссанинг 
х  ~  с ^иймати учун у  узгарувчи M t нинг ординатасидан М 2 нинг 
■ординатасигача уэгаради (5-чизма). Демак, у х £  [ — 1/2; +  1/2] лар

Иккинчи хил тартибда интеграллаш чегараларини 1̂ уйиш учун 
энди дойра юзини Ох га параллел булган турри чизиклар билан бу- 
либ чяцамиз (6- чизма). Бу турри чизиклар ичида энг пастдагиси Ох 
у^и (у =  0) ва энг ю^оридагиси у  ~  1 турри чизи^лардан иборат 
булиб, улар дойра айланасига уриниш ну^тасида уни икки ярим ай­
ланага ажратади. Демак интегралда у  узгарувчи 0 дан 1 гача узга- 
ради. Хар бир у  =  const (0 <  с d )  турри чизи^ х* +  у 2 =  у  айла-
нани аввало ОАВ ёйнинг N i ну^тасида, сунгра 0 DB  ёйнинг N  2 
ну^тасида кесиб утади ва х узгарувчи. N x нинг абсциссасидан N 2

нинг абсциссасигача узгаради. ОАВ да х =  — V у  — у 2, ODB да х  — 
=  у  у  — у'2. Шундай килиб, берилган икки каррали интеграл

ратади: A 0 D  ярим айлана учун у  =  -- ----- | /  ------ х 2 ва ABD  учун

эса у  ~  1/2 +  1/4 — х2.
}^ар бир х  =  с, с £ [ — 1/2; +  1/2] турри чизи^ аввало A 0 D  ни М

учун у 6 1/2 — V  1/4 — х2; - j - +  1 1/4 — х2 булади ва берилган
икки каррали интеграл ^уйидаги такрорий интеграл куринишида ёзи- 
.ла ди:

1/2 1/2+ f l / 4 -X*



1 V у — у s

\ \ f  (х, у) d x d y  =  \ dy  ] f (х, у) dx,
( Р )  о — Y t j  — у*"

(Р) =  {{х,у)\ — V^y —  i / s z x ^  j у  — у 2\
такрорий интеграл куринишида ^ам ёзилиши мумкин.

2 л  s in х

7- мисол. /  =  J dx   ̂ f  (х,у)dy  такрорий интегралда интеграллаш 
о о 

тартиби узгартирилсин.
. Ечиш. (Р) со^а х  =  0, х  =  2 л, у  =  0 тугри чизицлар ва у  =  

=  s i n x  эгри чизиц орасидаги сгшк сохадир (7 -чизма). Энди 
^  2 я  ораликДа у  =  sin л: функдияга тескари булган бир кийматли 
функцияни зпиклаймиз. Тригонометриядан тескари доиравий функ- 
циялар хоссаларига асосан ^уйидагиларни хрсил киламиз:

ОА нинг тенгламаси: х  — arc sin г/;
ABC  нинг тенгламаси: х  =  л — arc sin у,
CD нинг тенгламаси: х  — 2л +  arc sin у.

Берилган интегрални иккита интеграл йигиндиси куринишида ёза- 
миз:

Л sjn  х 2 л. s in #

j  dx  j  f ( x , y ) d y + \  dx  j  /  (x, y) d y .
0 0 it  0

Иккинчи интеграл учун л < 1 < 2 я , sin х <  у <  0 тенгсизликлар 
у’ринли. Шу сабабли ордината у  sin х ^ у  <̂. 0 ораликда усувчи. Энди 

.иккинчи интегралдаги ички интегрални ордината у  усадиган орали^ 
'буйича ёзиб оламиз:

л  sin  х  2 л  0
f d x j  /  (х, у) dy  — J d x j  f ( x , y ) d y .
0 С Jt s in  х
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7-чизмадан куринадики,
(ОАВ) — {0 <  у <  1; arc sin у <  х <  я  — arc sin у),

(BCD) — {— 1 <  у  <  0; я  — arc sin у  <  х  <  2 л  arc sin у) 
Демак,

1 я —a r c  s in  у  0  2л- ( -аге  s ;n у
I  =  \ dy § f  (х, у) dx  — f dy |7  (х, у) dx.

0 a r c  s in  у  — I я —a r c  s i n  у

1 * ’ /» 2 1 — V 4 x ~ x ‘~ 3

8- мисол. Ушбу  ̂ dx  J  f  (xt y) dy  +  j' dx   ̂/  (x, y) dy такрорий
0 8 1 0  

интеграллар йигиндисида интеграллаш тартиби узгартирилсин.
Ечиш. Берилган интеграл икки такрорий интеграл йигиндисидан

1 к'Л g I _  у\х~х*—Ъ
иборат: 1 =  +  / 2; / j  =  j dx j  /  (x, у) dy, / 2 =  j  dx J  /  (x, y) dy.

0 0 1 0  
Шу интеграллар куринишидан равшанки, (Р ^ ва (Р2) сохалар ^уйи- 
даги куринишга эга:

(Р0 =  { 0 < ж  1; 0 < у < х 2/3},

(Р2) =  {1 <  х  <  2; 0 < у < 1 — > / 4 х —~ х2 — 3 ) .

Бунда (P J  — пастдан у  =  0, ю^оридан у 3 =  х2 ярим кубик парабола, 
чапдан х  =  0 , унгдан х =  1 чизицлар билан чегараланган 
эгри чизикли учбурчак, (Р2) эса пастдан у  — Of ю^оридан мар- 
кази М ( 2; 1) нуцтада, радиуси 1 га тенг булган (х — 2)2 +  (у — I)2 —
=  1 айлананинг АС  ёйи, чапдан х  — 1, унгдан х  — 2 чизиклар би­
лан чегараланган эгри чизикли учбурчак (8- чизма). Энди (Р) =  (Pj) U 
U (Р2) сохрани курамиз. Бу соха пастдан у  —■ 0, ю^оридан у  — 1 го- 
ризонтйл чизиклари билан, чапдан у3 — х ‘ ярим кубик парабола, 
унгдан (х — 2)2 +  (у — I)2 =  1 айлана ёйлари билан чегараланган 
сохадир. Шунинг учун (Р) со^ани Ох укига параллел булган кесма- 
лар билан к,оплаб чикканда у  £ [0 ; 1] ва х узгарувчи ярим кубик
параболанинг О А  даги нукта абсциссаси х =  у312 дан айлананинг АС  
ёйидаги ну^та абсциссаси х — 2 — / 2  у  — г/2 гача узгаради. Шун-

дай ^илиб, (Р) =  {(х, у) : 0 <  у <  1; 
у 312 <  х <  2 — у  2 у  — У2 ) булиб, 
берилган такрорий интеграллар йи- 
гиндиси куринишидаги интеграл ин­
теграллаш тартиби узгартирилганда

■ 2 — У  2 у - у *

битта j dy j /  (х, у) dx такрорий интег-
® уЗ/2

рал куринишида ёзилади.
М а ш к л а р .  1. Берилган эгри 

чизиклар билан чегараланган ёки
8 - чизма маълум шартлар билан берилган (Р)
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со.^а учун f j/(x , у ) d x d y  икки каррали интегралда интеграллаш чега-
\р>

ралари икки хил тартибда куйилсин.
2.1. i/== 0, у  =  3, у =  х, у  — х — 6.
2.2. г/ =  1, 2 у  =  х, 2 г/ =  8 — х, у  — 0.
2.3. г/ =  х, г/ =  х -f 3, г/ =  2 х, у  — 2 х  — 3.
2.4. у  =  х \  х — у +  2 =  0.
2.5. х2 +  У2 >  2 а2, х2 +  уг <  2 ох.
2.6. у =  2 *  — х2, у = ~ ~ х .
2.7. у  =  х* — 4 х, у =  х
2.8. лтг/ = 4 , У > ~  *2> У <  6 -
2.9. г/ <  9 — х2, у >  2 х 2.
2.10. у =  х, у ~  Ах, ху >  4, у <  8.
2.11. у  =  х, у =  Ах, х у >  4, у  ^ 6 .
2.12. у =  >'^2 ах , х2 +  у2 ;> 2 ох, х =  0, х  =  2 а, у  — 0.
2.13. у  — х2 — 4 х, 2 х — у  — Ь\
2.14. у =  -^-х2, у  =  у  3 — х2 , 0 <  х <  1.

2.15. ху - -9 , х -f- у =  10, 1 ^  у  ^  3.
2.16. у2 +  8х =  16, у3 — 24 х --= 48.
2.17. у >  х2 +  4 х, у =  х +  4.
2.18. у2 >  х2 — 4 х, у <  х, х >  1.
2.19. у2 — З х = 4 ,  у2+ 4 х =  11. _
2.20. у2 <  6 +  3 х, у 2 <  8 — 4х, |у| <У "2 .

II. Куйидаги икки каррали интегралда интеграллаш тартиби уз- 
гартирилсин. 

ю гр*
2.21. [ dx f f ( x , y ) d y .

1 — tgx 
3 Зх'2.22. \ d x  [ f {x,  y )dy .
b X __

0 2 V x + \  s  2—x

2.23. J  dx  J  / (x, y) dy  +  j  dx  j  f  (x, y) dy.
— 1 —2 0 - 2  / i + I

1 2 x 2

§g.24. j d x j  f { x , y ) d y .
0 x2 ___ _

0 / + 4  2 2+  Y i ~ y >

'2.25. j dy J /  (x, y) dx +  j dy  f /  (x, y) dx.
' a n A ^ ______

6 V 6i/
ISS.26. fd y  f f  (x, y )dx .

0 Y W T '
i eH 2 e

%2 7 .  J d y  f f ( x , y ) d x + § d y  [ f ( x , y ) d x .



2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

2.34.

2.35.

2.36.

2.37.

2.38.

2.39.

24

е 31п у

J  dy  f /  (x, у) dx.
0 la у

0 y + 2 4 Y i —y

f dy   ̂ f {x, y ) dx  +  f dy J  f  (x > У) dx -
—4 —1 0 —У 4  —y

2 /Гб—у2
[ dy  ̂ /  О, у) dx.

o’ S'2—4

\ dx  ̂ f{x,  y)dy.
-I X2

2 У*—**
[ dx \ f ( x , y ) d y .

0 2—x

a  V a 2—л-2

j'dx \ f (x,  y)dy.  

° ^ (a2-* 2>

2 J/ ГЗ-
\ d y  \ f ( x ,  y) dx. 

о у

О V  9 ~ x 2 3 3 —x

\ dx \ f  (x, y) dy +  [ dx  j1 / (л
-̂ 3 0 0 0

1 - f y

\ d y  f f (x, y)dx.
6 V7

2 еУ 4 ez

\ d y  \ f  (x, y )dx  +  j' dy  j‘ f  {x, y) ax.
l" e 2 ey/2

o o  1 — Y T
j  dx  f f  (x, y) dy  +  [ dx f  (x, y) dy .

1/2  V

j  dx  j  /  (*> y) d y .
\ 1—V2



— V  3/2 2 +  Y l — x 2 о 1

2.40. f dx f f ( x , y )d y  +  [ dx [ f{x, y)dy.
— 1 i / 2  Y3/2 Vl—x'-

i  У 8x

2.41. \  dx § f  (x, y) dy.
о Y i x — x 2'

I ^
2.42. \ d y  \ f  (x, y) dx.

(Л ff*/2

3- §. Кутб координаталар системасида икки каррали 
интегрални такрорий интегралга келтириш

Энди (г, <р) ^утб координаталар системасида (Р) сохани юзачалар- 
га бу лишни куриб утамиз. Бу системада ф =  const муносабат О 
кутбдан чи^иб цутб уцининг мусбат йуналиши билан (соат миллари 
йуналишига ^арама- к,арши йуналишда) ф бурчак ташкил этувчи нур- 
лар оиласини тавсифлайди (0 ^  ф <  2 л ) . Ушбу г =  const муносабат 
эса маркази О ь;утбда ва радиуси г га тенг булган концентрик 
айланалар оиласини тавсифлайди, унда равшанки, г >  0. Чизи^лар- 
нинг юк,орида тавсифланган икки оиласи бутун текисликни юзачалар- 
га булади (9- чизма). Дар бир юзача икки айлана (г =  ги г =  г2) ва 
икки нур (ф =  9j, ф =  фа) билан чегараланган булиб, уни юзи учун 
Д S =  rd ф dr формула (ю^ори тартибли чексиз кичик микдорлар 
аницлигида) уринли. Агар икки каррали интегралда интеграллаш 
узгарувчилари декарт координаталаридан иборат булса, унда (х,у)декарт 
координаталарини (г, ф) ^утб координаталарига х — гсоэф, у =  гБШф 
формул алар буйича алмаштириш лозим. Шу алмаштириш натижасида

/ (х, у) dx dy =  f \f(rcos(f, г эшф)-/--drdq> (1.19) 
\р)  \р\)

формула ^осил булади. ([1] дан 
XVI б . ,  4- §; [2] дан 18-6,
7-§ га к.)- Бунда (Р}) соха кутб 
координаталари ёрдамида тавсиф­
ланган (Р) соханинг узи. Икки 
каррали интегралларда узгарувчи- 
ларни алмаштиришга оид мате­
риал 5-§ да берилган.

9 - мисол. Кутб координата­
ларига утилганда интегралнинг 
чегаралари узгармас булиши учуй 
ушбу I j' f ( x , y ) d x d y  интегралда

(Р)
(Р) со^а к;андай булиши керак? 9-чизма
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Ечиш. Юкррида айтиб утилган 
Ф =  const, г- const чизиклар оиласи- 
дан куриниб турибдики, фх <  ф <  ф2, 
Гх <  г <  г2 шартларни ^аноат- 
лантирувчи (Р) соха (10-чизма) 
0 (0, 0) дан чиккан икки Ф =  Ф1, 
Ф =  ф2 нур ва маркази О (0,0) да 
булган концентрик г =  г„ г =  г2 
айланалар билан чегараланган бу- 
лиши керак. Шу холда биз ^уйи- 
дагига эга буламиз:

ср2

(Р)

( j1 f  (х, у) dx dy =  j  d Ф j  f ir  собф, rsin<p)-rdr--
' - (fit r,

Гг Ф»
j  r dr j  f  (r cos Ф, r sin ф) d ф.

г-t <Pl
x Y  з

1 0 -  МИСОЛ. Ушбу J d x j  f (v~x2 +  y2)dy  интегралда (г, ф) к,утб
О x

координаталарга утилсин, такрорий интегралда интеграллаш чегара- 
лари икки хил тартибда ^уйилсин.

Ечиш. Интеграллаш сохаси (Р), равшанки, х  — 0, х  =  2, у — х, 
у  =  у з  х  тугри чизиклар билан чегараланган ОАВ учбурчакдан ибо­
рат (11-чизма). Бу турри чизикларнинг (г, ф) системадаги тенглама- 
ларини аниклаймиз:

О А учун у —х  яъни ф =  я/4, 
ОВ учун у =  у  3 х, яъни ф =  я/3» 
АВ  учун х  =  2, яъни г =  2/cos ф

2еки ф =  arc cos — .
г

Ташки интегрални ф буйича 
ёзиш учун (Р) сохани О кутбдан 
чиккан ф =  const нурлар билан
тулдириб чицамиз ва —- <  ф ^

зканлигини аниклаймиз. Бу нурлар- 
нинг хар бирида (Р) сохага тегишли 
нукталарнинг г радиус — вектори 0 
(ноль) дан х  =  2 турри чизикдшнг 
АВ  кесмасидаги ну1\танинг радиус— 
вектори кийматигача узгаради, яъни
0 ^  г <  2/cos ф. Натижада берилган 
интегрални ^уйидагича ёзиш мумкин 
булади:
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я /3  2/cos<p

f d ф f f  {r) rdr.
Л /4  0

Энди ички интегрални ф буйича 
ёзиш талаб этилса, у ^олда таш^и 
интеграл г буйича ёзилиши керак.
Шунинг учун (Р) сохани маркази 
кутбда ва радиуси г =  const булган 
концентрик айланалар ёйлари билан 
тулдириб чизамиз. г нинг энг ки- 
чик ^иймати rL == 0 ва энг катта 
^иймати^ г2 =  4 булади. Ленин г =
~  2 У  2 (ОА =  2 Y  2 ) айлана (Р) 
сохани иккита (Я,) — ОЛС доиравий 
сектор ва (Р2) — ЛВС эгри чизи^ли 
учбурчакларга ажратади ( 12- чизма).
Бу (Pi) ва (Р2) со^алар цуйидагича тавсифланади:

(Л ) -  {(г,ф):0 ^  г <  2 / 2 ;  j  < ц > ^  f  },

(Pi) — |( г> ф ): 2 ^ 2  <  г < 4 ; arc cos — < ф <  ■—  .

Шундай ^илиб, берилган интеграл ташки интеграл г буйича ёзил- 
ганда иккита такрорий интеграл йигиндиси куринишида ёзилади:

П П
2 V^2 з 4 ^

I г f  (г) dr j1 dtp +  \ rf (г) dr f d(p =
0 'it 2 /sT  2

arc cos
__ 4 r

=  |  rf(r)dr +  J  Q  — arc cos j j  rf (r) dr.
O 2 YF~

Машцлар. Курсатилган (P) co^a учун Jj f  (x, y) dxdy  интеграл­
ов

да цутб координаталарга (х =  г cos у, у  — г sin Ф) утиб, интеграллаш 
чегаралари икки хил тартибда куйилсин:
3.1. (Р) =  {(х, у) : х2 +  i f  «S 2у).
3.2. (Р) =  {(х, у) : а2 <  х 2 +  у 2 <  Ь2, а >  О, Ь >  0}.
3.3. (Р) =  {(х, у ) : (х2 +  у 2)2 =  й2 (ж2 -  у 2), х >  0}.

■ 3.4. (Р) со^а — х =  0, у — 0, г/ =  1 — х тутри чизиклар билан че­
гараланган учбурчак.

3.5. (Р) со^а х2 =  ау, у =  а ( а > 0 )  чизиклар билан чегараланган.
3.6. (Р) =  {(х, у):  0 «£ х <  1, х2 <  у  <  х}.
3.7. (Р) =  {(х, у) : 0 <  у  <  2, у  <  х <  (^3 </>-
3.8. (Р) =  <(х, у ) : 0 ^  х <  2, 0 \/  3 х}.
3.9. (Р)  =  \(г, Ф):г  > 2  cos ф, г <  4 cos ф}.
ЗЛО. (Р) =  {(х, у ) : х2 +  у 2 <  4, х -f- у  >  2).

27



3.11. (Р) =  {(х у ) : х2 +  у 2 >  8, х2 +  у2 <  Ах).
3.12.  (Р) =  {(л, г/):х2 +  г/2 >  18, х2 +  у2< 6  у].
3.13. (Р) =  (х> у ) : х2 +  У2 +  4х >  0, х2 +  у2 -f- 8х <  Oj.
3.14. (/>) =  {(х,у) : x > z / ,  х  +  у < 6 ,  у > 0 ) .
3.15. (Р) =  ((х,у) : х2 +  У2 < 4 х , | г / | <  х).
3.16. (Р) =  { ( г , ф ) : г > 2  sin ф, г <  5 sin ф (1 чоракдаги ^исми))
3.17. (Р) — \{х,у) : х2 +  у 2 <  16, х2 +  У2>4х} .
3.18. (Р) =  | ( г , ф ) : г ^ 2  cos Зф, г >  1 (1 ва IV чоракдаги ^исми)},
3.19. (Р) =  {(х,у): х2 +  у 2 >  х, х2 +  у 2 <  2х) .
3.20. (Р) =  j(х,у): х2 +  у 2 <  4х, х2 +  у2 ^  2г/}.
3.21. (Р) =  |(х,у) : 0 ^ х <  1, 2 x ^ y < 3 x j .
3.22. (Р) =  |(г,ф ): г2 sin 2ф (1 чоракдаги кисми)}.
3.23. (Р) =  {(г,ф): г >  2 -f этф , г 2 +  cosq>j.

4- §.Икки каррали интегралларни х,исоблашга дойр мисоллар

Ан>щ интегралларни ^исоблаш, умуман айтганда, цийин масала. 
Бу интеграл остидаги функцияга ^амда интеграллаш со^асига бог- 
лиц. Агар интеграл остидаги функция булзкли—-узлуксиз булса, 
интегрални ^исоблаш яна кийинлашади. Биз шу параграфда учта 
мисол келтирамиз, улардан кейинги иккитасида интеграл остидаги 
функция булакли — узлуксиз булган ^ол курилади.

11-мисол. Ушбу Х + У — х2 — у 2
/ 2

dx dy икки каррали
д2 +  у'1 <  1 

интеграл ^исоблансин.
Ечиш. Берилган интегралда модуль остидаги функцияни z ( x , y )

1 / , •> ч ~ , 2 \ 2
деб белгилаймиз. Уни г ~ ~ — Iх— 4" )  —^ 4 ) куринишда

ёзиш мумкин. Бундан куринадики, г(х, у) функция (х, у, z) декарт

координаталар системасида учи А I , — ) ну^тада, уци эса
\ 4 4 4 I

Oz га параллел булган параболоидни тасвирлайди. Параболоид Oz 
у^ининг манфий йуналиши томон «кенгайиб» боради (13 -чизма). 
Энди г(х, у) функциянинг ишорасини текширамиз: а) агар (х —

— +  ( У — — ■ j <  \  тенгсизлик бажарилса, г (х, у) >  0 була­

ди. Демак, (х, у) текисликдаги маркази М  ну^тада ва

радиуси-^- га тенг булган (Рг) доиргнинг барча ну^таларида \z {х,у)\—

— z (х, у) тенглик уринли. Шу билан бирга (Рг) нинг контурида z =  
=  0 булади.
б) (х, у) текисликнинг цолган цисмида z (х, у ) < 0  ва ) z (х, у) ) =  
= — z(x,  у) тенглик уринли. Интеграллаш со^аси (Р) маркази 
0(0, 0) да ва радиуси 1 га тенг булган доирадан иборат.

28



Равшанки, интеграл остидаги функция ва интеграллаш со^аси (Я) 
у  — х  биссектриса га нисбатан симметрик. Шунннг учун интеграл­
нинг у  >  х  со^адаги ^ийматини ^исоблаб, 2 га купайтирсак, бе­
рилган интеграл ^ийматини топган буламиз. Энди интеграллаш со- 
з^асини чизамиз (14- чизма) ва (г, ф) ^утб координаталарга утамиз:

зх \ъ(х, у) функция ъ — г cos <р— —j — г2 куринишда ёзилади. (Р,)

ш н г контурвда z — О, демак, кичик айлана тенгламаси г =  cos (ф — 
зт \ ва (Р) нинг контурида г =  1 булади.

; ’ 14-чизмадан куринадики,

^(W £O j =  j^p, г j': ~  ^  ф <  7 ; 0 < г <  cos (ф — —j j  со^ада z >

> 0 : ( P aj==^0£W fij==.|^p, r j :  ; cos |ф  — ^  г <  ljco^a-

да z <  0; ^Р3 j =  | 0 5 С ) =  ||ф , r j :  ~ < ф ^ ~ ; 0 ^ г ^ 1|  со^а-

да г <  0
тенгсизликлар уринли. Берилган интегрални ушбу

/  — 2 ^ | z dx dy — 2 f f г dx dy — 2 [ f 2 dx dy
( O N E )  (O E N B )

.куринишда ёзамиз ва унда ^утб координаталарлга у гиб ^исоблаймиз:
— COS (ф — —

л 4 ,  ̂ 4 '
/  =  2 Г d ф j г2 яcosj9---- - dr —
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Зя
4

я
4

COS (-f)
cos ^ф — i — r dr —

l
■ 2 j  dc? JV2

ЗЯ e
4

COS j ф —  Y  I —  r d r  —

Зя

J 4 [ | - 1 Н ф~ т ) + т с“ ‘ (ф“ т ) '
d(p +

Я

4
5я

+ п- 1   2 __ / я
—  — -----COS ф ------------
2 3 V 4

зя
4

d(p.

Энди ^осил булган йигиндидаги биринчи интегралда / =  ф —
----- — , иккинчи интегралда t =  ф ---- — алмаштириш бажарамиз ва

4 4
узил-кесил топамиз:

cos4 Л  dt — —  
3 )  16

Шундай к,илиб, берилган интеграл киймати —  га тенг.

12-мисол. Ушбу] §У^[у—х?] dxdy
x 2<t/«4

икки каррали интеграл х>исо блан- 
син, унда [у — х2] — ифод анинг 
бутун ^исмини (антьени) англа- 
тади.

Ечиш. (Р) соха (х, у) текис- 
ликда у  =  х2 парабола ва у  =  4 
тугри чизик билан чегараланган 
сохадан иборат. Интеграл ости­
даги г (х, у) =  У  [у — х2 ] функ­
ция (Р) со^ада булакли — узлук­
сиз. Унииг шу сохадаги ^иймат- 
ларини аниклаймиз (15-чизма). 
Равшанки,
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z

16- чизма

а) z(x, y) =  О, агар (x, y) £ (Л) =  {(лг, y ) :x2< i / <  1 + x2);
б) z(x, г/) =  1, arap (x, г/)б(Рг) =  {(x, у): 1 +  x2<  y < 2  +  x2};

в) г(х, у) = 1/ 2 , агар (х, г/)6(Р3) =  \(х, у ) ' 2  +  х 2 < ^ у < 3  +  х2);

г) г (х, у) = /" 3 ,  агар (х, у) £ (Р4) =  {(х, г/): 3 +  х2 <  у  <  4}.
Дисобланаётган интеграл учта интеграл йигиндисига тенг, яъни

Бу интеграл мщдор жи^атдан 16- чизмада курсатилган зинасимон 
жисмнинг з^ажмига тенг. Дар бир (Р,), i =  2, 3, 4 со^а Оу увда

нисбатан симметриклигини ва J j  dx dy интеграл эса (Р.) соханинг
(я,-) 1

S t юзига тенглигини назарда тутиб, бу юзларни ^исоблаб чизамиз 

(равшанки, j J 0 dx dy — 0, (Pt) соханинг юзи S x) :

J  ̂ dxdy  +  j  j / 2 dx dy  +  j  j / 3 dx dy.

4

/ 2  4

8/ Г
3
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Шундай цтиб,  берилган интеграл киймати S, -г \ 2 Ss Jr у 3 =  
=  ■—  |4  +  4 1 3 —3 |  2 ] микдорга тенг.

13- мисол .Ушбу j  J  sgn (x2—у2 - f  2) dx dy икки каррали интег-
хг-±уг<4

рал ^исоблансин.
Ечиш. Интеграл остидаги функция ^булакли— узлуксиз булиб, 

х'2 — у 2 +  2 — 0 эгри чизщда у нинг ^иймати аникланмаган. Шунинг 
учун бу ^олда унинг ^ийматини нолга тенг деб оламиз. Шунда бе­
рилган функция х2 — у 1 ^  2 ифоданинг ихтиёрий ^ийматида аник;- 
ланган булади:

I -г 1 . агар х2 — у 2 +  2 >  О,
2 (х > У) — sgn (х2 — у 2 - f  2) == 0, агар х2 — у 2-f  2 =  0,

— 1 , агар х 2 — у2 +  2 <  0.

Бу г (х, у) функциянинг графиги учта булакдан иборат булиб, 2 =  0 
булганда хОу текисликда у2 — л2 =  2 гипербола хосил булади; • г  >  
>> 0 булганда 2 =  sgn (х2 — у 2 +  2) тенглама у2 — х2 =  2 гипербо- 
ланинг икки тармоги орасидаги хОу текисликнинг Ох у^ини уз 
ичига олган цисмига параллел булиб, Oz укини (0, 0,1) нуктада 
кесиб утган текислик к^исмини тасвирлайди; z <  0 булганда z =  
■= sgn (х2 — у2 -f- 2) тенглама z =  — 1 текисликнинг шундай кисми- 
ни тасеирлайдики, унинг хОу текисликдаги проекцияси у 2 —  х 2~ 2  
гипербола билан чегараланиб,) у \ > V 2 тенгсизликни каноатланти- 
ради.

(Р) соха Ох ва Оу ларга нисбатан симметрик ва z (х,у) функ­
ция узаро симметрик ну^таларда бир хил ^ийматга эга; шунинг 
учун интегрални х  >  0, у >  О булганда, яъни биринчи квадрантда 
.^исоблаймиз ва  натижани 4 га купайтирамиз (17- чизма). Берилган
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интеграл циймати 18- чизмада тасвирланган жисм хажмига тенг, 
Энди 17- чизм адаги белгиларга гсосан ёзамиз:

jj.S g n  (х2 — y 2~\-2)dxdy =  4 ( ^ d x  d i/— J jd x  dy) =
хг+ у><4  (Я,) (Я2)

=  4(5 —  2 j j d x  dy),
1Рг)

бу.ерда 5  =  я  — радиуси 2 га тенг булган дойра чорагининг юзи ва 

демак, /  — 4я — 8 j j d x  dy. Охирги интегрални .хисоблаш учун (PJ
(?гУ ____

ни чегараловчи чизиклар тенгламасини ёзамиз: DA да у  — у  4—х%

(айлана ёйи), В А да у = у  2 - f  х2 (гипербола ёйи), BD  да х  — 0, де­
мак,

о (Р2) — \(х > У) '■0 <  х ^  1; - / 2  +  х2 <  г/< т / 4 ~ х 2}.
Шундай килиб, берилган интеграл ^иймати учун узил-кесил топа­
миз:

1. УТЦ*!
4я — 8 f dx  j* dy — 8 In -Tl 3- - f  — .

О V  2+x* - / 2  3

ЛТашклар. I. К,уйидаги икки каррали интеграллар ^исоблансин:

4,1 ‘ t )  ^  ~ уЛ) dx dy' бу ерЛа ^  ~  УчлаРи (Ы,)> (4,1), (4.4) 
нуцталарда булган учбурчак.

4.2. j  j у dx  dy, бу ерда (Р) — у  =  Зх2, у  =  б — Зх эгри чизик;- 
(р)
лар билан чегараланган соха.

4.3 j j x  dx dy, бу ерда (Р) — х2 +  у2 =  4 х —'2у  +  4 эгри чизщ би-
<Я)

лан чегараланган со^а,

4.4. jj ( \ х \  +  \у\) dx dy, (Р)— Цх, у): \х \  +  | у \ <  1}.

4.5. j j  In(1 +  х2 +  у2) dx dy, (Р) =  j(x, у ) : х г + |/2< 2 } .
<р)

о  а У аг —.**

4.6. j dx j у 'х 2 -f- y2dy.
О о

4.7. j j  хг/2 dx dy, бу ерда (Л  — г/2 =  2 рх, х  =  р ( р > 0) чизиклар 
<р)
орасидаги со^а:
2 inj

4.8. j d y j е3* dx.
i о
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4.9. f  [  sin | ^  x2 +  y2 dx dy, (P) =  {(л:, у):  л 2 < х 2 +  г/2< 4 я г ). 
> )

4.10. j  j  (x +  y) dx dy, бу ерда (P) —  y2 =  2x, x  у  = 4 ,
(P)
x ~r у  — 12 чизиклар билан чегараланган coxa;

4.11. И  2 М  dy> бУ еРДа (Р) — учлари (— 1; 4), (5; 4), ( 1; 1), 
<р )
(4; 1) нукталарда булган трапеция.

4.12. [ j  (х2 +  у 2) dx dy, (Р) — у  =  х~, у 2 — х  чизиклар орасидаги 
(Р )

сща.

4.13. \  fj/~36 — х2 — у 2 dx dy, (Р) =  {(х, у):  х2 +  J/2< 6  х\ .
(Р)

4.14. f j V а2 — х 2 — у 2 dx dy, (Р) =  {(х, у ) : х2 +  г/2 <  а2, у  >  0).
(Р)

*4.15. f f  [5 — х 2 — у 2] dx dy, ( Р ) =  [{х, у) ' .х2 +  у2< 5} .
(Р)

4.16. [ j  [2 х - \ - у ]  dxdy ,  (Р) =  {(х, у ) : 0 ^ х < 2 ,  0 < г / < 3 ! .
( Р )

4.17. f f  sgn(5х — у  — 2) dx dy, (Р) =  {(х, {/):— 2 < г / < 4  — хг}.
(Р)

4.18. J j  sgn (х2 +  г/2 — 4) dx dy, (Р) =  ((л:, у ) : I х j < 3 ,  Ы < 4 ) .
(Р)

И. К,уйидаги чизиклар билан чегараланган шаклнинг ю з и 5 =  J J ,  dx dy 

формула буйича ^исоблансин:
4.19. х  =  0, у  =  0, х =  2, у  =  ег .
4.20. (х2 +  у 2)2 — 2 ах3, а  >  0.
4.21. у  =  0, у  =  х, х2 +  у 2 =  2х.

4.22. х2 +  У2 =  16, х2 =  12 (у — 1).

4.23. у  =  "  х3, г/ =  4 ------- х2.я 3 3
4.24. у  =  х2 — 2х +  3, у  =  Зх — 1.
4.25. у  =  х2 — 2х +  3, г/ =  4 — 2х,
4.26. у 2 +  8х =  16, у 2 — 2х =  48.
4.27. у  =  х2 +  4х, у  =  х +  4.
4.28. ху  =  1, ху  =  4, у 2 =  х, у 2 — Зх.



5-§. Икки каррали интегралларда узгарувчиларни алмаштириш

Купинча икки каррали интегралларни хисоблашда узгарувчиларни 
алмаштириш тезрок; натижага олиб келади. Биз куйида зарур наза- 
рий маълумотларни келтирамиз.

Иккита турри бурчакли хОу ва uOv координаталар системаси 
иккита текисликда берилган булсин ва (х, у) текисликда (Р) деб, 
(и, v) текисликда эса (А) деб белгиланган чегараланган ёпик соха- 
лар олинган булсин (19-чизма). Узлуксиз ва биринчи тартибли уз- 
луксиз хусусий хосилаларга эга булган

х =  х(и,  и), 
у  =  у(и, v) ( 1 .20)

ва
и
V

и(х, у),
V(x, У) )

(1.21)

функциялар системаси (Р) ва (А) сохалар орасида узаро бир киймат-
ли мослик урнатсин, дейлик. У холда I (и, v) — D('x~ - -  ф  0 бу-

D  (,« v)
либ, куйидаги

1 1  fix,  У) dx dy =  И  f ( x  (и, v), у (и, v)). 11 (и, и) I du dv ( 1 .22) 
(Р) (Л)

узгарувчиларни алмаштириш формуласи уринли. Бу форму ладан и =  
=  г, v =  ф ва х  =  г cos Ф, [у =  г sin Ф булганда 3- § даги (1.19) 
формула келиб чикади.

(1 .22) формулада I {и, v) якобианни хисоблаганда унинг
Р (х ,  у) 
D ( u ,  v) D  (и, v)

D (и, v ) 

D ( x ,  у)

— I
(1-23)

D(x, у)
тенгликлар билан ифодаланган хоссасидан фойдаланиш мумкин.

J9- чизма
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20- чизма

Агар ^аралаётган сохалар орасида узаро бар цийматлн мослик 
урнатилган булса, и, v сонларни (Р) со.^а ну^татарининг координа- 
талари (эгри чизикли) деб аташаци. и узгарузчига турлн(барча жоиз) 
узгармас и0 цийматлар бэриб, (х, у) текисликда координата чизи^ла- 
рининг оиласини хосил киламнз. у узгарувчига турли (барча жоиз) 
узгармас у0 ^ийматлар бериб, бойца бир коэрдината чизиклари ои- 
ласига эга буламиз.

(х, у) текисликдаги координата чизи^ларининг тури {и, v) текис­
ликдаги и =  и0, v =  vg турри чизиклар турининг аксидан иборат.

Келажакда мисолларни ечишда аввало координата чизик;ларининг 
турини чизиб, сунгра эгри чизикли (и, v) координаталарнинг зарур 
системасини тайинлаш к, у лай булади.

14-мисол. Узгарувчилар кандай алмашгярилганда ху =  1, ху =  
=  2, х — { / + 1 = 0, х  — у — 1 = 0  ( £ > 0, у >  0) чизиклар билан 
чегараланган ABCD (20- чизма) эгри чизикли туртбурчак томонлари 
янги координата у^ларига параллел булган турри туртбурчакка акс- 
ланади? ABCD эгри чизикли туртбурчак юзи топилсин.

Ечиш. (Р) со^а (яъни ABCD эгри чизикли туртбурчак) ху  =  const 
оилага тегишли иккита гипербола ва х  — у  =  const оилага тегишли 
иккита турри чизи^ билан чегараланган. Янги эгри чизикли коорди- 
наталарни и =  ху, v =  х  — у  деб оламиз. Параметрларнинг % =  1, 
ы2 — 2, v l =  — 1, v2 =  +  1 ^ийматлари янги (и, и) координаталар 
системасида О и, Ov ук;ларига параллел булган турри чизи^ларни тас­
вирлайди. Натижада ABCD эгри чизикли туртбурчак т'ур- 
ри туртбурчакка аксланади (20- чизма). Энди алмаштириш якобиани- 
ни ^исоблаймиз:

I  (и, о) = D (и, у) 

D (К, у)

1 1
х  +  У - / 1 ) 2 + 4  и

Энди янги координаталар буйича интеграллаш чегараяаряни цуйиш
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S  C.\ | B-

Г A)
Г Dt__ A/

0 Л
о p 9 V

21 - чизма

кийин эмас. ABCD  эгри чизикли туртбурчак юзи учун узил-кесил 
топамиз:

15- мисол. Ушбу у2—2 рх, у2 =  2 qx, х 1 =  2 гу, х2 — 2 sy ( 0 <  
< p < L q ,  О С  г <  s) чизиклар билгн чегараланган соха юзи 5  топил­

син.
Ечиш. Изланаётган S юз параболаларнинг икки тур оиласига те- 

гишли чизиклар билан чегараланган. Бу параболалар оиласини ко­
ордината чизиклари тури Деб, уларнинг параметрларини янги (и, v)
эгри чизикли кссрдкната^ар деб кабул киламиз, яъни « = — , »  =

2 х
X2=  ■— . Бу а-тгш тгрпп катижасида (21-чигма) (Р) соха (яъни ABCD

эгри чигик/.и туртбурчак) >шбу (А) =  {р ^  и ^  q, г у s} турри 
бурчак ли туртбурчакка акслгнади. Алмаштириш якобианини хисоб-

лаймиз: \1(и,  у)1 =  —  . Энди изланган юга осонгина топилади:3

Куп мисолларда эгри чизикли координаталарнинг бир тури бул­
ган у м у м л а ш т и р и л г а н  г, ф кутб координаталар

— ~ Y ~— Ь 2 In ( У 5 — 1) (юза бир.).

q s

S  ~  Т  j  du ] d v ----- \  (я — р) is — Г) (юза бир).

х — а г cos“ ф, у =  b г sin“ Ф (г >  0) (1.24)
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формулалар оркали киритилади. Бу ерда а , Ь, а  лар узгармас мик;- 
дорлар булиб, уларнинг ^иймати координата чизи^лари оиласига бог- 
лик; холда олинади. Шу (1.24) алмаштириш якобианини ^исоблаб 
^уямиз:

Р(х ,  у) 
D  (г, ф)

16- мисол. Ушбу

, а -  1 ■ «■ a - a b r c o s  ф -sin Ф .

+ '1

(1 .25)

-f- (х >  0, у  >  0) 
о

X
а о а

чизиклар билан чегараланган (Р) соха юзи ^исоблансин.
Ечиш. (Р) сохани чегараловчи эгри чизиклар иккита Гоилага те­

гишли, демак, юкоридаги мисолларда кулланилган усул билан
2 3
3 2

=  Uт )  + ( t )
формулалар ёрдамида янги и, и узгарувчиларни киритса булади. 
Лекин х =  аг cos3 ф, у  =  br sin39 (г >  0) формулалар оркали олин- 
ган умумлаштирилган цутб координаталар масала ечишни осонлаш- 
тиради. Керакли хисоблашларни бажарамиз:

X \2 /3  /  у  \2 /3
— 1 +  1 — 1 =  1 эгри чизикда г ■■

£\2/3 
а

1;

У \2 /3— = 4  эгри чизикда г — 8;

9

1 11
1
1

■ \Ь

1
I

С, | V* arctg2
(А) |

Я / 4 В, |
1 «г

О !'
1

I5
1

22-чизма
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— — — =  О турри чизикда ср =  л/4 ва 8— =  — турри чизикда ф =  
а Ъ ' а Ь
— a rc tg 2, I(г, ср) = - 3 a b r cos2(psin2ср. Шундай ^илиб, берилган 
(Р) со^а ушбу

(Д) =  {(г, ф): 1 <  г <  8; я/4  <  ф <; arc tg 2}
сохага аксланади (22-чизма). Энди изланаётган 5  юзни хисоблаш 
кийин эмас:

8 arc tg2
S  =  \  ̂dx dy =  ^ | /  i / ,ср)\ dr d y = 3 a b ^  rdr  j  cos2 ф • sin2 ф d ф =

(P) (A) 1 Я /4

_ 189 ^  /  s in  4 ф \  arc tg2 _
“  Тб"0 1Ф Г ~  J я/4 ~

=  ab (arc tg T  +  1 > H  (юза бир'^

К у р с а т м а .  Биз ю^орида ушбу sin 4 ф =  -  * — tg фор-
(1 +  tg 3 ф)1

муладан фойдаландик.
17-мисол. Ушбу ff (х2 +  У2) dx dy интеграл хисоблансин.

х*+у*<\
Ечиш. Интеграллаш сохаси (Р) =  {(х, у): x i +  г/4 ^  1 } Ох ва Оу 

уцларига нисбатан симметрик ва интеграл остидаги f(x,  у) функция 
х  ва у  узгарувчиларга нисбатан жуфт функция. Шунинг учун х  >  О, 
у  >  0 со^ада интеграллашни бажариб, чикдан натижани 4 га купай- 
тирамиз. Алмаштиришни

х — г У  cos ф, у =  г У  sin ф , г >  О 
формулалар ёрдамида киритамиз. Унда якобиан учун

1 (г, ф) =  ~  /-cos-1/2T .sin~ 1/2 ф

ифодага эга буламиз. Равшанки, (Р) адада г < 1  ва унинг х ^ О ,
# >  О булган чорагида 0 ^ ф ^ я / 2  тенгсизликлар уринли. Шундай 
^илиб,

(Д) =  {(г, ф ):0 ^ г  <  1, 0< ф ^ я / 2 ).
Ни^оят, берилган интегрални хисоблаймиз:

j f  (х* +  У2) dx dy — 4 [j г2 (cos ф -f- sin ф) |/  (г, ф)| -drd  ф =



Демак, берилган интеграл ^иймати га тенг.
У 2

М а ш ^ л а р .  1. К,уйидаги мнсолларни ^араётганда узгарувчилар- 
ни алмаштириш усулидан фойдаланилсин:

3 3- у
5.1. Ушбу J dy f / (а' +  у, х — y)dx  интегралда янги и =  х +  у,

О 2- 1/
v =  х  — у  узгарувчиларга утилсин.

5.2. (Р) со^а ху — 1, ху =  4, х  — 2 у =  2, х  — 2 у +  1 =  0 (х >  О,
у >  0) чизиклар билан чегараланган. Ушбу a) \ f dx dy ва

(Р)
б) | | ( * — 2 у)dxdy  интеграллар хисобл ансин.

(Р)
3  4 . 1 / Ш '35.3. Ушбу +  у  У у - j dxdy интеграл хисоблансин, бу

(Р) ______ ______

ерда (Р) соха х  =  1, г/ =  — 1, j ' ^ - ^  +  \/~у- ~  =  1 чизиклар 
билан чегараланган.

9/Я 9/Я 9/Я5.4. (Р) соха х -г у ~ а  астроида билан чегараланган. Ушбу
а) | |  x d x d y  ва б) |  [ л:2 dx dy интеграллар хисоблансин.

(Р) <Р)

5.5. Ушбу \ \ x y d x d y  интеграл хисоблансин, бунда (Р) соха х2 =  у,
\р)

х 2=  2 у, у 2 =  х, у2 =  2 х  чизиклар билан чегараланган.
5.6. Ушбу \ \ у гху dxdy  интеграл хисоблансин, унда (Р) coxa / — -f-

(Р) I 2
У“ XU-j----- =  ■ „==- (х >  0, у >  0) чизи^ билан чегараланган.
3 ,/ у ' 6

II. К^йидаги чизиклар билан чегараланган юза хисоблансин:

• 5.7. ( — + ^ - f  =  Ц-  ( а > 0 ,  6 > 0 ,  О О ) .
\  я 2 62 1 с2 

_5.8. (х +  у)5 =  6 *2у2.

•"5-9 - ( £ + - £ - ) ' ■  *’ +  !Л 
, 5 .10. г ^  +  ^ - f  +  f .

«5.11. ( ~ + 7 ) 4 = = 4 ^  ( о > 0 ,  6 > 0 ) .

• 5.12. (л:2 +  у8 — ах)2 — а2 (х2 +  у 2) кардиоида билан х 2 +  у 2 =  ау У 3
айлана орасидаги юза. 

t  5.13. х3 +  у3 =  аху — Декарт япрогиншгг сиртмоги.
X N2/3 /  у  N2/3- х2 , У'2



45.16. (х2 +  f f  -  а(х3 — 3 ху2).
X у
а

( х > 0, у > 0).
а о

5.18. ху  =  а2, ху =  Ь2, х  =  а  у, х  — (5 у (х >  0, у >  О).
5.19. хг/ =  а2, ху  =  Ьг, у 2 =  т х , у2 =  пл:

(0 < а < & ,  0< т < / г ) .

6- §. Икки каррали интеграллар ёрдамида ^ажм 
ва силлик сирт юзаларини х,исоблаш

Икки каррали интеграллар турли масалаларни, айникса, геомет­
рик ва механик масалаларни ечишда кенг к,у лланилади. 5- § да юза 
хисоблашга дойр бир неча мисол курилган. Энди фазовий жисмнинг 
хажмини ва силлик сирт юзасини хисоблашга дойр мисоллар кура- 
миз. Икки каррали интеграл геометрик нуктаи назардан (х, у, г) 
декарт координаталар системасида юкоридан z =  f{x ,y)  сирт би­
лан ва к;уйидан (х, у) текисликдаги (Р) текис шакл билан, ёнлари- 
дан ясовчиси Ог укига параллел булган цилиндрик сирт билан че­
гараланган (V) жисмнинг (23- ^изма) хажмини англатади. Шунинр 
учун тавсифланган хажм ушбу

(Р)
икки каррали интеграл билан ёки узгарувчиларни алмаштириш нати- 
жасида

V =  JJ f(x, у) dx dy (1.26)

V =  ^ f(x(u,  v), у(и, v)) • R ^ i A \ d u d v  (1.27)
(A) D (и, v)\D (и, v)

X

23- чизма 24- чизма
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интеграл билан ифодаланади. Биз аввал хажмларпи хисоблашга оид 
мисоллар курамиз.

чегараланган жисм ^ажми топилсин.
Ечиш. Берилган сирт тенгламаси х, у, z узгарувчилар урнига

— х, — у, — z ларни ^уйганда уз куринишини сак лай ди. Демак, шу 
сирт билан чегараланган фазовий жисм xOz, хОу, yOz координата 
текисликларга нисбатан симметрик жойлашган (24- чизма). Шунинг 
учун берилган жисм х,ажми V унинг биринчи октантдаги (х >  О, 
у >  0, z >  0) кисми хажмининг (уни деймиз) 8 бараварига тенг: 
V = b V x.

Масалани ечиш учун умумлаштирилган к,утб координаталар сис- 
темасидан фойдаланамиз. Бу холда маълумки,

куринишда булади; (Ух) пастдан эса хОу (г =  0) текислик билан 
чегараланган. Энди (I/,) нинг хОу даги проекцияси, яъни (Р,) сохани 
чегараловчи эгри чнзикнинг янги (г, ф) системадаги тенгламаси z =  0 
куриняшга эга, бундан г =  1 келнб чикади.

Энди (Pj) ва (А) со ха ларни ёзиш мумкин:

19-мисол. Ушбу z2 — xy(z  >  0), ху — 1, ху =  4, г/2 =  х, у2 =
— 3 х, z =  0 сиртлар билан чегараланган жисм ^ажми топилсин.

Ечиш. Жисм к,уйидаи хОу (z =  0) текислик билан, юкоридан эса 
г — ху  конус сирти билан чегараланган. Ён томондан эса ясовчи- 
лари Оъ у^ига параллел булган гиперболик (ху =  с) цилиндрлар ва 
параболик (у2 =  тх) цилиндрлар билан чегараланган. Шунинг

18-мисол. ^уйидаги j2/3 +  ( |~ j2/3 3 +  (—j =  1 СИРТ билан

х =  аг cos3 ф, у — br sin3 ф, г >  0,

D x̂-’ ^  =  3 abr cos2 ф • sin2 ф.
0 (2, ф)

(Уг) ни юкоридан чегаралаб турган сиртнинг тенгламаси

(А) =  j(r, ф) :0 ^  ф <  л/2; O ^ r ^ l } .

Ни^оят, изланган хажмни хисоблаш мумкин:

V =  8 j j z ( x ,  у) dx dy =  8 j*J c V  1— r% d ф =

О о

Шундай к,илиб, V =  (куб. бир.)



V ,
1

3
1
1D, С,

( А )

t
А, В.,

~Q\ 1 4 7

25- чизма

учун (К) жиамнинг хОу даги (Р) проекцияси ABCD эгри чизикли 
туртбурчак билан чегараланган создан  иборат (25-чизма). Бу соха­
ни аналитик ифодалаш нокулайликларга эга. Аммо уни ушбу ху  — 
=  и, у2 — их алмаштириш натижасида (Д) сохага акслантироак, (Д) 
сохани аналитик ифодалаш осон булади (бу соха турри туртбурчак- 
дан иборат), яъни

(Д) =  {(и, и): 1 < ы < 4 ;  1 < и ^ 3 j .

Алмаштириш якобиани учун 1 (и, и) =  ифодага эгамиз.

Энди изланган хажмни хисоблаймиз: ̂
3 v

V = V ху
(Р)

1 г  г* dv 14 . 0 
dxdy =  ~̂  j  у  и du j —-------— ,п 3.

14Шундай килиб, V =  —  In 3 (куб. бирл.).

20- мисол. Ушбу сг =  ху, х 2 +
+  у *=ах ,  2 =  0, у  > 0  ( а >  0, 
с >  0) сиртлар билан чегараланган 
жисм хажми топилсин.

Ечиш. (V) жисм ю^оридан сг--=
— ху  гиперболик парабапоид билан, 
пастдан хОу текислик билан ва 
х2 -f- у2 — ах доиравий цилиндрик 
сиртнинг биринчи октантдаги цисми 
билан чегараланган. Равшанки, (К) 
нинг хОу даги (Р) проекцияси (26- 
чизма) ^уйидагича

(Р) =  {(лг, у ) : 0 < х < а ; .

0 «£ У О 7 ах  — х 2 } 26- чизма
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тавсифланади. Энди изланган хажмни хисоблаш мумкин:
а V  ах — х 2

V =  ^ - ^ - d x d y  =  -^- j  x d x  J  y d y  — .
(p)

Демак,

V =  - £ -  (куб. бирл.) 
24 с

М а ш ^ л а р .  Куйидаги сиртлар билан чегараланган хажмлаР то­
пилсин:
6.1. 2 =  9 — у2 — цилиндр, координата текисликлари ва 3 х  - f  4 у  =  

=  12 (у >  0) — текислик.
6.2. 2 =  In х, z =  In у —  цилиндрлар ва z — 0, х  +  у  =  2 е (х >  1) 

текисликлар.
6.3. х2 +  У2 =  2х,  х2 +  у2 =  2 у  — цилиндрлар в а г  =  0, z =  х +  2 у  

текисликлар.
6.4. х2 -f- у 2 =  х, х2 +  у2 =  2 х  — цилиндрлар, z  =  х 2, +  у 2 парабо­

лоид ва х-\- у =  0, х  — у =  0, 2 =  0 текисликлар.
6.5. х 2 +  у2 +  г2 =  а2, (х2 +  у 2)2 =  а2 (х2 — у 2).

6.6. — +  — =  1, у =  х, у  =  0, 2 =  0, х > 0 .  
а2 с2 а.

( l + t H j J - 1- 

6-8 - ( i + i ) i + S = 1 ' ( i + i j - i -  

•9- (KI+VD4+(4)!=1- * > ° . » > о . * > < > .6.9.

6.10. 2 =  х2у, у 2 — а2 —  2 аде, у2 =  т 2 +  2 тде, у  =  О, 
2 = 0  (а >  0, т  >  0).

6.11. z — 5 х у ,  у 2 — 2 х ,  у 2 =  З х ,  х 2 =  у,  х 2 =  2 у ,  2 =  0.

6 . 12. —  +  —  =  - ,  — +  -^-  =  -  +  - ,  2 =  0 . 
а* й* с а 2 Ьг а  b

(тГ+(*Г--
6.14. 2 =  — (х2 +  г/2), х2 +  у2 = 2ал г ,  2 =  0 ( а > С ) .

2 я

6.15. г =  , х2 +  у2 =  8г/, 2 =  0.
4

6.16. 2 =  х2 +  у 2 +  1, 2 =  0, х  =  0, г/ =  0, х  =  4, у =  4.

6.17. 2 +  г/ =  2, 2 =  0, г/ =  х 2.

6 .18 . г/ =  у  х , у = 2 у ' х ,  x - \ - z  =  6 , z  =  0.
6.19. З г  =  у 2, х 2 +  у 2 =  4, 2 =  0.
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%
6.20. х2 +  у2 =  3 г, х  4- г =  6.

6.21. У ±  +  У ъ  +  У - т = 1 ' х > ° ' У > ° ’ г > 0-
6.22. 2 =  Зх,  г =  0, у  =  2 х  — х 2, у  =  — х.

6.23. z =  2 л:3, z =  0, у =  —  хг, у  =  у  3—х2, 0 < ; х <  1.

6.24. 2 =  2 —f— лт, 2 =  0, у2 +  8х =  16, #2 — 2 4 х =  48.

Энди икки каррали интеграл ёрдамида силли^ сирт юзларини ^и- 
соблаш билан шурулланамиз.

(S) сиртнинг тенгламаси ошкор z =  f(x, у) куринишда берилган 
булсин. Бу сиртнинг хОу даги проекцияси юзини хисоблаб буладиган 
(квадратланувчи) (D) соха булиб, бу соханинг хар бир ну^тасида
2 =  / (х, У) функция узлуксиз р =  —  , а =  —  хусусий хосилаларга

дх оу
эга булсин. У холда бу (S) силли^ сиртнинг юзи

ЯV  1 + p*  +  q2 dxdy  =  j  j  у  1 +  Jilj®  +  dxdy (1.28)

формула ёрдамида хисобланади. Биз куйида тенгламаси ошкор z =  
=  f  (х, у) куринишда берилган силлик; сирт юзини хисоблашга оид 
мисоллар курамиз.

21-мисол. Ушбу (х+г / ) 24 ~ г = 1  сиртнинг биринчи октант даги 
(х  >  0, у  >  О, z  >  0. х2 +  у2 +  z2 ф  Г) ^исмининг юзи хисоблансин. 

Ечиш. Берилган сирт параболик цилиндр булиб, унинг энг ю^о-
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рида (Oz у^и буйича) жойлашган ясовчиси х  4- у  =  0 текислик билан 
г =  1 текисликнинг кесишиш чизиридан иборат. Сирт Oz уцининг 
манфий йуналишига караб «кенгайиб» боради (27-чизма) ва хОу те- 
кисликни х  +  У =  ±  1 иккита турри чизик, буйлаб кесиб утади. 
Бизга керакли (D) со^а биринчи квадрантда жойлашган булиб, уни 
(D) =  | (х, у ) : 0 х <  1; 0 ^  у  <; 1 — х\ куринишда ёзиш мумкин. Бу 
27-чизмада ОАС учбурчакдан иборат.

Энди z =  1 — (х-}~у)2 куринишдаги ошкор тенгламадан z'K~z'y =

— 2 (х +  у) хусусий хосилаларни топиб, S ~  [ f | 1  +  8 (х 4- у)2 dxdy
(D)

интеграл билан ифодаланадиган си л лик сирт юзини хисоблаймиз, 
Янги узгарувчиларни х =  г cos2 ср, у  =  г sin2 ф, г >  0 (бу хол 

учун 1(г, ф) =  2 r c o s f s i n 9) куринишда умумлаштирилган ^утб 
координаталари ёрдамида киритиб, (D) соха Д ОАС ни (г, ср) текис-
ликдаги (А)— |(г, ср) :0^  ф <  ; 0 < 11 аххага акслантирамиз. 

Энди изланаётган юзни топиш ^ийин эмас:
Л/2 I

S =  2 [ d ф [ г cos ф sin ф j /  1 +  8r2 dr =  13/12. 
о о

Шундай ^илиб, 5 = 1 3 / 1 2  (юз бирл.)
22-мисол. Ушбу------- —  = 2 z сиртнинг------ |- —  =  1 цилиндр ичи-

а Ь а2 Ь1
даги ^исмининг (г >  О ^ол учун) юзи топилсин.

Ечиш. Берилган —----- —  =  2 z сирт гиперболик параболойддир.
а Ь

У хОу текислик билан у  =  ±  "J/ ”~  х  турри чизи^лар буйлаб кеси- 
шади Еа z >  0 цийматлар учун сиртнинг хОу даги проекцияси \у\ <

<  V I  | х | шартни i^aноатлантирувчи текислик ^исмидан иборат. Ци-
х  ̂ у ‘̂линдрик сирт эса хОу текисликдан —• +  — =  1, z =  О тенгламалар
а% b2

билан тавсифланадиган эллипсни ажратади. Шундай к.илиб, юзи из­
ланаётган сирт ^исмининг хОу  даги (D) проекцияси ODAC ва 
O D ^ C x  шакллардир (28-чизма). Берилган сирт куринишидан ва 28-чиз- 
мадан куриниб турибдики, изланаётган юзани ^исоблаш учун унинг
чорагини ниj ^исоблаб, 4 га купайтириш етарли, яъни ушбу

S  =  4 J j Y '  +  |  +  |  d x d y
П(олс)

икки каррали интегрални ^исоблаш лозим. Бу интегрални ^исоблаш 
учун к,утб координаталарга утамиз:

х =  ar cosф, у =  br sin у, I (г, ц>) == аЬг, 0.
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I с,

A,
\г

28- чизма

Узгарувчиларни шундай алмаштирсак, эллипс учун г =  1, у ■■
■ | /  А  х, турри ЧИЗИК учун ф arc tg у . тенгламани хрсил к4и-

ламиз. Шундай ^илиб, (х, у) текисликдаги ОАС со^а (г, ф) текис- 
ликдаги __

<Д) =  {(г, ф ) : 0 < ф < а г Ы £  У ~  у \  0 < г < ] }

со^ага аксланади. Энди юк;оридаги интеграл учун интеграллаш чегг- 
раларини куямиз ва ^исоблаймиз:

5  =  4 ab J
о

_ iab
Г
4 ab

"Ctg у
d ф I у  I +  г2 rdr =

(2 / 2

Шундай цилиб, S =  —j -  (2 \  2
23- мисол. Ушбу г/2 -L г2 =  х 1 

сирт юзасидан х2 =  ау сирт ^андай 
юзали кисмини ажратади?

Ечиш. Топиш керак булган юза 
у'1 +  z’ х 2 доиравий конус сирт- 
нинг ^исмидан иборат. Бу конус 
сирт (х , у) текнслик билан у — +  х  
турри чизицлар буйлаб кесишади, 
унинг симметрия у^и Ох у^иднр. 
х 2 =  ау  цилиндрик сиртнинг яссщ- 
чилари Ог укига параллел ва (х, у) 
текисликдаги йуналтирувчиси х%—ау 
параболадан иборат. Демак, интег- 
раллаш сохаси (Р) иккита симметрик

1) arctg У ± .  

- 1) arctg У  k (кв. бир.)
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OBDO ва OACO булаклардан иборат. Бу сщалар [устида эса конус 
сиртининг (х , у) текисликка нисбатан симметрик жойлашган г >  О 
ва 2 ^ 0  тенгсизликлар билан тавсифланадиган цисмлари бор. Шу- 
нинг учун изланган юзани ушбу

S =  4 f j  / 1  +  (г’)2 +  (z')'2 dxdy
( OBDO)

формула ёрдамида хисоблаш мумкин (29-чизма). ______
Берилган конус сиртининг изланаётган юзи учун г = j . / x'1 +  у2

_______ _____  2х
ва хусусий ^осилаларни ^исоблаб, у  1 - f  Р2 ~h Ф — ■ д д ифо-

дани топамиз. 29-чизмадан куринадики,

(Р) =  {(*> У) -'0 <  У <  а; У <  х  <  У  ау }.
Энди изланаётган юзани ^исоблаш ^ийин эмас:

а V  ау

5 = 4  / 2 J  Ф  J
xdx

0 4 '
Л ОШундай ^илиб, S — - 7=  (кв. бирл.).
V 2

М а ш ^ л а р .  К,уйида курсатилган сиртларнинг юзлари топилсин.
6.25. у2 +  г2 =  х2 сиртнинг я2 — у2 =  а2 — цилиндр ва у  =  ± 6  — 

текисликлар билан ажратилган цисми,
6.26. z2 =  4x  сиртнинг у2 =  4 х — цилиндр ва х =  1 — текислик 

билан ажратилган цисми.
6.27. (л:2 +  У2)3/2 +  г =  1 сиртнинг 2 = 0  текислик билан ажратилган 

цисми.
6.28. х2 +  у2 =  ±  ах цилиндрларнинг х2 +  у2 +  г2 =  а2 шар ичида- 

ги цисми.
6.29. (х +  у)2 -j - 2 z 2 =  2 a 2 цилиндрик сиртнинг 1-октантдаги ^исми 

(х >  0, у  >  0, z >  0, л:2 +  у2 +  г2 0).
6.30. {х2 +  у 2) г  =  х  +  у  сиртнинг 1 < х2 +  у 2<  4, х > 0 ,  у >  0 со- 

^адаги цисми.
6.31. аг =  ху  гиперболик параболоид сиртининг (х2 +  у 2)2 =  2 а2ху  

цилиндр ичидаги кисми.

6.32. z2 =  2 x y  конус сиртнинг Vr+V - | < 1, * > 0, у > 0, z = 0, 
х2 +  у 2 Ф 0, а >  0 b >  0 соз^адаги ^исми.

6.33. 3 г =  2 (х У х  +  у  У  у  ) сиртнинг х  =  0, у  — 0, х  +  у  =  1 те­
кисликлар орасида жойлашган цисми.

6.34. г =  у' х2 +  у2 конус сиртнинг х2 -f- у2 =  2 л: цилиндр ичида\ 
жойлашган г^исми. )
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6.35. х2 +  Уг =  2 аг параболоид сиртининг (х2 +  г/2)2 =  2 а2 ху (а >  0) 
цилиндрик сирт ичида жойлашган кисми.

6.36. а г — ху  гиперболик параболоид сиртининг х 2-\-у2= а 2 ( а > 0) 
цилиндр ичида жойлашган ^исми.

6.37. - f  —-J' -f- =  1 сиртнинг лг — 0, у  — 0, 2 = 0  коорди­

ната текисликлар орасида жойлашган кисми.
6.38. z2 =  2ху конус сиртнинг х лг  у  =  1, х =  0, г/ =  0 текисликлар 

орасида жойлашган кисми.
6.39. z — (х2 —■ у 2) гиперболик параболоид сиртининг (х2 4- у 2)2 =

=  х 2 — у 2 цилиндр ичида жойлашган ^исми.
6.40. z  =  } / х2 +  У2 ва х  +  2г =  а сиртлар билан чегараланган жисм- 

нинг тула сирти (а 0).
6.41. —  +  —  +  —  =  1 (а, Ь, с >  0) сиртнинг 1- октантдаги кисми.

а  Ь с
6.42. х2 +  у 2 +  г2 =  R2 сфера сиртининг (х2 +  У2)2 =  R 2 (х2 — у 2) ци­

линдр ичидаги ^исми.
6.43. х2 +  у2 — 6z сиртнинг (х2 +  у 2)2 =  9 (х2 — у 2) цилиндр ичидаги

!\ИСМИ.
у2 ..2 / у2 „2 \2 у2 ,.2

6.44.  ------ =  2z сиртнинг (----------------Ь — -----------—  цилиндр
а Ь \  а2 Ь1 j  аг Ьг

ичидаги кисми.
6.45. z2 =  4х  сиртнинг у 2 =  4х, х  =  1 сиртлар билан ажратилгак 

^исми.

7- §. Икки каррали интеграллар ёрдамида 
механикага оид масалаларни ечиш

Мазкур параграфда икки каррали интеграллар ёрдамида берилган 
бир жинсли цластинканинг массаси, огирлик марказини, маълум эгриг 
чязи^лар билан чегараланган юзанинг координата укларига нисбатан 
инерция моментларини топишга оид мисоллар курилади.

24- мисол. Ушбу (х2 +  у2)2 =  2а2ху (х s> 0, у  >  0) эгри чизик, 
билан чегараланган бир жинсли пластинканинг огирлик маркази то- 
пилсин.

Ечиш. Механикадан маълумки, бир жинсли пластинка огирлик 
марказининг координаталарини ушбу

хд =  —  j j p x d x d y ,
(S)

У о ^ - f ^ P y ^ d y  
(S)

формулалар буйича ^исобланади. (1.29) формулада мивдор

М  =  JJ р dx dy.
(S)

(1.29)

(1.30)
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(S) пластинка массасини, р эса >;ар бир ну^тадаги масса зичлиги- 
ни англатади. Бир жинсли пластинка учун р =  1 деб ^абул цилин- 
ган.

Курилаётган мисол учун интеграллаш сохаси у  =  х  биссектрисага 
нисбатан симметрик булган лемнискатанинг битта япрогидан иборат. 
Шунинг учун у 0 = х 0. Энди (х0, у 0) огирлик марказини топиш учун 
к,утб координаталарига утамиз: х =  г cos ф, у  =  г sin ф, г >  0, бунда 
якобиан учун I (г, ф) =  г ифодага эгамиз. Лемниската тенгламаси 
г2 =  a2 sin 2ф куринишга эга ва интеграллаш сохаси к,утб координа- 
таларда куйидагича ёзилади:

(5) =  {(г, ф ) : 0 <  ф < я /2 ; 0 <  г 

Энди пластинка массасини дисоблаймиз:

М  =
о о

Ни^оят, бундан фойдаланиб (1.29) формулалар буйича огирлик 
маркази координаталарини топамиз (бизнинг з^олда х0 =  у0) :

а У  sin 2ф

ГМ
а '/sin 2 ф

rdr а3
2

Уо хо
,Л/2

d ф
а / s i n  2ф

4 у  2 Я/s
з1п3/-ф СОЭ^ф Йф =5/,

г2 соэф dr— 

г  (5/4) г (7/4) _  я д
Г( 3)

Шундай цилиб, пластинканинг огирлик маркази л а п а

нуктада жойлашган.
25-мисол. Ушбу ау ~  х2, х  +  у =  2а ( а > 0) чизиклар билан че- 

гараланган бир жинсли пластинканинг огирлик маркази топилсин.
Ечиш. Пластинка бир жинсли булгани учун р =  1 булади. Из- 

ланган огирлик марказини топиш учун аввалги мисолда келтирилган
(1.29) ва (1.30) формулалардан фой- 
даланамиз. (S) парабола ва тугри 
чизик билан чегараланган со^а 
(30-чизма). Шу (S) со^ани топиш 
учун

ау =  
х  +  у  =  2а

W  у
А / ч/ *

г

! \  с

1 IV
V\Z

\S  I
-2а Ко- о а \

30- чизма

системадан абсциссаси энг кичик 
булган А ва абсциссаси энг катта 
булган В нукталарни топамиз. Шу 
иукталар учун хд =  — 2а, хв = а .

Энди (S) со^ани ёзиш мумкин:
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Ни^оят, пластинка массасини ва огирлик маркази координаталарини 
топамиз:

а 2а—х

М  J  dj c j  d y = j  а2;
—2а _*г 

а
а 2 а—х

2 С , С 1 а> п г>
— \ Мх \ d«

9 а 1 J J У 2
-2а

2а —х  п
8 а

Уо

Шундай килиб, огирлик маркази -y-j нуктада жойлашган.

26-мисол. Ушбу г =  а (1 +  coscp) кардиоида билан чегараланган 
юзанинг Ох ва Оу укларига ннсбатан / х ва / у инерция моментлари 
топилсин (зичлиги р =  1 деб ^аралсин).

Ечиш. Берилган юзанинг Ох ва Оу укларига иисбатан инерция 
моментлари мос равишда

=  Г Г р у2 dxdy,  I y = \ [ p x 2dxdy (1-31)
(S) (S)

формулалар ёрдамида топилади.
К(утб координаталар системасида куйидагига эгамиз:

(5) =  {(ф, г ) :—- я < ф < л ;  0 <  (1 +  соэф)}.
Энди инерция моментларини хисоблаймиз: \

я  а (1 +  cos ф) я

j  sin2 ф d ф j” rsdr =  32а4 J sin2 cos10 ^  d ф

Г  (7) 32
я  a (l+ cos ф) я  a(l+cos ф)

/ у =  j cosaV d 9 f r3dr = j" d фJ  r 3d r —



31- чизма

2 Y 49Демак, I r =  —  я а4, / у=  —  л о4.
* 32 у 32

27- мисол. Ушбу ху  =  а2, ху =  2а2, х  =  2у, 2х =  у  (х >■ 0, г /> 0) 
чизи^лар билан чегараланган юзанинг Од: ва Оу уклари га нисбатан 
/* ва / у инерция моментлари топилсин (р =  1).

Ечиш. (S) юза шундайки (31-чизма), мисолни ечишда эгри чи- 
з щ ш  координаталар тезрок натижага олиб келади. Узгарувчиларни
куйидагича алмаштирамиз: x y = u ,  — =  v, бунда I (и, v) =  — .

х 2v

Юк,оридаги алмаштиришдан х  =  , У == V  uv ифодаларни то-

памиз. Натижада интеграллаш сохаси (S) янги (Sj):

(5^ =  j ( « ,  v): а2 <  и ^  2а2; у  <  у <  2

coj^ara аксланади.
Аввало (5) соха у  =  я биссектрисага нисбатан симметрик, шу- 

нинг учун 1Х =  / у булади. Энди инерция моментларини топамиз:
2аг 2

а* ч ,
2 а2 2

9а«I —  __ I r in tl  I ___  __

Демак,
V,

9 а*

М аш  к; л а р. К^уйидаш мисолларни ечинг (р =  1 деб олинган).
7 . 1 . — +  — =  1, г/ >  0 чизиклар билан чегараланган пластинка- 

а2 62
нинг огирлик маркази топилсин.
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7.2. х2 у2 =  R, у =  ±  t g а • х, х > 0  ( а — уткир бурчак) доиравий 
секторнинг огирлик маркази топилсин.

7.3. х2/> +  у 2/з =  а2/\  х  >  0, у  >  0 муносабатлар билан ани^ланган 
сщ а шаклидаги пластинка огирлик маркази топилсин.

7.4. r2 =  a 2cos2cp (унг япрок) эгри чизик билан чегараланган плас­
тинканинг огирлик маркази топилсин.

7.5. у — а-\----- , у — 2х, х — 0 чизиклар билан чегаралавган юза
а

учун Ох ва Оу укларига нисбатан инерция моментлари топилсин.
7.6. х2 +  у 2 =  а2, х >  0, у >  0 тенгсизликлар билан аницланган соха 

шаклидаги пластинка учун 1Х, 1у инерция моментлари топилсин.
7.7 у2 =  4х +  4 ва у2 =  ■— 2х +  4 чизиклар билан чегараланган 

пластинканинг огирлик маркази топилсин.
' и̂7.8 — -f  — =  1 эгри чизик билан чегараланган юза учун / v

а2 b2 у
инерция моментлари топилсин.

7.9. =  =  1, х/ =  0 чизицлар билан чегараланган

юза учун 1Х, 1У лар топилсин.
7.10. (х2 у 2)2 =  а2 (х2— у 2) эгри чизи^ билан чегараланган юза 

учун кутб моменти топилсин.
Э с л а т м а .  1\утб моменти ушбу

/0 =  f f (х 2 +  у2) dx dy
(S)

формула ёрдамида хисобланади.
7 .1 1 . х2 +  у2<  16, х ^ 2 у г3 тенгсизликлар билан ани ̂ ланадиган 

пластинканинг (доиравий сегментнинг) огирлик маркази топилсин.
7.12 . х у =  1 , ху =  2, у — 2х, х = 2у чизиклар билан чегараланган 

юза учун Ох ва Оу укларга нисбатан инерция моментлари то­
пилсин.

7.13. Агар 1 < х 2 +  гу2 < 4  доиравий х^лканинг ^ар бир нуцтасидаги 
масса зичлиги р =  х 2у- формула билан аникланса, унинг массаси 
топилсин.

7.14. х 1 +  У2 <  2х доиранинг ( р --  1) кутб моменти топилсин.
7.15. Агар у  =  х2 — Ах, у =  х  [чизиклар билан чегараланган плас­

тинканинг хар бир нуктасидаги масса зичлиги р =  х  +  у  фор­
мула билан аникланса, шу пластинка огирлик маркази топилсин.

7.16. ху  =  4, у  =  ~  х2, у  =  ^ {у >  ~  х2̂  чизиклар билан чегара­

ланган пластинканинг огирлик маркази топилсин; шу плас­
тинканинг ^ар бир ну^таси учун р =  5х +  3 деб олинсин.

7.17. у2 =  Зх +  4 ва у2 +  4х =  11 (у >  0) чизиклар билан чегара­
ланган пластинка массаси топилсин, шу пластинканинг хар бир 
нук,таси учун р =  у  деб олинсин.

7.18. Иккита <р =  0 ва ф =  я  нурлар ^амда г =  а ф. 0 <  ф <  я А р ­
химед спирали ёйи билан чегараланган пластинканинг огирлик 
маркази топилсин.
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7.19. у — x s, х  +  у — 2, х =  0 билан чегараланган пластинканинг 
огирлик маркази топилсин.

К,уйидаги 7.20—7.24 мисолларда пластинканинг чегарасини аник- 
ловчи чизиклар берилган. Х,ар бир пластиканинг огирлик маркази 
топилсин:
7.20. х =  a (t — sirU), у  =  а (1 — cos t), 0 <  t < 2 п, у =  0.
7.21. ж2 +  г/2 =  й2, — +  =  1, х  =  0, х > 0 ,  у > 0 .

а 1 Ь-
7.22. г =  а (1 +  соэф).
7.23. г =  asin 2 <р, 0 <  ф <  л/2.

7.24. г =  i / T ,  г =  2sin<p, л/4< л : < - ^ .

7.25. ау =  2ах — х2, у — 0 чизиклар билан чегаралг.нган юза учун
1Х ва 1у инерция моментлари топилсин.
( * - 3 ) 2 , ( у + 2 ) * _  х , у

1 — -------1---------------— -г — чизиц билан чегараланган пластин­
канинг огирлик маркази топилсин.

7.27. х  -f- у — 4, у — 0 ,5-х2 чизиклар билан чегараланган пластин­
канинг огирлик маркази топилсин.
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УЧ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

8- §. Уч каррали интегрални таърифи буйича х,исоблаш

Мазкур бобдаги мисолларни урганиш ва машкларнн ечиш учун 
[1] китобдан XVIII бобни урганцб чикиш лозим.

Биз уч каррали интегралнинг Риман таърифини (яъни Риман ин- 
теграли таърифини) келтириш билан чегараланамиз.

Бирор фазовий (V) сохада узлуксиз f (х, у, z) функция берилган 
булсин. Бу со^ани уч хил силлик (булакли — силлик) сиртлар тури 
ёрдамида чекли сондаги (масалан, т.п.р та)

<F I , u ) .  • • • >  ( y U . P) ’ ( V 2 , L l ) ’

^ i, ■ ' • ’ ^  т ,п ,\) ' ( ^ т . п . г ) ’ • • • > ( ^ т , п , р )
фазовий сохачаларга ажратамиз; уларнинг ^ажмларини мос равишда 
V. h{i =  1 ,т, j =  \,п, k =  1 ,р) деб белгилаймиз. Исталган 
со^ачадан ихтиёрий M t. . k нукта оламиз, функциянинг шу нуктада- 
ги киймати /  (М ;_ j k) билан мос со^ачани Vltjik ^ажмини узаро ку- 
пайтирамиз:

=  (2 . 1)

ва барча а { jk  микдорларни ,\ар бир i , j , k  индекслар буйича (мос 
равишда 1 дан т гача, 1 дан п гача, 1 дан р гача) жамлаб /  (х, у, г) 
функция учун (К) со^адаги (Риман маъносидаги)

т п р

о (т, (2 -2)
i~\  /= 1 k=\

уч каррали интеграл йириндини тузамиз. Сунгрз (Vi t k) собача 
d (Vi j и) Диаметрларининг энг каттасини А =  max d (V. . k) деб бел­
гилаймиз. Агар А сон нолга интилса, равшанкн, т, п, р сонлар чек- 
сизга интилади. Тескариси, умуман айтганда, тугри эмас. (2.2) ин­
теграл йигиндининг А ->-0 даги чекли лимита, яъни

l im a  (т , п, р) =  lim а  (т , п, р)
Д—>0 ТП -»оо

П->оо 
Р ->оо

сон /  (х, у, г) функциянинг (V) сэ^а буйича олинган уч каррали (Ри - 
ман маънг^иттаги) интеграли дейилади ва ушбу

и  б о б

55



f ff /  (*. y, z) dv  =  fff f  (x, y, z) dx dy dz (2.3)
' (V) (V)

символ билан белгиланади.
Биз (F) соха ни курила диган мис олларда шундай (VU j^  со^ача- 

ларга буламизки, натижада Д ->- 0 да албатта m оо, п оо, p-voo 
булади. Шунинг учун миоолларда о ( т ,п ,  р) нинг т-+-°о, п — оо, 
р->-оо даги уч каррали лимитини хисоблаш етарли булади.

К,айд килиб утамизки, агар f  (х, у, z) функция (У) со^ада учала 
х, у, z аргумента буйича (а, Ь, с) £ (V) нуктада узлуксиз булса, у 
холда ушбу lim f  (х, у, z) уч каррали лимит учун

б та lim [lim (lim /  (х , у, г))], . . lim [lim (lim /  (х, у , г))]
х-*а y ^ b  z-* с г~*с у-+Ь х-*а

такрорий лимитлар мавжуд ва улар узаро тенг булади.
f  (х, У, г) функциянинг тузилишига караб уч каррали лимит учта 

оддий лимитлар купайтмасига тенг булиб ^олиши хам мумкин, Ма- 
салан, узлуксиз f  (х, у, z) =  <p (x)-g  (y)-v{z) функция учун

тенгликка эгамиз. Бу хоссалардан lim о (п, т, р) уч каррали ли­

митен хисоблашда фойдаланамиз.
Юкоридаги (2.2) формулада учрайдиган (Vif j k) со^ачанинг хаж- 

мини хисоблаш учун биз уч холни куриб чи^амиз: (V) соха уч хил:
1) сферик (г, ф, 0); 2) цилиндрик (г, ф, z); 3) декарт (х, у, z) коор- 
динаталари системасидан бирида тавсифланган булиши мумкин.

1 - ц о л . Геометриядан маълумки, (32- чизма) шар секторининг
2 зх }%хажми V = ------— формула билан хиообланади, бу ерда ОА — R,

BD  =  h, Z- АОВ =  a, h =  R  ( 1— cos а) (32-чизма). Демак, шар 
хажми V унинг радиуси R  ва сектор ук кесимидаги Z. АОВ =  а  бур- 
чакка богли^, яъни

Энди иккита сферик сиртлар ва ук кесимидаги бурчак 2 а  га тенг 
булган конус сирти орасидаги жисмнинг V* хажмини топамиз (33- 
чизма):

lim /  (х, у, z) =  lim ф (х)- lim g  (у) - lim v (г)

П—►оо 
т-+ оо 
р-* оо

(2.4)

(2 .5)

56



32- чизма 33- чизма

V* =  v2 —  =  - у -  (1 — cos а) (Я® — #?).

Сферик (г, ф, 0) координаталарга утиш учун х =  г cos 0 -cos ф, у  =
— г cos 0 ■ sin ф, z =  r s i n0  (34-чизма) форму лалардан Гфойдаланамиз. 
34-чизмадан куриниб турибдики,

Z .x ON  =  ф, 0 < ф < 2 я ;  Z .NO M  =  0,
ОМ — г, 0 < г <  +  оо.

2 2
Бу (г, ф, 0) системада г =  const тенглама сферик /еиртни, ф =  ф0 тенг- 
лама хОг текислиги билан ф0 бурчак ташкил этган ярим текисликни 
ва 0 =  0О тенглама эса учи О (0, 0, 0) да булган ва ясовчилари хОу 
текислиги билан 0О бурчак ташкил этган доиравий конус сиртиии
тасвирлайди. Юкрридаги (2.5) форму лада а  бурчак урнига а =  - — 0
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деб (33-ва 34-чизмаларга к.), кейинги хйсоблашларда
=  2 я ( I _ s.n 0)^(/?з _ ^  (2 6)

О
формула дан фойДаланамиз.

Энди иккита г =  /?,, г — /?2 сфера, иккита ср =  ср̂ , ф =  ф2 (Аф =
— Фг — (Pi >  0) ярим текислик ва 0 — const конус сирт (35- чизма) 
билгн чегараланган У3 ^гжмни тспиш кервк булсин. Бу V3 нинг 
киймати А ф га пропорционал ва

У з = £ - Л ф =  J  (! ~ sin0) (/? i- /? ! ) •  а  Ф (2.7)

формула билан ^исобланади.
Иккита г — Ri, г =  R 2 сфера, иккита ф =  <р,, Ф =  ф2 ярим те­

кислик ва 0 =  0,, 0 =  02 (А 0 =  02 — 0, >  0) иккита конус ораси- 
даги А У хажмни (36-чизма) топамиз:

А V =  V3 (0,) -  У3 (02) == |  (Я23 - / ? ? )  А Ф [(1 -s in  0,) -  (1 -s in  02)] =

=  ~ . А ф - ( Я 3— /?з)-(Sin02 —sin 0Х)=
3

=  !  А ф (/?2 -  Я ,) (RI +  +  RJ) ■ sin ■ cos b i i i i

ёки
А К = = 4  (Rl +  R ^  +  R^-cos ^ ± ^ - - sin — - А ф- А Я .  (2.8)

о 2 2

Мисоллар ечишда элементар { V сохачанинг (г, ф, 0) координата- 
лар системасидаги хажмини (2.8) формула оркали ёзамиз.

2- х, о л. (х , у, z ) фазодаги М  (х , у, г) ну^танинг цилиндрик ко- 
ординаталари (г, ф, z) булиб, (х, у , z) лар билан куйидагкча боглан- 
ган (37-чизма):
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38- чизма 39- чизма

х =  г cos ср, у — г sin ф, г =  z,
бу ерда

ON =  г, 0 < л <  +  оо; <  xON =  ф, 0 <  ф ^  2 я,
NM  =  z, — o o < ; z <  +  oo.

Цилиндрик (г, ф, z) координаталар системасида г =  г0 тенглама ук;и 
Oz, радиуси г0 га тенг, ясовчилари Oz га параллел булган цилин­
дрик сиртни, ф =  фв тенглама Oz у к дан утувчи ва xOz текислик би­
лан ф0 бурчак ташкил этган ярим текисликни ва z =  z0 тенглама 
эса (х, у) текисликка параллел ва ундан z0 масофада утувчи текис­
ликни тасвирлайди.

Ушбу нккита г =  гъ г =  г2 цилиндрик сирт, иккита ф =  Ф1, 
Ф =  Ф2 ярим текислик ва иккита z =  zlt z = z 2 текислик орасидаги 
A V  хажмни х,исоблаймиз (г1 < г 2, ф ] < ф 2, zi <  z?).

Икки каррали интегралларни таърифга асосан хисоблаганда ABCD
шакл (38-чизма) юзаси учун S ABCn — ~  {г\ — ф  ■ А ф формулани чи-

^арган эдик, бу ерда Дф =  Ф2 — Фг.
A V ^ажм эса SABCD— асос юзи билан M N  =  A z  =  z2— г, ба-

ландлик купайтмасига тенг, яъни А V =  — {г\ — ф  • А ф • A z, ёки

А г — г2 — г1 десак, ушбу

A V — -j- {ri +  г2)- Аф-А г-A z (2.9)

формулага эга буламиз.
3- х о л . xyz  декарт координаталар системасида х х <  х  <  хг, </, <

<  у  <  у г, z t <  z <  z2 турри бурчакли параллелепипед берилган бул- 
син. Унинг учта томони (39-чизма)

M N  =  х 2~ х 1=  Ах ,  PN =  у 2 — ух — А у, РРХ =  z.2 — zl =  A z
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булиб, изланаётган Д V хажм эса уларнинг купайтмасига тенг була- 
ди:

Д V =fA х -А у- А z. (2.10)
Энди ^ар бир ^ол учун мисоллар ку рамиз.

1 -мисол. Ушбу у dV уч каррали интеграл таъриф буйича
(V)

хисоблансйн, бунда {V) соха иккита х2 +  у1 +  z2 =  а2, х 2 +  у 2 -f- 
+  z2 =  Ь2 сфера, иккита z2 =  tg201-(x2 +  у 2), z2 =  tg20a • (х2 -f- у 2) ко­
нус сирт ва иккита у =  tg q v * , у =  tg ф2 • % ярим текислик билан 
чегараланган булиб, г >  0, 0С а < Ь ,  0, <  02, < ф2 тенгсизлик­
лар уринли.

Ечиш. {V) со^а г =  а, г =  Ь сфералар, 0 =  0!, 0 =  02 конуслар 
ва ф =  фц ф =  ф2 ярим текисликлар билан чегараланган. Берилган 
(V) сохани (Vi j k ) (i =  1 ,т, j =  \,п, k =  l,p) сохачаларга ажрата- 
миз. Бунинг учун: 1) маркази О (0, 0, 0) да булган ва г =  Г[, Ti —
— а +  - ~ -а i (i =  \,m) тенгламали (т — 1) та сферик сирт (сфера- 

т
лар); 2) учи О (0, 0, 0) да булган (р ~  1) та 0 = 0*, 0Й = 0! +0   0 ___
Н— ------ L -k (k =  1 ,р) тенгламали конус сиртлар; 3) Ог укидан утув-

Р

чи (п — 1) та ф =  ф,-, ф, =  фх +  / (/ =  \,п) тенгламали ярим
т

текисликлар утказиб, бутун (V) сохани т -п-р  та (VCj k) сохачалар­
га булиб чикамиз. (Vl jk) сохача ну^талари учун куйидаги шартлар 
бажарилади:

T i - 1  <  Г sC Г /, j p y - i  <  ф <  ф у , 0 * - !  <  0  <  0 ft

(i =  1 ,т; j  =  1 ,п, k =  1 ,р).

Эслатиб утамизки, г =  г0 — а, г =  гт =  Ь, Ф =  Ф„ — Фи ф =  Ф„=Ф2>
0 =  0О =  0Ь 0 =  вр =  02 тенгламалар берилган сиртлар тенгламаси- 
дан иборат.

Ю^оридаги (2.8) формулага асосан сохачанинг хажмини
ёзамиз:

т /  2 i  о , I 9 \  0Ь “I-  0fc_1 . А 0  . »
=  7  <r ; +  V £_i +  ' f - i ) ' cos ■ 2 ’sin ~~2~ Ф'А г

(бу ерда А 0 =  0А — 0*—1( А ф =  ф;- —> у- 1; А г =  г,- — /-/-j, еки
д  0 =  Д ф =  (f- —, Д г — b-~  a V Интеграл остидаги

Р п т  J
f  (х, у, г) =  у  функцияни (У( ._ k) сохачанинг исталган нук,тасида, ма-
салан куйидаги сферик

П =  а +  i, фу- =  ф! +  ф2~ -1 /, 0& =  0а +  6 ■ ~  6] А 
п т р

координаталарга эга булган М. k ну^тасида х1исоблаймиз:

/  ( М . и А) =  (а +  i Д г) ■ sin (ф, +  / • Д ф) • cos (0j +  к ■ А 0).
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Интеграл йигиндининг умумий хадини ёзамиз:

«*,./.* ' / '  (-И,.,.

=  (а  +  i А г)-sin (ф, +  / -Аф)-соз (0, 4- k- А 0)- (г* +  г, г(_ , 4-
О

I 2 \ 4  0*—1 А 0 д *4~ г. ,) • cos——— ±- • sm ------А Ф • А г  =‘- 1' 2 2

=  (а +  г А г) ■ sin (ф! ■+• А ф • /) - cos (0! -f- k ■ А 0) • [{а +  i А г)2 +

+  (а +  i А г) (а +  (г — 1) А г) +  (а +  (г — 1) A rf]  X
2Э1 +  (2й— 1) Л0 . Л0 . .X cos —i- 1- 5------ —---- s i n ------ А ф • А г =

2 2 т

=  (а 4 - г А г)-sin (фх 4- / -Аф^соя  (0! +  k-A  0 ) ' у  [За2 4-

4- За • А г (2/ — 1) +  А г2 (3/2 — Зг 4- l)]cos (Ч  +

ч • Л9 А АX s i n ------А ф -А г.
2

Ни.коят, интеграл йириндини тузамиз:
т п р

а =  а (т, п, р) =  V  2  2  f  ' • к) ’ У‘-1-k
1=1 /=1 й=1

ва уч каррали йигинди остидаги ифоданинг куринишига ^араб (бу 
мисолда купайтма ^олида булгани учун ва г, /, k  ларга нисбатан 
ажратищ мумкин булганлиги учун), уни

т

а =  |  ^  (а +  г А г) [За2 +  Заг (2 i — 1) +  А г2 (Зг2 —
1 = 1

П Р
— Зг 4- 1)] • А г • sin (фх -(- А ф • /) ■ А ф • sin — ■ ■ cos (0t +

y=i ft=i

4- k-A  0)-cos f a  4- A e),

2 „ „ яъни учта иигиндини a =  — а л • стф • а0 купайтма куринишида езиш

мумкин. Шунинг учун уч каррали лимитни хисоблаш учун ушбу

lim а  =  — lim or ■ lim a ■ lim cr0 (2 . 11)
m -*- oo 3 m -> o o “  n -^ o o  p —*oo
n -¥  OO 

p—► OO
содда форму ладан фойдаланамиз.



Бунинг учун <тг, стф, а0 йигиндиларни ^исоблашда 1-бобда кел- 
тирилган (1.5) — (1.12) формулалардан фойдаланиб А г, Д<р, Д0  лар

каби
п р

аникланишини эътиборга оламиз. Энди аг, оф ва ст0 лар учун бирин- 
кетин ифодалар топиб, уларнипг мос равишда т -> оо, п->  оо, р-^оо  
да лимитларини хисоблаймиз:

т

a r =  V  [За3 +  Зая-Д/■•(3t — 1) +  а-Д г2 (9t2 — 6i + l )  +  
i = i

+  А г3 (3is — Зг2 +  г')] • Д г =  |з а3т +  За2 А г- ,2 +  ^ m~  U т  _|_

+

+  а Д г2

+  А г3 

m (m +  1)

3 m2 (OT +  1 )2 _  0 tn (m -f  1) (2m -f- 1) +

• Д r =  (6 — a) • |3 а 3 +  За2 (6 — а) ^  j  +

+  а ( 6 - а ) 2. |  1 +  -  2 +  - 3 1 +

+  (b — а)3 — (l  + - ) 2-----L / | j  -j- I ' j  (2 +  -  ,
4 1 W  2m I m I \  m  2/n2

lim a r =  (b — а) За3 +_3а2 (b — a) ■ — +  a (b — a)2 • 3 +  (b—a)3 • •
m -* o o  _ 2

=  a • 3 (a3 +  a2b -\-ab2 +  bs) — -j- (64 — a4).

lim a  =  lim У  sin (ф1 + / - Д ф ) - Д ф
tl—WO П—fOO 1=1 

Л-A ф

=  lim -
n^ao 

(Д  ф -> 0 )

/I “f— 1
>sin ф ! + ----------- А ф

s in
A  op

• А ф =

2 -lim sin ..sin /ф1+  ') (Ф2.-Ф !)
n_xxj sin А ф/2 2n 2n

(Д  ф -» 0 )

=  2 sin 4)3 -■-(Pl • sin ^фх +  ~  (ф2 — фх)j =  2 sin . i i — $-1. sin

C O S  ф х —  С 0 3 ф 2 .

a 0 =  'STj sin -cos (0j +  k-A  0)-cos —- A  0  ̂ =
k=i

62



s i„ 4- e . j £ [ c o s ( 2 eI + 46 — 1 . Л  . Л 0 ---------A 0 И- cos •—
2 j 2

ft = 1

1 . A 0  Г Л в  ■ — sin —  • \ р • cos------f-
2 2 г  2

cos 2 0i Д 9 +  2k-A 0

1 . Д 6  =  — s i n -----
si" ( f 2 i e ) ' “ s h ' - T  +  ' f 1' 240

p cos-----b----------------- -------- 1 1
r  2 2 Л 0

(1  A 0  sin Л0/ 
I im c rn == l im  J--------

oo p->oo \  2 2
(A0-*O) Д0/.

sin (p- Д 9)-cos 2 0X —
Д 0

( p + 1) Д 0)

sin Д 0

1
Д 0

- • M i n x
4 p~+oo

sin (0j — 0j) cos (2 0j-

Д 0

e , - 8i
p
Д 0

p  • cos -Д 0

2 f (* +

02 — 9i +  sin (02 — 0j) • cos (0X +  02)1 =

=  — [2 (02— 0j) +  sin 2 02 — sin2 0J .
8

Чиедан натижаларни (2.11) га ^уйиб, узил-кесил топамиз:

2 3 1lim сг(т, п, р) =  — • — (64 — a4) (cos ф! — cos ф2) ---- [2 (02 —
т-+оо 3 4 8
П—+оо 
р~* о*

— 01) +  s in 2 02— sin2 0x]=^

=  —  (bl — а ^ ^ о э ф !  — соэ]ф2) [2 (02— 01) +  sin 202 — s in 20J . 
i6

Уч каррали лимитнинг бу циймати берилган Щ  ydV уч каррали ин­

теграл к>ийматидан иборат.
2 -мисол. Ушбу fff x 2dV уч каррали интеграл таъриф буйича

(V)
хисоблансин, бунда (К) со^а иккита х 1 +  у 2 =  а2, х2 - \ -у2 — Ь2 ци­
линдр, иккита у =  tga-x,  y =  tg$ -x  ярим текислик ва иккита z —с, 
z — d текислик билан чегараланган (О <С а <С Ь, 0 <  а С  р, с <.d).

Ечиии, Циляядэлх (г, ф, г) кээрдиигалар системасида масала 
шартидаги цилинДрлар тгнглатси г — а, г — Ь, ярим текисликлар
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тенгламаси <р =  а, ср =  Р, ни^оят, текисликлар тенгламаси г =-- с, 
z ~ d  каби ёзилади. Цилиндрлар учун Oz уки симметрия у^и, г —с, 
% — d текисликлар эса (х, у) текислигига параллел. Энди интеграл 
йигиндини тузиш ха1̂иДа ■ Виз ^уйида (I/) со^ани (V{j k} сохачалар- 
га шундай буламизки, аввало i =  1 ,п, j  — 1 ,п, k =  1 ,п (яъни т =  
=  п =  р), ^олаверса, А 0 да n - v  оо булади ва аксинча, п оо 
да Д - > 0  булади. Бу ^олда <У) со^з л3 та (Vi ■ k) со^ачаларга бу- 
линади. Бу иш цуйидагича амалга оширилади: 1) г =  а ва г =  Ь ци­
линдрлар орасига (п — 1) та г =  г/, г,- =  а +  - ~ а i ёки rt =  а +

п
+  i • А г [бу ерда А г = ----- i = \ , t i  — 1 j цилиндрларни жойлаш-

тирамиз;
2) ф =  а, ф =  Р ярим текисликлар орасидан эса (п — 1) та ф =  ф£,
Фй =  а  +  —— ~-k,  ёки фд, =  а  +  к -А ф [бу ерда Аф =  ? ~ а , k =  

______ ft \ п
— 1 ,п — 1) ярим текисликлар утказамиз;
3) ни^оят, z =  с ва z =  d текисликлар орасига уларга параллел бул­
ган (п —  1) та z =  Zj, Zj =  c +  ~ ^  j ,  ёки Zj =  c +  j - А я  (бу ер­

да A z  — d п ° , /  =  1 ,п— 1 j текисликлар чизамиз.

Х,ар бир (у t j k) со^ачадаги ну^талар учун к,уйидаги шартлар ба- 
жарилади: г ._{ <  г <  г., ф ^  <  ф <  фА, zy_, <  г <  г}, бу ерда i =  
=  1,п, k =  1,п, /  =  1 ,п.

(Уи, к) со^ачанинг Vt j  k ^ажми (2.9) формула орцали ^исобла- 
нади:

v i,i, ft = 7  А ф - Ar - Az  (г. +  ri_ l) =  ^ Аф- Аг - Аг  [ 2а+Дг  (2i— 1)] =  

=  {а +  А г ■ — j — ~ j  А Ф' А z ■ А г.

Интеграл остидаги /  (х, у, z) =  х2 функция (г, ф, z) сисгемада f(M) =  
=  r2cos2 ф =  — г2 (1 +  соз2ф) куринишда ёзилади. Энди (Vt . А) со- 

^ачадан ихтиёрий k (гг, фА, z.) ну^тани олиб, шу ну^тада функ­

ция ^ийматини хисоблаймиз: f  ( М . . k> — г2. (1 +  cos2 ва ин­

теграл йигиндининг о.] k- ^адини ёзамиз:

ai,l, к ~  /  j'k)'Vi,i, к —
=  ~ r\ (1 +  cos 2 фй)-Аф*Аг-A z-^a +  Ar

Энди интеграл йигиндининг узил- кесил ифодасини топиш мумкин:
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n n n

> > л ,
i=l /=l k=l

/, k

ri n n

=  7 ^ ]  (a +  A r - ^ r ^ )  r i A r ' i2  Д г ‘2  ^  + cos29a) Аф- 
i = 1 /= 1

Равшанки, бу йиринди о (п) =  1  ог(.-аф-стг куринишда ёзилган. Шу 

сабабли ушбу lim о (п) лимитни

lim а (п) =  — limcr -limcr - l ima4 ' О ' Ф ■
”  ' ~ ч «<£ П’—> ОС П-Г^О О  О©

(2 . 12)

формула ёрдамида хисоблгш мумкин j  Бунинг учун куйидагича сод- 
да зутсоб-китобларни олиб борамиз:

1) =

/*

V  (a + A r - ^ — -) (а + A r - i f - A r ^
i=i

»=1
а + д л J L _ i )  (а2 +  2ai-A г +  i2 Ат2) А г

=  2 ^  [а3 +  а2 А г (3/ -  
i=i

1 . О  . о » ,  .  ( 3 , 2 Й --Я

+  а-А  г2 (Зг2 — /)+

+  1  A r3 (2is — г2)] А г =  («а3 +  а; 3« ( я +  1) _
2

— Я- 1

+

2

(Ь — а)з 
п 3

+  а (Ь —  а)2 п  (п +  1) (2n - j -  1) __  я  ( л +  1)

/г2 [ 6 2
я2 (и+  I)2 ___1 я (я +  1) (2n +  1)

4 2 ' 6

+

=  {Ь — а) [а3 +  а3 (6 — о) 

Г 1

п

+

+  а  (6 _ 0) > | - ( 1  +  -

+  ( 4 - e ) >  [ j  ( l  +

lim or =  (6 — а)

2 +  - ) ~ ( l  + 1  
/г/ 2n \ n

- | Ы 1 +  7 ) ( 2  +  -

+

a3 + - i  а2 (Ь — а) +  а (6 — а)2 +  

— (6 — а) (а3 +  a2b +  ab2 +  й3) =
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2)
П

lim о =  lim \  (1 cos2 q>ft) ■ Д ф —
п—>оо м—юо

■ lim 
tl—>00

п
п +  cos (2 а  +  k ■ 2 А ф)

к=1
■ А ф =

= lim
п-> оо

/ П+ 1sin п- Д (p-cos 2 а  -|---------- -2Д®
Р —а . т  V 2 т /г---------- 1------------------->------ :----------------

П sin Л®
• А Ф

lim
П-+О0

< Д ф -»0)

§ — а Н---- 12 —  sin (Р — а) • cos (2 а -f- (1 +  1 )  (Р — а)
sin Д ф \ \ п

3)

Р — а  +  1 • sin (р — а) • cos (а +  Р) — Р — а  +  — (sin 2 Р —

— sin 2 а);
П

lim а ,  == lim 'V  А г —
rt-»00 П—►ОО'-™"1 = 1

=  Hm {п-Аг)  — lim In d  — с d — с.

Нихоят, lim or, lim аф ва lim az лар учун ю кори да топилган ифо-
П—*оо П—юс

даларни (2 .12) га ^уйиб узил-кесил топамиз:

Р — а sin 2 а  — s in 2 p | • (d — с).lim а (п) =  — (b1 — а4)
П~>оо 8

Бу микдор берилган Г ГГ х 2 dV уч каррали интеграл ^ийматидан ибо-
(V)

рат.
3- мисол. Ушбу f f f (Ах2 +  Dyz) dx dy dz уч каррали интеграл 

таъриф буйича хисоблансин, бунда

(У) =  {(*, у, г ) : а х <  Ьх <  у  <  Ь2, сх <  г <  сг) — параллелепипед.

Ечиш. (У) сохани олдинги мисолдагидек п3 та сохачаларга (шун­
дай буламизки, п —*■ оо да Д - > 0  булсин) буламиз. Бунинг учун 
(х , у), (у, г) ва (z, х) координата текисликларига параллел булган

z ~  z.. z. — ‘■р ‘■i

X =  X

У =  У*. !/к = Ь\ +

c2 —  Ci
n

«2 — a,
n

&2 ~ b 1

i =  1, п; Аг
n

a9 — a■r X f = a i  +  S i ^ L } ( /  =  ! , „ ;  =

b2 —
■ k

текисл иклар утказамиз, 
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Хосид булган хар бир (Vc ■ k ) сохача учун

"г- i
шартлар бажарилади Еа унинг хажми (2 .10 ) форму лага асосан

Vt.i .k =  д  x-Ay-Az  
формула ёрдамида топилади.
Интеграл остидаги /  (х, у, z) —Ax2+ D y z  функция кийматини ихтиёрий 
(X; Ук, г;) нук,тада хисоблаймиз:

/(* /. Уk, h)  = A x 2j +  Dyk-zi .
Сунгра натижани V. . k хажмга купайтириб, интеграл йириндини (уч 
каррали йириндини) тузамиз:

п п п

° ( п ) =  2  2  2  +  D y k z i ) А х A z  =

/=  1 i=l А=1
п п п

=  Ш 1 1 Л ( а 1 +  Л х - / ) 2 + D  { b i + ( C i +/=1 1=1 *=1
+  Аг-/)] Ах Аг/ Аг.

Бу йириндини хисоблаш учун олдин k индекс, кейин i индекс буйи­
ча ^адларни к;ушиб чикамиз:

о ( п ) =  2  2  
/=1 »=1

п (п +  1 )X

+  D • п +  Аг •

пА (ах +  Ах • /)2 +  D (сх +  Аг ■ г) (« ^  +  Ay  X

П
■Ах А у Аг =  У̂ { п 2 -А(ах +  A x -/)2- f  

/=1
Ах Аг/ Аг.п (п +  ] ) ■^bLn +  Ay- п (п +  1)

Энди A x A y A z (аа — a i) (b2 — b1) (с2 — сг) 
п3

ифода махражидаги п3 ни

йиринди белгиси остига киритиб, п3 га кискартирамиз, кейин /  ин­
декс буйича йириндини хисоблаймиз:

а (я) =  (оа — fliH&a — 6Х) (с2 — сО- ^  • ( a i +  2 « i ' А*-/ +

+  Ах2- /2) +  — fci +  Az- (йх +  Аг/• ■

=  {а2 (b2 bj) (с2 — с2) • [ — fna2 +  2 a r  ^ ^  • g-ig l h 1!  +
[ я [ п 2

+
(a2 —  aj) '3 и  (я - f  1) (2n  +  1) п . £ . ( с  + 1 2ZZ£l . Л ± _  

n I я 2
— bi _ п -f-

=  («2 — аг) (Ь2 — Ьх) (с2 — c j  • {Л [af +
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Энди я оо да а  (л) нинг лимитини топамиз:
lim о (п) =  (а2 — а х) (Ь2 — Ьх) (с2 — сх) • (Л • [а] +  aL (а2 — а х) +
п->оо '

1+  (а2 — ах)2 ■ +  D * +  — (V Cl =

=  (а2 — а х) (6, — Ьх) (сг — сг)

+  &г) (ci +  сг)

- А ( а \ - \ -  а ха 2 - f  а |) +  — D (Ьх +

у  Л (аз — аз) (&я _  ьх) (с2 — сх) +  — D (Ь\ —

— Ь\) (с22 ~ ф  (а2 — а,).

Топилган мщ дор берилган f | f (Ах2 +  Dyz) dx dy dz уч каррали ин-
"(Vf

теграл ^ийматидан иборат.
М аш  к л а р .  ^уйидаги уч каррали интеграллар кургатилган соха 

учун таъриф буйича хисоблансин.
8.1. JJJx-d K , бу ерда (V) со^а

(V)

х2 +  у 2 +  z2 =  1, х2 +  у 2 +  z2 =  9, х2 +  у 2 =  у  г2, х2 +  у2 =  г2 

( х > 0 ,  У > 0 ,  z > 0 )  
сиртлар билан чегараланган.

8.2. J f f  zdV,  бу ерда (V) со^а
(У)

х2 +  у2 +  z2 <  16, х1 +  у2 <  3 z2, х <  0, у  ^  0, z >  О 
шартлар билан берилган.

8.3. [ J  j  у7 х2 +  у2 dx dy dz, бу ерда (VO со^а 
(У)

х2 +  у2 +  z2 =  4, х2 +  у 2 — — z2, х =  0, у =  — у^З • х (z >  0)
3

сиртлар билан чегараланган.

8.4. J J J  /  х2 +  у 2 +  z2 ‘dl/, бу ерда (К) со.ка 
(Ь

х2 +  у 2 =  z2, х2 +  у2 =  -  , z2, х2 +  у2 +  г2 =  1,
3

х 1 +  у 1 +  z1 =  16, у  — 0, х =  0 (г >  0) 
сиртлар билан чегараланган.

8.5. J J j (З у  +  4) dx dy dz,  бу ерда (К) со^а
(Ю



X2 +  У2 +  z2 =  9, у  =  г т =  X, у  =  — У 3-х,  X2 +  у 2 =  г2,
г *5

х2 +  г/2 =  З г 2 ( г > 0 )  
сиртлар билан чегараланган.
Навбатдаги (8.6) — (8.11) интегралларда (У) со^а бир хил булиб, 

х 2 +  у2 =  а2, х2 +  у 2 =  Ь2, у  =  tg  а-х,  у  =  tg  0 -х, 

z = т ,  z  =  р  ( 0 < а < 6 ;  — ^ - < а < р < ^ ;  т < р )

сиртлар билан чегараланган фазовий жисмдан иборат.
8.6. \ \ ^ z x y d V .

8.7. f j j  zy-dV.
"(V,

8.8. j f f  z(x* +  y*) dV.
m

8.9. fjj z 2 y rx2 +  y 2 -dV.
> )

8.10. f f f z3- Ух2 +  y 2 -dV.
“(V)

8.11. f j j  z3 (x2 +  y 2) -dV.
" (V)

Навбатдаги (8.12) — (8.18) интегралларда (У) coxa деб паралле­
лепипед олинган: яъни

(У) =  \{х, у, z ) : a ^ x ^ b ,  т ^ у ^ р ,  c ^ z ^ d } .

8.12. f j j  (3 х +  у  — z) dx dy dz.
\V)"

8.13. fjj (x2 +  z) dx dy dz.  
b )

x2 z dx dy dz.
Yv)

8.15. jj f x2y 3z2 dx dy dz.
<У)

(4x2 — 2y 2) dx dy dz.
" (V)

8.17. f j j  y 3 (2x — z)-dV.
V )

8.18. | f j  x (y2 j r z2) d x  dy dz.
“ (h
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9- §. Уч каррали интегрални 
такрорий интегралга келтириш

Уч каррали интегрални такро­
рий интегралга келтириш икки 
каррали интегрални такрорий ин­
тегралга келтиришга Караганда 
мураккабро^. Аввало уч каррали 
интегрални 6 хил усул билан 
такрорий интегралга келтириш 
мумкин, цолаверса, берилган ин­
теграл бир неча такрорий инте­
граллар йириндиси куринишида 
х,ам ёзилиши мумкин. Бу (У) со- 
^ага купрок бортщ булади.

4- мисол. Ушбу z =  х2 4- У2, 
х +  у  =  2, х — 0 , у  =  0, z =  О 

40-чизма сиртлар билан чегараланган со^а
(40-чизма) учун уч каррали ин­

теграл турли усуллар билан такрорий интегралга келтирилсин.
Ечиш. 1-усул. I =  j \ \ f(x,  у, z) dx dy dz  интегрални тартиб 

(К
билан z, у, х  (ёки в, х, у) лар буйича олинадиган такрории интеграл­
га келтирмокчимиз, дейлик. Бунинг учун Oz у^ига параллел булган 
турри чизиклар билан (V) сохагги кесиб чи^амиз ва унинг (х, у) те- 
кисликдаги прогкциясини ани^лаймнз. Бу турри чизиклар (V) со^а 
чегараларини олдин z — Q((x, у) текислигида), кейин 2 =  хг у 2 па­
раболоид буйлаб кесиб утади.

(V) со^анинг (х, у) даги проекцияси (д) = д ОАЕ булади:
(Д) =  {(х, у ) : 0  <  х <  2; 0 <  у < 2  — х}.

Энди тегишта такрэряй интегрални ёзиш цият э т а
2 2 ~ х  х г+ у 2

/  =  \ dx i dy \ f (х, у, 2) dz

еки
О О О

2 2—у Л'9+у2
I =  \ dy \ dx f f(x, у, z)dz.

О О О
2 - усул. Энди берилган интегрални тартиб билан у, z  ва х лар 

буйича олинадиган такрорий интегралга келтирайлик. Бу холда (У) 
со^анинг (х, г) текисликдаги прээкциясини топиш лозим булади. Бу­
нинг учун 2 =  х2 +  у "1 ва х +  у  =  2 тенгламалардан у  ни чицариб, 
тегишли сиртлар кесишяш ч и з и р и н и н г  ( х , z) даги проекцияси тенгла- 
масини аниклаамиз: MCLD =  j(x, z) :z =  2 (х — I)2 4- 2},



CXD =  { (x, z) :x =  1 +

У  L  ( 2 - 2 ) 1  OD =  {(x1z) :z+

(41- чизма).
(V) со.ханинг ODE сохага проекцияланаётган 

к,исмида * 0 <  у  <  2 — х шарт бажарилади; 
O MC tD  сохага (У) соханинг шундай кисми 
проекцияланадики, у ерда Оу у7КДа параллел 
турри чизик*. олдин г =  л2 +  у 2 параболоидни, 
сунгра х +  у  =  2 текисликни кесиб утади, яъни 
у ' г  — х2 <  у <  2 — х шарт бажарилади. Энди 
берилган интегрални икки такрорий интеграл 
йигиндиси куринишида ёзиш мумкин:

2 л 2 2 - х

I =  j  dx J  dz  J  f (x, y, z) d y  ■

41- чизма

0 0 
2 (x— \ ) 2 H-2 2 - x

dz j f ( x , y , z ) d y . (2.2)
У z—x 2

3-усул. Энди интеграллгшни тгртиб билан у, х, z лар буйича 
олинадиган такрорий интегралга келтирамиз. Бу х,ол учун (41-чиз­
ма) (V) нинг (х, г) текисликдаги проекцияси 4 та булакка ажралади 
(бунда ( 2 .2 )  нинг иккикчи интеграли учта интегралнинг й и р и н д и с и  
куринишида ёзилади):

4 2 2—л

I =   ̂ dz j  dx j  /(x, у, z) dy  +
о y j  о

2 Y J  2 - x

+  [ dz  [ dx j* / (x, y, z) dy  +
0 0

I /  I
i - V  4 <г - 2 > 2 - x

0
Vz

+ i dz s
ч У - 1 ( г - 2 )

dx \__ fix,  y,  z )dy  +
V  2 - X 2 

2 - x

dx У, z ) d y .
V z —x2

Шуни кайд киламизки, x, z, у  ёки x, у,  z тартибда интеграллаш 
учун (V) сохашшг (у, z) текисликдаги проекциясини апиклаш керак. 
Ш акл у  =  х  биссектриса текислигига нисбатан симметрик булгани 
учун 2- ва 3- усулларда чикарилган уч каррали интегралларда х ва у  
ларнинг урнини узаро алмаштириш етарли:
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2 91 2— у

I =  \  dy \  dz \  f (х, у, z) dx +
6 б о

2 2 ( y - l ) ‘+2 2 - у

+  J  dy j  dz \  f (x, у, z) dx-,
о Уг

4 2 2—у

I =  f dz  j  d*/ f / (x, y, z)dx  +
o / r  O 

2 VT 2—у
+  j* dz j  dy j  / (x, г/, г) dx +

® ® / г —у2

■ - / тI /  г-»
+  j  dz  j  ЛУ j ___/ (*, у, г) dx +

2 О V  г —у 2

4 VT 2 - y

+  j  dz  J  dy  J f (x, y, z) dx.
2 \ л А /Г~1 Yz—y*1+| ~(z-2)

Шундай килиб, ю рридэ алгилганацэх, тзгишли уч каррали ин­
теграл 6 хил такрэрий интегралга, баьзи хопардч интеграллар йирин- 
дисига келтирилиши курсатилди.

5- мисол. Уш5у
I I х + у

1 =  f dx J  d y  j* f { z ) d z
О О О

уч каррали интеграл интеграллаш тартибянл узгартирлш натижасида 
бир каррали (оддий) аник интегралга келтирилсин.

Ечиш. Интеграл остидаги функция фаздт Z  га бэгли^ булгани 
учун биз интеграллаш тартибини шундай у згартирамизки, охирида 
интеграллаш z буйича олинган булсин. Берилган уч каррали инте­
грал учун равшанки,

(У) =  {(х, у,  z): 0 <  х <  1; 0 <  г/ <  1; 0 <  z <  х +  г/1.

Аввал (У) сохан! учта (Ух), (У2), (Уч) сохага ажратамиз. Бунда 
(КО — (К) соханинг (у, г) — текисликдаги проэкцияси ODE уч бур- 
чакдан, (V2) — уша текисликдаги прэгкцияси 0 3 , 0  уч бурчакдан, 
(У3) —- шу текигликдаги проекцздси BlD 2 l уч бурчакдан иборат бул­
ган цисми. Равшанки (42- чизма):

(Ух) =  {(х, у,  г): 0 z <  1; г  <  у  ^  1: 0 <  х <  1),
(У2) =  {{X, у,  z): 0 <  z ^  1; 0 <  у  <  г; z  — у  <  х <  1},
(Уз) =  К*. У, z): 1 <  г <  2; z — 1 <  у  <  1; г — у  х <  1}.
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Шундай цилиб, берилган интегрални цуйидаги интеграллар йи­
риндиси куринишида (интеграллаш х, у,  z тартибда) ёзиш мумкин:

1 1 1 1  г  I

I ~  \  f (г) dz  \  dy  [ dx +  \ f  (z) dz  j  dy  j* dx  +
О г О 0 0 z —y

2 1 1
~f j  f ( z ) d z  j  d y \  dx.

1 г—1 z —y

Уч каррали интегрални хисоблаш коидасига асосан охирги йигин- 
дини соддалаштирамиз:

1 1 1  z 1 2 t 1

I =  f f ( z ) I d y  [ dx -f  f d y  f dx d z -f j f { z ) d z  J  d y  J  dx —
z 0 

I
z —1 z —y

=   ̂ f{z)  I 1 -dy - f  [ (1 — z +  y) dy
Q 1 z O'

2 1 1
+  j  f ( z )dz  J ( l — z +  y ) d y =  J / ( z ) -

Z —  1

dz

(I z) +

+  j ( l  2 +  у)г

4 l

d z +  j  / ( г )~ (1  — z +  у)2 | •dz
г - 1

=  i  ( f(z)-(2 - 22)dz +  4  f / (2) ■ (2 ~  2)2 dz.
" 0 i

Нихрят, узил-кесил натижани ёзамиз:
1 1 х+ у  1 2

\ d x  J  dy  j  f  (z) dz — — J /  (z) ■ (2 — z1) dz +  у  j  /  (г) ■ (2 — г)2 dz.
О О О  0* 1
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6 - мисол. Ушбу (У) =  {{х,у, г):
х 1 +  у 2 <  а2, х +  г <  a, z >  О,
а >  0) соха буйича олинган уч 
каррали I — f j  (' /  (х, у, z) dx dy dz

V)"
интегралда интеграллаш чегара- 
лари декарт (х, у, г), цилиндрик 
(г, ф, z, 0) ва сферик (г, ф, 0) коор- 
динаталар системасида куйилсин.

Ечиш. 1- ^ол. Декарт (х, у, г) 
координаталар системасида 2

43- чизма

 ̂ хил усул билан интеграллаш че- 
»- гараларини к,уйиш мумкин. )^ар 

бир усулда 6 хил такрорий ин­
теграл хосил булади. ^айд килиб 
утамизки, 1̂ айси усулни цулла- 
майлик, турли такрорий интеграл­

лар сони 6 та булади. Биринчи 
усулда (V) со^анинг бирор коор­

динаталар текислигига проекциясини топиб, бу текисликка перпен­
дикуляр булган укда параллел чизиклар билан (У) со^ани тулдириб 
чизамиз (кщоридаги 4- мисолга 1̂ аранг).

Берилган (У) со^а ясовчилари Oz га параллел, у^и Oz ва асоси- 
нинг радиуси а булган доиравий цилиндр ва ^уйидан г =  0, яъни 
(х, у) текислик билан, юкоридан эса Оу уеда параллел булган х -j- 
+  z =  а текислик билан чегараланган (43- чизма).

Масалан, (У) соханинг (х, у) текисликдаги проекцияси (Д) мар­
кази 0 (0 , 0, 0) нуктада ва радиуси а га тенг булган х2 У  у2 ^  а2,
2 =  0 доирадан иборат. Бу (Д) доирани икки хил усул билан тав- 
сифлаш мумкин:

(Дх) =  { (х, у): — а <  х <  а; — У а2 — х2 г/ «5 ( а2 — х2] ,

(Д2) =  { (х, у): — а <  у  <  а\ — у  а2 — у 2 <  х <  у а2 — у 2].

Равшанки, (Д) =  (Д,) =  (Д2). Куриниб турибдики (43- чизма), (х, у) 
текислигига перпендикуляр тугри чизицлар (У) со^а чегараларини ол- 
дин z =  0 текислигида, сунгра z — а — х текислигида кесиб утади. Бе­
рилган /  интегралнинг чегараларини икки хил усулда ёзиш мумкин:

Равшанки, / х =  / 2 =  I булиб, / х ва / 3 лар факат чегаралари билан 
фар!  ̂ ^илади.
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а Уа2—х2 cl—х
h = \ d x  f dy j  /  (x, у,  z) dz,

a _  Vn2 — Y2 0— Va2—x2
a V a 2—y 2Г w* --£>

dx f (x, y, z) dz.



Энди (У) соханипг (х, г) текисликдаги проекциясини аницлаймиз. 
Бу проекция ACDA контур билан чегараланган уч бурчакдир (44- чиз­
ма), уни икки усул билан тавсифлаш мумкин:

(А3) — {(х, z): — а <  х <  a; z <  а  — х },
(Д4) == {(лг, г): 0 <  z <  2а; — а ^  х ^ . а  — z}.j

Оу укка [параллел турри чизиклар (У) сохани, унинг доиравий 
цилиндр сиртининг у  =  — у  а2 — х2 ^исмидан у  =  +  у  а2 — х2 кис­
ми гача кесиб утади. Шу маълумотларга асосланиб, /  интегралнинг 
чегараларини яна икки хил усулда ёзиш мумкин:

а С.-— Х  V а г— х 2

/ ,  =  j  ^  Г dz ( fix,  у,  z) dy,
—а 0 _  у аг—х*

2 а а—г У  аг—х ‘
U =  | dz j* dx  j" f(x,  у, z) dy.

0 — a _  Уаг_ х 2

Нихоят, (У) со^анинг (у, z) текисликдаги проекциясини топиш 
учун аввало бир булагини ^идирамиз. Бунинг учун х2 +  у2 =  а2 ци­
линдр ва х =  а — z текислик тенгламаларидан х ни йу^отамиз, яъни 
(у, г) текисликда шундай сохани кидирамизки, бу сохани чегараловчи 
контурнинг хар бир нуктаси учун мос келган цилиндр сиртидаги 
ну^та ва текисликдаги нукта бир хил абсциссага эга булсин. Бу 
контур маркази Oz у^ида (яъни (у, г) текислигидаги (0, а) ну^тада) 
ва радиуси а га тенг булган (;г — а)2 +  у 2 =  а2 айланадан иборат 
булиб (45- чизма), соханинг мос кисмидаги нуцталар учун абсцисса 
х — — У  а 2 — у 2 дан х — а  — z  гача узгаради.

Лекин х2 +  у 2 =  а2 цилиндрик сирт {у, г) текислигши PN  ва QN 
турри чизиклар буйича кесиб утади. Шунинг учун NOMQOPN кон­
тур билан чегараланган сохага цилиндрик сиртнинг х — — у г а2 — у 2 
ва х =  1 а2 — у 2 муносабатлар билан аницланган ^исмлари проекция-
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ланади. Демак, (V) нинг (у, г) даги проекцияси (А6) иккита со^а 
Едаиндисидан тузилган: (Д6) =  (Д5) A U (As), бу ерда

(As) =  { (У. г) : — а ^  у  <  а; а — У  а2 — у 2 а +  / а 2 — t/2},
(А5) =  {(У, г): — а ^ у ^ а ;  0 < ^ г < а  — У  а2 — у 2}.

Натижада берилган /  интеграл икки интеграл йигиндиси куринишида 
ёзилади:

а а +  У а г—у 2 а —г

4  =  j  f y  J dz  j  /  (*, у, z) dx +
a a— VaT--y* — V a ^ —yz
а а— У й 2—у 2 V a 2~ y 2

+  j  dy  j  dz j  f (x, y,  z) dx.
—a 0 — VaZ—y*

Энди (V) нинг (у, z) текисликдаги проекциясида г ни эркли уз- 
гарувчи деб, берилган уч каррали интегралда интеграллаш чегарала­
рини олтинчи усул билан куйиб чизамиз. Бунинг учун шу холда 
(А6) сохани янги (А6) соха деб белгилаб, уни Оу у^ка параллел чи­
зиклар билан булиб чизамиз. Чизмадан (45- чизма) куриниб туриб- 
дики, (А5) соха янги (А6) соха булиб, (Д5) соха эса, янги икки (Ав) 
ва (Аб ) сохалар йигиндисини ташкил этади. Энди (а — z)2 +  у 2 =  а2 
тенгламага кура ОРСх учун у =  — У а1 — (а — z)2 ва OQC1 учун 
у  — У  а 2 — (а — z)2 тенгламаларни топамиз. Энди (А6), (Аб), (Ае) со- 
^алар тавсифини ёзиш мумкин:

(А') =  {(г, y ) : 0 < z < 2a; — У а 2 — (а — г)2 «S у  «S У  а2 — { а — г)2}, 
(А") =  { (г, у): 0 <  z <  а; — а <  у  <  — У а2 — {а — z )2 },

(А б ) =  {(г, у): 0 <  2 У  а2 — ( а — г)2 <  у  <  а ) .

Абсцисса х =  х (у, z) нинг узгаришини / 5 интегралнинг ёзилиши- 
га караб олиш мумкин. Шундай цилиб, I интегралнинг олтинчи ку- 
риниши цуйидагича булади:

2а YSaz—z1 а—г

/ 6 =  (' dz  j  dy  j  f(x,  у, z )dx +
0 — Угaz—z 2 — V a 2—y 2 

a — V 2az—z2 Y  а2—й2
+  j* dz  j  dy  j  /  (x, y,  z) dx +

0 —a __Y  a 2—y z
a a V  a2—y 2

+  [ dz  j  dy  j  f (x, y,  z) dx.
G V2az—z2 — Y a 2—y 2

Юкррида узгарувчи у  нинг чегараларини ^уйишда У  а2 — (а — z)2=  
=  y r2az — z2 муносабатдан фойдаланилди.

Шундай ^илиб, биз юкорида берилган уч каррали интеграл 
учун (V) сохани турли усул билан проекциялаш ёрдамида 6 хил
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в 2а п и=а-х)\_____

(Z=0)
£ М У

II31

С }4 X 
а ^

46а- чизма

46- чизма

усул билан интеграллаш чегара- 
ларини г^уйиб чи^иш мумкинли- 
гини курдик. Бу берилган уч 
каррали интегрални ^исоблаш 
учун унинг 6 хил такрорий инте­
грал куринишдан бирортасидан

фойдаланиш етарлилигини англатади.
Яна шуни таъкидлаб утамизки, уч каррали интегралнинг 6 хил 

такрорий интеграл куринишидаги ифодасига кура уларда икки таш^и 
интеграллар урнини алмаштириш мумкин.

Интеграллаш чегараларини кесимлар ёрдамида ^ам олти усул 
билан к^'йиб чициш мумкин. Унда ^айси у еда перпендикуляр булган 
кесимлардан фойдалансак, шу ук узгарувчиси эркли аргумент була­
ди, долган икки узгаРУвчи функция сифатида олинади. Масалан, 
z =  const учун z — эркли аргумент, колганлари учун у  =  у  (z) ва 
х =  х(у,  г) ёки x =  x(z)  ва у ~ у ( х ,  г) деб олиш мумкин. Демак,
кесимлардан фойдаланиш усулида берилган J \ \  f(x,  у,  z) dV уч

каррали интегралда икки ички интеграллар урнини алмаштириш 
мумкин булади.

Масалан, (I/) соханинг х =  — а текисликдан х =  а текисликкача 
х =  const кесимларини курайлик (4 6 -чизма). Бу кесимда M N D R  
куринишдаги турри бурчакли турт бурчаклар хрсил булади. Цилинд­
рик сирт тенгламасидан куринадики, MN,  RD чизиклар учун

у  — +  j /  а2 — х1, у  =  — у' а' — х2 
тенгламалар мос келади. MR,  ND  чизиклар эса мос равищда 2 =  0 
ва х +  г =  а текисликлар да ётади (46 а- чизма).

Шундай ^илиб, (У) сохани куйидагича тавсифлаш мумкин:

(V) =  {(х, у,  г): — а <  х  <  а; — У  а2 — х2 <  у  <  ^ / а 2 — %2; 
0 г < а  — х] ,

(V) =  { (х, у, z): — а <  х  <  а; 0  «5 а — х;
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Берилган уч каррали I =  j J J  /  (х, у,  z) dV интегралда бу чегара-
(V)

ларни цуйиб, юкорида чикарилган 1г ва / 3 такрорий интегралларни 
Хосил киламиз.

Энди (У) сохани (х, z) текисликка параллел у  =  const текислик­
лар билан булиб чизамиз. (— а <  у <  а). Кесимда MNK P  трапеция 
хосил булади. Цилиндр тенгламасидан MN,  К Р  ту Ffи чизикларга 
х  =  — У  а2 — у 2', х =  +  j а2 — у 2 тенгламалар мос келади. N К,  МР  
чизиклар эса мос равишда z =  а — х, г =  0 текисликларда ётади.

Агар у  ни аргумент деб х =  х (у), z  =  г (х, у) десак, у холда (V) 
сохани яна куйидагича тавсифлаш мумкин:

(F) —{(х, г/,2): — а <  у < а \  — - /  а2—у 2̂ х ^ у га2—у 2; 0 «£ 2 <  а—*}•

Энди бундан фойдаланиб, берилган уч каррали интегралга мос так­
рорий интегрални ёзсак, ю^оридаги / 2 интеграл >;оснл булади.

Энди у  ни аргумент деб z =  z(y)  х  — х(у ,  z) деймиз. M N K P  
трапецияни МР  га параллел турри чизиклар билан булиб чизамиз. 
К  нукта учун 2 =  а — хк =  а — У  а2 — у 2, N  нукта учун z — а —
— xN =  а  -г  у  о2 — у 2. Демак, трапеция юзи MP KL M  ва LKNL
шакллардан тузилади (466- чизма)]_____  ______  ______

MP K L M  учун 0 <  2 <  а — у  а2 — у 2, —у  а2 — у '2 <  х <  j  а 2 — у 2 

ва LKNL  учун а — У  а2 — у 2 <  z <  а +  у га2 — у 2,
— У  а2 — у 2 < : Х < а  — 2.

Шу маълумотлардан фойдалансак, берилган интеграл / 5 куринишда 
ёзилади.

К,олган / 4 ва / 6 куринишдаги интеграллар Oz у ^ а  перпенди­
куляр ((х, у) текисликка параллел) кесимларни текширишдан келиб 
чикади.

466- чизма 46в- чизма
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Эркли аргумент™ г  хамда х = х  (г) 
ва y  =  y( z ,  х) десак, 0 < г < 2 а  
учун кесимда доиранинг TNDT  
к,исми (46- в чизма) >;осил булади. 
Доирани чегараловчи айлана тенг- 
ламаои х2 +  у 2 — а2 булиб, ND  чи- 
зик х — а — z текисликда ётади. 
Бу сохани Оу укка параллел чи- 
зи^лар билан булиб чиксак, (1/) со­
ха куйидагича тавсифланади:

(V) =  { (х, у, z): 0 < 2  <\ 2 д;1 
— а <  х <  а  — 2; |

а* <  у  <  У а 2 — х2}.
Энди тегишли чегараларни куйсак,
/ 4 интеграл хосил булади.

Охирги / 6 интегрални кесим усу- 
ли билан хосил килиш учун 2 хол- 46г-чизма
ни куриб чикамиз:

1) узгарувчи г (аргумент) 0 дан а гача узгарганда х >  0 ва ке­
симда ярим доирадан каттаро^ шакл (46- г чизма) хосил булади;

2) узгарувчи z а дан 2а гача узгарганда х <  0 ва кесимда ярим 
доирадан кичикрок; шакл (46- в чизма) хосил булади. Энди бу ке- 
симларни Ох у^ига параллел чизиклар билан булиб чикамиз:

Юкорида / 4 учун келтирилган маълумотлардан фойдалансак, х <  О 
^ол учун (V) соханинг (Kj) бир кисми куйидагича тавсифланади:

(Уг) =

бу ерд а у ъ у 2 лгр х  
нади ва у х —  1f  аг

(х, у,  г): a < z < 2a; у г < у < у 2\ 
— У  а 2 — у 2 < х < а  — г },

2 +  у 2 =  а2, х а — г тенгламалардан аникла-
(а — г)2, у 2 — У  а 2 — (а 

вишда D e a  N  ну^таларнинг ординатасидир (ух =
У n =  V  2аг

Уо

г)2. Улар мос ра- 
— У  2аг — г2;

У г =  У n =  У 2 аг  — г2) .
Узгарувчи 2 (аргумент) 0 дан а гача узгарганда z =  const кесим- 

даги шакл 3 та булакка ажралади: иккита доиравий сегмент (DEDJD 
ва NS NXN  контурлар билан чегараланган) ва доиранинг N N XTDXDN  
контур билан чегараланган ^исми. Шаклдаги ёйлар ва ну^таларни 
куриб чикамиз: ETS  да х =  — У  а- — у 2, ЕА XS  да х =  У  а2 — у 2, 
DN  да х — а — 2; Е  ну^танинг ординатаси у = — a, S  учун у  =  а, 
D  ва Dx лар учун у  — у х =  — У  а2 ■
Ni  лар учун у  =  у % =  У Ж -

• (а — i f  =  —У 2az — г2, N  ва
-{а — z f  =  У 2az — г2. 

Демак, (V) нинг DEDJD сегментдан иборат (У2) кисми



(V) нинг N S N f l  сегментдан иборат (F3) кисми

(Vs) =  { (х, у, z): 0< г < а; у 2 < у < а ;
— У  а 2 — г/2 <  х <  т / а 2 — г/2},

ва, ни^оят (7) нинг NN{TDJ)N  контур билан чегараланган (У4) 
^исми

(V4) =  {(х, у , г): 0 <  г < а; г/х< у  <  г/2;
— > а2 — у2 <  л: <  а — г)

каби тавсифланади.
Энди (l/j), (К2), (V3), (F4) сохаларни узаро тавдослаймиз. Курина­

дики, (l/j), (V4) сщаларни бирлаштириш мумкин. (I/,) U (V4) со^ада 
г  аргументнинг чегаралари энди 0 дан 2а гача узгаради. Бу сохани 
(У*) деб белгилаймиз. Шундай килиб, (V) =  (V*)U (V ^U  (F3). Шу

иабгбли (V) соха учун берилган /  =  j | J  /  (х, у, z) dV уч каррали
№

интеграл / 6 куринишидаги учта такрорий интеграл йигиндиси билан 
ифодаланади.

Берилган уч каррали интеграл учун хам кесимлар усули ёрда- 
мида 6 хил такрорий интеграл хосил килдик. Умуман, уч каррали 
интеграл учун турли такрорий интеграллар сони 3! =  6 та, турт 
каррали интеграл учун — 4! =  24, ни^оят, п каррали интеграл 
у ч у н — п\ та эканини кайд килиб утамиз.

2- х°л- Курилаётган 6- мисолда берилган /  =  J U  /  (х, у,  z) dV
(V)

уч каррали интегрални (г, ср, г) цилиндрик координаталар системаси­
да 6 та турли такрорий интегралга келтириш мумкин. Уларни мос 
равишда / г, / 2, / 3, / 4, / 5, 1е лар билан белгилаймиз, аммо бу / г , 
г =  1,6 1- ^олдаги / г лар билан, умуман айтганда, устма-уст туш- 
майди.

Маълумки (х, у, z ) декарт координаталар системасидан (г, ср, г) 
цилиндрик координаталар системасига утилганда x — r cosqp, у  =

=  r sin ф, 2 — 2 ва D x̂’ у ’ г,'>- — г  формулалардан фойдаланилади. 
& if) ф» %)

Шу алмаштириш натижасида берилган интеграл ушбу

/ =  J j 4  f(x,  у ,  г) dV =  j j j  f (г соэф, г s \ ny , z ) - г -dr dydz  
(V) (v*)

куринишга келтирилади, бу ерда (У*) соха (У) соханинг янги (г, ф, г) 
системадаги аксидан иборат.

Энди бундан кейинги мулохазаларимизда мухим булган баъзи 
маълумотларни келтирамиз:

а) г  =  const — (г, ф, г) координаталар системасида у^и Oz ва ра­
диуси г булган доиравий цилиндрик сирт тенгламасидан иборат;

б) ф =  const — (х, z) текислик билан ф бурчак ташкил этиб, Os 
увидан утувчи ярим текислик тенгламасидан иборат;
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в) 2 =  const — Oz  у^ига пер­
пендикуляр ((х, у) текисликка 
параллел) текислик тенгламаси- 
дан иборат.

1 =  j f 1 / У’ z> dV  уч каР'(V)
рали интегрални цилиндрик коор­
динаталар системасида такрорий 
интегралга келтириш учун ке- 
симлар усулидан фойдаланамиз.

1. (V) сохани ср — const ярим 
текисликлар билан булиб (кесиб) 
чикамиз, яъни ф ни эркли аргу­
мент деб оламиз (47- чизма).
Олинган (г, ф, г) системада ци­
линдрик сиртнинг тенгламаси 
г =  а куринишга эга, х +  г  =  а 
текисликнинг тенгламаси эса 
z — а — г cos ф куринишда була­
ди. Аргумент ф нинг узгаришига 
к араб, яъни cos ф нинг ишораси- 
га богли^ хол да, кесимда OMNB  (47 а- чизма) ёки OPQB (47 б- чиз­
ма) трапеция сатхи ^осил булади.

Агар ф — аргумент хамда г =  г (ф), z — z (ф, г) деб ^арасак,
у холда 0 <  ф <  2я  ('— ~  <  ф <  учун OMNB  (OPQB) кесимни

турли радиусли (0 <  г  <  а) цилиндрик сиртлар ясовчилари билан 
(Oz га параллел) (х, у) (z =  0) текисликдан то берилган z =  а —
— г  cos ф текисликкача тулдириб чикамиз. Натижада берилган со^а 
куйидагича тавсифланади:

(V) =  {(г, ф, г): 0 <  ф <  2л; 0 <  г  <  а\ 0 <  z  <  а — г  cos ф j .

Шу сабабли берилган уч каррали интеграл ушбу

47- чизма

/ w < f • y / > f

476- чизма
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2st a a—г cos cp

It =  J  dy  j" r dr j  f ( r  cos ф, r  sin ф, z) • dz 
о б о

такрорий интеграл куринишда ёзилади.
Энди ф — аргумент, z =  z (ф) ва г — г (ф, z) деб карасак, у халда 

кесимларни (47 в чизма, 47 г- чизма) (х, у) текисликка параллел 
турри чизиклар билан тулдириб чикиш керак. Х,ар бир ф учун кесим 
иккита со^ачага булинади. Керак ли ну^та ва кесмалар учун г ва г 
ни ани^лаймиз:
N  нуктада г =  a; z =  a — а соз ф =  а ( 1 — cos ф), B N  кесма учун 
г  =  — 2 ва шунга ухшаш

COS ф

Q да г — а — a cos ф =  а (1 — cos ф) >  а,
/->г> а  — гQB да г =  ------ .

COS ф

Натижада (V) сохани шундай туртта (V^, (V2), (V3), (V4) сохалар 
йириндиси куринишида ёзиш мумкин буладики, улар цуйидагича тав­
сифланади:

(^l) =  |  (г> Ф. 2): — ~  <  Ф <  0 <  z <  а (1 — cos ф); 0 <  г <  а | ,  

(V2) =  Ф. г): — - у  < ф <  Y ’ а (1 — соэф) < 2  < а ;

О
COS ф  :

(Va) =  |  (г, ф, г): - у  ^  ф <  0 <  г <  а; 0 <  г <  a j,

(Vi )  — I (г> Ф> z) <  ф <  —  ; а  <  z <  а  (1 — cos ф );а ~ г ■ <  г ^  а  i
I 2 2 cos <р
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Шундай килиб, берилган уч каррали интеграл туртта такрорий 
интеграл йигиндиси куринишида ёзилади:

Л
2 a ( l - c e s q )  а

/.-f d ф  J
— Я О

dz J r - f (г cos ф, г sin ф, г ) -dr +
о

+
Jt fl (1—COS ф)

2

3iTE 
2

а—г
cos ф

dz j  г-
О

/  (г cos ф, г sin ф, г) * dr +

+  I  j d z  j r - f  (г
Я 0 0
2

cos ф, г sin ф г) •d r-f

ЗЯ
2

+

а  (1—cos ф)

dz  j r- f  (г cos ф, г sin ф, г ) -dr.
а—г
СОБф

2. (У) сохани г == const (0 <  г а) 
деб цилиндрик сиртлар билан тул- 
дириб чизамиз (48- чизма), яъни г ни 
эркли аргумент деб хисоблаймиз.
Ички интеграллар чегарасини куйиш 
учун олдин ф =  ф(г), z =  z(r,  ф) деб 
оламиз. Чизилган цилиндрик сирт 
учун ф, z узгарувчилар 0 <  ф <  2 я,
О -с: z я  — г  cos ф тенгсизликларни 
каноатлантиради (48 а- чизма). Шу 
сабабли (V) сохани ^уйидагича таЕ- 
сифлаш мумкин:

0 0  =  ((г, ф, г ) : 0 < г < а ;
0 < Ф < 2  л; O ^ z ^ a  —  г  соэф).

Бу холда берилган уч каррали интеграл ушбу
2 я  а— г собф

/ з =  о r d r  о й Ч>£ f (г cos ф, г  sin ф, z)-dz

такрорий интеграл куринишида ёзилади.
Энди / 3 интегралдаги иккита ички интеграл урнини алмаштира- 

миз. Бунинг учун г ни эркли аргумент (0 <  а) деб, z  =  z (г) 
ва ф =  ф (г, z) десак, у холда (У) соха ичига чизилган г — const цилин-
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48а- чизм а 486  - чизма

дрик сирт ну^таларининг г  апликатасини г радиусга боглаб, сунгра 
уларнинг ф ^утб бурчагинн аницлаймиз. Шаклдан куриниб турибди- 
ки (48- б чизма), В ну^та учун z =  а — г (ф == 0 да) ва С ну^та учун 
z =  а +  г(ф =  л  да). Шундай цилиб, 0 <  г <  а —■ г булганда г — const 
цилиндрик сиртнинг тулщ  ён сирти чизилади, яъни 0 <  ф 2я бу- 
*-3?ди ва (У) сох;анинг тегишли (У,) ^исми ^уйидагича

(V i)=  {(г, Ф, г ) : О ^ г ^ а ;  О г ^ ф - ^ 2  л; О ^ г ^ а — г)
тавсифланади. Энди z нинг нийматлари а — г <^z ^  а +  г тенгсизлик- 
ларни каноатлантирганда айлана ёйларини, яъни M T N  куринишдаги 
•(48- чизма) ёйларни чизиш керак булади. Бу M T N  ёйдаги нукталар 
учун ф ни топиш ма^садида М  ва N  нукталар z =  а — г cos ф те- 
кисликда ётишидан фойдаланамиз:
<р =  -±- arc cos -—- +  2 п п,  n £ Z ( Z  —■ бутун сонлар туплами) М ну^-

та учун ф =  a rc  cos - , N  ну^та учун ф =  2 л  — arc cos  ̂ ,

.демак, MTN  ёйда ф;М <  Ф <  Фл,. (У) со^анинг иккинчи (У2) ^исми
/^уйидагича (У2) =  {(г, ф, z ) : 0 < r < a ;  й — r < z s ^ a - f r ;  Фм <

ф'д/} тавсифланади. Шундай килиб, берилган уч каррали интег­
рал ушбу

а а —г 2я

О О О
а —г

2л—arc co s-----

О

г

а—г а—гarc c o s -----
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иккита такрории интеграл i ih f h h - 
диси куринишида ёзилади.

3. (У) сохани 2 =  const те­
кисликлар билан кесиб чизамиз 
ва ^осил булган дойра к.исми 
(доиравий сегмент)шаклидаги ке- 
симлар билан бутун (1/) сохани 
булиб чизамиз. Бу кесимларнинг 
куриниши х нинг ишорасига, ас- 
лида эса z нинг ^ийматига 6 o f - 
лицдир (49- чизма). Хусусан,

а) 0 <  2 <  а интервал учун 
кесим ярим доирадан каттарок,,

б) а С  z <  2а интервал учун 
кесим ярим доирадан кичикрок* 
экани равшан.

Энди г ни эркли аргумент, 
г =  г (г), <р =  ф (г, г) деб ^ара- 
сак, у холда кесимдаги хаР бир
доиравий сегментни концентрик айланалар ёйи билан булиб чи^иши- 
миз лозим булади.

ABDC  контур билан чегараланган кесим учун 0 ^  z <  а булиб,
| Ох А\  =  }х\  =  \а — z \ =  а — z тенглик уринли ва ВС  тенгламаси 
г cos ф +  г =  а дан иборат. Бу тенгламани ф га нисбатан ечамиз:
ф : ± a rc  cos а — г 2лп, п 6 Z (Z  — бутун сонлар туплами). АВ

учун ф =  arc cos -— - ва АС  учун ф 9  тт----я —arc cos : тенгламалар-
т г

ни аницлаймиз. К,аралаётган кесим ичига маркази О, нукта да бул­
ган айланалар чизиш мумкин. Агар уларнинг радиуси | А \ дан 
катта булмаса, тулик айланалар чизилади ва 0 <  г <  а — z оралик- 
да ф бурчак 0 дан 2л гача узгаради (49 а- чизма). (К) соханинг шу 
мулохазалар билан аницланган (У^ цисмини куйидагича тавсифлаш 
мумкин:

4 9 а ■ чизм а
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(^ i) =  {(r > Ф> z) '■ 0 s? z sS a; 0 <  r <  a — 2; 0 <  cp <  2nj

Агар концентрик айланалар радиуси | Oi А | дан катта булса, 
айлана ^исмлари чизилади ва a — 2 г а ораливда циркуль учи 
АВ  кесма ну1\таларидан АС кесма нуцталаригача бурилади. Демак, 
Ф бурчак учун ушбу ф д в ^ ф г ^ ф ^ с  тенгсизликлар бажарилади. Бу 
эса, (V) соханинг ((/ 2) кисмини тавсифлаш имконини беради:

(V'a) =  ( (г, ф, 2): 0 <  г a; a — z < r ^ a ;  arccos -— -
I

ф <  2 л  — arc cos -—

MPQNM  контур билан чегараланган кесим (49 б- чизма) учун 
a ^  z  ^  2а булиб, | 0 2 М | =  I х j =  | а  — z | =  2 — а. МР  кесма ф =
=  arc cos ------- (утмас бурчак), MN  кесма ф =  2л — arccos -— - тенг-

г г
ламалар билан тавсифланади. Маркази Оъ да булган концентрик ай­
ланалар ёйлари билан бу кесимни булиб чизамизД Бунда энг кичик 
радиус j 0 2 М \ га, энг катта радиус эса а га тенг булади. Демак, 
z — a ^ r ^ a  тенгсизликлар уринли ва циркуль МР  кесма ну^таси- 
дан то M N  кесма нуктасигача бурилади, яъни ф м р ^ ф ^ ф м л -  тенг­
сизликлар уринли. Шундай ^иляЗ, (V) соханинг (К3) булагини хам 
тавсифлаш мумкин:

(V3) =  |(г, ф, 2) : а <  г ^  2а; 2 ■ ■ a ^ r ^ a ;  arc cos -— -<g

а  ■
^  Ф <  2 л  —  arc cos

Берилган (V) сох;а (1/х), (1;2), (У3) соз^алар йигиндисидан иборат. Щу- 
нинг учун уч каррали интеграл шу со^алар буйича олинган учта 
такрорий интеграллар йигиндиси куринишида ёзилади:"

а а —г  2л

/ 5 =  [ dz  [ г d r  \ f (г cos ф, г sin ф, г) • dcp +  
о 0 б

а—г
2л —arc COS -----

а а г

+  ) d z  f г d r  j* /(rcos ф, r sin ф, z)-dq> +
О a—z

2а а г

+  J ̂  { г d r  ( f {r  cos ф, r sin ф , z)-dq>-
a z ~ a  а — 2arc cos ----

_ _ „  r
Энди охирги такрорий интегрални ёзиш учун z  ни эркли аргу­

мент ва ф =  ф ( г ) ,  г =  г (ф ,  г) деб хисоблаймиз. Кесимдаги сохани
0 1 (ёки 0 2) нукталардан чиккан нурлар билан булиб чикамиз.
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ABDCA контур ичидаги соха учун 0 < г  < а тенгсизликлар уринли.
ВС  нинг г cos ф +  z =  а тенгламасини г =  -— -  куринишда ёзамиз.

cos <р
Ojfi, OjC нурлар учун ф нинг кийматини г — а айлана билан 
г соБф -}- г =  а (ВС) тугри чизи^нинг кесишиш шартидан топамиз. 
Бунинг учун

(г =■ а,
(г cos ф +  z — а

системани ф га нисбатан ечиш лозим. Равшанки, ОхВ учун ф =  а  =
О ■ Z

=  arc cos------ , ОаС учун ф =  — а  (ёки ф =  2л — а) муносабат-
а

ларга эгамиз. А ВВС А кесим иккита булакдан тузилган (49 в- чиз­
ма). Улар АВОх СА ва Ох B DC 0 1 контурлар билан чегараланган.

а) А В 0 1 СА контур билгн чегараланган учбурчак шаклидаги со- 
хаси учун нурлар ОхС газиятдан ОхВ гача силжийди ва доимо ВС 
кесма ну^таларигача чизилади. Энди (У) соханинг тегишли (УО бу- 
лагини тавсифлаймиз:

(l/i) =  Ur, ф, г ) : 0 <  г а; — arc cos h z l  ^  ф ^  arc cos ;
а а

г, а — Zl О ------  ;
cos <pj

б) O^BDCOx контур билан чегараланган дойра кисми учун сс <  Ф <
<  2 л — а,  0 <  г ^  а тенгсизликлар бажарилади ва (У) соханинг (У2) 
булагини ^ам тавсифлаш мумкин:

(У2) =  {(г, ф, г ) : 0 г  <  а; а  ^  ф <  2я — а ; 0 <  г  ^  а}.

(У) соханинг a  sg 2 2а тенгсизликни каноатлантирадиган була­
гини ^араб чщ амиз (49- г чизма). 0 2Р  ва 0 2N  нурлар учун ф — а ,
Ф == 2л — а ,  бу ерда а  =  arc c o s  а  ~ -  в а  PN  ватар учун г =  ------ —

a cos ф
(г >  0, чунки cos ф <  0). PQNP  доиравий сегмент учун нурлар ва-

4 9 в -ч и зм а  4 9 г-ч и зм а
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зияти ф нинг ф =  а  дан ф =  2л  — а  гача булган кийматларига мос 
келади ва улар PN  ватардан г =  а айланагача каралиши лозим.
Шунинг учун а тенгсизликлар уринли. Шундай цилиб,

cos ф
(У) нинг навбатдаги учинчи (У3) кисмини хам тавсифлаш мумкин: 

(У3) =  {(г, ф, z ) : a < z < 2 a ;  а < ф < 2 я — а; -— —
COS ф

Шундай цилиб, (У1), (У2), (У3) со^алар йигиндисидан тузилган 
(У) соха учун уч каррали интеграл куйидаги учта такрорий интеграл 
йигиндиси куринишида ёзилади:

cos Ф

- j d z $  dcp j  r- f  (г cos ф, r sin ф, z) dr-\-

~ а — г
2n  —  arc c o s -----

+  1 dz j  dq> J r - f ( r  cos ф, r sin ф, z)dr  - f

2a a  a

+  j dz  j  d<p j  r- f  (r cos ф, r sin ф, z ) dr.
a a — z a — г

arc c o s -----  -------
а со$ф

Биз юкорида берилган уч каррали интегрални цилиндрик ко- 
ординаталарда 6 хил усул билан такрорий интеграл куринишида (улар- 
нинг йигиндиси куринишида) ёзиб чицдик.

3- х о л . Нихоят, курилаётган 6- мисолда берилган уч каррали 
интегрални (г, ф, 8) сферик координаталар системасида хам 6 та 
турли такрорий интегралга (ёки такрорий интеграллар йигиндисига) 
келтириш мумкин.

Маълумки, (х, у, z) декарт координаталари билан (г, ср, 0) сфе­
рик координаталари орасидаги богланишлар ушбу

х — г cos ф -cos 0, у  =  г sin ф -cos 0, z =  г sin 0 

формулалар билан берилади, бунда алмаштириш якобиани учун

г2 cos0 формулага эгамиз.
D (х, у , г) _  2
D (г, jp, в)

Узгарувчиларни бундай алмаштириш натижасида уч каррали ин­
теграл цуйидагича ёзилади:



бу ерда (У**) соха берилган (К) соланин г сферик координаталар сис- 
темасидаги аксидир.

Сферик координаталар системасида:
а) г =  const (г >  0) маркази О (0, 0, 0) нуктада ва радиуси г га 

тенг булган сферик сиртдир;
б) ф =  const (0 <  ф <  2л) Oz увидан утган ва (х, г) текислик 

билан ф бурчак ташкил этган ярим текисликдир. Эслатиб утамизки, 
Ф бурчак Ох уцининг мусбат йуналишидан соат милларининг йуна- 
лишига к;арши йуналишда ^исобланади;

в) 0 =  const I -----эса, учи О (0, 0, 0) нуктада, у^и

Oz устида булган ва ясовчилари (х, у) текислик билан 0 бурчак 
ташкил этган доиравий конус сиртидир.

(V) соха сферик, конус сиртлар билан чегараланган холларда 
сферик координаталар системаси ишлатилса, содда такрорий инте- 
гралларга келиш мумкин. Биз бундай ^олларга мисоллар курмай- 
миз. 6- мисолда берилган (V7) соха бош^ача сиртлар билан чегаралан­
ган. Шу холда сферик координаталардан фойдаланиб берилган уч 
каррали интегрални такрорий интегралга келтириш билан шугулла-, 
намиз.

6- мисолдаги (У) сохани чегараловчи сиртларнинг (г, ф, 0) сферик 
координаталардаги тенгламаларини ёзамиз:

а) х2 +  У2 =  а 2 цилиндрик сиртнинг сферик координаталардаги 
тенгламасини ёзамиз: г2 cos2 0 == а- ёки г cos 0 =  а. К,айси узгарув- 
чини функция дейишимизга караб, цилиндрик сирт тенгламаси

г =  ——  ёки 0 =  arc co s—  куринишда ёзилади. 
cos Э г

б) х +  z =  а текисликнинг сферик координаталардаги тенгламаси 
г  (созф cos 0 +  sin 0) =  а куринишга эга. Демак, г =г ( ц> ,  0) деб
олинганда текислик тенгламаси ушбу г  = ---------- ------------ куриниш-

cos ф cos 0 +  sin 0
да ёзилади, ф == ф (г, 0) деб олинганда эса, уша текислик тенглама­
сини cos ф =  а ~ r sin - ■ тенгликка асосан 

г cos 0
а — г  sin 0 . „ / /-v\Ф =  ±  arc cos------------------ b 2 л/г (n£Z)

г cos 0

куринишда ёзиш мумкин.
Энди 0 =  в (г, ф) деб олсак, тегишли текислик тенгламасини ёзиш 
учун аввал cos ф  c o s  0  +  sin 0  =  — тригонометрик тенгламадан 0  ни

ани^лаймиз. Бунинг учун тенгламанинг икки томонини 1  ̂ ==

га купайтириб, ёрдамчи у  бурчак киритиш усулидан фойдаланамиз:
COS ф  п  . 1 - А  __  а



sin (0 +  у) =  —т- - “—
г У  1 +  cos ф

Охирги муносабат содда тригонометрии тенгламадан иборат булиб, у
ечимга эга булиши учун ■— т.— а <  1 (маълумки, а >  0, г > 0 )

г У  1 +  COS2 ф

тенгсизлик бажарилиши етарли. Шу холда 0 учун топамиз:

г, a cos ф 0 =  arc sin — r ------ arc sin — T — .
Т у  1 - f  COS2 ф  У 1 COS2 ф

Бу биз кураётган холДа тегишли текислик тенгламасидан иборат.
в) z — 0 учун rsin 0 =  0 ёки 0 =  0 тенгламани хосил ^иламиз. 

Бундан (х, у) текисликда ётган нукталар ясовчилари (х, у) текислик 
билан 0 =  0 бурчак ташкил этган конус сиртининг ну^таларидан 
иборат экани келиб чицади.

г) (У) соханинг В ну^таси энг баланд (Oz уки буйича) ну^таси-
дир (50- чизма). У нинг координаталари ушбу г =  j / a 2 - f  4 a2 =  a i 5, 

С вФ =  я, tg 0 =  —  =  2, 0 =  arc tg 2 хисоблашларга кура мос равишда

(а ] /5 ,  я, arc tg 2) эканлигини хотирзда тутишимиз лозим булади.
Oz уци мусбат йуналишининг тенгламаси 0 =  —- ва (3(0, 0, 0)

ну^танинг тенгламаси эса г —■ 0 экани равшан. Аввал кесимлар усу- 
лида берилган уч каррали интегрални 6 хил усул билан такрорий 
интегралга келтирамиз. Бунда 11; 1г, 13, 14, 15, 16 белгилар билан 
сферик координаталар систем?сида олинган интеграллар белгилан- 
ган булиб, аввалги мулохазалардаги мос белгиларга алохаси йу^.

1 . 0  =  const. Берилган (V) 
сохани конуссимон сиртлар би­
лан булиб чикамиз. Аргумент 
0 нинг кийматига ^араб конус 
сирт (У) сохани чегараловчи 
сиртларни турлича кесиб утади:

а) 0 <  0 <  arc tg 2 да 0 =  
const конус сиртнинг баланд 
ну^таси К  цилиндрик сиртда 
ва пастки ну^таси М  берилган 
текислик билан ср =  0 ярим 
текисликда (50 а-чизма) ётади^

б) arc tg  2 0 <  л /2  да 
0 =  const конус сиртнинг ба­
ланд нуктаси D ва пастки нук4- 
таси L берилган текисликда
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/
5 0 -а чизма 50 -6  чизм а

булиб, турли ф =  л  ва ф == 0 ярим текисликларда ётади (50- б 
чизма).

Энди 9 ни эркли аргумент, г =  г (0) ва ф =  ф (г, 0) деб ^араб, 
кесимдаги конуссимон сиртни г радиусли сфера билан кесиб чи^а- 
миз ва ф нинг узгариш со^асини конус ясовчилари вазиятига (ёки 
ярим текисликлар вазиятига) караб аниклаймиз.

Керак буладиган ОМ, ОК (50- а чизма), OD, OL (50- б  чизма) кес- 
малар узунлигини мос равишда rM, rK, rD, rL деб белгилаймиз ва 
уларни аниклаймиз:

ОМ учун ф =  0, г (cos ф cos 0 +  sin 0) =  а

тенгликлардан топамиз: г м =  ----- --------- ; OL учун ^ам г, =
т cos 0 - f  sin 0

= ------ --------- формулага эгамиз. Нихоят, ОК учун г к =  —— (ф га
c o s 0 + s i n 0  J J K  COS0 т

борлиц эмас), OD учун ф =  л, г (cos ф cos 0 +  sin 0) =  а муносабат-
лардан г п = ------ ---------  формулаларни ^осил киламиз. Ю^оридаги

и  sin 0 — cos 0
а) ^олда 0 <  0 <  arc tg  2 тенгсизликлар уринли. Шунинг учун ра- 
диуси ОМ дан катта булмаган сферик сиртлар 0 =  const конус сирт­
ни т у л и к  айлана буйича кесиб утади, яъни г нинг 0  <  г  < ------ - -----------

cos 0 +  sin 0
тенгсизликларни цаноатлантирадиган ^ийматлари учун ф нинг 0 <
<  Ф <  2 л  тенгсизликларни цаноатлантирадиган ^ийматлари турри 
келади.

(V) со^анинг тегишли г^исмини (Kj) деб белгилаймиз, у цуйидаги- 
ча тавсифланади:



Сферик сиртлар радиуси ОМ дан катта. Шу ОМ билан О К  ора- 
с ида конус сиртида айлананинг бирор кисми чизилади; ушбу л: +  z —a

а — л s i n  0текисликда етадиган ну^талар учун ср =  arc cos------------ва <р =
г COS 0

=  2 я  — arc cos a ~~rsin 6 муносабатлар уринли. Шу сабабли (У) со-
r COS 0

^анинг тегишли (У2) кисми куйидагича тавсифланади:

(У2) =  {(г, ф, 0) :0 <  6 <  arc tg 2; а , <  г <
c o s  0 +  s i n  0 COS 0

а — г sin б ^ „ а — г sin 0arc cos------------  <  Ф <  2 я  — arc cos
Г COS 0 Г COS

JTЭнди 0 нинг arctg 2 <  0 <  — тенгсизликларни цзноатлантира-

диган ^ийматлари учун ^ам икки (У3) ва (У4) со^аларни курсатиш 
мумкин:

а) 0 <  г <  ги  0 <  ф <  2 я  ва б) rL <  г <  гд , ф <  ф <  ф0 ; D lt 
D 2 нукталар учун ф ни аниклаш формуласи К г, К 2 ну^таларникига 
ухшаш булиб, ф микдор 0 ва г  узгарувчиларга борлщ булади. Д е­
мак, (Уа) ва (У4) со^аларни ^ам тавсифлаш мумкин:

(У3) =  {(г, ф, 0): arctg 2 <  0 <  — ; 0 < /- <
2 cos 0 +  sin 0 ’

0 < ф < 2 л } ,

(Vi) =  {(г, ф, 0 ) :arctg 2 <  0 <  —; ------ -—:— <  г <
2 cos 0 +  sin 0 sin 0 — cos 0

a —r sin 0 „ a — г sin 0arc c o s----------------ч ф ^ 2 л  — arc cos
r cos 0 r cos 0

Юкорида тавсифланган (У,), (У2), (У3), (У4) сохаларга синчиклаб 
эътибор берсак, курамизки, (У3) ва (Ух) сохаларни бирлаштирса бу­
лади, хосил булган сохани (У*) деб белгилаймиз. Равшанки, (У*) со­
ха учун 0 аргумент 0 дан я/2  гача узгаради. Шундай к,илиб, (У|) 
сохани куйидагича тавсифлаш мумкин:

Ю  =  {(Г, Ф, 0 ) : О < 0 < ^ ;  0 < Г < - — ; 0 < Ф^ 2 я ) .
1 2 cos 0 -j- sin 0

Ни^оят, берилган уч каррали интегрални куйидаги учта такро­
рий интеграллар й и р и н д и с и  куринишида ёзамиз:



arctg 2 cos 0 2Л—a
+  j" c o s 0 d 9 j  f - d r  |  F (r, cp, 0) dф +

cos 0+sin 0

jt/2 sin 0-f-cos 0 2я —a
-f- f c o s 0 d 0  f r2 dr  j  tp, 0) dtp,

a rc tg  2

cos 6-1-sin 0
-  a — r sin 0бу ерда a  =  arc cos ----------- - ва

J K r cos 0
F (г, Ф , 0) =  /  (r cos ф cos 0, r sin ф cos 0, r  sin 0).

Энди 0 ни эркли аргумент >?амда ср =  ф (0), г — г (ф, 0) деб уч 
каррали интегралда интеграллаш чегараларини куямиз. Берилган 
в  =  const (0 <  0 <  arc tg 2) конуссимон сиртнинг ихтиёрий ф (0 <
<  Ф =5 2л) ярим текисликдаги ясовчисини г — г (ф, 0) радиусли сфе­
рик сиртлар билан булиб чизамиз. Х>ам 0 =  const конус сиртда, х;ам 
г  cos 0 =  а цилиндрик сиртда ва ^ам г (cos ф cos 0 +  sin 0) =  а те­
кисликда ётган К 3, Ki  ну^талар учун ф =  Ф0, ф =  2л  — Ф0 (ёки 
Ф  = — ф0) координаталарни топамиз. Бунинг учун цилиндр ва текис­
лик тенгламалари системасини ечамиз:

r(cos ф cos 0 -f- sin 0) =  г cos 0; cos ф == =  1 — tg 0;
cos 0

Ф == Ф0 =  arc cos (1 —■ tg 0).

ТТТундай ь^илиб, ф нинг ф0 <  ф ^  2л — ф0 тенгсизликни каноатланти- 
радиган ^ийматлари учун сферик сиртларнинг радиуси г  =  0 дан то 
цилиндр сиртидаги (50а- чизма) К 3 K K i  ёйнинг ихтиёрий N  ну^та-
сигача булган ON масофагача, яъни г — а ■ микдоргача узгаради.

cos 0
Бунга асосланиб (V) соханинг бир кисмини тавсифлаймиз:

(Vi) =  | (ЛФ, 0): 0 <  0 <  arc tg 2; ф0 < ф < 2 л  — ф0;

0 <  г а
c o s  0

Шаклдан куриниб турибдики, К лКг М К 2 Ki  ёйдаги ну^талар 
х  +  z — а текисликда ётади, улар учун

г ==---------- ^  I ~  а ва I ф ' <  ф°-COS ф cos 0 -J- sin 0

Шу ёйдаги исталган нук,тагача утказилган конус ясовчисини радиуси
О ^  г <  Гтекислик тенгсизликни каноатлантирадиган сферик сиртлар ке- 
сиб утади. Бу (V) соханинг яна бир кисмини тавсифлаш имконини 
беради:
(Уг) =  !(/•, ф, 0): о ^  0 <  arc tg 2; — ф0<  Ф ^  Ф0; 0<r«S

COS ф cos 0-j-sin 0j 
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Энди 50- б чизмага каргб, 0 учун arc tg 2 <  0 <  — тенгсизлик­

лар бажарилганда <р =  ср (0), г  =  г (0, ср) деб, (V) со^анинг долган 
кисмиии аниклаш мумкин. L D1D D 2L контур бутунлай x - \ - z = a ,
яъни г =  ---------- -—--------  текисликда ётади. Ихтиёрий ср (0 ^ср <

cos ф cos 0 +  sin 0
<  2л) ярим текисликдаги 0 =  const конуссимон сиртнинг ясовчисини 
радиуси 0 <  г <  /"текислик тенгсизликларни к^аноатлантирадиган сферик: 
сиртлар кесиб утади. Демак,

(1/'3) =  |(г, ф, 0): arc tg  2 <  0 <  0 <  ф <  2л;

0 < г < -
cos ф cos 0 +  sin

Шундай килиб, (V) соха учта (V^), (V2), (т/ 3) кисмга ажратилди. 
Шу сабабли уч каррали интеграл куйидагича учта такрорий интеграл 
й и р и н д и с и  куринишида ёзилади:

а
arc tg 2 2 я—arc соэ (1—tg 0) cos 0

J2 =  |  cos QdQ [ dq> J  r2-F(r,  ф, 0)dr-f-
0 arc cos (1—tg 0) 0

arc tg 2 arc cos (1—tg0) cos (p cos 0-j-sin 0

+  J  cos0 d0 j  r2-F(r,  ф, 0)d/*+
0 —arc cos (1—tg 0) 0

п / г 2л  cos cp cos 0+ sin  0

+  f cos 0 dd f dcp f r2 F (r , ф, 0) dr.
J о о
arctg 2 0 0

2. r =  const. Берилган (У) сохани радиуси г  =  const булган сфе­
рик сиртлар билан булиб чикиб, хар бир г  нинг киймати учун ф, 0 
ларнинг узгаришини куриб чщамиз.

Координаталар бошидан х-'г  z =  а текисликкача булган масофа
о У"2 д. л ^  ^  a V2—- —  га тенг, демак, сферик сиртларнинг радиуси 0 ^  г <  — ора-

ликда узгарганда (1/) сохага куйидагича тавсифланган

(Уг) ~ { ( г> <Р’ ; O ^ Q ^ y '’ 0 < ф < 2 л

сохани чизиш мумкин. Бу со^а ярим шардан иборат.

Лекин сферик сиртларнинг радиуси -  ^  г  ^  а орали^да уз­

гарганда улар ф =  0 ярим текисликдаги AD кесмани (51-чизма) 
ОР биссектрисага нисбатан симметрик жойлашган М  ва S ну^та-
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51- чизма

ларда кесиб утади. Бу ну^талар учун 0 нинг мос ^ийматини топа­
миз. Ушбу ф == 0; г (cos ф cos 0 +  sin 0) =  а тенгламалардан cos 0 +

г <с; а  хол учун яна (V) со^анинг ^исмларини куриб чизамиз 
(51 а-чизма):

1) ES  ёй (V) да бутунлай жойлашган шар цатламининг эгри 
сатхини чизиб чикади, унинг пукталари учун 0 <  0 <  О L ва 0 <  ф <  
< 2 я  тенгсизликлар уринли.

2) ММ  ёй эса (V) со^ада жойлашган шар сегментининг эгри

+  sin 0 =  — тригонометрик тенглама ^осил булади. Унинг кури-

лаетган масалага тегишли ечимлари тенглама-

Энди S нукта учун 0j =  0S =  — arc cos ^ _ , М  нукта учун
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сат^ини чизиб чикади, унинг 
нуцталари учун 02 <  0 <  — ,

0 <<psj 2л тенгсизликлар урин­
ли.

3) S j M j  ёй эса шар к4ат 
ламининг х  +  z =  а текислик 
билан кисми ажраган эгри сат- 
зрни чизиб чикади. Бу сохада
01 <  9 <  02. ф нинг киймати г,- 
0 га боглик булиб, текислик- 
нинг г  (cos ф cos 0 - f  sin 0) —а 
тенгламасидан аникланади:

ф — ±  arc cos —— — S.— -j~ 2 пп (n£Z), яъни ср бурчак

arc cos

г  cos 
а — г sin 

г  cos 0
■ < Ф < 2 л  — arc cos а  — г  sin 0 

г cos 0
ораликда узгаради.

Шундай килиб, <  а хол учун (I7) сох,анинг яна учта

булагини тавсифлаш мумкин:

04) =  | ( г> Ф> 0 ) : <  г  <  а > 0 < 0 < 0 i ;  0 ^ ф ^ 2 я | ,

(V3) ~  {(Л ф , 0): <  г  <  а\ 02 ^  0 ^  0 ^  ср 2л},

[ 0 ^  =  (г ,Ф,0) а У  2
< r < a ;  0 i < 0 < 0 2;

а — г sin U Л
arc co s----------- -—  <  Ф <  2л — arc cos-

г cos tt
а — г  sin 

Г COS 0

51 б- чизма

Энди радиуси а ^ г ^ а  |/1Гора- 
ликда узгарадиган сферик сиртлар 
билан (V) соха нинг долган ^исмини 
булиб ^чи^амиз. Х,ар бир сфера ф —я  
ярим текисликдаги BD кесмани Т  
нуктада ва цилиндр ясовчиси СВ ни 
К  нуктада кесиб утаДи (51-6 чиз­
ма). Т  нукта учун 0 ни ф =  я , 
г  (cos ф cos 0 + s in  &)=а тенгламалар-

дан, яъни sin 0— cos 0 =  — тенгла- 

мадан топамиз:
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sin I в — a - 0 =  — +  arcsin- a т 4
r j / 2  * 4 тУ  2

К  нукта учун 0 ни г  cos 0 =  а цилиндрик сирт тенгламасидан 
топамиз: 0Л — ar ccos —. Олдиндан олинган г  =  const ва унга караб

топилган 0Л <  0 <  0Г лар учун ср =  ф (г, 0) нинг ^ийматини г —const 
сфера билан г (coscp cos 0 -(- sin 0) =  а текисликнинг кесишиш ТгТ Т г 
ёйида ётган Т ь Т 2 ну^таларга мос келган ф нинг цийматларидан 
ани^лаймиз:

а  — г  sin 0Ф! =  arc c o s ------ --------- ,
г cos 0

п а — г sin 0
ц>2 =  2 л  — arc co s---------— .

г  cos 0

Шундай килиб, (У) соханинг бешинчи булагини з^ам тавсифлашимиз 
мумкин:

(У5) =  ((г, ф, 0): а <  г  <  а У  5 ; arc cos — <  0 <  — +
I г  4

- f  arc sin — ; arc cos a -~~-r sin9 <  ф <  2 n — 
r у  2 г cos 0

a — r s in  0— arc cos
r  cos 0

Натижада берилган уч каррали интеграл бешта каррали интеграллар 
йигиндиси куринишида куйидагича ёзилади:

а У  2
2 я/2  2 Я

/ з =  j  г 2dr j1 c o s 0 d 0 j  F  (г, Ф, 0)<2ф +

I
л  а------- arc c o s -------

Г  4

+  J г 2 dr 

аУ  2

г’/  2
cos 0 d  0 [ F (г, ф, 0) d  ф +

+ 1
Л /2 2 я

л . а ----- {- arc cos -

cos 0 с? 0 J  F (г, ф, 0) d  ф +

тУ2
я  , а------f- arc cos--------
4 г У  2

2 я  — arc cos а  — г sin  1 
г  cos Э

cos 0 d  0 F (г, ф, 0) d  ф
Л а—. — arc cos 
4

а — rsm ( 
г cos 0

+
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— +  arcsin ---- -—  a — rsin 9—  4 /— 2 Я — arccos ----------
a y  5 г у  2 rcos 0

+  j  r*dr f  COS0̂ 0 f F(r,<pf 0)dip.
a arccos — arcos -a  ~  fsin...9 ,

f  rcos 0

(бу ерда учта интеграл бир хил ташк,и 
интеграл буйича бирлаштириб ёзилган 
ва F (г, ф, Э) =  /  (rcos <p cos 0, rsin ф X 
X cos 0, rsin 0)). Энди г ни эркли аргу­

мент, ф =  ф (г) ва 0 =  9 (г, ф) деб к,а- 
раймиз. У ^олда (J/) со^ада жойлашган 
ихтиёрий г =  const (0 <  г <  а У  5) сфе­
рик сиртнинг К.ИСМИНИ Oz дан утган 
ярим текисликлар билан кесиб, х;осил 

булган айлана ёйида 0 ни г, ф га бог- 
ли^ к(илиб оламиз. Масалан, г нинг 

а |/  2
О <  г <  ——  тенгсизликларни каноат-

лантирадиган ^ийматлари учун (51-чизма) ярим шар бутунлай (V) да 
булади. Демак, (V) со^анинг бир булагини тавсифлаш мумкин:

(У1) =  ( ( г , Ф, 0 ) : О < г < ^ - ;  0 < Ф< 2 л ;  О < 0 ^ 4 .

51 - в чиьма

Радиуси a V  2 < r < a  тенгсизликларни ^аноатлантирадиган сферик

сиртлар г (cos ф cos 0 +  sin 0) =  а текисликни маркази ОР нурнинг 
|ф  =  0; 0 =  ^ J Р  учида булган концентрик айланалар буйича кесиб

утади (51-е чизма). Айлананинг ф  =  0 ярим текисликка нисбатан 
энг узо^ жойлашган Р\, F2 ну^талари учун ф ни текислик тенгла-
масидан / 0 =  д еб ) топамиз:

СОЭф-

/  2
+

ф  =  ±  arc cos

а / 2a, cos ф

+  2 л п (п 6 Z).

Дем ак, Fx учун ф =  фг =  arccos а У  2

=  — arccos -

F2 учун ф

а ' /  2 -

ф2 =  2 л  — arccos а У  2 — г еки

(керак булганини ишлатамиз),

Ф =  —  Ф ^
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Шундай цалиб, г  =  const сферик сиртнинг сат^и икки к,исмга аж- 
ралади:

а) FXFF2 ёйни кесиб утган ярим текисликлар учун фх <  ф <  ср2
булади ва хар бир ярим текисликда — айлана ёйи чизилади, яъни

4
Л

О < 0 <  — булади. Натижада (V) нинг яна бир кисмини тавсифлаш 

мумкин булади:

(У2) =  \(г, ф, 0): - ^ 2 < r < a ;  arccos ^ -2 <  ф < 2  л —
\ z  т

а у  2 — г „ п я  1— arcco s--------------- ; О < 0 <  —}.
2 1

б) Энди текисликда ётган дойра атрофидаги сферик сирт кисмини 
к;араб чизамиз. Хар бир ф =  const (— ф1 < ф < ф х) ярим текисликда 
иккита ЛУ?Х ва R M  (51-е чизма) ёй чизилади; ф == — ф1 ва ф =  ф j 
ярим текисликларда бу ёйлар бирлашиб F2 ва Fi дан утувчи чорак 
айлана ёйини хосил килади. Бу ёйларнинг Rx ва R 2 нукталари 
г (cos ф cos 0 +  sin 0) =  а текисликда ётади, уларнинг 0„ ва 0„ ко-К а
ординаталари учун 0 ^  — -----0 ^  тенглик бажарилади ва текислик

тенгламасидан топилади:

0 а  • а . cos ф R =  0 =  a rcs in ----- — -  — — arc sin — ----- - — .
Г У  1 -| -С 082 ф  f /  1 + C O S 2 ф

Шундай килиб, (V) нинг яна икки булагини тавсифлаш мумкин:

а У 2
(^ з )=  |(г> Ф. 0) : ~ 2~~ — arccos- а1 2— — < ф <

а У ~2 — г а
Г У 1 + C O S 2 ф

COS ф

arcsin
у  l- j~ C O S 2 ф

(7 4) = | ( г, Ф, 0 ) : - ^ i - < r < a ;  - ф1< ф < ф1;

- -----arcsin ---------------------- f- arcsin — —  <  0 <  —
2 rVT- hcos2 ф У  \ +  cos2 ф 2
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й< - l a  а<! { uv<

Сферик сиртлар радиуси
<  а У д  тенгсизликларни цаноатлантир- 
ганда (51-г чизма) ф =  ф (г) ни топиш 
учун цилиндрнинг г cos 0 == а тенгла­
маси ихтиёрий ф лар учун уринли экан-
лигини эсда тутамиз. Ундан cos0 = 5 . ,

г

sin 0 =  | f  1—cos2 0 = У г2 •
киимат-

51-г чизма

а ■ cos ф +  У г %—а2 =  a; cos ф =  -

а — У  г

ларни аниклаб, г (cos ф cos 0 +  sin 0) =  
=  а текислик тенгламасига куямиз. 
Сунгра цилиндрик сирт билан текис- 
ликда ётган 7 \, Т г нукталарнинг фг , 
Фг> координатасини аншутймиз:

а —  У  г 3 —  а2

Ф =  фг =  arccos -

Ф =  фг> =  2 я  ■ ■arccos

а

а —  У  г3

Шаклидаги г =  const учун ^осил булган сохани х;ар бир ярим текислик 
(фг <  ф <  фг ) сферада ётган ва цилиндр сиртидан то текисликкача 
булган айлана ёйи буйлаб кесиб утади (масалан, К 2Т3 ёки К Т  ёй- 
лар). Бу ёй нукталари учун 0 нинг ^иймати 0 =  0Х — цилиндр сир- 
тидаги ну^та координатасидан 0 =  02 — текисликдаги нукта коорди- 
натасигача узгаради, яъни

0Х =  arc cos 02 =  arc sin ------— ------------

- arc sin
c o s  cp ва

г  у  l - j - c o s 3 9

0, c e < 0 „
У 1 +C .O S2 ф

H издоят, (V) со^анинг бешинчи булагини тавсифлаймиз:

(V6) =  |( г> ф , 0 ) : й < г < а  / 5  ; arccos -— “

- У  r^—w

Г  У  l+ C O S *  Ф

■arcsin

arccos — 
r

COS ф

У  l-f-C O S2 Ф
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Шундай цилиб, уч каррали интегрални бешта такрорий интеграл йи- 
гиндиси куринишида ёзиш мумкин:

а У  2
2 2 л  я /2

/ 4 =  j  r2dr j  d  ф j  F (г, ф, 0) cos 0 d  0 +  
о o o

a у  2 — r2 я  — arccos — ------------
m г  я /2

+  J  r2dr J  d  ф I  F (г, ф, 0) cos 0 d  0 -f-

а у /  2 a 2 — r 0

+  f r2dr j
a 1^2

2 —i cos <p

г у  l+ co sa ф I+ eosJ(p

j  F (r , ф, 0) ■ cos 0 d  0 +

+ J
Я /а

Z7 (г, ф, 0) • cos 0 d  0

a ŷ S
+  J  « r j

e
are cos

Г У I - f  cosJ <p

2 я  — arc cos •

- f  arcsin - CO S ф

У 1—cos2q>

+

. У  r * - a ‘ — arcsin -
cos Ф

a  —  У  г г — а 1

м
г / 1 +  COS2 ф у  1-fcos3 (

F (г, ф, 0)-COS0 d  0.

3. ф =  const. Берилган (V) сохани Oz увидан утувчи ярим текис­
ликлар билан булиб (кесиб) чицамиз (52-чизма). Кесимда трапеция 
^осил булади, трапециянинг куриниши ф га (аслида эса cos ф нинг 
ишорасига) боглик булади : 52- а чиз- 
мада | ф | с  ва 52-6  чизмада | ф | >

>  у  доллар курсатилган, | ф | =

учун квадрат ^осил булади.
Энди ф ни эркли аргумент х;амда 

0 =  0 (ф) ва г =  г (ф, 0) деб караймиз.
Бу ^олда кесимдаги трапеция юзини 
О нуктасидан чикдан конус ясовчила- 
ри билан булиб чикамиз (тулдирамиз) 
ва бу ясовчиларда ётган нук/галар учун 
г =  г (ф, 0) нинг ^ийматини ани^лай- 
миз (52-е чизма). Бу чизмада OMND  
ва ODQP трапецияларни бирлашти-
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риб, ягона OMNDQP  (яъни ^ис^ача MMQP)  трапеция ^о;ит к;и- 
линган. Бунинг сабаби, изланган натижа ихтиэрий ср (Э <  гр <  2 я) 
бурчак учун уринлидир. Кесимдаги N  ва Q ну^тата? учгун 0 кзэр- 
динатани г  cos 0 == а, г cos ф cos 0 +  г sin 0 =  а тенгламалар сигтгма- 
сидан аншуюймиз:

асоэф  +  a t g 0  =  а; tg 0 == 1 —"соэф: 0 =  arc tg ( 1 — соэф).
Куриниши бир хит булгани билан Q учун с э з ф < 0  bi  N  учун 
с о э ф > -0  тенгсизлик уринли эканана э :д 1 тутиаимш  кзрас. 0 бур­
чак O < 0 < a r c t g  ( 1 — соэф) тенгсизликда узгарганд! шу с э ^ щ г л  
ONx ясовчи ва OQt я:овчи ну^таларлдан у г л шя г а н  с|);ри< сюгтар
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радиуси г  =  О дан то цилиндрик сиртда ётган Nx ва Ql ну^талар
радиусигача узгаради, яъни 0 <  г <  —— . Натижада (I/) со^анинг бир

cos 0
булагини тавсифлаш имкони тугилади:

т  =  Кг. Ф> в) '• О ^  2 я ; 0 <  9 <  arctg (1 — coscp); 

0 < r < -  °
COS 0

Энди 0 бурчак arctg ( 1 — cos <p) <  0 <  -у  тенгсизликда узгарса, бу

со^адаги ON2 ва OQ2 конус ясовчиларидан утган сферик сиртлар ра­
диуси т =  0 дан то текисликдаги N 2, Q2 ну^талар радиусигача узга­
ради, яъни 0 <  г < --------- ----------. Демак, (У) соханинг иккинчи бу-

cos 9 cos0+ s in  0 
лагини :рм  тавсифлашимиз мумкин:

(14) == |(г, Ф, 0): 0 <  ф <  2 я ; arc tg (1 — cos ф) <  0 <

О
cos ф cos 0 -f- sin 0

Шундай к,илиб, берилган уч каррали интегралнинг ифодаси учун бе- 
шинчи куриниш топилди:

а
2 п  a r c tg  (1— cos (р) cos 0

/ 5 =  j“ ^  Ф j  cos в d d   ̂ r 2-F (r, q>, в) dr-j~

2 я  я / 2 cosqi cos 0-)-sin0
+  j  d c p j  cos 0 d 0 j* r2 F (г, ф, 0) dr.

0 arctg (1—cosip) 0

Энди ф ни эркли аргумент ^амда г  =  г (ф), 0 = 0  (ф, г) деб карай- 
миз. Унда ф =  const кесимдаги трапеция шаклини концентрик айла­
налар ёйлари, яъни сферик сирт излари билан булиб (тулдириб) чи- 
камиз ва бу ёйлардаги ну^талар учун 0 =  0 (г, ф) координатанинг 
узгариш со^асини топамиз.

Аввал зарур маълумотларни ани^лаб оламиз. Бунда яна 52, 52- 
а, 52-6  чизмалардан фойдаланамиз;

а) N ва Q ну^талар учун (яъни ON ва OQ кесмалар узунлигини)
г =  - а ■ тенгликдан tg 0 =  1 — cos ф хол учун хисоблаймиз: 

cos 0

о 1 1cos 0 =  — - ... =  — ------ ва
/ l + t g 2 0 V  l + ( t —cos ф)2 

г =  а у  2 — 2cos ф +  cos2 ф.
б) ф — const ярим текислигида О иуктадан х -\- г =  а текислиги- 

гача булган масофа, яъни OS перпендикуляр узунлиги, бош^ача айт- 
ганда MNDOM  кесимдаги 0 кандай булганда ушбу г =
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савол ^уямиз. Бунинг учун ^осилани топиб, =  0 тенглама- 

ни цараймиз:
dr __ а  (— sin 8 cos <р +  cos 9) 

д 9 (cos ф cos 0 +  sin 0)2

Энди -Q— =  0 тенгламани ечиш учун — sin 9 cos m +  cos 9 =  0 тенг- 
d 0

ламани ечиш етарли. Уни tg 9 ---------- - куринишда ёзамиз. Ундэн ма-
COS ф

сала шартига кура 0 =  a r c tg -------  формулага эгамиз. Энди бу 0
COS ф

учун г  =  г  (ф) ни топамиз:

= ----------------------  функция (9 буйича) минимумга эга булади дегаи
cos ф cos 0 +  sin 9

г =
cos ф cos 0+sin 0 ctg 0 1 

совф—  + ---------
V  l+ctg20 Y  1+Ctg*0 

a
cos ф 1 , / \  ; ; 

cos w • ----------------- — 4 - -------------------  V  1 +  cos Ф---------------- I /-------------
у  1 +  cos2 ф У 1 -f- cos2 ф 

Шундай цилиб ф нинг | ф | <  — тенгсизликни к;аноатлантирадиган 

к,ийматлари учун ф — const ярим текисликдаги 5  ну^тага г =  
_  ——а ....-.. циймат мос келади. Маркази О нуцтада ва радиуси

У 1 +  COS2 ф
О < г  <  —  а тенгсизликларни ^аноатлантирадиган сфералар

У 1 +  cos2 ф
MNDOM  кесимда жойлашган чэрак айланани чизади. Равшанки, 
/Ci5/C2 ёй учун 0 <  0 <  . Бу муло^азалар (V) со^анинг бир була­

гини тавсифлаш имконини беради:

<Уд=1{г,  Ф, 0 ) : - ^ - < Ф < - ^ ;  0 < г < — 5— 0 < 9 < ^ | -
cos'* ф

Сферик сиртлар уларнинг радиуси — - а <  г <  а тенгсизлик-
У 1 +  COS2 ф

ларни цаноатлантирганда трапеция сат^ини L L X ва L 2L3 ёйлар буйи­
ча кесади. DN  кесмадаги Ьъ La ну^талар S ну^тага нисбатан сим- 
метрик жойлашган, яъни 5  учун 0 =  0О =  arc tg  ^  Lx учун 9 =

=  0!, L2 учун 0 =  02 ва Д 0 =  0О — 0Х десак, у ^олда 02 =  90 +  
+  Д 9 =  2 90 — 0lt 0Х бурчакни г (cos ф cos 0 +  sin 0) =  а текислик 
тенгламасидан топиб оламиз, яъни
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л а . cos <р п 
0тек =  arcsin ------------------------ arcsin — ........." ..... =  0!.

Г у Г  1 +  COS2 ф  / 1 +  COS2 ф

Шундай цилиб, (У) соханинг K i M E S K i  ва S K 2D S  контурлар билан 
чегараланган со^аларга мог келган иккита булагини тавсифлаймиз:

( ^  =  ((г, Ф, 0 ) : - - ^ - < Ф < ^ - ;  — £= = < г < а ;  О < 0 < в Л  ,
( 1 z  V  \ +  cos2 ф )

(1/3) =  ((г)ф ( 0 ) : - ^ < ф < ^ - :  , < г < а ;  2 0 Q - 9 ,<
I У  1 +  cos2 ф

Энди M N E M  контур билан аницланадиган кесимни куриб ч и к а м и з .  

Бу собача учун сферик сиртлар радиуси а дан катта булиб, то
— а У 2 — 2 cos ф -f- cos2 ф ^ийматгача узгаради, яъни а  <  г ^  
< а / 2 - 2  соз ф 4" cos2 ф . Бу со^адаги Е М  ёйда 0 нинг циймати 
0 =  0 дан 0 =  0тек =  0i гача узгаради. Натижада (V) соханинг яна 
бир булагини тавсифлашимиз мумкин булади:

( ^ ) = { ( Л  ф , е ) : - | < ф < | ;

< а  / 2  — 2cosф +  cos2ф ; 0 0 ‘

(10 соханинг долган булакларини тавсифлаш учун | ф | >  — бул-

ганда Ф =  const кесимни (52- б  чизма) текшириб чизамиз.
Сферик сиртлар уларнинг радиуси 0 < г < а  тенгсизликларни 

ноатлантирганда ODQPO со^ада P D  чорак айлана ёйини чизади, яъни 
0 учун O < 0 < y  тенгсизликлар бажарилади. Бу [эса (V) соханинг 

яна бир булагини тавсифлаш имконини беради.

(^ )= {(Л Ф . 0 ) : f  < Ф < - у - ;  0 О; <0<- |} .

'Грапециянинг долган сат^ини радиуси а < г < а > / 2 — 2cosф-f-cos^qp 
тенгсизликларни каноатлантирадиган сферик сиртлар билан кесиб чи- 
1̂ амиз. Кесимда QXQ2 ёй ^осил булади, Qi гнук;та учун 0 цилиндрик 
сирт тенгламасидан 0 =  arccos —, Q2 ну^та учун 0 =  0гек (текислик­

да ётганига асосланиб) каби ани^ланади. Демак, (У) соханинг охирги 
олтинчи булагини тавсифлаш мумкин:
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F  (г, <p, 0) =  f (r cos ф cos 0, r sin ф cos 0, r sin 0)

белгилашларни назарда тутиб, берилган уч каррали интеграл учун 
охирги олтинчи куриниш ифодасини ёзамиз (у олтита такрорий ^ин­
теграл йириндисидан иборат):

л  а  л

2 У1 + cosS Ф 2 
/ 6 — J  dtp j* r2d r  j* cos Q-F(r,  ф, 0) d 0 +

Л  0 0
2
я /2  а 0,

+  j  dtp j* r2dr  ̂ cosQ-F(r,  ф , 0 ) d 0  +
я  а  О
2 /l+cos2 ф
я/2  а п/2

+  j  d y  j  г2dr  f cos0 -F  ( г ,  ф , 0 ) d 0  +
я а „ . I2 arctg -
2 1 —f—cosa ф cos ф

я/2  a V 2—2 cos ф-t-cos* ф

+  |  d c p j  r 2 d r j  cosd-F(r,  ф, 0 ) d 0  +
—я/2 а  0

Зл/2 а я /2

+  J  d(p j  r2dr  ̂ cos 6-F(r,  ф, 0) d 0 +
Я /2  0  0

Зя/2 а  / 2 —2cos ф+ соб^ф 0i

+  j  r2dr j  cos 0-F(r ,  ф, 0)d 0.
Л/2 а  аarc cos —  

r

Юцорида курилган уч каррали интеграл учун сферик координа­
талар системасида чегараларни ^уйиш ^ийинро^ булди. Шу интеграл- 
нинг такрорий интеграл куринишларидан энг соддаси / 5 булиб, у 
з;ам икки интеграл йириндисидан кборат. К,уйида берилган маш^лар- 
дан 9.28-мисол энг содца такрорий интеграл куринишида ёзилади, 
унда такрорий интегралнинг барча чегаралари узгармас булади. Аммо 
уша уч каррали интеграл (х, у, z) декарт координаталари системаси­
да бешта такрорий интеграл йириндиси куринишида ёзилишини таъ- 
кидлаб утамиз.



М аш ^  л ар.
1 . j  I* j  / (х, у, z ) d x d y d z  куринишдаги уч каррали интеграл 6

(V)
хил усул билан такрэрий интегралга келтирилсин:
9.1. (V) сш;а z  =  х2 +  у 2, z  =  0, х =  О, х  =  1, у  — 0, у  =  1 сирт­

лар билан чегараланган.
9.2. (V) со^а х2 +  у 2 =  2 az, х2 +  у 2 +  z2 =  3 а2, х  =  0, у  =  0, г =  О 

сиртлар билан чегараланган (1 октантдаги ^исми).
9.3. (V) соха г — i/  х2 +  у 2 , х2 +  у 2 ~  х, z  =  0, у  =  0 (г >  О, у  >  0) 

сиртлар билан чегараланган.
9.4. (V) соха х2 +  у 2 +  г2 =  1, х2 +  у 2 +  z2 =  16, х =  0, у  =  0, z  =  О 

(1 октантда) сиртлар билан чегараланган.
у'2 (У2 у2 />2

9.5. (V) с о х а ------1------ =  2 г , -------(--"- =  1 , z =  0 (6 >  а >  0) сирт-
fl & а2 Ьг

лар билан чегараланган.
II. Интеграллаш тартиби (турли усуллар билан) узгартирилсин:

~  1 —ах ах+ у

9.6. \  d x  § dy  \ f(x,  у, z )d z .  
о о 0

1 1 2х! + 3  у ‘

9.7.  ̂d y  j  dx  ̂ f  (х, у,  z) dz.
О О О

1 х  ху
9.8. j  dx  J dy  j  f(x,  y,  z ) d z .

0 0 0

Ш. К,уйидаги уч каррали интеграллар курсатилган сохада хисоблан­
син:

'9 .9 . j ^ j x i / i / z  d x d y d z ,

(У) =  {(х, у , z ) : z  =  0, z =  y, у  =  хг, у =  1 }.
^9.10. j  j  f [(х +  у)2 — z] dx dy  dz,

<v)
сV) =  {(X, у, z ) :2=  0, (z -  l)2 =  л:2 +  у 2}.

у 2 dx dy  dz,
'<ю
(V) =  |(x , y, z ) : x 2 =  2p z ,  y 2 =  2px,  * =  , z  =  0 { p >  0 ) | . 

'9 .1 2 . f j* f xz dx  dy  dz,
(V)"

(V) =  {(x, y, z): x2 +  y 2 +  z2 == a2, z =  0 (z >  0)}.
« 9.13. f f Г (x +  У +  2) dx dy  dz,

<v)
(V0 =  {(jc, J/, z): x +  y +  z = l ,  x =  0, y  =  0, z =  0).
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'9.14. j f j ( 8 i/ +  12 2)d l/;
(V)

(V) =  {(лг, у,  z ) : х  =  1, г  =  3 х2 +  2 у 2, у  =  х, г/ =  0, г =  0).
»9.15. j j f ( l  +  2 xs)dV,

(v)
(V) =  {(х, у, z ) :у =  3 6 х, у =  0, л: =  1 , z =  / х у - , г  =  0}. 

'9 .16 . Щ ( З х  +  4 y)dV,

(V) =  {(х, у, z ) : y  =  x, у  — 0, х  =  I, z =  5 (х2 +  у 2), z =  0}. 
*9.17. j $ \ x 2dV,

(v)
(У) =  {(X, у, z): г =  10(х +  Зу ) , х  +  у  =  I, X =  0, у =  0 , г  =  0].

Г* Г* dV
* 9.18. | ( I -------------------

( i  +  f  +  4 + 4 - ' *
(Ю'"

<У) =  [ ( х , у , г ) : х  =  0 , у  =  0, г  =  0, f + |  +  j  =  l } -

• 9 . . 9 .  J J J  ( 5 * +
(V)

(V) =  {(х, у, z ) : у =  х, у  =  0, z =  0, z =  х3 +  15у 2, х  =  1 J. 
•-9.20. f j “( V  +  4 i/2)dV ,

(V)

0 0 =  {(х, У, г) :  х  =  0, у = 0 ,  г = 0 , х +  у =  1, z =  2 0 (у ;+ З х )} .

*9.21. f f f x2zdV ,
(У)

(У) =  {(х, у ,  г): у  =  3 х, у  =  0, х =  2, г  =  ху,  г =  0 }.
IV. К,уйида берилган (У) (щалар учун
/  =  J   ̂J  /  (лг, у ,  z) d x d y  dz  уч каррали интеграл чегаралари (х, у ,  z)—

— декарт, (ф , г , г) — цилиндрик ва ( ф , 0 , г) — сферик координаталар 
системасида цуйилсин. Дар бир система да узгарувчилар тартибига 
цараб биттадан интеграл ёзилсин. Эслатиб утамизки,

»>(*-*• г) = г  ва -D(x' у- ^ -  =  г2 cos 6.
£> (г, <р, г) D {г, ф, 0)

9.22. х  +  у ^ а ,  z ^ h ,  х > 0 ,  у  >  0, z >  0 ( а >  0, / г > 0 ) .
9.23. х +  у +  z  а, х >  0, у  >  0, z >  0 (а >  0).
9.24. х2 +  у 2 +  г2 ^  а2, Ь2 (х2 +  у 2) <  z2, z > 0  ( а > 0 ,  6 > 0 ) .
9.25. х2 +  у 2 z2, х2 +  у 2 +  z 2 ^  аг (а >  0).
9.26. х2 +  у2 >  г2, х2 +  у 2 +  z2 <  az  (а >  0).

108



9.27. х2 +  у ъ <  z2, ха +  г2̂  а2, г >  О (а >  0).
9.28. х2 +  у 2 +  z2 <  62, л:2 +  г/2 +  г2 >  а2,

3 (х2 +  г/2) <  г2, г >  0 (0 < а < 6).

10- §. Ун каррали интеграллар ёрдамида докмларни хисоблаш

Биз юкорида декарт, цилиндрик ва сферик координаталар ёрда­
мида уч каррали интегрални такрорий интегралларга келтириш билан 
шугулландик. К^уйида биз уша муло^азалар ёрдамида ^ажмларни 
^исоблашга дойр мисоллар курамиз. j

7- мисол. Ушбу х2 +  у 2 +  z2 =  2 az, хъ +  у 2 =  г2, х2 +  у 2 =  — г2 
сиртлар билан чегараланган (V) со^анинг ха жми топилсин.

Ечиш. Изланган ^ажмни топиш учун аввал сферик координата- 
ларни

х  =  г  cos ф cos 0, у  =  г  sin ф cos 0, z  =  г  sin 0 

формулалар оркали киритамиз, бунда тегишли якобиан учун

D (х, у, г) 
~D(r. ф, 0)

=  г2 cos 0 (2.13)

формулага эгамиз. Бунда (V) соха (Д) со^ага аксланади. Изланган 
^ажмни ^исоблаш учун ушбу

г 2 cos В dr dtp dQ
СV\ (А)

V =

формуладан фойдаланамиз. (Л) со^ани 
тавсифлаш билан шугулланайлик. 

Берилган сиртларнинг тенглама- 
сини сферик координаталарда ёза- 
миз:
сфера учун г =  2 a sin 0, конус сирт­

лар учун tg2 0 : 1 , 0 =  -  ва
4

tg2 0 =  3, 0 — — (53- чизма). Энди 
3

(А) со^ани тавсифлаймиз:

(А) =  {(г, ф, 0 ) :О ^ ф ^ 2 я ;

;/•<  2 a sin I
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Шундай килиб, изланган хажмни осонгина ^исоблаймиз:
2Я я/3  2 asin 0

V =  j* d  ф j  cos 0 d  0 j  r2dr  =
О я/4  0

16 яа3 г"73 . в/ч „ 5j  sin3 0 ■ cos 0 d  0 =  —  я  а3, (куб бирл.)
Я/4

(X2 У2 2® XUZ----- Ь —  Ч—  =  - f -  сирт билан чегарз-
а2 Ь2 / с6 Л3

ланган (I/) со^анинг хажми топилсин.
Ечиш. Умумлаштирилган сферик координаталардан фойдалана­

миз. Улар х =  a r - cos“ ф • cosp0, у  =  Ъг-sin°4p• cosp0, z = c r - sinp 0 
формулалар ёрдамида киритилади. Тегишли якобиан енгилгина хи­
собланади:

/  =  D У'z). =  a R abc г2 • cosa_1 ф • sina—1 ф • cos2p_I0 - sin13-10 (2.14) 
D {г, ф ,  0)

Умумлашган сферик координаталардан фойдаланиш натижасида 
берилган сиртнинг тенгламасини соддалаштириш мумкин. Бунинг 
учун доим a, р сонлар шундай танланиши керакки, берилган сирт­
нинг тенгламаси содда куринишга эга булсин. Купинча тенгламада 
тригонометрик функциялар купайтмаси катнашганда интеграллаш 
жараёнида Эйлер интегралларидан фойдаланиш мумкин булади. 
Шунга эришишга харакат киламиз.

Бу мисолда а = 1 ,  Р =  1/3 деб олсак, якобиан учун I —
=  —  abc г2 • cos- ’1'3 0- sin- 2/30 ифодага ва сирт тенгламаси учун

3

г3 =  —  sin ф cos ф cos2/3 0 ■ sinI/3 0 
h3

муносабатга эга буламиз. (V) со^а билан а ник ланган жисм ху г  >  О 
(ёки г  >  0) шартни цаноатлантирувчи сохада, яъни I, III, VI, УШ 
октантларда жойлашган. Биз берилган жисмнинг I октантда (х ^  0, 
у  >  0, z  >  0) жойлашган булаги ^ажмини хисоблаб, натижани 4 га 
купайтирамиз, бу билан изланган хажмни топган буламиз:

Я /2  я/2 55п1/3Ф С031/3 ф .со32/9 0 . s ,n 1/9 е

V =  4 J  d 0 j  J  abc r* cos—i/з 0- sin—2/30. dr =
О О О

_  4 a W  n'l- m m m p fLi/з д.cJn-i/3J  sin ф cos ф d ф cosi/d 0 • sin t /3Q-dQ

о о
I 2 \  / 1 \  2 я  a262c2 ,  л  * ч 

И - \ Г  7  = 7  ^  (куб бирл.)
9 Л» \  3 j  V 3 /  9 / 3  h*
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9- мисол. Ушбу
гг I х  м  У

X , у  , г \ 3 . л ! - + -
-  +  т  +  -  =  sin a b c

£  +  т  +  -а Ь с

(х >  О, у > 0 ,  z > 0 )  сирт билан чегараланган (У) со^анинг ^ажми 
топилсин.

Ечиш. Сирт тенгламасидан куриниб турибдики, умумлаштирилган 
сферик координаталардан фойдаланиш максадга мувофи^. Агар 
а  =  2 , Р =  2 деб олсак, у ^олда умумлашган сферик координата- 
ларни цуйидаги x — ar  cos2 ср cos2 0, у  = b r  sin2 (р cos2 0, г  — cr sin2 0 
формулалар ёрдамида киритиш лозим булади. Бунда

- - i * ’ г) _  4 a bc r i cosro*stnffi-cos3 0 -sin 0.
D(r, ф, 0)

Шундай килиб, сирт тенгламаси учун г — / s i n  (я cos2 0) муносабат- 
га эгамиз. (У) сохаиинг акси (А) сохани ^уйидагича

(Л) =  |(г, ф, 0): 0 <  ф <  ; 0 ^  0 ^  ^  ; 0 <  г  ^  / s i n  (л cos2 0)

тавсифлаш мумкин.
Энди изланган ^ажмни узил- кесил хисоблаймиз (унда я  cos2 0 =  t  

алмаштириш бажарилган):
я /2  я /2  J V s i n  (л  cos20)

V = 4 a b c \  cosф• sin ф d ф j cos30 sin 0 d 0 J r 2dr==
0 0 0

л/2

2abc 1 sin (я cos2 0) • cos3 0 sin 0 d 0 =
3

0 
я

_  Г t • sin t dt =  abc. (куб бирл.).
3 я2 J 3 я

о
10- мисол. К,уйидаги х -\~ у  +  z ~  а, x +  y - \ - z  =  2 a ,  х  +  у =  z, 

х +  у  =  2 z ,  у  =  х, у  ■■= З х  текисликлар билан чегараланган (V) со- 
^анинг ^ажми топилсин.

Ечиш. Бунинг учун янги и, v, w  узгарувчилар киритишнинг 
умумий усулидан фойдаланамиз. и, v, w узгарувчиларни ь;уйидагича

киритамиз: х +  у  +  z  =  w, х  +  у  — v-z,  у  — и-х.

Бу ^олда равшанки,
D  (х, у ,  г) __ v - w 2

D (и, V. w) (1 +  и)2 (1 +  и)3

Энди (V) со^анинг акси (А) сохани тавсифлаймиз:
(А) =  {(и, v, w ) : 1 ^  и ^  3; 1 ^  v  <  2; а  <  w  <  2 а ).
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Натижада изланган ^ажмни ^исоблаш чегаралари узгармас бул­
ган такрорий интегрални хисоблашга келтирилади. }(исоблашларни 
осонгина бажарамиз:

3 2 2а

у  =  Г— Iff—  . Г _ u-d- — . Г w 2d w  =  -4 9 -а  - (куб бирл.).J (1 + «)2 J (1 +  V)3 J 864 W   ̂ '
1 1 а

М а ш ^ л a р.

К^уйидаги сиртлар билан чегараланган жисмнинг ^ажми топил­
син.

♦ 10 .1 . (х — 1)2 +  у3 =  г,  2 х + г  =  2 .
^10.2. z =  ln(x +  2), z ~  ln(6 — x), x = 0 , x  +  y  =  2, x — y =  2 .

10.3. (x2 +  y2)3 -b z6 == a3 xyz.
10.4. (x2 г/2)2 +  z* =  a3 (x —  y).
10.5. (x2 +  y 2 +  z3)3 =  a® (x2 +  y 2)~l.

_  x»+v»
10.6. (x2 +  y2 +  z2)2 =  a3z-e

10.7. / ^  +  ^ ) 2 +  4 = ~ .
\<j2 ' № j  c l  h

L  +  L  +  L

10 .8. (■“• +  ■“  +  =  In —-------------x > 0, y > 0, z > 0.
\ a  Ь с J x у

a  b

*■10.9. x2 -f- y2 +  z2 =  4 Rz  —  3 R 2, 4 (x2 +  y 2) =  z2 коиус ичидаги 
^исми).

ч 10.10. x2 +  y2 +  z2 =  1 , х2 +  у 2 +  z 2 =  16, z 2 =  x 2 +  y 2 (x >  0,
У  >  0 ,  г >  0).
X2 , у *  „— - f  — =  г2,
4 9

*10.12. x2 +  y2 =  3z, x +  z = 6.

«10.13. г =  б / х 2 +  /  , 2 — 16 — x2 — у2.

10.14. z  — / 6 4 — x2 — у 2 , z — 1, x2 +  y2 =  60 (цилиндр ташкари- 
сида).

4 0 .1 5 . z =  -у - / х а +  у2' , г =  у - — х2 — у 2.

»10.16. z == j / " — х2 — у2 , 2 z  =  х 2 + у 2

10.17. 2 =  4 — 14 (х3 +  у2), 2 =  4 — 28х.
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*10.18. 2 =  10 (x2 +  //2) +  1 , 2  =  1 — 20 у.  

*10.19. г =  24 (x2 -f- #2) +  1, 2 =  48* +  1.
1 10.20. 2 =  2 — 20 (л:2 - f  у 2), z  — 2 — 40 у.

*10.21. Y~ +  ^ + ] / - f = l ,  x = 0, y = 0 ,  2 =  0.

» 10.22. 2 z  =  2 x 2 +  v— , 4 л:2 +  — =  1, 2 =  0.
3 9

*10.23. у 2 +  22 =  a2, y 2 +  z2 =  x 2, x  — b ( 0 <  a <  6).

*10.25. у  ~i— jp  1 “ 4“ ^  *> л — u, i/ — 0, 2 — 1 (2 >■ 1). 

*10.26. ^-| +  6 y +  - | j 2 =  32, x  =  0, y  =  0, 2 = 0

(1 октантдаги шакл).

11-§. Уч каррали интеграллар ёрдамида 
механикага оид масалаларни ечиш

Бу параграфда уч каррали интеграллар ёрдамида берилган бир 
жинсли жисмнинг массаси, орирлик маркази ва инерция момент- 
ларини топишга оид мисоллар курилади (7- § да икки каррали ин- 
теграллар ёрдамида бир жинсли пластинка учун ухшаш масалалар 
курилган эди).

11- мисол. Ушбу х2 +  у 2 +  z 2 =  а2, х2 +  у 2 =  ах  сиртлар билан 
чегараланган бир жинсли жисмнинг орирлик маркази топилсин.

Ечиш. Берилган бир жинслн жисм (х, у)  ва (х, z) текисликларга 
нисбатан симметрии ̂ жойлашган сфера ва цилиндрик сирт орасида 
жойлашгани учун z0 =  0, у 0 — 0 
ва х0 ^  0  булади (54-чизмада

Бир жинсли жисм учун р ~  1. 
Мисолни ечишда цилиндрик ко- 
ординаталардан фойдаланамиз:

жисмнинг 2 >  0 кисми курсатил- 
ган).

ни топиш етарли. Маълумки,

Мхпиш учун х0 =  —  координата-
Энди орирлик марказини то-

54- чизма
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х  =  rcos ср, у  =  г sin ф, 2 =  z; D у ' =  г .
D (г, ф, s)

Бу системада сферанинг тенгламаси г2 =  а 1 — г2, цилиндрнинг тенг­
ламаси г  =  a cos ф булади ва интеграллаш со^асн (А) ^уйидагича 
тавсифланади (54- чизма):

(А) =  {(г, ф , 2) :  ^  ф ^  ; 0 <  г ^  a cos ф ;

Энди М  ва М х мик;дорларни хисоблаш мумкин:
Я Я

2 a cos ф / а 8—г* 2 О

=  j  йф j  г dr j  d2 =  —  j  (j/ а 2— r2)3|
_я  0 ^  у ав _ гз 3 я  асоэф

2 2

я
2

=  (1 - 1 Sin3 ф |)  d?  =  ^ - ( 3 n - 4 ) :
3 я У

2 

я
2 а  c o s  ф  

М х =  2 j cos ф dф j  j/ а 2 — г2 • г2 dr =
Я  п

я
2

а4 Г / я  , sin 4 Ф\ ,

я
2

я  а 4 Г , я  а4= ---- J cos ф dф =  ------■
8 я  4

~ 2
ттт „ -  Мх 9 я аШундаи к;илиб, х0 =  .----- -- .

М 8 (Зя — 4)

Демак, ( 8 ^  Я ^  ну^та огирлик марказидан иборат.

12- мисол. Ушбу — +  — =  — , — +  — =  ±  1. ------ — =  ± 1 ,
а2 Ь2 с a b а b

сиртлар билан чегараланган бир жинсли (р — 1) жисмнинг ((V) со^а- 
нинг) огирлик маркази топилсин.
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Ечиш. Жисмнинг (х, у) текислик­
ка проекцияси (55- чизма) чизик;- 
ларнинг икки турли оиласига те- 
гишли тугри чизи^лар орасида жой- 
лашгани учун янги узгарувчиларни

— +  — =  «, J L - l L = V t  z = z
а Ь а Ъ

бунда D - - y- формулалар
D (u  , v, w) 4 J

оркали киритамиз. Шу узгарувчи- 
лар ёрдамида параболоиднинг тенг­
ламаси z =  — (и2 +  о2) куринишда 

ёзилади. (V) соханинг акси (А) соха куйидагича тавсифланади:

(А) =  {и, v,  г) : — 1 ^  и <  1; — 1 <  v  ^  1; 0 <  г  <  (и2 +  у2)}.

Равшанки, тегишли шакл (х, г) ва (у, г) текисликларга нисбатан 
симметрик жойлашган. Демак, х0 =  0, у 0 =  0 булиб, z0, М  ва М г 
мивдорларнй хисоблаш учун ушбу

z0 =  , М  =  i f f  dx dy  dz, M z — \  J  J  z dx d y  dz
M  (V) (V)

формулалардан фойдаланамиз. Содда хисоблашлар бажарамиз:

1 , -7

=  а—  f d u \  d v  \  z  dz
4 l i  l i  0J

1 сирт билан
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Z0 =  —  .

30

Шундай к;илиб, Л( 0; 0; — j — огирлик маркази.

JL. 3- Л-
з з з

13- мисол. Ушбу +  f j - j  +  ( у )  =

7 а Ь с2 _ 
90 ’



чегараланган (56-чизма) бир жинс­
ли жисмнинг (х, у) текисликка 
ва Ог увда нисбатан инерция мо- 
ментлари топилсин (р =  1).

Ечиш. Изланган инерция мо- 
ментлари ушбу

■ Ш р  г3 dx dy  dz, (2.16)
<V)

1 1 1 P (x1 +  y %) dx d y  dz
(V)

(2.17)
формула ёрдамида хисобланади. 
Сиртнинг берилишига ^араб, а = 3 ,  
Р =  3 булган хол учун умум- 

56 -чизма лаштирилган сферик координата­
лар киритамиз. Бу холда

в х̂- у’ =  9 abc г 2 cos2 ro-sin2 ф -cos5 0-sin2 0.
D (r ,  ф, 0)

Сиртнинг тенгламаси г =  1 булган содда куринишга эга, янги интег­
раллаш сохасини куйидагича тавсифлаш мумкин:

(Д) =  |(г , ф, 0): 0 ^  ф ^  2 я ; -----^  <  0 <  ; 0 <  г <  1 j.

^исоблашларни амалга оширамиз:

2Я 1
1ху — 9abcz j  cos2 ф sin2 ф d(p ? cos5 0-sin8 0 dQ ) rl  dr

О я 0
— 2

/73) ■ Г
_9л abc3 V 2

20

n/2

' < 7

4 л abc3 
715

n 
2

72 a b c j  cos11 0-sin2 0d0 j (a2 cos6 '

+  b2 sin6 ф) cos2 ф sin2 ф d(f f rl dr
o

(бунда интеграллашни I октантда бажариб нагижани 8 га купайтир- 
дик). Энди / г ни Эйлернинг Дх) функциясига келтириб осонгина 
Хисоблаш мумкин:
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=  4п_об£(а 2 +  fi2) 
z 715

14- мисол. I октантда z ~ 2 ( x 2 +  у2), 
z = x 2 +  y 2, х у = 1 ,  ху =  3, у =*х, у** 2х 
сиртлар билан чегараланган жисмнинг хаР 
бир ну^тасидаги зичлиги р — xyz.  Шу жисм­
нинг массаси топилсин.

Ечиш. Жисм иккита параболоид, икки­
та гиперболик цилиндр ва иккита текислик 
билан чегараланган (57- чизма). Дар бир 
сирт оиласининг параметрини янги и , v, w  
координаталар деб оламиз:

у  =  и-х,  ху  =  v, z  =  w ( x 2 +  у 2).

Тегишли якобиан осснгина хисобланади;
' Р ( х ,  у,  г) _  Р Л  ■ М  

D (и, v, w) 2 \  и2 У

Янги (и, v, w) системада интеграллаш со^а- 
сини тавсифлаймиз:

(А) =  {{и, v, w ) : 1 <  и <  2;
1 <  v <  3; 1 <  2}.

Бу сох,а параллелипипеддан иборат. Энди жисмнинг массасини

М  =  i i J Р dx d y  d z =  § § §  x y z  dx  d y  dz
(V) (V)

формула ёрдамида хисоблаймиз. Бу формула алмаштириш натижаси- 
да

‘ 1 +  ~ 1  du dv  d w
Л  «3 /

куринишга келади. Энди (А) параллелепипед учун М  микдорни ' хи­
соблаш цийин эмас:

2 3 2

М  =  — J (и  +  —  +  — ) d u  Ц V s dv  \  w  d w  =
21 \  и и3 / 1 i

=  — (16 In 2 +  15) (масса бирлиги).
8

15- мисол. Параметрик тенгламаси х  — (a - f  b cos 0) cos ф, у  =  
=  (а b cos 0) sin ф, z ~ b  sin 0, а > 6  муносабатлардан иборат 
булган сирт билан чегараланган бир жинсли жисмнинг (р =  1) Ох 
у^ига нисбатан инерция моменти топилсин.

Ечиш. Берилган сирт тсрдан иборат, унинг ярми 58- чизмада 
курсатилган. Торнинг ичидаги ихтиёрий М  ну кта учта координата 
билан аншушнади:
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ол-а Z
/!В=£

/  /  \ ^ о Л /  А л 19 \
\ Х  \ef  к  \ в

- — /

Ф =  Z. хОА, г  =  AM ,
Q =  Z . B A M .

Шаклдан куринадики, бутун тор 
ичидаги жисм учун (Д) со щ  бун- 
дай тавсифланади:

(Д) =  {(г, ф, 0 ) : О < ф < 2 л ;
О <  г <  6; 0 <  0 <  2 л}.

учун
58- чизма

Z —  Г sin 0, D  (*, У, г) 
D  (г , ф. 0)

х =  {а-\-  г  cos 0) cos ф, 
у  =  (а +  г  cos 0) sin ф,

=  г (а +  т cos 0)

муносабатларга эгамиз.
Ох уцига нисбатан инерция моментини ушбу

h  =  i ' l l  (У2 +  г2) dx dy  dz  =  
(А)

- . W r
(А)

(а +  г cos 0) [(а +  г  cos 0)2 sin2 ф +  г2 sin2 0] dr dq> dQ

формула ёрдамида хисоблаймиз. ^исоблашларни амалга оширамиз:
2 я  2 я  *

Ix — 1 d ф j  dQ j  [г (а + г cos0)3 sin2 ф +  г3 (а +  г  cos0) sin20] dr  =
О О О

2я 2Я

=  j  ^Ф j  ( —— |- а2 Ъ3 cos0 +  — ab4 cos20 + - — cos30 V sin2 ф +
о о L\ 2 4 5 /

аЬ +  cos0 j  • sin20
5

dQ

2зт
я а 3 Ьг +  — nab4 jsin2 ф +  ^ йф

М а н щ л а р .

1. К,уйидаги сиртлар билан чегараланган бир жинсли жисмнинг 
огирлик маркази топилсин (агар ало хида айтилмаган булса, р — 1 
деб олинади):

11.1. z 2 =  ху, х  — а, у — Ь, г =  0 (а >  0, Ь >  0).

11. 2 .
V 7 + l / - r + У т = 1 ’ * > 0’ » > “• г > ° -
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3 3 3
= I, х > 0 ,  У > 0 ,  z > 0 ,

2 2 _2_

, , А ( т )  + ( f )  + ( т )

11.4. х2 +  у 2 +  z2 =  а2, х 2 +  у 2 — а (а — 2z), 0 <  г <  а .

у2 <i2 j>2 у2 # i2 у2
11.5. — +  -— Ь —  — 1, 4 + — =  — , z > 0 .

а2 Ьг с2 а2 62 с2

1 1 .6. х2 +  I/2 =  г, х  +  у  +  z =  0.

11.7» z =  -i-y2, 2л; +  Зу — 12 =  0, х =  0, у  — 0, г  =  0.

1 1 .8. г =  2 (х2 +  у2), г =  х2 +  у 2, ху  =  а 2, ху =  £2,у =  ах, 
у  =  рх ( 0 <  а < . Ь \  0 < а < Р ) .

1 1.9. х2 +  г2 == а2, у  =  1 , у =  3, z = 0  (г >  0).

11.10. г =  4 — х2 — у2, z = l ,  х =  0 ,  у =  0(х >  0, у >  0).

11.11. 2г =  х2 +  4х +  у2 — 2у +  5, г =  2
a) р =  1 , б) р =  (х +  2)2 +  (у — I)2, в) р =  г (х2 +  у2).

11.12. х2 + у 2 =  2 р  (г — h) ,x2 +  у2 =  2р h, 2 =  0, 
р  >  0, h >  0; р == const.

11.13. х2 +  у2 +  г2 <  2#  2 , р =  х2 +  у2 +  г2.

II. 1^уйидаги сиртлар билан чегаралгнггн жисмнинг хар бир нуц- 
тасидаги зичлик р =  р(х, у, г) булганда жисмнкнг массаси топилсин.

11.14. х2 +  у2 +  z2 =  R 2, х2 +  у2 +  г2 =  2R  2, р =  г ( 0 < г < / ? ) .

11.15. х2 -j- у 2 — 2а  2, х2 +  у 2 +  г2 =  За2 (г >  0 ва х 2 +  у2 <  2аг), 
р =  х2 +  у2 +  г2.

11.16. у =  9х, у =  0, х =  1 , z =  У  ху,  г =  0, р =  1 +  2у3.

11.17. г =  х2 +  Зу2, z =  0, у =  х, у =  0, х =  1, р =  15х +  30z.

11.18. 2 =  10у, х +  у =  1 , х =  0, у  =  0, г =  0, р =  Зх2 +  у2.

11.19. г =  ху, г =  0, у =  10х, у =  0, х =  1, р =  х.

11.20. г =  30 (х2 +  2у2), 2 =  0, у =  х, у =  0, х =  1, р = х  +  у.

11.21. г =  ах +  Зу, х +  у =  2, г =  0, у =  0, х =  0, р =  х2.
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Ш. (х, у, г) фазодаги (V) жисм учун (х, у), (у, г), (г, х) текислик- 
ларга нисбатан ва О (0, 0, 0) координаталар бошига нисбатан инер­
ция моментлари

1ху =  j j j  z2 р(х, у ,  г) dx dy  dz,  (2.16)
(V)

I =  j ( j  x* p(x ,  y, z) dx, dy  dz,  (2.17)
to

!zx “  i f !  У2 Р ( Х, У> 2) dx dy  d z > (2.i 8)
to

/ 0 =  j  ( j  (x2 +  Уг +  Z2) • P (x, y,  z) dx d y  dz (2 .19)
(V)

формулалар ор^али топилади. Ox, Oy, Oz координата уцларига нис­
батан (V0 ж  1смнинг инерция моментлари учун

1Х =  \  \  \ (г2 +  У2) ■ Р (х, у,  z) dx dy  dz, (2.20)
(V)

/у = j  j j  (22 +  x 2) p  (x, у,  z) dx d y  dz ,  (2.21)

=  j  j j  ^  +  Уъ)-Р(х> У> z) dx dy  d z  (2 .22)
(V)

формулалар уринли.
IV. К,уйидаги сиртлар билан чегараланган жисмлар учун сурал- 

ган инерция моментлари топилсин:

1 1 .22. - + -  +  - =  1, -  +  -  =  р =  1 . / ,  =  ?
аъ Ь'1 с5 а% 63 а

11.23. х  +  у  +  z — а - f  2 ,  х2 +  у г =  а2 (а >  0), р =  1. Iz =  ?

11.24. — -f- — — 2 • —, - + ! ■  =  р =  1. 1г =  ? 
а2 Ь2 с о й <: *

11.25. x — (a +  b cos 0) coscp, у  =  (а +  6 cos 0) sincp,
2 =  6 sin 0, 0 <  b <  а, р =  1 . / г =  ?

11.26. ( ' -  +  ^ + - ' ) г =  2 +  ^  +  — 1 ,
U* ** с*/ U* 6* w
( а >  0, 6 > 0, с > 0), р =  1 . / „  =  ? / уг =  ? / г* =  ?

11.27. 2 =  (X2 +  у* +  22)3, р =  1. / , у =  ? 1уг =  ? / „  =  ?
11.28. 2 =  4 — х2 — у 2, г =  0, х =  0, у  =  0 (х >  0, г/ >  0),

р =  I. / , у = ?  / уг =  ? / г, =  ?

11.29. f£ ! +  i !  +  f !)2 =  2 +  ^  +
U 2 ь2 с2/ U 2 *2 с*/

p = ------ !--------- /  =  ? /  =  ? /  -  ?
x2 +  if2 +  za •ry уг гдг
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11.30. х г +  у* =  а?, y* +  z * = a * ,  p =  - / - z 2.
128

/  =■> /  =  ? /  = ?1 х у  • ‘ уг  • '  гл-

11.31. z — (л;2 -+ у 2 -+ г2)3, Р =  Ро (const). 1Х ~  ? / у =  ? 12 — ’’

11.32. х2 +  у2 +  z2 =  a2, z =  -]/хг +  уг, р =  1.
/  -= ’ / * = ’ /  = >  л х  —  ' • ' У * * г  —  *

11.33. (х2 +  У2 +  z2)2 =  х2 +  у2, р — х2 +  у4 +  г2.
10 (цутб инерция моменти) — ?

11.34. -  +  у~  —  z2 =  1, z =  0, 2 = 1 ; р =  1. / г =  ?
2 2

11.35. х2 +  у2 =  2р  (z — /г), х2 +  уг =  2р/г, z =  0
( /> > 0, h >  0); р =  1, / г =  ?
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I I I  б о б

ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

Эгри чизи^ли интеграллар хак.иДа назарий материални тегишли 
адабиётдан пухта урганиб олиш керак. Масалан, Г. М. Фихтенгольц- 
нинг 3 жилдлик «Математик анализ курси». III жилдидан XV боб- 
нинг 1—3- § ларни билиш лозим. Шунингдек, уша китобдан 
XVI бобнииг 3- § ини укиш керак.

12- §. I тур эгри чизикли интеграллар

Текисликда бирор тутри бур^акли (л:, у) координата системаси тан-
лаб олинган булсин. Текисликда узлуксиз булакли — силлик у  =  А В  
эгри чизикда узлуксиз f ( M ) — f ( x , y )  «нук,та функцияси» берилган
^улиб, dl  эгри чизик; ёйининг дифференциали булсин. У холда у = А В  
эгри чизи^ (ёки йул) буйича олинган биринчи тур (1 тур) эгри чи- 
Зик;ли интеграли

j  f ( M )  d l =  J  f { x , y ) d l  (3.1)
V A B

куринишда ёзилади.
Ушбу таърифларни эслатиб утамиз: А В  эгри чизик; х  =  х (t), у  —

— y( t )  (tQ< : t < : T )  тенгламалар билан параметрик шаклда берилсин. 
Агар х (t), у  (/) функциялар узлуксиз булиб, биринчи тартибли узлук­
сиз х' (t), у' (t) хосилаларга эга (улар бир ва^тда нолга тенг эмас)

булса, у холда А В  эгри чизи^

Р
b

/  !\/  1 '  

? / i V  T /  i ^

I  0
Ai г

силлик; эгри чизи^ деб аталади. 
Чекли сонда силлик булаклардан 
тузилган узлуксиз эгри чизик, бу­
лакли— силлик; эгри чизи^ де- 
йилади (59- чизма).

Ёй дифференциали dl  хакида 
Хам керакли маълумотларни кел- 
тирамиз:

а) (х, у) текисликда ёй диф- 
ференциалининг ифодаси

59- чизма (dt)* =  (dx)*+ ( d y f  (3.2)
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куринишда олинади ва унда dl >  0 деб к;абул ^илинади.
б) Параметрик x  =  x(t),  y  =  y ( t )  < /2) тенгламалар билан 

берилган у эгри чизик; учун

d l = V (х' (t ) f  +  ■ \dt\• (3-3)
Агар dl ёй дифференциали t нинг усиш томонига цараб хисоблан­
ган булса, d l = y r(x'tf  - f  (y'tf  ■ dt куринишда ва t  нинг камайиш то­
монига ^араб хисобланса, dl =  — у {х])г +  (г/')'2 • dt  куринишда оли­
нади.

Кейинги формулаларда ^айси узгарувчи параметр (эркли) деб олин­
ган булса, биз унинг усиш томоиига ^араб dl ён дифференциалини 
Хисоблаймиз.

в) у  =  А В  нинг тенгламаси у  =  у(х)  (а <  х ^ Ь )  куринишда бул­
са у х0ЛДа

dl =  / Г +  ( y ' f -d x -  (3.4)

г) у  == АВ  эгри чизи^ х — х{у)  ( с <  y < d )  тенглама билан бе- 
рилса, у холда

dl =  / 1  +  { x j - d y ,  (3.5)

д) Текисликда (г, ср) (х =  г  coscp, i/ =  r-sincp) кутб координата­
лар системаси олинган булса, у холда dl  ёй дифференциали учун 
формула

(dl)2 -  { d r f  - f  г2 (dtp)2 (3.6)
куринишда ёзилади. Бунга кура куйидагига эгамнз:

е) Агар у  =  АВ  эгри чизи^ г  =  г (ф) (а <  ср <  (?) тенглама билан 
берилса, у холда

d l = Y \ r / + f ' - d 4 \  (3.7)

ж) Агар у  =  А В  эгри чизи^ ср == ф (г ) (г1 <  г  <  г2) тенглама би­
лан берилса, у холда

d l  =  / 1  +r*-(<p’f - d r .  (3.8)

I тур эгри чизикли интегрални одатдаги (Риман маъносидаги) аник 
интегралга келтириш мумкин. ЮДорида курсатилган формулалардан 
фойдаланиб, интеграл остидаги ифодани битта параметрга (эркли уз- 
гарувчига) борли^ к,илиб ^уйидагиларни ёзиш мумкин:

2̂
j  / (х, y ) d l — |  j  (x (t), У (t)) • I \ x f  +  (y'tf  dt\ (3-9)
v tt

b

j' /  (x, y) dl =  j  /  (x, у  (x)) • / 1 +  (y'j2 dx\  (3.10)
V о
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j  f ix, у) dl =  j  / (x (y), y)) ■ v  1 +  {x'y? ■ dy,  (3.11)
У с

Фа ______
)  f{x,  У) d l =  j  /  (r cos ф , r sin ф )  • v (г ф)2 +  r2 • d y ,  (3.12)
У Ф1

г, _______ _
§ f(x,  у ) dl  =  j / (r cosф , r  sin ф )  • У I +  г2 ( ф ') 2 • dr.  (3.13)
V Гг

Бу формулаларда унг томондаги аник; интегралнинг к,уйи чегараси 
ю^ори чегарасидан кичик булиши назарда тутилишини айтиб утамиз. 

Энди I тур эгри чизикли интегралнинг хоссаларини келтирамиз:
1. А В  эгри чизик; буйича хисобланган j* dl  эгри чизикли интег-

а в

рал мивдор жихатидан АВ  ёйнинг узунлигига тенг, яъни

j  dl  =  L _. (3.14)
ля

2 . I тур эгри чизикли интеграл эгри чизи^да кабул ^илинган йу- 
налишга богли^ эмас, яъни

j  f(x,  y )d l  =  j  j (x,  у )  dl . (3.15)
'a b  " в д

3. j  [/ (X, y ) ± g  (x, y)] d l  =  f  (x, y ) d l ±  J g  (x, y) dl. (3.16) 
' a b  ' a b  a b

4. Агар A B  ёй иккита AC  ва СВ  ёйлардан тузилган булса, 
У Холда

j  f{x,  y ) d l  =  J ^ f ( x ,  y ) d l + J f ( x ,  y ) d l .  (3.17)
A B  AC CB

Таъкидлаб утамизки, 7 =  A B  моддий эгри чизик буйлаб узлуксиз 
текис жойлашган массаларга оид масалалар I тур эгри чизикли ин­
теграл ларга оид келадн. Масалан, у эгри чизикнинг барча М  (х, у) 
ну^таларидаги массанинг чизикли зичлиги р (М) =  р (х, у)  маълум 
булса, ушбу

j  р (М) dl =  J  р (х, у) dl
У V

1 тур эгри чизикли интеграл киймати у  эгри чизикнинг т — умумий 
массаси цийматига тенг:

т ~  J  р (х, у) dl. (3.18)
v
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Моддий у =  АВ  ясси эгри чизикниинг координата у^ларига нисбатан 
статик моментлари

К у =  j  x - p ( x , y ) d t ,  К х =  \  y - p ( x , y ) d l (3.19)

формулалар op кали, унинг М с {хс, у с) огирлик маркази координата- 
лари

J х-р(х, у) dl J" у -p (х, у) dl 
хс =  ---------------- , у с =  У-----------------  (3.20)с т « JC т \ /

формулалар буйича хисобланади.
Фазовий эгри чизшутр учун тегишли формулаларни мисоллар 

ечиш давомида курсатиб утамиз.

13-§. I тур эгри чизикли интегрални хисоблашга дойр мисоллар

1 - мисол. J у ' х2'^~у2 j p t ~  ЭГРИ чизикли интеграл хисоблансин.
V

Бу ерда у  —- текисликдаги Л ( 1; 2) ва В ( 3; 6) ну^таларни туташти- 
рувчи туг-'ри чизи^ кесмаси.

Ечиш: Аввало Л ва В ну^талардан утадиган тугри чизи^ тенг- 
ламасини топамиз. Бу тенг лама у  =  2х  куринишга эга эканига ишонч 
Хосил !^илиш к,ийин эмас. Энди х  узгарувчини параметр (эркли) деб, 
ёй дифференциалини dl  =  -\f I +  (y'x)3-dx формула оркали хисоб-
лаймиз: А В  кесма учун у  =  2х, d l — f/  5- dx  ( 1 < л г < 3 ) ,  шу сабаб- 
ли куйидагига эгамиз (бунда (3.10) форму ладан фойдаландик):

з _ _

dl С у  5 dx _

V х% +  У2 +  4"

=  In у  5 - х +  / 5 х 2 +  4

2- мисол. у  ху  dl эгри чизикли ин-
V

теграл хис°блансин, бу ерда 7 — те­
кисликда 3j x j  +  4 | y |  =  12 тенглама 
билан берилган контур.

Ечиш. 3 | % | -|- 4 | у | =  12 тенглама 
билан берилган туртбурчак ABCD  
ромбдир (60- чизма), унинг томонлари 
тенгламаларини ёзамиз:

Зх + '4г/ = 1 2  (АВ)\

—  Зх +  4 у = \ 2  (ВС)-,

=  In
м

3 I 5 +  ? 
/~5 + 3

60- чизма
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Зх +  Ay =  — 12 (CD); Зх — Ay =  12 (Ш ).

(3.17) формулага асосан ёзамнз:

j  ху  dl ~  j  ху dl  +  f ху  dl  - f  j  xy dl +  j  xy dl.
?  A B  BC CD DA

12- § даги (3.9.) — (3.13) формулаларда параметрни (эркли узга- 
рувчини) усиш томонига ^араб олганмиз, dl >• 0. Шунинг учун 
dZ == > /1  +  (y'xf  ■ dx  деб олсак,

А В  да у  =  3 — — х, dl — — d x , 0 < х < 4 ;
4 4

ВС  да г/ =  3 +  — х, dl  =  — dx, — 4 < х < 0 ;
4 4

CD  да у  =  — 3 ---- — х, dl  =  — dx,  — 4 <  х ^  0;
4 4

DA  да у  =  — 3 +  — х, dl — — dx, 0 <  х  <  4.
4 4

Демак,
4 0

j" x y d l  =  J х 3̂ — |  x j “ dx + j x |3 + —■ x j ~ d x  +
V 0 - l i

0 4

(Биринчи ва туртинчи интеграллар йигиндиси хам, иккинчи ва учинчи 
интеграллар йириндиси хам 0 га тенг).

3- мисол. j  у  dl  эгри чизшуги интеграл хисоблансин бу ерда у
V

чизи^ у 2 =  Ах параболанинг х 2 =  
=  Ау парабола билан ажратилган 
^исмидир.

Ечиш. Шартда курсатилган па- 
раболалар 0(0,0) ва А (4; 4) ну^- 
таларда кесишади, яъни (х, у) те- 
кисликда у  эгри чизик ОтА ёй би- 

^ лан тасвирланади (61- чизма). ОтА 

эгри чизик тенгламасини х =  —у2 деб, 
унинг ёй дифференциалини (3.5) 

61- чизма формула ор^али хисоблаймиз:
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Энди (3.11) формулага асосан узил-кесил топамиз:
4 4

f  у  d / =  I  [ у т / 4  +  У3 d y =  1  ( у " Т + 7 )3 =
V о 0

-  I  ( 8 / 1 2 5 - 8 )  = i  ( 5 / 5 " - 1 ) .
о 3

4- мисол. j  / 2 y - d l  эгри чизикли интеграл хисоблансин, бу ерда
V

V — циклоиданинг биринчи арки, яъни

x — a( t  — sin t), у  =  а (1 —- cos t) (0 <  t <  2л).

Ечиш. у  эгри чизиц параметрик тенглама лари билан берилган. 
Ёй дифференциалини (3,3) формулага асосан хисоблаймиз:

x't =  a (  1 — co s t), y t =  a -s in t ,

d l  ~  / ( 1  — cos )̂2 +  sin21-a -d t  =  a / 2(1 — cos t ) -d t  (0 <  t <  2л). 
(3.9) формулага асосан топамиз:

2я
[ j/~2y dl  =  [ у  2а ( I — cos/)- а / 2  (1 — cost)  dt  —

v 0
2 л

=  2a у  a |  (1 — cos t) dt  — 4na  /  a.
о

5- мисол. j" arc tg  — • dl  эгри чизикли интеграл хисоблансин, бу 
v *

ерда у — маркази координаталар бошида (ь;утбда) ва радиуси R  га 
тенг булган дойра ичида жойлашган г =  2ф Архимед спиралининг 
ейи.

Ечиш. К^тб координаталар системасида г =  2ф Архимед спирали 
ва R  радиусли айланани чизамиз. Улар кесишган ну^та Б (/?; RI2)
дир (62- чизма). Масала шартидаги у эгри чизи^ ОАВ ёйни тасвир-
лайди. Чизма дан куриниб турибдики, ОАВ ёйдаги М (г, ф) ну^талар 
радиус — вектори узунлиги 0 дан ^  гача узгаради. Шунинг учун 
эркли узгарувчи (параметр) деб г ни кабул киламиз ва ёй дифферен­
циалини d[ =  У  1 +  г2 (%)2-dr (3.8) формула буйича хисоблаймиз.

Равшанки, ОАВ ва <р =  — г, ф' =  dl  — -i- / 4  +  г 2 dr  (O^r^R) .

К,утб координаталарига х =  г cos ф, у  =  г  sin ф формулалар ёрдами-
, u

да утамиз. Интеграл остидаги функция у  эгри чизикда arctg — =



63- чизма

arctg (tg ф) =  ср =  г  куриншлга эга булади. Энди хисоблана-

ётган интеграл (3.13) формулага асосан топилади: j  arctg — dl
v хR

г . _ / 4 + 7 2  d r  =  -L. (4 +  r2f > 2

=  -£ [(4 +  ^ 2) / 4  +  R 2 -  8].

6- мисол. f x • y'V2 — y 2 ■ dl  эгри чизикли интеграл хисоблансинО
V

бу ерда у  — лемнискатанинг унг япроги, яъни
(л:2 +  г/2)2 =  а2 (х2 — у 2) (х >  0).

Ечиш. K j t6 координаталарида лемнискатанинг тенгламаси г 2 =  
=  а2 cos 2ф ва унинг унг япроги ф =  — ва ф =  +  -j- нурлар ора-

сида жойлашган булади (63- чизма). ОтАпО эгри чизивда г  =
=  а / cos 2ф, 4  =  — (— <  ф < — )■ Энди ф — ^утб бур-

ф у  cos 2ф \  4 4 /
чагини параметр деб, ёй дифференциалини (3.7) формула ор^али хи_
соблаймиз: аввало

( г ' ) 2 +  г 2 =  dl
' ф' cos 2ф

а * /  я  -  ^  я—- =  а ф -------<  (р —
- /c o s  2ф V 4 4

Интеграл остидаги функциянинг у  эгри чизи^даги кийматини топиш 
учун лемниската формуласидан фойдаланамиз:

х “ у 2 — — (х2 +  г/2)2; х у  х2 — у 2 =  — (л:2 +  у 2) =  — г3cosф

(а / cos 2ф)3, соэф = а 2 ( / cos 2ф)3 созф.
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Демак, (3.12) формулага асосан узил-кесил топамиз:
я /  4

j  х У х г — у 2 dl =  j  а 2 ( У cos 2ср)3 cos <р • -  йф —
Я/4

-Я/4 cos 2<р
Я/4 П/4
Г я3 Г=  а3 j cos 2ф cos ф dtp =  -£ \ (cos Зф -f cos ф) ^ф
-Я/4

1

-Л/4
я/4

=  а3 | — sin Зф +  sin ф -  /  2 а 3.3

7- мисол. I =  j  e^x‘+y , -dl эгри чизикли интеграл хисоблансин.
V

Бу ерда у  чизи^ г =  а, ф =  0, ф =  —  (г, ф — цутб координаталар)
4

эгри чизи^лар билан чегараланган кавари^ контурдир.
Ечиш. К,утб координаталар системасида у  контурни чизамиз (64- 

чизма): г =  а — маркази к;утбда, радиуси а га тенг айлана, ф =  0 —
цутб уки, ф =  ----- цутб у^ига -j- бурчак остида огишган ОВ
нур.

у  контур О А кесма, АВ  айлана ёйи ва ОВ кесмадан ташкил 
топган булакли— силлщ  эгри чизикдир. Равшанки,

О А  да ф =  0, 0 <  г <  a, dl =  y r  \ +  г 2 (ф ')2 dr  — dr;

А В  да г =  а, 0 < ф <  гф =  0, dl  =  т/г2 +  ( r ' ^ - d y  =  a d y ;

ОВ да ф =  —, 0 <  г  ^  a, dl  — dr.
4

Энди (3.17) формуладан фойдаланамиз:

' / =  J d / = J  er d l =  J V d /  +  j  er dl  +  j  eT dl.
OA A B

OB

Ю^оридаги маълумотларга кура топамиз:
а Я/4 О

/  =  j  er dr  +  j  а -е а d<p +  j  er dr  =  2 (ea — 1) +  \  a ea-
о о о

Энди бир нечта эгри чизикли 
интегрални фазовий эгри чизи^лар 
буйлаб хис°блаймиз, (х, у, г) фа- 
зодаги эгри чизик; учун ёй диффе­
ренциали

dl2 — dx2 +  d y 2 - f  d z 2 (3.21)

бир мисолда бирор узгарувчинн па­
раметр деб, ёки бош^а t  узгарувчи- 
ни киритиб, эгри чизи^ни x — x( t) , 64- чизма

9—390 129



У ~  У (0> z =  z(t)  (tx <  t <  t2) параметрик тенглама билан бериш мум­
кин. У холда

=  +  (t, (3.20)

формулага келамиз.
8- мисол. /  — (2z  — у г х2 +  г/а) dl эгри чизикли интеграл хи-

V
соблансин, бу ерда у  — конуссимон х =  t cos t, у  =  t sin z =  t 
винт чиз№ининг биринчи урами.

Ечиш. Мисолнинг шартига кура t параметр 0 дан 2л гача узга­
ради; v эгри чизик,нинг М ( х ,  у, г) ну^таси учун Xs +  у 2 —- г2 тенг- 
лик Гринли, демак, у  эгри чизик, доиравий конус сиртида жойлашган
(65- чизма). 0(0; 0; 0 ) , Л ( | 0 ; ^ ;  л), С (о;

D  (2л; 0; 2л) нукталар у  га тегишли. Ёй диффереициалини хисоб­
лаймиз:

7 да x't =  cos t — t sin i, y ’t =  sin t - f  t cos t, z \ — 1 ,

dl  =  y r x ? + r y j + H ? - d t  =  / 2T l 2 -dt ( 0 < t <  2л).
Интеграл остидаги j (x, у, z) функция эса у  эгри чизик нукталарида 
2z  — y l F + l f  ~  2t — j / f 2 =  £ га тенг. Натижада / (х, £/, г) == t 
эканини эътиборга олиб, узил-кесил топамиз:

2n j ____________ ,2л:

65- чизма 66- чи зма

I  =  [ ( 2 г - / х 2 -f  г/2) dl -  [ t. / 2  +  f* dt =  у  (у  2 +  *2)3 j 
v о 0

' -  1(1 + 2л*) /Г+2яг —!]■
9- мисол. /  =  j" xyz  dl  эгри чизикли интеграл хис°блансин, бу
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’■I рда V чизик; х2 +  у 2 +  г2 == R ‘\  х2 +  у г — айлананинг биринчи 
октантдаги чораги.

Ечиш. у  эгри чизик маркази 0(0; 0; 0) радиуси R  га тенг бул­
ган х2 +  у 2 +  z2 — R 2 сфера билан симметрия ук,и Oz ва (х, у )  даги 
йуналтирувчиси х1 +  у'1 — — айлана булган цилиндрик сиртнинг ке-
сишиш чизигидир (66- чизма). (х, у, г) фазодаги у  нинг тенгламаси-

R2ни топиш учун х2 +  у 2 =  — ми^дорни х2 +  у 2 +  z2 =  R 2 га к;уйиб,

D2

У  эгри ЧИЗИ1\ X 2 +  у *  — 4 ’ 2 = / Т
R  тенгламалар билан аницла-

нишнга ишанч х°сил ^иламиз. Цилиндрик (г, <р, г) координаталар 
системасига х =  г coscp, у  —_r  sin ф, z  =  z  формулалар ор^али утсак,

•"— v R  V  3 зх
у  А В  ёй г  — ~y , 2 =  -̂ 2~ R, 0 <  ср <  -g- шартлар билан берилади.

Кутб бурчаги ф ни параметр деб кабул ^илсак, А В ёйнинг парамет­
рик тенгламаси ушбу

я =  ~ -  cos ф, у  =  -j-  sin ф, 2 — R  (0 С  ф я/2)R

куринишда булади. Бу шартлардан г'ф =  0, хф
Я 
2

— у  sin ф, у 9 =
П —___________ ^
-s- cos ф ва =  i ' x'  ̂+  Уц +  z'* ■ dip =  — ^Ф муносабатларни то-

пиб, интегрални хисоблаймиз:
Я/2

f n ^  l /  3'
xyz dl =  J -g- cos ф -g- sin ф ^  • — с?ф

Я4 У з
л/2

32
Sin* ф

2

У з
32

1 О- мисол. 1 j  x2dl  эг­

ри чизикли интеграл хисоб­
лансин, бу ерда чизик; х 2 +  
+  у 2 +  г 2 =  а 2, х  +  у  +  2 =  0 
айланадан иборат.

Ечиш: у айлана х2+ г /2 +  
+  г 2= а 2 сфера билан О(0;0; 0) 
дан у т Увчи х  +  У +  г = = 0  
текисликнинг кесишиш чизи­
гидир (67- чизма). Бу айлана­
нинг радиуси а ва узунлнги 
2яа га тенг. Бу мисолни икки 
усул билан ечамиз.

\ \ О

\ ^  N(a  -, f  ’ ~arctff2) 
K(a; 5& ,arclg2), KN I  AC

67- чизма
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1- у в у л .  Х,исобланаётган интегрални =  j  х2 dl деб белгилаб
v

оламиз. Агар Ох, Оу, Oz уцларининг номларини узаро алмаштирсак, 
у  айлана тенгламаси узгармайди, фак;ат интеграл остидаги функция 
номи (белгиси) узгаради: х билан у  ни алмаштирсак, янги / 2 =
=  J  у 2 dl интегрални, х билан г  ни алмаштирсак яна хам янги / 3 =  

v
=  j  г2 dl интегрални хосил циламиз. Бу интеграллар киймати узга- 

v
рувчининг номига боглик, эмас, демак, 1г =  12 =  13. Интеграллаш 
йули у  бир хил булгани учун (3.16) формулага асосан

h  +  h  +  /3 =  J  *2 dl +  j  y 2dl  +  J z2dl =
V V V

—. j  (x2 +  у 2 +  z2) dl  — j  a% dl  =  a 2 j* dl — a2-2na  =  2 n a 3.
V V V

Бу ерда биз (3.14) формуладан фойдаландик. Демак,

/  -  j  х2 dl =  j  /* =  Щ- fl3.
v

2- у с у л. Сферик (г, ф, 0) координаталар системасига х =  г  cos ф х  
X cos 0, у  =  г  sin ф cos 0, z =  r sin 0 формулалар орцали утсак, сфе­
ра тенгламаси г  =  а, текислик тенгламаси tg 0 =  — (cos ф +  sin ф) ку­
ринишда булади. Умумий холда ф мивдор 0 дан 2я гача узгаради,
лекин ADCBA  ёй буйлаб юрсак, ф мик,дор — л/4 дан ~  гача узга­
ради. 0 бурчак эса уткир булиб, манфий ва мусбат цийматларни 
цабул цилади, шунинг учун cos0 > O  булиб, sin 0 нинг ишораси 
tg  0 нинг ишораси билан бир хил булади:

cos 0 =
" l / l  - f  tg2 0 У  2 +  sin 2<р ’

„• Q _  *g 0 _ _  _cos ф+ sin q) _  _  - f  (cos ф-Ыпф)*.,
S111 / l + t g a0 у2-(-51п 2ф  i/2 -f-s i.n  2ф

x  sgn (cos ф +  sin ф) =  — V !!'•-> ̂ -ф- • sgn(cos ф +  sin ф).
°  /  2 +  sin2 ф

ADC  ёй нухталарн учун (-----f  <  Ч’ <  " f  )> t g 0 < O > sSn (cos <P +

+  эшф) =  1 ва СВА  ёй нуцталари учун [ ^ < Ф <  ~ J >  t g 0 > O ,

sgn(cos ф +  sin ф) =  — 1. <p эркли узгарувчини параметр деб, ADC 

ва СВА нинг параметрик тенгламаларини ёзамиз:
< 7 ^  /  я  ____ Зя  ̂ ................... .....  a cos ф



Л Sin Ф—.. -  ■ - — ■■ 1
У  2 sin2 ф

—  a /  l - ) - s in 2  (p.

■ /2-[-sin 2 ф 

__ a cos <p
4 4

у  __ a sin Ф

y^ 2+ sin  2 ф

у  2 -fsin  2 ф

2 = a /  1-fsin  2 ф 

У 2 -f sin 2 ф

Иккита ADC,  CBA ёйдаги dl  ёй дифференциали бир хил була­
ди, интеграл остидаги xz функция хам бир хил цийматга эга. Шу­
нинг учун

/  =  j > d / =  2 - J  хЧ1.
V A D C

энди dl  =  | /  х'у1 +  у'^ +  2ц • dtp (— ~  <  ф <  ни ^исоблаймиз.

-|s in  ф
4 '  ‘ '  4 
cos ф cos 2 ф

ф °  [ / 2 + s i n  2 ф (У 2 -fsin  2 ф)3
sin фсо$2 фУ*-а\ cos ф

у л2-)-51п2ф  (v'2-)-sin  2 ф)3
_ _________— а cos 2 ф________ _

ф ( / 2 + s i n  2 ф)3 - / l + s i n  2 ф ’ 

^ + < , + г. ‘ =  “ , { “  +  - - с,,1'2<р
с s22<p_______1 __ а2

Ч-sin  2 ф)]

+

(2+ 51п2ф)8(]-)-81

— sin 2 ф)]
(2 +  sin 2ф)8 

За2

(2 -j- sin 2ф)3 

[{2,- f  sin 2 ф)2 - f  cos22 ф + ( 1  • 

а У 3
dl

(2-f-sin 2 ф)*' 2 -f- sin 2f

Изланаётган эгри чизикли интегрални ёзамиз:
Зя/4 Зя/4

=  ^-3- а- С05' ф-  2 -J  хЧ1 =  2j
(2 4- si • 2 ф)г

>ШС " Я/<
Зл/4
Л cos 2 ф Ар
J (2 -fsin  2 ф)2
—Я/4 

Зя/4
сов2ф • d ф

=  а3/ 3 J

<̂ ф.

dtp
( 2 +  sin 2 ф)2 +

7l J (2 +  sin 2 q>)*
—Я/4 
Зя/4

а(ф

- Я / 4

=  а8 / 3  • (72 +  7j), бу ерда

Зя/4
1

2(2 -(- sin 2ф) =  о,

2 1 (2+5ш2ф)2 
—я / 4

Л

Зл/4

J ■
- Я / 4

- Я/ 4

Лф
[ 1-J-2 51П2(ф-}-л/4) ]2

/ а да ф -f   ̂ алмаштириш бажарамиз. Унда ^  =  0; <2 =  я  ва
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'. = f (l + 2sW =2' J (1+2sW ' Деб0ЛаМИ3’ ЧУНКИ °< 
0 0

ва ~  ̂  is? n  орали^лар учун интеграл киймати бир хил-

Шундай к;илиб,
Я/ 2 Я/ 2

di _ п_я^/о~ Г ® dt

«  Я/2

I -  2 a V 3  J  2 0 - / 3  ■ j  ( !1п„

0 0 \s in 2/ /
интегрални х;исоблаш керак. и — ctg t деб алмаштириш бажарамиз-
du  -------- — ; 1 +ы 2 =  — ; tx =  0 да u ^ - f o o ;  t 2 =  n /2 да

sin2/ sin2/
/—  Г+“  и2 4 - 1и 2 =  0 ва I =  2а3у  3J -̂ - 3 qirgjr du  хосмас интегралга келамиз.

Аницмас ва л 
памиз:
/  -  га 3/ -!  •

о
Аницмас ва хосмас интегралларни хис°блаш усулларига асосан то­
памиз:

2 ■ , и и 1— arc tg - т = ----------------1
3 / 3  / 3  3(й2 +  3) J

+°° = 2а3/з 2

2л  ,  — а3. 
3

3 / 3  2

Ёй узунлигини хисоблашга дойр мисоллар.
911 - мисол. (х — у)2 — а(х +  у), х2 — у г =  —  г% тенгламалар би-
О

лан берилган эгри чизи^нинг 0(0;  0; 0) ну^тасидан А(ха, у д, z0) 
ну^тасигача булган ёй узунлиги топилсин.

Ечиш.  Курсатилган тенгламалардан х, у  ни г ор^али ифода- 
далаймиз:

х +  у  = —  (х — y f ;  (х — у)3 =  - ^ г 2,
а 8

ёки __ __

х - у  =  ~ У Т  Х +  У =  - Т } / Г - Т - У * 1-

f l T  з г——  =  b деб белгилаймиз ва у  z =  t ни пара-

3 3
метр деб цабул ^аламиз. Натижада х  — у  =  —  /2, х у  =

шартлардан эгри чизи^нинг параметрик тенгламаларини хосил Ци* 
ламиз:

^ т К  +  т ' О ' ^ т К - т ^ ) ' 2 - ' ’ '

Содда хис°блашлар курсатадики, ОА ёйда dx =  —  (bt3-\-b~lt)dt,

dy  =  А(М » _  b- 1  fytf, dz =  3<*Л.
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Энди d / >  0 эканини эътиборга олиб топамиз: 

dl —' У  dx2 +  d y 2 +  d z 2 =  1^ №)2

=  j / bt3 +  Й- 1 • /)2d/ 2 =  ^  | ( « 3 +  A"1/) • df | .

Эгри чизикнинг A(x0, y 0, z0) ну^таси (x, у) текисликдан юкорида 
(z0 >  0) жойлашган булса, l 0 =  V z0 >  0 булади ва 0 <  t <  t 0 co^a- 
да d f >  0, bt3 +  if -1 f >  0, демак, dl  =  —^=- (bt3 +  b~ ’t) dt.

—  ^ 3
OA ёйнинг узунлиги учун L =  j' dl  =  \ —~ ( b t 3 +  6- 1 1) d t  =

ОЛ 'o
=  -̂ y _ -  •  ̂6 ■ у z* +  2Ь~1\ /Гz^j ифодага эгамиз.

Агар A(xq, y 0, z 0) нукта (x, у) текисликдан пастда жойлашса, 
z0 <  0; 10 =  у"г0 <  0 булади. t параметр 0 дан t0 гача узгаради 
десак, у холда t камаяди, dt  <  0 ва (bt3 +  Ь~Н) нинг ^иймати ^ам 
манфий булади, демак, | (Ы3 +  Ь~г • t)dt | =  (bt3 +  b~4)d t ,  чунки 
Â t  £ (/0, 0) учун Ы3 - \ - Ь ~ Ч <  0 булади ва dt  <  0. Натижада олдин- 
ги холдаги интегрални ^осил циламиз:

С 3 L = \ d l  =  y f  ]  (6/3 +  Г - ^ .
о о

Шундай ^илиб, О А ёй узунлиги А(х0, у 0, z0) ну^танинг вазиятидан 

^атъий назар, L =  - J L ,  (Ь -у  ^  +  2&"1- у"?*) == ( ) /  1 Г  +

+  2 I /  - у  I ифода билан ани^ланади.

12- мисол. х2 +  У2 — cz, —  =  arc tg — , с ;>  0 тенгламалар би-
X с

лан берилган эгри чизикнинг 0(0; 0; 0) ну^тасидан А(х0, у 0, z0) ну^- 
тасига булган ёй узунлиги топилсин.

Еч иш .  Эгри чизиц тенгламаси дан z0> 0  эканлиг и равшан, чун­
ки х2 +  у 2 >  0, с >  0. Фазодаги цилиндрик координаталар система- 
сига утсак (х =  л cos ср, (/ =  л sin ср, z  =  z), О А  ёйнинг тенгламаси 
г 2 =  cz, tg ф =  tg -— ёки г2 =  cz, ф =  —  ва нихоят, z =  ар,

__ с с
г  — с у^ф куринишда ёзнлиши мумкин. 0(0; 0; 0) ну^та учун фх =
=  0, А(хй, у а, z0) ну^та учун ф2 = —  десак, ва ф — кутб бурчагини

С

параметр деб олсак, О А ёйнинг параметрик тенгламаси х  =  c[/~ ф coscp, 
у = с  уср• s inф, z =  сф (0 ф <; z j c )  куринишда булади. Биламизки,
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ёй дифференциали d l -  /  *ф2 +  у  2 +  гфМф (dq> >  0) формула орцали 
топиладн. Содда ^исоб-китоб бажарамиз:

X<t ~  2V W C0S(p ~~ С]/ ф s in ф’ ^  sin(P +  Ф созф, г9 — с

dl = у  ^ -  +  Ф +  l ' cd(p ^  + / ф  Jdp.

О А  ёй узунлигини узил-кесил топамиз: L =  \dl =

."гТф

ОА

*7 ---- / 2гЛ
Зс=  j  + У гф | л р - с / ф 1̂ + ~ ф )  о’ = = /c z 0 ^l +

о
М аш  ^ л ар . I. К,уйидаги эгри чизикли интеграллар курсатилган 

эгри чизик; буйлаб хисоблансин:
13.1 l  =  $xydl ,  бу ерда у  — учлари А{— 2; —2), 5(6; 1), С(2; 5) 

v
нуцталарда булган учбурчак контури.

13.2. 1 — ^хЧ1, бу ерда у — биринчи чоракдаги 8у 2 =  х3 эгри чи- 
v

зи^нинг у 2 =  2х  парабола билан ажратилган ^исми.

, 13.3. /= [ ( х 4/3 +  £/4/3) dl, бу ерда у—астроида: х3 +  у3 =  о 3 . 
v

13.4. /== |(х  — y)d l ,  бу ерда v — айлана: х 2 +  у2 =  ах.  
у

« 13.5. / =  |(х  - f  {/)d/, бу ерда у  чизик; г2 =  о2 cos 2 ф лемнискатанинг 
v

унг япроги. / Q
? 13.6. /  =  j(*2 +  г) dl, бу ерда у  чизик; x =  t, y  =  z— t z = t 3 эгри

v *
чизи^нинг ёйи (0 <  t  <  1).

ч 13.7. /  =  \ У 2у 2 +  г2 d/, бу ерда у  —айлана: i хг + у 2 +  г 2 =  а2,
V \ у  =  х

-13.8. /  =  §x2yzdl,  бу ерда v чизик; х2 +  у 2 — г, х 2 +  у 2 =  9 эгри 
v

чизицнинг (айлана) ёйи,
13.9. /  — | z -d l ,  бу ерда v чизик; х2 +  у 2 — z2, у 2 — ах эгри чизик; -

нинг 0(0; 0; 0) нуцтасидан А(а\ а; а / 2) нук,тасигача булган ёйи.
13.10. /  =  J (2х — 3y)dl,  бу ерда у — лемнискатанинг унг япроги:

v _____
г  =  а / cos 2ф.

13.11. /  =  j  55̂ + 55, бу ерда у —  винт чизигининг бир к;исми:



13.12. I — \ {x  — 5y)dl ,  бу  ерда у  — айлана: х2 +  у 2 =  бх.
v
V

13.13. /  =  f  бу ерда А В —  учлари Л(0; —2), 5(4; 0) нуц-
АВ

талардан иборат кесма.
13.14. /  — §xydl,  бу ерда у — ушбу л: =  0, у  =  0, х  =  4, у  — 2

v
тутри чизи^лардан ташкил топган туртбурчак контури. 

г dt
13.15. /  =  J ( хГ+ -у ц А  . бу ерда у —  учлари 0(0; 0), А(  1 ; 2) нуи;-

v
талардан иборат кесма.

13.16. 1 =  \(х +  z) dl, бу ерда v эгри чизиц параметрик тенглама-
v ____

лари билан берилган: х  =  2 a t y 1 — t 2, у  =  а  • 1п(1 — /2), 
г =  2 a t \  0 <  < <  1 / 2 .

13.17. /  =  \(х +  у) dl,  бу ерда у  — х2 +  у 2 +  г2 =  R 2, у  += х  айлана
V /

ёйининг Л(0; 0; R) ва B(RI2; R!2; / 2 )  ну^талар орасидаги 
кичик ь̂исми,

13.18. I =  f у' х2 +  У2 dl, бу  ерда v эгри чизик; (х2 +  у 2)3/2—а 2(х2—^
v

— у 2) тенглама билан берилган,
II. К^уйидаги тенгламалар билан берилган эгри чизи^лар ёйининг 

узунлиги топилсин:

_

«13.20. у  =  V х 2 — 32 +  8 \ п ( х + У х ъ — 8), 6 <  х <  9.
• 13.21. х — 3 t, y  =  3 t 2, z2 =  2 t 2 эгри чизи^нинг 0(0; 0; 0) дан 

Л(3; 3; 2) гача булган ёй узунлиги.
* 13.22. х =  ё~1 cost, у  =  ё~1 sint, z =г= ё~1 конуссимон винт чизиги-

нинг 0 <  t <  +  оо со^адаги ёй узунлиги,
* 13.23. у  =  arcsin— , z — —  In а — - эгри чизикнинг 0(0; 0; 0) дан

а 4 а +  я
А(хо, у 0, z0) гача ёй узунлиги.

13.24. х =  а  е3ф соэф, у  — ае3<р эшф, z  =  be3<v, b <  z  <  36.
13.25. x  =  at,  у  =  а У t sin t, z  — а У Т  cos t, — ■ <  t <  3.

13.26. x — a(t — sint), y  =  a( 1 — cost), z =  4a-cos-^-, 0 < £ < 2 n .

13.27. j c = a - s i n 2<p, У — a  sin q> cos ф, z =  a Шсоэф, | ф | < я / 4 .
13.28. x =  a cost, y =  asint, z  — b e \  0 < t f < l n - ~ - .

b

13.29. x — at  cost, у  ~  a t  sint, z — a- 0 <  t  <  2.

13.30. x3 =  3a2y, 2xz  =  a 2, a/3  <  у  <  9 a.
13.31. x2 =  3y,  2xy  — 9, 0 <  у  <  27.
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13.32. х2 =  9у,  16x{/=9z2, | г | < 1 2 .
13.33. х2 +  у2 =  az, x-sin —-----у  cos —  =  0, 0 <  z ss 5, а > 0 .

а а

13.34. х2 +  у 2 =  г2, xcos(i/"2 -z) +  у  sin ( / 2 - z )  =  0, | z | <  1.
13.35. (у —■ z f  =  3 a (y +z ) ,  9x2 +  8y2 =  8z2, 0 <  х <  4, а > 0 .

I тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида 
механикага оид масалаларни ечиш

13-мисол. Ушбу x  — acos3t, у  =  a  sin3/ параметрик тенгламалари 
билан берилган астроида ёйининг з̂ ар бир М(х, у) нуктасида жой- 
лашган модданинг зичлиги р(М) =  | х у \  формула билан аникланади. 
Астроидада жойлашган масса топилсин.

Ечиш. Моддий эгри чизи^нинг массасини т  =  j'p(x, y)dl форму-
V

ла билан хисоблаймиз. Астроида учун х\ =  — За sin / ■ cosЧ, y't —
— За cost ■ sin2/ (0 <  t <  2я), d l — \/~x'~ +  y'(2 dt== За- у  cos2 1 -sin2tdt =
— 3a- |cost-sint \dt, астроиданинг ^ap бир нуктасидаги зичлик: 
о(;И) =  | xy ( =  а 21 sin3/ • cos3/1.

2Я2Л ол2 С*
Демак, т. — j  | xy  \ dl =  3a3j  cosЧ • sin4/ dt  jg-1 sin42t d t  =

у  о  о

2 л  . . .
За3 С /1 За3/  3 , ) . , 1 . а Л 2"

“  64 J (1 _  C0S Af)4t  ^  64 ("Г  1 -----2 Sm +  Тб S
О

=  (масса бирлиги).

14-мисол. г =  a (1 +  cos ф) кардиоиданинг ^ар бир нуктасида 
жойлашган модда зичлиги р =  k y rг . Кардиоиданинг массаси то­
пилсин.

Ечиш. Эгри чизиц ^утб координаталарида берилган (68-чизма). 
Кардиоида учун г =  а  (1 +  cos <р) (0 <  ф ^  2 л), т̂ , — — a sin cp, dl  =

■dcp ва ф ни параметр деб олсак, астроида-

о

V  г'ц +  г2-dcp =  2а  lcos-2-

Фcos—
2

даги масса зичлиги учун р =  к У r = k V  a(l +  cos(p) == k у  2a

p-dl =
2л 2л V

=  j* k-]/2a • cos -y  • 2a cos с*ф =  a f t / 2a J  (1 - f  cos ф) dcp =
0   0

=  2 n a k f / 2a (масса бирлиги).
15-мисол. r  =  a(l +  соБф) кардиоида ёйи буйлаб бир жинсли 

масса жойлашган. Бу моддий кардиоида ёйининг (0 <  ф <  2л) огир- 
лик маркази топилсин.
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Ечиш. Бир жинсли модда зичлиги 
учун р =  const бу'либ, купинча р = 1  деб 
олинади. Орирлик марказини М с {хс, у с) 
деб белгиласак, унинг координаталари 

S p -x d l jp- y d l

, у .  =  *------ . т =  \p -d l° т 30 т iV
формулалар орк;али ^исобланадн. 14-ми- 
солда г =  а ( 1 [+  соэф) (0 <  ф ^  2л)
кардиоида учун dl  =  2а cos Ф

г /
/ V 7 Г
о 12а х

дифференциали хисобланган. (х, у)  ва 
(г,ф) системалар орасидаги x^=r cos ф, у  =
— г sin ф борланишга асосан кардиовда- 
нинг параметрик (ф га нисбатан) тенгламаси 
х  =  а(1 +  cos ф) cos ф, у =  а { 1+ cos ф) sin ф  68- чизма
булади. Энди ушбу =  \xdl, / 2 =  |'г/ ■ dl,

у у « ■I3 =  \dl (р == 1) эгри чизи^ли интегралларни ^исоблаимиз;
У 2я

Ix =  j j x - d l  =  J  а(1 +  созф)созф-2а —
7 О

П 2Я
=  2 Ф

cos ■ ■dtp

J(1 + COS ф) • СОЭф • СОЭ— ^ф -f J (1 + COS ф)СОЭ ф^—  cos|-)d9

я
Я

. =  4а2 J  (1 + cos ф)соэ ф • cos dq>. 
о

У рта ^авс ичидаги иккинчи интеграл ф =  2л  

биринчи интегралга келтирилади. Интегралда sin и, 2 du

=  COS - 2 -  d tp , cos2 - у -  =  1 —  U2, ф! =  0 ,  учун U i —  и ,  ф2 =  п  учун 

и 2 =  1 алмаштириш бажариб хисоблаймиз: Ix =  J x d l  —

t алмаштириш билан 
ф
Т - « V

о,



Jdl =  2a

=  16a2
5

2л
— cos5—2
2л
Г <рcos —
J 2
0

+  COS6

dcp =  2a-

0;
Л
Л

Jcos —  dw ■ 
2

2Л

■S' <p cos
2

8 a.

Ни^оят, орирлик маркази координаталарини топамиз:
4 а
т ;

А  =  о.

4 аДемак, (х, у) текисликда 0j нуцта кардиоиданинг орирлик

марказидан иборат.
16- мисол. х 2 +  у 2 +  z 2 — а2, х  >  0, у  > 0 ,  z  >  0 шартлар билан 

берилган бир жинсли сферик учбурчак контурининг орирлик марка­
зи топилсин.

Ечиш. Сферик учбурчак томонлари х2 +  у 2 +  Z2 — а2 сфера би­
лан учта координата текисликлари кесишиш чизицларининг 1 октант­
даги цисмларидан ташкил топган (69-чизма). у  контур — ABCА  дан 
иборат. У учта А В , В С , С А  цисмдан ташкил топган булиб, >̂ ар

бир цисм тегишли айлананинг чорагидан иборат. АВСА  эса, улардан 
тузилган булакли-силлиц эгри чизикдир. Равшанки, сферик коорди­
наталар (х — г coscp cos 0, у  =  г  sin ф cos 0, z  — г  sin 6) системасида: 
А В  ёйда г — а, <р =  0, 0 <  0 - у ,  dl — a d 0 ва А В  нинг парамет-

рик тенгламаси х =  a cos 0, у  =  0, 2 — a-s in0 (0 — параметр). ВС  
ёйда г  — а, ф =  0 <  0 <  п/2, d l ~  ad  Q ва ВС  нинг парамет­

рик тенгламаси *  =  0, у =  a cos 0, 2 ==as i n 0 (0 — параметр). С А  ёй­

да г  =  а, 0 < ф  <  0 =  0, dl  =

—ad(f> ва С А  нинг параметрик тенг­
ламаси х ~  a  cos ф, у  — a sin ф,2 = 0  
(ф — параметр). Орирлик маркази 
М с{хс, ус, гс) координаталарини

\ydl
х с =

Jxdi
3L_,

т

69- чизма

jzdl
. v___

т т  =  $ Ш (р
Y

О
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формулалар оркали ^исоблаймиз. Аввал контурнинг масса сини то­
памиз:

я/2 я/2
m =  $dl =  $ d l  +  \ d l  +  fd /  =  J a d 0 +  f a d 0 +

v A B  ВС CA  0 °
Я/2 g

+  f adq> =  - j -  л a.
“o

Ox, Oy, Oz укларнинг бирини иккинчиси билан алмаштирилганда у 
контурнинг шакли узгармайди, демак, хс =  ус =  zc. Улардан битта- 
сини, масалан, у с ни ^исоблаш етарли:

у' = ^ 9dl -  зТ« [[ ydl + [ !,d‘ + 1 y i l
У  A B  ВС CA

Я/2 Я/2

=  ^  a2 cos 0 dQ +  J  a2 sin cp dcp j =
З я  ‘

“o

Демак, M c ( ~ \  — контурнинг огирлик маркази.
\ 3 я  З я  З я  /

17-мисол. Конуссимон (коник) винт ч и з и р и  параметрик тенглама­
си х =  t  cost, у  =  t s i n  t, z =  t  билан берилган. Бу чизи^нинг ^ар 
бир ну^тасидаги модда зичлиги р — kz2 формула билан ифодаланса, 
унинг биринчи урамининг (х, у) текисликка нисбатан статик момен­
та хисоблансин.

Ечиш. (х , у) текисликка нисбатан моддий эгри чизи^нинг статик 
моменти S xy — j’p(x, у, z). zdl  формула оркали ^исобланади. Бирин­
чи урамида t параметр 0 дан 2л гача узгаради ва dl =  У ' 2 + t 2 d t  
(О ^  t <  2 л) (8-мисолга к,аралсин) булади. Демак, S xv учун ушбу

2Я ____  У
S xy = ^ k z 3dl  == k^ tsY 2 - \ - t 2 d t  интеграл ^осил булади. Уни ^исоблаш

v
учун и =  2 +  t% алмаштнриш ' бажарамиз, янги чегаралар uY — 2, 
и 2 =  2 +  4л2 булади ва узил-кесил топамиз:

2 + 4 я ! 2 + 4 Я '

$ х у ~  ~y  [  (“ — t y Y u d u  =  У  и (Зы — 10)

=  8fe/ 2  [(j +  2я2)3/2-(Зя2 — 1) +  1].

18-мисол. Винт чизиг и параметрик тенгламаси х — a cost, у  == 
=  a sin I, z =  bt билан берилган. Унинг биринчи урамининг Оу  укда 
нисбатан инерция моменти топилсин (р =  1).

Ечиш. у  эгри чизик;да жойлашган М(х, у, z) ну^тадан Ох, Оу, 
Oz у^ларгача булган масофаларни мос равишда гх, гу, г2 десак, у
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х;олда мос yiyiapra нисбатан инер­
ция моментлари 1 х =  \P^dl, I —

У
=  §pr2ydl; 1г =  Jp r\dl  формулалар

V V
буйича ^исобланади. 70-чизмадан 
гх =  М А = у  у 2 +  г2, г

— М  С, гг
■ y- l / x 2+ z 2= 

M D  =  ОВ ~

70- чизма

=  У  х2 +  у2 эканлиги равшан.
Винт ч и з и р и н и н г  биринчи ура- 

мида dl  =  У х ?  +  у'2 +  г]2 ■ dt  =
= У  a2-\-b2dt,  0 < / < 2 л  ва М ( х ,  у, г) 
ну^таси учун г 2 =  лс2+  z2 =  a2cos 4 +  
+  bt2 буладм. Оу  ук.ига нисбатан 
инерция моменти

/ у =  [(л:2 +  z2)dl =  [ (a2cos4  +  ЬЧ2) У  а2 +  b2d t \ =  
v о
л_______  г a2 /  1 • \ 1 1 |2п

=  > а2 +  й2 • —  (t +  T sin 2 ^j!+  X  ЬЧ*\ |о =

=  У  а2 +  Ь2 ^яа2+  ~ я3^2 ]•

М а ш ц л а р .  1 . К,уйидаги эгри чизицлар курсатилган ^исмлари- 
нинг массаси топи леи н.
13.36. г2 =  а2 cos2 ф лемниската нукталаридаги модда зичлигини 

p { x , y )  =  kr деб, бутун лемнискатанинг массаси топилсин.
13.37. х =  а е ( cost,  у  =  а ё  sin/, z =  a e ( эгри чизик; ну^таларида- 

ги модда зичлигинир =  k e t A&o, бу чизи^нинг 0 (0; 0; 0) дан 
А (а; 0; а) гача (— оо <  t 0) булган ёйи массаси топилсин.

X й Уг------1------=  1 эллипс контурининг массаси топилсин. Унинг
а2 62

^ар бир нуктасидаги модда зичлиги р { х , у )  — \у\ деб олинсин. 
у  — 1пх эгри чизи^ ( 5 < х < 1 0 )  ёйининг массаси топилсин. 
Унинг хар бир М  (х, у) нуктасидаги модда зичлиги р (М) — х2. 
Ушбу х  =  a  cos t, у  =  a sin t  айлана ёйининг (0 <  t ^  я/2) 
х;ар бир нуктасидаги модда зичлигини р = х у  деб унинг массаси 
топилсин.
Ушбу х =  a cos t ,  у  =  a sin /, z  =  bt (0 <  t  <  2л) эгри чи- 
зи^нинг ^ар бир нуктасидаги модда зичлигини р = У х2+ у 2+ г 2 
деб, унинг массаси топилсин.
Ушбу у  — Inx  (1 ^  х <  е) эгри чизи^ ёйининг хар бир ну^- 
тасидаги зичликни p = ^ k x 2 (к =  const) деб, унинг массаси то­
пилсин.

13.43. Ушбу х =  a ( t  — sin i), у  =  a (1 — cos t), 0 <  t <  2 я  циклои-

13.38.

13.39.

13.40.

13.41.

13.42.
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данинг ^ар бир ну^тасидаги модда зичлигини р =  у2 деб, унинг 
массаси топилсин.

13.44. Ушбу л2 +  у 2 =  а х  айлананинг ^ар бир ну^тасидаги модда 
зичлигини р — Y х2 +  у 2 деб, унинг массаси тоцилсин.

13.45. Ушбу х =  t, у  =  —  t2, у  =  t3 (0 <  1) эгри чизик,-
2 3

нинг х,ар бир нук,тасидаги модда зичлигини р =  | '  2 у  деб, 
унинг массаси топилсин.

II. К,уйидаги эгри чизикларнинг огирлик маркази топилсин; р (х,у)  
хасида хеч нарса айтилмаган булса, уни 1 га тенг деб олинг:
13.46. х =  a ( t  — sin t), у  =  а (1 — cost),  0 <  / <; 2я.
13.47. Ушбу у  =  а -ch —  эгри чизи^нинг А (0; а) ва B(b;h)  нукта-

а
лари орасидаги ёй учун.

13.48. x — acos,t, у =  a sin/,  z =  b t ,  0 <  t <  л.
13.49. х2>3 +  у 2/з =  а2/3, х > 0 ,  у  >  0.
13.50. х — - j -  у 2 -----— In у, 1 <  у  <  2.

13.51. г  =  а(1 +  coscp), 0 <  ф <  я.
13.52. г — а еф , я/2  <  ф <  я.

^уйидаги мисолларда ишлатиладиган формулаларни (х, у) текис­
лик учун келтирамиз. Эгри чизикнинг статистик моментлари

]. К х =  ] У ■ р(х, у) dl  — Ох у^ига нисбатан. 
v

2. К  у =  f х  • р (х,у) d l  — Оу  у^ига нисбатан.
v

Инерция моментлари.
3. \ к — J  у 2 р(х, y ) d l  — Ох укига нисбатан.

v

4. I =  |  х2■ р ( х , у ) dl — Оу  у^ига нисбатан.
v

5. 10 — (х1 ■ у-) р (х, у ) d l — 0 ( 0  ,0) координата бошига нисба-
V

тан.
13.53. х2/3 +  у т  — а2/3, х > 0 ,  у  > 0 .  К х ва К у топилсин.

13.54. К,утб координаталар системасида учлари Р  (а; 0), Q^a; — j

"У") ну^талардан иборат учбурчак берилган. Учбурчак

контурининг цутб моменти топилсин.
13.55. х — R  cos ф , у  =  R  sin ф, 0 <  ф <  а  <  2 я . ! х топилсин.
13.56. х2 +  (у — а)2 =  iR2, а >  R. Iх топилсин.
13.57. х  — а(£ — sin t), у  =  а  ( 1 — cos/), 0 ^  t <  2 я. 1Х на 1у то­

пилсин.
1358. Винт чизиги х  =  a cos /. у  =  а sin /, г =  —  / (0 <  t ^  2 я)

2я
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биринчи урамининг Ох, Ог  уцларига нисбатан инерция момента то­
пилсин. Курсатма: 18-мисолда ишлатилган формулаларга асосан
1Х — j  (У2 +  22)р (х, у, z) dl ,  1г =  j  (X2 +  у г) р (х, у,  z) dl. 

v
14-§. Иккинчи тур эгри чизицли интеграллар

(х , у)  текисликдаги у  ~  А В  булакли- силлик; эгри чизи^нинг М  (х,у) 
ну^тасида Р ( х , у ) ва Q ( x , y )  узлуксиз функциялар берилган булсин.
У з^олда j  P ( x , y ) d x ,  j  Q { x , y ) d y  ифодалар P(x,  у) dx  дан ва

А В  л в

Q (х , у) dy  дан А В  йул буйича олинган иккинчи тур эгри чизи^ли 
интеграллар дейилади. Бу интеграллар йириндиси.

j  Р(х ,  у) dx +  Q (x , y )  dy  (3.23)
А В

«умумий куриниш» даги 11 тур эгри чизикли интеграл деб аталади.
Фазовий у  =  А В  эгри чизик буйича олинган иккинчи тур эгри 

чизшуга интегралнинг «умумий куриниши».

J Р(х ,  у. z )dx  +  Q( х, у, z ) d y  +  R  (х, y , z ) d z  (3.24) 
Я в

булади.
7 =  А В эгри чизик, буйлаб юрганда йуналишнинг узгариши ин­

теграл ишорасини тескарисига узгартиради:

[ Р  d x + Q  dy  — — \ P d x  +  Q d y .  (3.25)
Sa  a b

II тур эгри чизикли интегрални одатдаги (Риман маъносидаги) аник 
интегралга келтириш мумкин. Шунинг учун аник интегралнинг энг 
содда хоссалари иккинчи тур Эгри чизикли интеграллар учун хам тур-
ри. Агар у  =  А В эгри чизик; х  =  x(t),  у  =  у  (t) (tx <  t <  t 2) пара­
метрик тенгламаси билан берилган булса, у ^олда
j  Р  (х, у) dx Q (х,у) dy  интегралдаги интеграл ости Р, Q функция-

ларда х еэ у  ни уларнинг параметрик ифодалари билан, dx  купай- 
тувчини х =  x(t) функциянинг dx  =  x'dt  дифференциали ва мос ра- ( 
вишда dy  купайтувчини у  =  у  (t) нинг дифференциали d y = y ’ d t  билан 
алмаштириш керак. Натижада интеграл остидаги ифода битта t  па" 
раметрга борли^ булади ва эгри чизикли интеграл аник; интеграл ор*
цали ифодаланади. д £ ЭГрИ чизи^даги йуналишга к;араб интеграл
цуйи чегараси деб tA (А ну^тага мос келган t  параметр ^иймати),
ю^ори чегараси деб tB (В нуцтага мос келган t параметр ^иймати) 
олинади ва интеграл
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[/>(*, y ) d x  +  Q (x, y) dy  =
A B

( B

=  j  [P (x (t), y ( i ) ) - x '  (t) +  Q(x(t) ,  y ( t ) ) - y ’ ( t ) ]d t  (3.26)
tA

куринишда ёзилади.
Агар у  =  А В эгри чизик; узлуксиз у  (х) функция ёрдамида ёзил- 

ган у  =  у(х) ошкор тенгламаси билан берилган булиб, х узгарувчи а  
дан b гача узгарганида эгри чизщ худди А  дан В  га ^араб йуна­
лишда чизиладиган булса, у ^олда х  ни параметр деб

ь

j  P d x  +  Q d y =  §[P(x ,y (x) )  +  Q (x , y (x ) ) - y ' (x ) ] d x  (3.27)
A B  a

формулага келамиз. Яна бир марта эслатиб утамизки, аниц интеграл- 
да к,уйи ва говори чегараларни жойлаштириш тартиби эгри чизикда 
танланган йуиалишга мос булади.

Агар |  P d x  +  Q d y  нинг интеграллаш йули у  =  Х в  узининг
А В

х — х(у)  (с <  у  <  d) ошкор тенгламаси билан берилса (бу ерда 
с — у А — А нукта ординатаси, d  =  у в — В  ну^та ординатаси), у 
Холда

d
J p d x  +  Q d y  =  j  [Р(х (у), у ) - х ’у +  Q(x (у), у)] dy  (3.28>
А &  С

формула уринли.
Агар 7 =  АВ  интеграллаш йули Оу укига параллел (х — const) 

тугри чизик; кесмаси булса, dx =  0 булиб,
у в

j P d x  +  Q d y = j  Q{c\ y ) d y  (3.29)
УА

ва шунга ухшаш, у  =  АВ  йул Ох уцига параллел (у =  const) турри 
чизик. кесмаси булса, dy  =  0 булиб,

хв

|  P d x  +  Q d y  =  J  Р(х;  с) dx  (3.30)
V хА

формула ^осил булади.
Агар у  — ёпи^ контур, яъни интеграллаш йулининг боши А  ва 

охири В устма-уст тушган булса, у холда текислик ориентациясини 
^исобга олиш керак. (л;, у) текисликда соат миллари харакатига тес­
кари йуналиш (Ох дан Оу га к;араб) мусбат ^исобланса, у ^олда
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текислик ориентациям унг, 
акс холда чап дейилади. Те­
кислик ориентацияси унг бул- 
ганда, содда ёиик, контурни 
айланиб чикишнинг мусбат йу- 
налиши деб шундай йуналиш- 
ни олинадики, бунда кузатув- 
чи шу йуналиш буйича хара- 
катланганда контур билан че­
гараланган еоханинг кузатув- 
чига я^ин кисми унинг чап 
томонида колади (71-чизма). 

Агар интеграллаш йули у  
у  ~ содда ёпик эгри чизик, булса ва 

контурни айланиб чикишнинг 
йуналишига дойр курсатмалар
булмаса, у холда J P d x + Q d y  

v
«символ мусбат йуналиш буйича олинган интегрални тасвирлайди.

Агар Р  (х, у) dx +  Q (х, у) dy  ифода бирор U  =  U  (х, у) функция­
нинг тули^ дифференциали булса, яъни А В эгри чизикни уз ичига 
олган бир бор лам л и (D) со^ада P d x  +  Q d y  =  dU (х,у)  тенглик ба-

71- чизма

жарилса (бунинг учун шарт бажарилиши зарур ва етарли),
дУ дх

у холда J P d x  +  Q d y  эгри чизикли интеграл киймати интеграл- 
аё

лаш йулига борлик эмас. Интегралнинг киймати U (х, у) функция­
нинг В  нуктадаги ва А нуктадаги кийматлари айирмасига тенг.

f P d x  +  Q d y  ~  U (В) — U (Л). (3.31)
А В

Интеграллаш йули у  =  А В ёпиц контур булганда P d x  +  Q d y  
тулиц дифференциалдан олинган эгри чизицли интеграл нолга тенг:

j  P d x  +  Q d y  =  0. 
v

(х, у, z)  фазодаги бир богламли (V) со^ада
Р  {х, у, z) dx  - f  Q (х, у, z) dy  +  R (х, у, г) dz

ифода тули^ дифференциал булиши учун
д0_ _  дР_ SQ =  dR_ =  
дх ду ’ дг ду ’ дв дх

тенгликлар бажарилиши зарур ва етарли. Бу >̂ олда

(3.32)
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|  P d x  +  Q d y  +  R d z  эгри 
v
чизик,ли интеграл киймати 
интеграллаш йулига богли^
эмас (А В  эгри чизи^ бутун- 
лай (У) сохада булиши керак).

Ту лик, дифференциалдан 
эгри чизицли интегрални 
олиш учун энг содда усул
ишлатилади у =  А В эгри 
чизик, (72- чизма) урнига ин­
теграллаш йули деб томон- 
лари координата {Ох, Оу,
Oz) уцларига параллел бул­
ган тугри чизик,лар кесма- 
сидан тузилган синик чизиц-
ни олиб (3.29) ва (3.30) формулалардан фэйдаланиш мумкин. Маса- 
лан, (D ) сохадаги у  =  А В  эгри чизи^ A  (xL, y t) ва В (х2, у 2) нук;та-
лардан утсин, \ p d x - \ - Q d y  интеграл учун —  =  —  шарт бажа- 

Т в дх дУ
рилсин. Интеграллаш йули к,илиб AN В синик; чизи^ни оламиз:

A N  да у  =  Ух (const), dy  — 0, х эса х г дан х2 гача узгаради;
BN  да х =  х.2 (const), dx  =  0, у  эса г/, дан у 2 гача узгаради. 

Натижада A N  В синик ч и з и р ; буйича интеграллаб

j P d x  +  Q d y =  f P d x  +  Q d y  +  ^ P d x  - f  Q d y  =
A B A N N B

Уг

=  3 P  {x\ y d  d x +  \ Q (x2, y) dy  (3.33)
Xi t/1

аник; интегралга, агар А К Б  ситщ чизиц буйича интегралласак,
?2

J Р dx- j-  Q d y  =  j  Q (x{, y ) d y  -\- \ P(x; y 2) dx  (3.34)
Уг x,

аниц интегралга келамиз.
Керакли формулаларни мисоллар ечиш жараёнида курсатиб ута- 

миз.

15-§. Иккинчи тур эгри чизицли интегралларни 
х,исоблашга дойр мисоллар

1- мисол.

1) У

(1 ;.)
I — \ x y d x  

(0; о)
(у — x)dy  эгри чизик ли интеграл.

е э  2 )  у 2 =  х  йул буйича хисоблансин.
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Ечиш. Интегралнинг ёзилишидан О (0; 0) ну^та йулнинг боши 
ва А (1; 1) нуцта эса йулнинг охири эканлнги куриниб турибди
(73-чизма). 1-холда интеграллаш йули О т  А  ёй буйича олинади.
О т А  да у  =  х 1, d y  =  2 x d x ,  0 < х < 1  ва (3.27) формулага асо­
сан х  ни параметр деб J ни ^исоблаймиз:

/ =  J x y d x  +  (y — x ) d y  =  j" [х3 +  (х2 — х) • 2х] dx
ОтА

( т 12

2- холда интеграллаш йули O n  А ёйдир; О п А  да х — у 2, 
d x  =  2 y d y ,  0 < г /  <  1 . Демак, у  ни параметр деб олиб (3.28) фор­
мулага асосан топамиз:

1
/ =  j  x y d x  +  (y — x ) d y  =  § l y a-2y  +  (y — y 2) ]d y  =

ОпА 0

—  Уъ ------ У3 +  —  У2
5 3 2

\7_
30

Икки холда икки хил натижа чивди, бу эса иккинчи тур эгри чи- 
зшуш интегралнинг циймати интеграллаш йулига борли^ эканлигини 
курсатади.

x 2dy  — уЧ х2- мисол. / С x 2i

J *.5/3 4 -  у5/3

73- чизма

эгри чизи^ли интеграл хисоблансин,

бу ерда у  чизи^ х  =  R  cosЧ, 
у  =  R  sin3/ астроиданинг 
A (R; 0) ну^тадан В (0; R) 
ну^тагача булган чорагидир.

Ечиш. Интеграллаш йули 
параметрик тенглама билан 
берилган. Шунинг учун t  ни 
параметр деб х, у,  dx, dy  ни 
t, dt  оркали ифодалаймиз:

х =  R  cos3 1, dx =  
=  — 3 R  cos21 sin t  dt, 

у  — R  sin3/, 
dy  =  3 R s i n 2t cost dt.
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Интеграл остидаги ифодани ^исоблаб оламиз:

=  3R3^ ' sin][ +  S'ml COs2t)dt  =  4 -  V R *  • sin22/ dt
+  У,5/3 у  RS (cos5f +  sin5/) 4

=  — V r * (1 — cos 40 dt.

Энди интеграллаш чегарасини топайлик: А (/?; 0) учун х  =  R, у  — О 
шартдан t 1 =  0 ва В (0; R) учун х — 0, у  — R  шартдан t 2 — л/2 
булади. Демак, (3.26) формулага асосан узил-кесил топамиз:

Я/2

/ =  Г- i - У н *  (1 — cos4Q<« =  —  n R y R .
oJ 8 16

3- мисол. I =  J xdx +  у  dy  +  (x +  у  — I) dz  эгри чизи^ли интег-
V

рал хисоблансин, бу ерда у  чизик Л (1; 1; 1) ва В (2; 3; 4) ну^- 
таларни туташтирувчи тугри чизиц кесмасидир.

Ечиш. АВ  кесма (а-, у, г )  фазода берилган. Фазодаги икки ну^- 
тадан утувчи тугри чизиц тенгламаси

*1 У — У1 8 — 01
xt  — У г—У1 ег — ех 

куринишда ёзилади. Ундан фойдаланиб ёзамиз:

х — 1 __у  — 1 г — 1АВ:
1

Исталган (х, ёки у,  ёки г) узгарувчини параметр деб олиш 
мумкин. Биз х  ни параметр деб олсак, тутри чизик, тенгламаси 
(у  =  2 х —  1 ,
(2 =  З х — 2 куринишда булади. АВ  кесмада dy  =  2 dx, dz  — 3dx,
1 <  jc <  2 ва, ни^оят

2

/ =  § x d x  +  ( 2 x - l ) - 2 d x + ( x +  2 x - l —\ l ) - 3  dx  =

=  J ( 1 4 x  — 8 ) d x =  13.
l

4 - мисол. /  =  j  x y d x  + y z d y +  zx dz  
v

эгри чизщли интеграл хисоблансин, 
бу ерда у  чизик, ix2 +  у 2 +  z 2 =  2 Rx,

[ z  =  х
айлананинг у  >  0 сохадаги кисмидир.

Ечиш. Маркази A (R; 0, 0) да ва 
радиуси R  булган х 2 +  у 2 +  z 2 =  2 Rx
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сфера билан О у  ук,идан утувчи z =  x  текислик ОтВпО айлана буй-
лаб (74-чизма) кесишадн: у  =  О п В ё йдаги ну^талар учун у  >  О 
шарт бажарилади. Мисолни ечиш учун х  ни параметр деб оламиз. 
у  нинг параметрик тенгламаси у  =  У  2 Rx  — 2х%, г  =  х, 0 ^  х ^  R
булади. О п В да dy (R — 2х) dx 

У Ж х  — 2х*'
dz  =  dx ва интеграл остидаги

ифода xy dx +  y z  dy  +  z x d z  =  (x У  2Rx  — 2x2 -j- Rx  — x2) dx  кури­
нишда ёзилади. Энди берилган интегрални ^исоблаймиз:

R
.---------------- / 1  1 „3/ =  | (х У  2Rx  — 2хг +  R x  — x2) d x  — [ ^ - R x 2 ---- —х ‘

о
R
' х  ■ /  2Rx — 2x2 dx =  ~  R 3 + V ~ 2 - I l ,

+

бу ерда =  \ х - 1/ /?х— x2cbc. Энди /, интегрални хисоблаш учун

унда t =  х  -
о

dx =  df, tfx — х2 =  —  Я 2 — 1 \ —  -5- 
2 4 2

алмаштириш бажарамиз. Натижада цуйидагига эга буламиз-.:
Я/2

'-J ('
- R / 2

2

4

Л/2

+
/? Я2 2tarcsm

■ R / 2

Демак, берилган интеграл учун узил-кесил топамиз:
я У  2 

16

я/?3
16

5 -мисол. / =  j y d x + z d y + x d z  
v

эгри чизи^ли интеграл хисоблан­
син, бу ерда V — айлана: х —
— R cost cosa, у  =  R  sint cosa, 
z =  R sin a  (a =  const), 0 <  t  <  
< 2  я.

Ечиш. Сферик (г, cp, 0) коор­
динаталар билан солиштирсак, 
берилган тенгламалар Oz  уцига 
перпендикуляр ( z =  R - sina) те-
кисликда ётган у  — AB  C D A  ай- 
ланани тасвирлайди (75- чизма).
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i  параметр (x, у) текисликдаги 
цутб бурчаги вазифасвди бажара- 
ди. Чизма О <С а  <Сл/2 хол учун С(0. 
чизилган.

у  айланада 0 <  t  <  2 л, dx —
=  — R cosa sintd t ,  d y = R c o s a x  
Xcostd t ,  d z = 0, интеграл остида­
ги ифода у  d x + z  dy  +  x d z  =  R 2x
X [—co’s2a  sin2/+ s in a  cosa cos t\dt —

R 2 ■ cos2a  • (cos21 — 1) +

-4- sina cosa cos/ dt.

Шундай килиб,
2Я

/ f/?2-[—  cos2a  ■ (cos2t — 1) +  sin a  cos a  • cost  
J l 2

d/ ■ я /?2 cos2a .

М аш  к, л а p. I. К,уйидаги иккинчи тур эгри чизикли интеграллар 
хисоблансин.

Г* w^dx ~~ x2du15*1. / =  \ -------------- 6v ерда у  — ярим айлана: х — acost, и ~
J х2 +  у 2 v
V

=  a sin t, 0 <  t  <  л.
15.2. 1 =  j  (2a — у) dx — (a — y) dy, бу ерда v — циклоиданинг

v
биринчи арки: х =  a ( t  — sin/), у  =  a (1 — cos?); 0 <  2л.

15.3. I — j  2 x y d x —~x2dy, бу ерда О Л турли чизшугар булиб,
ол

0(0:0) дан Л (2; 1) нуцтагача келади: а) О А тугри чизик; кес­
маси; б) ОБА  синиц чизиц; в) ОСА синиц чизиц, г) \ у  — х г

па-раболанинг О т  А ёйи, д) х == 2 г/2 парабэланинг On А ёйи 
(76-чизма).

, 15.4. I =  j  yzdx +  z x d y  +  x y d z ,  бу ерда у- винт чизигининг бирин-
V

atчи урами: х =  R  cos/, у  =  R s i n t  г
(4; 4; 4;)

2 л

*15.5. I =  J xdx +  ydy +  zdz

У х2 +  J/2 +  г2 •(1; i; 1;) 
ча хисоблансин.

=т\три чизиц кесмаси буйи-
- х — у  +  2г

*15.6. 1 -  j  (у — z) dx  +  (z — х) dy  +  (х — у) dz, бу ерда у  — айлана:

х2 +  у 2 +  z2 =  а2, у  =  х • /ga  (0 <  a  <  л).
Ох уцининг мусбат кисмидан Караганда айлана соат миллари 

Харакатига тескари йуналишда утилсин;
15.7. / =  J y 2d x +  z 2dy  +  x2dz,  бу ерда у  — Вавиани чизири: 

v
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x2 -f  У2 +  z2 =  a2, x2 +  у г — ax  нинг (x , у) текисликдан ю^ори- 
даги цисмидир. Ох у^ининг мусбат ( j c > a )  цисмидан цараганда 
интеграллаш йули соат миллари ха ракатига тескари утилади.

•v 15.8. /  — j y 2dx  +  x2dy,  бу ерда у  чизиц А (— а; 0) дан В (а; 0)
v

гача булган ярим эллипс ёйидир: х  =  a cost, y  — b s i n t .
15.9. /  =  j  (у2 — z2) dx  4- 2y  z d y  — x2dz, бу ерда -у — эгри чизик;:

X =Л, у  =  t2, z  =  /3 (О <  t <  1).
Х,аракат йуналиши t параметрнинг усишига караб олинган.

z1 x2dy ~~~ u2dx
15.10. /  = j  ~ 2/з1 |Т~у 2/ з ' бу еРда V — астроиданинг A (R; 0) ну^таси-

v
дан В  (0; R) ну^тасигача булган ёйи: х  =  R  cos* t, у  =  R  sin8/.

t l 5 . l l .  /  =  j  (2a — у) d x - f- x d y ,  бу ерда у — циклоида: х — а {t  — 
v

— sin/), у  =  а  (1—cos/), 0 <  / <  2 л. Параметр / нинг усиши­
га цараб юрилсин.

<15.12. /  =  j  cosy d x  — sin xdy ,  бу ерда AB  — кесма: A; (2; — 2),
A B

В  ( - 2 ;  2).
915.13. /  =  j  (x2 — y 2) dx +  xy  dy ,  бу ерда A B  — кесма: Л (1; 2),

A B
В  (3; 4). ^

♦ 1 5 . 1 4 . / =  J ( 4 x - f  y ) d x  +  {x +  4y) dy, бу  ерда А В  ёй у  — х* эгри
А В

чизи^нинг ёйи; А (  1 ; 1) ва В (— 1 ; 1). 
ъ 15.15. /  =  [ y d x  — x d y ,  бу ерда А В  ёй х2 +  у 2 =  1 айлананинг

АВ

а ( — ~ — _р L )  ну^тасидан В { ^ = - \  нуцтасигача соат 

миллари ^аракати йуналишида утилади.
«15.16. /  =  J  z d x — x d y  +  y d z ,  бу ерда А В  винт чизирининг

!АВ
А  (а; 0; 0) дан В (а; 0; 2 л с) гача булган бир урамидир:д:=а cos/, 
У— bs in t ,  z —ct, 0 < / <  2 л.

1 5 . 1 7 . / =  j  (х — у) dx +  (2х +  У) dy,  бу ерда АВСА  — учлари 
* „  АВСАЛ(1; 1); В(3;3),  С  (3; — 1) да булган учбурчак контури.

»15.18. I — [ y d x — x d y ,  бу ерда А В  — астрэида х2/3 +  y 2,i =  а2/3
А В

нинг А (а; 0) дан В  (0; а) гача булган ёйи.
1 5 . 1 9 . / =  \  x d x  +  y d y  +  zd z ,  бу ерда А В  —  А (а \  0; 0) дан

АВ .
В  (а-, 0; 2 л  Ь) гача булган х — а cost, y  — a s \ n t ,  z  =  bt, 
0 <  / <  2я  винт чизирининг урами.
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В  (2; 4; 8) дан утган турри чизиц кесмаси.
15.21. I =  \ е у ~  z dx  - f  ег ~ x d y  +  ^ - « d z ,  бу ерда ОА — 0(0 ; 0;0)

о  А
билан А  (1; 3; 5) ни бирлаштирувчи кесма.

15.22. /  =  j  {У +  2) dx  +  (2 +  х) d y  +  (х +  У) dz, бу ерда M N  ё  й
ш/

хг +  у 2 -г z1 =  25 сферадаги М  (3; 4;0) ва N  (0; 0; 5) нуцта- 
ларни бирлаштирувчи катта айлананинг энг цисца ёйидир.

15.23. /  =  Ф (— у  dx +  x d y  +  c-dz), бу ерда у  — айлана ёйи:

а) х 2 +  У2 =  1, z =  0; б) (х — 2)2 +  у 2 =  1, 2 =  0, ^аракат 
соат миллари йуналишига тескари олинган.

Р^уйидаги мисолларни ечишда интеграл остидаги ифода тулиц 
дифференциал эканлигидан фойдаланилсин.

(3;0)

6- мисол. Ушбу /  =  j  (х4 +  4 ху3) dx  +  (6ха у 2 — 5у4) dy  
( - 2 ; -  1)

эгри чизицли интеграл хисоблансин.
Ечиш. Р  (х, у) =  х* -f  4ху3, Q(x, у) =  6х2 у 2 — 5у* деб белгиласак,

дР  1 п 2 &Q 1 о г дР dQ „ г,—  =  12х у 2, —  =  12ху2 ва —  == —  эканлигини курамиз. Демак, 
дУ дх ду дх
интеграл остидаги ифода бирор функциянинг ту лик; дифференциа- 
лидир. Интеграл циймати интеграллаш йулига боглиц булмагани 
учун биз А (— 2; 1) нуцтадан В (3; 0) нуцтагача АС  В  синиц чи- 
зиц буйлаб келамаз (77-чизма). АС  да у  =  — 1 , d y  =  0, — 2 <  
<  х <  3 ва СВ  да х — 3, dx — 0, — 1 <  у  <  0. Юцорида (14- § да) 
курсатилган (3.33) фсрмулага асосан

/ =  § P d x  +  Q d y =  j  P d x  + Q d y  - f  j  P d x  +  Q d y  =
AC CB

A  В
0 3

x5 — 2x2= J  [x4 +  4 * ( — l)3J d x + J  ( 6 -9 y 2 ~ 5 y i) d y  
—2 —1

+  (18f/3 — y &) J ( =  62.
(5; 12)
С xdx +  ydy  

7- мисол. /  =  J  x 2 +  y i  '  и н '
(3; 4)

теграл хисоблансин. Координата бо- 
ши 0 (0; 0) контурда жойлашган 
эмас. 77- чизма

+

-2

Ч

О , J- *
1 * )  \ *

/ /  *



Ечиш. Берилган интегралда Р  =  
* ~  _у___  дР _  dQ _

дхх9 +  У‘‘ Q
2ху

(х2 +  у2)2

78- чизма

Г xdx +  ydy

1 ~  J х2 +  У*
U  (х,у)

x2 +  d2 ' дУ 

булганлиги учун интег­

рал остидаги ифода U(x,y) = ~ -  1п (*2+

+  Уг) +  С  функциянинг тулик; диффе- 
ренциалидир. Шунинг учун интеграл­
нинг циймати интеграллаш йулига бог- 
ли^ булмасдан, фа кат йулнинг боши- 
даги А (3; 4) ва охиридаги В  (5; 12) 
нукталарга богликдир (78-чизма). 
(3. 31) формулага асосан хисоблаймиз:

В <5; 12)
Г  1 I 13  \ 2

- ^ I n ^ + y 2) = ^ - } п [ - Т  =

. 13 I n --- .
5

(S; 4; 1)

8- мисол. /
- J

zxdy +  xydz — yzdx 
(х--- yz)2

А  (3; 4)

эгри чизикли интеграл
(Т , 2; 3)

хисоблансин (интеграллаш контури z =  —  сиртни кесиб утмайди). 

Ечиш. (х, у, z) фазода берилган интегрални / =  J P d x  +  Q d y  +
у

—уг л  гх „  хУ+  R d z  деб белгиласак, Р  — R  =(х — Уг)2’ " (х — yz)2 ' (х — уг)2 
булади. Энди биринчи тартибли хусусий хосилаларни хисоблаймиз:

яъни дР
ду

Шунга ухшаш

дУ 
dQ =  
дх 

dQ 
дх'

дР_ 
дг

2уг2
(х ~  Уг)2 (х — уг)3 

2zx
( х - у г ) 2

dR_
дх

(х — y z f

У (х + у г)

—Лх +  уг) 
(х — уг)3 ’ 

_  г (х +  yz) 
(х — У г)3

dQ
дг

<Ж_
дУ

х (х +  Уг) тенг-
(х — уг)3 дг дУ (х — уг)3 

ликларни хосил киламиз. Бу шартлар Р(х,  у,  z) dx  +  Q(x, y , z ) d y  +  
- f  R (x, y,  z) dz  ифода тулиц дифференциал булиши учун зарур ва 
етарлидир.

Энди фазода сини^ чизик ACDB  ни шундай танлаб оламизки, 
унинг AC, CD, DB  кесмалари Ox, Оу, Oz укларига параллел бул- 
син, яъни с и н и ц  чизи^ А (хъ у х, zj), С (хг, у х, гх), D  (хг, у г, z,) ва
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В  (х2, у 2, z2) нуцталардан утсин (79- 
чизма). У >;олда АС  да у  — y v  
d y  =  0, z =  г ъ dz  =  О ва х хл дан 
х г гача узгаради, CD  да х =  х2, 
dx =  О, г =  zlt dz — 0 ва г/ узга- 
рувчи y v дан г/2 Гача узгаради; DB  
да х =  х2, dx  =  0, у =  у2, dy  =  О 
ва z у. гарувчи ?! дан г, гача узга­
ради ва бу кийматлар учун

в
J Р dx +  Q d y  R d z  =

Л/.. -4 -^ -

1

ь

!
/)

А  „ D
г 1

/ уг% У

АС CD DB

. к .

79- чизма

1 /

*« Уг h ,

=  j  Р  (X, Уъ Zi) dx  +  j  Q (x2, у, z ^ d y  +  ]  R (x2, y 2, z ) dz (3.35)
Vi z,

формулани хосил циламиз. Бу формулани интегрални хисоблаш учун 
татбик этамиз. А (7; 2;3), В  (5; 4; 1) нуцталар йулнинг боши ва 
охири эканини назарда тутиб топамиз:

5 4 [

/  =  J p f x ;  2; 3) dx +  $ Q ( 5 ; y ;  3) dy  +  J / ? (5; 4; z) dz =

p 6d* p 15 dy | Г 20,
' J (Г=6)* + J (5 -3 y )*  +  J (5—

dz
42)2 +x — 6 I 5 — 3 у

7
+

5 — 4 г =  —  2 .

9 -мисол. /  =  ^— —  интеграл хисоблансин; бу ерда L од- 
j  х2 +  4у2

L
дий ёпиц контур булиб, О (0; 0) дан утмасдан координаталар боши
О (0; 0) ни бир марта ураб олган ва цуйидаги шартлар билан бе­
рилган:

а) г  =  г  (ср), 0  <  ф <  2  я;

б) —  +  ? -  
' а2 62

1 эллипс контури;

в) учлари А (— 1; — 1), В  (1; — 1), С (1; 3) нуцталарда булган 
A BC  учбурчак контури.

Ечиш. Интеграл остидаги ифода тулиц дифференциалдир, чунки



координаталар системасвда х ■

Ленин бу функциялар L  кон­
тур билан чегараланган (D) 
ео.ханинг О (0; 0) нуцтасида 
мавжуд эмас, яъни (D) соха 
бир богламли эмас. Маълум- 
ки (D) соха бир богламли бул- 
гандагина тулиц дифференци- 
алдан олинган j P d x  +  Q d y

L

эгри чизикли интеграл нолга 
тенг. Берилган интегрални бе- 
восита эгри чизиц, яъни L  
контур буйлаб ^исоблаб чи- 
камиз:

а  хо  л. L контур г  = г  (ф) 
тенглама билан берилган. 1̂ утб

г c osy ,  у  — г  sin ф, dx  =  cos ф dr ■
-г sin (pdq>, dy  ~  sin ф dr  -j- r  cos ф d ф ва интеграл остидаги ифода 

*dy—ydx ! , ,
,7 ^ Г - г̂ -082ф+4$;п2(р) -[/-cosy ( s in y  d r +  r c o s y  d y ) -

rs i n  ф (со§ф dr —  гбшф d<p)] = d ф куринишга эга.
. cos2 ф +  4sin2 ф
1-у с  ул. О (0; 0) ни контур бир марта ураб олгани учун цутб бур­
чак ф 0 дан 2 я  гача узгаради (80-чизма) ва AS да 0 < ф  <  ВС

да — < ф < л: CD  да я < ф * %  DA  да ^ ф ^ 2 я  шартлар

уринли ва /  =

+
DA

d  Ф

cos2 ф -f- 4sin2 ф
+

A B
я/2

ЬС CD
Я

[arctg (2 1йф) +  arctg  (2 t g ф)
Я/2

3 я /2  2 Я
+  arctg (2 tg ф) | 4- arc tg (2 tg ф) |

я  3 я /2

Эслатиб утамизки, arctg/4 нинг бош киймати — дан — гача уз­

гаради; А - >  +оо да arctgА -*■ я/2; А -*■ 0 да arctgA 0 ва А -*■ —оо
да arctg А - > — я/2. Шунинг учун 4̂ =  2 tgф  деб, ф нинг циймати-
га боглиц холда А  нинг ишорасини хисобга олиб топами^

л \  , / л  /  Я \ \



/ =  Г d(p i  =  Г —  dq>
2 J cosa ф +  4sin2 ф 3 J

Я/ 2

I,  — \ ------- — -------- деб оламиз ва / ,  да t =  я  — ф, / ,  да £ =
J cos2 ф -}- 4sin2 ф
з  Я/ 2

=  п + - ф ва / 4 да t =  2 л  —  ф алмаштиришлар бажариб, / t куриниш- 
. даги интегралга келамиз. Натижада

Я/ 2 Я / 2

/  =  4 . /  =  4 Г ------- ^ ------- =  2 • arc tg (2 tg ф) I =  я
J cos2 ф +  4sin3 ф 64  I

3 Я/2

cos ф +  4sin2 ф
Я/ 2 ' П

2 П

0
булади.

<̂2 y2 ц
б- x о л . L контур — + - ^ ~ =  1 эллипсдир. Узгарувчи л: ни па­

раметр деб L  контурни иккита L x ва L 2 булакка ажратамиз:
L x да у  >  0, яъни у  =  — у^а2—-х2 , dy = ------ ва

а V  а2 — лгз
а >  х >  — а;

L2 да у < 0, яъни у  — — -  } /а г — х2 , dy  =  —  ва
а / а 2 — х2

—
Ьг ъ& L 2 ёйлар учун интеграл остидаги ифодани хисобласак, улар 

фа^ат ишоралари билан фаркланади ва L t даги х нинг узгариш че- 
гаралари. урнини алмаштирсак, натижада иккита бир хил интегралга, 
келамиз:

j  _  2  С a3 bdx

__а [х2 (а2 — 4Ь2) +  4а2Ь2] ■ У Ф —хг 

Интеграл остидаги функция х узгарувчига нисбатан жуфт функция
а

булгани учун /  =  4 Г---------------ab_dx------- _____ х =  asin t
[x \ a 2 — 4b2) +  4a2b2] V a2 — x 2

■— dx — =  dt, t ! =  0, t.2 =  - -  алмаштириш бажарамиз:
V  a2—b2 2

я / 2  Я/ 2

;  =  4 Г _________ a36 dt________  =  _  Oa - Г d <2b ctf? {1
a2 (a2 —  4b2) sin2* +  4a2b2 J a2 +  4b2 ctg2f

о о
Я/2

_ , / 2 b - c t g l \=  — 2 - a r c t g ------— j =  jt.
о

К урсатма : L контур учун эллипснинг x ■■= a cos t, y  =  b s i n t ,  
O ^ t  < 2  л  тенгламасини ёзиб, 1 - холда г и 2- усулдан фойдаланса хам 
булади.
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в х о л .  L — ABC  учбурчак контури. А (— 1; — 1), В  (1; — 1), 
С (1; 3) нуцталардан турри чизиклар утказиб, куйидагиларни аниц- 
лаймиз:

Ьъ яъни А В  да у  =  — 1, dy  =  О, — 1 <  х <  1;
L t , яъни ВС  да х =  1, dx =  0, — 1 <  у  <  3;

L3, яъни СА да у  =  2х +  1, dy — 2dx, 1 »  х > — 1.
Дисобланаётган интеграл учта интеграл йириндисига тенг, яъни 

/  =  1\ +  / 2 +  / 3, бу ерда
1

=  a r c t g - ;
-I

з

= J  J f + ^ -  4 arctg <э д
- i  —l

- l  + i  
^ _j  __ C x -2 d x — (2x +  I) dx  __ Г _______dx
3 CA J x2 +  4(2x+l )2  ~ J  i7x2+ !6 ^+ 4

-Ц —1

=  ~ a r c t g ( f  .« +  4
+ 1

1 [ ,  25 , , 9  =  — arc t g ------H arctg —
2 \ 2 2

- 1
25 9 л

Iз интегралдаги a = a r c t g — , p =  arctg — бурчаклар — дан кат-

тадир, уларнинг йириндиси -у  дан катта булиб, у =  arctg х  функция- 

нинг бош циймати чегарасидан чикиб кетади. Шунинг учун arctg/4+
-Ь arctg — =  — (Л >  0) тенгликка асосан — дан кичик булган янги 

А 2 4

а г ~  arctg & =  a r c t g бурчакларга утиб, / з =  ^ '  [л ~
2 , , 2 '/arctg —  +  arctg д

А -\-В
[цийматни arqtg Л +  arc tg В  =  arc tg - -  — -

1 ~ А В
формулага асосан топамиз:

/ ,  =  — ( я  — arc tg —
3 2 \ 5 13,

Демак, хисобланаётган интеграл учун топамиз:

/== a rc tg -^  +  i  (arcjtg 6 +  arctg 2) + - £  (я  — arctg - ^ j  =

= i  (arc tg i  +  arc16 2) +  i arc tgi + i  ( f " ~ arc t§ i ) +

+  — — — arc tg —  =  — +  — arc tg — +  — —
2 2 13 4 2 2 4
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------ (arc tg — +  arctg  — ) -+- — =  л +  — arctg  ------
2 \ & 6 S 13 /  2 2 2

1 ^  1—  ~  a r c t g y  =  я.

Шундай килиб, уч холда хам бир хил натижага келдик:
/ =  ф  -xdy _̂ - интегралнинг киймати L контурга боглик булмас-

L
дан, фа^ат интеграл остидаги ифодага богликдир. Х(осил булган я
мицдор (f)-—;— - d-- эгри чизикли интегралнинг О (0; 0) нуктадаги 

J  х2 +  4(/2
L

циклик узгармас микдори дейилади.
М а ш ^ л а р. Интеграл остидаги ифода тулик дифференциал экан- 

лигини текшириб, берилган эгри чизикли интеграл хисоблансин.
(2; 1; 3)

15 .24. j* xdx — уЫу +  zdz.
(1:—1 ;2)

(3;2; 1)

15.25. j ’ yzdx +  zxdy +  xy dz.
(i;2 ;3)

(3 '1)

15 .26 . f -x ^~2y  ̂ dx ^  ydy (интеграллаш йули у — — x тугри чи-
<Ц {Х +  У)2
зикни кесиб утмайди).

(4; 4)

15.27. Г (  х------- \ - t / \ d x + l  - у- - +  х\ dy.
0 ;1 )  \У х2 +  У2 1 W  +  2/2 )
( е\е\ег)

15 28 '* yzdx +  xzdy +  xydz
xyz

I I .  ^уйидаги учта мисолда берилган эгри чизикли интеграллар турт 
хил ёпик, контур буйича хисоблансин:
a) L —  эллипс: =  1; б) L —  айлана: х 2 +  у2 =  25:

в) L — ABCD  туртбурчак контури: А (— 1; —  1), В  (1; — 1), С (1; 3), 
D (— 1; 3); г) L — ABC  учбурчак контури; А (2; 1), В  (— 1; 1), 
С (— 1; — 2); (контур бир марта соат стрелкаси йуналишига ^арши 
утилади):
1 5 . 2 9 . ; = ^ * ^ - ^

9хг +  у*

15.30. /

15.31. / - ^  xdy--y±x
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15.32. f (х +  Зу) dx +  (y +  Зх) dy.
<hi)

15.33.  [  (x4 +  4xy3) dx +  (6x2y2 — 5y3) dy, бу ерда A (— 2 ; — 1),
AB
В  (3; 0).

15.34. J  [y cos xy —  2 a: • sin (x2 —  y2)} dx +  [x cos xy +  2y X  
a b  __

X sin (x2—y2)\ dy, бу ерда A {■ /я/3; У  л/3 ), В  ^
В (~  3; 1)

<2;3)

лт
15.35 . J

-4(1:3)

■2у
( У - х ) 2

+  X dx ■
(У~х)'

~  У2 dy.

15.36, f (2х cos у — у2 sin х) dx +  (2у cos х — x2sin у) dy, бу ерда
АВ
A I - 2 - ,  f ) .

15.37 . f  .(«■_+ ? «  W j  j f ± g - f a »  ± W l  6y ерда A ( i ; , )  Ba
J  (* +  y) 3

15.38.

AB
В  (3; — 2).

B ( l ;-2)
y d x —  xdyJ Зх2— 2*(/+3iy2

Л(2; —3)
Энди интеграл остидаги ифода тулиц дифференциал экан- 

лигига ишонч х,осил килиб, иккинчи тур эгри чизикли интеграл ёр- 
дамида бошлангич функцияни излашга мисол курамиз. Юцорида кур- 
сатилган (3.33), (3.34) ва (3.35) мисоллардаги формулалардан фой- 
даланамиз.

Икки аргументли U (х, у) — U функция ту лиц дифференциали, 
яъни шу функция учун

Р  (х, у) dx +  Q (х, у) ■ dy — dJJ (х, у)
тенглик уринли булсин. Бу холда А (х0, у0) нуцта деб Р (х, у),
Q (*> У), —" функциялар узлуксиз булган бирор тайин нукта-

д у дх
ни оламиз ва В  (х, у) деб шу функциялар узлуксиз булган ^аракат- 
ланувчи нуктани оламиз.

(3.33) дан фойдаланиб,
В х и

U  =  j  dU =  | Pdx +  Qdy =  j  P (x, y0) dx - f  j  Q (x, y) d y + C  (3.36)
У e

формулаларни , (3.34) дан фойдаланиб,

и  (х, у) =  j  Pdx +  Qdy =  j  Q (x0, y) dy +  j  P  (x, t/) dx +  С (3.37)
Д  Уо *o

формулаларни келтириб чицарамиз (С =  const). 
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Шунга ухшаш, (х, у, z) фазода А (х0, у0, г0) ва В (х, у, г) нукта- 
ларни олиб, (3.35) формуладан W (х, у, г) бошлангич функдияни то- 
пиш учун:

W (х, у, z) =  j  Р (х, у0, z0) d x +  j  Q (х, у, г0) d y +
Xq Уъ

г

+  \ R (х, у, z) dz +  С (3 .38)

г У

ёкн W (х, у, z) =  J  R  (х0, у0, z ) d z +  j  Q (х0, у, z) dy +
Zq Ун

X
+  j  Р (х, у, z) dx +  C (3.39)

(олдин Oz, кейин Оу ва охирида Ох у к ига параллел харакатланган- 
да) формулалардан фойдаланиш мумкин (С =  const).

М а ш ц л ар . Кз’йидаги 10 —  ] 5- мисолларда тулик дифференциал 
буйича бошлангич функция топилсин.

10- мисол. d(J =  (3.x2 — 2ху +  у2) dx — (х2 — 2ху +  3г/2) dy.
д Р дОЕчиш. Р (х, у), Q (х, у), — , — функциялар (х, у) текислик-
ду дх

нинг барча нуцталарида узлуксиз. Шунинг учун (х0, у0) ну^та деб
О (0; 0) ну^тани олсак, бсшлангич функцияни топиш осонро^ була­
ди:

U (х, У) =  j  Р (х; 0) dx - f  j  Q (х, у) dy +  C =
о о

X у
=  j  3x2dx — j  (х2 —  2xy +  3у2) dy +  С — x3 — x2y +  xy2 — y3 +  C.

о о

l l -мисол. dU = ------ - — —- d x — dy.
y 2 ■ / x 2+ y *

Ечиш. P ~  — r r = r r .  Q =  ^  =  =
у  Y  x 2+ y 2 y *  Y  x 2+ y 2 d y  d x

X' (x2 ~ 1 ~ 2u2)
= -----------—  "  • Функциялар (x, у) текисликнинг О (0; 0) нуцта

y 2 - ( Y  х 2- \ - у г )
Ба у — 0 (Ох у к,и) турри чизик; нукталаридан тацщари барча ну^та- 
ларида узлуксиз функциялардир. Шунинг учун (х0, у0) ну^та деб 
Оу укидаги бирор (0; у0) у0 ¥= 0 нуктани олиб, (3.37) формулага асо­
сан хисоблаш мумкин:

У х

U (х, у) — j* Q (0; у) dy -j-  ̂ Р  (х , у) dx -f- С =
Ув o'
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■ J (  »■) d e + $ . A t z  d x + C :i  y J  0 у У 'хг+Уг
i

+ c  =
X

1
—  4 - - - У х * + у *  
У о У

О

I 1 , У хЦ -у2 , _=  + --------- J------ sgn у +  С =
У Уо У

=  1  ( l + / ^ f p ) + Cl>

бу ерда Ci деб натижадаги барча С, — , sgn у узгармас микдорлар-
Уо

нинг алгебраик й и р и н д и с и  олинган.

12- мисол. d W ^ - y-zd-x-± x-zdy± xydz.
1 +  * W

Ечиш. Р (х , у, г) =  — ¥ L —  q  (х  у 2) =  — —----- , R (х, у, z) =
;  1 +  x*y*z* v *  ’ 1-(- x2y2z2 

__ ху д Р __ 5 Q __ г — x.2y2z% дР  __ dR __ у — х % 3г2

l - j -x 2y2z2’ ду дх (1 4~ x2y2z2)2’ dz дх (I - j - х2у2г2)г'
dQ __dR_ ___ х — х3у2гг
dz ду (I -j-xsy2z2)2

функциялар (х, у, г) фазонинг барча нукталарида узлуксиз, шунинг 
учун (х0, у0, г0) нук,та деб О (0; 0; 0) координаталар бошини ола­
миз. dW  нинг суратидаги ифода ушбу

yzdx - f  xzdy 4 - xydz — d ( x y z )
тулик дифференциалдан иборат булгани учун dW ни цуйидагича ёзиш
мумкин: d W  — -уг-- =  d (arctg(x£/z)). Бундан W (х, у, z ) —

1 +  (xyz)2
U; у. г)

=  ( d (arctg (x, у, z)) =  arctg (xyz) +■ C. 
h  o; 0)

Масалани (3.38) формулага асосланиб ечиш хам мумкин:
X  у  Z

W (х, у, г) — j  Р (х\ 0; 0) dx +  J  Q (х, у, 0) dy +   ̂ R (х, у, z) dz +  С —
0 0 0 

г

ху d2 ' С == arctg (xyz) 4- С
1 +  x2y*z2

о
(биринчи ва иккинчи интеграллар нолга тенг).

2  (zxdy  4 - xydz —  zydx)
13- мисол. dW =  — — — — -.

(х —уг)*
Ечиш. 8-мисолда бу ифода тули^ дифференциал эканлиги кур- 

сатилган. Интеграллаш контури О (0; 0; 0) ну!\тани, Oz уцини ва
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2 == — сиртни кесиб утмаслиги керак. Шунинг учун (х0, у6, гв) нук,- 
У

та деб (0; 1; 1) нуктани оламиз ва (3.38) формулага асосан топа- 
мнз:

W (х, у, г) =  f Р  (х; 1 ; I) dx  -f- [ Q (х; у; 1) dy -f- 
'0 !

+  j  R (x, у, z) dz +  C :
\

2%
J  (X ~ l)“ ' J  (x —  у)г
0 I

dy +

+
2xydz

J  (x—yz)2 X—  I

2.x
x — yz

2x 
x — y

h c.

4- 2x 
x — yz +  С ~

14- мисол. dW ~ ( l  — -  ~h --) dx  - f  ( — - f  dy —  —  dz.

Ечиш. P (x, y, z) — 1

xy

У 2 
1 , У

У1

. ^  Q{x , y , z) =  L  +  JL R ( x ,y,z) =  
У z z у  »
дР dQ 1 1 <?P dR и— ва улардан олинган----- =  —— =  —  4- —, =  —  =  — — »

z2 дг/ дх у 2 z2 5z дх  г3
~  =  —  =  — ^  хусусий хосилалар (х, г) {у =  0) ва (лт, у) (г — 0) те-

кисликлардаги нукталарни, О (0; 0; 0) фазодаги координата бошини уз 
ичига олмаган хар кандай (F) сохада узлуксиз функциялардир. (V) со­
хадаги (х0, у0, z0) ва (х, у, г) ну^талар учун (3.38) формулани ишла- 
тамиз:

х у г
W (х, у, z) =  J  Р (х, у, z) dx +  j Q (х0, у, z) dy +  J  R  (x0> y0, z) dz +

У в %0

+ c - f i l ~ i ; + ^ d x + f ( 7 + f ) ‘1» ~ f ^ L ^ + c =
Xo У0

х - ±  +  -?У- 
U г

+ + ХцУа +  С =
xa Уъ

=  (x —  — - f  —  —  X +  ^  — +  f jW _ _ x o  __
V У г  0 у z )  [  г у

| J*s \ _|_ / хъУо _ _  *n?/n N
У о)  l  г  20 /

*o£o

=  X ----— -f- Xa +  h  — M L .  +  c = =
У г y0 г0 

+  * + С г . г/ г
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15- мисол. dW — (2xyz +  \ny) dx +  Ix-z 4- — ) dy - f  (x 2y — 2z) dz.

Ечиш. P (x , y, z), Q (x, y, z), R (x, у, г) функциялар ва уларнинг 
хусусий ^осилалари у > 0  сохада аницланган ва узлуксиз. Шунинг 
учун (х, z) текислигида ётмаган, Оу у^ининг мусбат йуналишидаги 
А (0; 1 ;0 ) ну^тани оламиз ва (3.38) форму лага асосан бошлангич

х У
функцияни топамиз: W (х, у, z) =  \ Р (х, 1 ,0 )  dx +  JQ  (х, у, 0) d y +

+  (' R (х, у, г) dz +  С =  j" 0 • dx +  f — dy +  [ (х’-у — 2z)dz +  C =  
о о \ У о

=  х-\п у +  x2yz — 22 +  С.

М а ш ц л а р . Берилган тули^ дифференциалга асосан бошлангич 
функциялар топилсин.

15.39. d U = ^ - - $ -dx +  ix +  y) db-■*2 +  у2
15.40. dU — (2x<zosy— yWnx) d x Jr (2ycosx— x2siny) dy.
.  с  Л1 j r ;  2x  (l —  ёу) ,15.41. d u  =  — — — т- r -  dx

15.42. dW
(! + x 2)2 

dx  —  3  dy  3 у - -------------------- 1------
f  *2 

X +  2s

+  1 ) dy.

15.43. d W ^ e ^ d x -
У/,

+ 2 e ’ i'

ye
г2

dz.

dy +  

y ( x +  1 ) eyU dz.

(x 2 +  У2) dz —  2 г (xdx  +  ydy) 

(.x2 +  У2)2

гг ^ydx +  xdy ■ 2xy dz

15.44. dW =

15.45. dW =
х 2г/2 + zi V z .

15.46. dU = (1  — sin2x) d y — (3 -f- 2(/cos2x) dx.
15.47. dU — (exy +  5) (xdy +  ydx).
15.48. dU =  4 ( a-2 — y-) (xdx — ydy).
15.49. dU =  (2x — 3y2 ~{- 1) dx 4- (2 — 6xt/) dy.
15.50. =

15.51. dU

(3 у —  x) dx-\ -(y  —  3 x ) dy

!L-Z ~yix-dx — --?>~y>*-dy.
Y

15.52. dW — (x2 — 2yz) dx 4~ (y2 — 2xz) d y + ( z ‘l — 2xy) dz.
15.53. dW =  (уге* 4- zev 4- уег) dx -4 (xzey -1- zex ~  xe~) dy 4- 

4- (хуег — yex +  x<?y) dz.
15.54. dW =  (2хг/г -ь у2г +  уг2) dx ~  (2xt/< -  л гг — x?4 dy -i- 

4- (2хг/г -r  x 2y 4- xy2) dz.
15.55. dW — (15x2y — З2'2) dx 4- (5дг® — 2yz) dy 1  (bxz - y'1) dz

15 5 6  idVt' In zdx 4 . г Ly\nzdu -  -  г
г/* i '
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16-§. Грин формуласи. Юзларни хисоблаш

Ёпщ  L  контур буйича олинган иккинчи тур эгри чизикли ин­
тегрални Еа шу контур билан чегараланган (D) соха буйича олинган 
икки каррали интегрални 6 о р л о е ч и  формула Грин формуласи деб 
аталади. Бу формула куйидагича ёзилади:

ф  Pdx +  Qdy :
L Ф)

dQ
дх

дР
ду

dxdy. (3.40)

Унда Р (х, у), Q (х,у) функциялар Еа уларнинг биринчи тартибли 
хусусий хосилалари (D) сохада Еа L контурда узлуксиз деб ^ара- 
лади. Эгри чизикли интегралда L кснтур буйича интеграллаш мус­
бат йуналишда олинади (80- чизма). Иккинчи тур эгри чизикли ин­
теграл ор^али оддий булакли— силлщ  L  контур билан чегаралан­
ган S  юзани хисоблаш мумкин:

= ф  xdy =  — ф  ydx =  ф  xdy —  ydx. (3.41)

^уйида келтирилган мисолларда интеграллашнинг 'ёпик L  контури 
оддий булиб, мусбат йуналишда утилади (яъни контур буйича куза- 
тувчи шундай йуналишда харакатланадики, L контур билан чегара­
ланган (S) соханинг кузатувчига якин кисми унинг чап томонида 
колади) деб фараз ь;илинади.

1 6 -мисол. Грин формуласи буйича

/ =  (’ 2 (х2 +  у2) dx +  (x +  у)'2 dy

интеграл хисоблансин, бу ерда L — ABC учбурчак контури булиб, 
А (1; 1), В  (2; 2), С (1; 3). Чикдан натижани эгри чизикли инте­
грални бегосита хисоблаб текширинг.

Ечиш. А В, ВС, С А турри
чизи^лар тенгламасини

=  У — У 1

У 2 У\ 
памиз:

А В : у =

х% — хг

тенглама ердамида то-

х, В С : у =  
АС :х  =  1

х +  4,

(81-чизма). ABC  учбурчак кон­
тури билан чегараланган (D) соха 
х = \ ,  х =  2, у —х, у =  4 — х  тур­
ри чизирулар орасидадир. Бу маъ- 
лумотлар икки каррали интеграл­
ни хисоблаш учун керак. Энди

Ч
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Р =  2 (xz +  ys), Q — (x +  y)2 учун —  ,• —  ни топиб (3.40) Грин
ду дх

формуласига ^уямиз ва топамиз:
2 4—х

I — [ j  [2 (х +  у) ~  4у] dxdy =  2 f dx J  (x —  у) dy =
(D) ' 1 л;

2 4—л; 2

=  — J  (х — у)2 dx =  —  j* (2х — 4)2 dx =  — | .
1 * 1 

Натижани текшириш учун эгри чизикли интегрални бевосита хисоб­
лаймиз: <j> Pdx - f  Qdy =  f .

L  A B  BA  CA

A B  да y =  x, dy =  dx ва x узгарувчи 1 дан 2 гача узгаради;
ВС  да у =  4 — х, dy =  —  dx ва х  узгарувчи 2 дан 1 гача узга­

ради;
СЛ да х =  1, dx =  0 ва у узгарувчи 3 дан 1 гача узгаради.

2

Шунинг учун / == j* [ 2 (х2 +  х 2) - f  (2х)2] dx +
Г

1 I
+  J  [2  (х2 -f- (4 — х)2) — 16] d x +  f (1 - f  # < f y  =

=  4  *3 1 +  
i

2 3
2 1 [

-  x3 — - ( 4 — x)3 — 16x]
3 3

+  ^ - ( l + y )3

Натижалар бир хил, бу эса Грин формуласи тутри эканлигининг 
яна бир далилидир.

1 7 -мисол. у (еху -j- 2х  cos у) dx +  (еху— x2sin у) dy интегрални L
L

контур билан чегараланган (D) со\а буйича олинган икки каррали 
интегралга келтиринг.

Е ч и ш . Мисолни ечиш учун Грин фэрмуласидан фойдаланамиз. 
Курилаётган холда Р  (х, у) =  еху +  2х cos у, Q (х, у) =  еху — х% sin у,
ундан хосилалар оламиз: —  =  уеху — 2х sin у, —  =  хеху —  2х sin у.

дх ду
Энди (3.40) формулага асосан топамиз: ф Pdx +  Qdy =

L
=  J J  [yexy~  2x sin y ) — (xexy— 2x sin y ) f  dx dy — ff (y — x)e'cy dxdy.

(D> (D)
18-мисол. Ушбу /х =  J  (x 4- yf- dx — (x —  y)2 dy ва I 2 =

OmB

— I  (x +  y)2 dx  —  (x — y f  dy интеграллар орасидаги фар:<; топилгин,
OnB

биринчи интегралда OmB О (0; 0) ва В  (1; 1) нук,таларни бирлашти* 
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рувчи TyFpH чизик кесмаси, ик­
кинчи интегралда ОпВ У =  хг па­
рабола ёйидир.

Ечиш. Берилган интеграллар- 
га эътибор берсак, уларда инте­
граллаш йули турлича булиб, ин­
теграл остидаги ифодалар бир 
хил эканлигини курамиз. Улар- 
нинг хар бирида Р  (х, у )~ ( х + у ) 2, 
Q (х, У) =  — {х — У?-

Энди 1.2 — I't айирмани хисоб- 
лаймиз (/j да интеграллаш йу- 
налишини узгартирсак, интеграл 
уз ишорасини узгартиради):

/ 2 —  Л — f Pdx +  Qdy — j” Pdx -f- Qdy ■
OnB OmB

| Pdx  +  Qdy +  j  Pdx +  Qdy =  (j) Pdx +  Qdy.
OnB BmO OnBmO

Натижада OnBmO ~ L  дан иборат булган ёпиц контур буйича олин­
ган битта <jj Pdx - f  Qdy эгри чизикли интегралга келамиз (82- чизма).

I
Бу интегрални хисоблаш учун Грин формуласидан фойдаланамиз.
Аввал содда ^исоблашлар бажарамиз: —  =  2 (х +  у), —  =

ду дх
=  - 2  ( х - у ) ,  f - - ^  =  - 4 x .

д х ду
Натижада ушбу / 2 — 1г =  f j  (— 4л:) dxdy  и нтеграл хосил булади.

_____  ̂ (D)
Ёпик; ОпВтО контур билан чегараланган (D) соха учун 0 <  х  ^  1 >

. х2 <  у <  х  муносабатлар уринли. Энди / 2 —  JL айирмани хисобласа 
булади:

Л  =

1 л  I

■ 4 J  х dxjj dy =  — 4  ̂х (х — хг) dx

Шундай к,илиб, / 3 — /j

1 9 -мисол. Ушбу I  = xdy  — ydx  

х % +  4у2
интеграл хисоблансин, бу ерда

L О (0; 0) нуктадан утмайдиган оддий ёпик; контур. 2 хрл курил- 
син: 1) О (0; 0) нукта контур ташкарисида жойлашган; 2) L контур
О (0; 0) ну^тани у раб олган.
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К

1

1 С

- 2 о 2  X

Ечиш. 1) хол учун Грин фор- 
муласини ишлатиш мумкин. Сод­
да ^исоблашлар бажарамиз:

Р(х, у)

дР

-У

х2 -i- 4у2 
dQ  _  V  

дх

. Q {X, у) ■■
х 2+ 4  у 2

-/

83- чизма

I

В

(х2+  4 у 2) 2 

Бу функциялар (D) сохада ва 
L контурда узлуксиз. Шунинг 
учун ^уйидагига эгамиз:

■ Я ( £ Ч П ‘' г * _ Я “ -‘м ' “ а
(D) (D)

2) >фл учун Грин формуласини ишлатиб булмайди, чунки Р, Q,
— , —  функциялар (D) соханинг О (0; 0) ну^тасида узилишга эга. 
ду дх

Лекин —y- ~ ydx- ифода тули^ дифференциал булганлиги учун ин- 
х2 -j- 4у2

тегралнинг циймати интеграллаш йулига (контурга) борлик эмас. 
Интеграллаш контури [деб кулайлик |учун АВСК  тутрй бурчакли 
туртбурчак (8 3 -чизма) контуриии оламиз. Равшанки, АВ да у — — 1, 
dy =  0, — 2 < * < 2 ;  ВС да х  =  2 , dx =  0, —  I < У <  1; СК  да у = 1 , 
dy =  0, 2 > х  >  —  2; ЯЛ да х =  — % dx =  0, 1 > у > — 1. Энди 
(3.33) формулага кура узил-кесил топамиз:

xdy — ydx 
х2 -]- 4;у2 = f "  + Г -

лв вс сл к а

dx

— 2

2

+  Г J 4 L -
J  4+4//: 

— 1

1

—2 --1 
+  Г _ = *£ _  + Г -

J  Л-2 +  4 J  4 
2 1

■ 2  dy

=  2 Г — =  arc tg
:2 т 4  .) \ + У 2

—1

4 +

2 1 
+  arctg у

-2
я.

Натижада 1) хол учун ф Pdx-г Qdy= 0  ва 2) з̂ ол учун  ̂ Pdx +  Qdy я  
L L

^ийматларни хосил к,илдик.
Энди эгри чизикли интеграл ёрдамида юзни ^исоблашга дойр ми. 

соллар курамиз.
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20-мисол. Ушбу х =  2acost—
— acos2t, у =  2a sin/— a s in 2/ 
кардиоида билан чегараланган 
юз топилсин.

Ечиш. Кардиоида эпицик- 
лоиданинг хусусий хрлидир 
(8 4 -чизма), параметр t эса ^а- 
ракатланувчи айлана маркази- 
нинг ^у'тб бурчагидир. Шакл- 
дан равшанки, 0 <  t <  2 л бул- 
ганда кардиоида ёйи тула чи- 
зилади. Юзни хисоблаш учун
S  =  — (j) xdy —:ydx формула-

L
дан фойдаланамиз ((3.41) фор- 
мулага к;.).

Кардиоида учун dx =  2а (— sin t +  sin 2t) dt, dy =  2a (cos t —
— cos 21) dt, к dy — у dx =  2a2 [(2 cos t — cos 21) (cos t —  cos 21) —

— (2 sin t — sin 21) (sin 21 — sin /)] dt — 6a2 [I — (cos t cos 21 +
- f  sin 21 sin t)]dt =  §az( 1 — cos t)dt.

Демак, S  =  3a2 f (1 — cos t) dt — б ла2 (юз бирл.).

2 1 - мисол. Ушбу (х +  у)2 =  ах ( а >  0) парабола билан Ол: у^и 
орасидаги юз топилсин.

Ечиш. Параболанинг Ox yiyi (у ~  о) билан кесишиш ну^талари- 
ни ушбу (х +  у)2 =  ах, у — 0 тенгламалар системасидан топамиз. 
Б у  ну^таларнинг координаталари (0; 0) ва (а; 0) экани равшан. 
Уларни 0 (0 ; 0), А (а; 0) деб белгилаймиз (8 5 -чизма).

Изланган юзни хисоблаш учун 
L  =  On АтО ёпи^ контур буйи­
ча мусбат йуналишда харакатла- 
ниш керак. Бу контур икки бу-
лакдан тузилган: ОпА да у =  0, 
dy =  0, 0 <  х  <  а ва х dy —
— y d x —0; AmJO да у —у  а х  — х,

Ф = ( ~  ^  -у  —1 j dx, х  узгарув- 

чи а дан 0 гача узгаради ва х dy—

ty

\

\
\ М

f ------------

я ^
0 \  '\

■у dx = ■У ах-dx. Демак,

юзни узил-кесил топамиз: 85- чизма
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22- мисол. х3 +  у3 =  х2 +  у2 эгри чизи^ ва Ох, Оу координата 
у^лари билан чегараланган соханинг юзи топилсин.

Ечиш. Ошкормас тенглама билан берилган эгри чизик,нинг гра- 
фигини чизиш ва изланган юзни хисоблаш учун у =  tx алмаштириш 
ёрдамида эгри чизикнинг параметрик тенгламасини топамиз. Равшан­
ки, х3 +  t3 х 3 =  х 2 (1 +  t2), у =  tx. Шунинг учун берилган эгри чи- 
зшушнг параметрик тенгламалари

*  =  1 ± £ ,  у =  Ч1 + 5  
1 + 13 1 +  ta

куринишда ёзилади.
Таъкидлаймизки, О (0; 0) — эгри чизикнинг ажратилган ну^таси. 

Эгри чизи^ Ох у^ билан t — 0 булганда кесишади, бунга А ( 1 ; 0) 
нуцта мос келади ва / ->- +  оо да (x(t); z/ (/)) (0; 1) муносабат урин- 
ли. Лимит ну^тани С (0; 1) деб белгилаймиз. Эгри чизикнинг огма
асимптотаси мавжуд ва у у — — х +  —  тугри чизикдир (86- чизма). 

Изланаётган юз ёпик; L =  ОАВСО контур билан чегараланган. х3 +
+  у3 — х г 4- У2 эгри чизикнинг ABC  ёйида t параметр 0 дан +  оо 
гача узгаради; О А да эса у =  0, dy — 0, 0 <  х  <  1 ва xdy  — 
•— ydx =  0; СО да х  — 0, dx =  0, 1 >  у >  0 ва х dy — у dx — 0. 
Демак, О А ва СО буйича олинган интеграллар нолга тенг в а 
ф x d y  — у dx =  J  х  dy —  у dx, яъни юзни .\исоблаш формуласини

L ^ — '  АВС 1 +/* /(1 +/2) 
фа^ат ABC  ёй учун ишлатамиз. Эгри чизикнинг х ^ , у =  - j—

2 f ____3 ^ 2 _____

параметрик тенгламасидан фойдаланиб хисоблаймиз: d x = ---------------- dt,
(1  +  /3)2

. 1 + 3 / 3 — 2 / 3 ,  . , ( I  -\-t2)2 , ,  ~ay — — *------------ dt ва х d y — у dx =  -— 1— - d t .  Энди изланган юз-
(1 +  /3)2 »  *  ( 1 + * 3)2

ни хисоблаймиз:

5  -  4 ‘ 0 + -,г)-  dt -  1 \ Т - ^ — +  2f -  dl +
2 о (1 +  *3)2 2 о (1+ * 3)2 о (1 + * 8)2

+оо

+  1  ----- -—  л ] = - [ / х +  2 12 +  13].(1 + / 3 )2  J  2  2 I 3 J

I lt /2, / 3 интегралларни хисоблаш учун Эйлер интегралларидан фой-
Ч-оо

даланамиз: 
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86- чизма

Эйлернинг В  (а, Ь) ва Г  (х) функцияларн В (а, Ь) =  -Г- -

Г  (х)-Г  (I — х) =  —

Г (а+ Ь )

хоссаларга эга. Шундан фойдаланамиз:

Г

3 -Г  (2)

2 я _  4л

9 . « V T ’sing- У

Г Ш-(!)

г  (1)-Г(1)
3 -Г  (2) 

4 я

Демак, S  —

3 U  3/

L  f i  я  , 2_ ,

3 9 / Г

9 / 3

4 я: +  —  (юз. бирл.)
9 |/Т з2 1 э / 3

23- мисол. (х у)3 =  ху эгри чизи^ билан чегараланган биринчи 
чоракдаги юз топилсин.

Бчиш. Олдинги мисолга ухшаш, эгри чизицнинг параметрик 
тенгламасини у = t x  алмаштириш ор^али топамиз:_ j_ _ t2 \

Х (1+ 0* '  У О + 03 '
Энди t нинг Ьф  —  1 к;ийматлари учун (х, у) ну^таларни топиб, 
берилган эгри чизи^ графигини чизамиз (87- чизма). Эгри чизиц ко­
ординаталар бошидан икки марта утади, t параметр 0 дан - f  оо гача

узгариб борганда эгри чизи^нинг ОтАпО халдеи  чизилади. Из- 
ланаётган биринчи чоракдаги S  юз шу хал^а билан чегараланган 
шаклнинг юзидир. Энди формуладаги xdy — ydx ифодани хисоблаб
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j _ 2t 2 t __ t2___________________ t%
оламиз: dx — -------------dt, dy — ---------dt, x dy — у d x — - dt.

(i + /)4 ( l+ O 1 ( i + 0e 
Ни^оят, изланаётган юзни топамиз:

4-оо

S _ ± .  3 ) -  r- l-3> ^ l ?l- - g g - - L ( K > 3  6„p.1.).
2 О ( 1 +/)s 2 2 -Г  (6) 2-5! 60 F '

М а ш ц л а р . I. Грин формуласига ва юзларни хисоблашга дойр 
мисоллар.
16.1. § (1 — х-) dx +  х (1 +  у'2) dy интеграл L контур х 2 - f  у2 =

L
айлана булганда: а) Грин формуласи ёрдамида ва б) бевосита 
хисоблансин.

16.2. § (ху +  х +  у) dx +  (ху +  х — у) dy интеграл: а) Грин форму-
L
ласи ёрдамида ва б) бевосита хисоблансин. Унда ушбу икки 
Хол курилсин:

х^
1 - X о л L  контур эллипс:------h —  =  1 •

а 2 Ь2
2- х о л . L  контур айлана: х2 +  у'2 — ах.

16.3. К>уйидаги f 2 ху dx — х2 dy ва [ 2 ху dx — .г2 dy эгри чи-
А т В  АгпВ

зшуш интеграллар айирмаси топилсин. Биринчи интегралда 

А т В — А (— 1 ; — 3) ва В  (2; 0) ну^таларни бирлаштирувчи
тугри чизик кесмаси; иккинчи интегралда АпВ  — А ва В нущ- 
талар орасидаги у — 2х — х2 парабола ёйидир.

16.4. Ушбу [ (ех sin у — 5у) dx  +  (excosy — 5) dy интеграл хи-
А/пО

соблансин, бу ерда АтО — х2 + у 2— ах (а ;>  0) айлананинг би­
ринчи чоракда жойлашган хамда А (а; 0) ва О (0; 0) нукта- 
лар орасидаги ёйидир.

* г. г- л 1 ?  t  х  dy  —  у dx п. г х  dy ~  у dx16.5. Ушбу 1) Р— -— ------ ; 2) Ф— -— -— -  ва
l  9 х3 +  f  l  4 х- +  9 у 1

3) $ хаУ. ~  lJ<̂ ( p  ;>  о, q >  0) интеграллар хисоблансин, бу ерда 
L рхг +  qy%

L —координата боши О (0; 0) данутмайдиган оддий ёпи^ контур. 
Икки хол курилсин: а)0  (0; 0) ну^та контур ташхарисига жой­
лашган; б) L  контур О (0; 0) ну^тани ураб олган.

16.6. § (х2 —  у2) dx +  (х2 -f- у2) dy интеграл хисоблансин, бу ерда L
L у 2
уш бу----- Ь — =  1 эллипснинг соат миллари харакатига тескари

« 2 Ь%
утилган контури.

16.7. х 2 +  У'2 dx  +  у [ ху +  }п(х+ 1  х2 +  у2) J dy интеграл хи'
L

соблансин, бу ерда L — соат миллари харакатига тескари утил­
ган туртбурчак контури: 1 <  х 4, 0 < г / ^ 2 .

172



j  xy 2X~ ^ интеграл хисоблансин, бу ерда L — соат милла­

ри хаРакатига тескари утилган г2—a2 cos 2ср лемнискатанинг 
унг япроги. г ,— ,

16.9. Хисоблансин: f  (х  +  У) d x — (х — у) dy, бу ерда А т В — у^и
АтВпА _____

Ох булган парабола ёйи, ВпА  эса А (1; 0) ва В (2; 3) ну^- 
талар орасидаги ватар.

16.10. Х ис°блансин: $  (х +  y f  dx — (x2 +  y2) dy, бу ерда L  —  соат
"l

миллари харакатига тескари утилган ABC  учбурчак контури: 
А (1; 1), В  (3; 2), С (2; 5).

16.11. Хисоблансин: Ф (1 — х2) у dx +  х  (1 +  у2) dy, бу ерда L  —
L

соат миллари хаРакатига тескари утилган х2 +  у 2 =  айлана 
ёйи.

16.12. Хисоблансин: (j) 2 (х2 +  у2) dx +  (х +  у)2 dy, бу ерда L  —
L

учлари А (1; 1), В (2; 2), С (1; 3) ну^таларда булган учбурчак 
контури (соат миллари харакатига тескари утилган).

16.13. Дисоблансин: ф (х у -j-Зх +  2у) dx +  (ху +  Зх — 2у) dy, бу
L

ерда L — соат миллари хаРакатига тескари утилган 
х2 +  у2 — — 6х айлана ёйидир.

II. Куйидаги эгри чизиклар билан чегараланган юза эгри чизикли 
интеграл ёрдамида хисоблансин.
16.14. (х2 +  у2)2 =  2 аху (лемниската).

__ \ £2 _ I
16.15. х  =  , у — at . — 1 <  / <  1 (строфоида хзл^аси).

16.16. х 1 +  yi =  х2 +  у2, Ох ва Оу у к лар орасидаги юза.
16.17. Xs  +  у3 =  3 аху, Декарт япрогининг халкаси.

( ^ г + ( f  Г
16.19. Ох уцн билан х  =  а (2 cos t — cos 2t), у =  a (2 sin t — sin 2/) 

(0 <  t <  2 я) эпициклоида орасидаги юза.
16.20. Ушбу r =  b +  a cos <р, а >  6 > 0, эгри чизик* билан чегара­

ланган шаклнинг юзи топилсин (а =  b да кардиоида чизиги).
16.21. 9 г/2 =  4 х3 — 4 х 4.
16.22. х  =  a sin t cos2 t, у =  a cos i sin2 1, 0 ^  t <  y

16.23. x — a (cos i — t sin t), y —a (sin t — i cos t), 0 <  i <  2 я ай­
лана эвольвентаси хамда Ох укдаги А(а\ 0) ва В (а. — 2ла) 
ну^талар орасидаги кесма билак чегараланган юза



I V  б о б

СИРТ ИНТЕГРАЛЛАРИ

Сирт интеграллари (I тур, II тур) ха^идаги назарий материални 
тегишли адабиётдан пухта урганиб олиш керак. Хусуеан, Г . М. 
Фихтенгольц уч жилдлик «Математик анализ асослари» китобининг 
17-бобини узлаштириб олиш лозим. Шу бобда икки томонли сирт­
лар, сирт томони, сиртнинг томонини танлаш, сирт юзи I тур сирт 
интеграли, II тур сирт интеграли таърифлари берилган, уларни хи­
соблаш ^оидалари курсатилган.

Куйида хар бир мавзуга оид мисоллар курилганда биз назария- 
дан кис^ача маълумот бериб борамиз.

Булакли-силлик (L) контур билан чегараланган икки томонли 
булакли-силли^ (S) сирт ну^таларида узлуксиз f (M ) ~ f ( x , у, z) 
функция ани^ланган булсин. (S) сиртни ихтиёрий тарзда утказилган 
булакли-силли^ эгри чизиклар тури ёрдамида (5 ;), (S2), (S3), . . . , 
(Sn) ^исмларга ажратамиз. Дар бир (S ;) (г =  1, п) кисмда ихтиёрий 
Mi (xh yh г г) нукта олиб (88- чизма), функциянинг шу нуктадаги 
/ (Ml) =  / (xh у/ г,.) кийматини хисоблаймиз ва у ни сиртнинг тегиш­
ли кисми юзи A Sj га купайтириб,

17- §. Биринчи тур сирт интеграллари

П

а (/) =  2  / (xt, yh zJ-ASi  
i=1

интеграл йигиндини тузамиз. Бу йи- 
риндининг барча (S,) ^исмларнинг 
диаметрлари нолга интилгандаги 
(л ->  оо даги) чекли лимити (агар 
у мавжуд булса) f  (М) =  / (х, у, г) 
функциядан (S) сирт буйича олинган 
биринчи тур сирт интеграли дейи- 
лади ва

88- чизма

символ билан белгиланди (бу ерда 
dS  — сирт дифференциали). Бу ин­
тегралнинг киймати (S) сиртнинг 
кайси томони олинишига боглик;
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эмас. Агар (й) сирт моддий део срараз 
этилса ва / (х , у, z) сиртнинг ^ар бир 
М (х, у, г) нук,тасидаги модда зичлиги 
булса, у хрлда (4. 1) формула ёрдами­
да (S) сиртнинг массасини хисоблаш 
мумкин. I тур сирт интегралини хисоб­
лаш учун уни одатдаги икки каррали 
интегралга келтириш керак. (S) сирт­
нинг берилиш усулига к;араб сирт диф­
ференциали dS  хисобланади. Энди би: 
шу ^исоблаш билан шугулланамиз.

1. Силлик; (S) сирт г — г (х, у),
((х, {/)££>) тенглама билан (бу ерда 
z (х, у) —  бир кийматли узлуксиз диф- 89- чизма
ференциалланувчи функция) берилган булиб, (D) соха эса (5) сиртнинг 
(.х, у) текисликдаги проекцияси булсин. (S) сиртдаги турларни ихтиёрий 
равишда олиш мумкин булганлиги учун (S) сиртни (х, г) ва {у, г) коор­
дината текисликларига параллел булган у — у0, У — Уо +  Ау, х  =  х0, 
х — х0 +  Дх текисликлар билан кесиб чицамиз. (AS) сиртга утказил­
ган п нормални шундай йуналишда оламизки, у Oz ук,и билан уткир 
Y (cos 7 >  0) бурчак ташкил этсин (89- чизма). Бу .^олда cos у —

1 - — ва сирт дифференциали учун dS  • cos у =  dx dy

V  dxd __________
тенглик уринли, яъни dS — =  y f  i Jr 2^-'r z'yl dx dy. Натижада

cos y

(4. 1) формуладаги интеграл куйидаги куринишларга келади:

И
(5)

ва

/ {х, у, г) d S = S S  f (х, у, z (х, у))- У  \ +z«a +  zy2
(D)

dx dy (4.2)

If  f  (x , y, z) dS  j j f (x , y, z (x, (4.3)
(S) (D) cos 7

2. Шунга ухшаш, силлик (S) сирт x =  x (y, z), (у, z) 6 (Dx) 
тенглама билан берилса (бу ерда (D^ — (S) сиртнинг (у, г) текисликка

туширилган проекцияси), сирт дифференциали dS =  У  \ + х у2+ х гЧу dz 
куринишда ёзилади. Шу сабабли сирт интеграли учун цуйидаги ку- 
ринишларни ёзиш мумкин:

11 / (х,У, z)dS
(S)

ва

:.Я / (х(у, г), у,
(D .)

z ) V  1 + х /  + х га dy dz (4.4)

Я f (х, У, z) dS =  J l  f  (х(у, z), у, z) ■
|cos а  \(S) (Dl)

(4.5)

(бу ерда а  : 
бурчак).

(Ох, п), яъни а  — Ох уки билан п вектор орасидаги
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3. Энди силлиц (S ) сирт у — у (х, г), (х , г) 6 Ф 2) тенглама би­

лан берилса, у холда dS —У  1 +  у /  +  у г1 dx dz

ва j  j  f(x ,  у, z) dS  =  j j  f  (x, у {x, z), г)- i 1 +  y'x2 +  yz2 dx dz (4.6)
(S) (D, i

ва JJ f (x, y, z) dS  =  JJ
(.s)

f ( x , y  (x,z), z)-d̂ -  (4.7) 
Фг) I cos PI

формулалар уринли. Бу ерда (D2) — (5) сиртнинг (х, z) текисликда­
ги проекцияси, р эса п нормалнинг Оу уки билан ташкил этган 
бурчаги.

4. (5) сиртнинг тенгламаси эгри чизикли (u, v) координаталар 
ор^али х  =  х (и, v), у =  у (и, v), z =  z (и, о) куринишда берилган 
булса, у холда dS  сирт дифференциали Гаусс кооэффициентлари 
деб аталувчи

И1Г
о - ( й ) ‘ 4 * 9 * + (£ )■ •
F дх дх ду ду дг дг  

ди до ди dv ди dv
(4.8)

ифодалар оркали куйидаги формула ёрдамида хисобланади:

dS  =  v' E G - P -  du dv. (4.9)
5. Масалан, (x , у, z) фазода (г, ср, 0) сферик координаталар сис- 

темаси (90- чизма), яъни ушбу х =  г cos q> cos 0, у =  г sin ф cos 0,
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z — r sin 0 (г >  0) муносабатлар олиниб, (S) сиртнинг тенгламаси 
г =  г (<р, 0) куринишда булсин. У ^олда Е  =  гф2 +  г2 cos2 0, G =  
=  r '2 -\-r2, F  =  r' -г'в тенгликларга эгамиз. Шунинг учун сирт диф­
ференциали куйидаги куринишда ёзилади.

dS = y ' E G  — F 2 dy dQ =

=  г У  г ф2 +  Tg2 • cos2 0 +  r2 cos2 0 dy dQ. (4.10)

6. Энди (x, y, z) фазода (r, y, z) цилиндрик координаталар сис- 
темаси: x =  r cos у, y =  r  sincp, z — z, r >  0 (9 1 -чизма) олиниб» 
(S) сиртнинг тенгламаси z =  z (г, ср) куринишда булсин. У холда 
Е =  1 + < 2, G =  г2 +  гф2, F  =  z'9 -z'r

ва

dS  = у V 2 +  r% Z? +  гф2 dr dy. (4.11)

7. Юхорида курсатилган (4.1) формулада / (х, у , г ) =  1 деб к;а- 
бул ^илинса, у ^олда биринчи тур сирт интегралининг ^иймати (5) 
сиртнинг юзига тенг булади:

S = J J d S .  (4.12)
ts)

Энди мисоллар куришга утамиз.
1- мисол. х2 +  у2 +  z2 =  Р 2 сферанинг тулш\ сирти топилсин. 
Ечиш. Сферик координаталар системасида сферанинг тенгламаси

г =  R  куринишда ёзилади, бу ^олда 0 ва ср куйидаги орали^лардан 
кийматлар кабул килади: 0 <  ср <  2я , — я/2 <  0 <  я/2. (4.10) фор- 
мулага кура гф =  0, г'в =  0, г =  R булганда dS  =  R2 cos 0 dy d0  
формулани хосил киламиз. Узил-кесил топамиз:

2л л/2 Л/2

5  == j  dy  J  R 2 cosQ dQ =  2n R2 sin 0 j =  4я R2(юз бирл.).
0 —я/2 —я/2

2- мисол. х2 +  У2 =  2аг параболоиднинг (х2 +  у2)2 =  2а2 ху ци­
линдрик сирт ичидаги кисми юзи топилсин.

Ечиш. Цилиндрик координаталар системасида параболоиднинг
тенгламаси г =  —  г2 куринишда булади. (S) сиртнинг (х, у) текис-

2а
ликдаги проекцияси (х2 +  у2)2 =  2а2 ху эгри чизик; билан чегаралан­
ган биринчи ва учинчи квадрантдаги лемниската япрогидир: г4 =  
=  2а2 г2 sincp coscp, r2 = a 2 sin 2 ф, г =  a y rsin 2у.

(D) со^а у = х  биссектрисага нисбатан симметрик, |(S) сирт ^ам ай-
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ланма сиртдир (92- чизма). Шунинг учун (D J, яъни От АО соха усти- 
даги (5 j) сиртнинг юзини хисоблаб, натижани 4 га купайтирамиз:
< S= 4-Sv Равшанки, (D J  сохада 0 <  ф <  ва 0 <  г a iA in  2 ф.

dS  ни топиш учун г' =  — г, za == 0 кийматларни (4.11) формулага 
r a v

куямиз:

92- чизма 93- чизма

dS =  Л /  г 8 +  г2 • — dq> d r =  — a2 +  r2 dq> dr.
f  a 2 a

Шунга кура топамиз:
Я/4 а 1/31п2ф

5  =  4 . J  §dS =  — J dcp\ г У  г2 - f a 2 dr ~
(s,) а ° 'о  _____

a  Vsin2<P
1  | 3/2 I

=  —  ) (а2 -{- г2) ■ dtp —
За о о

Я/4

4 а 2
=  •{, [ / О +  эш2ф)3 — l]  dq> =

я/4

4“31 с 2/ 2"cos3 (JL  — ^ d w —  — 1 (20— Зя)(ю з бирл.).

3 .  мисол. Ушбу х2 +  г/2 =  2х цилиндр ичида жойлашган 
z =  yAx2 -f- у2 конус сирти ^исмининг юзи топилсин (93- чизма).



Ечиш. Цилиндрик (г, ср, г) когрдинаталар системасида кон^с 
тенгламаси г — г (г >  0) ва цилиндр тенгламаси г 1 =  2 r  cos <р ёки'

JT Д
г =  2 соэф куринишда булади. (D) со хад а-----— < ф <  — , 0 <

<  г <  2 cos ф тенг сизлик лар бажарилади. dS  ни (4.11) форму лага 
асосан хисоблаймиз (бунда, равшанки, z’̂  =  0, z , =  1):

dS  =  У г 2 +  г2-z'2- f  z^2 efr сЛр =  г dr dig.

Энди изланган юзни хисоблаш мумкин:
п/2 2 cosip

5  = § ] d S  = ^ \ r / Y d r  d i p = y r2  j  <*<р| r  ^  =
(S) (D) - Я / 2  0

Я/2 я/2

=  2 j/ 2  1 д/2 cos2 ф йф=|/ 2^1 +  ” 5т 2ф| I ^ = y T я (юз бирл.).

4- мисол. Ушбу х2 +  у2 +  z2 =  а 2 сферанинг х2 +  у2 =  ±  ах ци- 
линдрлардан ташкаридаги кисмининг юзи топилсин (Вивиани маса- 
ласи).

Ечиш. Цилиндрлар доиравий булиб, ясовчилари Oz укига парал­
лел. Уларнинг йуналтирувчилари (х, у) текисликдаги марказлари

0; o j ва ^ 0; o j ну^таларда хамда радиуслари а /2 га тенг

булган айланалардир. Изланаётган юз 8 та тенг булакдан иборат, 
улардан биттаси, масалан, биринчи октантдаги АВСМА  контур би­
лан чегараланган (S j) нинг юзидир (9 4 -чизма). Унинг (х, у) текис­
ликдаги проекцияси ONABO контур билан чегараланган (Dj) соха- 
дир (94-чизмада фа^ат z > 0 учун шакл чизилган). Демак, S = 8 Sx,

dS. Цилиндрик координаталар системасида z = ± V  а2 — г2
(Si)
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97- чизма

— (г > 0  учун) муносабат- г2(сфера тенгламаси), г' =  0, z — ------ —
ф г у а 2

ларни ёзиш мумкин. Шунга кура сирт дифференциалини ^исоблай-
миз: dS  =  j/"r2 +  r2-z'2 +  z'2 dr dy  — ar d> dcp-

ф  У a 2 —  r1

(Dj) co^a ушбу 0 <  ф <  —, a cos ф <  r <  a тенгсизликлар билан

берилади (95- чизма), чунки цилиндрлардан таищаридаги сиртнинг 
юзини ^исоблаяпмиз. Энди бевосита ^исоблашга утамиз:

я/ 2  а  я/2

dyS = *
ar dr

! a
У  а* — г*

0 a  costp d
It/2

у  a2 — г2 ■ dr =
a  co s  ф

=  o a* j  этфйф =  8 а2 (юз бирл.).

у1 — а2 цилиндр5 - мисол. Ушбу у2 +  г3 =  х2 конуснинг х 2 
ичида жойлашган сирти юзи топилсин.

Ечиш. I усул. у2 +  г1 =  х2 конус сирти учун Ох ук;и симметрия 
у^идир. Фазонинг х - < 0  ^исмида хам конуснинг 96-чизмада курса- 
тилган сиртга ухшаш иккинчи булаги бор, чунки х =  ± у г у‘2— гг 
(S) сиртга утказилган перпендикуляр бирлик п вектор Ох укининг 
мусбат йуналиши билан утмас а бурчак ташкил этади, демак.

1 - — ------ j-  тенглб-cos a  <  0 ва cos а
v i + x ?  +  x?

У ш б у  .V ) у 2

ма билан берилган (S) сирт учун 
уX =  - и х  — - _

7  | у- ■■■ г 2 ' г I у"2 —
соьсс
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dS =  y-  =  , 2 dy dz.
I CDs a  j

Энди (4.4) формулага асосан (f ( x , y , 2) 3= 1 деб)

51 =  j [ y r 1 +  x'y2 +  xz2 dy dz =  j [ 1 ' 2 dy dz
(ГМ ' (DO

юзни хисоблаймиз. (Dx) — (5) сиртнинг (г/, г) даги проекцияси. Уни 
топиш учун цилиндр ва кснус тенгламаларидан х ни йукртамиз:

у- +  г - =  х- 
х* +  у * = а * ,

=> 2 у'2 +  г2 =  а2

х~ ■■ 
У2 -

■ а-
■ z1

- г .
а 1 -

У2 | 
а2/2 а 2

1

тенглама (у, г) текисликда (D-,) со^анинг контуридан иборат булган 
эллипсни тасвирлайди (9 7 -чизма). Икки каррали интегрални хисоб­
лаш учун умумлаштирилган кутб координаталарига утамиз: у —

cos ср, г =  ar simp. Тегишли якобиан D (у , г)

V '2 D (г, ф) у  2
рат булиб, янги узгарувчилар учун цуйидаги (ст) сохани топамиз:

(о) =  !(г, ср): 0 <  ср <  2 л, 0 <  г <  1}.

Демак, S у  2 dy dz =  у  2
(D i )

а*
у т

dtp 1 г dr
о о

Мисолда суралган (S*) сиртнинг юзини топиш учун (х 
Хам олишимиз керак эди) натижани 2 га купайтирамиз: S 
=  2 л а2 (юз бирл.).

II усул. Цилиндрик (г, ср, z) 
координаталар системасига ут- 
сак, конус тенгламаси 2 =
=  ±  > х2—у2, 2 == +  r> cos 2 ср 
булади. ОЛВО контур билан 
чегараланган (Sx) сирт юзи 
изланаётан(S*) сиртнинг 8 дан 
бир булагини ((S) нинг эса 4 
дан бир булагини) ташкил эта­
ди. (S^ нинг {х, у) текислик­
даги (Dx) проекцияси OANO 
контур билан (9 8 -чизма) че­
гараланган дойра секторидир:
О <  ср <  я/4, 0 <  г <  а. Ко­
нус тенгламасида 2 =  0 десак, 
у =  ±  х  ни хосил киламиз, 
демак, конус сирти (х, у) те­

л а2 (юз бирл.) 

<  0 лар учун
=  2 S  =
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кислик билан биринчи ва туртинчи чорак биссектрисалари буйлаб 
кесишади. Энди 2 > 0  учун ^исоблашларни бажарамиз:

/-------к— » — г sin 2ш , /------- ^—г =  г у  cos2 <p, г =  ,= - т ., г =  / cos 2ф ;
v  У  co s  2 ф Г

dS =  -/V2 +  г2 г '2 -f- 2m2 dr dy =  ( r24-r2 cos 2ф +  —s— — - V /2<ir dm =  
ф \ cos 2  ф j

=  d r  d y  =  d r  d y  ^  V ± L 2 > I X - .  d r  dy;
У  cos 2  ф / I  —  2  s in 8 ф / 1 —- 2  s in *  ф

Jt/4

s, =  f f ds = Г Лр] f У-1 '.L ĉ = = d r  < s.) -J J.)Kl-2sm39о 0 
а я/4

d ( 2 - s in jp )

0 /  1 —  ( Y 2  s in  ф) 2 

Я/4

— -arc sin (>/"2 sin y) =  —— (юз бирл.).
2 4

Шундай ^илиб, S* =  8 -S x =  2 n a 2 (юз бирл.).
Ш усул. (S*) сиртнинг тенгламасини 2 =  ±  }/"хг — у2 кури­

нишда ёзиб, (4. 2) формуладан фойдаланамиз. I усулда белгиланган 
(S) сиртнинг ярми (х, у) текисликдан юк,орида жойлашган, чораги 
эса, биринчи октантдаги (Sj) сиртни ташкил этади, унинг учун г —

— , / > . __и 2 7 \ _  х у  __ ~ У  1 I -!2  I -12 _  2дс2
^  l + Z X + Z S> Х2 ^ У2

ва dS — - ~ ~ J d x  dy.
Y  x у*

(S t) нинг проекцияси (х, у) текисликда биринчи чоракдаги OANO 
шаклдаги дойра сектори булади. Конус сирти (х, у) текисликни 
у =  х, у =■ — х  тугри чизи^лар буйича кесиб утади. Ф\) со^а х2 +  
+  уг — аг, у — х, у =  0 ( х > 0) чизиклар билан чегараланган. S x юз

учун ушбу S l =  JJ dS —■ JJ  ̂J  .1 .̂ dx dy m m  каррали интегралга
(5,) (О,) У  X%~  У2

эгамиз. Уни ^исоблаш учун цутб координаталарига л :=г соэф, y=rsfrKp, 
г формулалар ор^али утиб, (Шсо^ани (о)—{(г, ф) : 0 < г  < а>

D  (г, ф)

О <  Ф <  у  | со^ага акслантирамиз. Натижада юк;оридаги икки каррали
Л/4

.—  р Р г co s  ф dr dcp —  С cos ф -dcp
интеграл ушбу S , = Y  2  J J |?= = _  = / У  J ^ — — щ х

(О ) Оа
X j” rdr такрорий интегралга келади. Ю^орида бу интеграл ^исоб- 

tо
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ланган: S j  =  — яа2. Бутун (S*) сирт учун S * =  8 •51 =  2 ла2 ифода-
4

га эга буламиз.
6- мисол. Ушбу =  (* [ (х2 +  у2 +  z2) dS  ва / 2 =  J J  (х2 +  у2 +

(S) 1р)
+  г2) dS сирт интеграллар хисоблансин, бу интегралларда (S) —  сфе­
ра х2 +  у2 +  г2 =  а2 сирти, (Р) —  шу сферага ички чизилган | х  | +  
+  IУ I +  12 1 — а октаэдрнинг сирти. Бу интеграллар айирмаси хам 
топилсин.

Ечиш. /j интегрални хисоблаш учун сферик ксюрдинаталарга ута- 
миз: х  =  гсозф  cos0, у — г sin<p cos0, z =  r sin 0 ва dS — 
=  y'r'v +  г'* •cos2 0 +  r2 cos2 Q-rdydQ (4.10) формуладан фойдалана- 
миз (1-мисолдаги натижага царанг). Берилган сфера учун г — а, 
dS =  a2 cos 0 dQ, 0 ^  ф <  2 л, — — <  0 <  у  ва берилган функ­

ция / (х, у, z) =  х2 +  Уг +  z2 =  а2 куринишда булади. Демак, /j =
2л  я/2 Я/2

=  f й?ф J* a 4 cos 0 d0 =  2 я а4 sin 0 j = 4  я а4.
*0 —Л/2 —я/2

Энди иккинчи интегрални хисоблаймиз. х, у, г ларнинг ишора- 
сини тескари (харама- харши) га узгартирганда / (х, у, г) =  х2 +  у2 +  
+  z2 функциянинг ^иймати узгармайди. Октаэдр эса (х, у), (у, г), 
(г, х) координаталар текислигига нисбатан симметрикдир (9 9 -чизма). 
Шунинг учун I октантдаги учбурчакнинг АВСА  кбнтури билан че­
гараланган х +  у +  г =  а текислик кисми (S j) учун интегрални хи­
соблаймиз ва натижани 8 га купайтирамиз:

/ 2 =  8 - J J  (x2 +  y2 +  z2)dS.
(St)

(Sj) нинг (х, у) даги проекцияси А АО В  нинг юзи (D,) дир (99 а-чизма),

99- чизма 99а- чизма
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яъни (D1) = { ( x , ^ y ) : 0 ^ x ^ a ,  0 ^ у ^ а  — х\. Энди (S^ учун 
z — а —~х у, zx — \, zy =  1 ва dS =  |/ 1 _f_ j _j_ j dx dy =  
=  у  3dx dy. Нихоят, 12 ни хисоблаймиз:

a a —x

/ 2 =  8 f dx f у  3 [x2 +  y2 +  (a — x — y f j  dy =
'o ' 0

=  8 /  3 J \x2y +  j  y3 — j  (a — x  — г/j3 j  J • dx =

!y^3 ax2 — x3 +  у  fa — x ''3 dx =  2 / 3  a4.
о

Олинган натижаларга асосан /j — / 2 айирмани топамиз:

/х — / 2 =  4 ла4 — 2 )/ 3 а4 =  2 а4(2 л — У  3 ) .

7 - мисол. Ушбу 1 =  П ----- —--------  сирт интеграли хисоблансин,
&  (* +  </+I)3 л

бу ерда (S) — тетраэдрнинг чегараси:

х  +  У +  z ^  1, х > 0 ,  t/ > 0, г > 0 .

Ечиш. Интеграллаш сирти (1 0 0 -чизма) туртта сирт: АВСА кон­
тур билан чегараланган ( S J ,  ОАВО контур билан чегараланган (S2), 
ОАСО контур билан чегараланган (S3), ОВСО контур билан чегара­
ланган (S 4) сиртлардан тузилган.

Демак, / =  /х +  / 2 +  / 3 +  / 4 =  J  f — — -  +  j  j  -..+
( 1 )  (X +  У +  l ) 2 4 ' ,  (X  - f  У +  1)2

I ГГ ds rr dS
(Ч) ( * + У + O2 ( i j  (* +  У+ 1)2 _

(5 j) сиртда z = 1 —x—y, z'x =  — 1, z’y =  — 1, dS =  -\f 3 dx dy ва 
(S x) нинг (x, г/) текисликдаги проекцияси д  АОВ-.О <  х  <  1 , 0 <
<  У <  1 —- х. 1± ни хисоблаймиз:

/, =  f f ------ ^ -------=  / 3  f dx Г --------^ -------=
(У  (х +  У + ' ) г J  J  О + *  +  »)*
'■  1 0 0

= ~ / з  ^ ----Г = - / з  (*7±-----L_W  = - ^  +
J  (1 + х  +  У) I J  [ 2  1 +  */  2О о о

+  / 3 - 1 п 2 .
(S2) сирт учун куйидаги шартлар бажарилган: 0 <  .t ^  

< 1 ,  0 <  у <  1 — х, z =  0, dS  =- , j cos у f =  I , чунки n,
I COS у  I

вектор (x, у) текисликка перпендикуляр. Шунга кура

/ 2 =  Г dx Г ----- —-------- = ------ —̂ h In 2 .J  J  ( l + x  +  y ) *  2
о 0
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г

100- чизма 101- чизма

(S3)' сйрт учун эса 0 <  х <  1 , 0 <  2 <  1 — х, у =  0 ва |cos | =
1 I—х

— 1 (rin-LxOz), dS =  dx dz = d x d z .  Демак, I ., =  ( dx ( — — -  =  
cos |3) J  J  (1 - f  x)2

о о

\—K i
= z  Г - 1 *  dx =  ( -------=------- In I 1 + x  I ) Г =1 — In 2 .

J  (1 + x )2 l  l + X  / !o
о о

dx

J  (1 + * )2о
Шунга ухшаш,(5 4) сирт учун x = 0 , 0 < y s £ l ,  0< 2 < 1  — у, |cos а )  =

1 1 —у
=  1 (nl A-yOz), dS  — dydz ва / 4 =  J d y J  ^  =  1 — In 2.

о о
Энди берилган сирт интеграл учун узил-кесил топамиз: / =  / г +

+  ■̂2+  +  / 4 =  ( — 7̂Г~ /  У 3 ( ’~о~ ^ — In 2) X

Х 2 =  (У  3 — 1) In 2 +  1  .(3 — 1/ 3).

8- мисол. Ушбу I =  \ \ \xyz \ dS  сирт интеграл хисоблансин, бу 
(S)

ерда (S) — z =  х2 +  у2 сиртнинг z =  1 текислик билан ажратилган 
^исми.

Ечиш. z =  х2 +  г/2 параболоид айланма сиртдир, унда г >  О, де­
мак, интеграл остидаги функция f (х, г/, г) =  г • | ху j куринишда ёзи- 
лиши мумкин. Туртта октантда олинган /W4(x, у, г), М 2(— х, у, z), 
М 3(— х, — у, г), М л(х, — у, z) ну^таларда бу функциянинг циймати 
узаро тенг, шунинг учун интеграллашни I октантда (унда f(x , у, z =
— xyz) олиб борамиз ва натижани 4 га купайтирамиз: / =  4-/1(
бу ерда /х =  j f xyz dS, (S,) эса I октантдаги параболоид сирти- 

V.)
нинг АОВА контур билан чегараланган кисмидир (1 0 1 -чизма). Ци­
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линдрик (г, ф, z) координаталар системасига утсак (Sj) нинг пара­
метрик тенгламаси ушбу х  =  г cos ф, у =  г sin ф, z =  г2, 0 <  ф <
<  у ,  0 <  г <  1 куринишда булади. (5 г) нинг (лг, у) даги проекция­

си х2 +  у2 <  1 доиранинг чорагидир, уни биз (D,) деб белгилаб ола­
миз. (5 j) сирт учун z'v =  0, гг =  2 г, dS  =  у7 г2 - f  л2-г '2 +  гф2 dr dcp =

— г У 1 +  4 г2 dr dtp ва /х =  j" j* r6 y 1 +  4г2 эшф соэф dr dф.
<d\)

Энди бу икки каррали интегрални хисоблаймиз:
л/2 1

/j =  J  sin ф cos ф dф гъ у '  1 +  4 г2 dr =  
о 1о

л/2 1 1

=  —■ sin2 ф ■ J  г6 У I  +  4 г2 dr =  у  J  г5 у^ 1 +  4 г2 dr.

Охирги аник интегрални хисоблаш учун У  \ +  4 г2 =  t алмаштириш 
бажарамиз, г2 =  (t2 —  1), rdr =  tdt, tx — I , t2 =  У 5.

Y f  Y J
Л = Г  — (*2 —l)M --fd* = -  Г 2̂(̂ 2— l)2d̂ = 125 Уъ~ 1 ■

J  32 v '  4 27 J  v '  2 M 0 5
1 1

Шундай к(илиб, / =  4 /х =  - ^  (125 >7 5 — 1).

Ю^оридаги мисолни ечишда ушбу \\ / (х, у, z) d S  =
( S )

f J / (х,у, z (х, у)) У 1 +  г '2 +  z 2dxdy  формуладан фойдаланса хам бу-
ф)лади ((4.2) формулага каранг). (S ,) учун г =  х2 +  у2, z ' =  2х, г'у = 2 у,

dS =  У 1 +  4х2 +  4г/2 dx dy ва ю^оридаги фикрларга асосан ушбу

h  ~  J J  ХУ (х2 +  у 2) Y  1 +  4 (л:2 +  у2) dx dy икки каррали интеграл- 
(£>,)

ни хосил ^иламиз, бу ерда (Dj) =  {(х, у): х2 +  у2 <  1 , х > 0, у > 0). 
Ленин уни хисоблаш учун (х, у) текисликда ушбу л: =  г cos ф, у =

=  г simp, ~ ~ ~ ~  =  г кутб координаталарига утиб, аввал хисоблан­

ган (/х деб белгиланган) интегралга келамиз.
9 - мисол. Ушбу / =  JJ" — сирт интеграли хисоблансин, бу ерда

(5) г
(S) —  г = х у  гиперболик параболоид сиртининг х2 +  у2 =  R 2 цилиндр 
билан ажратилган кисми, г эса сиртдаги нуктадан Oz укигача бул­
ган масофа.

Ечиш. (х, у, z) декарт координаталар системасида фазодаги 
М (х, у, z) нуктадан Oz укигача булган масофа г =  У  х 2 у2.

(5) сирт 2 =  ху тенглама билан берилган, унинг симметрия текис-
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102- чизма

ликлари у =  х ва у = — х  текисликлардир (1 0 2 -чизма). Ушбу гх =  у, 
г 'у =  х, dS  = / l  +  х2 +  у2 dx dy, г =  /  х2 +  у2 ифодалардан фойда­

ланиб, берилган сирт интегралини / =  Г Г  ̂1 j~x ^ — dx dy икки
•J j  У X2 +  ы2(D) 1 1 я

каррали интегралга келтирамиз, бу ерда (D) coxa (S) сиртнинг (х, у) 
текисликдаги проекцияси. (D) со^а (х, у) текисликдаги х2 +  у2 <
<  R 2 дойра билан устма-уст тушади. Энди х ~  г coscp, у =  г sirup,

^  =  г алмаштиришлар бажариб, янги (а) =  {(г, ф) :0 <  <р <  2я, 
D(r,  ф) ______

0 <  г <  R} сохада интеграллашни бажарамиз: I =  * 1н'г r d r d y —
(о) г

2л R

=  j1 йф J / Т + 7 2 йг =  2 я ^ / Г + 7 2 +  у 1п|г +  1/Т+7^| *  =
о о

=  л [Я / Г Т Ж +  In (R +  / Т + Л * ) ] .
10- мисол. Ушбу х2 +  у2 +  z2 =  а2, х  >  0, у >  0, г >  0 шар сир­

ти I октантдаги ^исмининг Oz у^ига нисбатан инерция моменти хи­
соблансин.

Ечиш. Oz уцига нисбатан инерция моменти

/z =  f f  (x2 +  y2) d S  (4.13)
Ы

формула буйича х,исобланади. Маълумки, (S) сирт ошкормас 
F(x , у, z) =  0 тенглама билан берилса, у хол да
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&F_

cos Y == A ($F\2 , I'SFY \ /2F\2 (4-14)У0+ШЧ?)'
ва d S =  —'dx dy-  формулалар татбик этилади. Д ем ак, биз кураёт-

1 COS у I

ган мисолда:

F(x , у, z) =  х2 4  у2 +  г2 — а2 =  О, F'x =  2х, F g =  2у, F'z =  2г,

dS =  ¥ * * ! +  At ± ^ dx dy , l l!xdy - (z >  0) ва 
2z |/ a 2 —  л:2 —  !/2

Iг =  i f (x2+  У2) dS  =  f f ~ = = = F  ^  dy,
"(S) '(D) У a2- - h i / 2)

бу ерда (D) —  (x, у) текисликдаги доиранинг биринчи чораги, яъни 
(D) =  \ (х, у) : х 2 4 - У2 <  я 2, *  >  0, у >  0 } .  Интегрални хисоблаш учун 
^утб координаталар системасига утам и з. (D) со^ада: 0  <  ф <  л/2,

Я/2 a

0 <  г <  а, °  ^ — г ва / =  a I dcp ( ______ - rdr =
D (г, ф) .! J у  а2 —  г2

о о
а . ,

ап Г а2 — (а2 — г2) , ал Г „ ,-~ъ----- ;  , 1 (У
=  — —; _  rdr =  — — а- (. а 2 — г2 4- ■ -  ■ -

2 J  У  а 2 — г? 2 I 1 2 3/2
О

__  я а 4

3~‘
Лекин бу мисолни ечишда (г, ф, 6) сферик координаталарга хам 

утиш мумкин. У холда (S) сирт куйидагича тавсифланади (103-.чиз­
ма): (5.) =  |(г, ф, 0 ) :г  =  а, 0 < ф ^ у ,  О ^ 0 < ^ |  ва dS =

=  г2 cos 0 dq> dQ =  a2 cos 0 dф dQ ( 1-мисолга царанг). Сферик сирт­
нинг параметрик тенгламалари: х  — a  cos ф cos 0, у =  a  sin ф cos 0, 
z =  a sin 0. Шу билан бирга х2 +  у 2 =  a2 cos2 0. Демак, l z =

Я/2 Я/2

=  (х2 4- У2) dS =  i dф j a2 cos3 0 • a2 cos 0 dQ =  — a4 (sin 0 —
о o' 2

1 . о Л  Iя/2 л a4------- sin3 0 =  — .з } !o з
l l -мисол. Ушбу x =  0, у =  0, x -у у =  \ текисликлар билан че­

гараланган Зг =  2 (х (, х 4- У Y  У) сирт ^исмининг огирлик маркази 
топилсин.

Ечиш. М  (хс, //с, zc) — сиртнинг огирлик маркази десак, у холда

i | р -х dS ( j ру dS j ( pzdS

~ -  '(S) Ус =  Щ— 7  ̂=  Ijr> гс=  (4.15)p ds J )l p ds i (( p d s  i
(S) (S) \S)
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формулалар уринли, бу ерда р = р  (х, у, z)—(S) сиртнинг хар бир (х, у, г) 
ну^тасидаги модда зичлиги. Мисолда зичлик р xaiW a хеч нарса 
айтилмаган, демак р =  1 , яъни сиртни бир жинсли деб караш мум-

2 —
кин. Берилган г =  — (х у  х  +  У У У) сиртнинг барча нукталари I

3
октантда булади, чунки х > 0 ,  у-^  0 да z мавжуд (1 0 4 -чизма). Бе- 
рилган сирт (у, z) (х =  0) текислик билан z =  — уъ>2 ярим кубик па-

рабола ва (х, г) (у =  0) текислик билан г =  — х3/2 ярим кубик пара­

бола чизиклари буйича кесишади.
х  +  у =  1 текислик сиртни ЕК С  эгри чизик буйича кесиб утади.

Е  ^1; 0 ; -̂ -j> ^ ) ,  С (̂ 0; 1; | ) .  Мисолда ЕКСОЕ  кон­

тур билан чегараланган (S) сиртнинг огирлик маркази М (х,,, у,., 2,̂  
суралган. Албатта, (S) сирт у =  х  текисликка симметрик булган и 
учун хс =  ус >■ 0, 2С >■ 0 булади. (S) нинг (х, у) текисликдаги проек- 
дияси ANBOA контур билан чегараланган учбурчак сатхидир: 0 ^2   _
<  х <  1 , 0 <  у <  1 — х. (S) соха учун 2 =  — (х i ' х  +  у j/у), г'х —

=  Y х ,г  = i  у. dS  — | 1 -+~ х — у dx dy муносабатлар уринли. Эн­
ди масалани ечиш учун ушбу

хс =  — I  ̂ х dS, ус =  — И У dS. г( =  — И г dS. т =  \ \ dS
т (S) т Is) т (.s' (s '

сирт интегралларини хисоблаш лозим

103- чизма 104- чизма



= |  j  [ 2 / 2 - ( 1 +х)з/2] d x =  ! [ 2  / 2  x - 1 (1 + x ) 5/2] |‘ = - ± ( / 2 + 1 ) .

1 1 —x
2) * e =  — f f xdS  =  — f  xdx ( / 1  + x + y  dy =  ~ ^ X [ 2 / 2  — 

m (c) m J  J  3 « J
' o o  о

j V ( l  +x)3/2 d x J  =•(1 +  x)3/2]d x  = 4  V  2

1 /2 / 2  2 
m \ 3 3

1 _ _ 2_
0 3

1
•/jj, бу ерда A =  | *■(! +  x)3'2 dx. Уни / l+ _ x  =

— t, x  — f  — 1 , dx — 2tdt, i± — I, t2 =  / 2  алмаштириш ба-
V2

жариб топамиз: / 2 =  [  (£2 —  l )t3 -2t dt ~  2 — ~ t a)>

_4
ЗЕ 

Демак,

I

£ ( 6 / 2 + 1 ).

Х с =
1

т
2_ V l  _  J ? _ (  6 / 2 + 1

3  10 5  1

26— 1 5 / 2  1 
= ----- --------ва г/с = х с = = - ( 2 6 -

1 5 / 2  ). Энди 2С ни ^исоблаймиз: zc =  — f Г z dS =  —  ГГ (х3/2 +
т &)1 I—X

+  У3' 2) /~ 1  + Х + У  dx dy =  J *3/2 dx J  /  1 +х+ г/  dy +

I 1 - х

dx  ̂ у3!2 У  1 + х + г /  dy 
о *о

Иккинчи интегралда интеграллаш тартибини узгартирсак,
1 1 - у

J  dy J  г/3/2 /1 +х+г/ dx интегралга келамиз, унинг ^иймати би- 

нг.
1 1—X

J  х3/2 dx J  /  1+x+z/ dy —

о о 
ринчи интегралга тенг.

1
Демак, zc =  —3/л

о
1

=  3 »  j  ^ X - j  2 / 2 - ( 1 + л Г
о L

— Г х3/2(1 +Х)3/2 dx ' = ^-Г4/2

dx= 2 / 2  • — х5/2 1 
9 т  5 о

-/* , бу ерда /* =

1
: J  х 3' 2 (1 + х ) 3/2 dx.

190



Бу ерда /* интегрални хисоблашда дифференциал бином форму­

ласидан фойдалансак, хосмас  ̂] /  ~  t> h  =  +  оо, tt — j/ 2 j

интегрални хисоблашимиз керак булади. Биз тригонометрик алмаш-
1 зх

тириш бажарамиз. х =  tg2t, 1 +  х  =  — — , tx =  0, t2=  — , d x = 2 t g t X
п/4

X — у  холда / * = 2  1 —- — dt интегралга келамиз. Энди и — 
cos21 '  J  cos9 1о

: sin3 t, dv
s in  t

COS9 t
dt деб белгилаб, булаклаб интеграллаймиз (кейин

яна и =  sin t, dv =
s in  t

co s7 t
Jt/4

____ 3  / s in   ̂ fax/4 1 r* dt M  /

8  \ 6  c o s6 1 о 6  J co s6 t )  \ 
0

Jt/4

+  j  ; 5- бУ ерда ; 5 =  j

dt дейиш лозим): /* =  2
Tt/ 4 

0

■ Li 
2 cos5 t

8 16 J

Математик анализ курси-

Дан ^уйидаги рекуррент формула маълум: 
d/ sin < . п -

cos” t (п— 1 ) cos '1 

Ундан фойдаланиб топамиз:

L

п — 1

4  co s4 t I co sa I
tg

n - 2

2 + C
I t /4

I / JT . JT
ва tg|T + T j/ 2  +  1 эканлигини хисобга олиб, I*5 =  j '

7 У~2 . 3 . , /-jr , .
--------- 1-----m (]/ 2 +  1) кииматни ^осил ^иламиз.

Шундай цилиб,

I* = ,/2  , 7 ^ 2  +  £ 1п ( / 2 + 1) _ 3? ^
2

J3_ 
9 т

6 4  

4 У"2_

64
In ( / 2 + 1 ) .

I*
8 - 1 5

64  64  

61 j / T —  15 In ( У  2 +  1)

(бу ерда т урнига т

9 - 4  ( У 2 + 1 )

61 У  2 —  15 In ( У 2 +  1) 

9 6  ( 1 / 2  +  1) 

4 ( К 2 + 1 )

5 - 6 4

15
цийматни куйдик).

Демак, берилган (S) сирт огирлик марказининг координаталари 
куйидагилардан иборат:

2 6 — 1 5 / 2  =  61 У 2  —  15 l n Q / T +  1)

14 ’ с ~  96 ( У  2 +  1)Ус
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105- чизма

12- мисол. х — и cosy , у — 
=  U‘S'mv,z=hv,  0< « < а ,  О С о С  
С  л параметрик тенгламалар би­
лан берилган геликоид сиртининг 
(1 0 5 -чизма) огирлик маркази то­
пилсин (р =  1).

Ечиш. Геликоид тенгламаси- 
даги и, v параметрларга нисба­
тан х, у, z лардан биринчи ху- 
сусий хосилаларни топиб, Е , G, 
F — Гаусс коэффициентларини хи- 
соблаймиз:

х'и =  cosy, у'и =  sine;, z'u =  0; 
x'v= —  u -sinv, y ' =  u cos a, z'v= h ;  
E  =  { x j  +  [ y j  +  {zuf  =  1;
G =  (Xvf  +  (y'vf  +  (г;)2 =  u2+  /г2;

F  =  К - К  +  У'и■ V  V =  *
X cosy sin v+ u cos у sin y-f-1 -0= 0.

dS  =  j  £G  — F 2 du dv =  i h2 -f- u2 du do — бу ифода геликоид учун 
сирт дифференциали (4.9 формула га каран г).

Огирлик марказини М (х с, ус, zc) деб белгилаймиз. Уни топиш

учун 4 та интегрални: т — fj dS, I x = j j* x dS, /2 =  JJ у dS ,
h)  (S) <s)

Is =  j  j  z dS  хисоблаб, Л1 нинг координаталарини ушбу хс =  —  /lf
<S)

Ус m
гс=  — • / 3 

т
формулалар ёрдамида хисоблаймиз: т



106- чизма 106а- чизма

(S) о О
4- h2 In (а +  y rh2 +  а2) — /г2 ■ In /г].

Энди хс, г/с, гс ларни топамиз: хс — — =  0, ус — — =  — X
яг т Зп

( / Л 2 +  а 2)3 -  h3 / , яй  
-------------- 1 Г..2с = - := ^

13* мисол. х2 -4- у2 +  г2 =  а3, Л <1 г <  а шар сегментининг Ог 
укига нисбатан инерция моменти топилсин (р =  1).

Ечиш. (5) сиртнинг 02 укига нисбатан инерция моменти L, =
(x2 j [-y2) d S  формула билан хисобланади. Шар сирти дан 2 = h

текислик шундай (S) сегмент сиртини ажратадики (106-чизма), унинг 
(х, у) текисликдаги проекцияси Л! /Cj £\ f j  Л,, айлана билан чега­
раланган (£)) =  {(*, у ) : х- +  у2 а2 — /г2 j дойра булади. Цилиндрик 
(г, ф, г) координаталарга утсак, (5) сирт учун z =  у7 а2 — г2, гф==

лар уринли булади. (D) сохада эса куйидаги тенгсизликлар бажари- 
лади: 0 <  ф ^  2 л, 0 ^  г <  у  a2 — h2, яъни (D) =  ((г, ф ): 0 <  г ^
<  У  а1— /Г2,0 < ф ^  2я} (106- а чизма). Интеграл остидаги /(х, у, 2) =  
=  x2 - f  г/2 функция урнига ж3 +  у2 =  г2 ифодани цуйиб, сирт инте- 
гралидан (D) соха буйича олинган икки каррали интегралга келамиз 
ва уни хисоблаймиз:

=  г 'г ^  \ ~аг  ' ГТ± ’ ^  =  (4 -мисолга царанг) муносабат-
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1 I Ytf-h*

2 яа

-2)l/2j  

(a —  /i)2 ( 2 a - f  h).

1 4 -М И С 0 Л . X 2 +  y 2 ^  /?2 , 0  

<: H  шартлар билан берилган ци­
линдр тулик> сиртининг 0 (0; 0; 0) 
координаталар бошига нисбатан мо­
мента, яъни ^утб инерция момента 
топилсин (р — 1).

Ечиш. (S) сиртнинг 1\утб инер­
ция моменти

\\(x2 +  y2 +  z2)d S  (4.16)
(S)

формула оркали хисобланади. (S) сирт уч булакдан иборат: (Sx)
(х, у) текисликдаги z==0, х1 y 2^ R 2 дойра, (S 2) — г — Н, х2 +  
+  y2<jR 2 цилиндрйИНГ кщори асосидаги дойра ва (5 3) — цилиндр- 
нинг ён сирти х2 т  f =  -̂ 2’ 0 < г < Я  (1 0 7 -чизма), яъни (5) =
=  (5Х) +  (5'2) +  (Sg). Шунинг учун / 0 =  j j (*3 +  г/2 +  г2) dS +

(Si)

+  [ f (х2 +  у1 +  z°-)dS +  j j  (х2 +  У2 +  г2) =  h  (Si) +  10 (S2) +

~Ь Iо (S3) деб белгнлаб оламиз. Цилиндрик (г, ф , z) координаталар 
системасида к у р и л а ёт га н  сиртлар жуда содда тавсифланади:

(S )  =  {(г, Ф> z) :0  < Ф < 2 я ,  0 <  г z =  0} ;

( 5 2) — )(г,ф. г ) :0 ^ ф < 2 я ,  0 < r < / ? ,  z =  Н};
(5 3) =  {(Г) ф, z):r =  R, 0 <  ф <  2 я , 0 <  г <  Н\.

(S^, (S s) лар учун сирт дифференциали (z =  const, г  ̂=  0 , г'г -  О 
булгани сабабли) dS~ г dr dtp куринишда булади. Шунинг учун 
y0(5 j) ва / 0 (S2) ми̂ Дорларни топиш мумкин:

2fl R
UR*

/o(5i)== j j  (ха + У8 + г4)̂ 5 = J
(■ад

dф j (г2 

*o
О)-г dr

( S  ) сиртда нукталарнинг аппликатаси г  узгарувчи, я ъ н и  у иккинчи 
параметр сифатида 1<атнашади: х = / ?  coscp,  ̂ у =  R sin  ф, г  — г (0 ^
<  Ф <  2 я ,  0  <  г <  И). Энди ушбу Е  =  (хф)2 ^  (£/ф)Ч - (г ф) ^ / ? - ,  G =

=  ОО2 +  (УУ  +  &  =  1 ’ f  := 'А* +  ^  ^  +  V  <  =  0 ГаУсс
к о э ф ф и ц и е н т л а р и н и  топиб, dS - \ EG F - dtpdz  ̂ R dtp dz сирт
дифференциалини чинарам из ва 70 (S 3) ни хисоблаймиз.
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108а- чизма

2л Я
I0(Ss) =  j j V  +  у* +  z*)dS =  Г dy  Г (Да +  z2)R  dz =  ■

(Ss) J .  J .

2 n R \ R 2z + j Z s

Натижада берилган (4.16) сирт интеграли учун узил-кесил топа­
миз:

h ^ ~  +  ~ { R l +  2 R 2H 2) +  2 n R { R %H +  ~ Н 3) =

R ( R + H f +  —
3

15- мисол. х +  у =  ±  а, х  — у =  ±  а текисликлар билан чегара­
ланган х2 +  У% +  z2 =  а 2 сирт хисмининг огирлик маркази коорди- 
наталари топилсин ( z > 0), р(х, у, z) =  1 .

Ечиш. Сиртнинг огирлик маркази М  (хс, ус, zc) координаталари 
(4.15) формулалар ёрдами билан топилади. (S) сирт Oz у^ига нисба­
тан симметрик, демак, унинг огирлик маркази Oz у^ида жойлашган 
булади, яъни хс =  0, ус =  0, zc =  const ва М  (0; 0; гс) — огирлик 
маркази. /, ва I  интегралларни хисоблашда 1 октант билан чегара- 
лансак булади, яъни АВСРА (1 0 8 -чизма) контур билан чегаралан­
ган (Sj) буйича интеграллаш мумкин, кейин натижани 4 га купай- 
тириш етарли. Олдин / =  J [  dS  ни ^исоблаймиз (унинг ^иймати (S a)

(S)

сирт массасига тенг). (S ,) нинг (х, у) текисликдаги (Dx) проекцияси 
АСОА контур билан чегараланган учбурчакдир: О ^ х ^ а ,  0 <  г/ <
г^а — х  (108- а чизма). Ушбу г =  V а 2 — г 5 — у% ярим сферадан ибо-

j r .  a d x d uрат булган сирт учун dS  =  —■......  =  ва
У а2—х2—г/2
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Бу интегрални хисоблаш учун arc sin у ~ ц ~  — t алмаштириш ба- 
жарамиз. Янги чегаралар tl =  nf2, t2 -= 0  булади, равшанки

У  £ _ i .  =  sinf, Vг а 4- х  а-\- х

dx ■■

+

4  a s in  t  cos t 

( 1  +  s in 2 t f

sin2 г1, x :
a  co s2 t 

1 +  s in 2 t ’ 

о
dt', I — — 4 a 2 \t- 

t)
я/2

s in  t cos t

(1 -t-sin*0*
dt.

Бу интегрални булаклаб интеграллаймиз: и — t, du — dt, dv -

dt, v2  sin  t cos t

(1  +  s in 2 / ) 2

I =  2a

l
1 +  s in 2  ̂

о 0

_1 -f- s in 2 1

dt

я/2 Я/2
1 -f- sin21

no?
+

2 d -
d  (c tg  t) 2  a 2

Я/2

ctg
/ 2

iEEi +  fl* / 2  / - = - 0  
2 \ 2

na2
о

Энди 1г =• [ [ 2 dS  интегрални хисоблаймиз:
(Si)

/г = J  dx J  у 'а 2 —  г 2 — У2
a  dy

о о у  а 2

Я/2

( / 2" -  О-

а а —х

r a j d x - i / j  
о о

а и

J  ( a - x ) d x  =  ~-~- (a  — х)2| = -|-

Шундай к,илиб, гс
4  -а ЩИ 2ds

(S) =

И  dS  4 - — - а 2 ( / 2 ~ —  1) 
(S) 2 F

я ( / 2  — 1)

лсс, ус координаталарни хисоблаш учун (4.13) формуладаги /2=  [J  x d S
(S)

ва / 3 =  ff y d S  интегралларни бутун (5) соха, яъни (х, у) текисликдаги
(S)

х  +  У =  ±й >  х — {/— тугри чизи^лар билан чегараланган (D)



сохага проекциялан увчи (S) соха буйича интеграллаш керак. Маса- 
лан,

О х-\-а

+

(S) (О) - а  —х - а
а —х-\-а У dy  0 х-^а

a j* dx j  у  ^  __ ут =  a J  (— у  V  — х2 — у2 )
О х—а —а  — (х+а)

- ( х - а )

dx =+  а j (—  у а2 — х 2 —  у2 )
О х —а

=  —■ а [ [ У а 2 — х2 — (х +  а)2 — у а2 — х2 — (— (х 4- а))2 ] dx —
—а

— а С [у  а2 — х2 — (— (х — а))2 — у 'а 2 — х 2 — (х — а)2 ] dx =  0 .
о

Шунга ухшаш, I 2 =  J J  xd S
а х  d x d y

iS) и» ^ а2- * 2- * 2
О 0-М а —г/ 1-а

х dx , С j  С х  dx
=  « J ^ J  r _ ^ ^  +  a j  dy

J  J  у  a2 — x3 — Jу  a2 — —  у3  ̂ у  а2 —  x2 —  и2
—а —(/—а г и 0 у—а ' 3

Ички интеграллар 0 га тенг (/3 дагига ухшаш), / 2 =  0. Демак, хс =  

=  —  =  0, ус -= ~  =  0. Шундай килиб, огирлик маркази координа-

талари х  = 0, у =  0, гс =  — - А — — булади.
л (у 2 — I )

Мацщ.
17.1. х2 +  у2 =  2 z параболоиддан z — с текислик билан ажратилган 

сиртнинг Oz у^ига нисбатан инерция моменти топилсин (сирт 
бир жинсли деб фараз этилган, яъни р(х, у, z) =  1).
j^2 jj2 £ 2

17.2. —  +  ~  =  —  конусдан z =  H  текислик билан ажратилган

сиртнинг o f h рлик маркази координаталари топилсин (р =  1).
17.3. х2 +  у2 +  z2 = /?2 сиртдан г = Я  (0 • < # < £ ? )  текислик билан 

ажратилган сферик сегмент сиртининг огирлик маркази топилсин
<Р =  1). _______

о 17.4. / =  ff / х 2 +  у2 dS  биринчи тур сирт интеграли хисоблансин, 
(S)

х 2 I/ 2 г2буерда (S )— ----- 1--------------- = 0 , конуснинг ён сирти.
а2 а2 fc2

«17.5. Ушбу / =  [j' (х2 У1) dS  сирт интеграли хисоблансин, бу ерда
(S)

( 5 ) - /  х 2 +  у2 <  z <  1 жисмни чегараловчи сиртдир.
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Л 7.6. J Jz M S  сирт интеграли хисоблансин, бу ерда (S) — конус сир'
(S)
тининг кисми: х =  г cos <p sin а , у =  г sin<p-sina, 2 =  r co sa  
(0 < г  < а ,  0 ^ ф ^ 2 п) ва a  =  const (0 -<  а  < ; л/2) .

17.7. I =  j [  {xy +  xz -j- yz)dS  интеграл хисоблансин, бу ерда (S) —-
(S)__________

z = 7/ х 2 +  у2 конус сиртининг х2 +  у2 =  ах сирт билан ажра- 
тилган кисми.

17.8. Моддий г = —  (х2 +  Уа) (0 < 2  <  1) параболик сиртнинг хаР

бир ну^тасидаги зичлик р(х, у, z) =  z. Бу сиртнинг массаси 
топилсин.

17.9. 2—у"х2 +  уа сиртнинг х2 +  у2 =  ахси р т билан ажратилган 
^исмининг орирлик маркази топилсин.

17.10. Биринчи октантдагих2 +  у2 +  22 =  а2, х > 0 ,  у > 0, 2 > - 0 сфе- 
рик сирт огирлик марказининг координаталари топилсин (р =  1).

17.11. х2 +  у2 +  г2 =  а2 сферик сиртнинг х2 +  у2 =  ах сирт билан 
чегараланган ^исмининг огирлик маркази координаталари то­
пилсин (р =  1).

*17.12. Ушбу Л (х2 +  у2) zdS  сирт интеграли хисоблансин, бу ерда
(S)

(S )—радиуси а ва маркази 0 (0 ; 0; 0) да булган сферанинг кжори 
к>исми (2 > 0).

/17.13. f f  zd S сирт интеграли хисоблансин, бу ерда (5) — биринчи
(S)
октантдаги х  +  у +  2 =  1 текислик билан ажратилган тетраэдр- 
нинг тулщ сирти.

17.14. х2 +  у2 -j- z2 =  а2 сиртнинг (х2 +  у2)2 =  а2 (х2 — у2) цилиндр 
ичидаги цисми юзи топилсин.
х % у г  х 2 У2

17.15 .  1------=  2г сиртнинг-------[------= 1  цилиндр ичидаги к;ис-
й2 Ь* а2 Ь2

ми юзи топилсин.
17.16. х2 - f  у2 =  —  г2, х +  у +  г =  2 а (а >  0) сиртлар билан чега-

3
раланган жисмнинг сирти топилсин.

17.17. х  =  ф +  a cos 0) coscp, у =  ф +  a cos 0)sin<p, z =  a s in 0  
(0< a < b )  торнинг иккита ф=ф1; ф =  ф2 меридиани ва иккита 
О =  0], 0 =  02 параллеллар орасидаги сирт юзи топилсин.

17.18. 2 =  0 ва z ~ h • — , у >  0 текисликлар орасидаги х2 + у 2 =
$

=  /^2 цилиндрик сирт ^исмининг огирлик маркази топилсин.

17.19. z — 0  ва z у >  0 текисликлар орасидаги х2/3 +
а

-f- у2/3 =  а2/3 цилиндрик сирт ^исмининг огирлик маркази топил­
син.

17.20. х2 +  у2 — R 2, Ot^Zt^h  цилиндрик сиртнинг Oz у^ига нисба­
тан инерция моменти топилсин.

17.21. (х  — 2)2 =  г2 +  у2, 0 ^  х ^  2 конус ён сиртининг Ох ук,ига 
нисбатан инерция моменти топилсин.
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17.22. 

%- 17.23.

. 17.24.

* 17.25.

17.26.

17.27. 

4 7 .2 8 . 

-17.29.

17.30.

,17 .31 .

17.32.
•т

4W .33.

17.34.

17.35.

17.36.

17.37.

л:2 +  У2 +  22 =  R 2 сферанинг 1 октантдаги ^исми массаси то­
пилсин. }^ар бир ну^тадаги модда зичлиги р =  х.
Ушбу Сf (х2 +  у2) dS  сирт интеграли хисоблансин, бу ерда

'(S)
(S) — сфера: х2 +  у2 +  г2 =  а2.
Ушбу fj" (x +  y +  zjdS  сирт интеграли хисоблансин, бу ерда 

Ts)
(S) — кубнинг ту лик сирти: 0 < ^ х ^ а ,  0 <  у <  а, 0 г <  а.
J J  (6 х +  4 у +  3z )d S  сирт интеграли хисоблансин, бу ерда
(Si
(S) —■ x +  2(/ +  3 z = 6  текисликнинг I октантдаги к;исми.
22 =  х2 -j- у2 конус сиртининг 2 =  0 ва 2 =  4 текисликлар 
орасидаги ^исмининг хар бир ну^тасидаги модда зичлиги 
р =  х2 +  у2 булганда унинг уша цисми массаси топилсин. 
г =  У  х 2 +  у2 конуснинг х2 +  у2 =  8 х сирт ичидаги цисми- 
нинг массаси топилсин. Модда зичлиги а) р = 2  ва б) р = г  деб 
олинсин.
[ Г 2 dS  сирт интеграли х ис°блансин, бу ерда (S) — г —
is] ____________
=  у' 16 — х 2 —  у2 сиртнинг х > 0 ,  у > 0 , х + у  <: 4 сохадаги хисми. 
[ j  (х2 +  у2 +  22) dS  сирт интеграли хисоблансин, бу ерда
(S)
(S) — цилиндрнинг тулик сирти: х2 +  У2 Jr  4 х  =  0, 2 <  2 <  4.
0 <  я <  0 <  у я, 0 <  2 <  а куб сиртининг хар бир нух- 
тасидаги модда зичлигини р =  x y z  деб, куб сирти массаси то­
пилсин.
[ [ zdS  сирт интеграли хисоблансин, бу ерда (S )— гиперболик
(S)
параболоид 2= ху сиртининг х2+ у 2= 4 цилиндр ичидаги ^исми. 
|['y d S  сирт интеграли хисоблансин, бу ерда (S) — х — 2 у2 +

(5)
+  1 (у >  0) цилиндрик сиртнинг х =  у2+ г 3, х —2, х = 3  сиртлар 
орасидаги хисми.
J j " / у2 — х2 dS  сирт интеграли хисоблансин, бу ерда (S) •—
(S)

х2 +  у2 — z2 конус сиртининг х2 +  у2 =  а2 цилиндр билан аж­
ратилган хисми.
х2 +  z2 =  у2, у >  0 конус сиртининг х2 +  у2 =  а2 цилиндр 
ичиздги ^исми учун Oz увда нисбатан инерция моменти то­
пилсин (р =  1 деб олинсин).

х2 У2х2 +  у2 +  г2 =  а2 сиртнинг-------1-------=  1 ф с  а) цилиндр ора-
а2 Ь2

сидаги ^исмининг юзи топилсин.
л2 +  У'2 +  г2 — R2 сфера ичида жойлашган х2 +  у2 =  Rx  ци­
линдр сиртининг юзи («Вивиани жисми» нинг ён сирти) топилсин. 
Гиперболик параболоид az =  ху ( а >  0) сиртининг (х2 +  
+  У2)2 — 2 а 2ху цилиндр ичидаги ^исми юзи топилсин.
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.38 . z2 — 2 ху, х  >  0, у >  О конус сиртининг х  =  а, у =  b текис­
ликлар билан ажратилган кисми юзи топилсин.
Г Г 1 / ~х? г/2 г2” ̂ 17.39. j j  у —j  Ч—^5—|— dS  сирт интеграли хис°блансин, бу
(S)

X 2 JJ2 Z2
ерда ( 5 ) ------Ь —  4------=  1 ( а >  Ь >  с >  0) эллипсоид сирти.

а 3 Ь2 с 2

18-§. Иккинчи тур сирт интеграллари

Уч улчамли фазода (х, у, г) декарт координаталар системаси оли- 
ниб, (L) контур билан чегараланган (S) силли^ сирт берилган бул- 
син. Унинг М (х ,  у, z) нуктасидан шу сиртга нормал утказамиз ва 
бу нормалнинг йуналиши учун мумкин булган иккита йуналишдан 
(бир-бирига к,арама- к,арши йуналтирилган ва йуналтирувчи косинус- 
лари ишоралари билан фарц ^иладиган) бирини оламиз. Агар сирт­
нинг ихтиёрий М 0 нуктасидан утувчи ва (L) чегара билан кесишмай- 
диган хар кандай ёпи^ (С) контур олинганда хам, М 0 дан чикиб, 
уни айланиб М 0 га кайтилгапда (109- чизма) нормалнинг йуналиши 
дастлабки йуналишда колса, у холда (S) сирт и к к и  т о м о н л и  
с и р т  дейилади. Демак, икки томонли сиртнинг битта ну^тасида 
нормал йуналишини танлаш билан биз (S) нинг барча ну^таларидаги 
нормал йуналишини танлаган буламиз. (S) силлик, сирт тенгламаси 
z =  / (лг, у) ошкор функция билан берилган, яъни в функция (х, у)

, rw дг дгтекисликнинг (D) сохасида узлуксиз ва р — —  , q =  —  узлуксиз
дх ду

хусусий ^осилаларга эга булсин. Бу холда нормалнинг йуналтирув­
чи косинуслари

~ р cos р — ~ qc o sa  =
/ \  +  р 2 +  <?2 ±  у  1 +  Р 2 +  9 2

±  у 1 +  Р2 +  ? 2
(4.17)

формулалар ёрдамида топилади.
Илдиз олдида маълум бир ишо- 

ра танлаб олиш билан биз сирт­
нинг аниц бир томонини танлаб 
олган буламиз. Агар илдиз учун 
мусбат ишорани олсак: cos у =

- > 0, яъни п нор-

109- чизма

у  1 +  Р2 -! . 
мал Oz уци билан у уткир бурчак 
ташкил этса, (S) сиртнинг «говори» 
томонини танлаб олган буламиз. 
Аксинча, илдиз учун манфий ишо­
рани танлаб олсак: c o s y < 0 ,  у — 
утмас бурчак булади ва (S) сирт­
нинг «^уйи» томонини текшираётган 
(танлаб олган) буламиз.
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z г

110- чизма 111 - чизма

Энди силли^ (5) сирт F (x ,  у, г ) =  0 ошкормас тенглама билан 
берилган булсин. Бунда F ( x ,  у, г) функция (V) сохада узлуксиз ва 
OF d F  d t

—  , — , —  узлуксиз хусусии хосилаларга эга булсин. Бу холда
дх ду dz

(S) га утказилган нормалнинг йуналтирувчи косинуслари

формулалар ор^али хисобланади.
Фазода (х, у, z) унг декарт координаталар системаси . олинган 

булсин, яъни Ох укидан Оу укигача айланиш Oz укининг мусбат 
к,исмидан Караганда соат милларига тескари йуналишда булсин. Энди 
(S) сиртнинг (5 +) мусбат ва (S- ) манфий томонлари деган тушунча- 
ни киритамиз. (S) да танланган п  нормал сиртда «юрган» кузатувчи- 
нинг оёгидан боши томонга йуналган булсин ва (L) контур буйича ха- 
ракати давомида кузатувчи узига энг я^ин сирт булагини узининг чап 
томонида курса, у холда (5) сиртнинг бу томонига (S+) мусбат томо­
ни дейилади (110- чизма). Агар кузатувчи узига (ёндошган) энг якин 
сирт булагини унг томонида куриб борса, у холда (S) нинг бу то­
мони (S~) манфий томони булади. У мумий х°лДа эса кузатувчи 
учун (L) контур буйича харакатланиши боши Oz уки томонига ка­
ра га и кузатувчи учун Ох ук,идан Оу укига айланиш хаРакатига ух­
шаш булса (бир хил томонга харзб), у холДа (S) сиртнинг томони 
(S+ ) мусбат томони деб хисобланади (1.11-чизма).

Иккинчи тур сирт интеграли куйидагича анихланади: Икки то- 
монли силлих ёки булакли — силлих (5) сирт берилиб, унинг икки

co sa  = , cos 8 =

(4.18)
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томонидан бири танланган, яъни бу сиртда п нормалнинг маълум 
йуналиши (масалан (S+) мусбат томони учун п {cosa, cosp, co s7 }) 
танланган булсин. Бу сиртнинг ^ар бир нуцтасида учта

Р =  Р{х , у, г), Q =  Q(x, у, z), R =  R(x, у, z)

функция ани^ланган ва узлуксиз булса, у 5^олда

J J  (Р -cos а  +  Q cosj3 +  R cosy)dS  (4.19)

<s4-)
ифода иккинчи тур сирт интеграли дейилади. Дифференциал геомет- 
риядан ^уйидаги формулалар маълум:

dS cos а  =  dydz, dS-cos(5 =  dxdz, dS-cos у =  dxdy.  (4.20)

Иккинчи тур сирт интегралини бошка куринишда ^ам ёзиш мум- 
кин:

Pdy dz +  Q'dzdx +  R d x d y .  (4.2 J >
CS+)

Агар (S+) сирт томони урнига сиртнинг (S~)  томонини олсак, у 
холда интеграл уз ишорасини тескарисига [узгартиради. (4.19) фор­
мула билан берилган иккинчи тур сирт интегралини ^исоблаш 
учун уни биринчи тур сирт интегралига келтириш керак. (4.21) 
формула билан берилган сирт интегралини хисоблаш учун (S) сирт­
нинг F  (х , у, 2) =  0 тенгламасидан фойдаланиб, х, у, z узгарувчи- 
лардан исталган иккитасини эркли узгарувчи деб, интеграл остидаги 
ифодани хисоблаб ва мос (ёки (х, у), ёки (у, г), ёки (х , г)) коорди­
ната текислигига (S) сиртни проекциялаб, икки каррали интегралга 
келтириш керак. (S) сирт тенгламаси u, v параметрлар оркали х  =  
=  х (и, и), у =  у (и, v), z — z (и, v) куринишда берилса, яна интеграл 
остидаги ифодани хисоблаб, (ст) соха — и, v ларнинг узгаришига бог- 
ли^ соха буйича икки каррали интегрални хисоблаш керак булади. 

Энди мисоллар курамиз.
■. v  х  Г Г  d u d z  . d z d x  . d x d y  тт1- мисол. Ушбу \ \ —-------1-------------1--------- II тур сирт интеграли

J J  х  у z
(S) X Z

хисоблансин, бу ерда (S) д е б ------J- —  +  —  =  1 тенглама билан бе-
а 2 62 с 2

рилган эллипсоиднинг таш.^и сирти олинган.
X̂  ẐЕчиш. Эллипсоид тенгламасини------h Ч---------- 1 =  0 куриниш-
a 2 62 с 2

да ёзиб, топамиз F ’x = ~ ,  F ’y =  . F'z =  Ц -  ва F ?  +  F'y2 +

( Х% 2̂ \
------ 1- Л — 1------. Эллипсоиднинг 2 > 0  кисмидаги ташк;и

а 4 b 4 с4 /
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нормал Oz уки билан у уткир 
бурчак (cos v >  0) ташкил эта- 
ди, z <  0 к,исмида эса у утмас 
бурчак (cos у <Z 0) ташкил этади 
(1 1 2 -чизма). Демак, cosy нинг 
ишораси (S) сиртдаги М (х, у, z) 
нуктанинг z  аппликата ишораси 
билан устма-уст тушади. Шу- 
нинг учун (4.18) формулаларда 
радикал олдида мусбат ишорани 
оламиз:

д:
а%

cos а
vL zL

+  -7Г +  1 :  6 4 с 4

cosp =

_У_
й2

Y х% , У 2 , Z'
—  - Г  —  ------
а 4 bi  с

■%

cosy

V ■У2 I у2 , Z2 

а4 Ъ4 с4

Сунгра п  нормалнинг йуналтирувчи косинусларидан фойдаланиб, 
(4.20.) формулага асосан топамиз:

dy dz — dS  • cos a , dz dx -=dS- cos (5, dxdy — dS  • cos y.

Кейин II тур сирт интегралини I тур сирт интегралига келтириб:

I -ш -
(S)

+  ~  +  -
Xй

а4
- 1 /2

dS,

нихрят, икки каррали интегралга утамиз. Интеграл остидаги ифода 
z нинг ишорасига богли^ эмаслиги учун ва эллипсоиднинг z >■ 0 ва 
z <С 0 кисмларининг (х, у) текисликдаги проекдиялари битта (D) со-

х2 */2
хадан, яъни —  +  =  1 эллипс билан чегараланган со^адан иборат 

булганлиги учун I  ни фа^ат (S) нинг z >  0 ^исми учун хисоблаб,
о 1 f  у2

натижани 2 га купайтирамиз. Бу со.^а учун z—c y  1 —  ----- -р- .

tfa dy

||cos y |

V 4 -  Ml _L i i  
+  6 4 +  c 4

Демак, 1 =  2 ------Ь
a 2

г/с2

1
} '

ff с d x d y

tJ
(D) l / 1 ___ £  У2

К a2 J >2
Агар (x, г/) текисликда умумлашган x =  a r cosф, у =  b r sincp,
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— LiJL  =  abr кутб координаталарини киритсак, (D) соха (ст) 
D (г, ф)
=  [ (г, ф): 0 <  ф <  2 я , 0 <  г <  1 } со^ага аксланади ва

2я 1

а*
± \  
с2 J

d ф I abr dr

4 я ( а262 +  &2с2 +  с2а2) ( — / 1  — г%) ' =  —  (а2й2+ 62с2+ с 2а2). 
абс й a b c
1- мисолдаги II тур сирт интегралини бош^а усул билан х,ам 

хисобласа булади. Биз куйида иккинчи усулни намойиш киламиз. 
Эллипсоид тенгламасини параметрик куринишда олиш мумкин:

х  =  a cos ф cos 0, у =  b sin ф cos 0, г — с sin 0 
я

(О <  ф 2 я ,

бу ерда параметрлар деб ф ва 0 олинган.
Ушбу х =  х(и ,  у), у =  у (и, v), z =  z(u, v) параметрик тенглама 

билан берилган (S) сирт учун нормалнинг йуналтирувчи косинусла- 
ри ва сирт дифференциали

А п Вcos а  —
± Y  А2 В2 -j- С2 ±  / Л 2 +  В 2 +  с2

cos у = ва dS =  у  А2 +  В 2 +  С2 • dudu  (4.22)

А = у и К , в  =
у* К

±  у  А2 +  В 2 +  С2 

формула билан хисобланади, бу ерда

хи\ с -  К  У“\
гаК\ I К У Л

Иккинчи тур сирт интегралини (умумий холда) оддий икки каррали 
интегралга ушбу

[ С Р dy dz +  Q dz dx +  R dx dy =
<S)

=  ±  fJ (P -А Q-В +  R -C )du dv  (4.23)
(Д)

формула билан келтирилади. Бу ерда (А) — и, v параметрларнинг 
узгариш со.^аси; интеграл олдидаги ишора (5) сирт томонининг бе- 
рилишига цараб танлаб олинади.

Берилган мисолда и =  ф , v =  в. Шунинг учун ^уйидагиларга 
эгамиз:

b cos ф cos 0 О 
- Ь э ш ф э т б  с cos 0
О — a sin ф cos 0 
с cos 0 — a cos ф sin 0

А =

В  =

=  be cos ф cos2 0, 

=  ас sin ф cos2 0,
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ab sin 8 cos 0.£ _  — a sin ф cos 0 b cos cp cos 0
— a cos ф sin 0 — bsinqpsin0

Эллипсоиднинг говори ярмида ( z > 0 )  cos 7 ;>  О ва пастки ярми- 
да (г <  0) cos 7 <  0, демак, cos 7 нинг ишораси С =  ab sin 0 cos 0 ифо- 
дадаги sin 0 нинг ишораси билан бир хил. Шунинг учун (4.22) ва 
(4.23) формулалар учун мусбат ишорани оламиз. Интеграл остидаги 
ифодани (4.23) форму лага асосан ^исоблаймиз:

P d y d z  +  Q dzdx +  R d x d y  =  ~ d y d z —  dzdx  H— - d x d y  =  
у s

=  ( Р Л  + Q B + R - C ) d ( f d Q

. ac sin  ф co s2 0  . ab sin  0  cos 0  
~t----Г-:--------- X---- r

c  s in  0

ab

b s in  tp co s  0  

be , ac 

a b

ва (А) деб (A) =  J(cp, 0) :0  <  ф <  2 я,

be cos <p cos2 9  

a  cos <p cos 0

dcp dQ =

—  • cos 0 d ф • d 0

сохани оли 6,

берилган интегрални ^исоблаймиз:
2я Я/2

/ W0 —Я/2

be . ас

7  V
ab cos QdQ 2 я 

abc
■ (b2C% +

Я/2

+  а2с2 +  а2Ь2) • sin 0-
4 я

=  —  {а2Ъ2 +  а2 с2 +  с2Ь2), 
abc

—я/2

2 - мисол. Ушбу / =  x 2dy dz - f  y2dz dx  - f  z’-dx dy II тур

интеграли хисоблансин, бу ерда
( S ) ~  ( х ~ а ) 2 +  ( y ~ b f +  ( z -
—  с)2 =r R2 сферанинг таш^и 
сирти.

Ечиш. Берилган интегралда 
интеграл остидаги ифоданинг ку- 
риниши х, у, z ларнинг урнини ал- 
маштирганда узгармайди. Шунинг 
учун I ни учта /х =  j [  z2 dxdy,

сирт

м
2i [ [ у2dzdx,  /3 =  f [ x2dydz

(S') (S)

интеграллар йигиндиси деб олг> 
миз:

/ =  /l +  / 2 +  /3-

Энди ни х;исоблаймиз. z =  с 
текислик (5) сферанинг сиртини

205



икки цисмга ажратади (113 - чизма), бирида— (Sj) да z1 =  с +  
-f- Y К 1 — (х —  а)г —■ (У — b'f ва п 1 нормал Oz уки билан .у ут- 
кир бурчак ташкил этади, иккинчисида— ( S 2) да z2 == с —

__ _____ ___ __________________  _/N
—  V R2 — (* — а)2 — (У — W  ва пг нормал учун у =  (па, Ог) — ут- 
мас бурчак. (Sy) ва (S2) сиртлар (х, у) текислигининг битта (D) со- 
^асига, яъни (х —  а)'2 (у — b f  ^  Rz дойра устига проекцияланади, 
демак,

I t =  [ j  z\dx dy +  J  j1 z\dx dy — [  [ z\ • oos yx dS +
(S i) (^2) (Si)

+  ff  z| ■ cosy2'd S .
iS ,)

I тур сирт интеграли учун dS
d x d y  

|cos 7 I
формуладан фойдалансак ва

(D) соха буйича олинган икки каррали интегралга утсак, куйида- 
гига эга буламиз:

d x d y  . С Г  9 dxdy 
[+ | j 22cosT2------  -h z\ cos yx ■

(D)
|cos 7 j|

iD)

[ [ z\dxdy  —  f [ z\ dx dy — Г f (z

]C 0 5  Yal

-z;j)d x d y  -
iD) (0 ) iD)

■■ f f 4 с у' R- — (x — a)2 — (y —  b)2 dx dy.
D  (x, У)

iD)
алмаш-Бу интегралда x — a =  r coscp, у — 6 = r s in q ) ,

D  (r , ф)
тириш бажарсак, (D) coxa янги (0) =  {(r, <p) :0  <  ф <  2 n,  0 r <  R\ 
сохачага (114-чизма) аксланади ва

2я R R
h  — j  d ф J  4 cr }^ R 2 — r2 • dr =  — {\f R 2 — r2 )3

8 л с
R3.

о 0
Юкрридаги муло^азаларга ухшаш йул билан / 2 == j’ f у2dzdx  инте-

\S)
грални ^исоблашда (S ) сфера сиртини у =  b текислик билан икки 
^исмга ажратамиз; /3 =  Ц x 2dydz  интегрални хисоблашда эса х =  а

(S)
текисликка нисбатан (S x) ва (S 2) 
сферанинг ^исмларини куриб ута- 

8 nbмиз. Натижада / 2 R3 ва

/я =
s я  а

R3 ^ийматларни топиб,

114- чизма

узил-кесил натижани оламиз: / == 

+  2̂ +  h  =  ~z п R 3 {а Ъ с).
О

3- мисол.
/ == [[  x z d x d y + x y d y d z + y z d z d x

(S)
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II тур сирт интеграли ^исоблансин, 
бу ерда (S) — х =  О, у =  О, г =  О 
координата текисликлари ва х  +  
у +  z =  1 текислик билан чегаралан- 
ган пирамиданинг таищи томони.

Ечиш. (S) сирт туртта сохадан, 
аншфоги (Sj) — 0 =  0 текисликда- 
ги АОВ, (S 2) — х  =  0 текисликдаги 
ВОС, (Sд) — у =  0 текисликдаги 
ЛОС ва (S4)— x + y + z = l  текислик­
даги ABC  учбурчаклардан иборат 
(1 15-чизма), яъни (S) =  (S i )+  (S 2) +
+  (S3) +  (S4) . Демак, ^исобланаёт- 
ган / интеграл шу со^алар буйи- 115-чизм а
ча олинган 1Ь /2, 13, / 4 интеграллар йигиндисига тенг: / =  +  / 2 -1-  
+  )̂ +  At- (^i) да г =  0, пх — таш^и нормал булиб, Ox, Оу, Oz уц-

JT я
лари билан а х =  — , (3, - -  — , у1 =  я  бурчаклар ташкил этади. Шу- 

нинг учун coso^ =  0, c o s 0, cos?i =  — 1 ва 1Х =  ^ (хгсо ву г +
(Si)

+  xy cost*! +  yz cos 1 3 ^ 5 =  [[[0 • (— 1) +  xy ■ 0 +  yz ■ 0 ]dS =  0.
TTT - &>
Шунга ухшаш, мос равишда (S2) ва (S8) со^алар буйича ^исоблан-
ган /2, / 3 интеграллар ^ам 0 га тенг.

Бу мисолда /' интегралнинг берилиши шундайки, интеграл остидаги
xz dx dy -f- xy dy dz +  yz dx dz ифода исталган координата текислигида
доимо нолга тенг, чунки z =  0 учун, dz =  0 булади (х =  0 учун dx = 0
ва у =  0 учун d y = 0 дир). Агар х, у, z ларни бир-бири билан алмаштир-
сак, интеграл остидаги ифода узгармайди. х  +  у +  z — 1 текислик
^ам барча координата ук,ларидан бир хил кесма ажратади. Шу са-
бабли /, ни ^исоблаш учун битта /* =  {{xzdydx  интегрални >̂ исоб-

-  „ (So)лао 3 га купаитириш етарли.
Ушбу- х +  у +  z =  1 тенглама билан берилган (S4) сиртга утка- 

зилган я 4 нормал Oz уки билан у4— уткиР бурчак ташкил этади,
cosy4> 0  ва интеграл остидаги dx dy ифода dS- cosv4=  ^ ^ - - c o s y 4=

| cosy !
=  dxdy  га тенг булади. (S4) нинг (x, у) текисликдаги проекцияси (D )=  
=  {(х, у): 0 <  х <  1 , 0 <  у <  1 — х\ сохадан иборат, демак,

1 1—X
Г4 =  — x — y ) d x d y =  [ x d x [  (1 — x — y)dy =

1 f - x 0 0 
=  j x - [(1 — x)t/ — -j-]| -dx =  - j-  f(x — 2*2 +  x3)dx=

0 ° ° 1 ! 
Энди узил-кесил топамиз: / 4 =  3 / 4 =  — ; / = /i+ /a+^3+^4 jp

4-мисол. / = J f  yz dxdy  +  xz dy dz +  xy dz dx II тур сирт инте-
(S) „ л

грали х,исоблансин, бу ерда (5) — I октантда жоилашган ва х  =  и,
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А,
ш

1

ft;°1

L
i S?

I ° & ■

у =  0, г — О, г =  Н  текисликлар 
билан х2 +  у2 =  R 2 иилиндрдан 
тузилган сиртнинг ташки кисми.

Ечиш. (5) сирт (1 16-чизма) 5 
та сиртдан тузилган: (5,) — (х, у) 
текисликдаги доиранинг АО В А 
контур билан чегараланган чора- 
ги; (S 2) — z =  Н  текисликдаги 
A tB1CA1 контур билан чегаралан­
ган coxa; (S3) — (x,z) текисликда­
ги ААгСОА контур билан чега­
раланган туртбурчак юзи; (S4) — 
(у, г) текисликдаги ОВВхСО 
контур билан чегараланган турт

1 1 6 -чизм а  б УРЧЙК ЮЗИ; (5 б ) ~  2 = 0
текисликлар орасидаги ЛЛ1о 1ВЛ 

контур билан чегараланган цилиндрнинг ён сирти. Шундай килиб,

(S) =  (SO +  (S2) +  (S3) +  (S4) +  (S5).

I  ни хисоблаш учун биз хар бир (Si) ( i — 1,5) со^а буйича ин- 
тегрални хисоблаб, уларнинг йигиндисини оламиз:

(5 0  учун z =  0, dz—0 цийматларни интеграл остидаги ифодага куif- 
сак, 1\ =  0 келиб чицади. Шунга ухшаш, (S3) да у =  0, dy =  О деб 
ва (S4) да х  =  О, dx ----- 0 деб, 13 =  0, / 4 =  О кийматларни топамиз. 
Энди (S2) сиртда z =  Н, dz =  0, х2 +  У2 <  R 2> х  >  ®>J) >  0 эканли- 
гини ^исобга олсак, / 2 =  [ jНу dxdy  булади. Ташки п2 нормал учун 

_  (s2)
Y =  О, cos у =  1 (п2 II Oz), демак, икки каррали интегралга утгани- 
мизда / 2 нинг ишорасини са^лаб ^оламиз:

л/2 R

/ 2 =  ̂ H y d x d y  =  Н  J d<p J r  sin<p-rdr== -у- HR3,
(£>) О О

бу ерда (D) со^а доиранинг ОАВО контур билан чегараланган чораги. 
(S5) сиртда z — узгарувчи мицдор. (S5) нинг (х, г) текисликдаги 
проекдияси ААхСОА контур орасидаги туртбурчак юзидан ибэрат. 
Цилиндр ён сиртига утказилган п нормалнинг йуналтирувчи косинус - 
ларини (4.18) фэрмулалардан топамиз. (S5) нинг ошкормас тенгла-
маси х2 +  у2 —  R2 =  0. Бундан F х =  2х, F у =  2у, F z =  0, cos а —

= ------х , cos8 =  — , cosv =  0 . (S5) даги п ташци нор-
Ч-у rt R d^R

мал Оу уци билан Р уткир бурчак ташкил этади, демак, I октантда 
cosр нинг ишораси у нинг ишораси билан бир хил булади. Шу са-

х  у
бабли радикал учун мусбат ишорани оламиз: c o s a = — , cosfi

R R

208



cosy — 0 ва / 5 =  j ' j  yz dx d y + x z  dy dz-\-xy dz dx =
< s . )

=  J f  {yzcosy 4- x z co sa  - f  xy cosp)dS =  f f (yz-0  +  —  +  —  ]d S.
<S.) fS.) \ R R )

Бу биринчи тур сирт интегралидан иборат. (S5) нинг (х, г) текис­
ликдаги проекцияси (Dj) =  ((х, г) : 0 <  х <  R, 0 <  г <  Я ; . Икки кар-

рали интегралга утишда У — + I 7 ^ —х- ва dS iixllz cixdz
и и

R  d xd z  

R

деб топамиз: L

й ¥
2 / Я 2

'J4f[о о 

- H x / W ^ x ^ d x

cosPl y /R  

х-г x (R 2 —  x 2) j  ^  dz 

T  Я I ' у R 2 - x *  ~

R 2arc sin-
R

-y R 2—x2

-j- —  arc sin —  
2

H
V R l—x* 3

k H*R2 HRa_ 
8 3

Натижани ёзамиз: l = I l+ I 2+ l s+ l i+ I 5= ~ H R 3+~^-H2R2+ ~ H R B=  

~  H R 2 ( ^ - R  + -—-nlfj. Лекин ] ь интегрални .^исоблашда u =  cp,

у =  z параметрлар киритнлиб, (S5) нинг тенгламасини параметрик 
куринишда олиш мумкин. (S5) сиртда x = R c o s c p ,  y =  Rsin(p, z —z
ва ф , г ларнинг узгариш сохаси (о) = | ( ф , г ) : 0  <  ф <  

булади. Энди (4.22) (4.23) фэрмудаларга асосан топамиз:

V g >
Угг'г

IR  cos ф О j
О li

R  соэф, В
Z X ф Ф 0 — R  sincp

z z 1 0

■ R sin  ф, С — \ У  Ф 
КУ'г

-Rsinq> Rcosq> 
О О О,

шунингдек, берилган интеграл учун R  =  R(x, у, z) ~ y z  =  Rz s in ф, 
P — P{x, у, z) — xz — Rz cos ф, Q ~ Q (x , y, z) xy - -  R 2 cos ф sin ф 
ифодаларни топамиз. __

' (S&) сиртга утказилган п нормаль Oz уцига перпендикуляр ва 
Ох, Оу уклари билан а  =  ф, р =  л/2 —• ф уткир бурчаклар ташкил 
этади, шунинг учун (4.23) фэрмулада мусбат ( + )  ишорани оламиз. 
Натижада куйидагига эга буламиз:

1Ь — j \[R2cos\ ■ z 4- R:i sin2<p ■ cos ip]d q>dz =
(°)

Я/2 H
— [ dtp j(R2cos2tp -z R 3 sin2 ф cos ф)dz —

о 0

14— 390 20!)



R*№ . 1 . 0  \ , R SH . „
Ф H---------s m  2 ф +  - — й и г ф

2  I 3

IJt/2

Бу ^иймат ю^орида ^исобланган циймат билан устма-уст тушади.
5- мисол. / — fj'(/2z dx dy +  xz dy dz +  x2y dx dz сирт интеграли >̂ и-

(S )

соблансин, бу ерда (S) — I октантда жоялашгаи ва г ~  х 2 +  у2 ай- 
ланма параболоид, х2 +  У2 ~  1 цилиндр ва координата текисликлари 
билан чегараланган сиртнинг ташки томони.

Ечиш. (S) сирт (1 1 7 -чизма) 
^уйидаги контурлар билан чега­
раланган 5 та сиртдан ташкил 
топган; (S x) — (х, у) текисликда­
ги АО В А контур орасидаги: (S 2)— 
(х, z) текисликдаги АОЕА кон­
тур орасидаги; (S3) —  (у, г) текис­
ликдаги ВОСВ контур орасидаги; 
(S 4) —ЕОСЕ  контур орасидаги 
параболоид сирти; (S6) — АВСЕА  
контур орасидаги цилиндрик 
сирт кисми. Шундай ^илиб, 
(S) =  (Sj) +  (S2) +  (Ss) +  (S 4) +  
+  (5  5).

Шунинг учун I  интеграл бешта интеграл йириндисига тенг булади: 
/ = /i + / 2 + / 3 + / 4 + /5. h  интеграл (5^  сирт буйича хисобланган. 
(S;) да z =  0, dz —■ 0 ва интеграл остидаги ифода 0 га тенг, демак, 
/х =  0. Шунга ухшаш, (S.2) да у =  0, dy =  0 ва (S3) да х  =  0, dx  = 0 ,  
шунга кура L  =  0, 1ч-= 0. Энди (S4) учун / 4 ни ^исоблаймиз. (S 4) нинг

_2х
z =  х2 +  у2 тенгламасидан =  2х, z„ =  2у, cos a -- — --------,

" ± v '1+Цх2+У2)
cos у — ■

1
1 + 4 ( * * + » * ) ’ _  ' ± / 1 + 4 2

(S4) га утказилган п — таш^и нормаль Oz уци билан
бурчак ташкил этади, шу сабабли радикал учун мусбат

,, —  ~~2х п — 2уолиб, п учун cos a  =  ——-------, cos р =  cosy

уткир у
ишорани

1

ифодаларни топамиз. 
интегралига утамиз: /4 :

у" 1 +  4г у  1 +  4z  у  1 +  42

Энди II тур сирт интегралидан I тур сирт 
= С \‘y2z dx dy +  xz dy dz +  x2y dx dz =

(S4)
=  ( f (y2z cos у +  xz cos a  +  x2y cos $)dS —

Is4)

=  Г \{y2z ~  2x2z — 2x2y2) ....
<S. )  у  1 +  4 2

I тур сирт интегралидан икки каррали интеграл га утиш учун (S 4) 
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d x d yни (x , у) текисликка проекциялаймиз ва dS = ------- = Y  1 + 4 z-dxdy,
I co sy  I

z =  x2 +  У2 ифодаларга кура хисоблаймиз:
h  =  J f  [У2(х3 4  У2) — 2x2{x2-\-y2)—2x2y2]d x d y =  f[(*/4-  -2x 4— 2>x2y2)dxdy, 

(D) (Ь)
бу ерда (D) =  {(x, y): x 1 +  г/2 <  1, x >  О, у >  0). Энди кутб коор-
динаталари x = r c o s 9 , г/=  rsincp, = г  га утиб, (D) со^ани

(о) =  |(г, ф): 0 <  ф <  - у ,  0 <  г <  1J  сохага акслантирамиз ва то­

памиз:
я/2 1

/ 4 =  | ^ф j*r4(s in ^  — 2 соэ4ф — 3 sin2фcos2ф) - rd r  =

1 я/2

J  ~ ( 1 — соз2 ф)2----- — ( 1 4  cos 2 ф)2----- ^ - з т 22 ф

[ — 2 —  6 cos 2 ф — (1 — cos 4 ф ) ] с?ф  —

С?ф

24
0

1 1 Л/2
=  —  ( — Зф — 3 sin 2 ф 4-------sin 4ф) л

о 16

Энди 15 интегрални ^исоблаймиз. (Ss) сирт тенгламаси х2 4  У2 ~  1 
булгани учун (S8) нинг (у, г) текисликдаги (ёки (х, г) текисликдаги) 
проекциясини топиб, / 5 ни икки каррали интегралга келтириш ке- 
раК. Ошкормас х2 4  У2 —■ 1 = 0  тенгламадан F  х — 2х, F  =  2у, 
F 2 = 0  ва (4.18) формулаларга асосан

2х
c o s a = -----7т = = =  =  +  х, cos 6 =  у , cosy =  0.

_  у  4 х 2 +  4i/2 —  1 1

(5g) сиртга утказилган пг таици нормаль Ох у^и билан уткир а  
бурчак ташкил этади, демак, I октантдаги ну^талар учун cos а  нинг 
ишораси х нинг ишораси билан бир хил, шу сабабли радикал учун 
мусбат ишорани оламиз. Демак, п± учун cos а  =  х, cos |3 — у, 
cos у =  0 булади ва / 5 =  [ \{y2z cos у 4  xz cos а  4  x ly cos р) dS  =

=  f j  (0 4  x2z 4  y2x2)dS =  [ [ х 2(г/2 4  z)dS. (S-J нинг (у, z) текисликда-
(Sb) (S5)

ги проекцияси ОВСМО контур билан чегараланган квадрат юзвдан 
иборат (D,) соха куйидагича тавсифланади: (Dx) =  {{у, z)\ 0 <  у <  1,

Энди =  =  ^  =  ва х =  / Т = ^
[ c o s a  | х у  1 —  у 2

ифодалардан фойдаланиб, / 5 ни ^уйидаги куринишга келтирамиз:
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Ушбу у = sin/, dy = cost dt, tx ■- 
риб, узил-кесил топамиз:

0, t s к
2

алмаштиришни бажа-

Я/2

J  cost ̂ -sinЧ • cos t dt Зя
Тб'

Нихоят, / интегрални топамиз:
 ̂= 1̂+^2 + 3̂ + 4̂ + 5̂

я
Тб

. Зя __
TIT-

Юкорида хисобланган /4 ва /5 интегралларни бош^ача хисобласа 
хам булади. Бунинг учун цилиндрик (г, ср, г) координаталар система- 
сини олиб, /4 ва /5 интегралларни ^исоблашда яна (4.22), (4.23) фор- 
мулалардан фойдаланса булади. Бу системада z = л:2 +  у2 парабо­
лоид тенгламаси х = гсозф, у = г sin ф, г= гг куринишда, х2+ у2= 
== 1 цилиндрнинг тенгламаси х = cos ф, у = sin ф, г = z куринишда 
булади. (S4) сиртда (параболоидда) параметрлар деб и—ф, и = г 
ларни оламиз, уларнинг узгариш со^аси цуйидагича:

(Д) =

А = 

В  =

я
т г Равшанки,

-ф 
У'г Z ’r

Г COS ф
sin ф

О 
2 г

С =

0 —
2 г

XГ У'г

= 2 г2 cos ф,

= 2r2sin<
rsmqi

СОЭф
■ г sin ф г cos ф 

cos ф sin ф
уткир бур-(54) га утказилган п ташки нормаль Oz уки билан у 

чак ташкил этади, cos 7 >  О булгани учун
С — г

COS 7 — ±у'д2-+ В2+С2 ~  ±/ Щ Ж £ с *
ифодадан фойдаланиб, (4.23) формула учун манфий (—) ишорани 
оламиз. Энди

Р = xz = г3cos ф, Q = х2у = г3со52ф sin ф, R — y'2z = г4 sin^ 
ифодалардан фойдаланиб, интеграл остидаги ифодани хисоблаймиз: 

Р ■ А + Q • В +  R- С = 2r5 cos2 ф+ 2 гъ cos2 ф sin2 ф •r6'sin2<p =



Энди U ни хисобласак булади:

1И(А)
I Я/2

—  I
1

3 3 1 \— + —  cos 2 tp---~ cos 4ф j dr dtp ■■

r5 dr
о 0

3 3 I-- 1--- cos 2 ф-----cos 4cp) dw —
4 2 4 '  T

Л/2

16
sin 4ф л

1б

(Sb) сиртда параметрлар деб и- q:, v = z ларни кабул киламиз, бу 
параметрлар (а) = j(ф, z): 0 < <р < л/2, 0 z < 1} сохада узгаради.

4-мисолда хисобланган А, В, С ларнинг нфодаларида R = 1 деб 
олсак, х2 + уг = 1 тенглама билан берилган цилиндрик сирт (1 ок-
тандаги кисми) учун ;t = coscp, у sin ф 
= sin ф, С = О, Р  = xz — z cos ф, Q х2у

z = z, А — cos ф, В 
соэ2ф sin39 . R = y2z

z sin2 ф ифодаларга ва интеграл остидаги ифода учун РЛ + Q • 5 4-
+7? • С =2 cos\p-j-cos2 ф sin2 ф= — (1 -f cos 2 ф)+- (1—соэ4ф) ифодага

эга буламиз. (S5) га утказилган л, ташки нормаль Ох у^и билан 
а — ф уткир бурчак ташкил этади, шу сабабли (4.23) формуладаги 
интегралда мусбат (+ ) ишорани оламиз. Энди /5 интегрални хисоб­
ласак булади:

1 Я/2

/6 = j  dz j* ^  (1 + cos 2 ф) + -i- (1 — cos 4 ф)| d<p =

~§-1Ф +  "гг sin 2(P 1 + Ф ---— эш4ф
л/2

■dz =

о 16
Зл

Тб '

6-мисол. / = f Г x3dy dz-f-y3dz dx + z3dx dy сирт интеграли и̂соб-
(S)

z2 = а2 сферанинг ташки томонилансин, бу ерда (5) деб л;2 + г/2 
олинган.

Ечиш. Мисолни ечиш учун (л, ф, 0) сферик координаталар систе- 
масидан фойдаланамиз, чунки бу системада сферанинг тенгламаси 
г — а оддий куринишда булади, ф, 0 лар эса параметр сифатида
булиб, улар (а) = {(ф, 0): 0 < ф ^  2л , ----у-j сохада узга­
ради ва х = асоз0созф, y—acosQ-s\nq>, z=asin0. Равшанки,

= — fl2COS2 0 COS Ф,Уе ze — a sin 0 sin ф acos0
У* гФ a cos 0 соБф 0
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с =

ze хе acosO — a sin 0 cos ф
=

2ф 0 —■ a cos 0 sin ф -

хв у'в I — a sin 0 cos ф ■— a sin 0 sin ф
У*\ —•a cos 0 sin ф a cos 0 cos\p

—  а2соз20 зтф ,

• a2cos 0 ■ sin 0,

Р  = xs ~  a3cos30-cos3<p, Q = */3=a3cos30-sin^, R
Интеграл остидаги ифодани (4.23) формулага асосан ^исоблаймиз: 

P-A + Q-B + RC=  — a6[cos5 0-(cos4cp + sin4cpX+ sm40cos 0] =
- a° cos5 0 (—  -j— — cos 4ф̂  + sin4 0 cos 0

4 4

таш^и нормаль Oz у^и билан у = 
0 бурчак ташкил этади: cos у = sin 0 тенгликка кура cosy

(S) сферага утказилган п- 
п

~  . 2
нинг ишораси sin0 нинг ишораси билан бир хил. Шунинг учун
cos 7 С —a2cos 0 sin 0

±/*+№+<?г ±yrff+W+c> формулада радикал у,ун «а,,-
фий (—) ишорани оламиз. Демак, (4.23) формула да ^ам манфий 
ишорани олиб интегрални ^исоблаймиз:

- а° cos5 0 • [--- 1--- cos 4 ср ] —]— sin40 cos 0 dq> dQ
(o)

я/2

COS6 0 • (-
—Я/2

\
я/2

= a5 Г
tj

—Я/2

H--- зт4ф) + ф-sin4 0cos 03

4 16

cos50 2л sin40cos0 ]d0

2Я

■de=

Зл
~

Я/2 я/2

Г (1— 2 sin2 0 + sin4 0)cos 0d0+ ^  sin5 0 
J  5
-я/2 —Я/2 '

12я  a5

Мисолда берилган интегрални x, у, z координаталар системасид3 
5̂ ам хисоблаш мумкин. Интеграл остидаги ифода х, у, z ларни 
бир-бири билан алмаштирганда узгармайди ва х2 +  г/2 + г2 ==' а2 сфе- 
ранинг тенгламаси хам уз куринишини саклайди. Шунинг учун, ма- 
салан, I l = §\zsdxdy сирт интегралини хисоблаб, натижани 3 га

( S )

купайтирсак, I  = 3 • берилган интеграл ^ийматини хосил ^иламиз 
(юкоридаги усулда ^ам шундан фойдаланиб, I  = 3-\\z3dxdy =
= — 3ff/?-Cd(pde = — 3f[ — a5sin40cos0^d0= <S>

(a) (a)
я/2 Я/22Л

3a5 j* с?ф J  sisin4 0cos Qd 0 : 6xa5 sin60
0 —Я/2

^илиш мумкин). Сферанинг F(x, у, z)

12 jxas натижани хосил
-Я/2
О, яъни х2 +  у2 +  z2 —  а2= 0
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тенгламасига кура F ‘x =[2x^[Fy = 2у, F g = 2z, F ]  + Fy +  F ]  =
= 4(x2 +  у2 +  z2) = 4a2, cos a = — , cos |3 = — , cos 7 =

± a + a  ± a

ифодаларни топиш мумкин. (S) сиртга утказилган п — ташки нор­
мал 2 > 0  даги ярим сферада 7 уткир бурчак, z< 0  даги ярим 
сферада 7 утмас бурчак ташкил этади, демак, cos 7 нинг ишораси г 
аппликата ишораси билан бир хил, шу сабабли косинуслар форму- 
ласида мусбат (+ ) ишорани оламиз:

х о и гcos a = — , cosp = — , cos 7= — .
a a a

^ар бир ярим сферанинг (x, у) текисликдаги проекцияси х2+у2̂ а2 
дойра устига тушади. II тур сирт интегралидан I тур сирт интегра- 
лига dxdy = dS-cos у формула ор^али утамиз. Сирт дифференциали
учун ушбу dS = dx dy~ ■= -dxdy- ифодага. эгамиз. Шунинг учун dx dy

I cosy I И
урнига dS■ cos7 = adx —- • —  = dxdy-sgnz ифодани куямиз. Нати-

| г | а
жада 1Х интегрални I\= \\z3dxdy +  \̂ z3dxdy куринишда ёзиш

(Si) is,) _____________
мумкин, бу ерда (SO — говори ярим сфера г — У  а2 — х2 — г/2, (S2)—
— пастки ярим сфера z = —']/"а2—-х2— у2. Шундай к;илиб, 1Х = 
= /2 + /3. /2 да sgn г = +  1, /3 да эса sgn г = — 1 эканлигини и̂- 
собга олиб, ушбу
I x = j  j” (j/'a2—х2—у2)3 dx d y — yra2—x2—y2)3-(— 1 )dxdy =

(D)  ____________________________(D)

= 2 • j  j(-(/a2 —■ x2 — y" )3 • dxdy икки каррали интегралга кела- 
ф)
тг v • D(х, у)миз. К,-утб системасига x = rcoscp, г/ = л sin ф, ^ —  —г ут~

сак, (D) со^а янги (А) = {(г, ср): 0< ср< 2л, О < г < а\ со^ага аксла-
2л а г а 4па5

нади ва /х = 2jdcpj(y а2— r2)3-rdr = 2л
о о

5

Узил-кесил берилган интеграл учун I  — 31х = 12̂ а-.

Маш^. ^уйидаги иккинчи тур сирт интеграллари курсатилган 
сиртнинг томонлари буйича хисоблансин:
18.1 I  = [ J x2dydz + y2dzdx + z2dxdy, бу ерда (S) деб х2+ у2+г2 =

(5)
= а2 сферанинг таш^и томони олинган.

18.2 / = J J z2dxdy, бу ерда (S) деб ~  ~  — 1 эллипсоид-
(S) ° 2 Ь2 6'2

нинг ташки к>исми олинган.
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18.3 I  = \fjx2dydz + y2dzdx +z2dxdy, бу ерда (S) — 0 < x < a ,
(м ■ ■

О < i/ < a, 0 < г < а  куб сиртининг ташки томони.
18.4. / = {^xdydz +  ydzdx 4- zdxdy, бу ерда (S) — пирамиданинг

(S)
ушбу x + г/ ~f z = a, x = О, у = 0, 2 = 0, текисликлар билан 
чегараланган ташки сирти.

18.5. I  = jY xdy dz -f- y dzdx -f- zdx dy, бу ерда (S) — ушбу x2-f г/2+
IS)

+ z2 = a2 сферанинг ташци томони.
18.6. /=С[(г/ — z)dydzJr {z— x)dzdx + (x — y)dxdy, бу ерда (S)—

(S)
ушбу x2 + у2 = z2 (0 < z < h) конус сиртининг ташки томони.

18.7. / = \[x2yzdydzJrxy2zdzdxJr xyz2dxdy, бу ерда (S) деб х2 +
'S )

+ у2 -j- z2 = 1, л: = 0, у = 0, 2 = 0 сиртлар билан чегаралан­
ган жисмнинг тули^ таищи томони олинган.

18.8. /=  x3dy dz y3dzdx + 2dydz, бу ерда (S) — ушбу х2+г/2=

= 2г, г = 2 сиртлар билан чегараланган жисмни ураб олган 
сиртнинг тули^ ташки томони.

18.9. I  = С|'xdydz + ydxdz + zdxdy, бу ерда (S) — ушбу х2 + У2 —
\S)

= а2, 0 ^ 2  < Н цилиндрнинг тулик сиртининг ташки томони.
18.10. /=  ('[(xcosa + ycosji + zcosy)dS, бу ерда (S) — эллипсоид

OS)X̂  U2 Z2—  + -j— -|— — = 1 сиртининг ташци томони. 
х2 и2 Z218.11 .  [--2— f----= 1 эллипсоид сиртининг (х, у) текисликдан
« 2 V1 с2

юкорида жойлашган z >  0 ^исмнинг таш^и томони буйича 
Л ~  \\yzdxdz ва /2 = f f Xs dy dz интеграллар хисоблансин.

(S) (S)
18.12. Иккита кесма: 1) 2 = 0, а < х < 6, г/ = 0; 2) 2 = 2 л с, а ^

< х sS Ь, у ~ 0  ва иккита винтсимон чизик/. х = u cos с, у = 
= и sin v, z — cv (а < и < 6, 0 < и < 2л) билан чегараланган 
(5) сиртнинг ю^ори томони буйича ушбу интеграл и̂соблан- 
син: / = f f  xdxdy-\-у dy dz ■+zdzdx.

(S)
18.13. Ушбу j | [{z4 — yn) cos <x -p {x4 —■ zn) cos p -f- (y4 xn) cos y] dS

OS)
интеграл хисоблансин, бу ерда (S) — маркази 0(0; 0; 0) нук- 
тада ва радиуси а га тенг булган ярим шарни (г > 0) тулик, 
коплагаи сиртнинг ташки томони, а, р, у — ташки нормал- 
нинг координата уклари билан ташкил этган бурчаклари.

18.14. / = x2zdydz, бу ерда (5) — эллипсоиднинг I октантдаги
(5)

таш^и еирти: 4х2 +  у2 + 4г2 = 4, х > 0, у > 0, г > 0.
18.15. / == \\ у dx dz, бу ерда (5) — 4х2 + у2 + 2г2 = 16 эллипсоид­

ов
нинг таш^и сирти.



18.16. 1 = \\zdxdy, бу ерда (5) — х2 + у2+ г2 = R2 сферанинг таш-
(S )

Ки томони.
18.17. / = fj (х— г) cf г/ rfe (г2— y‘l)dz dx -\- (х -r z) dx dy, бу ерда 

(S) — цилиндрнинг ён сирти (ташки томони): х2 + у2 = R-, 
г = 0, z = b.

18.18. 1= \\xdydz + {y + z)dzdx + (z — y)dxdy, бу ерда (5) — уш­
бу х2' + if  + г2 = 9 сферанинг I октантдаги кисми (ташки 
томони).

18.19. /=  ff (х — 2 z) dy dz + (х + Зу +  z)dzdx + (5х -f y)dxdy, бу
(S)

ерда (S) — х 4- У + z = а {а >  0) текисликнинг I октантдаги 
^исми (0(0; 0; 0) га кар а га и томони).

18.20. / = ff ху dy dz + yz dzdx + zx dxdy, бу ерда (S) — конус сир-
(s> д;2 y2

тининг ташки томони: (г— 1)2 = --- 1--- , 1 <z<5.
4 9

18.21. 1= \jxdy dz + у dzdx -f zdxdy, бу ерда (S )~  куб сиртининг
(£>)

таш^и томони: 0 < х < 1, 0 < у < 1, 0 < z < 1.
18.22. 1 = ff у dzdx, бу ерда (5) — Oz укининг мусбат к'исмини уз

(А)
ичига олган ва z = 0, z = 2 текисликлар орасида жойлаш- 
ган z= x 2 + t/2 параболоид сиртининг кщори ^исми.

18.23. / = \\xdy dz + у dzdx + z dxdy, бу ерда a) (S) — 0 < z < h
( S )  _______________

сохадаги z = I x1 + у1 конус сиртининг ташки томони. 
б) (5) — шу конус асосининг юкорига караган гомони: ^ 
z = h, х2 + у2 < h2.

18.24. / = fj yz dy dz +  xz dz dx + xy dx dy, бу ерда (5) 0 < г < h
Ь)сохадаги х2 + у2 =■ а2 цилиндрик сиртнинг таш^ари томони.

18.25. /=  \\x3dydz + y3dzdx + z2dxdy, бу ерда a) (S) — ушбу

z = 2х текислик билан z = х2 + у- параболоид с иртидан аж- 
ратилган кисмининг ташки томони. б) (S) ушбу г = хг + у'1 
параболоид билан г = 2х текисликдан ажратилган со.\анинг 
юцори (Oz нинг мусбат томонига цараган) кисми.

18.26. / = \\xdydz + у dzdx + zdxdy, бу ерда (S )— 0 < г < 1
(5) ..-----

сохадаги г = 1 — / х2 + у2 сиртнинг таш^и томони.
18.27. 1 = ffx3dydz + у3dxdz +z3dxdy, бу ерда (S) — х2 + у2 + 

+  z2 = х сферанинг таш^и томони.
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V б о б

СТОКС ВА ОСТРОГРАДСКИЙ ФОРМУЛАЛАРИ

Стокс ва Остроградский формулалари ^амда уларнинг ^уллани- 
лиши ^а^ида назарий материални тегишли адабиётдан яхши урганиб 
олиш керак. Масалан, Г. М. Фихтенгольцнинг уч жилдлик китоби- 
нинг учинчи жилдидаги X V II (4-§) ва X V III (2- §) бобларини урга­
ниб чи^иш лозим.

К$лланмада келтирилган Стокс ва Остроградский формулалари- 
га оид мисолларни яхши тушуниш учун талаба I ва II тур сирт 
интегралларини, эгри чиз-ицли интегралларни, икки ва уч каррали 
интегралларни ^исоблаш усулларини узлаштирган булиши ма̂ сад- 
га мувофи .̂

19-§. Стокс ва Остроградский формулаларини 
цулланишга дойр мисоллар

Фазода х, у, г декарт координаталар системаси олинган булсин- 
Бу фазода (L) оддий булакли-силли  ̂ контур билан чегараланган 
чекли булакли-силлиц икки томонли (S) сирт (118-чизма) берилган; 
(S) сиртнинг Ва (L) контурнинг барча нукталарида Р  — Р(х, у, г). 
Q = Q(x, у, z), R = R(x, у, z) функциялар узлуксиз хусусий о̂си- 
лаларга эга булса, у ^олда

j* Р dx + Q dy -f R dz =
(D

= И  [ ( f  -  f ) cos ~  ^ ) cosp+( f  _  S “ s T] ^  <5 ■1 ’(•S)
формула С.токе ф ормуласи деб аталади. Бу формулани I I  тур 
сирт интеграли ор^али цуйидагича ёзиш мумкин:

j  Р dx Q dy R dz ~

-  Ш  -  f  Н 2 + t e  ■ - £ ) * * + { % - % ) « « ■  «
Мазкур формула фазовий ёпиц (/.) эгри чизи  ̂ буйича олинган эгри 
чизи^ли интегрални шу контур билан чегараланган (S) сирт буйича 
^исобланган сирт интеграли орк>али ифодалайди (ва аксинча). Фор- 
муладаги cos a, cosp, cosy — (5) сиртга утказилган ва (S) сиртнинг
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US- чизма 119- чизма

талаб цилинган томони учун ани  ̂ йуналишда олинган п нормал- 
нинг йуналтирувчи косинусларидир.

Агар (L) контур (х, у) текисликдаги ёпик, эгри чизик, булиб, би- 
рор (D) со^ани чегараловчи (119-чизма) булса, у ^олда Стокс фор- 
муласидан бизга маълум булган Грин формуласи келиб чицади:
j j P d x Q  dy — — -^-'jdxdy, чунки г = 0 да dz = 0, а =
L '(D)
= я/2, р = я/2, у = 0, .̂ амда cos а = 0, cos [5 = 0, cos у = 1. Охир- 
ги формула текис (D) со^а буйича олинган икки каррали интеграл­
ни шу со^анинг (L) контури буйича олинган эгри чизи^ли интеграл 
билан боглайди.

Уч каррали интеграллар назариясида унга ухшаш формула Ост­
роградский формуласидир. У  (V) фазовий со^а буйича олинган уч 
каррали интегрални (V) со^анинг чегараси (5) сирт буйича олинган 
сирт интеграли билан боглайди (120-чизма).

+  '■ ■ 

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy (5.3)
(S )

формуладаги Р — Р(х, у, z), Q =
= Q(x, у, 2), R  = R(x, у, z) функ- 
циялар (V) соха ва унинг чегара- 
сидан иборат (S) сиртнинг барча 
ну^таларида узлуксиз хусусий хо- 
силаларга эга деб олинади. Интег- 
раллаш (S) ёпик сиртнинг ташки 
томони буйича олйб борилади. Де- 120-ч а т а
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jj (Pcosa+Qcos p+i?cosY)dS. (5.4)

мак, Остроградский формуласи, бошкача килиб айтганда, (S) ёпик 
сиртнинг ташки томони буйича олинган умумий куринишдаги 
ff Р  dy dz + Qdzdx -J- R dxdy иккинчи тур сирт интегралини шу сирт 
U)
билан чегараланган (У) жисм буйича олинган

j |Т (lk " ~ду ~д~') Х̂(*У У4 каРРали интеграл ор^али ифода- 
(V)

лайди. Бу формуланинг биринчи тур сирт интеграли бклан боглан- 
ган куриниши 1\уйидагича булади:

(V) " (S)
1- мисол. I  = f J  (х cos ос + у cos р+2 cos y)dS сирт интеграли хисоб-

U)
лансин, бу ерда а, |3, у — (S) ёии  ̂ сирт таш^и нормалининг Ох, 
Оу, Oz у к лари билан ташкил этган бурчаклари. Интеграл бирор (У) 
жисмни ураб олган бутун сирт буйича олинган.

Ечиш. Берилган шартларга кура биз Остроградский формуласи- 
дан фойдалансак булади. Унда Р  = х, Q = у, R = z. Шу сабабли 
берилган интеграл учун / = f j j ( l  -f- 1 -f 1 )dxdydz = 3V цийматни

\V)
хосил килам из. Шундай килиб, интеграл киймати (V) жисмнинг 
^ажмидан уч марта катта экан.

Келажакда бирор жисмнинг хажмини топиш учун

V = J J  (х cos a + у cos р + z cos у) dS
.S)

(5.5)

фэрмуладан фойдаланиш мумкин, бу ерда (S)- (1/) жисмни ураб ол' 
ган сиртнинг ташки томони (120-чизма).

2-мисол. Тор билан чегараланган жисмнинг хажми топилсин* 
Тор сиртининг тенгламаси: x = (6+acos0) coscp, i/=(fc+acos0)sin<p> 
z = a-sin0 (0 < a  <£).

Ечил. Top сиртини (121-чизма) х о с и л  килиш учун радиуси а
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ва маркази (х, у) текисликдаги х2 + у2 = Ь2 айланада булган ай- 
ланани Oz ук атрофида тули^ айлантириб чикиш керак, бунда ф 
бурчак 0 дан 2я гача узгаради.

Кичик айланадаги ОМ радиуснинг (х, у) текислик билан таш­
кил этган бурчаги 0 булиб, у хам 0 дан 2л гача узгаради (121-а 
чизма). Демак, берилган тенгламалар тор сиртини ф, 0 параметрлар 
ор^али ифодалайди.

Остроградский формуласидан (ёки олдинги мисолдаги натижа-
дан) фойдалансак, V -- —  (х cos а -j- у cos Р z cos у) dS булади.

(S, _

Энди (S) сиртнинг ташкой томонига утказилган п нормалнинг йунал- 
тирувчи косинусларини ^уйидаги формулалар буйича топамиз:

А о В-, cos рcos а :
: / Л 2 +  В* 

cos y =

■С2 ±  /  А2 +  В 1 +  С2

±  ,/ А2 +  В 2 +  С2

А — У'и y'v , в  = Z'u Z ’v , c== x'u Xv
Z 'u Zv X u X 'v y'u y'v

(5.6)

Тор сирти учун и= ф ; у  = 0 деб оламиз. Унда

У,
— (b + a cos 0) sin ф, 
(b + a cos0) • cos ф,

' хв = — asm 0 cos ф,
ва ув = — аэтО этф ,

Zg = ас os 0;
(А =а{Ь + a cos 0 )a^ co s0 ;
\В = a (b + a cos 0) sin ф cos 0;
[С = a(b +  a cos 0) sin 0

ифодаларга^эга буламиз. Энди хажмни хисоблаш формуласини II 
тур сирт интеграли оркали ёзамиз:

ва

V = ■ xdy dz + ydzdx + zdxdy.
(S)

Маълумки, иккинчи тур сирт интеграли оддий икки каррали интег- 
ралга ушбу
^Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = ±  [[(Р- Л  + Q-S + R-C)dudo (5.7)
OS) '(Д)
формула ёрдамида келтирилади. Бу ерда (А) — и, у параметрларнинг 
^згариш сохаси, интеграл олдидаги ишора (S) сирт томонининг бери- 
лишига к,араб олинади. Бу фэрмулага асосан ^ажм учун

1/=-^-- ± (хА + у В + zC)d(pdd]
(А)

икки каррали интеграл ^осил булади.
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Таш^и нормалнинг йуналиши ки- 
чик айлана радиуси NM нинг йуна­
лиши билан устма-уст тушади, де­
мак, cos у нинг ишораси sin 0 нинг ишо­
раси билан устма-уст тушади. Шунинг 
учун С = a(b +acos0)sin0 эканлиги- 
ни хисобга олиб, радикал олдида ва 
юк;оридаги интеграл олдида мусбат 
ишорани оламиз. Интеграл остидаги 
ифодани тор сиртининг формуласидан 
фойдаланиб ^исоблаймиз: 
я- А +  у В  -f г С = (Ь +  a cos 0) a (b 

+ a cos 0) cos2cp cos 0 + (b +
+a cos 0) sin ф • a(b-fa cos 0) cos 0 sin tp-f- 

+  a sin0-a6 +  a cos0) s in0=
= a(b + a cos 0)- [(b -f acos0) cos0 +  a sin20] = a(b + a cos 0)(frcos 0

a) — a [(a2 + b2) cos 0 +  ab + ~  ab cos20].

Энди cp, 0 параметрларнинг узгариш со^асини ёзамиз:
(А) = {(ф, 0): 0 < > < 2 я, О < 0 < 2 я } .

Шундай килиб, ^ажмни узил-кесил хисоблаш мумкин:

V = 1
2Я

a i d  ф | (a2 -f 62) cos 0 -|— — ab + —  cos 20 
х 1 '  2 2

dQ =

b2) sin0 4- ■ab 0 ■ ab
2̂ 2sin 2

|2 я

__2na 3
~  ~3~ ~2 

3- мисол. Ушбу I =

ab ■ 2я|= 2 я 2 a2 b (куб бирл.). 

f f (x2 cos a + y2 cos |3 + z2 cos y) dS сирт интег-
(S)

рали хисоблансин, бу ерда (S) — ̂ уйидаги шартлар билан берилган 
конуснинг тулиц таш^и сирти:

— — • = 0, 0 < г Ь‘
Ечиш. (S) сирт берилган конуснинг ён сирти (5,) ва z = b те­

кисликдаги АВСЕА контур билан чегараланган дойра сирти (S2) 
ларнинг йигиндисидан иборат ( 122-чизма). Демак, (V) жисм ёпи  ̂
(5) = (5j) +  (S.2) сирт билан г̂ опланган булади ва Остроградский 
формуласидан фойдаланиш мумкин ((5.4) формула): /= Г[[2 (л : +

(V)
+  у +  z) dxdydz, чунки Р = х2, Q = y2, R 
222

z\ Ъу интегрални хи"



соблаш учун цилиндрик (г, cp, z) координаталар системасига х =
= ar cos ш, у = ar s in m, z ~  z, D —’ —z ■ ■ = a2r формулалар билан ута-D (г, ф, г)
миз. Конуснинг ён сирти (S x) учун г2---— г2 = 0, яъни z = brb2
тенгламага эгамиз, демак, (1/) ада янги

(А) = {(г, ф, z): 0 < ф <2 зт, 0 < г <1, br < г < Ь]
со^ага аксланади. Энди интегрални ^исоблаймиз:

I = 2 [ j' [ (ar cos ф + ar sin ф -(- z) a?r dr dtp dr =
"(А)

1 г 2Я
= 2а2 С г dr [ dz С (аг со5ф + аг sin ф + г) d ф =

О V  О
l b  2<р 1 6 

= 2 а2 frd r Г —{аг втф —ar cos ф+гф) J dz=2a2 j1 rdz f —2nzdz=
0 br 0 0 br

1 I
Я= 2 я a2 j1 гг21 dr= 2 я а2 Ь2 Г (г—г3) dr = 2 я а2 b2,/ г л

О br J 2 4
6

а2 Ь2.

4-мисол. Олдинги мисолдаги / интеграл конуснинг фацат ён 
сирти буйича хисоблансин.

Ечиш. Остроградский формуласига асосан 3-мисолда
j j  (х2 cos а + у2 cos р + г2 cos y)dS = 2 • [ (' \ (х + у + z) dx dy dz
(S ) ‘ (V)

тенглик уринли эди. Лекин чапдаги сирт интеграли иккита (S J  ва 
(S 2) со^алар буйича х^исобланган

h  = 11 С*2 cos а + У2 cos Р + г2 cos 7) dS 
ва iso

/ 2 =  [  [  ( jc 2 cos а  +  у 2 cos р  +  z 2 cos у) d S
( i 2)

интеграллар йигиндисига тенг. Бу мисолда топилаётган интеграл 
эса /, га тенг. Демак, юкрридаги Остроградский — Лиувилль фор-
муласининг унг томонидаги уч каррали интеграл натижаси —  я а2Ь~ 

дан /2 ни хисоблаб айирсак, 1Х нинг кийматини топамиз

L = —  я а2 Ь2 — I,.
1 2

12 учун (S2) co^a z=b, х% + у2 ^  а2 шартлар билан берилган 
(конус асосидаги дойра). (S 2) даги танщи п нормаль учун cos а - 0, 
cos Р = 0, cos у = 1 ва
12 = fJ (xi cos a + У2 cos p + z2 cos y) dS = [ j' b2 ■ 1 • dS = я a2 b2, чунки

OS2) (*̂'2)
f f dS = я  a2 асоснинг юзига тенг булган киймат. Демак,
Ъ 2)
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/ = /х --= —  л а2Ь2 — л а2ЬК=--- — л а2Ь2.
2 2

5- мисол. Ушбу
i  = f j  [(2'г — Уп) cosа -р (хп — zn ) cos fi + (У1 — хп ) cosy] dS

(S)
интеграл хисоблансин, бу ерда (S) маркази О (0;0;0)да ва радиуси 
а га тенг булган ярим шарнинг (г > 0) ту лик сирти. cos a, cos р, 
cos V — таиди нормалнинг йуналтирувчи косинуслари.

Ечиш. Мисолда айтилган ярим шарни тулин; ^оплаган (S) сирт 
иккита 2 — у' а2 — х3 —у2 ярим сфера сирти билан (х, у) текислик­
даги АВСКА контур билан чегараланган дойра сиртидан тузилган 
(123-чизма). Остроградский формуласини ишлатиш мумкин:
Р  = 2" — уп , Q = хп — г" , R = уп — х’г, Р ’х = 0, Q’y = 0, R’z = 0,

'=[f (f+f ■+ fY i>iiz -  ~ °'
(VO (Ю

бу ерда (V) — ярим шар ичида жойлашган соха.
6- мисол. Ушбу / = Jf  ijz dx dy xz dy dz xy dx dz интеграл

(S)
Остроградский формуласига асосан хисоблансин. Бу ерда (5) — I 
октантда жойлашган ва х2 + у2 = R2, х = 0, у — 0, 2 = 0, z = Н 
сиртлар билан копланган жисмни ураб олган сиртнинг танщи томо­
ни (124-чизма).

Ечиш. Ю^орида берилган (5.3) формулага асосан берилган ин­
тегралда Р = xz, Q = xy, R = yz, Рх — z, Q'y = х, R'z = у ва / =
= |С|(х +  у + z)dxdydz булади. Цилиндрик (г, ср, г) координата- 

(V)
лар системасида x = rcosffi, у = г sin ср, z = г, D~x' у-’-— — г булади

D (г, ф, г)

ва (К) соха (124- чизма) янги (А) = |(г, <p, z): 0 < ср< 0 ^  г <R ,
0 < z < Я  j  сохага аксланади. Натижада топамиз:

123- чизма 124- чизма
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H  R  Я/2 H  R
/ = | dz f rdr j1 (r cos ф + r sin tp + z) dy — J  dz J  rdr (r sin cp ■ 

0 0 0 0 0
Jt/2 Я R H R

dr — 
0

— r cosVp 4- z <p) = J  dz J  r (2r +  -~ z)dr=  J  r3 +  ~ z rA  
o o o  о

[ ± R  + ± n H ).
0

7- мисол. Ушбу I  — j [  у2 zdxdy + xz dy dz-'t- x2 у  dx dz сирт ин- 
<s>теграли Остроградский формуласи ердамида хисоблансин, бу ерда 

(S) — I октантда жойлашган ва z — х% +  у% айланма параболоид, 
х2 +  уъ — 1 цилиндр ва координата текисликларидан тузилган бу- 
лакли-силлик; сиртнинг таш^и кисми.

Ечиш. (5.3) формуладан фойдаланамиз:
j | Pdydz + Qdzdx + R dxdy = [f j  (Р'х JrQ'y + R'z)dxdydz.
<S) (V0

Мисолдаги интегралда P  = xz, Q = x2 у, R  = y2z ва P ’x=z, Q' = x2,
К  = у2 булганлиги учун I  = fff {z + x2-{- у2) dV, бу ерда (V) — би-

IV)
ринчи октантдаги берилган сиртлар билан чегараланган фазовий 
жисм (125-чизма). Уч каррали интегрални х,исоблаш учун цилин­
дрик координаталарга утсак, z = хг +  уг параболоид тенгламаси г = 
= г2, х2 +  Уг — 1 цилиндр тенгламаси г — 1 ва (V) со^а учун у би-
ринчи октантда булгани сабабли 0 <  ср < —  булади. (V) со^а х =

D (х и z)=rcoscp, у —г sin ср, 2 = 2, ̂  | - =г алмаштириш натижасида (А)=

=|(г, ф, г): 0 < ф < 0 < г < 1, 0 < г < г21 со^ага аксланади. 
Топамиз:

/ = J  J  rdr Г (г + г2), dz -
О О О

1 г2

- т НО
1

я Г 3
= 2 J 2

+ r2z dr —

i i 
в j  Зл Ir6dr ------- г

4 6

Машк,. Остроградский форму- 
ласидан фойдаланиб куйидаги ин­
теграллар хисоблансин: 125- чизма
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19.1. 1= f J  x2dydz + у2 dz dx + z2 dx dy бу ерда (S) деб x2 -f у2 +
(S)

-f z2 = R2 сферанинг таш^и томони олинган.
19.2. /=  { { z 2dxdy, бу ерда (S) деб-— (- —— — 1 эллипсо-

J J  аг Ьг с*
(S)

иднинг тапщи ^исми олинган.
19.3. I  = f j1 х2 dy dz +  у2 dz dx + z2dxdy, бу ерда (S) деб 0 < х < а,

(S)О < у < а, О ^  z < а куб сиртининг тапщи томони олинган.
19.4. / = jfxdt/dz +  у dzdx + zdxdy, бу ерда (S) деб х + у + г =

(S)

— а, х = О, у = 0, z = 0 текисликлар билан чегараланган пи- 
рамиданинг ташк;и сирти олинган.

19.5. / — ^  xdy dz + у dzdx + zdxdy, бу ерда (5) деб х2 + у2 -f-
(S)

-f. z2 = а2 сферанинг таш^и томони олинган.
19.6. 1 ~ ^ (У  — z)dydzJr (z — x)dzdx + (x — у) dxdy, бу ерда

(S)
(5) деб х2 +  у2 = z2 (0 «£ 2 < К) конус сиртининг таищи томони 
олинган.

19.7. / = f j' х2 yz dy dz +  xy2z dz dx +  xyz2 dx dy, бу ерда (S) деб
(S)

x2 +  t/2 +  z2 = 1, x = 0, у = 0, z = 0 сиртлар билан чегара­
ланган жисмнинг тулщ таш^и сирти олинган.

19.8. I  — f f xs dy dz +  у3 dz dx + 2 dx dy, бу ерда (S) деб x2 +  у2 =
\s)

= 22, 2 = 2 сиртлар билан чегараланган жисмни ураб олган 
сиртнинг тулиц ташки томони олинган.

19.9. I  ~  ^xdydz + ydxdz + zdxdy, бу ерда (S) деб х2 +  у2 = а2,
(S)

О ^  2 < Н цилиндр тулщ сиртининг ташци томони олинган.
19.10. /=  (‘J  (х cos а +  у cos (3 +  г cos v) dS, бу ерда (S) деб

(S)X3 2*--- 1--- - 4- —  = 1 эллипсоид сиртининг таш^и томони олинган.о* Ьг с2
19.11. / = ^  xy dy d z y z  dz dx + xzdxdy, бу ерда (S) деб х + у +

+ z=a, х=0, у=0, z=0 пирамиданинг ташк;и томони олинган.
19.12. I  = ^ yzdxdy + xzdydz+ xydxdz, бу ерда (S) деб I I I  ок-

(S)
тантда жойлашган ва х = 0, у = 0, 2 = 0, 2 = 4, х2 + #2 = 9 
сиртлардан тузилган сиртнинг таш^и томони олинган.

19.13. I  = x2dydz + у%dzdx г4dxdy, бу ерда (S) деб (х — 2)2+
(S)

+ (у — 3)2 + (г — 4)2 = 25 сферанинг таш^и цисми олинган.
19.14. / = fj 4x3dydz +  4y3dxdz — 6zi dxdy, бу ерда (5) ушбу

(S'
*24-г/2=а2, 2 = 0, 2=/i цилиндрнинг ту лиц сирти (таш^и к,исми).
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19.15. 1 = [ j  x2dydz-\- у2 dz dx -f z2 dx dy, бу ерда (S) ушбу
. (5)X 12̂--- 1-------- — 0, 2= 0, г = с конус ту лик сиртининг ташки

«*  Ь% с*
кием и.

19.16. / = j’j  (х2 + г/2 + г2) (dydz + dxdy + dzdx), бу ерда (S) ушбу
(S)

х2 + у2 = а2, г = — 5,2  = 5 сиртлардан тузилган цилиндр 
тулик; сиртининг ташки ^исми.

19.17. / = ^3x2dydz— 2y2dzdx+ 5z2dxdy, бу ерда (S) ушбу
(S)

х + у + z = 2,х = 0, у — 0, 2=0 пирамиданинг таш^и томони.
19.18. / = j j  xy dy dz + yz dz dx +  xz dy dx, бу ерда (5) I октантда-

(S)
ги x = 0, y = 0, 2 = 0, x2 -f- y2 + z2 = а2 сиртлар билан чега­
раланган жиемнинг ташки сирти.

19.19. / = Jj(x  — у) dy dz -f (z — у) dz dx -f (z— x)dxdy, бу ерда (S):
(S)

a) x+  z + y=  1, x = 0, y = 0, 2 = 0
текисликлар билан чегараланган пирамида сиртининг таш^и 
томони; б) х2 + у2 + г2 = 1 сферанинг ташци томони.

19.20. / == [| х2 dy dz +  У2 dz dx +  z2 dx dy, бу ерда (S) ушбу x2 +
<S)

+ y2 = z2Baz = # (г> 0)конус тули^ сиртинингташ^и томони.
19.21. / = х cos у dydz — sin у dzdx-\-(z — I)2 dxdy, бу ерда (S)

<S)
ушбух2+г/2= 1,2= 2,z= 4 сиртлар билан чегараланган цилиндр 
ён сиртининг ички томони (нормал Oz увда цараб йу налган).

19.22. I  — J j (z + I)dxdy бу ерда (S) ушбу х2 +  у2 +  г2 — 1, у > О
(S)

ярим сферанинг* ташци томони.
19.23. I  = j'j (х3 dy dz + y3dz dx + г2 dx dy, бу ерда (S) ушбу г =

<S)
= х2 + у2 ва г = 2х сиртлар билан чегараланган жисм сир­
тининг таш^и томони.

Энди Стокс формуласини нулланишга дойр бир неча мисол кура- 
миз.

8- мисол. Ушбу I  = ф (у '—z)dx-\- (z — х) dy + (х — у) dz инте-
щ

грал хисоблансин, бу ерда (L) — Ох мусбат ярим у^ида туриб ка­
рал ганда соат милларининг харакатига тескари йуналишда юрилади- 
ган х2 +  у2 +  z2 = а2, у = х■ tgф (О <С ф <: я) айлана.

Ечиш. Бу мисолни ечиш учун Стокс формуласидан фойдалана- 
миз:

* Курсатма: у =  О текислик билан берилган сиртни ёпиь; сиртга тулдириш 
керак.



126- чизма 126а- чизма

< ^ P d x  +  Q d y  +  R d z = *  J J
(L) (S)

(S)

cos a cos p cosy 
д д д
дх
P

ду
Q

dR\ a  i—— j cos P ~b , ,
дх j  V dx

дг

R
dQ dP_\

dS =

dyj cosy dS. (5.8)

Хисобланаётган интеграл учун P =  у  — г, Q — z — х, R =  к — у,
^ - 1, p '^ - i ,  q > - и q ;= i.  (5 )с Ирт
деб Л В  Л ^  Л контур билан чегараланган дойра сиртини оламиз 
(126-чизма). Бу дойра жойлашган (S) сирт (текислик) тенгламаси 
«/=s.*tg<p. (S) сиртнинг мусбат томонига утказилган п нормаль О А 
радиусга (доиранинг исталган радиусига хам) перпендикуляр була-
ди ва Ох уц билан a  =  —---ф бурчак, Оу уц билан р = я — ф
бурчак ташкил этади, Oz уеда эса перпендикуляр (126-а чизма). 
Шунинг учун cos a  = эшф, cosp = — соэф, cosy= 0 булади. То- 
пилган ^амма керакли ифодаларни интегралга ^уйиб топамиз:

/ =  J J  (— 2 sin9 + 2соэф— 2-0) dS =
(S)

= — 2 Jj*(sinф — cosф)dS = 2 у 2 sin
(S) ЧЯ(■S') dS.

Лекин [ГdS интегралнинг циймати А В A t В 1А контур билан чега-
(S)

раланган, радиуси эса а га тенг булган доиранинг юзига, яъни я  а2 
га тенг. Демак, / =» 21/~2 я  a2 sin — ф j-



9- мисол. Ушбу
I  = § (У  + г) dx + (z + x)dy +

(L)
+ (х +  у) dz эгри чизицли интег­
рал хисоблансин, бу ерда (L) ёпиц 
контур—айлана: лс2+г/а + г2 =а2,
X +  У +  2 =  0.

Ечиш. Фараз цилайлик, 
х_+У + г — 0 текислик - учун 
/г(cosa, cosp, cosy) вектор мусбат 
йуналишда олинган булсин.Стокс 
формуласидан фойдалансак ва 
Р ^ У  + г, Q = г +  *, R = x +у, 
р; = р; = 1, !Q'X ~  0/г — 1, R'x =
= Rg =1 ^ийматларни хисобга 
олсак,
/ = |Т [(Ry ~ Q ’2)cosa + (P-z~

(s)
— Rx)cosp -f (Qx— P ’)cos y] dS — j [O dS =■ 0 эканлигини курамиз.

(S)
Бу ерда (S) (L) ёпиц контур билан чегараланган * + (/ + 2 = 0  
текисликдаги дойра юзи (127-чизма).

10- мисол. Ушбу I  — j> (у — z)dx-\-(z — x)dy + (х — у) dz эгри
(L)

чизи^ли интеграл хисоблансин, бу ерда (L) — эллипс: 
хг У2 = 1, х + z = 1.

Ечиш. Бу мисолда хам Стокс формуласидан фойдалансак була - 
ди. Берилган интегралда Р  = у —z, Q — z— х, R = x — y ва улар 
учун Р'у = 1, Р'г = — 1, Qx= — 1, <£ = 1, R ’x= 1, R'y= — 1. Шу­
нинг учун (3.1) формулага асосан I  — — 2 ff (cos а + cos Р -f cos у) dS

(S)
булади, бу ерда (S) сирт деб 
х +  г =1 текисликнинг АВСКА 
эллипс ичидаги ^исми олинган 
(128-чизма). п нормаль учун йу- 
налтирувчи косинусларни топа­
миз: г = 1 — х функция учун

= г; = о,

cos а =
± у  1+ г;2+ 4 ‘

cosp = —

cosy =
± Y l  + z  ‘х +  zg 128- чизма
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х + г — 1 текисликнинг мусбат 
томонига утказилган п нормаль Oz 
ва Ох уцлар билан уткир а == у == 

бурчак ва Оу у^ биланЛ

~4~
Р = —  бурчак ташкил этади. Шу­
нинг учун формуладаги радикал 
олдида мусбат ишорани оламиз:

1 o n  1cos а = cosp = 0, cos у= — / 2  v / 2

129- чизма 

/ =

Энди куйидагига эгамиз:

* Я 2 -

2 >/ 2 • У  2 J  J  dx dy

(S ) ' (S)
(S) со^анинг (x, у) текисликдаги (D) проекцияси x2 + у2 < 1,

2 = 0 доирадир. Сирт интегралдан икки каррали интегралга утиб 
^исоблаймиз:

(S) (О) (О)
— — 4-S — — 4л-12 = — 4л.дойра

11 - мисол. Ушбу I  = j  xdx + (х + у) dy +  {х+.у + z) dz интеграл
(U

Хисоблансин, бу ерда (L) ёпиц контур: x = asin/, у = a cost, 
г =a (sin / + cos /) (0 <: t < 2 л).

Ечиш. Эгри чизикнинг берилишидан куриниб турибдики, х, у ва 
z лар орасида х2 +  у2 = а2, г = х + у муносабатлар уринли, яъни 
(L) контур АВСКА эллипс чизигидир (129-чизма). Унинг (х, у) 
текисликдаги проекцияси х2 + у2 = а2 айланадир. Эгри чизикдаги 
йуналиш t параметрнинг 0 дан 2 л гача узгариб боришига боглиц

— £=.; 0  ̂ га вабулгани учун биз А (0; а\ а) дан В  . ,
\У 2 У 2

С (0 ;— а; —а) дан / и ---%=', -7=; 0) га к,араб харакатланамиз ва
_  V У 2 У 2 /
п нормалнинг йуналишини шунга асосланиб_аниклаймиз. л; + у = z 
текисликнинг мусбат томонига утказилган п нормаль Oz уц билан 
утмас у бурчак ташкил этади, яъни cosy< 0. Энди йуналтирувчи 
Косинусларни топамиз:

cosy :
1

'V  -2 2 + г

-У 1+ гх +

/ 1+ 1+1 
1 — г'х-7=; cos a = —rw

у/ 3 —у  3

1
■ ут ’

1
/ т -
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I  интеграл остидаги функциялар Р — х, Q = x  + у, R = x + 
+ у + г булиб, уларнинг хусусий хрсилалари Р' = 0, Р'г = О, Q* = l, 
Q’z — О, R ’x = 1, Ry = 1 ва (5.1) Стокс формуласига асосан

(S )

dS

Y  3 J J  Y 3  J J  |cos Y| / з  J J  I/ /  3
(S ) (D) (D)

Интегрални ^исоблашда 1 тур сирт интегралнинг ^иймати (S) сирт 
томонига боглиц эмаслигидан ва (D) сохаиинг юзи радиуси а бул­
ган дойра юзига тенглигидан фойдаландик.

12- мисол. Ушбу / = j, х1 у3 dx +  dy + zdz эгри чизи^ли интег-
(L) __________

рал хисоблансин, бу ерда (L) ушбу z = Y~R2— х2—Уг ярим сфера- 
ни чегараловчи контур.

Ечиш. (L) контур (х, у) текисликдаги_х2 + у2 + R2, z = 0 айла- 
надан иборат. Ярим сферага утказилган п нормаль учун у уткиР
бурчак булади ва cosу >  0. Сирт учун г '=  ~ х = ........

у  R* — х2 — уг

Zy ~  ур* — хг ^  Zx Zy ~  Y R ‘ — X' — ,уf
] f  D2 __  д.2 __  цЗ

Шунга кура cosy = ---  == --------- —  деб, cos а =
+  Y  1 +  гх +г у R

~ 7' х а У= —  ва cos р = —  эканлигини аншутимиз.
V  '+ гх +  гу ^  ^

Энди (5.1) Стокс формуласидан фойдаланиш учун ушбу Р  = х2у3,
<г = 1, r -^z ва р ’у = зх2уг, р; = о, q; = q; = o, r -x = о, я ; = о

хисоб- китобларни бажарамиз. Ни^оят, узил- кесил топамиз:
/ = J  С [ 0 • cos а + 0 • cos р +  (— Зх2 у2) cos у] dS =

(S) ____________

= - 3 j j xiy> ^ - Х‘ -Уг dS = - з  Л Х- ^ Р dS,
(S ) (S)

бу биринчи тур сирт интегралидан иборат.
Сферик (г, ф, 0) координаталар системасига утсак, ярим сфера­

нинг нукталари учун г = R булиб, унда ётган нукталар учун х = 
=Rcosycos6, у = R.sinycosQ, z = RsinQ ( 0 < ф ^ 2 л ;  О < 0 <
< -y-j булади. Сферик сирт учун ф, 0 ларни эгри чизикли коор­
динаталар деб, dS сирт дифференциалини унинг Гаусс коэффици- 
ентлари

^ 2 +  f^ ) 2 + m 2 = /?2cos20, 
д<р) [ д у j  r \d(pJ
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Ht№ ),+(!)'=*•
/? = J ? £ . j ! i  +  J ? £ . . iE 4- Jk . i ! L  = o /5 9)аф ae a«p ae дф ее '

орк̂ али dS = V EG  — F2 dq> dQ формула ёрдамида хисоблаймиз: dS = 
= Я2 cos Qdtpdd. Интеграл остидаги ифсда цуйидаги куринишга ке- 
лади,

х2у2- —  dS — R9 sin2(p cos2qp cos5 0 sin 0 dy <20 =R
— —  Я 6(1 — cos 4ф) • cos5 0 sin 0 dtp dQ.8

Энди / интегрални ф, 0 параметрларнинг узгариш сохаси (о) = 
= |(ф, 0): 0 < ф < 2 л, 0 < 0< - - J буйича оддий икки каррали ин­
теграл каби хисоблаймиз:

2л Л/2

/ = --- g-J /?6(1— соз4ф)^ф J  cos50sin0d0 =
о о

2 я - л/2
Я R6.— ---Re ф̂----- sin 4 ф| ■ ̂ ----- cos8 0

О и
13-мисол. Ушбу / = ji(y + 2z)dx + (2x + z)dy + (x + 2y)dzg

ш
эгри чизикли интеграл хисоблансин, бу ерда (L) эллипс:

х = a sin2t, у = 2 a sin t cos t, z = a cosH (0 < t < я).
Ечиш. Эллипснинг параметрик тенгламасидан куйидаги шарт- 

ларни чицариш мумкин:
а) x + z — a (Оу укка параллел текислик тенгламаси),
б) х2 +  -j- у2 — a2 sin41 + a2 sin2̂  cos21 = я2 sin21 = ax, яъни

„ , 1 , I  a \ 2  , 1 ,  a1 .. (x — a/2)3*2 --- y2 — ax, x-----H----- #2 = — , еки ----- ----4 V 2 / 4  4 (a/2) 2
yi

-1--- = 1. Бу тенг лама цилиндрик сирт тенгламаси. Цилиндрнинг
а2

ясовчиси Oz увда параллел, йуналтирувчиси эса (х, у) текисликда­
ги маркази А 0; 0j да ва ярим уцлари у ,  а га тенг булган 
эллипсдир (130-чизма). Параметр i 0 дан я  гача узгарганда х > 0, 
z > 0 ва у эса 0 C t < ~  УЧУН мусбат булиб, —  <  t <  я  да эса
манфий булади. Шунинг учун эллипс чизигини BPM NB  контур 
буйича айланиб чи^иш керак. Стокс формуласига утиш учун х + 
+  z = а текисликнинг (5+) томонига нормаль утказиш керак; бу 
нормаль Oz уц билан утмас у бурчакни ташкил этади. Шундай ки-
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а В

v  7 ! D[ ]  i ^ а
/  # 
(р1

х / а

130- чизма 

1 1
либ, cosy = --- =~=j — ----“ » cosa

_ /  1 +z'x2+ z y / 2

131- чизма

— zr

-V2 V 2

cos p = — = 0 (чунки z'x = 1, 2̂  = 0). Берилган интегралда
P  = У + 2z, Q = 2x + z, R = x  + 2y ва = 1, P ’z = 2, Q; = 2, 
Q' = 1, R'x = 1, R'y = 2, демак, Стокс формуласига асосан

1= j [  [(2— l)cosa + (2— l)cosp + (2— l)cosy]dS =

Й ?  “ 7 ? )  < i S - - v '2  j p s .
(s+) (s+)

(D) — (x, у) текисликдаги эллипс билан чегараланган (S+) соханинг 
ШУ (х, у) текисликдаги проекциясидир (131-чизма). 1 тур сирт ин­
теграли формуласи буйича топамиз:

г — Г с dxdy
2 J J(О)

X2Кейинги интегралда —  + ~  = 1 эллипс билан чегараланган со-

|cos v| 

. У3

■2 Jj*  dxdy = •
<D)

a2 b2
Ханинг юзи учун S = nab формуладан фойдаландик (аналитик гео- 
метриядан маълум булган формула). Бу формуладан фойдаланма-
сак, х — г cos ф, у — 2 г sin ср, у,') = 2 г алмаштириш (D) сохани

D (г, ф)

(а) = |(г, ср); — -~
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со^ага акслантиради, чунки (л:, у) текисликдаги эллипснинг х2 + 
+  —  у1 = ах тенгламаси г2 — arcos<р, яъни г = асозф булади 
(131-чизма). Демак,

я/2 a cos ф Я/2

/ = — 2§§2 rd rd (f = — 4 j  j  rd r = — 2. [ a2cos2ydq>= 
(а) —л/2 0 —я /2

Я/2 Я/2

=  — a2 j  (1 +соэ2 ф)с(ф = — а2 |ф + -^ э т 2ф| — — я а2.
— Я / 2 — Я / 2

Шундай к;илиб, икки хил усул билан ^исоблаганда ^ам / = — л а? 
натижага келамиз.

14- мисол. Ушбу I  = -{' (у2 + г2) dx +  (х2 + г2) dy + (х2 + г/2) dz
(С)

эгри чизи^ли интеграл хисоблансин, бу ерда (С) эгри чизик; 

хъ +  у2 + г2 = 2 R х, х2 + у2 = 2 гх (О <  г <  R] z >  0).

Кузатувчи (С) чизи  ̂ буйлаб юрганда, х2 + у2 + z2 = 2 Rx сфера­
нинг ташк.и цисмидан ажратилган кичикрок соха унинг чап томо- 
нида ко л ад и.

Ечиш. Унг л:, у, г декарт координаталар системасида курсатил- 
ган харакат соат миллари харакатига а̂рама- карши булади. ОАВРО 
контур билан чегараланган (S) сфера сирти ^исмига утказилган нор­
маль Oz у^ билан у уткир бурчак ташкил этади, cos у >- 0 (132- 
чизма). Сфера тенгламасини F(x,y,z) = 0 ошкормас куринишда ёзиб 
оламиз: х2 +  у2 +  г2 — 2 Rx = 0 ва F'x = 2x — 2 R, F y = 2у, F'z = 2z 
ифодалардан фойдаланиб топамиз:

• Y  к 2 + F'y2 + F'z2 = 2 y r(x — R)2 + у2 + z2 = 2R.
F ’z = 2z булгани учун (cos у нинг ишораси z апликата ишораси- 

га ухшаш) cos a, cosp, cosy миедорлар формуласида радикал олди- 
да мусбат ишорани оламиз:

cos а = cos 6 = — , cos v = — .
R  ^ R  R

Стокс формуласига утиш учун берилган интегралда Р  = у2 + z2, 
Q = z% + х1, R = х2 + у2 эканини эътиборга олиб, Ру = 2у, Р'г = 2z, 
Q'x = 2х, Qz — 2z, R'x = 2х, Ry = 2у ифодаларни топамиз. Энди 
берилган интегрални хисоблашга утамиз:

1 = J J  [(2у — 2z) cos а +  (2z — 2х) cos р + (2х — 2у) cos у ] dS =
<S)

= J J  (y — z)(x — R) + (z — x)y + (x~y)z  dS = 2 J J ( Z — y)dS,
(S) (S )
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бу ерда (5) — юкррида айтиб утилган сферанинг кисми, (S) сирт 
х2 +  у2 —. 2гх цилиндрик сирт билан сферадан ажратилганлиги учун 
(S) нинг (х, у) текисликдаги проекцияси — (D) со:\а шу цилиндр- 
нинг асосидаги х1’ — у2 <; 2 гх дойра булади (133-чизма). 1 тур сирт
интегралини хисоблаш учун dS ~  == —  dxdy (z >  0) эканидан

|cosуI г
фойдаланиб, уни / = 2R j j  (г— у)—  dxdy икки каррали интеграл-

Ю> _______________
га келтирамиз, бу ерда z = y r 2Rx — х2 — г/2 ва

(D) = ! (х, у): 0 ^  х ^  2 г, — у 2гх — х2 < у < уг 2гх — х2).

Натижада ^уйидагига эгамиз: / = ( l ---У , —  \dxdy
(£>>

2 R ydx dy

У______
/ 2 R x ~ x 2 ~ У г

= 2R- [/х — /2]. 1̂ авс ичида-
/ 2  R x — x2 — У*~Ф) ~Ф)

ги биринчи интеграл (D) соханинг юзига, яъни радиуси г га тенг 
булган дойра юзи я г2 га тенг. Иккинчи интеграл 0 га тенг, чунки

2r V 2гх — х2

dx ydy
у  2 Rx —

0 — У2гх — хг 
2г V  2гх — *2

= — у 2 R х—х2 — у2 dx=
-V 2т х — хг

2 г
j1 [у 2Rх х~ — (2rx— x2) ~  [/2Rx- - (2 гх — х2) ] dx ■■

2 г
J  О-dx =  0. Демак, / =  2 R - I X =  2nr2-i?.
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Машц.
Стокс формуласидан фойдаланиб, ^уйидаги интеграллар хисоб­
лансин:
19.24. / = (j] y d x z d y x d z ,  бу ерда (L) айлана: я = a cos2/, у =

(Ц_
= aV" 2 sin /cos/, г = asin2/ (0 < t <; я).

19.25. /=  j,(y — z)dx-\-{z— x)dy + (x— y)dz, бу ерда (L) эллипс:
(Ц

х2 +  у2 = а2, = 1 (а >  О, b >  0), бунда Ох мусбат
a b

ярим ук;да туриб царалганда харакат соат миллари хаРака_ 
тига карама-^арши йуналишда булади.

19.26. I  = \(у2 — z2) dx + (г2 — х2) dy +  (х2 — у2) dz, бу ерда (L)
<£-) з

ушбу 0<x<a, 0<г/<а, 0<;г<акубнингх4-у+2= —  а текис­
лик билан кесишиш чизиги, Ох мусбат ярим у к да туриб к;а- 
ралганда (L) чизицни соат миллари харакатига тескари булган 
йуналишда утиш керак.

19.27. / = § y d x z d y x d z ,  бу ерда (L) айлана: х = R cos a cost,
(L)

у = R cos a sin/, 2 =./? sin a (a = cons/), 0 < / < 2л, бунда 
Харакат параметр / нинг усишига караб олинган.

19.28. / = j>(y2 — z2) dx + {z2 — x2) dy + (x2 — у2) dz, бу ерда (L) кон-
(L)

тур x% + у2 + г2 = 1 сферанинг I октантдаги (х > 0, у > 0, 
z > 0) ̂ исмини чегаралайди ва кэнтур буйича харакатланганда 
сферанинг таш^и томони чап томонда ^олади.

19.29. / = ф xy dx +  yzdy + zxdz, бу ерда (L ) ушбу х2 +  у2 +
(L)

+ z2 = 2Rx, z = х айлана, бунда О (0; 0; 0) координаталар 
бошидан харалганда контур буйича харакат соат миллари 
Харакати билан бир хил булади.

19.30. / = |  у2 dx +  г2 dy + x2dz, бу ерда (L) Вавиани чизигининг
(D

цисми:
х2 + у2 +  z2 = R2, х2 + у2 = Rx (z > 0; R >  0), 

бунда Ох мусбат ярим у^да туриб карал ганда (L) чизи  ̂ соат 
миллари харакатига тескари булган йуналишда утилади.

19.31. i  — § у2 dx -f- z2 dy x2 dz, бу ерда АВСА учбурчак кон-
(.а в с а )

тури: А (а; 0; 0), В  (0; а; 0), С (0; 0; а).
19.32. I  — § х2 у3 dx+dy+dz, бу ерда (L) айлана: х2 + у2 = а2, г =

(Ч
= 0, бунда контур буйича юриш соат миллари харакатига тескари.

19.33. I — |  ydx +  zdy + xdz, бу ерда (L) ёпи  ̂ контур: x2- fy2 +
ш

+ z2 = R 2, х = 0, у = 0, z = 0 (I октантдаги).
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19.34. 1 — j> xy dx + yz dy -f zxdz, бу ерда (L) эллипс: x2 + у1 = 1,
(L)

x +  у -Ь z = 1.
19.35. I  = § ydx — xdy +  zdz, бу ерда (L) айлана: x2 + y% + z% = 4,

w
x2 + yz = z2, 2>  О, бунда Oz укнинг мусбат йуналишидан 
каралганда юриш соат миллари ^аракатига тескари.

19.36. / = (jj ydx + xdy + zdz, бу ерда Ап В  ушбу х = я cost,
АпВА

у = a sin t, z = bt (0 < t < 2л) винт чизирининг ёйи, ВА эса 
В (а; 0; 2 л Ь) ва - А (а; 0; 0) нукталар орасидаги кесма.

19.37. /=  §(z — x2)dx + (x— y2)dy + (У ~ z 2)dz, бу ерда (L) учла-
(L)

ри /4(1; 0; 0), В (0; 1; 0), С (0; 0; 1) да булган учбурчак кон- 
турибулиб, харакат ABC А йуналишдабажарилади. (0(0;0;0) 
дан каралганда контур буйича ^аракат соат миллари харакати 
билан устма-уст тушади).

19.38. 1 = j, ydx -f zdy + xdz, бу ерда (L) ушбу x2 + у2 +  z3 = 1,
(L)

сфера билан: a) x + у + г = 0; б) x + у + z = 1;
в) x — y+z=— 1 текисликлар кесишганда хосил булган айлана 
бунда А (0; 2; 0) нуцтадаи царалганда (L) контур буйича юриш 
соат миллари х;аракатига тескари.

19.39. / «= <jj -{у — x)dx + (z — y)dy + {x~z)dz, бу ерда (L ) айла-
Сц

на: х2 + у2 + z2 — 1, х + у + z = а, бунда В  (0; 0; 2а) нуцта- 
дан царалганда контур буйича юриш соат миллари ^аракатига 
тескари (0 <  а <  у  3).

19.40. 1 = <jj ydx + z‘2dy + x2dz, бу ерда (L) айлана: х2 + у2 +  z2 =
Щ __

= 4, г = У З ,  бунда А (0; 0; 2) нуцтадан каралганда контур 
буйича юриш соат миллари харакатига тескари.
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