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SO‘Z BOSHI

Ehtimolliklar nazariyasi zamonaviy matematika fanining
asosiy yo‘nalishlaridan biri bo‘lib u universitetlar, pedagogika va
texnika oliy o‘quv yurtlarida matematika bo‘yicha o‘gitiladigan
asosiy kurslar gatoriga kiradi.

Ushbu darslik “Ehtimolliklar nazariyasi va matematik
statistika” kursining respublikamiz universitetlari va pedagogika
institutlari uchun matematika, tatbigiy matematika, informatika
mutaxassisliklari bo‘yicha qabul gilingan o‘quv dasturlari asosida
yozilgan. Kitobda hozirgi zamon ehtimolliklar nazariyasining asosiy
boblari aksiomatik (formal) usulda kiritilgan “ehtimolliklar fazosi”
tushunchasi hamda o‘lchovlar nazariyasi, Lebegning abstrakt
integral nazariyalariga tayangan holda, matematik gat’iylik bilan
bayon etilgan.

Darslikni yozishda muallifning Mirzo Ulug‘bek nomidagi
0 ‘zbekiston Milliy universitetida, M.V.Lomonosov nomidagi
Moskva Davlat universitetining Toshkent filialida, Nizomiy
nomidagi Toshkent Davlat Pedagogika universitetida ko‘p yillar
davomida o‘qigan ma’ruzalar matnlaridan foydalanildi.

Qo‘lyozma bilan tanishib, o‘zlarining foydali maslahatlarini
bergan fizika-matematika fanlari doktori, professorlar
R.N.G‘anixo‘jayev va Y.M.Xusanboyevlarga hamda darslikni tugal
shaklga keltirishda yordam bergan katta ilmiy xodim, fizika-
matematika  fanlari nomzodi J.B.Azimovga, tadgiqotchilar
F.N.Sadriddinov, I.l.Sheraliyevlarga chuqur minnatdorchilik izhor
etamiz.

Sh.Q.Formanov
O“zbekiston Fanlar Akademiyasi akademigi.



KIRISH

1. Tasodifiylik. Ehtimolliklar nazariyasi yuzaga kelishidan oldin
fanlar, asosan, ma’lum shartlar kompleksi bajarilganda albatta ro‘y
beradigan hodisa va tajribalami o‘rgangan. Masalan, moddiy nuqta
og‘irlik kuchi ta’sirida bo‘lib, uning biror momentdagi vaziyati va
tezligi (boshlang‘ich shartlar) ma’lum bo‘lsa, nuqtaning bu vaqgtdan
keyingi harakati mos differentsial tenglama orqgali bir qiymatli
aniglanadi. Lekin bunday mexanik model har ganday harakat
jarayonini qoniqarli ravishda ifoda eta olmaydi. Masalan, miltigdan
otilgan o‘gning traektoriyasini bir giymatli tarzda aniglash mumkin
emas, chunki har bir otish uchun boshlang‘ich tezlik o‘zgarmas
bo‘Imasdan, qandaydir tasodifiy xususiyatlarga bog‘lig bo‘lib goladi
(Masalan, merganning ruhiy va jismoniy holati, uning ko‘rish
gobilyati darajasi, o‘q otish tajribasiga ta’sir etadi).

Agar boshlang‘ich tezlikning o‘zgarishi katta bo‘Imasa (masalan,
mos differentsial tenglamani sonli integrallash xatoligidan kichik
bo‘lsa), deterministik mexanik modeldan foydalanish mumkin va bu
modelda harakat boshlang‘ich shartlar orgali bir giymatli aniglanadi.

M a’lum shartlar asosida o ‘tkazilgan tajribalaming natijalarini bir
giymatli aniglash mumkin bo‘lmaydigan holatlar juda ko‘p uchraydi.
Tanga tashlash tajribasi bu holatlar uchun birinchi misol bo‘lishi
mumkin. Haqgigatan ham tanga tashlanganda uning gerb (G)li tomoni
bilan yoki ragam (R) yozilgan tomoni bilan tushishini oldindan aytib
bo‘Imaydi. Biror aniq migdomi bir necha marta bir xil sharoitda
“o0‘lchash” natijalari ham turlicha bo‘ladi. Alohida har biri tajriba
natijasiga ta’sir etmaydigan, ko‘p sondagi har xil sabablar tajribaning
natijalarini oldindan aytib berish (bir qiymatli aniglash) mumkin
bo‘Imaslik holatini yuzaga keltiradi va bunday tajribalaming natijalari
tasodifiy (aniq bo‘Imagan) deb hisoblanadi.

Ehtimolliklar nazariyasi ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligida
ozmi ko‘pmi gandaydir noaniqlik holatlarini hisobga olishga to‘g‘ri
keladigan hodisalaming modellarini o‘rganadi (lekin hodisalarning
o‘zini emas, chunki ehtimolliklar nazariyasi matematik fanlar
turkumiga kiradi). Boshgacha qilib aytganda, ehtimolliklar nazariyasi
natijalarini oldindan aniq qilib aytib berish mumkin boimagan
tajribalaming modellarini o‘rganadi. Tanga tashlash, ertangi yoki
keyingi kunlarda ro‘y beradigan ob-havo, biror bir asbobning



to ‘xtovsiz ishlashi, texnik nazoratda yaroqsiz buyumlaming gismlari,

elektrik signalni uzatishdagi “xalagitlar” - bular hammasi
ehtimolliklar nazariyasining qo‘llanish sohalarini tashkil giladi.

2. Ehtimollik va chastota. Kundalik hayotda “ehtimollik”,
“hodisa” so‘zlari ko‘p ishlatiladi. Intuitiv darajada biror hodisaning

ehtimolligi, bu hodisaning ro‘y berish imkoniyatlari hagida ob’yektiv
xarakteristika bo‘lib hisoblanadi. Agar biror hodisa A ni kuzatish
bo‘yicha bir xil sharoitda n marta tajriba o‘tkazilgan bo‘lsa va ulardan
n(A) tajribada a hodisa kuzatilgan bo‘lsa,

I\ n(A)

n

nisbat, A ning ro‘y berish chastotasi deb ataladi. Ehtimolliklar
nazariyasining asosiy teoremalaridan biri “katta sonlar qonuni” tasdiq
etadiki, « o-sib borgan sari m,() chastota biror p(-) songa yaginlashib
boradi (o<p <l). Shunday qilib har ganday hodisani gandaydir p son
bilan bog‘lash mumkinki, bu hodisaning chastotasi «-><» da, shu p
songa yaginlashadi, va p ni a hodisaning ro‘y berish ehtimolligi, deb
gabul gilinadi.

Demak, bizning ongimizda “ehtimollik” tushunchasi  biror
hodisaning bir xil tajribalar o‘tkazilganda ko‘p yoki oz marta ro‘y
berishi bilan bog‘lig. Masalan, ko‘p marta foydalanadigan klassik
misol-tanga tashlash tajribasini ko‘raylik. Agar tanga n marta
tashlansa va unda tanga “gerb” (G) tomoni bilan nGmarta tushsa,

migdor « marta o‘tkazilgan tajribalaming G tomoni bilan tushgan
gismini (chastotasini ) ifoda qiladi. Agar har bir tajriba (tanga
tashlash) qolgan tajribalarga bog‘liq bo‘lmasa, intuitiv ravishda

(tajriba buni tasdiglaydi) mn miqdor katta n lar uchun ~ ga yaqin

boladi, deb tushunish mumkin, ya’ni
b n-* oo ™

munosabat o‘rinli bo‘ladi va tanganing G tomoni bilan tushish

“ehtimolligini” | ga teng deb hisoblash mumkin. Lekin amaldagi

matematik analiz chegarasida (*) munosabatni gat’iy ravishda
asoslab bo‘Imaydi. Birinchidan tajribalaming bog‘ligsizlik



tushunchasi qat’iy ravishda Kkiritilishi kerak bo‘ladi, ikkinchidan esa
mn biror aniq sonni ifoda etmaydi, u “tasodifiy” miqgdor bo‘lib,
o‘tkazilgan har xil tajribalarda turli giymatlami qabul etadi.

Qayd etilgan qiyinchiliklami bartaraf etish uchun “tasodifiy
hodisalaming” qat’iy aksiomatik modellarini tuzish kerak bo ‘ladiki,
ular yordamida hodisalaming ehtimolliklarini hisoblash qoidalari,
tajribalaming bogiiqsizligini ifoda etadigan tushuncha, tasodifiy
miqdorlami yaqinligi haqidagi tushunchalami Kkiritish imkoniyati
yuzaga kelishi tagazo etiladi.

3. Matematik model. Ehtimolliklar nazariyasi matematik fan
sifatida  bevosita biror jarayonning o‘zini o‘rganish  bilan
shug‘ullanmaydi, u shu jarayonning matematik modeli bilan ish
ko‘radi. Matematik modellarda o‘rganilayotgan jarayonning asosiy
xususiyatlari to‘g‘ri aks etilgan bo‘lib, ularda shu jarayonning muhim
hisoblangan tomonlariga e‘tibor qilish talab etiladi. Masalan, unchalik
muhim bo‘lmagan parametrlami hisobga olishga harakat qgilinsa, bu
jarayonning matematik modelini murakkablashishiga olib keladi va
natijada jarayonni o‘rganish qiyinlashadi. Muhim bo‘lgan
parametrlami hisobga olmaslik esa, noto‘g‘ri xulosalarga olib kelishi
mumkin. Matematik model qganchalik to‘g‘ri tanlangan bo‘lishini,
uning asosida chiqgarilgan nazariy xulosalami, o-‘tkazilgan tajriba
natijalariga mos kelishi bilan tagqoslanadi.

Ehtimolliklar nazariyasida ehtimollik tasodifiy hodisalaming
funksiyasi sifatida qaraladi. Matematik analiz kurslarida funksiyalami
o‘rganishdan oldin, bu funksiyalar aniglangan soha haqiqiy sonlar
to‘plami yaxshi analiz qilinadi. Xuddi shuningdek, ehtimollik
hodisalaming funksiyasi bo‘lgani uchun kitobning I va Il - boblarida
hodisalar hagidagi intuitiv tushunchalar aniglashtirilib, so‘ng
ehtimollik tushunchasi kiritiladi.

Mashhur matematik A.N.Kolmogorov tomonidan ishlab
chigilgan ehtimolliklar nazariyasining aksiomatik fan ekanligi
to‘g‘risidagi kontsepsiyasi uni matematik fanlar qatoriga qo‘shdi. Bu
fanning aksioma va teoremalari abstrakt ko‘rinishda tasodifiy
hodisalarga xos boHgan gonuniyatlami o ‘rganadi.



I BOB. DISKRET EHTIMOLLIKLAR FAZOSI

I bobni o ‘gib chigish natijasida:

- Ehtimolliklar nazariyasining hozirgi zamon matematikfanlar
tizimidagi o rni va ahamiyati.

- Elementar hodisalar to plami diskret bo ‘lganda, ehtimollik
tushunchasi konstruktiv ravishda Kiritilishi mumkinligiga, hodisalar
ustidagi algebraik amallar.

- Ehtimollikning klassik ta TiB.

- Ehtimolliklar nazariyasidagi Bernulli sxemasi

hagida tasavvurlarga ega bo‘linadi;

- Ehtimolliklar tagsimoti ta rifini.

- Elementar hodisalar ehtimolliklarini.

- Hodisalar uchun “ikkilik”’prinsipini.

- Klassik sxemaning ta ifini.

- Bernulli sxemasidagi binomial tagsimotni

bilish va amalda qo‘llay olish;

- Tasodifiy hodisalaryig ‘indilari uchun isbotlanganformulani qo Hab
masalalar yechishni,

- Klassik ta rifasosida masalalar va misollar yechishni,

- Hodisalarning ehtimolliklarini hisoblashda kombinatorika
Elementlaridanfoydalanishni

o‘rganib olish mumkin.

§ 1.1. Elementar hodisalar fazosi

Eslatib o‘tamiz, natijalarini oldindan aytib bo‘Imaydigan tajribalami,
tasodifiy natijalarga ega bo‘lgan stoxastik tajribalar deb ataladi. Bu
tajribalami matematik ma’noda tasarruf etish uchun bizga elementar
hodisalar fazosi tushunchasi zarur bo‘ladi. Bu fazo sifatida o ‘rganilayotgan
tajribalami bir-birini istisno giladigan natijalar to‘plami Q tushuniladi.
Shunday qilib fi to‘plamning elementlari elementar hodisa hisoblanib,
unga ta’rif berilmaydi, uni fagat tushuntiriladi. Yuzaki garaganda
elementar hodisalar fazosi - bu tajribaning “mayda” (elementar),
“parchalanmaydigan”, birgalikda ro‘y bermaydigan natijalaridir. Elementar
hodisalar fazosi Q-elementar hodisalar (natijalar) o laming to‘plami,
ya’ni

Q ={0j :0- elementar hodisa}.
Q to‘plamning elementlari sonini shartli ravishda jo| deb belgilaymiz.



Misollar 1. Tanga tashlash. Bu tajriba uchun 2 ta elementar hodisa
mavjud, ya’ni Q= {cd],0R2}, o\ -tangani “gerb” (G) tomoni bilan,
o2 - tangani “raqgam” (R) tomoni bilan tushish hodisalari, |fi] =2.

2.Kubik tashlash, ya’ni tomonlari {l,2,....6}ragamlar bilan

belgilangan kubni tashlash.

Bu holda Q. =[a\,a2,.mm(»}\O\=6, -kubni i ragami yozilgan
tomoni bilan tushish hodisasi.

3. Tangani 2 marta tashlash. Bu holda

il = {®ci2>®8>@4}= {GG,GR,RG,RR},

GG - har ikki holda ham tanga “G” tomoni bilan,
GR - birinchi tashlashda “G”, ikkinchisida “R” tomonlari bilan,
RG - birinchi tashlashda “R”, ikkinchi tashlashda “G” tomoni bilan,
RR - har ikki holda ham “R” tomoni bilan tushish hodisalari.

Bu yerda |Q=4, GR va RG larni har xil elementar hodisalar, deb

tushunish kerak. Eslatib o‘tamizki, tangani 2 marta tashlash tajribasi yoki 2
ta tangani birdaniga tashlash tajribasi bilan teng kuchli, chunki bu tajribalar
uchun elementar hodisalar to‘plami bir xil bo‘ladi.

4. Tajribalar ketma-ketligi.

Faraz gilaylik, n marta o‘tkazilgan tajribalaming har birida biror
hodisaning ro‘y berish yoki ro‘y bermasligi kuzatilsin. Agar hodisa ro‘y
bersa, uni “yutuq” deb, ro‘y bermasa “yutqiziq”, deb hisoblaymiz.
Masalan, tanga ko‘p marta tashlanganda, uni “G” tomoni bilan tushishi
“yutuq”, “R” tomoni bilan tushishi “yutqiziq”, tayyor mahsulotni sifatini
tekshirishda “yaroqli” buyumlami uchratishni “yutuq”, deb hisoblash
mumkin. Agar shartli ravishda “yutugni” 1, “yutqizigni” 0 deb hisoblasak,
n marta o‘tkazilgan tajribaning elementar hodisalari uzunligi n ga teng
bo‘lgan va elementlari 1 yoki O dan iborat ketma-ketlikni tashkil giladi,
ya’ni bu tajriba uchun

n =|®;© = (ffli,ffl2,..£Un),ili =1 yoki 0|

Masalan, =1001 yozuv, w=4 va birinchi hamda to‘rtinchi tajribalar
“yutuqli” bo‘lganini ko‘rsatadi. Bu elementar hodisalar to‘plami uchun
Iil=2"

va har bir elementar hodisani n-xonali sonni ikkilik sanoq sistemasida
yozuvi, deb tushunish mumkin (0 ni hisobga oigan holda).

Keltirilgan misollarda elementar hodisalar chekli to‘plamni tashkil
giladi.

5. “Xizmat ko‘rsatish tizimiga” tushgan buyurtmalar. Eng awalo
gayd qilib o‘tish joizki, “tizim” va “buyurtma” so‘zlarini keng ma’noda



tushunish kerak. Misol sifatida abonentlarni telefon stansiyasiga ulanishi,
xaridorlami biror savdo tashkilotiga murojaati, elektron hisoblash
mashinasi ayrim bloki orqali informatsion signallami o‘tishi, maxsus
hisoblagichlar yordamida kosmik nurlami gayd etilishi kabi vogealami
keltirish mumkin. Agar fagat ma’lum bir vaqt davomida tushadigan
“buyurtmalar” bilan gizigadigan bo‘lsak, u holda elementar hodisalar
fazosi

va buyerda g-i ta “buyurtma” paydo bo‘lishiga mos keladigan elementar
hodisa. Bu tajriba uchun |n|=<»va - sanoqli to‘plam.

6.Kutish vaqti. Yo‘lovchi ixtiyoriy vagtda metro stansiyasiga kirishi
mumkin. Poyezdlar gatnovi oralig‘ini vaqt birligi sifatida qabul qgilsak,
elementar hodisa sifatida ixtiyoriy <ae[0,l]sonni olish mumkin.

Bu misolda n =[0O,l]-sanogsiz to ‘plam va |n|=co.

7. Kuzatish xatosi. Agar tajribamiz biror miqdomi kuzatishdan
(oichashdan) iborat bo‘lsa, ba’zi sabablarga ko‘ra xatoliklar yuzaga
keladi. Bu xatoliklar musbat yoki manfiy sonlarda ifodalanishi mumkin va
i! sifatida barcha hagiqgiy sonlar to‘plami A=(-00,<»)olinishi magsadga
muvofiq bo ‘ladi.

Albatta, tajribalar uchun keltirilgan elementar hodisalar fazolaridan
ko‘ra ancha murakkab boiganlarini ham keltirish mumkin. Masalan,
ma’lum vaqt davomida elektr toki miqdorining o‘zgarishini kuzatish,
kasallaming elektro-kardiogrammalarini olish jarayonlari uchun elementar
hodisa sifatida funksiyalar yuzaga keladi va Q sifatida ma’lum bir
funksional fazolami qgabul qilishga to‘g‘ri keladi. Dengiz yoki daiyoda
to‘lginlanish vogealarini o‘rganish jarayonida elementar hodisalar sifatida
gandaydir geometrik sirtlar paydo bo'ladi va hokazo.

8. Tangani cheksiz marta tashlash. Bu holda elementar hodisa
(natija) sifatida elementlari 0 va 1 dan iborat

©=(®L®2, ®; =1,0.
ketma-ketlikni tushunish mumkin. Bu holda elementar hodisalar fazosi Q
sanogli to‘plam bo‘Imaydi. Hagigatan ham [o,i] oraliqgda har ganday sonni

5 @©
Off o2, =S

ikkilik sanoq sistemasida yozish mumkin.
Demak,
n = {®; co=(a>t,a®,...,0,,...)}
to‘plam  [0,1] oraligdagi hagigiy sonlar to‘plamiga ekvivalent bo‘ladi.
Keltirilgan elementar hodisalar to‘plami universal xususiyatga ega, chunki



u tangani chekli marta tashlash tajribalari uchun yaroqli boiadi. Masalan,
tangani 1 marta tashlash tajribasida o ketma-ketlikning fagat birinchi
elementi a\ ga e’tibor beriladi, xolos, ikki marta tashlashda va R
elementlarga va umuman n marta tanga tashlanganda (coi,co2,...,0)n)
elementlargagina e’tibor gilinadi.

Ixtiyoriy ko‘rinishdagi Q to‘plamlar uchun tajribalar modellarini
qurish ancha murakkab kechadi, lekin elementar hodisalar fazosi
(to‘plami) Q diskret bo‘lgan holda esa yuzaga kelgan giyinchiliklar oson
bartaraf etiladi. Shuning uchun ham tasodifiy tajribalami elementar
hodisalar fazosi D. diskret bo‘lgan holdan boshlaymiz.

8§1.2. Diskret elementar hodisalar fazosida
ehtimolliklar tagsimoti

1.1. Elementar hodisalar ehtimolJiklari.
Elementar hodisalar fazosi

Q ={0,®2,
diskret to‘plamdan iborat bo‘Isin.

Ta’rif 1. O da aniglangan p(m) funksiya shu to'plamda
ehtimolliklar tagsimotini beradi deyiladi, agar /?(¢) funksiya quyidagi
shartlami ganoatlantirsa:

1) Hamma oo lar uchun p(@>) >0;

2) £ p(co)=1 (Bu yerda va boshgajoylarda ham £ -belgi Q ning

coed oefi
hamma elementlari bo‘yicha olingan yig'indini bildiradi).

2) munosabatdagi yig‘indi ma’noga ega, chunki unda ko‘pi bilan
sanoqli sondagi qo'shiluvchilar bor. Q diskret to‘plam ekanligidan /;(*)
funksiyaning giymatlari

PUP2’->Pn>se
ketma-ketlik tashkil etadi va
P(ak) =Pk, k=1.2,..
sonlar elementar hodisalaming ehtimolliklari deyiladi va
2) munosabatga ko‘ra
k=1
Elementar hodisalar ehtimolliklarini konkret hollarda ganday tanlash
masalasiga ko‘p marta murojaat etamiz. Masalan, tanga tashlash tajribasi

Q = {®i,®2} = {G,/?} uchun p(G) =p(R) =", kub tashlash tajribasi

10



uchun p(a>k)=pk=é, (k =1,..,6) deb gabul qilish magsadga muvofiq

bo‘ladi. Paragraf 1 da 5) misoldagi “tizimga” tushgan “buyurtmalar” bilan
bog‘lig bo'lgan tajriba uchun
Q ={o00,a%, Y a

Pk=rre~\k =01, A>0.(%)

Elementar hodisalaming ehtimolliklari pk lar uchun 1) va 2) munosabatlar
o‘rinli va (*)-Puasson tagsimoti deb ataladi va bu tagsimot ehtimolliklar
nazariyasida muhim rol o‘ynaydi.

1. 2. Hodisalar va ularning ehtimolliklari.

Ta’rif 2. Elementar hodisalar to‘plamining ixtiyoriy gismi ic Q
hodisa deb ataladi.

Masalan, kub tashlash tajribasi uchun Q = ®6}, ok kubni k

ragam yozilgan tomoni bilan tushishi A ={c2,0)4,w6} - kubni juft ragam
yozilgan tomoni bilan tushish hodisasi.

Hodisalar ustida amallar

1. A hodisaga garama-qarshi bo‘lgan hodisa A-Q\A, ya’nhi A ga
kirmaydigan elementar hodisalar to ‘plami.
2. A va B hodisalaming ko‘paytmasi An B-ham A ga, ham B ga
kiradigan elementar hodisalar to ‘plami.
3. A va B hodisalaming yig‘indisi A\j B - A yoki B ga tegishli bo'lgan
elementar hodisalar to ‘plami.

Eslatib o‘tamizki, bo‘sh to'plam 0- har ganday to‘plamga gism
bo‘ladi va bu hodisa uchun

0 =fi, An0 =0, Alx=A, AnA -0,

munosabatlar o ‘rinli bo ‘ladi.

Lemma. (Ikkilik prinsipi) Har ganday A va B hodisalar uchun

AuB=AnB, AnB =A<uB.

Isbot. Ixtiyoriy elementar hodisa o ning A u B to‘plamga tegishli
bo‘lishidan, uning A ga ham B ga ham tegishli bo‘Imasligi, ya’ni uni A ga
ham, B ga ham tegishli bo‘lishi kelib chigadi (aeAnB). Xuddi
shuningdek me AnB munosabatdan esa cosA'uB ekanligiga ishonch
hosil gilamiz. Demak, lemma isbotlandi. Ikkilik prinsipi lemmadagi har
ikki tenglikda u va n amallaming o‘rinlarini almashtirish mumkinligini



bildiradi. Lemmada keltirilgan tenglik cheksiz sondagi hodisalar uchun
ham o‘rinli. Agar
ALA2,-.A,,,:.

hodisalar ketma-ketligi boisa,
® ® ® ®

FII:[]\./I :nﬁ. <r(]44 :<|<§{|"-

Ta’rif 3. Elementar hodisalar to‘plami Q da ehtimolliklar
tagsimotini beradigan p(co) funksiya aniglangan bo‘lsin. Ixtiyoriy A
hodisaning ehtimolligi P(A)deb,

P{A)=V p(co) @
coeA
tenglik bilan aniglanadigan songa aytiladi.

Keltirilgan ta’rifdan P(0) =0, P(il) =1 tengliklami olamiz. Umuman
aytganda, Q to‘plam tajriba natijasida kamida bittasi ro‘y beradigan
elementar hodisalar (& lar) to‘plami va uni ro‘y berishi muqarrar bo‘lgan

hodisa deb, aksincha bo‘sh to‘plam (0) bo‘lsa, ro‘y bermaydigan hodisa
deb tushuniladi. Hodisa A to‘plamga kiruvchi hamma elementar
hodisalardan, hech bo‘lmaganda birortasi ro‘y bersa, A hodisa ro‘y berdi
deb tushuniladi. Aytib o‘tilgan ma’noda A hodisaning ehtimolligi, (1)
tenglik bilan aniglanadigan to‘plam funksiyasi P(A) hisoblanadi va u
ehtimollik oichovi deb ham ataladi. Masalan, kub tashlash tajribasida

p(®i)=..=p(06) = >
A = {®2,4,®63} kubni juft ragam yozilgan tomoni bilan tushish hodisasi
bo‘lsa,

P(A) =p(co2) +p(aA) +p(co6) =i +1 +1 =1.
o o o Z

Ehtimollik P(*) ning ta’rifidan ko‘rinadiki, /’([«])=p@>) (bu yerda
[<w]-bitta elementar hodisadan iborat bo‘lgan hodisa). Agar F bilan
hamma hodisalar sinfmi belgilasak, ya’ni
F ={A; A*Q.} bo'lsa,

(Q,F)-juftlik o‘lchovli fazo deyiladi. Endi F da (1) formula bilan
aniglanadigan P(') ehtimollikni hisobga olib, (D.,F,P) uchlikni hosil
gilamiz va uni ehtimolliklar fazosi deb ataymiz.

Endi (1) formula bilan aniglangan P(-) ehtimollikning ba’zi
xossalarini ko ‘raylik.
1) Agar AcB bo'lsa (bu holda A hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi,
chunki A hodisa ro‘y bersa, B hodisa albatta ro‘y beradi),



P(A)<P(B).
Bu munosabatni isboti haqgida fikr yuritishni o‘quvchiga havola etamiz.
2) Har ganday A hodisa uchun
0<P(A)<P(D) =lI.
Bu munosabatning isbhoti )
0C/4Cl12
ekanligidan va 1) xossadan kelib chigadi.
3) Har ganday elementar hodisa o uchun
P([®]) =p(co), [co]-bitta o) elementar hodisadan iborat bo‘lgan

tasodifiy hodisa.
4) Ixtiyoriy A va B hodisalar uchun
P(AuB) =P(A)+P(B)- P(AnB) munosabat o’rinli.
Bu tenglikdan
P(AuB)<P(A) +P(B)
ekanligini olamiz.
Isbot. Ehtimollikning (1) formula orqali ifodasidan va £ p(co)

GogA
gatoming absolyut yaqginlashishidan foydalanib,
P(AuB)= Y, jJW =Z /> (® )+Z #)- | p(co)=
] (oeA coeB oyeAnB

co&AkjB
=P(A)+P(B)-P(ANnB)

tenglikni yoza olamiz.

Xususiy holda An B=0 (ya’ni A va B hodisalar bir vaqtda ro‘y
bermasa)

P(AkjB)=P(a)+P(B).

Keltirilgan P(>) ehtimollikning additivlik xossasi sanogli sondagi
kesishmaydigan

ALA2,...,An,...
hodisalar ketma-ketligi uchun ham o‘rinli bo‘ladi: agar
AinAj=0 (i™]) bo‘lsa,

=1 n=1

5) Har ganday A hodisa uchun

P(A)=I-P(A).
Hagigatan ham, har ganday A hodisa uchun
Aul =Q

va keltirilgan xossa P(-) ning additivligidan kelib chigadi.



§ 1.3. Hodisalar yig‘indisining ehtimolligi

Ixtiyoriy diskret ehtimolliklar fazosi (Q,7,P) ni ko‘ramiz.
Teorema. Al,A2,...,An hodisalar yig‘indisi uchun quyidagi tenglik
o‘rinli:
P(kl':Jl4) - k£:1P(Ak)- i(IyP{AtnAj)+
+i<:zj<kP(4n’\n4)-..;+(-irIp(4'n...nX)

Isbot. n=2 holda
P(AkjB)= Z p(®)= Z p(®)+S p(®)- S M®)=
6>e./iu2? 6)en(

coeAnB
=P(A) +P(B)-P(AnB)
Demak, bu holda teorema o‘rinli. Endi faraz gilamizki, f«-1) ta hodisalar

n-1
AlLA2,...,Amt uchun teoremadagi formula o‘rinli bo‘lsin. Agar B=\JAk

deb belgilasak,
, P{ku_14 ) =P(Bn A,)=P(B) +P(A,,)- P(Bn A,)
tenglikka ega bo‘lamiz. Oxirgi formulada
PB)=/>("u4d), P(5n4)=PU 4 n4
(8) (£:1 ). P( ) (A_:1 )

o‘rinli ekanligini hisobga olib, teoremadagi formulaning o‘rinli ekanligiga
ishonch hosil gilamiz.

Endi keltirilgan formula yordamida quyidagi masalani yechaylik.
Qandaydir tartibda joylashgan n ta element berilgan bo‘lsin. Tasodifiy
ravishda bu elementlar ustida o‘rin almashtirishlar bajarilgan bo‘Isin.

Bu tajriba uchun

Q = {w;0) =(coh ai2,...cof*

va
n 2 ..n l_ixtiyoriy o‘rin almashtirish.
U h- in)
Bu holda
Q=
va ixtiyoriy o o°‘rin almashtirish uchun
)=

Hech boimaganda 1 elementning o‘z o‘mida bo‘lishlik ehtimolligini
topaylik. Bu masalaga quyidagicha tushuntirish berish mumkin. n ta
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konvert tasodifiy ravishda adreslar bilan to‘ldirilgan. Hech bo’Imaganda 1
konvertga yozilgan adres to‘g‘ri bo'lishi ehtimolligi topilsin.

Hamma o‘rin almashtirishlar soni n\. AK hodisa sifatida k-nchi
elementning o0‘z o‘mida boiishini tushunsak, bu hodisa («-1)!
imkoniyatlarga ega boMadi (ya’ni , («-1)! elementar hodisalardan iborat
bo‘ladi). Demak,

« 4 )-n’\\
0 ‘z navbatida Akn Aj hodisa k-nchi va j-nchi elementlami o0‘z
joylarida bo‘lishini ifoda etadi. Shuning uchun ham

. — ) . = 7
A nNAD= 2(40.5m4)=1[" n

yig‘indi GAk hodisa, hech bo‘lmaganda 1 ta element o‘z o‘mida
k=\
bo‘lishini bildiradi. Teoremadagi isbotlangan formula bo‘yicha

k=1 n\ n\ Til
n\ 21 3l n\
~ 1 1 -1V
Y, 21 3! n\ J

gavs ichidagi ifoda e_1ni gatorga yoyganda birinchi (n+1) ta hadini
bildiradi. Shuning uchun ham

limP(U Ak)=I-e 1
®

Yechimi keltirilgan masala ehtimolliklar nazariyasida “to‘g‘ri kelin
tanlash” nomi bilan ma’lum va unga har xil izohlar berish mumkin.

§ 1.4. Klassik sxema

Aytaylik, biror tajribaning natijalari n ta elementar hodisadan iborat
boisin, ya’ni
O.={(ol caz,...,an}.
O to‘plamda

p(ah)=p(co2) =...= p(con) =-
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ehtimolliklar tagsimotini ko‘ramiz. Bu holda har bir elementar hodisaning
ro‘y berishi teng imkoniyatli deb hisoblanadi va ixtiyoriy A hodisaning
ehtimolligi (ic Q ) uchun

iM =ZpW =-11=— O]

oigA n (oeA n
tenglikni olamiz (n(A) - A hodisani tashkil etuvchi elementar hodisalar
soni)
Masalan, yon yogqlarida {1,2,...,6} sonlar yozilgan simmetrik kubni

tashlash tajribasida
PO) =P(2) =...=p(6) =".
Agarda A={2,4,6} (kubnijuft ragam bilan tushish) hodisasi bo’lsa, uning

uchun P(A) =—+——=— bo‘ladi.
6 6 6 2

Sodda simmetrik tangani tashlash tajribasida esa (Q ={G,R})
PiG)=P(R) =I.

Simmetrik tangani, to G birinchi marta paydo boiishigacha tashlash

tajribasi uchun Q={®,82, sanoqgli to‘plam bo‘ladi va bu

holda an=RR...RG.
Elementar hodisalaming ehtimolliklari

pico,) = P(G) :12 P&i2) =P(RG) = )
p(c>3) =P(RRG) =~,...,p(w,,) =i r,...

©
boiib, Y 2~-n=1 ekanligidan /?(*) funksiya Q to‘plamda aniglangan

n=1
ehtimolliklar tagsimotini beradi. Masalan, tajriba juft marta o’tkazilganda,
tugallanish hodisasi
A ={€2,04,..} ={RG,RRRG,...}
bo’lib, ehtimolligi

® % 14 1
PA)=2722 =-m-=-m
=1 4 3 3
Tajriba toq marta o’tkazilganda, tugallanish hodisasi
R ={®,®3..}

uchun esa
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00 1\ 00 ?
P{B)=1 2~(2"1)=2£ 2 =-

« «= 3
Keltirilgan hisoblashlar intuitiv. ma’nodagi tasawurga asoslangan

(tajribaning toq yoki juft marta o’tkazilganda tugallanishi) P(A) =P(B) =~
ehtimolliklami (gipotezani) rad etadi.

Yuqoridagi (1) formula bilan aniglangan ehtimollik  p(-)
hodisalaming klassik ma’nodagi ehtimolligi, deb ataladi va unga asos

bo‘lgan />(m)=— funksiya uchun tekis diskret tagsimot termini ham
n

ishlatiladi. Umuman, keltirilgan ehtimollikga asoslangan modellar klassik
sxemalar deb yuritiladi.

Endi klassik sxemalarga misollar keltiramiz. Aytaylik, {axaz2,...,atl)
to‘plam berilgan bo‘lsin. Bu to‘plamni bosh to‘plam deb gabul gilinadi.
Bosh to‘plamdan olingan fc-hajmdagi tanlanma deb tartiblangan
la;i,0y2,....,alt] ketma-ketlik tushuniladi (to‘plam tartiblangan deb

hisoblanadi agar uning elementlari nomerlangan bo‘lsa). Bu tanlanmani
quyidagicha tashkil etish mumkin: birinchi element aj ni hamma bosh

to‘plamdan olamiz, keyingi ah elementni, ahelement kirmagan bosh
to‘plamdan, elementai esa ah va elementlar kirmagan bosh

to'plamdan olamiz va hokazo. Hosil qgilingan  tanlanmalar
gaytarilmaydigan tanlanmalar deb ataladi. Bu xildagi

k-hajmdagi  tanlanmalar soni, n ta elementlami k ta joylarga
o‘rinlashtirishlar soniga teng bo'ladi:
nk) =n(n-1)...(n —k +I).
Hagigatdan ham, keltirilgan tanlanmani hosil gilishda birinchi joyda bosh
to‘plamning xohlagan (ixtiyoriy) n ta elementi, ikkinchi joyda ixtiyoriy
n-1 ta elementi gatnashishi mumkin va hokazo. Qat’iyrog bo‘lgan isbotni
esa induksiya orqgali amalga oshirish mumkin.
Endi gaytarilmaydigan sxema bo‘yicha olingan tanlanmalar

a ="o-,(0={aji,...,ajk",k<n])

to‘plamida har bir tanlanmaga

W
ehtimollikni beradigan “telds tagsimotni” Kiritamiz. Bunda har bir ®

tasodifiy tanlanma deb ataladi va ular klassik sxemani tashkil etadi.



Masalan, birinchi va ikkinchi elementlari fiksirlangan [ah =axaj2 =a2J]

tanlanmalar paydo bo‘lishi hodisasining ehtimolligini hisoblaylik.
Keltirilgan talab bo‘yicha tanlanmaning k-2 joyini bosh to‘plamning
golgan n-2 elementlari egallashi mumkin, ya’ni birinchi 2 tajoyda a, va

a2 elementlar gatnashadigan tanlanmalar soni (n-2)~”~ ga teng boiadi.

Demak o‘rganilayotgan hodisaning ehtimolligi
2 _ (n~2)(n-3)...(n-k +\)
(nk n(n-\)(n-2)...(n-k +1) n(n-1)

Qaytarilmaydigan tanlanmalar sxemasini quyidagicha oson
tushuntirish mumkin. Aytaylik, qopda 1,2,.., n tartib ragamlari bilan
belgilangan n ta shar bor. Qopdan ixtiyoriy ravishda shar olamiz va uning
ragamini gayd etamiz va olingan shami qopga gaytarmasdan ikkinchi
shami olamiz va bu jarayonni k marta ketma-ket davom ettiramiz.

Lekin tanlanmalami boshgacha qgilib ham tashkil etish mumkin.
Qopdan olingan shaming ragami qayd etiladi va u qopga qaytariladi, yana
gopdan shar olinadi va uning ragami qayd etiladi va hokazo. Shu usul bilan
hosil gilingan tanlanmalar qaytariladigan sxema bo‘yicha olingan deb
hisoblanadi. Bu holda tanlanmalar to ‘plami

=I®; o={ah ,ah,..,alk),k =1,2,.}

elementlari  soni n(Q) =nk bo‘ladi. Keltirilgan tanlanmalar hajmi k<n

yoki k>n bo'lishi mumkin. Endi qaytariladigan sxemada ixtiyoriy
tanlanma uchun

Pi°>) :\n

deb hisoblasak, biz yana klassik sxemani hosil gilamiz.

Masalan, gaytariladigan sxemada k<n uchun hamma elementlari
turli xil boigan tanlanmalar paydo bo‘lish ehtimolligini hisoblaylik.
Elementlari takrorlanmaydigan tanlanmalar soni, gaytarilmaydigan
sxemadagi tanlanmalar soni (n)k ga teng va hisoblanayotgan ehtimollik

ga teng bo‘ladi.

Endi [ax.a2,....an)bosh to‘plamdan qaytarilmaydigan sxema
bo‘yicha olingan tanlanmalarga gaytamiz. Bizni hajmi k <n, faqgat tarkibi
bilan farq giladigan tanlanmalar qgizigtiradi. Bu sxemadagi hajmi k bo‘lgan
va tarkibi bir xil, fagat elementlaming tartibi bilan farq qgiladigan
tanlanmalar soni k\. Shuning uchun ham tarkibi bilan fargli boiadigan
tanlanmalar soni
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k\ 7 k\(n-k)V

I)emak, bunda yangi tanlanmani paydo bo‘lishi ehtimolligi

K\ _ 1

(u)* - C*
va biz yana klassik ehtimollik sxemasini olamiz (umuman k <0, k>n
boiganda Ck - 0 deb olinadi).

Klassik sxema uchun juda muhim hisoblanadigan quyidagi misolni

ko'raylik. Aytaylik, qopda n ta shar bo‘lib, ulardan «, tasi qora, n- nx tasi

oq bo‘lsin. Hajmi k ga teng va gaytarilmaydigan sxema bo‘yicha tanlanma
olingan bo‘lsin. Bu tanlanmada kx ta qora shar bo‘lishi ehtimolligini

topaylik. Yuqorida e’tirof etilganidek, tarkibi bilan farq qiladigan
tanlanmalar soni C*.Hamma nx ta qora sharlardan kx tasi usul bilan
tanlanishi mumkin. Qolgan k-kx ta oq sharlar hamma n-nx oq
sharlardan usul bilan olinadi. Bunda har ganday qora sharlar

uyushmasi, golgan oq sharlar uyushmasi bilan birgalikda ro‘y beradi.
Shuning uchun ham hajmi k ga teng bo‘lib, tarkibi bilan farq giladigan va

/(, ta gora shami oz ichiga oluvchi tanlanmalar soni Demak,
bizni qgiziqgtirayotgan ehtimollik
Qh
Pnunikx,k) =" -~ ,k < n .
n

Ko‘rish giyin emaski, [Pnin(0,k),Pni ,(I,&),...,Pnij,,(&,£),}sonlar ehtimolliklar
tagsimotini tashkil giladi, ya’ni

L Pnn(kxk)=1

kx=0
va bu tenglikdan har ganday O<nx<n uchun o‘rinli bo‘lgan

_ s~k
", o, n
kx=0 1 1~
kombinatorik ayniyatni olamiz.
Ehtimolliklar tagsimoti

{Pnun(kx k),0 <kx <k}

gipergeometrik tagsimot deb aytiladi va u ehtimolliklar nazariyasining
klassik sxemalarida, tadbigiy statistika masalalarida ko‘p uchraydi.



Masalan, tayyor mahsulotlar partiyasini statistik nazorat qilish nazariyasi
shu tagsimotga asoslanadi.

Misol. 0 ‘tgan asming 90 - vyillarida “Sportloto” deb ataladigan
lotereya turi keng targalgan edi. Lotereya qgatnashchisi 49 ta nomli sport
turidan (ular ragamlar bilan yozilgan bo‘lar edi) 6 tasini belgilaydi. Yutuq
esa, lotereya o‘yini paytida ko‘pchilikning ko‘z oldida maxsus mexanik
qurilma orgali o'tkaziladigan tasodifiy va hajmi 6 ga teng boigan
tanlanmadan o‘yinchi nechtasini topganiga qarab belgilanadi. Lotereya
gatnashchisining (o‘yinchining) hamma 6 ta nomni to‘g‘ri topishi
(maksimal yutuq), 5 tasini, 4 tasini va hakozo nomlarini to‘g‘ri topishi
ehtimolligini hisoblaylik.

Ko‘rish qiyin emaski, keltirilgan lotereya o‘yini gipergeometrik
tagsimot sxemasi orqali ifodalanadi. Bunda bosh to‘plam 49 ta (sport
turlari nomi) elementdan iborat, lotereya egalariga 6 ta “oq” shar ajratilgan.
Shuning uchun ham tasodifan belgilangan 6 ta elementdan kx tasi “oq ”
bo‘lish (bilet egasi belgilaganlari bilan ustma-ust tushish) hodisasining
ehtimolligi PeA9{kx 6)ga teng bo‘ladi. Masalan, maksimal yutuq ehtimolligi

W  6,6)=(Q®)_1» 7,2-HT8.

Keltirilgan misoldan ko‘rinadiki, “Sportloto” lotereyasida ham qolgan
lotereya turlaridagi kabi, katta yutuq chiqgishi ehtimolligi juda ham kam.

Gipergeometrik tagsimot (uning nomi analizdagi maxsus
gipergeometrik funksiyalarga mos keladi) misolida ehtimolliklar nazariyasi
va matematik statistika o‘rganiladigan masalalaming mobhiyatini
tushuntirish mumkin. Bosh to‘plamning tarkibini bilgan holda, biz
gipergeometrik tagsimot yordamida tanlanmaning tarkibini o‘rganishimiz
mumkin. Bu ehtimolliklar nazariyasi uchun xos masala hisoblanadi. Lekin
ko‘p hollarda teskari masalalami yechishga, ya’ni tanlanmaning tarkibi
bo‘yicha bosh to‘plamning tarkibini aniglashga to‘g‘ri keladi. Keltirilgan
teskari masalalarga o‘xshash bo‘lgan muammolar matematik statistikaning
asosini tashkil etadi.

§ 1.5. Bernulli sxemasi

0 ‘z o‘zidan tushunarliki, o‘tkazilayotgan tajribaning natijalari
(elementar hodisalar) eng kamida 2 ta boTishi kerak. Tajriba bilan bog‘liq
elementar hodisalar soni 2 ga teng bo‘lgan holni Bernulli sxemasi deb
atashadi. Bu sxema uchun har bir tajriba natijasida biror A hodisaning ro‘y
berishi yoki ro‘y bermasligi kuzatiladi, deb tushunish mumkin. Agar A
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hodisa ro‘y bersa, shartli ravishda “yutuq”, ro‘y bermasa “yutqiziq” deb
hisoblab, “yutug” ga 1ni, “yutqiziq” qa 0 mos qo‘ygan bo‘laylik. Bu holda
bosh to‘plam 2 ta {0,1} elementlardan iborat deb, undan gaytariladigan
sxema bo‘yicha hajmi n ga teng bo‘lgan tanlanma olsak, bu tanlanmalar
soni 2” ga teng bo‘ladi. Endi p ni [0,1] oralig‘idagi ixtiyoriy son deb
hisoblab, hamma tanlanmalar
Q ={co\co =(0)l,c02,...,(on),coi =1 yoki O}
to‘plamida p(co) funksiyani quyidagicha aniglaymiz: agar co tanlanmada
k(co) ta 1 boisa,
M=/ @@A)l-pf-*2.
Aniglanganp(co) fiinksiya ehtimollik tagsimotini berishi uchun
P{Q)= Z ple>)=1

coeQ.
ekanligini isbot etish kerak bo‘ladi.

Oson tushunish mumkinki, k ta 1 lami n joyga Ck usul bilan
joylashtirish mumkin. Demak, k ta elementlari 1 ga teng bo‘lgan
tanlanmalar soni ham Ck gateng, ya’ni

P(£i)= Z PW = £ Ckpk(l- p)"-k=[p +(1- p)T =1
k=0

Hu yerda Nyuton bi(r?mmi formulasidan foydalanildi va bir vagtning o‘zida
lanlanmada k ta 1 lar borligi ehtimolligi
Pn{k) =ChPk{\-p)n-k,k =Q\,...,n
lopildi. Ehtimolliklar tagsimoti
{P..(0),P..()..
binomial tagsimot deb ataladi va uni quyidagicha tushunish mumkin. Har
bir tajriba natijasida 2 ta elementar hodisalar ro‘y berishi mumkin:

1 (“yutuq”) vyoki 0 (“yutqiziq”). Agar ketma-ket n marta tajriba
o'lkazilsa, P,,(k) bu tajribalarda “yutuq” (1) k marta ro‘y berishlik
chtimolligiga ega bo‘ladi.

Keltirilgan  tajribalar  ketma-ketligi (p{co) =pk*\I-p )" -~
(/((fo) tanlanma oo dagi 1 lar soni) elementar ehtimolliklami hisobga oigan

holda) Bemulli sxemasi deyiladi.

Tekshirib ko'rish giyin emaski, o tanlanmada 1 ning fiksirlangan
s-nchi joyda bo‘lish ehtimolligi p ga teng. Hagiqatan ham, o tanlanmadan
s-nchi elementni tushirib goldirib,

00" = (a[co2..adn x col * o)
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tanlanmani hosil gilamiz. Bu of bosh to‘plam {01} dan qaytariladigan
sxema bo‘yicha n- 1 hajmdagi tanlanma bo‘ladi. Demak,
Plis=1)= Z P@)= £ PL)=  p<o)=pm
co'eQ 6 'e fi

{6):0)s =1} io'e
Aytib o'tilgan fikrlarni takrorlab, 1 ning o tanlanmada fiksirlangan k
joylarda bo‘lish ehtimolligi p kga teng ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Endi P,,(k) ehtimollikning k ning har xil giymatlarida ganday
0 ‘zgarishini o‘rganaylik. Buning uchun quyidagi nisbatni garaymiz:

R(k). W ) _ Cjpk(X-pTk
Prik-1) c¢cJV il-P p
p n-k+l_ p fn+1 j
1 -p k 1-17V Kk

Demak, R,,(k) nisbat kning o‘sishi bilan monoton ravishda kamayadi va
bir vaqtda

R,,(kK)> 1, --l-(---< p bo‘lganda,
n+1

k
R, (k)<1, ;]--;-l->p bo‘lganda.
Bu munosabatlar Pn(k) ehtimollikning k o‘zgarishi bilan oldin o ‘sishini
(k <[(k+1)/7] qiymatlarda), keyin esa kamayishini {k>[(n+1)p]
giymatlarda) ko‘rsatadi (bu yerda [x] sifatida x ning butun gismi olingan).
Keltirilganlardan kelib chiqadiki,

Org(% P,,(k) =P,,(k0), ko=[(n+\)p].

k
Endi Q,,(K) = X P,(j) ehtimollikni o‘rganaylik. Bu yig‘indi Bemulli

7=0
sxemasida “yutuqlar” soni k dan ko‘p bo‘lmaslik ehtirrtolligini ifodalaydi.
Agar k <ko bo‘lsa,

x | | ]

_ \
Q..(K) = P,l{k)\ +Rn{k) + Rn(k)Rn{k-\) +-j

<Pn(k) R"(k) =P,,(K)(n+1 k)P.
({(k)(-)l (\)r(1 +\)p-)k
Keltirilgan baho k va n laming katta giymatlarida, X nisbat esa ldan
np

fargli bo‘lgan hollarda ancha aniq bo ‘ladi.
Bu holda
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1+ J 4 1 (
+R,,(k) + Rn(k)Rn(k - 1)+""
o
yig‘indi geometrik progressiya yig‘indisi £ R j (k) dan kam farq giladi va
j=o

quyidagi taxminiy tenglik o'rinli bo*‘ladi:

()
(n+Y)p-k
Masalan, «=30, />=0,7 , (=16, bo‘lsa, «p =21, P,,(k)» 0,023  bo'ladi. Bu
holda

(n+)p-k 57
Demak, (1) ifodaning o‘ng tomoni 0,023 1,84~ 0,042.
Ehtimollik Q,,(k) ning haqiqiy qiymati esa n=30,p =0,7; A= 16 bo‘lganda
0,040 ga teng (verguldan keyin uch xonalik aniglik bilan).

Endi n ta elementdan iborat bo‘lgan bosh to‘plamdan
gaytarilmaydigan sxema bo‘yicha olingan tanlanmaga gaytamiz. Agar bosh
to‘plamning nx ta elementga bitta ko‘rinishda, golgan n2=n-nx ta
elementi ikkinchi ko‘rinishda bo‘lsa, biz gipergeometrik tagsimotga ega
bo‘lamiz:

CrCk~d
P n~rk)~rnrnr o<kx<k.

Teorema. Agar n va n{ sonlar cheksizlikka intilib, *--*p (0</?<I)
n

bo‘lsa,
Phn M AP k{K)=ck* K{\-p tk
limit munosabat o ‘rinli bo ‘ladi.
Isbot: Hagigatan ham k2=k-kxn2=n-nxdeb olsak, n-» oo da

k(= m n2\
piA kx)= K\(Nx~KX\ k2\(n2 - k 2)\

k\ n\n nJ\n n
kx\k2\ nf nr kx- 1
n\ n) v n

0if?22 1) i?72_hzl)rci'pk(l-p)R2
nVvn n
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Shunday qilib n ning katta giymatlarida, isbotlangan teoremaga asosan
p Jkxk) tagsimot pk(k® ga yaqin bo‘ladi. Shuning uchun ham Bemulli

sxemasini, hajmi katta bo‘lgan bosh to‘plamdan qaytarilmaydigan sxema
bo‘yicha olingan tanlanma taqsimoti deb tushunish mumkin (ya’ni bu
holda qaytariladigan va qaytarilmaydigan sxemalar bir-biriga yagin
bo‘ladi).
Bemulli sxemasini tabiiy ravishda quyidagicha umumlashtirish
mumkin.
Polinomial sxema. Aytaylik, har bir tajriba natijasida EUE2,...,.ES
hodisalardan bittasi ro‘y bersin va musbat pup?2,...,ps sonlar
pl+p2+..+ps=I
tenglikni ganoatlantirsin.
Agar tajriba n marta takrorlashdan iborat bo‘Isa,
Q = {®\ w=(a\,a>2,...,(on), G -E U..,.ES  hodisalardan  bittasiga  teng}
elementar hodisalar to‘plami bo ‘ladi.
Fiksirlangan o uchun Ej hodisaning n ta tajribada ro‘y berishlar
sonini kj(co) deb olsak,
K\{co) +... +ks(co)=n
tenglik o‘rinli boiadi.
Har ganday elementar hodisa oo uchun
p(co)=pi'M...p "
ehtimolliklar tagsimotini beradigan funksiyani aniglaymiz.
Agar m= vektor koordinatalari manfiy bo‘Imagan va
mx+mz2+...+ms =n

tenglikni ganoatlantirsa, Bm-hodisa n ta tajribada hodisa m] marta,
va hokazo Es hodisa ms marta ro‘y berishligini bildirsin.

U holda

P(BJ= S P@E>) =

{co\k\ (co)=ml,...,ks (co)=ms }
= | pia>)=i?p?.:.p? | 1=— ?l— pPpP...p?7".
{co;coeBm} {m:mi+..+mn=n} WN.WIs \
- , - yi\ T

Oxirgi formuladagi koeffitsiyent------ — , « tatajribani s ta guruhlarga

shunday bo‘lishlar soniki, birinchi guruh mx ta tajribadan iborat bo‘lib (va
ulaming hammasida Ey hodisa ro‘y bersin), ikkinchi gruppa m2 ta

tajribalardan iborat boiib, ulaming hammasida E2 hodisa ro‘y beradi va
hokazo.
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Quyidagi formula

P,,(m\,—ms) = - m'é-\p Ppz2-221 (¥

va ml+..+ms=n shartda aniglanadigan sonlar ehtimolliklar tagsimotini
tashkil etadi. Hagigatan ham umumlashgan binom formulasiga asosan

Z P,,(ml,...,ms)= 4 p?..p?=(pi+..+PsT=1.
{m\'mij+..+ms=n} {m:mi+..+ms=n) WN\...ms m

Keltirilgan (*) formula bilan aniglangan ehtimolliklar tagsimotiga
polinomial tagsimot deb ataladi. Masalan, ikkita shaxmatchi ishtirokidagi
n partiyadan iborat bo‘lgan matchning modeli polinomial tagsimot orgali
oson ifoda etiladi: birinchi shaxmatchi har partiyada, oldingi partiyalar
natijalariga bog‘lig bo‘lmagan holda p ehtimollik bilan yutadi (El-
hodisa), g ehtimollik bilan yutqazadi (E2- hodisa), 1-p -q ehtimollik
bilan durrang o‘ynaydi(E3- hodisa). Bu holda, n partiyada birinchi
shaxmatchi i marta yutishi, j martayutqizishi (i+j<n) ehtimolligi

P (n,ij) =i;!;y!(rr}\_j_7>!pv (i-p-qr'~j
formula bilan aniglanadi.
Yuqgoridagi (*) formuladan s=2 bo‘lganda binomial tagsimotni

olamiz: bu holda mx=k, m2=n-k, px=p, p2=1- P va

_k\=- N— i - = i-p"
p., (k,n-k\ k\'(n-k)\/(l Pr k=c,V (i-p'rk

Misol va masalalar

1. Quyidagi ayniyatlami isbotlang:
AB+C=(A+C)(B +C);
(A+B)-B =A-AB =AB =A-B;
(a+b)[a+tb)=a
AAB =(A +B)-AB
2. Agar icS bo‘lsa, uholda iici ekanligini ko‘rsating.
3. Agar a,0,c larbiror tajribada ro‘y beradigan uchta hodisalar bo‘lsa,
quyidagi hodisalarni A, B,c hodisalar algebrasi orqgali ifodalang.
E ={A,B,C uchta hodisalardan rosa bittasi ro‘y beradi};
F = {A,B,C uchta hodisalardan hech boimaganda bittasi ro‘y beradi};
G ={A,B,C uchta hodisalardan birortasi ham ro‘y bermaydi}.
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4. Tavakkaliga besh xonali son tanlanmoqda. Quyidagi hodisalar
ehtimolliklarini toping:
A ={son o‘ngdan chapga va chapdan o‘ngga bir xilda o‘giladi
(masalan, 13531)}
B ={5 ga karrali bo‘ladi}
C={son fagat toq ragamlardan iborat bo‘ladi}
Javob: p(*)=0,0i, p(b)=0,2, p(c)="
5. 52 talik gartalar to‘plamidan tavakkaliga 4 tasi tanlandi. Quyidagi
hodisalar ehtimolligini toping.
A={tanlangan qartalaming barchasi “g‘ishtin”}
B ={kamida bitta tuz bor}.
Javob: P{A)* 0.264-102, />(£)«0,2813

6. Beshta kartochkaga 1 dan 5 gacha ragamlar yozilgan. Tajriba uchta
kartochkani ketma-ket olib, ulami olinish tartibida chapdan o‘ngga
go‘yishdan iborat. Quyidagi hodisalar ehtimolliklarini toping:

A ={123 soni hosil bo‘ladi},

B ={3 ragami gatnashmagan son hosil bo'ladi},

C={ketma-ket kelgan ragamlardan tuzilgan son hosil boTadi},
D ={juft son hosil bo'ladi}.

Javob: p(a)=%x; HB)=" p(c)=¢ ; P(D)=\
7. Telefon Kkitobchasidan tavakkaliga bitta ragam tanlandi. Telefon
ragami 7 xonalik sondan iborat va barcha gatnashgan ragamlaming
kombinatsiyalari teng imkoniyatli bo‘lsa, quyidagi hodisalar
ehtimolligini toping:
A ={so‘nggi to ‘rtta raqgami bir xil},
B ={barcha ragamlar turlicha},
C={nomerda uchta 5, ikkita 1va ikkita 2 ragami bor}.
Javob: p(*) =0,001, P(5)«0,0605, P(C)«2l-I0"5

8. (Kavaler de Mere masalasi). Uchta o‘yin kubigi tashlanadi. Quyidagi
hodisalardan gaysinisining ehtimolligi ko‘proq:
/A={tushgan ragamlar yig‘indisi 11 gateng};
B={tushgan ragamlar yig‘indisi 12 ga teng}?

Javob: P(A) =-A—>P(B) =" - .
) 216 ®) 216
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9. Sonlar to‘plami E={1,23,...«} dan uchta son ajratilmoqda. Ikkinchi

son birinchi ~ va uchinchi sonlar orasiga tushish ehtimolligini
quyidagi hollarda hisoblang:

A) sonlar gaytarilmaydigan tanlash bilan ajratiladi,

B) sonlar gaytariladigan tanlash bilan ajratiladi.

J b: A) i B
avo ) |3 )7 Ini

10.Mergan uchun bitta tajribada nishon markaziga o‘q tekkizish
ehtimolligi I4 ga teng. Mergan nishonga 5 ta o‘q uzdi. Quyidagi

hodisalar ehtimolligini toping:
A= {bitta 0‘q nishon markaziga tegdi},
B={ rosa ikkita o‘q nishon markaziga tegdi},
C={hech bo‘lmaganda bitta 0‘q nishon markaziga tegdi},
D={ uchtadan kam bo‘Imagan o‘q nishon markaziga tegdi }.
Javob:
P(A)* 0,3955, P(B)« 0,2637, P(C)<*0,7627, P(D)* 0,1035.
11.Bemulli sxemasi bo‘yicha ketma-ket tajribalar o'tkazilmoqda. Bitta
tajribada yutuq bo‘lish ehtimolligi pga teng. Quyidagi hodisa
ehtimolligini toping:
A={nta tajribada barcha k sondagi “yutuq” ketma-ket ro‘y beradi}.
Javob: P(A) =(n-k +1)pkg"~k.
12.1dishda 8 ta oq, 5 ta qizil va 2 ta qora sharlar bor. Qaytariladigan
tanlash bo‘yicha bittadan shar besh marta tanlandi. Quyidagi
hodisalar ehtimolligini toping:
A={3 ta oq, 1ta gizil va 1ta qora shar olindi},
B={ rosa 3 ta shar olindi},
C={3 ta oq, 1ta gizil va 1ta qora shar olindi, oq sharlar
ketma-ket olindi}.
Javob: P (")»0,1348, P(B)* 0,3304, P (C)« 0,0404.
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11 BOB. IXTIYORIY ELEMENTAR HODISALAR FAZOSI

I1bobni o'qib chigish natijasida:

Tasodifiy hodisalarning algebra va a-algebralari.
Tasodifiy hodisalarning ehtimolliklari.

Geometrik ehtimolliklar.

Shartli ehtimolliklar tushunchasi.

Hodisalar bog 1igsizligi.

To 'la ehtimollik va Bayesformulalari

haqida tasawurlarga ega bo'linadi:

Hodisalarning aksiomatik ta 'rifini.
Ehtimollikning aksiomatik ta 'rifini.
Geometrik ehtimolliklar ta Tifini.

Shartli ehtimollik tushunchasini.
Hodisalar bog 1igsizligini ta rifini.

To 1a ehtimolliklar va Bayesformulasini

bilish va amalda qo1lay olish;

Tasodifiy hodisalar sistemasining Strukturasini.

Ehtimollikni aksiomatik ta 'rifidan kelib chigadigan xulosalarni.
Misol va masalalarniyechishda geometrik ehtimolliklardan
foydalanishni.

Hodisalarning bog 1igsizlik tushunchasi muhim ekanligini.

To 1a ehtimollik va Bayesformulalarini amalda qo ‘llashni

o‘rganib olish mumkin.

§ 2.1. Ehtimolliklar nazariyasi aksiomalari

Biz o‘tgan bobda natijalari (elementar hodisalari) diskret to‘plamni
tashkil etuvchi tasodifiy tajribalaming matematik modelini o‘rgandik.

Bunda

diskret to‘plamning ixtiyoriy gismini hodisalar deb gabul qilib, A(A c fl)
hodisaning ehtimolligi P(A) ni fimksiya sifatida quyidagi shartlami

Q:

ganoatlantirishini ko‘rgan edik:

1.
2.
3.

P(A)>0
P(Q) =1
Bir vagtda ro‘y bermaydigan Al,A2,...,An,... (Ajr\Aj =0, i* j)

hodisalar uchun PQJAj) =Y.P(A)).
j ]
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Lekin yuqorida ko‘rsatib o‘tilganidek (I-bob 81, 6, 7, 8 misollar),
tasodifiy tajribalaming natijalari (elementar hodisalar) to'plami sanoqsiz
bo‘lishi mumkin. Masalan, [i%i2] oraligga nuqta tashlash (aytaylik, biror
shaxsning tana haroratini oichash) tajribasi uchun kontinium elementar
hodisalar to‘plami bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Tangani cheksiz marta
tashlash tajribasi elementar hodisalar fazosi O =[0,1] bo‘lgan holga mos
keladi va bizni gizigtirgan masala “[0,1] oraligdan tasodifiy ravishda nuqta
tanlash” bilan bog°‘lig ehtimolliklami o'rganishga keltiriladi. Q diskret
to‘plam boigan holda, ixtiyoriy A hodisaning (ic fi) ehtimolligini

P(A)=ZP(CO) ()

coeA

formula bilan aniglagan edik. Bu yerda p(-) Q da ehtimollik tagsimotini
beruvchi funksiya va pico) elementar hodisa m ning ehtimolligi deb gabul
gilinadi. Lekin 12=10,1] bo‘lganda, P(A) ni aniglaydigan (*) formulaning
o‘ng tomonidagi yig‘indining ma’nosi yo‘q, ikkinchidan esa, agar P(A)
deb qabul qilinsa, har bir elementar hodisa uchun (oe[O,1]) uning
ehtimolligi p(co) =0 deb gabul gilishga to‘g ‘ri keladi. Hagigatan ham,

’ n n
tenglik yuqoridagi fikrni isbotlaydi.

Lekin, birinchidan har ganday elementar hodisa @ ning ehtimolligi
p(co) =0 deb olib, ma’noga ega bo‘lgan birorta fikrni isbotlash mumkin
emas, ikkinchidan esa biz qaysi bir elementar hodisani gandaydir
ehtimollik bilan ro‘y berishi bilan gizigmaymiz, aksincha, ushbu tajriba
bilan bog‘lig bo‘lgan hodisalami ro‘y berishi (elementar hodisalami
gandaydir to‘plamga tegishli bo‘lishligi) muhim hisoblanadi. Qo‘shimcha
gilib gayd etamizki, p(co)=0 (®e[0,1]) deb olinsa, tasodifiy ravishda
tanlangan nuqta, masalan [0l)Oraliqgda boiishligi ehtimolligini hisoblab

bo‘lmaydi, lekin bu ehtimollik intuitiv ravishda | ga teng boiishi
2

tushunarli fikrbo ‘ladi.

Eslatib o‘tilganlardan kelib chigadiki, elementar hodisalar to‘plami
sanoqsiz boTgan holda, elementar hodisalarga ayrim ehtimolliklami yozib
o‘tirmasdan to‘g‘ridan to‘g‘ri, bevosita hodisalar uchun ehtimolliklar
belgilash maqgsadga muvofiq bo‘ladi. Demak, D. to'plam sanogsiz
bo‘lganda, o‘tkazilayotgan tajribaning elementar hodisalari (natijalari) dan
tashkil topgan Q ning to‘plam ostilari sinfini ajratib olish kerak bo‘ladi
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(albatta, hamma to‘plam ostilari emas) va bu sinfdagi hodisalar uchun
ehtimollik tushunchasi kiritiladi.

I-bobdagi  mulohazalar  ko‘rsatadiki, ehtimollik  tushunchasi
kiritiladigan f2 ning to‘plam ostilari sistemasi (sinfi), to‘plam ma’nosidagi
yig'indi, ko‘paytirish, toidirish amallariga nisbatan yopiq bo‘lishi kerak.
Shu munosabat bilan quyida keltirilgan ta’riflami muhim, deb hisoblash
mumkin:

Ta’rif 1. Q-ixtiyoriy co elementlar to‘plami bo‘lsin. 12 ningto ‘plami
ostilaridan tuzilgan sistema

37 ={AjAq Q}
algebra deyiladi, agarda
a) £2e 3?,
b) A,BeMJa bo'lsa, AUBe3a, AnBela

c) A<=Ja bo'lsa, A&Da.
Bunda ko'rish mumkinki b) shartda iu S yoki Ar B ning birortasini 3a
ga Kirishini talab qilish yetarli, chunki ikkilik prinsipiga asosan
AuB=AnB, AnB =AuB
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Ta’rif 2. 37-i2 ning to‘plam ostilaridan tuzilgan algebra boisin.
To‘plamlar funksiyasi P(A), Ae3a, chekli additiv ehtimollik o'lchovi
deyiladi, agar o‘zaro kesishmaydigan A va B to‘plamlar (AnB =0 )
uchun

P(AvjB) =P{A) +P{B)
tenglik o‘rinli bo‘lib, P (il) =1bo'lsa.
Keltirilgan to ‘plamlar funksiyasi chekli additiv ehtimollik deb ataladi.

Ta’rif 3. (C1,33,P) obyektlar majmuasi umumiy ma’nodagi
ehtimollik fazosi (modeli) deb ataladi va bu yerda :

a) Q- o elementlar to‘plami,

b) 3?- Q to‘plamning to‘plam ostilaridan tuzilgan algebra,

¢) P - 37 da aniglangan chekli additiv ehtimollik.

Lekin, ko‘p hollarda tasodifiy tajribalaming matematik modellarini
tuzishda, keltirilgan ehtimollik fazosi (i237,P) juda umumiy xususiyatli
bo‘lgani uchun muayyan xulosalar chiqarishga imkoniyat bermaydi.
Shuning uchun ham, 12 ning to‘plam ostilari sistemasiga (sinfiga), ularda
aniglangan ehtimolliklarga ham qo‘shimcha shartlar Kkiritishga to‘g‘ri
keladi.

Ixtiyoriy stoxastik tajribani ko'raylik. Aytaylik, bu tajribaning
natijalari (elementar hodisalar) to‘plami £ bo'lsin. Bu Q to‘plamning
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to'plam ostilaridan tuzilgan sistema 3 a - algebra tashkil giladi deyiladi,
agar quyidagi shartlar bajarilsa:

4)Qe3

A2) Agar Ae 3 boTsa, A=Q\Ae3

A3) Agar Al,A2,...,An,... hodisalar ketma-ketligi bo‘lib,

4 s3, «=12,..
munosabatlardan
00} 00}
U A> A
«=1 n-1

tegishlilik munosabatlari kelib chigsa.
Yuqorida keltirilgan ikkilik prinsipiga asoslanib, A3 shartda |J yoki
P) amallardan birortasini qoldirish yetarli bo‘ladi, chunki

® ® ®© o
UA,,=f]A,,,

n=1 n=1 n-1 n=\

munosabatlar o‘rinli.
3 -0 - algebraning elementlarini tasodifiy hodisalar (yoki hodisalar)
deyiladi va hodisalar sistemasi 3 da aniqlangan P(-) funksiya ehtimollik

deb ataladi, agar uning uchun quyidagi shartlar bajarilsa:
Rt) Har ganday Ael7 uchun p(a)>0;

F2) P(E)=1
P) Adgar jAi,n >1} hodisalar ketma-ketligi uchun

munosabatlar o ‘rinli boTsa,

p(U~) =E p(A)-
Keltirilgan  Al,A2,AJ,PuP2,P3 tasdiglar majmuasi hozirgi zamon

ehtimolliklar nazariyasi aksiomalari sistemasini tashkil qiladi. Bu
aksiomalar A.N.Kolmogorov tomonidan taklif etilgan bo‘lib, ular
ehtimolliklar nazariyasini matematik fan sifatida shakllanishida juda
muhim hisoblanadilar. Demak, A.N.Kolmogorov aksiomalari
sistemasining birinchi uchtasida (Aj,A2,A3) hodisalar a algcbrasi 3 va

golgan uchtasida (P\,P2,Pj) hodisalaming ehtimolliklari tayin etiladi. Hosil
gilingan uchlik (n,3,P)-ehtimollik fazosi deb ataladi. Tajribalar uchun

ehtimollik modeli tuzilgan deb hisoblanadi, agar uning elementar hodisalar
fazosi Q, shu tajriba bilan bog‘lig hodisalar cr-algebrasi 3 ko'rsatilib,
unda /@ ehtimollik funksiyasi aniglangan boisa.
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§ 2.2. Ehtimollik xossalari

Endi Pu P2, P3 aksiomalar orqali kiritilgan va A,, A2, A3 aksiomalar
bilan ta’riflangan hodisalar er- algebrasi 3 da aniglangan ehtimollik P ()

funksiyaning xossalarini ko ‘raylik.
1 P(0)=0 Bu O0uf2 =Q tenglamadan va P2, P3 aksiomalardan

kelib chigadi.
2. Har ganday hodisa A uchun (Ae D)
P{A) =\-P(A).
Bu tenglik AuA =Q, AnA =0 ekanligidan va P2, P3 aksiomalardan
kelib chigadi.

3. Agaricfi bo‘lsa,
P(B\A) =P(B)-P(A), P(A)<P(B).
chunki bu holda,
B=Au(B\A), An(B\A) =0
4. Har gqanday A hodisa uchun (Ae 5)
0<P(M)<1,
chunki har ganday A hodisa uchun 0<A<Q munosabat o‘rinli. Endi 4)
xossa PIt P2 aksiomalardan va 3- xossadan kelib chigadi.
5. Ixtiyoriy Aya B hodisalar uchun
P(A\j B) =P(A) +P(B)-P(Ac\B), A,B&D
tenglik o‘rinli. Haqiqatan ham, ~u B =/lu[B\(in S )] tenglik o‘rinli va
bu xossa /3 aksioma va 3- xossadan kelib chigadi.
6. Oldingi 5- xossadan va  aksiomadan
P(AvB)<P(A) +P(B), A,Be3
Munosabat o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
7. Ixtiyoriy AuA2,..., An hodisalar majmuasi uchun

PI AXip{AK)-Y.P{AinA])+
\k=1 ) k=1 i<j '

i<j v
+k Z P{AKNAInAj\-..(-If'p(4n...n").
<i<j

Bu formula oldin £ diskret to‘plam boigan hol uchun isbotlangan va
foydalanilgan edi. Bu yerda ham induksiya metodidan va 5) xossadan
foydalanish mumkin.

Quyida keltirilgan teorema P,, P2, P3 aksiomalar orqgali ta’riflangan
P() ehtimollikning asosiy xossalaridan hisoblanadi. Oldin hodisalar
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ketma-ketligi uchun limit tushunchasini eslatib o‘tamiz. Agar hodisalar
ketma - ketligi

A, A2, A n.. (®
“o‘suvchi” bo'lsa, ya’ni har ganday n uchun Anc AnH munosabat o ‘rinli
bo‘lsa,

@
limA,=u A,
n=1
deb gabul qilinadi. Demak, A3 aksiomaga asosan limAn<=3 bo‘lib, bu
hodisa An hodisalardan eng kamida bittasi ro‘y berganda, ro‘y beradigan

hodisa boiadi.
Agar (*) hodisalar ketma-ketligi “kamayuvchi” boisa, ya’ni

An3 A,+ munosabat o‘rinli boisa,
()]
limv4,, = n AnsJ

deb hisoblanadi (lim4, hodisa sifatida barcha An lar ro‘y bergan holda

ro‘y beradi).

Teorema. Hodisalar o--algebrasi 3 da P()-chekli additiv boigan
ehtimollik oichovi aniglangan boisin. Bu holda, quyidagi to‘rtta shartlar
teng kuchli:

1) P(-)~sanoqli additiv, ya’ni
A,s3,n=12.., nA*o, igj
ketma-ketligi uchun

NCk )=|>K)>
2) agar {A,,, n>1 hodisalar ketma-ketligi kamayuvchi boimasa (Anc Ainl),
P(lim4)=/>iQ"j=limP(4,),
3) agar [Ann> T hodisalar ketma-ketligi o ‘suvchi bo‘lmasa (A, 3 Artl),
mP(limA,) = pj*Q 4,] =lim P (An),

4) agar P(-) O dauzluksiz boisa, ya’ni
£ =0

<I<-i>(nI1) Pv(,\] =p0)=0

munosabatlar bajarilsa,

Isbot. Isbotai quyidagi

33



D=2 =3)=4)=])
mantiqiy sxemada o ‘tkaziladi.
D)=>2). Hodisalar ketma-ketligi {A,,n>1} kamayuvchi bo‘Imasin.

\ =0 deb hisoblab,
B,=A,+i\A ,e 3
hodisalami kiritamiz. Bu holda,
4,:g| B>
va P() chekli additiv bo‘lgani uchun

P (4,)=/§1p (b)).

etk

tenglik o‘rinli bo'lib, Bn lar bir vaqtda ro‘y bermaydigan hodisalar bo ‘ladi.
Demak, 1) ga asosan

P(lim4)="Q 4,j=p(QR,,j=

Bevosita tekshirib ko ‘ramizki,

= p(RJI =1im[B(R,)=limPK).

Shunday qilib 1)=>2) implikatsiya o‘rinli.
2)=>3). Hodisalar ketma-ketligi {A,,n>1} o0°‘suvchi boimasin.
(A,3 A, J. Buholda,
AAn >
hodisalar ketma-ketligi kamayuvchi bo‘lmaydi (I¢L i) va 2) ga asosan
quyidagi tengliklami yoza olamiz:

P(mA)=PAQAj=I-F Q7,j=

=i-p(U4;)=i-% Gi)=S2i’U).
3)=>4). Quyidagi
$(0)=p(A) =i-p(n) =o.
tenglikga asoslanib, o‘suvchi boimagan va 214,:0 tenglikni

ganoatlantiradigan har ganday {A,,,n>\} hodisalar ketma-ketligi uchun, 3)
ga ko‘ra
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tenglikni yozish mumkin.

Endi 4)=>1) munosabatni isbotlaymiz.

Agar {A,,n>1} bir vaqtda ro‘y bermaydigan hodisalar ketma-ketligi
bo‘lsa, (AinAJ=0,i* j),

C. :c,gﬂ‘l

hodisalar ketma-ketligi

C,.cC, flecn=0

Al
munosabatlami ganoatlantiradi. P(-) ning chekli additiv ekanligidan

Aun)=-pfual+ = E£/>(4,)+)

tengliklar o ‘rinli bo‘ladi.
4) xossaga asosan
N_%PQ(/‘fJ) =0,

va demak,
i>(UA]=ins|:~(4,)=]:"(4)).

teorema isbot etildi.

Teoremadagi 2) va 3) xossalami quyidagicha ifoda etish mumkin:
agar {An,n> I} hodisalaming monoton ketma-ketligi bo‘Isa,

v M@ Vo

Oxirgi tenglikni esa, p(-) ehtimollik funksiyasining uzluksizligi deb
tushunish  mumkin. Demak, isbot etilgan teoremaga asosan P()
funksiyaning sanoqli additivligi (P3 aksioma), bu funksiyaning uzluksizlik
xossasiga teng kuchli bo‘lar ekan.

Keltirilgan teoremaga qo‘shimcha qilib, har ganday chekli yoki
sanoqli sondagi {An} hodisalar ketma-ketligi uchun

*)

(**)
tengsizliklar o ‘rinli ekanligini isbotlaymiz.
Birinchi (*) tengsizlikni isbot etish uchun quyidagi hodisalami
kiritamiz:



A,=4, B2=AinA2,.., B, = Aln...MAf_,nA,,
Ko‘rish giyin emaski,

tenglik o‘rinli va Bn hodisalar bir vaqtda ro‘y bermaydi (kesishmaydi).
Bulardan tashqgari Bnc An munosabat bajariladi.
Demak,

AU4A>]="r[UA]=Z",)<CPK).
Ikkinchi (*) tengsizlik
AN n)=1-~[TH]=1-"nx]"1-E /Xn)

munosabatlardan kelib chigadi.
Bu yerda (*) tengsizlikda isbotlangan

bahodan foydalanildi.
§ 2.3. Geometrik ehtimolliklar

Faraz gilaylik, Cl tekislikdagi chekli yuzaga (m(Q.) <o) ega boigan
soha bo‘lsin. Bunda O sohani elementar hodisalar fazosi sifatida gabul
gilamiz (Masalan, Q ga mos kelgan tajriba sifatida “nuqta” ni Q. sohaga
tashlash deb tushunish mumkin). Tasodifiy hodisa deganda, Q ning yuzaga
ega boigan qismini tushunamiz. Agar Q ning A gism to‘plami m(A)
yuzaga ega boisa, bu A hodisaning ehtimolligi sifatida

m(Q) v,
nisbatni  olish mumkin. Keltirilgan (*) tenglik bilan aniglanadigan
ehtimolliklar, geometrik ehtimolliklar deyiladi.

Misol 1. Uzunligi / ga teng boigan sterjen ixtiyoriy X nuqtada

sindiriladi. Hosil boigan 2 ta kesmadan kichkinasining uzunligi ~ dan

kichik boiishi ehtimolligi topilsin. Bu masala uchun elementar hodisalar
to‘plami sifatida Q ={x; ()<x<I]=[().,/]], hodisalar sistemasi uchun esa
F={a,ac[0,/], A to‘plamning uzunligi 1(A) mavjud} to‘plamlarni olish
mumkin. Bizni giziqtirayotgan hodisa

36



B=jx;0<x<jjulx; " <x</

111
to‘plamdan iborat va 1(B)=- +- =—. Aytib o‘tilganlami quyidagi shakl

orgali oson tushunish mumkin:

PAAKAXAXAXAXAXAT
0 1 2/ /
3
Demak, bizni gizigtirayotgan ehtimollik
2/
_KA)_3 _2
PB) =10) 1 3

Misol 2. Uchrashuv hagidagi masala.

Faraz qilaylik, ikkita shaxs A va B lar [0,7] vaqt oralig‘ida
uchrashishga qaror qilishdi. Uchrashuvga birinchi bo‘lib kelgan shaxs,
ikkinchisini r birlik vagt davomida kutadi, agar u kelmasa birinchi shaxs
gaytib ketadi.

Agar birinchi shaxsning uchrashuvga kelgan vaqtini x deb, ikkinchi
shaxsning kelgan vaqtini y desak, o‘rganilayotgan tajriba uchun elementar
hodisalar fazosi sifatida

Q={(x,y);0<x<T,0<j <T) =[0,T]x[0,T],

tomonlari T bo‘lgan kvadratni olamiz. Endi “uchrashuv” ro‘y berishi
hodisasining ehtimolligini topaylik. Uchrashuv ro‘y berish hodisasini ¢
deb belgilasak

C=|(x,j); |x-"*|<r, 0<x<T, 0<y<T} va
m(C)=T2-(T-1)2
bo‘ladi. Demak,

p(C)="LJILJL =

Aytib o‘tilganlar quyidagi shaklda
oson va tushunarli namoyish etiladi:
Masalan, T =l soat, r =~ soat(=20

minut) bo‘lsa

PC)=1- 1-'

37



tabiiyki T kichkina migdor boisa, uchrashuv ehtimolligi O ga yaqin son
boiadi.

§ 2.4. Shartli ehtimolliklar va hodisalarning bogiigsizligi

Ko‘p hollarda tasodifiy hodisalarning ro‘y berish ehtimolligini
boshga bir ehtimolligi musbat boigan hodisaning ro‘y berganligi maium
boiganligi sharti bilan o‘rganishga to‘g‘ri keladi. Bu shartli ehtimollik
tushunchasini kiritishni tagozo qiladi. Aniq va gat’iy ta’riflarga o‘tishdan
oldin, aytib o‘tilgan vaziyatni oydinlashtiruvchi misollar keltiramiz.

Aytaylik, tajriba simmetrik tangani 3 marta tashlashdan iborat
boisin. Bu elementar hodisalar to‘plami

n ={GGG,GGR,....RRG,RRR}, Q=8
boiadi. A-hodisa, G-ning bir marta tushish hodisasi boisin, ya’ni
A= {GRR,RGR,RRG}.

3
Ehtimollikning klassik ta’rifiga asosan P(A)=-8. Faraz qilaylik,

go‘shimcha ravishda tajribaning natijasi haqida
B = {G lar tushish soni toq}
hodisaning ro‘y berganligi maium boisin. B hodisa to‘g‘risidagi
maiumotga ega boiinsa, A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi nimaga teng
boiadi degan savol 0‘z-o0‘zidan yuzaga keladi. Bu yerda
B={GGG,GRR,RGR,RRG},
A = {GRR,RGR,RRG}c B
boiib, klassik sxema doirasida bu yangi ehtimollik, 3/4 gateng deb gabul
gilish tabiiy boiadi. Bu yangi ehtimollik ya’ni A hodisaning, B hodisa
ro‘y berganligi sharti bilan ehtimolligi P (A/B) deb belgilanadi. Yana
bitta misol keltiramiz: tajriba simmetrik o‘yin kubigini 2 marta tashlashdan
iborat boisin. Bu tajribada
B = {(i,j):i +j <4},
A ={(11),(1.2),(13).(1,4),(15),(1.6)}
hodisalami ko‘raylik (B hodisa tushgan ochkolar yigindisi 4 dan kichik
boiish, A hodisa birinchi tashlanganda 1 tushish hodisasi). Hamma
elementar hodisalar to‘plami

= {(*))>*=16, j = 1,6}
36 ta elementdan iborat, undagi hodisa

B = {(1,1),(1,2),(2,1)}.

Demak,
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P M ) . I. PB)=¢ 4

P(ANR) = — = —.
v T 36 18

Agar B hodisa ro‘y bergan boisa, fagat (1,1) va (1,2) elementar hodisa
ro‘yobga chiggandagina A hodisa ro‘y beradi. Demak, shartli ehtimollik
12_Pt4nS) =2
Vi1 18 P{B) 3
deb gabul gilish to‘g‘ri bo‘ladi.
Umuman n ta elementar hodisalardan iborat klassik sxema berilgan
boiib, A hodisa m, B hodisa I, Ai~\B hodisa esa, r elementar
hodisalardan tashkil topgan boisin. Bu holda,

P{B) = P P(AnB) = e

Agar B hodisa ro‘y bergan bo'lsa, | ta elementar hodisadan bittasi
ro‘y bergan bo‘ladi va A hodisa An B ni tashkil gilgan r ta elementar
hodisalardan bittasi ro‘y bergandagina ro‘yobga chigadi. Shuning uchun
ham keltirilgan misollar kabi

(AR = == g

n
deb gabul qilish tabiiy hisoblanadi.
Ta’rif 1. Ehtimolliklar fazosi ,P) da A va B hodisalar berilgan

va P(B)> 0 bo‘lsin. A hodisaning B hodisaning ro‘y bergandagi shartli
ehtimolligi deb
P(A/B)=P2P P -
v P(B)
nishatga aytiladi.
Aytish mumkinki, P{A/B)ni A hodisaning B hodisaga nisbatan
shartli ehtimolligi deb o°‘qgish, tushunmovchiliklarga olib kelmaydi.

Keltirilgan ta’rifdan va ehtimollik P(-) ning xossalaridan shartli
ehtimollik P(-/B) quyidagi xossalarga egabo ‘ladi:
I)P(A/B)>0, 2)P(p,/B)=1 3)P(B/B) =1
4) Agar {An,n> 1} hodisalar ketma-ketligi juftma-juft bir vaqtda ro‘y
bermaydigan “A n Aj —0,* jj hodisalardan iborat bo‘lsa,

P oa/B =£ p{An/B)

n=1 n=1
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2) va 4) xossalami isbotlaymiz. Hagigatan ham,

p(n/B)= p(UnB5>= ECQ; =i;
P(B)

P(B
n B
UA /b P(B)
p(u(4.nB)) £f(A .n B) nB)
P(B) P(B) P(B)
=E p(\/b).

Aytaylik,
FB-{AnB,Ae3],
ya’ni FB hodisalar ko‘paytmasi An B ko‘rinishdagi hodisalar
a - algebrasi bo‘lsin.
Teorema 1. Agar P(A) > 0, P(B) >0 bo‘lsa,

P{An B) =P(B)P(A/B) =P(A)P(B/A). (1)
Keltirilgan (1) formula hodisalarni ko paytirish formulasi deb yuritiladi.
(1) formulani umumiylashtirish oson. Aytaylik, AX...,A,n uchun

P(AlnA2n...n4_1)> 0
bo‘lsin. Quyidagi

n— n—2
flAQDAGC...cA2nAlcAi
i=1 2=1
munosabat o ‘rinli ekanligidan
Wo>0 1=1,2 —
AR
Aytib o'tilganlarga asosan,
/ k—\

C\A, k=23,.".,n
i=1
shartli ehtimolliklami mavjud bo ‘lishligini olamiz.
Endi matematik induksiya orqali quyidagi

C\A = P(AI)P(A2/Ai)P{A3/AINA2)-...
\i=1

...mP{An/AinA2n...nAn_l) (2)
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tenglikning to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilamiz. (2) formula (1) ning
umumlashgan varianti boiib, u ko‘p qoilanishlarga ega boiadi.

Ta’rif 2. A va B hodisalarbogiiqsiz deb ataladi, agar

P(A-B) = P(AnB) = P[A)- P(B)
tenglik o‘rinli boisa.
Bogiigsiz hodisalarning quyidagi xossalarini keltiramiz.
1. Agar P(B) > 0 boisa, Ava B lami bogiigsizligi
P(A/B) = P(A)
tenglikka teng kuchli boiadi.
2. Agar A va B bogiigsiz boisa, A va B ham bogiiqgsiz boiadi.
Hagigatan ham,
P[Am) =P (B\AB) =P(B)- P(AB)=P(B)- P(A)®P (B) =
P(B)(1-P(A)) = P(B)-P{A)
Oxirgidan A va B bogiigsiz boisa,
AvaB, AvaB,A vaB
hodisalar bogiigsiz ekanligi kelib chigadi.

Faraz gilaylik A va BL A va B2 hodisalar bogiigsiz boiib,
BIHB2=0. Bu holda, A va BlIUB2 hodisalar bogiigsiz boiadi.
Hagigatan ham,

P(A(B1UB2) = P{AB1Uab2)=p(ab)+p(ab2)=
=P (A)P(BXY+P(A)-P(B2)= P (A)(P(BL)+ P(B2) =
= P (j4)P(B\ UB2)

Bu yerda Bxn B2 = 0 sharti muhim, oxirgi tenglikda uni tushirib
goldirish mumkin emas.

Misol 1. Tajriba simmetrik tangani 2 marta tashlashdan iborat,
A-birinchi tashlashda tangani G tomoni bilan, B -ikkinchi tashlashda

tangani R tomoni tushish hodisalar. Demak,
P(A) = P(B) = 1/2

P(AB) =" =~ " =P(A)P{B)

Shunday qilib, A va B hodisalar bogiigsiz.

Misol 2. Kvadrat [0,1R = [01] x [0,1] da tekis tagsimotni ko'ramiz.
A tasodifan nuqgtani kvadratga tashlanganda, uni absissasi a dan o°‘ng
tomonda boigan sohaga B esa, ordinatasi b dan yuqori boigan sohalarga
tushish hodisalar boisin.

1-rasmda bu 2 ta soha shtrixlangan. AB hodisa esa kataklar bilan
shtrixlangan. Demak, bu holda
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P(A) =1 —a P(B) =1-b
¢ P(AB) = (l-a)(I-b) = P{A)-P(B),
ya’ni A va B hodisalar bog‘ligsiz. Lekin B
hodisa rasmdagidan boshgacharoq sohaga mos
kelsa, masalan, tasodifiy nuqgtaning F ¢ D
uchburchakka tushish hodisasi bo‘lsa, A va B
C - L . -
(1-rasm) hodisalar bogiigsiz bo'Imaydi.
Endi chekli sondagi hodisalar majmuasi
uchun bog‘ligsizlik tushunchasini kiritaylik.
Ta’rif 3. BI,B2,-.-,Bn. hodisalar birgalikda bogTigsiz deyiladi, agar
har ganday 1<\ <..<in<n, r=2,3,..,« uchun

tengliklar bajarilsa.

Hodisalaming juftma-jufi bog‘ligsiz bo‘lishi, ulami birgalikda
bog‘ligsiz bo‘lishi uchun vyetarli boimaydi. Buni quyidagi misol
tasdiglaydi.

Misol 3. (Bernshteyn). Tajriba, uch tomoni mos ravishda gizil, sariq
va yashil ranglarga bo‘yalgan, to‘rtinchi tomoni esa bu ranglaming
hammasiga bo'yalgan tetraedr tashlashdan iborat. Tetraedmi qizil rang
bilan bo‘yalgan tomoni bilan tushish hodisasini Q, sariq rangga bo‘yalgan
tomoni bilan tushish hodisasini S, yashil rangga bo‘yalgan tomoni bilan
tushishini Y hodisasi desak, har bir rang 2 ta tomonga kiritilganidan

P(Q)—P(S)=P(Y)=1/2
ehtimolliklami olamiz va shu sababga ko‘ra

PQSY)=ZI"P(Q)P(S)P(Y)=]

Demak, Q,S,Y hodisalar birgalikda bog‘ligsiz emas.
§ 2.5. To‘la ehtimollik va Bayes formulalari

Ehtimolliklar fazosi (f,3,P) berilgan bo‘Isin.
Ta’rif. Tasodifiy hodisalar ketma-ketligi Hi,H2,...,Hn hodisalaming
to‘la gurahini tashkil giladi deyiladi, agar:
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1) /I, n Hj = <?2(>* j)
2) Hy U...UHn = fi shartlar bajarilsa.

Teorema 1. Agar Hi,...,Hn hodisalaming toia guruhini tashkil gilib,
P )>O, i:Lnbo‘Isa, ixtiyoriy tasodifiy hodisa A uchun (Ae 3)

P(A) = JI_-|2p (Ht)P{A/Ht) (@)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Keltirilgan (1) tenglik to‘la ehtimollik formulasi deb ataladi va bu nom
ta’rifda berilgan hodisalaming to‘la gumhi xususiyatlari bilan bogTiq
{p(u)=P{HI)+ ...+ P(Hn) = 1).
Isbot. Hu...,Hn hodisalaming to Ta guruhi boTgani uchun
i
tenglikni yozamiz va HilMA hodisalar juftma-juft bir vaqtda ro‘y
bermasligini gayd gilib o‘tamiz. Shuning uchun ham

R =LpHnA) =E PILUPALLY,

Isbot etilgan (1) formula hodisalaming to‘la guruhi sanoqgli sondagi
hodisalardan iborat bo‘lgan hol uchun ham o‘rinli.

Endi, to‘la ehtimollik formulasi tatbiqi yordamida yechiladigan
masalalarga o ‘tamiz.

Miso! 1. Imtihon uchun tayyorlangan N biletlardan n tasi “baxtli”
(bu biletdagi savollarga javoblar oson va ma’lum). Kimning “baxtli” bilet
olish ehtimolligi kattaroq: “birinchi bo‘lib” kirgan talabaningmi, yoki
“ikkinchi boTib” kirgannimi?

“Birinchi bo‘lib” kirgan talabaning “baxtli” bilet olish ehtimolligi

-Ar, “ikkinchi boTib” kirgan talabaga “baxtli” bilet tushish hodisasini A

deylik. “Birinchi” talabaga nisbatan 2 taxmin (gipoteza) mavjud: Hx- u
“pbaxtli” bilet oldi, H2 - u “baxtli” bilet olmadi. Bu ff, va H2 hodisalar

to‘la guruh tashkil giladi va

1
W-T =
To‘la ehtimollik formulasi bo‘yicha
P(A) = P{H)P(A/H2)+ P{H2)P{A/H2) =
n n—1 N-—n n n
~¥'n-i+ N '"W1—1NV



Demak, “ikkinchi” talabaning “baxtli” bilet olish ehtimolligi ham ~ ga

teng ekan.

Endi, quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema 2. hodisalaming to‘la gumhini tashkil qilib,
P(Hi) > 0,i = I,n bo'lsin.

U holda, P(A) > 0 bo'lgan har ganday hodisa A uchun

: - U, (2)

k=1
Bu (2) tenglikdagi formulalar Bayes formulalari deb ataladi va ulami
konkret masalalarda qo‘llanish sxemasi quyidagicha amalga oshiriladi.
Faraz gilamizki, A hodisa turli xil shart-sharoitlarda ro‘y berishi mumkin
va ular to‘g‘risida n ta HhH2,...,Hn gipotezalar gabul gilamiz. Bu
gipotezalar hodisalaming to‘la gumhini tashkil giladi va A hodisa ulardan
biri bilan birgalikda ro‘y beradi. Gipotezalar tagsimoti
P{HX),...,P(Hn)

aprior (tajriba o‘tkazilgunga gadar) ehtimolliklar deyiladi.

Faraz gilamizki, tajribada A hodisaning ro‘y bergani kuzatiladi. Bu
vaziyat aprior ehtimolliklar P(//,) lami P(HJA) shartli ehtimolliklar

bilan taqgoslashni talab etadi. Bayes formulasi aposterior (tajribadan
so‘ng) ehtimolliklar deb ataluvchi P(Ht/ A) lar uchun PiB,), P(A/Ht)

ehtimolliklar orgali ifodalar beradi. Keltirilgan teorema 2 ning isboti oson
va u quyidagidan iborat:

P (A) +P{HK)P{A/HKk)
k=1
Bu yerda biz to‘la ehtimollik formulasidan foydalandik.
Endi, (2) formula orgali yechiladigan misollar keltiramiz.
Misol 2. Idishda n ta shar bor. Ularga nisabatan (n + 1) ta
HO,Hh...,Hn
taxminlar gabul gilish mumkin. ( -idishdagi oq sharlar soni i ta ). Faraz

gilamizki, bu taxminlar bir xil imkoniyatli, ya’ni
P(HO)=P(HI)=..=P(Hn)=-% -
(HO) = P(HI) (Hn)=- -

Aytaylik, A deb idishdan tavakkal gilib olingan shar oq bo‘lish hodisasi

bo‘lsin. A hodisa ro‘yobga chigganda idishda 4 ta oq shar borligi
ehtimolligi P (Il,/ A) hisoblansin.
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Tushunarliki,
P(A/-Hi)= -, ¢=01,...,n

Bayes fonnulasi bo‘yicha

cn+l ™
Demak, P(HO/A),P(Hi/A),..., P(Hn/A) aposterior ehtimolliklardan eng
kattasi Hntaxminga mos kelar ekan.

Misol 3. Buyum 2 ta korxonada ishlab chigariladi. Ma’lumki,
birinchi korxonaning ishlab chigarish quwati ikkinchi korxonaning ishlab
chigarish quwatidan n marta katta. Yaroqsiz buyumlaming umumiy
mahsulotga nisbati birinchi korxona uchun I\, ikkinchi korxona uchun esa
P2. Bu ikki korxona umumiy mahsulotidan tavakkaliga olingan buyum
yarogsiz boiib chigdi. Yarogsiz buyumni birinchi korxonadan
chigarilganligining ehtimolligi topilsin.

Yechish. Olingan buyumning birinchi korxonada tayyorlanganligi
hodisasini HI, bu buyumni ikkinchi korxonada tayyorlanganligi hodisasini
H2 bilan belgilaylik. Bu holda,

m>=" w-dr

Tavakkaliga olingan buyumni yaroqsiz boiish hodisasini A deb
belgilaylik. Masalaning shartlari bo ‘yicha

P{AIH{) = px, P{A/H2)= P2
Bayes formulasiga asosan,
I, P(H,)P(A/HA
p{HI A)- P(A/HI)+P(H2)P(A/H2)~ "
n.p
n+1 1 _ nPX
— Fi+~—-P2 nPl+P2
n+1 n+1

Xuddi shunga o ‘xshash yarogsiz buyumni ikkinchi korxonada ishlab
chiqgarilganligi ehtimolligi

P(H2/A) = — Pl
2171 nP\ + P2

ekanligini topamiz.
Hisoblab topilgan P ~/A) va P(H2/A) ehtimolliklami 11} va H2

taxminlar A hodisa ro‘y berib o‘tgandan keyingi aposterior ehtimolliklari
deb ataladi.

45



Misol va masalalar

1. Ehtimollik ta’rifidan kelib chigadigan quyidagi natijalami
isbotlang:

A) P(A+B)<P(A) +P(B)

B) P(AB)<P(A)<P(A +B)

2. Tajribada kuzatilayotgan A va B hodisalar uchun

P(AtiB) =P(A) +P{B)-2P(AB) =P(A +B)-P(AB)
ekanligini ko‘rsating

3. Tajribada kuzatilayotgan ~,8 va ¢ uchta hodisalar uchun
quyidagi go‘shish teoremasi o‘rinli ekanligini ko'rsating:

P{A+B+C)=P(A) +P(B) +P(C)-P(AB)-P(BC)-P(AC) +P(ABC)

4. Uchlari (0,0), (1,0), (1,1) va (0,1) da bo‘lgan kvadratdan
tavakkaliga M(x,y) nuqta tanlanmoqda. Quyidagi hodisalar
ehtimolligini toping:

A=]|(x,y)\ x2+y2<a2 a>o}
B ={(x,y)\xy <a, a>0}
C ={(*y)\max(jr,") <a, a>0}

Javob:

4
- n ;
P(A)= Ja2-1 +a2 -----arccos—-]], l<a<-R2

(1-Ina), O<ac<l
1<a
O<ac<l1
1<a
P{D) =a(2-a)

5. Agar p va q lar [-i,i] oraligdagi sonlar boTsa, x2+px+q=0
tenglama haqiqiy ildizga ega bo‘lishi ehtimolligini toping.

Javob: —

24
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6. Uzunligi | ga teng kesmadan tavakkaliga ikkita nuqta tanlandi.
Hosil boigan uchta kesma yordamida uchburchak yasash mumkin
boiish ehtimolligini toping.

Javob: —
4

7. Radiuslari R>r boigan ikkita konsentrik aylanalar berilgan.
Katta aylanadan tavakkaliga A va B nugqtalar tanlanadi. Hosil
boigan AB kesma kichik aylanani kesmaslik ehtimolini toping.

Javob: —arccos —
n R

8. Oilada ikkita farzand bor. 0 ‘g‘il va qiz bolalar tugilishi
bogiigsiz va teng imkoniyatli boisin. Agar oilada o‘g‘il farzand
borligi maium boisa, ikkala farzand ham o‘g‘il bola boiish
ehtimolini toping.

Javob: —
3

9. Uchta o‘yin kubigi tashlandi. Quyidagi hodisalar kuzatilmoqda:
A={Turli ragamlar tushadi}
B={hech boimaganda bitta kubikda “6” ragami tushadi}.
P(B/A) va P( Al B) ehtimolliklami hisoblang.

Javob: P(B/A) =0,5, P(A/B) =»

10.1dishda 12 ta qizil, 8 ta yashil va 10 ta sarig sharlar bor.
Tavakkaliga ikkita shar olindi. Agar sariq shar olinmagan boisa,
turli rangdagi sharlar olingan boiish ehtimolini toping.

Javob:— .
95

11. A va B hodisalar biror tajribada kuzatilayotgan boiib,
P(B) =0,4, P(A/B)=0,3 va p(A/b)=0,2 boisin. Quyidagi
ehtimolliklami hisoblang:

pa).p(2-b), p(2+b), p(AaB).

Javob: P(A) =0,24, p (AB) =0,48, P(A+b)=0,88, P(AaB)=0,4.

12.Statistik maiumotlar bo‘yicha matematika fakulteti talabalarining
60 foizi sport bilan shug‘ullanadi, 40 foizi ilmiy ish bilan faol
shug‘ullanadi va 20 foizi ham sport ham ilmiy ish bilan
shug‘ullanadi. Fakultet ro‘yxatlaridan tavakkaliga bitta talaba
tanlangan.  Quyidagi hodisalarning  ehtimolligini  toping:
/1I={tanlangan talaba qayd etilgan mashg‘ulotlaming kamida
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bittasi bilan shug‘ullanadi}; B= (tanlangan talaba fagat sport bilan
shug‘ullanadi}; C={tanlangan talaba faqat bitta mashg‘ulot bilan
shug‘ullanadi}.
Javob: P(A) =0,8; P(B)=0,4; P(C)=0,6.
13.Akbar va Botir navbat bilan tanga tashlaydi. Kimga birinchi
“gerb” tushsa, o‘sha odam yutadi. Akbar birinchi bo‘lib tashlaydi.
Agar tangani yetarlicha ko‘p marta tashlash mumkin bo‘lsa, har
birining yutish ehtimolliklarini toping.

Javob: p,=~3; p?=-§;

14 Hakamlar hay’ati 3 ta hakamdan iborat. Birinchi va ikkinchi
hakam bir biridan bog‘ligsiz ravishda p ehtimollik bilan to‘g‘ri
garor gabul qiladi, uchinchi hakam esa qaror chigarish uchun
tanga tashlaydi. Yakuniy xulosa ko‘pchilik ovoz bilan chiqgariladi.
Hakamlar hay’ati to‘g‘ri gqaror chigarish ehtimolligini toping.

Javob: p

15.Sportchilar gumhida 20 ta chang‘ichi, 6 ta velosipedchi va 4 ta
yugumvchi bor. Saralash normasini bajarish ehtimolligi
chang‘ichi uchun 0.9, velosipedchi uchun 0.8, yugumvchi uchun
0.75. Tavakkaliga ajratilgan sportchining normani bajara olish

ehtimolligini toping.
Javob: 0.86.

16.1dishda 15 ta yangi va 5 ta ishlatilgan tennis koptoklari bor. 0 ‘yin
uchun tavakkaliga 2 ta koptok olindi va o'yindan so‘ng yana
idishga qaytarildi. Ikkinchi o‘yin uchun yana ikkita koptok
tanlandi. Ikkinchi o‘yin yangi koptoklar bilan o‘ynalish
ehtimolligini toping.
Javob: 0,445
17.Shaxmat taxtasiga oq va qora rangli ikkita “fil” qo‘yiladi. Bu
figuralar bir-biriga xavftug‘dirish ehtimolligini toping.

Javob: —
36

18.Talaba 25 ta imtihon biletidan 10 tasini biladi. Qaysi holda
talabaning biladigan bilet olish imkoniyati ko‘proq: birinchi bo‘lib

bilet olsami yoki ikkinchi bo‘lib bilet olsami?
Javob: imkoniyatlar teng.
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19.Agar barcha mahsulotning 4% i sifatsiz, sifatli mahsulotning 75%
i birinchi nav talabiga javob berishi ma’lum bo‘lsa, tasodifan
olingan mahsulotning birinchi navli bo‘lish ehtimolligini toping.

Javob: 0,72.

20.1chida ikkita shar bor idishga bitta og shar qo‘shildi. Yaxshilab

aralashtiilgach bitta shar tanlandi. Agar tanlangan shar oq ekanligi

ma’lum bo‘lsa, idishda oq shar golgan bo‘lish ehtimolligini
toping.

Javob: —
3
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IIl BOB. TASODIFIY MIQDORLAR VA TAQSIMOT
FUNKSIYALARI

111 bobni o‘qgib chigish natijasida:
- Tasodifiy migdor va tagsimotfunksiyalar.,
- Tagsimotfunksiyalarming turlari.
- Tasodifiy vektorlar va ularning tagsimotlari.
- Turli tipdagi tasodifiy vektorlar.
- Tasodifiy migdorlar bog 1igsizligi.
- Ehtimolliklar nazariyasidafoydalanadigan integraliar
hagida tasawurlarga ega bo‘linadi;
- Tasodifiy miqdorlar ehtimolliklarfazosidagi o ‘Ichovlifunksiyalar
bo fishini.
- Tagsimotfunksiyalari ma lum xossalarga ega bo flishini.
- Mavjudlik teoremasi o rinli bo fishini.
- Ehtimolliklar nazariyasida Lebeg, Stiltes, Riman integrallaridan
foydalanishni
bilish va amalda qo‘llay olish;
- Tagsimotlarning zichlikfunksiyalarini.
- Diskret tipdagi tagsimotlarni.
- Ko p o Ichovli absolyut uzluksiz tagsimotlarni.
- Lebeg, Stiltes, Riman integrallarining xossalarini
o‘rganib olish mumkin.

§ 3.1. Ta’rifva misollar

(n,3,P)-biror ehtimollik fazosi berilgan bo‘Isin.

Ta’rif 1. £ tasodifiy miqdor deb Q to‘plamni haqiqiy sonlar
to‘plami R ga akslantiruvchi oichovli £ = £ (co) funksiyaga aytiladi, ya’ni
ixtiyoriy Borel to‘plami B e B (/i) ning aksi (proobrazi)

a -algebra 3 ga tegishli to‘plamdir.
Bunday hollarda £ funksiya (i2,..7) ni ga o‘lchovli

akslantiradi deyiladi.

Masalan, tanga tashlashda Q ikki nuqtadan iborat: gerb va ragam.
Agar tanganing gerb tomoniga 1 va ragam tomoniga 0 giymatni mos
go‘ysak, quyidagijadval ko ‘rinishda berilgan tasodifiy migdomi olamiz:

© G R
. 1 0
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0 ‘yin kubigi tashlaganda ustki yogida tushadigan ochkolar soni ham
tasodifiy migdorga misol boiadi va uni

0 ® @ ®6
1 2 6

koiinishda ifodalash mumkin.
j(x,y):x2+y2<t} to‘plam oichovli boigani uchun

[O<jc<1;0<y<Il] kvadratga tasodifiy ravishda tashlangan nuqtadan

koordinatalar boshigacha boigan masofa ham tasodifiy miqdor boiadi.

Yuqorida ta’kidlanganidek, tasodifiy miqdor ta’rifidan to‘g‘ri chiziq
R da aniglangan Borei to‘plamlarining er-algebrasi B (&) dan olingan
ixtiyoriy B to‘plam uchun

munosabat o'rinli. Demak, oichovli fazoda  (B) =P(£, e B)
ehtimollik aniglangan ekan.

Ta’rif 2. (B) ehtimollik t, tasodifiy migdorning taqsimoti deb
ataladi.

Demak, £ tasodifiy migdor abstrakt ehtimollik fazosi (Q,3,P) ni R
dagi (R,B(R),P¢ j ehtimollik fazosiga akslantiradi deb tushunish mumkin.

Agar B =(-00,x) deb olsak, haqigiy sonlar o‘gida aniglangan

(x) =P(C <x) funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiyaga | tasodifiy
miqgdorning tagsimot funksiyasi deyiladi.

Quyida tagsimot funksiyasi tasodifiy migdorning tagsimotini toia
aniglashiga va tasodifiy migdomi tavsiflashda keng qoilanishiga amin
boiamiz.

Tushunmovchiliklar kelib chigmaydigan joylarda keyinchalik  (x)

yozuv o‘miga oddiy belgi F(x) ishlatamiz.

£ tasodifiy migdor Q to‘plamni R haqiqiy sonlar o°‘giga
akslantirgani sababli P(|*| <00)=p [{d; C(®) ei?}j = P (tt) =1 tenglik o‘rinli
boiadi. Ayrim hollarda bunday tasodifiy miqgdorlar bilan oo giymatlar

gabul qiluvchi tasodifiy miqdorlami ham ko‘rib o‘tish qulay. Bunday
tasodifiy migdorlar Q to‘plamni Ru {£00}ga oichovli akslantiradi.

=00)>0 shartni ganoatlantiruvchi C(@>) tasodifiy migdorlami

xosmas tasodifiy miqdorlar deb ataymiz. Shunday tasodifiy migdorlar hosil
boigan vaziyatni alohida ta’kidlaymiz.
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Misol 1. Tajribalar soni n va ehtimollik parametri p bo‘lgan

Bemulli sxemasini ko‘raylik (§1.5). Maiumki, bu vaziyatda Q elementar
hodisalar fazosi O va 1 lardan iborat n uzunlikdagi barcha mumkin
boigan ketma-ketliklardan iborat. 3 ~ a -algebra sifatida Q ning barcha

gism to‘plamlari sistemasini olamiz. Q to‘plamda tasodifiy migdomi
quyidagicha aniglaymiz: 0 va 1 lardan iborat har bir ketma-ketlikka shu
ketma-ketlikdagi birlar sonini mos go‘ysak, tasodifiy migdomi aniglagan
bo‘lamiz va tasodifiy miqdor G(@>) uchun

p.(*)=p(4 @=*)=c,V (- p)"-k, k=0l...«.
Demak, bu tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi
F(x)=U>B%),
<x

bunda yig‘indi barcha xdan kichik butun k lar bo‘yicha amalga oshiriladi.
Agar x<0 boisa, F(x) =0 va x>n bo‘lsa, F(x) =1 boiadi.

Misol 2. Haqiqgiy sonlar o‘gidan olingan [a,b\ kesmaga tasodifiy
ravishda nuqta tashlanmoqda. Bunda nuqgtaning [a,b\ kesmaning biror

gismiga (kesmaga tegishli biror to‘plamga) tushish ehtimoli shu
to‘plamning Lebeg oichoviga proporsional deb gabul gilingan. Bunda Q
\a,b\ kesmadan iborat va J a - algebra [a,b\dan olingan Borel to‘plamlar
sinfidan iboratdir. Tasodifiy miqdorlami quyidagicha aniglaymiz:
£ (cd) = £5, <»ela,e],

ya’ni tasodifiy migdor [a,b\ kesmaga tashlangan nuqta tushgan songa teng.
Bunday aniglangan tasodifiy migdor o‘lchovli fimksiyadir. Agar x<a
boisa, F(x)=P("<x) =0. Agar xe[a,e] boisa, {%<x} hodisa
nuqtaning [a,x) intervalga tushganini anglatadi. Ushbu intervalga tushish
ehtimoli interval uzunligiga proporsional, demak,

F(x) =P(G<x) =

Agar x>b boisa, F(x) =1 boiishi tushunarli. Natijada quyidagini hosil
gilamiz:

0, x<a,
X-a

a<x<b,
b—a’
1, x>b.

Bu funksiyani \a,b\ intervalda aniglangan tekis taqgsimot funksiyasi
deyiladi.
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Misol 3. Normal tagsimot. Ehtimoliklar nazariyasida normal

tagsimot juda muhim rol o‘ynaydi. Parametrlari a va a1 bo‘lgan normal
tagsimot deb

F(x)=-y="|e la2 du, aeR,a2>0,
-00

tagsimot fixnksiyasiga aytiladi. Bu funksiya uchun

I (x-af
1 0 ——
F(+o0)= —: Je2 a dx=1
\ 2TiCT -

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Buni ko‘rsatish uchun oxirgi integralda U:yGA

almashtirishni bajarsak, analiz kursidan ma’lum Puasson integraliga
kelamiz:

—e0
Normal tagsimot ko‘p hollarda Gauss tagsimoti deb ham ataladi.
Keyingi paragrafda (R,B) aniglangan Lebeg o‘lchovi n(B) uchun

munosabat o‘rinli ekanligini ko‘ramiz. Keltirilgan misollardagi tagsimot
funksiyalarining sxematik grafiklari quyidagi rasmlarda berilgan.

§ 3.2. Tasodifiy migdorlar orqgali aniglanadigan hodisalar

Tasodifiy miqgdor ¢j(cu) biror ehtimollik fazosi (fi,J,P) da
aniglangan bo‘Isin. U holda,

Q —» 7?(-00,00j
va har ganday x e R uchun
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{oomg(@>)<xj=<r((-<»jc))eD.

Teorema. (Q,3,P) ehtimollik fazosi boiib, unda ¢j=¢;(co) tasodifiy
miqgdor aniglangan boisin. Agar B to‘g‘ri chiziqdagi (8 ¢ A ixtiyoriy
Borel to‘plami boisa,

E,~\B) ={co\C(a>)eB)
tasodifiy hodisa boiadi, ya’ni ;T1(B)e 3.

Isbot. Ishonch hosil qilish mumkinki, to‘plamlardan ularning
proobrazlariga “o‘tish amali” (ya’ni BcR dan to‘plamlariga
o'tish) to‘plamlar ustidagi U,fl va amallarini saglaydi. Demak,
quyidagi tengliklar o‘rinli:

r~u5,j=u
r'i\n z,l')J—nr'fo) ®

r 1(R)=pGR).
Lemma. Tasodifiy migdor (Q.,3,P) ehtimollik fazosida aniglangan
boisin. U holda, Q ning quyidagi gism to'plamlari
{co£(0)>x}, fco; Q(CO) < x3,

{o; £(«)> jc}, {<a; a <

tasodifiy hodisalar boiadi, yani bu to‘plamlaming har biri
3 a -algebraga tegishli boiadi.
Isbot. Bevosita quyidagi tengliklar o‘rinli ekanligiga ishonch hosil
gilish mumkin:
{co; £(©) > x} = fi\{oe; C(co) < x},

{&> G(@>) <x} = f_| .00} G(a>) <x +_le

{to; C(t»)> x} = CI\{co; C(co) < jc},
{co; a<”™(co) <b} = {co; £(®) < 2}\{<u; C(co) < a},
{co; a<£ (to)<e] = {o; G(a>) < {to; £(©) < a},
fto; 4<0) =x}=1®; £(@) " x}\ {® $(®) <*m
Funksiya C=C(co) ni oichovli funksiya ekanligidan har ganday xe R
uchun {oo; G(co)<x}e3. Demak, keltirilgan tengliklardan va a - algebra

xossasidan lemmaning isboti kelib chigadi.
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Quyidagi B to‘plamlar sistemasi
K={B,BcR,%-I(B)e3}
yugorida keltirilgan tengliklarga ko‘ra, er-algebra tashkil etishini eslatib
o'tamiz. 0 ‘z navbatida, isbotlangan lemmaga asosan [a,b) ko‘rinishdagi
yarim intervallar K sistemaga tegishli boiadi ([a,A)e Al). Borei

cr-algebrasi B intervallar sistemasini 0‘z ichiga oluvchi minimal
ct-algebra boigani uchun Bei K. Demak, teorema har ganday Borei
to‘plami B uchun o‘rinli ekan.

8§ 3.3. Tagsimot funksiyalarning xossalari

Tasodifiy migdor £ ning tagsimot funksiyasi
(") = > (E-"(«> %)) =/>(1<*)
quyidagi xossalarga ega boiadi:
F 1. Har ganday xzR uchun o<H (*)<i.
F2. Har ganday x, <x2laruchun H(*,)< (x2.
F3. H(x) chapdan uzluksiz, ya’ni
im B(X)=3j~ Fw -R((X0-
Fa. dime= (-®=o,
Jim o =For @=1
FlI xossaning isboti tagsimot funksiyasining ta’rifidan, F2 xossa
ehtimollikning monotonlik xossasidan kelib chigadi: agar «. < x> boisa,
{a:4(cd)<x,}c {<0:4 (a>) <x2}
F3 xossani isbotlash uchun
An= (es>in(os)< . A ={a:d(ca)<x0)
hodisalarni koiamiz. Bu yerda {*, n> 1} monoton o‘suvchi va da
xn < xa, xn—»x0 (x" —> X0—0)
Oxirgidan

4, = CK =A=limA,

munosabatlar o‘rinli boiganligi kel}b chigadi. Demak, P() ehtimollikning
uzluksizlik xossasiga ko‘ra,

tenglikni olamiz. Endi
P(A,) =P(4<x,,) =F((X,,)
P(A)=P($<x0) =F((x0)
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tengliklami hisobga olib, F3 xossaning o‘rinli bo‘lishiga ishonch hosil
gilamiz.

F4 dagi birinchi tenglikni olish uchun monoton kamayuvchi va
Y,,->-c0 («->a) ketma-ketlik orgali

o‘suvchi bo'lmagan (B,tlsf3,,) hodisalar ketma-ketligini tahlil gilamiz. Bu
ketma-ketlik uchun

limB,,=B =f)B,,=0

va ehtimollikning uzluksizlik xossasida;l
limP(B,) =P(0)=0

kelib chigadi.

Oxirgi tenglikni esa,

ko‘rinishda yozish mumkin. F4 dagi ikkinchi tenglik shunga o°‘xshash
ravishda isbotlanadi. Bu holda V ketma-ketlikni monoton kamaymaydigan
(o‘suvchi) va Y,>+m shartni bajaradigan qilib tanlash yetarli bo‘ladi. F4
xossadan tagsimot funksiyasi K (x) ni toia variatsiyasi

Jar"Ff (x) =Fs(+00)-Ff ("0) =1
ekanligi kelib chigadi.

Tagsimot funksiyaning keltirilgan xossalariga asoslanib, tasodifiy
miqgdor va uning tagsimoti hagida mukammal va umumiy tasavvurga ega
boiish mumkin. Bunda quyida Kkeltirilgan mulohazalar muhim rol
o0‘ynaydi.

Ta’rif. R da aniglangan F(x) funksiya F1-F4 xossalami
ganoatlantirsa, uni tagsimot funksiyasi deyiladi.

Teorema. Agar F(x) tagsimot funksiya bo‘lsa, u holda (Q,DP)
ehtimollik fazosi mavjud bo'lib, unda i =<*(«) tasodifiy miqdomi aniglash
mumkin, uning tagsimot funksiyasi

FH{X) =p (Z<x) =f {x)
bo“ladi.

Keltirilgan teoremani mavjudlik teoremasi deb tushunish tabiiy,
chunki unda berilgan F(x) tagsimot funksiyasiga ega bo‘lgan tasodifiy

migdoming mavjudligi ta’min etiladi (aslida esa bunday tasodifiy
miqdorlar cheksiz ko‘p bo‘ladi).
Isbot. Talab qilingan ehtimollik fazosi (Ci,9,P) ni keltiramiz.

Elementar hodisalar fazosi sifatida n =i?=("+00), F=R-to ‘g‘ri chiziq R
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da Borei to‘plamlari a- algebrasi deb gabul gilamiz. Ravshanki, \ab)
interval yoki chekli sondagi bunday intervallaming yig‘indisi
ko‘rinishidagi to‘plamlar sistemasi % algebra tashkil giladi va ,0 sistema

yuzaga keltirgan g- algebra
ar(3,,)=B.
Ta’kidlab o‘tamizki, xususan a=-°0, ;=+a> bo‘lishi mumkin. 3 sistemada
berilgan tagsimot funksiyasi F(x) orgali to'plamlar funksiyasi P()ni
quyidagicha aniglaymiz:
Agar AzF0boisa,
A=E:J|[a,,b|), nti

ko‘rinishida boiadi (bu yerda [a)b) intervallami o‘zaro kesishmaydigan
deb hisoblash mumkin) va P() funksiyani

A
tenglik bilan aniglaymiz. Bundan ko'rinadiki, P (")-to‘plamlarda
aniglangan chekli additiv funksiya va P(n) =I boiadi. Oxirgi jumlada /’ @
funksiyaning tagsimot funksiyasi ekanligidan foydalanildi.

Endi /X funksiyaning  da sanogli additiv (o- additiv) boiishini
isbotlaymiz. Buning uchun uning uzluksiz boiishini ko‘rsatish yetarli
boiadi. 0 ‘z navbatida har ganday monoton kamayuvchi ketma-ketlik
{A,,,n>T} (Ai.€3,, har ganday «>| boiganda Al ¢ Aii) uchun

limi>(4,)=P(¢), A=()A»

tenglik o‘rinli ekanligini tekshirish yetarli boiadi.
Umumiylikni cheklamagan holda

(;:1;214,:Ia:b)
deb hisoblash mumkin. Har ganday n>1 uchun a~an ekanligidan, 4,
to‘plam shunday [a,h) intervalni o‘z ichiga oladiki, bu interval uchun
a,<a, m>b tengsizliklar bajariladi va uni 4, dagi A ni 0‘z ichiga oladigan

maksimal interval deb gabul qilish mumkin. Aytilganlardan Kkelib
chigadiki, gandaydir n>1 dan boshlab
An={anbn) =[anb).
Demak,
limP(4,) =lim[F(&)-F(a,)] =F(e)-F(a)=P(").
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Oxirgi tenglik ~ da aniglangan P() funksiyaning sanoqli additiv
ekanligini isbotlaydi. Endi ma’lum Karateodori teoremasiga asoslanib
(W.N.TuxmaH, A.B.Ckopoxog, M.N.AapeHko. Teopusi BeposTHOCTel U
maTemaTnyeckas cratuctuka. 'n. 3. 83) ehtimollik funksiyasi p(-) ni L-
algebradan uni u yuzaga keltirgan a-algebra ga yagonalik shartini
bajargan holda davom ettirish mumkin. Yugorida keltirilgan
0-(30)=S-(to‘g‘ri chiziqgdagi Borel to‘plamlari sistemasi (cr-algebrasi))
munosabatni e’tiborga olib (n,3,P) (n=RD=B,P), ehtimollik fazosini
tuzamiz vaunda %@)=a>koordinat fiinksiyasini aniglaymiz.

Bu holda,

P({<u: t; ((0)<x}* =P(-<a,x) =F(x)

Demak, £(«) =«- tasodifiy migdor berilgan tagsimot funksiyasi F ga ega
boiadi.

Agar tagsimot fiinksiyasini

F{x) =P{t<x)

tenglik bilan  ta’riflasak, F(x) o‘ng tomondan uzluksiz boiishiga
(f(x +0)=F(x)j ishonch hosil gilish mumkin. Umuman aytganda, tagsimot

funksiyasi gabul gilingan ta’rifga nisbatan o‘ng tomondan uzluksiz boiishi
shart emas, chunki uzluksizlik aksiomasiga asosan

F(X+O)' F(X)=|I1I_g}) F\x+-\-F (x)

dimP| x</"<x +—\=P x,x+:1—

= =X)=F(x+0)- F(x- 0)

Oxirgi tengliklardan kelib chigadiki, tagsimot funksiyasi F(x) ning *
nugtada uzluksiz boiishi uchun, P%=jo=0 boiishi yetarli va zaruriy
shart.

Keltirilgan munosabatlardan

P(a<%<b) =H(([a,b]) =F(b +0)-F(a)
ekanligi kelib chigadi.
Misol 1. Quyidagi tenglik bilan aniglangan fimksiya
* e
dJaQIZ(x):-Le/i—[e ('2; du, aeR, a >0
lkg

tagsimot  fimksiyasining F1-F4 shartlarini  ganoatlantiradi va u
ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistikada markaziy rollardan birini
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0‘ynaydi. Demak, gandaydir ehtimollik fazosi (Q,5,P) da aniglangan
<=4 (®) tasodifiy migdor mavjud boiadiki,

P(C<x)=<aa, (x)
tenglik o'rinli boiadi (yuqorida keltirilgan mavjudlik teoremasiga asosan)
va bu tasodifiy miqdor parametrlari («cr2) boigan normal tagsimlangan

tasodifiy migdor deb ataladi.
Misol 2. Quyidagi tenglik bilan aniglangan funksiya

nA x) :{%k«}'[\‘?!«‘% 1>0
tagsimot funksiyasining hamma F1-F4 shartlarini ganoatlantiradi. Unga
mos kelgan tasodifiy migdor £ giymatlari
0,12,.}
to‘plamni tashkil giladi va bu giymatlar n1(x) funksiyasining uzilish
nugtalari boiadi.
Demak,

P($ =k) =nx(k +0) - nx(k) :?Ie \ k =01.2,...

tenglik o'rinli boiadi. Bu tasodifiy miqdor, parametri 1>0 boigan
Puasson tagsimotiga ega deb ham yuritiladi.

8§ 3.4. Tagsimotlarning zichlik funksiyalari

Faraz gilaylik, £ tasodifiy migdor boiib, uning tagsimot funksiyasi
P(C<x) =F(x)
boisin. | tasodifiy miqdor uzluksiz tagsimot funksiyasiga ega deyiladi,
agar integrallanuvchi p(u) funksiya mavjud boiib

F(x)= }p(u)du, xeR 1)

tenglik o‘rinli boisa. Funksiya p(u) tasodifiy miqdor ¢ tagsimotining
zichlik fiinksiyasi deyiladi.
Matematik analiz kursidan maiumki, (1) tenglikdagi p(-) funksiya
uzluksiz boisa, F(x) funksiya differensiallanuvchi boiib
F'(x) =p(x)
tenglik bajariladi. Bunday funksiyaning sxematik grafigi quyidagi rasmda
keltirilgan.
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Tagsimot funksiyasi F(x) kamaymaydigan boigani uchun F'(x)>0.
Demak, p(x)-manfiy boimagan funksiya va (1) tenglikdan ko ‘rinadiki,
F'(x) =p(x) tenglik deyarli hamma x lar uchun o‘rinli boiadi.

Agar £ tasodifiy migdor p(x) zichlik funksiyasiga ega boisa,

b

P(a<t; <b)= fp(u)du. 2

Hagigatan ham,
P(a<G<b) =P(C<b)-P(C<a) =F(b)-F(a)
Bundan va (1) tenglikdan (2) tenglikni olamiz (tasodifiy migdor £ ning
giymatlari [a,b) kesmaga tushish ehtimolligi rasmdagi shtrixlangan yuzaga
teng). 0 ‘z navbatida (2) tenglikdan p(-) funksiya uzluksiz boigan holda,
P(x<C<x +Ax) =p(x)Ax +0(Ax) (3)
Oxirgidan esa,
p(x)= |imi(xf_g_f_)f j-_fo\“rz: |%F_(__X__-'_-_6£)%_-_E_(i) :F'(X\
va bu tenglik p(-) ni tagsimotning zichlik funksiyasi deb atashga asos

boiadi. (1) tenglikdan va F(+e) =i ekanligidan

Ip{wdu=1 (4)

Aytib o‘tilganlardan xulosa qilish mumkinki, tagsimotning zichlik
funksiyasi bu-(l) va (4) tengliklami ganoatlantiruvchi manfiy boimagan
» () funksiya va aksincha, har bir zichlik funksiya (4) tenglikni
ganoatlantiradi. Umuman, (1) tenglik ko‘rinishidagi hamma F(x)
funksiyalami absolyut uzluksiz tagsimot funksiyalari deyiladi. Bu tagsimot
funksiyalar (4) shartni ganoatlantiruvchi zichlik funksiyalari orgali bir
giymatli aniglanadi. lIzohlab o'tamizki, (4) shart o'miga undan ancha
umumiy boigan munosabatlarga o ‘tish mumkin. Masalan,

~(x)>0 boiib, p(u)eL; (-00,e8) boisa, ya’ni
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shart bajarilsa, p(x) = funksiya (4) shartni ganoatlantiradigan zichlik

funksiya boiadi.
Eslatib o‘tish mumkinki, agar zichlik funksiyasi p{) (4) shartni
ganoatlantirsa, (1) tenglik bo‘yicha aniglangan F(x) funksiya F1-F4

xossalaming hammasini ganoatlantiradi va oldingi paragrafdagi mavjudlik
teoremasiga asosan tagsimot funksiyasi F(x) boigan tasodifiy migdor

mavjud boiadi.
Misol 1. Parametrlari (<32 boigan normal tagsimot N(a,<j2}
quyidagi zichlik funksiyasi orgali aniglanadi:

Birinchi navbatda p(x) funksiyani tagsimotning zichlik funksiyasi

boiishini tekshirish kerak boiadi, ya’ni (4) tenglikka asosan
(x-ef
e 2z dx=\

boiishiga ishonch hosil gilish kerak boiadi.
Hagigatan ham, oxirgi integralda
_Xx-a

almashtirishni bajarsak,

boiadi. Analiz kursidan maiumki (Puasson integrali),

@
je " u=-Jrc

-0

funksiyaning F1-F4 shartlarini bajarishini ko‘rish mumkin. Zichlik
funksiyasi p(-) sxematik grafigi quyidagi rasmda keltirilgan
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Misol 2. [a,b] oraligda tekis tagsimot deb, quyidagi zichlik funksiyasi

p(x)=ib-a’ xelppYy

[o ii[o,i]
orgali aniglangan tagsimotga aytiladi.

Quyidagi rasmlarda [ab] oraligdagi tekis tagsimotning zichlik va
tagsimot funksiyalarining grafiklari keltirilgan

y=p(x)

b X a 0

Misol 3. Quyidagi zichlik funksiyasi orgali aniglangan tagsimotni
ko‘ramiz:
0, agar x <0

p(x) =p(x,A,q) = Xq

r(9)
va bu yerda r( )- Eyler funksiyasi

@

T(M)= \xg'e~x*dx, X,q>0.
0

xq'e u, agar x>0

Keltirilgan zichlik funksiyasi p(x,x,q) ga ega bo‘lgan tagsimot-Gamma
tagsimot deb ataladi. Xususiy holda g=i boisa, r-tagsimot funksiya
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ko‘rsatkichli tagsimot deb ataladi va u texnikaga oid masalalarda ko‘p
uchraydi.

8§ 3.5. Diskret tipdagi tasodifiy migdorlar

Ixtiyoriy ehtimollar fazosida &(co) tasodifiy miqdor

aniglangan boisin. Bu tasodifiy migdomi diskret tipdagi tasodifiy migdor
deyiladi, agar uning giymatlari diskret to‘plamni tashkil gilsa (eslatib
o ‘tamizki, chekli yoki sanoqgli elementlarga ega boigan to‘plamlar diskret
to‘plamlar deb ataladi).

Teorema. Q da aniglangan §<a) funksiya chekli yoki sanoqli

sondagi

giymatlami gabul qilsin. Bu funksiya F ga nisbatan oichovli boiishi
uchun n ning barcha giymatlarida
® =« e3 (D
munosabatning bajarilishi yetarli va zaruriy shart boiadi.
Isbot. Hagigatan ham, £(<ad) funksiya uchun (1) munosabatlar o‘rinli
boisa, bu funksiya F ga nisbatan oichovli boiadi, chunki har ganday
hagigiy son * uchun

{©£®<x]= (J {&=%o)=ante3.
125k
Aksincha, 0> oichovli funksiya boisa, har ganday haqgigiy son a uchun

{© %) =a}=nj® £ (®)e a+~jj6

munosabat o‘rinli boiadi.

Isbotlangan teoremadan quyidagi xulosaga kelish mumkin. Agar
4(co)- diskret tipdagi tasodifiy miqdor boiib, uning giymatlari
ketma-Kketlikni tashkil etsa, har ganday n uchun

M =p{{a-%{a>) =a}) )
ehtimolliklar aniglangan boiadi. Ehtimollik tagsimotini tashkil giladigan
[p...n> 1 ketma-ketlik £(®) tasodifiy migdoming tagsimoti deb ataladi,
chunki | ning tagsimot funksiyasi

Aix)= X_R

i<}
tenglik bilan toia aniglanadi.
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Aytilganlardan diskret tipdagi tasodifiy migdoming tagsimotini

£(©) giymatlari & an
Ehtimolliklar A A M
Qayd qilib o‘tamizki, pn>0, J*p,, =1.

Endi, diskret tipdagi diggatga sazovor boigan tasodifiy migdorlarga
misol keltiramiz.

Geometrik tagsimot. Faraz gilamizki, natijalari biror hodisaning
ro‘y berish yoki ro‘y bermasligidan iborat boigan bogiiqsiz tajribalar
o0 ‘tkazilayotgan boisin.

Kuzatilayotgan hodisa ro‘y berish natijasini “yutuq” yoki 1deb, ro‘y
bermaslik natijasini “yutqiziq” yoki 0 deb hisoblaymiz. Aytaylik, tajribalar
birinchi marta “yutuq” (1) natija ro‘y berishiga gadar davom ettirilsin va
birinchi marta 1 ning ro‘y berishiga gadar o‘tkazilgan tajribalar soni £
boisin. Bu tasodifiy migdoming tagsimotini topaylik. Har bir tajribada 1
ni paydo boiish ehtimolligi p, o ni paydo boiish ehtimolligi g=\-p
boisin. Elementar hodisalar fazosi Q sifatida quyidagi

i5=i1,01,001,...,00...0,..

sanogli to‘plamni olish mumkin. Tajribalar o‘zaro bogiigsiz deb
hisoblangani uchun
P 00.01 -q p.

vV owl J

Shunday qilib,
P(E(#>) =n)-q"™"1p, n=12.. 3)

va

!JE:I i>(’\=«)=£l?"'lp :k_:ﬁ /\P =]
(3) dagi ehtimolliklar geometrik tagsimot deb aytiladi.
Agar tasodifiy migdor £ geometrik tagsimotga ega boisa, har
ganday m >l uchun
P(C=n+m/C>n) =P(C =m) 4
tenglik o‘rinli boiadi.
Hagigatan ham,

P(¢c=n+T/g >n)N_P%C nrm C>n).=i(§(zr;)m). =q_"
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Keltirilgan (4) formulani quyidagicha sharhlab o'tish mumkin.
Telefon orgali aloga sxemasini ko‘raylik. Faraz gilamizki, bu alogalar
uzunligi butun sonlarda ifoda etiladigan minutlarda oichansin. Har
minutning boshida p ehtimollik bilan alogani to‘xtatish hagida qgaror
gilinsin va 1-p ehtimollik bilan aloga davom ettirilsin. Bu holda, telefon
orgali gilingan aloga uzunligi tasodifiy migdor boiib, u geometrik
tagsimotga ega boiadi. Keltirilgan sxemada (4) tenglik telefon alogasi
n-I-minutda to‘xtatilgan boimasa, uning yana n+m minut davom etishi
shartli ehtimolligi, aloganing m minut davom etishi shartsiz ehtimolligiga
teng boiadi. Telefon orqgali aloganing (4) tenglik bilan aniglanadigan
xossasi aloganing gancha davom etishi shu minutga gadar oigan aloga
uzunligiga bogiiq boimaydi. lzohlab oiilgan xossani “oldingi oigan
jarayonning” kelgusidagi ‘jarayonga” ta’siri boimaslik xossasi deb
tushuntirish mumkin, yoki gisqaroq gilib aytganda, (4) tenglik “oigan
vogealaming” kelgusidagi “voqgealarga” ta’siri boimasligini anglatadi. 0 ‘z
navbatida, oxirgi jumlani shartli ravishda “kelgusiga ta’sir yo‘qlik” xossasi
deb ham atash mumkin.

Quyidagi qiziq va foydali faktni gayd qgilib o‘tamiz. Hamma diskret
tagsimotlardan fagat geometrik tagsimot “kelgusiga ta’sir yo‘qlik”
xossasiga ega boiadi, ya’ni bu tagsimot (4) tenglik bilan toia tavsiflanadi.

Hagigatan ham aytaylik, {/>,,«> 1 giymatlari {,2,..} to‘plamni tashkil
etadigan biror tasodifiy migdorning tagsimoti boisin va bu tagsimot (4)
tenglikni ganoatlantirsin. Bu holda (4) tenglikni n>2, m>| boiganda,

-96*-=P,, (5)
%A
ko‘rinishda yozish mumkin.
Agar (5) da «=2 boisa,
Pmua= Pm-l&Ptz Pmi}-Pl)
oxirgi rekkurent munosabatdan
Pm={\~PiY"10Pi
tenglikni olamiz, ya’ni [pmm>1} geometrik tagsimot boiadi.

8 3.6. Tasodifiy vektorlar va ularning tagsimotlari

Matematikada d-oichovli Evklid fazosi Rd deb, aniq bir bazisga
asoslangan ¢/-oichovli chizigli fazo tushuniladi. Bu fazoning nugtalari
X,y,a,b kabi nugtalar bilan belgilanib, ular tanlangan bazisdagi
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koordinatalar orgali ifodalanadi. Masalan, X =(x1,x2,...,xd),
a=(ala?,...,ad) va hokazo. Fiksirlangan bazisda Rd ni “yarim
tartiblangan” fazo deb garash mumkin: a<b, agar ak<bk boisa,
k=12, agar ak <bkk =\,2,...,d, boisa a<b.

Rd fazodagi nuqgtalar to ‘plami

[a,b) ={x\a<x<b} ={(xl,...,xd),ax<Xj <bu...,ad <xd <bd}
intervallar deb ataladi. Xuddi shunga o‘xshash [a,b]([a,b]-[a,b) ning
yopigi), (a,b) ((a,b)-\a,b)mtervallarning ichki nugtalari) intervallami
ta’riflash mumkin.

Endi gandaydir ehtimollik fazosi (Q.,D,P) berilgan boisin. Evklid
fazosi Rd da giymatlar gabul giladigan tasodifiy vektor  deb (Jj,...,£d)-
tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligiga aytiladi. Bu yerda
4i, i=\,2,..d, (Q,3,P) da aniglangan haqiqgiy tasodifiy miqgdorlar q
tasodifiy vektoming i-koordinatasi deb ataladi, tasodifiy migdor
<m=fi((0)-F oichovli hagigiy = funksiya  boigani uchun
| =|(0) =(/1(i0),...,/d(6))), vya’ni tasodifiy vektor (D,3,P) da
aniglangan, Rd da giymatlar gabul giluvchi F -oichovli vektor funksiya
boiadi va bu funksiya Q ni Rd ga akslantiradi. Rd dagi ixtiyoriy to‘plam
B uchun (BcRd\

r 1(B) ={®;/(6)eB]lc n
B to‘plamning aksi (proobrazi) deb ataladi.
Yuqorida aytib o‘tilgan %=£(®)tasodifiy vektoming F -oichovli
funksiya boiishi, har ganday d-oichamli Borel to‘plami B uchun
(Scl)

ekanligini bildiradi. (|-1(B) Evklid fazosi Rd dagi hamma Borel
to‘plamlari sistemasi Bd ni F ga akslantiradi). Demak d -oichovli Borel
to‘plamlarida

F(B) =P ("{B))
oichov aniglangan boiadi. Bu oichovning ehtimollik oichovi boiishini

isbot etaylik. Hagigatan ham Rd dagi o‘zaro kesishmaydigan Borel
to‘plami ketma-ketligi
BxB2,...,Bn,.:..
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uchun

fo A ®
F UBn\=ZF{B,,)
vd J n=L

ekanligi quyidagi tengliklardan kelib chigadi:
UBnj=p (V (jjB'jj=ZP (rl(Bn))=IF(Bn).

Bulardan tashgari f (~ ) =p U~LRd))=P(Q)=1

Ehtimollik oichovi F(-) tasodifiy vektoming tagsimoti deb ataladi.
Aytib o‘tilganlardan £=£(«) tasodifiy vektor (Q,7,F) ehtimollik

fazosini Rdaniglangan {Rd,Bd,F* ehtimollik fazosiga akslantiradi deb

tushunish mumkin.

Tasodifiy vektoming tagsimoti bu vektor hagida toia axborot beradi,
chunki bu ehtimollik orgali £ bilan bogiiq boigan hodisalaming
ehtimolliklarini ifoda etish mumkin. Shuning uchun ham uni berilish
usullarini  topish muhim hisoblanadi. Umumiy holda bu tagsimotni
tasodifiy vektoming tagsimot funksiyasi orgali aniglash mumkin.

Ta’rif: Tasodifiy vektor £ ning tagsimot funksiyasi deb,

F{x) =P{" <xI,G2<X2,-,Zd <xd)
fimksiyaga aytiladi.

Tagsimot funksiyasining quyidagi asosiy xossalarini keltiramiz:
1 O<F(x)<lI;

2. Agar xlt... xd koordinatalaridan biri xk -»-00 boisa, limF(x)=0;

3. Agar xx-»+00, X2 ->+00,...,X¢, —»+00 boisa, limF(x) =1, irrunx®. —+00j;
4. F (x)funksiya chapdan uzluksiz. Eslatib o‘tamizki, F(x) (xe Rdj

funksiya chapdan uzluksiz deb ataladi, agar x* nuqtalar ketma-ketligi
N - 1 N—= 1 1 N) =
XN<X, «=12,.., va (|<_I>I’é1)X =X boisa, IlmF\()< }—F(x)
Tagsimot funksiyaning keltirilgan xossalarining isboti bir oichovli
(d =) tagsimot funksiyasi boigan holdan farq etmaydi va shuning uchun

bu haqda to‘xtab o'tirmaymiz.
Endi £ tasodifiy vektoming tagsimot funksiyasi F(x) bu vektoming

tagsimoti F(B) =P(CeB) ni toia bir giymatli ravishda aniglanishini
ko‘rsatib  o‘taylik.  Birinchi navbatda bu funksiya yordamida
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{(0;C@>) e[a,e)|, a<bh, a,b&Rd hodisalarning ehtimolliklarini
hisoblash mumkinligini ko ‘raylik.

Rd da aniglangan ixtiyoriy g(x) =g(xl,....xd) funksiya uchun
chekli-ayirma operatori Ah ni quyidagi formula bilan kiritamiz:

Ks(x) =g(xu...xi_1xi +h,xM ... xd)-g (x1,....xi,....xd), i-\,2,...,d
Agar Ah operator bir argumentli funksiyaga qoilanilsa, Ah o‘miga Ah deb
yozamiz.

0 ‘z-o‘zidan ravshanki, agar A ixtiyoriy hodisa, rj esa tasodifiy
miqdor boiib, /(¢)funksiya f(x) =P(Af]{ri<x}) =P(A;r]<x) tenglik
bilan aniglansa

P(A;x<T] <x +h) =Ahf(x)
formula o‘rinli boiadi. Oxirgidan induksiya orgali [h =(hl,...,hd))
P(Ce[a,a +h)) =ABAR...AldF (a) Q)

tenglikni olamiz.
Masalan, d =2 boigan holda (tekislikda)

P66 [«’*)) =A6-a, [F OI>M - Fiayal)] =

=F(bl,b2)-F (al,b2)-F (al,a2)+F(ala2)
formula (1) dan kelib chigadiki, tagsimot funksiyasi F(x) ehtimollik
F(B) ni B-to'plam d - intervallar ko‘rinishda boigan holda, bir giymatli
aniglaydi. Umumiy oichovlar nazariyasida ixtiyoriy Borel to*‘plami uchun

F(CS)=inf*Z-P([at,])j ekanligi isbot etilgan (bu yerda infB to‘plam

qoplovchi \ak,bk),k =12,... intervallar sistemasi bo‘yicha olinadi, ya’ni
BcU[alA)). Demak, tagsimot funksiyasi F(x), F(B) tagsimotni bir
k
giymatli aniglaydi.
Tasodifiy  vektor  £=<£(«) ning  tagsimot  funksiyasi
F(x) =F(xi,--,xd) boisin va t, vektoming “gisqgartirilgan” varianti
V=(G\,->&), s<d
vektorni ko‘raylik. Bu vektoming tagsimot funksiyasi F(x) orgali
quydagicha ifodalanadi:
Fj(xL...,xs) = P(Cl<xl,..Gs <xs) = P(Cl <xi,..4s <xs,C5tl <+co,...,Cd < +co0) =

="F¢ (x1,...xJ,*co,...,+00).
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Demak, | va 7 vektorlar A da bir xil tagsimot funksiyasiga ega
boiadi (scd).

8 3.7. Ko‘p oichovli absolut uzluksiz va diskret tagsimotlar

1. Absolyut uzluksiz tagsimotlar. Tasodifiy vektor £=£(0) absolyut
uzluksiz tagsimotga ega deyiladi, agar uning tagsimoti
FA(B)=F{B)= \p(x)dx = \1B(x)p{x)dx
B Rd

ko‘rinishda boisa. Bu yerda tenglikning o0‘ng tomonidagi integral Lebeg
yoki Riman ma’nosida tushuniladi, 1B(x) esa Borel to‘plami B ning

xarakteristik funksiyasi, ya’ni

[1 agar xgB
h ()= [O agar x&B,
Keltirilgan integralning yoyib yozilgan varianti
\p(x)dx =\...\p(xx...xd)dxv ..dxd )
B

va uning ehtimollik tagsimoti boiishi uchun p{xx...xd) funksiya quyidagi
shartlami ganoatlantirishi kerak:
1. /[?2(x)>0 har ganday x =(xl,..xd)eR 1.
2. 3pDOAX= ] - I pfxx..xd)dxi..dn=1.
gd

Evklid fazosi Rdda aniglangan 1 va 2 shartlami ganoatlantiradigan p{x)

tasodifiy vektor ¢ ning tagsimotini zichlik funksiyasi deb ataladi. Bu
funksiyaning (1) tenglik orgali ta’rifmi ekvivalent ravishda

o
Fe(xv..,xd)=1 1p(ul...,ud)duv..dud (2)

sharti bilan almashtirish rr;umkin.
Hagigatan ham, agar (2) o‘rinli boisa, sanoqli additiv boigan
Q(B)= \p(x)dx
B

oichovni aniglash mumkin. Kitobning oxirida Kkeltirilgan ilovadagi
integralning xossasiga asosan har ganday Borel to‘plami B uchun
P((B)=F((B) = jdFf = \p(x)dx =Q(B)
tengliklar 0‘rinli boiadi.
0 ‘z navbatida (2) dan kelib chigadiki,
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gl = e
Oxirgi tenglik p(xx...,xd) funksiya F*(-) tagsimotning zichlik funksiyasi
deb atalishini oydinlashtiradi.

Aytaylik, A|,.s-o'lchovli Rsdagi Borel to‘plami (s<d),B<=Rd da
B ={x=(x1..jes,xstl,...,xd},(xl,.Jc1)eB 1}
d-o‘lchovli Borel to‘plami boisin. To‘plam B ni, asosi
B (fii cfisJto'plamda boigan silindrik to‘plam deb ataladi. Agar
ri= (% *“gisgartirilgan” tasodifiy wvektor boisa, ¢=(",...,)
tasodifiy vektor uchun
[a\rj(0)eBx}={o:£(0)e5}

Demak, £ tasodifiy vektoming tagsimoti p(xx...,xd) zichlik fiinksiyasiga

ega boisa,
Ftt(B1) =P(rleBIl)=P(4eB) =

© ©
=J-1 1- Ip(xl,...xs,xsH,...,xd)dx1..dxsdxs+v..dxd
B\ B\ .00 -00
tenglik o*rinli boiadi va
Pv (xl,...,xs) = 03 ...DO}P[XJ,...,xs,xs+I xd)dxsH...axd 3)

deb olsak,

Fr,(Bi)=i-IPr {xi,-,xs)dxl...dxs
boiadi. Demak, E tasodifiy vektor tagsimoti zichlik funksiyasiga ega
boisa, gisqartirilgan rj-(Clt...,.Cs) tasodifiy vektoming tagsimoti absolut
uzluksiz boiib, uning zichlik funksiyasi pq (3) formula bilan
hisoblanar ekan.

Endi aytib o‘tilganlarga misol sifatida ehtimolliklar nazariyasi va
matematik statistikada muhim rol o‘ynaydigan ko‘p oichovli normal
tagsimotni ko‘raylik. Faraz qilaylik a=(al,...,ad) <s?-o‘lchovli sonli
vektor,

C2={tjf, i,j=12,...d
musbat aniglangan simmetrik matritsa boisin. Berilgan ¢j2 matritsaga

teskari boigan matritsani A=(ai)d, deb belgilaymiz, ya’ni C2=ATl.
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Tasodifiy vektor | =("1,...,|i/)parametrlari (a,C2) boTgan normal
tagsimotga ega deymiz, agar uning tagsimoti

p(x) =p[a,x,G2)=- * lexp[~(x-a)A(x-a)T\ 4
(1k\2 1 J
zichlik fimksiyaga ega boisa. Bu yerda \A\- A matritsaning determinanti
va T belgi esa matritsa uchun transponirlash amali, ya’ni
XAX = Uf(zlayxm .
Berilgan /?(x) funksiya zichlik funksiyasi bo‘lishiga

[exp{~"X- aiA(x~a)r}dx="pp
tenglikdan (ko‘p oichovli Puasson integrali) ishonch hosil gilamiz.
Demak, bitta sonli vektor a va musbat aniglangan simmetrik matritsa G2
dan iborat («>£2) juftlik, (4) formula orgali ;/-oichovli normal tagsimotni

aniglar ekan.
§ 3.8. Diskret tipdagi tasodifiy vektorlar

Ehtimolliklar fazosi (Q,17,P) da aniglangan C=C(co)d-oichovli

tasodifiy vektor diskret tipga tegishli deb hisoblanadi, agar uning
giymatlari chekli yoki sanoqgli to‘plamni tashkil gilsa:

I d . .
QMA¢R , A={alaz,...an,...\

al = (all>a12’—’ald)’—’an = (anl’-"’and)’-~
Quyidagi ehtimolliklar
Pi=p(C =cti), p2=p(C =a2),.., p,,=p(C =a,),...
C=(cu..,Gd) tasodifiy vektoming tagsimoti deyiladi (vektorlaming
tengligi ulaming mos koordinatalari teng deb tushuniladi).
Diskret tipdagi tasodifiy vektoming tagsimot funksiyasi
Ftg(x) =F(X....xd)= £ p,

{n,a,,<x}
yigindi ko‘rinishda boiadi va {an<x} tengsizlik {anl <xl,...,and <xd)

tengsizliklar sistemasini tashkil giladi. Aytib o‘tilganlardan kelib chigadiki,
diskret tipdagi tasodifiy migqdorlami o‘rganishni uning tagsimot funksiyasi
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F¢(x) orgali olib borishdan ko‘ra, bevosita {p,,,n>1} ehtimolliklar orgali

bajarish qulay hisoblanadi. Endi nazariy va amaliy jihatdan muhim
diskret tagsimotlardan biri-polinomial tagsimotni ko ‘raylik. Vektor P ning
koordinatalari
P =(pl,....pd), Pj>0, =l
IE]
munosabatlar bilan aniglangan boisin. Bu vektomi tajriba natijasida ro‘y
berishi mumkin boigan Al...,Ad hodisalarning ehtimolliklari deb

tushunish  mumkin. (Ai flAj =0, iPj, \(f]Aj:Q.'i. Butun giymatli
\Y J=1 )
tasodifiy vektor v = (v],...,vd) polinomial tagsimotga ega deymiz, agar

k=(kuk2,...kd), LLkj=n
j=i
boiganda, ehtimollik

(v=*)=vrb n'-a 5)
formula orgali aniglansa. Keltirilgan ta’rif korrektli, chunki
S P(v=k)={Pl+..+Pdy =I
k;t.kj=n

va (5) ehtimollik (p\+ mpd)n polinomni pi,...,pd laming darajalari
bo‘yicha yoyilmasining “k  hadiga teng.

Tasodifiy vektor v ning koordinatalari Vj larga n ta oikazilgan
bogiigsiz tajribada Aj hodisaning ro‘y berishlar soni degan ma’no berish

mumkin (bu yerda pj =p(a"). Agar d=2 boisa, p=(aA -a) a biror

A hodisaning ro‘y berish, 1-a ro‘y bermaslik ehtimolliklari boiadi va
tajribalaming polinimial sxemasi Bemulli sxemasiga aylanadi. Bu holda,
(5) tagsimot

binomial tagsimotni ifoda etadi.
Polinomial tagsimot  bogiiqsiz  tajribalar  ketma-ketligida
AL...,AS (s>2) hodisalarning har biri necha marta ro‘y berganini ifoda

etuvchi tasodifiy vektoming tagsimoti boiadi. Hagigatan ham, A,

hodisaning n ta tajribada ro‘y berishlar sonini Sy desak,
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tasodifiy vektoming tagsimoti

P{S,,=k), k =(kx...,kd), Z kj=n
7=1
(5) formula bilan aniglanadi.

8§ 3.9. Tasodifiy migdorlar va hodisalar sistemalarining bogiigsizligi

1. Tasodifiy migdorlarning bogiigsizligi.
Ta’rif 1. Tasodifiy miqdorlar $ , 4 - 4 bogiigsiz deyiladi, agar
P(fi € GBn)=Pfa e Bx)-..,P(tne Bn) Q)

tenglik to‘g‘ri chiziqgdagi (R) har ganday Borel to‘plamlari B{...,.Bn
uchun bajarilsa.
Tenglik (1) ning chap tomonidagi ehtimollik

P(fi €B,,)
tasodifiy miqgdorlarning birgalikdagi tagsimoti deyiladi. Demak,
ta’rifdan kelib chigadiki, fn tasodifiy miqdorlar bogiigsiz deyiladi,

agar ulaming birgalikdagi tagsimoti har bir tasodifiy miqgdor
tagsimotlarining ko‘paytmasiga teng boisa.

Tasodifiy  miqdorlar  ketma-ketliklari ~ uchun  bogiigsizlik
tushunchasini kiritish mumkin. Ehtimollik fazosi (Q,3,P) da aniglangan
tasodifiy migdorlar ketma-ketligi {£,,,n > 1} bogiiqgsiz deyiladi, agar har
ganday chekli n>1 uchun (1) tenglik bajarilsa. Demak, tasodifiy
miqgdorlar ketma-ketligining bogiigsizligi, shu ketma-ketlikdagi chekli
sondagi tasodifiy migdorlarning bogiigsiz boiishini bildiradi.

Tasodifiy miqgdorlarning bogiigsizligini oiganishda quyidagi
teorema ahamiyatli boiadi.

Teorema 1. Tasodifiy miqgdorlar bogiigsiz boiadi shu
holda va fagat shu holdaki, agar
Yo K --*») = K)

tenglik bajarilsa.

Bu teoremaning isboti shu paragrafda keyinroq keltiriladi.

Agar £= (£i,tasodifiy vektoming tagsimoti absolut uzluksiz
boisa, uning komponentlari bogiigsiz tasodifiy migdorlar boiishi belgisi
quyidagi teoremada keltiriladi.
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Teorema 2. Tasodifiy miqgdorlar -laming mos zichlik
funksiyalari fl (x'),...,fn(X) mavjud boisin. Bu holda, flv...£n tasodifiy
miqgdorlaming bogiigsiz boiishi uchun f = vektoming

f(xlI,...,xn) = f1(x1)-...-fn (xn)
tenglikni ganoatlantimvchi zichlik funksiyasi mavjud boiishi yetarli va
zaruriy shart.

Bu teoremadan kelib chigadiki, £ vektoming zichlik funksiyasi,
uning komponentlari zichlik funksiyalarining ko‘paytmasiga teng boisa,

tasodifiy miqdorlar bogiigsiz boiar ekan. Masalan, normal
tagsimlangan £ = (ELeee,£,) tasodifiy vektoming komponentlari bogiigsiz
tasodifiy miqdorlar boiishi uchun A va a2 matritsalar diagonal
koiinishida, ya’ni
aj=0 Mm=0 i"j
tengliklar bajarilishi yetarli va zaruriy shartlar boiadi.
Teoremaning isboti. Agar £ tasodifiy migdoming tagsimot
funksiyasi
X
FiAxi)= jfi(ui)dui
_&)

boiib, lar bogiigsiz boisa, bu tasodifiy migdorlaming
birgalikdagi tagsimot funksiyasi
F6,....4 ixu - ’xn) = (xn) =
X\ xn A Xn
=/ IMVd-...- f f(un)dun =/ e/ }\(ih)...f(un)lux..dun
Demak,i B o
@®—*«)=4 W - ¢4 K),
Agar aksincha,
x\ xn
f AM -fniun)dul-dun
boisa, o
A (FL-* ) =k (xn)

tenglik o'rinli boiadi.
Endi tasodifiy migdorlar diskret boigan holni ko ‘raylik. Tasodifiy
vektor
£= (Ei>->0
kompenentlari butun giymatlar gabul giladi deb faraz gilaylik. U holda bu
tasodifiy miqdorlar bogiiqsiz boiishi uchun
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P{£i —hf->£n —kn) —P{£i —h) ' P{£n —K)
tenglikni hamma Aj,...,fcn lar uchun bajarilishi yetarli va zaruriy shart
boiadi.

Bu fikmi isboti giyinchiliklarga duch kelmaydi va uni o‘quvchiga
havola gilish mumkin.

Bogiigsizlik tushunchasi ehtimolliklar nazariyasi uchun juda muhim
hisoblanib, undan doim foydalanishga to‘g‘ri keladi. Faraz gilaylik, biz
gandaydir jarayonning stoxastik modelini tuzmoqchi boiaylik. Buning
uchun shu jarayonga mos ehtimollik fazosini tuzib, unda aniglangan
tasodifiy miqdorlar majmuasi bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Lekin
tasodifiy miqgdorlar bogiigsiz yoki bogiiq boiishini tekshirishni ganday
amalga oshirish masalasi murakkabligicha golaveradi.

2. Hodisalar sistemasining bog‘ligsizligi.

Tasodifiy migdorlaming bogiigsizligi, hodisalaming a -algebralari
bogiigsizligi tushunchasi bilan chambarchas bogiangan.

Ehtimollik fazosi (fi,J, P) da Vxva ?2 hodisalar sistemasi berilgan

boisin. 171 ¢ 3, 32¢
Ta’rif 2. Dx va 32 hodisalar sistemasi bogiigsiz deyiladi, agar har
ganday A}e 3, va A2 £ 32 hodisalar uchun

p{A-a2)=p{a)-p{a2)
tenglik o'rinli boisa.
Quyidagi ta’rifda hodisalar sistemasi ketma-ketligining bogiigsizlik
tushunchasi keltiriladi.
Ta’rif 3. Hodisalar sistemasi ketma-ketligi bogiigsiz

deyiladi, agar butun sonlaming har ganday nh...,nk majmuasi uchun

tenglik bajarilsa.

Masalan, bogiigsiz tajribalar ketma-ketligida turli xil tajribalarga
mos keluvchi hodisalar a —algebralari bogiigsiz boiadi. Ta’rifdan
ko‘rinadiki, hodisalar algebrasi ketma-ketligining bogiigsizligi, shu
ketma-ketlikning chekli sondagi hodisalar majmualarining bogiiqsizligi
bilan aniglanadi.
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Ma’lumki, hodisalaming har ganday a- algebrasi 5( ni,

hodisalaming gandaydir algebrasi Jfla yuzaga keltirgan deb tushunish

mumkinvabu y0 = a ko‘rinishda yoziladi.

Shu munosabat bilan quyidagi teoremani keltiramiz.
Teorema 3. Agar hodisalar algebralari 3lava y2a bog‘ligsiz boisa,

ular yuzaga keltirgan a - algebralar <r?la va (T["2a) ham bogiigsiz
boiadi.

3. Kiritilgan tushunchalar orasidagi munosabatlar.

Ehtimollik fazosi (fi,3,P) da £= C(V) tasodifiy miqdor yoki
tasodifiy vektor aniglangan boisin.

Ta’rif4. 5 dagi hodisalaming e —algebrasi

={A A= £1(B) = {w:£(w) 6 5}, B —Borel to‘plami}
X tasodifiy migdor yuzaga keltirgan a —algebra deb ataladi va = a (£)

deb belgilanadi.
hodisalar sistemasi a - algebra tashkil gilishini bevosita ko‘rish

mumkin. Hagigatan ham, A to‘plamlar ustida bajarilgan amallarga,
B = £(A) Borel to‘plamlari ustida bajarilgan amallar mos keladi.

Masalan, to‘g‘ri chizigdagi (R,B,P) ehtimollik fazosini ko‘raylik.
(fi= R, y = B —to‘g‘ri chiziqdagi Borel to‘plamlari a —algebrasi). Agar
0,0 <0

boisa, » = cr(E) = {R,0,{w < 0}{w > O}} boiib, £ tasodifiy migdor B
dan Kkeltirilgan 4 ta to‘plamdan boshga to‘plam “ajratolmaydi”. Lekin
£ &-algebra <r(£) dan “boyrog” boigan har ganday a—algebra

B{ ga  nisbatan oichovli boiadi (cr(®) CB]c B).  Agar
£E=£w)=M (w ning butun qgismi) boisa, 3£=<t(£) a - algebra,
‘k<u<k+1k=..—0,1...] Kko‘rinishdagi hodisalardan iborat

boiadi. Yana izohlab o‘tamizki, £(ui)=ip(cj) boiib, ip() monoton
funksiya va tp(—eo0) = —00, ip(00)= 0o boisa, <xE) = f? boiadi.
Keltirilgan fikrlami taggoslagan holda, quyidagi gizigarli boigan faktni
eslatib oiamiz: (fi,3, P) ehtimollik fazosida £ va r/ tasodifiy migdorlar
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aniglangan bo‘Isin. Agar £ tasodifiy miqdor a(rj) - u - algebraga nisbatan
oichovli bo‘lsa bu tasodifiy miqdorlar orasida fimksional bog‘liglik
mavjud bo‘ladi, ya’ni shunday Borel funksiyasi <q¥ mavjud boiib,
£= g(ri) boiadi.

Endi tasodifiy miqdorlar va hodisalaming a - algebrasi orasidagi
bogiigsizlikga oid munosabatga o‘taylik: tasodifiy miqdorlar £,
bogiiqsiz boiadi shu holda va fagat shu holdaki, agar cr(£1),...,u(£r)
a - algebralar bogiigsiz boisa. Bu bogiigsizlik ta’rifidan kelib chigadi.

Endi teorema 1 ning isbotini keltirish mumkin. Birinchi navbatda [m
ko‘rinishdagi intervallaming chekli sondagi yigindilari (bu intervallaming
chegaralari cheksiz uzoglashgan nugtalarda boiishi mumkin) sistemasi
algebra tashkil gilishini va cr(*) = B boiishini eslatib o‘tamiz.

Teorema 1 ning isboti. Bogiigsizlikning (1) tenglik orgali berilgan
ta’rifidan

Bi = (-00,xX),...,Bn = (~00,xn)
boiganida,

(xb-’xm) = (XX-... *Fin (xn) )
tenglik o'rinli boiadi. Demak, teorema 1 ning isboti uchun (2) tenglik
bajarilganda,

0-fa),-,0-(£,)

a - algebralar bogiigsiz boiishini ko‘rsatish yetarli boiadi. Soddalik
uchun n =2 deb, hisoblab 4 va A lar orgali mos ravishda [bx2) va

PAYT) yarim intervallami belgilaymiz. Bu holda quyidagi tengliklami
yozish mumkin.

P\ €ENi26 A=P(£, 6 € [y»y2)) =
= F(x2,y2)- F(xhy2)- F(x2,yx) + F(xbyx) =
= (Pc (x2) - F* (X)))(P&(y2)- Fb (1))=Pfa e A)ePfé 6 /1)
Demak, Aiti=1,...,n va i— ikkita kesishmaydigan intervallar
sistemasi boisa,

ﬂeg:l weld Ep(Ci eAI2eAj) =

=£p(6 €4,-)-p(&EN,-)=p P &e U ®)
& =

tengliklami yozish mumkin.
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Agar
\ = A-A=(UK.y, n=12.. =

&l
deb olsak,  sistema algebra tashkil giladi.

0‘z navbatida jw; £EwW)€ = £1[A) hodisalar ham Ae 3a
boiganda, algebra tashkil giladi vauni a(() deb belgilaymiz. Isbotlangan
tenglik (3) dan kelib chigadiki a{") va a(C2) algebralar bogiigsiz boiadi.
Yugorida biz ikkita a - algebralar bogiigsiz boiishligi uchun, ulaming
yuzaga keltiruvchi algebralar bogiigsiz boiishligi yetarli va zaruriy
shartlar ekanligini aytib o‘tgan edik. Bundan esa a(”) = <r(a(fj)) va
c(£2) = cr(a(E2)) <- algebralar bogiigsiz boiishligi kelib chigadi.

Quyidagi faktni teorema ko‘rinishida keltiramiz.

Teorema 4. Tasodifiy miqdorlar  va £ bogiigsiz boiib, ipj va
t2-Borel funksiyalari boisin, u holda 77 = x(£,), 2 = y2(£2) bogiigsiz
tasodifiy miqdorlar boiadi.

Isbot. Quyidagi

p(wte)e (&) € B2)= p(wte) € Bj)sP(iftte) 6 B2) (4)
tenglikni isbot etish talab gilinadi.

Ko‘rilayotgan " (a;) funksiyalar oichovli ekanligidan

{x:"te)epi}="-i(pi)=p;
to‘plamlar yana Borel to‘plamlari boiib qolaveradi.
Shuning uchun ham
{w; te)eb}={<>&W)e b*}
va (4) multiplikativ tenglik  tasodifiy miqgdorlarning bogiigsizligidan
kelib chigadi.
Bogiigsiz tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi {En,n > 1} berilgan
boisin va unda
4 .4 +1)-, 4», k<m< 00
gism ketma-ketlikni ko‘raylik. (m=< boisa, &,ft+i,-). Tasodifiy
miqdorlar
4 .4+1»e  yuzaga keltirgan
&(4 4+1, 00 410)
it- algebra deb,

78



n Aj, Aj €<rEs), j =km
i=k
hodisalar sistemasi yuzaga keltirgan a - algebra tushuniladi.
Teorema 5. Har ganday k>1 uchun <(Entifp a -algebra,
A(Ei.12»-»4n) algebragabogiighoimaydi.
Isbot. Quyidagi

B=CA> A i=in,
*5
hodisalar sistemasi yuzaga keltirgan a—algebra cr(B) ni ko‘ramiz.
Teoremani isbotlash uchun a(B) va cr(Ent)) a- algebralar bogiigsiz

boiishini ko‘rsatish yetarli boiadi.
Agar A € <XE,+*) boisa, a - algebralar

bogiigsiz ekanligidan
P(AB) = P(A)-P{AD...,P{An)=P(A)-P(B)
tenglik o'rinli boiadi. Xuddi shuningdek,
B e

munosabatning to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilamiz (yigindi \JA¢ ni
o‘zaro kesishmaydigan a(B) ning elementlari yigindisi ko‘rinishida
yozish yetarli). Shunday qilib, a(B) a - algebra a(Cn+k)ga bogiiq emas,
demak, o-(",i2>-,4) ° -algebra <r(intfc) dan bogiigsiz boiadi.

Tushunish qiyin emaski, keltirilgan xulosalami tasodifiy
vektorlarga nishatan takrorlash mumkin va ulaming bogiigsizligini

P{CleBh..GneBn)=tIP (tieBi)

tengliklar bilan aniglaymiz. Bu yerda B, -ko‘p oichovli Borel to‘plamlari.
8§ 3.10. Ehtimolliklar nazariyasida foydalaniladigan integrallar

1. Oichov bo‘yicha abstrakt Lebeg integrali.

Yugorida biz Kolmogorov aksiomalari orqgali ehtimollik fazosi
tushunchasini kiritgan edik. Bu tushuncha har ganday stoxastik tajriba
uchun matematik model boiishini (eslatib oiamizki, stoxastik tajriba - bu
natijalarini oldindan aytib berish mumkin boimagan tajriba) ko‘rgan edik.

79



Ehtimollik fazosi berilgan deb ayta olish uchun, chegaralangan va sanoqgli
additivlik xossasiga ega boigan oichov berilganligi yetarli boiadi. Bu esa
(n, 12,/>), ehtimollik fazosida aniglangan har ganday ¢j(to) tasodifiy migdor
va to‘g‘ri chizig R da aniglangan g() Borel funksiyasi uchun P oichov
bo‘yicha

®

Lebeg abstrakt integralini kiritish imkonini beradi. (Eslatib o‘tamizki R da
aniglangan g(x) funksiyani Borel funksiyasi deyiladi, agar {x;g(x)<t}
to‘plam har ganday t hagigiy son uchun Borel to‘plami boisa).

Lebeg integrali (1) ning ta’rifi, uning xossalari o‘quvchiga maium
deb hisoblanadi. Yetarli tayyorgarlikka ega boimagan o‘quvchilar uchun
kitobning oxirgi gismida keltirilgan ilova bilan tanishib chigishni tavsiya
etamiz (u yerda (1) integralga tegishli boigan barcha maiumotlar
keltirilgan). Ammo uzluksiz yoki diskret tipdagi tasodifiy miqgdorlami
o'rganish bilan chegaralanib goladigan o‘quvchi uchun eslatib o‘tilgan
ilova bilan tanishish zaruriyati yuzaga kelmaydi, chunki bunday tasodifiy
miqdorlar uchun (1) integral to‘g‘ri chizigdagi oddiy Riman integraliga
yoki chekli yigindi, sonli gatorlaming yigindisiga aylanadi. Ehtimolliklar
nazariyasida quyida aniglangan Stiltes integrali ham muhim rol o‘ynaydi.
Bu integral mohiyatini tushunish uchun uni quyidagicha izohlab o‘tamiz:
maiumki har ganday tasodifiy migdor £(©) R da

F{B)=P(C~'(B)) =P{CeB),  BeB(R)
tenglik bilan aniglanadigan p( @ oichovni yuzaga keltiradi. Xususan
A{lxy)) =P(x<"<y) =H (y)-F((x).
Ehtimollik oichovi R () berilgan £=8§(«) tasodifiy migdoming tagsimoti
deb ataladi va bu oichov orgali (1) integralni
\s{${a=>))P{d<a)=\g{x)P,,(dX)
ko‘rinishida yozish mumkin. Bu tenglikni (1) da x =:i(co) almashtirish
orgali olingan deb tushunish mumkin va uning o‘ng tomonidagi integralni
H (x) tagsimot funksiyasi orgali

Yg(x)dF((x) )

ko‘rinishda yozamiz (Bunda tagsimot funksiya tasodifiy migdoming
tagsimotini bir giymatli ravishda aniglash hisobga olinadi).

Keltirilgan ko‘rinishda aniglangan (2) integral g(x) funksiyaning
H (x) tagsimot bo‘yicha Stiltes integrali deb ataladi.
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2. Stiltes integrali. Endi (2) integrating konstruktiv tusdagi ta’rifmi
keltiramiz. Agar g(x) uzluksiz funksiya boisa, (2) integralni odatdagidek

integral yigindilarining limiti ko‘rinishida aniglash mumkin: chekli oraliq
[ab) ni x0x,,...xNboiinish nuqtalari orgali
[ab) =§[dxkl).  x0=a, xN=b
ko‘rinishda yozib =
)a{x)dF{x) :\im\img;‘g(7k) [F(&)- F (%), (3

bu tenglikni g(x) uzluksiz funksiyaning tagsimot funksiyasi F(x) bo‘yicha

Stiltes integrali deb eion gilish mumkin (agar (3) tenglikda takroriy
limitlar mavjud boisa). Bu yerda 7 sA =[xkxM) va boiinish nugtalari
jOjcj,(har ganday N uchun unga mos ravishda bu nugtalar turlicha)
shunday xossaga egaki,
&%&c*)dl-jc*li) —0, N vy

Qayd qilib o‘tish kerakki, (3) tenglikda takroriy limitlaming giymati [ab)
oraligni boiish usuliga bogiig boimaydi, demak, (3) tenglik bilan
aniglangan Stiltes integralini ta’rifi korrektlik xususiyatiga ega boiadi.

Kitobning oxirida keltirilgan Lebeg integralining ta’rifiga asosan

J()dR(e)= Jo(*)P{(ifc) =

va bu yerda gA(;t)-berilgan g(x) funksiyaga monoton yaginlashadigan
oddiy funksiyalar (ya’ni chekli sondagi giymatlar gabul giluvchi) ketma-
ketligi. Eslatib oiamizki, (4) tenglikdagi integralning giymati gN(x)
funksiyaning ko‘rinishiga bogiig boimaydi.

Keltirilgan ta’riflardan ko'rinadiki, (3) va (4) tenglikdagi integrallar
chekli [a,b) oraligda ustma-ust tushishini isbotlash yetarli boiadi, ya’ni

AD a

()

Hagigatan ham, har ganday uzluksiz funksiya g(x) uchun Lebeg integrali

3g.(*)dP(*)-= \g () P( (ckx)
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mavjud ekanligidan uning ta’rifidagi gN(x) funksiya sifatida ikkita sodda
funksiyalar ketma-ketliklari gNva g" larni olish mumkinki, bu funksiyalar
Ak larda o‘zgarmas boiib, bu oraliglarda

S"ixk)=supg (x), g" (xk)=infg(x)
tengliklar bilan aniglanadi. (3) tenglikdagi gN va g" funksiyalar orgali

aniglangan ikkita ketma-ketlik turli tomondan (chapdan va o°‘ngdan) bitta
umumiy limitga intiladi va bu limitning giymati

Jg(x)aF(x)
Lebeg integraliga teng boiadi. Lekin At larga tegishli boigan har ganday
Xk lar uchun (j"eA,)
9" <2(**) .
Demak, (3) tenglikdagi integral yigindi uchun
Jg;" ) dF() £ g(1)[/ bt)- F ()17

N jge(x)dF(x)

tengsizliklar o‘rinli boiadi va ular (5) tenglikni to‘g‘ri ekanligini
isbotlaydi.
Umumiy holda integral

Jg(x)dF(x)

mavjud deb hisoblanadi, agar Jjg(x)|dF(x)<oo boisa, Stiltes integralining

ta’rifidan oson ko ‘rinadiki, zinapoyasimon (diskret tagsimot) funksiyalari
uchun

Jg(x)aF(x)="g (xt)(F(xt+°)-F(xi))=

-00

k
va bu yerda x,X2...,-F(x) uzilish yoki sakrash nugtalari. Agar F(x)

tagsimot
jp(u)du

ko‘rinishida boisa, p(x) va g(x) funksiyalar Riman ma’nosida
integrallanuvchi boisa, Stiltes integrali
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Jg(x)dF(x)= \g(x)p(x)dx

ya’ni Stiltes integrali oddiy Riman integraliga aylanadi.

Yana bir marta gayd qgilib o‘tamizki, Stiltes va Lebeg integrallari
bilan yaxshi tanish boimagan o‘quvchi integralning oxirgi 2 ta
interpretatsiyasini hisobga oigan holda, kitobni o‘gishni davom ettirishi
mumkin, chunki amaliyotda va nazariyada ko‘p uchraydigan tagsimotlar
yo diskret, yoki uzluksiz tipda boiadilar.

Endi (3), (4) tengliklar bilan aniglangan Stiltes integralining boshga
xossalarini ko ‘raylik. Agar g(x) funksiya chekli variatsiyaga ega bo‘lsa,

JdF =F (b)-F{a),

fgdF = fgdF +jgdF,

a o c

1(gi +82) » = jS,dF +] gldF,
jcgdF =c jgdF"x), c- const.

jgdF =gF\a- jFdg

a a

Misol va masalalar

1. Qutida bir xil oichamli 7 ta shar boiib, 4 tasi oq, qolganlari esa qora
rangda. Qutidan tavakkaliga 3 ta shar olinadi. i diskret tasodifiy
migdor - olingan oq sharlar soni boisa, £ diskret tasodifiy
migdoming tagsimot gonunini toping.

Javob: £ 0 1 2 3
p. J_ 2 1B 4
3% 35 35 35
2. 4 diskret tasodifiy migdoming tagsimot gonuni berilgan:
n K n

1 4 2
P: 02 07 01
ri=sin® tasodifiy migdoming tagsimot qonunini toping.

Javob: C > 1

p. 02 07 01
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3. Avtobuslar 5 minut oraliq bilan gatnaydilar. Bekatda avtobus kutish
vaqgti 4 tekis tagsimlangan deb, F(x) tagsimot fiinksiyasini toping.
Kutish vagti 3 minutdan ortig boiish ehtimolligini toping.
0, agar x<0,
Javob: F(x) =<0,2x ,agar 0<x<5,
1, agar x>5.
P(C>3)=0/4.
4. 0 ‘yin kubigi ikki marta tashlanmoqgda. Tasodifiy migdorlar: X - «6»
ragamlar soni, Y -juft ragamlar soni boisin.
A) (X,Y) tasodifiy vektoming tagsimot gonunini toping.
B) X va Y tasodifiy migdorlar bogiiq yoki bogiigsiz
ekanligini aniglang.
C) Har bir tasodifiy miqdor tagsimot gonunlarini toping.
D) P(X >Y) ehtimollikni hisoblang.

Javaob: A)

B) X va Y bogiiq; D) P(X >Y) =",

5. Tasodifiy vektor (X,Y) ning zichlik funksiyasi quyidagicha:
f(x.y) :jc(x +y), agar 0<x<lI, 0<y<l.

[0, golgan hollarda
A) 0 ‘zgarmas son cni va P{X +Y <1} hisoblang.
B) X va Y tasodifiy migdorlar bogiiq yoki bogiigsiz ekanligini
aniglang.
C) X tasodifiy migdor tagsimot fiinksiyasini toping.

Javob: A) c=Il, P{X+Y<I}=i;
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Qagar O<x vax>1,
1

X+~>agar 0< x<1,
XvayY
bogiig.
0’x(x +1), gagrr )b<<0x <1
O Fx{ ="\ ,agar x>1
]
6. Agar X tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi Fx[x) boisa,

quyidagi tasodifiy migdorlar tagsimot funksiyalarini toping:
Y=9x2- 4, Z=\x-1\, V=e Ix

Javob: Fy(y)= O Y<Hhoodas7r <
0, z<0,
M 2)= px(1+z)-Fx(\-z), 0<z.
0, v<0,
Fv(V)= O<v¢l>
] 1<v
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IV BOB. TASODIFIY MIQDORLARNING SONLI
XARAKTERISTIKALARI

1V bobni o ‘gib chigish natijasida:
- Tasodifiy migdorlaming sonli xarakteristikalari.
- Shartli matematik kutilmalar.
- Tasodifiy miqdorlarfunksiyalarining matematik kutilmasi.
- Tasodifiy miqdorlar dispersiyasi.
- Korrelatsiya koejfisiyenti vayuqori tartibli momentlar.
- Momentlar uchun tengsizliklar
hagida tasawurlarga ega bo‘linadi;
- Tasodifiy migdorlami sonli xarakteristikalarining ta Tiflarini.
- Shartli matematik kutilmalar uchun to 1a ehtimollikformulasini.
- Bog figsiz tasodifiy miqgdorlaryig ‘indisi dispersiyasining
xossalarini.
- Korrelatsiya koeffitsiyenti tasodifiy migdorlaming bog 1iglik tavsifi
ekanligini
bilish va amalda go‘llay olishi;
- Matematik kutilma va dispersiyaga oid misol va masalalaryechishni.
- Momentlar uchun Koshi —Shvarts tipidagi tengsizliklarni o rinli
bo fishini.
- Tasodifiy migdorlar uchun korrelatsiya koeffitsiyentini hisoblashni.
- Tasodifiyyig indilar uchun Valdayniyatini isbotlarini
o‘rganib olish mumkin.

§4.1. Matematik kutilma

Ta’rif: Ehtimollik fazosi |s7,3,p) da aniglangan £= £(w) tasodifiy

migdorning matematik kutilmasi deb,

EZ = J C(u)P{dw)

n

songa aytiladi. Demak, EC ehtimollik fazosi (M..7.P) da aniglangan
£= C(w) oichovli funksiyaning Lebeg integrali boiar ekan. (Lebeg
integrali bilan tanish boimagan o‘quvchi kitobning ilovasida bayon etilgan
material bilan tanishib chigishi mumkin). EE ni tasodifiy migdor £ ning
0‘rta giymati deb ham aytiladi va uning uchun

EH = ;'ng (dx) = J xdF¢ (X) (:D

—e0
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tenglik oiinli boiadi. Bu yerda R. @-tasodifiy migdoming tagsimoti,
ix) -tagsimot funksiyasi.

Keltirilgan ta’rifdan ko'rinadiki EC mavjud boiadi, agar
E\f\ < ooboisa va uning mavjud boiishi yoki boimasligi tagsimot
“dumi” 1—F¢ix) ning cheksizda (x ning Kkatta giymatlarida)
kichikligining tartibiga bogiiq. Masalan, x ning katta giymatlarida
1- Ffix) >X—boisa, EC mavjud boimaydi.

Aytib o‘tilgan ilovadan maiumki, agar F¢{x) = F(x) tagsimot
diskret tipda boisa, (ya’ni Fix) “zinopayasimon” funksiya boisa, (1) dagi
Stiltes integrali yigindiga aylanadi va

n
Agar Fix) zichlik funksiya pix) ga ega boisa (ya'ni Fix) uzluksiz
tipdagi tagsimot funksiyasi boisa),

[ xpix) dx.
Demak, EC to‘g‘ri chiziqdagi birlik massa tagsimoti Fix) ning “ogirlik
markazining” koordinatasi boiar ekan (Oxirgi jumlada matematik kutilma
EC ning mexanik talgini Kkeltirilgan). Bundan tashgari EC ni Fix)
tagsimotning “markazi” deb ham ataladi, chunki x = E( nugtaning chap
va 0°‘ng tomonlarida £ tasodifiy migdoming giymatlari joylashgan boiadi.
Agar gix) to‘g‘ri chiziq R da aniglangan Borel funksiyasi boisa,

ri = g(Q tasodifiy migdor boiib, uning uchun

m )= i gEiw)P (duy) = ;O gix)dFj ix) = ;O xdFg® ix).
Si —00 —0

Oxirgi tenglik (1) formuladan kelib chigadi.

Endi matematik kutilmaning xossalarini keltiramiz, ular asosan
integrating quyidagi xossalari bilan bir xil boiadi.
El. Agar a va b lar o'zgarmas sonlar boisa,

E(@a+ &) = a+bEE

E2. E(f + £2)= 1+ E£2>aéar EI\ va e 12 mavjud boisa.
E3. Agar a< £< b boisa, a<EC <b. |E£| < E|f| tengsizlik har doim
oiinli.
E4. Agar £> 0 boiib, EE = 0 boisa, P(£ = 0) = 1 Hagigatan ham,
Chebishev tengsizligiga asosan
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P(t>£)< < =Q £>0.
E5. A hodisaning ehtimolligini matematik kutilma orqgali
P(A) = EI(A)
tenglik bilan ifoda etish mumkin. Bu yerda 1(A)- A hodisaning indikatori
(I[A) = 1lagar loe A, 1(A) = 0 aks holda).
Endi bir nechta misollar keltiramiz.
Misol 1. Bemulli sxemasi bilan bogiiq matematik kutilmalar. Agar
£ Bemulli tagsimotiga ega boisa, ya’ni
I; p ehtimollik bilan,

g = 1—p ehtimollik bilan

boisa, u holda

= QP(E=0+1PE=D=p
Endi Bemulli sxemasida to birinchi marta “yutug” (1) ro‘y berguncha
o‘tkaziladigan tajribalar ketma-ketligini ko‘ramiz. Boshgacha aytganda £

bilan bir xil tagsimlangan bogiigsiz tasodifiy migdorlar ketma-
ketligini
rn=minjfc>14=1}
momentga gadar 0 ‘rganamiz. Bu tasodifiy migdor rj ning tagsimoti
P@ =Kk =dkldp, k>1
boiadi. Demak, /- geometrik tagsimotga ega boiar ekan va uning uchun

09 n 1
Er, = A
k=1 (1- q) v
n
Agar Sn=J2fkboisa, ESn=np. Endi N >1 boiganda, quyidagi

k=1
tasodifiy migdomi aniglaymiz:

rf=minjfc> 1 Sk=J\VJ

va bu tasodifiy migdor ketma-ketlikni, N “to‘sigga” yetgan

vaqti boiadi. Uning tagsimoti
A - k) =P(Sk N -I)p.
Bu yerda P (Sk = m) ehtimollik binomial tagsimotni tashkil etgani sababli,

00 00
EV=pZ keA \px-V-N=~ j E Hk- D:..(*- N +1)gk-N,
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bu tenglikdagi yig‘indi

tp(.x)= & « *k !
k=0 1 x
funksiyaning x = q nuqtadagi N —tartibli hosilasiga teng, ya’ni
J2k(k-1)...(k-N + Dgk-N=-im
k=N P
Demak,

Edq— m

Misol 2. Tasodifiy miqdor £ parametrlari |a,<72j boigan normal

tagsimotga ega boisin. Bu holda,
()] ()] ‘ (x—a)2
EE= fxtp, 2(x)dx= fx—g=-e lal dx'
J IOa’a () J Xv2710

« W e 0o _£x 0)2
- -1 f(x-ae 29 dtw——7- fe 2202 du=

aVvi2n <jyr27r 2
—o00 —00

X2

| 00
= — p= f ajezer da;+ A = @

- 00

Shunday qilib, parametrlari boigan normal tagsimotga ega boigan

tasodifiy migdorning matematik kutilmasi EC = a ekan.
Misol 3. Agar £ tasodifiy miqdor parametri A boigan Puasson
tagsimotiga ega boisa, uning o‘rta giymati (matematik kutilmasi) EC = A

boiadi. Hagigatan ham,
@® \k

EA=ZkP(i=k)=E ~ - A=
k=0 k=0

00 \/c—1

Misol 4. Agar £ tasodifiy migdor [O,l]oraligqda tekis tagsimlangan
boisa,
Et; = [ xdx = L
0
Yuqorida keltirilgan matematik kutilmaning El hossasiga asosan [a,6] da
tekis tagsimlangan £ tasodifiy migdorning o‘rta qiymati
E(; = CH_§_:_§ = a_+b.

89



Misol 5. Tasodifiy migdor £ zichlik funksiyasi

1 1
X) = =mmmmmecas T
p( X) mo1+ X
bo‘lgan Koshi tagsimotiga ega bo'lsin. Bu holda
0o i 00 1~
ZO\Xip(X)dx = — 'I:O -1-;--)25 dx = +00.

Demak, bu tasodifiy migdoming matematik kutilmasi mavjud boimas
ekan.

8 4.2. Shartli tagsimot funksiyalari va shartli matematik kutilmalar

[ii,3,Pj ehtimollik fazosi, B hodisa uchun (B e 3) uning
ehtimolligi  P{B) >0 bo‘lsin. Bu ehtimollik fazosidan yangi
ehtimollik fazosiga o‘tamiz va undan har ganday A e 3 hodisa

uchun uning ehtimolligini

PB(A) = P(A/B)=
tenglik bilan aniglaymiz. Oson ko‘rinadiki, PB ehtimollik PuP2Pi
aksiomalami ganoatlantiradi. (0.3,P) fazoda aniglangan tasodifiy migdor
C (0,3, D] da ham tasodifiy migdor bo“ladi.

Ta’rif 1 Tasodifiy miqdor f ning (fi,3,PBj dagi matematik

kutilmasi uning B hodisaga nisbatan shartli matematik kutilmasi deb
atalib, E(£/B) ko‘rinishda belgilanadi.
Demak,
E{t/B) =3 C(1j)Pb (du)),
n
va pB ehtimollik ta’rifiga ko‘ra,

ti(e/B) =f((v)PB(d»)=jfaft(w)PB(dunB) =~ ftM P B@»
cl COER © QR
Oxirgi integralni dan farqi shundaki, unda integrallash fagat B C i
to‘plam bo'yicha bo‘ladi, xolos va uni
E(G;B) = f C(u>)P(du).
B

deb belgilasak,
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EU-B
E(/B) = o

tenglikni olamiz.
Oson ko‘rish mumkinki, funksiya
F{x/B) = Po" < x) = P{"<x/B)

£ tasodifiy miqdoming jCi,J,PBj fazodagi tagsimot funksiyasi boiadi.

Ta’rif 2. F(x/B) funksiyasi £ tasodifiy migdoming B hodisaga
nisbatan shartli tagsimot funksiyasi deyiladi.

Ixtiyoriy gism a -algebra j-7, C 7} B hodisadan bogiigsiz
deyiladi, agar har ganday hodisa Aj e  uchun

p{AB) =p{A)-p(B)
tenglik bajarilsa. Xususan tasodifiy miqdor £ yuzaga keltirgan a-algebra
cr(f) hodisa B ga bogiiq boimasa, uni B hodisadan bogiiqsiz deyiladi.
Agar £ tasodifiy migdor B hodisaga bogiiq boimasa,
PB(A) = P(A)
tenglik har ganday A e a (£) hodisa uchun bajariladi. Demak, bu holda
F(x/B) =FW"P(C<x), E(t/B) =E&

E(G;B) = P(B)EC
tengliklar o‘rinli boiadi.
Agar |,,,n>1j ketma-ketlik hodisalaming toia gumbhini tashkil

qilsa,
££=JidP =£ | idP = £ £ (£/Bn)P{Bn)

tenglik o‘rinli boiadi va uni matematik kutilmalar uchun toia ehtimollik
formulasi deyiladi.

Misol. Faraz gilaylik, biror bir mexanizmning xizmat gilish muddati
Fix") tagsimot funksiyasiga ega boigan £ tasodifiy miqgdor boisin.
Mexanizmning a vaqt davomida ishlab turgani maium boisa, uning yana
golgan vaqgt davomida xizmat gilish ehtimolligi tagsimoti topilsin. Bu
tagsimotning matematik kutilmasi nimaga teng?

0 ‘z o‘zidan maiumki qo‘yilgan masalaning yechimi

P((,-a>x/i>a), £(£-alE£>a)

ifodalami topishdan iborat boiadi va bunda
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P(a) = P(£/a) > O
deb hisoblanadi.
Yugorida keltirilgan formulalarga asosan,
P(x —a)
P{C-a>x/C>
{G-a>x/C>a) © L)
] @
—alf£>a)=—— J xdF (x + a)

Quyidagi holatni gayd qilib o‘tish gizigarli. Ko‘p tatbigiy masalalarda,
aynigsa bir nechta ishonchli detallardan tashkil topgan murakkab
mexanizmlaming ishida £ tasodifiy migdorning tagsimoti

PE) = 1-F(x) = P(£ > z) = e~2%, ji>0
ko‘rsatkichli tagsimot deb hisoblash mumkin bo‘ladi (Bunday
mexanizmlar uchun elektron hisoblash qurilmalari misol boia oladi).

Lekin, ko‘rsatkichli tagsimot uchun mexanizmning qolgan vaqt davomida
ham xizmat qilish ehtimolligi

. + ~»|
=e" =P 1)
yangi (ishlamagan) mexanizmning xizmat gilish muddati tagsimoti bilan
bir xil bo‘ladi. Ko‘rsatkichli tagsimotning oxirgi jumlasida keltirilgan
xossasi xizmat muddati mexanizmning kelgusidagi ishiga ta’sir etmasligini

bildiradi va uni

P(x+a)=P((x P (@) )]
fimksional tenglama ko‘rinishida ifoda etish mumkin. 0 ‘z navbatida, (2)
funksional munosabat fagat va fagat (1) ko‘rsatkichli tagsimot uchun
bajariladi, xolos.

8 4.3. Tasodifiy miqdorlar funksiyalarining matematik kutilmalari

Biror ehtimollik fazosi (ci,3,p) da aniglangan tasodifiy miqdor £
ning tagsimot funksiyasi F(x), g(x) esa, R da aniglangan Borel
funksiyasi (ya’ni har ganday Borel to‘plami uchun g~](B) ={x:g(x)e R}
yana Borel to‘plami) boisa, g(£,) tasodifiy miqdor boiadi. Quyidagi
mulohazalardan matematik kutilma Eg(¢) ni hisoblash uchun, g(C) ni
tagsimot ftinksiyasini topish shart boimasdan, uni bevosita g(-) funksiya
va F(x) orgali ifoda etish mumkinligi kelib chigadi. Hagigatan ham,
Stiltes integrali va matematik kutilmaning ta’riflaridan va ulaming
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xossalaridan foydalanib, quyidagi teoremaning o‘rinli bo‘lishiga ishonch
hosil gilish mumkin.
Teorema 1. Tasodifiy migdor £ ning tagsimot funksiyasi F(x),g(x)

esa, uzluksiz yoki chekli sondagi birinchi turdagi uzilish nuqgtalarga ega
bo‘lgan funksiya bo‘Isin.
Agar

1o ()M (x)<
bo‘lsa,
)
Eg{4)= \ g{x)dF(x). 1)
.0

Formula (1) ni quyidagi xususiy hollarda ko ‘ramiz.

1) Agar tasodifiy migdor 4 diskret bo‘lib, uning tagsimoti
P(4=ak)=pk, k=12,., lZ(ft:I,

boisa,

Eg{4) =]-olak)pk )
agar
S|g{ak)\Pk<™
(2) formulaning o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilish uchun ¢ diskret
bo‘lgan holda, g (4) ham diskret tasodifiy migdor boiishiga e’tibor berish
yetarli boiadi.
2) Agar tasodifiy migdor 4 ning tagsimotini zichlik funksiyasi p(x) va
Borel funksiyasi g( ) uchun
®
i B(x)\p(x)dx<co
-0
boisa,
Eg(4)= !)g{X)p{X)dX- ®3)

Keltirilgan (2), (3) formulalarga oid misollami ko‘ramiz.
Misol 1. Agar 4 tasodifiy migdor Puasson tagsimotiga ega boisa,

E—— hisoblansin.
1+ 4

Yechish. Formula (2) dan foydalansak, fg(x) = J.
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1 _ o« 1 Xk A e'A” Xkt
BT I @ora k0 ™A dosk +

=el? L =eU -0J-z£"
X r% rl AV | X
Misol 2. Tasodifiy miqdor £ [01] oraligda tekis tagsimlangan
boisa, (s) formulabo-yicha
£sin2 g = Jsin2 Kxdx = —J(I-cos2”*x)cfc =—

20 2

Bu holda, g(x) =sin27Tx.

Misol 3. Tasodifiy migdor £ Koshi tagsimotiga ega boisin. Bu
holda, uning tagsimoti zichlik funksiyasi

1> M = 'Lk 1+l*2
£min(|£|,1) hisoblansin.
Yugoridagi (3) formula bo‘%/i(tha

Emin(|E[,1) =—1 min(|jc|,|)----1-jdx
ft —e0 1+ X
2\ x , 2 dx
HFXZ&-'- Px?
Bu yerda
® dx Tt
11+X2 4

ekanligi hisobga olindi.

2. Umumlashgan Chebishev tengsizligi. Yuqgoridagi teorema 1ning
tatbiqi sifatida quyidagi teoremani keltiramiz.

Teorema 2. Funksiya g(x)-manfiy boimagan va kamaymaydigan

boisin. Bu holda, har ganday s >0 uchun

Agar r(x) =P(¢, <x) boisa, yuqoridagi (1) formulaga asosan
® ®
Eg{%)= 1 g(x)dF(x)> \g(x)dF(x)>

®
>g(e) idF(x) =g(e)P(C>e).

Oxirgi tengsizliklardan teorema 2 ning isbotini olamiz. Xususan, £ manfiy
boimagan tasodifiy migdor boisa, g(x) =x deb olib,
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Pr>s)<n-
£
Chebishev tengsizligiga ega boiamiz.
Tasodifiy vektorlar funksiyalarining matematik kutilmasi. (0,3, P)
ehtimollik fazosida
£(®) =(li(®)>->&(®))
tasodifiy vektor aniglangan boisin. Agar Rk ni R ga akslantiradigan
g(x) =g(xu...,xk)

Borel funksiyasi berilgan boisa,

tasodifiy migdor boiib, uning matematik kutilmasi
Eg(C)= ai9(“(00),...,Ak(a))P(dCO)- (4)

Bu (4) integralni Rk dagi ¢ tasodifiy vektoming tagsimoti F; (W bo‘yicha
(Lebeg integrali ma’nosida)
Eg{%)= IQ}(g(x)Pi {dx), X =(xX...,xk)eRk, (5)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Agar ¢ vektoming komponentlari

N (©),...£*(©)
bogiigsiz tasodifiy miqdorlar boisa, (5) integralni muayyan ravishda
hisoblash imkoniyatlari yuzaga keladi. Qulaylik uchun k=2 holni
ko‘ramiz. Agar to‘plam
B =B1xB2={(xI,x2),xl e Bxx2e £ 2}c
boisa (bu yerda B]va B2 lar R dagi oichovli to‘plamlar),
P¢(B) =P(C eB) =P(& e B *2eB2)=P($ e BY/>(& eB2) (6)
tenglik o‘rinli boiadi. Bu holda, R2 dagi tagsimot
Re(dxl,dx2) —  (¢fcl£&2) =P (]| 1ledxj,§2eife2)
R dagi
\ {dx\) =P{C\&dxx), P (dx2) =P(C2e dx2)
tagsimotlami to‘g‘ri ko‘paytmasi deb ataladi. Biz bilamizki, (6) formula
[r2,B2" (Z2-ikki oichovli Borel to‘plamlari a - algebrasi) fazodagi
(i=(£,¢i2) tasodifiy vektoming tagsimotini A va |2 tasodifiy
miqdorlarning (R,B) dagi tagsimotlari orqgali bir giymatli aniglaydi.
Aytilganlardan tagsimot bo ‘yicha integral
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\ g(x1,x2) P7i (dxl,dx2) )
R2
va tagsimotlar bo‘yicha olingan integrallar orgali ifoda etilishi
mumkinligi kelib chigadi. Hagigatan ham, quyidagi Fubini teoremasi
o‘rinli.
Teorema 3. (Takroriy integrallash hagidagi Fubini teoremasi).
Borel funksiyasi g(x,y), va £2 bogiiqsiz tasodifiy miqgdorlar
uchun
Eg{Zi¢i) = 1 g(xi,x2)PHi2{dxl,dx2) =

=J lg(xi,x2)ph (dx2) B (dxj) (8)
R
Bu tenglikda integral va indekslaming o'rinlarini almashtirish mumkin.
Izoh. Funksiya g(x],x2) oichovli boiishidan, (8) tenglikdagi
integral ostidagi
\g(xxx2)P*(dx2)
R
funksiyaning oichovli boiishi kelib chigadi.
Natija 1. Funksiya g(xux2)=g”x”"-g2(x2) boisin. Bu holda,
quyidagi ikkita shartlardan:
1) J&iI(*1)82 (x2)% , (dxi,dx2) mavjud;
R2

2) jgi(xi)Pr(dxi), i=1,2, mavjud;
R

birortasi bajarilsa,
1Si(x:)g2(x2) % 2(dxudx2) =
R2

=Fl;g\(l<\H (Al)'g{g2(x2)it2(&2)' 9)
Oxirgi (9) tenglikni soddaroq
E(9i(C1)g2{C2)) = Egi{Cl)-Eg2{C2)
ko‘rinishda yozish mumkin.
Natija 2. Agarg(xl,x2) =1B(xxx2) (B to‘plamning indikatori) boisa,
%2(5):P(("2M:Ri AT I EANEA I (10)
Bu yerda {(x,/*2)gjS} hodisaning ehtimolliligini P(82e j =P (BxY

ko‘rinshida yozish mumkin.
Yuqoridagi
Bxx={x2:{xI,x2)zB}
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to‘plam B to'plamning X, nugtadagi “kesimi” deb ataladi.
Agar (10) da
B ={(x\,x2);x1+x2 <x}
deb olsak,
B)=Pfa +i2<x) =F " 2(x) =
()

= \P(xx+"2<x)P"{dxx)— I FAx-x"dF"x,) (12)
tenglikni olamlz Agar oxirgi (11) tengllkda

Fk (x) =Fx(x) =P($ <x), Fh (x) =F2(x) =P($2<x)
deb hisoblasak, £x va S2 bogiiqgsiz tasodifiy miqdorning yigindisi ~ +82
ning tagsimot funksiyasi uchun

FA{x)= 1F2(x-u)dFLu)= 1 F1(x-u)dF2(u)

formulani olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral Fx va F2
tagsimotlaming kompozitsiyasi deyilib,

FX-F2 =F2*FX= J i{x-u)dF2(u) (12)
-2

ko‘rinishda belgilanadi.

Hamma tagsimotlar fazosi (*) kompozitsiya amaliga nisbatan
maium Kko‘rinishdagi algebraik strukturani tashkil giladi, lekin bu holat
tagsimotlaming xususiyatlarini oiganishga yordam bermaydi.

Tagsimotlar  kompozitsiyasi (12) formuladagi tagsimotlardan
birortasi zichlik funksiyaga ega boisa, ulaming kompozitsiyasi Fx*F2

zichlik funksiyasiga ega boiadi. Hagigatan ham, masalan,
Fi{x)= 1 P2{u)du
ko‘rinishda boisa,
ANHI2()=R*F =1 dF\(M_&)PZ{y- )&=
= x1i \ dFx(u)p2(y-u)
@9 o
Demak, £x+82 yig‘indining tagsimoti
)]
P{x)= \ P2{x ~u)dR\{u)

zichlik funksiyasiga ega boiar ekan. Agar £ tasodifiy migdorning
tagsimoti ham uzluksiz tipda boiib px(x) zichlik funksiyasiga ega boisa,
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AVi2(x) = \ Pi(x~u)P{u)du =Pi*P\

yigindi Ci+%2 tagsimotining zichlik funksiyasi boiadi.
Misol 4. Bogiigsiz <i(;2 tasodifiy miqdorlar [0,I] oraliqda tekis
tagsimlangan boisin, ya’ni ular umumiy

\VJ > [o, xe[0,1]
zichlik funksiyasiga ega boiadilar. Bu holda,
O xe[0,2]
¢Vi2(x)=\p(x-u)du =\x, xe[0,1]
0 2-x, xe[l,2]

Zichlik funksiyasi P¢ ¢ (x) oxirgi formula bilan aniglanadigan tagsimot,
“uchburchak” tagsimot deb ataladi.

8§ 4.4. Tasodifiy migdorlar ko*‘paytmasining
matematik kutilmasi va bogiigsizlik

Teorema 1. Tasodifiy miqdorlar £77 bogiigsiz, g(x,y) Borel
funksiyasi boisin. Agar Eg(£,ri) chekliboisa,

Eg(X,n) = E[Eg(x,rf)/suli\. @)
Agar g(x,y) —ox(x)g2y) boiib, Egfa) va Eg2(f]) mavjudboisa,
Eg{t.rl) = Egl{CyEg2{Ti) @

Izoh. Teoremadagi (1) tenglikning o‘ng tomonidagi ifodani hech
ganday shartli matematik kutilma emasligini nazarda tutish kerak. Aslida
esa

Eg(x.ri) = G{x)
boiib, (1) tenglikning o‘ng tomoni £'G(£)ga teng deb tushinish to‘g‘ri
boiadi.

Isbot. Keltirilgan izohdan kelib chigadiki, teoremaning birinchi
gismi yugoridagi Fubini teoremasining matematik kutilmalar terminidagi
yozuvi, xolos. Teorema 1 ning ikkinchi gismi esa, oldingi paragrafdagi
natija 1dan iborat ((9) tenglikka garalsin).

Agar B ={r7=y) hodisaning ehtimolligi P(B) >0 boisa, (1)
tenglikning isboti matematik kutilmalar uchun toia ehtimollik
formulasidan kelib chigadi. Hagigatan ham,
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, . E\g(i,ri)-T1=
Byl =yi= o OCTEY

P{v=y)
_ BO(iV){ri=y} _ Eg{ti>y){v=y}_ ., \
P{r] —y) P(v=y)

Oxirgi tenglikni to‘g‘riligida g(£,y) va /{)=/} tasodifiy migdorlaming
bogiigsiz boiishligidan foydalanildi

EgE )=} = EgEY)-P(ri = ).
Teoremadagi (2) tenglikni umumiylikni chegaralamagan holda,

E£-r) = E£- Er/ 3)

ko‘rinishda yozish mumkin. Oxirgidan (2) ni olish uchun £ sifatida gx(C)
ni, j sifatida g2(rj) ni gabul qilish yetarli, chunki £ va 1j lar gatorida gx(£)
va g2{v) lar ham bogiiqsiz boiadi.

Yuqoridagi (2) va (3) tengliklardagi fikrlarga teskari boigan fikrlar,
umuman aytganda, to‘g‘ri emas. Shunday £ va rj tasodifiy migdorlami
topish mumkinki, ular uchun

EC-V = EC- Er)
tenglik to“g‘ri, lekin £ va 1 lar o‘zaro bogiiqsiz boimaydi.

Misol. A va £2 bogiigsiz tasodifiy miqdorlar boiib, EEj = EE2= 0
boisin. Agar nj = @ deb olsak, albatta, £ va lar bogiiq tasodifiy
miqdorlar boiadi. Lekin

Efol=E $ =E$? «E£2=0= mEt){.

8 4.5. Kelajakka bog‘liqg boimagan tasodifiy migdorlar
matematik kutilmasi

Ehtimollik fazosi (0,3,P) da {£,,,«> I} tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi va butun manfiy boimagan tasodifiy migdor v aniglangan boisin.
Tasodifiy migdorlar

k™ n
yuzagakeltirgan a —algebrani a(Ck,...,$n) = 3/;n deb belgilaylik.

Ta’rif. Tasodifiy miqdor v kelajakka bogiiq emas deyiladi, agar

< n} hodisa "n+.00 ~ a -algebraga bogiig boimasa.

Tasodifiy migdor v Markov yoki to‘xtash momenti deyiladi, agar
{v<ra}e3In boisa. Boshgacha aytganda, bu holda £1;...£n laming
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giymatlari {v<n} hodisalar ro‘y berganligi yoki bermaganligini
aniglaydi. Keltirilgan Markov yoki to‘xtash momenti v uchun {v <n}
yoki {v>n} hodisalar 3r""j —a —algebradan bogiigsiz boiadi. Demak,

Markov momenti {£n,n> 1} bogiiqgsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
uchun kelajakga bogiiq boimagan tasodifiy migdor boiadi.

Misol 1. {C,,,n>1} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi, v giymati N
ga teng yoki undan katta boigan birinchi tasodifiy migdoming nomeri
boisin, ya’ni

v=inf{k:4 >N}.
Agar {fn,n>1} bogiigsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi boisa, v
kelajakka bogiiq boimagan tasodifiy migdor boiadi.

Hagigatan ham, {i>< n} = |nJ {4 > N} e 3 hodisa uchun o‘z-

k=1
o‘zidan ravshanki, v tasodifiy migdor ketma-ketlikka bogiiq
boimasa (ya’ni a(v) va 5l a- algebralar bogiigsiz), bu tasodifiy
miqdor kelajakka bogiiq boimaydi.

“To'xtash momenti” tushunchasi ko‘p amaliy masalalaming
mohiyati bilan bogiiq boiadi. Masalan, tayyor mahsulotning statistik
nazorati quyidagi sxema bo‘yicha o‘tkaziladi: 4 tasodifiy migdor k-
partiyadagi “nosoz” (brak) buyumlar soni boisin. Statistik nazorat
bo‘yicha hamma mahsulot “nosoz” deb hisoblanadi, agar biror n uchun

yigindi 5,, = E 4 ning giymati a+ bn dan katta boisa. Agar v aytilgan
k=1

hodisaning ro‘y bergan partiya nomeri boisa, ya’ni
V= minjra; Sn>a+ 6n|

bu tasodifiy miqgdor nazoratjarayonining “to ‘xtash momenti” boiadi.
Agar v butun giymatli, tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi
boisa,
=fi+ +4
tasodifiy sondagi tasodifiy migdorlar yigindisi boiadi. Uni “gisqa qilib”
tasodifiy yigindi deb ataymiz.
Teorema (Kolmogorov - Proxorov). Butun giymatli manfiy

boimagan tasodifiy miqgdor v ketma-ketlik 1} ga nisbatan
kelajakka bogiiq b%i)magan tasodifiy migdor boisin. Agar
EP(*>k)EM<00 1)
=i
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boisa,
ESv=J2P(v>k)E". 2
k=1

Agar > 0 boisa, (1) shart ortiqcha boiadi.
Isbot. Toia ehtimollik formulasi bo‘yicha
ESV="£E[Sv-v=n)= ££(Snw=n) =

n=1 n=1
00 n oo

—YII2E{tk>v—n)—YIE{Zkv>k) 3)

n=1k=1
oxirgi  tenglikda yigindilar tart|b|n| almashtirish ~ mumkinligini
tushuntirishdan oldin (3) tenglikdan teoremaning isboti kelib chigishini
ko‘rsatamiz. Hodisa
{v>k}= &> k—1}
a - algebra 3koa dan bogiigsiz boigani sababli, u a -algebra <x(4) ga
ham bogiiq boimaydi (chunki ct(4) ¢ -jkoo)- Shunga asosan,
E(£k,v>k) = P(v>k)E£k

boiib, bu tenglik teoremani isbotlaydi. Yuqoridagi (3) tenglikda
yigindilar tartibini almashtirish mumkin, chunki undagi qator absolut

yaginlashadi.
Hagigatan ham, teoremaning shartlga asosan,

00 00

£ £E =» :IkEi’I04|,«>*):

k=1In—k
=E p ('">>QE\b[<o0o0.
k=1

Agar £k >0 boisa, oxirgi qatordagi hamma qo‘shiluvchilar manfiy
boimasdan, unda yigindilar tartibini almashtirish doim mumkin boiadi.

Natija (Vald ayniyati). Agar £i,£2>—tasodifiy migdorlar bogiigsiz
va bir xil tagsimlangan, v tasodifiy miqdor kelajakka bogiiq boimagan
boiib, Ev <00 boisa,

ES,, = E"-Ev. 4
Hagigatan ham
YiP(v>n) = J2J2P (v = k) = J2kP{v = k) =

n=1 k=1k=n k=1

va (4) tenglik (2) dan kelib chigadi.
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8 4.6. Tasodifiy miqdorlar dispersiyasi

Tasodifiy miqgdorlarning sonli xarakteristikalaridan biri dispersiya
tushunchasini keltiramiz.

Ta’rif. Tasodifiy migdor £ ning dispersiyasi deb

Di=E{i-Eif

songa aytiladi.

Bu xarateristika tasodifiy migdoming qiymatlari matematik kutilma
Ei atrofida “targogligini” yoki *“quyuqligini” ifoda etadi. Mexanika
nuqtayi nazaridan, dispersiya birlik massaning to‘g‘ri chizigdagi
tagsimotini inersiya momentiga teng boiadi. Matematikada esa dispersiya
tasodifiy migdor funksiyasi

ning matematik kutilmasi.
Bevosita hisoblab,
Di=Ef - 2Ei ®Ei + (Ei)2=Ei2- (Ei)2 (1)
formulani olamiz.
Dispersiyani
Di = mainE(i~ a)2
tenglik bilan ham aniglash mumkin. Hagigatan ham,

Di=Ei2+min(a2- 2aEi) = Ei2- (Ei)2,
a

chunki
min~a2 —2akEij
a=Ei boiganda erishiladi. Oxirgidan ko‘rinadiki, a = Ei son tasodifiy
migdor C uchun o‘rta kvadratik ma’noda eng yaxshi “baho” (tagribiy
giymat) boiadi.
Misol 1. Tasodifiy migdor i ning tagsimoti parametrlari (a,a2)
boigan normal zichlik fanksiyaga ega boisin, ya’ni

P(i<x)= f ipa2(u)du,

_ 1 (x-a)2
V 2(x) = . — exp\--—+--- =
) A pI 2a
Yugorida biz Ei = a ekanligini ko‘rgan edik. Bu tagsimot uchun
00 s 2 00
Di= f (x- a)2-pL- dx = f uz-nijxu

vV 27R 7 v 27T
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_ X—a

Oxirgi tenglik u almashtirish  orgali olinadi. Boiaklab

integrallashni bajarib

DEf = ue?'? + a2~ e trodu = <
s[2i

tenglikni olamiz.  Demak, normal tagsimotning ikkinchi parametri
a2= ££ ekan.

Misol 2. Tasodifiy migdor £ parametri A> 0 boigan Puasson
tagsimotiga ega boisin, ya’ni "

P(i=k = "k\-e -\k = 0,1,2,...
Oldin biz E£ = A ekanligini topgan edik. Demak,
o \k

DC=££2- (EC)2= J2k2M e -x- A2=
k=0

= | U(fe-HA* -A
*= fel -e + ﬁ:o
Shunday qilib, Puasson tagsimotiga ega boigan tasodifiy miqdor £ uchun
EE=DC=\,

ya’ni matematik kutilma va dispersiya teng boiar ekan. Oxirgi jumlada
keltirilgan xossa Puasson tagsimotini tavsiflaydi, hamma diskret
tagsimotlar sinfida fagatgina Puasson tagsimoti uchun EC = ££ tenglik
bajariladi.

Misol 3. Agar £ tasodifiy migdor [01] oraligda tekis tagsimlangan
boisa, uning zichlik funksiyasi

il, 0O<g<1
pix) = 0, ee[0,]
boiadi va
1 , i i
fE=f xdx=-, Ef =f xdx=-.
Demak, (1) formula bo'yicha
.1l
Di ) 12
Misol 4. Agar £ tasodifiy migdor Bernulli tagsimotiga ega boisa,
ya ni
1 P
0 l-p
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Bu holda, EE = 1lep + 0¢(1- p) =p, £2= £

E£E2 =Ei=p
tengliklar to‘g‘ri boiib, (1) formuladan
w=v-p2=p(i-p
ekanligini olamiz.
Endi dispersiyaning muhim boigan xossalarini keltiramiz.
DI. D£> 0, DE = 0 fagat va fagat P(£ = c¢) = 1 boigan holda, bu yerda
. - const (w danbogiiq emas).
Birinchi keltirilgan xossa isbot talab etmaydi, chunki
DE=E(t-Et)2>0.
Agar P(£ = ¢) = 1boisa,
(EC)2=Ee =c2
Demak,

T
e

£5£ = c2—C2
Agar DC=E{£- Ei)2=0 boisa,
(£-£1)2>0, P(G-EC=0)=1
yoki P(£ = PC) = 1 (matematik kutilmaning E4 xossasiga garalsin).
D2. Agar a va 6 o0‘zgarmas boisa,
D(a+-bt) = b2DE.
Bu xossa C¥, ta’rifidan kelib chigadi.
D3. Agar i va rj tasodifiy migdorlar bogiigsiz boisa,
D(i+ rj)=Di+ Dr,.
Hagigatan ham,
D(i+r)=E(i+r)2-(Ei+Er)2=
= Ei2 + 2E£ wEt] + Er,2 - (Ei)2- (Er))2 - 2Ei wEr, =
= Ei2- (Ei)2+ Er,2- (Er,)2= Di + Dr,.
Keltirilgan hisoblashlardan ko‘rinadiki, dispersiyaning additivlik xossasi
(D3) fagat va fagat £ va r, lar bogiigsiz boigan holda bajarilib
golmasdan, umumiyroq
E(i-V)=Ei-EV
tenglik bajariladigan hollarda ham o‘rinli boiar ekan.
Misol 5. Tasodifiy miqdor v> 0 butun giymatli boiib, bir xil
tagsimlangan va bogiiqgsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi {qh,n>1}
dan bogiigsiz va Ev, =a matematik kutilmalar mavjud boisin.

Quyidagi
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& —il +eee + C
tasodifiy yig“‘indining dispersiyasi DSV topilsin.
Yechish. Biz yuqorida isbotlagan Vald ayniyatiga asosan
ESV= aEv.

Toia ehtimollik formulasiga koia
DSV=E (Sv—ESvf = YJE[& -ESvf,v =n]=
n

=APiv =n)E(Sn-ESVf =

n

'EP (v = n)\"E(Sn - an)2+ (an —alv)2]=
=£ P(v=n)nD +aZk (v—Ev)2=
T

= D*Ev + a2Dv.
Keltirilgan tenglikni
E(Sv-vaf = Ev-DC1
munosabat bilan teng kuchli ekanligini ko‘rish qgiyin emas.

8 4.7. Korrelatsiya koeffitsiyenti va yuqori tartibli momentlar

Ixtiyoriy £ va 1] tasodifiy miqdorlar orasida £= g(rj) iunksional
(deterministik) bogianganligi, funksional boimagan bogiiqglik, yoki ular
bogiigsiz boiishi mumkin. Quyida aniglangan ikkita tasodifiy migdorlar
orasidagi korrelatsiya koeffitsiyenti yordamida bu tasodifiy migdorlar
orasidagi bogiiqlik darajasi o‘rganiladi.

Ushbu paragraf davomida o‘rganilayotgan tasodifiy migdorlar uchun
nolga teng boimagan dispersiyalar mavjudligi talab etiladi.

Agar £ tasodifiy miqdor uchun EE = 0, DC = 1 boisa, uni standart

deb hisoblaymiz. Ixtiyoriy tasodifiy migdomi chizigli almashtirish
yordamida standart variantga keltirish mumkin. Hagigatan ham, ixtiyoriy £
uchun

4 =

tasodifiy migdor standart variant boiadi.
Ta’rif. Tasodifiy miqdorlar £ va 1 orasidagi korrelatsiya
koeffitsiyenti deb
p(£,v) = EE.c-vec
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sonni aytamiz.

Quyida korrelatsiya koeffitsiyenti p (£, rfyning xossalari keltiriladi.
1 Korrelatsiya koeffitsiyenti |p(£,??)| < 1.

Hagigatan ham,

0< D(Eczr)c) = E(Eczrjcf = 2x2p("rj).
Bu tenglikdan esa, |p(£,i?)| < 1tengsizlik o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
2. Agar £ va 1 tasodifiy migdorlar bogiigsiz boisa, p(C,r/) = 0.

Bu munosabat f va rj tasodifiy migdorlar bogiigsizligidan £c va ric
larning ham bogiigsiz boiishidan kelib chigadi.

Keltirilgan jumlaga teskari boigan fikr to‘g‘ri emas, ya’ni
p{C,v) = Q boisa, £ va 7- larni bogiigsiz boiishi shart emas. Bunga
oldin misol keltirilgan edi (Shunday bogiiq £ va r? tasodifiy migdorlar
mavjudki, ular uchun EC=Er/=0 va ECwj=0). Lekin shunday
tasodifiy miqdorlar jufti £ va rj mavjudki, ulaming bogiigsizligi

r° =:0 tenglikka ekvivalent boiadi. Bunga quyidagi Bernulli
tagsimotiga ega boigan tasodifiy miqdorlar misol boiadi. Aytaylik,
P
-0 1-p
1
\Y

boisin. Bu tasodifiy migdorlar uchun

EC=P DC=p(l-p), Ej=q D}=q(\-q)
Demak, £ va 7 lar orasidagi korrelatsiya koeffitsiyenti

« |
yqu(lpp)(l-q)
Agar p(£,r)) = 0 boisa,
EC-r,=P{C=177=D=pqg=P(t =1-P{V=1),
PE=1P=0=P(f=D-P(E=Ln=1l)=p- pg=
=p(l-g) =P(f=1).P(*=0),
PE=077=D)=P(r,=0)- P(E=1r=]=
=q- pq= (- p)a= P(E = 0)-P(rj = 1),
p(¢c=077=0)=p{t=0)-p{z=0"7=1)=
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= (- P)- - PQ=(- P)(t- 9=PE="°)'p (V= 0>
Keltirilgan tengliklardan £ va 1j tasodifiy migdorlaming bogiigsizligi

kelib chigadi.
3. Agar |p(Ef?)| = 1 boisa, bu tasodifiy miqdorlar chizigli bogiiq,
ya’ni shunday a va b 0 sonlar topiladiki,
P(,=0+6Ef)=I *)
Isbot. Faraz gilaylik /9(Gr/)| = 1boisin. Agar p(£,r)) = 1boisa,
0(4-J)=2(l-pte»?)) =0 ®

yugorida keltirilgan disspersiyaning D1 xossasiga asosan (1) tenglik
P(£c- ijc=c) =1, c- o‘zgarmas son boigan holdagina bajariladi, xolos.
Agar p(Crj) = -1 boisa,
D{tc+Vc) = 1+ p{t>r) =0 ®)
va oldingidek (2) tenglik
P{Cc+Vc = ¢)=1
boigan holdagina bajariladi, xolos.

Agar p>0 boisa, £ va 1 tasodifiy miqgdorlar musbat
korrelatsiyalangan, p < 0 boisa, manfiy korrelatsiyalangan deyiladi.

Izoh. Oson ko‘rish mumkinki, agar £ va r? tasodifiy migdorlar
chizigli bogiiqg boisa, ular orasidagi korrelatsiya koeffitsyienti |p(C, /)| = 1
boiadi. Hagigatan ham, (*) tenglik bajarilsa, a = EC va B =
belgilashlami kiritib,

\ iC-a a+bf-a-ba_ _.. ., 1 b>0
p&,w&_ é_(;fs b\%b\rs = sigE e s<o
tenglikni hosil gilamiz.

Aytib oiilgandan quyidagi xulosaga kelamiz: tasodifiy miqdorlar
orasida chizigli bogiiqlik mavjud boiishi uchun, ular orasidagi
korrelatsiya koeffitsiyenti +1 ga yoki -1 ga teng boiishi yetarli va zamriy
shart ekan.

Misol. Signal uzatadigan qurilmani ko‘ramiz. Tasodifiy migdor £
uzatiladigan signal miqdori boisin. Har xil to‘sginchiliklar ogibatida
=aC+ A signal gabul qilinadi. (bu yerda a- signal kuchaytirish
koeffitsienti, A - “shovgin” miqdori). Tasodifiy miqdorlar £ va A
bogiigsiz va

a=-EC DC=1 EA=0 DA=a2
deb hisoblansin. Bu miqdorlar orasidagi korrelatsiya koeffitsiyenti
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(ai + A —aa) a
p(C,v)= EL ®Mc=E (£- a)m
Agar a kuchaytirgich a ga nisbatan katta son boisa, koeffisiyent p(-,-)
nolga yaqgin boiadi va rj deyarli £ ga bogiig boimaydi. Agar a
kuchaytirgich a ga nisbatan kichik son boisa, koeffitsient p(-,-) 1 ga
yaqin son boiib, gabul gilingan signal rj bo‘yicha, i ni tiklash mumkin.
Endi tasodifiy migdorlarning matematik kutilma va dispersiyadan

boshga sonli xarakteristikalarini ko‘ramiz. Bunday xarakteristikalar
sifatida yuqgori tartibli momentlami ko‘rish mumkin.

Ta’rif. Tasodifiy migdor £ ning k-tartibli momenti deb, E ik

songa aytiladi. Tasodifiy migdoming k —tartibli markazlashgan momenti
deb

@
ak=E (t- Eif = J (x- E (f dFg (z)
—
songa aytiladi. Masalan, ikkinchi tartibli markazlashgan moment

dispersiya boiadi.
Misol 1. Faraz gilaylik i tasodifiy migdor parametrlari a va a2
boigan normal tagsimotga ega boisin. Bu holda, tagsimotning zichlik

funksiyasi
1(x—a)2
px)= — ez °
yjlira
Oldin biz EC = a, DC = a2 ekanligini ko‘rgan edik.

Tasodifiy migdor i ning yugori tartibli markazlashgan momentlarini
topaylik.

Ta'rifbo‘ycha,
1(x —a)21,

m— f (x —a)kexp --0— \ax
\RtTG _ 2 &

E(f£ —a)k=

Oxirgi integralda u = L= T almashtirish bajarilsa

tenglikni olamiz.
Agar k= 2s+1 —toq son boisa,



2 - .
Bu yerda Y% = t almashtirish bajarsak,
NS 2s oo
EU-a)x= " — ftsxtle-Idt =

rL\SGZS °
rls+1j = 1e3e..¢2s- DgX= (2s-1)!! 02s.
(e 0)
Bu yerda T(a) = J xa~le~xdx - Eyleming r-funksiyasi.
o}
Masalan,
E(£,~ a)2= DG —cr2
E (£ - 0)4= 3a2va hokazo.
Misol 2 Tasodifiy migdor £ parametri A ga teng boigan
ko‘rsatkichli tagsimotga ega boisin. Bu holda tagsimot funksiyasi
0, x<0
F{X)=P(E<x)=mn
&) ( ) 1—e-xx, x> 0
va zichlik funksiyasi
p(.x) = Ae Xx, x > 0.
Bu tasodifiy migdoming yugqori tartibli momentlarini hisoblaylik.
Ta'rifbo'yicha,

00 00

ECk = j xkXe~xdx = Af xke~Xxdx =
_AkJue du xk

masalan, E ( = E(j2 = va shuning uchun ham

1 2
A’ A
Dt = Et2-{Et)2= -

Ushbu paragrafni tasodifiy vektorlaming sonli xarakteristikalariga izoh
berish bilan tugatamiz.
Agar £= (£i,...,4) tasodifiy vektor berilgan boisa,

EC = (E£i,-,EEK) = (mh...,mk)
sonli vektomi £ tasodifiy vektoming matematik kutilmalari vektori deb
ataymiz. Umuman ikkita tasodifiy migdorlar C va  laming kovariatsiyasi
deb,

cov (€, r)) = E(E —E£) (i?- Er))
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songa aytiladi. Tushunarliki, bu tasodifiy miqdorlar orasidagi korrelatsiya
koeffitsiyenti

DE.r) = cov (£,7;)

Quyidagi k xk tartibli kvadrat matritsa ¢ = (cyf , ct] = cov

£ tasodifiy vektoming kovariatsion matritsasi deb ataladi. Bu matritsa
manfiy aniglanmagan kvadratik matritsa boiib, tasodifiy vektorlar uchun
dispersiya rolini o‘ynaydi.
Agar £= (£[,...,4) tasodifiy vektor berilgan boisa,
MX..&k =Etf'..4 S
ifoda £ ning s1+... + sk tartibli aralash momenti deb ataladi. Masalan,
EGi = ..- EEk= 0
boiganda, hamma 2-tartibli momentlar kovariatsion matritsani tashkil
giladi.
Agar
£IEls =£(£,2+ ...+ 4 2)a/2<00
boisa, §+... + sk<s tartibli hamma aralash momentlar mavjud boiadi.
Tasodifiy vektor £ ning komponentalari bogiigsiz tasodifiy migdorlardan
iborat boiganda,
MY Sk=E~.E~"~...EN

tenglik o'rinli boiadi.
8 4.8. Momentlar uchun tengsizliklar

Teorema 1. (Koshi - Shvars tengsizligi). Agar £ va rj lar ixtiyoriy
tasodifiy miqdorlar boisa,
i
E\t\-\rj\<[Ei2 En2\2.
Isbot. Quyidagi elementar tengsizlikdan foydalanamiz:

2\a-b\<a2+b?2

bu yerda
a2= ~2 R=
EC2’ Eri2
deb olsak,
-N1o- <.
iEd2 -Er,2]
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Endi oxirgi tengsizlikda har ikki tomondan matematik kutilma olinsa,
teorema isbot boiadi. Koshi-Shvars tengsizligi ancha umumiy boigan
tengsizliklaming xususiy holi boiadi.

Teorema 2 (Gyolder tengsizligi). Agar r > 1, —+ - = 1boisa,
r s
£]£i] <[W F Ne F’ ®
[I5(i+iT)rF<[A |irp;+[A?]|€rF: 2)

Bu yerdagi ikkinchi munosabatni Minkovskiy tengsizligi deb ataladi.
Isbot. Quyidagi rasmda keltirilgan OBA egri chizigning tenglamasi
y —xr~xyoki x = ys-'

Bu egri chizigda B = (bss\j va A = (a,ar_| jnugtalarni tanlaymiz va

bunda b < ar~} deb hisoblaymiz.

Yugqoridagi shaklda S va T yuzalar mos ravishda

S=jxrldx= -ar,

T :.f ys-ldy = -bs

boiadi va 0‘z-o‘zidan ravshanki, ab< S+ T .
Demak,

tengsizlik o‘rinli ekan.
Bu tengsizlikda



JaL<I+i=i
(ENG\r)r  (E[r?]s)
tengsizlikni hosil gilamiz va undan (1) (Gyolder) tengsizligi kelib chigadi.
Minkovskiy tengsizligini (2) isbotlash uchun
E+.. <lil+ ..
tengsizlikdan foydalanib, quyidagi bahoni yozamiz:

E\Xt+rA\rK Em +vr'+Em +vrl
Bu tengsizlikni o‘ng tomondagi qo'shiluvchilarga isbotlangan Gyolder
tengsizligini qoilab,
1

i
EFrrf< EWY + (EwW)r fi2li+ ffr- 18

munosabatni hosil gilamiz.

Endi,

& D1ys=r, -3 1
S r

ekanligini hisobga olsak, oxirida (2) tengsizlikni isbotlagan boiamiz.

0 ‘z-o‘zidan ravshanki, r = s= 2 boiganda Gyolder tengsizligi
Koshi-Shvars tengsizligiga aylanadi.

Faraz qgilaylik, y(.7;)to'g‘ri chizigda aniglangan gabariq funksiya
boisin. Eslatib oiamizki, g(-) funksiya gabariq deyiladi, agar har ganday
Xi,x2 £ R uchun

gX ™ 21<|(g(™i) + gfe))

tengsizlik bajarilsa.

Analiz kursidan maiumki, ikki karra differensiallanuvchi g(x)
funksiya gabariq boiishi uchun, g"(x) > 0 boiishi yetarli va zaruriy shart.

Teorema 3. Agar E~ mavjud boiib, g(x)- gabariq funksiya boisa,

g{Et)<EQ(C). (€)

Bu (3) tengsizlikni Yensen tengsizligi deb ataladi.

Isbot. Analiz kursidan maiumki, hamma x lar uchun

g(x) > g(x0) + k(xO) (x -x 0) 4
tengsizlik o‘rinli va bu yerda k(x0) gandaydir son boiadi.
Endi (4) tengsizlikda x = £(w), x0= (ui) deb  olsak,
g{Q > g(E£) + c(C —EE£), c-0‘zgarmas son, tengsizlikni hosil
gilamiz.
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Oxirida ikki tomondan matematik kutilma olsak, Eg(C)> g(EC) Yensen
tengsizligini olamiz.
Xususiy holda g(x) = x boisa,

m r<Ec,
g(x) = W boisa, Z¥Jr < E [ vahokazo.

Natija (Lyapunov tengsizligi). Agar 0< s < t boisa,
i i
(E\t\sys <(E]C]7 5)

Isbot. Funksiya gCx)= xr,r= —> 1ri= g boisin. Yensen
s
tengsizligiga asosan,
(Blil*ji<E(|€]*);=J5]if.

Bundan esa Lyapunov tengsizligi (5) kelib chigadi.
Teorema 4. Agar £> 0 (1 ehtimollik bilan) boisa,

har ganday s > 0 uchun.
Isbot. Hagigatan ham,
EC=f £dP>e f dP = eEflji>e'j = £EE(i>e)
M iwEuPe
Agar g(x) monoton o‘suvchi boisa,
{i;i>e} ={f;9(0>9(£)}
va teorema 5 ni goilab,
PU>s)< "
) g(e)
tengsizlikni olamiz.
Natija (Chebishev tengsizligi). Har ganday tasodifiy migdor £
uchun

P(1E-££]>e)<n ©

(6) tengsizlikni isbotlash uchun rj = (£ - ££)2 tasodifiy migdorga nisbatan
teorema 5 ni qoilash yetarli boiadi.

Misol va masalalar

1 Tasodifiy migdor X fagat musbat butun giymatlar gabul giladi. Bu
()

tasodifiy migdor uchun EX = £ P (X > &)ekanligini isbotlang.
1=\
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. Idishda N ta shar boiib, ulardan M tasi og. Tavakkaliga n ta shar
olindi. £ tasodifiy migdor olingan sharlar ichidagi oq sharlar soni

boisa, uning matematik kutilmasi EC =--n ekanligini isbotlang.

. Avtobuslar 5 minut oralig bilan gatnaydilar. Bekatda avtobus kutish
vaqgti S tekis tagsimlangan deb, kutish vaqtining matematik

kutilmasi va dispersiyasini hisoblang.

Javob: EC=-,

. Partiyadagi 100 ta mahsulotning 10 tasi nosoz. Tekshirish uchun
partiyadan 5 ta mahsulot tasodifiy ravishda tanlab olinadi.
Tanlanmadagi nosoz mahsulotlar sonining matematik kutilmasini
toping.

Javob: E4=0,5.
. Tagsimot funksiyasi F(x)=1-e~°M (x>0) bilan berilgan
ko‘rsatkichli tagsimotga ega £ tasodifiy migdoming dispersiyasini
toping.

Javob: £>£=100.
. 4 tasodifiy miqdor [0;]] kesmada f{x) ='ix1 zichlik funksiyasi bilan
berilgan, bu kesmadan tashqgarida /(*) = 0. Matematik kutilmasini
toping.

Javob: F*=0,75.

. Normal tagsimotga ega jamlanmada 15 % giymatlar 12 dan kichik va
40% qiymatlar 16,2 dan katta. Ushbu tagsimotning matematik
kutilmasi va o' rtacha kvadratik chetlanishini toping.
Javob: 15,39, 3,26.
. X tasodifiy miqgdor A™(1,cj) tagsimot gonuni bo‘yicha tagsimlangan.
Agar P{X< 2}=0,99 ekanligi maium boisa, EX2 va P{X2>2}
lami hisoblang.
Javob: EX2« 1,1842, P{X2>2}« 0,8328.
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V BOB. BERNULLI TASODIFIY MIQDORLARI
KETMA-KETLIGI
(Natijalari ikkita elementar hodisalardan iborat boigan bogiigsiz
tajribalar ketma-ketligi)

V bobni o‘gib chigish natijasida:
- Bernulli tasodifiy migdorlar ketma-ketligi.
- Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun katta sonlar qonuni.
markaziy limit teorema o ‘rinli bo fishi.
- Lokal va integral (Muavr - Laplas) teoremalari.
- Binomial tagsimotni Puasson tagsimoti bilan approksimatsiyalash
haqgida tasavvurlarga ega boiinadi;
- Bernulli tasodifiy migdorlari ketma-ketligi uchun katta sonlar gonuni
o rinli bo 'lishini.
- Muavr—Laplas teoremalariyordamida binomial tagsimotni
0 ‘rganishni.
- Puasson teoremasi isbotida “bitta ehtimollikfazosi” metodini
bilish va amalda qoilay olish;
- Muavr-Laplas teoremasini qo ‘llab, binomial tagsimotga tegishli
masalalarniyechishni.
- Puasson teoremasi tadbiglarini.
- Binomial tagsimot uchun limit tagsimotlar sinfini
o'rganib olish mumkin.

Har bir tajriba natijasida biror A hodisaning ro'y berish yoki ro‘'y
bermasligi kuzatiladigan va har bir tajribaning natijasi qolgan
tajribalaming natijalariga bogiig boimaydigan tajribalar ketma-ketligi
ehtimolliklar nazariyasida Bernulli sxemasi deb ataladi. Agar A
hodisaning ro‘y berish ehtimolligi P(A)=p tajribalar tartibiga bogiiq
boimasa, ya'ni tajribadan-tajribagacha o‘zgarmas boiib qolaversa, mos
Bernulli sxemasi bir jinsli deb hisoblanadi, aks holda bu hodisaning ro‘y
berish ehtimolligi tajriba tartibiga bogiiq boisa, mos tajribalar sxemasi bir
jinsli boimagan deb hisoblanadi. Demak, bir jinsli boimagan Bernulli

sxemasi uchun 1-nchi tajribada A hodisa ro‘y berish ehtimoli P (A)=px
(ya'ni ro‘y bermaslik ehtimoli pX), 2-tajribada A hodisa ro‘y berish
ehtimoli p2, umuman «-tajribada P(A)=Pn deb hisoblanadi. Ko'p
hollarda bir jinsli boimagan Bernulli sxemasi Puasson sxemasi nomi bilan
ham yuritiladi.

Masalan, tanga tashlash tajribalar ketma-ketligi bir jinsli Bernulli
sxemasini tashkil etadi va bu holda



P(A)=P(G)=P(A)=P (R)=1.
Agar tashlanadigan tanga simmetrik bo‘lmasa, (0<p<\)
P(A)=P(G)=p P{l)=P{R)=\-p .

Birjinsli boimagan Bemulli (Puasson) sxemasi

juftlik entimolliklar orgali aniglanadi.

Umuman ehtimolliklar nazariyasida biror ehtimollik fazosi (Q, 3, P)
da aniglangan tasodifiy miqdor £ fagat 2 ta a va b giymatlami gabul
gilsa, (a * b) bu migdor Bemulli tasodifiy migdori deb ataladi. Xususan,
tasodifiy migdor ¢ faqat bitta (a = b= const) giymat gabul qilsa,

P{£, =a)=P(C =const) =1
boiib, boshga ehtimolliklar yuzaga kelmaydi. Shuning uchun ham
tasodifiy miqdorlar analizi Bemulli tasodifiy migdorlarini o‘rganishdan
boshlanadi.

Keltirilgan, Bemulli sxemasi deb atalgan bogiigsiz tajribalar ketma-
ketligi quyidagi Bemulli tasodifiy miqdorlar ketma - ketligi

Si, B2,
orqali ifoda etilishi muhim rol o‘ynaydi. Bu yerda Ck= 1, agar k - tajribada
A hodisa ro'y bersa, ck=0 agar k-tajribada A hodisa ro'y bermasa.
Demak, bu tasodifiy migdorlar bogiigsiz boiib,
li, ehtimolligi p = P(A)
k= [0, ehtimolligi 1—p = P(A)
ya m,
P(&=1)=P, P4k =0)-1-P -
Shunday qilib,

boisa, S, tasodifiy miqdor n-ta bogiigsiz tajribada A hodisaning ro'y
berishlar sonini ifodalaydi va

P(Sn=k)=C,V(1 - P)nk, k=0,1,2,....,
ehtimolliklar binomial tagsimotni tashkil giladi. Qo‘shimcha ravishda
ta’kidlab oiamizki,

E%k=P’" DE£k=PNep) =pq,
ESn=np, DS, =£>£+... + DC,, = npq.

116



§ 5.1. Katta sonlar gonuni

Quyidagi teorema Bernulli sxemasi uchun katta sonlar gonuni nomi
bilan ehtimolliklar nazariyasining ilk limit teoremalaridan hisoblanadi.
Teorema 1. Har ganday s > 0 uchun
limP\ ~--p >e =0.
n>00 y n J
Bu munosabat katta sonlar gonuni hagidagi teoremaning ixtiyoriy bir xil
tagsimlangan bogiiqgsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun o‘rinli
boiishidan kelib chigadi.
Teorema 2. (Bemulli sxemasi uchun kuchaytirilgan katta sonlar
qonuni) Har ganday s >( 0 uchun

$k
p Sup >£ —»0, n—0m.
lon kI ~P

K
Isbot. Birinchi navbatda, ehtimollik P () ostidagi ifodaning hodisa

ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Hagigatan ham, har ganday e > 0 uchun
Sk{<o)

a; sup > £
kin
AVeo N w
\ k *ely

Chebishev tengsizligiga asosan,

sup —p>£ =P > £
len .
(i)
sk £\ E(Sk-kp)4
<ZP . >
ien kP T/ ken k%4

Oxirgi yigindidagi gavsni ochib quyidagi munosabatni olamiz:

E{Sk-kp)4=E\ =1.E(s -p) +6Z~ -pf"~-p)
) ' i’ ~

|
\j= ) =
=k[pqd+ qpa~+3k(k-1)(p q)2 <k +k (k-1) = k2 (2)
Bu yerda
I- —
max(-0 <3
elementar tengsizlikdan foydalanildi. Endi (1) va (2) munosabatlardan
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\Ef . =S (',«J‘_] n —00 (3)

teorema 2 isbot etildi.

1zoh: (1) tengsizlikni o'rinli bo‘lishligida biz Chebishev tengsizligini
to‘rtinchi momenti bilan birga qoiladik. Agar bu munosabatda Chebishev
tengsizligini ikkinchi tartibdagi moment orqali qo'llasak, teoremani
isbotini beradigan (3) bahoni ololmagan boiar edik.

Natija 1. Agar /(x)-[0,l] oraligda aniglangan uzluksiz funksiya

bo‘lsa,

'S.
Sup'IEf —f(P)_>Ov « =00, (4)

Hagigatdan ham, isbotlangan teoremaga asosan

<E f f(p); —P <sS

+E ¢ -/ (P) >S  sup\f(p +x)~ f(p)\ +o(l)

Bu yerda tasodifiy miqdor 8§ uchun uning “toraytirilgan” o‘rta
giymati (Acz O, Ae3)
E(4;A)= {CdP=ECIA= \CIAdP
a n

ishlatildi va har ganday AeJ, uchun EC ¢ E(C;A)+E(C;A) tengsizlikdan

foydalanildi.

Endi isbot etilgan natijaning analiz kursidagi uzluksiz funksiyalami
polinomlar bilan yaginlashtirish masalasidagi tatbigiga o‘tamiz.

Natija 2. Agar f(x ) funksiya [O,lJoraligda uzluksiz bo‘lsa, «-> o0
da

sp 1/ -~ (1-x)" g (x) -0
0<x<I k~0
Keltirilgan natija isbot etilgan (4) limit munosabatning boshga

yozuvi, xolos. Hagigatdan ham, S,, binomial tagsimotga ega ekanligidan
Ef 1/ S.=k)= Z f - \Cipk{\-p)" "
*=0 k=0

Bu natija uzluksiz funksiyalami polinomlar bilan yaqginlashtirish
mumkinligi haqgidagi Veyershtras teoremasining sodda isbotini beradi va
unda aniq ko‘rinishdagi
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£,(*)=1f - e/ (i-x)

n)
Bemshteyn polinomlari foydalaniladi.

8§ 5.2. Lokal limit teorema

Yuqorida biz Bemulli sxemasida n ta tajribada biror hodisaning k
marta (k<n) ro‘y berish ehtimolligi

P(S" =k) = Ckok(l-p)" k, k—Ojfi, 0<P<1
binomial tagsimot orgali ifoda gilinganini ko‘rgan edik. Lekin sodda

K

K\(n-k)\
formuladan kelib chigadiki, n va k laming katta giymatlarida binomial
tagsimot bo'yicha hisoblash ishlari katta giyinchiliklarga duch keladi. Shu
munosabat bilan p(sn=k) ehtimolliklar uchun «-><» da asimptotik
formulalar topish zaruriyati yuzaga keladi. Umuman, ehtimolliklar
nazariyasida ayrim P(Sn=k) ko'‘rinishdagi ehtimolliklar uchun qulay
asimptotik formulalar topish masalalari lokal limit teoremalari nomi bilan
o‘rganiladi.

Kelgusida an~h, belgi, berilgan {a,} va {5} ketma-ketliklar uchun

%:] l n-» 00

ekanligini anglatadi ( bu holda {«,} va {¢.} lar ekvivalent ketma-ketliklar
deb hisoblanadi). Quyidagi belgilashlami kiritamiz:

H (x) =x\n—+ (I-x)In - ——, P*=— (1)
p I-p n
Teorema 1. @mva «-*-»mda

Isbot. Analiz kursidan yaxshi ma’lum boigan
n\~'j2ji:nn"e~", « —00
Stirling formulasidan foydalanamiz. Bu holda

P(S, =k)=CRPKk(1-pT* ~ | 7 , X——-— —pk1-p T k=
ﬁ(n )1 §/ P pxk(n-k) ka{n-k)"-kp \(/ P
= m m . -csp< kin—(«-£) In-——+K\np+(n-k)\n{\-pyr =
J27inp*().-p*) | n k J
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=~r J _ exp{-,[/ Inp'+(I-Z/>*)In(I-p*) Tp*Inp-(I-p")In(I-7/»)]}=-

Teorema 1 isbot boidi va undan quyida biz qizigarli xulosalar
chigarishda foydalanamiz.
(1) formulada aniglangan H (x) funksiya (0,1) oraligda hamma

tartibli hosilalarga ega va bevosita quyidagi formulalami yozish mumkin:

tf'(*)=Iln--In— ho(x)=-+

w p I-p y’' X (-x
va umuman
*2. (3)
* (1_*)
Agar p':|—< ning p ga yagin giymatlarida, ya’'ni 0
n

{k =00, N—00) da

APy =1 (p +¢ ) (PT=P)2H 1" 13) (4)
tenglikni olamiz. Bu tenglikda Teylor formulasidan va
H(p)=H'(p)=0
ekanligidan foydalanildi.
Teoremadagi (2) va (3), (4) tengliklardan foydalanib,

p’'~P, 0 munosabatlar o‘rinli boigan holda (q =\~p)

p(sn=k) _s}InJﬁpq exp} ~2p'é9 - P2

asimptotik formulani hosil gilamiz va undan
A= — - (p(x) =- e 2

belgilashlardan foydalanib, quyidagi natijani olamiz.
f an
Natija 1. Agar u=n(j) - pA=k-np=0 n boisa,

P(Sn=k)=P(S,,-np =w) ~ <i(>(\/\leA.
Ko'p ishlatiladigan belgilashlarga asosan
a(x) =o(e(x)), a(x)=0(&e(x)), X -» X0
munosabatlar mos ravishda
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: a(x)
=0, limsup ; :
XX b

b(x)> 0, lim ™
(%)

x*x0b (x)
ekanligini anglatadi. Keltirilgan natijalardan

/\ a(xz

(k-npf
NP (S n=k)~-Ne *

asimptotik formulani hosil qilamiz va u Muavr-Laplas lokal limit
teoremasi nomi bilan ehtimolliklar nazariyasining asosiy teoremalaridan
hisoblanadi.

Misol. Tog sondagi n=2m+1 hayat a'zolaridan har biri boshgalarga
bog'lig bo‘lmagan holda p = 0,7 ehtimollik bilan to‘g‘ri qaror gabul giladi.
Ko'‘pchilik ovoz bilan gabul gilinadigan to‘g‘ri gqaroming 0,99 dan kam
boimagan ehtimollik bilan gabul qilinishi uchun hayat a’zolarining
minimal soni gancha boiishi kerak?

Yechish. Tasodifiy miqdor Gk=\ boiadi, agar hayatning k —a’zosi
to‘g‘ri qaror gabul qilsa, aks holda £k=0 deb hisoblanadi. Agar
S, =4i+-+4nboisa, biz o‘rganayotgan masalaning yechimi

P(5,<w)<0,01
tengsizlikni ganoatlantruvchi n laming tog sondagi giymatlari gizigtiradi.
Tushunarliki, go‘yilgan masalaning yechimi n ning katta giymatlarida aniq
boiadi. Yuqorida biz Binomial tagsimotning xossalarini o ‘rganishda

[n+\jp-m 2p -\
taqgribiy tenglikni keltirgan edik.
Biz o'rganayotgan masala uchun
/ 4 iy - f
Teorema 1 ga asosan

P(S <m\——
Vo ©2p-\

» 0,915-7(0,84)2
yin
Oxirgi munosabatning o‘ng tomonidagi



a(n) = 0,915-"(0,84)2

ifoda monoton kamayuvchi funksiya boiadi. Endi a(«) =0,01 tenglamani

yechib, masalaning yechimi boigan « =33 giymatini olamiz. Agar
Binomial tagsimotni aniqg ko'rinishi boigan formuladan foydalansak ham,
« =33 javobni oigan boiar edik. Bu esa, teorema 1 dagi tagribiy formula
yuqori darajada aniqg boiishini ko'rsatadi.

Polinimial tagsimot wuchun asimptotik formulalar Bernulli
sxemasidagi binomial tagsimot uchun isbotlangan lokal teoremalaming
umumlashtirilgan varianti boiadi. Quyidagi belgilashlami Kiritamiz:

asimptotik munosabatdan foydalanib, quyidagi teoremani isbot etish
mumkin.

Teorema. Agar d ta kx...kd o‘zgaruvchilardan har biri O yoki
cheksizga intilsa,

va bu yerda kO- kx....kd o‘zgamvchilardan nolga teng boimaganlari soni.

8 5.3. Muavr-Laplas teoremasi va uning aniq varianti

0 ‘zaro bogiigsiz Bernulli tasodifiy migdorlarining yigindisi



P(a<S,<b)= y P{Sn-np =2) 0)

ciyjnpg <z<b-Jnpgq
tenglikka ega boiamiz (a <b lar fiksirlangan sonlar).
Oldingi paragraflarda keltirilgan

E-np s b -3
- yj'hpd PN e

Nk =A=ZkeN - Zrk= e
T yinpq
belgilashlami hisobga oigan holda, (1) tenglikda P(Sn-np =z) o‘miga
A(p(zA) = (p(zAnK)A rk ifodani qo‘ysak,
b

Pla<Sn<b)& £ Ci(zA)ce \cp(x)dx

a-jnpq <z<b”jnpgqg a

integral yig‘indini hosil gilamiz. Demak, oxirgi tagribiy tenglikdan esa,
_ b
limP(a<Sn<b)= j(p(xXix = Q>(b)-(S>(a) (2)
«->00

munosabat o'rinli boiishligi kelib chigadi, bu yerda
I x JL

O()=-== le 2du.
YirTT —

Bu (2) tenglik Muavr-Laplasning integral limit teoremasi deb ataladi
(umuman ehtimollar nazariyasida tagsimot funksiyalar uchun isbotlangan
limit teoremalami “integral limit teoremalar” deb hisoblashadi).

Quyida biz binomial tagsimot uchun oldingi paragrafda keltirilgan
lokal limit teoremalardan foydalanib, (2) Ilimit munosabatni
aniglashtirilgan variantini isbot etamiz (eslatib o‘tamizki, lokal limit
teorema deb, ayrim P(Sn=k) ehtimolliklar uchun isbotlangan limit
munosabatlar aytiladi).

Quyidagi belgilashlami kiritamiz:

__A-np N~ B-np
yffipq \fnpg
bu yerda A va B lar butun sonlar.

Teorema 1. b>a, c=max(l4N) vap= - A+—
boisin. Agar

A=-¢=<— p < - boisa, uholda
\jnpg 2 2



P(A<Sn<B)=P(a<Sn<b)= \(pu)du(\ + BIkc){\ + 262p)  (3)
a

vabuyerda Q]<1 ii=12

Bu teorema ko'rsatadiki (3) ning chap tomoni a va blar katta
boiganda ham, ®(6)-® (a)ga ekvivalent boiishi mumkin. Keltirilgan
shartlar bajarilganda (b (b)-~ (a) ayinna Ogayaqginlashishi mumkin va (2)
limit munosabatdagi nisbiy xatolikni o‘rganish qulay boiadi.

Isbot: Eng awalo izohlab o‘tamizki,

ElE \k-m\<cjnpg tengsizlik bajarilganda oldingi paragrafdagi
teoremani shartlari bajariladi. Hagigatan ham,

\p*- p\<"mm(p,q)

tengsizlikni o‘rinli boiishi uchun

npq
K—p\ =
2A
tengsizlik bajarilishi yetarli boiadi va oxirgi tengsizlik — boiganda
bajariladi, lekin p <—ekanligidan
(c2+3)a 1 1
<- CA<—
3 2 2

tengsizliklami olamiz.
Shunday qilib,
anjnpq <z < byjnpq
tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday kuchun oldingi paragrafdagi
teoremadan foydalanib, quyidagi tenglikni yoza olamiz:

P{A<Sn<B)= E P(S,=k)=
ainpgz<byineg
r'ZI3A4
= z cp(z™M” 14 exp\6 + z+- o1
a<zAb

-1
bu yerda < 1. Har ganday p <1boiganda, ep

<(e- 1)<z tengsizlik
o‘rinli boigani uchun (4) formuladagi qoldiq had (bunda zA =c)

cA c3A
ex +cA+— -1 <29 +CcA+— =20p.
PR 3 6 3 6
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Demak,
P(A<S,<B)= Z ¢>(za)A(1+20jp) 5)

a<zA<b
va oldingilardek Ji9]<i.
Endi (5) tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indini oiganamiz. Har
ganday differensiallanuvchi <p(x) funksiya uchun

X+A

S SO C

Lekin <p(x) 2 boiganda,

N

- —J :.

V2it
(PPx) = -xg>(x)

va (p{u) ning [x,x +A], M<c oraliqdagi eng katta giymati, shu oraliqdagi

f A2
eng kichik giymatidan expjcA +— ]> ko‘paytuvchiga farg qgiladi, xolos.

Shuning uchun ham p<c boiganda (6) tensizlikka ko‘ra,

xtA A A . , . BY GA— XA
Ac(x)~ J (p{u)du <---2-——e 2  min (p(u)<—2e 2 f ee(u)du.

x<u<x+a ; w

. A2 1 1 CA+—
Endi cA+— <—+-, e 2<2
2 2 8

tengsizliklami hisobga olib,

X+A

A<ic>()< { <p(u)du(l +

munosabat o‘rinli ekanligiga ishonch hosil qilamiz. Oxirgi va (5)
formulalardan teoremaning isboti kelib chigadi.

8 5.4. Binomial tagsimotni Puasson tagsimoti bilan
approksimatsiyalash haqidagi teoremalar

Biz yugqorida npq yetarli darajada katta boiganda, Muavr-Laplas
teoremasi binomial tagsimot uchun yaxshi approksimatsiya formulalari
mavjudligini tasdiq etishini ko‘rgan edik. Agar p va q lar fiksirlangan
musbat sonlar boisa, npg son n bilan bir vagtda kattalashib boraveradi.
Lekin, masalan p = 0,001, n —1000 va np —I| boiganda, nima qilish

kerak degan savol o‘z-o‘zidan yuzaga keladi. Bu holda n yetarli katta



boigani bilan Muavr-Laplas teoremasini goilash hech ganday ma’noga
ega boimaydi. Bunday hollarda binomial tagsimot
P{Sn= k)= Chpkgn~k, O<k<n

uchun Puasson tagsimoti ttx yaxshi approksimatsiya formulasi boiar ekan.
Eslatib o‘tamizki, Puasson tagsimoti

n()= E A>0-

0<k<=B K-
Teorema 1. Har ganday B to‘plam uchun

A2
\P{Sn £B)-TTX(B)\<— , A=np
1 1 n

Bu teoremani P (Sn = k) uchun keltirilgan formuladan foydalanib,
lokal limit teorema sifatida isbot etish mumkin. Lekin, teoremaning
isbotini ehtimolliklar nazariyasida ko‘p qoilaniladigan “bitta ehtimollik
fazosi metodi” bilan keltiramiz. Bu metodning asosiy g‘oyasini tushunish
giyin emas: Sn tasodifiy migdor aniglangan ehtimollik fazosi (fl J, P) da,
shunday Sn tasodifiy migdorlar aniglaymizki, ular Sn ga mumkin gadar
yagin boiib, Sn Puasson tagsimotiga ega boiadi.

Keltirilgan “bitta ehtimollik fazosi metodi” go‘shimcha giyinchiliklar
yuzaga kelmagan holda, har xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar uchun
umumlashtirilishi mumkin. Bu holatdan foydalanib, har xil tagsimlangan
Bernulli tasodifiy migdorlari uchun umumlashgan teoremani keltiramiz va
undan teorema 1 xususiy hoi sifatida kelib chigadi.

Shunday qilib, faraz gilamizki £i,...,£n Bernulli tasodifiy migdorlari

fl, Pj
~=10 1p
o‘zaro bogiigsiz va Sn= £i +mem+ £, boisin. Quyidagi teorema
i

P{Sn=k) ehtimollikni, pj lar kichik, A=~ Pj yigindi, esa “1 bilan
i=1
taggoslanadigan” migdor boigan holda, baholaydi.

Teorema 2. Har ganday B to‘plam uchun
n
\P{Sn €B)-7rx(B)\ <~ Pj .
j=1
Teoremaning isbotiga o‘tishdan oldin, Puasson tagsimotining muhim
boigan xossasini keltiramiz.
Lemma. Musbat va butun giymatli bogiigsiz tasodifiy miqdorlar tjj

va ri2 mos ravishda tt4 va Puasson tagsimotiga ega boisalar,  + r2

yigindi tA+A2 tagsimotga ega boiadi.
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Isbot. Hagigatan ham, toia ehtimollik formulasiga asosan,

P(h+V2=Kk)= £EP(7i =j)P{vi =k -j) =
j=0

= £ AN “A7rNie"R=b ~ [XX)uE °i V =

A (A + \2f c-(Ai+A2)
X

Teorema 2 ning isboti. ii = [0,1] oraligda aniglangan bogiigsiz
wi,...,wn tasodifiy miqdorlar, shu oraligda tekis tagsimotga ega boisin,
ya'ni har bir wk ni [0l oraligda aniglangan koordinat funksiya
(E(wj.) = wk) deb tushunish mumkin. Demak, w = (ivh...,ujn) vektomi

Qn = [0 x ...x[01] = [0,1]"

n oichovli kubda aniglangan va unda tekis tagsimlangan deb gabul gilish
mumkin.

Endi iT da £eva £* tasodifiy migdorlami quyidagicha aniglaymiz:

0, ujj<\- pp

&(&» = )
1 w->1~Pj
boisa,
0, < e pi,
&(u»-=
k>1" Gbru,**)
boisa,

(P o+ = 01,2,
m<k Nt

Keltirilgan va konstruktiv ravishda aniglangan tasodifiy migdor  (w) lar
bogiigsiz va har biri Bemulli tagsimotiga ega, £*(w) tasodifiy miqgdorlar
ham bogiigsiz (chunki ujj lar bogiigsiz) va ulardan har biri irp. Puasson
tagsimotiga ega boiadi. Qayd qilib oiamizki, 1~Pj<e~Pj boigani
uchun, (1) ™ (* (w) agar

Wj £ [1- Pj,e~Pj}U[e~Pi + p ~ Pi,]
boisa. Demak,

Pfe BE)= (€"F - 1+ P3)+ il- e"RI- )

= pi(l-e~p)<pp
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Faraz qgilaylik, n-seriyani tashkil etuvchi fijt tasodifiy migdorlar
bogiigsiz boiib Bemulli tagsimotiga ega boisin:
fr* Pn

£nk— 5 1-pn &= 1,2,...,n

vasn= Li+--+ Ln deb belgilaylik.
Puasson teoremasi. Agar n->c» danpn A> O boisa,
P(SB= *)-TrA({*}). (1)
Bu teorema yugqoridagi teorema 1 ning natijasi boiib, bu holda B = {k}
to‘plam bitta manfiy boimagan butun sondan iborat va

Kx({k}) = ~ e -X.

Keltirilgan teoremaning isbotini bevosita

P(Sn= k)= Ckpkgn-\ O<k<n
formulasidan olish ham mumkin:

P(Sn=0)= 1 —e"INtpP) ~ e~x,

P(Sn=k+1)_ n—k pk A

P(Sn=k) k+1 1-pn k+I'
Demak, n —00 da

P(SN~K +i)~J~P (S n= k).

Bu rekkurent limit munosabatni k ga nisbatan takrorlab,

(1) asimptotik formulaning isbotini olamiz.

Teorema 2 dan fijc tasodifiy migdorlar bir xil tagsimlangan boimasa
ham, ular 0 va 1 dan fargli giymatlami gabul gilgan umumiy holda ham,
Puasson teoremasining analoglarini keltirib chigarish mumkin.

Natija. Bogiigsiz 4i,£,2>—jfnn tasodifiy migdorlar ehtimolliklar
tagsimoti

Pnj = P{tnj = 1)
quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

max pnj — O, £ pnj-+A>"°
=1

P{L] = 0) = I-p nj+o{pnj
u holda (1) asimptotik formula o‘rinli.
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Bu natijaning isbotida teorema 2 dan va

o 2
U {inj * °. £n ™ ]} -s J2°{pnj) = °(}) ( )
url i=1
munosabatdan foydalaniladi. Bu yerdagi (2) tengsizlik tnj tasodifiy
miqdorlar 1 ga yagin ehtimolliklar bilan fagat O va 1 giymatlami gabul
gilishini ko‘rsatadi.

Keltirilgan natijalar gatorida teorema 1va 2 lardagi kabi ( ar gan ay
B to‘plam uchun)

limP(SneB) = nx{B) w

*00 .
ko‘rinishdagi limit teSremalami isbotlash mumkin. Agar np2_>O boisa,

teorema 1 shartlarida (3) limit munosabat np —o00 bo‘lgan holda ham
o‘rinli boiishi mumkin. Bir vaqgtning o‘zida np —o00 bo Igan holda Sn
yigindi tagsimotini Muavr-Laplas teoremasiga asosan normal tat)s|” L
bilan ham approksimatsiyalash mumkin, chunki bu holda p <q e

hisoblasak

npq > inp —>00
Demak, shunday ketma-ketliklar
p 6jp :np —00, np2 —o0|
mavjudki, ular uchun normal va Puasson approksimatsiyalar* bir vaqtda
o‘rinli boiadi.
Teorema 2 dan xulosa qilish mumkinki, Puasson teoremasi agi

yaginlashish tezligi n 1miqdor bilan aniglanadi va
P(Sn=0)-7#0=enm - e-A~"e-A
munosabat o ‘rinli ekanligidan bu bahoni yaxshilab boimaydi-
Endi Puasson teoremasidagi (1) asimptotik munosabat va
laming quyidagi
fc= o(n2/3, A= o|n2/3, (k- A) = o(4n)
giymatlarida ham saglanib golishini ko‘raylik.
Hagigatan ham,

p(sn= k)= c khpk(i- pf~k= kI (i- p)n~k=

= i™mPl-e-npil - -]...(1- — ]@- pf~kenp= ltx({*}) eE(nT)
K\ V n) n )

Demak, k va A lami keltirilgan giymatlarida



ekanligini isbotlash kerak boiadi. Biz (4) dagi qoldig hadining kamayish
tartibi bahosini ham keltiramiz va quyidagi tenglik to‘g‘ri ekanligini
isbotlaymiz:

e(n k) = KTRZAZ, 083+ A9 (5)
2n
va undan foydalanib,
k3 + A3j
P(Sn= k)= 10
(Sn ) 2n n2 W)

tenglikni hosil qilib, k va X laming o'‘sish tartibi (*) munosabatlami
ganoatlantirganda Puasson teoremasining isbotini olamiz.
Endi (5) munosabatni isbotlaymiz. Agar a —0 da

Inl-a) —-a - — +0(ag3

ekanligini hisobga olsak (4) va (5) limit munosabatlar quyidagi
tengliklardan kelib chigadi:

k-i / &\ k-la . '
k3=‘(‘-«+0|k'|
1 - - = -

JE:]!dv' n) jE=1%+0 n2 2n n’
(n—Kk)In(1—p) + np=(n—k)_p~Y +0{p + nNnpm
H—i—(—\——iO

2n n

Aytib o'tilganlardan xulosa gilsak, binomial tagsimotning asimptotik
analizida normal tagsimot (Muavr-Laplas teoremasi) va Puasson
tagsimotlari muhim ahamiyatga ega boiar ekan.

8§ 5.5. Bernulli sxemasi uchun ba’zi muhim teoremalar

Bemulli sxemasida yuzaga keladigan binomial tagsimotning
asimptotik xossasini o‘rganishda

H(x)=xIn—+(I-x)In-——
W PV *1-P
funksiyaning roli muhim ekanligini oldingi paragraflarda ko‘rib o‘tgan
edik.

Oldingi paragraflardagi kabi



P(S,=k)=P(Cl+ Q@+ - +C,=k)= CkpkqnKk,
NN lar esa, o‘zaro bogiigsiz bir xil tagsimlangan Bemulli tasodifiy
miqgdorlari, ya'ni
P(Ci=1)=p, P(CI=0)=q=I-p.
Quyidagi teoremada keltirilgan tengsizliklar binomial tagsimot
parametrlarining har ganday giymatlarida o‘rinli boiadi (demak, «va
p laming ixtiyoriy giymatlarida).
Teorema. Har ganday z uchun

z
P (Sn- np>z)<exp p+:

P(S,-np< -z)<cxp™-nH”p - ~J]. (D)

Isbot: Agar tasodifiy migdor £ > Oboisa,
pA>x)=ple” >eXx <e~XxEeXi* X>0
tengsizlik oiinli boiadi va unda f = Sn deb gabul qilib,
P(S,, > np+z) <e"X{np+tzEeXS' (2)

tengsizlikka ega boiamiz.
Tasodifiy miqdorlar  ...,.Cnbogiigsiz ekanligini hisobga olib,

exs = n exkk
k=1
tenglikdan quyidagilami yoza olamiz.
EeXS' = n EeXk=(pex+qj =[l+p(ex- 1)J,
demak, (2) ga asosan
P(Sn>np +z)< 1+p{ex-lje Kp+a) ( a=—.
Oxirgi tengsizlikdagi kvadrat gqavs ostida turgan ifoda
y(X)=E e ™ pta”
funksiyaga teng va y(,1)
e Motv) i _jiigAP+a)

gavariq iunksiyalaming vyigindisi sifatida X ning qavariqg funksiyasi
boiadi. Bu funksiyaning eng kichik (minimum) giymatini beradigan
Xg=X(a) nuqgta

-(/>+a)™ +p{ex-1))+ pel =0
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tenglamani ganoatlantiradi.
Aytilganlardan kelib chigadiki

/() .,(>+«)g >

p(g-a)’
pra
q Plg-a)
N\ ) q-a (p+a)q
ppta.gi a \ ( Xt P+a , q-a

:-{p~+va)//\~((q—a/f\ =exP g +0)In" (q—a)ln"—q

=exp{-H (p +a)}.
Tengsizlik (1) ning birinchisi isbot boidi, ikkinehisi esa birinchisidan kelib
chigadi (agar biz uni yuzaga kelishi mumkin boigan nollar soni uchun
tengsizlik deb garasak).
Bevosita

0, H-
tengliklarga ega boiamiz. Funksiya [0,1] oraligdagi minimum giymati
X =— nugtada boiishligini e’tiborga olsak,
H(x)>4
Demak, p ning har ganday giymatida
H(p+a)>4-~-=2a2 (3)

Oxirgi (3) tengsizlikdan (1) tengsizlikdagi xhar bir ehtimollik

exp|-2z2/¢]

dan katta boimasligiga ishonch hosil gilamiz.
Isbotlangan (1) tengsizliklami yuqorida keltirlgan Muavr-Laplas
teoremasi bilan taggoslash uchun birinchi tengsizlikni

p f— >j9*j<exp|-n//(j!?*)], p* =—

ko'rinishda yozamiz. Bevosita tekshirib ko‘rish mumkinki, z=0 («2 3j

boiganda

N z2
-NnH\ p + —\=-——-- 1o(l), n—eao.
n) 2npq



Bu munosabat (3) tengsizlikni hisobga oigan holda, teoremadagi (1)
tengsizliklar Muavr-Laplas teoremasiga yagin asimptotik munosabatlar
ekanligini bildiradi.

Misol va masalalar

1. Fakul'tetda 500 ta talaba bor. Talabalardan ¢-tasi uchun 1 sentabr
tug‘ilgan kuni boiishi ehtimolini toping. Bu ehtimollikni A=0,1,2,3
boigan hollarda hisoblang.

Javob: p0&0,2541; />[«0,3481; p2-~0,2385; p¢ « 0,1089;

2. Aloga tarmogiga 1 minutda o‘rta hisobda 120 ta chagiruv kelib
tushadi. Quyidagi hodisalar ehtimolligini toping:
A={2 sekund davomida birorta ham chaqgiruv boimaydi}.
B={2 sekund davomida 2 ta dan kam chagiruv boiadi}.
Javob: 0,135, P(B)« 0,677

3. 500 betdan iborat goiyozmada 1300 ta xatolik mavjud. Bir betda
uchraydigan xatolikning eng ehtimoliy soni va bu sonning
ehtimolligini toping.

Javob: 2 ta, p »0,251.



VI BOB. TASODIFIY MIQDORLAR VA TAQSIMOTLAR
KETMA-KETLIGINING YAQINLASHISH TURLARI

V1 bobni o ‘gib chiqish natijasida:
- Tasodifiy migdorlar ketma-ketligining ehtimollik, 1 ehtimollik bilan,
(r)-tartibdagi o ‘rta ma’noda yagqinlashish turlari.
- Tagsimotlarning sustyagqginlashishi va uni metrizatsiyalash
masalalari
haqgida tasavvurlarga ega bo‘linadi;
- Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi yaginlashish turlarini
taqqoslashni.
- Taqgsimotlarfazosi ayrim olingan yaginlashish turlariga nisbatan
kompakt to plam bo ‘lishini.
- Ehtimolliklar nazariyasida sustyagqginlashishning ko proq
go ‘llanishini
bilish va amalda qo‘llay olish;
- Ehtimollik va 1 ehtimollik bo 'yichayaginlashish turlari katta sonlar
gonuniga tatbiglarini.
- Sustyaginlashishni markaziy limit teorema bilan bog ‘liq ekanligini.
- Sustyaginlashishda tagsimotni aniglovchifunksiyalar sinflarini
topishni
o‘rganib olish mumkin.

8 6.1. Tasodifiy miqdorlar yaqginlashuvi

Ehtimolliklar fazosi (0,3,P) da fe,, «>i} tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi va tasodifiy miqdor t aniglangan boisin.

Ta’rif 1. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {£,,«<> 1 ehtimollik
bo'yicha ¢ ga intiladi deyiladi, agar har ganday s >0 uchun

Al - A>£a—>0
Ehtimollik bo‘yicha yaginlashish
«=»<»

ko‘rinishida belgilanadi.

Keltirilgan ta'rifda {$,, «> I} ketma-ketlik va tasodifiy miqdor ¢ lami
bitta ehtimollik fazosida aniglangan boiishi talab qgilinadi.

Ta’rif 2. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {£,,»>1} tasodifiy
miqgdor £ ga bir ehtimollik bilan yaginlashadi deyiladi, agar ~(e)->4()
yaginlashish nh>ce da o0eQ boigan deyarli hamma nugtalarida o‘rinli



boiib, yaqginlashish buziladigan nugtalar to‘plami Ncn uchun p(n)=0
boisa.

Bu yerda ham dagi kabi, tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
va limit tasodifiy miqdor bitta ehtimollik fazosida aniglangan deb
hisoblanadi.

Agar {8,,,«>1 tasodifiy migdorlar ketma-ketligi boisa,

A=1{4, ketma-ketlik t, ga yaqginlashadi} =

hodisani ko‘ramiz. Hagigatan ham, Aczn hodisa ekanligiga ishonch hosil
gilish uchun uni
N"=AUA{®:IUB®)-£EH "I}
jt=l N=1n=N | A)

ko‘rinishda yozish mumkinligini eslatib o‘tish yetarli boiadi: bu yerda

hodisa |i -l?!<‘2 tengsizlik hamma n >N uchun bajarilishini

Bk = k
N=1

hodisa shunday N natural son mavjud boiib, ¥n-£] <— tengsizlik « >jV
2

boiganda bajarilishini,
()]
HBk
el

hodisa esa hamma k natural son uchun, shunday N > 1 mavjud boiib,
n>N boiganda, ‘Q]-g|<; tengsizlik bajarilishini, ya'ni limg;n=¢

boiishini koi'satadi.
Aytib oiilganlarga asoslanib, 1 ehtimollik bilan yaginlashishni
guyidagicha ta'riflash mumkin.
Ta'rif 2'. Agar
(DO ® o®f 10A

P(A)=P(limE,=4)=P R U H \%-t\*-r =1
\k=\N=\n=N

boisa, tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi \en,n> 1} tasodifiy migdor | ga
1 ehtimollik bilan yaginlashadi deyiladi va uni
P(6,->S) =lyoki P (lim],=£) =1
ko‘rinishida belgilanadi.
Quyidagi uncha murakkab boimagan mulohazalar 1ehtimollik
bilan yaginlashish mohiyatini oydinlashtiradi.
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Agar

boisa, hamma k lar uchun P(Bk) =1 va aksincha hamma k lar uchun
P(Bk) = 1boisa,

W

Demak, 1lehtimollik bilan ->C boiishi uchun,

tenglik bajarilishi yetarli va zaruriy boiar ekan. Yuqgoridagi

aeic= Al - T3
hodisalar  ketma-ketligi monoton kamayuvchi (AN c AjvH) boigani
uchun, ehtimollikning uzluksizlik xossasiga asosan (1) bajarilishi uchun
lim f(A Nkj= limP\ Hk-f] <4}] =1
N->0 N>0 Y,=N K))
munosabatning hamma k lar uchun o‘rinli boiishi yetarli va zaruriy shart
boiadi.
Oxirgi munosabatda L ni ixtiyoriy e >0 bilan almashtirish mumkin.
Demak, quyidagi teorema o‘rinli ekan.
Teorema 1. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {<*,,«<>1} tasodifiy

migdor £ ga 1ehtimollik bilan yaginlashishi uchun

N —c0

munosabatning (har ganday s >0 boiganda) bajarilishi yetarli va zaruriy
shart boiadi.
Izoh. Quyidagi tengsizlik

p(N\*\<s)>p\n {M < 4
k=n
o‘rinli ekanligidan gn ni 1 ehtimollik bilan § ga intilishidan, uni £ ga
ehtimollik bo‘yicha, yaginlashuvi kelib chigadi, chunki bu holda,
P(\¢..-¢\>s)=;i-p(\¢,,-¢\<e)™o,
Natija 1. Teorema 1 ning sharti har ganday s> 0 uchun

limp( UM,-C\>e})=0 (1)



tenglik bajarilishiga teng kuchli boiadi.
Endi quyidagi tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini kiritamiz.
C,=sup| I*-§l

k>n
Bu holda teorema 1 ni quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:
Teorema 2. Ketma-ketlik {£ ,,,«> 1} 1 ehtimollik bilan ¢ ga intilishi
uchun
in—*0) »->00
munosabatlar bajarilishi yetarli va zaruriy shart boiadi.
Hagigatan ham,

0]
{£,>%)= u{&-£]>4 (3

k=n
tenglik o'rinli boiib, teorema 2 ning isboti (1) va (2) munosabatlardan
kelib chigadi.

Yuqorida biz (¢,— >:j limit munosabatdan P (lim],=])=1
tenglik kelib chigmasligini ko‘rgan edik. Lekin ehtimollik
p{K-t\>£)

nolga ma’lum tezlik bilan intilsa, {£,,«<> 1} ketma-ketlikni £ ga 1
ehtimollik bilan yaginlashuvi mumkin boiadi.

Teorema 3. Agar har ganday s > 0 uchun

Zp(\gn-g\>e)<ce (3)

n=|
boisa, P(lim¢;M=£) =1
Bu teoremaning isboti

p[u SP(11.-11>£)

\n=N J  n=N
ekanligidan va (1) tenglikdan kelib chigadi. Lekin (3) munosabatdan
-i;] >e) ehtimollikni nolga ganday tezlik bilan intilishi to‘g‘risida
biror xulosaga kelib boimaydi. 0 ‘quvchi {c,,n > 1} ketma-ketlikning ga
1 ehtimollik yaginlashuvi o‘rinli boiadigan, lekin P(\i,, -£] >s) ehtimollik

0 ga xohlagancha sust intiladigan ketma-ketliklarga misollar topishi
mumkin.
Keltirilgan teorema 3 dan quyidagi natijani olamiz.

Natija 2. Agar ¢n—— boisa, shunday |¢N/c>1] gism ketma-
ketlik mavjud boiadiki, uning uchun
P(lim~ =$)=1.
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Bu natijaning isboti ham oson, chunki nk sifatida shunday indekslami olish
mumkinki, ular uchun

PANRn-T\>s)<n

tengsizlik bajariladi.

Teorema 3 dagi (3) shart munosabati bilan ehtimolliklar nazariyasida
1 ehtimollik bilan tavsiflanadigan xossalami o‘rganishda asosiy mezon
bo‘ladigan quyidagi Borel-Kantelli lemmasini keltiramiz.

Aytaylik,

A "4 >e)Al!

hodisalar ketma-ketligi boisin. Bu ketma-ketlikdagi hodisalardan cheksiz
ko‘p ro'y berish hodisasi

limsup4 = lim4e={A,,, cheksiz ko’p n uchun}.
Borel - Kantelli lemmasi. Quyidagi munosabatlar o‘rinli:

A) Agar Y,P(An)<co boisa, P(An,ch.k)=0.
n=1
(]

B) Agar £ P(An)=<va Aj,A2,..., hodisalar bogiigsiz boisa,
=1

P(An,ch.k)=\
Isbot.
A) Ta'rifbo'yicha,
(A.ch.k = jlima}= fi U4
n=1k-n
oxirgi ehtimollilcning uzluksizlik xossasiga asosan,

fom A  fO A
p{Anch.k=p\ N U4 =IlimP U4p
)

\n=lk=n J «->°°  \k=n

<lim (P (4).
nsx k=n
Oxirgidan A) xulosa kelib chigadi.
B) Agar AL&2,..., hodisalar bogiigsiz boisa, Ai,A2,- hodisalar ham
bogiigsiz boiadi. Bu holda har ganday N >n uchun
p{n4 ]=ni(")
\k=n J k=n
va bu tenglikdan

\k—vi J k—H
to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilish giyin emas.
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Bu yerda
log(l-x)<-x, 0<x<I
elementar tengsizlikdan foydalansak,

w / \ [0} - “l
logn (i--P(4))= E iog[l-P (4)] <
k=n k=n
@
<-LP(4)=-«>
k=n

Demak, har ganday n uchun
va P(A,,,ch.k)=1
lemma isbotlandi.
Natija 3. Agar 4 ={<»>% (t6)-~(0)]| <f|] boisa, (3) shart bajarilgan
holda har ganday s >0 uchun

£p(4)<o0, >0
=1L VvV
gator yaqginlashadi.
Demak, Borel-Kantelli lemmasi bo'yicha
p (N) =p(hnjL4*)=0, £>0.
Demak, quyidagi mantigiy implikatsiyalar o‘rinli:

><)<<n, £>0=
=l

Natija 4. Musbat sonlar ketma-ketligi e, 40, «-><». Agar

¢p(l £,-¢r]>e,)<co
=L

boisa, P(£,->£) =I.
Hagigatan ham,
4 . ={]i.-«M
boisin. Borel-Kantelli lemmasi bo‘yicha, P(Anch.k)=0. 0 ‘z navbatida

oxirgi tenglikka asosan deyarli har bir elementar hodisa ©en uchun
N =N(a>) natural son mavjud boiadiki, «>N(w) boiganda |j,-i| <en.

Lekin £,i0, buning ogibatida £,(©)-><!;(©) deyarli hamma ©en uchun.
Ta’'rif 3. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {£,,«<>1} tasodifiy
miqdor i ga ?—tartibli o‘rta ma’ nocla yaginlashadi deyiladi, agar

->0, n->o00

141



boisa. Bunday yaqinlashish
H-»00

ko‘rinishda belgilanadi.
Chebishev tengsizligiga binoan,

P(l4-#(>H< ~ 1
Demak, r- tartibli o‘rta ma'noda yaginlashishdan ehtimollik bo'yicha
yaginlashish kelib chiqar ekan (<2, @) ><?)=>£— e Lekin, ehtimollik
bo‘yicha yaginlashishdan o‘rta ma’noda yaginlashish kelib chigmaydi.
Misol 1. (Ci,3,P) ehtimollik fazosida
n =[o,i], F =bfo,i], P-Lebeg oiehovi,
berilgan boisin. Bu fazoda

e, O<co<-

Q o=
n

tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini aniglaylik. Bu {£,, «<>1} ketma-ketlik 1
ehtimollik bilan (demak, ehtimollik bo‘'yicha) nolga intiladi. Ammo

E\Cj = - -——->00 n->00 .
n

Misol 2. r -tartibli o‘rta ma’noda yaginlashishidan 1 ehtimollik bilan
yaqginlashish kelib chigmaydi, ya’'ni
(9.— ).
Hagigatan ham {£,,,«>]}- bogiigsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
boiib,

N4 =i)=p> p{l=o0)=i~p..
Bu holda,
(<?,---0j » {p, -> 0}, »->00,
— —*0) <>{pn->0}, n-> oo,
Xususan, p,, =- boisa, > >0 lekin 1ehtimollik bilan ¢-/>5-
«

Quyidagi teoremada ganday shart bajarilganda, 1 ehtimollik bilan
yaginlashishdan 1-tartibli o‘rta ma’'noda (¢, >g) kelib chiqishi
o‘rganiladi.

142



Teorema 3. {£,, n>1}- manfiy boimagan tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi boiib,
/>(£,»])=1 EC'-i ECkoo.
boisin. Bu holda, EN®-]| -> 0, «-»<».
Isbot. Keltirilgan shartlar bajarilgan yetarli katta » lar uchun <°0
boiadi. Shuning uchun ham

+HL-«)"'{«! =2E(C-Cn I{Sifn)+E(4n-£). (5)
Lekin

Oxirgidan va?(”,->1) =1 ekanligidan
lim(]-4)~;.=0 (6)
(kitobning ilovasiga garang).
Endi teorema 3 ning isboti (5) va (6) munosabatlardan kelib chigadi.
Izoh. Biz foydalangan (6) tenglik P&, —£)=1 shartni, ehtimollik

bo'yicha yaginlashish -¢->¢i) bilan almashtirsak ham o‘rinli boiib

golaveradi.

§ 6.2. Tagsimotlar yaqginlashishi

Oldingi paragrafda biz bitta (i2,3f3 ehtimollik fazosida aniglangan
tasodifiy miqdorlar yaqinligining uch xil turini o‘rgandik (1 ehtimollik
bilan, ehtimollik bo'yicha va (r)-tartibdagi o‘rta ma’'noda). Lekin tasodifiy
miqdorlar har xil ehtimollik fazosida aniglangan (yoki, umuman ulami
gayerda aniglanganligi maium, boimasa), tagsimotlari esa “o‘xshash”
boisa, bu tasodifiy migdorlar “yaqginligini” ganday tushunish kerak degan
savol o0‘z-o‘zidan yuzaga keladi (bu yerda binomial tagsimot uchun
Muavr-Laplas, Puasson teoremalarini eslatib o‘tish juda o‘rinli boiadi).
Aytib o‘tilgan vaziyatda tasodifiy miqdorlar yaqinligini ulaming
tagsimotlari yaqinligi xususiyatlari orgali ifoda etish muhim hisoblanadi.
Agar tagsimotlar yaqinligining qulay xususiyatlarini topolsak, kerakli
boigan, lekin hisoblanishi murakkab boigan tagsimotlami sodda
tagsimotlar orqali “approksimatsiyalash” imkoniyatiga ega boiamiz.
Keltirilgan fikrlar hozirgi zamon ehtimolliklar nazariyasining “limit
teoremalar” deb ataluvchi boiimiga asos boiib xizmat giladi.

Shunday qilib, ganday tagsimotlami “yaqgin” deb hisoblash kerak
degan savol alohida e’tiborga molik masalaga aylanadi. Bu holda, albatta,
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tagsimot Aimksiyalar ketma-ketligi {f, (4 «>1} aniq bir tagsimot funksiyasi

f(x) ga intiladi degan jumlaga aniqlik kiritish zarur boiadi. Masalan,
birinchi gqarashda |,=£- % va E tasodifiy miqgdorlami tagsimotlari
n

yaqginlashadi degan xulosa tabiiy ko'rinadi, chunki
& n
Lekin, bu holda
sup¥AX)~ f (x}
migdomi nolga yaqinligini talab etish to‘'g‘ri boimaydi, chunki bu shartni

F,{xX)=P(C, <X)=Ff\x+i F(x)=P{C<x)

tagsimot funksiyalari, agar f(x) funksiya birorta nugtada uzilishga ega
boisa, ganoatlantirmaydi.

Quyida biz F, ni Fga yagqinligini, ularga mos kelgan tasodifiy
migdorlarning ehtimollik bo‘yicha yaqin boigan holda yuzaga keladigan
vaziyatlami hisobga oladigan qilib aniglaymiz.

Ta’rif 1. Tagsimot funksiyalari ketma-ketligi {Fn(x),n>1} tagsimot
funksiyasi f(x) ga sust yaginlashadi deyiladi, agar har ganday uzluksiz va
chegaralangan f(x) funksiya uchun

M (46 FL(x)-> *jf(x)dF(x) (1)

yaqginlashish o‘rinli boisa.

Sust yaginlashish Fn=>F ko'rinishda belgilanadi.

Agar P,(b) va p(b) (b -Borel to'plamlari) tagsimot funksiyalari
F.(X)va F(x) larga mos keluvchi ehtimollik tagsimotlari boisa, P, tagsimot
P tagsimotga sust yaginlashadi deymiz va uni Pn=>P ko'rinishda
belgilaymiz.

Bu holda (1) ni quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

\f(x)pn(dx)-*\f(x)p(dx\
R R

yoki
oxirgida p(4,, eB)= pJb), p(cgB)=p(b), b- Borel to'plami.

Sust yaginlashishning boshga varianti quyidagi teoremadan kelib
chigadi.
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Teorema. Sust yaginlashish F,=F o'‘rinli boiadi, shu holda va
fagat shu holdaki, gachon F,(*)-»f(x) yaginlashish F(x) ning har bir
uzluksiz nugtasi x uchun o‘rinli boisa.
Isbot. Aytaylik, (1) munosabat o'rinli boisin.
Har ganday e > o uchun uzluksiz boigan
1, agar u<x
f e(w)=-chizigli,agar u<x +e
0, agar u> x + s bo'lsa
funksiyani koiamiz. Bu holda,

FAX)= JFAU)dFAU)
yuqoridagi (1) munosabatga asosan
HLQSUDF,,(X)< ffs(u)dF(u)< F(x +e).

Agar xec(f) (F(x) ning uzluksiz nugtalari to‘plami) boisa, c¢ ixtiyoriy
musbat boigani uchun

limsupF (x) < F(x).
Xuddi shu fikrlami /7 («)=f,(u+e) funksiyaga nisbatan takrorlab,

liminf Fn(x)> F(x)
tengsizlikni hosil gilamiz.

Endi teskari teorema o'rinli boisin, ya'ni har bir x<ec{f) uchun
fax) f(x).Aytaylik, m ec(f), n ec(f) shunday boisinki, ular uchun
F(-M)<el 5 1-F(iV)<£/5
tengsizliklar bajarilsin. Bu holda, yetarli katta n lar uchun
F.(-M)<sl4, I-F,(7V)<s/4.

Demak, agar umumiylikni chegaralamasdan \f(x\ < 1 deb hisoblasak,

*\f(x)dFn{x)- \.f(x)dFXx] <s/2, (3)

\/{x)dF(x)- \f(x)dF(x <s/2,

Endi yarim interval (-M,iV]da zinapoyasimon fs(x) funksiyani quyidagicha
tanlaymiz : F(x) ning uzluksizlik nugtalari fr(x) uchun uzilish nugtalari
boiib,

v(*)-/.M| boiadi. Yarim interval, (~m,N] dan tashqgarida fe{x)=0.

Masalan,
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/«(*)=E/(*/K M x0=-M ,xv...xt=N

va
xj e C(f) boiib,
1, agarie (TH ,i;]

8j (x) = A
0, ag-arxeix”™j,M]
Bu holda,
f
<2*
JE-T>HV)- \f(x)dF{x)<" @)

Aytib o‘tilganlar bilan bir vaqtda

IL ARG =Y /%= (xj)- F(*qd)]"

\fs{x)dF(x), n—00

va
limsup j fdFn<s + limsup ~edFn<2s + jfdF (5)
liminf JfdFn> liminf \fedFn> \fdF - 2s (6)

Musbat son e ixtiyoriy boigani uchun yaginlashishning (1) ko‘rinishdagi
varianti (5) va (6) munosabatlardan kelib chigadi.

Izofo 1. Isbotlangan teoremaga asoslanib, tagsimotlaming sust
yaginlashishini (1) koiinishga teng kuchli variantda quyidagicha ta’'riflash
mumkin: Fnx) tagsimot funksiya F(x) ga sust yaginlashadi, agar
F (X)—f(x) har ganday xec(F) o‘rinli boisa. Lekin (1) variant ko'p
ustunliklarga ega. Masalan, u cheksiz oichovli fazolardagi ehtimolliklar
tagsimotlari uchun yaroqli boiadi.

Izoh 2. Teoremaning isbotida ko‘p boimagan sodda o‘zgartirishlar
qilib, sust yaqginlashishning (1) ko‘rinishiga teng kuchli boigan quyidagi
ta'rifmi keltirish mumkin: Fn=>F deyiladi, agar ayirmalar ketma-ketligi
uchun

F.{y)-Fn{x)->F(y)-F(x)
hamma y,x”~c(F) uchun bajarilsa.

146



Izoh 3. Agar F(x) uzluksiz tipdagi tagsimot funksiyasi boisa,

Fn=>F yaginlashish
sup|FB -> 0, «->00
tekis yaginlashishga teng kuchli boiadi.

Bu jumlaning isboti F,(x)-F(x) vyaqginlashishni F{x) uzluksiz
boigani sababli to‘g‘ri chizigning har ganday chekli gismida tekis
boiishidan kelib chigadi.

Izoh 4. Agar F, va F tagsimotlar diskret boiib, umumiy x,,x2...xn,...
nugtalarda sakrashga ega boisa, Fn=>F

p. (*. + O)mFn{xt) -> F {xk+ 0) ®F (xt)
yaginlashuvga teng kuchli boiadi. Oxirgida x,,x2,....%,,... giymatlarga mos
kelgan ehtimolliklar yaginlashuvi yozilgan.

Ehtimolliklar tagsimoti ketma-ketligi {P,,«<>1 berilgan boisin va
unga mos tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

shundayki, ular uchun
Pn(B) =P(;ineB), « =12.. 5-Borelto‘plami.
Umumiy holda bu tasodifiy miqgdorlami bitta ehtimollik fazosida
aniglanishi shart emas.
Ta'rif. Agar p,*>p,P(EeB)=p(B) boisa, {<?,«<1 tasodifiy
miqgdorlar ketma-ketligi | ga sust yaginlashadi deymiz va uni

deb belgilaymiz.

Ko'p hollarda  tasodifiy = miqgdorlar ketma-ketligini sust
yaginlashishini tagsimot bo'yicha yaqginlashish deb ataladi.

Tushunarliki, £,—£->£ boisa, 4 —->] mLekin (——) dan (-*-»)
kelib chigmaydi. Bu holatni quyidagi teorema oydinlashtiradi.

Teorema. Agar (Fn=>F) boisa, bitta ehtimollik fazosida

£ va 4' tasodifiy migdorlami shunday aniglash mumkinki,
P(Bn<jc) = .P(l,, <X) =F,{X)
P (f<x)=P{C<x)=F(x)

boiib,

ya'ni ¢ tasodifiy miqgdorlar £' ga | ehtimollik bilan yaginlashadi.
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§ 6.3. Sust yaqinlashish belgilari

Oldingi paragrafda tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligining sust
yaginlashishi mezonlari keltirilgan edi. Lekin ulardan anig hollarda
foydalanish davomida qo‘shimeha noqulayliklar yuzaga keladi. Masalan,

— —>£ ekanligini isbotlash uchun

£/(€,)-£/ (c*)> »-Fe>

limit munosabatlami hamma uzluksiz va chegaralangan /() funksiyalar
sinfi uchun tekshirishga to‘g‘ri keladi. Amaliyot nuqtayi nazaridan, agar
biz bu funksiyalar sinfini sust yaginlashishini ta’min etadigan qilib
toraytirolsak, sezilarli muvaffagiyatga erishgan bo'lar edik. Shu magsadda
ba’zi yangi tushunchalar kiritish zaruriyati yuzaga keladi.

Birinchi navbatda 3 = {F} hamma tagsimot funksiyalari sinfini \G}
funksiyalar sinfigacha, VarF = F (+00) —F (—00) = 1 shartni
G(-00)>0 G(00)< 1 talablari bilan almashtirish yoii bilan

kengaytirishga to‘g‘ri keladi. {G} sinfdagi fimksiyalami umumlashgan
tagsimot funksiyalari deb tushunish mumkin. Ulami musbat ehtimollik
bilan cheksiz giymatlami gabul giladigan xos bo‘lmagan tasodifiy migdor
£ ning tagsimot funksiyasi deb gabul gilish mumkin, ya’ni

G(—00) = P (C= —00), 1—G(00) = P (E = 00)
deb hisoblash mumkin.
Oldingilardagi kabi, Gn=>G, Gne{G}, Ge{G} yozuv,

Gn(x) —G (x) harganday x e C(G) uchun degan munosabatni belgilaydi.

Teorema 1. (Xelli). {G\ sinf = yaqinlashishga nisbatan kompakt,
ya'ni har ganday [Gn,n> 1}, Gne \G) ketma-ketlikdan yaginlashadigan
{Gnk} gism ketma-ketlik ajratish mumkinki, Grnj =G e {G }.

Natija 1. {G,,} da ajratilgan hamma {Grk} qism ketma-ketliklar
uchun G4 =>G e {G} boisa, Gn %G e {G}.

Hamma tasodifiy funksiyalari sinfi 3 ni kengaytirish zaruriyatini
asosiy sabablaridan biri, J = {F} kompakt boimaydi, ya'ni Fn=1 G
yaginlashish (Fn e 3) G ni tagsimot funksiyasi boiishini ta’min etmaydi.
Masalan, {Fn,n > 1} ketma-ketlikda

0, X< —n,

Fnte) = VA n<x<n

1L, X>n
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boisa, Fn =aG(x) = va mos xos boimagan tasodifiy migdor £

uchun P(C = £00) =

Ammo kengaytirilgan sinfda {G} bilan ham ish ko‘rish ba’zi
noqulayliklar bilan bogiiq. Birinchi navbatda Gn =>G, G - ning barcha

uzluksizlik nugtalarida VaC(D

()]
J fdGn-, f fdG, n—00
—00 —00

hamma uzluksiz va chegaralangan /() funksiyalar uchun degan jumlalar
{G} sinfda teng kuchli emas (bunga ishonish uchun (1) misolda /=1
@

holni ko'rish yetarli). Ikkinchidan esa J fdG integrallar {G} da
—a

G - funksiyani bir giymatli aniglamaydi. Aytib o‘tilgan noqulayliklami

bartaraf etish uchun quyidagi tushunchalami kiritamiz.

Ta'rif 1L {pn,n>1j tagsimotlar ketma-ketligi (yoki tagsimot

funksiyalar ketma-ketligi 1j) zieh deyiladi, agar £>0 uchun
shunday N = N (e) mavjud boiib

infP,([. IV,N])> 1—£ (2)

n
munosabatlar o‘rinli boisa.

Ta'rif 2. Uzluksiz va chegaralangan /(m) funksiyalar sinfi S
tagsimotni ani&%aydi deymiz, ac(;{%r
f f(x)dE(x) = f f(x)dG(x), Fe3,Ge{3}

—a —a
tengliklar har gqanday 7/ e 3 uchun bajarilishidan F = G tenglik kelib
chigsa.

Teorema 2. 9 tagsimotni aniglaydigan sinf boisin. U holda
Fn=>F, F G3 tagsimot fiinksiyasini mavjud boiishi uchun quyidagi
shartlar bajarilishi yetarli va zarur:

1) {Fn,n > 1} ketma-ketlik zieh,

()]

2) lim f fdFn hamma /7 G9 lar uchun mavjud.
n—00
—00

Izoh. (2) zichlik xossa {Fn,n > 1} ketma-ketlik uchun
inf(P (N) —F (—N)) > 1—e, £>0, N >N (e)
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ko ‘rinishda bo'ladi.

Teoremaning isboti. Keltirilgan shartlaming zarurligi oson
tekshiriladi.

Yetarlilik. Teorema 1 ga asosan {n~Jgism ketma-ketlik mavjudki,
uning uchun F  =>F e {G}. Lekin teoremaning shartiga asosan [1) shart]
F ey. Hagigatan ham, x > N nugta F uchun uzluksizlik nugtasi boisa,
ta'rif 1 ga asosan

F@)=limFp(x) > 1—e.

Xuddi shunga o‘xshash x < -N lar uchun F (x) < e, musbat e > 0

ixtiyoriy boigani uchun
F{—00)=0 F(+x)=1
Endi ixtiyoriy yaginlashuvchi gism ketma-ketlik Frk => G £ 17 boisin. U

holda ixtiyoriy chegaralangan va uzluksiz / (¢) uchun

[ele] 00 00 o0}
limJ fdFtk= J fdF, lim J fdFnj = J fdG ©)
Lekin (2) shart bo‘yicha,
00 [ole]
J fdF = J fdG 4)
—00 —00

Demak, (3) va (4) lardan teorema 1 ning natijasiga asosan F = G.
Teorema 2 isbot boidi.

Agar muayyan tagsimot funksiyasi F ga yaginlashish talab etilsa,
teorema 2 dagi “zichlik” shartini tushurib qgoldirish mumkin.
Natija 2. Q tagsimot aniglaydigan sinfboiib,
[ele] [/e]

/ fdFn- / fdF, Fe? (5)
har ganday /0; 9 uchunol(;ajarilsin.
Quyidagi shartlardan birortasi o‘rinli boisin:
DjFn,n > 1j ketma - ketlik “zieh”,
2)Fe {G}
3)/ =ie9
uholdaF €3 va Fn=F .

Isbot. Natijaning 1) shart bajarilgandagi isboti teorema 2 dan kelib
chigadi. 3) shart va 5) yaginlashish 2) shartni bajarilishiga olib keladi.
Agar 2) shart bajarilsa, (3), (4) munosabatlardagi Fe 5 va G=F
tenglikni olamiz.
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Ko‘p hollarda, 1) - 3) shartlardan birortasi albatta bajariladi, shuning
uchun ham asosiy masala bo‘lib, (5) yaqginlashishni 9 sinfida tekshirish
goladi.

Endi tagsimotni aniglaydigan X funksiyalar sinfi 9 ga misollar
keltiramiz.

Misol 1. QO quyidagi ko‘rinishga ega boigan funksiyalar sinfi
boisin:

1 X <
fae(X)= O,x>a +s
oralig [a,a+ e] da esa faf funksiya chizigli va uzluksiz. '30- ikki

parametrli (a va e) funksiyalar sinfi.

Endi 320 tagsimotni aniglashini isbot gilamiz. Faraz qilaylik,
00

00
J fdF = J fdG hamma /Z G5 uchun bajarilgan boisin.

—o0 —00

Bu holda,

00 [ee]

P(a)< f faedF = f faedG < G (a + £)
—00 -« ' —o00
va
G(a)<F(o +¢€), e>0

Agar a sifatida F va G laming, uzluksiz nugtasi deb olsak,
F (a) = G{a), F=0CG.
Misol 2. 3] sifatida uzluksiz va chegaralangan funksiyalaming
shunday sinfini olamizki, har ganday
/GO (yoki fio -6 0nmgyopigi)
uchun jfn(x), n > 1] ketma-ketlik mavjud boiib,

/, G% sup]l/nQ)] < M < oo,
X

lim fn(x) = fix), x £ R.
Faraz gilaylik,
00 (o)
J fdF = J fdG hamma / G 9" uchun.
—00 —00

Integrating xossasi bo‘yicha
00 00 00 00

limJ fndF = f fdF, lim f fndG = f fdG, /g90.

—oo0 —oo0 —oo0 —oo0

Demak,



J taF = f tde, /6 QD-
— —@
va misol 1gako'ra, F = G ya'ni sinf tagsimotni aniglaydi.
Quyidagi teorema tagsimotlaming sust yaginlashuvini korrektli
ekanligini ko'rsatadi.
Teorema 3. Tagsimotlar {Pn,n> 1} ketma-ketligining sust limiti
mavjud boisa uyagona boiadi.

Isbot. Agar tagsimotlar ketma-ketligining sust limiti P'

va P" boisa,

J f(@@P '(dx) = J f(x)P"(dx) (6)

R R
tenglik hamma uzluksiz va chegaralangan f(x) funksiya uchun bajariladi.
Shuning uchun ham teorema 3 ning isboti quyidagi lemmadan kelib
chigadi.

Lemma. Agar P' va P "-ikkita ehtimollik oichovlari R dagi Borel
to‘plamlari a —algebrasida aniglangan boiib, (6) tenglik hamma uzluksiz
va chegaralangan funksiyalar uchun bajarilsa, hamma Borel to‘plamlari
uchun

P'(A) = P"(A)
tenglik o‘rinli boiadi.

Isbot. Yugqoridagi (6) tenglik o'rinli boiadigan hamma oichovli
funksiyalar sinfini K deb belgilaylik. U holda :

1) K - chizigli, ya'ni fxix) va £2(x) GK boisa,
c/i<*)+ @R (z) e K.
2) K -yopiq, nugtada va chegaralanganlik yaginlashuviga nisbatan, ya'ni

fnek, fnx1< c> e R),
limfn(x) = A@0
boisa, /0(x) e R (bu xossa ilovadagi integralning xossasidan kelib

chigadi).
3) Hamma uzluksiz, chegaralangan (R da aniglangan) funksiyalar sinfini
CB(R) desak,
CB(R)C K.

Bu 1), 2), 3) hollarga ega boigan funksiyalaming minimal sinfi a(K)-
hamma Borel funksiyalari sinfidan iborat boiadi.

Demak, K hamma Borel funksiyalarini o‘z ichiga oladi. Oxirgidan
(6) da /(20 = 14(20- BOREL to‘plami A ning indikatori deb olsak,
hamma Borel to‘plamlari A lar uchun
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P'(A) = P"(A)
tenglikni olamiz.
Isbotlangan lemmadan J fdP integrallar ehtimollik oichovi P(A) ni

R
bir giymatli aniglaydi degan muhim xulosaga kelamiz.

Misol va masalalar

1 Agar £ va shu vaqtda ¢~-»rcboisa, u holda £ va ij lar

ekvivalent ekanligini (p(g £rj) =0) ko‘rsating.

2. Agar -P"77, rin-P>ri va tasodifiy migdorlar £ va /7 ekvivalent boisa,
ixtiyoriy s > 0 uchun n-> oo da
p{K~V,, | >£}-"0
ekanligini ko‘rsating.

2P P
3. Agar (£,-£) —0 boisa, uholda ekanligini ko‘rsating.
d
4. Agar £,->c (c-o0‘zgarmas son) boisa, u holda ehtimol bo‘yicha
d p
yaginlashish ham o'rinli, ya'ni gn->c <= ->c ekanligini ko‘rsating.



VII BOB. XARAKTERISTIK FUNKSIYALAR

V11 bobni o ‘qgib chigish natijasida:
- Xarakteristikfunksiyalar tagsimotni bir giymatli aniglashi.
- Xarakteristikfunksiyaning asosiy xossalari.
- Teskari almashtirishformulalari.
- Xarakteristikfunksiyalami ehtimolliklar nazariyasining limit
teoremalarida qo ‘lanishi.
- Ko p o ‘Ichovli xarakteristikfunksiyalar
hagida tasawurlarga ega boiinadi;
- Xarakteristikfunksiyalar ehtimolliklar nazariyasida analitik
metodlar asoslari bo ‘lishini.
- Teskari almashtirishformulalarini muayyan masalalarga tatbiq etish
mumKkinligini.
- Xarakteristikfunksiyalaryordamida taqsimotning turlarini aniglash
mumkinligini
bilish va amalda qoilay olishi;
- Xarakteristikfunksiyalar orgali tasodifiy migdoming sonli
xarakteristikalarini topishni.
- Xarakteristikfunksiyalami limit tagsimotlar sinfini topishdagi rolini
o‘rganib olish mumkin.

Xarakteristik funksiyalar ehtimolliklar nazariyasining analitik
metodlaridan eng asosiylaridan biri boiib, klassik va kompleks analizning
hozirgi zamon tasodifiy miqgdorlami qo‘shish nazariyasida goilanish
imkoniyatini yaratib beradi. Xarakteristik funksiyalar matematik
statistikada ham muhim rol o‘ynaydi. Xarakteristik funksiyalarga
asoslangan analitik metodning unumli  qoilanishining negizida
xarakteristik  funksiyalar tagsimot funksiyalari kabi, ehtimollik
tagsimotlarini bir giymatli aniglashi yotadi.

§ 7.1. Xarakteristik funksiyalar ta’rifi va asosiy xossalari

Eng awalo, haqiqiy giymatli tasodifiy migdorlar gatorida kompleks
giymatli tasodifiy migdorlami ham o‘rganish mumkin. Bunday tasodifiy
miqdorlar

1(®)=8,0©)+(©)
ko‘rinishda boiib, ular hagigiy giymatli va tasodifiy migdorlardan
tashkil topadi. Bu tasodifiy miqgdorlami o‘rta giymati (matematik
kutilmasi) deb



Hagiqatan ham,
fs. (0 = Eeism= Eeal =Eew..Eem=f(i(i (i) .
Demak, Fft*F&- taqgsimot fiinksiyalami kompozitsiyasiga /ft(t)-fh(i)
ko‘paytma mos keladi.
Agar

F[*F2= J/H(x-u)dF2(n)

ekanligini hisobga olsak, bogiigsiz tasodifiy migdorlami yigindisining
tagsimotini o‘rganishdagi murakkab boigan (*) - kompozitsiya
operatsiyasi xarakteristik funksiyalar uchun oddiy arifmetik ko‘paytirish
amali bilan almashtirish mumkin ekan.
4. Xarakteristik funksiya f4(?) to‘g‘ri chizigning har ganday chekli
gismida tekis uzluksiz. Hagigatan ham,
\f(t+h)- f ()] =% (ei(,+% - ei{)] <E jefif - 1]

Endi har ganday hagigiy a uchun o'rinli boigan

Y (e, U

F <a

tengsizlikdan foydalanib, quyidagini yozish mumkin:

1/(/+*)-7(01* ]eifa-1] rfF(x)< j \hx\dF{x)+
N
+ | 2-i/FX)<A-JA] + 2(I-F (Af) +F (- V)).

Oxirgi tengsizlikda oldin N ni yetarli katta gilib tanlab, so‘'ng h ni nolga
intiltirib, keltirilgan xossaning isbotini olamiz.

Xarakteristik funksiyaning navbatdagi xossasini keltirishdan awal
quyidagilami izohlab o‘tamiz: Maiumki, tasodifiy miqdor £ ning
momentlari mavjud boiishi, unga mos keluvchi tagsimot funksiyasi F
ning 100 da nolga intilishi tartibiga bogiiq boiadi. Quyidagi xarakteristik
funksiyaning xossasidan kelib  chigadiki, tasodifiy = migdorlami
momentalarini mavjud boiishi, ulaming xarakteristik funksiyalarini nol
atrofidagi asimptotikasigabogiiq boiar ekan.

5. Agar E\f <00, k>l boisa, ff(t) tartibli uzluksiz hosilaga ega
boiib,
fik}0) = ikE", k>\
tenglik o‘rinli boiadi.
Isbot. Quyidagi tengsizlik
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Nix)e"xd F(x) < j\x\dF(x) = E\G\<o0
o‘rinli ekanligidan integral
J(ix)é ttdF (x)

i ga nisbatan tekis yaginlashadi. Demak, integral ostida differensiallash
mumkinligidan

f'{t) =ilxe‘adF{x), f{0)=iEC

tenglikni yoza olamiz. Keyingi mulohazalar induksiya orgali olib boriladi.
Agar s<k uchun

/W) =i1 jjcV*dF(x)
boisa,
f (sH)(t)=r "\Xx"e‘ud F(x)

tenglikning o‘ng tomonidagi integral tekis yaginlashuvchi boigani uchun
to‘g'ri boiadi. Demak,
/ (H>(0) =AEES +L
Isbot etilgan xossadan, £]|£]*0o0 boiganda, /=0 nugtaning atrofida
Teylor formulasi

1 J
o‘rinli ekanligini olamiz.
Keltirilgan xossaga teskari boigan, /w(0) mavjud boisa, E\i[\ k> 1
mavjud boiadi degan jumla gisman o‘rinli: agar f 1240 mavjud boisa,
£]1C <> /(@2D)0)=(-)*EC\ k>\.
Bu xossani k=i boigan holda isbotlaymiz (keyin esa induksiyadan
foydalanish mumkin). Quyidagi tenglikni yozish mumkin:
2/(0)-/(2ft)-/(-2*) E(f*-e «
4n { 2h

hl
Bu tenglikda h nolga intilganda limitga o'‘tib,

/my AT 2/(0)~/(gF)- 7 (=2))
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Eur{hB’\.. S|n2rh§:~: 552

A—0 h /20 /2

munosabatni hosil gilamiz. Bu yerda
A->0
hl
ekanligidan va Fatu lemmasidan foydalanildi.
6. Agar /(/) kompleks son /(/) ga go‘shma boisa,
fe(t) = =E¢* = A"

Oxirgidan xulosa qilish mumkinki, agar £ tasodifiy migdor simmetrik
boisa (ya'ni -C bilan bir xil tagsimlangan boisa), uning xarakteristik
funksiyasi haqiqiy giymatli boiadi.

Xarakteristik funksiyaning keltirilgan xossalaridan foydalanib, ba’zi
konkret funksiyalar tagsimotning (yoki biror tasodifiy migdoming)
xarakteristik funksiyasi boiadimi degan savolga javob berish mumkin.
Masalan, o‘quvchiga

(I'+i) 1+ (, sin?, cosi,
elementar funksiyalardan qaysi biri xarakteristik funksiya boiishini yoki
boimasligini tekshirib ko‘rishni taklif etamiz.

Lekin umumiy holda go‘yilgan savol juda murakkab hisoblanadi.
Quyida biz ma’lum natijalardan birini keltiramiz.

Teorema (Boxner - Xinchin). Uzluksiz va /(0)=1 shartni
ganoatlantiruvchi f(t) funksiya biror tagsimotning xarakteristik funksiyasi
boiishi uchun, uning manfiy boimagan aniglangan boiishi, ya’ni hamma

haqiqiy va kompleks sonlar uchun (A -kompleks X sonning
qo‘shmasi)

*j:i
tengsizlik bajarilishi yetarli va zaruriy shartdir.
Qayd qilib o‘tamizki, keltirilgan shartning zaruriyligi oson ko'‘rinadi.
Hagigatan ham, f(t) = Ee'4 boisa,

k,j=1 K.j



§ 7.2. Ba’zi tagsimotlarning xarakteristik funksiyalari

Bu paragrafda ehtimolliklar nazariyasida ko‘p uchraydigan
tagsimotlarning xarakteristik funksiyalarini hisoblab topamiz.

1. “Birlik” tagsimot. Eslatib o‘tamiz, £ tasodifiy migdor “birlik”
tagsimotga ega deyiladi, agar uning giymatlari bitta o‘zgarmas sondan
iborat boisa, ya'ni P (E = a) = 1. Bu holda,

/(i) = Eeui = eiat.
2. BernuUi tagsimoti. Tasodifiy migdor
1, ehtimolligi p
n 0, ehtimolligi 1—p
boisin.
Bu holda,
/ (i) = Eei(i = eamp + eitO(1- p)= pea+ 1- p
3. Binomial tagsimot. Tasodifiy miqdor £ giymatlari
m= 01
boiib,

va bu yerda £ lar Bemulli tagsimotiga ega va o‘zaro bogiiqsiz boigan
tasodifiy miqdorlar. Demak, xarakteristik funksiyaning xossasiga asosan

f( (t) = Eead = £ea(il+- +i") = EeliK..Eeli*™ —

4. Puasson tagsimoti. Tasodifiy miqdor £ ning giymatlari
k= 01.2,...

boiib,

Bu holda,

5. Geometrik tagsimot. Bu holda,
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va
00 00 n_l pe
r= «<=i' om |-<ze
6. Normal tagsimot. Uzluksiz tipdagi tasodifiy miqdor £ normal
(yoki Gauss) tagsimotga ega deyiladi, agar £ tagsimotning zichlik
funksiyasi quyidagicha boisa,
(a—a)2

1
X,a,a) = -ex —00 < x < 00,
p( ) V2T p 27

a,ex ) —parametr, ae R, a > 0.
Oldin parametri (0,1) boigan standart normal tagsimotning
1 £ ite—-
2n |E mix (1

xarakteristik fiinksiyasini hisoblaylik.
(Dtenglikni differensiallab (i bo'yicha),
'(*) = xe dx
769 = gy |
tenglikni hosil gilamiz va unda boiaklab integrallashni amalga oshirsak,
itx

—e +uj e 2dx = .m

munosabatni olamiz. Demak, standart normal tagsimotning xarakteristik
funksiyasi

f'(t) + tf(t) = O (2)
differensial tenglamani /(0) = 1 boshlangich shart bilan ganoatlantirar
ekan. Bu tenglamani yechib,

j!
Ht) = e~2 3)
tenglikni olamiz.

Endi parametri (a,a2) boigan normal tagsimotning xarakteristik
fiinksiyasini topaylik. Agar f£c deb, xarakteristik funksiyasi (3) boigan
standart normal gonun bilan tagsimlangan tasodifiy migdomi belgilasak,
parametri fa,a2j boigan normal tagsimotga ega boigan tasodifiy migdor

£ni
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£= afc+ a
koiinishda yozish mumkin. Demak,

a22
4« =f<+*« = eiaamd W
fonnula o‘rinli boiadi.
7. [a, B\ oraligdagi tekis tagsimot. Bu holda tagsimot uzluksiz tipda
boiib, uning zichlik funksiyasi
1
, xGla#],
p(x) = b—a
0, xé[a,b]
Mos xarakteristik funksiya
i b th ta
C it 6 é
f(t) = eltxp (x) dx = <----- feltxbéx=—~
(t) = § efbpx) B=8aa ft(b —a)

Ba’zi xususiy hollami eslatib ciamiz:
1) a= —, b= 1 boisa

e smit
fit)- 2itl
2)a= 0, b= L boisa
eitL —1
*\ —
/(") = itL

8. T - tagsimot. Bu holda zichlik funksiyasi

Bu zichlik funksiyasiga mos kelgan xarakteristik funksiyani fa(t) deb
belgilaylik. Oldin quyidagi faktni tasdiglab oiamiz: oson koiinadiki,

Pa+R(x) zichlik  funksiya, pa (x) va pR(x) funksiyalaming
kompozitsiyasidan iborat. Demak,
X c~X X
PatR (X) = f PR(X-U)pa («)du= Jud0lx - u du
o "\YWO

T(a) mr(/3) 0
Oxirgi integral Eyleming B {a,0) -integrali nomi bilan maium va u
T - funksiya bilan

B&?’B)lz T(a + RB)
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munosabatda boiadi. Demak,
X,a+f3- 1
pa+R (K = x>0
M(a+ R)
tenglik o‘rinli boiadi.
0 ‘z navbatida
Pa+R = Pa*PR

ekanligini olamiz. Oldin a = lboi%gn holda,

f (i) = J e'di (x) dx
o
integralni hisoblaymiz. Boiaklab integrallash orgali

£(1) .:-éitx'xg+ Wl elto = 1+ itf((t)
tenglikni hosil gilamiz va undan
1
k(*) = (5)

boiishini topamiz.
Har ganday n > 1 uchun (4) va (5) lardan

O -t
tenglikni olamiz va ularga asoslanib,

/1.0

m®)— /1) = @- iy ™"

tengliklami yoza olamiz. Demak, har ganday ratsional a uchun
BO=(1-np (6)
o‘rinli boiadi. Zichlik funksiya pQ(K) parametr a ga nisbatan ham
uzluksiz funksiya boigani uchun
Pa,, (x>-> Pa (x), an->a
va demak,
fa.it) ~fait).

Shunday qilib (6) formula hamma a > 0 uchun o‘rinli boiishiga ishonch
hosil gilamiz. Agar a kasr son boisa, ko‘p qiymatli (6) funksiyadan
fa (0)= 1 shartni ganoatlantimvchi bir giymatli “shox” ajratib olinadi.
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§ 7.3. Xarakteristik funksiyalar va har xil tipdagi tagsimotlar

Furye almashtirishlari hagidagi Lebeg teoremasini eslaymiz. Agar

p(x) funksiya uchun \\p(x)\dx< oo boisa,
- ®
/()= jevp(x)dx
@B

p (x) ning Furye almashtirishi

(_I;R"bf(t) =0.

Xususan, p(x) =p¢(x)eLl(-00,00 boigani uchun
/] (/)—0, |i—x.

Bu Furye almashtirishi hagidagi Lebeg teoremasining natijasidir. Agar
f¢(t) nolga yuqori tartibda intilsa, bu F(x) tagsimotning “ko‘proq sillig”
boiishini anglatadi. Masalan, zichlik funksiyasi p(x) k marta
differensiallanuvchi boiib, integral

Jp~(x)dx<oo

-0
mavjud boisa, boiaklab integrallashlar natijasida

76(0= ieppizx)dx =1 Nbpe\Vydw = .= —Lj '} 6 bl (%)
) “ 0 it) o

—

tenglik o‘rinli boiadi va

VM=° i ->00
vrl* y
munosabatga ega boiamiz.
Endi, tasodifiy miqdor £ diskret tipda boisin. Bu holda, £ ning
qiymatlari

ketma-ketlikni tashkil etsa,
f¢t) Eea® le WHP~=aH)
n-1
tenglik o‘rinli boiadi.

Quyida biz diskret tasodifiy migdorlar sinfida “panjarasimon”
tagsimotlarga ega boigan tasodifiy miqdorlar gism sinfini Kiritamiz.
Ulami oi'ganishda xarakteristik funksiyalar muhim rol o‘ynaydi.

Ta'rif. Tasodifiy migdor £ “panjarasimon” tagsimotga ega deyiladi,
agar a va A>0 sonlar mavjud boiib,
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[00)
E P(C=a+kh)=1
tenglik bajarilsa.
Demak, C tasodifiy migdor “panjarasimon” tagsimotga ega boisa,
uning giymatlari

ko‘rinishdagi arifinetik progressiya tashkil etar ekan. Bu yerda h musbat
son “panjaraning qadami” deb ataladi va bunga sabab tasodifiy
migdoming qgo‘shni giymatlari bir-biridan h> 0 masofada joylashgani
boiadi.

Masalan, har qanday ikki qgiymatli tasodifiy migdor f
“panjarasimon” taqsimotga ega boiadi. Hagigatan ham

[«Lehtimolligi p> 0
\a2,ehtimolligi g =\-p
boiib, a2 > Q\ deb hisoblasak, bu tasodifiy miqdorlar giymatlarini
a\+(a2~a\) k=al+kh, h=a2-ci\, £=01
koi'inishda yozish mumkin.

Tasodifiy migdoming “panjarisimon” taqsimotga ega boiishini
xarakteristik funksiya terminida ifoda etish mumkin.

Teorema 1. Tasodifiy migdor £ “panjarasimon” tagsimotga ega
boiish uchun, uning xarakteristik fiinksiyasini absolut giymati biror t0* 0
nugtada 1 gateng boiishi yetarli va zamriy shart boiadi.

Isbot. Hagigatan ham, agar  tasodifiy migdor “panjarasimon”
tagsimotga ega boiib,

pk= =a+kh), ¢=..,-1,0,1,...
boisa, uning xarakteristik funksiyasi

Kompleks sohada darajali funksiya ez davriy ekanligidan
ei2nk=1 ¢ =...,-1,0,1,...
tenglikka ega boiamz. Demak,

=1boiib, biz teoremaning zaruriylik gismini isbot etgan

boiamiz.
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Endi faraz gilaylik, biror ~* 0 nuqtada  (/,,)|=1boisin. Bu holda

£ albatta “panjarasimon” tagsimotga ega boiishiga ishonch hosil gilamiz.
Hagigatan ham, a biror haqgigiy son boiganda,
/«('0) =e"0*
tenglik o‘rinli boiadi. Demak,
1=/i-a(io)=£cosio (™-a)+ (Esinio (|- 0N);
yoki
is(l-cos/0(;,-a)) =0.
Oxirgi tenglikdan va matematik kutilmaning E4 xossasiga asosan
cosiOE - a) =1.
Demak, 1 ehtimollik bilan
t0(C-a) =2nk, k=...,-10,1,..
yoki

5:a-t——2—1—z—li =a +Hl, A =4
to to

Teorema 1 isbot boidi.

Soddaroq gilib aytganda, h musbat sonni tagsimotning gadami deb
atash qulay va to‘g‘ri boiadi. Uni maksimal gadam deyiladi, agar hech
ganday a va hx>h uchun tasodifiy miqdor £ ning giymatlarini a+khx
koiinislula yozish mumkin boimasa. Masalan, £ fagat toq sonlarni gabul
gilsa (ya’ni uning giymatlar to‘plami toq sonlardan iborat boisa), bu
giymatlami a=Qh =\ boiganda, a +kh ko‘rinishda yozish mumkin. Lekin
h =1 gadam maksimal boia olmaydi, chunki ¢ ning barcha giymatlarini
a=\,hy=2 deb hisoblab, a+k\ koiinishda yozish mumkin.

Qadam hning maksimal boiish sharti quyidagi teoremada keltiriladi.

Teorema 2. Tagsimot gadami h maksimal boiadi, shuholdaki, agar

tagsimot xarakteristik funksiyasining moduli 0<|i|<2—h-C boiganda, 1 dan
kichikva =1 boisa.
. 27Te . i i
Isbot. Hagigatan ham, agar 0<t0O<—" boiganda, \/"(g,O)le

boisa, teorema 1 ning isbotida ko‘rsatilganidek-z-zl--taqsimot gadami

boiadi, lekin
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h<£‘

o
boigani uchun, Amaksimal gadam boia olmaydi.

Keltirilgan teoremalardan £ tasodifiy miqdor “panjarasimon”
tagsimotga ega boisa, uning xarakteristik funksiyasi uchun,

limsuP|/a ()] 1/{~ 1.1

munosabat o ‘rinli boiadi.
Paragrafhing boshida tagsimot uzluksiz tipda boisa,
limk (f)|=0

o‘rinli boiishini Lebeg teoremasi ta’min etishini eslatib o‘tgan edik.
Agar
limsup|/|(i)| =a <1
[

boisa, bu shartni qganoatlantiradigan cheksiz ko‘p singular tipdagi
tagsimotlar mavjud boiar ekan. (Jlykau E. XapakTtepuctuyeckue
yHKuun. M. Hayka. 1977).

§ 7.4. Teskari almashtirish formulalari

Shunday qilib, har ganday tasodifiy miqgdor uchun unga mos
keluvchi xarakteristik funksiya mavjud ekan. Endi, aksincha, xarakteristik
funksiya  tasodifiy miqdoming tagsimotini bir giymatli aniglashi
masalasini ko ‘raylik. Buning uchun esa, 0‘z navbatida

3 = {elte, tep}

funksiyalar sinfi tagsimotni aniglashi, ya’ni tasodifiy migdor £ ning
xarakteristik ~ funksiyasi  fi. (L), bu tasodifiy migdor tagsimoti

Pc(B) = P(£ e B) (B —Borel to‘plami) ehtimollik oichovini bir giymatli
aniglashini isbot etish yetarli boiadi. Bunda

(i)y="f ébPi (dx) = f eilll (x)
R —o00
formulaga e’tibor qilsak, f¢(t) orgali Pg¢(e) ni bir giymatli aniglash
mumkinligi go‘yilgan masalani yechimi boiadi.
Teorema 1 (Teskari almashtirish formulasi). Agar F (x) -tasodifiy
miqdor £ ning tagsimot funksiyasi, /(i) esa £ ning xarakteristik

funksiyasi boisa, F (x) ning har ganday uzluksiz a va y nuqtalari uchun
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tenglik oiinli.
Agar :U‘t-)l_e L{(-00,00) bo‘lsa,

-itx -ity

HvY O @
formula oiinli boiadi.
Isbot. Agar N[gla L\ (- 00,00) boisa, (1) formulada integral ostida

limitga o‘tish mumkin va biz (2) formulani olamiz.

Oldin Fix) ni absolut uzluksiz deb hisoblab, uning zichlik
funksiyasini p (x) deb belgilaymiz, fit) xarakteristik funksiyani esa
cheksizlikda integrallanuvchi (J/(i)| 6 L\ (—00,00)) deb faraz gilamiz. Bu
holda, Furye teskari almashtirish formulasi bo ‘yicha,

(1) dt
formulani olamiz. Bu yerda (3) formuladan foydalanib,
¥
F(y) —Fix) = fp(u)du =j gix f e~luf(t)dt du =

-itx -ity

| e Iduf(tydt = — -f(t) dt

f .
2n J it
(2) formulani to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Bu yerda
integrallash tartibini almashtirish mumkinligi

supp(e)<— f|/(i)|di<oo
r 2n J
tengsizlikdan kelib chigadi.
Endi, f(t) ixtiyoriy tagsimot funksiyasi Fix) ga ega boigan
tasodifiy migdor £ ning xarakteristik funksiyasi boisin. Bu tasodifiy
migdor aniglangan ehtimollik fazosi (i2,.7,P) da £ ga bogiiq boimagan

va parametri (0,292) normal tagsimotga ega boigan 1 tasodifiy migdomi
koiamiz. Maiumki, rj ning xarakteristik funksiyasi

fri Ne = e
Demak, £+ rj ning xarakteristik funksiyasi



fe+ii (1) = f¢ (*) = /m(*)« ; €4 (-00,00).
Shuning uchun ham (2) formula bo‘yicha,

RV () - Foh) (0= — f =/ (Dei @

—00

Chebishev tengsizligini qoilab,
P{r,>e)<~ >0

munosabatni, ya’ni i— -—>0, a —0 yaginlashishni olamiz. Oxirgidan
esa sust ma’noda
F+v =R '[F v-*0
ekanligi kelib chigadi.
Demak, x va y lar F (9 funksiyaning uzluksizlik nuqgtalari boisa,
' (y) —F (x) = lim\F:+v (y) - F(#ij (X)].
Bu tenglik (4) bilan birgalikda teoremaning to ‘g ‘ri ekanligini isbotlaydi.

Teoremaning isbotida ishlatilgan usul (ya’ni £ tasodifiy migdordan
C+1 ga o‘tish) ancha universal xususiyatga ega boiib, uni tagsimotlami
“silliglashtirish” metodi deyiladi.

Bu metod (2) teskari almashtirish formulasini gqoilanilishi bilan
bogiiqg giyinchiliklami bartaraf etishda juda go‘l keladi.

Natija. Tasodifiy miqgdorning xarakteristik funksiyasi, uning
tagsimot funksiyasini bir giymatli aniglaydi.

Bu natija teoremadagi teskari almashtirish formulasidan (1) va
F (y)- F (x) ayirmalar F (x) ni bir giymatli aniglashidan kelib chigadi.

Natijaning xulosasini quyidagicha aniqlashtirish mumkin: Har
ganday xarakteristik funksiya (i) ga yagona tagsimot funksiyasi F¢(x)
mos keladi.

Isbot. Hagigatan ham, (1) formula bo‘yicha F, (x2)- F, (xX) ayirma
xy va x2 nuqtalar FE(*) ning uzluksizlik nugtalari boiganda, xarakteristik
funksiya fc (t) orqgali bir giymatli aniglanadi. Ayirma g (x2) —F (a") da x,
ni F* @ uzluksiz nuqtalari orgali -oo ga intiltirib, /v (x2) ni x2 uzluksizlik
nuqtalarida bir giymatli aniglaymiz. Lekin har ganday x nuqgta uchun

Ft (x) = lim Ff (x?)
i x2[x 4V
ekanligidan (bu yerda limit Ff (¢ ning uzluksizlik nuqtalari x2 lar orqali
olinadi). Ff(x) xarakteristik funksiya /¢(t) orgali bir giymatli
aniglanishiga ishonch hosil gilamiz.
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Izoh. Tasodifiy migdor £ ga bogiiqsiz boigan rj “silliglashtiravchi”
tasodifiy migdoming tagsimotini tanlashda “ixtiyoriylik” borligini hisobga
olib, (1) teskari almashtirish formulasiga teng kuchli boigan boshga
ko‘rinishdagi formulalarga o‘tish mumkin. Lekin, bu formulalaming
mohiyati yagona boiib, u tagsimot funksiyalari xarakteristik funksiyalar
orgali bir giymatli aniglanishini tasdiq etadi.

Masalan, £,707 tasodifiy miqdorlar bogiigsiz boiib, mos ravishda
Fr(x), ro tasodifiy miqdor (—L1) oraliqdagi tekis tagsimotga, esa
parametrlari (0,1) boigan standart tagsimotga ega boisalar £+ Irj0+ a7,
yigindi

xarakteristik funksiyaga ega boiadi va bu holda (1) teskari almashtirish
formulasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin.
Teorema 2. Agar x + | va x —I nuqtalar Ft () ning uzluksiz

nuqtalari boisa,

formula o‘rinli boiadi.

“Panjarasimon” taqsimotlar uchun teskari almashtirish formulasi
soddalashadi. Masalan, tasodifiy miqdor £ butun sonli giymatlar gabul
qgilib, uning tagsimoti

P(i=i)=rj j=...-10,1..
boisin. Bu holda, £ ning xarakteristiIéDfunksiyasi
f()= ¢2 Rk
k= —00
tenglik bilan aniglanadi.

Bu tenglikni har ikki tomonini e~mt ga ko‘paytirib, so‘ng [-%,%]
oraligda hadma-had integrallab (bu mumkin, chunki
\pe~ik\= pk, E ft = !)>quyidagi formulani olamiz:

k

P, ==fe mi(i)dt (5)

Bu yerda biz

tenglikni hisobga oldik.
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(5) tenglik ko‘rsatadiki, butun giymatli tasodifiy miqgdorning
tagsimoti [-7r,7r] oraligda berilgan xarakteristik funksiya bilan to‘la
aniglanadi.

Bu tenglikdagi {pn} tagsimot Furye qatori koeffisiyentlarini
belgilaydi va unga sodda qilib, quyidagicha geometrik ma’no berish
mumkin:

k =eikt, k=.,-10%..
funksiyalar, kompleks qiymatli va kvadrati bilan integrallanuvchi
funksiyalar Gilbert fazosi U1(—#,>9 da ortonormallashtirilgan bazis tashkil
giladi. Skalyar ko‘paytma esa,

(f.9)~J-/
-

formula bilan aniglanadi (g- funksiya g ga kompleks go‘shma bo‘lgan
funksiya). Agar

bo‘lsa,

tenglikdan

formulani olamiz.

§ 7.5. Xarakteristik funksiyalar sinfi va tagsimot funksiyalar sinfi
orasidagi uzluksiz moslik hagidagi teorema

Yugorida isbotlangan teskari almashtirish formulasidan ko ‘rinadiki,
xarakteristik va tagsimot funksiyalari sinfi orasida o‘zaro bir giymatli
moslik mavjud. Ushbu paragarafda bu o‘zaro bir giymatli moslik uzluksiz
bo‘lishi ham isbotlanadi.

Eslatib o‘tamizki, agar Fn(x)- tasodifiy migdor £,ning tagsimot
funksiyasi, F(x) esa £ tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi bo‘lib,

Fn=>F bo‘lsa, {C,,,n>1} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi ¢ ga tagsimot

d
bo‘yicha yaginlashadi deyilib, bu munosabat ko‘rinishda

belgilanadi.
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Agar
P(C=X)=P(GC=X2)=0,
ya’ni x: va x2tagsimot funksiya F(x) ning uzluksizlik nugtalari boisa,

tagsimot bo‘yicha yaginlashish d dan
P(xI<Cn” x2)">P {xI< C "x2> W->°°
kelib chigadi.
Quyidagi misol ko ‘rsatadiki, E,,E>£ dan har bir nugtada
F,,(xX)-»i7(x), «—
yaginlashish kelib chigmaydi. Hagigatan ham,

Pgn=~"-\, P{£ =0)=1

boisa, E»<* lekin har bir nuqtada (x)™ FE(x) emas, chunki
F1 (0)=0 vaFi (0) =1.

Xarakteristik funksiyalaming foydali va juda ahamiyatli xossalaridan
biri quyidagi ikkita teoremada keltiriladi.

Aytaylik, Fnix) vaFix)taqsimot funksiyalari, fn(t) va f(t) esa
ularga mos keluvchi xarakteristik funksiyalar boisin.

Teorema 1. (To‘g‘ri limit teorema) Agar Fn(x) =Fix) boisa, har
bir t nugtada fn (i) -> f(t).

Teorema 2. (Teskari limit teorema) Agar fnit) har bir t nugtada
gandaydir / (t) fimksiyaga yaginlashib, f(t) t= 0 nuqtada uzluksiz
boisa, Fn=>F boiib, f(t) funksiya Fix) tagsimot funksiyaning
xarakteristik funksiyasi boiadi.

Keltirilgan  teoremalaming isbotida quyidagi lemmalardan
foydalanamiz.

Lemma 1. Agar to‘g‘ri chizigda “zieh” boigan D to‘plam
nugtalarida Fnix) —Fix) boisa, Fn =F .

Isbot. Aytaylik, x —F ix) funksiyaning uzluksiz nugtasi boisin. D
to‘plamda x' vaz" nuqtalar mavjud boiadiki, ular uchun x'<x <x"
boiadi. Oxirgidan

Fn{x")<Fnix)<Fn(x")
tengsizlikga ega boiamiz. Demak,
F(x")= lim Fn(x") < liminfFnix) < limsup Fnix) < lim Fn(x") = F (x")
7—00 n—>00 n )Q n—00

munosabat o ‘rinli. Lekin F(x')< Fix) <F (x") va F(x")~F(x")
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ayirma yuqoridagi D to‘plamning xossasiga asosan xohlagancha kichik
boiishi mumkin. Bundan esa, (1) munosabatga asosan
lim F, (x) = Fix).

n-00

Lemma 2 (Xelli teoremas!). Har ganday |F, ,n>1| tagsimot

funksiyalar ketma-ketligidan sust yaginlashadigan gism ketma-ketliklar
ajratib olish mumkin.
Isbot. Aytaylik,

D = i[xI,x2,...,xn,..)jCR

“zieh” boigan sanoqgli to‘plam boisin. Chegaralangan ketma-ketlik
Fn(xj) (O< Fn(zj) < I) yaginlashuvchi gism ketma-ketlik {ijn (@)} ni oz

ichiga oladi. lim FIn(@") = F(xI) deb belgilaylik. Endi chegaralangan

0 < FIn(x2) <1 ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi F2,(x2) —F(x2) gism
ketma-ketlikni ajratib olamiz va hokazo. Dioganal usuli bilan Frm(x) gism
ketma-ketlik har ganday xke D uchun lim Fmn(xk) = V(xk) boiadi.

*n—00
Demak, lemma 1 ga asosan Fnn Cx) 4>F(x).
Izoh. Isbotlangan lemmadagi F{x) funksiya tagsimot funksiyasi
boiishi shart emas. Masalan,
0, x<n
R () = L, x>n
boisa, Fn(x)" Fix) =0.
Lemma 3. Agar tagsimot funksiyalar ketma-ketligi Fn ==F boiib,
varF = F (00) —F (—90) = 1boisa,
(00) Gg) ) ®

lim f g(X)dFn(x)= f g(x)dF(x). 2
n—»00 J _.1m
Bu yerda g(m)- uzluksiz va chegaralangan funksiya (geCB(R)). Bu
lemmaning isboti yuqoridagi “tagsimotlarning sust yaginlashishi”
paragrafida keltirilgan va u Xellining ikkinchi teoremasi deb ataladi.
Teorema 1 ning isboti. Lemma 3 ga asosan, Fn—F dan ((2)

tenglikka garang)

I (E)=1 etodF, - [/ elxdF =/ (t). 3
Xarakteristik funksiya har ganday chekli oraliqda tekis uzluksiz boigani
uchun (3), yaginlashish to‘g‘ri chizigning chekli gismida tekis boiishi
kelib chigadi.
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Teorema 2 ning isboti. Lemma 2 ga asosan {/*;,} ketma-ketlikdan
gism ketma-ketlik
Frn (X) == F* (x)
ajratib olish mumkin. Endi F* (x) tagsimot funksiya boiishini isbotlaymiz,
ya’ni F (o0) = 1 F (-00) = 0 ekanligini ko ‘rsatamiz.
Lemma 4. Tasodifiy migdor £ ning xarakteristik funksiyasi fit)
bo'lsa,

1
2t N t
<AY> N>0 t>0 4
1-
ivr
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Xususan, tN = 2 bo‘lsa,
P(lIE]<iV)>2 (5)

Keltirilgan (4) tengsizlikni isbotlaylik. Har ganday N, 7> 0 uchun

uw = E¢iit  — Efenidt £ SIMI(
2t 2t J

<ELgm ¢+ N Elm>») :pd<|<\/\b+/\(i - pdl<]T))

Bu tengsizliklardan (4) munosabat kelib chigadi.
Teoremaning sharti bo‘yicha f(t) funksiya £= 0da uzluksiz va

shuning uchun ham t0> 0 mavjud bo‘lib, 0 < r < r0 bo‘lganda,
(TIFW t £>0.

Har bir t nugtada fn(t) —f (t) ekanligidan, shunday n0 topiladiki, n > n0
bo‘lganda,

iffn(t)dt- f f(t)dt )
Demak, n0 <n laruchun

>1-

o
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va (5) tengsizlikdan

ya’ni
Fn(~)—n(—)"1~-¢em
Oxirgi tengsizlikdan r ixtiyoriy kichik musbat son boigani uchun,
F (+00)=1 F (—00)=0

tengliklami hosil gilamiz.

Endi Fn =i F ekanligini isbotlaymiz. Faraz gilaylik, Fn §>F boisin.
Bu holda ikkita gism {n'} va{n"} ketma-ketliklar mavjud boiadiki, ular
uchun

Fn,=>F\ Fn"F **

munosabat o‘rinli boiar edi. Lekin fn —/ (teoremaning shartiga asosan),
demak,

@ ®
f* (@)= f eiddF*ix) = / eitxdF™* (®) = /**(i) =
- -

00

= / eitdF (x) = f(t).
-

Oxirgi tengliklar =, F limit munosabatga zid. Teorema 2 isbot etildi.

Quyidagi teoremada tagsimot funksiyalari va xarakteristik
funksiyalar orasidagi uzluksiz moslik hagidagi masalaga toia aniglik
kiritiladi.

Teorema 3. Xarakteristik funlé%iyalar ketma-ketligi

fn(t)= J eaxdFn(x)
—-@

uchun har bir nugtada fn(t) —/ (i) boisin. Bu holda quyidagi shartlar
teng kuchli:
a) / (t) xarakteristik funksiya,

b) / (£) funksiya | = 0 nuqgtada uzluksiz,
¢) tagsimot funksiyalar ketma-ketligi \Fn,n > 1j “zieh”.

Shunday qilib, agar biz fn(t) -A/ (t) munosabat o‘rinli ekanligini
ko‘rsatsak va keltirilgan uchta a), b), c) shartlardan birortasi bajarilsa,
tagsimot funksiyasi F mavjud boiib, Fn = F sust yaginlashish bajariladi.

Teorema 3 ning isboti. Quyidagi implikatsiya sxemasi
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a) 43-¢c¢)

u

b)/
bo'yicha o‘tkaziladi. Hagigatan ham, a) va c)laming teng kuchliligi
oldingi paragraflarda isbot etilgan, a) =>b) munosabat esa xarakteristik
funksiyalar xossasiga asosan 0°z-o‘zidan ravshan. Demak, b) dan c)kelib

chigishini ko‘rsatish goldi, xolos. Oxirgi uchun esa, boshga masalalar
uchun ham muhim boigan quyidagi tengsizlikni isbotlaymiz.

Lemma 5. Agar /(i) tasodifiy migdor £ ning xarakteristik
funksiyasi boisa, har ganday u > 0 uchun

B> <-JB-/(*)1*e
0<{¥
Isbot. Tengsizlikning 0‘ng tomoni
1 M oo

- f f [l-e~uxjdF(x)dt
ifodaga teng (F —£ ning tagsimot funksiyasi). Bu yerda integrallash
tartibini almashtirib va

Sm ux
-it\dt = t+ - =2u 1-
/[>. e-1tx Ux
tenglikni hisobga olsak,
1- sinua: dF () >
P>
>2 f 1-— W(x)> f dF(x)
kW) 1Y

lemmani isbot etadigan tengsizliklar ketma-ketligini hosil gilamiz.
Xususan ulardan lemmadagi tengsizlikning o‘ng tomonidagi ifoda musbat
son ekanligini ham ko ‘rdik.

Endi b) shart bajarilgan b0|sm Lemmaga asosan

U
limsup f dFn(x) < lim sup—f [I—fn(t)]dt = —f [I1— (i)]dt.
n—00 | |>_ ri—00 U .y “‘U

tengsizlikni yoza olamiz va / (i) funksiyaning t = 0 nuqtada uzluksiz
ekanligidan

?i‘]t/[ I -f()\dt
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o‘rta giymatni (musbat u ni yetarli katta qilib tanlash hisobiga)
xohlagancha kichik qilish mumkinligini olamiz. Bu esa c)shart

bajarilganini bildiradi.
§ 7.6. Xarakteristik funksiyalami Puasson teoremasiga tatbiqi
Bogiigsiz va butun giymatli tasodifiy miqdorlar

ketma-ketligi uchun

p(@&=ND=a’ P@lk=°)=1-Pk=9 sn=£ 4

=1
boisin.
Teorema. Quyidagi munosabat o‘rinli:
n n
\P(Sn=k) - ,x(k)\<kZ Pk2+2%<|k-
=1 =1
Bu yerda

*X(k):Ae_X\ k:0111 A: Cp*

Shunday qilib, bog‘ligsiz butun giymatli tasodifiy migdorlar seriyalari
Tnl> «5mM5 n  12,..
berilgan bo‘lib,

n

k=1
n

A A Pnk Qnk> A Pnki
k=1

bo‘lsa, P(£n = k) - %a(fc) ayirmani nolga intilishi uchun,

n n
E E 2?2 » ~ A n -> oo (1)
IA

shartlari bajarilishi yetarli boiadi.
Izoh. Tengsizlik

n
Y, Pnk < X-™SXpnk
k=1 *Mn
o‘rinli ekanligidan, keltirilgan (1) shartlarni bajarilishi uchun,
max prk —y0, A< A0 = const

1<k<n
boiishi yetarli boiadi.
Lemma. Agar kompleks R uchun, Re/3 < 0 boisa,
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Isbot. Keltirilgan tengsizliklar quyidagi munosabatlardan kelib
chigadi (Ularda t = Ru almashtirishdan va Res<0 bo‘lganda, [s|< 1

bo‘lishi faktidan foydalaniladi)

Jeédt BfeBudi <\p|

LB =y WA g u—ydu <

<\B2fudu ="-.
Oxirgi tengsizlik
y
eR- 1- B- %% J(e(-\-t)dt
munosabatdan foydalanib, oldingilariga o“xshash ravishda isbotlanadi.
Teoremaning isboti. Quyidagi tenglikka egamiz:
fk(t) = Eett = 1+ pk(eli-1)+ gk(7*(*)- 1)
bu yerda 7*(i) gandaydir butun giymatli tasodifiy miqgdorning
xarakteristik funksiyasi, tasodifiy miqdorlar 4 larni bogiigsiz ekanligidan
fs (t) = EeitS = f[ fk(t).
k=1
Agar £0 parametri Abo°‘lgan Puasson tagsimotiga ega boisa,

4 H)=E"=ene =
k=1

PkW -1

va bu yerda ifk(t) =e
Demak, f& (t) va () xarakteristik funksiyalar ayirmasi

14 ()1<0 (9= B Ik@ - A V)" " ™

Lemmada keltirilgan tengsizliklar bo‘yicha



= -y-(sin2t + (1- costf) = pk2 -, + 25m4-2 ()

CovER L P b h2sm —
kgl\fk vki< ZfCE'Gk ullclzi' 5 sm 2

Endi P(5), = A)uchun teskari almashtirish formulasidan foydalansak,

VUR
in sin2t At
2+ k++PT +2m—dt:
LY i k=1
k=1 =1
chunki
L femlar= 1 2fgndig -3
2etj0 4 MY 2 4

teorema isbot boidi.
Agar (2) da el —i| <2 tengsizlikdan foydalansak, yugoridagi

hisoblashlar soddalashadi, chunki oxirgi ikki integralni hisoblash zaruriyati

boimaydi. Lekin biz bunda ancha qo‘pol boigan
n U n

P
- Efc IE:ftZ
\P(Sn =k)-nx(k)\<2 jon
PR
baholami oigan boiar edik.

§ 7.7. Ko‘p oichovli xarakteristik funksiyalar

Quyidagi belgilashlar to‘g‘risida kelishib olamiz. R" dagi algebraik
operatsiyalarda ae R" sonli vektor deb

\unJ
vektor-ustun, a =(al,....anj esa vektor-satr tushuniladi. Agar a,b e Rn
boisa, bu vektorlaming skalyar ko ‘paytmasi deb
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a,b) = Z <vb;
(a,b) = Z <vb

yig‘indini aytiladi. Demak, (a,b) =a -b.
Agar ae A", T =||/J - nxn tartibli matritsa boisa,
(Ta,d)- a'Ta= £ ajtijaj
ij=1
Ta’rif 1. jjroichovli fazoda F =F(x)-n oichovli

tagsimot funksiyasi berilgan boisin (x =(x1...,X,,)). Uning xarakteristik
funksiyasi deb
f(t) = \ef*dF(x), t"Rn,
funksiyaga aytiladi. '
Ta’rif 2. Agar ~=(",....",)-(Q,5,P) ehtimollik fazosida
aniglangan, R" da giymat gabul giladigan tasodifiy vektor boisa, uning
xarakteristik funksiyasi deb,

/1(0= jerdFg(x), teR",
R"

funksiyaga aytiladi. Bu yerda F¢=Fc¢(x)-tasodifiy £=(£]
vektoming tagsimot funksiyasi, x =(x,
Agar F(x) zichlik funksiyasi p(x) ga egaboisa,

f(t)= jep(x)dx.
R

Demak, bu holda xarakteristik funksiya /(?) zichlik funksiyasi p(x) ning
Furye almashtirishi boiar ekan. Keltirilgan ta’riflardan tasodifiy
vektoming xarakteristik funksiyasi

fc(t) =Eei{t*\ teR™
tenglik bilan aniglanishi kelib chigadi.

Ko‘p oichovli xarakteristik funksiyalarning xossalari n=1 boigan
holdagi tasodifiy migdor xarakteristik funksiyaning xossalari bilan ustma-
ust tushadi. Lekin, tasodifiy vektoming momentlarini xarakteristik
funksiyalar orqgali ifoda etish aytib o‘tilgan fikrdan mustasno boiishi
mumkin.

Xarakteristik funksiya va tagsimotning momentlari

Qiymatlari R” da boigan tasodifiy vektor | =(”"...£,)ning
K\ =kx+... +kn tartibli aralash momenti deb,
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Mki.K=ESHt"&
formula bilan aniglanadigan songa aytiladi. Bu yerda kj >0 boigan butun
son, i=1,2,....«. Qayd qilib o‘tish mumkinki, agar
E\Ckyp <o, k=I,...,n
boisa, [d<p tartibli hamma Ml ~ momentlar mavjud boiadi. Hagigatan
ham, o‘rta arifinetik va o‘rta geometrik miqdolar orasidagi munosabat
bo‘yicha,
njef*=nj.
i=i /=i =1 \k\
va bundan

W
p <00.

Tagsimotning momentlarini xarakteristik funksiyaning hosilalari orgali
ifoda etish mumkin. Xarakteristik funksiya f(t) ning “aralash” hosilalari

o = L (i4n)K" -exp /(™)) @
t]'...dty
koiinishda boiadi. Bu formula (1) dan /=((),...,()) deb olsak,
dM(Q
@
t=0

tenglikni hosil gilamiz.
Quyidagi teorema ko‘p oichovli xarakteristik funksiyalami tasodifiy
migdorlami bogiigsizligi tushunchasiga alogador ekanligini ko ‘rsatadi.
Teorema 1. Tasodifiy vektor £=(£1. n i n g komponentalari
bogiigsiz tasodifiy miqgdorlar boiishi uchun, bu vektoming
xarakteristik funksiyasi
Hw »)
tenglikni ganoatlantirishi yetarli va zamriy shart.
Isbot. Keltirilgan tenglikning yetarli boiishini isbotlash uchun
=18%i,.vektoming tagsimot funksiyasini F =F(xl,....xn),
(k (I<k<n) tasodifiy migdorning tagsimotini esa Fk(x) deb belgilaymiz.
Aytaylik,
G=G(xl,...,x,,) =FX(xx)...Fn(xn)
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boisin. Bu holda, Fubini teoremasi bo ‘yichahar ganday eR"
uchun

j el ixi++%*)dG(xl,....xn) = fl jeitk¥dFk(xk)=fIEe“A =Eei ( t =
Rn k=1IR k=1

= Je M x '+ N F (XX...,XNn)
R
Demak, gisgaroqg yozuvda
JerxndG(x) = Jerx M dF(x).
R" R"
Endi L=7¢'(tx\xe R "’ funksiyalar sinfi tagsimotni aniglaydigan sinf

boigani uchun G=F,ya’ni
F(x],...,xn) =FI (xI)...Fn(xn).
Oxirgi tenglik tasodifiy miqdorlar bogiigsiz ekanligini anglatadi.
Teoremadagi zaruriylik quyidagidan bevosita kelib chigadi: agar
txtasodifiy miqdorlar bog‘ligsiz bo‘lsa,
¢hk
miqdorlar ham bogiiqgsiz boiadi.

Ko‘p o‘lchov!i normal tagsimot.
Komponentalari bogiigsiz va parametrlari

(a°,cr]), ak>0, £=12
boigan normal tagsimot bilan tagsimlangan
£=(Ei.-.E,)
tasodifiy vektomi ko ‘raylik. Eslatib o‘tamizki, parametrlari (a,cr2j boigan

normal tagsimotning zichlik funksiyasi

P(x)=:¢ " X AL
(x) \i('Znae xPl 2al
boiib, uning xarakteristik funksiyasi
iat- oV
f{t) =e 2.
Shuning uchun ham £ vektor tagsimotining zichlik funksiyasi

1 1 x~ak)

. n
nN*i>-"x«)=n ep o,

r_
*=1 \[27T<Jk
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-exp
(2k)2 n C
k=1
va bu yerda a0=(a”°,...,a°), D '-diagonal matritsa boiib, diagonalda

a,} element turadi. Masalan n =2 holda

D~I =

o, t
2y
Bu tagsimotning xarakteristik funksiyasi

Isi)=Eexp)ie,  J=0expi  tn 4 =expje(aV)-A(D D],

bu yerda D-D 1gateskari boigan matritsa boiib,
D =Mik>°1||j. sik=0, /#k, 5kk=\.

R” da ixtiyoriy chizigli almashtirish A ni ko‘raylik (A bu chizigli
almashtirishga mos kelgan matritsani belgilaydi) va
N=AC
boisin. Xarakteristik funksiya

fn(0 =/$ [A*t) =exp\i{a,A*t}-HDat,A*t}

yoki

Bu yerda * - transpozitsiya belgisi,
a=Aa, B=ADA*
E’tibor gilamizki, R-simmetrik va manfiy aniglanmagan matritsa:

B, =(ADAtf= (A tfD tAt =ADA',-

(3*/,?) = (ADA*t,t) = (Dv, v) > 0.

Ta’rif. Xarakteristik funksiyasi (3) tenglik bilan aniglanadigan
«-oichovli tagsimot normal (yoki Gauss) tagsimot deb ataladi.

Yuqorida Kkeltirilgan fikrlar normal tagsimotning mavjudligini
isbotlab, bu ta’rifhing ma’noga ega ekanligini tasdiglaydi.

Agar det/£>0 boisa, normal tagsimotning zichlik funksiyasi (x e i?”]
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P(X) == Y e x p |-i(5 _L(x-a) x-a) . (4)
(272 JdetB

Demak, ixtiyoriy vektor a va simmetrik, musbat aniglangan matritsa B dan
iborat (a,B) juftlik (3) yoki (4) tengliklar orgali mos normal tagsimotni

aniglaydi. Bu (a,B) juftlk «-oichovli normal tagsimotning parametri deb
ataladi.

Endi, «-oichovli normal tagsimotni aniglaydigan
(a,R)parametming nazariy ehtimollik ma’nosini ko‘raylik. Buning uchun
(3) tenglikdagi xarakteristik funksiya / (<)=/(i)ning birinchi va ikkinchi
tartibli hosilalarini hisoblaymiz va natijada quyidagi formulalarga ega
boiamiz:

gin/(/) 1 df
dt,.
azinf(t) 1 a2 __i_ df $
8tkdtr  f dtkdtr f 2 dtk dtr
Demak,
dinf(t) P
dtu f dtk
32Inf(t) 1 dx 1 df
dtkdtr dr e
dtkdtr o=/ o o 0

belgilashlardan foydalansak,

ck ~ Erik, Cho = ETik7)r
tengliklami hosil gilamiz (eslatib oiamiz 7=(7,...,%)-xarakteristik
funksiyasi (3) bilan aniglanadigan tasodifiy vektor). Oxirgilardan

Mri (0 =h/W =i{a,t)-*{Bt,t)
ekanligini hisobga olsak,
ari=Erik,bh.=E(TIk-cKk)(r]r-cr) =ckr-c ker (5)
tengliklar kelib chigadi.

Endi, (3)-(5) lardan shunday xulosaga kelish  mumkin:
a=(al,...,an)-vektor, t] tasodifiy vektoming komponentalarining o°‘rta
giymatidan tashkil topgan vektor (77 ning o‘rta giymati), B matritsaning
elementlari bkr lar esa, i vektoming komponentalarini ikkinchi tartibli
markazlashtirilgan momentlariga teng boiadi. B-matritsa 7 vektoming
korrelatsion matritsasi deb ataladi.

183



. Tasodifiy miqdor quyidagi tagsimot gonuniga ega:
X2 -2 0 2

P: — — —
4 2 4 yaSinl
Xarakteristik fiinksiyasini toping va uning yordamida dispefSiy

hisoblang. - =2
Javob: f(t) =co’t’

. X tasodifiy migdor p>0 parametrli geometrik tagsimot 4
ega. Bu tasodifiy miqgdoming xarakteristik fiinksiyasini top”' e«

Javob: /(N 1-1*

clmlangan,

.z va 7 tasodifiy miqdorlar bogiigsiz bir xil tacp ~ ‘isin.

xarakteristik funksiyalari /(/) ga teng tasodifiy migdoflai

Agar z =x-Y boisa, z ning xarakteristik funksiyasini top'0™ . (-
Javob: /*(")

. Uzluksiz tipdagi tasodifiy migdor | ning tagsimot funl<" -yaSjni
boisin. t]=F(4) tasodifiy miqdoming xarakteristik furl
toping va uning gaysi taq5|mot qonumga mos kelishini afll"300

Javob: /, :e_ tekis taq5|motq0nun|gaII1
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Vektor £ ning komponentalari Ck va tasodifiy miqdorlar
orasidagi korrelatsiyalar koeffitsiyentini pkr,4 ning dispersiyasini ak deb
belgilasak,

~kr * Pkrrk °V
tenglik o‘rinli boiadi. Misol sifatida ikki oichovli normal tagsimotning
zichlik fiinksiyasini keltiramiz (bu funksiyaning argumentlari xj va x2
o‘rniga xva >larni ishlatamiz). Bu holda,

detB =bnb22 ~b\2 = °'p<t2 P =PI2>
1
P{x,y)--
Zr<ha\[v-
T R x-AD(™- -a2f
wpel 2NAD—2D) 1y a2 ©
1 0'|'2 <Ji<72 .0 —JJ

Oxirgi (6) formuladan ko‘rinadiki, normal tagsimotga ega boigan
E=(]j,)vektoming komponentalari ¢, va |2 lar bogiigsiz tasodifiy
miqdorlar boiishi uchun, ular orasidagi korrelatsiya koeffitsiyenti

P=PI2=0
ekanligi yetarli va zaruriy shartdir. Hagigatan ham, p =0 boisa,

LA 1 fI(*-al2l 1 f 1 (y—a2y
p{xy) A ,eF 2 a2 }'& 2ap( 2 aj
=pl(x,al,al)-p2(y,a2,<2),
1 [(x-fl1)2

Pl (*>°1.°1) = ~7== i\ exp

Y
\(y~ad)

o) oo
P2 El“ a2’°R)= \fji’d?expjg\

Demak, p(x,y,aua2)= (x)*p (y).

Misol va masalalar

1. Quyidagi haqiqiy o ‘zgaruvchili funksiyalaming qaysilari
xarakteristik funksiya boia olmaydi:
[i\W =Y77> ~(0 =YT77"’ f,(t) =smbt, /4(r) =cos¢i, /,(<)="!-it

Javob: f{t), f,(t)
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. Tasodifiy migdor quyidagi tagsimot gonuniga ega:
X: -2 0 2

B - = —
4 2 4

Xarakteristik fiinksiyasini toping va uning yordamida dispersiyasini
hisoblang.
Javob: /(i) =cos4 DX =2

. X tasodifiy migdor p> 0 parametrli geometrik tagsimot gonuniga
ega. Bu tasodifiy migdoming xarakteristik fiinksiyasini toping.

Javob: =
1-gqe

. X va 7 tasodifiy miqgdorlar bogiigsiz bir xil tagsimlangan,

xarakteristik funksiyalari /(/) ga teng tasodifiy migdorlar boisin.

Agar Z=x-Y boisa, z ning xarakteristik fiinksiyasini toping.
Javob: /z(0=|/W f'

. Uzluksiz tipdagi tasodifiy miqdor £ ning tagsimot funksiyasi F(x)
boisin. -n=F(£) tasodifiy miqdoming xarakteristik fiinksiyasini
toping va uning qaysi tagsimot gonuniga mos kelishini aniglang.

it _1
Javob: ft(>)=— -; tekis tagsimot gonuniga mos keladi.
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VIl BOB. BOG‘LIQSIZ TASODIFIY MIQDORLAR
KETMA-KETLIGI. LIMIT TEOREMALAR

VIII bobni o‘gib chigish natijasida:
- Kuchaytirilgan katta sonlar gonuni gachon o rinli bo fishini.
- Birxil tagsimlangan bog 1igsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
uchun markaziy limit teorema o rinli bo lishi shartlari.
- Qoldiq a-algebra hodisalari uchun “Oyoki 1 qonuni.
- Markaziy limit teorema o fTinli bo fishi uchunyetarli va zaruriy
shartlar
hagida tasawurlarga ega boiinadi;
- Bog ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun katta sonlar
gonuni o fTinli bo 1ishida (D) va (L) shartlar kerak bo fishini.

- Markaziy limit teoremada go Shiluvchilarning cheksiz kichik
bo fishini zaruriyligini
bilish va amalda goilay olishi;
- Lindeberg shartini markaziy limit teorema uchun yetarli bo fishini.
- Zaruriylik hagidagi Feller teoremasini o rinli bo ‘ish shartlarini.
- Kuchaytirilgan katta sonlar gonuni o Tinli bo 1ishi uchunyetarli
shartlarni topishni
o‘rganib olish mumkin.

Oldingi boblarda yozilganlarga asoslanib aytish mumkinki,
ehtimolliklar nazariyasining ko‘p masalalarida tasodifiy miqdorlar
yig‘indisining tagsimotini o‘rganishga to‘g‘ri keladi. Masalan, binomial
tagsimotni Normal yoki Puasson tagsimoti bilan aproksimatsiyasi bilan
bogiig boigan Muavr - Laplas, Puasson teoremalari bunga misol boia
oladi.

§ 8.1. Katta sonlar gonuni

Bu bobda, asosan, o‘zaro bogiigsiz boigan
H,E2,.-.i,,,-
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi o‘rganiladi. Bogiigsizlik sharti tasodifiy
miqdorlami bitta umumiy ehtimollik fazosi (Q, €,P) da aniglangan
boiishini tagozo giladi.
Ta’rif: Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {£,,«>1} uchun
EEN(n >1) mavjud boisin. Ayirma
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ehtimollik bo‘yicha nolga intilishini ta’kidlaydigan hamma teoremalar,
katta sonlar gonuni deb ataladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, katta sonlar gonuni mohiyati va ma’nosi
nugtayi nazaridan, tasodifiy migdorlar uchun ulaming “vaqt bo‘yicha”
o‘rta giymatlari “fazoviy” o‘rta giymatlar bilan yaqinligini bildiruvchi
ergodik teoremalar boiar ekan. Amaliy nuqtayi nazardan, ehtimolliklar
nugtayi nazaridan tatbiglarini (tatbiq etish mumkinligini) katta sonlar
gonuni orgali tushuntirish mumkin. Haqiqatan ham, katta sonlar qonuni
limit holatda (katta nlar uchun) —XQ( tasodifiy migdorni —Z Bk

nk=i
konkret son bilan almashtirish mumkmllgml tasdiglaydi, demak katta nlar
uchun “tasodifiylik” yo‘qola borib, gandaydir “statistik turg‘unlik” yuzaga
kela boshlaydi. Qo‘polrog qilib aytganda, katta sonlar gonuni o‘rinli
boimasa, “tasodifiylik” saglanib qolaveradi va bu holda katta ishonchlilik
bilan muayyan xulosalarga kelib boimaydi.

Chebishev teoremasi. Bogiigsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

(€))
uchun EEn=a, Dg¢n<c <o munosabat bajarilsin. Bu holda
1" p
n*=1
ya’ni (1) ketma-ketlik uchun katta sonlar gonuni o‘rinli boiadi.
Isbot. Aslida teoremaning xulosasidan “kuchli” boigan

515%*""‘5 S n*-co

jumlani isbotlaymiz. 0 ‘z navbatida oxirgi uchun

n"> oo, (2)

% S§,,| >0, »->00,
nk

ekanligini isbotlash yetarli b0|ad|. Tasodifiy migdor ~ lar bogiigsiz
boigani uchun

N
DR%Wt;k\:"l{ D '|'k<il-nc :g"o .

vhkaA J n i n n
Izoh. Katta sonlar gonuni (2) o‘rinli boiishi uchun
lim~2 Z Dyjk =0 3
- k:\DCI 3

sharti bajarilishi yetarli boiadi.
Hagigatan ham,
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"k
deb olsak, limitlar hagidagi Shtols teoremasiga asosan,
lim\ Z =lim~ =i = lim----- N —T=i =0.
rrl*n>]<>n kZ\D(;k nl—gé) rlJ>n(% -\Nj 'm ,,-%2«-1
Bu fikrlardan kelib chigadiki, (2) katta sonlar gonuni 0 ‘rinli boiishi uchun,
Dgn <c sharti 0‘miga
lim~L =0

«—>00 VI
sharti bajarilishi yetarli boiadi.
Natija. Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi (1) uchun
ECn=a, DCn <c, «=1.2,.
shartlar bajarilsin. Bu holda, har ganday e> 0 uchun

rI‘i_rr;gDPI £i+\-rl+£" >e =0.

Hagigatan ham, Chebishev tengsizligi bo‘yicha

Il+..+4 N n
>f < Voo=-v22 D% -> 0, ixtiyoriy
) e ne k=1
£>0, M>»>@

Bu natija nomaium miqgdorlami bir necha marta oichab, so‘ng biror
xulosaga kelishga asoslangan “o‘rta arifmetik” prinsipi to‘g‘ri ekanligini
isbot etadi. Masalan, amigdor nomaium planetaning diametri boisin. Bir
xil sharoitda kuzatuvchi oichov ishlarini bajarib natijalami
oladi va a uchun tagribiy giymat sifatida kuzatilgan natijalaming o‘rta
arifmetigi
4i +..+in
n

migdorni  gabul qiladi. Agar kuzatuvchilarda sistematik xatolar
gaytarilmasa, ya’ni E%n=a boisa, yuqoridagi natija bo‘yicha

>1 + « —> GO.

n
Aytib o‘tilganlardan tabiiy ravishda tasodifiy miqdorlami dispersiyalari
mavjud boimasa ham , katta sonlar gonuni bajariladimi degan savol
yuzaga keladi. Bu haqda quyidagi Xinchin teoremasi o'rinli boiadi.

188



Teorema (Xinchin). Aytaylik, {£,u>1}-bogiigsiz va bir xil
tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi boiib, ECn=a mavjud
boisin. Bu holda,

Sp-&t...*$ p,

————————— -2a,  wu->o00.
n n

Isbot. Oldin quyidagi lemmadagi faktni qayd gilib o ‘tamiz.
Lemma. Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi  {C,,,n>1} uchun limit

tasodifiy miqdor o‘zgarmas boisa, ehtimollik bo‘yicha yaqinlashish

( d\
va sust yaginlashish £n—c teng kuchli boiadi.

Lemmada keltirilgan jumlani quyidagi implikatsiya diagrammasi
ko‘rinishida yozish mumkin:

(4)

F(x) =P *n<x), Ec{x)=P{4 @?’)zﬂ ijé

deb olsak, Ec(x) ninguzluksizliknugtalari to ‘plami
C(Ec)=(-0°(c)U(c>0°).
Endi, har ganday s >0 uchun
PAn-(\>e)=\-P ~n-c\<s)=\-P(c-£E<~n<c+e)=

Agar

=1-F,(c+£)+F,(c-e) (5)
tenglik o‘rinli ekanligidan va
c-s gC(Ec), c+seC(Ec)

munosabatlami hisobga olib (5) dan (4) diagramma to‘g‘ri boiishiga
ishonch hosil gilamiz.
Lemmadan har q:;mday e >0\uchun

SP_as£ —0, n—Q0
n /

\Y
va

Fn(x)=p [*-< x"E a(x), n—m

munosabatlar teng kuchli boiishi kelib chigadi.
Oxirgi sust yaqginlashish (Fn=>Ea) o0°‘z navbatida, uzluksizlik
teoremasiga asosan xarakteristik funksiyalar ketma-ketligi uchun
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fsn(O-*' n->00 ®)

limit munosabatning har ganday t nuqtada bajarilishi bilan teng kuchli
boiadi.

Endi, ~ tasodifiy migdoming xarakteristik fiinksiyasini f(t) deb
belgilasak,

fs,, (O -

tenglikka ega boiamiz. Xarakteristik funksiya f(t) gandaydir $>0
uchun, |/|<<S boiganda

tengsizlikni ganoatlantiradi. Demak, |ij<8 boiganda

I(t) =Inf(t)
funksiyani aniglash mumkin (bu yerda logarifmning bosh giymati nazarda
tutiladi). Matematik kutilma EEn=a mavjud boigani uchun

_ _*
m /(«)

Shunday qilib, tning fiksirlangan har ganday giymatida, yetarli katta nlar

uchun /~—} funksiya aniglangan va

J
fsjt) =e Vnl-
n
Endi /(0) =0 ekanligini hisobga olib, quyidagi asimptotik munosabatni
yoza olamiz:

=exp

Demak, oxirgidan (6) munosabataing to‘g‘ri ekanligi kelib chigadi.
Bernulli teoremasi. Yuqorida keltirilgan katta sonlar haqidagi
Chebishev teoremasining yana bir xususiy holini ko‘ramiz. 0 ‘zaro
bogiigsiz va har bir tajribaning natijasi 2 ta elementar hodisadan iborat
tajribalar ketma-ketligini ko‘raylik (Bemulli sxemasi). Bu ikkita elementar
hodisalami, Yutuqg (Yu) va Yutqgizig (Vu) deb hisoblab quyidagi {C,,,n>1}

190



tasodifiy migdorlar ketma-ketligini kiritaylik: agar ra-tajribada Yu ro‘y
bergan boisa, in=1, Yu (yutqgiziq) ro‘y bersa £, =0 deb hisoblaymiz. Har
bir tajribada Yu ro‘yobga chigish ehtimolligi P(Yu)=p, chigmaslik
ehtimolligi 2(vu)=\-p deb olsak, o'zaro bogiigsiz va bir xil tagsimlangan
tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

hosil boiib, unda

1, ehtimolligi  p,
0, ehtimolligi  1—p.
Bu holda,
E$n=P, DCn=p (\-p)<”™,
boiib Chebishev teoremasining shartlari bajariladi. Tasodifiy migdor
1n
nk=1

birinchi n tajribada yutugning ro‘y berish chastotasini (necha marta
takrorlanishini) ifoda etadi. Chebishev teoremasiga asosan har ganday
s >0 uchun

P ( | u " «->00 @)

ya’ni vn-p>p munosabat bajariladi. Bu (7) munosabat Bernulli teoremasi
deb atalib, kiritilgan p ehtimollikni statistik-intuitiv tassavurlarga mos
kelishini isbotlaydi.

8§ 8.2. Bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar seriyasi uchun
katta sonlar gonuni

Endi katta sonlar gonuni ixtiyoriy bogiiqsiz va har xil tagsimlangan
tasodifiy miqdorlar uchun o‘rinli boiishi shartlarini topishga harakat
gilamiz. Bunda ancha umumiy boigan masalani, katta sonlar gonuni
bogiigsiz va har xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlardan tashkil topgan
seriyalar sxemasi uchun o‘rinli boiishi shartlarini o ‘rganamiz.

Bogiigsiz tasodifiy migdorlar

Cilifn2!--)eni;> il = 1,2,... 1)
ixtiyoriy seriyalari berilgan boisin (£,* tasodifiy migdorlar tagsimoti n ga
bogiig boiishi mumkin). Agar



deb belgilasak, (1) seriyalar ketma-ketligi uchun katta sonlar gonuni o ‘rinli
boiadi deganda

Sn— -—*0, n —00

ko‘rinishdagi hamma teoremalami tushunish mumkin, chunki umumiylikni
chegaralamasdan
EU =0, *=12,.. 2)
deb hisoblash mumkin.
Kelgusida quyidagi shart: n —» 00 da
n | .
Dn:lErIEmin(lErdeEnfd) 0 (D)
muhim rol o ‘ynaydi.
Teorema 1. Agar (2), (D) shartlar bajarilsa, (1) seriyalar ketma-
ketligi uchun katta sonlar gonuni o‘rinli boiadi, ya’ni
Sn—-—>0, n—0m
Izoh 1. Teorema 1 ni boshgacha teng kuchli variantda quyidagicha
yozish mumkin;
P(Sn <x)=i EO(x), n—@D
bu yerda
0 x<0
1, x>0
Izoh 2. Yuqoridagi bogiiqsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy
miqgdorlar uchun katta sonlar gonuni o'rinli boiishi hagidagi Xinchin

teoremasi teorema 1 ning xususiy holi boiadi. Bu fikmi isbotini
Efk = 0, BE\Cks <c<o00, 1<s<2, shartlami ganoatlantiruvchi tasodifiy

EO(x)=

miqdor 4 misolida ko‘raylik. Faraz gilaylik b(n) = o(n) o‘suvchi ketma-
ketlik uchun

o W KT
Dn <ne/ bs(n) = 0(2), n —>00,

Gh_ )‘i/j o —"

boisin. Bu holda,

+ iR
6(n)
munosabat bajariladi.
Endi, (D) shartga e’tiborimizni garatamiz.
0 ‘z - o‘zidan ravshanki, bu shartni quyidagicha yozish mumkin:

N

n
Dn: | Fefeby e D] Y(iede b dinjfel o 1] [
*=1 Jfe=I
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Agar n —*oo da
MAtE\U\<c<o0o0 3)
k=1
boisa, (D) shartni bajarilishi uchun
e>0 L)
=
munosabatni o‘rinli boiishi yetarli va zaruriy boiadi. Hagigatan ham,

£ <1, gix) = min(J:r|,:r2) deb hisoblab,
Dn= jtaiU) = £E AU > +
n |I<=f iu) 3] {g(uy e)

) IEi\tnk\2; |Enk| ~ €) A Ln (E>+ ) E (knihknfcl <e)<Ln(e) +eLn(0) (4)
—| :1

tengsizliklami yoza olamiz.
Endi, Ln(0)= M <c va e> 0 ixtiyoriy ekanligidan, oxirgi (4)
tengsizliklardan
Dn-» 0, n-+ o0
munosabatni olamiz.
Aksineha (bu yerda (3) shart bajarilishi talab etilmaydi) s < 1
boiganda

M*><E£E£(M ;M >i) +
k=1

+-E EMK2; £<Ifd<i)<”? >0 (5)
e k=1
keltirilgan (D) va (L) shartlardan har biri E\Cnk\ ni tekis cheksiz kichik
miqdor boiishini, ya’ni
max £16*1->0, n -> 00 (6)

\<k<n
munosabat bajarilishini ta’min etadi.
Hagigatan ham (L) dan, shunday yetarli darajada kamayadigan
£n —»0 ketma-ketlik olish mumkin boiib,
Ln{£n) °> n-"00.
Shuning uchun ham,
max E [Eni| < max [e + E (£t6]-\Qk\> e)l <
1<k<nl 1

I<fc<n
—£n + L(en) =0, n-> oo. @)
Tasodifiy migdorlar {£ni.} lar cheksiz kichik miqgdorlar deyiladi, agar
har ganday e > 0 uchun
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lim maxP(|4Jd|>e) =0 (S)
n—xx) I<k<n

Oxirgi  (S) tenglikda keltirilgan munosabatni  £rk tasodifiy

migdorlami ehtimollik bo‘yieha tekis nolga intilishi xossasi deb tushunish
mumkin va bu xossa (6) dan kelib chigadi. Hagigatan ham, Chebishev
tengsizligi bo‘yicha n —» 00 da

maxP (4i ><?)< — ---memmm- >0
k<n £

boiadi.
Bu xossa (L) bajariladigan holda ham o'rinli:

< IE<nP(\tnk\ > £) < EIF@E(le*I;'Gd' > e)
£

Teorema 1 ning isboti. Bu teoremaning “to‘g‘ri ehtimollik”
metodidan foydalanib isbot etish ham mumkin edi. Lekin, biz xarakteristik
funksiyalar metodini qoilaymiz va bunda bu metodning mohiyati va
imkoniyatlarini namoyish etishga harakat gilinadi. Quyidagi belgilashlami
Kiritamiz:

frk (t) = Eel® , Ank(l) = AkOD = frk(t) -1
Yugorida keltirilgan izoh 1 ga asoslanib

fSn(t) = Ee't = fIfnk(t) L
k=l

yaginlashish har ganday t uchun oiinli boiishini tekshirib ko‘rish yetarli
boiadi.
Lemma 1. Agar |at| < ], K < 1 k =1,...,n boisa,

n %- Flh = ~h\-
k1 0 A <kE:|\ak h\

Isbot. Quyidagi

4 =ftae Bn= f[h
k=1 k=1

belgilashlami qoilab va \An\< 1, \Bn\< 1 tengsizliklar oiinli boiishini
hisobga olsak,

AL - PN A cadony (4 . (dn .

AN\AE-N —4 211+ \an - K-

rn



Bu oxirgi tengsizliklami n marta qoilasak, lemmaning isbotini olamiz.
Isbotlangan lemmada
ak=fnk(t). k= k=\2,.,n
deb tanlasak,
*Yy.ni <EJA*(D)]| 8)
M« t( ) kgf ifc=I
tengsizlikni yoza olamiz.
Endi, Eirk=0 ekanligidan foydalanib (8) tengsizlikni 0°‘ng
tomonini quyidagicha yozamiz:
gIA*()| = ¢tden>1)| =
gDl = ¢ 1 |
=£k(er _|I_ QA 9
k~1
Har ganday hagiqiy a uchun o‘rinli boigan

i, | i . i a2
e” Ll<|al, e« -1 -jal<

tengsizliklardan va
g(x) = min(|x|,a;2), h(t) = max(|i],i2)

belgilashlardan foydalansak,
. . . 22\
lite _ j_ tix\< min 2\04), t ; < 2g{tx) < 2h(t)g(x)

munosabatni olamiz.
Yuqoridagi (8), (9) munosabatlarda oxirgi tengsizlikni qoilab,
\fsn (t) - 1< 2h(|’)|§ Eg(U )= 2h(t)Dn ->0.
=1
boiishiga ishonch hosil gilamiz. Teorema 1 isbotlandi.
Quyidagi teoremada katta sonlar qonunining kuchaytirilgan varianti

keltiriladi.
Teorema 2. Agar (2) va (D) shartlar bajarilsa,

£15,]-0 (yoki Sn— ——>0)
Keltirilgan teoremadan jsn,n>1| ketma-ketlik tekis

integrallanuvchi boiishligi kelib chigadi va undan teorema 1 ning isbotini
olamiz. Hagigatan ham, Chebishev tengsizligiga asosan,

P(ISn|>£) < ~ -0 , n"oo.
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Teorema 2 ning isboti. Bu teoremaning isbotida “to‘g‘ri ehtimollik”
metodidan (xarakteristik funksiyalami ishlatmasdan) foydalanamiz. Oldin
“tasodifiy miqdorlami kesish” usulini qoilaymiz. Quyidagi “girgilgan”
tasodifiy migdorlami kiritamiz:

ink” agar [fng| < 1
ink °  agar \ink\>1,bo'lIsa,
ink ink ~ink® holda, ink —ink + ,
jirk'  ~n - Ink’ Sn =s'n +s"n.
e 3
Koshi- Shvars tengsizligiga asosan = [RSE|
E\Sn\<E\s'n- EShj+ E\s: - IKSy< "E(s'n-Es'nf +

1/2

+£SJ+£Sn<, EpU +2:E]4]<
U=i k=1
<AE e ) +2EN|4]|=
=1L k=1
1/2
tE (ink,\Ink\< +2E£E£(|[UM >\)< ™ +2Dn"o0.
k=1 k=

Teorema 2 isbot etildi.

Izoh 3. Teoremaning isbotidan ko‘rinadiki, agar ik lami
bogiigsizlik shartini, i~k tasodifiy miqgdorlami Kkorrelatsiyalangan
boimaslik sharti bilan almashtirsak ham teoremaning xulosasi to‘g‘ri
boiib golaveradi.

Endi {4 , k > I} fiksirlangan (n gabogiiq boimagan). Tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi,

MmM=EA4i ak —Eik,
k=1
boisa, bu holda katta sonlar gonunini o‘rganish

ik ek e
ik = "piny SMEETKE

tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligini o‘rganishga olib kelinadi. Bu yerda
{fnfc} (1) shartni ganoatlantiradi, bin) -cheksiz o‘suvchi sonli ketma-
ketlik. Ko‘p hollarda
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&= £ £ |4]
*=j

deb gabul gilinadi.

Umumiylikni chegaralamasdan ak =0 deb hisoblaymiz. Teorema 2
dan quyidagi natijalar kelib chigadi.

Natija 1. Agar n —00 da

1.y 4
A =— 'EEmm . 0,

bin) 4> bin)
yoki

LnG> Ve>0

~ Qin) k=i
shartlari bajarilsa,

Sn ->0.
Natija 2. Oldingi paragrafdagi Xinchin teoremasining sharti

bajarilsa, -
n
Isbot. Agar {4} bir xil tagsimlangan, E-\\(E\ < oc bo‘lsa, bin) =n
bo‘lganda, Lnie)-> 0, chunki

#(|4];|&]| > £n) -> °. 00.
Natija 2 isbot bo‘Idi.

Izoh 4. Yuqoridagi (2) va (M,) shartlar bajarilganda Dx\D[n) —0)
va (L)(Lnif) —0) shartlaridan birortasi ham Kkatta sonlar qonuni
Ky —-—>0) uchun zaruriy bo‘la olmaydi. Bunga ishonish uchun
quyidagi misolni ko‘ramiz: Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

—7i, ehtimolligi -i=-,
n

2
£k o, ehtimolligi —
n
n, ehtimolligi -y
Bu holda, katta sonlar gonuni 5, >0 o'rinli. Hagigatan ham,

P(Sn*0)<P * No -->0.
(Sn )< kL:Jl{4 }< >
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= Q Ml=f££ ||=2
k

bular bilan bir gatorda
J2F (Er™;|Enifcd > i) = 2770
k
va D, hamda (£) shartlari bajarilmaydi.
Lekin, quyidagi shartlar bajarilsa, (Dx) zaruriy boiadi.
i(Sn—-  >0) uchun):
ink > -£nk, erk >0, *)
m|’(‘x£nk > Ek’\<C<OO.
Bu faktni isbotlashdan oldin quyidagi foydali lemmani keltiramiz.
Lemma 2. Quyidagi munosabatlar o‘rinli:
EKk(t)\<\t\Mu Ank (t) = frk () —i .
k
Agar (S) sharti bajarilsa, har ganday t uchun
maxIAnicWH *> n-*oo.

Agar tasodifiy miqdor £ quyidan chegaralangan (E>-c, c>o0j va

EE£ =0 boisa, E|f < 2c.
Isbot. Hagigatan ham,
A, ()<i?|en-1]<|<]i?|7],

E\A(E)\ =\\.Mv
k

Endi,
|Ant(i)|<B ([e™-1];len|< £)+

+E(le™ - 1|;|M > e) < |i|E+ 2P(\U\ > ¢)
munosabat o‘rinli, e - ixtiyoriy musbat son boiganidan, (5) shartidan

foydalanib lemmaning ikkinchi jumlasi to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil
gilamiz.
Uchinchi jumlani isbotlash uchun £ tasodifiy migdorning
£+ = max(0,£) > 0,

= max(0,—£) > 0
musbat va manfiy gismlarini ko ‘ramiz. Bu holda,
£E=£+-71, Ei=Ei+-EC =0,

PIE|= E(E++71) = 2kr<2c.
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Lemma 2 isbot boidi va uning oxirgi jumlasidan (S) shartlardan (2) va
mkax’\l"l —0, n —00

munosabatlar kelib chigishini ko ‘rsatadi.

Teorema 3. Tasodifiy miqdorlar £k lar uchun E£rk = 0 boiib, (*)
shartni ganoatlantirsin. Bu holda, (DI) (yoki (M,)) katta sonlar gonuni
bajarilishi uchun zaruriy boiadi.

Isbot. Agar katta sonlar gonuni [Sn— -—>0j o‘rinli boisa, lemma 2
dan
£ AT
limfs )= lime* = =1
n—w 7 n—00
Demak,
+Ank(t)y=xE(et*-1-itu)”0.
k=1 !

Bulardan tashqari

n n

<J2flk< max£™eE £n*  °-
k=1 * fcA

Oxirgi va undan oldingi munosabatlardan katta sonlar gonuni bajarilgan
holda ((*) ni hisobga olib)

. $*>£,*)- 0.

i=i
Endi,

a(e) = _e_‘_‘_____il'
ix y

funksiyani ko‘ramiz. Bu funksiya uchun

la(a;)|<I, )I(ijr.lea =1
Demak, x > e > 0 boiganda, shundek 6(e) > 0 topiladiki,
Re(l —a(x)) > 6(e).
Oxirgidan (Im r kompleks sonning mavhum gismi).
Im(l + ik —e*) > 6(e)x, z>e>0,



Bulaming hammasidan

Ln(e) = E_Fi(|£,,*|;|£n*| >e)= 'jélEk nb Lk >e)

. + in* >en*)->0.
*= v '
Shunday qilib, (M,) sharti bajarilib, (2) bilan birgalikda (DI) shartini
bajarilishiga olib keladi.

§ 8.3. Bog'‘ligsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi uchun markaziy limit teorema

Tasodifiy migdorlar
E)E2>"4 feooee' (0
0°‘zaro bogiigsiz va bir xil tagsimlangan,
—fi+ —+ 6»

boisin. Oldingi paragrafda (1) ketma-ketlik uchun katta sonlar gonuni
o‘rinli boiishi uchun, go'shiluvchilarning o‘rta giymati EEk = a mavjud
boiishi yetarli ekanligi isbotlangan edi. Lekin, (1) ketma-ketlik uchun
markaziy limit teorema o‘rinli boiishi uchun qo‘shiluvchi tasodifiy
migdorlaming dispersiyasi DEn = a2 mavjud boiishligi talab etiladi.

Endi markazlashtirilgan va normallashtirilgan

- ESn_ Sn no,

\Vbsn™ — oji
yigindining tagsimot fiinksiyasini Fn(x), parametrlari (0,1) boigan
standart normal tagsimot fiinksiyasini ®(x) deb belgilaylik, ya’ni

h@r)=* f e~u2/2du.

C
Oon =

Teorema (Levi). Agar 0< a2 <00 boisa,
sup \Fmix) —d(x)] =0, n —00,

ya’ni (1) ketma-ketlik uchun markaziy limit teorema o ‘rinli boiadi.

Bu holda |5,,,n > || ketma-ketlik asimptotik normal tagsimotga ega
deyiladi.

Agar standart normal tagsimotga ega boigan tasodifiy migdor £c deb
belgilansa, keltirilgan teoremaning xulosasini

S,,— ——>4, Fn =, n-> 0o
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koi'inishda yozish mumkin (bu yerda teoremadagi tekis yaqinlashish, sust
yaqginlashish va $(x) funksiyaning uzluksiz ekanligi natijasi boiishi
hisobga olinadi). Bundan tashqari

Si >0, ESI =Eil =1
ekanligidan, jSZn >1| ketma-ketlikning tekis integrallanuvchi boiishi
kelib chigadi. Demak, bu holda
Eg[Sn)"Eg{Q, Vp€ CB(R)
sust yaginlashish  bilan bir vaqtda \g(X)\ <C{\+&2) shartni
ganoatlantiruvchi uzluksiz g(-) uchun (g e C(R))
Eg[Sn) —mEg(ic), 00

boiishligi kelib chigadi.
Teoremaning isboti. Umumiylikni chegaralamasdan a—0 deb
hisoblash ~ mumkin, chunki aks holda (1) ketma-ketlikni

a, n > 1| ketma-ketlik bilan almashtirish mumkin va bu holda
{Sn, n > || ketma-ketlik o‘zgarmasdan qolaveradi.
Demak, teoremaning ishotlash uchun xarakteristik funksiya
fsn(i) = EeiRn -> e~t212
boiishini ko‘rsatish yetarli boiadi.
Hagigatan ham (a = 0 boigan holda)
va E * 2 mavjud boigani uchun, |/"'T#)| mavjud.
Aytib oiilganlami hisobga olib, Teylor formulasini qoilasak,
2
/(<) = 1(0) +/'(0)i +/"(0)-y +0(i2)=1-" - + O(i2)

formulani olamiz.
Demak, n —o00 da

In/,(i)=nlIn ,-£1. . +0,
(i) 2 <rVA, 0.1
» 0 r JIN i
Syt ey

teorema isbot etildi.
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§ 8.4. Lindeberg-Feller teoremasi

Oldingilardek bogiiqsiz tasodifiy migdorlar seriyalari
41>42>' 2 |
va ulaming

= ink

= E
k=1
yigindilarini ko‘raylik. Qo‘shiluvchi tasodifiy miqdorlar dispersiyalari
mavjud deb hisoblab [crk = DEnk < 00), umumiylikni chegaralamagan

holda,

ELk =0 tA= D S n=\ 1)
k=1

shartlari bajarilishini talab gilamiz.
Kelgusidagi mulohazalarda quyidagi shartlar muhim rol o ‘ynaydi:
s> 2, n —00 boiganda,

DM= Emin(~;"f)—0. (D)
ft=i
Agar (1) shart bajarilsa, (D) shartning bajarilishi uchun, quyidagi
Lindeberg sharti

4n)te):fI[EFi"(lM 2;U>e)-0, (L)

bajarilishi yetarli va zaruriy boiadi.
Hagigatan ham,

g2ix) = min(a:2als), s> 2.
deb olsak,

Din) - £_I Eg2(Qnk) < ,J<_2| E (ink\ 141> £) +

+*"_:'1e (\U-iU < ¢)<

<Lf(E)+ £522(0) = 4r>(E) + £5*2.
Oxirgi munosabatda e ixtiyoriy musbat son boigani uchun, Ep (& 0 va
Dijn) » 0, «->00.
Aksincha, e < 1boiganda (bu yerda (1) shartning bajarilishi shart
emas)

L2\e)<j2E (Ek-\U\>I) +
k=1
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(D) shartga umumiyroq ko'rinish berish mumkin:

J2 E t>nkh (Znk)
k=\

va bu yerda h(x) quyidagi xossalami ganoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya:
h(®) >0 h(x) * X >0 boiganda,

M(x) =0, & —0 boiganda,
h(x) —=c < 00, Xx —>00 boiganda.
Lindeberg (L) shartida

h~ = 1I(e,00)"
va Frk (x) = P(Cnk < x) boisa, uni quyidagicha yozish mumkin:
1
4n)(e)=E J" x2dFnk (x) —o0.
f=llake
Oson ko ‘rish mumkinki, har ganday £ > 0 uchun
m%x = m'&x €2j. < e2 + (e),
demak n — 00 da
mlgx ank —»0. )
Chebishev tengsizligi bo‘yicha
. max (?2"
"ﬁP(\Ink\>£)<-'\E—. 3)

0 ‘z navbatida (2) va (3) lardan {fnk,1<k<n} tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi tekis cheksiz kichiklik shartini ganoatlantirishi kelib chigadi:

mp-Pilinfl >e)-> . ©®)

Shuning uchun ham (1) shart chegarasida (dispersiyalar mavjud boigan
holda) {£/.} ketma-ketlikni cheksiz kichiklik sharti sifatida (2) shartni
tushunsa boiadi.
Agar fiksirlangan (n ga bogiig boimagan) {4} tasodifiy

miqdorlar ketma-ketligi berilgan boiib,

n

Sn=Etk, Eik, Dfk=

k=1

boisa, markazlashtirilgan va normallashtirilgan yigindilami



Sn = ——~=1—, Bl=Y.°f
4 *-

o‘rganishga to‘g‘ri keladi, lekin bunda ham sxemalar seriyasining xususiy
holi

ink B k=12,..

bilan ish koiishga to‘g‘ri keladi. Bunday {4} ketma-ketlik uchun (D) va
(L) shartlar quyidagi ko‘rinishga ega boiadi:

D=-"jrEmm
ank-1

.1
Lz =i |<E—4A((4 -*kf ; 14— 0 >eBn) =0.

Teorema 1. (Lindeberg markaziy limit teoremasi)
Agar jEnfc 1< k < nj bogiigsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

(1), (D) shartlami ganoatlantirsa,
sup|P (Sn <x) —8 (®)| —*0, n —moo0. (CLT)
X

Isbot. Uzluksiz moslik teoremasiga asosan
4 (t)= ftink(t)- e\ frk(t) = Ee***
k=1

bo“lishini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi. Hagigatan ham,

fsJt)-e-t2/2 I]('Ifnkit)— Ue k12 <
=1 =
< £ TnkW-e-inr'2<
k=1
2 2
<t£. +k£\,-tVnk|2_|+E<a @)
=1 =

Endi,

. lai
e’ —l—a+ < =
- > min 52 (a)

bahodan foydalansak, (4) dagi birinchi yigindi
262
£ P &

k=1
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< E_EQZ{K kK\)<h(t)ZEg2{\U)<
—1 A=l
<h(t)DT - 0,
bu yerda h(t) = max(f2)i|3).
Agar elementar tengsizlik
R2

ishlatilsa, (4) dagi ikkinchi yig‘indi
Doz 1, Ak <
maxfrr > A ee
Teorema 1 ishotlandi.

Natija 1. Agar Efnk =0, DSn—»a2>0 boiib, (D) yoki (L)
shartlardan birortasi bajarilsa

sup\P(Sn <x)-&0a2(z) —*0, n —o00.
X 1 : 1

Bu yerda $0gi ix) - parametrlari (0,<r2j boigan normal tagsimot,

ya’ni $0(r2Cr) = <.

izoh 1. Teorema 1 dan yuqgoridagi, {4} bir xil tagsimlangan va
bogiigsiz tasodifiy migdorlar uchun
¢ 4 -££6 tik-nE”?
k=1 k=1
a~Jn <=
yigindining asimptotik normal tagsimotga ega ekanligi hagidagi Levi
teoremasi kelib chigadi. Buning uchun B2=na2 (@a2- 4 ning

dispersiyasi boigan holda, Lindeberg sharti (L) ni bajarilishini ko ‘rsatish
yetarli boiadi. Hagigatan ham, har ganday e > 0 uchun

¢2 () = — -~((ii - a)2;|6 - a\>e7'/™) =
=-~2 J (x—a)2dF(x) =0, n —*o0,

A @PE(T>In

Buyerdaa=i?4 F{x) =P (6 < z).
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Izoh 2. Markaziy limit teoremani o'rinli ekinligini ta’min etadigan
Lindeberg sharti (L) ni tekshirib chigish ancha giyin boiadi. Quyida (L)
dan kuchliroq, lekin

tekshirish oson boigan shartlardan birini keltiramiz.
Agar {£ni, 1< k<nj seriyalar ketma-ketligi berilgan boisa,

r(s)

migdomi “s-tartibli Lyapunov kasri” deb ataladi. Bu nom fiksirlangan
{4} tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun

= Bl=+DHk
an k=1
boiib (4 lar n gabogiiq emas),
o =k 14 -
K

kasr ko‘rinishda boiishidan olingan.
Agar 4 lar bir xil tagsimlangan va

«t = DCk=a\=a2 R=EIE - als< oo
boisa,

Ln = a Sp (572012 °> n %00
Umumiy holda
Lf->0 s>2
munosabatni Lyapunov sharti deb ataladi.

Lyapunov shartidan Lindeberg sharti (L) (to‘g‘rirog‘i unga teng
kuchli boigan (D)) kelib chiqishi har ganday 2<s<3 uchun

g2(X) = m in~2alsj < WX,
tengsizlik to‘g‘ri ekanligidan va D® < Lms boiishidan o0z - o'zidan
ko'rinadi.
Oxirgi tengsizlik D% quyidagi teoremani isbotlaydi.
Teorema 2. (Lyapunovning markaziy limit teoremasi).
Agar <k<n} bogiigsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi (1)
va Zif —0, s > 2 shartini ganoatlantirsa,

sup\P(Sn <x) =% (@ —0, r—»oo0.
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Izoh 3. Teng kuchli boigan (D) va (L) shartlardan birortasi markaziy
limit teoremasining o'rinli boiishi uchun zaruriy shart boiolmaydi.
Buning isboti uchun quyidagi misolni ko‘rish yetarli: £nl standart normal

tagsimotga ega, ya’ni

P{U <x)=*(*)=-jL f e-“2/2y,
-

G2 = £n3= - = £ = 0 boisin. Bu holda, (1) o'rinli boiib,
P(Sn<i) = $(*).
Lekin

P20 = J minja:2Jalsjd4?(3:) 4> 0.

Birog, markaziy limit teoremasining o‘rinli boiishi qgatorida, fnk lar tekis
cheksiz miqdorlik shartini ganoatlantirsa, (D), (L) shartlar zaruriy boiadi.
Teorema 3. (Lindeberg - Feller). Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

Unk; 1< k < n| (1) shartni ganoatlantirsin, bu holda,
(D) & (CLT)  (L).
Isbot. Oldingidek Ank(f) = frk (t)-1 deb belgilaylik.

Lemma 1. Faraz qilaylik, (1) va (S) shartlar bajarilsin. Bu holda,
n —»o0 da

mex ArkW hO, £u|A nt (i)] < Y,
Isbot. Agar £ tasodifiy miqdor / (t) xarakteristik funksiyaga ega
boiib
if'(0) =EC =0, —"(0) = cr2< 00
munosabatlar bajarilsa, har ganday t uchun
2,2
. a‘t
IA@I =\ <

Hagigatan ham,

f (eitx-1)dF (x)

J (eax —\ —itx)dFix\ <

2 00 2
< — fx2F(x) = %
-2
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Endi, lemma 1 ning isboti (1) dan kelib chigadi.
Lemma 2. Agar (1) va (S) shartlar bajarilsa,

fs,, (t) * f(t)> n-"00
yaginlashish o‘rinli boiishi uchun

X)Ant(i)->In/(f), n-> 00
*=

munosabatning bajarilishi yetarli va zaruriy shart.
Isbot. Qayd qilib o‘tamizki,

Relk (*)= Re(fnk (1) -1) < 0

nfow< J
Demak,
fs., (*) - e = l51:'fnk i PANL) <
k=1 t=I
-1 —maxjA
2 i=i

fH
Bu oxirgi tengsizlikdan va lemma 1 ga asosan, agar
£,,(*)->/(*) boisa,
(A0
g= —a/ (i)
va aksincha. Lemma 2 isbot boidi.

Teorema 3 ning isboti. Keltirilgan shartlaming yetarli ekanligi

yuqoridagi Lindeberg teoremasida isbot etildi. Zaruriylikni isbotlash uchun
lemma 2 dan foydalanamiz. Agar

4 (9

boisa, bu lemmaga asosan

-i2/2

A n,(£)->|n&e-|'2/2): =N
A 1 z

Bu munosabatni i = 1boigan holda, quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

Rn=J2E Ark“|~<k + (@)
k=1
Endi,
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1—ix

a(x) = - X £R.
X
funksiyani ko‘ramiz. Bu funksiya uchun
1 1
a(x) €= lima (x) = —.
® =3 A2 ) =5

Demak, x =0, boiganda, |a(x)| < tengsizlik, gat’iy boiib, har ganday
r > 0 uchun S = S(t) topiladiki,

Re a(x) +- > 6(t)
yoki

? .
X < - Re elx-1 - ix+-

Bu tengsizlikni va har ganday e > 0 uchun

|o*c|>£)<%ze)-ReE A*-l-iU + ~f
boiishini hisobga olib, (1) dan
4n)te) = ;[ e (&, 41>¢e)< Z_?)?K I- o
=i s

munosabat kelib chigishiga ishonch hosil gilamiz.
Teorema ishot boidi.

§ 8.5. Kuchaytirilgan katta sonlar gonuni

0 ‘zaro bogiiqgsiz chekli matematik kutilmalarga ega boigan
£lj ) w4 )*m
tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligini ko‘ramiz. Bu tasodifiy migdorlar o‘rta
arifmetik giymatlari va mos matematik kutilmalar o‘rta arifinetik
giymatlari orasidagi farq (ayirmasi)

1A, 1 Lent
CE4--£g4- 00
N ok—l N k=1

ko‘rinishdagi hamma teoremalar kuchaytirilgan katta sonlar gonuni deb
ataladi. Hozirgacha bu ayirmaning ehtimollik bo‘yicha nolga intilishi
hagidagi teoremalar katta sonlar gonuni deb atalib kelinar edi. Bunday
teoremalami isbot etishda, asosan Chebishev tengsizligi qoilanishini
yuqorida namoyish etdik. Kuchaytirilgan variantdagi katta sonlar gonunini
o‘rganishda quyida keltirilgan Kolmogorov tengsizligi muhim rol
o‘ynaydi, u Chebishev tengsizligini umumiylashtiradi va aniglashtiradi.
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Teorema 1. (Kolmogorov tengsizligi). Tasodifiy migdorlar £1;...£n
0‘zaro bogiiqsiz boiib, ular uchun E£k va D£Kk lar chekli boisin. U holda,

- N
p[[r|n<|§<xn\5k ESk\> e§}<£ , @

bu yerda Sn=£ +... +
Isbot. Kelgusida E£k = 0 deb hisoblaymiz, aks holda Ck lardan
4 - E£k migdorlarga o‘tish kerakboiar edi.
Quyidagi to‘xtash momenti boigan
v = min jfe; |5t|> e]
tasodifiy migdomi ko ‘ramiz. Agar
max \Sj.1< e
I<k<n' '
boisa, v=n+1 deb hisoblaymiz.
Oson ko‘rinadiki,

s>sfA+inK
k=1

va bu
n

ESI > EESBl{= =
=1

n 2

:kl + -+ 4 +4+1+ —+ 4] Y=k} A
B n >

- -®(Fi+ —+ 4 +

(B ( )

+2XE(I1+. . +4)/{A) 4t1+...+]1,)
<t=|

Tasodifiy migdor /{vghbi fagat 6,...,4 larga bogiiq boiib, £+,...,4
larga bogiiq emasligidan
E(&+e+4 )MEY(4+14+-+4)=
=E(E+...+4)/{i}.£E(4 4+ +£) =().
Hodisa {v=¢} ni tashkil giluvchi elementar hodisalar uchun (ya’ni
0e|v(0)=¢})
e >£. [Xv<m)=p (a"|5'i|>s)
munosabatlar o ‘rinli ekanligidan

ES,2>+ESII[mt] >;;2p(max5/ >e)

Demak, (1) tengsizlik isbot etildi.
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Endi ixtiyoriy bogiigsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun
kuchaytirilgan katta sonlar gonunini keltiramiz.

Teorema 2. Tasodifiy miqdorlar bogiigsiz, Ecn=0, Dg¢n=
va
| @
boisin. U holda, «->00 da
gi+-+4 i» X0 2)
n
Isbot. Agar =|, +eee+£,, deb olsak, ehtimollik va 1 ehtimollik bilan

yaqinlashishlar orasidagi munosabatdan, (2) yaginlashish
e SI’(" >80, H>0 220 ()
limit munosabatga teng kuchli boiadi.
Endi,

, = <_max >
A mmlk<2n k

hodisalami ko‘raylik. Bu holda (3) munosabat
p U4 (4)

boiishiga teng kuchli.
Kolmogorov tengsizligiga asosan ((1) tengsizlik),

£2 2
Demak,
+P(AK)<4e-2+2-2f ja2<
1 el
1 s »l {22} =17 )
Bu yerda
N Hk <2
kk,

ekanligidan foydalanildi. Endi ¢ /’(4) gatomi yaqinlashuvchi ekanligidan

" OA,ZE p(A) >O, 00.
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Oxirgidan va (3) va (4) munosabatlardan teorema 3 ning isboti kelib
chigadi.

Bogiigsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar uchun,
kuchaytirilgan katta sonlar gonuni o‘rinli boiishini ta’min etadigan yetarli
va zaruriy shartlami keltirish mumkin.

Teorema 2. (Kolmogorovning kuchaytirilgan katta sonlar gonuni).
Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bogiigsiz va bir xil
tagsimlangan miqgdorlardan iborat boisin. Bu holda

Ai+—H, Py

limit munosabat o‘rinli boiishi uchun E”=a chekli matematik
kutilmaning mavjud boiishi yetarli va zaruriy shartdir.

Isbot. Keltirilgan shartning yetarli ekanligini isbotlash uchun
ehtimolliklar nazariyasida ko‘p qoilaniladigan “kesilgan tasodifiy
migdorlami kiritish” metodidan foydalanamiz.

Quyidagi “kesilgan” tasodifiy migdorlami kiritamiz:

j asar%\"n>
k |o, agar Ek|>n bo'lsa.
Bu tasodifiy miqdorlar bogiigsiz boiadi, chunki tasodifiy
miqdor 4 ning funksiyasi. Oldingilarga mos ravishda
S>U+..+£

deb olsak,
--a 5)

tenglikka asosan, teoremani isbotlash uchun oxirgi (5) tenglikdagi uchta
hadning 1 ehtimollik bilan nolga intilishini ko‘rsatish yetarli boiadi. (5)
dagi uchinchi had “tasodifiy miqdor” boimasdan

-°=-F £ m =
s emeE W s h > oo
Endi,
4 ={«.*£)
hodisalami ko‘ramiz va
3|

gatorning yaginlashuvchi boiishini o‘rganamiz. Buning uchun quyidagi
lemmani isbotlaymiz.
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Lemma. Tasodifiy migdor £ ning matematik kutilmasi mavjud
boiishi uchun

{,pe>")

gatoming yagqinlashishi yetarli va zaruriy shart.
Isbot. Lebegning abstrakt integrali xossasidan, agar E, mavjud
boisa, e\ ham chekli boiadi va aksincha. Uning uchun quyidagi

tengliklami yozish mumkin:

¢(n-NP(n-I<|E|<n)<E£|E] <f> («-I<],*|<»).

1 «1

Bevosita tekshirib ko‘rish mumkinki,

n=1 «=1
Yj(n-\)p(n-\<\C\<n) =

«l

el el
Bu munosabatlardan

+PM>n)<E\C\<| +tP{\4\>r,)

lemmani isbot etadigan tengsizlikni olamiz.
Teorema 2 ni isbotini davom ettiramiz.
Ko'rilayotgan A, hodisalar uchun

En(4)=EN,1>)=Ep(i,M
va oxirgi qgator mavjud boigani uchun isbotlangan lemmaga asosan

yaginlashadi. Demak, Borel-Kantelli lemmasiga asosan

hodisalar fagat n ning chekli sondagi giymatlari uchun o‘rinli boiadi
xolos, ya’ni (5) da
S,,-S,,  Lt. >Q , M oo.

Bu yerda
U{5»**}=Ck

ekanligidan ham foydalanildi.
Endi, n->mda
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Sn ESn id *0, ©)

boiishini isbotlaymiz. 0 ‘z navbatida (6) ni isbotlash uchun teorema 1 ga
ko‘ra
V1
«2
gator yaginlashuvchi boiishini ko‘rsatish yetarli. Quyidagi tengsizlik
o‘rinli ekanligini gayd gilamiz:

dl<eV <J1:Lk2b(k-\<\"\<k)
k=,

Demak,

& n  W*n
=t kP (k-\<%\<k)tx

0 ‘z-o‘zidan ravshanki,

V LI 1 k+x
tin2~k+k2~ k2

Bulami hisobga olib, quyidagi tengsizliklami yoza olamiz:

n=l n A=l K

< fjl{k+\)p(k-\<%\< k)<
k=,

<2+YJ(k-\)p(k-\<%\<k)<2 +E%\<x.

Teorema 2 da B\Q\ ning mavjud boiishi kuchaytirilgan katta sonlar gonuni

o‘rinli boiishi uchun yetarli ekanligi isbot boidi.
Zaruriylik. Agar limit munosabat

7—'fr1 >8, «->00

bajarilsa,
A AL ldt yg

n n n n—
Demak, 1ehtimollik bilan
Ne >1
n

hodisalardan fagat chekli sondagilari ro‘y beradi, xolos. Bu esa, 0‘z
navbatida, Borel-Kantelli lemmasiga asosan
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X B«)=TM 7 [>") <
gatoming yaqinlashishini ta’min etadi.
Demak, shu paragrafdagi lemmaga ko‘ra, chekli boiadi.
Teorema 2 toia isbot etildi.
Natija 2. (Borel teoremasi). Bernulli sxemasida “yutuglar” soni S,
uchun fagat katta sonlar gonuni

n
o‘rinliboiib golmasdan, balki kuchaytirilgan katta sonlar gonuni

n
ham bajariladi.
Bu natija teorema 2 dan kelib chigadi. Bu holda,

S,
boiib, bu yerda lar bogiigsiz va umumiy Bernulli tagsimotiga ega
boigan tasodifiy migdorlar, ya’ni

P(4,=l)=p, Ppgsa1=0)=1-P.

Bu holda, EEj=p.

§ 8.6. Kolmogorovning “0 yoki 1” gonuni

Qandaydir ehtimollik fazosi (ii, 3, P) da
(AL "
hodisalar ketma-ketligi aniglangan boisin.

Ehtimolliklar nazariyasida ko‘p hollarda (masalan, tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi uchun kuchaytirilgan katta sonlar gqonunini
o‘rganishda), hodisalar ketma-ketligi {/l,,n > 1} bilan bogiig boigan,
quyidagi ikkita

A* = {ul-.u e Atl n ning cheksiz ko‘p giymatlarida},
= {w; 1; 6 An n ning chekli giymatlaridan tashqari, golgan hamma

giymatlarida}
hodisalaming ehtimolliklarini o‘rganishga to ‘g ‘ri keladi.

Bu hodisalar mos ravishda > 1} hodisalar ketma-ketligining
yuqori va
quyi limitlari deb ataladi va ulami
A = limsup A*= liminfA,
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ko‘rinishda belgilanadi.
Ko‘rish giyin emaski,

. 00 00 00 00
a=flU4» 4 =un an
n=1m=n 7i=lm=n

tengliklar o‘rinli boiadi va shuning uchun ham A* va At lar § ga tegishli

boiib, ulami tasodifiy hodisalar deb hisoblash mumkin. Agar
A=A, =A

boisa, A ni An lar limiti, ya'ni

lim A = A
n—00

deb atalib, jAn~1j hodisalar ketma-ketligi yaqginlashadi deb

hisoblanadi.  Agar hodisalar indikatorlarini  kiritsak, quyidagi
munosabatlami o‘rinli boiishini ko‘rish giyin boimaydi:
IA*= limsupi® A = limsup”,
n—00 n—00
IA = liminfla A* = liminf A?,
* 7100 7—00
IA= lim 1. ~ A= lim An.
n—00 n—C0

Eslatib o'tamizki, monoton hodisalar ketma-ketligi doim yaginlashuvchi
boiadi.
Agar Aic A2c ...c A, C ... boisa,

* 0
417 a,=a =UA4.
n=1
agar\ DA2D..D\ D.. boisa
*
A 1A =At=f]An.
n=1

Ehtimollikning uzluksizlik xossasi (a - additivlik) bo‘yicha bu ikki holda

p(A)TpVL_JI4 P(A)IP fJIA)

Ko‘p marta eslatib o‘tilgan Borel-Kantelli lemmasi
A = limsupAn

hodisaning ehtimolligi nol yoki bir boiishi shartlarini belgilaydi va undan
quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agar Ai,A2,...,An,... hodisalar bogiigsiz boiib,

g P{Ai) gator yaginlashsa, PI’A*)= 0,
n=1
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Y~,P{Aj) gatoruzoglashsa, PIA J= 1

n—1
Bu natijaning xulosasini Kolmogorovning “0 yoki 1” gqonuni ancha
umumlashtiradi.
Ehtimollik fazosi (fi, %P) da

N> M
Bogiigsiz boigan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi aniglangan boisin
(ya’ni har ganday N uchun v tasodifiy miqdorlar bogiigsiz). Biz
oldin
A= {W; e’S},

ko‘rinishda boigan hodisalardan tashkil topgan &(£i,mm€, )- a-algebrani
kiritgan edik (bu yerda B to'plam Rndagi borel to‘plami) va uni
£i,C2>—>in tasodifiy miqdorlar yuzaga keltirgan a —algebra deb atagan
edik. Xuddi shunga o‘xshash

<7(£,)C "M«+i)C -
hodisalar a - algebralarini aniglash mumkin. Ko‘rish giyin emaski, hamma

NEL)IN (OEn+H) imm
a - algebralar yigindisi
a(QUo(iin,inyj... =\ Am
hodisalar algebrasini tashkil giladi. Bu  ~ b.. algebra yuzaga keltirgan
a - algebralar
<T(En>Enti>) = cr(\¢ nH,...)” n =2D2»-
kamayuvchi (to‘plamlar ma’nosida) boigan a - algebralar ketma-ketligini
tashkil giladi.
Bu cr- algebralaming ko‘pzastmasi
3» E£n+1>*")
n=1

tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi {£,,,«>1} ning qoldiq a —algebrasi
deyiladi va Ae hodisalar - qoldiq hodisalar deb ataladi. Bu nom
bunday hodisalami har ganday chekli sondagi tasodifiy
miqgdorlardan bogiigsiz boiib, Q)C2r-,Cnr- ketma-ketlikning “cheksiz
uzoqdagi” qiymatlar(iDorqali aniglanishini anglatadi.

00/ T\n
Maiumki, £ — gator uzoglashadi, lekin J2 — gator
n=1In n=l n

yaqginlashadi. Agar
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A59)*> Epee
bogiigsiz va bir xil Bemulli tagsimotiga ega boigan
|-PE =+1)=PE] =-1) =i tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi boisa,

® T
— qator yaginlashadimi yoki uzoglashadimi degan savolni qo‘yamiz.

Boshgacha aytganda, umumiy hadi in— boigan, + va - belgilar esa

tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi £1(...En lar orqgali tagsimlangan gator
yaginlashadimi yoki yo‘gmi? Bu savolga javob berish uchun
A ={0; s"  yaqginlashadi }
n=l n
hodisani va uning ehtimolligi P(A) ni ko‘ramiz. Oson ishonish

mumkinki,
a

= r1!\ff(|i,4m—i,v)
ya'ni, bu hodisa {£,,,n > 1} ga nisbatan goldig hodisa boiadi.
Quyidagi teoremadan kelib chigadigan ajoyib fakt shundan iboratki,
goldig hodisalamicgg e/h{imolligi OJyoki lgateng boiar ekan.
g/,
Xususan, E—Ini_ qgator 5 ehtimollik bilan yaginlashadi degan
jumla ma’nosiz boiib, tasodifiy migdorlardan tuzilgan gator 1 ehtimollik

bilan yaginlashishi yoki uzoglashishi ro'y berar ekan.
Teorema. (Kolmogorovning “0 yoki 1” gonuni).

Agar i=-bogiigsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
boisa, har ganday goldig hodisa A e ehtimolligi P(A) 0 yoki 1 ga
teng boiadi.

Isbot. Agar Aey e boisa, har ganday n uchun A e <uE £+ )
Lekin cr(Ei,»=£,, ]) va a (& &+!,...) a - algebralar bogiigsiz ekanligidan
P(A-B) = P(A)-P(B)
har ganday B e ir(”..,,4-i) va n>2 boiganda keltirilgan tenglik o‘rinli.
Demak, A har ganday B €e(£i,£2>) hodisaga bogiig boimaydi, chunki
Fe C 0(£i,£2,...)- Oxirgidan A hodisaning 0‘z-0‘ziga bogiiq emasligi

kelib chigadi, ya'ni
P(AA) = P(A) =P2(A)
boiib, P{A) = 0 yoki P(A) = | boiadi.
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Natija. Agar £i,£2>—>fn— bogiiqsiz tasodifiy miqdorlar boisa,
{4>n " '} ketma-ketlik 1 ehtimollik bilan yaginlashadi yoki 1 ehtimollik
bilan uzoglashadi.

@
Bu xulosani Sn= £ + e+ £, ketma-ketlikga qoilab, gator 1
n—

ehtimollik bilan yaginlashadi yoki 1 ehtimollik bilan uzoglashadi degan
fikrga kelamiz.

Misol va masalalar

1. q tasodifiy migdor ushbu EC=1, £>£=0,04 xarakteristikalarga
ega. ={05<£<15}S ={0,75<£ <1,35}, C={£<2}
hodisalar ehtimolligini quyidan baholang.

Javob: P(A) >0,84; P(B)> 0,36; P(C)>0,96.

2. bogiigsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi boiib,

£ W0 va -yfii giymatlami mos ravishda —n,l———

2 n'2n
ehtimolliklar bilan gabul giladi. Bu ketma-ketlik uchun katta
sonlar gonuni bajariladimi?

Javob: bajariladi.

3. |.12... bogiigsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi boiib,
£ -n,0 va n giymatlami mos ravishda Z( 1-;(t,§r

ehtimolliklar bilan gabul giladi. Bu ketma-ketlik uchun katta
sonlar gonunini goilash mumkinmi?
Javob: ha.

4. ],]2... bogiigsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi boiib,
4 -n,0,n giymatlami mos ravishda ehtimolliklar

bilan gabul giladi. Bu ketma-ketlik uchun katta sonlar qonunini
goilash mumkinmi?
Javob: yo‘q.

5. £,82.. matematik kutilmalari 0 va dispersiyalari chekli
boigan bogiigsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar
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ketma-ketligi boisin, rj =L +..+1 . Agar limP\ —=>1 =-
= \yino) 3

boisa, Dij ni toping.
Javob: Dxjj vl' bu yerda x soni &(x):i—tenglamanmg

|
yechimi.

6. bogiigsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi boisin,
iln=Cj +..+£n Agar Sn tasodifiy migdor \an-\,an+\]
oraligda tekis tagsimlangan boiib, ava2.. hagigiy sonlar
ketma-ketligi  uchun aj=A<m boisa, u holda

limPI 0 <—A=<I I ni toping.
Javob:

7. 4 tasodifiy migdor X parametrli Puasson tagsimot gonuni
bilan tagsimlangan  limp{¢-ja- <xj ni toping.

Javob: (0,1) parametrli normal tagsimot
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QOSIIIMCIIA BOB. MARKOV ZANJIRLARI

I.Ta'rif va misollar
Biz yuqorida natijalari ikkita elementar hodisadan iborat
{1-“yutug”, 0-*“yutqiziq”} boigan tajribalar ketma-ketligini (Bemulli
sxemasi) o‘rgangan edik. Agar 1-tajribaning natijasini u\, 2-tajribaning
natijasini w2, va hokazo. n- tajribaning natijasini ujn deb belgilasak, bu
tajribalar ketma-ketligining elementar hodisalar to‘plami
fi = |w; ui = (UNU;2,...,w,,)J

boiib, bu yerda ojt 1yoki 0 ga tengboiadi. Agar 4 elementar hodisa
uchun

n n
113

p(w):piz"q = O<p<1 g=1—p
deb gabul gilsak, bu n ta tajribalar bogiiqsiz tajribalar ketma-ketligi
boiishini va p(uj) funksiya ehtimolliklar tagsimotini berishini ko‘rgan
edik. Demak, =\, l<\<i2<..<ir<n r=12,..r3
bogiigsiz hodisalar sistemasi boiadi.

Biz quyida, Markov zanjirlari orqali bogiiq boiadigan bogiiglik
tushunchasini kiritamiz. Bunda  ganday giymat gabul qgilishi (hodisasi),
Liu..,Lon*2 larga bogiig boimasdan fagat undan oldingi wn_x ga bogiiq
boiadi, xolos, va bu holat Kiritilgan sxemani “zanjir” deb atalashini
izohlaydi. Aytib o'tilganlami tasodifiy migdorlar ketma-ketligi orgali
tushuntirish qulay va matematika nuqtayi nazaridan gat’iylik saglanadi.

Aytaylik, tajriba natijasida

E\,E2,..., Es, s> 2
elementar hodisalardan bittasi ro‘'y bersin. Agar ekspirement bu tajribani
ra marta takrorlashdan iborat boisa, elementar hodisalar to‘plami
fi=jw, = (wi,w2,...w,)l
sn ta elementar w hodisalardan tashkil topadi va bu yerda .;, lar g; lardan
biriga teng boiadi. Endi {l,2,...,s} to‘plamdan giymatlar gabul giladigan
X0eN,.... xn,... (D
tasodifiy migdorlar ketma-ketligini kiritamiz:

S
P{x0=i) = pi, *=12,..5 J2Pi=I>
i=1
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va xk tasodifiy miqdor i ga teng boiadi, agar k-nchi tajribada Ei
elementar hodisa ro‘y bersa, ya’'ni xkmigdor k —nchi tajribada ro‘y bergan
elementar hodisaning tartib ragamiga teng boiadi.

Aytilgan ma’noda

jw; xkw) =1ij, k=12,.,n

hodisani giymatlari (Eh...,Es) to‘plamdan iborat boigan gandaydir fizik
sistema k-nchi momentda E; holatda boiishini anglatadi deb tushunish
mumkin va shu ma’noda x0 sistemaning boshlangich (0-nchi) holatiga
mos keladi.

Ta'rif.  Tasodifiy miqdorlar  ketma-ketligi (1), holatlari
S ={1,2,..,s} boigan Markov zanjiri deb ataladi, agar quyidagi shartlar
bajarilsa:

1 H k: *) = |> k: 011121"'i
)izlp fxk="7

2) har ganday 0 <tl <t2<...<tr<m<n (r=12..),i,jcS larva s
ning har ganday Bh...,Br to‘plam ostilari uchun

p{*n =j/ xtxe Bh...xtr e Br,xm=ij = p(xn=j/xm=i). (2)
Keltirilgan (2) tenglik (1) ketma-ketlik uchun Markov xossasi deb ataladi

va o‘rganilayotgan sistemaning berilgan m momentdagi holati fiksirlangan
boisa, kelgusida (n>m) sistemaning holatlari o‘zgarishi uning

“oimishdagi”  GBy....,A e #,] holatlarigabogiiq emasligini bildiradi.
Markov xossasi gisqa qilib aytganda, sistemaning “kelajagi”, “hozirgi”
holati fiksirlangan boisa, uning “o‘tmishiga” bogiiq boimasligini
anglatadi. Bu yerda ham oldin eslatib o‘tilganidek,
(w) =ij, icS, n=01,.

hodisa sistemaning n -momentda i holat boiishini belgilaydi.

Markov zanjiri birjinsli deyiladi, agar har ganday i,j G S lar uchun

P(xmA\=j/xn=%- Pij, n=012,.. (3)

ehtimolliklar n ga bogiiq boimasa.

Bu (3) tenglikdagi lar o‘tish ehtimolliklari va ular tashkil gilgan

matritsa

P = {Pi))i = e
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0‘tish ehtimolliklar matritsasi deb ataladi. Bu matritsaning elementlari
quyidagi shartni ganoatlantiradi:

Pij N °. E pPij= *=1lv,se (4)
=

Elementlari (4) tengliklami ganoatlantiradigan har ganday P =

matritsa ehtimolliklar nazariyasida stoxastik matritsalar deb ataladi.

Endi, o'tish ehtimolliklari matritsasi P va boshlang‘ich ehtimolliklar
deb ataluvehi x0 tasodifiy migdorning tagsimoti

P=(Pi,-,P,)
(1) tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini toia aniglashini isbotlaymiz.
Buning uchun (fo>f>—=fn) tasodifiy vektoming tagsimotini P va p
laming elementlari orqali ifoda etish mumkinligini ko‘rsatish yetarli
boiadi. Hagigatan ham, shartli ehtimolliklar formulasiga asosan
p(x0=p" =il x2=i2,-,xn1=in-hxn=12)=
= P{x0=1i0)-P{x1=\/xQ= i0)x

xP(e2=h/x0=1i0, xj = ijJx...

wox p (In —in/x0 = i0,xI =il,....xn | =in ).

Bu yerda (2) tenglik bilan berilgan Markov xossasiga asosan (ik e 5)

P(xk=ik/x0 = i0,x1 = il,...xk | =iki) =

p{xk=h/xk-i=Vi)> k=12,.... (5)
Markov zanjirining bir jinslilik xossasi (3) dan foydalanib, (5) tenglikning
o‘ng tomonidagi ehtimollik plKJtik ga teng ekanligini olamiz. Bulami va
p — boshlangich tagsimotning elementini hisobga olib, x0,xu...,xn
tasodifiy migdorlaming birlashgan tagsimoti uchun quyidagi formulani
olamiz:
P(x0=i0XI = h,-,xn=in) = p* -p” wAijil ---Pinin (6)

0 ‘z-o‘zidan ko‘rinadiki, (5) tenglik (2) ning xususiy holi va undan (6)
tenglikni keltirib chigardik. Aksincha, (6) tenglikdan (2) (Markov xossasi)
ham kelib chigadi. Demak, (2)- Markov xossasi (6) tenglikka teng kuchli
boiar ekan. Ya’'ni (6) formuladan kelib chigadiki, w= Whui2,...,ujn) € i2
elementar hodisaga

PCw) = p%-pw -ptt-..-pt_A k€S,
ehtimollik yozilsa,

%G, o0, X0)...
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tasodifiy migdorlar ketma-ketligi Markov sxemasi bilan bogiiq boigan
tajribalar ketma-Kketligini ifoda etadi.

Birjinsli Markov zanjirlari uchun

p(xttv = H xv=1i)= p {xt=j/x0= *> h3 GS, 0)

o'rinli ekanligiga ishonish giyin emas (bunda ham (6) formuladan
foydalanish yetarli boiadi).

(7) tenglikdagi ehtimollik v ga bogiiq boimagani uchun

P(xt#V = j/ xv =*) = Pij (t). (8)

Bu Py(t), i,j e S, ehtimolliklami t gadamda i holatdan j holatga o‘tish

ehtimolliklari deyiladi (t = 0,1,2,...).

Endi, bir necha misollar keltiramiz.

Misol 1. [0,n] oraligdagi butun sonlarga mos keluvchi nugtalar
bo'yicha “daydib” yurgan zarrachaning harakatini ko'raylik va “daydish”
quyidagi sxema bo‘yicha ro'y bersin:

1

k-1 k ir+l

ya'ni “zarracha” 0 va n oraligidagi ixtiyoriy k nugtadan “daydishini”
boshlab, bir gadamda p ehtimollik bilan o‘ngga, 1- p ehtimollik bilan esa
chapga siljiydi (0 <p < 1). Zarracha chekka nugtalar Ova n larga tushishi
bilan ulardan gaytib chigmaydi. Bu “daydish” holatlar to‘plami
s={01,.,A—kk+1..n}
bilan Markov zanijirini tashkil giladi va uning uchun boshlangich tagsimot
Pi=0 i*k,pk=1]
ya'ni p =(0,0,..,0,1,0,...,0) (k—oyda 1).
0 ‘tish ehtimolliklari esa,

Pll=° Q-—0l,..ra—1), poi —0 (=1,...,n),
Poo =h Pm =I, Pi,i+1=p, Pii-1=i- p =g @=1i,-,n-1).

Bu ehtimolliklar quyidagi o‘tish matritsasini tashkil giladi:
fi 0 o .. o 0
0o p .. 0 o0

p =

00 0 p
00 01
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Misol 2. Stoxastik matritsasi

J 1

3 3
va boshlangich tagsimoti

P = (ft>P2.P3) = (1>0>°)
bilan aniglangan Markov zanjirini ko‘raylik.
Bu holda,
S =(123)
va 2, 3-holatlarni 1-holatga o‘tishi mumkin boimagani uchun
pixn=1)=p((Xxo=1Lxi=V-,xn=1)=
=PXx0=1)P (A =\/x0=\)..Pxn=1/ =)=3n

Agar “zanjiming” doim 1-nchi holatda qolishi hodisasini A deb belgilasak,
uni

00

A= flK =1}
n=1

ko'‘rinishda yozish mumkin va {xn =1} kamayuvchi hodisalar ketma-
ketligi boiishidan ehtimollikning uzluksizlik xossasiga asosan,
PA=IlmPxn=I1)=Ilim3n=0
boiadi.
Misol 3. 0 ‘tish matritsasi

P =

va boshlangich tagsimoti p = (pi,p2) = (1,0) boigan Markov zanjirini
ko'raylik.

Agar n =0 boshlangich momentda sistema 1 holatda boisa, toq
tartib ragamli momentlarda sistema 2 holatda, juft tartib ragamli
momentlarda esa 1 holatda boiadi. Shuning uchun ham

Pn(t) = " w 2
2. 0 ‘tish ehtimolliklari uchun tenglamalar. Statsionar tagsimot
Eslatib o‘tamizki, t qadamda o‘tish ehtimolliklari

Py (t) = P (xt+o = j/ xk =) = P(xt =j/x0,= i)
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har ganday t,t0=0,1,2,..,, i,j e S.
Teorema 1. Har ganday m van lar uchun
Pij{m + n)=Y J Pik W) Pk (m), i,j €. (1)
Isbot. 0 ‘tish ehtimolliklari uchun toia ehtimolliklar formulasini
goilab quyidagi tenglikni olamiz:
Pij(m+n)=P(xmm=j/x0=1i)=
:i2p{xn:k/x0:i)-P(xn&n:j/xozh xn=Kk)- (2)

k=1
Markov xossasiga asoslanib,

P irm+n j /x0 xn P Xm+n | [xn k] =

=P {xm =j/x0=4 = Pkj
tenglikni hosil gilamiz. Teorema 1 ning isboti oxirgi va (2) tengliklardan
kelib chigadi.
Isbotlangan (1) tenglikni o‘tish ehtimolliklari Kolmogorov-Chepmen
tenglamalari deb ataladi.
Agar
P (m) = [Py (M)® = iP* (M)][
deb olsak, Kolmogorov-Chepmen tenglamalarini har ganday m va n
uchun
P(m + n) =Pin)*P im) (3)
matritsalar ko‘rinishida yozish mumkin.
Endi P;j (1) = Pij ekanligini hisobga olsak,

Demak, (3) tenglikka ko‘ra
Pin) = [P(I)f =Pn (4)
ya'ni n gadamda o'‘tish ehtimolliklari
Pij(n)= P(xn=j/x0=1)
Markov zanjirini aniglaydigan stoxastik matritsa P ning elementlari pV lar

orqali topilishi mumkin boiar ekan. Bunda (3) va (4) formulalar alohida
ahamiyat kasb etadi.
Aytib o‘tilganlardan kelib chigadiki, Markov zanjirini tashkil

giladigan [Jan,n>o0j tasodifiy migdorlar ketma-ketligini o‘rganishda
manfiy boimagan matritsalar nazariyasi muhim rol o‘ynar ekan. Bu fikmi
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Markov zanjirlari uchun muhim boigan quyidagi tushunchalar misolida
namoyish gilamiz.

Markov zanjirining i holati ahamiyatga molik boimagan holat
deyiladi, agar shunday j holat va i0 musbat butun son mavjud boiib,
Py (ig) > 0 va har ganday t uchun B}, (t) = 0 munosabatlar o‘rinli boisa.
Aks holda i holat ahamiyatga molik boigan holat deyiladi. Demak, i
ahamiyatga molik boimagan holat boisa, undan biror j holatga o'tish
mumkin, lekin bu j holatdan i ga gaytish mumkin boimaydi. Masalan,
oldingi punktdagi misol 2 da holatlar to'plami (1,2,3) va o'tish
ehtimolliklari matritsasi

L L L

3 3 3

= 0 _ =

P 2 2
0 i- 1

2 2

boigan Markov zanjiri ko'‘rilgan edi. Bu misolda birinchi holat 1
ahamiyatga molik boimagan, aksincha (2,3) lar ahamiyatga molik boigan

holatlar boiadi. Hagigatan ham, 1dan 2 va 3 holatlarga mos ravishda - va

- ehtimolliklar bilan bir gadamda o‘tish mumkin, lekin ulardan 1 holatga

gaytish mumkin emas. Ko'rilayotgan zanjir gandaydir gadamda (2,3)
holatlarga tushganidan so‘ng, u bu holatlarda doim golib ketadi.

Bu hodisani o‘rganilayotgan zanjir uchun uning 1 holatda doim gola
olmasligi (A hodisaning ehtimolligi 0 ekanligi) va o‘tish ehtimolliklari

matritsasi P da pastki 0‘ng burchakda
1 1

Pi =

gism stoxastik matritsa borligi tasdiq etadi.

Umumiy holda Markov zanjiri ahamiyatga molik boimagan
holatlarda doim qolmasdan, gandaydir chekli gadamda zanjir ahamiyatga
molik holatlarga o‘tadi. Bu eslatib o‘tilgan misol 2 da namoyish etilgan
edi.

Markov zanjiri Jan, n >0j uchun yechilishi kerak boigan asosiy
masalalardan biri, xn tasodifiy migdoming ixtiyoriy n momentdagi
tagsimotini topish hisoblanadi. Toia ehtimollik formulasini qoilab,
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p (xn=j) =T,pixo=i)P{x, =j/x0=i)=J2Pilsen) (5)
3 =
tenglikni olamiz.
Ba'zi hollarda P(rrn = j) tagsimot n ga bogiiq boimasligi
mumkin, ya’ni

tasodifiy migdorlar bir xil tagsimlangan boiishi mumkin. Shu munosabat
bilan statsionar tagsimot tushunchasini kiritamiz.
Quyidagi shartlami ganoatlantiradigan
9=(ft
sonli vektor statsionar ehtimollik tagsimoti deyiladi, agar

1) % >0, ¢ =1,...,5, E«* = 1>

2) EftA; = i =1.2,.5 6)
i=

Buyerda  Markov zanijirini aniglaydigan o‘tish ehtimolliklari.
Agar Markov zanjirida boshlangich tagsimot
p{x0=j)=ri=1j, j=12..8
boisa, bu holda har ganday n > 0 uchun
pxn=i)=Q j=12,..5s. (7
Hagigatan ham, Kolmogorov-Chepmen tenglamasini goilab, (5) va (6)
formulalardan

xn=j) = E iin) = J2gk
p (xn=j) kﬂdﬂq) 124

tengliklami olamiz.

Agar (7) tenglik bajarilsa, {xn,n> 0} tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi statsionar Markov zanjiri deb ataladi.

3. 0 ‘tish ehtimolliklari uchun limit teorema

0 ‘tish ehtimolliklari matritsasi

boigan Markov zanijiri
x0,Xu...,xn,... 8]
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berilgan boisin.
Markov zanjiri (1) ergodik xossaga ega deymiz, agar quyidagi
limitlar
limptn) =71, j=12..5s

mavjud boiibgina qolmasdan, boshlangich holat i ga bogiiq boimagan
holda limit giymatlar (7T,..., #s) ehtimollik tagsimotini tashqil gilsa, ya’ni

mM>0  X>¢=1- )
M

Bu (2) tagsimot - ergodik tagsimot deb ataladi.
Quyidagi teorema ergodik Markov zanjirlari yetarli darajada katta
sinfni tashkil etishini ifoda etadi.
Teorema (Ergodik teorema). Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi (1)
holatlar to‘plami
S={12..,s}
va o'tish ehtimolliklari matritsasi P boigan Markov zanjiri boisin.
A) Agar gandaydir n0 uchun
minfc-"0¢> 0 (3)
i
boisa, shunday .., ... sonlar topiladiki, ular uchun (2) munosabatlar
o'rinli boiib, har bir j e S va har ganday i e S uchun
PIT 4
B) Aksincha, agar (2) va (4) munosabatlami ganoatlantiruvchi
sonlar mavjud boisa, (3) tengsizlik o‘rinli boiadi.
C) (2) va (4) shartlarni ganoatlantiruvchi (7r..... 7r,) sonlar
H=E "> j=h-s (5)
k=1
tenglamalar sistemasini yechimi boiadi.
Isbot. A) Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
m f) = miin pil\ M ji) = miaxp®

Kolmogorov - Chepmen tenglamasi bo'yicha

pth=jp " (6)
tenglik o‘rinli boigani uchun

m f+l) = mini4n+l) = min fAPikP™ >
* * ;
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min E Pk wnin PE = rrif
k=1 k<s

Demak, mjn) < va shuningdek Mjre>> M2+
Shuning uchun ham (4) limit munosabatni isbot etish uchun
Mjn) —mjn) —=*0, n—00, j =1,...,8

ekanligini ko‘rsatish yetarli boiadi.
Agar

£= minpj"°)
deb olsak, quyidagi tenglikni yoza olamiz:

P$>#) =2 p~ p™=E [ ~ ~£pf)ptf +

-+ & E « > ﬁ( f +epW
lekin

P*M -epy>0
va shuning uchun ham

p{n,,+«) > m(n)Ek o - Ep]L() _’_ep@/\? —

=mf{\-£) +epf\

Demak,

mbrP+) > m f (1_e) + £,(2).
Xuddi shunga o‘xshash

M0 < M) (I_ £) +£p(2)
tengsizlikni olamiz.

Oxirgi tengsizliklami birlashtirib,
M (ne+¢) _ m("o+") < -m f)(1- e)
tengsizlikni hosil gilamiz.
Demak, A—»o00 da
M (kno+n) _ m(H+") < (M<n_ m(> _e)tio.

Shunday qilib, gandaydir nj; gism ketma-ketlik bo‘yicha

AfW — —0, —>00.
Lekin Mjn —rajr=ayirma n bo‘yicha monoton boigani uchun
Mj'B—mY>—0, n —00.
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Agar
deb gabul gilsak, yuqoridagi tengsizliklarga asosan n >n0 boiganda

—.1

<M f-mf <(1—g)

ya'ni p-j0 limit giymatlar 7, larga geometrik tezlik bilan yaginlashadi.
Tushunarliki, rajp>m \ >e>0va 7, >0.

B) (3) shart (4) dan bevosita kelib chigadi, chunki holatlar soni chekli va
>0,

C) (5) tenglamalar sistemasi (4) va (6) munosabatlardan kelib chigadi.
Teorema isbot etildi.
Endi, (7Tj},..,7rs) statsionar tagsimot yagona ekanligini isbot etaylik.

Agar (pl,...,pa) boshqa statsionar tagsimot boisa,
Pji  ZjPjPKj —... PkPhj
k k

tengliklar o‘rinli boiadi va PTi “m7F ekanligidan

Izohlab o‘tamizki, statsionar tagsimot ergodik boimagan Markov zanjirlari
uchun ham mavjud boiishi mumkin. Masalan,

P
boisa,
pin _ 1 ol p2n+l _ 0 '
0 1 1 0

Demak, lim p\f mavjud emas, lekin

9j = Y .'hPKj-, 3=12
k

tenglamalar sistemasi
Q-7 ®=q
tenglamalarga aylanib, ulaming ox+ @ =1 shartni ganoatlantiruvchi

yagona yechimi %% juftlikdan iborat boiadi.
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Misol. Holatlari 0 va 1boigan birjinsli Markov zanjirini ko‘raylik.
Uning o‘tish ehtimolliklari
__ fPoo Poi

Pio Pu

boisin. Hisoblab ko‘rish mumkinki,
2
po= Poo + PoiPio Poi [Poo+Pu]
Pio (Poo + Pu) Pli + PoiPio

va induksiya bo'yicha N0 + pn - ] < 1boiganda,

pn 1 I~Pu 1—Poo
2 ~Poo -Pu !-pl1 1- Poo

+_p00+ Pii~ 1) 1—Poo "i].“ P(X))
2 Poo- Pli  —(i-Pli) 1—Pli

Bu tenglikdan P matritsaning elementlari ~ +pn — <1 shartni
ganoatlantirsa (xususan, hamma o‘tish ehtimolliklari pt” musbat boisa),

1 f1—Pii — Poo
(0]6) (7)
"Poo —PI1 1—Pli 1 Poo
Demak, lim P/) 1—Pii lim p§) - 1P
'Poo —Pu mPoo0-Pu
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ILOVA
§ 1. Ehtimollik o‘Ichovi bo‘yicha Lebeg abstrakt integrali

Ehtimolliklar fazosi (Q,3,P)da oichovli funksiya (tasodifiy migdor)
G(a) aniglangan boisin. Bu funksiya uchun Lebeg abstrakt integrali

JC(<0)P(da)= jCdP=EC
d n

tushunchasini  kiritamiz.  Bu ehtimolliklar  nazariyasida tasodifiy
migdorlaming sonli tavsiflarini aniglashda asos boiib xizmat giladi va bu
integral § =£(&>) tasodifiy migdorning o‘rta giymati (matematik kutilmasi)
deb ataladi. EC integralni quyidagi bosgichlarda kiritamiz.

1. Sodda funksiyaning integrali.

Oichovli funksiya (tasodifiy miqdor) C=C(co) sodda deyiladi, agar
uning giymatlari to'plami chekli boisa. Ixtiyoriy AeD hodisaning
indikatori deb

i1, agar coe A
[O agar coe A
sodda funksiyaga aytiladi. E’tibor gilib o‘tamizki AtzQ to‘plam oichovli
boiishi uchun (ie 3) uning indikatori 1A(®) oichovli funksiya boiishi
yetarli va zaruriy shart. Bu munosabat quyidagi tenglikdan kelib chigadi:
0, agar x<0
{co\IA(co)<x} = A, agar O0<x <1
fi, agar x>1bo'lsa.

Qiymatlari au a2, ...,an boigan sodda funksiya ni
<?2«)=1a KIA (1)) )
k=1

ko‘rinishda yozish mumkin va bu yerda
Ak={aX C{@) =ak}’ k=12,...,n.
Ak to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi va CJAKZQ. Demak, AL,A2,....An
k=1
hodisalarning toia guruhini tashkil giladi. Bu yerda (1) tenglik bilan
aniglangan ¢ funksiyaning oichovli boiishi uchun Ake 3 munosabatlar

har ganday k=1,2,....« uchun o'rinli ekanligi yetarli va zaruriy boiadi.
Sodda funksiya £=£(®) ning integrali (sodda tasodifiy migdoming
o‘rta giymati) deb quyidagi yigindiga aytiladi:
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\SdP:té(a)P(d<o)f iakP{Ak) =EC.
n Ci =1

Sodda, oichovli £=£(©) funksiyaning A to‘plam bo‘yicha integrali
deb (/1eF) \CdP=\C(m)iA{ee)P{da,) =ECIA
A n
songa aytiladi.
Keltirilgan integrallaming korrekt ekanligini (ya'ni (1) tenglikdagi
AlLA2,... A, to'plamlar har xil boiishi mumkinligi) bevosita tekshirib
ko‘rish mumkin.

2. Manfiy boimagan funksiyalarning integrali.
Ehtimolliklar fazosi (fi,J, P) da aniglangan i (®) funksiya elementar

hodisalar to‘plami Q ni yarim to‘g‘ri chiziq R+=[0,2) ga akslantirsin,
ya'ni £(«)> 0.

Lemma 1. Agar ¢(co) >0 boisa, oichovli boigan sodda funksiyalar
ketma-ketligi {£,,«>1} mavjud boiib, «->00 da

C..(c0)<C((0), 4, (0-+C ()

ya'ni 11 munosabat o‘rinli.

Isbot: R' dagi [0,«Joraligni n-2'ta teng “mayda” boiaklarga
boiamiz. Agar

0 =x0, xX...,xn2,, =n

“boiish nugtalari” boisa, xt- xiH=~ .

Quyidagi o - to‘plamlami ko‘ramiz;
Ai={o; Xi<G(u))<Xi+i}, i-\,2,...,n2" -1,

A0 ={0<¢(co)<xI}Hj{c(u))>n}.
Agar

1, (©F n%_lxilA(b)A
Es)

deb olsak, £,(c0) sodda, oichovli boiib, gn(ai)<C(a) va bulardan
tashgari har  ganday coeQ uchun n>C(a>)  boiganda,

0<%(0)- 4n(®)-  °‘rinli.
Lemma 2. Sodda funksiyalar ketma-ketliklari {£,}, {rin\ lar uchun
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munosabatlar bajarilsa, Mn P:Mi,,dP
Isbot. Oldin har ganday m uchun r%mdP<r1ri%\>]\dP tengsizlik

o‘rinli ekanligini ko‘raylik.
Funksiya ¢msodda boigani uchun

L T ~Cm) =1,Cm- const.
Bundan va £=CIA+S.In tenglikdan foydalanib, har ganday n,e >0 uchun

4m~Th - SHS)+S
tengsizlik to'g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Oxirgidan esa,

E4m~ CnP(Cm>rin+s) +s + Erjn.
Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi ehtimollik
P(im~rin+ £)<P~>T]n+s)”0,n"co,

chunki rin deyarli hamma o uchun ;'(«) ga yaginlashadi (demak,
R\rn-4\>e)” 0, n—2c0). O z navbatida oxirgi ikkita tengsizlikdan.

Eijn <s+ \Mr)n,
ya'ni e >0 ixtiyoriy boigani uchun
lim ECn < lim Erjn.

n-> 00 «—>00

Keltirilgan fikrlashda {£,}va {?/,,tketma-ketliklarni o‘rinlarini almashtirib,
lim Erjn < lim ECn

tengsizlikni olamiz. Lemma 2 isbotlandi.
Endi, lemma 1va 2 larga asoslanib, quyidagi ta’rifni keltiramiz:
Ta'rif. Manfiy boimagan £(t0) funksiyaning integrali deb
\CdP =EC= lim j4,dP = lim Efn 03]
n n>rn w¥
songa aytiladi. Bu yerda {£.}- ¢jga intiladigan oichovli sodda funksiyalar

ketma-ketligi Uni C n->o00). Integral \GdP mavjud boiadi, (] =£(t0)
n

funksiya integrallanuvchi boiadi) agar
lim \ndP

sonli ketma-ketlik limitga ega boisa.

3. Ixtiyoriy oichovli funksiyaning integrali.

Ehtimolliklar fazosi (n,3,P) da aniglangan ixtiyoriy £=<)
funksiyaning (har xil ishorali gqiymatlarga ega boigan) integralini aniglash
uchun uni
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£="7+<? | I* =Zmax(0,x£]) >0

ko‘rinishda yozamiz. Bu funksiyaning integrali deb

EC=EC+-EC-
songa aytamiz. Agar integrallardan birortasi mavjud boisa, ¢ =¢(0))
integrallanuvchi deyiladi. Aks holda, EC aniglanmagan hisoblanadi.
Quyidagi

\t\=2+r;
tenglikdan ko‘rinadiki, ENA\ mavjud boigan holda va fagat shu holda EC
mavjud boiadi. Agar EC mavjud boisa, ixtiyoriy to'plam bo'yieha
olingan

£(f;A)=14dP=ECIA> AcF,
A

integral ham mavjud boiadi.

Lemma 3. Agar EC mavjud va Ane 3 -hodisalar ketma-ketligi
boiib, P(An)—0 munosabat o‘rinli boisa,

E(C,An)~ 0.
Isbot. Sodda funksiyalar  ketma-ketligi shartni
ganoatlantirsin va Bm={#f] <m) hodisani ko‘raylik. Bu holda,
> IiLn BE\CQ\IB > ILm -Eo,

chunki t]*]. Demak,
BR\= lim BENb = lim EAG\\G\m).

yoki boshgacha qilib aytganda, har ganday s> 0 uchun, shunday m(e)
mavjudboiadiki, m>m(s) boiganda,

E\C\-E(\C[,\GC\<m)<e
tengsizlik bajariladi. Shu sababdan ham shunday mlar uchun

Demak, I_i>r(r)%is(| |l n)<£.
4. Integral xossalari. i
1. Agar Ane 3 to‘plamlar (hodisalar) kesishmasa va U4, =I2 boisa,

\i;dP =Z\CdP. "(3)

n «4
Tenglik (3) ni <?(«)>0 boigan hoi uchun isbotlash yetarli. (1) tenglik
ko‘rinishidagi sodda funksiyalar uchun
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iCdP =1l akP(C =ak) =XY,akP(C =ak;A,,) .
Q. k n k

Umumiy holda (2) tenglikni hisobga olib,
\EdP= lim iC,dP=Ilim SAi’\d PAlim J|BjP=%AJ(£dP

n->00 * k n-+«>Ak

ega boMamiz. Bu yerda limitga o‘tish va yig‘indining tartibini almashtirish

/ ® \ ( o
1 \sndP=E UA <E & -»0
NA \ j=n = >
2. i(4+Tj)dP= fCdP+ jrjdP.
¢ d n

Sodda funksiyalar uchun keltirilgan tenglik to‘g‘ri ekanligi integralning

ta'rifidan kelib chigadi.
Umumiy holda (E* va ri~ lar oldingidek ta’riflanadi).

i(C+ri)dP= \Gi#dP+ \i]~dP-jU~+T]~)dP =
a d d d

n
3. Agar «ixtiyoriy o‘zgarmas sonbo'‘lsa,
JaCdP =a JCdP
d a

=\{?dP- \G~dP+ IrfdP- \T}-d0P=\CdP+ JridP
d n a a q

4. Agar 4(®)<rij(co) bo‘lsa, \CdP< \ridP.
a n

Keltirilgan 3 va 4 xossalaming isboti 0‘z-0‘zidan ravshan. Keltirilgan
1-4 xossalami
E4=jCdP
n

ekanligini hisobga oigan holda, ulami o‘rta giymat ko'rinishida keltirish

qulay.
y 1. Agar ALA2,...Are.. hodiialaming to‘la guruhini tashkil gilsa

4 nAj=0, i*j, uAj:aJ , bu holda E* =Y .E(®,A))
J J

2'. E(C+ri) =EC +Eri

y . E¢ <Er], agar $ </ bo'lsa.

4'. EaC =aEM.

Endi, integral Et; ning 1- 4' xossalaridan kelib chigadigan boshga

xossalarini keltiramiz.
5\EC\*E\C\
6. Agar q <l <c2 bo'lsa, cx<EC<c2
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7. Agar *>0 va EC=0 bo'lsa, P(E£ =0) =1
Hagigatan ham, Chebishev tengsizligiga asosan har ganday

£>0 uchun P((;>s)<—£ =0.

8. Agar P(¢ =rj) =\va El;, mavjudbo'lsa, EC =H],
Hagigatan ham,

Eii:rl]i_m;mEQ}i;\r]\<n):rl"i_rgD v )= EC.

§ 2. Integralning boshga muhim xossalari

1. Yaginlashish teoremalari.

Ma’lumki, ehtimolliklar nazariyasida tasodifiy migdorlar ketma-
ketligining to‘rt xil yaginlashish ko‘rinishlaridan foydalaniladi. Agar
{£..«>1} biror tasodifiy miqdor Ega gandaydir ma'noda yaginlashsa,
sonli ketma-ketlik {EC,,,n>1} ning limit tasodifiy miqdort, ning o‘rta
giymati Eq ga intilishini o‘rganish muhim masala hisoblanadi. Bu
masalani yechishda {£,.«>1} tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligining
quyidagi ta’rifda keltirilgan xossasi muhim roi o‘ynaydi.

Ta'rif: Ketma-ketlik {£,,«> 1} tekis integrallanuvehi deyiladi, agar

SupE(]< | 1E.1>AD™0,  N~oo.
n

Teorema 1. Agar {£,.«> 1} ketma-ketlik tekis integrallanuvehi
bo'lsa,
sup£’ g <c<oo. (1j
n

Isbot. N sonni shunday tanlab olamizki,
SupE(IM M= <I
n
tengsizlik bajarilsin. Bu holda,
SUPE|4] =sup{E(IN 141 <N) +BENGN\G\ > TV} <N +1 =c <00.
n n

Lekin (1) munosabatdan {£,,«> I} ketma-ketlikning tekis integrallanuvehi
bo‘lishi kelib chigmaydi.
Hagigatan ham, quyidagi

PAn=«) = Pfa= O):1-r-]

tagsimotlarga ega boigan tasodifiy migdorlar uchun
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Lekin, bu tasodifiy migdorlar tekis integrallanuvchi boigan ketma-ketlik
tashkil etmaydi.
Teorema 2. Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi tekis

integrallanuvchi boiib, !,,-§>)£ boisin. Bu holda, El; mavjud boiib,
E% -~0, «>0
limit munosabat o‘rinli boiadi va aksincha,

munosabat o'rinli boisa, {£,«>1} ketma-ketlik tekis integrallanuvchi
boiadi.

Isbot. Eng awal EGC ning mavjud ekanligini isbot etamiz. Yugorida
biz EC integralning quyidagi xossasini keltirgan edik: agar P(An)—0
boisa,

E(4A,)-> 0, «->00. (2)
Shu boisdan ham har ganday N va e lar uchun

£min(] | 1.3V) :rI)i_%’\ Lmin(|"|,i\/);|’\,, - ﬂ<51 +r|}i§be hm inM N\) |- >e)

Lekin £"_§£ munosabat o‘rinliligidan
Eminil [ W)= lim - min(IAM <, -1 <E~1< Jim £nin(|<].| +£,IV)<c+£.

Demak, £];;]<c.
Endi, Tn=[f-£] deb olaylik. Bu holda,

Tn—0, «->00
va ?m, lar bilan bir gatorda tekis integrallanuvchi boiadi.
Har ganday N va s uchun
Erin=E (4,,V,, ~e) +E(r/nje <4, <N )+ E(iin\ln>N) (3)
tenglikni yoza olamiz. Demak, (2) dan

Eiln<e +NP(rin>E)+E(rinTh>N). 4)
Endi, N shunday tanlaymizki
SupE(l,,; Mn>N)<s.
n

Bu holda, shunday N uchun (4) da yugqori limitga o‘tib,
rI\iL{nDsapErin<2e,

musbat e son ixtiyoriy boigani uchun oxirgidan
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Ed, -» 0, n—co
limit munosabatni olamiz.

Endi teoremani ikkinchi gismini isbot etamiz (ya’'ni {£,,«> 1} ketma-
ketlikni tekis integrallanuvehi bo'lishini). Quyidagi tengsizliklarni
yozamiz:

E(U&\>N)N"E{& - No |>N)+Ei\Nen\>N)<
<EN~MN\+E (\*>N)<E\XAn~N\+E (\*n-"\>\) +E(\*"\>N-\) (5

Oxirgi (5) tenglikdagi birinchi go'shiluvchi

E\C,.-y\-+Q, n-> @
teoremaning sharti bo'yicha, ikkinchi go‘shiluvchi (2) munosabatga ko‘ra
(bunda An hodisa sifatida {<,-¢|>I}hodisani olish kerak bo‘ladi va
teoremaning shartiga ko‘ra P(|£,-] |>1) =P(An)~>0) nolga intiladi,
uchinchi go'shiluvchi esa n ga bog'lig emas va uni N ni tanlash bilan
xohlagancha kichik gilish mumkin. Demak, (5) tengsizlikni o‘ng tomoni

yetarli katta n lar uchun xohlaganimizgacha kichik bo‘ladi.
Endi

rSg%E(IIHI:IInI >N) =rr%a>é£(l"l:l .1 >N) <1LLE(\ * n\>N)

tengsizlikdan foydalanib, har ganday s >0 uchun N ni yetarli katta qilib
tanlash hisobiga

%(\Cnx\g,,\>N)<n0 -e.

Demak, oxirgi va (5) tengsizlikni hisobga olib, har ganday chekli no0
uchun

SUPECNGN\MNI>N) =max ENC,.| &> N) + sup BN N> N)

n »S0 =0

tengsizlik to‘g‘ri ekanligidan teoremaning isbotini olamiz.

Quyidagi ko'p marta qo‘llaniladigan yaginlashish hagidagi
teoremalami isbotsiz keltiramiz.

Teorema 3 (Chegaralanib yaginlashish hagidagi teorema).

Agar P Xnm\<ij. Erj<oo shartlar bajarilsa, EE mavjud bo‘lib
ECn-+EC, «->o00
limit munosabat o'rinli bo*ladi.
Teorema 4 (Monoton yaginlashish hagidagi teorema)
Agar 0< t £ boTsa, EC =rI}|Ln®EQw
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Quyidagi teorema integral ostida limitga o‘tish mumkinligini ta’min etadi.
Teorema 5. (Fatu-Lebeg). Tasodifiy migdorlar ri va C
integrallanuvchi boisin (ya'ni Erj <a> EC <00 ). Agar £n<r; boisa,
limsup jCrdP <Jlimsup | ni/P,

n—>00 Q Q n->00
Agar C,>C boisa,

liminf J<,dP>\liminf $rdP.
n n

Agar £,,i£, 4><T boisa,
lim fadP=!£dP.
(10die®) Q

Oxirgi shartni P(Cn->C) =1, C munosabatlar bilan almashtirish
mumkin,

8 3. To‘g'ri chizigdagi ehtimollik tagsimoti orgali aniglangan integral

To'g‘ri chiziq i? da aniglangan Borel funksiyasi g(x)ni ko‘raylik. Bu
jumla quyidagi ma’noga ega: B-to‘g‘ri chizigdagi Borel to‘plamlari
a -algebrasi boisa, ixtiyoriy borel to‘plami B ning aksi

g~\B) ={x;g(x)eB}eB.
Oichovli funksiya xossasiga asosan, agar C(co) tasodifiy migdor boisa, u
holda
ri=g(G((0))
funksiya ham tasodifiy migdor boiadi.
Oldin biz har ganday tasodifiy migdor £(<a)

W
ehtimollik fazosini yuzaga keItiris(hini e;;tib o‘tgan edik va bu yerdagi
P4(B) =p (¢-1(B)) =p({a>;t;{a>)eB})
ehtimollik oichovi <*=|(®) tasodifiy migdorning tagsimoti boiadi.
Demak, R da aniglangan funksiyalaming P~(-) oichovi bo'yicha olingan

integrallari hagida so‘z yuritish mumkin.
Teorema 7. Agar Erj mavjud boisa,
Ed= \ridP = jg(x)P™(dx)= \gdPg .
Q R R
Isbot. Oldin g(x) =I1B(x) (B to‘plamning indikatori) boigan holni

ko‘raylik. Bu holda,
V=g{C (X)) =1{a;,aX*BK0)
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va E4=p({0);£(x) e B}) =P(£ e 5). Shuning uchun ham
J9()P1(cfe) = /s (x)" (&) =R((B) =P(£ 65) =£7.
i a

Integralning'xossalaridan foydalanib, teoremani g()-sodda funksiyalar
uchun o‘rinligiga ishonch hosil gilamiz. Endi, g()>0 bo‘lgan holga
o‘tamiz. Agar g(C)IB{C) =v{alicea}(& funksiya chegaralangan boisa,

Ig(x)P¢(dx) =E(ti;C e B)

B
tenglikka ega bo‘lamiz. Shuning uchun ham
| gdP¢ =E{t;4 <n).
{gin}
Oxirgi tenglikda n bo'yicha limitga o'tib teoremaning isbotini olamiz.
Umumiy holda, ya'ni funksiya g() manfiy va musbat giymatlar gabul
gilgan holda, qo‘shimcha giyinchiliklar yuzaga kelmaydi.

Agar
F(x) =P{4 <x)= (-00,x))
¢ tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi boisa,
ng(X)"(dX) ()
integral bilan bir vaqtda
Ta0odreo )

integralni ham ko‘rish mumkin. Stiltes integrali (6) va (5) integral uzluksiz
bo‘lgan g(x) funksiyalar uchun teng bo‘ladi. Agar F(x) uzluksiz tipdagi
tagsimot funksiyasi boisa, ya'ni

F(x) = Jf(u)du
-0
ko‘rinishda boisa, (5) va (6) integrallar oddiy Riman integrali
04}
I g(x)f(x)dx
-0
bilan ustma-ust tushadi.
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Ehtimolliklar nazariyasining matematik fan sifatida
yuzaga kelishi tarixidan lavhalar

Ehtimolliklar nazariyasi fan sifatida shakllanishini bu sohaning yirilc
mutaxassislari, akademiklar ~ A.N.Kolmogorov, B.V.Gnedenko,
Y.V.Proxorov, S.X.Sirojiddinov, A.N.Shiryaevlar, asosan, quyidagi
bosgichlarga bo‘ladilar:

1 Qadimgi davr (ehtimolliklar nazariyasi yuzaga kelishigacha o‘tgan
davr).

2. Birinchi bosgich (XVII-XVII1 asr boshi).

3. Ikkinchi bosgich (XVI1-XIX asr boshi).

4. Uchinchi bosgich (XIX asming ikkinchi yarmi).

5. To'rtinchi bosgich (XX asming boshi va o'rtasi).

Qadimgi davr

Tasodifiylik to‘g‘risidagi birinchi tasawurlar (kishi tagdiriga oid
munosabatlar, faslning issiq yoki sovuq kelishi, janjalli masalalar
natijalarming oldindan ayta bilish, sayyoralar harakatlarining holatlari -
munajjimlik va boshqgalar) uzoq asrlar boshiga borib tagaladi. Bu
tasawurlar ilmiy jihatdan asoslanganligiga o‘tgan davrda inson agli
tomonidan inkor etib bo‘Imaydigan holatlarga tegishli bo'lib, ularga oxirgi
bir necha asrlar davomidagina ilmiy ma’no berildi, xolos.

Birinchi tasodifiyliklar asboblari - gimor o‘yinlari oshiglari hagida
ko‘pgina arxeologik ma’lumotlar mavjud. Ularga moslanib, bu oshiglar
gadimgi Misming birinchi sulolasi davrida (eramizdan 3500 yil ilgari),
gadimgi Yunon va Rim imperiyalarida gimor o‘yinlari uchun asbob bo‘lib,
xizmat gilganini aytib o‘tish mumkin. Masalan, Rim imperatorlari Avgust
(63 yil eramizga gadar -14 yil yangi era) va Klavdiy (10 yil eramizga
gadar - 54 yil yangi era) “oshiq” o'yinining eng ashaddiy muxlislari
boigan.

Qimor o'yinlaridan tashqari, foydali va ziyonli imkoniyatlar bilan
bogiiq boigan tasodifiyotlar, savdo-sotiq, sug‘urta (cTpaxoBaHMe)
sohalarida gadimgi davrlarda yuzaga kelgan.

Masalan, gadimgi Bobil (Vavilon) davlatchiligiga oid yozuvlarda
eramizdan 4-3 ming yil oldin sug‘urta uchun kontrakt (kelishuv) asosiy
hujjat boiib hisoblangan. Bu yozuvlaming ko‘pchiligi dengiz orgali yuk
tashish moslamalariga tegishli boigan. Sug‘urtaning kontrakt shakllari
fmikiylar orgali yunonlarga, rimliklarga, hindularga oigan.

Ular gadimgi Rim imperiyasi davlat va madaniyat kodekslarida,
Vizantiya imperiyasi qonunlarida o‘z akslarini topgan. Masalan, Rim
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imperiyasi davrida Yuriy Ulpian (eramizdan 220 yil oldin) kishi hayoti
sug‘urtasiga oid xatolami o‘rganib, birinchi marta “oiim jadvalini” tuzgan.

Italiya shahar-respublikalari (Rim, Venetsiya, Genuya, Piza,
Florensiya) gullab yashnagan davrda sug‘urta faoliyati bilan bogiiq
statistik maiumotlarni yigish va o‘rganish zaruriyati yuzaga kelgan.
Tarixiy maiumotlardan maiumki, kishi hayoti sug‘urtasi hagidagi kuni
aniq belgilangan kontrakt 1347 yilda Genuyada manfaatdor shaxslar
tomonidan tuzilgan.

G'arbiy Yevropa “Uyg‘onish” davrida (XIV asr oxiri - XVII asr
boshi) aytib o‘tilgan shahar-respublikalar ijtimoiy va madaniy hayotda ro'y
bergan ulkan islohotlarda muhim rol o‘ynadilar. Xususan, shu davrda
falsafiy ilmlarda “ehtimollik” tushunchasi shakllana boshlagandi. Bu
jarayonda italyan matematiklari Luki Pacholi (1445-1517), Ch.Kalkanini
(1479-1541), N.Tartali (1500-1557) va boshgalarning faoliyati sezilarli iz
goldirdi.

Qimor o'yinlarida ro'y berishi mumkin boigan imkoniyatlami
matematik nuqtayi nazardan tahlil qilish bilan birinchilar qatorida
shug‘ullangan mashhur ixtirochi Dj. Kardano (1501-1576) boigan.
Maiumki, uning texnika sohasida “Kardan val” ni ixtiro qilishi va
matematikada esa uchinchi darajali tenglamalami yechish uchun topgan
“Kardano formulalari”, uni fan tarixida o‘chmas iz goldirganini bildiradi.
Dj. Kardano vafotidan keyin bosilgan “Qimor o'yinlari hagidagi kitob”
nomli asari bu o'yinning ishgibozlari uchun ajoyib qoilanma boiib
xizmat gilgan. Bu asrlarda kombinatorika g‘oyalaridan foydalanilgan va
bemalol aytish mumkinki, u ehtimollikning hozirgi zamonda ishlatiladigan
“klassik” ta'rifigajuda yaqin boigan.

1 Birinchi bosgich (XVII asr - XVIII asr boshi).

Juda ko‘pchilik matematiklar fikricha (xususan mashhur fransuz
matematigi P.Laplas), hozirgi zamon “ehtimolliklar nazariyasi’ning
yuzaga kelishi XVII asrda yashab ijod gilgan tanigli fransuz matematiklari
B.Paskal (1623-1662) va P.Ferma (1601-1665) orasida olib borilgan
“ehtimolliklar hisobi” nomi bilan mashhur boigan yozilmalardan
boshlanadi. Bu yozilmalar esa o‘sha davrda tanigli shaxs Anton Gotvaud
(kavaler de Mere, yozuvchi, targ‘ibotchi, 1607-1684) tomonidan
B.Paskalga qo'yilgan ba’zi savollarga asdslangan. Xususan, bu savollardan
birida maium biror sabab bilan gimor o'yini to‘xtatilsa, yutuglami ganday
tagsim etish kerakligi masalasi qo‘yiladi. Oxirgi jumlaga quyidagicha
aniglik kiritish mumkin. Aytaylik, A va B o'yinchilar kelishib olishdiki,
kim birinchi boiib 5 ta partiyada g‘olib boisa, unga o‘yinning hamma
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ganak (tikilgan pul) beriladi. Masalan, 1984-yilda shaxmat bo‘yicha jahon
chempionligi uchun o‘tkazilgan Karpov-Kasparov matchida kim birinchi
boiib 6 ta partiyani yutsa, chempion deb e’lon gilinishiga kelishib olingan.
Bunda, durrang natijalar hisobga olinmaydi va partiyalar soni
chegaralanmaydi.

Faraz gilaylik, o'yin ba’zi sababalarga ko‘ra majburiy ravishda, A
o'yinchi 4 ta yutuqga, B o'yinchi esa 3 ta yutuqga ega boigan holda
to‘xtatildi. (Eslatib o‘tilgan Karpov-Kasparov matchida 48 partiyadan
so‘ng Karpov 5 ta, Kasparov 3 ta yutugga ega boigan holatda Jahon
Shaxmat Federatsiyasi tomonidan to‘xtatilgan). To'xtatilgan o'yinda
umumiy ganakni ganday nisbatda boiinishi kerakligi hagidagi savol bilan
kavaler de Mere matematik B. Paskalga murojaat gilgani “tabiiy”
variantlardan biri sifatida 2:1 nisbati gabul gilinishi mumkin. Hagigatan
ham, o'yin davom ettirilsa golgan partiyalarda A o‘yinchi 1 marta yutishi
yetarli boiadi, B o'yinchi esa 2 marta yutishi kerak boiadi. Bundan 2:1
nisbatga kelamiz, ya'ni A o‘yinchi umumiy yutugning 2/3 gismini, B esa
1/3 gismini olishi kerak.

Lekin yutilgan partiyalar sonini hisobga oigan holda, 4:3 nisbat ham
“tabiiy” deb hisoblanishi mumkin. Eslatib o‘tilgan yozishmalarda B.Paskal
va P. Ferma keltirilgan har ikki nisbat ham noto‘g‘ri boiganligini, aslida
3:1 nisbat hagqoniy ekanligini isbotlab berilgan.

Kavaler de Merening savollariga bogiiq boigan ikkinchi bir masala
quyidagicha qo'yiladi: olti girrali o'yin kubigini 4 marta tashlaganda hech
boimaganda 1 ta 6 ragam tushishini yoki 2 o'yin kubigini 24 marta
tashlaganda (6,6) juftlikni hech boimaganda 1 marta yuzaga kelishi
hagigatga yaqinmi?

Bu savolga ham Paskal va Ferma to‘g‘ri javob topishgan. Birinchi
kombinatsiya ikkinchisiga nisbatan hagigatga yaqin, chunki birinchi
kombinatsiya yuzaga kelish ehtimolligi

ikkinchi kombinatsiya uchun esa, ehtimollik

keltirilgan javoblami olishda Paskal va Ferma qo'yilgan masalalarni
kombinatorikaga oid mulohazalar bilan yechishgan va bunda binomial
koeffitsiyentlardan tashkil topgan “Paskal uchburchagi” o‘zining amaliy
tadbiqgini topgan.

1657-yilda fanning ko'p sohalarida mashhur olim boigan
X.Gyuygensning (1629-1695) “Qimor o'yinlaridagi hisoblar hagida”
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kitobi bosmadan chiggan va u “ehtimollik hisobi” bo‘yicha birinchi
manbaa boiib xizmat gilgan. Bu kitobda ehtimollik tushunchasining
fundamental ta’rifi va ehtimolliklami hisoblash prinsiplari, ehtimolliklami
go‘shish va ko'paytirish formulalari keltirilgan. X.Gyuygensning kitobi
uzoq vaqt davomida “Elementar ehtimolliklar nazariyasi” boVicha asosiy
goilanma boigan.

Eslatib o‘tilgan davrda “ehtimolliklar nazariyasi’ning fan sifatida
shakllanishida ensiklopedik olim Yakob Bemullining (1654-1705) roli
juda ahamiyatli boigan. U tomonidan hozirgi zamon “ehtimolliklar
nazariyasi” ning klassik ta'rifi kiritilgan. Tabiatni matematik metodlar
bilan o‘rganishda juda ham muhim va Ya.Bemulli nomi bilan bogiangan
“Katta sonlar gonuni” ehtimolliklar nazariyasining amaliyotdagi
qoilanmalari asosida yotadi. Bu qonun ehtimolliklar nazariyasining
birinchi limit teoremalaridan hisoblanib, u Ya.Bernulli vafotidan so‘ng
1713-yilda “Farazlar san’ati” kitobida (jiyani N.Bemulli gatnashuvida)
chop etilgan. Buyuk ras matematiklaridan A.A.Markovning (1856-1921)
e'tirof etishicha Ya.Bemulli o‘zining 1704yil 20aprelda mashhur olim
G.Leybnitsga (1646-1716) yozgan xatida “katta sonlar hagidagi teorema”
unga ancha oldin maium boiganligini eslatib o‘tadi (qizigligi shundaki,
“katta sonlar gonuni” ilmiy termin sifatida 1835-yilda Puasson tomonidan
keltirilgan).

Mashhur  Bemullilar ~ sulolasidan  boigan  Daniil  Bemulli
(1667-1748) ehtimolliklar nazariyasida “Peterburg paradoksi” deb
ataluvchi muammoni hal gilgani bilan 0‘z nomini abadiylashtirgan (u ko‘p
yillar davomida Sankt-Peterburg shahrida yashab ijod gilgan). Bu
paradoksni hal qilish jarayonida tasodifiy sonlaming asosiy sonli
xarakteristikasi sifatida “ahlogiy kutilma” tushunchasidan foydalangan.
Qayd qilib o'tish zarurki, “Peterburg paradoksi” hozirgi zamon “Moliya va
sug‘urta  matematikasining”  birinchi ~ fundamental  modellaridan
hisoblanadi.

Ehtimolliklar  nazariyasining yuzaga kelishining ilk  davri
tabiatshunoslikni “matematikalashtirish” jarayoniga mos keladi. Aynan shu
davrda matematikada uzluksizlik, cheksiz katta va kichik migdorlar
konsepsiyalari shakllana boshladi. Shu davrga kelib 1.Nyuton (1642-1727)
va G.Leybnits bu konsepsiyalarga asoslangan holda, differensial va
integral hisobni yaratdilar. Maiumki, o‘rganilayotgan dinamik sistemaning
hozirgi holatga nisbatan kelgusidagi evolyutsiyasi differensial tenglamalar
orgali o‘rganiladi. Lekin deterministik xarakterga ega boimagan
sistemalarni o‘rganish uchun differensial tenglamalar nazariyasi yetarli
boimaydi. Tabiatshunoslikda ehtimolliklar nazariyasi nodeterministik
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sistemalami o‘rganishda juda ham muhim boiib, uning goilanishimi
tajribalami cheksiz marta takrorlash imkoniyatlari (tasodifiy migdorlar
ketma-ketligiga o‘tish) bilan bogiig boiadi.

2. Ikkinchi bosgich (XVII1 asr-X1IX asr boshi).

Bu davrda ehtimolliklar nazariyasini mustagil fan siCalida
rivojlantirish P.R. Monmor (1678-1719), A.Muavr (1667-1754), T.Mayes
(1702-1761), P.S.Laplas ((1749-1827), K.Gauss (1777-1855), S.Punsson
(1741 -1840) kabi mashhur matematiklaming ijodida namoyon boidi.

Yugorida keltirilgan (1-punktda) farglardan kelib chigadiki, biriiu hi
bosgich asosan falsafiy xususiyatga ega boiib, ehtimollik In'
nazariyasining predmeti va metodlari shakllanmagan edi. Ikkinchi bosgich
davomida bu fan muayyan matematika sifatida o‘zining analilik
metodlarini yaratib, uni matematik analiz elementlari bilan boyilib boidi
Bu bosgichda ehtimollik tushunchasi asosida amaliy sohalarda hisoblash
usullarini rivojlantirish zaruriyati yuzaga keladi.

Aynan shu davrda ehtimolliklar nazariyasi “gimor o'yinlari” kabi loi
soha doirasidan chigib, astronomik kuzatishlar, harbiy sohada (“<*q olish
nazariyasi”) va tajriba o‘tkazishlar bilan bogiiq boigan boshga aiimliy
yo‘nalishlarda tadqiq etila boshladi. Masalan, ehtimollik—statis(jk incloillai
asosida “xatoliklar nazariyasi” yuzaga keld.i.

Yugorida nomlari keltirilgan tanigli matematiklardan Moninoi wu
Muavrlar ijodlarida Ya.Bemullining “ehtimolliklarni hisoblash” Irnkiali
chuqur iz qoldirgan. Monmorning “Tasodifiy o'yinlamiii® anall/i
tajribalari” (1708 y.) kitobida turli o'yinlar uchun ro‘y berish mumkin
boigan imkoniyatlami hisoblash metodlari takomillashl irilj-.an

A.Muavr o‘zining ikki kitobida (“Hodisalar doktrinasi”, 1/1Sy,
“Analitik metodlar”, 1730-y.) ehtimollik nazariyasi uchun muhim liul jmii
“hodisalaming bogiigsizligi”, “matematik kutilma”, “shartli ohtimolhklai "
tushunchalarini chuqur tahlil etgan. Lekin, A.Muavr malcmaliluul.i
binomial tagsimot uchun normal approksimatsiya mavjud ikanhi'.im
isbotlagan teoremasi bilan mashhurdir. Bu teorema liagida quyidii
to‘xtalamiz.

Hech shubhasiz aytish mumkinki, ehtimolliklar nazariyasi tiiraqqiyoli
uchun mazkur bosgichda P.Laplas monumental shaxs hisoblaniuli, Unmr
1812yilda chop etilgan “Analitik ehtimollik nazariyasi” kilobi XIX ir,i
davomida ehtimolliklar nazariyasi bo‘yicha asosiy darslik bo lean i
bundan tashgari ehtimollik tushunchasining falsafiy asoslariga, bevo.iln
ehtimolliklarni hisoblashga, ehtimolliklar nazariyasini astronoimviida.
mexanika va matematik analiz masalalarida tadbiglariga oid hit im hin
asarlar yozgan. P.Laplas binomial tagsimotni normal qonun nig.ill
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yaqinlashtirish (approksimatsiyalash) hagidagi yuqorida eslatib o‘tilgan
A.Muavr teoremasini umumlashtirib qgolmasdan, uning yangi analitik
isbotini topdi. Bu teorema Muavr-Laplas nomi bilan atalib, XIX asr
matematikasida sharafli mavgelarga ega boidi. Muavr-Laplas
teoremasining nazariy va amaliy ahamiyatini oydinroq yoritish magsadida
uning hozirgi zamon ehtimolliklar nazariyasidagi ifodasini keltiramiz.
O'‘zaro bogiigsiz va bir xil Bernulli gonuni bilan tagsimlangan

tasodifiy migdorlar ketma-ketligini ko‘ramiz, ya’'ni har gandayj uchun
fl p ehtimollik bilan,
~  [OI-/? ehtimollik bilan, 7
boisin. Agar
S. =£+00e+&
deb belgilasak, P(Sn=k) ehtimollik quyidagi ma’noga ega. Aytaylik,
Bernulli sxemasida n ta takroriy tajribalar oikazilib, har bir tajribada biror

A hodisaning ro‘y berish yoki bermasligi kuzatilsin. Bu holda n ta tajribada
(kuzatishda) A hodisaning k marta ro‘y berish ehtimolligi

P(Sn=k) =CKPk(I-Pr k £=0,1,... 1)

Bu formulada p =P(A) - har bir tajribada A hodisaning ro‘y berish,
g=\ —p —r0'y bermaslik ehtimolliklaridir.

Agar biz 7=P(A) ehtimollik berilgan deb hisoblasak, P(Sn=k)

ehtimolliklami topish ehtimolliklar nazariyasining masalasi boiadi. Agarp
ehtimollik nomaium boisa, uni A hodisa ustidan kuzatishlar (tajribalar)
oikazish orgali aniglashga to‘g‘ri keladi, ya'ni oldingi masalaga nisbatan
teskari boigan masala yuzaga keladi. Aytilgan ma’'nodagi teskari
masalalar matematik statistikaning asosiy predmeti boiadi. 0 ‘z-0‘zidan

tushunarliki % migdor A hodisaning n ta tajribada ganchalik ko‘p ro‘y

berishlarini tavsiflaydi va uni A hodisaning chastotasi deyiladi.
Ya.Bemulli tomonidan isbotlangan va ehtimolliklar nazariyasining
katta sonlar gonuni deb ataluvchi limit teorema quyidagidan iborat.
1-teorema. Har qanda)/ s >0 uchun n-> o0 da
s

o opvVi 2
\n PV, (2)
Bu teoremaning ma’nosi yetarli darajadagi katta n lar uchun - ~p

boiadi degan xulosadan iborat.

248



Muavr-Laplas teoremasi (2) limit munosabatdagi ehtimollikni
baholash imkoniyatini beradi va u quyidagicha ifodalanadi.
2-teorema. Har ganday a<b hagiqiy sonlar uchun

®)

Bu tenglamaning simmetrik hol uchun (p=g=1/2) A.Muavr va
ixtiyoriy 0<p <1 uchun P.Laplas isbotlagan. (3) limit munosabatning o‘ng
tomonini {3 —O(at) ko‘rinishda yozish mumkin va bunda O(-) standart
normal tagsimot funksiyasi boiib,

)

Muavr-Laplas teoremasining tadbiqgi sifatida quyidagi misolni
ko'‘rish mumkin.

Rasmiy statistik ma’lumotlarga ko'ra o'g‘il bola tugilish ehtimolligi
0‘zgarmas p=0,512 ga teng. Aytaylik, 104 bola tugildi. Shu tugilgan
bolalardan o‘g‘il bolalar soni giz bolalar sonidan 200 ta ko‘p boiish
ehtimolligi topilsin.

Qo'yilgan masala bogiigsiz tajribalar Bemulli sxemasi doirasida
quyidagicha yechiladi. Féraz gilaylik mumkin 104 bogiigsiz tajribalar
ketma-ketligi bor («=i04) va undagi har bir tajribaning natijasi o‘g‘il yoki
giz bola tugilishidan iborat boiadi. Bogiigsiz tasodifiy miqdorlar ¢ lami
quyidagicha keltiramiz: =1, agary'-tugilgan bola o‘g'il boisa, ~ =0,
agar u giz bola boisa. U holda,

miqgdor ro‘yxatdan o‘tgan o‘g‘il bolalar sonini belgilaydi. Bu holda,
npg~0,25-\tf.
Topilishi kerak boigan ehtimollik 2-teoremaga asosan

P(Sn>5100) =I-P(<Sn<5100) =1-P

Eslatib o‘tamizki, cD(x) funksiyaning sonli giymatlari jadvali

ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistika bo'yicha yozilgan deyarli
hamma qoilanmalarda keltiriladi.
Agar
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formulani hisobga olsak, topilgan ehtimollikni (1) formula orgali hisoblash
deyarli mumkin emasligiga ishonch hosil gilamiz. Hagigatan ham,

p{s-=>5m)-
tenglik o'rinli boiib, yigindi ostidagi qo'shiluvchilami deyarli hisoblab
boimaydi.

Alohida gayd qilib oiish kerak boiadiki, Muavr-Laplas teoremasi
(1) formuladagi binomial tagsimot parametrlari n va p lar, «p-»o0
munosabatda boiganda (xususan, p fiksirlangan holda) samarali natijalar
beradi. Agar p =p(n) boiib va «—00da np—X (0</1<00) asimptotik
munosabat bajarilsa, Muavr-Laplas teoremasi 0‘miga Puasson teoremasini
ishlatishga to‘g‘ri keladi.

Muavr-Laplas  teoremasidan tasodifiy migdorlami  go‘shish
nazariyasi boshlandi degan fikmi oldinga sursak, hech ham xato gilmagan
boiamiz. Uning umumlashgan variantlari “ehtimolliklar nazariyasining
markaziy limit teoremalari” nomi bilan hozirgi zamon matematikasining
fundamental va amaliy jihatdan juda muhim yo‘nalishini tashkil giladi
(termin mashhur matematik D.Poya (1887-1985) tomonidan taklif
gilingan).

Shu davr davomida Bemulli tomonidan ilgari surilgan va
“ehtimollikning klassik ta'rifini” asoslaydigan “teng imkoniyatlilik”
prinsipidan chetlanish g‘oyalari ham yuzaga keldi. Buning natijasida
klassik sxemalarga mos kelmaydigan “noklassik tagsimotlar” mavjud
boiishi va ular nazariya va amaliyotda muhim rol o'ynashi kashf etildi.
Masalan, (4) formula bilan aniglanadigan normal tagsimot, Puasson
tagsimotlari shular jumlasidandir (eslatib o‘tamizki butun va manfiy
boimagan giymatlar gabul giladigan tasodifiy miqdor Puasson tagsimotiga
ega deyiladi, agar

1*
P{E=k)=~e\ X>0, k=01,..
boisa. Tushunarliki, ehtimollikning klassik ta'rifi darajasida bu tagsimotni
aniglab boimaydi).

“Noklassik tagsimotlar’ni boshga misoli sifatida “geometrik
ehtimolliklami” keltirish mumkin. Bu ehtimolliklar birinchi bor mashhur
naturalist 1.Nyutonda uchraydi (1665-y.). Bu ehtimolliklar Byuffonning
“ignalami tasodifiy tashlash” nomi bilan mashhur masalasida uchraydi.

250



Teng imkoniyatli bo‘lmagan tagsimotlar 1763-yilda topilgan Bayes
formulasi va unga bogiig boigan “toia ehtimollik” formulalarini asosini
tashkil giladi va ular “klassik sxemaning” juda tor ekanligini isbotlaydi. Bu
formulalar kelgusida matematik statistika masalalarida yangi yo‘nalish -
Bayes metodlarini yuzaga keltirdi.

Lekin aytib o‘tilgan taraqqgiyotlar (shu davrda erishilgan) ehtimollik
nazariyasini mustaqil fan darajasiga ko‘tara olmadilar, chunki bu davrda
ushbu fan nazariyasi uchun umumiy (abstrakt) konstruksiyalar yo‘q edi.
Ikkinchidan esa, shu davrda goilanilgan metodlar gimor o'yinlari, xatolik
nazariyasi, sodda sug‘urta, demografiyaning muayyan masalalarini yechish
doirasida chegaralanib golgan edi.

3. Uchinchi bosgich (XIX asming ikkinchi yarmi)

XIX asr ikkinchi yarmidan boshlab Sankt-Peterburg ehtimolliklar
nazariyasining umumiy muammolari bo‘yicha olib borilayotgan ilmiy
tadgiqotlarning  markaziga aylandi. P.L.Chebishev  (1821-1894),
A.A.Markov (1856-1921), A.M.Lyapunov (1857-1918) va boshga rus
matematiklari ehtimolliklar nazariyasini mustagil matematika fani sifatida
rivojlanishiga katta hissa go‘shdilar. Aynan shu olimlaming tadgiqotlari
natijasida ehtimolliklar nazariyasi “klassik sxema” doirasidan chiqdi.
Masalan, P.L.Chebishev tasodifiy migdorlar, matematik kutilma
tushunchalarini juda erldn his gilganini sezish giyin emas.

Bu davrgacha kashf gilingan katta sonlar gonuni, Muavr-Laplas
teoremasi fagat 2 ta giymat gabul giladigan tasodifiy migdorlar Icetma-
ketligiga tegishli edi, xolos (Bernulli sxemasi). P.L.Chebishev bu
teoremalarning tadbiq doiralarini kengaytirdi. Masalan, u katta sonlar
gonunini biror 0‘zgarmas son bilan tekis chegaralangan bogiigsiz tasodifiy
miqgdorlar ketma-ketligi uchun o‘rinli ekanligini isbot etdi. Uning shogirdi
A.AMarkov bu tadgigotni davom ettirib, katta sonlar gonuni o‘rinli
boiishi uchun kerak boiadigan yetarli va zaruriy shartlami topdi. Bu
tadgiqotlar davomida matematikaning boshga sohalarida ham muhim
ahamiyatga ega boigan Chebishev, Chebishev-Markov tengsizliklari isbot
etildi.

Katta sonlar gonunidan so‘ng P.L.Chebishev yuqorida keltirilgan
Muavr-Laplas teoremasining umumiy ko‘rinishi - markaziy limit
teoremaning juda keng tasodifiy migdorlar ketma-ketliklari sinfi uchun
o‘rinli boiish  muammolari bilan shug‘ullandi. Bu tadgigotlarda
P.L.Chebishev markaziy limit teoremasining o‘rinli boiishida ko‘p
goilaniladigan  “momentlar metodi”ni ishlab chiqdi. Bu metod
A.A.Markovning ishlaridan takomillashtirildi.
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Maiumki, “momentlar metodi”ni qoilanilishi, qo‘shiluvchi
bogiigsiz tasodifiy migdorlar uchun hamma tartibdagi momentlar mavjud
boiishligini tagozo giladi. P.L.Chebishevning shogirdlaridan biri A.M.
Lyapunov 0‘zi asos solgan analitik metod - xarakteristik funksiyalar
metodini qoilab, markaziy limit teorema o‘rinli boiishi uchun
go‘shiluvchi  bogiigsiz tasodifiy miqdorlarning atigi 2+8 (8 >0)
tartibdagi momentlari mavjudligi yetarli ekanligini isbotladi. Eslatib
o‘tamizki, A.M.Lyapunov ehtimolliklar nazariyasidan tashgari matematika
va mexanikaning boshga sohalarida ham juda sermahsul ish qgilgan.
Masalan, u hozirgi zamon fanidagi “turg‘unlik nazariyasiga” asos solganini
eslatib o'tish yetarli boiadi.

Bu davr oxirida A.A.Markov tomonidan bogiigsiz boimagan, ya'ni
bogiigli boigan tasodifiy migdorlar sxemasini Kiritilgani va o‘rganilgani
ehtimolliklar nazariyasida butunlay yangi konsepsiyasini yuzaga keltirdi.
Bu sxema “Markov prinsipi” deb ataladigan qoidaga bo‘ysunib, tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi ifoda etadigan fizik sistemaning “kelgusidagi”
evolutsiyasi fagat uning hozirgi holatiga bogiig boiishini tagozo giladi.
Pirovardida bu sxema tasodifiy migdorlarning “Markov zanjirlari” nomini
oldi va Markovning o'zi ikki giymatli “zanjirlar” uchun ergodik teorema
(katta sonlar gonunining gat’iy shakli) va markaziy limit teoremasi
(Muavr-Laplas teoremasining umumlashgani) oiinli ekanligini isbotladi.
A.A.Markovning bu ishlari hozirgi zamon ehtimolliklar naziriyasining
“Markov tasodifiy jarayonlari” yo‘nalishiga asos boidi.

Umuman, xulosa qilib aytish mumkinki, P.L.Chebishev,
A.A.Markov A.M.Lyapunovlaming yuqorida gisgacha izohlangan ishlari
(“Peterburg maktabi”) ehtimollik nazariyasining keyingi davrlardagi
rivojlanishiga mustahkam poydevor boiib xizmat gildi.

XIX asrning ikkinchi yarmida g‘arbiy Yevropada ham ehtimolliklar
nazariyasiga gizigish keskin yuksaldi. Bu gizigishning asosiy sabablari, bu
nazariyaning sof matematika tushunchalari orqali, statistik fizika va
endigina ro‘yobga chigayotgan matematik statistika masalalari bilan uzviy
ravishda bogiigligi bor ekanligida boidi. Shu davrda ko‘pchilik
matematiklarga ehtimolliklar nazariyasi mustaqil fan sifatida rivojlanish
uchun uni “klassik asoslardan” (ya’'ni elementar hodisalar soni chekli va
ulaming teng imkoniyatligi) qutulishi kerakligi tushunarli boidi.

Ayni shu davrda sof matematikaning o‘zida ham “ehtimollik”
tushunchasi bilan bogiiq boigan ulkan o‘zgarishlar ro‘y berdi. Masalan,
ehtimolliklar nazariyasidan juda yiroq boigan sonlar nazariyasida
ehtimolliklar tagsimotlari bilan bogiiq metodlami qoilash orgali giyin
masalalar hal qilindi. 1880 vyilda mashhur matematik A.Puankare
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(1854-1912) “Uch jism harakati” hagidagi giyin mexanik masalalami
yechishda tasodifiy xususiyatda boigan dinamik sistemalaming
“gaytalanish” xossalaridan foydalandi. Shu davrda “tasodifiy tanlash” kabi,
tushunchalarga murojaat ko‘payib bordi. Masalan, A.Puankare 1886yilda
chop etgan “Ehtimolliklar nazariyasi” kitobida “[0,1] oraligdan tasodifiy
ravishda tanlangan nugtaning ratsional songa mos kelishligi ganday
ehtimollik bilan ro'y beradi” kabi masalalarga ko‘p to‘xtalgan. 1888-yilda
astronom X.Gyulden (1841-1896) tomonidan yozilgan magolada,
A.Puankare go‘ygan bu masala, sayyoralar harakatlarining “turg‘unlik
boiishi yoki boimasligi” bilan bogiiq ekanligi ko‘rsatib o‘tilgan.

“Ehtimolliklar tagsimoti” tushunchalari va ular bilan bogiiq
metodlar XIX asming ikkinchi yarmida klassik fizikada va statistik
mexanikada keng qoilanila boshladi. Masalan, zarrachalaming molekular
harakati uchun “Maksvell tagsimoti” (J.Maksvell (1831-1879) mashhur
ingliz fizigi), L.Bolsman (1844-1906) tomonidan “o‘zgaruvchi o‘rta
giymatlar” va “ergodik” prinsiplarini kashf etilganini eslatib o‘tish yetarli
boiadi. Ehtimolliklar nazariyasi va uning metodlarini shu davrdagi
rivojlanishiga 1827-yilda “Braun harakati” (R.Braun (1773-1858) ingliz
botanigi) nomi bilan atalgan tasodifiy jarayonlami ochilganligi sezilarli
ravishda ta'sir etdi. Bu “harakat”ning matematik asoslari keyinroq
mashhur  fizik A.Eynshteyn (1879-1955) va uning shogirdi
M.Smoluxovskiy ishlarida Kkeltirildi. Braun jarayonlari (“harakatlari”)
A.Bekkeren  (1852-1908) tomonidan kashf etilgan jismlaming
radioaktivlik xossalarini o‘rganishda muhim rol o‘ynadi. 1900 yilda esa,
L.Bashale (1870-1946) “aksiyalaming giymatini” matematik usul bilan
aniglashda “Braun jarayonlari” dan foydalandi (eslatib o‘tish mumkinki,
hozirgi zamon moliya matematikasiga L.Bashalening shu ishlari asos
boidi).

Aytib o'tilganlardan kelib chigadild, yugorida keltirilgan va muhim
amaliy ahamiyatga ega boigan tasodifiy jarayonlaming mohiyatini
“klassik” konsepsiyaga asoslangan ehtimolliklar nazariyasi orqali
tushuntirib berish mumkin boimaydigan vaziyat yuzaga keldi. Aynan shu
davr oxirida sof matematikada to‘plamlar nazariyasini va u bilan bogiiq
ravishda “oichamlar nazariyasi” shakl topa boshladi. Bu yangi nazariyalar
yuqorida Kkeltirilgan va ehtimolliklar nazariyasini “boshi berk” ko‘chaga
olib kirgan vaziyatini bartaraf etishda muhim omil boiib xizmat qildi.
Bunda mashhur fransuz matematigi E.Borel (1871-1956) tomonidan
“oichovli to‘plamlar”, “to‘plamlarning oichovi” tushunchalari Kiritilishi
muhim ahamiyat kasb etdi. To‘plamlaming “Borel oichovlari”
matematikada muhim boigan uzunlik, yuza, hajm tushunchalarini begiyos
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umumlashtiradi. E.Borelning bu ishlarida tajribalaming elementar natijalari
ixtiyoriy to‘plam tashkil etishini hisobga oigan holda, bu tajribaning
matematik modelini qurish mumkinligiga asos solindi. Xususan, bu
modellar berilgan tajribaning cheksiz marta davom ettirish mumkinligi
hollari uchun ham mos keladi. Matematik nuqtayi nazardan oxirgi
xulosada to‘plamlar ustida sanogli sondagi birlashtirish (go‘shish) va
umumlashtirish (ko‘paytirish), pirovardida esa, limitga o‘tish amallarini
bajarish kerakligi e’tirof etiladi. Aytilganlardan tushunarliki, E.Borelning
ishlarida ehtimolliklar nazariyasi uchun butunlay yangi konseptual falsafiy
asos solindi. Ayni paytda bular XIX asming oxirlarida isbotlangan
“kuchaytirilgan katta sonlar gonuni” hagidagi teoremada namoyon boidi.
Bu teorema maium xossani ganoatlantiradigan hagigiy sonlar “ko‘pligi
yoki ozligi” hagida tasawur hosil qilish imkonini beradi va uni
quyidagicha izohlash mumkin:

Aytaylik, haqigiy son e [0,1] boiib,

0 =0,aja2..an.

bu sonning ikkilik sanoq sistemasidagi yoyilmasi boisin. Ya'ni har ganday
n uchun an=0 yoki 1. Agar vn(co) deb birinchi a,a2.a, gismida 1 ning
takrorlanishi chastotasini belgilasak, u holda

j©: v (fti) -> j/~j, kh>

to‘plamning “Borel oichovi” 1 ga teng boiadi yoki aksincha, bu xossani
ganoatlantirmaydigan o lar to‘plami uchun bu “oichov” 0 ga teng boiadi.
Bu teorema hozirgi zamon ehtimolliklar nazariyasida “Borelning
kuchaytirilgan sonlar gonuni” nomi bilan atalib yuqorida keltirilgan
Bernullining katta sonlar gonunini tubdan kuchaytirdi. Hagigatan ham,
Bemulli teoremasi har ganday s> 0 uchun

limb'll© : Nffiy-  >ejj=0
ekanligini e’tirof etsa, Borel teoremasi esa,
limi5 |9:supv$0)-1/2] =0

ekanligini tasdiglaydi.

Mashhur fransuz matematigi A.Lebeg (1875-1941) vyuqorida
izohlangan E.Borelning ishlarini davom ettirib, hagiqgiy funksiyalar
nazariyasida oichovli fazolar tushunchasini kiritib, ularda yangi integral
hisobini ixtiro qildi.

Xulosa qilib aytish mumkinki, Borelning oichovlar nazariyasi va
Lebegning abstrakt integral nazariyasi kelgusida ehtimollik tushunchasi
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bilan bogiig boigan matematik modellami o‘rganishda konseptual baza
boiib xizmat qildi.
4. To'‘rtinchi bosgich (XX asming boshi va o'rtasi)

XIX asr oxiriga kelib ehtimolliklar nazariyasining sof matematika
bilan munosabatlari aniq tus oldi. Bu esa ehtimolliklar nazariyasini
mustaqgil matematik fan sifatida aksiomatik asosda gayta qurish
muammolarini yuzaga keltirdi. Bu muammolar mashhur nemis matematigi
D.Gilbert (1862-1943) 1900-yil 8-avgust lcuni matematiklarining Parijda
o‘tgan Il jahon kongressida gilgan ma’ruzasida o'z aksini topdi. Qizig'i
shundaki, bu olamshumul ma’ruzada D.Gilbert ehtimollik nazariyasini
fizika fanlar gatoriga qo'yib, uni sof matematik nuqtayi nazardan asoslash
zarurligini ugtirib o‘tdi.

Ehtimolliklar nazariyasini matematik fan sifatida shakllanishining
toitinchi bosgichi - uni mantiq asosida mustaqil fan koiinishini olish
davri hisoblanadi.

D.Gilbert ma’ruzadan ko'p vaqt o‘tmasdan ehtimolliklar nazariyasini
to‘plamlar nazariyasi va oichovlar nazariyasi asosida
“matematikalashtirish” harakatlari boshlandi. Lekin bu harakatlaming
ko‘pchiligini muvaffagiyatli deb boimaydi.

XX asming o‘rtalariga kelib, anig’i 1933yilda mashhur matematik
A.N.Kolmogorov (1903-1987) tomonidan taklif gilingan askiomalar
sistemasi hozirgi zamon ehtimolliklar nazariyasining asosini tashkil
etganligini e’tirof etildi. A.N.Kolmogorov taklif gilgan konsepsiya sodda
va bir vagtning o‘zida mukammal xarakterga ega. U

{N,b,P)

ehtimollik fazosi tushunchasiga asoslanadi. Bu yerda fi - ixtiyoriy to‘plam
boiib, uning elementlari co lar (a s fi) elementar hodisalar sifatida gabul
gilinadi. $ esa, O bilan bogiiq hodisalar a -algebrasi. $ -sistema a-
algebra tashkil gilish shartlari (aksiomalari) va (fii?) oichovli fazoda
P(-) ehtimollik oichovi boiish shartlari (aksiomalari) birgalikda
Kolmogorov aksiomalar sistemasini tashkil giladi. Natijalami oldindan
aytish mumkin boimagan tajribalar uchun ehtimollik fazosi (M,$,P)
matematik asos boiib xizmat giladi (ushbu kitobning 1,4-8 ga garang).

0 ‘zbekistonda ehtimolliklar nazariyasi va matematik
statistika fani
Yuqorida keltirilgan ehtimolliklar nazariyasining shakllanishi va
rivojlanishi toitinchi davrida (XX arsning 30-yillaridan boshlab)
0 ‘zbekistonda ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistika sohasida
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butun dunyoga tanilgan ilmiy maktab yaratildi. Bu maktabning asoschilari,
shu sohaning yirik namoyondalari akademiklar Vsevolod Ivanovich
Romanovskiy (1879-1954), Toshmuhammad Alievich Sarimsoqov
(1915-1995), Sa’'di Hasanovich Sirojiddinov (1920-1988) edilar. Quyida
biz bu buyuk allomalar faoliyati hagida gisqa boisa ham maiumotlar
berishga harakat gilamiz.

V.1.Romanovskiy 1879-yil 5-dekabrida Qozogistonning Vemiy
(hozirgi Olma-ota) shahrida tugildi. Uning yoshlik vyillaridayoq
Romanovskiylar oilasi Toshkentga ko‘chib kelgan edi. U o‘rta maktabni
(anigrogi o'sha paytdagi real bilim yurtini) bitirgandan so‘ng Sanict-
Peterburg Universitetining fizika-matematika fakultetiga o‘gishga kiradi.
Universitetda unga mashhur rus matematigi Andrey Andreyvich Markov
(1856-1921) ustozlik gilgan. 1904yilda V.I.Romanovskiy universitetni
a'lo baholar bilan bitirgandan so‘ng, uni professorlik lavozimiga
tayyorlash uchun  magistraturaga gabul gilingan  (A.A.Markov
rahbarligida). V.I.Romanovskiyning ilmiy va pedagogik faoliyati Sankt-
Peterburg Universitetida privait-dotsentlik lavozimidan boshlangan.
(1906y). Keyinchalik u Varshavadagi rus Universitetida, Rostovning Don
Universitetida ishlagandan so‘ng, 1917yili Toshkentga qaytib keladi va
mahalliy gimnaziyalarda matematika va fizikadan dars beradi. 1918-yilda
Toshkentda bir gurah o‘zbek ziyolilarining tashabbusi bilan hozirgi Mirzo
Ulug‘bek nomidagi 0 ‘zbekiston Milliy universiteti ochildi va tez orada
V.1.Romanovskiy bu o‘quv maskanida faoliyat ko‘rsata boshladi.

V.1.Romanovskiy ko'p girrali olim boigan. Masalan, uning birinchi
dissertatsiyasi mexanikada ko‘p uchraydigan differensial tenglamalami
integrallash masalalariga bagishlangan. Lekin, u uchun ehtimolliklar
nazariyasi va matematik statistika asosiy mutaxassislik boigan desak, xato
gilmaymiz. U o‘zining ustozi A.A.Markov tomonidan kiritilgan “tasodifiy
migdorlami zanjir argoni” bogiig boiishligi tushunchasini umumlashtirdi
va aniglashtirdi. V.I.Romanovskiy XX asr boshida R.Frobuonis tomonidan
yaratilgan manfiy boimagan matritsalar nazariyasini kengaytirib, uni
Markov zanjirlariga tatbiq etdi. Bu ishlar hozirgi zamon ehtimolliklar
nazariyasida “Romanovskiyning matritsa metodlari” nomi bilan o'z
mavqgeyiga ega boidi.

V.I.Romanovskiy hagli ravishda “Matematik statistika” mustaqil
matematik fan sifatida shakllanishiga asos solgan olimlardan biri
hisoblanadi. Bu fikming isbotini bu sohada birinchi boiib rus tilida 1938
yilda Moskvada chop etilgan “Martematmnyeckas cratuctuka” Kitobi
(monografiya, 803 bet) V.I.Romanovskiy tomonidan yozilganligida ham
ko‘rish mumkin. Aynigsa bu kitob matematik statistika “soxta fan” deb
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hisoblanib, quvg‘in ostiga olingan paytda chop etilganini hisobga olsak, bu
olimning g‘oyaviy jihatdan mustahkam mavgeyini tanlaganligini inkor etib
boimaydi. Aytib o'tilganlar gatorida “Markov zanjirlari” bo'yicha
yozilgan birinchi raonografik asar ham V.l.Romanovskiy galamiga tegishli
ekanligini eslatib o‘tish kerak boiadi. (AnckpeTHble uenn MapkoBa.
Mocksa 1949, 507-bet).

V.1.LRomanovskiy matematik statistika metodlarini bevosita ishlab
chigarishda (texnikada, gishlog xo‘faligida) qoilash masalalariga juda
e'tibor qgilgan va bu sohadagi ishlami tartibga Kkeltirib, 1947yilda
«FlpUMeHeHNs  MaTeMaTUyecKol CTaTUCTUKM B OMbITHOM fAene» deb
atalgan kitob-tavsiyanomani yozgan.

V.1.Romanovskiy sermahsul ijodiy shaxs boiishi bilan bir gatorda,
mashhur pedagog ham boigan. U ko‘p yillar davomida talabalar uchun
matematika va mexanikaning turli sohalari bo‘yicha ma’ruzalar o‘gigan,
aspirant va yosh olimlaming ilmiy ishlariga rahbarlik gilgan. Mashhur
akademik olimlar T.N.Qori-Niyoziy, T.A.Sarimsoqov, S.X.Sirojiddinovlar
bu buyuk olimning shogirdlari boiganlar.

Akademik Toshmuhammad Aliyevich Sarimsoqov 1915-yil 7-
sentabrida Andijon viloyatining Shahrixon shahrida tugilgan. Bolalik va
o'smirlik yillari Qo‘gon shahrida oigan. T.A.Sarimsogovning ilmiy
faoliyati 0 ‘rta Osiyo Davlat universitetida (hozirgi Mirzo Ulug'bek
nomidagi 0 ‘zbekiston Milliy Universiteti) boshlangan. Dastlabki davrlarda
u ehtimolliklar nazariyasini matematik analiz masalalaridagi tatbiglari
bilan shug‘ullangan. Masalan, analizda Ico'p uchraydigan maxsus
ko‘phadlaming ildizlarini “tarqgoq yoki zieh” tagsimlanish hollari
T.A.Sarimsoqov tomonidan mukammal o‘rganilgan. Keyingi navbatlarda
esa ustozi V.l.Romanovskiyning Markov zanjirlarini matritsa usuli bilan
o‘rganish metodlarini kengaytirib umumlashtirishni va ularni holatlari
cheksiz (sanogli yoki kontinium) to‘plamni tashkil gilgan tasodifiy Markov
jarayonlarini o‘rganishga tatbiglari hagidagi muammolar T.A.Sarimsogov
uchun asosiy ilmiy mavzu boigan. Holatlari uzluksiz to‘plam ((a.b) oraliq)
boigan Markov zanjirlari uchun ehtimolliklar nazariyasining asosiy limit
teoremalari - markaziy limit teorema va takroriy logarifm gonunlari
o‘rinli boigan muammolari T.A.Sarimsogov tomonidan ilk bor
o‘rganilgan. Bu muammolami yechish jarayonida XX asming birinchi
yarmida L.Fredgolm yaratgan integral tenglamalar nazariyasini ehtimollik
nazariyasi uchun o‘ziga xos ko‘rinishda talgin etish mumkinligi isbotlandi.
Pirovardida esa bu ilmiy tadgigotlar holatlari kontinium to‘plamlar boigan
Markov jarayonlarini o‘rganish uchun “integral tenglamalar metodi”ni
yuzaga keltirishga olib keldi. Aytib o‘tilgan ilmiy natijalar
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T.A.Sarimsogovning 1954yilda Moskvada chop etilgan “OcHoBbl Teopuu
Mapkosckumx npoveccos” monografiyasida qayd etildi. Bu monografiya va
muallifning  tanigli ilmiy jumallardagi gator materiallari Markov
jarayonlarini o‘rganish va ulaming tatbiq etish sohalarida yangi istigbolli
yo‘nalishlar ochilishiga olib keldi.

0 ‘tgan asming 60-yillaridan boshlab T.A.Sarimsoqov rahbarligida
Toshkentda abstrakt fazolarda ehtimolliklar tagsimoti tushunchalari bilan
bogiiq boigan yangi matematik obyektlami o‘rganish ishlari boshlandi.
Bu yo'‘nalishda hozirgi zamon fimksional analizi uchun muhim boigan
“topologik yarim maydonlar” nazariyasi yaratildi. Bu yangi obyektlar
uchun o'ziga xos yaginlashish tushunchalari va ularga mos keladigan
integrallash amallari Kiritildi. Oldingi ehtimolliklar nazariyasidan fargli
ravishda bu ehtimolliklar fazolarida elementar hodisa, tasodifiy migdor
kabi so‘zlarga anig ma’no beradigan fizik tushunchalar topish imkoniyati
yuzaga keldi. Nazariy fizikaning muayyan masalalarida uchraydigan
jarayonlaming Gilbert fazolari uchun “kvant ehtimolliklar” matematik
modellari mukammal o‘rganildi. Eslatib o'tilgan tadgigotlar asosida 1985-
yilda T.A.Sarimsoqovning fundamental “BeefjeHne B KBaHTOBYO TEOPUIO
BeposTHocTeir” (Toshkent, “Fan”, 307-b) monografiyasi yaratildi.

0 ‘zbekistonda “Ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistika”
maktabining  yuzaga  kelishida  akademik  Sa’'di  Hasanovich
Sirojiddinovning faoliyati beqiyos hisoblanadi. S.X.Sirojiddinov 1920-yil
10-may kuni Qo‘qon shahrida tugilgan. 1942-yilda 0 ‘rta Osiyo Davlat
universiteti (hozirgi Mirzo Ulug'bek nomidagi 0 ‘zbekiston Milliy
Universiteti) a’lo baholar bilan bitirgandan so‘ng, 1945-yilgacha harbiy
injener-sinoptik  vazifasida ishlagan. 1947-yilda V.l.Romanovskiy
rahbarligida “Ermitning ko’p oichovli polinomlari” mavzusida kandidatlik
dissertatsiyasini himoya gilgan. Bu dissertatsiyada Ermit ko‘phadlarining
matemtik statistikadagi tatbiglariga bogiiq masalalar yechilgan. 1948-
yilda Toshkentda alcademiklar A.A.Kolmogorov, V.I.Romanovskiylarning
tashabbusi bilan ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistika bo'yicha
xalgaro anjuman o‘tkazilgan. Bu anjuman paytida yosh olim
S.X.Sirojiddinov mashhur matematik A.N.Kolmogorov diqgatiga sazovor
ilmiy ma’'mza qilgan. Anjuman oxirida A.N.Kolmogorov unga
doktorantura bo'yicha ilmiy rahbar boiishga rozilik bergan. Shunday qilib,
S.X.Sirojiddinov 1949-1952-yillar davomida Moskvadagi matematika
bo'yicha dunyoga mashhur ilmiy markaz - V.A.Steklov nomidagi
Matematika Institutida akademik A.N.Kolmogorov rahbarligida doktorant
boigan. 1953yilda shu instituming IImiy Kengashida “Bir jinsli Markov
zanjirlari uchun limit teoremalar” mavzusidagi doktorlik dissertatsiyasini
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himoya gilgan. Bu himoyaning juda muvaffaqqgiyatli o‘tganini mazkur
dissertatsiya bo‘yicha akademiklar Yu.V.Linnik, B.V.Gnedenko, M.V.
Smimovlar opponentlik vazifasini bajarganliklarida ham ko‘rish mumkin.
Hagigatdan ham bu dissertatsiyada birinchi boiib bogiigsiz tasodifiy
migdorlar uchun markaziy limit teoremasidagi goldiq hadning nolga
intilishi tartibi birjinsli Markov zanjirlari uchun ham bir xil boiishligi isbot
etilgan.

Bundan tashqgari oddiy Markov zanjirlari  A.N.Kolmogorov
tomonidan isbotlangan ko‘p oichovli lokal teoremaning qoldiq hadining
asimptotik  yoyilmasi  topildi. Bu natijalami olish jarayonida
S.X.Sirojiddinov stoxastik matritsalami spektral nazariyasini kashf etdi va
uni analitik metod-xarakteristik funksiyalar metodi bilan moslashtirdi.

1953 —4957-yillar davomida S.X.Sirojiddinov ustozi
A.N.Kolmogorovning tavsiyasi bilan Moskva Davlat universitetida
professorlik lavozimida ishladi. Bu davrda u tayyor sanoat mahsulot
sifatini statistik usullar bilan nazorat gilish, diskret tagsimotlaming o‘rta
giymatlari uchun «siljimaydigan» statistik baholar topish masalalari bilan
shug‘ullandi. Aynigsa, uzluksiz (vaqt bo‘yicha) Markov zanjirlari sxemasi
bo‘yicha bogiiqg boigan miqgdorlar yigindilarining tagsimotlari absolut
uzluksiz komponentaga ega boiishi hagidagi S.X.Sirojiddinov tomonidan
isbotlangan teorema mutaxassislarda katta gizigish uyg‘otdi. (Bu teorema
1958yil Edenburg shahrida boiib o‘tgan matematiklarning xalgaro
kongressida S.X.Sirojiddinovning ma’razasida keltirilgan). Moskva Davlat
universitetida ishlagan paytlarida S.X.Sirojiddinov ehtimolliklar nazariyasi
va matematik statistika bo'yicha yosh mutaxassislar tayyorlashga juda
katta e’'tibor bergan. 0 ‘zlarining ilmiy ishlari bilan shuhrat gozongan
professorial-  S.A.Ayvazyan, M.L.Meshalkinlar uning shogirdlari
boiganlar.

S.X.Sirojiddinovning Toshkentga gaytib kelgandan keyingi ilmiy va
jamoatchilik faoliyati 0 ‘zbekiston Fanlar Akademiyasi Matematika
instituti, Toshkent Davlat universiteti (hozirgi Mirzo Ulug‘bek nomidagi
0 ‘zbekiston Milliy Universiteti) bilan bogiiqdir. Shaxsan uning
tashabbusi bilan 0 ‘zbekistonda ehtimollik nazariyasi va matematik
statistikaning eng zamonaviy yo'nalishlari bo‘yicha ilmiy tadgiqot ishlari
boshlandi. Bular gatorida birinchi navbatda o‘zaro bogiigsiz tasodifiy
migdorlami  go‘shish  nazariyasi, tasodifiy jarayonlar  (xususan,
tarmoglanuvchi jarayonlar, ommaviy xizmat Kko'‘rsatish sxemalari,
statsionar jarayonlarning ekstremal masalalari), statistik baholaming
asimptotik xossalari kabi yo‘nalishlami sanab o‘tish lozim.
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Akademik S.X.Sirojiddinov 0 ‘zbekistonda ehtimolliklar nazariyasi
va matematik statistika bo'yicha yetuk mutaxassislar tayyorlash sohasida
ham jonbozlik ko‘rsatgan. Uning bevosita rahbarligida 60 tadan ko‘p
nomzodlik, 10 tadan ko'p doktorlik dissertatsiyalari himoya gilingan.
Bulardan tashgari ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistika bo‘yicha
mutaxassislaming Xalgaro Bernulli jamiyatining I-kongressi Toshkentda
(1986-y.) o'‘tkazilganligi va bu anjumanda SX.Sirojiddinov tashkiliy
go‘mita raisi bo‘lganligi olimlar xotirasida o‘chmas bo‘lib goladi.
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3-jadval.

Pk(X) =Ke x ning giymatlari (Puasson tagsimoti)

N k 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
X\

0 0,9048 0,8187 0,7408 0,6703 0,6065 0,5488 0,4966 0,4493 0,4066 0,3679
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8 0000 0009 0081 0298 0653 1033 1304 1396 1318 1126
9 0000 0002 0027 0132 0363 0688 1014 1241 1318 1251
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1 0600 0000 0000 0019 0082 0077 0452 0722 0970 1137
12 0000 0000 000 0006 0034 0113 0264 0481 0728 0946
13 0000 0000 0000 0002 0013 0052 0142 0296 0504 0729
14 0000 0000 0000 0001 0005 0022 0071 0169 0324 0521
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