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S O ‘Z B O S H I

„Algebra va m atem atik  analiz asoslari“ darsligi ikki q ism dan 
iborat b o ‘lib, akadem ik  litseylar va kasb-hunar kollejlari uchun 
m o ‘ljallangan ham da shu fan b o ‘yicha akademik litseylar va kasb- 
h u n a r  kollejlari o ‘quv rejasiga asosan, aniq fanlar y o ‘nalishi, 
tabiiy fanlar y o ‘nalishi, shuningdek, m atem atika  u m u m ta ’lim 
fani sifatida o‘rganiladigan guruhlaming „Algebra va matematik analiz 
asoslari“ kursining o ‘quv dasturidagi barcha materiallarni o ‘z 
ichiga oladi. Mualliflarning S am D U  akademik litseyida to ‘plagan 
ish tajribalari asosida yaratilgan ushbu darslikning 1 qismi sakkiz 
bobdan  iborat b o ‘lib, unda quyidagi m avzular yoritilgan:

— to ‘plam lar nazariyasi va m atem atik  mantiq elementlari;
— haqiqiy sonlar;
— kompleks sonlar va u lar ustida amallar;
— k o ‘phadlar;
— algebraik ifodalar;
— algebraik tenglamalar va tengsizliklar;
— funksiyalar;
— ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalar.
H ar  bir bob  paragraflarga, paragraflar esa bandlarga b o ‘- 

lingan.
M ateriallar bayonida mualliflar nazarida zarur deb hisob- 

langan o ‘rinlarda to ‘plam lar nazariyasi va m atem atik  mantiq ele­
m entlari tilidan foydalanilgan.

D a rs l ik n in g  ya ra t i l ish  ja r a y o n id a  o ‘z la r in in g  q im m atl i  
maslahatlarini ayamagan Sam D U  akademik litseyining matematika 
o 'qituvchilari R. Narzullayeva va F. Xo'jayevaga, Sam arqand vi- 
loyati Ishtixon tumani 21- o 'r ta  maktabning oliy toifali matematika 
o 'qituvchisi, O 'zbekiston Respublikasida xizmat ko 'rsatgan Xalq 
ta ’limi xodimi A. A. Nasimovga ham da uni nashrga tayyorlashda 
katta yordam  bergan I.H. Nasimovga o ‘z minnatdorchiligim izni 
bildiramiz.

M ualliflar
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I  b o b
TO PLAMLAR NAZARIYASI VA 

M ATEM ATIK M ANTIQ  ELEM ENTLARI

1- § . T o 6plam lar nazariyasin ing  
asosiy  tushunchalari

1. T o‘plam haqida tushuncha. T o ‘plam tushunchasi mate- 
m atikaning boshlangMch (ta 'riflanm aydigan) tushunchalaridan  
biridir. U chekli yoki cheksiz kokp obyektlar (narsalar, buyumlar, 
shaxslar va h.k.) ni birgalikda bir bu tun  deb qarash natijasida 
vujudga keladi.

M asalan, (Tzbekistondagi viloyatlar to 'p lam i;  viloyatdagi 
akadem ik litseylar to 'p lam i;  bu tun  sonlar to ‘plami; to ‘g‘ri chiziq 
kesmasidagi nuqtalar t o ‘plami; sinfdagi o kquvchilar t o ‘plami va 
hokazo. T o 'p lam ni tashkil etgan obyektlar lining elementlari de- 
yiladi.

T o ‘plamlar odatda lotin alifbosining bosh harflari bilan, uning 
elementlari esa shu alifboning kichik harflari bilan belgilanadi. 
Masalan, Л = {a, b, c, d )  yozuvi Л t o ‘plam  a, b, c, d  ele- 
m entlardan tashkil topganligini bildiradi.

xe lem ent X to‘plamga tegishliekanligi x  e X  ko‘rinishda, tegishli 
emas\ig\ esa x  gA'ko'rinishda belgilanadi.

Masalan, barcha natural sonlar to 'p lam i N  va 4, 5, д , к

sonlari uchun  4 e N ,  5eVV, ^  N , n  e N  m unosabatlar  o 'rinli.
Biz, asosan, yuqorida ko‘rsatilganidek buyum lar, narsalar 

to ‘plamlari bilan emas, balki sonli to ‘plamlar bilan shug‘ullanamiz. 
Sonli t o ‘plam deyilganda, barcha  elementlari sonlardan iborat 
bo ‘lgan har qanday t plam  tushuniladi. Bunga N -  natural sonlar 
t o ‘p la m i,  Z — b u tu n  s o n la r  t o ‘p la m i,  Q — r a ts io n a l  so n la r  
t o ‘plami, R — haqiqiy sonlar t o ‘plami misol b o ‘la oladi.

T o 'p lam  o ‘z elementlarining to 'liq  ro 'yxatini k o ‘rsatish yoki 
shu t plam ga tegishli b o lg a n  elem entlargina qanoatlantiradigan 
shart la r  sistemasini berish  bilan t o ‘liq an iq lan ish i  m um kin . 
T o ‘plamga tegishli bodgan elem entlargina qanoatlan tirad igan  
shartlar sistemasi shu to ‘plamning xarakteristikxossasi deb ataladi. 
4



B archa  x  e le m en t la r i  b i ro r  b xossaga ega b o ‘lgan to 'p la m  
X  = {x|Z?(x)} kabi yoziladi. Masalan, ratsional sonlar to 'p lam ini

Q = { r  \ r  = p  <zZ,q z N }  ko^inishda, ax2 + b x + c  = 0 kvadrat

tenglama ildizlari to ‘plamini esa {x | Z?x + c = 0} ko'rinishda 
yozish m um kin.

Elementlari soniga bog‘liq holda to ‘plamlar chekli va cheksiz 
to 'p lam larga  ajratiladi. Elementlari soni chekli b o ‘lgan t o ‘plam 
chekli to'plam, e lementlari soni cheksiz bo 'lgan t o ‘plam cheksiz 
to'plam  deyiladi.

1- m  i s о 1. Л = {x I x  e  M  > 7} to ‘plam 2 dan  katta b o ‘lgan 
barcha  natural sonlardan tuzilgan, ya ’ni A = {7>, 4, 5, 6 , 7, 8 , 
9, Bu to 'p lam  -  cheksiz to 'p lam dir.

Birorta ham  elem entga ega bo 'lm agan  to 'p lam  bo'sh to'plam  
deyiladi. Bo 'sh to 'p lam  0  orqali belgilanadi. Bo'sh to 'p lam  ham  
chekli to 'p lam  hisoblanadi.

2 - m i s о 1. x2+ 3 x + 2  = 0 tenglam aning ildizlari X = { - 2 \  
-1} chekli to 'p lam n i tashkil etadi. x2 + 3 x + 3  = 0 tenglam a esa 
haqiqiy ildizlarga ega emas, ya’ni uning haqiqiy yechimlar to 'plami 
0  dir.

Ayni bir xil e lem entlardan tuzilgan to 'p lam lar  teng to 'plamlar 
deyiladi.

3- m  i s о  1. X = { x \ x  e N ,  x  < 3} va Y= {x| ( x -  l ) ( x -  2 ) ( x -  
- 3 )  = 0} to 'p lam larn ing  ha r  biri faqat 1, 2, 3 sonlaridan t u ­
zilgan. Shuning uchun  bu to 'p lam la r  tengdir: X =  Y.

Agar В  to 'p la m n in g  ha r  bir e lem enti A to 'p la m n in g  ham  
e lem enti bo 'lsa , В  to 'p la m  A to 'p la m n in g  qism -to 'p lam i deyi­
ladi va В a  A ko 'r in ish ida  belgilanadi. Bunda 0  czA  va A a A  
hisoblanadi. Bu qism -\.o 'p\am \ar xosmas qism -to'plam lar deyiladi. 
A  t o 'p l a m n in g  qo lg an  b a rc h a  q i s m - to 'p la m la r i  xo s  q ism -  
t o ‘p lam lar dtydadx.  M asalan: /V с  Z<= Q a  R. Agar >4 = {3, 4, 5}, 
£ =  {x|x2 -  7 x +  12 = 0} bo 'lsa , В a  A  bo 'lad i .

4 - m i s o l .  v 4 - ik k i  xonali sonlar to 'p lam i,  5 - i k k i  xonali 
ju f t  son la r  to 'p la m i  bo 'ls in . H a r  b ir  ikki xonali ju f t  son A 
to 'p lam da ham  mavjud. Dem ak, В a  A.

A  = В bo 'lsa, Acz  B, B c z A v a  aksincha, Л c  B c z A  bo 'lsa, 
A = В  bo 'lishini tushunish qiyin emas.
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5- m i s o l .  A = { \ , 2 ,  3 , 4}, B = {\,  I , # ,  22 } b o ‘lsa ,

^  = {1, V9, 22 } = {1, 2, 3, 4} = /1 . Bundan ko‘rinadikil /1 с  5,

5  c  Л b o ‘ladi.
A'chekli to ‘plam elementlari sonini n ( X )  orqali belgilaymiz. 

к  ta elementli X to ‘plamni к elementli to ‘p/am  deb ataymiz.
6- m i s о 1. A'to 'plam 10 dan kichik tub sonlar to 'plam i bo'lsin: 

Af= {2; 3; 5; 7}. Dem ak, n ( X)  = 4.

(ЩР M a s h q l a r

1.1. O 'zbekiston Respublikasining Davlat gerbi qabul qilingan 
yilni ifodalovchi sonda qatnashgan raqamlar to 'plamini tuzing.

1.2. 5  = {10; 12 I ; 17,3; -  7; 136} to 'p lam  berilgan. Qaysi natural

sonlar bu to 'plam ga kiradi? Shu to 'plam ga tegishli bo 'lmagan 
uchta  son ayting. Javobni e ,  g belgilari yordam ida yozing.

1.3. S  to 'p lam  -3 ;  -2 ;  -1 ;  4 elem entlaridan tuzilgan. Shu t o 'p ­
lamni yozing. Shu sonlarga qaram a-qarsh i sonlarning 5, 
to 'p lam in i tuzing.

1.4. „B o 'sh  vaqtdan unum li foydalan" jumlasidagi harflar to 'p ­
lamini tuzing.

1.5. Quyidagi yozuvlarni o 'q ing  va ha r  bir to 'p lam n in g  ele- 
m entlarini ko'rsating:

a) £  = {x I x  e W, -1 < x < 5}; b) £  = {x | 5x = x -7};

d)(? =  {x |x (x  +  12) =  0 } ; q ) U  =  { x | x e  £ , x 2 =2};

f ) V  = {xIx g УУ,х2 <9}; ё )1Ғ = { х |х е Л Г ,х 2 <9}.

1.6. Quyidagi to 'p lam larni son o 'q ida  belgilang:

a) {x I x  g TV, x < 3}; b) {x | x  e  Z ,  - 2  < x  < 2};

d){x |x  e  £ , x  > 4,1}; е ) { х | х б £ ,  - 2 , 7 < x < l } ;

f ) { x I x € /?,x  < 6}; g ) { x |x G  5 ,  3 ,4 < x < 8 } ;

b ) { х | х е  £ ,  - 3 l < x < - l } ;  i ) { x |x 2 =4};

j) {x I (x2 -  l ) (x2 - 4 )  = 0}.



1.7. Quyidagi to ‘plam qaysi e lem entlardan tuzilgan:
a) 1 va 3 bilangina yoziladigan barcha uch xonali sonlar 

to ‘plami;
b) 1 , 3 , 5  raqam laridan  (faqat bir marta) foydalanib yo­

ziladigan barcha  uch  xonali sonlar to ‘plami;
d) raqam larining yig‘indisi 5 ga teng b o ‘lgan uch  xonali 

sonlar to ‘plami;
e) 100 dan kichik va oxirgi raqami 1 b o ‘lgan barcha natural 

sonlar to ‘plami?

1.8. Quyidagi t o ‘plam lardan qaysilari b o ‘sh t o ‘plam:
a) simmetriya markaziga ega b o ‘lmagan kvadratlar to ‘plami;
b) {x| x2 + 1 = 0 };
d )  {x| xe /? ,  I x |  = 3};
e) {x| xe /? , x3 = 1}?

1.9. Quyidagi to 'p lam ning  nega b o ‘sh to 'p lam  ekanligini tushun- 
tiring:

a) {x| x e N ,  * < - 1};
b) { x I x e N,  15 < x <  16};

d) {xIx g N,  x  = | } ;

e) { x |x  > 7, x  < 5}.

1.10. Tenglam aning haqiqiy ildizlari to 'p lam in i toping. Bu to 'p ­
lamlarning qaysilari bo 'sh  to 'p lam  ekanligini aniqlang:

a) 3x + 15 = 4(x -  8); b) 2x + 4 = 4;
d) 2(x -  5) = 3x; e) x2 -  4 = 0;
f) x2 + 16 = 0; g) (2x + 7)(x -  2) = 0.

1.11. Quyidagi to 'p la m  elem entlarini va e lem entlar  sonini k o 'r ­
sating:

a) {/, / ,  g}; b) {я}; d) {{a}}; e) 0 ; 0  {0 }; g) {{5, b}, 
{c, d}}', h) {{a, b, c}, a).

1.12. 5 ta  e lem enti bo r  bo 'lgan  to 'la m  tuzing.

1.13. 5 ta  natural son qatnashgan sonli to 'p lam  tuzing.

1.14. A = {a, b, c, d, e , f  g, k),  B ={ a ,  /, k],  C={Z), d, g, k,  /}, 
D ={ a ,  /} , E = { e , f ,  k,  g} to 'p lam lar  berilgan.
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a) Ularning qaysilari A  to kplam ning xoc q ism -to 'p lam i b o ' ­
ladi?

b) D to 'p lam  С  to 'p lam ning  q ism -to 'p lam im i?
d) В to 'p lam  qaysi to 'p lam ning  q ism -to 'p lam i bo'ladi?
e) n(A),  n ( B ) ,  /7( C ) ,  n(D) ,  n ( E )  son larn i o 's ish  ta r-  

tibidajoylashtiring.

1.15. A = {3, 6 , 9, 12} to 'p lam n in g  ba rcha  q ism -to 'p lam lar in i  
tuzing.

1.16. T o 'p lam lar  jufti berilgan:
a) /4 = {Navoiy, Bobur, Furqat, Nodirabegim} va 5  -  barcha 

shoir va shoiralar to 'p lam i;
b) C - q a v a r i q  to 'r tburchak lar  to 'p lam i va Z ) - t o ' r t b u r -  

chaklar to 'p lam i;
d) £ - S am arq an d  o lim lari  to 'p la m i ,  F - O 'z b e k i s t o n  

olimlari to 'p lam i;
e) / f —barcha  tub  son lar  to 'p la m i,  A /— m anfiy  son lar  

to'plami.
Juftlikdagi to 'p lam lardan  qaysi biri ikkinchisining qism- 
to 'p lam i bo'lishini aniqlang.

1.17. Quyidagi to 'p la m la r  u c h u n  A c z B  yoki В a  A m u n o -  
sabatlardan qaysi biri o'rinli:

a) A = {a, b, c, d}, B = { a ,  c, d}\
b) A = {a, b), B = { a ,  c, d}\
d) A = 0 ,  B = 0 ;
e) A = 0 ,  В  = {a, b, c};
0  A = 0 ,  B = { 0 } -
g) A = {{a}, a,  0 } ,  B={a}-,
h) A = {{a, />,}, {c, d}, c, d}, B = { { a ,  b}, c};
i) A = m ,  0}, B =  {0,{{O},O}}?

1.18. M unosabatning to 'g 'r i  yoki no to 'g 'r i  ekanligini aniqlang:

a) {1; 2} с  {{1; 2; 3}; {1; 3}; 1; 2};
b) {1; 2} € {{1; 2; 3}; {1; 3}; 1; 2};
d) {1; 3} с  {{1; 2; 3}; {1; 3}; 1; 2};
e) {1; 3} € {{1; 2; 3}; {1; 3}; 1; 2}.

1.19. Quyidagi to 'p lam la r  tengmi:

a) A = {2; 4; 6} va £ = { 6 ; 4; 2};



b) Л = {1; 2; 3} va 5 =  {1; 11; 111};
d) Л = {{1; 2}, {2; 3}} va Я = { 2 ;3 ;1 } ;

e) A = {V 25 6 ;V 8 l;V r6 }v a5  = {22;32;4 2}?

1.20. x =  {x| x2 -  5x + 6 = 0} va A {2; 3} to ‘plam lar haqida nima 
deyish m um kin?

2. To'plamlar ustida amallar. A  va 5  to 'plamlarning ikkalasida 
ham  mavjud bo 'lgan  x  elem entga shu to 'p lam larn ing  umum iy  
e le m en t i  deyiladi. Л va 5  to 'p la m la rn in g  kesishm asi (yoki 
k o ‘paytm asi)  deb , u la rn ing  b a rc h a  u m u m iy  e le m en t la r id an  
tuzilgan to 'plamga aytiladi. >4 va 5 to'plamlarning kesishmasi AC\B  
ko'rinishda belgilanadi: A{ ^ B=  {x| хеЛ  vaxe/?}. 1- rasmda E y l e r -  
Venn diagrammasi nomi bilan ataladigan chizm ada A  va В  shakl- 
larning kesishmasi ni beradi (chizm ada shtrixlab ko 'rsa-
tilgan).

/4 va 5  to 'p lam larn ing  birlashmasi (yoki y ig ‘indisi) deb, u lar­
ning kamida bittasida mavjud bo'lgan barcha elementlardan tuzilgan 
to 'p lam ga aytiladi. A va В  to 'p lam larn ing  birlashmasi A \J  В  
ko 'r in ishida belgilanadi: A \ j B  = {x | x g v 4 yoki x &B )  (2 - rasm).

A va В  to 'p lam larn ing  ayirmasi deb, A  ning В  da mavjud 
bo 'lm agan barcha elementlaridan tuzilgan to 'plam ga aytiladi. A va 
В  to 'p lam la rn ing  ayirmasi A \ B  ko 'r in ishda belgilanadi: A \B  = 
= {x I x e /!  v a x z B )  (3- rasm).

T  o p s h i r i q :  3- a rasm da ni ko'rsating.
Agar B e: A  bo 'lsa, A \ B  to 'p lam  В  to 'p lam ning to'ldiruvchisi

deyiladi va В '  yoki B ^  bilan belgilanadi (3- b rasm).
1 - m i s o l .  A = {a, b, c, d, e, / }  va 5 =  {b, d, e, g, h} t o 'p ­

lam lar berilgan. U larning kesishmasi, birlashmasini topam iz  va 
Eyler -  Venn diagram m asida talqin etamiz.

A OB A U B

1- rasm. 2- rasm.
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л\в
b)

3 -  rasm .

b, d, e e lementlari Ava.  В  to 'p lam la r  uchun  um um iy, shun- 
ga ko 'ra  A f ] B  ={b,  d, e}. Bu to 'p lam larn ing  birlashmasi esa 
A \ J В = {a, b, c, d, e, f ,  h) dan  iborat (4- a  rasm).

lamlarning kesishmasi, birlashmasi va ayirmasini topam iz. Bu-

( 4 - r a s m ) .  A { \ B  = {x\  - | < x < ^ } ,  A \ J B  = {x\  < x < 2 ) ,

Л \ - 8  = { х |  - | < x < - i } .

3-  m i s o l . /4 = {0; 2; 3}, C=  {0; 1; 2; 3; 4} to 'p lam la r  uchun  
A ' = C\>1 ni topam iz. A c  С  bo'lgani uchun  А '  = C \ A  = {\\  4} 
bo'ladi.

4-  m i s o l . Agar A c B  bo 'lsa ,  A ( j B  = В  bo 'l ish in i  isbot 
qilamiz.

I s b  o t .  /1 c  5 bo'lsin.
a) A \ J B  с  Brii  ko 'rsatamiz. x e A \ j B  bo'lsin. U holda x t A  

yoki x e  5  bo'ladi. Agar x e  A  bo 'lsa, A c  В  ekanidan  x e  В  ekani 
kelib chiqadi, ikkala holda ham  A \ J B  ning ha r  qanday  elementi 
В  ning ham  elementidir. Dem ak, A { j B c B \

2- m i s o l .  A = {x  \ - |  < x  < ^}, B = {x \ - 1  < x  < 2} to 'p -

ning uchun  sonlar o 'q ida  2 nuqtalarni belgilaymiz

b)
4-  rasm.



b) В ni k o ‘rsatamiz. х е ^  b o ‘lsin. U holda, t o ‘p- 
lamlar birlashmasining t a ’rifiga ko‘ra x e A { j B  b o ‘ladi. Demak, 
В  ning har qanday elem enti A { j B  ning ham  elementi b o ‘ladi, 
y a ’ni B a A [ j B .

Shunday  qilib, AV) В а  В , В  cz A \J В . Bu esa В = A{J В 
ekanini tasdiqlaydi.

T o ‘plam lar ustida bajariladigan amallarning xossalari sonlar 
ustida bajariladigan amallarning xossalariga o ‘xshash. H ar  qanday 
X, У va Z  t o ‘p lam lar uchun:

1) Z u y  = 7 U Z ;

Г)  ^ П Г  = Г П ^ ;

2) ( Z u y ) U Z  = A, U ( y u Z )  = ( Z U Z ) u r ;

2') ( Z  П У) П Z  = ( Z  П Z )  П У = Z  П (У П Z);

3) (Z  U У) П Z  = ( Z  D Z )  U (У П Z);

3') ( Z  n У) U z  = ( Z  u Z )  n (У U Z )  tengliklar bajariladi. 
Agar qaralayotgan t o kplam lar ayni bir U to ‘p lam ning qism- 

to ‘plamlari b o ‘lsa, U t o ‘plam  universa lto ‘p lam  deyiladi.
Uuniversal t o ‘p lam  q ism - to ‘plam larin ing kesishmasi, b ir ­

lashmasi, shuningdek, U  to ‘plam  ixtiyoriy q ism - to ‘plam ining 
to ‘ldiruvchisi ham  U ning qism t o ‘plami bo‘ladi. Biror Z t o ‘plam-

ning (/ga  toMdiruvchisini Z ^  yoki X '  shaklida belgilash mumkin.

T o ‘ldirish amalining ayrim xossalarim  k o ‘rsatib o ‘tamiz:
1) 0 ' =  (/, 2) ( / '  = 0 ,  3) ( Z ') '  = Z, 4) U dan olingan har 

q a n d a y  X  va. Y  t o ‘p l a m  u c h u n  ( Z ПУ) '  = Z ' U У ' ;
( z u y ) '  = z ' n y ' .

S h u n in g d e k ,  a g a r  X czY  b o ‘lsa, Z A Z  = Z ,  Z U Z  = У 
b o ‘lad i .  X u su sa n ,  0  с  Z  va Z Q  Z b o A g a n id a n ,  0 f l Z =  0 ,  
0 U Z = Z ,  z n z = z ,  Z U Z = Z  b o la d i .

5- m i s o l .  A = { \ ,  2, 3, 4}, B = { \ ,  3, 5}, C = { 1 ,  5, 9} 
t o ‘p lam lar  berilgan. / ) = { ! ,  2, 3, 4, 5, 9} t o ‘p lam  universal 
to ‘plam b o ‘ladimi? £ =  {1, 2, 3, 4, 5, 9, 15} va Л/= {1, 3, 4, 5, 9} 
to ‘plam lar-chi?
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A c z D ,  B c z D,  C c i D  b o ‘lgani uchun  D  to 'p lam  universal 
to 'p lam  bo 'ladi. Z) с  is bo 'lgani uchun  E  to 'p lam  ham  universal 
to 'p lam  bo 'ladi. B a  M,  Ccz M,  lekin A c t  M  bo 'lgani uchun M  
to 'p lam  universal to 'p lam  bo 'la  olmaydi.

1.21. M  = {36; 29; 15; 68 ; 27}, P = { 4 ;  15; 27; 47; 36; 90}, 

Q=  {90; 4; 47} to 'p la m la r  beri lgan . Л / П / , , MAC? ,  

P A Q ,  Л/ A .P A (? larni toping.

1.22. / 1 - 1 8  ning ha m m a  natural bo 'luvchilari to 'p lam i,  5 - 2 4  
ning ham m a natural bo 'luvchilari to 'p lam i. /1 A 5  to 'p lam  
elementlarini ko'rsating.

1.23. 5  ikki xonali natural sonlar to 'p lam i,  S  barcha  toq natural 
sonlar to 'p lam i bo'lsa, К  = P { ] S  to 'p lam ga qaysi sonlar 
kiradi?
a )  21 6 K\  b )  32 e £ ;  d )  7 e  K\  e )  \ 1  t  К  d e y is h  
to 'g 'rim i?

1 .24. „ M a te m a t ik a "  va „ g ra m m a t ik a "  so 'z la r id ag i  h a rf la r  
to 'p lam in i tuzing. Bu to 'p lam lar  kesishmasini toping.

1.25. 11; 5] va [3; 7] kesmalarning kesishmasini toping.

1.26. P= {a, b, c, d, e, / }  va E =  {a, g, z, e, k) to 'p lam la r  
birlashmasini toping.

1 .27. A = { n \ n e N ,  n < 5} va B =  {n \ n e N ,  n > 7 }  t o ' p l a m la r  
b i r l a s h m a s i n i  t o p i n g ,  a)  4 e / 1 U 5 ;  b)  - 3 € / Ш 5  ;
d) 6 e A \ j B  deyish to 'g ' r imi?

1 .28 . A gar a) A = { x \ x  = Sk,  k e Z } ,  5 = { x | x = 8 / - 4 ,  / e Z } ;
b) /1 = {x| x  = 6A:-1, k e Z } ,  5 = { x | x = 6 / + 4 ,  / e Z }  bo'lsa, 
v4U5 ni toping.

1.29. A = {2; 4; 6 ; 8 ; ... ; 40}, 5 =  {1; 3; 5; 7; ... ; 37}, C =  {{«; b}, 
{c; d\,  {e; / } ,  g, h) to 'p lam larn ing  har biridagi elem entlar  
sonini aniqlang. /1 U 5  da nechta  element mavjud?

1.30. A = {2; 3; 4; 5; 7; 10}, 5 = { 3 ;  5; 7; 9}, C = {4 ;  9; 11} 
bo'lsin. Quyidagi to 'p lam larda nechtadan elem ent mavjud:

a) / 1 U ( 5 U C ) ;  b ) ( C U 5 ) U / l ;  d)  / 1 A ( 5 U C ) ;
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е М и ( В П С ) ;  О Л П ( Я П С ) ;  g) В Г \ ( А и С ) ?

1.31. А = {х| - 5  < х <  10}, В =  {х |Х б М  3 < х <  15} b o ‘lsin. А \ В
В \  A  to ‘plam elementlarini toping.

1.32. Р -  ikki xonali natural sonlar to ‘plami, 0 - j u f t  natural 
sonlar t o ‘plami b o ‘lsin. P \ Q v a  ( ) \ / Ч о ‘р1ат1агш tuzing.

1.33. С va D kesishuvchi to ‘plam lar b o ‘lsin. Eyler -  Venn dia- 
gram m alari yordam ida C \D , D \C , (C \D )  и  ( D \ C )  larni 
tasvirlang.

1.34. N '  bilan natural sonlar t o ‘plami N  ning bu tun  sonlar 
t o ‘p lam i Z  ga t o lldiruvchisini belgilaymiz. Quyidagilar 
to ‘g‘rimi:
a) -4 g A ^ ';  b) O e N ' -  d) 13gW' ;
e) - 8 ^УУ'; f) -5 ,3g7V ';  g) O e N ' ?

1.35. A = { x \ x = 2 k + \ ,  k e Z }  t o ‘p lam ning  Z  t o ‘plam ga t o ‘l- 
diruvchisini toping.

1 .36 . Л = {x| x  = ЗА:, k e Z }  t o ‘p lam n in g  Z  t o ‘p lam ga t o ‘ldi- 
ruvchisini toping.

1.37. Agar Лез U, Bcz t / b o ‘Isa, quyidagi tengliklar o ‘rinli b o ‘- 
lishini isbotlang:

a) ( А и В ) '  = А ' П В ' , b) ( А П В ) ' = A V B ' .

1.38. Agar A to ‘plam  x2 -  7x + 6 = 0 tenglamaning yechimlari 
to ‘plami va 5  = {1; 6} b o ‘lsa, y4 = 5  bo‘lishini isbotlang.

1.39. A \ B  = A \  (АПВ) tenglikni isbotlang.

1.40. А П ( В \ А )  = 0  tenglikni isbotlang.

1.41. Acz U, В а  U, AftB=<Z> b o ‘lsin. Quyidagilarni E y le r -B e n n  
diagrammalari yordami bilan tasvirlang va ulardan tenglarini 
ko‘rsating:

1) {A'P\B) ' \  2) / т Я ' ;  Ъ) A  P\B\
4 ) у 4 и ^ ' ;  5) {A ' { j B ) ' \  6 ) A ' { j B ' .

1.42. a) M unosabatlarni isbot qiling:

1) { A U B ) \ B  = A-

2) {A \B )  U ( 5 \ Л )  = М и В ) \ ( А П 5 ) ;



3) А и ( Я П С )  =  М и Я )  П М и С ) ;
4) M U B ) \ C = ( A C ) U ( 5 \ C ) ;
Ь) Л va Я lar ( /  universal t o ‘plam ning q ism -to lplamlari. 

Isbot qiling:

1) (Л П 5 ) '  = Л ' и 5 ' ;  2 ) ( Л П Д ) = Л \ ( Л Л Я ' ) .
1.43. Ifodalarni soddalashtiring:

1) 5  П (A \JB )\  2) (Л Л 5 )  Л (Л 'Л 5 ) .

3. Т о‘р1ат elementlarining soni bilan bog‘liq ayrim masalalar.
T o ‘plam lar nazariyasining m uhim  qoidalaridan b i r i — jamlash 
qoidasidir. Bu qoida kesishmaydigan to 'p lam la r  birlashmasidagi 
e lem entlar  sonini topish imkonini beradi.

1 - 1 e о r e m a (jamlash qoidasi). Kesishmaydigan A va  В chekli 
to (plam larning ( 5 - rasm ) birlashm asidagi elem entlar soni A va 
В to'plam lar elem entlari sonlarining yig'indisiga teng:

I s b o t .  n(A) = k, n { B ) = m  b o ‘lib, Л t o ‘plam  a v  a2, ak 
e lem entlardan, 5 t o ‘plam esa b {, b2, ..., bm e lem entlardan  tashkil 
topgan b o ‘lsin.

Agar Л va 5  to 'p lam lar  kesishmasa, ularning birlashmasi я , ,  
a2, ak, b {, b2, bm e lem entlardan  tashkil topadi:

Л и Я = Ц ,  a k> b \ '  b 7 ' •••» b m}-

Bu to ‘plam da /:+  w ta  e lem ent mavjud, ya ’ni

n{A\ jB)  = n{A) + n{ В).

n { A { ) B )  = k  + m = n{A)  + n{B).

л

5- rasm. 6- rasm.
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Xuddi shu kabi, chekli sondagi A, B, F  juft-jufti bilan 
kesishmaydigan to ‘plam lar uchun  quyidagi tenglik t o ‘g ‘riligini 
isbotlash mumkin:

n(A{ jB\ j  ... \JF) = n(A) + n(B) + ... + n(F).

2 - t e o r e m a .  Ixtiyoriy A va  В  chekli to (plam lar uchun ushbu 
tenglik o (rinli:

n(Ai)B)  = n(A) + n(B) -  п(АПВ).  (1)

I s b o t .  Agar A( 1B = 0  b o ‘lsa, п (АПВ)  = 0 b o ‘lib, 1 - te o -  
remaga k o ‘ra (1) tenglik o ‘rinli. Agar А П В * 0  b o ‘lsa, u  holda 
А Ц В  to ‘plam ni uch ta  juft-jufti bilan kesishmaydigan t o ‘plam - 
larning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlash m um kin  (6 - rasm):

А и В = ( А \ ( А П В ) )  U ( 5 \ ( /1 П В ) )  и  (АПВ).  (2)

A \ ( A П В ) ,  В \ ( A П В ) у а А П В to ‘plamlardagi elementlari soni 
mos ravishda n ( A )  -  n ( А П В ) ,  n ( В )  -  n ( А П В ) ,  п ( А П В )  ga 
teng.

Jam lash qoidasiga ko‘ra, (2) tenglikdan
n ( A u B )  = ( n ( A )  -  л ( А П В ) )  + ( n ( B )  -  п ( А П В ) )  + 

+ п( АПВ)  = n(A) + n(B)  -  п (АПВ) ,  y a ‘ni (1) tenglik hosil b o ‘- 
ladi.

M a s a l a . 100 kishidan iborat sayyohlar guruhida 70 kishi 
ingliz tilini, 45 kishi fransuz tilini, 23 kishi esa ikkala tilni ham  
biladi. Sayyohlar guruhidagi necha kishi ingliz tilini ham , fransuz 
tilini ham  bilmaydi?

Y e c h i s h .  Berilgan guruhdagi ingliz tilini biladigan sayyohlar 
t o ‘plamini A bilan, fransuz tilini biladigan sayyohlar to ‘plamini 
5  bilan belgilaymiz. U holda ham  ingliz tilini, h am  fransuz tilini 
biladigan sayyohlar to ‘plami А П В  to ‘plam dan, shu ikki tildan 
hech b o ‘lmasa bittasini biladigan sayyohlar t o ‘plami esa A \ j B  
to ‘p lam dan iborat b o ‘ladi.

Shartga ko‘ra, n(A ) = 70, n ( B )  = 45, п ( А П В )  = 23. (1) teng- 
likka ko‘ra, л ( Л и Я )  = 70 + 45 -  23 = 92.

S hunday  qilib, 92 kishi ingliz va fransuz tillaridan hech 
b o ‘lmaganda bittasini biladi, 1 0 0 - 9 2  = 8 kishi esa ikkala tilni ham 
bilmaydi.
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M a s h q l a r

1.44. Sinfdagi bir necha o ‘quvchi m arka yig'dilar. 15 o ‘quvchi 
0 ‘zbekiston markalarini, 11 kishi che t  el m arkalarini, 6 
kishi ham  0 ‘zbekiston markalarini, ham  chet el markalarini 
yig‘di. Sinfda necha o'quvchi marka to'plagan?

1.45 . 32 o ‘quvch in ing  12 tasi voleybol seksiyasiga, 15 tasi 
basketbol seksiyasiga, 8 kishi esa ikkala seksiyaga ham  
qatnashadi. Sinfdagi necha o ‘quvchi hech bir seksiyaga 
qatnashm aydi?

1.46. 30 o ‘quvchidan 18 tasi m atem atikaga, 17 tasi esa fizikaga 
qiziqadi. Ikkala fanga ham  qiziqadigan o ‘quvchilar soni nechta 
boMishi m um kin? (К  о ‘ r s a t m a. Ikkala fanga ham  qiziq- 
maydigan o ‘quvchilar soni A:e {0, 1, 2, 3, 12}).

1.47. 100 odam dan  iborat sayyohlar guruhida 10 kishi nemis 
tilini ham , fransuz tilini ham  bilmaydi, 75 tasi nemis tilini, 
83 tasi esa fransuz tilini biladi. Ikkala tilni ham  biladigan 
sayyohlar sonini toping.

1.48. 26 o ‘quvchining 14 tasi shaxmatga, 16 tasi shashkaga qizi­
qa d i .  H a m  sh a sh k a g a ,  h a m  s h a x m a tg a  q iz iq a d ig a n  
o ‘quvchilar nechta?

2 - § . M atem atik  m antiq elem entlari

M atem atik  m antiq  m atem atikaning bir b o ‘limi b o ‘lib, unda 
,,m ulohaza“ lar va ular ustidagi mantiqiy am allar o ‘rganiladi.

Chin yoki yo lg lon\\%\ haqida fikr yuritish m um kin  bo 'lgan 
har qanday darak gap mulohaza  deyiladi. M ulohazalar  ustida 
ba ja r ilad igan  m an tiq iy  am a l la r  m axsus belg ilar  y o rd am id a  
ifodalanadi. Bu belgilar hozirgi zam on  m atematikasining barcha 
bo ‘limlarida qo‘llaniladi.

Bu belgilar quyidagilardir:
1) => -  agar ... b o ‘lsa, u holda ... b o ‘ladi,

Q - a g a r  P  bo 'lsa, Q b o ‘ladi (P  dan  Q kelib chiqadi);
2) <=> -  teng kuchlilik,
P  Q -  P  va Q teng kuchli (P  dan Q  kelib chiqadi va 

aksincha);
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3) v  -  dizyunksiya („yoki“ amali);
4) л  — konyunksiya („va“ amali);
5) V -  ixtiyoriy, barcha, har qanday;
6) 3 -  shunday, mavjud;
1) t  — mavjud emas.
Bu amallarni (belgilarni) q o ‘llashga doir  misollar keltiramiz.
P  = {a soni 15 ga b o ‘linadi} va 0  = {a soni 5 ga b o ‘linadi} 

mulohazalari quyidagicha boglangan :
P  m ulohazaning  chinligidan Q m ulohazaning chinligi kelib 

chiqadi. Mulohazalarning bunday bog‘lanishi mantiqiy kelib chiqish 
deyiladi va => belgi yordam ida yoziladi: P=>Q.

Bu yerda „a soni 15 ga b o ‘linadi“ sharti a sonining 5 ga b o ‘- 
linishi uchun  yetarlid'iv. Shu bilan birga, „a soni 5 ga b o ‘linadi“ 
sharti uning 15 ga b o ‘linishi uchun yetarli emas, u zaruriy shartdir 
xolos, chunki a soni 5 ga b o ‘linmasa, uning 15 ga bo‘linishi mumkin 
emas.

U m u m a n ,  P  m u lohazan ing  chinlig idan Q m ulohazan ing  
chinligi kelib chiqsa {P=>Q), P  m ulohaza  Q  m ulohaza  uchun  
yetarli shart va Q m ulohaza  P  m ulohaza  uchun  zaruriy shart 
deyiladi.

Agar Л =>Z? va В =>Л b o ‘lsa, В  m ulohaza  Л m ulohaza uchun 
zaruriy va yetarli shartdir. Bu esa quyidagicha yoziladi: Л <=>£. 
„<=>“ — m antiq iy  teng kuchlilik belgisidir.

Л -  „a soni juft son“ mulohazasi b o ‘lsin.
В — „о2 -  juft so n “ m ulohazasi b o ‘lsin.
Bu m ulohazalar teng kuchli mulohazalar b o la d i ,  ya’ni A  <=>5.
Boshqacha aytganda, sonning kvadrati juft son bo ‘lishi uchun 

sonning o ‘zi juft b o i is h i  zarur va yetarli.
Biror A  m ulohazaning  inkori deb, A chin b o ig a n d a  yolg'or^, 

A  yolg‘on  b o ‘lganda esa chin b o ‘ladigan mulohazaga aytiladi va A 
bilan belgilanadi.

A — „yetti -  m urakkab so n “ , u holda ~A „yetti -  m u- 
rakkab son em as“ . Bu yerda A -  yolg‘on , A -  chin mulohazadir.

A va. В  m u lohazala rn ing  dizyunksiyasi deb, A va В  m u- 
lohazalardan kamida bittasi chin b o ‘lganda chin b o ‘ladigan yangi 
mulohazaga aytiladi v a A w  В  bilan belgilanadi.

M asalan, A -  „6 • 4 = 24“ , 5  = „6 • 4 = 25“ b o ‘lsa, A w В 
m ulohaza „6 • 4 k o ‘paytma 24 yoki 25 ga teng“ .

172 — Algebra, I qism A l i s h e r  N a v c i y  
n o m i d a g i  

O 'z b e k i s t o n  M K



/4 va 5  m u lo h a z a la rn in g  konyunks iyas i  d eb , bu ikkala  
m u lo h a z a  h a m  c h i n  b o ‘lgandag ina  c h in  b o ‘lad igan  yangi 
mulohazaga aytiladi va >4 л  5  bilan belgilanadi.

Masalan, С -  „13 soni toq va tubd ir“ mulohazasi quyidagi 
ikkita m ulohazaning konyunksiyasidir. A — „13 soni — to q “ , 
£ - „ 1 3  soni — tub“ . Dem ak, C= A a  B.

Matematik mulohazalarni yuqoridagi belgilar yordamida ifoda 
etishga doir  misollar keltiramiz.

1 - m i s o l .  A g a r  a > b  va  b > c  b o ‘lsa ,  a > c  b o ‘lad i .  
{a> b) A { b >  c) => {a> c).

2- m  i s о 1. у > Z)bo‘lsa, a + c> b + с b o ‘ladi. (a> b)=> (a + c> 
> b + c).

3- m i s o l .  a = 0 yoki b = 0  bo lsa ,  ab = 0 bo'ladi va aksincha, 
ab = 0 bo'lsa, a = 0 yoki b = 0 bo'ladi. (ab = 0) <=> ((a = 0 ) v ( b  = 0 )).

4- m i s o l .  f l > 0 v a £ > 0  bo'lsa, a b > 0  bo'ladi. ( я > 0) л  
A ( b > 0 )  => (ab > 0).

5- m i s o l .  Ixtiyoriy x  haqiqiy son uchun  | x | > x. V xe/?: 
|x I > x.

6- m i s o l .  Ixtiyoriy д > 0  son uchun , shunday  x e R  son 
mavjudki, x 2 = a bo 'ladi, y a ’ni V t f > 0 ,  3 x e R : x 2=a.

Jumlalarni yuqoridagi belgilar yordam ida yozing.
1.49. Ixtiyoriy a > 0  uchun , yfa = x  tenglik o 'rinli bo 'ladigan x  

haqiqiy son mavjud bo'ladi.

1.50. о < 0 va Z? > 0 bo'lsa, a b < 0  bo'ladi.

1.51. H ar qanday  a, b haqiqiy sonlar uchun  a +  b = b + a  bo'ladi.

1.52. Agar a  butun son 9 ga bo 'linsa, u holda bu son 3 ga ham  
bo'linadi.

1.53. 2 ga ham, 3 ga ham bo'linadigan butun son 6 ga ham bo'linadi 
va aksincha, 6 ga bo 'linadigan butun  son 2 ga ham , 3 ga 
ham  bo'linadi.

1. 54 .  A g a r  a 2 + b2 + c 2 = 0 b o ' l s a ,  a = b = c = 0 b o ' l a d i  va 
aksincha, a = b = c = 0 bo'lsa, я 2 + Z>2 + c2 = 0 bo'ladi.
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1.55. Ixtiyoriy natural son n  ni olmaylik, n = 2 k -  1 yoki n = 2k  
boMadigan к natural son mavjud b o ‘ladi.

1.56. Ixtiyoriy n  natural son uchun  л2 + Ar3e /V  b o ‘ladi.

1.57. Ixtiyoriy n, к  natural sonlari uchun л2 -A 3 soni butun son 
bo‘ladi.

1.58. a < 0  b o ‘lsa, x2 = л tenglik to ‘g lri boMadigan haqiqiy x  son 
mavjud emas.

Takrorlashga doir mashqlar

1.59. T o lp lam lar kesishmasini va birlashmasini toping. Eyler — 
Venn diagrammasi yordam ida grafik talqin qiling.

a) A=  {5, 6 , 7, 8 , 9, 10}, B={S ,  9, 10, 11};

b) A = { x \ x =  2л, n e N} ,  B=  { x | x =  л е /V};

d) A -  { x \ x =  5л, n e N] ,  B= { x \ x = 2 n ,  n e N } ’,

e) A = { x \ x =  ^  , n e N} ,  B= { x \ x =  ^ , neN} .

1.60. Pv a  Q to 'p lam la r  kesishmasi va birlashmasini sonlar to 'g 'ri  
chizig'ida tasvirlang:

a) P = { x |  y < x <>/8 }, Q= {x| j j < x <  3,2};

b) P =  {x\  - l < x < | } ,  Q= { x \  J 2 < x <  Yj } \

d) P = { x \  }, Q = { x \  ^ < x <  f };

e) P = { x \  • j y S x < y } ,  Q = { x \  J 2 < x <  10}.

1.61. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

a) A \ j В = В Uv4;
b) ( A [ J B ) \ J C  = A  П ( B  U C ) ;
d) Agar /4 с  В bo 'lsa , A { ) B  = A\

e) /1 U 0  = 0 ;
f )  A[}A = A.
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1.62. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

a) АГ\В= В ПЛ;
b) ( А П В ) П С  = Af ] ( B  ПС ) ;
d) А ПА  = А;
e) А П 0  = 0 .

1 .6 3 .  ( А П В )  U С  = ( А и  С ) П ( В и  С ) t engl i k  t o lp l a ml a r n i  
ko‘paytirish amalining to'plamlarni qo'shish amaliga nisbatan 
distributivlik xossasi ni, ( А и В ) П С  = ( А П С )  П ( В П С )  
tenglik esa to 'p lam larni qo 'shish amalining to 'p lam larni 
ko'paytirish amaliga nisbatan distributivlik xossasini ifodalaydi. 
Bu xossalarni isbotlang.

1.64. Ayirish va to 'ld ir ish  am allar in ing  quyidagi xossalarini 
isbotlang ( A c  В, В с  C, C c  U deb hisoblang):
a) А' ПА = 0 ;  e ) 0 ' = C ;
b) A'(JA = U\ f )  C '  = 0 ;
d) ( А П В ) ’ = Л ' 1) # ' ;  g) (A \B  ) \ C = A \ ( B ( ) C ) .

1.65. 0 ,  U, П, с  belgilardan foydalanib, to 'p lam la r  orasidagi 
m unosabatni yozing:

a) J ,  = { -5 ;  6 }, X2 = { x | x e Z , - 5  < x < 6 },
= { x | x e Z , -  5 < x <  6 },

Xa = {x \ x z Q , - 5  < x<6},
b) A =  {1; 3; 5; 7 } , /? = {!; 5; 7};
d) Л = {{0}; 1; 3}, 5  = {1; 3};
q) A = 0 ,  В = {к, /, m};
0  Л = {x, y, z), В = [у, z, x};
g) Л = {0}, В = 0 ;
h) A = {{x}, x, 0 } ,  {x};
i) Л = {{1; 3}; {2; 4}; 2; 4 } , / ? = { { ! ;  3}, 2}; 
j)  Л = {{3}, 3, 0 } ,  5 = 0 .

1.66. а) Л = {2я -  1 I ziGiV}, В = {4n + 1 | n e N ) ,  С = {3n + 
+ 1 I n e N }  bo'lsin. Ushbu to 'p lam larn i toping:
1) А П В ;  2) АПС;  3) АПВПС,  4) ( Л П Д ) и С ;
b) quyidagi m unosabatlar  to 'g 'rim i:
1) {a, c ) c { { a ,  b, c}, {a, c}, a, by,
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2) {я, b, с) €  {{я, 6 , с, </}, {я, с}, а, Ь};
3) {1, 2, 3} с= {{1, 2, 3, 4}, {1; 3}, 1, 2}?

1.67. a) sonli to ‘plam larni toping:

1) {(-1)й- 1|/1е М ;  2) { l - ( - l ) « . 2|AzeM;
b) agar A = {-2; -1 ;  0; 1; 2; 3; 4; 5}, В  = {3; 4; 5; 6}, 
С = {-3; -2 ;  - 1 ;  0; 2; 3}, 7) = {2; 3; 4; 5; 6 ; 7},
M  = {5 < x  -  10 < 12 I x e N ] ,  К  = {x + 10 < 30 |xeW} 
b o ‘lsa, quyidagi to ‘plamlar elementlarini k o ‘rsatib yozing:

1) M u ^ ) f i ( C u / ) ) ;  2 ) ( Л П В П С ) и ^ ;

3) ( Л П 5 )и (С П 2 ))и А / ;  4) ( Л и С ) П ( Л и Я );

5) ( -в \Л )и (Л \5 ) ;  

7) л т м

6) Z)b U(C\Z)); 

8) M U M
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I I  b o b  
H A Q IQ IY  S O N L A R

1- § . N atural sonlar

1. Tub va murakkab sonlar. Narsalarni sanashda ishlatiladigan 
sonlar natural sonlar deyiladi. Barcha natural sonlar hosil qilgan 
cheksiz to ‘plam Ahar f i  bilan belgilanadi: А = { 1, 2 , n, ...}.

N atura l sonlar to ‘plam ida eng katta son (element) mavjud 
emas, lekin eng kichik son (element) mavjud, u 1 soni. 1 soni 
faqat 1 ta boluvchiga ega (1 ning o ‘zi). 1 dan boshqa barcha natural 
sonlar kamida ikkita b o ‘luvchiga ega (sonning o ‘zi va 1).

1 dan  va o ‘zidan boshqa natural bo luvch iga  ega b o lm a g a n  1 
dan  katta natural son tub son deyiladi. Masalan, 2, 3, 5, 7, 11, 
13, 17, 19 sonlar 20 dan  kichik b o lg a n  barcha tub sonlardir. 1 
dan va o ‘zidan boshqa natural bo luvch iga  ega b o lg a n  1 dan katta 
natural son m urakkab son deyiladi. M asalan, 4, 6 , 8 , 9, 10, 
12, 14, 15, 16, 18 sonlar 20 dan kichik b o ig a n  barcha murakkab 
sonlardir.

Tub va murakkab sonlarga berilgan t a ’riflardan 1 soni na tub, 
na m urakkab son ekanligi m a ’lum  bo'ladi. Bunday xossaga ega 
natural son faqat 1 ning o'zidir.

N a t u r a l  s o n l a r n i n g  a y r i m  x o s s a l a r i n i  
q a r a y  m  i z .

1- x o s s a .  H ar qanday  p > 1 natural sonining 1 ga teng 
bo 'lm agan  bo'luvchilarining eng kichigi tub son bo'ladi.

I s b о t . /7 > 1 natural sonning 1 ga teng bo 'lm agan eng kichik 
bo'luvchisi q bo'lsin. Uni m urakkab son deb faraz qilaylik. U 
holda murakkab sonning ta ’rifiga ko 'ra , q soni \ < q x < q  shartga 
bo'ysunuvchi </, bo'luvchiga ega bo 'lad i va soni p  ning ham 
bo'luvchisi bo 'ladi. Bunday bo'lishi esa m um kin  emas. Dem ak, 
q — tub son.

2- x о s s a. Murakkab p  sonining 1 dan  katta eng kichik b o ' ­

luvchisi Vp dan  katta bo 'lm agan tub sondir.
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I s b o t . / ? — m urakkab son, q esa uning 1 dan  farqli eng 
kichik boNuvchisi b o ‘lsin. U holda p = q ■ (bunda q x b o ‘linma) 
va ^, > <7 b o ‘la d ig a n  q { n a t u r a l  so n  m av ju d  b o ‘lad i .  Bu 
munosabatlardan p = q ■ q ^ > q  • q yoki yfp > q n \  olamiz. 1 - xossaga 
k o ‘ra q soni tub  sondir.

3- x о s s a (Yevklid teoremasi). Tub sonlar cheksiz k o ‘pdir.
I s b o t .  Barcha tub sonlar n  ta  va ular q v  q2, ..., qn son ­

laridan iborat b o ‘lsin deb faraz qilaylik. U holda b = q x - q2 - ... ■ qn+ 
+ 1 soni m urakkab son b o ‘ladi, chunki q ]} q2, ..., qn sonlardan 
boshqa tub son y o ‘q (farazga ko‘ra). b ning 1 ga teng b o ‘lmagan 
eng kichik b o ‘luvchisi q b o ‘lsin. 1- xossaga ko‘ra, q tub son va 
q v  q2, ..., qn sonlarining birortasidan iborat. b va q X' q2 - ... • qn 
sonlarining ha r  biri q ga b o ‘linganligi uchun  1 soni ham  q ga 
b o ‘linadi. Bundan, q=  1 ekanligi kelib chiqadi. Bu esa ^  ^  1 
ekanligiga zid. Farazim iz n o to ‘g ‘ri. D em ak, tub sonlar cheksiz 
ko ‘p.

Biror n sonidan katta b o im a g a n  tub sonlar jadvalini tuzishda 
Eratosfen g'alviri deb ataladigan oddiy usuldan foydalanadilar. 
l in in g  m ohiyati bilan tanishamiz. Ushbu:

1 , 2 , 3 , . . . , «  (1)

sonlarini olaylik.
( 1) ning 1 dan  katta birinchi soni 2 ; u faqat 1 ga va o ‘ziga 

boNinadi, dem ak, 2 tub son. ( 1) da 2 ni qoldirib, uning karralisi 
bo 'lg an  h a m m a  m urakkab  sonlarni o ‘chiram iz; 2 dan  keyin 
turuvchi o ‘chirilm agan son 3; u 2 ga b o i in m ay d i ,  dem ak, 3 
faqat 1 ga va o ‘ziga b o ‘linadi, shuning uchun  u tub son. (1) da 3 ni 
qoldirib, unga karrali bo 'lgan  h a m m a  sonlarni o 'ch iram iz; 3 dan 
keyin turuvchi o 'chirilmagan birinchi son 5 dir; u  na 2 ga va na 3 ga 
bo'linadi. Dem ak, 5 faqat 1 ga va o 'ziga bo'linadi, shuning uchun 
u  tub  son bo 'lad i  va h.k.

Agar p  tub son bo 'lib , p  dan  kichik tub sonlarga bo 'linadigan 
barcha  sonlar yuqoridagi usul bilan o 'chirilgan bo'lsa, p 1 dan 
kichik barcha  o 'ch ir i lm ay  qolgan sonlar tub son bo'ladi.

H aqiqatan , bunda  p 2 dan  kichik har bir m urakkab a son, 
o 'z in ing  eng kichik tub boMuvchisining karralisi bo'lgani uchun  
o 'chirilgan bo'ladi. Shunday qilib:
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a) tub son p  ga b o ‘linadigan sonlarni o ‘chirishni p2 dan  
boshlash kerak;

b) n dan  katta b o im a g a n  tub sonlar jadvalini tuzish, Vaz 
dan  katta  b o im a g a n  tub  sonlarga b o l in u v c h ila r in i  o ‘chirib  
b o l in g a n d a n  keyin tugallanadi.

1- m i s o l .  827 sonining eng kichik tub boluvchis in i toping.

Y e c h i s h .  V827 dan kichik b o lg a n  tub  sonlar 2 , 3, 5, 
7, 11, 13, 17, 19, 23 ekanligini aniqlab, 827 ni shu sonlarga 
b o l ib  chiqam iz. 827 u sonlarning hech qaysisiga bo lin m ay d i ,  
bundan  827 ning tub son ekanligi kelib chiqadi.

2- m i s o l .  15 va 50 sonlari orasida joylashgan tub sonlarni 
aniqlang.

Y e c h i s h .  15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 
26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 
41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50 sonlarni olib, 2, 3, 5, 
7 ga karrali sonlarning tagiga chizamiz. 17, 19, 23, 29, 31, 37, 
41, 47 sonlari izlangan tub sonlardir.

N atural sonlar qatorida tub sonlar turlicha taqsimlangan. 
B a’zan q o ‘shni tub  son la r  b ir-b ir idan  2 gagina farq qiladi, 
masalan, 11 va 13, 101 va 103 va hokazo. Bu sonlar egizak tub 
sonlar  deyiladi. Egizak tub son lar  t o ‘p lam in ing  chekli yoki 
cheksizligi hozirgacha no m a’lum.

Hisoblash mashinalari yordami bilan juda  katta tub sonlar 
topilgan. Masalan, 25000 xonali 286243 -  1 son tub sondir.

T ub  son lar  haqidagi ko‘p m a ’lum otla r  ju d a  katta  sonlar 
uchun  tekshirilgan, lekin isbotlangan emas. M asalan, istalgan 
juft sonni ikki tub sonning ayirmasi (masalan, 14=  127 -  113, 
20 = 907 -  887 va hokazo) ko 'r in ishida yozish m um kinm i yoki 
y o ‘qm i, buni biz bilmaymiz. H ar  qanday  juft son uchun  bunday 
tasvirlanishlar cheksiz ko‘p b o lad i ,  deyilgan taxminlar ham  bor.

1- t e o r e  m a  (arifmetikaning asosiy teoremasi). H ar qanday  
m u rakkab  son tub son lar k o (p a y tm a sig a  y o y ila d i va ag a r  
k o ‘paytuvchilarning yozilish tartib i nazarga olinmasa, bu yoyilm a  
yagonadir.

I s b o t .  o, -  murakkab son, q ] esa uning eng kichik tub 
boluvchisi bo'lsin. o, ni q] ga bo'lamiz: я, = <?, • a2 (a2< a ,).



Agar a2 tub son b o ‘lsa, o, son tub ko‘paytuvchilarga yoyil- 
gan b o la d i .  Aks holda, a2 ni o ‘zining eng kichik tub b o ‘luvchisi 
q2 ga bo'lamiz:

a2 = Ql ‘ < ° 2^-

Agar я3 tub  son bo 'lsa, a x = q x q2 - a2 bo 'ladi. q x, q 2, a} son ­
lari tub sonlar bo 'lgani uchun , я, soni tub ko'paytuvchilarga 
yoyilgan bo'ladi. Agar я3 murakkab son bo'lsa, yuqoridagi jarayon 
davom  ettiriladi.

я, > я 2> я 3 > • • • ekanligidan ko'rinadiki, bir necha  qadam - 
d a n  s o 'n g  a l b a t t a  a n tu b  s o n i  h o s i l  b o ' l a d i  va  a x soni  
a { = q { - q2 - ... • an shaklni oladi. Dem ak, ha r  qanday  natural son 
tub ko'paytuvchilarga yoyiladi.

a soni ikki xil ko 'rinishdagi tub ko 'paytuvchilar yoyilmasiga 
ega bo 'lad i ,  deb faraz qilaylik:

a=P\  / у  (2)

a =q \  - qr ... ■ qn. (3)

U holda

Q\ 4 r - Q„ = P i P i ~ - P i c  W
(4) tenglikning ikki tom onida  hech bo 'lm aganda bittadan tub 

son topiladiki, u  sonlar bir-biriga teng bo 'ladi. p x = q x deb faraz 
qilaylik. T eng likn ing  ikkala tom on in i  p x = q { ga qisqartirsak  
q2 •... • qn = p 2 - ... • pk bo'ladi. Bu tenglik ustida ham yuqoridagidak 
m ulohaza  yuritsak, t jy  ... ■ qn = p 2 - ... • / ^ b o ' l a d i  va hokazo. Bu
jarayonni davom  ettirsak, n -  1 qadam dan  so 'ng 1 = pn+x ■... • pk
tenglikni olamiz. Bundan pn + x = 1, ..., p k = 1 ekanligi kelib 
chiqadi. Dem ak, yoyilma yagona ekan.

a sonini tub ko'paytuvchilarga yoyishda b a ’zi ko 'paytuvchilar 
takrorlanishi m um kin . q2, ..., qn ko 'paytuvchilarning takror-  
l a n i s h l a r i n i  m o s  r a v is h d a  a ,  (3, ..., у o r q a l i  b e lg i la s a k ,  

a = q\ 'Я2 ' ••• ‘ /̂7 hosil bo 'ladi. Bu a sonining kanonikyoyilm a-  
sidir. Masalan,

105840 =  24 • 33 • 5 • 72.
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Natural sonlarning kanonik  yoyilmasidan foydalanib, uning 
boMuvchilarini va bo lu v ch ila r  sonini topish mumkin.

2 - t e o r e m a .  a n a tu ra l son in in g  k an on ik  y o y ilm a s i
a = /?,a| ■ p j 2 ... ■ p^n b o llsin. U holda a ning har qanday b o ‘-
luvchisi d  = p f 1 ■ p^1 • ... p^n k o (rinishda bo4adi, bunda 0 й {3^

й a k ( k  = \ , n ) .
I s b o t .  о soni dga. bo‘linsin. a = d q .\J  holda a  ning ham m a tub 

b o ‘luvchilari mavjud va u larn ing  dara ja lari  d  n ing kanonik  
yoyilmasidagi darajalaridan kichik boMmaydi. Shunga ko‘ra, d

bo ‘luvchi ^  = Pp1 ■ / f 2 • ... ■ tfnn yoyilmaga ega va a  ning d  ga 
bo ‘linishi ayon.

Misol tariqasida 48 ning boMuvchilarini topaylik. 48 =  24 • 3 
boMganligidan, uning boMuvchilari quyidagicha topiladi: 2° • 3°, 
2 1 - 3°, 22 • 3°, 23 • 3°, 24 • 3°, 2° • 3 1, 22 • З 1, 23 • 3 1, 24 • 31, 2' • 3 1.

a natural sonining natural boMuvchilari soni x{a) bilan belgi- 
lanadi.

3- t e o r e m a .  Agar a natural sonining kanonik yoyilm asi

a = P \ l ■ P i 2 Pnn b o 4 s a ,  x(a)  = ( a ,  + l ) ( a 2 + \ ) . . . ( a n+ 1) 
tenglik o ‘rin li bo4adi.

I s b o t .  2- teorem agaasosan  a = p“l ■ p*2 • ... • sonining 

har birboMuvchisi / f 1 - /^ 2 • ... pj)'' ko‘rinishda boMadi. p, ifoda 
0; 1; 2; ...; a ,  qiymatlarni qabul qiladi. Shu kabi p 2 ifoda a 2+ 1 ta 
qiymatni qabul qiladi va hokazo. p , ,  p 2, ... , p /; q iymatlarning 
ixtiyoriy kombinatsiyasi a sonining biror boMuvchisini aniqlaydi.

P p  p2, ... , p z; qiymatlarning m um kin  boMgan kombinatsi- 
yalarining va demak, a ning natural boMuvchilarining soni ( a ,  + 
+ l ) ( a 2 + 1) ... ( an + 1) ga teng.

Ba’zi hollarda natural son boMuvchilarining yigMndisini topishga 
to‘g‘ri keladi. Bunday hollarda, natural son boMuvchilarining yigMndisi

^ a l + l _ l  p a 2 + l - \  />a * + l - l
6(a)  ni hisoblash formulasi 8(a )  =-^-— г-  • — r™

P\ ~l p2 1 pk~
dan foydalanish mumkin.

3- m i s o l .  20 ning boMuvchilari sonini va boMuvchilari 
yigMndisini toping.
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Y e c h i s h .  20 = 22 • 5 1 b o ‘lgani sababli, 20 ning boluvchilari  
soni t (20) = (2 + 1)(1 +  1) =  6 , boluvchilarin ing yig‘indisi esa

5 ( 2 ° )  =  2 ^ 1 .  ^  =  7 . 6  =  4 2

bo‘ladi.

M  a s h q 1 а г

A:e A^soniga b o ‘linadigan barcha  natural sonlar to ‘plamini Ak 
bilan belgilaymiz [2.1 -  2.7].

2 .1 . Tasdiq to ‘g‘rimi:
a) 2 e  Л3; 0 2 5  г  A5; j) 15 342 749 e  Д,;
b) 2 e  v44; g)36 g  A 2', к) 15 342 724 e Л4;
d) 6 e  v45; h)4\  e  A3-, 1) 15 342 824 e Л8;
e) 11 e  A9; i)422 г  ^ 9; m) 4 343 242 g Л ,,  ?

2 .2 . 11 • 12 • 13 - 14 • 15 • 16 soni A2, A 3, Л4, A 5, A6, A 7, A&, A9, 
A w , A u  to ‘plam larning qaysilariga tegishli?

2 .3 . \ 2 3 4 . . . S - 9 £ A k b o ‘lsa, A: = 2431 b o ‘lishi m um kin- 
mi?
A: g  {15; 18} b o ‘lishi m um kinm i?

2 .4 . 3 • 5 • 7 g  A k b o ‘lsa, к  ning qabul qilishi m um kin  b o ‘lgan
barcha qiymatlarini toping.

2 .5 . A 2f]A6, А 2Г\А3, А3Г\А5 larni toping.
2 .6 . A 2\ j A3 = A6 tenglik to ‘gkrimi?
2 .7 . a E A 3, a E A^ b o ‘lsa, a + b e  A 7 b o ‘lishi m um kinm i?
2 .8 . Sonlarni tub ko‘paytuvchilarga ajrating:

10; 100; 1 000; 10 000; 100 000; 1 000 000. Q anday
xulosaga kelish m um kin?

2 .9 . Sonlarni tub k o ‘paytuvchilarga ajrating:
250; 300; 340; 3 700; 48 950; 4 725 000.

2.10. Sonlarni kanonik shaklda yozing:
j)  946; n) 13 860;
к) 1 001; o) 2 431;
1)3 125; p) 6 783;
m) 4 500; q) 36 363.
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2.11. Sonlarni kanonik shaklda yozing:

a) 2 • 32 • 24 • 62; 0  18 - 18 - 15 -5; j) 152- 17 -213;
b) 4• 5 • 7 • 9; g) 1 7 - 1 9 - 2 5 ;  k)273 - l l  -34;
d ) 3 - 5 - 7 - 1 1 ;  h) 34 • 43 • 53; 1) 33 - 34 ■ 432;
e) 13 13-27; i) 312- 33 • 372 - 39; m) 117 • 118 ■ 1192

2.12. Quyidagilarni toping:
a)  t(81 ) ,  6(81); 0  t( 2 3 - 6 ■ 7);
b) t(91) ,  6(91) ;  g) t (2 3 • 32 • 5);
d) x(400); h) x(l 1 • 13 • 17);
e) т(680); i) t(1 9 2 - 23 • 29).

2.13. Quyidagilarni toping:
a) t (5 1 2 ) ,  6(512); f) t ( 4 2 6 - 15);
b) t( 1 0 01) ,  6(1 001 ) ;  g) t( 1 3 - 1 0 0  -55);
d) x(13 860) ,  6(13 860) ;  h) t(121 - 1 12);
e) t(13 800) ,  6(13 800);  i) т(144 - l l 3).

2. Eng katta umumiy boMuvchi. Eng kichik umumiy karrali. 
Yevklid algoritmi. a, b <= N  sonlarning har biri b o ‘linadigan son 
shu sonlarning um um iy b o ‘luvchisi deyiladi. Masalan, a = 12; 
6 = 1 4  b o ‘lsin. Bu sonlarning um um iy  boMuvchilari 1; 2 boMadi.

a, b E N  sonlar um um iy  boMuvchilarining eng kattasi shu 
sonlarning eng katta umum iy bo ‘luvchisi deyiladi va В (a, b) orqali 
belgilanadi.

M asalan, £ ( 1 2 ;  14) = 2.
Agar B{a\  b)=  1 boMsa, a b son lar  o ‘zaro tub sonlar  

deyiladi.
Masalan, £ (1 6 ;  21) = 1 boMgani u c h u n  16 va 21 o ‘zaro  tub 

sonlardir.
a, b E N  sonlarning umum iy karralisi deb, a ga ham , b ga 

ham  boMinuvchi natural songa aytiladi.
я va 6 sonlarning um um iy  karralisi ichida eng kichigi mavjud 

boMib, u о va 6 sonlarining eng kichik umum iy karralisi deyiladi va 
K{a\ b) orqali belgilanadi.

M asalan, / f ( 6 ; 8 ) = 24.
N atural sonlarning kanonik  yoyilmalari bir nechta  sonning 

eng katta um um iy boMuvchi va eng kichik um um iy  karralilarini 
topishda ham  qoMlaniladi.
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a, b v a  с sonlari berilgan b o ‘lib,

a  = />?■ • / ? ’ j- ... A = / f ' - ^ 2 - ...

va с = p p  ■ p j2 ■ ... ■ pi"

b o ‘lsin. tk deb a k, p^va yk laming eng kichik qiymatini, sk deb a k, 

p^va  чк larning eng katta  qiymatini olaylik. U holda:

B{a, b, c) = p} • /?'2 • ... • />'” ; Z>, c) = p?  • ^  • ... • psnn

bolad i.

M i s o l .  126 = 2 ■ 32 - 7, 540 = 22 • 33 ■ 5 va 6 3 0 =  2 - 3 2 - 5 . 7  
b o ‘lgani uchun

5 (1 2 6 ;  540; 630) = 2 - 3 2 = 18,
ЛГ (126; 540; 630) = 22 ■ З3 ■ 5 • 7 = 3780 larga ega bo 'lam iz.

£ e  W va о > Z) b o ‘lsin. U holda a va b sonlari uchun 
a = bq + r (0 < r <  b) tenglik o ‘rinli b o ‘ladigan q e  N , r & N  son­
lari mavjud va q, r  sonlari bir qiymatli aniqlanadi.

1- t e o r e m a .  Agar a ^ .b  b o ‘lib, a = bq + r  (0 <, r  < b) b o ‘l-  
sa, a va b sonlarining barcha umum iy b o (luvchilari b va r  
sonlarining ham  umumiy boMuvchilari boMadi va, aksincha, a = 
= bq + r  ( 0 < , r < b )  boMsa, b va r  sonlarining barcha umumiy 
boMuvchilari a v a b  sonlarining ham umumiy boMuvchilari boMadi.

I s b o t .  a = bq + r  b o ‘lib, с soni a va b sonlarining biror 
um um iy  b o ‘luvchisi b o ‘lsin.

r  = a - b q  b o ‘lganligidan r  ham  с ga b o ‘linadi, ya ’ni с soni b 
va r  sonlarining um um iy  b o ‘luvchisi. Aksincha, c '  soni b va r 
sonlarining um um iy  b o ‘luvchisi b o ‘lsin, unda а = bq + r  ham  c'  
ga b o ‘linadi, y a ’ni c'  soni a v a  b sonlarining um um iy  boMuvchisi. 
Shunday qilib, a v a  b ning um um iy  boMuvchisi bir xil ekan.

N  a t  ij а: а = bq + r  boMsa, B(a; b) = B(b; r) boMadi.
Isbotlangan teo rem a  va uning natijasi asosida, B(a\ b) ni 

topishning Yevklid algoritmi deb ataluvchi quyidagi usuliga ega 
boMamiz.

a, b e  N,  a >  b boMsin. о ni Z?ga qoldiqli boMamiz: 

a = bqx + r2, 0 < < Z).
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Agar /*2 = 0 b o ‘lsa, B(a\ b) = b boMadi. r ,  * 0 boMsa, natijaga 
k o ‘ra B(a-, b) = B(b; r2) (1) boMadi.

b ni r2ga qoldiqli boMamiz:
b = r2q2 + / 3, 0 < /*3 < r2.

Agar /*3 = 0 boMsa, В (a; b) = В (b, r2) = r: boMadi. boMsa, 
natijaga k o ‘ra В (a- b) = B {b \ r2)=  B (r 2, r3) (2) boMadi.

r2 ni r3ga qoldiqli boMamiz:
r2 = r2q3 + r4, 0 < /4 < ry

Agar /4 = 0 boMsa, B(a\ b) = B(b; /*-,) = В (r2; r}) = /3 boMadi. 
/*4 ^ 0  boMsa, natijaga ko‘ra B(a\ b) = B(b\ r2) = B{r2, /*3) = B{r2, rA) 
boMadi va yuqoridagi jarayonni davom  ettiramiz. Bu jarayonda 
qoldiqlar natural sonlar boMib, kichiklashib boradi (r2 > r3 > >...).
Shu sababli, b iror qadam dan so‘ng qoldiq 0 ga teng "boMadi, ya’ni 
b iror n  natural son uchun r  , = 0 boMadi va r  . = r„ - q + 0 =

/ 7 + 1  n — I n n n
= rn • qn tenglik  bajariladi. Bu ho lda  5 ( /- /z r^) va rn ф 0 ,

1 ^  0, rn _ 2 *  0, ..., m un o sa b a t la rg a  ega boMamiz.
Y uqoridag i  m u lo h a z a la rd a n ,  В {a\ b) = В (b, r^) = В {r2\ r2) = 
= 5 ( r 3; /4) =... = B (r n_x\ rn) = rn boMishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, В {a\ b) ni topish uchun qoldiqli boMish ja -  
rayoni 0 ga teng qoldiq hosil boMguncha davom  ettiriladi, 0 dan 
farqli eng oxirgi qoldiq, a va b sonlarining eng katta um um iy 
boMuvchisi boMadi.

M i s o l .  5 (1 5 1 5 ;  600)ni topam iz.

_ 1 5 1 5 j600 
1200 2

600 315 = /*2

315 1
315 285 =/3

285 1
285 UJ 0 II

270 9
15 = r5

30
0 = r 6
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D em ak, 5(1515; 60 0 )=  15.
Ikkitadan ortiq a v  a2, ... , an sonlarining eng katta umumiy 

bo1 luvchisi va eng kichik umumiy karralisini topish quyidagicha amalga 
oshiriladi. B(av  a2) = d2-, B(d2, a2) = d2, . . . ,  B(dn _ v  an) = dn. Bu 
yerda dn = 5(fl,, a2, ..., an) bo lad i.  Xuddi shunday K(av  a2) = k 2, 
K(k2, a3) = k3, . . . , K ( k n _ l , an) = kn b o ‘lib, K (aly a2, ..., an) = kn 

bo‘ladi.
Endi В (a-, b) va K {a \ b) orasidagi bogManishni ko‘ramiz.
2- t e o  r e  m a .  B (a \ b) • K (a\ b) = a • b.

I s b o t .  M  soni а b sonlarining biror um um iy  karralisi 
b o ‘lsin. U holda

M =  ak { k ^ N )  ( 1)

bo ‘ladi. Bundan ak  soni b ga boMinadi, degan xulosaga kelamiz. 
B{a\ b) = dva. a = a xd\ b = b {d  b o ‘lsa, 5 (о ,;  />,) = 1 b o ‘ladi.

a k  soni b ga b o ‘linganligidan a^kd  soni ham  b xd  soniga 
bolinishi, bundan esa axk  ning bx ga bolinishi kelib chiqadi. A m m o 

b\) = 1 b o ‘lgani uchun  к  soni /?, ga b o ‘linadi.

Dem ak,

k = b lt = ^ - t , t e N .  (2)

(2) ni ( 1) ga q o ‘ysak,

M  = ^ - t  (3)

hosil b o ‘ladi. (3) k o ‘rinishdagi har bir son я va 6 sonlarining 
um um iy  karralisi b o ‘ladi.

K{a\ b) ni topish uchun  t=  1 deb olish yetarli.

Dem ak, К  (я; b) ^  yoki a b= K {a \ b) B {a \ b).

2 .14 . Sonning b o ‘luvchilarini toping:

a) 209; b) 143; d) 2 431; e) 2 717.
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2.15. Sonlarning um um iy  boNuvchilarini toping:

a) 209 va 143; d) 143 va 2 717;
b) 209 va 2 431; e) 2 431 v a 2  717.

2.16 . Sonlarning eng katta um um iy boMuvchisini toping:

a) 40 va 45; h) 84, 63 va 42;
b) 130 va 160; i) 72, 48 va 36;
d) 121 va 143; j )  63, 130, 143 va 1 001;
e) 31 va 93; k) 74, 60, 84 va 480;
0  50, 75 va 100; 1) 750, 800, 865 va 1 431;
g) 74, 45 va 60; m) 143, 209, 1 431 va 2 717.

2 .17 . Quyidagi sonlar o ‘zaro tubmi:

a)15va95; h ) 1 4 ,  1 6 v a l 9 ;
b) 144 va 169; i) 63, 130va800;
d) 143 va 144; j) 169 va 1 443;
e) 250 va 131; k ) l l l v a l 2 1 ;
0  121 va 143; 1) л, л + 1 va л + 2 ( /?eN );
g ) l l ,  1 2 v a 2 5 ;  m) л, л + 2  va л + 4 (л еМ )?

2.18 . Sonlarning eng kichik um um iy  karralisini toping.

a) 84, 42 va 21; h ) l l , 1 2 v a l 3 ;
b) 70, 80 va 90; i) 50, 125 va 175;
d) 17, 51 va 289; j)  48, 92 va 75;
e) 10, 21 va 3 600; k) 100, 150 va 250;
0  18, 19 va 24; 1) 80, 240 va 360;
g) 33, 36 va 48; m) 34, 51 va 65.

2.19 . Sonlarning eng katta um um iy boMuvchisini va eng kichik 
um um iy  karralisini toping (natijani kanonik  k o brinishda 
yozing):
a) 23, 32 va 15; f)72- 3; 46 va 15;
b) 23, 34 va 7; g) 32 - 4; 3 -6  va 7 -9;
d) 8 , 132 va 52; h) 34, 112 va 133;
e) 122, 15 va 1; i) l l 4, 13s va 1004.

2.20 . Sonlarning um um iy boMuvchisi nechta:

a) 18 va 54; f) 63 va 72;
b) 42 va 56; g )120va96 ;
d) 96 va 92; h )1 0 2 v a l7 0 ;
e) 84 va 120; i) 26, 65 va 130;
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j) 150 va 180; 1) 54, 90 va 162;
k) 12, 18 va 30; m) 40, 60 va 100?

2 .21 . Tenglam alar sistemasini yeching:

a)
B ( x , y )  = 45, M fxy = 20,

J  = y ; | a : ( x ,  y )  = io.
2.22. Hisoblang:

a) T ( t  (5(A'(250; 500); 100)));
b) 5 (t (100); T ( 5 ( 2 5 ;  5)) + t ( / : (1 0 ;  35));
d) К  ( К  (т (144); 51); 1 8 ) - т ( 4 2 ) ;
e) т ( 1 8 - 9 1  + 15(5 (10 ; 21))) • т (142).

2.23 . Sonlarning eng katta um um iy b o ‘luvchisini toping:

a) 8 104 va 5 602; h) 5 400 va 8 400;
b) 5 555 va 11 110; i) 78 999 va 80 000;
d) 980 va 100; j) 795 va 2 585;
e) 5345 va 4 856; k) 42 628 va 33 124;
0  187 va 180; 1) 71 004 va 154 452;
g) 2 165 va 3 556; m) 1 000 va 999.

2 .24 . Quyidagi sonlar o ‘zaro tubmi:
a) 60 va 72; d) 55 v a 7 1 ;
b) 732 va 648; e) 111 va 11 ?

2 .25 . 5(д; b) • K(a; b) = a ■ b (a  e  N , b e  N )  tenglikdan foyda­
lanib, quyidagi sonlarning eng kichik um um iy  karralisini 
toping:

a) 821 va 934; f )2 8 v a 9 4 7 ;  j) 75 va 1 853;
b) 743 va 907; g) 56 va 953; k) 23 va 1 785;
d) 109 va 1 005; h ) 4 1 9 v a 8 5 4 ;  1) 113va 9 881;
e) 827 va 953; i) 887 va 6 663; m) 875 va 1 346.

2 .26 . Sonlarning o ‘zaro tub  ekanligini isbotlang:

a) 911 va 130 177; b) 811 va 10 403.

2 .27 . Hisoblang: г (5 (9 1 1 ;  659; 647 + 367)).

3. Sonlarning boMinish belgilari. M atem atikada sonlarning 
boMinish belgilari juda  m uhim  ahamiyatga ega. Bu belgilar asosida
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sonlarning boMuvchilarini, boMinuvchilarini topish , ularninig 
xossalarini o ‘rganish mumkin.

a = anan_i...aiOQ = an\0 n + an_{ \0n 1 + ... + <7,10 + oq (U

natural sonning berilgan b natural songa b o ‘lin ish-bo‘linmas- 
ligini aniqlash kerak boMsin. 10 ning darajalarini b ga qoldiqli 
boMamiz:

10 = 6^  + Гр \0 2 = bq2+ r2; . . . ; \0 n = bqn + rn.

Bu tengliklarni (1) ga q o ‘yib, shakl almashtirsak,

a = Ab+ В  (2)

hosil boMadi. Bu yerda

A  =  a n % +  i 9 n - 1 +  ■ ■ ■ +  a \ Q v  s = a o + a i ' - i  +  • • •  +  W

Hosil boMgan (2) tenglikdan ko'rinib turibdiki, В soni b ga 
boMinganda va faqat shu holda a  soni Z>ga boMinadi.

Bu xulosadan sonlarning boMinish belgilarini topishda foy- 
dalaniladi.

1. 2 ga boMinish belgisi. 10* (&= 1, 2, ..., л) ni £ = 2 ga 
boMishdan chiqadigan qoldiqlar nolga teng. Shuning uchun 5 =  o0 
boMadi. Bundan a sonning oxirgi raqami 2 ga qoldiqsiz bo'linsa, 
bu son 2 ga qoldiqsiz bo ‘linadi, degan xulosaga kelamiz.

2. 3 va 9 ga boMinish belgisi. 10 ning darajalarini lO” = 
=(9 + 1)” = 9An + 1 ko‘rinishda ifodalasak (bu yerda An g N ), lO'7 
darajalarni b = 9 (yoki Z>= 3) ga boMishdan chiqadigan qoldiqlar 
1 ga tengligi kelib chiqadi. Shuning uchun B= aQ + a { + ... + an 
hosil boMadi. Bu yerdan ushbu qoida kelib chiqadi: agar berilgan 
a sonning raqamlari y ig ‘indisi 9 ga (3 ga) qoldiqsiz b o ‘linsa, и 
holda bu son 9 ga (3 ga) qoldiqsiz b o ‘linadi.

3. 5 ga boMinish belgisi. 10* (k=  1, 2, ..., n) darajalar b = 5  
ga qoldiqsiz boMinadi: r, = r2 = ... = rn = 0. B = a Q boMgani uchun 
ushbu qoida kelib chiqadi: oxirgi raqami 5 ga qoldiqsiz bo ‘linadigan 
sonlar va fa q a t shunday sonlar 5 ga qoldiqsiz bo ‘linadi.
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4. 4 va 25 ga boMinish belgilari. £ = 4 boMganda 10 = 2Z>+ 2, 
102 = 2 5 6 +  0, 103 = 2 5 0 6 + 0 ,  ..., r ,  = 2, г2 = г3 = . . . = rfJ = 0 
boMib, 5 =  o0 + 2ti, boMadi, ya’ni sonning 4 ga boMinishi uchun, 
uning birlik raqami bilan o ‘nlik raqami ikkilanganining yigMndisi 4 
ga boMinishi zarur va yetarlidir. B = a 0 + 2a, ifodani bunday yozamiz:

Bj = a0+ 2ti, + 8o, = B+ 8 a l = 10o, + а 0 = .

Z?= я0 + 2ti, = (д0 + Ю я , )  -  8я ,  = -  8a ,  yoki 5 + 8 o , =
= 0,^0 boMgani uchun  В son ц ц  soni 4 ga boMinganda va faqat 
shu holdagina 4 ga qoldiqsiz boMinadi. Bundan, ox/rg/ ikkita  
raqamidan tuzilgan son 4 ga bo 'linadigan sonlar va fa q a t shunday  
sonlar 4 ga bo ‘linishi kelib chiqadi.

M asalan, 14 024 sonining oxirgi 2 va 4 raqamlaridan tuzilgan 
24 soni 4 ga boMinadi, dem ak, 14 024 soni ham  4 ga boMinadi.

X uudi shunday  oxirgi ik k i raqam idan tuzilgan son  25 ga 
bo ‘linadigan sonlar va fa q a t shunday sonlar 25 ga bo ‘linadi.

M asalan , 1 350 sonida oxirgi ikki raqam idan  iborat son 50, 
bu 25 ga qoldiqsiz boMinadi. D em ak, 1 350 ham  25 ga qoldiqsiz 
boMinadi. 22 va 52 uchun  olingan xulosani 2m, 5m (m  e  AO sonlari 
u c h u n  ham  um um lashtir ish  m um kin .

Agar berilgan sonning oxirgi m  ta raqam idan tuzilgan son 2m 
ga (5m ga) qoldiqsiz boMinsa, berilgan son ham  2m ga (5m ga) 
qoldiqsiz boMinadi.

5. 7 ga boMinish belgisi. Bizda 6 = 7 va

10 = 7 + 3, r. = 3;

r-II<NО

14 + 2, r2 = 2;r~-II0

142 + 6 , /*з = 6 ;

0 4
. II '-J 1 428 + 4, r4 = 4;

IIо

14 285 + 5, r5 = 5;
106 = 7 • 142 8 5 7 +  1, r6 = 1

107 da /7 = 3 = r, qoldiqlar qaytadan  takrorlanyapti. Topilgan 
n a t i j a l a r n i  (1 )  ga  q o ‘y s a k ,  u h o l d a  a = A • 7 + В  d a  
5 =  о0 + Зо, + 2a2 + 6fl3 + 4aA + 5a5 + o6 + 3<z7 + o8+ ... yoki koef- 
fitsiyentlarni 7 ga nisbatan yozsak:
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5 =  д0+3я, + 2а2 + (7ti3 -  й3) + (7о4 -  3ti4) + (7о5 -  2о5) +... =
= 7(я3+ я4+ я5+ я9+ о 10+ у , , + ...) +
+ (о0 + Зо, + 2о2 + о6 + Зо7 + 2о8 + ...) -
-  (о3+ Зо4+ 2о5+ о9+ Зо10+ 2 о и + .. .)  ni hosil qilamiz. Oxirgi 

ifodada o0+ Зо, + 2o2 + o 6+ 3 o 7+ 2 o 8+ ... = i?2l o3+ 3 o 4 + 2 o 5+ 
+ o9 + 3o10 + 2 o , , + ... =B\ deb belgilasak, a = l  ■ A + B2 -  ega
b o ‘lamiz. Shunday qilib, B2 -  B ] ayirma 7 ga qoldiqsiz b o ‘linsa,
berilgan a son ham  7 ga qoldiqsiz boMinishi kelib chiqadi.

1- m i s o l .  675 056 742 sonining 7 ga boMinishi yoki ЫУ- 
linmasligini aniqlang.

Y e c h i s h .

742 056  675
231 231 231

14 + 12 + 2 = 28 0 + 15 + 6 = 21 12 + 21 + 5 = 38

38 + 28 - 2 1  = 6 6 - 2 1  = 4 5  soni 7 ga boMinmaydi.
Dem ak, berilgan son 7 ga boMinmaydi.

6 . 11 ga boMinish belgisi. Berilgan a sonda qatnashayotgan 
10 ning darajalarini 11 ga boMishdagi qoldiq har doim  10 yoki 1 
boMadi. Dem ak, berilgan sonning ju ft  o ‘h n d a  turgan raqamlari 
y ig ‘indisidan toq о ‘rinda turgan raqamlari y ig ‘indisi ayirilganda 
hosil bo ‘ladigan ayirm a  11 ga bo ‘linsa, son  11 ga qoldiqsiz 
bo ‘linadi.

2- m  i s o  1. 4 788 sonining 11 ga boMinishini aniqlang.
(7 + 8) -  (4 + 8) = 15 -  12 = 3 soni 11 ga boMinmaydi, dem ak, 

berilgan son ham  11 ga boMinmaydi.
3- m  i s о 1. 3 168 ning 11 ga boMinishini tekshiring.
(1 + 8 ) -  (3 + 6 ) = 0. Dem ak, son 11 ga boMinadi.
N a t i j a. Agar B (p, q) = \  b o ‘lib, a soni ham  p  ga, ham  q ga  

b o ‘linsa, и p q  ga b o ‘linadi.
Masalan, biror son ham  2 ga, ham  3 ga boMinsa. u  6 ga 

boMinadi, 3 ga va 4 ga boMinadigan sonlar 12 ga ham  boMinadi va 
hokazo.

Qadimgi Sam arqand madrasalarida a sonni b iror b (masalan, 
9) ga boMishdan chiqadigan qoldiq r  ni shu sonning m ezoni 
(oMchami) deb ataganlar va undan  sonlar ustida am allar t o ‘g ‘ri
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bajarilganini tekshirishda foydalanganlar. Masalan, 378 • 4 925 = 
= 1 861 650 dagi natija to ‘g ‘ri hisoblanganligini tekshiramiz. 

M ezonlar  (9 ga b o ‘linish belgisi b o ‘yicha):
378 uchun: 3 + 7 + 8 = 1 8 ,  1 + 8 = 9 ;
4 925 uchun: 4 + 9 + 2 + 5 = 2 0 ,  2 + 0 = 2 .
M ezonlar  ko‘paytmasi: 9 - 2 = 1 8 ,  1 + 8 = 9 .
1 861 650 uchun: 1 + 8 + 6 + 1 + 6  + 5 + 0 =27, 2 + 7 =9. 
M ezonlar va berilgan sonlar ko‘paytmalarining mezonlari teng, 

ya’ni 9 = 9 .  Demak, topilgan ko‘paytma to ‘g‘ri.

2 .28. 1 dan  25 gacha b o ‘lgan natural sonlar qatoridagi 6 ga b o ‘- 
linm aydigan natural sonlar to ‘plamini tuzing.

2.29. 1 dan 25 gacha b o ‘lgan natural sonlar qatoridagi 7 ga b o ‘- 
linadigan natural sonlar t o ‘plamini tuzing.

2 .30. 15 121, 117 342, 1 897 524, 2 134 579, 31 445 698 
sonlari o rasidan  6 ga b o ‘linadigan natural sonlar t o ‘pla- 
m ini tuzing.

2 .31. Ikkita ke tm a-ke t toq sonlarning yigMndisi 4 ga boMinishini 
isbotlang.

2.32. 1234xy soni 8 ga va 9 ga boMinsa, x  va у  raqamlarni toping.

2.33. 13 ga boMinish belgisini chiqaring.

1. Butun sonlar. Oddiy kasrlar. N ol sonini natural sonlar 
to ‘plamiga kiritib, butun manfiymas sonlar to ‘plami deh ataladigan 
yangi sonli t o ‘plam  hosil qilamiz va bu kengaytirilgan to ‘plamni 
7V0 = {0, 1, 2, 3, . . . ,  /?, ...} orqali belgilaymiz. Katta  sonni kichik 
sondan  ayirish m um kin  boMishi uchun  N Q sonlar t o ‘p lam ini 
yangi sonlar kiritish yoMi bilan yanada kengaytirish zarur.

T o ‘g‘ri chiziqni olib, unda yo‘nalish, 0 boshlangMch nuqta va 
masshtab birligini olamiz (7- rasm). BoshlangMch nuqtaga 0 sonini 
mos q o ‘yamiz. BoshlangMch nuqtadan o ‘ng tom onda bir, ikki, 
uch  va h.k. m asshtab birligi m asofada joylashgan nuqtalarga

M  a s h q 1 a г

2 -  § .  R a ts io n a l  s o n la r
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-5  -4  -3  -2  -1 О 1 2 3 4 5 6

7 -  rasm .

1, 2 , 3, ... natural sonlarni mos q o ‘yamiz, boshlang‘ich nuqtadan 
chap tom onda bir, ikki, uch va h.k. birlik m asofada joylashgan 
nuqtalarga - 1 ,  - 2 ,  -3 ,  ... simvollari bilan belgilanadigan yangi 
sonlarni mos q o ‘yamiz.

Bu sonlar butun manfiy sonlar deb  ataladi. Sonlar belgilangan 
bu  t o ‘g ‘ri chiziq son o ‘qi deb ataladi. 0 ‘qning  strelka bilan 
ko‘rsatilgan yo‘nalishi musbat yo 'nalish, bunga qaram a-qarshi 
yo‘nalish esa m anfiy yo'nalish  deb ataladi. N atural sonlar son 
o ‘q ida bosh lang‘ich nuq tad an  m usbat y o ‘nalishda q o ‘yiladi, 
shuning uchun  ular musbat butun sonlar deb ataladi.

Butun m anfiymas sonlar to ‘plami bilan butun  manfiy son ­
lar to ‘plamining birlashmasi yangi sonli U fp lam ni hosil qiladi, 
bu to ‘plam  butun sonlar to'plami deb ataladi va Z sim vo li  bilan 
belgilanadi:

Z  = { . . . , - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , . . . } .

a va - a  sonlar qarama-qarshi sonlar deb ataladi. Son o 'q ida bu 
sonlarga mos keladigan nuqtalar nolga nisbatan simmetrik joylashadi 
(8-  rasm).

0 ‘lchash natijasi bu tun  sonlarda, o ‘nli yoki oddiy kasrlarda 
ifoda lanad i.  A gar m iq d o r  q a ra m a -q a rs h i  ( o ‘s ish -kam ay ish ,  
yuqoriga-quyiga, foyda-zarar, issiq-sovuq va hokazo) m a 'noga  
ham  ega b o ‘lsa, uning qiymatlari oldiga mos ravishda musbatlik 
(«+») yoki manfiylik («-») ishorasi q o ‘yiladi: x  = - 8 , y =  8 , / = +5°.

^  ifoda oddiy kasr deb ataladi, bunda m e  Z, n e  N.

- a  0  a

8 - rasm .
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Agar ^  va ^  kasrlar u c h u n  pn = mq sharti bajarilsa, u

holda bu oddiy kasrlar teng deyiladi va f  = f  ko‘rinishida yoziladi. 
Oddiy kasrlar uchun  quyidagi xossalar o ‘rinlidir:

1. H ar  qanday  kasr o ‘z - o ‘ziga teng: f  = § , chunki ab = ba .

2. Agar § = §  b o ‘lsa, u  holda §  = f  b o ‘ladi.

3. Agar |  = |  b o ‘lib, {  b o ‘lsa, u holda |  £ boMadi.

4. Agar ^  kasrning surat va maxraji songa ko‘paytirilsa 

yoki boMinsa, un ing  q iym ati o ^ g a rm a y d i ,  y a ’ni ^  ^  =>

=> p  ■ q ■ m = q ■ p  ■ m yoki ^  ^  boMadi.

K o‘paytmasi birga teng  boMgan ikkita sonlar о ‘zaro teskari

sonlar deb ataladi. Bular — va — k o ‘rinishidagi sonlardir.n m
Bir necha  kasrni um um iy  maxrajga keltirish deb, bu kasr- 

larning qiymatlarini o ‘zgartirm asdan ularni bir xil maxrajga olib 
keluvchi almashtirishga aytiladi.

I  va ^  kasrlarni q o ‘shish, ayirish, k o ‘paytirish va boMish 
amallari quyidagi tengliklar bilan aniqlanadi:

Q 4- с _  a^ ± )̂C q с _  ас ' a . с _  ad
b d  bd > b d  bd ’ b d  b e '

N atura l  son bilan m usbat oddiy kasrning yigMndisini «+» 
ishorasiz yozish qabul qilingan. Masalan,

45 + ^ = 4 5 ^ ,  58 + ^ = 58y  va hokazo.

M a s h q 1 а г

2.34. Amallarni bajaring:

39



е )
18 , 5 9 .  
69 6 9 ’ 0

1112 338. 
150 150’ s )T S  +

13.
3 6 ’

h)
32 17 . 
15 148’ 0

15 7 . 
17 18’ j)  ш "

9 . 
131’

к) J -  + J L -
151 153’ 1)

8 19 . 
15 151’

х 12 
m ) 121

11 . 
144’

п)
9 15 . 

И З  101’ 0 )
19 . 15. 
38 ' 49 ’

„ч 121 .
Р)  4 9  ■

И
' 7 '

2.35. Ifodaning qiymatini toping:

a) (45H ! H 5 H ! H 10H D ;

b) (361-12и)-(4в +^ ) - ( 20п - 101 -н -3ж)-
d) H - 3 i ) - ( 2 |  + , i ) - ( 5 | - 4 2 ) - ( 6 ^ - 5 l l ) ;

e> 56̂ - |Н +2Ш+[271 -(15п - 12М)> 
о т  ь

их 5 I . 1 2 . 5 I . _ L .  :х Л И  + 1 1 3 \ . 9 . i 2 .
h )  4 7 2 2 2 ’ V 24 56/ 5 ’

о 1 28. ,7 .  А . ±
•х 2 . .х  2 9 ' 2 9 . ,х 5 1 7 .

7 . 1  ’ ^  32 ’
‘17 9 9 5

\ 0 13 47 1 .о  1 
П1  ̂ 16 64 35 2 '

2.36. а) 2 : |  + | : 2  + Ц :6 + 6 :-Ь 

Ь) 6 1 . 8 _ з 2 . 5 1 , 2 2 . 4 ^ ;

d )  2 2 ‘ 4 8 " 3 8 : !8 +  5 ^ : ^ ’

e)

2.37. a) ( 3 i - 2 |  + 5 |  + 4 | ) . 2 4 ;
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2. 0 ‘nli kasrlar. Agar oddiy kasrning maxraji 10 ning biror 
natural k o ‘rsatkichli darajasiga teng b o i s a ,  u holda bunday kasr 
o ‘nli kasr deyiladi.

M asalan, va hokazo kasrlar o ‘nli kasrlardir.

0 ‘nli kas r la rn i  m axra js iz  yozish  qabu l q ilingan . M asa lan , 
yuqoridagi kasrlarni mos ravishda 0,1; 0,2; 0,11; 0,125 ko‘rinishda 
yozish m um kin . Bunday o ‘nli kasrlar chekli o ‘nli kasrlardir.



Agar I  qisqarmas k a sm m g  m axrajini 2m ■ 5n (m , n e  N0) 
ko‘rinishda tasvirlash m um kin  b o ‘Isa, u  holda bu kasr chekli 
o ‘nli kasrga aylanadi.

Masalan,

yoki

JL = _3_ -  J i L  = 1 1  = о 075 
40 23 5 23 -53 1 03 ’

8 7 2  = i i i  = 0 ,0112 .
625 S4 S4 ^4 104

A gar  I  q i s q a r m a s  k a s r  m a x ra j in i  2m • 5” (m , n g  N0) 

k o ‘rinishda tasvirlash m um kin  b o ‘lmasa, u holda |  kasr chekli

o ‘nli kasrga aylanmaydi. Masalan, n  va kasrlarni chekli

o ‘nli kasrlar ko‘rinishida yozish m um kin emas. Oddiy kasrni o ‘nli 
kasrga aylantirish kasrning suratini uning maxrajiga b o ‘lish bilan 
ham  bajarilishi m um kin. Bundan kelib chiqadiki, agar а \а . b lar 
o ‘zaro  tub  b o ‘lsa, о ni Z> ga b o ‘lish jarayoni b sonini 2m ■ 5n 
ko‘rinishida tasvirlash m um kin  boMgan holdagina cheklidir.

T  a ’ г i f. ^  ко ‘rinishida yozish m um kin bo ‘Igan har qanday  

son ratsional son deb ataladi, bunda m e  Z  va n e Z. Ratsional

s o n l a r  t o ‘p l a m i n i  Q b i l a n  b e lg i l a y m iz :  @ = {у | я  = ^ ,

m e Z ,  n e  N ) . Ratsional sonlar to ‘plami barcha  butun  va kasr 
sonlardan tashkil topgan b o ‘lib, uni manfiy ratsional sonlarning 
Q_, faqat 0 dan iborat bir elementli {0} va m usbat ratsional 
sonlarn ing  Q+ t o ‘plamlari birlashmasi (yigMndisi) ko‘rinishda 
tasvirlash mumkin:

<2 = a u { o } u a .

H ar  qanday  ratsional sonni cheksiz o ‘nli kasr ko‘rinishida

yozish m um kin . ^  sonini shunday  yozish uchun  m ni n ga 

«burchakli» boMish kerak. Masalan, 1 ni 3 ga boMib, 0,333 ... 3 ... 
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cheksiz o ‘nli kasrni hosil qilamiz. D em ak, |  =  0,333 ... 3 . . . .  Shu

kabi у =  0,14857142857... va ^  =  0,1777... b o ‘lishiga ishonch 
hosil qilamiz.

Bu m iso llarn ing  ha r  birida, b iro r  jo y d an  boshlab, b iro r  
raqami yoki raqamlari m a ’lum bir tartibda takrorlanadigan cheksiz 
o ‘nli kasr hosil b o id i .

Agar cheksiz o ‘nli kasrning b iro r  joy idan  boshlab , b iror 
raq a m  yoki r a q a m la r  g u ru h i  m a ’lum  b ir  ta r t ib d a  cheksiz  
t a k ro r la n s a ,  b u n d a y  o ‘nli kasr  d avriy  o ‘n li k a sr  d ey ilad i.  
Takrorlanuvchi raqam  yoki raqam lar guruhi shu kasrning davri 
deb ataladi.

O datda, davriy o ‘nli kasrning davri qavs ichiga olingan holda 
bir m arta yoziladi: 0,666... =  0,(6); 0,131131131131... =  0,(131); 
0,1777...7... =  0,1(7).

S hunday qilib, ha r  qanday  oddiy kasr va dem ak, ha r  qanday 
ratsional son davriy о ‘nli kasr  bilan ifodalanadi.

Ifodaning qiymatini toping.

2 .4 0 .a )  4 , 7 3 5 : 0 , 5 +  14 ,95 :  1 ,3 - 2 ,1 2 1  :0 ,7 ;
b ) 589,72 : 16 -  18,305 : 7 + 0,0567 : 4;
d) 3,006 -  0 ,3417 : 34 -  0,875 : 125;
e) 22,5 : 3,75 + 208,45 -  2,5 : 0,004.

2 .4 1 .a )  (0 ,1955 + 0 ,1 8 7 ) :  0,085;
b) 15 ,76267: (1 0 0 ,6 +  42697);
d) (86 ,9  + 6 6 7 ,6 ) :  ( 3 7 ,1 +  13,2);
e) (9,09 -  900252) • (25,007 -  12,507).

2 .42 . a) (0,008 + 0,992) • (5 • 0,6 -  1,4);
b) ( 0 ,9 3 +  0 ,0 7 ) .  ( 0 ,9 3 - 0 ,8 0 5 ) ;
d) (50 0 0 0 -  1 39 7 ,3 ) :  (2 0 ,4 +  33,603);
e) (2 779,6 + 8 02 4 ) :  (1,98 + 2,02).

2  4 3  , 4,06 0,00584-3,3044895-(0,7584 :2,37 + 0 ,0003 :8 )  .

0 , 03625 -80-2 ,43
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2,045 • 0,033 +10,518395 -  0,464774:0,0562 . 
0 ,00309:0,0001-5,188

57,24-3,55 + 430,728 127,18-4,35 + 14,067
d '  2,7-1,88-1,336 +  18 + 2,1492:3,582

^  . I 6 : ( 0 , 4 - 0 , 2 )  , ( 3 4 ,0 6 -3 3 ,8 1 ) -4  \  g
'  ' \  2,5 • (0 , 8+ 1,2) 6,48: ( 28 ,57 -25 ,15 )  )

2.44 . Oddiy kasr maxrajini tub ko‘paytuvchilarga ajratish bilan 
uni o ‘nli kasrga aylantiring:

i- I- 1 -  3 .  К _5_. _7_. 2 3 .  _6_ .  з_9_.  1 , j7_. 4J_ . 72L
2 ’ 5 ’ 4 ’ 4 ’ 8 ’ 1 6 ’ 2 5 ’ 2 5 ’ 125 ’ 4 0 ’ 8 0 ’ 2 0 0 ’ 500 '

2 .45 . Oddiy kasrni uning suratini maxrajiga b o ‘lish yordam ida 
kasrni 0 ‘nli kasrga aylantiring:

9 . 18 . 11 . 39 .  30 .  6 . 9 3 . r l 9 2 .  n  177 .
a M 5 ’ 252 ’ 2 8 ’ 6 5 ’ 7 5 ’ 4 8 ’ 4 8 ’ 5 7 5 ’ 1500 ’

, 8 . 25 . 47 . 263 . 312 . 711 , 2  541. . 7  359. .  23

’ T ’ 1 6 ’ I T ’ 1 5 0 ’ T l S '  *625 ’ Dl 060 ’ 51)00’ 25 000'

3. Davriy o ‘nli kasrlarni oddiy kasrlarga aylantirish. C h e k ­
siz o i i l i  davriy kasrlarni 10, 100, 1000 va h.k. larga k o ‘paytirish 
am alin i chekli o ‘nli kasrlardagi kabi vergulni k o ‘chirish  bilan 
bajarish m um kin . Bundan foydalanib, ha r  qanday  davriy kasrni 
oddiy kasrga aylantirish m um kin .

Masalan, 0,(348) = 0,348348348... davriy kasrni oddiy kasrga 
aylantiraylik. Davr uch raqamli bolganligi uchun kasrni 1000 ga 
ko‘paytiramiz: 1000x= 348,348348... = 348 + x . Bundan 999x=  348

y o k i x = ^  = l l | .
999 333

0,00(348) o ‘nli kasr esa 0,(348) dan  100 m arta  kichik, sh u n ­

ga k o ‘ra 0 ,00 (348)  = boMadi. 0 ,96 (348 )  kasrn i  esa

0,96 + 0,00(348) yig‘indi k o ‘rinishida yozish m um kin , u holda

96 348 _  96 • 999 + 348 _  96 000 + 348 -  96 _  96 348 -  96
100 + 99 900 ~  99 900 ~  99 900 ~  99 900 '
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Davriy o ‘nli kasrlarni oddiy kasrlarga aylantirishning um u- 
miy qoidasini t a ’riflaymiz.

S o f  davriy kasr shunday oddiy kasrga tengki, uning surati 
davrdan, maxraji esa davrda nechta raqam bo jsa , shuncha marta 
takrorlanadigan 9 raqami bilan ifodalanadigan sondan iborat.

Aralash davriy kasr shunday oddiy kasrga tengki, uning surati 
ikkinchi davrgacha turgan son bilan birinchi davrgacha b o ‘Igan 
son ayirmasidan, maxraji esa davrda nechta raqam bo jsa, shuncha  
marta takrorlangan 9 raqami va buning oxiriga vergul bilan birinchi 
davr orasida nechta raqam bo jsa , shuncha marta yozilgan nollar 
bilan ifodalanadigan sondan iborat.

2 .46 . Quyidagi sonlar berilgan:

I- 1- I- J_. J_. _£• _!• 11 • 19 —• 2- 12• JL.
3 ’ 4 ’ 6 ’ 1 2 ’ 3 2 ’ 2 1 ’ 5 4 ’ 9 0 ’ 5 0 ’ 6 ’ 4 5 ’ 2 7 ’

a) chekli o ‘nli kasrga aylanadigan sonlar t o ‘plamini tu ­
zing;
b) cheksiz o ‘nli kasrga aylanadigan sonlar to ‘plamini tu ­
zing.

2.47 . Quyidagi sonlarni davriy o lnli kasr ko‘rinishida yozing:

1 . 1 4 . 7 .  13 .  _8J_.  15 .  71 .  J _ .  15 .  41_. ,Q 
’ ’ ’ 8 ’ 2 6 ’ 2 4 3 ’ 4 3 ’ 1 6 ’ 2 5 ’ 3 9 ’ 4 3 ’ '

2.48 . Davriy o 'n li  kasrni oddiy kasrga aylantiring:

M asalan , 0 , ( 5 )  = | ;  0 , (4 5 )  = 22.

Masalan, 0 ,3 (4 5 )

M a s h q 1 a r

a) 0 ,(3);
b) 0 ,3(2);
d) 0 ,71(23);
e) 11,(75);

0  13,0(48); j)  2 ,(123);
g) 0,(4); k) 2,333(45);
h) 0,(45); 1) 41,8519(504);
i) 3,1(44); m) 35,73(4845).

2.49. Ifodaning qiymatini toping:

0,8333 . . . - 0 , 4 ( 6 )  1,125 + 1 , 7 5 - 0 , 4 1 ( 6 ) .  
a )  .5 0.590,59
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2,708333 . . . 1 : 2 , 5
м   i§ J 1 .

'  110 9 ’
(1,3 + 0 , 7 ( 6 )  + 0 , ( 3 6 ) )  2

401

2— - — ): 1 3 -+  3— • 0,(  26)
d) — 2— — ------- 0 ,5 ;

(18,5  -  13,777 . . . ) •  —
85

2+0,8(5)4
e) ___ 4_________  + 11

9 : ( 0 , 9 ( 2 3 )  -  0 , 7 ( 9 ) )  43 '

3 -  § . H aqiq iy son lar va ular ustida am allar

1. Irra tsional sonlar. Qisqarmas kasr shaklida ifodalab bo 'l-  
maydigan sonlar, ya ’ni irratsional sonlar ham  uchraydi.

1- m i s o l .  T om oni 1 ga t e n g b o ‘lgan kvadratning d diagonali 
hech  qanday  ratsional son bilan ifodalanmasligini isbot qilamiz 
(9- rasm).

I s b o t .  Pifagor teoremasiga muvofiq d 2= 12+ 12= 2. Dia- 

gonalni ^  q isqarm as kasr ko‘rinishida yozish m um kin , deb

faraz qilaylik. U  holda j = 2  yoki m 2= 2 n 2. Bunga ko‘ra m -  

juft son, m = 2k. Shuningdek, (2k)2 = 2n2 yoki 2 k = n ,  y a ’ni n 

ham  juft son. ^  kasrning surat va maxraji 2 ga qisqarm oqda, bu

esa qilingan farazga zid. Dem ak, d  ning uzunligi, y a ’ni V2 soni 

ratsional son emas.

2- m i s o l .  0 , 101001000100001000001... 
soni irratsional son ekanini isbotlang (birin­
chi birdan keyin bitta nol, ikkinchi birdan 
keyin ikkita nol va hokazo).

I s b o t .  Berilgan kasr davriy va uning davri 
n ta raqamdan iborat deb faraz qilaylik (teskari 
faraz). 2n + 1 -birni tanlaymiz. Bu birdan keyin 
2л + 1 ta  ke tm a-ke t nollar keladi:

I
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...100...О [о] 0 ...001 ...
п ta п ta

Shu o bitada  turgan 0 ni qaraymiz. Bu nol b iror davrning yo 
boshida, yoki ichida, yoki oxirida keladi. Bu hollarning ham - 
masida bu davr ajratilgan nollardan tuzilgan «kesma»da to ‘la 
joylashadi. Demak, davr faqat nollardan tuzilgan. Bunday bodishi 
esa sonning tuzilishiga zid. Dem ak, qilingan faraz no tobg‘ri.

Barcha ratsional va irratsional sonlar birgalikda haqiqiy sonlar 
deyiladi.

Haqiqiy sonlar to ‘plami У? orqali belgilanadi. Manfiy va musbat 
haq iq iy  son la r  t o ‘p lam la r in i  mos ravishda R_, R+ lar bilan

belgilab, R = R^ \J {0} \J R+ tenglikka ega boNamiz.

Sonlarning ildiz ishorasi orqali yozilishi ularning kattaligini 

aniq bilishga yetarli emas. Masalan, hisoblashlarsiz V2 va V3

lardan qaysi birining kattaligini aytish qiyin. Bu holda >/3 = 1,442...,

72 = 1,4142... kabi davriy b o ‘lmagan cheksiz o ‘nli kasr  ko‘ri- 

nishdagi yozuv oydinlik kiritadi, lekin hisoblashlarni qiyinlashtiradi. 
Shunga k o ‘ra irratsional sonni unga yaqin ratsional son orqali 
taqribiy ifodalashga harakat qilinadi. Chunonchi:

1) a  irratsional sonni undan  kichik я, (quyi chegara) va 

undan  katta a^ (yuqori chegara) ratsional sonlar orqali я, < 

< a  < a2 k o ‘rinishda yozish. Bu holda vujudga keladigan xato

е < |я 2 - я , |  d a n  o s h m a y d i .  M a s a l a n ,  1,41 < 7 2  <1,42,

e < | l , 4 2 - l , 4 l |  = 0,01 ;

2) ba ’zan a  uchun a = (a2 + a ^ / 2  o ‘rta qiymat olinadi, a *  a. 

0 ‘rta qiymatdagi absolutxato  А я < ( я : - я | ) / 2 , irratsional son esa

a * a ± A a  k o ‘r in ishda  yoziladi. M asa lan , 1 ,4 1 < T 2 < 1 ,4 2  
bo'lgani uchun

j 2 _  1 ,42 + 1,41
= 1,415, Д =
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S h u n g a  к о ‘га -/2 » 1,415 + 0 ,0 0 5 .  S onn i  yax li t la shdan  vujudga 
keladigan haq iq iy  xa to  qo ld ir i layotgan  raq am  xonasi 1 birligidan

oshm aydi.  V 2 « l , 4 2  taqrib iy  son  xatosi e = 1,4142...  -  1,42 =

= - 0 ,0 0 5 7  * - 0 , 6  • 10™2.

1,41 < V 2 <  1,42 b o ‘lg a n id a n  V2 n in g  (1 ,4 1 ;  1 ,42) d a n  

olinadigan qiymatlari to 'p lam i chegaralangandir. Shu kabi, uzunligi 
С  ga te n g  b o ‘lgan  a y la n a  ic h ig a  c h iz i lg a n  b a r c h a  q a v a r iq  
/7 -b u rc h a k la rn in g  = p e r im e tr la r i  С  d a n  k ich ik ,  y a ’ni

P = { p  \ p  = pn , n = ?>, 4 , 5, ...,p n < С } to ‘p lam  chegaralangan va 

son  k o ‘rinishda beriladi.

3 - m i s o l .  к soni kattami yoki JTo  mi?

Y e c h i s h .  Masala л = 3,14159... va VTo = 3 ,16227 .. .  sonlari­

n ing  m o s  xonalar i  raqam larin i  (o ‘nli yaq in lash ish larin i)  taq q o s-  
lash orqa li hal b o i a d i .  U la rn ing  b u tu n  qism lari  va o ‘nd an  b irlar 

xonasi raqam lari  b ir  xil, lekin 0,01 la r  xonasi raqam i VTo da 

katta. D em ak ,  л < VTo .

4 -  m  i s о  1. л /У  + J~5 -  irra tsional son  ekanlig ini isbotlang.

I s b o t .  V2 + V5 ratsional son deb faraz qilaylik, ya’ni 

- j2+yf5 = r, r e  Q. J5  = r  -  ~j2=>5 = r 2 - 2 y f 2 r + 2 = >

j - .
=>3 = r 2 - 2 j 2 r = > r 2 - 3  = 2y[2r=> J l  = 

lekin y[2 <£ Q . Z idlik  hosil b o ‘ldi. F araz  n o to ‘g ‘ri.

D e m a k ,  - j2+y[5 irra tsional son.

2 .50 . Quyidagi sonlarning irratsional son ekanini isbot qiling: 

a) V 3 ;  b) V 5 ;  d) V ? ;  e) V 2 + V 3 ;  0

g) V 4 ;  h) з щ .
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2.51. 5r = 2 tenglikni qanoatlantiruvchi hech qanday r ratsional 
soni mavjud emasligini isbot qiling.

2.52. Agar b iror a bu tun  son boshqa hech qanday  bu tun  sonning 
kvadrati boMmasa, u hech qanday ratsional sonning kvadrati 
bo io lm aslig in i isbot qiling.

2.53. a) о va Z> sonlar ratsional sonlar;
b) a v a  b sonlar irratsional sonlar;
d) a ratsional son, b irratsional son b o ‘lsa, а + b va a-  b 
sonlarning ratsional yoki irratsional ekanligi haqida nima 
deyish m um kin?

2.54. a) Agar p, q ~  butun sonlari uchun p  + q y f 3 = 0  b o is a ,  
p  =  q  =  0 b o i ish in i  isbotlang;

b) agar p, q -  butun sonlari u c h u n  p 2 - 9 q 2 = 6q  b o is a ,  
p  =  q  = 0 bo i ish in i  isbotlang;

d) Agar p, q -  butun sonlari uchun  p 2 - A q 2 =Apq  bo isa ,  
p =  q  =  0 bo iish in i  isbotlang;

e) a, b, с ratsional sonlari uchun a+b\[2+c>[4 = 0 b o is a ,  
a = b = c = 0 bo i ish in i  isbotlang.

2.55. a ,  p lar irratsional sonlar, r  esa ratsional son bo is in .  
Quyidagi sonlarning qaysilari ratsional son b o i ib  qolishi 
mumkin:

a) a  + p; b ) a  + r ;  d) Vet; e) V r ;

0  a  • p; g) VcT+7; h) y j a  + yfr ?

2.56. U shbu sonlarning ratsional son emasligini isbot qiling:

a) 0 ,81881888188881...;

b) -3 ,57557 7 5 5 5 7 7 7 5 5 5 5 7 7 7 7 .. .  .

2. Sonli to ‘plamlarni ajratuvchi son. X  va У sonli t o ‘plam lar 
b o ‘sh b o i m a s i n .  A g ar  X  n i ng  Vx e le m e n t i  Y  n in g  Vy 
e lem en tidan  kichik b o i s a ,  Y  t o ‘p lam  X  t o 'p la m d a n  o lngda 
joylashgan b o ia d i ,  bunda V -  ixtiyoriylik belgisi. Agar \ f x  e X  
va \ /y e Y  e lem entlar  uchun  x < c < y  tengsizligi bajarilsa, с soni
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shu to 'p lam larni ajratuvchi son deyiladi. Bu holda Y t o bplam  с 
dan o ‘ngda joylashadi. M asalan, X  = {3; 7 } va У = {9; 12} t o ‘p- 
lamlarni c = 8 soni ajratadi va bunda Y to 'p lam  с ning o 'n g  to-  
m onida, X  esa с ning chap  tom onida  joylashadi. Agar Kto^plam 
X  to 'p lam dan o 'ngda joylashsa, bu to ‘plamlarni ajratuvchi kamida 
bitta son mavjud b o iad i .

Oliy matematika kursida quyidagi teorema isbot qilinadi. 
T e o r e m a .  Natural sonlar to ‘plamida berilgan Y ={>>„}

to'plam X  = {x„} to'plamdan o ‘ngda joylashgan, y a ’ni xn < y n

bo'lsin. X  va Y larni ajratuvchi fa q a t bitta с soni mavjud hoHishi 
uchun y n - x n ayirm alar har qancha kichik ЬоЧа oladigan, y a ’ni X  
va Y lar bir-birlariga har qancha yaqin joylasha oladigan bo‘lishi 
zarur va yetarli.

1- m i s о 1 . (3; 5) va (7; 9) oraliqlar (5; 7) oraliqqa qarashli 
ixtiyoriy son bilan ajraladi. (3; 5) va (7; 9) oraliqlaming nuqtalaridan 
tuzilgan ixtiyoriy oraliq uzunligi (5; 7) oraliq uzunligidan, ya’ni 
7 - 5  = 2 dan kichik bo'lolmaydi.

2 - m i s o l .  [2; 5] va [5; 8] kesmalar faqat 5 soni bilan

ajraladi, chunki ixtiyoriy n  natural son uchun  5 - 5  + -
n n,

oraliq uzunligi ^ ga teng. n ning yetarlicha katta q iym atlarida bu 
uzunlik har qancha kichik b o ‘ladi.

2.57. T  va У to ‘plamlar juftlarini ajratuvchi barcha sonlarni toping:
a) Л'= {«R radiusli aylanaga ichki chizilgan qavariq ko‘p- 
b u rc h a k la r  pe r im etr la r i»} ,  Y= {«Shu ay la n a g a  tashq i 
chizilgan qavariq ko‘pburchaklar perimetrlari»};
b) X =  {«/•< R radiusli aylanaga ichki chizilgan qavariq 
ko 'pburchaklar perimetrlari»}, Y= {«r< R radiusli aylanaga 
tashqi chizilgan qavariq ko 'pburchaklar  perimetrlari»};

d) A- = {3-i | /7eJV}, Г = {з + 1 | ПбЛг};

e) X  = { б - ^  \ n  б / vj ,  У = {б + ^  I л  e i v j .
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3. Haqiqiy sonlar ustida arifmctik amallar. yfl sonining
l  ^ g a c h a  kam i (quyi ch egara )  va o r t ig ‘i (yuqori ch egara )  bilan 

o lingan  b ir  n e c h a  yaq in lash ish larin i  kuzataylik: 1 , 4 < > Я < 1 , 5 ,

1,41 < >/2 < 1,42, 1 ,414<V 2 <1,415 . Kami bilan olingan o 'nli 
yaqinlashishlar o ‘suvchi, ortigM bilan olinganlari esa kamayuvchi 
ke tm a-ke tlik  tashkil e tm o q d a .  Lining had laridan  iborat ikki 
to*plamni yagona V2 soni ajratib turadi. Arifmetik amallarni 
bajarish va topilgan natijalarni baholashda sonlarning bu xususiyati 
e'tiborga olinadi.

Agar A, В va hokazo sonlar an < A < a'n kabi ko‘rinishda 
berilgan b o ‘lsa, ular ustida amallarni bajarishda tengsizliklarning 
m a ’lum  xossalaridan foydalanamiz, bunda an va an' lar A  ning 
IQ -^gacha  kami va ortig‘i bilan olingan o ‘nli yaqinlashishlari,

n € N .  Natija xn < X  < x'n qo'shtengsizlik yoki X  = x ± A x ,  yoki 

X  =x ko 'r in ishida yoziladi. Bu yozuvlarning biridan ikkinchisiga 

o ‘tish mumkinligini bilamiz. Xususan, xn < X  < x'n b o ‘yicha X

ning x  = -  o ‘rtacha (taqribiy) qiymati va uning Ax = Xn—- -

c h e g a ra v iy  (en g  k a t ta )  a b s o lu t  x a to s in i  h iso b la sh  o rq a l i  
A, = x ± A x  ga  o ' t i s h  va  a k s i n c h a ,  vY = x ± A x  b o ‘y i c h a  
х - Д х < А , < х  + Д х  q o ‘shtengsizlikka o ‘tish m um kin . X * x  
yozuvda x  ning qanday  aniqlikda berilganligi nazarga olinadi. 
Masalan, л * 3,14 soni 3,14<л<3,15, л »3,145±0,005 k o ‘rinishda 
yozilishi m um kin. Shuni esda tutish kerakki, taqribiy son quyi 
chegara qiymati faqat kami bilan, yuqori chegara qiymati esa ortig‘i 
bilan yaxlitlanishi mumkin.

1) q o ‘shish:

+ < a < я,,
+ />„, < P < bm yoki qisqaroq

x X
x  < X  < x '
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Bunda x = a „  + Z.m + .... x'= а 'л + 6 'm + ....

a  va p son la fining a  + p yig'indisi deb ularning kami bilan 
olingan ketm a-ket o ‘suvchi a n va p /? (n  e  /V) yaqinlashishlari 
yig‘indilari A to ‘plami va ortig‘i bilan olingan a'n va b'n ketm a- 
ket kamayuvchi o ‘nli yaqinlashishlarining yig‘indilari 5 t o ‘plam - 
ini ajratuvchi a  + p songa aytiladi: an + bn < a  + $ < a'n + b'n . 
2- band (qisqacha b.) teoremasiga k o ‘ra А В to ‘plamlarni 
ajratuvchi kamida bitta son mavjud. Lekin u yagona. Haqiqatan,

a ' « = fln +  I ^ >  b ’n = bn ^ >  E =  ( f l « + 6 « ) - ( fln +  6 n ) =  r o  

boMadi va n ning katta qiymatlarida e istalgancha kichrayadi.
2) qaram a-qarsh i m a ’noda yozilgan a  va p sonlarni ayirish:

an < a  < an 

~ b 'n > P > 6 n

-  4  <  “  -  P  <  ■

3) a  va p m usbat son la rn ing  a p  k o ‘pay tm asi deb , aflbn 

k o ‘pa y tm a la r /1 to ‘plami va a'n b'n ko‘paytmalarning 5 t o ‘plamini 

ajratuvchi a p  songa aytiladi, y a ’ni anbn < a p  < a'n b'n, n e  N.

4) a  musbat haqiqiy songa teskari son deb, afJ * 0 ,  a'n * 0  

bo 'lganda sonlarning A to bplami va sonlarning В to ‘pla-

mini ajratuvchi ^  songa aytiladi: ^  ~  ■ Bunday son

mavjud va yagona. H aqiqatan, 0 < a  < a ' , bundan  4 -  < , buII И u /I Ufj

esa В t o ‘p lam ning A t o ‘p lam dan o ‘ngda joylashganligini 
bildiradi.

Demak, A va В  ni ajratuvchi son mavjud. U yagona hamdir. 

H a q i q a t a n ,  a'n = an + 0  < an < a'  e k a n i d a n  -f L =
"  iu  "  (in an
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_ an an _ — 1—  < —L_  b o ‘ladi va n kattalashgan sari kasr kich-
anan \0"a„a„ Wna{

rayadi. Dem ak, ^  — yagona ajratuvchi son.

5) a  ni (3 ^  0 ga b o l is h d a n  hosil boMadigan b o ‘linma deb, 

c4  k o ‘paytm aga aytiladi, ya’ni an • < % < a„ ■-±-.
P °n P °n

a  = a ±  k a  ko‘rinishdagi sonlar ustida amal ikki usulda baja- 
riladi:

1- u s u  1: sonlar q o ‘shtengsizlik ko‘rinishda qaytadan yoziladi, 
so‘ng amal bajariladi.

2- u s u l :  o ld in  am al a,  b, ... taq rib iy  q iy m a tla r  ustida  
bajarilib, x, so ‘ng a lohida form ulalar b o lyicha Ax xato qiymati 
topiladi:

1) y ig‘indi xatosi: A ( a  + b )  = Aa + Ab , chunk i  a  + p =

= (o ± Aa) + ( b ±  Ab) = (a + b ) ±  {Aa + Ab) ;

2) a y irm a  xatosi: A ( a - b )  = Aa + Ab , c h u n k i  a  -  p =

= (a ± Aa) ~ { b ±  Ab) = { a -  b ) ±  {Aa + Ab) ;

3) ko‘paytm a xatosi: A { a b )  * bAa + a A b , chunki a p  =

= { a ±  Aa){b  ± Ab) = a b ±  {bAa + a A b ) , b u n d a  n isb a ta n  k ich ik  

b o ‘lganligidan AaAb k o ‘paytm a tashlab yuboriladi. Xususan,

A { a n ) = nan~ 1 -Ай va а | ^ ) =  ^ - a "  ' - Aa-

4) b o ‘linm adag i  xa to  A ( f ) ~ b--la+J ‘-- b- (m us taq i l  isbot 

qiling!).
Agar a  taqribiy sonning e chetlanishi (xatosi) shu sonning 

biror xonasi 1 birligidan katta boMmasa, shu xonada turgan raqam 
va undan  chapda  joylashgan barcha  raqam lar ishonchli raqamlar,  
o ‘ng to m o n d a  turgan raqam lar esa ishonchsiz raqamlar  deyiladi. 
Ishonchsiz raqam lar yaxlitlab tashlanadi va ular o ‘rniga 0 lar 
yoziladi. Son a  = я ko 'r in ishida yoziladi. Masalan, a  = 28,8569 ±
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±0,01  sonida 28,85 ishonchli raqam lardan iborat, 5, 6 , 9 lar esa 
ishonchsizdir. Shunga ko‘ra a  * 28,86 .

Ratsional sonlar ustida bajariladigan arifmetik amallarning 
barcha xossalari haqiqiy sonlar holida ham  o ‘z kuchida  qoladi. 
Ularni eslatib o ‘tamiz:

1) a  + p = p + a; 2 ) a  + (p + y) = (a  + P) + y; 3 ) a  +0  = a ;

4) a  + ( - a )  = 0; 5) a(p  + y) = a p  + ay.

Shu kabi: Г )  a p  = pa; 2 ')  a(py) = (ap)y; 3 ' ) a  l = a;

4 ' )  ^  = 1, a ^ O .
7 a

1 - m i s o 1.  Kuchlanishi 215 ± 15V b o1 Igan elektr tarm og6iga 
tok kuchi 5 A dan oshmaslik sharti bilan 44 ± 0,5 Q qarshilikni 
ulash m um kinm i?

Y e с h  i s - h  . /  = ^  = ^ ! | =  ... = 4,896... ± 0 ,2 9 3 . . .=

% 4,89 ± 0,30 A yok i 4,59 < /  < 5,2 A , y a ’ni /  n i ng  y u q o r i
chegara qiymati 5 A dan oshmoqda, demak, ulash m um kin emas.

2 -  m i s о 1 . Л В С  u c h b u r c h a k  t o m o n l a r i :  A B  = y[58,

BC = V85, A C  = 9, uning p  perimetrini 0,01 aniqlikda topam iz.

Y e  с h i s h. 1- u s u 1. Q o ‘shiluvchilarning aniq qiymatini 0,001 
gacha aniqlik bilan olam iz va natijani 0,01 gacha aniqlikda 
yaxlitlaymiz:

p  =  A B  +  B C  +  A C  =  V58 + V85 + 9  «

« 7 ,6 1 5  + 9,219 + 9 = 25,834 «  25,83.

2- u s u 1. Q o ‘shtengsizliklar usuli. Sonlarni quyi va yuqori 
chegara qiymatlari b o ‘yicha yozamiz va amalni bajaramiz:

7,61 < V 5 8 <  7,62

+ 9,21 < V 8 5 <  9,22

9______ 9____9
25,82 < p <  25 ,84 .

3- u s u 1. Д absolut xato (yoki nisbiy xato) kattaligini ham  
hisoblash:
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р = Л В + В С  + ЛС = (7,612 ± 0,005) + (9,220 ± 0,001) + 9 =

= 25,832 ± 0,006 « 25,83 ± 0,01. Agar 2- usul natijalari b o ‘yicha 
o ‘rtacha qiym atlar  topilishi talab qilinsa, u holda:

p  = 25^ ..25.;̂ . = 25,83, A/? = 25 8̂4j ---,-  = 0,01, 

p *  25,83 ± 0 ,0 1 .

3- m  i s о  1 . Qadimgi Sam arqand madrasalari darsliklarida 

я w ^  taqribiy son uchraydi. Undagi xato kattaligini baholaylik.

Y e c h i s h .  e = = |3,1 4 1 5 . . . -  3 ,1428 .. . | = 0 , 0013... 

. . . <  0 , 0 0 2 .

4- m i s о  1. a  » 3,2 ± 0,08 berilgan. tfu* ni hisoblaymiz. 

Y e c h i s h .  1) ^ 2 f = Vfo^24 * 2 ,172;

2 ) д  = | . ^ * 0 , 0 4 .

3,23

J a v o b :  2,17 ± 0,04.

M  a s h q 1 a r

2 .5 8 .  а = у [ Щ ,  b = j 3 j 6  b o ' l s a ,  a + b, a - b ,  ab,  |  larn i 
0,01 gacha aniqlikda toping. Ayirmada aniqlikning yo‘qolishiga 
sabab nima?

2.59. Hajmi 710 < V< 720 (sm 3), zichligi 8,4 < p < 8,7 (k g /m 3) 
bo lg an  moddaning massasini toping.

2 .60. K ubning qirrasi 12,8 < ж  12,9 (sm). Uning t o ‘liq sirti va 
hajm ini toping. Javobni q o ‘shtengsizliklar va taqriban 0,1 
gacha aniqlikda yozing.

2 .61. K ubning  hajm i 1 450 < V< 1 460(sm 3). Uning qirrasini 
toping.

2.62. Haqiqiy sonlar quyidagi xossalarga ega ekanligini isbot qiling:
a) agar b -  ci>Q bo 'lsa  va faqat shu holdagina a < b  bo 'ladi;
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b) h e c h  q an d a y  a soni u c h u n  a < a  tengsizligi bajar ilm aydi;
d)  agar  a <  b va b < c  b o ‘lsa, a < c  b o 'lad i ;
e) ixtiyoriy ikkita a va b sonlari u c h u n  ci = b, ci<b,  a > b  

m u n o sab a t la rd an  faqat biri bajariladi;
0  ag a r  a < b  b o ‘lsa, a + c < b  + с b o ‘ladi;  ag a r  a < b va 

c< d  b o ‘lsa, a + c< b + d  boNadi;
g) agar  a <  b v a  с > 0 b o ‘lsa, ас < be boNadi; agar  a < b v a  

с < 0 b o ‘lsa, ас > be b o ‘ladi;
h )  agar  0 < a < b  va Q < c < d  b o 'lsa ,  ас < bd  boNadi;
i) agar  a< b b o ‘lsa, - a > - b  b o ‘ladi;

j )  agar  0 < o <  Z) b o ‘lsa, 0 < ^ ^  b o ‘ladi.

2 .63 . K o ‘p bosqichli rake ta  b ir inch i  b o sq ich  dvigatelin ing to rt ish  
kuchi 106± 104 N  ga teng. Shu bosqich ishining oxirida raketa 
3 0 0 0 + 1 5  m /s  tezlik  bilan u ch a y o tg a n  b o ‘lsin. 0 ‘sha  o n d a  
dvigatel qanday  q u w a tg a  ega b o lg a n ?  Javobni m ln. kW  larda 
bering.

4. Haqiqiy sonning moduli, a  haq iq iy  so n n in g  m o du li  deb, 

a, agar о > 0 b o ‘ Isa,
\a\ = .

-  o, agar ti < 0 b o ‘ Isa

m unosbat bilan aniqlanadigan \a\ soniga aytiladi. Uning asosiy 

xossalarini keltiramiz:

1) a  < | a | ;  2) |a p |  = | a |  • |p |; 3) | a  + p| < | a |  + |p |;

4) h  = 6 - ’ 5) | a - ( 3 | > | a | - | P | .

1- xossaning to kg ‘riligi m odulning t a ’rifidan kelib chiqadi.
2 - xossani isbot qilamiz:

a<]a|, (3<|p|=>|a + p |2 = (a  + p )2 = a 2 +2ap + p2 <

- ( M  + IPI)2 ^ Ь + Р М Н + М '

Tenglik belgisi a p  > 0 b o ‘lgandagina o ‘rinlidir.



2.64. Haqiqiy son a  ning moduli nom anfiy  son ekanini isbotlang.

2.65. Taqqoslang:

2.66. Harflarning ko‘rsatilgan qiymatlarida ifodaning qiymatini 
hisoblang:

2 .67. Agar a) \a\ = b , b) \a\ = - b  b o ‘lsa, b soni haqida nim a 

deyish m um kin?

2 .68. Agar a) \a\ = \b\, b) \a\ = a ,  d) \b\ = - b  b o ‘lsa, я  va Z) 
sonlari haqida nim a deyish mumkin?

2 .69. M odulning quyidagi xossalarini isbotlang:

a) |8,7| va 8 ; 0  - | - 3 , 2 |  va - 3 , 2 ;

b) |0 | va 0 ; g) |я | va 0 ;

d) |-15 ,2 | va 15,2; h )  - 5 |я |  va 0;

e) - 6 |  va - б | ;  i) |я | va a.

а) |я| + 7\b\, a  = —3, = 5;

b) M - 2 |Z > | ,  a = - \ ,  b  = -2 ;

f) ( - \ - a \ f  + 2 \ - b \ \  a  = l, 6 = 2 .



2.70. Tenglikni isbotlang:

a) \a-b\<,  |o| -|6|; d) \? \  =  $  =<z2;

b) |f |  = $ ( » * ( » ;  e ) | a 2"| = M 2" = a 2" , n e j V .

2.71. Ifodani modul belgisisiz yozing:

a) | x - 2 | ;  0  |3x  + 7|; j) a + \a\\

b) |x + 2|; g) | -  3x  + 7|; k) 2 x  + \ a -  1|;

d )  | - x  + 3|; h) | - 3 x - 9 | ;  1) 3|xy| + a ;

e) | - ^ - 4 | ;  i )  |4x |;  m) 2 | x - y |  + >;.

2.72. Ifodani modul belgisisiz yozing:

a) |x  + l| + | x - l | ;  0  | 4 x - 8 | +  | x - 2 |  + |x|;

b) | x - l | - 2 | x  + 2|; g ) | 7 x - 5 |  + | 2 x - l |  + | x - 2 | ;

d) |2x - 1| -  |x  -  2|; h) |7x  + 5| - |3x  -  2| + |x  -  3|;

e) |3 x - 7 |+ |4 x - 5 | ;  i) |3 x - 6 |+ |8 x - 4 | - |1 3 x - 2 0 | .

2.73. Ifodani modul belgisisiz yozing:

a) | | x | - 2 | ;  f )  | | 6 x - l | - | 4 x  + l||;

b) | | x - 3 | - x | ;  g) | | x - 3 | - | x | | - | x - l | ;

d) | x - 3 - | x | | ;  h) x 2 - I x f + | x | - | x - 3 | | ;

e) | | x - 3 | - | x | | ;  i) | | 3 x - l | - | x | | - | x - 2 | .

2 .74. a, b, c, d  haqiqiy sonlar bir vaqtda nolga teng emasligini 
modul belgisidan foydalanib qanday  yozish mumkin?

2.75. я, b, с sonlaridan kamida ikkitasi o ‘zaro teng emasligini 
modul belgisi yordam ida qanday  yozish m um kin?

2.76. a, b, с lar o ‘zaro teng ekanini modul qatnashgan tengsizlik 
bilan ifodalang.
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5. H aq iq iy  sonn ing  butun  va k a s r  qismi. a  son in ing  butun 
qismi d eb ,  a d a n  k a t ta  b o ‘lm ag an  b u tu n  so n la rn in g  eng kattasiga

aytiladi va [a] yoki E (a) orqa li  belg ilanadi.  0 ‘qilishi: «a n ing  

b u tu n  qismi» yoki «antye a» ( f ran su zch a  en t ie re  -  b u tu n ) .

1- m i s o l .  [3,2] = [3,8] = 3; [0 ,2] = [0,99] = [0] = 0; [-1,2] =

= [-1,5] = - 2 ;  s h u  k a b i  1 0 |  + 5 |  = 16^ b o ‘ l g a n i  u c h u n

[ m i  + 5 2 ]  = [1 6 1 ]  = 16; 28 ■ [0 ,7] = 2 8 . 0  = 0; 8 : [2 1 ]  = 4;

H  = 3; [ - < = - 4 .
S o n n in g  b u tu n  qismi quyidagi xossalarga ega:

1 - x o s s a .  a, 6 e  Z  b o ‘lganda, [ti + ^] = [fl] + [^] b o ‘ladi.

2 - x o s s a .  a, 6 e b o l l ganda ,  [a + Z>] > [o] + [Z>] b o ‘ladi. 

[ 9 +  10] = [9 ]+  [10] = 19; [9 ,8 ]+  [9,9] = 9 + 9  = 18. [9 ,8 +  9,9] = 

=  [19,7] = 19. 18 < 19.

a -  [a] ay irm a  a so n in in g  kasr qismi deyiladi va {a} orqali  

belg ilanadi: { я } = д - [ я ] > 0 ,  0 < { д } < 1 ,  b u n d a  a= [a ]+ {a ).

2 - m i s o l .  { l6 i}  = l ,  {-1,5} = { - 2 +  0,5} = 0 ,5 ;  {л}=0 ,14 .. .

3 - m i  s o l .  A g ar  [^ ]  = [^]  b o ‘lsa, - \ < a - b < \  b o ‘lish in i  

isbot qilam iz.

I s b o t .  a = [a] + {a)  va b = [b] + {b) b o ‘lg an idan  a -  b=

= ( И  + {a}) -  (M  + 16)) = (M  -  [b]) + ({“} -  {6}) = M  -  {b} ■ Lekin 
0 <  {д} < 1, 0 <  {^} < 1.

S h u n g a  k o ‘ra (va q a ra m a -q a rsh i  m a ’nodag i  tengsizlik larni 
h ad lab  ayirish  m um k in lig ig a  asoslansak):

0 < {a} < 1

1 >{Z>}>0 

-1  < {o}-{6} < 1.
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4-  m  i s о  1. A gar a soni b u tu n  va n o m an fiy  b o l s a ,  [na] > n[a] 

b o l i s h in i  isbotlang.

I s b o t .  [na] = [/7([ti] + {o})] = n[a] + n {a ] ,  bunda  n {a )  > 0 .

D em ak ,  [na] > n[a].

5- m i  s o l .  1 - 2 - 3 - 4 - 5 - . . .  - 2001 k o kpay tm a nech ta  nol bilan 
tugaydi?

Y e c h i s h .  B erilgan  k o ‘p a y tm a n in g  k a n o n ik  shak li

2a| • .3a2 . 5аз . . nan b o ‘ls in . a ,  va  a 3 n a t u r a l  s o n la rn i

topam iz.
a 3 soni 1 d an  2001 g ach a  b o ‘lgan na tu ra l  so n la r  orasidagi 5, 

25, 125, 625 sonlariga b o ‘linuvchi barcha  natural sonlarning soniga 

teng:

20011 , Г20011 I Г20011 , Г2001 
L 5 J  L 25 J  L 125 J  4  625 Ja 3 =

X uddi shu  kabi

= 400 + 80 + 16 + 3 = 499

a i = [ 2M ] + [ M i ]  + [m ] + ...+ [2M ]  = 1880

ekan in i  an iq laym iz.
21880 . 5499 ko‘paytm a 499 ta nol bilan tugagani sababli, berilgan 

k o ‘p ay tm a  h a m  499 ta  nol bilan tugaydi.
x - \

6- m  i s o l . = x  ten g lam an i  yecham iz .

Y e c h i s h .  T u shunar lik i ,  x  e  Z  va x  < ^  < x  + 1 boMishi
ЛЛ  1

zarur.  x  < —  < x  + 1 tengsizlik  x  = -1  d a n  ibora t  yagona  b u tu n

y ech im g a  ega va bu  y ech im  berilgan  ten g lam an i  q an o a tla n t i ra d i .  
Shunday  qilib, berilgan tenglama x  = -1  d an  iborat yagona yechimga 
ega.

M  a s h q 1 а г

2.77. Hisoblang:

a) [2,8]; b) [2]; d) [0]; e )  [0 ,9 ] ;  0  [ - 1 ,5 ] ;
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g )  [ - 0 , 2 ] ;  h )  [тг]; i) [ -тг];  j )  [ Л 5 ] ;  к) .

2.78. Hisoblang:

a) 100 •№ 0  s {3iI
b ) [ п г + 5 Щ; g) 1

1— 
"I 

ОО 
г

- •7;

d ) h )
100 L72 J■7;

e) № ] + Ш i )
Г490I2 
. 1 0 0

2 .7 9 .  T en g la m a n i  yeching:

a )  [ t ]  =  5; d )  [2x  + 4] = -5 ;

b )  [ ^ - l ]  = 15; e )  [3x - 1 ]  = -4 .

2 .8 0 .  T en g la m a n i  yeching:

~ 2 x - l
d) = 2x;

b) [2T 1] = - x; e) [3x +1] = |-

2 .8 1 .  1, 2, 3, n n a tu ra l  so n la r  k e tm a-k e t l ig id a  p  n a tu ra l  

songa b o ‘linuvchi ^  j ta h ad  b o ‘ladi. Isbot qiling.

2 .8 2 .  n\ = \ ■ 2 ■ ■ n b o ‘lsa, 600! soni n e c h ta  nol b i lan  tugaydi?

2 .8 3 .  600! yoy ilm asida  h a r  qaysi 2, 5, 7 tub  soni va u la rn in g  
dara ja la riga  boM inuvchilarning u m u m iy  soni topilsin .
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2 .84* . nl so n i  tu b  k o ‘p a y tu v c h i la r i  y o y i lm a s id a  p  tu b  soni

m arta  qatnashadi, bunda

n < p m+x. Shuni isbot qiling.

x  = /7 + JL + /7 +  . . + /7
_P _ _P2 . . P 3 . . P W .

pm <

6 . Proporsiya. a € R, b e  /?\{0} b o ‘lsa, |  ifoda nisbat deyiladi.

Ikki n isba tn ing  tengligi proporsiya deyiladi. P ropors iya  u m u m iy  

holda

0. = L 
b d ( 1)

k o ‘r in ishda  yoziladi, b u n d a  0, a, d  la r  p roporsiyan ing  
chetki had lar i ,  b, с lar esa o ‘rta had lar i  deyiladi.

P roporsiya quyidagi xossalarga ega:
\ . a d *  be,

i  Q. = £.
b d

a _  b_ d_ — к
с d ’ с а '
d  = с 

_b а '

am _  cm . 
b d  '

JL = -C- 
bn dn ’

m ,n *  0.

(1) p ro p o r s iy a d a n  hos i lav iy  p ro p o r s iy a la r  d e b  a ta lu v c h i  
quyidagi proporsiya larn i hosil qilish m u m k in .

a+ b _  c + d  ,
~Г~ *  ~T~

a+b  _  c+d  
a ~  с

a - b  _ c - d  
b ~  d

a+b _  c+ d  
a - b  ~  c - d

M y  a-b_ = c_1 d_
'  a с

( 6 ).

(3);

(5);

I s b o t .  (2 )  ni i s b o t la y m iz  |  ^  |  + 1 = ^  + 1 ^  =

= Bu esa (2) p ro p o rs iy ad an  iborat.
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M  i s o l .  = 5  Х - ?
3 - х  6 ’

( 6 ) d a n  f o y d a l a n s a k , З + х + З - х  5 + 6 .  6 11
З + х - З + х  5 - 6 ’ 2 х  “  -1

— А-

М a s h q 1 а г

2.85 .  Q uyidagi n isba t la rdan  p roporsiya  tuz ish  m u m k in m i:

a) 4 2 :  14 va 7 2 : 2 4 ;  d ) 3 , 5 : 2 1  va 2 l : 1 3 l ;

b) 78 : 13 va 60 : 12; e) 0,1 : 0 ,02  va 4 : 0,8 ?

2 .86 .  P ro p o rs iy an in g  n o m a ’lum  h ad in i  toping.

a) x :  12 = 4 f  : ? ! ;  f) 13I  : 0 ,4  = x :  Ц ;

b )  x : l l  = l X  : i i ; g)  1 0 , 4 : 3 5  =  x : ^ ;

d )  6 1  : x  = 6 5  : 4,1; h )  15,6 :2 ,88  = 2,6 : x;

e )  0 ,38  : x  = 4 |  : l l ;  i) 1,25 :1 ,4  = 0,75 : x.

2 .8 7 .  P ro p o rs iy ad a n  x  ni top ing:

a )  7 x :  42 = 4 5 :  27; h )  4 x :  31 = 4 4 : 1 1 ;

b )  84 : 6 x  = 28 :14 ; i) 85 : 17x = 105 : 84;

d )  21 : 7 = 2 1  : x ;  j )  1 : 2 l  =  3 l x :  13;

e )  131 : l l  =  2 6 : 0 , 2 x ;  k) 3,3 : ? l x  = 4 2  : Ц ;

0  3 l x :  1,5 = 4 2  : ± -  1) З ^  : Ц  = 2 |  : 0 ,8x ;

g) 111 ; l |  = 5 l x :  m )  : l | x  = 0 ,48 : 1,2.
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2 .88 . Quyidagi tenglik lar  y o rd a m id a  p ro p o rs iy a la r  tuzing:

a )  15-42 = 35 .18; d) 2 ,5 -0 ,0 1 8  = 0 ,15-0 ,3 ;

b )  54 -55  = 6 6 .4 5 ;  e) 2 i - l 2  = 5 . 4 l .

2.89 . P ro p o rs iy ad an  x  ni toping:

a)
4 - Ц 4 - # ° ' 16 ,

4l23_4oi2 ’ 
84 60

1 ,2 :0 ,3 7 5 -0 ,2  =  0.016:0,12 + 0 , 7 .

b ) 64:155 + 0,8 x
25 5

Ш - Щ - 0 7  
^  0,125x  _  V63 21/ ’ .

 ̂ / j 9 _ 2 1 \  o l_  0 , 6 7 5 . 2 , 4 - 0 , 0 2 ’ 
\24  40j" 16

9 ( i l l - 0 ,9 4 5 : 0 ,9  
e) x -  120

1 0 , 5 - 0 , 2 4 - 1 5 ,1 5 : 7 , 5  1J . - 4 3 . 7
40 8

7. Protsent (foiz)lar. T u rm u sh d a  k o ‘p ishlatiladigan 1 ,  1 ,  1 

kasr son la rn ing  m axsus n o m la r i  m avjud. 1 —yarim , 1 — ch o rak ,

1 -  ya r im  chorak .  X uddi sh u n d ay  kasr la rdan  biri щ  dir.

B erilgan so n n in g  b ir  p ro tsen t i  (foizi) d eb ,  u n in g  y u zd a n  
bir q ism iga aytiladi va % bilan belgilanadi.

M asa lan ,  p  sonn ing  1% i щ  kasrni b ild iradi.

D e m a k ,  1 % = ^ ,  1 5 % =  1 1 ,  2 5 % = ^  =  ! .

S o n n in g  у щ  qism iga «prom ille»  deyiladi va %0 b ilan b e l ­

g ilanadi. 2000 ning 5%o si -5  = 10, 1 % = 10 %0 .
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P ro tsen tla rga  d o ir  4  xil m asa la  uchraydi:
1) so n n in g  p ro tsen t in i  top ish ;
2) p ro tsen tig a  k o ‘ra sonn i  top ish ;
3) ikki so n n in g  p ro tsen t  n isbatin i top ish ;
4) m u rak k a b  p ro tsen tg a  d o ir  m asala lar.

1- m  a s a 1 a. a so n in in g  p % i b o ‘Igan x  son in i toping.

D% = J -  x  = ^ ~  p /  100’ л  100'

M asa lan ,  340 ning  15% i quyidagi с ha  topiladi:

3 4 0 1 5  102 r ,
х  = - ш г  = — = 5 L

2- m  a s a  1 a. S o n n in g  p %  \ P  ga teng. S hu  sonn i  toping.

p 
100
r^ :  b o ‘lagi P g a  ten g  b o ‘lgan x  son  x  = dir.

S o n n in g  60 % i 24 b o ‘lsa, sonn ing  o ‘zi x  = 24'-л--00 = 40.
o0

3- m a s a l a .  m  soni a so n in in g  n ec h a  p ro tsen tin i  tashkil 
e tad i.  Bu yerd a  m son in ing  a soniga nisbatini p ro tsen tla rda  ifoda

qilish kerak: x  = — 100.
а

A k ad em ik  litseyda 600 nafar o ‘quvchi b o ‘lib, 120 nafari qizlar. 
Q iz la r  a k a d em ik  litsey o ‘qu v ch ila r in in g  n ec h a  p ro tsen tin i  tashkil 
etadi?

1 2 0 - 1 0 0  
X  =  600  =  2 0 % -

4 - m  a s a 1 a. Xalq banki mijozlarga p  % foyda beradi. M ijoz 
xalq bankiga a so‘m  pul topshirsa, n  y ildan so‘ng necha  so‘m ga ega 
b o ‘ladi?

Y e c h i s h  . X alq  b an k ig a  a  s o ‘m q o ‘ygan  m ijo z  1 y i ld an  
s o ‘ng

N ' = а + ш Р  = а ( и ш )
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so‘m ga, 2 yildan so ‘ng

yvi
/У, -h

so 'm g a ,  3 y ildan so ‘ng

ЛГз=^+^/> = «(1 + 1^)3
so‘mga ega b o lad i .

S h u  ja ra y o n n i  d av o m  e tt ir ib ,  m ijoz  n  y ildan  s o ‘ng

^  =0(1 + Тоо)" (О
s o ‘m ga ega b o l i s h ig a  ish o n ch  hosil q ilam iz .  (1) tenglik  o d a td a  
m urakkab protsent lar form ulas i d eb  ataladi.

M  a s h q I a r

2.90 . K asr k o 'r in ish id a  ifodalang:

a )  7%; 0  6 ,8% ; j )  4 % ;

b)  0 ,75% ; g) 0 ,48% ; k )  4 f % ;

d )  255%; h ) 29%; 1) 2 2 5 2 % ;

e) 300%; i) 4 | % ; m )  0 ,099% .

2.91 . Pro tsen tla rda  ifodalang:

a )  0,5; 0  4 f ; j )  15,2;

b) 2,15; g) H i ;
k >

d )  1,75; h )  43; 1) 8 | ;

e )  3; i) 5,7; m )  0,79.

2 .92 . a) 1 ning 4 ga; 
b) 3 n ing  5 ga;

d) 5 n ing  2 ga;
e) 12,5 n ing  50 ga;
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О 3,2 ning 1,28 ga; h )  0 ,43 n ing  5 ga;

g) 15 n ing  18 ga; i) ^  n ing  |  ga p ro tsen t  nisbatin i 

top ing .

2 .93 . a n ing  p %  \'d q%o ini toping:

a) д  = 75; p  = 4, <7=3;

b) <? = 84; p =  15, <7 = 20;

d )  a  = 330; p=  18^ ,  q=  15;

e) o = 82,25; p =  160, <7 =  13.

2 .94 . /7 % i <7 ga teng  b o 1 Igan sonn i  toping:
a )  /?= 1,25; 0 = 55; d) 77 = 0,8; a=  1,84;
b) / 7  = 40; a=  12; e) / 7 =  15; <7= 1,35.

2 .95 . Fol s ir t in ing  72% ini b o ‘yash  u c h u n  4,5 kg b o ‘yoq ketdi. 
P o ln in g  qo lgan  q ism in i b o ‘yash  u c h u n  q a n c h a  b o ‘yoq 
kerak b o ‘ladi?

2.96 . T o lg ‘ri t o ‘r tb u rc h ak n in g  eni 20% uzaytir ild i,  b o ‘yi esa 
20% qisqartirildi. U n ing  yuzi o ‘zgaradim i? A gar o ‘zgarsa, 
qanchaga  o ‘zgaradi?

2.97 . Ishch i ish kun ida  360 ta  detal tayyorladi va kunlik  rejani 
150% ga bajardi. Ishchi reja b o ‘yicha bir kunda nech ta  detal 
tayyorlash i kerak edi?

2.98 . M eva  qu rit i lganda  o ‘z o g ‘irligining 82% ini y o ‘q o tad i .  36 
kg qurit i lgan  m eva  olish u c h u n  n ec h a  kg hoN m ev a  olish 
kerak?

2 .99 . 10% ga arzon lash tir i lgan  to v a r  18 s o km ga sotildi. T o v ar-  
n ing  dastlabki narx in i top ing .

2.100. S h ax m a t  tu rn ir id a  16 o ‘y inchi ishtirok e td i  va h a r  b ir  
o ‘y in c h i la r  ju ftlig i faqa t  b i r  p a r t iy a  sh a x m a t  o ‘ynad i.  
0 ‘ynalgan partiyalaming 40% ida durang qayd etildi. N echta  
partiyada g‘alaba qayd etilgan?

2 .101. M ah su lo t  narxi a  s o bm  edi.  A w a l  u n in g  narxi p%  ga 
tushirild i,  so ‘ngra q% ga oshirild i.  M ah su lo tn in g  keyingi 
narx in i toping.



2.102. Uzunligi 19,8 m b o ‘Igan a rq o n  ikki boMakka b o ‘lindi. B o‘- 
lak la rd an  b irin ing  uzunligi ikk inch is in ik idan  20% ortiq  
b o 'lsa ,  b a r  b ir  b o ‘lakning  uzunlig in i  top ing .

2.103. T o ‘g ‘ri to ' r tb u rc h a k n in g  ka tta  to m o n i  10% ga kam ay -  
t ir ilib ,  k ich ik  to m o n i  10% ga o r t t i r i lsa ,  t o ‘g ‘ri t o ‘r t-  
b u rc h a k n in g  yuzi q an d a y  o ‘zgaradi?

2.104. Xalq banki yiliga 20%  foyda to 'layd i .  O m o n a tc h i  kassaga 
15 000 so ‘m  q o ‘ydi. Ikki y ildan keyin u n in g  kassadagi 
puli n ech a  so ‘m  b o ‘ladi?

2.105. Xalq banki yiliga 30% foyda to 'layd i.  O m o n a tg a  q o ‘yilgan 
pul n ec h a  yildan keyin 1,69 m ar ta  k o ‘payadi?

8. T aq q o s lam a la r .  a  va Z? b u tu n  son larin i  m n a tu ra l  soniga 
b o 'l ish d a  bir  xil r  (0 < /•< m) qo ld iq  hosil b o 'lsa ,  я  va Z> sonlari m 
m odul b o 'y ic h a  taqqoslanadigan ( teng  qold iq li)  sonlar deyiladi 
va я  =  Z? (m od  m) k o 'r in ish d a  belgilanadi. a soni b soniga m m odul 
b o 'y ic h a  taqqoslan ish in i  ifodalovchi a = b (m o d  m) bog 'lan ish  
taqqoslama deb  o 'q ilad i.

M i s o l .  27 = 5 -  5 + 2, 12 = 5 -  2 + 2 b o ‘lgani u c h u n  2 7 = 1 2  
(m o d  5).

1 - t e o r e m a .  a = b (m od m ) taqqoslam a a - b  ayirm a m ga  
qoldiqsiz bo'lingandagina o ‘rinli bo4adi.

I s b o t .  a = b (m o d  m) taqqos lam a o 'r in l i  b o 'ls in ,  y a ’ni я  va Z? 
sonlarin i  m  soniga b o 'l i sh d a  ayni b ir  xil r  qo ld iq  hosil b o ‘lsin. U 
ho ld a  a = m q + r, b = mq'+ r Xenghkhr o 'r in li  bo 'lad i ,  bu  yerda 
q, q 'e  Z . Bu t e n g l ik la r n i  h a d m a - h a d  a y i r ib ,  a - b  = m q -  
-m q '=  m (q  -  q ')  ga ega b o ' l a m iz .  D e m a k ,  a - b  so n i  m ga 
bo'linadi.

Aksincha, a - b  soni m ga bo'linsin, y a ’ni

a - b - k m ,  k e  Z  (1)

b o ls in .  b sonini m  soniga qoldiqli bo 'lamiz:

b = mq + r, 0 < r< m . (2)

(1 )  va  (2 )  l a r d a g i  t e n g l i k l a r n i  h a d m a - h a d  q o ' s h i b ,
a = (k  + q)m  + r  tenglikka ega bo 'lam iz ,  bu yerda 0 < r  < /и. Bundan
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a sonini m soniga bo 'l ishdag i qo ld iq  b x\\ m  soniga boMishdagi 
qo ld iqqa tengligi kelib ch iqadi.  D em ak , a = b (m od  m) taqqoslam a 
o ‘rinli.

2- t e о  r e m  a. H ar biri с soni bilan taqqoslanadigan a va b 
sonlari b ir-b iri bilan ham taqqoslanadi.

I s b o t .  a = c (m o d  m) va b = c (m o d  m) b o ‘lsin. U ho ld a  1- 
teo re m ag a  k o ‘ra a - c = m q v b - c =  m q2 tenglik lar o ‘rinli b o l a d i ,  
bu  yerda <7,, <72 6  Z. Bu tenglik lardan  a -  b = m (q] -  q2) ni olam iz. 
D e m a k ,  a = b (m o d  m) taq q o s lam a  o ‘rinli.

3 - t e o r e m a .  M oduli bir x il taqqoslam alarni hadm a-had  
q o (shish mumkin.

=> (o, + a2) -  (/?, + b2) = m(q^ + q2) => д, + д2 = Z>, + /?2(m o d  m ) .

3- te o re m a d a n  q o ‘sh iluvchin i ta q q o s lam an in g  bir  q ism d an  
ikk inch i q ism ga q a ram a-q a rsh i  ishora  b ilan  o ‘tk az ish  m u m k in  
ekanligi kelib ch iqadi.

H a q iq a ta n ,  a + b = c (m o d  m) ga  a y o n  - b  = - b  (m o d  m) 
taq q o s lam an i  q o ‘shsak, a = c - b  (m o d  m) hosil boMadi.

4 -  t e о  r e m  a. T aqqoslam aning ix tiy o r iy  b ir  q ism iga  
taqqoslam aning moduliga bo'linadigan har qanday butun sonni 
qo ‘shish mumkin.

I s b o t .  a = b (m o d  m) va m k = )̂ (m o d  m) b o ‘lsin. Bu 
taqqoslam alarn i h a d m a -h a d  q o ‘shsak, a + m k = b (m od  m) hosil 
b o ‘ladi.

M a s a la n ,  27 =  12(m od 5) => 27 + 3 5  = 12(m od 5) => 62 = 
=  12(mod 5).

5 - t e o r e m a .  B ir  x il  m odu lli taqqoslam a larn i hadlab  
ко ‘paytirish  m um kin.

H a q iq a ta n ,  a = b (m o d  m), c = d  (m o d  m) taq q o s lam a la r  
o 'r in l i  b o ‘lsa, u la rd a n  m os rav ishda a - b  = m q] va c - d = m q 2 
ten g l ik la r  kelib  ch iq ad i .  Bu ten g l ik la r  asos ida  a c -  bd=  a c -

Я, = t\ (mod m), 

a2 = />2 (mod ni),

a \-b \  = п щ , 

a2 - fb  =mq2.
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- b c + b e - b d =  m (cq\ + bq2) te n g l ik n i  hos il  q i l a m iz .  D e m a k ,  
ac=  bd  ( m o d  m) t a q q o s la m a  o ‘rin li  ( 1- t e o r e m a ) .

5- t e o re m a d a n  taq q o s la m a n in g  h a r  ikkala  q ism in i  b i r  xil 
na tu ra l  k o ‘rsatkichli  dara jaga k o ‘tarish  m um kin lig i  kelib ch iq ad i ,  
y a ’ni a = b (m o d  m )= > an = bn (m o d  m).

T aq q o s lam a la rn in g  am aliy o td a  keng q o l la n i la d ig a n  quyidagi 
xossalarini isbotsiz keltiram iz:

a) taqqoslamaning ikkala qismini biror butun songa ко 'paytirish 
m um kin;

b) taqqoslamaning ikkala  qismini va m odulni biror natural 
songa ko'paytirish m um kin;

d) taqqoslamaning ikkala  qismi va modulini ularning umum iy 
bo 'luvchilariga bo'lish m um kin;

e) agar a va b sonlari /и ,,  m 2, ... , m lt m od и I lar b o y ich a  
taqqoslansa, и holda ular K { m x, m 2, m n) m odul b o y ich a  
ham taqqoslanadi;

f )  agar d  soni m ning bo 'luvchisi bo ‘lib, a = b (m o d  m) bo ‘Isa, 
и holda a = b (m o d  d )  bo'ladi.

1- m  i s o l .  330 ni 8 g a b o ‘lishdan ch iqadigan  qoldiqni topam iz.

Y e c h i s h .  3 2 = (9  -  8 ) ( m o d  8 ) => ( 3 2) l 5 = 1 15 ( m o d  8 ) => 

=> 330= 1 (m od  8) => 330 = 8^  + 1. D em ak ,  izlanayotgan qoldiq r = \.

2 - m i s o l .  Z  = 30л+2 + 23л+1 + 9Л (л e  A) so n in in g  7 ga b o ‘li- 
nishini isbot qiling.

Y e c h i s h .

30 =  2 ( m o d  7), 

23 = 2 ( m o d  7), 

9 =  2 (m o d  7)

30"+2 s  2Й + 2  (m o d  7 ) ,  

2 3 /1+1  e  2 /i+l (m o d  7 ) j

9" = 2й ( m o d  7 ) ,

=> 30л+2 + 2 3 й+| + 9й н 2Л+2 + 2"+1 + 2 " (m o d  7) => I  = 2M(2 2 + 2 1 + 
+ 2°)(m od  7) => (Z  yig‘indi 7 ga b o l in a d i ) .

3 - m i s o l .  22225555 son in i 7 ga b o ‘lishda hosil boMadigan 
qo ld iqni toping.
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Y e c h i s h .  2222 ni 7 ga qoldiqli b o ‘lamiz: 2222 = 7 - 3 1 7  + 3. 

B u n d an  2222 = 3 (m o d  7) ni o lam iz. Hosil  b o ‘lgan ta q q o s la m a ­

n i n g  h a r  i k k i  t o m o n i n i  5 5 5 5 -  d a r a j a g a  k o ‘t a r a m i z :  

22225555 = 3 5555(m o d  7).
Bu ta q q o s la m a  iz lanayo tgan  qold iq  35555 ni 7 ga b o ‘l ishdan  

hosil b o i a d ig a n  qo ld iq  b i lan  b ir  xil ekanlig in i k o ‘rsa tadi. 35555 ni 
7 ga b o ‘lishda hosil b o ‘ladigan qo ld iqn i  to pam iz .  B uning  u c h u n  3 
ning dastlabki bir n ech ta  darajalarini 7 ga b o ‘lishda qanday  qoldiqlar 
hosil b o i i s h in i  kuzataylik:

3 1 = 3 (m o d  7); 32 = 3 ■ 3 = 9 =  2 (m o d  7); 33 = 2 • 3 ^  6(m o d  7); 
34 = 6 • 3 = 18 = 4 ( m o d  7);  35 ^ 4  ■ 3 =  12= 5 ( m o d  7); 36 = 5 - 3  = 
= 15 = l ( m o d  7); 36 = l ( m o d  7) ga  ega b o ‘ld ik . B u n d a n  Ў к = 
= \k (m od  7), к  <E N  (2) ni o lam iz .

E ndi 5555 ni 6 ga b o ‘lamiz: 5555 = 6 • 925 + 5.
U  h o ld a  35555 = 36 ' 925 +5 = 36'925 • 35 = 1 • 35 = 5 (m od 7).
S h u n d a y  qilib, iz lanayo tgan  qo ld iq  5 ga teng  .

4 -  m i s o l .  260+ 7 30 soni 13 g a b o i i n a d i .  Isbotlang.

I s b o t .  24 = 13 + 3 va 72= 4 9 =  1 3 - 4  -  3 b o ‘lgani u c h u n  24 = 
= 3 (m o d  13), 7 2 = - 3 ( m o d  13) la rg a  e g a m iz .  O x irg i  h a r  b i r  
taq q o s lam an i  15- dara jaga k o ‘tarib , u larn i h a d m a -h a d  q o ‘sham iz: 
2бо+ 7зо = о (m o d  13)

D e m a k ,  260+ 7 30 soni 13 ga b o i in a d i .

5- m  i s o  1. 7?7 n ing  oxirgi ra q am in i  toping.

Y e c h i s h .  7 n ing  dastlabki b ir  n e c h ta  dara ja la r in ing  oxirgi 
ra q am in i  kuza tam iz :

T akrorlan ish  sodir  b o i d i  (q ad am  4 ga teng). K uzatuv  quyidagi 
xu losani ch iqar ishga  im k o n  beradi:

71 = 7

72 = 4 9  

f  = * 3  

74 = * 1

7s = * 7

76 = *9

77 = * 3

78 =  *178
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*7, agar n = l (m o d  4)

7„ _  *9, agar n = 2 (m o d  4)

*3, agar n = 3 (m od 4) (3)

*1, agar  n = O(mod 4)

Endi n = I 11 ni 4 ga boNishda hosil b o l a d i g a n  qo ld iqn i  a n iq ­
laymiz:

7 1 =  3 ( m o d  4 ) ;  7 2 ■ 3 • 7 s  l ( m o d  4 ) ;  l lk = 1 ( m o d  4 ) ;
7?? =  72 • 38 +1 s  7 2-38 . 7 e l  . 7 =  3 (m o d  4).

777 =  3 (m od 4) boMgani uchun , (3) ga asosan 77 = *3.
S h u n d a y  qilib, oxirgi raq am  3 ekan.

6 - m i s o l .  Ixtiyoriy n  na tu ra l  son  u c h u n  n5 -  n soni 5 ga 

b o ‘linishini isbotlang.

I s b o t . / ?  — ixtiyoriy na tu ra l  son boMsin. /? ni 5 ga b o ‘lamiz.

A g ar  n = 0 (m o d  5) b o ‘lsa, a?5 -  /z = (P -  0 = 0 (m o d  5) b o ' ­
ladi.

A gar n = l (m o d  5) bo 'lsa ,  n5 - n  = I 5 -  1 =  0 (m o d  5) bo 'ladi.

A gar n = 2 (m o d  5) b o 'lsa ,  /?5 - /? = 2r’ -  2 =  30 =  0 (m o d  5) 
bo 'ladi.

Agar n E  3 (m o d  5) bo 'lsa , /?5 -  n = 35 - 3  = 240 =  0 (m od  5) 
bo 'ladi.

Agar n = 4 (m od  5) bo'lsa, a?5 -  /7 =  45 -  4 =  1 0 2 0 =  0 (m od 5) 
bo 'ladi.

n n in g  h a r  q a n d a y  q iy m a t id a ,  a?3 -  n = 0 (m o d  5) ek an in i  
k o 'ram iz .  D em ak ,  V /? e A u c h u n  a?5 -a?  soni 5 ga qold iqsiz  b o 'l i -  
nadi.

M  a s h q 1 a  r

2 .106 . о ni ga qoldiqli bo 'ling:

a) a = 7 0 ,  b =  3; d) a = 200, b =  17;
b) a = 180, Z>= 9; e) a = 7 6 ,  b =  9.
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2.107. я  ni Z?ga qoldiqli b o ‘ling:

a) я  =  5, Z) = 9;
b) a =  11, b =  23;

2.108. я  ni Z>ga qoldiqli boding:

a) a =  - 8 1 ,  b =  75;
b) я  =  - 5 ,  = 9;
d) я =  - 4 1 ,  b = l \
e) я =  - 3 5 ,  Z)= 7;
0  o = - 3 3 ,  Z>= 7;
g) я  = - 4 8 ,  Z? = 6;

d) я  = 9, Z? = 18;
e) я  = 4, Z) = 75.

h) я =  - 6 ,  Z) = 48;
i) a=  - 8 ,  Z>= 24; 
j )  я =  15, Z>= 43; 
к) я  = 27, Z>= 9;
1) я  = 33, Z>= 32; 
m ) a = 108, b = 36.

2 .109. яеУУ, Z)GyV b o d ib ,  a =  bq + r  (q eZ , r&N, 0<  r<  b) bod s in .  
- я  ni b ga b o d ishda  hosil b o dad igan  tod iqsiz  b o d in m a  q] ni 
va qo ld iq  r, ni toping.

2.110. я  ni Z>ga bodishdagi qoldiqni toping:

а) я  =  81 932, b = 9; h) я = - 1 5 ,  Z?= 11;
b) я =  25, Z>= 75
d) я  = - 4 ,  Z) = 49
e) я  = - 4 9 ,  Z> = 4
f) я =  4  341, b=  3;
g) я =  144, Z?= 6;

i) я  = - 1 3 ,  Z>= 35; 
j)  a=  111, b=  11; 
k) a=  - 1 1 ,  b=  111;
1) a=  - 9 ,  Z>= 3; 
m ) я =  - 3 ,  Z>= 9.

2 .1 1 1 .  Quyidagi tenglik  qoldiqli bodishni ifodalaydimi:

a )  21 = 3 -4  + 9; h) - 4 9  = 7 ■ 8 + ( -7 ) ;
b) - 1 8  = 9 - 2 - 3 6 ;  0  84 = 2 - 4 2 ;
d)  35 = 2 - 1 7 + 1 ;  j )  81 = 81 • 0 + 81;
e)  11 = 2 - 4  + 3;
0  26 = 4 - 5  + 6;
g) - 1 5  = 1 1 -  ( - 2 )  + 7;

2 .112. T aqqoslam a t o ‘g ‘rimi:

a) 125 = - 3 5 ( m o d  4);
b) 44  и  - 3 2 ( m o d  25);
d) - 5 8  s  1 l ( m o d  5);
e) 111 = 1 3 (m od);

k) - 4 0  = 4 - ( - 1 1 ) +  4; 
1) - 3 5  = ( - ? ) - 8 +  21; 
m)  49 = 4  ■ 11 + 5?

0  113 и  13(m od 100);
g) 842 = 4 2 (m o d  -5 ) ;
h) 31 = - 2 0 ( m o d  17);
i) 1 = 18(m od 0)?
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2 .113. ne{3 , 5, 9} b o ‘lsin. n n ing  qaysi q iy m atla r id a  taq q o s lam a  
t o ‘g ‘ri b o ‘ladi:

a) 33 = 3 (m o d  и); 0  43 = - 2 ( m o d  zi);

b) 1 3 4 H - 2 5 ( m o d  zz); g ) - 1 2 1  = 13(m od zz);

d) -2 2 3  г  4 1 (m o d  zz); h )  155 н  1 l ( m o d  zz);

e) 34 = 7 2 (m o d  zz); i ) - 4 8  = 1 l ( m o d  zz)?

2.114. 520 ni 24 ga b o ‘lishda hosil boMadigan qo ld iqni toping.

2.115. 33336666 ni 5 ga boMishda hosil boMadigan qoldiqni toping.

2 .116. S onn ing  oxirgi raq am in i  toping.

a) 8s87; f) 5 5 522222 ; j)  lOOOl9" ,  n  e  Z ;

o91 . . . . л л л 5 5 5
b )  И З 8 ; g) 3 3 3444 ; к) 1005|005л, л  e  Z ;

d )  144s555 ; h )  U l l 9" ;  1) S8’5 ;

993 . ППП2888”  . „ 4  ^e )  2 0 0 2  ; i)  9992 ; m ) 6 '

2.117 . zz n ing  b a rc h a  b u tu n  q iy m atla r id a  (zz3 + llzz) soni 6 ga 

qoldiqsiz  boMinishini isbotlang.

2.118 . zz n ing  b a r c h a  b u tu n  q iy m atla r id a  (zz3 -  zz) 3 ga qoldiqsiz 

boMinishini isbotlang.

2.119 . zz2 + 1 soni zz n ing  ixtiyoriy b u tu n  q iy m a tid a  3 ga boMin- 

masligini isbotlang.

2.120 . (32995 + 6 18) son in ing  56 ga  boMinishini isbotlang.

2. 121. 122/1+ 1 + 112,1 + 2 soni zz n ing  h a r  q an d a y  n a tu ra l  q iym atida  

133 ga boMinishini isbotlang.

2.122. p  soni 3 d an  ka tta  tub  son boMsa, p2-  1 soni 24 ga boMinadi. 

Isbotlang.

2.123 . p  va q sonlari  3 d a n  k a t ta  tu b  son la r  boMsa, p 2-  q2 soni 24 

ga boMinadi. Isbotlang.
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4 -  § . K oordinatalar o ‘qi va 
koordinatalar tek islig i

1. Y o‘naltirilgan kesma, to ‘g‘ri chiziqdagi koordinatalar. Biror 
/  t o ‘g ‘ri ch iz iq d a  y o ‘nalish  kiritib , un i musbat y o ‘nalish, te ska-  
risini esa m anfiy y o ‘nalish  s ifatida qabu l qilaylik (10- rasm).

Y o ‘naltir i lgan  7 t o bg ‘ri ch iz iq d a  О, A, B, ... n u q ta la rn i  bel- 
g ilaymiz. A va В  n u q ta la r  hosil q ilgan k esm an ing  b i r  uch in i 
u n in g  bosh i ,  ikk inch i u ch in i  esa u n in g  oxiri sifatida qabu l qilib, 
y o ‘naltirilgan (yo‘nalishga ega b o ‘lgan) kesmani hosil qilamiz. Boshi

—>
A, oxiri esa 5 b o ‘lgan y o ‘naltirilgan kesm ani AB  b ilan belgilaymiz.

—̂ —>
U  h o ld a  A B  va BA k e s m a la r  q a r a m a -q a r s h i  y o ‘na lt i r i lg an

—> —> —>
k esm ala r  b o 'lad i :  AB  = - B A .  A gar /45  k esm an ing  y o 'n a lish i  /

t o ‘g ‘ri ch iz iq  yo 'na lish i  b i lan  b ir  xil b o 'lsa ,  un i m u sb a t  y o 'n a l t i -
rilgan, aks h o ld a  esa m an fiy  y o 'n a lt i r i lg an  k esm a deb  a taym iz.

Yo'naltirilgan / to 'g 'r i  chiziqda koord inata lar boshi sifatida
biror О  nuqtan i (10- rasm) va uzunlik o 'lchov  birligini tanlaylik.

—>
Yo'naltirilgan A B  kesm aning  kattaligi deb m oduli shu  kesmaning

uzunligiga teng  AB  songa aytiladi; agar A B  ning yo 'nalishi / ning

yo'nalishi bilan bir xil bo 'lsa , AB>Q , aks holda Л 5 <  0 bo 'ladi. 
Boshi va oxiri u s tm a-u s t  tushgan kesm aning uzunligi nolga teng 
bo 'ladi.  10- rasm da A B  = 3 ,  BA = - 3 ,  BC  = 6 ,  CA = -9  tasvirlangan. 
U n d a  AB+  BC+  C 4 = 0 bo 'lishini ko 'ram iz . Bu m ulohaza  ..., 
An n u q ta la rn ing  ixtiyoriy chekli to 'p lam i u ch u n  o 'r in li  bo 'lish i

-1  0 2 5 8 x, 14 j5 x , 20

D O K  A  В  E C  F  7

10- rasm.
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tushunarli. ОЛ kesm aning kattaligi Л nuq tan ing  koonlinatasi deyi- 

ladi va A(x) k o ‘rinishida yoziladi, /  t o ‘g ‘ri chiziq koordinatalar 
to ‘g ‘ri chizig‘i (o ‘q i)  deyiladi.

S o n la r  o ‘q id a  h a r  b i t ta  n u q tag a  b i t ta  an iq  son  m os keladi va 
aksincha. Vo, sonlari u c h u n  quyidagi m unosaba tla rdan  bittasi 
a lba t ta  bajariladi: a = b, a > b, a < b.

T a ’ r i f .  a> b, a < b  m unosabatla rga  sonli tengsizlik deyiladi. 
Sonli tengsizlik lar quyidagi xossalarga ega:

1. Agar a>  b bo ‘Isa, и holda b < a bo ‘ladi.
2. Agar a>  b va b> с bo ‘Isa, и holda a>  с bo ‘ladi.
3. Agar a> b bo ‘Isa, V с e R  uchun a ± c >  b ± c  bo ‘ladi.

4. Agar a>  b bo ‘Isa, Vc > 0 uchun ac>  be va f  > ^  bo ‘ladi.

5. Agar a<  b bo ‘Isa, V c <  0 uchun ac> be va f  > f  bo ‘ladi.

о > Z) va c>  d yoki о  < /> va c < d  tengsizlik lar b irx il  т а 'noli 
tengsizliklar deyiladi.

6. a>  b va c>  d  bo ‘Isa, a + c> b + d  bo ‘ladi.
I .  a>  b va c < d  bo ‘Isa, a - o b - d  bo ‘ladi.
8. о > 0, Z>> 0, c > 0 ,  d/> 0 b o ‘lib, a > b  va c > d  bo'lsa, 

ac > bd bo ‘ladi.

9. o >  0, Z>> 0, с > 0, d > 0  bo ‘lib, a>  b va c<  d  bo ‘Isa, f  ^ 

bo ‘ladi.
10. о > 0, Z>> 0, a < b  bo ‘Isa, n e  N  uchun a11 < bn bo ‘ladi.

I I .  о  > 0, Z> > 0 uchun a<  b bo ‘Isa, -  > I  bo ‘ladi.
’ а  о

a > b ,  c < d  t e n g s iz l ik la r  q a t ’iy  tengsizliklar, a > b ,  c < d  
tengsizlik lar esa noqa t’iy tengsizliklar deyiladi.

4 -  xossani isbotlaymiz:
c > 0 v a o - Z > > 0  b o ‘lganligi u c h u n  c{a -  b) = a c - b c > Q  b o ‘- 

ladi. D em ak ,  ac > be.
S o n  o ‘q ida x  o ‘zgaruvchi turli  o ra liq la rda  jo y lash g an  boMishi 

m u m k in ,  b u  o ra l iq la r  sonli oraliqlar dey ilad i.  Sonli o ra liq la r  
an iq  b ir  sonli t o ‘p lam n i  aniqlaydi. Sonli o ra liq la r  a < x <  b yoki 
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b o sh q a  k o ‘rin ishdagi tengsiz lik larn ing  g eo m etr ik  ta lq in id an  ibo- 
rat.

Q uyidagi jad v a ld a  eng  k o ‘p q o ‘llan ilad igan  sonli o ra liq lar  
berilgan.

№ O r a l i q  n o m i
T e n g s iz l ik

s h a k l id a
y o z i l is h i

S im v o l ik  

b e lg i l a -  
ni shi

G e o m e t r i k  ta lq in i

1
«я»  d a n  « 6» g a c h a  

y o p i q  o r a l iq
a < x <  b [* , b]

J //////S //S S #  
a b x

2
«а» d a n  «b» g a c h a  

o c h i q  o r a l iq
a < x <  b (a, b)

t f / / / S / / / / / / / t f  ►
b x

3
«ti» d a n  «b»  g a c h a  

y a r i m  o c h i q  
o r a l i q

a < x <  b {a, b] a b x

4
«а» d a n  «6» g a c h a  

y a r i m  o c h i q  

o r a l i q
a < x <  b [a, b) a b x

5
«а» d a n  +00 g a c h a  

son li  n u r
x >  a (a <x)  

(a < x +oo)
[a, +oo) . .. J / / / / / / / / / / / / / / / / *

a +00 x

6
«а» d a n  +00 g a c h a  

o c h iq  o ra l iq
x >  a (a <x)  
(a < x <  +oo)

{a, +00) t f / / / / / / / / / / / / / / / / *
a - с о  x

7
-o o  d a n  «а»  g a c h a  

s o n l i  n u r
x <  a ( a > x )  
( -o o  < x <  a)

( - с о ,  a] -o o  a x

8
- с о  d a n  «а» g a c h a  

o c h i q  o r a l iq

x <  a ( a >  x)
( -o o  < x <  a)

( - с о ,  a )
/ / / / / / / / / / / / / / / / / ^  „ 
-o o  a x

9 S o n  o ‘qi —oo < X < +co (-сю , +co)
/ / / / / / / / / / / / / / / / / / / / * .
—oo +00 x

1- m i  s o l .  K o o r d i n a t a l a r  t o ‘g ‘ri c h i z ig ‘id a  £ ( x , )  va  F{x2) 
n u q ta la r  orasidagi m aso fan i  to p am iz .

Y e c h i s h .  C h i z m a g a  q a r a g a n d a  ( 1 0 - r a s m )  O E + E F +  
+ Г О = 0 ,  b u n d a n  E F = - F O -  O E= O F -O E  = x 2 - x v  D e m a k ,
I EF\  = I x 2 -  x ,  I .

77



2 - m i  s o l .  K oord ina ta la r  t o ‘g ‘ri ch izig‘ida (10- rasm). 5 ( 8 )  
n u q tad an  6 birlik uzoqlikda joylashgan nuq ta la rn i  topam iz.

Y e c h i s h .  Iz lanayo tgan  n u q tan in g  k o o rd ina ta s i  x  boNsin. 
U n i topam iz:

fx -  8 > 0, fx > 8,

x  — 8| = 6  <=>
{x -  8 = 6;
, <=> 
f x - 8  < 0,

{ - X  + 8 = 6

I *  =  14;
<=>

f x < 8 ,

. | x  = 2

x  =  14 

x  =  2.

J a v o b :  K{2), C(14).

3- m  i s o l .  K oord ina ta lar  to ‘g ‘ri chizighda ushbu  tengsizliklar 

yechim ini tasvirlaymiz: a) | x - 8 | < 6 ;  b) | x - 8 | > 6 .

Y e c h i s h .  a) | x - 8 |  soni N{x) n u q tad an  (10- rasm) 5 (8) 

n u q tag ac h a  m asofaga teng  va 6 d a n  o rt iq  em as .  S h u n g a  k o ‘ra: 

| x - 8 | < 6 < = > - 6 < x - 8 < 6  yoki 2 < x  < 14 . Iz lanayo tgan  n u q ta ­

lar t o ‘p lam i K{2) va С  (14) n u q ta la r  orasidagi К С  k esm ad a n  
iborat;  b) k o o rd in a ta la r  t o bg ‘ri ch iz ig ' in in g  |2 ;  14] k esm ad an

tashqaridag i qismi javobn i  beradi: (-oo; 2) U (14; + oo).

4 - m i  s o l .  U c h la r i  Л (х , ) ,  5 ( x 2) n u q ta l a r d a  b o ‘lg an  ЛВ  
k e s m a n i  A M : M B = X : \  n i s b a td a  b o N u v c h i  M(x)  n u q t a n i  
topam iz.

.........................  л и  X X  -  X,  X X, +  XXo
Y e c h i s h .  Ш  ~ T  ^  x ^ x  ~ T  ^  x  ~ l + x • U)

A gar (1) d a  1 = 1  desak ,  A B  k e sm a  o ‘rta s in in g  ko o rd in a ta s i :

x  = XL+X2 ^ o s jj b o ‘la di. S h u n in g d ek ,  (1) fo rm u lag a  X = m 1 : m l

ni q o ‘yib, A B  kesm ani m2 : w , n isbatda  b o ‘luvchi n u q ta  koo rd in a-  

tasin i hosil qilish m u m k in :



A(-2)

C(8)

1 1 -  rasm.

U m u m a n ,  ah , ,  /h 2 , . . .  , ah/; m assa lar  m o s  ta r t ib d a  y4,(x,), ..., 

у4и(х /г) n u q ta la r g a  q o ‘y ilgan  b o ‘lsa, b u  m assa la r  M(x)  m a r -  

kaz in ing  koord ina ta si

(2)m \ + . . .  +  mn 

b o ‘ladi.
5 - m i  s o l .  2, 4, 6, 8 ga ten g  m assa lar  m o s  ta r t ib d a  /1(2),

5 (9 ) ,  C ( -6 ) ,  Z)(3) nu q ta la rg a  joy lash tir ilgan . M assa la r  m arkaz in i
topam iz.

Y e c h i s h .  (2) fo rm u la  b o ‘yicha:

у  _  2 • 2 +  4 • 9 +  6 • ( - 6) +  8 - 3  _  ,  4

л ~  2 +  4 + 6  + 8

6 -  m i s o l .  K o o r d in a ta l a r  t o ‘g ‘ri c h iz ig ‘in in g  А,  В, С  
n u q ta la r ig a  ( 1 1 - ra sm ) t ik  q o ‘yilgan  Ғ , ,  / ^ ,  k u c h la r  ten g  
t a ’sir e tuvchis i  q o 'y i lg an  n u q ta  k o o rd in a ta s in i  to pam iz .

Y e c h i s h .  C h iz m a d a  A {-2 ), 5 (3 ) ,  C(8), 5 , = - 3 ,  F2 = -2 ,  
F3 = 4. (4) fo rm u la  b o ‘yicha:

=  ( -3 )  • ( - 2 )  + ( - 2 )  •3 + 4 - 8  =  _ 3 2  
- 3 - 2  + 4

M a s h q 1 a г

2 .1 2 4 .  T o 'p la m la rn i  k o o rd in a ta la r  t o lg ‘ri ch iz ig ‘ida tasvirlang:

a )  Л = { x | - 5  < x  < 20}; d) С  = {x||x + 1| < 5}.

b) 5  = j x | - 4 < x < 6 } ;
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2 .1 2 5 .  a) K o o rd in a ta la r  t o ‘g ‘ri ch iz ig ‘ida s h u n d a y  nuq ta la rn i  
t o p i n g k i ,  u l a r d a n  Л ( - 4 )  g a c h a  m a s o fa  5 ( 6 )  g a c h a  
m asofadan  4 m arta  katta b o ‘lsin.
b) Л(2), 5 (4 ) ,  C(5), 5 ( 9 )  m o d d iy  n u q ta la rn in g  m assalari 
m os  ta r t ib d a  3, 5, 7, 9 ga teng . M assa la r  m arkaz in ing  
koord ina tasin i  toping.

2 .1 2 6 . a) A ( - 3 )  va 5 ( 6 )  nuqtalarda 4 С  (ku lon )  va 2 С  elektr 
zaryadi joylashtirilgan. Koordinatalar o ‘qida shunday nuqtani 
topingki, unda bu zaryadlar tortishish kuchlarining teng t a ’sir 
etuvchisi nolga teng bolsin .
b) A (-4 )  va 5 (2 )  n u q ta la rd a  m os ta r t ib d a  2 С  va 1 C  
zaryad  joy lash tir ilgan . Son  o ‘q in ing  qaysi n u q ta s id a  bu 
za ryad lar  t a ’siri teng lashad i?

2. K o o rd in a ta  tekisligi. Tekis likn ing  belg ilangan  О nuqtasi  
(sanoq  boshi)  o rqa li  o ‘za ro  p e rp en d ik u la r  b o ‘lgan Ox (abssis- 
salar) va Oy (o rd ina ta lar)  o ‘qlarini o ‘tkazam iz .  О n u q ta  bu ikkala 
o ‘q  b o ‘y icha  h am  0 (nol) ko o rd in a tag a  ega: О (0; 0). О n u q tad an  
m usbat va m anfiy  y o ‘nalishlar boshlanadi. Tekislikdagi h a r  qanday  
Л / n u q ta  b it ta  (x; y) k o o rd in a ta la r  juftiga ega b o ‘ladi (12- о rasm). 
Tekislikda koordinata lar sistemasining kiritilishi k o ‘pgina geom etrik  
m asala larn i a lgebraik  usu lda  yechish  im k o n in i  beradi.

1 - m i s o l .  T ek is l ikn ing  A/(x,; y , )  va N (x2l y 2) n u q ta la r i  
orasidagi M N  m asofan i to p in g  (12- b rasm ).

b)
12- rasm .

80



Y e c h i s h .  A gar x, = x 9 b o 1 Isa, M N  kesm a M P  kesm a b ilan  

u s tm a -u s t  jo y lash g an  b o 1 ladi va M N = \ y 2-  y x I b o ‘lishi ayon. Shu 

k a b i y x =  y 2 d a  M N = \ x 2- x x\ b o i a d i .

x, ^ x 2, УХ* У 2 b o ‘lsin. P ifag o r  t e o r e m a s ig a  m u v o fiq  

M N 2= P N 2 + M P 2= (x2- x {)2 + (у2- У \ ) 2- D em ak ,

M N  = V (*2 У +(У2 УI ) 2 • (1)

2- m i s o l .  Tek is likda yo tgan  A/(x,; y ,)  va N (x2, y 2) n u q ta la r  

o rasidagi m aso fan i  X : 1, X > 0 n isbatda b o ‘luvchi Q(x\ y )  n u q tan i  

to p in g  (12- Z? rasm ).

Y e c h i s h .  U c h b u r c h a k l a r n i n g  o ‘x s h a s h l i g i g a  k o ‘ra  
P\ Q \ : Q\ N= M Q : QN=  X : 1, b u n d a n  va 1 - banddag i (2) fo rm ula  
b o ‘yicha:

X ,+  Xx, _  y ] + Xy2
X  = 1 + X У = 1 + x

Bu fo rm u la la r  X < 0 ,  a * - l  da  h a m  o ‘rinli.

3- m  i s о  1. 13- ra sm d a  tasv irlangan  b ir  jinsli p las t inkan ing  
m assa lar  m ark az in i  toping.

Y e c h i s h .  Plastinkani ikki t o ‘rtburchakka ajratam iz. Bir jinsli 
b o ‘lg an id an  p las t in k a  yuzin i m assasiga 
m u tan o s ib  (koeffits iyentini esa 1 ga teng) 
deb  olam iz. U ho lda  to ‘rtbu rchak lar  m as­
salari m arkazi  diagonallari kesishgan nuq- 
tad a ,  yuzalari esa 5 ,  = m { = 2 • 10 = 20,
^  = 2 - 4  = 8 boMadi. 1 -  ban d d ag i  (2) fo r ­
m u la la r  b o ‘yicha:

x  = 20• 1  + 8 • 3 
20+3

=  14
1 7 ’

_ 20 • 5 + 8 ■ 8 _  с 6 
y  ~  20 + 8 7 ’

D e m a k ,  m assa la r  m arkazi (l у ; 5 | j  

n u q ta d a n  iborat.

6  -  A lgebra ,  I qism

О

 ж ;
л\ /
/| \
11 V »

' 11 / л
'  1 I /  \
\  /  1 '  '  V /  u _>

Va4
i \I \I \

I \
I \
I \

\
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M a s h q l a r

2.127. a) O rd in a ta la r  o ‘q ida  A(\ ;  - 3 )  n u q ta d a n  4 birlik  u zo q -  
likdagi / 'n u q t a n i  top ing ;
b) A B C  u ch b u rch ak  berilgan, A(-5; - 3 ) ,  5(6; 2), C(3; -1 ) .  
B C v a A C  to m o n la r in in g  o ‘rta la rin i tu ta sh t iru v ch i  k e sm a­
ning  uzunlig in i  toping;
d )  t r a p e t s i y a n in g  u c h l a r i  A ( - 3 ; 2 ) ,  5 ( 8 ;  2 ) ,  C (6 ; 5),  
Z ) ( - l ;5 )  nuq ta larda  yotadi. T rapetsiya o ‘rta ch iz ig 'in ing  
uzunligini toping;
e) u c h b u rch ak n in g u ch la r i :v 4 (0 ;  - 2 ) ,  5 ( 3 ;  0), C ( - l ; 4 ) .  
Un i n g :  1) m e d ia n a la r i  k e s i s h g a n  N  n u q t a n i ;  2) A B  
tom on in ing  A  uch idan  boshlab 3 : 1 nisbatda b o ‘luvchi M  
nuqtan i toping; 3) M N  to ‘g‘ri chiziq kesmasining uzunligini 
toping.

2 .128. A gar Л ( - 4 ; - 3 ) ,  5 ( - 4 ;4 ) ,  O(0;0) b o l s a ,  A O B  u c h b u r ­
ch ak n in g  A K  bissektrisasi b ilan  B C  t o m o n in in g  kesishuv 
nuq tas in i toping.

2 .129. a) 1 4 - rasm da  tasv irlangan  s te r jen la r  s is tem asin ing;
b) 1 5 - ra sm d a  tasv irlangan  shakldagi b ir  j insli  p la s t in ­
kan ing  m assa lar  m ark az in i  toping.

2 .130 . a) Y ig 'uvchi linza u c h u n  j  = ^  + j  tenglik  o ‘rinli, b u n d a  

F  = 2  m  -  l inzan ing  fokus o ra lig ‘i, d  va f -  l inzadan

C(l,5; 3)

5 ( - 6 ;  0)

14- rasm. 15- rasm .
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b u y u m g ach a  va u n in g  tasvirigacha m asofalar; linza A(6; 3) 
n u q tad a ,  buyum  B(2; 0) n u q tad a  joylashtirilgan. Tasvirning 
k o o rd in a ta la r in i  toping.
1 ) A b ss issa la r  o ‘q id a  ( 1 6 - ra sm )  k o rx o n a  ish lab  c h i -  
q a ray o tg an  b u y u m la r  m iqdori  ( to n n a la rd a ) ,  o rd in a ta la r  
o ‘q ida  xarajat va d a ro m a d  (o ‘n m ing  so ‘m larda),  (1) t o ‘g ‘ri 
ch iz iq  m ah su lo tn i  ish lab  ch iq a r ish  u c h u n  x ara ja t ,  (2) 
t o ‘g ‘ri ch iz iq  m ah su lo tn i  so t ish d an  o l inad igan  d a ro m a d n i  
tasvirlaydi. Savollarga jav o b  bering: 1) k o rx o n a d a  ishlab 
ch iq a r ish  b o sh lan g u n ch a  (x  = 0 holi) q a n c h a  xarajat b o ‘l- 
gan?  2) ishlab ch iqar i lgan  m ah su lo td an  q an ch as i  sotil- 
g a n d a n  keyin dastlabki xara ja tla r  q o p lan g an  va k o rx o n a  
so f  foyda ola boshlagan?
d )  25 t m a h s u lo tn i  tay y o r la sh g a  q a n c h a  m a b la g 1 s a r f  
b o i a d i ,  so t ish d an  q a n c h a  foyda o linad i ,  so f  foyda q a n c h a  
bo 'lad i?

5 -  § . Induksiya. M atem atik  induksiya m ctodi

1. Induksiya. A 'to 'p la m  berilgan b o ‘lsin. M u lo h aza  yuritish- 
n ing  quyidagi ikki usulini qaraym iz:

a) b i ro r  tasd iq  b a 'z i  x  e X  e le m e n t la r  u c h u n  t o lg lri b o ‘lsa, 
bu  tasd iq  b a rc h a  x  e  X  la r  u c h u n  t o ‘g ‘ri boMadi;

b) b iro r  tasdiq h a r  b ir  x e  A' e lem entlar  u ch u n  o ‘rinli b o ls a ,  
bu tasdiq b arch a  x e  X  lar u ch u n  o ‘rinli boMadi.
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M u lo h aza  yu ri t ishn ing  a) usuli toHiqmas induksiya', b) usuli 
esa  to 'liq  (m u ka m m a l) induksiya  dey ilad i (« induksiya»  s o ‘zi 
lo tincha so‘z boMib, o ‘zbek tilida «hosil qilish», «yaratish» m a ’nosini 
bildiradi).

1- m i s o l .  /V{1; 2; 3; 4; ...} n a tu r a l  s o n la r  t o ‘p la m id a  
a n i q l a n g a n  A ( n ) =  n 2 + n + 17 i f o d a n i  q a r a y m i z .  A { \ ) =  19, 
v4(2)= 23, /1(3)= 29 va /1(4) = 3 7  sonlari tu b  son lard ir .  S h u n in g  
u c h u n ,  b a rch a  azg/V sonlari u c h u n  /!(/?) = n2+ n+ 17 ifodan ing  
qiym ati  tub  son  b o ‘ladi.

Bu yerda  t o i i q m a s  induksiya y o rd a m id a  xulosa ch iqarild i .  
C h iqari lgan  bu  xulosa n o to ‘g ‘rid ir ,  c h u n k i  /1(16) = 2 8 9 =  172 so ­
ni tu b  son em as.

2 - m i s o l .  ,¥ = {1 0 ;  20; 30; 40; 50; ...} t o ‘p lam  yozuvi 0 
raqam i bilan tugayd igan  b a rch a  n a tu ra l  so n la r  t o ‘p lam i b o l s in .  
10; 20; 30; 40; 50 son lar in ing  h a r  biri 2 ga  qoldiqsiz  boMinadi. 
S h u n in g  u c h u n  X  t o ‘p la m n in g  h a r  q a n d a y  x  e le m e n t i  2 ga 
b o i in a d i .  T o ‘l iq m as  induksiya  y o rd a m id a  ch iqar i lgan  bu  xulosa 
t o ‘g ‘ri xulosadir ,  ch u n k i  X  t o ‘p la m n in g  h a r  q a n d a y  e lem en ti  
ju f t  sondir.

3- m  i s o l .  N =  {1; 2; 3 ; . . . ;  1 000 000 001;...} na tu ra l  son la r  
t o ‘p lam id a  an iq lan g an  B{n) = 9 9 \n 2+ 1 ifodani qaraym iz .  5 (1 ) ,  
5 (2 ) ,  ..., 5(1 000 000 001) sonlari b u tu n  so n n in g  kvadrati  em as  
(bu tasdiq  isbotlangan!). S h u n in g  u ch u n ,  b a rc h a  л е Л Ч а г  u c h u n  
B{n) soni b u tu n  sonn ing  kvadrati b o ‘la o lm aydi.

T o i i q m a s  in d u k s iy a  y o r d a m i d a  c h iq a r i lg a n  b u  x u lo sa  
n o to ‘g ‘ridir. Z am o n a v iy  h isoblash m ash ina la r i  y o rd a m id a  n n ing  
B{n) soni b u tu n  sonn ing  kvadrati  b o l a d ig a n  q iym ati  an iq langan  
(bu q iym at 29 xonali so n d an  iborat) .

T o i i q m a s  induksiya b a 'z a n  n o to ‘g ‘ri xulosaga olib kelsa-da 
( 1 - m isol, 3 - m iso l) ,  u n in g  m a tem a t ik ad a g i  va b o sh q a  fan la r  
(fizika, k im yo, b iologiya va h .k .)dagi,  sh u n in g d ek ,  am aliyo tdag i 
ah am iy a ti  ju d a  kattad ir .  U xususiy xu losalar  y o rd a m id a  u m u m iy  
xulosa (faraz , tax m in )  qilish im kon in i  beradi.
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T o ‘liq induksiya h a m m a  vaqt t o ‘g lri xulosaga olib keladi, lekin 
uni q o ‘llashda  hisoblash  ishlariga yoki t o ‘p lam dagi e lem e n tla r  
soniga b o g ‘liq b o ‘lgan b a ’zi q iy inch ilik lar  paydo  b o ‘ladi.

4 -  m  i s о  1. vV= {1; 2; 3; 4} t o ‘p lam n i  qaraym iz.
C(x) = (x -  1 )(x -  2)(x -  3)(x -  4)(x -  5)(x -  6)(x -  7)(x -  8)(x -  9) 

ifoda h a r  b ir  х е Л 'd a  nolga ten g  q iym at qabu l qiladi:

C(l) = (1 -  1)(1 -  2)(1 -  3)(1 -4)(1  -  5)(1 -  6)(1 -  7)(1 -  8)(1 -  9) = 0;
C(2) = (2 -  1 )(2 -  2)(2 -  3)(2 -  4)(2 -  5)(2 -  6)(2 -  7)(2 -  8)(2 -  9) = 0;
CO) = (3 -  1 )(3 -  2)(3 -  3)(3 -  4)(3 -  5)(3 -  6)(3 -  7)(3 -  8)(3 -  9) = 0;
C(4) = (4 -  1 )(4 -  2)(4 -  3)(4 -  4)(4 -  5)(4 -  6)(4 -  7)(4 -  8)(4 -  9) = 0.

D em ak ,  b a rch a  x  e X  lar uchun , C(x) = 0 tenglik o ‘rinli.
A gar X t o ‘p lam  cheksiz  to^plam boNsa yoki undag i e lem en tla r  

soni ju d a  katta  b o ‘lsa, to ‘p lam ning  h a r  bir e lem enti u ch u n  berilgan 
tasd iq n in g  t o ‘g bri ekanlig in i k o ‘rsatish m u m k in  b o ‘lm aydi yoki 
ju d a  qiyin boMadi. Shu sababli to 'l iq  induksiyadan juda  kam  hollarda 
foydalaniladi.

5 - m i s o l .  T o ' l i q m a s  in d u k s iy a d a n  fo y d a la n ib ,  «Agar m 
xonali  A =  a ,  • 10m™1 + fl2 • 10m " 2 +...+ am_ , • 10 + am so n in in g  
oxirgi n ta  (bu  yerd a  n < m) r a q am id an  tuzilgan  son  5" ga b o ‘- 
linsa, N  soni h a m  5" ga b o 'l in ad i»  dcgan  farazni aytish  m u m -  
kinm i?

Y e c h i s h .  /7=1 b o 'l ib ,  N  son in ing  oxirgi b i t ta  ra q am id an  
tuzilgan  son  5 ga b o 'l in s in .  U ho lda ,  berilgan m  xonali N  natura l  
so n n i  /V= (r/, lO"'-1 + •10/"”2 + . . . + • 10) + 5& k o 'r in i s h d a
yozish  m u m k in .  O 'n g  to m o n d ag i  ikkita q o 'sh i lu v ch in in g  h a r  biri 
5 ga bo 'l ingan i  u c h u n ,  u larn ing  yig 'indisi bo 'lgan  TV soni h am  5 ga 
bo 'linadi.

/7 = 2 b o 'l ib ,  A  so n in in g  oxirgi ikkita ra q am id an  tuzilgan  son 
25 ga bo 'l ins in :  afn_] • 10 + am = 25 • Z.

U h o ld a ,  berilgan  //? xonali N  na tu ra l  sonni

N = ( a { • 10m" 1 + t72 . \0 m- 2 +...+ am_ 2 - 100) + 25-Z
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k o ‘r in ish d a  yoz ish  m u m k in .  0 ‘ng to m o n d a g i  ikk ita  q o ‘sh i-  
luvch ila rn ing  h a r  biri 25 ga b o ‘lingani u c h u n ,  u la rn in g  y ig in d is i  
b o ‘lgan vVsoni h a m  25 ga b o i in a d i .

Y u q o rid a  yuritilgan m u lo h aza la rd an  foyda lan ib  ( t o i i q m a s  
induksiya  q o l l a n i lm o q d a ! ) ,  «Agar b er ilgan  m  x o n a li  n a tu ra l  
N =  a ,  • lO"1" 1 + a2 • 10m~2 +...+ am_{ • 10 + am so n n in g  oxirgi n  ta  
(bu  yerd a  n < m )  ra q a m id a n  tuz ilgan  son  5" ga b o l in s a ,  N  soni 
h am  5" ga b o i in a d i»  degan  farazni aytish  m u m k in .

6 -  m  i s о  1. 2 d a n  k a t ta  b o l g a n  dastlabki b i r  n e c h ta  ju f t  so n -  
larni ikkita tu b  sonn ing  y ig ln d is i  k o ‘rin ish ida tasvirlash m u m ­

k i n :  4 = 2 + 2,  6 = 3 + 3 , 8 = 3 + 5,  10 = 3 +  7 = 5 + 5,
5 0 =  13 + 37.

T o l iq s iz  induksiya yo rdam ida  «2 dan  katta  b o lg a n  h a r  qanday  

ju f t  so n n i  ikk i ta  tu b  s o n n in g  y i g l n d i s i  k o ‘r in i s h id a  y oz ish  

m u m k in »  deg an  xulosaga kelam iz. Bu xu losan ing  t o ‘g ‘ri yoki 

n o t o ‘g ‘ri ek an lig i  h o z i rg a c h a  i s b o t la n m a g a n .  Bu m u a m m o  
L. E y l e r  - X .  G o l d b a x  m u a m m o s i  d eb  yuritiladi.

2.131. Quyidagi tenglik larn ing  tuzilishidagi q o n u n iy a tn i  an iq lang  
va uni um u m lash tir in g :  13 = 12; 13 + 23 = (1 +  2 )2; 13 + 23 +
+ З3= ( 1 + 2  + 3 )2; . . . .

2 .132. я 4 + я 5 + ... + o /z y ig ln d in i  y u n o n  harfi  X («sigma») d an

M a s h q l a r

foydalan ib , k o ‘rin ishda  belgilash m u m k in :  X ai =

= <74+ ^ 5 + -  + ^ .

Quyidagi y ig ln d i la rn i  yoyib yozing:
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2 .133. X  belgisi y o rd a m i b ilan  yozing:

a) TI 2 + 2i3 + - +^TT);
b )  1 - 4  + 2 - 7  + 3 -  10 +...+ n(3n+  1).

2 .134. a4 - a5 - ae - ... • an k o ‘p a y tm a n i  y u n o n  harfi  П  («pi») d an

n

f o y d a l a n i b ,  k o ‘r i n i s h d a  b e l g i l a s h  m u m k i n :
/=4  '

n
Y [ a  = a A ab -ab ’ . . . -afU 
/=4 '

K o ‘p ay tm a la rn i  yoyib yozing:

•>&*:= “ n a - ;

d )  f l f z - f l ;  =) П ' 1 .
1 = 1 4 1 J < = 1

2 .135. K o ‘p ay tm a la rn i  П belgisi y o rd a m i b ilan  yozing:

*| H ) H )  "•{'-idff)
b )  i  i  i r  f r

2 .136. ToMiqmas induksiya y o rd am id a  «m xonali natura l son  К  
ning oxirgi n  ta  raq am larid an  tuzilgan son  2" ga (3" ga) 
b o l in s a ,  К  son in ing  o ‘zi h a m  l n ga (Зл ga) b o i in a d i» ,  
degan  farazni aytish m u m k in m i?

2 .137 . Q a d im g i  S a m a rq a n d  m ad ra sa la r i  o ‘quv  q o l l a n m a l a r i d a  
s o n la r  u s t id a  b a ja r i lg a n  a m a l la r  na t i ja la r in i  t e k s h i r i s h d a  
mez.on u s u l id a n  fo y d a la n g a n la r .  M ezon  a r a b c h a  s o ‘z 
b o l i b ,  o ‘zbek  t ilida  « o lc h a m » ,  « o lc h o v »  kabi m a ’no larn i 
b e rad i .  E s la t i lgan  o ‘quv  q o l l a n m a l a r d a  so n n in g  m e z o n i  
s i fa t id a ,  sh u  so n n i  9 so n ig a  b o l i s h d a  hosil b o l a d i g a n  
q o ld iq  o l in g a n .  M a s a la n ,  8 s o n in in g  m e z o n i  8 so n ig a ,
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21 sonining m ezoni 3 soniga teng deb olingan. Induk­
siyadan va 9 ga boNinish belgisidan foydalanib, quyidagi 
tasdiqlarni isbot qiling:
a) k o ‘p xonali  so n n in g  m ezon i  shu son tark ib idag i 
raqam lar yig'indisining mezoniga teng. Masalan, 467 ning 
mezoni 4 + 6 + 7 = 1 7 ,  1 + 7  = 8;
b) ikki son ko‘paytmasi (ayirmasi, b o ‘linmasi)ning mezoni 
shu son lar  m ezonlarin ing  k o ‘paytm asiga (ayirmasiga, 
b o ‘linmasiga) teng.

2. Matematik induksiya metodi. Yuqorida biz to l iq s iz  in­
duksiya va to 'liq  induksiya bilan tanishdik. Ularning birinchisini 
tatbiq etish no to 'g 'r i  xulosaga olib kelishi m um kin , ikkinchisini 
tatbiq etish esa ko‘p hollarda katta qiyinchilik tug'diradi. Shu bois, 
ularning tatbiq doirasi tordir. Endi tatbiq doirasi b irm uncha  
kengroq bo 'lgan va matematik induksiya metodi deb ataluvchi 
isbotlash usulini qaraymiz. Bu m etodn ing  m ohiyatin i bayon 
etishdan oldin, bir necha misollar qaraymiz.

1 - m i s o l .  A gar 4"  > л 2 ( n e N )  tengsiz lik  n  n ing n = k  
( k e N )  q iymatida to 'g 'r i  bo 'lsa, u holda bu tengsizlik n ning 
n = k +  1 qiymatida ham  to 'g 'r i  bo'lishini isbotlang.

I s b o t .  Berilgan tengsizlik n  ning n = к  qiymatida to 'g 'ri bo'l- 
gani uchun, 4* > A:2 (1) to 'g 'ri  tengsizlikka egamiz. n = k +  1 bo'lsa, 
berilgan tengsizlik 4A:+I > (A+ I )2 (2) ko 'rinishini oladi.

Biz (1) tengsizlikning to 'g 'r i  ekanligidan foydalanib, (2) 
tengsizlikning to 'g 'ri  ekanligini ko 'rsatamiz.

4* > k 2 bo 'lgani uchun

4Ы  = 4 • 4A > 4A:2= A:2 + 2k2 + k 2 (3)

tengsizlikni hosil qilamiz. k 2 >k ,  k 2 > 1 bo 'lgani uchun , (3) dan 
4k+l > k 2+ 2 k +  1=(A:+ I)2 tengsizlik hosil bo 'ladi.

D em ak , (1) tengsizlikning to 'g 'r i  ekan lig idan  (2) te n g ­
sizlikning ham to 'g 'ri ekanligi kelib chiqadi, ya’ni 4,, > n2 tengsizlik 
n ning n = к  { k e N)  q iymatida to 'g 'ri  bo 'lsa, u holda bu tengsizlik 
n ning n — к  + 1 qiymatida ham  to 'g 'ri  bo 'ladi.

2- m i s о I. Agar 1 + 3 + 5 + ... + (2/? -  1) = /?2 tenglik n ning 
n = k  (A:eA) qiymatida to 'g 'r i  bo 'lsa, u holda bu tenglik n ning 
/7 = A: + 1 qiymatida ham  to 'g 'ri  bo'lishini isbotlang.



I s b o t .  Berilgan tenglik n = k  bo lganda

1 + 3 + 5 +!.. + (2 k - \ )  = k 2 (4)

ko‘rinishni, n = k +  \ b o ig a n d a  esa

l + 3 + 5 + ... + ( 2 / t + l )  = (A :+ l)2 (5)

k o lrinishni oladi.
Biz (4) tenglikning to ‘g‘ri ekanligidan, (5) tenglikning ham  

to ‘g‘ri ekanligi kelib chiqishini ko‘rsatamiz.
(4) tenglik to kg‘ri bo‘lsin. U holda, 1 + 3 + 5 + ... + (2k+  1) = 

= (1 + 3 + 5 + . . .  + (2A:- l ) )  + ( 2 ^ +  1)=A:2 + (2A:+ 1 ) =  (A:+ I ) 2 
tenglik, ya ’ni (5) tenglik ham  to 'g 'r i  b o ‘ladi.

D em ak , 1 + 3 + 5 + ... + (2a? -  1) = n 2 tenglik  n n ing n = к 
(к e  N)  qiymatida to ‘g‘ri bo'lsa, u  holda bu tenglik n ning n = k +  \ 
qiymatida ham  to 'g 'ri  bo'ladi.

Endi quyidagi tasdiqlarni qaraymiz:

1) 4" > n2, (n € AO;

2) 1 + 3 + 5 +  ... + (2az- l ) 2 = /72, ( n e N ) .

Bu tasdiqlarning har biri natural son n ga bog'liq bo 'lgan 
tasdiqdir. n = 1 bo 'lganda  ularning ikkalasi ham  to 'g 'r i  ekanligini 
ko'rish qiyin emas.

4" > n2 tengsizlik n = k ( k  e N)  da to 'g 'ri  deb faraz qilaylik. U 
holda bu farazdan, 4” > n2 tengsizlikning n = k +  \ bo 'lganda ham  
to 'g 'r i  bo 'lishi kelib chiqadi (1- misol). Xuddi shunga o'xshash, 
1 + 3 + 5 + ... + (2/7 -  \ ) = n2 tenglik n = k d a  to 'g 'ri  degan farazdan, 
bu tenglikning n = k +  \ uchun  ham  to 'g 'ri  ekanligi kelib chiqadi 
(2- misol).

Qaralayotgan tasdiqlarning har biri /7= 1 da to 'g 'r i  va tasdiq 
n = к  u c h u n  to 'g 'r i  degan farazdan, uning n = k + \  uchun ham  
to 'g 'r i  ekanligi kelib chiqadi. Shu sababli tasdiq n ning barcha 
natural qiymatlarida o 'rinli bo 'ladi. Bunday xulosa chiqarishda 
matematik induksiya aksiomasi (yoki matematik induksiya prinsipi) 
asos qilib olinadi.

M atem atik induksiya aksiomasi: agar natural son n ga bog'liq 
bo 'lgan A(n)  tasdiq n = kQ (k0e N )  uchun to 'g 'r i  bo 'lsa  va A(n)  
tasdiq n = k d a  (bu yerda к > kQ) to 'g 'ri  ekanligidan uning n = k  + 1
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da ham  t o ‘g‘ri ekanligi kelib chiqsa, u holda A(n)  tasdiq barcha 
n'zk.Q natural sonlar uchun  to ‘g‘ri b o ‘ladi.

Matematik induksiya aksiomasi, natural son n ga bog‘liq bo‘lgan 
A{n)  tasdiqning barcha natural n larda to ‘g‘ri ekanligini isbot- 
lashning quyidagi usulini beradi:

\ )  A{n) tasdiqning и = 1 da t o ‘g‘riligini ko 'rsatamiz (induksiya 
bazisi);

2) A(ri) tasdiq /7 = A: da to 'g 'r i  deb faraz qilamiz (induksiya 
farazi);

3) qilingan farazdan  foydalanib, A(n)  tasdiq n = k + \  da 
ham  to 'g 'r i  bo'lishligini ko 'rsatam iz (induksiya qadami).

A(n)  tasd iqn ing  b a rc h a  na tu ra l  n son lari  u c h u n  to 'g 'r i  
ekanligini isbotlashning bu usuli m atem atik induksiya metodi deb 
ataladi. Bu metodning qo'llanishiga doir  misol qaraymiz.

3 - m i s o l .  n n ing  ba rcha  natu ra l  q iym a tla r ida  л 3 + 1 1 «  
ifodaning qiymati 6 ga bo'linishini isbotlang.

I s b o t .  M atematik induksiya metodini qo'llaymiz.
1) « = 1 bo 'lsin . U  holda zz3 + 11« = I 3 + 11 • 1 = 1 2 ga ega 

bo'lamiz. 12 soni 6 ga bo'linadi.
2) n = к  bo 'lsa, z?3 + 11« ifodaning qiymati k 3 + \ \ k  soniga 

teng bo'ladi. Bu son 6 ga bo 'linadi deb faraz qilamiz.
3) « = &+ 1 bo'lsin. U holda, «3 + 1 !« = (£ +  1)3 + 3(A:+ 1) = 

= (A:3 + 11A:) + 3k (k+  1) + 12 tenglik o 'rinli bo 'ladi.
Farazimizga ko 'ra , A:3 + 11A: soni 6 ga bo 'linadi. Ketm a-ket 

keluvchi ikkita natural sonning ko 'paytmasi bo 'lgan k ( k +  1) soni 
2 ga bo 'lingani uchun , 3k (k+  1) soni 6 ga bo'linadi. Shuning 
uchun  (A:3 + 11 A:) + 3k(k  + 1) + 12 soni 6 ga bo'linadi.

Demak, « ning barcha natural qiymatlarida «3 + 11« ifoda 6 ga 
bo'linadi.

M atem atik  induksiya m etodi b iror-b ir  tasdiqni hosil qilish 
usuli e m as ,  balki berilgan {tayyor) tasd iqn i isbo tlash  usuli 
ekanligini eslatib o 'tam iz.

Ba’zan bu m etod  no to 'g 'r i  h am  qo'llanilishi mumkin. Bir 
misol.
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4- m i s о 1. H ar  qanday  n natural soni o ‘zidan keyin keluvchi 
zz + 1 natural soniga «tengdir».

«I s b о  t». H ar  qanday  к  natural soni uchun  tasdiq t o ‘g‘ri, 
y a ’ni k = k + \  b o ‘ladi, deb faraz qilaylik. Agar endi bu tenglikning 
h a r  ikki qismiga 1 soni q o ‘shilsa, k + \ = k  + 2 b o ‘ladi. Demak, 
tasdiq barcha n larda «o‘rinli». Bunda isbotning bazis qismi «unutib» 
q o ‘yilgan. Boshidayoq 1 = 2 b o ‘lib qolayotgani m a ’lum edi.

M a s h q l a r

2 . 1 3 8 .  n ning barcha natural qiymatlarida tengsizlik o ‘rinli b o ‘lishini 
isbotlang:

a) 2n > n + 1;

h) -  < 1 + 1 + 1 + ... + —1— < zz; 
n 2 3 2n- l

d) ( \ + a )n > \ + na  (bu yerda я > -1 ) .

2.139. zz ning barcha natural qiymatlarida tenglik o ‘rinli bo'lishini 
isbotlang:

a) 1 + 2 + 3 + ... + n  = ! ^ j ^ ;

b) I2 + 2 2 + 32 + ... + n 2 = '1(n+1H2n'1' 1) ;

d) I3 + 23 + 33 + ... + л3 =

e) 1 - 2 + 2 -  3 +  ... + ( z i - l ) • л = ,

zz ning barcha natural qiymatlarida an soni b soniga bo'linishini 
isbotlang, bunda:

2 . 1 4 0 .  an = 4 Л  + 15zz -  1, b = 9.

2 . 1 4 1 .  = zz3 + 5zz, b = 6.

2 . 1 4 2 .  an =7"  +  3 n - \ ,  b =  9.
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2 . 1 4 3 . a n =  6 2 "  +  1 9 "  - 2 ' ' + l ,  / »  =  1 7 .

2 . 1 4 4 . =  ( 2 л  -  I ) 3  -  {2n -  1 ) ,  / »  =  2 4 .

2 . 1 4 5 . =  Z73 +  1 1 / z ,  / »  =  6 .

2 . 1 4 6 . <>n =  A22 ( « 2  - 1 ) ,  b =  4 .

2 . 1 4 7 . a n =  a z ( 2 z z  +  l ) ( 7 z z  +  1 ) ,  / »  =  6 .

2 . 1 4 8 . =  2 "  +  2 ” + 1 ,  / »  =  6 .

2 . 1 4 9 . <>n =  n2(n2 - l ) ,  6 =  12.

2 . 1 5 0 . On =  1 8 " -1 ,  6 =  17.

2 . 1 5 1 . a n =  33"+2 +  7” , 6 =  10.

2 . 1 5 2 . On = 7 ■ 52n +12 ■(>", 6 = 19.

2 . 1 5 3 . On = 5П+3 •2'' - 125, 6 =  45.
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I l l  b o b
K O M P L E K S  S O N L A R  

V A  U L A R  U S T ID A  A M A L L A R

1-  § .  A lg e b r a ik  s h a k ld a g i  k o m p le k s  
s o n l a r  v a  u l a r  u s t i d a  a m a l l a r

K om pleks son la r  ta 'l im o t i  i lm -u  fanda, xususan, m ate-  
m atikada alohida o ‘rin tutadi. Tez rivojlanayotgan bu soha tex- 
nikada, shuningdek ishlab chiqarishning ko‘plab sohalarida g‘oyat 
keng q o ‘llanishga ega. Shu sonlar haqida ayrim m a 'lum otlarn i 
keltiramiz.

Xususiy bir misoldan boshlaylik.

x2 + 4 = 0 te n g la m a n i  yech ish  ja r a y o n id a  Xj = va

x2 = -2 л /Ч  «sonlar» hosil b o ‘ladi. Haqiqiy sonlar orasida esa 
bunday «sonlar» mavjud emas. Bunday holatdan  qutulish uchun

V^T ga son deb qarash zarurati paydo b o ‘ladi.
Bu yangi son hech qanday real kattalikning o ‘lcham ini yoki 

uning o ‘zgarishini ifodalamaydi. Shu sababli uni mavhum  (xayoliy, 
haqiqatda mavjud b o ‘lmagan) birlik deb atash va maxsus belgilash

qabul qilingan: V^T = / .  M avhum  birlik uchun  r  = - 1  tenglik 
o 'rinlidir.

a  + bi ko‘rinishdagi ifodani qaraymiz. Bu yerda о va Z? lar 
istalgan haqiqiy sonlar, i esa m avhum  birlik. a + bi ifoda haqiqiy 
son a va m avhum  son bi lar «kompleksi»dan iborat b o ‘lgani uchun 
uni kompleks son deb atash qabul qilingan.

a + bi ifoda algebraik shakldagi kompleks son deb ataladi, bu 
yerda rze/?, b ^ R ,  / 2 = - l .  Bu paragrafda a + bi ni qisqalik uchun  
«algebraik shakldagi kompleks son» deyish o ‘rniga «kompleks son» 
deb ishlataveramiz.

Kompleks sonlarni bitta ha rf  bilan belgilash qulay. Masalan, 
a + bi n\ z  = a  + bi ko'rinishda belgilash mumkin. z = a  + bi kompleks 
sonning haqiqiy  qismi a ni Re(z) (fransuzcha reele -  haqiqiy)
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bilan, mavhum  qismi b ni esa Im (z)(fransuzcha imaginaire -  
m avhum ) bilan belgilash qabul qilingan: a=  Re(z), b=  1т(г) .

Agar z = a  + bi kompleks son uchun  b = 0 b o ‘lsa, haqiqiy 
son z=  a hosil bo 'ladi. Dem ak, haqiqiy sonlar to 'p lam i R  barcha 
kompleks sonlar to'plam i С  ning qism to 'p lam i bo'ladi: /?с= C.

1- m i s o l .  z { = l + 2/, г 2 = 2 - /, г 3 = 2 ,1 , z4 = 2/, г5 = 0 
kompleks sonlarning haqiqiy va m avhum  qismlarini topamiz.

Y e c h i s h .  Kompleks son haqiqiy va m avhum  qismlarining 
aniqlanishiga ko‘ra, quyidagilarga egamiz:

Re(Zj) = 1; Re(z2) = 2; Re(z3) = 2,1; Re(z4) =  0; Re(^5) = 0;

Im(z,) = 2; \m (z2) = Im(z3) = 0; I m ( ^ )  = 2/; 1 т (г5) = 0.

Kompleks sonlar uchun « < », « > » m unosabatlari aniqlan- 
maydi, lekin teng kompleks sonlar tushunchasi kiritiladi.

Haqiqiy va m avhum  qismlari mos ravishda teng bo 'lgan 
kompleks sonlar teng kompleks sonlar deb ataladi.

Masalan, z\ = 1,5 + va ц  = |  + 0,8/ sonlari uchun Re(z,) =

= Re(^2) = 1,5, Im (z1) = Im U 2) = 0,8. Dem ak, z l = z2-

Bir-biridan faqat m avhum  qismlarining ishorasi bilan farq 
qiladigan ikki kom pleks son o ‘zaro q o ‘shm a kom pleks sonlar 

deyiladi. г=  я + bi kompleks songa qo'shma kompleks son z = a - b i  
ko'rinishda yoziladi. Masalan, 6 +  7 / va 6 -  7/ lar qo 'shm a  kompleks

sonlardir: 6 + 7 / =  6 - 7 / .  Shu kabi z  soniga qo 'shm a son z  = z

bo'ladi. Masalan, 6 + 7i  = в -  7i = в + 7 i . a haqiqiy songa qo 'shm a 

son a  ning o 'ziga teng: a = a + Q i = a - Q  i = a.  Lekin bi mavhum

songa q o 'sh m a  son bi = - b i  dir. C hunk i  bi = Q + bi = 0 - b i  =

= -  bi, a ,  b e R.

K om pleks  son la r  u s tida  a r ifm e tik  a m a l la r  quy idag icha  
aniqlanadi:

(a + b i ) + (c + d i ) = (a + c) + (b + d )/; 

(a + b i ) -  (c + d i ) = (a -  c) + (b -  d )/;

( 1)

( 2 )
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(1) va (2) tengliklarni bevosita q o ‘llash qiyin emas. K o m p ­
leks sonlarni ko‘paytirish amalini / 2 = -1  ekanligini e ’tiborga olib, 
ko‘phadlarni ko 'paytirish kabi bajarish mumkin.

2- m  i s o  1. (2 -  /) ( I  + 2/) = 2 • I  + 2 • 2/ -  / • I  -  2/2 =

= 2-i-4/  — — / 4-2 = — + — i2 + 4 4 4

(4) form ulani eslab qolish va amaliyotda bevosita q o ‘llash 

an ch a  qiyin. Shu sababli ni hisoblash uchun, uning surati

va maxrajini с -  di ga k o ‘paytirib, tegishli am allarni bajarish 
qulaydir.

3 -  m i s o  1 2 - /  _  ( 2 - / K - 3 - 2 / )  _  - 6 - 4 / + 3 / - 2  _
J  L - 3  + 2/ ™ ( -3  + 2 / ) ( - 3 - 2/) 9 + 6 / - 6 / + 4

- 8 - /  _  - 8  1 .

“  13 13 13, •

Kompleks sonlarni q o ‘shish va ko‘paytirish amallari xossalari 
haqiqiy sonlarnikiga o ‘xshash:

1) <: + w =  w-i-г ;  1 ')  zw  = wz',
2) U + w )  +  Z = z + ( w + / ) ;  2 ' )  (zw)t=z(wt)\
3) z + 0  = z', 3 ' )  z - \ = z \
4) z ( w +  t) = zw + zt.

^ + w = 0  tenglikni qanoatlantiruvchi z,  w kompleks sonlari 
o ‘zaro qaram a-qarshi sonlar deyiladi. z  kompleks soniga qaram a- 
qarshi sonni - г  bilan belgilash qabul qilingan.

Z = a  + bi  kom pleks songa q a ra m a -q a rsh i  b o ‘lgan yagona 
kompleks son mavjud va bu son - z  = - a - b i  kompleks sonidan 
iborat.

zw=  1 tenglikni qanoatlan tirad igan  г va w kompleks sonlari 
o ‘zaro teskari kompleks sonlar deyiladi. г = 0 soniga teskari son
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mavjud emas. H ar qanday г * 0 kompleks songa teskari kompleks

son mavjud. Bu son z  sonidan iborat.

Z = a  + bi  kompleks songa teskari b o lg a n  z  sonini topamiz:

1 1  _  a - b i  a  b .

Z a + b i  ( a + b i ) ( a - b i )  a 2 + a 2 ^ + Ь 2 '

1 - t e o r e m a .  z + w = z  + w.

I s b o t .  z = a + bi, w = с + d i  b o ‘lsin. U h o ld a  z  = a - b i ,  

w = с -  di  va

Z + w = (a + bi) + (c + di) = (a  + c)  + (b + d ) i  =

= a + с -  (b + d) i  = (a -  bi) + (c -  di) = z  + w.

2- t e o r e m a .  z w = z - w .

I s b o t .  Haqiqatan,

zw = (a + bi)(c + di) = (ac -  bd) + (ad  + bc)i = a c -  bd -  

- (a d  + bc)i. Ikkinchi tom ondan , z - w  = ( a -  bi)(c -  di) = a c -  

- b d -  (ad+ bc)i. Natijalar bir xil. Demak, zw = £• w.

Xususan, b o ‘lsa, z  ga teskari b o ‘lgan |  songa q o 's h ­

m a son z  ga q o 'sh m a  sonning teskarisi bo 'ladi. H aq iqa tan ,

2- teo rem aga  k o 'ra  z  ^  = l teng likdan  z • = 1 = 1 o linadi.

Bundan ( i )  = i .

N a t i j a. Kom pleks sonning na tural k o (rsa tkich li darajasiga  
q o (sh m a  son berilgan  songa q o ‘sh m a  so n n in g  shu  n a tu ra l

~  ,-\П
k o ‘rsa tkich li darajasiga teng: z = m  .
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M a s h q l a r

3 .1 . Kompleks son z  ning haqiqiy qismi Re(z) ni va m avhum  
qismi Im(z) ni toping:
a) z  = - 5  + 8/; 0 c =  0,5 + 3/; j) 8Z;

b) z  = 6 + i / ;  g )  ^ = 2 + 0,3/; к) 4;

d) г  = - 1 5  + 2/; h )  z = -4 ,1  + 2/; 1) 0 ;

e) ^ = 2 + 2 Z’ i ) z  = - 3 - 4 / ;  m ) -3/.

3.2. Agar:
a) Re(z) = - 4 ,  lm(z) = 8;
b) Re(z) = 0, Im(z) = 1,2;
d) Re(z) = 1,2, Im(z) = 0;
e) Re(z) = 0, lm(z) = 0
b o ‘lsa, z  kompleks sonini algebraik shaklda yozing.

3.3. Teng kompleks sonlarni toping:

i  +  i / ;  0,5 + 3/; i  + 2 / ; V 9 - 4 / ;  V 9 - V E / ;  3 - 4 / .
1 5  4 b

3.4. a) Kompleks sonlardan qaysilari teng:

3/; - 4 + 5 / ;  1 + i;  - 1 - 8 / ' ;  0 ,(3 )+ / ;  - | - V 6 4 / ;  Ш П

b) ( 4 x -  3y) + (3 x +  5y)i=  10 -  ( 3 x -  2 y -  30)/ b o ‘lsa, x  va у  
larni toping (x, у  e  R).

3.5. Agar:

a ) z = - 3  + 5/; 0  Z = - 3i', j) ^ = ^ + 3,4/';

b) z = 3 -  5/; g) z =  4,2; k ) z = 0 ;
d) z = - 3  -  5/; h) z = 4/; 1) z  = V 8 l+ 4 / ;
e)  z =  3 + 5/; i )  z =  4,(3); m) z =  -0 ,(3 )  -  2,(3)/

b o ‘lsa, z ni toping.

3.6. Yighndini toping:

a) ( -3  + 2 / ) +  ( 4 - / ) ;  e ) 4  + ( -3  + /);
b) ( 4 + 5 / ) + ( 4 - 5 / ) ;  f) ( 1 , 4 - 3/) + ( 2 ,6 - 4 / ) ;

d) (5 + 2/) + ( - 5  -  2/); g) (3 + 8/) + (3 -  8/);
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h) ( -7  + 3 /)+  ( 7 - 3 / ) ;
i) 4 ,3 +  ( 1 ,7 - 9 / ) ;  
j)  8 / + ( 4 - 6 / ) ;

3.7. Yig‘indini toping:

к) - 1 5 /+  ( -4  + 5/); 
1) (14 + 2/)+  8/; 
m) 81  + ( 4 3 -  17/).

a)
1 - V 2  . 1 + V 2  Л  . f l  +  V 2  . 1 - V 2  .+ /  + +2 ' 3

b) (cos2 a  + / s in2 a )  + (sin2 a  + / cos2 a ) , ( a  e R ) ;

d) ( 0 , ( 3 ) + / . 1 , ( 5 ) ) + ( 0 , ( 6 ) + / . 1 , ( 5 5 ) ) ;

e) ( Re ( l  + 2/) + 15/) + (3 -  / • I m( l  + 2/)).

3.8. Ayirmani toping:

a) ( - 5 + 2 / ) - ( 8 - 9 / ) ;  0  ( 3 2 + 4 , ( 5 ) / ) - ( 3 2  + /);

b) ( 5 + 2 1 / ) - ( 9 / + 8); g) - 0  +

d) ( 4 - ( 4 2 - 3 / ) ;

e) (14 + 3 / ) - ( 2 1  + 3/);

3.9. K o‘paytmani hisoblang:

a) (3 + 5/)(2 + 3/);

b) (4 + 7/)(2 -  /);

d) (5 -  3/)(2 -  5/);

e) ( - 2 + / ) ( 7 - 3 / ) ;

f) ( h ' ) ( i - / j ;

g) (4 + 30(2 + 4,7/);

1 - V 2
- /h) 4,8

i) / -  (3 / + 8).

h) (2 + 3 0 ( 2 - 3 / ) ;

i) 4 ( 8 , 3 - / ) ;

j)  ( 5 - 2 / ) ( 2 / + 5 ) ;

k) (-3 + 0 (3 -0 ;
1) 0 • (4,5 -  0 ; 

m ) ( 1 - 0 , 3 )  /.

3 .10. Ikki kompleks sonning boMinmasini toping:

4 l + / . 
a > — ’

h x 3 - 4 /  
b ) ~ d)

2 + 3 / . 
2 -  3/ ’
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e)

к )

1 + 2/ .
0

5 - 4 /  . ч - 7  +  2 / .  
g )  5 - 4 /  ’3 -  2/  ’ - 3  + 2/  ’

3 - 4 /  .
i )

14 -  3 / . ;v 51 .
- 3  + 2 / ’ 3/  + 2 ’ J )  4 - / ’

4 - / .  
51 ’ 1)

31/  .
17 + / ’

x 14 +  /
m )  31/  ;

0 .
3 / ’ 0 )

1 + 4 / . 
1 -  5/  ’ P )  1 + 5/  ‘

3.11. Q o ‘shma kompleks sonlarning ko 'paytmasi shaklida yozing 
(a, b e  R)\

a) a2 + 462; h) l l o 2 + 4866;

b) 9 а 2 + 25й2; i) 13a4 + 2968;
d) 8a2 + 16Й2; j)  a 2” + 3362"(n e N)\
e) 81o2 + 562; k) a2k + b2"(k , n e N ) ;

f) 3a2 + 4564; D Л а 2 + Й18;

g) 10a2 + 5664; m ) 9a2 + V5620 .

N a m u n a :  V7a8 +8164 = (^/7a4)2 -  (962/)2 = (^/7a4 -

-9 b 2i)(il7a* + 962;).

3 .12. M avhum  birlik / ning quyidagi darajalarini hisoblang va 
xulosa chiqaring:

a ) / 1; d ) / 3 ; f ) i 5 ; h ) / 7 ;

b) /'2 ; e ) / 4 ; g ) / 6 ; i ) / 8 ;

3.13. Amallarni bajaring:

j ) - 9 ;

k ) / 10;

I ) / 11;

m)  i l2.

a) - 3 / +  5 + 8/(3 -  0 ;
b) (4 + 2/ )(-l -  3 /) + 5 -  8 / ;
d) 3/(1 + / )  + 3 / ( 3 - / ) ;

e) ^ / ( 5 - 2 / ) + l / ( 9 - 8 / ) ;

0  (5 -  3/ )(4 + / ') + 15/;

g) 16 -  (15 - / ) ( 1 +  / ) ;

h) 4(0,5 -  2,5/ )(3 + / ) + 5/';
i) 4,2(3 -  /  )(1 + / ) + 2 + 3 / ; 

j) 3 + 5 /+  5 / 1999;

' 1997.k) 35 -  / 2000 + /

l ) / 200l(3 + 5 / 4);
m ) / 2002 _  /  2001 _  j 1999
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3.14. Hisoblang:

(2 -  3/)(3 -  2 / ) . 
1 + z h )

13 , 11 . 
1 - 4 /  1 + 4/ ’

(3 -  0(1 + 3 0  . 
2 - / i )

1 -  / 3 -  / . 
1 + / 3 + / ’

3 - 4 /  .
j )

/ ,8 + / 19 , ,
(1 + 0 (2 - / ) ’ 2 - 3 /  3 + 4 / ’

2 - 3 /  . 
0 -  0(3 + 0 ’ k )

2 - 3 /  -18 /
2 + 3/ 1 + 1+/

11 13 . 
1 - 2 / 2 - / ’ 1) ^  + / d  +  /9 );

3 - 5  2 + 3/ .  
3 + /  2 - /  5 m) z3( l - / 4) + /21

3.15. A m a l l a r n i  b a j a r in g :

a) (3 -2 / )2; f )  (3 + 2/)2- ( 3 - 2 ; ) ;
b) (4 + 3/)2; g )  (-3 + 5/)+ (-3 -5 /) ;

3.16. Q o ‘shma kompleks sonlar yig‘indisi va ko‘paytmasi haqiqiy 
sonlardan iborat ekanligini isbot qiling.

3 .17 .  z = a  + bi, w = c + d i  kom pleks son la r  berilgan: a) agar 

Z + w  = A e R  va z w= B e R  bo 'lsa , bo 'lad i;  b) agar

-  + -  = С  g R  va -  -  = D E R b o ' l s a ,  w=Z  b o ' l a d i .
Z w z  w

Shuni isbot qiling.

3.18.  a) x  va у  ning qanday haqiqiy qiymatlarida 6 -  ixyva  x  + y + 5 i  
kompleks sonlar o 'za ro  qo 'shm a  bo'ladi?
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b) oldingi masalaning shartida x v a  у  larning haqiqiy son 
boiishi talab qilinmasa, masala nechta yechimga ega bo‘ladi? 
Misol keltiring.

3 . 19. Ildizlaridan biri: a) 2/'; b) 1-/; d) 2-/; e) 1 - /V 5  b o ‘lgan 
haqiqiy koeffitsiyentli kvadrat tenglam a tuzing.

3 .20 . Kvadrati shu sonning q o ‘shmasiga teng b o ‘lgan kompleks 
sonni toping.

2 -  § .  T r i g o n o m e t r i k  s h a k ld a g i  
k o m p le k s  s o n l a r  v a  u l a r  u s t i d a  a m a l l a r

1. Kompleks sonning trigonometrik shakli. Kompleks sonlarga 
oid ko‘pgina tushunchalar  ayoniy b o i ish i  uchun  kompleks sonni 
biror geom etrik  shakl (figura, tasvir) sifatida qarash qulaydir.

Biz г  = x  + yi  kompleks sonning geometrik shakli sifatida, X O Y
k o o rd in a ta  tekisligidagi A ( x \ y )  n uq tan i  yoki boshi 0 (0 ;  0)

—̂
nuqtada , oxiri esa A(x; y) nuq tada  b o lg a n  OA vektorni qabul 

qilamiz ( \ 7 -  a, b rasmlar). Bunda koordinata tekisligining har bir 
nuqtasi faqat bitta kompleks sonni tasvirlaydi va aksincha, har 
qanday  kompleks son faqat bitta nuqtada tasvirlanadi. Haqiqiy 
sonlarga abssissalar 0 ‘qining nuqtalari, bi (i e R)  sof m avhum  
sonlarga esa ordinatalar o ‘qining nuqtalari mos keladi. Shunga ko‘ra, 
koordinatalar  tekisligi kom pleks tekislik, abssissalar o ‘qi haqiqiy 
o ‘q, o rd inatalar  o bqi esa mavhum o ‘q  deb ham  ataladi.

Yi Yi Y

У -------A(x', у) у — - , A ( x , y )
z  ! /  ^11 e /  \ 1 X 1 '  1 » 10 x  X о X x  1 ! v

\  1 z o  x
\ y

У /

a) b) d)

17- rasm.
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Z = x  + y i  kompleks sonining geom etrik  tasviri bo 'lgan  vektor 
uning radius-vektori deyiladi. H ar qanday  z  = x  + y i  kompleks son 
yagona radius-vektorga ega, chunki x, у  sonlari yagona A(x; y) 
nuqtani (vektorning oxirini) aniqlaydi. Kompleks son radius- 
vek to r in ing  uzunligi shu  sonning m oduli deyiladi. z  = x  + y i

kompleks sonning modulini |г | yoki z-bilan belgilaymiz. \z\ , x, 
у  haqiqiy sonlar quyidagi tenglik bilan bog'langan:

\z \  = \lx2 + y 2 . (1)

Haqiqatan ham , ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko'ra,

\z\ = OA = y](x -  О)2 + (у -  0)2 = y/x2 + y 2 tenglik o ‘rinlidir (17- 

b rasm).

1- m i s o l .  Z = > J2-i\l2  kom p leks  so n n in g  m odu lin i  
toping.

Y e c h i s h .  x  = V2, у  = b o ‘lgani uchun,

| г |  = ^ ) 2 + (-> Я )2 = 2 .
—>

OA vektor <: = x  + /> 0 kom pleks sonning  radius-vektori 

boMsin (17- b rasm). Markazi 0 (0 ;  0) nuqtada b o ‘lgan r  = \z\ 
radiusli aylananing £ ( r ;  0) nuqtasini, О nuqta  atrofida bu nuqta 
A(x; y) nuqta bilan ustma-ust tushadigan qilib buram iz ( \ 7 - d  
rasm). Bu ishni, bir-biridan 2л ga karrali bo‘lgan burish burchagiga 
farq qiladigan cheksiz ko 'p  burish burchaklari yordam ida amalga 
oshirish mumkin. Shu burish burchaklarining ha r  biri z  = x +  iy 
kompleks sonning argumenti deb ataladi.

17- d  rasmda z  = x + i y  kompleks sonning argum entlaridan 
biri b o ‘lgan ф burchak  ko‘rsatilgan.

z  = x + i y  kompleks sonning barcha argum entlari to ‘plamini 
Arg(z) bilan belgilaymiz.

Yuqoridagi m ulohaza la rdan  k o ‘rinadik i, agar ф e Arg(^) 
b o ‘lsa, u ho lda  ixtiyoriy k e Z  son u c h u n  ф + I n k  e  Arg(c) 
b o ‘ladi. Shu sababli Arg(^) t o ‘plam ni quyidagicha tasvirlash 
mumkin:
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Arg(z) = {ф + 2 n k \ k ^ Z ) .

Burish burchagining kosinusi va sinusi t a ’riflaridan k o ‘rina- 
diki, z - x  + y i  kompleks sonning har qanday ф argum enti uchun 
quyidagi m unosabatlar  o ‘rinli:

С 0 5 ф  =  р ^ ,  $1Пф =  г - , .
Ul \z\

Bu t e n g l i k l a r  a s o s i d a ,  z  = x  + y i  k o m p l e k s  s o n i n i  
z = |г|(со8ф + / 51пф) ko‘rinishida yozib olish mumkin. Bunday 
yozish  kom pleks sonn i trigonom etrik sh a k ld a  tasvirlash  deb  
yuritiladi.

Kompleks son cheksiz ko‘p argumentlarga ega b o ‘lgani uchun, 
uni cheksiz k o ‘p usullar bilan tr igonom etrik  shaklda yozish 
m um kin . Shu sababli kompleks sonning trigonom etrik  shaklini 
tayin bir oraliqda yotadigan argum ent orqali yozish maqsadga 
muvofiqdir. Biz ana shunday oraliq sifatida (0; 2л] oraliqni olamiz. 
Bu oraliqda ha r  qanday  z{z *  0) kompleks sonining faqat bitta 
argum enti yotadi.

Z = x + y i  kompleks sonining |0; 2л] oraliqda yotadigan a r ­
gum enti shu sonning  bosh argum enti deyiladi va arg(z) bilan 
b e lg i lan ad i .  S h u n g a  m uvofiq  rav ishda , z  = |z|(cos(arg(z)) + 
+/sin(arg(z))) ni z  kompleks sonning bosh trigonometrik shakli 
deb ataymiz. Bundan keyin, kompleks sonning argum enti va

Y Y

1 '""71 3/

Х ф I , ^  ,
0 1 X 0 X

b)

18- rasm.
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kompleks sonning trigonometrik  shakli deyilganda, mos ravishda 
kompleks sonning bosh argumenti va bosh trigonom etrik  shakli 
nazarda tutiladi.

Endi г = 0  soni ustida to ‘xtalamiz. Bu sonning moduli 0 ga 
teng, lekin argum enti aniqlanmaydi.

2- m i s o l .  a) 1 + / ;  b) 3/; d )  -1  + /; e) 1 -  / son la r in i  
trigonometrik shaklda ifodalang.

Y e c h i s h .

+ 9 = ^ ,  l - /  = V 2 ( c o s ^  + / s i n ^ )  (18- e rasm).

3- m i s o l .  M{z)  va N(w)  nuqtalar orasidagi masofa | z - w |  
ga tengligini isbotlang.

I s b o t .  £ = * ,+ /> ,  va w = JCj + /y2 sonlari u c h u n  \ z - w \  =

M  N  nuqtalar orasidagi masofadir (19- rasm).

3- misoldan ko‘rinadiki, | z - Z o |  = '*('*> 0) tenglama markazi 
Zq nuqtada b o ‘lgan r  radiusli aylananing tenglamasidir.

104 I ~ I

a)  |1 +  ,1 =  # Т Ғ  = Д  4>
Л

4 ’

b) |3/| = 3, ф = 3/ = 3 ( c o s |  + / s i n | j ( 1 8 -  b rasm);

d) \ - l  + i\ = y[T, e  = | ,  Ф = я - 0  =

- 1  + / = V 2 ( c o s ^  + / s i n (18-  d  rasm);c o s ^ r  + z 's in ^
4 4

e) | 1 - / |  = V2, Ф = у  + 0- c o s0 = -j= ; 0 = | ,  ф = у  +

= ^(x, - X j j 1 +(У\ - y 2)2 8a egamiz. Bu tenglikning o ‘ng tomoni



4 -  m  i s о 1. 1) k - l  +  / ' |  =  3  ;

M z)

/V(w)

1 9 -  rasm.

barcha z = x + i y  nuqtalarning geometrik  
o lrnini aniqlang.

Y e c h i s h .  1 )  | z - l  +  / |  =  | z - ( l - / ) |

bo ‘lgani uchun  | z - ( l - / ) |  = 3 tenglama- 

ga ega b o ‘lamiz. Bu tenglam a markazi 
Z o = l - / ‘ nuq tada  b o ‘lgan r = 3  radiusli 
aylananing tenglamasidir;

2) | ^ - 1 +  / | ^ 3  shartni qanoatlantiruvchi barcha г  = х + / у

nuqtalarning geometrik  o ‘rni |z  - 1 + /| = 3 aylana bilan chegara- 

langan doiradan iborat.

M  a s h q l a r

3.21. Kompleks tekislikning z kompleks songa mos keluvchi nuq­
tasini yasang, bunda:

a) z =  1 + 2/;
b) z = - l  + 2/;
d)  * = - 1 - 2 / ;

e) * =  1 - 2 / ;  

0  z  = 2 /;

g )  Z =  1;
h) z  = -2r,

i) z = - \ ;

j )  ^ = 0 ;  
к) * = 3 - 2 / ;
1) * = - 3  + 2 / ;

m)  Z ^ Y ’

n) * = 2 + 3/(1 + 2/);

o) * = / - 4 / ( 1  +/ ) ;
p) * = / 4 + / 5;

q) * = c o s |  + / s i n | .

3 .22. * kompleks songa mos keluvchi vektorni yasang:

a) * = 2 + 3/; e) * = - 2  -  3z;
b) * = 2 - 3 / ;  0  z  = 3/;
d) z  = - 2  + 3i; g) * = -4 /;
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=r <N II to m) * = V 4 ;

i) г  = -2 ; n) г  = | ^ ;

j)  г  = 0; o ) * =  (1 + 0 ( 1 + 2/);

к) * = - 3  + 2/; p ) * = ( l  - / ) ( !  + /);

1) z = 3 - г , q) * =  /3 -  4/.

Kompleks son * ning modulini toping:

a) * = 3  + 4/; j )  * = c o s a  + / s i n a ( a  <=R);

b) * = - 3 - 4 / ; k) * = 1 + / cos2 a ( a  e  R);

d) * = 1 + V8/; 1) *=(2 + 30(3-40;
e) * = 2 V 2 + /; m)  * = № 1  + 372/;

0 * = 3  + 3/; n) * = -4 ;

g)  * = 1 + 2V3/; 0 ) * =  bi  (b € R ) ’,

h) * = 1 + /; p ) z = / ;

i) * = V 2 + / ; q) * = 0 .

* kompleks sonining argum entini toping:

a > г = Л + ' л ; 0  2 = ^ 3 + / ^ ;  j ) z = l ;

b)  Z = f + i f ; g) * = -273/; k) * = /;

d) * = 3 / ; h) * = - 7 6 - 7 6  /; 1) * = -1;

e) Z=3- 0  1 = ^2~2*>  m)  * = -/.

Kompleks sonni trigonometrik shaklda yozing:

a) * = -1 -  /; 0  г = -2;

b ) * =  1 - / ; g )z = / ;

d) * = V3 + /; h) * = l ;

e ) *  = - l  + V3 /; i) £ = - / ;
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})Z= 1 + / ; n) z= 2i;

P) z =

q) Z = - V 6 - V 6  /.

3 .26. z  = - 3  -  4/ ni trigonometrik  shaklda yozing.

3.27.  z = 2 cos ̂  -  2/ sin ^  n j trigonom etrik  shaklda yozing.

3.28. z = -  cos py + f sin Yf ni trigonom etrik  shaklda yozing.

3.29. z = 2 + V3 + / ni trigonom etrik  shaklda yozing.

3 .30. z = 1 + cos ф + / sin ф (-я  < ф < я) ni trigonometrik shaklda 
yozing.

3.31. Quyidagi sonlarni algebraik shaklda yozing:

3.32. Agar |z| = 3 b o i s a ,  z nuqtalar o ‘rnini aniqlang.

3 .33 . H a r  q anday  z va w kom pleks son lar  u c h u n  | z | - | w | <  
< | z  + w | < | z |  + |w| q o ‘sh tengsizlikning bajarilishini isbot 
qiling.

3.34. Ixtiyoriy w va v kompleks sonlar uchun  \u + v|2 + \u -  v|2 

ni toping.

3.35. Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi nuqtalar to ‘plamini 
chizm ada ko‘rsating:

a) |z - 10/| < 20;

b) Re z > 4 ;

d) I m z  < - 1 ;

g) |z| = R e z  + 3;

h) z ?  + 4 z  + 4 z  = 0 ;

0  |z -  2 + /I < 4 ;

e) | z - 2 / |  = 5 ;
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2. Trigonom etrik shaklda berilgan kompleks sonlarni  
ko‘paytirish, boMish, darajaga ko‘tarish. Trigonom etrik  shaklda 
yozilgan kom pleks sonlarni k o ‘paytirish, bo 'l ish  va darajaga 
ko ‘tarish qoidalarini keltirib chiqarish uchun  asos b o ‘ladigan 
teorem alarni qaraymiz.

1- t e о  r e m  a. K om pleks sonlar k o (paytm asin in g  m oduli 
k o (p a y tu v c h i la r  m o d u lla r in in g  k o ‘p a y tm a s ig a  ten g , 
k o ‘paytuvchilarn ing h ar qanday argum entlari y ig ‘indisi shu 
kompleks sonlar k o (paytm asining biror argum enti b o (ladi.

I s b o t .  z  = /‘(costp + zsinq)) va w =  /?(cosa  + zs ina )  lar z, 
w kom pleks sonlarning b iro r  tr igonom etrik  shakli b o ‘lsin. U 
holda, г  va w sonlar ko‘paytm asini ko 'phad la rn i  ko 'paytir ish

qo idas i  y o rd a m id a  to p sa k ,  = /7?(cos(cp + a ) +  /sin((p + a ))

hosil b o ‘ladi. D em ak, \zw\ = rR  = |z||w| va ф + a  soni zw  ning 

biro r  a rgum en tidan  iborat.

2 - t e o r e m a .  Kompleks sonlar nisbatining moduli b o (linuvchi 
va b o ‘luvchi modullarining nisbatiga teng, bo4inuvchi va b o (luvchi 
h ar qan day argum entlarin ing  ay irm asi b o (linm aning b iro r  
argum enti b o ‘ladi.

I s b o t .  z  = r ic o sy  + i s iny)  va w =  /?(cosa  + /since) lar z va w 
kompleks sonlarining biror trigonometrik shakli boMsin. U holda

W = ft(cosa + /situx) = i (cos(<l, -  +' sin((l> -  a >) tenglikbajahladi.

z\ \z\ 7
Bu yerdan  esa ekanligi va ф -  a  sonn ing  -  uchun

argum ent boNishi kelib chiqadi.
Endi t r igonom etrik  shaklda berilgan sonlarn i k o ‘paytirish, 

b o ‘lish va darajaga koTarish qoidalarin i keltiramiz.
Trigonometrik shaklda (bosh trigonometrik shaklda bo'lishi

sh o r t em as!) berilgan z  = г(со5ф + / sin ф) va  w = y?(cosa + 
+/ sin a )  kompleks sonlarni:

a ) k o 'p a y t ir is h  u c h u n ,  zw = гЯ(со5(ф + a )  + / 5 т ( ф  + a) )  
tenglikni tuzish va g> + a  ni bosh argument bilan almashtirish;
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b) bo ‘lish uchun, ^  = -^(со8(ф -  a )  + i sin(9  -  a ) )  tenglikni

tuzish vtf ф -  a  ni bosh argument bilan almashtirish kerak.
Trigonom etrik  shaklda berilgan kompleks sonlarni ko‘pay- 

tirish qoidasini z?= Z Z- ■ z ( n t a  ko‘paytuvchi) ko‘paytm a uchun 
ketm a-ket tatbiq etib, z!1 ni hisoblash qoidasini hosil qilamiz:

Zn = (/'(со5ф + / s in ф))" ni hisoblash uchun, zn = rn(cosng) + 
+i sin nip) tenglikni tuzish va mp argumentni bosh argument bilan 
almashtirish kerak.

Agar z  = со5ф + / 8 т ф  b o ‘lsa, darajaga k o ‘tarish formulasi 
quyidagi ko‘rinishni oladi: (со8ф + / 5 т ф ) "  = cos ng> + / sin ng>. 

Bu tenglik M uavrform ulasi deyiladi.

ifodaning qiymatini toping.

Y e c h i s h .  Suratdagi ko lpaytuvchilar bosh trigonom etrik  
shakldagi, maxrajdagi ko 'paytuvchilar  esa bosh trigonom etrik  
shaklda b o lm a g a n  kompleks sonlarning darajalaridan iborat. Bu 
hoi amallarni bajarish qoidalarini tatbiq etishda xalaqit bermaydi.

Darajaga ko‘tansh, ko‘paytirish va bo‘lish qoidalarini o ‘z o ‘rni 
bilan qo 'llash natijasida

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikning o ‘ng tom oni kompleks 
s onn i ng  bosh  t r ig o n o m e tr ik  shakl ini  i foda lam ayd i,  chunki

M i s o l .

Л =

(2(cos(-f)+ /sin( i ) ) ) 14 ■ (2(cos(-t ) + ' sin( - f ) ) J
.6

i f fb  ni bosh argum ent bilan almashtiramiz:
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A = 2 ^ (c o s ( l4 r c  + - ^ )  + /sin(l4rc + ^ ) j  =

3.36.

M  a s h q I a г

T r ig o n o m e t r ik  shaklda  ber i lgan son la rn ing  ko 'p a y tm as in i  
toping:

a) ^  = ^ ( c o s l  + z s i n l )  va z2 = c o s |  + / ' s i n | ;

b) г, = l ( c o s ^  + / s i n ^ )  va z2 = 4 ( c o s ^  + / s i n | ) ;

d) z, = V 3 ( c o s ^  + / ' s i n ^ )  va z2 = 3 ( c o s ^  + / s i n ^ ) ;

e) ^  = 5 ( c o s я  + /s in  л) va z2 = c o s |  + / s i n ^ .

3.37.

3.38.

ni hisoblang:

a)  z, = > /3 ( 0 0 8 ^  + /s in

b) z, = 9 ( c o s |  + / s i n | ) ,

d) z, = c o s j  +  z 's in j ,

e) z, = ^ ( c o s y  + / s i n y ) ,  

Darajani hisoblang:

a) ( 2 ( c o s ^  + / s i n ^ ) )  ;

b)  (V 3 (co s§  + /s in  j  ;

d) (V 4 (co s^  + / s i n | ) j  ;

z2 = 2 ( c o s ^  + / s i n ^ ) ;  

z2 = 9 ( c o s ^  + z 's in | j ;  

z2 c o s |  + / s i n | ;  

z2 = ^ ( c o s y  + / s i n y j  .

e) ( 3 ( c o s ^  + / s i n ^ ) )  ;

f) ( c o s y  + / s i n y j  ;

, xi6
g) (cosу  + / s in ^ jJ  ;

п о



z \ 1 5
h) [cos5 + / s in 2 j  ;

/ \17
i) I cos у + / s in y j  .

3.39.  M uavr formulasidan foydalanib, ifodalarni cos tp va siny  
orqali ifodalang:
1) cos 8ф; 2) sin 8(p; 3) cos 9ф ; 4) sin 9ф.

3.40.  ni hisoblang, bunda  z = со8ф+ /5 т ф .

3.41.  Quyidagi ifodalarni hisoblang:

.  («-oVH6. b) d-'/'H-f. d) (--Г
} ( .+o ( . - ^ ) 6 ’ ’ 0 - 0 "  ’ d) ( i+ -)'02- ( i - f 2- '

3.42.  (1 - С 0 8 ф  + / ' 5 1 п ф ) 12 ni hisoblang.

3. Kompleks sondan ildiz chiqarish. z  kompleks sonning n- 
darajali ildizi deb, = г tenglik bajariladigan har qanday  w 

kompleks songa aytiladi (bu yerda n&N).
A g a r  <: = 0 b o M s a ,  vvw = 0 { n e N )  t e n g l i k  w = 0  s o n i  

uchungina bajariladi.
Agar z * 0  b o ‘lsa, wn = z  ( n e N )  tenglik w ning n  ta  har xil 

kompleks ildizlarga ega b o ‘lishini isbotlaymiz.
Т е  о r e  m a. z  = r  (cos a  + / sin a )  ^  0 kom pleks soni n ta har 

x il wk kom pleks ildizlarga ega va bu ildizlar quyidagi form ula  
bilan topiladi:

W, ^ ( c o s ^ M  + Z s i n ^ ) ,  *  =  0 , 1, 2 , . . . ,  n - l .

I s b o t .  w = /?(со5ф + /51пф) kompleks soni (^ = r c o s a  + 

+ / s i n a )  *  0 sonning n-  darajali ildizi bolsin . U holda Rn ( c o s ^  + 

+/ sin /7ф) = r  ( c o s a  + i sin a )  tenglik o ‘rinli bo‘ladi. Ikkita kompleks 
sonning modullari teng va argumentlari bir-biridan 2nk  (bu yerda 
к  e Z )  q o ‘shiluvchiga farq qilsagina, ular teng b o ‘ladi. Shu sababli

R  = Tr ,  CD
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a + 2 k n  , -у
ф  = ----------- , К €  Z
Y n (2)

tengliklar bajariladi. Hosil qilingan bu tengliklarni w ning tri­
gonometrik shakl iga qo ‘yamiz:

Bu yerdan ko‘rinadiki, г  = / '(c o sa  + / s i n a )  kompleks so­
nining har qanday  n-  darajali ildizi (3) k o l rin ishda b o la d i .  
A k s i n c h a ,  (3)  k o l r i n i s h d a g i  h a r  q a n d a y  k o m p l e k s  son  
z  = / '(co sa  + / sin a )  kompleks sonining n-  darajali ildizi b o la d i .  
Buni darajaga k o ‘tarish yordam ida bevosita tekshirib k o ‘rish 
m umkin.

Shunday qilib, (3) ko‘rinishdagi sonlar va faqat shu son- 
largina z  = r ( c o s a  + / sin a )  kompleks sonining n-  darajali ildizi 
b o ‘ladi.

Endi (3) formula z e 0 sonining n  ta har xil ildizini aniq- 
lashini ko‘rsatamiz. Qulaylik uchun  (3) formuladagi w ning к  ga 
bog‘liq ekanligini oshkor ko‘rinishda yozib olaylik:

k = n  - m + s, bu yerda m e Z,  s e  {0, 1, 2, ..., /z -  1}. 

U holda,

112

• a +  2 л £1П--------
n , k e Z  . (3)

wk = Уг cos i n C C ^
n , к  e Z . (4)n

Y
k  = 0, k =  1,..., k = n -  1 b o ‘lganda 

bu formula yordamida wQ, w , , ..., w/z_, 
sonlari hosil qilinadi. Bu sonlarning 
argumentlari b ir-b iridan 2л ga kar­
rali bo ‘Imagan q o ‘shiluvchi bilan farq 
qiladi. Shuning uchun  bu sonlar ora- 
sida tenglari mavjud b o lm a y d i ,  ya’ni 
ular n tadir.

2 0 -  rasm . Endi ixtiyoriy k ^ Z  sonini /ze A  
soniga qoldiqli bo lam iz :



wk = yjr
a+2(nm + s)n . a + 2(nm+s)n)

COS 1 — +  S i n   ---------n n

n r  I „ „ a + 2 s n  , . • a  + 2sn\
=  v r  • COS +  / s i n   —  I =  Wc .

Bu yerdan ko‘rinadiki, (4) formuladagi к  ning 0 ‘rniga har 
qanday  butun  son q o ‘yilganda ham , w0, w,, w/z_ 1 sonlardan
birortasi hosil b o ‘ladi. Teorem a isbot bo ld i .

Markazi koordinatalar  boshida b o ‘lgan Уг radiusli aylanani 
qaraymiz. WQ, Wn _ , nuqtalar shu aylanada yotadi va uni
n ta teng yoylarga ajratadi, chunki q o ‘shni Wk nuqtalarning argu­

mentlari bir-birlaridan ^  ga farq qiladi. Dem ak, bu nuqtalar

aylanaga ichki chizilgan m untazam  n burchakning uchlari b o ‘ladi 
( 2 0 - r a s m d a  bu  m u n t a z a m  o l t i b u r c h a k ,  c h i z m a d a  /7 = 6,

z lV0OlV5 = p .

1 - m i s o l .  H -\l2  + /72  ning barcha  wk qiymatlarini topa-
miz.

Y e c h i s h .  (-V 5  + /V2( = ^ ( - 7 2 j + (7 5 )  = 2,

a  = a r g ( - 7 2 + /72) = ^

b o ‘lgani uchun  - ^ 2  + i j l  = 2 ( c o s ^  + / s i n ^ )  ga egamiz.

(3) formulaga k o ‘ra wk qiymat uchun

wk =  72
^  + 2nk

COS- + / sin
^  + 2nk 
4 , A: = 0,1,2

tenglikka ega boMamiz. Bu tenglikdan quyidagilarni aniqlaymiz: 

A: = 0 da w0 = 72 ( c o s |  + /'sin ^) = - ^ - ( 1  + /'),
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£ = l d a  = l]2( c o s + / s in Ib i)  =

= M ( _ V 6 - V 2  + / ( V 6 - V 2 ) ) ,

A: = 2  da w2 = v ^ ( c o s ^  + / s i n ^ )  =

= ^ / 2 ( s i n ^  + / c o s ^ )  =  ^ ( V 6 - V 2  + / ( V 6  + V 2 ) ) .

2 - m i s o l .  1) z2 + 4  = 0; 2 ) ^ 4 - 1 6  = 0; 3 ) z3 - 1 = 0 ;  4) 

z3 + 1 = 0; 5) г5 -  1 = 0 tenglamalarni yeching.

Y e c h i s h .  Tenglamalarni yechishda ko‘phadlarni birinchi va 
ikkinchi darajali ko‘paytuvchilarga ajratishdan foydalanamiz:

1) Г  + 4 = (z -  2/)(z + 2/) = 0, bundan Z\ = 2/; z2 = -2 /;

2) z4 - 1 6  = (z2 -  4)(z2 + 4) = 0 => (z -  2)(z + 2) (z +

+ 2i)(z -  2i) = 0, bundan  Z\2 = ±2, Z 3.4 = ±2/';

> - 1  =  0

Z + £ + 1 = 0
3) ^3 - 1 = > - 1 ) > 2 + z + 1) = 0 

>1 =  1,

7 _ - i ± / V 3 .
2̂,3 -  — 2—  ’

4) г  + 1 = >  + l ) ( r - £  +1)  = 0, b u n d a n  Zi = - 1 ,

7  _ i ± / V 3 .
2'3 2  ’

5) z5 -  1 = (z -  1)(<:4 + z3 + ^  + ^ + 1) = 0; z -  1 = 0 b o ‘y icha 

Zi = 1, shu kabi

ZA + z l + V  + Z+\  = 0=>4-f-4 + IT + -T + -jT = 0=>

Л2+^ +(г 4 ) +1= 0-
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A g a r  г  + -  = / , г 2 + 2 + 4r  = /2 y o k i  z2 + -7 = /2 -  2
г zL г

almashtirish kiritilsa, z2 + / -  1 = 0 tenglama hosil b o ‘ladi. Uning

ildizlari Z12 = ~1 — . U holda:

, I -1 + V5 , j  -1 + y j 5 ± i J \ 0  + 2s/5
г + ^ = — j — . bundan  г2,з = -----------^ ---------- ,

1 - 1 - V 5  , ,  - l - y / 5 ± i J \ 0 - 2 y / 5
Z + |  = — 2^ ,  bundan  ^45 = ----------- f ---------- .

3- m i s o l .  zb -  28z3 + 27 = 0 tenglamani yechamiz.

Y e c h i s h .  z 3 = и almashtirish berilgan tenglamani u2 -  28« + 
+27 = 0 kvadrat tenglamaga keltiradi. Uning ildizlari 1 va 27. Endi

z 3 -  1 v i z 3 = 21 tenglamalarni yechib, javobni topamiz:

1 7 _-i±V3 . о *  _-з±Зх/з7
-  h  ^2,3 ~ 2 ’ £4 — ^5,6 2

|_Ду M a s h q l a r

3.43.  Vz ni hisoblang:

a) z = ^ ( c o s |  + / s i n | ) ;  d) z = c o s^  + Zsin^;

b) z = ^(coSj^ + / s i n ^ ) ;  e) z = c o s^  + / s i n g .

3.44. z = 16(cos^ + / s i n ^ j  sonining uchinchi va to ‘rtinchi da ­

rajali ildizlarini toping.

3.45. x5 = /*(cosф + /sin  cp) tenglamaning barcha ildizlari ko‘payt- 

masini toping.

3.46. Kvadrat tenglamalarni yeching:

a) x2 + 8/x + 12 = 0;

b) x 2 + VTS/x + 51,5 = 0;
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d) X 1 -  Ю/х + 24 = 0.

3 .47. Ikki hadli tenglamalarni yeching:

a) 27z3- 8  = 0; d) ^5+ 243 = 0;

b) г 18- 1=0;  e) z l0- 5 9  049 = 0.

3.48. г8 -  1 2 ^  + 11 = 0 uch hadli tenglamani yeching.

3.49. £i2- 65z6+ 6 4  tenglamani yeching.

( j j? )  T a k r o r l a s h g a  cl о i r  m a s h q l a r

3.50. Hisoblang:

a) (2 + 3 / ) (4 - 5 / ) + ( 2 - 3 / ) ( 4  + 5/);

b) (x -  1 -  i ) (x  -  1 + i ) ( x  + 1 + i ) (x  + 1 -  x  e R\

d )  i h J i l -
1 - 3 /  •

e) ( 1 - 4 / ) - ( / ( 3 - 4 0 +  3/);

f )  ( 1  +  4 / ) 2  -  ( 3  +  Z 9 ) ;

g) 3 + 8/ + 9/2 + 10/3;

h )  8 - 4 ( / 15 - 1 )  + 13/;

i) 2I/4 + 23 /91 - 1 7 / 17.

3.51. Tenglam ani yeching (bunda xeR) :

a) - 2 x  + 4/ = 3 x ( i  + /2) + 2/ -  2/2;

b) 3 + x / =  ( ^  + x)  + l +/ ;

d)  5 + (3 + x ) / = 3x + 2 + 4/';

e) x  + 5 -  (3 + x 2)/ = 7 -  7/.
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3 .5 2 .  Agar ( 5 x - 3 y )  + ( x - 2 y ) i  = 6 + ( 8 - x  + y ) i  b o ‘lsa, x, у  
haqiqiy sonlarni toping.

3.53.  Da raj a asosini trigonometrik shaklda yozmasdan darajani 
hisoblang:
a) (1 +  /  ) 20; b )  (1 -  / )21.

3.54. Quyidagilarni sinxva cosx orqali ifodalang:
a) sin3x; b) cos3x; d) sin4x; e) cos4x; 0  sin5x;
g) cos5x; h) sin2x.

3 .55 .  Kompleks sonlarni trigonom etrik  shaklda yozib, hi-
soblashlarni bajaring:

a) (1 + /) ;

b)

d)

1 + / V 3 )
l + z

20

1 -

0  (1 + /)9(1 -  ;')15; 

g) (1 + 2/)s(2 + З1)3;

h) (2 + 0 26(2 + 309;\9.

e)
- 1 + / V 3

( I - / ) 20

3.56. V? ni hisoblang:

a) z =  1, az = 3;
b) z = - \ ,  n = 4;

i)
-1-/Ч/31
( l - / ) 21

15

h) z  = - 9 ,  n = 3;
i) ^ = -15 ,  n = 4-

d) z  = - 4  + V48/, az = 3; j) z = ^ +  ^ i ,  n = 3;
2  '  2 

k) z =  1 - / ,  a? = 6 ; 
1) г =5/, Ai = 2; 
m) z  = -9i ,  n = 2.

e) £ = 1  + /, a? = 8 ;
0  z = i ,  a z =  3;
g) z = - / ,  a? =  3;

3 . 57 . Tenglamani yeching:

a) z4 - 1 ;  b) ^3 = 1 + / ;  d) z 2 = - 9 ;  e) г2 = 1 6 .

3 . 5 8 . а) ях2 + 6x + с = 0(я * 0) t e n g la m a d a  62 - 4 я с < 0 .  
Tenglamani kompleks sonlar to ‘plamida yeching.
b) z4 + г2 + 1 = 0 tenglamani yeching.
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3.59. Hisoblang:

a) i / S  d>

b> > / i ^ ; e>
3.60. Tenglamadan x  va >> ni toping ( x e  R, у  t  R)\

a) ( x - y )  + (3x + y ) i =  3 -  3/;

b) (5x + 3yi) + (2y -  xz) = 3 -  /;

d) ( | x - 2 ^ ) - ( ^  + 6 x/) = 21/;

e) ( 2 - 3 / ) ( х  + я )  = -1 - 5 / .

3.61. Berilgan kompleks sonlarni qo'shing. Q o‘shiluvchilarning 
va yig'indining geometrik tasvirini yasang:

a) (2 + 3/) + (4 + 2z); 0  ( - 4 - 7 / )  + (4 + 7/);

b) ( - 4 + 5/)+ ( 3 - 2 / ) ;  g) (-3  + 2 /)+  (3 -2 / ) ;

d) ( - 7 + 6 /)+  ( - 3 - 8 / ) ;  h) 3/ + ( 4 - 5 / ) ;

e) ( - 5 - 2 / ) + ( - 6 + 8/); i) 4 / + ( - 8z).

3.62. Ayirishni bajaring. Kamayuvchi, ayriluvchi va ayirmaning 
geometrik tasvirini yasang:

a) (3 + 2 / ) - ( 2 - 2 / ) ;  e) ( 4 - 2 / ) - ( 3  + 3/);

b) / - 5 / ;  0  8 - ( 4 - 3 / ) ;

d) (4 + 3 / H 2 - 3 / ) ;  g) / - ( 2 - 3 / ) .

3.63. Bo‘lishni bajaring:
a) 6(cos70° + / sin70°): 3(cos25° + / sin25°);
b) 2(cosl20° + / sin 120°): 4(cos90° + / sin90°);

d) V6 (cos 160° + / sin 160°): VI (cos40° + / sin40°);

e) 4(cos75° + / sin75°): ^(cos( -  15°) + / sin( -  15°));

О 8/ + (l +VI/);
g) - 6 / + ( - 4 - 4 / ) ;
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h) (6 -  б/) : 3(cosl5° + / sinl5°);

i) (2 + 2V3j ) : ( 4 - 4 / ) .
3.64. Ko‘paytuvchilarga ajraling:

a) x 2 + 4; b) x4 -16 ; d) x2 + 3 - 4 / ;  e) 7 + V5.

3.65. Tenglikni tekshiring:

f - i +^ /n 4 J f - i - i 4 / r 4x -1  + l \ J j  , -1 -Z V J , .
a) { - Г - j  4 — J - 1’

b )

d) f 4 ^ T +№ T = V 3 ;

1 + Л 3 / I - , ' 3
e) P )  " P i  = 2-

3 . 6 6 .  Kompleks tekislikda quyidagi shartni qanoatlantiruvchi 
nuqtalarning geometrik o ‘rnini shtrixlang:

a) Re(z) < 5; h) |z |> 5 ;

b) | < a r g ( z ) < | ;  i) 1 < |z| < 3;

d) R eU ) = 2; j)  | z - 4 |< 2 ;

e) I m ( ^ )  = -2 ;  k) |<: + 2 / |> 4 ;

0  R e (^ )< 0 ; 1) \z + l - i \ < 2 ;

g) Re(^) + Im (z )  = 0; m) | c - / | < | z - l | .
3 . 6 7 .  z = {p + q i ) {p  -  qi)  kompleks sonning modulini toping 

{p e R ,  q e R ) .

3 . 6 8 .  z\ = - 2  + 2v/3Z va z, = 1 - /  sonlarni trigonometrik shaklga 
keltirib, quyidagi ifodalarni hisoblang:

a) Zi -Z2 \ d ) 0  h) z !  - z 2\

b) e) Zi\ g) }[Z2 \ i) Z\ -z l -
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3.69. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

a ) z - z  = \ z f ' ,  d) z  + z  = 2 Re(z);

b) Z\ + z2 = Z\ + Z2 ’, e ) z - z  = 2 \ m ( z ) i .

3.70. a) Tekislikda z, = 3 + 2/ va 2̂ = 5 -  / kompleks sonlarga
mos A/,(3;2) va Л/2( 5 ; - 1 )  n u q ta la r  yasalgan.

= 2(^, + ^2)2 songa mos nuqta tekislikning qanday 
M3(x3;Уз) nuqtasida joylashadi?
b) Parallelogrammning uchta uchi ^  = 0 ,  ^  = 2 + 0,5/, 
г3 = 0,7 + 1,8/ kompleks sonlarga mos nuqtalarda joylashgan. 
Parallelogrammning to ‘rtinchi uchiga mos ^  kompleks 
sonni toping. .
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Л р я ^ I V b o b  
K O T H A D L A R

1 -  § .  B i r h a d l a r  v a  k o ^ p h a d l a r

1. A lg e b ra ik  i fo d a .  N a t u r a l  k o ‘r s a tk ic h l i  d a r a j a .  B i rh a d .
Algebrada qo'llaniladigan harfiy belgilashlar bir xil turdagi ko‘plab 
masalalarni formulalar ko'rinishida berilgan umumiy qoida asosida 
yechishga imkoniyat yaratadi. Agar sonli ifodadagi ayrim yoki 
barcha sonlar harflar bilan almashtirilsa, harfiy ifoda hosil bo‘ladi. 
Biz harfiy ifodalashdan matematika, fizika va boshqa fanlarni 
o'rganishda keng foydalanamiz.

T o ‘rt matematik amal, butun darajaga ko‘tarish va butun 
ko‘rsatkichli ildiz chiqarish ishoralari orqali birlashtirilgan harflar 
va sonlardan iborat ifodalar algebraik ifoda deyiladi. Agar algeb­
raik ifodada sonlar va harflarning ildiz ishoralari qatnashmasa, u 
ratsional algebraik ifoda, ildiz ishoralari qatnashsa, irratsional 
algebraik ifoda deyiladi. Agar ratsional ifodada harfli ifodaga bo‘- 
lish amali qatnashmasa, u butun algebraik ifoda deyiladi. 

M i s o l  l a r .  1) b b - l a  + dc — butun algebraik ifoda;

2 ) — kasr algebraik ifoda;
с

3) 5 + Vc — irratsional algebraik ifoda;

4) (a -  b)2 = (Z> -  a)2 —  ayniyat.
Irratsional ifoda biror ratsional ifodaga aynan teng boNishi 

ham mumkin. Masalan, >j{a2 +  2)2 -  2 = a2. Algebraik ifodalarni 

shakl almashtirishlar haqida V bobda alohida to‘xtalamiz.

Har biri о ga teng bo igan  n ( n > 2 )  ta ko‘paytuvchining ko‘-

paytmasi a sonining n- darajasi deyiladi va an deb belgilanadi. 
Shunday qilib,

an = a ■ a  ■ -  a  (/? >  2).

n mar ta
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T a’rifga asosan a 1 = a. Natural ko‘rsatkichli darajaning xossa-
lari:

1°. am -an = a m+n- m,  n e N .

2°. am : a" = am~n\ m, n e  N , m >  n.

3°. (am)n = amn, m , n e  N.

4°. (ab)n = anbn\ n e N .

5°. Ф ” a, b e R ,  b * 0 ,  n e N .

3°- xossani isbotlaymiz (qolgan xossalar ham shu kabi 
isbotlanadi):

{ат)п = am ат ■ . . . - a " ' = a - . . . ' a a ' . . . - a  ■ a ■ ■  a ... =
n  marta  ni marta  w  marta m  marta

n  marta

= a - a ■... ■ a = amn.
m n  marta

Butun musbat darajali harf, son yoki ulardan tuzilgan ko‘- 
paytuvchilar ko4paytmasidan iborat butun algebraik ifoda birhad  
deyiladi. Koeffitsiyentlari bilangina farq qiladigan birhadlar 
o ‘xshash birhadlar deyiladi.  Masalan, 3 a b \a  -  4,2ab  lar o ‘xshash 
birhadlardir.

Har qanday birhad turli ko‘rinishda yozilishi mumkin. Ma­

salan, 7a6 -b5 = 3 , 5 - l a 6 ■ b5 = 7a4 ■ ■ a2 - a2 ■ b2 = ...

Lekin 7abb5 birhadda sonli ko‘paytuvchi birinchi o ‘rinda, 
harflar alfavit tartibida daraja ko‘rsatkichi orqali bir marta yozilgan 
bo‘lib, u standart (kanonik) ko‘rinishda yozilgandir.

Birhaddagi barcha harflar darajalarining yig‘indisi shu bir- 
hadning darajasi deyiladi.

3
Son yoki bitta harf ham birhaddir. Masalan, x ,y ,  ^ ; 0; 3,(9) — 

birhadlardir.

122



M a s h q l a r

4.1. Ifodani xasosli daraja ko'rinishida yozing:
a) x3 -x5; OCx2)3; j) x* ■ ^ ( a e N ) -

b) л4 • x5 • x6; g) (x3)2; k) (x2 • x3)°(fleA0 ;
d) - x 3 • x4; h) (x2 • x4)3; 1) x2 • (x3)4;
e) - x 3 • x3; i) ((x3)4)5; m) (x4)2 • (x2)4.

4.2. Ifodaning qiymatini toping:

2s - l l 8 344 210. 128 10 .

3 )  22 10 l ? 5 . ^  ’ '  23-34 2  -57 ’

2L ^ . ^ 6L_. e) J 2L . 4 QL-
1410 136 • 84 ’ 23■34 26•57 ’

и Ц . 1 3 ^ .  -1 0 L .-1 2 L .
 ̂ 28 -79 265 ’ 7 2  - 57 2 - 34 ’

x J 2 L -  -x _ ioL  tJ Le ) 23.44 » 1) 27.56- 125 •

4 .3 . Birhadning darajasini aniqlang:

a) 3x4xy5; h) 13yz15;
b) - 3 1 x / ;  i) 4 3 x V y 9;
d) 0,8x2y2; j) 15;
e) 15; k ) x V r ,
0  3xy9z; 1) x • x2 • •  x9;
g) 14x2y V ; m) x ^ ^ x 4/ ^ 6̂ 6 •... • x20̂ 0.

4 .4 . Birhadni standart shaklga keltiring:

a) 13xy • И х 2̂ 3; 0  SxK-l.S)^3;

b) х У х у ; 4; g) | о х У  • 6.5X3;

d) Зх2̂ У  • x^5; h) a  ■ xy2z  • /  • x5;

e) l l x 2̂ -  Bx3̂ 4; i) oCx2)3̂ 2̂ .
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4.5. An ni toping:

a) A = n = 3; f) A = 2x2y z2, n = 4;
b) A = \3 xy2, n = 2;  ё) A = Зхг4, n = 5;
d) /4 = x2/ ^ ,  zz = 14; h) /1 = 4y2̂ 3, /7 = 4;
e) у4 = 41ҳу^2, а? = 3; i) /1 = 14ҳу3г3, /7 = 2

4.6. Birhadning koeffitsiyentini aniqlang:

4.7. Ifodani soddalashtiring:

a) (13я+  15/>)-(14я-7/>);
b) (1 lx3 -  12x2) + (x3 - x 2 + X4);
d) (3 j 2x - 1 lx2) -  (3o2x  + 6x2);
e) (4x2y + 8xy) -  (3x2y  -  5xy);
0  (2 3 x -  1 \ y +  10fl) -  ( -1 5 x +  lO y -  15a);
g) (7o2 -  5 o x - x 2) + (-2 o 2 + a x - 2 x 2);
h )  ( 1 Зх2 -  8xy -  y 2) + ( - 1 lx 2 -  9xy);
i) (1 Ixy + 13>^) -  (9xy+ x2).

4.8. Amallarni bajaring:

a) а(а2 + x)  - x ( o - x ) ;
b) 13(x2 + y) + 5(x2 - y ) ;
d) 2 ( я - 3 х )  + 3 ( я -2 х ) ;
e) 1 3 (2 o -  3x) + 11 (я + x);
0  -3 (ti2 - x 2) -  2(o2 + x2);
g) - ( З а  -  2x) + 5(a-2x ) - ,
h )  17(x2 - y 2) -  15(y2 - x 2);
i) 19(x3y - x ^ 2) + ^ ( ^ y  + x^2).

a) 1,5ҲУ2 ( з ) х 2; 0  l , ( 5 1 ) x V  |x y ;

| 3 VV2 4 ^ 2 .b) ^ X 2y;

d) % x  % y 2 y ’ -,

e) 0,(3)xy i z ;
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4.9. Ifodani soddalashtiring va o ‘zgaruvchining ko‘rsatilgan qiy-
matida ifoda qiymatini toping:
a) (0 - 4 ) ( t i - 2 ) - ( y - l ) ( ^ - 3 ) ;  ^ = 1 ,7 5 ;
b) ( 2 я - 5 ) ( я + 1 ) - ( я  + 2 ) ( я - 3 ) ;  a = -2 ,6 ;
d) ( a - 5 ) ( a - l )  + ( a - 2 ) ( a - 3 ) ;  a = l , 3 ;
e) (x + 1 )(x + 2) + (x + 3)(x + 4); x = -0 ,4 .

2. Kobphadlar. Birhadlar yig‘indisi ko 'phad  deyiladi.
Masalan, 3a2b + l b 2c, 9x2y + xy2 ifodalarning har biri kokp- 

haddir.
Ko'phad tarkibidagi eng katta darajali birhadning darajasi 

shu к о ‘phadning darajasi deyiladi. Masalan, P{x) = c+ ax2 + bx, 
R(x, y ) = 3xy+  z  ikkinchi darajali ko'phaddir.

P(x) = c + ax2 + bx va P(x) = ax2 + b x + с ko‘phadlarni qaraylik, 
ular bitta ko‘phadning ikki ko‘rinishli yozuvi. Ulardan ikkinchisi 
x o'zgaruvchi daraja ko'rsatkichlarining kamayib borishi tartibida, 
ya’ni standart ko'rinishdagi yozuvdir. Ko‘p argumentii ko‘phadlar 
ham  standart ko‘rinishda yozilishi mumkin. x, y, ..., z  ~  
o‘zgaruvchilar, a, b lar noldan farqli sonlar bo ‘lsin. axkxy k l ... z kn 
va bx^y™ 2... z!"'' birhadlarni solishtiraylik. A:, = m,, k 2 = m 2, ..., 
kj = lekin k i+x > m/+1 bo ‘lsa, birinchi birhad ikkinchisidan 
katta, chunki ulardagi x va у  lar daraja ko‘rsatkichlari bir xil 
bo ‘lsa-da, z  ning ko'rsatkichi birinchi birhadda katta.

Agar kokp o ‘zgaruvchili ko'phadda har qaysi qo ‘shiluvchi 
o 'zidan o ‘ngda turgan barcha qo‘shiluvchilardan katta bo ‘lsa, 
q o ‘shiluvchilar lu g ‘aviy (leksikografik) tartibda joylashtirilgan 
dey ilad i.  M asa la n ,  P{x,  y, z)  = 8x 5y 6z2 -  5x4y 8^ + 16x4y 5z4 
ko‘phadning qo‘shiluvchilari lug‘aviy tartibda joylashtirilgan.

Agar ko 'phadning  barcha hadlarida x, y,..., z  o ‘zgaruv- 
chilarning ko‘rsatkichlari yig'indisi m  ga teng bo‘lsa, uni m- 
darajali birjinsli к о ‘p h a d d e y ih d i.  Masalan, 8x -  5y + г -  birinchi 

darajali b i r j in s l i  (bunda m  = 1), x 2 + y 2 + z2 -  1 x y 2 -  5xyz ~  
uchinchi darajali (m = 3) b irjinsli ko‘phad.

Agar a xkl... z kn b irhad  m = kl +.. .  + kn darajali b o ‘lsa, 
ixtiyoriy umumiy X ko ‘paytuvchi uchun a(Xx) ga ega bo'lamiz.
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Agar ixtiyoriy X soni uchun /(A j;  Xz) = Х " ! Д х , г) tenglik 
b a j a r i l s a , y ( x , г) ko‘phad (funksiya) w- darajali bir jinsli ko‘phad

(funksiya) boladi. Masalan, f ( x , y )  = y 3 + x 2 J x y  + funksiya 

3- darajali bir jinsli funksiyadir, chunki

Л2х, 2y) = + ^ x y  + 4 )  = 23/ ( x ; y ) .У ,

Shu kabi, /(*, >;) = x3 + 2x2.y -  y3 + x2 J x y  + ў  — uchinchi da­

rajali (/и = 3), = з777  n o lin ch i  d ara ja li  (/t? = 0),

/ ( х , у л )  = г • 7 7 7  tur in chi darajali ( m = l )  b ir j in s l i  f u n k -

siyalanWx. Agar x3y + xy3 ko‘phadda x  0 ‘rniga у, у o brniga x 
yozilsa (ya’ni x va у lar o ‘rin almashtirilsa), oldingi ko‘phad- 
ning o ‘zi hosil boNadi.

Agar P {x,y,...,z) ko‘phad tarkibidagi harflarning har qanday 
o ‘rin almashtirilishida unga aynan teng ko‘phad hosil bo ‘lsa, P 
ko‘phad sim m etrik  ko 'p h a d  deyiladi. Sim m etrik  k o ‘phadda 
qo‘shiluvchilar o ‘rin almashtirilganda yig‘indi, ko‘paytuvchilar 
o ‘rin almashtirilganda ko‘paytma o ‘zgarmaydi.

Agar (X+ x)(X+ y)...(X + г) ifodadagi qavslar ochilsa, X 
darajalarining koeffitsiyentlari sifatida x, y, z  o ‘zgaruvchi- 
larning simmetrik ko‘phadlari turgan bo‘ladi. Ular asosiy simmetrik 

deyiladi. Masalan, o ‘zgaruvchilar soni n = 2 bo ‘lsa, 
(X + x)(X + у) = X2 + (x + y)X + xy b o ‘lib, asosiy  s im m e tr ik  
ko‘phadlar x + y  va xy bo‘ladi. Ularni a ,  = x  + y, ст2 = ху orqali 
ifodalaymiz. Shu kabi, /7 = 3 da ст, = х + у + г ,  a 2 = xy+xz + yz, 
a 3 = x y ^ b o ‘ladi.

Bulardan tashqari, quyidagi ko‘rinishdagi a, = x + +  y+...+^  
(/z ta qo ‘shiluvchi), ст2 = х2 + У2 +...+z2, a k = x k + y k +...+ zk 
darajali yig 'indilar ham simmetrik ko‘phadlardir.

l - T e o r e m a .  Ixtiyoriy sk = xA + /  daraja li y ig ‘indi о { = х  + у  
va ст2 = ху larning k o ‘phad i k o (rinishida tasvirlanishi m um kin . 
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I s b o t .  H a q iq a ta n ,  к  = 1 da  j, = х + ^  = ст,, к = 2 da 
s2 = X2 + y 2 = (x  + y ) 2 -  2xy  = a ,2 -  2ct2 . Teorema 5^ _ , va 5n 

(bunda \ < n < k ,  k < 2 )  uchun to ‘g‘ri bo‘lsin. Uning sn+ , uchun 
to ‘g‘riligini isbotlaymiz:

sn+i = x"+l + y n+l = (x n + y n)(x + y ) ~  x ny  -  x y n =

= U " + / ) ( x  + y) -  (x,,‘ , + y n' x )xy  = s„ct, -  j„_ict2.

Faraz bo‘yicha j /7 va sn _ , lar uchun teorema to ‘glri edi. De- 
mak, teorema sn+ , uchun ham to ‘g‘ri.

2- t e о re  m a. x , г o'zgaruvchilari har qanday sim m etrik  
P  k o (p h a d ya g o n a  ravishda shu o'zgaruvchilardan tuzilgan asosiy 
s im m etrik  k o (phad lardan  iborat b o ‘ladi.

I s b o t .  л = 2 bolgan holni qaraymiz. P{x,y) simmetrik ko‘phad 
a xmy k qo‘shiluvchiga ega boMsin. Agar m  = к  bo‘lsa, bu qo‘shiluvchi 
a(xy)k ga, ya’ni ост* ga teng, k>  m  bo ‘lsa, P(x, y)  ning tarkibida 
a x my k bilan bir qatorda x  va у larni o ‘rin almashtirishdan hosil 
b o ‘luvchi a x my k q o ‘shiluvchi ham b o ‘ladi: a x ky m + a x my k = 
= o(xy)m(x*"w+y k~m) = a a™ sk m. Lekin 1- teoremaga muvofiq 
ixtiyoriy sk_m darajali yig‘indi, demak, Psimmetrik ko 'phad ham 
har doim ct,, ct2 orqali ifodalanadi.

1- m i s о 1. P (x ,y)  = x3 + y3 + 2x2y  + 2xy2 simmetrik ko‘p- 
hadni ct, va ct2 lar orqali ifodalaymiz.

Y e с h i s h. P( x ,  y) = (x + y ) (x 2 -  x y  + y 2) + 2xy(x + y) = 
= (x + у)(x2 - x y  + y2 + 2xy) = (x + y)((x + у)2 -  xy) = ст,(ст? -  ст2).

P(x) = + an_]x n'^ +...+ o ,x+  o0(o/z ^ 0) ko'rinishdagi bu-
tun ratsional ifoda bir о ‘zgaruvchili /?- darajali k o ‘phad  deyiladi. 
Har qanday son 0- darajali ko‘phaddan iborat. 0 soni esa darajaga 
ega bo‘lmagan ko‘phad. апх* qo‘shiluvchi ko‘phadning bosh hadi, 
a0 esa uning ozod hadi deyiladi.

3- t e о r e m a. 0 ‘zgaruvchi x  b o ‘yicha  tuzilgan har qanday  
butun ratsional ifoda

a / '  + V i *”" 1 +- + a xx + a ^  ( 1)
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k o ‘rinishdagi ifodaga aynan tengdir, bunda an, — haqiqiy
sonlar, а  Ф 0.'  n

I s b o t .  Teorema sonlar va x ifoda uchun har doim o‘rinli. U 
A ( x )  va B ( x )  i fo d a la r  u c h u n  o ‘r inl i ,  deyl i k:  A ( x )  = 
=amx m +...+ a0( m >n) ,  B( x)  = bnx n +...+ bQ. U h o lda  A{x)  + 
+ B( x )  = ( a mx m +...+ o0) + ( b nx n +...+ b0) = ( a mx m +...+ a Q) + 
+ (0 • x m + ... + 0 • x"+1 + bnx n +...+ b0) = ( am+ 0 )x,,,+...+ (a0 + Z>0) 
yigindi (1) ko‘rinishda boNadi. Shu kabi,

m+n
A(x)B(x)  = (omx/,,+...+ a0)(bnxn +...+ bQ) = ... = I  c,x' , (2)

/=0

Cj = + ... + o,/?,_! + Oftbj (agar / >w b o ‘lsa, о = 0
bo‘ladi).

Shunday qilib, teorema barcha sonlar va x  ifoda uchun o ‘rinli, 
uning A(x)  va B(x) uchun o ‘rinli bo ‘lganidan A{x)  + 5(x) va 
A(x)  ■ B(x) uchun o lrinli bo ‘lishi kelib chiqadi. Demak, teorema 
barcha ratsional ifodalar uchun o ‘rinli.

(2) tenglikka qaraganda, ikki ko‘phad ko‘paytmasining bosh 
hadi ko‘payuvchilar bosh hadlarining ko‘paytmasiga, ozod hadi 
ozod hadlarining ko‘paytmasiga teng, ko‘paytmaning darajasi 
ko‘payuvchilar darajalarining yig‘indisiga teng. Bir xil darajali 
ko‘phadlarni qo‘shganda kichik darajali ko‘phad hosil b o ‘lishi 
mumkin, turli darajali kokphadlarni qo‘shganda esa darajasi katta 
darajali qo ‘shiluvchining darajasi bilan bir xil bo'lgan ko‘phad 
hosil b o ‘ladi. Masalan, (4x2 - x + 3) + (-4x2 - 2 x + l )  = - 3 x + 4 ,  
(4x2 - x + 3)+  ( - 2 x + 1) = 4x2 -  3x + 4 .

Ikki ko‘phadning aynan teng b o l ish  shartini ifodalovchi 
teoremani isbotsiz keltiramiz.

3- t e о r e m a. Agar P(x)  k o (phadning hech b o ‘lmaganda  
b itta  koeffitsiyenti noldan fa rq li  b o ‘lsa, shunday  x()e/? soni 
topiladiki, undo k o (phad  nolga aylanm aydi, y a ’ni P(x)  *  0 Zw‘- 
ladi.

1- x u l o s a .  Agar x  ning har qanday qiym atida P(x) к о ‘phad  
nolga teng b o ‘Isa, и holda uning barcha koeffitsiyentlari nolga 
teng b o ‘ladi.
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I s b o t .  Barcha x s R  uchun P{x) = 0 bo ‘lsin. Agar P(x)  ning 
biror koeffitsiyenti nolga teng bo‘lmasa, 3- teoremaga muvofiq 
shunday x =  b soni topiladiki, unda P{b) ф 0 bo ‘ladi. Bu esa Vxe/? 
uchun P(x) = 0 bo‘lishlik shartiga zid. Demak, barcha koeffitsiyent- 
lar nolga teng.

2- x u 1 о s a. Aynan teng P(x) va Q(x) ко ‘phadlarda x  ning  
bir x il  daraja lah  oldidagi koeffitsiyentlari teng bo ‘ladi.

I s b o t .  P(x) = Q(x) bo ‘lgani uchun P(x) -  Q(x) = 0 bo ‘ladi. 
1- xulosaga ko‘ra, bu ayirmaning barcha koeffitsiyentlari nolga 
teng. Bundan, P(x)  va Q(x) ko‘phadlarning mos koeffitsiyentlari 
teng bo4ishi kelib chiqadi.

1- m i s o l .  Agar P(x) = (x2 + 2)3 -  6 (x2 -  2)2 - A x 3 -  36x2 + 20 
va Q(x) = (x3 -  2)2 bo ‘Isa, P(x) = Q(x)  bolishini isbot qilamiz.

I s b o t .  P(x) = (x6 + 3 • 2X4 + 3 • 4x + 8) -  бСх4 -  Ax2 + A) -A x3 -  
-  36x2 + 20 = x6 - 4 x3 + 4, Q(x) = x6 - 4 x3 + 4. Demak, P(x)=Q(x) .

Amalda (masalan, kalkulatorda hisoblashlar sonini kamay- 
tirish maqsadida) butun ratsional ifodalarning quyidagi ko‘ri- 
nishdagi yozuvidan foydalanish qulay:

2- m i s o  1. P(x) = Sx4 + 4X3 -  7x2 -  2x+ 4 ifodaning x  = 3,89 
dagi son qiymatini hisoblash zarur bo‘lsin. Shu yozuv bo‘yicha 
jami 14 marta, P{x) = (((5x+ 4 ) x -  7)x - 2 ) x + 4  ko‘rinishi bo ‘- 
yicha esa 9 marta amal bajariladi.

3- m i s o l .  P(x) = ( 3 x -  1 ) "  • ( 2 x -  I ) 100 + x 2 k o ‘p h ad  
koeffitsiyentlarining yig‘indisini va ozod hadini toping.

Y e c h i s h .  P(x)  k o 'phad  koeffitsiyentlarining yig‘indisi 
P ( l)  = (3 • 1 -  1 ) "  • (2 • 1 -  I ) 100 + I2 = 2 "  + 1 ga, ozod hadi esa 
P(0) = (3 • 0 -  1 ) "  • (2 • 0 -  I ) 100 + 02 = -1 ga teng.

(...((a/1x + a n_l) x + a n_2) x + ...) + a0. (3)

M a s h q l a r

4.10. Ko‘phadni ko‘paytuvchilarga ajrating:
a) 7ax + \Aay\ 

9 -  Algebra, I qism

b) 3o2x + 6я4х3;
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d) ax  + bx + x\
e) a 3 -  2a1 -  a\

i) 5 ( x - 3 ) - < 7 ( 3 - x ) ;  

j )  5x°+2 + 10x2;
О x{a -  c) + y ( c -  a); k) a3x -  a2x',

h) 2 y ( x -  3) -  5c(3 - x ) ;  m) ISx2^ 3 + 25xc+1.

4.11. Isbotlang:

a) (a -  b)(a + b) = a 2 -  b2\
b) {a + b)2 = a2 + 2ab  + b2;
d) (a -  b)2 = a2 -  2ab + b2',
e) (a  + b) (a2 -  ab + b2) = a2 + b2\
0  ( o -  b)(a2 + ab + b2) = a2 -  b2;
g) (a + b)2 = a 2 + 3a2b + 3ab2 + b2',
h) (a  -  b)2 = a2 -  ?>a2b + 2ab2 -  b2\
i) (a  + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab  + 2ac + 2bc.

4.12. Kasrning qiymatini toping:

352 - 1 8 2 39.S2 -  3.52

4.13. Ko‘paytuvchi la rga aj rating:

a) x2 - y 2 - x - ^ ;
b)  x2 -  2xy + У2 -  c2;
d) (x - 5 ) 2 - 1 6 ;
e) 2x2 -  4x+ 2;
0  ax2 -  a - X 2 + x;

g) a(x  - y ) - ( y - x ) - ,  1) acx 2c + acx?\
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g) X 2 + у* + 2xy(x  + у);
h) x3 -  у3 -  5x(x2 + xy + у2) ;
i) я4 + ax2 -  a3x  -  x4;
j) (x + y)(x2 + y 2) - x 3 - y 3; 
k) 36a2 -  (a2 + 9)2;
1) 8x3 -  27y18;
m) ( x -  y)(x3 + y3)(x2 + xy + y2) -  (x6 -  y6).

4.14. к  ning istalgan natural qiymatida
a) {k+  l ) 2 - { к -  I )2 ning qiymati 4 ga;
b) (2k + 3)2 -  ( 2 k -  I )2 ning qiymati 8 ga;
d) к 1" -  к  ning qiymati 6 ga;
e) (3k + I )2 -  ( З к -  I)2 ning qiymati 12 ga bo‘linishini is­
botlang.

4.15. Agar a + b + c = Q bo ‘lsa, a2, + b2 + c2 = 3abc bo ‘lishini is­
botlang.

4.16. Sonlarni taqqoslang:
a) 452 -  312va 442 -  302; d) 297 • 299va 2982;
b) 263 -  243 va (26 -  24)3; e) (17 + 13)2 va 173 + 133.

4.17.  ab = Q bo ‘lsa, \a + b\ ning qiymati nimaga teng bo‘lishi 

mumkin? ( Vx^" = |x| dan foydalaning.)

4.18. |o|2 + + |c|2 = 0 b o ‘lsa, (a  + b + c)2 ning qiymatini to ­

ping.

4.19. (x + у  + г)2 -  2xy -  2xz  ni soddalashtiring.

4.20. ( x - y  -  г)2 ni ko‘phadga aylantiring.

4 .2 1 . / ( x )  = x3 -  3x2 + 2x -  1 ko 'phad berilgan. Quyidagilarni hi- 
soblang:
a) / ( 2 ); 0 / d - / ) ;  j ) / ( x -  1);
b) / ( / ) ;  g) / ( / > 2 ); k ) f ( a ) -
d )  / ( / 4  1); h) Л - 0 ;  1 ) / ( 2 л);
e) / ( Л ) ;  i) / (Л - .1 ) ;  m) /(-L).
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4.22. K o'phad koeffitsiyentlarining yig'indisini toping:

a) f ( x )  = (4 x -  1)1999(2 x -  I )2000 + (8 x -  l ) 2(4 x -  1);

b) / ( x )  = (3 x -  2)2000(3x -  I ) 199 + (8x+  I )2 + 2;

d) / ( x )  = (x -  2)200(2 - x) + (4 - x ) " ( x -  I)20 + 3;

e) / ( x )  = (x~  l ) ( x -  2)20 + (4 -  4x) ,8(x + 3)2 + 17.

4 .2 3 ./(x )  ko 'phad koeffitsiyentlarining yig'indisi m  ga teng. a  ni 
toping:

a) f ( x ) = x3 + ax2 + 3x + 1; m = 5\
b) / ( x )  = Ух3 + 2x2 + ax + 2; m = 4;
d) / ( x )  = 12У1 + 2X3 + ox2 + 1; m = \ 2 \

e) / ( x )  = flx2 + 4x4 + 8x+ 1; m = -4 .

4.24. K o‘phadning ozod hadini toping:

a) / (x) = (3x2 -  1 )20(4x + l ) 15- x 20+ 15;

b) f { x )  = ( 3 x - 4 ) i8(1 3 x -  l ) 16 + x 17-  15;

d) / ( x )  = (2x+ l ) 15(3x2 + 2)4 + ( x -  2)2 + 17;

e) / ( x )  = (3x+ l ) 2(3x+ 4 )3(x+ I)200 + ( x -  I)20 + 19.

4 .2 5 ./ ( x ) ,  g (x ) lar teng ko‘phadlar bo‘lsa, a, b larni toping:

a) / ( x )  = ox7 + Зх6 + x2 + 1, g(x) = Зх6 + Z?x2 + 1;

b) / ( x )  = ox3 + Z?x2 + 3x + 2, g(x) = x3 + Z?x2 + 3x + 2;

d) / ( x )  = ox3 + 2x+ 3, g(x) = 4X3 + Z?x+ 3;

e) / ( x )  = ox8 + Ax3 + 9, g(x) = ox10 + 4X3 + ax2 + 9.

4 .2 6 . x  + 5 = a { x -  2 ) ( x -  3) + b { x -  l ) ( x -  3) + c ( x -  l ) ( x -  2) 
tenglik ayniyat bo‘lsa, a, b, с larni toping.

4.27. K o‘phadlar yig‘indisini toping:

a) / (x) = x88 + 3x77 + 4x2 + 1, g(x) = 4X88 + Зх65 +15;

b) / ( x )  = x4 -  5X3 + 4x2 -  1, g(x) = -x 4 + бх3 + x + 2;

d) / ( x )  = x6 + 5x2 + 1 Ix + 4, g(x) = 2X6 + x4 + Зх3 + 5;

e) / ( x )  = x7 + x6 + 5X4 + 12, g(x) = 7X3 + 8x2 -  11.



4.28. Ko‘phadlar yig‘indisining darajasini toping:

a) / (x) = ( x -  1 )7(x -  2У+ 3x, g(x) = ( 2 x - 4 ) 12 + 4x2;
b) / (x )  = (2 x + 5 )15 + 3 /  + 4, g (x) = (2x + 3)16- 4X3 + x + 1;

d) / (x )  = (Зх + 5)15 + 31X5 + 2, g (x) = -(3x  + 11)15 + ЗЗх6 + 4;

e) / ( x )  = x7 + x6 + 3x2 + x + 3, g(x) = - x 7 + 2x6 + 4x5 + 2.

4.29. 4.27- misoldagi ko‘phadlar u ch u n /(^ ) -  «gM ni toping.

4.30. Ko‘phadlarni ko‘paytiring:

a) / ( x) = 5x4 + 4x2 + x + 2, g(x) = 4x;
b) / (x) = 4X4 + 3x3 + 2, g (x) = 4x3 + 7x + 1;
d) / ( x )  = 1 Ix4 + 3x2 + 3x + 5, g (x) = Sx6 + 7x2 + 4x + 2;
e) / ( x )  = 1 Зх3 + 4x2 + x  + 2, g (x) = 2x2 + 5x + 6.

4.31. Ayniyatlarni isbotlang:

1) (x2 + y2 + ^2)(«2 + v2 + w2) =
= (xu + yv  + zw)2 + (zv -  yw)2 + (xw -  zu)2 + (xv + yu)2-

2) ( y - ^ ) 5 + ( ^ - x ) 5 + ( x - y ) 5 =
= 5(x -  y)(y  -  z)(z -  x )(x2+y2 + z2 - x y - y z -  xz).

4.32. a) x, y, z ning s2, s3, s4 darajali yig‘indilarini a , va a 2 
asosiy simm etrik ko‘phadlar orqali ifodalang;
b) x4 + y4 = ct4 -  4 a 2 cr2 + 2 a 2 tenglikni isbot qiling.

4.33. a) x2- 4 x + 3 = 0 kvadrat tenglamani yechmay,
1) shunday yangi kvadrat tenglama tuzingki, uning ildizlari 
berilgan tenglam a x ,, x2 ildizlari kvadratlaridan iborat 
bo ‘lsin;
2) yangi k v ad ra t te n g lam a  ild iz lari a 1= x , + 2x2 va 
a 2 = x2+ 2x , bo ‘lsin;
b) x2 + x - 2 = 0 tenglam ani yechm asdan, uning ildizla- 
rining uchinchi darajali yig‘indisini toping.

4 .34 . 1) x 3 + 4x2y  + 4xy2 + y 3; 2) x4 -  5x4y + 6x3y 2 + 6x2y 3 -  
-5xy4 + y 5 sim m etrik ko‘phadlarni a , va oc2 lar orqali ifo­
dalang.

4.35. a , va a 2 lardan iborat ko6paytuvchilarga ajrating:

a) x4 -  12x3y + 15x2y2 -  12xy3 + y4;



b) 1 бх4 + 1 З х 3у  + S x 2y 2 + 12>ху3 + 1 б^4;

d) butun koeffitsiyentli P {x,y) = A x2 + 2B xy  + Cy2 + 2D x + 
+2Ex+  / ' k o ‘phad ratsional koeffitsiyentli a x + b y  + c uch- 
hadning aniq kvadrati b o ‘lishi uchun А,  В, C, D, E, F  
koeffitsiyentlarga nisbatan qanday shartlar  q o ‘yilishi 
kerak?

3. Qisqa ko‘paytirish formulalarining umumlashmalari. Agar 
ko‘phadni ko‘phadga ko‘paytirish qoidalaridan foydalanib, zarur 
soddalashtirishlarni bajarsak, quyidagi formulalar hosil boNadi:

(x  ± a ) 2 = x 2 ± 2 a x  + a 2,

(x ± ti) 3 = x 3 ± Ъх2а + З х о 2 ± a 2,

(x  + a ) { x  -  a)  = x 2 -  a 2,

(x  + a ) { x 2 -  a x  + a 2) = x 3 + a 3,

(x  -  a ) ( x 2 + a x  + a 2) = x 3 -  a 3,

{ x  + у  + z ) 2 = X2 + y 2 + z 2 + 2 x y  + 2 x z  + 2 y z  

va hokazo.
Endi x +  a ikkihadni m natural ko‘rsatkichli darajaga koNarish 

qonuniyati bilan tanishamiz. Shu maqsadda (x+  a),  (x+  a)2, 
(x+ a)3, (x+ o)4 va hokazo darajalarga koNarishlarni bajarib, hosil 
boNgan yoyilm am ng  koeffitsiyentlarini kuzataylik:

(x+  a ) 1 = lx +  \a ,
(x+ a )2 = Ix2 + 2ax+ \ a 2,
(x + аУ  = Ix3 + Зх2*? + 3xfl2 + I*?3.

Yoyilmalardan bosh koeffitsiyentlar 1 ga tengligini ko‘ramiz. 
Oxirgi ko‘phadni x +  a  ga ko‘paytirib,

(x + *?)4 = Ix 4 + 4 x 3*? + 6x 2*?2 + 4*?3x  + 1 *?4

ni hosil qilamiz. Shu kabi,

(x+ *?)5 = Ix5 + Sx4*? + 10x3*?2 + lOx2*?3 + Sx*?4 + I*?5 
va hokazolarni hosil qilamiz.

(x+ a)n uchun quyidagiga ega boNamiz:
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1) yoyilm adagi b a rch a  h ad la rn ing  soni x + a  ikkihad 
ko‘tarilayotgan daraja ko‘rsatkichidan bitta ortiq, ya’ni hadlar 
soni n + \ ga teng;

2) x o ‘zgaruvchining ko‘rsatkichi n  dan 0 gacha 1 taga ket- 
ma-ket kamayib, a  o ‘zgaruvchining darajasi esa 0 dan n gacha 
ketma-ket o ‘sib boradi. Har bir hadda x  va a ning darajalari 
yig‘indisi n ga teng;

3) yoyilma boshidan va oxiridan teng uzoqlikdagi hadlarning 
koeffitsiyentlari o ‘zaro teng, bunda birinchi va oxirgi hadlarning 
koeffitsiyentlari 1 ga teng;

4) (х+д)° ,  ( х + я ) 1, ( х + я ) 2, ( x + a ) 3, ( х + я )4, ( х + я )5 va 
( х + я ) 6 yoy ilm ala r i  koe ff its iyen tla r in i u c h b u rc h a k s im o n  
ko‘rinishdajoylashtiraylik:

1 (« = 0 )
1 1 ( n = \ )

1 2 1 (n = 2)
1 3 3 1 (/7 = 3)

1 4 6 4 1 (zt = 4)
1 5 10 10 5 1 (n = 5)

\ / \ / \ / \ A A
1 6 15 20 15 6 1 (az = 6)

Har bir satrning koeffitsiyenti undan oldingi satr qo‘shni 
koeffitsiyentlari yig‘indisiga teng (strelka bilan ko‘rsatilgan).

Koeffitsiyentlarning bu uchburchak jadvali Paskal uchbur- 
ch a g i n o mi  b ilan  a ta lad i .  U n d a n  fo y d a lan ib ,  ( x +  я ) 6 = 
= x6 + 6х5я + 1 5х4я2 + 20х3я3 + 1 5х2я4 + бхя5 + я6 ekanini ко ‘- 
ramiz.

п  ning katta qiymatlarida Paskal uchburchagidan foydalanish 
ancha noqulay. Masalan, я = 20 da hisoblash uchun dastlabki 19 
qatorni yozish kerak bo‘lardi.

U mumiy holda ushbu Nyuton binomi formulasidan foy- 
dalaniladi:

(a + й)" = fl" + n a "-'b  + 2< ^ i ) c”- 262 + _  +

+  n ( n - \ ) { n - ^ . y . . ( n - i k - \ ) )  Qn - k  j^k  +  ^  +  ^  . a b n ~^ +  b n . ( 1 )
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Masalan:

(x  + y f  = x 6 + (>x?y + Y jx ^ y 2 + f f l f i x V  +

I 6 - 5 . 4 . 3  4 2 6 . 5 . 4 . 3 . 2  5  6 . 5 . 4 - 3 . 2 - 1  6 _
1-2-3-4 У I 2• 3• 4• 5 1-2-3-4 5 б У _

= x6 + бх5̂  + 1 Зх4^ 2 + lOx3̂ 3 + 1 Зх2/ 1 + бху5 + у6.

( 1) ni matematik induksiya metodidan foydalanib isbotlaymiz. 
« = 1  da a + b = a + b, ya’ni ( 1) tenglik to kg‘ri. 
n = m da ( 1) tenglik to ‘gkri, ya’ni (a  + b)m = am + rnamb + 

+ ... + I f 1 tenglik o'rinli deb faraz qilamiz.
U holda n = m + \ uchun

(a + b)m+i = (a + b)m (a + b) = anl + m am^ b  + + b1 +

, m ( / » - l ) ( w - 2 )  . . . - ( w - ( A - - l ) )  , A: ,
+ . . . +  1 - 2 -  3  ■ к  U 0  +  +

+ таЬтЛ + bm){a+ b) = o,,,+l + (/??+ 1)д"'/)+ ^ ^ у ^ о " ,' 1А2+...+

. ( m + 1 ) / я  ( т - 1 ) - . . .  ( т - Л )  ^ n ^ + l  , , . , х ^ / . / и  . l w + I
 1 •2-3-...(А:+ 1)------  Ь + ... +( /И+ 1)У0 + Ь

bokladi. Demak, (1) formula okrinli.

M a s h q l a r

4.36. Ko‘phad shaklida yozing:

a) (x + y+z)2; e) (x + y-z)2;
b) (x + y + z)3; 0  (x + y - ^ ) 3;
d) {a + b + c + d )2', g )x 6 +  y6;

4 .37 . Ko'paytuvchilarga ajrating:

a) o4 -  1;
d )  й 2  -  2a2b -  2ab2 + b2\
О я 3 -  Зя2 -  д + 5;
h) a 10 + s 5 + 1; 
j) я 3 + £3 + c3 -  3oZ)c.

h) (o + Z?)7;
i) (2x+ 3y)8; 
j) ( 5 x -  4y)6.

b) til2 - 2o6 + 1;
e) я3 -  7<23 -  7 a+  15;
g) aA-  10a2+ 169;
i) ( x + 3 )4 + ( x+3) 4 -  16;



4.38. Ayniyatlarni isbot qiling:

a) (x2 - 1)(jc2 + 1)(x4 + l) = x8 -  1;
b) (x2 + x +  l)(x2 - x +  1) = x 4 + x2+ 1;
d) (x2 -  3x+ I ) 2 -  1 = ( x -  3 ) (x -  2 ) (x -  l)x;
e) x5+ 1 = ( x +  l ) [x (x -  1 )(x2 + 1) +  1].

4.39. Ifodalarni soddalashtiring:
1) {a1 + a + \ ) ( a 2 -  a + \)(a* -  a1 + \)\
2) ( x  + у  + z )2 -  (x + у  -  z )2 -  (y + z  -  x ) 2 + ( z  + X -  y )2.

4.40. Ayniyatlarni isbot qiling:
a) (x2 -  y 2) (a2 -  b2) = {ax + by)2 -  {ay + bx)2\
b) x4 -  8x +  63 = (x2 + 4x+  9)(x2 -  4x+ 7);
d) a2+$+(?-?> a be = {a +b +c){a2+b2+c2-  ab -b e  -  ca)\
e) x4 + 2x3 + 4x2 + 3 x -  10 = ( x -  l ) ( x+ 2)(x2 + x + 5);
0  + 1 = (x2 + 1) (x4 — x2 + 1);
g) x6 -2 x 5 +4X4 +2X3 -Sx2 = x2( x -1 )(x + 1 )(x2 -2x  +5).

4. Ko‘phadlarni bo‘lish. Bir o ‘zgaruvchili A{x)  va B{x)  
ko‘phadlar uchun

A{x) = B { x ) Q ( x )  (1)

tenglik o ‘rinli b o ‘ladigan Q(x) ko‘phad mavjud bo‘lsa, A{x)  
ko 'p h a d  B{x) ko 'phadga  bo 'linad i (yoki qoldiqsiz b o ‘linadi) 
deyiladi. B unda A{x)  k o ‘phad  b o 'lin u v ch i, B{x)  k o ‘phad 
bo'luvchi, Q{x) ko 'phad esa bo'limna  deyiladi.

x3 -  1 = (x2 + x +  l)(x -  1) ayniyatdan, A { x ) = x i -  1 ko‘phad- 
ning B{x)  = ^  + x+  1 ko‘phadga (qoldiqsiz) boMinishiniva bo‘lin- 
ma Q (x) = x -  1 ko‘phadga tengligini ko‘ramiz.

Butun sonni butun songa (butun) bo'lish amali kabi, ko‘p- 
hadni ko ‘phadga qoldiqsiz b o ‘lish amali ham m a vaqt ham 
bajarilavermaydi. Shu sababli ko‘phadni ko‘phadga qoldiqsiz 
bo ‘lishga nisbatan yanada umumiyroq bo‘lgan amal -  ko‘phadni 
ko‘phadga qoldiqli bo'lish amali kiritiladi.

A{x) ko 'p h a d n i B{x) ko 'phadga qoldiqli b o ‘lish deb, uni 
quyidagicha ko‘rinishda tasvirlashga aytiladi:

A  (x) = B { x ) Q { x )  + R  (x). (2)
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(2) tenglikdagi Q{x) va R(x) lar bir o ‘zgaruvchili ko‘phad- 
lar b o ‘lib, R( x)  k o ‘p h a d n in g  darajas i B{x)  k o kpha dn i ng  
darajasidan kichik yoki R(x) = 0.

(2) tenglikdagi A(x)  ko ‘phad bo'linuvchi, В  (x) ko‘phad 
b o ‘luvchi, Q (x) ko‘phad b o ‘linma  (yoki to‘liqsiz bo ‘linma), R  (x) 
ko‘phad esa qoldiq deyiladi.

Agar (2) tenglikda R{x) = 0 bo‘lsa, (1) tenglik hosil bo ‘ladi, 
ya’ni A{x) ko‘phad B(x) ko'phadga qoldiqsiz bo'linadi. Shu sababli 
qoldiqsiz b o ‘lishni qoldiqli bo 'lishning xususiy holi sifatida 
qaraymiz.

Oliy matematika kursida, har qanday A(x)  ko'phadning har 
qanday В (x) ko‘phadga (bu yerda В  (x) * 0) qoldiqli bolinishi 
haqidagi quyidagi teorema isbotlanadi.

T e o r e m a .  A (x) va B (x) k o ‘phadlar haqiqiy koeffitsiyentli 
va B(x) *  0 b o ‘lsin. U holda shunday Q (x) va R (x) k o (phadlar  
topiladiki, ular uchun A(x) = B(x) Q (x) + R (x) tenglik o ‘rinli 
b o (ladi va bunda R(x) ning darajasi B (x ) nikidan kich ik yoki 
R(x) =  0 b o (lad i ham da Q (x), R (x ) k o (p h a d la r  b ir qiym atli 
aniqlanadi.

Bu teorema ko'phadni ko‘phadga bo'lishning amaliy usulini 
bermaydi. Ko‘phadni ko'phadga bo'lishning amaliy usullari -  
«aniqmas koeffitsiyentlar usuli» va «burchakli bo jish»  usulini 
misollarda qaraymiz.

1- m i s o l .  A(x)  = x3 + x  + 1 ko'phadni B(x) = x2 + x  + 1 ko 'p­
hadga aniqmas koeffitsiyentlar usuli bilan bo'lamiz.

Y e c h i s h .  A(x)  ko 'phad 3- darajali, B{x) esa 2-darajali 
ko'phad bo'lgani uchun Q(x) ko'phad 1- darajali ko 'phad bo'lishi 
kerak. A(x)  ko'phadni B(x) ko'phadga bo'lishdagi qoldiqning 
darajasi ko 'pi bilan 1 ga teng bo'ladi. Shu sababli Q(x)  ni 
Q(x) = ax + b ko'rinishda, R(x) ni esa R(x) = p x + q  ko'rinishda 
izlaymiz. Bu yerdagi a, b, p,  q lar topilishi kerak bo'lgan aniqmas 
koeffitsiyentlardir.

A ( x )  = В  (x) • Q ( x )  + R  (x) tenglikni x 3 + x  + 1 = 
= (x2 + x +  1) ■ (ax  + b) + ( px+q)  ko'rinishda yozib, uning o 'ng 
tomonidagi amallarni bajaramiz. Ixchamlashtirishlardan so'ng,
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x3 + x + 1 = ях3 + (д + b)x2 + {a + b + p )x  + {b + q) tenglikni hosil 
qilamiz. Ko‘phadlarning tenglik shartiga ko‘ra,

я = 1, 
я + Z) = 0 ,
я + Z) + /? = 1, sistemaga ega bo‘lamiz. Bundan я = 1, 
b + q = \

b = - \ ,  p =  1, q = 2  ekanligi aniqlanadi.
Demak, Q (x) = x  -  1, R ( x ) = x + 2 .

2- m i s o l .  Ushbu

3x4 - 1  Oflx3 + 22a2 x 2 -  24c?x -  1 Ot?4 ( X /  ^
x  + 2 2 a x - 3 t i

ifodadan butun qism ajratamiz. Buning uchun suratdagi ko‘phadni 
maxrajdagi ko‘phadga bo‘lish lozim. Bo‘lishni «burchakli bo‘lish» 
usulida bajaramiz:

_3x4 -  Юях3 + 22a1 X2 -  24я3х + 10я4 

Зх4 -  бдх3 + 9я2х2

х2 -  2дх + Зя2

Зх2 -  4дх + 5я2

-4ях 3 + 13я2х2 -  24я3х

-4 я х 3 + 8я2х2 - 12я3х

5я2х2 - 12д3х + 10я4

5д2х2 - 10я3х + 15я4

-2 я 3х -  5д4.

Demak, А( х )  = Зх2 -  4дх + 5я2 + -~2а X7- a- j .
х  - 2 а х + З а

п- darajali А (х) va т - (т < п) darajali В  (х) ikkita ko‘phad 
berilgan bo ‘lib, ularning eng katta  um um iy b o ‘luvchisini topish 
talab qilinsin. Uni topishda Yevklid algoritmidan  foydalana- 
miz: oldin A(x)  ni B(x)  ga bo ‘lamiz, so‘ng B(x) ni birinchi 
r](x) qoldiqqa, undan so‘ng ^ (x )  ni ikkinchi r2(x) qoldiqqa 
bo ‘lamiz va hokazo. Boiinm alarn i qk orqali belgilaylik, bunda 
k =  1, 2, 3 , . . . .  Quyidagiga ega b o ‘lamiz:
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A (x) = В (x) ■ q x(x) + r x{x), 
B{ x )  = r {(x) • q2{x) + r2(x),  
r,(x) = r2(x) • q3(x) + r3(x),

rn_2(x)  =  rn- \ (x )  • Qn(x) + rn(x),
rn_l (x) = rn( x ) q n+l(x).

Agar A(x)  va B{x) lar umumiy boluvchiga ega bo‘lmasa (ya’ni 
eng katta umumiy boNuvchi doimiy son bo‘lsa), ular o ‘zaro tub 
ко ‘phadlar  deyiladi.

Tenglamalarning karrali ildizlarini topish kabi masalalarni 
hal qilishda Yevklid algoritmidan foydalanadilar. Ketma-ket 
bo ‘lishlardan qoladigan qoldiqlarning darajalari (ular natural 
sonlar) kamayib, bir necha qadamdan so‘ng 0 ga teng boMadi

( V i W  = °)-
Undan oldingi noldan farqli rfl(x) *  0 qoldiq A(x)  va B(x)  

ning eng katta umumiy bo‘luvchisi boNadi.
3- m i s o l .  Л (x) = x3 -  3x2 + 3 x -  1 va B(x)  = x2 - x  ko‘phad- 

larning eng katta umumiy boNuvchisini topamiz.

Y e c h i s h .  1) x3 -  3x2 + 3 x -  1 I x2 - x
x3 - x 2__________ I x -  2

-2X2 + 3x 
-2X2 + 2x 
/*, = x  -  1

2) x2 -  x x -  1 Eng katta umumiy boNuvchi: 
x2 -  x x  x  -  1.

4- m i s о 1. Л (x) = x3 -  3x2 + 3x -  1 va В  (x) = x2 -  x -  1 
larning eng katta um um iy boNuvchisini topamiz.

Y e c h i s h .  Ketma-ket boNishlar natijasida quyidagi oraliq 
natijalarni topamiz: r,(x) = 2 x -3 ,  r2 = -0 ,25 ф 0. Demak, A(x)  
va B{x) ko‘phadlar umumiy boNuvchiga ega emas, ya’ni ular 
o 'zaro tubdir.
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M a s h q l a r

4.41. P(x)  ni D(x)  ga qoldiqli bo ‘lishni bajaring:

a) P{ x )  = X2 + 5x2 + 5 x + 3, D {x) = x 2 + 4x  + I;
b) P  (x) = x3 + 5x2 + 5x + 3, /)  (x) = x  + 1;
d) P  (x) = x4 + 5x3 + 9x2 + 1 Ix + 6, Z) (x) = x2 + 3x + 1;
e) P  (x) = x4 + 5x3 + 9x2 + 1 Ix + 6, Z) (x) = x2 + 2x + 1;
f) P ( x )  = 3x5+2x4-  1 0x3+5x2+ x +10, D (x) = x3-x 2+ x -1;
g) P( x )  = 3x5+2x4-  1 0x3+5x2+ x +10, D (x) = x2+3x -4 ;
h) P  (x) = 4X6 +3x5 -1 5x2+ 4x+ 5, Z) (x) = x3 + 4x2 -  1;
i) />(x) = 4x6+3x5-1 5 x2+ 4x + 5, Z) (x) ^ x 4 -  4x+ 2; 
j) p  (x) = 3x4 + 3x2 + 5x + 4, Z) (x) = x2 + 3x + 2;
к) P  (x) = x5 + Зх4 + 9x3 + 12x2 + 20x, D (x) = x3 + 4x;
1) P (x) = x5 + Зх4 + 9x3 + 12x2 + 20x, Z) (x) = x2 + 3x + 5; 
m) P  (x) = 4X4 + 5x2 + 6x + 11, Z) (x) = x2 + 5x -  4.

4.42. Yevklid algoritmi yordamida ko‘phadlarning eng katta um u­
miy b o ‘luvchisini toping:

a) x4 + x3 + 3x2 -  4x -  1; x3 + x2 -  x  -  1;
b) x5 + x4 -  x3 -  2x -  1; Зх4 + 2x3 + x2 + 2x -  2;
d) x6 -  Zx4 -  8x3 -  7x + 7; 3x5 -  7x3 + 3x2 -  7;
e) x5 -  2X4 + x3 -  7x2 -12x+10; Зх4 -  6x3+ 5x2 + 2x-2 ;
0  x6 + 2X4 -  4x3 -  3x2 + 8x -  5; x5 + x2 -  x + 1;
g) x5+3x4 -12X3 -52x2 -5 2 x -1 2 ; x4 +3x3-6 x 2 -2 2 x -1 2 ;
h) x5 + x4 -  x3 -  3x2 -  3x -  1; x4 -  2X3 -  x2 -  2x + 1;
i) x4 -  4X3 + 1; x3 -  3x2 + 1.

4.43. a v a b  ning qanday qiymatlarida x4 - 4 x 3- x 2 + ax-Z> ko‘phad 
x2 -  5x+ 4 uchhadga qoldiqsiz bo ‘linadi?
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ВВГИу V b o b
ALGEBRAIK IFODALAR

1 -  § .  R a t s i o n a l  i f o d a l a r

1. Butun ko‘rsatkichli daraja. Har qanday a haqiqiy sonning 
a  butun ко ‘rsatkichli darajasi yoki a -d a ra ja s i  deb, aa songa 
aytilishini bilamiz, bunda a -  daraja asosi, a  -  daraja ko‘rsatkichi,

=

a, agar a  = 1 bo‘lsa,
a - a - . . . a ,  agar a  = n, n e  N ,  n > 2  bo‘lsa.

n mar ta

Har qanday a * 0  haqiqiy sonning nolinchi darajasi 1 ga 
teng, a ° = \ .  Nolning nolinchi darajasi, ya’ni 0° ma’noga ega emas. 

Ixtiyoriy a * 0  haqiqiy sonning butun manfiy ko‘rsatkichli

darajasi -7  sonidan iborat, = -7 . O"'7 ifoda m a’noga ega emas. 
an an

Butun ko‘rsatkichli darajaning x o s s a l a r i  (o, b -  noldan
farqli haqiqiy sonlar, a, (3 -  butun sonlar):

1) (ab)a = aatft. ( 1)

Haqiqatan, a =  rteAboMsa, haqiqiy sonlarni ko‘paytirishning

asosiy qonunlariga muvofiq: (ab)a = (ab)n = (ab)(ab). . . (ab)  =
nta

= a a - ... -a • b b - ... b = an - bn = =aa • Z?a ; agar a  = 0 bo‘lsa, 
л ta At ta

(ab)a =(ab)° = \ =1 • 1 =a0b°= aaba; agar a  = - n ,  n e N  b o ‘lsa, 

(аЬГ  = ( а Ь Г  = ^  = ^ .  Xususan,

( f F  = (2)

2) aa oP = fla+P. (3)
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Haqiqatan, agar a  = n, $ = m, n z  N , m z  N  bo ‘lsa, u holda: 

aa ■ = an ■ am = a ■ a • ■  a • a - a - ... a =
Aita Aiita

= a  a  - ... а  = с Г +" = aa+*.
w+Aita

a  = n, p = -//? va a  = -n ,  p = /72 bo‘lgan hollar ham shu kabi 
isbotlanadi. a  = -n ,  p = - / / 2  holning isbotini quyidagicha bajarish 
mumkin:

яадр = аГпсГт = -L • -L  = _J— = —1— = a {n+m) = 
an am anam an+m

_  a  -n -m  _  a (-n)+(-m) _  a  a+p

3) 4  =  (4)
a 15

4) ( a a ) p = a ap. (5)

X u su san ,  a  = л, p = m, n,  m e  N  b o ‘lganda: (a™/ =

=  ( о " Г  =  a" ■ a" ■ ... ■a" =  а а . . . а  =  a""1 =  a a |i .
A A lta  AJAAJta

M i s o l .  Л = 11| 8'87  ̂ ni hisoblang.
58 -17 4

v  , (2-58)s -874 2 8-87 2 5 - 3 - 29  , 0Y e c h i s h .  Л =  T =  T = 0 = 48.
58 - (2-87)  5 8 -23 2 l 2 9

M a s h q l a r

5.1. Ifodani soddalashtiring:



d> ( i S f ' ' » ( 4 £ )

- 3  Z  2  - 2 ^X у
9z

5.2. 0 ‘zgaruvchilarning istagan qiymatida ifoda ayni bir qiymat 
qabul qilishini isbotlang (m, n e Z):

f t n  - i / Z - l  1 / 7  c m  лП

a) - ■ 3 ; d) 5 42m.yi ’ 5т-2_22л+ 5/и. 22л-1 ’

с / 7 + 1  л / 7 — 2  с / 7 — 2  - ) / 7 — 1  - )  1 /

Ь) 2_ 2— ± 5 _ 2 _ .  е )  у
| q / 7 - 2  ’  ^  j / ? - !  у/7 +  1 j /7  у /7 "

2. Ratsional ifodalarni ayniy shakl almashtirish. Biror Х ( х {, 
х п) algebraik ifodani aynan alm ashtihsh  deb, uni, umuman 

olganda, X  ga o ‘xshamaydigan shunday / ( x , , ..., хл) algebraik 
ifodaga almashtirish tushuniladiki, barcha x,,  x n qiymatlarda

Z  va У qiymatlari teng bo‘lsin. Masalan, /t(x) = (-r  +
X — 1

•®(^) = 1 C(x) = lardan /l(x) ifoda barcha
л + 1 ( x - l ) ( x + 3 )

x ^ - 1 ,  x *  1 qiymatlarda, B{x) ifoda x ^ - 1  qiymatlarda, C(x) esa 
x * - \ ,  x *  1, х ф -Ъ qiymatlarda aniqlangan. Ularning umumiy 
mavjudlik sohasi x * ± l ,  x ^ - 3  qiymatlardan iborat, unda ular 
bir xil qiymatlar qabul qilishadi, ya’ni aynan tengdir. Umumiy 
mavjudlik sohasida bir ratsional ifodani unga aynan teng ifoda 
bilan almashtirish shu ifodani ayniy almashtirish deyiladi. Ayniy 
a lm ash tir ish la rd an  teng lam a la rn i  yech ish , te o re m a la r  va 
ayniyatlarni isbotlash kabi masalalarni yechishda foydalaniladi. 
Ayniy almashtirishlar kasrlarni qisqartirish, qavslarni ochish, 
umumiy ko‘paytuvchini qavsdan tashqariga chiqarish, o ‘xshash 
hadlarni ixchamlash va shu kabilardan iborat boNadi. Ayniy al- 
mashtirishlarda arifmetik amallarning xossalaridan foydalaniladi. 
Quyidagi ayniyatlar o ‘rinli:

1) ( AB) n = A nBn\

2) AmA " = A m + n\
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3) (Am)n = A mn-
4 )  A  £  A D j _ B £  ^  q  d ^ q . 

'  В  D  B D  ’ D  *  " ,  и  *  v ,

M A . С _ AC_ д -t Q Z)  ̂0'
В  D  B D '  °  *  u ’ ^  ^

6 ) = 5 ^ 0 ,  C ^ O ,  Z ) ^ 0 ;

7)  5 5  =  5 » ^ 0 ,  C O ;

( / Г Л  m >  n 
A" j l ,  m = n, / 4 ^ 0  da;

9) I ЛЯ | = | /1 I • I ^  I;

10) \ A n \ = \ A \ n .

Ratsional ifodalarning kanonik shakli qisqarmas kasrdan

iborat boNadi. Bu yerda P(x) va Q(x)  lar ko‘phadlar boNib, Q(x) 
ko‘phadning bosh koeffitsiyenti esa 1 ga teng.

M i s o l .  [67ҳ2 : f—Ur — Ur • ^ U . )  ratsional ifodani kanonik
2x + 9  U " 3 ^ - 3  2 x + l /

ko‘rinishga keltiring.
x-i-4Y e c h i s h .  - Ц  — Ц  • = 7— ^ — p r ,x - 3  x - 3  2x+l  (x -3 ) (2x+l )

1 6 - x 2 . x + 4  _  ( 4 - x ) ( 4 + x ) ( x - 3 ) ( 2 x + 1) _
2 x4 + 9 (x - 3 ) ( 2 x + 1) -  (2x4 + 9 ) (x +4 )

- 2 x 3+ 13x2-  1 7 x - 12 - х 3 + ̂ х 2- 1 7 ҳ - 6

2x4 + 9 x4 + |

M a s h q l a r

5.3. 0 ‘zgaruvchining ifoda ma’noga ega boNmaydigan barcha qiy­
matlari to ‘plamini toping:

ч 5 - x . , X x2 + 3 . 1X X + 3
a )  x - 2 ’ b > x2 + 4 ’ d )  ( x - l M x - 2 ) ’
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px i z l -  л -Jo_- 0Х а-4.
Q> x2_ 9 ’ U 3 + 2о ’ ё )  — 5

h x я2 - 5 .  ;х 1 3 a + 2 , Зх  .
^ 4 5 ’ V  2 6 -  2а  ’ J )  x ( x +  2 ) ’

x - 2  . x . v
k ) a2_ x2 > 1) x2_ 16- m ) 5 ^ 3 , ;

П) х ' + х  + З; O) ̂  + p) 3̂ 5 - ^ ;

q) ^  + x 2 - x .

5.4. O bzgamvchining ifoda m a'noga ega boNadigan barcha haqiqiy 
qiymatlari to ‘plamini tuzing:

a ) x+"2 ’ j )  +

b) S t ? ; k) 7 Z T 6 + X + 2'

x+ 5 x +2 , L

3-У+5 , x2 + x - 3  , 1 .

1 7 - 9 ’ m ) 1 Г 1 7  + "

11(7

7 x z- 5 x  ^ 

0  l t v ; 4 )  X2 - X - 1 ;

X 0 + 5 - X -У- 2 •
§) 4^0 ’ ° )  x2_ ti2 ’

3 ( 7 + 1 3 .  7  7
h )  7 J I \ '  P) V — r + x  ;

1 X + X + 1

((7 —1)((7— 2)((Z— 3) ’ 4 '  "  ( x -  l ) ( x - 4 )  *

5.5. Ifodaning aniqlanish sohasini toping:

x  2х~У .  ,  x  x  •

a ) b ) 7 - 7 ’
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А \  Х + У ■a )  x - y ’

x - 2 y .
e) 2 ’’ xl - y

+0 x-2  y(x-3)  ’

У
x  З х - у

их - I _____£ - •
' x -y  x + y ’

5.6. Kasrni qisqartiring:

2\ai -6a2b .
a )  I2 f l 6-42 f l2 ’

6n?-3mr? .

b) г Л + т я 2 ’

x 2- 2 m x + 3 x - 6 m . 

х 2 + 2 ш х + 3 х + 6 / я  ’

Sab+2a-20b-5. 
4ab-M? + a-2b'

_  \в(?-%аЬ+1? .
0  1 6 а 2 - 6 2 ’

9 x 2 - 2 5 > ' 2 .
g)

•x З х + У У
U х З . у З  3 x - 3

+ + 

k) xy + x 2y  -  ^

1) l + x 3̂  + x V ;  

m) 1 3 - 2 x 2 + ( x - y ) 2

,  x fl2 ~ 3 f l  . 

h) я2 + Зя-18’

4 x 2 - 8 x +  3 .
i) 4 x 2 - 1  ’

m2 + 4 w - 5  . 

J) n? + l m - 10’

k)

1)

x 2 + 10x+ 25 

( x + 5 )2

( x - 2 )2 ,

(2  - x )2 ’

x x 6+ x 4
m )  —— I -'  x4+xz9x2 + 30 xy+ 25 j - 2 ’

Quyida keltirilgan ifodalar ratsional ifodalarmi: 

5.7. a) 3x2 + y; e) 4ti2- x ( o - 3 x ) ;

b) 3x2 + l ;  

d) 3x2 + | ;

л  _xL- 
x - 4  ’

g) x ;

147



A m allarni bajaring (5.8 -  5.10):

5.8. a)

o + x
b )  — - t f  +  x ;

d )  4 a - 2 T i - ^ ± l
4 3

e) 2o + x;

5 .9 .  a) +
a x - x 2 x ~ a

.2к  Х ^ ҳ у  _ _ 4 £ _ .  
;  2^2 - x y  x - 2 y ’

d) 4fl
l a 2- a x  2 a x - x 2 ’

e) - 4^ + 9х

5 .1 0 .  a)

d )

3x2 + 2xy 3 x y + 2 x 2 ’ 

o2 + 3o
д х - 5 х + 8 а - 4 0  ’ 

x2
З а х - 2 - х + 6 а  3a - 1 ’ 

5 .1 1 .  Kasr ko ‘rinishida ifodalang:

4 x2-x^
} ^  ' x 3 ’

g) a + x a2 + x 2 
a - x

h )  J L  +  _5______ c _ .
4 x  \2y  9xy2 ’

i )  1 - - ^  L .
y x - ^  x+ y

x - 2 5  _  3x+5  . 
f) 5 x - 2 5 - 5x_x2 ’

\ 12 ~У I 6 .
§2 6 ^ - 3 6  б у - ^ 2 ’

h )  3 ^  +  ^ ;

x -1 2 f l  4a
^  x 2 - 1 ва2 4 Д Х - Х 2 ’

b ) 3 x - 2  6 x ^ + 9 x - 4 > ' - 6

e)  j £ , +  x2+3x
2y+ 3 4 x y - 3 - 2 ^ + 6 x

3a oZ)+/>2 
Z,2b )  ^ 2  9



d)

e) 

0

g)

h)

a)

b)

d)

e)

x - y 2xy  .

xy  x y - y

4ab ox+ b x .
cx+bx 2fl6 ’

xa -  xy 2x  .
3c2 cy -  ca

a x - a y 5xy .

5x2y 2 b y - b x

k x + k 2 x  .

k 2 x + k  ’

ddalashtiring:

x 2 - 4 x  . 2 4 - 6 x .

x 2 + 7 x 49 - x 2 ’

y 3- 1 6 y . 4 - y  .

2 y + 18 ' y 2 + 9y  ’

(a+b)2- 2ab . q 2 + /)2

4 a2 ab

5c3- 5 . (c+ l )2 —с .
c+ 2 13c+ 26 ’

5.13. Ifodani soddalashtiring:

7 ( m - 2 )  m+2

k)

1)

m)

g)

h)

xy 2 3 x + 3 y ’

xy a+a2 .
fl2 + q 3 x V ’

6 q 2x - 2 .
x 2 - x 3ax ’

x2- y 2 2x  .
2xy x + y  ’

,  4X2 З а - ax
^ x 2 - 9 4x

( x+ 3 )2 . 3 x + 9 .
2 x - 4 x2 -  4 ’

( x - 3 )2 . 4 x - 12.
x - 8 • 3 x - 2 4  ’

a + b . (a+b)2

1 ( f l - 6 ):! ' ( a - b f

( 3 c - 6 ) :1 . 3c-Z>
3c+b (3c+Z>)'

a) w 3- 8  m2 + 2 /n + 4

2m2+ 4 m + 8 .
zzz-3

a + 5

b )

d)

a+ 2____________ 2 (a + 8 )

q2 - 3 t i + 9  a*+21

x + 2 x - 14

3x  x - 2  Зх2 - 6 x J  ' в х  x - 5 ’
x + 2  1
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е) 1 + 1 - Ж -  + - 2 ш - \ . 9п'2- вп1+]- 
2 V - 3 m  3 m + l /  6m2 + 10m ’

0
V - x

x-y  X X
Х +ҲУ  x 2 + x>' i  Х-Д'

2 a + 3  f  2o2 + За  _  З а + 2 ^ 4 o - l  _  g - 1 . 
g )  2 а - 3  ^ 4д 2+ i 2o  + 9 2 o + 3 J +  2 o - 3  a ’

h)
/  g-f 3 +  g - 1  л

^  + 20+ 1  cP’- l a - Z
a2- 2 a - 3

a + 2 - i ;

[) m2
3 (m +3)  , m2 -  3/и 3m |_ 1

- 2 7  w - 3: + 3 m + 9  ( m + 3 )2

5 . 1 4 .  Ifodani soddalashtiring:

a) ( Л - ^ )  : (£T :£^ ) ; 

b> (2x + 1™ r W )  : (2 х ~ й = т ) ;

d)

e)

p+q +

3y
V2 x + y  2 x - y  y2 - 4 x 2

2 _ _ 1  •
8x2 2 ’

Г 5 x + ^  5 x - ^  x 2 - 2 5 ^ 2 ,

 ̂ ^ - S x y  x 2 + 5 x y )  x 2 + y 2

g )
9o2 -16Z>2

l a
3 b - 4 a 3b+4a

4b2- 3 a b  4b2 + 3 a b ) ’

1— ^  1
^y2- x 2 x 2 + 2x>’+ y 2;



п  4 й ^  + .,..9(а-3) ,
J ,  а 9 15 -27 о+ 4й 2 « - 2  e + 3 ’

к) (C2 - > 2 - x 2 + 2x j )  :

1) - т ^X + flX

3 4_  1 1 a - a x  - x +x
x-1 / l - a

a + y + x ’

2— , U  = - l ) ;

a x - 2 a 2 x 2+ x - 2 a x - 2 a  

5.15. Kasrni qisqartiring:

x 2 - x + l  .

J - 1 +
З х + х '  

x +  3 I*

a )  - 4 x 2 + l ’x  +:

X ( y - f l ) - > 2( x - f l )  . 

d)  x ( y - a ) 2- y ( x - a ) 2 '

b)
x l4 - x 7+ l  

x 21 + l e)
x33- !

x33^ 2^ " '

5.16. к  ning qanday  qiymatlarida {k ^  ifoda natural qiymatlar 

qabul qiladi?

5 .17. Ifodani soddalashtiring va o ‘zgaruvchilarnung ko‘rsatilgan 
qiymatlarida ifodaning qiymatini hisoblang:

a)
x - 2 y

3 3 1 - 3  2 2^x + у  X - x  y + x y  )
+ JL x > - x y 2

+2 2 ^ 3 2  2 3 ’x  +y  x  + x  y + x y  + y

X =  0 , 2 ;  у  =  0 , 8 ;

M 1 I 1 I 1 •

a { a - b ) ( a - c )  b ( b - a ) ( b - c )  c ( c - a ) ( c - b ) ’

д = 1 ; b = yj3', C = £ .

5.18. m = a - ] -  b o ‘lganda о4 + -L  = m2{m2 + 4 ) +  4 bo 'l ish in i 
a a

isbot qiling.

151



5 .1 9 .  Ratsional ifodalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:

,  x + l  x - l
Ту *+ 2 —----------- 4-------

X + l  x*+x+\  x * + x + \ .
a ) x ( x + l )  ’ b ) ^ - 1  3cTT“ ’

  —  —  1 j  T  7

x - \  x z - x + \  X  —x + 1

1-
. 1 + 2x

1 —x * ± I1 +  2 - ”7-------■ +  —y-
1 + 2x  . x x - x + l  x  - x + l  .

d )  , T - x ' -  e ) I ,  1 - 2x  ’
1 , 2  1 + 2x x 2 +x+l

1 +  2  ' ~ x
l + 2x

0
(х + 1)2- л 4 _  ( ^ 41)2 - ^  _  l - ( x ( x t  I))2 

x 2 _ ( x2 _ 1j2 l - ( x ( x - l ) ) 2 ( x + l ) 2  4-x

2 -  § .  I r r a t s i o n a l  i f o d a l a r n i  a y n i y  

a l m a s h t i r i s h l a r

1. Arifmetik ildiz. Ratsional ko‘rsatkichli daraja. a > 0  sonning 
n-  darajali arifmetik ildizi deb (/7e  AO, n- darajasi a  ga teng boMgan

£ > 0 songa aytiladi va b = 'ў[а orqali belgilanadi. T a ’rif b o ‘yicha:

a >  0, m e Z  va n e N  b o ‘lsa, son i a  n ing  /• = t̂l
r a t s i o n a l  k o ‘r s a t k i c h l i  d a r a j a s i  deb ataladi, ya 'ni

m

ar = a"

1
Xususan, yfa = an .

Ratsional k o ‘rsatkichli da ra jan ing  x o s s a  l a r i  bu tun  
k o ‘rsatkichli daraja xossalariga o ‘xshash. a, b ~  ixtiyoriy musbat 
sonlar, r v a  q -  ixtiyoriy ratsional sonlar b o ‘lsin. U holda:
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1) (ab)r = arbr
H aqiqatan, r = m / n ,  n e N ,  m e Z  bo ls in .  U holda:

(
[(abY)"  = (об)” = ( ( ^ Г )  = (ой)"1 = от йт  =

( Г ) .

\А7 /  I \ Л
т т 
п , и

а • /> - К И " .

dem ak, ( Г )  o ‘rinli. 

Xususan,

U i  / /

2 ) ar ■ aq = anq , bunda 

Haqiqatan,

r  = - , q  — .n ’ 4 n

(2 ')

(3')

(  к m \ n (  k \
и n

a ■ a

V /

Л /  ,------- \/7

= К / /  V  = a k -am = a k+m =

( k±m\n (  k +m Y

X / x /

3)

((2 ')  kabi isbotlanadi).

4) (яО*7 = bunda
r= p/к ,  q = m/n.

Haqiqatan,

((ap/k\m/n)nk =(((арД)т/я)Л)Л =((дРА)/И)А: _ ^ т  =

B undan  (5 ')  ning o ‘rinli ekani m a ’lum b o ‘ladi.

M i s о 1. 5 ^  -  2_l • 600,5 + 6 ni hisoblang.

(4').

(5 ')

/  pm\kn 
kn

a

v у
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Y e c h i s h .  5 • 0 ,6° '5 -  0 ,5  • 10 ■ 0 ,6 ° ' 5 + 6 = 5 -  0 , 6 0'5 -  
-  5 • 0,6°'5 + 6 = 6.

M  a s h q 1 а г

5.20. Ifodalar m a’noga egami:

a) 3~i; b) ( - З Я ;  d) 4"5; e) ( -З ) 'з ;  f) ( t t f ;

g)(V4)5; h) ( * - l ) i , ( x < l ) ;  i) (x + 2)3,(x>-2)?

5.21. 0 ‘zgaruvchining ifoda m a ’noga ega b o ‘ladigan barcha 
qiymatlarini toping.

a) 4 ,5 2, b u n d a  x  e Q, b ) ( - 4 , 5)2 , b u n d a  x  s  Q\

d) (3 + x)5; e) (x 2 + l)5 ; о  ( f ) 4 ;

g) ( M + 1)2 ; h) ( l - |x |) 5 ; i) ( i - М Г 3

5.22. Hisoblang:

a ) 49^; b) 10003; d ) 4 " 5 ; e) 8"з;

0  922; g) 0,16 h) 0,008*3;
j) (3i)"’ ;

j )  9 ' 1’5 ; D {& ?'> m ) (25)"i;

n ) 27 *-32,s; p) ( | ) 2; X 4q) ( 9) •

5.23. Ifodan ing  q iym atin i toping:

■» ( а л " -
•7,5 • 4"з -  (-г)"4 + 8 10,25;

b )  0 ,027  5 - ( - 1 )  2 -  2560'75 - 3 "1 - (5 ,5 ) ° ;



g) (0,04)-1'5 -(0 ,1 2 5 л -(O y p !;

2 • 4-2 +

h)

n
81 2

x-3

5.24. Amallarni bajaring:

1 1 _L
a) c3 • c4 • c 12;

b) 6-°'2 : 6"0,7;

d )  (m0'4 )2'5;

e) / - 8 . y-5 . y 7,2;

I J .  2
f )  x 2 - x 14 - x 7 ;

g) (m0,3)1,2 • ( m '0,4)0,4;

1 , 2  _ i
h )  43 • 2 3 • 8 9;

i) 4'3-165 - л/4.

2. Ildiz. Yuqorida arifmetik ildizga ta ’rif berilgan edi. я > 0 da 

x  = yfa son x” = я ten g la m a n in g  yagona  n om anf iy  yech im i 

ekanligi, shuningdek, a e R v a  n -  toq natural son b o ‘lsa, x n = a 

tenglamaning yagona yechimga ega ekanligi quyida isbotlanadi.

x n = a  tenglam aning (bu yerda a e R ,  n s N )  bar qanday ildizi 

a sonining n-  darajali ildizi deyiladi.



1- t e o r e  т а .  Н а г  qanday а  £  0 haqiqiy son uchun har doim 
xn = a tenglikni qanoatlantiruvchi yagona 0 haqiqiy son 
mavjud.

I s b o t .  N om anfiy  butun sonlarning O,!” , 2'7, k n, ... n-  
darajalari ketma-ketligini qaraylik. U nda , albatta, n-  darajasi a 
dan katta butun sonlar mavjud b o ‘ladi. Ulardan eng kichigi (p+  1) 
soni b o ‘lsin: p n < a < (p+  \ ) n .

Endi [ p , p + \ ]  oraliqni koordinatalari p\ p, 1; p, 2; p, 9; 
p  + 1 b o ‘lgan nuqtalar bilan teng o ‘n b o ‘lakka ajratamiz. Bu sonlar 
ichida a dan  kattalaridan eng kichigi p, (^, + 1) b o ‘lsin.

(p, q x)n < a < ( p ,  (q{ + I ) )71, bunda p, -  o ‘ndan  birlar ra- 
qami. Bu oraliq x  ning qiymatini |p; p +  1 ] oraliqqa nisbatan aniq 
ifodalaydi. Endi bu oraliqni o‘nga boMamiz va ikkinchi yaqinlashishni 
to p am iz :  (p, q xq2) < a < ( p ,  qx(q2+ I ) ) ” , q2 ~  y u z d a n  b ir la r  
r a q a m i.  Shu  y o ‘l b i la n  m -  q a d a m d a n  s o ‘ng (p, q xq2 ... 

qm)n < a <  (p, q {q2 ... (qm + l ) )n yoki a" < a < a'{ ga ega b o la m iz ,  
bunda a x orqali a  ning quyi (kami bilan olingan) va a-, orqali a 
ning yuqori (ortig‘i bilan olingan) chegaraviy qiymatlari, y a ’ni 
o ‘nli yaqinlashishlari belgilangan.

I k k in c h i  t o m o n d a n ,  k o ‘p a y t i r i s h  q o id a s ig a  m u v o f iq  

a" < x n < a2 tengsizlikni qanoatlantiruvchi yagona x haqiqiy son 
mavjud. Dem ak, x n = a. Boshqacha b o l ish i ,  y a ’ni x  dan farqli 
biror у  uchun y n ■= a  bo lish i  m um  kin emas. Masalan, y < x  b o ‘lsa, 
k o ‘paytirishning m onotonlik  xossasiga muvofiq y n < x n, y a ’ni 
y n < a  b o ‘lardi. Shu kabi, y > x  bo‘lganda y n > a ga ega bo ‘lar edik. 
Dem ak, teorem a to ‘g‘ri.

2- 1 e о r e m a. Agar A natural son hech bir natural sonning 
n-darajasi bo(lmasa, V /i soni irratsional sondir.

I s b o t .  Shart b o ‘yicha A soni nom anfiy  sonlarning

0й, 1", ... , k n, ... .

n-  darajalar ketma-ketligida uchram aydi, dem ak, ^[A bu tun  son

emas. U kasr ham  emas. H aqiqatan, ^  ^  b o ‘lsin, deb faraz

qilaylik, bunda p  va p lar o ‘zaro tub  va q *  1, <7 * 0 . U holda 
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,4 = va p n va qn -  o ‘zaro tub, qn ф 1 b o ig an id a n  >4 soni

qisqarmas kasr b o ‘ladi. Bu esa shartga zid. Dem ak, soni faqat 
irratsionaldir. Teorem a isbot qilindi.

3- t e о r e m a. Agar p /q ,  q * l ,  qisqarm as kasrning surati 

va m axraji aniq n- daraja  b o ‘lmasa, ^  ildiz irratsional sondir.

I s b o t .  Teskaricha, ildiz ratsional son, deb faraz qilaylik,

ya ’ni В {a. b ) = \ .  U holda -  = — , В (an, bn) = 1 va
J у  q b y '  Q b n

bundan p = an, q= bn b o is h i  kelib chiqadi. Lekin shart b o ‘yicha

p v a q  n-  daraja emas. Dem ak, — irratsional son. Isbot qilindi.

4- t e o r e  ma .  H aqiqiy sonlar sohasida toq darajali ildiz fa q a t  
bir qiym atli va uning uchun ushbu tenglik o (rinli:

1п+1Г а = - 1п+Га.

I s b o t .  x2az+ 1 = я, o >  0 , ( 1) tenglama \ /a  e  R  uchun  yagona 
yechimga ega ekanligini ko‘rsatamiz:

a) у > 0 b o ‘lsin. U holda Vx< 0 son uchun  x2^"1" 1 < 0 < a. 
D e m a k ,  (1) n ing , m avjud lig i  1- t e o r e m a d a n  k o ‘r in a d ig an ,

x  = 2n+yfa > 0 ildizi uning yagona haqiqiy ildizidir;

b) о < 0 b o ‘lsa, ( 1) ni (~x)2n+ 1 = - a  koTinishda yozib olish 
m um kin. - a > 0  b o ig a n i  uchun , a) holga ko‘ra, oxirgi tenglama

va, demak, ( 1) tenglama ham  yagona x  = 2n+[Pa  yechimga egadir.

Va  e  R  uchun  X[ = - 2n+[fa va x 2 = 2n+\ p a  sonlari (1) ning 

ildizlari b o ‘ladi. Yuqorida isbotlanganlarga ko‘ra, x, = x 2. Teorem a 
isbot qilindi.

T eo rem adan  koTinadiki, = a ayniyat n  ning 1 dan  katta 
toq natural qiym atlarida, ixtiyoriy a e  R uchun  o ‘rinli. Agar

n = 2m  (bu yerda m e  N)  b o ‘lsa, 2'yja2m = 2n\ J \ d [ m  =  \o \ b o ‘ladi.
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Dem ak, a > 0  b o ‘lsa, 2yja2m = a  tenglik, о < 0 b o ‘lganda esa 

2,\fa2™ = - a  tenglik o ‘rinli.

1- m i  s o l .

V h ?  = V R 2 = И  = 7, V h ?  =  >/49 = 7.

Agar o < 0 , b < 0  b o ‘lsa, a b > 0  va J a b  = лЩ ь\ = ^ - у Щ

bo‘ladi.

2- m i s o l .  V (-3 )(-1 2 )  = ^ |-3 | |-1 2| = V36 = 6 .

M  a  s h q 1 a r

5.25. Ifodalar m a’noga egami:

a) sP§; j)  \//;

b )  х Г 9 ; k) ^ 7 ;

d) \/9; 1) Л ;

e ) V9; m ) J Q ;

0  V -0 ,25 ; n) z j x - y ,  bunda x < y ,

g) V0 -2 5 ; o) J x - y ,  bunda x < y ,

h) ^ 81; P) \ j y ~ x ,  bunda x < y ,

i) q) J y - x ,  bunda  x > y ?

5.26. Ifodalar o ‘zgaruvchining qanday qiymatlarida m a ’noga ega:

a) f) J x - l ;  j) J - x 2 + J x 2 - 1 ’

b) t f x2; g) x/(-x + I)2 ; k) J x 2 - 6 x  + 9;

d) Ух2 + 4; h) УГбх; 1) Vx2 + 2 x  + 2 ;

e) ^  + 4)2; i) yj-x  + 2; m) V - ( x - 3 ) 2 ?
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5.27. Tengliklar o ‘zgaruvchining qanday qiymatlarida to ‘g‘ri:

a) V ( * - 2)2 = 2 - x ; h) Vx2 - 1 = - 1;

b) y](x + 3)2 = x  + 3; i) л/х = 1;

d) yjix  -  3)2 = x  -  3; j )  V -x  = 2;

e) y](x -  4 )2 = 4 -  x; к) л /-х = - 2;

0  > /x - 3  = > /3 - x ; 1) л/х2 -  6x  + 9 = 1

g) л/х -  3 = 0; m) л / х - 2  = 1 ?

3. Arifmetik ildizlarni shakl almashtirish. K o ‘paytm aning n-  
darajali ildizi k o ‘paytuvchilar n-  darajali ildizlarining k o ‘payt- 
masiga teng:

yjab...c = yfa • yfb... yfc, (1)

bu yerda я > 0 , Z? > 0 , , с > 0 .
Haqiqatan,

1 1 1 1  
yjab...c = (a b ...c )n = an ■ bn ... cn = yfa ■ yfb... yfc. (2)

Xususan, yjanb =
|а| i fb,  agar n -  juft b o ‘ Isa, 

a yfb, agar n -  toq b o ‘ Isa.

K o‘paytuvchini ildiz ishorasi ostiga kiritish:

a"y[b = "JaV>, (a > 0, b > 0). (3)

Kasrdan ildiz chiqarish:



Ildizni darajaga ko‘tarish uchun  ildiz ostidagi ifodani shu 
darajaga ko‘tarish kifoya:

Haqiqatan, (rl]a) =

4 a \  = 4 a ' \  ( a > 0 ) .  (5)

/  , \m
an

\  У

= a™ " = (a"')" = V ? ” .

a sonning m-  darajasining n-  darajali ildizini topish uchun 
a ning n-  darajali ildizini m-  darajaga k o ‘tarish kifoya, ya’ni

rfa™ = (yfa)m , (a > 0). (6)

Ildizdan ildiz chiqarish uchun ildiz ostidagi ifoda o ‘zgartirilmay 
qoldiriladi, ildizlar k o ‘rsatkichlari esa kokpaytinladi:

' W a  = {a > 0). (7)

H aqiqa tan , = a ™  = a™ = nr% .

H ar  xil k o ‘rsatkichli УЎ, ... , tyc ildizlarni bir xil

ko‘rsatkichli ildizlarga aylantirish uchun n, m, ..., к sonlarining 
u m u m iy  karra lis i  ( b o ‘l inuvch is i)  b o ‘lgan a  son i  to p i la d i .  
a  = nu = m v = ... = kw  b o ‘lsin, bunda  w, v, ... , w — q o ‘shim cha 
ko‘paytuvchilar. Natijada ildizlar quyidagi ko‘rinishga keladi:

^ 7,

M i s о 1. VTO > t/3, chunki ^/Го > V ? ,  10 > 9 .

M  a s h q 1 a  r

5.28. Ko'paytm adan ildiz chiqaring:

a) V 16121 ;  b) ^/-125 • 27;
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d) 1/16-81; e) 1/32 ■ 243;
О л /9 -2 5 -3 6 ■ 49; g) 1/8■ 27 -64 •  125;

h )  1/81-625 -256; i) Д  01 ■ 0,09 • 0,25.

5.29. BoMinmadan ildiz chiqaring:

5.30. Darajadan ildiz chiqaring:

a) 1/i?; b) 1/(-15)8; d) У?"; e)

0  bunda, x  > 0 ; g) bunda x  e /?;

h )  ^ ( x 2 + I)2 ,b u n d a x  € 7?;

i) V ? ,  bunda x  > 0 .

5.31. Ildizdan ildiz chiqaring:

а) Ш  b) Ш , d) 1 Ж ;  e)

0  b u n d a x  > 0; g) \ / ^ ,  bunda x  > 0;

h) bunda x > 0; i) 'fijx, bunda x e  Л.

5.32. Ildizni darajaga ko‘taring:

a) (44  ; b) ( Ш ) 3 ; d) ( Ц 5 ; e) (1/4)2 ;

f ) ( 44 ;  g ) p ) 6 ; h) jl /x  + 2) ; i) ( 4 6

5.33. Berilgan ildizlarni bir xil ko‘rsatkichli ildizlarga aylantiring:
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а) V S v a ^ ;  b) ^ ~ v a  t/4;

d) V5vat/6; e) Ў2 va ^3;

0  >fx \ a syfy- g) У х + Т va

h) Vx2 +1 va byjy2 - 1; i) Ц х - у  va t/ў .

5 .34. K o‘paytuvchini ildiz belgisi ostidan chiqaring:

a) VT2 ; f) v/98; j)

b) 1/1250; g) 1/375; k) 1 / 7 / ;

d) 1Ш; h) 1/48; 1) У ( * - 1 ) У ;

e)  1/24; i) V 243; m ) ^  + l )10x 2 .

5 .35 . K o‘paytuvchini ildiz belgisi ostiga kiriting:

a) 4 V5 ; h) x 2 ^yfy2 , bunda x  < 0 ;

b) - 3 n ^ ;  i) x 3t ^ ,  b u n d a x  < 0 ;

d) - 3 t / 2 ;  j )  (x - 1)2 b u n d a x  < 1;

e) 2 V3; к) (x  - \ ) 34yjy - 2 ,  bundax  < 1;

^  х>/>?,b u n d a x  < 0 ; 1) - х ^ ў ,  b u n d a x  > 0 ;

g) х^/ў^, b u n d a x  < 0 : m) (yj3 -  2) J x y * .

5 .36 . Hisoblang:

a) VT8 + V 5 0 -V 9 8 ;

b) 3> ^ T - V 2 4  + V375;

d) 2 V 3 -V 2 7  + 3 V 1 2 -2 V 2 4 3 ;
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e) V50 -  5V8 + V2 + VT28;

0 V2 + 3V32 + 0,5Vi28-6vT8;

g) U i +  V 2 5 0 - U m - Ш - ,

h) 20л№  -  V5 + VT25 -  2,5ViB0;

i) 2j3  + J m - 2 s l 7 5 + V m .
5.37. Soddalashtiring:

a) x/l6V5;

b) х/3л/б25;

e) t/12 4; h) £±1 Ы
1 ’ fti-1 Vfl+1

f)

g)

5 .38. Sonlarni taqqoslang:

a) 2x/3va3V2;

b) 2̂ /3 va Зл/2;

d) 5-/7 va 8 V3

2 W 2  I2 - V 2 . 
' 2 - V 2  V 2  +  V 2 ’

0 V2 vâ /I;

g) VTIvaVS;

h)

i) va ,5V3.e) 3 3 V4"va3^/2;

5.39. Ifodaning qiymatlarini toping:

a) V2 ■ Vs ■ V40; f) V2-V6-V3;

b) t/2 Л/32; g) V? Л/6 • ^ 2 ;

d) a=3; h) x/o■ V5, o = 2;

e) IJa*-i fa ,  fl = 2; i) Ц х - j y ,  x = 3 ,  >- = 2.



5.40. Ifodani soddalashtiring:

a )  V 2 ’ Ь )  3V 2 ’ d )  V4 ’

e) If;  O l2V ? : 4V̂ ; g) V 7  : ;

h) i) ^
3V 7 ’ 0  9# '

5.41. Darajaga ko‘taring:

a) |x /4x^j ; 0  | ^ 2хУзо2х |  ;

b) (2 3 V3 7 )  ; g) | ^2  + xj>2 j2 ;

d) |3х/4х2 -  i j  ; h )  (y]xy + z f ;

e ) ( 3V 7 ) 6 ; i) ( V x y f  ■

5.42. Kasr maxrajidagi irratsionallikni yo‘qoting:

a )
D ;

b) h ) 3l ;
m)

V 3 + x 6 .  

d )  V 3 - V 2 ’

.. V 7 - V 6 .  

1} V7+V6’ n)

e) 1+х/5->Й ’
,x 12 

3 + V2-V5 ’
0 )

2.

 a__
3V^+ 3̂

1 - 0

J l - ' fa

IfS+lfl . ,x   1 5 _  - x 2 1 Z .
^  3V 5 -3V 3 ’ k ) 3 V3+ 3V 7 ’ p )  v ? - y



5.43. Hisoblang:

я) I -...+ + ___ 1____ •
} V3 + V2 V4 + V3 V5 + V4 V37+ V 3 6 ’

>/7 + >/6 +  y/H+yJl +  V9+n/8 +  +  yf23 + y/22 ’

e)  +

5.44. Tenglik to ‘g‘rimi:

a) _ 3 _  + _ J _  = _ L _ .
j 7 6 -7 3  ТЎ+Тз 77 -  7 6 ’

b  ) ____2.—  -j--5—   ______ 3—  .
78 + 76 ТП+Тб > ^+ 7П

,x 877 , 477 _  П / Г ^ -
d)

e )  1^5_________ 575____ -  - t / 4 5 ?

4. I rra ts ional ifodalarni soddalashtirish. Sonlar, harflar va 
algebraik am allar (qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, boMish, darajaga 
k o ‘tarish va ildiz chiqarish) bilan tuzilgan ifoda algebraik ifoda 
deyiladi. Ildiz chiqarish amali qatnashgan ifoda shu argum entga

nisbatan irratsional ifoda  deyiladi. M asalan , 3 -  V5, J s  + J a ,

\la2 -  'lab  ifodalar irratsional ifodalardir.

Irratsional ifodalar ustida amallar arifmetik am allar qonun-  
lariga va ildizlar ustida amal qoidalariga muvofiq bajariladi.

1- m i s o l .  Darajani ildiz ostidan chiqarishda daraja ko‘rsatkichi 
ildiz ko‘rsatkichiga bo‘linadi. Chiqqan bo‘linma va qoldiq mos tartibda
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ildiz ostidan chiqqan  va ildiz ostida qolgan sonlarning daraja 

k o ‘rsatkichlarini beradi, >/g7Z?9c-10 = abc~2 \la2b4.

2- misol. aubv ... cw ifodali maxrajni m-  darajali ildiz ostidan 
c h iq a r ish  (kasrn i  i r r a ts io n a l l ik d a n  q u tq a z ish )  u c h u n  ildiz 
ostidagi kasrning surat va maxraji am~ubm~v ... cm~w ga k o ‘payti- 
rilishi kifoya:

X = = = = - L ^ c 3- ^ 3^
V c “ ^  ) l c “d v c3- u d 3 - v  V  c 3./3 ^  *

3 - m i  s o l .  Ц а ( а > 0 )  i ld izn i  m - d a r a j a g a  k o ‘ta ra m iz :  

Уо) = у[а™. Agar m = kn  +1 b o ‘lsa, \lak,,+l = ak \[d  b o ‘ladi.

4- m  i s о 1. 0 ‘xshash ildizlarni keltiramiz:

а'-^А + Ь"УВ + с'Уа  + d'tf/i = (a + с + с1)'Уа  + b'4~B.

5- m  i s о  1. Ildizlarni ko‘paytirish va b o ‘lish:

пП "Я = тУл" "tir =тп47¥- =
У 5  4 B m

6- m  i s о 1. M urakkab kvadrat ildizni almashtirish

A > 0 ,  B > 0 ,  A 2 > В 

formulasini isbotlaymiz.

( 1)

I s b o t .  x  = J a  + J b  + у]А -у [ В  belgilashni kiritib, uni 

kvadratga ko‘tarsak: x 2 = 2 A  + A 2 -  B ,  x  = yjlA + 2\1~А2 -  B.  

U holda ,]A  + j B + y ] A - S B =  =2yj A+^ f ^ . Shu kabi
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\1а  + у[В  -  ^  Keyingi ikki tenglikni q o ‘sh-

sak va ayirsak, ( 1) form ula hosil b o ‘ladi.

S  = \[A +1/B  irratsional ifodadagi ildizlarni y o ‘qotish 

u c h u n  x 3 + y 3 = ( x + y ) ( x 2- x y + y 2) ayn iya tdan  foydalanish

mumkin. Bizda x  = l [ A ,y  = \[В. Shunga ko‘ra S  n\ M  = HA* -  

- V a B  + v C ?  ifodaga k o ‘paytirish kerak b o ‘ladi.

7- m i s o l .  x  = 4 5 - ^ - J 2 9 - 1 2 T 5  ifodani soddalash tira-

miz.

Y e c h i s h .  Oldin kvadrat ildizlar ostidagi ifodalarning musbat 
ekanini, ya’ni ildizlar haqiqiy sonlar sohasida m a ’noga egaligini 
bilishimiz kerak.

a) 2 9 - 1 2 V 5 > 0  (?) => 29>12V5 (?) =>

=> 841 > 144 • 5 (?) => 841 > 720 (!);

3 - V 2 9 - 1 2 V 5  > 0  (?) = > 3 > -\/29- 12-У5 ( ? ) = > 9 > 2 9 -

-1 2 V 5  (?) 12-У5 > 29 -  9 = 20 (?) => 720 > 400 (!);

>/5 - ^ 3 -^ /29^1275 > 0  (?)=>

=> 5 > 3 -  V29 -  12л/5 (?) => 2 + 7 2 9  -  12-^5 > 0 (!)

Dem ak, haqiqiy sonlar sohasida almashtirishlarni bajarish 
mumkin;

b) murakkab ildiz formulasidan foydalanamiz:

- f - ^ j  =  7 2 0 - 3;
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j r j v ^ )  = V ^ V 2 0 -

- j E B  = V5-l,, = V5-(V5-l) = l.
8- m i s o l .  x  ning qanday  qiymatlarida ^ ( x - 8)2 = x - 8  

tenglik o ‘rinli boNishini aniqlaymiz.

Y e c h i s h .  yj(x -  8)2 = |-v -  8| boNgani uchun, berilgan teng­

lik x -  8 > 0 b o ‘lganda, ya ’ni x g [ 8 ;  + oo) larda o ‘rinli b o ia d i .

9 - m i s o l .  x  n in g  q a n d a y  q iy m a t la r id a  - J x - 3 ^ x  + 3 =

= yjx2 - 9  tenglik o brinli b o ‘lishini aniqlaymiz.

Y e c h i s h .  x  ning x - 3 < 0  yoki x + 3 < 0  b o ‘ladigan qiy­
matlarida tenglikning chap tomoni m a’noga ega emas. Shu sababli 
x  ning x - 3 > 0 v a x + 3 > 0  tengsizliklar bajariladigan qiymatlarini, 
y a ’ni x >  3 b o ‘lgan holni qaraymiz.

x  > 3 b o ‘lsa, arifmetik ildizlarni ko‘paytirish qoidasi (3-

band, ( 1) tenglik) ga asosan, Vx -  3 • Vx + 3 = j i x  -  3)(x + 3) =

= Vx2 - 9  tenglikka ega b o ‘lamiz. Shunday qilib, berilgan tenglik

x e [ 3 ;  + oo) lar uchun 0 ‘rinli.

( ^ р )  M  a s h q 1 a  г

5.45. M urakkab ildiz form ulalaridan foydalanib, ifodalarni sod­
dalashtiring:

a) V5 + 2V6 ; d )  V1O - 2V2T;

b) V6 - V 2 0 ; e) V 4 ^  + 2V6 .



5.46. Darajaga ko‘taring:
z  N  2

2 + Уз | 2-УЗ 
<Vi+V2+V3

5.47. Ifodani soddalashtiring:



5 .48 . x  = у -  b o ‘lsa, ifodan ing  q iym atin i

toping.

5 .4 9 .  x =  13, у  = 5 b o ‘lsa,

ifodaning qiymatini toping.

5.50. Ayniyatni isbotlang:

a^+1 . 1 .
a) —  ■ — a  -  - i ;

<Z+02+l tf2- l

b)
x+ylax*)-\

_ a
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VI bob
ALGEBRAIK TENGLAMALAR  

VA TENGSIZLIKLAR

1 -  § .  B i r  o ‘z g a r u v c h i l i  t e n g l a m a l a r

1. Tenglama. Teng kuchli tenglamalar. Bir o ‘zgaruvchili Л (x) 
va В (x) ifodalardan tuzilgan

tenglik bir o ‘?garuvchili tenglama, x  ning uni to ‘g‘ri sonli tenglik­
ka aylantiruvchi har qanday qiymati esa shu tenglamaning yechimi 
{ildizi) deb ataladi.

Bir o ‘zgaruvchili tenglama yechimga ega b o ‘lmasligi, bitta yoki 
bir nech ta  ildizga ega b o l ish i ,  yoki cheksiz k o ‘p ildizlarga ega 
b o ‘lishi mumkin.

Masalan, x 2+ 4 = 0 tenglama yechimga ega emas, x + 4  = 0 
tenglama bitta ( x = ^ l )  yechimga ega, (x+ l)(x -2 )(x+  3) = 0 tenglama 
uch ta  (x = — 1, x =  2, x =  -3 )  yechimga ega va nihoyat, 0 • x =  0 
tenglam a cheksiz ko‘p yechimga egadir.

Tenglam ani yechish uning barcha ildizlari to ‘plamin\ topish 
demakdir. Agar /4,(x) = B {(x) tenglam aning yechimlari to ‘plami 
A 2{x ) = B2{x) tenglam aning yechimlari to ‘plamiga teng b o ‘lsa, 
ular teng kuchl i  tenglamalar deyiladi. Bundan, yechim ga ega 
b o ‘lmagan har qanday  ayni bir 0 ‘zgaruvchili tenglamalarning 
teng kuchli ekanligi kelib chiqadi.

1 - m  i s о 1. x2 -  5x + 6 = 0 va (x -  2)(x -  3) = 0 tenglamalar teng 
kuchli tenglam alar ekanligini k o ‘rsatamiz.

x2 -  5x + 6 = 0 kvadrat tenglama x, = 2, x2= 3 ildizlarga ega. 
Uning yechim lar t o ‘plami X x = {2; 3} dan  iborat.

( x -  2 ) ( x -  3) = 0 tenglam a ham  x 1 = 2, x2= 3 ildizlarga ega. 
Shu sababli uning yechimlari t o ‘plami X 2={2\  3} dan iborat. 
Bundan X\ = X2 ga ega b o ‘lamiz. Dem ak, berilgan tenglamalar 
teng kuchlidir.

A ( x ) = B ( x ) ( 1)
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2 - m i s o l .  x 2 -  5x + 6 = 0 va ^  = 0 ten g la m a la r  teng

kuchli tenglamalar emas (ishonch hosil qiling!).
x  o ‘zgaruvchining A(x) ifoda m a ’noga ega b o lad ig a n  barcha 

q iym atla ri  t o ‘p lam i A(x)  ifodaning  an iq lan ish  sohasin i (m av- 
jud lik  sohasini)  tashkil etadi. A{x)  va В (x) ifodalar an iq lan ish  
soha la rin ing  u m u m iy  qismi A{x) = В (x) teng lam an ing  aniq­
lanish sohasi (x  o ‘zgaruvchining jo iz  q iym atlari sohasi) deb 
ataladi.

T eng lam an ing  yech im la r  t o ‘p lam i un ing  an iq lan ish  so ­
hasini ng qism t o ‘plami b o ‘lib, unga teng b o l ish i  shart emas.

M asalan, yl~(x -  I)2 = 0  tenglamaning yechim lar t o ‘plami ham , 

aniqlanish sohasi ham  {1} to ‘plam dan iborat, lekin x2 -  5x + 6 = 0 
tenglamaning (1- misolga qarang) yech im lar  to ‘plami {2; 3} dan, 
aniqlanish sohasi esa R = (-oo; +oo) dan  iboratdir.

Endi tenglamalarning teng kuchliligi haqidagi b a ’zi teore- 
malarni keltiramiz.

1- t e  о r e m  a. Agar C (x) ifoda harcha x e X  da aniqlan- 
gan b o (lsa, A (x) + C (x) = B (x )  + C (x)  (2 )  va (1 )  tenglam alar  
teng kuchli b o ‘ladi, bu yerda  A- — (1 ) tenglam aning aniqlanish  
sohasi.

I s b o t .  a  soni (1) tenglam aning  ildizi b o ‘lsin. U holda 
A{a) =B(a)  chin sonli tenglik hosil b o ‘ladi. Ikkinchi tom ondan , 
a e A ' ekanligidan С (a )  soni mavjud va shunga k o ‘ra A { a ) + 
+ C  (a)  = B { a )  + С  (a)  ham  chin tenglik. Dem ak, x  = a  soni (2) 
tenglam aning ham  ildizi. (2) ning har bir ildizi ( 1) uchun  ham  
ildiz b o ‘lishi shu kabi ko‘rsatiladi.

T eorem adan  k o ‘rinadiki A(x) = B(x) tenglamani unga teng 
kuchli bo 'lgan f(x) = 0 ko‘rinishdagi tenglama bilan almashtirish 
mumkin.

2 - t e o r e m a .  Agar C (x) ifoda barcha  xeAf qiym atlarda  
noldan fa rq li qiym atlar qabul qilsa, (1 ) tenglama A (x )C (x )  =  
= B (x)C (x ) tenglamaga teng kuchli bo4adi, bu yerda  Л’ -  (1) 
tenglamaning aniqlanish sohasi.
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Bu teorem a 1- teorem a kabi isbotlanadi: A ( a ) = B ( a )  teng- 
l ikdan  v 4 (a )C (a )  =Z? ( a ) C  (a )  tenglik  kelib ch iqad i ,  keyingi 
tenglikdan esa C ( a ) * 0  boNganidan /1(a) = 5  (a)  tenglik hosil 
bo iad i.

K o bpaytirishda (dem ak, b o l i s h d a  ham ) С ( х ) ^ 0  b o l ish i  
m uhim . Aks holda, chet ildizlar paydo bo l ish i  mumkin.

Tenglama ikkala qismiga x  ning ayrim qiymatlarida sonli qiymatga 
ega bo lm ayd igan  ifoda q o ‘shilsa yoki ikkala qism shunday ifodaga 
ko‘paytirilsa, ildiz yo‘qolishi mumkin.

3- m i s о 1. (2x  + 1 ) (x 2 + 3) + x 3 = (x -  3 ) (x 2 + 3) + x 3 va 
2x + 1 = x  -  3 tenglam alar teng kuchli, chunki R to ‘plam da x 2 + 3 
k o ‘paytuvchi no ldan  farqli, x 3 q o ‘shiluvchi esa ba rcha  R  da 
aniqlangan.

4- m i s о 1. —— = - 4  v a x - 2  = - 4  tenglamalar teng

kuchli emas, chunki x  = - 2  da birinchi tenglama m a’noga ega emas, 
ikkinchi tenglama esa m a’noga ega va to ‘g‘ri sonli tenglikka aylanadi. 
x  -  2 = - 4  tenglamaning yagona ildizidir.

5 - m i s o l . x 2- 9  = x -  3 tenglamaning ildizlari x, = -  2 va x2 = 3. 
Agar tenglamaning ikkala qismi x -  3 ga bo lin sa ,  unga teng kuchli 
b o lm a g a n  x  + 3 = 1 tenglam a hosil b o ia d i .  Chunki, uning faqat 
bitta, ya ’ni x =  - 2  ildizi mavjud. Bu yerda, tenglamani o ‘zgaruv- 
chili ifodaga b o l is h  natijasida, berilgan tenglamaning x  = 3 dan 
iborat ildizi y o ‘qolganini ko‘ramiz.

6.1. x3 - 4 x2 + 7x - 2 8  = 0 va 2 x + 9  = 6 x - 7  tenglamalar bir xil 
ratsional ildizlarga ega ekanini isbot qiling.

6 .2 . Tenglam aning  aniqlanish sohasi X ni toping va uni yeching:

a) x 2 + 4x + 5 = 1 — Л -  + тт-Цт + Ч-; -  14 -  -  ;x  —x  2 ( x + l )  2 ( x - l )  x ’

b) x2 + 4 я2х2 -  12aA + -y = 0.
x  - 2 a

2. Bir o 6zgaruvchili tenglamalami yechishning ayrim usullari.
Biz m aktab m atem atika  kursidan ayrim sodda tenglam alam i, 
ju m lad a n ,  kvadrat tenglam ani yechishni bilamiz. Bu o ‘rinda
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um um iy holda keng q o ‘llaniladigan k o ‘paytuvchilarga ajratish va 
yangi о ‘zgaruvchi kiritish usullari ni bayon qilamiz.

T e o r e m a .  P (x)  = P x(x)  • . . .  • Pn(x) va Pk(x ), \ й к й п ,  X  
to ‘p lam da aniqlangan bo'lsin. U holda P (x) =  0 tenglamaning 
har qanday x  e  X  ildizi Pk(x) = 0, \ й к < п  tenglamalardan aqalii 
birining ildizi b o (ladi (va aksincha).

1 s b о t. a  € A' soni P  (x) = 0 tenglam aning ildizlaridan biri 
bo ‘lsin. / >(a )  = 0 yoki ^ ( a )  ■... • Pn(a)  = 0  (1).

Ko‘paytma nolga teng bo lish i uchun ko‘paytuvchilardan aqalli 
biri nolga teng b o l ish i ,  y a ’ni a  soni Pk{x) = 0, \ < k < n ,  tengla­
m alardan aqalli birining ildizi boMishi kerak. Aksincha, agar a  
soni Pk(x) = 0 tenglamalardan birining ildizi b o ‘lsa, ya ’ni Pk(x) 
ko‘paytuvchilardan birini nolga aylantirsa, ( 1) dagi k o ‘paytm a 
nolga aylanadi. Teorema isbotlandi.

1 - m i  s o l .  P{x)  = (3x+  l ) ( 3 x -  l ) ( 2 x +  5) = 0 tenglam ani 
yeching.

Y e c h i s h .  Berilgan tenglama mos ravishda x f = - 1 ;  х^ = ^;

= ~2 ildizlarga ega boMgan 3x + 1 = 0, 3x -  1 = 0, 2x + 5 = 0

tenglamalarga ajraladi. 1- teoremaga ko‘ra to ‘plam

berilgan tenglamaning yechimi b o iad i .

2 - m i s o l .  x 4 -  9x2 + 20 = 0 tenglam ani yeching.

Bu b i k v a d r a t  t e n g l a m a  d e b  a t a l u v c h i  ox4 -  Z>x2 + с = 0 

{а ф 0) teng lam an ing  xususiy holid ir. Bunday k o ‘rinishdagi 

tenglam alam i yechish uchun x2 = y  almashtirishni bajarish kerak. 

Bu alm ashtirish  berilgan teng lam ani y 2 -  9y + 20 = 0 kvadrat 

tenglamaga olib keladi. Biz berilgan tenglamani ko‘paytuvchilarga 

ajratish usuli bilan yechamiz.

Y e c h i s h .  Tenglam aning chap  qismini ko‘paytuvchilarga 
ajratamiz:
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x4 - 9 x 2 + 20 = (x4 - 4X2 ) - (5X2 -20) = x2(x2 - 4 ) -  

—5(x  ̂-  4) = (x2 -  4XX2 -  5) = (x -  2)(x + 2)(x -  V5)(x +V5) = 0.

E n d i  x - 2  = 0, x + 2 = 0, x-V 5 = 0, x +VB = 0 ten g lam a la r -  

ni yech ib ,  ber ilgan  ten g lam a  yech im la r in i  topam iz :

3- m  i s о 1. x 4 - 4x3 -  10x2 + 3 7 x - 1 4  = 0 t e n g l a m a n i  
yeching.

Y e c h i s h .  Tenglamaning chap tomonida 4- darajali ko‘phad 
turibdi. U ni kvadrat uchhad lar  k o ‘paytmasi shaklida tasvirlashga 
harakat qilamiz:

x 4 -  4x3 - 1 0 x 2 + 3 7 x - 1 4  = (x2 +/7X + ^ ( x 2 +Z?x + c).

C h a p  va o ‘ng to m o n la r d a  tu rg a n  k o ‘p h a d la rn in g  mos 
koeffitsiyentlarini tenglashtiramiz:

Bu sis tem aning b iro r  b u tun  qiymatli yechim ini topam iz. 
<?c = -1 4  dan  <7 va с lar 14 ning b o ‘luvchilari ekanini k o ‘rish 
qiyin emas. D em ak, u lar  uchun  ±1, ±2, ±7, ±14 larni sinab 
ko‘rish kerak.

Agar <7 = 1  b o ‘lsa, с = - 1 4  b o ‘ladi. Ikkinchi va uch in ch i

6 = 37

uchun  b2 -  Ъ1Ь -  42 = 0 tenglama hosil b o ‘ladi. Bu tenglam a esa 
yechimga ega emas.

Shuning uchun , 4 = 1 da sistema butun yechimga ega emas.

{-2; 2; -VBsVs}.

P + b = -4 ,  
c + q + pb  = - 10, 

pc + qb = 37, 
qc = -14 .

t e n g l a m a l a r sistemani beradi. Bu sistemadan b
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Agar <7 = 2 b o isa ,  c = - 7  ga ega bcVlamiz. Bu holda sistema 
<7= 2, с = - 7 ,  6 = 1, /? = - 5  lardan tuzilgan butun yechimga ega 
b o ‘ladi (tekshirib ko‘ring).

Shunday qilib,

x 4 -  4x3 - 1 0 x 2 + 3 7 x - 1 4  = (x2 - 5 x  + 2)(x2 + x  -  7).

Dem ak, berilgan tenglama x 2 -  5x + 2 = 0 va x 2 + x  -  7 = 0 
tenglamalarga ajraladi. Bu tenglamalarni yechib, berilgan teng-

lamaning ham  yechimlari b o iad ig a n  5±^ , ~1 sonlarni 

topamiz.

4-  m  i s о 1. (x2 + x  + 4)2 + 3x(x2 + x  + 4) + 2 x 2 = 0  tengla- 
mani yeching.

Y e c h  i s h .  C hap  tom onn i у  = x 2 + x  + 4 ga nisbatan kvadrat 
uchhad  sifatida qarab, ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

y 2 + 3xy + 2x2 = (y + x ) (y  + 2x).

Bundan (x2 + 2 x  + 4)(x2 + 3x + 4) = 0 tenglama hosil b o ‘ladi. 
Oxirgi tenglam a yechimga ega emas. Dem ak, berilgan tenglama 
ham  yechimga ega emas.

5 - m  i s о 1 . (x2 -  3x + l ) (x 2 + 3 x  + 2 )(x2 - 9 x  + 20) = -3 0  

tenglamani yeching.

Y e c h  i s h .  ( x 2 + 3x + 2 ) (x2 - 9x + 20) = (x  + l ) (x  + 2) x

x (x -  4)(x  -  5) = [(x + l)(x  -  4)] • [(x + 2)(x  -  5)] = (x2 -  3x  -  4 ) x

x ( x 2 -  3x -  10) b o ‘lgani uchun  berilgan tenglamani quyidagicha 

yozib olish mumkin:

(x2 -  3x + l)(x2 -  3x -  4)(x2 -  3x -10) = -30.
Bu tenglamada у  = x2 -  3x almashtirish orqali yangi o ‘zga- 

ruvchi у  ni kiritamiz:

(y + l ) (y  -  4 ) (y  -  10) = -30.
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Bu te n g la m a d a n  у, = 5 ,y 2 = 4 + V 56,У3 = 4 -  V30 larni 

topib, quyidagi uchta  kvadrat tenglamaga ega b o ‘lamiz:

x 2 -  3x = 5; x 2 -  3x = 4 + V30; x 2 -  3x = 4 -  Ж

Bu tenglam alarn i yechsak, berilgan tenglam aning barcha  
ildizlari hosil b o ‘ladi:

3+V29 3±V25 + 4V30 3±>/25-4>/30
" I ™ " ’ 2 ; 2

6 - m  i s o  1. x 4 -  2 V2x 2 -  x  + 2 -  V5 = 0 teng lam an i yeching.

Y e c h i s h .  V2 = a  deb, x 4 -  2б?х2 -  х  + <22 - о  = 0 tengla­
m ani hosil qilamiz. Bu tenglamani a ga nisbatan kvadrat 
tenglam a sifatida qarab, uning я = x2 -  x, я  = x2 + x  + 1 ildizlarini 
topam iz. я  = V5 b o ‘lgani u c h u n  quyidagi tenglam alarga ega 
bo‘lamiz:

x 2 -  x  = V2 ; x 2 + x  +1 =

Bu teng lam alar  berilgan teng lam an ing  ba rch a  ildizlarini 
aniqlash im konin i beradi:

l ± x / l  +  W 2 .
•^1,2 — 2  ’ ^'4  2

7- m i s o 1. 24* + 2 '^ = " 2  tenglamani yeching.
х^+х+З x -5x+ 3  z

Y e c h i s h .  x = 0  soni tenglamaning yechimi emas. Shu sababli 
berilgan tenglama quyidagi tenglamaga teng kuchli:

 4  +  5   _ 2
x + — + 1  X + - - 5  ^

X X

у = x  + ^  almashtirish olsak, y™™[ + ~ 3  = tenglam a hosil 

bo‘ladi. Bu tenglama y, = - 5 ,  y2 = 3 ildizlarga ega bo lgan i uchun

berilgan tenglam a *  + ^  = -5 ,  *  + -̂  = 3 tenglam alar majmuasiga
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ten g  kuch li .  U la rn i  yech ib ,  b e r ilgan  te n g la m a n in g  ild iz la rin i 
topam iz:

X, о =
- 5 ± V B

1,2  -  2  •

Yechilgan bu tenglama 7 Аҳ +  = D  ko‘rinish-
ax +b[X+c ax +t>ix+c

dagi tenglamaning xususiy holidir. Bunday ko‘rinishdagi barcha 
tenglamalar, shuningdek,

ax^ + t\x + c  + flx2 + Z^x+c _  ^  
ox 2  + b ix +  с  а х ^  + Ь ц х + с

va

°xi+bix+c= *  , A * 0  
ax^ + bix+c oxr + Z^x+c

ko ‘rinishdagi (bu yerda a c ± 0 )  tenglamalar ham  7- misol kabi 
yechiladi.

Chetki hadlaridan bir xil uzoqlikdagi had lar  koeffitsiyent- 
lari teng дх4 + fo 3 + cx3 + £x + я  = 0 (я *  0) ko‘rinishdagi tenglama 

to ‘rtinchi darajali qaytma tenglama deyiladi. Bunday tenglamalarni

yechish u c h u n  uning  ikkala q ism ini x 2 ga b o ‘lib, x  + ^  = z  

a lmashtirishni bajaramiz: a ^ x 2 + + ^ (x  + + с = 0 , bunda

+ y 2 = x 2 + 2 + b o M g a n id a n ,  a ( z 2-  2 ) + bz+  c =  0 

tenglama hosil b o ‘ladi. Bu tenglamaning ikkala ildizi b o ‘yicha 

x  + 1  = Zi, x  + ^  = 2̂ t e n g la m a la r  tu z i l ib ,  b u  t e n g la m a la r  

yechiladi.

8 - m i s о 1. 5 x 4 -  3 x 3 -  4 x 2 -  3x + 5 = 0 t e n g la m a n i
yeching.
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Y e c h i s h .  Tenglamaning ikkala qismini x 2 ga b o ‘lamiz, so‘ng 

Z = x  + L  va z2 -  2 = x 2 + - k  o ‘rniga q o ‘yishlarni bajaramiz. 5z2-
X  y

- 3 z  -  1 4 = 0  tenglam a hosil b o ‘ladi. Uning yechimi: {-1,4; 2}.

x  + 1  = -1 ,4  tenglama x2 + 1,4x + 1 = 0 ko‘rinishga keladi. Tenglama

diskriminanti manfiy, dem ak, haqiqiy sonlar sohasida yechim

mavjud emas. x  + ^  = 2 tenglam a esa x 2- 2 x +  1 = 0 yoki ( x -

—1)2 = 0 ko‘rinishga keladi. Bu tenglam a ikki karrali x =  1 ildizga 
ega. Berilgan tenglam aning yechimi: 1.

9 -  m  i s о 1. ( x 2 + 2 7 ) 2 - 5 ( x 2 + 2 7 ) ( x 2 + 3) +6 ( x 2+ 3 ) 2= 0 
tenglamani yeching.

y 2- 5 y + 6 = 0 tenglam a hosil b o ‘ladi. y { = 2, y 2=3  larga egamiz.

■1112!  = 2, A' V 27 = 3 tenglam alar m os  ravishda ± V 2l va ± 3
x  + 3  x  + 3

ildizlarga ega.

10- m i s о 1. ЛДх)) = x  ko‘rinishidagi tenglamani yechamiz.

Y e c h i s h .  x2 -  4x + 6 = x ten g lam a  x, = 2, x2 = 3 ildizlarga 

ega b o ‘lgani u c h u n  (x2 -  4x + 6)2 -  4(x2 -  4x + 6) + 6 k o ‘p h a d  

(x- 2)(x- 3) ga qo ld iqs iz  b o ‘linadi.  B o‘lishni bajar ib , x2-  3x + 3 
b o T i n m a n i  t o p a m i z .  (* )  n i  (x2 -  3x + 3)(x- 2)(x- 3) = 0 

k o ‘r in is h d a  y o z ish  m u m k in .  Bu te n g la m a  x=2, x= 3 l a rd a n  

b o sh q a  haq iq iy  ildizga ega em as. (*) ten g lam an in g  ham m a ildiz­

lari: 2; 3.

Y e c h i s h .

(x2 -  4x + 6)2 -  4CX2 -  4x + 6 ) + 6 = x. (*)
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6.3. Chiziqli tenglamalarni yeching:
a) 3x + 1 = o;
b) 5 + x =  ax',
d)  4 = ax',
e) x  = a2x;
0  a x -  a2 = 4 -  2x;

j ) a x -  b2 = 7; 
k) 3 -  a2x  = x  -  b.

g) a+  x = a 2x -  1;
h) ax — b = 1 + x; 
\) x = b -  a2x\

6 . 4 .  m ■ x  = n tenglam a:

a) faqat b it ta  ildizga;
b) faqat ikkita h a r  xil ildizga;
d) faqat 1000 ta  h a r  xil ildizga;
e) cheks iz  k o ‘p  h a r  xil ildizga ega b o ‘lishi m u m k in m i?

6 . 5 .  a x =  1  +  b2 ten g lam a  cheksiz  k o ‘p  h a r  xil i ldizlarga ega b o ‘- 
lishi m u m k in m i?

6.6 . (a -  \ ) x = a 2 - 3 a + 2 teng lam a cheksiz ildizga ega b o ‘lmasligi 
m u m k in m i?

6 . 7 .  O ta  45 yoshda ,  o ‘g1i 15 yoshda. N e c h a  y ildan  keyin  o ‘g4i 
o tas idan  ikki m arta  k ichik b o ‘ladi?

6.9. m ning qanday qiymatlarida berilgan tenglamalar R da teng 
kuchli b o ‘ladi:

a) 2x + 3 = 12 va 2x+  3 = 12(3m -  ^ )  + 15;

b) 3x + 5 = 12 va (Зх +5)(Заи-  i ) =  12;

d) 4 -  3x=  5 va - 3 x +  4 = 3m -  8 ;
e) 1 Ox -  /их = 1 va (10 -  m ) x = 0  ?

6 .8 . Tenglam ani yeching:

a) 3x(x -  1) -  17 = x( 1 + 3x) + 1;

b) 2x -  (x + 2) • (x -  2) = 5 -  (x -  1 )2;
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6.10. Tenglam ani yeching:

a) { x + 2 ) { a -  1) + 1 = я 2; b) x = a 2x\

d) a x  -  a2 = 4 -  2x; e) a + x =  a2x  -  1;

f) a x - b 2 = 7\  g) ax -  b = \ + x.

6.11. Tenglam aning  yechimlari to ‘plam ini tuzing:

x 3 - 2 x  x - 2  X .
a) —  = — + 5 ’

, x l - 3 x  5 x - l  7x .
b)  x r  = ~ j - - - '

d)  ^ 5 - ^  = l 5 ± l _ o , 6 ;

x 8x + l  9x 6x — 1 , л  1 .e) 2 r  = T “ ’ ’
rx 5 x - 2 _ 2 x  + 3 x  + 2 .  
u  3 ’

g) 3(x + 8) = 4(7 -  x);

h )  ( x + 3 ) ( x - 6 ) = ( x + 2 ) ( x + 1) + 4;

i) ( x -  3 ) ( x -  4) = ( x -  5 ) ( x -  6 ) -  7,5.

6 .12. Kvadrat uchhaddan  t o ‘la kvadrat ajrating:

a ) 2 x 2 + 4 x - 3 ;  О ^ - б х + З ;

b) ^ x2 - 4 x + 1 6 ;  g) ax2 -  4a2x  + 4a3 + 3-,

d) - 5 x 2 + 20x -  13; h) 6a2x -  9a3 -  ax2 + a -  \ -

e) - 0 ,5 x 2 -  0 ,2 5 x -  2,25; [) x 2 + (a + b)x+ ab .

6.13. x  ning barcha  qiymatlarida x2 + x  + 1 kvadrat uchhad  musbat 
q iym atlar  qabul qilishini isbotlang.

6.14. x  ning barcha  qiymatlarida - 3 x 2 + 1 2 x -  13 kvadrat uchhad  
manfiy qiym atlar  qabul qilishini isbotlang.

6 .15. 15 sonini ko‘paytmasi 70 ga teng b o iad ig a n  ikkita sonning 
y ig lnd is i  k o ‘rinishida yozish m um kinm i?



6 .1 6 .  x 1 va x 2 lar x2 -  7x +  10 = 0 tenglam aning ildizlari b o ‘lsin. 
Bu ildizlarni topm ay, quyidagilarni hisoblang:

a) x,2 + х 2;

b) x ,3 + x2 ; 

-L + -L-
d )  X \ x 2 1

e) 7 + l 'x , X2

f ) *2 V

g) x, x2 ------
07  1 z x i x 2 ’

h) (x ,x 2)2 - x ,3 - x ^ ;

i) xj2 + x2 + 2x, x2 .

6 .1 7 .  6.16 dagi tenglamani -3 x 2 + x + 2 4  = 0 tenglama bilan al- 
mashtiring va hisoblashlarni bu tenglam a uchun  bajaring.

6 .1 8 .  X! va x2 lar ях2 + 6х + я  = 0 tenglam aning ildizlari b o ‘lsa, 
x, va x2 sonlari o ‘zaro teskari sonlar ekanini isbotlang.

6 .1 9 .  Berilgan tenglamani yechmay, uning ildizlari ishorasini 
aniqlang:

g) 6x 2 — x  — 1 = 0 ;

h) - 2 0 X 2 -  3x + 2 =  0;

i) x 2 -  6x +  10 = 0 ; 

j ) - 3 x 2 + 17 = 0;

k) - 5 x 2 + x -  7 = 0 .

a) x2 -  4x + 3 = 0

b) x2 -  6x  + 5 = 0

d) x2 - x  -  42 = 0

e) x 2 -  x  -  6 = 0 ;

0  x2 + x +  1 = 0 ;

6 .2 0 . Ildizlari:

a) 2 v a - 3 ;

b) -1  va -5 ;

0  i  va 1 ;

g) -  ^ va -  ^ ; i) a  va (3 

b o ‘lgan kvadrat tenglama tuzing.

6 .21. Ildizlari у va b o ‘lgan shunday  kvadrat teng lam a 

tuzingki, uning barcha koeffitsiyentlari butun sonlar bo4ib, 
ularning yig‘indisi 6 ga teng b o llsin.
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d) 2 va 2 ;

e) j  va 

h) 0 va 5;



6.22. Ildizlari 3 va - 2  b o ‘lgan shunday kvadrat tenglama tuzingki, 

uning bosh koeffitsiyenti ^ b o ‘lsin.

I ld iz la r idan  biri: a )  2 + V 5 ga, b) 3 - V 2  ga, d ) 2 - V 5

ga, e) 3 + Vs ga teng bo ‘lgan butun koeffitsiyentli keltirilgan 
kvadrat tenglama tuzing.

Kasr ratsional tenglam alarni yeching:

^ 5(x -  2) 2 ( x - 3 ) _ 1  x2- l  „2 1
6-23- Ч 7 Т  - - Г Г Г  -  1  6.24.— - x

/: i c  У+5 _ У - 5 -  У+25 £ i/L x1 -  25
y 2 - S y  2 y2 - \ 0 y  2^2 - 5 0  * x + ^ x + 5

.  3 ( 9 x - 3 )  _  n , 3x + l ,  3 - 7 x  _  l , 5 - 3 , 5 x
6 -2 7 - " 9 1 Г Г  =  2  +  З П 1 6 -2 8 * 2 1 7 4  -  ~ х + У '

#1 - 7 0  x+  3 x - 3 10 36 l + x _ f l
б-29- У з + У з  -  7  + 7 7 ^  6 Ж  1 У  7 -

у- -11 Зй х- 5  3<z-ll  _ 2 x  + 7 г - 17  5 + 2x  _  3(х + 1)
* (а -1 )( х + 3 ) +  а - I  -  x + 3  ' * " 4 x - 3  7 - x

6.33. - i5— 5 ^ —  ^  = °- 6-34- A  = ^4 •x — 1 x + x + 1 x  — 1 x + 3  x+ 3

z- i r  x 2 — 6 x 5 £ x2 - 6 x  5 л
6 -3 5 - - r r  =  5 ^ -  I T T  ~  7 ^ 1  ~

6.37. = 1 + ■— г • 6.38. -  = 3x + 2.x + 2  x - 2 ' x

z -  - i r x  4_______ 4   5 z- z r i  2x — 2 x  — 3 г

9 y 2 ~ l  3y+ l - I - 3 y -  Т Г Т  -  T T  = 5'

6.41 .-Ч  + 1 = - Ч  + Л - -  6.42.^dri = l ^ .x + 3  x - 3  3 - x  x  2

Tenglam alarni k o ‘paytuvchilarga ajratish usuli bilan yeching:

6.43. x3 -  Зх = я3 + -L(fl *  0). 6.44. x3-  8x2- x +  8 = 0.
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6 .4 5 .x 3- 0,1*= О,Зх2.

6.47.У - у 3-  \6 у 1+ 1бу= 0.

6.49. х4 -  х2 = 6х3 -  6х. 

6.51.2х4-1 8 х2=5х3-45.

6.46. 9х3-  18х2- х +  2 = 0.

6.48. х 3- х 2 = х -  1.

6.50. Зх3 -  х2 + 18 х -  6 = 0.

6.52. Зу2-  2у= 2У3-  3.

6.53. х3 - З х - 2 = 0.
6.54. (х2 + х +  1)(х2 + х+ 2 ) -  12 = 0.
6.55. 2(х2 + 6х +  1)2+ бСх2 + 6х +  ^ ( х 2 + 1) + 2(х2 + I )2 = 0.
6.56. (х2- х +  I)4-  6х2(х2- х +  1)2+ 5х4 = 0.

6.58. х3+ 7х2+ 14х + 8 = 0.

6.59. х3 - 5 х + 4 = 0 .

6.60. х3- 8 х 2 + 40 = 0.

6.61. х3- 2 х -  1 = 0.

6.62. х4 - 4 х2 + х + 2  = 0.

Tenglamalarni yangi o ‘zgaruvchi kiritish usuli bilan yeching:

6 .63. (x2-  5x+  4)(x2 -  5x+  6) = 120.

6 .64. ( x 2 +  3)2-  11(x2 + 3 ) + 2 8  = 0.

6.65. f 4 - 2 r 2- 3 = 0.

6 .66. 2У*- 9 ^  + 4 = 0.

6.67. 5 / - 5 ^ + 2  = 0.

6.68. л4 -  4x2+ 4 = 0.

6 .69. (x2-  2 х ў - ( х -  1)2 + 1 = 0.

6 .70. (x1+ 2 x )2 - ( x +  1)2= 55.

6 .71. (x1 + x +  IXa^ + xh- 2) - 1 2 = 0 .

6 .72. (x2-  5x+ 7) -  ( x -  2 ) ( x -  3) = 0.

6 .73. ( x -  2)(x+ l ) (x +  4)(x+  7) = 19.

6.74. 2x8 + x 4 -  15 = 0.

6.75. ( 2 x -  1)6 + 3 ( 2 x -  1)3= 10.
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6.82. ()? + 2х)г - ( х +  1)2 = 55.

Qaytma tenglamani yeching:

6.83. х4 -  Зх3 + 4Х2-  Зх+ 1 = 0. 6.84. х4 -  Зл3 + Зх+ 1 = 0.
6.85. х4 -  4Х3 + х2 -  4х+ 1 = 0. 6 .86 . 2Х4 -4Х3 + 2Х2 -4 х +  2= 0.
6.87. х4 + 2л3 -  х2 + 2х+ 1 = 0. 6 .88 . х4+ 2 х 3 + х2 - 2 х + 1 = 0.

Qaytm a tenglamalarning barcha haqiqiy ildizlarini toping:

6 . 8 9 . x4 + 5 x3+ 2 x2+ 5 x + 1 = 0 .

6.90. 4x4 + 2x3+ 3x2 + x +  1 = 0.
6 .91. 2x4 + Зх3-  П х 2-  6x +  8 = 0.
6 .92. 3x4 - 2 x3 + x2- 6 x + 27 = 0.

6.93. Tenglamalarni yeching:

a) Sx3 -  Збх2 + 54x = 0;

b) 16x4 + 32x3 + 12x2 + 8 x -  80 = 0;

d) x4 -  Sx3 + 24x2-  8x =  65;

e) (x2-  I ) 2 + 5(x4 -  1) - 6 (x2+ I )2 = 0;

0  ( x -  2 )2 + ( x -  2) (x+  1) + (x+  I )2 = 0 ;

g) (x2 -  3 )2 -  7(x4 -  9) + 6 (x2 + 3)2 = 0.

6.94. f ( f ( x ) ) = x  ko^inishidagi tenglamani yeching:

a) (x2 + 2 x -  5 )2 + 2(x2 + 2 x -  5) -  5 = x;



b) (x2-  8x +  18)2-  8(x2-  8x +  18) + 18 = x ;

d) (x2- 3 x + 3 ) 2- 3 ( x 2- 3 x + 3 )  + 3  =x ;

e) (x2-  x -  3 )2 -  (x2-  x -  3) -  3 = x;

О (x2-  9x+  16)2-  9(9x2-  9x+  16)+ 16 =x.

3. Modul qatnashgan tenglamalar. 0 ‘zgamvchisi modul belgisi 
ichida qatnashgan tenglama modul qatnashgan tenglama deyiladi.

M a sa la n ,  |x| = 1, |3x -  5| = x, x 2 + | x - l |  = x  te n g la m a la rn in g

har biri modul qatnashgan tenglamadir.
M odul qa tnashgan  tenglam alarn ing  am aliyotda  eng k o ‘p 

uchraydigan turlarini qaraymiz:

1) \ f ( x ) \  = g ( x )  ko‘rinishdagi tenglama. M odulning ta ’rifiga

ko‘ra o ‘rinli b o ‘lgan

m unosabatdan  ko‘rinadiki, | / ( x ) |  = g (x )  tenglam aning barcha 
yechimlarini topish uchun  / ( x )  = g (x )  tenglam aning / ( x ) >  0 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha yechimlarini va - / ( x )  = 
= g ( x )  tenglam aning / ( x ) < 0  tengsizlikni qanoatlan tiruvchi 
barcha yechimlarini topish yetarli, y a ’ni 
| / ( * ) |  = S (* )  tenglama

sistemalar majmuasiga teng kuchli.

1 - m i s o l .  |3 x - 2 |  = x  tenglamani yechamiz.

Y e c h i s h .  Bu tenglama uchun  (2) va (3) sistemalar mos 
ravishda quyidagicha b o ‘ladi:

( 1)

(2) va (3)

3x -  2 = x, -  (3x -  2) = x, 
3x -  2 < 0.3x -  2 > 0 yokl
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Bu sistemalarni yechib, berilgan tenglamaning barcha yechim ­

larini olamiz: x, = ^ X j  = 1 .

(2) sistema \ ’ sistemaga, (3) sistema esa
lg (x )г 0

r / ( x )  =
< z x ’ sistemaga teng kuchli ekanini ko‘rish qiyin emas.U (x )  > о
Shu sababli |/(x )| = g (x )  tenglama

f / ( x )  = g (x ) ,  f / ( x )  = - g ( x )U),o (4) va U)>0 (5)
sis tem alar majmuasiga teng kuchli.

2- m  i s o l .  |3x2 -  2| = x  tenglam ani yechamiz.

Y e c h i s h .  (4) va (5) sistemalarni tuzamiz:

J 3 x 2 -  2 = x ,  J 3 x 2 -  2 = - x ,

lx  > 0 yoki |x  > 0.

Bu sistemalarni yechib, berilgan tenglamaning barcha yechim ­

larini hosil qilamiz: x, = | , x 2 = 1 .

| / ( x ) |  = g (x )  tenglam aning ayrim xususiy hollariga to ‘xta- 

lamiz:

\ f  (x)| = a tenglam a (bu yerda a e TV) я < 0 da yechimga ega

emas; я > 0 b o klganda f ( x )  = a va / ( x )  = - a  tenglam alar m aj­
muasiga teng kuchli;

| / ( x ) |  = / ( x )  tenglam a / ( x ) >  0 tengsizlikka teng kuchli; 

| / ( x ) |  = - / ( x )  tenglam a / ( x )  < 0 tengsizlikka teng kuchli.

Vx2 - 5 x  - 13- m i s o l . = - 2  tenglamani yechamiz.
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Y e c h i s h .  | / (x)| = a  ko‘rinishdagi bu tenglama yechimga ega 

emas, chunki a  = - 2  < 0 .

4 - m i s o l .  |3 x - 4 |  = 1 tenglamani yechamiz.

Y e c h i s h .  Bu tenglama \ f  (x)| = a ko‘rinishda va о = 1 > 0 .

Shu sababli bu tenglamani yechish uchun  3 x - 4  = -1,  3 x - 4  = 1

tenglamalarni yechish kifoya. Ularni yechib, x, =1 , x2 = l |  larni 

hosil qilamiz.

5 - m i s o l .  |3 x - 4 |  = 3 x - 4  tenglamani yechamiz.

Y e c h i s h .  | / ( x ) |  = / ( x )  k o ‘rinishdagi tenglamaga egamiz.

Shu sababli berilgan tenglama 3x -  4 > 0 yoki x  > 1^ tengsizlikka 

teng kuchli. Dem ak, berilgan tenglam aning barcha yechimlari 

to ‘plami [1^ ;  + со) oraliqdan iborat.

6- m i s o l .  |3 x - 4 |  = 4 - 3 x  tenglamani yechamiz.

Y e c h i s h .  Bu tenglama | / ( x ) |  = - / ( x )  ko‘r in ish d ab o ‘lgani

uchun  3 x - 4 < 0  yoki x < 1^ tengsizlikka teng kuchli. Demak,

berilgan tenglam aning barcha yechimlari ( -° ° ;  1 j  oraliqdan 

iborat;

2) | / ( x ) |  = |g (x)| ko‘rinishdagi tenglama.

a,b  e  R  sonlarini qaraymiz. Agar a = b b o ‘lsa, \a\ = \b\ b o ‘lishi 

ravshan. Agar a = - b  b o ‘lsa, \a\ = \-b \  = \b\ b o ‘ladi. D em ak, a = b 

yoki a = - b  b o isa ,  \a\ = |Z7| b o ‘ladi.

Endi \a\ = \b\ b o ‘lsin. b > 0 ,  b < 0  hollar b o ‘lishi mumkin. 

Agar b > 0  b o ‘lsa, \a\ = b tenglikka, bundan esa a = b yoki a = -b  

tenglikka ega boMamiz; b < 0  boMsa, \b\ = - b  b o ‘lib, \a\ = - b
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tenglikka, bundan  esa a = - b  yoki a = b tenglikka ega b o ‘lamiz. 

Dem ak, \a\ = \b\ b o ‘lsa, a = b  yoki a = - b  b o ‘ladi.

Yuqoridagi m ulohazalardan ko‘rinadiki, \a\ = \b\ tenglik a = b 

yoki a = - b  b o ‘lgan hollarda o ‘rinli boMadi, qolgan hollarda esa 

o ‘rinli b o ‘lmaydi. Bundan foydlanib, quyidagiga ega b o ‘lamiz:

f ( x )  = g(x),
| / U ) |  =  |g (* ) |  tenglama 

kuchli
: / ( x )  =  - g (* ) majmUaSiga te"g

7- m i s o l .  |3 x - 4| = |x| tenglamani yechamiz. 

"3x -  4 = x,
Y e c h i s h . 3x -  4 = - x m ajm uani tuzib, uni yecham iz

Birinchi tenglam a x = 2 ,  ikkinchi tenglama x =  1 yechim ga ega 
Dem ak, 1 va 2 sonlarigina berilgan tenglamaning yechimi b o iad i

|х|2л = |x2/'| = x 2" tenglik ixtiyoriy n e R  sonlari uchun  o ‘rinli

bo 'lgani sababli, | / ( x ) |  = |g(x)| ko‘rinishdagi ayrim tenglamalarni 
juft darajaga k o ‘tarish usulida yechish ham  mumkin.

8- m i s o l .  |2 x - 3 |  = |x + l| tenglamani yechamiz.

Y e c h i s h .  Tenglamaning ikkala tomonini kvadratga ko‘tarsak, 
( 2 x -  3)2 = ( x +  I ) 2 yoki 4x2 -  12x + 9 = x2 + 2x + 1 tenglam a hosil 
bo iad i.

Bundan, Xj = 4, x2 = -̂ yechim larni topamiz;

3) | / (x )  + g(x)| = |/(x ) | + |g(x)| k o ‘r in ish d a g i  t e n g la m a .

\a + b\< \a\ + \b\ tengsizlikda (a, b s R )  tenglik belgisi a b > 0  b o ‘l- 

g a n d a g in a  o ‘rinli b o l i s h i n i  n aza rd a  tu tsak ,  | / ( x )  + g(x)| = 

= | / ( * ) М # ( * ) |  t e n g l a m a  / ( x )  • g ( x )  £  0 te n g s iz l ik k a  te n g  

kuchli ekan in i k o ‘ram iz .

9- m  i s o  1. x 2 - 5 x + l = x 2 +5|x| + l tenglamani yechamiz.
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Y e c h i s h .  Berilgan teng lam ani quyidagicha yozib olish 

mumkin: ( x 2 + l ) + ( - 5 x )  = x 2 +1 + | - 5 x | . Shu sababli bu tenglama

(x2 + 1) • (-5x) > 0 tengsizlikka teng kuchli. Tengsizlikni yechib, 
berilgan tenglamaning barcha yechimlari to ‘plami (-oo; 0] ni hosil 
qilamiz.

Endi m odul qa tnashgan  tenglam alarn i yechishda q o ‘lla- 
niladigan eng samarali usullardan biri — «oraliqlar usuli» ning 
mohiyatini misol yordam ida tushuntiramiz.

1 0 - m i s o l .  | x - l | - 2 | x - 2 |+ 3 |x - 3 |  = 4 tenglamani «oraliqlar 
usu lbda  yechamiz.

Y e c h i s h .  x - 1 = 0 ,  x - 2  = 0, 
x  -  3 = 0 tenglamalarni yechib, x  = 1, 
x = 2 ,  x = 3  sonlarini hosil qilamiz. 
Bu sonlar sonlar o ‘qini to ‘rtta (I, 

2l-rasm. II, III ,  IV) oraliqqa ajratadi (21-
rasm ).  B erilgan  t e n g l a ma n i  shu 

oraliqlarning har birida yechamiz.

x < l  b o ‘lsa, |x —1| = 1—x , | x - 2 | = 2 - x ,  | x - 3 |= 3 - x  b o ‘lgani

uchun berilgan tenglama (1 -  x) -  2(2 -  x) + 3(3 -  x) = 4 k o ‘rinishni 
oladi. Bu tenglama x <  1 shartni qanoatlantiruvchi yechim ga ega 
emas. D em ak, berilgan tenglama (-oo; 1) oraliqda yechim ga ega 
emas.

l < x < 2  b o ‘lsa ,  |x —1| = x  — 1, | x - 2| = 2 - x, | x - 3| = 

= 3 - x  b o ‘lgani sabab li ,  b e r i lg an  te n g la m a  ( x - l ) - 2 ( 2 -  
- x )  + 3(3 - x )  = 4 k o ‘rinishni oladi. Bu tenglama soddalashtirilsa, 
0 ■ x  = 0 tenglam a hosil b o ia d i .  0 • x  = 0 tenglam aning 1 < x  < 2 
tengsizlikni q anoa tlan t iruvch i  b a rc h a  yech im lari  t o ‘p lam ini 
tuzamiz: [ 1; 2).

2 < x <  3 b o isa ,  tenglama x =  2 yechimga, x >  3 b o ig an d a  esa 
ten g la m a  x = 5  dan  ibora t yagona  yech im g a  ega ekanlig ini 
yuqoridagidek aniqlash mumkin.

Qaralgan to ‘rtta oraliqlardagi yechim lar t o lplamini tuzamiz:

0  U [1; 2) U {2} U {5} = [1; 2] U {5}. S h unday  qilib, [1; 2] U {5}
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to ‘plamdagi sonlar va faqat ular berilgan tenglamaning yechimi
bo iad i.

( t v )  M  a s h q 1 а г

| / ( x ) |  = а{а  e  R)  k o ‘rinishdagi tenglamani yeching:

6.95. |x| = - 2 . 6.104. |3 -  x| = -1.

6.96. |x| = 2 . 6.105. |fl + x| = - 2 .

6.97. |x| = 0 . 6.106. 1 X и p

6.98. jx - 1| = - 2 . 6.107. x 2 -  3x +1 = 1.

6.99. | x - l |  = 2 . 6.108. x 3 -  x  = 0.

6 .100 . | x - l |  = 0 . 6.109.

оIIX1
'У

6.101 . |2x -  5| = -1. 6.110. X 2 = 9 .

6.102. |2x -  5| = 1. 6.111.

оII1

6.103. |2x -  5| =  0. 6.112 . Iх - N1 =  0'

| / ( * ) |  = f { * )  k o ‘rinishdagi tenglamani yeching: 

6 . 113.

6 . 114.

6 . 115.

3 x 2 -  7x + 4 = 3x2 -  7x + 4. 

x 2 -  14x - 15| = x 2 -  14x - 1 5 .

2 -  x  -  x 2 = 2 -  x  -  x 2.

6.116 . |3x2 -  7x + 6 = 3x2 -  7x + 6.

| / ( x ) |  = - f i x )  k o ‘rinishdagi tenglamani yeching:

6.117. |3х2 -  7x + 6 = 7x -  6 - 3 x 2.
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6.118. |x4 - x 2| = x 2 - x 4 .

6.119. | - x 2 -  4 x  -  4| = x 2 + 4 x  + 4.

6.120. |(x - 1)2 (x  -  2 )(x  -  3)| = (x  - 1)2 (2 -  x ) (x  -  3). 

/(I-^I) = ko^rinishdagi tenglamani yeching:

6.121 . |x| = 3x -  5. 6 .122. x 2 + |x| -  6 = 0.

6.123. |*| = * 2 -  3x + 5. 6 .124 . x  + |x| + 5 = x 2.

| / ( * ) |  = g (x )  ko‘rinishdagi tenglamani yeching:

6.125. |x + 2| = 2(3 -  x). 6 .126. |3x -  2| = 11 -  x.

6.127. 2 x 2 + 2x  -  5 = x  — 1. 6 .128. |3x + 1| = 5 + 6x.

Tenglam ani oraliqlar usuli bilan yeching:

6.129. |3x -  8| -  |3x -  2| = 6 . 6.130. |x -  1| + |x -  3| = 2.

6.131. |x -  1| + |x -  3| = 3. 6.132. |x| -  |x -  2| = 2.

6.133. |x -  3| + |x + 2| -  |x -  4| = 3.

| / ( x )  + g(x)| = | / ( x ) |  + |g(x)| k o ‘r in ish d ag i  t e n g la m a n i  

yeching:

6.134. |7 -  2x| = |5 -  3x| + |x + 2|.

6.135. 6.136. |5 x - 4 |  = |x| + 4 |x - l | .  

6.137. |6x  + 13 |+ |7-6x | = 20. 6.138. | 6 x | - | 6 x - 5 |  = 5.

6.139.  1 3 - | - x  + 13| = |x|.

Ichm a-ich  m odullar qatnashgan tenglamani yeching:

6.140.  |2 - |1  - |x | | |  = 1. 6.141. | |x | -3 |  = 3 - |x | .
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| / ( x ) |  = |g(*)| k o ‘rinishdagi tenglamani yeching:

6 .1 4 4 .  | 3 x - 5 |  = |5 - 2 x | .  6 .1 4 5 .  |x  + l| = | x - l | .

6 .1 4 6 .  |l - | 2 - x | |  = |3 + x|. 6 .1 4 7 .  ||3 -  2x| -  l| = |x - 1|.

P aram etr  qatnashgan tenglamani yeching:

6 .1 4 8 .  2 |х + я | - | х - 2 я |  = 3д. 6 .1 4 9 .  a -  = a.1 1 1 1  |x+o|

6 . 1 5 0 . |x 2 - fl2| =  (x  + За)2. 6 .1 5 1 .  х = 2 |х - д | - 2 |х - 2 д | .

4 .  M u h a m m a d  a l - X o r a z m i y  — a lg e b r a  fa n in in g  a s o s c h i s i .
U lug‘ a llom ala rim izdan  biri, a lgebra fanining asoschisi Abu 
Abdulloh M uham m ad  ibn M uso al-Xorazmiy (Xorazm  780 -  
B ag‘d o d  847) o ‘z in in g  «A l-jabr  va 1 -m uqobala»  k i to b id a  

ax2+ bx+  c= 0 , ДХ2 + c=  bx, bx+ c= ax2, ax2 = bx, ax2 =c, b x = c  
k o ‘rinishdagi tenglam alarning nom anfiy  ildizlarini topishning 
algebraik usulini ko‘rsatgan, uni geometrik  tahlil etgan. Masalan, 
b izdan  6 x 2 -  22x -  4 =  4x2 -  2x - 4 6  teng lam an i yechish  talab 
etilgan b o ‘lsin. Dastlab, tenglamani sodda ko‘rinishga keltiramiz. 
Buning uchun:

1) tenglikning bir tom on idan , biror son (ifoda)ni tenglikning 
ikkinchi tom oniga o ‘tkazamiz (Al-jabr arabcha so‘z b o ‘lib, o ‘tka- 
zish, m ajbur qilish m a ’nosini beradi). Son (ifoda) ayrilayotgan 
b o ‘lsa, uni tenglikning ikkala tomoniga qo‘shamiz. Natijada manfiy 

ishorali hadlar almashadi:

6x2 -  2 2 x -  4 = 4x2-  2 x -  46; (+22x, +4, +2x, +46);
6x2 + 2x+ 46 = 4x2 + 22x+ 4.

Hozirgi vaqtda bu amal manfiy ishorali hadni tenglikning 
ikkinchi tom oniga  m usbat had qilib o ‘tkazish deyiladi;

2) Al-hatt  (qo ‘yish, ortiqchasini olib tashlash). Bizning mi- 
solda tenglikning ikki tom onini 2 ga qisqartiramiz:

13 -  Algebra, I qism  193



Зд^ +  х +  23 = 2х 2+ 1 1 х +  2 ;

3) al-muqobala  (m uqobil q o ‘yish, tenglikning bir to m o -  
nining ortishi ikkinchi tom onning  o ‘shancha  kamayishiga teng 
kuchli). Shunga ko‘ra tenglikning ikkala tom onidan  2X1 ni, x  ni, 2 
ni ayiramiz. Natijada

x*+ 2\ = lOx (1)

tenglama hosil b o ia d i .  ( 1) tenglamani yechamiz.

I. Yuzi x 2 (yuz birligi) ga teng b o lg a n  ABC D  kvadrat va yuzi 
21 (yuz birligi) ga teng boMgan CD EF  to 'g 'ri  to ‘r tburchak yorda­
mida A B F E  to ‘g‘ri to ‘rtburchak yasaymiz (22- rasm).

A B F E  t o ‘g ‘ri t o ‘r tbu rchakn ing  yuzi 10x (yuz birligi) ga 
( te n g lam a n in g  o ‘ng to m o n id ag i  ifoda)  teng . Bu h o ld a  A E  
tom onning  uzunligi 10 (uzunlik birligi) ga teng b o ‘ladi.

II . L nuqta A E  tomonning o ‘rtasi bolsin . U holda AL = L E = 5 .  
x < A L  ( 2 2 - rasm) holni qaraymiz.

Tom oni 5 (uzunlik birligi) ga teng b o ‘lgan L N M E  kvadratm  
va / >/ г= x  tomonli P R M F io 'g n  to ‘rtburchakni yasaymiz. CK= PK=  
= 5 -  x  b o ‘lgani uchun  P R M F to 'g 'n  to ‘rtburchakning yuzi CD LK  
to ‘g‘ri to ‘rtburchakning yuziga, L N M E  kvadraining yuzi esa DCFE  
to bg lri to ‘rtburchak va AW/??kvadrat yuzlarining yiglndisiga teng 
b o ia d i .  Shu sababli K N R P  kvadratning yuzi 52 - 2 1 = 4  (yuz 
birligi) ga, tom oni esa K N = V 4 =2 (uzunlik birligi) ga tengdir. 
L N  = x +  K N =  5 tenglikdan, x =  3 ekanligi kelib chiqadi.

x > A L  holni qarash bilan ikkinchi ildiz x = 7  ni ham  topish 
mumki n.

A x  D L E

к P x  F
С ![ - 1 __________ I

N R  M

22- rasm .
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Agar ЛЕ  ning uzunligi b ga, A B F E  to'g^ri to ‘rtburchakning 
yuzi esa e g a  teng deb hisoblansa, x2 + c = Axtenglama ildizi uchun

x  = I  + -  с , y a ’ni x  = h^)l /̂ ~ 4c formula hosil bo 'ladi.

Al-jabr va l-m uqobaladan  foydalanib, quyidagi tenglamalarni 
yeching va unga geometrik tahlil be ring:

a) x2 + 8 = 16; b) x2 -  5 = 7; d ) |  -  x 2 = 1;

e) 4x2 = 5; 0  8x2-  6 = 3; g) 8x2- 19 = l O x - 27.

2 -  § .  Y u q o r i  d a r a j a l i  a l g e b r a i k  

t e n g l a m a l a r

1. Bezu teorem asi. C o rner  sxemasi. Ko‘phadning ildizlari.
(Etyen Lezu (1730 — 1783) -  fransuz matematigi). P(x) ko‘phad- 
ni x -  a  ikkihadga bo iganda  bo linm ada  Q (x), qoldiqda R(x) qolsin:

P(x) = ( x - a ) Q ( x ) +  R(x). ( 1)

A gar  bu  m u n o s a b a tg a  x =  a  q o ‘y ilsa , P (a)  = 0 ■ Q (a )  + 
+ R(a)  = R(a)  = r  hosil b o ia d i .  Shu tariqa ushbu teorem a is- 
botlanadi:

1 - t e o r e m a  {B ezu). P (x )  = a0x n + о ™ 1 + ... +an_ , x + 
+ *  0)  k o ‘phadn i  x - a  ga  bo'lishdan chiqadigan r  qoldiq
shu ко phadning  x  =  a  dagi qiymatiga teng, r  = Д а ) .

Masalan, 1) x5 + x +  20 ni x + 2  ga b o l is h d a n  chiqadigan 
qo ld iq  r=  ( - 2 ) 5 + ( - 2 )  + 20 = - 1 4 ;  2) x5 + x  + 34 ni x + 2  ga 
b o l ish d an  chiqadigan qoldiq /*= ( -2 ) :> + (-2) + 34 = 0.

Dem ak, x  = - 2  soni shu ko 'phadn ing  ildizi.

N a t  ij a 1 a г. Aze A boiganda:
1) x" -  an ikkihad x  -  д ga b o l in a d i .  Haqiqatan, P {a) = an -  

-  я "  =  0 ;
2) x ” + a n i k k i h a d  x - a  ga  b o ‘l in m a y d i .  H a q i q a t a n ,  

P  (o) = a" + a n = 2xn ф 0;
3) x 2n -  a2n ikkihad x  + a ga bo linad i.  Haqiqatan, P ( -a )  = 

= { -a )2n -  a2n = 0 ;
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4) x2/1+l - a2n+] ikkihad x + a  ga boMinmaydi. H aqiqatan , 
P ( - a )  = (~a)2n+] -  a2n+l = - 2 a 2n+l *  0;

5) x 2n+[ + a 2n+l i kki had x + a  ga bo ' l i nadi .  Ha q i q a t a n ,  
P ( - a ) =  = ( -a )2n+]+ a 2n+l=0-

6) x 2n + a2n ikkihad x  + о ga b o ‘linmaydi. Haqiqatan, P ( - a )  = 
=a2n + a2n = 2a2n *  0 .

BoNish bajariladigan hollarda boMinmalarning ko‘rinishini 
aniqlaymiz:

x5 -  o5 = ( x -  o)(x4 + sx 3 + a2x 2 + a3x  + a 4);
x5 + у5 = (x + a)(xA -  ox3 + o2x2 -  ti3x  + o4);
x6 -  я6 = (x -  o)(x5 + ox4 + f l2X3 + o3x2 + o4x  + я 5);
Xе - a 6 = (x+  a)(x5 -  ax4 + a2x 3 -  a3x 2 + a4x  -  a5).

Bulardan kokrinadiki, bo‘linma albatta bir jinsli ko‘phad b o ‘lib, 
x  ning darajalari kamayib, a  ning darajalarida o bsish tartibida 
joylashgan va agar boMuvchi a + x  b o ‘lsa, koeffitsiyentlar +1 va 
-1  almashib keladi, agar boMuvchi x - a  b o ‘lsa, boMinmada hosil 
b o ‘lgan k o ‘phadn ing  koeffitsiyentlari 1 ga teng  b o ‘ladi. Bu 
xulosalarni istagan darajali ko‘phadlar uchun  um um lashtir ish  
mumkin.

1 - m i s o l .  x5 - t i x  + 4 n i x + 3 g a  bo‘lishdagi qoldiq r  = 4 bo‘lsa, 
a ni toping.

Y e c h i s h .  ( - 3 ) 5-  O' ( -3 )  + 4 = 4, bundan  a=  81.

P( x )  = aqx" + a ^x " '1 + a2x n~2 + . . .  + an ko‘phadni x - a  ik­
kihadga b o ‘lishdagi qo ld iqni h isob lashn ing  C o r n e r  (X orner  
Uilyam (1786-1837)  -  ingliz m atematigi) sxemasi deb ataluvchi 
usulini ko‘rsatamiz.

P( x )  = Q (x)(x -  a )  + r

bo‘lsin. Bunda

Q (x) = b0x n ~ 1 + b^xn ~ 2 + b2x n ~ 3 + . . .  +bn _ j.

( 1) da x  ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni 
tenglashtirib quyidagiga ega boMamiz:
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Bundan ko‘rinadiki, 60 = a0, b/c = a b k _ j + a v, k =  1, 2, 
n -  1, r = a n + a b n _ v

Bo‘linm a va qoldiqni hisoblash quyidagi jadval yordam ida 
topiladi.

a o a i a 2 о  1n  -1

a a ^o +a\ aZ), + o 2 ab , + a  ./7-2 n  -1 abn_l+an

К  ~  a o Ьг b .
H -1 r

2- m i s о 1. x3 + 4x2 -  3x+  5 ko‘phadni C o rn e r  sxemasidan 
foydalanib, x  -  1 ga b o ‘lishni bajaramiz.

1 4 -3 5

1 1 5 2 7

D em ak, x3 + 4x2 -  3x + 5 = (x -  1 )(x2 + 5x + 2) + 7 .
Bezu teo rem as id an  P{ x )  k o ‘phadn i  a x + b  k o ‘rinishdagi

ikkihadga b o ‘lishda hosil bo iad igan  /-qoldiq ga tengbo lish i  

kelib chiqadi.
3- m  i s о 1. P  3(x) = x3 -  3x2 + 5x + 7 ni 2x + 1 ga b o l ish d a n  

hosil b o lg a n  qoldiqni toping.

Y e c h i s h .  Qoldiq r  =  Pz ( - ^ )  =  -  3 • (-— ) + 5 • +

+7 = у  ga teng.

2- 1 e о r e m  a. Agar a  soni P{x)  ko‘phadning ildizi b o is a ,  
P  (x) ko‘phad  x - a  ikkihadga qoldiqsiz b o l inad i.
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I s b о t. Bezu teoremasiga kokra, P  (x) ni x  -  a  ga b o ‘lishdan 
chiqadigan qoldiq P( a )  ga teng, shart b o ‘yicha esa P( a )  = 0. Isbot 
bajarildi.

Bu teorem a / >(x) = 0 tenglamani yechish masalasini P( x)  
k o ‘phadni chiziqli ko'paytuvchilarga ajratish masalasiga keltirish 
imkonini beradi.

1- n a t i j a. Agar P  (x) k o ‘p h a d  har  x/7 a , ,  а л ildizlarga  

ega b o ‘Isa, и ( x - a , )  ... (x  -  a /;) k o ‘pay tm aga  qoldiqsiz b o ‘li- 
nadi.

2- n a t i j a. zz- darajali k o ‘p h a d  n tadan ortiq ha r  x i l  ildizga 
ega b o ‘la olmaydi.

I s b o t .  Agar n- darajali P( x)  ko‘phad /7+1 ta har xil a , ,  
..., a k+ , ildizlarga ega bo 'lganda, и n + 1- darajali ( x - a , ) ... ( x -

- a k+ ,) ko 'paytm aga b o ‘linardi. Lekin bunday b o ‘lishi mumki n  
emas.

Yuqorida qaralgan teorem alardan  foydalanib, Fransua Viyet 
(fransuz olimi, 1540 -  1603) tom onidan  berilgan ham da  P  (x) = 0 
butun  algebraik tenglam aning ai haqiqiy koeffitsiyentlari va a / 
ildizlari orasidagi munosabatni ifodalovchi formulalarni keltiramiz:

1) a2x 2 + й ,х  + aQ = b ( x -  a , ) ( x  -  a 2) = bx 2 -  Z>(a, -  a 2)x  + 
+ Z>a,a2. Agar x  ning bir xil darajalari  o ld idagi koeffitsiyentlari 
tenglashtirilsa , b = a2 b o ‘ladi. N a tijada  ushbu  fo rm u la la r  to p i ­
ladi:

Q\ Oq
а 1+ а 2 = - ^ ’ а 1а 2 = ^ >

2) shu tartibda P2 (x) = o3x3 + a^c2 + я , х +  aQ uchun:

а, + a 2 + a 3 = a , a 2 + 0 ,0 , + a 2a 3 = | , a , a 2a 3 = - ^

form ulalar topiladi.
Hosil qilingan tengliklarning bajarilishi a , , ..., a n sonlarining 

Pn(x) = a j f  + . . .  + aQ kokphad ildizlari b o ‘lishi uchun  zarur va 

yetarlidir. Agar P( x )  ko 'phad  (x -  a ) k ga qoldiqsiz b o ‘linsa, lekin 
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( x - a ) k+ 1 ga qoldiqsiz b o ‘linmasa, a  soni P( x )  uchun к karrali 
ild iz bo'ladi.

4 - m i  s o l .  a , ,  a 2, a 3 lar x3 + x2 + x - 2  = 0 tenglam aning 

ildizlari b o ls in .  yig‘indini topamiz.
I

Y e c h i s h .  Viyet formulalari b o ‘yicha: a ,  + a 2+ a 3= -1 ,  
a , a 2+ a 2a 3= 1. U holda: (а ,  + a 2+ a 3)2= ( - 1 )2 b o ‘yicha

a j  + а 2 + = - 2 ( a , a 2 + a , a 3 + a 2a 3) + 1 = - 2 •  1 + 1 = -1 .  Ikkin­

chi to m o n d an  a , ,  a 2, a 3 ildiz, ularda ifoda nolga aylanadi:

a] + af + ot| —2 = 0, 
q l~2 ■+■ 0-2 +  0.2 —2 =  0 , 

a 33 + a 3 + cx3 — 2 = 0 ,

Z a ? + Z a /2 +Z a / -  6 = 0 ,

bundan  = - ( - 1) -  ( - 1) + 6 = 8, bunda qisqa yozish uchun

3

Z  orqali X  belgilangan.
/=1

6.152.  P{x)  k o ‘phad  D{ x )  k o ‘phadga bo linad im i:

a) P{ x )  = x 100-  3 x +  2, D ( x )  = x -  1;
b) P ( x )  = x m - 3 x + 2 ,  D ( x ) = x +  1;
d) P ( x ) = x [ 0 0 - 3 x 2 + 2, D( x )  = x 2 -  1;
e) P( x )  = x m - 3 x + 2 ,  D ( x ) = 2 x 2 - \  ?

6.153. x 2*1 ~ 1 + a2n~  ̂ ko‘phad x +  <3 ga bo‘linishini isbotlang, bunda 
д * 0 , z ieM

6.154. xn -  an k o ‘phad x  -  a g a  b o ‘linishini isbotlang, bunda я  *  0, 
n e N .
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6.155. а) л4 -  Зх2 + 1 ni x - 2  ga;
b) x5 -  4x3 + x2 ni x - 3  ga;
d) x5 -  4x3 -  x2 + 1 ni 2x -  3 ga;
e) x4 -  3x3 + x2 -  1 ni 3x -  4 ga b o ‘lishdagi qo ld iqni t o ­
ping.

6 .156. m ning qanday qiymatlarida Зх4 -  2X3 -  m 2x - 2  ko 'phad  
x  -  2 ga qoldiqsiz bo'linadi?

6.157. m  ning qanday qiymatlarida Зх3 -  4X2 -  /их -  1 ko'phad x  + 1 
ga bolinm aydi?

6.158. a v a  b ning qanday qiymatlarida 2X4 + ax* + b x - 2  ko‘phad 
x2 -  x  -  2 uchhadga qoldiqsiz boNinadi?

6.159. m va n ning qanday  qiymatlarida х3 + / и х + и  ko‘phad 
x2 + 3x+  10 uchhadga qoldiqsiz bo'linadi?

6.160. P( x)  ko 'phadn i x  -  1 ga bo 'l ishda qoldiqda 3, x - 2  ga 
bo'lishda esa qoldiqda 5 hosil bo 'ladi. P( x )  ni x2 -  3x+  2 
bo'lishda hosil bo 'ladigan qoldiqni toping.

6.161. P( x )  ko 'phadni x - а  ga bo 'l ishda qoldiqda r , ,  x - b  ga 
b o ' l i sh d a  esa r> hosil b o ' la d i  ( a * b ) .  P ( x )  ni x 2 -  
- ( a  + b)x+ ab ga bo 'lishda hosil bo 'ladigan qoldiqni to ­
ping.

6.162. C o rner  sxemasi yordamida ^ (x )  ko 'phadni D( x)  ikkihadga 
qoldiqli bo'ling:

a) P( x )  = x2 -  5 x -  7, D (x) = x  — 1;
b) / ’ (x) = x3 -  3x2 + 5 x - 6 , Z)(x) = x - 2 ;

d) P ( x) = 2x4 - 3 x2 - 5 x +2 ,  Z)(x) = x +1;
e) PCx) = 3x5 -  4x3 - x + 1, Z)(x) = x + 3 ;

0  ^ ( x )  = Зх6 - 4x5 - x 4 + x3- x 2 -  1, Z ) ( x ) = x - 3 ;

g) P (x )  = x5 - x 2 -  5 x - 6 , Z)(x) = x - 2 ;
h) / ) (x) = x 4 - x 3 + 2x2 -  5 x - 42,  / ) (x )  = x + 2 ;

i) PCx) = x5 -  4x2 + 5 x - 3, Z)(x) = x - 3 ;

j) P (x )  = x4 - 3 x 3 + 2x2 - 4 x - 1, / ) ( x ) = x  + 4;

200 ф



к) / ) (х) = х5 - 4 х 3 - З х 2 + 1, / ) (х) = х  - 4;
1) Р ( х )  = х6 -  Sx4 + Зх2 -  5х + б, / ) ( х )  = х + 2 ;  
т )  / ) (х) = х 5 - 4 х 3 + 2х2 -  3, D ( x ) = x - \ .

6.163. C o rn e r  sxemasidan foy d a lan ib , / ( х )  k o ‘phadning x = a  
nuqtadagi qiymatini toping:

a) / ( x )  = x3 -  x2 + 2 , o = l ;
b) / ( x )  = x 4 -  3x3 - x + 10, o = 2;
d)  / ( x )  = x 5 -  x4 + 3x2 -  x  + 1, о = -1 ;
e) / ( x )  = x6 -  7x3 + 3x2 -  3, о = 3;
f) / ( x )  = x6 -  Sx3 -  4x2 + 8 , o = 4;
g)/ (x )= x 8 +?x7+ x 6+ 3x5 +3X4 + 2 x 3+ x 2- x+ 1, о = 5.

6 .164 . C o r n e r  sxem asidan  foydaian ib , a3 + b* + c*-  3abc  ni 
ko‘paytuvchilarga ajrating.

2. Algebraik tenglamalarning kompleks ildizlari. Algebraning 
asosiy teoremasi (Gauss teoremasi):

n - daraja li (bu yerda  л !> 1) har qanday ko'phad aqalli bitta  
kom pleks ildizga ega.

Bu teorem a oliy matematika kursida isbotlanadi.

T  e о r e m a. A g a r  z = a  + p /  k o m p le k s  so n i h a q iq iy  

koeffitsiyentli P (z) k o ‘phadning ildizi b o ‘lsa, z =  a - p / ‘ kompleks 

soni ham P (z) k o (phadning ildizi b o ‘ladi.

I s b о  t. z kompleks soni

/ , (z) = a 0f + 0 , ^ - '  +. . .  + a n __l z +  an 

ko‘phadning ildizi b o ‘lsin. U holda

+ + ... + an _ i z +  an = 0

yoki

Oqz" + a [z n~' + ... + a„_{z  + an = 6

tenglik o ‘rinli b o ‘ladi.
Kompleks songa q o ‘shma sonni topish amalining xossalaridan 

foydalansak,
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a0(z)n + a\(z)n 1 + . . . +  + = 0

tenglikka ega b o ‘lamiz. Dem ak, Z soni ham  P( z )  k o ‘phadning 
ildizi. Teorema isbot bo‘ldi.

N a t i j a .  n-darajali Pn(x) ko'phad x - a  ko (rinishidagi 
ikkihadlar va x 2 + p x+q  ko‘rinishidagi manfiy diskriminantli 
kvadrat uchhadlar darajalarining ko'paytmasidan iborat:

Pn (x) = -  a ) k ■ ■ ■ (x1 + p x +  q)m • • • ,  bu yerda к  6 {0, 1,
2 , . . m e  { 0 ,  1, 2 , . .

b) x 2 -  4x  + 5 = 0;

d) x 2 + 6x  + 13 = 0

e) x2 + 4 x  + 13 = 0 

0  x 2 + 2x + 17 = 0 

g) x2 - 8x  + 41 = 0

M a s h q 1 а г

6 . 1 6 5 .  Tenglamaning barcha kompleks yechimlarini toping:

a) x 2 -  2x + 2 = 0; h) 9 x 2 + 6 x  + 10 = 0;

i) 4 x 2 + 4 x  + 5 = 0; 

j) 9x2 -  12x + 5 = 0; 

k) 16z2 -  32z + 17 = 0;

1) z2 + 4z + 7 = 0; 

m) z2 -6z + ll = 0.

6 . 1 6 6 .  Kvadrat uchhadni chiziqli ko‘paytuvchilarga ajrating:

a) x 2 + 2x + 5; d) 4 z 2 + 8z + 5;

b) л2 - 3 x  + 10; e) 25z2 + 50z + 26.

6 . 1 6 7 .  Tenglamani kompleks sonlar to‘plamida yeching:

a) z* + 5z2 -  36 = 0; 0  x 4 + Зх2 - 1 8  = 0;

b) x4 - 8 x 2 -9  = 0; g) x4 + 4X2 - 32 = 0;

d) y 4 - y 2 -  6 = 0] h) z4 + z2 +1 = 0;

e) t4 + 2t2 - 1 5  = 0; i) z6 -  2z3 + 4 = 0.
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6.168. Ildizlaridan biri 2 -  3/'bo‘lgan haqiqiy koeffitsiyentli kvadrat 
tenglama tuzing.

6 .1 6 9 .  I ld iz lari  2 - 3 / ,  2 - i  b o ‘lgan  h aq iq iy  koeffits iyentli  
t o ‘rtinchi darajali tenglama tuzing.

6.170.  Ildizlari 2, 2 - 3 / ,  2 - i  b o ‘lgan haqiqiy koeffitsiyentli 
beshinchi darajali tenglama tuzing.

6 .171 .  x =  \ soni x 2n - nxn+] + nxn~] -  1 k o ‘phadn ing  nech a  
karrali ildizi ekanini aniqlang.

6.172.  Quyidagi ko‘phadlarni chiziqli va kvadratik ko‘paytuvchilar 
ko‘paytmasi shaklida tasvirlang:

a ) * 6 + 27; Ъ) у* + 16x2; d) x6 + 64; e) x4 + 1 £ .

3. Butun koeffitsiyentli tenglamalarning ratsional ildizlarini 
topish. Ratsional koeffitsiyentli h a r  qanday  + ... + я 0 = 0 
teng lam a unga  teng kuchli b u tu n  koeffitsiyentli tenglam aga

keltirilishi mumkin. Masalan, 2 x 3 + ^ x 2 - x  + l = 0 tenglamaning

ikkala qismi 6 ga ko‘paytirilsa, unga teng kuchli butun koeffitsiyentli 
5л3 + 4л2 -  6x  + 6 = 0 tenglama hosil b o ‘ladi. Endi bu tun  koeffitsi­
yentli tenglam alar bilan shug‘ullanamiz.

T e o r e m a .  x  = ^  qisqarmas kasr butun koeffitsiyentli

^  +  . . .  +  0 0  =  0 ,  а л 9 б 0 ,  ( 1 )

tenglamaning ildizi bo‘lishi uchun p  soni a0 ozod hadning, q  esa 
an bosh had koeffitsiyentining boMuvchisi boMishi zarur.

H aq iqa tan , soni (1) teng lam aning  ildizi b o ‘lsin:

an + an_x 1 + ... + я, • -̂  + Oq = 0 yoki tenglikning ikkala

q i s mi  qn ga  k o ‘pa y t i r i l s a ,  anpn + an_xp nA q + ... + a{pqn~x + 

+a\pqn~x + % qn = 0 tenglik hosil b o ‘ladi. Bundan: a^cf = -  aflp n-
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~ a n -  \ P n l q - . . . - a {p q n 1 = - p  ( a n p n ' + a n _ xp n ~ 2 q + 
+ ... + a xc f ~ {). Tenglikning o ‘ng qismi p  ga bo ‘linadi. Demak,

chap qismdagi a^cf1 ham p  ga bo‘linishi kerak. Lekin, ^  qisqarmas

kasr, ya’ni p  va q n lar o ‘zaro tub. Demak, p  soni o0 ning bo‘- 
luvchisi. Shu kabi q soni an ning b o ‘luvchisi ekani isbot qilinadi.

Agar (1) tenglama keltirilgan tenglama bo‘lsa, ya’ni bosh had 
koeffitsiyenti an= 1 bo‘lsa, tenglamaning ratsional ildizlari ozod 
hadning bo‘luvchilari orasidan izlanadi.

1 - m i s о 1. 2*3 + x2 -  4x -  2 = 0 tenglamaning ratsional
ildizlarini toping.

Y e с h i s h. Ozod hadning barcha butun bo‘luvchilari: -  2; 
- i ;  i ; 2 .

Bosh koeffitsiyentning barcha natural boluvchilari: 1; 2. 
Tenglamaning ratsional ildizlarini quyidagi sonlar orasidan 

izlaymiz:
-  2' -  V - 1 - 1 - 1 -  22 ’ 2 ’

Bu sonlarni berilgan tenglamaga bevosita qo‘yib ko‘rish bilan, 
ularning ildiz bo ‘lish yoki bo ‘lmasligini aniqlaymiz.

Tekshirish koTsatadiki, soni berilgan tenglamaning 
ildizi, qolgan sonlar esa ildiz emas.

Shunday qilib, berilgan tenglama faqat bitta ratsional ildizga

ega: x =  - 1 .

J a v о b: -  ^ .

2- m is o l .  Tenglamaning butun ildizlarini toping: 2x4 -  x3 + 
+2x2 + 3 x - 2  = 0•

Y e c h i s h .  Ozod hadning barcha butun bo‘luvchilari: - 2 ;  
-  1; 1; 2. Tenglamaning barcha butun ildizlarini shu sonlar orasidan 
izlaymiz.

Bu sonlarning har birini tenglamaga qo‘yib ko‘rib, ular ora­
sidan faqat — 1 soni tenglamaning yechimi ekanini aniqlaymiz. 

Demak, berilgan tenglama faqat bitta butun yechimga ega.
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J a v o b :  x  = - l .

3 - m i  s o l .  x3 + 3x2 -  1 = 0 tenglamaning butun ildizlarini 
toping.

Y e  с h i s h. Butun ildizlarini -1 ; 1 sonlari orasidan izlaymiz. 
Bu sonlarning ikkalasi ham tenglamaning ildizi emasligini ko‘rish 
qiyin emas.

J a v о b: tenglama butun ildizga ega emas.

4 - m i  s o l .  2x4 -  x3 + 2x2 + 3x -  2 = 0 (x  e  Я) tenglamani 
yeching.

Y e с h i s h. Oldingi misollardan farqli, bu misolda tenglamaning 
barcha haqiqiy ildizlarini topish talab qilinyapti.

Dastlab, ratsional ildizlarni qaraymiz. Ratsional ildizlar (agar 
ular mavjud bo‘lsa) esa -2 ;  -1 ;  p  1; 2 sonlari orasida

bo‘ladi. -1 va ^ sonlar ratsional ildizlar ekanligiga ishonch hosil 
qilish mumkin.

Shuning uchun tenglamaning chap tomonidagi ko ‘phad

(x + l)(x -  ^) = x2 + l x  - 1  ga qoldiqsiz b o ‘linadi. Bo‘lishni 

bajarib,

2x4 -  x3 + 2x2 + 3x -  2 = (x2 + 1  x - 1 )  ■ (2x2 -  2x + 4) 
ni hosil qilamiz. Tenglamani quyidagi koTinishda yozib olamiz:

(x2 + i x - i ) - ( 2 x 2 - 2 x  + 4) = 0.

2x2 -  2x + 4 = 0 tenglamaga yangi haqiqiy ildizlarni bermaydi.

J a v o b :  x, = - 1 ;x2 = ^ .

5- m i s о 1. 2x3 -  7x2 + 5x -  1 = 0 tenglamaning ^  ratsional

ildizlarini topamiz, bunda p  va q lar o ‘zaro tub, B(p; q) = 1.
Y e c h i s h .  p  s o n in i  o zo d  h a d n in g ,  q  ni esa bosh  

koeffitsiyentning bo'luvchilari orasidan izlaymiz. Ular ±1 va ±2.
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Demak, ratsional ildizlar ±1, ± 5  son lari ichida bo‘lishi mumkin.

Bu sonlarni tenglamaga ketma-ket qo‘yib hisoblash, j  ning ildiz 
ekanini ko‘rsatadi. Tenglamaning qolgan ildizlarini topish uchun 

lining chap qismini x -  1 ga yoki 2 x -  1 ga boNamiz. Bo'linmada

x 2 - 3 x + l  u c h h a d  hosil b o ‘ladi. U ning  ild izlari:

Izlanayotgan yechim: *, = -  j ,  x22 =

jV" M a s h q 1 a r

6.173. Tenglamaning ratsional ildizlarini toping:

a) Зх3 -  4x2 + 5x -  18 = 0;
b) x3 -  4x2 -  27x + 90 = 0;
d) x4 -  x3 + x +  2 = 0;
e) 2x3 -  5x2 + 8x -  3 = 0;
0  4X4 + Sx3 -  Зх2 -  7x + 3 = 0;
g) x4 + x 3 + x2 + 3x + 2 = 0;
h) x4 - 4x3 -  13x2 + 2 8 x + 12 = 0;
i) Зх4 + 4x2 + 5 x - 12 = 0.

6.174. Tenglamaning butun ildizlarini toping:

a) x4 + 2X3 + 4x2 + 3 x - 10 = 0;
b) x3 + 7x2 + 14x + 8 = 0;
d) x4 -  x3 + 2x2 -  x + 1 = 0;
e) x4 + x2 + x +  2 = 0;
0  2x5 + 6x4 -  7x3 -  21x2 -  4 x -  12 = 0.

6.175. Tenglamaning barcha haqiqiy ildizlarini toping:

a) 2X4 + Зх3 -  8x2 -  9x + 6 = 0;
b) 2X4 -  5x3 -  x2 + 5x + 2 = 0;
d) Sx4 -  Зх3 -  4x2 -  Зх + 5 = 0;
e) 4X4 -  Зх3 -  8x2 + Зх + 4 = 0;
О Зх4 -  4x3 -  7x2 + 4x + 4 = 0; 
g) 2X4 -  7x3 -  5x2 + 7x + 3 = 0.
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4. Tenglamalarni taqribiy yechish. P  (x) = a j f  + ... + ti0 bo ‘l- 
sin, / ) (x) = 0 (1) tenglamani taqribiy yechish deyilganda uning 
nom a’lum x* ildizi yotgan [a\ b\ oraliqni oldindan tayinlangan 
z = \ b - a \  dan oshm aydigan kattalikda (qisqacha: e gacha 
aniqlikda) topish tushuniladi. [я; b\ da yotgan ixtiyoriy с nuqta 
ildizning taqribiy qiymati sifatida olinishi mumkin: x* « c± e. P ( x ) 
ko‘phad grafigi abssissalar o ‘qini x* nuqtada kesib o ‘tishi tufayli 
unda / >(x*) = 0, nuqtaning ikki tomonida esa ko‘phad qarama- 
qarshi ishoraga ega bo ‘ladi. Bunga qaraganda agar P {x)  ko‘phad 
\a\ b] oraliqning chekka nuqtalarida har xil ishoraga ega bo ‘lsa, 
ya’ni P {a)P (b )< < )  (2) tengsizligi bajarilsa, shu oraliqda (1) 
tenglama ildizga ega.

Demak, hisoblashlarning 1-qadam ida (2) shartdan foyda­
lanib, ildiz yotgan \a\ b] oraliq topiladi. Keyingi qadamlarda biror 
usul qo ‘llanilib, bu oraliq ketma-ket kichraytiriladi. Agar biror 
k-  qadamda zk = \bk -  я*! < e aniqlikka erishilgan bo‘lsa, [а ^  b ^  
oraligidagi ixtiyoriy ck son, masalan, ck = {bk + ak)/2  o ‘rta qiymat 
ildiz uchun qabul qilinadi va hisoblashlar to‘xtatiladi. Tenglamalarni 
taqribiy yechishning ikkita usuli bilan tanishamiz:

1) kesmani teng ikkiga bo ‘lish (dixotomiya) usuli qoilanilganda 
[a\ b] oraliq c, nuqta bilan [a\ c,], [c,; b] teng oraliqlarga ajratiladi 
(23- rasm). Ulardan (2) shart bajariladigani, demak, ildiz mavjud 
bo‘lgani olinadi. Uni |я , ;  b x\ orqali belgilaymiz. Uning uzunligi

с, = |^ -  я,| = 1 ^ 1 .  Agar E! < E bo‘lsa, masala hal, aks holda [ax\ 

/?,] oraliq ikkiga boNinadi va hokazo;

P(b) P(x)

a
I f u - C2 b X

P(a)

23- rasm .
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2) endi Jam shid  ibn M a ’sud  G'iyosiddin a l-Koshiy (ко  
p incha  G ‘iyosiddin a l-K osh iy  nom i bilan m ashhur)  (M irzo  
Ulug‘bek ilmiy maktabi namoyandalaridan biri, Ulug‘bekning 
ustozi, Samarqandda ijod etgan, 1430- yilda vafot etgan) ning 
taqribiy qiymatlarni ildizga ketma-ketyaqinlashtirishlar (iteratsiya) 
usulini keltiramiz. Al-Koshiy x3-  kx+ m = 0 ,  k ±  0 ko‘rinishdagi 
tenglamani yechish uchun uni teng kuchli

x  = ^  (3)

ko‘rinishga keltiradi. j  = q\ (qoldiqda r ,) ,  ya’ni m = k q { + r ] 

bo‘lganidan, (3) tenglik

x  = — ■̂ +л3 yoki x  = qi + r- ^ ~  (4)

ko‘rinishga keladi. 1- yaqinlashish uchun x { = q ] qabul qilinadi. 

(4) tenglikning o ‘ng qismiga x=  x, qo ‘yiladi, = Qj (qoldiqda 

/*2) bo‘yicha r, = kq2 + r2 -  x,3 topiladi. Natijada:

x  = q i + q 2 + ^ t .  (5)

Ikkinchi yaqinlashish: x2= <?, + q2 va hokazo. Amalda biz r 

qoldiqlarni hisoblab o ‘tirm ay, A l-K oshiy usulining ushbu 
nisbatan sodda modifikatsiyasidan (ko ‘rinishi o ‘zgartirilgan 
rekurrent formuladan) foydalanamiz:

4n =  (*n-l -  -X n-l)/k, x„+i = x „  + qn. (6)

Bu formulalar bo‘yicha topilgan har qaysi x n yaqinlashish 
xatosi (ya’ni uning izlanayotgan ildizdan farqi) £п < х п - х пЛ = qn 
boMadi va q { > q^> ...> qn > ... bo‘lganidan xato qiymati keyingi 
qadamlarda kamayib boradi. Hisoblashlarda M К yoki EHM dan 
foydalanish m a’qul.
208



Al-Koshiy (modifikatsiyalangan) usuli bilan x* -  kx+  m=Q  
tenglamani yechish dasturidan fragment (parcha):

Dasturlanadigan MK-56 mikrokalkulator kodida: 
x0 ni /<g0 a, m  ni Rga ga, к ni Rgb ga, -h boNinmani Rg\ ga 

joylashtiramiz. Hisoblashlar ushbu dastur bo‘yicha bajariladi:

П->х1 B t B t x  x n - ^ x O B T B t x  х - П - > х / ) ^ х - > П с П - > 1 + х ^  
- > П 2 С / П П- > х 1  - х - ^ П З  /гх < 0 2 7 П - > х 2 С / П С х П - > х  1 х-> 
П0П->х2х->П1БП00

1- m i s о 1. Р(х) = х3 -  6 ,2 х -  5,712 = 0 tenglamani yeching.

intervalga nisbatan (2) shart bajarilmoqda, unda ildiz mavjud. 
(6) formulalardan foydalanaylik.

n x n
2 -  1,047414
3 -  1,106628
4 -  1,139872 J a v o b :  x « - l , 2 .

18 -  1,199673

/ ( x )  = 0 tenglamani biror б  aniqlikda yechish uchun oddiy 
iteratsiya usuli qo‘llanilganda: a ) /(x )  = 0 tenglama unga teng kuchli 
bo‘lgan х= ф (х )  ko‘rinishga keltiriladi; b) x ning izlanayotgan 
qiymatiga x0 boshlang‘ich qiymat (yaqinlashish) tanlanadi. Bu 
qiymat shunday [a\ b\ oraliqdan olinishi ma'qulki, uning chekka 
nuqtalarida / ( x )  funksiya qarama-qarshi ishorali bo‘lsin, ya'ni 
/ ( o ) / ( / 7 ) < 0  shart bajarilsin. Qolgan hisoblashlar хи+1 = фСх^) 
rekurrent formula b o‘yicha ketma-ket takrorlanadi.

14 -  Algebra, I qism 2 0 9

10 X0 = 0: 1=1 70 IF ABS(Q) < = E TH EN  
GOTO 120 
80 1 = I + 1 
90 X2 = XI + Q 
100 X0 = XI: XI = X2 
10 PRINT, 1,XI: G OTO  60 
120 PRINT, I,XI

20 К = (kiritilsin)
30 M = (kiritilsin)
40 E = (aniqlik)
50 X1 = M /K
60 Q = (X1A3-X0A3)/K

Y e c h i s h .  P  ( -1 ,5 )  > 0, ?  (1 ,5) < 0, y a ’ni ( -1 ,5 ;  1,5)



1 - q a d a m .  x ] = ф ( х 0 )  birinchi yaqinlashish topiladi va 

e, = |x, -  Xq\ farq hisoblanadi. Agar e, < e boMsa, masala hal,

hisoblashlar to‘xtati!adi va x, son ildizning taqribiy qiymati sifatida 
qabul qilinadi. e, > e bo ‘lsa, hisoblashlar davom ettiriladi.

2 - q a d  a m .  x2 = ф(х1),е2 = |x2 -  X|| va hokazo. Qolgan 
hisoblashlar ham shu tariqa

x„+i = Ф ( х „ ),£*+, = K + l  - ^ , | л  =  0 , 1 , 2 . . .  (1)

formulalar bo‘yicha bajariladi. Biror k- qadamda < e ro‘y bersa, 
hisoblashlar to'xtatiladi va x k son x ning с gacha aniqlikdagi taqribiy 
qiymati sifatida qabul qilinadi.

Iteratsiya usuli har vaqt ham sonlarning ildizga yaqinlashuvchi 
ketma-ketligini beravermaydi. Bu masala bilan keyinroq funksiya 
hosilasini o ‘rganish jarayonida alohida shug‘ullanamiz.

1 - m i  s o l .  x4 -  5x2 + 8x -  8 = 0 tenglamaning ildizlarini 
e = 0,001 aniqlikda topamiz.

Y e c h i s h .  E H M /(1 ,5 )  / ( 1 ,8 )  < 0 ni ko‘rsatadi. Tengla­
maning ildizlaridan biri (1,5; 1,8) oraliqda yotishi aniqlandi. 
Tenglamani х = ф(х), bunda ф(х) = (-x4 + Sx2 + 8)/8, rekurrent 
munosabat ko‘rinishida yozamiz. Boshlang‘ich yaqinlashish 
sifatida ildiz yotgan oraliqdan ixtiyoriy bir sonni, masalan, 1,7 
ni olamiz, x0 = 1,7. Oraliq hisoblashlar natijalari jadvalga yozib 
borilishi kerak.

1 - q a d a m .  x, = ф(1,7) = 1,762238, e, = 0,06... > e.

2- q a d a m .  x2= ф(х^  = 1,73424, e2 = 2,68 ■ 10~2> e.

7- q a d a m. x7 = ф(х6) = 1,74430, e7 = 6,51 • 10~4 > e.

J a v o b :  x  = 1,7443 + 6,51 • 10"4.
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6 . 1 7 6 .  Tenglamalarni oraliqni teng ikkiga boNish usulidan foy­
dalanib yeching:

b) x -  (x +  I)3 = 0, e < 1 • 10 4 ;
d) x3 -  l ,5x2 + 0 , 5 8 x - 0,057 = 0, e < 1 • 10"4 ;

e) x3 + 9X2 + 1 Ix -  21 = 0 .

6.177. Al-Koshiy usulidan foydalanib quyidagi tenglamalarni 
yeching:
a) x3 -  3x + 1,888 = 0, e = 1 • 10"5 ;
b) x3 -  3 x + 0 , 1046719131717587 = 0;
(Salohiddin Muso ibn M uham m ad Qozizoda Rumiy 
tenglamasi. Qozizoda Rumiy -  Mirzo Ulug‘bekning ustoz- 
laridan, Samarqandda yashab ijod etgan, 1436- yilda vafot 
etgan):
d) x3 + 5x+  1,9170038 = 0, £<0 ,000001 .

6.178./(x) = 0 tenglamaning ildizlari oraliqni teng ikkiga boMish, 
oddiy iteratsiya va Al-Koshiy usullari q o ‘llanilib, 
e = 1 • 10~4 aniqlikda topilsin (hisoblashlarda EH M  dan 
foydalaning):

6 . 1 7 9 .  Abu Rayhon Bemniy (973-1048) birlik aylanaga ichki 
chizilgan muntazam to ‘qqizburchak tomonining x  uzunligi 
x3 = 1 + 3 x  tenglamaning ildizi bo‘lishini aniqlang. x  ni 
toping.

a) x  4  = 0, 8 < 1 • 10"6;
( x + i)

a) x = 4 ^ ;  0  x - ( x +  I )3;

b) x = x3 -  1;

d) x = Ух* -  3; h) x3 -  0,4x + 0,08 = 0;

e) x = ^ i ;  i) x4 + 7 , 18x3 + 8,2445 = 0.
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3 -  § . Tengsizliklar

1. Bir o ‘zgaruvchili tengsizliklar. A(x) > B(x), A(x) < B(x), 
A ( x ) > B ( x ) ,  A (x )  < B (x)  m u n o s a b a t la rg a  x о ‘zg a ru v c h i l i  
tengsizliklar deyiladi. x ning tengsizlikni chin sonli tengsizlikka 
aylantiruvchi har qanday qiymati tengsizlikning yechimi  deyi- 
ladi.

1- m i s о 1. 1) 4x -  8 < 0 tengsizlikx< 2 qiymatlarda bajariladi. 
Demak, tengsizlikning yechimi: (-oo; 2|;

2) x2ct > 0 (a  e Z )  tengsizlik x ning har qanday qiymatida 
bajariladi. Yechim butun son o ‘qidan iborat;

3) x2u < 0 (a  e Z )  tengsizligi x  ning hech bir qiymatida 
bajarilmaydi: Z =  0 .

A(x) < B(x) tengsizlikdagi A(x) va B(x) ifodalar birgalikda 
aniqlangan x qiymatlarining X  to kplami, y a ’ni shu ifodalar 
mavjudlik sohalarining Zkesishmasi x o ‘zgaruvchining A(x) < B(x) 
tengsizlik uchun joiz qiymatlari sohasi deb  ataladi. Bunga qaraganda 
tengsizlikning T yechimi X  ning qism-to‘plamidan iborat: 7 c  Z.

Endi tengsizliklarni yechish jarayonida bajariladigan ayniy 
almashtirishlar masalasiga o ‘tamiz.

1- t e о re  m a. Agar C(x) ifoda barcha xeXlarda aniqlangan 
bo ‘Isa, A (x) < В  (x) va A (x)+ С (x) < В (x) + С (x) tengsizliklar 
teng kuchli dir.

2 - 1 e о r e  m a. Agar barcha x e X  larda C (x )> 0  bo‘lsa, 
A (x) < В (x) va A (x)C(x) < B(x)C(x) tengsizliklar teng kuchli 
bo 4adi.

Teoremaning isboti С (a) > 0 dan A (a) C (a )<  В (a) С (a) ning 
kelib chiqishiga asoslanadi.

Agar X  t o ‘plam da С (x) manfiy boNsa, A ( x )  < В (x) va 
A  (x) С  (x) > В (x) С  (x) tengsizliklar teng kuchli boNadi. Shunga 
ko‘ra, tengsizlikning ikkala qismi X  da musbat bo‘lgan ifodaga 
ko‘paytirilsa, tengsizlikning ishorasi o ‘zgarmaydi, X  da manfiy 
bo‘lgan ifodaga ko'paytirilsa, tengsizlik ishorasi qarama-qarshisiga 
o ‘zgaradi. Tengsizlikning ikkala qismiga x ning ay rim qiymatlarida
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sonli qiymatga ega bo ‘lmaydigan ifoda qo ‘shilsa yoki ikkala qism 
shunday ifodaga ko‘paytirilsa, yechim yo‘qolishi mumkin.

2. Chiziqli tengsizliklar va kvadrat tengsizliklar. a x > b  {ax > b) 
yoki a x < b  {ax< b) ko‘rinishdagi yoki shu ko‘rinishga keltirilishi 
mumkin bo‘lgan tengsizlik bir o ‘zgaruvchili chiziqli tengsizlik 
deyiladi (bunda x -  o ‘zgaruvchi, д ^  0 va /> -  o ‘zgarmas haqiqiy 
sonlar).

ax> b tengsizlikning har ikki qismi ga bo‘linsa, o >  0 

bo ‘lganda x  > | , о < 0 b o ‘lganda esa x < ^ b o ‘ladi. ax>  b 

tengsizlikning yechimi a > 0 bolganda ; + ooj oraliqdan, о < 0 

boMganda esa oo; oraliqdan iborat boiadi.

1- m i s о 1. 5x+ 0,7 < 3 x -  15,3 tengsizlikni yeching.

Y e c h i s h .  Ayniy almashtirishlar tengsizlikni 2x > -16  ko‘ri- 
nishga keltiradi. Tengsizlikning har ikki tomonini 2 ga b o‘lamiz: 
x > - 8 .

Javob:  (-8; + oo).
2 - m i  so l .  3(x -  2) > x  + 2 ( x -  8) tengsizlikni yeching.

Y e c h i s h .  Ayniy almashtirishlar tengsizlikni 0 • x > -  10 
ko‘rinishga keltiradi. Bu tengsizlik barcha x e R  larda o ‘rinli.

a x > b ,  a x < b ,  a x < b  koTinishdagi tengsizliklar ham yuqo- 
ridagi mulohazalarga o ‘xshash mulohazalar yordamida yechi- 
ladi.

3- m i s о 1. 2(x+ 4) < 6 x -  4 ( x -  1) tengsizlikni yeching.

Y e c h i s h .  Ayniy almashtirishlardan so‘ng, 0 • x <  -4  tengsizlik 
hosil boMadi. Bu tengsizlik yechimga ega emas.

a x 1 + Z?x + с > 0 { a x 1 + b x  + с > 0)  yoki a x 2 + b x +  с < 0  
{ax1 + b x + с <0)  ko‘rinishdagi tengsizlik kvadrat tengsizlik deyiladi 
(bunda x -  o ‘zgaruvchi, a * 0 ,  b, с - o ‘zgarmas sonlar).

Kvadrat tengsizliklarni yechishning asosida quyidagi teorema 
yotadi:
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T e o r e m a .  ax1 + b x + c  kvadra t uchhadning diskriminanti 
D = b 1 -  4 ac>  0 bo‘lib, xv x2 (л:, < x2) lar kvadrat uchhadning  
i ld iz la r i  b o (lsa , a x 2 + b x + c  k v a d r a t u ch h ad  q iym a tin in g  
ishorasi xe(xv x2) bo4ganda, a ning ishorasiga qaram a-qarshi, 
x * [ x v  x2] boHganda esa a ning ishorasi bilan bir x il bo4adi. 
ax2 + b x + c  k va d ra t uchhadning d iskrim in an ti Z>< 0 bo 'Isa, 
V x e R  uchun kvadra t uchhad qiym atlarin ing ishorasi a ning 
ishorasi bilan b ir x il b o (ladi.

I s b о t. Z)> 0 bo‘lsin. Kvadrat uchhadni chiziqli ko‘paytuv- 
chilarga ajratamiz: ax2 + bx + с = a { x -  X \){x -  x^).

Agar x > x 2 yoki x < x ] bo‘lsa, x - x ,  va x - x 2 ikkihadlar bir 
xil ishorali bo ‘lib, ularning ko‘paytmasi musbat son bo ‘ladi. Shu 
sababli o ( x - x , ) ( x - X 2) ko‘paytmaning va demak, ax2 + b x + c  
kvadrat uchhadning ham, ishorasi a ning ishorasi bilan bir xil 
bo‘ladi.

Agar xe(x ,,  x2) bo‘lsa, x - x ,  > 0, x -  x2 < 0 bolgani uchun 
ularning ko'paytmasi manfiy boiadi. Shu sababli o ( x - x , ) ( x -  
- x 2) ko‘paytmaning va demak, ax2 + b x + с ning ishorasi a  ning 
ishorasiga qarama-qarshi boiadi.

ax2 + bx + c kvadrat uchhadning diskriminanti D < 0  bolsin .

U holda ax1 + bx + с = a
f .  -2

Ь V - D  
X +  y -  +  — y

2 a )  4 a 2
tenglikdan ax2 + bx + с

kvadrat uchhadning ishorasi barcha xe /? la r  uchun a  ning ishorasi 
bilan bir xil bolishi kelib chiqadi.

4 - m i s o l .  x2 -  5x + 6 > 0 tengsizlikni yeching.

Y e c h i s h .  D=  ( -5 )2 -  4 • 1 • 6 > 0, a = 1 > 0, x, = 2 va x2 = 3 
la rga egamiz. x2 -  5x + 6 kvadrat uchhad musbat qiymatlar qabul 
qiladigan barcha x e R  lar qidirilmoqda. Isbotlangan teoremaga 
ko‘ra, x г  (2; 3] bo lish i kerak.

J a v o b :  ( - со; 2) U (3; + oo).
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5- m i s o l .  x2 -  4x + 5 > 0 tengsizlikni yeching.

Y e c h i s h .  D =  ( - 4 ) 2 -  4 • 1 • 5 = - 4  < 0 b o ‘lgani uchun, 
isbotlangan teoremaga ko‘ra, barcha x e R  larda x2 -  4x+ 5 kvadrat 
uchhad qiymatining ishorasi a ning ishorasi bilan bir xil bo ‘ladi. 
o = 1 > 0  ekanidan ko‘rinadiki, barcha x e R  lar uchun x2 -  
- 4 x +  5 > 0 bo iad i.

Demak, berilgan tengsizlik barcha x e R  lar uchun o ‘rinli.

J a v o b :  ( - o o ; + o o ) .

6- m i s о 1. -x 2 + 4x -  5 > 0 tengsizlikni yeching.

Y e c h i s h .  Z) = 42 -  4 • (-1) • (-5) = - 4  < 0 bo igan i uchun 
barcha x e R  larda -x 2 + 4x -  5 > 0 ning ishorasi a = - \  ning isho­
rasi bilan bir xil, ya’ni barcha x e lar uchun - x 2 + 4x -  5 < 0 
bo iad i.  Demak, berilgan tengsizlik x ning hech bir qiymatida 
bajarilmaydi.

J a v o b :  0 .

6.180. 7 x - 3 ( 2 x + 3 ) > 2 ( x - 4 ) .  6.181. ^ < 2 l - l y ^ .

M  a s h q 1 a r

Tengsizliklarni yeching:

6.182. ^Ц ^  + ^ > 5 - х . 6.183. ^ < 0 , 3 ( x  + 7) + 2 i .

6.185. 7 x -  6 < x +  12.

6.187. 1 - x >  2x+ 3.

6.184. - x  (x -  1) -  6 > 5x -  x2.

6.186. 1 -  2x > 4 -  5x.

6.188. A < 0 .
3 -  x

6.189. ^ < 0 .
2 + x

6.191. 3 (x -2 )+ x < 4 x + l .

6.192. 5 (x + 1 )> 2 ( x - 1) + 3x+ 3. 6.193. з ^ Г5<0.
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6.196. 2 - ^ - < 2 x - ^ f i .  6.197. - 1’7 > 0.
3 3 0 , 5 x - 2

6.198. ( x -  \ )2 + 7 > ( x + 4 ) 2.
6.199. (x+  1)2 + 3x 2 > ( 2 x -  I)2 + 7.
6.200. (x+  3 ) (x -  2) > (x+  2 ) (x -  3).
6.201. (x+  l ) ( x - 2 )  + 4 >  (x + 2)(x — 3) — x.

Parametr qatnashgan chiziqli tengsizliklarni yeching:

6.202. (a2+ 1 )y >3. 6.203. ~(b2+ 2)z < 0.
6.204. ax > -3 . 6.205. ax < b.
6.206. { a - 5)x> 2. 6.207. ax>  b.
6.208. ( 2 m+ l ) x >  2 « - 7. 6.209. a ( x -  1) > x -  2.
6.210. ( a -  l ) x> 5a+  1. 6.211. a x > a ( a -  1).
6.212. ( 2 b - \ ) y < 4 .  6.213. (2a+  l ) x< 3 a - 2 .

6.214. у  ning qanday qiymatlarida:

a) kasrning qiymati kasrning mos qiymat- 

laridan katta boNadi?

b) 4-5 ~2'r kasrning qiymati 2-ў03>’ kasrning mos qiymat- 

laridan kichik boMadi?

d) 5 y -  1 ikkihadning qiymat i  3l4—1 kasrning mos 

qiymatidan katta boMadi?

e) —j-2--- kasrning qiymat i  1 -  6y  i kki hadni ng mos 

qiymatlaridan kichik boiadi?
6 .215 .  a  ning q a n d a y  q iy m a tla r id a  (a  -  \ ) x 2 -  {a + l ) x  + 

+ (й+  1) > 0 tengsizlik x  ning barcha haqiqiy qiymatlari 
uchun bajariladi?

6.216. a ning qanday q iym atlarida (2 -  a )x 2 + 2(3 -  2 o ) x -  
-  5я + 6 < 0 tengsizlik x ning barcha haqiqiy qiymatlari 
uchun bajariladi?

6.217. a ning {a -  3)x2 -  2(3д - 4 ) х + 7 я - 6  = 0 tenglama yechimga 
ega boladigan barcha qiymatlarini toping.

Parametrli tengsizliklarni yeching:
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6 .218. k x ^ - x -  1 > 0.

6 .220 . x2 + kx+  3 < 0.
6 .222 . fcc2 + fcc- 5 < 0

6 .219. fcc2+ 1 2 x - 5 < 0 .
6 .221 . x2 - 2x+ k><).

6.223. x2 > a.
6 .224. x2 +(2A:+3)x+A:2 + 4A:+3<0.

6 .225. Ax2 + {2к+  l ) x + 1:+ 2 > 0.

6 .226 . (k+  2)x2 + 2(fc+ l)x +  A:- 1 > 0.

6 .227 . ^ - p > x  + 6 ( 2 f e - l )

Quyidagi tengsizliklarni grafik usulda yeching:

6 .228. x2 — 4x+ 45 > 0.
6 .230. x2 -  l l x + 3 0 > 0
6 .232. Зх2 -  5 x -  2 > 0.
6.234. Зх2 -  7 x -  6 < 0.

6 .229. x2 + 2 x > 6 x - 15.
6.231. x2 -  4x+ 3 > 0.
6 .233. Sx2 -  7x+ 2 < 0.
6 .235. Зх2 -  2x+ 5 > 0.

3. Ratsional tengsizliklarni oraliqlar usuli yordamida yechish.
a, ,  a2, ay  an _ v  a fJ sonlar haqiqiy sonlar va a { < a 2< 
< < ... < a n ] < an boNsin. Quyidagi tengsizlikni qaraymiz:

я,, a2, a3, ..., an sonlari son to ‘g‘ri chizig‘ini ( - 00; д,), (а ў
о2), (o2; o3), (ап_ ў  an), {an\ + cc) oraliqlarga ajratadi.

Shu oraliqlardan, ixtiyoriy ikkita qo'shni oraliqni, masalan, 

va (aA:+l; ^+2^ oraIiQni ajratib olaylik.
(1) tengsizlikning chap tomonidagi ko‘paytma bu oraliq- 

larning biridan ikkinchisiga o ‘tganda o ‘z ishorasini o ‘zgartiradi.
Haqiqatan ham, agar x  g  { а ^  a k ^ )  bo‘lsa, x -  +, < 0  va

agar x 6 {ак+ў  ak + 2) bo ‘lsa, x - a k+\ > 0 bo iad i,  ya’ni x - a k+x 
ikkihad {ak\ ak+ {) va (o^+1; +2) oraliqlarda har xil ishorali
boiadi. (1) tengsizlikning chap tomonidagi qolgan ko‘paytuvchilar 
ko‘paytmasi bu oraliqlarda bir xil ishoraga ega.

Shu sababli (1) ning chap tomonidagi ko‘paytmaning isho­
rasi bu oraliqlarda har xil boiad i.  Bu esa (1) tengsizlikni yechish­
ning quyidagi usulini be rad i.

( x -  fl,)(x- я 2)(х— д3) . . .  ( x -  , ) (* -  an) > 0. (1)
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(1) tengsizlik (an; + oo) oraliqda o ‘rinli boMgani uchun {an_x\ 
atl) oraliqda o'rinli emas; an) oraliqda o ‘rinli boMmagani 
uchun (д„_2; an _{) oraliqda o ‘rinli va hokazo.

1- m i s о 1. 2 {2 x -  5 )(3x- 8 ) (5 -  4x) < 0 tengsizlikni yeching. 

Y e c h i s h .  Te ngs i z l i kn i  2 - 2 - 3 - ( - 4 ) - ( x - | j ( x - | j x

x ( x - | ) < 0 yoki > 0 ko‘rinishga kelti­

ramiz. я, = ! ,  я2 = f  va = I  nuqtalar son o ‘qini (-со; | j ,

( 4 * 2 ) ’ (I’D va ( l ;+co) oralicllarga ajratadi ( 2 4 -о rasm). 

Oxirgi tengsizlik ( | ;  +ooj ,  oraliqlarda o ‘rinli.

J a v o b :  ( | ;  I )  и  ( | ;  +oo).

2 - m i  so l .  1<)(л~3> > 0 tengsizlikni yechamiz.
( x - 2 ) ( x - 4 )

Y e c h i s h .  x = 2 , x = 4  sonlari tengsizlikning yechimi emas. 
x * 2 ,  x * 4  bo‘lganda ( x - 2 ) 2 • 4)2 > 0 bo‘ladi. Shu sababli
tengsizlikning har ikki tomonini ( x -  2)2 - ( x -  4)2 ga ko‘paytirish 
natijasida berilgan tengsizlikka teng kuchli quyidagi tengsizlik hosil 
bo‘ladi:

(x+ 1)x2(x - 3 ) ( x - 2 ) U - 4 ) > 0 .

Oxirgi tengsizlikning chap tomonidagi ifoda (4; + oo) oraliqda 
musbat, (3; 4) oraliqda manfiy, (2; 3) oraliqda musbat, (0; -2) 
oraliqda manfiy qiymatlar qabul qiladi.

( x -  0)2 ko‘paytuvchi juft daraja bilan qatnashmoqda. Shuning 
uchun oxirgi tengsizlikning chap tomonidagi ko‘paytma (-1; 0)

a) b)

24- rasm.
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va (0 ; 2 ) oraliqlarning biridan ikkinchisiga o ‘tishda o ‘z ishorasini 
o ‘zgartirmaydi (24- b rasm), ya’ni bu oraliqlarning ikkalasida 
ham manfiy qiymatlar qabul qiladi. Oxirgi tengsizlikning chap 
tomonidagi ifoda ( - o o ; - 1) oraliqda musbat qiymatlar qabul 
qiladi.

Berilgan tengsizlikning barcha yechimlari to ‘plamini aniq­
laymiz.

J a v o b :  ( - g o ; -1 )  U (2; 3) U (4; + o o ) .

M a s h q 1 а г

Ratsional tengsizliklarni yeching:
6 .236. ( x -  2 ) (x -  5 ) (x -  12) >0.

6 .237. (x+ 7)(x+ l ) ( x -  4) < 0.

6 .238. x(x+ l ) (x+ 5 ) (x -  8 ) > 0.

6 .239. (x + 48)(x-  37)(x-  42) > 0.

6 .240. (x + 0,7)(x -  2,8)(x -  9,2) < 0.

6.241. (x1 -  16)(x+ 17) > 0. 6.242. (x - 2)(x2 -  12l) < 0.

6.243. x3- 2 5 x < 0 .  6.244. .x3 -  0,01 >0.

6 .245. (x2 -  OXx2 -  1) > 0. 6.246. (x2 -  1 .SxXx2 -  36) < 0.

6 .247. (x2 + 17)(x-  6 )(x+ 2) < 0.

6.248. x(2x2 + 1 )(x -  4) > 0. 6.249. (x -  1 )2(x -  24) < 0.

6.250. (x + 7)(x-  4)2(x -  2 1) > 0. 6.251. 7 7 I  > 0.

6.252. < 0. 6.253. > 0.x -  11 3 -  x

6.254. 5 0'

6 .255 . (x -  1 )2(x -  2)3(x -  3)4(x -  4)5 > 0.

6 .256. (x -  1 )2(x + 1 )3(x -  2)4(x  -  4 )5 > 0.

6 .257. (x + 2)2(x -  1 )3(x -  2)7 < 0.
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6 . 2 5 8 .  x 3 ( x +  1 ) 2 ( x - 4 ) 3 > 0 .

6 . 2 5 9 .  ( х - 1 ) 4 ( х + 1 ) 2 < 0 .

6 . 2 6 0 .  ( x - 0 , 5 ) ( x + 0 , 5 ) 2 ( x - 2 )  >  0 .

6 . 2 6 1 .  x2(x2 - l ) ( x + l ) < 0 .

6 . 2 6 2 .  U - 1 ) U * 2 ) 4 ( x - 3 ) 2  >  о

( x - 4 ) 3

6 . 2 6 3 .  ( x - ' ) 4 ( x - 2 >3 ( ^ 5 )  a  0

( x - 7 )

6 . 2 6 4 .  f c L - . 2 / . ; .̂ 2 » 3 ^ - 1 )  <  о

( x -  3)

6 . 2 6 5 .  ( x ~ 2 > ( ^ ~ 32 ) 4 ( j t ~ 4 )  <  0 .

6 . 2 6 6 .  >  0 .

6 . 2 6 7 .  ( 1 1  - x ) 3 ( x -  1 , 5 )  > 0 .

6 . 2 6 8 .  (2 -  3x)(4x+ 5) < 0.

6 . 2 6 9 .  ( 2 - 3 x ) ( 4 x + 5 ) ( 3 -  4x) >  0.

6 . 2 7 0 .  (3 -  4x)(5 -  6x)(x -  7) <  0.

6 . 2 7 1 .  (3 -  4 x ) 2 ( 4  -  7x)3(x+  5) > 0.

6 . 2 7 2 .  (13 -  9x)3(l 1  -  8x)4(5 -  x) < 0



6.279. > о. 6.280. x4 -  5x2 + 4 < 0.
2 x 2 - x - \

6.281. x4 -  2x2 - 6 3  < 0 . 6.282. < 1.x -  2

6.283. - Ц -  < 2. 6.284. < 6 .
x -  1 2x -  5

6.285. < 1- 6.286. < 1.
^ + 6  x  +3

6.287. т - 4  < -  9 ■ 6.288. <1.
r + 1  2  ( x — 1)

6.289. x2~ 7x+12 > 0. 6.290. *2+,f a - 7 < 2.
2x  + 4 x + 5  л  +1

6.291. > 0 . 6.292. I l l  + 3x +.,! > Q
- 2 x  + 3 x + 2  x - 5  2 -

6.293. 2x2 + -  > 0. 6.294. > 0.
x  x  + 6x

6.295. ^ - 5x+6 < o. 6.296. £ 4 < 0
x -1 lx+30 ^+1

6.297. < 7^-3 ■ 6.298. i i i  -  < 0 .x  + Z x  — j  x+1 x - 4

6.299. < 4. 6.300. -3 -4 — r 2  1.
x  - x - 12 x - 5x+ 6 2

6.301. ( 4 - x 2) ( x - 3 ) 3 й о. 6.302. 4 + ^ _ <1
( x + l ) ( x ^ - 3 x - 4 )  ^+x * x

6.303. 2 + Л > 1  6.304. 4 ^ 4 U - L
x+1 x  x ( x - 6 )  X—1

6.305. — 2—  + -9- + 1 < 0 .
( x - 2 ) ( x - 3 )  x+3

6.306. (x2 + 3 x  + l)(x2 + 3x -  3) > 5.

6.307. (x2 -  x - l ) ( x 2 -  x  -  7) < -5.
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4. M odul belgisi qatnashgan tengsizliklarni yechish.

1 - m i s o l .  | x - 2 | < 1 tengsizlikni yechiflg.

Y e c h i s h .
1- usul. Tengsizlikning ikkala tomonini kvadratga ko‘taramiz: 

(x - 2 ) 2 < 1  yoki x2 - 4 x + 3 < 0 .  Hosil bo'lgan kvadrat tengsiz­
likning chap tomonini ko‘paytuvchilarga ajratib, oraliqlar usulini 
tatbiq etsak, berilgan tengsizlikning barcha yechimlari to ‘plami 
(1; 3) oraliqdan iborat ekanligini ko'ramiz.

2- usul. Tengsizlikning chap tomonidagi modul belgisi ostida 
qatnashgan x  -  2 ikkihad x = 2 da nolga aylanadi. x =  2 nuqta son 
to ‘g ‘ri chizig‘ini (-oo; 2) va (2; +co) oraliqlarga ajratadi. Bu 
oraliqlarning har birida x - 2  ikkihad o ‘z ishorasini saqlaydi. 
Berilgan tengsizlikni shu oraliqlarning har birida alohida-alohi- 
da yechamiz:

f x>2,  f x<2,
[ x - 2 < l ;  | - ( x - 2 ) < l .

Birinchi sistemadan 2 < x < 3, ikkinchi sistemadan 1 < x < 2. 
Bu ikkala yechimlarni birlashtirsak: ( 1;2)U[2;  3) = (1; 3).

2- m i s о 1. 12x -  11 < I Зх + 11 tengsizlikni yeching. 
Y e c h i s h .  Tengsizlikning ikkala t omoni n i  kvadratga

koTarsak: ( 2 x - I ) 2 < ( 3 x + I ) 2 yoki x ( x + 2 ) > 0 .  Bundan

(-<»; -  2] U [0; +» ) .

3 - m i  sol .  |x| + l < 2 | x - l |  + 3x tengsizlikni yeching.

Y e c h i s h .  Modul ishorasi ostida turgan ifodalar x = 0 va x  = 1 
da nolga aylanadi. Bu nuqtalar son o ‘qini (-o o ; 0], [0; 1], [1; + oo) 

oraliqlarga ajratadi. Ifodalarning bu intervallardagi ishoralari 
jadvalini tuzamiz:

Ifodalar (-«>; 0) (0; 1) (1;-к»)

X - + +

x -  1 - - +
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Berilgan tengsizlik birinchi ( - 00; 0] oraliqda - x  + 1 < -  2 ( x -  
-1 )  + 3xk o ‘rinishga keladi. Ixchamlashtirishlardan so‘ng, -2 x <  1 
tengsizlik hosil bo iad i,  bundan -0 ,5  < x < 0  ni topamiz. Ikkinchi 
intervalda berilgan tengsizlik x  + 1 < -  2(x - 1 )  + 3x ga yoki ayniy 
almashtirishlardan so'ng 0 < x <  1 ko^rinishga keladi. Bu oraliqda 
ham tengsizlik bajariladi. Uchinchi intervalda tengsizlik x +  1 < 2(x- 
-1 )  + 3x yoki x >  0,75 ko‘rinishga keladi. Lekin uchinchi interval 
( 1; + 00) edi. [0,75; + 00) Л  [1; + 00)  =  [ 1; + 00) .  Topilgan uchta na- 
tijani umumlashtirib, berilgan tengsizlikning yechimini yoza­
miz: 0,5 < x <  + 00.

I M a s h q l a r

Modul qatnashgan tengsizliklarni yeching:

6 .308. |ti|< 1.

6 .310 . \a\>  1.

6 .312 . \a\ < 0.

6.314. \a\ < -3.

6.316. \a\ > -1 .

6 .318 . |x — 1| < 0.

6 .320. - 3 |x -  4| < 0.

6.322. 3 |x -4 |  > 0.

6.324. |x2-  1| <0.

6.326. | x 3-  8| > 0.

6.328. 2|x+ 10| > x  + 4.

6 .330. x 2 -  7x+ 12 < | x -  4|.

6.332. |x2 + 3x] > 2 -  x 2.

6.334. | x -  2| < 2 x -  10.

6.309. |o|< 1.
6.311. \a\> 1.
6.313. \a\ < 0.

6.315. \a\ > -1.

6.317. \a\ < -3.

6.319. |2 x -3 |  < 0 .

6.321. 3 |x -  4| < 0.

6.323. 13|x-4 | >0.

6.325. |x2 — 1|>0.

6.327. Vx1  < 1.

6.329. 3 |x -  1| < x +  3.

6.331. x 2 -  5x + 9 > |x -  6|.

6.333. |x2 -  6x + 8| < 5x -  x 2.

6.335. |x 2 - x  -  3| < 9.

6.336. | 4 - M < 3  .
X +X+1

6.337. — + 12 < 3 x - l .
X
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6.338. \ 2 x -  7| < 5.

x + 46.340. < 1 .
x + 2

6.342. \x+ 1| + 4 > 2\x\.

6.344. | x -  2| + |3 -  x| > 2 + x. 

6.346. | 5 - x | < \ x - 2| + 17-2x|.

6.348. |x3- l | > l - x .

6.350. < 3 .

6.339. |2 x -  l | < | x -  1|. 

6.341. |13 -  2x| > |4x -  9|.

6.343. |2x + 3| > |x| -  4 x -  1. 

6.345. | x -  1| > |x+ 2| -  3. 

6.347. |x -  6| < |x2 -  5x+ 9|.

6.349. —  > -1 .

6.352.

x+ 6  

x 2- 5 x + 4

x 2- 4
< 1

6.351. - j  

6.353.

| x - 3 |  

x-21

x2- 5 x+6 

x 2-3x+2

x 2+3x4-2

> 3 .  

> 1 .

6.354. > 2x
x - 2

6.356. < Ixl.
| x - 3 |  1 1

6.358. > 1
x  + |x-5 |

X — 11

6.357. x2 < 1-

6.359. > 1 .
x^+|x+2|

6.360. | x -  1| -  | x -  2| + |x+ 1| > | x+ 2| +  |x| -  3.

6.361. | x -  1| -  | x -  2| + |x -  3| < 3 + |x -  4| -  | x -  5|.

6.362. |x+ 2 | -  | x+ 1| + |x| > 2 4- |x — 11 — |x — 2|.

5. A yniyatlar va ten gsizlik larn i isb otlash . Ayniyat va 
tengsizliklarni isbotlashning umumiy usuli mavjud emas. Ayniyat 
va tengsizliklarni isbotlashda qoilaniladigan eng samarali usullardan 
biri matematik induksiya metodidir.

A(n) = B(n) ayniyat ni matematik induksiya metodi yordamida 
isbotlash uchun dastlab A ( \ )  = B {\)  ekaniga ishonch hosil qilish

va A{n+ 1)- A(n) = B(n + 1) -  B(n) yoki 
isbot qilish yetarli.
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1 - m i s o l .  Barcha л е /V larda quyidagi ayniyatning o'rinli 
boMishini isbot qiling:

1 1  l n
+ -Г-ТГ + ... +

1-4 4 -7  (3/i -2 )(3 /j + 1) 3/z + l '

I s b o t .  д „ ) = ± + ^  + ... + _ 1 _ ,  В(П) = ~  belgi-

lashlarni kiritib, matematik induksiya metodini qo‘llaymiz:

л = 1 da A(\)  = 1 ,  5(1) = = ў ,  ya’ni /1(1) = 5(1) tenglik

to lg ‘ri;

/ 1 ( ^  +  1 ) =  > ! ( / : )  +  ((зЛ+1)_ 2)((зЛ+1)+ 1) "  ^  +  (ЗА:+1)(ЗЛ+4) V a

B (k+  1) = B(k) + (3^+1)1(3A;+4) munosabatlarga egamiz.

Bu tengliklardan

A (k  + 1) -  A (k )  = --------1--------- = B (k  + 1) -  B (k)
v '  v '  ( 3 k + \ ) ( 3 k + 4 )  v y y

ekanini ko‘ramiz. Demak, ayniyat barcha л е /V larda to ‘g‘ri.

2 -  m i s o l . П |  1 ----1 = 47—гг ayniyatni isbotlang.
m I 5+i7J 2̂ +|)

I s b o t .  Tenglikning chap qismini Л(л), o ‘ng qismini B(n) 

orqali belgilaylik. U holda, /1(1) = 5(1) = -  va -  B(-k+^  _
4 A(k)  B(k)

( k + W + 3 )  .  . . . .  . «.
"2 tenghklarga ega bo lamiz.

( k +2Y

Demak, barcha л е /V lar uchun /1(л) = 5(л).

3 - m i so  1. Barcha x > -1  va л e/V sonlar uchun (1 + x)" > 
>1 + лх. (1) Bernulli tengsizligini isbot qiling.

I s bo t .  а) л = 1 da 1 + x  > 1 +x,  ya’ni (1) tengsizlik o ‘rinli;
b) tengsizlik n = k uchun to ‘g ‘ri deb faraz qilaylik: (1 +x)k> 

> 1 + Ъс;
d )  (1) tengsizlik n = k+  1 uchun ham to ‘g‘ri ekanligini isbot- 

laymiz: x + 1  > 0 va (1 + х ) л > 1 + kx  tengsizliklarga asosan, 
(1 + x)^ + 1 = (1 + x)^( 1 + x) > (1 + kx)(\ + x) = \ + (k  + \)x+  k \2 > 1+
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+ (к  + 1) • х tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak, (1) tengsizlik 
n = k + \ uchun ham to ‘g‘ri.

Matematik induksiya aksiomasiga ko‘ra, (1) tengsizlik n ning 
barcha natural qiymatlarida to ‘g‘ri.

P(x) < Q(x) tengsizlikni isbotlashning yana bir usuli, to‘g‘riligi 
oldindan m a’lum bo‘lgan Р {(х) < Q ^ x )  tengsizlikda ayniy shakl 
almashtirishlar bajarib, isbotlanishi kerak bo‘lgan P(x) < Q(x) 
tengsizlikni hosil qilishdan iborat.

4 - m i s o l .  x2 + -jj > 2 bo ‘lishini isbot qiling, bunda x * 0 .  

I s b o t .  x 2 + —у — 2 = x 2 + —5—  2x • — = f x 2 — -ij-4] teng-
X X X \  X J

likka egamiz. Bu tenglikning o ‘ng tomoni barcha x *  0 larda 

nomanfiydir: | x 2 -  ^ 0 .

Oxirgi tengsizlikda ayniy almashtirishlar (chap tomonidagi 
qavslarni ochish, o ‘xshash qo‘shiluvchilarni ixchamlash va hokazo)

? 1bajarib, xz + -*- > 2 tengsizlikni hosil qilamiz. Shu bilan tengsizlik
x

isbotlandi.

5 - m i s o l . Ixtiyoriy x > 0, у  > 0 sonlarining o ‘rta arifmetik 

qiymati o krta geometrik qiymatidan kichik emasligini, ya’ni

^  > yjxy tengsizlik o ‘rinli ekanini isbot qiling.

I s b o t .  Ixtiyoriy x  > 0, у  > 0 sonlar uchun (x -  y)2 > 0 
tengsizlik bajarilishi ravshan. Bu tengsizlikda shakl almashtirishlar
bajaramiz: ( x - у ) 2 > 0 =>x2 -  2xy + у 2 > 0 =>x 2 +2xy + у2 - 4лу >

>0 =>(x + y)2 > 4xy => ^  x y .

Oxirgi tengsizlikning ikki tomoni ham nomanfiy son boMganligi 
uchun tengsizlikning har ikki tomonidan kvadrat ildiz chiqarish
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mumkin.  Ildiz chiqarish natijasida isbotlanishi kerak bo'lgan 

> yjxy tengsizlik hosil bo‘ladi.

Isbot qilingan bu tengsizlik Koshi tengsizligi (Ogyusten Lui 
Koshi, 1789-1857, fransuz matematigi) deb ataluvchi quyidagi 
tengsizlikning xususiy holidan iborat:

(2 )

Bu tengsizlik har qanday a, > 0 ,  a2 > 0, an > 0 sonlar 
uchun o ‘rinli va undagi tenglik ishorasi а х = а2 = . . . - a n bo‘lganda 
o ‘rinli bo‘ladi.

Bu tengsizlikdan quyidagi ikkita muhim natija kelib chiqadi:
1) yig‘indisi o ‘zgarmas bo‘lgan musbat qo ‘shiluvchilarning 

ko‘paytmasi, bu sonlar o ‘zaro teng bo‘lganda eng katta bo ‘ladi;
2) ko‘paytmasi o ‘zgarmas bo‘lgan musbat ko‘paytuvchilarning 

yig‘indisi, bu ko‘paytuvchilar o ‘zaro teng bo‘lganda eng kichik 
boMadi.

6 - m i s о 1. у  = ^  funksiyaning (0; + o o )  intervaldagi eng

kichik qiymatini toping.

Y e c h i s h .  Funksiyani >, = x 4 + |  + |  + |  + |  e lem entar 

qo‘shiluvchilar yigMndisi ko‘rinishida yozaylik. Bu qo‘shiluvchilaming

ko‘paytmasi doimiy: x A = \ 6 . Shu sababli x4 = -
X  X  X  X  X

yoki x  = %J2 boMganda ularning yig‘indisi eng kichik bo ‘ladi. 

Demak, x  = y/2 boMganda berilgan funksiya o ‘zining (0; +co)

oraliqdagi eng kichik qiymati y(yl2) = = 5 yj\6

ga erishadi.
7 - m i s o l .  y{x) = x 4(27 -  x 4) funksiyaning eng katta 

qiymatini toping.

Y e c h i s h .  Funksiya x  < \/27 , x * 0  boMganda musbat 
qiymatlar qabul qiladi. Shu sababli funksiya o ‘zining eng katta

227



qiymatiga x ning x  < \/27 , x ^  0 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi
biror qiymatida erishishi mumki n.  x  ning x  < V27 , x  ^  0 
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida funksiya 
ifodasidagi ko‘paytuvchilarning har biri doimiy: x4 + (27 - x 4) =

=27. Shu sababli ularning ko'paytmasi x4 = ( 2 7 - x 4) yoki x  = ^

boMganda eng katta boMadi. Demak, x = boMganda berilgan

f  /2?Л /2 7 \2
funksiya o ‘zining eng katta qiymati у  = ^ y j  = | y )  n i qabul

qiladi. Izlanayotgan eng katta qiymat: |rZj .

8 - m i s o l .  Teng perimetrli uchburchaklar ichida teng to- 
monli uchburchak eng katta yuzga ega boMishini isbot qiling.

I s b o t .  Perimetri 2/? (/? = const) boMgan barcha uchbur- 
chaklarn i qaraym iz. Bu uchbur chakl a r n i ng  yuzini G eron

formulasi 5  = y/p(p  -  a)(p  -  b)(p -  c) orqali ifodalaymiz, bu 
yerda a, b, с lar uchburchakning tomonlari.

Ildiz ostidagi ko‘paytuvchilar musbat va ularning yigMndisi 
{p -  a) + {p -  b) + (p -  c) = 3p -  (a + b + c) = p  = const boMgani 
uchun, p(p  -  a)(p -  b)(p -  c) ko‘paytma p - a = p - b  = p -  c 
boMganda eng katta boMadi. Bu yerda a = b = c boMganda yuz eng 
katta boMishi kelib chiqadi. Isbot boMdi.

M a s h q l a r

6.363. Ayniyatlarni isbot qiling:
x 1 I I

a) 7-7 + 7—г + ••• +
1 - 5  5 - 9  ( 4 / i - 3 ) ( 4 / i + l )  4/7 +  1 ’

b ) — 1
1 - 3 - 5  3 - 5 - 7  (2 /z - l ) (2 /7 + l) (2 /7 + 3 )  2(2 /7+ l)(2 /7+3) ’

I 2 2 2 П2 /7(/7 +  l )
d )  —  +  —  +  . . .  + ------------------------- — -------------------,

1 3  3 - 5  ( 2 / 7 - l ) ( 2 / 7 + l )  2( 2/ i +1)
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^ 7  ^  ц л  X - i n + V x ” * 1 + П Х П + 2  ,
е) х + 2xz + Зх^ + ... + п х 1 = --------— з  , bunda

(1-х)
х *  1.

6.364. Agar а > b > 0 boklsa, ап > bn bo‘lishini isbot qiling.

6.365. Har qanday n<aN da: 1) 2n > n\ 2) 2" >2/ 7+1 boMishini 
isbot qiling:

. , 1 1  1 1
a) j  = 1 + -  + —  + ------- + ----------- + ... +

'  1 1-2 1-2-3 1-2-3-4

+ --------!--------< 2,75, n e  TV;
1 2 3 4 . «

b) | l  +1)" < 3, и £ ЛГ ;

d) (m + l ) m < mm+ 1, m > 3, m E N;

e) 9966 < 6 6 " ;

0  x 4 + + + l > i ( x 2 + x  + l)2, x  e  Д ;

g) a" + b" > a  > 0, 6 > 0 ,  zzeTV .

6.366. Tengsizliklarni isbotlang:

X 1 l 1 1 , .a) — - и ™ + ... + — + -— - > 1 ,
/ 7 + 1 /7 +  2  3 / 7  3 /7 + 1

b) -L + -L +... + -L < 3, n e  N  \
21 У  n2

d) 1 + Т2 + Ж + -  + Тп>2'Гп ’
e) l + i  + i-  + ... + JL< ЗлЛ? , bunda /?! = 1 • 2•.. .• n ;

1! 2! n\

f) ^  > й3/,3 ;

g) (1 + x)” > 1 + /7Х, bu yerda 1 + x > 0, n e  N;

h) a2 + b2 + c2 > ^ , b u  yerda a + b + c= 1, a, b, с e  R\
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i) (a + b){b + c){a + c) > 8 abc, bu yerda a, b, с > 0; 
j) a 2 + ab + b 2 > 0, bu yerda a, b e  R, 
k) a 2 + b 2 > a 2b + a b 2 {a, b e  R)\
1) (1 +я) (1 +/>)(! +c )  > 8 (я, b, c > 0 ) ;  
m) {a + b)(b + c){c + a) > 8abc {a, b, c>  0);

n) a + b + c> Ja b  + ac + be (a, b, с > 0); 
о) a 4 + b4 + c*> abc{a + b + c) (a, b, с > 0);

p) ( л / я  + y fb f  > 64ab(a + b)2 (a, b > 0 ) .

6.367. Ko‘rsatilgan oraliqda funksiyaning eng katta qiymatini 
toping:

a) у  = 25x3 -  8x4, 0 < x <  5;

b) у  = 100x3 -  3jc4, 0 < x < 33 у ;

d) у  = 4x3 - x4, 0 < x <  4.

6.368. Funksiyaning eng kichik qiymatini toping:

а) у = ^  , я  > 0, x >  0; b ) y  = x  + - ^ - , x > 3 ;  
x  x - 3

d )  ^  =  7 л  +  Н , л > 3 ;  e )  ( ^ 2 ) ( x + l 8)  q  
x - 3  x

4 -  § .  T e n g l a m a l a r  s i s t e m a s i

1. Tenglamalar sistemalari va majmualari. x va у  o ‘zgaruvchili

= vAx>y)
sistemani yechish -  bu shunday x = я va y =  b sonlarini topishki, 
ular sistemaga qo‘yilganda to ‘g ‘ri tengliklar hosil bo ‘lsin. Agar 
sistemaning yechimi (я,; b^), (я2; b2), (яя; bn) sonlar juftlari 
bo'lsa, javob {(a,; 6,), (a2; 62), (e„; bn)} y o k i x, = a , ,

x n= an, y n = bn ko‘rinishda yoziladi. Bu ko‘p o ‘zgaruvchili 
teng lam alar  s is tem alariga ham  taalluqli.  O d a td a  sistem a 
tenglamalari soni o ‘zgaruvchilar soniga teng boMadi.
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0 ‘zgaruvchilar sistemani qanoatlantiruvchi qiymatlarga ega

ega emas. Yagona yechimga ega sistema aniq sistema, yechimlar 
soni cheksiz ko‘p bo‘lsa, aniqmas sistema, yechimga ega bo‘lmasa 
(ya’ni yechimlarning bo‘sh to ‘plamiga ega bo ‘lsa), birgalikda 
bo'lmagan {noo‘rindosh) sistema deyiladi. Ko’pincha tenglamalari 
soni o ‘zgaruvchilari sonidan ko‘p bo‘lgan tenglamalar sistemasi 
noo‘rindosh b o ‘ladi.

1 - m i s o l . Ikki o ‘zgaruvchili uch tenglamadan iborat ushbu 

x  + у  = 7,
< x  -  у  =  \, sistemaning nookrindosh ekanini isbot qiling.

x 2 + y 2 = 12

Y e c h i s h .  Oldingi ikki tenglamadan (x = 4; у  = 3) ni topa- 
miz. U uchinchi tenglamaga qokyilsa, 42 + 32 * 12 bo‘ladi, ya’ni 
uchinchi tenglama qanoatlanmaydi. Geometrik m a’nosi: x2+ y2 = 
= 12 aylana x  + y = 7  va x -  y =  1 to ‘g‘ri chiziqlarning kesishish 
nuqtasi A(4; 3) dan o ‘tmaydi.

Tenglamalari soni o ‘zgaruvchilari sonidan kam b o ‘lgan 
sistemalar ko ‘p hollarda n o o ‘rindosh yoki aniqmas b o ‘ladi.

(x + у  + 2z = I, ,
Masalan, G  ^ ,  sistema noo‘rindosh sistemadir.

[2x + 2y + 4z = 5

2 - m i s o l .  Ushbu sistemaning aniqmas sistema ekanligini

Y e c h i s h .  Birinchi tenglamadan x2 = 10 -  4y  ni topib, 
ikkinchi tenglamaga q o ‘ysak: - 3 y - 2 z = - 7  yoki ^ = -l,5y+3,5. 
0 ‘zgaruvchi у  ga ixtiyoriy qiymat berilib, x  va г ning mos 
qiymatlari topiladi. Sistema cheksiz ko‘p yechimga ega. x 2= 1 0 -  
-4 y >  0, demak, у  ning qiymatlari (-oo; 2,5] oraliqdan olinadi.

boimasligi mumkin. Masalan,
x  + y  = 7, 
3x + 3y = 8

sistema yechimga

ko‘rsating:
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Tenglamalari soni o ‘zgamvchilari soniga teng yoki undan ortiq 
bo‘lgan tenglamalar sistemalari ham aniqmas sistema boMishi

mumkin. Masalan,
x - y 2 = 5,

, . va
3x -  3y  = 15

x 2 - y 2 = 5,

3 x 2 -  3>’2 = 15, 

бх2 -  6 у2 = 30

sistemalar cheksiz ko'p yechimga egadir.

Agar tenglamalar sistemasi simmetrik bo‘lsa (o‘zgaruvchilarni 
o ‘rin almashtirish, bir yoki bir necha o'zgaruvchi oldida turgan 
ishoralarni alm ashtirishdan sistema tarkibidagi tenglamalar 
o ‘zgarmasa), uning yechimlar to ‘plami ham simmetrik bo ‘ladi.

f x 2 + у2 = 4 1
3 - mi s o l .  j ^  ’ sistemaning yechimlaridan biri

(4; 5). 0 ‘zgaruvchilarning simmetriyasiga ko‘ra (5; 4) ham 
sistemani qanoatlantiradi. 0 ‘zgaruvchilar ishoralari almashtirilsa, 
tenglamalar o ‘zgarmaydi. Demak, (-4; -5) va (-5; -4) ham yechim.

J a v o b :  {(4; 5), (5; 4), (-4; -5 ) ,  (-5; -4)}.

f \ ( x ,  y) = 0 va / 2(x, y) = 0 tenglamalar berilgan boNsin, 
ularning kamida bittasini qanoatlantiradigan barcha (x; y) juft- 
larni topish masalasi qo‘yilgan bo‘lsin. Bunday holda /,(x, y) = 0 
va / 2(x, y) = 0 tenglamalardan tuzilgan tenglamalar majmuasi 
berilgan deyiladi. Tenglamalar majmuasi tenglamalar siste-

masidan farqli ravishda
f \ ( x ,  y )  = 0,
/ 2(x, >>) = 0 yoki /,(X, y) = 0.

fjix*  У) = 0 ko‘rinishda yoziladi. Majmua tenglamalardan aqalli 
birini qanoatlantiruvchi {a\ b) sonlar juftlarini topish talab 
qilinayotganini anglatadi. Agar har qaysi tenglama biror chi- 
ziqni bersa, majmua shu chiziqlar birlashmasini, ularning

{ f i x ,  y )  = 0,
\ r , x ^ sistemasi shu chiziqlarning kesishmasini (umu- 

y) = 0



miy qismini) be rad i,

\ fx(x,  y )  = 0, 
1ф,(х, y) = 0;

majmua barcha

{ fk(x ,  y )  = 0y

[ф *(^ У) -  0’ 
birlashtirish kerakligini anglatadi.

\ < k < n  sistemalarni yechish va yechimlarini

4 - m i s o l .

majmuasi ni yeching.

\x + y  = \

[xy = 2 ;

\x2 + y 2 = 10, 

[xy = 3

tenglamalar sistemalari

Y e c h is h . Birinchi sistema yechimi {(2; 1), (1; 2)}, 
ikkinchisiniki {(3; 1), (1; 3), (-1 ; -3 ) , (-3 ; -1)}.

J a v o b :  {(2; 1), (1; 2), (3; 1), (1; 3), (-1; -3), (-3 ;-!)} .

Agar chiziqli tenglamalar sistemasida ozod hadlardan aqalli 
biri noldan farqli bo ‘Isa, u bir jinsli bo'lmagan tenglamalar 
sistemasi, ozod hadlarning hammasi nolga teng bo‘lsa, bir jinsli 
chiziqli tenglamalar sistemasi deyiladi.

M a s h q l a r

Tenglamalar sistemalari majmualarini yeching:

6.369.

\ 2 x - y  = 3, 

[xy = 2;

\ x2 - y 2 = 8, 

[x2 + y 2 = 10.

6.370.

[x2 = 4x + 5y, 

[y2 = 5 x  + 4y; 

\ x2 + y 2 =5,  

l-vy = 2.
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6.371.

[2л: + . у - 3 г  + 2н = 0, 

[Зх + Зу -  3z + и = 0; 

{4 х  - З у  + 3 z -  и = 0, 
\5х + 2у  - 4 z  + 2u = 0 .

х  + Sy = 25,
6.372. х -  у  = \, sistemaning noo‘rindosh ekanini isbot qiling. 

x  + y 2 = 15

6.373. Sistemalar bitta yechimi bilan berilgan. Sistemalarning 
simmetrikligidan foydalanib, ularning qolgan yechimlarini 
toping:

a ) K ^ 4 = 82- ( , ; 3 ) ;  b) < 
[x + у = 4,

e)
U 3 + y 3 = 7,

x 2 , У 2 _  29 
у  x  6 ’

I *  1 = 5
x  у  6 ’

(2; 3).

X3  + y 3 =35,

1 1-5  (2; 3) :
x + у  6 ’

0 (1; 2), (2; 3) .

[x4 + /  =17,

I*2 + / = 5 ;

\x + y  = 5,

[ х Ч /  = 275.

2. Tenglamalar sistem alarining geom etrik m a’nosi. H ar
qanday /  uzluksiz funksiyaga Г chiziq — uning grafigi mos 
keladi. Lekin har qanday chiziq ham biror funksiyaning grafigi 
bo4avermaydi. Masalan, markazi koordinatalar boshida bo‘lgan 
R  radiusli aylana hech bir funksiyaning grafigi bo‘la olmaydi,

ch u n k i  ay lanada  ayni b ir  x  abssissali ikkita (x ;  V/?2 - x 2)v a

(x; -V R 2 - x 2) nuqta mavjud. Bu esa x ning har bir joiz qiymatiga 
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у  ning  ikkita +V/?2 -  x 2 , -V /?2 -  x 2 qiym ati  t o lg kri kelishini

kokrsa tad i._______

у  = + \Ir2 - x 2 va у = -y lR 2 -  x 2 funksiyalarning grafiklari 
markazi koordinatalar boshida bo'lgan R  radiusli aylanani hosil 
qiladi. Bu aylananing tenglamasi x 2 + y 2 = R2 dan iborat.

Markazi A(a-, b) nuqtada bo‘lgan R  radiusli aylanani qaraymiz. 
Uning ixtiyoriy M(x\ y) nuqtasidan A  markazgacha bo‘lgan masofa

ham R  ga, ham  >/(x -  a)2 + ( y -  b)2 ga teng. Shuning uchun,

yj{x -  a)2 + (y -  b)2 = R.  Bu tenglikdan, aylana tenglamasi

(x -  a)2 + (y -  b)2 = R 2 (1)

ni hosil qilamiz. (1) tenglama markazi A(a; b) nuqtada bo‘lgan R 
radiusli aylananing kanon ik  (sodda) tenglamasi deyiladi. Bu 
tenglamani quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

x2 + y2 -  2ax -  2by = С . (2)

Bu yerda, С = R 2 -  a2 - b 2.

1 - m i s o  1. M arkazi Л/(-2; 3) va radiusi /? = 8 b o ‘lgan 
aylananing tenglamasini tuzing.

Y e c h i s h .  ( 1) yoki (2 ) formula bo‘yicha:

(x+  2)2 + (у -  3)2 = 64 yoki x2 + y 2 + 4x -  6y  -  51 = 0.

(x -  a)2 + ( y -  b)2 = 0 tenglama «nol radiusli» aylanani, ya’ni
A{a\ b) nuqtani ifodalaydi.

H ar biri biror chiziqning tenglamasi boMgan tenglam alar 
sistem asin i yech ish , geo m etrik  jih a td a n , shu ten g lam alar 
ifodalagan chiziqlarning kesishish nuqtalarini topishni angla­
tadi.

2 - m i s o l .  

temasini qaraymiz.

85

y - i )  =
у = 0,5x + 2

x  +   + У -   —__
4 у V 2 у 16 ’ t e n g l a m a l a r  s i s -
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Birinchi tenglama markazi 1 ;  i j  nuqtada boMgan R =

radiusli aylananing, ikkinchi tenglama esa to ‘gkri chiziq teng- 
lamasidir. Bu sistemani yechish, geom etrik jihatdan, eslatilgan 
chiziqlar kesishish nuqtalarini topish demakdir.

Chiziqlar у4(0; 2), B(-4; 0) nuqtalarda kesishadi. Shuning uchun 
berilgan sistema (0; 2), (-4 ; 0) yechimlarga ega.

Tekislikning koordinatalari f ( x ;  y) ■ ip(x; y) = 0 tenglamani 
qanoatlantiruvchi barcha (x; y) nuqtalarining geom etrik o krni 
tekislikning koordinatalari / (x; y)  = 0 yoki ф(х; у) = 0 tenglamani 
qanoatlantiruvchi barcha (x; y) nuqtalaridan tashkil topadi.

3 - mi s o l .  Tenglamasi ( x -  8)(y + 9) = 0 boklgan geometrik

dan foydalanamiz. x  -  8 = 0 tenglamaning yechimi x = 8 dan, 
y  + 9 = 0 ning yechimi у = - 9  dan iborat. G eom etrik jihatdan 
majmua /1(8; 0) nuqtadan o'tuvchi va Oy o kqqa parallel bo lgan  
x = 8  to kgkri chiziq ham da B(0; -9 ) nuqtadan o ktuvchi va O xokqiga 
parallel boklgan y = -9  tokgkri chiziqlarga tegishli nuqtalar to ‘plamini 
ifodalaydi.

6.374. a) Shunda y  ten g lam an i tuzingki ,  uni  faqat ucht a  
/1(1; 1), B(-2; 2), C(0; 0) nuqtalar qanoatlantiradigan 
boklsin;
b) aylananing markazini va radiusini toping:

d) m arkazi A(a; b) va radiusi R  b o klgan aylananing 
tenglamasini tuzing:

x — 8 = 0 ,
o krinni toping. Buning uchun + 9 -  q tenglam alar majmuasi-

M a s h q l a r

1) x 2 + y 2 + 6x -  4y = 3; 2) x 2+y2-1 0 x -2 y + l=  0;

3) x 2 + y 2 + 1 2 x - 6y = 4; 4) x 2 + y 2+ 1 0 x -6  = 0;

1) a = 2, Ь = - \ ,  /? = 4;
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3. T englam alar sistem asin i grafik usulda yechish. G eom etrik

yechish /(x ; >>) = 0 va q>(x; у) = 0 tenglamalar bilan berilgan Г, va 
chiziqlarning kesishish nuqtalari koordinatalarini izlashdan 

iborat. Grafik usuldan yechimni taqribiy baholashda foydalaniladi. 
Chizmalar mumkin qadar aniq chizilishi kerak. Millimetrli qog‘oz- 
lardan foydalangan m a’qul.

usulda yeching.

Y e c h i s h .  Birinchi ten g lam ay = x 2 + 6x + 9, ya’ni >>= (x + 3 )2 
parabolani (Г, ni), ikkinchi tenglama e say = -2 x  +2 to ^ 'r i  chiziqni 
(Г2 ni) beradi (2 5 - rasm). Bu chiziqlar A(-7; 16) va B{- \ \  4)

jihatdan ikki o ‘zgaruvchili tenglamalar sistemasini

1 - m i s o l .
x 2 + 6 x  -  у  = - 9  
2x + у = 2

' tenglamalar sistemasini grafik

nuqtalarda kesishadi. Sistemaning yechimi:

X

25- rasm. 26- rasm.
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^ = x -  1

3 —

— - f -

X

- 2

2 7 -  rasm . 2 8 -  rasm .

{y  = — 4x  + 8,
.  , ’ ten g lam a la r siste-

y  = 2 x - \

m asin i grafik  yech ish  tasv irlangan . y = 2 x -  1 to ‘g ‘ri ch iz iq  /1(3; 5) 
n u q tad a  у  = x 2 -  4x  + 8 = (x  -  2 )2 + 4 p arab o lag a  u rin ad i. D em ak , 
s is tem a yagona yech im g a ega: x  = 3, у  = 5 .

3 - m i s o l .
у  = x 2 -  4 x  + 8,

s istem ani grafik usu lda yeching.
у  = 2x -  5

Y e c h i s h .  Yechim 26- rasmda tasvirlangan. y = x2 - 4 x + 8  
parabola va y=  2 x -  5 to lg‘ri chiziq kesishmaydi. Sistema yechimga
ega emas.

. . fx2 + y 2 - 4 x - 6 y + 9 = 0,
4 -  m i s o l . \ • tenglamalar sistema-

[x2 -  xy -  3x + 2y + 2 = 0 
sini grafik usulda yeching.

Y e c h i s h .  Birinchi tenglam ani (x -  2 )2 + (у -  3 )2 = 4 
ko‘rinishga keltiramiz. Uning grafigi markazi Д 2 ;  3) nuqtada 
bo'lgan R = 2  radiusli aylanadan iborat.

Ikkinchi tenglama chap qismini ko‘paytuvchilarga ajratish bilan 
( x - 2 ) ( x - y -  1) = 0 tenglamaga keladi. Uning grafigi x = 2  v a y = x  
-  1 tenglamalar bilan aniqlangan to ‘g‘ri chiziqlar birlashmasidan 
iborat.
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Ayni bir koordinatalar tekisligida yuqorida aytilgan aylanani 
va to ‘g‘ri chiziqlarni yasaymiz (27- rasm). Ular A(2; 1), B(4; 3) 
va C(2; 5) nuqtalarda kesishadi. Demak, berilgan sistema uchta 
yechimga ega: (2; 1), (4; 3), (2; 5).

M a s h q l a r

6.375. Quyidagi tenglamalar sistemalarini grafik usulda yeching, 
topilgan javoblarni o ‘rniga q o ‘yish usuli bilan tekshi- 
ring:

a)

d)

f)

x 2 = у  -  4, 

у 2 = x + 10

x 2 + у 2 = 2,

.xy = 1;

x 2 + у 2 = -8 ,

X2 + ( y - 9 ) 2 = 125;

b)
|x 2 - 4 x - 9 y  = 14, 

\ y2 + 6 y - x  = -10;

|x 2 + 6 x - 3 y  = 

e) jx 2 + 4 y  = 13;

g)
*2 - ( y - 1)2
X2 + y 2 = 4 .

-14, 

■ —  1»

6.376. 28- rasm da tasvirlangan (1) to ‘g ‘ri chiziq koordinata 
o ‘qlarini x= -4  va y = 4 nuqtalarda kesadi, aylana Ox  o ‘qqa 
x = - 3  nuqtada urinadi. Ularning tenglamalarini tuzing va 
kesishish nuqtalari koordinatalarini toping.

4. Teng kuchli sistemalar. Ko‘paytuvchilarga ajratish usuli.

Tenglamalar sistemalarini yechishda ularni
x  = a, 

У  =  b
ko‘rinishdagi

eng oddiy tenglamalar sistemasiga yoki sistemalar majmuasiga 
kelguncha teng kuchli sistemalar bilan almashtiriladi. Agar ikki 
tenglamalar sistemasi bir xil yechimga ega bo‘lsa, ular teng kuchli 
sistemalar deyiladi. Agar ularning X { va X2 yechimlari har xil, 
lekin bu yechimlarning biror Zto^plam bilan kesishmalari bir xil 
bo‘lsa, ular У to'plamda teng kuchli b o ‘lgan sistemalar deyiladi. 
Har qanday ikki noo‘rindosh sistema ham o ‘zaro teng kuchlidir, 
chunki ularning ikkalasi ham bo‘sh to ‘plamdan iborat yechimga 
ega. Odatda teng kuchlilik « ~ » belgi orqali belgilanadi.
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Tenglamalar sistemalarini yechishda bir o ‘zgaruvchili tengla- 
malami yechishdagi kabi ko'paytuvchilarga ajratish ham qoilaniladi. 
Bu usul quyidagi teoremaga asoslanadi:

Т е  о re  m a . Biror X to ‘plamda aniqlanganf{(x; y), y)
funksiyalar qatnashgan

tenglam alar sistem alari majmuasiga teng kuchlidir.
I s b o t .  {a\ b) sonlar jufti (1) sistemani qanoatlantirsin. U 

holda ko‘payuvchilar orasida hech bolm aganda bittasi nolga teng 
bo‘lishi kerak, f k{a, b) = 0, \ < k <  n. Shunga ko‘ra, (<з; b) juft

sistem alari m ajmuasini ham qanoatlantiradi. A ksincha, agar 
{a\ b) sonlar jufti (2) majmuani qanoatlantirsa, u holda shunday

1 < к  < n, sistemani ham qanoatlantiradi, ya’ni f k{a, b) = 0, 
ф(я; 6) = 0 bo ' l adi .  B archa f k f unks i ya l ar  X  t o lp l a mda  
aniqlanganligidan, ular M {a. b) nuqtada ham  aniqlangandir va 
shuning uchun / ,  •... f n ko‘paytma ham nolga aylanadi. Demak, 
(я; b) juft (2) sistemani qanoatlantiradi.

1 - m i s o l .

7 j(x ,y ) - .. .- /„ (x ,y )  = 0, 
Ф(х,у) = 0 ( I )

tenglam alar sistemasi shu to'plamda

Л (х ,у )  = 0, 
ф(х,у) = 0;

/ л(х ,у ) = 0, 

ф(х,у) = 0
(2 )

tenglamalar sistemasini, demak, (2) tenglamalar

к  -  ko‘paytuvchi mavjud boladiki, unda bu sonlar jufti

j (x 2 + y 2 -  13)(x + у  - 1 )  = 0,

W  = 6
sistemani yeching.

(3)



Y e c h i s h .  (3) <=>
x y  = 6; 
x + у  -  7 = 0, 

_[ҳу = б

<=>

<=>
{(2; 3), (3; 2), (-2 ; -  3), (-3; -  2)};

L{(1; 6), (6; 1)}.

J a v o b :  {(2; 3), (3; 2), (-2; -3), (-3; -2), (1; 6), (6; 1)} yoki

\х\ = 2, \х2 = 3, |х 3 = -2 , |х 4 = -3 , jx5 = 1, 
[у\ = 3; \ у 2 = 2; [Уз = -3; 1у4 = -2 ; 1у5 = 6;

^  = 6, 

З'б =1-

Agar sistema
f i x , у )  ■... • f n( x , y )  = 0, 

Ф, (х ,у ) •... • фя = 0
ko‘rinishda berilsa,

uni yechish / к ^х ' у  ̂ s istem alar m ajm uasini yechishga 
[ф(х;у) = 0

keladi, \ < k < n ,  \ < l <  m.

Ushbu _  n ’ sistemada /  va g ko‘phadlardan biri,
8\X) У) — v

masalan, / ( x ;  y) x  va у ga nisbatan bir jinsli boMsin va uning 
barcha hadlari x * ga bo ‘linsin. U holda x  k umumiy ko‘paytuvchi 
qavsdan tashqariga chiqariladi, ko‘phad /(x , y) = x k ■ f ( x ,  y) 
ko‘paytma kokrinishiga keladi va berilgan sistemani yechish m a­

salasi
x* = 0 ,
g(x ;y ) = 0;

f \ ( x , y )  = 0, . . . , .
g (x 'y )  -  0 maJmuam yechishga keladi.

f i x 3 + 3 x 2y - 2 x y 2 = 0 ,
2 - m i s o l .  I 7 л tenglamalar sistemasini

[x2 + 2y2 = 9

yeching.
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Y e c h i s h .  Sistemaning birinchi tenglamasi bir jinsli, chap 
qismi x  ga boMinadi. x ni qavsdan tashqariga chiqaramiz. Masala 
ushbu majmuani yechishga keladi:

fx = 0, |2 x 2 + 3xy -  2 y 2 = 0,

|x 2 + l y 1 = 9 ; jx2 + 2 y 2 = 9.

-  9
Birinchi sistema x =  0, у  = -  sistemaga teng kuchli, undan

x, = 0, y, = ^  yoki x2 = 0, y2 = ni topamiz. Ikkinchi 

sistema yechimi: (1; 2), (-1 ; -2 ).

Ikkala sistema yechimlari majmuasi j^O;

0; - ^ j ;  (1; 2); (1; -2)1 berilgan sistema yechimini beradi.

M a s h q l a r

6.377. Sistemalarni teng kuchlilikka tekshiring va ularni yeching:

|2 х  + у  = 7, J(2x + y )(x 2 + y 2) = 7(x2 + y 2), 
l3x  -  4 = 1 Va 1 ( 3 x - 4 ) ( x - ) - )  = x - y ;

2x + у = 7, 
b) 13x -  4 = I Va

2x+7
2  2  2  2  ’ x +y  x  +y

З л - 4  1
x - y  x —

fx + 2 = у  + 2, fx2 = 4, 
« ( , - 2 . 0  "  ( , . . £ ;

( Л . у 2, Ijr2 = / ,
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5. Tenglamalar sistemasini algebraik qo‘shish usuli yordamida 
yechish. Bu usul bizga tanish. Uning asosida ushbu teorem a 
yotadi.

T e o r e m a .  (я; b) sonlar ju filarida  aniqlangan \j/(jc; y ), 
/ ( * ;  У), ф(^; у) funksiyalarning

sistemaga teng kuchlidir.

I s b o t .  Agar {a\ b) sonlar jufti (1) sistemani qanoatlantirsa, 
ya’ni f ( a \  b) = 0, <р(я; Z>) = 0 boMsa, ц/(я; b)y. f{ a \  Z>)=0 bo‘ladi, 
bundan ф(я; b)+\y{a\ b)-f{a\  Z>)=0 kelib chiqadi. Demak, (я; b) 
juft (2) tenglam alar sistemasini qanoatlantiradi. Aksincha, {a\ b) 
sonlar jufti (2) sistemani qanoatlantirsa, ya’ni f(a \ &) = 0, (р(д; Z>) + 
+х|/(я; b) • f{a \ £) = 0 bo ‘lsa, ф(я; Z>) = 0 tenglik ham to ‘g‘ri bo ‘ladi. 
Shunga ko‘ra (o; Z?) juft (1) sistemani qanoatlantiradi. Teorema 
isbot qilindi.

sini yechamiz.

Y e c h i s h .  Ikkinchi tenglamani -2  ga bo‘lib, birinchi teng­
lamaga hadlab qo‘shamiz va almashtirishlarni bajaramiz:

(1)

sistem asi

(2 )

x 2 + Зу 2 + 2 x  -  у  = 7, 

2 x 2 + 6 y 2 - 2 x  + 4 y  = 2
(3) tenglamalar sistema-
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4xz -  1 l x  + 7 = О,
<=> <

\ y  = x  -  2.

Bundan (1; -  1), yechimlarni hosil qilamiz.

M a s h q l a r

6.378. Sistemalarni yeching:

jx 2 + x y  + 2 y2 = 7, jx 2 + xy = 12,

[ Ix2 + 2xy  + y2 = 2; [xy -  y2 =2 .

6. Noma’lumlarni chiqarish usuli. Gauss usuli. Bu usul aso­
sida tenglamalar sistemasi yoki majmuasini ayniy almashtirishlar 
bilan 0 ‘zgaruvchilar soni bitta kam boMgan teng kuchli tengla­
malar sistemasi yoki majmuasiga keltirish haqidagi fikr yotadi:

У = f i x ) ,  Jy = f i x ) ,
ф - ,  y )  = 0 - ~  1Ф(л; / ( x ) )  = 0. Masala (P(x; = 0 tenS-

lamadan x ni aniqlash, so‘ng y = f ( x )  bo‘yicha у ni topish bilan hal

f / ( x )  = 0,
boMadi. 1 _ ko‘rinishdagi sistemani yechish uchun, oldin

[q)(x; >■) = 0
tenglamalardan biri o ‘zgaruvchilardan biriga nisbatan yechiladi.

[xy = 8,
1 - m i s o l .  1 2 2 ^  tenglamalar sistemasini yeching.

{xz + у = 20
о

Y e c h i s h .  Birinchi tenglamadan у = _  ni topib, ikkinchi
X

? 64
tenglam aga q o ‘ysak: У  + -y = 20 yoki soddalashtirishlardan

so‘ng x 4 -  20x2 + 64 = 0 bikvadrat tenglama olinadi. Uning ildizlari: 
x, = 2, x 2 = 4, x 3 = 2, x4 = - 4 .  Bu ildizlarga y, = 4,  y2 = 2, y3 = - 4 ,  
y4 = -2  mos keladi.

2 - m i s o l .  Uch noma ' l uml i  ikki ten g lam ad an  iborat

[x + y  = 6,
i 2 n (1) sistemani yeching.
[xy - Z = 9
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Y e c h i s h .  (!)<=> i л 2 <=>

e>

<=>

у  = 6 -  x ,  

x(6  - x ) > 9  

у  = 6 - x.

<=>

у  = 6 - x,  

x y  = 9 + z ‘

>  = 6 -  x, 

x 2 -  6x + 9 < 0

у  = 6 - x,  
x y  > 9 o

<=>
\y = 6 - x ,  

[(x -  3)2 < 0
<=>

Xx  -  3)2 = 0
о  {x= 3, y =  3, г = 0}.

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishda, xususan, teng­
lamalar soni ko‘p boMgan holda, Gaussning noma ’lumlarni ketm a- 
ke t chiqarish usulidan foydalanish m a’qul (Kar l  F r i d r i x  G a u s s  
(1777-1855), buyuk nemis matematigi). Usulning mohiyatini 
misol yordam ida tushuntiramiz.

3 - m i s o l .
\2 x  + 1 у  -  <\z = -13,
5x + lOy -  z = -7 , sistemani Gauss usuli bilan

4x -  6y + г  = 12

yeching.

Y e c h i s h .  1-qadam: a) birinchi tenglamadagi x 0 ‘zgaruv- 
chi oldidagi koeffitsiyentni 1 ga aylantiramiz. Buning uchun shu

7 13
tenglamani 2 ga bo'lam iz. Natijada tenglama х  + - у - 2 г  = - у

(2) ko‘rinishni oladi;
b) sistemaning ikkinchi tenglamasidan beshga ko‘paytirilgan 

(2) tenglam ani, uchinchi tenglamasidan esa 4 ga ko‘paytirilgan 
(2) tenglamani ayirsak, ushbu sistema hosil bo‘ladi:

7 .  13
x  + - y - l z  = -  —  ,

15 n  51 
у ^ - 9 г  = - у ,

20y - 9 z  = -38.

(3)

Bu sistem aning  ikkinchi va uch inch i tenglam alarida x 
o ‘zgaruvchi qatnashmaydi.
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2 - q a d a m :  a) (3) sistem a ikkinchi tenglam asini 15/2 ga 
bolsak , bosh koeffitsiyenti 1 ga aylanadi, so‘ng tenglamani 20 ga 
ko‘paytirib, uchinchi tenglamadan ayiramiz. Uchinchi tengla­
madan у  o ‘zgaruvchi chiqarilgan bo ‘ladi va sistem a uchbur- 
chaksim on shaklga keladi:

b) t e s k a r i  q a d a m :  (4) sistemaning uchinchi tenglam a­
sidan z = 2 topiladi, bu qiymat ikkinchi tenglamaga qo‘yilib, 
y = - l ,  so‘ng z = 2 ,  y  = - l  lar birinchi tenglamaga qo‘yilib, x =  1 
topiladi. J a v o b :  (1; -1 ; 2). Albatta, (3) sistemaning ikkinchi va 
uchinchi tenglamalarida z ning koeffitsiyentlari bir xil ekanidan 
foydalanib, ularning biridan ikkinchisini ayirish ham mumkin 
edi.

G auss usuli q o ‘llanilishi ja rayon ida  0 x =  5 yoki 0 ‘z- 
garuvchilarning izlanayotgan qiymatlari musbat bo‘lish sharti 
qo‘yilgan holda 5 х + 4 у = -1  kabi zid m a’noli ifodalar hosil bo'lsa, 
sistema noo‘rindosh bo‘ladi. Shuningdek, natija trapetsiyasimon 
sistemani hosil qilish bilan tugasa, sistema cheksiz ko‘p yechimga 
ega boMadi.

Yechim cheksiz ko‘p. Masalan, y= 0 boMsa, 7, x= 10 boMadi. 
J a v o b :  {(10 -  4y; y; 7 -  3y)|ye /?}.

(4)

-15* = -30.

x + у -  * = 3, fx + у -  * = 3, 
4 - m i s o l .  • 2x -  у -  3* = -1,  => - 3y + * = 7, =>

X -  2y -  2* = -4  [зу + * = 7
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ЛЕВ M a s h q l a r

6.379. Sistemalarni yeching:

a)

i)

d)

h)

x  + 4y -  z = -7 ,
5x + \ 0 y  -  z  = -7 ,
4x -  6y + г = 12;

Z + 5 = 3x,

2 x  + 6y  + 4 z  = 10,
8y -  5x + 8 = 19;

X + у  + Z = 14, 
x  + 2y  + t = 7, 
у  + 2z  + 2t = 30,
X + г + / = 15;

2,8x + 3,4y + 1,4г = 2,2, 

3,6x -  l,8y + 2,9z = 1,8, 
4,2x + 5,2y -  \,7z = 0,9;

2 x  + 3y + z - 2 t  = -2 ,
3x + 2y -  2z + 3z = 1,
4x - 2 y  + 2 z - 3 t  = 6.

b)

e)

g)

З х - 4 у +  5г = 17,
2x  + 4y  -  3z  = -8 , 
X -  6y + 8г = 23; 

x  + у  + z  = 6,
2x  + у  -  z  = -4,

Зх -  у + г = 4;

x  + 2 y - z  + 2t = -7,

Зх -  у  + 2г + 6/ = 1, 
2x + 8y -  Зг + 5/ = -23, 
4x + у + 12^ -  3/ = 49;

7 . 0 ‘zgaruvchilarni a lm ashtirish  usuli. T eng lam alarn i 
yechishda bu usuldan foydalanganm iz. Usul q o ‘llanilganda 
berilgan sistemadagi ay rim ifodalar yangi o ‘zgaruvchilar sifatida 
qabul qilinadi. Natijada sistema nisbatan sodda sistemaga keladi. 
Yangi sistema yechilgach, tanlangan ifodalarning qiymatlari, so‘ng 
ular bo‘yicha oldingi o ‘zgaruvchilarning izlanayotgan qiymatlari 
topiladi. Xususan, bu alm ashtirishlar sim m etrik tenglam alar 
sistemalariga nisbatan bajariladi.
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1 - m i s o l .  Ushbu sistemani yeching:

j x 3y  + ҳу3 =10, (1)

[xy + x  + у  = 7.

Y e c h i s h .  Birinchi tenglamada x y  ni qavsdan tashqariga 
chiqarsak, xy(x1 + y 1)=  10 tenglama hosil boMadi. x y =u ,  x 2 + y 2 = v

almashtirish kiritamiz. Berilgan sistemaga nisbatan sodda sistema 

[uv = 10,
hosil boMadi: ) u + u _ - j  Bu sistemaning yechimi: (w = 2; v = 5), 

(u = 5; v = 2).

№  = 2- №  = 5.
[x2 + / = 5  ( ) ' j x 2 + y 2 = 2  

sistemalari majmuasiga keladi:

(1) sistema \ 2 2 (2), j 2 2  ̂ (3) tenglamalar

о

( 2 ) о Г ^ 2 - 2^  = 1’ о
x + 2xy  + y  = 9  l(x + y )  = 9

~ [ х - У  = 1  
[ x  + y  = 3; 

j x - y  = 1,

x  + ^  = - 3 ; ^ { ( 2 ;  ( 1 . _ 2 )  (1; 2)> (_2 . _ 1)}
\ x  — у  = —1,
[x + y = 3; 
f x - y  = - l ,

_|x + y = -3.

f(x — y)2 = —3,
(3 ) «» { ,  ’ о  0 .  Bu sistema no o ‘rindosh.( x  +  y)2 =  1 2



2 - m i s o l .
x 2 + xy + у 2 = 39,

x + xy + у = \1
te n g la m a la r  s is tem as in i

yeching.
Y e c h i s h .  Tenglamalarning chap qismi x  va у  ga nisbatan 

simm etrik. u = x  + y,  v  = x y  0 ‘zgaruvchilarni kiritamiz, x 2 + xy  +

ko‘rinishga keladi. Bu tenglam alarni qo ‘shsak, и 2 + и -  56 = 0 
kvadrat tenglam a hosil boMadi. U ndan и = 7 yoki m = -8  topiladi. 
Sistem aning ikkinchi tenglam asidan и = 10 yoki и = 25 olinadi. 
N atijada berilgan tenglam alar sistemasi ikki sistema majmuasiga

1 . j- f* + У = 7, fx + у = -8, . .keladi: < < B irinchi sistem ani yechib,
[xy = 10; [xy = 25.

javobni olamiz: {(2; 5), (5; 2)}. Ikkinchi sistema yechimga ega 
emas.

+ y2= (x + y)2 - x y =  u2 -  v, x  + xy  + y =  u+v .  Sistema

M a s h q l a r

6.380. Sistemani o ‘rniga qo‘yish usuli bilan yeching:
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6.381. Sistemani algebraik q o ‘shish usulida yeching:

( x - y  = - \ ,  

3 {4x + _y = 6;

Г2х + у = 2, 

b) [ -  2x -  у = 3;

d)

0

2x + 3y = 7,
_ 4x -  6y = -14;

T 1 2812x + 3y = — ,
л  143 ’

о Л 405  Зх + 4y = — ; 
л  143

2х + Зу = 2,
1 . 11

12X + 3J, = - T ;

g) '
ЗДх + — у = 1, 

ЗДх + 1 у  = 3.

6 . 3 8 2 .  Sistemani Gauss usuli bilan yeching:

' х  + у  + z  = l  
a) j  2x + Зу -  2^ = 7, 

Зх + 2y + 5г = 0;

d)

X  -  у  + z  = - I ,
2 x  + 3y  + 4 z  = 5, 
3x -  2y -  2^ = -7 ;

-  x  + у  + г  = -3 , 
f) « 2x + 2y -  З^ = 3, 

Зх + 4 y  + 5z  = -6; 

6 . 3 8 3 .  Sistemani yeching:

a)

d)

0

f* -y  = 1,
|x 2 + y2 = 1;

\ y - 2 x  = 2, 

(Sx2 -  у = 1;

x  + у  = 4, 

у  + xy = 6;

x  + у  -  z  = ~h  
b )  < Зх -  2y + 4г = 9, 

2 x  + 3y + 2z = 1;

x — у — z = -1, 
e)  ̂4x + 5y -  3z = 6, 

2x + 3y -  2z = 3;

-  x  -  у  + Z = 3, 
g) j 5x + 2y + Зг = -4, 

Зх + 4 y  - 2 z  = -9 .

fx2 -  3xy -  2y2 = 2, 
Ix + 2y = 1;b)

Jx  -  2y + 1 = 0, 

e) [Sxy + y 2 =16;

g)
|2 x 2 -  xy = 33, 
U x - y  = 17.
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6 .384. Sistemani yeching: 

' х  + у  = 5,
a)

e)

ҳу = 6; 

x - y  = 5,

b)

0

x  + y  = 3, 
ҳу + 4 = 0;

x - y  = 9,

xy = -6; v  [xy = -20; 

6.385. Sistemani yeching:

d)

g)

x  + у  = 7, 

xy  = 12;

x - y  = 10, 
x y  = -21 .

a)
—- + — = 1, 
25 9

x 2 + y 2 = 1;

d) I * 2+ У 1$
[x + xy + у = 1;

6.386. Sistemani yeching:

fx2 + y 2 = 20,a)

b)

d)

e)

x y  = 8;

fx 2 + y 2 = 68, 
[xy = 16;

x(x  + y) = 9, 
y (x  + y) = 16;

x 2 + xy = 15, 

[y2 + xy = 10;

0
[x2 -  xy = 28, 

[y2 -  x y  = -12;

6.387. Sistemani yeching:

a)
'x  + у + xy = 5, 

Л 2 + y 2 + xy = 7;

b)

e)

g)

h)

! 8x + 7y = 56,

[x2 + y 2 -  4y = 0;

x  — 2y = -3,

1- 2y2 + xy + 3y = 0.

У2 -  xy = 12,

,x 2 -  xy = 28;

| x 2 + y 2 = 25 -  2xy, 
|y (x  + y) = 10;

|5 (x  + y) + 2xy = -19,
^  |l5 x y  + 5(x + y) = -175;

j)

k)

b)

5(x + y) + 2xy = -19, 
3xy + x + у  = -35;

f4x2 + y 2 -  2xy = 7, 
l(2x -  y)y  = y.

'2y2 -  xy + 3x2 = 17, 

У - X 2 =16;
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fx2 - x y  + y 2 =21,
\ y 2 -  2xy + 15 = 0;

e)
r2 y 2 + xy  -  x 2 =0 ,

^x2 -  x y  -  y 2 + 3 x  + 7y  + 3 = 0'

j x y  + 3 y 2 -  x  + 4 y  -  7 = 0, 

^  { 2 x y + y 2 -  2 x - 2 y  + l = 0\

g)
2xy  + y 2 -  4 x  -  3y  + 2 = 0, 

Lxy + Зу2 -  2x -  14^ + 16 = 0;

h)

i)

f3x2 + x y - 2 x  + >^- 5  = 0, 

[2x2 -  x y - 3 x - y - 5  = 0;

2x2 + ^ 2 + 3xy = 12,

Д х  + у ) 2 -  у 2 = 14.

6.388. Sistemani yeching:

a)
xy  -  X  + у  = 1, 

У  У  - x y 2 = 30;

i x 2 + x y  + x  = 10, 

\ y 2 + xy  + у  = 20;

b)

e)

ixy  + x - y  = 3, 

\ x 2y  -  x y 2 = 2;

fx2 + x y  + 2 y 2 = 37, 

[2x2 + 2xy + y 2 = 26.

6.389. Sistemani yeching:

V  + y 3 = 35,a)

d)

л + у = 5;
| x - y  = l, 

U 3 - y 3 =7;

b)

e)

x 4 + j-4 = 82, 
xy  = 3;

V  + y 3 = 7, 

л 3у 3 = -8;
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о \ х 3 + у 2 =7 ,  

\ х у ( х  + у )  = -2;

h)

х 2 j ;2
= 18,

[х  + у  = 12; 

6.390. Sistemani yeching:

g)

i)

U x 2 + y 2)xy = 78, 

| y  + /  = 97;

x 3 + y 3 = 19,
= 5.

a)

x  + y  = z = \3, 

x 2 + y 2 + z 2 = 91,

1у 2 =

b)

ХУ
= 1,x+y

xz = 2,
x+z
yz = 3;

d)

e)

g)

V  + y 2 + z 2 = xy  + y z  + zx,

л 3 + у3 + г3 = 1;
x  + у  + Z = 0,

x 2 + y 2 + z 2 = 1,

X3 + y 3 + z3 = 0;

xy = 2, 

yz = 3, 
zx = 6.

0

x  + y  + z  = l, 

x 2 + y 2 + z 2 = 1,
4  4  4  1x + у + z = 1;

6.391. Sistemani yeching: 

'2u + v = 7,
a)

d)

0

\u -  v\ = 2;

3« -  и = 1,
|« -  2u| = 2;

M + 2M = 3, 
5y + 7x  = 2;

b)

e)

g)

у = x  -  1 = 0, 
|y| -  x  -  1 = 0;

|x  - 1| + у  = 0, 

2x -  у  = 1;

У -  2|x| + 3 = 0, 
|y| + x -  3 = 0.
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8. Determ inant haqida tushuncha. Chiziqli tenglam alar  
sistemasini determinantlar yordamida yechish. Determinant — 
matematikaning muhim tushunchalaridan bin, biror qoida yoki 
qonuniyat bo'yicha tuzilgan ko‘paytmalaming algebraik yig‘indisidan 
iborat. Lotincha: determinans (determinants) -  aniqlovchi. Masalan,

qilinsin. Birinchi tenglamani b2 ga, ikkinchisini -  Z>, ga kolpaytirib,

tenglamani a-, ga, ikkinchisini -  я, ga ko‘paytirib, hadm a-had 

qo'shsak: у  = . Sistemada nom a’lumlar koeffitsiyentlarini

ularning yozilish tartibi bo‘yicha parallel chiziqchalar yordamida

boladi. Uni D orqali belgilaylik. a v  a2, b {, b2 sonlari determinant 
elementlari. Ular ikki satr va ikki ustunda joylashgan. Shunga ko‘ra 
determinant ikkinchi tartibli (n = 2) deb ataladi. Uning qiymatini 
topish uchun kvadratning a {b2 diagonalida joylashgan elementlari 
ko‘paytmasidan b}a2 diagonal elementlari ko‘paytmasini ayirish 
kerak. Koeffitsiyentlar va ozod hadlardan tuzilgan determinantlar 
ham shu kabi hisoblanadi:

D = a^b-, -  b xa2 soni sistemaning asosiy determ inanti, Dx = 
= c xb2- b xc2 va Dy = a xc2- c xa2 sonlari esa sistemaning yordamchi 
determ inantlari deyiladi. Dx determ inant /) da x koeffitsiyentlari 
ustunini va Dy determ inant Z) da у koeffitsiyentlari ustunini ozod 
hadlar ustuniga almashtirish orqali hosil qilinadi.

chiziqli tenglamalar sistemasini yechish talab

hadm a-had qokshamiz. Natijada: x = C| j  . Shu kabi birinchi
°1K2 ~a2'\

kvadrat shaklda 0| ^  ko‘rinishda yozsak, determ inant hosil

254



Agar D = 0 bo‘Iib, Dx va Dy lardan kamida bittasi noldan 
farqli bo‘lsa, sistema yechimga ega bo'lmaydi. Agar D= Dx = Dy = 
= 0 bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boMadi.

Agar D ± 0  boNsa, berilgan sistema yagona (x; y) yechimga 
ega b o lad i va bu yechim quyidagi formulalar bobyicha topiladi:

Dx Dv
x  = ——, у  = ——. 

D * D
(1)

(1) formulalar Kramer form ulalari deyiladi.

- x  + by  = \
2 x - y  = 51- m i so  I . sistemani yeching.

Y e c h i s h :  D = -1 6
2 -1 =  ( - 1) • ( - 1) -  6  • 2  =  - 1 1 ,

A  =
3 6 
5 -1 = -3  -  30 = -33, D y  =

1 3
2 5 = - 5 - 6  = -11;

-33

* = ГТТ = 3'* = ГТ7 = 1-
Bu usiil uch va undan ortiq nom a’lumli sistemalarni yechishda

Q\X + t \ y  + C\Z =
a2x  + b y  + c2z  = d2, sistemaning 

a3x  + Ь}У + c3z  = d2

asosiy determ inanti kvadrat shaklida, uchinchi (n = 3) tartibli, 
ya’ni uch satr va uch ustunga ega. Hisoblash yoMini tushuntirish 
maqsadida uni quyidagi ko'rinishda yozamiz:

ham qollan ilad i. Masalan,

D =
V

Strelkalar elementlarni ko‘paytirish tartibini ko‘rsatadi. Bunda 
ch ap -yuqoridan  o ‘ng-u pastga yo‘nalishdagi ko ‘paytm alar 
qo‘shilib, o ‘ng yuqoridan chap-u pastga yo‘nalishdagi ko'payt- 
malar yiglndisidan ayiriladi: D = a ]b2c3 + 6|С2я3 + с {а2Ь2 -  Ь}а2с} -  
-  -  C\b2ay  n = 2 holidagidek, Dx determ inant D 6a a lar
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ustunini, Dy determ inant b lar ustunini, D, determ inant esa с lar 
ustunini d  lar (ozod hadlar) ustuni bilan almashtirishdan hosil 
qilinadi:

4 A Cl a, 4 C, A 4
4 4 Сг ,  Dy = «2 4 Сг . A  = “2 4 4
4 4 c3 "3 4 c> «3 4 4

Natijada ushbu formulalar hosil bo‘ladi:

Dx Dv D

x  =  T ’ y  =  T ' z =  ~D

D e t e r m i n a n t n i n g  a y r i m  xos sa l a r i :
1) agar determinantning ustunlari satrlari bilan (va teska- 

richa) almashtirilsa, determinantning qiymati о ‘zgarmaydi.

Masalan, 2 3 
1 2 = 2 - 2 - 3 . 1  = 1, 2 1

3 2 = 2 2 - 1 3  = 1;

2) agar ikk i satr (yoki us tun) elementlari bir x il yok i о ‘zaro 
proporsional, yok i biri ikkinchisining chiziqli kombinatsiyasidan  
iborat bo ‘Isa, bu determinant nolga teng bo ‘ladi.

Masalan, 3 2 
6 4 = 3 - 4 - 2 . 6 = o;

3) biror satr (ustun) elementlarining um um iy k o ‘paytuvchisini 
determinant belgisidan tashqariga chiqarish mum kin.

Masalan, 3 5
4 8 = 4- 3 5 

1 2 = 4 - ( 3 - 2 - 5 . 1 )  = 4-1 = 4 ;

4) bir sa tr elem entlarini biror doim iy songa k o ‘paytirilib, 
ikkinchi satr elementlariga birm a-bir q o ‘shilsa (... dan ayirilsa) 
determinant qiymati о ‘zgarmaydi.

Masalan, 3 5
4 2

3 5
4 - 3  2 - 5 = 3 - ( - 3 ) - 5 1  = - 1 4 ;

5) agar n -tartib li (bu yerda  /ze{2; 3}) determinantning biror 
k -  satr elementlari m ta qo ‘shiluvchiningyig'indisidan iborat bo ‘Isa, 
determinantni m ta n -tartib li determinant y ig ‘indisi ko'rinishiga
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keltirish m um kin, bunda k - s a t r  elem entlari alohida qo 'shiluv- 
chilardan iborat bo ‘ladi.

A c\ «1 A A «1 A A
P\ +<7i Pi+Q i Pi + 3̂ = Pi Pi Рз + Pi P2 Рз

c3 3̂ bi <3 «3 <3

Masalan,

= -2  +1 = -1 .

4 7 2 4 2 3
3 5 3 5 + 3 5

2- m i s o  1. 

yeching.

Y e c h i s h .  D =

= ( 2 - 5- 3- 4)  + ( 2 - 5 - 3 3 )  =

\2 x  + l y  - 4 z  = - \ \

5x + lOy -  £ = -7 , tenglam alar sistemasini 
4 х - 6 у  + г = 12

2 7 -4
5 10 -1
4 -6 1

= (3- satrni 2- satrga qo‘shamiz)

2 7 
9 4 
4 -6

= (3- satrni 4 ga kolpaytirib, 1- satrga q o ‘sham iz)

4 0 = 18-4-1 + (-1 7 )- |0 | 4 +0 • 9 • ( -6 )  -  0 • |4 | -
-6 1

17) ■|9| •1 1оCO1 6) = 225;

-13 7 -4 35 - 17 0
Dx -7 10 -1 = 5 4 0 = 35-4-1 +

12 -6 1 12 -6 1

+ ( - 17) 0 - 1 2  + 0 •5 (-6) - 0 HI • 1 2 - ( - 1 7 ) - 5 - 1  -

-3 5 •  |0 |■ (-6 ) = 140 + 0 + 0 - 0  + 8 5 - 0  = 225. x  = ^  = ^  = 1. 

Shu kabi,  Dy = -2 2 5 , Z), = 450 va у = - 1 ,  z = 2  ni aniqlaymiz.
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M a s h q l a r

6.392. Determ inantlarni hisoblang:

2 -1  
3 0

1 -2  
-2  ]

1 0
-3  0

x 1

6.393. a  ning qanday qiym atlarida determ inan tn ing  satrlari 
proporsional bo ‘ladi:

a) -3  0 
7 5 b)

d) -5  -  
13 -

7 . 
6 ’ e)

0
0 0 
1 -6 g)

h) 1 -  a 
a

- a  . 
1 + 0 ’ »  ;

a)
1 3
2 a b) a -4  

1 2 d)
7 5
a 3a e)

0 0 
6 a

6.394. Tenglamani yeching:

a) a 2 
2 a

= 0 ; b)
a - \  3
a1 3a

= 0 ; d) a 
a + 2

a -1  
a

=  0 .

6.395. Determ inantlarni hisoblang:

2 3 4 i 2 5
a) 5 -2 1 ; b) 3 -4 7

1 2 3 -3 12 -15

a 1 a 1 b 1
d) -1 я 1 ; e) 0 b 0

-1 b 0 b

a 1 a a - a a
0 - a -1 ; g) a a - a
a 1 -a a - a - a
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6.396. Tenglam ani yeching:

a)

d)

X 1 0 x2 1 0
2 2 3 =  0 ; b ) 1 1 1 =  0 ;
1 2 X 1 2 3

1 2 3 1 3 5
1 2 X =  0 ; e) 2 6 10 =  0
1 2 4 x4 X X

6.397. Hisoblang: 

a) 2- 1 3 о x  2
2 5 -  z ■ 1 -1

, bunda x =  3,1(73);

b) 2,(7). x  0 
2 0 + 3,(13), bunda x =  2,(71).

6.398. D eterm inantlarni hisoblang:

a)

e)

6.399. Tenglamani yeching:

a) 2-

b) 2

x  1 
2 3 + 3-

1 0

d)

2 - 1 1
3 4

x2 I 0
1 1 0
3 4 1

x  3
2 4

X 1 0
x2 X 0
1 2 3

X 3— J  •
2 4

= 0 ;

= 16;

4 2
3 6

4 x - 6

67 4

" T ;e)

5 20 15 i 0 0 7 3 2
2 4 ; b) 6 2 0 ; d) 3 1 2
1 4 7 5 4 3 10 12 8

1 3 2 7 1 2 7 3 1
2 1 2 0 3 2 2 ; g) 3 1 2
4 12 8 10 4 8 10 12 4

1 2 3
2 4 6 
1 2 1

- x  = \
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a)

d)

6.400. Sistemaning asosiy determ inantini hisoblang:

\3x + 4 y  = 7, j \,2 x  -  4 y  = 3,

,2x - 5 y  =  l; b) l3x -  5y = 7;

a x - y  = \, ( a x - b y  = 1,
[5x + 2y = 2; e | l 3 x  -  4 y  = 2.

6 .401. Sistemaning yordamchi determ inantlarini hisoblang:

a)

d)

2x -  3y = 1, 
x -  у -  7 = 0;

3x -  5y = 2,

b)

e)

3x -  l,7y = 2, 

4x -  4,3y = 1;

4x -  3y = 5,

^4x + 3y = 5; [6x -  7y = 0.

6.402. Sistemani Kramer formulalaridan foydalanib yeching:

a)

d)

0

h)

j)

1)

2x + 3y = -4, 
3x + 8y = 1;

2x -  3y = -3, 
x  + 3y = 21;

x -  2y = 0,
4x -  8y = 5;

-  x + 3y = -2 , 
2x -  6y = -1;

X - y  =  1,

3y - 3 x  = -3;

2x -  3y = -1, 
4x -  6y = 1;

b)

e)

g)

i)

k)

m)

2x + l l y  = 15, 
1 0 x - l l y  = 9;

2x -  3y = 16, 
x  + 2y = 1;

2x  -  у  = 3, 

x  -  0,5y = 1;

ГЗ 23
- x  -  - y  = — , 
4 7 168 ’

2x + 6y = 31

165 ’

3x -  5y = 0, 
-1 5 x  + 25y = 0;

7x -  2y = 16, 
3,5x -  у  = 8.

6.403.
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3x -  5y = -7, 
4x + 7y = 18

sistema berilgan:



1) sistemaning bar bir tenglamasi nechta yechimga ega?
2) sistema nechta yechimga ega?

6.404. Sistemani Kramer formulalari yordamida yeching:

a)

0

-  X| +  2 * 2  + 3x3 = 0, 

x, -  4x2 -  13x3 = 0,

-  3x, + 5x2 + 4x3 = 0;

X + 2 y  + 3z  = 1, 
2 x  + у  -  z  = 3, 
3x  + 3y  + 2z  = 10;

2 x  - 3 y  + z  -  2 = 0, 

x  + 5y -  4^ + 5 = 0, 

4 x  + у  -  3z = -4 ;

2x  -  4 y  + z  = \, 
x  -  2y  + 4z  = 3, 
Зх -  у  + 5г = 2;

x  + 2y + Зг = 4, 

e) \ 2 x  + 4 y  + 6z  = 3, 
Зх  + у  -  z  =

7x + 3y + 2z  = \, 
g) -3x  + y  + 2z = 2, 

10x + 12y + 8z = 4.

6.405.
a2x  - a y  = a - \ ,

sistema (1; 1) dan iborat yagona
bx + ( 3 -  2b)y = 3 + a 

yechimga ega. a v a b  larni toping.
6.406. a \ a  b laming quyidagi sistema cheksiz ko‘p yechimga 

ega boMadigan barcha qiymatlarini toping:

J a1x  -  by = a2 -  b,

\ b x - b 2y  = 2 + 4a.

6.407. a ning qanday qiymatlarida

ax -  4 y  = a + 1,
2x + (a + 6)y  = a + 3

sistema yechimga ega bo‘lmaydi?

6 .408. a  ning qanday qiymatlarida

' 2x  -  ay  = a + 2,
{a + l)x  + 2 ay = 2a + 4 

sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boladi?
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6.409. Sistem ani yeching:

a) t5x + 2 y  + 3z = -7 , 
5x + 2 y  + 3z = 4;

'5x - 3 y  = 7,
b) < -  2x  + 9y = 4, 

2 x  + 2y  = -2 ;

4 x  + 5c = 6, 

у - 6 z  = -2;

6 .4 1 0 . a ning
2x  + 2(я -  l)y = у -  4, 

2 |x  + 1| = ду + 2
sistema yagona yechimga

ega b o ‘ladigan barcha qiymatlarini toping. Sistemaning 
yechimini toping.

2 + 4 a ,

ega b o lad ig a n  barcha qiymatlarini toping. Sistemaning 
yechimini toping.

1 - m  a s a 1 a . Ikki ishchi birga ishlab sm ena davom ida 72 ta 
detal tayyorladi. Ishlab chiqarish unumdorligini birinchi ishchi 
15% ga, ikkinchi ishchi esa 25% ga osh irgach , u lar  sm ena 
davomida birgalikda 86 ta  detal tayyorlay boshlashdi. M ehnat 
unumdorligi oshgach, har bir ishchi sm ena davom ida nechtadan 
detal tayyorlagan?

Y e c h i s h .  M ehnat unumdorligini oshirgunga qadar b i­
rinchi ishchi smena mobaynida x  ta detal, ikkinchi ishchi esa 
у  ta  detal tayyorlagan b o ‘lsin. U holda m ehna t  unum dorligi 
oshgandan so‘ng, birinchi ishchi x + 0 ,1 5 x ta  d e ta l ,  ikkinchi ishchi 
esa у  + 0,25y ta detal tayyorlay boshlagan.

у  = 86.

x = 4 0 ,  у  = 32 larni topamiz. M ehnat unumdorligi oshgach, birinchi 
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5 -  § .  T e n g l a m a l a r  t u z i s h g a  

d o i r  m a s a l a l a r

Quyidagi sistemaga Bundan



ishchi smena mobaynida l,15x = 1,15 40 = 4 6  ta ,  ikk inch i ishchi 
esa 1,25>> = 1,25 • 32 =  40 ta  
de ta l  tayyorlagan.

J a v о b : 46 ta  va 40 ta.

2- m a s a 1 a . Ikki sonning yug‘indisi 60 ga, nisbati esa 4 ga 
teng. Shu sonlarni toping.

Y e c h i s h .  x v a y  izlangan sonlar b o ‘lib, x > y  b o ‘lsin. 
Quyidagi sistemaga egamiz:

fx + у  = 60,

|x  : у  = 4.

Bu sistemadan, x = 4 8 ,  y =  12 ni topamiz.

J a v o b  : 48 va 12.

3- m  a s a 1 a . Ikki ishchining ikkinchisi birinchisidan 11  kun

keyin ishga tushsa, ular birgalikda bir ishni 7 kunda tam om lay  
oladilar. Agar bu ishni har qaysi ishchi yolg‘iz o ‘zi bajarsa, u 
holda birinchi ishchi ikkinchi ishchiga qaraganda 3 kun ortiq 
ishlashi kerak b o ‘ladi. H ar qaysi ishchining yolg‘iz o ‘zi bu ishni 
necha kunda tam om lay  oladi?

Y e c h i s h .  Birinchi ishchi yolg‘iz o ‘zi ishlab ishni x  kun ­
da, ikkinchi ishchi esa yolg‘iz o ‘zi ishlab у  kunda bajarsin. U

holda birinchi ishchi bir kunda ishning -  qismini, ikkinchi ishchi

bir kunda ishning -  qismini bajaradi.
у

Birinchi ishchi 11  kun ishlab, ishning * ^  ~  = qismini

bajargach, ikkinchi ishchi ishlashni boshladi. U lar birgalikda 7
1 1 l x + l y

kun ishlagan. Shu 7 kunda ishning 7 ■ -  + 7 ■ -  = --------  qismix у xy

3 lx+ly
bajarilgan. —  + -------- = 1 tenglamaga ega boMamiz. Yolg‘iz

lx xy
o ‘zi ishlagan birinchi ishchi ikkinchisiga qaraganda 3 kun k o ‘p 
ishlab, ishni tam omlaydi. Dem ak, x - 3 = y .
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* l x  ХУ s is tem an i hosil q i lam iz . Bu s is tem an i
X  -  3 =  у

yechsak, x =  17, у  = 14 b o ‘ladi.

J a v o b :  Birinchi ishchi 17 kunda, ikkinchi ishchi 14 kunda.

4 - m a s a l a .  O ltin  va k u m u sh d a n  qilingan ikki xil qo-  
t ish m ala rn in g  b ir in ch is id a  o ltin  va k u m u sh  2 : 3 n isbatda , 
ikkinchisida esa 3 : 7 nisbatda ekanligi m a ’lum. Oltin va kumush 
5 : 1 1  nisbatda b o la d ig a n  yangi qo tishm a hosil qilish uchun  
ko‘rsatilgan metallarni qanday nisbatda olish kerak?

Y e c h i s h .  Birinchi qo tishm aning  = j  qismi oltin va

^ q ism i k u m u sh d a n  ib o ra t .  I kki nchi  q o t is h m a n in g

3 3 7 7
—— = — qismi oltin va —  = — qismi esa kumushdir."
3+ 7  10 M 3 + 7  10

Yangi qo tishm a hosil qilish uchun  olingan birinchi q o ­
tishmaning miqdorini x  bilan va ikkinchi qotishm aning miqdorini 
у  bilan belgilaylik (x va у  lar og‘irlikni ifodalaydi).

x  miqdordagi birinchi qotishmadagi oltinning va kumushning

2 3
miqdori mos ravishda -  x  va -  x  ga teng. у  miqdordagi ikkinchi

qotishmadagi oltinning miqdori ga, kum ushning miqdori

7 2 3
esa — у  ga teng. Yangi qotishmaga - x  + — у m iqdorda oltin va

^ x  + l y  m i q d o r d a  k u m u s h  k i r a d i .  S h a r t g a  k o ‘ra,

2 3

5 X+W y 5 3----- у— = — • Bu tenglikdan -  nisbatni topamiz:
- x + — у  у
5 10



= - = >  44x  + 33y = 3Qx + 35y => M x  = 2y => -  = - .ox+7y и  л л У 1

J a v o b :  Qotishm alarni 1 :7  nisbatda olish kerak.

5 - m a s a l a .  M ahsulo t dastlab 2 0 %  ga arzonlashtirildi. 
Yangi narx yana 10 % kamaytirilgach, hosil b o ‘lgan keyingi narx 
yana 5 % ga kamaytirildi. M ahsulotning dastlabki narxi necha 
foiz kamaytirildi?

Y e c h i s h .  M ahsulotning dastlabki narxi x  (so‘m) b o ‘lsin. 
Bu narx 20 % kamaytirilgach, mahsulotning narxi x  -  0,20x = 
=0,80x (so‘m) b o ‘ladi. Bu narx 10 % kamaytirilsa, 0 ,8 0 x - 0 ,1 0 x  
x0 ,80x=  0,72x so ‘m dan  iborat b o ‘lgan yangi narx paydo b o lad i .  
Bu narx 5 % kamaytirilsa, m ahsulotning oxirgi narxi 0,72x -  
-0 ,0 5  • 0 ,72x=  0,684x so ‘m ekanligi kelib chiqadi.

Dastlabki narx x  so ‘m, eng oxirgi narx 0,684x so‘m b o ‘ldi. 
M ahsulot x -  0 ,684x = 0,316x so‘mga arzonlashtirildi. 0,316x 
so ‘m x  so‘m ning necha foizini tashkil etishini topamiz.

Proporsiya tuzamiz: ---*■■ ■ = — . Bundan, p = 31,6 ekani
0 ,31 o x  p

kelib chiqadi.

J a v o b : 31,6 %.

6 - m a s a l a .  Ikki xonali  n o m a ’lum  son raq am la r in in g  
yig‘indisi 12 ga teng. Shu ikki xonali no m a’lum songa 36 soni 
qo‘shilsa, nom a’lum sonning raqamlarini teskari tartibda yozishdan 
hosil boMadigan son kelib chiqadi. N o m a ’lum sonni toping.

Y e c h i s h .  Ikki xonali n o m a ’lum sonning raqamlari x, у  

b o ‘lsin, ya ’ni x y  -  Юх + у  izlangan son boMsin. Quyidagiga 
egamiz:

fx  + у  = 12, fx + у  = 12,
I —  —  yoki m  Bu sistemadan
[xy + 36 = ух  [Юх + у  + 36 = lOy + x.

x  = 4, у  = 8 ekani kelib chiqadi. Dem ak, izlanayotgan son 48 
ekan.

J a v o b :  48.
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Yuk
poyezdi

Y o 'lovchi
poyezdi

29-  rasm.

У X В в в

18x km 300 km

7 - m a s a l a .  Yuk poyezdi A shahardan  В  shaharga qarab 
j o ‘nadi. Oradan 3 soat o ‘tgach, A  shahardan В  shaharga qarab, 
yoMovchi poyezdi yo‘lga chiqdi va oradan  15 soat o ‘tgach, yuk 
poyezdidan 300 km o ‘zib ketdi. Agar yoMovchi poyezdining tezligi 
yuk poyezdining tezligidan 30 km /soa t ortiq b o ‘lsa, yuk poyezdi­
ning tezligini toping ( 2 9 - rasm).

Y e c h i s h .  Yuk poyezdining tezligi x  km /soa t b o ‘lsin. U 
holda yoMovchi poyezdining tezligi (x + 30) km /soa t boMadi. 
YoMovchi poyezdi 15 soat yurib, 15(x+ 30) km  masofani bosib 
o ‘tadi. Yuk poyezdi 18 soatda 18x km masofani bosib oMgan.

18x+ 300 = 15(x+ 30) tenglamaga ega boMamiz. U ndan  x  = 
=50 ekani aniqlanadi.

J a v o b :  50 km/soat.

8 - m a s a l a .  A D nuq ta la r  orasidagi m asofa 75 km. 
Velosipedchi A nu q tad an  D nuq taga  bor ishda  A B  masofani 
20 k m /s o a t ,  B C  m aso fan i  10 k m /s o a t ,  CD  m asofan i 
5 km /soa t tezlik bilan 7 soatda, qaytishda esa DC  masofani 
15 km /soat,  С В  masofani 12 km /soat,  BA masofani 10 km /soat 
tezlik bilan 6 soat 15 m inutda oMgan. AB, BC, CD masofalami 
toping.

Y e c h i s h .  A B  = x,  B C  = y,  C7) = zboMsin (30- rasm).
Masala tahlilini jadval orqali ifodalaymiz:
1) borish:

A B B C CD

m asofa, km X У z

tezlik, km /soat 20 10 5

vaqt, soat x /2 0 у/ю z /5
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с
3 0 - rasm.

2) qaytish:

D C C B BA

m asofa, km z У X

tezlik , km /soat 15 12 10

vaqt, soat z /1 5 у / П x /1 0

Tenglam alar sistemasini tuzamiz:

x  + у  + z  = 75,
x  у  z  n— + — и—  — 7,
20 10 5
x  у  z  *  2

—  +  —  +  —  =  6  -

110 12 15 3

X + у  + Z = 75, 

x  + 2y + bz  = 140, 
6x + 5^ + 4^ = 400.

Bu sistemadan, x =  40, >^= 20, 15 larni topamiz.
J a v o b :  A B =  40 km , BC =  20 km, CD  = 15 km.

Ma s hq l a r

6.412.  T o ‘g ‘ri t o ‘r tb u rc h a k n in g  ba land lig i  asos in ing  75 % 
iga teng. Agar shu to ‘g‘ri t o ‘rtburchakning yuzi 48 m 2 
b o ‘lsa, uning perim etrini toping.

6.413.  15 t sabzavotni tashish u c h u n  m a ’lum m iqdorda  yuk 
ortadigan bir necha m ashina so‘ralgan edi. G arajda tayyor 
turgan m ashinalar b o ‘lmagani uchun, garaj so ‘ralgandan 
bitta  ortiq, lekin 0,5 t kam  yuk ortadigan m ashinalar 
yubordi. Yuborilgan m ash in a la rn in g  h a r  biriga nech a  
to n n ad an  sabzavot ortilgan?
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6.414.  Xo‘jalik 200 ga yerga m a’lum m uddatda chigit ekib boMishi 
kerak edi, am m o u har kuni rejadagidan 5 ga ortiq chigit 
ekib, ishni m uddatidan 2 kun oldin tugatdi. Chigit ekish 
necha kunda tugallangan?

6.415.  Tom osha zalida 320 ta o ‘rin bor edi. H ar  bir qatordagi 
o ‘rinlar soni 4 ta  orttirilib, yana bir qa to r  q o ‘shilgandan 
so‘ng 420 ta joy b o ‘ldi. Tom osha zalidagijoylar endi necha 
qator  b o ‘ldi?

6.416. K em a oqim ga qarshi 48 km va o q im  b o ‘y icha ham  
shuncha yo‘l bosdi, ham m a y o ‘lga 5 soat vaqt sarf  qildi. 
Daryo oq im ining  tezligi 4 k m /so a t  b o ‘lsa, kem aning  
turg‘un  suvdagi tezligini toping.

6.417.  Ikki pristan orasidagi m asofa daryo y o ‘li bilan 80 km. 
Kema shu pristanlarning biridan ikkinchisiga borib-kelish 
uchun  8 soat 20 mi nut vaqt sa rf  qildi. Daryo oqim ining  
tezligi 4 k m /s o a t  bo 'lsa ,  k em a n in g  tu rg 'u n  suvdagi 
tezligini toping.

6.418.  Qayiq daryo oqimiga qarshi 22,5 km, oqim  b o kyicha esa
28,5 km yurib, butun yo‘lga 8 soat vaqt sarfladi. Oqimning 
tezligi 2,5 km /soat. Qayiqning tu rg 'un  suvdagi tezligini 
toping.

6.419.  Daryo yoqasidagi qishloqdan sol oqizildi. Oradan 5 soat 
20 mi nut o 'tgach, o 'sha qishloqdan motorli qayiq jo'natildi. 
Motorli qayiq 20 km yo‘l bosib, solga yetib oldi. Agar 
motorli qayiqning tezligi solning tezligidan 12 km /soat 
ortiq b o ' Isa, solning tezligini toping.

6.420.  Suv ikkita quvurdan kelganda suv haydash qozoni 2 soat 
55 m inutda to ‘ladi. Birinchi quvurning yolg'iz o 'z i  suv 
haydash qozoni ni ikkinchisiga qaraganda 2 soat oldin 
toMdira oladi. H ar qaysi quvurning yolg‘iz o ‘zi suv haydash 
qozonini qancha vaqtda to ‘ldiradi?

6.421. Ikki ishchi ayni bir ishni birgalashib ishlasa, 12 kunda 
tam om  qiladi. Agar oldin bittasi ishlab, ishning yarmini 
tam om  qilgandan keyin uning o ‘rniga ikkinchisi ishlasa,
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ish 25 kunda tam o m  boMadi. Shu ishni har qaysi ishchi 
yolg‘iz o ‘zi ishlasa, necha kunda tam o m  qiladi?

6.422. Q uw atla r i  har xil ikkita traktor 4 kun birga ishlab jam oa
2

xo‘jaligi yerining -  qismini haydadi. Agar butun  yerni

birinchi t rak to r  ikkinchisiga qaraganda  5 kun tezroq  
hayday olsa, bu tun  yerni har qaysi traktor yolg‘iz o ‘zi 
necha kunda hayday oladi?

6.423.  Bandargohdagi ikki kema bir vaqtda, biri shimolga qarab, 
ikkinchisi sharqqa qarab j o ‘nadi. 2 soatdan keyin ular 
orasidagi masofa 60 km boMdi. Bu k e m a la rd a n  bi r i ni ng 
tez lig i  ik k in c h is in ik id a n  6 km /soat ortiq. H ar qaysi 
kemaning tezligini toping.

6.424.  H ar qanday  uchtasi bir to ‘g ‘ri chiziqda yotmaydigan 7 ta 
nuq tadan  nechta  turli to ‘g ‘ri chiziq o ‘tkazish m um kin?

Y e c h i s h .  31- rasmga qarang. Boshi Л, nuqtada b o ‘lgan 
6 ta vektorga egamiz. Boshi qolgan nuqtalarda b o ‘lgan 
vektorlar ham  6 tadan  b o ‘ladi. Ham m asi b o ‘lib 7 • 6 = 42 
ta turli vektorlar hosil bo lad i.  Bu vektorlar 21 juft qaram a- 
qarshi vektorlardir. Q aram a-qarshi vektorlar jufti bitta 
to ‘g‘ri chiziqda yotadi (bizning misolda).
Shunday qilib, aytilgan to‘g‘ri chiziqlar 42 : 2 = 21 ta ekan. 
T o p s h i r i q .  H a r  qan d ay  uchtasi bir t o ‘g ‘ri ch iz iqda  
yo tm ay d ig an  n ta  n u q ta  orqali o ‘tuvch i turli t o ‘g ‘ri

chiziqlar soni n^n~P ga tengligini isbotlang. Bu tasdiqdan 

foydalanib, [6 .425-6 .4291  masalalarni yeching.

6.425.  Futbol o ‘yini musobaqasida hammasi 
b o ‘lib 55 ta  o ‘yin o ‘ynaldi. Bunda 
har bir kom anda  qolgan kom andalar
bilan faqat b ir  m ar tad an  o ‘ynadi. /w x™
M u s o b a q a d a  n e c h t a  k o m a n d a  /  \ ^ x  
qatnashgan? /i j  \

7 "

6.426.  Shaxm at turnirida ham m asi b o i ib  Л  
231 partiya shaxmat o ‘ynaldi. Agar
har bir shaxmatchi qolgan shaxm at- 31- rasm.
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chilarning har biri bilan faqat bir partiya shaxmat o ‘ynagan 
b o ‘lsa, turnirda necha kishi qatnashgan?

6.427. Maktab bitiruvchilari bir-birlari bilan rasm almashtirishdi. 
Agar 870 ta rasm almashtirilgan b o ‘lsa, m aktabni necha 
o ‘quvchi bitirgan?

6.428. Qavariq k o ‘pburchakning 14 ta  diagonali mavjud. Uning 
tom onlari nechta?

6.429. Qanday ko 'pburchak  diagonallarining soni tom onlarining 
sonidan 12 ta ortiq boMadi?

6.430. Poyezd y o ‘lda 6 minut to ‘xtab qoldi va 20 km yoNda 
tezligini soatiga jadvaldagidan 10 km oshirib, kechikishni 
yo‘qotdi. Poyezd shu yo‘lda jadvalga muvofiq qanday tezlik 
bilan yurishi kerak edi?

6.431. A \ 2i В stansiyalar orasidagi y o ‘lning o ‘rtasida poyezd 
10 m inut to ‘xtab qoldi. В  stansiyaga kechikm asdan b o ­
rish uchun , haydovchi poyezdning  dastlabki tezligini 
6 k m /so a t  oshirdi. Agar s tansiyalar orasidagi m asofa 
60 km b o ‘lsa, poyezdning dastlabki tezligini toping.

6.432.  Perimetri 28 sm b o ‘lgan to ‘g‘ri to ‘rtburchakning q o ‘shni 
tomonlariga tashqaridan yasalgan kvadratlar yuzlarining 
yig‘indisi 116 sm 2 ga teng. T o ‘g ‘ri t o ‘r tbu rchakn ing  
tomonlarini toping.

6.433. Yuzi 120 sm 2, d iagona li  esa 17 sm  b o ‘lgan  t o ‘g ‘ri 
to ‘rtburchakning tom onlarin i toping.

6.434. T o ‘g ‘ri burchakli uchburchakn ing  gipotenuzasi 41 sm, 
yuzi 180 sm 2. Katetlarni toping.

6.435.  T o ‘gbri burchakli uchburchakning perimetri 48 sm, yuzi 
96 sm 2. Uchburchakning tom onlarin i toping.

6.436. Ikki musbat sonning o ‘rta arifmetigi 20, o ‘rta geometrigi 
esa 12. Shu sonlarni toping.

6 .437 .  Ikki shahar  orasidagi m asofa 480 km ; shu masofani 
yoMovchi poyezdi yuk poyezdiga qa raganda  4 soat tez 
bosadi. Agar yoMovchi poyezdin ing  tezligi 8 km /soa t  
oshirilsa, yuk poyezdining tezligi esa 2 km /soat oshirilsa, 
yoMovchi poyezdi shu m asofani yuk poyezdiga qara-
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ganda  5 soat tez o ‘tadi. H a r  qaysi poyezdn ing  tezligini 
toping.

6.438.  Oralaridagi masofa 180 km b o ‘lgan А ч ъ  В  shaharlardan 
ikki poyezd bir vaqtda bir-biriga qarab yo'lga chiqdi. Ular 
uch rashgandan  keyin A shahardan  ch iqqan  poyezd В 
shaharga 2 soatda yetib boradi, ikkinchisi esa A  shaharga
4,5 soatda yetib boradi. Poyezdlar tezligini toping.

6.439.  Velosipedchilar poygasi uchun 6 km  uzunlikdagi masofa 
belgilandi. Akmal Shavkatdan o ‘tib ketib, marraga 2 minut 
oldin keldi. Agar Akmal tezligini 0,1 km /m inut kamaytirib, 
Shavkat tezligini 0,1 km /m inu tga  oshirsa, unda Akmal 
m arraga Shavkatdan 2 m inut oldin yetib kelardi. Akmal 
va Shavkatlarning tezligini toping.

6.440.  Ikki ekskavatorchi birga ishlab, biror hajmdagi yer ishlarini 
3 soat-u  45 m inutda  bajaradi. Bir ekskavatorchi alohida 
ishlab, bu hajmdagi ishni ikkinchisiga qaraganda 4 soat 
tezroq bajaradi. Shunday hajmdagi yer ishlarini bajarish 
uchun  har bir ekskavatorchiga alohida qancha vaqt kerak 
boMadi?

6.441.  Bir kom baynchi m aydondagi bug‘doy hosilini ikkinchi 
kom baynchidan 24 soat tezroq o brib olishi mumkin. Ikkala 
kom baynchi birgalikda ishlaganda esa hosilni 35 soatda 
yig‘ib olishadi. H ar bir kombaynchi alohida ishlab, hosilni 
o ‘rib olishi uchun  qancha vaqt kerak b o ‘ladi?

6.442.  Ikkita m usbat sonning yig‘indisi ularning ayirmasidan 5 
m arta  katta. Agar shu sonlar kvadratlari ayirmasi 180 ga 
teng b o ‘lsa, bu sonlarni toping.

6 -  § .  T e n g s i z l i k l a r  s i s t e m a s i

1. Bir o^garuvchili ratsional tengsizliklar sistemasi va
majmuasi. Bir o ‘zgaruvchili P {(x )A fl, Р2( х ) л 20, ..., Рп(х ) л п0
ratsional tengsizliklarni qaraymiz.

Bu yerda л ,  tengsizlik belgisi b o ‘lib, uning o ‘rnida

<, >, ^ (*)
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belgilarining ixtiyoriy biri turishi mumkin; л 2 , a 3 ,  /\n lar o ‘rnida
ham  (*) dagi ixtiyoriy belgi turishi m um kin  va bunda л , ,  a2, a 3 ,

/\n lar bir xil belgi b o ‘lishi shart emas deb tushunamiz.
Agar x  soni / >1(x )a ,0 ,  /^ ( x )a 20 , / )/j(x )a /?0 tengsizliklardan

har birining yechimi b o ‘lsa, x  soni

/U x)  a , 0

/ 2W  a 2 0 (1)

Pz(x) A3 0

tengsizliklar sistemasining yechimi deyiladi. (1) sistemani yechish 
uning barcha yechimlarini topish yoki bu sistema yechimga ega 
emasligini isbotlash demakdir.

1- m i s o l . x =  1 soni berilgan sistemaning yechimi bo'lishini 
k o ‘rsating va sistemani yeching:

J 5 x  + 2 > 3x -  1,

|3 x  + l > 7 x - 4 .

Y e c h i s h .  5 x + 2 > 3 x - l  tengsizlikka x =  1 sonini q o ‘yamiz 
va natijada 7 > 2 to ‘g‘ri sonli tengsizlikka ega b o ‘lamiz; x  = 1 
sonini 3x+ 1 > 7 x - 4  ga q o ‘ysak, 4 >  3 to ‘g‘ri sonli tengsizlik hosil 
bo‘ladi. Demak, x=  1 soni shu tengsizliklardan har birining yechimi 
b o ‘ladi. Bu esa x =  1 soni berilgan sistemaning yechimi b o ‘lishini 
bildiradi.

Endi berilgan sistemani yechamiz. Tengsizliklar sistemasini 
yechish uchun  undagi har bir tengsizlikni alohida-alohida yechish 
va tengsizliklarning um um iy yechimlarini aniqlash kerak:

5x + 2 > 3x -  1 
5x -  3x > 1 -  2 

2 x >  -1  
x  > -0 ,5

3x + .l > 7 x - 4  
3x -  7 > - 4  -  1 

-4X > - 5  
x  < 1,25 "°-5 ^ 25

Bu y e rd an  beri lgan  s is tem an in g  y e ch im la r i  t o ' p l a mi n i  
aniqlaymiz: (-0 ,5 ; 1,25).

Agar x  soni P ,( x ) a 10 , / )7(x )a 20 , ..., / )/1(x )a /10 tengsizliklardan 
h e c h  b o ' lm a g a n d a  b i t ta s in in g  ye c h im i  b o ‘lsa, x  son i shu
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tengsizliklar majmuasining yechimi deyiladi. Yuqorida keltirilgan 
tengsizliklarning m ajmuasi quyidagicha belgilanadi:

/ j (x )  л ,  0 

P2( x )  л 2 0

/ з ( х )  л 3 О

(2 )

(2) m ajm uani yechish uning barcha yechimlarini topish yoki 
ularning mavjud emasligini isbotlash demakdir. Tengsizliklar 
m ajmuasini yechish u c h u n  oda tda  ha r  bir tengsizlik a lohida 
yechilib, yechimlar toT lam lari hosil qilinadi va shu to ‘plamlarning 
birlashmasi topiladi.

2 - m i s о 1. x =  1 soni quyidagi majmuaning yechimi boNishini 
isbotlang va m ajm uani yeching:

‘2x + 7 > 9 -  x,

4x  + 9 < 3x + 5.

Y e c h i s h .  x =  1 soni majmuadagi 2x+ 7 > 9 -  x  tengsizlikning 
yechimi b o ‘ladi. Dem ak, u majmuaning ham  yechimidir. Berilgan 
m ajm uani yechamiz:

2x + 7 > 9 -  x  
2x + x  > 9 -  7 

3 x >  2
2x  > -  
3

4x + 9 < 3x + 5 
4x -  3x < 5 -  9 

x <  - 4
/ / ; / / / / / / £

- 4

( - o c ;  - 4 )  va (-; + o o ]  t o ‘p la m la r n in g  b i r la sh m a s i  ( - o o ;

-4 )  U | 7 ; +cc) m ajm uaning  barcha  yechimlari to ‘plamidir.

M a s h q l a r

6.443. Tengsizliklar sistemasini yeching. So‘ngra bu sistema- 
larning ha r  birini majmuaga aylantiring va majmualarni 
yeching:

18 -  Algebra, I qism 273



| ( 2 х  + 3)(2х + 1 ) ( х - 1 ) < 0 ,
1(х + 5)(х + 1)(1 -  2 х ) ( х  -  3) > 0;

| ( х 2 + 12х + 35)(2х + 1)(3 -  х )  > 0, 

Ь) 1(х2 -  2х -  8)(2х -  1) > 0;

(jy+2)(x3 - 3 x + 8 )  <  q

d) х 3 < 16х, 

4 > х 2;

2. Ikki o ‘zgaruvchiIi tengsizliklar. Наг qanday у  = / ( х )  chiziq 
unda yotgan nuqtalarning to ‘plamini — shu chiziqni, у  > f ( x )  
tengsizlik koordinata tekisligining chiziqdan yuqorida joylashgan, 
y < f ( x )  tengsizlik esa ch iz iqdan  pastda  joy lashgan  qism ini 
ifodalaydi. Agar bu qismlarga chiziqning o ‘zi ham  q o ‘shilsa, uni 
y < f{ x )  yoki y > f { x )  tengsizliklar ifodalaydigan boMadi. Aksincha, 
f { x ) < a  yoki / (x )  > a tengsizlikning yechimini tekislikning ularga 
mos qismlari sohalari beradi. Shu kabi / (x )  < g(x) tengsizligining 
yechimini tek is l ik n in g /(x )  chiziqdan yuqori va g(x) chiziqdan 
pastda yotgan qismlari kesishmasi beradi:

У * f i x ) ,  
У * g(x) .

K o'p incha  sistemani

yoki

( 1)

с < у  < d, 

f i y )  < x  < g(y)
(2 )

ko'rinishda yozish qulay.

-2
sohani (1) ko'rinishga keltiramiz.

tengsizliklar sistemasi bilan berilgan
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Y e c h i s h  . Oldin у  = x  + 2 to ‘g ‘ri chiziq va у  = x 2 para-

\ y  = x + 2,
bolaning kesishish nuqtalarini topamiz. Buning uchun < ?

tenglam alar sistemasini yechamiz. Uning yechimi (-1 ;  1), (2; 4). 
Izlanayotgan sohani (1) sistema ko 'rinishida yozamiz:

-1  < x < 2 ,

x 2 < у  < x  + 2.

2 - m i s o l .  Radiusi /? = 4, markazi A ( - l ;  2) nuqta boMgan 
aylana ichki qismini (1) tengsizliklar sistemasi ko‘rinishida ifo- 
dalang.

Y e c h i s h .  Aylana tenglamasi: (x + I)2 + ( y -  2)2 = 16. Bun­
dan pastki va yuqorigi yarim aylanalarning tenglamalarini topamiz:

у  = 2 -  yjie -  ( x  + \)2, y  = 2 + V l 6 - ( x  + l)2 .

Argum ent o = - l  - 4  = - 5  dan  Z> = -1  + 4 = 3 gacha o ‘zgaradi. 
Izlanayotgan sistema: .

- 5  < x  < 3,

2 - > / l 6 - ( x  + I)2 < у  < 2 + Vl6 + (x + I)2 

dan  iborat.
3- m i s о 1. 32- rasmda tasvirlangan parabola 

va t o ‘g ‘ri chiziqning kesishuvidan hosil boMa­
digan yopiq  shaklni ifodalovchi tengsizliklar 
sistemasini tuzamiz.

Y e c h i s h .  Parabola (0; 0), (2; 0), (1; 10) 
nuqtalar ustidan o ‘tadi. Uning y  = Ax2 + Bx+ С 
tenglamasini tuzish uchun  А, В, С  parametrlarni 
topam iz . Buning u c h u n  uch  n o m a ’lumli uch 
tenglam a sistemasini tuzam iz  va undan  А, В, С 
larni aniqlaymiz.

(0; 0 ) nuqta  b o ‘yicha: 0 = Л 0 2 + 5  0 + С, 
bundan  С = 0;

(2; 0) nuqta bo‘yicha: 0 = у4-22 + 5-  2 +  С, 
bundan 2A + В = 0; 3 2 -  rasm.
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(1; 10) n u q ta  b o ‘yicha: 10 = /1 • I 2 + 5  1 + С, b u n d a n  
A +  B =  10.

Keying! ikki ten g la m a la r  s is tem asidan  A = - 1 0 ,  5  = 20 
aniqlanadi.

Parabolaning tenglamasi: у  = - 1 0 x 2 + 20x. T o lg ‘ri chiziq 
(0; 5), (1; 0) n u q ta la rdan  o ‘tadi. Tenglam asi:  у  = - A x  + 5. 
Kesishuvdan hosil boNuvchi yopiq shakl paraboladan pastda, 
to ‘g‘ri chiziqdan yuqorida joylashgan. Shunga ko‘ra

6.444. Tengsizliklar sistemalari bilan berilgan sohalarni chizing:

6.445.  Tengsizliklar bilan ifodalang:
a) uchlari 0 ( 0 ;  0), /1(2;  0), 5 ( 2 ;  2),  C (0 ; 1) nuqtalar 
b o ‘lgan to ‘rtburchakni;
b) uchlari A ( \ \  3), 5 ( 2 ;  6), С (10; 6) nuqtalar b o ‘lgan 
uchburchakni;

d) markazi Л/ (1; 1) nuqtada va yoyining uchlari /I ( V J ; 2)

va 5  ( -  Vs ; 20) nuqtalarda b o ‘lgan A OB  doiraviy sektorni;
e) А О  В parabola yoyi va /4 (-1 ;  8) va 5  (1; 8) nuqtalarni 
tutashtiruvchi vatar bilan chegaralangan А О  В  parabola 
segmentini, bunda 0 ( 0 ;  0).

6.446. D soha tengsizlik bilan yoki tengsizliklar sistemasi bilan 
berilgan. Uni (1) koTinishdagi tengsizliklar sistemasi bilan 
bering:

у  > - A x  + 5, 

у  < - 1 0 x 2 + 20*.

M a s h q l a r
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a) x  > 0, у  < 0, x  -  4 > у, ya’ni

х  > О, 

У< 0 ,
х  -  4 > у;

Ь) 4х2 + у 2 <а\

е) у  > 2х, х >  1, у  < 4;

d) х 2 + у 2 < 4х; 

у  < х  < у  + 6,
О 1 < у  < 3.

6.447. D soha  (1) k o ‘rinishdagi tengsizliklar sistemasi bilan 
berilgan. Uni (2) ko‘rinishdagi tengsizliklar sistemasiga 
keltiring:

[0 < x  < 1,JO < x  < 5,

a) l2x2 < у  < Юх;
b)

x  < у  < 4x;

d)
0 < x  < 1,

-  yl5 -  x 2 < у  < 5 -  x.

6.448. Tengsizliklar sistemasining yechim lar to kplamini koordi- 
nata  tekisligida tasvirlang, hosil qilingan shaklning yuzini 
toping:

y < x +  10

A  ( -3 :  3,5),

X

у  > - x - 3

b)

33- rasm.
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a){
У *  N  -  4,

X2 + у 2 <9;
b) > 16’

X2 + у 2 < 16х.

6 .4 4 9 .  a) Ikki to ‘g‘ri chiziq va Oy  o ‘qi; b) parabola va to ‘g‘ri 
chiziq bilan chegaralangan shaklni tengsizliklar bilan 
ifodalang (33- a, b rasm).

6 .4 5 0 .  Tengsizliklar bilan ifodalangan sohani toping va koordinata 
tekisligida tasvirlang:

a) (x2 -  2x)(x2 + y 2 -  15) > 0;

b) (x2 -  у  + 1 ) ( -  x 2 -  у 2 + 3) < 0.

1. Irratsional tenglamalar. Agar Л (x) = B{x)  tenglamadagi 
Л (x) yoki В (x) ifodalardan hech boNmaganda bittasi irratsional 
b o ‘lsa, u holda bu tenglama irratsional tenglama deyiladi. Ularni 
yechishda teng kuchli almashtirishlardan foydalaniladi.

T e o r e m a .  Agar n soni musbat va toq b o ‘lsa, и holda A(x) 
= B(x) va A n{x) = Bn(x) tenglam alar teng kuchli bo4adi. Agar n 
soni m usbat va ju ft bo(Isa, An(x) = Bn(x) tenglamaning ildizi 
A{x) = B{x) va A(x) =  -B (x )  tenglam alardan hech bo'lmaganda 
bittasini qanoatlantiradi.

I s b o t . a  soni A{x) = B{x) tenglamaning ildizi, ya’ni A(a)  = 
=B(a)  b o ‘lsin. U holda A n(a)  = B n(a),  y a ’ni a  soni A n(x) = 
=Bn(x) tenglamaning ham  ildizi. Aksincha, a  soni A n(x) = B n(x) 
ning ildizi, y a ’ni A n(a)  = B n(a)  b o ‘lsa, toq n  larda A(a) = B(a) 
bo‘ladi, ya’ni A(x) = B(x) <=> A n(x) = Bn(x). Juft n larda A n(a)  = 
=Bn(a)  tenglik A(a)  = B(a)  b o ‘lganda yoki A(a)  = - B ( a )  da 
o ‘rinli va shunga k o ‘ra a  soni A{x)  = B{x)  va A(x) = -  B(x) 
tenglamalardan hech b o ‘lmaganda bittasining ildizi bo'ladi.

Bularga qaraganda A(x) = B(x) irratsional tenglamaning ikkala 
qismi juft darajaga ko‘tarilganda chet ildizlar, ya ’ni A(x) = -  B(x) 
teng lam aning  ildizlari paydo boMishi m um kin . Juft darajaga 
ko‘targanda chet ildizlarning paydo b o ‘lishi mavjudlik sohasining 
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o ‘zgarishidan ham  b o ‘lishi m um kin . U larn i aniqlash uchun  
to p i lg a n  i ld iz la rn i  b e r i lg an  te n g la m a g a  q o ‘yib tek sh ir ish ,  
shuningdek, teng kuchlilik shartlariga rioya qilinganligini tekshi­
rish kerak. C hu n o n ch i ,  A(x), B(x) ifodalar ratsional ifoda va

2ЦА(х ) > 0, k e N  boMganda quyidagi m unosabat o ‘rinli b o ‘ladi:

2 № ) = s w  о  {-;<;>
{B(x)  > 0.

1 - m i s о 1. Vx2 + 3x + 1 = x  -  2 tenglamani yeching.
Y e с h i s h . Tenglam a ushbu sistemaga teng kuchli:

fx 2 + 3x + 1 = (x -  2 ) 2, 

j x  -  2 > 0.

x 2 + 3x + 1 = (x  -  2)2 tenglama yagona x  = ^  ildizga ega.

Lekin u x  -  2 > 0 tengsizligini qanoatlan tirm aydi. Tenglam a 
yechimga ega emas.

2 - m i  s o l .  V- 3x2 + 3x -  2 = V- 2x - 1 0  tenglamani yeching.

Y e с h i s h . Tenglam a ushbu sistemaga teng kuchli:

- 3 x 2 + 3x2 -  2 = - 2 x  -  10, - 2 x -  10 > 0.

- 3 x 2 + 3x -  2 = - 2 x  -  10 tenglamaning ildizlari -1  va 2 j .

Lekin bu qiymatlarda - 2 x -  10 > 0 tengsizligi bajarilmaydi. Demak, 
berilgan tenglam a ildizga ega emas.

3 - m i  s o l .  x 2 -  3x -  11 + Vx2 -  3x -  9 = 0 t e n g la m a n i  
yeching.

Y e c h i s h .  y  = Vx2 - 3 x - 9  almashtirish tenglamani у 2 -  2 + 
+y = 0 ko‘rinishga keltiradi. Uning ildizlari y, = -  2, y2 = 1 sonlari 
b o ‘lgani uchun , eski o ‘zgaruvchiga qaytish natijasida yechimga

ega b o ‘lmagan Vx2 -  3x -  9 = - 2  tenglamaga ham da x, = -  2,
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x2 = 5 ildizlarga ega b o ‘lgan у1х2 - 3 x - 9  = 1 tenglamaga ega 
bo ‘lamiz. Dem ak, berilgan tenglama x {= - 2 , x 2 = 5 ildizlarga ega.

4 - m i  s o l .  ' Jx2 -  8x + 16 + \ lx 2 -  4x  + 4 = 2 t e n g l a m a n i  
yeching.

Y e c h i s h .  Vx2 - 8x + 16 = |x -  4| va Vx2 - 4 x  + 4 = \ x - 2 \

bo‘lgani uchun berilgan tenglama |x -  4| + |x -  2|=2 kolrinishga keladi. 
M odul qatnashgan bu tenglama barcha xe[2; 4] lardagina to 'g ^ i  
tenglikka aylanadi.

Tenglamalarni mantiqiy m ulohazalar yuritib yeching:

6.451. Vx + 2 + V2x -  1 = -3  .

6.452. 4 + 7 5 ^ 3  = 1.

6.453. 6 - yjx + yj2 = 7.

6.454. > / l ^ C T  = 3.

6.455. V x - 3  + V2 - x  = 5.

6.456. Vx -  4 + >/4 -  x = 1.
6.457. V ^ 4  + V 4 ^  = - l .
6.458. Vx + 4 + V -x  - 5 = 0 .

Tenglamalarni aniqlanish sohasini topish bilan yeching:

6.459. x  + Vx -  1 + 2 = Vx -  1.

6.460. V - x 2 + x  + 6 = 2x  -  7.
6.461. V-x2 -3 x -2  = x  —1.

6.462. Vx2 -  4x + 3 = V5x -  6 -  x2.

6.463. >/2x2 -  7x + 3 = \l5x -  2 -  x 2.



6.464. yjy - 3  -  в ^ 2 - у  = 8.

6.465.  ( x 2 -  1 ) V 2 ^ T  = 0.

6.466. (x 2 -  4 )V ^T T  = 0.

6.467. (9 -  x 2)V2^Tx = 0.

6.468. (16 -  x 2)V3 -  x  = 0.

Tenglamalarni 2yj f{x)  = g(x)  tenglama bilan "" ’
g ( x ) > 0

sistemaning teng kuchliligidan foydalanib yeching:

6 .4 6 9 . Vl2 - x  = x. 6 .4 7 0 . V 7 - x  = x - 1 .

6 .4 7 1 . x  -  V x + I  = 5. 6 .4 7 2 . 21 + V 2 x - 7  = x.

6 .4 7 3 . 1 -  Vl + 5x = x. 6 .4 7 4  . 2 Vx + 5 = x  + 2.

6 .4 7 5 . 4Vx + 6 = x + 1 . 6 .4 7 6 . V4 + 2 x - x 2 = x  -  2.

6 .4 7 7 . V37 -  x2 + 5 = x. 6 .4 7 8 . %/б -  4x -  x2 = x + 4.

6 .4 7 9 . Vl + 4 x - x 2 = x -  16.

Tenglam alarni yangi o ‘zgaruvchi kiritib yeching:

6 .4 8 0 . x2 -  4x  + 6 = V2x2 -  8x + 12.

6 .4 8 1 . 2x2 + 3 x - 5\lx2 + 3 x + 9 + 3 = 0 .

6 .4 8 2 . x2 + Vx2 + 2x + 8 = 12 -  2x.

6 .4 8 3 . 2 x 2 + y j lx 2 -  4x + 12 = 4x  + 8.

6 .4 8 4 .  3x2 + 15x + 2 \lx2 + 5x + 1 = 2 .

6 .4 8 5 . V ^  + 2 V ?  =  3 .

6 .4 8 6 . V ? - V x - 6  = 0 .
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6.487. , J -  + ^  = 2.
V x + 2  5

6.488. ^ - 710^  = 2.

6.489. VT^-i. 4 _  = 2.

6.490. 1Щ  + 3,1Щ  = 4.
\ 2 + X  \ 3 - X

6.491. i i H - 2 ^ 1  = 1.
V x - 1  V 2 x + 1

Tenglamalarni darajaga ko‘tarish usuli bilan yeching:
6.492. Vx + 1 = 8 -  V3x + 1.
6.493. Vx + Vx + lT + Vx -  Vx + П = 4.

6.494. Vx2 +1 + Vx2 -  2x + 3 = 3.
6.495. Vx2 + x -  5 + Vx2 + 8x -  4 = 5.
6.496. V4x -3  + VSxTT = Vl5x + 4.
6.497. Vx + 5 + Vx + 3 = V2x + 7.
6.498. Vx +3 4 -Vx^3 = l.
6.499. Vx + Vx-16 = Vx^8.
6.500. Vx + 5 + Vx + 6 = V2x + 11.
6.501. Vx + 1 + V3x + 1 = Vx - 1.
6.502. Vl + Vx + Vl -  Vx = 2.

6.503. V5xT7 + V5x-12 = l.

6.504. V9 -  Vx + 1 + V7 + VxTT = 4.

6.505. V24 +Vx -V5 +Vx = 1.

6.506. Vx2 -  2x -  V2x2 -  7x + 6 = 0.
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6.507. у/х + 34 -  Ух - 3  = 1.
Tenglamalarni «qo‘shmasiga ko lpaytirish usuli» bilan yeching:

6.508. УЗх2 + 5x + 8 -  УЗх2 + 5x + 1 = 1.

6.509. УЗх2 -  2x + 15 + УЗх2 -  2x + 8 = 7 .

6.510. six2 + 9 - J x 2 - 7  = 2.

6.511. y/\5 -  x  + \J3 -  x  = 6.

Tenglam alarni yeching:

6.512. \lx 2 + 3 x - 3  = 2 x - 3 .

6.513. \l9 x2 + 2x -  3 = 3x -  2 .

6.514. (x + 2)(x -  5) + Зл/фГГЗ) = 0 .

6.515. + 2Vx -~ T  -  Vx -  2Vx - 1 = 2 .

6.516. Ух -  3 -  2n/x - 4  + Vx - 4n/x^4 = 1.

6.517. V5x + 7 -  Vx + 3 = V3x + 1.

6.518. Vx + 4 + 2Vx + 1 = Vx + 20 .
6.519. Vx + 1 + Vx -  1 = V5x .

6.520. Vx -  2 + Vx + 3 = V2x + 1 .

6.521. Vx + 1 -  Vx -  1 = Vx2 -  1.

6.522. Vx + 1 = a.

6.523. Vx + 3 = Va -  x .

6.524. . 1 ^  + 2х̂  = 3.
\  x - a  \  x+a

6.525. V7 -  x -  V x ^ 3  = a .

6.526. V 2x-  1 - x  + a = 0.
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2. Irratsional tengsizliklar. a \ъ  b sonlari nom anfiy  b o ‘l- 
gandagina a < b  dan  an < bn kelib chiqadi (va aksincha, an < bn о  
<^>a<b). Shunga ko‘ra /l(x), B{x) irratsional ifodali tengsizliklarni 
yechishda ularning ishoralari e ’tiborga olinishi kerak. U m um an ,

2^ A (x )  < B{x)

A{x)  > 0,

<=> B(x )  > 0 ,  (1)

A ( x )  < B 2k(x)

b o ‘ladi. Sistemadagi birinchi tengsizlik ildiz ostidagi ifodaning 
nom anfiyligini, ikkinchisi B(x)  n ing musbatligini ifodalaydi, 
uchinchisi я > 0, b > 0  da a < b va a2k< b2k tengsizliklar bir vaqtda

bajarilishidan kelib chiqadi. 2yjA(x) > B(x )  tengsizligi B{x) > 0,

A{x) > Blk(x) b o ‘lganda yoki A(x) > 0, B(x) < 0 b o ‘lganda o ‘rinli.

Shunga k o ‘ra 2\]A(x)  > B(x )  tengsizlikni yechish uchun

(2) . .  j » » 8 0 ' ,3 )
ИГ.I -  0

tengsiz lik lar  s is tem alarin i yechish  va u larn ing  yech im larin i  
birlashtirish kerak.

1 - m i  s o l .  \ lx 2 + 6x -  16 > x  -  1 tengsizlikni yeching.

Y e c h i s h .  Berilgan  tengs iz likdan  u sh b u  tengsiz lik la r  
sistemalari hosil b o ‘ladi:

jx  -  1 > 0, ^  j x 2 + 6x - 1 6  > 0,

| x 2 + 6x - 1 6  > x 2 -  2x + 1 [x - 1  < 0 .

Birinchi sistemaning yechimi I 2 - ;  + <x ) to ‘plamdan, ikkinchi

sistemaniki (-oo; - 8 )  to ‘plam dan iborat. 

J a v o b  : (-oo; - 8 ) U f 2 i ; + со

Agar irratsional tengsizlik

yjA(x)  + yjB(x) < C (x)  (4)

284



ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, A(x) > 0, B{x) > 0  va yjB(x) < C(x )  (yoki 

yjA(x) < C ( x ) )  shartlar bajarilganda berilgan tengsizlik A{x)  < 

< ( C ( x ) - y j B ( x ) ) 2 (yoki B(x)  < ( C ( x ) - y j A ( x ) ) 2 ) tengs iz likka  
teng kuchli b o ‘lib, yuqorida qaralgan turlardan biriga keladi.

2 - m i s o l . J x  -  1 + \ j x  + 4 < 5 tengsizlikni yeching.
Y e c h i s h .

X -1  > 0,
x  + 4 > 0,

Vx -  1 < 5,

X + 4 < (5 -  Vx -  I)2 

J a v o b :  1 < x <  5.

Tengsizliklarni mantiqiy m ulohazalar yuritib yeching:

x > l ,  

x  > -4 ,

x < 26,=> 1 < x  < 5, 

x  < 5.

6.528. Vx + 3 > -5

6.530. V x 2 -  2 x  + 4 > - y

6.529. Vx2 +1 > - 1 .

6.531. Vx2 - 2 x  + 4 < 0 .

6.532. Vx2 - 6x + 9 > 0.

6.534. Vx2 -  2 x  + 3 > - 0 ,3 .

6.536. Vx -  4 + V 3 - x  > 0.

6.538. Vx2 -  3x + 2 > 0 .

6.540. V x2 + x  + 1 > 0 .

6.542. V x - l - x 2 > 0.

6.544. (x  -  l )V x 2 - x  -  2 > 0 .

6.533. Vl x “ 2 I +x2 + 4 < 0.

6.535. V ? > 0 .

6.537. л/х - 4  + V3 + x < 0.

6.539. V4^ 2 + 4y  + 1 > 0 .

6.541. > / 5 x - 6 - x 2 > 0.

6.543. V S x - 1 8 - x 2 > 0 .

6.545. (3 -  x ) V x 2 + x  -  2 < 0 .

x - 1
6.546. < 0

19x+12
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6.547. —2-у2+1-5?-~17 > 0 ,
1 0 -х

6.548. > о .
x2 + 2 x -3

6.549. <o .
Vx2 - 4 x+3

Tengsizliklarni yeching:

6.550. V x T ?  < x .

6.551. у!х 2 + 4 x  + 4 < x  + 6.

6.552. y jlx 2 - З х - 5 < x - \ .

6.553. V T + 7 8  < х  + б .

6.554. + 2)(x - 5 )  < 8 -  x  .

6.555. 1 -  Vl3 + Зх2 > 2 x .

6 .556. Vx2 + x  -  12 < x .

6 .557. V2x + 4 > x + 3.

6.558. Vx2 + x  -  2 > x .

6 .559. V 9 - 2 4 x  + 16x2 > 8 .

6.560. yj(x + 4) (x + 3) > 6 -  x .

6.561. Vx2 -  5x -  24 > x  + 2 .

6 .562. Vx2 -  4x > x -  4.

6.563. Vx2 -  x -  6 < x + 5.

6.564. Vx2 -  5x + 6 < x  + 1.
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6.565. V*2 -  7x + 12 > 1 -  x .

6.566. 3Vx -  yJx + 3 > 1 .
6.567. Vx + 3 + Vx + 2 -  V2x + 4 > 0 .

6.568. Vx — 6 -  VlO-x > 1.

6.569. Vx + 3 -  Vx -  1 > V2x -  1 .

6.570. V3x2 + 5x + 7 -  >/3x2 + 5x + 2 > 1.

6.571. VT^x < V 5 ^ x .

6.572. V5x-1 < VxV6 .

6.573. Vl - x 2 + 1 < V3-x2 .
6.574. Vx + 3 < Vx + 1 + Vx -  2 .

6.575. Vx + 2Vx~^T + Vx -  2Vx~^T >

6.576. Vx2 —x — 12 <7 — x.

6.577. Vx2 -  5x + 6 < 2x -  3 .

6.578. — <1.
X

6 .579. Vx + Vx -  Vx-Vx > 1,5^-^- .

6.580. Vx2 -5x  + 6 + 1.......> 2 .
Vx2-5x+6

6.581. -7-1=  + V3x + 2 > 2 .
V 3 x -2

6.582. Vx2 - X - 2 +  ' > 2 ,
V X  - x - 2

6.583. + - J —  < 2.
\ /3 - 4 x

6.584. Vx2 + 4x + 4 < x + 6.

m 
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6.585. у1\6х 2 -  24х  + 9 < лМ*2 + 1 2 ^  + 9 .

6.586. yjx2 +2х  + \ + yjx2 -6 .x  + 9 < 8 .

6.587. Vx4 + 2x2 + 1 + V4jc4 -  4 х 2 + 1 < 2х  -  1.

6.588. V x - 3 < - J - .
yfx^2

6.589. 5л/х > х + 6 .

6.590. ^ ± > 4  + ^ 1 .  
лУ̂ +1 2

6.591. * > Л -Х-1

6.592. - J —  > — .
V 1+ X  2 - Х

6.593. ^3jr2+4 > 4 .
Х-1

6.594. W x  + 1 < 1.

6.595. J a  + х  + y j a -  х  > а .
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VII b o b  
F U N K S I Y A L A R

1 -  § .  S o n l i  f u n k s iy a la r

1. Funksiya va argum ent. Am aliyotda vaqt, tem pera tura , 
bosim, kuch, tezlik, yuz, hajm va hokazo miqdorlar (kattaliklar) 
bilan ish ko‘rishga, ular orasidagi bog‘lanishlarning xususiyatlarini 
o ‘rganishga t o ‘g ‘ri keladi. Bunga k o ‘plab m isollarni fizika, 
geometriya, biologiya va boshqa fanlar beradi. Jism o ‘tgan S  
masofaning t vaqtga, aylana С uzunligining R radiusga bog‘liq 
ravishda o ‘zgarishi bunga oddiy misol.

Agar x  o ‘zgaruvchi m iqdor X  sonli to 'p lam dan  qabul qila 
oladigan bar bir qiymatga biror /  qoida bo 'y icha  у  o 'zgaruvchi 
m iqdorning Y  sonli to ‘plamdagi aniq bir qiymati mos kelsa, у  
o ‘zgaruvchi x  o ‘zgaruvchining sonli fu n ksiya si  deb ataladi. у  
o ‘zgaruvchining x  o ‘zgaruvchiga bog‘liq ekanligini t a ’kidlash 
maqsadida uni erksiz o ‘zgaruvchi yoki funksiya, x  o ‘zgaruvchini 
esa erkli о ‘zgaruvchi yoki argument deb ataymiz. у  o ‘zgaruvchi x 
o ‘zgaruvchining funksiyasi ekanligi y = f ( x )  ko‘rinishda belgilanadi.

Argum ent x  ning X  to ‘p lam dan  qabul qila oladigan barcha 
qiymatlar to ‘plami /  funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi va 
D(f )  orqali belgilanadi. {/(x) | x e /)(/■)} to ‘p lam  / fu n k s iy a n in g  
qiym atlar sohasi (to'plami) deb ataladi va E ( f )  orqali belgilanadi.

Ixtiyoriy x s D i f )  q iym atda funksiya faqat у  = b (o ‘zgarmas 
m iqdor — constanta), qiymatga ega b o ‘lsa, unga X  to ‘plamda 
berilgan doimiy funksiya  deyiladi. Masalan, koordinatalarsistemasida 
O x o ‘qqa parallel to ‘gbri chiziqni ifodalovchi y =  3 funksiya D(f )  = 
={x I -со < x  < +00} da doimiydir.

1- m  i s o l . A g a ry  = x 2 funksiya / ? to ‘plam da berilgan b o ‘lsa,

u holda D ( f )  = /? va E{f)  = /?+U {0} b o ‘ladi.
2 - m i s o l .  y  = x 2 funksiya D{f)  = [-3; 4] da berilgan boMsin. 

Bu funksiyaning qiymatlar sohasi E ( f )  = [0; 16] dan iborat.
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M a s h q l a r

Funksiyalaming aniqlanish sohalarini toping (7.1-7.43):

7.3. f ( x )  =

7.5. f i x )  =

4 x - l
3 x - 2  '

4 x

7.7. / ( x )  = - j

7.9. / ( x )  =

( x - l ) ( x - 2 )  * 

4 x 2 - 1

x 2 - 7 x + 12 

1
X 4-3

7.11. / ( x )  = - I
X  4 - X 4 - 1

7.13. / ( x )  = x  + x 2 + - L .

7.15. / ( x )  = x  + i  + - J - .
X x 2 - l

7.17. / ( x )  = x  + x™1 + x"2 .

7.19. f i x )  = , .x-2  ( х 2 _ з х ) 2

7.21. y  = s lT ^ 5 x .

7.2. / ( x ) =

7.4. / ( x ) =

7.6. / ( * )  =

3x
x - 3 ,4  ’

4x4-13 
7x4-14 '

3 x - l

7.8. f ( x )  = - j

( x - l ) ( x - 2 ) ( x - 3 )  * 

4X4-1

7.10. / ( x )  = -1

x  -8x4-15 

1
x z - x + l

f L
_  x - 2

X  4 -X + l ’

7.14. / (x) = x 2 + x — 3.

7.16. / ( * )  = ( * + ‘ )2 + ? ! _ .

7.18. / ( x )  = x - 1 + - .
X

7.20. / ( x )  =

7.22. / ( x )  =

x 2 4-3

14-X

>/ 3 - 2 ( 7 - 5 x ) '

7.23. у  = ^2(3x - 1) -  7x + 2 . 7.24. J- =
V 3 - 2 x - 4 ( l - 5 x )

7.25. у  = V - > /2 ( 2 - 3 x ) . 7.26. У  =
>/(3 x -1  >■72-3x4-2 "
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7 . 2 7 .  y  = -7— J — — . 7 .2 8 . y  = j 6 0 x - 2 5 x 2 - 3 6 .
V (x -V 3 )V 3 -2 x + l

7 .2 9 .  У =
Vl 12x+64+49x2

7 .3 0 . у  =  -VSx:2 + 6x  + 1 + t - ! - t  .
3x+5

7 .3 1 .  у  =  V 3 x T 4 -
s l -2 x 2 - 5 x - 2  '

7 .3 2 .  у  = ^ Щ .  7 .3 3 . у  = >/ | x | ( x - l ) .

7 .3 4 .  у  =  V ( x - 2 ) V x .  7 .3 5 .  у  =  V(1 -  x )V x  -  2 .

7 .3 6 .  У =
x +5x+6

7 .3 8 . у  =  f 17 ,5x 2x2 . 7 .3 9 . У =  J , 27 X -  ■
V x + 3  V V 4 x 2 - 1 9 x +12

7 4 0  у  =
W 2 x 2 - 7 x +}

7 .4 1 . у  =  Vl 2 x 2 -  4 x 3 -  9 x  -  ^/2 -  |x |.

7 . 4 2 . y  =  # - l | ^ - 6 ) + ? ^ i T -

7.43. у = -  V4x2 -  20x + 25 -  ^ ( 2 x  -  10 . 

Funksiyalaming qiymatlar sohalarini toping (7.44-7.70):

7.44. у  = 1 .  7.45. у  = x  7.46. у  = x 2. 7.47. у  = - x 2.

7.48. у  = x 2 + 2. 7.49. у  = 3 -  4x2. 7.50. у  = Зх -  х 2.

7.51. у = 3 х 2 - 6 х +  1. 7.52. у  = 5
х - 2
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7.53. у = J L .  7.54. у  =  - j — -
х+ \ х  +2

7 .5 5 . у  = — . 7.56. у  = у /х - 2  + 3.
X

7.57. у  =  |х  -  4| -  2 . 7.58. у  = 5 -  >/2jc + 1.

7.59. у  =  3 - | 2 х  + 3|. 7.60. у  = \1х2 + 4 .

7.61. у = 4 - 2 Л 2 + 9 . 7.62. у = V3x2-6x  + 4 .
7.63. у  = V8x - 2х2 - 7  . 7.64. у  =  1 - - г - 1 — .

V x -1 + l

7.65. у = 2  J  .
2х  - 8 х + 9

7.66. у = 1 -^ 9 - - /2 х 2 + б Л х  + 9 .

7.67. у = 3 -^ 1 6 -V 4 x 2 - 4\/Зх + 3 .

7.68. у  = ^ .  7.69. у  - <х3+8)(;с̂ 4) . 7.70.
х + 2  х  - 2 х - 8  ^  х - 3

7 .71 . Q uyida ko‘rsatilgan kattaliklarning qaysi biri ikkinchisiga, 
qaysi holda ikkinchisi birinchisiga funksional bog‘liq b o lish i 
m umkin:
a) sh axtad agi k o ‘m ir lavasin in g  u zu n lig i va m eh n at  
unum dorligi;
b) havoning issiqligi va unda tovushning tarqalish tezligi;
d) aylana uzunligi va radiusi;
e) kvad rat ning diagonali va yuzi?

7.72. M etall sterjen q izd irilganda u n in g  c h o ‘z ilish i qanday  
kattaliklarga funksional bogNiq b o ‘ladi?

7.73. G eom etriya va fizika kurslaridan sizga tanish ikki va uch  
0 ‘zgaruvchili funksiyalarga m isollar keltiring.

7.74. Q uyid a  k o ‘rsatilgan  (1), (2),  ( 3 ) ,  (4 )  m u n o sa b a tla r  
fu n k sion al b o g ‘lan ish m i?  U larda q and ay  o ‘zgaruvchi 
miqdorlar qatnashm oqda? Qaysilari argum ent vazifasini 
bajaradi? A niqlanish va qiym atlar sohalarini toping:
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a) N yu ton  ikkinchi qonunining ifodasi

F = m a , (1)

bunda F - j i s m g a  ta ’sir etayotgan kuch, m -  jism  massasi, 
a — jism  olgan harakat tezlanishi;

b) a = v- ^ ,  (2)

bunda u0 va v  -  jism ning boshlang‘ich va Zvaqtdan keyingi 
tezligi;

a ) f  = . (3)

Bu m unosabat (1) va (2) munosabatlardan qanday hosil 
qilingan?
e) (3) m unosabat bo'yicha

Ft= mu -  muQ (4)

hosil q ilingan. (3 ) va (4) m unosabatlar teng kuchlim i?  
B unda Ft — kuch im pulsi (zarb a), m u -  m u0 — jism  
im pulsining (harakat m iqdorining) o ‘zgarishi;
0  agar m =  100 g , a=  15 sm /s2, u0 = 2 sm /s , t=  10 s b o ‘lsa, 
F (d in a ) , u, Ft, m u -  m u0 lam ing qiym atlarini toping.

7 .7 5 .  f ( x )  = 3 -  x 2 -  |*l fu n k siyan in g  / ( 3 ) ,  / ( 0 ) ,  / ( - 4 ) ,  / ( c - 1 )  
qiym atlarini toping.

7 .7 6 . Radiusi R ga teng b o ‘lgan doiraga: a) ichki; b) tashqi 
ch izilgan  to ‘g ‘ri to ‘rtburchakning tom onlaridan biri x  ga 
teng (34-Я, b rasm). T o ‘g ‘ri to ‘rtburchak yuzini x g a  bogNiq 
funksiya sifatida ifodalang. Bu funksiyaning aniqlanish va 
qiym atlar sohalarini toping.

a) b)
34- rasm.
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7 .7 7 .  T o ‘g ‘ri burchakli uchburchak gipotenuzasiga tushirilgan  
balandlik h  ga teng. U ning yuzi va perim etrini katetlaridan  
birining x  uzunligi funksiyasi sifatida ifodalang.

7 .7 8 . V I idishdagi p %  \\ eritm adan x  /  olin ib , o brniga x  / suv 
q o ‘shilgan. Shu ish yana uch marta takrorlangan. Natijada 
hosil boMadigan eritm a konsentratsiyasini x  ning funksiyasi 
sifatida ifodalang.

2 . F u n k siy an i b o la k la r g a  a jra tib  b e r ish . Aniqlanish sohasining 
turli qismlarida turli xil qoida bilan berilgan funksiyani bo'laklarga 
ajratib berilgan fu n ksiya  (yoki b o ja k li  berilgan fu n ksiya )  deb  
ataymiz.

1 - m i s o  1. Jism harakatni boshlab, dastlabki Z, vaqt davomida 
tekis tezlanuvchan (я , tezlanish b ilan), so ‘ng t2 vaqt davom ida  
tekis sekinlanuvchan ( - a 2 tezlanish bilan) harakat qilgan. U ning  
и harakat tezligini t  ning funksiyasi sifatida ifodalaym iz.

Y e c h i s h .  1) Jismning harakat boshidagi tezligi vQ = 0, jism  
z, vaqt davom ida tekis tezlanuvchan harakat qilgan: v = vQ + a f =  
= 0 ,Z, O^Z^Zp 2) Z, vaqt m om entidagi tezligi и, = я ^ ,;  keyingi z2 
vaqt davom ida tekis sekinlanuvchan harakat qilgan: v = v ] - a 2t = 
= tijZ, -  a2t, Z, < Z< Z, + Z2. Shunday qilib,

2 - m i s o l .  Koordinatalar tekisligida/(x) funksiya A BCD  siniq 
ch iziq  k o ‘rinishida tasvirlangan (3 5 -  rasm ). U n in g  tugunlari

я,Л 0 < Z < Z , ,

я,Г, - a 2t, Z, <Z<Z,  +Z2.

Yi
С

Уз

У:

У4
У,

х. X: X,'4 X

35- rasm .
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А (х у; у^),  B (x2- у 2), С (х3; у 3) , /)(х 4; у 4) nuqtalarda yotadi. 
Funksiyaning ifodasini yozing.

Y e c h i s h .  Ikki nuqta ustidan o ‘tuvchi to ‘g ‘ri chiziq  tengla- 
masidan foydalanam iz. AB  b o ‘g ‘in uchun:

У- У- = yoki у  = y { + (x  -  x , ) .
У2 - У 1 X 2 - X ,  X 2 - X ,

Q olgan b o ‘g‘inlarning tenglamalari ham  shu kabi aniqlanadi. 
Natijada funksiya ifodasi quyidagi ko‘nnishga ega bo‘ladi:

/(* )  =

Л  + F v ( x ~ xi ) ’ 5 Х < Л 2 ,X2~XI

^2 ^  5 2 C<X3,
X3 -X 2

У з + Ғ ^ ^ * ^ ) ’ ^ s x < x 4.X4 - X 3

3 - m i s o l .  Quyida M irzo U lug‘bekning 60 li sanoq siste- 
masida yozilgan «Jadval-ul-jayb»idan (sinuslar jadvalidan) bir 
parcha keltirilgan (oltm ishli raqamlaming ostiga chizilgan):

i x , y t = sirur, Ау=>>/+ , - ҳ

1 9°42z 0 ,106534222 0 ,2 1 1 5 5 5 5

2 43' 0,1Q755381Z 0 ,2 1 1 5 5 4 4

3 44' 0 ,12552341

Bu funksiya grafigi ikki bo‘g‘inli siniq chiziq, tugunlari (xz; ҳ )  
nuqtalarda joylashgan. Funksiya ifodasini tuzam iz (hisoblashlarni 
E H M da bajaramiz). Shu maqsadda 2 -m iso l (1) form ulasidan  
foydalanam iz. Oldin oltm ishli kasrlami bizga tanish o ‘nli kasrlarga 
aylantiramiz. Buning uchun sonning har qaysi k-  xonada turgan 
raqami 60"* ga ko‘paytiriladi va topilgan natijalar q o ‘shiladi. 
Masalan, 0 ,1 0 7 5 5 3 8 17(60) = 0 -600 + Ю-бО"1 + 7-60"2 + 55-60"3 +

, 3 8 . 6 0 - -  ,  1 7 . 6 0 - =  -  й К У ’ - Д 55^ 3' * ! ) ) ) ) -  
= 0 ,1685819725 .
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/(* ) =

J a v o b :

0 ,1685819725 + ■̂ 0-2|̂ -67218 • (x  -  9°42'), 9°42' < x <  9°43',

0,1685819725 + gj.00-28^ 077 • (x  -  9°42'), 9°42' < л: < 9°44'.

7 .7 9 . Agar f ( x )  =

Ma s h q l a r

x 2 -  x  + 2, -  2 < x  < -1 ,  

x(5  -  x ) ,  -  1 < x  < 0,
x + 3

x  +1
, 0  <  X <  1

f  -J2
b o ‘l s a , / ( - 2 ) , / ( - l ) , / ( - 0 , 5 ) ,  larni t0 Ping-

7 .8 0 . T o ‘g ‘ri to ‘rtburchak bilan ten g  y o n li u ch bu rchak  va 
to ‘g ‘ri to ‘rtburchak bilan yarim  doiradan  iborat shakl- 
larning (3 6 - a, b rasm) asoslariga parallel holda siljiydigan  
to ‘g ‘ri ch iziq  ostidagi S(x)  yuzn i (sh trix langan) o ‘zga- 
ruvchan x  uzoqlikning funksiyasi sifatida ifodalang, bunda 
a, b lar berilgan.

7 .8 1 . Agar 36- a rasmda siljiydigan к  to ‘g ‘ri ch iziq  to ‘g ‘ri to ‘rt- 
burchakning asosiga parallel va undan x  uzoqlikda b o ‘lsa, 
S(x)  yuzni x  ning funksiyasi sifatida ifodalang.

a) b)
36- rasm.
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7 .8 2 . Term odinam ikada gazning bajargan A ishi uning idishga P 
bosimi va gaz Khajmining Vj X dan К gacha 
o bzgarishiga bog‘liqligi A = P -l± V  munosabat orqali ifoda- 
lanadi. Agar

A =
3 - AK,  2 < К < 4, 

Р  АК,  4  < К < 8,

b o ‘lsa, /1(3), v4(4), /1(5) larni toping.

7 .8 3 . Mirzo U lug‘bekning «Jadval-ul-jayb»idan bir parcha:

xi /(X.) A/(x)

8042' 0.0804322014 0,00 0102 00 22

43' 0,0205342641 0,0001020017

44' 0,0200105258 0,00 0102 00 02

45' 0 ,Q2Q7 IB 1205

a) f{ x )  sinus funksiyaning jadvalda berilgan oltm ishli kasr 
qiymatlarini o ‘nli kasrlarga aylantiring va ularni biror jadval 
yoki E H M ning ko‘rsatishi bilan solishtiring;
b) grafigi to lrt (xz; / ( x z)) tugunli siniq chiziqdan iborat / (x )  
funksiya ifodasini tuzing.

7 .8 4 .  U lu g ‘bek taqvim i (kalendari) b o kyicha o ‘rtacha hijriy- 
qamariy 1 yil = 354,3671 kun, o ‘rtacha m ilod iy  1 yil = 
=365,25 kun. Hijriy-qamariyning madxali (Я 0 hisob boshi) 
m ilodiy 622- yilning 16- iyuliga to ‘g ‘ri keladi (37- rasm). 
M ilodiydan hijriy yilga va aksincha, o'tish  tenglam asini 
tuzing.

Funksiya grafigini yasang:

3, agar x  < -4 ,

7 .8 5 . у  = ■ |x 2 -  4|x| + 3|, agar -  4 < x  < 4,

3 -  (x  -  4 )2, agar x  > 4.
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37- rasm.

7.86. у  =

8 -  (x  + 6 )2, agar x  < -6 ,

|x 2 -  6|x| + 8|, agar -  6 < x  < 5, 

3, agar x  > 5.

7 .8 7 . у  =

7 .8 8 . у  =

x 3, agar x  < -1 ,

- ,  agar -  1 < x  < 0, 
x

x 2, agar x  > 0.

x 2, agar x  < - 1 ,

2 x  -  1, agar -1  < x  < 1, 

V x, agar x  > 1.

3 . F u n k s iy a  g ra fig in i n u q ta la r  b o ‘y ic h a  y a s a s h . Biror X  sonli 
oraliqda berilgan у  = / ( x )  sonli funksiya grafigi Г ni «nuqtalar 
usuli» bilan yasash uchun X  oraliqdan argum entning bir necha  
x , ,  x 2, x n qiym ati tanlanadi, funksiyaning ularga m os / ( x , ) ,  
—> /(* „ ) qiymatlari hisoblanadi, koordinatalar tekisligida A/(x,; 

/(X 2)), M(jcn',f(x n)) nuqtalar belgilanadi va bu nuqtalar ustidan 
silliq chiziq  o ‘tkaziladi. Bu c h iz iq /(x )  funksiya grafigini taqriban 
ifodalaydi.

Agar ordinata o ‘qiga parallel b o ‘lgan har qanday to ‘g‘ri chiziq  
Г chiziqni ko‘pi bilan bitta nuqtada kessa, u holda Г chiziq  biror 
/ ( x )  funksiyaning grafigi bo‘ladi. Shunga ko‘ra x 2 + y 2 = R 2 aylana 
hech qanday funksiyaning grafigi em as, chunki Oy o ‘qiga parallel 
b o ‘lgan x =  a to ‘g ‘ri chiziq (3 8 - a rasm) bu aylanani bittadan ortiq 
(aynan ikkita M va  N) nuqtalarda kesadi, dem ak, x=  a  qiymatga у

ning ikki qiymati to ‘g lri keladi, ya’ni у  = ±V/?2 - x 2, - R < X < R -  
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- R

d)
0  a R X

3 8 - rasm .

S h u  kabi  у  =  ± VR2 - x 2 , 0 < x < R  v a  у  =  ± \ I r 2 - x 2 , 

-  R < x  < 0 yarim aylanalar ham  funksiya grafigi em as. Lekin

у  =  V/?2 - x 2 , - R < x < R  yarim  aylana shu ifodali funksiya­

ning grafigi (3 7 - b, d  rasm) (Г -  yunoncha gam m a, bosh harf).
Funksiya grafigi uzilishga ega b o ‘lishi m um kin. у  = [x] va 

y =  {x} funksiyalar grafiklari uzilishlidir (38- e, f  rasm). Bu yerda 
у  = [xj — x  ning butun qism i va у  = {x} -  x  ning kasr qismi. 
Ulardan birinchisi pog‘onasim on joylashgan birlik kesmalardan,
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ikkinchisi esa у  = x  + n {n< x <  n + 
+ l|rteZ ) to ‘g ‘ri chiziqlardan iborat.

1 - m i s o l .  у  = x 2 -  2 funksiya  
grafigi esk izin i ch iza m iz , bunda -3  
< x <  3 (eskiz — xom aki, asbob yor- 
dam isiz ch izilgan  ch izm a).

Y e c h i s h .  A rgum entning x  = 
= -3 ; -2 ;  -1 ;  0; 1; 2; 3 qiym atlarini 
ta n la y lik ./(x ) qiym atlarini h isoblay- 
miz: / ( - 3 )  = / ( 3 )  = 9 - 2  = 7, / ( - 2 )  = 
= /(2 )  =  4 - 2  =  2 , / ( - 1 )  =  / ( 1 )  =  - 1 ,  
/ ( 0 )  = - 2 .  K oordinatalar tekisligida  
A /,(-3 ; 7), A/2(-2 ; 2), A/3( - l ;  - 1 ) ,  
M4(0; - 2 ) ,  M5( l ;  - 1 ) ,  A/6(2; 2), 

A/7(3; 7) nuqtalarni belgilab, ularni q o ‘l bilan tutashtirib silliq 
ch iziq  ch izam iz (3 9 - rasm).

Yi

м \  7- #a/ 7

ГЧ

к

- 3  - 2  Aj 0 1 /  2: 3 ^
л/ V 1 > 5

- 2

39- rasm.

M a s h q l a r

7 .8 9 . Q uyidagi funksiyalar grafik larin i «nuqtalar b o ‘y icha»  
yasang:

b) y  = x 3 -  1;

4 x x - 1

a) y  = x 2 + 2;

e ) у  =  -  - 1 ;
X

h) y =  \ x - 2 \ ;  

k) y = x - |x|;

d) y  = x 4 -  1;

f ) y  =
x 2 + \

i) У = \ х 2 -  1|;

1) У= \ x - \ x +  2||;

&  У = .  ,X — 1
j) у  = |x | — |x  — 1| 

m ) у  = Зх2 -  4x.

Я

О  1 4 8 12 А'

40- rasm.
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7 .90 . 1.19- m isolda berilgan funksiyaning grafigini yasang.

7 .9 1 . Ikkala uch i Л va Z? nuqtalarda erkin joylashtirilgan A B = k  
uzunlikdagi sterjen uning o ‘rtasiga q o ‘yilgan Q  kattalikdagi 
yukning ta ’siri ostida egiladi (4 0 - rasm ). A  u ch id an  x  
uzoqlikdagi у  egilish ushbu formulalar b o ‘yicha aniqlanadi:

E, 1 — d o im iy  sonlar; 
к к к 3ka) x  = —  nuqtalardagi egilishni toping. N im a

b) 0  = 48, к = 1 b o ‘lgan hoi uchun (1) form ula grafigi

qiym atini toping.

7 .9 2 . 4 1 - rasm da x  (kg) o ‘g ‘itga b o g ‘liq holda y = / ( x )  (kg) 
hosiln ing  o lin ish i grafik tasvirlangan. 1) x  ning qanday 
qiymatlarida hosil muttasil oshgan («lim itik soha»), qachon  
va qanday m iqdorda eng yuqori b o ‘lgan? 2) Q achon o ‘g ‘it 
har qancha berilsa ham , hosil o ‘zgarmagan («statsionar, 
ya ’ni turg‘unlik sohasi»)? 3) Q achondan boshlab 0 ‘g ‘itning  
ortiqcha berilganligi va natijada hosilning pasayishi kuzatil- 
gan («ingibatsiya sohasi» , lot. inhibare — susaytirish)?  
4) x =  2; 4; 5; 6; 8; 10 (kg) o ‘g ‘it berilib, qancha hosil 
olingan? 5) Agar 28 (kg) hosil rejaning 36% ni tashkil etsa, 
reja b o ‘y icha qancha hosil olinishi ko‘zda tutilgan?

7 .9 3 . 0 ‘zbek o lim i N . M . M uhitdinov yer ostidan gazni qazib  
olish  m aqsadida depressiya 2, 5, 10 yil davom ida doim iy  
AP  k g /sm 2 holatida tutib turilganda gaz-suv chegarasining  
yer ustiga tom on У? m ga ko‘chishini tekshirgan va asarlaridan 
birida R  = f{A P )  b og‘lanishni grafik tasvirlagan (42- rasm).

У =

6 ’ 4 ’ 2 ’ 4 
к

uchun x  = у  da ikkala ifoda bir xil natijani beradi?

eskizini ch izing v a y b o ‘yicha egilishning x



R, m

2410

2430 -

2450

2470

2490

42- rasm.

Agar depressiya AP=  11 k g /sm 2 b o is a , 10 yil qazib olish-  
lardan so ‘ng ((3) grafik) gaz-suv chegarasi qancha siljiydi? 
5 y ild a -ch i ((2 ) grafik)? 2 y ilda-ch i ( (1)  grafik)? Agar 
AP = 2; 8; 14 (k g /sm 2) darajada tutib turilsa-chi? (lot. 
depressus -  pastlashtirish; gazni qazib olish  uchun uni 
o ‘rab turgan suv bosim ini kamaytirish.)

4. Funksiyalar ustida amallar. D( f )  to ‘plam da berilgan f ( x )  
va D(g) to ‘plam da berilgan g(x) funksiyalarning yig'indisi deb  

D(<p) = D{f ) f ]D(g)  to ‘plam da berilgan yangi ф(х) = f (x )  + g(x) 
funksiyaga aytiladi.

1 - m i s o l .  / =  x 2 -  4, - 3  < x  < 2 va g  = x  + 2, - 2  < x  < 3 
funksiyalar y ig in d isi ф(х) = (x 2 -  4 ) + (x  + 2), - 2  < x  < 2 funk- 
siyadan iborat. U ning grafigini c h iz is h d a /v a  g  funksiyalar m os 
ordinatalarini q o ‘shishdan foydalanish m um kin (4 3 - rasm).

f (x )  va g(x) funksiyalarning ко ‘paytmasi D{g>) = D( f )  П Dig) 
to kplam da berilgan ф(х) = /(x )  g(x) funksiyadan iborat.

— — funksiya Dig) t o ‘p lam ning g(x) ф 0 b o ‘lgan barcha
I I

son larida an iq langan . f i x )  (q isq ach a  yozu vd a  / • - )
g(*) у  s

funksiya/ va g  funksiyalar b o ‘linmasi deb ataladi. U n i — orqali

belgilaymiz.
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2 - m i  s o l .  / ( x )  = (x  -  1 ) 3 -  3 berilgan. funksiya ifodasi
f  —3

ko‘rinishda yoziladi:

/  va g  sonli funksiyalar berilgan va E(f)<^D(g) b o ‘l s i n . / v a  

g  funksiyalar kompozitsiyasi deb D( f )  da berilgan va har qaysi 

x e D ( f )  songa g (/(x ))  sonni m os q o ‘yuvchi yangi Д х )  funksiyaga 

aytiladi (lo t. compositio -  tuzish). F  funksiya g o /  orqali ham  

belgilanadi: (g ° /) (x )= g ( /(x ) ) .  K om pozitsiya ifodasini tuzish uchun  

g(x) dagi x  o ‘rn iga/ funksiya ifodasi qo'yiladi.

3 - m i  s o l .  / ( x )  = x 3 -  2 va g (x )  = i  funksiyalarning g o /v a  

fo g  kom pozitsiyalarini tuzing.

Y e c h i s h .  1) g ° f = g ( f ( x ) ) = - j — ;
xJ-2

2 ) / = 5 = / № ) ) = ( 1 ) 3 - 2 .

y = g W

X

\ /
4 ,

43- rasm.
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7 .9 4 .  f ( x )  = j- b o ‘lsa, / ( - j )  ni toping.

7 .9 5 . f { x )  = V x 3 -  1 b o ‘lsa, / ( V x 2 + 1) ni toping.

JC2
7 .9 6 .  f ( x )  = - г = ў  b o ‘l s a ,/ ( t g x )  ni toping.

Vl+JC2

7 .9 7 .  / ( ^ j )  = b o ‘l s a , / ( x )  ni toping.

7 .9 8 .  / ( x )  + 2 / | l j  = x  b o ‘l s a , / ( x )  ni toping.

7 .9 9 .  (x  -  ! ) / ( * ) + / ( -^) = b o ‘lsa, f ( x )  ni toping.

7 .1 0 0 .  f ( x ) + 2T l )  = 2 b o 4 s a , / ( x )  ni toping.

l . m .  2 / ( ^ ) - 3 / ( | ^ )  =  ^  b o ‘l s a , / ( x ) n i  toping.

2 -  § .  G r a f i k l a r n i  a l m a s h t i r i s h

1. G e o m e tr ik  a lm a s h t i r i s h la r d a  n u q ta  k o o r d in a ta la r in in g  
o ‘z g a r ish i.

1) S i l j i t i s h .  Biror /  to ‘g ‘ri ch iziqda koordinatalar sistem asi 
o ‘rnatilgan va uning boshi О nuqtada b o ‘lsin (4 4 - rasm). /  ning 
bar qaysi nuqtasi a birlik qadar siljitilsin. Agar bunda a > 0  b o ‘lsa, 
siljitish О nuqtaga nisbatan musbat y o ‘nalishda, o < 0 da m anfiy  
y o ‘nalishda bajariladi, а  = 0 da nuqta o ‘z joyidan siljimaydi. Agar 
x  koordinatali M =  M(x)  nuqta M'(x ' )  nuqtaga o ‘tgan b o ‘lsa, М ' 
nuqta koordinatasi x ' = x + a  formula b o ‘yicha aniqlanadi. M  nuqta 
М ' ning asli (proobrazi), М ' esa M  ning nusxasi (obrazi) deyiladi. 
M asalan, A/(3) nuqta a = 4 birlik siljitilsa, х' = х +  я = 3 + 4 = 7 
koordinatali M'(7)  nuqtaga ko‘chadi.
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о__
-1 о

м
3

М'
-• ►

7 /

4 4 -  rasm.

2) C h o ‘z i s h .  / to cg ‘ri ch iziqda M(x) nuqta 0  koordinata  
boshidan к  marta uzoqlashtirilib (yoki O ga yaqinlashtirilib), M'(x' )  
nuqtaga o ‘tkazilgan boMsin. М ' nuqta koordinatasi x ' = k x  formula 
b o ‘yicha hisoblanadi. Agar bunda £ > 0  boMsa, М ' nuqta M bilan  
birgalikda О nuqtaning bir tom onida, £ <  0 da М ' nuqta О ning 
ikkinchi tom onida joylashadi, \k\ < 1  da x =  O M  kesm a к  marta 
qisqaradi, \k\ > 1 da esa к  marta c h o ‘ziladi, A: = 1 da А/ va A/' 
nuqtalar ustm a-ust tushadi, k  = - \  da ular О nuqtaga nisbatan 
sim m etrik joylashadi.

3) Par a l l e l  к о ьс h i r i s h d a x O y koordinatatekisligidagibarcha  
nuqtalar bir xil y o ‘nalishda bir xil m asofaga ko‘chadi (4 5 - rasm). 
C h u non ch i, 0 (0 ;  0) koordinata boshi L(a; b) nuqtaga ko‘chirilgan 
bo‘lsa, A/(x; y) nuqta M '(x'; y')  ga ko‘chadi va bunda М М ' = OL, 
M M '\\O L  b o ‘ladi.

C hizm aga qaraganda to ‘g ‘ri burchakli А М К М ' = A O aL  va 
M K  = Oa = a, К М ' = a L  = b, x ' -  x  = а, у ' -  у  = b. Bulardan М ' 
nuqta koordinatalarini hisoblash uchun ushbu formulalar hosil 
qilinadi:

x ' = x  + a, y ' = y +  b.

4) Gomotetiya (yunoncha homos -  
bir xil, teng; thetos -  o ‘rinlashgan).
G om otetiyada tekislikdagi har qaysi 
M{x\ y) nuqta OM  nurda yotuvchi va 
koordinatalari x' = Ax, y' = ky  bo‘lgan 
A/'(x'; y ')  nuqtaga o ‘tadi, bunda О -  
gom otetiya markazi, A -  gom otetiya  
koeffitsiyenti. k = - \  da gom otetiya О 
nuqtaga nisbatan (x' = -x ;  y ' = -y )  
markaziy simmetriya bo‘ladi (yunoncha 
symmetriya — moslik, muvofiqlik). 45- rasm.

^  2 0  -  A lg e b ra , 1 q is m  3 0 5
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М' 4 6 -  rasm.

5) T e k i s l i k n i  t o ' g ‘ ri c h i z i q q a  n i s b a t a n  c h o ‘ z i s h .  
Tekislikdagi biror Л/ nuqtadan /  to lg ‘ri chiziqqa M T  perpendikular  
tushirilgan (lot. perpendicularis — tik) (4 6 -я , b rasm) va M  nuqta 
M T  da yotuvchi M '(x '; y ')  nuqtaga o ‘tkazilgan boMsin, bunda 
M ' T =  к  M T. Agar bunda A: > 0 bo'lsa, M  va M ' lar birgalikda 
/  ni ng bir to m o n id a , к < 0 b o ‘lsa, uning turli tom on larid a  
joylashadi. Jum ladan, Ox o ‘qqa nisbatan к  koeffitsiyent bilan  
c h o ‘zish M (x\ y)  nuqtani koordinatalari x ' = x , y '  = k y  b o ig a n  
M '(x '\ y ')  nuqtaga, (>>'o‘qqa nisbatan c h o ‘zish esa koordinatalari 
x' = kx, boNgan nuqtaga o ‘tkazadi. T o ‘g ‘ri chiziqqa nisbatan  
k = - \  koeffitsiyent bilan c h o ‘zish  shu to ‘g ‘ri chiziqqa nisbatan  
sim m etriyadir. Jum ladan, Ox o ‘qqa nisbatan sim m etriya Л/(х; 
nuqtani A/'(x; - y )  nuqtaga, Oy o ‘qqa nisbatan sim m etriya esa 
Л /'(-х; у ) nuqtaga o ‘tkazadi.

7.102. Parallel ko‘chirishda koordinatalar boshi Ц -1 ;  4) nuqtaga 
ko‘chgan. A /(-2; 6), yV(0; - 8 )  nuqtalarning obrazlarini va 
P '( - l ;  5), Q' ( \ ;  3) nuqtalarning proobrazlarini toping.

7.103. Parallel ko‘chirishda K (-3\ 4) nuqta Ц -2 ;  2) nuqtaga 
ko‘chsin . A /(-2; 6), MO; - 5 )  nuqtalarning obrazlarini va 
Д - 4 ;  3), B(4; - 2 )  nuqtalarning proobrazlarini toping.

7.104. ф orqal i  k o o r d i n a t a l a r  b o s h in i  L ( - 3 ;  1) n u q ta g a  
o ‘tkazuvchi parallel kobchirish , g  orqali ordinatalar o ‘qiga 
nisbatan  s im m etriya  b elg ilan gan  b o ‘ls in . ф°у va у°ф 
almashtirishlarning formulalarini yozing. H osil boMadigan

M a s h q l a r

306



almashtirishlar bir xilmi? Shu almashtirishlardagi Af(5; -1 ) ,  
A/(0; - 3 )  nuqtalarning obrazlarini va P (-3 ; 4 ), Q{-2\ - 2 )  
nuqtalarning proobrazlarini toping.

7 . 1 0 5 . /  orqali ord inatalar o ‘q idan к = Ъ k oeffitsiyent bilan  
c h o ‘zish , ф orqali koordinatalar boshini L(3; 2) nuqtaga 
o ‘tkazadigan parallel ko‘chirish belgilangan b o ‘ls in ./o 9  va 
ф о/ alm ashtirishlar ifodasini yozing. />ф alm ashtirishda  
ABC D  to ‘g ‘ri to ‘rtburchak qanday shaklga o ‘tadi? Bunda 
>4(1; 0 ), 5 (6 ; 0 ), C(6; 2), Z)(l; 2).

7 .1 0 6 . x' =  k { x - a )  + a ,y '  = k ( y - b )  + b almashtirish L(a\ b) nuqtaga 
nisbatan gom otetiya  ekani isbot qilinsin.

7 .1 0 7 .  Q uyidagi form ulalar bilan berilgan geom etrik  alm ash- 
tirishlarni tavsiflang (arabcha t a v s i f -  tushuntirib yozish, 
xarakteristika):

2. Funksiya grafigini a lm ashtirish . 1) xO y  koordinatalar  

sistem asi unda chizilgan y = f ( x )  funksiya grafigi bilan birgalikda 

x =  a, y = b  birlik qadar parallel k o 4chirilgan b o ‘lsin (4 5 - rasm, 
a = 4 ,b  = l ) .  0 (0 ; 0) koordinatalar boshi L(a\ b) nuqtaga ko‘chadi. 

/  grafikn ing obrazi yangi X ' L Y '  s istem ada y '  = f { x ' )  orqali 

ifodalanadi. Bu oldingi x O y  sistem aga nisbatan y = f ( x -  o) + Z? ga 

m os. H aqiqatan, biror A/(x0; y 0) nuqta f ( x )  grafikda yotgan va 
y0 = f ( x 0) boMsa, uning obrazi, ya'ni M '(x0 + a\ y 0 + b) nuqta 

y = f { x -  a) + b grafigida yotadi. Chunki bu m unosabatdagi x  va у  
lar o ‘rniga x0 + y 0 + Z> lar q o ‘yilsa, y$ + b=  / ( x Q + a -  a) + b yoki 
yQ = f ( x Q) tenglik qaytadan hosil b o ‘ladi. Shu kabi, agar М ' nuqta 

y =  / ( x -  a) + b grafigida yotgan boMsa, uning proobrazi y =  / ( x )  

grafigida yotadi.

1 - m i s o l .  4 7 - rasmda у  = / ( x )  funksiya grafigini x  = 4  va 
y =  7 birlik parallel ko‘chirish o r q a l iy = /(x -4 )  + 7 funksiya grafigini 
yasash tasvirlangan.
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a(a = 4)

4 7- rasm.

X

2) C h o ‘ z i s h .  Л/(х0; y0) n u q ta / grafikda yotgan boMsin:

Уо = / ( V -
Agar /  grafik abssissalar o ‘qidan /  *  0 koeffitsiyent marta,

ordinatalar o ‘qidan k * 0  marta c h o ‘zilsa, y  = / / | ^ j  funksiya 

grafigi hosil bo‘ladi. Unda M (x0; y0) nuqtaning obrazi b o ig a n

M'(A*0; /y0) nuqta yotadi: ly0 = / / ( ^ o  j yoki у0= / ( х 0). Aksincha,

М ' nuqta у  = 1 / ( ^ )  da yotgan b o isa , Л /nuqta /gra fik d a  yotadi. 

D em ak, Ox o ‘qqa nisbatan / marta, Oy o ‘qqa nisbatan к  marta

c h o ‘zish orqali у  = f ( x )  funksiya grafigidan у  = /  / 1 ^ j funksiya

grafigi hosil qilinadi.
T o ‘g ‘ri ch iziq qa  nisbatan -1  ga teng k oeffitsiyen t bilan  

c h o ‘zish shu to ‘g ‘ri chiziqqa nisbatan sim m etriya b o lg a n id a n , 
y = - f( x )  funksiya grafigi y = f ( x )  grafigini abssissalar o ‘qiga nisbatan 
sim m etrik alm ashtirishdan, y = f ( - x )  grafig i/grafik n i ordinatalar 
o ‘qiga nisbatan, y  = - f ( - x )  grafik esa / n i  koordinatalar boshiga  
nisbatan sim m etrik almashtirish bilan hosil qilinadi.

2 - m i s o  1. / funksiya grafigi b o ‘y ic h a / ,( х )  = 3 /(x ) ,  / 2(x) = 
= / (2x), / 3(x) = 3 /(2 x ) funksiyalar grafiklarini yasaym iz (48- rasm).

Y e c h i s h . / ,  funksiya grafigi/ grafikni Ox  lar o ‘qidan /=  3 

koeffitsiyent bilan c h o ‘zish , ya’n i /d a g i  nuqtalar ordinatalarini 3
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marta c h o ‘zish orqali,/ 2 grafik /grafikn i Oy o ‘qidan ^ ^ marta

c h o ‘zish  (y a ’ni 2 marta qisqartirish, q isish), buning uchun /  
nuqtalari abssissalarini 2 marta qisqartirish o r q a li,/3 grafigi e sa /  
grafig in i ab ssissa lar  0 ‘q idan  /  = 3 m arta u zo q la sh tir ish  va

ordinatalar o ‘qiga ^ koeffitsiyent bilan yaqinlashtirish orqali 

yasaladi.
3 - m i s o l .  / ( x )  fu n k siyan in g  grafig idan  foyd alan ib , 

y =  5 /(3 x  + 6) + 1 funksiya grafigini yasash tartibini keltiring.

Y e c h i s h .  Funksiyani y =  5 /(3 (x +  2)) + 1 ko‘rinishda yoza-
miz.

1) K oordinatalar boshini L (-2 ; 0) ga o ‘tkazadigan parallel 
ko‘chirishni; 2) O y o ‘qidan к  = Ъ marta c h o ‘zishni; 3) abssissalar 
o ‘qidan /=  5 koeffitsiyent bilan c h o ‘zishni; 4) abssissalar o ‘qidan  
b = 1 birlik yuqoriga parallel k o ‘chirishni bajaramiz.

1 z о  h . Funksiya ifodasini boshqa ko‘rinishga keltirmay, ishni 
/ ( 3 x  + 6) grafigini yasash bilan boshlash ham m um kin edi.

M a s h q l a r

7 .1 0 8 . 4 9 -  rasm da tasvirlan gan  у  = / ( x )  funksiya grafigidan  
foydalanib, quyidagi funksiyalar grafiklarini yasang:

a) g(x) = / ( x )  -  3; b) g(x) = / ( x  -  2);

d) g(x) = - / (x ) ;  e) g(x) = / ( - x ) ;

0  g(x) = - f ( - x ) \  g) g(x) = 3/(x);

h) g(x) = 3 /(x  -  2); i) g(x) = /(3 x )  + 1;

j ) s U )  =  / [ f ) ;  k ) g ( x )  = 3 / ( g ;

1) g(x) = 0 ,5 /(x ); m) g(x) =  0 ,5 /(2x);

n) g(x) = 3 /(2 x  -  4) + 5; o ) g(x) = | / ( x  -  3)|;
p) g(x) = -3 / ( 2 x  -  4) -  5; q) g(x) = / ( 3  -  x).

7 .1 0 9 . y =  \x \  fu n k siyan in g  grafig idan  foyd a lan ib , quyidagi 
funksiyalarning grafiklarini yasang:
a) y  = | x | -  3; b) у  = | x +  l | - 3 ;
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d) j' = - |x |;
f ) y = | - 2 - 3 x | ;

h) J' = | f | ;

j ) j -  = 3 | x - 2 | - 4 ;
1) 3'= 3 |2 x -  4 | + 5; 
n ) y = | 3 - x | ;

e ) У = \-х \>
g) J '= 3 |x |;

i) У = 3 *

к) >' = -2 |-Здс| -  4; 
m ) у  = - 5 | 2 x -  4 | + 1;
о ) ^ = |2  -  4x | + 3.

3. Chiziqli funksiya grafigi. 1) / to ‘g ‘ri chiziq koordinatalar 

tekisligining birinchi va uchinchi choraklari va 0 (0 ; 0) koordinatalar 

boshidan o ‘tsin (50- rasm). Unda 0  nuqtaga nisbatan simmetrik  

A/(x0; ^0), М '(-х0', -^ 0) nuqtalarni va N(1; k)  nuqtani belgilaymiz. 

a  = Z /O x -  to ‘g‘ri chiziq bilan abssissalar o ‘qining musbat y o ‘nalishi

orasidagi o ‘tkir burchak, A: = —  = tga > 0 to ‘g ‘ri ch iziqn ing  

burchak koeffitsiyenti. ДОу4уУ va A O B 'M ' larning o ‘xshashligidan

У = —  yoki y0 = kxQ bo‘ladi. Shu kabi A O A N  va A O B 'M ' larning
/ Xq

o ‘xshashligidan y0 = k x ^  A:> 0 ni olam iz.
/  to ‘glri chiziqqa ordinatalar o lqiga nisbatan simmetrik b o igan  

/' to ‘g kri chiziqni qaraylik. P  nuqta M  ga, Р' nuqta М ' ga simmetrik

b o ‘lsin. -r -  —  = —  proporsiyaga ega b o la m iz . y n = -kx ,
1 - x0 x0

b o la d i, bunda к  = - tg a , a  = I'O x -  o ‘tm as burchak.
о

49- rasm. 50- rasm.
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Shunday q ilib , koordinatalar bosh idan  o ‘tu vch i va A: > 0 da 
abssissalar o 'q in ing musbat y o ‘nalishi bilan o ‘tkir burchak, k < 0  
da esa o ‘tm as burchak tashkil etuvchi to ‘g ‘ri ch iziq  y = k x  funk­
siyaning grafigidan iborat.

2) у  = k x +  I chiziqli funksiya  grafigi y = k x  funksiya grafigini 
ordinata o ‘qi b o ‘yicha / birlik parallel ko‘chirish bilan hosil qilinadi. 
Bundan bir xil к  koeffitsiyentli ch iziq li funksiyalarning grafiklari 
o ‘zaro parallel b o ‘lishi kelib chiqadi.

K oordinata tekisligidagi L(a; b) nuqta orqali burchak koef­
fitsiyenti к  ga teng boMgan faqat bitta to ‘g ‘ri ch iziq  o ‘tadi, bunda 
к -  o ldindan berilgan son. U ning tenglam asi у  = k (x  -  a) + b. 
C hiziq  у  = k x  funksiya grafigini parallel ko‘chirish bilan hosil 
qilinadi, bunda 0 (0 ; 0) koordinatalar boshi Д я ; b) nuqtaga o ‘tadi.

T o ‘g ‘ri chiziqning burchak koeffitsiyentini topish uchun to ‘g ‘ri 
c h i z i q q a  q a r a sh li A /(x ,;  y , )  va  N ( x 2’, y 2) n u q t a l a r n i n g  
koordinatalari to ‘g ‘ri chiziq tenglamasiga q o ‘yilib, hosil b o ‘ladigan 
sistem a yechiladi:

y  = k ( x - x l ) + y lt ^ k  = yl z yi  (1)

y  = k ( x - x 2) + y 2, x 2 ~ x l '

A /(x,; y ,)  va N (x2\ y 2) nuqtalardan o ‘tuvchi to ‘g ‘ri chiziqlar

tenglam asi у  = k(x  -  x ,)  + y , m unosabatga к = У2 ~y-1- ifodani
x 2

q o ‘yish bilan hosil qilinadi:

у  = - x x) + y { yoki ZlZL = £ l f L  (2)
x 2 ~ x \ У 2-У 1 x 2 ~ x \

bunda x , *  x 2, у , ф y 2.

1 - m i s o l . A/(2; - 3 )  nuqtadan o ‘tuvchi va у  = 5x -  6 to ‘g ‘ri 
chiziqqa parallel boMgan to ‘g ‘ri ch iziq  tenglam asini tuzam iz.

Y e c h i s h .  Izlanayotgan to ‘g ‘ri ch iziq  у  = 5x -  6 to ‘g ‘ri 
chiziqqa parallel, dem ak, uning burchak koeffitsiyenti ham  k  = 5. 
T o ‘g ‘ri chiziq M{2\ - 3 )  nuqtadan o ‘tadi. D em ak, uning tenglamasi 
у  = 5(x  -  2) -  3 yoki y =  5 x -  13.

2- m i s o  1. Л/(-2; -3 )v a  /V(4; - 1 )  nuqtalardan o ‘tuvchi to ‘g ‘ri 
ch iziqning tenglam asini tuzam iz.
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Y e c h i s h .  (2) form uladan foydalanam iz:

y - ( - 3 )  _  x - ( - 2 )  

- l - ( - 3 )  4 - ( - 2 )
, bundan у  -  l x  -  2 y

M a s h q l a r

7 .1 1 0 .  Koordinatalar boshi va M  nuqta ustidan o ‘tuvchi to lg ‘ri 
chiziq  tenglam asini tuzing:
a) М 3 ; -4 ); b) MO; -3 );  d) М 3 ; 0); e) М 2 ; 5).

7 .1 1 1 .  C hiziqli funksiyalarning grafiklarini yasang:
a) y - x - 2; b) y = - x +  3; d) y = 4 x - 2 ;  e) y = - 2 x  -  5.

7 .1 1 2 . M -2 ;  7) nuqtadan o ‘tuvchi va burchak koeffitsiyenti k=  3 
boMgan to ‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing va chizing.

7 .1 1 3 .  M  nuqtadan o ‘tuvchi va burchak koeffitsiyenti к  b o ‘lgan 
to ‘g ‘ri chiziq  tenglam asini tuzing:

d )  M ( - l ; - 2 ) ,  *  =  1 ;  e )  Л /(5 ; 2 ) , Л =  1 .

7 . 114. v4(-4; 6) nuqtadan o ‘tib, 3x+  5 to lg ‘ri chiziqqa parallel
boMgan to ‘g ‘ri chiziq  tenglam asini tuzing.

7 .1 1 5 .  U chlari A {-2\ 0 ), 5(7; - 2 ) ,  C(4; 5) nuqtalarda boMgan 
A B C  uchburchakning:
a) tom onlarin ing tenglamalarini;
b) m edianalarining tenglam alarini tuzing.

7 .1 1 6 .  у  = |x +  2| + | x -  5| funksiya grafigini yasang.

7 .1 1 7 .  a) у  < -2 x  + 7  va y > x  + 6; b) у  > 4x -  3 va у  < -2 x  + 2 lar 
o ‘rinli boMgan sohalarni tasvirlang.

4 . Kvadrat funksiya grafig i. у  = x 2 funksiya b izga quyi 
sin flardan  tan ish . U n in g  grafig i, u ch i k oord in ata lar  bosh i 
0 (0 ;  0) da va tarmoqlari yuqoriga y o ‘nalgan parabola (51-  rasm). 
у  = a x 1 funksiya grafigi esa x 2 parabolani abssissalar o ‘q i-  
dan a  k oeffitsiyent bilan c h o ‘zish ( | ^ |  > 1 da) yoki qisish  
( | о |  < 1 da) orqali hosil qilinadi. о < 0 da у  = o x 2 parabola Ox 
o ‘qiga nisbatan sim m etrik akslanadi. Ixtiyoriy о  0 da у  = a x 1 
funksiya grafigi paraboladan iborat.

a) M - 2 ;  - 1 ) ,  k = 2 ]  b) M 0 ;  -4 ) ,  f c = - 3 ;



y= ax2 + bx+ с, a * 0 funksiya grafigini yasash m aqsadida

ifodani у  = a [ x  + — \ + yoki у  = a(xv.)2 + b ko‘rinishga
\ 2 a )  4a

b Qcic^bkeltiram iz, bunda - a  = — , p = ■ 4fl-  • Bundan k o ‘rinadiki,

у  = a x 2 + bx + с funksiyaning grafigi у  = a x 2 parabolani Oy o ‘qqa 
nisbatan a  qadar va Ox o ‘qqa nisbatan p qadar parallel ko‘chirish  
orqali hosil qilinadi, bunda parabolaning 0 (0 ; 0) uchi L{a\ p) 
nuqtaga o ‘tadi.

M a s h q l a r  

7 .1 1 8 . Funksiyalarning grafiklarini yasang:

a) у  = x 2 + 6x - 2 0 ; b) y  = - x 2 -  6 x +  20;
d) у  = 3 x 2 -  6 x +  4; e) у  = 2 x - x 2;
0  у  = 6 -  4x  --X 2; g) y = 2 x 2 + 8 x -  1.

/1, В. С  nuqtalardan o ‘tuvch i parabolani yasang
tenglam asini tuzing

a) A(2; - 1 ) , B(l 3), C(0; 2);
b) A( l ;  1), B(2 3), C(0; 2);
d) A (-2 ;  1), № - 1 ) , C(4; 2);
e) A(2; 0 ), в о - 6 ) , C(4; 1).

7 .1 2 0 . у  =  a x 2 paraboladagi AZ(x0; y0) nuqtadan к  burchak  
koeffitsiyentli kesuvchi to lg ‘ri chiziq  o ltkazilgan. Parabola 
va to ‘g ‘ri ch iziqning ikkinchi kesishish nuqtasi x , abssissa-

0/1 =  2 0 5

ОС = - - O B
2

51- rasm.
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sini Х ц \ъ к orqali toping, к  ning qanday qiymatida kesuvchi 
А /nuqtada parabolaga urinuvchi b o ‘lib qoladi?

7 .1 2 1 . x0 abssissali nuqtada y = a x 2 + b parabolaga urinuvchi to ‘g ‘ri 
chiziqning tenglam asini tuzing, bunda:

a) a  = - \ ,  b = \ ,  Xq = 3; b) a = 4,  b = 2, x 0 = 2.

5. K asr-chiziqli funksiya grafigi. Ikki ch iziqli funksiyaning  
nisbatidan iborat

_  ax+b

^  cx+d  ( 1 )

kasr-chiziqli funksiyani qaraymiz. U ning grafigi to ‘g ‘ri chiziq yoki 
giperbola b o ‘lishi mumkin:

1) agar c = 0 ,  ^ /^ 0 b o ‘lsa, (1) munosabat у  = ^ - x  + -  chiziqli
d  d

funksiyaga aylanadi, uning grafigi to ‘g ‘ri chiziqdan iborat;

r\ a b u  <1 m cx+m d , ..2)  с *  0, -  = -  = m bo Isa, у  = -— = m ga ega bo la-
c d  cx+d

m iz. Bu holda (1) funksiya grafigi Ox  o ‘qqa parallel boMgan va 

nuqtasi chiqarib tashlangan y= m  to ‘g ‘ri chiziq boMadi;
с

3) -  ф -  . O ldin kasrdan butun qism  ajratamiz:
с d  cx+d

L ad bc-ad
ax+b a ~  a „  к

t  _  I с  —=  -  + = -  + —~ г  = P + — , bunda
r  U Y —Vcx+d с cx+d с x + "  x - y

a . b c - a d  d
P = _ ,  * = — у = — • (2)

С С с

Bundan ko‘rinadiki, у  = funksiya grafigi у  = -  funk-
cx+d x

siya grafigi (giperbola)ni parallel ko‘chirishlar bilan hosil qilinadi, 
bunda koordinatalar boshi L(y; p) nuqtaga o ‘tadi. y, p va A: lar (2) 
formulalar b o ‘yicha topiladi.

2x + 1 4
1 - m i s o l .  у  =  —  funksiya grafigini yasang (52- rasm).
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x + 5

У

52- rasm.

Y e c h i s h .  K asrdan butun q ism in i ajratam iz: 

4

2x+14

x+5

= 2 + — ^ , unda k=4,  y = - 5 ,  p = 2. 0 '( -5 ;  2) nuqtadan yordamchi 

O 'x ', O y  koordinatalar 0 ‘qlarini o ‘tkazam iz. Ularda У = ^  

funksiya grafigini, s o ‘ng у  = -  funksiya grafigini yasaym iz. Bu
X

grafik xO y koordinatalar sistemasida у  = --------  ning grafigi bo‘ladi.
x + 5

M a s h q l a r

7 .1 2 2 . Funksiyalarning grafiklarini yasang: 

2 x - 5  , v - 3 x + 2
a) у  = 

e) У =

x + l  

3 x + 4  . 

2 x - l  ’

b) у  = 

0  y  =

2 х - 3  ’ 

x + 9

-З х + 1

d) у  = 

g) У =

4 x + l  . 

2 x - 3  ’ 

6 x + l

4 x - 2

7 .1 2 3 . А, В, С  nuqtalar ustidan o ‘tuvchi у  = funksiya

grafigini yasang:

a) A (-2 \  0 ), 5 (1 ; 4 ), C(0; 2);
b) >4(1; - 3 ) ,  5 (3 ; 2), C ( - l;  3);
d) /4(4; - 3 ) ,  5 (2 ; 1), C (3 ; -4 );

e ) Д - 5 ;  1), 5 ( -2 ;  3), C ( - l ;  5).

cx+d
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6. Ifodasi modul ishorasiga ega funksiyalarning grafigi.

/ ( x ) ,  agar / ( x )  > 0 b o ‘lsa,
1) |/ (x ) | = «j-7 J v  ,OLl’ ekanini b izb ilam iz.

1 -  / ( x ) ,  agar / ( x )  < 0 b o ‘lsa,

Bundan ko‘rinadiki, | / |  grafigini yasash uchun oldin  / grafigini 
yasash, so ‘ng uning у  > 0 yarim tekislikdagi qism ini o ‘z joyida  
qoldirib, у  < 0 yarim tekislikdagi qism ini esa  Ox  o ‘qqa n isbatan  
sim m etrik  akslantirish  kerak. 5 3 - rasmda у  = |x 2 -  2 | grafigini 
y  = x 2 -  2 grafigidan foydalanib yasash tasvirlangan.

y = \ x l -  2|

y  = x 2 - 2

= ( * - 3 ) 2, Y
x <  0 111 I 1 /

i / y = ( | x | - 3 ) 2

\  / y = ( x - 3 ) 2, x > 0

- 3  0 3 X

54- rasm.

2) /(M ) =
/ ( x ) ,  x  > 0,

m u -

55- rasm.

l / ( - x ) ,  x  < 0 

nosabatdan k o ‘rinadik i, y = f ( \ x \ )  
grafigi / ( x )  funksiya grafigining x  > 

>0 yarim tekisligidagi qism i ham da  

uning 0 y o lqiga nisbatan sim m etrik  

aksidan tashkil topadi. 5 4 - rasmda 

у  = (I x  I -  3 )2 grafigini у  = (x  -  3 )2 

grafigidan foydalanib yasash tasvir­

langan.
3) 5 5 -  rasm da | y |  = x 2 -  2x  

bog‘lanish grafigini у  = x2 -  2x grafi­
gidan foydalanib yasash tasvirlangan.
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У = -

1  +  2

Y

1  +  2

1 + 2

b) d)
56 - rasm .

1 - m i s o l .  v = |1  + 2| + 3 funksiya grafigini yasaym iz.
\x I

Y e c h i s h .  a) D astaw al У = -  funksiya grafigini, s o ‘ngra 

shu grafik b o ‘yicha у  = -  + 2 grafigini yasaym iz (5 6 - a  rasm);
X

b) x  ning har qanday qiym atida у  = 1 + 2 
X

> 0 .  Shunga

k o ‘ra, у  =  -  +  2 grafigin ing -  |  <  x  <  2 da Ox  o ‘qi ostida  
x 2

turgan q ism in i O x o ‘qiga nisbatan sim m etrik  akslantiram iz (5 6 -

b rasm). Bunda x = -  -  qiym at y =  0 , y a ’ni -  + 2 = 0 b o ‘yicha
у  x

topiladi;

I U 2
X

У =

d) talab qilinayotgan у  = 

1
1 + 2 
x

rasm ).

+ 3 grafikni yasash uchun  

grafigi 3 birlik yuqoriga parallel ko‘chiriladi (5 6 - d
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M a s h q l a r

7.124. Funksiyalarning grafiklarini yasang:
a) y = \ x 2 -  3 x +  2|;
d) y  = \ x2 -  3x\  + 2;

O y  = | x - l |  + | x - 3 | ;

1 \  k l - 4h) У = •

j) у  =

l) у  =

M- 2  ’ 
M - 4 .
x + l  ’

1
| 3 x - l |+ |x |  ’

b) у  = x 2 -  2 |x | -  3;
e) y  =  | | x -  2 | -  3x|;

X x + 4
g) У =

О У =

x  + l
1

к) у  =

x  +• —- — 1
x

x - 3

|x |+ l  ’

m ) Oy =
| x | + | x - 2 | - 3  •

7 .1 2 5 . Quyidagi tengliklarni qanoatlantiruvchi A/(x; y ) nuqtalar 
to kplam ini yasang:

a) x -  2 |x | = y -  2 |y |; b) x + 2 | x |  = y - 2 | y | ;
d) x -  2 |x | = y +  2 |y |; e) x + 2 | x |  = y  + 2 |y |;
f) x -  2[x] = y -  2[y]; g) [x] = 2[y].

7 .1 2 6 . Quyidagi tengliklarni qanoatlantiruvchi A/(x; y) nuqtalar 
to ‘plam ini toping:

a) |y | = x 2 -  3 x +  2; b) |y| =
x - 2

d) |y| = £ g ; e ) M =
Jx+2|

| x - 2 |

318
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7 .1 2 7 . 57- rasmda y = f ( x )  funksiya grafigi tasvirlangan. Undan  

foydalanib quyidagi funksiyalar grafiklarini yasang:

a) y  = \f(x)\; b) y  =  - |/ (x ) |;

d ) y = / ( |x | ) ;  e ) y  =  |/( |x |) |;

0  >> = -1/(1 *1)1; g) >, = - l / ( - l * l ) l ;

h ) y  = |/ ( - l* |) |;  0 > , = l - / ( - l* l ) | .

7 .1 2 8 . 5 7 - rasmda tasvirlangan f ( x )  funksiya grafigidan foyda­

la n ib , ushbu ten g lik larn i q an o a tla n tiru v ch i A/(x; y) 

nuqtalar to ‘plam larini tasvirlang:

a) |y | = /(x ) ;  b) |y | = / ( - x ) ;

d) \У\ =  - / ( х ) ;  e) |y | = - |/ (x ) |;

0  |y |= / ( l* l ) ;  g) |y | =  - / ( l* l) .

Bu tengliklar funksiyani ifodalaydimi?

7. D arajali funksiya grafigi. a  haqiqiy son va ixtiyoriy x  

musbat son  uchun x" soni har vaqt aniqlangan b o ia d i. x <  0 va

a  = — b o ‘lganda y < x a funksiya aniqlanm agan. Biz x >  0 hoi
n

bilan shug‘ullanam iz. Har qanday a  haqiqiy son uchun (0; -ко) 
musbat sonlar to ‘plam ida aniqlangan у  = x a funksiya mavjud. 
U nga a  k o ‘rsatkichli darajali fu n k s iy a  d ey ilad i, bunda x  — 
darajaning asosi. Darajali funksiya x =  1 d a y =  1 dan iborat doimiy 
fu nksiyaga  aylanadi. Darajali funksiyaning xossalari haqiq iy  
ko^satkichli darajaning xossalariga o ‘xshashdir. Ulardan ayrim - 
larini esga keltiramiz.

1. Darajali funksiya barcha x >  0 qiymatlarda aniqlangan.
2. Darajali funksiya (0; -ко) da musbat qiym atlar qabul qiladi.
3. a > 0  da darajali funksiya (0; 1) oraliqda m onoton kamayadi, 

[1; -ко) da m on oton  o ‘sadi.
Darajali funksiya o p in in g  aniqlanish sohasida bir qiym atli, 

faqat a  ko'rsatkich juft maxrajli qisqarmaydigan kasr son b o ‘lgan 
holdagina ikki qiymatli boMadi. K o‘p hollarda darajali funksiyaning
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58- rasm . 59- rasm .

60- rasm . 6 1 - rasm .

ikki qiymatidan manfiy b o ‘lmagan (arifmetik) qiymati tanlab 
olinadi.

x>  0 da a  daraja ko‘rsatkichi turlicha b o ‘lgan darajali funksiya 
grafiklari 5 8 -6 1 -  rasmlarda tasvirlangan. 58- rasmda у = x 3/2 yarim 
kubik parabola tasvirlangan.

M a s h q l a r

7.129. Funksiyalar grafiklarining eskizlarini chizing:

a) у  = x 1/5;

d )> ' = x 5;

f ) y  = \xW [, 
h ) y  = ( x + l)V5; 

j ) y  = l * - i | 1/3 + i;
\ ) у  = (2хў-

Ъ)у=х-^\
e) у  = х"5;

g) y  = ( x - I ) 1/5;

0  У = \х -  111̂ 3; 
k ) y = | 8 1 x - 2 4 3 | 1/4; 

m)j> = (2x)1/3.
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7.130. / ( x )  = V x^ -x  n in g x  = - 2 ;  -1 ;  0; 1; 2; 3; 4 ; - 8 ;  8 ga 
mos qiymatlarini toping va grafigini yasang.

7.131.  R radiusli doiraga ichki chizilgan teng yonli u ch b u r­
chakning yuzini uning balandligining funksiyasi sifatida 
ifodalang.

7.132.  Yuzi 5 g a  teng boMgan uchburchak yuzini uning: 1) asosi 
uzunligining; 2) balandligi uzunligining funksiyasi sifatida 
ifodalang.

7.133.  M un tazam  oltiburchak yuzini uning tom oni uzunligining 
funksiyasi sifatida ifodalang.

3 -  § .  F u n k s iy a l a r n i  t e k s h i r i s h

1. Juft va toq funksiyalar. Agar X  to 'p lam ning  har qanday x  
elementi uchun - x e X  b o ‘lsa, A4o‘plam 0(0 ; 0) nuqtaga  nisbatan 
s im m e tr ik  t o lp lam  dey ilad i.  M a sa la n ,  (-со; +oo), [ -2 ;  2], 
( -3 ;  3), ( -8 ;  - 2 )U [2 ;  8) to ‘plam larning har biri 0 (0 ;  0) nuqtaga 
nisbatan simmetrik to ‘plamdir. ( -3 ;  2) to ‘plam esa 0(0; 0) nuqtaga 
nisbatan simm etrik  boMmagan to ‘plamdir.

Aniqlanish sohasi 0(0; 0) nuqtaga nisbatan simmetrik boMgan 
to ‘p lam da y = f { x )  funksiya uchun V xe5(/)  larda / ( - x )  = / ( x )  
tenglik bajarilsa, / ( x )  funksiya ju ft  funksiya , / ( - x )  = - / (x )  tenglik 
bajarilganda esa toq funksiya  deyiladi. M asalan , / ( x )  = 2 x 2 + 3 — 
juft funksiya, chunki / ( - x )  = 2 ( -x )2 + 3 = 2x2 + 3 = / ( x ) .  Shuning- 
dek, y = |x | ,  у =x 4 lar ham  juft funksiyalardir. ( -x )5 = - x 5, demak, 
у  = x 5 — toq  funksiya. U m u m an , x 2", л е /V, funksiyalar juft, 
x 2n~x, n e N ,  funksiyalar toq funksiyalardir. T a ’riflarga qaraganda 
toq funksiya grafigi koordinata boshiga nisbatan, juft funksiya grafigi 
esa ord inatalar  o 'q iga nisbatan simm etrik  joylashadi. Juft va toq 
funksiya aniqlanish sohasi koordinata boshiga nisbatan simmetrik 
joylashadi.

1 - m i s o l .  / (x )  = x 7 funksiyani - 4  < x < 5 va - 6  < x  < 6 da 
simmetriklikka tekshiring.
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Y e c h i s h .  Funksiya berilgan [-4; 5] oraliq koordinatalar 
boshiga nisbatan simmetrik emas. Demak, funksiya ham bu sohada 
simmetrik emas. [-6; 6] oraliqda 0 (0 ; 0) ga nisbatan simmetrik, 
( - x ) 1 = - x 1. Dem ak, bu sohada funksiya toq.

Funksiyalarni juft-toqlikka tekshirishda quyidagi t a ’kidlardan 
ham  foydalanamiz:

a) f { x )  funksiya D (f)  da, g(x) funksiya Z)(g) da aniqlangan 
b o ‘lsin. Agar um um iy  x e /)(/■) П 0(g) aniqlanish sohasida f ( x )  
va g(x) funksiya bir vaq tda  juft  (yoki toq) b o ‘lsa, u larn ing  
(Z + gHx) yig‘indisi ham  juft (toq) b o la d i .  Haqiqatan, (f+ g)(-x) = 
= A -x) + g(-x) =/(x) +g(x)  = ( /+  g)(x); i f  + g)(-x) = / ( - x )  + g ( - x )  = 
= - f i x )  -  g(x) = - ( / ' + g)(x);

b) ikkitajuft (toq) funksiya ko‘paytmasi juft funksiya, toq va 
juft funksiyalar k o ‘paytmasi esa toq funksiya b o ia d i .  Haqiqatan, 
/  va g  funksiyalar juft b o isa ,  (/g)(-x) = / ( - x )g ( -x )  = /(x)g(x) = 
=(fg){x). Qolgan hollar ham  shu kabi isbotlanadi.

2 - m i s o l . f{ x )  = a, a e R  doimiy funksiya juft funksiyadir. 
Chunki funksiya grafigi 0 x  o ‘qiga parallel va 0 y  o ‘qiga nisbatan 
simm etrik  joylashgan to ‘g‘ri chiziqdan iborat. Shunga k o ‘ra, agar 
/  funksiya juft (toq) b o isa ,  a f  funksiya ham  juft (toq) funksiya 
b o ia d i .  Agar / v a  g  funksiyalar juft (toq) b o is a ,  af+  bg funksiya 
ham  juft (toq) funksiya b o ia d i .

3 - m i s o l .  x 6 -  2x2 + 6 -  juft funksiya, chunki x 6, 2x2 va 6 
lar juft, x 5 -  2x  -  toq funksiya, chunki x 5 va 2x  -  toq; ( x -  2 )2 na 
toq, na juft, chunki uning yoyilmasi bir turli b o im a g a n  (ya’ni 
ju ft  va toq) finksiyalar y ig ind is i  x 2 -  4x + 4 d a n  iborat. Keyingi 
xulosani yana quyidagicha ham isbotlash mumkin:

( -  x  -  2)2= (x +  2)2 *  ( x - 2)2.

 4 1
4- m  i s о  1. ~b— 4—  funksiya / =  x 2 -  4 va g  = ~i— 4—  juft

x  “ 2.x +7 x  “ 2 x  "F7

funksiyalarning ko‘paytmasi sifatida juft funksiyadir.
Agar Xsonli to ‘plam koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik 

b o i s a ,  u holda shu to 'p la m d a  berilgan /  funksiyani
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Ф = juft funksiya va \j/ = — ^  toq funksiyalar­

ning yig‘indisi shaklida ifodalash mumkin. Haqiqatan,

Ф  +  Ф  =  ( / ( x ) + ^ ( : x ) ) + .(/ . (x2 : / (. ~ f ) ) . =  f ( x ) .

M a s h q l a r

Funksiyani juftlikka tekshiring (7 .1 3 4 -7 .1 3 8 ):

7.134.  a ) / ( x )  = 19; d )  g { x )  = ( 2  -  Зх)3 + (2 + 3*)3;

b) ф(х) = 0; e) h ( x )  = ( 5 x -  2)4 + (5x+  2)4.

7.135.  a) / (x )  = (x+ 3)|x -  11 + (x -  3)|x  + 1|; 

b) ф(х) = (x + 5)|x  -  3| -  (x -  5 )|x  + 3|;

d > ^ )  =  ^ r  +  ^ r ;  e > =

7.136. a) /(x )  = (x +  2)(x + 3)(x + 4) -  (x -  2)(x -  3)(x -  4); 

b) ф(х) = ( x -  5)8(x +  7 )n  + (x +  5)8( x -  7 )11;

d )  g(x) = (x -  6)9(x + 3)5 + (x +  6)9(x -  3)5;

e) h { x )  = (x2-  3x+ 5)(x3 -  8x2 + 2 x -  l ) - ( x 2 + 3x+ 5)x 
x(x3 + 8x2 + 2 x +  1).

x 3- 2 x 2 x 3+ 2 x 2
7.137. a) f { x )  =

X +  l X —1

1 4  . . x 5 - 2 x 2 + 3  x 5 + 2 x 2 + 3
b )  ф ( х )  =   —  +   — ;

x - 4  x+ 4

,X „Z X _  (X-1)5 ( x + l )5 .
 ̂ g  ̂ (Зх+ 4)3 ( 3 x - 4 ) 3 ’

^  _  ( x - 2 ) 3( x + 1 ) 5( x - 5 ) 7 , ( x + 2 ) 3( x - 1 ) 5( x + 5 ) 7

( '  2x + l  2 x - l

7.138. a) f ( x )  = 8x 2 ; b) / ( x )  = 4,3x ;

d )  f i x )  = x 3 + 3x2 -  5; e) f ix )  = 5x4 -  4x3 + 3x2 + 1.
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Funksiyani juft va toq funksiyalarning 
yig‘indisi shaklida tasvirlang ( 7 .1 3 9 -  
7.140):

7.139. a ) f ( x )  = \x+  II-*2 -  1; 
b) f ( x )  = | 2 x -  3| + x2 -  1;

d) ф(х) = (x +  3 ) | x -  1| + |* +  1|*;
e) g(x) = I* -  1||* + 1||* + 2 |*  + 
+ 3 |* | ( * -  1).

7.140.  a) f ( x )  = (x- V 2(x+3)' -  ^ 2)2;
"F1 x 1

b) / ( x )  = 2 ( x - 2 ) | x  + 3| + 3 ^ 1 ^ ;

d) <p(x) = 3 | x -  2 | ( x - 1) + ;

e) g (* )  = 3 |* 2 -  4*  + l |  + 1*2 -  * |  + 8x2 .

7.141.  Grafigi 62- rasmda tasvirlangan parabolaning tenglamasini 
tuzing va uni juft-toqlikka tekshiring.

7.142.  Qanday shartlarda /  funksiya grafigi:
a) x = a  to ‘g‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik  b o iad i?
b) M (a; b) nuqtaga nisbatan simmetrik  b o iad i?

2 .Funksiya qiymatlarining o ‘zgarishi. Agar X  t o ‘plam da x 
argum ent qiymatining ortishi b ilan /funksiyan ing  qiymatlari ham 
ortsa (kamaysa), funksiya shu to ‘plam da o'suvchi (kam ayuvchi) 
fu n ks iya  deyiladi. Boshqacha ay tganda, x] eX, x 2e X , x, < x 2 
q iy m a tla rd a /(x ,)  </ ( x 2) b o i s a , / f u n k s iy a  X  to 'p lam da  o ‘suvchi, 
agar / ( x , )  > / ( x 2) b o isa ,  funksiya kamayuvchi b o ia d i  (63- a, b 
rasm).

Agar x, gX, x^eX, x, < x? d a / ( x , )  </ ( x 2) (mos rav ishda /(x ,)  > 
> / ( x 2)) b o isa ,  / funksiyaga X  to ‘p lam da n o q a t’iy o'suvchi (mos 
ravishda noqat’iy kamayuvchi) deyiladi. Bunday funksiyalar grafigi 
o ‘sish (kamayish) oraliqlaridan tashqari gorizontallik oraliqlariga 
ham  ega bo lish lar i  m um kin (64- a, b rasm).

6 2 -  rasm .
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X. < x, da x. < x, da

/ ( x , ) > / ( x 2)

X
a) b)

6 3 -  rasm .

X

b)a)
6 4 -  rasm .

X  t o ‘p lam d a  o ‘suvchi yoki kam ayuvch i funksiyalar shu 
to ‘p lam da monoton, n o q a t ’iy o 'suvchi yoki n o q a t’iy kamayuvchi 
fu nksiya la r  sh u  X  t o 'p l a m d a  n o q a t’iy  m onoton fu n k s iy a la r  
deyiladi.

у  = x 2 funksiya (-00; 0] oraliqda m o n o to n ,  chunki unda 
kamayuvchi, [0; +00) oraliqda ham  m onoton , unda o ‘sadi, lekin 
(-00; +00) da m ono ton  emas, chunki unda kamayuvchi ham  emas, 
o 'suvchi ham  emas.

Funksiyalarning monotonligini isbotlashda quyidagi t a ’kid­
lardan foydalanish mumkin:

1) agar X to 'p la m d a / funksiya o 'suvchi bo'lsa, har qanday  с 
sonida / +  с funksiya ham  X  da o 'sadi;

2) agar /  funksiya X  to 'p lam da  o'suvchi va с > 0 bo'lsa, c f  
funksiya ham  X  da  o 'sadi;

3) agar /  funksiya X  to 'p la m d a  o 'ssa, -  f  funksiya unda  
kamayadi;
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4) agar f ( f{ x )  *  0) funksiya X to ‘plam da o ‘ssa va o ‘z ishorasini 
saqlasa, 1 / / funksiya shu to ‘plam da kamayadi;

5) a g a r /v a  ,g funksiyalar A' to ‘plamda o ‘suvchi b o ‘lsa, ularning 
/ + ^ y i g ‘indisi ham  shu to ‘plamda o ‘sadi;

6) a g a r / v a  g  funksiyalar X to ‘plam da o ‘suvchi va nomanfiy 
b o ‘lsa, u la rn in g ^  ko‘paytmasi ham shu to‘plamda o ‘suvchi b o ‘ladi;

7) a g a r /  funksiya X  to ‘plam da o ‘suvchi va nomanfiy, n esa 
natural son b o ‘lsa, f n funksiya ham  shu to ‘p lam da o ‘suvchi 
bo‘ladi;

8) agar /  funksiya X  to ‘plam da o ‘suvchi, g  funksiya esa /  
funksiyaning E(f) q iym atlari  t o ‘p lam ida  o ‘suvchi b o ‘lsa, bu 
funksiyalarning go/kom pozitsiyasi ham  X  da o ‘suvchi b o ‘ladi.

Bu ta ’kidlar tengsizliklarning xossalari va funksiyalarning o ‘sishi 
va kamayishi t a ’riflaridan kelib chiqadi (6- bob, 3- §, 5- b. ga 
ham  qarang). Masalan, x ^e X , x 2eX , x, < x2 da / ( x , )  < / ( x 2), 

g(-^i) < b o ‘lsin. Tengsiz lik larn ing  e) xossasiga m ufoviq  
/ ( x , )  + gfx,) < / ( x 2) + g(x2) ga ega b o ‘lamiz. Bu esa / +  g  funk­
siyaning X da o ‘suvchi boMishini k o ‘rsatadi.

1 - m i s о 1. f  = / 1  ̂ funksiyaning [0; + o o ) yarim o ‘qda
x +4x  +1

kamayuvchi ekanini isbot qilamiz.

Y e c h i s h .  y  =  x  funksiya |0; + oo) yarim o ‘qda nomanfiy va 
o ‘suvchi. 2) va 7) ta'kidlarga ko‘ra, x 6 va 4 x 3 funksiyalar ham 
shu yarim o ‘qda o ‘sadi. U holda 1) va 5) t a ’kidlarga ko‘ra x 6 +

+4x3 + 1 funksiya (0; -кю) da o ‘sadi, 4) t a ’kidga k o ‘ra / 1 —
x +4x  +1

funksiya kamayadi.

Agar funksiya [a; x,] da o ‘sib, [x,; b\ da  kamayuvchi b o ‘lsa, 
uning x, dagi / ( x , )  qiymati [a\ b\ dagi qolgan barcha q iy m a t-  
la r id a n  k a t ta  b o ‘ladi (65 -  a r a sm ) .  M a sa la n ,  y  = - ( x - x 3) 2 + 
+ y] fu n k s iy a  ( - o o ;  + o o ) d a  eng  k a t t a  q iy m a tg a  e r ish a d i ,  

>eng katta = У\ ^65'  e rasm)- Aksincha, у  = (x -  Хз)2 + yQ funksiya 
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b) у = ( x -  x j 2 + yQ, (yQ < 0) 
a)y=f{x) I

6 5 - rasm .

( - 0 0 ;  x 2] oraliqda kamayib, [x2; + c o )  da o ‘sadi (65- b rasm). Uning 
^ 2  dagi y 0  qiymati ( - 0 0 ;  - к о )  dagi qolgan barcha qiymatlaridan 
kichik: yeng kichjk =yQ. 65- a rasmda grafigi y = y 0 va y  = y, to ‘g‘ri 
chiziqlar bilan chegaralangan f ( x )  funksiya tasvirlangan. 65- b 
rasm da parabolaning  tarm oq la ri  yuqoriga cheksiz y o ‘nalgan: 
_y = + o o  yoki у  - >  +  00 . Bu funksiya yuqoridan chegaralangan emas, 
quyidan y  = y0 to ‘g‘ri chiziq bilan chegaralangan. Shu kabi, 65- 
e rasm da tasvirlangan funksiya yuqoridan у  = y, bilan chega­
ralangan, y = x 3 funksiya esa (65- d  rasm) yuqoridan ham , quyidan 
ham  chegaralangan emas. Lekin [c; d] oraliqda bu funksiya y = y ,  
va у = y 0 t o ‘g ‘ri chiziqlar bilan chegaralangan b o ‘ladi.

Agar shunday M  haqiqiy soni mavjud b o llib, barcha x e X  
sonlari uchun f ( x )  > M  (mos ravishda f{ x )  < M) tengsizlik bajarilsa, 
f  funksiya  X  t o ‘p la m d a  quyidan  chegaralangan {yuqoridan  
chegaralangan) deyiladi. Agar funksiya X  to ‘plamda ham  quyidan, 
ham  yuqoridan chegaralangan b o ‘lsa, u shu to ‘plam da chega­
ralangan deyiladi.

2 - m i  s o l .  у  = - x 2 funksiyani qaraym iz . B archa  x e ( - < x > ;  

- к о )  sonlari uchun - x 2 < 0 b o ‘lgani uchun bu funksiya (-<»; - к о )  

oraliqda yuqoridan chegaralangandir.

3 - m i  s o l .  у  = x 2 funksiya ( ^ 0 ;  - к о )  oraliqda quyidan c h e ­

garalangan funksiyadir, chunki barcha  x e ( - o o ;  - к о )  sonlari uchun 
y(x) = x 2 > 0 tengsizlik bajariladi.
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4 - mi  s o l .  y  = x  funksiya (0; 1) oraliqda quyidan 0 soni 
bilan, yuqoridan esa 1 soni bilan chegaralangan ekanini k o ‘rish 
qiyin emas. Demak, bu funksiya (0; 1) oraliqda chegaralangandir.

Agar ixtiyoriy M  haqiqiy soni uchun , shunday bir x e X  son 
topilib, f{ x )  < M  if(x )  > M) tengsizlik bajarilsa, f{ x )  funksiya X  
to ‘plam da quyidan (mos ravishda, yuqoridan) chegaralanm agan 
deyiladi.

A gar/  funksiya Afto‘plamda yo quyidan, yo yuqoridan, yoki 
ha r  ikki to m o n d a n  chegara lanm agan  b o ‘lsa, bu funksiya X  
t o ‘plam da chegaralanm agan funksiya deyiladi.

M a s h q l a r

7.143. Funksiyalarning chegaralanganligini isbot qiling:

*) у = т Ь '  Ъ ) у = ^ Ь -
7.144. Funksiyalarning chegaralanmaganligini isbot qiling:

X 1 1a ) y  = —- y ;  b ) y  = — -5 ..
1 - x z ( x - l )

7.145. a) у  = —5— funksiya (^ o ; -0 ,5 )  da kamayishini;
2x+l

4
b) у  = -----  funksiya (2; +00) da o ‘sishini;

2 - x

d) у  = 2lx~9 funksiya f- <»; 1 )  da o ‘sishini;
3x-l V 3y

e) у  = —-t3-1. funksiya (-7 ;  +00) da kamayishini isbotlang.
x+7

7.146. a) у  = 3x2 -  4 x +  7 funksiya «>; ^  da kamayishini; 

b) у  = Sx2 + 6 x +  19 funksiya ( -00; 0,6] da o ‘sishini;

d ) у  = 3V4x + T  -  1 fu n k siy a  [ - 0 ,25; +co) d a  k am ay ish in i;

e) у  =  2 + V3 -  5x  fu n k siy a  (-00; 0 ,6 ] d a  k a m a y ish in i 

isb o tlan g .

7.147. a) y  =  x 3 -  3x  fu n k siy a  [ 1; +00) d a  o ‘s ish in i;

b )  y = 1 2 x  -  x 3 fu n k s iy a  [2; +00) d a  k a m a y ish in i;



6) у  = 0 ,5x2 -  2у[х  funksiya [1; +00) da o ‘sishini va [0; 1] 
da kamayishini;

e) у  = 4 x  -  2 x 2 funksiya [0; 0,25] da o ‘sishini va [0,25; 
+00) da kamayishini isbotlang.

7.148.  / (x )  = x2 funksiya berilgan. Argumentning har qanday x,

va x2 qiymatlarida / ^ b o ‘l ishini  isbot­

lang.

7.149. / ( x )  = Vx funksiya berilgan. Argum entning har qanday

x, va x2 qiymatlarida bo i ish in i

isbotlang.

7.150.  / (x )  = x 2 -  4x+  4 va g(x) = —  funksiyalar berilgan:
x+3

a) / (x )  funksiya [2; +co) da o ‘sishini isbotlang;
b) g(x) funksiya [2; +co) da kamayishini isbotlang;
d) a n in g /(3 )= g (3 )  boMadigan barcha qiymatlarini toping;

e) (x -  2)2 = tenglamani [2; +00) oraliqda yeching.

7.151.  / (x )  = ( x -  3)2 va g (x)  = ^  funksiyalar berilgan:

a ) / ( x )  funksiya (-сю; 3] da kamayishini isbotlang;
b) g(x) funksiya ( - 00; 3] da o ‘sishini isbotlang;
d) a n in g /(2 )= g (2 )  b o ‘ladigan barcha qiymatlarini toping;

e) x 2 -  6x + 9 = —  tenglamani ( - 00; 3| oraliqda yeching.
4-x

7.152. Agar / (x )  funksiya X  to ‘plam da o ‘suvchi (kamayuvchi), 
g(x) funksiya esa X  to‘plamda kamayuvchi (o ‘suvchi) b o ‘lsa, 
/ (x )  =g(x) tenglam a X  t o kplam da ko‘pi bilan bitta ildizga 
ega b o ‘lishini isbotlang.

7.153.  Funksiyalarning nollarini toping:
a) / (x )  = 3x2 -  4; b) / (x )  = 2x2 -  5x + 6;

d )  / ( X )  = V ^ T  + J T lc ; e) / м У - У
X - l  X + l

329



hl№>-?5h; ||№>-тЙ5^
Funksiyalarning o ‘sish va kamayish oraliqlarini toping (7.154”  
7.157):

7.154. y  = 1 -  2x. 7 .155. y = 3 - 2 x - x 2.

7.156. у  = х*. 7.157. у  = — .
X + l

Funksiyalarning eng katta qiymatini va argum entning 
unga mos qiymatlarini ko‘rsating (7 .158—7.166):

7.158. y = 5 - | x + 8 | .  7 .159 . у  = 2 -

7.160. y  = x 2 - 2 x + 3 ,  x e [ l ;  5].
7 .161. у  = - x 2 -  4x + 1, x g [ - 3 ;  0].

7.162. у  = 2 . 7 .163. у  = - - - i — .
5 + |3 x - 2 | л  ? - 2 x + 2

7.164. y  = ^ ~ .  7 .165 . У = 4 ? - .  7 .166. у  = —^— .
7 + 1  Л 7 + 4  Л 4x +9

Funksiyaning eng kichik qiymatini va argum entning funksiya 
bu qiymatga erishadigan qiymatlarini toping (7 .167 -7 .174 ):

7.167. у  = iMx2 -  12л: + 9 -  2 .

7.168. у  = 3 + -Vx2 -  3x + 2 .
7.169. y  = x 2 + 6 x +  11, x e [ - 4 ;  2].
7 .170. у  = - х 2 + 2 х + 2 ,  x e [ - l ;  2].

7 .171. у  =f —i - r .  7 .172. у  = - 4 - .
|X + 1| + 1 л +1

7.173. у  = - - 4 t - 7 .174. у  = ^ 4^ 4 .
2 x  + 3  x 2 + 4 x + 5

7.175. f (x)  juft funksiya va x  > 0 da f ( x )  = J x  b o ‘lsa, f {x)  
funksiyaning grafigini yasang.

7.176. / (x )  juft funksiya va x  < 0 da / (x )  = x 2 -  3x b o ‘lsa, / (x )  
funksiyaning grafigini yasang.
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7.177. a) f { x )  toq  funksiya va x  < 0 da f{ x )  = x 1 b o ‘lsa, f ix )  
funksiyaning grafigini yasang;
b) f i x )  toq  funksiya va x  < 0 da f i x )  = x 2 -  2x b o ‘lsa, f i x )  
funksiyaning grafigini yasang.

Funksiyalarning grafigini yasang (7 .178-7 .191):

7 .178. у  = x+2 (x2 + 4 x  + 3).
\x+2\

7.180. у  = 12 — 11 — [x| II. 

7.182. у  = ^ х 2 — 4X2 |x] + x 4

7.184. у  = ||x2- 2 x |- 3|.

7.186. у  = 2 -  ,/3 -  |x | .

7 .1 8 8 . у  = | 2 - V 3 - | x | | .

7 .19° . ,  = ± L .

7.192. 66- rasm da у  = ax2 parabola va Ox o 'qiga parallel ( / ) to‘g‘ri 

chiziq (parabola direklrissasi), T f̂O; y j  -  parabola fokusi

7 .1 7 9 . у  = |||x| -  2| -  1|.

7 .1 8 1 . ) - = |x 2- 5 |x |  + 6|. 

7 .1 8 3 . у  = [11 - x 2 1- 3 |.

7 .185 . у  = 2 -  y]\x -  3 | . 

7 .1 8 7 . >" =  |2  ~ \l\x  -  3||. 

7 .1 8 9 . у  =  - Й - .
X - l

7 .1 9 1 . у  =
x - l

tasvirlangan, p =
2 | <

P  2|o|
Л/(х; 0)

66- rasm.
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a) paraboladagi ixtiyoriy L{x\ y) nuqta uchun FL=  L N  
b o ‘lishini isbot qiling;
b) parabolani у  = x  bissektrisaga nisbatan geom etrik  
almashtiring, hosil bo lad igan  ф Cv), у  > 0 bog‘lanishning 
an iq lan ish  va o ‘zgarish soha la r in i  top ing . K vadra tik  
funksiya chekli ayirmalarining xossasi qaysi o ‘zgaruvchiga 
nisbatan saqlanadi?
d) bog‘lanishni y = f( x )  ko‘rinishga keltiring.

3. Davriy funksiya. Tabiatda va amaliyotda m a ’lum bir T  
vaqt o ‘tishi bilan qaytadan takrorlanadigan jarayonlar uchrab 
turadi. Masalan, ha r  7 = 1 2  soatda soat mili bir m arta toMiq 
aylanadi va oldin b iror /  vaqt m om entida  qanday  o ‘rinda turgan 
b o ‘lsa, keyingi / +  7, / + 2 7 ,  um um an , / +  kT , k e Z  vaqt m o- 
mentlarida yana shu o ‘ringa qaytadi. Quyosh bilan Yer orasidagi 
masofa 7 =  1 yil davomida o ‘zgaradi, ikkinchi yilda o ‘zgarish shu 
ko‘rinishda takrorlanadi.

U m um an , shunday 7  soni mavjud b o ‘lsaki, y = f{ x )  funk­
siyaning D {f)  aniqlanish sohasidan olingan har qanday  x  uchun 
x+  T, x -  T  sonlari ham  D (f)  ga tegishli b o ‘Isa va f ( x ) = f ( x  + 7) = 
= f(x -T )  tengliklar bajarilsa, /  funksiya davriy funksiya , T  son 
shu funksiyaning davri, eng kichik musbat davr esa funksiyaning 
asosiy davri deyiladi.

1 - t e o r e m a  . Agar T  soni f  funksiyaning davri bo6lsa, - T  
ham uning davri bo(ladi. Agar 7, va T2 lar ffunksiyaning davrlari 
bo (Isa, 7, + T2 ham shu funksiyaning davri b o (ladi.

I s b o t .  - 7  soni / funksiyaning davri ekani t a ’rif b o ‘yicha 
f ( x )  = f { x  -  T ) = f ( x +  T )  tenglikning bajarilayotganligidan kelib 
chiqadi. 7, + T2 ning davr ekani shu kabi isbotlanadi: / ( / +  (7 , + 
+ T2) ) = f ( t  + 7 1+ 72) = / ( /  + 7 ,)  = / ( / ) ,  / ( /  - ( 7 1+72) ) = / ( / - 7 1-  
- 7 2) = / ( / - 7 , )  = /( / ) .

N a t i j a .  Agar T son f  funksiyaning davri ЬоЪ а, k T  son 
ham uning davri bo4adi, bunda к  — butun son.
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I s b o t .  M a tem at ik  induksiya m etod idan  foydalanam iz. 
£ = 1 da teorem a t o ‘g‘ri: kT =  T, T esa shart b o ‘yicha davr. Agar 
k T  funksiyaning davri b o ‘lsa, 1- teoremaga asosan, k T  + T  = 
=(k+ 1 )7  ham  davr. U holda induksiya b o ‘yicha barcha к  butun 
sonlarda £ 7  lar funksiyaning davri boNadi.

2 - t e o r e m a .  Agar T soni ffunksiyaning asosiy davri bo ‘Isa, 
funksiyaning qolgan barcha davrlari T ga  boTinadi.

I s b o t .  Isbotni musbat davrlar uchun kolrsatish yetarli. 7  
soni funksiyaning asosiy davri, 7, esa uning ixtiyoriy musbat 
davri b o is in .  7, ning 7 ga b o ‘linishini ko‘rsatamiz. Aksincha, 7, 
soni 7 ga b o i in m ay d i ,  deb faraz qilaylik. U holda 7, = A:7+ w ga 
ega bo 'lam iz, bunda  k e N ,  Q < m < T  Lekin 7  va 7, sonlari davr 
b o ‘lgani uchun  m = T [ - k T  soni ham  davr b o ‘ladi (1- teoremaga 
muvofiq). 0 < m < T  ekani va m soni davr boMganidan 7  soni 
asosiy davr b o ‘la olmaydi. Zidlik hosil b o ‘ldi. D em ak, faraz 
n o to ‘g‘ri. Bundan ko‘rinadiki 7, son 7  ga b o ‘linadi. Shu bilan 
teorem a isbot b o ‘ldi.

A g ar / davriy funksiya grafigining biror \a\ a +  T )  oraliqdagi 
qismi yasalgan b o l s a ,  bu qismni Ox  o ‘qi b o ‘yicha ketm a-ket 
parallel k o ‘chirishlar bilan qolgan qismlarni yasash mumkin.

M i s o  1. y =  {x} funksiyaning davriyligi va asosiy davri 7  = 1 
b o ‘lishini isbot qilamiz, bunda {x} = x  -  [x].

I s b o t .  x g a  ha r  qanday  7 bu tun  son q o ‘shilsa ham  x  ning 
kasr qismi o ‘zgarmaydi: {x + 7 }  = {x}. Demak, {x} funksiya 
davriy funksiya va ha r  qanday  butun  son uning davri. 7  = 1 soni 
shu funksiyaning asosiy davri ekanini isbot qilamiz. Buning uchun 
7 ,6 (0 ;  1) soni (x) ning davri b o lla olmasligini k o ‘rsatishimiz 
kerak. Aksincha, u ham  davr b o ‘lishi m um kin, deylik. U holda 
{x + 7,} = {x} b o ‘ladi. Xususan, x = 0  da {0+ 7,} = {0} = 0 ga ega 
boNamiz. Ikkinchi tom ondan , (0 + 7,} = {7,} = 7,. Keyingi ikki 
tenglikdan 7, = 0  ekani kelib chiqadi. Bu esa 7 ,e (0 ;  I) b o ‘lishiga 
zid. Dem ak, 7  soni {x} funksiyaning davri, uning asosiy davri I 
sonidan iborat.
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M a s h q l a r

7.193. Funksiyalarni davriylikka tekshiring:

a ) y  = x; b ) y = { x }  + \; d ) y = 5 ;

e ) y  = x 2; f ) y = [ x ] - \ - ,  g ) y = 5  + x;

h ) y = { x } ;  i ) y  = x 2 +{x}' ,  ] ) у = { 5  + х};

к) y=[x]-  l ) y = [ x ] + x ;  m ) y =  [5 +x].

7.194. Davrlari  T  ga teng  ikki funksiyan ing  y ig‘indisi, k o ‘- 
paytmasi va bo linm asin ing  ham  davri T ga teng bo ‘lishini 
isbot qiling.

7.195. Agar ^ va у  sonlari /  funksiyaning davrlari b o ‘lsa, ^  

soni ham  uning davri b o i ish in i  isbot qiling.

7.196. Agar /  va g  funksiyalar bir xil T  davrga ega boMsalar, u

ho lda  F( x )  = / | ^ j  + g | y j  funksiyaning davri m 7  b o i i ­

shini isbot qiling, bunda m soni к  va / ning eng kichik 
um um iy  boiinuvchisi.

7 .197. Funksiyalarning davrini toping:

a ) у  = 2{^} + 4 | | } ; b )  >>= {2x} + 7{3x};

d)* = Vi7M; e ) ^ | y g ;
f) y =  {x} + 8{5,lx}; g) у  = V{6x)+ { 4 x } - l ;

h) у  = { 3 x -  0,2} + {2x+ 0,3};

i) у  = V{2,8x} -  {13x + 0,4) + 5.

7.198. H ar qanday ratsional son ushbu

l , x  e  Q,
f  (x) =

[0, x  -  irratsional son 
Dirixle funksiyasining davri bo i ish in i ,  lekin uning eng 
kichik musbat davri yo‘qligini isbotlang.
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7.199. Quyidagi funksiyalarn ing  davriy emasligini isbot qiling: 

a) y  = l[y[2\x\y, b) {x2}; d) {*} + { х Л } . 

x, agar 0 < x  < 1,
fu n k s iy a  b e r i lg a n .  S h u7.200. / ( x )  =

1 ,  agar 1 < x  < 2

funksiya y o rd am id a  davriy  funksiya tuz ing  va grafigini 
yasang.

4. Teskari funksiya. Agar b=f ( a )  tenglikni qanoatlantiruvchi 
( a ; b) q iym atla r  jufti a = y(b )  tenglikni ham  qanoatlan tirsa , 
aksincha a = y(b )  ni qanoatlantiruvchi shu juft b = f { a )  ni ham  
qanoatlan tirsa , y = / ( x )  va у  = ф ( х )  funksiyalar o ‘zaro teskari 
funksiya lar  deyiladi. Bu ikki funksiyadan ixtiyoriy birini to ‘g ‘ri 
funksiya , ikkinchisini esa birinchisiga nisbatan teskari funksiya  deb 
olish mumkin. /  funksiyaga teskari fu n k s iy a /-1 orqali belgilanadi: 
/ - l (x) = g(x) va g~ '(x) = /(x ) .

T o ‘g ‘ri funksiya y =  / ( x )  b o ‘lsin. Uni x  ga nisbatan yechib, 
x=cp(y) ko‘rinishga keltiramiz. y = f ( x )  va x  = (p(y) -  teng kuchli 
m unosabatlar  bitta grafik  bilan tasvirlanadi (67- a  rasm). Odatga 
k o ‘ra, funksiyani у  o rqali ,  a rg u m e n tn i  x  orqali  belgilasak, 
x =  ф (у ) bogManishda x  va у  larni almashtirib, t a ’rifda ko‘rsatil- 
ganidek, y = ф (x )  'yozuvni olamiz. Bu h o lda /g ra f ig ida  yotgan har 
bir Л/(х; у) nuqta  y  = x  t o ‘g ‘ri chiziqqa nisbatan o ‘ziga simmetrik

Yi

y= f(x) У = х

0̂
^ = (P(X)

z / Z l
/ ° A

a)

Yi
1 у  = x 2

/ / y  = x

/-'(x)\
-----У = Vх

X

у = -Vx
b)

67- rasm.
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holatda cp grafigida yotgan /V(y; x) nuqtaga o ‘tadi. U m um an , 
o ‘zaro teskari f ( x )  va ф(х) funksiyalar grafiklari у  = x  bissektrisaga 
nisbatan simmetrik  joylashadi. Lekin har qanday funksiya teskari 
funksiyaga ega b o ‘lavermaydi. Masalan, y  = x 2 funksiya b o ‘yicha 
funksional bog‘lanish b o ‘lmagan (har bir у  > 0 qiymatga x  ning

ikki qiymati mos keladigan) x  = ±Vy munosabatga ega bo lam iz .  

Lekin у  = x 2, 0 < x  < +co va x  = +Vy yoki у  = x 2, - с о  < x  < 0 va 

x  = -V y  lar o ‘zaro teskari boglanishlardir. x  = Vy ni (harflarni 

almashtirib) у  = Vx ko‘rinishda yozamiz.
Ularning grafiklari 67- b rasmda tasvirlangan.
Agar X  to lplamga qarashli x, * x 2 qiymatlarda funksiyaning 

m os qiymatlari / ( x , )  ^  / (x^ )  bo^lsa, /  funksiya X  t o ‘p lam da 
teskarilanuvchi funksiya  deyiladi.

Agar / (x )  funksiya X  t o ‘p lam da monoton b o ‘lsa, u holda 
y = / ( x )  funksiya teskarilanuvchi funksiya b o ‘ladi. Haqiqatan, /  
funksiya X  da o ‘suvchi b o is in .  U holda x, < x 2 larda / ( x , )  < 

< / ( * 2) ’ Уа п ' / ( x i) ф f ^ x i)  b o la d i .  Bunday hoi /  funksiya X  
to 'p lam da  kamayuvchi b o lg a n d a  ham  o ‘rinli. /  funksiyaning 
m onotonlig idan  unga teskari / -1 funksiyaning mavjudligi kelib 
chiqadi. Agar /  funksiya |o; b\ oraliqda o'ssa (yoki kamaysa) va 
uzluksiz b o lsa ,  u \f{a)\ f (b) \  oraliqda (kamayuvchi b o lg a n d a  
[/(/>); f (a ) \  oraliqda) / -1 teskari funksiyaga ega b o lad i .

7.201. 67- d  ra sm d a /fu n k s iy a  grafigi tasvirlangan. Shu funksiya 
(-00; +00) intervalda teskari funksiyaga ega b o l a  oladimi? 
Qanday oraliqlarda teskari funksiyaga ega va nima uchun? 
Teskari funksiyalar grafiklari ning eskizlarini chizing.

7.202. Funksiyaga teskari funksiyani toping:

a) / (x )  = 2x + 3; b) / ( x )  = ;

d) / (x )  = x 2, x e |0 ;  +co); e ) / ( x )  = x 2, xe(-oo; 0);
0 / ( a') = - x 2, xe(-co; 0|;
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Y

61-d  rasm .

f x ,  agar x e [ 0 ;  1),
g) f i x )  = 7 11

[3 -  x, agar x e | l ;  2).

7.203. Funksiya teskarilanuvchimi:
a ) / ( x )  = 3x2 + 1; b ) / ( x )  = 3 x + 4 ;

3 x + l  

4 x - 2
d ) / ( x )  = 4 x - 5 ;  e) / ( x )  =

л  r /  \  7 x - 4  . . d x + 6

0 / ( X )  = 3^ 5 ; g ) f ( X ) ~ d

h) / ( x )  = { x2- agar  x e  | 0 ; 1 ) ;
[ x - l ,  agar x e  [1; 2);

[3x +1, agar xg 0; 1),
0  / ( * ) =  ,  . ,, -,x [ -3x  + 1, agar x g  [1; 2);

r , J x 3, agar x < 0 bo'lsa,
' I x,agar x  > 0 bo‘lsa;

3 x 2
k) f i x )  =

l - 3 x

5. Jadval bilan berilgan funksiya ifodasini tuzish.

\ )  у  = ax  + b, a * 0  chiziqli funksiyaning bir xil h = * 
qadam  bilan tuzilgan jadvali berilgan b o ‘lsin:

Ж  22 -  Algebra, I qism

:r x i -V
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i xi Vi л у ,.= у /+1- у , .

1 x \ У \ - а Х \  + Ь Д у1 =  я (х 2 - х , )  =  я /1

2 •*2 у  2 = ах2 + Ь Д у2 = ... =  ah

3 ^3 Ч: II J + о- Д у3 =  ... = ah

Ay  q iymatlar funksiyaning 1- tartibli chekli ayirmalari (1- §,
2- band, 3- misol). у  = ax + b chiziqli funksiyaning Ay chekli 
ayirmalari o ‘zgarm asva ah songa teng. Bu xususiyatdan funksiya 
tenglamasini tuzishda foydalanamiz.

1- m  i s o l . T o ‘rt (jtz; yz) nuqtali (juftli) jadval berilgan:

X 1 2 3 4

У 14 14,6 15,2 15,8

y = f { x )  funksiya tenglamasini tuzing.
Y e c h i s h .  Jadva ln i  A y  chek li  a y irm a la rg a c h a  davom  

ettiraylik:

X 1 2 3 4

У 14 14,6 15,2 15,8

0,6 0,6 0,6 = ah

Jadval qadam i h =  1 da Ay chekli ay irm alar  bir xil, Ay = 0,6. 
Dem ak, jadval y =  a x +  b chiziqli funksiyani ifodalaydi. a va b 
koeffitsiyentlarni aniqlaymiz.

1 - u s u l .  N o m a ’lumlar soni ikkita. Jadvaldan ixtiyoriy ikki 
juftni, masalan, (1; 14), (3; 15,2) ni я х + Z> = y  ga q o ‘yib sistemani

Гя • 1 + £ = 14, 
tuzamiz: i

[a - 3 + b = 15,2.

Bu sistemadan a = 0,6 va b= 13,4 sonlarini topam iz. Demak, 
у  = 0 ,6x+  13,4 tenglama y = f ( x )  funksiya tenglamasidir.

2 - u s u l . Ay = ah  b o lyicha 0,6 = я - 1, bundan  я  = 0,6. Bu 
qiymatni va ixtiyoriy juftni, masalan, (1; 14) ni a x+ b  = y g a  q o ‘yib, 
natijadan b ni topamiz: 0,6-1 + />= 14, 6 =  13,4. Tenglama: у  = 
= 0 ,6x+  13,4.
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Topilgan m unosabatning aniqligini bilish uchun  unga x  ning 
jadval qiymatlaridan q o ‘yish, topilgan natija bilan у  ning jadval 
q iym ati  orasidagi e ch e t lan ish n i  (xa ton i)  h iso b la sh  kerak . 
M asalan , s, = (0,6-1 + 13,4) -  14\= 1 4 -  14 = 0. Form ula  aniq 
natijani bergan.

2- m i s о 1. Asosi a = 60 m m , balandligi /z = 16 m m  b o ‘lgan 
o ‘tkir burchakli uchburchak  ichiga bir necha to ‘g ‘ri to ‘rtburchak 
shunday chizilganki, ularning ikki uchi uchburchakning asosida, 
qolgan ikki uchi yon tom onlarida yotadi. T o ‘rtburchak x  (m m ) 
balandligining o ‘zgarishiga bog‘liq holda asosi у  (mm) ning o ‘zgarishi 
kuzatilgan va na ti ja la r  A = 5 m m  qadam li  jadva lda  berilgan: 
A = 5, Ay = 54 -  60 = 48 -  54 = ... = - 6 .

X 0 5 10 15

У 60 54 48 42

Ay -6 -6 -6

у  = f ( x )  b o g ‘lan ishn ing  teng lam asin i  tu za m iz  va u n d a n  
foydalanib, x = 6 ,  12, 14 ga mos у  ning qiymatini topam iz. Chekli 
ayirmalar 1 -m iso lda  m usbat edi. Qanday sababga ko‘ra ushbu 
misolda ular m anfiy b o ‘lmoqda?

Yechish. Ay = - 6  = const. B ogian ishn i y =  a x + b  ko‘rinishda 
izlaymiz. Ay = ah b o ‘yicha - 6  = ^-5, a = -  6/5. Bu qiymatni va 
ixtiyoriy tartibda (0; 60) juftni ox + A = y  ga q o ‘yamiz. U ndan

A = 60 topiladi. Izlanayotgan bog‘lanish: y  = - ^ x  + 60 . Unga

ketm a-ket x =  6, 12, 14 lar q o lyilsa, у  = 52,8; 45,6; 43,2 topiladi. 
1- misolda qaralgan funksiya o ‘suvchi, shunga ko‘ra uning chekli 
ayirmalari musbat. Ushbu misolda esa kamayuvchi funksiya qaral- 
m oqda. Uning chekli ayirmalari manfiy b o lad i .

A = x i -  x ^ ,  const qadam  bilan у  = a x 2 + b x + с kvadrat funk­

s iyaning  jadva l in i  tuzay lik  (lot. constans  yoki constantis -  
konstanta, doimiy kattalik, o ‘zgarmas):
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*1 y, =  ax] + bxx +  с Д у, =У2 ~У\  =  (2zzx, +  b)h  + a h 2

*2 =  X, +  /Z y 2 = a x \  + bx2 + с Ду2 =  Уз -  у2 = (2 а х , +  b)h  +  3ti/z2

x 3 =  x , +  2/z Уз = ах] + Ьхъ + с Д у3 =  у4 -  у3 =  (2 а х , + +  5 а /;2

x 4 =  x , +  3/z У 4 = ах] + Ьхл + с

Chekli ayirmalar bir xil emas. Ular ayirmasi 2 ah2 ga teng 
b o ‘lgan arifmetik progressiya tashkil e tm oqda.

Ikkinchi ayirmalarni qaraymiz: Д 2у ,  = Ay2 - A y { = 2 a h 2, A2y 2= 
= Ау3 -  Ay2 = 2ah 2 va hokazo, Shunday qilib, agar y  = ax 2 + bx + с 
kvadrat funksiya jadvali o ‘zgarmas h = x j -  x,. qadam  bilan 
tuzilgan b o ‘lsa, ikkinchi ayirm alar o ‘zgarm as b o klib, 2 a h 2 ga 
teng b o ‘ladi va, aksincha, o 'zgarm as  qadam li jadvalda ikkinchi 
tartibli ayirm alar doim iy b o ‘lsa, jadval kvadrat uchhad  orqali 
ifodalanishi m um kin.

3 - m i  s o l .  Tebranish T  (s) tebranish davrini ng h  (m) uzun- 
ligiga bog‘liqligi kuzatilgan va quyidagi jadval tuzilgan (qadam  
/ =  1 sekund):

Т 0 1 2 3 4

И 0 0,236 0,944 2,124 3,776

Ah 0,236 0,708 1,180 1,652

A2h 0,472 0,472 0,472

h = f ( T )  funksiya formulasini tuzing.

Y e c h i s h .  A 2 ayirmalar o ‘zgarmas. 7 =  0 da /z = 0 bo‘lgan. 
Demak, funksiya grafigi koordinatalar boshidan o ‘tuvchi parabola. 
Uning tenglamasini h = a T 2 + bT= T( aT+b)  ko 'rinishda izlaymiz. 
U nda a va b koeffitsiyentlar n o m a ’lum. Bundagi a ni A 2y =  2ah2 
b o ‘yicha topamiz: 0,472 = 2o/z2, a = 0,236. Endi b ni topish 
u c h u n  jadva ldan  ixtiyoriy (7 ;  /z) ju f tn i ,  m asa lan , (0; 0) ni 
tenglamaga qo'yamiz: я  • 0 + Z?= 0, bundan  Z?= 0.
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D em ak, izlanayotgan tenglama h = 0 ,236Г 2.

4 - m i  s o l .  Ishlab chiqarilgan mahsulotning x  miqdoriga uning 
у  tannarxining bogliq lig i jadvali tuzilgan, qadami doimiy emas:

X 0,5 1 2 4 10 20

У 8,4 4,6 2 ,5 ' 1,6 0,9 0,8

y = f ( x )  bog‘lanishning formulasini tuzamiz.

Y e c h i s h .  Jadval qadam i /z * const.  Bu ho lda  chekli 
ay irm ala rdan  foydalana  o lm aym iz . Bog‘lan ishn ing  grafigini

nuqtalar b o ‘yicha chizam iz (68- rasm). C hizm a giperbolaning

bir ta rm o g ‘iga o ‘xshaydi. F o rm u lan i  у  = a + k o lrinishida

izlaymiz, unda у va Z? n o m a ’lumlar qatnashm oqda. Jadvaldan 
ixtiyoriy tartibda ikkita, masalan, (0,5; 8,4) va (4; 1,6) juftlarni

formula ifodasiga q o ‘yamiz:
8,4 = a + — , 

0,5

1 £ b 1,6 = a  + - ,
bundan я  % 0,62, =

3,89
«  3,89 tenglama у  *  0,62 + b o ‘ladi. Formula bogianishni

X

taqribiy ifodalaydi. Masalan, x  = 4 da formula b o ‘yicha y =  1,59 ni

(0 ,5 ; 8,4)

X4; 1,6) (10; 0 ,9) ( 20 ; 0 ,8 )

XО
68- rasm.
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topam iz , jadvalda esa у  = 1,6. Fo rm ula  xatosi e = 1 ,5 9 -  1,6 = 
= -0 ,01 . Aniqlikni oshirish masalalari bilan keyinroq shug‘ullanamiz.

7.204. Podadan tavakkaliga 5 ta  q o ‘y ajratilib, b o ‘yin yelkasidan 
dum g‘azasigacha o ‘lchangan (/, sm) va tarozida tortilgan 
{P, kg). Natija quyidagicha bo'lgan:

/ 51 52 53 54 55

p 37 39 41 43 45

Shu zotdagi q o ‘ylarning Pog'irligini /uzunliklari b o ‘yicha 
aniqlash uchun formula tuzing. Form uladan  foydalanib, 
/= 5 2 ,3 ;  54,5 (sm) da P  (kg) ni taqriban aniqlang.

7.205. Usta o ‘z ishini x  % ga bajarsa, ishxona o ‘z ishini у  % ga 
bajargan b o la d i  (jadvalga qarang). BogNanish formulasini 
tuzing.

X 7 14 21 28 35

У 2 4 6 8 10

7.206.  K o lprik arki parabola yoyi shaklida b o ‘lib, arkning Л uchi 
yoyning o ‘rtasida joylashgan (69- rasm). Ark vertikal 
ustunlarga ega, ular arkni tortib turuvchi vatar bo 'y icha 
har 10 m dan so‘ng joylashtirilgan. Arkning balandligi 
8 m. Ustunlarning uzunligini toping.

7.207. /  (A) tok  kuch in ing  R  ( Om)  qarsh ilikka  b o g ‘liqligi 
kuzatilgan (jadvalga qarang), kuchlanish doimiy. I = f { R)  
bog lan ishn ing  tenglamasini tuzing.

/ 1(0 ; 8 )

-3 0  -2 0  -10
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R 20 40 60 80

I 4,99 2,49 1,67 1,25

7.208. 45- m ashqda agar A(0; 20000) va 5(18; 42000) b o isa ,  
y = k x + l { \ )  xarajat va. у  = ax  (2) darom ad funksiyalari 
ifodalarini tuzing. Agar korxona 2592 ming so‘mlik buyum 
ishlab chiqargan va uni sotgan b o ‘lsa, qancha sof foyda 
olgan b o la d i?

T a k r o r l a s h g a  d o i r  m a s h q l a r

7.209. Funksiyaning aniqlanish  sohasi va q iym atlar  sohasini 
toping:

ux * 2 - 4
b )  у  =a) у  = Vx -  1;

e) у  = Vl + x  ; 0  У =

X 2  - 9  ’

Vx(x+1)

x+ 4

l x 2 - x
d) У

g) у  = Vx2 - 1  .

7 .210 . y = x v a  у  = —  funksiyalarning aniqlanish sohalari ustma-
X

ust tu shad im i?  Agar u s tm a-u s t  tu shm asa , an iq lan ish  
sohalarining um um iy  qismini toping.

7.211.  Jum laning m a ’nosini tushuntiring:
a) funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralangan;
b) funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan;

d) funksiya chegaralangan;
e) funksiya chegaralangan emas.

7.212. Isbotlang:

a) у  = 1  funksiya yuqoridan chegaralangan emas;

b ) у  = ^  funksiya quyidan chegaralangan emas;

d) y  = x 2 funksiya yuqoridan chegaralangan emas;

e) y  = x 2 funksiya chegaralangan emas.
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7.213. Shunday funksiya quringki, bu funksiya juft ham  b o ‘l- 
masin, toq ham  bo‘lmasin.

7.214. H ar  qanday funksiyani ham  juft va toq funksiyalarning 
yigindisi shaklida yozish m um kinm i? у  = J x  funksiyani 
misol sifatida qarang.

7.215. Funksiyaning monotonligini isbotlang: 
a) у  = J x  b) y  = x 3.

7.216. Funksiya m ono ton  funksiya b o ‘la oladimi (agar b o ‘la 
olmasa, m onotonlik  oraliqlarini toping):

a) >; = - ! ;  b ) y  = x - [ x ] -
W

d) у  = %/j?; e) у  = J 5  -  4x  ;

f) у  = g) y = \x 2 - 3 x +  2|;
x - 2

h) у  = J l - x 2 ?

7.217. Ikkita monoton funksiyaning yig‘indisi monoton bo‘lmasligi 
m um kinm i?

7.218. M onoton 0‘suvchi funksiyalarning ko‘paytmasi ham m a vaqt 
ham monoton o ‘suvchi funksiya boladim i?

7.219. [0; 2] oraliqda berilgan funksiyani ikkita m onoton  o ‘suvchi 
funksiyalarning ayirmasi shaklida tasvirlang:

X 2 , agar 0 <  x  <  1 b o ‘lsa,

>> = <! 5, agar x  = 1 b o ‘lsa,

x  + 3, agar 1 < x  < 2 boNsa.

7.220. M ono ton  b o ‘lmagan funksiyani ikkita m o n o to n  funk­
siyaning ayirmasi shaklida tasvirlash m um kinm i?

7.221. >>={x} funksiya davriy funksiya ekanligini isbotlang. Uning 
davrini toping va grafigini yasang.

7.222. Davri 7 = 2  b o ‘igan / (x )  davriy funksiya [-1; 1] oraliqda

fx + 1, a g a r - 1 < x  < 0 b o ‘Isa, r  . . . . .
у  = \ funksiya bilan ustma-ust

|x ,a g a r0  < x  < 1 b o 1 Isa
tushadi. /(x )  funksiya grafigini yasang.
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7.223. Davri 7 = 3  b o ‘lgan /  funksiya (0; 3] oraliqda y = 2 - x  
funksiya bilan ustm a-ust tushadi. f ( x )  funksiya grafigini 
yasang.

7.224. Funksiyalarning grafiklarini ayni bir koordinatalar siste- 
masida yasang:

a) y= x- y  = x 2, y  = x \  y  = x 4, y = x 5',

b) y = x ,  у  = Vx, у  = Ух ,  У = Ух , у  = Ух  .

7.225. Quyidagi funksiyalarning giafiklarini yasang:

a ) y = i ;
b) у  = 1

_ X j

e) у  =

x 3, agar x  > - 2  b o k Isa, 

agar -  2 < x  < -1 b o ‘ Isa,
X

x 2, agar -  1 < x  < 2 b o ‘ Isa, 

Vx, agar x  > 2 b o ‘ Isa.

о  у  = x2 + 5 |x -  1| + 1; g) у  = | -3x  + l | - | 2 x -  3|;

h) у  = |x2 - 3 x +  l | - | 2 x - 3 | ;
2 x + l

i) y = ( x +  l)(|x| -  2); j) У = 2 - x  ’

m) у  = M -1—X

7.226. Funksiyaga teskari funksiyani toping va teskari funk­
siyaning grafigini yasang:

а) У = 3 x -  2; b) y  = - ( * + 2 ) 2 - 2 ,  x e ( - o o ; - l ) ;

d) У = — I , ye(l; +cc); e) у  = Vx2 -  4 , xe[2; + co ).
x - l

7.227. Agar >4(1; 2) nuqta у  = x 2 + p x  + q parabolaning uchi 
bo‘lsa, p  va q ni toping.

7.228. Agar A/(-l; - 7 )  nuqta koordinatalar o‘qini 7V(0; -4 )  
nuqtada kesuvchi y =  a x 2 + bx+ c  parabolaning uchi bo‘lsa, 
a ,  b, с  larni toping.
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7.229. Agar у = а х 2 + £ х + с  funksiyaning grafigi /1(1; 4), £ (-1 ;  10), 
C(2; 7) nuqtalar orqali o ‘tsa, y = a x 2 + + b x + с funksiyani 
toping.

7.230. Uchi Д 1 ;  1) nuqta b o ‘lgan у  = a x 2 + bx + с parabola 
£ ( -1 ;  5) nuqta  orqali o ‘tadi. Bu parabolaning abssissasi 
5 ga teng b o ‘lgan nuqtasining ordinatasini toping.

7.231. x  = 2 to‘g‘ri chiziq, у  = ax2 -  (a + 6 ) x + 9 kvadrat uchhad 
grafigini yasang.

7.232. y  = x 2 - 6 x + a  funksiyaning eng kichik qiymati 1 ga teng. 
Funksiya grafigini yasang.

7.233. y  = - x 2 + 4x+  я funksiyaning eng katta qiymati 2 ga teng. 
Funksiya grafigini yasang.

7.234. у  = 2 x 2 + (a+ 2)x+  a funksiyaning jt, va nollari uchun

— + — = 3 munosabat okrinli bo lsa , uning grafigini yasang.
*1 x 2

7.235. a ning qanday qiymatlarida y  = - x 2 + 4x +  о funksiyaning 
qiymatlari to ‘plami у  = >/2x -  a funksiyaning aniqlanish 
sohasi bilan ustm a-ust tushadi?

7.236. b ning qanday qiymatlarida у  = 2bx2 + 2x + 1 va у  = 5x2 + 
+ 2 b x -  2 funksiyalarning grafiklari bitta nuqtada kesishadi?

7.237. у  = x 2 + 6x -  3 va у  = (x +  3)2 -  25 funksiyalarning gra­
fiklari x  = a to ‘g ‘ri chiziq bilan kesishgan. Kesishish 
nuqtalari orasidagi masofani toping.

7.238. с ning qanday qiymatlarida y  = cx2 - x + c v a y = c x + l - c  
funksiyalarning grafiklari u m u m iy  nuq taga  ega ЬоЧ- 
maydi?

7.239. F u n k s iy an in g  g rafig in i yasang  va u n ing  y o rd a m id a  
funksiyaning nollari, ishorasi saqlanadigan oraliqlarini, 
funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini, qiymat­
lari sohasini kokrsating:



Ъ) у  =

8 -  (х  + 6)2, agar х  < - 6  b o ‘ Isa,

|х2 -  6|х| + 8|, agar -  6 < х  < 5 bo‘ Isa, 

3, agar х  > 5 b o ‘ Isa;

|||x| -  1| -  1|, agar |x| < 2 b o ‘ Isa,
d ) ^  = «j  --------

IVM -  2, agar |x| > 2 b o ‘ Isa;

e) у  =
2 -  ^ 4  -  |x|, agar |x| < 4 b o ‘ Isa,
g

— , agar Ixl > 4 b o ‘ Isa.
W

7.240. / (x )  = x 2 -  6x funksiya berilgan. Quyidagi funksiyalarning 
grafiklarini yasang:

a) у  = / (x )  -  2; b ) y = / ( x - 2 ) ;  d ) y = 2 / ( x ) ;

e) у  = /(2 x ) ;  0  y  = - / W ;  g) У = / ( - * ) ;

h) у = / ( |x | ) ;  i ) y  = № ) | ;  j ) > ’= № l ) | .

7 .241. Funksiyaning eng katta qiymatini toping:

а) у  = —*Ц-; b) у  = х т .
1 + x  l+ x + x z

x 2 +3
7.242. у  = ------  (x > -1 )  funksiyaning eng kichik qiym atin i

l+ x

toping.

7 .243. / ( x )  = Vx, g(r)  = b o ‘lsa ,/(g (/))  ni toping.

7.244. / ( x )  = 2 ^ 2 1 ,  g(t)  = 2t ~ ^ 2+1 bo lsa ,/(g (Z ))  ni toping.
X (/-1)

7.245. / ( x )  = g(Z) = b o ‘lsa, ni toping.
Vx + l t
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VIII b o b
K O ‘R S A T K I C H L I  V A  L O G A R I F M I K  

F U N K S I Y A L A R  

1 -  § .  K o ‘r s a t k i c h l i  f u n k s iy a

1. Irra ts ional ko4rsatkichli daraja. о > 0, a  ^  1 soni va x >  0 
irratsional son berilgan b o ‘lsin. rn ratsional so n la rx g a  kami bilan, 
sm ratsional sonlar ortig‘i bilan (o‘nli) yaqinlashsin, rn < x < s m,

n, m e N .  \J holda я  > 1 da д/>' < x  < aSm b o la d i .  Bu esa barcha

я />' son la rn ing  A t o ‘p lam i a$m son la r  В  t o ‘p lam in in g  chap  
tom onida  yotishini va bu to bplamlarni hech b o ‘lmasa bitta son 
ajratishini bildiradi. Bu son irratsional ko‘rsatkichli a* darajaning 
qiymati sifatida qabul qilinadi.

0 < я < 1 holi ham  shunday qaraladi. Faqat bunda А \а  В 
to ‘plamlarning rollari almashadi.

Irratsional ko‘rsatkichli я х darajaning xossalari ratsional k o ‘r- 
satkichli darajaning xossalariga o ‘xshash (я, b lar m usbat, a  va p 
lar haqiqiy sonlar):

1) = a 4 a- 2) (2)“ = ^ ; 3) = a “ + P;

4) C  = a ° ' p ; 5 ) ( a a )P = aa P.

Darajalarni taqqoslashda ushbu t a ’kiddan ham  foydalaniladi:
I—  —

Agar a > \ va m e N  b o ‘lsa, am > 1 yoki 'vam = a n > 1, shu 

kabi я >  1 va ixtiyoriy /*>0 da ar> 1 b o lad i .  Agar я > 1, / x s b o l s a ,  

ar < fl5 bo‘ladi. Haqiqatan, as = ar as~r > ar■ 1 = ar. Aksincha, a>  1 

va 0 < я г < я5 bo‘lsa, /•<j b o ‘ladi (isbot qiling). Shuningdek, 0 < я <  1 

va r< s  bo‘lgan holda ar > a5 b o ‘lishi ham  shu kabi isbotlanadi.

M i s o l .  0,5a > 0,5^ b o ‘lsa, a  kattami yoki p mi? 

Y e c h i s h .  a = 0,5, ya ’ni 0 < я  < 1 boMgani uchun  p > a.
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M a s h q l a r

8 .1 . Nolga teng boMmagan я va Z> sonlari uchun { a b )a  = cfxb a-, a & R  

munosabatni isbot qiling.
8 .2 . Quyidagi sonlardan qaysi biri katta:

a) 21’41 mi yoki 0,125 3 mi; b) 3^ mi yoki 3^ mi?
8.3. Sonlarni o‘sib borish tartibida joylashtiring:

tA  (V3)” , V ? .
z т

8 .4 . |-J -1  ayirmaning ishorasini aniqlang.

8 .5 . Agar: a) =2 bo‘lsa, a ning; b) я + 40'3>̂ = 5  boNsa,

a  -  1 ning ishorasini aniqlang.

8 .6. < 1  tengsizlikni isbotlang.

2. Ko‘rsatkichli funksiya va uning xossalari. я > 0, я * 1 boisin. 
f { x )  = a *  tenglik bilan aniqlangan funksiya a  asosli к о  ‘r s a t k i c h l i  

f u n k s i y a  deyiladi. Bu funksiya barcha haqiqiy sonlar to‘plamida 
aniqlangan, D i f )  = R ,  chunki я  > 0 boiganda a *  daraja barcha x g  R  

uchun ma’noga ega. x ning istalgan haqiqiy qiymatida ях > 0 boigani 
uchun va ixtiyoriy Z> > 0 sonda a K = b  boiadigan birgina xe R  soni 
mavjud boigani uchun E ( f )  = R + boiadi.

X o s s a l a r i :
1) я > 1 boisa,/(x) = ях funksiya R  da o‘sadi. 0 < я < 1 boisa, 

/(x) = ях funksiya R  da kamayadi.

I s bo t .  я > 1 holni qarash bilan cheklanamiz. я > 1 va a < p 
boisin, bu yerda a, p sonlari ixtiyoriy haqiqiy sonlar. U holda 
p -  a > 0 , я > 1 boigani uchun a ^ ~ a  > я0 yoki я^™а > 1 
tengsizlikka ega boiamiz. Bundan, a ^ ~ a  a a > 1 я а уок1 я̂  > яа 
hosil boiadi. Demak, а  < p dan яа < я11 ekani kelib chiqadi. Bu esa 
0 х  funksiya o‘suvchi ekanligini bildiradi.
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70- rasmda y =  0 х ko‘rsatkichli 
funksiyaning sxematik grafigi 
tasvirlangan.

Agar a  > 1 boisa, x - > + o o  da 
0 х  cheksiz ortadi, - o o  da 0 х 

nolgacha kamayadi. Demak, 0 х  

grafigi у = 0 to‘g‘ri chiziqqa 
tomon cheksiz yaqinlashadi, 
ya’ni O x  o‘qi funksiya grafigining 
gorizontal asimptotasi. Shu kabi 
0 < о < 1 bolganda, 0 х funksiya 

+ c o  dan 0 gacha kamayadi, O x  o‘qi -  gorizontal asimptota;
2) f  funksiya juft ham, toq ham emas. Haqiqatan,

V
\13II и=s

(0 < a  < 1) /  ( t i>  1)
s

V

'  "  -  -  -

0

70 - rasm .

f ( - x )  *  \ f { ^ '  
-/(x);

3) /  davriy funksiya emas, chunki ixtiyoriy 7^ 0 da
0 х  ^  а х+Тш,

4) x ning hech qanday qiymatida 0 х nolga aylanmaydi;
5) f u n k s i o n a l l i к  x o s s a s i :  har qanday x va с da f ( x +  z )  = /(x) • f { z )  

tenglik o‘rinli. Chunki a x + z = a x  a z . Xuddi shunday f ( x ) / f ( z )  =

ekanligi isbotlanadi.

M i s o l .  /(x) = 0 х  { a  > 0 , a  *  \ )  ko‘rinishdagi uzluksiz 
funksiyaning ayrim qiymatlari jadvalda berilgan:

X 1 2 3 4

У 3 9 27 81

Funksiyaning analitik ifodasini tuzamiz.
Y echish. / ( l )  = 3 ,/(2) = 9 , / ( l  + 2) =/(3) = 27 v a /( l)  /(2) = 

= 3-9 = 27, ya’ni (5) xossa bajarilmoqda. Qolgan qiymatlar ham 
shu natijani beradi. Demak,/(x) boglanish ko‘rsatkichli funksiya. 
Uning asosi a ni aniqlaymiz: y  = ax tenglikdagi x va у o‘rniga jadval 
qiymatlaridan biror juftni, masalan, (1; 3) ni qo‘ysak, o1 = 3, 
ya’ni a = 3  olinadi. Demak, izlanayotgan ifoday= 3X.
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M a s h q l a r

8.7. 1, q, q2, «f , ... geometrik progressiyaning u k = ^ u k _jUk+j  

asosiy xossasi f { x )  = 0 х  ko‘rsatkichli funksiyaning f { x )  •f { y )  = 

=/(x + ў )  xossasidan foydalanib isbot qilinsin. Bu yerda 
К  j e N ,  к  > j.

8 .8 . Quyidagi funksiyalar grafiklarini |-2; 1] oraliqda yasang:
a) y =  4X; Ь) у  = Зл; d) у = 2х;
е) у = -3 • 3х; 0 у = -2 • 3х.

8.9. Tenglamalarni yeching:
а) 5х = 125; b) 31+х=81; d) 0,01х = 100.

8.10. Ifodalarni soddalashtiring:
а) (9х)2 -  3 92х + 92х+1 = 0; Ь) 28х • 3х + 1 2х -  28х + 1 • 6х;
d) а2х + I t f P  + Ь 1 х - { а х -  ^ )2.

8.11. Jadvalda y = f { x )  uzluksiz funksiyaning bir necha qiymati 
keltirilgan. Ular y  = A  a *  { A e R ,  о > 0, a *  \ )  ko‘rinishdagi 
funksiyani ifodalashini tushuntiring, funksiyaning analitik 
ifodasini tuzing:

X 1 2 3

У 0 ,2 0 ,0 4 0 ,0 0 8

X 1 3 5 7

У - 2 - 8 - 3 2 - 1 2 8

8 . 12. a) Bankka 1000 so‘m pul har yili 10% ga o‘sish sharti 
bilan qo‘yilgan. Mablag‘ning o‘sish tenglamasini tuzing. 
Tenglamadan foydalanib, mablag‘ning 3, 5, 10 yildan keyin 
qanchaga teng bo‘lishini toping.
b) Korxonaning har t  yilda pul qadr-qiymati o‘zgarishi 
ham e’tiborga olingan, ya’ni diskontlangan D t daromadini 
bilish uchun D { = D  K d tenglikdan foydalaniladi, bunda 
D  -  mo‘ljal bo‘yicha har yilgi daromad, K d  -  diskontlash

koeffitsiyenti, K d  = — - ,  A: -  pul qiymatining o‘zgarish 
(1+Л)
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sur’ati (odatda bank kreditlari bo'yicha o'rtacha % larda). 
Bank k =  10% hisobidan kredit bergan bo‘lsin.
1) /= 1, 2, 3, 4- yillar uchun K (l koeffitsiyentlarni toping.
2) Kredit uchun to‘lovi boMmagan korxona daromadi 1- yilda 
30000 so‘m, 2- yilda 40000 solm, 3- yilda 50000 so‘m,
4- yilda 60000 so‘m bo‘lganda uning /= 1, 2, 3, 4- yillardagi 
diskontlangan daromadi qanday boMadi?
3) Agar korxona bankdan 100000 so‘m kredit olgan bo‘lsa, 
uni qancha vaqtdan keyin qaytara oladi?

8 .13 . Radioaktiv moddaning massasi 1- yilda 8 g ga, 4- yilda 
1 g ga teng bo‘lgan. Bu massa bir yilda qancha marta 
o‘zgargan? Massaning boshlanglch, undan 4 yil oldingi, 
7,5- yildagi qiymati qancha bolgan?

8.14 . 10 sm uzunlikdagi xira muhitdan o‘tishda yorug‘lik kuchi 
uch martaga kamaygan. U 5, 20, 25 sm uzunlikdagi 
oraliqlarda necha marta kamayadi?

2 -  § . Logarifm ik funksiya

1. Logarifmlar. Logarifmik funksiya. a > 0 ,  a * \  bo‘lsin. N  

sonining a  asos bo‘yicha l o g a r i f m i  deb, N  sonini hosil qilish uchun 
a  sonini ko‘tarish kerak bo‘lgan daraja ko‘rsatkichiga aytiladi va 
loĝ vV bilan belgilanadi. Ta’rifga ko‘ra, a x = A (o > 0, a  *  1) 
tenglamaning x  yechimi x = logf/A sonidan iborat. Ifodaning 
logarifmini topish amah shu ifodani l o g a r i f m l a s h ,  berilgan 
logarifmiga ko‘ra shu ifodaning okzini topish esa p o te n s i r la s h  deyiladi. 
x=logf/vVifoda potensirlansa, qaytadan N =  a x hosil bo'ladi. a > 0 ,  

a  *  \ v a  N >  0  bo‘lgan holda 0 х  = N  v a  \ o g a N = x  tengliklar teng 
kuchlidir.

Shu tariqa biz o‘zining aniqlanish sohasida uzluksiz va monoton 
bo'lgan y =  log^x ( a > 0, a *  1) funksiyaga ega boMamiz. Bu funksiya 
a  a s o s l i  l o g a r i f m i k  f u n k s i y a  deyiladi. у  = log^x funksiya у  = 

= a x  funksiyaga teskari funksiyadir. Uning grafigi y =  a x  funksiya 
grafigini y  = x  tokgbri chiziqqa nisbatan simmetrik almashtirish 
bilan hosil qilinadi (71- rasm). Logarifmik funksiya ko'rsatkichli 
funksiyaga teskari funksiya bolganligi sababli, uning xossalarini 
ko‘rsatkichli funksiya xossalaridan foydalanib hosil qilish mumkin. 
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v=logx,

y=logx,  
0 < й< 1

7 1 -  rasm .

Jumladan, f ( x )  = a x  funksiyaning 
aniqlanish sohasi D ( f )  = {-00 < x<
< +00}, 0 ‘zgarish sohasi E ( f )  = {0 <
< у < - ю о }  edi. Shunga ko‘ra f ( x )  = log^ 
funksiya uchun D ( J )  = {0 < x <
<+oo}, E ( f )  = { - c c < y < +0 0 } bo‘ladi. 
а> 1 da logyXfunksiya (0; + 0 0 )  nurda 
uzluksiz, o‘suvchi, 0 < x < 1 da 
manfiy, x > 1 da musbat, - 0 0  dan 
+ 0 0  gacha o‘sadi. Shu kabi 0 < я < 1 
da funksiya (0; + 0 0 )  da uzluksiz, - к о  

dan 0 gacha kamayadi, 0 < x < 1 
oraliqda musbat, x > 1 da manfiy 
qiymatlarni qabul qiladi. Ordinatalar o‘qi log^ funksiya uchun 
v e r t i k a l  a s i m p t o t a .

Logarifmik funksiyaning qolgan xossalarini isbotlashda ushbu 
a s o s i y  l o g a r i f m i k  a y n i y a t d a n  ham foydalaniladi:

a \oga N  = /V (/V>0, я>0, а Ф  1. (1)
(1) ayniyat a* = N  tenglikka x= log ŷv ni qo‘yish bilan hosil

qilinadi. 0 ‘zgaruvchi qatnashgan fllogflA = x  tenglik x ningx> 0 
qiymatlaridagina o‘rinli boNadi. x <0  da д|о8дx = x ifoda ham o‘z 
ma’nosini yo‘qotadi. y=x va у  = a loga л munosabatlar o‘rtasidagi 
farqni 72- rasmdan tushunish mumkin.

1) logtil = 0 , chunki fl°= 1;
2) logtitf = 1, chunki a 1 = a;

3)log„ ^  = ^ ( 0 0 , ^ 1). (2)
logc я

Bu tenglik /V = a c tenglikka N  = c,ogc N , a  = clo8c", с = \ o g a N  

larni qo‘yish va almashtirishlarni bajarish orqali hosil boMadi;
4) logti(yVM) = logfl vV + logti M  . (3)

Haqiqatan, N M  = я|08° N  ■ я108" л/ = я|о8° N+logfl M  . Ikkinchi

tomondan, N M  = я|о8<7 лл/. Tengliklarning o‘ng qismlari teng-
lashtirilsa, (3) tenglik hosil bo‘ladi.

Agar A va Л/ bir vaqtda manfiy bo‘lsa, u holda:
23  -  A lg e b ra .  I q is m  3 5 3



У  =  а 1оёа ху = х

X

Ь)а)

7 2 -  rasm .

\ o g a { N M )  = log0|^ | + logfl|A/|;

5) logfl-  ̂= -logti А̂ .

Haqiqatan, TV • = 1 tenglikni logarifmlasak:

(4)

log0 [A' . -J  = loga l yoki log„ N  + log0 ўў = 0 , 

bundan (4) tenglik hosil bo‘ladi;

6) logfl ~  = log. N  -  log. M . (5)

Haqiqatan, log. ~  = log. УУ + log. -1 = log. /V -  log. M  ;

7) logflyVP = piog^M p -  haqiqiy son. (6) 
Haqiqatan, x= logflyVp va y= log^W bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra

ДуР = a x va УУ= a y yoki WP = яР̂ . Bulardan ax = дР  ̂yoki x= py 
va (6) tenglik hosil bo‘ladi;

8) loe n /V = -  log., /V ...il p fc<7

Haqicatan. я11 asosdan я asosga o‘tilsa, 
I , ,, 1

(7)

1о8̂  N = I— j  ■log- N  =logfl piog<Jfllog‘' y v = p10&;v;

9) agar a  > 1 bo‘lsa, M <  N  dan \ o g a M <  \ o g a N  kelib chi-

qadi (va aksincha). Haqiqatan, ( M  < N )  =>(о|08аЛ/ < a [ogaN )= >

(darajaning xossasi) ( \ o g a M <  \ o g (JN )  (va aksincha). Shu kabi,
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agar 0 <o < 1 bo‘lsa, logflM< logflyV boMganda M >  N  boiadi (va 
aksincha);

10) agar logaA/= \ o g a N  bo‘lsa, Л/= vVboladi (va aksincha). 

Haqiqatan, (log0A/= \ o g aN )  =>(tilogo M  = alogfl A ) => (A/= A).

ning son qiymatini toping.
Ye c h  ish . Logarifmning yuqorida isbotlangan xossalaridan 

foydalanib, ifodadagi har bir logarifmning qiymatini topib 
olamiz:

2 ,U63~2~ 2 '~ ° J "  —°3  ̂
4(3 1 o g 3  2 - 1 )  

l - 21o g 3 2

Amaliyotda asosi 10 boigan ( o ‘n l i  logarifmlar) va asosi e  = 

=2,7182818... ga teng bo‘lgan { n a t u r a l  logarifmlar) logarifmlar 
keng qo‘llaniladi. Ularni mos ravishda IgyV va \ n N  ko‘rinishda 
belgilash qabul qilingan. Son o‘nli logarifmining butun qismi 
logarifmning x a r a k t e r i s t i k a s i ,  kasr qismi logarifmning m a n t i s ­

s a s !  deyiladi. Masalan, lg2 = 0,3010 da xarakteristika 0 ga, 
mantissa 0,3010 ga teng. Ig2000 = lg2-103 = 31gl0 + lg2 = 3,3010 
da xarakteristika 3 ga, mantissa 0,3010 ga teng. Ig0,2 = lg2 10-1 = 
= lg2 -  1 = 0,3010 -  1 = -1 + 0,3010 da xarakteristika -1, 
mantissa 0,3010. Odatda, mantissa musbat qiymatlarda yoziladi.

1- m iso

log3 9 = log3 32 = 2 log3 3 = 2 • 1 = 2;

log^ 9 = log3 1 32 = у • log3 3 = 2 - 2 1 = 4 ;  
2 ч2
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Agar logarifm qiymati manfiy bo‘lsa, mantissani musbat qilish 
uchun shu qiymatga 1 qo‘shiladi, umumiy qiymat o‘zgarmasligi 
uchun xarakteristikadan 1 olinadi va logarifm qiymati sun ’i y  

ko‘rinishda yoziladi. Masalan,
IgO,2 =-0,6990 + 1 -  1 = 1,3010, 

bunda xarakteristika -1 ga, mantissa esa 0,3010 ga teng.

2 - mi so I. a) In 10 = ^  = —  = 2,30259...;
\g e  \g e

\g e  = —  = —  ±  0,43429....
In 10 In 10

3 - mi so I. a) IglOOO67; b) Ine4-8 larni hisoblang.

Ye c h  i sh:  a) IglOOO67 = IglO3 ' 67 = IglO201 = 2011gl0 = 
= 201-1 = 201;

b) \ne 4,8 = 4,81ne = 4,8 -1 =4,8.

4 - mi so l .  Jadvalda lg3 = 0,4771 ekanligi berilgan. a) Ig270 
ni; b) 31000 ni toping.

Y e c h  i sh:  a) lg270 = lg33-10 = 31g3 + IglO = 3-0,4771 + 1= 
= 2,4313.

b) 31000 = x deb, bu tenglikni logarifmlasak, Igx = 
= 10001g3 == 477,1 yoki bundan x == 10477,1 hosil boMadi.

Demak, 31000 = 10477’1 » 1 000,..0 .
477 ta

5 - mi s o l .  Ushbu 3^- • c 3sinx • y /c  ifodani с
V ( x  + y  )

asos bo'yicha logarifmlang.

Yechish.  logf Y = logf
4 7

(.v3 + l ) 3 (>-6 + l ) 3 3 s i n x  Л  
5

(x4+̂ 2)3

= llog (x3 + 1) + jlogc( /  + l ) - ^ ( x 4 + r )  + 3sinx + l .
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6-misol .  \ g X  lg(x2 + 4>> - 1 ) -  -  2 lg(x -  3) ifoda
bo‘yicha X  ni toping.

Y e c h i s h .  Logarifmning xossalaridan va lg4x = lglOtK4x 

ekanligidan foydalanib, IgY = ^lg(x2 + 4y -  1)-^tglOlg4x-

- j l g ( ^ - 3 )  = ga ega bo'lamiz. Bundan,

x = h ° sii b° ‘iad i-

M a sh q la r

8 .15 . a > 0 ,  a *  I bo‘lsa, ifodaning qiymatini toping:
1 7 

a) logfl3 я ; b) logfl4 я3; d) logx a  ;

e) log^ ; 0  logfl-i Va; g) logfl2 ^  ■

8.16 . xni toping:

a) logo,, x  = - 2 ;  b) log36x = l ;

d) logv9 = -1; e) log^ 8  = 3.

8.17 . a > 0,  a *  I va x, > 0, x2 > 0, . . . ,  x /t > 0 bo‘lsa,
n

logti(x,x2...x„) = Y ,  1оёяx i ni isbotlang.
/=1

8.18. logtix2" = 2azlogti|x| (я  > 0, я * 1, я е /V) munosabatni 
isbotlang.

8 .19 . = logy b tenglikni isbotlang (я> 0, я  ̂ 1 , />> 0 ,  ̂ 1,
log/, x

x > 0 , x  ф 1).
8.20 . Hisoblang:

a) log4̂ 8 1 ; b) log,6 V2 ; d) log0i0oi x/l0 ;
! glogy 48

C )  l ° g V 2 6 4 ’ ^  g log8 16 ’
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„  , , ,лх  U4 Ig81+lg64g) (log2 log4 log8 16). 102 , h) 21g3+31g2>

i) log23 • log34 • log45 ■ log56 • log65 • log54 • log43 • log32; 

j) lg6 ; k) lg72.

8.21. Agar: a) log68 = с bo‘lsa, log2472;
b) log368 = b  bolsa, log369;
d) logl0009 = o va logl0004 = b  bolsa, log56 ni toping.

8.22. Tengsizlik a ning qanday qiymatlarida o‘rinli: 

a) log5o < log53ti; b) log0 6 a > log0 6 | ;

d) log, V8 < log, 2,2 ?

8.23. Funksiyalarning va ularga teskari funksiyalarning aniqlanish 
sohalarini toping:
a) y = \g ( x 2 + 6x); b) у = lg(103x+ 3);

d) ^ lo;[2+2jC; e)
О У= log2(x -  8) + log2(8 - x).

8.24. x->+co da qaysi funksiya tezroq o‘sadi:

a) log4x mi yoki log2x mi;

b) log I x  mi yoki log  ̂x mi?
5 2

Ulardan qaysilari 0 <x< 1 da ikkinchisidan katta?
8.25. Funksiyalarning grafigini yasang:

a) log05|x|; b) |log3x|; d) |lg(x+ 1)|.

8.26. Quyidagi ifodalar bilan berilgan chiziqlarni chizing:

a) M = lg(x+3); b) |y| = |lg(x+ 1)|.

8.27. Agar a 2 + b 2 + \&ab, a > b  bo‘lsa, l g ^  = l(lgo  + IgZ?)

bolishini isbot qiling.
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8.28 . Ikki N  v a  M  sonning istalgan asos bo‘yicha logarifmlari 
nisbatlari teng, ya’ni

logfl N _ \oib N  _ logc N
logy M  \ogb M  logc M

bo‘lishini isbot qiling.
8.29 . Agar biror у  = f ( x )  funksiyaning teng qadamli jadvalida 

funksiyaning yonma-yon turgan qiymatlari nisbatlari teng 
bo‘lsa, jadval у  = А  а *  funksiyani ifodalaydi. Shuni isbot 
qiling (bunda logarifmlarning xossalaridan foydalaning).

8.30 . Tebrangich x (sm) erkin tebranish amplitudasining teb- 
ranish boshlangandan o‘tgan t  (s) ga bogMiqligi kuzatilib, 
ushbu jadval tuzilgan:

X 0 1 2 3 4 5

t 30,3 15,0 7 ,50 3,75 1,875 0 ,9 3 7 5

x  = /(/) bog‘lanish grafigini chizing va analitik ifodasini 
tuzing.

2. Ko‘rsatkichli va logarifmik ifodalarni ayniy almashtirishlar.
Oldingi bandlarda logarifmning va logarifmik funksiyaning, 
shuningdek, darajaning va ko‘rsatkichli funksiyaning xossalari bilan 
tanishgan edik. Bu xossalardan logarifrqik va ko‘rsatkichli ifodalarni 
shakl almashtirishlarda foydalaniladi.

1 - mi s o l .  32+log32 ni hisoblang.

Y e c h i s h .  32+l°832 = 32 -3|0832 = 9-2 = 18.

2- m i s o l .  aXogbC = с Хоъьа ( a > 0 ,  a *  1, b > 0 ,  c> 0 ) 
tenglikni isbotlang.

I s bo t .  Logarifmning l o g o f f  = p \ o g ab  ( a  > 0, a  *  1, > 0,
p e  R )  xossasidan foydalansak, log^tf log^c = log^o log^c
tenglikdan logz,(fllog6C) = log6(clog6fl) tenglikni hosil qilamiz.
Logarifmik funksiyaning monotonlik xossasidan a ]o&b c = c]ogb a 

ekanligi kelib chiqadi.

3 - m i s o l . a ^ oga h -  b ^ ogb a ifodani soddalashtiring.
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Y e c h i s h .  а^кЩа b ifodada shakl alm ashtirish  bajaram iz:

loga b 1 1
^V'ogflb _  fl7|og ab -  (-fliogf/Â V'ogfl  ̂ _  /,Viogaл _  /jV'og^«

Demak, ^ - 6 ^ = 0 .
2

4- m i s o l . Л = log4 — -  2 log4(4x ) ifodani soddalashtiring 
va uning x = -2  dagi qiymatini toping.

Y e c h i s h .  \ o g Qb 2n = 2 n \ o g \ b \  (я > 0, я * 1, 6 * 0 ,  леЛО
2

boMgani uchun log4 = log4 x 2 -  log4 4 = 2 log4 |x| -  1 va

log4(4x4) = log44 + log4x4 = 1 + 41og4|x| tengliklar o‘rinli.
U holda, Л  = 21og4|x| -  1 -  2(1 + 41og4|x|) = -3 -  61og4|x|. x = -2 

bolsa, Л  = - Ъ -  61og4|-  2| = -3 -  61og42 = - 6 .

5- m i s o l . Л  = (lg.̂ -l-2 ё2 ё ifodani soddalashtiring.
^ +1_ 100 , 5 Ш Ь

Yechish.  Musbat sonlargina logarifmga ega bo‘lgani uchun 
lg6 > 0 yoki b  > 1 munosabatga ega bo'lamiz. Darajaning va 
logarifmning tegishli xossalaridan foydalanib, shakl almashtirishlar 
bajaramiz:

I  I  lg£ • J —
^  =  ( l g/ )  • lg/>)2 lg2 b 2  ______ ylg^2 _  lg/> = I

Б ы 7 igA+i-^. jT^ l86+l" 186
V 21g6 -------- = -------

vigz»2

6 - mi s o l .  у = logi |x  -   ̂j + log2 V4x2 -  4x + 1 funksiya­
ning grafigini yasang.

Yechish. Funksiya ifodasini soddalashtirmay, grafikni 
yasashga harakat qilish maqsadga muvofiq emas ekanligi ko'rinib 
turibdi. Shu sababli dastlab funksiyaning ifodasini soddalashti- 
ramiz:
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log2 V4x2 -  4x  + 1 = log2 yj(2x - 1)2 =

= log2 |2x - l |  = log2(2 

= 1 + log2

X " 2

X" 2

tenglik o lrinlidir. Bu yerda ^  
funksiyaning aniqlanish sohasi

1 ; + ooj oraliqdan iboratligini 73_ rasm

ko‘ramiz. x  > -  da esa 
2

logj_|x-l j  = -log2 | x - l j  boigan! uchun

у  = l o g i ( x - l )  + log2 ' J A x 2 - 4x + 1 = - log2 | x - l j  +

X

+ l + log2
X _  2

— — log2 j x  — -) + 1 + log2 x - =  1

ga ega boiamiz.
Endi funksiya grafigini yasash (73- rasm) qiyinchilik 

tug‘dirmaydi.

M a s h q la r

8.31. Ifodani soddalashtiring:

a) V 25|0S6 5 + 49logs 7 ; b) 8 llog5 3 + 27log9 36 + 3logl 9 ;

\2 \o g a b(a+b)
log lO O » loglOO b

d) Ь lgti [* b

e) (logj a  + log  ̂b  + 2j2 + 2 -  \ o g h a  -  logti b .
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8 . 3 2 .  x  ni toping:

a) log3 x  = 2  log3 ( a  + b ) - l  log3 ( a - b ) + l-  log3 a ;

b) log4 x  = log4 (a-Z)) + 1(2 log4 0 + 3 log4 b ) ;

d) log5 x = 5 log5 m  + ^ log5 (w+zi)4-llog5 { m - n ) -  

-log5 w- l o g 5 л);

e) log6x = -log 6 { a  + b )  + -5 2 log6о + 1  log6/?-

-^(log6 o- l og 6 Z))-log6ti

8 . 3 3 .  Sonning musbat yoki manfiy ekanini aniqlang:
a) lg2 + lg3 + lg0,16;

b) logi 7 - l l o g i  l,2-31ogi 2;

d) ^logn 5 + ilogn 3 -  logn 4,5;

e) lg4 + lgl2 -  21g7;

0  log3 3 + log31,4 -  ilog316;

g) 1 + 21g2 -  31g5 + lg3.
8.34. Hisoblang:

log3 12 log3 4

log36 3 lo g , 0 8  3 ’ 

d) Ig5 1g20 + (lg2)2; 
log5 250 log5 10

0

h)

log50 5 log, 250 5 ’ 

log2 24 _  log2 192

log96 2  log, 2  2  ’ 

j) 45l08̂ (3- ^ - 6 l o g 8 (V3-V2);  

к) г1082' 6 ° ~ M )  + slog, ( 4 1 - Л ) .

b) lgtgl0 lgtg20-...-lgtg89°;

e) Igsin 10• lgsin2°• •  lgsin90°;

g) lgtgl° + lgtg2° + ... + Igtg89°;

i )  7 |0ЁЗ 5 +  jlogs 7 _  ^log3 7 _  ylogs 3



8.35 . Funksiya grafigini yasang:

I
d) у = 32,0̂ - ,); e) y = x +

8 .36 . log3135 -  - log3 5 ni jadvalsiz hisoblang.
logi53 log405 3

8 .37 . Ig2 = a ,  log27 = b  boisa, lg56 ni toping.
8 .38 . Ig3 = a ,  lg2 = b  bo‘lsa, log56 ni toping.
8 .39 . log37 = a ,  log75 = b ,  log54 = с boisa, log312 ni toping.

8 .40 . Agar Z> = 81 log8fl va с = 81 10886 boisa, log8tf ni log8c orqali 

ifodalang.

1. Ko‘rsatkichli tenglamalar va tengsizliklar. a *  = b  (o, b t R )  

tenglama e n g s o d d a  k o ' r s a t k i c h l i  tenglamadir, bu yerda o > 0, a *  1.
Ko‘rsatkichli funksiyaning qiymatlar to‘plami (0; + o o )  oraliq­

dan iborat boigani uchun b < 0  boiganda qaralayotgan tenglama 
yechimga ega boimaydi. Agar b  > 0  boisa, tenglama yagona 
yechimga ega va bu yechim x = \ o g ab  sonidan iborat boiadi (74- 
rasm).

T e o r e  ma.  Agar a > 0, a * \  b o (lsa,

3 -  § . K o‘rsatkichli va logarifm ik  
ten g lam alar, tengsizlik lar

a  f i x )  =  a g ( x ) ( 1)
Y Y

X
У =  a * \

\ o g a b  1 0

a)

X \ o g a b  0  

b )

X

74- rasm.
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va
A x ) = g ( x )  (2)

tenglam alar teng kuchlidir.
I s bot .  Agar a soni (2) tenglamaning ildizi bo‘lsa,/(a) = 

=g(a) bo‘ladi. U holda, = c ^ a \  Aksincha, a (1) tenglama­
ning ildizi boisa, va 0 х funksiyaning monotonligidan

f ( a ) = g ( a )  boiadi. Teorema isbot qilindi.
1- m i s o l .  85д2"46 = 82(д2+1) tenglamani yeching.
Y e c h i s h .  Tenglama (1) ko‘rinishda berilgan. Unga teng 

kuchli (2) ko‘rinishga oiamiz: 5 x 2 -  46 = 2(x2 + 1), bundan 
x = -4, x = 4 aniqlanadi.

Agar tenglama
< / < * > = (3) 

(bu yerda a  > 0 ,  a  *  b  > 0 ,  b  * 0 )  ko‘rinishda boisa, 
bs ( x )  _ = a g M \ o g a b  ekanidan foydalanib, tenglamani

a f ( x )  _  a g (x ) \o g a b

ko‘rinishga keltiramiz. Bundan unga teng kuchli f { x )  = g { x ) \ o g ab  

tenglamaga oiiladi.
2 - mi s o l .  53x™1 = 3x tenglamani yechamiz.

Yechish.  53x_1 = 5xlog53 => 3 x -1  = xlog= 3 => x = — —-.3-log5 3
Agar tenglama f { a x ) = 0 ko‘rinishda boisa, a x  = t  almash­

tirish orqali/(/) = 0 tenglamaga oiiladi. Har vaqt a x > 0 boigani 
uchun /(/) = 0 tenglamaning musbat ildizlarigina olinadi, so‘ng 
a x = t  bogianish yordamida berilgan tenglama ildizlari topiladi.

3 - mi s o l .  4х + 2X -  6 = 0 tenglamani yechamiz.

Y e c h i s h .  2X = / almashtirish (2х)2 + 2X -  6 = 0 tenglamani 
/2 + / - 6  = 0 kvadrat tenglamaga keltiradi. Uning yechimlari /=-3,  
t =  2. Musbat yechim bo‘yicha 2X= 2 ni tuzamiz. Bundan x= 1.

Koisatkichli tengsizliklarni yechishda у  = a x  funksiyaning 
monotonligidan foydalaniladi. J (x̂  > ^ (x) tengsizlik, a >  1 boisa, 
/(x) > g(x) tengsizlikka, 0 < я < 1 boiganda esa /(x) < g(x) 
tengsizlikka teng kuchli.
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4- mi s o  1. 0,5л'2+3х+7 < 0,5V̂+I tengsizlikni yeching.
Y e c h i s h .  0 < 0,5 < 1 boigani uchun tengsizlik x2 + 3x + 7 > 

>x2+ 1 algebraik tengsizlikka teng kuchli. Undan x > -2 aniqlanadi.

5- m i so 1. 4 u-75x" - 2x+i > 16V™ tengsizlikni yechamiz.

Yechish.  40'75*2- 2- 1 > 16̂ 2 tengsizlikni 
ko‘rinishida yozib olamiz. у = 4 > 1 boigani uchun, tengsizlik 
o‘ziga teng kuchli boigan 0,75x2 -  2x+ 1 > 2x2 tengsizlikka keladi.

J avob  : -2  <x <  0,4.
Agar tengsizlik f { a x) < 0 ko‘rinishda bolsa, 0 х  = t  almash­

tirish uni /(/) < 0 ko‘rinishga keltiradi.
6- m i s o l .  9X- 3 X+ 1 -  4<0 tengsizligini yechamiz.
Y e c h i s h .  3X = / almashtirish tengsizlikni z2 -  3/ -  4 < 0

tengsizlikka keltiradi. Oxirgi tengsizlikning yechimi (-1;  4) bo‘yicha 
-1 < 3X< 4 tengsizligini tuzamiz va yechamiz.

Javob:  —go < x < log34.
7 - m i s о 1. я x- 1 < я2х (я > 0) tengsizlikni yechamiz.
Y e c h i s h .  я > 1 , я = 1 у а 0 < я < 1  boigan hollarni alohida- 

alohida qaraymiz.
0 <я< 1 bolsa, berilgan tengsizlikx- 1 > 2xtengsizlikka yoki 

x < -1 tengsizlikka teng kuchli. Demak, bu holda, (-со; -1) 
oraliqdagi barcha sonlar va faqat shu sonlar tengsizlikning yechimi 
boiadi.

a =  1 bolsa, Iх ™1 < l2x tengsizlikka ega boiamiz. Bu tengsizlik 
yechimga ega emas.

a >  1 bolsa, berilgan tengsizlik x -  1 < 2xyokix>- l  tengsizlikka 
teng kuchlidir. Demak, a >  1 bolsa, (-1; +co) oraliqdagi barcha 
sonlar va faqat shu sonlar tengsizlikning yechimi boiadi.

Javob:  0 < я < 1  bolsa, x g ( - o d ;  -1); a  =  1 bolsa, 0 ;  я >  1 
bolsa, x e (-l;  +oo).

8.41. Ko‘rsatkichli tenglamalarni yeching:
а) 4х" 1 - 2 X=0; b) 5X-  125-5-x = 20;
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e) 9-1*-2! -  4-3-^"2l -  a = 0, аеД;

0  0,5x2"20x"23'5 = ^ ;  g) 9X + 4x - ° '5 = yc* 0-5 + 2^;

h) 4 ^ + . 6 = 1 0 - 2 ^ ;
i) 4* + 3 + 5 + ... + (2x- 1) _ 0 i25-64; 
j) a? =\x+2\, a -  parametr;

к) з2-"-3 ■ 53x"2 = 5; 1) З ^ у - ^  1;

m) 2*+4 + 2j[+1 + 3-2jc + 2 = 120; 
n) 4Л — 7X+2 = 7X + * — 2 ■ 4X + 1;

0 ) - 4 - +  г1'*2 = 2; p) 9-4x - 1 3  6x + 4.9x = 0;
2

q) 10 4x - 9  2X(4X+ 1) + 2(16x +2-4x + 1) = 0; 

r) 4X -  2 ■ 6X = 9*+̂ ; s) 3 4X+ 2  25X = 5 10X;

t) (V4 + Vl5) + (V 4 -V l5 )  = 8 ;

x) 3X+I = n - 2 X; y ) 2 x +5 x =7 x;

z )  2 » 2  =  5 £ + 3 .  0 ‘) 2lx l+1 = 2 - x 2 .
X

8.42. Ko‘rsatkichli tengsizliklarni yeching:

a) | l j X "5Г >2"8x2+6; b) 4x - 4 - 2 x+ 3 > 0 ;

d) 32<x+ >) -  5-3x + 2 < 0;

e) |5X -  5| -  |5X -  4| > |5X + 4| -  8;
x̂ l 2x-l 2 л л

f) a«i  > a x+1 ; g) 2X +4x+4 > 2 ;



h) 2 х  ■ З х ~2 > i ;  

j) 2x+4 + 3-2x "2 >67;

1) 0,l4x2- 2x- 2 < 0 ,l2x-3;

0  ( I T " 2" '  ^3-x - 2 ;

k)4x -5-2x + 4>0;

m) 2 * ~ 1-1

2X+1+1
< 2 ;

n) (0,3)2 + 4 + 6 + -  + 2x> (0,3)72, x e N -

о) 4х -  2-52x -  10х > 0; p) л/9х -  3х+2 > 3х -  9 ;
q) x 2 - 2 2 x + 9 ( x + 2 )  2 x + 8 x 2 < ( x + 2 )  2 2x +  9 x 2 - 2 x + 8 x + 1 6 ;

r)
xX+l-̂ - 

2 л1 = — ; s) 2X+ 2|x> > 2V2 ; 
V27

2x4-1
2 x -3

t) 0 ,2X_2 >5; u)
' \ л 1-x 1

,5 y

>

v 5 .

- 3

8.43. о ning qanday qiymatlarida |x+ l | - | 3x+ 15| = ях tenglama:
a) yagona yechimga ega? b) bittadan ortiq yechimga ega 
bo‘ladi? d) yechimga ega boimaydi?

2. Logarifmik tenglamalar va tengsizliklar. \ o g (p c =  b  ( a  > Q ,  

a * \ )  tenglamani qaraymiz. Bu tenglama eng sodda logarifmik 
tenglama deyiladi. x  = a b son qaralayotgan tenglamaning ildizi 
boiishini ko‘rish qiyin emas.

Berilgan tenglama x =  a b dan boshqa ildizga ega emasligini 
у  = log^ logarifmik funksiyaning monotonligidan foydalanib 
isbotlash mumkin (75- rasm).

y = l o g  X

y = b _

. a.

y -b

7 5 -  ra sm .
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logv/V= b  ko‘rinishdagi tenglamani qaraymiz. Bu tenglama­
ning aniqlanish sohasi x ning x > 0 , x  ̂ 1 munosabatlarni 
qanoatlantiruvchi barcha qiymatlaridan tashkil topadi. Agar А<0
bo‘lsa, bu tenglama yechimga ega bo‘lmaydi. /V> 0 bo‘lsa, x = /V* 
dan iborat yagona yechimga ega boiadi.

log0x< b , log0x> Z?, log^x^ b , log^x^ b  ko‘rinishdagi (bu 
yerda я >0, я * 1) tengsizliklar eng sodda logarifmik tengsizliklardir. 
Ularni yechishda y =  log^ funksiyaning monotonligidan foyda­
laniladi.

log</x< Z> logarifmik tengsizlikni qaraymiz. Agar 0 <я < 1 bolsa, 
bu tengsizlikning barcha yechimlari to‘plami (яА; +oo) oraliqdan 
iborat boiadi (75- я rasm). Agar я > 1 bolsa, qaralayotgan 
tengsizlikning barcha yechimlari to‘plami (0 ; a b) oraliqdan iborat 
boiadi (75- b  rasm).

logax> b , logflx<  b , logtix> b  tengsizliklar ham shunga 
o‘xshash yechiladi.

1 - mi s o l .  a) log3x=9;  b) log364 = 2 tenglamalarni yecha­
miz.

Yechish.  a) Tenglamani potensirlaymiz. Natijada: x = 39;
b) tenglamani potensirlaymiz: x2 = 64, bundan x = 8 .

2 - mi s o l .  a) log4x<9;  b) log^x<9 tengsizliklarni yecha-
J  3

Y e c h i s h .  a) oldingi misolda log3x = 9 tenglamaning x = 39 
ildizi topilgan edi. Asos я = 3 > 1, Z> = 9.

Y e c h i m :  (0; 39) yoki 0 < x < 39;

1- t e o r e m a .  log^x) = log^ x) (я > 0, a *  1) t e n g l a m a

miz.

b) я = - € (0; 1) boigani uchun yechim (3 9; + c o )  oraliqdan

iborat.

(1)

s i s t e m a g a  t e n g  k u c h l i d i r .
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Isbot. у  = \ o g a t ( g > 0, a * \ )  logarifmik funksiya monoton. 
Shunga ko‘ra logG/(x) = logtig(x) tengligining bajarilishi uchun 

f { x )  = g { x )  bolishi kerak. D em ak,/(x)>0 boiganda \ o g J ( x )  = 

= log0g(x) tenglama/(x) =g(x) tenglamaga teng kuchli.
1' -teorema.  log/Cx) = logygCx) ( я > 0 ,  а Ф \ )  tenglama

f { x )  = g(x),
[ g ( x )  > о

sistemaga teng kuchlidir.
Bu teoremani isbotlashda 1- teoremaning isbotidagi kabi 

mulohazalar yuritiladi (V-teoremani mustaqil isbotlang).
2-teorema.  Agar 0 < a < 1 bo ‘Isa, logfl/(x ) >logag(x) teng­

sizlik 0 < /(x) < g(x) qo(sh tengsizlikka, a >  1 bo ‘Isa, f { x )  > g(x)> 
> 0 q o ‘sh tengsizlikka teng kuchlidir.

Вu teoremaning isboti logarifmik funksiyaning monotonligidan 
kelib chiqadi.

3 - m i s o l .  _ _ j tenglamani yechamiz.
lg8-lg(x-5)

Y e c h i s h .  1) Tenglamaning aniqlanish sohasini topamiz: 

'x + 7 > 0, fx > -7,
x > 5,

x -  5 > 0, = > j x >5 ,
lg 8 -  lg(x - 5 ) ^ 0  X  -  5 ф  8

2) ifodani sodda koTinishga keltirish maqsadida ayniy 
almashtirishlarni bajaramiz:

lg Vx + 7 -  lg 2 = lg(x -  5) -  lg 8 => lg = lg ̂

- ^ = ^ = > ( х / ^ Т 7 )2 = ( ^ ) 2 =>x2 -26x  + 87 = 0.
2

Bundan x= 29 ekani aniqlanadi.
3 x + 54- m i s o l . logx. — — < 0 tengsizlikni yeching.

Y e c h i s h .  Tengsizlikni log* < log* 1 koTinishdayozib 

olamiz va quyidagi hollarni qaraymiz:
A  24  -  A lg e b ra ,  I q is m  3 6 9



3 y+ 51) 0 < х<1 bo‘lsin. U holda — tengsizlikka yoki

> 0 tengsizlikka ega boiamiz. Bu tengsizlik (0; 1) oraliqda 
yechimga ega emas.

2) x > 1 bo‘lsin. U holda 0 < < \ qo‘sh tengsizlikka ega
x -3

boiamiz. Bu qo'sh tengsizlik x> 1 shartni qanoatlantimvchi yechimga 
ega emas. Shunday qilib, berilgan tengsizlik yechimga ega emas.

5 - m i s o l .  loĝ - x2 - 1 8 log81xx3 + 20 log9x Vx = 0 tengla­
mani yeching.

Y e c h i s h .  Logarifmni boshqa asosga olkazish formulasidan 
foydalanib, barcha logarifmlarni 3 asosga o‘tkazamiz:

21° g 3 ^  _  ] 3  . 3 l o g 3 x  +  2 0  2 log3X =  o.  
l o g j x - l  4 + l o g 3 X  2 + l o g 3 X

Bu tenglamada Iog3x = / almashtirish bajaramiz va 

(//%/+4h'+')) =:  ̂ ten8 âmaSa e§a boiamiz. Uni yechib, Z, = 0,

h  = , z3 = z h ^ l l  yechimlarni topamiz. log3x = z bogia­

nish yordamida berilgan tenglamaning ildizlari topiladi:
- i - 3 7 n  - i+Зу/П

x, = 0, x2 = 3 7 , x3 = 3 7 .

M a s h q l a r

8.44. Tenglamani yeching:
a) 2 1n(x-3) = Inx-  ln4; b ) x ,gx=x10;

d) 0,1 ■ x lgx-4  = 1003; e) 4logi6* = _L;
64

0  x2l08flX = a x ,  a  > 0; g) log25(x2-  10x+9) =2;

h) Vlogx V3x log, x = 1;
2
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i) log^ О"2 + loga2 Х  = а \  j) 21ogxx4 + log2x = 4;
a

k) (1 + logc a )  logfl x log6 с  = logA x logfl x logti с ;

1) log4(2 log3(l + log2(l + 3 log3 x))) = ;

m) log3( 1 + log3(2x -  7)) = 1; n) log3(3x -  8) = 2 -  x;
o) log3(x+ 1) + log3(x + 3) = 1;

p) 3log3 lg>̂  -  Igx + lg2 x -  3 = 0;

q) 9log3(,-2x) =5x2 -5 ; r) xlog3X =9;

S) 3( logx V5)2 - 3 logx V5 + 1 = 0;

t) log3(4 • 3X -  1) = 2x+ 1;

u) 1 + 21og(x+ 2)5 = log5(x + 2);

v) Ig(lgx) + lg(lgx3 -  2) = 0; x) lg2x = 6 -  x;

У) log2 x = 3"x + ? ; z) log3(x + 5) = logi ^ + 4 ;

o‘) log2(3x + 4) = 2 -  5X ; g‘) x log2x = 24.

8.45. Tengsizlikni yeching:

a) lg2 x2 + 5 lg x > -1,25;

b) logx ( V 9 - x 2 -  x  -  1) > 1;

d) (logx2)(log2x2)(log24x) > 1;

. ,  4 6 - 4 X - X 2 .

e) lof W — 14— >*;
16

0  X(lgx)2-31gx+l > 1000; g) logx(24 -  2 x -  x2) < 1;

h) logx_ ,9 < logx3; i) log 1 ( ( x + 5 ) ( x - 6)) > 2;

j) (log^O.S)2 < log2x(2x2);
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к) 2A'log3x + log3x  < 2X+ 1 + 2;

1) logi(5x -  1) > 0; m) log5( 3 x - 1) < 1;

") l0g2X - I ^ ;  о)1оёзл + 5(9х2 + 8л+ 8)>2;

p) \ o g 0 2( x 2 -  x -  2) > log0 2(-x2 + 2x + 3); 

q) logx(log9(3x -  9)) < 1; r) log^Cx2 -  5x + 6) < 1;

S) logx2(2 + x) < 1 ; t) (0,5)IO83l°8̂  < 1 ;

u Mog4X ^l 
l+log2x 2

3. Koisatkichli va logarifmik tenglamalar sistemalari. Bu
tur sistemalarni yechishda oldingi bandlarda bayon qilingan algebraik 
qo‘shish, oiniga qo'yish, yangi o‘zgaruvchi kiritish, ko‘paytuv- 
chilarga ajratish, grafik yechish usullaridan, shuningdek, funksiya­
larning xossalaridan foydalaniladi.

. . . [logv5X+log3> = log%3,
1- mi s o l .  { (1)

[ log3 x — log^ у  = ~  log3 243
ni yeching.

Y e c h i s h .  Logarifmlarni bir asosga ( a  = 3 ga) keltirilib, 
potensirlashlar va soddalashtirishlar bajariladi:

log^ x = 2 log3 x; Iog3 3 = 1; log^ 3 = 5 log3 3;

log3 X  = u; log3 у  = v.

r2 u  + v  = 5, fy = 33 = 27,

(2)

 ̂^  ' [u  -  2 v  = - 5 ,  [x = 3.
2- m i s o l .

f 2 l+21og2 ( y - x )  _  2 2 ^

j 2 log5 (2y -  x -  12) = log5 ( y -  x )  + log5 ( y  + x) 
ni yeching.

Y e c h i s h .  Birinchi tenglamadan ( y - x ) 2 = 16 tenglamani va 
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bundan y-x>Oekanligini e’tiborga olib, y - x = 4  ni olamiz. Sistema 
quyidagi ko‘rinishga keladi:

( y - x  =  4 ,

12 log5 ( 2 y  - x - 12) = log5 ( y - x )  + log5 (y+ x).
(2 ')

(2') sistemadagi 1 - tenglamadan y  = 4  + x  ni topib, 2- teng­
lamaga qo‘ysak, faqat x noma’lum qatnashadigan tenglama hosil 
boiadi, uni yechib, x ni topamiz:

21og5(x -  4) = log541og5(4 + 2x) log5(x -  4)2 =

= log54(4 + 2x) => ( x -  4)2 = 4(4 + 2x) => x2 -  16x = 0 =>

=> {x, = 0, x2 = 16}.
Bu tenglamani faqat x= 16 soni qanoatlantiradi. y  = 4  + x  dan 

y =  20 ekani kelib chiqadi.
J avob : (16; 20).

3 - mi s o l .
y - 2 x = \

log, x -  у = 0 sistemani grafik usulda yeching.
2

Y e c h i s h .  Koordinatalar sistemasida y = 2 x + 1 va у = logi

funksiyalar grafiklarini yasaymiz (76- rasm).
Ikkala grafik taqriban /1(0,5; 2,2) nuqtada kesishadi.
J avob  : x «  0,5, у  « 2,2.
4- m i s o l . /7 > 0, n *  1,

— - > 0 boiganda 
102m - l

J lg x — lg у = m ,

[ 10х2-^2 = n  

sistemani yeching.
Y e c h i s h .  Logarifmik funk­

siya ta’rifiga ko‘ra x > 0 , y >  0 .
Ikkinchi tenglamadan (x2- y 2)lglO =
= lg/z; x2 - y 2 = \gn . Berilgan sistema
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-  = 10"', 
у

х 2 -  у 2 = lg л ,  tenglama va tengsizliklar sistemasiga keladi. 
x > 0, у  > 0

Bundan x= \ 0 my ,  102"У -  y 2 = Igzz, У 2 = >

lO^-l \10 ’

M a s h q l a r

Quyidagi tenglamalar sistemasini yeching (8.46-8.55):

l x  + y  = 6 ,  j x - y  =  \ ,

8'46* Ilog2X + log2у  = 3 . 8-47- { 4 X + 2 y  =18.

848  { x2+>,2=68’ « 4 0  j 3^ = 9 ’
■ [log2 x - l o g 2y = 2. * ‘ [log2 (x + l)  + log2(y+ 1) = 2.

J log3 ( x - y )  = 1,

8'50* \ \ 0 - 2 5 y  - 5 x ~ l =125.

8.51.
log 2 x + 2 log4 у = 3,
31og8 (X + 1) -  log^2 (У  -1) = log! 3.

8.52.
log.v-2 (xy -  X -  2y + 2) + -  log^,, (x2 -  4x + 4) = 3, 

logx+l ( y  + x - 2 ) -  logy+ 2  (x2 + y 2 ) = - \ .

[ logx-2 (ҳ у +  Х + У + 0  + log ( y  + 2) = -4 ,
8.53. 7

[ 2 logx+l ( y  + l ) -  \ o g x+y ( y 2 + 2 x  + x y  + 2 y )  = 2.

f x y = v2x 

8'54* I x3 -  y2 ’ (Х>0’ У>0 ) '
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f = v4x
8.55. ^ ’ ( x>0 ,  >;>0).

[x^ = / ,

8.56 . Tenglamalar sistemasini yeching: 

a) j52x - 2 y  '= 21,
{ 2 log4 x + log4 у = 2;

b)
43x - 3 '  =-26, 

4х -  =-2;

d)
1

=  - 2 " v +
l

lgw+1 lgw - Г

lg2 и = 2V + 5;

e) lg I ^  I + lg I У 1= 1 + lg4 .

[I x |lg|j,|= 4.
8.57 . Tenglamalar sistemasini yeching:

j 3X • 2-̂  =9,
3 [logT3( x - y )  = 2; b)

logfl2x + logfly = - ,  

log6 x + log. 2 у = 1;

d)

8.58 . a

f log3 X 2 +log3y2 =2, 
| y - 5 x  = -2.
va /j parametrlarmng qanday qiymatlarida 

sistema yechimga ega bo‘ladi?и + а *  = 2 - \

[ x + у = — logfl 16
8.59. Tenglamalar sistemasini yeching:

j  logo,3 + log0,3 y 2 = - 2 ,
[ x -  3y = 0,1.

8.60. Agar 3>,+5 = 9x va x + y= 1 bo‘lsa, x - y  ni toping.
8.61. Taxta, bo‘yoq va sement xarid qilindi. Agar 1 m3 taxta 

sotuvdagi narxidan to‘rt marta arzon, 1 quti bo'yoq ikki 
marta qimmat, 1 t sement uch marta arzon boMganda 
qilingan xarid 750 so‘m turgan boMardi. Agar taxta besh
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marta arzon, boyoq to‘rt marta arzon, sement ikki marta 
arzon bolganda xarid uchun 400 so‘m to‘langan boMardi. 
Necha so‘mlik xarid qilingan?

8 .62 . Jami 228 so‘mga 3, 5, 7 so‘mlik uch xil qalam keltirilgan. 
7 so‘mliklari 3 so'mliklaridan 6 dona kam, 3 so‘mliklari 
5 so‘mliklaridan 2,2 marta ko‘p, 3 so‘mlik va 5 so‘mlik- 
larining umumiy soni 7 so‘mliklari sonidan ikki marta 
ortiq. Har qaysi qalamdan qanchadan keltrilgan?

8.63.

T a k r o r l a s h g a  doi r  ma s h q l a r

Kolrsatkichli funksiyaning xossalaridan foydalanib, son- 
larni taqqoslang:

a ) | j
0,8

va 1;

d)
4 f  Г 4 ' 5

sJ va Is
0 (2,56)° va (0,312)°;

b) \ f f  va 1;

e) (0,4)-2 va (0,4)3;

g) ( l , 7 )-3 va (1,7)"2;

h)
2 ,7 (\

va
5,2

i) Ij
-3

V a  ,5

j) (ОД)-6*5 va 55’6; к) 3-1'2 va I -
2,8

,-i

1) tg(^j va 1; m) (V3)-2 va l5

8 .64 . Agar:
и

a) a  3 > a 3 ’, b) a* > a *  \ d) a 5 > о0,6; e) о 3 > о0,2
bo‘lsa, a  o‘zgaruvchi qanday qiymatlarni qabul qilishi 
mumkinligini aniqlang.

8.65. Agar:

a) 1,34a < l,34p; b) V(U64a <>/0,364p ; 

d) 2\/l,6a < bo'lsa, a va p larni taqqoslang.



8 .66 . a0’4 < a0’5 bo‘lsa, 1 va a  sonlarini taqqoslang.
8.67. а) л1»5 va 3 ,H 1’5; b) 2,71828..r0'8 va 2,72-°’8 sonlarini 

taqqoslang.
1 \ X

8 .68. x o‘zgaruvchi -5  dan 0 gacha okzgarsa, у  = |- j  funksiya 
qanday o‘zgaradi?

8.69. Funksiyaning aniqlanish sohasini toping:

1 / I
a) у = 169-*; b) /(x )  = | - j  ;

d) g ( x )  = - ^ j -  e) ф ( х ) =  1
14х 2х - 4

8.70. Funksiyaning qiymatlar sohasini toping: 
a) у = 3|x|; b) у = -9х;

d) у =113^-131; e) у  = j—j т.
14  + l |

8.71. Logarifmik funksiyaning xossalaridan foydalanib, son- 
larni taqqoslang:

a) log.5 va log,9; b) log| 8  va log; 15 ;
4 4 5 5

d) logQ7 va logo7; e) log; 7 va log; 7.
y  0 3 9

8.72. Ifodaning ishorasini aniqlang:

a) log0 84 -  log; 5; b) log310 -  2;

d) log0 218 -  log0 217; e) 1оё48 " L
8.73. Funksiyaning aniqlanish sohasini toping:

a) у = log3(3x+ 10); b) у = log30(-12x);
d) у = log5x 2; e) у = log3 (x2 -  V5);
О У  = log,,(9 -  x2); g) y = log13(13x2 + 11);

h) у = log4 \ l 9 x 2 -16);  i) У = log5|x2 -  3x + 10|.
8.74. Agar barcha x > 0 sonlar uchun

a) log0(x2 + 3) > log^x; b) log0(x2 + 3) < log^  
bo‘lsa, a  qanday qiymatlar qabul qilishi mumkin?
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8.75. Hisoblang:
a) I51+1°gi52; b) 42+log49;
d) 173,°8i72; e) 81"’082 3 ;

f) log^ V625; . g) log2 0,125 + loĝ /з 9;

h) log^V49; i) log2 log2 >Д/2 .
8.76. log4125 = a bo‘lsa, lg64 ni toping.

IgdgQ)

8.77. Ifodani soddalashtiring: a lga + IgZ?2 + logl00 о .
1 ' i i

8.78. Agar у = 101-18Х va  ̂= lO1"1̂  bo‘lsa, x = 101"lgz 
bo‘lishini isbotlang.

Tenglamani yeching (8.79-8.102):

8.79. =4. =>/зз7 ^ 2 | - ! .
8.81. = *+-ll25x*4 .
8.82. 3X + V3” 2 - T  = г -V  + J n * .

8.83. 8(4X + 4"x) -  54(2X+ 2"x) + 101 = 0.
8.84. 0,51g(x + 3 )-2 lg2 = 1 - IgV25x + 375.
8.85. lg2(100x) + lg2(10x) + lg2x= 14.

8 .86. l°g2,2_2(3x2 + x  -  4) = log816 -  log27 3.
8.87. log3(3x=8) = 2-x.
8.88. 2x+ 1 = 21og2(9x + З ^ - 1 -  2X + 3-5).
8.89. x(l -lg5) = lg(2x + x -  1).
8.90. 2(lg2 -1) + IgCŜ  +1) = lg(5,' Vx + 5).
8.91. log3(3x- l )  log3(3x+1-3) = 6.
8.92. x + lg( 1 + 2X) = xlg5 + lg6.
8.93. log6 ( 2 ^  -  3) = log6 log^ 93 -  ̂  log6 4.
8.94. '71®* — 5lgx+1 = 3 • 5lgx" 1 -  13 • 7lgx~ К

378



2 2*2 v z logj (2-2x2)

8.96. x 2 log6 VSx2 -  2x  -  3 -x logxCSx2 -  2x  -  3) = x 2 + 2x.
6

8.97. log32 + log3log3(4 -  x) = log3log3( 1 9 -6 x ) .

8.98. 721og8( - x )  -  log8 Vx2 = 0.

8.99. log3;t + 7(9 +  1 2 x +  4x2) +  log2x + 3(6x2 +  2 3 x +  21) =

8.100. log , _ 2x(6x2 -  5 x +  1) + log, _ 3x(4x2 -  4 x +  1) = 2.

8.101. logx+l (1 -  3x) = l o g ^ p ^  (1 -  2x -  3x2) -  1.

8.102. • 4 log2 * + log3 (x -  2) = 9 ,  x  -  butun son.

Tengsizlikni yeching (8.103-8.110):
i m *-28.103. i .  i  < 3  U )  + 2X. 8.104. I 3X -  2 |< 1 •

x-l
8.105. 2 ^ +21 > 1 6 .  8.106. (V I  + 2)*-' й ( V 5 -  2)*+i .

8.107. log3 J x 2 + x - 2  < 1 . 8.108. /|og2 [ ^ ]  < 1.

Л2- 4
8.109.

8.110. (Зх+3 +  3 " ^ ) 3 1 8 > г - 1 8 ( 2 х 2 4 -Зх) , ,  ,

Tenglam alar sistemasini yeching (8.111-8.114):

f у 2 =  4 х +  8, [ 3х . 5^ = 7 5 ,

8 Л 1 1 ‘ | 2 x+1+ y  + l = 0. 8 ‘ 1 1 2 ' | з ^ - 5 х = 4 5 .

= S.M4.(,0e=” 31"
[lg ( x - y )  + lgx  lgy  = 0.  [x^ =  512.

8.115. Tengsizliklar sistemasini yeching:

x + 2 , 2 5 y  -  Vx -  \,5yjy + 0 , 5  < 0, 

y j^ g x у  + yjlogy x  >2.



J A V O B L A R

I b o b

1.1. {1,9, 2}. 1.2. lOefi, 136efl. 1.3. S = { -3 ;- 2 ; - 1 ;  4}, S, = {3; 2; 1.4. {B.
0 ‘, Sh, V, A, Q, T, D, N , U , M, I, L, F, O, Y}. 1.5. a) {1; 2; 3; 4};

b) ( -  £ ) ;  d) {0; 12}; e) (-V I; V I); 0 {1; 2}; g) {1; 2; 3}. 1.6. (77- rasm).

1.7. a) {111, 113, 131, 133, 311, 313, 331, 333}; b) {135, 153, 315, 351, 
513, 531}; d) {104, 140, 203, 302, 320, 401, 410, 500}; e ) { l ,  11, 21, 31, 
41, 51, 61, 71, 81, 91}. 1.8. a), b). 1.10. 0- 1.14. а) £Ь4; b) ZXzC. 1.15. {3}; {6}; 
{9}; {12}; {3; 6}; {3; 9}; {3; 12}; {6; 9}; {6; 12}; {9; 12}; {3; 6; 9}; {3; 6; 12}; {3; 
9; 12}; {6; 9; 12}; 0 ;  A. 1.16. a) /tc fl; b) CcZ); d) EczF; e) KaM; MczK.

0 1 2  3

a)
j / / / ; / / / / / / / ; / / / / / / / / / / / /  ̂

4,1
d)

e)

- 2 - 1 0  1 2

b)

-2,7 1
e)

Wi-
6
f )

g)

-1

h)

/̂///////////////////////////̂  ^
3,4 8

g)

77- rasm.

1.17. a) BczA\ b) AczB\ d) AaB: B<zA\ e) AczB\ 0  /4cfi; g) B o4; h) BczA.
1.18. a) to‘g‘ri; b) noto'g'ri; d) noto'g 'ri; e) noto'g 'ri. 1.19. a ) A = B \ b) A *  
* B, d) A *  B\ e) A = B. 1.25. [3; 5). 1.26. P uE =  {a, b, c, d, e, / ,  g, г, к).
1.28. a) /1 и 5 = { х |х  = 4А:, k e Z \. 1.31. / l \ f l =  { x |x e{ -5 ; 3 )u(3; 4 ) u (4; 5)u(5;
6 )u (6 ; 7 )u (7 ; 8 )u(8; 9 )u (9 ; 10)}. 1.35. A = { x \x = 2 k ,  keZ }. 1.44. 20 kishi.
1.45. 13 kishi. 1.47. 68 kishi. 1.48. 4 ta.

II b o b

2.2. Hammasiga. 2.3. A: = 2431 bo'lishi mumkin, А:г{15; 18}. 2.4. k=  1, 3, 5, 7, 
15, 21, 35, 105. 2.23. a) 2; b) 5555; d) 20; e) 1; 0  1; g) 600. 2.27. 1. 2.29. {7;

14; 21}. 2.30. {117342; 1897524}. 2.49. a) b) 1; d) 9. 2.50. a) Faraz: VI -
6

ratsional son, VI = ^  > 0 , bunda m, n e N  va B(m\ я) = 1. U holda Зя2 = /и2, 

bundan /и2 ning, dem ak, m ning ham 3 ga bo'linishi m a’lum bo'ladi; m  = ЗА:; 

3n2 = 9k2; n2 ham , demak, n ham 3 ga bo'linadi. kasr 3 ga qisqarmoqda. Bu 

esa shartga zid, dem ak, VI soni ratsional son emas. 2.51. Ratsional son mav-
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jud  va u r = — , B(m\ n)=  1 deb faraz qilinsa, 5 n bo'ladi. U holda 5m= 2" va 
n

hokazo. 2.55. a); e); f); h). 2.57. Ajratuvchi sonlar: a) 2nR\ d) 3. 2.68. a) a = b 
yoki a = -b\ d) be(-oo\ 0]. 2.74. |я| + |Z>| + |c| + ^  0. 2.75. \a -  b{ + \b -  c\ +
+ |f l - c |^ 0 .  2.76. \a - ty  + \b - c \  + \a - c \< 0 .  2.77. h) 3; i) -4 ; j)  3; k) 14. 2.79.

7; 8 j j ;  d) xe{-4 ,5 ; -4 ). 2.80. {-2; -1}. a) K o 'r s a tm a :  

-  x  < \ ning butun yechimlarini toping; e) 0 .  2.81. Agar p = n

a) xe 

x —10 <

bo'lsa, j  = 1. Agar p < n bo'lsa, 1 p, 2 p, ..., j  ■ p  sonlarigina p  ga 

bo'linadi. j  + 1 j  • /? soni esa n dan katta. Demak, j  ta had p  ga bo'linadi.

Agar p>  n bo'lsa, j  = 0 . 2.82. N ollar soni 2 va 5 tub sonlardan tuzilgan 

juftlar soniga teng. 2.83. 600! = 1 ^-З-.-.-бОО yoyilmada 2 tub sonining 600! soni 

bo'linadigan eng katta darajasi

600
26

1 [600"

Г 600] 600] '6 0 0 ] Г боо' 600]
L 2

+
Y

+
23 24 25

600 600+
28

+
F =300+150+75+37+18+9+4+2+1+0=594 • Jav o b :

600]594. Shu kabi 7 tub sonining eng katta darajasi | — j+

600
Y ' =85+12+1+0=98. Ja v o b : 98. 5 soni uchun i f

[600" [600]
L?2 .

+
|_73 J

[600] "600]
52

+
53

=120+24+4=148 • Ja v o b : 148. 2.84. n\= I 2- ... n natural sonlar yoyilmasida p

tub songa bo 'linuvchilar soni 

bo'linuvchilar soni | 4 r j  ta

n
IP-

ta, p2 ga bo'linuvchilar soni
l 7j

ta, p 2 ga

va hokazo. n\ yoyilmada p  tub son va uning

darajalariga bo'linuvchilarning umumiy soni
n n n

+ + . . . +
_P_ 7 . 7 .

, bunda p'n <

1
<n<pn»'. 2.89. a) 1; b) d) 5. 2.92. a) 25%; b) ; d) 250%. 2.95. 1,75 kg.

2.97. 240 ta. 2.102. 9 m va 10,8 m. 2.103. 8,8 m va 11 m. 2.105. 2 yildan keyin.
2.106. a) 70 = 23-3 + 1; b) 180 = 20-9; d) 200 = 11-17 + 13; e) 76 = 8-9 + 4.
2.107. a) 5 = 0 -9 +  5; d) 9 = 0-18 + 9. 2.109. = - q  -  1; r{ = b -  r. 2.113. 
а) л = 3, л = 5; b) л = 3; d) hcch bir qiymatida; e) az = 3, /t = 9; f) /7 = 3, 
/7 = 5, /7 = 9; g) hech bir qiymatida; h) /7 = 3, /7 = 9; i) /7 = 3, /7=5.

I l l  b o b

3.1. a) Re(z) = -5 , Im(z) = 8; j)  Rc(z) = 0, Im(z) = 8; 1) Re(^) = 4, Im(z) = 0.
3.2. a) - 4  + 8/; d) 1,2. 3.5. а) г  = - 3 - 5 / ;  d) г  = - 3  + 5 /; e) ?  = 3 - 5 / ;  f)
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Z  = 3i; g) z  = 4 ,2 . 3.6. a) 1 + /'; b) 8; d) 0; i) 6 -  9/; j) 4 + 2/. 3.7. a) 1 + ў  / ; 

b) 1 + /; d) 1 + з 1 / ; е ) 4 + 1 3 / .  3.8. a) -13+11/; 0  3 i / ; g) +

h) 67^  -  +  / .  3.9. a) -9  + 19/; h) 13. 3.10. b) 2 -  0,6/; j)  12 + 3/; 

k) ^ -  -  -^- / . 3.11. a) a2 + 4b1 = ( a -  2bi)*(a + 26/); к) a2" + б2* = (я" -  /М)(д” +

+/M). 3.12. /л =

/, agar л=4А:+1, А:=0,1, 2 ,... 
-1 , agar zi=4A:+2, А:=0,1,2,... 
- / ,  agar п=4к+2, к = 0 ,1, 2,... 
1, agar л=4£, А:=0,1 ,2 ,....

3.13. а) 13 + 21/; d) 12/; 1) 8/.

1 Л
3.14. а) 12,5-12,5/; f) -3+ 1 ,8 / ;  ш) /. 3.20. -  -  ± — / .  3.21. (78- rasm). 3.22. 

(79- rasm). 3.23. a) |z | = 5; 0  |z| = З Л ; j) |г | = 1; n) |г | = 4; о) \z\ = |6 |;

р) k l = 1. 3.24. а) b) d) е) 0; 0  £ ;  g) ^ ; h ) ^ ; i ) ^ ; j )  0;
4  3 2 6  2 4  6

к) - ; 1) л; m) — . 3.25. a) Л Г со з— + /s in — 1; b) V2fcos— + / s in — );

d) 2^ cos j  + / sin ; e) 2 ^ cos + / sin ; f) 2(cosn + /sinn);

g) cos -  + / sin - ;  h) cosO + / sinO; i) cosn + / sinrr; j)  ^V 2fcos^  + / sin  ̂  j ;

2 л  . . 2 л  / 7 7 f  Л . . л )  5 л  . . 5л
к) co s— + /s in  — ; 1) V ll c o s -  + / s i n -  ; m) cos —  + /sm  — ;

3 3 ч 6  6 y 6  _ 6

n) 2^ cos у  + / sin j j  . 3.26. - 3 - 4 / =  5 ( c o s ) |n  + a rc tg l  j  +

+ /s in |n  + a r c t g l j j  . 3.27. z = 2 |c o s ^ + /s in  . 3.28. z = c o s l ^ +  / s i n y .

a) f )

 + Z =  1 + 2 /
2/

O l О Af 78- rasm.
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К Y. У
j )  1 k) ‘ n) z

....... 3

0 Z=0 *X 0 2 X  - 0 z

79- rasm.
3.34. 2(|м|2 + M 2). 3.35. Ko'rsatma: а) | г - (0  + 10/)| 5 2 0 , w = 0 + 1 0 /  = (0 ;  10). 
Javob: markazi (0 ; 10) nuqtada joylashgan va radiusi /? = 2 0  bo'lgan aylana 
bilan chegaralangan doira; b) Re(z) = Re(x + yi) = x  > 4. Koordinata 
tekisligining barcha shunday nuqtalari to 'plam iki, ular x = 4 to 'g 'ri chiziqdan 
o 'ngda joylashgan bo'ladi; g) yechilishi: z  = x  + yi. Re z = x. U holda

yjx2 + y 2 = x + 3 , yoki x 2 +  y 2 = x 2 +  6 x  +  9 ,  yoki у 2 = 6 x  +  9 . Bu parabola, uchi 

Z = - l ,5  + 0  / = - l ,5 ,  o'qi parabola uchidan o'ng tom onda yotgan haqiqiy o'qning 

bir qism idan iborat. 3.36. a) "y  (cosy +/s*n y )  1 b) 3V 3^cos|+ /sin^ j. 3.37.

a) y ( cos^ + /s in ^ ) ; e> c o s y + / s i n ^ .  3.43. a) Z0= ^ f c o s ^ + / s i n |) ,

v  ^8( n . . n Z |= — I - c o s - - / s i n - d) Z — ' b J i1 Y  г ' ’ 3.45. х = !Г гx

x f c o s s i n  — ga * = 0, 1, 2, 3, 4 larni qo'yib, x ,, x2, .... x , larni 

hisoblaymiz va x, • x2• x3• x4• x5 = г ( с о 5 ф  + / siny) ni topamiz. 3.51. a) xe/?;
о 90

b) X 60; d) 1; e) 2. 3.52. 3.53. a) - 2 10; b) - 2 ,0(1 -  /).

3.58. a) x, 2 =

7  1 V3.Z4 = - - + — / .
4 2 2

b±\l4ac-b
2a b) 7 - 1 .V 3 , .  

- 2 "2” ’
7 __1_V3; z 2-  -  у / , 2 У ' ’
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IV bob

4.2. b) 5 9 ^ ; d) - L .  4.3. e) 0; 1) 45; m) 222. 4.5. a) 2 7 x W ;  g) 243x5z20. 4.6.
/  4 1 0

e) h) i) 1 ^ - .  4.8. a) o3 + x 2; d) 5a -  I2jc; i) 2х*у+32х?. 4.12. b) 1 ;

e) 3; h) 192. 4Л5. a + b + с = 0 => с = - a  -  b => a* + b* + c* = a* + b2 -  (a + b)} =

|o|, <7*0, Z>=0 bo'lsa,

=-3a2b -  3ab2 = 3ab(-a -  b) = ЗаЬс. 4 .П .  \a+b\= |6|, о=0, Z?*0 bo'lsa, 4.22.

0, a=b=0 bo'lsa.
a) 3,999+ 147; e) 17. 4.23. b) a = -7; e) a = - \7 .  4.24. a) 16; c) 84. 4.25. b) a=  1, 
VZ>eC; c) (7 = 0, 6 = 4. 4.26. ( 7=3,  b = -7 ,  с = 4. 4.28. a) 12; d) 14. 4.30. 
a)/(x)g(x) = 20x5 + 16x3 + 4x2 + 8x; e) f(x)g(x) = 26x5 + 73x4 + 100x3 + + 33x2 +
12. 4.35. d) А, В, С lardan hech bo'lm asa birortasi 0 ga teng bo'lmasligi 
kerak, aks holda berilgan ko'phad 2- da raja li bo'lm ay qoladi. / 4 * 0  bo'lsin. 
K o'phadni F\x\ y) = Ax2 + 2(By + D)x + (Cy2 + 2Ey + F) ko'rinishda yozaylik. 
Uni ikkita chiziqli haqiqiy ko'paytuvchiga ajratish uchun P{x) = 0 tenglam a 
ildizlarini bilish kerak:

v _  - ( By+ D)±yJ( By+ D)2-A (C y2+Ey+F) 
x1>2 л

_ -(B y+  D)±yl(B2- A C ) y 2+2(,BD-AE)y+(D2- A F )
A

Bu ifoda noldan farqli aniq kvadrat boMgandagina izlanayotgan ko'paytm a 
hosil bo'ladi. Buning uchun ushbu shartlar bajarilishi kerak: 1) B2 -  AC  > 0;
2) ( B D -  AE)2 -  (B2 -  A Q (I)2 -  AF) = 0. Qolgan hollarda ham ko'rsatilganlar 
kabi shartlar bajarilishi zarur va yetarli. 4.39. a) (78 + (?4 + 1; b) 8xz. 4.41. 
а) Д х ) = Д х )(х  + 1) + 2; b) Д х) = Z)(x)(x2 + 4x + 1) + 2; d) Д х) = ZXxXx2 + 
+2x +2) + 3x + 4; e) Дх) = Д х)(х2 + Зх + 1) + Зх + 4; 0  Д х) = Дх)(3х2 + 5х -  
-8 ) -Зх2 + 14х + 2; к) Д х) = /Хх)(х2+ Зх + 5); 1) Д х) = Д х )(х 3 + 4х). 4.42.
a) Х + + 1 ;  Ь) х2 + 1; d) х3 + 1; е) х2 -  2х+ 2; 0  -̂ 3 -  х +  1; g) х  + 3; h) х2 + х + 
+  1; i) 1. 4.43. (7 =  4, 6 =  0.

V b o b

5.1. а) 4х; Ь) 36; d) 4(/'62с4; е) ^ x 2y 5z. 5.3. а) {2}; Ь) 0 ;  d) {1; 2}; е) {-3;

3); f) { - j } ;  g) 0 ;  h) {4,5}; i) {13}; j)  {0; -2}; к) {-a; a)- 1) {-4; 4}; m)

{0; 5}; n) 0 ;  o) {0; 3}; p) {-5; 9}; q) {1}. 5.4. a ) { x |x * - 2 } ;  b) R\ d) {xj x* 
* Д  x * ±3}; i) {a \ a eR , ( 7 * 1 ,  ( 7 * 2 ,  ( 7 * 3 } ;  k) {x | x e  R, x  * ±4}; 
1) {x j xe/?, x *  1, x *  7}; n) R; p) R. 5.5. a) {(r, y ) \x e R ,  ye/?, x * 0 ,  x*y};
b) {(x; у) I x e /?, yeR , \x\ *  |y|}; d) {(x; y ) |x e /? , y e k ,  y * x 2}; e) {(x; у ) |х е Д
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yeR, x * 2 ,  x * 3 ,  ^ ^ 0 } ;  g )  {(x; y) \ xeR, yeR, x*0,  y*3x}\  h )  {(x; y ) \xeR,

yeR, x± ±y}-, 1) {(x; y) \ xeR, yeR).  5 . 6 .  a )  -  d )  ; e )  ;
2 x+2m a+2b

k)  —1— ; 1) 1; m )  x 2. 5 . 7 .  {3x2+ ^ ;  3 x 2 +  - ;  4a2-x(a -  3 x ) ;  —  ; 6 x  -  5 .8 .
x+5 2 4 2

a-6  5x-3o 41a-5 . o2+x2 л  x2+c2 -  n , a+x
a )  ------- ; b )   ; d )   ; e )   ; f)   5 . 9 .  a )   ;

6 ’ '  4 12 2a 2x x
, x 2 y-x  2o+x „ x -5  _ .. 2x 7x2
b) — ; d) ~ ~ a x ~ ’ 0  1 7 - 5Л0 ' d) (735(7 7 : e) c T k ^ ) -  5 1 L

——ў —  I b )  g )  - 4 - ;  m )  — . 5.12. d )  ± ;  f) —
x 2 3b xyb ’ '  axy 4a 6

5.14. b )  - 2 x ;  d )  q2 -  pq; e) 0  ” 7 ^ 7 7 7 ^ ;  8 ) 2 i h ) 2 x ( x  +  ^);

‘) й - 2 - 5 Л 5 - a )  7 T 7 T ; b )  7 T T ; d >  ^ : e ) ^ 1 . 5 . 1 6 .  I v a 9 .  5 . 1 9 .

1 —X
d )  — — . 5.20. a )  h a ;  b )  y o ' q ;  d )  h a ;  e )  y o ' q ;  f) y o ' q ;  g )  h a ;  h )  y o ‘q ;  i) 

l + 2 x

h a .  5 .21 . a )  x e Q; b )  { ( x |  x  =  2k, keZ)\  d ) x >  - 8 ; e )  xeR\  0 x >  0 ;  g )  x e / ? ;

h )  x e [ - l ;  1];  i)  x ^ ± l .  5 . 2 3 .  g )  1 989 ;  h )  5 . 2 4 .  а )  Л  b )  Л ; d )  1 ;  e )  y 3.
8 m

5.26. a )  x  < 0 ;  b )  x e / ? ;  d )  x e / ? ;  e )  x e / ? ;  f) x e / ? ;  g )  x e / ? ;  h )  x  > 0 ;  i)  x e / ? ;  

j )  x e 0 ;  k )  x e / ? ;  1) x e / ? ;  m )  x =  3. 5.27. a )  x <  2; b )  x >  - 3 ;  d )  x >  3; e )  x <  4;

f) x =  3; g )  x =  3; h )  x e 0 ;  i )  x =  1; j )  x =  - 8 ; k )  x =  8 ; l ) x e { 2 ;  4}; m )  x =  3.

5.28. a )  4 4 ;  b )  15; d )  6 ; e )  6 ; 0  6 3 0 ;  g )  120; i) 60;  j )  0 ,0 1 5 .  5.29. a)

b )  d )  - ;  e )  - ;  f) - ;  g)  1 ;  h )  - ;  i)  5.30. a )  22 5 ;  b )  22 5 ;  d )  - 2 5 ;  
3 3 2 8 5 5 3 '

e )  1 ;  f) - x ;  g)  x 2; h )  x 2 +  1 ; i)  x 3. 5.31. a)  V\6  ; b)  ’̂ 7 6 ;  d )  $ 4 ;  e )  2-У25 ;

0  ^ ; g)  V 7 ;  h )  ^ ; i)  5 . 3 2 .  a )  W ; b )  4;  d )  V ^ 3 2 ; e )  2

f)  V x 7 ; g )  x4; h )  V U  +  2 ) 5 ; j)  x 8. 5.33. a )  V 2 7  va  ; d )  V 2 5  va  V 6

i) 2у[(х ^ ўў  va 2V T " . 5.34. 0  7л/2; h) 24Л ; j) |x 2 -  2 |V 7 ; 1) ( x -  1)VF

m )  (y + l)2' J 7 . 5 . 3 5 .  a) V80; b) ^ 5 4 ;  d) - 4V l 6 2 ;  c) V 9 6  ; 0  -  л / х ў
g )  h )  V ^ V ;  i) - V ^ V ;  j )  i l ( x - \ Y ( y - 2 )

k) -  V ( x  -  l ) 12( y  -  2 ) ; 1) - 4V 7 y ;  m) - V ( 7 - 4 V 3 ) x y  . 5 . 3 6 .  a) V2 ; b)

6-V3 ; j) 2 V8. 5 . 3 8 .  a) 2 ^ 3  < 3 ^ 2 ;  e) 3 ^ 4  <  3 s / 2 ;  0  V 2  <  V 3  ; i) V 8  <  VT9.

25  -  A lg e b r a ,  1 q i s m  3 8 5



5.39. a) 20; b) 2 ‘̂ 2 ;  f) 6; i) VTT. 5.40. a) V 2 ; b) V 4 ; d) Vb ; e) ; 

0  g) 5.41. a) x V Ib x ; b) 24x2; d) 36x2 -  9, k |  > ў ; e) x 16;

g) V(12 + x y 2)2 ; h) (xy  + z)y lxy~ T z . 5.42. a) b) ^  V is  ;

d) 5 + 2V 6; e) 2 - V2 + V 6; 0  4 + V?5 + V 45; 1) 2(- — —  ■;
a -x

h) {X ^ ± y  : o) O + 5-43- a) V3 7 - V 2 ; b) V2 3 - V 6 ; d) 2 ;

e) 2 V5 . 5.44. a) to ‘g‘ri; b) noto 'g 'ri; d) to 'g 'ri; e) to 'g 'ri. 5.45. e)

V i8 + V 2 . 5.46. 2. 5.47. a) дУ £(У ^ + V ^); b) 27; d) -1 , agar 0 < a 5 1 va
/ j  ̂ X ̂

- 1 1  ̂ 1 , agar -1 < a  < 0; e) 3; 0  V o ; g) 9o; h) —— ; i) \[{а^~Ь ў .
\  a )  2x-\

5.48. 1.5.49. 4.

VI b о b

6.2. a) /Y= /? \{0; ±1}, x  = -2 . 6.3. a) b) o = 1 da yechim yo'q, <7 * I da 

; e) a = ±1 da x ixityoriy son, t7^±1 da x =  0. 6.5. Yo'q. 6.6. Yo'q. 6.7. 15
ti-1

yildan keyin. 6.8. a) -4 ,5 ; b) istalgan son; d) -1 ; e) ildizi yo'q. 6.10. a) 1 
da x  = о -  1, й = 1 da x -  istalgan son; b) o * ± l  da x  = 0, a * ± \  da x -  istalgan

son; g) а  я* 1 da x  = — ; д = 1, b = - \  da x  -  istalgan son; <7 = 1, 6 ^ - 1  da ildizi 
а - l

yo'q. 6.12. 0  ( x -  3)2 -  1; g) a(x -  2a)2 + 3; i) f x  + ^ j  + ^ - .  6.15.

M um kin emas. K o ' r s a t m a :  z2 -  15z + 70 = 0 tenglam a haqiqiy ildizga ega 
emasligidan foydalaning. 6.16. K o ' r s a t m a :  a2 + b2 = (a + b)2 -  2ab, а ’ +& = 
= (a + by -  ЗаҚа + b). 6.17. Yo'q. 6.20. i) 77(x2 -  (a+  P)x+ a.p) = 0, a eR , a *  0. 6.21.

14x2- 3 x - 5 = 0 .  6.22. - x 2 - - x - 3  = 0.  6.23. ^ ,5 .  6.24. 1.6.25. 15. 6 .26.x =5.
2 2

u.-V. X--; * - .  6.28. x e R , Х Ф -2  6.29. 0 .  6.30. r? z -с , с * 0 da x  =
3 a + c

I da " 6 .3 1 .77^  1,77*2.25. л * -0 ,4  da x  = ; 0 = 2 ,25 ,7 7  = -0 ,4
4fl-9

da 0 ;  77= 1 da ma’noga ega emas. 6.32. -  у  va 2. 6.33. -4  va 9. 6.34. 0 va 1. 6.35. 1. 

6.43. K o ' r s a t m a :  a} + № = (a + b)2 -  3(a + b)ab tenglikdan foydalanib, o 'ng 

tom onni b2 -  3b ko'rinishda tasvirlang (bu yerda b = a + -  ) va tenglamani
a

x 2-  b2 = 3 (x -b )  tenglama bilan almashtiring. 6.44. - I ;  1; 8. 6.53. -1 ; 2. 6.54. -2 ;
1. 6.55. y = x 2 + 6x+ 1 ga nisbatan kvadrat uchhad sifatida qarang. 6.56. y = (x 2-
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-  x  + I)2 ga nisbatan kvadrat uchhad sifatida qarang. 6.57. K o ' r s a t m a :
.  x2+36 x+6 x—6 . , 0 . _ , ,  _n . -I±VT7 .  . .  ,
2 ■ —̂—  = -----+ ------. 6.58. -4 ; -2 ; -1 . 6.59. 1; ------------. 6.60. К о  r s a t m a :

x -36 x—6 x+6 2
40 = 8 + 32. 6.63. -1 va 6. 6.69. 0, 2, 1 ± V2 . 6.72. Ko ' r s a t ma :  x2-5x+6=/dcb
oling. 6.73. K o ' r s a t m a :  x2 + 5 x = / d c b  oling. 6.77. 0 .  6.78. 5,5 va 6. 6.79. -5; 1;

I—  I/m
-  1 ± V6 . 6.80. ±2; ± —p .  6.81. K o ' r s a t m a :  x2 + 2x= t deb oling. 6.82. -4 ; 2.

6.113. . 6.114. (-со; - l]u [1 5 ; +oo). 6.115. (-2; 1]. 6.116. R. 6.117. 0 . 6.118.

[-1; 1]. 6.119. R. 6.120. {l}v[2; 3]. 6.121. x  = -5 /2 . 6 .1 2 2 .x  = ±2. 6 .1 2 5 .x =4/3 .

6.126.x = 4 ,5 ;x=  3,25. 6.127. x  = ^ ^ . 6 . 1 2 8 .  x  = - | .  6.129. (^o; 2/3]. 6.130.
4  3

[1; 3]. 6.131. x  = 0,5, x =  3,5. 6.132. [2; +oo). 6.133. a) x = 2 ;  x = - 6 .  6.134.

. 6.138.- 2 H2; l ^ j .  6.135. {0}u(l; +co). 6.136. 0]u{l;+oo). 6.137.

[ 1 ;  + o c \  6.139. (0; 13]. 6.140. {-4; -2 ;  0; 2; 4}. 6 .141 . [ -3 ; 3]. 6 .142 .

(-со; 0 ] u ^ i ; + o o j  . K o 'rsatm a: \a - b \  = \a\-\b\<z>(a -  b), b > 0 . 6.143. {0}. 

6.144. {0; 2}. 6.145. {0}. 6.146. {-!}. 6.148. 0 S Od a x = - f l ;  я > 0  da x = -7 ,  x= o . 

6.149. a  > 0 da {-3a; a}; a  = 0 da x  ̂  0; a  < 0 da 0 .  6.150. a  * 0 da j -  | ;

a  = 0 da ( -с о ; +-co); 6.151. a < 0 da x  = - ^ ; a >  0 da x= ± 2a. 6.156. m  = ± у1\5 .

6.157. m * 2 bo'lsa. 6.158. a = b = -3 .  6.159. m=  1, л = -30 . 6.160. 2x4-1. 6.161. 
I) -  г-, r,b-r-,a
■^Zbx  + 6 1 6 1  b) Дх) = Д х)(х2-Х4-3); d) Дх) = Дх)(2х3- 2 х 2 - x - 4 )  + 6;

h) Д х) = Д х )(х 3 -  Зх2 + 8x -  21); m) Д х) = ДхКх4 - x 3 -  Зх2 -  x - 1) -  4. 6.163.
a)  2; b )  0 ;  d )  3. 6.164. a 3 +  Z)3 +  с1 -  3abc = (a + b + c)(a2 + № + (? - a b - b e  -  ac). 
K o ' r s a t m a :  a 3 +  /;3 4- с3 -  3abe n i  a  g a  n i s b a t a n  k o ' p h a d  d e b  q a r a n g  va 
a = -b  -  с s o n i  s h u  k o ' p h a d n i n g  ild izi  e k a n i n i  t c k s h i r ib  k o ' r i n g .  6.165.

b) x  = 2 ± /; c) x = -2  ± 3/; g) x  = 4 ± 5/; i) x = -0 ,5  ± /; k) x = l ± | z ; 

m) x  = 3 ± V 2/. 6.166. a) (x + 1 -  2Z)(x + 1 + 20; b) (x -  1 -  30(x -  1 + 30;

c) (5z 4- 5 -  0(52 4-5 + i). 6.167. a) ±3/; ±2; h) Z|,2 = ± — , 2з,4 = ±  .

6.168. ox2- 4a.x + 13a=0, a^O,  ae/?. 6.169. ax4- 8ax3- 34ax2- 7 2 a x -65 = 0, a * 0 , 
aeR. 6.171. 3 karrali. 6.172. a) (x2 + 3)(x2-3 x + 3 )(x 2 + 3x4-3); b) x 2(x-40(x+4z).

6.173. a) 2; b) -5 ; 3; 6 d) ratsional ildizi yo'q; e) ^ ; 0 j ; g) -1;

h) -3 ; 2. 6.174. a) -2 ; 1; b) -4 ; -2 ; -1 ; d) butun yechimlari yo'q. 6.175. a) -2 ,



7 ±V? 3
. 6.177. a )  0 ,7 9 9 9 8 ; b ) 0 ,0 3 4 9 0 4 8 2 8 7 2 5 6 7 ; d )  - 0 ,3 2 4 6 1 7 .  6.180. (-<»; - 1 ) .

6.181. (-4 ,6 ; +oo). 6.182. | 2 ^ ;  + o o l 6.183. f " 00; 2 § ) -  6.184. (-<»; -1 ,5).

6.185. ( - o o ;  3 ) .  6.186. [1; - к » ) ,  6.187. -  j 6.188. ( 3 ;  - w ) .  6.189. (^»; - 2 ) .

6.190. I - o o ;  -  11 )  6.202. у  > - 2 _
1 i j  a +\

6.205.

a  > 0 da x  < -  ,a
я = 0, Z> < 0 da 0 ,  
ti = 0, Z) > 0 da x  e  /?,

6.214.

a )  у  < 3 d a ;  b )  >> >  7  d a ;  d )  у  >  — ; с )  ^  < 0 ,1  d a . 6.215. t f e ( 5 / 3 ;  oo).

, n . 1-V1+4A) ( l+Vl+4/t
A: >  0  d a  x  g  -  oo; I u

6.218.

2k 2k
A: = 1 da x  € (-oo; -  1),

—  < A : < 0 d a x E  
4

i-V l+4* 1 + V1 + 4A
2k 2k

6 .2 2 0 .

6 .221 .

( - к - 2 Л  -A+2V6

A: < -  -  da 0 .
4

|A:| > 2V6 da x  «

]A:| < 2V6 da 0 .

A: < 1 da x g  ( - 00 ; 1 -  -J\ -  k )  u  (1 +  -JX -  k \  +  00 ) ,

A: = 1 da x  g  ( - 00; 1) u  (1; + 00 ) ,

A: > 1 da x  g  ( - 00; + 00 ) .

6.229. xg(-00; +00). 6.231. xg(^»; 1)u(3; - h o ) .  6.232. x6|^-cq - - j  v(2; +co). 6.235.

x g ( - o o ;  - h o ) .  6.236. x g ( 2 ;  5 )u (1 2 ;  +»). 6.237. x g ( - o o ;  - 7 ) u ( - l ;  4 ) . 6.238. x g ( - o o ;  

- 5 ) u ( - l ;  0 ) u ( 8 ;  + 00) .  6.239. x g ( - 4 8 ;  3 7 ) u ( 4 2 ;  + 00) .  6.240. x g ( - o o ;  - 0 , 7 ) v ( 2 , 8 ;

9 , 2 ) .  6.241. x g ( - 1 7 ;  - 4 ) u ( 4 ;  + 00) .  6.242. x  g  ( - 00; -  1 l ) u Q ; 1 l j .  6.243. x g ( ^ o ;  

- 5 ) u ( 0 ;  5 ) . 6.244. x g ( - 0 , 1 ;  0 ) u  u ( 0 , I ;  - h o ) .  6.245. x g ( ^ o ;  - 3 ) u ( - 1 ;  1 ) v ( 3 ;  -h d ) . 

6.246. x g ( - 6 ;  0 ) u ( 6 ;  15). 6.247. x g ( - 2 ;  6 ) .  6.248. x g ( ^ o ;  0 ) u ( 4 ;  - h o ) .  6.249. 
x g ( - o o ;  I ) u (  1; 2 4 ) .  6.250. x g ( - o o ;  - 7 ) u ( 2  1; - н о ) .  6.251. x e ( - c o ;  - 4 ) u ( 8 ;  - h o ) .  6.252. 
x g ( - 1 6 ;  11). 6.253. x g [ - I ;  3). 6.254. xe(-<x>; - 4 ) u | 6 ;  +»). 6.255. x g ( - ^ ;  l ) u ( l ;  2 ) u  

u ( 4 ;  + 00) .  6.256. x g ( - q o ;  -1 | u {  1 ; 2 } u | 4 ;  + c c ) . 6.257. x g { - 2 } u [ 1 ;  2 ] .  6.261. 
x g ( - o o ;  I). 6.262. (-00; - 2 M - 2 ;  l ) u ( 4 ; - h o ) .  6.263. x g ( - x > ; - 5 )  u {  1} u [ 2 ;

7 ) u ( 7 ;  + 00) .  6.276. ( - 00 ; + 00) .  6.277. ( 2 ;  3 ). 6.278. ( - 3 ;  1). 6.279.
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(-чю; - 2 ) v ( -  2 ;  ў )и (1 ; 4оо). 6.280. ( - 2 ;  - l ) u ( l ;  2) . 6.281. [ - 3 ;  3] . 6.282. 

( - o o ;  2 ) v ( 5 ;  + o o ) .  6.283. ( - o o ;  1 ) (1 ,5 ;  + o o ) .  6.284. ( - o o ;  2 ,5 )  u ^ ;  + o o j .  6.285. 

( - 6 ;  3 ) .  6.286. ( - o o ;  l ) v ( 4 ;  + o o ) .  6.287. ( - 3 ;  1). 6.288. ( ^ o ;  0 ) v ( 4 ;  + o o ) .  6.290. 

( - o o ;  + c o ) .  6.291. ^ - - 1 ; 2 ^ .  6.299. ( - o o ;  - 3 ) u | - — ; —  ju ( 4 ;  -юо). 6.300. 

[1; 2 ) u ( 3 ;  4 ] .  6.302. ( - o o ;  l ) v ( l ;  + o o ) .  6.303. ( - o o ;  - 2 ) u ( - l ;  0 )u (^ l; + o o ) .  6.306.

- 4 ] u [ - 2 ;  - 1 ] .  6.307. ( - 2 ;  - l ) v ( 2 ;  3). 6.318. {1}. 6.319. {^}. 6.320. ( - o o ;  4 0 0 ) .

6.321. x = 4 .  6.322. ( - o o ;  4 0 0 ) .  6.323. ( ^ 0 ;  4 ) v ( 4 ;  4 0 0 ) .  6.324. {±1}. 6.325. ( - ^ 0 ;  l ) u  
u ( - l ;  1 ) u (  1; 4 0 0 ) .  6.326. R\{2}. 6.327. [-1; 1]. 6.328. ( - 0 0 ;  + 0 0 ) .  6.329. |0; 3].

6.330. (2 ;  4 ) .  6.331. ( - 00; l ) u ( 3 ;  +00). 6.332. u | 1 ; 4ooj. 6.333.

;  — - j  • 6-334- ( 8 ;  ^ ) -  6-335- H ;  4 ) -  6.336. ( - 0 0 ;  - 2 )  u ( - l ; 4 0 0 ) .  6.338. 

[ 1;  6] .  6.339. 0 . 6.340. ( - 0 0 ;  - 3] .  6.341. [ - 2; 3y ] -  6.342. [ - 3; 5] .  6.343.

1 ;  4- o o j .  6.344. (-со; l ) v ( 7 ;  4 0 0 ) .  6.345. ( - 0 0 ;  1). 6.346. ( - 0 0 ;  2 ) v ( 3 , 5 ;  4 0 0 ) .

6.347. ( - 0 0 ;  l ] v [ 3 ;  4 0 0 ) .  6.348. ( - 0 0 ;  - 1 )  v ( 0 ;  l ) u ( l ;  4 0 0 ) .  6.349. (2 ;  3 ) v ( 3 ;  4ю о ) . 

6.350. ( - o o ;  - 6 ) v [ - 3 , 5 ;  4 0 0 ) .  6.351. 3 l j . 6.352. 0; 1 ^  u  [2,5 ; 4- 0 0 ) . 6.353.

(-к»; -2)u(-2; - l)u ( l;  0]. 6.354. (-4» ;  2). 6.355. [Тб -  2; 1) u  (1; 4 ] .  6.356.

. 6.360. ( - 3 ;  3]. 6.361. (1 -  V 3 ;  2 -  V2).
4

6.362. g o ;  u  ; +^ j . 6.380. a) (4; -1 ); b) ( 1 ;  1 )  ; d) (/; 5 -

-  /), teR]  e) (4; -3 ); f) (6; 9); g) 0 . 6.381. a) (1; 2); b) 0 ; d) f / ;  —

( - 4 » ;  l)u [5 ; 4 0 0 ) .  6.359. I - 0 0 ;  1+>/i7

teR- e) 0  ( n ^ ) -  6 -382' a) (1; 1; " 1); b )(1 ; " 1; 1); d) (" 1; 1;
1); e) (1; 1; 1); 0  d ; - l ;  -1 ); g) Ы ;  -1 ; 1). 6.383. a) (1; 0), (0; -1 ); b) (5/4; 
-1 /8 ) , (-1; 1); g) H ;  -5); (6; -5). 6.384. a) (2; 3), (3; 2); e) (2; -3 ), (3; -2). 
6.385. a) 0 ;  b) 0 ; d) ( 1 -  t; t), teR . 6.386. a) (-2; ^1), (-4; -2 ), (2; 4),

(4; 2); b) (2; 8), (8; 2), (-2 ; -8 ), (-8 ; -2 ); d)

e) (-3 ; -2 ), (3; 2); 0  (-7 ; -3 ), (7; 3); h) k o ' r s a t m a :  bir jinsli tenglam a 
hosil qiling; h) (-3 ; -2 ), (3; 2). 6.387. a) (1; 2), (2; 1); b) (-3; -5 ),

J ’ - y ) ’ ( y y ) ’ (3; 5); d) H ;  " 5)’ Н ' / з ; - ' / з )* (3V 3;V 3), (4;
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5); e) (1; -1 ), (3; -3 ) , f V l5 7 - 1 3 ;  f - 13 -  V l57; -  ;

0  (2; -3 ), ( / ;  1), teR ;  g) (-1 ; 3), (t; 2), teR; b) (2; -1 ) ,  (-1 ; /), teR;

i) (-1 ; -2 ), ( - V 2 ; - V 2 ) ,  (1; 2), (V I; V I ) .  6.388. a) (5; 1), (1; 5), (3; 2), 

(2; 3); b) (2; 1), (-1 ; -2 ), (1 -  V I; 1 + V I) ,  (1 + V I; 1 -  V I) ; d) (-2; -4),

( j ; y ) ;  e) (1; 4), (-5 ; -4 ), (5; -4 ), (-1 ; -4 ). 6.389. a) (2; 3), (3; 2);

b) (-3 ; -1 ), (-1; -3 ), (1; 3), (3; 1); d) (-1; -2 ), (2; 1); e) (2; -1 ), (-1 ; 2); 
0  (-1; -2 ), (2; -1 ). K o ' r s a t m a :  ikkinchi tenglamani 3 ga ko'paytirib, 
birinchi tenglamaga qo'shing; g) (-3; -2 ), (-2 ; -3 ), (2; 3), (3; 2). K o 'rsa tm a:

birinchi tenglamadan x 2 + y 2 = —  ekani topiladi. Bu tenglamani kvadratgaҳк
ko'taring; h) (4; 8), (8; 4). 6.390. a) (1; 3; 9). (9; 3; 1); b) ( y ; ; -  1 2 l ;

d) ( ^ ;  ^ ) ;  e) (2; 1; 3), (-2 ; -1 ;  -3 ). 6.392. a) -1 5 ; b) 3; 0  0; g) 0;

h) I; i) x2(x2 -  1). 6.393. а) я = 6; b) я =-2; d) 0; e) о — ixtiyoriy son. 6.394.

a) ±2; b) 0; d) 0 .  6.396. d) xeR; e) xeR . 6.397. a) 8 — ; b) 3.(13). 6.398.
495

a) -80; b) 6; d) -72; e) 0; 0  36; g) -90. 6.399. a) j ; b) 0 va 6; e) 0 .  6.400.

a) -23; b) 6; d) 2a -  5; e) -4a +13/?. 6.401. a) A . = 7; A = -1 ; e) A . = -35; 
A, = 30. 6.402. a) (-5 ; 2); b) (2; 1); d) (6; 5); e) (5; -2 ); 0  0 ;  g) 0 ;  h) 0 ;

i) 0 ;  j) (r, / -  1), teR; k) ( / ;  y ) .  teR; 6.405. a=  1, Z> = -1 . 6.406. a) (1; -1), 

(1; -2), (-1; -1), (-1; 2). 6.407. a=4. 6.408. <7=3. 6.409. a) 0 ;  e) ( з  -  2y; y; ,

! = > - * ]  - < 3 - V 5 ; 2 ,  da

. ,  л , _ 6.411. a = 7 -4 -J3  da (0; 1 -  2V I) , a = 7 + 4V3 da
^ 6«-4 З а -2J
(0; 1 + 2V I), <7=1 da (6; -11). 6.412. 28 m. 6.413. 2,5 t. 6.414. 8 kunda. 6.415. 
21 qator. 6.416. 20 km/soat. 6.417. 20 km/soat. 6.418. 7 km/soat. 6.420. 5 soat, 
7 soat. 6.421. 30 kunda, 20 kunda. 6.423. 18 km /soat, 24 km/soat. 6.425. 11 ta.
6.426. 22 kishi. 6.427. 30 o'quvchi. ( E s l a t ma :  12. 13- masalada 42 ta vektor
hosil bo'ladi.) 6.428. 7 ta. 6.429. Sakkizburchak. 6.430. 40 km /soat. 6.431. 30 
km/soat. 6.432. 10 sm va 4 sm. 6.433. 15 sm; 8 sm. 6.435. 12 sm; 16 sm; 20 sm. 
6.436. 36; 4. 6.437. 40 km /soat; 30 km /soat. 6.438. 36 km /soat; 24 km /soat. 
6.439. 36 km /soat; 30 km /soat. 6.440. 10 soat; 6 soat. 6.441. 60 soat; 84 soat.

6.422. 18 va 12. 6.443. a) ( -  S  " y  u f j -  ^  b> [ ~ I ; I  ; d) (0; •); e) (-4;

-3 )v [-2 ; -  I Ml ;  2). 6.451. 0 .  6.452. 0 . 6.453. 0 .  6.454*. 0 .  6.455. 0 .  6.456. 0 .  
6.457. 0 .  6.458. 0 .  6.459. 0 .  6.460. 0 .  6.461. 0 .  6.462. x=3. 6.463. x = 0,5. 6.464. 0 .
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6.465. j l ; l j .  6.466. {-1; 2}. 6.467. {-3; 2}. 6.468. {-4; 3}. 6.469. x= 3 . 6.470. x=3. 

6.471. x=  8 . 6.472. x=  28. 6.473. x  = 0. 6.474. x = 4 . 6.475. x =  19. 6.476. x = 3 . 

6.477. x  = 6 . 6.478. x = - l .  6.479. x=3. 6.480. x=2. 6.482. x = -1  ± 2VT7 . 6.483.

0 .  6.484. x = -5 , x=  0. 6.485. -  3 ^ ; 1. 6.486. - 8 ; 27. 6.487. 8 ; 27. 6.488. x=  3.

6.489. x = l .  6.490. { - p } }  6.491. x =  2,5. 6.492. x =  8 . 6.493. x =  5. 6.494.

x  = 6.495. x =  2. 6.496. x = 3 .  6.497. 0 .  6.498. x  = -61 , x =  30. 6.499.
16

x =  8 , x  = 8 ±4V3  . 6.500. x  = - 6 , x  = -5 , x  = - y .  6.501. x = - l .  6.502. x = 0 .  

6.503. x = 3 ,  x =  4. 6.504. x=  0. 6.505. x=  9. 6.506. x=2 ;  x=3.  6.507. x = -6 1 , x

= 30. 6.508. x  = - 2 - ,  x =  1. 6.509. x  = - 1 ,  x=  1. 6.510. x= ± 4 . 6.511. x = - l .  
3 3

6.512. x = 4 . 6.513. 0 .  6.514. x = - l ,  x =4 .  6.515. [2; -w ). 6.516. [5; 8 ]. 6.517.

x  = - 1 .6 . 5 1 8 .  x  = 1 .6 .5 1 9 .  x  = — .6 .5 2 0 .x = 2 . 6.521. — . 6.522. o < 0  da
11 11 2 2

0 ,  я £ 0 da x = я2 -  1. 6.523. я < -3  da 0 ,  я > -3  da x  = 1 - .  6.524. я ^  0 da 

x  = у ; я = 0  da (-qo; 0 ) u ( 0 ; +qo). 6.525. яе(-оо; 2 ) u  u ( 2 V2 ; + oo) da 0 ; 

яе[2;2>/2]  da x  = 5 ± ^ ^ - .  6.526. я < 0  da 0 ,  0 < я < 1  da

x  = я + 1 ± -Jla  ; a > -  da х = я + 1 + -Jla  . 6.527. x  = .
2 V3-1

6.528. [-3 ; +oo). 6.529. (-oo; -юо). 6.530. (-oo; -юо). 6.531. 0 .  6.532. (-ос; -юс).
6.533. 0 .  6.534. (-oo; -юо). 6.535. x * 0 .  6.536. 0 .  6.537. 0 .  6.538. (-oo; I ju
v [2 ; +oo). 6.539. y * - \ / 2 .  6.540. (-oo; -юо). 6.541. (2; 3). 6.542. 0 .  6.543. 0 .
6.544. H M 2 ;  +»). 6.545. {-2; l}v[3; -юо). 6.547. (-«о; -8 ,5 ]v [l; 10).

VII  b o b

7.1. x *  2. 7.2. x *  3,4. 7.4. x * - 2 .  7.6. x *  1, x *  2, x *  3. 7.7. x *  3, x * 4 .  7.10. 
R. 7.12. x * 2 . 7.13. x * 3 . 7.14. R. 7.16. x^O,  x ^ ± l .  7.18. x^O.  7.19. x * 0 , x * 2,

x ^ 3 .  7.26. f - — ; + oo
I 3

Ho; 2]. 7.33. {0}u[l; -юо). 7.34. {0}v[2; ^o). 7.35. {2}. 7.40. [-0,5; 0,5]. 7.41. [-2;
0]v{l,5}. 7.42. {l}v[2; 3)u(3; -юо). 7.43. {0,5}. 7.49. (-oo; 3]. 7.50. H o; 2,25]. 7.52. 
H o; 0)v(0; +oo). 7.53. (^о; l ) v ( l ;  юю). 7.54. (0; 1]. 7.55. (^о; -2 ]u[2 ; 400). 7.57. 
[-2; -юо). 7.58. ( - 00; 5]. 7.60. [2; +00). 7.61. ( - 00; -2 ]. 7.62. [1; -юо). 7.63. [0; 1]. 
7.64. [-4; 1]. 7.65. [-1 ; 2). 7.66. [-2; 1]. 7.67. [-1; 3]. 7.68. [-3; +oo). 7.69.

[3; 12)v(123; +00). 7.70. [6,75; +00). 7.84. 1 mi1- у|1 = 365-25 , ^  1
1 h.-qam. yil 354,3671
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h.-q. yil = 0,9702 m. yil yoki 1 m. yil = 1,0307 h.-q. yil. M  milodiy (yil, oy, kun) dan 
H{t) hijriy (yil, oy, kun) ga o'tish: H{t) = 1,0307/, bunda 1 = M  -  6 2 2 - yil 
16- iyul; H  hijriy-qamariy (yil, oy, kun) dan M(t) = 0,97202 • H{t) + 622- yil 
16-iyuI,  bunda 6 2 2 - yil 16- iyul hijriy hisobning boshi. 7.97. K o ' r s a t m a :

= t deb oling va / ( /)  ni toping. 7.102. A /'(-3; 10), N '{ - \  \ -4 ), P(0; 1),

Q(2\ -1 ). 7.106. Koordinatalar boshini L(a\ h) nuqtaga parallel ko'chirish 
va к = 2 koeffitsiycntli gomotetiyadan foydalaning. 7.119. a) tenglam a 
у  = ax2 + +bx + с ifodadagi nom a’lum o, b, с koeffitsiyentlami topish 
uchun x  va у lar o'rniga /1, fl, С  nuqtalarning koordinatalari qo ‘yiladi va

- \  = a - 2 l + b - 2  + c,

• 3 =  a  • I2 + />•! + c, sistcma tuziladi. Undan с = 2, a  = -2,5, /> = -1 ,5 . J a vob :  

2 = o - 0 2 + / > 0  + c

У= -2,5x2- l , 5 x + 2. 7.120. 1) Л/(х0; ^0) nuqta y = a x 2 da yotganligidan 

.Vo = a x ] , shu kabi A/'(x,; >»,) nuqta y = k ( x -  x0) + >-„ kesuvchi to 'g 'ri

chiziqda yotadi. Shunga ko'ra, >-, = A:(x, -  x0) + y0 yoki oxj2 = A(x| -  x q )  + 

2 A
+ох0 , bundan x, = —  x0. Kesuvchi urinmaga aylanganida M  va М ' nuqtalar

к
ustm a-ust tushadi. Shunga ko'ra, x, = x0 va x0 = —  x 0 yoki к = 2ях0. 7.134.

a) juft; b) juft; d) juft; e) juft. 7.135. d) toq; e / j uf t .  7.136. a) juft; b) toq;
d) juft; e) toq. 7.137. a) toq; b) juft; d) juft; e) juft. 7.141.

У = ^ х 2 - ^ х  + 3 , п а  toq, na juft. 7.153. a) ± ; d) 0 ;  0  0 ;  h) 1. 7.154.

( - o o ;  + 00)  da kamayadi. 7.155. ( ^ o ;  + oo) da o'sadi. 7.164. .ymax=  1, xmix =  1. 7.166.

У max = ^ , * m a x =  7.174. ymax = 0, xmax = -2,7. 7.179. (80- rasm). 7.182. (81-

rasm). 7.187. (82- rasm). 7.204. M asalan, y=  l ,7 5 x -  51,25, y=  l , 8 x -  54,2. 
7.205. у  = - x . 7.207. Jadval qiymatlari bo'yicha chizilgan shakl giperbolaga

o'xshash. Tenglamani /  = ^  + b ifoda ko'rinishida izlash mumkin. N om a’­

lum a va b larni topish uchun jadvaldan ixtiyoriy ikki (x; y) juft qiymat

X

80- rasm. 81- rasm.



-1  0  3 7 X  82- rasm.

ifodaga qo‘yilib, sistema tuziladi va undan а \ ъ  b lar aniqlanadi. Masalan, (20;

4,99), (80; 1,25) lar bo'yicha tuzilgan sistem adan a=  100, /> =
\,25=-§-+b

80

= -0,01 aniqlanadi. Natijada ^ = ~ 0»01 olinadi.

V II I  b o b

8.4. Manfiy. 8 .11. a) у =0,2*; b) (-2 )x, x -  butun toq son. 8.12. b) 1) Kd= 
= 1/(1 + 0 , 1) ' =  0,9091, Kd = 1/(1 + 0 ,1)2 = 0,8264, Kd= 1/(1 + 0 ,1)3 = 0,7513, 
Kd= 1/(1 + 0 ,1)4 = 0,6830; 2) 0 ,  = 30000 • 0,9091 = 27273 so‘m, 0 2 =40000 x 

X  0,8264 = 33056 so‘m, Z)3 = 50000 - 0 ,7513 = 37565 so‘m, Z)4 =60000 • 0,6830 = 
=40980 so‘m; 3) korxonaning oldingi yillardagi jam i daromadi 97794 so‘m. 
Kreditga bu daromad to'lansa ham yana 100000-97794 = 2206 so'm  yetmaydi. 
Uni qoplash uchun 4 - yil daromadining 2206/40980«0,605 qismi, ya’ni 
0,605- 12= 7,26 oy, ya'ni 70 yil 7,8 kunlik daromadini ham beradi va olgan

1 1  2  1 
kreditini batam om  to'laydi. 8.15. a) - ;  b) — ; d) -7 ; e) j ; 0  -  g) -2,5.

8.16. a) 100; b) 6; d) i ; e )  4. 8 .2 0 .0  3. 8.29. —  = *, 0<A: ^1  bo'lsin. Ifodani
’ '  ’ 7 9 yn

logarifmlab, lg |y„+11- lg |y„ | = IgA: ni olamiz. Demak, z = Щу\ funksiyaning

chekli ayirm alari doimiy: &z = c. Funksiyani z=  a x  + p yoki lg|y| = a x  + p 

ko 'rinishda bcrish mumkin.  Bundan у  = yoki y  = A ■ a \  bunda A=  10p,

a = 10a. 8 .31. a) 10; b) 890; d) a + b. 8 .32. a) x  = {a+b)
(а-ЬЎ

b) x  = (a  -  b )a ~ b . 8 .41. b) 2; k) x = 1; 1) x = log155; m) x  = 2; o) x = ±1; 

p) x  = 0 ,  x = 2; q) x = 0 ,  x  = ±1; r) x  = -1^-; s) x  = 0 ,  x = log2,1,5; t) x = ±2;

u) x = 3 .  K o ' r s a t m a :  v, x, y, z, o ' tenglam alarni yechishda funksiyalaming 
m onotonlik xossalaridan foydalaning. 8.42. g) (-oo; - 3 ) u ( - l ;  +co); h) [1; +co);
i) [-log32; 0]; j) [2; -к»); k) (-oo; 0]v[2; +»); 1) ( ^ ;  -ко); m) (xe/?); n) {1, 2,
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3, 4, 5, 6, 7}; о) (-со; log042); р) (-2 ; +<»); q) [-1 ; 0 ]u[2; 3]; г) (^о ; 1) 

u (0 ; 2); s) H o ; log2( V 2 - l ] v [ l ;  + ao); t) u) (1; 4). 8.44.

25±V?
a) ; 1) x = 2; m) x = 4; n) x = 2; o) x = 0; p) x = 100;

q) x = - 2  -  V lO ; r) x = 3-л , x = s) x = V s, x = 5 ;  t) x  = - 1, x = 0 ;
9

u) x  = x = 23; v) x = 10. K o ' r s a t m a :  x, y, z, o ', g' tenglam alarni 

yechishda funksiyalaming m onotonlik xossalaridan foydalaning. 8.45. f) * >

>1000; 1) m) n) ( o ; l ] u ( 2l 4 1: ° )  ( - ^ - 5 ) ;  P) (2;

2,5); q) (log310; -ю); r) (o ; l ) u ( l ;  2)u(3; 6 ); s) (-2; - l ) u ( - l ;  0)u(0; l)u(2;

« . ) ;  t) ( - l ; - ^ J u ( ^ ; l ) ;  u) (a , 1 ) и (V2; + « ). 8.46. (2; 4). 8.47. (2; 1).

8.48. (8; 2). 8.49. (1; 1). 8.50. (4; 1). 8.51. (2; 4). 8.52. (4; 3). 8.53. (2; 8). 8.54. 

(1; 1), (9; 27). 8.55. ( I ; 1); [ 1 ;  1 ) .  8.56. a) (1; 2); b) (0; 3); d) (2; 1000),

(2; 0,001); e) ( k o ' r s a t m a :  sistemani
l^x| + = 1 + lg4.

ko'rinishga
[\gy Igx = lg4

keltiring.) (10; 4), (4; 10), (-10; -4), (-4;-10). 8.79. 9. 8.80. -3 ; 5. K o ' r s a t m a :

33 + VT28 = (V32 + I)2. 8.81. 5. 8.82. 0. 8.83. ±2; - 1. 8.84. 1. 8.85. 0,001; 10. 8.86. 
-2 . 8.87. 2. 8.88. 1. 8.89. 1. 8.90. 9. 8.91. log310; log32 8 -3 . 8.92. 1. 8.93.1. 8.94. 100.

8.95. ± 1.8.96. -  — ;-2 ; 3. 8.97. -1.8.98. -64; -1. 8.99. -  1 .  8.100. 1 .  8.101. -
2 5 4 4 3

8.102. 3. 8.103. | 1 ;  + ooj. 8.104. [0; 1]. 8.105. H ; -6 )v (2 ;-too). 8.106. [-2; -1).

8.107.

f ,  - V . ,u  1; —

3V5+1 ; - 2 u  1; 3V5 + 1) . 8.108. 1 ]. 8.109. u

I 1; Y  .8.110. (0; 3). 8.111.(0; -3). 8.112. (1; 2). 8.113. ( Л ; ; (2; 1). 

8.114. (125; 4), (625; 3). 8.115. ( 1 ;  l j .
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