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От редактора серии

Прежде чем вы начнете работать с тетрадями, дадим некоторые пояснения и советы.
Планируется, что в  году у вас будет возможность выбрать уровень экзамена по

математике — базовый или профильный. Вариант базового уровня будет состоять из
 задач, проверяющих освоение Федерального государственного образовательного
стандарта на базовом уровне.

Вариант ЕГЭ профильного уровня состоит из двух частей. Первая часть содержит
 заданий базового уровня сложности по основным темам школьной программы,
включая практико-ориентированные задания с кратким ответом. Вторая часть состо-
ит из  более сложных заданий по курсу математики средней школы; из них четыре
с кратким ответом (задания —) и семь с развернутым ответом (задания —).

Рабочие тетради организованы в соответствии со структурой экзамена и позволят
вам подготовиться к выполнению всех заданий с кратким ответом, выявить и устра-
нить пробелы в своих знаниях.

Профильный уровень предназначен, в первую очередь, для тех, кому математика
требуется при поступлении в вуз. Если вы ориентируетесь на этот уровень, то понима-
ете, что нужно уметь решать все задания с кратким ответом — ведь на решение такой
задачи и вписывание ответа в лист на экзамене уйдет меньше времени, чем на задание
с развёрнутым решением; обидно терять баллы из-за ошибок в относительно простых
задачах.

Кроме того, тренировка на простых задачах позволит вам избежать технических
ошибок и при решении задач с полным решением.

Работу с тетрадью следует начать с выполнения диагностической работы. Затем
рекомендуется прочитать решения задач, сравнить свои решения с решениями, приве-
дёнными в книге. Если какая-то задача или тема вызывает затруднения, следует после
повторения материала выполнить тематические тренинги.

Для завершающего контроля готовности к выполнению заданий соответствующей
позиции ЕГЭ служат диагностические работы, размещённые в конце тетради.

Работа с серией рабочих тетрадей для подготовки к ЕГЭ по математике позволит
выявить и в кратчайшие сроки ликвидировать пробелы в знаниях, но не может заме-
нить систематического изучения математики.

Желаем успеха!
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Введение

Это пособие предназначено для подготовки к решению задач по теме «Производная
и первообразная. Исследование функций» и, в частности, задачи  (профильного
уровня) Единого государственного экзамена по математике.

Задача представляет собой традиционное для школьных учебников задание на вы-
числение первообразных или исследование функций: нахождение точек экстремума,
экстремумов, наибольших и наименьших значений функций.

Для того чтобы подготовку к ЕГЭ сделать максимально эффективной, в пособие
включены задания по указанным темам, соответствующие всем шести функциональ-
но-числовым линиям школьного курса:
• целые рациональные функции (многочлены),
• дробно-рациональные функции,
• иррациональные функции,
• тригонометрические функции,
• показательная функция,
• логарифмическая функция.
Здесь под иррациональными функциями понимаются функции, заданные форму-

лой, в которой переменная находится под знаком корня n-й степени или имеет дроб-
ный показатель степени. Такое построение пособия позволит, с одной стороны, вы-
явить существующие пробелы и проблемные зоны в подготовке с целью их устране-
ния и выработки устойчивых навыков решения задач базового уровня и несколько
более сложных задач на вычисление производных и первообразных и исследование
функций, а с другой — использовать комплексный подход при организации и проведе-
нии обобщающего повторения. Кроме того, в пособие включен материал, связанный
с вычислением наибольших и наименьших значений функций без применения про-
изводной, разбитый на два пункта: «Применение свойств функций» и «Применение
стандартных неравенств». Материал второго пункта позволяет лучше подготовиться
к решению задач , ,  ЕГЭ по математике. Выпускники, для которых экзамен по
математике в выбранных ими вузах не является профильным, могут пропустить этот
пункт.

Пособие состоит из трех параграфов и включает  диагностических и  трениро-
вочных работ, а также разбор задач начальной диагностической работы параграфа с
необходимыми методическими рекомендациями. Диагностические работы состоят из
 заданий (в параграфах  и  — по два на каждую из шести функционально-числовых
линий школьного курса в соответствии с указанным выше порядком; в параграфе  за-
дачи диагностических и тренировочных работ сгруппированы по методам решения).
Тренировочные работы состоят из  задач для выработки или закрепления навыков
решения по каждому типу заданий.

В начале работы с пособием целесообразно выполнить начальную диагностиче-
скую работу параграфа, определить, какие задачи вызывают затруднения, и обратить-
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Введение

ся при необходимости к разбору задач. После этого нужно потренироваться в решении
задач каждого типа, выполнив тренировочные работы параграфа. Для завершения
подготовки — сделать диагностические работы, размещенные в конце параграфа, по-
старавшись решить их без ошибок или с минимальным количеством ошибок. Жела-
тельно, чтобы время решения любой из диагностических и тренировочных работ не
превышало одного часа.

Подчеркнем, что в пособии рассматриваются задания, в значительной части отве-
чающие по уровню сложности заданию  (профильного уровня) ЕГЭ по математике.
Умение решать такие задачи является базовым: без него невозможно продвинуться
в решении более сложных задач. Тем не менее, часть включенных в пособие задач
несколько сложнее задачи  (профильного уровня) демоверсии: их решение позволит
нарастить определенную «математическую мускулатуру» и чувствовать себя на экза-
мене застрахованным от неприятных неожиданностей.

При подготовке к решению задач Единого государственного экзамена с кратким
ответом нужно помнить следующее. Проверка ответов осуществляется компьютером
после сканирования бланка ответов и сопоставления результатов сканирования с пра-
вильными ответами. Поэтому цифры в бланке ответов следует писать разборчиво
и строго в соответствии с инструкцией по заполнению бланка (с тем, чтобы, например,
 и , или  и В распознавались корректно). К сожалению, ошибки сканирования
полностью исключить нельзя, поэтому если есть уверенность в задаче, за которую
получен минус, нужно идти на апелляцию. Ответом к задаче может быть только целое
число или конечная десятичная дробь. Ответ, зафиксированный в иной форме, будет
распознан как неправильный. В этом смысле задание  не является исключением: ес-

ли результатом вычислений явилась обыкновенная дробь, например,
3
4

, перед записью

ответа в бланк ее нужно перевести в десятичную, т. е. в ответе написать 0,75. Каждый
символ (в том числе запятая и знак «минус») записывается в отдельную клеточку, как
это показано на полях пособия.
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Ответы:
§ . Вычисление производных. Исследование

функций с применением производной

Диагностическая работа

. Найдите точку максимума функции

y = x3−48x+17.

. Найдите наименьшее значение функции

y = x3−27x на отрезке [0; 4].

. Найдите точку минимума функции

y =
25
x
+ x+25.

. Найдите наибольшее значение функции

y = x+
9
x

на отрезке [−4;−1].

. Найдите точку максимума функции

y = 7+6x−2x
3

2 .

. Найдите наименьшее значение функции

y = x
3

2 −3x+1 на отрезке [1; 9].

. Найдите точку минимума функции

y = (0,5− x) cos x+ sin x,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

. Найдите наибольшее значение функции

y = 4
p

2 cos x+4x−π+4 на отрезке
h

0;
π

2

i
.

. Найдите точку максимума функции

y = (x2−17x−17)e7−x .

. Найдите наименьшее значение функции

y = (x−13)ex−12 на отрезке [11; 13].

. Найдите точку минимума функции

y = x−5 ln x.

. Найдите наибольшее значение функции

y = 5−7x+7 ln(x+3)

на отрезке [−2,5; 0].
Образец написания:
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Методические рекомендации

Методические рекомендации

Можно выделить следующие основные группы задач по теме, вынесенной в назва-
ние параграфа:
• исследование функции на экстремумы;
• исследование функции на возрастание/убывание;
• исследование функции на наибольшие и наименьшие значения (в том числе на

отрезке);
• исследование функции с помощью графика ее производной (чтение графика про-

изводной).
Разница между первыми тремя и последней группами задач заключается лишь

в способе задания функции. В более традиционных для школьных учебников задачах
(первые три группы задач) функция задана аналитически, для решения задачи нужно
найти производную, ее нули и промежутки знакопостоянства. Именно эти задачи
и будут рассматриваться в пособии. В менее традиционных задачах, ставших очень
популярными в последние годы (в том числе и благодаря ЕГЭ по математике), выводы
о промежутках возрастания и убывания (т. е. промежутках монотонности), экстре-
мумах функции, ее наименьших или наибольших значениях нужно сделать, исследуя
заданный график производной этой функции.

Для успешного решения задач по теме необходимо уверенное владение навыками
вычисления производных и решения неравенств. Исследование дифференцируемой
функции на возрастание (убывание) сводится к определению промежутков знакопо-
стоянства ее производной. Напомним соответствующие утверждения.

Если f ′(x)>0 в каждой точке интервала, то функция y= f (x) возрастает на этом
интервале (достаточный признак возрастания функции). Если f ′(x)< 0 в каждой
точке интервала, то функция y = f (x) убывает на этом интервале (достаточный
признак убывания функции).

Решение задач на нахождение точек максимума и минимума (точек экстремума)
функции основывается на следующих утверждениях.

Признак максимума. Если функция f непрерывна в точке x0, f ′(x) > 0 на ин-
тервале (a; x0) и f ′(x)< 0 на интервале (x0; b), то x0 — точка максимума функции
f (упрощенная формулировка: если в точке x0 производная меняет знак с плюса на
минус, то x0 — точка максимума).

Признак минимума. Если функция f непрерывна в точке x0, f ′(x)<0 на интервале
(a; x0) и f ′(x)>0 на интервале (x0; b), то x0 — точка минимума функции f (упрощен-
ная формулировка: если в точке x0 производная меняет знак с минуса на плюс, то x0 —
точка минимума).

Условие непрерывности в точке x0 является существенным. Если это условие не
выполнено, точка x0 может не являться точкой максимума (минимума), даже если
функция f определена в ней и производная меняет знак при переходе через x0. В самом
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§ . Вычисление производных. Исследование функций с применением производной

деле, рассмотрим функцию

f (x) =

¨
x2 при x 6= 0,

1 при x = 0.

Хотя эта функция определена в точке x = 0 и в этой точке производная f ′(x)= 2x
меняет знак с минуса на плюс, эта точка не является точкой минимума.

Точками максимума и минимума являются лишь точки области определения функ-
ции, и «ординат» эти точки иметь, разумеется, не могут. Тем не менее, иногда учащи-
еся называют, например, точку минимума функции y = x2

+ 3 не «точка », а «точка
(0; 3)», подразумевая точку графика функции. Такое утверждение является ошибоч-
ным.

Значение функции в точке минимума называется минимумом функции, а значение
в точке максимума — максимумом функции.

Если функция возрастает (убывает) на каждом из двух промежутков, то на их
объединении она далеко не всегда является возрастающей (убывающей). Например,
о функции y = tg x очень часто приводятся следующие ошибочные утверждения:
«функция y = tg x возрастает на всей области определения», «функция y = tg x воз-

растает на объединении промежутков вида
�
−π

2
+πk;

π

2
+πk
�

, k ∈Z». Если бы эти

утверждения были верны, то из неравенства 2> 1 следовало бы, что tg 2> tg 1, а это

не так. Аналогично обстоит дело с функцией y =
1
x

: вывод о том, что она убывает

на множестве (−∞; 0) ∪ (0;+∞), является математической ошибкой. В самом деле,

из того, что 2>−3, отнюдь не следует, что
1
2
<

1
−3

, и, следовательно, функция y =
1
x

не является убывающей на объединении промежутков (−∞; 0)∪ (0;+∞). Перечислять
промежутки возрастания лучше, используя точку, точку с запятой или союз «и», а не
знак объединения множеств. Впрочем, это совет скорее на будущее, на случай, если
задача на исследование функций когда-нибудь попадет во вторую часть ЕГЭ по мате-
матике и будет требовать полного решения.

Для отыскания наибольшего и наименьшего значений функции, непрерывной на
отрезке, нужно вычислить ее значения в точках экстремума, принадлежащих отрезку,
и значения на концах отрезка. Наибольшее (наименьшее) из вычисленных значений
и будет наибольшим (соответственно наименьшим) значением функции на отрезке.
Для функции, непрерывной на интервале, аналогичное утверждение справедливо да-
леко не всегда. В качестве примера рассмотрим функцию y= tg x на интервале (0; 1).
На этом интервале функция не имеет ни наибольшего, ни наименьшего значений.
Действительно, если предположить, что в точке x0 функция достигает, например, наи-
большего значения, то это наибольшее значение равно y(x0)= x0. Но тогда очевидно,
что в любой точке x1 ∈ (x0; 1) значение функции окажется больше, чем x0, поскольку
функция y= tg x является возрастающей.





Методические рекомендации

Наибольшее и наименьшее значения функции y = f (x) на отрезке [a; b] обычно
обозначаются символами max

[a;b]
f (x) и min

[a;b]
f (x) соответственно.

Из теоремы о промежуточных значениях непрерывной на отрезке функции следу-
ет, что если наибольшее и наименьшее значения функции на данном отрезке равны
числам m и M соответственно, то множеством значений функции на данном отрез-
ке является отрезок [m; M]. Поэтому к решению задачи на отыскание множества
значений функции, непрерывной на отрезке, также применим алгоритм вычисления
наибольшего и наименьшего значений непрерывной на отрезке функции.

Рассмотрим еще одну типичную ситуацию. При исследовании на монотонность
непрерывной и дифференцируемой на R функции y = 3x4− 4x3 в ответе нужно ука-
зать только два промежутка монотонности: (−∞; 1], на котором функция убывает,
и [1;+∞) — промежуток возрастания. Точка , хотя и является критической, не будет
концом промежутка монотонности, так как производная в этой точке не меняет знак.

Напротив, при исследовании функции y =
1

x2 −
2
x

в ответе должны быть указаны три

промежутка монотонности: (−∞; 0) и [1;+∞) — промежутки возрастания, (0; 1] —
промежуток убывания.

Значение в точке минимума функции, принадлежащей отрезку, вовсе не обяза-
тельно является наименьшим значением функции на этом отрезке. Например, для
функции y = x3 − 3x наименьшим значением на отрезке [−5; 2] является вовсе не
y(1)=−2 (значение в точке минимума), а y(−5)=−110. Разумеется, аналогичное
замечание справедливо и для точек максимума.

Для решения задачи  может оказаться полезным следующее свойство непрерыв-
ных функций: если функция y= f (x) имеет на промежутке I единственную точку экс-
тремума x0 и эта точка является точкой минимума, то в ней достигается наимень-
шее значение функции на данном промежутке. Аналогичное утверждение справедливо
для точки максимума и наибольшего значения функции. Например, если функция
y = f (x), непрерывная на отрезке [a; b], имеет на промежутке (a; b) единственную
точку экстремума x0 и эта точка является точкой максимума функции, то наибольшее
значение функции на отрезке [a; b] равно f (x0).

Иногда при решении задач на исследование функций оказывается, что на данном
промежутке точек экстремума нет. Такой ситуации не надо пугаться: она означает,
что на этом промежутке производная принимает значения одного знака, т. е. функция
является монотонной на нем. Остается заметить, что если функция возрастает на
отрезке, то наибольшее значение на нем достигается в правом конце отрезка, а наи-
меньшее — в левом; если функция убывает на отрезке, то наибольшее значение на
нем достигается в левом конце отрезка, а наименьшее — в правом. Например, пусть
требуется найти наибольшее значение функции

y = 6
p

2 sin x− 40
π

x+49





§ . Вычисление производных. Исследование функций с применением производной

на отрезке
h
π

4
;
π

3

i
. Производная этой функции есть y′ = 6

p
2 cos x − 40

π
. Поскольку

π<4, получим, что
40
π
>10. Но 6

p
2 cos x=

p
72 cos x<

p
81 cos x, т. е.

6
p

2 cos x < 9 cos x ¶ 9.

Поэтому y′ < 0 при любом действительном значении аргумента. Значит, функция

y=9 sin x− 40
π

x+49 является убывающей на всей числовой прямой и своего наиболь-

шего значения на отрезке
h
π

4
;
π

3

i
достигает в точке x=

π

4
. Таким образом,

max�
π

4
;
π

3

� y(x) = y
�
π

4

�
= 6
p

2 ·
p

2
2
− 40
π
· π

4
+49 = 45.

Особое место в ряду задач на вычисление наибольших и наименьших значений
занимают «текстовые» задачи (как правило, с геометрическим содержанием). Обычно
в таких задачах требуется найти наибольшее или наименьшее возможное значение
некоторой величины. При этом искомая величина рассматривается как функция неко-
торой другой величины. Так, например, если известен периметр p прямоугольника,

то его площадь можно рассматривать как функцию S(x)= x · p−2x

2
, где x — одна

из сторон прямоугольника. Исследовав эту функцию, можно установить, какой из
всех возможных прямоугольников данного периметра имеет наибольшую площадь.
Для рассматриваемой задачи это можно сделать и без применения производной, по-
скольку функция площади является квадратичной функцией с отрицательным коэффи-
циентом при второй степени аргумента. Поэтому наибольшее значение достигается

в абсциссе вершины параболы, являющейся графиком функции, т. е. в точке x =
p

4
.

Следовательно, одна из сторон прямоугольника равна четверти периметра. Но тогда

и любая другая сторона будет равна
p

4
. Таким образом, из всех прямоугольников дан-

ного периметра p наибольшую площадь
p2

16
имеет квадрат. Другие задачи на вычисле-

ние наибольших и наименьших значений функции без применения производной будут
рассмотрены в следующем параграфе.





Целые рациональные функции.
Решения задач  и  диагностической работы

. Найдите точку максимума функции

y = x3−48x+17.

Решение. Найдем производную данной функции:

y′ = 3x2−48.

Определим промежутки знакопостоянства производной, раз-
ложив полученное выражение на множители:

3x2−48 = 3(x2−16) = 3(x+4)(x−4).

В точке x =−4 производная меняет знак с плюса на минус,
следовательно, эта точка и является единственной точкой
максимума.

+ +−y
′(x)

y(x) x
−4

max

4

min

Ответ: −4.

. Найдите наименьшее значение функции

y = x3−27x

на отрезке [0; 4].
Решение. Найдем производную функции

y = x3−27x

и воспользуемся формулой разности квадратов:

y′ = 3x2−27, y′ = 3(x−3)(x+3).

Производная меняет знак в точках x =−3 и x = 3. Отрезку
[0; 4] принадлежит только точка x=3, в которой производная
меняет знак с минуса на плюс. Таким образом, точка x = 3
является точкой минимума и единственной точкой экстрему-
ма на данном отрезке. Значит, своего наименьшего значения
на данном отрезке функция достигает именно в этой точке.
Найдем наименьшее значение:

y(3) = 33−27 ·3 = −54.

Ответ: −54.





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите f ′(0), еслиТ.

f (x) = 3x4−15x2−4x+16.

Т.. Найдите f ′(−1), еслиТ.

f (x) = x5
+ x7

+ x12.

Т.. Найдите f ′(1), еслиТ.

f (x) = x3 x4x7.

Т.. Найдите f ′(4), еслиТ.

f (x) = (x−5)14.

Т.. Найдите f ′(−3), еслиТ.

f (x) = 3(x+4)5.

Т.. Найдите f ′(4), еслиТ.

f (x) = (3x−11)8.

Т.. Найдите f ′(−5), еслиТ.

f (x) = (x+4)6
+ (x+6)4.

Т.. Найдите f ′(−4), еслиТ.

f (x) = (x−5)(x+5)4.

Т.. Найдите y′(−4), еслиТ.

y = (x+3)7(x+7)3.

Т.. Найдите f ′(−3), еслиТ.

f (x) = (x+1)(x+2)(x+3).

Образец написания:





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y = x3−2x2
+ x−2.

Т.. Найдите точку максимума функции Т.

y = 9−4x+4x2− x3.

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y = x3−3,5x2
+2x−3.

Т.. Найдите точку максимума функции Т.

y = x3
+ x2−8x−7.

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y = x3−4x2−3x−12.

Т.. Найдите точку максимума функции Т.

y = x3
+8x2

+16x+3.

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y = x3
+ x2−16x+5.

Т.. Найдите точку максимума функции Т.

y = x3
+4x2

+4x+4.

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y = x3−4x2−8x+8.

Т.. Найдите точку максимума функции Т.

y = x3
+5x2

+3x+2.



Образец написания:



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = 3x2−2x3
+1

на отрезке [−4; 0].

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = 4x2−4x− x3

на отрезке [1; 3].

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = x3−2x2
+ x+5

на отрезке [1; 4].

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = x3
+ x2−8x−8

на отрезке [−3; 0].

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = x3−4x2−3x−11

на отрезке [0; 6].

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = −(x+6)(x2−36)

на отрезке [−4; 3].

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = (x−3)(x+3)2

на отрезке [−2; 2].

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = 2
23
27
+ (x−2)2

+ (x−2)3

на отрезке [1; 2].

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = (1− x)(x−4)2

на отрезке [0; 3].

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = (x−10)(x2−11x+10)

на отрезке [−1; 7].
Образец написания:





Дробно-рациональные функции.
Решения задач  и  диагностической работы

. Найдите точку минимума функции

y =
25
x
+ x+25.

Решение. Найдем производную данной функции:

y′ = −25

x2 +1.

Определим промежутки знакопостоянства производной, при-
ведя полученное выражение к общему знаменателю и разло-
жив числитель на множители:

x2−25

x2 =
(x−5)(x+5)

x2 .

В точке x = 5 производная меняет знак с минуса на плюс,
следовательно, эта точка и является единственной точкой ми-
нимума.

Ответ: .

. Найдите наибольшее значение функции y = x +
9
x

на

отрезке [−4;−1].
Решение. Найдем производную данной функции:

y′ = 1− 9

x2 .

Приведем полученное выражение к общему знаменателю
и разложим числитель на множители:

x2−9

x2 =
(x−3)(x+3)

x2 .

Отрезку [−4;−1] принадлежит только точка x =−3, в кото-
рой производная меняет знак с плюса на минус. Таким обра-
зом, точка x =−3 является точкой максимума и единствен-
ной точкой экстремума на данном отрезке. Значит, своего
наибольшего значения на данном отрезке функция достигает
именно в этой точке. Найдем наибольшее значение:

y(−3) = −3+
9
−3
= −6.

Ответ: −6.





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите f ′
�
−1

2

�
, еслиТ.

f (x) = 3x−2.

Т.. Найдите y′(1), еслиТ.

y(x) =
7

x3 .

Т.. Найдите f ′
�

3
4

�
, еслиТ.

f (x) = 5x+9x−1
+8.

Т.. Найдите g′(−1), еслиТ.

g(x) =
4x2
+3x+7

x
.

Т.. Найдите y′(−10), еслиТ.

y = 8(x+9)−10.

Т.. Найдите g′(7), еслиТ.

g(x) =
7

(x−6)5 .

Т.. Найдите f ′(−4,5), еслиТ.

f (x) =
x−4

x2−16
.

Т.. Найдите y′(2), еслиТ.

y(x) =
5

(4x−9)3 .

Т.. Найдите g′(2), еслиТ.

g(x) =
5

4x2−15
.

Т.. Найдите y′(−3), еслиТ.

y =
7x+2
2x+7

.

Образец написания:





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y = 16− 16
x
− x.

Т.. Найдите точку максимума функции Т.

y = − x2
+36
x

.

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y =
x2
+64
x

.

Т.. Найдите точку максимума функции Т.

y = 7−0,5x− 2

x2 .

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y =
4

x2 + x+4.

Т.. Найдите точку максимума функции Т.

y =
27
x
−0,5x2

+6.

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y = 0,5x2
+

1
x
+1,5.

Т.. Найдите точку максимума функции Т.

y =
16
x
− x2

+9.

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y = x2− 54
x
+45.

Т.. Найдите точку максимума функции Т.

y =
128

x
− x2

+100.



Образец написания:



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y =
x2
+16
x

на отрезке [2; 8].

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y =
x2
+7x+49

x

на отрезке [−14;−1].

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y =
x2−6x+36

x

на отрезке [3; 9].

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y =
x2−8x+64

x

на отрезке [−16;−4].

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y =
x2
+10x+100

x

на отрезке [1; 20].

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y =
x3
+ x2

+9
x

− x2

на отрезке [−9;−1].

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = x2
+

25+ x2− x3

x

на отрезке [1; 10].

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y =
16− x3

x

на отрезке [−4;−1].
Образец написания:





Тренировочная работа  Ответы:

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y =
x3−54

x

на отрезке [−6;−1].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y =
250+50x− x3

x

на отрезке [−10;−1].



Образец написания:



Иррациональные функции.
Решения задач  и  диагностической работы

. Найдите точку максимума функции

y = 7+6x−2x
3

2 .

Решение. Найдем производную данной функции:

y′ = 6−3x
1

2 , y′ = 3
�

2−
p

x
�

.

Производная обращается в нуль, если
p

x=2, т. е. x=4. В точ-
ке x= 4 производная меняет знак с плюса на минус, следова-
тельно, эта точка и является единственной точкой максимума.

Ответ: .

. Найдите наименьшее значение функции

y = x
3

2 −3x+1

на отрезке [1; 9].
Решение. Найдем производную данной функции:

y′ =
3
2

x
1

2 −3, y′ =
3
2

�p
x−2
�

.

Производная обращается в нуль, если
p

x=2, т. е. x=4. В точ-
ке x=4 производная меняет знак с минуса на плюс, эта точка
является единственной точкой минимума на данном отрезке,
и наименьшего значения на этом отрезке функция достигает
именно в этой точке. Найдем наименьшее значение:

y(4) = 4
3

2 −3 ·4+1 = −3.

Ответ: −3.





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите f ′(9), если Т.

f (x) = 18
p

x.

Т.. Найдите g′(8), если Т.

g(x) = 20
p

x+17.

Т.. Найдите f ′(2), если Т.

f (x) =
p

4x−7.

Т.. Найдите y′(5), если Т.

y(x) = 7
p

6x+19.

Т.. Найдите y′(1), если Т.

y(x) = 49x
5

7 .

Т.. Найдите g′(18), если Т.

g(x) = x
1

6 · x
8

9 · x
17

18 .

Т.. Найдите g′(1), если Т.

g(x) = 48 8px 12
p

x.

Т.. Найдите f ′(1), если Т.

f (x) = 15 5
p

x+34 17
p

x.

Т.. Найдите g′(1), если Т.

g(x) =
x7,2
+ x2,7

x4,5 .

Т.. Найдите y′(1), если Т.

y =
x2,6−9

x1,3−3
.



Образец написания:



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y =
4
3

x
p

x−6x+1.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = 2+3x− x
p

x.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = x
p

x−1,5x+2.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = 7+8x− 4
3

x
p

x.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = (x−9)
p

x.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = (6− x)
p

x.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = (x−12)
p

x.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = (15− x)
p

x.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = x
p

x−3
p

x+2.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = 11+6
p

x−2x
p

x.

Образец написания:





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = (x−12)
p

x на отрезке [1; 9].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = 7−6
p

x−5x3 на отрезке [1; 4].

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = x3
+5
p

x+7 на отрезке [4; 16].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = (7− x)
p

x+5 на отрезке [−4; 4].

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = (x−11)
p

x+1 на отрезке [0; 8].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = (10− x)
p

x+2 на отрезке [−1; 7].

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = (x−15)
p

x+12+6 на отрезке [−8; 4].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = (8− x)
p

x+4+1 на отрезке [−3; 5].

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = 2(x−20)
p

x+7+5 на отрезке [−6; 2].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = 5− (x−14)
p

x+13 на отрезке [−9; 3].



Образец написания:



Тригонометрические функции.
Решения задач  и  диагностической работы

. Найдите точку минимума функции

y = (0,5− x) cos x+ sin x,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Решение. Сначала найдем производную данной функции,
применив правило для вычисления производной произведе-
ния двух функций:

y′ = (0,5− x)′ cos x+ (0,5− x)(sin x)′+ (cos x)′,

т. е.

y′ = − cos x− (0,5− x) sin x+ cos x,

и, следовательно, y′=−(0,5− x) sin x, или y′= (x−0,5) sin x.

На промежутке
�

0;
π

2

�
производная обращается в нуль только

при x=0,5, поскольку sin x>0 при x∈
�

0;
π

2

�
. В точке x=0,5

производная меняет знак с минуса на плюс, и эта точка явля-
ется единственной точкой минимума на данном промежутке.

Ответ: 0,5.

. Найдите наибольшее значение функции

y = 4
p

2 cos x+4x−π+4

на отрезке
h

0;
π

2

i
.

Решение. Найдем производную данной функции:

y′ = −4
p

2 sin x+4.

Производная обращается в нуль, если

4
p

2 sin x = 4, т. е. sin x =
1p
2

.

Отрезку
h

0;
π

2

i
принадлежит единственный корень x=

π

4
по-

лученного уравнения. В точке x=
π

4
производная меняет знак

с плюса на минус, эта точка является единственной точкой
максимума на данном отрезке, и наибольшего значения на
этом отрезке функция достигает именно в этой точке. Найдем
наибольшее значение:

y
�
π

4

�
= 4
p

2 cos
π

4
+4 · π

4
−π+4, т. е. y

�
π

4

�
= 8.

Ответ: .





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите f ′
�
−3π

2

�
, если Т.

f (x) = 2 sin x+7 cos x.

Т.. Найдите y′
�

5π
4

�
, если Т.

y(x) = 9
p

2 sin x−7 tg x.

Т.. Найдите g′
�

5π
6

�
, если Т.

g(x) = 9 tg x−8 cos x.

Т.. Найдите y′
�
−3π

7

�
, если Т.

y = 3 cos 7x.

Т.. Найдите f ′
�

1
13

�
, если Т.

f (x) =
3
π

sin(13πx).

Т.. Найдите y′
�

11π
4

�
, если Т.

y = 22 tg
�
− x

11

�
.

Т.. Найдите g′
�

4π
3

�
, если Т.

g(x) =
12

sin x
.

Т.. Найдите f ′
�

5π
6

�
, если Т.

f (x) =
18

cos x
.

Т.. Найдите y′
�
π

28

�
, если Т.

y(x) = sin2 7x− cos2 7x.

Т.. Найдите g′
�
π

36

�
, если Т.

g(x) =
sin 24x
cos 12x

.



Образец написания:



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = x sin x+ cos x−3 sin x+1,

принадлежащую промежутку
�
π

2
;π

�
.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = (x−1,5) sin x+ cos x,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = (6−5x) sin x−5 cos x+6,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = 2 cos x− (1−2x) sin x+1,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = 2 cos x− (5−2x) sin x+4,

принадлежащую промежутку
�
π

2
;π

�
.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = x sin x+ cos x− 3
4

sin x,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = sin x−4 cos x−4x sin x+5,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Образец написания:





Тренировочная работа  Ответы:

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y = 3(x−1,25) sin x+3 cos x+2,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Т.. Найдите точку максимума функции Т.

y = (2−5x) sin x−5 cos x+3,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Т.. Найдите точку минимума функции Т.

y = 4 sin x+2(5−2x) cos x−7,

принадлежащую промежутку
�
π

2
;π

�
.



Образец написания:



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = 9+
p

3π−3
p

3x−6 cos x

на отрезке
h

0;
π

2

i
.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = 6 sin x− 36
π

x+7

на отрезке
h
−5π

6
; 0
i

.

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = 5 cos x− 24
π

x+9

на отрезке
h
−2π

3
; 0
i

.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = 9 tg x−8x+7

на отрезке
h
−π

4
; 0
i

.

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = 4x−5 tg x−5π+4

на отрезке
h

3π
4

;
5π
4

i
.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = 5 tg x−4x+π+9

на отрезке
h
−π

4
;
π

4

i
.

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y =

p
3

3
π−2 cos x−

p
3x−5

на отрезке
h

0;
π

2

i
.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = 2 sin x−
p

3x+

p
3

6
π+7

на отрезке
h

0;
π

2

i
.Образец написания:





Тренировочная работа  Ответы:

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = 7 sin x+8 cos x−17x−18

на отрезке
h
−π

2
; 0
i

.

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = 4 sin x−5 cos x+11x−13

на отрезке
h
−3π

2
; 0
i

.



Образец написания:



Показательная функция.
Решения задач  и  диагностической работы

. Найдите точку максимума функции

y = (x2−17x−17)e7−x .

Решение. Сначала найдем производную данной функции,
применив правило для вычисления производной произведе-
ния двух функций:

y′ = (x2−17x−17)′e7−x
+ (x2−17x−17)

�
e7−x
�′

,

т. е.

y′ = (2x−17)e7−x
+ (x2−17x−17)

�
−e7−x
�
,

и, следовательно,

y′ = −(x2−19x)e7−x
, или y′ = −x(x−19)e7−x .

Производная обращается в нуль при x = 0 и x = 19, причем
меняет знак с плюса на минус в точке x=19. Эта точка и яв-
ляется единственной точкой максимума.

Ответ: .

. Найдите наименьшее значение функции

y = (x−13)ex−12

на отрезке [11; 13].
Решение. Сначала найдем производную данной функции,

применив правило для вычисления производной произведе-
ния двух функций:

y′ = (x−13)′ex−12
+ (x−13)(ex−12)′,

т. е.

y′ = ex−12
+ (x−13)ex−12

,

и, следовательно, y′= (x−12)ex−12. В точке x=12 производ-
ная меняет знак с минуса на плюс, эта точка является един-
ственной точкой минимума на данном отрезке, и наименьше-
го значения на этом отрезке функция достигает именно в этой
точке. Найдем наименьшее значение:

y(12) = (12−13)e12−12
= −1.

Ответ: −1.





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите f ′(2), если Т.

f (x) =
7x

ln 7
.

Т.. Найдите y′(−2), если Т.

y =
2x ·5x

ln 10
.

Т.. Найдите f ′(−6), если Т.

f (x) =
6x+8

ln 6
.

Т.. Найдите y′(−2), если Т.

y =
9−x

ln 9
.

Т.. Найдите f ′(14), если Т.

f (x) =
7 ·6 x

7

ln 6
.

Т.. Найдите y′(−2,5), если Т.

y = e2x+5.

Т.. Найдите f ′(−18), если Т.

f (x) = (x+8)ex+18.

Т.. Найдите f ′(4), если Т.

f (x) =
x+3

ex−4 .

Т.. Найдите y′(2), если Т.

y =
73x−5

ln 7
.

Т.. Найдите y′(5), если Т.

y =
15

5
p

15x

ln 15
.



Образец написания:



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = (x2−5x+5)ex−5.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = (x2−8x+8)ex−8.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = (x2−15x+15)ex−15.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = (x+3)2e3−x .

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = −(x−4)2ex−4.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = (x−6)2ex−6.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = (4− x)e5−x.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = (x−6)e7−x .

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = (x2−3)ex−3.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = (x2
+2x+1)ex+4.

Образец написания:





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = 8+ (x−7)ex−6

на отрезке [3; 9].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = (x−11)e12−x
+13

на отрезке [5; 15].

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = 5− (x−3)e4−x

на отрезке [0; 7].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = (x−4)2ex−2

на отрезке [1; 3].

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = 2− (x−3)2e5−x

на отрезке [4; 6].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = 6+ (x−7)2ex−5

на отрезке [4; 6].

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = 4− (x−4)2ex−2

на отрезке [1; 3].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = (x−6)2e8−x

на отрезке [7; 9].

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = (x2−5x+5)ex−3

на отрезке [1; 5].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = (3− x2)ex−1

на отрезке [0; 2].



Образец написания:



Логарифмическая функция.
Решения задач  и  диагностической работы

. Найдите точку минимума функции

y = x−5 ln x.

Решение. Функция определена на (0;+∞). Найдем произ-
водную данной функции:

y′ = 1− 5
x

, т. е. y′ =
x−5

x
.

Производная меняет знак в единственной точке x=5, причем
знак производной в этой точке меняется с минуса на плюс.
Следовательно, эта точка и является единственной точкой
минимума данной функции.

Ответ: .

. Найдите наибольшее значение функции

y = 5−7x+7 ln(x+3)

на отрезке [−2,5; 0].
Решение. Найдем производную данной функции:

y′ = −7+
7

x+3
,

т. е.

y′ = −7
x+2
x+3

.

Производная меняет знак в единственной точке x=−2, при-
чем знак производной в этой точке меняется с плюса на ми-
нус. Эта точка является единственной точкой максимума на
данном отрезке, и наибольшего значения на этом отрезке
функция достигает именно в этой точке. Найдем наибольшее
значение:

y(−2) = 5−7 · (−2)+7 ln(−2+3) = 19.

Ответ: .





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите f ′(7), если Т.

f (x) = 28 ln x.

Т.. Найдите y′(−7), если Т.

y = 15 ln(x+10).

Т.. Найдите f ′(5), если Т.

f (x) = ln(6x−5).

Т.. Найдите y′(5), если Т.

y = ln
x−4
x+5

.

Т.. Найдите f ′(−4), если Т.

f (x) = 5x+4 ln(x+6).

Т.. Найдите y′(5), если Т.

y = 3x ln(x−4).

Т.. Найдите f ′(−2), если Т.

f (x) = 4x2 ln(x+3).

Т.. Найдите f ′(2), если Т.

f (x) =
ln(x−1)

x+2
.

Т.. Найдите y′(3), если Т.

y = 6x+ log5(x+5)− x2

48 ln 5
.

Т.. Найдите y′(6), если Т.

y = 5x2
+

x
ln 7
−6 log7 x.



Образец написания:



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = 2 ln x−5x+7.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = ln(x−8)− x+5.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = x− ln(x−7)+7.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = 4 ln(x−3)−2x+3.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = 2x−5 ln(x−7).

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = 18 ln x− x2.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = 2x−7 ln(x−8)+5.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = ln(x+5)−5x+5.

Т.. Найдите точку минимума функцииТ.

y = (x−3)2−8 ln x.

Т.. Найдите точку максимума функцииТ.

y = 6 ln x− (x−2)2.

Образец написания:





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = 5x− ln(x+5)5 на отрезке [−4,5; 1].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = 3 ln(x+2)−3x+10 на отрезке [−1,5; 0].

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = −x2
+20x−18 ln x на отрезке [0,1; 8,1].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = 7−7x+ ln(7x) на отрезке
h

1
13

;
1
3

i
.

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = x2−2 ln x+1 на отрезке [0,3; 3,3].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = ln(13x)−13x+13 на отрезке
h

1
15

;
1

11

i
.

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = 3x2−11x+5 ln x+7 на отрезке
h

11
12

;
13
12

i
.

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = 7− ln x+5x−2x2 на отрезке
h

1
2

;
7
6

i
.

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = 3x2−10x+4 ln x на отрезке [0,8; 1,2].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = 3− x2
+7x−5 ln x на отрезке

h
1
8

;
9
8

i
.



Образец написания:



Ответы:
Диагностическая работа 

Д.. Найдите точку минимума функцииД.

y = 7+12x− x3.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = x3−3x+4

на отрезке [−2; 0].

Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y =
16
x
+ x+3.

Д.. Найдите наименьшее значение функцииД.

y = x+
36
x

на отрезке [1; 9].

Д.. Найдите точку минимума функцииД.

y =
2
3

x
3

2 −2x+1.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = 3x−2x
3

2

на отрезке [0; 4].

Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y = (2x−3) cos x−2 sin x+5,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Д.. Найдите наименьшее значение функцииД.

y = 6 sin x−9x+5

на отрезке
h
−3π

2
; 0
i

.Образец написания:





Диагностическая работа  Ответы:

Д.. Найдите точку минимума функции Д.

y = (x−7)ex+7.

Д.. Найдите наибольшее значение функции Д.

y = (x−9)e10−x

на отрезке [−11; 11].

Д.. Найдите точку максимума функции Д.

y = ln x−2x.

Д.. Найдите наименьшее значение функции Д.

y = 4x−4 ln x+5

на отрезке [0,5; 5,5].



Образец написания:



Ответы:
Диагностическая работа 

Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y = 5+4x− x3

3
.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = x3−6x2

на отрезке [−3; 3].

Д.. Найдите точку минимума функцииД.

y =
49
x
+ x+49.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = x+
4
x
+4

на отрезке [−4;−1].

Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y = 5+18x−4x
3

2 .

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = 6x− x
p

x+1

на отрезке [9; 25].

Д.. Найдите точку минимума функцииД.

y = 5 sin x−5(x−1) cos x+4,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = 12 cos x+6
p

3x−2
p

3π+6

на отрезке
h

0;
π

2

i
.

Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y = (x2−17x+17)e7−x .
Образец написания:





Диагностическая работа  Ответы:

Д.. Найдите наибольшее значение функции Д.

y = 4+ (x−5)e6−x

на отрезке [1; 8].

Д.. Найдите точку минимума функции Д.

y = x−7 ln x+6.

Д.. Найдите наибольшее значение функции Д.

y = 5 ln x−5x+7

на отрезке [0,7; 1,7].



Образец написания:



Ответы:
Диагностическая работа 

Д.. Найдите точку минимума функцииД.

y =
x3

3
−9x−7.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = 9x2− x3

на отрезке [1; 10].
Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y =
9
x
+ x+9.

Д.. Найдите наименьшее значение функцииД.

y = x+
64
x
+8

на отрезке [4; 16].

Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y = 2+5x− 2
3

x
p

x.

Д.. Найдите наименьшее значение функцииД.

y = x
p

x−12x+11

на отрезке [36; 81].

Д.. Найдите точку минимума функцииД.

y = 2 cos x+ sin x− x cos x,

принадлежащую промежутку
�
π

2
;π

�
.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = 11x−5 cos x+2

на отрезке
h
−π

2
; 0
i

.

Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y = (x+8)e8−x .
Образец написания:





Диагностическая работа  Ответы:

Д.. Найдите наименьшее значение функции Д.

y = (x+4)ex+5

на отрезке [−9; 9].

Д.. Найдите точку минимума функции Д.

y = 2x−5 ln x+3.

Д.. Найдите наибольшее значение функции Д.

y = ln(x+3)3−3x

на отрезке [−2,5; 2,5].



Образец написания:



Ответы:
Диагностическая работа 

Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y = x3−5x2
+7x−5.

Д.. Найдите наименьшее значение функцииД.

y = x3−3x2
+2

на отрезке [1; 4].

Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y =
x2
+225

x
.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y =
x2
+25
x

на отрезке [−10;−1].
Д.. Найдите точку минимума функцииД.

y =
1
3

x
3

2 −3x+5.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = (27− x)
p

x

на отрезке [1; 16].

Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y = 3−4 sin x− (5−4x) cos x,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Д.. Найдите наименьшее значение функцииД.

y = 2 sin x+7x−11

на отрезке [0; 3π].

Д.. Найдите точку минимума функцииД.

y = (x+5)ex−5.

Образец написания:





Диагностическая работа  Ответы:

Д.. Найдите наибольшее значение функции Д.

y = (8− x)ex−7

на отрезке [3; 10].

Д.. Найдите точку максимума функции Д.

y = ln(x+2)− x+3.

Д.. Найдите наименьшее значение функции Д.

y = 2x−2 ln(x+3)+3

на отрезке [−2,5; 1].



Образец написания:



Ответы:
Диагностическая работа 

Д.. Найдите точку минимума функцииД.

y = 7+12x− x3.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = x3−3x+4

на отрезке [−2; 0].
Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y =
16
x
+ x+3.

Д.. Найдите наименьшее значение функцииД.

y = x+
36
x

на отрезке [1; 9].
Д.. Найдите точку минимума функцииД.

y =
2
3

x
3

2 −2x+1.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = 3x−2x
3

2

на отрезке [0; 4].

Д.. Найдите точку максимума функцииД.

y = (2x−3) cos x−2 sin x+5,

принадлежащую промежутку
�

0;
π

2

�
.

Д.. Найдите наименьшее значение функцииД.

y = 6 sin x−9x+5

на отрезке
h
−3π

2
; 0
i

.

Д.. Найдите точку минимума функцииД.

y = (x−7)ex+7.
Образец написания:





Диагностическая работа  Ответы:

Д.. Найдите наибольшее значение функции Д.

y = (x−9)e10−x

на отрезке [−11; 11].

Д.. Найдите точку максимума функции Д.

y = ln x−2x.

Д.. Найдите наименьшее значение функции Д.

y = 4x−4 ln x+5

на отрезке [0,5; 5,5].



Образец написания:



Ответы:
§ . Вычисление наибольших и наименьших

значений функций без применения
производной

Диагностическая работа

. Найдите наименьшее значение функции

y =
p

2x−3+
p

3x−2.

. Найдите наибольшее значение функции

y = log2(1− x− x2).

. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции

y = 9x −2 ·3x на отрезке [−1; 2].

. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции

y = 2 sin x− cos 2x+ cos2 x.

. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции

y =
4x−1

x2−2x+2
.

. Найдите наибольшее значение функции

y =
x2
+1

2x2+ x+1
.

. Найдите наименьшее значение функции

y = 32x−1
+4 ·33−2x .

. Найдите наименьшее значение функции

y = |x2− x|+ |x+1|.
. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции

y = sin 3x+ cos 3x−2.

. Найдите наименьшее значение функции

y =
p

(x−3)2
+1+
p

(x−2)2
+4.

. Найдите наибольшее значение функции

y = 2x+
p

1−4x2.

. Найдите наименьшее значение функции

y = log0,5

�p4x4−3x2
+9−
p

4x4−8x2
+9

x

�

на интервале (0; ∞).
Образец написания:





Методические рекомендации

Методические рекомендации

Алгоритм нахождения наибольшего и наименьшего значений непрерывной на от-
резке функции (как, впрочем, и любой другой алгоритм) не является единственным
способом решения предложенной задачи. Можно, например, исследовать функцию на
монотонность на данном отрезке и, исходя из этого исследования, найти наибольшее
и наименьшее значения. Для того чтобы найти наибольшее и наименьшее значения
линейной или квадратичной функции на отрезке, вовсе не обязательно применять
алгоритм исследования функции с помощью производной: достаточно ограничиться
известными свойствами линейной и квадратичной функций. Для функции y=−7x+3
наибольшим и наименьшим значениями на отрезке [−1; 2] будут соответственно чис-
ла y(−1)=10 и y(2)=−11, так как функция убывает на данном отрезке. При вычисле-
нии наибольшего и наименьшего значений функции y= x2− 2x− 5 на отрезке [0; 7]
можно поступить следующим образом. Абсцисса x0 = 1 вершины параболы, являю-
щейся графиком квадратичной функции y= x2− 2x− 5, принадлежит отрезку [0; 7],
поэтому наименьшего значения эта функция достигает в точке x0= 1 (это значение:
y(1)=−6), а наибольшего — в том из концов отрезка [0; 7], который наиболее удален
от x0, т. е. при x=7 (это значение легко вычислить: y(7)=30).

Чтобы найти наибольшее и наименьшее значения функции y = 2 sin 3x + 1 на от-
резке [2000; 2011], достаточно заметить, что длина данного отрезка больше периода
функции и, следовательно, наибольшее и наименьшее значения на функции на дан-
ном отрезке равны соответственно  и −1 — наибольшему и наименьшему значениям
функции на всей области определения. Решение задачи с применением алгоритма
в данном случае окажется существенно более долгим и сложным.

Найдем теперь наибольшее значение непрерывной на всей числовой прямой функ-
ции

y = 3|x+4|−11|x−5|+ |2x−17|−5x−9.

Здесь нужно обратить внимание на то, что при x > 5 второй модуль «раскрывается»
со знаком «плюс» и при любом «раскрытии» остальных модулей коэффициент при x
будет отрицательным, так как ±3− 11± 2− 5< 0. Аналогично при x < 5 второй мо-
дуль «раскрывается» со знаком «минус», и при любом «раскрытии» остальных модулей
коэффициент при x будет положительным, так как ±3+11±2−5>0. Значит, график
функции состоит из частей (отрезков или лучей) прямых y = ki x + bi, где ki > 0 при
x< 5 и ki< 0 при x> 5. Поэтому на промежутке (−∞; 5] данная функция возрастает,
а на промежутке [5;+∞) убывает, и своего наибольшего значения она достигает в точ-
ке x=5. Это значение равно y(5)=3|5+4|−11|5−5|+ |2 ·5− 17| − 5 ·5− 9= 0. Клю-
чом к решению этой задачи послужило то, что модуль коэффициента при переменной
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у одного из слагаемых оказался больше любой комбинации сумм и разностей осталь-
ных таких коэффициентов. Это позволило сделать вывод о промежутках возрастания
и убывания функции. В том случае, если знак такого коэффициента определяется
однозначно, решение может оказаться еще проще.

Прежде чем переходить к систематическому изложению методов вычисления
наибольших и наименьших значений функции без применения производной, рас-
смотрим еще один пример: найдем наименьшее и наибольшее значения функции
y=2|x−2|+3|x−3|+4|x−4|+5|x−5|+15x+16 на отрезке [0; 6]. Заметим, что при
любом «раскрытии» модулей коэффициент при переменной будет положительным, так
как ±2± 3± 4± 5+ 15> 0. Значит, график функции состоит из частей (отрезков или
лучей) прямых y = ki x + bi, где ki > 0. Следовательно, данная функция возрастает на
всей числовой прямой и, в частности, на отрезке [0; 6]. Поэтому

min
[0;6]

y(x) = y(0) = 70, max
[0;6]

y(x) = y(6) = 136.
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Применение свойств функций.
Решение задач — диагностической работы

Монотонность и ограниченность

При вычислении наибольших и наименьших значений функций во многих случа-
ях можно обойтись без применения производной, используя свойства монотонных и
ограниченных функций.

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наименьшее значение
функции

y =
p

2x−3+
p

3x−2.

Решение. Область определения функции: D( y)=
h

3
2

; ∞
�

. Данная функция являет-

ся возрастающей на D( y) как сумма двух возрастающих функций. Поэтому

y(x) ¾ y
�

3
2

�
=

q
5
2

.

Ответ: min y(x)= y
�

3
2

�
=

q
5
2

.

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наибольшее значение
функции

y = log2(1− x− x2).

Решение. Имеем 1− x− x2
=

5
4
−
�

x+
1
2

�2
¶

5
4

. Функция log2 t является возрастаю-

щей на своей области определения, поэтому log2(1− x− x2)¶ log2
5
4

на D( y), причем

знак равенства достигается при x=−1
2

.

Ответ: max y(x)= y
�
−1

2

�
= log2

5
4

.

Пример . Найдите наибольшее и наименьшее значения функции

y =
�

1
2

�sin
�
π

2
cos x
�

.

Решение. Имеем −π
2
¶
π

2
cos x¶

π

2
, а на отрезке

h
−π

2
;
π

2

i
функция sin t является

возрастающей, поэтому

sin
�
−π

2

�
¶ sin
�
π

2
cos x
�
¶ sin

π

2
,

т. е. −1¶ sin
�
π

2
cos x
�
¶1. Функция
�

1
2

�z
является убывающей на R, следовательно,

�
1
2

�1
¶

�
1
2

�sin
�
π

2
cos x
�
¶

�
1
2

�−1

= 2.
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§ . Вычисление наибольших и наименьших значений без производной

При этом y(x)=
1
2

, если cos x = 1 ⇔ x = 2πk, k ∈ Z; y(x)= 2, если cos x =−1 ⇔
⇔ x=π+2πn, n∈Z.

Ответ: max y(x)= 2 достигается при x=π+ 2πn, n∈Z; min y(x)=
1
2

достигается

при x=2πk, k∈Z.

Пример . Найдите наибольшее значение функции

y =
p

5−2x−
p

1−2x.

Решение. Имеем

y(x) =
�p

5−2x−
p

1−2x
�
·
p

5−2x+
p

1−2xp
5−2x+

p
1−2x

=
(5−2x)− (1−2x)p

5−2x+
p

1−2x
=

4p
5−2x+

p
1−2x

.

Имеем D( y) =
�
−∞;

1
2

i
и функция f (x) =

p
5−2x +

p
1−2x является убывающей

на
�
−∞;

1
2

i
(как сумма двух убывающих функций), следовательно, f (x)¾ f

�
1
2

�
= 2

при x ∈
�
−∞;

1
2

i
. Поэтому функция y(x) =

1

f (x)
является возрастающей на D( y)

и y(x)¶
4

f
�

1

2

� =2 при x∈D( y).

Ответ: max y(x)= y
�

1
2

�
=2.

Пример . Найдите наибольшее значение выражения

z = sin3 x+ cos3 y+ cos7 x+ sin7 y.

Решение. Имеем: sin3 x¶ sin2 x, cos3 y¶ cos2 y, cos7 x¶ cos2 x, sin7 y¶ sin2 y, поэто-
му z ¶ sin2 x + cos2 y + cos2 x + sin2 y = 2, причем знак равенства достигается, лишь
если





sin3 x = sin2 x,

cos7 x = cos2 x,

sin7 y = sin2 x,

cos3 y = cos2 x

⇔





�
sin x = 0,

sin x = 1,

�
cos x = 0,

cos x = 1,

�
sin y = 0,

sin y = 1,

�
cos y = 0,

cos y = 1

⇔








�
sin x = 0,

cos x = 1,

�
sin x = 1,

cos x = 0,




�
sin y = 0,

cos y = 1,

�
sin y = 1,

cos y = 0

⇔






x = 2πn, n ∈ Z,

x =
π

2
+2πk, k ∈ Z,


y = 2πl, l ∈ Z,

y =
π

2
+2πm, m ∈ Z.

(Всего  серии пар решений.)
Ответ: max z(x, y)=2.
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Замена переменной

Иногда наибольшее и наименьшее значения функции можно вычислить, исполь-
зуя подходящую замену переменной. Найдем, например, наибольшее и наименьшее
значения функции y = cos 2x + sin x на отрезке [0;π]. Воспользовавшись формулой
двойного аргумента, получим, что y=−2 sin2 x+ sin x+1. Пусть sin x= t. По условию
x∈ [0;π], поэтому t∈ [0; 1]. Таким образом, задача сводится к отысканию наибольше-
го и наименьшего значений квадратичной функции y=−2t2

+ t+1 на отрезке [0; 1].
Графиком этой функции является парабола, ветви которой направлены вниз. Абсцисса

вершины параболы t0=
1
4

принадлежит отрезку [0; 1]. Поэтому наибольшее значение

достигается в точке t0, а наименьшее — в том из концов отрезка [0; 1], который наи-
более удален от точки t0, т. е.

max
[0;1]

y(t) = y
�

1
4

�
=

9
8

, min
[0;1]

y(t) = y(1) = 0.

Соответствующие значения x находятся из уравнений sin x=
1
4

и sin x=1 при условии
x∈ [0;π].

Аналогично нахождение множества значений функции y = 5 cos2 x − 3 cos x + 1
сводится к нахождению множества значений функции f (t)= 5t2 − 3t + 1 на отрез-
ке [−1; 1]. Наибольшее и наименьшее значения функции f (t) достигаются в точках
t =−1 и t = 0,3 соответственно и равны f (−1)= 9 и f (0,3)= 0,55. Таким образом,
множеством значений функции y=5 cos2 x−3 cos x+1 является отрезок [0,55; 9].

Вообще, с помощью подходящей замены переменной решение многих задач на
вычисление наибольших и наименьших значений функции может быть сведено к ис-
следованию квадратного трехчлена на некотором промежутке.

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наибольшее и наимень-
шее значения функции y=9x−2 ·3x на отрезке [−1; 2].

Решение. Пусть t = 3x . По условию −1 ¶ x ¶ 2, поэтому
1
3
¶ t ¶ 9, y = t2 − 2t.

Таким образом, решение задачи сводится к вычислению наибольшего и наимень-

шего значений квадратичной функции f (t) = t2 − 2t на отрезке
h

1
3

; 9
i

. Ветви па-

раболы, являющейся графиком этой функции направлены вверх, а абсцисса вер-

шины t0 = 1 принадлежит отрезку
h

1
3

; 9
i

, поэтому min�
1

3
;9
� y(t) = y(1) = −1, а мак-

симальное значение достигается на том конце отрезка, который наиболее удален
от t0, т. е. max�

1

3
;9
� f (t)= f (9)= 63. Если t = 1, то x = 0; если t = 9, то x = 2. Поэтому

max
[−1;2]

y(x)= y(2)=63, min
[−1;2]

y(x)= y(0)=−1.

Ответ: max
[−1;2]

y(x)= y(2)=63, min
[−1;2]

y(x)= y(0)=−1.
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Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наибольшее и наимень-
шее значения функции

y = 2 sin x− cos 2x+ cos2 x.

Решение. Используя формулы cos 2x=1−2 sin2 x, cos2 x=1− sin2 x, получаем, что
y = sin2 x + 2 sin x. Пусть t = sin x, −1 ¶ t ¶ 1. Тогда решение задачи сводится к вы-
числению наибольшего и наименьшего значений квадратичной функции y = t2

+ 2t
на отрезке [−1; 1]. Пусть t0 — абсцисса вершины параболы являющейся графиком
функции f (t)= t2

+ 2t, t0 =−1, ветви параболы направлены вверх и, следовательно,
на [−1; 1] функция f (t)= t2

+2t возрастает. Поэтому

min
[−1;1]

f (t) = f (−1) = −1, max
[−1;1]

f (t) = f (1) = 3.

Если t=−1, то sin x=−1⇔ x=−π
2
+2πn, n∈Z. Если t=1, то sin x=1 ⇔ x=

π

2
+2πk,

k∈Z.
Ответ: max

R
y(x)=3 достигается при x=

π

2
+2πk, k∈Z, min

R
y(x)=−1 достигается

при x=−π
2
+2πn, n∈Z.

Пример . Найдите наибольшее и наименьшее значения функции y=6
p

2x−3−2x
на отрезке [2; 8].

Решение. Пусть t=
p

2x−3. По условию 2¶ x¶ 8, поэтому 1¶ t¶
p

13. При этом
2x= t2

+3, т. е.

y = 6t− t2−3 = −t2
+6t−3.

Таким образом, задача сводится к вычислению наибольшего и наименьшего значе-
ний квадратичной функции f (t)=−t2

+ 6t − 3 на отрезке
�

1;

p
13
�

. Графиком этой
функции является парабола, ветви которой направлены вниз, абсцисса t0 вершины
параболы равна 3. Так как t0∈

�
1;

p
13
�

, получаем, что

max
[1;

p
13]

f (t) = f (3) = 6,

а наименьшее значение достигается в том из концов отрезка
�

1;

p
13
�

, который наи-
более удален от t0, т. е.

min
[1;

p
13]

f (t) = f (1) = 2.

Если t=3, то x=
t2
+3
2
=6; если t=1, то x=2.

Ответ: min
[2;8]

y(x)= y(2)=2, max
[2;8]

y(x)= y(6)=6.

Пример . Найдите наибольшее и наименьшее значения функции

y = cos x+4
p

2− cos x−6.


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Решение. Пусть t=
p

2− cos x. Тогда

1 ¶ t ¶
p

3, cos x = 2− t2
,

y = 2− t2
+4t−6 = −t2

+4t−4 = −(t−2)2.

Решение задачи свелось к вычислению наибольшего и наименьшего значений квадра-
тичной функции f (t)=−(t−2)2 на отрезке

�
1;

p
3
�

. Графиком этой функции является
парабола, ветви которой направлены вниз. Абсцисса t0 вершины параболы равна 2,
т. е. t0 >

p
3. Поэтому на

�
1;

p
3
�

функция f (t)=−(t − 2)2 является возрастающей.
Следовательно,

min
[1;

p
3]

f (t) = y(1) = −1, max
[1;

p
3]

f (t) = y
�p

3
�
= −
�p

3−2
�2
= 4
p

3−7.

Если t= 1, то cos x= 1 ⇔ x= 2πn, n∈Z. Если t=
p

3, то cos x=−1 ⇔ x=π+ 2πk,
k∈Z.

Ответ: min
R

y(x)=−1 достигается при x=2πn, n∈Z; max
R

y(x)=4
p

3−7 достига-

ется при x=π+2πk, k∈Z.

Пример . Найдите наименьшее и наибольшее значения функции

y = 4x+6|x−2|− x2 на отрезке [−1; 3].

Решение. Имеем

y = −(x2−4x+4−4)+6|x−2| = −(x−2)2
+6|x−2|+4.

Так как a2
= |a|2, можем записать y = −|x − 2|2 + 6|x − 2| + 4. Пусть t = |x − 2|. По

условию −1 ¶ x ¶ 3, поэтому 0 ¶ t ¶ 3. При этом y = −t2
+ 6t + 4, и задача сво-

дится к вычислению наибольшего и наименьшего значений квадратичной функции
f (t)=−t2

+6t+4 на отрезке [0; 3]. Графиком этой функции является парабола, ветви
которой направлены вниз, абсцисса t0 вершины равна 3. Поэтому на отрезке [0; 3]
функция f (t)=−t2

+6t+4 возрастает, и, следовательно,

min
[0;3]

f (t) = f (0) = 4, max
[0;3]

f (t) = f (3) = 13.

Если t= 0, то x= 2. Если t= 3, то |x− 2|= 3 ⇔
�

x=−1,

x=5.
Но по условию x ∈ [−1; 3],

поэтому остается только значение x=−1.
Ответ: min

[−1;3]
y(x)= y(2)=4, max

[−1;3]
y(x)= y(−1)=13.

Следует отметить, что замена переменной может существенно упростить решение
задачи и в тех случаях, когда без применения производной обойтись уже невозможно.
Так, вычисление наибольшего и наименьшего значений функции y = cos x sin 2x на
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отрезке
h
−π

2
;
π

2

i
с помощью замены переменной t= sin x можно свести к вычисле-

нию наибольшего и наименьшего значений функции z= 2t− 2t3 на отрезке [−1; 1].
И в том, и в другом случае нужно использовать стандартный алгоритм вычисления
наибольшего и наименьшего значений функции, заданной на отрезке, но для функции
z=2t−2t3 вычисления будут существенно проще.

Исследование множества значений функции

В некоторых случаях найти наибольшее (наименьшее) значение функции y= f (x)
удается, исследовав при помощи элементарных приемов множество значений функ-
ции. В таких случаях зависимость y= f (x) рассматривают как уравнение относитель-
но переменной x с параметром y и находят наибольшее (наименьшее) значение y,
при котором это уравнение имеет решения.

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наибольшее и наимень-
шее значения функции

y =
4x−1

x2−2x+2
. ()

Решение. Область определения функции: D( y)=R. Рассмотрим () как уравнение
относительно переменной x с параметром y, переписав его в виде

yx2−2( y+2)x+2 y+1 = 0. ()

Если y= 0, то уравнение () становится линейным. При этом x=
1
4

. Пусть теперь

y 6= 0. Уравнение () имеет решения в том и только в том случае, если его дискри-

минант D неотрицателен. Найдем
D
4
= ( y + 2)2 − y(2 y + 1)=−y2

+ 3 y + 4¾ 0, т. е.

y2− 3 y − 4¶ 0 ⇔ −1¶ y ¶ 4. Таким образом, min y=−1, max y= 4. При этом D= 0

и x=
y+2

y
. Если y=−1, то x=−1; если y=4, то x=

3
2

.

Ответ: min y(x)= y(−1)=−1; max y(x)= y
�

3
2

�
=4.

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наибольшее значение
функции

y =
x2
+1

2x2
+ x+1

. ()

Решение. Область определения функции: D( y)=R. Рассмотрим () как уравнение
с переменной x и параметром y, переписав его в виде

(2 y−1)x2
+ yx+ y−1 = 0. ()

При y=
1
2

уравнение () становится линейным. В этом случае x=1. Пусть y 6= 1
2

. Урав-

нение () имеет решения в том и только том случае, если 0¶D, где D — дискриминант


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этого уравнения, равный y2−4(2 y−1)( y−1)=−7 y2
+12 y−4. Имеем D¾0, если

7 y2−12 y+4 ¶ 0 ⇔ 6−2
p

2
7
¶ y ¶

6+2
p

2
7

.

Очевидно, что
6+2
p

2
7

>
1
2

. Поэтому max y=
6+2
p

2
7

. При этом D=0 и x=− y

2(2 y−1)
,

т. е.

x = − 3+
p

2

5+4
p

2
= − (3+

p
2)(5−4

p
2)

(5+4
p

2)(5−4
p

2)
= 1−

p
2.

Ответ: max y(x)= y(1−
p

2)=
6+2
p

2
7

.

Отметим, что использовать данный метод целесообразно в том случае, если полу-
ченное уравнение с параметром y имеет достаточно простой вид (например, является
квадратным относительно x).

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наибольшее и наимень-
шее значения функции

y = 5

4x−9

x2−6x+10 .

Решение. Пусть t=
4x−9

x2−6x+10
. Найдем множество значений функции t. Для этого

рассмотрим уравнение

tx2−2(3t+2)x+10t+9 = 0. ()

При t= 0 уравнение () становится линейным. При этом x=
9
4

. Пусть t 6= 0. Тогда

уравнение () имеет решения в том и только том случае, если
D
4
¾ 0, где D — дис-

криминант этого уравнения. Найдем
D
4
= (3t+2)2− t(10t+9)=−t2

+3t+4. Поэтому

D
4
¾0 ⇔ t2−3t−4¶0 ⇔ −1¶ t¶4. Таким образом, max t(x)=4, min t(x)=−1. При

этом
D
4
=0 и x=

3t+2
t

. Если t=4, то x=
7
2

; если t=−1, то x=1. Далее, функция 5t —

возрастающая, поэтому 5−1
¶5t
¶54, т. е.

min
R

y(x) = y(1) =
1
5

, max
R

y(x) = y
�

7
2

�
= 625.

Ответ: min
R

y(x)= y(1)=
1
5

, max
R

y(x)= y
�

7
2

�
=625.





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите наименьшее на отрезке [1; 64] значение функ-Т.
ции

y = 2
p

x
+3

3px
+4.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y =
4x+1

2x2+3
.

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y =
p

x2
+6x+25.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = 3 sin3 x+2 sin2 x+ sin x+1.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = 33+4x−4x2

.

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = log5(9x2−12x+29).

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y =
p

x+8−
p

x−8.

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = −4x2
+4x+7

4x2
+4x+3

.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = cos2 x− sin x+1.

Т.. Найдите наименьшее на отрезке [5; 10] значение функ-Т.
ции

y = logp3(x−4
p

x−2+5).

Образец написания:





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y =
p

8x− x2−7.

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = −2x2−16x+14

2x2−4x+5
.

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = 2 ·9x−3x+1
+1.

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y =
1p

4x−3−
p

4x−7
.

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y =
p

2x2−1−4x2.

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = 8x3− x6 на отрезке [1; 7].

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y =
p

2 lg x−1− lg x.

Т.. Найдите наименьшее на отрезке [1; 6] значение функ- Т.
ции

y = 7|x−3|−2|x+5|− |4x−3|+5.

Т.. Найдите наибольшее на отрезке [−2; 5] значение функ- Т.
ции

y = |5x−4|+ |4x−5|−10x−11.

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = log0,25(x2
+2x+5)+ log4(x2−2x+7).



Образец написания:



Применение стандартных неравенств. Решение задач — диагностической работы

Применение стандартных неравенств.
Решение задач — диагностической работы

Неравенство Коши для двух чисел

Напомним, что для любых двух неотрицательных чисел a и b справедливо неравен-
ство, называемое неравенством между средним арифметическим и средним геометри-
ческим этих чисел (неравенство Коши):

a+ b
2
¾

p
ab ()

(среднее арифметическое двух неотрицательных чисел не меньше их среднего геомет-

рического). Это неравенство легко получить из очевидного неравенства
�p

a−
p

b
�2
¾0,

выполнив возведение в квадрат и перенеся квадратный корень в правую часть. Знак
равенства в формуле () достигается в том и только том случае, когда a= b.

Важным следствием неравенства Коши является следующее: для любых положи-
тельных чисел a и b и любого отличного от нуля действительного числа t выполняется
неравенство ���at+

b
t

��� ¾ 2
p

ab, ()

причем знак равенства достигается в том и только том случае, когда at=
b
t

, т. е. t2
=

b
a

.

Докажем неравенство (). Пусть t>0. Тогда в силу неравенства () имеем

at+
b
t
¾ 2

q
at · b

t
,

т. е.

at+
b
t
¾ 2
p

ab при t > 0. ()

Знак равенства достигается, если t=

q
b
a

.

Пусть t<0. Тогда −t>0 и в силу неравенства () имеем

a(−t)+
b

(−t)
¾ 2
p

ab ⇔ at+
b
t
¶ −2
p

ab при t < 0. ()

Знак равенства достигается, если t=−
q

b
a

. Неравенства () и () можно объединить

в одно неравенство ().

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наименьшее значение
функции

y = 32x−1
+4 ·33−2x .


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Решение. Так как числа 3t и 4 · 3z положительные при любых действительных
значениях t и z, применив неравенство (), получим

y = 32x−1
+4 ·33−2x

¾ 2
p

32x−1 ·4 ·33−2x
= 2
p

32 ·4 = 12.

Таким образом, y(x)¾ 12 при любом действительном x, причем знак равенства
достигается, лишь если

32x−1
= 4 ·33−2x ⇔ 34x−4

= 4 ⇔ x =
4+ log3 4

4
.

Ответ: min
R

y(x)= y
�4+ log3 4

4

�
=12.

Пример . Найдите наибольшее значение функции

y = 4 · x2− x+1
2x−1

на интервале
�
−∞;

1
2

�
.

Решение.

y = 4 · x2− x+1
2x−1

=
4x2−4x+4

2x−1
=

(2x−1)2
+3

2x−1
= 2x−1+

3
2x−1

.

По условию x<
1
2

, поэтому 2x−1<0 и
3

2x−1
<0. Воспользуемся неравенством () для

случая t<0. Тогда

y = 2x−1+
3

2x−1
¶ −2
p

3,

причем знак равенства достигается тогда и только тогда, когда
(

2x−1 =
3

2x−1
,

2x−1 < 0.

Из последней системы находим x=
1−
p

3
2

.

Ответ: max�
−∞;

1

2

� y(x)= y
�

1−
p

3
2

�
=−2
p

3.

Пример . Найдите наименьшее значение функции

y =
4 sin2 x

2 sin x−1
на интервале
�

13
6
π;

17
6
π

�
.

Решение.

y =
4 sin2 x−1+1

2 sin x−1
=

(2 sin x−1)(2 sin x+1)+1

2 sin x−1
=

= 2 sin x+1+
1

2 sin x−1
= 2 sin x−1+

1
2 sin x−1

+2.





Применение стандартных неравенств. Решение задач — диагностической работы

По условию
13
6
π< x<

17
6
π, т. е.

π

6
+2π< x<

5
6
π+2π, а значит, sin x>

1
2

. Восполь-

зуемся неравенством () для случая t>0:

y = 2 sin x−1+
1

2 sin x−1
+2 ¾ 2

q
(2 sin x−1)· 1

2 sin x−1
+2 = 4.

Таким образом, y ¾ 4, причем знак равенства достигается тогда и только тогда,
когда (

(2 sin x−1)2
= 1,

sin x >
1
2

⇔ sin x = 1.

С учетом того, что
13
6
π< x<

17
6
π, получим x=

π

2
+2π=

5
2
π.

Ответ: min�
13

6
π;

17

6
π

� y= y
�

5
2
π

�
=4.

Пример . Найдите наибольшее значение функции

y =
p

x3(2− x3).

Решение. Заметим, что D( y)=
�

0;
3p

2
�

. При x ∈
�

0;
3p

2
�

выполнены, очевидно,
неравенства x3

¾0, 2− x3
¾0. Применим неравенство ():

y =
p

x3(2− x3) ¶
x3
+2− x3

2
= 1.

Поэтому y¶1, причем знак равенства достигается, лишь если
(

x3
= 2− x3

,

0 ¶ x ¶
3p

2
⇔ x = 1.

Ответ: max y(x)= y(1)=1.

Пример . Найдите наибольшее значение функции

y = log3 x log3
9
x
+1 на [1; 9].

Решение. При x∈ [1; 9] справедливы неравенства

log3 x ¾ 0, log3
9
x
¾ 0.

Воспользуемся неравенством (), возводя обе его части в квадрат. Тогда

y = log3 x log3
9
x
+1 ¶

�
log3 x+ log3

9
x

2

�2
+1 =
� log3 9

2

�2
+1 = 2.


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Итак, y¶2, причем знак равенства достигается, лишь если
(

log3 x = log3
9
x

,

1 ¶ x ¶ 9
⇔ x = 3.

Ответ: max
[1;9]

y(x)= y(3)=2.

Заметим, что неравенство ab¶
�

a+ b
2

�2
справедливо для любых действительных

чисел a и b.

Неравенство |a|+ |b|¾ |a+b|

Напомним, что для любых двух действительных чисел a и b справедливо неравен-
ство

|a|+ |b| ¾ |a+ b|, ()

причем знак равенства достигается в том и только том случае, когда ab¾0.
Доказать неравенство () можно различными способами. Приведем один из них.

Из очевидного неравенства |a||b|¾ab (знак равенства достигается только в том случае,
когда числа a и b имеют одинаковые знаки, т. е. когда ab¾0) следует, что

2|a||b| ¾ 2ab⇒ a2
+ b2

+2|a||b| ¾ a2
+ b2

+2ab ⇒ |a|2+2|a||b|+ |b|2 ¾ a2
+2ab+ b2 ⇒

⇒ (|a|+ |b|)2
¾ (a+ b)2 ⇒ |a|+ |b| ¾ |a+ b|,

что и требовалось.
Рассмотрим несколько примеров на применение неравенства ().

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наименьшее значение
функции

y = |x2− x|+ |x+1|.
Решение. В силу неравенства () имеем

y = |x2− x|+ |x+1| ¾ |x2− x+ x+1| = |x2
+1| = x2

+1 ¾ 1.

Таким образом, y¾ 1, причем знак равенства достигается только в том случае, когда
одновременно выполнены равенства

|x2− x|+ |x+1| = |x2
+1| и x2

+1 = 1, т. е. x = 0.

Ответ: min
R

y(x)= y(0)=1.

Пример . Найдите наименьшее значение функции

y = |x−1|+ |x−2|+ |x−3|.


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Решение. Имеем

y = |x−1|+ |x−2|+ |x−3| = |− x+1|+ |x−3|+ |x−2| ¾
¾ |− x+1+ x−3|+ |x−2| = 2+ |x−2| ¾ 2,

причем знак равенства достигается тогда и только тогда, когда

¨
|− x+1|+ |x−3| = 2,

2+ |x−2| = 2
⇔
¨

(1− x)(x−3) ¾ 0,

x = 2
⇔ x = 2.

Ответ: min
R

y(x)= y(2)=2.

Пример . Найдите наименьшее значение функции

y = | log2 x|+
���log2

4
x

���+ log2
2
(x−1).

Решение. Область определения функции: D( y)= (1; ∞). При x>1 имеем

y = | log2 x|+
���log2

4
x

���+ log2
2(x−1) ¾

���log2 x+ log2
4
x

���+ log2
2(x−1) = 2+ log2

2(x−1) ¾ 2,

причем знак равенства достигается тогда и только тогда, когда



| log2 x|+
���log2

4
x

��� =
���log2 x+ log2

4
x

���,
log2

2(x−1) = 0

⇔
(

log2 x · log2
4
x
¾ 0,

x = 2
⇔ x = 2.

Ответ: min
(1;∞)

y(x)= y(2)=2.

Неравенство |a sin t+b cos t|¶
p

a2+b2

Неравенство

|a sin t+ b cos t| ¶
p

a2
+ b2 ()

может быть доказано разными способами, наиболее распространенным из которых
является введение вспомогательного угла ϕ:

sinϕ =
bp

a2+ b2
, cosϕ =

ap
a2+ b2

.


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При этом

|a sin t+ b cos t| =
p

a2
+ b2

��� ap
a2
+ b2

sin t+
bp

a2
+ b2

cos t

��� =

=

p
a2
+ b2 | sin t cosϕ+ cos t sinϕ| =

p
a2
+ b2 | sin(t+ϕ)| ¶

p
a2
+ b2.

Знак равенства достигается, лишь если

| sin(t+ϕ)| = 1 ⇔ t+ϕ =
π

2
+πk, k ∈ Z, ⇔ t =

π

2
−ϕ+πk, k ∈ Z.

Таким образом, функция y(t) = a sin t + b cos t достигает наибольшего значения,

равного
p

a2
+ b2, при

t =
π

2
−ϕ+2πk, k ∈ Z,

и наименьшего значения, равного −
p

a2
+ b2, при t = −π

2
− ϕ + 2πn, n ∈ Z, где

sinϕ=
bp

a2
+ b2

, cosϕ=
ap

a2
+ b2

.

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наибольшее и наимень-
шее значения функции y= sin 3x+ cos 3x−2.

Решение. Применим неравенство () к данной функции:

−
p

2−2 ¶ sin 3x+ cos 3x−2 ¶
p

2−2.

Таким образом, max
R

y(x)=
p

2−2. При этом

3x =
π

2
−arcsin

1p
2
+2πk, k ∈ Z,

т. е.

x =
π

12
+

2
3
πk, k ∈ Z.

Соответственно min
R

y(x)=−
p

2−2. При этом

3x = −π
2
−arcsin

1p
2
+2πn, n ∈ Z,

т. е. x=−π
4
+

2
3
πn, n∈Z.

Ответ: max
R

y(x)=
p

2−2 достигается при x=
π

12
+

2
3
πk, k∈Z; min

R
y(x)=−

p
2−2

достигается при x=−π
4
+

2
3
πn, n∈Z.

Пример . Найдите наибольшее значение функции y=sin x(sin x+cos x)+
p

2 cos x.


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Решение. Из неравенства () следует, что sin x+ cos x¶
p

2. Но тогда

y = sin x(sin x+ cos x)+
p

2 cos x ¶
p

2 sin x+
p

2 cos x =
p

2(sin x+ cos x) ¶
p

2 ·
p

2 = 2.

Таким образом, max
R

y(x)=2. При этом

x =
π

2
−arcsin

1p
2
+2πn, n ∈ Z,

т. e. x=
π

4
+2πn, n∈Z.

Ответ: max
R

y(x)=2 достигается при x=
π

4
+2πn, n∈Z.

Пример . Найдите наибольшее значение функции

y = sin 2x
p

cos 2x+ cos 2x
p

sin 2x.

Решение. Для любого x∈D( y) получим в соответствии с неравенством (), что

y = sin 2x
p

cos 2x+ cos 2x
p

sin 2x ¶

¶

p
(
p

cos 2x)2
+ (
p

sin 2x)2
=

p
cos 2x+ sin 2x ¶

pp
2 =

4p
2.

Таким образом, max y(x)=
4p

2. При этом

2x =
π

2
−arcsin

1p
2
+2πn, n ∈ Z,

т. е. x=
π

8
+πn, n∈Z. Заметим, что эти значения x, очевидно, принадлежат области

определения функции.

Ответ: max y(x)=
4p

2 достигается при x=
π

8
+πn, n∈Z.

Неравенство | #–a |+ |
#–

b |¾ | #–a +
#–

b |

Неравенство

|#–a |+ |#–b | ¾ |#–a + #–

b | ()

по существу представляет собой не что иное, как неравенство треугольника (см. рис.):

A

B

C

–a
–

b

–a +
–

b

AB = |#–a |, BC = |#–b |, AC = |#–a + #–

b |, AC ¶ AB+ BC.

Знак равенства достигается тогда и только тогда, когда векторы #–a и
#–

b сонаправле-
ны, т. е. когда отношения их соответствующих координат равны между собой и равны
отношению их длин (модулей).





Применение стандартных неравенств. Решение задач — диагностической работы

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наименьшее значение
функции

y =
p

(x−3)2
+1+
p

(x−2)2
+4.

Решение. Введем векторы #–a ={3− x; 1} и
#–

b ={x−2; 2}. Тогда

|#–a | =
p

(x−3)2
+1, |#–b | =
p

(x−2)2
+4,

#–a +
#–

b = {1; 3}, |#–a + #–

b | =
p

12
+32

=

p
10.

Используя неравенство |#–a |+ |#–b |¾ |#–a + #–

b |, получаем, что y(x)¾
p

10. Знак равенства

достигается тогда и только тогда, когда #–a ↑↑ #–

b , т. е. когда

3− x
x−2

=
1
2
⇔ 6−2x = x−2 ⇔ x =

8
3

.

Ответ: min
R

y(x)= y
�

8
3

�
=
p

10.

Пример . Найдите наименьшее значение функции

y =
p

(x−1)2
+ (x−6)2

+

p
(x−4)2

+ (x−2)2.

Решение. Введем векторы #–a ={x−1; 6− x} и
#–

b ={4− x; x−2}. Тогда

#–a +
#–

b = {3; 4}, |#–a + #–

b | =
p

32
+42

= 5

и в соответствии с неравенством () имеем |#–a |+ |#–b |¾5. Поэтому y¾5, причем знак

равенства достигается тогда и только тогда, когда #–a ↑↑ #–

b , т. е. когда




x−1
4− x

=
6− x
x−2

,

x−1
4− x

> 0
⇔





x2−3x+2 = x2−10x+24,

x−1
4− x

> 0
⇔ x =

22
7

.

Ответ: min
R

y(x)= y
�

22
7

�
=5.

Пример . Найдите наименьшее значение функции

y =
p

4x
+1+
p

(2x−12)2
+4.

Решение. Введем векторы #–a = {2x
; 1} и

#–

b = {12− 2x
; 2}. Тогда ( #–a +

#–

b )= {12; 3},

|#–a + #–

b |=
p

153 и в соответствии с неравенством () имеем |#–a |+ |#–b |¾
p

153. Поэтому
y(x)¾

p
153= 3

p
17, причем знак равенства достигается тогда и только тогда, когда

#–a ↑↑ #–

b , т. е. когда
12−2x

2x =
2
1
⇔ 12−2x

=2 ·2x ⇔ 2x
=4 ⇔ x=2.

Ответ: min
R

y(x)= y(2)=3
p

17.


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Заметим, что, вводя векторы #–a и
#–

b , следует выбирать их координаты таким об-

разом, чтобы координаты вектора #–a +
#–

b не зависели от переменной x. Кроме того,

если квадраты каких-то одноименных координат векторов #–a и
#–

b являются числами
(как в примерах  и ), то знаки этих чисел должны выбираться одинаковыми, для

того чтобы было выполнено условие сонаправленности векторов #–a и
#–

b . Если же любая

из координат векторов #–a и
#–

b зависит от x (как в примере ), то следует наложить
ограничение на отношение двух одноименных координат: это отношение должно быть
положительным.

Неравенство #–a ·
#–

b ¶ | #–a | · |
#–

b |

Неравенство
#–a · #–b ¶ |#–a | · |#–b | ()

легко следует из определения скалярного произведения векторов:

#–a · #–b = |#–a | · |#–b | cos(
Ö#–a ,

#–

b ) ¶ |#–a | · |#–b |.

Знак равенства достигается тогда и только тогда, когда cos(
Ö#–a ,

#–

b )=1, т. е. угол между

векторами #–a и
#–

b равен  и, следовательно, #–a ↑↑ #–

b . Неравенство (), как правило,
применяется для вычисления наибольшего значения функции и используется при этом
в координатной форме.

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наибольшее значение

функции y=2x+
p

1−4x2.

Решение. Область определения функции: D( y)=
h
−1

2
;

1
2

i
. Введем векторы

#–a =
�

2x;

p
1−4x2
	

и
#–

b = {1; 1}.

Тогда

|#–a | =
p

4x2
+1−4x2

= 1, |#–b | =
p

12
+12

=

p
2,

#–a · #–b = 2x+
p

1−4x2.

В силу неравенства () имеем #–a · #–b ¶ 1 ·
p

2, поэтому y(x)¶
p

2, причем знак равен-

ства достигается тогда и только тогда, когда #–a ↑↑ #–

b , т. е. когда



p
1−4x2

1
=

2x
1

,

2x
1
> 0

⇔
¨

1−4x2
= 4x2

,

x > 0
⇔ x =

1

2
p

2
.

Заметим, что
1

2
p

2
∈D( y).

Ответ: max�
− 1

2
;

1

2

� y(x)= y
�

1

2
p

2

�
=
p

2.


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Пример . Найдите наибольшее значение функции

y = x
�p

1−9x2
+3
p

4− x2
�

.

Решение. Имеем

y = x
p

1−9x2
+3x
p

4− x2
, D( y) =
h
−1

3
;

1
3

i
.

Введем векторы #–a =
�

x;

p
4− x2
	

и
#–

b =
�p

1−9x2
; 3x
	

. Тогда

y = #–a · #–b , |#–a | =
p

x2
+4− x2

= 2, |#–b | =
p

1−9x2
+9x2

= 1

и в силу неравенства () имеем y(x)¶ 2 · 1= 2, причем знак равенства достигается

тогда и только тогда, когда #–a ↑↑ #–

b , т. е. когда





p
1−9x2

x
=

3xp
4− x2

,

x > 0

⇔
¨

(1−9x2)(4− x2) = 9x4
,

x > 0
⇔
(

x2
=

4
37

,

x > 0
⇔ x =

2p
37

.

Заметим, что
2p
37
<

2p
36
=

1
3

, поэтому
2p
37
∈D( y).

Ответ: max�
− 1

3
;

1

3

� y(x)= y
�

2p
37

�
=2.

Пример . Найдите наибольшее значение функции

y =
|2x−1|

p
2x−1+ |x−1|

p
4x−1

x2 .

Решение. Область определения функции: D( y)=
h

1
2

; ∞
�

. Введем векторы

#–a =
�
|2x−1|;
p

4x−1
	

и
#–

b =
�p

2x−1; |x−1|
	

.

Тогда

|#–a | =
q
|2x−1|2+ (
p

4x−1)2
=

p
4x2
= 2x,

|#–b | =
q

(
p

2x−1)2
+ |x−1|2 =
p

x2
= x
�

так как x ¾
1
2

�
.


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В силу неравенства () имеем #–a · #–b ¶ |#–a | · |#–b |= 2x2, поэтому y(x)¶
2x2

x2 = 2, причем

знак равенства достигается тогда и только тогда, когда #–a ↑↑ #–

b , т. е.





|2x−1|p
2x−1

= 2,

p
4x−1

|x−1| = 2

⇔





(2x−1)2

2x−1
= 4,

4x−1

(x−1)2 = 4
⇔ x =

5
2

.

Заметим, что при x=
1
2

векторы #–a и
#–

b также являются сонаправленными.

Ответ: max�
1

2
;∞
� y(x)= y
�

1
2

�
= y
�

5
2

�
=2.

При использовании неравенства () векторы #–a и
#–

b следует вводить таким обра-

зом, чтобы либо |#–a | и |#–b | не зависели от переменной x (пример ), либо отношение
модулей этих векторов было величиной постоянной. Кроме того, следует отметить,
что если в условии (или в условиях) сонаправленности приходится выполнять деления
на выражение, содержащее неизвестную, нужно проверить, не являются ли векторы
сонаправленными и в том случае, когда это выражение обращается в нуль. Если этого
не сделать, то можно потерять решение (см. пример ).

Аналогично неравенству () можно доказать неравенство

#–a · #–b ¾ −|#–a | · |#–b |.

В самом деле,

#–a · #–b = |#–a | · |#–b | · cos(
Ö#–a ;

#–

b ) ¾ −|#–a | · |#–b |,

поскольку cos(
Ö#–a ;

#–

b ) ¾ −1. Знак равенства достигается только в том случае, когда

cos(
Ö#–a ;

#–

b )=−1, т. е. когда векторы #–a и
#–

b противоположно направлены. Полученное
неравенство можно использовать для нахождения наименьших значений некоторых
функций.

Таким образом,

−|#–a | · |#–b | ¶ #–a · #–b ¶ |#–a | · |#–b | или |#–a · #–b | ¶ |#–a | · |#–b |.

Используя последнее неравенство, докажем в качестве примера неравенство (). Вве-
дем векторы #–m= {sin x; cos x} и #–n = {a; b}. Вычисление длин этих векторов не пред-

ставляет труда: |#–m|=1, |#–n |=
p

a2
+ b2. Так как −|#–m| · |#–n |¶ #–m · #–n ¶ |#–m| · |#–n |, получаем

−
p

a2
+ b2 ¶ a sin x+ b cos x ¶

p
a2
+ b2 или |a sin x+ b cos x| ¶

p
a2
+ b2.





Применение стандартных неравенств. Решение задач — диагностической работы

Для неравенства a sin x+ b cos x¶
p

a2
+ b2 знак равенства достигается, если векторы

#–m и #–n сонаправлены, т. е. отношение их соответственных координат равно отноше-

нию длин этих векторов:
sin x

a
=

cos x
b
=

1p
a2
+ b2

, откуда

sin x =
ap

a2
+ b2

, cos x =
bp

a2
+ b2

.

Для неравенства a sin x+ b cos x¾−
p

a2
+ b2 знак равенства достигается, если векторы

#–m и #–n противоположно направлены, т. е. отношение их соответственных координат
равно отношению длин этих векторов, взятому со знаком «минус»:

sin x
a
=

cos x
b
= − 1p

a2
+ b2

,

откуда

sin x = − ap
a2
+ b2

, cos x = − bp
a2
+ b2

.

Заметим, что такое доказательство неравенства () позволяет избежать введения до-
полнительного угла.

Комбинирование приемов

В заключение рассмотрим ряд задач, решение которых требует применения не-
скольких из описанных выше приемов. К таким задачам относятся, в частности, за-
дачи на вычисление наибольших и наименьших значений выражений (функций), за-
висящих более чем от одной переменной.

Пример  (задача  диагностической работы). Найдите наименьшее значение
функции

y = log0,5

�p4x4−3x2
+9−
p

4x4−8x2
+9

x

�
на интервале (0; ∞).

Решение. При x>0 выражение под знаком логарифма, положительно, что следует
из очевидного неравенстваp

4x4−3x2
+9 >
p

4x4−8x2
+9,

равносильного неравенству 5x2
>0. Пусть

t =

p
4x4−3x2

+9−
p

4x4−8x2
+9

x
=

=
5xp

4x4−3x2
+9+
p

4x4−8x2
+9
=

5Ç
4x2
+

9

x2
−3+

Ç
4x2
+

9

x2
−8

.


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В силу неравенства () имеем

4x2
+

9

x2 ¾ 2

q
4x2 · 9

x2 = 12,

причем знак равенства достигается, лишь если 4x2
=

9

x2 и x=

q
3
2

. Таким образом,

q
4x2
+

9

x2 −3+

q
4x2
+

9

x2 −8 ¾
p

12−3+
p

12−8 = 5.

Отсюда t¶1. Функция log0,5 t является убывающей, поэтому log0,5 t¾ log0,5 1=0.

Ответ: min
(0;∞)

y(x)= y

�q
3
2

�
=0.

Пример . Найдите наименьшее значение выражения

z =
p

(x−1)2
+ ( y−1)2

+

p
(x− y)2

+ y2.

Решение. Введем векторы #–a ={x−1; y−1} и
#–

b ={y− x;−y}. Тогда

|#–a | =
p

(x−1)2
+ ( y−1)2

, |#–b | =
p

(x− y)2
+ y2

,

#–a +
#–

b = {y−1;−1}, |#–a + #–

b | =
p

( y−1)2
+1.

В силу неравенства () имеем |#–a |+ |#–b |¾ |#–a + #–

b |, причем знак равенства достигается,

лишь если #–a ↑↑ #–

b . Таким образом, z ¾
p

( y−1)2
+1 ¾ 1, причем z = 1, если y = 1

и #–a ↑↑ #–

b , следовательно, x=1.
Ответ: min z(x; y)= z(1; 1)=1.

Пример . Найдите наименьшее значение выражения

z = |x+2 y|+
p

(x−3)2
+ ( y−4)2.

Решение. Введем векторы #–a={x+2 y; 0},
#–

b={3−x; y−4}. Тогда

|#–a | = |x+2 y|, |#–b | =
p

(x−3)2
+ ( y−4)2

,

#–a +
#–

b = {2 y+3; y−4},

|#–a + #–

b | =
p

(2 y+3)2
+ ( y−4)2

=

p
5 y2
+4 y+25.

В силу неравенства () имеем |#–a |+ |#–b |¾ |#–a + #–

b |, причем знак равенства достига-

ется, лишь если #–a ↑↑ #–

b . Таким образом, z ¾
p

5 y2
+4 y+25. Квадратный трехчлен

5 y2
+4 y+25 положителен при любом y (дискриминант меньше нуля и коэффициент





Применение стандартных неравенств. Решение задач — диагностической работы

при y2 положителен) и достигает наименьшего значения при y=
−4
2 ·5 =−

2
5

. Это наи-

меньшее значение равно, как легко подсчитать,
121

5
. Поэтому z¾

q
121

5
, причем знак

равенства достигается, лишь если y=−2
5

и #–a ↑↑ #–

b , следовательно, x=
4
5

.

Ответ: min z(x; y)= z
�

4
5

;−2
5

�
=

11p
5

.

Пример . Найдите наибольшее значение выражения

z = y
p

1− x2
+ x
p

3+2 y−2 y2.

Решение. Введем векторы #–a ={y;

p
3+2 y−2 y2} и

#–

b ={
p

1− x2
; x}. Тогда

z = #–a · #–b , |#–a | =
p

y2
+3+2 y−2 y2

=

p
4− (1− y)2

, |#–b | =
p

1− x2
+ x2

= 1.

В силу неравенства () имеем #–a · #–b ¶ |#–a | · |#–b |, причем знак равенства достигается,

лишь если #–a ↑↑ #–

b . Таким образом,

z ¶
p

4− ( y−1)2 ¶
p

4 = 2,

причем знак равенства достигается, лишь если y=1 и #–a ↑↑ #–

b , следовательно,
p

1− x2

1
=

xp
3
⇔
¨

x ¾ 0,

3−3x2
= x2

⇔ x =

p
3

2
.

Ответ: max z(x; y)= z
�p

3
2

; 1
�
=2.

Пример . Найдите наибольшее значение выражения

z = sin x−2 cos y+ sin(x+ y).

Решение. Имеем

z = sin x−2 cos y+ sin x cos y+ cos x sin y = sin x(1+ cos y)+ cos x sin y−2 cos y.

В силу неравенства () получаем

sin x(1+ cos y)+ cos x sin y ¶
p

(1+ cos y)2
+ sin2 y,

т. е.

sin x(1+ cos y)+ cos x sin y ¶
p

2+2 cos y. ()

Поэтому z ¶
p

2+2 cos y − 2 cos y. Пусть теперь t =
p

2+2 cos y, 0 ¶ t ¶ 2. Тогда

2 cos y= t2−2. Рассмотрим квадратный трехчлен f (t)= t− t2
+2 на отрезке [0; 2]. Вет-

ви параболы, являющейся графиком этого квадратного трехчлена, направлены вниз





Применение стандартных неравенств. Решение задач — диагностической работы

и абсцисса t0 вершины, равная
1
2

, принадлежит отрезку [0; 2], следовательно,

max
[0;2]

f (t) = f
�

1
2

�
=

9
4

.

Поэтому z¶
9
4

, причем знак равенства достигается в том и только том случае, если

одновременно
p

2+2 cos y=
1
2

и неравенство () обращается в равенство. Отсюда





p
2+2 cos y =

1
2

,

sin x(1+ cos y)+ cos x sin y =
p

2+2 cos y
⇔





cos y = −7
8

,




sin x · 1
8
− cos x ·

p
15
8
=

1
2

,

sin x · 1
8
+ cos x ·

p
15
8
=

1
2

⇔

⇔





cos y = −7
8

,




sin x
�

x−arccos
1
8

�
=

1
2

,

sin x
�

x+arccos
1
8

�
=

1
2

⇔




(
y = arccos

7
8
−π+2πn, n ∈ Z,

x = arccos
1
8
+ (−1)kπ

6
+πk, k ∈ Z,

(
y = π−arccos

7
8
+2πl, l ∈ Z,

x = −arccos
1
8
+ (−1)mπ

6
+πm, m ∈ Z.

Ответ: max z(x; y)=
9
4

.

Рассмотренные примеры показывают, что довольно большое число задач на вы-
числение наибольших и наименьших значений функций можно решить, не прибегая
к помощи производной, а в некоторых случаях только такой путь и приводит к успеху.
Отметим, что порой подобные задачи являются частью более сложных задач (напри-
мер, уравнений, в которых минимум левой части совпадает с максимумом правой,
причем решение «стандартными» приемами не представляется возможным).

Такого рода уравнения, неравенства или системы уравнений вполне могут встре-
титься среди заданий С, С, C единого государственного экзамена по математике,
поэтому, решив тренировочные и диагностические работы параграфа, вы сможете
более уверенно чувствовать себя на экзамене.





Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = 75x−2
+9 ·74−5x−41.

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y = |2x−3x2|+ |2x+9|.
Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y =
p

x2−2x+2+
p

x2−10x+29.

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = 3
p

10−3x+4
p

3x+26.

Т.. Найдите наименьшее значение функции Т.

y =
Æ

log2
0,75 x+1+
Æ

(log0,75 x−3)2
+9.

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = 0,8 cos x(3 sin x+4 cos x)+3 sin x.

Т.. Найдите наибольшее значение функции Т.

y = x
�

2
p

16−9x2
+3
p

9−4x2
�

.

Т.. Найдите наименьшее значение выражения Т.

z =
p

(2x−1)2
+ (3 y−1)2

+

p
(2x−3 y)2

+9 y2.

Т.. Найдите наибольшее значение выражения Т.

z = 2 y
p
−x2−2x+ (x+1)

p
3+4 y−8 y2.

Т.. Найдите наибольшее значение выражения Т.

z = 2 cos x− cos y+ cos(x− y).



Образец написания:



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = 3x2
+

12

x2
+1
+4.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y =
p

x2−7 ·
p

13− x2.

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y =
p

x2−6x+10+
p

x2
+10x+50.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = 5
p

7−3x+12
p

3x+29+22.

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y =
p

(x−1)2
+ (x−2)2

+

+

p
(x−5)2

+ (2x+5)2−
p

9x2−42x+65+7.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y =
p

4x2−12x+18−
p

x2−2x+5−
p

x2−4x+5.

Т.. Найдите наименьшее значение функцииТ.

y = x2
+4x+ |x2−2|+ |x2−5|.

Т.. Найдите наибольшее значение функцииТ.

y = 90,5+|4x−5|−|x2−3x+1|−|x2
+x−4|.

Т.. Найдите наименьшее на отрезке [−3; 3] значение функ-Т.
ции

y = x2
+ x
p

x2
+16−9.

Т.. Найдите наименьшее значение выраженияТ.

z = |2x−3 y|+
p

4x2
+ ( y+1)2.

Образец написания:





Ответы:
Диагностическая работа 

Д.. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции Д.

y = 4x
+5x+1 на отрезке [−1; 2].

Д.. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции Д.

y = cos 2x−4 cos x+4.

Д.. Найдите наибольшее значение функции Д.

y =
p

2x−1−
p

2x−5.

Д.. Найдите наименьшее на отрезке
h

0;
π

8

i
значение функ- Д.

ции

y = 3 sin x+4x+5.

Д.. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции Д.

y = sin x+4
p

1− sin x−5.

Д.. Найдите наименьшее значение функции Д.

y =
2x2−4|x|+11

2|x|−1
на отрезке [1; 3].

Д.. Найдите наибольшее значение функции Д.

y =

q
log2 x log2

4
x

на отрезке
h

3
2

;
7
2

i
.

Д.. Найдите наименьшее значение функции Д.

y = 75x−2
+9 ·74−5x−41.

Д.. Найдите наименьшее значение функции Д.

y = | log5 x|+ | log5 x−3|+ log4
7(26− x).

Д.. Найдите наименьшее значение функции Д.

y =
Æ

log2
0,75

x+1+
Æ

(log0,75 x−3)2
+9.

Д.. Найдите наименьшее и наибольшее значения выраже- Д.
ния

z = 3(sin x+ cos y)+4(cos x+ sin y).

Д.. Найдите наименьшее и наибольшее значения выраже- Д.
ния

z =
x2( y+1)2

(2x2−2x+1)(2 y2
+2 y+1)

.



Образец написания:



Ответы:
Диагностическая работа 

Д.. Найдите наименьшее на отрезке [5; 8] значение функ-Д.
ции

y = x−2
p

x−4+3.

Д.. Найдите наименьшее и наибольшее значения функцииД.

y = 2x+3+6|x−1|− x2 на отрезке [−2; 2].

Д.. Найдите наименьшее и наибольшее значения функцииД.

y = 2

4x−5

x2−4x+5 .

Д.. Найдите наименьшее и наибольшее значения функцииД.

y =
3

q
4x+3

x2
+1

.

Д.. Найдите наименьшее и наибольшее значения функцииД.

y = 1+ log2(3
p

2x−1− x−1) на отрезке [1; 7].

Д.. Найдите наименьшее и наибольшее значения функцииД.

y =
�

1
3

�2 cos x+cos 2x−cos2 x

.

Д.. Найдите наименьшее значение функцииД.

y = 7x−3
+75−x .

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = 5 sin 3x−12 cos 3x+7.

Д.. Найдите наименьшее на отрезке [2,5; 3,5] значениеД.
функции

y = x2−3x+
4

x2−3x+2
+2.

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = 25−|x2−6|−|x2−7|.

Д.. Найдите наименьшее значение функцииД.

y = lg(4 ·32x+3
+3 ·91−x−8).

Д.. Найдите наибольшее значение функцииД.

y = x sin x+
p

9− x2 cos x+4.
Образец написания:





Ответы:
§ . Первообразная

Диагностическая работа

. Найдите первообразную F(x) для функции 

f (x) =
3x+2

5
,

если F(4)=5. В ответе укажите значение F(1).
. Наименьшее значение первообразной F(x) для функции 

f (x) = x2−2x−3

на отрезке [0; 6] равно −9. Найдите наибольшее значение
первообразной на этом отрезке.
. Найдите первообразную F(x) для функции 

f (x) =
3x3
+2

x3

на промежутке (0;+∞), если F(1)= 2. В ответе укажите зна-
чение F(0,5).
. График первообразной F(x) для функции 

f (x) = − 6

x2

на промежутке (−∞; 0) проходит через точку (−2;−3). Реши-
те уравнение F(x)= f (x). Если уравнение имеет более одного
корня, в ответе запишите больший корень.
. Найдите первообразную F(x) для функции 

f (x) =
11p

x
+2

на промежутке (0;+∞), если F(4)= −15. В ответе укажите
значение F(9).
. Найдите первообразную F(x) для функции 

f (x) =
2

3 3px

на промежутке (0;+∞), если график первообразной пересе-
кает прямую y=2x−3 в точке с абсциссой 1. В ответе укажи-
те значение F(8).



Образец написания:



Ответы: § . Первообразная

. График первообразной F(x) для функции

f (x) = 3 sin x−2 cos x

проходит через точку (−π; 0). В какой точке график первооб-
разной пересекает ось ординат? В ответе укажите ординату
этой точки.
. Найдите первообразную F(x) для функции

f (x) = 2+ sin 4x,

если F
�
π

4

�
=−3π. В ответе укажите значение F

�
7π
4

�
.

. Найдите первообразную F(x) для функции

f (x) = ex
+4x+3,

если F(1)= e. В ответе укажите значение F(0).
. Наибольшее значение первообразной F(x) для функции

f (x) = ex
+2x+1

на отрезке [0; 2] равно e2. Найдите наименьшее значение пер-
вообразной на этом отрезке.
. В какой точке отрезка [12; 22] первообразная F(x) для
функции

f (x) = −1− ln2(x−2)

достигает своего наименьшего значения на этом отрезке?

. В какой точке отрезка
h

4
3

;
14
3

i
первообразная F(x) для

функции

f (x) = (x−5) ln(x−1)

достигает своего наибольшего значения на этом отрезке?

Образец написания:





Методические рекомендации

Методические рекомендации

Этот параграф посвящен повторению темы «Первообразная». Напомним, что если
функция y= f (x) непрерывна на некотором промежутке, то существует такая функция
F(x), что для всех значений переменной из этого промежутка F ′(x)= f (x). Функция
F(x) называется первообразной для функции y= f (x) на данном промежутке. Иногда
предлог «для» опускают и пишут или говорят, что F(x) является первообразной функ-
ции f (x).

В курсе школьной математики рассматриваются только функции, которые непре-
рывны в любой точке своей области определения. Значит, для каждой из них суще-
ствует первообразная, но нужно понимать, что если область определения функции
состоит, например, из двух промежутков (на каждом из которых функция непрерыв-
на), то первообразные на этих промежутках могут иметь различный вид.

Из свойств производной следует, что если F(x) — первообразная для функции
y = f (x) и C — произвольное действительное число, то F(x)+ C также будет перво-
образной для функции y= f (x), поскольку

(F(x)+C)′ = F ′(x)+C ′ = f (x).

Более того, в курсе математического анализа доказывается, что если F(x) и G(x) — две
различные первообразные для функции y= f (x), то

G(x) = F(x)+C,

где C — некоторое действительное число, т. е. что любая первообразная для функции
y= f (x) имеет вид F(x)+C. Это, в частности, означает, что график любой первообраз-
ной для данной функции может быть получен из графика любой другой ее первообраз-
ной параллельным переносом вдоль оси ординат. Для того чтобы найти конкретную
первообразную, обычно задают дополнительное условие, например, значение перво-
образной в некоторой точке или точку, через которую проходит график первообразной
(что по сути то же самое, отличие только в формулировке).

Можно выделить два основных типа задач на первообразную. К первому относятся
задачи, связанные с непосредственным вычислением первообразных. Ко второму –
задачи, связанные с исследованием первообразной с помощью данной функции: ведь
она является производной для любой своей первообразной, и значит, позволяет нахо-
дить промежутки монотонности и точки экстремума первообразной, ее наименьшее
и наибольшее значение на отрезке. Вычисление самой первообразной при этом иногда
даже не предполагается (и не требуется условием задачи), а порой бывает попросту
невозможно: не для каждой непрерывной на промежутке функции возможно в явном
виде написать первообразную.

Приведем таблицу первообразных для некоторых функций (C — произвольное дей-
ствительное число).





§ . Первообразная

y= f (x) F(x)

f (x)= k, k — произвольное действительное число F(x)= kx+C

f (x)= x p
, p 6=−1 F(x)=

x p+1

p+1
+C

f (x)=
1
x

F(x)= ln |x|+C

f (x)=
p

x F(x)=
2
3

x
p

x+C

f (x)=
1p
x

F(x)=2
p

x+C

f (x)= 3px F(x)=
3
4

x 3px+C

f (x)=
1

3px
F(x)=

3
2

3
p

x2
+C

f (x)= sin x F(x)=− cos x+C

f (x)= cos x F(x)= sin x+C

f (x)= ex F(x)= ex
+C

f (x)=ax
, a>0, a 6=1 F(x)=

ax

ln a
+C

f (x)=
1p

1− x2
F(x)=arcsin x+C

f (x)=
1

1+ x2 F(x)=arctg x+C

Обратим внимание на то, что первообразные для функции f (x)=
1
x

имеют различ-

ный вид в зависимости от промежутка, на котором рассматривается функция. Так, на

промежутке (0;+∞) первообразная для функции f (x)=
1
x

имеет вид F(x)= ln x + C,

а на промежутке (−∞; 0) задается формулой F(x)= ln(−x) + C (C — произвольное
действительное число). В тех случаях, когда функция y = f (x) определена не на всей
числовой прямой, а на каком-то ее промежутке, этот промежуток часто не указывает-
ся, а как бы считается «заданным по умолчанию»: так, областью определения функции

f (x) =
1p
x

является промежуток (0;+∞), на котором она непрерывна, поэтому ее

первообразная F(x)= 2
p

x+C (C — произвольное действительное число) рассматри-
вается именно на этом промежутке.

При вычислении первообразных иррациональных функций следует помнить о том,

что корень нечетной степени 2n+1px и степень с дробным показателем x
1

2n+1 имеют раз-
ные области определения (а значит, и непрерывности): первый определен при любых





Методические рекомендации

действительных значениях переменной, вторая – только при неотрицательных. Для
вычисления первообразных запись в виде степени, конечно же, более удобна, но ре-
зультат этого вычисления должен быть приведен в виде корня (как и промежуточные
выкладки, если речь идет о задаче с полным решением; впрочем, эти выкладки мож-
но оставить в черновике). Именно поэтому в таблице наряду с табличными указаны
первообразные для наиболее часто встречающихся иррациональных функций.

Напомним теперь основные правила вычисления первообразных. Пусть функции
F(x) и G(x) являются на некотором промежутке первообразными для функций f (x)
и g(x) соответственно, и пусть k, b и C — произвольные действительные числа. Тогда
на рассматриваемом промежутке:

. F(x)+ G(x) и F(x)− G(x) являются соответственно первообразными для функ-
ций f (x)+ g(x) и f (x)− g(x) (краткая формулировка: первообразная суммы (разно-
сти) двух функций равна сумме (разности) первообразных этих функций);

. kF(x) является первообразной для функции kf (x) (краткая формулировка: пер-
вообразная произведения функции на число равна произведению первообразной этой
функций на то же число);

.
1
k

F(kx + b) является первообразной для функции f (kx + b) (здесь, разумеется,

k 6=0).
Так, для функции

f (x) = 3x2−4x+7

первообразная имеет вид

F(x) = x3−2x2
+7x+C;

для функции f (x)= cos(4x+5) первообразной является

F(x) =
1
4

sin(4x+5)+C.

Формул для вычисления первообразной произведения или частного двух функций
(в отличие от формул для вычисления производной произведения или частного двух
функций) не существует. Поэтому если требуется найти производную произведения
или частного функций, сначала следует сделать необходимые алгебраические преоб-
разования. Так, функцию f (x)= x2 x3(x + 1) нужно привести к виду f (x)= x6

+ x5

(первообразной будет функция F(x)=
x7

7
+

x6

6
+ C), а функцию f (x)=

3x5
+2x4

+ x

x2 —

к виду f (x)=3x3
+2x2

+
1
x

(первообразной будет функция F(x)= x4
+ x3

+ ln |x|+C);

здесь C — произвольное действительное число. Перейдем к примерам, разобрав зада-
ния диагностической работы — по два на каждую из шести функционально-числовых
линий школьного курса математики.





Целые рациональные функции.
Решения задач  и  диагностической работы

. Найдите первообразную F(x) для функции f (x)=
3x+2

5
,

если F(4)=5. В ответе укажите значение F(1).
Решение. Найдем первообразную, воспользовавшись таб-

лицей первообразных и их свойствами:

F(x) = 0,3x2
+0,4x+C.

По условию F(4)= 5, значит, 0,3 · 42
+ 0,4 · 4+ C = 5, откуда

C=−1,4 и F(1)=0,3+0,4−1,4=−0,7.
Ответ: F(x)=0,3x2

+0,4x−1,4; F(1)=−0,7.
. Наименьшее значение первообразной F(x) для функции

f (x)= x2 − 2x − 3 на отрезке [0; 6] равно −9. Найдите наи-
большее значение первообразной на этом отрезке.

Решение. Из определения первообразной и условия по-
лучаем, что F ′(x)= f (x)= x2 − 2x − 3. Корнями квадратно-
го трехчлена x2 − 2x − 3 являются числа −1 и 3. Поэтому
F ′(x)= (x+1)(x−3). Исследуем F(x) на данном отрезке с по-
мощью производной.

+−F ′(x)

F(x) x3

min

−1 0 6

Значит, min
[0;6]

F(x)= F(3)=−9, а наибольшее значение F(x)

принимает на одном из концов отрезка [0; 6]. Теперь найдем
первообразную, воспользовавшись таблицей первообразных

и их свойствами: F(x)=
1
3

x3− x2−3x+C. Следовательно,

F(3) =
1
3
·33−32−3 ·3+C = −9+C.

Поэтому −9+ C = −9, откуда C = 0 и F(x)=
1
3

x3 − x2 − 3x.

Найдем значения F(x) на концах отрезка [0; 6]:

F(0) = 0, F(6) =
1
3
·63−62−3 ·6 = 18.

Таким образом, max
[0;6]

F(x)= F(6)=18.

Ответ: 18.



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите первообразную F(x) для функции f (x)=
4x+3

2
, Т.

если F(3)=2. В ответе укажите значение F(0).

Т.. Найдите первообразную F(x) для функции f (x) = Т.
= x2(4x + 3), если известно, что график первообразной про-
ходит через точку (2; 34). В ответе укажите значение F(−1).

Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) = x(2x−1)2
,

если F(0)=−1
6

. В ответе укажите значение F(1).

Т.. Один из двух нулей первообразной F(x) для функции Т.

f (x) = 5x−1

равен −3. Найдите второй нуль.

Т.. График первообразной F(x) для функции f (x)= 4x + 6 Т.
пересекает ось абсцисс в точках, расстояние между которыми
равно 2. В какой точке график первообразной пересекает ось
ординат? В ответе укажите ординату этой точки.

Т.. Найдите первообразную F(x) для функции f (x)=4x+2, Т.
если множеством значений первообразной является луч
[−4;+∞). В ответе укажите значение F(−2).

Т.. В какой точке отрезка [0; 8] первообразная F(x) для Т.
функции f (x)= x2−3x−4 достигает своего наименьшего на
этом отрезке значения?

Т.. В какой точке отрезка [−7; 13] первообразная F(x) для Т.
функции f (x)=7x− x2−13 достигает своего наибольшего на
этом отрезке значения?

Т.. Наибольшее значение первообразной F(x) для функции Т.
f (x)=3x2−14x+11 на отрезке [0; 2] равно 1. Найдите наи-
меньшее значение первообразной на этом отрезке.

Т.. Наименьшее значение первообразной F(x) для функ- Т.
ции f (x)= x2 − 2x + 18 на отрезке [3; 6] равно 64. Найдите
наибольшее значение первообразной на этом отрезке.



Образец написания:



Дробно-рациональные функции.
Решения задач  и  диагностической работы

. Найдите первообразную F(x) для функции

f (x) =
3x3
+2

x3

на промежутке (0;+∞), если F(1)= 2. В ответе укажите зна-
чение F(0,5).

Решение. Разделив почленно числитель на знаменатель,
получим, что f (x)= 3+ 2 · x−3. Найдем первообразную, вос-
пользовавшись таблицей первообразных и их свойствами:
F(x)= 3x − x−2

+ C. По условию F(1)= 2, значит, 2+ C = 2,

откуда C=0 и F(x)=3x− 1

x2 . Поэтому

F(0,5) = 3 ·0,5− 1

0,52 = 1,5−1 :
1
4
= −2,5.

Ответ: F(x)=3x− 1

x2 ; F(0,5)=−2,5.

. График первообразной F(x) для функции

f (x) = − 6

x2

на промежутке (−∞; 0) проходит через точку (−2;−3). Реши-
те уравнение F(x)= f (x). Если уравнение имеет более одного
корня, в ответе запишите больший корень.

Решение. Запишем данную функцию в виде f (x)=−6x−2

и найдем первообразную, воспользовавшись таблицей перво-

образных и их свойствами: F(x)=6x−1
+C или F(x)=

6
x
+C.

Из условия следует, что F(−2)=−3, откуда
6
−2
+ C =−3 и,

следовательно, C = 0. Составим уравнение по условию зада-

чи:
6
x
=− 6

x2 . Поскольку x 6=0, домножив обе части уравнения

на
x2

6
, найдем x=−1.

Ответ: −1.



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) =
3
x

на промежутке (0;+∞), если F(2)=3 ln 2+1. В ответе укажи-
те значение F(1).
Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) =
4
x

на промежутке (−∞; 0), если F(−3)= 4 ln 3− 2. В ответе ука-
жите значение F(−1).
Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) =
4

x−5

на промежутке (5;+∞), если F(9)=4 ln 4+4. В ответе укажи-
те значение F(6).
Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) =
3

x−4

на промежутке (−∞; 4), если F(−3)= 3 ln 7+ 9. В ответе ука-
жите значение F(3).
Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) =
8

4x+3

на промежутке
�
−3

4
;+∞
�

, если F(0)=2 ln 3−5. В ответе ука-

жите значение F(−0,5).
Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) =
3

2x2

на промежутке (0;+∞), если график первообразной проходит
через точку (0,5; 5). В ответе укажите значение F(3).
Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) =
4x2−3

x2

на промежутке (0;+∞), если F(0,25)=−11. В ответе укажите
значение F(0,5).



Образец написания:



Ответы: Тренировочная работа 

Т.. График первообразной F(x) для функцииТ.

f (x) =
15

x2 ,

заданной на промежутке (0;+∞), проходит через точку�
1
3

; 0
�

. Решите уравнение F(x)=5 f (x)+39. Если уравнение

имеет более одного корня, в ответе запишите меньший ко-
рень.
Т.. В какой точке отрезка [−3; 12] первообразная F(x) дляТ.
функции

f (x) =
x2−16

x2
+16

достигает своего наименьшего значения на этом отрезке?
Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) =
10x

10x+
1

10x− 1
10x

на промежутке (0,1;+∞), если график первообразной прохо-
дит через точку (1; 1). В ответе укажите значение F(0,5).

Образец написания:





Иррациональные функции.
Решения задач  и  диагностической работы

. Найдите первообразную F(x) для функции

f (x) =
11p

x
+2

на промежутке (0;+∞), если F(4)= −15. В ответе укажите
значение F(9).

Решение. Найдем первообразную, воспользовавшись таб-
лицей первообразных и их свойствами:

F(x) = 2x+22
p

x+C.

По условию F(4) = −15, значит, 8 + 44 + C = −15, откуда
C=−67 и F(9)=18+66−67=17.

Ответ: F(x)=2x+22
p

x−67; F(9)=17.
. Найдите первообразную F(x) для функции

f (x) =
2

3 3px

на промежутке (0;+∞), если график первообразной пересе-
кает прямую y=2x−3 в точке с абсциссой 1. В ответе укажи-
те значение F(8).

Решение. Найдем первообразную, воспользовавшись таб-
лицей первообразных и их свойствами:

F(x) =
3
p

x2
+C.

Из условия следует, что график первообразной проходит че-
рез точку с абсциссой 1, лежащую на прямой y= 2x− 3, т. е.
через точку (1;−1). Значит, F(1)=−1, откуда 1+ C =−1 и,
следовательно, C=−2. Поэтому

F(8) =
3
p

82−2 = 2.

Ответ: F(x)=
3
p

x2−2; F(8)=2.



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = 6
p

x+5

на промежутке (0;+∞), если F(1)= 9. В ответе укажите зна-
чение F(4).

Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) =
2p

x
+1 на промежутке (0;+∞),

если F(4)=13. В ответе укажите значение F(1).

Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = 4− 11p
x

на промежутке (0;+∞),

если F(25)=12. В ответе укажите значение F(4).

Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = 4 3px+5,

если известно, что график первообразной проходит через точ-
ку (8; 94). В ответе укажите значение F(1).

Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = 23 3px · 5px,

если F(−1)=−3. В ответе укажите значение F(1).

Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = 3
p

x+4 3
p

x+5 на промежутке (0;+∞),

если F(8)=32
p

2+92. В ответе укажите значение F(1).

Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = 21x3 · 5px,

если график первообразной пересекает график функции

y = 21x5 · 3px

в точке с абсциссой 1. В ответе укажите значение F(−1).Образец написания:





Тренировочная работа  Ответы:

Т.. Найдите наименьшее значение на отрезке [1; 8] перво- Т.
образной F(x) для функции

f (x) = 8 3px+7,

если ее наибольшее значение на этом отрезке равно 96.

Т.. В какой точке отрезка [−9; 9] первообразная F(x) для Т.
функции

f (x) =
x2−11x+10

4
3p

x2
+5

достигает своего наибольшего на этом отрезке значения?

Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) = 21x 3px,

если график первообразной пересекает график производной
этой функции f (x) в точке с абсциссой −1. В ответе укажите
значение F(1).



Образец написания:



Тригонометрические функции.
Решения задач  и  диагностической работы

. График первообразной F(x) для функции

f (x) = 3 sin x−2 cos x

проходит через точку (−π; 0). В какой точке график первооб-
разной пересекает ось ординат? В ответе укажите ординату
этой точки.

Решение. Найдем первообразную, воспользовавшись таб-
лицей первообразных и их свойствами:

F(x) = −3 cos x−2 sin x+C.

По условию F(−π) = 0, значит, 3 + C = 0, откуда C = −3
и F(0)=−3−3=−6.

Ответ: −6.
. Найдите первообразную F(x) для функции

f (x) = 2+ sin 4x,

если F
�
π

4

�
=−3π. В ответе укажите значение F

�
7π
4

�
.

Решение. Найдем первообразную, воспользовавшись таб-
лицей первообразных и их свойствами:

F(x) = 2x− 1
4

cos 4x+C.

По условию F
�
π

4

�
=−3π, значит,

π

2
+

1
4
+C=−3π, откуда

C = −7π
2
− 1

4
и F
�

7π
4

�
=

7π
2
+

1
4
− 7π

2
− 1

4
= 0.

Ответ: F(x)=2x− 1
4

cos 4x− 7π
2
− 1

4
; F
�

7π
4

�
=0.



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) = 2 cos x, если F
�
−π

2

�
= −5.

В ответе укажите значение F(π).

Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) = −3 sin x, если F(−π) = 7.

В ответе укажите значение F
�
−π

2

�
.

Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) = −8 cos 4x, если F
�
π

24

�
= 24.

В ответе укажите значение F
�
π

8

�
.

Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) = 6 sin 3x, если F
�
π

9

�
= 9.

В ответе укажите значение F
�
−π

3

�
.

Т.. График первообразной F(x) для функции Т.

f (x) = 3 sin x+4 cos x проходит через точку
�
−π

2
; 2
�

.

В какой точке график первообразной пересекает ось ординат?
В ответе укажите ординату этой точки.

Т.. Найдите первообразную F(x) для функции Т.

f (x) = 3−2 cos 2x, если F
�
π

2

�
=

3π
4

.

В ответе укажите значение F
�
π

4

�
.

Т.. В какой точке отрезка [−13; 7] первообразная F(x) для Т.
функции

f (x) = 4 sin50 x+5 cos60 x+6

достигает своего наибольшего на этом отрезке значения?



Образец написания:



Ответы: Тренировочная работа 

Т.. В какой точке отрезка [−4; 11] первообразная F(x) дляТ.
функции

f (x) = (x2−36)(sin2 x+36)

достигает своего наименьшего на этом отрезке значения?

Т.. Наибольшее значение на отрезке
h
−π;

π

2

i
первообраз-Т.

ной F(x) для функции

f (x) = 2 cos x−3

равно
9π
2

. Найдите наименьшее значение первообразной на
этом отрезке.

Т.. Наименьшее значение на отрезке [0;π] первообразнойТ.
F(x) для функции

f (x) = 6π sin 3x+25

равно −25π. Найдите наибольшее значение первообразной
на этом отрезке.

Образец написания:





Показательная функция.
Решения задач  и  диагностической работы

. Найдите первообразную F(x) для функции

f (x) = ex
+4x+3, если F(1) = e.

В ответе укажите значение F(0).
Решение. Найдем первообразную, воспользовавшись таб-

лицей первообразных и их свойствами:

F(x) = ex
+2x2

+3x+C.

По условию F(1)= e, значит, e+ 2+ 3+ C = e, откуда C =−5
и F(0)=1−5=−4.

Ответ: F(x)= ex
+2x2

+3x−5; F(0)=−4.

. Наибольшее значение первообразной F(x) для функ-
ции f (x) = ex

+ 2x + 1 на отрезке [0; 2] равно e2. Найдите
наименьшее значение первообразной на этом отрезке.

Решение. Из определения первообразной и условия по-
лучаем, что F ′(x) = f (x) = ex

+ 2x + 1. На данном отрезке
ex
+ 2x+ 1> 0. Поэтому F ′(x)> 0 и функция y = F(x) возрас-

тает на отрезке [0; 2].
Значит,

min
[0;2]

F(x) = F(0), max
[0;2]

F(x) = F(2) = e2.

Теперь найдем первообразную, воспользовавшись таблицей
первообразных и их свойствами:

F(x) = ex
+ x2

+ x+C.

Следовательно,

F(2) = e2
+4+2+C = e2

+6+C.

Поэтому e2
+6+C= e2, откуда C=−6 и F(0)=1−6=−5.

Ответ: −5.



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = ex
, если F(ln 4) = 5.

В ответе укажите значение F(0).
Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = 2ex−3, если F(2) = 2e2
+7.

В ответе укажите значение F(0).
Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = 6e2x
, если F(0,5) = 3e+4.

В ответе укажите значение F(0).
Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = 5ex
+6, если F(1) = 5e+8.

В ответе укажите значение F(0).
Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = 2x ln 2, если F(2) = 7.

В ответе укажите значение F(3).
Т.. Найдите первообразную F(x) для функцииТ.

f (x) = 2x ln 2, если F(3) = 5.

В ответе укажите значение F(1).
Т.. Наибольшее значение на отрезке [1; 2] первообразнойТ.
F(x) для функции

f (x) = 5x ln 5+4

равно 10. Найдите наименьшее значение F(x) на этом отрезке.
Т.. Наименьшее значение на отрезке [1; 4] первообразнойТ.
F(x) для функции

f (x) = 2x ln 2+2x+1

равно−2. Найдите наибольшее значение F(x) на этом отрезке.
Т.. В какой точке отрезка [−3; 3] первообразная F(x) дляТ.
функции

f (x) = (3x−3)(x−4)

достигает своего наибольшего на этом отрезке значения?
Т.. В какой точке числовой оси первообразная F(x) дляТ.
функции

f (x) = (7x−49)(x2−4)

достигает своего наименьшего значения?Образец написания:





Логарифмическая функция.
Решения задач  и  диагностической работы

. В какой точке отрезка [12; 22] первообразная F(x) для
функции

f (x) = −1− ln2(x−2)

достигает своего наименьшего значения на этом отрезке?
Решение. Из определения первообразной и условия полу-

чаем, что F ′(x)= f (x)=−1− ln2(x − 2). На данном отрезке
−1 − ln2(x − 2) < 0. Поэтому F ′(x) < 0 и функция y = F(x)
убывает на отрезке [12; 22]. Значит, своего наименьшего зна-
чения эта функция достигает в правом конце отрезка, т. е. при
x=22.

Ответ: 22.

. В какой точке отрезка
h

4
3

;
14
3

i
первообразная F(x) для

функции f (x)= (x−5) ln(x−1) достигает своего наибольше-
го значения на этом отрезке?

Решение. Из определения первообразной и условия полу-
чаем, что F ′(x)= f (x)= (x−5) ln(x−1). При любом значении

переменной x ∈
h

4
3

;
14
3

i
число x − 5 отрицательно. Далее,

ln(x − 1)= 0 при x = 2; ln(x − 1)> 0 при x > 2; ln(x − 1)< 0
при x<2. Исследуем F(x) на данном отрезке с помощью про-
изводной.

+−F ′(x)

F(x) x2

max

4
3

14
3

Следовательно, max� 4
3

;
14

3

� F(x)= F(2).

Ответ: 2.



Ответы:

Тренировочная работа 

Т.. В какой точке отрезка [6; 26] первообразная F(x) дляТ.
функции

f (x) = − ln x

достигает своего наименьшего значения на этом отрезке?
Т.. В какой точке отрезка [0,5; 5] первообразная F(x) дляТ.
функции

f (x) = (x−5) ln x

достигает своего наибольшего значения на этом отрезке?
Т.. К графику первообразной F(x) для функцииТ.

f (x) = log3(x+4)

проведена касательная в точке с абсциссой 5. Найдите угло-
вой коэффициент касательной.
Т.. К графику первообразной F(x) для функцииТ.

f (x) = 8x+ log7(x+6)

проведена касательная в точке с абсциссой 1. Найдите угло-
вой коэффициент касательной.
Т.. К графику первообразной F(x) для функцииТ.

f (x) = x log2 x

проведена касательная в точке с абсциссой 8. Найдите тан-
генс угла, который эта касательная образует с положитель-
ным направлением оси абсцисс.
Т.. К графику первообразной F(x) для функцииТ.

f (x) = 3 cos x+4 log5(x+1)

проведена касательная в точке с абсциссой 0. Найдите тан-
генс угла, который эта касательная образует с положитель-
ным направлением оси абсцисс.
Т.. К графику первообразной F(x) для функцииТ.

f (x) = log11(x2
+2)

проведена касательная в точке с абсциссой 3. Найдите угол,
который эта касательная образует с положительным направ-
лением оси абсцисс. Ответ дайте в градусах.Образец написания:





Тренировочная работа  Ответы:

Т.. В скольких целых точках отрезка [11; 21] значения пер- Т.
вообразной F(x) для функции

f (x) = log7(x−10)

меньше, чем ее значение в точке 17?
Т.. В скольких целых точках отрезка [−2; 4] значения пер- Т.
вообразной F(x) для функции

f (x) = (x−4) log4(x+4)

больше, чем ее значение в точке 3?
Т.. Найдите точку максимума первообразной F(x) для Т.
функции

f (x) = (2x2−5x+2) log7(x−0,5).



Образец написания:



Ответы:
Диагностическая работа 

Д.. Найдите первообразную F(x) для функцииД.

f (x) = 4x+3, если F(2) = 15.

В ответе укажите значение F(−1).
Д.. Наименьшее значение первообразной F(x) для функцииД.

f (x) = 5+4x− x2

на отрезке [−3; 3] равно
1
3

. Найдите наибольшее значение

первообразной на этом отрезке.
Д.. Найдите первообразную F(x) для функцииД.

f (x) =
2x2
+1

x2

на промежутке (0;+∞), если F(2)=5,5. В ответе укажите зна-
чение F(0,5).
Д.. График первообразной F(x) для функцииД.

f (x) = − 8

x3

на промежутке (−∞; 0) проходит через точку (−1; 4). Решите
уравнение F(x)= f (x). Если уравнение имеет более одного
корня, в ответе запишите больший корень.
Д.. Найдите первообразную F(x) для функцииД.

f (x) =
3p
x
+4

на промежутке (0;+∞), если F(9)=55. В ответе укажите зна-
чение F(4).
Д.. Найдите первообразную F(x) для функцииД.

f (x) = 4 3px,

если график первообразной пересекает параболу y=2x2
+3x

в точке с абсциссой −1. В ответе укажите значение F(−8).
Д.. График первообразной F(x) для функцииД.

f (x) = 3 sin x+4 cos x

проходит через точку
�
−π

2
; 2
�

. В какой точке график перво-

образной пересекает ось ординат? В ответе укажите ординату
этой точки.Образец написания:





Диагностическая работа  Ответы:

Д.. Найдите первообразную F(x) для функции Д.

f (x) = 4−3 sin 3x, если F
�
π

6

�
=

2π
9

.

В ответе укажите значение F
�
π

9

�
.

Д.. Найдите первообразную F(x) для функции Д.

f (x) = 5ex
+6, если F(1) = 5e+8.

В ответе укажите значение F(0).
Д.. Найдите наибольшее на отрезке [−1; 3] значение пер- Д.
вообразной F(x) для функции

f (x) = 4x ln 4−5 ·2x ln 2,

если график этой первообразной проходит через начало коор-
динат.
Д.. В какой точке отрезка [5,5; 15,5] первообразная F(x) Д.
для функции

f (x) = log5(x−5)

достигает своего наименьшего значения на этом отрезке?
Д.. В скольких целых точках отрезка [−7; 7] значения пер- Д.
вообразной F(x) для функции

f (x) = − log3(11− x)

меньше, чем ее значение в точке ?



Образец написания:



Ответы:
Диагностическая работа 

Д.. Найдите первообразную F(x) для функцииД.

f (x) = 1+2x+3x2
+13x3 · x4 · x5

, если F(0) = 1.

В ответе укажите значение F(−1).

Д.. Найдите первообразную F(x) для функцииД.

f (x) =
x4−16

x2
+4

,

если график этой первообразной проходит через точку (−3; 6).
В ответе укажите значение F(3).

Д.. Найдите первообразную F(x) для функцииД.

f (x) =
x2 · x4 · x6

x3 · x5 · x7

на промежутке (0;+∞), если F(1)=2,5. В ответе укажите зна-
чение F(0,5).

Д.. Найдите первообразную F(x) для функцииД.

f (x) =
x2
+4

x4
+4x2 на промежутке (0;+∞),

если график этой первообразной проходит через точку
(0,25; 5). В ответе укажите значение F(1).

Д.. Найдите первообразную F(x) для функцииД.

f (x) =
2p
x
+

5x
1
4

4

на промежутке (0;+∞), если F(16) = 50. В ответе укажите
значение F(1).

Д.. Найдите первообразную F(x) для функцииД.

f (x) =
13

q
x4 · 7
p

x2 · 3
p

x,

если график этой первообразной проходит через точку
(8; 12,25). В ответе укажите значение F(1).

Д.. Найдите первообразную F(x) для функцииД.

f (x) = sin x · cos x, если F(
π

6
) =

7
8

.

В ответе укажите значение F(π).
Образец написания:





Диагностическая работа  Ответы:

Д.. Найдите первообразную F(x) для функции Д.

f (x) = cos4 x− sin4 x,

если график этой первообразной проходит через точку�
π

12
;

5
4

�
. В ответе укажите значение F

�
−π

4

�
.

Д.. Найдите первообразную F(x) для функции Д.

f (x) = 2x ·3x ·5x · ln 30, если F(2) = 1000.

В ответе укажите значение F(1).

Д.. Найдите первообразную F(x) для функции Д.

f (x) = 2x+3 ·3x+2 · ln 6,

график этой первообразной проходит через точку (0; 73).
В ответе укажите значение F(−1).

Д.. В какой точке отрезка [−1,5; 2,5] первообразная F(x) Д.
для функции

f (x) = log3(x+2)

достигает своего наименьшего значения на этом отрезке?

Д.. В какой точке отрезка [3,5; 7,5] первообразная F(x) Д.
для функции

f (x) = (x−4) log0,7(x−3)

достигает своего наибольшего значения на этом отрезке?



Образец написания:
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§ . Вычисление производных. Исследование функций с применением производной

Диагностическая работа

. −4. . −54. . . . −6. . . . −3. . 0,5. . . . . . −1. . . . .

Тренировочная работа 

Т.. −4. Т.. 0. Т.. 14. Т.. −14. Т.. 15. Т.. 24. Т.. −2. Т.. −35. Т.. 162.

Т.. 2.

Тренировочная работа 

Т.. .Т.. .Т.. .Т.. −2.Т.. .Т.. −4.Т.. .Т.. −2.Т.. .Т.. −3.

Тренировочная работа 

Т.. . Т.. . Т.. . Т.. . Т.. −29. Т.. . Т.. −32. Т.. . Т.. −4.

Т.. 108.

Тренировочная работа 

Т.. 48.Т..−21.Т..−11.Т..−3.Т.. 80.Т..−35.Т..−4.Т..−60. Т..−80. Т.. 45.

Тренировочная работа  (Т)

Т.. −4.Т.. .Т.. .Т.. 2.Т.. 2.Т.. −3.Т.. .Т.. −2. Т.. −3. Т.. −4.

Тренировочная работа 

Т.. . Т.. −7. Т.. . Т.. −24. Т.. . Т.. −6. Т.. . Т.. −12. Т.. .

Т.. −25.

Тренировочная работа 

Т.. 3.Т.. 2.Т.. 2.Т.. 3.Т.. 35.Т.. 36.Т.. 10.Т.. 5.Т.. 0,9.Т.. 1,3.

Тренировочная работа 

Т.. . Т.. . Т.. . Т.. . Т.. . Т.. . Т.. . Т.. . Т.. . Т.. .

Тренировочная работа 

Т.. −16. Т.. −4. Т.. . Т.. . Т.. −16. Т.. . Т.. −48. Т.. .

Т.. −103. Т.. .

Тренировочная работа 

Т.. −7. Т.. −23. Т.. 16. Т.. 0. Т.. −39. Т.. −4. Т.. 8. Т.. 12.

Т.. 14. Т.. 12.

Тренировочная работа 

Т.. . Т.. 1,5. Т.. 1,2. Т.. 0,5. Т.. 2,5. Т.. 0,75. Т.. 0,25. Т.. 1,25.

Т.. 0,4. Т.. 2,5.





Ответы

Тренировочная работа 

Т.. . Т.. . Т.. . Т.. . Т.. −1. Т.. . Т.. −6. Т.. .

Т.. −10. Т.. −18.

Тренировочная работа 

Т.. 49. Т.. 0,01. Т.. 36. Т.. −81. Т.. 36. Т.. 2. Т.. −9. Т.. −3.

Т.. 21. Т.. 45.

Тренировочная работа 

Т.. . Т.. . Т.. . Т.. −1. Т.. . Т.. . Т.. . Т.. . Т.. .

Т.. −3.

Тренировочная работа 

Т.. . Т.. . Т.. . Т.. . Т.. −2. Т.. . Т.. . Т.. . Т.. −1.

Т.. .

Тренировочная работа 

Т.. 4.Т.. 5.Т.. 0,24.Т.. 0,9.Т.. 7.Т.. 15.Т.. 16.Т.. 0,25. Т.. 6. Т.. 60.

Тренировочная работа 

Т.. 0,4.Т.. .Т.. .Т.. .Т.. 9,5.Т.. .Т.. 11,5. Т.. −4,8. Т.. . Т.. .

Тренировочная работа 

Т.. −20. Т.. . Т.. 19. Т.. . Т.. . Т.. . Т.. −1. Т.. .

Т.. −7. Т.. .

Диагностическая работа 

Д.. −2. Д.. . Д.. −4. Д.. . Д.. . Д.. . Д.. 1,5. Д.. . Д.. .

Д.. . Д.. 0,5. Д.. .

Диагностическая работа 

Д.. . Д.. 0. Д.. . Д.. . Д.. . Д.. . Д.. . Д.. . Д.. . Д.. .

Д.. . Д.. .

Диагностическая работа 

Д.. . Д.. . Д.. −3. Д.. . Д.. . Д.. −245. Д.. . Д.. −3.

Д.. −7. Д.. −1. Д.. 2,5. Д.. .

Диагностическая работа 

Д.. . Д.. −2. Д.. −15. Д.. −10. Д.. . Д.. . Д.. 1,25. Д.. −11.

Д.. −6. Д.. 1. Д.. −1. Д.. −1.

Диагностическая работа 

Д.. −2. Д.. 6. Д.. −4. Д.. 12. Д.. 4. Д.. 1. Д.. 1,5. Д.. 5. Д.. 6.

Д.. 1. Д.. 0,5. Д.. 9.





Ответы

§ . Вычисление наибольших и наименьших значений функций

без применения производной

Диагностическая работа

. min y(x)= y
�

3

2

�
=

q
5

2
. . max y(x)= y

�
−1

2

�
= log2

5

4
. . max

[−1;2]
y(x)= y(2)=63, min

[−1;2]
y(x)=

= y(0) = −1. . max
R

y(x) = 3 достигается при x =
π

2
+ 2πk, k ∈ Z, min

R
y(x) = −1 до-

стигается при x = −π
2
+ 2πn, n ∈ Z. . min y(x) = y(−1) = −1; max y(x) = y

�
3

2

�
= 4.

. max y(x) = y(1 −
p

2) =
6+2
p

2

7
. . min

R
y(x) = y
�4+ log3 4

4

�
= 12. . min

R
y(x) = y(0) = 1.

. max
R

y(x) =
p

2 − 2 достигается при x =
π

12
+

2

3
πk, k ∈ Z; min

R
y(x) = −

p
2 − 2 достигает-

ся при x = −π
4
+

2

3
πn, n ∈ Z. . min

R
y(x) = y
�

8

3

�
=
p

10. . max�
− 1

2
;

1
2

� y(x) = y
�

1

2
p

2

�
=
p

2.

. min
(0;∞)

y(x)= y

�q
3

2

�
=0.

Тренировочная работа 

Т.. 9. Т.. 1. Т.. 4. Т.. 7. Т.. 9. Т.. 2. Т.. 4. Т.. −3. Т.. 2,25. Т.. 2.

Тренировочная работа 

Т.. 3. Т.. −1. Т.. −1

8
. Т.. 0,5. Т.. −15

8
. Т.. 16. Т.. 0. Т.. −20.

Т.. 36. Т.. −0,5.

Тренировочная работа 

Т.. 1. Т.. 9. Т.. 5. Т.. 30. Т.. 5. Т.. 5. Т.. 12. Т.. 1. Т.. 2. Т..
9

4
.

Тренировочная работа 

Т.. 13. Т.. 3. Т.. 10. Т.. 100. Т.. 7. Т.. 0. Т.. −1. Т.. 3. Т.. −15.

Т.. 0,3
p

10.

Диагностическая работа 

Д. min
[−1;2]

y(x) = −3,75; max
[−1;2]

y(x) = 27. Д. min
R

y(x) = 1; max
R

y(x) = 9. Д.. 2. Д.. 5.

Д.. max
R

y(x) = 4
p

2 − 6; min
R

y(x) = −4. Д.. 3,4. Д.. 1. Д.. 1. Д.. 3. Д.. 5.

Д.. max z(x; y)=10; min z(x; y)=−10. Д.. max z(x; y)=1; min z(x; y)=0.

Диагностическая работа 

Д. 6. Д. Д.. max
[−2;2]

y(x) = 13; min
[−2;2]

y(x) = 4. Д. max
R

y(x) = 16; min
R

y(x) = 0,5.

Д. max
R

y(x)=
3p

4; min
R

y(x)=−1. Д. max
[1;7]

y(x)=1+ log2 3; min
[1;7]

y(x)= 1. Д. max
R

y(x)=

=9; min
R

y(x)=
1

9
. Д. 14. Д. 20. Д. 4. Д. 16. Д. 2. Д. 7.





Ответы

§ . Первообразная

Диагностическая работа

. F(x) = 0,3x2
+ 0,4x − 1,4; F(1) = −0,7. . 18. . F(x) = 3x − 1

x2 ; F(0,5) = −2,5.

. −1. . F(x) = 2x + 22
p

x − 67; F(9) = 17. . F(x) =
3
p

x2 − 2; F(8) = 2. . −6.

. F(x)= 2x − 1

4
cos 4x − 7π

2
− 1

4
; F
�

7π

4

�
= 0. . F(x)= ex

+ 2x2
+ 3x − 5; F(0)=−4. . −5.

. 22. . 2.

Тренировочная работа 

Т.. F(x) = x2
+ 1,5x − 11,5; F(0) = −11,5. Т.. F(x) = x4

+ x3
+ 10; F(−1) = 10.

Т.. F(x) = x4 − 4x3

3
+

x2

2
− 1

6
; F(1) = 0. Т.. 3,4. Т.. 2,5. Т.. F(x) = 2x2

+ 2x − 3,5;

F(−2)=0,5. Т.. 4. Т.. −7. Т.. −4. Т.. 154.

Тренировочная работа 

Т.. F(x) = 3 ln x + 1; F(1) = 1. Т.. F(x) = 4 ln(−x) − 2; F(−1) = −2.

Т.. F(x) = 4 ln(x − 5) + 4; F(6) = 4. Т.. F(x) = 3 ln(4 − x) + 9; F(3) = 9.

Т.. F(x) = 2 ln(4x + 3) − 5; F(−0,5) = −5. Т.. F(x) = − 3

2x
+ 8; F(3) = 7,5.

Т.. F(x) = 4x +
3

x
− 24; F(0,5) = −16. Т.. 5. Т.. 4. Т.. F(x) = x +

1

100x
− 0,01;

F(0,5)=0,51.

Тренировочная работа 

Т.. F(x) = 4x
p

x + 5
p

x; F(4) = 52. Т.. F(x) = x + 4
p

x + 1; F(1) = 6.

Т.. F(x) = 4x − 22
p

x + 22; F(4) = −6. Т.. F(x) = 3x 3px + 5x + 6; F(−1) = 4.

Т.. F(x) = 15x
15p

x8
+ 12; F(1) = 27. Т.. F(x) = 2x

p
x + 3x 3

p
x + 5x + 4; F(1) = 14.

Т.. F(x) = 5x4 5px + 16; F(−1) = 11. Т.. −43. Т.. 1. Т.. F(x) = 9x2 3px − 19;

F(1)=−10.

Тренировочная работа 

Т.. F(x) = 2 sin x − 3; F(π) = −3. Т.. F(x) = 3 cos x + 10; F
�
−π

2

�
= 10.

Т.. F(x) = −2 sin 4x + 25; F
�
π

8

�
= 23. Т.. F(x) = −2 cos 3x + 10; F

�
−π

3

�
= 12. Т.. 3.

Т.. F(x)=3x− sin 2x− 3π

4
; F
�
π

4

�
=−1. Т.. 7. Т.. 6. Т.. 2. Т.. 0.

Тренировочная работа 

Т.. F(x) = ex
+ 1; F(0) = 2. Т.. F(x) = 2ex − 3x + 13; F(0) = 15. Т.. F(x) = 3e2x

+ 4;

F(0)=7. Т.. F(x)=5ex
+6x+2; F(0)=7. Т.. F(x)=2x

+3; F(3)=11. Т.. F(x)=2x−3;

F(1)=−1. Т.. −14. Т.. 30. Т.. 1. Т.. −2.

Тренировочная работа 

Т.. 26. Т.. 1. Т.. 2. Т.. 9. Т.. 24. Т.. 3. Т.. 45. Т.. 6. Т.. 5.

Т.. 1,5.





Ответы

Диагностическая работа 

Д.. F(x) = 2x2
+ 3x + 1; F(−1) = 0. Д.. 27. Д.. F(x) = 2x − 1

x
+ 2; F(0,5) = 1.

Д.. −2. Д.. F(x)= 4x + 6
p

x + 1; F(4)= 29. Д.. F(x)= 3x 3
p

x − 4; F(−8)= 44. Д.. 3.

Д.. F(x) = 4x + cos 3x − 4π

9
; F
�
π

9

�
= 0,5. Д.. F(x) = 5ex

+ 6x + 2; F(0) = 7. Д.. 28

Д.. 6. Д.. 5.

Диагностическая работа 

Д.. F(x) = x + x2
+ x3

+ x13
+ 1; F(−1) = −1. Д.. F(x) =

x3

3
− 4x + 3; F(3) = 0.

Д.. F(x)=− 1

2x2 + 3; F(0,5)= 1. Д.. F(x)=− 1

x
+ 9; F(1)= 8. Д.. F(x)= 4

p
x + x

5
4 + 2;

F(1) = 7. Д.. F(x) = 0,75x 3
p

x + 0,25; F(1) = 1. Д.. F(x) = −0,25 cos 2x + 1;

F(π) = 0,75. Д.. F(x) = 0,5 sin 2x + 1; F
�
−π

4

�
= 0,5. Д.. F(x) = 30x

+ 100; F(1) = 130.

Д.. F(x)=72 ·6x
+1; F(−1)=13. Д.. −1. Д.. 3,5.


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