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С У З  Б О Ш И

Китобхон эътиборига хавола кплинаётган мазкур «Олий 
математика» дарслпгп слип техника институтларинннг тал аба- 
ларп учун мулж алланган.

Унда келтирплгап мавзулар олий укув юртларининг мухан- 
днс-техннк ва кпшлок хуж алпк мутахассисликларп учун м ате­
матик фанларнинг амалдагн дастурнга тула мос келади.

Д арслпк икки ж илддан иборат булиб, унинг биринчи жил- 
дига чизикли алгебра за  аналитик геометрия элементларн, 
м атематик анализга кнриш, бир узгарувчили функцияларнинг 
дифференциал хисоби , функцияларни хосилалар ёрдамида тек- 
шириш, хакикий узгарувчининг вектор ва комплекс функция- 
ларн, бир узгарувчили функцияларнинг интеграл хисоби, бир 
неча узгарувчили функциялар хам да оддий дифференциал тенг- 
лам аларнпнг асослари киритнлган.

Д арслпкда келтприлган мавзуларнинг иложи борича катъий 
ва тушунарли б у л и ш и г а  х а р а к а т  ьАлинди хамда куп микдорда 
мисоллар билан таъмииландн, бу эса назарий мазмуннинг маъ­
носини очпшга ёрдам беради ва дарсии баён килишни аниц 
ва тушунарли килади. Ундан таш кари, утплган мавзуларни 
м устахкамлаш  учун уз-узини текшириш м аксадида саволлар 
келтнрилган ва мустакпл еч иш  учун  машклар тавсия этилган; 
уларнинг т а р т и б  р а к а м л а р п  I б с б д а  В. П. М инорскнйнпнг «Сбор­
ник з а д а ч  по вы с ш ей  м а т е м а т п к о ,  .М., В ы с ш а я  ш к о л а ,  1977 ва 
Вэлган б о б л а р и л л  эса Г. Н. Б с р м а н н и н г  « С б о р н и к  задач по 
курсу м а т е м а т и ч е с к о г о  а н а л и з а  •. М., Н аука, 1985 кптоблари- 
дан к у р е а т и л г а к .

Д арсликни ё з п ш д л п  маг. с ад  ам алдагн  « Д а с т у р а  га тула 
мос к е л а д н г а н  я г о н а  у к у в  к н го с и н п н г  к ч 'к л ш и д и р .  У ни  ту- 
з и ш д а  «Д астур '> да  та в сп л  к и л и н г а н  асосий  за кушнмча ада- 
биётлардан хамда Т абек тнлнда чоп этилган дарслпк ва у^ув 
кулланм аларндан кенг  фондалакнлдп. М азкур дарсликни 
«Олий математика мисол за масалаларда-> укув куяланмаси 
билан тф л д и р п ш  кузда тутилгаи.

М уаллнф дарсликни тузиш да, унинг айрим цнемларини



ёзиш да берган м аслахатлари  ва ёрдам лари учун «Олий ва ам а ­
лий математика» каф едрасн  уцитувчиларига миннатдорчилик 
билдиради.

Узбекистан ФА нинг хакикий аъзоеи, ф изика-м атем атика 
ф анлари  доктори, профессор В. К. Кобуловнинг дарсликка или^ 
муносабати учун муаллиф уз мнннатдорчилигини билдиради.

Узбекистон ФА нинг мухбир аъзосн, ТошДУ «Амалий м ате­
м атика» каф едрасининг мудири, ф изика-м атем атика ф анлари 
доктори, профессор Н. 10. Сотимовнинг дарслик мазмунини 
мукам м аллаш тириш  борасидаги ф икрларп учун муаллиф уз 
таш аккурини билдиради.

Холисона такриз, танкид ва дарсликни бир хил булган 
узбек ва рус тилларидаги  нусхаларини ёзиш да пул куйилган 
камчиликларнн курсатганлари  учун Ломоносов номидаги М ДУ 
профессори, ф изика-м атем атика фанлари доктори А. С. Ан- 
дреевга, Россия ФА А. А. Благонравов номидаги маш инасозлик 
институтининг профессори, ф изика-м атем атика фанлари доктори 
Э. Л. Айрапетовга, Тошкент кншлок хужалнгнни ирригацнялаш  
ва м еханизациялаш  мухандислари пнститути «Олий м атем ати­
ка» каф едраси  мудири, профессор Э. Ф. Ф айзибоевга, ТошДУ 
«Умумий м атематика» кафедрасининг катта укитувчиси, ф изи­
ка-м атем атика ф анлари  номзоди А. А. Рахимовга, та^рир 
хайъатининг аъзолари  физика-м атем атика ф анлари номзодла- 
ри, доцентлар М. Ж ураев, Е. М. Хусанбоев, А. А. Х амдамовлар- 
га муаллиф уз таш аккурини билдиради.

Д арсли к  кам чиликлардан  холи эмас, албатта , шу сабабли  
муаллиф  уртокларнинг уни янада таком иллаш тириш га кара- 
тилган фикр ва м улохазаларинн мамнуният билан 1\абул  1̂ ила- 
ди ва олдиндан уз мнннатдорчилигини билдиради.

М уаллиф



1- б о б

ЧИЗИКЛИ АЛГЕБРА ВА АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ 
ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1- §. Текисликда ва фазода турри бурчакли Декарт координаталари

Математиканинг геометрик масалалар алгебраик усул билан ечи- 
ладиган булнми аналитик геометрия деб аталади. Аналитик гео- 
метриянинг асосп координаталар усули булиб, уни XVII асрда фран­
цуз математиги га файласуфи Рене Декарт киритган ва бу усулни 
купгина геометрик масалаларга татбпк этган. Координаталар 
усули нуктанинг газнятиии координаталар системасини хосил кила- 
дигаи бирор чизнкларга нисбатан карашга асосланади. Дастлаб, туг­
ри чизикда ётган нуктанинг газияти кандай аникланншини курайлик. 
Ихтиёрий тутрн чизик олайлик, унда бошлангич О нукта танланган, 
санокнинг мусбат йуналиши «-»-» билан курсатилган хамда узунлик 
бирлиги (масштаб) танланган булсин (1-шакл). Бундай тугри чизиц 
щ  деб аталади.

М  — бу тутри чизикнинг ихтиёрий нуктаси булсин. ОМ йунал- 
гаи кесманинг (яъни бошлангич нуктаси О ва охирги нуктаси М  
курсатилган кесманинг) катталиги (узунлиги) ОЛ1 ни карайлик. Эс-
латиб утамизки, ОМ нинг йуналиши укнинг йуналиши билан устма-
уст тушганда ОМ =  | ОМ \ булади. ОЛ 1 нинг йуналиши укнинг йуна-
лишига карама-карши булган холда эса ОМ =  — ! ОМ ] булади, бу
ерда \ОМ\  й\налган ОМ кесманинг узунлигнни билдиради.

Бунга асосланнб, энди М нуктанинг укдаги вазиятинн ОМ йунал- 
ган кесманинг ОМ катталиги ёрдамида аннклаш мумкин. Бу сонни 
биз М  нуктанинг координатаси деб атаймпз Еа х  харфи билан бел­
гилаймиз. Шундай килиб, х ~  ОМ. Ох у кип координата уки деб 
атаймиз.

О
X

- 4  - 3  -2  -1 О . 1
1- шакл.
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Энди текисликда ётган ну^- 
танинг вазияти кандай ани^лани- 
шини куриб чикайлик. Боши уму­
мий ва бир хил масштаб бирли- 
гига эга булган иккита узаро 
перпендикуляр Ох на Оу уклар 
текисликда тугри бурчакли Д е­
карт координаталар системасини 
хосил киладн. Ох у кни абсцисса- 
лар уки (горизонтал ук), Оу 
укни ордннаталар у^и (верти­
кал ук), уларни биргаликда эса 
координаталар Г/ки деб атаймиз. 

Координата укларининг кесишиш нуктасн — О нуктани координа­
талар боши, Ох ва Оу уклар жойлашган текисликни эса коорди­
наталар текислиги деб атаймиз ва Оху билан белгилаймиз (2- 
шакл).

М  — текисликнинг ихтиёрий ну^таси булсин, унинг вазияти бит­
та сон билан эмас, балки иккита сон билан аникланади. М  ну^та- 
дан Ох ва Оу укларга МА  ва M B  перпендикулярлар туширамиз. М  
нуктанинг х  ва у тугри бурчакли координаталари деб. мос равишда
0.4 ва ОВ йуналган кесмаларнннг 0 4  ьа ОВ каттали:<ларига айти­
лади. Шундай килиб, х  =  0 4 , у =  ОВ.

М  нуктанинг .v ва у координаталари мэ: разишда унинг абсцис­
саси ва ординатаси деб аталади. М  нуктанинг х за у координата- 
ларга эгалиги бундай куринишда ёзилади: М (х; у), бунда казсда 
биринчи уринда нуктанинг абсциссаси, иккинчи уринда ординатаси 
к урсатилади.

Шундай килиб, танланган координаталар системасида текислик­
нинг хар бир М  нуктасига хакикий сонларнинг биргина тартиблан- 
ган жуфти (.v; у) — унинг координаталари мос келади. ва аксинча,

хакикий сонларнинг хар бир 
тартибланган жуфти (х; у) га 
Оху текисликда шундай бир­
гина М  нукта мос келадики, 
унинг абсциссаси х  га, орди­
натаси у  га тенг булади.

Координата уклари текис­
ликни чораклар деб аталади-

- ган турт булакка булади. 3- 
шаклда чоракларнинг тартиб- 
ланишлари, цуйидаги жадвал- 
да эса нукталарнинг у ёки бу 
чоракда жойланишига цараб, 
уларнинг координаталари ишо- 
ралари курсатилган:

3" шякл.

о;
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г г л .

Энди фазодаги нук;танинг 
сазиятини аниклашга утамиз.А 
Битта О нуктада кесишадиган 
ва бир хил масштаб бирлигига 
эга булган учта узаро пеР'
пендикуляр Ох, Оу ва Oz 4-шакл.
yiyiap фазода турпи бурчак-
ли Декарт координаталар системасинн аниклайди ва у бундай бел­
гиланади: Oxyz. Бунда О нукта координаталар боши, Ох— абсцис- 
салар у к, и, Оу — ордннаталар уки, Oz — аппликаталар уки дейилади.

М  — фазонинг ихтиёрий нуктаси булсин, у оркали Ох, Оу, Oz 
координата укларига перпендикуляр булган учта текислик утказа- 
миз (4- шакл). Бу текисликларнпнг у к лар бнлан кесишиш нуктала- 
ринн мос равишда А, В , С сркалн белгилаймиз. Д1 нуктанинг х, у, 
z турри бурчакли координата-
лари деб, мос равишда, ОА, ОБ,
ОС йуналган кесмаларнингСЫ,
ОВ, ОС катталикларнга апти- 
лади. Шундай килиб, х =  0.-1, 
у  =  OB, z =  ОС. Б ун да  .v со - 
ни М  нуктанинг абсциссаси , 
у сони ордннатаси, г сони ап - 
пликатаси деб аталади.  Л1 
нуктанинг .г, у ва г коорди-  
наталарга эга эканлиги ijj'fin- 
дагича ёзилади: М (х: у\
Шундай килиб, танланган  кс- 
ординагалар счетемасида фазо- 
нннг хар бир .1/ нуктасига 
хакикий сонларнинг биргина 
тартибланган учлиги (.v; 
г) —  тугри бурчакли кпорднна- 
талари мос келади ва аксннча,
^а^икий  сонларнинг хпр бир 
тартибланган учлиги (.г; у: г) 
га фазода биргина .И нукта 
мос келади. хО и, yO z,  ва xOz  
текисликлар координата текис-

У

■ шакл.



ликлари деб аталади. Улар 'бутун фазони октантлар деб аталади- 
ран саккиз булакка (кисмга) булади. 5 -шаклда октантларнинг тар- 
тибланиши, куйидаги жадвалда эса нукталарнинг у ёки бу октантда 
жойлашишига богли^ равишда уларнинг ишораларини аницлаш куо- 
сатилган: "

I и II! IV V VI VII VIII

X -L
'

— — + + — +

У + — — + _1_1 — —

г + + + + — - — —

2- §. Векторлар. Векторларнинг тенглиги

Физик, кнмёвий ва бошка ходисаларни урганишда учрайдиган 
катталикларни икки синфга булиш мумкин. Скаляр катталиклар 
деб аталадиган катталиклар синфн мазжудки, уларии характерлаш 
учун бу катталикларнинг сон кийматларини курсатиш етарлидии. 
Булар, масалан, хажм, масса, зичлик, харорат за б ош калару^и  
Лекин шундай катталиклар мавжудкн, улар факат сон ^иймагиард 
билангина эмас, балки йуналиши билан хам характерланади.

Улар йуналган катталиклар ёки вектор катталиклар д е£ <3.1-3- 
лади. Масалан, харакатланаётган нуктанинг бир вазиятдан иккилчн 
вазиягга кучишнда таъспр этаётган кучни характерлаш учун куч- 
нинг улчамларинн курсатиш кифол килмасдан, балки бу кучиинг 
йуналишини хам курсатиш зарурдир. .\аракат тезлиги, магнит ёки 
электр майдоннинг кучланганлиги ва бошка катталиклар ^ам шунга 
ухшаш характерланади. Буларнинг хаммаси вектор катталикларга 
оид мисолдир. Уларни тасзирлаш учун вектор тушунчас;: 1киритил- 
ган булиб, у математнканпнг узи учун хам фойдали булиб чледи. 
Биз юкорида йуналган кесма ха^цда гапирганимизда, унда йуналиш 
аникланган, яъни унинг четки нукталарцдан кайси бири боши, цйй- 
си бири охири эканлиги курсатнлган кесма эканлиги хакнда айтган 
эдик.

1- т а ъ р и ф .  Йуналган кесма вектор деб агаладн.
Векторни АВ  куринишда белгнлаймнз, бунда биринчи ^арф век- 

торнннг бош нуктасинп, иккинчи харф эса унинг охирги ну^тасини 
белгилайди.ЛЗектоэни, шунингдек, усгига «-*-» чизилган битта харф

билан ха^Гбелгнлаймиз: а. А В  векторнинг узунлигини унинг моду­
ли деб атаймиз ва j АВ  j куринишда белгнлаймнз. Агар вектор а

билан белгиланган булса, у холда унинг модули \а\  ёки а билан 
белгиланади.

8



6- шакл. 7- шакл.

Боши охири билан устма-уст тушган вектор ноль вектор деб 
аталади ва 0 билан белгиланади. Бундай сектор тайин йуналишга
эга эмас, унинг модули нолга тенг, яъни j 0 1 = 0 .

2- т а ъ р и ф .  Битта тугри чизикда ёки параллел тугри чизи^лар-
да ётувчи а ва b векторлар коллинеар векторлар деб аталади.

Коллинеар векторлар бир хил ёки царама-карши йуналган бу- 
лиши мумкин (6- шакл).

3- т а ъ р и ф .  а ва b векторлар коллинеар, бир хил йуналган ва 
узунлнклари тенг булса, улар тенг векторлар деб аталади.

а ва Ь векторлар тенг булса, бундай ёзилади: а =  Ь. Агар бе­
рилган векторни уз-узига параллел кучирсак, 3- таърифга асосан, 
яна берилган векторга тепг ректор хосил киламиз. Шу маънода 
аналитик геометрияда векторлар эркпн векторлар деб хисобланади.

4- т а ъ р и ф. Битта текисликда ёки параллел текнсликларда 
ётувчи векторлар компланар векторлар деб аталади.

' Агар компланар векторларнинг бошлари умумий нуктага эга 
булса, улар бнтта текисликда ётишини курсатиш кийин эмас.

НА векторлар фрама-^ариш векторлар деб аталади. Агар 

L c ^ & H H  к у!цЙ1 ui I • j  ’ й V " га. карама-адиии вектор ВА =

т  (а +  Ь) —  т а  —  m b

v хоссалар геометрик йул билан осон исботланади.
_  лектории а векторни (— 1) сонигэ к. у г

Век.оНлар устида чизикл.. « г
анириш хамда векторни сонга купайтиришга айтилади. Бу амаллар- 
ни алохида куриб чикамнз.

Нолдан фаркли иккита ихтиёрий а ва b вектор берилган бул­
син. Ихтиёрий О нуктани оламиз за 0.4 а векторни ясаймиз, сунг­
ра Л нуктага АВ =  b векторни куямиз. П к к и г а а в а б  векторнинг 
йитндиси а 4- Ь деб биринчи ^"шилуьчн Еектсрнинг бошини ик­
кинчи кушилувчи векторнинг охири билан туташтнрувчи ОВ век­
торга айтилади. Векторларии бундан кушиш усули учбурчак усули 
дейилади (8-а шакл).

Векторларнинг йигиндисинп бошкача усул билан хам анпклаш
мумкин. Бирор 0  нуктадан 0.4 =  а ва ОС - b векторларии куямиз.
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а )  с  <fj
8- шакл.

Бу векторларни томонлар сифатида олиб, ОАВС параллелограмм
ясаймпз. Параллелограммнинг О учидан угказнлган диагонали ОВ
вектор, а ва b векторлар йигпндисн a -j- b вектордир. Векторларни 
бундай кушиш усули параллелограмм коидаси деб аталади (8 - б 
шакл). '

Икки векторни кушишнинг иккинчи усули синик чизикда кет- 
ма-кет жойлашт.чрилган исталган сондаги векторлар учун хам ярог^- 
лидир. Бунда йигандп синик чизикни купбурчакка ёпадиган вектор 
булиб, унинг боши биринчи векторнинг боши билан, охири эса сунг­
ги векторнинг охири бплан устма-уст гушади. Бир неча векторни 
бундай кушиш усули купбурчак коидаси деб аталади (9- шакл).

Кушиш амалининг асосий хоссасини шаклларда тушунтиригн 
мумкин. '

1. Урин алмаштирпш хоссасн ( 10- шакл' ~ 1 Ь =  о -г  а.
2. Гру.ушш хо.ссас.и ■•п’-шакл) ( a - ~с =  Т -  (Г +  сТ.
Энди векторларни айирнш амалпни кушишга тескари амал сифа­

тида аниклаймиз. и ва b векгорлариииг айирмаси деб, i — b бплан
белгиланадиган ва и вектор билан иигиндиси а векгорнп беради- 
гаи векгорга айтилади. Б ун да н  векторларни аииршп д ад аси  келиб
чикади, агар а ез b векторлариинг  боши умумий иуктага куйилса,
у холда g — b гекгор хосил о \ лгап синик чизикни ёпади ва айи- 
рилувчи секторнинг охиридан камаюачи ьек iорн!ШГ охлрига йунал- 
ган булади (12- шакл).

Энди векторни сонга к \п а й г н р п ш  амалпни курамиз:
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11- шакл. 12- шакл.

а ф  0 векторнинг т Ф 0 сонга купайтмаси деб, а векторга коллине­
ар, узунлиги j т \ • | а | га тенг булган, т >  0 булганда а вектор би­
лан бир хил йуналишдаги, т 0 булганда эса унга карама-карши
йуналган хамда та билан белгиланадиган векторга айтилади. Шун­
дай килиб, т а  =  Ь булса, у холда таърифга кура b |i а ва \Ь | =
=  { mj - ) a | .  Бу амал купайтириш амалининг асосий хоссаларига 
эга.

1. Урин алмаштириш хоссаси:

т а  — а-т.

2. Скаляр сонга купайтиришга ннсбатан грухлаш хоссаси:

гп [п а) =  (т п) а.

3. Скалярларни (сонларни) кушишга нисбатан таксимот хоссаси:

(т — п) а — т а -[- п а.
■ .. „.-,^п-ган таксимот хоссаси:

карама-карши . - iar-
гирпш натижаси деб караш м у ....... . ;а.\:г.-. ) =
=  (— 1) а. а Ф 0 векторни т Ф 0 сонга булишнн доимо а векторни

! .. м -  а 1 -*■ ,— сонга к \’паятприш део туш\ намиз: — =  —  а. Агар а векторни
т " ’ т т

узининг узунлиги | а \ га булеак. у холда хосил булган ~  вектор,
_  ’ |аТ
а векторнинг йуналишига эга булиб, узунлиги I га тенг булиши

разшан. Хакикатан хам, а г а р ^ = а 3 деб белгиласак. у холда
; а

11



Узунлиги 1 га тенг булган вектор бирлик вектор деб аталади.
■—► —►

Шундай цилиб, исталган а векторнн унинг узунлиги | а | ва уша 
йуналишли а° бирлик векторга купайтмаси сифатида ифодалаш мум­
кин: а =  j а |-а°.

4- §. Чизикли эркли векторлар системаси

п та alt о2, . . . ,  а л вектор ва шунча а 1У сс2, . . . , ап сонни карай­
миз. Бу сонларнинг мос ьекторларга купайтмалари йигиндиси
a i Oi Ч - й 2 -г • • • +  а п а,г векторларнинг чизикли комбинацияси 
деб аталади.

Т а ъ р и ф .  Oj а2, . . . , ап векторлар системаси учун камида б т -  
таси нолдан фаркли шундай п та а 1} а 2, . . . , ап сонлар мавжуд 
булсакн, векторларнинг чизикли комбинацияси нолга тенг, яънп

а 1а1~  а 2 а, — . ■ . -г ot,n an =  0 (4.1)
булса, у система чизикли боглик система деб аталади. Акс холда
ах, а 2, . . . , ап векторлар чизикли эркли деб аталади, улар учун (4.1) 
тенглик факат а г — а2 = . . . =  а„ =  0 булганда уринли булади.

Агар Oj, Go, . . . а„ векторлар чизикли бэглиц деб фараз килсак 
ва, масалан, ф  0 булса, у .холда

я, “*■ а. и.,
(,1 ^ J. . . . cin.

Zt j Ctj
Бу ерда

__ ^2 _ _______  р ___ ~'! __ р
C£j 2’ Cij -3>- •> ^  П

деб белгиласак, у холда

«1 =  М з  +  • ■ ■ -г Р.,

га эга буламиз. Бу тенгликнинг унг юмонида а2, а3, . . . век­
торларнинг чизикли комбинацияси турибди. Шундай килиб, агар п 
та вектор чизикли боглик булса, у холда уларнинг камида битта- 
синн колганларннинг чизикли комбинацияси сифатида ифодалаш 
мумкин. Бунга тескари даыю хам уринли, агар некторлардан бири 
цолган векторларнинг чизикли комбинацияси сифатида ифодалангак 
булса, у холда бу векторлар чизикли боглнкднр. Акс холда барча 
векторлар чизикли эркли булиши равшан.

1 - м и с о л .  Пккига а ва Ь вектор коллинеар булганда ва фа- 
^ат шундагина чизикли боглик булишини исботланг.
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Е ч и ш .  Хркикатан ^ам улар 
чизикли борлик, булса, у холда 
ушбу тенглик уринли булади:

b =  а а (а ф  0);

бундан а ва b векгорлар колли­
неар эканлиги (векторни сонга ку­
пайтириш амали таърифига кура) 
келиб чикади. Тескари даъво хам
тугри. Хакикатаи хам, агар а ва & векторлар коллинеар булса, у 
холда а ф  0 сонни доимо шундай танлаш мумкинки, Ь =  а  а тенг­
лнк тугри булади, бу эса а га b векторлариинг чизикли борликли-
гини билдиради. Бу мисолдан коллинеар булмаган иккита а ва b 
векторнинг доимо чизикли эрклилиги келиб чикади.

2 - м и с о л .  Учта а, Ь, с векюрлар компланар булганда ва фа- 
кат шундагина чизикли борлик булишини курсатинг.

Е ч и ш .  Хакикатан хам, улар чизикли борлпк булса, у холда
с =  а  а -р р b (а ф  0, р ф  0) тенглик тугри. Лекин а а  вектр а век-
торга коллинеар, Р Ь вектор b векторга коллинеар ва уларнинг а а +
- f  р b иигиндиси а ва Ъ векторлар билан компланар булган вектордир
(векторлар йириндиси таърифига кура). Демак, а, Ь ва с вектор­
лар компланардир.

Тескари даъво .\ам турри. Хакикатан, а, b ва с компланар век­
торларни умумий О бошнга келтирамиз, ОАСВ параллелограммни 
ясаймиз (13- шакл).

Равшанки, ОС =  ОА +  ОВ.
Шу билан бирга О А ва ОВ векторлар мос равишда а ва Ъ век-

торларга коллинеар. Шунинг учун ОЛ =  аа ва ОВ =  рЬ, бу ерда а , 
Р — нолга тенг булмаган сонлар.

Шундай килиб, ушбу тенгликка эгамиз:

с =  ос а - г  р Ь,
бу эса а, Ь, с векторлариинг чизикли богликлигини билдиради. Бу 
мисолдан келиб чикадики, учта компланар булмаган вектор доимо 
чизикли эрклпдир (улар орасида иккита коллинеар булгани пук).
Худди шунга ухшаш фазодагп хар кандай туртта а, Ь, с, d, век­
торнинг доимо чизикли борликлнгнни курсатпш мумкин.

о- §. Базис. Базис буйича ёйилма

Т а ъ р и ф .  11сталган а векторни п та чизицлп эркли е 1( е.2, . . .  , еп 
векторлариинг чизикли комбшшцияси оркали пфодалаш мумкин 
булса, у холда бу векторлар фазонинг базиси деб аталади.
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Базиснн хосил кпладиган век­
торлар сони фазонинг улчами деб 
аталади. Базнсга к и р у Е Ч н  вектор­
лар базис векторлар деб аталади. 
T\Fpn чизикнинг улчами 1 га тенг 
экани равшан,чунки тугри чизикда
исталган с ректор базис хосил ки- 
ладн, колган векторлар эса у орка- 
ли бундай куринишда нфодаланиши 
м у м к и н :

14- шакл.
а — а е  (а Ф 0). 

Текисликнинг улчами 2 га тенг, чунки текисликда коллинеар бул­
маган исталган иккита <?, ва с2 вектор чизикли эркли булиб, базис 
хосил китади, долган барча векторлар эса улар оркали ушбу кури­
нишда нфодаланиши мумкин:

а =  а ех -f- (3 с», (а , (5^=01.

Фазонинг улчами 3 га тенг, чунки фазода исталган учта комп-
ланар булмагап eL, с2, с.6 векторлар чизикли эркли ?оулиб, базис 
хосил кплади, колган барча векторлар эса улар оркали ушбу кури­
нишда нфодаланиши мумкин:

a =  zt ех -г  р е, с3 (ос, р, у Ф  0).

Векторни базис векторларнинг чизикли комбпнацпяси куринншида 
ифодалаш базис буйича ёйиш деб аталади.

Мисол курайлик. 14- шаклдаги ех, с2, е3 векторлар базис хо­
сил килади. Масала а векторни базис векторлар оркали ифода- 
лашдан иборат. Шаклдан курннадики,

а - ОХ =  О Л -  А.\’у+  X LX. (5.1)

Лекин 0.4 вектор <?, га коллинеар, ЛЛ\ =  ОБ вектор е., га колли­
неар, NlN  =  ОС вектор с;. га коллин *ар, шунинг учун A X 1 =  fie2,
OA =  v c l, . \ \Х  =  у е3, бу ерда а, |5, у Ф  0. Шундай килиб, (5.1) 
формула

К У Ш И Н Ш Ш П  СЛ£’ ЛИ. я ъ н и сектор оазис векторларнинг чизикли
комоннакилсид'.р еки а вектор г,, е,, е.. салю оуиича еиилма шак- 
лида ифод:1лапгап. Хусусап, базис гекторлар бирлик гекторлар бу- 
л п ш п  м у м к и н .

,И
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Тутри бурчакли координаталар 
системаси киритилган уч улчовли 
фазода базис сифатида координата 
З^ларида ётувчи ва йуналиши коор­
дината укларининг мусбат йунали­
ши билан устма-уст тушувчи /, /, 
к векторлар олинади.

6- §. Векторлар проекциялари ва уларнинг координаталари

Фазода бирор / ук ва бирор АВ  вектор берилган булсин. А ра 
В нукталардан бу укка перпендикуляр тушира.миз, А^ ва В1 нукта­
лар хосил булади, уларни АВ  векториинг А боши ва В охирининг 
I укка проекциялари деб атаймиз (15- шакл).

j АВ  вектор бошининг проекциясшш унинг охирининг проекцияси
билан туташтирувчи АуВу вектор АВ  векторнинг / укдаги ташкил 
этувчиси ёки компонентаси деб атаймиз.

АВ  векторнинг I укка проекцияси деб унинг А ]В1 ташкил этус- 
чисинннг / ук тналиш ида ёки унга карама-карши йуналганлигига 
караб, мусбат ёки манфий ишора билан олинган узунлигига айтилади 
(16- шакл). Векторнинг / укка проекцияси бундай белгиланади:
Пр^ЛВ. Шундай килиб, бундай ёзиш мумкин: Пр, АВ  =  ±  | А1В 11. 

Проекцияларнинг асосий хоссаларини караймиз:
1. а векторнинг I укда проекцияси а Еектор модулининг бу 

вектор билан ук орасидаги бурчак косинусига купайтмасига тенг, 
яъни

Пр  ̂а =  | а | cos ср.

Бу 17- шаклдан куриниб турибди.
" 2 . Икки^ вектор йигиндисининг укка проекцияси кушилувчи век- 

торларнинг_шу \ 1\ка проекциялари йигиндисига тенг, яъни

Пр ; ( я  +  Ь) =  Пр; а  -г Пр, Ь.

Бу 18- шаклдан куриниб турибди.

nf>_ ,4& *М.0|| >0

I
3. ___ t А.
пре - 1 В< I - J

16- шакл. 
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1 8 - шакл. 1 9 - шакл.

3. X соннинг а векторга купайтмасининг I укка проекцияси Я
сонни а векторнинг шу укка проекциясига купайтмасига тенг, яъни 
узгармас сонни проекциядан ташкарига чикариш мумкин:

П р ^  а =  Я,Пр/ а.

Бу 19- шаклдан куриниб турнбди.
Охуг фазода тутри бурчаклн координаталар системаснни олай- 

лик. Укларнинг хар бирида йуналиши у^нинг мусбат йуналиши би­
лан устма-уст тушадиган бирлик вектор оламиз, уларни i, /, k 
билан белгилаймиз. Бу учала узаро перпендикуляр бирлик сектор 
ортлар деб аталади. Улар узаро компланар эмас, яъни базис таш­
кил цилади (20- шакл).

Z1

20- шакл
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а — О А векторнинг координата укларига проекцняларини ах, ау, аг 
орцали белгилаймиз. Исталган векторни унинг узунлигини уш а’йу- 
налишдаги бирлик векторга купайтмаси сифатида ифодалаш мумкин
(3- § нинг охири) булганлиги учун а векторларнинг уклардагн 
ташкил этувчилари

0.4j =  ах /, 0 А 2 =  ciyj ,  ОЛэ =  а,к

булади. Бирок, а =  0 А г -f- А ХВ +  В А, бунда А ХВ =  ОА2, ВА —
— ОАя, шу сабабли узил-хесил куйидагини хосил циламиз:

a =  axi +  ctyj +  azk. (6 . 1)

(6 . 1) формула а векторнинг /, j, k базис векторлар ёки коорди-
фНата уклари буйича ёйилмасини беради. а векторнинг ах, а у, а г про- 

^кциялари унинг координаталари деб аталади. Агар векторнинг 
. * боши координаталар бошида, охири эса А (х, у, г) нуктада булса, 

fv.y холда ах — х, ау =  у, az =  z булади.
Бу холда О А вектор г оркали белгиланади ва А нуцтанинг р а- 

г^диус-вектори деб аталади.

N

7- §. Координата шаклида берилган векторлар устида 
чизицли амаллар

Агар векторларнинг координата укларидаги проекциялари маъ­
лум булса, у холда бу векторлар устидаги чизикли амалларни улар- 
нинг проекциялари устидаги арифметик амаллар билан алмаштириш 
мумкин.

bz kа =  ах i - f  ayj +  az k, b =  bx i +  b y j 
булсин. У х.олда

a ± b  — (ax i  bx ) i -J- (ay +  by) j  -f- (az rh b ,) k,

a a =  Kax i +  X ay j +  X a zk,
яъни векторларни кушишда (айиришда) уларнинг бир исмли проекция­
лари кушилади (айирилади), векторни сонга купайтиришда унинг 
хар бир проекцияси бу сонга купайтирилади.

М и с о л .  Агар АВ вектор боши 
ва охирининг координаталари А (х ,̂ 
у{, Zi) ва В (х2\ у2, г2) булса, унинг 
координата укларига проекцнялари­
ни топинг.

Е чиш . О А ва О В ларнивг ра- 
диус-векторлари бундай булада (21- 
шакл): ;
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Шаклдан: АВ =  ОВ — О А =  г.,—■г1. Юцорида таърифланган вектор- 
ларни айириш коидасидан фойдаланиб,

ЛВ = {х., —  л-j) / +  (у„ — ijj) j - f  (г, — Zj) к
ни хосил киламиз. Шундай цилиб, бошн ва охирининг координата­
лари маълум булган векторнинг проекцияларини топиш учун унинг 
охирининг координаталаридан бошининг координаталарини айириш 
лозим.

.Масалан, А (6 , — 1, 2), В (— 3, 1, 4) булса, у холда АВ =
— — 9 г — 2 / ~  2 k булади.

У з ■0  и н и т е к ш  и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. К,андан векторлар коллпнеар. компланар. тенг деб аталади?
2. Векторнинг модули ннма?
3. Векторлар устидаги ь;аиси амаллар чизицли амаллар деб аталади?
4. К,андай векторлар чизикли ботлиц ва ^андай векторлар чизикли эркли деб 

аталади?
5. Фазонинг базиси ва улчами нима?
6. Векторнинг уцдаги ташкил этувчиси нима?
7. Векторнинг уь;ка проекцияси нима?
8. Векторлар устида чизикли амалларга уларнинг координаталари устида ш\'ндан 

амаллар мос келишини исботланг. ” '
9. 372—398- масалаларни ечинг.

8- §. Скаляр купайтма

Т а ъ р и ф .  Иккита а ва b векторнинг скаляр купайтмаси деб, 
бу векторлар узунликларини улар орасидаги бурчак косинусига ку­
пайтмасига тенг булган скалярга (сонга) айтилади.

а ва Ь векторларнинг скаляр купайтмаси бундай белгиланади:
— ^ 
а ■ Ь.

Шундай килиб, таърифга кура

а ■ b =  | а  ]* | £> j соэф. (8 .1)

| а | cosф =  Пр-^-а ва Пр->-6 =  | 6 | соэф булганлиги учун (8.1) 
формулани бундай ёзиш мумкин:

а ■ b =  | Ь j Пр-^- а ёки а • Ъ =  | а | Пр-±-Ь, (8.2)

бу ердан бир векторнинг иккинчи вектор йуналишига проекцияси 
учун ушбу ифодалар келиб чикади:



Хусусан, Еекторлардан бнрн, масалан, а бирлнк вектор,' яън!г 
j a i =  1 булса, у холда (8.3) формула ушбу куринишни олади:

п  Т  а ■ b 7"Пр->- b =  — г— =  а ■ Ь, d 1
яъни векторнинг бирлнк векторга проекцияси бу векторлариинг ска­
ляр купайтмасига тенг.

1. Скаляр купайтманинг хоссалари
а) Урин алмашгирнш хоссасн:

а • b =  Ь ■ а.
Бу хосса скаляр купайтма таьрнфндан бевоспта келиб чикади: 

а ■ b — j а \ ■ \ k ! cos ф ва b ■ а =  ; b | ■ | а | cos ср,

демак, а ■ b -- Ь ■ а.
б) Сонга купантиришга нисбатан гурухлаш хсссаси:

( / .а)-Ь =  /.(а • Ь).
Бу (8.2) формуладан келиб чикади:

(ha)-b =  \b П р ^  (Ха).
ь

Лекин проекцпяларнннг хоссасига асосан куйидагига эгамиз:

ПР Т  0-а) =  / - Пр^и.
Шу сабабли 0

(} .а ) - Ь  = \ Ь  \ Пр-^ (/.а) =  \Ь\/.  Пр-^- а =  / . (  b j П р ^ а ) .

Иккинчи томондан (8 .2) формулага асосан:

| b ! Пр-* а =  а • Ь.

Демак, (Ка) - b =  /. ( i b | Пр— а)  =  X (а ■ Ь).

Шундай килиб,
(/. «)• Ъ =  * ( а ■ Ь).

в) Векторларни кушка та нисбатан тафимот хоссасн:

а -(Ь с) =  а • b а ■ с.
Бу (8.2) формуладан келиб чикади:

а ■ I b  — с ) — ; a i Пр— ( Ь с \.. 1  а *

Йнгиндпнинг проекцияси .хакидаги хоссани кутласак,



Шундай килиб,

a - ( b  +  с) =  I а | Пр-^ ( ь +  с) =  | а |  (Пр- v Ь +  Пр->-с ) =
а а а

=  ja 1 Пр-v & - f  | а I П р ^ с =  а ■ Ь +  а ■ с.
й а

Демак, а • (Ь--  с) =  а ■ b -г а ■ с.
Бу хоссалар векторли купхадларни скаляр купайтиришдаги амал- 

ларни хадма-хад бажаришда купайтувчиларнинг тартибига эътибор 
бермаслик хамда скаляр купайтмадаги ухшаш хадларни жамлаш 
хукукини беради. Масалан,

(3 а — 2Ь) ■ (5 с -f- Ad) =  15 а • с 4- 12 а ■ d — 1 0 6 - с  — 8 b • d.

1- м и с о л .  /, /, k базис векторларнинг скаляр купайтмаларини 
хисобланг.

Е ч и ш .  /, /, k бирлик векторлар, яъни | i | =  | / 1 =  ) k [ =  1 . 
Шу сабабли

i ■ i — i • i =  k ■ k =  1, (8.4)
чунки бир хил йуналишдаги тенг векторлар орасидаги бурчак нолга
тенг ва cosO° =  1. i, j, k векторлар узаро перпендикуляр, шунинг
учун ________

i • j =  j ■ к =  к ■ i = 0 ,  (8.5)
чунки перпендикуляр векторлар орасидаги бурчак 90° га тенг ва 
cos 90° =  0. '

2 - м и с о л .  а ва b векторларнинг скаляр купайтмасини улар­
нинг координаталари оркали ифодаланг.

Е ч и ш .  ах, ау, а2 лар а векторнинг координаталари булсин, 
яъни a = a x i ау / +  а,к\ Ьх, Ьу, Ь, лар b векторнинг координа­
талари булсин, яъни b =  bx i +  by j - f  bzk. Векторларнинг хоссала- 
ридан хамда (8.4) ва (8.5) тенгликлардаи фойдаланиб, ^уйидагини 
^осил киламиз:

а ■ b — (ах i - f  a,, j - f  а .к ) • (bx i +  by j -г  b jk ) —

=  a x bKi ■ i - r  clx by i- ■ / ~r ax b, i ■ k -j- ay bx j ■ i +

+  ayby j ■ j +  aybz j ■ k - f  a,bx k • i +  azby k • j -f- azbzk ■ k.
Шундай килиб, икки векторнннг скаляр купайтмаси бир псмли ко­
ординаталар купайтмалари шшинднспга тенг, яъни

а ■ b — axbx +  avby azbz. (8 .6 )
(8 .6) формула жуда куп кулланилади. 1\уйида улардан баъзилари 
билан танишамиз.
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2. Векторнинг узунлиги. а векторнинг уз-узига скаляр купайт- 
масини караймиз. Бундай купайтма векторнинг скаляр квадраты 
деб аталади:

а ■ а =  | о | • | а | • cos 0° =  | а 11 а | =  | a J2.

Скаляр квадрат бундай белгиланади: а2. Шундай килиб, а- =  | а | 2, 
яъни векторнинг скаляр квадрати унинг модули квадратига тенг. 
Бундан куйидагига эгамиз:

И  =  !■■£,  (8.7)
яъни векторнинг модули унинг скаляр'квадратидан олинган квадрат 
илдизга тенг. Бирот  ̂ вектор узининг базис векторларга ёйилмаси би­
лан берилган, яъни унинг координаталари маълум булса:

а =  ах i — оу j — a, k ,

у холда (8 .6 ' формулага асосан а2 =  а^ — ау — а] ни хосил кила­
миз. Бунда (8.7) формула ушбу курннншни олади:

| а | = 1  ax - a y ~ v : ,  (8.8)

яъни векторнинг узунлиги унинг координаталари квадратларн йи- 
гиндисидан олинган квадрат илдизга тенг.

3- м и с о л .  а — 2 i — 2 j — к векторнинг узунлигини хисобланг. 
Е ч и ш .  (8 .8) формуладан фойдаланамиз:

I а / =  ] 2; Т ( - 2 ) Ч 1 2 = 3 .

4- м и с о л .  с векторнинг узунлигини хисобланг, бунда с =  а —
— 2Ь, | а I =  3, | Ъ j =  4 хамда а ва Ь векторлар орасидаги бурчак 
60° га тенг.

Е ч и ш .  (8.7) формуладан фойдаланиб, куйидагини хосил кила­
миз:

| с | =  1 с 2 =  ] ( а  — 2b)- =  I а- — 4 а - Ь ^ - 4 Ь 2. 

Сунгра с 2 =  i a j2 =  З2 =  9, b- =  \ b j2 =  42 =  16.

а ■ b =  \ а\ - \ b \ ' cosф =  3• 4 cos60° =  3■ 4• ■— =  6

булганлиги учун |c |  =  i 9 — 4-6  — 4-16 =  i 49 =  7.
3. Икки вектор орасидаги бурчак. Пкки векторнинг скаляр ку-

паитмаси



ни топамиз. Агар бу векторлариинг базис векторлари буйича ёйил- 
малари маълум, яъни

а =  ах i 4  а,  ■ / ~  a, к, 

b =  bx i -f  bvj -г  b,k
булса, у холда (8.9), (8 .6 ), (8 .8) формулалардан фойдаланиб, век­
торлар орасидаги бурчак косинусини топиш учун ушбу формулани 
косил киламиз:

a J>.. — a.,6v a.b.
сощ  = ■ .V. • (8Л0)-• I b, - ~ by + bz

5- м и с о л .  а =  i -4  k, b =  i -f- 2 / -f- 2 k векторлар орасидаги 
бурчакни топинг.

Е ч и ш .  (8 . 10) формулага асосан топамиз:
1. 1 _1. П. 2 -f- 1-2 3 1 ,_0

cos <г = ------  ------—  — ------- =  ----- , ф =  45 .
| !'2 О2 -г I3 Ч  1 2 2 — 2* 3V 2 ] 2

4. Икки векторнинг перпендикулярлик шарти. Агар а ва b век­
торлар перпендикуляр булса. у холда улар орасидаги бурчак 903 га 
тенг ва cos 90е =  0 . Демак, бундай векторлар учун скаляр купайтма
нолга тенг: а - Ь =  0 ( а Ф О .  ЬфО).  Аксинча, агар икки векторнинг
скаляр купайтмаси нолга тенг, яъни а - Ь  =  0 ёки \а\ \b\ cosq: = 0

булса, у холда а ф 0 ёки b = 0. бинобарин, с о 5 ф = 0  (яъни век­
торлар перпендикуляр).

Шундай килиб, иккита нолмас а ва b векторлариинг скаляр ку­
пайтмаси нолга тенг, яъни

~ci-~b= 0 (8.11)
ёки (8 .6) формуладан фойдалансак,

ах Ьх -г ayby — a.bz =  0 (8 . 12)
булганда ва фа кат шундагина улар перпендикулярдир. Векторлар 
базис векторлар оркали ёйилмалари

а = ах i — ау / 4- а. к, 

b =  bx i 4- by / -f- Ь. к
билан берплган холда шу шарг ахЬх — ауЬу 4- a.bz =  0 га тенг куч- 
лидир.

Шундай килиб, (8.11) ёки (8.12) формулалар икки векторнинг 
перпендикулярлик шартини ифэдалайди.

6 - м и с о л .  Параллелограммнннг учлари берилган: Л(1,  — 2, 2), 
5 ( 1 ,  4, 0 ), С (—4, 1, 1), D (—5, —5, 3). Унинг АС ва BD диа- 
гоналларп перпендикулярлигини исботланг.

Е ч и ш .  АС ва BD векторларни цараймнз:
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А С = { —  4 — 1; 1 + 2 ;  1 — 2 } =  { — 5, 3, — l},

BD =  { —  5 — 1, — 5 — 4, 3 — Oj =  { — 6, — 9, З}.

Бу векторларнинг скаляр купайтмасини (8 .6) формула буйича хисоб­
лаймиз:

A C - B D =  (—5)-(—6) -L 3 - (— 9) +  (— 1)-3 =  0.

Демак, A C - L B D  зкан.

3 \ з  - у з и н и т е к ш и  р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. I Ikkii векторнинг скаляр купайтмаси деб нимага айтилади?
2. Проекциялари билан берилган векторларнинг скаляр купайтмаси цандай хи- 

собланади?
3. Скаляр купайтманннг кандай хоссалари бор?
4. Вектор узунлиги учун формула келтириб чикаринг.
5. Узларининг координаталари билан берилган икки нукта орасидаги масофа 

учун формула келтпрнб чикаринг.
6. Икки вектор орасидаги бурчак учун формула келтириб чикаринг.
7. Икки векторнинг узаро перпендикулярлик шарти нимадан иборат?
8. 399—425- масалаларкн ечинг.

9 -§ . Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар, уларнинг хоссалари

1. Иккинчи тартибли детерминант. Туртта сондан иборат уш бу  
жадвални караймиз па уни матрица, аникроги, иккинчи тартибли 
квадрат матрица деб атаймиз:

й ) -  (9-1)

А =  й п о 22 — й 21о 12 сон (9.1) матрицанннг дет е р м и н а н т и  ёки од- 
дш"1 килиб, и к кинчи  т а р т и б л и  дет ерм инант  деб аталади. (9.1) м ат­
рицанннг детерминант» бундай белгиланади:

Йц "ja | (9 2)
Л>1 О 22 j v '

Шундай гпппб, таърнрга ва белгнлашга асосан куйидагига эгамиз:

!£ ; ^ т
(9.1) матрица бплаи унинг (9.2) детерминантини чалкаштнрмас- 

лик  лозим, чунки матрица бори п \т н  туртта сондан иборат жадвал  
булиб, детерминант эса шу ж а д в а  ш н  (9.3) да  курсатплгаии  каби 
хосил килинган биргика сондир.

Детерминантни таш кил й п а д и г а и  сонлар унинг элементлари деб 
аталади. И ккинчи тартибли детерминант иккита сатрга ва иккита 
устунга эга. Исталган  элементнинг белгиланишнда биринчи индекс 
шу элемент турган сатр тартибнни, иккинчи1 индекс эса уступ тар- 
тибнни курсатади.
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ап , а12 элементлар биринчи сатрни, а 21, а22 элементлар иккинчи 
сатрни ташкил этади.

ап , а.п  элементлар бирннчн устунни, а12, а22 элементлар иккинчи 
устунни ташкил этади.

ап , а22 элементлар жойлашган диагонал детерминантнинг бош 
диагонали, а 21 а13 элементлар жойлашган диагонал эса ёрдамчи ди­
агонали деб аталади.

Шундай килиб,
^11 ^12 
а21 а22

детерминант мос равишда бош ва ёрдамчи диагоналларда турган эле- 
ментларнинг купайтмалари айирмасига, яъни ап -а.,.2—а31-а 10 га тенг.* О __ 1 — -

1- м и с о л .  2 - = 8 - 5 —3-(— 1) = 4 3 .
2. Учинчи тартибли детерминант. Учинчи тартибли квадрат мат- 

рии.ани, яъни 3 x 3  та сондан иборат ушбу жадвални караймиз:

(9.4)

Бу матрицанинг учинчи тартибли детермннанти деб куйидаги 
Д =  апа2м 33 — UiM-yoOni — а.21а32а13 а31й2:«1з «12«21«зз ^2з«з2«и 

сонга айтилади. Учинчи тартибли детерминант бундай белгиланади

Шундай килиб,
! «11 a I* «is 

Д =  ! «_ч а22 а23

ап а 12 «13 \  t
@21 а22 « 2 3  )

«31 « 3 2 « з з  /

а:Л я.,., а-.

а и « 1 2 « 1 3

а21 а22 « 2 3

«31 «32 a3S

«п« 22̂ 33 -т-«
— CL'» -̂Q. .1:2«13 (9.5)

33

Учинчи таргнблп детерминант учун сатр, устун, бош ва ёрдамчи 
диагоналлар тушунчаларн иккинчи тартибли детерминантдаги каби 
киритилади. (9.5) ифодани хотирлаб колиш учун бундай йул тута- 
миз. Детерминантдаги (9.5) ифодага мусбат ишора билан кирадиган 
хар бир купайтманпнг учта элементшш пунктир чизиц ёрдамида 
туташтнрамиз. (9.5) ифодага манфий ишора билан кирадиган купапт- 
малар учун хам шундай киламиз. Осой хотирлаб цолинадиган схема 
(учбурчаклар коидаси) хосил булади (2 Г- шакл).

2 - м и с о л .  Ушбу учинчи тартибли детер.минантни хисобланг:
1 2  3 

[О 1— 1
2 4 6

Е ч и ш .  (9.5) формуладан фойдаланиб, изланаётган детерминактни 
хисоблаймиз:
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1 -6 -i- 2 • (— 1) 2 -f  0 - 4 - 3 —3 - 1 -2 —2 • 0 -6—
— 4- ( — !)• 1 = 0 .

3. Детермннантнннг хоссалари. Бу хоссаларни учинчи тартибли 
детерминант учун келтирамиз.

а) Детермннантнннг сатрларидагн элементлари ва устунларидаги 
злементларп уринлари алмаштирилганда унинг микдори узгармайди:

а,. а12 «13 «н а21 «31
а, 1 «22 а.,3 = «12 «22 «32
«з1 Clj., «зз, «п «23 «33

Бу хоссани исботлаш учун юхорндаги датермннантларга (9.5) фор­
мулами тагбик этиш ва оишган ирэдпллрнинг тугрилнгига ишонч 
хосил ф лиш  кнфоядпр. Бу хосса детермннантнннг сатр ва устун- 
лари элементларипинг тенг хукуклнгпнп белгнлаб беради. Шу са- 
бабли барча кепннги хоссаларни сатрлар учун хам, устунлар учун 
хам таърифлаб, уларни бир с>> бплан катор деб атай.миз.

б) Агар детермннантнннг иккита параллел катор элементлари- 
нннг уринлари алмаштирнлса. унинг ншораси карама-карши ншорага 
алмашадп. Масалан,

«31 а3. «30 j «11 «12 Я13
«21 «22 «23 -  - «21 «22 «23
«11 «12 «13 «31 «32 «33

Бу хосса хам олдннги хосса каои исоотланади.
в) Агар детерминант иккита оно хил элементлн каторга эга бул­

са. у нолга тенг. Ха^нкатан, иккита параллел бир хил элементлн 
каторларнинг уринллрини алмаштнриш билан детерминант узгармай- 
ди. бирок б) хосса га асосан' унинг ншораси узгаради. Демак, Д ==
=  — Д, яъни 2Д  =  0 ёки Д =  0. Масалан,
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г) Детерминант бирор каторининг барча элементларини исталган 
Я сонга купайтириш детерминантни бу сонга купайтиришга тенг 
кучлидир:

У\,й .j j

Ка31

CL 1 2 
Cl оо 

Cl',о

<*13
Я 23

«33
— л

йц

«31

f l u  

« 2 2  

« 3  2

« 1 3

« 2 3

«3 3

Бу хосса детерминантларга (9.5) формулани татбик этиш билан 
текширилади. Ушбу даъво бу хоссанинг натижаси булади: бирор 
цатор элементларининг умумий купайтувчиспнн детерминант белги- 
сидан ташкарига чикариш мумкин.

д) Агар детерминант ноллардан иборат булган каторга эга бул­
са, у нолга тенг. Бу хосса олдинги хоссадан к =  0 булганда келиб 
чикади.

е) Агар детерминант иккита параллел пропорционал каторга эга 
булса, у нолга тенг. Хакнкатан, агар иккита параллел каторнинг 
хадлари пропорционал булса, у холда г) хоссага асосан, бу катор- 
лар элементлпрининг умумий купайтувчиснни детерминант белгиси- 
дан ташкарига чикариш мумкин, натпжада иккита параллел бир 
ХИЛ катор коладп, у эса п) хоссага асосан нолга тенг. .Масалан,

3 4 2 3 4 2
6 8 4 1 =  2 ■ 3 4 2 =  0.
7 3 5 7  3 5

ж) Агар детерминант бирор каторининг хар бир элементи ик- 
кпта куш илупчш пш г нипш дисидан иборат булса, у холда бу детер­
минант икки детерминант йипш диендан иборат булади. М асалан,

« n -f* l
К
ь,.

1 2
а.»
а,.

«l
а-.

- \ [-

а13

« 2 3

а.,..

и 12 "13 (;Ц
а, 1 —ья а ̂  и.::, =  ft,,

-- b ' J  (-1 . ' L / ; ' j  C l :i I  С i ;. i {.I U ;; i 11-; ,

Б у  хосса детерминантларга (9.5) формулани цулланиш  билап тек- 
шприладп.

з) Агар бпрэр катор элемептларпга бошка параллел  каторнинг 
элементларини исталган умумпн купаГпуачига купаГпнриб кушилса, 
детерминант узгармайди. Масалан,

« И « 2 « ! • ; а j — /.(7 « 1 2 а 18

« л и 2 «  \з
- ц 1 / . « j2 а 22 « 2 3

" л а 2 «  ;3 I и , —  /.О..г2 « 3 2 « 3 3 1 •
Бу хоссанн yi г томопга ж) ьа е) хоссалар ш к [5 текшириш MVM
кин:

« 1Щ | г / . « 1 3  U 1> « 1 3 « 1 1  « : « 1 з /■•«12 « 1 2 «  1.1 « 1 1  « 1 2  « "
a 2li~'A a 22 «2 '2 « о — « 2 1  « . 2 « 2 3 /.  Li.-.-, Cl,.-, «>:; =  1)л  и 1: а.у> .

а31— /.С1а2 и 32 « Л  « : 2 « 3 3 > •« 3 2 « 3 2 «:."1 « 3 1  « 3 2  « 3 3  j

4. Алгебра.-к тулдирувчилар ва минорлар. Н аабатдаги  хоссаларни 
таърнфлаш  учун минор ва алгебраик тулднрувчп  тушунчалар!!ни



киритамиз. Детерминант бирор элементининг минори деб, шу де-
терминантдан бу элемент турган сатр ва устунни учиришдан хосил
булган детермимантга ай тлад и . Соддалик учун куйидаги учинчи 
тартибли детермннантни оламиз:

«И «12 «13
д =  а-21 «22 «23

а31 «32 «33
Детерминант а;к элементининг минори /И,7, (/, k =  1, 2,3)  билан бел-

^22 ^23 Iгиланади. Масалан. а и  элементнинг минори :WU = ая., а-, сон, а32

элементнинг минори эса М 32 = ^ 11  « 1 3
а.ч а23 сон булади на х. к. Детер-

минантнинг бирор а,-,, элементи турган сатр ва устун тартиб ракам- 
ларининг йигиндиси / — k жуфт ёки тоь; сон булишига боглик равиш- 
да бу элемент жуфт ёки ток жойда турибди деб аитилади. Масалан, 
ап  элемент детерминантда жуфт жойни эгаллаган, чунки у биринчи 
сатр ва биринчи устун кесишган жойда турибди. 1 - 4 1 = 2  эса жуфт 
сон. а32 элемент эса ток жойни эгаллаган, чунки 3 -4- 2 — 5 ток сон 
ва х. к. Детерминант бирор элементининг алгебраик тулдирувчисн деб 
унинг бу детерминантда жуфт ёки ток жой эгаллаганнга боглик ра- 
вишда мусбат ёки манфий ишора билан олинган минорига айтилади. 
ац, элементнинг алгебраик тулдирувчисн Ац, билан белгиланади. 
Масалан, ап  элементнинг алгебраик тулдирувчисн 4 и  =  (— I)1'5-1, :

, ,  la.,., a.,s l ,.. „
•: Д1ц =  _ сон булади, ч у н к и  й п  элемент жуфт жойда турио- ! и !2 л33 | • - -

ди. аг, элементнинг алгебраик тулдирувчисн

Ла1 « И  «13 
$21 *̂23

сон булади, чунки а32 элемент ток. жойда турибди, на х.к.
Детерминантнннг алгебраик тулдирузчиларга боглик хоссалари 

билан танишншда давом этамиз.
Детерминант бирор катор элементларн билан улариниг алгебра­

ик тулдирувчиларига куиайтмаларн йнгиндисига тенг. Шундай ки­
либ, ушбу тенглик уринли:

Д =  ОцАц J - a.o.4jo - f  о13Л1я, Д =  а.п А.п — a.2i А.2, — а.23А23,
Д =  а 124 12 — аг-И22 -г а32А32, (9.6) 
Д  =  а 1?Агл Т  «23-̂ 23 +  о33А33.

Д — а3̂ А31 а32Л3, ■ «33' I'."­

* « :Пд =  Оц‘4ц
Детерминантнннг (9.6) формулаларнинг бири буйича ёзилиши унинг 
катор элементларн буйича ёйнлмаси деб аталади. Бу тенгликлар- 
нннг биринчисини исботлаймиз. Бунинг учун (9.6) формуланннг унг 
кисмини ушбу к< ринишда ёзиб оламиз:

Д =  (a1La22a33 — ал а23ап ) (а12а.21а33 — а1:в 23аз1)
—a3la2iai3).

Хар бир кавсдан умумий купайтувчнни чикарамиз:

(яп а.ий,г
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Д — Яц(а 22а33 ^32̂ 23) 012(a2ia33 a23«3l) “Ь °13(a32a21 a31a2i)- (9.7) 
К^всларда турган микдорлар оп , а 12, а 13 элементларнинг алгебраик 
тулдирувчиларидир, яъни

a 2ia 33 а 32й 23 —

— (Я21й33 Й03ЙЭ1) — Q

^ Ч1̂ 32 ^31^22

а  2г & 23

а 32 а зз

а п а 23

а 31 а зз

«21 а 22

а 31 а 32

=  Аи , 

=  /412, 

=  Л13.

(9.8)

(9.7) формулани (9.8) формуланп хисобга олган'.холда бундай ёзамнз: 
Д — а11А 11 -р <7i2.412 -г  Qi3-̂ i3> 

ана шуни исботлаш керак эди.
3- м и с о л .  Ушбу детерминантни хисобланг:

1 0 — 1 :
3 2 — 2
1 4 5

Е ч и ш .  Бунда биринчи сатрда нол булганлиги учун биринчи 
сатр элементларп буйича ёйиш формуласидан фойдаланпш кулай- 
дир. К,уйидагинн топамиз:

Д =  ].
2 __2 _ ] . 3 21
4 5 1 41 1- ( Ю -8 )— 1 -(1 2 -2 )  =  8.

Детерминант бирор каторининг битта элсментидаи ташкари барча 
элеменглари нолга тенг булганда детермннантнннг бу катор эле- 
ментлари буйича ёйилмаси айннкса содда куринишда булади. Бунга 
эса 3) хоссадан фойдаланиб эрншиш мумкин.

4 - м и с о л .  Ушбу детерминантни хисобланг:

1 — з 2 ;
Д =  5 4 1

3 2 - 4  j’

Е ч и ш .  Детермннантнннг кийматини узгартирмасдан уни шун­
дай алмаштирампзкн, унинг бирор каторининг битта элементидан 
бошка хамма элементларп нолга тенг булсин. Бунинг учун 1 -ка­
тор билан шугулланамиз. Иккинчи устунга биринчи устуннинг 3 га 
купайтирнлганини, учинчи устунга эса биринчи устуннинг (—2 ) га 
куиайтнрилганини кушамнз. Шу алмаштнрншлардан сунг куйидаги- 
Hii хосил киламиз:

1 —3 2 | 1 0 0
5 4 1 ( =  15 19 —9
3 о - 4  I i 3 И — 10

Иккита нолнн уз ичига олган катор элементларп буйича ёйиб уш- 
буни топамиз:
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Д =  I • _ i o  =  —  190 + 9 9  = - 9 1 .

Сунгги хоссага утамиз.
к) Детерминантнннг бирор катори элементларинн параллел i^a- 

тор мос элементларннинг алгебраик гулдирувчиларига купайтмалари 
йишндиси нолга тенг. Масалан,

п- тартибли матрицани, яънп п х п  та сондан иборат ушбу жад- 
вални ^араймиз:

Бу матрицанинг п- тартибли детерминанти деб бундай белгиланади- 
ган сонга айтилади:

п~ тартибли детерминант учун ю^орида айтилган барча хосса- 
лар, жумладан, детерминантни бирор катор элементларн буйича ёйиш 
формуласи бу ерда хам уринли.

Исталган тартибли детерминантни хисоблашда айни шу форму- 
ладан фойдаланиладн.

М и с о л .  Ушбу туртинчи тарпюли детерминантни иккинчи сатр 
элементларн буйича ёйиш йулп билан хнсобланг:

ап Ап + а иА , ,+ а и А ^  =  0 
эканлигини исботлаймиз. ^акикатан хам,

а п  « 1 2  « 1 3

« 1 1 ^ 2 1  " "Ь «12^22 +  « 1 3 ^ 2 3  = =  « 1 1  « 1 2  « 1 3  == ^  »

«3 1  « 3 2  «33

ана шуни исботлаш талаб килинган эди.

13 23

11 12 “ 13

10-§. п- тартибли детерминант ^ацида тушунча

1 4 
0 — 1 

—  1 6
5

3
0
3
2

Е ч и ш .  Куйидагига эгамиз:

А =  @21А 21 -j- а22 А 02 -f- «23-^23 1“ «2 И  21 
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1 4 3 2 4 3 2 1 3
= _5 ■ — 1 6  3 т О  • 2 6 3 4  1 • 2 — 1 3

5 — 1 2 1 — i 2 1 5 2

I 2 1 4 |

со

! 2 1 3
' Г\ ’’-р U * ! 2 — 1 6 =- — 5 • — 1 6  3 j _i_ 2 — 1 3 = 18.

1 5 — 1 5 5 — 1 2 1 5 2

Детерм инантни бирор катор  элем ентларп буйича ёйиш  формула- 
си бу катордаги элеменгларнинг биттаспдан бошкалари нолга тенг  
булганда айннкса содда курнниш га эга булади . Ю корида айтилга- 
нндек. бунга содда алм аш тнриш лар пу'лп бнлан эришпш мумкин, 
бунда 31 хосса асос булади.

У з - у з и н и  т е к ш и р  и ш  у Чу н с а в о л л  а р

1. Иккинчи ва учинчи тартибли детерм анантларни  з ^ о б л а -jj учун ф орм ул алар  
ёзинг.

2. Учинчи тартибли детермпнаитларнинг хоссаларпни антиб беринг.
3. Учпнчн тартибли детерминант бирор злементпнинг мпнорн деб нимага айтп- 

лади?
4. Учинчи тартибли детерминант бирор элементнш шг алгебраик тулдпрувчисп 

деб нимага айтилади?
5. Учинчи тартибли детерминант бирор элементларинпнг алгебраик ш ш орп  ва 

алгебраик тулднрувчнен у.чаро кандай боглаиган?
6. Учинчидан юкори тартибли дегерм пнантлар  кан дай  лисобланади?
7. 586—610-мисолларнн ечинг.

1 !-§ . Вектор купайтма

Уч вектордан ибораг система м аълум  таргибда берилган, яъни 
бу векторлариинг кайспнпси биринчи, канспниси иккинчи ва кайси- 
нисн учинчи эканлиги курсатилган  булса, унп тартибланган  деб 
атаймиз. Векгорларнипг биринчи урпнда ёзплганннп биринчи, пккин- 
чи урпнда ёзилганпин иккинчи ва учинчи урпнда ёзилганпнн учинчи 
деб хиссблаймиз. Тартибланган  векторлар учлпгини ум умий бош ланиш  
надк'асига келтирамиз. Ком плянар  булмаган тартибланган векторлар  
учлпгнда учинчи вектор учидан кузатплгаида  биринчи вектордан ик-

кннчп векторга энг киска бу- 
1 : ~ рилиш массфаси соат .мили

апланишнга теекарп йуналиш - 
да булса, у От  у ч л и к  деб 
а ;ала ;ш . А кс  холда векгор- 

.  лар учлигп чап учли/с деб
“/  w  -  аталади ( 2 2 - шакл).

*  4 х "  v  Фазода Д е к а р т  коордпната-
лар снстемаларп хам уиг ва 
чаи системаларга булинади.

шакл. /, / ,  к умумий 0  бошдан чик-
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i <-L t r t  v C\(. с С и с т е ^ о с с .

23- шакл.

кан ва Ox, Oy, Oz координата уклари буйлаб йуналган учта узаро
перпендикуляр бирлик векторлар эди. Агар i , / , к векторлар уч- 
лиги унг учлик булса, у холда координаталар системаси унг сис­
тема, агарда i , j , k чап учлик булса, у холда координаталар сис­
темаси чап системаднр (23-шакл).

Энди вектор купайтманинг таърифшш берамш.
Т а ъ р и ф .  а векторнинг b векторга вектор купайтмаси деб 

ушбу шартлар билан аникланадиган с векторга айтилади:
а) с вектор а ва b купайтувчиларга перпендикуляр;
б) а ,  Ь , с векторлар унг учлик хосил килади;
в) с векторнинг узунлиги | а | | b | sin ф (ф —  бунда а ва b век­

торлар орасидаги бурчак), яъни с векторнинг модули а ва b век- 
торлардан ясалган параллелограммнинг юзига тенг. а ва Ь вектор­
ларнинг вектор купайтмаси а X Ь деб белгиланади.

1. Вектор купайтманинг асосий хоссалари

а) У р и н а л м а ш т и р м а с л и к х о с с а  с и. Купайтувчилар- 
нинг уринларини алмаштирганда вектор купайтманинг ишораси тес- 
карисига алмашади:

а X b =  — b Х а .

З^ацикатан, вектор купайтманинг таърифидан а X b ва b X а век­
торлар бир хил узунликка эга булиши келиб чикади (унинг узун­
лиги купайтувчилар тартибига боглиц эмас), яъни

[ а X b\ =  j а | j Ь | sin ф ь&\Ьа \ — \Ь \ \а  \ ■ sin ф.

Бундан ташцари, a X b  ва b X а векторлар коллинеар, чунки улар 
a m b  векторлар ёгган текнсликка перпендикуляр, лекин ^арама- 
^арши йуналган, чунки а X b , а , b ва b , а , b X а лар унг учлик-
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S’- b

24- ш акл.

-  ’ лар булади (2 4 -шакл). Демак, а  х  b =  — Ь х  
„ х а .

б) С о н г а  к у п а й т и р и ш г а н и с б а - 
. т а н  г у р у х л а ш х о с с а с и:

(/. а ) х  b =  X (а X Ъ).

Бу хосса X =  0 ёки а ва b векторлар кол- 
лннеар булган хол учун равшан, шу сабабли —►

а ва b векторлар коллинеар эмас хамда X ф  0 деб фараз киламиз.
Я > 0  булсин, у холда Еектор купайтма таърифидан фойдала- 

ниб, куйидагини оламиз:

j (л а) X b I =  j X a j j b \ sin ср =  X ! a j | b J sin ср,

j Я (а X b) I =  л j  а  х  b [ —■ К  j а  | | b  j sin ф,

бу ерда ф — берилган а ва b векторлар орасидаги бурчак. Демак, 
(Ха) X b ва Я (а X Ь) векторлар бир хил узунлнкка эга.

Бундан ташкари, а ва b , Ха  ва b векторлар битта текисликда 
ётади, шу сабабли Х(а х  Ь) вектор а ва b векторларга перпендику­
ляр, (Ха)  X b вектор хам шу векторга перпендикуляр. Шундай кн- 
либ, (Я а) X b , X (а X Ь) векторлар коллинеар ва бир хил узунлик-
ка эга. Нихоят, улар бир хил йуналган, чунки Ха ва а  вектор­
лар бир хил йуналган.

Шундай килиб, куйидагини хосил киламиз:

(X а) X b =  X (а X Ь) .
Бу хоссанинг Я < 0  булган хол учун х,ам тутрилпгини шунга ух­
шаш исботлаш мумкин.

в) В е к т о р л а р и и i; у ш и ш г а н и с б а т а н  т а ц с и м о т х о с- 
с а с и:

а X (b -f  с) =  а X b -J- а X с .
Бу формуланинг исботини келтирмаймиз.

Бу хоссалар векторли купхадларни вектор купа^'ииришда амал- 
ларни хадма-хад бажариш ва ухшаш Еектор купайтувчиларнинг сон 
коэффициентларшш жамлаш имконини беради. Лекин шуни хотира- 
да тутиш керакки, вектор купайтмада купа11тувчиларнинг тартиби 
мухим булиб, купайтувчиларнинг уринлари алмаштирилганда вектор 
купайтманинг ишораси узгартирилишп лозим. Масалан,

( а ~ Ь  — с) X (2a - f  ЗЬ) =  2 (а X а ) — 2 (Ь а) ~  2 (с X а ) +

+  3 (а X Ь) — 3 (Ь X b ) 4- 3 (с :: b ) =  — 2 (а х  b ) — 2 (с X а) +

-f  3 ̂  X Ь) ~  3 (с X b ) =  (а X и ) 2 (с X а) — 3 (с X b ) .
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Бу ерда а X а ~  О, b X b — О, чунки а ва а , 

b ва b коллинеар векторлар, <р =  0 , sin ср =  О 

ва j а X а | =  О, | b X b | =  О.

1 - м и с о л .  а — р +  2q ва b =  Зр— <7 вектор- > 
ларнинг вектор купайтмасини хисобланг.

Е ч и ш .  Куйидагига эгамиз: 25- шакл.

c t X b  =  ( p + 2 q ) X .  (Зр — q) -  3 {р X р) — (р х q) +  6 (7 X р) —

— 2 (9 >: <?) =  7 [q X /7) ,

чунки р X р =  0 , q X q — 0 , р X q =  — q X р .

2 - м и с о л .  i ,  j , k унг учлик ташкил ^илувчи базис вектор­
ларнинг вектор купайтмаларини хисобланг (25-шакл).

Е ч и ш .  Булар узаро перпендикуляр бирлик векторлар ва унг 
учлик хосил килгаплиги учун, вектор купайтманинг таърифига ку­
Ра: _  _  _  _  _  _  _  _

i X  j — k , j X  k =  i, k X  i =  j  .
Сунгра, равшанки,

/  X i =  —k , k X  j  =  — / , / x  /e =  — /  .

Шунингдек, i X  i — 0, j X j =  0, k x  k =  0.

2. Вектор купайтмани детерминант оркали ^исоблаш. а ва Ь век­
торлар i , j , k базис векторлар буйича ёйилма шаклида берилган 
булсин:

a =  ax i +  ay j -'г a zk , ft =  bx i +  by j +  bz k .

a ra b векторларнинг вектор купайтмасини уларнинг ax , а , а 2 , 
ва b( , f t , Ьг проекциялари оркали ифодалаймиз. Ушбу тенглик 
тугрилигини исботлаймиз:

a X b =
*
а.

Ьх К  ьг

Вектор купайтманинг а), б) ва в) хоссаларидан хамда шу параграф­
даги мисолнинг натижасидан фойдаланиб, куйидагини хосил ^ила- 
миз:

a X b =  (ax i +  ay j  +  a 2k )  X  (bx i +  bf j  + b 2k )  =

~  axbx{ i  X i ) +  ax by (i X j )  +  axb~(i X k)  - f  ay bx ( j  x  i )  +
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+  ° А ( /  х  i )  +  a y b z ( i  х  k ) +  a z b x { k x  i )  +  аг b y  ( k  X  / )  +

4- az bz [k x  A) =  ax buk +  ax bz ( — j ) -f  ay bx ( —ft) +  aybji +  

+  aг bл / +  ( ~  0 =  (ау ьг ~ аг Ьу) 7 — (ах Ьг — аг b j f +

+  (ax by ~ ay bf k .

1\авслар ичидаги айирмалар иккинчи тартибли детерминантлардир:

« Л а*Ья-
а„ а, а аУ z , а Ьг — аг Ьк = х  г

ь„ ь , ь  ьУ * X

а Л ~  a y b X

аг ах у

Ь* ЬУ
Шу сабабли сунгги тенгликни бундай канта ёзиш мумкин:

а х  ь о , а .  а , а а
У  г

i  •—
X Z

1 - 1 -
X У

ь ь, К  ьг b bУ  г X У
к.

Бу ифодага детерминантни бирор катори элементларп буйича ёйиш 
формуласини куллаб, ушбупи хосил киламиз:

/  к
а

br b„ b,
а X b [ аК ау аг ( 11.2)

3 - м и с о л .  Ушбу векторлариинг вектор купайтмасини топинг: 

а =  Зг — 4 /' +  к , 

b =  i 2/ — 2к .

Е ч и ш .  (11.2) Еа (11.1) формулаларга бнноан, ^уйидагини ола­
миз:

а X b =- 6 i 7 / +  10 к .

4 - м и с о л .  Учлари /4(4; 1; 1), 5 (4 ; 2; — 1), С (—3; 1; 4) ну^- 
таларда булган учбурчакнинг юзини топинг (26- шакл):

Е ч и ш .  а =  АВ  =  Зг -j- /  — 2fe, b =  AC = —Ai-\ -3k  вектор­
__ ларни цараймиз, улар д  ABC нинг

томонлари билан устма-уст туша- 
ди. Изланаётган юз куйидагича бу­
лади:

26- шакл.
s = ---17 х  ~ь\ = — I ав х Тс I,

л 2 ' 1 2 1 1
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чунки учбурчакнинг юзи параллелограмм юзининг ярмига тенг, у 
эса уз навбатида шу параллелограммни ясаган векторлар вектор 
купайтмасининг модулига тенг. Аввал вектор купайтмапи хисоблай­
миз:

а X b =  АВ  X АС =
i j к I
3 1 —2|  

-4 0 3
3 г — /  -г 4/е.

Демак, | а X  b | =  | AB  X  АС \ =  \ /  З2 - j-  ( — I ) 2 +  42 =  ]  26 

бундан 5  . =  - j -  ] 26 кв. бирлик.

12-§. Аралаш купайтма

а , Ь, с векторларни караймиз ва ушбу купайтманн тузамиз:

(а х  b ) • с .

Бу ерда а вектор аввал b векторга купайтнрилади, кейин олинган
(a x b ) вектор с векторга скаляр купайтирилади. Векторларнинг 
бунда!! купайтмаси аралаш купайтма деб аталади. Сунгги амал 
скаляр купайтма булганлиги учун натижа скаляр булади.

Аралаш купайтма оддий геометрик маънога эга: у берилган век­
торларни ^ирралар сифатида олиб ясалган параллелепипед хажмига 
ишора аншулигида тенг.

а , Ь , с векторлар компланар эмас деб фараз килиб, бу вектор-
ларда параллелепипед ясаймиз ва d =  а X b векторни хам ясаймиз 
(27-шакл). Бундай белгилаймиз: 5  — параллелепипед асосининг юзи
(асос а ва b векторларда ясалган), h — унинг баландлиги, а  эса
с ва d — а X Ь векторлар орасидаги бурчак. 'Скаляр купайтманинг 
таърифига кура куйидагига эгамиз:

( а х  b ) ■ с =  | а х  b | ■ | с | cos а  =  5  • | с \ cos а .

27- шаклдан куриниб турибдики,

| с | cos а  =  h .
—► —► - >

Демак, (а X Ь) ■ с = S - h ,  бу эса параллелепипед хажмига тенг.

Шаклда а,  b , с векторлар унг учлик хосил и; ил га н ва cos ос >  

> 0 .  Агар а ,  Ь,  с чап учлик булса, у  х олДа а  утмас бурчак 

булади ва cos ос < 0 .  Бу холда [с | c o s a < 0 ,  лекин абсолют кий-
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мат буйича у параллелепипед 
баландлиги h га тенг.

Шундай килиб, бундай ху- 
лоса килиш мумкин: аралаш 
купайтма вектор купайтувчи- 
ларга ясалган параллелепипед 

2 7 - ш акл. хажмига ишора анжушгида
тенг, шу билан бирга бу ку­

пайтма агар (кабул килинган унг системада) векторлар учлиги унг 
учлик булса, мусбат ва векторлар учлиги чап учлик булса, манфий 
булади, яъни

V = ±  (а X b )• с. (12.1)

1. Аралаш купайтманинг асосий хоссалари.
а) Аралаш купайтма : амалларнинг уринларшш алмаштиришдан 

узгармайди, яъни

а ■ (b X с ) =  (а  X Ь) ■ с . (12.2)

Бу аралаш купайтмада «•» ва «X» белгиларининг урнини алмашти­
риш мумкинлигини билдиради. Хакикатан х;ам, скаляр купайтманинг 
урин алмаштириш хоссасига асосан

(а  X Ь) ■ с =  с ■ (а  X Ь). (12.3)
Сунгра, (12.1) формулага кура

V =-= ±  (а  X b ) • с ,

V = ±  (b X с ) ■ а . (12.4)

а,  b , с ва Ь, с,  а учликлар бир хил йуналишли, яъни икка- 
ласи ё унг учлик, ёки чап учлик. У >^олда аралаш купайтманинг 
геометрик маъносига кура (12.4) тенгликларнинг унг томонларида 
бир хил ишора олиш лозим. Шундай цилиб,

( b X с ) ■ а — ( а х  Ь) ■ с , 

ва (12.3) тенгликка асосан

а ■ ( b X с ) =  ( а  X b )’• с ,
яъни (12.2) тенгликни олдик.

Бу айниятга асосан а ■ (b X с ) =  (а  X Ь) ■ с аралаш купайтма­
ни оддийрок килиб, вектор ва скаляр купайтма лар белгилари к,аер-
да турганини курсатиб утирмасдан а b с каби белгилаш мум­
кин.

б) Аралаш купайтма купайтувчиларнинг уринларини узаро (доира- 
вий) алмаштиришдан узгармайди:



Х,ак,и^атан, а) хоссадан ва скаляр купайтманинг урин алмаштириш 
хоссасидан фойдалансак, кетма-кет ^уйидагини хосил ^иламиз:

а b с — а ■ (b X с) =  (b X с) ■ а =  b с а ,

Ъ с а — b ■ (с X а ) =  ( с х  а) ■ b =  с а b .
Шундай цилиб,

а b с =  b с а =  с а b
хосса тугри экан.

в) Иккита куш ни купайтувчининг урни алмаштирилганда аралаш 
купайтма ишорасини тескарисига алмаштиради:

а b с — — b а с .
Бу хоссаии ушбу тенгликлар занжири буйича исботлаш мумкин:

а b с =  (а х  Ь) ■ с — — (b X а)  ■ с =  — b а с .
2. Аралаш купайтмани детерминант буйича ^исоблаш. Вектор­

лар базис векторлар оркали ёГшлма шаклида берилган булсин:

а =  ах i + a y j + a z k ,  b [ = b x i + b yj  +  b2k ,

с =  с x i + c y j + c zk .

Ушбу тенгликни исботлаймиз:

a b с =
°.v ay аг

С С Сх  У г

Хакикатан хам, d — a X b  вектор купайтма (11.1) ва (11.2) фор­
мулалар буйича хнсобланадн:

k ,

у холда d ■ с =  (а X Ь) ■ с скаляр купайтма ушбу куринишни 
олади:

i / k ап а. \аг а? а
d =  а X Ь — ак а у аг =2 Уь ъ\ L — х

\ьг
2

b /  + ь
V

ь
к ЪУ ьг V г \ X г X У

d ■ с =  (а  х  Ь) ■ с
i а а а V а, а а
1 У г 

b  b
X  Z

ь ,  ь . °У ^  У
х  у

ь  ь„\ У * х  г х  у
с г-

Бу олинган йигиндини детерминантнннг учинчи сатр буйича ёйил- 
маси деб ^араш мумкин. Шундай цилиб, цуйидагинн олдик:



1 - м и с о л .  Учлари А ( I; 1; 1), В ( 4; 4; 4), С(3; 5; 5), D ( — 2;
— 4; — 7) нукталарда булган пирамиданинг .\ажмини топинг.

Е ч и ш .  Элементар геометриядан маълумки, пирамиданинг хажми
АВ, AC, AD векторларга ясалган параллелепипед хажмининг олти- 
дан бирига тенг. Бунга кура

= \лв-лс.щ.

Бу аралаш купайт.мани топамиз. Энг аввал АВ, АС, ва AD вектор- 
ларнинг координаталарини аниклаймиз:

АВ =  3 i  + 3 /

л Ъ  =

Шундай килиб,

(АВ ■ АС ■ AD) =

3k  , AC =  2 i  -f 4 /  4- Ak,

— 3 i — 5 / — 8 k .

3 3 3 3 0 0
2 4 4 2 2 2

—3 —5 —8 —3 — 2 —5

Бундан Vn 18i

=  — 18.

18- ^лнр =  — • 18 =  3 куб бирлик.

3. Уч векторнинг компланарлиги. Учта компланар а, b , с век­
торни, яъни битта текисликда ёки параллел текисликларда ётаднган 
векторларни караймиз. Бу нолга тенг булмаган векторлариинг ара­
лаш купайтмасини тузамиз: ( а X b ) ■ с . Равшанки, d = а  X b 
вектор купайтма берилган а ва b векторлар ётадиган текиелнкка 
перпендикуляр, ва демак, с векторга хам перпендикуляр. Шу са­
бабли d ■ с =  (а  X Ь) • с = 0 .  Демак, компланар векторлариинг 
аралаш купайгмаси нолга тенг. Тескари даъво хам тугри, яъни 
аралаш купайтма нолга тенг булса, векторлар компланардир. Х,аки-
катан, агар а b с =  0 булса, бу ушбу холларда булиши мумкин:

а) купайтувчилар орасида камида битта иол-вектор бор;
б) улардан иккитаси (ёки учаласи) коллинеар;
в) векторлар коллинеар, чунки бу холда ( a X b ) - L c ,  ва демак,

(а X b ) ■ с =  а b с =  0.
Учинчи хол аслида биринчи икки холни уз ичига олади. Шундай 
килиб, учта ректор компланар булиши учун уларнинг аралаш ку- 
пайтмаси нолга тенг булиши зарур ва кифоядир:



2 - м и с о л .  Ушбу нукталар битта текисликда ётадими:
/1(1; 2; 3), В (— 3 ; 2; 4), С( 2; — 3; 1), D (  0; 1; — 2)? 
Е ч и ш .  Ушбу векторларии караймиз:

Л 5  =  — 4 i +  k , AC =  г — 5 / — 2 /г, уШ =  — I — /  — 5£ . 
Уларнинг аралаш купайтмасини хисоблаймиз:

( А В - А С - Щ
О 1

-5 — 2 
-1 —5

=  — 98.

Векторларнинг аралаш купайтмаси нолга тенг эмас, у холда улар 
компланар эмас ва А, В , С, D нукталар битта текисликда ётмайди.

У з- у з и и 1 г т о к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Чап ва унг учликлар деб иимага айтилади?
2. I!кки векторнинг вектор  купайтмаси нима?
3. Вектор купайтманинг геометрик маънсси нима?
4. Проекциялари билан берилган векторларнинг вектор купайтмаси кандай ифо- 

д гтаиади?
5. Уч векторнинг аралаш купайтмаси деб иимага айтилади?
6. Аралаш купайтма кандай м сгаларга эга?
7. Аралаш купайтма кандай геометрик маънога эга?
8. Проекциялари билан берилган уч векторнинг аралаш купайтмаси цандай ифо­

даланади?
9. Уч векторнинг компланарлик шарти нимадан иборат?
10. -T2G— 449- миеэлларпн счииг.

13-§. Текисликда чизи^нинг ва фазода сиртнинг 
тенгламаси ^акида тушунча

Аналитик геометриянинг энг мухим тушунчаси чизик тенгламаси 
тушунчасидир. Текисликда тугри бурчакли координаталар системаси 
ва бирор L чизик берилган булсин (28- шакл). Ушбу

Г[(х/.У) =  0 (13.1)
тенгламани фацат L чизикда ётувчи исталган М нуктанинг х ва у 
коэрдинагалари ка ноатлантирса, бу тенглама L чизикнинг тенглама- 
си деб аглладн.

Бундан L чизик текисликнинг координаталари (13.1) тенгламани 
каноатлантирадиган барча нукталари тупламидан иборат эканлиги 
келиб чикади. (13.1) тенглама L чи- 
зикни аниклайди ёки L чизикнн хосил 
килади деб аталади. Лскин истаган 
F (.V, у) — 0 тенглама кандаидир чи- 
зицни аниклайди д е б  уйламаслик к е ­
рак, масалан, х 1 — // - +  1 -- 0 тенгла- 
ма хеа кандай .\aKinyi й чизикни аннк- 
ламаади, чунки геки:л имшнг хеч бир 
хакикий ну^тасининг координаталари 
бу тенгламани ^анэаглантирмайди.
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z
Иккита чизикнинг кесишиш 

нуцтасини аншуташ масаласи 
бу чизиклар тенгламалари сис­
темасини ечишдан иборат.

* Ушбу

Энди фазода О x y z  т “три 
бурчакли координаталар сис- 
гемаси ва бирор 5  сирт бе­
рилган булсин (29- шакл).

29- шакл.

F { x , y , z )  =  0 (13.2)
тенгламани факат 5  сиртда 
ётадиган исталган М  нуцта- 
нинг х, у ва г координатала­

ри каноатлантирса, бу тенглама S сиртнинг тенгламаси деб ата­
лади.

Бу таърифга биноан, 5  сирт фазонинг координаталари (13.2) тенг­
ламани цаноатлантирадиган барча нукталари тупламидир. (13.2) 
тенглама 5  сиртни ^осил килади ёки аницлайди деб айтилади.

Фазодаги чизи^ни иккита сиртнинг кесншмаси деб к,араш мум­
кин. Шундай килиб, ушбу

тенгламалар системасини факат L чизикда ётадиган исталган нук^та- 
нинг координаталари каноатлантирса ва унда ётмайдиган нуцталар- 
нинг координаталари ^аноатлангирмаса, бу система L чизик; тенг­
ламаси деб аталади.

Текисликдаги чизикнинг F (.v, у) =  0 тенгламаси ёки фазодаги 
сиртнинг F (х, у, г) =  0 тенгламаси берилган булса, бу чизи^ ёки 
сиртнинг хоссаларини текшириш ва шу билан чизиц ёки сирт нима­
дан иборатлигини ани^лаш мумкин.

Тескари масалани цараймиз: Нуцталарнинг берилган хоссаси 
буйича, каралаётган чизи^ ёки сирт тенгламасини тузишни курай- 
лик.

1. Айлана тенгламаси. О х у  тутри бурчакли координаталар снс-

(13.3)

J темасида хар бири берилган С (а, Ь) 
нуктадан R  масофада жойлашган 
барча нукталар геометрик урни

м[х,У) тенгламасини келтириб чи^арамиз.
ь Бошкача айтганда, радиуси R  ва 

маркази С (а; Ь) нуктада булган ай­
лана тенгламасини келтириб чи^а- 
рамиз (30- шакл).

Масалани ечиш учун ихтиёрий
с а X -■ М (х; у) нуктани оламиз ва ундан

берилган С (а; Ь) ну^тагача булган
30- шакл. масофани хисоблаймиз:
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\МС\ =  уг (х — а)* +  ( у - Ь ) *  .
Агар М  ну^та айланада ётса, у холда |Л4С| =  7? ёки |Л4С|2 =  R2, 
яъни М  нуктанинг координаталари ушбу тенгламани каноатланти- 
ради: j

(х — а)2 +  (у — b)- =  R 2. (13.4)
Агарда М  нукта айланада ётмаса, у холда \МС\2 Ф  R 2, яъни М  
нуктанинг координаталари (13.4) тенгламани каноатлантирмайди. 
Шундай цилнб, илаанаётган айлана тенгламаси (13.4) куринишда 
булади.

Агар (13.4) тенгламада а =  О, Ь =  О десак, бу холда радиуси R  
ва маркази координаталар бошида булган айлана тенгламасини хо­
сил ^иламиз:

х~ +  у- =  R 1.
2. Сфера тенгламаси. Берилган O x y z  тугри бурчакли координа- 

талар системаснда хар бир берилган С(а\ Ь; с) нуцтадан R  масофа- 
да жойлашган нукталар геометрик урни тенгламасини келтириб 
чикарамиз. Бошкача айтганда радиуси R  па маркази С (а; Ь\ с) нуц- 
тада бч’лган сфера тенгламасини келтириб чикарамиз (31 -шакл).

Масала юкоридагига ухшаш ечилади. М {х\ у ; г) ихтиёрий нук­
та булсин, ундан С (а; Ь; с) нуктагача булган масофа ушбу форму­
ла буйича хисобланади:

\МС\ =  | ' (7=^аУ- +  {у — b f  +  (г -  с)2 .
Arap М  нукта сферада ётса, у холда \МС\ =  R  ёки \МС\2 =  R2, 
яъни М нуктанинг координаталари ушбу тенгламани каноатланти- 
ради:

(.V— fl)2 -h (у — Ь)-+[(г — су- -  Я'2. (13.5)

Агарда М  ну^та сферада ётмаса, у холда \МС\2Ф  R 2, яъни М  нук­
танинг координаталари (13.5) тенгламани каноатлантирмайди.

Шундай килиб, сферанинг изланаётган тенгламаси (13.5) кури­
нишда булади. Агар (13.5) тенгламада а — О, Ъ =  0, с — 0 десак, 
радиуси R  га маркази координаталар бошида булган сфера тенгла- 
масини хосил киламиз: хт +  у- +  z2 =  R 2. Сунгида шуни айтиб 
утамизки, текисликдаги чизиклар ,
Еа фазодагн сиртлар тугри бур­
чакли координаталар системасида 
узларининг тенгламаларига кура 
алгебраик ьа траисцендент чизик­
лар ва сиртларга булинади.

/;- тартибли алгебраик чизик 
(сирт) деб, узгарувчиларга нисба- 0\
тан п -тартибли тенглама билан 
бериладиган чизикни (сиртнн) ай- ^  
тамиз. Масалан, айлана иккинчи 
тартибли чизик, сфера иккинчи >
тартибли сиртдир. 31-шакл.
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14- §. Берилган нуцта оркали 
утувчи ва берилган нормал 
векторга эга текислик тенгла­

маси

О х у  г тутри бурчаклн ко­
ординаталар системаси, ихтиё­
рий л текислик ва унда ётув­
чи /Vf0(,v0; у0\ г0) нукта хамда 
бу текнсликка перпендикуляр
п — A i  +  В j - f  С k вектор 
берилган булсин. л  текислик 
тенгламасини келгириб чика- 
рамиз. Масалани ечиш учун

ихтиёрий М  (х\ у ; г) нуцтанн оламнз. М пМ ва п Еекторлар узаро 
перпендикуляр булганда ва факат шундагина бу нукта л  текислик­
да ётади (3 2 -шакл). М 0М векторнинг координаталари х — х0, у —
— у 0, z — 2П булганлиги учун икки векторнинг перпендикулярлик 
шар гига асосан ((8.12) формула) М нукта

Л (х — х0) +  В(у — уи) +  C ( z - - z 0) =  0 (14.1)

булганда ва факат шундагина л текисликда ётади. Бу эса излана­
ётган л текислик тенгламасидир, чунки уни бу текисликда ётадиган 
исталган М  нуктанинг координаталари каноатлангиради ва бу ге- 
кнсликда ётмайдиган хеч бир нуктанинг координаталари каноатлан-
тирмайди. Бу текнсликка перпендикуляр п =  A i т  В /  -f  С k 
вектор бу текисликнинг нормал вектора деб аталади. Шундай ки­
либ, биз хар кандай текнсликка .г, у, z координаталарга нисбатан 
биринчи тартибли тенглама мос келипшни курсатдик.

] - м и с о л .  ,Й0 (3; — 4; 2) нуктадан утувчи ва n — i — 2 / +
+  3 k векторга перпендикуляр булган текислик тенгламасини гу- 
зинг.

Е ч и ш .  Бу ерда А =  1, В =  — 2, С =  3. (14.1) тенгламага асо­
сан изланаётган тенгламани хосил киламиз:

И * - 3 ) ; - 2 - ( / / :+ 4 )  +  3 > : - [ 2 ) = 0  £ки л-_  о у 3 г ; _  17 =  0.

2 - м и с о л .  Куйидаги учта нуктадан утувчи текислик тенглама­
сини тузинг: .VIn"(l; 1; 1), М х(3; — 1; 0), М г(2\ 1; 3).

Е ч и ш .  M l)M i ва М 0М 2 векторлар изланаётган текисликда ёта­
ди, шунинг учун уларнинг вектор купайтмаси бу текнсликка пер­
пендикуляр булган векгордир. Шу сабабли п вектор сифатида AI0AIi
ва Л10Л12 векторларнинг вектор купайтмасини олиш мумкин. Бу 
векторларии ва уларнинг вектор купайтмасини топамиз:

.И0Л?! =  2 ? — 2 7  —Т , М 0Щ  =  Т  +  2 /Г.
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п =  М йМ 1 х М 0М 2 =
i j  k 
2 —2 — I 
1 0 2

Шундай 1̂ илиб, A — — 4, В = — 5, С =  2. (14.1) [формулага асосан 
нзланаётган тенгламани оламиз:

еки
— 4 ■ (.V — 1) — 5 (г/ — 1) +  2 (г — 1) =  О

4 л' +  5 г/ — 2 г  — 7 =  0.

15- §. Текисликнинг умумий тенгламаси

Биз юкорида хар ^андай текисликка х, у ва г координаталарга 
нисбатан биринчи даражали тенглама мос келишини курсатдик, 
яъни текислик биринчи тартибли сиртдир.

Тескари даъво хам туррилигини, яъни л-, у ва z координаталар­
га нисбатан биринчи тартибли хар кандай тенглама берилган коор­
динаталар системасида текисликни аниклашини курсатамиз.

Х ак^атан  хам, О x y z  тугри бурчакли координаталар системаси 
ва ихтиёр ии А, В, С, D коэффициентли биринчи даражали

Ax +  By +  Cz +  D = 0 (15.1)

тенглама берилган, шу билан бирга, бу коэффициентлардан камида 
биттаси нолдан фаркли булсин.

Аник лик учун С ф  0 денмиз ва (15.1) тенгламани куйидагича 
ифодалаймиз:

А (х — 0) +  В (у — 0) +  С I г +  -£ ]  =  0. (15.2)

(15.1) ва (15.2) тенгламалар тенг кучли. (15.1) тенгламани (15.2) 
тенглама билан солиштирадиган булсак, у ва демак, унга тенг
кучли (15.2) тенглама хам М 0 (0; 0 ; ---- — ] нуктадан утувчи ва

п = A i  -г В j 4- С к нормал векторга эга булган текислик тенгла­
маси эканлигини курамиз. Шундай килиб, биз .г, у, z координата­
ларга нисбатан биринчи тартибли хар кандай тенглама текисликни 
аниклашини курсатдик.

Текисликнинг (15.1) умумий тенгламасида баъзи коэффициент- 
лар нолга айланганда текислик координата укларига нисбатан кан­
дай вазиятни эгаллашини курайлик.

1. D — 0 булса, (15.1) тенглама

Ах  +  В у -f- Cz =  0

куринишни олади са уни .г =  0, у =  0, z =  0, яъни координаталар 
бошинннг координаталари каноатлантнради. Демак, текислик коор­
динаталар бошидан утади.
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2. С =  0 булса, (15.1) тенглама Ах  +  By  +  D =  0 куринишни
олади ва унинг нормал вектори п =  AL +  В j Oz укига перпен­
дикуляр булади. Демак, текислик Oz у^ига параллел булади.

Агар В = 0  булса, Ах Cz -\-D=0 текислик Оу укига перпенди­
куляр п =  A i  +  Ck  нормал векторга эга булади. Шунинг учун те­
кислик Оу укига параллел.

Нихоят, /4 — 0 булса, текислик By  +  Cz +  D =  0 тенгламага
эга булиб, унинг нормал вектори п — В j  +  С k Ох укига перпен­
дикуляр. Шунинг учун текислик Ох уцига параллел.

Умуман олганда текисликнинг умумий тенгламасида координа- 
талардан бири катнашмаса текислик уша координата укига парал- 
лелдир.

3. Энди иккита коэффициент нолга тенг булган холни курай- 
лик. Масалан, D =  0, С =  0 булсин. Бу холда Av-j- By =  0 булиб, 
текислик координаталар бошидан утади (D 0) ва Oz укига па­
раллел (С =  0), яъни у Oz укидан утувчи текислик булади.

D =  0, В =  0 булса, Ах  +  Cz =  0 тенгламага эгамиз ча у коор­
дината бошидан утадиган (D =  0), Оу укига параллел (В =  0) те- 
кисликни аниклайди, яъни Оу укидан утадиган текислик булади.

Ва нихоят, D =  0, А =  0 булса, By +  Cz =  0 булади ва бу 
тенглама координата бошидан утадиган (.L) =  0), Ох укига параллел 
(А - 0) текисликни аницлайди, яъни у Ох укидан утадиган текис­
лик булади.

4. Агар иккита узгарувчн олдидаги коэффициент нолга тенг
булса, масалан, А =  0, В =  0 булса, нормал вектори п — С k, Oz 
укига параллел ва тенгламаси Cz +  D =  0 булган текислик хосил 
булади. Демак, текислик Oz укига перпендикуляр ва О х у  текис- 
лигига параллел булади.

Юкоридагидек By +  D — 0 тенглама Oxz текнслигига параллел 
текисликни, Ах  +  D =  0 тенглама эса Oyz текнслигига параллел 
текисликни аниклайди.

5. Нихоят учта коэффициент нолга тенг булса, масалан, В =  0, 
С =  0, D =  0 булса, Ах =  0 ёки х =  0 тенглама координаталар бо­
шидан утадиган (D =  0) ва Oyz текисликка параллел текисликни 
аншулайди, яъни у Oyz координата текислигининг узи булади. Худ- 
ди шундай By =  0 ёки у =  0 тенглама Oxz координата текислигпни, 
Cz =  0 ёки 2 =  0 тенглама эса Оху текислигпни аниклайди.

Равшанки, текисликнинг умумий тенгламасида барча коэффи­
циентлар нолга тенг булмаганда текислик барча координата у^ларп- 
ни кесиб утади. Текисликни ясаш учун бу нукталарни топпш ло- 
зим. Бунинг учун иккита координатага нолга тенг кийматлар бериш 
ва текислик тенгламасидан учинчи координатани топиш кифоя.

1 - м и с о л .  3 х +  2 у  +  z — 6 =  0 текисликни ясанг.
Е ч и ш .  Текисликнинг координата уцлари билан кесишиш нук- 

таларини топамиз. Текисликнинг Ох уки билан кесишиш нуктасини 
топиш учун текислик тенгламасида у — 0, 2 = 0  дейиш лозим 
(чунки Ох укининг исталган нуцтаси учун у =  z =  0 га эгамиа),
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Зх  — 6 =  0 ни оламиз, яъних =  2. 
Демак, текислик Ох укини М л (2; 
0; 0) нуктада кесиб утади. Шунга 
ухшаш, текислик тенгламасида 
х =  0 ра у =  0 деб г =  6 ни хосил 
киламиз. Демак, текислик Oz ук,и- 
ни М., (0; 0; 6) нуктада кесиб ута­
ди ва нихоят, текислик тенгламаси­
да х =  0, 2 =  0 деб 2 у — 6 =  0 ни 
оламиз ёки у — 3. Шундай килиб, 
учинчи нукта Ж 3 (0; 3; 0) ни топ- 
дик, у Оу укига ва берилган текис- 
ликка тегишли. Бу М,, /М2 ва М 3 
нукталар буйича текисликни ясай­
миз (33-шакл).

16-§. Икки текислик орасидаги бурчак

Умумий тенгламалари
А хх +  B sy  +  C\z +  Dy 0

ва
АпХ -f- В2у C^z -j- D -2 — 0

билан берилган л х ва л 2 текисликларни караймиз (34- шакл).
Икки текислик орасидаги ср бурчак дейилганда бу текисликлар 

билан хосил килинган иккита иккиёкли бурчакдан бири тушунила­
ди. Л] ва л., текисликлар фазода хар кандай жойлашганида хам
улар орасидаги ср бурчаклардан бири п 1 =  \А1, В и ва п.2 =  
=  j А,, В ,, С2\ нормал векторлар орасидаги бурчакка тенг. Шу са­
бабли бу бурчак (8.9) ва (8.10) формулага кура хисобланади.

cos ср ( 1 6 . 1)
1л,I • W  I +  В-;-!- Cf - I  Ас, !- Я; Cj 

Иккинчи бурчак (180° — ср) га тенг. Агар л х ва л , текисликлар па­
раллел булса, у холда уларнинг п х ва п 2 нормал векторлари кол­
линеар ва аксинча. Бироц бу холда

A t В ,  С,

Со
(16.2)

34- шакл.

2
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(16.2) шартлар nj ва л 2 текисликларнинг параллеллик шартлари- 
дир. Агар л 1 ва л 2 текисликлар узаро перпендикуляр булса, у .^ол- 
да уларнинг нормал векторлари хам бир-бирига перпендикулярдир 
ва аксинча. Бирок, бу .узлда

А}А2 +  В^В % +  2 — 0. (16.3)
(16.3) шарт Hi ва п.2 текисликларнинг перпендикулярлик шартидир.

1-м и с о л .  Ушбу текисликлар орасидаги бурчакни топинг:

х  — у | 2 +  2 — 1 =  0 ва х-\- у | ' 2 — 2 +  3 =  0.
Е ч и ш .  (16.1) формулага кура

1-1 — / 2 ~  • / 2  +  1 • ( -  1) 2 1
cos ф =  ---------------------- — 1------- -------- -------------= ---------

1 "I + 2 +  1 • >'1 +  2 +  1 2-2 2
Демак, иккиё^ли бурчаклардан бири ф =  120°, иккинчиси 60°.

2 - м и с о л .  УИ0(2; — 1; 3) нуктадан утувчи ва З х  — у +  42 —
— 5 =  0 текнсликка параллел текислик тенгламасини топинг.

Е ч и ш .  (14.1) формулага асосан М 0 (2; — 1; 3) нуктадан утув­
чи текислик тенгламасини ёзамиз:

А (х — 2) +  В (у ~r 1) С (г — 3) =  0. (16.4)
Изланаётган ва берилган текисликлар параллел булгани учун изла­
наётган текисликнинг n t =  A i - f  В  /  + С &  нормал вектори сифати­
да берилган текисликнинг n — 3 i  — j +  4 k нормал векторини 
олиш мумкин. Демак, /4 =  3, В =  — 1 , С  =  4. Коэффициентлар- 
нинг бу ^ийматларини (16.4) тенгламага к,уйиб, изланаётган текис­
лик тенгламасини ^осил циламиз:

3(лс — 2 ) - ( у  +  1) +  4 (г — 3) =  0
ёки

3-V — у - f  4 г — 19 =  0.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Аналитик геометрияда чизи^ деб нимани тушунштади? Чнэи^нинг тенгламаси 
деб нимага айтилади?

2. Тенгламалари берилган икки чизи^нинг кесишиш нуь;тасини ^андай топиш 
мумкин?

3. F ( х, у) =  0 тенглама х,ар доим з^ам текисликда бирор чизиь;ни ани^тайдими? 
Мисол келтиринг.

4.  Аналитик геометрияда сирт тенгламаси нима?
5. Фазода чизик; тенгламаси цандай аникланади?
6. F (х, у, z) — 0 тенглама хар доим хам бирор сиртни ани^лайдими? Мисол 

келтиринг.
7. Н у ^та  берилган чизикда ва сиртда ётишига к,андай ишонч ^осил к,илиш мум­

кин?
8. Д екарт  координаталарида текислик тенгламаси бошца сиртларнинг тенгламала- 

ридан к,андай характерли белгиси билан фарк, ^илади?
9. Текисликнинг нормал вектори нима?
10. Агар текисликнинг тенгламасида у ёки  бу х,ад булмаса, у координата уцла- 

рига нисбатан ^андай жойлашади?
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11. Икки текислик орасидаги бурчак кандай аникланади?
12. Икки текисликнинг паралделдик ва перпендикулярлик 

лбпрат?
14. 152 — 487- миеолларни сч .тг .

шартлари нимадан

даражали тенглама-

(л,)
(л.;)

( 1 7 .1 )

17-§. Фазода ва текисликда турри чизи^.
Тугри чизикнинг йуналтируьчи вектори

Маълумки, фазода чизик тенгламаси иккита кесищувчи сиртнинг 
хар бирига тегишли нукталарнинг геометрик урни сифатида карала- 
ди. Агар бу сиртлар (х, у, г) =  0 ;:а F.,(x, у , г) ---0 тенгламалар 
билан берилган булса, у холда уларнинг кесишиш чизиш ушбу
(13.3) тенгламалар системаси билан аникланади:

[ /д (.v, у, г) =  О,
[F.^x, у, г) =  0.

1. Фазода тугри чизик. 1\уйидаги биринчи 
лар сиетемаснии карайлик:

A vx -г -1- C\z - f  Di  =  0,
Л2х  — В..у — С.,г — D,  — 0.

Бу тенгламаларнинг хар бири текисликни беради. Агар бу л! ва л 2
текислнклар параллел булмаса (яъни уларнннг пх ва п,  нормал 
векторлари коллинеар булмаса), у холда (17.1) система икки текн:- 
лнкнинг кесишиш чизигп сифатида, яъни фазонинг координаталари
(17.1) системанинг хар бир тенгламасини каноатлаширадиган пук- 
талари геометрик урин сифатида бирор L тугри чизнкнн апищшпди 
(3 5 -шакл). (17.1) тенгламалар фазода тугри чизикнинг умумий 
тснгламалари деб аталади.

Тугри чпзикнн ясаш учун унинг иккита нуктасини билши етг.р- 
лн. Энг осонн т\'грп чизикнинг координата текисликлари билап к - 
сишиш нукталарпни тоиишдан иборат. Бундам нукталар тугри чи­
зикнинг из.три деб аталади. Тугри чизикнинг, масалан, Охи теки •- 
ликдагн изини топпш учун (17.1) тенгламаларда z - 0 деб олиш 
хамда .v ва у ни

i/lj.v -f- B {ifa~ D 1 0,
М .л  +  В,у -f  D, -  0

системадан топиш лозим. Тугри чизикнинг бошка координата текис- 
ликларидагн изини хам шунга ухшаш топпш мумкин.

(17.1) тутри чизи^ка параллел 
ёки унда ёгадиган исталган век­
тор бу тугри чизикнинг йунал- 
тирувчи вектора деб аталади.

Тутри чизнь; текисликларнпнг
пу ва п., нормал векторларига 
перпендикуляр булгани учун (бу
ерда п у =  { А и B lt Сх\, t u = {  А, 35- шакл.
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В2, С2!) L турри чизикнинг s йуналтирувчи вектори (у хам п 1 ва
п2 векторларга перпендикуляр) сифатида ПуХ п2 [вектор купайтма- 
ни олиш мумкин:

i j k 
s =  п, X n.z =  B x Су

■ 2 С.2
[(17.2)

1- м и с о  л. Ушбу
(2 х  - f  У — z — 3 =  О, 
\х  у +  z — 1 =  О

т)три чизицнинг йуналтирувчи векторини ва унинг координата те- 
кислнклари билан кесишиш нукталарини топинг.

Е ч и ш .  Пу =  2 i -j- / — k ,  n, =  i j + k  булганлиги учун йу­
налтирувчи вектор (17.2) фэрмулага кура бундай булади:

S — п, X пч —
1 k 

1 — 1 
1 1

=  2 г — 3 j -f- k .

Тутри чизикнинг Оху текислик билан кесишиш нуктасини тутри чи- 
зш\нинг умумий тенгламаларида г — 0 деб топамиз:

\2 х  +  у  — 3 =  О,
|.v +  у — 1 — 0.

Тенгламалар системасини ечиб х =  2, у  =  — 1 ни топамиз. Шун­
дай килиб, Му(2; — 1; 0).

Шунга ухшаш, тугри чизикнинг О у z текислик билан кесишиш 
нуктаси М 2 ни турри чизикнинг умумий тенгламаларида х =  0 деб 
топамиз:

\У — 2 — 3 =  0,
\у  +  2 — 1 = 0 .

Бу тенгламалар системасини ечиб, у — 2, г =  — 1 ни хосил кила­
миз. Шундай килиб, М 2 (0 ,2  — 1). Ва, ни.\оят, турри чишхнинг те­
кислик билан кесишиш нуктаси ни тутри чизикнинг умумий 
тенгламаларида у =  0 деб топамиз:

I2 х  — z — 3 =  0, 
х +  z — 1 = 0 .

Бу тенгламалар системасини ечиб, х =  , z =  — ни хосил ки­

ламиз. Шундай ^илиб, ; 0 ; -----J.
\

2. Текисликдаги турри чизик. К,уйидаги биринчи даражали
Ах By  -f- С z -Ь D — 0, 
2 = 0 ( 17.3)
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тенгламалар системасини ^араймиз. Бу тенгламаларнинг хар бири 
текисликни беради, лекин г — О тенглама Оху координата текисли- 
гини беради, шунинг учун (17.3) система ёки

Ах  +  By -(- D =  О (17.4)

тенглама Оху текисликда L т\три чизикни аниклайди. (17.4) тенг­
лама Оху текисликдаги тугри чизикнинг умумий тенгламаси деб 
аталади. Бу (17.4) ёки (17.3) тугри чизикнинг йуналтирувчи векто- 
рини топамиз. Тугри чизикни берадиган (17.3) текисликларнинг нор­
мал вектор лари п t =  Ai -f- Bi - f  C/e, rt2 =  k куринишда булганлиги 
учун (17.4) тутри чизикнинг йуналтирувчи векторини (17.2) фор­
мула буйича хисоблаймиз:

s =  n l X п о =
i j k 
A B C
О 0 1

~  Bi  — Aj.

(17.4) тугри чизшда перпендикуляр бчлган п вектор бу тутри чи­
зикнинг нормал вектори деб аталади. У s йуналтирувчи векторга
хам перпендикуляр булганлиги учун п — Ai +  Bj куринишга эга бу­
лади. Шундай килиб, текисликдаги умумий тенгламаси Ах-\- By -\-D—О
булган тугри чизиц п =  Ai +  Bi пормал векторга (у тугри чизин;- 
ка перпендикуляр), текисликнинг умумий тенгламаси эса Ах  +  By +
+  Cz +  D =  0 нормал вектор п — {А, В ,С} га эга. Шу сабабли 
текисликнинг умумий тенгламаси учун айтилган барча фикрлар те­
кисликдаги тугри чизикнинг умумий тенгламаси учун хам тугри 
булади. Масалан, текисликдаги икки

(/.]) А 1 х В^ у +  D1 — О,
(L2) А 2 х  В2 у +  D , =  О

тугри чизиц орасидаги ср бурчак сифатида пг =  Аг i +  BJ ,  п2 =

=  A 2i - \ -B 2j  нормал векторлари орасидаги бурчак кабул килинади 
ва шу сабабли ушбу формулалар буйича хисобланади:

cos ср

Агар Lj ва L, тугри чизицлар параллел булса, у ^олда улар­
нинг щ  ва пг нормал векторлари коллинеар ва шу сабабли

(17.5)
Аг в2

(17.5) шарт текисликдаги икки тутри чизикнинг параллеллик шарти- 
дир.
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Агар L, pa L, тугри чизиклар перпендикуляр булса, у холда
уларнинг я, га п2 нормал векторлари хам перпендикуляр, шунинг 
учун куйидагига эгамиз:

А 1А,  +  В 1Вй =  0. (17.6)
(17.6) шарт гекисликдаги икки тутри чизикнинг перпендикулярлик 
шартидир. Агар (14.1) тепгламада z — zg — 0 десак, у холда

А (х — л'0) -г В (у — У0) =  0 (17.7)

тенгламани хосил киламиз, у Оху текисликнинг Л'0(х0, у 0) нукта- 
сидан утаднган шу текнсликдаги тугри чизик тенгламасидир. А ра 
В координаталар текнсликдаги тугри чизик нормал векторинпнг ко- 
ордипаталари булади, яыш

■ n = A i - \ - B j .
2 - м и с о л .  Учбурчакнпнг учлари берилган:

(2; 1), AL( — 1; — 1), М ,(3 ; 2).

M L учдан утказилган баландлик тенгламасини тузинг.
Е ч и ш .  Баландлик тенгламасини (17.7) куринишда излаймиз:

А (х — 2) А- В (у —  1) =  0. (17.8)

Баландлик Л'12 М я томонга перпендикуляр булгани учун нормал 
вектор сифат ида ЛЬ.VI3 век тории олиш мумкин, яъни

п =  М.2М Л =  4/ т  3 /.

Бундан .4 =  4, 5  =  3. Бу кийматларии (17.8) тенгламага куямиз:

4 (.V — 2) -!• 3 (у — 1) 0 ёки 4 ж -{- .3 у — 11 =  0. 

Изланаёгган баландлик тенгламаси топилди.

18-§. TyFpH чизикнинг вектор ва каноник тенгламаси

Текислик ва фазодаги тутри чизикнинг умумий тенгламалари ма­
салалар ечиш учун хар доим хам кулай булавермайдн, шу сабабли 
купинча тутри чизиц тс-нгламаларнпинг махсус куринишларидан 
фойдаланиладн.

Гап шундаки, тутри чизикнинг вазияти бирор тайинланган М 0
нуктасининг ва бу тутри чизикка параллел ёки унда ётадиган s 
йуналтирувчи векторнинг берилиши билан тулик аникланади.

L турри чизиь  ̂ М 0 (х0; у0; г0) нуцта ва s =  / i +  т /  -f  р k йунал­
тирувчи вектор билан берилган булсин. L тугри чизикда ихтиёрий 
М  (х; у; z) нуцта оламиз (36- шакл).

Шаклдан бевосита

ОМ =  ОМ0 +  М^М  (18.1)
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ни >^осил ^иламиз. Af0 ва М  
нукталарнинг радиус-векторла-
рини мос равишда г0= О М 0, г =
=ОА1 билан белгилаймиз. М 0М 
вектор турри чизикда ётади, шу
сабабли у s йуналтирувчи век- 
торга коллинеар, ва демак, •V

Л1п М = t s (18.2)

36- шакл.тенглик тугри, бу ерда / — 
параметр деб аталадиган ска­
ляр купайтувчи, у М нуктанинг тугри чизикдаги вазиятига к>араб, 
исталган киймат i-^абул ^илишп мумкин.

(18.2) формулани ва киригилган белгилашларни хисобга олиб,
(18.1) тенгламани ушбу куринишда ёзамиз:

T = T n + t 7 .  (18.3)
(18.3) тенглама тугри чизикнинг вектор тенгламаси деб атала­

ди. У t параметрнинг ^ар бир цийматига гугри чизикда ётадиган 
ихтиёрий М ну^танииг радиус-векгорини мос ь^уяди. (18.3) тенгла­
мани координата шаклида ёзамиз. К,уйидаги

т =  ОМ =  x i  -f- у j +  zk,  

r0 =  ОМ =  x0i +  ynj +  z0 k, (18.4)

/ s =  11 i -+- rnt j  +  p t k 
ларни эътиборга олсак,

x  =  x0 +  It,

У о +  rnt<
z =  z0 +  pi

ни .\осил ^иламиз. Бу тенгламалар тугри чизикнинг параметрик 
тенгламалари деб аталади. t параметр узгарганда х, у, z коорди­
наталар узгаради ва М  ну^та тугри чпзиц буйлаб кучади. М 0М
вектор s векторга коллинеар булганлиги учун бу векторлариинг 
проекциялари пропорционал. Сунгра

М 0М { х ~  X0) i  +  ( y —  y 0) j  +  ( 2 —  ZQ) k ,  

s  ~  I  i  +  m  j  +  p  k

булганлиги учун
x — x0 _  y -  

l
У» ( 18.5)
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37- шакл.

ни хосил киламиз. Бу тенглама 
тугри чизикнинг каноник тенг­
ламаси деб аталади. Тугри чи­
зикнинг текисликдаги вектор 
тенгламаси (18.3) фазодаги каби 
булади, лекин вектор тенглама- 
лардан параметрик тенгламалар- 
га утишда у учта эмас, балки 
ушбу иккита скаляр тенгламага 
келтирилади (37- шакл):

I-V — Х„ It, (18.6)
[У — Уи +  int.

Чунки бу холда М 0 ва М  нукталар факат иккитадан (х0; у0) ва
(х; у) координатага эга, s йуналтирувчи вектор хам иккита коорди- 
натага эга. (18.6) тенгламалардан i параметр чикарилса, текислик­
даги т\три чизикнинг кгноник тснгламасига утиш осон булади:

I
и — У о 

т
(18.7)

1- м и с о л .  /И0( J ; 2 ; — 3) ва М 1 (— 2; 1; 3) нукталар оркали 
утувчи тутри чизикнинг каноник тенгламаларини тузинг.

Е ч и ш .  s йуналтирувчи вектор сифатида М 0М ± =  — 3 i — / +
-f- 6 k векторни оламиз. (18.5) формуладагн берилган ну^та сифа­
тида М 0 ёки нукталардан исталганини олиш мумкин. Натижа- 
да гугри чизикнинг ушбу каноник тенгламасини хосил киламиз:

х — I _у  — 2 ___ г +  3

3
2- м н со  л. Ушбу

тугри чизикнинг

у + 1

6

_ г

6

1 = 0

(18.8)

(18.9)

текислик билан кесишиш нуктасини топинг.
Е ч и ш .  Бу нук,таларни тспиш учун (18.8) ва (18.9) тенглама- 

ларни биргаликда ечиш керак. Энг осени берилган (18.8) тугри чи- 
зи^ тенгламасини куйидагича параметрик шаклда ёзиб олишдир:

х =  t +  1,
у =  — 2t  — 1, (18.10)

z =  6t .

Бу ифодани текисликнинг (18.9) тенгламасига куямиз:

2( t  +  1) +  3 (— 2 t —  1) +  6 /  — 1 = 0 .

г
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Бундан t = \ .  Тугри чизикнинг 
(18.10) параметрик тенгламала- i у 
рига параметр t =  1 ^ийматини 
куйиб, х = 2, у =  — 3, z — 6 ни 
оламиз. Демак, т\три чизи^ ва 
текислик М  (2; — 3; 6) нуктада 
кесишади.

19-§. Нуктадан турри ч и зи ^ач а  
ва текисликкача булган масофа 38_ шакл

1. Нуктадан тугри чизик^а- 
ча булган масофа. Оху текисликда Л1п(х0; у0) нуктани ва

Ах +  By +  D — 0 (L)
умумий тенгламаси билан берилган тугри чизин^ни караймиз. М 0 
нуктадан тугри чизикдача булган масофа d = \М0М Х\ ни аниклаймиз 
(38- шакл)' М п нуктадан L гугри чизивда туширилган перпендику- 
лярнипг асосини М у{х{, у J  билан белгилаймиз. Изланаётган d ма­
софа бу п ерпендикулярнинг узунлигига, яъни

d =-=MVM0 = (х0 — х,) i +  (г/0 — г/,) j

векторнинг узунлигига тенг. d вектор билан L ^тугри чизикнинг
нормал вектори п — Ai +  Bj нинг скатяр купайтмасини тузшиз.  
Бу векторлар коллинеар булганлиги учун улар орасидаги бурчак ё 
нолга, ёки 180° га тенг. Шу сабабли coscp =  + l  па скаляр ку­
пайтманинг таърифига кура:

ti-d — ± ]  п \ ■ \ d\  — ± \ п \  а. (19.1)

Иккинчи томондан, координаталари билан берилган вэкгорлар- 
нинг скаляр купайтмалари ушэу фэрчулз билан хи;обланиши мум­
кин:

n-d  =  А (х0 — .г,) +  В( уп — у 1). (19.2)

Бирок; М 1(х1; г/,) ну^та берилган L тугри чизикда ётади, шунинг 
учун унинг координаталари бу тугри чизик, тенгламасини каноат­
лантиради;,

А ЛГ[ +  В ух +  D =  0.

Бундан А х ^ ' г  B y L =  — D. Буни хнсобга олсак, (19.2) ифода ушоу 
куринишни олади:

n-d =  А х а~  В у 0 -\- D. (19.3)

(19.1) ва (19.3) фзрмулаларни хнсобга олсак, [куйидагини оламиз:



Бирок \п | = |  /1! -р£!’2, шу сабабли (19.4) формула ушбу куриниш­
ни олади:

j  —  _|_  ^  х° ~1~  ̂ ®

j А - +  В 2

ёки
й = \ А хп + Вул+ Р \ (Ш5)

I А- в-
Сунгги формула М п{хп\ уп) нуктадан А х + В у + й =  0 тугри чи- 
зиккача булган массфаип топиш учун хизмат килади.

1 - м и с о л .  Учбурчакнинг учлари берилган:
М, { 4; 1), М.2(0; — 2), М 3(— 5; 10).

Mi  у«дан уиж нлган  баландликнинг узунлигини топинг.
Е ч и ш .  Дастлаб М.-, ва М 3 нукталардан утувчи тугри чизик 

тенгламасини (18.7) формула буйича тузамиз. Йуналтирувчи вектор
сифатида s =  М.,М3 —■— 5 i - [ - 12/  векторни оламиз, бундан / =  
=  — 5, т =  12. Шунинг учун тенглама ушбу куринишни олади:

х  ■ -  О и 2
: у  • (>9.6)

Бу тенгламани умумий курннишга келтириб, ^уйидагини ^осил ки­
ламиз:

12 л-- f 5  у +  10 =  0.
Е?лс.ндл1 книнг узунлш ини М г нуктадан (19.6) тугри чизивдача бул­
ган массфа сифатида (19.5) формула буйича хисоблаймиз:

, 12-4-1- 5- 1 Ч - Ю  63 -  d ------------------ ^ —  — — «  5.
I 122 4- 52 13

2. Нуктадан текисликкача булган массфа. Энди М 0(х0; у0\ zQ) 
нукта ва

/1 .v B y  -г С г +  D =  0

умумий тенгламаси оркали текислик берилган булсин. Улар ораси­
даги d массфа, яъни М п нуктадан я  текисликка туширилган пер- 
пендикулярнинг узунлиги ушбу формуладан анш<ланади:

j  =_ 1 ^  л’о & Уп +  С го 4- D 1 (19 6)
I а- -\- В2 4- С2 ’

Бу формулаларнинг келтириб чнкарилиши нуктадан тугри чизиккачд 
булган масофа формуласи (19.5) га ухшаш.



2 - м и с о л .  Ушбу

.г — 2 у  — 2 z — 12 =  0, 
.V — 2 у — 2 z — 6 — 0

параллел текисликлар орасидаги масофани топинг.
Е ч и ш.  л, ва л , текисликлар орасидаги масофа улардан бирор- 

гаспда ётувчи нук/гадан иккинчисигача булган масофага тенг. Бир 
текисликнинг, масалан, л, текисликнинг ихтиёрий нуктасини топа­
миз. Бунинг учун бу текислик тенгламасида у — 0, 2 =  0 деймгп ва 
.V— 12 =  0 ни хосил циламиз, бундан х — 12, .VI0(12; 0; 0) нукта 
л г текпсликка тегишли. М 0 нуктадан л 2 текисликкача булган мя- 
софани (19.6) формула буйича хисоблаймиз:

1. ФлзЭДПГИ Ту'ррН Ч C3 IKMH п- йупаггнру.зчи вектор!! нима?
2. Агар фззодаги Tvrpi ч п т (  уЭДмы тенгламалари билан б ф н л г а н  б \л с а ,  

унинг Ктмлтирувчи векторина цандай аницлаш мумкин?
3. Текис шка im  тугри чаз п-ршн,' i n p u n  вектора нима?
4. Координата yiyiapiiim координата текнелнклапинмиг кесишмаси сифатида 

к араб, уларнинг аеаглачаларннп ёзинг.
5. Тугри чизнкнлиг век гор тенгаамасани келтириб чикаринг.
6. TyFpa чизакнин.' каноаик тспгламасип и келтириб чикаринг.
7. Текисликда нуктадан тСтра чазла^ача булган масофа формуласини ке.пипиб  

чикаринг.
8.  4S8— 513- масалаларни ечмнг .

20- §. Икки в* уч нэмаълумли илкита ва учга чизикли тенглама­
лар системаси. Крамер коидаси

1. Икки номаълумли иккита чизикли тенгламалар системаси. Икки

номаълумлп иккита чичикли тенглама,тар системасшишг

ечимини топиш учун детермипанглар назариясигш фоадалан шиз. Бу 
ерда х ва у номаълум сонлар, ьрлган барча саптар эса маълум. 
Но.маълумлар олдидаги купайтувчилар систем г к->зф{шцшншрп, bL 
ва Ь.г сонлар эса озод хадлар деб аталади.

Макгаб математика куреидаи баъзи маълуматларни эслагиб утай- 
лик. Чизикли тенгламалар системасини ечиш деган суэ, .V ва у сон­
ларнинг шундай тупламшш топиш демакки, уларпи система теигла- 
маларннинг хар бирига мос номаълумларппнг урнига куйилганда 
улар айннятларга айлапади. Бундан сонлар тупламини системанинг 
ечими деб атаймиз. Камида бигта ечимга эга булган система бирга- 
лнкдаги система деб аталади. Биргина ечимга эга булган биргалик- 
даги система ачш: система деб аталади. Ч?кснз куп ечимларга эга

d — I 1-12—2 0 — 2 0 — 6 | а

| 13 +  (_ о }2+ ( _ 2)г

S' з- \  з и н и т е к  in п р и ш у ч у н с а в о л л а р

j a n .v +  av,y =  bl , 
[ап х а.г, у  =

(20. 1)
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булган биргаликдаги система анш\мас система деб аталади. Битта 
х.ам ечимга эга булмаган система биргаликда булмаган система деб 
аталади.

Энди баъзи белгилашлар киритамиз. Система козффициентлари- 
дан куйидаги иккинчи тартибли детерминантни тузиб, уни А билан 
белгилаймиз ва система детермннанти деб атаймиз:

А = ап а12 
&21 $2*2

Сунгра бу детерминамтда мос равишда биринчи ва иккинчи устун- 
ларни озсд хадлар билан алмаипириб, A v, Ду билан белгиланаднган 
ушбу детерминантларни тузамиз:

fti а12
Ь.> а.,2 д . ап  Ьх 

а, 1 ft,
Ar t p Д ф  0 Ciica, (20.1) системанинг ечимини аниклайдиган

Ь-
Л

(20.2)

формуланинг туфилигини исботлаймиз. Исботлашда алгебраик 
кушиш ксидасидан фойдаланамиз. (20.1) система биринчи тенглама- 
сининг иккала кисмини (а22) га, иккинчисини эса (— а 12) га купай- 
тирнб ва сунгра олинган тенгламаларни к,ушиб, куйидагини оламиз:

(й ц а а  •— а21 а12) х =  ftt а22 — Ь.2'а12. (20.3)

Шунга ухшаш, (20.1) система биринчи тенгламасининг иккала к;иеми- 
ни (— а 21) га, иккинчисини зса (аи) га купайтириб, сунгра олинган
тенгламаларни к ушиб, куйидагини оламиз:

{ац а22 а21 cii2) у ац b2 a2i Ь±. (20.4)

(20.3) ва (20.4) формулаларда турган айирмалар биз юкорида ки- 
ритган иккинчи тартибли детерминантлардир:

"̂11̂ 22 9̂1 1̂9 --21 . 12
ап
(Хп\ СХп<у

=  А,

^1 ^22 ^ 2 ^12 — th Ai 2i „ =  Ал., ап  Ь2 — а21 ^  = ап 1
О о 2̂2 ^21 2

=  Ау. (20.5)

Бу белгилашларда (20.3) ва (20.4) тенгламалар бундай ёзилади:

I х ’ д =  д^’ (20.6)[у-А — Ду. v ’
Уч хол булиши мумкин. а) Агар система детермннанти А ф  0 

булса, у холда (20.6) формулалардан (20.1) система биргаликда

У =  v  (20.7)д
формулалар билан аникланадиган биргина ечимга эга эканлиги ке­
либ чицади. (20.2) формуланинг туррилиги исбот килинди. Олинган
(20.7) коида Крамер коидаси деб аталади.
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б) Агар система детерминанти А =  О, лекип A f ва Ду~ детерми- 
нантлардан камида биттасн нолга тенг булмаса, у холда (20.6) фор- 
мулалардан (20.1) система биргаликда эмас, яъни битта ^ам ечим- 
га эга эмаслпги келиб чикади.

в) Агар система детерминанти А =  0 ва Дл. =  0, Av =  0 булса, 
у холда (20.6) формуладан (20.1) система аникмас, яъни чексиз куп 
ечимларга эга экани келиб чикади.

1 - м и с о л .  Ушбу тенгламалар сисгемасинн ечинг:

[3.V — г/| — 5,
U- -ь 2у — 4.

Е ч и ш .  Детерминантларни хисоблаймиз:

Д =
3 — 1 

i 1 2 -  7. Ах =
5 -  
4

-  14, Д,
3
I

5 |
4i

7.

Крамер ^оидаспдан фойдаланиб х па у ни топамиз:

А

2 - м и с о л .  Ушбу тенгламалар системаеинп ечинг:

I За' +  // ~  2 ,
| 6.V +  2у -  3.

Е ч и ш .  Детерминантларни хисоблаймиз:

Д = 13
16

1
=  0, АЛ —

1
2 \  =

3 2 
6 3

Система биргаликда эмас, ечимлари нук.
3-м и с о л. Ушбу тенгламалар снстемасини ечинг:

| 3х —  у -- 2,
I 6.V — 2у =  4.

Е ч и ш .  Детерминаигларии хисэблайчпгз:

Д = | 3
6

=  о, д . = 2 —  1 
4 — 2 0, Д„

3
6

=  0.

Система аникмас, чексиз куп ечимларга эга. Агар иккинчи тенгла­
мани 2 га кискартнрсак, система уш5у бит га тенгламага келади:

3х — у =  2.

Номаълум х га ихтиёрий килматлар бериб, у нинг мос кийматла- 
рини хосил килиш мумкин. А' -  0 булсин, у холда у =  — 2. а- =  1 
булсин, у холда у — 1 ва х. к.

Яна (20.1) системага калгн5, унда озод хадлар нолга тенг дей- 
м т .  Бундай чизикли тенгламалар системаси бир жинсли система 
деб аталади:
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| anx  +  al2y =  0,
I a.2lx +  a22y =  0.

Бунда

A, = w,2
a.,о 0, Д ,=

Lin
I e*i

-  0

булганлиги учун бундай система Д=+0  булганда аник ечимга зга 
ёки А -- 0 булганда чексиз куп ечимга эга. Биргаликда бхлмаслнк 
хам истисно кнлинади.

2. Уч номаълумлн учта чизикли тенгламалар системаси. Энди 
ушбу уч номаълумлн учта чизикли тенгламалар системасини каран- 
миз:

ап х а12у 
a.2lx I-а,2 у 
а3, х  ; а32у озэ г - Ь.,

- а]Я z bs,
1 aT,z b.-,. (20 .8 )

Ушбу белгиларни киритамиз:

Оц а 12 1113 bi а 12 «l.'i
Д — 1 а21 а. 0,з , д  - ь . 4», а ,3

«и °Г2 О.ЧЗ ь., «42 <h*

■ 4 “ а,,
Ь,
1>2
Ь,

«1.1 
а-m
а ...

Д
« 1 2

а22
ам

Ь' \ 
Ь.,
Ь;

(20.8) система козффпциснтларидан тузилган Д детерминантни сис­
тема детермннанти деб атаймиз. At, Д7, Д_ детерминантлар А де- 
терминаптдан унда мос равишда биринчи, иккинчи ёки учинчи 
устунни bi, b.,, Ь-, озод хадлар Силап алмаштиришдан хосил була­
ди. Агар А Ф  0 булса, (20.8) система ечимини аниклайдиган ушбу 
формулаларшшг т у  рилнгини исботлаймиз:

v -  Л ’
(20.9)

Исботлаш учун (20.8) система тенгламаларидан у ва z номаълум- 
ларни йукотамиз. Системанинг биринчи тенгламасини Д детерми­
нант йп  элементшншг А и алгебраик т \ лдирувчиенга купайтнрамиз, 
иккинчи тенгламасини а 21 ьмементиннпг Л 21 алгебра,ик тулдирувчи-
сига купаитпрампз, учинчи тенгламасини азл элементннинг Ач,
алгебраик тулдирухчисига купаитирамиз, кепин эса бу тенгламалар- 
нн кушамнз. Натпжада куйидагини оламнз:

(«и Л и +  а 21--I.,! a3l Аа j) X +  (ЯюЛц Я;-;Л.| +  a32A3V\y
( ° 1 3 ^ 1 1  +  « 23̂ 21+  a 33 г  —  Ь хА п  - Г  Ь 2А .п  +  / \ ,Л .3 1 -

Детерминантларнинг и) са к) хоссаларинн (9-§) бу тенгламанинг 
чап томонига татбик килиб,

а11

а
а ;1Ц
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(2 0 .1 0 )

(20.11)

га эга буламиз.
Ш унга ухш аш  куйидагини хосил киламиз:

у -A r-- b\Aiо Ь>А.>2 4  b3A32i 
z • А ~  Ь[А^3 £>о/4.:з -; ■ fcg/ljj.

Б у  тенгликларнинг чап томонларини юкорида киритилган белгилар 
билан алмаштириб, (20.10) ва (20.11) тенгликларни ^айта бундай 
ёзампз:

х  ■ А  =  Д (.
У \  (20.12)
z -Д = Д  .г

Агар система детерминанти А ф О  булса, у холда (20.8) система 
биргаликда ва

Дг Аи Д.
.V — — , // —- г - —1-  (20.13)

х- А =  b iA xl -\- b.,An  -f- Ь3А-Л

д
формулалар билам аникланадиган биргина ечимга эгалиги  келиб  чи­
кади.

(20.9) формуланипг Й врилнги  исботландн.
О линган (20.13) коида уч номаълумли учга чизикчи тенглама-  

ларнн ечишпииг К рам ер кридаси  деГ> аталади.
4 - м н е  о.т. Ушбу тгигламачар си л е м л е и н н  ечипг:

I А- +  2у  -  г -  8,
Зя  +  2г /- ! -г  - 1 0 ,

| Ах 3у —  2г — 4.

Е ч и ш .  Д, Д , Д , Д.  детермипантларни хисоблаимиз:

-  14,
1 2 1 8 2 1

д  - 3 2 1 =-■ 14, Дд. - 10 2 1
4 3 -  -2 4 3 - _ 2

1 8 1 1 2 8

А, -  3 10 1 =  28, Д г = 3 2 10
4 4 — 2 4 3 4

3.

=  42.

Крамер коидасидан фойдалачнз, х, у , z ни топамиз:

v _^±. i i  ■■ [ , -  Лу -  2 - -- —  42 
" Л ~  14■ Л 14 ~  ‘  ~  \  14

(20.8) тенгламалар си е те м к и г а  калгиб, озод хадлар нелга тенг деб 
хнсобланмнз. У ш Зу бир жшил-н системами ц а р а Г ш т :

I а п х  ■ ■ а 13у  а 1пг  = ■- 0,
а.п х  - г  a 2iy  a.,.jZ =  0, (20 .14)
ал х  Я  a 3.zy  -I- a...,z -  0.

59



Детерминантлар А =  А-х _  Az =  О, чунки улар ноллардан иборат 
устунга эга. Шу сабабли бир жинсли система А Ф  0 булганда бир- 
гина ноль ечим л- =  0, у  =  О, 2 =  0 га эга ёки А =  0 булганда 
чексиз куп ечимларга эга.

3. п номаълумли п та тенгламалар системаси. Умумий хол­
да п номаълумли п та чизикли тенгламалар системаси бундай ёзи­
лади:

а п х. -Ь Ор х, -т- . .

а 0, *'21 Л 1 а )о  . .  .

■ + а 1л х п  - Ь { ,

■ а2п Хп ~~ (20.15)

а п п Х п =  К

Бу ерда x v х2, . . , х псмаълум сонлар, колган сонлар эса маъ­
лум, Ь.2, . . . , Ьп озод хадлар, « м, а12. . . . , апп система коэф- 
фицнентлари. 1-бандда икки номаълумли иккита чизикли тенгла­
ма системаси учун Еа 2-бандда уч немаълумли учта чизикли тенг­
ламалар системаси учун слинган Крамер коидаси номаълумлар сони 
чизикли тенгламалар сони билан бир хил буладиган исталган (20.15) 
система учун уринли. Бу коидани келтириб чикармасдан кабул ки­
ламиз.

Агар п номаълумли п та чизикли тенгламалар системаси (20.15) 
нинг детермиианти А Ф  0 булса, у холда система биргаликда ва 
ушбу формулалар билан ифодаланадиган бнргина ечпмга эга:

-Vi = -V., =
д,

X . .  =

Бу ерда А детерминант (20.15) система номаълумлари олдидаги 
козффициентлардан тузиладн. Ар А.„ . . . , Ап эса А дан ундаги 
хар бир номаълум олдидаги мсс коэффициентларни озод хадлар би­
лан алмаштиришдан хосил булади.

21-§ . Гаусс усули

п номаълумли п та чизикли тенгламалар системасннп Крамер 
коидаси буйича ечиш п =•- 4 дан бешлабок катта ва машаккатлн 
ишга айланади, чунки бу нш туртинчи тартибли бешта детерминант­
ни хпсоблаш билан бог лук. Шу сабабли амалда Гаусс усули му- 
ваффакият билан кулланиладн са у система биргаликда хамда аник 
булса, уни еоддарок курннишга келтириш ta  барча номаълумлар- 
нинг кийматларинп кетма- кет топиш имконини беради. Гаусс усу­
ли шундан иборатки, у алмаштирншлар ёрдамида номаълумларнп 
кетма-кет чикариб, сунгги тенгламада факат битта иомаълумии 
колдиради.

Куйидаги п та чизикли алгебраик тенгламалар системасини ка- 
райлик:
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° l l  X \ +  ° \ 2 Х2 ^  a \ n Xn ~  f\<
a ,l x l +  a22X-2 +  • • . +  a2nXn =: fy

Q„l*l + a n2X2 +  ' ' • + annXn =  fn-

(21.1)

Бу системани Гаусс усули билан ечиш жараёни икки боскич- 
даи иборат.

1-босщч. (21.1) система учбурчак курннишга келтирилади. Бу 
куйидагича амалга оширилади: а иФ 0 деб (агар аи — О булса, 1-тар- 
тиб^и тенглама билан а 0 булган г-тенгламанинг (г =  2, . . . , п) 
уринларини алмаштирамиз) цуйидаги мисбатларни тузамиз.

т., т, 1 т,л =
ai 1

а п\

а1Ъ

Системанинг /- тенгламасига 1-тенгламани т-а га купайтирилга- 
нини кушамнз. Бунда биз системанинг 2 -тенгламасидан бэшлаб 
хаммасида хх номаълумни йукотамиз. Узгартирилган система цуйи- 
даги куринишда булади:

Оп Х I + 0 ,0 ^ 2  + а |3^ - т
а-' > х2 +  ag' х.л

+ ai„*,, = fp 
■ +  < 4  =  А” ’ (21.2)

/2*') V Ч-  ̂ X' ЛГ —//2 2 ‘ % 3Л3 * ’ * ипплп /п ■

а'!* Ф 0 деб фараз килиб куйидаги нисбатларни тузамиз:

" з г,ив2 =  - _ ,  =
«оо о'!,’ ’

• • ш . .

*<!>> '

(21.2) системанинг i- тенгламасига (г =  3, 4, . . . , /г) унинг 2 -тенг­
ламасини т-г  га купайтириб кушамиз ва натнжада куйидаги систе­
мани хосил киламиз:

а п х\ т - а , , х 2 +  . . . +  а ы хп =  /,.

х2 +  4з> а-3 -  . . . +  -  /!/\ 
а'-3»х3+ • • - +  а£>хп =  Д2>,

£ ,( - )  V  I J _  q ( - )  У =  /(2 )
пЗ 3 п  • • • Т  и пп I  „  •

Бундан

Q<;V =  CL;,--------- О; , ; а 1.-'1 =  О;!*------- 7ГГ"г/ “ »/ „ »Р [/ “11 (I )1J22

Юкоридагидек жараённи п — 1 маротаба бажариб куйидаги учбурчак 
куринишидаги системани ^осил ^иламиз:
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(21.3)

a(n-l)x « л -1)
tin п hi

Шу билан ечимни топишиинг 1-бэсцичи якунлаиади.
2-босцич учбурчак куринишидаги (21.3) системани ечишдан ибо­

рат. Охирги тенгламадан хп топилади. Ундан олдинги тенгламага 
Хп нинг топилган киймати куйилиб, .r„_i топилади. Шундай мулохаза-
ларни давом эттириб нихоят 1 - тенгламадан х, топилади. х и х ............
х номаълумларни топиш учун куйидаги формулалардан фойдала- 
ниш мумкин:

тенгламалар системасини Гаусс усули билан ечинг.
Е ч и ш .  Усулнинг биринчи кадами (21.4) системанинг иккинчи 

ва учинчи тенгламаларидан х номаълумни чин^аришдан иборат. Бу- 
нинг учун бу системанинг биринчи тенгламасини (— 2) га купайти­
рамиз ва олинган тенгламани иккинчи тенгламага ^ушамиз, кейин 
эса биринчи тенгламани (— 3) га купайтирамиз ва олинган тенгла­
мани учинчи тенгламага цушамиз. Бу ишлар натижасида берилган
(21.4) системага тенг кучли ушбу система ни оламиз:

Гаусс усу
п- ,  -ва — та булг 
2

шунча купайтириш ва п та булиш амали бажарилади. 
1 - м и с о л .  Ушбу

I х — 2у +  3z =  6, 
j 2х +  3y — 4z =  20, 
[ Зх — 2у  — 5г = 6

(21.4)

х — 2у +  3z =  6,
Ту — 1 Oz =  8, (21.5)
4 у — 14 г — — 12-

Бу системанинг учинчи тенгламасини 2 га кискартириб,

х — 2у +  3z =  6, 
7 у — 10г =  8, 
2у — 7 г =  — 6

(21.6)
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пи хосил киламиз. Иккинчи к,адам у  номаълумни (21.3) системанинг 
учинчи тенгламасидан чик,аришдан иборат. Бунинг учун шу система-
пинг иккинчи тенгламасини ( — -jj-) га купайтирамиз ва учинчи тенг­

ламага кушамиз. Бунинг натижасида ушбу тенг кучли системани 
оламнз:

л- — 2/у Зг — 6,
Ту — 1 Ог =  8. (21.7)

_  ,  —  _  5 8

7 " _  2 '

Б\; системанинг учинчи тенгламасини — +  га булиб, ушбуга эга 
. 7 ~

буламиз:
I .v — 2у ~г  Зг =  6,

Т у — Юг =  8, (21.8)
[ 2 - 2 .

(21.4) тенгламалар системаси учбурчаклн деб ата иднган (21.8) 
шаклни олди. Сунгги тенглама битта 2 нэмаъчумни, паст дан ик­
кинчи тенглама у ва 2 помаыумларии, биринчи тенглама эса уча- 
ла .V, у, г номаълумни уз ичига олади. \а р  бир олдинги тенглама 
кепинги тенгламадан бптга куп номаълумни уз ичига олади. Энди 
барча номаълумларнинг кийматларнни топиш осой. Учинчи тенгла­
мадан г --  2 ни оламиз, бу циаматни (21.8) системанинг иккинчи 
тенгламасига куйиб, у  4 ни оламиз. г — 2 ва у  ■— 4 цийматларни
(21.8) системанинг биринчи тенгламасига куйиб, х =  8 ни оламиз: 
.г =  8, у — 4, 2 =  2 ечим олиндн.

Гаусс усулининг хусусияти шундаки, унда системанинг бирга- 
лпкдалнк масаласинн олднндан аннклаб олиш талаб кнлинмайди.

1. Агар система биргаликда ва анн^ булса, у .^олда усул бнр- 
гина ечимга олиб келади.

2. Агар си:тема биргаликда ва аникмас булса, у холда бирор 
кадамда иккита айнан тенг тенглама хосил булади ва шундай ки- 
лнб, тенгламалар сони иэмаълумлар сонидан битта кам булиб ко­
ла ди.

3. Агар система биргаликда булмаса, у холда бирор кадамда 
чикарилаётган номаълум билан биргаликда цолган барча номаълум­
лар хам чикарилади, унг томондан эса нотдан фар;у1И озод хад цо- 
лади.

2- м и с о л .  Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

( х - \ -2 у  — 2 = 3 ,
| Зх — у  +  4г = 6 ,
| Ъх +  5 у  +  2г =  8.

Е ч и ш.  Биринчи тенгламани (— 3) га купайтирамиз ва иккинчи 
тенгламани цушамиз, кейин эса биринчи тенгламани (— 5) га ку-

63



пайтирамиз ва учинчи тенгламани кушамиз. Шу билан иккинчи ва 
учинчи тенгламалардан х номаълумни чикарамиз:

| х -г 2у — 2 =  3,
— - 7у +  7г =  — 3,
— Ту -г  7z =  7.

Энди учинчи тенгламадан 2 номаълумни чикараётганимизда биз у 
номаълумни хам чикарамиз, бу эса зиддиятликка олиб келади. Чун­
ки 0=й=10. Шундай килиб, Гаусс усулини кулланиш берилган 
системанинг биргаликда эмаслигини курсатди.

3 - м и с о л .  Ушбу тенгламалар системасини ечинг:
| х-'г 2у  — z =  3,

3 х — у +  4z =  6,
| 5х -г Зу +  2г =  12.

Е ч и ш .  2-мисолдаги ишларни такрорлаб, системани 
I' х +  2у — г =  3,

— Ту +  72 =  — 3, (21.9)
( — Ту +  7г —-— 3

куринишга келтирамиз, бу эса берилган система
| х  4- 2у — 2 =  3,
| — T y + T z = — 3

системага тенг кучли эканлигини билдиради. ((21.9)] системанинг 
сунгги икки тенгламаси бир хил). Бу система биргаликда булса-да, 
лекин ани^мас, яъни чексиз куп ечимга эга.

S  з- у э и и и т с к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р  

]. Крамер коидасини айтиб беринг.
2. Чизицли тенгламалар системаси кайси холда биргина ечимга эга?

Иккита ва учта тенглама сисгемалари учун буни геометрик нуктаи назардан 
кандай талкин этиш мумкин?

3. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг Гаусс усули нимадан иборат?
4. 611— 692- масалаларнн счинг.

22- §. Матрицалар

т та сатрли ва п та устунли ушбу турри 
шаклида ёзилган т- п  та сон берилган булсин.

бурчакли жадвал

А

а \1 С1\2 • • ■ а 1} . . • ^ \п
а.п а 22 ■ ■ a 2j • • ■ а-2п

а п a i2 • ■ а н  • • • а т

а т\ а т1 • a mj . . а

(22.1)

Бундай жадвал т х п  улчамли т угри бурчакли матрица деб ата­
лади. Бу жадвалдаги ац сонлар унинг элементлари  деб атала-
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ди. Элементлар сатрлар на устунлар хосил килади. / ва /  индекс- 
лар а,-, элемент турадиган сатр ва устуннинг тартиб ракамини кур- 
сатади.

Ёзувни кискартириш максаднда (22.1) матрица купинча ушбу 
курннишда ёзилади;

А =  (flj-), И =  1,ш; /  =  1.н)
ёкн

Л =  ;|о,.; ||, (i =  1,/n; / =  1,л).

Агар /z =  1 булса, у холда уступ матрицага эга буламиз:

А =

/ " и  \  

? )  
'  0*1 1 ■

Сатрлари сони усгунлари сонига тенг, яънп т =  п булган уш- 
Су матрица л-тартислн квадрат матрица  деб аталади:

/ а

А  =

11
h i

*nl
Х,ар бир п-тартибли А квадрат матрица учун (ва факат квадрат 
матрица учун!) шу матрицанинг элементларидан тузилган н-тартиб- 
ли детерминантни хисоблаш мумкин. Бу детерминант det -Д ёки \А  | 
оркали белгиланадн. Агар det Л ==̂= 0 булса, у холда .4 кеадрат мат­
рица хосмас ёки махсусмас матрица  деб аталади. «| 

Агар det Л =  0 булса, у холда А квадрат матрица хос ёки мах- 
су с матрица  деб аталади. Квадрат матрицанинг <зп , 2 2 ’

элеменглар|жойлашган диагонали бош диагонал, а,п, a2n_ v . . . , 
а п1 элементлари жойлашган диагонал ёрдамчи диагснал деб ата­
лади. Бош диагоналида турмаган барча элементлари 
квадрат матрица диагонал матрица  деб аталади:

О га тенг

Бунда det Л =  я. \'°22

А =

■ ■ а-

L 0 . . .  0 \

а о л  “  .

00 . .  .
• &пп/

Б о т  диагоналидаги барча элемент­
лари а ф  0 булган квадрат матрица скаляр матрица део аталади:

А  =

/ а
О

О
а

Равшанки, det Л =  а'1. 

5—2478

\ 0  О
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Бош диагоналидаги барча элементлари 1 га тенг диагонал мат­
рица б up.гик маприца  деб аталади ва Е  бнлан белгиланади.

Бирлик матрицанинг детерминант бирга тенг: det£ ' =  l. Барча 
элементлари нолга тенг матрица нал м.тприца деб аталади ва Q 
билан белгиланади:

Нол матрица квадрат матрица хам. турри бурчакш матрица хам були- 
ши мумкин. А матрицада барча еаграарни мо: устунлар билан алмаш- 
тиришдан хосил булган Л* матрица Л матрицага ниебатан транспо- 
нирлат ан маприца  дебагалади. >Кумаадан, сатр-матрицага транспо- 
нирлаш натижасида устун-магрица мое келади ва аксинча.

Агар Л квадрат матрица булса, v холда равшанки, det А  
=  det А*.

Агар А =  А* шарт бажарилеа, у холда А квадрат матрица сим- 
метрик матрица  деб аталади.

Симметрии матрицанинг бэш диагоналга нисбатан симметрии 
жойлашган элементлари жуфг-жуфш бнлан узарэ тенг:

Агар иккита Л =  {a-Lj) ва В =  {bif) матрица бир хил улчамли 
хамда i ва /  индексларининг барча киаматлари учун a i; =  £>t-. бул­
са, бу матридаир тгнг дэ5 аталади. Магрицаларни к;ушиш, сонга 
купайтириш ва бир-бирпга купайтириш мумкин. Бу амалларни куриб 
чикамиз.

Бир хил улчамли Л (аи) ва В — {ЬЛ матрицаларнинг Uu f u h - 

диси деб, элементлари ^уйидагича ан;цланадиган уша улчамли С =  
=  (ct-.) матрицага айтилади:

Е  =

\ 0 0 . . .  1 /

23-§. Матрицалар устида амаллар

сЦ = аЦ +  ьИ ( /=  1 , т ;  /  =  I, л).

Матрицалар шгиндиги бундай белгиланади:
С =  л  +  В.
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Шундай килиб, бир хилдаги матрицаларни кушишда бу матрицалар- 
нинг мос элементларини кушиш лозим.

1 -м и со л .  У ш б у

А =  | 2 
V0

Г\
-3 ва В =  
4 /

1
_2
3

— Г

матрицалар нипшдисини гопинг. 
Е ч и ш.

/ : 0 1 , / 2 1 — П
4  4- в  = ' 2 1 — 3 4- 1 з 1 =' б 1 4 1 0 3 — 21

1 14-2 0 + 1 1 - Г I s 1 0 \
=  | 24-3 11--■2 - 3 - 1  I = 1 5 ■1 - 2

0 -г0 14-■3 4—2/ 0 4 2 /

Икки матрицанинг айирмаси хам шунга ухш. ш аникланади.
А =  (а{)  матрицанинг % сонга купайтмаси деб, элементлари 

куйидагича аникланадиган \ш а улчамли С — (с,-,) .матрииага айти- 
лади:

1сп =  Ч , -
Шуггдай килиб, матрицани сонга купайтиришда [шу сонга бу мат­
рицанинг барча элементларини купайтириш лозим.

2- м и с о л Ушбу
П  3 2 \

. 4 =  4 2 1 
V5 0 1/

матрицани 2 сонига купайтирннг.
Е ч и ш.

2.4 = ’2-

Матрицаларни кушиш ва сонга купайтириш амаллари чизикли 
амаллардир. Бу чизикли амаллар учун ушбу коидаларнинг тугри- 
лигини текшириш осон:

/1 3 о\ /2 -  1 2-3 О. 9\
/ 2 6 4 1̂

1 4 2 I I =  ( 2-4 2-2 2-1 | =  1 8 4 2
5 0 1/ 42 - 5 2-0 2 -1 /  ̂ 10 0 2 /

1) А +  В =  В +  А ;
2) (А 4- В) +  С =  .4 +  (В +  С);
3) A - r Q  =  Q +  A =  .4;

4) ц(М ) =  Л(ИЛ);
51 ЦА  4- В) =  Ы  +  Яб; 
6) (А. —[— |i).4 =  аА -{- р/1.

Бу ерда X, и — сонлар, А, В, С — матрицалар, Q — нол матрица.
3- м и с о л .

А  =1
4 2'! 

-3 5 1 ва В =
-3
g I матрицалар берилган. 2 А — В

матрицани топинг.
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Е ч и ш .  2А матрицани тузамиз;

Бу 2.4 матрицадан В  матрицани айирамиз:
8 4, 0 —3,  , 8—0

4 ) 10 I.

2.4 в ~ 1—  б 10 4 6 i =  l —5—4
4 - ( - 3 )

10—6 I =

— 10 4 ' .

4 - м и с о л .  /. сон ва Л =1
матрицани топинг,

Е ч и ш .  1,2,3-мисоллардаги каби 
бажариэ, кунидагини хосил киламиз:

2| матрица берилган. А — ХЕ

элементар алмащтиришларни

| О ц

а 21
0Ul-l I л I

a J  к 1 0 1 я.,.,
I «11—л а 12

а , ,— к

Навбатдаги амал — матрицаларни купайтириш амалига утамиз.
пг'Лк улчамли .4 =  («,-,) матрицанинг к :п  улчамли В  =  ( Ь( ) 

матрицага купайтмаси деб, т <п улчамли шундай С =  (С ц )  мат­
рицага айтиладики, унинг ci; элементи Л матрица г-сатри элемент- 
ларини В  матрица / - устунининг мое элеменгларига купайтмалари 
йигиндисига тенг, яыш

a.- b ,■ — .ci, =  ач К ~  aikb,o

Матрицалар купайтмаси бундай белгиланади С =  А В. Таърифдан 
куринадики, бунда биринчи купайтувчининг устунлари сони иккин- 
чи купашувчининг сатрлари сонига тенг булиши талаб цилинади. 
Шу сабабли матрицалар купайтмаси А В  нинг маънога эга булиши- 
дан ВА  нинг хам маънога эга булиши доимо келиб чикавермайди,

5 - ми  со  л. V luoy матрицаларни купайтиринг:

— Г
1J ва В = 1

Е ч и ш .  АВ  купайтма маг.жуд, чунки Л матрицанинг устунлари

купаитмани тузамиз:
/1 - 1  

А В =  I 2 1 
VI 1 1 1

( \ - 2 —  Ы  
=  1 2 - 2 + 1 1

1 - 2 +  М

сони хам 2 га тенг. :

М - м \ /1
2-1 +  1-1 =  5 3
1-1 4- 1 - 1 / V3 2/

ВА  купайтма мазжуд эмас, чунки В  матрицанинг устунлари сопи 
2 га тенг. Л матрицанинг сатрлари сони э:а 3 га тенг. Матрица­
ларни купайтириш учун асосий талаб бажарилмаяпти.

а
а
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Агар А  ва В  матрицалар бир хил тартибли булса, у холда А В  
купайтмани хам, В А купайтмани хам тузпш мумкин, бунда уша 
тартибли матрица хосил булади.

6 - ми с о л. Ушбу матрицаларнн купайтиринг:
1 _  12 - 3  ,4  - 3).4 -  ! 5 , ), В — \ 2 6 !.

Е ч и ш .  Матрицаларнн купайтирнш учун асосий талаб бажари- 
лади. Шунинг учун

2 - 3 .  , 4 - 3 ,  2 - 4 - 3 - 2  - 2 - 3 - 3 - 6 ,
5 1/  ' 2 6 '  ~  15 - 4  +  1 -2 — 5-3 -г 1 -6,' =

- I  2 “ 2 4 1 “  1 22 — 9
, 4 —3,  , 2 —3,  , 4- 2  —3 -5 — 4-3 —-3-1 _, — 7 — 15 >

о  А — ' о 6 ' ■' 5 1 ' v 2 • 2 - - 6 - 5  — 2-3-:-  6- 1 1 34 0 *.
Бундан А В Ф В А  эканлигн куринпб турибди. Бу эса матрицаларнн 
купайтирнш амалн учун урин алмаштирнш конуни хар доим хам 
бажарилавермаслипшн курсатадн. Шу сабабли матрицаларнн купайти- 
ришда чапдан ва унгдан купайтирнш хаьида гапиришга тугрн ке- 
лади.

Агар А В  =  ВА  булса, у холла А яа В  матрицалар коммута- 
тивланаднган ёки ч\рпн алмашинадпган деб аталади. Масалан. кеэд- 
рат матрица ва \'ша тартибли бирлнк матрица урин алмашинади- 
ган матрнцалардпр.

Матрицаларни купайтирпшнинг куйидаги асосий хоссаларининг 
тугрилигига бевосита купайтирнш бплап ипонч хосил ки иш мумкин:

1) (АВ)С -  А(ВС)\ 4) АЕ  =  ЕЛ =  А;
3) (Л 4- BiC =  АС  — ВС\ 5» . IQ =  Q.4 =  Q;
3) О-А) В =  }.(АВ)\ 6 1  {А В)* =  В*-А*;

7) беЦАВ) — det .4 • det В.
Бу ерда .4, В , С бирор матрицалар булнб, улар учун юкорида- 

гп амаллар урннли, Е  — спрлик матрица, Q — пол матрица, л — 
бирор сон.

24-§. Тескари матрица

Ушбу .4 квадрат матрицами карайлнк:

\Й ! 1 ° > 2  ■ ■ •  « 1 ,

а л . . ■ О.

« ч ! i 7 - , 2  ' •  '  a -” i

,1 =  | "  -  , (24.1)

Агар
Л В - - В Л  =  Е  (24.2)

булса, В  матрица .4 матрица учун тескари матрица  деб аталади.
А матрицага тескари матрицами .4-1 кабп белгилаш кабул ди­

линга!!.
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1 - т е о р е м а .  Агар А мапоица хос, яъни  de t Д =  0 бд.-гса, у 
холда Л -1 гпескари матрица мавжуд э.иас.

И с б о т и .  А матрица учун А В  =  В  буладиган В  матрица мав- 
жуд деб фараз килайлик. У холда detf.4S) =  d e t£ \  7-хосеага асо- 
сан: det (As) =  det A -datS =  det E. Бирок, det Л =  0, d e t £  =  1 
эканлигини хисобга олсак, 0 1 ни хогил киламиз. Бу зиддият 
теоремани исбог килади.

2 - т е о р е м а .  Агар А м а’прица хосмас, яъни  d e M ^ O  булса, 
у  холда унинг учун Л -1 тескари матрица мавжуд.

И с б о т и .  (24.1) матрицанинг д.лерминантини Д оркали ифода- 
лаймиз:

Д =  det Л =

■ 1л
а22 ' • а:,г

■ ■ апп

(24.3)

Бу детерминантни а . элгменгинияг алгезраик гулдирузчиги Ai; ор­
кали ифэдалаймиз. А.-,, алгебраик тулдирузчитардян янги А матри­
ца тузамиз:

А =

/ 4  4' ‘41
А-,.,

■ ■ А а1\
■ ■ ' Л П2

- ̂  1 •: A.Jn ■ ■ • Л, /

(24.4)

Бу матрица Л матрицага бщткпырилган матрица деб аталади. 
Бу матрицанинг барча элеменгларини d e t Л =  А га буламиз. У 
холда В  матрица хоспл булади:

В =

А п d i l A jn  \
Л Л ' ' Л

d i ! . А ,.г
d s i

Л Л ' ' ' Л

А щ Ann
1 Л Л ' ■ Д >

(2 4.5)

Бу матрица А матрицага тескари матрица булищини исбэт циламиз. 
Бунинг учун Л матрицани В матрицага купайтирамиз:



ОцЛп — ■ ■ +  <з1я.41п апА21 4- 7Р ■ ■• а1п̂ пп

Д Д д
й21Лп +  . • • 4  aznA\n a-n^zi ~ iunÂ n ”1“ °2П̂ ПП

Д Д Д

ат-Ап “Г ■ • • 4" ОппА\п — . . .  аппАгп ~^пп^пп

д Д Д

Детермннантларнннг «и» ва «к» (9- §) хоссаларидан фойдаланиб, 
кунидагини хосил киламиз:

I л
I —
! Л

О . О

АВ
. . . О

о о . . .

1 о . . .  о
О 1 . . .  о 

\  о о . . .

=  £ .

Л I

ВА  =  £  эканини хам шунга ухшаш исРот кплиш мумкин. Шун- 
даи килиб. В  матрица Л матрица учуй тескари матрпиадир, яъни 
В  =  Л- 1 . Теорема исбот кнлинди.

Бундай и \л  бнлан хосил килинган Л ^ 1 тескари матрицанинг 
ягоналигини нсботлаймнз, бунинг учун ушбу теоремани исбот ки­
ламиз.

3 - т е о р е м а .  Агар А матрица хисмас бужа , у ,\олда Л -1 
матрица ягонадир.

И с б о т  п. Берилган Л матрица учун Л-1 дан фаркли С матри­
ца хам мавжуд булспн. У хслда тескари матрицанинг таърифига кура

АС =  £ .
Бу тенгликнинг иккала кнсмиии Л-1 га чапдан к\иайтнрамиз:

Л ~ 1ЛС =  Л“ ‘£
Л ~ М  =  Е  булганлиги учун ЕС  =  Л 1 /Г. ЕС =  С, Л-1£ = Л -1 
эканини хисобга слсак С =  А ~ 1 ни хосил киламиз. Теорема исбот 
килинди.

Шундай килиб, берилган Л матрицага тескари Л -1 матрицани 
хосил килнш учун куйидагн ишларни амалга оширнш зарур:

1. det Л =  А ни хнсоблаш.
2. Агар булса, det Л нинг барча элементлари учун алгеб- 

раик тулдирувчилардан тузилган Л бириктирнлган матрицани (24.4) 
формулада курсатилганндек тузиш.

3. Бу магринанннг барча элемент ларннн Д — det Л га булиш.
1 - м и с о л .  У шоу

■ / 1 2 1 
Л = |  2 о - :

V—2 1 :
матрица учун тескари матрица туэинг.
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Е ч и ш .  Аввал det Л ни топамиз: 

Д =  det А =
1 —2 
2 О 

— 2 1
=3^=0.

Матрица барча элементларининг алгебраик тулдирувчиларини ^исоб- 
лаймиз:

А „  =
О — 1

- _  ! 2 -  
12 — 2

А 13 —
2 0 

—2 1

‘ 1 |= 0 .  А п  

=  2, А 33 =  -

3, A 3i —-

=  3. /4,0= — 

=  3, А зз =

—2 1
0 — 1
1 1 
2 — 1

1 —2
2 О

=2, 

= 3, 

=  4.

— 2 1 
1 1

1 1 
— 2 1

1 — 2 
—2 1

А  матрицага бириктирилган .4 матрица бундай булади.
/ 1 3  2 

А =  I О 3 3 
' 2 3 4

А  матрицанинг хамма элементларини Д -  3 га б’ лсак, тескари 
Л-1  матрицани хоеил киламаз: *

I

Л - . =  |  О I

1

3
Тескари матрицанинг иккита хоссасини келтирамиз:

1. det Л -1 = —— .
d e t  А

2. ( Л Я Г ^ Я - М - 1 .

25-§. Чизикли тенгламалар снсгемасини ечишнинг матрица усули
Ушбу п та номаълумлн п та чизикли тенгламалар системасини 

карайлик:
a i 1 -vi ■ а 1:л2 ■ • ■ ■ -Ь а 1пл"г! 
а 2, л-, -j- а.-* л-, -г  а.,„ л\ =

(25.1)

Ушбу белгиларни киритамиз:
а а,

А = В =

■ а „

А
Ь2

\Ь,и
К = (25.2)

У холда (23.1) си:темани матрица тарни купайтириш коидасидан 
фойдаланио, ушЗу эквивалент шаклда ёзиш мумкин:
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А Х  =  В. (25.3)
Бу ерда А — номаълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилган 
матрица, В  — озод хадлардан тузилган устун матрица, X  — номаъ- 
лумлардан тузилган устун матрица.

Агар А матрица хосмас, яъни det .1 =4= 0 булса, у холда унинг 
учун Л-1 тескари матрица мавжуд. (25.3) матрицали тенгламанинг 
иккала кисмини Л -1 
ламиз:

га чапдан купаитирио, куиидагини хосил ци- 

. i - ;i 1.V) =  А ~ 1 В
еки

(Л-1 Л) А' =  А ~ 1 В. 

Л -1  Л =  Е, E X  =  X  экаиини хисобга олиб,

.V =  А ~ 1В (25.4)

ни топамиз. (25.4) формула Л матрица хосмас булганда п номаъ- 
лумли п та чизикли тенгламалар системаси ечимининг матрицали 
ёзувини беради.

М и с о л .  Ушбу системанп ечинг:

( .V,'- 2 л , - л - . - 5.
2.V, — л-3 =  О,

' — 2.Vj — л'л +  х3 =  - 1 . ]

Е ди 'ш . Бу мисолда 

А
( 1 - 2  Г , I 5 , •1 л'1 \

2 0 — 1 . 5 =  О), J II

—  2, 1 1 ■X.J
У  .%олда бгрилган тенгламалар системасшш

ЛА'|= В

куринишда ёзиш мумкин. (25.4) формулага асосан

Л' =  Л“ ‘ В.

Бу системашшг А матрицаси олдинги параграфдаги матрица билан 
бнр хил булганн учун уша мнсолдагн натижадан фойдаланамиз ва 
цуйидагини хосил кнламиз:

/ л ,  ^
/

V , _

U 1 1

1 , 2
“Г 1
3 3
0  1 1
о

JL  1 4

3 3

О I =

1

— 1

-4 -9

Бундан х\ =  1, ,v4 =  — I, л'з =  4 -2 .
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У з- у з и н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. М атрица деб нимага айтмладн?
2 .  М атрицаларни  транспонирлаш деб нимага айтилади?
3. К в а д р а т  матрица нима? Унинг д е т е р м и н а н т - ч и ?
4. Кандай  матрица  хос матрица деб аталади? Хосмас матрица деб -чи?
5. М атрицалар  устида чизикли амаллар  кандай аникланадн?
6. П ккн  матрицанинг к \п а п т м а с н  кандай  аникланадн?
7 .  К,андап квадрат  матрицалар учун А В  =  В А  бСлади?
8 .  Кандай  матрица берилган матрица учун тескари матрица д е б  аталади? Т еска­

ри матрица кандай топнлади?
9 . Чизикли  тенгламалар системаспнн ечишнинг матрица у сули  нимадан иборат?

Тугри бурчакли (хусуспй .холда квадрат) А матрица берилган 
булсин, унда бирор «к» та сатр ва «к» та устунии ажратамиз. Бу 
сатрлар ва устунларшшг кесишмасида турган элементлар к -тартиб- 
ли квадрат матрица хосил килади. Уаинг детермннанти берилган 
матрицанинг к- тартиблп минора деб аталади. .Масалан, ушбу

булнб, у .4 матрнцадан биринчп ва иккинчи сатрларни хамда ик- 
кинчи ва учинчи устунларии ажратишдан хосил булган. Учинчи 
тартибли минорлардан бпрп

булиб, у Л матрицадан бнринчн, иккиичн ва учинчи сатрларни хам­
да бирннчи, учинчи ва туртинчи устунларни ажратишдан хосил 
булган. А  матрицада учинчи тартибли мннорлар 4 та, иккинчи тар­
тибли минорлар эса 18 талнгнни санаш осон. .Матрицанинг эле­
ментларини эса бирннчи тартибли мннорлар деб хиссблаш мумкин.

А  матрицанинг барча мннорларн орасида нолдан фаркли булган- 
лари хам. нолга тенг булганлари хам мавжуд булишн мумкин.

Агар А матрицанинг r -таргиили мннорларн орасида камида бит- 
та нолдан фарк.лнеи .мавжуд булнб, буидан юкори тартибли колган 
барча мннорларн нолга тенг булса, у А лда  А матрица г рангга эга 
деб аталади ва бундай ёзнлади: rang А — г.

Шундай килиб, матрица ранги нолдан фгаркли минорларнинг эпг 
катта тартиоидир. Келтнрилгаи мпсолдагн матрицанинг ранги г — 2, 
чунки барча учинчи тартиблп минорлар нолга тенг, иккинчи тарпю- 
лп минорлар орасида эга нолдан фарклнен бор. Матрица рангннн

26- §. Матрица ранги, уни хисоблаш

— 1 — 1

о о 1 О
5 3

матрица учун иккинчи тартибли минорлардан бири

о — о

о 1 0 = 0
5 3
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Зевосита хисоблашда куп сондаги детерминантларни хисоблашга 
гутри келади. К,уйида келтирилган кулайрок усул матрииани эле­
ментар алмаштириш тушунчасига асосланган. Матрицали куйидаги- 
ча алмаштиришлар элементар алмаштиришлар деб аталади:

а) факат ноллардан иборат сатрни (устуини), яъни «нол» сатр 
ва «нол» устуини учириш;

б| иккита сатрнинг (иккита устуннинг) уринларини алмаштириш;
в) бир сатр (устун) нпнг барча элементларнни бирор купайтувчи- 

га купайтириб, бошка сатр (устун) нинг мос элементларига кушиш;
г) сатр (устун) нинг барча элементларнни нолдан фаркли бир 

хил сонга купайтирнш.
Бири иккинчисидан элементар алмаштиришлар ёрдамида хосил 

кнлинадиган матрицалар эквивалент матрицалар деб а!алади.
Ушбу теоремаларни исботси?. келтирамнз.
1-те  о р е м а .  Матрицалар устида элементар алмаштиришлар 

натижасида у нинг ранги узгармайди.
2- т е  о р е м  а. Агар матрицанинг ранги г га тенг булса, у  хол­

да унда г та чизикли эркли сатр тонилади, колган барча сатр- 
лар эса бу г та сатрнинг чизикли комбинацияси булади.

Тескари даъво хам тугрп. Шу кабн теорема устунлар учун хам 
тутридир. Бу теоремалардан матрнцапинг раншни хисоблашда фой- 
даланиладн.

М и с о л. Ушбу матрицанинг рангини хисобланг:
/1  4 3 2 1 

1 =  /  0 1 — 1 — 2 2 
'  ~  | 2 9 5 2 4 

V 2 7 7 6 0
Е ч и ш .  Эле':снтар алмаштиришлар усулидаи фойдаланамиз. 

Чап юкори бурчакда бир турибди, с>'нинг ёрдамида бириичи устун- 
нннг mv бир остида турган барча элементларнни нолга айлантира- 
миз. Бмнииг учун биринчп сатрни (— 2) га купаитирамиз хамда 
учннчи ва туртинчи сатрларга [Дшамнз. ^'шбу эквивалент матри- 
цани хосил киламнз:

/ 1 4 3 2 1 
°  1 — 1 —2 2 

' ~  ( 0 1 — 1 —2 2 
\ 0  - 1  1 2 — 2

Энди пккинчи сатр ва иккинчи устуннинг кесишмасида турган бир* 
дан фойдаланамиз. Учинчи сатрдан иккинчи сатрни айнрамиз, тур- 
тннчи устунга эса иккинчи устуини кушамиз. Ъ шбу эквивалент 
матрицани хосил к,иламиз:

4 3 2 1 \
1 - 1  —2 2 \  , 1 4 3 2 1 \
0 0 0 0 I . 0 1 — 1 —2 2 I.
0 0 0 0 /
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Х,оснл булган матрицанинг ранги 2 га тенг, чунки
I 1 4 
!0 — 1 = — 1

Демак, А матрицанинг ранги .хам 2 га тенг, яъни гд =  2,

27-§. Чизшуш тенгламалар системасини текшириш. 
Кронекер — Капелли теоремаси

Энди энг умумнн куринишдаги, яъни исталган п сондаги но- 
маълумли исталган т  сондаги чнзнклн тенгламалар системасини ка- 
раймпз, бунда умуман айтганда т Ф  п. Система бундай ёзилади: ’

° Ч Х 1 - ПГ . Х 2 ~  ■ ■ • = Ь , ,

а :\ х \ —  а 22 х > а , ,  Х п =  ьу

а,шх 1 ~ а,п2х2 ~  ат„хп =  Ьг,

(27.1)

Бу ерда о,-; — коэффициент лар, х. — номаълумлар, bi — озод хадлар
(г — 1,ш; / •= 1, щ  деПиладн. Amp система камида бптта ечнмга 
эга булса, яъни номаълумлар учун шундай хг =  a lt х 2 =  a», . . . , 
х =  а п кинматлар курсатиш мумкин булсаки, уларни системага 
купилганда тенгламаларнинг хар бири анниятга айланса, у холда 
система биргаликда иулишпни эслатиб утамиз.

К^иида чизнкли тенгламалар системасннинг биргаликда срриш 
аломатпни келтирамнз. Бупинг учун система козффнциентларидан 
тузилган у шоу

(27.2)

°п «]2 . . ■ a i
“л а .., . . • па"

а т\ а,„> ■ ■

матрицани ва Л матрнцадан унга озод хадлар устуннни кушнш би­
лан хосил килинган УШОУ

/ С>1\ °12 ■ ■ ■ ClUl Ь1 \
„  I rt ii  и ..............li ... b ,  1
в  =  ......................  (27..3)

а .... Ь !я
матрицани карапмиз. Л .матрица система матрицам, В эса кен- 
гайтирилган матрица деб аталади. Бу матрнцаларнинг рангларц 
га ^ гв тенгензлик билан боглаиганлнги равшан.

] - т е  о р е м  а ( К р о н е к е р  — К а п е л л и ) .  (27.1) чизик.ш тенг­
ламалар системаси биргаликда булиши учун система матрицаси  
билан кенгайтирилган матриисшинг ранглари тенг, яъни гА — гв  
булиши зарур са етарли.
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И с б о т и .  З а р у р л и г и .  (27.1) система бнргаликда ва
д-i = ос1. л'_> — ал...........хп ~  а п

;чимга эга, яъни ушбу тенглпклар тугрн булсин: 
оп а , а. , а ,  — . . rJ-,, — bv

a : i  « I  - г  a 22 v. 2 —  . . .  -  a. .lt =  b.r
(27.4)

В  матрицанинг с\нгги усгунпдаи 'х1 га купайтирилган биринчи 
устунни, кейин сс.> га купайтирилган иккинчи устунни ва хоказо, 
ни.\оят а  га купайтирнлган п- устунни айирамиз. В  матрицага экви­
валент ушбу матрицани оламиз, уида (27.4) тснгликларга асосан 
й 'нгги устунда ноллар булади:

г в = г в  эканлигн равшан, чунки В х матрица В матрнцадан эле- 
ментар алмаштиришлар натижасида хосил булди. Бирок, г в = г 4, 
чунки нолинчи сатрни учирнш билан (элементар алмаштириш) А 
матрицага келамиз. Демак, г ,  - - г в булшш зарурлиги исботланди.

Е т а р л и л н г и .  Энди г л — гв = г  эканлигн берилган булсин. 
А матрицанинг нолдан фаркли /'- тартибли Д минори чап юкори бур- 
чакда жойлашган деб фараз кнлиш мумкин, чунки акс холда но- 
маълумлар ва тенгламаларнинг уринларини алмаштириб Д пи айтил- 
ган жойга келтира оламиз. Бу минор В матрицага хам киради. А 
ва В матрицаларнинг k ( >  г ) - сатри биринчи г та сатрнинг 
чизикли комбинациясидан иборат (олдингн параграфдаги 2 - теоре­
ма). Бу эса (27.1) системанинг к О  г ) - тенгламаси бирннчи г 
та тенгламанинг натпжаси деган суздир. Яъни номаълумларнинг
бирор .v1 = a 1, .v, --- а :........... хп — я п кпйматларп дастлабки г та
тенгламанн «аноатлантпрса, у холда бу кийматлар к-тенгламани 
хам каноатлантирадп. Шунинг учун т — г та тенгламани тушириб 
колдириб, (27.1) системаии ушбу кискарок система билан алмашти- 
риш мумкин:

(27.6) система ни ечишда ушбу нкки ход булиши мумкин: г — п  
ва г < п .  Агар г =  п булса, у холда (27.6) системанинг тенглама- 
лари сони унинг номаълумлари сонига тенг, шу билан бирга, сис-

0

(27.5)

(27.6)

а г\ Х 1 +  °г2  Х ■1
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теманинг детермннанти нолдан фаркли булади. Шунинг учун (27.6) 
система, ва демак, (27.1) система хам ягона ечичга э г а /  "

Агар г<Сп  булса (г >  п була олмайди, чунки Л матрицанинг 
ранги г булиб, унда бор-йугп п та устун бэр), (27.6) система нинг 
тенгламалари сони номаълумлари сонндан кам. У холда (27.6) ни 
бундан ёзамиз:

(27.7)

л* j.p -V , 2, . . •, хп номаълумларга ихтиёрий кийматлар берамиз 
ва А=й=0 булгани сабабли (27.7) системани ечиб, x v  х,, . . . ,  х  
ларнинг кпйматларпни тоиа.миз.

ап-V1-Га12Х2~ '

j-
<
Til

— «1'■-f 1■Vi -  • ■• ~ a,nXn’

а21■V1■f a:-2 x2 T  ■ • . a , .y1 lr r =  b: — a. Г+1 + 1 -  ■ •■ ■ ~ a2«Xn'

а,\•V1- a r2.v2-^. . ■ -r arrxr =  bt — ar. r-fl -Yr+l -  • ■■■~arnXn-

хг+1, хг+2, . . . хп «озод номаълум» ларга хар кандаи кииматлар
бериш мумкин булганлиги учун (27.7) система, бпнобарин, берил- 
ган (27.1) система .хам чекспз куп ечпмларга эга булади. Исбот 
тугалланди.

Шундай кнлиб, Л ва В  матрнцаларнинг ранглари номаълумлар 
сонига тенг, яъни г а  =  г в  =  п булса, у .холда (27.1) система яго­
на ечимга, агар бу матрнцаларнинг ранглари узаро тенг булиб, ле- 
кин номаълумлар сонидан кпчнк, яъни гд = г в < .п  булса, у холда 
(27Л) система чекспз куп ечпмларга эга булишини курдик.

Энди bx =  b n =  . . . =  Ьп =  0 булган системани караймиз. Ушбу 
бир жинсли

(27.8)

a n x i "Г а 12 x2 ■T" ■ ■ +  ainXn = 0 >
a: i .Y, •Г a:2 X, ~  . • “Ь a2n Xn =  0.

° m lXl +  a,,2 X2 ~ • • + amnXn = 0

система доимо биргаликда, чунки В  матрица Л 'матрицадан факат 
элементлари ноллардан иборат устуни билан фарц килади ва шу 
сабабли гА =  гв . Бу системани х х =  0, л'2 =  0, . . . , хп — 0 циймат- 
лар хам каноатлантиради. (27.8) бир жинсли система качон нолмас 
ечимга эга булиши хакидагп саволга ушбу теорема жавоб беради.

2 - т е о р е м а .  (27.8) система нолмас ечимга эга булиши учун  
А матрицанинг г А ранги номаълумлар сони п дан кичик булиши 
зарур ва етарлидир: г 4 < / г .

П с б о т и .  Агар г 4 =  и булса, у холда 1 - теореманннг исботига 
кура системамнз бнргина ечимга эга. (27.8) системанинг нол ечи- 
ми бор булганлиги учун энди унинг бошка ечими йук. Агарда 
г ^ С п  булса, у холда система чексиз куп ечпмларга эга (1-теоре- 

манинг исботига каранг), ва демак, нол ечимдан ташкари бошка 
ечимлар хам мавжуд булади.
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Н а т и ж а .  Агар бир жинсли системанинг тенгламалари сони т 
юмаълумлари сони п дан кичик булса, у холда система нолмас 
:чимга эга булади. Хакикатан хам, гд ^  т < ,п .

1-ми с о л. Ушбу
— д, — 3 л'з =  — 1.

2-v3 =  1,
л-3 =  3,
-  3 Л'з =  1

Л1 “ Г Л я

2 * !  + Хл  ----

X i  ” Л' 2 -г-

1i 2 л'.> -

:истема биргаликдами? 
Е ч и ш .  Ушбу

А

— 3
__2

1
—3

матрицанинг ранги 3 дан ортик булиши 
ментар алмаштиришлар ёрдамида топамиз:

мумкин эмас. Уни эле-

л .

1
-1
0
1 1 )

°У 
/ о  1 

°I о о
\ о  о

- 3 \ п 1 —3
о 1и 0 1 0
4 , 0 0 4
4 /1 1[ о 0 4

о

=  1 • 4 =  4 Ф 0.

}уэсил булган эквивалент матрицанинг ранги г =  3, чунки
1 1 —3 
О 1 О
0 0 4

Демак, Л матрицанинг ранги хам 3 га тенг: г 4 =  3. Кенгайтирилган
/1  1 — 3 — Г

2 1 —2 1
1 1  1 3  
1 2 —3 1

В  =

матрицанинг рангини хисоблаймиз. Элементар алмаштиришлар бажа- 
рамиз:

В ■

/1 1 —3 - 1 \ /1 1 —3 1 \ /1 1 —3

1 ° —1 4
3 U 0 —1 4 3 0 —1 4

3 1
° 0 4

4
0 0 1 1 0 0 1 1

\о 1 0 2 / 0 4 5 / \о 0 0 1/
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Эквивалент матрица тв  =  4 рангга эга, чунки

1 1 — 3 — 1

0 — 1 4 3
0 0 1 1

0  0  0  1

1 _1 4 3 1
— 0 1 1 j

1
0 0 1

0.

В  матрицанинг ранги хам 4 га тенг: тв  =  4. Матрииаларнинг ранг- 
лари хар хил, демак, система бнргаликда эмас.

2 -м и с о л .  Ушбу
j -V, —  2  Л-, - | -  V3 —  .г ,  =  1 ,

Хг --- 2 .V; -г Д'з — .v4 =  — 1,
■Ч —  2 л'2 -I- х 3 -  5  Х4 =  5

система биргаликдами?
Е ч и ш .  А  матрицанинг рангинн хисобланмпз:

А
/ 1 - 2 1 1 —2 1

1 , /1 —2 1 1', /1 —2 1 1\
— 1 н ° 0 0 —2 ~| 0 0 0 - 2  1

Ч —2 1 5 -1 \0 0 0 4 11 \ 0 0 0 0 /
1

0

-2 1 Г ,  
0  0  1 ]■

г . =  2, чунки Д =
О 1

=  1 =£ 0. Кенгайтирилган В  матрица­

нинг рангинн хисобланмпз:
/1 - 2  1 1 \ \  

В = I  1 — 2 1 — 1 — 1 
1 —2 1 5 5

гв =  2> чУнки

1 —2 1 1 Г
0  0 — 2 — 2

0 0 0

, 1 — 2 1 1 1

1 0  0  0  1 1

4 4

1 —2 1 1 1\
О 0 — 2 — 2  

0  0  0  0

1 1|
О 1,

=  1 7 =  0 .

Система бнргаликда, чунки г л ~ г в =  2. Ранг номаълумлар сонидан 
кичик булгани учун система чексиз куп ечимларга эга. Бу ечим- 
ларнн топамиз. Учинчи тенглама биринчи иккита тенгламанинг чи­
зикли комбннацияси булгани учун уни ташлаб юбориш мумкин.

1
д =11 о

* = 0

минор ,v;, ва .г, номаълумлар олдидагн коэффициентлардан тузилган. 
Бу номаълумларни тенгликнинг чап кисмида колдириб, колган цу- 
шилувчиларнн унг кисмига кучирамиз:
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х 3 4- -v4 =  1 — x l — 2 x :,
X 3  —  Л'4 =  —  I  —  X l  —  2 A 'o .

(27.9)

х г  ва ,y 2 « о з о д  номаълумларга» ихтиернн кииматларни, масалан, 
х 1 =  1, д'2 =  0 кииматларни берамиз. Система ушбу куринишни ола- 
ди.

! х з л 1 =  о ,

! ,v8 л'4 =  2.

Уни ечпб, л'з =  — 1, х 4 =  1 ни топамиз. Демак, берилган система- 
нинг чекспз куп ечимларидан бирп .гх =  1, х.2 =  О, .г3 = — 1, л*4 =  1 
аникланди. л-, ва х 2 «озод номаълумларга > исталган кнйматлар бе- 
риб бир эмас, балки чексиз куп ечимлар тупламини аниклаш мум­
кин. Умумий куринишда бу бундай ёзпладп:

| .г, =  — х 1 — 2.y2,
( * 4  =  1 •

((27.9) системадан x s ва л'4 номаълумларни чнкариш й^’лн бнлан хо­
сил килинган.)

3 - м и с о л .  Ушбу система биргаликда булса, уни ечинг:
Xi +  л'о — л’з =  4,

2 x t — 4 х .  +  ,y3 =  9,
I x l —  x 2 +  x3 =  -  2,
I 2.Vi — 5 х.г — 3.y3 =  15.

Е ч и ш .  .4 матрица рангини хисобланмиз:

А =

1 - к /1 1 - \ \ { 1 1 —
4 I 0 2 3 1 0 —1 1
1 1 — 1 0 —2 2 н 0 2 3
5 —З) тсоо тсоо

/1 1 _ 1 \0 1
- 1 1

Г 0 0 1
/ 1[о 0 0/

тл =  3, чунки

1 1 1 — 1 !  
д =  о 1 —1 =  \ ф о .

0  0  1 I

Кенгайтнрилган В  матрица рангини хисоблаймиз:
/1 1 — 1 4\ /1 1 — 1 4 1

2 4 1 9 "
В  =  I j _ i  1 __2

2 5 —3 15,
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( \  1 — 1 4

0  1 — 1 3  

0 0 5 —5
\ 0  0  2  — 2 /

/ 1  1

1 °  1
I о о
\ 0  0

1 4 '

1 3

1 — 1

о о

3, чунки

А =
1 1 — 1 
0  1 — 1 
О 0  1

гА =  гв — 3 булганлиги учун система бнргаликда, бундан ташкари 
матрицалар ранги номаълумлар сонига тенг, шу сабабли система бир- 
гина ечимга эга. А Ф  0 минор биринчи учта тенглама коэффициент- 
ларидан тузилган, шу сабабли туртинчи тенглама биринчи учта тенг- 
ламанинг чизикли комбинациясидан иборат ва уни ташлаб юбориш 
мумкин.

Берилган системанинг биринчи учта тенгламасидан тузилган сис- 
темани ечиб, .v, =  1, .v.> =  2, .v3 =  —'1 ни топамиз.

4 - м и е о л .  Ушбу бир жинсли системани ечинг:

(2л-! — 4.v, — 5.г3 4- 3,v4 =  О,
I Зл-j — 6.v, 4.v3 — 2х4 =  О,
U.Vj!— 8х.: ~  17х3 -J- 11л'4 =  0.

Е ч и ш .  Система нолмас ечимга Гэга, чунки тенгламалар сони 
номаълумлар сонидан кичик (2-теореманинг натижасига каранг). .4 
матрица рангинн хисоблаймиз:

/ 2 — 4 5 3 \
А =  [ 3 — 6 4 2 

.4 — 8 17 11
- - 2  — 1 — 1

0
0

г . =  2, чункич  '  •

А -

/з —6 4 2\ /'1 --2 --1 -

1 2 — 4 5 3 -  2 --4 5 3 ~
U —8 17 11 ' \0 0 7 5/

! о ‘
- 2  - 

0
-1

7
" * 1 l - l i

—2 — 1 — 14 - 1
.0 0 0 0/ 0 0 7 0/.

=  2  Ф 0 .

Учинчи тенглама биринчи иккитатенгламанинг чизикли комбинация- 
си, шу сабабли уни ташлаб юборамиз. А =  2 минор х3 ва л'4 но­
маълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилган, шу сабабли би­
ринчи иккита тенгламани бундай сзамиз:

5 * 3 -
4 х о  ■

Зл*4 — —  2 а -! 4 х 2.
2х, — 3^i -j- 6х2.

я
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х 3 ва х 4 номаълумларнн чпкарпб, купидаги системани хосил ки­
ламиз:

j л ̂  3,5л ̂  / \*2 
(А'з =  — 2,5л'! +  5л'о.

Бу ерда .Vj ва д-2 «озод номаълумлар». Уларга ихтиёрип "кииматлар 
бериб, х3 ва а-4 номаълумларнппг мос кийматларшш хосил киламиз. 
Шундай кплиб, система биргаликда ва чекспз куп ечпмларга эга.

28-§. Чизикли оператор хакида тушунча .

Агар фазодаги хар -бир х  векторга уша фазонинг аник у  =  .4лГ 
ьектори мос куиилган булиб, у ушбу

А (/.! .Yj-Ь >.,х2) =  /.j.4 а-!+ )..:А х 2 (28.1)

чизпклплнк шартига буйсунса, бу ерда х 1 ва .y3 каралаётган фазонинг 
ихтиёрип векторларп, /л  ва псталган сонлар, у холда бу фазода 
А  чизикли оператор (ёки чизикли алмаштириш) берилган деб айти-
лади .у  вектор х  векторнинг акси деб аталади.

1 - м и с о л .  Фазонинг [хар бир х векторига уша х  векторнинг 
узини мос куядиган Е  оператор чизикли оператор 'эканини .курса- 
тинг.

Е ч и ш .  Шартга кура

Е  х  — х.

Е  операторни х  =  х г +  ?.2х 2 векторга к^лланиб,

Е  (5чАх-г ?-«х2) =  / - 1 х 1 +  /-г х2 =  ).ХЕ  а’1 +  К2Е х2

ни хосил киламиз, бундан (28.1) шартнинг бажарилиши в а Е  чизик­
ли оператор экани куриниб турибдп. У бир.пик оператор ёки ай- 
ний оператор деб аталади.

2 - м и с о л .  Фазонинг хар бир х  векторини k марта (k — нолдан 
фаркли исталган сон) чузадиган А оператор чизикли оператордир.

Е ч и ш .  Шартга кура А х  =  k х  га эгамиз. А операторни
х =  +  л2 х2 векторга кулланиб, цунидагини >Ьеил киламиз:

AQ-iXi - f  Я2л,) -•= k (/-i-V! -Г /-2 А',) =  /•! (Й-Yi) - f  \ 2 (k X,) =

=  Л^Л'! -г Я-,.4 Х2.
Бу ерда (28.1) шартнинг бажарилиши ва Л оператор чизикли эканп 
куриниб турнбди. Бундай оператор ухшаииик оператора деб ата- 
лад и.

3-м не о л. Бирор текисликда ётадиган хар бир А' векторни би­
рор 0  нуцта атрофида бир хил томонга ва бир хил а  бурчакка бура-
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■fix’ дпган В  оператор чизик-
ли оператордир (39- 
шакл).

А « Д-л, •}, J .  Е ч и ш. у  =  Вх  бул­

син, бу ерда у  вектор
х  векторни берилган бур- 
чакка буриш билан хосил 
килинган. Шаклдан (28.1) 
шартнинг бажарилиши 

ва В  чизикли оператор зканн куриниб турибди. Бундай оператор 
буриш оператора деб аталади.

У з- v з II н и т с к ш и р и ш у ч у н с а в о л  л а р

1. .Матрицатарин кандай а л м а ш т н р и ш п р  элемептар а л м аш ти р и н п а р  деб аталади?
2. К андай  матрицалар эквивалент матрицалар деб агаладн?
3. М атри ц а  ранги нпма ва у кандай хисоблпнади?
4. Ч и зв в л н  тенгламалар  системасиипнг магрмцаси в а кенгаигирилган  матрицаси- 

нинг ранги деб  ннмага айтилади?
5. 1\андай чизикли тен глам алар  снсгемаси бнргаликда деб аталади?
6. п  ю м а ъ л у м л и  т  та  чизикли тенгламалар  системаси кач зн  бнргаликда булади?
7. п  ном аълум ли  т  та ч и з и к л и  тенгламалар  снсгемаси качэн  нолмас ечимга эга?
8. Ч и зи к л и  оператор  деб нимага айтилади?

29-§. Чизикли оператор ва унинг берилган] 
базисдаги матрицаси хасида тушунча

Чизикли оператор ва квадрат матрица орасидаги богланишни ку- 
риб чикамиз.

Фазода бирор еъ е.,, ел базис векторларни таилаймиз ва базис 
векторларнннг хар бирига А чизикли операторни татбик киламиз:

.4 (£i) =  f l =  +  а21 ей — а-л е3, 

.4 к\,) =  =  а12 е1 — а ,2е.2 — а32е3, 

л  (е3) =  /з ■= ais ■ ‘л -1- а,3е2 — aS3 е3.

(29.1)

Бу ерда / х, / 2, f3 гекторлар е.„ сл векторларнннг образлари, улар
еъ е.,, еп базис буйича ёйилган.

(29.1) формулаларнинг берилиши билан А  чизикли оператор ани^- 
ланишини курсатамиз.

Фазонипг ихтиёрий .v векторини оламиз на уни базис буйича 
ёзамиз:

л- =  x ^ i  +  х,е2 +  х 3е3,

бу ерда х г, х 2, х 3 лар х  гекторнинг ех, е.,, е3 базисдаги координата- 
лари. У холда
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У =  Ах =  А  (.v^! +  х 2е2 +  лг3 е3) =  х±А {e j  - f  xt A (е,) - f  х3А (е3).
(29.1) формулалардан фойдаланиб ва ухшаш хадларни ихчамлаб, 
куйидагинн хосил киламиз:

У ~  Л1  ( а и е 1 " Ь  « 2 1  с г ~  « з 1 е з )  "Т" -Vo ( f l i o t ’i  ~i“  a i-2e i  т  а з 2е я )  +

+  Л'з (« 13е1 -г агзе 2 Т  «зз *а) =  («ll-Yi "Г йцХ-у 4  « 1 :Л) ег

- г  ( « o j A 'i  +  « 2 2 -V2 +  й : 3 Л'з )  е 2 +  ( « 3 1 - V1 +  « 3 2 -V2 « 3 3 Л' з '  в 3 '

у векторнинг еи е.2, е3 базпсдаги координаталарини /у,, у.,, у 3 ор- 
кали белгилаб, уларни аниклайдиган фзрмулаларни хосил киламиз:

(»1 =  a lL.Vi J-fiii.Vi +  fluAV
! У 2 — «2 1-V 1 “  « 2':-V 2 ~L « 2 3Л'з’ (29.2)
//:: ~  1 1 -Г «32-^2 —

Бу формулалардан куриниб турибдпки, фазо пхтпёппп х Еекторннинг
у аксн (29.1) формулалар билан берилган ац  (/, /  =  1,3) козффнци- 
ентлар оркалп бир кпйматли аникланадп.

Шундан килиб, фазода таъсир этас'тган .4 чизикли операторга
l’j, с.:, с., базнсда (29.2) тенгликларнпнг упг томопларидаги коэф- 

фициентлардан тузилган ушбу матрица мае куйплдп:

/ « и  « и  « 1 з  .
,1 -  [ а21 и,, а,з | (29.3)

« 3 1  « 3 2  « 3 3  ■

.4 матрица берилган чизикли операторнинг t?j, г.; , с3 базпсдаги мат- 
рицаси деб аталади. Агар векторларппнг бу базпсдаги коордпната- 
ларинп устун-матрица шаклида ёзсак, у холда (29.3) дагн .4 мат­
рица .4 чизикли операторни ушбу формула буйича анпклайдп:

' Уl\ I « И  « 1 2  « 1 3  1 /  Л 1 1

! У2 I =  ( «21 «22 «23 г  I л'2 (29.4)
У 3 '  « 3 1  « 3 2  « з з  л 'з  •

Бошкача айтганда, у  =  Ах  векторнинг коордпнаталарппп топиш учун
.4 чизикли оператор матрицаеннн х  вектор координаталарн устунпга 
купайтириш лозим.

Аксннча, берилган е,, е3 базнсда операторга тула бир кий- 
матлн равишда .4 матрица тхтрп келади га операторнинг таъспрн 
(29.4) ёки (29.2) формула буйича ал1 ал га ошади.

Демак, фазода таъсир этаднган чизикли операторлар билан квад­
рат матрицалар ораснда бир кпйматли мсслик мавжуддир.

30- §. R2 ва R3 даги чизикли оаераторларга мисоллар
29-§ да каралган чизикли операторларнпнг матрицалари кандай 

куринишда булпшинн аннклаймиз.
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1. Бирлик оператор. Е  бирлик оператор булсин, у холда
Е х  =  .V, у  — Е х  ва .v векторларнинг ихтиёрий et , е.2> е3 базисдаги 
координаталари ушбу

У\ =  Л1 ' У-2 =  ■''2 ' Уз ~  Лз 
мослик билан богланган. Бу формулаларни (29.2) формулалар кури- 
нишпда ёзсак, куйидагини оламнз:

У у =  1 - А] 0 • х* ~г 0 • А'з,"
у,  =  0 - дч — 1 -д-л — 0-д-3, 

t j 3 =  O '.V i —  0 •д., -  I - д 3 .

Бундан [Е [чизикли Гоператорнинг ихтиёрип базисдаги Е  матрицаси
I 1 0  0  \

£ = I 0 1 0 |
0  0  1 /

курннишда булиши келиб чшсадн.
Шундай килиб, бирлик оператор матрицаси бирлик матрица була- 

ди. ^
2. Ухшашлик оператсри. Л оператор R"' да таъсир этаётган ух-

шашлик оператори булсин, у холда Ах =  к х. у — А х  ва х  вектор-
ларшшг ихтиёрий е,, с2, с3 базисдаги координаталари ушбу муно- 
сабатлар билан боглангап:

//i = lk x v У2 =[кх,, у3 =  кх3.

Бу муносабатларни (29.2) формулалар курннишда ёзиб, куйидагини 
о. лмиз:

у  у =  к ■ л-! 0 • д2 — 0 • л'я, 
у 2 — 0 - х г +  к - х.у -г 0 ■ д3, 
у3 =  0-Д; — О д ,  — /г-да.

Бу ерда» ухшашлик операторинннг ихтиёрий базисдаги Л матрицаси
1 k  0 0 •.

Л =  I 0 к О I
О 0 k*

курннишда булиши келиб чикадн.
Шундай килиб, ухшашлик оператор» матрицаси скаляр матрица 

булади.
3. Буриш оператори. В — бирор R'- текнзликдэ таъсир этаётган

буриш чизикли оператори булсин. Бу текнсликда i, / базисни (узаро 
перпендикуляр бирлик векторларни) оламнз. Кутб координаталар
системасинн кпрнтамиз (40-шакл). У холда д векторнинг координа- 
таларн

д*1 =  р cos cf, х 2 =  р sin ф 
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куринишда ёзилади, бу ерда р, ф — ка- ,* —► * ^  "} * Эл
ралаётган дг вектор охирининг координа- _
талари. у =  В х  вектор .v векторни О ^  
нукта атрофида а  бурчакка буриш билан g 
хосил килннгани учун унинг координа- ? .
талари бундай ёзилади: 4 0 - ш а к л .

y1 =  p co s (с/ — а  ; =  р (cos ф cos а  — sirup  sin  а ), 

у2 =  Р s in  (ф - L  ocf =  р (sin ф cos а  +  cos ф s in  а ).

Бундан буриш чизикли операторининг В  .матр-ицаси г, / базисда 
ушбу

о / cos а  — sin  а  , и  — ! . j
s in  а  cos а '

куринишда булиши келиб чнкади.

31-§. Чизикли операторларнинг хос векторлари 
ва хос кийматлари

Агар бпрор л хакпкий сон ва хар фндаи нолмас .V вектор учун

А х  =  / .7  (31.1)

булса, .V вектор Л чизикли операторнипг хос векторы, '/. сони эса 
шу чизикли операторнипг хос киймати деб аталади. Агар бирор
базисда Л чизикли оператор [ва х вектор

/ «и «12 «13 j I Д1 1
=  j £/ п а,-. «23 1 II

«31 «32 «33 ' ' V

матрицалар билан берилган булса, у холда [(31.1) »енглпкка ушбу 
учта

It/ ; ] А | Cl ] л.\ j  ' С11

j ̂  2 ] л 1 — а.^х, — а,3х3 =
'«31Л1 Т.°3£Л2Г. «33Л’3 =

ёки
|(йп  / ) A'l — « 1 3 А3 =  О,
Jqji.Yi — (а,2 — /.( х 2 — а.,-,.г.; =  0, (3 1.2)
'tf3i.Yi — аз;л'2 — (йзд -  /.) л-3 =  О

сонли тенглик мое кслади. Хосил килинган х.:, х, ларга нисба- 
тан чизикли тенгламалар системасп (31.2) унинг детерминантп нолга 
тенг булган холда ва факат шундагина колдаи фар^лп ечимга эга
б\ лади булгани учун иол ечим бнзни кпзн%прмайди). Бун­
дан

87



а п  —  к 
Cl 21 &()•*
«31

(31 .3)

Бу тенглама берилган чизикли оператор матрицасининг характерис  
тик тенгламаси деб аталади.

Бу тенгламанинг хар бир /. хакикий илдизи чизикли оператор­
нинг хос киймати булади. /. сонга мос хос ьекторнинг координата- 
лари (31.2) системадан топилади.

1 - п з о х .  Агар х  берилган чизикли операторнинг хос вектори бул­
са, у холда унга коллинеар булган хар кандай нолмас вектор хам 
берилган операторнинг уша хос сонли хос вектори булади.

2 - из  ох .  Агар барча хос кийматлар хакикий сонлар булса, у хол- 
да уларга мос хос векторлар доимо чизикли эркли булади га улар- 
ни янги базис сифатида кабул килиш мумкин. Бу янги базисда А  
матрица хам соддалашади:

З - и з о х .  Агар А симметрик матрица булса, у холда унинг барча 
хос кииматлари хакикий сонлар булади, хос векторлар эса узаро 
перпендикуляр булади.

матрица билан берилган чизикли операторнинг хос кийматларини ва 
хос пектсрларини топинг.

Матрица симметрик, шу сабабли унинг барча хос кийматлари ха­
кикий сонлар булади. Уларни топамиз. Бунинг учун характеристик 
тенгламани тузамиз:

О — 2 5 — /. |
Детерминантни хисоблаб,

I я —  12?;- +  39 к —  28 =  О
тенгламани оламиз. Бу тенгламанинг коэффициентлари йигиндиси 
нолга тенг б\лганлиги учун унинг нлдизларидан бирн ^  =  1 була­
ди. /.3 — 12 Я2 — 39?. — 28 купхадиинг колган илдизларини топиш 
учун уни (л — 1) га булиб, ушбу кгадрат тенгламани оламиз:

Бу тенгламанинг илднзлари к.2 =  4, к3 =  7 булади. 'Шундан килиб, 
характеристик тенглама илднзлари: }.± =  1, }..2 =  4, к3 = 7  н и — бе- 
рилган чизикли операторнинг хос кийматларини топдик. Хос вектор- 
ларни топиш учун (31.2) тенгламалар системаси

М и с о л .  Бнрор базисда ушбу
3 2 0

3  —  /. 2  О I
2 4 — /. — 21 =  0. (31.4)

/ , -  —  11 а  — 28 = 1 0 .
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(3  —  Я.) Xi  +  2,v , =  0 ,
2л-! - f  (4 — Я) А-;— 2*3 =  0 
—2а-, +  (5 — Я) х3 =  0

(31 .5 )

ни Я =  Ях, Я =  Я,, Я =  Я;1 да ечамнз.
1) Я =  =  1 булсин, у холда (31.5) система ушбу куринишни 

олади:

Бу бир жинсли силеманинг (31.4) детермиканти нолга тенг булгани 
учун у нолмас ечпмларга зга. Демак, тенгламалардан бпри (масалан, 
иккинчи тенглама) колгаи тенгламаларнинг чизикли комбииациясидан 
иборат. Иккинчи тенгламани ташлаб юбориб, куйидагини хосил ки­
ламиз:

«Озод номаълум» блтта. Натижада система ечимини хосил киламиз:

.V, «озод номаълумга<> ичтиерии кинмат бериб, исталган нолмас 
ечнмни оламиз. х, =  2 булсин, у холда л\ =  — 2, .v3 =  1. Демак,
Я! =  1 хос киймагга мэс хос век гор л-' ушбу курннишда булади:

1(3 — 1) -f  2а-., =  0,
2.vx +  ( 4 - l )  л-., — 2л'3 =  0,

I — 2a'„ -J- (5 — 1) л-3 =  О,
еки

j-A'i. — 2 АЛ =  0,
] 2.V, -  За, — 2л'3 =  0 
: -  2л% +  4а3 -  0,

2 ёки л"' -- — 21 ~  2 / -j- к.

Бунга коллинеар исгалган вектор хам хос ьектор булади.
2) Я =  Я, =  4 хос кинматга мэс хэс векторнн хам шунга ухшаш 

аникланмиз.
Ушбу

( --- A':  —  2.V.; =  0 ,
! 2.vx —  2 .v . ."=  0 ,

- 2 v ,  v ,  !)
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системами ечиб, л'т, .г2, .г3 ни топамиз. Бу системадаги биринчи тенг­
ламани ташлаб юбориб,

Г ‘ " * Г
1*2 =-’ 7 * 3

ни хосил киламнз. .v3 «озод номаълумга» ихтиёрнй киймат бериб, 
исталган нолмас ечимни оламиз. .г3 =  2 булсин. У холда

А1 — 2, X о 1 .

Демак, Х2 =  4 хос кнйматга мое хос вектор х" ушбу куринишда бу­
лади:

( -  ' — -V
,V"= [ Г  J ёки .г" =  2 i  : i -  2к.

3) Худди шунга ухшаш, учинчи I/. — л3 =  7 хос кнйматга мос 
хос г.екторнп хам ушбу

[ — 4ЛД -  2.V., =  0.
; 2 .V ] —  о д '. ,  —  2 л - .,  =  0 ,

!— 2л-_, - 2 х , ^ 0
тенгламалар системасидан хосил киламиз. Системадан иккинчи тенг­
ламани ташлаб юбооиб

' ( !
' 1  =  -  л-,,

ечимларни хосил киламиз.
х 2 =  2 булсин, у холда др — 1, .у., — — 2. Демак, Ха — 7 хос кий- 

матга мос хос вектор куйпдагпча б'лади:
-  /  1 „  „  _  _  
л " =  2 j ёки л"' - i -{-2 / — 2 к.

\_)' '

А матрица симметрпк эди. Учала хос сектор узаро перпенди­
куляр эканини текишрнш ссок, чунки х' -х" — 0, л-"'-х' =  0, х ' - х '" = 0 .  
Бу хос векторларни япги базис снфатида олиш мумкин еэ унда А  
матрица

; 1 0 0 \
.4' = I 0 4 0

0 0 7, 
куринишда б\лади.

У э- у з 1! 1! и т е к ш и  ;м! ш у ч v и е а в ■ i л л а р 

!. Ч изикли  операторнипг мгтр;щ;:сп пина?-
2. Чизикли  снкратирга мисол к ел и ринг з а  унинг матрниастнп езипг.
3. Ч и зи к л и  оперлторнинг . \ .«  к п п м а н иф и  в:; хпс  в и п о р л а р и  деб ипмпга айтилади?
4. Чизикли оператор малрииаепнпнг х ар а к т е р и с т и к  тенглпмасн нима?
5. Ч изикли  операта.рнпнг хос киймлтлари ва .час blkti рлари н и  д с п и ш  усулипи 

аптиб  берпнг.

90



32-§. Квадратик формалар

Соф математик ва амалин характердаги купчилик масалаларда 
бир неча узгарувчининг квадратик формалари учрайди.

Бир неча узгарувчининг бир жинсли иккинчи даражали купхади 
бу узгарувчиларнинг квадратик формаси деб аталади. Масалан, ,vlt 
,v2. х3 узгарувчиларнинг квадратик формаси

F  -  я п-^ -  a„.vH - f  а 35л'з - f  2al2xvx: -i- 2а13х {х3 +  2а.23х2х3 (32.1)

куринишдаги купхад булади. икки узгарувчининг квадратик формаси 
эса

F =  flu .Vj — ал,х':. — 2 ард‘1л% (32.2)

куринишдаги купхад булади. Бу ерда ап . а22, a3i. а 12, а 13, а2з лар 
узгармас хакикий еонлар.

Квадратик форма фазодаги хар бир л- =  (a'i, ,v2, а 3) векторга F
еонпи (32.1) формула буипча ёки текисликдаги хар бир .v =  (л'х, х.,) 
векторга F сонни (32.2) формула буипча мос куиди.

аи сонли коэффпциентлар квадратик формани тула аниклайди, 
мни матрица куринишида ёзиш мумкин. Бунп икки узгарувчининг
(32.2) квадратик формаси учун келтирамиз. (32.2) пн буидай ёза- 
м и з :

F =  а пхг — a i2.Y..Y, — а12х,х,  — о22х^ =
=  Ху 1 а п Л1  — Qi;a-_j) -!- a., (ajo.Yj; — а22х2) =

(А-,. A-.,) i U|lAl i =  I V,. х,) j “п  “ 1S I ( Al j (32.3)' ‘ " (l^X^ “  V., ’ ^12 flio1 .Vo ;.
A* iАгар x  — ( . )  усгун-матрицани, транепонирланган л'* =  (хи x 2)

 ̂X 2 ' ' ' ' '
сатр-матрицани ва a.j коэффицнс-нтлардан тузилган

Л - ! а ч а *з', (32.4)t;,. а2о
матрицани кнритсак, (32.3) квадратик форма ушбу матрица кури­
нишни оладп:

F A-.1.Y. (32.5)
А матрица икки узгайвчи квадратик формаси F нинг матрицаси 
деб аталади. У симмегрик матрицадир. Шунга ухшаш,

j a  u  a i : a v j '
А - I aV2 а22 а 23

а 1з а;1з
матрица уч узгарувчи квадратик "фэрмасининг матрицаси булншинн 
курсагиш осон. У симметрик матрицадир.

1 - мис о л .  Икки узгарувчининг квадратик формаси
lT.vj -  12л-,а-2 +  8.Y-,

нинг матрицасини тузинг.
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Е ч и ш .  РаЕшанки, аи  — 17, а2.2 =  8, о1; =  6. F киадратик фор- 
манинг матридаси бундай ёзплади:

4 =  | 17 6.
1 6  8

У симметрик матрпцадир.
2 - м и с о л .  Уч узгарувчинпнг квадратик формасн

F =  — 3xj .v.: — 8хх - f  2xrxn — 10.v,.r3 -f- 2x2x3

нинг матрииасини ёзинг.
Е ч и ш .  Равшаики, ап  — — 3, а 22~  1, й;,ч— — 8, о,12= 1 ,  й13=  

=  — 5, fi23 — 1. Демак, кгадратик форма матрицаси бундай ёзила- 
ди:

/ — 3 1 — 5
,1 I I  I | 

-5 1 — 8 ' .
У симметрик матрпцадир.

33-§. Квадратик с|0 )маларни каноник 
куринишга келтириш

Узгарувчпларнпнг факат кгадратларшш \ з  ичига олган квадратик 
форма каноник куриниииа эга депиладп. Шу сабаблн квадратик фор- 
манн каноник куринишга келтиршп деган суз, шундай янги базиснп 
(янги коордннаталар системасини) топишдпн иборатки, уида квадра­
тик форма узгарузчиларннпг купаптмаспнп уз ичига олмасин. Бу 
янги базисда (32.2) ёки (32.3) квадратик форма, ушбу

F  —  a  f.v'j)- — b  ( д (33. 1)

куринишнп олади ёки унинг матрица шаклндагн ёзуьи

! 5  ,

куринишда булади. Бунп куйидагича сзпш мумкин:

F =  а'*Л V .

Бунда л-' =  | I .v Ескторипнг янги базпсдаги координаталарпдан

тузилган уступ, х'*  =  ( а- . ,  а  ) — транспонирланган уступ, Л ' = | ^

квадратик формапинг янги базпсдаги матрицаси. Юкорпда айтплга- 
нпдек (31-§, 2 ва 3-нзохлар), агар янги базис сифатида А матри­
цанинг хос векторлар» олпнса, у холда Л матрица бу янги базнсда 
бош дпагоналда хос кпиматлар жойлашган

4' _  I /-1 0 ,

'о
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диагонал матрица куринишини оладн. У холда (33.1) квадратик 
форма ушбу

F =  X, (-v')- -f- Я., (л-.')-

куринишни олади, бу ерда X, лар А матрицанинг хос киймат- 
лари. Шундай килиб, /1 матрицами квадратик курннишга келтириш 
учун А матрицанинг хос кнйматларини ва хос векторлариии топиш 
лозим.

Юкорида айтилганларнинг хаР-птаси уч узгарузчининг квадратик 
формаси учун хам турридир, у каноник куринишда цуйидагича ёзи­
лади:

f  =  х 1 (xj)- а- ко (V-;.)- x:i (л-;г-,

бу ерда Хъ Хг, Х3— квадратик форма А матрицасининг хос циймат- 
лари.

1 - ми с о л .  F =  17.vf 1 2.v,.y, — Sx1, квадратик фэрмани каноник 
курннишга келтиринг, янги базнсни (хос векторларни) тоиинг. 

Е ч и ш .  Квадратик форма матрнцаси ушбу

. 4 = 1  17 6 )
! б 8 '

куринишда булади. А матрицанинг хос кнйматларини топамиз. Бу- 
нинг учун

17 -  л 6
5 8 —

характеригтик тенгламани тузами?. Унинг ечимларн л, =  5, Х2 =  20 
булади. Бзрилган квадратик фэрманинг каноник шакли куйндагича 
булади:

F =  Ь[х‘Л- 20 (л-.',)-.

=  0

(33.2)

Берилган форма каноник шаклни оладигаи янги базисни топиш учун 
Х1 =  5, л, ~ 2 0  хос кнйматлар буйича хос векторларни ушбу

| ( 17 — X) д-j — 6л\ =  0,
16.vJ -4- (8 — Я) л' =  0

системани ечнб топиш лозим.
а) Агар X =  лх =  5 булса, (33.2) система ушбу

12л-; -f бл*; = о, .. |2а-: -  л-; = о, 
бл-; -зл -: = о еки \2х [ ~ х 1 = о

куринишни олади. Бу сигтема чексиз куп ечимларга эга. х, =  1 бул­
син, у холда х\ — —-2, =  — 2) хос пекторга эга буламиз.

б) X =  Х2 — 20 булсин, у холда (33.2) система ушбу

(— 3.Y j +  бх, =  0, .. [ х  | 2х, — О,I I - РКП ' 1 “
) бл-; — 12.V-: =  О [ х[ — 2х, =  О
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куринишни олади. х2 =  1 булсин, у холда х х =  2, е, =  (2, 1) хос
векторга эга буламиз. ех, е2 векторлар узаро перпендикуляр булиб, 
янги базисни хосил килади ва унда, юкорида айтнлганидек, квад­
ратик форма ушбу

F =  5 20 (.\Q-

куринишни олади.

34-§ , Иккинчи тартибли чязицларнинг умумий тенгламаси

Рп(х, у) =  0 тенглама бнлан берилган (бу ерда Рп[{х, у) ифода 
.V, у  узгарувчпларнпнг /z-даражали купхади) чизикни /7-тартибли 
алгебраик чизик деб атаймпз. п =  2 деб иккинчи тартибли чизик 
тенгламасини оламиз. Р,(х, у) ифода бу холда иккинчи тартибли 
купхаддир. Шундай килиб, текпслнкдаги иккинчи тартибли чизик- 
нинг умумий тенгламаси ушбу

Ах-1+ 2Вху  +  C if  +  2Dx  4- 2Еу  +  F =  0 (34.1)

куринишда булади. Бу тенглама А, В, С, D, Е, F  узгармас коэф- 
фициентларнинг кнйматларига боглик равишда турли чизикларни 
тасвирлаши мумкин. Масалан, А =  1, 5  =  0, С =  1, D =  0, £  =  0 
F'— —Д 2 булганда (34.1)

Х%-Т У2 =  R 2
куринишни олади, бу эса маълумки, радиус и R  ва маркази коор- 
динаталар бошида булган айлана тенгламасидир. Агар биз маркази 
ихтиёрий О(х0, у0) нуктада булган айланани карайдиган с'улсак, у 
холда унинг тенгламаси

{(х —  х0)- +  {у —  у0)2 =  Я2 
куринишда булади, уни ушбу

х~ -т у ' —  2.v.Y0 — 2уу0 +  Х~д - f  tf0 — R 2 =  0.

ёки
А х 2 — 2 Вху  - f  Су- +  2Dx - \-2E y +  F =  Q

формага келтириш мумкин, бу ерда А  =  1, Б ] = 0 ,  С =  1, D ] =  
== - Х 0, Е =  - у 0, F =  4  +  If0- R-.

Шундай килиб, айлана иккинчи тартибли чизикдир.
Иккинчи тартибли чизикнинг умумий тенгламасини текшириш- 

га кайтамиз. (34.1) тенгламадаги иккинчи тартибли хадларнп ало- 
хпда ёзиб оламиз:

L  =  Av2 -г 2Вху  - f  Су2.

Олдинги параграфда курсатилганидек, квадратик формани куйидаги 
каноник куринишга келтириш мумкин:

Х^х- -'г h V 2-
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Зу янги базисда бэрил ган чизик тенгламаси ушбу

-f- X g t j - 2 D х 2Ё у F ~  0 (34.2)
курннишда ёзилади.

Г; ^ ф О ,  Х.2ф О  деб фараз килайлик. х  ли ва у  ли ^ушилув- 
чиларни iuifho ва тула квадратларии ажратиб, (34.2) тенгламани

>4 (a- +  ~ |  + X 2(y 

курннишда ёзамиз, бу ерда

Е  \ 2~  4- F =  О
А->

Куйидагича

Р — F— ^ -----—
>■1 »■%

-  -  , О А =  А' — —  > 
/-1

У =  У -1-ХГ

олиб, эски базисга параллел булган янги базисга утамиз. Бу янги 
базисда тенглама

/.jа5 Г/- +  ?  -  о

куринишни олади. Бундан кейин, соддалаштириш максадида харф- 
лар устидаги « -»  белгинн тушириб цолдирамиз ва оддий килиб, 
бундай ёзамиз:

Хух" +  X4f\->- F =  0. (34.3)
a) F Ф 0  булсин. (34.3) тенгламани бундай ёзамиз:

^  4 -  =  J
_ F _  1 _ 1 _  (34.4)

/Г F
Агар — —  > 0  ва — —  > 0  б\лса, у  ^олда (34.4) тенгламада

Al к2 ' '
_____ F _  b „ =

белгилаш кирнтсак, тенглама куйидаги куринишни олади:
•V2 | ч- ,
7 Т 7  =  1' <34-4 >

Каноник тенгламаси (34'4) курннишда булган иккинчи тартибли 
эгри чиз1ц  эллипс деб аталади.

А г а р ------ >  0 , -----т - < 0  (ёки — - ^ < 0 ,  — >  0 |
Л-2 \ /»1 /V2

булса, у холда (34.4) тенгламада
0 F . 0 F  /  ~ о F  . о Z7а 2 = ------- , Ь2 — —  еки а- =  — , о- = ------- -

/.! Я, \* h
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белгилаш киритсак, тенглама бундай ёзилади:

4 - ' 4  =  1 ( еки ■£■ -  —  =  Г| (34.4")L2 ' L» „ч I ' 'а* о* \ о- а~ 1
Каноник тенгламасн (34.4") куринишда булган иккинчи тартибли

* * F Fэгри чизик гипербола деб аталади. Нихоят, — -— < 0 ,  — -— < 0
Aj /.о

булса, у холда координаталари (34.4) тенгламани каноатлантиради- 
ган бнтта хам нукта мавжуд эмас. Б у  холда тенглама мавхум эл- 
лнпсни аниклайди, деб айтилади.

б) F =  0 булсин. (34.3) тенгламани бундай ёзамиз:
/.j.v- -  /.JJ- - 0. (34.5)

Агар /.j ва нинг ишоралари бнр хил булса, у холда (34.5) 
тенгламани ягона (0; 0) нукта каноатлантпради.

Агар Aj ва а; нинг ишоралари турлича, айтайлик, лх >  0 ва 
<  0 булса, у холда (34.5) тенглама ушбу иккита

1 ХуХ —  1 — l, j j  =  0,
1  Aj.v +  i — ко у  = ;о

тенгламага ажралади. Уларнинг хар бирн (0; 0) оркали утадиган 
тугри чизикни аниклайди, демак, (34.5) кесишувчи тугри чизиклар 
жуфтини аниклайди.

2) Хос кий.матлардан бирн, масалан, а2 =  0 булсин. (34.2) тенг- 
ламада тула квадрат ажратиб, уни

/.i-t- +  2Еу  +  F  =  0 (34.6)
курннишга келтирамиз (яна « = » белгиларни тушириб колдирамиз).

£
Агар Е^Ф  0, F =  0 булса, (34.6) тенгламада р =  — — белгилаш-

Ai
ни киритсак, тенглама ушбу куринишни олади:

л-2 =  2 ру. (34.6')
Каноник тенгламасн (34.6') ёки у 2 = 2 р х  куринишда булган иккин­
чи тартибли эгри чизик парабола деб аталади. Агар Е =  0, лекнн 
Р ф О  булса, Оу укка параллел иккита тутри чизик хосил булади:

х  =  ±  \ / ~ у -  ^агар у -  >• 0 булса, улар мавхум тугри чизиклар-
дир). Нихоят, агар £ = 0  ва F = 0  булса, у холда л:=0 тугри чнзи^ 
хосил булади.

Юкорида баён килинганларга асосан куйидагн хулосага келамиз: 
икки узгарувчилн иккинчи даражали умумий тенглама ё эллипсни, 
ёки гиперболани, ёки кесишувчи, параллел ёки кушилиб кетган туг­
ри чизиклар жуфтини, ёки мавхум чизикни тасвирлаши мумкин.

М и с о л .  Тенгламасн

4л:2 +  12ху  +  4?/- -f- 10.v- +  \0у  — 3 =  0

куринишда булган иккинчи тартибли чизикни текширинг.
Е ч и ш .  Иккинчи даражали хадлар
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F =  4.V- +  12 ху +  4 у 2
квадратик формани хосил к>илади. Уни, олдинги параграфдаги каби, 
каноник курннишга келтирамиз. Квадратик форма матрицасини ту­
замиз:

6 4
Ушбу характеристик тенгламани ечиб,

4 —К 6 
6 4 —X (4 — Я,)2 — 36 =  О

/1 матрицанинг X, = — 2, =  )0 хос ^ийматларини топамиз. Квад­
ратик форманинг янги базисдаги (координаталардаги) каноник кури- 
нишини бирданига ёзиш мумкин: F =  — 2л;3 +  Юг/2. Форма шу ку­
ринишни оладиган базисни топамиз. Шу максадда ушбу

/(4 — %)х +  6 г/ =  0,
I Вх ■' (4 -— Х)у =  О

тенгламалар системасини ечамиз. Буига X =  =  •— 2 ни куйиб,
[ 6х - f  бу =  О 
] 6х +  бу =  О

ни оламиз, бундан х =  1 булганда у  =  — 1 га эга буламиз ва 
—► —► —► — j

=  i — j  базис вэкторни оламиз. Унга мос е 1 бирлик вектор 
бундай булади:

_ fii _ 1 1 ~t

‘ 1^1 / 2  1 '
л л 1 Г» „ „ ,  f — 6х +  6г/ =  О,
Х =  Х2 =  Ю ни ь;уииб, | 0Х__бу =  О ни оламиз> бундан

х =  1 булганда у  =  1. Иккинчи базис вектор е2 =  i +  /  ни олдик. 
Унга мос бирлик вектор бундай булади:

—• > j  I . I
е 9 ' -------- -1 “7 ?  f  '|е*1 1'2 У 2

Шундай килиб, эски ва янги координаталарнинг богланиш форму- 
лалари бундай булади:

х = ~ 7 ¥ х + ~ к Уг

у  — — - L - x  — Х— у.
У 2 у  2

Бу формулалардан фойдаланиб, янги координаталарга утсак, берил­
ган тенглама ушбу

- 2*2 +  lO0 2 +  4 U - 3 = O  
у 2
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куринишни олади. Тула квадрат ажратиб,

— 2х2 +  10 | у  4-----=  8
I

тенгламани хосил киламиз. Эндн координаталар бошини х =  О, 
-  1 “ ' „у  — --------- координатали нуцтага кучирсак ва янги координаталар

1 2 , ,A Uни х, у  оркали белгиласак, у холда —-- j-  -г  ^  =  1 га эга була­
миз. Бу ердан берилган тенглама гиперболани аниклаши куринпб 
турибди.

У з - у з я н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Квадратик форма ва унинг матрицаси деб ннмага айтилади?
2. 1\айси я л  да квадратик форма каноник куринишда деб айтилади?
3. Иккинчи тартибли чизик тенгламасини каноник куринишга келтиришда квадра­

тик формалар назараясидан кандай фэйдаланилади?
4. 316— 325-масалаларни ечипг.

35- §. Эллипс, гипербола ва парабола тенгламаларининг каноник
формалари

а- ва у  ксординаталарга нисбатан иккинчи даражали тенглама 
билан аникланадиган чизик иккинчи тартибли эгри чизи^ деб ата- 
лишини биз энди биламиз.

Агар эгри чизик нукталари бирор нуктага нисбатан симметрик 
булса, бу эгри чизик марказий чизиц, нукта эса эгри чизикнинг 
маркази деб аталади.

Биз иккинчи тартибли эгри чизшуириинг каноник тенгламалар 
деб аталадиган тенгла лаларини кури') чикамиз. Бу эгри чизикнинг 
маркази ёки учи (бу хакда куйиро^да антам из) координаталар бо­
шида, симметрия уклари эса координаталар боши билан устма-уст 
тушган холдир. Бу тенгламаларни санаб утамиз.

—---- j— =  1 — эллипс тенгламасининг каноник шакли.
а2 Ь-

•— 1 — гипербола тенгламасининг каноник шакли.
а2 Ь2
у- =  2рх — парабола тенгламасининг каноник шакли.

38-§ . Эллипс, гипербола ва параболанинг геометрик хоссаларини
текшириш

Эллипс, гипербола ва параболанинг куринишини ва хоссаларини 
тегишли эгри чизикнинг каноник тенгламасига асосланиб текши­
рамиз.

1. Эллипс. Олдингн параграфда айтилганидек эллипс каноник 
тенгламаси

i  +  i  =  l (36.1)
куринишда булган иккинчи тартибли эгри чизшушр.
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С и м м е т р и я .  (36.1) тенглама координаталарнинг фа^ат квад- 
эатларини уз ичига олади, шу сабабли эллипсга М(х\ у) нукта мос 
<елса, у ^олда унга М ( — х\ — у) .^ам тегишли булади. Демак, 
,36.1) эллипс координата укларига ва координаталар бошига нис- 
Затан симметрик. Координаталар боши (36.1) эллипснинг симметрия 
маркази, координата уклари эса унинг симметрия уцлари деб ата­
лади.

К о о р д и н а т а  у к л а р и  б и л а н  к е с и ш и ш  и. Агар х =  0
nil

булса, у холда (36.1) тенгламадан —  =  1 ёки у  — ± Ь  булиши 
' ьг

келиб чикади. Бу эса эллипс ординаталар укини /?i(0; b) ва Вг(0;
— Ь) нукталарда кесиб утишини билдиради.

' х2Агар у  =  0 булса, у холда (36.1) тенгламадан =  1 ёки х —
— ±  а булиши келиб чикади. Бу эса эллипс абсциссалар укини 
Аг(а\ 0) ва Л.,(— а\ 0) нукталарда кесиб утишини билдиради.

Чизикнинг симметрия уклари билан кесишиш нукталарини чизи^- 
нинг учлари деб атаймиз. Эллипснинг учлари орасидаги масофалар 
\А^А2 \ =  2a, [BiB.,1 — 2b унинг уклари деб аталади. Уклардан кат- 
таси катта ук, иккинчиси эса кичик ук деб аталади. а ва b лар 
ярим уклар дейилади.

К о о р д и н а т а л а р н и н г  у з г а р и ш  с о х а с и .  Эллипснинг
(36.1) тенгламасидан куриниб турибдики,

х'̂  л—  <  I ва —  <  1 ёки х2 ^  а- ва у- <  Ь2.
а2 62

Бундан х ва у координаталарнинг узгариш сохаси келиб чикади:

— а <  х <  а, — b <  у  <  Ъ.

Эллипснинг симметриклигига асосан уни факат биринчи чоракда тек- 
шириш етарли. Биринчи чоракда эллипс тенгламасини у =
=  —  | а 1 — л- куринишда ёзиш мумкин. Бундан х координата 0 

а '
дан а гача ортса, у  координата b дан 0 гача камаяди. Демак,
(36.1) эллипс чегараланган 
чизик, у маркази координа­
талар бошида хамда томон- 
лари 2а ва 2b булган туг­
ри туртбурчак ичида жой- 
лашган (41-шакл).

Ф о к у с л а р .  Фараз ки- 
лайлик а > Ь  булсин. Эл­
липснинг катта у^ида фо­
куслар деб аталадиган Fx(c,
0) ва F2(—с, 0) нукталар 
мавжуд булиб, улар ушбу 
хоссага эга: Эллипснинг ис­
талган М{х, у) ну^тасидан
Z7! ва F2 фокусларгача бул- 41-шакл.
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ган масофалар иигиндиси узгармас катталик булиб, катта уц узун  
лиги 2а га тенг. Хакикатан хам, М(х, у) эллипсга тегишли булсш 
ва

| MF-! | =  т (х—с)*+у-, \M F s \ =  v  (х + с)2+ у 2, \M Fl \ +  \M F ,\ =  2c 
ёки

I (х — с)- +  У2 +  V  {х +  с)2 +  у- =  2а,
бундан

2а— у' ( x + c f + y -  =  [ (х—с)2+ у 2,

4а2 — 4а\ (х + с ) 2+ у 2 +  (х +  с)2 - f  у 2 =  (х — с)2 +  */2,

4а2 +  4сх =  4а\■'(х + с )2+ у -  ёки a- - f  сх — а /  (х + с)2+ г/2.
Бу ердан

а 1 -г 2а2с х '+  с2*2 =  а2(х2 +  2хс +  с2 +  у2), 
х2(а2 — с2) -у- а 2у2 =  а 2(а2 — с2) .

Бундан

—  - - ^ - - - = 1  (36.2)
а 1 и.-—с2

тенглама келиб чикади. (36.2) ни (36.1) билан тащослаб, ушбуга 
эга буламиз:

а 2 — с2 =  Ь°- ёки с =  | а 2 — Ь2.

Хоссанинг тугрилиги исботланди.
Фокуслар орасидаги | FyF2 | =  2с масэфа элл ипснинг фокус масо- 

фаси деб аталади; бундан с =  | а2 — й2, с <  а лиги равшан, шу­
нинг учун фокуслар ва лар орасида жойлашган. Эллипснинг 
фокуслар жойлашган катта уки яна фокал уц деб ^ам аталади. 
| М £\ \ ва \MF21 катталиклар фокал радиуслар деб аталади, ^амда 
Гу ва г2 билан белгиланади.

Шундай килиб, эллипсга куйидагича геометрик таъриф бериш 
мумкин: эллипс деб текисликдаги шундай нукталарнинг тупламига 
айтиладики, бу нукталарнинг >;ар биридан шу текисликнинг фокус­
лар деб аталувчи икки ну^тасигача булган масофалар иигиндиси 
узгармас микдордир.

Э к с ц е н т р и с и т е т  в а  д и р е к т р и с а  л а р. катталик

эллипснинг эксцентриситеты деб аталади. О <  с <С а булгани учун
0 < е < 1 .  х =  —  ва х = -----— тугри чизиклар эллипснинг дирек-

6 8
трисалари деб аталади. Эллипс учун e <  1 булгани сабабли х > а  
(I ва IV чоракларда) ва х < . — а (II ва III чоракларда), эллипс­
нинг директрисалари бу эллипсдан ташкарида жойлашган тугри 
чизиклардир. Ушбу тасди^ уринли. Эллипснинг исталган М  
ну^тасидан Fy (ёки F2) фокусгача булган масофа билан мос дирек-
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рисагача булган масофалар нисбати узгармас катталик булиб, е 

«сцентриситетга тенг, яъни ~~  =  е ва -у- — е; бу ерда d L ва d2 — 
эллипснинг М  нуцтасидан директрисаларгача булган масофалар.

1-м и с о л .  Эллипснинг катта уки 2а =  8 ни ва директрисалар 
эрасидаги масофа —  =  16 ни билган холда унинг каноник тенгла­
масини топинг.

л2 и2
Е ч и ш .  Эллипснинг каноник тенгламаси-^- +  =  1 куриниш­

да экани маълум. Бундаги а  ва b кийматларни топиш лозим. 2 а = 8  
шартдан а =  4 булиши келиб чикади. Иккинчи шарт =  16 дан

g -= экани келиб чикади. Бирок е =  — , шу сабабли

с =  а г  =  4 - —  =  2, Ь2 =  а- — с2 =  42 — 2 2 =  12,2

бу ердан Ь =  2 |/3 .
Шундай килиб, эллипснинг изланаётган каноник тенгламаси ку­

йидаги куринишда булади:

* 1 + ^  =  1.
16 12

2. Гипербола. Каноник тенгламаси

£ ___jy
а2 й2------- =  1 (36.3)

булган иккинчи тартибли эгри чизн^ гипербола деб аталади.
Гииерболанинг шакли ва хоссаларини унинг тенглама.'и ёрдами­

да текширамиз.
С и м м е т р и я .  (36.3) тенгламага координаталарнинг факат квад- 

ратлари киради, демак, гипербола координата укларига ва коорди­
ната бошига нисбатан симметрик чизикдир. Координата уклари унинг 
симметрия уклари, координаталар боши эса симметрия маркази бу­
лади.

К о о р д и н а т а  у к л а р и  б и л а н  к е с и ш и ш и. Агар х = 0  булса
(36.3) т ен гл ам а д а н -----у̂ =  1 булиши келиб чикади. Бунинг були­
ши мумкин эмас. Шу сабабли гипербола Оу срдинаталар у^инн кес- 
манди.

JS1(0; b) ва В.,{0; — Ь) нукталар мавхум учлар, \В 1В2\ кесма 
мавхум у$ деб аталади. Агар у  — 0 булса, у холда (36.3) тенг-
ламада =  1 ёки х =  ±  а булиши келиб чикади. Шу сабабли
гипербола Ох абсциссалар укини Л,(а; 0) ва Л2(—а; 0) нукталарда 
кесиб утади. Бу нукталар гиперболанинг цациций учлари деб ата- 
ладн. | у41̂ 4.г | =  2а гиперболанинг уки, а ва b лар эса ,га-
цщий ва мавхум ярим уклари дейилади.
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К о о р д и н а т а л а р н и н г  у з г а р и ш  с о х а с и .  (36.3) тенгла
х- 'мадан —  >  1 булиши куриниб турибди, бундан х2 >  а2 ёки х >  с
аг

ва х < — а булиши келиб чикади. (36.3) тенгламадан у  =
=  ±  — I х2— а2 ни ^оеил циламиз, бундан х координата а дан оо 

а '
гача ортганда у  координата 0 дан ±  оо гача узгариши, х коорди­
ната — а дан —-оо гача камайганда у  координата 0 дан ±  оо га­
ча узгариши келиб чикади. Демак, гипербола чегараланмаган чизик; 
булиб, у х =  а ва х =  — а тугри чизиклар билан чегараланган со- 
хадан таш^арида жойлашган ва иккита тармокка эга.

Ф о к  у с л а р .  Гиперболанинг хакикий укида фокуслар деб ата- 
ладиган иккита нуцта /г)(с; 0) ва Fz( — с; 0) мавжуд булиб, улар 
учун ушбу хосса уринли: гиперболанинг исталган М(х; у) нуцтаси- 
дан F1 ва F2 фокусларгача булган масофалар айирмаси узгармас 
катталик булиб мусбат ёки манфий ншора билан олинган фокал ук 
узунлиги 2а га тенг.

5^а^икатан >̂ ам. М(х; у) гиперболага тегишли булсин, у >рлда

bWFi | =  i (х—с)-+у- ,  \M F 2\ = y  ( х + с Г + у - ,  \M F l \ - \ M F t \ =  ± 2 a  
ёки

У (х—с)2+ у 2 — у  (х + с )2+ у 2 =  ±  2а,

V (х—с)2-\-у2 =  ±  2а +  г  (х + с )2+ г/2,

(х — с)2 -{- у 2 =  4а2 ±  4ау  (х + с )2+ г /2 +  (х +  с)2 +  у 2, 

4а2 +  4сх =  ± 4 a i ' (х + с)2-\-у2.

бундан
a2 - f  сх =  ±  a) (x-f-с)2+ у 2,

а 4 +  2 arcx +  с2х2 =  а 2(х2 -f- 2хс +  с2 +  у 2), 
(с2—а 2) х2 — а2у 2 =  а2(с2 — а2),

еки
г _ 1

я. (36-4)
(36.4) ва (36.6) ни та^о сл асак , с2 — а2 =  Ь2 деган хулосага кела- 
миз ёки с = i '  а 2 Ь2. Хоссанинг тугрилиги нсботланди.

Фокуслар орасидаги масофа эллипсдаги каби гиперболанинг фо­
кус масофаси деб аталади: \FXF\ | =  2с, бу ерда с =  ) /  а2 +  b2. 
Равшанки, c > a ,  шу сабабли фокуслар 2а хакикий укдан ташк,ари- 
да жойлашган. Бу у^ фокал уь* деб хам аталади. | MFX | ва \М Р 2\ 
катталиклар фокал радиуслар деб аталади, хамда г х ва г2 билан 
белгиланади.

Шундай килиб, гиперболага куйидагича геометрик таъриф бери- 
шимиз мумкин: гипербола деб текнсликдаги шундай нук,таларнинг 
тупламига айтиладики, бу нуцталарнинг ^ар б придан шу текислик-
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42- шакл.

шшг фокуслар деб аталувчп икки нужгасигача булган масофалар 
айирмаларининг абсалюг кийматлари узгармас микдордир.

* ъ ьА с и м п т о т а л а р .  у =  —  х ва у  = --------х тугри чизиклар ги-
а а

перболанинг асимптоталари деб аталади. Улар ушбу хоссага эга: 
гиперболанинг ихтиёрий М  нуктасидан унга якин асимптотагача 
булган масофа М  нукта гипербола буйлаб кучиб, чексиз узоклаш- 
гаиида нолга интилади (42-шакл).

^  с Э к с ц е н т р и с и т е т  в а  д и р е к т р и с а л а р .  е =  —  катталик
а

эллипсдаги каби гиперболанинг эксцентриситета деб аталади. с > а  
,. .. ^ , (1 и .. оулгани учун е > 1 .  .г — — -  ва х — ------- тугри чизиклар дирек­

' 8 е 1
трисалар деб аталади. Гипербола учун е >  1, у холда х < . а  (I ва IV 
чоракларда) ва х > — а (II , III чоракларда), яъни гиперболанинг ди- 
ректрисалари унинг учлари орасида жойлашган тугри чизиклардир. 
Эллипсдаги каби ушбу хосса бу ерда .\ам уринли: гиперболанинг 
исталган М  нуктасидан Fx (ёки F2) фокусгача булган масофа билан 
мос директрисагача булган масофалар нисбати узгармас катталик 
булиб, е эксцентриситетга тенг, яъни
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бу ерда dj ва d 2 — гиперболанинг M нуктасидан директрисаларгача 
булган масофалар.

2 - м и с о л .  Гиперболанинг асимптоталари тенгламалари у —
4 4=  —  х ва у  =  — — .г хамда фокуслари орасидаги масофа 2с =  20

булса, унинг каноник тенгламасини тузинг.
' „ х2

Е ч и ш .  Гиперболанинг каноник тенгламаси------- =  1 эди. а
а2 Ь2

ва b нинг цийматларини топамиз. Масала шартидан 2-с =  20, демак,
с =  10, бундан ташкари, у  — ± — *, демак, —  =  — , Ь2 =  с- — а 2 

' 3 а 3
4

булгани учун бу тенгликка Ь =  — а ва с =  10 ни ^уйиб ^уйида- 

гини оламиз:

— а- = 1 0 0  — а-,
9

бундан а 2 =  36, а =  6. Энди Ъ ни хам аниклаш мумкин:
Ь2 =  102 — 62 =  64 ёки Ь =  8.

Шундай ^илиб, гиперболанинг изланаётган каноник тенгламаси цуйи- 
дагича булади:

36 64

3. Парабола. Каноник тенгламаси
У2 =  2рх (36.5)

куриниишда булган иккинчи тартибли эгри чизик парабола деб ата­
лади. Бу тснгламадан х  координата билан р параметрнинг ишорала- 
ри бир хил булиши кераклиги келиб чикади. Аниклик учун / ; > 0  
деймиз.

С и м м е т р и я .  (36.5) тенгламадан куринадики, х нинг мумкин 
булган з^ар бир кийматига у  нинг ишора буйича карама- к,арши ик­
кита киймати мос келади, чунки у  =  ±  j 2рх. Шу сабабли Ох уки

параболанинг симметрия уки деб атала- 
' ди (43-шакл).

К о о р д и н а т а  у к л а р и  б и л а н  
к е с и ш и ш  и. Агар л- =  0 булса, у хол­
да (36.5) тенгламадан у =  0 булиши ке­
либ чикади. Шу сабабли парабола Оу 
ук,ини параболанинг учи деб аталадиган 
0(0;0) нуктада кесади. Шундай килиб, 
парабола координаталар бошидан утади.

К о о р д и н а т а л а р н и н г  у з г а р и ш 
с о х а с и .  Парабола тенгламасидан кури- 

43- шакл. надики, х  координата 0 дан + о о  гача
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У3гарганда ( р >  О булган холда) у  координата 0 дан ± о о  гача уз- 
гарадн. Демак, парабола чегараланмаган чизиц.

П а р а б о л а н и н г  ф о к у с и ,  д и р е к т р и с а с и в а  э к с ц е н т ­
р и с и т е т  и. Симметрия укида (Ох укида) жойлашган

нукта параболанинг фокуси деб, х — -----тутри чизи^ эса унинг

директрисаси деб аталади ва улар ушбу хосса билан богланган: 
параболанинг исталган ну^тасидан фокусгача ва директрисагача 
булган масофалар узаро тенг. Х ^икатан, М(х; у ) ну^та парабола-
га, Л '|-----у)  нукта директрисага тегишли булсин, у холда

\ M F \ =  л / ( x - f f  +  y?, \ M N \ = y ( x + f J t 

' \M F\ =  \M N \

ёки

\/'[х—т)'+у' -

х- — рх +  -PY  +  у 1 =  Я'2 +  рх +
4 4

бу ердан
у 2 =  2 рх.

Шундай килиб, хоссанинг тутрилиги исботланди.
Демак, параболага куйидагича геометрик таъриф беришимиз 

мумкин: парабола деб текисликнинг фокус деб аталувчи берилган 
F нуктасидан ва директриса деб аталувчи берилган тугри чизиедан 
тенг узокликда жойлашган барча нукталари тупламига айтилади.

| OF 1 — ~  масофа фокусе масофа. Ох симмет рия у^и фокал уц

деб аталади. \M F\  катталик фокал радиус деб аталади ва r = \ M F \  
билан белгиланади. М нуктадан директрисагача булган масофани d 
оркали белгиласак, яънн | M N  ) =  d, у холда исботланган хоссани 
бундай ёзиш мумкин:

г =  d  ёки S— — 1.
d

Эллипс ва гиперболанинг хсссаларини ёдга олсак, параболанинг 
эксцентриситети бирга тенг деб хисоблаш мумкин, яъни е =  1. Па­
рабола аеимптоталарга эга эмас.

П з о х .  Агар параболанинг фокал ук,и Оу yiyi сифатида олинса, 
парабола тенгламаси ушбу куринишни олади: х'2 =  2ру.

3-м  не о л. Параболанинг у 2 =  4х каноник тенгламаси берилган. 
Директриса тенгламасини тузинг ва фокуснинг координаталарини 
топинг.

105



Е ч и ш .  у- =  2рх каноник тенглама билан такдосласак, 2р =  4 
деган хулосага келамиз, яъни р =  2. Парабола директрисаси х =
= -----у  куринишда, фокус координаталари х =  — , у  =  0 булгани

учун директриса тенгламаси д: = — 1 ва фокус / г( 1; 0) булади.

У з- у з и it и т е к ш и  р и ш у ч у н  с а в о'л л а р

1. Кандай чизик эллипс деб аталади? Унинг каноник тенгламасини ёзинг.
2. К,андан нукта эллипс маркази деб аталади?
3. Кандай нукталар эллипснинг учлари деб аталади?
4. Эллипснинг эксцентриситет деб нимага аитилади ва у доимо кандай тенгсиз­

ликни каноатлантирад!?
5. Эллипснинг директрисаси нима? Эллипснинг фокусларн ^аерда ётадн?

Улар цандай хосса билан богланган?
6. Кандай чизи^ гипербола деб агаладн? Унинг каноник тенгламасини ёзинг.
7. 1\андай нукта гиперболанинг маркази деб аталади?
8. Кандай нукталар гиперболанинг учлари деб аталади?
9. Гиперболанинг эксцентриситет  деб нимага айтилади ва у доимо кандай тенг- 

сизлнкни каноатлантиради?
10. Гиперболанинг директригаси нима5 Гиперболанинг ф ж у сл ар н  ^аерда ётади? 
П .  Гиперболанинг асимптоталари нима?
12. Кандай чизик парабола деб аталади? Унинг кап эпик тенгламасини ёзинг.
13. Параболанинг фэкуси ва директрисой  нима? Улар 1̂ анд?н хосса билан боглан- 

ган?
14. 179 — 193, 2 1 1 — 2 1 3 - масалаларии ечинг.

37-§ . Иккинчи тартибли сиртлар

Маълумки, фазодаги сирт учта узгарузчи л\ у  ва z ни боглай- 
диган тенглама билан аникланади.

.г, у ва г га нисбатан иккинчи даражали алгебраик тенглама 
билан аникланган сирт иккинчи тартибли сирт деб агаладн. Бун­
дай сиртнинг умумий тенгламаси куйидаги куринишда булади:

Ах2 +  By- +  Cz- +  2 D  x z  -\-2  Е у  z 4 - 2  F х у  -\-
-|- ах +  by +  cz +  d — 0, (37.1)

бунда А, В, С, D, С, F коэффициенглардан акалли биттаси нол- 
дан фарцли. А, В, С, D, Е, F, а, Ь, с, а узгармас коэффициент- 
ларнинг цийматларига боглик равишда бу тенглама турли сиртларни 
аницлаши мумкин. Масалан, А =  В ■= С — ], D =  Е — F =  Q, а =  
=  b — с — 0, d =  — R- булса, бу тенглама х2 +  у 2 -f  z'1 =  R 2 кури- 
нишни олади, бу эса, маълумки, радиуси R ва маркази координа­
талар бошида булган сфера тенгламасидир. Агар маркази (^(.г,,: уп; 
г0) нуктада булган сферани царайдиган булсак, унинг тенгламаси 
бундай булади:

( * Г - ! * о )2 +  ( У  —  У о )2 +  ( г  —  20)2 =  R 2 .
Буни

Л2 + !у !.+  22 — 2 хх0 — 2 у у 0 — 2 гг0 +  л5 + \у \  +  г* — R 2 =  0

куринишга келтирамиз ва сиртнинг умумий тенгламаси (37.1) билан 
солиштирамиз. Равшанки,
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44- шакл. 45- шакл.

А = 1, 5 = 1 ,  С =  1, D =  £  =  F  =  0, а =  — 2 х 0, Ь =  — 2 у 0, 
с =  — 2 z0, d =  Jcg +  у\ +  г* — R-.

Шундай цнлиб, сфера иккинчи тартибли сиртдир. Иккинчи тартибли 
сиртларнинг хусусий холларини куриб чи^амиз.

1. Ясовчилари координата уцларидан бирига параллел булган 
сиртлар. Бирор берилган чизикни кесувчи тугри чизицнинг бу чи- 
зш\ буйлаб ва берилган йуналишга параллел ^аракатидан ^осил 
булган сирт цилиндрик сирт деб аталади. ^аракатланувчи тугри 
чизик; ясовчи, берилган чизик эса йуналтирувчи деб аталади.

Ясовчи Oz у^ца параллел, йуналтирувчи чизиц эса Оху текис­
ликда ётадиган ва F (х, у) =  0 тенглама билан аникланадиган хол- 
нн цараймиз (44- шакл). Сиртнинг ясовчисида ихтиёрий М (х, у, г) 
нукта оламиз, унинг биринчи иккита координатаси N (х; у ; 0) ну^- 
та координаталари билан бир хил булади. Шу сабабли цилиндрик 
сиртнинг М (х; у; г) нуктасининг координаталари йуналтирувчи чи- 
зиц тенгламаси F (х, у) =  0 ни цаноатлантиради.

Демак, бу тенглама ясовчилари Oz укда параллел цилиндрик 
сиртнинг тенгламасидир. Шундай цилиб, z координатани уз ичига 
олмаган ва фазода к,аралаётган F (х, у) =  0 тенглама ясовчилари Oz 
уцца параллел ва йуналтирувчиси Оху текисликда уша тенглама 
билан аникланадиган цилиндрик сиртни аниклайди. Шунга ухшаш 
х координатани уз ичига олмаган F (у, z) =  0 тенглама ва у  коор­
динатани уз ичига олмаган F (л% z) =  0 тенглама ясовчилари мос 
равишда Ох ва Оу ук,ларга параллел булган цилиндрик сиртларни 
аниклайди.

1 - м и с о л .  у 2 z 2 =  R 1 тенглама билан аникланадиган сирт ци­
линдрик сирт булиб, у доиравий цилиндр деб аталади. Унинг ясов- 
чилари Ох укка параллел, Oyz текисликдаги йуналтирувчиси эса ра­
диуси R ва маркази координаталар бошида булган у 2 +  г2 =  R2 
айлана тенгламасидир (4 5 -шакл).

2- м и с о л .  Ушбу

107



I L

W

Л

46- шакл. 47- шакл.

тенглама билан аникланадиган цилиндрик сирт эллиптик цилиндр 
деб аталади. Унинг ясовчилари Oz ук;ка параллел, Оху текисликда- 
ги йуналтирувчиси эса ярим уклари а ва b булган эллипсдир 
(46- шакл).

3 - м и с о л .  Ушбу

тенглама билан аникланадиган цилиндрик сирт гиперболик цилиндр 
деб аталади. Унинг ясовчилари Oz ук^а параллел, Оху текисликда- 
ги йуналтирувчиси эса хакикий уки а ва мавхум уки b булган 
гиперболадир (47 -шакл).

4- м и с о л .  Ушбу

тенглама билан аникланадиган цилиндрик сирг парлоолик циишдр  
деб аталади. Унинг ясовчилари Оу уь^ка параллел, Oxz теки:ликда- 
ги йуналтирувчиси эса параболадир (4 8 -шакл).

2. Айланиш сиртлари. Oyz текисликдаги F (у, z) --- 0 тенглама 
билан берилган L чизикни царайлик. Бу чизикнинг Оу уки атрофи­
да айланишидан хосил булган сиргнинг тенгламасини топамиз. Бу 
сиртда ихтиёрий М(х; у, г) нукдани оламиз ва у оркали айланиш 
укига перпендикуляр текислик утказамиз. Кесимда маркази айланиш 
укидаги N (0; у\ 0) нуктада булган айлана хосил булади. Бу аила- 
нанинг радиуси i ax3 +  2- га тенг (4 9 -шакл). Лекин, иккинчи то- 
мондан, бу радиус берилган L чизи^ ,'И^О; Y; Z) нукдаси аппликата- 
сининг абсолют к4ийматига тенг. Бу нуктанинг ординатаси у  га тенг. 
Демак, берилган тенгламада

а
X'

х - =  2 pz

У — у, Z =  ±  ) х* +  г'.а
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48- шакл. 49- шакл,

(-VIj нуктанинг координаталари) деб изланаётган айланиш сиртининг 
ушбу тенгламасини хосил киламиз:

Шундай килиб, L чизикнинг Оу уки атрофида айланишидан хосил 
булган сирт тенгламасини олиш учун бу чизик тенгламасида г ни 
±  I .vJ -t- z- га алмаштириш керак. Шунга ухшаш коида чизиклао- 
нинг бонща координата уклари атрофида айланишидан хосил бул­
ган сиртлар учун хам уринлидир.

5- м н е  о л. Oxz текисликда жойлашган

эллипснинг Ох уки атрофида айланишидан хосил булган сирт тенг-
ламасини г ни +  у  у- +  г2 га алмаштирнб, х координатани зсч уз- 
гаришсиз колдириб хосил киламиз, яъни

Агар эллипс Ог уки атрофида айланаётган булса, у холда унинг 
тенгламасида х координатани +  j .г2 у- га алмаштириш, 2 кзор- 
динатани эса узича крлдириш лозим. Натпжада

F (У, ±  У х- +  г2) =  0.

а'

X* +  У2 ,
о с

1

У

X
50- шакл,
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51- шакл.

булади. Хрсил булган сиртлар айланиш эллипсоид лари деб аталади. 
а = с  булганда сферага эга буламиз (50- шакл).

6 - м и с о л .  О у г  текисликда жойлашган

4  — 4 = 1б2
гиперболанинг Oz уки атрофида 
тенгламаси

х2 г/2
ьг

айланишидан .^осил булган сирт

-  =  1

булади. Бу бир паллали 
сиртдир.

Агар шу гиперболанинг узини Оу 
у 2 х1 +  г"
Ьа с*

айланиш гиперболоиди деб аталадиган 

уки атрофида
>;осил булган сирт =  1 тенгламага эга

аилантнрилса, 
булади. Бу

икки паллали гиперболоид деб аталадиган сиртдир (5 1 -шакл).
7 - м и с о л .  О у г  текисликда жойлашган y 2 — 2 p z  параболанинг 

Oz уки атрофида айланишидан хосил булган сирт тенгламаси

х2 - f  у 2 — 2 pz
булади. Бу айланиш, параболоиди деб аталадиган сиртдир (52-шакл).

3. Конуссимон сиртлар. Конуссимон сирт деб конуснинг учи 
деб аталадиган берилган нук/гадан утувчи ва конуснинг йуналтирув-

чиси деб аталадиган берилган чизи^ни ке­
сувчи барча тугри чизиклардан ташкил топ­
ган сиртга айтилади. Бунда берилган нуц- 
та берилган чизикда ётмайди. Конуссимон 
сирт ташкил этадиган тугри чизи^ларнинг 
х;ар бири конуснинг ясовчиси деб аталади.

Учи координаталар бошида булган ик­
кинчи тартибли конуссимон сирт х,ар доим 
х у у  ва z координаталарга нисбатан иккин­
чи даражали бир жинсли тенглама билан
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53- шакл.

берилншини исботсиз айтиб утамиз.
Масалан, х - у 1— г'2 —- 0 тенглама 
учи координаталар бошида булган дои- 
равий конусни аникланди (5 3 -шакл).

3 8 -§ . Асосий иккинчи тартибли 
сиртлар тенгламаларининг каноник 
шакли. Сиртларни кесимлар усули 

билан текшириш

Иккинчи тартибли сиртлар тенгла­
маларининг каноник шаклларини ка­
раймиз. Бу сиртларнинг хусусияти 
шундаки, координата уклари улар 
учун симметрия уклари булади, улар- 
нннг учи ёки симметрия маркази эса 
координаталар боши билан устма-уст 
чушади. Сиртнинг тенгламаси буйича 
унинг куршшшп хакида кесимлар усу­
ли ёрдамида тасавг’ур хосил килиш мумкин булиб, у кунидагн- 
дан иборат. Берилган сирт координата текисликлари ёки координата 
текиелнкларига параллел текислнклар билан кесплади ва олинган 
кесимларнинг тури буйича сирт тури текширилади.

1. Эллипсоид. Каноник тенгламаси
л .л !  j  “

и1 ' Ь2 '
куринишда булган иккинчи тартибли сирт эллипсоид деб 
бу ерда а, Ь, с — берилган узгармас мусбат сонлар.

Эллипсоиднинг шаклини аниклаймиз. (38.1) тенглама к прдпп i- 
таларнииг факат квадратларипн уз ичига олади, шу сабабли ыллкч- 
соидга .'VI (л; //; г) нукта тегишли булса, у холда унга шпорлларп 
исталгапча комбинациялангаи ,VI(±.v; ± у ,  ±  г) нукталар хам кира- 
ди. Демак, эллипсоид координаталар боши ва координата укларига 
нисбатан си.мметрикднр.

Бу зллипсоидни координата текисликлари билан кесимларшш 
караимиг. Эллипсоид О х у  координата текислиги ( г - -  0 текислик) 
билан кесилганда ярим уклари а :за Ь булган

* .  +  «L =  1
а~ Ь-

эллипс хссил булади. Эллипсоид O y z  координата текислиги (х =  О 
текислик) билан кесилганда ярим уцлари b ва с булган

* .  +  i  =  i 
b* с'

эллипс хосил булади. Эллипсоид Oxz координата текислиги (у — О 
текислик) билан кесилганда ярим уклари а ш  с булган

v’j га
— -f  — =  1 
а2 с1

=  1 (33.1)

аталади,
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эллипс .%осил булади. Эллипсоиднинг О х у  координата текиелигига 
параллел z — h текислик билан кесимини курамиз.

Ушбу

4  +  £  =  1 -  ~  (38.2)а -  о-

тенгламани оламиз. Агар h =  ± c  булса, у ^олда (38.2) тенглама

—  +  -  =  0 
а- Ьг

курннишга келади, у (0; 0; ±  с) нуь^таларга айланади.
Агар | / i |> c  булса, у холда —  +  — < 0  булади ва (38.2) чи-

а2 Ь2
зи^ мав\ум эллипсни аниклайди, яъни эллипсоиднинг z =  h текис­
лик билан кесишиш нукталари йук.

Агар \h\<Zc булса, у холда (38.2) ни бундай ифодалаш мум­
кин:

____ **. _ +  _  У* -  .
/ Л3 \ , /12 \

' ( ■ - * )

Бу тенглама z =  h текисликда ярим уьушри

й \  =  а  у  1 2̂ ’ Ь у =  Ь у  1 —

булган эллипсни аниклайди. \h\ камайганда а, ва Ьх нинг ^нймат- 
лари орта боради ва энг катта кийматларига h =  0 да эришади. 
У хрлда эллипсоиднинг О х у  (z =  0) координата текислиги билан 
кесимида ярим уклари a i =  а > ~  Ь булган энг катта эллипс хо­
сил булади.

Шундай килиб, каралган кесимлар эллипсоидни ёпик овал сирт 
сифатида ифодалаш имконини беради. а , b , с катталиклар эллип­
соиднинг ярим щлари  деб аталади, Агар а, Ь, с сонлар орасида 
тенглари булмаса, эллипсоид уч учли эллипсоид деб аталади. Агар
а, Ь, с сонлар орасида кандайдир иккитаси узаро тенг булса, у хол­
да айланиш эллипсоидига эга буламиз (54-шакл).

2. Бир паллали гиперболоид. Каноник тенгламаси
v-2 *.2 р>2

z Т + ^ - Т  =  1 0 8 .3 ) ̂ а 2 й2 с 2

булган сирт бир паллали гиперболоид 
деб аталади, бу ерда а, Ь, с — берилган 
мусбат сонлар.

Бир паллали гиперболоиднинг шакли- 
ни ани^лаймиз. (38.3) тенглама коорди- 
наталарнинг фа^ат квадратларини уз ичи­
га олади. Шу сабабли бу сирт координа- 
талар боши ва координата у^ларига нис- 

54- шакл. батан симметрик.
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Гиперболоиднинг координата текисликлари билан кесимини ка- 
раймиз.

Гиперболоиднинг 0 x y(z  =  0) координата текнслиги билан кеси-
о  омида ярим уклари а ва b б\лган ----- {- — =  1 эллипс хосил була-

а- Ь2
ди. Гиперболоиднинг Oxz (у — 0) координата текислиги билан ке- 
симида ярим уклари а (хакикий ук) ва с (мавхум у к) булган

Х̂
а2 с2

гипербола х;осил булади. Гиперболоиднинг Оуг(х =  0) координата 
текислиги билан кесимида ярим уклари а ва с булган

Ё. — i l  =  1 
Ь2 22

гипербола хосил булади.
Берилган гиперболоиднинг Оху координата текислигига парал- 

лел z = h  текислик билан кесимини цараймиз. Ушбу тенгламани 
оламиз:

*  +  * =  i + £  
а2 Ь2 с1

еки

Г  = 1 .
К2 \ I /1-

-Ь— I *2( 1 +  —
С1 )  ' с2

Бу тенглама z =  h текисликда ярим уклари
)

а \ / Л4 , L i /  , _1_ Л*

булган эллипсни ашиутйди. Бу ярим уклар энг кичик кийматлари- 
га h =  0 да эришади, яъни берилган гиперболоиднинг Оху (г =  0) 
координаталар текислиги билан кесимида a v =  а ва Ьх =  Ъ ярим ук- 
ли энг кичик эллипс ^осил булади. h -+ o o  да ва нинг кий­
матлари чексиз ортади. Шундай ь^илиб, бу куриб чик,илган кесим- 
лар бир паллали гиперболоидни Оху текисликдан (иккала томонга) 
чексиз узо^лашилган сари кенгайиб борадиган чексиз труба сифати­
да тасвирлаш имконини беради. а, Ь, с катталиклар бир паллали 
гиперболоиднинг ярим уклари деб аталади. Агар а =  Ь булса, 
у холда бир паллали айланиш гиперболоиди хосил булади (5 5 -шакл).

3. Икки паллали гиперболоид. Каноник тенгламаси
у2 v2 jl

i r  +  T ^ - T  =  - 1 <38-4)а *  о1 cJ

булган иккинчи тартибли сирт икки паллали гиперболоид деб ата­
лади, бунда а, Ь, с — берилган узгармас мусбат сонлар. (38.4) тенг­
лама координаталарнинг фа^ат квадратларини уз ичига олади, шу 
сабабли сирт координата укларига ва координата бошига нисбатан
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снмметрик. Гиперболоиднинг Oxz(y =  0) координата текислиги би­
лап кесимида ярим уклари а (мав.^ум ук,) ва с (хакикий ук,) булгар

гипербола хосил булади. Гиперболоиднинг О у z (х =  0) координата 
текислиги билан кесимида ярим уклари b (мавхум ук) ва с (хаки­
кий ук) булган

Ь- с-
гипербола хосил булади. Гиперболоиднинг Оху координата текис - 
лнгнга параллел г =  h текислик билан кесимини курамиз:

Л'~ , у- h2 , ..-4- — =  — — 1 еки 
а" Ь~ с2

|Г
/!2 =  1. (38.5)

(38.5) тенгламадап келиб чикадики, \h >  с булганда текислик ги- 
перболоидни

Ь г ~ Ь  | / |

ярим уклн эллипс буйича кесади ва h - > o o  да ах, 1\ лар оргиб бо- 
ради. h — ± c  булганда (38.5) тенгламани (0; 0; с) ва (0; 0; — с) 
нукгалар каноатлантиради (яъни г =  ± с  текисликлар бу сиртга 
уринади). ! К с  булганда (38.5) тенглама мавхум эллипсни аник­
лайди, яъни гиперболоид z — h текислик билан кесишмайди.

Шундай килиб, куриб чикилган кесимлар икки паллали гипер- 
болоидни иккита алохида палладан иборат енрг сифатида таевнрлаш 
имконини беради. а, Ь, с катталиклар икки паллали гиперболоид- 
пинг ярим уклари деб аталади. Агар а = Ь  булса, у холда икки 
паллали айлапшп гнперболоиди хосил булади (56- шакл).

4. Эллиптик параболоид. Каноник тенгламаси

—  + ^ -  =  2 г (38.6)
Р Q

^  булган иккинчи тартибли сирт эллиптик па­
радаЩ,ид деб аталади, бу ерда р ва q бир 
хил ишорали берилган сонлар (масалан, 
/J >  0, ( /> 0 ) .

Эллиптик параболоиднинг шаклини аник- 
1 лаймиз. (38.6) тенглама х ва у  координата- 

ларнинг квадратларини уз ичига олади, шу 
сабабли М (х\ у, z) нук,та параболоидга те­
гишли булса, унга ишоралари исталганча 
алмаштирилган М ( ± х \  ± у \  г) нуцталар 
^ам тегишли булади. Демак, сирт Oxz, Oyz 
координата текисликларига ва Oz коорди­
ната у^ига нисбатан симметрик. Параболо-

55- шакл.
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вднинг координата текисликлари 
билан кесимини караймиз. Пара- 
болоиднинг Oxz {у = 0 )  коорди­
ната текислиги билан кесимида 
учи координаталар бошида ва 
симметрия уки Oz булган

хг =  2 pz (38.7)

парабола хосил булади. Парабо- 
лоиднинг Oyz (.v =  0) координа­
та текислиги билан кесимида учи 
координаталар бошида ва симме­
трия уки Oz булган

У2 =  2 qz

парабола ^осил булади.
Параболоиднинг Оху координата 

текислик билан кесимини караймиз:

Z

с / ' ' ' ' '

0 У
-с

_i _, \

X

56 - шакл.

- У

текислигига параллел z =  h

еки
2 ph  2 qh

=  I . (38.8)— —  =  2 /i
p  q

(38.8) тенгламадан куршмдики, 0 булганда z =  h текислик эл­
липтик параболоидпи ярим уклари

ах =  | 2 ph , /?i =  1 2 qh

булган эллипс буйича кесади. h оо да а 1 ва’ £’,г нинг катталикла- 
ри ортади. /i =  0  да эллипс нуктага айланади (z]=  0 текислик бе- 
рилган параболоидга уринади). h<Z 0 булганда £  (38.8) тенглама 
мавхум эллипсни аниклайди, яъни z — h текислик параболоид билан 
кесишмайди.

Шундай килиб, куриб чикилган 
бу кесимлар эллиптик параболоид- 
ни чексиз каварик идиш сифатида 
тасаввур килиш га имкон беради.

0 (0 ; 0 ; 0) нукта эллиптик пара­
болоиднинг учи, р  ва q сонлар унинг 
параметрлари деб аталади. р =  q 
булганда айланма параболоид .40 - 
сил булади (57- шакл).

5. Гиперболик параболоид. Ка­
ноник тенгламаси

—  — —  — 2 г (38.9)

булган иккинчи тартибли сирт ги­
перболик параболоид деб аталади, 57- шакл.

Р

115



бу ерда р ва q бир хил ишорали берилган сонлар (масалан, р  >  О 
<7Г>0).

Гнперболик параболоид шаклини ани^лаймиз. (38.9) тенглама л 
ва у ксординаталарнинг квадратларини уз ичига олади, шу сабабл! 
бу сирт координата текислигига ва Oz у^ига симметрик.

Параболоиднинг координата текисликлари билан кесимларини 
^араймиз. Параболоиднинг O x z  координата текислиги билап кеси­
мида учи координаталар бошида, симметрия уки Oz булган

х- =  2 pz
парабола хосил булади. Бу парабола ю^орига йуиалган.

Сиртнинг Oxz координата текислигига параллел у  — h текиелик- 
лар билан кесимида хам юкорнга йуналган

Л22 __ О п  IЛ- = р \ г + т ,2 ,  I

парабола >рсил булади.
Берилган параболоиднинг О у г [ х ~  0) координата текислиги би­

лан кесимида пастга йуналган, Oz укка нисбатан симметрик ва учи 
координаталар бошида булган парабола хосил булади.

Параболоиднинг Oyz координата текислигига параллел а' = - /г те­
кислик билан кесимини цараймиз. Ушбу тенгламани оламиз:

Бундан келиб чикадикн, исталган х =  h кесимда пастга йуналган, 
параболоидца ётадиган парабола хосил булади.

Нихоят, параболоиднинг Оху координата текислигига параллел 
z =  h текислнклар билан кесимларини ^араймиз. Кесимда

Л'2 у 2 0 ,  .. А’2 у 2 ,---------- =  2 а е к и ------------—  — 1
р  q 2 ph  2 qh

чизик хосил булади. Бундан келиб чицадики, / г >  0 булганда ке­
симда Oxz текисликни кесиб утадиган гиперболалар, h <Z 0 булган-

I - '

1

58- шакл.
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ja кесимда Oijz текислик ни кесиб утадиган гипербола лар ^осил 
Зулади, h =  0 булганда гипербола кесишувчи тугри чизицлар жуфти

- 4 : ___ У— =  0 ва -j— К= — О
> Р Я I P  I Ч

га айланади.
Шундай цилиб, куриб чи^илган кесимлар гиперболик параболоид- 

ни эгарсимон сирт сифатида ифодалашга имкон беради. 0 (0 ; 0; 0) 
нукда гиперболик параболоиднинг учи, р ва q сонлар эса унинг 
параметрларн деб аталади (58-шакл).

3 9 -§ . Чизикли сиртлар

Тутри чизикнинг харакатланишидан хосил булган сирт чизикли 
сирт, унда ётадиган тугри чизиклар эса ясовчилар деб аталади.

Иккинчи тартибли цилиндрик ва конус сиртлар бундай сиртлар- 
га мисолдир. Бир паллали гиперболоид ва икки паллали гиперболоид 
хам чизшуш сиртлар жумласига киради. Ушбу бир паллали гипер- 
болоидни карайлик:

А"2 > У* — =  ]. (39.1)
г'*сг  ft-

Уни бундай ёзамиз:

Х“ г- , у 1 ■■ , х  . z 1 , х  г-  ------ - =  1 — —  еки | ---- !-----I -----------—
и1 с- Ь2 ' ■ а с  j  \ а с 1

=  ( 1 " у ) ( 1 + Л -  (3 9 2 >

Ушбу биринчи даражали тенгламалар системасинп ёзамиз:

— +  — =  fe| 1 +  т - ) . сз9 з)а с .  о 1а с  о

-V г  1 , , У
Ъ I '

бу ерда k Ф  0 — ихтиёрий сон.
к нинг маълум цнйматида бу тенгламалар фазода тугри чизикнн 

аниклайди. Координаталари (39.3) системани цаноатлантирадиган хар 
кандай нукта (39.2) сиртда ёки шунинг узи (39.1) сиртда ётади. 
Шундай килиб, (39.3) тугри чизиклар оиласидаги хар бир тугри 
чизик бир паллали гнперболоидда тула ётади.

Шунга ухшаш муло^азалар ёрдамида гиперболик параболоид
—----- — ~ 2 z сиртида \ам  тугри чизикли ясовчилар жоилашганли-

Р я
' га ишонч хосил килиш мумкин.

С
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У з - у з и н  и т с к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

!. Уч номаълумлн иккинчи даражали умумий тенглама цайси шартлардп марка­
зи координаталар бошида булган сферани аник;лайди?

2. Цилиндрик сиртнинг таърнфини айтиб беринг. Йуналтирувчнси О х у  текис­
ликда ётадиган ва ясовчиси Ог укка параллел цилиндрик сиртнинг тенглама­
сини келтириб чицаринг.

3. 1\уйидагиларнн ёзинг: а) ясовчиси Ох увда параллел эллиптик цилиндр тенг- 
ламасини, б) ясовчиси Оу  уцка п?раллел гнперболик цилиндр тенгламасини, 
в) Оху  текислик симметрия текислиги ва ясовчилари Оу  увда параллел 
булган параболик цилиндр тенгламасини.

4. Уч уцли эллипсоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини кесим- 
лар усули билан текширинг.

5. Эллиптик параболоиднинг к а т п и к  тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини ке- 
симлар усули билан текширинг.

6. Гнперболик параболоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини 
кесимлар усули билан текширинг.

7. Бир паллали гиперболоиднинг канлш к тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини 
кесимлар усули билан текширинг.

8. Икки паллали гиперболоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шакли­
ни кесимлар усули билан текширинг.

9. f (х, у) =  0 яссн чизицнинг Ох ук,и атрофида анланишидан хосил буладиган 
сирт тенгламаси кандай куринишда булади?

10. х 2 =  2 ру  параболанинг Оу  симметрия у^и атрофида анланишидан цандай 
сирт хосил булади?
х- у'1

!1. — — —  =  1 гиперболанинг Ох \ц и  атрофида, Оу \ ц и  атрофида айланнши- 
а2 Ьг
дан кандай сирт хосил булади?

х 2 у 2
12. Кандай шаргда —  -+■—  — 1 эллиптик цилиндр уки Ог булган айланиш а2 Ь2 '

сирти булади?



2- б о б
МАТЕМАТИК АНАЛИЗГА КИРИШ

1- §. Ха^и^ий сонлар туплами

Сон — математик анализнинг асосий тушунчаларидан бирпдир. 
Бу гушунча бошлангич тушунча булиб, узок тарихий ривожланнш 
йулини босиб утди. Нарсаларнн, буюмларни санаш зарурати туфайлн 
натурал сонлар пайдо б;£тди. Натурал сонлар туплами бундай белги­
ланади: N — {1, 2, . . .  , п, . . .]. Натурал сонлар тупламига уларга 
карама-карши сонларни хамда ноль соннни кушиш билап бутун сон­
лар туплами Z =  . . .  , — п, . . .  , — 2, — 1, 0, 1, 2, . . .  | 
ни хосил киламиз.

Математиканинг янада тараккиётн рапнонал сонлар Q ---- \ —] (бун­
' ‘ U  1

да р, q^ Z  па ц Ф  0) нинг ва копии эса пррационал сонларнинг, яъни 
рационал булмаган сонларнинг киритплишини такозо этди. ХаР кан­
дай рационал сон чекли ёки чексиз дазрий унли каср шаклида ёзи- 
лнши мумкинлигини хамда >;ар кандай иррационал сонни чексиз дав- 
рий булмаган унли каср шаклида ёзиш мумкин эканлнпши эслатиб 
утамш.

Рационал ва иррационал сонлар тупламлари бирлашмаси хакикий 
сонлар тупламини хосил киладн ьа у R билан белгиланади. Хакикий 
сонларни сон укининг нукталари билан белгиланади. Бу пукталар 
ва хакикий сонлар орасида узаро бир кнйматли мослик мавжуд, 
яъни хар бир сонга унн сон укида тасвирлайднган ягона нукта мос 
келади ва аксинча, сон укининг хар бир нуктаспга у билан тасвир- 
ланадиган ягона сон мос келади. Бу — сон уки нукталарпни уларга 
мос сонлар бнлан алмаштнриш имконини беради.

а ва b сонлар (ёки иккита нукта) берилган, шу билан бирга 
a<Cb  булсин. а <  х <  b тенгсизликларни ^аноатлантирадиган х сон­
лар туплами кесяа ёки сегмент деб аталади ва у [а, b\ оркали 
белгиланади: а ва Ь лар кесманинг охирлари деб аталади. a < i x < i b  
тенгсизликларни ^аноатлантнрадиган х сонлар туплами интервал ёки 
оралик деб аталади ва у (а, Ь) каби белгиланади. а ^ х < . Ь  ёки 
а ■<*<£> тенгсизликларни ^аноатлантирадиган х сонлар туплами 
ярим отщ кесма ёки ярим ёпик интервал деб аталади ва у \а, b) 
ёки (а, Ь\ каби белгиланади. Хусусан, мана бундай чексиз интервал- 
лар ёки ярим интерваллар .\ам царалиши мумкин:
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( — o o ,  - f  о о ) ,  ( —  С Х ),  а), ( —  о о ,  

а], ( а , +  о о ) ,  [а , +  о о ) .

с ну^тани уз ичига оладиган, яъни 
59-шакл. a - < c < i b  булган (а, Ь) интервал с нук-

танинг атрофи деб аталади.
Маркази с нукта билан устма-уст тушадиган, узунлиги эса 2е 

(е >  0) булган ( с — е, с + е )  интервал с нуктанинг е-атрофи деб 
аталади (59- шакл). с нуктанинг е- атрофига тегишли булган истал- 
ган х нукта с — в <  х <  с 4 -е  тенгсизликларни цаноатланти- 
ради.

Т а ъ р и ф .  Хакикий соннинг абсолют циймати деб мусбат ва 
ыанфий сонлар тупламидан олинган мусбат сонга аитилади ва у 
куйидагича аникланадн:

л', агар x > 0  булса,
| х | —— I 0, агар х =  0 булса,

I — X агар я < ; 0  булса.

Масалан, | 3 | =  3, | — 3 | =  — (— 3) =  3.
Сон укидаги х нуктадан координаталар бошигача булган масофа 

j л' [ га тенглигини айтиб утайлик.
Абсолют к,ийматнинг баъзи хоссаларини эслатиб утамиз.}
1. Бир иеча кушилувчилар алгебраик йигиидисининг абсолют 

циймати бу кушилувчилар абсолют цийматларининг йигиндисидан 
катта эмас:

\ х ± у \ < \ х \  +  \у\.
2. Айирманинг абсолют киймати камаювчи ва айирилувчи абсо­

лют кийматларининг айирмасидан кичик эмас:

\ х  —  у \ > \ х \ ~ \ у \ .

3. Купайтманинг абсолют киймати купайтувчилар абсолют кий­
матларининг куиайт.масига тенг:

\ х - у \  =  \ х \ - \ у \ .

4. Булинманинг абсолют киймати булинувчи ва булувчи абсолют 
цийматларининг булинмасига тенг:

I £  =  JjlL
! у Iу \ '

1- м и с о л .  1 A- i с  3 тенгсизликни ^андай тушуниш керак?
Бу тенгсизлик саноц бошигача булган масофалари 3 дан кичик

х  нукталар тупламини ифода- 
лайди (60- шакл). Исталган х 

/ш ун и ш н и и п Т т ^  . , нукта (— 3, 3) интервалга тегиш- 
-‘t -э  г ■< р г з а- ли’ яънн тенгсизлик

— 3 <  а' <  3 тенгсизликларга 
60- шакл. тенг кучлидир. ,
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2- м и с о л .  lx — 2 1 <  1 
теигсизликни цандай тушуниш 
керак? -2 1 0  хр > ,

Бу тенгсизлик 2 нуктагача 61-шакл
булган масофалари 1 дан
кичик .v нукталар тупламини ифодалайди (61- шакл).

| х — 2 | <  1 тенгсизлик — 1 < х — 2 С  1 ёки 1 < х < 3  тенгсиз- 
ликларга тенг кучли.

3- м и с о л .  | х — а | < е  теигсизликни кандай тушуниш керак? 
Бу тенгсизлик ушбу тенгсизлик лар га тенг кучли: — е < х — а < е  
ёки f l - e < . t < a - f e .  Демак, х £ ( а — е, a-f-e ), яъни х нукталар 
а нуктанинг е-атрофига тегишли.

'2-§. Бир узгарувчининг функцияси

Иккита х ва у  узгарувчи мпкдорпи карайлик.
1-т а ъ р и ф .  Агар х мшудорнииг D сохадаги хар бир кийматига 

бирор усул ёки конун буйича у  нинг бирор Е сохадаги аник бир 
киймати мос куйилса, у  узгарувчи микдор х узгарувчи микдорнинг 
функцияси дейилади.

Узгарувчи х микдор эркли узгарувчи ёки аргумент, у  микдор 
эса в-глик узгарувчи ёки функция дейилади.

Функнияни курсатишда куйидаги белгилашлардан фойдаланилади:
у — /  (а-), //»•-= у (.v), у =  ц (х) ва .хоказо.

Агар х =  х0 булганда у  =  /  (х) функциянинг киймати у д булса, бу

Уо - = /(*„) ёкн у | у,,
каГи белгиланади^

2 - т а ъ р и ф .  Узгарувчи х нинг f (х) функция маънэга эга була- 
дигаи кийматлари туплами функциянинг анщланиш сохаси дейилади 
ва D(f)  билан белгиланади.

3- т а ъ р и ф .  Функциянинг кабул ^иладиган кийматлари тупла­
ми унинг фгариш сохаси дейилади ва Е (/) билан белгиланади.

1-м и с о л .  Куйидаги у  =  | 4 — .у2 функциянинг аникланиш ва 
узгариш со.халарини топипг.

Е ч и ш .  Берилган функция 4 —
— .V- >  0 булганда маънога эга. Бу 
тенгсизликнинг ечнми х2 <  4 ёки 
Lvj sg2.  Бу тснгсизликни х нинг [—2,
2j кесмадаги кийматлари ^аноатланти- 
ради.

Демак, D(f) =  [— 2; 21, £( / )  =
=  [0; 2].

Функция текисликда график кури-
нишда тасвирланади.Г , г , % 1 62- шакл.4- т а ъ р и ф. у  — / (х) функциянинг
графиги деб Оху текисликдаги коор-
дииаталари у =  f (х) муносабат билан бо;-ланган Р(х,  у) нукталар 
тупламига айтилади.
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Бизнинг мисолимизда / / =  ] 4 — х2 функциянинг графиги R =  2 
радиусли ва маркази координаталар бошида булган айлананинг юко­
ри кисмидан иборат (62-шакл).

Функция турли усу .1 лар билан берилиши мумкин. Функциянинг 
жадвал, аналитик ва график куринишда берилиш усуллгрини курай- 
лик.

Функция аналитик усулда берилганда .v ва у  микдорлар ораси­
даги богланпш фсрмуга сркали ифодаланади. Масалан, у -----х'2, 
у  =  (х — 3)_1-

Функция уз аниьЗРаниш сохасининг турли кисмларида турлича 
формулалар оркали берилиши мумкин. Масалан,

j л'2, агар х £ [ — 1, 0] булса,
I х, агар * 6 (0 , -|- °°) булса.

Функция жадеал усулда берилганда х ва у  микдорлар орасидаги 
богланиш жаднал куринишда и(|юдаланади:

,  ; х« . . .  X,,

У ! </1 J У 2 
1 1

Уп

Масалан, логарифмик, тригонометрик функциялар жадвалларп 
маълум.

Функция график усулда берилганда унинг графиги маълум бу­
либ, аргументнинг турли кнйматларига мос келувчи кипматлари бе- 
восита графикдан топиладн.

Энди функциянинг уснши ва камайиши, жуфт ва токлиги, дав- 
рийлиги масалаларинн кискача куриб утайлик.

у  =-- / (.v) функция бирор D(/ )  =  [cr, b\ сохада аникланган булсин.
1-т а ъ р и ф .  Агар х нинг шу сохага тегишли ихтиёрий иккита 

xL Еа х,  кииматлари учун ^ < . т 2 булганда / ( X j ) (х2) (ёки / ( х , ) >  
>f ( x . , )  тенгсизлик уринли булса, /  функция D сохада усувчи (ёки 
камаювчи) дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар х, <1х.2 булганда /  (х3Х  /  (.г.,) ( ё к и / ( х , ) >  
> / ( х 2)) булса, функция D  со.хада камаймайдиган (усмайдиган) 
функция дейилади. D(f)  =  \a, b\ соха эса /  функциянинг мсс ра- 
вишда усиш ёки камайиш оралиги дейилади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар t / = - f ( x ) функнияда хар бир x £ D ( / )  учун 
/ ( —х) =  f (х) тенглик бажарнлса, у холда /  (д) функция жуфт функ­
ция дейилади. Агар хар бир x£ D( f )  учун f (—х) =  —/ (х) тенглик 
бажарилса, у холда /(х ) функция ток функция дейилади.

Масалан, у  =  х2, у  =  cos х, у  =  In (1 +  х2) ва х. к. жуфт функ-
циялардир. у  =  Xя, у —- sinx, у  =  х ----- - га х. к. лар эса ток, функ­

' X
циялардир.
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Ж уфт функциянинг графиги ординагалар у^ига нисбатан, то^ 
функция графиги координата бошига нисбатан симметрик булади.

4 - т а ъ р и ф .  Агар у =  /  (.v) да .\ар бир x £ D( f )  ва x ± T £ D ( f )  
учун f (х +  Т) =  f (х) тенглик бажарилса, у холда f (х) функция дав- 
рий функция дейилади. Т — кандайдир ,\а^икий сон. Унинг энг ки­
чик мусбат киймати Г0 мавжуд булса, унга f (х) функциянинг даври 
дейилади.

Масалан, г/ =  3 ' 1 функция берилган булсин. Унинг даврини 
топиш учун cosх =  +  cos (.v -j- Т ) тенгламани Т га нисбатан ечиб, 
7 \ —̂ (2п —- I ) я  — 2л, Та — (2п -j- 1) л, Т-, -- 2п л — 2х, Т 4 — 2k л 
-4- 2л ларни топамиз. 7\ ва 7^ лар .v га боглик, демак, улар давр 
була олмайди. п — О булганда Г., -  л ва T t =  2я эга булиб, улар­
нинг энг кичиги Т -2 — л беритган функциянинг изланган даври бу­
лади.

Аналитик усулда бериладиган функциялар ичида элементар 
функциялар мухим урин тутади. Аввало асосий элементар функ- 
цияларни карайлнк:

1. У з г а р м а с  (константа) ф у н к ц и я :

У = С ,

бунда С — узгармас хакикий сон. Унинг аникланиш сохаси бутун 
сонлар укидан иборат.

2. Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я :

«/ =  *“ ,
бунда а  — нолдан фаркли узгармас хакиций сон. Унинг аникланиш 
сомси ва графиги а  нинг кийматига боглик.

3. К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я :

У =  а* .

бунда а >• О, а 1 — узгармас хакикий сон. Аникланиш сохаси 
барча ^акикий сонлар тупламидан иборат.

4. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я :

У =  lo g „  х ,

бунда а > 0 ,  а ф  1 — узгармас хакикий сон. Аникланиш сохаси 
барча мусбат сонлар туплами.

5. Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р :
а) у =  sin х ва у  =  cos л\

Бу функцияларнинг аникланиш со.\аси барча ^акикий сонлар туп­
ламидан иборат.

б) у  =  tg а- ва у  =  ctgx.
Бу функциялардан биринчиси х =  - -  +  л п  (n£Z) ,  нккинчиси

.г =  л п цийматлардан ташкари .\амма >;ацик;ий сонлар учун анш\- 
ланган.
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6. Т е с к а р и  т р н г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р :
а) у  — arc sin л ва у  — arc cos х.

Функциялар [— 1, 1] ораликда аникланган.
б) // =  a rc tg *  ва у =  arc ctg х.

Функцияларнинг аникланиш сохаси — барча хакикий сонлар тупла­
ми.

Энди мураккаб функция тушунчаси билан танишайлик. Фараз 
килайлик, бирор D  сох;’да х узгарувчининг функцияси // =  ф(.г) 
берилган булиб, унинг узгариш сохаси G булеин. Фараз килайлик, 
G сохада у  — /  {и) функция берилган булсин. У холда х узгарув­
чининг D  сондаги  хар бири кийматига и узгарувчининг G сохадаги 
аник бир киймати Еа бу кийматга у узгарувчининг аник бир кий­
мати мос келади.

Шундай килиб, дг узгарувчининг D сохадаги хар бир кийматига 
у  узгарувчининг гник киймати мсс келади, яъни у  узгарувчи х шшг 
функцнясидир га уни у =  F (х) билан белгилаймиз. F (\) функция /  
ва ф функциялари оркали куйидагича ёзилади:

у  =  F(x) = f (<f М ).

Бунда F (х) функция л- узг^ругчининг /  ва ф функцияларидан ту- 
зилган мураккаб функцияси дейилади. Бунда и =  ср (х) оралик уз- 
Гс'рувчи дейилади. Шундай килиб, функциянинг аргументи эркли 
узгаруЕчи ёки сралик узгаругчи, яъни унптРузи  эркли узгарувчи­
нинг функцияси булиши мумкин. Масалан, агар y  =  ]gu ва и =  tg x  
булса, у  мураккаб функция булади, у  =  lg tg x .

Мураккаб функция иккитадан ортик функниядан тузилган були-
ши хам мумкин. Масалан, агар у =  lg //, и =  tg v  ва v -- } х- - f  1

булса, у  мураккаб функция булади: у  =  lg tg | х 1 -\- 1 .
Асосий элемент ар функциялар ва мураккаб функция тушунчала- 

ри ёрдамида элементар функция таърифини бериш мумкин.
Элементар функция деб асосий элементар функциялардан чекли 

сондаги арифметик амаллар ва улардан олинган мураккаб функция- 
лардан тузилган функцияга айтилади. Равшанки, асосий элементар 
функциялар элементар функциялар синфига тегишли. Куйидагнлар 
злементар функнияларга мисол була олади:

lg  я 'п  (х2 +  1) ^

|  X —  1

у — sin2 tg х, у  --- In arc tg2 .

3- §. Сон ли кетма-кетликллр

1. Асосий таърифлар
1- т а ъ р и ф .  Натурал сонлар тупламида аншуланган функция, 

яъни х =  f(n),  п £ N  функция сонли кетма-кетлик деб аталади.
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Агар п га 1, 2, 3, . . аа (оказо кийматлар берсак, бу функ- 
циянннг

.V, = / ( 1 ) ,  x2 =  f{  2), . . . , хп =  f (п)

хусусий кнйматларпни оламиз, улар кетма-кетликнинг хадлари ёки 
элементлари деб аталади. Сонли кетма-кетлик \хп\ ёки \f{n)\ ор­
кали белгиланади. Кетма-кетликнинг п- ^ади унинг умумий ,\ади 
деб аталади. Кетма-кетликнинг умумий хади маълум булса, у бе­
рилган хисобланади.

1- м и с о л .  :с -  функция ушбу тугри касрлар кетма-кетли- 
пши беради:

\ х  1 =  f - J L - )  -  1  - И —  1
\ п +  l j  [ 2 ’ 3 ’ 4 ’ ' ' ' ’ п + 1'  '  } '

2- м и с о л .  х ~ 2 п — 1 функция ушбу ток, сонлар кетма-кетли- 
гинн беради:

U-J = { 2 /i — 1} =  {1, 3, 5, . . . , 2п — 1, . . .].

3- м и с о л .  х =  (— 1)л функция ушбу соили кетма-кетликни бе­
ради:

i xn' = { ( - 1 ) "  I = { — К 1. - I .  I . - - - } -

4- м и с о л .  х =  sin ^  функция ушбу сонли кетма-кетликни бе­
ради:

К }  =  ( 51п™} =  { ) .  о, - 1, о ,  1 , . . .

Барча мисолларда ti£N, барча кетма-кетликлар чексиз кетма-кетлик- 
лардир, яъни уларнинг .\ар бирида сунгги ^ад мавжуд эмас. Барча 
.хадлари бир хил [ушмат ^абул ^шадиган \хп \ кегма-кетлик .узгар­
мас кетма-кетлик дгб аталади.

Шундай М  сон мавжуд булсаки, барча п£М учун хп С  М тенг­
сизлик бажарилса, 1хп \ кетма-кетлик ю.^оридан чегараланган кетма- 
кетлик деб аталади.

Шундай М >  0 сон мавжуд булсаки, исгалган n^N учун х п '>  М. 
тенгсизлик бажарилса, \хп | кетма-кетлик куйидлн чегараланган 
кетма-кетлик деб аталади. кунидан, ,%ам ю^оридан чггаралан- 
ган \хп | кетма-кетлик чегараланган кетма-кетлик деб аталади.

Бу холда шундай М  >  0 сон мавжуд буладики, исталган n£N 
учун | хя | <  /VI тенгсизлик бажарилади.

Агар исталган п£М учун

* п < х п + 1

тенгсизлик бажарилса, {хп ) монотон усувчи кетма-кетлик деб ата­
лади.

Агар исталган n £ N  учун хп > х п+] тенгсизлик бажарилса, {хп} 
монотон камаювчи кетма-кетлик деб аталади.
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Агар исталган n £ N  учун

*а >  *„ + !
тенгсизлик бажарилса, { x j усмайдиган кетма-кетлик деб аталади.

Агар исталган n £ N  учун

<  *„Н
тенгсизлик бажарилса, {хп} камаймайдиган кетма-кетлик деб ата­
лади.

5- м и с о л .  \хп\ =  {я} =  {1, 2, 3, . . . , п, . . .} — усувчи, 
цуйидан чегараланган кетма-кетлик.

6- м и с о л .  {•*'„} =  {1—2п} — {— 1, —3, —5, . . .  j — камаювчи, 
юцоридан чегараланган кетма-кетлик.

7- м и с о л .  {хп\ =  | - - j  =  1 1, —, . . , | —камаювчи, чегаралан­

ган кетма-кетлик.
2. Кетма-кетликнинг лимити. а узгармас сон ва {хп} кетма-кет­

лик берилган булсин.
2- т а ъ р и ф .  Агар исталган е >  0 сон учун шундай N — N (e)"> О 

сон мавжуд булсаки, барча п ^  N  лар учун
I хп — а I <  е

тенгсизлик бажарилса, а узгармас сон \хп\ кетма-кетликнинг лими­
ти деб аталади ва бу куйидагича ёзиладн: 

lim х„ =  а ёки хп ->  а.П Пп ->оо

Агар \хп | кетма-кетлик чекли лимитга эга булса, у яцинлашув- 
чи кетма-кетлик, акс холда эса узоклашувчи кетма-кетлик деб 
аталади.

\хп —-а |<Г е тенгсизлик а — е < хп <  а +  е тенгсизлнкларга тенг 
кучли эканини биламиз. Бун» хисобга олсак, лимит тушунчасини 
геометрик нуктаи назардан бундай тушунтириш мумкин: агар истал­
ган е > 0  сон учун шундай ;V = jV (e );> 0  сон топилсаки, \хп } кетма- 
кетликнинг n > N  дан бошлаб барча хадлари а нуктанинг е- атро­
фига тушеа, яъни а нуцтанинг е-атрофига \хп \ кетма-кетликнинг 
чекли сондаги хадларидан ташкари барча хадлари тушеа, а узгар­
мас сон \хп j кетма-кетликнинг лимити деб аталади.

8 - м и с о л .  О сони |.vn ) — i — ] кетма-кетликнинг лимити экан-
' I п J

лигини, яъни l i m— =  0 ни исботланг.
п-̂ оо 11

Ихтиёрий ее > 0  сонни олайлик. —  — 0 < е  ёки
1

п п
<Се тенг-

п
сизликни тузамиз. Биро^ О, шунинг учун —  < е ё к и  .

п е

Бундан куринадики, N =  N(e)  сифатида —  дан катта исталган сон,
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яыш N( e ) > —  олинса, у холда барча n'^>N{е) учун —  < е  ёки 
I е ' п I

— О j С  е тенгсизлик бажарилади. Бу эса lim —  =  0 эканини
 ̂ I /I—ОО Н

бнлдиради. Масалан, 8 =  0,01 учун N (в) =  100 ва п >• 100 учун
—  С  0,01. 

п
3. Монотон чегараланган кетма-кетлик лимитининг мавжудлиги.

Ушбу теоремаларни исботсиз келтнрамиз:
] - т е о р е м а .  Агар \ х п \ кетма-кетлик монотон усувчи ва 

юкопидан чегараланган булса , у лимитга эга.
2 - т е о р е м а .  Агар j хп ] кетма-кетлик монотон камаювчи ва 

куйидан чегараланган булса, у лимитга эга.

4 -§ . Тупламларнинг ю^ори ва ^уйи чегаралари.
Больцано— Вейерштрасс теоремаси

Хакпцил сонларнинг нхт’иернт туплами Е ни карайлик. Агар у 
чекли туплам булса, у ^олда унинг элеменглари орасида энг катта 
ва энг кичик сои мавжуд. Агар у чексиз туплам булса, у холда 
.чар доим хам шундай булавермайди. Масалан, натурал сонлар туп­
лами N энг кичик сон—бир сонига эга, лекин энг катта сонга эга 
эмас. Бэшка мисол: (а, Ь) интервал энг кичик сонга ,\ам, энг катта 
сонга хам эга эмас. Ихтиёрий туплам учун цуйи ва юцори чегара 
тушунчаларини кнритамиз.

1-т а ъ р и ф .  М чекли сон учун ушбу икки шарт бажарилса, у 
Е тупламнинг аш ц юкори чегара,си деб атааади:

1) исталган х £ Е  учун х <  М тенгсшлик уринли;
2) исталган е >  0 сон учун шундай х, £ Е  ну1\та мавжудкн, унинг 

у ч у н  М — е <  л-!  <  М тенгсизликлар бажарилади.
Е тупламнинг аник, юкори чегараси sup Е — М  ёки sup \ х \ = М  

каби белгиланади, бу ерда sup — логинча supremum «энг юцори» 
сузидан олинган.

2 - т а ъ р и ф .  т чекли сон учун ушбу и -еки шарт бажарилса, у 
Е тупламнинг аш и  куйи чегараси деб аталади:

П исталган х ^ Е  учун х ^ т  тенгсизлик уринли;
2) исталган е >  0 сон учун шундай х х £ Е нукта мавжудкн, унинг 

уч\ н т <г. х± <  т в тенгсизликлар бажарилади.
Е тупламнинг аниц цуйн чегараси inf Е =  т ёки inf \х\ = т  

каби белгиланади, бу ерда inf — логинча infiinum — «энг к,уйи» су- 
зндан олинган.

1 - м и с о л . Е =  [ * 1 п 

Бу ерда

2- м и со  л.
Бу холда

-  f_L А  —~ [ Т  ’ Т  ’ 4
булсин.

Е

inf Е =  

(а, Ь)

inf Е

2 ’ 
булсин,

sup Е =  1. 

бу ерда а,

a, sup Е — Ъ.

Ь — чекли сонлар.
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Агар Е туплам ^уйидан ёки юкорндан чегараланмаган булса, 
унинг аник юкори чегараси деб +  ж ни, аник, куйи чегарасн деб
— оо ни айтилади, яъни sup £  =  +  оо, inf Е — — оо.

3- м и с о л. .V =  (1, 2, . . . , п, . . . j . Бу ерда inf N =  1, sup N —
=  - j -  ОО .

4- м и с о л. Z — | . . . , —2, — 1, 0 ,  1 , 2 , . . . } .  Бу ерда

inf Z =  — оо, sup Z  =  +  оо.

Ихтиёрий хакикий сонлар кетма-кетлиги { хп ) ни караймиз. Ун- 
дан чсксиз сондаги элементлар т^пламини ажратсак, янги кетма- 
кетлик оламиз, уни \х п \ кетма-кетликнинг кисмий кетма-кетлиги 
(кием туплами) деб атаймиз. Агар \х п \ кетма-кетлик якинлашувчи 
булса, у холда унинг исталган цисмий кетма-кетлиги хам яцинла- 
шувчи булади. Бу даънонинг тугрилигн фа^ат яцинлашузчи кетма- 
кетликлар учунгина хос эмас, чунончи: .^ар кандай хакикий сонлар 
кетма-кетлиги ( хп ) дан якинлашувчи кисмий кетма-кетлик ажра­
тиш мумкин.

Масалан, { * , } = { ( — 1)” ] =  {— 1, 1, — 1, 1, . . .  } узоклашувчи
кетма-кетлик, бироц унинг {], 1, 1, . . . ) цисмий кетма-кетлиги 
1 га якинлашувчи кетма-кетликдир.

Агар {хп j кетма- кетлик чегараланмаган булса, у холда у 
( + оо) га ёки (— оо) га якинлашадиган ^исмий кетма-кетлик ни уз 
ичига олади.

Т е о р е м а .  Агар \ х п \ кетма-кетлик чегараланган булса, у 
холда ундан чекли сонга якинлашадиган кисмий кетма-кетлик 
ажратиш мумкин.

Больцано — Вейерштрасс теоремасн деб аталадиган бу теорема 
чех математиги Больцано са немис математиги Вейерштрасс точони- 
дан исботланган эди.

У з  - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Кандай сонлар ^аци^ий сонлар т у т а м и н и  хосил килади?
2. Соннинг абсолют цнймати деб нимага айтилади?
3. Абсолют цийматларнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
4. Кесма, интервал деб нимага айтилади?
5. Ну^танинг атрофи, в-атрэфи тушунчаларига таъриф беринг.
6. Сонли кетма-кетликнинг таърнфини айтиб беринг.
7. К,андай кетма-кетликлар ю^оридан (цуйидан) чегараланган деб аталади? М и­

соллар келтиринг.
8.  К,андай кетма-кетликлар мэнотон усувчи (клмлюзчи), усмайдгган, камаймаа • 

диган деб аталади? Мисоллар келтиринг.
9. Кетма-кетлик лимити таърифинн айтиб беринг. Якинлашувчи кетма-кетликка 

мисол келтиринг.
10. К етм а-кетли к  лимитининг мавжудлиги ^ацидаги теоремани айтиб беринг.
11. Тупламнинг аниц ю^ори ва ани^ куйи чегаралари таърнфини айтиб беринг. 

Мисоллар келтиринг.
12. К исмий к етм а-к етл и к  нима? Больцано — Вейерштрасс теоремасини айтиб 

беринг.
13. 176— 1 8 5 -масалаларни ечинг.

128



A ' t  

A 

A £

7 [
i

7

J - f ( X )

5- §. Функциянинг лимити
1. Функциянинг нуктадаги лимити.
5- т а ъ р и ф .  Агар у =  / (х) функ­

ция х =  а нуктанинг бирор атрофида 
аникланган булиб (х =  а нуктанинг 
узида аникланмаган булиши мумкин) 
исталган s > 0  сон учун шундай б > 0  
сон мавжуд булсаки, \ х  — а | <С б тенг- 
сизликни каноатлантирадиган барча 
х Ф  а нукталар учун | /  (х) —  А | <  s 
тенгсизлик бажарилса, А чекли сон 
у =  / (х) функциянинг х — а нуктада­
ги (ёки х —>~а даги)лимити деб аталади.

Агар А сон f(x)  функциянинг а нуктадаги лимити булса, бу 
куйидагича ёзилади:

lim /(х) =  А ёки х-+ а да /(х)->- А.

а & а  х а ' б

63- шакл.

|х  — а | <  б тенгсизликии а нуктанинг б-атрофида ётадиган ну^та- 
лар, | / (х)  — Л | <  з тенгсизликии эса А нуктанинг s- атрофида ёта­
диган /(х) лар каноатлантиради, яъни / ( х ) £ ( Л — s; А +  г).

Демак, юкоридаги таъриф геометрик нуктаи назардан куйидаги- 
ни англатади: агар исталган г ;> 0  сон учун шундай б "> 0  мавжуд 
булсаки, а дан масофаси б дан орти^ булмаган (а — 6; а +  б) ин- 
тервалдаги барча х лар учун /  (х) функциянинг кийматлари (А — г;
А +  г) интервалга тушса, А сон / (х)  функциянинг х - + а  даги ли­
мити булади (63-шакл).

х2 _ ] g
2 - ми  сол.  l i m -----------  = 2  эканини таърифдан фойдаланиб ис-

х^4 хг — 4х
ботланг.

х2 _ j Q
/  (х) = ----------- функцияни х =  4 нуктанинг бирор атрофида, маса-

х2 — 4х '  ‘
лан, (3; 5) интервалда царайлик. Ихтиёрий г >  О
| / (х) — А \ ни х ф 4 деб куйидагича узгартирамиз:

ни оламиз ва

16
—  о

4х
( х - 4 )  (х +  4) 

х ( х — 4)

| х  — 4 1

х6(3 ; 5), яъни х > 3  ни ^исобга олсак, ушбу тенгсизликии хосил 
киламиз:

16
- 4х

— 2 <
\х — 4|

бундан куриниб турибдики, б =  3 е деб олсак, у ^олда | х — 4 | <  б 
тенгсизликии каноатлантирадиган барча * 6 (3 ; 5) учун ушбу тенг­
сизлик бажарилади:

9—2478 129
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!Л 

л-г .
А

16

Ах < Т  =  е-

Бундан 2 сони f  (х ): *г — 16 
ж2 — 4х

V •*
64- шакл.

функциянинг х  =  4 нуктадаги 
лимити булиши келиб чикади.

2. Функциянинг чексизлик- 
даги лимити.

6 - т а ъ р и ф .  Агар y = f ( x )  функция х нинг етарлича катта !̂ ий- 
матларида аникланган булиб, исталган г >■ О сон учун шундай iV > 0  
мавжуд булсаки, |x |> . \V  тенгсизликни ^аноатлантирадиган барча х  
лар учун | /  (х)—А | тенгсизлик бажарилса, узгармас А  сон y = f ( x )  
функпиянинг х —>■ оо  даги лимити деб аталади.

Агар А сон / (л) функциянинг л- ->- оо даги лимити булса, бу 
куйидагича ёзилади:

lim f(x)  =  А.
X -*■ оо

Бу таъриф геометрик ну^таи назардан куйидагини англатади: агар 
исталган ^ > 0  сои учун шундай N у> 0 мавжуд булса, барча |л:|>.УУ 
учун функциянинг цийматлари (А — ;; А -'г  а) интервалга тушади 
(64- шакл).

3 - м и с о л .  l im - л-^~ “ =  1 эканини исботланг.
Х-+ЭО X

f ( x ) =  функцияни карайлик.
X ' *

Ихтиёрий е > 0  ни оламиз ва | /  (х) — А | ни узгартирамиз:
2

1 + —  х
1

1*1

Агар N  =  —  ни олсак, у холда барча |.v (> ,V  учун ушбу 

тенгсизлик бажарилади:
.v 2 1

Бундан 1 сони /(х ) =  

булиши келиб чикади.

X
х + 2

о
£.

функциянинг X оо  даги лимити

X
2X

3. Лимитга эга функциянинг чегараланганлиги(
7 - т а ъ р и ф .  (а, Ь) интервалда аникланган у  =  f (x)  функция учун 

шундай У И > 0 сон мавжуд булсаки, барча х £ ( а ,  Ь) лар учун 
[ /  (х) j <С М  тенгсизлик бажарилса, у холда у  =  /(х ) функция (а, Ь) 
интервалда чегараланган деб аталади.
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Агар бундан Л1 сон мавжуд булмаса, у ^олда у = / ( х )  функ­
ция бу интервалда чегараланмаган деб аталади.

4 - м и с о л .  (/=--sinx функция (— оо, +  о о )  интервалда чегара­
ланган, чунки бу интервалдаги барча х лар учун | s i n x | <  1, яъни 
М =  1.

5 - м и с о л .  у =  —  функция (0,1) интервалда чегараланмаган, 
х '

чунки —  <  М  буладиган М > 0  сон мавжуд эмас.

Функциянинг лимити билан унинг чегараланганлиги орасидаги 
богланинши белгилайдиган ушбу теорема уринли.

1 - т е о р е м а .  Агар lim f (х) — А — чекли сон булса, у  холда
х->а

у =  f (х) функция а нуктанинг бирор атрофида чегаралангандир. 
И с б о т и .  l i m / ( * ) — Л тенгликдан исталган е > 0  учун шун-

х-+а
дан б > 0  топиладики, а нуктанинг б-атрофида ушбу тенгсизлик 
бажарилади:

| / (х)  — Л | < е  ёки | / (х)  | — | А | <  | / ( х ) — А ) < е .
Бундан | / (х)  | <  ) А | -j- s булиши келиб чикади. Агар М =  | A j +  s 
деб олсак, у холда а нуктанинг б- атрофидаги барча х лар учун 
| / ( ”)|  <  ,’Л тенгсизлик бажарилади. Шупи исботлаш талаб килинган 
эди.

Агар f(x) бирор интервалда чегараланган булса, у холда------- хам
" Нх)

чегараланган функция булишини айтиб утамиз tf(x)=/=0).

А. Бир томонлама лимитлар.
8 - т а ъ р и ф .  Агар у  — /(х) функциянинг х =  а нуктадаги ёки 

х - + а  даги лимити таърифида х узгарувчи а дан кичик (яънп х < .а )  
булганича колса, у холда функциянинг Ах лимити функциянинг 
х =  а нуктадаги (ёки х а — 0 даги) чап томонлама лимити деб 
аталади.

Демак, хар бир е > 0  сон учуй шундай б > 0  сон мавжуд бул- 
саки, 0 <  а — х ' < б  теигсизликни каноатлантирувчи барча х лар 
учун | / (х)  — Л1 тенгсизлик бажарилса, A t сон /  (х) функциянинг 
х = а  нуктадаги (ёки х - + а — 0 даги) чап томонлама лимити деб ата­
лади.

/  (х) функциянинг .V — а нуктадаги чап томонлама лимити бун­
дай белгиланади:

Ах =  lim /(х ),ёки  Л1 =  lim f{x),  ёки Ах — /  (а — 0).
х-+а а —» а —0
х< а

Агар а — 0 булса, у холда бундай ёзилади:
Ai — lim f (х) =  f ( 0).

л—>—0
9 - т а ъ р и ф .  Агар y = f ( x ) функциянинг х =  а нуктадаги ёки 

х а даги лимити таърифида х  узгарувчи а дан катта (яъни х^>а)
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? * булганича цолса, у ^олда функция­
нинг А 2 л и м и т и  х =  а  нуцтадаги 
(ёки х а +  0 даги) унг томонла­
ма лимити деб аталади.

Демак, >̂ ар бир е > 0  сон учун 
шундай б ;>  0 сон мавжуд булса­
ки, 0 <  а — а <  б тенгсизликии ка- 

'ноатлантирадиган барча х лар учун: 
\ f ( x )  — A2\ < e  

тенгсизлик бажаршга, А2 сон f (х) 
функциянинг х =  а нуцтадаги (ёки 

А ' - > а + 0  даги) унг томонлама лимити деб аталди. /(х)ф ункция­
нинг х =  а нуктадаги унг томонлама лимити бундай белгиланади:

А 2 =  lim f (а ) , ёки А г =  lim f(x),  ёки A., =  f(a  +  0).
х> а

Агар а =  0 булса, у холда бундай ёзилади:
А, =  lim f ix)  =  / ( + 0 ) .

‘ JC-C+0 '
/(а )  функциянингА=а нуктадаги чап ва унг томонлама лимитла- 

ри бир томонлама лимитлар деб аталади (65- шакл). Агар А , — А 2 
булса, у холда /(а ) функция х =  а нуктада лимитга эга. Бунга 
тескари даъво ^ам уринли. Демак, f (x)  функциянинг а нуктадаги 
бир томонлама лимитлари мавжуд ва улар узаро тенг, яъни f(a  — 0) =  
=  /  (а -г 0) булганда ва факат шундагина бу функция а нук,тада 
лимитга эга булади.

5. Чексиз катта функциялар.
10-т а ъ р и ф .  Агар / ( а ) функция а нуктанинг бирор атрофида 

аникланган ва исталган М > 0  сон учун шундай 6 > 0 с о н  мавжуд 
булсаки, \х  — а | <С б тенгсизликии каноатлантирадиган барча х ф а  
лар учун | /  (а ) | >  М  тенгсизлик бажарилса, а  -► а да f (x)  функция 
чексизликка интилади деб айтилади ва бу куйидагича ёзилади:

оо (66-шакл).
1

lim f{x)
X—Kl

6- м и с о л. 

ни исботланг. 

/(* ) =  1

lim
X - . I X— 1

=  оо экани-

-  функцияни царайлик.
х — I

Ихтиёрий М  >  0 сонни оламиз, | /  (х) | >  
ни алмаштирамиз. -------  >  М

X— 1

ir б } ш -

деб

булсин, бундан \ х — 1| <С 

ши келиб чикади. Агар б =
I

м
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олинса, | х  — 1 | -<  б тенгсизликни ^аноатлантирадиган барча х  лар 
учун ушбу тенгсизлик бажарилади:

I >  —  =  М  ёки
I

М.

Бу эса х -  1 да f  (.г) —
х — 1

X— 1

булишини билдиради, яъни

lim —
(-+I х -

1 1 - т а ъ р и ф.  Агар /(.г) функция барча х лар учун аникланган 
булиб, исталган М  >  О учун шундай Дг >  0 топилсаки, | -v | >■ N  
тенгсизликни ^анзатлантирадиган барча х лар учун | f (х) | >  .И тенг­
сизлик бажарилса, f (х) функция х оо да чексизликка интилади 
дейилади.

Агар х  -  оо да f (х) функция чексизликка ннтилса, бу куйида­
гича ёзилади:

lim  / (х) — оо.
X —»<Х>

7 - м и с о л .  l i m. r2 =-oo ни исботланг (67-шакл). f(x) =  x2 функ-
х-*оо

цияни цараймиз. Ихтиёрий М >  0 сонни оламиз ва | f (х) [ >  М  
тенгсизликни тузамиз. х2 > М , бундан | x | > i  М  келиб чикади. 
N -= у М  деб олинса, | А' | >  N  тенгсизликни каноатлантирадиган 
барча х лар учун х2>  N 2 =  М  ёки х2> -/И  тенгсизлик бажарила­
ди. Бу эса х оо да / ( .< )=  х2 - оо ни, яъни l i m x 2 =  oo экани-

.Y—>ОС

ни билдиради.
12-т а ъ р и ф .  Агар

lim f (д-) (lim /  (л;) =  оо)

булса, у ^олда f (x)  функция х а да (ёки а: -о о  да) чексиз кат ­
та функция деб аталади.

Бу таърифдан куринадики, агар f  (х) чексиз катта функция бул­
са, у ^олда исталган М  >  0 учун шундай б > 0  топиладики, 
\х  — а  | <С б тенгсизликни каноатлантирадиган барча х  лар учун 
|/ ( j c ) |> A f  тенгсизлик бажарилади. Бундан чексиз катта функция 
чегараланмаган функция экани келиб чикади.

6. Чексиз кичик функциялар ва 
уларнинг чексиз катта функциялар 
билан богли^лиги.

13-т а ъ р и ф .  Агар l i m / ( . t ) = 0
х~+а

(ёки l i m/ (x)  =  0) булса, j  (х)
X—*оо

функция х а да (ёки х-+  оо да) 
чексиз кичик функция дейилади.

N
67- шакл.
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Бу таърифдан куринадики, f(x)  функция масалан, х~*а  да чек­
сиз кичик функция булса, у >;олда исталган кичик е > 0  сон учун 
шундай 6 > 0  с о н  топиладики, \х  — а | < с 6  тенгсизликии цаноатлан- 
тирадиган барча х лар учун | /  (х) | С  е тенгсизлик уринли булади.

Бундан чексиз кичик функция (каралаётган нуктада) доимо че­
гараланган функция булиши келиб чикади.

Математик анализда чексиз катта ва чексиз кичик функциялар 
катта а^амиятга эга. Улар орасида ушбу теорема билан ифодалана- 
диган богланиш бор.

2 - т е о р е м а .  1) Агар f (х) функция х - + а  да (х-> оо да) чек­
сиз кичик функция булса, у  холда —1— функция х-*а да (х->- оода)

' f(x)
чексиз катта функциядир.

2. Агар <р(х) функция Х-+. а да (х-r оо да) чексиз катта функ­
ция булса, у холда —!— функция х —  а да (х- > оо да) чексиз кичик

' ф(х)
функциядир.

И с б о т и .  1) f(x) функция х -  а да чексиз кичик функция 
булсин. х -> а да чексиз кичик функциянинг таърифига кура ис­
талган кичик е > 0  сон учун шундай 6 > 0  мавжудки, \ х — а | < 8  
шартни кАноатлантирадиган барча х лар учун | /  (х) | <С е тенг-

Iсизлик бажарилади. Бундан 
I

>» —  булиши келиб чикади, 
еf(x)

=  М деб белгиласак, сунгги тенгсизлик бундай ёзилади:
1

f (х)
> М .

Bv эса х->- а да ------ -*■ оо  булишини, яъни lim ------- =  оо ни
' / (X) ' х^а { (X)

билдиради. х —V оо булган >;ол хам шунга ухшаш исботланади.
2) ср(х) функция х->- а да чексиз катта функция булсин. х а 

да чексиз катта функциянинг таърифига кура исталган М > О учун 
шундай 6 > 0  маржудки, х — а | < ; б  шартни каноатлантирадиган 
барча х лар учун | <р(х) | >  М  тенгсизлик бажарилади. Бундан

<  —  келиб чикади. —  =  е деб белгиласак, у ^олда сунгги 
м м

I
Ф W

тенгсизлик бундай ёзилади:
Ф (х)

<  е. Бу эса х  а да —----- +- О
Ф (*)

ни, яъни lim ------ =  0 ни билдиради.
х-*а ф {х)

х  оо булган ^ол ? а̂м шунга ухшаш исботланади.

з - у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. у  =  f (х) функциянинг х->- а  даги лимлгн ннма? Таърифини тенгсизлик ёрда­
мида беринг ва уни геочэтрнк нуцтаи назардан тушунтиринг.

2. х->~ а да лимитга эга функцияга мисол келти рин г .
3. y =  f(х) функциянинг х-*-оо даги лимити таърифини айтиб беринг. Таъри­

фини тенгсизлик ёрдамида келтиринг. Геомегрик маъносини тушунтириб бе­
ринг.
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4. х-*- оо да лимитга эга булган функцияга мисол келтиринг.
5. Бир томонлама лимнтлар нима? Функциянииг ну^тадагн лимити ва бир то- 

монлама лимит тушунчалари цандай бом анган?
6. К,андай функция чегараланган функция деб аталади? Лимитга эга булган

функциянинг чегараланганлиги ^а^и даги  теорем ани исботланг.
7. К,андай у — f  (х) функция д а  чексиз к атта  ф ункция деб  атал ади ?

Геометрик маъносини туш унтириб берииг.
8 К андай  у  =  J (х) функция х->- ■« д а  чексиз к атта  ф ункция деб аталади ?  

Таърифни тенгсизликлар ёрдам ида айтиб беринг.
9. х->-а  да  чексиз к атта  ф ункцияга мисол келтиринг.
10. х  — со да  чексиз к атта  ф ункцияга мисол келтиринг.
11. Чексиз катта  ф ункция чегараланган  ф уикция буладим и? А гар б^лм аса, не- 

галигини тушунтирипг.
12. К,андай у  —  /  (х) фуикция х  -*■ а да ва х->-оо да чексиз кичик ф ункция деб 

аталади? Т енгсизликлар ёрдам идаги  таъриф ини айтиб беринг.
13. Чексиз катта  ва чексиз кичик ф ункциялар  орасида ^ан д ай  богланиш  бор? 

Ш унга мос теорем ани исботланг.
14. 190—195, 198—206- м асалаларни  ечинг.

6-§ . Чексиз кичик функиияларнинг асосий хоссалари 

1. Чекли сондаги чексиз кичик функцияларнинг алгебраик
ЙИРИНДИСИ.

1-т е  о р е м  а. Чекли сондаги чексиз кичик функцияларнинг ал­
гебраик duFunducu чексиз кичик функциядир.

И с б о т и .  Иккита 1<;ушилувчи булган ^олни цараймиз. а( х)  ьа 
Р(а-) лар х->~а  да чексиз кичик функциялар булсин, яъни

] i r n a ( x ) = 0 ,  limp(x) =  0.
х—*а х—>а

и (х) =  а  (х) +  Р (х) функциями карайлик. l im и (х) =  0 булишини
х->а

исботлаймиз. х а да а  (х) чексиз кичик функция булганлиги учун 
исталган е >  0 сон учун шундай ёг >  0 сон топиладики, | х — а | <  б1
шартни каноатлантирадиган барча х лар учун (а  (х) | <  —  тенгсиз­

лик бажарилади.
Р(х) чексиз кичик функция булгани сабабли яна уша е > 0  сон 

учун шундай б 2> 0  топиладики, |х  — а  | <  62 шартни каноатланти-

радиган барча х  лар учун | Р ( х ) | < - ^ -  тенгсизлик бажарилади.

S, ва б2 ми^дорларнинг кичигини олиб уни б билан белгилаймиз. 
У холда |х  —  а | <  6 шартни каноатлантирадиган барча х лар учун 
ушбу тенгсизликлар бажарилади:

I “  W I <  - J  ва IР W  I <  у  •

Демак, а  нуцтанинг б атрофида ушбу тенгсизлик тугри булади:

М  = | а ( х )  Ь Р(х) [ <  | а ( х ) Ц - | Р ( х ) | < - | -  +  - | -  =  е.

Шундай цилиб, \х  — а | < б  шартни каноатлантирадиган х лар учун 
[ и | <  е. Бундан и (х) чексиз кичик функция булиши келиб чикади, 
яъни
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lim u(x) =  lim [ a(x) +  p(x) ] =  0.
X -» £ 2  x —>a

Теорема исбот цилинди.
2. Чексиз кичик функциянинг чегараланган функцияга купайт- 

маси.
2 - т е о р е м а .  Чексиз кичик функциянинг чегараланган функция­

га купайтмаси чексиз кичик функциядир.
Й с б о т  и. х - + а  да а  (х) чексиз кичик функция ва z (х) чегаралан­

ган функция булсин. и(х)  =  a ( x ) - z  [х) функцияни цараймиз. 
Игл и (л:) == 0 булишини исботлаймиз. х ^ а  да г(х)  чегараланган
х—*а '
функция булганлиги сабабли бирор М  >  0 сон учун шундай 6Х >  0 
сон топиладики, \ х  — a j C S j  шартни каноатлантирадиган барча х 
лар учун \ z ( x ) \ < i M  тенгсизлик бажарилади. х - + а  да а{ х)  чексиз 
кичик функция булганлиги сабабли, исталган е >  0 учун шундай 
б2 > 0  топиладики, \ х  — а | <  б2 шартни каноатлантирадиган барча
х  лар учун | сх (лг) f <  тенгсизлик бажарилади. бх ва 62 ми^дор-

ларнинг кичигини оламиз ва уни 6 билан белгилаймиз, у ^олда 
| х  — a j С  6 шартни каноатлантирадиган барча х  лар учун ушбу 
тенгсизликлар бажарилади:

I z (х) | <  М  ва I а  (х) I <  —.
М

Демак, а  нуктанинг б-атрофида ушбу тенгсизлик т\три булади: 

\ и \ = \ а ( х ) - г ( х ) \  =  \ а ( х ) \ - \ г ( х ) \ < : ^ - - М  =  е.

Шундай цилиб, \ х  — а | <  б шартни каноатлантирадиган барча х  лар 
учун | и | <  е. Бундан и (х) чексиз кичик функция эканлиги келиб 
чи^ади, яъни

lim  и (х) =  lim a  (x) -z{x)  =  0.
х~*а х~*а

Теорема исбот килинди.

3. Чексиз кичик функцияларнинг купайтмаси.
3 - т е о р е м а .  Чексиз кичик ф ункцияларнинг купайтмаси чексиз 

кичик функциядир.
И с б о т  и. а( х )  ва р(х) лар х - > а  да чексиз кичик функциялар 

б>лсин. Лекин чексиз кичик функциялар чегараланган функциялар- 
дир, шу сабабли а  (х) ■ р (х) купайтмада функциялардан бири чега­
раланган функция, иккинчиси эса чексиз кичик функциядир. Шу 
параграфдаги иккинчи теоремани кулланиб, куйидагини оламиз:

lim  а ( х )  -р (х) =  0
х~+а

Теорема исбот килинди.
4 . Чексиз кичик функциянинг нолдан фарцли лимитга эга бул- 

ган функцияга булинмаси.
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4- т е о р е м а .  Чексиз кичик функциянинг нолдан фарк^ли ли­
митга эга булган функцияга булинмаси чексиз кичик функциядир.

И с б о т и .  х->-а да а(х)  чексиз кичик функция, z(x) эса х->-а 
да лимити мавжуд функция булсин, бу лимитни А ф О  билан бел­
гилаймиз. Бирок лимитга эга булган функция чегараланган функ­
циядир (4-§, 3-банд), шу сабабли z(x)  чегараланган функциядир.
У холда (4- §, 3- банд) —1— функция ^ам чегараланган функция-

г (х)

дир. Шу сабабли =  а  (х) ■----  булинмани а  (х) чексиз кичик
z (x)  z ( x)

функциянинг ----- чегараланган функцияга купайтмаси сифатида ка-
г (  х)

раш мумкин. Шу параграфдаги 2-теоремани цулланиб, lim =  0
х->а z(x)

ни ^осил ^иламиз. Теорема исбот килинди.
5. Лимитга эга булган функцияни узгармас ва чексиз кичик 

функция йигиндисига ёйиш.
5 - т е о р е м а .  1) Агар у  =  / (х) функция ' х ^ а  да лимитга эга 

булса, у %олда уни бу лимитга тенг узгармас сон ва чексиз ки­
чик функция HuFunducu куринишда ифодалаш мумкин.

2) Агар y =  f{x) функцияни узгармас сон билан ва х -+ а  да 
чексиз кичик функциянинг йигиндиси куринишида ифодалаш мум­
кин булса, у  холда узгармас кушилувчи бу функциянинг а да­
ги лимити булади.

И с б о т и .  1) lim / (х) =  А булсин, у ^олда исталган е > 0  учун
х-+а

шундай 6 >• 0 мавжудки, ] * — а | <С б шартни каноатлантирадиган 
барча .V лар учун J / ( х ) — Л | < е  тенгсизлик бажарилади. Бу тенг­
сизлик эса (f(x ) — А) функция х- +а  да чексиз кичик функция эка­
нини билдиради. Уни а (х ) оркали белгилаймиз, у холда /(* ) — А =  
=  а ( х ) ёки /(х ) =  Л + а ( х ) ,  бу ерда х ^ а  да а  (х) чексиз кичик 
функция, А эса / (х) функциянинг лимити.

Теореманинг биринчи цисми исботланди.
2) f ( x ) = A  +  а  (х) булсин, бу ерда А — узгармас сон. а(х)  эса 

х->-а да чексиз кичик функция. У >;олда исталган е > 0  учун шун­
дай б >  0 мавжудки, | х — а | <  б шартни каноатлантирадиган бар­
ча х лар учун | о с ( х ) | < е  тенгсизлик бажарилади. Бу эса \х — а | <С
<  б шартни каноатлантирадиган барча х лар учун | /  (х) — А | =
— [ а  (х) I <  е ёки | /  (х) — А | <  е булишини билдиради. Булардан эса 
lim f{x) =  A булиши келиб чикади. Теорема исботланди.

х -* а

7-§ . Лимитлар ^ацида асосий теоремалар

Лимитга утишнинг энг содда ^оидаларини, яъни функциялар- 
нинг лимитларинитопишга ёрдам берадиган кридаларни келтириб 
чикарамиз. Бунда исботни факат х -+ а  хрл учун утказамиз (х->-оо 
да шунга ухшаш булади). Баъзан эса цис^алик учун, х->-а ни х;ам, 
х-*-оо ни хам ёзмаймиз.
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1.  Й и р и н д и н и н г  л и м и т и .
1 - т е о р е м а .  Чекли сондаги функциялар алгебраик йигиндиси- 

нинг лимити цушилувчи функциялар лимитларининг алгебраик 
йигиндисига тенг.

Исботни иккита кушилувчи булган хол учун утказамиз. и ва у 
иккита функция, а ва Ь лар эса узгармас сонлар булиб, бу функ­
цияларнинг лимитлари булсин, яъни lim и =  a, lim v =  b.

5 -§  даги 5-теоремага асосан и — а +  a , v =  b-\-f i  деб ёзиш 
мумкин, бу ерда а , (3 — чексиз кичик функциялар. Демак, u - \ -v  — 
=  (а +  a) -f (b +  Р) =  (а +  Ь) +  (а +  (3). Бу тенгликда (а +  Ь) уз­
гармас сон, (а  +  Р) — чексиз кичик функция. Бунга 5- § даги 5 -теоре­
манинг иккинчи кисмини кулласак, lim (и +  у) =  а +  b =  lim и +  
- f  lim  и эканлиги келиб чикади.

Теорема исбот килинди.
1- м и с о л. lim 4 * = l i m  [ 1 +  — I =  lim 1 +  l im — | = |  1.

X—►оо Х^ х —ю о \  X  /  х —юа х~ ю о  X  |

2. Кулайтманинг лимити. ■
2 - т е о р е м а .  Чекли сондаш функциялар купайтмасининг ли­

мити функциялар лимитларининг купайтмасига тенг.
Исботни иккита функция булган \o.i учун кглгирэмиз. lim и — 

=  a, lim v =  b булсин, бунда а ва b узгармас сонлар. У ^олда 
и — а +  а, v =  b +  Р. бунда а , р — чэксиз кичик функциялар (5-§,
5-теоремага кура). Демак,

и ■ v =  (а +  a) (b - f  Р) =  ab +  (op +  ab +  сф). ”
Сунгги тенгликда ab узгармас сэн (аР +  ab  +  оф) — чексиз кичик 
функция (5-§. 1, 2, 3 -теорема тар га а:о:ан). 5-§ даги 5 -теорема- 
нинг иккинчи цисмини кулласак:

lim и-и =  ab =  lim u- l i m v.

Теорема исбот килинди.
2- м и с о  л. lim (х +  1)(х — 8) =  lim (х +  1) - lim (л: — 8) =

дг-»3 дг-^З х  *г*3

=  ( 3 +  1) (3 — 8) = — 20.

Натижа. Узгармас с купайтувчини лимит белгисидан таища• 
рига чикариш мумкин, яъни j

lim  с-и(х)  =  с lim и (х),
чунки

lim с — с — узгармас сон.

3 - м и с о л .  l im 5 х2 =  5• lim х2 =  5 -22 =  20.
х->2 х- ,2

3. Булинманинг лимити.
3 - т е о р е м  а. Иккита функция булинмасининг лимити махраж­

нинг лимити нолдан фар^ли булса, бу функциялар лииитларннинг
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булинмасига тенг, яъни агар lim v Ф О булса, lim — =  ——  була-
v  lim v

ДИ.
И с б о т и .  lim u =  a, Y\mv =  b ф §  булсин. Демак, « =  а +  а ,

I1 =  b +  р. Ушбу айниятни ёзамиз:

и а — а . __ a / a  +  a  а \ а . ab  — ар

v b + ? >  Ь U  +  P b )  Ь Ь ( Ь + Р ) '

Бу тенгликда “ — узгармас сон, — чексиз кичик функция

(5-§, 1, 2, 3- теоремаларга асосан), чунки ab  — а|3 чексиз кичик 
функция, b(b +  f>)-*b2, шу билан бирга, Ь ф  0. Сунгги тенгликка
5- §, 5 - теореманппг иккинчи кисмини кулласак:

, .  и a l im  иlim — =  — = ------ .
v b l im  v

Теорема исбот килинди.
л , .  4х  —  34- м и с о л .  lim ------ - ни топинг.

д->1 5х -[- 2

lim (5.v 4- 2 ) '=  5 • 1 +  2 =  7 Ф  0. Шунинг учун:

lim  (4,v —  3)
. . 4 х  —  3 г _ 1  4 -1  —  3 1lim ------- = -------------- = -----------  =  -  .
л--и 5х -j 2 l im (5 x  +  2) 5-1  - |-  2 7 

*—1

Г Л-2 — 45 - м и с о л .  l im -------  ни топинг.
а-.->2 X  —  2

Бу ерда х — 2 да сурат на махраж 0 га интилади. Теоремани 
цуллаб булмайди. х ф  2 булганда уринли буладиган ушбу айний 
алмаштиришни бажарамиз:

-  .(* - 2 )  (* +  2) =  х  +  2 .
х — 2 х  — 2

Шу сабабли бундай ёзиш мумкин:

. .  х-  — 4 , .  (х — 2) (х 4* 2) , .  , , оч . l i m ------- =  lim - -------  ' =  lim (х +  2) =  4.
А-->2 X — 2 х--*2 (X — 2) х-»2

6 - м и с о л .  lim —~  1 ни топинг.
х—2 X — 2

Бу ерда х ->-2 да махраж 0 га интилади. Теоремани ь^уллаб бул­
майди. Биро^ сурат 1 га интилади. Тескари микдорнинг лимитини 
топамиз, яъни

х — 2 0 п  lim ------  =  — =  0.
х-»2 X— 1 1

Бундан lim -— - =  оо, чунки чексиз кичик функцияга тескари
' л->2 X — 2

функция чексиз катта функциядир (4- § нинг 6- бандидаги теорема).
139



4. Тенгсизлик ларда лимитга утиш.
4 - т е о р е м а .  Агар а нуктанинг бирор атрофига тегишли бар­

ча х лар учун у  =  f(x)  >  0 ва l im f (х) =  А (А — чекли сон) б у л-
х -* а  '

са, и холда А >  О булади.
И с б о т и .  Тескарисини фараз киламиз, А <  0 булсин, у ^олда 

\ Ш - А \  > \ А \ ,  яъни айирманинг модули \А \ мусбат сондаи кат­
та ва демак, х->-а да нолга интилмайди. Бирок бу холда х~»а  да 
у  =  /  (х) функция А га интилмайди, бу эса теорема шартига зид, 
бинобарин A<L 0 деган фараз зиддиятликка олиб келди. Демак, 
/(х ) >  0 булса, lim /  (х) =  А >  0 булади. Теорема исбот килинди.

А' — >Q

/ ( х ) ^  0 булган хол хам шунга ухшаш исботланади.
5 - т е о р е м  а. Агар h ( x )  ва }2(х) функциянинг мос кийматлари 

учун f1 ( x ) > f  2 (х) тенгсизлик бажарилса, у  холда 1 im / t (х) >  1 i m / 2 (x)
x —>a x—>a

булади.
И с б о т и .  Шартга кура (х) >  (х), бундан / х (х) — / 2 (л) >  0. 

Олдинги теоремага кура l i m( / j ( x ) — f-2 (x) ) > ®  ёки [lim (.v) —
х —^а x -+q

— lim / 2(х)] > 0 ,  бундан

lim /j (x) >  lim fn{x).
x  x-*a

Теорема исбот ^илинди.

5. Оралик, функциянинг лимити,
6 - т е о р е м а .  Агар f l (x),  f 2(x) ва ср (х) функциялар нинг мос 

кийматлари учун

fi (*) <Р М  <  / 2 М  
тенгсизлик бажарилса ва бунда l i m / ^ x )  =  A, l im f2(x) =  А бул-

х~-*а л:~»д
са, у холда l im ф (х) =  А булади.

А—>0

И с б о т и .  Шартга кура lim Д (х) — А ва lim f 2 (x) — А,  демак,
х -> а  х~>а

исталган е > 0  сон учун а нуктанинг шундай атрофи мавжудки, 
унда \ fi (x)  — .4 | <С е тенгсизлик бажарилади. Худди шу каби, уша 
е > 0  учун а нуктанинг бирор бошка шундай атрофи мавжудки, 
унда | / 2(х)— А | < е  тенгсизлик бажарилади. Бу атрэфларнинг ки- 
чигида \ f l (x) — А | <  е ва | / 2 (х) — А | С  е тенгсизликлар бажарила­
ди. Булар эса ушбу тенгсизликларга тенг кучли:

— e < / i ( x ) — Л < е ,
— е < / 2(х) — А < е .

Энди теорема шарти Д (дг) <  ф (х) <  / ,  (х) га к,айгиб, уларни ушбу 
тенг кучли тенгсизликлар билан алмаштирамиз;

f i (x) — А <  ф (х) — А <  /2 (х) — А.
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Агар бу тенгсизликларга (6.1) тенгсизликларни кулласак, куйидаги - 
ни оламиз:

— £<Zfi {x)  — А С  ф (х) — А <  / 2 (х) — А <  е, 
бундан— е < ф (л ')  — / 4 < е  булиши келиб чикади, яыш

lim ф (х) =  А.
Х —К 1

Теорема исбот килинди.
Бу теорема функция лимитининг мавжудлик аломатини нфода- 

лайди.

У з- v з и н и т е к ш и р и ш у ч у н с а а о л л а р

1. Чексиз кичик функциялар йигиндиси .ужидаги теоремани исботланг.
2. Чсксиз кичик функциянинг чегараланган функцияга купайгчаси .хакидаги 

теоремани исботланг.
3. Чексиз кичик функциялар купайтмаси нимага интилади? Исботланг.
4. Чексиз кичик функциянинг нолга тенгмас лимитга эга булган чегараланган 

функцияга булинмаси нимага интилади? Исботланг.
5. Лимитга эга булган функция билан чексиз кичик функция орасида цандан

б 1глгшиш бор? Тугри ва тескари теоремаларни исботланг.
6. Купайтманинг лимити хакидаги теоремани исботланг.
7 Функциялар йигиидисининг лимити хакидаги теоремани исботланг.
8 Булинманинг лимити хакидаги теоремани исботланг.
П. Тенгсизликларда лимитга утиш хакидаги теоремани исботланг.
10. Оралик функциянинг лимити хацндаги теоремани исботланг.
П .  2 1 1 — 215, 268 — 278, 2 8 1 — 286, 293 — 301, 306 — 312- мнеолларнн е ч ш г  .

lim
x-vj

8-§ .  Биринчи ажойиб лимит

Оралик функциянинг лимити хакидаги теоремани ушбу мухкм
-  —■ 1 лимит муносабатии келтириб чш^аришга кулланмнз. Бу

лимит купинча биринчи ажойиб лимит деб аталади.
Т е о р е м а .  £111* функция .v-<-0 да 1 га тенг лимитга эга. 

х '
И с б о т  и. R радиусли айлана оламиз, радиапларда ифедаланган 

х бурчак 0 < х <  ораликда ётади деб фараз килайлик (68-шакл). 

Шаклдан куринадики,

< ВО А с ек т, юз <
BOA юз < '

СОЛ ю з- БнР01\> 
R- sin X,

BOA сектор юзи :

R2 л 
=  —  X, ^СОА  юзи 

2 
/?3

О А2 ■ А В

ОА ■ А С =

=  — t gx . I Hy  сабабли тенгеизликлар 

ушбу куринишнн олади:

—
///

I
I 0 IА

68- шакл.
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R2 . ^ R 2 _ R2— sin л: <  — x < ; — tg  x
2 2 2

ёкн

sin x < x <  tg x.

Барча ^адларнн s in .x :> 0  га буламиз ft)< C x •< у ] :

i __ X .  1 _ sin X ,  11 < ------< ------- еки cos x <C-------<  1.
s i l l  X COS X X

sm x функция бир хил лимит lim cos x =  1 ва lim 1 =  1 га эга
X *->0 .r-*0

булган функциялар билан чегараланган. Орали^ функциянинг ли­
мити хакидаги теоремага асосан (6-§, 6 -теорема):

s i n  х  , l im ------ =  1.
х->0 X

Теорема . t > 0  булган хол учун исбот ^илинди. Энди х бурчак
— — < х < 0  чегараларда ётади деб фараз цилайлик. -V = — г (г-> 

-►О, 0) алмаштириш бажариб, шакл алмаштирамиз:

.. s i n  х , .  s i n  ( — г) .. s i n  г ,l i m ------  lim — 5---- — =  l im- — '
*-.0 д: z-.o (— г) z-v0 г 
* < 0  2  -О г  -0

Шундай килиб, формула а: < ; 0 булган хол учун хам исбот кплин- 
ди. Шундай ^илиб, биринчи ажойиб лимит формуласи lim -s'n х =  1

дг-*о X
ни исталган (манфий ва мусбат) х лар учун исбот цилдик.

,  ,  s i n Зх , . 3  sin3x- s i n Зд: _.!- м и с о л .  lim -------------=  l im ------------- =  3 lim ---------=  ,3.
.*-*0 x  A->0 3x  a->0 Зд:

x  x
—  sin  —

— cos x  2 s i n 2 2 2 • r2 - м и с о л .  I nn------------=  l i m-------------=  l i m--------- -lim sin — _
x x->o x jc— x a->o 2

=  1 - 0 = 0 .

O ! ■ „  tg x  f  sin *  .. sin X 1 , , ,3- м и с о л .  l im —— = l m i --------= l i m ------- - I n n ------  =  1 ■ 1 =  ].
x-*a x  *_>() * cos a: *.->0 x  *-*ocosa:

. sin  2 x  . .  2 - s in  2 x  1 24- м и с о л .  lim --------= l i m ------------- ------------ - =  — .
x->0 sin 5 x ,«-»n 2x  5-s in  5л: 5

5x
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9- §. Иккинчи ажойиб лимит, е сони

Монотон чегараланган кетма-кетликнинг лимити ^акидаги теоре­
мани ушбу MVX11M

/ I \«
П т  ( 1 4 ----- ) =  е

П->оо \  П I

лимитни келтириб чикаришга татби^ этамиз. У иккинчи ажойиб 
лимит деб аталади.

fx,t |  =  (( 1 - f  — 1"1 сонли кетма-кетликни цараимиз, бунда п £ N.

! 1 \ п1 - т е о р е м а .  Умумий хади хп — ( 1 -|— ) булган кетма-кет­

лик /г— оо да 2 ва 3 орасида ётадиган лимитга эга.
II с б о т  и. Иоботлашда бу кетма-кетлик усувчи ва чегараланган- 

лигини курсатамиз. Ньютон биноми формуласи

(а +  Ь)п =  а п +  -  an~ l b +  п—-~  1} ап~ гЬ2+
У ’ 1 1-2

, п (п — 1) (п — 2) Д.,-3^3 | I « (п — !) (п — 2) ■ . ■ (Я - - (Я —  1))^п
1-2-3 • • ■ ■ j 2 3 п

буйича кетма-кетликнинг л-хади ва («+1)->^ади учун ифодалар- 
ни ёзамиз:

f 1 +  — f  =  1 +  -г  ■ — ' / 1 '2?  " п ! 1 п 1-2 \ п !
п ( п —  ' )  (п — 2) / 1 \3 |_ , п (п —- 1) (п —  2) . . . (п — (/г — 1|) / 1 ,л 

1-2-3 {  п ' ' ' ' ' ‘ I -2-3 . . . п ' I п )  ~

=  1 +  1 +  —  f  1 —  -  ) +  — '- - - ( 1 —  -  ] I 1 —  ^  .  +
1•2 I п 1- 2- 3 \  и 1 п 1

( 8 Л »

1 ------ 7

1 • 2 - 3  . . . (П -)- 1 ) П 1 , , П 1 И ; I

хп ва Д'„Х| ни таь^осласак, хгг+, ^ад хп дан битта мусбат ^?ши-

лувчига ортшушгинн курамиз. Сунгра 1 — -----  > 1  — — , I —
п 4- 1 п

о о з з
> 1  — — , 1 ---------- > 1  —• — ва хоказо, булганлиги учун

П 4- 1 п 11 _L ' п
учинчиснДан бошлаб, хп , , даги хар бир цушилувчи хп даги мос
кушилувчидан катта. Демак, хп+1> х п, бу эса умумий .^ади хп =

1 \ гг ш
=  11 4- — 1 булган кетма-кетлик усувчи эканини билдиради.

п J ’
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Энди бу кетма-кетлик чегараланганлигини к$>рсатамиз. k =  1, 2,
3 ,  . . . учун f  1—  ̂ эканини айтиб утамиз. У  .^олда (8.1) фор-

п
мула бундай ёзилади:

1 + т )  < 1 + 1 + - Т Т + Г ^ Г з + - - - + 1 ^ Г 7 ^  <8 -2>
Сунгра

1 .......7^ —  <■ 11 -2-3  2 2 1 -2 -3 -4  2 3 1-2 . . .  /г 2 n~ J
эканлилигини .\исобга олсак, (8.2) формулани бундай ёзиш мумкин:

х* " ( , + т Г < , + | + т + ?  +  --- +  1 Ь - ' + ( | + г +
+ . . .  +  ' '2п~ 1 I

1^авсга олинган хадлар махражи q — ва биринчи хади 1 булган 

геометрик прогрессия хосил килади. Шу сабабли

х.„ — ( 1 Н----- 1 1 - f - -------- =  1 -f- 2 =  3.П п

1 2

Демак, барча п лар учун куйидагини хосил киламиз:
, 1 \ п

* . . = ( ■ + v )  < 3 ­
, I \ п

(8.1) тенгликдан * =  | 1 Н----- ] > 2  экани келиб чикади.
\ п /

Шундай килиб, ушбу тенгсизликларни ^осил килдик:

2 <  ( 1 +  J -  Г <  3. (8.3)
п !

/ М пДемак, умумий хади хп =^1 Н----- j булган кетма-кетлик чегаралан­

ганлигини курсатдик. Шундай к,илиб, ( ^ л| =  (( 1 +  — ) ] кетма-кет­

лик усувчи ва чегараланган, шу сабабли у лимитга эга (2- §, 3- 
банддаги теорема). Бу лимитни е харфи билан белгилаймиз, яъни

t J \ /I
умумий ^ади хп =  j 1 +  — ) булган кетма-кетликнинг п ->  оо даги 

лимити е сони деб аталади:

е =  lim (1 +  — f  (8.4)
п-*ао \  tl J •

(8.3) тенгсизликлар дан 2 < е < 3  булиши келиб чикади. Теорема 
исбот ^илинди.
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е — иррационал сон, унинг ^иймати вергулдан кеиинги еттита ра­
ками билан куйидагига тенг:

е -  2,7182818 . . . .

2 - т е о р е м а .  ( 1 +  — ̂  функция х - уоо да е сонга тенг ли-
X )

митга эга-
! . . I Vlim I 1 +  — =  е.

X—>сю \  X  !

И с б о т и .  Исботланган (8.4) формулада п бутун мусбат к,иймат- 
ни кабул килиб чексизликка интилади. Энди х бутун ,\амда каср 
^ий.уатларни ^абул килиб оо га интилсин.

1) .*-► -f- оо булсин. Унинг хар бир циймати иккита бутун мус­
бат сон орасида ётади.

п sS л :<  п 4- 1 •

К,уйидаги тенгсизликларнинг бажарилиши равшан:

1 1 . 1
—  >  —  >X п-\-1

1 +  — > 1 4 "  — >  1 +
п X п +  1

/  1 ;Я 4 .1  ! 1 '.дг /  I \П
| Н  | > ( М — - >  |[ 14 —  | .
\ п } \ X ! \  п +  1/

Агар х ->  +  оо булса, у холда п-*- оо. Энди( 14- функцияни у 3 

ичига олган ифодаларнинг лимитларини топамиз:

l im ( 14- — У14"* =  lim ( l  4- — V . (1 4- — ') =  e - 1 =  e.
П—юо \  fl j  П—*оо \  /I /  \  П J

lim ( 1 4- —— ^ =  Hm ( 1 H------—  . (1 4------— ) 1 =  e- ( l ) -1  =  e.
П-+ oo \  tl~f - 1 /  n—*oo \  tl \ j  \  П -J- 1 J

Лимитлар тенг. Демак, оралик; функциянинг лимити ^а^идаги теоре- 
мага асосан (6- §, 6- теорема) куйидагига эгамиз:

. .  / 1 \Х
l im 1 4 ------ \ =  е.

2) х -*— оо булсин. Янги х  =  — (t 4- 1) узгарувчи киритамиз. 
х - у  — оо да / - > - 4 - о о .  Бундай ёзиш мумкин:

lim ( 1 4 - — V  =  lim { \ --------—  ) <<+1>= l i m  (—— ) (/+I) =
X—>—ос \  X /  |-оо \  t -f- 1 J (—>■-}-oc \ t  -( - 1 )

=  lim =  lim f l 4 - — ^ +1=  lim ( 1 4 - - M •( 1 4- - M = e .
t —» - |-Q O  \  t  J OO \  i  j  v  » /  \  •

Шундай цилиб, lim  [1 -]— -'l =  e эканлигини исботладик. Бу тенг-
*->±00  \  X I
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ликда— =  сс деб олсак, у холда х-*-оо  да а -* -0  (а=^=0) га эга- 
х _1_ ‘

миз ва lim = е булиши келиб чикади.
а-+0

п \  3

1- м и со  л. lim [ 1 + - -  j =  lim |  ( 1 +  — 'j 
/1 ->эо ‘ 11 J П —>oo I \ n f

=  e3.

2- м нс ол .  lim I 1 + — j =  lim 11 1 - f  — )" I" =  e~.
П-+00 1 fl  /7—+oo 1 ’ fl J  j

3- м и с о л . I im ( 1 — — ) =  1 im IU  +  —!— ) Д | 1 =  e~ 1 =  — .
Л - .0 0  X  Л — оо ' —  X  J  }  e

/  4  '  *4-2 
Й 2 i-J- - \,'x+3 i

4 - м и с о л .  lim I — - | =  l im

X /
! 3 .• , 3 4 2

и -  — ■ > +  “=  lim * * '

e“ 1- 1
— e11.

10- §. Натурал логарнфмлар

Математикада асоси <? =  2 , 7 1 . . .  булган натурал логарнфмлар 
катта ахамиятга эга. Улар 1пА; билан белгиланади. Шундай килиб,

In N =  log, N.
Бир асосли логари [змдан бошка асосли логарифмга ушбу форму­

ла ёрдамида утилади:

leg
loga ь

Бу ерда —1—  купайтувчи а асосдан b асосга утиш (утказиш) мо­

дули деб аталади. Натурал логарифмлардан унли логарифмларга ва 
аксинча угиш формулалари бундай булади:

In jV =  f lg N =  1п /V
lg е In 10

I !
бу ер д а -----=  2,30258 . . . . ,  --------- =  0,43429 . . . утиш модули.

Ig е In 10 "

Шундай к,илиб, In N  да 2 ,3026Ig N, lgvV да 0,4343 In N.
Сонли хисоблашларда унли логарнфмлар ^улай, харфий алмаш- 

тиришларда эса натурал логарнфмлар к;улланилганда купчилик фор- 
мулалар содцалашади.
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М и с о л .  In 32,94 ни ^исобланг.
Формулага кура 1п 32 ,94да^  32,94-2,3026. Уили 'логарифмлар 

жадвалидан lg 3 2 ,9 4 »  1,5177 ни топамиз. Демак, In 3 2 ,9 4 »  
да 1,5177-2,3026 да 3,4947.

У з-9 з и н и т[е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Оралик; функциянинг лимити хак,идаги теоремани айтиб беринг.
sin х

2. l im  --------=  1 формулани исботланг.
лг->и х

3. Кетма-кетлик лнмитининг мавжудлигн хакидаги теоремани айтиб беринг.

I I .  1 \п4. lim  1 — —  I =  е формулами исботланг.
П—юо \ 11 J

5. l i m!  1 +  —  I =  е формулани исботланг.
А—>оо \ х  }

6. Кандай логарифмлар системаси нагурал логарифмлар деб аталади? Натурял 
снстемадан унли системага ва аксинча цандай утилади?

7. 314—324, 351—361- масалаларни сччнг.

11-§ . Чексиз кичик функцияларни таэдослаш

Келгусида а  ва Р ни ’умумий аргументлари бир х ш  лимитга 
интиладиган чексиз кичик функциялар деб тушунамиз. Иккита чек­
сиз кичик а  ва р функцияни таккослаш учун улар нисбатининг 
лимитини топиш лозим. Бунда бир нэча хол булиши мумкин.

1. Чексиз кичик функциянинг тартиби. а) агар lim *- = 0  бул­

са, а  функция р функцияга нисбатан ю^ори тартибли чексиз кичик 
функция дейилади. Бу ерда а  нолга В г а  К а р а г а н д а  тезрок; инти­
лади деб айтилади.

1 - м и с о л .  а  — х3, р — х ва х - > 0  булсин. Топамиз:
lim х3 — 0, lim х =  0.
х->0 а->0

Ct X ̂У холда l i m— = l i m — =  lim х2 =  0. Бу эса а  = х 3 функция р = х  
Р .t-> 0  X  д--*о

функцияга карагапда юкори тартибли чексиз кичик функция эканини 
билдиради.

б) агар lim —  == оо булса, ос функция р га нисбатан куйи тар- 
Г1

тибли чексиз кичик функция дейилади.
2 - м и с о л .  а  =  х, р =  х3 ва .г-*-0 булсин. У ?рлда lim  -f- =

'  Р
X 1=  lim  — = l i m  — = о о . Бу а  =  х функция р =  х3 функцияга ка-

л -* 0  X 3 х-*и X 2
раганда куйи тартибли чексиз кичик функция эканини билдиради.

Куриб чирлган  а) ва б) хрллардан келиб чи^адики, агар а  функ­
ция р функцияга ^араганда ю^ори тартибли чексиз кичик функция 
булса, у ^олда Р функция а  функцияга ^араганда куйи тартибли

*
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1- Рда lim —  = 0 0 . 
а

в) Arap lim —  — А Ф 0 ва А чекли сон булса, у холда а  ва р бир 
Р ‘

хил тартибли чексиз кичик функциялар дейилади.
3 - м и с о л .  а  =  sin 5.v, р =  х ва х —*-0 булсин. Равшанки, 

l i ms i n5x =  0, l im х =  0, у холда
д -*.0

.. sin 5х  5 sin  5 х  г.
п т  -------- = I i m

чексиз кичик функция булади, яъни агар lim  —  =  0 булса, у хол-

x-ti) х x-tO 5л:

Демак, а  ва Р бир хил тартибли чексиз кичик функциялардир.
2. «о» ва «О» белгилари. Чексиз кичик функцияларни таццослаш- 

да «о» ва «О» белгиларидан фойдаланилади. «о» бел г и юкори- 
роь; тартибли чексиз кичик функцияни белгилаш учун хизмат кила- 
ди. Агар а  чексиз кичик функция р чексиз кичик функцияга 
нисбатан юкорирок тартибли булса, у холда бу бундай ёзилади: а - 
- о ( р ) .  ' ‘ '

Шу параграфдаги I- мисолда x - v O  да а  =  х3 функция р =  х га 
Караганда юцорироц тартибли чексиз кичик функция, шу сабабли 
бундай ёзиш мумкин: х3 -^о(х) .

«О» бел г и бир хил тартибли чексиз кичик функцияларни бел­
гилаш учун хизмат цилади. а  чексиз кичик функция Р чексиз ки­
чик функция билан бир хил тартибли булса, бундай ёзилади: а  =  
=  0(Р) .  Шу параграфдаги 3 - мисолда х —>-0 да а  =  sin 5х функция 
Р =  х билан бир хил тартибли чексиз кичик функция, шу сабабли 
бундай ёзиш мумкин: sin 5х — 0 (х ).

12-§.  Эквивалент чексиз кичик функциялар

Агар а  ва р бир хил тартибли чексиз кичик функциялар, шу
билан бирга lim ~  =  1 булса, у ^олда улар эквивалент деб атала- 

Р ‘
ди. Эквивалент а  ва р чексиз кичик функциялар учун а — р белги­
лаш ь^абул ^илинган.

1 п ■ sin х  ,1 - м и с о л .  *-+-0 да sin лс — х, чунки lim ------  = 1 .
*-»0 X

2 - м и с о л .  х->-0 да tg x -~ x ,  чунки l i m =  1.
x-»0 X

3 - м и с о л .  х-->-0 да I n (1 +  х ) ~ х ,  чунки

lim —- 1 х)■ =  lim In (1 +  х) =  In е =  1.
X х->0

X24 - м и с о л .  х ->  0 да 1 — cos х — — , чунки
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1. Эквивалентлик шарти. Иккита чексиз кичик функция экви- 
валентлигннинг содда белгиси мавжуд.

1 - т е о р е м а ,  а  ва Р чексиз кичик функциялар эквивалент бу- 
лииш учун бу функциялар бир-биридан тартиби у лар нинг ,\аР 
бирининг тартибидан юкорирок булган чексиз кичик функцияга 
фарк; щлиши зарур ва етарлидир.

И с б о т и .  а  — р айирмани у оркали белгилаймиз. у — а — р 
чексиз кичик функциядир.

З а р у  р л  иг  и: а р булсин, у ни а  ва р билан таккослаймиз:

lim — = l i m а ~~  ̂ =  lim (1 — — ) =  1 — lim — =  1 — 1 =  0,
а  а  ' a  j  а

l im — = l i m  а ~ ^  = П т  j —----- 1 ] = Iim  —-------1 =  1 —- 1 = 0 ,
Р р ' p i p

чунки lim —  = l i m  —  =  1. 
р а

Шундай килиб, lim — =  0 ва П т  —  — 0, демак, у — а  — Р функция 
а р

а  ва р га Караганда юкорироь; тартибли чексиз кичик функциядир.
Е т а р л и л и г и :  у функция а  ва р га нисбатан юкорирок тар­

тибли чексиз кичик функция булсин, яъни

l i m—  = 0  в а П т  — =  0. 
а Р

Алмаштириш бажарамиз:

lim — = l i m  = l j m  | 1 ---- — ']=  1 — lim -^- ,
а  а  \  а  1 а

бундан
1 - -  lim —  == 0 ва lim — =  1

а  а
ёки

lim — = l i m - — — =  lim ( —-----1 ) = l i m  —------1,
P p U  ! p ’

бундан
l i m—— 1 = 0  ва l i m— =  1.

P P
Шундай цилнб, a  — p. Теорема исбот килинди.

Амалиётдаги купчилик масалаларда шу теорема муносабати билан 
чексиз кичик функцияларнн уларга эквивалент чексиз кичик функ­
циялар билан алмаштириш мумкин, яъни a  «  р (такрибан тенг) деб 
хисоблаш мумкин. Такрибий хисоблашларда бундан кенг фойдала- 
нилади. Масалан, кичик х ларда (*->- 0 да) ушбу такрибий тенглик- 
ларни тугри деб ^исоблаш мумкин:



sin x ~  x, t g x z z x ,  In (1 -f- x) ж x ва ^оказо.
2. Лимитларни хисоблашда чексиз кичик функцияларни экви­

валент чексиз кичик функциялар билан алмаштириш. Лимитларни 
хиссблашда ушбу теоремадан фойдаланнлади.

2 - т е о р е м а .  Иккита чексиз кичик функция нисбатининг ли­
мити уларга эквивалент чексиз кичик функциялар нисбатининг 
лимитига тенг.

И с б о т  и. а, р — чексиз кичик функциялар ва a ~ a j ,  P ~ P i
булсин, —  нисбатнинг лимитшш топамиз:

Р

ос а  а, р, а а,  В, а.lim — =  lim —  • —  • —  = l i m  —  - lim —  ■ lim —  = l i m  — ,
P r- '- i P i  P * i  P i  P P i

чунки lim — =  I, Hm —  =  I. Шундай килиб, lim —  =  lim —  .
a,  p ' p pt

Теорема исбот килинди.

о sin ,3 дг . .  3 х  „8 - м и с о л .  lim -------  =  lim — =  3.
А--. О X A--.U X

п  1 — cos 2х  2 ( s iп ж)2 2х- 2 п9--м и с о л .  lim -----------  =  lim —------— =  lim —  =  — lim а- =  0.
,v-»u lg  3 лг a- *u tg  3x x-+o 3 x  3 a —.0

i n  i • In (I -f- 2 x)  . .  2x  110- м и с о л .  l i m ------- !--------=  l im --------- =  l im — =  oo.
x -► и si n2 2л: а-гО (2 x)2 x->Q 2x

1 3 -§ . Функциянинг узлуксизлиги

1. Аргумент ва функииянинг орттирмалари. У =  f (х) функция 
(а, Ь) интервалда аникланган булсин. Ихтиёрий х0 6(а, Ь) ну^тани 
оламнз, унга функциянинг у 0 =  /  (дг0) киймати мос келади (6 9 -шаклI. 
Бсшка х£(а, Ь)  нукдани оламиз, унга функциянинг y =  f(x)  цийма- 
ти мос келади. а- — х0 айирма х  аргументнинг х0 нуктадаги орт -  
т и р м а с и дейилади ва А а- билан белгиланади. } (х) — f  (*0) айирма 
/  функциянинг аргумент орттирмаси Ал: га мос орттирмаси дейила­

ди ва А у билан белгиланади. Шун-
ч j дан ^илиб, А х  =  х— х0, Ay =  f (х)—

— f (дс0). Бундан х =  х0 + А х ,  у 
,\олда

A y  =  f (x0 +  Ax)  — f{x0).

А х ва А у  орттнрмаларни эгри чи- 
f х зик буйлаб харакатланаётган нуцта

координаталарининг уэгариши деб 
G9- шакл. аталади.
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2. Функциянинг нуктадаги 
узлуксизлиги.

1 - т а ъ р и ф. Агар у  =  /  (х) 
функция х0 нуктада ва унинг 
атрофида аникланган булиб,

Iim /(x) =  f (x 0), (12 .1)
.t— >.v„

яъни функциянинг xn нуктада­
ги лимити унинг шу нуцта- 
даги цн;“матига тенг булса, 
у  =  /  (х) функция хп нуктада 
узлуксиз  деб аталади. Бу таъриф ушбу таърифга тенг кучли.

2 - т а ъ р и ф . Агар у = /(х) функция х0 нуктада ва унинг атрофи­
да аникланган булиб, исталган е >  0 учун шундай 8 > 0  мавжуд 
булсаки, |х  — х01 <  б шартни ^аноатлантирадиган исталган х учун

I /  (х) — /  (х0) | <  е (12.2)

тенгсизлик тугри булса,/ / = / (х) функция х0 нуктада узлуксиз деб 
аталади.

Агар (12.2) тенгсизликии куйидаги
lim \[ (х) — /  (x0)J =  О
Х - . Х ,

куринишда ёзсак, ундан lim /(x ) =  /  (х0) келиб чикади. Шундай ки-
х~>х„

либ, 1 -таъриф ушбу таърнфга тенг кучли. 1\уйидаги таъриф хам 
ю^оридагиларига тенг кучлидир.

3 - т а ъ р и ф .  Агар у =  / (х) функция х0 нуктада ва унинг атро­
фида аникланган булиб, аргументнинг чексиз кичик оргтирмасига 
функциянинг чексиз кичик орттирмаси мос келса, яъни

lim А у  =  0 (12.3)
д.*-* о

булса, функция х0 нуктада узлуксиз дейилади. 70- шаклда функция 
х0 нуцтадэ узлуксиз, чунки (12.3) шарт бажарилади, 7 1 -шаклда эса 
функция х0 нуктада узлуксиз эмас, чунки бу шарт бажарилмаган.

1- м и с о л .  у  =  х2 функция х0 - 1 нуктада узлуксизлигини кур- 
сатинг. Бу функция барча ха^шуш сонлар учун аникланган. Ду  ни 
тузамнз:

Д У =  /  (*0 +  А х ) — /  W  =  0  +  A xf  —  I 2 =
=  1 +  2 Д х +  (Дх)2 — 1 =  2 Д х +  (Дх)2.

Демак, lim А// =  lim (2 Д х  +  (Дх)2) =  0. Шундай килиб, lim At/ =
Д *-»0  A.v->U A v—>0

=  0, демак, у  =  х 2 функция х0 =  1 нуктада узлуксиз, 1 -таъриф ва
(12.1) формулага цайтайлик. Функциянинг нуктадаги бир томонлама 
лнмитларн узаро тенг булганда, яъни

lim /  (х) =  /  (х0 — 0) =  /  (х0 +  0)
Х - + Х ,
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((л.))

в__у -too
да ва факат шундагина функ- 

у,((х) циянчнг лимити мавжудлиги
маълум. Шу сабабли 1-таъ- 

лу* Г(х. ‘ах)-Г(х.) риф куйидаги таърифга тенг 
кучли.

fifc.j.; 4 - т а ъ р и ф .  Функциянинг

71- ш ак л .

чап ва унг лимитлари х0 да 
мавжуд ра узаро тенг булса, 
у  =  f  (х) функция х0 нуктада 
узлуксиз  деб аталади. Бу таъ- 
рифдан куринадикн:

1) f (х) функция л'0 нуцтада ва унинг атрофида аникланган,
2) бир томонлама лимитлар мавжуд ва улар узаро тенг:

3) бу умумий лимит функциянинг х0 нуктадаги лимитига тенг. 
Яна (12.1) таърифга цайтамиз ва уни бундай цайта ёзамиз:]

Ушбу даъво бунинг натижасиднр.
Агар функция х0 нуктада узлуксиз булса, у ^олда бу нуктада 

лимит ва функция белгиларининг урннларини алмаштириш мумкин.
2 - м и с о л .  l im In (я2 +  1) =  In lim (х2 +  1) =  In 2.

3. Бир томонлама узлуксизлик.
5 - т а ъ р и ф .  Агар i/ =  /(*) функция (а, х0] ораликда аниклан­

ган ва lim f (x)  =  f ( x 0) булса, бу функция х0 нуктада чапдан у з ­

луксиз  деб аталади (7 1 -шакл).
6 - т а ъ р и ф .  Агар у  =  f  (х) функция [х0, Ь) ораликда аншушьган

Balim f  (х) =  [  (х0) булса, у холда бу функция х0 нуктада унгдан  
*->*„ + (1 ' '  ‘ 

узлуксиз  деб аталади.

1. И кки та  чексиз кичик ф у н кц ия н и  таццослаш  нимадан иборат?
2. Ч екси з  кичик ф у н к ц ия л ар н н  т а в д о с л а ш д а  «о» ва «О» б елгиларидан  кандай 

ф ойдаланилади?
3. К,аиси х,олда бир чексиз кичик ф у н к ц и я  иккинчи чексиз кичик ф у н к ц ия д ан  юь;о- 

рироц тартибли чексиз кичик б улад ь .  К,уйиро^ тартибли  чексиз кичик б у л ад и ?
4. Italic и холда иккита  чексиз кичик  ф у н к ц и я  эквивалент  булади? ’
5. И к к и та  чексиз кичик ф у н к ц и я  эк в ивалентлигининг  зарурий  ва  етарли ал о м а-  

тини келтиринг.
6. Э к в и в ал ен т  чексиз кичик м и^дорларга  мисоллар  келтиринг.
7. Лимитни  хисоблашда эквивалент чексиз кичик ф ун кц ия лард ан  кандай фойда- 

ланилади? Тегиш ли  теоремани исботланг.
8. y  =  f ( х) функциянинг х Л нуцтада у зл у к си зч и ги  таърифини к ел т и р и н г  ва г е о ­

метрик талцин этинг.
9. У зл у к си з  ф ун кц ия  учун лимитга  утиш  1̂ оидаси нимадан иборат?
10. у  =  f  (х) ф у н к ц и я н и н г  х а нуктада  чапдан  ва ун гд ан  у зл у к си з ли г и  таъ р и ф л а-  

рини айтиб беринг.
11. 325—335, 345—350, 3 6 3 —378, 221, 323, 224- м асал ал ар н и  ечинг.

/  (*о — 0) =  /  (,v0 +  0);

lim/(.v) =  /  Him je'j.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
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1. Йигиндининг узлуксизлиги.
1 - т е о р е м а .  Агар /  (х) ва ф(х) функциялар х0 нуктада у зл ук ­

сиз булса , у  холда / ( х ) ± ф ( х )  функция хам х0 нуктада узлуксиз  
функциядир.

И с б о т  и. f  (х) ва ф(х) функциялар х0 нуктада узлуксиз булган- 
лнги учун lim /  (х) =  / (х0) ва lim ф(х) =  ф(х0) булади. / ( х ) ± ф ( х )

функция лимитини топамиз:
1 im [/ (х) ±  ф (х)] =  lim / (х) ±  1 im ф (х) =  /  (х0) ±  Ф (х0).

Л Х - * Х 0  Х - * Х 0

Шундай килиб, lim [/ (х) ±  ф (х)| =  /  (х0) ±  Ф (х0). Демак, /  (х) ±  

±  Ф (х) функция х0 нуктада узлуксиздир.
2. Купайтманинг узлуксизлиги.

2 - т е о р е м а .  Агар f  (х) ва ф(х) функциялар хп нуктада у зл у к ­
сиз булса, у  холда / (х)-ф(х) купайтма хам х0 нуктада узлуксиз  
функциядир.

И с б о т  и. /  (х) ва ф(х) функциялар х0 нуктада узлуксиз бул- 
гаплнги учун:

lim / (х) =  f (х0) ва lim ф(х) =  ф (х0).
х — х ,  х - - > х а '

Бу функциялар купайтмасининг лимитини топамиз:
lim /  (х) -ф (х) =  l i m/ ( х ) - l im ф ;х) =  /  (х0) • ф (х0) .

х — х „  Х - > Х „  А ► Л'р

Демак, / (х)-ф(х)  функция хп нуктада узлуксиз функциядир.

3. Булинманинг узлуксизлиги.
3 - т е о р е м а .  Агар  Дх) ва ф(х) функциялар х0 нуктада узлук -

fсиз бцлиб, ф (х0) Ф 0 булса, у  холда уларнинг булинм аси ----- .уам
~ ' ‘ ф М

х„ нуктада узлуксиз функциядир.
И с б о т и .  f  (х) ва ф(х) функциялар хп нуктада узлуксиз булган- 

лигн учун 1 im /  (х) =  /  (х0) ва lim ф (х) =  ф  (х 0) Ф  0. Бу функциялар
Х ~ * Х п  А'—*А'0

булинмасининг лимитини топамиз:
lim / (л-)

| j m / ( x )  '  _ Ц х 9)
Ф(дс) Ишф(дс) ф(дг0) ‘

14- §. Н уктада узлуксиз функцияларнинг хоссалари

А'—►Л,

/ (х)Де.мак, L±-L- функция х0 нуктада узтуксиздир.
Ф(дс) "

4. Мураккаб функциянинг лимити ва узлуксизлиги. Ушбу тео­
рема уринли булиб, биз уни нсботсиз келтирамиз.

4- т е о р е м а .  Агар Пт ф( х )  =  1/0 ва lim  f ( y)  личитлар мавжуд
Х~+Х9 У—*Уа
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булса, у  цолда х0 нуктада, /  [ср (,х)] мураккаб функция мавжуд, шу 
билан б ирга

lim /  [ гр (л:)] =  П т  /  (у).
*->*, и->У,

Бу теорема лимитларни х  узгарувчидан янги у  узгарувчига утиб хи- 
соблаш имкониии беради.

5 - т е о р е м а .  Агар  г/ =  ф |х) функция х 0 нуктада узлуксиз, шу 
билан бирга  ф (х0) =  i/0 булиб, j  (у) эса у 0 нуктада узлуксиз ф унк­
ция булса, у  холда / [ф(д)] мураккаб функция х0 нуктада узлук- 
сиэдир.

И с б о т и. /  (у) функция г/0 нуктада узлуксиз булганлигн учун 
функция узлукскзлигининг 2 - таърифига кура исталган е > 0  учун 
шундай г] >  0 мавжудки, \ у  — !/0 |< т ]  шартни каиоатлантнрадиган 
барча у  лар учун

\ ! ( У ) ~  1(У0)\ < е
тенгсизлик бажарилади. Бирок, у  — ф (х) функция хам х0 нуктада 
узлуксиз, бинобарин, кандай г| >■ О сон берилган булмасин, шундай 
б > 0  мавжудки, \ х  — д'0 ( < б  шартни каиоатлантнрадиган исталган 
х учун | ф (д) — ф (д'п) ! <  т] тенгсизлик бажарилади. Булардан келиб 
чикадики, кандай г >  0 берилган булмасин, шундай б > 0  мавжуд­
ки, | х — .v0 1 <  б шартни каноатлантирадиган исталган х  учун ! ф (л) —
—Ф (х0) | <  Т1 ёки ,у  — у 0 1 <  г| тенгсизлик бажарилнши билан ушбу 
тенгсизлик хам бажарилади:

1/  (У) — /  (!/и) ; <  s
ёки

1/[ф W J — / 1Ф (*о)1 ! < е .
Бу эса /[ф (х)] мураккаб функция ,г0 нуктада узлуксиз эканини бил­
диради. Теорема исбот килинди.

Э с л а т м а .  Мураккаб функция узлуксиз булган холда лнмнг ва 
функция белгиларининг уринларини алмаштириш мумкин, яъни

lim /  [ф (л-)] =  /  [lim ф(х)].
Х ~ > Х 0  Х - + Х 0

5. Асосий глементар функцияларнииг узлуксизлиги.
6 - т е о р е м а .  Асосий элементар функциялар узлари аниклан­

ган барча нуцталарда узлуксиздир.
Мисол сифатида у  =  sin х функция узи аникланган ,yip бир x £ R  

нуктада узлуксизлигинн курсатамиз.
х0 нукданн белгилаймиз ва А у  орттирмани тузамиз:

А у  =  /  {х0 +  Ах) — /  (х0) =  sin (х0 А х) — sin *0 =  2 cos (jc0 +
. Д х \ . Дх
Н------sin — .

2 j  2
Хосил килинган функциянинг орттирмасини бахолаймиз:
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A y \ < 2
■ A x  sin —2 < A x ,  чунки кичик бурчаклар учун sin a < l a

тенгсизлик исботланган эди. Энди лимитга утамиз: ПшДг/  =  0.
Ад:-» О

Демак (нуктада узлукснзликшшг учинчи таърифига кура), sin х 
функция х0 нуктада узлуксиз. Биро^ х0 сон тутри чизипшинг 
исталган нуцтасн, демак, у  — sin.r функция сонлар узининг истал- 

ан ну^тасида узлуксиздир.
6. Элгментар функцияларнинг узлуксизлиги. Бу параграфнинг

1 — 5 - бандлиридаги барча теоремаларни хисобга олсак, ушбу тео- 
ремани таърифлаш мумкин.

7 - т е о р е м а .  Барча элементар функциялар узларининг ани$- 
ланиш сохаларида узлуксиздирлар.

7. Ишора туррунлиги.
8 - т е о р е м а .  Агар у — J (х) функция х0 нущпада узлуксиз бул­

са , у ,\олда бу  нуктанинг шундай Ь >  0 атрофи мавжудки, унда  
бу функция х0 нуктадаги ишорасини сацлайди.

И с б о т и .  у  =  f (х) функция А'0 нуктада узлуксиз шу билан бир­
га /(.vo) > 0  булсин. Функциянинг хп нуктада узлуксизлигидан келиб 
чицадики, исталган е >  0 учун шундай 6 > 0  мавжудки, х0 нукта­
нинг 6 атрофига тегишли барча нукталар учун | [  [х )— /(.v0) | < e  
тенгсизлик бажарилади. Унн тенг кучли тенгсизликларга алмашти­
рамиз: — е <  /  (х)  — /  (л'0) <  + в  ёки f (л-0) — в <  /  (а-) <  f  (х0) + е . /  ( х 0) >  
>  0 булгани учун / ( x H) - f e >  0 булади. е > 0  шундай кичик б$гл- 
сннки, f  (хп) — >  0 булсин. У холда f  (х) иккита мусбат сон ора­
сида булади, бу эса х„ нуктанинг 6 агрофига тегишли барча х 
ларда / ( .* ) > 0  булишини билдиради.

/ (а) <  0 булган ^олни хам шунга ухшаш исботлаш мумкин. 
Теорема исбот ^млинди.

1 5 -§ . Узилиш нукталари ва уларнинг турлари

1 - т а ъ р и ф .  Агар ха нуктада у — f (х) функция учун куйидаги 
шартлардан камида биттаси бажарилса, х0 ну^та f (х) функциянинг 
узилиш нуктаси, функциянинг узи эса узлукли функция  деб ата­
лади:

1) функция а'0 нуктада аницланмаган;
2) функция х0 нуктада аникланган, лекин /(*„ — 0) ва /'(аго +  0) 

бир томонлама лимитлардан камида бири мавжуд эмас;
3) функция х0 [нуктада аникланган, бир томонлама лимитлар 

мавжуд, лекин узаро тенг эмас;
4) функция х0 нуктада аникланган, бир то\пнлама лимитлар 

мавжуд ва узарэ тенг, лекин улар фун:сщптшг бу нуктадаги ций- 
матига тенг эмас: /  (х0 — 0) =  /' (х0 +  0) Ф f ( а' 0 ) .

Уч турдаги узилиш нукталари фарк цилинади.
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1. Йукотиладиган (четлатиладиган) узилиш.
2 - т а ъ р и ф .  х п нуктада у  — f (х) функция аникланчаган, бмрок 

бир томонлама лимитлар мавжуд ва угаро тенг, яъни f (х0 — 0) =  
=  /"(хп +  0) булса, х„ нукта йукотиладиган узилиш нуктаси деб 
аталади.

Бу нуцтанинг бундай аталишига сабаб шуки функпиянинг бу 
нуктадаги циймати сифатида бир томонлама лимитларнинг киймат- 
ларннн оладг.ган булсак, биз гуё функцияни шу нуктада янгидан 
аншугаб, узилишни йукотамиз.

1 - м и с о л .  х0 =  0 нуцта f(x)  =  функциянинг узилиш н\к-
" X

тасидир.

Биро^, lim =  j ва lim ^ - ^ = 1 ,  яъни / ( — 0) =  / (  +  0)
,v-> + 0 X ,v_- 0 х

бир томонлама лимитлар мавжуд ва узаро тенг, аммо f  (х) мав­
жуд эмас, демак, х 0 йукотиладиган узилиш нуктаси, /  (0) =  / ( — 0) =  
=  /(-+- 0) =  1 деб оламиз. Шу билан узилиш нуктасини йукотамиз 
(72- шакл).

2. Биринчи тур узилиш нуктаси.
3 - т а ъ р и ф .  Агар функция х0 нуктада аникланган ёки аниклан- 

маган, лекин бир томонлама лимитлар мавжуд ва угаро тенг бул- 
маса, яъни f (х0 — 0) Ф  /  (дг0 -|- 0) булса, бу иуцта биринчи тур 
узилиш нуктаси деб ата^лди. h =  /' (;r0 - f  0) — /  (xlt — 0) сони функ­
циянинг х й нуцтадаги сакраши деб аталади (73- шакл).

2- м и с о л .  / (х) =  —  функция х  =  0 нуктада аникланмаган.
X '  ‘

„ I х  I , 4 - х 
/  ( +  0) =  lim —  =  l im -----=  I ,

x ^ - f o  X  * -> -4 -0  x  

| ДГ | —  X

f  (— 0) =  lim —  =  lim -----=  — 1,
.x—> — 0 X x -> — Q X

яъни / ( +  0) ф  /  (— 0) ва h =  1 — (— 1) =  2.

72- шакл. 73- шакл.
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74-  шакл. 75 -  шакл.

Демак а'0 —  биринчи тур узилищ ну;\таси ( 74 - шакл).

3. Иккинчи тур узилиш ну^таси.
4 - т а ъ р и ф .  Агар х0 нуктада бир томонлама лнмитлардан ками- 

да бири мавжуд эмас ёки чекспзликка тенг булса, х0 ну^та иккин­
чи тур узилиш нуктаси деб аталади.

1_

3- м и с о л . / ( х )  = 2  'функция х = 1  нуктада мавжуд эмас (75- 
шакл):

1
V —  1 „

/(1  - 0 )  =  lim 2 = 2 = 0 ,
А--»1—0

1_

/(1  -г 0) =  lim 2* ' = 2 ° ° = о о .
х-Л+О

Демак, х =  1 — иккинчи тур узилиш нуктаси.
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4- м и с о л .  / (х) =  s i n— функция x =  0 нуцтада аниклапмаган 

( 7 6 -шакл). / ( ± 0 )  =  l im sin —  тайин лимитга эга эмас, демак,
Т - .Ч 1  ДГ

х =  0 — иккинчи тур узилиш нуктасн.

16- §. Кесмада узлуксиз функцияларнинг хоссалари

1 - т а ъ р и ф .  // =  / (х) функция (а, Ь) ораликнинг хар бир нук- 
тасида узлуксиз булса, у бу ораликда узлуксиз функция  деб ата­
лади .

2 - т а ъ р и ф .  У — \  (х) функция [ а, b} кесманинг барча ички нук- 
таларида узлуксиз ва унинг охирларида бир томонлама узлуксиз 
булса, бу функция шу кесмада узлуксиз  деб аталади.

Кесмада узлуксиз функцияларнинг баъзи хоссаларинн исботснз 
келтирамиз.

1. Функциянинг чегараланганлиги ^ацидаги теорема. Агар у = \ ( х ) 
функция  [о, Ь) кесмада узлуксиз булса, у uiy кесмада чегаралан­
ган функциядир, яъни шундай узгармас чекли т, М сонлар 
мавжудки, барча х£ \ а , Ь]  кийматлар учун т <  f  (х) ^  М тенг­
сизликлар уринли.

Агар интервал ёки ярим интервал олинадиган булса хосса тутри
булмаслиги мумкин. Масалан, / (х) =  — функция (0,1) ёки (0,!] да 

' ' х  v
узлуксиз, бирок чегараланмаган, чунки хар кандай М  >- 0 сон ол- 

майлик, илундай кичик х топиш мумкинки, — б\лади.
X

2. Функциянинг энг кичик ва энг катта кийматининг мавжуд- 
лиги ^акидаги теорема. Агар у  —- / (х) функция [а, Ь] кесмада у з ­
луксиз булса , у  холда у  бу  кесмада узининг энг кичик ва энг 
катта кийматига эришади, яъни шундай ху, х.2 б [я. Ь] мавжудки, 
барча х  £ [а, Ь] учун /  (хх) >  /  (х) ва f (х2) <  f (х) тенгсизликлар 
уринли булади.

77-  шакл.
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79- ш а к л . 80- шакл.

7 7 -шаклда х£ \ а , Ь\  учун f ( x2) ^ f ( x )  ва f (b) ^  f (*)■ /(&) функ­
циянинг кесмадаги энг катта, /'(г  о) эса энг кичик циймати.

Агар интервал ёки ярим интервал о ти са , хосса турри булмас- 
лнгн мумкин. Масалан, Д- 6 (0 ,1) учун f (х) =  х  узлуксиз, лекин энг 
кнчнк ва энг катта ^ийматларни курсатиш мумкин эмас (78-  шакл).

3. Орали^ циймат ^ацидаги теорема. Агар у  =  /  (к) функция  
\а,Ь] кесмада узлуксиз б')ли5, шу билан бирга т в а М лар 
функциянинг [а, Ь\ даги энг кичик ва энг катта ийма/плари  
булса, у холда функция шу кесмада т ва М  орасидаги барча ора- 
ли\ кийматларни цабул килади, яъни т •< u, <  М ш арт ни цано- 
итлантирадигач исталган а сон учун камида битта х =  с £[ а , Ь]  
шундай нукта мавжудки, унинг учун f  (с) =  ц тенглик nvjFpu 6iJ- 
лади (79-шакл).

Бу хоссани, содларэ^ бунда* и^ощлэщ мумкин: х аргумент их- 
тиёрнй орали^да узгарганда, узлуксиз f  (х) функциянинг к,абул этган 
кийматлари бирэрга орали^ни туташ тулдирзди. 7 9 - шаклда f (сi) =  
=  u, f (с.,) =  [i булган иккита ва с., нуцта мэвчсуд.

4. Функциянинг нолга айланиши ^а^идаги теорема. Агар у  =  
=  /  (х) функция \а,Ь\ кесмада узлуксиз ва кесманинг охио.гарида 
турли и и ораш  кийматларни каэул килса, у .\oida [а,Ь\ кесмг^а 
камида битта шундай нщгта м а ш у д к и ,  бу нуктада ф у н ’ц и г -  
нин; киймати нолга тенг булади.

8 0 -шаклда 1(b) >  0, [ (а) <  0 вл хи х, ,  х3 ну^та ларда график 
Ох у^ини кгсиб утади, демак, f ( x t ) 0, f  (х,) =  0, [  (х3) =  0.

У  з-у з и н  п т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. У злукси з  ф у н кц ия л ар  устидл арифметик ам аллар  ^ ц и д л г н  теоремаларни
т а ь р п ф т н г  вл нсбэтланг.

2. У зл у к си з  ф ункциялардан  ту зи л г ан  мураккаб  ф ункциянинг узлуксизлиги  \ai\H-
даги теоремани таъ ^иф ллнг  ва  исботланг.
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3. Асосий элементар ф ункцияларнинг узлуксизлиги  ^ а ^ и д а  нима д ей и ш  мум­
кин? Элементар ф у н к ц и я л а р  ха^ида-чи?

4. У зл у к с и з  функция иш орасининг туррунлиги  х.а^идаги теоремани таърифланг 
ва исботланг.

5. Кесмада узлуксиз ф у н к ц и я л а р н и н г  хоссаларини таърифлаб беринг.

6. Ф ункциянинг  узилиш  нуктаси  деб нимага айтилади?

7. Й уцотиладиган  узилиш нуктаси деб  нимага айтилади? Мисол келтиринг.

8. Биринчи тур  узилиш  нуктаси деб нимага айтилади? Мисол келти ри н г .

9. Иккинчи тур  узилиш нуктаси деб нимага айтилади? Мисол келтиринг .

10. 225— 239- масалаларни ечинг.



БИР УЗГАРУР.ЧИ ФУНКЦИЯСИНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛ
^ИСОБИ

1- §. Функциянинг хосиласи, унинг геометрик ва’ механик маъноси

1. Функциянинг нуцтадаги ^осиласи. y  — f (x)  функция (а,Ь) 
интервалда аникланган булснн. (а, Ь) интервалга тегишли х0 ва
я0 +  Ах  нукталарни оламиз.

у  =  /  (х) функциянинг бу нукталардаги кийматлари /  (,г0) ва f ( x0 +  
-Ь Ах)  дай функциянинг An =  f (х0 ~г А х ) — /(.vc) орттирмасини ту- 
замиз. У аргумент А* га узгарганда функция к.анчага узгарганини
курсатади. —- нисбатнн караймиз. Уни аргумент Ах га узгарганида

функциянинг уртачп узгаришн деб аталади.
1 - т а ъ р и ф .  Функция орттирмаси А у  нинг аргумент орттирмаси 

Дх га нисбатининг Ах нолга интилгандаги лимити у  == /  (.г) функ­
циянинг х0 нуктадаги хосиласи деб аталади.

Бу лимит ушбу белгилардан бири билан белгиланади:

3 -  б о  б

Шундай килиб,
V . / ' Ы .  f ,  f .

d x  d x

/ '  (x0) =  lim =  lim '
Ax—>0 Ax Ax —>0 д *

Агар бу лимит мавжуд (яъни чекли сонга тенг) булса, хосила х0 
нуктада мавжуд деб аталади.

2- т а ъ р и ф .  Агар lim — =  lim 1 Ла  ̂ ^ = о о  булса, i/=* 
дл-^о А х  ах-*о Ах

— f (x) функция х0 нуктада чексиз хосилага эга деб айтилади.
Агар хосила таърифида Ал-->  — 0 ёки Д.г->  - f  0 булса, бир то­

монлама хосилаларга эга буламиз, улар f'+ (x0) ва f ’_ (.г0) билан бел­
гиланади хамда

/ ' (.г,,) =  lim  — — хп нгктадагн "иг хосила,
_Vv->J-D А х  " ‘

/ '  (,г0) =  l im  —  —  л'0 нуктадаги чан хосила.
Дг— — -Л Л' '

у  =  i (x )  функциянинг хп нуктада ^оснласп угсжуд булиши учун 
унг из чап .усплалар м-нжуд ва тенг, яъни

1 1 - 2 4 7 8  1G1



» 1 /1  (Л'п) =  f -  (*<>)
; булиш» зарур ва етарли-

дпр.
Хосилани топиш жараё­

ни функцияни дифферен- 
циаллаш деб аталади.

2. ^оснланинг геомет­
рик маъноси. Бирор [а,Ь) 
интервалда аникланган у  =  

^  = /( .v )  функция берилган 
с булсин. Унга мос эгри чн- 

5ИК L да Л1 (.v0, у л) ва
81-шакл. Л’ (л'„ -4- Д л-; у п +  Д у) нук­

таларини оламиз. Эгри чи- 
зикнпнг иккита нуктасинн туташтирувчи тугри чизик кесувчи деб 
аталади (81- шакл). N  нукта L эгри чизикда харакатланпб, М  га 
якинлашса, М N  кесувчи М  нукта атрофида бурила бошлайди.

3 - т а ъ р и ф .  Эгри чизик L га унинг М  нуктасида утказилган 
уринма  деб, N  нукта L эгри чизикда харакатлана бэриб, М  нукта- 
га 1интилганда MSl кгсузчи оладиган М Т  лимит вазнягнга айти­
лади.

Шаклда уринма Ох ук билан а  бурчак, кесувчи эса р бурчак
хосил к т а д и . Д .И V К  дан tgp =  — экани itv-ришю турибди. Эгри

Дх ’
чизик L бунлаб N -  
дай ёзнлади:

■.И да Ах-*- 0 булади за р-

lim tg p  =  lim — 
Дл—о дл->о Ал;

• а . Бу эса бун-

Бирзк;, lim tg р =  tg a  ва lim — =  / '  (.v0), демак, у' =  / '  (х0) =  t g a .
Д*->0 [A.v—О А *

Шундай килиб, у  =  f (х) функциянинг х0 нуктадаги хосиласи 
эгри чизикда х0 абгцнссали М. нуктада утказилган уринманинг Ох 
у^нинг мусбат йуналиши билан .^оспл цилган бурчагининг танген- 
сига тенг. ^осиланинг геометрнк маъноси ана шундан иборат.

3. ^осиланинг механик маъноси. Бирор .И нукта тугри чизивда 
харакатланаётган булсин (82-шакл). Бирор М п бошлангич вазиятдан 
М  ну1\тагача хисобланадиган s масофа t вактга боглик, яъни s ма- 
софа t вацтнинг функцияси булади:]

s =  /(*).

Ва^тнинг бирор t моментида М  нукта М а бошлангич вазиятдан' s
масофада, навбатдаги бирор t +  Д t мо­
ментда эса бу нуцта N  вазиятда бош- 
ланшч вазиятдан s +  Д s масофада 
булсин. Шундай килиб, A t  ва^т ора- 
лигида ну^та Д s масофани утган,

д5

82- шакл.
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яъни s катталик A s га узгарган булади. Нукта нинг A t вакт ичида 
уртача харакат тезлиги 1'^ 1Т =  булиши равшан. Бирок, lim у?рт =

=  V — берилган t моментдаги харакат тезлиги, l im——=  s' sea хоси-
д /- .о  A t

ла. Шундай килиб v =  s ' , яъни тезлнк йулдан вакт буйича олинган 
хосила. Хссиланинг механик маънсси ана шундай иборат.

2- §. Функциянинг дифференциалланувчанлиги

1 - т а ъ р и ф .  Агар y  =  f(x)  функция х0 нуктада чекли хосилага
эга, яъни / ' (д'0) =  i irn чекли сон б"лса, бу функция шу нукта- 

д л--.оА х  "
да хосилага эга дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар у — f (х) функция (а, b) гштервалнинг хар бир 
нуктасида хосилага эга булса, у шу интерсаяда дифференциалла­
нувчи деб аталади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар у =  f (х) функция [а, b ] кесмаышг барча ички 
ну^таларида диффереициаллануЕчи хамда чекли бир томонлама f ’+ {a) 
ва f _ { b )  хссилалар мавжуд булса, Су функция шу кесмада диф­
ференциалланувчи деб аталади.

Функциянинг узлуксизлиги ва дифференциалланувчанлиги орасида- 
ги богланкшни белгилайдпган куйидаги теоремани нсботлаймиз.

Т е о р е м а .  Агар у  =  f (х) функция х0 нуктада дифференциал­
ланувчи булса , у  шу нуктада узлуксиздир.

И с б о т  и. у  =  f  (х) функция хп нуктада дифференциалланувчи 
булгани учун таърифга кура ушбу тенглик уринли:

[lim —  =  / '  (л'0) — чекли сон.
Дх-1.0 А х

Лекин 5 -теоремани ( l -боб, 5-§) кулланиб бундай ёзиш'мумкин:

7 -  =  / ' М + 1 « .
А х

бу ерда А х  0 да а  — чексиз кичик функциядир. Бундан А у  =>
— f' (x0) А х +  а  А х. Бу тенглик А х -*• 0 да А г/ О булишини курса- 
тадн, яъни lim А г/ =  0. Бу эса y  =  f ( x)  функция х0 нуктада узлук-

Д.\'~>0
сизлигини билдиради (1 -боб, 12-§, 3 - таъриф).

Тескари даъво, умуман айтганда, тугри эмас, чунончи бирор 
нуктада узлуксиз, лекин бу нукта дифференциалланувчи булмаган 
функциялар мавжуд.

Ушбу функцияни ^арайлик (83- шакл):

( х,  агар x > 0 ,  
у  =  /  {х) =  \х\ =  \ 0, агар х  =  0,

[— х, агар х < 0 .

163



Бу функция х  нинг барча киймат- 
ларида аникланган ва барча ну^та- 
ларда, хусусаи х =  0 нуктада уз­
луксиз. У шу нуктада дифферен- 
циалланувчн эмаслигини курсата- 
мяз. Хосиланинг геометрик маъно- 
сидан }'_ (0)—tg 135°= — 1, /+ (0) =  
=  tg  45° =  1 келиб чикади. Шун­
дай килиб, /1 (0 ) ¥ = f ’+ (0). Бу эса 
.V =  0 нуктада хосила мавжуд эмас- 
лигини, яъни функция дифферен­
циалланувчи эмаслигини билдиради.

3- §. Дифференциаллашнинг асосий коидалари

1. Узгармаснинг ^осиласи.
1-т е о р е м а .  5 ’згармаснинг хосиласи нолга тенг:

С' = 0 .

И с б о т  и. х  гргумент А х  орттирма олганида у  функция ушбу 
орттирмани олади:

Д г/=  /  (.V +  Д .v) — f(x)  =  С — С = 0 .

Демак, у ’ =  lim —  = 0 .  Шундай килиб, у ’ =  0 ёки С' = 0 .
Дс—О Л X '

[£* 2. Йигинди, купайтма ва булинманинг хосиласи.
" 2 - т е о р е м а .  Агар и(х) ва v(x)  функциялар х0 нуктада диф­
ференциалланувчи булса, у холда уларнинг алгебраик iiUFunducu, 
кгупайтмаси ва булинмаси (махражи нолга тенг булмаса) m u  шу 
нуктада дифференциалланувчидир.

Бунда хосилалар ушбу формулалар буйича топилади:

в) ( - -  ) =

а) (и ±  v)' =  и' ±
б) (u -v )' =  u'v  +  v' ■ и,

у  u ' v  —  v 'u

И с б о т п  ( б у л и н м а  у ч у н ) .  у  =  [(х)  =  Л 1 .  булсин,  бу ерда
• V (X)

и ( х ) Ф 0 .  ха киймат А х  орттирма олганида и ва v функциялар  А и 
ва Д v орттирмалар,  у  функция  эса Д у  орттирма олади.  Д у  орттир­
мани караилик:

. .  . , А \  С I \  11 f 'V0 _,L Л  А'^ U  ( Х П ’А у =  vn +  Д .V) -  f (х0) =  - — —— =
V (.V0 - р  А  А') V ( Х0) 

и  (av, А А') V ( л у )  —  V (ду, +  А  -у) и  fA-0)

■

l.'ii



_  [ U (х0 +  Д х) —  и (*„)] у (хв) —  [у ( х0 А х) —  у  (лс0)1 и (х0) _  

v ( x 0) ■ v (х 0 +  А х )

_  v (л и) - А и —  и (*„) A v  _ 

r{jc0) t’(-to + Ах) ’ 
и (;<:) ва v (х) функцияларнинг дифференциалланувчанлигига асосан:

I i m - ^ -  =  £/, П т - ^ -  =  г/, lim v (.v0 -+- Д .г) =  v (х0).
А:-*0 А X A.i-»0 А .V Дд-»0

Демак,
А и A v

л„ “ (л'о) 7—  , ,А У А х  А х  u v  —  uv  у  =  lim —  =  lim
д.;_*о А * дл-—о г-1 (л'о) '<■’ (*о -J- А л-) у2

шундай килиб,
, u'v — uv'  .. I и \' и'v — v'u

У =  ------;------ еки I —  | =  --- ------------ ;------------ .
4“ ' I' 1 !•’-

а) ва б) формулалар хам шунга ухшаш исботланади.
Б у теорема кушилувчилар ёки купайтувчилар исталган чекли сон 

булганида ха.'1 тугри булади.
Натижа. Узгармас кхпайтувчини хосила белгисидан ташкарига 

чикариш мумкин, яъни (Сг/У =  Си', бунда С — узгармас сон.

4- §. Мураккаб функциянинг хосиласи

Т е о р е м а ,  у  =  /  (ц) еа и — ф (,v) дифференциалланувчи ф унк­
ц и я ла р  булсин. М ураккаб  f  (и) ф ункциянинг эркли узгарувчи х  
буйича хосиласи бу ф ункциянинг  оралик аргументы буйича хоси- 
ласин инг  оралик аргум ент ининг зркли  узгарусчи х  буйича хосила­
сига купайтмасига тенг, яъни

У', =  t ' a ^  ’ К  W-
И с б о т и .  и =  г[ (х) функиия х  =  .г„ нуктада, у  =  /  (//) функция 

эса и0 =  ф (д-0) нуктада дифференциалланувчи булсин. У  холда

l im  — =  }' (»0) м авж уд .  Бундан куйидаги келиб чикади:
Ди_>0 А и

=  f  (яс)  - f  а  ёки А у  =  f  (и,,) А и +  а  А и,
А и

бунда Д г / — О да а  0. и =  <p(.v) функция х — х0 нуктада диф-
, - 1  • А и > \ ,
ференциалланувчи оулганлиги учун ! i m ----- =  <р (.v0) мавж уд, оун-

” л.-.- >0 A ,v “

дан куйидаги келиб чикади: =  <[■' (.\'0) — 8 ёки An  =  У  (,v0) А х  -f­

- г  Р Д -V, бунда Д.г- 0 да р 0. Дл* - 0 да А и 0 булишини 
айтиб утамиз (чунки и =  ф(.г) ф ункция узлуксиз булиб, бу унинг 
дифферекшшлланувчанлиглдан келиб чикади). Знд и  Д и нинг кий- 
.матини Д у  га куямиз:
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А У =  / ' (“о) - ф' (vo) Д * +  Г (иа) Р А х +  а  ф' (х0) Д х +  сфД х. 
Сунгра Д у  пи Д х  га буламиз ва Д х  -  0 да лимитга утамиз:

у'х =  lim 4 — =  Hm [/' (и0) ф' (х 0) +  / '  (н0) р +  а  ф' (х0) - f  а  Р] ==
ДЛ'—►О А X  Д 1'-*0

=  / '  О О  • Ф' (•'•'о1-
Демак, исталган х нуктада: у \ =  [ и (и) ■ <p't (х). Теорема исбот килин- 
ди.

У з- у з и н и т е к ш н р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Ф ункциянинг берилган нуктадагн  хосиласи таърифннн беринг .
2. Ч ексиз  хосила таърнфини беринг.
3 .  Б и р  томонлама . р с и л а т а р  Деб нимага айтилади?
4 .  Ч и з и к д а  берилган  нуктада  уринма тугри чизик деб нимага айтилади?
5. Ф ун кци я н и н г  нуктадагн  хоснласпнпнг геометрик  маъноси нимадан ибэрат?
6. Х осиланинг механик маънэси нимадан иборат?
7.  1\андзи функция н уктада  дифференциал танувчи деб аталад и ?

I Штервалда- чи? Кесм u a -  4 ,tj
8. Ф ункциянинг нуктада  в и ф ^ р е н ц - а т л а н у в ч з н л н г и ю ш г  зарурий  ш арти нимадан 

иборат?
9. Узгармас соннинг В с и л а с и н н  келгпраб  чииЬрниг.
1 0 .  Й и р и и д и , купантма ва булинманлнг хоан тагнил х и с ^ б т а н  ф т р м у л а т а р и н и  

келтирнб чакаринг.
11. .Мураккаб функцияни  д и ф ф е р е н ш а л т а ш  кокдасн  нимадан ибэрат?

У ни келтирнб чнгарннг.
12. 440 ,  44 1 ,  454  —  43 7 ,  462 ,  463-  мисолларнн ечинг.

5- §. Тескари функция. Тескари функциянинг узлуксизлиги 
ва дифференциалланувчанлиги

1. Тескари функция, [а, Ь] да аникланган усувчи ёки камаювчи 
у  — /  (х) функция берилган булсин, шу билан бнрга f(a)  =  c, /  (b) =
— d булсин. Аниклик учун f (х) дсувчн функция булган холни 1%а- 
раймиз. [а, Ь\ кзсмддд x L, v2 иккита нуктани оламнз, бунда Xj < Г х 2 
булсин, у холда ' / i —/Ч-'-i) ва tj2 =  f(x.,) булади, шу билан бнрга 
У1 <.У». Тескари та:ди.; хам т>три: агар у х < у» булиб, yL =  [ [ x 1) 
ва t j i — f i x, )  булла, у холда x L< x 2. Шундай килиб, х нинг 
кийматлари бид*й у  нинг уларга мос кийматлари орасида узаро 
бир кииматли мо:лнк бэр. у  ни аргумент, х пи эса функция 
сифатида караб х ни у  нннг функцияси сифатида х;оснл кила­
миз:

х] = У ( у1
Бу функция у  =  /(х) функцияга тескари функция дейилади. Кама­
ювчи функция учун и м  шундай мулохаза юрнтилади. Шуни кайд 
киламизкн, у  =  / (х) функциянинг кийматлар сохаси х =  ц~ [у) тескари 
функция учун аникланиш сохаси булади ва аксннча.

1 - м и с о л .  у  =  х3 функция бгрнлган бглсин. Бу функция x £ R'  * з __ v *
лар учун усувчн, D ( f ) = R ,  E( f )  =  R.  х — i у  тескари функция 
мавжуд, шу билан бнрга y ^ R .

166



2 - м и с о л .  у  =  е функция берилган булсин. У x £ R  лар учун 
аникланган ва усувчи. D{f )  =  R,  E( f )  =  (0, +  оо). Укинг учун х =  
=  1пу  тескари функция мавжуд, шу бплан бирга у £ ( 0, -f -оо).

2. Тескари функциянинг узлуксизлиги. Куйидаги теоремани ис- 
ботсиз келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Агар усувчи (камаювчи) y = f  (х\ функция [а, Ь] кесма­
да узлуксиз, т у стлан бирга f(a)  =  c, /  (b) =  а брлса, у  .\олда унга  
тескари х =  ц (у) функция [с, d J кесмада аникланган ва узлуксиз  
булади.

3. Тескари функцилларнинг дифференпиалланувчанлиги.
2 - т е о р е м а ,  у =  f (х) функция ,v0 нуктанинг бирор атрофида 

монотон ва узлуксиз булсин. Бундан ташкари у  — / (,v) функция 
.v0 нуктада дифференциалланувчи булиб, / ' (,г0) ^  0 булса, у  холда 
х=( ( ( у )  тескари функция y 0 =  f ( x0) нуктада дифференциалланувчи, 
яъни хосилага эга &НЖю,

1
ф '  ti 'o )  =  ~~Г,/ Ifo)

булади.
Шундай килиб, тескари функциянинг .хосиласи функция хосила-

,  1 ' 
сига тескари микдорга тенгдир, яъни х =  —г— .у

И с б о т п .  у  =  f (х) функция л'0 нуктада узлуксиз булгаилпги 
учун А х 0 да Д у —>0. Аммо тескари функциянинг узлуксизлиги 
хакидаги теоремага кура х =  ц (у) функция хам у 0 нуктада узлук­
сиз, демак, Д у  0 да Д х 0. Бу хулосадгн бундан кепинги ал- 
маштирншларда фойдаланамиз.

Хосиланинг таърифига кура:
А х ' 1 1

ф ’ (УJ  =  l i m  ■— _  —  l im  - г1— = ------*—  =  — -—  •
Р Wo д ^ о  А у  s y - o  ± Л _  и т ± У  / Ч г0)

А .V дл-»о А х

Демак, ф' (у0) =  ------ , шу билан теорема исботланди.
!  ( Ч )

6- §. Асосий элементар функцияларни дифференциаллаш

1. Логарифмик функциянинг ^осиласи. (In г.)' =  — • и’ эканини
и

нсботлаймнз, бунда u =  cf(.v). у — In.v функцияни караймнз. Агар х  
А х орттирма слса, у холда функция Д у  орттирма олади, бу орт­

,  „ т - f A j , -  ,  А г/тнрманн оундаи езиш мумкин: Д у =  In ----------- . л шоу -—-  =
х ' А *

1п ( х — A .v) — In X ! . х —  A .v 1 . / ,  , А .г \— ' ' -------=  ------I n -----------=  — In I ! ^------- t , нисоатни ту- 
А х А х  А х  j  х '

замиз. Д .г'-*-0 да лимитга утампз ва а —►О да I n (1 - f  я ) ~ а  эка­
нини хисобга олиб куиидагини хосил киламиз:

, . .  А и I . 1 А х  1 у =  lim —  =  lim —  • —  =  —
дл_>. А х  Дл-*0 А х  х  х
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Шундай килиб, (1пя)' =  — эканини исбот килдик.

Агар у  =  In и булиб, бунда и =  ср (х) дифференциалланувчи функ­
ция булса, у холда мураккаб функцияни дифференциаллаш коидаси- 
га биноан

(In и)' =  —  • и'
и

тенгликка эга буламиз.
XvcvcaH, агар и =  Iog2 и =  булса. бунда и =  ф(х), у холда

‘ 1п а ~ ~ " '
/1 \г I 1 п и\ ' 1 ,Hog,, и) =  I -----) = -------- • и

~ . In а ' и ■ In а

(бунда a — const, а ;> 0 ,  а =^  1).
2. Логарифмик дифференциаллаш. Агар f (x)  функция логарифм- 

лгнадиган булса, у холда бу функциянинг хосиласини излаш учун 
олдин логзрифмлаш амали, сунгра эса дифференциаллаш амалнни 
^уллаш мумкин.

Бу усулни логарифмик дифференциаллаш дейилади.
Логарифмик дифференциаллаш усулнни курсаткичли ва даража­

ли функцияларнинг хосилаларнни топншга куллапмиз.
3. Даражали функциянинг хосиласи. {иа)' =  а  и~~х ■ и' эканини 

исботлаймиз, бунда гг=ф(.\-) дифференциалланувчи ( a £ R) .
у  =  и* функцияни караймиз. Уни логарифмлаб, ушбуга эга бу- 

лампз:
!п!г/ =  a  InVi.*- •

у  ни х  нинг функцияси деб хисоблаб, тенгликнинг иккала ^исмини 
х бпшча дифференциаллаймиз — =  а  — Бундан:

“ II и ■
, и' а—1 ,у  =  а  ■ ч —  =  а  и ■ и .

~ и

Шундай килю,  (“а )' =  Шу билан формула исботланади,
1 ,  ’ , /  % t Г , ,хусусан, п .=  —  да у ш о \т а  эгамиз: м  и ) =  — _ • и . а  — —  1

да ушбуга эгамиз: ( — -I = ----- — • и .
* \  и 1 и-

4. Курсаткичли функциянинг хосиласи. (а“)' =  аи \ na- u'  эканини 
исботлаймиз, бунда и =  ф (.v) диффергнццалланувчи функция ( л >  О, 
а Ф  1). у  — аи функцияни олдин логарифмлаймиз, сунгра х  буйича 
диффаренциаллаб, ушЗуга эга бгламиз: In у =  и In а,  -*- =  и ■ In а.

' ' " у
Охнрги тенгликдан у'  ни топамиз:

y ' — y l n c i - u '  ёки у' =  (а11)' =  аи-!пл • и'.

Формула исботланди.
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Хусусий холда, агар а =  е булса, у холда \п е  =  1, шундай ки­
либ, (е"У =  е"-и' тенгликка эга буламиз.

1-м и с о л .  // =  ех функция берилган. у' ни топинг

у ’ =  t x* • (.V3) ’ =  3*= £* '•

5. К урсаткичли-даражали функциянинг хосиласи. Асоси хам 
дар.лжа курсаткпчи хам .v нинг функцияси булган, яъни у  =  и0 ку- 
рпнишдаги (бунда и =  ф(.г) ва y =  i[- (.v)) функция курсаткичли-да­
ражали функция дейилади.

( u ) ' = v u ~~[-и +  и \ nu- v '  эканини исботлаймиз. у  =  и'  функ­
цияни логарифмлаймпз:

In у  — V 111 и.

Хрсил булган тенглнкнн .v буйича дифференцналлаймиз:
U /1 t U,—  — v  ш и т  v  • — ;
у и

бундан ушбугл эга буламиз:
г и*у ’ =  1/1 V  - — v' In и ,
1 г/ '

у  урнига I/ =  и'" ни куйиб, алмаштиришларш: бажорпб. ушбуга эга 
буламиз:

(и Y =  i: t  -1 • и ’ +  и In/; • ъ .

Формула исботлаидн.
Шундай килиб, курсаткичли-даражали функциянннг хосиласи 

икки кушилувчидаи иборат: и ' — даражали функция деб фараз ки- 
линса, биринчи кушнлувчн, и — курсаткичли функция деб фараз 
[^илинса, иккинчи кушнлувчи хосил булади.

2 - ми с о л. у  =  ( х - +  !)'  : функция берилган. у ’ ни топинг.

?/' = ' ( .v 2 —  1) (л '-+  1 )л ” • 2 .V -f- (л- -!- 1 )А 1 ■ In (л-2 l ) - 2. v =

=  2 x - { x * + \ f ~ l ■ +ln(.v^-i-; i))i .

6. Тригонометрик функцияларнинг хосилалари. a) ( s in«) ' =a
=  соз и - и ’ экаиини исботлаймиз, бунда и =  ф (..v) дифференциалланув­
чи функция.

у  =  sin х функцияни каранмпз. х га Ал* орттирма берзмиз, у - W  
да функция А у  орттирма олэди:

\ X  ̂ ♦ А Л*
A tj =  s in  (х  4 -  А л) —  sin .v =  2 cos ■; .y +  ——  j ■ s i n - j -  .

Ушбу
’ . \  v

A l l  ' 2 I . Д x= ----------- - cos I x  -j------
Д х Д ,v 1 2
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4 у  \  Y
нисбатни тузамиз.  А х  0 да лимитга утнб ва s i n ----- ~  ■=-- эка­

'  •  2 2 
HiiHii .хисобга олиб,

Л л- 
s in  -------

а' г  ~ I Дд:\У — 11ГП — г—-----  • COS Л" ------- =  COS X
д г_>0 , 2 '

га эга буламиз. Шундай килиб, (sin х)' =  cosx.
Агар у  =  sin и (бунда » =  ср(х'|) булса, у ..холда мураккаб функ­

цияни дифференциаллаш коидаснга кура:

(sin и)' =  cos и-и' .

3 - м и с о л .  // =  s i nx2 функциянинг хосиласини топинг.
у ’ ~  cosx2-2x.

4 - м и с о л .  г/ =  sin2х функциянинг хосиласини топинг.
у'  =  2 sin х • cos х =  sin 2 x.

6) (ccs u)’ =  — sin и ■ а ’ эканини нсботлаймнз. 
cos n =  sin ^  — a j келтириш формуласидан фойдаланиб, хоси­

лани топамиз:

l j  =  (COS I , ) '  =  ! Sin i —  —  // j j  - COS ( ~ ------- u j  • —  u j  =

=  — sin ii ■ a ' .

Шундай килиб, (cos / / ) ' = — sin u - u .
'  _ ‘ l , ,о - . мисол.  tj =  cos— функциянинг хосиласини топинг. у  =

" X "
1

s in  —

=  — - V ( — s i n - )  =  — Г-  ■x -  \  X !  x ­
!

в-) (■tg ;/) ' =  —:—  • u' эканини нсботлаймнз.
CO,' - 11

y  =  i g u  функцияни караймнз, бунда »  =  ф(х) днфференцпалла- 
нувчн функция, t g  и — ?1—  булгани сабабли касрни дифференциал-

COS и
лаш коидаснга биноап:

,, , ,  / sir. и V  cos i i • cos u - u ' — (— sin и) s in  u - u '
(tg //)' = ------ I =  -

\ c o s u J  cos -11
(cos- U - г  s in -  и) и '  __ 1

cos5 и  cos2 и
И .

Шундай килиб, (tg //)' =  — — • и'- 
• ■ cos- и
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г) (ctgu)' = ----------—  и ’ эканини шунга ухшаш исботлаймиз.
s i n 2«  *

, , s ,  /со* к \  (— s i n i ; - s i n u — cos и - cos и)и'

№ “> -  ш  ------------------s s ; ----------------=
(s in3 и --j-- cos2 и) и ' _________ 1 f

sin5 и s in 2 и

Шундай килиб (ctgu)' = -------—-• •« '.
s i n -и

6 - м и с о л .  Агар у = tgi х булса, у холда: у ' =
cos2 т х  2 у  х

7 - м и с о л .  у  =  lnctg.v булса, у холда:
, _  1 1 \ 2

ctg.v I, s i n -л-,/ s i n 2 *

д) Куйидагиларни хам шуларга ухшаш исботлаш мумкин:
/ \ /  si nit , .. , i г(secu)  = — - - и  еки (sec u) =  x g u- s mi - u  .

, ■ , COS и , •• , n, 1 ,(cosec и) = ---------- и екп (cosec и) = — ctgu-cosecu и .
sin'2 и

7. Тескари трнгонометрик функцияларнинг хосилалари.

a) (arcsinw)' =  ___ и эканини исботлаймиз.
> I —  и-

Узлуксиз, диффэренциалланувчп, у с лар учун

усувчи х =  sin // функциями караймиз. Унинг кпйматлар сохаси 
[— 1,1] дай иборат. Бу функция ,vg[ — 1; 1] лар учун аникланган, кий-

Г л я ] ,  . ,матлари г/g  | — — , — I булган у  — arc sin.v тескари функцияга эга.
L — — J

Тескари функциянинг дифференциалланузчанлиги xaiyuani теорема­
, i 

га кура: у  к =  — .
х  у

Шундай килиб: у  =  (arcsin ,v)' =  1
( s in g ) '  cos у  1— s in 2'/

I

> I x-

ye | -----~~\  лар учун cos у  >  0 булгани сабабли ииюра «+»

олиндн. Демак, (arc sin.v)' =  ——1— .
. t 1 —•'•'2

Агар у  =  arc sin и булса, бунда и =  ср (,v) — дифференциалланувчи 
функция, у холда мураккаб функцияни дифференциаллаш кондасига 
биноан: ’

/  . V ,  1 ,(arc sin и) — — ..- - и .
■» ! —  и-
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лар

б) (arc cos и)' = ------------ -  эканини хам шунга ухшаш исботлаш
1 — и-

мумкин.

в) (arctg//)' = —-— •//' эканннн нсботлаймнз.
1 -f и -

je =  tg у  узлуксиз, дифференциалланувчи, у  6 ^ -----

учун усувчи функцияни цараймпз, унинг кийматлари сохаси(— оо; + о о ) 
дан иборат. Бу функция х £ ( — о о ;  +  о о )  учун аникланган у  =  arctg*
тескари функцияга эга, унинг кийматлари: у  £ | -----—, Энди

у'х ни топамиз:
i l l  1 1

У\ =  (arctg х)' =  — — = -----7 =  — =  , —  =  — -
Х у  ( tg  У )  s e c - у  J P f M g - / /  1 f x -

Демак, (arctg х ) ' =  —— . Агар у =  arctg» булса (бунда и =  ср(х) 
1 -4-л'-

дифференилаллат'вчи ф\:нкцня1, v холда ( a rc t g / / ) ' = ------  •»' .
1 -j-!/-

г) ( a rcdgi / ) '  = ------ -— эканини хам шундай исботлаш мумкин.
’ I —и2 "

8- м и с о л .  Агар у =  arcs in'-.v б-улса, у холда: у ' — 2arc s i n x - = .
1 1 — .V2 
“ДГ

—С9 - м и  с о л .  Агар у  — ar c tg оулсл, у холда: i f  -
1 -r  e~z*

Уз- у з и н ii т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л  л л р

1. Каилай ф ункция тескари ф у н к ц ч я  дейилади?  М п с п л а р  к е л т и р и н г .
2. Тескари функцияни дя|»|>гре!!Ц-:аллаш кондаки ничлдэн иборат?  Уни к е л -  

тириб чпкарпнг.
3 .  Л огарнф м нк ф ункция >;оспласп формуласини колтирнб чнкаринг .
4 .  Л ога риф м н к  дифференциаллаш  !у>;иасн нимадан ибораг? Мнсоллар ке л ти р и н г .
5 .  Д а р а ж а л и  фупкцняннпг,  курсагки чти  ф ун кц ия н и н г  ва курсаткичли-  дао а ж ал и  

ф ун кц ия ларн и и г  .хосилалари учун ф орм улалар  чнкаринг .  М нсоллар  келтиринг.
6 . Тригонометрик ф у н кц ия л ар  хосилалари  учун ф э р м у л а л а р  чнкаринг .
7. Т ескари  т р н г о н зметрик ф у н кц ия л ар  хосилалари у ч у н  формулалар  чпкарпнг .
8. 4 7 2  —  487 , 4 9 9 —  513. 526 —  544 . 0 6 i  —  56*J, oS4 — 597, 611 —  629 , 6 5 0  —  
—  666-масалаларни ечннг.

7-§. Гиперболик функциялар уларнинг хоссалари ва графиклари

1. Таърифлар. s’n.v, ch.v, th.v, cth.v каби белгиланувчи ва у ш б у  
тенгликлар билан аншутанувчи функциялар  гиперболлк  фун кц иял ар  
дейилади:

g * _ g
sh а ; --------з------------ гиперболик синус,

. х  -4- е '
СП А =  --------------------- ■ гипер хзлпк косинус,



th x  =  -----гиперболик тангенс,
ch x

ch .v _cth x = ---------- гпперослнк котангенс.
sh x

Функцияларнинг таърифларидан тегишли трнгонометрик функция- 
лар орасидаги муносабатларга ухшаш муносабатлар келиб чикади:

ch2* — sh2.v =  1, ch2.v -I- sh’v - 1h2.v,

Масалан, биринчи анниятни текшириб курамнз:

Долган муносабатларнинг тугрилиги хам шунга ухшаш текширилади.

трнгонометрик функциялар .г2 +  у- =  1 айлананинг параметрик тенг- 
ламалари булгани каби

гиперболик функциялар гиперболанинг параметрик тенгламалари бу- 
ладп. Бу функцияларнинг хам гиперболик деб аталишпнинг сабаби 
хам шу билан тушунтирилади.

2. Гиперболик функцияларнинг хоссалари ва графиклари. shx, 
ch.v, th.v функциялар x ^ R  лар учун аникланган, c th х функция эса 
х  ф  О лар учуй аникланган.

а) sh.v— ток, функция, . v > 0  да мусбат, х < ; 0  да манфий, х = 0  
да нолга тенг (84-шакл).

б) ch.v — жуфт функция, барча .V лар учун мусбат (85-шакл).

sh2.v =  2sh.v ch.v, cli-.v =
1 —  th'2.v

га x. к.

Ушбу
f .v =  cos /, 
I у — sin t

У A

\
4 V=cbr /

/  '

84-  шакл. S5-  ш з к л .
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в) th .r — тоц функция, . v > 0  да мусбат, л : < 0  да мапфнй, х = 0  
да нолга тенг, | t h * | < l .

Ушбу лнмптни топамиз:

86-  ш а к л .  87-  шакл .

lim  thx — lim

h i m  ^ l £ Z 1 = L
a- - >  - i - o o  e x  { 1 - L - e  2 x )

]jm

Бу thx функция графиги у  =  ±  1 тугри чизикларга якинлашишини бил­
диради (86 -шакл).

г) cthjc функция тоц функция, х  >• 0 да мусбат, х  <  0 да 
манфий, х  =  0 да аншуганмаган. lim c t h ^ = ± l ,  | c t h ^ | > l ,

X —> — оо
lim cth.t =  ± o o  эканини курсатиш мумкин (8 7 -шакл).
х »  ± О

8 -§ . Гнперболик функцияларнинг ^осилаларини ^исоблаш
sh х, c h .г, t hx,  cth.v функцияларнинг хосилаларини хисоблаймиз: 

' ех — е ~ х \'  1
(sh х)' =  I----- g-----J =  ~т (е* — е~ хУ =  ~2~ (е* +  е~ Х̂  =  ch

(ch х)' - ( 6 \ е—  I =  4 -  (е* +  е~хУ =  4 -  (в* — е~ х) =  sh*,

/чи f s h x \ '  ch  д:-ch  л: —  sh jc sh jc 1(№ X) =  I —— I =  •
1 ch x  j  ch2.v ch2x

/ i l  \> Я Ь  fc l' s h . v s h * — c h x c h x  1 (cthx) = | -----1 ------------------------  = --------- .
U h .v/  sh2.v sh2jc

Х^амма хисоблашларда (ex )' =  e* , (e~x)' = — e~x формулалар дан 
фойдаландик. Шундай цилиб:

(sh х)' =  ch х, (ch х)' =  sh х.

оо оо



9 - § .  ^осилалар жадЕали

и — и(х),  v — v(x)  — дифференциалланувчи функциялар деб хи 
соблаймиз.

1.. Асосий элементар ва гиперболик функциялар хосилалари жад 
валшш тузамиз:

1) С' =  0; С — const.
2) х =  1, X — эркли узгарувчи.
3) (иа-)' =  а  иа~ 1 ■ и', а  — const.

4) Xvcycnfi холда (v и ) '  =  -—■— = -и'.
‘ 2] и

5) Хусусий холда | — ) =  —  -и'.
’ \ и ! г'2

6) (аи)' =  аи \ nci - u,  а — const, 0, а Ф  1.
7) Хусусий холда (еи )' =  еа -и'.

8) (uv у  =  v ии~[ -и' -г  uv In u-v' .  
l

и In а
t

10) Х усусий .холда (In и)' =  — ■ ti .
" и

11) (sin гг)' =  cosгг-гг’ .

12) (cos г г ) '= — sin fi - и ' .

13) ( tg гг)' =  - L - . u ' .
COS -и

14) (ctg и)' =

9) (loga гг)' — —— it' , a — const, a > 0 ,  а ф  1.

sin-u

15) (arc sin г̂ )'
1 — a2

16) (arc cos гг)' =  — ■ - - - ■ и .
| I -- 11"

17) (arctg « ) ' = — —
1 -j- u-

18) (arcc tg гг)' =  u' '

19) (sh u)' — ch и ■ ti'.
20) (chu)' =  sK ii 'u ' .

21) ( thu) '  =  — — - u \
'  v c h 2 и

22) (cthЫ) ' =  U'.
s h 2 a



2. Дифференциаллаш коидаларини тузамиз:
1) ( и ±  v)' =  и ±  и '.
2) (u -v У =  и ■ v +  v ’ • и.

3) С- и) ’ =  С - и ,  С — const.

4) f J L Y -  “ ' • • ■ - ‘■'■L,
\  V J v-

5) Агар у  = f ( u ) ,  и =  и (х),  яъни у  = } ( и ( х ) )  булса, у холда

У ' , = У ’и и,-
6) Агар y  =  f{x)  ва х =  (р(у) узэро тескари функциялар булса, 

у холда '
1

1 - м и с о л .  у  =  in-arc tg —  нинг хосиласини топинг.
X

у' =  2 In arc tg —---------- -—
X 1

arctg —  
x

2 - ми  со л. у  — (arc sin е3л) 3 нинг хосиласини топинг.

, I ”  Iу  = — (arcsine3-1) •- . _■ -е3х-3.
J 3 v ; i-(eav)s

10-§. Ошкормас функция^ва уни дифференциаллаш

х  ва у  узгарувчилар орасидаги 'функционал борланиш бирор
F(x, y)  =  0 (10.1)

формула билан берилган булсин. Агар бирор (а, Ь) ораликда ани^- 
ланган бирор у  = /  (х) функция (10.1) тенгламани цаноатлантирса, 
яъни уни айниятга аплантирса, у холда у  =  f (х) функция (10.1) 
тенглик билан аникланган ошкормас функция  дейилади.

Функциянинг ошкор берплишига утиш учун (10.1) тенгламани у  
ia  нисбатан ечиш керак. Бундай утпш хар доим ^ам осон булавер- 
майди, баъзлн эса умуман мумкин булмаиди.

1-м и со л .  3.Y— 2/ /— 6 =  0 тенглама ошкормас функциями анш^- 
лайдп. Ушшг ошкор берплишига утпш учун бу тенгламани у  га

,  Зл: — о , ..
нисоаган ечамиз оа у  = -------  га эга ^рламиз.

2 - м н е  о л. х 1 г/- — 1 тенглама ошкормас функцияни анпклан- 
ди. Ошкор :ллт:а у иккига функнитаи тасепрлайди.
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3-м нс о л. y s — З х у + х -  =  0 тенглама у  ни х нинг функцня­
си сифатида аниклайди, аммо бу функцияни ошкор г^олда ифодалаш 
1 ва 2- мисоллардагига Караганда анча кшшнрок, чунки бунинг учун 
учинчи даражали тенгламани ечиш керак.

4 - м и с о л .  i j - x -  2У =  1 тенгламани у  га нисбатан умуман ал- 
гебраик ечиб булмайди, яъни и ни х оркали ошкор ифодалаб бул- 
майди.

Ошкормас функция хосиласини уни ошкор холга келтирмаедан 
туриб топиш мумкин. Ошкормас холда F (х, у)  =  0 тенглама балан 
берилган функция хосиласини топиш учун бу тенгламани, у  ни х  нинг 
функцияси эканини хнсобга олган холда а- буйича дифференциал- 
лаш керак.

5 - м и с о л .  3.v — 2 у  — 6 =  0 тенглама бнллн берилган функция 
учун у' ни топинг. у  узгарувчи х  нинг функцняси эканини хнсобга 
олган холда х буйича дифференцналлаб, ушбуга эга буламиз: 3 —
— 2у' =  0, бундан у'  =

6 - мн  со  л. х- +  у'2 =  1 тенглама билан берилган функциянинг;/' 
хосиласини топинг.

f у
Дифференциаллаймиз: 2х +  2у - у '  =  0,  бундан у  -------- —.

7 - мн е  о л.  Ушбу

у 3 — 3ху  +  х3 =  О

тенглама билан берилган функциянинг у ’ хосиласини топинг. 
Дифференциаллаймиз: 3у 2 у' — 3у  — 3xtj' +  За:2 =  0, бунда)!

У  = у ----X

8 - м и с о л .  Ушбу
У +  х- 2 У =  1

тенглама билан берилган функциянинг у' хосиласини топинг. 
Дифференциаллаймиз: у' + х - 2 у 1п2 у'  + 2 У =  0, бундан

/ - - ’f 
У Jl 1 -f х- У ■ 1п2 ‘

х - 2 у  ни 1 — у,  2;/ ни ----- - билан алмаштирамиз, натпжада

А- (! :-1п2 —  г/1:2)

га эга оуламиз.
НЬ/плпп к п ш б ,  о т к о р м а :  функцияни, унн ошкор курЦиишда нфо- 

далаш л.ууктш ёки мумкин э ' ;г;слнгидан катън назпр, диф 'к р^пциал -
ла:п м \’м::нн

12—2**8 ! 77



11-§. Параметрик куринишда берилган функциялар ва уларни 
дифференциаллаш

х  ва у  узгарувчилар орасидаги функционал борланишни хат доим 
з^ам y =  f(x)  ошкор куршшшдн ёки F (х, у) =  0 ошкормас курнииш- 
да ёзиш кулай булмайди. Баъзан ёрдамчи узгарувчн t  ни киритиб, 
х ва у  узгарувчини t нинг функцияси сифатида куйидагича ифода- 
лащ кулаи булади:

f-v =  Т (?>-
' Я Ш .  (11.1)

(11.1) тенглама функциянннг параметрик берилиши, t узгарув­
чн эса параметр деб аталади. t нинг ихтиёрий ^ийматига х  нинг 
аник киймати ва у  нинг аник киймати мос келади. ,v ва у  нинг 
кпнматлари жуфтпга текисликда М  (х, //) нукта мо: келади. t пара­
метр аннкланпщ сохасидан ламма кнйматларни ш бул к ил ганда 
М  (х, у) n\jgra Оху  текисшкда бирор чизи^нн чнзади. (11.1) тенглама­
ни шу чизикнинг параметрик тенгламаси дейилади. у  нинг х  га ош­
кор боглнклигини топиш учун (11.1) система тенгламаларидан t па- 
раметрни чикарпщ керак. Бунинг учун бу системанинг биринчи тенг- 
ламасидан t ни .v нинг функцияси сифатида ифодаланадн:

t =  и (х), буни иккинчи тенгламага цуйи5, * / = 'ф (н М ) га ёки 
у  =  f (х) га эга буламиз.

1 - м и с о л .  Турри чизикнинг текисликдаги ушбу
I -V == Л'ц in t
IУ — Уо ~sr ,i t  '

(бунда т, п — йуналтирузчн вектор коэрдинаталари) параметрик 
тенгламаларини куйидагича ёзамиз:

-у — -У о _ f у — у о _   ̂
т ’ п

гл X  Ха У  W | и уБундан -------  = - — ----- т\три чизикнинг каноник тенгламаси келио
* т п

чикади.
2 - м и с о л .  Айлапднпнг параметрик тенгламаси

(х =  R  cost ,
(У =  R s m t

берилган булсин. Ундан i пи чнкарамиз, бунинг учун тенгламанинг 
j^ap бнрини квадратга кутарамнз:

('х - =  R 2 cosН,
{ i f  =  R -sm -t

ва уларни кушамиз, бундан ,v2 +  i f  =  R 2— айлана тенгламаси келиб 
чицади.

Параметрнк берилган

[х  =  ф (О,
1 1 / =' Р( 0
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функцкя хоснласини топиш учун формула чикарамиз; бунда х  =  а |Д  
функция тескари функцияга эга. Бу ерда у  ни а'  н и н г  мураккаб 
функцияси деб хисоблаш мумкин, бунда /—оралик аргумент. Шу са- 
бабли мураккаб функцияни дифференциаллаш копдасига кура:

У'Х =  У'; < >  (П .2 )
аммо бунда х  узгарувчининг t функцияси эмас, балки / узгарувчи­
нинг х функцияси берилган, шу сабабли тескари функцияни диффе-

ренцналлаш цоидасига кура t'x =  ~ T ‘ (11.3)

(11.3) ни (11.2) га цуйнб ушбуга эга буламиз:

у,У v =  У.' __  =
•V, X

Шундай килиб:

yt (11.4)

1 - м и с о

2- м и с о

! х  =  R  cos t , 
\ у  = R s i n t .

ix =  a ( t  — sin/),  
[ у  =  а(1 — cos t).

Ух =
R cos t 

—  ft s in *
=  — ctg*.

. a s i n ^  . t  У — -----------  =  ctg — .
1 a  (1— cos*) 2

?  з - у з и в и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Г нперболик  ф у н к ц ия л ар н и н г  таъ ри ф ш ш  айтинг.
2. Гнперболик ф у н к ц и я л а р  тавсифпни беринг.
3. Г нперболик  ф у н к ц и я л ар  ^осилалари  формулаларини  чикаринг .
4. Р^андай ф ункция ош кормас ф ункция дейилади? О ш кормас ф у н к ц и я л а р га  ми­

соллар  келтиринг.
5. О ш корм ас  з^олда б ери лган  ф у н к ц и я л а р  ^андай  дифференциалланади? М исол­

л а р  келтиринг.
6 .  Ф у н к ц и я л а р  ва чизиклар тенгламаларининг п ар ам етр и к  бери ли ш и  нимадан 

иборат? М и с о лл ар  келтиринг.
7. П арам етри к  берилган  ф ункцилларни  дифференциаллаш  ^андай баж ари лади ?  

М исоллар  келтиринг.
8. 634 —  649 ,  792 —  8 ! 2 .  9 3 6  —  9 4 6 - мисолларни ечинг.

1 2 -§ . Функциянинг дифференциали

y s a f ( x )  функция [а, Ь] кесмада дифференциалланувчи булсин. Бу 
хар ^андай b ] учун

/ '(* )  =  l i m ^  (12.1)д*->о Д*
чекли хоснла мавжуд эканини билдиради.
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/ '  (.v) =?£ О деб фараз килайлик, у ^олда (12.1) тенгликдан

4 - = г  м  + аА х

экани келиб чикади, бунда Д х —>-0 да ос->-0.
Агар охирги тенгликнинг хамма хадини Д х  га купайтирилса, 

ушбу '
Д y = f  (х) Д х +  а  Д х

ёки
Д г / = / ' ( х ) Д х  +  р (12.2)

муносабатга эга буламиз, бунда Р =  а - Д х .  Дх->-0  да (12.2) фор­
муладагн иккала кущилувчн нолга интилади. У ларни Д х билан тац- 
цослаймиз:

1* I ( л)  А х  г ^ / \lim -------------- - =  / (х)— чекли сон.
Дл--, 0 А X

. .  | 1 1 - ос А  . . __ —lim -----=  lim --------=  l i m a  =  0.
Д л-*0 A .v Xv->0 А  .V A t-> 0

Шундай килиб, биринчи кушилувчи / '  (х) • Д х  тартиби Д х  тар- 
тибга тенг булган чексиз кичик мнкдорднр, у Д х  га нисбатан чизик­
ли; иккинчи кушилувчи р =  а - Д х  даражаси Д х  даражасидан юкори 
булган чексиз кичик микдордир. Бундан (12.2) формулада биринчи 
кушилувчи / ' (х) Дх  асосий эканлиги келиб чикади. А ка шу ^уши- 
лувчи функциянинг дифференциали дейилади.

Функциянинг дифференциали dy  ёки d f { x )  каби белгиланадн. 
Шундай килиб,

dy =  f ' (x)  Д х. (12.3)

Демак, агар у  — f (х) функция х нуктада хоснлага эга булса, у хол- 
да функциянинг дифференциали функциянинг хосиласи / ' (х) ни 
эркли узгарувчининг Д х  оргтирмасига купайтирилганига тенг була­
ди, шу билан бирга А х х га богли^ булмайди.

у — х функция днфференциалинн топамиз. у ' =  1 булгани учун 
dy  =  dx  1 - Д х ёки dx =  Дх, яъни эркли узгарувчининг орттирма­
си унинг дифференциалига тенг. У холда (12.3) формула бундай 
ёзиладп:

dy = T i(x )d x j=  y' -dx.  (12.4)

Бу формула хосила билан диффереициални бэгландн, шу билан 
бирга косила чекли сон, дифференциал эса чекан  кичик мнкдорднр.

1-м и с о л .  ?/-= cosx функция днффгрекцналини топинг.
//' =  — sin.v б\лганп учуй, du  - -  — sin x d x .
2- Л; и с о л. : / — 1пх функция днфференцпалшп: топинг.

■ i ,  - . d x
V; — —  оулгани учун ау — - - .

X '  '  '  .V
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(12.4) тенгликдан
, d y

У =  и dx
га эгамиз, яыш ^осилани функция дифференцпалининг эркли узга­
рувчи дифференцпалига нисбати деб караш мумкин.

Функциянннг днфференциалини топиш масаласи хосилани топнш- 
га тенг кучли, чунки хосилани эркли узгарувчи орттирмасига купай- 
тириб функция дифференцпалига эга буламиз. Шундай килиб, хоси- 
лаларга тегишли теоремалар ва формулаларнинг купчилнги дифферен- 
циаллар учун хам тугри булиб колаверади.

Агар и ва v — дифференциалланувчи функциялар булса, у холдз 
куйидаги формулалар тугри булади:

d ( u  ±  d) =  du +  du, d { C- u)  =  Cdu, С — const.
j / 'v > i j  j  , 11 \ v d u  —  u d vd  (u -v) =  v a u - r  u d  v, d | —  ) = -------- -------  .

Шу формулалардан охиргисинн нсботлаймнз:
,  , II \ / u /  . u ' - v  —  v ' 11 , vu  d x — u v 'd x

d  i —  =  i —  I ax =  -------------- -dx = ------ -----------  s=1 v I \ ii I v- -j­

v du  —  udv

13-§ . Мураккаб функциянинг дифференциали. Дифференциал 
шаклининг инвариантлиги

Мураккаб функция дифференцпалини топамиз ва уни эркли 
аргументнинг функцияси дифференциали билап тамссе !анмиз.

у  =  /  (и) функция и эркли аргументнинг дифференциалланувчи 
функцияси булсин, у холда

d y  =  i ' { u ) d u  (13.Ц
га эга буламиз, бунда dti — A u .

Энди у  =  / (и) оралик аргумент и нинг днфференцналланувчи 
функцияси булсин, бунда и =  ц(х) .  у  — f (ср (.*)) [мураккаб функция 
хреилаеннн хисоблаймиз:

dy  =  y'l dx =  fu ( и) - ц’ (л) dx.  (13.2)

Аммо cp' ( x)dx =  du,  шу сабабли мураккаб функция ^дифференциали 
ушбу курпнншни олади:

dy =  f ' (u)du,  (13.3)
бунда

du =  (,г' {х) dx.
Дифференцпалнинг иккала нфодаспнн такксслаш унинг шакл и 

уз;армаслигини (пнварнантлигинн) курсатади, яъни функциянинг ар­
гумент)! бошка аргументнинг оралик функцияси йу.илил ёки эркли
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узгарувчн булншига безлик булмаган холда бир хил шаклни кабул 
килади.

Бу хосса (13.2) куринишидаги ёзув узундан-узок; ва шу сабабли 
хар хил амалларки бажэриш учун нокулай булганда дифференциал- 
нинг (13.3) куринишидаги ёзувига мурожаат килиш имконини беради.

1 - м и с о л. у  — In2 .v функция у ч у н  dy  =  2 In х  • —  дифференци-
.V

ал булади, аммо
dy  =  2 In x d  (In .г)

ёзувдан хам фойдаланпш мумкин.
2- м и с о л. у =  (.v- — а 2)3 функция учун dy  =  6 .v (.v2 -f- a- f d x  диф­

ференциал булади, аммо
dy =  3 (.V2 - f  a-)'1 d  (.v2 -f- а-)

ёзувдан хам фойдаланиш мумкин.
—  dx

3 - м и с о л .  // =  arc sin i х  функция учун dy =  ' ------rzzzz:
■ ' '  2 1 -V • 1 I — X

дифференциал булади, аммо

dtJ =  A (.l Z L
) l -Д.'

ёзувдан хам фойдаланпш мумкин.
Дифференциал курннншпппнг икварпантлигидан интеграллаш амал- 

ларида бевоента фондаланнладн.

14-§. Такрибий хисоХпашларда дифференциалдан 
ij о лдаланиш

(12.2) тешликка кайтамнз:
Д у  =  f  (.v) А х -f- р,

бунда p =  ciA.v (шу билан бирга A. v-^O да сс, р->- 0). f ' ( x ) A x  =  
=  dy  эканлигпни хисоЗга олсак, ушбу тенгликка эга буламиз:

A y  =  d y - - $ .  (14.1)
Функциянинг А у  орттирмаси ва функциянинг dy  дифференциали 

эквивалент чекспз кичик мп^дорлар эканини исботлаймиз. Бунинг 
учун f  (.у) == 0 деб улар нисбатларш-шнг лимитини хисоблаймиз:

, ■ А и r  d u  —  Р> г , . . | . 5 р urn —— =  h m  —— - = | h m  j 1 - f . —- : =
dlj du A.v->0 . I dy j

, .  , , , r/. A v , , cc .
=  lim ; 1 ----- ;-------- i =  l — lim ------ =  1.

i (.v> A .v 1 дл-->0 f  (x)

f  (.v) ф  0 — чеклн сон булгани учун A. v-vO да [Шундай кн-
лнб, А у  ~  dy,  демак, А у  ва dy  такрпбан тенг ифодалар деб хисоб- 
лаш мумкин, яъни

A y w d y .  (14.2)
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(14.1) тенгликдан улар бир- биридам А у  ва dy  ларга нисбатан 
юкорнроц даражали чексиз кичик микдор fl га кэдар фарк шииши 
келиб чикади.

(14.2) такрибий тенглик А х  нинг киймати камча кичик булса, 
шунча кичик хато берадп, чунки бу хато р нинг киймати билан 
аникланади. Шу билан бирга dy  лифференцпални хисоблаш амали 
Д у  орттирмани хисоблашга Караганда анча осондир.

1 - м и с о л .  Кубнинг узуилигн 30 см булган кпррасн 0,1 см орт- 
тирилдн. Шу куб хажм;:нинг канчалпк узгарганпнл топиш талаб 
килинадн.

Куб киррасинп .V билан белгилаимиз, у холда куб хажми учун 
v =  Xs формулага эгамиз.

Агар кпрранинг узгариш MiJjjJaopiiHn А х  билан белгнласак, у хол­
да куб хажминшт узгариш микдорн функция орттирмаси сифатида 
аникланади:

Д v =  (х +  Д д')3|— .V3 =  3 х2 А х  +  Зл'(Д х)- +  ( Д а т . (14.3)
Агар бу узгаришнинг микдорпни анпклаш учун берилган функ­

ция дифференцналл
dv =  v dx =  3 а"Д а' (14.4)

олинадиган булса, у холда биз хажмнинг хакикий хажми узгаришпга 
нисбатан хатога йул куямиз. Берилган х  =  30, dx  =  Д .v =  0,1 кий- 
матларпни дифференциалнииг (14.4) нфодасига куйиб, куб хажми уз- 
гаришииинг такрибий кпйматпни аниклаймиз:

dv  =  3 900-0,1 =  270 (см3).
Хажм узгаришпнннг хакикий кпймагн функция орттирмасининг

(13.3) ифодасидан аникланади:
Д и =  3- 900’ 0,1 - 3 - 3 0 - 0 , 0 1  -j- 0,001 =  270,901 (см3).

Шундай килиб, хажминииг “згаришинн анпклаш учун дифференциал- 
дан фойдалэнишда юз берадиган хато Д v — dv =  0.901 (см3). Бу 
хато 1 см3 дан хам кичик. Бу хатокн хнсобга олмаса хам булади, 
чунки бу хато хажм хшшкий узгаришпнннг 0,4 фоизидан кам.

Дифференциал ёрдамида такрибий хисоблашлар функция кипмат- 
лгрининг узгарпшини (орттирмасипи) излаш билан чекланмайди. 
(14.2) такрибий тенгликка кайтамиз:

Д у  Ж dl / . 

уни ёйиб куйидагича ёзиш мумкин:
_ /  ( a  - f  [Д .V) — 7  ( а ) »  / '  [,х] А х

ёки
/  (л-;-НД’Л-) »  Д(л’) -!- г  (х \А ‘х.

Бу такрибий тенглик амалда ушбу масаланп еч; шда щллапиладн: 
агар / (а), / '  (.v) ва а  маълум булса, / ( а — Д а) такрибий кАйматни 
хисоблаш, яъни функциянинг а нуктадаги книматпяп бнлган холда 
функинянинг а - г  Д а  нуктадаги кдойматшш такрибий хисоблаш
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мумкнн. Бу кнймат А х  канча кичик булса, шунча аник булади, 
яъни x-i-A .v  .V га канча якни булса, шунча аник булади.

Бир нечта мисол караймиз.
п / —  dx j •' х

2 - ми  с о л. у = у  х  б\лснн. dy =  „ :___ ёки ау = ------------dx
п  ■ 1 х п ~ 1 ПХ

п ----  I X
га эгамиз. Демак, i , v - r A . v » i  .v +  !------dx. Бу формулада

ПХ

d x = A x  =  а  деб оламиз, у холда
П —

п -------- --- Т" 1 * . а  (14.5)I .V — а  ~  I A I п v ’ а * '

Хусусий холда, агар .v =  1 булса, (14.5) формула ушбу куринишни 
олади:

I 1 —  сс да  1 - Ь  — -  • ( 1 4 . 6 )
п

(14.5) формулами i 24 нинг такрибий кийматини хисоблашга 
татбик киламиз. Бу формулада /1 =  3, , v = 2 7 ,  ос = — 3 деб, ушбу- 
га эга бхламиз:

з -  ,
I 24 да) 27 (— 3) =  3 — —  =  2,889.

(14.6) формулами | 1.1 нинг такрибий кийматини топншга кул- 
лаймиз. Бу формулада п — 2, а  =  0,1 деб олсак, ушбуга эга була- 
мнз:

I Г Т д а  1 +  =  1,05.

3 - м и с о л. у  =  sin .V булсин. У холда d y  =  cos x d x  га эгамиз. 
Демак, sin (,v — Д ,v) да sin ,v — cos .v d x .  Бу формулада d x  =  Д х  =  а
деб ола'.'из, у холда:

sin (.V - f  а) да sin .V -I- cc-cos.v. (14.7)

Хусусий холда, агар .v =  0 булса, (14.7) формула ушбу курпннш- 
нп олади:

siп ос да ос. (14.8)

(14.8) формулами sin 31э ни .хисоблашга куллаймиз. х =  —  (30э 
" ‘ ~ 6 

5Т
ли бурчакка тугрн келади), ос =  (1° ли бурчакка тугри келади)

180
деб олпб, ушбугп. эга буламиз:

■ • I -Т П  . ГС . i Лsin 31 =  sin | ----- ------ I да s in -------- —  - cos — =
6 180 1 6 ISO G

=  0,5 4- 0,0174 ■ 0.8652 =  0,5151.
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(14.8) формуланн кичик а  ларда куллаш мумкин, масалан, 

sin 0,001 « 0 ,0 0 1 .

4 - ми  с о л. г/ =  In .V булсин: dy — —  dx  га эгамиз. Демак, ln(.v-f-

+  ^  х) ~  In л 4- — dx.  Бу формулада А х  =  dx =  а  деб оламнз, уX

Хусусан, агар х =  1 булса, у холда (14.9) формула ушбу куриннш- 
нн о ади:

(14.9) формуланн In 782 ни хисоблашга куллаймнз. л-=  781,

- f —  =  6,66186.
78!
(14.10) ф эрм м а кичик сс ларда кулланнлади, масалан,

In 1,02 « 0 ,0 2 .

Такрибий формулалар . Д Ы . З — 14.10) нинг 'хаммасида а  кичик

у  =  f {x)  функция за унга мос а; ап чнзнкнн караимиз (88-шакл). 
Эгри чизикда .V! |.v. //) нуктапп оламиз, шу нуктада эгри чизнкгса 

уринма утказамиз, уринма Ох \ кпннг мусбат йуналиши билан хосил 
киладнган бурчакии а  билан белгилаимиз. Эркли узгарувчи .v га Д х  
орттирма берамнз, у холда функция А у =  / ( у  — А .у) /(.у) орттир- 
манн оладн. Чнзмада Л zy =  А . А нукта эса Л ( л ‘ 4 - Д - 1-, f ( х А л')) 
ёки Лг (л* 4" А х, у  -f* Л у),  л  М Т К  дан:

In (1 - f a j w c t , (14.10)

а = 1  деб оламиз, v холда 1п 782 «  In 781 4----- -— =  6,66058 4 ­
'  ' 781

микдордир.

15-§. Диффереициалнипг геометрик маъноси

Т К  =  М К  tg а.
Ammo tg a  / '  (х), М К  =  А л\ 
шу сабабли

Т К  =  г  (X) А -V. У  ■

Дифференшшлнннг таърифига 
биноан dy  =  / ' (д) А у . Шундай 
килиб, T K — dy.  Бу тенглик 
/  (.у) функциянннг .у ва А у нииг 
берилган кшшатларига мос ке- 
лувчн дифференциал!; у  =  f  (х) 
эгри чизнкка х  нуктада угка- 
знлган урннманпнг срдинатаси 88- шакл.
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-f (л)

A

89- ш а к л .

-j I
.  орттпрмасига тенг эканлигпни 

'• билдпради. Дифференниалнпнг
геомстрпк маъноси шундан 
иборат.

Чизмадан
АТ =  А у — dy

°| экани келиб чикади. Аммо
Л у ~  dy,  шу сабабли Д .V—>• О 

90- ш а к л .  Л Т
да у А- —>0. Чпзмада Д y > d y .

89- шаклдан А у dy  дан кичик булиши мумкшпигини курамиз. Агар 
У =  } (-Y) —тугри чизик булса, у холда А у =  dy  (90- шакл).

16-§. Функцияни чизик лаштириш

у  =  f (.y) функция бирор хп нуктада ва унинг атрофида дифферек- 
шшлланувчи булсин. Шу нуктада

Д у л ;  dy
ёки

/ (л-0 — Д -Y) — / (л-0) »  / ' 1 л-01 • A .V (16.1)
такрибий тенгликни тузампз. Уида х0— A.v=.v алмаштпришни бажара- 
ыпз, у .холда: A . v  =  .v — ,y„.

(16.1) тенгликни шу белгнлашлардан фондаланнб кучирнб ёзамиз:
\ ; i x ) ~ i ( x {l) л / ' {x0) (x — x l’). ( I 6 -2)

У =  f  (х) булгани учун у 0 =  / |.г 0) деб селгплаимнз ва уни (16.2) 
формулага куямнз:

У — Уп ~  Г  О',,) (-v — *0) иен у  л  у0 - j - (х0) (х — х0).
Охирги тенглнк ,г0 нукта атрсфида у =  f  (х) функция у ики т\три



чизикдек тутишини билдиради. Геомет­
рик жихатдан бу y = / ' ( v )  функция 
графиги булган чнзикни х0 нукта ат­
рофида шу чизикка (.v0, у д) нуктадаги 
уринма билан алмаштнришга тенг куч- 
лидир (91-шакл):

Шу — У о =  Г  М  (х  ~  х о)'■ _5ла
Бундай алмаштиришни функциями чи- 
зиклаштириш дейилади.

Бу усулнинг механик мазмуни 
шундан иборатки, нотекис харакат бирор вакт оралнгида текис ха­
ракат билан алмаштнртади.

У з- у з и п и  т е  к Ъ  и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р  

J.  Ф у н к ци я н и н г  дифференциали деб ннмага аптилали?
Ч. Ф у н к ц и я н и н г  дифференциали унинг •силаси оркали  кандай  ифодаланади?
3 . Ф у н к ц и я  днф ф еронцпзтпнннг геометрик  маъносм ннладан иборат?
4 .  Ф у н к ц и я  граАнгпнннг кандал н у к тата р н  учун  унинг дифференциали орттир- 

маендан кат га булади? Кандал н укга ла р  учун кичик б \л а д н ?
о. 1\андаи ф у н к ц и я  lap  учун диф Ьеренцнад айнан орттирм ага  тенг аутади?
6. Ф \н к ц п я н и  чнзнклашгириш нима?
7. Дифференциалнииг ас >спл .v c c a ta p tm i t  антиб беринг .
8. Диф ф еренциал  шлл.шнчнг инвариаптлигн хоссаси ннмадак иборат?
9. Т а к ( Ж н п  хисоблашларда днфференцнатлач фонда шниш ннмага асосланган?
10. Ф ункция кин.магларини диф р ер ен ц н ал  ердамида такрибий щюоблаш форму* 

ласпнн келпиринг. Мисол келтиринг.
1:.  S37— 88J,  8 9 1 — 393, 833,  999,  99 2 ,  9>3-масачаларнн  ечинг.

17-§.  Юкори тартибли хосилалар

1. Ошкор ^олда берилган фуикцияларнииг юкори тартибли хо­
силалари. у  =  /(.v) функция барча х^\ а ,  bJ лар учун дифференцнал- 
ланувчн буллш. f i x )  х^гпллнннг ^нйматларп, у.муман айтганда, .V 
га боглик, яъни f i x )  ходила f'{x) =  ф(.г) функцнядпр, шу сабабли 
Ф ( х )  фунхцплнинг хол1 ней хакида гапириш мумкин.

1 - т а ъ р и ф .  Б зр т г а н  функция хоспласпдан олишган хосила шу 
функцияиинг иккчнчи тартибли хосиласи ёки иккинчи хосила 
делиляди ва i f  ёки f  (л*) каби белппанади:

У ” = ('/')';= /V)-
2 - т а ъ р и ф .  Мккинчи тартибли хоеиладан олинган хосила учин­

чи тартибли x ic iu a  ёки учинчи х/>сила дейилади ва у  " ёки }"' (дг) 
каби белгиланади.

3 - т а ъ р и ф .  (п — 1) - тартибли холпадап олинган хосила /г- 
тартибли х э л п а  дмнаади в" y tll] ёки f'n) (х) каби белгиланади:

1 Г  = Г ( А - ) .
^ о с т а  тартибнни даража кЙ)саткичн билан аралашгириб юбормас- 
лик учун хосила тартиби кавслар ичига олинади.
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п =  0 булган хусусий холда 1(й){х) =  f(x) деб оламиз, яъни нолин* 
чи хосила функциянинг узига тенг.

Туртинчи, бешинчи ва юкори тартибли хосила лар рим ракамларн 
билан хам белгиланади: у п , i/v , 1, . . .

1-м и с о л .  у  =  х'1 функция берилган. у <п) ни топинг.
/ П—1У = п х  ,

у" =  п(п — 1 W! - “,
у'" =  п(п — 1) (п — 2).*''~3,

у 1п) =  п ( п — Г) (п — 2) . . .  3-2-1 ■хп~ п =  п\

(я! ёзув п факториал деб укилади ва ] дан п гача булган нату- 
рал сонлар купайтмасинп билдиради).

Шундай кнлиб, ( х п )'п> =  п\ У холда ( хп У',~ 1) =  0.
2 - м п с о л .  у — а булсш!. у(п) ни топинг.

у' — а 1 1п а, 
у" =- а к I n -я, 
у ’" й''1п3а,

(•■г; .V . пу — a In а.

Шундай килиб, ( — а' 1п"а.
Хусусий холда: { ех V”' = ё \
3 - м и с о л .  у  =  е' ( k — const) булсин.  у " ] ни топинг.

у ’ -- кск\  

у" =  к-ек\  
у " — 1{лел\

(/;) ,г1 k>:у = k  е .

ШундаV килиб, 1 е"' — к ' с*'.
4 - м н с о л .  у  =  sin.v булсин. у п) ни топинг.

у'  =  COi X — s in  I -V -L - 2 -  ), 

y  ‘ =  со? tx  - f  —  j =  s in  |.Y— 2 - ~  j.

ij 1 =  c o s 1 .v ~ ( n  —  1 1 - г - 1 =  sin | -v+ rt “  ). 

Шунлам кп."!!б, (sin.vV'1’ — sir.I.v — n |.
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5 - м н е  о л. у  =  cosx  булсин. г/"' ни топинг. Ю^оридагига ухшаш

(cos Л')1"' =  COS ( X +  П —  )

эканини курсатпш мумкин.
6 - м и с о л .  у  =  \п.х булсин. у {п) ни топинг.

л:
у" =  — 1 • х~~, 
у"  =  ( — 1 )2 - 2 - л* 3,

У(п) =  ( — l)"- 1 . 1-2-3 . . . (п— \ ) х ~ п =  1)Д~^/(”—1)! • 

Шундай килпб, (In дУ * =  (—
' х п

2. Лейбниц формуласи. «-тартибли хосилаларни топлщда цуйи- 
даги коидалар тугрилигича колади:

а) агар и =  и(х), v =  y(.v) булса, у холда

(« ±  v f } =  и("} ±  d(,1);

б) агар и = и ( х ) ,  С — const булса, у холда

(С-и){п) =  С- и{п).

Икки и =  и(х) ва v =  у(лг) функциялар купайтмаспнннг я-тар- 
тибли хосиласини топиш учун ушбу формула уринли:

( u v f l  =  uw -v +  ~  - f  U(n~% " +  . . .  +  uv™.

Бу формула Лейбниц ф эр му ласи дейилади. Уни тузпш 1фидаси 
бундай:

(и +  v)n ифодани Ньютон биноми буйича ёйиш керак:

,  . чгг п  0 , п  п - 1 - , — 2 2 , , 0 п
( U - - V )  = 1 1  V - г  —  U V ---------g -----U V —  . . .  ~  U V .

Бу ёйилмада и ва v да ража курсаткнчини >рсиданинг мос тар- 
тиби билан алмаштирнш керак.

7 - м и с о л .  (uv)" ни ёзинг. Ёйилмаии тузампз:
(и — г) « V  -L 2uv -f- v-u°,

бундам
(liv)" =  u'v  -г -U'v' -г  uv".

8- м и с о л .  (uv)'” ни ёзинг: in - f  v)n =  tt?v° -f- 3i rv  +  3uv- -f- « V .  
Бундан (uv)'" =  u"v -f- 2>u” v -!- 3u'v" 4- uv .

9 - м и с о л  у  =  e x-x2 берилган. y [n> пн топинг.
V • ,Y „  К  ( ' ! )  Vи =  С , и — С , и -1Ь и =  с .

v =  х: , v =  2.v, v =  2, v ’J'1' =■- 0.
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ёки

Ш ундай килиб,
п х п 1 п(п —  1)(п\ у  О 11 y Н \Ч  ---- 1 ) ..

у ,п) =  ev • Г  +  -77 ^  ■ 2-V +  е • 2

у (п) =  ех(х~ -j- 2пх - f  п(п — 1)).
3. Ошкормас функциянинг юкрри тартибли ^ссилалари. F ( x , y ) =  

=  0 тенглама .v га боглик у  ф ункцияни аникласин. Бунинг юкори 
тартибли хосиласики излаш учун бу тенгламани, у  ва унинг барча 
хосилалари эркли узгарувчи .V нинг функцияси эканинн унутм аган  
холга, тегишли сон марта дифференциаллаш керак. "

10-м и с о л .  А г + - т 7  =  1 тенглама билан ошкормас ^олда бе- о- 0“
рнлган у  нинг иккинчи хосиласпнп топинг.

Олдин у'  ни топамиз. Тенгламани дифференциаллаймнз:

^  _1_ ~у -у' =  о
а2 b2

п  ,> 'Ь2 х  , / /  ' Ь2 ( х  /  Ь2 (у — х у ' )Бундан у  = ------ - • — , у  = ------ - —  =  — — - — - ■
а-  у  а 2 \  у  j  а 2 у 2

у" га топилган у ’ ни к уям и з :
Г Ь 2 х  \

У +  х  ! —  • —
„ _  _____ Ь \  _ ' а- у  I =  а2у 2-\-Ь2х 2 _

а 2 у 2 . а 2 а2у 3

Аммо —— |—— =  1 тенгламадан а-ц- +  Ь-х~ =  а-Ь3 экани келиб чи- 
а 2 Ь°-

кадп. Шу сабабли у '  ушбу куринншни [олади:
,, - 64 :

У =  — Т у  a-if
"г IV „

у  , у  ва х. к. хосилаларни хам шунга ухшаш топиш мумкин.
4. Параметрик берилган функцияларнинг ю^ори тартибли ^ сси- 

лалари. х  нинг у  функцияси

f X =  ф[(/)
I У =  -ф (0

тенгламалар билан параметрнк берилган булсин, бунда х — ф(^) 
функция тескари функцияга эга. у'х ^осила (11.4) тенглик билан 
аншуиниши исботланган эди:

, у\
Ух =  ~Г- (17-1)

xi
Иккинчи хосила ухх ни топиш учун (17.1) тенгликни х  буйича диф- 
ференциаллаймиз, бунда t  функция х  нинг функцияси эканини на- 
зарда тутамиз:

’ ’ ’ У и xt — х'иУ) 1(  y ' t X



Шундай цилиб,
y , f X t —  x t t - y t

У,Х
I '•t I

у" , y'v̂ v ва x к. хосилаларни хам шунга ухшаш топиш мумкин.
Функциянинг плрамгтрик бгрилишндан механикада кенг фойда- 

ланилади, унда t параметр вактни билдиради. Вакт буйича хрсила- 
лар штрихлар билан эмас, балки нукталар билан белгиланади:

д-; =  .v, х"и =  х ,  / / ; =  у , у"и =  у ,

Ух =  у ’< Ух х ^ У  ' ■ ■ •
деб белгилаймиз, у холда хосилалар формуласичи бундай ёзиш 
мумкин:

/  =  у " =  у х ~ х и .
х х3

11-м н е  о л. Ушбу
f ,v"= a cos t
\ у  =  a s i n t ,  a — coast

тенгламалар билан параметрик берилган, х  нинг функцияси булган 
у  нинг у'  ва у" хреплаларннн топинг.

If  Q COS t  I j *  f t  / i j \ f  i f
= ------------=  — ctg/ ,  y '  =  ( — c t g t ) r tx =>

л- —  a s in  /

1 1 I

s in 2  ̂ к  a s i n 3 ^

18-§. Ю^ори тартибли дифференциаллар. Инвариантлик шаклининг
бузилиши

у  =  f(x) функцияни караймиз, бунда х  — эркли узгарувчи. Бу 
функциянинг

d y ’= f ' ( x ) d x  (18.1)
дифференциали янз х нинг фуикциясиднр, бунда f'(x) биринчи ку­
пайтувчи х  га богли^ булиши мумкин, иккинчи купайтувчи эса ар- 
гуменгнинг Ал: орттирмасига тенг булиб, х  га богли^ эмас, шу са­
бабли бу функциянинг дифференциали хакида гапириш мумкин.

1-т а ъ р и ф .  Функциянинг дифференциалидан олинган дифферен­
циал иккинчи тартибли дифференциал ёки иккинчи дифференциал 
дейилади ва d iy  деб белгиланади. Шундай цилиб,

d(dx) =  d-x.

2 - т а ъ р и ф .  Иккинчи тартибли дифференциалдак олинган диф­
ференциал учинчи тартибли дифференциал ёки учинчи дифферен­
циал дейилади ва d 3y  деб белгиланади. Шундай цилиб,
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d(dhj) =  d 3y.

3- т а ъ p и ф. (n — 1) - тартибли дпфференшгалдан олинган диф­
ференциал п-тартибли дифференциал дейилади ва d"y деб белги- 
ланади. Шундай килиб,

1 }'1—If ' • *2а\ a iy j =  а у.

Юкори тартибли днфференаиалларни хосилалар оркали нфодалай- 
ииз. 1 Хккинчи дифференциалшшг ифодасики топамиз:

d -у =  d{dy) =  d(t/'dx) =  (ij'dx)'dx =  y " d x d x =  ij'dx-

(бу нфодани чнкаришда dx  ифода х га боглик; эмаслнгидан фойдалан- 
дик). Шундай килиб:

d ' - y ^ t / d x - .  (18.2)
Бу ерда dx3 =  (dx)~, чунки дифференциал даражасини ёзишда кавс- 
ларни тушириб цолдирнш кабул килинган. Бундан кейин (dx)3 ур- 
инга dx3 деб ёзамиз ва бу dx  ифоданинг куби деб тушунамиз.

Учинчи дифференциалкинг ифодасики хам шунга ухшаш топамиз:
d 3y  =  d(d-y)  =  d(y"dx-) =  (y'rdx-)'dx =  i f 'd x 3.

Ш\ ’ндай килиб,
d3y  =  y"'dx3. (18.3)

Бу жараённи давом эттириб, п-дифференциал^ ифодасини топамиз: 

d ny  =  d (d n~ x у) =  d( i f ~ X) dxn~ x) =  (yin~ X) dxn~ 'y d x  =  y {n) dxn. 
Шундай килиб,

dny  =  y in) dx*. (18.4)
Юкори тартибли дифференциаллардан фойдаланиб, (1 8 .1 — 18.4) 

формулалар ёрдамида хар кандай тартибли хосилани дифференциал- 
ларнинг нисбаш сифатида тасвирлаш мумкин, чунончи:

и' — и" — _  <Ру_ (п)_
d x '  d x 2 ’ ^  d x 3j  ’ d x 11

Хозирга цадар хамма 'фзрмулаларда .v узгарувчи эркли булиб 
келди. Энди х  оралик, аргумент булсин, яъни

У =  /(-*)
мураккаб функцияга эга булайлик, бунда .v =  да/). Бу ^олда хам 
дифференциал шакли сакланишини текшириб курамиз. Биз биламиз- 
кн, биринчи тартибли дифференциал, .v эркли узгарувчи ёки оралиц 
функция булншига караман, уз шаклини саклайдн, яъни

dy — y'dx, бунда dx -  (p’(t)dt Ф const.
Иккппчп днЬфэреппнат учун ;* |г>дл топамиз:

dry — d(dij) — ащ и х)  — din')dx - f  y ’d(dx) =  y ”dx2 -f- tfdrx. (18.5)
(IS .5) за (13.2) формулаларнп тгвкослпб, мураккаб функция пк- 

кинчн диффорог-пналн (18.2) ш.аслга эга эмас дейпш мумкин.
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Шунга ухшаш, иккинчи дифференциалдан бошлаб, кейипги диф- 
фгрепциалларнинг хаммаси дифференциал шакли инвариантлиги хос- 
сасига эга булмайди, дейиш мумкин. Инвариантлик хоссаси факат 
биринчи таргибли дифференциал учун уринли.

1 - м и с о л .  у  =  cosх  функциянинг dy  ва d2y  ларини топинг, х — 
эркли ■узгарувчн.

Е ч и h i .  dy =  y'dx  =  —  sin xdx, 
dry =  y"dx- =  — cos xdx2.

2 - м н с о л .  y  =  cos x  мураккаб функциянинг dy  ва d 2ty ларини 
топинг, бунда х  =  In t.

Е ч и ш .  dy =  y ’d x = — sin.г - - у - — — sinxdx,  чунки —  =  dx.

d 2y = d ( d y )  =  y"dx2 +  y 'd 2x =  — cosx-^-y-')' +  s in x -^ -  =  —cos.t d x 2—

— sin x d 2x, чунки (- j -  dt J =  d x 2, =  d 2x.

Шундай килиб,

d 2y  =  — cos x dx2 — sin xdx
формула уринли.

S' з -v з i i  и и т e к in и p и in у ч у н  с а в о л л а р

1. Берилган  ф ункциянинг п-тартибли хосиласи  деб пимани айтилади?
2. Ф у н к ци я л ар  купан гмаси дифференциалш ш  топишиинг Л е й б н и ц  коидаенни ту- 

шуитириб беринг.
3. О ш кормас ф ункцияларнииг  юцорн тартибли  х о силалари  к андай  топилади?
4. Ппраметрик берилган ф ункцияларнииг  ю кори тартибли хосилалари  кандай то- 

пиладн?
5. Берплган  функ(шяни|[Г n -тартибли дифференциали деб  иамаии айтилади?
6. I [сталгап тартибли дифференциал ф ун кц ия н и н г  э р к л и  \ л л р у в ч и  буйича те- 

п н н л и  хосиласи о ркали  кандай ифодаланади?
7. О ралн к  ч-згарувчи ф ункция булганда  мураккаб  ф у н к ц ия  учун  биринчидаи юко- 

рн тартибли диф ф еренциалларнинг ш акли са^ланадими?
8. 1006— 1018, 1030— 1010, I0 J G — 1064, 1069— 1075, 1088, 1096— 1105- маса- 
лаларин ечннг.

19-§. Дифференциалланувчи функциялар ^ацида баъзи теоремалар

1. Ролль теоремаси (хосиланинг ноллари хакидаги теорема). 
Агар у — f{x) функция  [а , Ь) кесмада аникланган ва узлуксиз, 
[а, Ь\ интервалда дифференциалланувчи, кесманинг охирларида 
тенг /(а) =  f{b) кийматларни кабул килса, у  .\олда кесманинг 
ичида камида битта х  =  с £ (а, Ь) нукта мавжудки унда уосила 
нолга тенг, яъни

г  (с) =  0.

И с б о т и .  [а, b ] кесмада узлуксиз функциянинг хоссасига кура 
функция шу кесмада узининг энг катта М  ва энг кичик т  циймат- 
ларига эга булади, яъни чегаралангандир.

Мумкин булган икки холни караймиз.
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а) Энг катта ва энг кичик ^ийматлар бир хил, яъни т =  М 
булсин. У ^олда f(x) =  const дегап хулосага келамиз. Демак, кес- 
манинг хар ^андай нуктасида f'(x) =  0. Теорема исботланди.

б) М  Ф т  булсин. / (а) =  f(b) булгани учун функция энг катта М  
ва энг кичик т кийматларидан бирини кесманинг охирларида эмас, 
унинг ичида кабул килади. /VI =  f(c) булсин дейлик, бунда с 6 (а,Ь).

/ '( с )= 0  эканини исботлаймнз. Бунин г учуй с нуктага Дх орттирма 
берамнз, (с — Ах) € (а,Ь) нуктага эга буламиз.

/(с) функциянинг энг катта киймати булгани учун
/(с +  Ах) <  /  (с) ёки /(с +  Ах) — /(с) <  0 булади.

Ушбу муносабатларни караймиз:
/ ( с + Д * ) - / ( 0 )Ах <  0 да

Ах
> 0

ва
Ах >  0 да

f(c -L Ад;) — /7с) 
А х

0.

Шартга кура функция (а, Ь) интервалнинг хамма ерида ва хусусан, 
х =  с £{а,Ь) нуктада дифференциалланувчи эканини унутмаган холда 
А х->0 да бу муносабатларда лимитга утиб, ушбуларга эга буламиз: 

| i m  f(c +  Ax) — j(c) 
д.г-+_0  Ах

lim
Д.г-»+0

/(с +  Ах) —  1(c) 
Ах

Г_{с —  0 )> 0 , 

=  f', (c 0) < 0 .

Функциянинг х =  с нуктада дифференциаллану вчанлиги сабабли уш- 
буга эгамиз:

/1(с — 0) =  Г+ (с +  0) =  /'(с).

f 'J c  — 0) >  0 ва р+ (с +  0) <  0 муносабатлар f ' ( c ) [ =  0 булгандагина 
биргаликда булади. Демак, [а, b ] кесма ичида шундай х ~  с нукта 
мавжудки, унда хосила нолга тенг, яъни f'(c) =  0 булади. Теорема 
исботланди.

Бу теореманинг геометрик маъноси бундай: /'(с) =  0 булиши 
tgci =  0 эканини билдиради, бунда а  — Ох укнинг мусбат йунали-

ши билан графикка абсциссаси х = с  
га тенг булган нуктада утказилган 
уринма орасидаги бурчак. Шу са­
бабли теореманинг шарти бажарилса, 
у )$олда (а, Ь) кесма ичида кам де- 
ганда битта шундай х =  с нук,та 
топиладнки, графикка абсциссаси 
х =  с га тенг нуктада утказилган 
уринма Ox ук^а параллел булади 
(92-шакл). Теорема шартларидан 
акалли биттасннинг бузилиши теоре­
ма тасдигининг бузилишига олиб ке- 

92- шакл. лади.
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Л

с / 1
л

О I

93- ш акл . 94- ш а к л .

I- м п с о л. Ушбу
Г л', агар .г 6 [0,1) булса,

функция берплган. Бунда биринчи шарг бузилган: функция кесмада 
узлуксиз эмас, а = 1  нуктада у узилишга эга, чунки

lim f(x)'— 1, аммо /(1) =  О

вл f (c)  =  0 буладиган х =  с куцта мавжуд эмас (93-шакл).
2 - м и с о л .  [ — 1, 11 кесмада /(a) — jAj функция берилган. Бу 

холда иккинчи шарт бузилган: функция х -- 0 нуктада днфферен- 
цналлапувчн эмас (94-шакл) ва д^ш к, /'(с) =  0 буладиган с нукта 
мавжуд эмас.

3-м и с о л. |0,1] кесм ад а /(а )- - а функция берилган. Бунда учин- 
4i[ шарг бузилган: / (0)=^/(1),  чупкн / ( 0 ) ^ 0 ,  /(1) =  1 (95-шакл) ва 
f  (с) -  буладиган с нукта мавжуд эмас.

Ролль теоремасннинг шартлярида j to) =  f [ b ) =  0 деб фараз кила­
ми а -  а ва а =  Ь нукталарни функциянинг ноллари (ёки /(а) =  
=  0 тснгллманинг илдизлари) деймиз, /'(с) =  0 буладиган х -= с нук- 
танн эса холпаиинг ноли деймиз.

Ролль гсоремаси функциянинг иккита ноли орасида хосиланинг 
кампда битта ноли мавжуд экаплнпшн тасдиклайди. Шу сабабли 
Ролль тсоргмаапш хоснланппг ноллари хакидаги теорема .\ам дейи- 
ладн.

а. 1> лар и ----- /(а) функциянинг нолларн, с зса у ’ =- f'(x) хоспла- 
нинг нолндпр (96- шакл).

2. Лагранж теоремаси (чекли орттнрмалар хащцаги теорема). 
Агар  /у =  / (а) функция \а, Ь) кесмада аникланган еа узлуксиз , (а,Ь)

1—0

95-  шакл. 96-  шакл.
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интервалда дифференциалланувчи булса , у %олса [а,Ь] кесма 
ичида камида битта х — с € (а, Ь) ну/^та топиладики, бу нуктада

№ ~ № = Г ( с ) ф - а )
тенглик бажарилади.

И с б о т и. Ушбу

F(x) =  f{x) -  f(a) -  (л- _  a)
b —  a

ёрдамчи функцияни тузамиз, бунда Ь ф а .
F(x) функция Р о л л ь  теоремаеининг барча шартларини ^аноатлан- 

тнради. Хакикатан, биринчидан, F(x) узлуксиз функцияларнинг айир­
маси булгани учун бу функция [а, Ь] кесмада узлуксиз; иккинчидан, 
у дифференциалланувчи функцияларнинг айирмаси сифатида (а, Ь) да 
дифференциалланувчи; уччнчидан, у ораликиинг охирларида бир хил 
тенг кийматларни кабул килади, чунончн:

F ( a ) = f ( a ) - f ( a ) ~  {а - а )  =  О,
о — а

F Ф) — f (b) — f  {а) ( Ь- а )  =  0.
Ь —  а

Шу сэбабли Ролль теоремасига кура \ а , Ь\ кесманинг ичида камида 
битта .v =  с нуцта мавжудкн, унда F' (с) - 0 булади. F'  (х) .узсила- 
ни топамиз:

F ' ( x) = f ' ( * ) — f (b}~ ,(u] ,
' b —  а

Демак, .V =  с да

F' (с) =  Г  (с) — - (Ь) ~1 -  =  0.
Ь —  а

Бундан:
f{b)  — f(a)  =  Г (с) ( Ь— а),

бунда
а <  с <  Ь.

Теорема исботландн. Топилган формула Лагранж формуласи де­
йилади.

Бу теореманинг' геометрик маъносини аниклаш учун Лагранж 
формуласинн

=  у  (с)
Ь —  а

куринишда ёзамиз.

9 7 -ш а к л д а н — tgcc экани куриниб турибди, буида а
b -  ■ а ~

бурчак АВ  ватарнинг огиш бурчаги.
Иккинчи томондан,

Г  (c) =  tgp,
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бунда Р — абсциссаси с га тенг 
нуктада эгри чизикка утказилган 
уринманинг ofhui бурчаги (97- 
шакл).

Лагранж теоремасига кура 
tg a  =  tg Э, бундан эса а  =  р 
экани келиб чицади. Демак, эгри 
чизп^да камнда битта нукта мав- > i 
жуд булиб, бу нуктада эгри чн- 
зикка утказилган уринма ватарга 
параллел булади.

Лагранж формуласига кайтамиз вл уни 
бошка шаклда ёзамиз. Бунинг учун а = х ,
Ь =  х +  Д х  деб оламнз, бунда Д х х а р  
кандай ишорали булиши мумкин. У хол­
да ушбу тенгликка эгамиз:

' / (х  +  Д х ) - / ( х )  =  / ' (с)Дх.
х, х +  Дх,  с нукталарчн сонлар укида тасвирлаймиз (98-шакл). 

Шаклдан с — х < Д х  экани куринади. Шу сабабли с — х =  0 Д х  деб 
ёзиш мумкин, бунда 0 < 0 < 1 .  Бундан: с =  х +  0Дх.

с нуктанинг бундай ёзилишкда Лагранж формуласи ушбу кури- 
нншга эга булади:

/ (х  +  Дх) — /(х) =  / ' ( х  +  0Дх)Дх,  бунда О < 0 <  1.
/ ( x - f  Дх)  — f (x)  =  A y  булгани учун Лагран к формуласи узил- 

кхил ушбу куринишга эга булади:
Ау  =  / '  (х +  0 Дх) Дх, 0 <  0 <  1.

Бундан Лагранж формуласининг нега чекли айирмалар формуласи 
деб аталиши маълум булади.

3. Коши теоремаси (икки функция орттирмасининг нисбати ха- 
^идаги теорема). Агар иккшт f (х) ва (р (х) функция [а,Ь]кесмада 
узлуксиз, (а, Ь) интервалда дифференциалланувчи, шу билан бир - 
га барча х£( а ,  Ь) лар  учун  ср' (х) ф  0 булса, у  щ чда \а, Ь] кесма 
ичида ацалли битта х ~ с £  (а , Ь) нукта мавжудки, унда

f ( b )  —  f  (а) _  Г  (с) 

ф (Ь) — ф (я) ф '  (с)

тенглик бажарилади, бунда  <р(&) /чр (а).
И с б о т и .  Ушбу

F (х) =  (/ (Ь) — /  (а ) ) ср (х) — (ф (Ь) — ср (а)) /  (х)
ёрдамчи функцияни тузамиз. Бу функция [а , Ь] кесмада Ролль тео- 
ремасииинг ^амма шартларини каноатлантиради. Ха^икатан хам, би- 
ринчидан, бу функция узлуксиз функцияларпинг айирмаси сифатида 
[а, b ] кесмада узлуксиз; иккинчидан, у дифференциалланувчи функ­
циялар айирмаси сифатида (а, Ь) интервалда дифференциалланувчи; 
учинчидан, бу функция [а, Ь] кесманинг охирларида бир хил кий- 
матларни ^абул ^илади. Чунончи:

t -Чз)

ci 2
97- ш а к л .

--------- t-------------- 1----- (-----------
■ d a  С

98- ш акл .
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F ( a ) =  f (b) ■ ф (a) — ф (b) /  (a),
F( b)  =  f (b)-(p(a)  — (p(b)f(a) .

LU> 'ндай килиб, F(a)  =  F(b).
Шу сабабли Ролль теоремасига кура акалли битта х =  с £ ( а , Ь )  

нукта мавжудки, унда F ' (с) =  0 булади. F ' (х)  ни топамиз:
F' (х) =  (/ (Ь) — /  (я)) ■ ср' (х) — (ср (b) — ср (а)) ■ f  (.г)

х =  с деб олсак,

F' {с) =  (/ (Ь) ~  /  (а)) ф' (с) -  (ср (Ь) -  Ф (о)) / ' (с) =  0.
Тенгликнинг иккала ^исмини

ф' (г) (ф (b) — ф (о)) Ф 0 (шартга кура)
га буламиз. Натижада

— =  (бунда а < с < Ь )
Ф № — Ф (а) Ф (с)

тенгликка эга буламиз. Шу билан теорема исботланди.
Агар ф (л) — х деб олинса, Лагранж теоремаси Коши теоремаси- 

нинг хусусий холи булишини таъкидлаймиз. Агар /  (а) =  f  (b) деб 
хисобланса, Ролль теоремаси Лагранж теоремасининг хусусий холи 
булади.

V з- у з и и и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. Р о л л ь  теорем асш ш  иф одалаиг ва  исботланг.
2 .  Р о л л ь  теоремасининг г е о м е тр и к  .маъносини туш ун ти ри н г .
3 .  Л а г р а н ж  теоремасини иф одалаиг ва исботланг.
4 .  Л а г р а н ж  теоремасининг геометрик маъиосини туш ун ти ри н г .
5. /  (дг) =  р х 2 ■+ qx т ф у н кц ия  учун Л а г р а н ж  теорем асида  катнашаётган х  =  с 

нукта каралаётган  кесманинг уртасидан иборат б улиш ини  курсатинг .
6. К о ш и  теоремасини и ф одалаи г  ва исботланг.
7. 1116 —  1121, 1 1 2 7 — 1134- масалаларни ечинг.

20-§ . Ани^масликларни ечиш. Лопиталь ^оидаси

0  оо
Агар лимитларни >;исоблашда -г-, — , 0 - о о , о о — оо, 0°, 1” , оо°

U с»

куринишидаги натижалар хосил булса, бундай .^олда биз анщмас-  
ликлар билан иш курамиз дейилади. Бу холда лимитни .\исоблаш 
аникмасликни ечиш дейилади. Аникмасликларни ечиш француз ма- 
тематиги Лопиталь курсатган коида буйича амалга оширилади. Бу 
ь;оида ушбу теорема куринишида ифодаланади.

1 - т е о р е м а .  Агар j (х) ва ф(х) функциялар х =  а нуктанинг  
бирор атрофида узлуксиз, а нуктанинг узчдан ташцари шу ат- 
рофда дифференциалланувчи булиб, шу атрофда  /  (а) =  0, ф (а )=
=  0 ва ф' (х) ф  0 хамда lim =  А лимит (чекли ёки чексиз)

х->а. ф 7 (Л')

мавжуд булса, у  холда lim лимит мавжуд ва ушбу
х-*а  ф  (лг)
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Hm !A*A =  lim L A  =  A (cp' (x) Ф 0)
х -т  ф  (a )  x-*a  ф  (.V)

тенглик уринли булади.
И с б о т и .  Ушбу

1(х) =  / (-у) — f (a) 
q> (.v) гр (а) —  ф (а)

нисбатии -^арашиз. Бу тенглик т\"три, чунки шартга кура

/  (а) =  0 ,  ф (а) =  0 .

Агар х а нуктанинг атрофига тегишли булса, у холда тенглик- 
IIинг унг кисмига Коши теоремасини куллаб ушбуга эга буламиз:

/  (-у) _  Г  (с)

Ф  (-у) Ф '( с )

с нуцта а нуцта атрофига тегишли булгани учун ,v —- а  да с —+а  
муносабат .\ам уринли булади.

Шу сабабли охирги тенгликда х - * - а  да лимитга утиб, топамиз:

lim Ш . - А
х - ю  ф ( у ) х ~ * а  ф  (С) х- - ,а  ф  ( а )

Шундай цилиб,
1 - / ( у )  1 - Г (■у)  1 Г (а)lim —— =  lim -— -  =  А —

ф (.у) ,v->a ф '  (а ) ф '  (а)

Теорема исботландн.
1 - э с л а т м а .  Агар / ' ( а ) - —0, ф' (а) =  0 ва f  (х) хамда ф ' (v) хо- 

силалар теорема щартларшш каноатлаптирса, у холда теоремани
t—A  цисбатга иккинчи марта кулланиш мумкин, чунончн: 
ф ' <х) '

lim L A  — Hm L A  =  lim -——  на ^.к.
x->a ф (-У) х—ra ф f-У) .г . a fy" (х)

1- м и со  л
.. ;.’п 4 *  I O N  (sin 4 а ) '  4cos 4 х  4l im -------=  _ _  =  h m 5-------- =  lim -

, 0  J  а _ » о  ( З а )  х —iх-*0  З а  , 0  а -» о  ( З а )  а -> 0  3  3

2- м и с о  л.
х  — sin а 0 \  (х — s iп а)' 1l im -------:—  =  | —  =  J im ------- ——  =  hm

х - , 0  .г 3 , 0  ' л--»о ( a s ) '  -V—» о З а 2

0  \  _  , ( 1 — c os  а ) '  __  s i n А

- ( •
- 11 m —-----------— =  Jim

* -> о  ( З а 2) '  л---.о 6 а

2 - э с л а т м а .  Теорема х -> о о  да /(л :)-> 0 , ф (* )-> 0  булганда 
хам тугрилигича колади, яъни

lim L A  =  Hm  ̂ ^
Х-гОС ф (-V) х ~>оо ф (X)
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Хакикатан х,ам, х  =  — деб олиб, х -* -оо  да z — О булишипи ку- 

рамнз, шу сабабли

lim //~М =  0, П т ф ( —1 -Wo.
г-*0 \  г /  г -,  о \ г /

/ 1 N
М — I

Ч( “
ифодага нисбатан Лопиталь коидасини куллаймиз:

/ ( - )  r f - K - ' - V  ,

l i m ^ p -  =  l i m — j -j 1—  = l i m — ■ \  = l i m  f / д)

1 z  )  7 I, Z ’ \ z  1

Шундай килиб,
! (x) [ ' (x)lim =  lim ' '

р ф ( л ’) А'—  с о  ф ' ( л ’)

3- м и с о л.
3 / 3 у  3

sin  — • | s in  —  | cos -----
X

... , .............. - ± )
, .  A' /  0  \  '  X 1 X '  X2 Iurn — -—  =  — =  lim ------ -— г = l i m ---------------------
--- - 1 ' 0 .V-OO I 4 \ Л-СОJT-»oo

A-
. . 3  3  3 =  lim —  cos —  =  — .

.v—юо 4 A' 4
Ушбу теоремани исботсиз келтирамиз.
2 - т е о р е м а .  Агар  /  (х) ва ф (д) функциялар х = а  нуктанинг  

бирор атрофида узлуксиз, шу ораликда (х =  а нуктанинг узидан 
ташкари) дифференциалланувчи булса хамда шу атрофда

l i m / ( . v )  =  о о ,  И т ф ( х )  =  о о ,  ф '  (д-) ф  О 
х~ *а  х -* а

булса ва lim = А  лимит  (чекли ёки чексиз) мавжуд булса, у
х~*а ф '(* )

холда lim мавжуд булади ва уш бу
*ао ф  (.*)

lim =  l im ^ -^ -  =  А
х -*а  ф  (л-) л-*а ф7 (а-)

тенглик уринли булади.
Бу теорема х ^ -о о  да хам уз кучини саклайди.
4 - м и с о л .



] ва 2 -теоремаларни умумлаштириб ва эслатмаларни хисобга 
олиб, Лопиталь коидасини бундай ифодалаш мумкин:

Агар х->~а ва х -> о о  да f  (х) ва ф (лг) функциялар бир вак,тда
О га ёкп оо га интилса, у холда бу функциялар нисбатининг лими­
тини улар хосилалари нисбатининг лимити (агар бундай лимит мав­
ж уд булса) билан алмаштириш мумкин, яъни

бунда А — чекли ёки чексиз.
3 - э с л а т м а .  Агар охирги нфоданинг унг томонидаги (чекли ёки 

чексиз) лимити мавжуд булса, Лопиталь цоидаси уринли булади. 
Чап томондаги лимит мавжуд булган бир вактда унг томондаги 
лимит мавжуд булмаслиги мумкин.

„ .. дг-4-sinxо - м и с о л .  lim —!------- лимитни топинг.

х -* -о о  да (1 + c o s x )  ифода 0 билан 2 орасида тебранади, яъни 
х  оо да ( I +  cos х) ифоданинг лимити мавжуд эмас, шу сабабли 
Лопиталь цоидасини цулланиб булмайди.

Изланаётган лимитни бошка йул билан топамиз:

4 - э с л а т м а .  Шуни эслатиб утамиэки, Лопиталь коидаси хаР 
доим хам жавобга олиб келавермайди.

Аницламасликни очмасдан дастлабки лимитга кайтиб келдик.

.v-*a ф  (Л)
(Х-ЮО)

\  0  оо Л —*■ й  ф  ( X )
(.v-too)

ёки — j =  lim =  А,

л'—юо ЛГ

Е ч и ш .  Лопиталь коидасини куллаймиз:
ДГ -4- s in  Л- /  оо \  1 +  cos дг , .  , ,  , .lim — 1--------=  | — | =  lim — 1--------- ---  lim (1 +  cos дг) 

7 - м и с о л .  l i m——------лимитни топинг.
ad X—►оо } Д.'2 - 1

ЛИМИТНИ ТОПИНГ.

Е ч и ш .  Лопиталь цоидасини куллаймиз:

lim — 00

V  л'2 -f- 1 ОО

Л'

=  lim
оо У х * +  1 ‘

X



Нзланаётган лимитен бошца усул билан топамиз:
X

1 • Х 1 * * 1 • 1 111 гп • • = l i m  — / w . =  lim — # —;—  =  1.
■V '•оо . х 2 - j -  1 х~

1. О оо куринишидаги ани^маслик. Бундай аникмасликни ечиш 
дейилганда lim/(.v) =  0, l imrp(x) =  oo булганда ]im/(x)-rp(.v) лимит-

х->а х —*а х-*а
ни топиш тушунилади.

Агар нзланаётган ифодани

lim/(*)-<p(.\r) =  lim  ёки П т / (.г)-ф(х) =  lim
л -> а х —ю  1 л—.а  л-»-а 1

ф м  Г(х)
куринишда ёзилса, у холда х - * - ад аО- о о  куринишидаги аникмаелнк- 

0 .. „ " 
лар — - еки — куринишидаги аникмаелнкларни очишга келтирилади.

О оо
8 - ми  со  л. Wmx 2 In х ни топинг.

л-.О
Е ч и ш .  lim л:- =  0, l i m In х =  — оо булгани учун 0 оо курпни-

*0 х-*0 ' ’
шидаги аникмасликка эгамиз. Берилган ифодани шакл алмаштира­
миз ва юцоридагига кура топамиз:

1

lim х- Inx =  lim  ----- =  I — ) =  1 im — ~  — — 1 im —  =  0.
x.->0 .v— >0 1 ' oo /  x  —>0 __  . .v—>0 ~

2. oo — оо куринишидаги аницмаслик. Бундай аникмасликни 
очиш дейилганда П т/(л :) =  оо, lim q(.v) =  оо бир хил ншорали чек-

V > a  .v—\о.

сизлик булганда l im( / (x)  —  ср (л-)) л и м и т н и  топиш тушунилади. Бун-
х->а

„ 0 „ дай аникмасликлар —  куринишидаги аникмасликларга келтирилади.

9 - ми  с о  л. lim (sec х —  tg х) ни топинг.
х —-— о 

•1

Е ч и ш .  lim s e c . v = + o o .  l im tg x = ~  oo булгани учун o o — oo
Я n Л nx—► —• —0 x- t----- 02 2 

куринишидаги аникмасликка эга буламиз. Энг содда алмаштнришлар
б . ^—  куринишга олио келади:

I — sin дг / 0 \ — cos .г „ lim (secх — tgA-) =  lim  =  — ) =  lim ------- ;— =  0.
71 .  Л  n COS-V \  0  I  : i  —  =111 AT

г—► —  — 0 x  —> —  — 0 x —>
2 2 2

3. 1°°, 0°, oo° куринишидаги аникмасликлар.
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а) Нш (/(х))ф(лг) лимитни тогшш деб, агар /(*)->- 1, ф(л:)->оо
х-+а

булса, 1”  куринишидагн анщмасликни очишни;
б) агар / ( x ) - v o o ,  ф (л ')-> 0  булса, оо° куринишидагн аникмас- 

лнкни очишни;
в) агар /(* )-> -0 , cp(,v)->0 булса, 0° куринишидагн аникмаслик- 

ни очишни тушунилади.
Хамма холларда хам фуькция олдиндап логарифмланади, бундан 

0-оо куринишидагн аннкмасликка эга булинади, бу эса уз навбати-
0 ^ " тт,да —  еки — куринишидагн аннкмасликка келтирилади. Шундан
0  оо

кеиин логарифмнинг лимити буйича берилган функция лимити топила- 
ди. Натижа потенцирланади.

10-ми с о л .  lim (cos х) *2 ни топинг.
х~*0

Е ч и ш .  lim cos л: =  1, l im —  =  оо булгани учун I00 холга эга-
А —► О -V-.0 X- "

1
мнз. А =  lim (cosА') ' 2 деб белгилаймиз. Бу ифодани е асос буйича

А '- ,  о  “

логарифмлаймиз:
1

, . = In (COS.V) /  0  \  . .  (InCOSA-)'In А =  lim In (cos.v) =  lim —------- =  (—  | =  l i m ------ — =
v - > 0  jc->0 A'2 \  0  j  x —>0 (a-2 ) '

—1— I — sin A-) .
. .  cos .v \  ;  1 , .  s in  a-=  lim -------- ---------- — -----------hm  --------- =  — — .
д-->0 2x  2 x->0 x  ■ cos .v 2

LUyi 7дай килиб, 1 пЛ  =  — — , бундан потенцирлаб,
_  j _  

л о
А =  е ' ни хосил киламиз.

_i_
2 ]

Демак, lim (cosл:)' =  — ■■ 
х—о \  е

11-м и с о л. lim (tgx)C0Si ни топинг.
Ял —*--о

Е ч и ш .  l im t g x =  о о ,  l im cos х; =  0 булгани учун о о °  холга эгамиз.
ГС Я

А— ►----- Х ~ * ----
2 2 ^

А =  lim (tgA')cosх деб белгилаймиз. Бу ифодани логарифмлаймиз:
ЯV—*■ —

In А =  lim In (tg jc)co4 x =  limcosxln(tgjf) =  (0- oo) =



Шундай килиб, 1п А =  0, бундан потенцирлаб, А -  1 ни хосил ки­
ламиз.

Демак, lim ( tg * ) со% х =  1.

12 -мисол .  1 im (s in лс)-* ни топинг.
.v~>0

Е ч и ш .  l im sin х =  0, lim.>c =  0 булгани учун 0° хол га эгамиз.
.*-►0 v->0 ' '

А =  lim (sinjc)v деб белгилаймиз. Бу ифодани логарифмлаймиз:

In А =  lim In (s in лс)* =  lim x In s inx =  — (0 • oo) =
.v—0 v-,0

In sin X / oo \ ctg.v ,. .v'2 0 \
=  l im ----------=  — I —  j =  lim — — =  l i m --------- == | •—  | =

.v - ,0  _ J _  \  oo /  .v - ,0  1 .v—>0 — t g .v  1 0  /

X X2

=  hm  — ——  -- 0.
.v—*0 1

COS2X

Шундай килиб, \nA  =  0, бундан А =  1.
Демак, lim (sin x)v =  I.

.v -,0

V з- у з  н ii ii т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р  

, О
1. х - * - а  (чекли) ва ,v->- оо да  —  аникмасликни очиш учун  Л о п и тал ь  коида- 

сини чицарннг.
оо

2. х —>-а  ва х - +  да —  к у р и н и ш и д аги  аникмасликни очпш учун Л оп и таль
оо

цоидасини баён килинг.  М нс о лл ар  келтиринг .
3. 1°°, оо°, О'1 кури н и ш и д аги  ан и цмасликларни  очиш учун  Л опиталь  ^оидасининг 

^улланилиш ини  баён килинг.  М нсоллар  келтиринг .
4. 1324 — 136-1-масалаларнн ечинг.

21- §. Тейлор формуласи

1. Тейлор куп^ади. у  =  /  (х) функция х — а нуктанинг бирор 
атрофида (п +  1)-тартибгача хосилага эга {п +  1-хо:ила хам киради) 
булсин. Даражаси п дан катта булмаган, х =  а нуктадаги киймати 
/ (х) функциянинг шу нуктадаги кийматига тенг б^лгач, /г-тартибга- 
ча булган хосилаларининг х — а нуктадаги кийматлари f  (х) функция- 
дан шу нуктада олинган мос хосилалари кнГыатларига тенг булган 
у  =  Рп {х) купхадни, яъни

Рп (я) '  / («), Р'п (а) =  / '  (а), Р"п (а) =  / "  (а), . . . ,  (а) =  /<"> (а)
(21 . 1)

шартни каноатлантирадиган купхадни топиш керак. Бундай купхад 
баъзи маънода f  (х) функцияга якин булишини кутиш .мумкин.

Л
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Бу купхадни куйидаги куринишда излаймиз:
Р„ (а) =  Сп Н- Сх (х -  а) +  С., (х -  о )2 +  . . .  +  С,, (ж —  а ) \

С0, С2, Clf . . . ,  С„ коэффициентларни (21.1) шартлар бажарила- 
диган килиб аниклаймиз.

Р п (а) нинг хосилаларини топамиз:
Р'п (л) =  С, +  2 С, (х -  а) +  . . . +  п ■ Сп (х ~  а)'1- ' ,

Р ”п (л-1 =  2 Са +  3 • 2 С3 (л- -  а) +  . . . +  п (п — 1) С„ (v - а ) п~ 2,

/><;'> (а) = Л ( Н  — 1) ( п— 2) . . . 3-2-1 Сп . (21.3)

(21.2) ва (21.3) тенгликларга х =  а кийматни куямиз, натпжада 
ушбуга эга буламиз:

Рп (а) =  С0, Р'п (с) =  Clf Р ;  (а) =  2 • 1 • С2, . . . ,
Р<«)(а) = п ( п — 1) (п — 2) . . . 3• 2• 1 ■ Сп. (21.4)

(21.4) тенгликларнинг чап томонлариии (21.1) тенгликлар асоси- 
да алмаштирамиз, натижада ушбуга эга буламиз:

/ (я)  =  С0, / ' Н - С ь  f" (о) =  2-1 -С2, . . . ,  
/ ( " ) ( „ ) = „ ( „ — 1) (я — 2) . . . 3-2-1 -Сп, 

бундан коэффицисптларнинг кийматларипи топамиз:

С„ =  f  (л), C i  - - =  / '  (о), С2 =  Г  («)> / ' "  И .  ■ ■ ■ .О.

С =  - 7 /'">(«)-и!
Бу Сп, С]. С2, . . .  , С„ кийматларпи (21.2) формулага куямиз в 1 и .- 
лаиаётган купхадга эга буламиз:

Р„ (а) - / ( « )  +  ~  (.V — а) ~  {х — а)'- i- (.v — а'/ ' .
(21.5)

Бу купхад f  (х) функциянинг (.v— а) нинг даражалари буйича 
Тейлор ку|цади дейилади.

2. Тейлор формуласи. Берилган f (х) функция билан гузилган 
Р п {х) купхад аиирмаснпи Rn {x) билан бзлгилаймнз:

R n ( x ) = f ( x ) - P n (x), (21.6)

бундан , (.v) =  Pn (а') +  Rn (а) ёки ёйиб ёзилганда:

f (х) ~  /  (о) +  ^ у г  (* — °) “Ь Ц т г  (х ~ аУ~ +  • • • +

+  f ^ } ( x ~ a ) n +  R n(x). (21.7)
л!

(21.2)
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(21.6) формула f (x)  функция 
учун Тейлор форму ляс и номи би­
лан юритилади.

R n {x) ни Тейлор формулаеининг 
колдик хади дейилади. У Цх) ни 
Тейлор кугцади билан алмаштир- 
ганимизда кандай хатога йул куй- 
ганимизни курсатади (99-шакл).

3. Лагранж шаклидаги цолди^ 
^адли Тейлор формуласи. Колдик 

хаднинг хар хил шакллари мавжуд. Биз Лагранж шаклинн карай- 
миз.

Т ео р е м а. Агар /  (х) функция х = а  нуктанинг атрофида (п - f  1J- 
тартибгача хосилаларга эга булса , у  х[олда бу атрофнинг хар 
кандай х нуктаси учун колдик хад уш бу куринишга эга булади:

бунда  |  киймат а ва х орасида ётади.
И с б о т  п. (21.7) ва (21.1) формулаларга кура:

'Rn ( a ) =  О,
Я > )  =  / > ) - Р > )  =  °,

| ........................................................  (21.8)
%<п) (я )  =  ЦП) _  р(п) (а )  =  о,

(х) =  / (и+1)

чунки Р|;,+1,(х) =
ср (*) =  (,v — а ),1+1 деб белппанмнз. У ^олда гр (.г) ни ди|)):>е- 

рэнциаллаб ва .■вренлаларни х — а да хисоблаб, ушбуларга эга бу- 
ламиз:

| ф (х) =  (х — о )" -1, ср (а) =  О,
ср' (jt) =  { п +  1) (х — а)п , ф' (а) =  О,
Ф" (.v) =  ( п +  1 ) п { х  — а)'1- 1, ф "(а)  =  О,

! .......................................................................... (21.9)
{ф<">(х) =  (п +  1)! (х — а), ф('°(а) = 0 ,
1ф('г+1,(х) =  ( п +  1)!

(21.8) ва(21.9) фэрмулалардан фхЦ алаш п, R n {x) ва ф (,y) функ- 
цияларга Коши теоремасини ^уллаймиз:

Rn(x) R n (.v) -  Rn (а) =  # > ) )  _  R n ( x i ) ~ R n (a) _

ф (л -) Ф (а )  —  ф  (а) ф '(А а )  ф '  ( * i )  —  ф ' (а)

r {; ' 4 * * )  ^  ^ , + Ч + . )  f(,,+l4 ± 1 )

(х) -  (х) =  Г +,> (X),

~  ф( п ) ( х п ) Ф' Ф'"’ (а)
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Бунда л-j 6 («,*), х2е{а,  .v,), х3£ ( а ,х 2), . . хп+[£{а,  хп). 
Демак,

/?„М /(r,+1,( - W
ср(л-) п+1)!

Бундан .V,+1 — с деб белгилаб, ушбуга эга буламиз:
/<" + !) ft)

R„ W  =  -------— (^ — й)”+1 , (21.10)
"  (п +  I)! '  v '

бунда еб(а,я-).
Теорема исботланди. (21.10) формула Лагранж шаклндагн кол­

дик хад дейилади. (21.10) ни (21.7) га куйиб топамиз:

f ( x )  -  f (а) +  ^  {х -  а) +  ( х - о ) 2 - f  . . . +

+  Т Г + Ж  (21Л1>
бунда o < t < a'.

(21.11) формула Лагранж 'шаклидаги R n (х) колдик хадли Тей­
лор формуласи деб аталади.

(21.11) Тейлор формуласинннг баъзи хусусий холларинп эслатпб 
утампз. и — 0 да f (х) =  f  (а) +  f ' (1)(х — а) га эга булиб, Лагранж 
формуласини хосил киламиз. п =  1 да

/  (х) =  f(a)  +  Г (а) (х — а) +  (х — ft)2.

Бу формулада колдик хадни ташлаб юборпб, дифференциалнп к;у 
лашга асослаигап маълум

/  (х) а ; /  (ft) +  / '  (ft) (А' — ft)
такрибий формулага зга буламиз.

22- §. Элемектар функцияларни Маклорен формуласи 
буйича ёйиш

(21.11) Тейлор 'формуласинннг а =  0 дагн хусусий курннишн 
ДОаклорен формуласи^дейилади:

/  (А) =  / (0) + flf - x  +  !Я г  х* +  • • • +  X" +  Rn (х), (22.1)

бунда #„(*) =  1— T ir r  * . а <  1 < х .  Бу формула функциянинг

эркли узгарувчн х  нинг даражалари буйича ёйилмасини беради.
1. /  ( х )  =  е х функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш. ех

функция барча х £ (— о о ,  +  о о )  лар учун хаР кандай тартибли хоси­
лалар га эга. Шу хосилаларнииг х — 0 нуцтадаги цийматлариии хи- 
соблаймиз.
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/ ( * ) = £  /  (0) =  1 
/' W  =  ex f  (0) =  1

f "( x)  =  ex / " ( 0 ) = 1

/ (п) (х) =  в* / (я)( 0 ) = 1

/<,1+1) (х) =  е' /<п+1'(Ю =  е£, бунда О -С ^ С л :.
Хосилаларнинг топилган кийматларипи (22.1) Маклорен фэрмуласнга 
^уйиб, ё  нинг ушбу ёйилмасини хосил киламиз:

v V2 п и 4-1 с
ё = 1 + х  +  1 ^ +  +  i L  +  * е« (22.2)

2! • ' ' ^  ,г\ ^  (л +  1)! е V ’
2. /(Ar) =  s in x  функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш.

Функция барча х £ (— о о ,  +  о о )  лар учун хар цандай тартибли хо- 
силаларга эга. Шу хосилаларнинг х =  0 нуктадаги кийматларипи хп- 
соблаймиз: 

f  (х) =  sin.v

f  (x) ^  cos x =  sin I x H-----)
\ 2 )

f" (x) =  cos(x +  ^ - )  =  s in(x +  2 ^ j

=  s i n(x  +  n-^- j  .

/ ( 0) =  0 
Г  (0) =  1 
Г  (0) =  0 
/ '" ( 0 )  —  1

/ (,1)(0) =  s i n n - ^  , / ("+1,(i) =  s in(g +  (/z +  1) v j ’ 0 < i < x .

Тартиби жуфт булган хосилаларнинг хаммаси .v =  0 да нолга тенг. 
Топилган ^ийматларнн (22.1) Маклорен фэрмуласнга куйиб, sin.v 
учун ушбу ёйилмани хосил циламиз:

X3 X5 , | ,-2л-1
s i nx =  x — -  +  j r -  • • ■ + ( - > )  я,3! 1 5! • • ■ I V  (2/1—  1) ! 1

+  ( 2 п + 1 ) !  sin U  +  ^ г (2 «  +  1))- (22.3)

3) f ( x )  =  cos л: функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш.
Функция барча х £ ( —  о о ,  +  о о )  лар учун хаР ^андай тартибли хо- 
силаларга эга. Шу хосилаларнинг х  =  0 нуктадаги ^ийштларини 
Хисоблаймиз:

/  (х) =  cos х } (0) =  1
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I ' (.v) =  — sin x  =  cos (*  + y )  f '  (0) =  0

r  (x) -  _  sin (* +  A  j =  cos t x +  2 ± ') /"  (0) =  -  1

/ ('° (x) =  COS I X +  n - y  j / (,1) (0) =  cos /z 1

/ '"+ i , (£) =  c o s f s  +  («  +  l ) v )
v'l+l / (п- ( -1)л\

К  w  =  7 ^ + T ] T  C0s t.5 H--------2“  I ’

Бунда ток тартибли хосилаларнииг хаммаси х =  0 да нолга тенг.
f (х) =  cosx функция учун Маклорен формуласи ушбу куринишни 
олади:

cos х =  1 + 4т — • ■ • + ( - 1)',+1 727оГ +

. ^ + 2 (S i 21 ± * L  л ) . (22.4)
1 (2 п -г 2)! U ^  2

4. / ( л г ) = 1 п ( 1  + л г) функцияни Маклорен формуласи буйича 
ёйиш. Функция х >  — 1 лар учун хар кандай тартибли хосилаларга 
эга. f  (х) функциянинг х = 0  нуктадаги хосилаларини ^исоблаймиз:

/(х) =  1п ( 1 + х )  /  (0) =  0

/ ' ( х)  =  т ^ = ( [ + х Г '  П  0 ) - 1

Г '{ х )  =  —  1(1 + х ) - ' 2 }"  (0)  — —  1

f " ' ( x ) =  1 -2(1  + * Г 3 / ' ” (0) -  2 !

Г ( х )  =  ( -  1 Г Н - ( « - D i d  +  * г "  Г (0) =  ( - 1  Г '  - ( « - О '
/ ("+1) (х) =  ( -  1)" ■ п\ (1 +  а-Г" R  (х) =  t - J T .  ( Л —  Г '

" п — I 1 I +  S } ■

Хосилаларнииг топилган цийматларини (22.1) Маклорен формуласига 
куямиз:

,х2 .г3 - 2! А-'-З!
In (1 + х )  =  х —  —  +  - у ,------- j y -  +  . . .  -г

+  ( - l ) n+1 ( п - \ у .  +  Rn (x). 

Кис1уфтиришдардан кейин:
А' 2 .Г3 ЛГ4

In (1 -|- х) =  л:-----2~ И з------- 4— Ь • • •  "Ь

+  ( - l ) n + , - ^  +  / ? „ W .  ( 2 2 .5 )
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5. / (л :)= (1  + л :)а функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш.
f i x )  =;(1  +  х)а функциянинг Л- =  0 нуктадаги хосилаларини хисоб­
лаймиз:

."  V! (1 V)'' /  (0) =  1

/ '  (А-) -  а  ( 1 +  х)а~ 1 / '  (0) =  а

}"  (.v) =  а ( а  — 1)(1 - f  х)а~~ / "  (0) =  а  ( а  —  1)

1<п> (х) =  а  ( а  -  1) ( а  -  2) . . . (ос -  п -I- 1) (1 +  x f ~ n f n) (0) =
=  а  (а — 1) . . . (а  — 

- / 1 + 1 )
/ ('М '(А-) = а ( о :  — 1) . . . (а  — л)(1 +  х)а'~п~ 1

ExCt-l-H

Хоснлаларнинг топилran кииматларинн (22.1) Маклорен формула- 
сига куямиз:

„ С/. О! (-у. I) с: (сс — - 1) (с; - - 2)
(1 -  ,v)x =  1 +  _  л- ч--------—  х- 4------------^ --------- L .V» +  . . . +

* " + £ „ ( * ) .  (22.6) 
п:

а  курсаткич п дан катта булмагап бутун мусбат сон булган ху­
сусий холда Яп (х) нолга аиланади, (22.6) тенглик эса Ньютон би- 
номи формуласига айланадн.

$’г з- у  з II и п т е к ш и р м ш у ч у н с а в о л  л а р 

! .  Тейлор  к у п \ а д и  ннма?
2 . 1\олдик, х.ади Л а г р а н ж  шаклида  б улган  Т е й л о р  ф -ф муласини ёзиш-.
3.  Кандай  . y v u a  Те й ло р  формуласинн Маклорен  формуласи  дейилади?
4 . е \  s in  .V, cos.v. In ( t - j - x) ва  (1 -f- х)а  ф у н к ц и я л а р  учун  М аклорен  формула-  

снни ёзинг.
5. i 1 9 8 —  1509- масалаларпи ечинг.

23-§ . Тейлор (Маклорен) формулаеининг татби^и

(21.11) Тейлор формуласи ихтиёрий f (х) функцияни таидеибан
f  (a) f "  (a) f(n ) /а ) „

/ ( х ) & Г ( а ) + - п - ( х - а )  +  - 2 Г ( х - а у - +  . . .  + ^ ( х - а ) ‘

Тейлор купхдди деб аталувчи купхад куринишида тасвирлагц имко- 
шши беради, шу билан бирга бунда пайдо булган

Rn W  =  (n -qnf f i ' (х ~  <  s <  *

хатони ба.^олаш имконини беради (бу хатони куп холларда етарлича ки-
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чик килиш мумкин). Шу сабабли бу формула математик анализпппг му- 
хим формулаларидан бири ^исобланади ва бу формула назарий тад- 
кикотларда хам, купчилик амалий масалаларни ечиш воситаси сифа­
тида (хусусий холда функциялар кийматларипи такрибий хисоблаш - 
ларда) хам кенг цулланилади.

(22.1) Маклорен формуласи хам f (х) функцияни Маклорен куп- 
хади куринишида такрибан тасвирлаш имкопики беради:

/'  (0 ) / " ( 0) о 
f ( x) ^ f ( 0 )  +  - — x +  —  х"-+ . . .

бундагн хато

г, , ч / ("+ 1, (5) -1+1
=  -^г+тгг *-v • 0 < i < *

булади.
Бир нечта мисол караймиз.
1 /  ( х )  =  е  функциянинг купхад куринишидагн тасвири (та^- 

рибий тасвири) (22.2) формуладан келиб чикади:

. . .  - . (23.D

Бу такрибий тенгликнинг хатосн Маклорен формуласининг

R n ’ буида 0 <  - <  Х ^2 3 ’2^
колдик хади оркали аникланади, шу билан бирга барча .г лар учун 

’ . v«+i ” 
lim  Rn (x) =  0, чунки е5 — чсклн, - — г г  эса п ос да чексиз ки-
П—*оо
чик. Бундан хар кандай х да сх функциям!! исталган апикликдаги 
Маклорен купхади билан алмаштнриш мумкинлигп келиб чикади. 
п — 1, 2, 3 деб олиб, ущбу такрибий формулаларга эга буламиз:

ех «  1 +  х, 

ех ^ 1 + х  +  ~ ,

* та 1 +  X +  -----—  ,
2 G

бу формулалар аншушкнинг ортиб боришп тартибида ж эллаш ган .
1 - м и с о л .  е сонини 0,001 гача аникликда хисобланг.

Е ч и ш .  х — 1 кийматни (23.1) ва (23.2) фэрмулаларга куямиз:

в « 1  +  1 +  — + —  +  . . .  +  —  .
2! 3 ! /г!

1 3  £
Хатолпк: R„ = -------пт <  ,— птгт > ч у н к и  0 < ? < 1  да е* < 3 .r- in~r ч! (" +  *)■ '
R (х) ^  0,001 ёки — ------< 0 ,0 0 1  тенгсизликнп ечиб, бу теигсиз-

п (п-1- 1) ! '
лик п =  6 да бажарилншини курамиз. Демак,
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е «  2 +  —  +  —  +  —  =  2,718
2! 3! 4! 5! 6!

(0,001 1ача аникликда).
2. /(Ar) =  sin j: функцияни Маклорен куп^ади куринишидаги 

такрибий тасвири ёйилмаси (22.3) формуладан келиб чицади:

V3 V5 , , ..2" — I
s i n , » < -  -  +  -  -  . . . +  ( -  ■ I2 3 '3)

Бу так.рнбий тенгликнинг хатоси Маклорен формуласининг колдик, 
хади билан аникланади:

л-',,+ 1 . Л. . л
R » (Х) =  (2Т7+ТГ! sin ( S +  (2 n +  1) т ], (23.4)

бунда 0 < с < х ,

шу билан бирга хар кандай х учун 1 im =  С, чунки | s i n(c +

т  (2 /i - f  1)-
л „2/2+1

П —*- о о

С  1 чекланган, — г—г эса п оо да чексиз ки- (I п — I) !
чик. Бундан хар кандай х да sin.v функциями исталганча кичик ха- 
толи Маклорен купхади билан алмаштнриш мумкинлиги келиб чика­
ди.

п =  1, 2, 3 деб олиб, s i n*  учун энг содда такрибий ифодаларга 
эга буламиз:

. . а 3 . д :| , Л5
sin ,v ~  х, sin .v «  .V — __ , sin х  ~  х — ___-i-

6 6 120

Бу формулаларнннг иккинчиси биринчисидан, учннчиси эса иккин- 
чисидан аникрок.

2 - м и с о л .  sin 10' такрибий кийматни 0,00001 гача аникликда 
хисобланг.

Е ч и ш .  Бурчакнинг радиан улчовига утамиз:

х =  10° =  —  .
18

х =  —  кийматни (23.3) ва (23.4) формулалар га куямиз:
18 *

. irv0 . л  я  1 /  я  \ я , ,
sin 10 =  s i n —  ~ ------------ — I +  . . .  +

18 18 3! ' 18 '

(2n — 1)! 1 1 8 /

Хатолик:

Rn n — 1 • ( — У'"4'1, sin (5 + (2 л +  1)-5-
( 2 n + l ) !  ' 18/ 2

<  1 • ( — f +l < 0 ,0 0 0 0 1 .
(2 n +  1)! V 18 /
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Такрибий теигликдаги хадлар соншш аницлаш учун колдик хад- 
нинг микдорини хар хил п ларда хисоблаймиз.

Агар п =  1 булса, у холда \R2\ <  ■ / -р- j =  0,00089 >  0,00001;

агар /2 — 2 булса, у холда |R 4\ <  ~  ( yj- )5 ■= 0,0000013 С  0,00001.

Демак, такрибий формуланинг иккита олдипги хади олииса, хи- 
соблашшшг берилган (талаб килинган) аниклигига эришилади:

sin  10° да 0,17453 — 0,00089 -  0,17364

(0,00001 гача аникликда).
3 .  f  ( х )  =  cosjc  функциянинг Маклорен куп^ади куринишидаги 

такрибий ёйилмаси (22.4) формуладан келиб ч и ж и :

c o s . « « l  — ^ r  +  f r — • ■ ■ - И — ^ ' ‘ (TTijT (23-5 )

Бу такрибий тенгликнинг хатоси Маклорен формулаеининг колдик 
.\ади билан аниктапади:

х2п ~L2 , Я 1
^ , + 1  =  (2д +  2~Гi cos U  +  (2 л +  2) ■ - у  £  (23.6)

Бунда 'co s ( I +  (2 п +  2) — | < ; ] ,  п оо да эса -------- р; 0, шу

сабабли хар кандай х да

Hm R2 = 0 .
П—юо

Бундан хар цандай х  да cos.v функциями исталган аникликда 
Маклорен купхади билан алмаштириш мумкинлиги келиб чикади.

п =  1, 2, 3 деб олиб, cos х учун такрибий ифодаларга эга була­
миз:

cos х  да ]1 - - ­
2

1

V2 г4
cos х  да 1 ~\~ —

2 24

1 •** _L *1cos .v да !| ------
2 24

д"
7 2 0  ’

бу формулалар аникликпинг ортиб бориши тартибида жойлашган.
3 -м  и с о  л. cos 5° ни 0,000001 гача аникликда хисобланг.

Л
Е ч и ш .  Бурчакнииг радиан улчовига утамиз: х =  5° — — ва х  —

J  ̂ 36

— — кийматни (23.5) ва (23.6) формулаларга куямиз:
36  ' '

л  . /  л  I . 1 , я  \ 4 .
cos—  « 1  — — -------- ------—  —  . . .  - f

36 ' 36 /  2! 4! \  36 1
,n + l I /  я  -п

+  ( —  I )
(2 п ) ! \3 6  I 
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Хатолик:

1 ^ , 4 - .  W l  ='а«+1

«С

я  e2f!+ 2 /» I / i i w— I • cos (5 +  л  (n +  1))

I — \2n+2<  0 ,000001.
I 36  I

(2 n Jr  2)! 1 36

I / л  \2я+2

(2 п +  2) ! ' 36  ;

Такрибий тенгликда печта хадни олиити  аниклаш ёки берилган
акикликдаги хисоблашларнн олиш учун R.bl+l колди^ ^адларнинг 
кет.ма- кетлигини бахолаймиз:

агар п =  0 булса, у холда \Rt\ <  )' =  0,003808 >  0,000001,

агар ti =  1 б\ лса, v холда \R-,\ < —  I — f  =  0 ,0 0 0 0 0 2 >  0,000001,
" ' '  4! ' 36

агар п =  2 булса, у холда \Rh| <  ) = 0 ,0 0 0 0 0 0 0 3 < 0 . 000001.

Демак, берилган аникликка эришиш учун R-a дан олдин келади- 
ган учта биринчи хадни олиш керак:

cos —  да 1 ------- ( —  Г +  -L I JL  \4 =  j _  о, 003808 +  0,000002 =
36 2 36  1 4! \  36 )

=  0,996194.

(0,000001 гача аникликда).
4. f  ( х )  =  (I лг)“ функциянинг Маклорен куп^ади шаклидаги 

такрибий ёйилмаси (22.6) формуладан келиб чикади:

(1 - f  x f  «  1 +  — x +  —  — - х‘- +  c t(a ~  0 ~' ' ( a ~ n +  1) xn. (23.7)
v I! 2! n! v

Бу такрибий тенгликнинг хатоси Маклорен формуласининг кол- 
дик .хади билан аникланади:

Rn (x) =  1> xn+l ■ (1 +  1)а- п- \  (23.8)

R n (x) хатони исталганча кичик микдор килиш мумкин, яъни [а'| С  1 
тенгсизликни каноатлантирувчи барча х лар учун п оо  да R n -  0. 
Бу каторлар назариясида исботланади.

п =  1, 2, 3 деб олиб, куйидаги такрибий формулаларга зга бу­
ламиз:

(1 +  x f  «  1 +  а  х,

(1 +  x f  1 +  а  х +  (а  — 1) х'-,

(1 + х ) а ж  1 + a x  +  - j  ( а  —  1)х2 +  - |  ( а  —  1 )(а  — 2 )х 3.

Бу теьтликларнинг кейинги хар бири олдингисидан аникрокдир.
4 ------- ‘ ’

4 - м и  с о л . 1 83 нинг такрибий цийматини 0,000001 гача аник­
ликда хисобланг.
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Е ч и ш .  Берплган илдизпи ал.машгирамиз:

83 I 81 4 - 2 = 3 ( 1 4 — =- ' 1 81 1
(23.7) ва (23.8) формулаларни куллаймиз, уларда х 

деб оламиз:

— I —
4 4 0  2

( f r l  +

! А 1 \ / I  
—  I —  — 1 ) . . . — -  /1-1- 1

4 1 4 I \ 4

\

2 \п  \
I —  •

8!

Баъзи алмаштирпшлардан кейин:
I

1 6 2 - 1 0 8  162 • 10S • 486  1 6 2 - 1 0 8 -4 8 6 - 5 9

Хатолнк:

4 4 4

(я
Хпсоблашларнпнг хатоликлари 3 кетма- кетлнгшш бахолаймпз:

агар п 1 булса, у холда 3 |/?]' < ­

агар п =  2 булса, у холда 3 \R.,\ <  

агар п =  3 булса, у холда

3 \R3\ <  ■

6 2 -1 0 8
3 -7

: 0,0002;

- -  < 0 ,0 0 0 0 0 3 ;
162 ■ 108 ■ 486

: 0,00000006 < 0 ,000001 .
162 ■ 10S ■ 486  ■ 59

Демак, хисоэлашларнипг берилган аник шгига эришмо^ учун R :i дан 
олднн келадиган туртта хад йнгиндилпш олиш етарли:

I "8iT «#3(l 4 -0 ,0 0 6 -1 7 3  - 0 ,0 0 0 0 5 7  4- 0,000001) =3,018-349.

(0,000001 гача аникликда).
5) /  ( х )  — 1п(1 +  х )  функциянинг Маклорен купхади куриниши­

даги такрибий ёйилмаси (22.5) формуладан келиб чикади:

1п (1 - f  -v) х ■
3 ( - 1 У

,n+l У

jx| <  1 тенгсизликларни каноатлангирув чи барча .V лар учун п -*■ оо
1 I v |"+1

да хатолик: \R„\ =  — —- ,, , м 
п 1 ! ‘ 4- SI 

такрибий формулаларга эга буламиз:

-0 . п — 1, 2, 3 да куйидаги
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In (1 +  х)дах— — +  — ,
2 3

бу формулалар ани^ликнинг ортпб бориши тартибида ёзилган.
К,араб чицилган мисоллар аргумент кичик булганда хисоблашлар- 

да Маклорен формуласида унчалик куп булмаган сондаги хадларни 
олиб, аникликка эришиш мумкинлигини курсатади.

Агар аргумент етарлича кичик булса, у холда купинча унинг би­
ринчи ёки иккинчи даражаси билан чекланиш мумкин. Масалан, 
аргументнинг етарлича кичик кийматлари учуч цуйидаги такрибий 
формулалар хосил булади:

1) sin х ж х;

2) cos х да 1 — —  ;
2

3) с да 1 -Ь х;
4) In (1 +  х) да х;

5) (1 “(“ Л") да 1 сс х.

Б у  формулалардан амалий хисоблашларда купинча фойдаланишга 
тугри келади.

куйидаги такрибий формулалар охирги такрибий тенгликдан а  
пинг турли кийматларида келиб чикади:

6) — —  да 1 — х;
I 4- х

In (I

In (1 +  x) «  X  —  — .

7) | 1 +  X да 1 +  у  ;

8) ———  да 1 — — ;
1 1 +  х  2

9) у  1 +  х да 1 - f  у  ;

10> W T 5 K | - T -
S' з- у з и II и т с к ш и р и ш  у ч у н с а в о л  л ар

1. ех , s in .v ,  c o s х,  l n ( l - f - . v ) ,  (1 + х ) а  ф ун кц ия ларн и н г  М аклорен  купхади  кури- 
ш ш шдаги такрибий ёйилмаларини  езинг.

2. Ф ун кци я ларн и н г  бер и л ган  ан ш уш кдаги  тацрнбий к и йматларш ш  хисоблаш учун 
М аклорен  формуласидан кандай фойдаланилади?

3. 1524 —  1528- масалаларни ечш!г.
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4- б о б

ФУНКЦИЯЛАРНН ХОСИЛАЛАР ЁРДАМИДА ТЕКШИРИШ

1-§.  Функциянинг усиш ва камайиш шартлари

1 - т а ъ р и ф .  Агар аргументшшг {а, Ь) ораликда тегишли катта 
к,ийматига функциянинг катта к,инмати мос келса, яъни л-2 >  д-j тенг- 
сизлмкдаи, бунда xlt х 2 лар (а, Ь) интервал га тегишли, / ( а . , ) > / ( х 1) 
тенгсизлик келиб чикса, у холда y = f  (.v) функция шу {а, Ь) интервалда 
усувчи функция дейилади. Бу тенгсизликларни бундай ёзиш мумкин:

А"о — А] >  0 ва /(А,) — /(A'l) > 0 .

Агар х., — а , =  A a , f(x.,) - -  f (а , ) А у  деб бглгиласак, А а  >  0 
ва А у >  0 эканини, яъни бир хил ишорали эканини курамиз. Ш ун­
дай килиб, усувчи функция учун А у  функция орттирмасининг А х

\и
аргумент орттирмасига нисбати хар доим мусбат, яъни —— > 0 .

А х
2 - т а ъ р и ф .  Агар бирор (а, Ь) интервалда аргументнинг катта 

кнйматига функциянинг кичик киймати мос келса, яъни агар х , > х 1 
теигснзликдан, бунда хл, x.1^(a,b), f(x.,)<Zf(а х) тенгсизлик келиб 
чи^са, у холда у =  f(x) функция (а,Ь) интервалда тмаювчи ф у н к ­
ция дейилади. Юкоридаги тенгсизликлардан х 2 — х , >  0 ва / (х 2) —
— / ( vi ) < 0  экани келиб чикади. Бу холда А х =  а 2 — а, ва А у  — 
= / ( а. , )— /(а, )  орттирмалар хар хил ишорали.

Ш \ ндай 1\илиб, камаювчи функция учун А у  орттирманинг А х

аргумент орттирмасига нисбати манфнй, яъни - ^ - < 0 .
'  Дх
Функциянинг усиш ва камайишининг зарурий ва етарли шартла- 

рини хосилалар ёрдамида аниклаймиз.
1 - т е о р е м а  (функция усувчи булншининг зарурий шарти). Агар  

(а, (>) интервалда дифференциалланувчи у  -  f(x)  функция усувчи б у л ­
са, у .\олда бу функциянинг \осиласи итпервалнинг хамма ну^таси-  
да манфий булмаслиги зарур,  яъни барча х^(а,Ь) учун  f ' ( x ) > 0 .

И с б о т и .  Теореманинг шартига кура функция усувчи, шу са­

бабли исталган х^(а, Ь) учун —  > 0 .  Мусбат функциянинг лимити
‘ Д х

манфий була олмаслиги сабабли l i m - ^ - > 0 .  Аммо теорема шар-
4 " Дд-̂ U Дх
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тига кура f(x) дифференциалланувчи, шу сабабли lim  — - -  = / '( д ) —
' ' ' ДЛ---1.0 Ах

чекли сон. Ш ундай килиб, барча х £ ( а , Ь )  учун f'(x) >  0. Теорема 
исботланди.

2 - т е о р е м а  (функция камайишининг зарурий шарти). Агар (а,Ь) 
интервалда дифференциалланувчи у  =  f(x)  функция камайса , у  
холда унинг хосиласи интервалнинг хамма нуктасида мусбат бул- 
маслиги зарур,  яъни барча х^(а,Ь) лар учун } ' ( х ) ^ 0 .

И с б о т  и. Теорема шарти га кура функция камаювчи, шу сабаб­

ли барча х^(а,Ь)  лар уч\;н - ^ - < ; 0 .  .Чанфнй функциянинг лимитп
' Дх "

мусбат була олмаслиги сабабли lim — ^ 0 .  Аммо теорема шартига
Дг_>0 Ах

к\ ра f(x) функция дифференциалланувчи, шу сабабли lim —  = / '( . ')  —
а*-* о A.v

чекли сон. Шундай килиб, барча х^(а,Ь)  лар учун f('x) < 0 . Теоре­
ма исботланди.

Куриб утнлган тсоремаларни гсометрик тасвирлаймиз.
Усувчи (функциялар учун уринмалар Ох ук билан уткнр бур- 

чаклар хосил кнлади ёки Ох укка параллел булади (1 0 0 -шакл). 
Уткир бурчаклар тангенслари мусбат. Уринма Ох укка параллел 
булга;) жойларда тангенс нолга тенг, яъни

/ 'Ю  =  tg  ci, >  0, f ( x 3) =  tgoc3 > 0 ,  f ' ( x S =  tgO =  0 .

Шу ндай килиб, усувчи функция учун f'(x) >  0.
Ка.маювчи функция учун хам шундай: / '( .r4) =  t g a t <  0, f ( x e)-= 

=  tg o c „ <  0, чунки г/.и С£0— утмас бурчаклар, /'(.v5) =  tg  0 — 0. Д е ­
мак, камаювчи функция учун f'(x) <  0 (1 0 1 -шакл).

3 - т е о р е м а  (функция усувчи булпшинпнг етарлнлик шарти). 
Агар  [л, Ь\ кесмада узлуксиз йулган у  =  [ (х)  функция хар бир ич­
ки нуктада мусбат хосилага эга Щлса, у  холда Су функция \а,Ь\ 
кесмада ‘усувчи булади.

И с о  о т  и. Иккита ихтиёрий ва х2 кийматни караймиз, бунда 
х 2 > х 1 ва . \ \ , хг g (a, b). (Xi,-V2l кесмада Лагранжниш  чекли айир- 
малар формуласини тузамнз:

/(-г..) — / и , ) =  (х, — x ^ f ic ) ,  х 1< с < х 2. (1.1)

Теорема шартига кура, барча 
a t  (а, Ь) нукталарда /'(а )  >  0, шу 
сабабли С (с) >  0. Бундам ташкарн, 
х 2— А'1> 0 ,  шу сабабли (1.1) нинг 
унг кисми мусбат, яъни (х2 — ,v1)>: 

>  0. Шундай килиб, (1.1) нинг 
чап кисми хам мусбат, яъни f(x2) — 

х — f(x,) > 0 .  Бундан, агар .v2 > .v ,  
*- булса, 1(х2) > [ ( х 1) экани, яъни f(x) 

функция \а, Ь] кесмада усувчи экан- 
лнги келиб чикади. Ш у билан тсо- 

100-шакл. рема исботланди.

У*

О /. Лг Аз Ь
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4- т е о р е м а  (функция кама- 
ювчи булишининг етарлилик шар­
ти). Агар  |а,Ь] кесмада узлуксиз  
у =  }(х) функция бу кесманинг 
хар бир ички нуктасида ман-  
фий хосилага эга булса, у  холда 
бу функция [а, Ь\ кесмада кама­
ювчи булади.

И с б о т  и. (а, Ь) интервалга те- 
гищли иккита ихтиёрий x t ва х2 
нуктани караймиз, бунда .v2 > . v , .
[л-j, ,v21 кесмада Лагранж  форму- 
ласинн тузамиз:

[(л2) — 1'{х,) - ' j ’k )  tx., — .V,),

101- шакл. 

л : , < с <  х.2. ( 1.2)

Теорема шартига кура барча х£(а,Ь)  пукталарда f ( x )<С 0, шу са- 
бабли / ' (г) <  0, бупдан ташкари х.> -  х > 0 ,  шунга мувофик (1.2) 
Hiiiir унг кнсмн манфпй, яъни (х2 — х , ) / ' ( с ) <;  0. Демак, (1.2) нинг 
чан кнсмн хам манфпй, яъни fix.,) <  fix,).  Бундан, агар бул­
са, l(x.2)<Cf(a'j), яъни f(x) функция \a,b\  да камаювчп.

Теорема исбогландн.
[о, Ь] кесмада фа кат усувчн (факат камаювчи) функция шу кес­

мада монотон усувчн (мопотон камаювчи) функция дейилади (101- 
шакл).

Функция фа кат камаювчи ёки факат усувчн буладиган ннтервал- 
лар монотонлик ннтерваллари дейилади.

1 - м и с о л .  у' — Зхв функциянннг монотонлик интервалларини 
аник.лап г.

Е ч и ш .  у'  хосилани топамиз: у' =  1 8 а 5 .
х < 0  да у' <  0 — функция камаяди;
х > 0  да у ' >  0 — функция усади.
2 - м и с о л .  у  — 2х — cos А' функциянинг монотонлик интервалла- 

ршш ТОПИНГ.
Е ч и ш .  у' .хосилани топамиз: у' — 2 +  sin х. Барча х лар учун 

у ' > 0 ,  у  функция ( — оо, -|- оо) да усади.

2 -  §. Функциянинг экстремум нукталари

У1- т а ъ р и ф .  Агар у  =  f(x) функ­
циянинг х0 нуктадаги киймати шу 
функциянинг бу нуктанинг етарлича 
кичик атрофида ги колган кийма- 
тидан катта булса, у  -  }{х) функ­
ция х0 нуктада максимум (maxi- 
murn) га зга дейилади.

Бошкача айтганда, агар хар цан- 
дай етарлича кичик мусбат ёки ман- 
фий Ах да (102- шакл) /(х0 +  А х ) <

-  лХ

102- шакл.
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У

\
\ /  у . f ( x )

\К
/ ( Х о - д Х )  { ( Х о )  | ( Х о + Д Х

X
О я X А о \ 0 +

103- шакл.

< / ( л'0) булса, /(.V) функция х0 нуктада максимумга эга дейи­
лади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар у  ■— j(x) функциянинг ,vn нуктадаги киймати шу 
нуктанинг етарлича кичик атрофидаги кийматидан кп'.'нк булса, у хол- 
да у  — f(x) функция д'п нуктада минимум (minimum) га эга дейилади.

Бошкача айтганда, хар кандай етарлича кичик мусбат ёки ман­
фий А х  ларда /(.rn -r  A.v) >  /(.vn) булса, у холда у  =  f(x) функция 
хп нуктада минимумга эга дейилади (1 0 3 -шакл).

1 - э с л а т . м а .  Агар функция [ci,b\ кесмада аникланган булса, у 
холда бу функция узининг максимум ва минимумларига .V нинг шу 
кесма ичидагн кийматларидагина эришади.

2 - э с л а т м а .  Функциянинг \а,Ь\  кесмадаги максимум ва мпни- 
мумлари хар доим хам унинг шу кесмадаги энг катта ёки энг 
кичик киймати булавермайди: максимум нуктасида функция энг кат-

У
та кииматни максимум нукта- 
сига етарлича якин нукталар- 
даги кийматларига нисбатан 
(максимум нуктасишшг кичик 
атрофида) гина кабул килади; 
минимум нуктасига нисбатан 
хам шуларни айтиш мумкин. 
Максимум минимумдан кичик

— булиб крлиши мумкин.

104- шакл.

104- шаклда у  =  /(.х) функ­
ция [а,Ь] кесмада аникланган.
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,v =  л-! ва х =  х 3 да функция максимумга эга.  
х — х.2 ва х — х4 да функция минимумга эга.
Аммо л' =  x.i даги минимум х  — х х даги максимумдан катта, х =

— Ь да функциянинг киймати функциянинг [а, Ь\ к е ;м а д а ги  хар 
кандай максимумндан катта. Ф ункциянинг максимумлари ва мини- 
мумлари функциянинг э к с т р е м у м л а р и  ёки э к с т р е м а л  к;ий- 
м а ш л а р и  дейилади.

3- §. Экстремумнинг зарурий шартлари

1 - т е о р е м а .  Агар дифференциалланувчи у  — f(x)  фу акция х0 
нуктада экстремумга эга булса, у  холда унинг шу нуктадаги 
хосиласи нолга тенг булиши зарур , яъни f'(xo) =  0 булади.

И с б о т и .  Аниклнк учун функция х0 нуктада максимумга эга 
деб фараз киламиз ( 1 0 5 - шакл).

1) У холда . v < . v 0 лар учун ф ункция усувчи ва —  > 0 ,  демак,
Ах

, ■ ЛиI im —— >  0. 
л ( .»_[) Ах

Аммо функция дифференциалланувчи, шу сабаблн l im  - ^ - —f_(x0).
' А л - .—0 Д X

Д е м а к ,

f ' J x 0) >  0- (3.1)

2) л ' > х 0 лар учун функция камаювчи ва ~  <  0, демак,

I ini (-V о). Ш ундай килиб,
Л,- .- :  о п

Г+ Ы  <  О

(3.1) ва (3.2) тенгснзликлардлн 
/' '(д-()) =  0 экани келиб чикади, чун- 
ки функция дифференциалланувчи, 
демак унинг чап .^амда унг хоси- 
лалари ,\'0 нуктада узаро тенг булн- 
ши керак. Б у  f'(x0) =  0 булганда- i 
гнна мумкин булади.

Минимум холи учун теорема j 
шунга ухш аш  исботланади. 0 '

Теореманинг геометрик мазмуни t 
шунн билдираднки, дифференциал­
ланувчи функция учун экстремум
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У1

__

106- ш а к л . 107- ш ак л .

108- ш акл .

пукталарпда уринма Ох укка параллел булади 
(106- шакл).

f'(Xi) =  tg 0 =  О,
Г ( х 2) =  ter 0 =  0.

Днфференш!г.лланмайдиган функции холида 
кстрсмум нуктасида хосила чексиз булннш 

еки мавжуд булмаслиги мумкин. '
1 - м и с о л .  у ~  | .г функция укнинг хамма 

ерида услуксиз, д-=--0 нуктада унинг хосиллст; 
мавжуд эмас (1 0 7 -шакл), аммо бу нуктада у 
мннимумга эга. '

•J / 2  /

2 - м и с о л .  // =  (1 — -V ,3) 3 функция д - = 0  нуктада аникланган,
/ С! — л-='' ) ’/ж „

макси му мга эга, аммо упппг у  ------------------------ ------------ хосиласи оу п у к -

X 3~
тада чексизлнкка айланади: у '  — оо (108- шакл).

X у л о с а: агар функция нуктада экстремумга эга булса, у хол­
да хосила бу нуктада полга тенг, чексиз >икка те.тг буладп ёки .мав­
ж уд булмайди. Бунда!! нукталар к р и т и к  н у ц т а л а р  дейилади

Демак, экстремумни критик (стационар) нукталарда излаш керак.
Тескари таеднк тугри эмас. Нукта критик нукта булиши мумкин, 

аммо унда экстремум булмаслиги мумкин.
/'(*«) =  tgO =  0, аммо экстремум мавжуд эмас, функция моно­

тон усувчи (1 0 9 -шакл).
/ '( л-: ) =  tg 9 0 °  =  оо, аммо экст­

ремум мавжуд эмас, функция мо­
нотон усувчи ( 1 1 0 - шакл) .

" А

109- шакл. 110- шакл.
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Т е о р е м а .  Агар х0 критик нуктани (]з ичига олувчи интер­
валда узлуксиз у  =  f(x)  функциянинг f ’(x)  хосиласи х0 нуктадан  
утишда ишорасини i/згартирса, у ,\олда ииюра дан ,,— “ га
алмашганда ,v0 нукта максимум нукта:и , ииюра  , ,— “ дан „ +  “ 
га алмашганда  а'„ нукта минимум ну^таси булади.

И с б о т и .  х„ — критик нукта булсин.
1) f'(x) — хосила х0 нуктадан утншда ишорасиии , , — “ дан ,.— “ га 

узгартнрснн. Бу .v<  лг0 лар учун f'(x) >  0 га, х > х 0 лар учун эса 
/ '( л ') <  0 га эга булишимизни билдиради. Монотонликнннг етарли­
лик шартини кулланиб, х < х п ларда функция усувчи эканини, x > .c 0 
лар учун эса камаювчи эхаьини курамиз, яъни х < . с п да f(x0)> f(x )  
тенгснзликка, a’ > .v 0 лар учун эса f{x0)<z f (x )  тенгсизликка эга бу- 
ламиз. Шундай цианб, х0 нукта максимум пуктаси, чунки а 0 нинг 
атрофига тегишли барча х ларда /(.с)«</(л'„).

2) /'(.с) хосила хп нуктадан у ти ш и  ишэрасинч ,,— “ дан , , - f  “  га 
алмаштирсип. Бу барча х  <  х0 лар учун /'(.с) <  0 га, .V >  х0 лар учун 
эса f'(x) >  0 га эга булишимизни б тд л р ад и . Монотонликнинг етар­
лилик шартини цулланиб, барча д- <Г л,, ларда ф ункция камаювчи бу- 
лишннн, х >  х 0 ларда эса усувчи будишлни курамиз, яъни х С  х0 
лар учун f ( x ) > f ( x n) тенгсизликка, а '> л '0 лар учун эса f(x) >  /(л'0) 
тенгсизликка эга буламиз.

Демак, х„ — минимум нуктасн, чунки а 0 пинг атрофига тегишли 
барча а лар учун f ( x ) > f ( x n). Теорема исЗогланди.

Шундай килиб, функция экстрэмумга эга булиши учун критик 
(стационар) нукта атрофида унинг х о с т а с н  турли и шора га эга бу­
л л и т  етарли.

М и с о л .  у  =  х 3 — 6.V- -j- 9 с +  3 функцияиинг монотоклик интер- 
ва гларинн ва экстрэмумиаи топинг .

1£ ч и ш. 1) Бэрш гак функция (— оо, оо) да аникланган ва 
дифффлицнллачувчи.

2) Функциянинг хоситасини топам из:

у ’ — За" — 12 х +  9.

3) Критик нукталарни топамиз:

З.с: — 12а +  9 =  О, 

х~ — 4х +  3 =  0.

xL — 1; х., 3 — критик нукта 
лар.

Бу нукталар (— оо, +  оо) аниц 
ланиш сохасини учта интервалга бу­
лади: (— оо, 1), (I,  3), (3, +  оо).

4) Хосиланинг ишорасини тек- 
ширамиз (1 1 1 -шакл). Текшириш на- 
тижасини жадвалда келтирамиз: 111-шакл.

4- §. Экстремумнинг етарлилик шартлари

+ 3
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X (— ОО, 1) 1 (1, 3) 3 (3, +  оо)

у' + 0 — 0 +

У max а min У

//max = / ( ! )  =  7, y min= f ( 3) =  3.

з-у з и н и т e к in и p v ш у ч у  и с а в о л л а р

]. Кесмада усувчн вл камаювчи функция таърнфини ифодаланг.
2. Ф ункция усувчн булиш ининг  зарурий ва етарлилик  шартларинн исботланг. 

Б у  теорем аларнинг  геометрик мазмуни нимадан иборат?
3. Ф ун кци я  камаювчи булиш ининг зарурий  ва етарлилик  шартларнни исботланг. 

Б у  теоремаларнинг геометрнк мазмуни ню .лдан  иборат?
4. Ф у н кци я н н н г  экстремум  н \к га л .1 рини, ф ункпиянинг экстремал кипматларнпн 

таърифланг.
5. Зкстремум нинг  зарурий  шартини исботланг.  Б у  шартнинг етарлилик змасли- 

гини курсатуичи  мисоллар келтиринг.
6. Ф у н к ци я  экстремум и  етарлилик  шартини биринчи хосила ёрдамида исботланг.
7. 1152— 1182- масалаларни  ечннг.

5- §. Функцияларнинг кесмадаги энг катта ва энг кичик
кийматлари

М аълумки, fa, 6] кесмада узлуксиз булган у  — }(х) функция шу 
кесмада узининг энг катта ва энг кичик кийматларигп эришади. Шу 
кийматларнп кандай топиш мумкин?

Агар у  — f(x) функция монотон булса (унинг хисиласи \'з пшо- 
расиик сакласа, яъни у ё манфпймас, ёки мусбатмас булса), у ^ол- 
да функциянинг энг катга ва энг кичик кийматлари \а, b ] кесманпнг 
охирларида — .V а ва х - Ь нукталарда булади.

Агар у  =  f(x) функция моиогоп булмаса (яъни укинг хосиласи 
ишорасини узгартирса), у холда функция экстремумларга эга була­
ди. Бу холда энг катта ва энг кичик кийматлар экстремумлар би­
лан бир хил булиши мумкин, маълумки, экстремумлар критик нук­
таларда булади.

Шундай килиб, у  =  f(x) функциянинг [a, ft] кесмадаги энг катта 
ва энг кичик кийматларини топиш учун:

1) функциянинг критик нукталарини аниклаш;
2) функциянинг критик пукталардаги ва кесманинг охирларидаги 

кийматларини хисоблаш;
3) топилган кийматлардан энг катта ва энг кичик ^ийматларни 

танлаш керак, ана шу кийматлар функциянинг [а,Ь\ кесмадаги энг 
катта ва энг кичик кийматларини ифодалайди.

1- м и с о  л . у  =  х3 -р Зх2 — 9х -г  1 функциянинг [— 2, 5] кесмада­
ги энг катта ва энг кичик кийматларини аникланг.

Е ч и ш .  а) Критик нукталарни топамиз: у'  хосилани хисоблаймиз: 
у ' =  З х - +  6 х — 9. у ' =  0 тенгламани еча.миз: Зх2 +  6х — 9 =  0, 
^ i = l ,  х2 — — 3. Берилган кесмага факат хг =  1 нукта киради.
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б) Функциянинг х = 1 ,  х = — 2, х =  Ъ ну^та- 
лардаги цийматларини хисоблаймиз:

Д 1 ) ------- 4, / ( - 2 )  =  23, / ( 5 ) =  156.

в) Топилган цийматлардан энг катта М  ни ва 
энг кичик т ни танлаймиз:

а

х а 
112- шакл.

М  =  /(5) =  156, т =  / ( 1 ) =  — 4.

Шундай ^илиб, функциянинг энг катта ^иймати кесманинг х = 5  
унг охирида экан, энг кичик ^иймати эса х =  1 нуцтадаги минимум 
билач бир хил экан.

2 - м и с о л .  Томони а га тенг булган квадрат шаклидаги картон- 
дан асоси тугри туртбурчак шаклида булган энг катта хажмли ус­
ти счик, ^ути тайёрланг.

Е ч и ш .  Одатда, квадрат шаклидаги картоннинг бурчакларидан 
тенг квадратларни кир^иб ва унинг четларини буклаб, очик, тугри 
туртбурчак шаклидаги кути ясалади. Агар кесилган квадратларнинг 
томошши х  десак, кути асосининг томони а — 2х, кутининг баланд- 
лиги зса х га тенг (1 1 2 -ш акл). У  ^олда кутининг хажми

га сннаш кдпади.
V  ни топамиз, уни нолга тенглаймиз ва критик ну^таларни аник- 

ланмиз:

мак, энг катта хажм асос томоин —  а , баландлиги —  га тенг
3 6

булганда хосил булади.

V =  х (а — 2х)~

экани келиб чикади. Эн'

ди V функцияни 0, —  кесмада энг катта ва энг кичик киймат-

V  — (а — 2х)2 — Ах(а — 2х) — (а — 2 х)(а — 6а). 

V' =  0 , (а — 2х)- (а — 6х) =  0.

а — 2х =  0 ,  х, =- — , а — блг =  0, х =  —
2 6

миз:

Шундай килиб, х =
а да функция знг катта кийматга эга. Д е-
6

о
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! . Иккинчи тартибли ^осила ёрдамида текшириш
Т е о р е м а .  Агар f'(x0) =  0 булиб, иккинчи хосила мавжуд ва 

Г '(х 0) =^0 булса, у холда х = х 0 нуктада экстремум мавжуд: агар 
/" (л '0) < 0  булса, максимум, агар f " (x0)^> 0 булса, минимум булади.

И с б о т  и. a) f'(x0) =  0 ва f"(x0) <  0 булсин. л: — хп нуцтада 
максимумга эришилишини курсатамиз. Иккинчи тартибли .\осиланилг 
таърифига кура:

j"(x0) = h m  ! ' (Х» ± * Х) - Г(Ч  =  П т  /,(Ло +  Дх) ■
Дл->о Ах д v ->!> Ах

/"(л '0) <  0 эканини хисобга олиб, ушбуга эга буламиз:
И т  П хп_+  Ах) < Q _ 

д а->о Ах
Л и м и т  манфин, шу сабабли кичик Д х лар учун узгарувчининг 

узи  .хам манфий булади, яъни
/'(х„ +  Ах) ^  0 

А х

Бу тенгспзлнкдаи

А х  <  0 да f'(xn +  Ах) >  0 экани,
А а- >  0 да f'(x0 +  Ах) <  0 экани

келиб чикади.
Бу хп нуктадан утишда хосила уз ишорасинн дан ,,— “ га

узгартиришини курсатадн. Демак, функция х — х0 нуктада макси- 
мумга эга.

б) f'(xо) =  0 ва ["{хо) ^ > 0  булсин. х =  ха нуктада минимум мав- 
жудлигини курсатамиз. Иккинчи тартибли хосиланинг таърифига 
кура:

' П х  о ) - П т  +
Д а '—*-0 & Х

/ > 0) > 0  эканини хисобга олиб, ушбуга эга буламиз: 
U m J W + A x )_  > ( )

Дх— А х

Лимит мусбат, шу сабабли кичик А х  ларда узгарувчининг узи 
хам мусбат булади, яъни

6- §. Экстремумларни говори тартибли ^осилалар ёрдамида
текшириш

Г ( х 0 4- Ах) 
Д х

> 0 .

Бу тенгсизликдан А х С  0 да f ( x g +  Дх) <  0 эканига, Ах  >  0 да 
/'(*„ -f- Ах) >  0 эканига эга буламиз.

Бу хп нуктадан утишда хосила ишорасинн , ,— “ дан га уз- 
гартиришини курсатади. Д емак, функция х =  х 0 нуктада минимумга 
эга булади. Теорема исботланди.
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Агар х  =  х0 критик нуктада f"(x0) =  0 булса, у холда шу нуи;- 
тада ё минимум, ёки максимум булиши мумкин, ёки минимум хам, 
максимум э^ам булмаслиги мумкин. Бундай хрлда текширишни би­
ринчи ^осила буйича олиб бориш керак.

1 - м и с о л .  у  =  х — 2 sin л: функциянинг [0, 2 л] кесмадаги экс­
тремумини топинг.

Е ч и ш .  а) Биринчи хосилани топамиз:

у' =  1 — 2 cos х.

б) [0, 2 л] кесмага тегишли критик ну^таларни топамиз. у'  ни 
нолга тенглаймиз:

1 — 2 cos х =  0, co sx  =  — ,
2

в) Иккинчи хосилани топамиз:
у" — 2 sin .г.

г) Иккинчи хосиланинг хг ва х2 нукталардаги ишорасинн аник- 
лаймиз:

X 1'(х) Г (-V) / м

Я
0 in in

3
“Г — 0 , 5 8

5 л  

3
0 —

max
6,96

2 - м и с о л .  у  ~  х в функцияни экстремумга текширинг.
Е ч и ш .  а) у'  =  6х5,
б) у' =  0, 6х5 =  О, х  =  0 — критик нуцта.
в) у " = 3 0 х \  г) у"(0) =  0 — критик нуктадаги киймат.

Д емак, иккинчи хосила жавобни бермайди. Биринчи хосилага му- 
рожаат килиб, топамиз: х < 0  да О ва х > 0  да у' >> 0. Ш ундай 
килиб, х =  0 да функция минимумга эга.

3 - м и с о л .  у  — ( х —  I)3 функцияни экстремумга текширинг.
Е ч и ш. у' =  3(х — ! )'2 =  0, х =  1 —■

критик нукта. у" — 6 ( х — П, у " ( ] ) =  УД
— О — критик нуктадаги киймат. И к­
кинчи хосила жавобни бермайди. х > \  
ва х с  \ лар учун биринчи хосила 
у' >  0. Ш ундай килиб, х — 1 да функ­
ция максимумга хам, минимумга хам 
эга эмас. У сон уцининг хамма ерида 
усувчн (113- шакл).

2. Экстремумларни Тейлор форму­
ласи ёрдамида текшириш. Олдинги 113-шакл.
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бандда, агар х =  хп нуктада f'(x0) =  0 в а /"  (х) — О булса, бу нуктада 
ё минимум, ёки максимум булиши мумкинлиги, ёки униси ^ам, 
буниси хам булмаслиги таъкидланган эди. Бундай холда х0 нуктада 
нимага эга булишимизни Тейлор формуласи ёрдамида аниклаймиз.

/(х) функция х — х0 нукта атрофида узлуксиз л-тартибли ^оси- 
лага эга ва х =  х0 нуктада ( л — 1)-тартибгача булган хосилаларнинг 
хаммаси нолга тенг, деб фараз циламиз:

‘ П * 0) =  /'(*„) =  • • •  = / (n“ , )W  =  о, Г ( * о ) ^ 0 .  (6.1)
(6.1) ни ^исобга олиб, /(х) функция учун Тейлор формуласини 

ёзамиз:

/М  =  f(xо) +  (х — х0)л , (6.2)

бунда Е сони х0 ва х  лар орасидаги сон.
f n){x) функция х0 нуктанинг атрофида узлуксиз ва ^ " { х ^ ф О  

булгани учун, узлуксиз функциялар ишораларининг са^ланиш хос- 
сасига кура, х0 нуктанинг шундай кичик атрофи топиладики, бу ат- 
рофнинг хар ь;айси х  ну^тасида / (,1|(х) ^  0. Бунда, агар / ('1,(х0) > 0  
булса, у холда х0 нукта атрофининг барча нукталарида / (л) (х) ;>  0; 
агар / (п)(х0) < ; 0  булса, у хола х0 нукта атрофининг хамма х  ну^та- 
ларида / (п)( х ) < 0 .  Узлуксиз функция ишорасининг са^ланишинииг бу 
хоссаси бундан кейинги текширишларимизда ёрдам бериши мумкин.

[6.2) формулани бундай куринишда кай га ёзамиз:
п

f { x) —  / ( х 0) =  —— (х —  Х0) . (6.3)

Х,ар хил хусусий холларни цараймиз.
Б и р и н ч и  х о л . п — ж уф т сон.
а) f lri) (х0) <  0 булсин, у холда х0 нуктанинг кичик атрофига те­

гишли барча х нукталарда f n) (х) <  0, демак, / (,1) (?) <  0, чунки |  
циймат х0 ва х  орасида ётади. Аммо п — ж уф т сон, шу сабабли 
х = ^ х 0 да (х — х0) " > 0 .  Ш унга кура

х ^ х 0 да (х — х0)п С  О,

демак, (6.3) дач х0 нуктанинг атрофига тегишли ^амма х  лар учун

/(х) — /(х 0) <  0 ёки /(х 0) >  f{x)

экани келиб чикади. Б у  эса х =  х0 да функция максимумга эга эка­
нини билдиради.

б) f in)(x0) > 0  булсин. У  холда х0 нуктанинг кичик атрофида 
/ (п) (х) >■ 0 тенгсизлик уринли булади, д ем ак , f {n) (?) >  0 тенгсиз­

лик хам уринли булади, чунки £ сон х ва х0 лар орасида ётади. 
Демак,

е'п) /t \
х ф х 0 да п1̂ - - ( х - х 0) " > 0 .
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Шу сабабли (6.3) дан х0 нукта атрофига тегишли ^амма х  лар учун

/(х) — [(х0) >  0 ёки /(х0) <  f(x)

экани келиб чицади.
Бу эса х  =  х0 да функция минимумга эга эканини билдиради. 
И к к и н ч и  ^ О Л .  П  —  TOI^ С О ! '.

Бу ^олда п — ток сон ва (х — х0)п мивдор х <С х0 ва х >  х0 да 
>̂ ар хил ишорали булади.

а ) (*о) <  0 булсин, у холда х0 иуктанинг шундай атрофи то- 
пиладики, унда } 1п) (х) <С 0, ва демак, / ("’ ( | ) < ;  0. Шу сабабли 
х <  х0 лар учун

!- У - ( х - х 0У > 0п

га, х > х 0 лар учун эса

/(я) (£) 
п\

га эга буламиз.
Дгмак, (6.3) дан 

х <  х0 лар учун /  (х) — /  (х0) >  0 ёки /  (х) >  /  (х0), 
х > х 0 лар учун эса /  (х) — / ( х 0) < 0  ёки f { x ) < f ( x 0) эканн келиб 
чикади.

Бу эса х =  х0 да минимум хам, максимум ^ам мавжуд эмасли- 
гини, функция эса камаювчи эканини билдиради.

Олинган натижаларни ифодалаймиз:
Агар х =  х0 да /  (х0) = /  (х0) == . . . = / (',_1) (х0) =  0 ва f n\ x 0)=^0 

га эга булсак, у >;олда:
а) п жуфт булганда экстремум мавжуд: 

агар / (л> (х0) < с О  булса, Дх) максимумга эга, 
агар / (,1)(х0) > 0  булса, /(х) минимумга эга.

б) п ток; булганда экстремум мавжуд эмас;
f n) (х0) <  0 булса, f(x) камаювчи, f l) (х0) >  0 булса, f{x) усувчи.

4 - м и с о л .  Ушбу функцияни экстремумга текширинг:

fix) =  х4 — 4х3 +  6 х 2 — 4х +  1.

Е ч и ш .  1) Биринчи .^осилани топамиз:

/'(х ) =  4х3 — 12х2 +  12х — 4.

2) Критик ну^таларни аниклаймиз:
4х3 — 12х2 +  12х — 4 =  0

еки

Бундан

х =  1 критик нук,та.

Зх2 +  Зх — 1 =  0.

(X—  1)« =  0.
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f"(x) =  12хг — 24х +  12, /"(1) =  О, 
f'"{x) =  2Ах — 24, / " ' ( 1 ) = о ,

Г ( х )  =  24 >  0 (барча л: лар учун).

Д ем ак, х -^l  да f(x) функция минимумга эга.

У  з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

!. Ф ункциянинг кесмадаги энг кагта  ва энг кичик кийматларипи ^андай  топиш 
мумкин? >^ар доим хам у л а р  мавжудми?

2. Иккинчи тартибли хосила ёрдамида ф ун кц ия  экстремумининг етарли ли к  ш ар­
ти  нимадан иборат?

3 .  Ф у н к ци я  экстремумини топиш  учун Т ей лор  формуласидан  цандай фойдалани- 
ладн? М и с оллар  келтиринг.

4. 1 1 8 5 — 1194, 1 2 0 8 — 1218, 1228, 1238- ча салаларни ечипг.

7 -§ . Функциялар графигини цавари^лик ва бэтик[ликка текшириш.
Эгилиш нукталари

1- т а  ъ р  иф . Агар дифференциалланувчи у  =  f(x) функциянинг гра­
фиги узининг (а, Ь) интервалдаги .^ар канД у р н н м а с и д а н  пастда 
жойлашса, у .^олда бу функциянинг графиги навариц дейилади 
(114- шакл).

2 - т а ъ р и ф .  Агар дифференциалланувчи у =  f(x) функциянинг 
графиги узининг (а, b) интервалдаги >;ар ^андай урннмасидан юцори- 
да жойлашса, у холда бу функциянинг графиги бот щ  дейилади 
(115- шакл).

3 - т а ъ р и ф .  у  =  f(x) узлуксиз функция графигининг ботик, кис- 
мини каварик кисмидан ажратувчи нуктаси графикнинг эгилиш нук- 
таси дейилади. (1 1 6 -ш акл). Эгилиш ну^тасида уринма, агар у м ав­
ж уд булса, эгри чизицни кесиб утади.

1 - т е о р е м а  (график цавариц булишинннг етарлилик шарти). 
Агар (а, Ь) интервалнинг хамма нуктасида f"(x) <  0 булса, у  
холда бу  интервалда у  =  /  (х) функциянинг графиги цаварик, б у ­
лади.

И с б о т и .  /"(х) < 0  булсин. (а, Ь) интервалдан х =  х0 нуктани 
оламиз. Ш у х0 абсциссали М 0 нуктада графикка уринма утказамиз 
(117- шакл).

Ц
I

3) Критик нуктада функциянинг юцори тартибли ^осилаларини
текширамиз:

114- шакл.
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Уринма тенгламасппи тузамиз:

У ~ f ( x 0) =  f'(x0) (x  — x0), (7.1)

бунда Y  — уринманинг х абсциссага мос келувчп ординатаси.
(7.1) тенгламани бундай ёзамиз:

У =  / (*о) + f ' ( x 0){x —  х0).
х нуктада график ва уринма ординаталари айирмаси куйидагига тенг:

У — У =  f{x) — f(x0) — f'(x0) (x  — x  о). (7 .2)

Д х ) — Дх0) айирмага нисбатан Л агранж фомуласини куллаймиз 
ва (7.2) га к,уямнз:

У — У =  }'(с) (х —  х0) — f'(xо) (х — х0)

ёки
у  — Y  =  (/'(с) — /'(* „ ))(х — х0), х„ <  с <  х.

/ '( с ) — /'(^о) айирмани Лагранж формуласи буйича яна алмашти­
рамиз:

у  — У =  /"(Cl) (с — х0) (х — х0), х0 <  СХ <  с,

бундан
у — У < 0

экани калиб чикади, чунки /"(с,) <С 0 (шартга кура),

с > х 0 ва х > х 0.

Шундай цилиб, y < . Y ,  демак, г/ функция ординатаси бир хил х  
нинг узида уринма ординатаси Y  дан кичик. Бу графикнинг кава- 
рик,лигини билдиради.

Теорема исботланди. f"(x) >  0 булган хол учун хам теорема 
шундай исботланади.

2 - т е о р е м а  (графикнинг ботик, булишининг етарлилик шарти). 
Агар (а,Ь) интервалнинг барча нуцпшсида / " ( х ) >  0 булса, у  хрл- 
да бу интервалда у  =  /(х) функция графиги б о т щ  булади.  Б у  
теоремаларни геометрик тасвирлаймиз (118- раем).

Агар f"(x) <  0 булса, у .^олда ( / ' ( х ) ) '< 0  булади. Ундан /'(х ) — 
функция камаювчи функция экани келиб чицади.
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«А

У-fW

!

1
1
i

а и Ь

118- ш ак л .

х2> д г 1 да /'(* 2) < / ' ( * i )  
булади, яъни t g a 2< ; t g a 1=>- 
=>-a2< : a l .  Д емак, функ­
циянинг графиги i-^аварик; 
экан.

Агар / " ( х ) > 0  булса, у 
.^олда (/'(* ))' >  0 булиб, 
f'(x) — усувчи функция эка- 

*ни келиб чикади. х2>» .v, да 
Г ( * а ) > Г ( * 1) булиб, tg  а 2 >  
> t g c c j  дан а 2^ > а х келиб 
чицади. Демак, функция­
нинг графиги боти^ экан 
(119- шакл).

Эгилиш нукталарпни ик­
кинчи тартибли ^осила нол­
га тенг булган ёки узилиш- 
га эга булган ну^талар ора- 
сидан нзлаш керак.

3 - т е о р е м а  (Эгилиш 
ну^таларининг мавжуд були- 
шининг етарлилик шарти).
Агар f"(x0) =  0 булса ёки 

}"(хо) мавжуд булмаса ва х0 нуктадан утишда иккинчи хрсила уз  
ишорасини узгартирса,  у  .уолда абсциссаси х0 га тенг булган нук,- 
т а У — f (х) функция графигининг эгилиш ну^гпаси булади.

И с б о т  и. Масалан, f"(x0) — 0 булсин, шу билан бирга х <  ,v0 
лар учун f"(x)<Z 0 тенгсизликка, х >  х0 лар учун эса /"(.*) > 0  
тенгсизликка эга булайлик. Бу  х < х 0 лар учун график к,авари^, 
х > х 0 лар учун эса график боти^ эканлигини билдиради. Д емак 
х0 нуь;та цаварицлик интервалларини ботшутик интервалларидан аж- 
ратади, яъни х0 эгилиш нуцтасипинг абсциссаси. Теорема исботланди.

Теоремани геометрик тасвирлаймиз (120 ва 121-шакллар).
1 - м и с о л .  у  =  х3 +  Зх2 — 9 * +  1 функция графигининг ^аварик- 

лик, боти^лик интервалларини, эгилиш нукталарпни топинг.

_
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Е ч и ш .  Иккинчи ^осилани топамиз:

у'  =  Зх2 +  блг — 9, у" =  6х +  6. 

Иккинчи хосилани нолга тенглаймиз:

у" =  0, 6х +  6 =  0, х =  — 1. 

Ушбу жадвални тузамиз.

X (-со. — 1) | —1 Т -f- с о

У" —
0

+

У 12

А(— 1, 12)— эгилиш ну^таси,
( — оо, — 1) — цавари^лик 
интервали.
( — 1, 4- оо) — ботшушк 
интервали.

8- §. Эгри чизи^ларнинК асимптоталари

Т а ъ р и ф .  Агар у  =  f (х) функция графигининг узгарувчи ну^та- 
си чексиз узоцлашганда ундан бирор тутри чизик^ача булган масо- 
фа нолга интилса, бу тугри чизик; y  — f(x) функция графигининг 
асимптотаси деб аталади.

Бундан буён вертикал асимптоталарни (яъни Оу  увда параллел 
асимптоталарни) OFMa (яъни Оу  уада параллел булмаган) асимпто- 
талардан фарк, циламиз.

1. Вертикал асимптоталар. Вертикал асимптота ^олида lim  M N  =
' х-+а— О

=  Пгпб =  0 булиши таърифдан келиб чикдди (1 2 2 -шакл). Бу эса
X - + Q — 0  '  м

агар х ^ а  асимптота булса, у ^олда lirn /(x ) =  oo булишини; ва
х-+а

аксинча, агар Игл {(х) — оо булса, у ^ о л д а х  =  а  асимптота булиши­

ни англатади.
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J аеиыптотл
M/

S N
1 

к

A
0

122- ш ак л .

a

Х у л о с а :  Вертикал асимптотани 
излаш учун f{x) функция чексизлик- 
ка айланадиган х =  а  ь^ийматни топиш 
керак. Шунда х — а тугри чизик, вер­
тикал асимптота булади.

1 - э с л а т м а .  Умумап аптганда, 
у  — f (х) функциянинг графиги бир неч- 
та вертикал аеимптоталарга эга були­
ши мумкин.

1 - м и с о л .  Ушбу

у  =  х +
х —  2

функция графигининг вертикал асимптотасини топинг.

Е ч и ш .  l i m j x H----- !— ') =  оо, шу сабабли х =  2 тугри чизик
*-+2 х — 2 / '

вертикал асимптотадир.

2 - м и с о л .  y  — t g x  функция графигининг вертикал асимтотасини 
топинг.

Е ч и ш .  l im tg.v =  00 булгани учун функциянинг графиги чексиз
л , "* ->  ~  - f  ЛЯ

вертикал аеимптоталарга эга:

3
я ,

2. Огма асимптоталар. lim  M N  =  lim  б =  0 эканлиги гаърифдан
.V—»-{-оо  Х ~ * - {  оо

келиб чикади. Асимптота тенгламаси у  =  kx Ь куринишга эга
мм

(123- шакл). A M N K  дан Z - K M N  — а ,  шу сабабли М К — аммо
cos а

берилган асимптота учун ос— const ( а  ф  шу сабабли

lim  М К  =  lim  =  0.
X —> -{-• 00 А—>-J-oo COS ОС

шу сабабли

M K  =  Y a — Y 3 =  (k x + b )— 
3 - f i x )  

lim  {{kx +  b) — }{x)) =  0.
00

(8.1)
Бундан:

lim .VIA +  -----—  \ =  0.
123- ш а к л . *-»+•■> \  *  x
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b (  f(x ' \
Ammo lim  —  =  0, шу сабабли l im x l k  — 1— ! ) =  0. Бу  тенгликда

A'—> +  oo X  x —►-{-схэ \  X  J

x-*- +  oo, шу сабабли иккинчи купайтувчи нолга интилиши керак. 
Бундан

lim  =  О
л : , - > + с с  \  X  I

ёки
1 1 • /(*)k =  lim  — . (8.2)

X—*-foo X

k нинг топилган к,иймятини (8.1) га цуямиз:

6 =  l i m( / ( x ) — kx). (8.3)
*—►-4-00

Ш ундай ^илиб, OFMa асимптогани топиш учун (8.2) ва (8.3) ли- 
митларни хисоблчш керак.

2 - э с л а т м а .  Агар (8.2) ёки (8.3) лимитлардан акалли биттаси 
мавжуд булмаса, у холда у  =  f(x) функциянинг графиги х  -► +  оо 
да OFMa асимптотага эга булмайди.

3 - э с л а т м а .  х - >  — оо да хам асимптота щуп га ухшаш топилади.
4 - э с л а т м а .  Умуман айтганда, . t - * - + o o  ва и -----оо да функ­

циянинг графиги иккитадан ортиц булмаган хар хил OFMa асимптота­
га эга булиши мумкин.

X 23 - м и  с о л. у -----------функция графигининг аснмптотасини топинг.
х —  2 
xi

Е ч и ш .  Н т н ------=  оо булгани учун х  =  2 тугри чизи^ верти-
х->2 х  —  2 '

кал асимптота, у  =  kx b OFMa асимптотани излаймиз.

k =  lim  —  =  lim  —-—  =  l i m ----- —„— =  1;
x —>oo X  А —ю о  x ( x — 2) .v—>oo j  __ **

X

b =  lim  (f(x) —  kx) =  lim  I —--------- = l i m  — ~x. . =  2 .
A'—*OC X—+QO \  X---2 J X -too X ---  2

Демак, у  =  x +  2 — ofmb асимптотадир.
4 - м н с о л .  у  =  e~x sin x +  x  функция графигининг асимптотасини 

топинг.
Е ч и ш .  Вертикал асимптоталар мавжуд эмас, чунки функция 

хамма жойда аникланган. у  =  kx -\-b OFMa асимптотани излаймиз:

1) fe =  l i m ^  =  l i m ( — +  l W  1,
X -+4-00 Х х—► ”{-00\ Х-еХ >

b ---- lim  (f(x) — kx) — lim +  x  —■х') =  0.
A—> -f-oo X —> —j—OO \ BX J

у  — x орма асимптота.
2) k — l i m ( мпл:' е------ f_ 1) мавжуд эмас, чунки биринчи цуши-

Х- -+ — оо \  X /
лувчи чексиз усади. х->-----оо да график OFMa асимптотага эга эмас.
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Функция графигини ясашда одатда куйидаги схемага амал кили- 
нади:

1. Функциянинг аникланиш сохаси ва узилиш нукталарини топиш.
2. Функциянинг жуфтлигини, тоцлигини, даврийлигинн текшириб 

куриш.
3. Графикнинг координата уклари билан кесишиш нукталарини 

аниклаш .
4. Функциянинг ишораси са^ланаднган интервалларни топиш.
5. Графикнинг асимптоталарини топищ.
6. Функциянинг монотонлик интерваллари ва экстремумларини 

топиш.
7. Г^аварицлик, ботиклик интервалларини ва эгилиш нукталарини 

топиш.
Юцоридаги текширишлар асосида графикни чизамиз.

М и с о л .  у =  — ------— функцияни текширинг ва унинг графиги­

ни ясанг.
1. Функциянннг аникланиш со.\аси:

х б { (  —  о о ,  2 ) U ( 2 ,  + o o ) j .

х  =  2 — узилиш нуктаси.
2. Функция даврий эмас, жуфтлик ьа токлик хоссаларига эга 

эмас, чунки:

и — х)  =  _______ i l _  Ф  ( f(x),
4(2  +  *)* 4 ( 2 + х ) 2 ( . — / ( * ) •

3. Функциянинг координаталар уклари билан кесишиши:
Оу  ук, билан .V =  0 да у  =  0;
Ох у к билан у  =  0 да х — 0.

Шундай цилиб, битта 0(0 , 0) нуцтада кесишади.
4. Функциянинг ишораси сацланадиган интервалларни бундай 

ани^лаймиз: аникланиш сохасини нукталар ёрдамида функция нол­
га тенг буладиган интервалларга ажратамиз, бу интервалларнинг 
j^ap бирида функциянинг ишорасини текширамиз. Ж адвал тузамиз.

9 - § .  Графиклар ясашнинг умумий схемаси

X (—00, С ) 0 (0. 2) 2 (2, +00)

У — 0 + ОО +

Г рафикнинг 
ж о й л аш и ш и Ох  уцн остида Ох  у  к, и уст и да Ох  у ^и  устида

5. Графикнинг асимптоталарини топиш :
а) Оу укда параллел у^лар — вертикал асимптоталар.
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l im — -f- ос булгани учун х =  2 тугри чизи^ — вертикал.2 -1(2—дг)2
асимптота.

б) Оу укка параллелмас уцлар —• OFMa асимптоталар. 
y  =  k x \ - b  OFMa асимптотанинг формуласидан k ва b ларни хи­

соблаймиз: " "

k =  lim
х-»ао 4 х ( 2 — х)'2

=  —  l im-
4 .v•V-*oo v3

b =  l im | — -— 
x — 4(2— x

( f 4\ л /
]

,. 4 x 2 —  4* x ’1 -  x
=  l i m ------------ =  l im --------- = l i m -

x->oo 4(2 —  x ) -  x  * oo (2— у j 1 ( f - ' l
Бундан: у =  — .v -f  1 — OFMa асимптота.

4

6. Функцияни монотонлик интерваллари ва 
текширамиз:

и’ — х"{х~ 6)
4(х  —  2 )3 '

а) х1 =  0, хг =  6, у'  =  0.

экстремумларини

У

X {— оо, 0) 0 (0, 2) 2 (2. 0) G (б.Ч-.’о) |

у* 0 + ло 0

у
«г 0 -с/ оо ■

27

V - !

Ч . =  у(6) =

7. Функцияни каза- 
ршушк, богиь;лик интер- 
валларини текширамиз 
хамда эгилиш нукталари- 
ни топамиз (1 2 4 -шакл).

у  - - (л:—2)4

а) л-i =  0, i f  =  0,

б) х2 =  2, у" =  оо.
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X (—00, 0) 0 (0,2) 2 (2, +оо)

у" — 0 + ос +

У п , 0 со

У з - у з  и н и  т е к ш и  р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 . 1/ =  f(x)  функция графигининг ^ авар ш у ш к  ва  ботиклик  таърнфини хамда эгилиш 
н укталари  таърнфини беринг.

2. у  =  / (*)  ф ункция ботшутиги характе ри  билан ф у н кц ия  иккинчи хосиласи  и ш о ­
раси орасидаги  богланиш хакидаги  теоремани ифодаланг ва исботланг.

3. Эгилиш  н укталари  учун етар л и л и к  ш арти  нимадан иборат? Уни исботланг. 
4 . 1/ =  1(х) ф ункция  графигининг ь;аварицлиги ва  б о п 'к л и г и  ин терваллари  ва

эгилиш  нукталари  кандай топилади? М и с о лл ар  келтиринг.
5. Ч и зи ^  асимптотасининг таърнфини ифодаланг.  К,андай асим птоталар  мавжуд?
6. В е р т и к а л  асимптотанинг м ав ж у д л и к  шарти ь;андай? Вертикал  асимптоталар 

ь;андай топилади?
7. Огма асимптотанинг м а в ж у д л и к  шарти кандай? О гма асим птоталар  кандай 

топилади?
8. Ф ункцияни умумий текшириш ва графигпни яс аш  схемасини баён дилинг.  

М и с оллар  келтиринг.
9. 1287— 1300, 1375— 1390, 1398, 1400, 1408, 1409, 1416, 1419, 1431, 1432, 

1435-масалаларни ечинг.



Х А ^ и к и й  Уз г а р у в ч и н и н г  в е к т о р  в а  к о м п л е к с  
ф у н к ц и я л а р и

5- б о  б

1-§.  Ясси эгри чизикнинг эгрилиги

1. Ёй узунлиги дифференциали. Текисликда у  — f (х) тенглама 
билан берилган эгри чизицка эга булайлик. М 0 (х0, у 0) нукта шу 
эгри чизикнинг бирор тайинланган нуктаси, М  (х, у) эса узгарувчи 
нуктаси булсин.

.И„.И ей узуилигнни s билан белгилаймиз, яъни s =  :VJjJl (! 25- шакл). 
.11 нукта абсцпссаеининг узгариши билан ёйнипг s узунлиги .хам уз- 
гаради, яъни s .v нпнг функцияси:

К М  -=s(x).
s (х) функциянинг х буйича хосиласини топамиз. х га А х  орттигмл 

берамнз, у холда s ёй Д s орттирма оладн: A s  — . У холда:

, , . ds , .  A s  . .  шЛ I ,
s (,v) =  — lim —  =  l im ------'

d x  Лх ->0 Д  X Av~ .0  Д  X

Куйидагипи нсботсиз кабул ^иламиз:

,. лТм, 
hm  А  - -

Л х - ,о  Л / Л / !

(1 'О

яъни ММ, ~  M M lt (1.1) форму­
ла эса ушбу куринишнн олади:

, - ч I. л/л/,
s (.г) =  l i m ------ 1

д.г~+о А х

125- шаклдан

( 1.2 )

М М 1 =  \  А х 2 +  А у 2 (1.3)

экани келиб чикади. (1.3) ни (1.2) 
формулага куйиб, топамиз:

И'
4 У

125- шакл.
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s ' (x) =  lim
Ддг-*0

V  A x* +  А у» 
b x =  /  1 +  (</')2

еки

(1-4)

Бундан ёй дифференциали учун цуйидагини топамиз:

, + ( й ) а dx (1.5)

ёки

ds  =  у'" dx2 -f- d//2 . ( 1.6)
Охирги ифодадан ёй дифференциалини чизи^ уринмзсининг тегиш ­

ли кесмаси билан ифодалаш мумкинлиги келиб чикади (чизмада М Т  
кесма).

Агар эгри чизиц

2. Эгрилик. Эгри чизи^ шаклипи характерловчи элемептлардан 
бири унинг эгилганлик даражасидир.

У з-узини кесиб утмайдиган ва >;ар кайси нук,тада маълум урин- 
мага эга булган текис эгри чизи^ни цараймиз. Эгри чизицда иккита 
А ва В  нуцтани оламиз, танлаб олинган ну^таларда эгри чизикка 
утказилган уринмалар хосил цилган бурчакни а, билан белгилаймиз, 
яъни уринманинг А нуктадан В н у ^ ш а  утишдаги бурилиш бурча - 
гини а  билан белгилаймиз (1 2 6 -шакл).

Бу сс бурчак АВ  ёйнинг кушнилик бурчаги дейилади. Бир хил 
узунликка эга булган иккита ёйдан (шакллардан куриниб тургани-

= y d t  ва (1.6) ифода ушбу куринишни олади:

ds =  V  х 1 +  у- dt. (1.7)

126- ш а к л .  
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дек) кушнилик бурчаги катта булгани купрок; эгилган булади (эгри- 
лиги катта булади).

Агар ,\ар хил узунликдаги ёйлар караладиган булса, кушнилик бур­
чаги эгилганлик даражаснни бахрлай олмайди. Ш у сабабли кушни- 
лик бурчагининг тортилаётган ёй узунлигига писбати эгилганликнинг 
тула характеристикаси булади.

1 - т а ъ р и ф .  АВ  ёйнинг уртача эгрилиги k^p деб тегишли куш- 
нилик бурчаги а  нинг ёй узунлигига нисбатига айтилади:

а
=  — ■

У АВ

Битта эгри чизикнинг узи учун хар хил кисмларида уртача эгри- 
лик хар хил булиши мумкин.

Эгри чизикнинг бевосита А ну^та я^инидаги эгилганлик даража- 
сини ба.^олаш учун эгри чизикнинг берилган нуктадаги эгрилиги 
тушунчасини киритамиз.

2 - т а ъ р и ф .  Эгри чизикнинг берилган А нуктадаги эгрилиги кА 
деб ёй узунлиги нолга интилганда (яъни В А  да) АВ  ёй уртача 
эгрилиги лимитига айтилади:

.  1
к .  =  lim  к.  =  lim  -7— - .

В~*А АВ*.О А В

1- м и с о л .  Радиуси г га тенг айлана учун а  марказий бурчакка мос 
келувчи АВ  ёй уртача эгрилигнпн га А нуктадаги эгриликни топинг.

Е ч и ш .

к а а  '
9р А В  г* г  г '

** “ i i ?  “  т  •

Шундай цилиб, айлананинг эгрилиги нуктани танлашга бо?ли^ эмас

ва— га тенг (127- шакл).
г
3. Эгриликни ^исоблаш. Узлуксиз иккинчи тартибли хоснлага 

эга булган у  =  / (х) эгри чизшуш караймиз.
Абсциссалари х ва х +  Д х булган иккита AI ва А/, нуктада 

уринма утказамнз (1 2 8 -шакл), уринмаларнинг ofuhi бурчакларини ф

ва ф +  Д ф  билан белгилаймиз. ёйга мос келувчи кушнилик
бурчаги ушбуга тенг: а  =  ]Д ф| (каварик ёй учун Д ф <  0, боти^ ёй 
учун Д ф > 0 ).

М М Х булакдаги уртача эгриликни

!Д ф'я



127- шакл. 128- шакл.

формула буйича аниклаймиз. М -H i да A s 0 ва
эгамиз:

к =  lim  к. =  lim
Д ф _  1 d  ф

■' Дз->0 \  S | d s

УР

Шундай килиб, М  нуктадаги эгрилик k =  -—-I формула буйича хи- 
" ds | '

собланади. Зиди - - -  хосилани топиш ^олади. Ушбу алмаштириш- 
d s '

ларни бажарамиз:

к =

d  cp

^ Ф 1 _ d r
, i d s 1 ds

d x

( 1.8)

й ф 

d  х
ни топиш учун tgcp — у ’, ва демак, rp =  arc tg  /у' эканини пай-

каймиз. Охирги тенгликни х буйича дифференциаллаб, ушбуга эга 
буламиз:

d  ср __ и "  

d x  1 + ( у ' ) 2 '
ds 

dx
d  ф ds , - „ I  -  чга тенг. —— ва —  ни (1.8) га цуисак: 
dx  d x  '

хоеила эса плгари чикарилган (1.5) (|)ормулага биноан | 1 +  (г/')2

k  - (1.9)
(1 +  (у ')2)3/2

Шундай к,илиб, (1.9) формула нуктадаги эгриликни ^исоблашга 
хизмат ^илади. Бунда махраждаги илдизнинг арифметик ^ийматиниги- 
на олищ керак. Ш у сабабли (1.9) формулани бундай ёзиш мумкин:

k — * з  ’

Агар чизицнинг тенгламаси

(1.10)
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X =  x ( t ) ,

</ =  </( о

параметрик тенгламалар билан берилган булса, у .^олда у'  =  —  ,

у"  =  х У ~ -х У- ва (1.10) формула бундай ёзилади:

^ =  \ x j - _ x y \ _ _ ^  j ^

( х2 +  у2) ЗЛ

2 - м и с о л .  у =  х2 параболанинг исталган ну^тасидаги эгриликни 
топинг.

Е ч и ш .  Биринчи ва иккинчи хосилаларни топамиз: г / =  2л:, 
у "  = 2 .  Бу ларнн (1.10) формулага куйиб, ихтиёрий нуктадаги эгри­
ликни топамиз:

2
k =  —----------- трг •

( > +  4 х2)' ~

Хусусий холда параболанинг (0,0) учидаги эгрилик к =  2.
3 - м и с о л .  у  =  ах +  Ь тугри чизикнинг эгрилигини топинг. 
Е ч и ш .  у' — а , у" =  0. Эгрилик k =  0.
Тугри чизиц эгрилиги нолга тенг чизикдир.
4 - м и с о л .  Циклоида эгрилигини гопинг:

fx =  a (t — sin /),
[у — a (I — cost).

Е ч и ш .  Параметрик берилган эгри чизик, эгрилигини (1.11) фор­
мула буйича топамиз, бунинг учун хосилаларни топамиз:

х  =  а (1 — cos t), у  — a sin t,
х =  a sin t, у  — a cos t.

У ларни (1.11) формулага куямиз:
\а2 cos t (1 —  cos /) —  a 2 s i n 2 1! a2 cos t —  11. n  2

k =
(a2 (1 —  cos t)* +  a2 s i n 2 t f 1'  a's (2 (1 —  cos /)) ^2

t
- 2 s in 2 — 2 s in 2

2
1 \3/2

8 а
t t

- s i n 3 — 4 a sin —
2 ' 2 2

a ( 4 s i n 2

4. Эгрилик радиуси, маркази ва доираси.
Т а ъ р и ф .  Чизикнинг берилган М  нуктадаги эгрилиги k га тес- 

кари R  мицдор шу чизикнинг каралаётган нуктадаги эгрилик радиу­
си дейилади:

* - т
ёки

л (1
*  \У"\ '
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129- шакл. 130- шакл.

М  нуктада эгри чизикнинг ботицлигига йуналган нормал (уриниш 
нуктасида уринмага перпендикуляр т у ф и  чизик,) ясаймиз (129-шакл) 
ва бу нормалга М  н у ц та д а т  радиус эгрилигига тенг (R га тенг) 
МС  кесмани куямиз. С нукта берилган эгри чизикнинг М  нуктада­
ги эгрилик маркази  дейилади.

Маркази С нуктада булган R  радиусли дойра (ва айлана) берил­
ган эгри чизикнинг М  нуктадаги эгрилик доираси (ва айлапаси) 
дейилади.

Эгрилик доираси таърифидан эгри чизикнинг эгрилиги ва эгрилик 
доирасининг берилган нукгадаги эгрилиги узаро тенг экани келиб 
чикади.

Эгрилик маркази координаталари учун формула чикарамиз.
Эгри чизик у  — f (х) тенглама билан берилган булсин (1 3 0 -шакл). 

Эгри чизикда ихтиёрий М  (.v; у) нуктани белгилаймиз. С  эгрилик 
маркази координаталарини а  ва р билан белгилаймиз. Эгри чизикка 
М  нуктада утказилган нормал тенгламаси ушбу куринишда булади:

бунда X,  Y  — нормалнинг узгарувчн координаталари.
С (а; Р) нукта нормалга тегишли булгани учун унинг координа­

талари (1.12) тенгламани каноатлантириши керак:

С (а , Р) нукта М  (х; у) нуктадан эгрилик раднуси R  га тенг 
масофада ётади, ш у сабабли:

(1.13) ва (1.14) тенгламаларни биргаликда ечиб, а  ва р ларни 
топамиз:

У - у = * ------~ { Х ~ х ) ,
У

(М2)

Р — У = -------г (а  —  *)■ (1.13)
У

( а - х ) 2 +  (р _ « , ) * = £ * . (1-14)

а  =  х  ±
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Р = У ^ ^ = = / ? .  (1.15)
i 1 + у  а

(1 4 -  ,.'2)3/2
R — — -----  цийматни (1.15) га цуисак:

а  =  х ±  - - J

Р =  У =F

,Л
1 +  у '!

У I
у" >  0 ва «/" <  О булган холларда охирги формулалар куйидагича 

соддалашншини курсатиш мумкин:
у '  (1 4  у ’2)< а. =  х -----— — ,

У\
\ ^  =  У +  1 ~ 1 - (116)

Эгри чизикнинг нуктадаги эгрилик маркази коордииаталари формула- 
ларининг узил-кесил куриниши шундан иборат.

Агар эгри чизи^

'х =  X (/),
У =  У (О

параметрик тенгламалар билан берилган булса, у холда эгрилик 
маркази координаталарини (1.16) формуладан олиш мумкин, бунинг 
учун унга хосилаларнинг

, и „ X II — х и
у  =  — , у  =  — — —

X .V3
цийматларини цуйиш керак . У ^олда

v2 _L r/2 )U Iа  =  х ----- =------
X у — X у

p =  s + i i i M ^ l .  (1.17)
-V у — X у

5 - м и с о л .  у =  х* параболанинг исталган нуцтасидаги эгрилик 
маркази координаталарини аник,ланг.

Е ч и ш .  у'  ва у" ни топамиз:

У ' = 2 х .  у" =  2.

Хосилаларни (1.16) фэрмулага куямиз:

2 х  ( 1 + 4  я 2) . з
а  =  х ---------- 1— !-------  =  —  4 Xs ,

2

я =  л-2 4- 1 +  4x2 — 6*3 +  1
2 2
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Эгрилик марказининг координаталари:

а  = — 4 х 3, р =  -i- (б х 2 +  1).

Хусусий холда параболанинг учида л: =  0, шу сабабли эгрилик 
марказининг координаталари бундай булади:

а  =  О, В =  —  .
2

6 - м и  с о  л. Циклоида эгрилик маркази координаталарики аниц- 
ланг:

(х — a (t — sin /),
[у  =  а ( 1 — cos j).

Е ч и ш .  х — а (  1 — cos/ ) ,  у  =  a s i n/ ,

х =  a sin /, л: =  a cos t.

Буларки (1.17) формулага куйиб, топамиз:

а  =  a [t +  sin t),
Р =  — а (1 — cos t).

5. Эволюта ва эвольвента. Берилган чизицдаги х;ар бир М  нуц- 
тага тула аникланган эгрилик маркази С (а ; Р) т>три келади. Берил­
ган чизикнинг хамма эгрилик марказлари туплами бирор чизи^ни 
хосил ь^илади, бу чизик эволюта дейилади.

Берилган чизик уз эволютасига нисбатан эвольвента (ёки ёйилма) 
дейилади.

Агар берилган эгри чизик y = f ( x )  тенглама билан аницланса, 
у холда (1.16) тенгламани эволютанинг х  параметрли параметрик  
тенгламалари деб к,араш мумкин:

!/'.(! 4- {/'*)а =  х

Р =  1/ +
У

Бу тенгламалардан х  параметрли чицариб, эволютанинг а  ва р у з­
гарувчи координаталари орасидаги бевосита богланишни топиш мум­
кин.

Агар берилган эгри чизиц

(x =  x(t),
IУ =  У (О

параметрик тенгламалар билан ифодаланган булса, у ^олда (1.17) 
тенгламалар нараметри

<2 +  уг)а = х  —
х у — х у 
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131- шакл.

Р =  У +  ^
X ( Л* 4 -  |/а)

X у  —  X у

дан иборат булган эволютанинг параметрик тенгламасини беради.
Эволютанинг хоссаларидан бирини исботсиз таъкидлаб утамиз: 

берилган эгри чизи^ка (эволвентага) утказилган нормал эволютага 
уринма булади.

7 - мн  с о л. у  =  х'2 парабола эволютаси тенгламасини топинг.
Е ч и ш .  5 - мисолда параболанинг ихтиёрий нуцтаси учун эгрилик 

маркази координаталари топилган эди:

Бу тенгламаларни у  =  х2 парабола эволютасининг параметрик 
тенгламалари деб цараш мумкин. х параметрни чикариб, топамиз:

параметрик тенгламалар билан берилиши мумкин. Фазовнй чизиклар 
^ам шунга ухшаш

а  — — 4 х3, 
i - ( 6 * z +  1).

Бу ярим кубик параболанинг тенгламасидир (1 3 1 -шакл).

2-§ . Фазовий эгри чизикнинг эгрилиги

Оху текисликда чизи^
х — х (t), 
У =  У (О
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132- ш а к л .

(х = x(t),
}y =  y(0,
z =  z( t )

параметрик тенгламалар билан 
берилиши мумкин.

1- м и с о л .  Ушбу

X ^  п t +  х0 

У — Н +  </о> •
Z = f l  +  Z0

тенгламалар тугри чизицнинг фа- 
зодаги параметрик тенгламалари- 
дир.

2 - м и с о л .  Ушбу

1х =  a cos/,
{ у  =  a sin /,
(г =  bt

тенгламалар х2 +  У~ — сг  доиравий цилиндрга жойлашган (1 3 2 -шакл) 
винт чизикнинг параметрик тенгламаларидир. h ~ 2 ^ b  — винт чнзик,- 
нинг цадами.

Фазовий эгри чизик, эгрилиги дифференциалипи ва эгрилик мар­
кази координаталарини .хисоблаш формулаларини исботсиз келтира- 
миз:

ds - 

k =

V ^x2 +  у 2 +  z2 dl, 

У Ж Т Ж -

** +  у  т  2 )

С2
3/2

а  =  х х2 +  у2 +  г2 
А 2 +  В 2 -+  С2

( B z  - С у ) , (2 . 1)

р = у +
А 2 +  В 2 +  С 2

(С х  — A z ) ,

у  =  ,  +  ?  +  ? + *  ( А  у  — В х ) .  
А 2 -'г  В 2 +  С2

Бунда кисцалик учун ушбу белгилашлар киритилган:

А =  у  z —  z у ,

В =s 2 X — X Z ,

С ЭС х у  — у х  .
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(1.7), (1.1 1), (1.17) формулалар — эгри чизи^ эгрилиги дифферен­
циали ва тек ис чизик, эгрилик маркази координаталари формулалари
булиб, г  = г  — 2 =  0 деб олинса, (2.1) формуланинг хусусий ^олла-
ри сифатида .^осил булади.

У з - у  з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. ЁГ| дифференциали  формуласини чиь;аринг. Б у  х у л о с а  чизикнинг ^андай ге о ­
м етрик хоесасига асосланади?

2. К,ушнилик бурчаги ннма? У эгри чизикнинг эгилганлик  дараж асини  цандай 
х арактерлайди?

3 .  Ч и зи к н и н г  берилган  нуктадаги  эгрилиги деб  нимани айтилади? Э г р и л и к  учун 
ф ормула  чикаринг.

4. Эгрилик радиуси, маркази ва донрасини ани^ланг.
5. Эгрилик  маркази координаталари учуй формула чикаринг.
6. Эволюта ва эвольвенталарнинг таърифини беринг.
7. Фазовий чизицнинг берилиш  усулини баён цилннг.
8. Фазовий чизикнинг эгрилиги  иима3
9. 1529 — 1534, 154.3 — 1546, 1554 — 1557, 1568— 1573, 1581, 1 5 8 2 - м асалаларни  

ечинг.

3- §. Скаляр аргументнинг вектор фуняциялари

ОМ =  г векторни цараймиз, унинг боши коэрдинаталар боши би­
лан, охири эса бирор М  (х; у, z) нукта билан устма- уст тушади. 
Бундай вектор М  нуктанинг радиус-вектори  дейилади. Бу векторни 
координата укЖфидаги п р о е к н и я л а р  оркали ифодалаймиз:

.V I У! Z к (3.1)

Лгар г вектор,шнг проекцняларн бирор параметрнинг функция- 
лари булса, яъни

(х =  л- {(),
| у =  у(() ,  (3.2)
[г = 2 ( 0  .

булса, (3.1) формулами бундай ёзиш мумкин:

г  =  x( l )  i +  у  (0 /  +  z ( t ) k (3.3)

еки кнск,ача

Г =  г (/). (3.4) 

I параметр узгарса, х, у, z координата­
---- —*

лар хам узгаради, у холда М  нукта — ОМ 
векторнинг охири фазода бирор чизик,ни чи-

зади, бу чизиь; г — г (0 векторнинг годогра- 
фи дейилади (1 3 3 -шакл). 133- шакл.
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(3.3) ва (3.4) тенгламалар чизикнинг фазодаги вектор тенглама­
си дейилади.

(3.2) тенгламалар чизикнинг фазодаги параметрик тенгламала-  
ри  дейилади.

(3.3) ва (3.4) тенг лама лардан t параметр узгаргапда г  вектор 
умумий холда микдори буйича хам, йуналиши буйича хам узгариши 
келиб чикади.

г вектор t скаляр аргументнипг вектор функцияси дейилади:

г =  г ((). г (t) Еектор функциянинг берилиши учта скаляр функция­
н и н г — унинг координаталар укларига проекциялари x(t) ,  y ( t ) ,  z(t) 
нинг берилишига тенг кучлидир.

Агар бирор гq =  х0 i +  y 0 j + z 0 k вектор t t0 да

lim x(t) — л'0,
Iq

lim у  (/) =  y 0, 
t-+t0

lim z (I) — 20 
t->t,

булса, шу ьектор г =  х (/) г + y { t )  j  +  z ( t ) k  вектор ф ункциянинг 
лимита  дейилади.

Агар г0 вектор r (t) вектор функциянинг t 10 даги лимити бул­
са, у .%олда бундай ёзилади:

lim г (() = г 0.
<->1 о

г (t) вектор функция t =  t0 да ва t0 ни уз ичига олувчи бирор 
интервалда аникланган булсин, у холда агар

l im г (0 =  г (/0)
/-w,

булса, г (t) функция ta нуцтада узлуксиз функция дейилади.

4- §. Скаляр аргументли вектор функциянинг ^осиласи

г  (,t) =  х (t) i +  у  (t) j  + 2  (0  k вектор функция М  (х, tj, z) нукта- 
нинг радиус-вектори, яъни

7  =  ОМ

булсин (1 3 4 -шакл). i параметр узгарганда М  ну^та L  годографни 
чизади. t параметр кийматини танлаймиз ва тайинлаб куямиз. Унга

г (t) ьектор т  М  нукда мос келади.

Параметрнинг бошца t +  A t  кийматини оламиз. Унга г (t +  Д i) 
вектор ва М х нукта мос келади.
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Д г =  М М 1 ёки А г =  г (t. +  A t) — г (t).

Унн г (/) вектор функциянинг / и^;.тадаги орттирмаси деймиз.

- ~ j  нисбат А г векторга коллинеар вектор, чунки ^  скаляр 

купайтувчи.

Т а ъ р и ф .  А г вектор функция орттирмасининг аргументнинг мос

A t орттирмасига нисбати. имг A t  0 даги лимити г (t) вектор ф унк­
циянинг ( нуктадаги t скаляр аргумент буйича олинган хосиласи 
дейилади.

Вектор функциянинг хосиласи бундай белгиланади:

13-1- шакл.

А г  векторнн цараймиз:

Шундай 1\илиб,

и\ ■■ d гг  (/) е к и -----
' a t

~Т dr  . . ДЛ
г  I/) = ------=  lim  —

dt д.- .*о A t

Лимитнинг таърифига кура г ' (t) вектордир.

г (/) функция хосиласини унинг координаталар уцларидаги проек- 
циялари оркали ифодалаймиз:
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r ( t ) = x  (t) i  +  у  (t) j  - f  Z (/) k

~7 ( f +  M ) r = x ( t - V  A /) 7  +  y ( t  +  A t ) ~ j + z ( t  + A t ) k

булгани учун

д 7  =  7  (t +  A 0  — "r (i) =  (.v (t -I- A t) —  x ( i ) ) l  +

+  (1/ [t +  A /) — у  (/)) /  + ( г ( /  +  Д / ) - 2  (0) k

ёки

Д г  =  A x  i +  A y  j  A z - k .

Ш ундай килиб,

Л г A х~1~ . А и ~Т , А г 7*
- —  =  —  ( +  —- / т------ к .
A t  A t  A t  A t

Бундан ушбуга эга буламиз:

г ' ( / ) =  lim =  i l im —  +  / lim —  +  k l im —  =  
д <-*0 A t  д / - ,о  A t  д ( _ о  А /  д :' - ,о  А /

=  Л-' ( 0  г ~Г у ' (t) j  - t -  z' (0 k .
Ш ундай цилиб,

r' ( t )  =  x ' { t ) i  + y ' ( t ) j  - r z ' ( t )  k.  ( 4 . 1 )

Бундан дифференциаллашнинг барча цоидалари векторлар учун 
хам турри булиши дар>;ол келиб чикади:

1) {Гу (0_±  Го_ (<())' =  r { U) ±  г2 (/), ^

2) (/ (0 • г (1)У =  / '  (0 г (0 +  /  (/) л' (/), бунда /  (0 — скаляр функ­
ция,

3) (с - л (0 )' =  с ■ г' (t), бунда с — узгармас сон,

4) (''I (0 • г 2 (/))' =  г\ (/) • 7  (0 +  Г1 (0 ■ г2 (0,

5) (МО X МО) =  r[( t )  X МО + М 0  х  ГЛ0-
Мисол учун туртинчи формулами исботлаймиз: 

г\ (0 *= *i (0 t -г  Ух (0 / +  ?! (0 k .

М О  =  X i ( t ) 7 +  y 2( t ) J  +  z 2(t) I  

булсин. Ш у Еекторларнинг скаляр купайтмасини тузамиз:

Гх (0 • ^  (0 =  Jfi (0 • .г, (0 -Г У\ (0 • У2 (0 +  ?! (0 • г 2 (0- 
f буйича хосилани топамиз:

ва
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( Гг (t) ■ r2 (t))' =  [Xl (/) ■ * 2 (0) '  +  {У, (/) • Уг (ОУ +  (г, (I) ■ г 2 (())' =
=  (-̂ 1 (0  ■ *2 (0  +  у[ (0 ■ У2 (0  +  г\ (0  ■ z 2 (0 ) +  (* i (0  • * 2 (/) +

+  !h (!) у\ (1) -1- Zj (t)z, (t)) =  r\ (t) r2 (t) +  r^t) r2 (t). 

Формуланннг туррилиги исботланди. Бу  фэрмуладан фойдаланиб,

агар е бирлик ректор булса, e _ L -----  булищини исботлаш мумкин.
dt

Скаляр аргумент вектор функциясининг юкори тартибли ^оснла- 
ларини кетма- кет дифференциаллаб топиш мумкин:

г" (/) =  х" (/) i +  у "  ( / ) /  +  г "  (0 к, 

г ' "  (t) =  х "  ( t ) i  + у " '  (/) /  +  z '"  ( f )k

ва хоказо.
Э с л а т м а .  Лгар фазовий эгри чизик,

7  =  7(1)

тенглама билан берилган булса, у холда эгри чизикнинг эгрилиги 
к ( (1.18) формула) к,нс^ача бундай ёзилиши мумкин:

к =  ^ 2 ^ 1  •

5-§.  Скаляр аргументли вектор функция ^осиласининг геометрик 
маъноси

Скаляр аргументли вектор функциянинг ^осиласи таърифига

1<;айтамиз: г ' (t) — ва 2-§  даги чизмани к,араймиз. г' (() нинг
дг->о Дt

йуналиши ва узунлигини аншуыймиз.
. - - л г . ~v1. г (t) векторнинг иуналиши. у -  векгор А г векторга колли-

неар ва М М 1 кесувчн буйича йуиалган. At  ->  0 да М х ну^та М  
нуктага чексиз яцинлащади. M M t кесувчи эса М  нуктада L эгри 
чизиэда утказилган Т  уринмага чексиз я^инлашади.

Шундай килиб, r'(t) вектор ОМ =  г (t) радиус- вектор годогра- 
фига уринма буйлаб параметр усадиган томонга йуиалган.

г' (t) вектор функция узгармас мэдулга эга, аммэ йуналиши уз- 
гарувчан булган хусусий ^олни таъкидлаймиз. Бу холда годограф

сферада ётади, шу сабабли r ’ (t) ^осила, вектор сифатида, годограф- 

га уринма, радиус-векторга перпендикуляр булади, яъни агар r ( t )

253



вектор узгармас модулга эга булса, у холда г' (/) _1_ г  (/). Ш ундай 
килиб, модули узгармас векторнинг хосиласи векторнинг узига пер­
пендикуляр.

2. г' (t) векторнинг модули.

экани келиб чикади, бунда > x'2(t) +  y '2{t) +  z"2 (t)dt =  dl  — эгри 
чизил; ёйи дифференциали. Бундан:

Шундай килиб, вектор функциянинг хосиласи модули годограф
узунлигидан I аргумент буйича олинган хосилага тенг. Шунн таъ-
кидлаш керакки, хосиланинг модули модулнинг хосиласига тенг 
эмас, яъни

6-§.  Скаляр аргументли вектор функция биринчи ва иккинчи 
тартибли ^осиласининг механик маъноси

г — г (t) ректор функциянинг годографи харакатланувчн мод- 
дий нуктанинг траекторияси булсин, бунда t параметр харакат вак- 
тини билднради.

М аълумки, нуцта харакатининг t моментдагн v — v (I) тезлиги 
уринма буйлаб харакат йуналишига караб |йун алган  вектордир. 
Бунда

бу ерда А / — At  оралнкда нукта томонидан босиб утнлган й у л ^ яы ш  
AI — At  вакт ичида утнлган г до граф ёйи узунлиги).

v — г' (/) эканини курсатамиз.

г ’ (t) ва v векторлар бир хил йуналишга эга, чунки г' (t) хам

уринма буйлаб г вектор годографига караб йуналган. Ш у вектор- 
ларнинг модулларн хам бир хил эканини курсатамиз. At  >  0 да ку­
йидагини караймиз:

г' (0 =  х  (t) i +  у' (0 /  +  z \ t )  k

экани исботланган. Бундан эса

I г' {() | = / х '2 (t) +  iГ-  (0 +  г '2 (I)

\г (01 \r Ml ■

м
I у  1 =  ] j m  ■— ,

Д;-->0 Д/
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бунда |Д г j микдор М М г ватарнинг узунлиги, Д/ эса тегишли

M M i  ёйнииг узунлиги.
Кейинчалик

| л Л  ,игл
л г -► о А/

экани курсатплади, лекин у вактда

и?\п т
д/->о м

-  п т  1-----
д/^о А/

ва дсмак,

П т
At

. .  !,Л г 
=  l u n -----

Д/-.0 AI
• l im А/ П т Л/

Д(->о At ы-*о At 

г ’ (I) | (тезлпкнинг гаърифидан), шу сабабли у л б у -бундан lim
Д/--0 | At 

га эгамиз: | г' (I) | =  \ и\.

Ш ундай килиб, вектор функциянинг г' (/) хо:иласи вактнинг 

берилган момеитидаги моддий нукталинг харакат тззлиги у( t)  га 
тенг экап.

V =  г' (/).

Виктор функциянинг блоллчл r a p n n a i  Х9:и пси л и г  мзхзллк 
м.'1ы ю :и шупдан ибораг. Ихкилчл тартибли ,\о:и'Ш И

~a[i) =  ~r“ (О

эканини, яыги вектор ф'/.чкдичнилг ич:< л ап  п р г л  п и  х о :л та :и  модячл 
нукта накгнинг t момзнгидчги харакаги тезлаи лл  ггл тзнг экани ни 
курсатиш мумкик.

М и с о л. Ушбу х'- +  у'1 =  R-  а ft- 
лака буйлаб узгармас бурчак тезлнк 
со билан харакатланаётган моддий 
пу.уга М  нннг тезлиги ва тезлани- 
шинн топинг.

Е ч и ш .  ф — М  ну!\та радиус- 
пекторининг Ox yij билан хосил 
килган бурчаги булсин. ф —• со/ ни 
хосил киламиз, 135- шаклдан:

j x  =  R  cos ф, ^ки (х =  R  cos со/,
=  sirup [у  =  R  sin со/.

Д емак, M  нуктанинг радиус-Еек- 
тори:

У1

— х

135- шакл.
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r(t )  =  x i +  у j  +  zk =  R  cos со/ • i + R  sin go / /  .

Энди M  ну^танинг тезлигини топамиз:

и =  —Z— — — R  со sin со / i +  R  со cos со / j . 
dt

Тезликнипг модули |t>| =  co/?. г  ва v  векторнинг скаляр купайт- 

маси нолга тенг булгани учун г  _L v.

а =  г"  (/) =  v' — — R  со2 cos со/ i — #  со2 sin со / /. Бундан

а = — со2 г экани куринади, яъни а ]| г ва к,арама- царши й7-нал­

ган. Д емак, тезланиш айлана марказига йуналгандир.

У  э-у з и >1 и т е к ш и р и ш у ч v н с а в о л л а р

1. С ка ля р  аргументнннг вектор ф у н к ц и я си  ва у ш ш г  годографи таърнфини б е ­
ринг.

2. В ектор ф у н к ц и я н и н г  ^ссиласи  аа унинг у з л у к с и з л и г и  таърнфини бери п г .
3. С к а л я р  аргум ен т  вектор ф у н кция сининг  хосиласи таърифини беринг.
4 .  Х,осилапи бирлик векторлар  б \й и ч а  ён и ш  формуласини  чикаринг.
5. С к а л я р  аргументли вектор  ф у н кц ия  хМ н лас ин и н г  геометрик маъноси нима? 

Х,осиланинг йуналиш и ва модули кандай?
6. С к а ля р  аргументли  в ек то р  ф у н к ц и я с и  хосиласипинг м ехан и к  маъноси  ппма?
7. У згарм ас  м одуллн вектор  .уэскласининг йун али ш и  кандай?
8. 32GC — 3 3 7 4 - масалаларнн счинг.

7-§.  Комплекс сонлар

1. Асосий таърифлар
1 - т а ъ р н ф .  z комплекс сон деб

2 =  X +  i У

куринишидаги нфодага айгиладн, бунда х ва у —хакикий сонлар; i ъса

£ =  i — 1 ёки г  =  — 1

тенглик билан аии^лащмчи мащум от.гик  деб а п л у зч н  бирлик.
х ва у  ни z комплекс сониинг д а к и у ы  ва м щ у м  цисчларн д е ­

йилади ва бундай белгиланади:

R ez =  x, Imz]  —[у.

Хусусий холда, агар х — 0 Силлса, у холда z — 0 iy =  iy соп- 
ни соф мавхум сон, агар ij — 0 булса, у холда z =  х +  iO =  х, 
яъни хакикий сон хосил булади. Шундай килиб, ха^и^ий ва мавхум 
сонлар г комплекс сокнинг хусусий холларидир.

2 - а а ъ р и ф .  Агар иккита z1 —- г  ид ва г , =  х2 +  i y 2 комплекс 
сонларнннг ^акикий сонлари алохида, мавхум сонлари алохида тенг
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булса, бу комплекс сонлар тенг , яъни 
z x =  z2 булади, бошкача айтганда 
Rez, =  Rez2 ва I m z 1 = I r n z 2 булса,
Zj =  г 2 хисобланади.

3 - т а ъ р и ф .  г =  х  +  i у  комплекс 
соннинг хацикий ва мавхум к,исми нол­
га тенг булсагина, у нолга тенг була­
ди, яъни агар х =  0 ва у  =  0 булса­
гина г  =  0, ва аксинча.

4- т а ъ р и ф. Мавхум цисмлари билан 
фарк, килувчи иккита

г =  х - f  i У ва г — х  — ; у
комплекс сон кушма комплекс сонлар дейилади.

5 - т а ъ р и ф .  Х,акикий ва мавхум кисмларининг ишорглари билан 
4 api^ килувчи иккш а

=  х  +  / у  ва г2 =  — х — i у 

комплекс сон карама'царши комплекс сонлар дейилади.

2. Комплекс соннинг геометрик тасвири. Х,ар к,андай

z =  х +  i y

комплекс сонни Оху текисликда х  ва у  координатали А (х, у) пунк­
та шаклида тасвирлаш мумкин ва, аксинча, текисликнинг хар бир 
нукдасига комплекс сон мос келади.

Комплекс сонлар тасвирланадиган текислик г  комплекс узгарув­
чининг текислиги дейилади.

Комплекс текисликда г сонни тасвирловчи нуцтани г  нукда деб 
атаймиз (136-шакл). Ох укда ётувчи нуцталарга хацик,ий сонлар 
мос келади (бунда у  =  0), Оу укда ётувчи нукталар соф мавхум 
сонларни тасвирлайди (бу холда х =  0). Шу сабабли Ох УК хаки- 
кил ук,. Оу  ук, мавхум ук дейилади. А( х , у )  нуьдани координаталар

боши билан бирлащтириб О А векторни хосил к,иламиз, бу хам г  =  
=  х + i у  комплекс соннинг геометрик тасвири дейилади.

3. Комплекс соннинг тригонометрии шакли. Координаталар бо- 
шини кутб деб, Ох укнипг мусбат йуналишини кутб уки деб ком­
плекс текисликда коордшпталарнинг кутб системасини киритамиз. ф 
ва г ларни А( х уу) нуктанинг кутб координаталари деймиз.

А нуктанинг к,утб радиуси г, яъни А нукдадан кутбгача булган 
масофа z комплекс соннинг модули дейилади га |zj каби белгилана- 
Д]1. г =  \z\ =  j х - +  у-  экани равшан.

А иукганинг кутб бурчаги ф  н и  г  комплекс соннинг аргумента. 
дейилади ва Argz каби белгиланади. Аргумент бир кийматли аник,- 
ланмай, балки 2nk кушилувчи кадар аникликда аникланади, бунда 
k — бутун сои. Аргумент: инг _\амма кийматлари орасидан 0 <  ф <
<  2л тенгсизликларни каноатлантирувчи биттасини танлаймиз. Бу 
киймат баи киймат дейилади ва бундай белгиланади:

Л
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Cf a rg z .

У шбу
IX  =  Г  COS Ф,
[у  =  г э т ф

тенгликларни хисобга олиб, г комплекс сонни бундай ифодалаш 
мумкин:

z =  x - \ - i y  =  r (cos ф +  г sin ф)„

бунда г  =  |г[ =  у  х'1 +  у 2 ва

j a rc tg  — , агар х >  0, у  >  0 булса, 
х

Ф  =  argz =  ] я  +  arctg  — , агар х  <  0 булса,

*j 2л  +  a r c t g — , агар х  >  0, у  <  О 

| булса.

Ёзувнинг бу шакли комплекс соннинг тригонометрик шакли дейи­
лади. z =  х  +  i y  куринишдаги ёзув комплекс соннинг алгебрам к 
шакли дейилади.

_ 1 - м и с о л .  Чизмада

z =  х +  г у  ва z =  х  — i y
куш ма комплекс сонлар (137-шакл), шунингдек z1 =  л: +  i у  ва 
z 2 =  — х  — i y  царама-царши сонлар (1 3 8 -шакл) тасвирланган.

Чизмадан |z| =  г  =  у х2 +  у -  ва | г | =  г — у  х2 +  у 2 экани, 
яъни

\z\ =  | z j ва argz =  —  arg z

экани келиб чикади.
К,ушма комплекс сонлар бир хил модулга эга ва абсолют кий- 

мат лари буйича тенг аргументларга эга булиб, ха^икий yiy^a симмет­
рии булган нуцталар билан тасвирланади (1 3 7 -шакл). Чизмадан 
jzjl =  |z2|, argz2 =  л  +  argZj экани келиб чицади.

К,арама- царщи комплекс сонлар координаталар бошига нисбатан 
симметрик нуцталар билан тасвирланади (138-шакл).

yt

137- шакл.
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2- м и с о л . Куйида ги сонларни три­
гонометрии шаклда нфодаланг (139- 
шакл):

zL =  ! 3 — i, z 2 =  — 3, 23 =  — 2 i.

’У з

-г

1) Zi =  \ 3 — i сон учун А' —
1 3, у =  — 1, Г =  2, '

1 1 
tg(f, =  — , 1| =  2 л  —  a r c t g —

1 2 3

139- ш а к л .

Шундай килиб, г, =  2 I cos —- л  i sin - i i  л j.
\ 6 6 :

2) 2 , =  — 3 — хакикий сон.

х =  — 3, у =  О, г =-■= 3, t g ср =  о, ф =  л , 2о =  — 3 

--  3 (cos л +  г sin л).

3) г3 =  — 2i, х =  О, у -= — 2, г =  2, Ф =

г =  — 2 г =  2 | cos ^  г s i n—  I.
' 2  2 I

8-§.  Комплекс сонлар устида алгебраик амаллар

1. Комплекс сонларни ^ушиш. Иккига z l_ = x 1 - t - i y1 ва г., =
— х2 ~г i у 2 комплекс соннинг йигиндиси деб,

zi +  z2 =  (ах +  i ijx) +  (х2 - f  i у г) =  (xL +  х 2) -j- i (у1 +  у 2)
тенглик билан аникланувчи комплекс сонга айтилади. Бу формула­
дан векторлар билан ифодаланган комплекс сонларни кушиш век- 
торларни кушиш коидаси буйича бажарилиши келиб чикади (140- 
шакл).

2. Комплекс сонларни айириш. Иккита zx — Aj - f  i У\ ва г2 =
=  х 2 +  г у 2 комплекс соннинг анирмаси деб, шундай сонга айтила- 
дики, у г г га кушилганда йипшднда Zj комплекс сон хосил була­
ди (141-ш акл):

А  -- i
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*1 —  Z2 =  (Xx +  ! (/J — (X, - f  L y 2) =  (Xj —  X2) +  i ({/! —  У2).

Шуни таъкидлаб угамизки, икки комплекс сон айирмасннинг 
модули комплекс текисликда шу сонларни ифодаловчи нукталар 
орасидаги масофага теш : jz l — z ,1 — )Л(х1 — х2)- +  ((/! — у 2)'г.

1 - м и с о л .  гх =  2 +  i ва г ,  =  2 — 31 комплекс сонларнинг йи- 
гиндиси ви айирмасини топинг.

Е ч и ш. г х +  z2 =  (2 +  0  +  (2 — 3 г) =  (2 + 2 )  +  t (1 — 3) =  4 —2 i,  
zx — z2 =  ( 2 +  г) — (2 — 3t) =  (2 — 2) +  / (1 +  3) =  4i.

3. Комплекс сонларни к у л а й т и м и  zx =  x t +  i у  j ва z2 =  х2 +
+  п /2 комплекс сонларнинг купайтмаси деб, бу сонларни иккихад 
сифатида алгебра цоидалари буйича купайтирищ ва г'2 =  — 1 экани- 
ни хисобга олиш натижасида ^о:ил буладиган комплекс сонга ай- 
тилади.

z x ва z 2 комплекс сонлар тригонометрик шаклда берилган бул­
син:

?i =  ri (cos +  i sin ф |) ва г2 =  r2 (cos cf 2 +  i sin ф2).

Шу сонларнинг купайтмасини хисоблаймиз:

Zi-Z2 =  г  j (соэф! +  /з1 п ф 1)-г 2 (cos ф2 +  / sin ф2) =

=  r i - r 2[(COS фх СОЗф, — ЭШ ф ^Ш ф ,,) +  i (sin ф± СЭБфа +

+coscpi sin ф2)] = г 1г2 [соз(ф1 + ф 2) +- (  sin (rPl + ф 2)].

Шундай к,илиб,

Zl  • г2 =  г г ■ r 2 [cos (ф!  +  ф 2) +  i  sin +  ф 2) ],

яъни иккита комплекс сон купайтирилганда уларнинг модуллари 
купайтирилади, аргументлари эса ^ушилади.

2- м и с о л. zx =  j/~ 3  — i , z2 =  2 +  2 \ r  3 i комплекс сонларни 
алгебраик шаклда ва тригонометрик шаклларда купайтиринг.

Е ч и ш .  I) zv z 2 =  ( У  3 — Г) (2 +  2 1 ^ 3  i ) ] =  (2 У  3 +  2 [ '3  ) +

+  t  (2 / 3  / Т  — 2) = 4  1 ^ 3  +  4 i.

2) z x =  i  А3 — i' =  2 ( cos_~r л  +  i sin л j,

z2 =  2 +  2 j 3 1 =  4 ( cos — f- i  sin -j- j,

Zi ■ г2 = 2 (cos —  л +  г sin —  л ) • 4 | cos — +  i si n — Ni =
\  6 6 / ' 3 3 /

=  8 ( c o s ( i i n +  i )  +  / s in  ( Я л  +  л ^  =

=  8 (cos (2л  + ~ ) + / sin (2л  +  ) =  8 (cos f  +  i  sin =

=  8 ( ^ J L - \ - i - L )  =  U r 3 + 4 / .
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3- м и с о л. z =  х  - f  i у  ва г  — х — i y  кушма комплекс сонлар- 
ни купайтиринг.

Е ч и ш .  2 - z  =  х 2 +  у 2 ёки z- z =  ,z!2 =  |z  |2, чунки

\г\ =  \г\ =  у  х* +  у*.

Ш ундай килиб, кушма комплекс сонларнинг купайтмаси улардан 
^ар бирининг модули квадратига тенг булган ^ак,ик,ий сон экан.

4. Комплекс сонларни булиш. Комплекс сонларни булиш амали 
купайтиришга тескари амал сифатида аникланади.

Агар z - z 2 =  zx булса, 2 сони zx =  x t +  i у х пинг z 2 =  х2 +  i y2

комплекс сонига булинмаси | яъни z =  — j дегилади.

z1 — z - z 2 тенгликнинг ш кала кнсмини г2 =  х2 — i y 2 га купай- 
тирамиз, ушбуга эга буламиз:

z i ' z 2 — z (z2 ■ z 2), бундан: 2 =  z- ^  =  +
z2- z2 * 2 * У-2

. . x 2 y 1 —  x 1 y 2 
+  1 — ~  •* , , +  y 2

Бундан ушбу коида чикади: zx ни z„ га булиш учун булинувчи 
ва булувчини булувчига кушма булган комплекс сонга купайтириш 
керак.

Агар комплекс сонлар zx = r 1 (cos +  i sin cpj) Ea г2= г 2(со5ф2+  
+  i sin ф2) тригонометрик шаклда берилган булса, у холда

_£]_ _ г ] (cos У] +  i sin  ф,) _ Гд (COS ф! +  j s in  ф]) (cos ф2 — i sin  ф2) _
z2 r2 (cos ф2 +  i s in  <p2) r 2 (cos2 Ф2+  s i n 2 q>2)

=  —- [(cos cp! cos ер, +  sin <f x sin ф2) +  i (sin <pj cos ф2 — cos <pj sin ф2)] =  
r2 '

=  —  [ cos (фх — ф2) +  i sin (фх — ф2)].
Гг

Ш ундай килиб,

—  =  —  [ cos (ф! — ф2) +  i sin (ф! — ф2)], 
гг

яъни комплекс сонларни булишда булинувчининг модули булувчи- 
нинг модулига булинади, аргументлари эса айирилади.

4- м и с о л. z 1 =  1 — г ни г2 =  — 2 — 2 i  га алгебраик ва триго­
нометрик шаклларда булинг.

„  . 1Ч Zl 1 ~ i  (1 —  t) (— 2 +  2 0  
Е ч и ш. 1) 1) —  = ------------ . =  -----—-------------- - =

'  г2 — 2 — 21 ( -  2 - 2 t ) ( — 2 + 2 1 )
=  ( - 2 +  2 ) +  1(2 + 2 ) =  4i_ =  J _

4 + 4  8 2 ’
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_ ,—  I 7 л  . 7 я  \
1 /  2 i c o s —  +  I s in  —  l ,  ,— .

г,  ̂ 4 4 /  У  2 , 7л  5л  • .
2) — = ---------------------------- -— -  =  - — г cos -------------+

п /-о -  /  5л  . . 5л 1 у  8 1 4 4 '
1 /  8  c o s ----+  I s in  —  ! v

V 4 4 ./

, . . / 7 л  5 л \ ' \  1 я  . . . я  \  1 .
- f  I s i n ------- — I =  ----- I COS------ b I Sin ---  I =  ---  I.

\  4 4 J 1 2 1 2 2 J 2
5. Д араж ага кутариш . Купайтириш коидасидан даражага кута- 

ршц коидаси келиб чицади. z =  г (cos ф -+- i sin ф) учун натурал п
да

zn =  rn (cos пф +  i sin яф)

экани келиб чикади. Бу формула Муавр формуласи дейилади. Бу 
формула комплекс сонни натурал даражага кугарллда мэдул щу 
даражага кутарилиши, аргумент эса даража курсаткичнга купайти- 
рилпши кераклигини курсатади.

5 - м и с о л .  Мавхум бирлик i нинг  натурал даражаси учун ф ор­
мула топннг.

Е ч и ш :  z1 =  £, i~ — —  1, i 3 =  i ■ г  =  —  i ,  г4 =  i 2 • i 2 =  1,
г 3 =  i  • г 4  =  i ,  i s  =  i - i b = i 2 =  —  1 ,  i 7 = z i - i <5=  —  г ,  i 8 = l .  

Ak , Ak+\ . .44 + 2 , .4/г +  З .2>муман, i =  1, ; =  i, i = — 1, i = — i.
6 - м и с о л .  (1 -j- г')10 ни хисобланг.
Е ч и ш ,  г =  1 +  ( =  i 2 I co s—  +  i sin —  ).

\  4 4 '

г10 =  ( 1 +  i)10 =  (> r2)w ( cos —  +  i sin —  f  =

=  25 (COS 10- —  + 1  sin 10- —  } =  ,32-(0 +  i) =  32 i.
\ 4 4 '

Муавр формуласида г  =  1 деб олиб, топамиз:

(cos ф +  i sin ф) п =  cos п ф +  I sin п ф.

Бу формула s i n /гф ва c o s /гф ларни эш ф  ва соэф ларнинг да- 
ражалари оркали ифодалаш имконини беради.

Масалаи, п =  3 да (cosф +  i sin ф)3 =  соз Зф +  i sin  Зф га эга бу­
ламиз, бундан:

соэ3ф H -^cos2 ф sin  ф ■ i +  3 cos ф sin*9 • г2 +  г'3 sin ф =

=  с о э З ф +  / э т З ф .

(соз3ф — 3 cos ф sin 1̂ )  +  г (3 соэ2ф sin ф — sin3 ф) =

=  cos3 ф +  i s in 3  ф.

Икки комплекс соннинг тенг булиши шартидан фойдаланиб, топа­
миз:

cos 3 ф =  cos3 ф — 3 cos ф sin2q-', 

sin 3 ф =  3 sin ф cos2 ф — sin 3 ф.
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6. Илдиз чи^ариш. Бу амал дара- 
жага кутариш амалига тескари амал- 
дир. Комплекс соннинг п- даражали

илдизи У^ г  деб шундай W сонга ай- 
тиладики, бу соннинг п- даражаси ил­
диз остидаги сонга тенгдир, яъни агар

Л/----

W =  у  z булса, Wn =  z.
Агар z =  г (cos ф 4  i sin ф) ва W =  

=  р (cos 0 4- i sin 0) булса, у холда:

У г  (cos ф 4  i sin ф) =  р (cos 0 + i  sin 0). 
Муавр формуласига биноан:

r (cos ф +  i sin ф) =  р" (cos n0 +  i sin п 0). 

Бундан рл =  г ,  пб =  ф +  2 л к. р ва 0 ни топамиз:

п г  ш 4 -  2 Ttk
р  =  v  г ,  е  =  — -—

бунда k — исталган бутун с о н . ^ ^ г  — арифметик илдиз. Д емак,

Ф 4  2 n k  . ф  4  2 n k 'п ~  n r  I
у  Г (cos фЧ-i 51Пф)= У г  ( cos • +  i sin

k га 0 ,1 ,2 , . . . , n — 1 кийматлар бериб, илдизнинг п та хар 
хил цийматига эга буламиз, бу кийматларнинг модуллари бир хил.

k > • п — 1 да илдизнинг топилган кийматлари билан бир хил 
булган цийматлар хосил булади. п та илдизнинг хаммаси маркази

п /
координаталар бошида булиб, радиуси У  г  га тенг айлана ичига 
чизилган мунтазам п томонли купбурчак учларида ётади.

6 - м и с о л .  V 1 нинг хамма кийматларини топинг. Уларни ком­
плекс текисликда тасвирланг.

Е ч и ш .  Сонни тригонометрик шаклда ёзамиз: агар z =  1 булса, 
у холда х — 1, у  =  0, г =  1, ф =  0 в а  ушбуга эга буламиз:

2 =  1 =  cosO +  i sin 0.

^3/ _  , ----------------------------2 n k  . I n k
У х;олда V 1 =  V cos 0 +  i sinO =  cos -----h i sin — j -  , бунда

k =  0, 1, 2 (142- шакл).

k =  0, Wx =  cos 0 4- i sin 0 =  1,

, , w , 2 л  . . . 2n  1 . . V  3 
« =  1, W 2 =  cos 4* i sin —  = ------— +  i —

k =  2, V/, =  cos

3 1 3 2

4 n  . . .  4 n  ! . ~\/ 3
~ h  l  s m  " 3 -  ------- ------------------------5 ----------------13 1 3 ~  2 " 2

Бу нукталарни радиуси 1 га тенг айланада ясаймиз.
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9 -§ . Курсаткичи комплекс булган курсаткичли функция.
Эйлер формуласи, унинг ^улланиши

Т а ъ р и ф .  А гар комплекс узгарувчи z нинг бирор комплекс 
цийматлар сохасидаги хаР бир киймати га бошца W комплекс ми^дор- 
нинг аник; ^иймати мос келса, у холда W комплекс узгарувчи г 
нипг функцияси дейилади ва W  =  /  (г) ёки W  =  W (г) каби белги- 
ланади.

Биз комплекс узгарувчининг битта функциясини — курсаткичли 
функцияни ^араймиз:

Мана шунинг узи мавхум курсаткичли даражали функцияни три- 
гонометрик функциялар оркали ифодаловчи Эйлер формуласидир. 

Комплекс сонни тригонометрии шаклда ифэдэлаймнз:

Ш ундай к,илиб, хар ^андай комплекс сонни курсаткичли шаклда 
ифодалаш мумкин:

М и с о л .  1, i, 1 +  i, — i сонларни курсаткичли шаклда ифо- 
даланг.

Е ч и ш .  1) Агар z 1 =  1 булса, г == 1, ф =  2л& булади, шу са- 
бабли

W =  ez ёки W =  е +‘ у 
бу функция бундай аник,ла:;ади:

е + ‘у =  ех (cos у  +  i sin  у). 

Агар бу формулада х  =  О десак, у холда: 

е‘у =  cos у  +  i sin у.

z  = г ( с о э ф  +  г sin ф).

Эйлер формуласи буйича:

соэф +  i sin ф =  е ,ч>.

1 =  cos 2nk +  i sin 2л k =  e 2slkl.

2) z2 =  i, r  == 1, ф =  шу сабабли:

л .
. It . . . яi — c o s ------ h i sin —  =  e

2 2

,—  я
3 ) z 3 =  1 +  i, r  =  у  2, ф = —£ ,  шу сабабли
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4) z4 =  — г, г =  1, ср =  шу сабабли

Зя .
. Зя . . . Зя 2 *—  I — c o s ------ Ь г sin —  == е .

2 2

Купайтириш, булиш, даражага кутариш ва илдиз чик;ариш амал- 
лари курсаткичли шаклда огон бажарилади.

г х =  г1 е‘ф,1 г2 =  гг е/<Г* булсин. У  ^олда: 

г , ■ гг =  тх е*'  • г2 е/ф’ =  гх • г, е‘'(ф‘+  ф'>, zn =  гп е‘фП .
Ф - |- 2 я £  .

i l  =  i * ! ! !  =  I i -  f  л 2 =  y r  re its> =  j 7  r - e n .
г2 r2 е,ф* '’j

Бу формулалар шу амалларнинг узи учуч тригонометрии шаклда 
чи^арилган формулалар билан бир хил.

У з - у  з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. К ом плекс сон деб нимага айтилади?
2. К,андай комплекс сонлар тенг, кандайлари  царама- ^ ар ш и ,  кандайлари  н;ушма 

комплекс сонлар  дейилади?
3. К ом плекс сон кандай цилиб геометрик тасвирланади?
4. К ом плекс соннинг тригонометрик ш зкл и  >;ак;ида гагтириэ беринг. К о м п л е к с  

соннинг модули деб, а р г у м е н т  деб нимага айтилади? У л а р н и н г  узгариш  
сохалари кандай?

5. К ом плекс соннинг алгебраик  ш акли билан тригонометрик ш акли  орасидаги  
богланиш цандай?

6. А лгебраик  ш актдаги  комплекс сонларни цуш иш, а и и р и л ,  к у пайтириш  ва 
б у л и ш  цоидатари кандай?

7. Т ригонометрик  ш аклдаги комплекс сонларни куп ай ти ри ш  ва б у л и ш  ф зрму-  
лаларини чикаринг.

8. Тригонометрик  ш аклдаги  комплекс сонларни дараж ага  кутариш нинг М уавр  
формуласини ёзинг. М и с ол  келтиринг.

9. К ом плекс  узгарувчининг ф ункцияси  деб  нимага айтилади?
10. Э йлер  формуласини ёзинг.
11. К ом плекс соннинг курсатки ч ли  ш акли  цандай?

10-§. Комплекс со^ада куп^адлар

Т а ъ р и ф .  и-дараж али купхад ёки полином деб

а0хп +  а1хп~ х 4- а.2хп~ " +  . . . +  ап_ 1 х  +  ап

куринишдаги ифодага айтилади, бунда 0 — бутуи сон, а ф  0, 
a v а 2, . . .  , ап лар эса куп^аднинг коэффициентларидир.

Купхад лар ушбу белгилар билан белгиланади: Р(х),  Q{x),  R{x) ,  
q(x),  r(x).

Купхад я-дараж али купхад эканини таъкидлаш учун у

Р , М )
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каби ёзиладн. х узгарувчи ва коэффициентларнинг .^аммаси сонлар, 
умуман айтганда комплекс сонлардир. ап ни озод >̂ ад, а0 пи ю^ори 
коэффициент, п ни эса купхаднинг даражаси дейилади.

Хусусан, п =  0 да Я 0(х) =  а0 (бунда ап ф  0) нолинчи даражали 
купхадга эга буламиз.

Агар иккита Р п(х) ва Qn (x) купх,адларкинг х узгарувчининг бир 
хил даражали олдидаги коэффициентлари тенг булса, бу куп.\адлар 
тенг дейилади:

р п W  =  < ? „ ( * ) •

Тенг купхддлар х  нинг барча кийматларида бир хил ^ийматлар 
^абул ^илади.

Куп^адларни кушиш, айириш, купайтири и ка булиш мумкин.
Иккита Р п (х) га Qm (x) купхаднинг йигиндиси (айирмаси) деб 

шундай купхадга айтиладики, бу купхаднинг хар бир х нинг дара­
жаси олдидаги коэффициента Рп (х) Еа Qm (х) купхадлардаги х нинг 
шу даражалари олдидаги коэффициентлари йигиндиси (айирмаси) га 
тенг булади.

1 - м и с о л .  Ушбу

Р 3 (х) — 3 х3 — 5 х2 +  х  — 4,
Qi (х) =  х4 - f  2 х3 — 3 л: -(- 5

купхадлар берилган. Ш у куп^адларнинг йигиндиси ва айирмасини 
топинг.

Е ч и'ш. Р3 (х) +  Q4 (х ) =  (3 х3 — 5 х2 +  х  — 4) +  (х4 +[2  х3 —
— 3 х +  5) =  х4 +  5 х3 — 5 х 2 — 2 х  +  1;
P j W - Q t  (х) =  (3 х3 — 5 х 2 +  х — 4) — {xi +  2 х3 —
— 3 x 4 - 5 )  =  — х4 +  х3 — 5 х2 +  4 х  — 9.

Иккита Р п{х) ва Qm (х) купхадни купайтириш учун Рп (х) куп­
хаднинг хар бир >^адини Qm (x) купхаднинг х;ар бир ^адига купай­
тириш ва натижаларни кушиш керак.

Куп^адларни к,ушиш, айириш ва купайтириш амаллари арифметик 
амалларниш асосий хоссаларига эга.

2 - м и с о л .  Биринчи мисолда берилган Р 3 (х) ва Q4(x) куп^адлар- 
ни купайтиринг.

Е ч и ш :  Р 3 (x)-Qi (х) — (3 х3 — 5 х2 — х  — 4) -(х44-2  х3 — 3 л: +  5) =  
=  З х 7 + 6 х в —  9 х 4 4- 15 х3 — 5 х 6 — 10х5 +  15 х3 — 25 х2 хБ 4 ­

+  2 х4 — 3 х2 +  5 х — 4 -х4 — 8 х 3 +  12 х — 20 =  3 х ? +  х6 —
— 9 х 5 — 11 х4 ~  2 2 х3 — 2 8 х 2 4- 17х  — 20.

Купхадларни булиш цолдиксиз (бутун) ва к,олдикли булиши мум­
кин.

Р п(х) ва D m (х)— иккита купхад булсин, бунда п >  т.
Р п{х) купхадни D m (x) купхадга бутун сон марта булиш дегачи
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тенгликни каноатлантирувчи Qn_ m (x) ни топиш демакдир. Бунда 
Рп {<) булинувчи, Dm(x) булувчи, Qn_ m (х) булинма купхад дейилади.

Купхадларни хар доим хам бутун сон марта булиш мумкин була- 
вермайди, масалан, х2 -L 1 купхад л- + 1 купхадга бутуч сон марта 
булинмайдп. Аммо купхадларни колдикли булиш ^ар доим ба- 
жарилаверади.

Р п (х) купхадни Dm(x) купхадга ^олдикли булищ дегани шундай 
иккита Qn—m (х) ва R (х) купхадни топиш демакки, улар учун

Р п ( Х ) =  D ,n ( х )  ■ Qn - , n  М  +  R  ( * )

тс-нглик бажарнлсич. Бунда Р  (х) бГлинувчи, Dm(x) б\лувчи, R(x) — 
колдик купхадлардир. R(x) нинг даражаси Dm(x) булувчи даражаси - 
дан кичик. Хусусий холда. агар R(x) = 0 булса, у холда (10.1) 
формулага эга буламиз, яъни Р  (х) купхад Dm(x) купхадга колди^- 
сиз булинади.

Купхадларни булишдан чикаднган булинма ва цолдикнн топиш- 
нинг хар хил усуллари мавжуд. Купинча «бурчакли бСлиш» цоида- 
сидан фойдаланилади.

3- м и с о л. P t (х) = 2 х1 — 5 х'3 + 2 х купхадни D., (х) == х- — 1 
купхадга булипг. Булинма ва колдп^ни топинг.

Е ч и ш .  2xi — 5х3+ 2 х  х2— 1
~  2 х4 — 2 .у- 2 х- — 5 х +  2 
_  — 5 а-3 +  2 хЩ- 2 а­

— 5 х3 +  5 х
2  х2"— З а- ~ ~ ~

— 2 х2 — 2
— Зх + 2

Бундан:
2 х4 — 5 х3 +  2 х =(х2 — 1) (2 х2 — 5 х +2) +  (— Зх +  2),

Q 2(x ) =  2 х2 — 5 х +  2, R(x) =  —  Зх +  2.

11-§. Купхаднинг илдизи. Бсзу теоремаси

Р п (х) купхаднинг илдизи деб х узгарувчининг шу купхадни нол­
га айлантирадиган кийматларига айтилади, яъни Р п(сс) = 0 булса, 
у холда х = а  купхаднинг илдизидир. _

Р п(х) купхадни х — а  га булишдан чи^адиган цолди^ни булиш 
жараёнини бажармай туриб топиш имконнни берадиган мухим теоре- 
мани исботлаймиз.

Б е з у  т ео р ем ас и .  Р п(х) купхадни х — а иккщадга булиш­
дан чикадиган колдик Р п(х) купхаднинг х = а даги щйматига 
тенг.

^ W  = Dm(.v) ■ <?„_„,(*) (10.1)
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Исботи .  Рп(*) купхадни л: — а  иккихадга булиб, ушбуни топамиз: 
Р п W  = (х — а) Qn_ { (х) +  R,

бунда булинма Qn_ t (x) даражаси Р п(х) пинг даражасидан битта кам 
булган купхад, колдик R  эса бирор сои.

Бу тенгликда % узгарувчига ос к,ийматни бериб, топамиз:
/ > »  =  /?,

яъни R — Р п(>х). Шуни исботлаш талаб цилинган эди.
1-мисол.  Р 3 (х) =  8 х3 +  4 х2 +  1 купхадни: а) х —■ 1, б) х +  i 

иккихадларга булишдап чикадиган колдикни топинг.
Е ч и ш .  a) R  = Р Я( 1) = 8 • I s +  4 ■ I 2 +  1 = 13.

б) R  = P 3( - i )  = 8 ( - 0 3 + 4 ( -  i f  +  1 = - 8 г 3 +
+  4 г2 +  1 = 8 t  —  4 + l  = 8 / —  3 =  —  3 +  8 г.

Б е з у  т е о р е м а с и  н а т и ж а с и .  Агар а Р п(х) купхаднинг ил­
дизи булса, яъни Р п (ос) — 0 булса, у холда Р п(х) купхад а-—'а га 
цолдиксиз булинади, яъни

рп W  = (* -" ■ Qn_ i (х'У
купайтма куринишида тасвирланади, бунда Qn_  1 (х) булинма даража­
си булинуьчи купхад Р п{х) даражасидан битта кам булган купхад.

Бошкача айтганда, Р п(х) купхаднинг х — ос иккихадга бутун 
булиниши учун а Р п (%) купхаднинг илдизи булиши талаб килинади.

2- м и с о л. Р 3(х) — х3 — 6х2 +  11 х — 6 купхад х — 1 иккихадга 
бутун сон марта булинади, чунки /53(1) = 0. Шу купхаднинг бош- 
ка илдизларини топинг.

Е ч и ш .  Р 3(х) купхадни (х— 1) иккихадга булишдан чикадиган 
булинмани топамиз:

х3 — 6 х2 +  11 х — 6 л: — 1 
~  *3 — *2_____________  х2 — 5х +  6

— 5 л:2 +  11 х — 6
— 5 х2 +  5 х

6 л: — 6 
~ 6 х  — 6

О
Шундай цилиб,

Р з (х) = (х — 1) • (х2 —  5х +  6)

тенгликка эга буламиз. Агар х2— 5 л:+  6 ни нолга тенгласак, Р л(х) 
нинг цолган илдизларини топамиз: х2 — 5х +  6 = 0, бундан хг = 2 ,  
х2 = 3.

Демак, Р 3 (х) — (х — 1) (х — 2) (х — 3).
Куп^дни даражаси нолга тенг булмаган иккита ёки бир нечта 

купхаднинг купайтмаси шаклида тасвирлаш купхадни купайтувчи- 
ларга ажратиш  дейилади.
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12-?. Алгебранинг асосий теоремасн. Купхадни чизикли 
купайтувчиларга ажратиш

Куйидаги теорема хар кяндай купхад илдизга э п  буладими, де- 
гаи саволга жавоб беради.

А л г е б р а н и н г  асосий теоремасн :  хар кандай п- даража­
ли кцпхад камида би тта  илдизга эга.

Теоремапи исботсиз кабул киламиз. Бу теореманинг натижаси 
сифатида куйидаги теоремани исботлаймиз.

Т е о р е м а ,  п- даражали хар кандай Р п (х) = а0хп +  агхп~х +
— . . . +  ап купхад х — -а куринишдаги п т а  чизикли купайтувчига 
ажралади, яъни.

рп м  = аЛ х ~  a i) (х — а2) . . .  (х —  од.

И с б о т и .  Алгебранинг чсосий теоремасига биноан Р  (х) купхад 
камида Ситта илдизга эга. Уни билан белгилаймиз. У  ^олда Безу 
теоремасининг натижаснга кура бундай ёзиш мумкин:

р п М  = (х —  “ О Qn- i W>
бунда Qn_ t (x) купхад (п — 1)- даражали купхад. Безу теоремасини 
кулланиш мумкин. Бунга нисбатан а 2 Qa_, (х) купхаднинг илдизи 
булсин, у холда

Q„-i W  = (* — «*) Qn- 2 ДО-
бунда Qn_ 2(x) {п — 2)- даражали купхад.

Жараённи давом эттириб,

Qi (х) = {х  — а п) • Q0
га эга буламиз, бунда Q0 — даражаси иолга тенг булган купхад, 
яъни бирор сон. Бу сон х олдидаги коэффициента тенг, яъни

Qo =
экани равшан.

Топилган тенгликлар асосида бундай ёзиш мумкин:

Р п(х) = а 0(х — ccjH*— а,) . . . (х —  а п).

Шуни исботлаш талаб килинган эди.
Энг охирги ёйилмадан а и сс2, . . . , ап сонлар Р г (х) купхаднинг 

илдизлари экани келиб чикади, чунки
х = a lt х =  а 2, . . . , х =  ап

ларни ^уйилганда ёйилмэнинг унг ^исми нолга тенг булиши келиб 
чик,ади.

X у л о с а: п- даражали купхад п тадан ортик илдизга эга була 
олмайди.
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13-§. ^а^ик^ий коэффициентли купхадни чизикли ва 
квадрат уч^ад куринишидаги купайтувчиларга ажратиш

1. Купхаднинг квадрат уч^ад куринишидаги илдизлари х^кида.
Агар л-даражали купхаднинг чизикли купайтувчиларга ёйилмаси

Рп (*) = аЛ х ~  — аг) ■ ■ ■ (х — Яп) ( ]3.1)
да баъзи чизикли купайтувчилар бир хил булса, уларни бирлаштн- 
риш мумкин. У  холда (13.1) ёйилма ушбу куринишни олади:

Р п СО = ао (х —  v-if' (х — . . . (х — а т )к"\

бунда k1 + k2-r- . . .  + k m= n. Бу холда илдиз карралилиги kx 
га тенг илдиз ёки каррали илдиз, а 2 эса кг каррали илдиз дейилади 
ва хоказо. Карралилиги 1 га тенг булган илдиз оддий илдиз дейи­
лади.

Масалан, Р в(х )= 3 (х — 2)'2 (х +  З)3 (х — 4) купхад ушбу илдиз- 
ларга эга: = 2 — карралилиги 2 га тенг. 

а 2 =  —  3 карралилиги 3 га тенг. 
сс3 = 4 оддий илдиз.
Агар купхад карралилиги k га тенг булган илдизга эга булса, 

у холда купхад k та бир хил илдизга эга деб хнсобланади.
Х у л  оса: «-даражали хар к;андай купхад роппа-расо п та ил­

дизга (хахицнй ёки комплекс) эга.
2. Купхаднинг комплекс илдизлари ^а^ида. (13.1) формулада с ,̂ 

сс2, . . . , ап илдизлар хакикий илдизлар булиши хам, комплекс ил- 
дизлар булиши хам мумкин. 1\уйидаги теорема уринли.

Теорема .  Агар хакикий коэффициентли Р п{х) купхад а  =
= у +  i 6 комплекс илдизга эга булса, у холда а =  у — г 6 
кушма илдизга хам эга булади.

Бу теоремани исботсиз кабул киламиз.
Бу теоремага асосан (13.1) ёйилмада комплекс илдизлар уз куш­

ма жуфтлари билан катнашади.
(13.1) ёйилмада комплекс кушма илдизларга мос келадиган чи­

зикли купайтувчиларни купайтирамиз:
{х — а) (х — а )  = (х — (7 + i  6 ) )  • (х — (у — i  6 ) )  =
=  ((х — у) —  I б) • ((X —  у) +  i 6) =  [х —  7)2 —  г  Ь- =

= х2 — 2х v 4- V2 + (13.2)
— 2 у = р, y- +  b- = q деб белгилаймиз, бунда р ва q — хакиций 
сонлар. У  холда (13.2) тенглик бундай куринишни олади:

(х — а) (х —  а) — х2 +  рх -f q.
Ш\ •ндай килиб, кушма илдизларга мос келадиган чизикли купай- 

тувчилар купайтмасини хакикий коэффициентли, дискриминаити ман- 
фий булган квадрат учхад билам алмяштириш мумкин.

Агар а = у -Ь / 6 карралилиги k га тенг1 илдиз булса, у холда 
а = у — i 6 кушма илдизнинг карралиги хам худди шу k га тенг
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булади. Бу холда (х— а.) ■ {х — а )  купайтмани х,а^икий коэффи­
циентли шу k даражали квадрат учхад билан алмаштириш мумкин, 
яъни:

(х — а)к (х — a f  = ((х — а) (х —  а  ))* =  (х2 -f рх +  q)k.
Шундай килиб, хакикий коэффициентли ^ар кандай купхад те- 

гишлича каррали биринчи ва иккинчи тартибли з̂ а̂ иций коэффициенг- 
ли купайтувчиларга ёйилади, яъни:

Р п W  = ао (х —  v-it1 ' (х —  а,)*2 . . . (х — а, )*' • (х2 +  Р хх +  '* X

X (х2 +  р2х + q2) '2 . . . (х2 +  ptx +  q jf1' 

бунда kx +  k2 +  . . .  +  kr +  2 Sj +  2 s2 +  . . .  + 2 sl = n.
Бу ёйнлмада (.v — a f  куринишдаги чизикли купайтувчилар кар- 

ралилиги k га тенг булган хакикий илдизларга, (х2 рх +  q)s кури­
нишдаги квадрат учхадлар эса карралилиги s га тенг булган ком­
плекс кушма илдизлар жуфтига мос келади.

М и с о л. Ушбу Р- (х) = х7 + л-5 — л"1 +  х3 — х2 — 1 купхадни ку­
пайтувчиларга ажратинг.

Е ч и ш .
р. (х) =  (X7 +  X5 + X3) — (х4 +  Xs + 1) = х3 (х4 +  X2 4- 1) —

-  (X4 +  X2 +  1) =  (X4 +  X2 +  1) (X3 —  1) =  ((х 2 +  I ) 2 -

— х2)(х — 1)(х2 + х + 1) = (х — 1)(х2 — х +  1)(х2 4-х-Ь I)2.

S' з- у з и н и т е к ш и р м ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Купхад деб нимага аитилади?
2. К,андай куп^адлар тенг купхадлар дейилади?
3. К\'п>;адларни цуш иш , айириш, купайтириш ^оидалари ^андай?
4. K j-пхадни купхадга бутун сон марта булиш амали нимадан иборат?
5. Купхадни купхадга колдикли булиш амали нимадан иборат?
6. «Бурчакли булиш» га мисол келтиринг.
7. Купхаднинг илднзи дейилганда нимани тушунилади?
8 . Безу теоремасини исботланг.
9. Безу теоремасидан келиб чицадиган натижани нфодалаиг.

10. Алгебранинг асосий теоремасини ифодаланг.
11. Купхадни чизикли купайтувчиларга ажратиш хакидаги теореманн исботланг.
12. Купхаднинг кандай илдизлари каррали илдизлар дейилади? Мисол келти­

ринг.
13. Комплекс цушма илдизлар хасида гапириб беринг.
14. Купхадни чизикли ва квадрат учхад куринишдаги хакикий купайтувчиларга 

ажратиш (ёйиш) жараёнини тавсифлаб беринг. Мисол келтиринг.



6- б о б

1 - §. Бошлангич функция

Дифференциал хисобнинг асосий вазифаси берилган F(x) функ- 
цияга кура унинг хосиласи F ' (х) = f (х) ни ёки дифференциали 
F ' (x)dx — f(x)dx ни топишдир.

Интеграл хисобнинг асосий вазифаси бунинг тескариси булиб, F  (х) 
функцияни унинг маълум f(x) хосиласига ёки f(x)dx дифференциалига 
кура топишдан иборат. Бу икки амал узаро тескари амаллардир.

Таъ р и ф .  Бирор ораликда аникланган / (х) функция учун бу 
орали^нинг хамма кийматларида

F ' (х) = / (х) ёки d F (x ) = f (х) dx
шарт бажарилса, у холда F  (х) функция / (х) ниьг бошлангич функ­
цияси дейилади.

1-мисол.  /7(x) = sinx функция бутун сонлар тугри чизигида 
/ (х) = cos х функциянинг бошлангич функцияси булади, чунки х 
нинг истаган киймати да

F ' (х) = (sin*)' = cosx= f (х)
ёки

dF (х) =  d (sin x) = cos x dx = / (x) dx 
тенглик тутри булади.

2-ми со л. F  (х) = х3 функция сонлар тугри чизигининг хамма 
ну^таларида /(х) = Зх2 функциянинг бошлангич функцияси булади, 
чунки х нинг истаган кийматида унинг хосиласига нисбатан

F ' (х) = 3 х - = / (х), 

дифференциалига нисбатан
dF (х) = 3 x2dx =  / (v) dx

тенглик тутри булади.
Берилган функциянинг бошлангич функциясини топиш масаласи 

бир кийматли хал килинмайди. Хакикатан хам, агар F  (х) функция 
/(х) hhhf бошлангич функцияси булса, у холда F  (х) +  С функция 
хам (бунда С — ихтиёрий узгармас сон) / (х) пинг бошлангич функ-

б и р  У з г а р у в ч и  ф у н к ц и я  л  а р и н и н  г  и н т е г р а л  ^ и с о б и
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цияси булади, чунки С нинг истаган киймати учун ( F (х) + С)' =  / (л) 
булади. Масалан, 1- мисолда / (x) = cos х функциянинг бошлангич функ­
цияси фацат sin* эмас, балки sinx + C функция хам булади, чунки 
(sin л: -f С)' = cos л:. Худли шундай, 2-мисолда /(х) =  Зх2 функция­
нинг бошлангич функцияси факат х3 эмас, балки х3 +  С функция 
^ам булади, чунки

(х3 + су  = Зх2.
Энди, агар / (х) функциянинг бошлангич функпияси F  (х) булса, 

у ^олда F  (х) +  С функциялар туплами f (х) нинг хамма бошлангич 
функцияларини уз ичига олади, бунда С — ихтиёрий узгармас сон.

Бу куйидаги леммадан келиб чикади.
Л е м м а . Агар F  (х) ва Ф (х ) функция / (х) нинг икки бошлан­

гич функциялари булса, у %олда Ф  (х) = /• (х) +  С булади, бунда 
С — ихтиёрий узгармас сон.

И сб о ти . F  (х) ва Ф(х) функция / (х) нинг бошлангич функция­
лари булгани учун

F ' (х) = / (х) ва Ф '(х )= / (х )
тенгликлар тугри булади. Ёрдамчи ^(х) функцияни киритамиз:

R  (х) = Ф  (х) — F  (х).
Унинг ^осиласи х нинг ^амма к,ийматларида нолга тенг, ^а^икатан- 
х,ам,

R ' (х) = [Ф (х) -  F  (х)]' = Ф ' (х) -  F ' (х) = / (х) -  / (х) = 0.
Лекин R ' (х) = 0 тенгликдан R  (х) нинг узгармас сон экани келиб 
чикади. Фараз ^илайлик, х0 — аргументнинг тайинланган киймати, х 
эса унинг истаган циймати булсин. [х0, х] ораликда Лагранж фор- 
муласини тузамиз:

R (x )- R (x 0) = R ' ( l ) ( x - x Q), (1.1)
бунда ? — х0 ва х орасидаги бирор киймат (х0 <  с С  х).

Биз R ' (х) = 0 тенглик х нинг хамма цийматида, шу жумладан,, 
I  да э̂ ам, R ’ (I) = 0 булгани учун

R  (х) — R  (х0) = 0, яъни R (х)]= R  (х0)
ни ^осил ^иламиз. Бу ^олда R(x) функциянинг циймати х нинг хамма 
цийматида бир хил булишини билдиради, яъни R (х) функция С = 
= R  (х0) доимий кийматиии саклайди. Шундай цилиб, R(x) = C ёки 
Ф  (х) — F  (х) = С.

Бундан Ф(х) = F (х) +  С экани келиб чикади, шуни исботлащ 
талаб килинган эди.

Исботланган леммадан, берилган функциянинг иккита бошлангич 
функцияси бир-биридан фа^ат узгармас сонга фарк килиши мумкин, 
яъни агар бирор F  (х) бошлангич функция маълум булса, у холда 
долган >;амма бошлангич функциялар /Г( х )+ С  формула билан ифо­
даланади.
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2- §. Аницмас интеграл ва унинг хоссалари

Таъриф .  Агар F(x) функция бирор орали^да f (х) функциянинг 
бошлангич функцияси булса, у холда F  (х) -f С (бунда С — ихтиёрий 
доимий) функциялар туплами шу кесмада / (х) функциянинг анщмас 
интеграла дейилади ва

каби белгиланади. Бу ерда f (х )—• интеграл остидаги функция, 
f(x )dx— интеграл остидаги ифода; х — интеграллаш узгарувчиси, Г 
белги интеграл дейилади.

Ани^мас интегрални топиш жараёни ёки берилган функциянинг 
бошлангич функциясини топиш жараёни интеграллаш дейилади. Кес­
мада узлуксиз булган истаган функция шу орали^да бошлангич 
функцияга эга, демак, ани^мас интегралга >;ам эга эканини исботсиз 
айтиб утамиз.

1-мисол. \cosxdx = sin л: -f- С, чунки (sin х)' = cos х.
2- м и с о л. 3 x-dx = х3 +  С, чунки (г5)' = 3 х2.
Бошлангич функцияларнинг графиги интеграл эгри чизиги дейи­

лади, шунинг учун ани^мас интеграл геомгтрик жи^атдан ихтиёрий 
С узгармасга боглик булган хамма эгри чизиклар тупламини ифода- 
лайди (143- шакл).

3-мисол .  | 2 xdx = х- +  С, чунки (х2)' = 2х . Бошлангич функ- 
циялардан бири F (x )= x 1 нинг графиги парабола булади. F  (х) +
4- С — х1 +  С аник;мас интеграл — параболалар туплами булиб, уни 
ихтиёрий С га турли ^ийматлар бериб хосил килиш мумкин.

Бу тупламни ^(л:) — л:2 нинг графигини Оу у^и буйича параллел 
суриш нули билан ясаш мумкин.

Аник;мас интегралнинг хоссаларини к;араб чи^ишга утамиз:
I. Ани^мас интегралнинг хосиласи интеграл ости гаги функцияга

\f{x)dx = F(x ) +  C

тенг, яъни

II.  Ани^мас интегралнинг диф­
ференциали интеграл белгиси ос­
тидаги ифодага тенг, яъни

d( \ [  (х) dx) = / (х) dx

I I I .  Бирор функциянинг хоси- 
ласидан олинган ани^мас интег­
рал шу функция билан ихтиёрий 
узгармаснинг йигиндисига тенг, 
яъни

143- шакл. | F'(x)dx = F{x) + C.
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IV. Бирор функциянинг дифференциалидан олинган аникмас ин­
теграл шу функция билан ихтиёрий узгармаснинг йишидисига тенг, 
яъни

j  dF(x ) = F (x )+ C .
Келтирилган хоссалардан келиб чикадики, бири иккинчисидан ке­

йин бажариладиган дифференциаллаш га интеграллаш амаллари бир- 
бирининг ватижаларини йукотади (бу хол уларнинг узаро тескари 
амаллар эканини тасдиклайди).

Келтирилган хоссалардан биршш, масалан, I хоссани исботлай- 
миз. Хакикатаи хам,

( j  [  (х) dx]' = (F (х) +  С)' = F ' (х) = / (х).
II, III, IV  хоссалар хам шунга ухшаш исботланади.
V. Узгармас купайтувчини интеграл белгиси ташкарнсига чиь̂ а- 

риш мумкин, яъни агар k ~ const ф 0 булса, у холда

f k f (х) dx = k j / (x) dx.
V I. Чекли сондаги функцияларнииг алгебраик йигиндисидан олин­

ган аникмас интеграл шу функцияларнииг хар биридан олинган апик- 
мас интегралларнинг алгебраик йипшдисига тенг, яъни

J \/i ('0 +  /2 (*) —  /з (х)) dx = j Л М  dx j  /2 (х) dx — \ /3 (v) dx.
Энди, V хоссани исботлаймиз.

Х^и^атан хам, агар F  (х) функция f(x) нинг бошлангич функ­
цияси булса, яъни F '(x ) = f(x) булса, у холда kF (х) функция k-f(x) 
нинг бошлангич функцияси булади, чунки

(kF(x))' = kF'(x) = k[(x),
бунда k =  const Ф  0. Бундан

\ kj (a) dx = kF (х) + С = k ( F  (х) +  j = k (F (х) -f- С) = k \ / (х) dx

келиб чикади, бу ерда С =
V I хоссани хам шунга ухшаш исботлаш мумкин.
VI I .  Агар F  (х) функция f (х) учун бошлангич функция булса, 

яъни
f f (х) dx = F  (х) +  С,

булса, у ^олда
j  / (и) du = F  (и) -г С

тенглнк тугри булади, бу ерда и — и(х) х нинг дифреренциаллаиувчи 
функиияси. Бу хосса интеграллаш формулаларининг инвариантлиги
ДРНИ. к.ДИ.

Масалан, агар
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оулса, v холда
[ cos xdx =  sin x +  С 

\ cos x2 • dx2 =  sin x1 +  С

булади. Натижанинг тугрилигига ишзнч ^о-ил килнш учун тенгла­
манинг чап цисминикг ва унг ^исмининг дифференциалини ^исоблаш 
етарли (И хосса). ^а^и^атан ^ам,

вл
d (sin х2) = cos л:2 dx2

d \ \ cos х2 dx2) =  cos x2 dx2.

3- §. Асосий формулалар жадвали

Интеграллаш диффзрэнциаллашга тгскари амлл булгани учун 
асосий интеграллаш фэрмулаларини бзвосита топиш мумкин, бунда 
V II инвариантлик хоссасини хисобга олиш керак.

Хамма формулаларда и харфи билан ёки эркли узгарувчи, ёки 
эркли узгарувчининг бирор кесмада диф (ээргнцндлланувчи ихтиёриа 
и =  и(х) функцияси бэлгиланади. Куйида келтирилган ингеграллар 
интеграллар жадвали дейилади.

" "" ' ' + С .]. f du — и -f- C. 12. f  du = ln
J J sinu 2

2- j  u °d u - Z + \ + C ,
( а ф  —  1).

3. Г —  = ---■— ь с .J и1 и

4. Г = 2 у ~й +  С. 
J у «

5. Г ^  =  1п|>| +  С.

6 .

Г du 
J cos и =  l n | t g ( y  +

+ + с.

a d u  =  —— f- С.In а

13

т)1,
14. j tg udu = — In 1 cos u | + 

+ C. '
15. |  ctg udu =  In | sin u\ +  C. 

. Г — ——  = — arctg — +
J  u* +  a* a 5 a

7- j eu du =

8. 1| sin udu

9- j cos udu

10. f* du
J cos2 и

11. f d:  ^J  sin2«

! + < 

du I .----- = —  In
иг —  й2 2n и -f о

= — ctg и + С.

16
-f С.

17.

+ C.
18.

+  С.

19. Г - г ^ =  = 1щ'« +  
J  v ы2 +  a

+  1 + C .

+

du • 1Л ,arcsin — +
a
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Интеграллашнинг иккита гнг сддип усулини ь.аргб чикамиз: бево- 
сита интеграллаш ба дифференциал белгиси остига киритиш.

I. Б его  сита и н т е г р а л л а ш  у с у л и  интеграл белгиси ости- 
даги функшшни алмештиргш, V ва V I хоссаларни кулланиш, шунинг- 
дек, интеграллашнинг асссий формулалари жадвалидан фойдаланиш- 
дан ибораг.

1- мисол.  Интегрални топинг:
i’ хг 4- йх — 1 ,----- _ — ах.

.1 I ДГ

Е ч и ш .  Суратни махражга булиб, кейин sea V га VI хоссаларни 
кулланиб, интеграл белгиси соидаги функцияни алмаштрамиз га ин- 
теграллар жадвалидан фойдаланиб куйидагини хосил киламиз:

Г * + М -  1 dx =  ------ 1 = )  dx =  Г +J  У х J  у  х ; J
П 5_ 3_

+  5 Г х dx I =  — х +С\ + 5• ~  х +  С2 — 2 у  х +  С3=  
J  J  у  X о 3

= 2 / х ( *  +  4 * - 1) +  С' с  = С, -f с 2 +  с 3.' J  (J ,

Э с л а т м а .  ) а̂р бир интегрални хкссблагандан с*ьг ихтиёрий уз- 
гармасларни куйиш (мисолда килинганидек) шарт змас: одатда хдмма 
ихтиёрий доимийлар жамланади Еа битта С харфи билан белгиланган 
жамлаш натижаси, дархол охирги натижага ёзилади.

II. Д и ф ф е р е н ц и а л  б е л г и с и  с с т и г а  кир итиш  у с у л и  
интеграл остидаги ифодани алмаштиришдан иборат. Масалан:

dx = d {х +  a), dx = — d (kx) =  — d (kx 4- a), 
k k

xdx=-^-dx2, cosxdx = d (sinx), — = d(lnx) ва к.
2 x

2- мисол. j (x +  2)100 dx интегрални топинг.
Е ч и ш .  dx = d(x +  2) булгани учун куйидагини хреил киламиз:

\ (х +  2)100 dx = f (х +  2)100 d{x +  2) = (д:" ^ )101 +  С.

3- мисол.  J cos5 xdx интегрални топинг.
Е ч и ш .  Интеграл белгиси остидаги ифодани 5 га купайтирзмиз 

ва буламиз. 5 купайтувчини дифференциал белгиси остига кирита- 
миз:

dx=  —  -d (5х).
5

4- §. Интеграллашнинг знг оддий усуллари
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К,уйидагини хосил киламиз:

cos 5 xdx =  j” cos 5xd(5х) = siiy *  -j- С.

xdx4- мисол. интегрални топинг.
| X’

Е чи ш .  Касрнинг сурат ва махражшш 2 га купайтирамиз. 2х ку- 
пайтувчини дифференциал бзлгиси остига киритамиз:

xdx = -i- • 2xdx = - ~ d  (x-) = ~ d { x 2+  1) .

Бундан куйидапшн хосил киламиз:

- ¥ х. ■ = — Г dul ± J l  - L .2 | 'У  +  1 + С  =
у -V'2 4-1 2 J  > х2 +  1 2 '

= l xi +  1 -f- С.
с С dxо- мисол.  j ---- - интегрални топинг.
Е чи ш .  Касрнинг сурат ва махражини 3 га купайтирамиз. Зх ни 

дифференциал белгиеи оетига киритамиз:

-*£— !. ' Г d(ix — 2) + с .
J  3.1- — 2 3 J  3.v — 2 3 J  3x — 2 3
Э с ла тм а .  Интеграл остидаги функциянинг сурати махражининг 

хосиласига тенг бТ'лса, у холда интеграл махражнипг абсолют кий- 
мати логарифмига тенг булади.

Масалан,

\ ctg xdx = Г dx = Г dx =
J  J  sin x J  sin x

= r d- i ! i ^  = ln!sinx| +  C.
.1 sin л:

5- §. Ани^мас интегралда узгарувчини алмаштириш

Интеграллашнинг яна бир усули билан танишамиз. Жадвалга 
кирмаган i f(x)dx интегрални ^исоблаш керак булсин. л: ни t эрк­
ли узгарувчининг бирор диффэренциалланувчи функцияси оркали ифо- 
далаб, интеграллашнинг янги t узгарувчи:ини киритамиз: х = ср (/), 
бунга тескари t = ф {х) функция мавжуд булсин, у холда

dx =  ф' (/) dt
булиб,

| f (х) dx =  f / (ф (/)) ф ' (0 dt (5.1)

эканини исботлаймиз. Бу теигликни куйидагича тушунамиз: теиглик- 
нинг у кг цисмида интеграллашдан сунг эски х узгарувчига i-jafmim 
керак.
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Исботлаш учун (5.1) тенгликнинг чап ва унг кисмидан олинган 
дифференииални топамиз, бунда 2- § даги I I  хоссздан фойдаланамиз. 
Натпжада куйидагини хосил киламиз:

d(\ f(x)dx) = f (х)ах, (5.2)

d ( j  / (<p (0) ■ ф' (0 dt) == / (ф (/)) Ф' (0 dt = f (x) dx. (5.3)
(5.2) ва (5.3) формулаларни такксслаб (5.1) тенгликнинг чап ва унг 
кисмларининг дифференциаллари тенг эканини курамиз. Бу эса бош­
лангич функциялар факат узгармас кушилувчига фарк, килиши мум- 
кинлигини аиглатади. (5.1) формуланинг тугрилиги исботланди.

М исол .  1 --- dx интегрални топинг.
J  х 1 + 1

Е ч и ш .  х +  1 = Г* деб белгилаймиз, бунда х — t2— 1 ва dx = 
= 21 dt булади. Интегралда узгарувчини алмаштирамиз. Бундан

t — I■ dx _  С 2tdt _  2 j1 _ d t
х у  Т Т Г  J  U2-  >)•< _  J

= 2 f = in 
‘ l

+  C .

t +  i
С =

)  *  + 1  + 1

6- §. Булаклаб интеграллаш

Интеграллашнинг яна бир усулини цараб чи^амиз, у икки функ­
циянинг купайтмасини дифференциаллаш формуласидан келиб чи- 
^ади.

Фараз килайлик, и (х) ва v (х) — .х; нинг дифференциалланувчи 
функциялари булсин. Бу функциялар купайтмасииинг дифференциа- 
лини топамиз:

d(u-v) = vdu +  udv,
бундан

udv — d (uv) — vdu.
Охирги тенгликнинг иккала цисмини интеграллаб, куйидагини топа­
миз:

\ udv =  ̂ d (uv) — 1 vdu

udv — u v— \ vdu. (6.1)
(6.1) формула булаклаб интеграллаш формуласи дейилади.

Одатда, (6.1) формула остидаги функция турли синфдаги даражали 
ва курсаткичли, даражали га тригонометрик, тригонометрии га кур­
саткичли ва ^оказо функцияларнинг купайтмаси сифатида ифодалан- 
гандагина цулланилади. Бунда интегралларнинг икки турини ажратиб 
курса: иш мумкин, улар учун нимани и деб ва нимани dv деб кабул 
килиш кераклигини курсатиш мумкин.

еки

279



Б и р и н ч и  тур  га Р  п{х) купхаднинг курсаткичли ёки тригоно­
метрик функцияга купайтмасини уз ичига олган интеграллар киради. 
Бу ерда и оркали Р п (х) купхад белгиланади, долган хамма ифода 
эса dv оркали белгиланади.

И к к и н ч и  т у р г а Р п(л:) купхаднинг логарифмик ёки тескари 
тригонометрик функцияга купайтмаси к,атнашган интеграллар киради. 
Бу холда dv билан P n(x)dx ифода белгиланади, цолган .\амма ифэда 
эса и билан белгиланади.

1- мисол.  | хе~х dx интегрални топинг.
Е ч и ш .  Интеграл биринчи турга тегишли. К,уйидагича белгилаш 

киритамиз:

и =  х, dv = е~х dx.
Бундан du ва v ни топамиз:

du = dx, v — |  е~х dx =  — j  e ~ x d (— jc) = — e~“x

(v ни топишда узгармас С ни ёзиш керак эмас, уки биз охирги на- 
тижада ёзамиз).

(6 .1) формулани тузамиз:

|  хеГх dx — — хе~х +  J* е~х dx — С — хё~х — е~“х.

Келтирилган турлар булаклаб ^интеграллаш ^оидасини ^уллаш 
мумкин булган ^амма ^олларни уз ичига олмайди, албатта.

Бу формула такроран бир неча марта цулланилиши мумкинлигини 
айтиб утамиз.

2- мисол.  |  W xdx  интегрални топинг.
Е ч и ш .

г , , , ( и = In2 х, du = 2 In х — |
J i n  2xdx= \ X =

\ dv = dx, v =  x )

19  г. f i » [ ч =  In x, du = d— j = a: In2 x — 2 J In x dx = x \ ~
[ dv =  dx, v = x 1

= x\n2x — 2 (jc In * — |  dxj => x In2 x — 2x In х +  2 к -{• С 
= x (In2 x — 2 In x +  2) +  C.

Купинча шундай интеграллар ^ам учрайдики, бунда (6 .1) форму­
лани такроран цуллащ натижасида дастлабки интеграл хосил булади. 
Бу холда х;осил к;илинган тенгламани дастлабки интегралга нисбатан 
ечиш керак.

3- мисол.  / = j  ех cos xdx интегрални топинг.
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Е чи ш .
С ( и = е* , du — ех dx )

I = J е cos xdx -  ( dy =  COsxdx, v = sinjc j —
л f и = e*,

=  e* sin x _  j  e* sin xdx = [ dv =  sin xdx

= ex sin x -f e* cos л: — j  e* cos xdx = e* (sin x -f- cos x) — I.
Х,осил килинган / = e*(sinx-f cosx)— / муносабатдан 

21 = e* (sin x +  cos x). 
эканини топамиз, бундан куйидагига эга буламиз:

/ =  ~  (sin х +  cos х) +  С.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Берилган функциянинг бошлангич функцияси деб нимага аитилади? Мисоллар 
келтиринг.

2. Бошлангич функциялар ^ацидаги лемчаларни исботланг.
3. Берилган функциянинг ани^мас интеграли деб нимага айтилади?
4. Ани^мас интегралнинг энг оддий хоссаларини ифэдаланг ва исботланг.
5. Дницмас интегралда булаклаб интеграллаш фэрмулаеини чи^трпнг. Мисоллар 

келтиринг.
6. Булаклаб интеграллаш усули ёрдамида амалга ошириш максала мувофи^ 

булган интегралларнинг турларини айтинг.
7. Ани^мас интегралда узгарувчини алмаштириш усули нимадан ибо[ ат? Мисол­

лар келтиринг.
8 . 1685— 1700, 1709— 1720, 1832— 1850, 1860— 1885- масаладарни ечинг.

7- §. Каср-рационал функцияни оддий касрларга ажратиш

Бу параграфда келтирилган маълумоглар бизга асосан каср-рацио­
нал функцияларни интеграллашда керак булади.

Маълумки,
Р п (х:) = а0хп +  axxn 1 + а.,хп 2 +  . . . +  ап_ х х +  ап

функция даражали купхад дейилади, бунда а0, alt аг, . . . , ап— куп­
хаднинг коэффициентлари, п — даража курсаткичи.

Таъриф. Икки купхаднинг нисбати каср-рационал функция ёки 
рационал каср дейилади:

Р ( к) =  М  - Ьол'т  +  Ьххт ~ 1 +  . . . + 6,м- 1  х-\-Ьт
* Р п (х) a<sxn +  a lxn- ^ + . . . + a n_ l x +  an

Агар га <  л булса, у х °лДа рационал каср mijFpu, агар т  > п бул­
са, у холда рационал каср HOTyFp i каср булади.

R(x) рационал каср нотугри булган холларда касрнинг Qm(x) су- 
ратини Р п(х) махражига одатдагидек булиш нули билан унинг бутун 
цисмини ажратиш керак:
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q(x) булинма ва r(x) колдик купхад булади, бунда г(х) колдщ- 
нинг даражаси Р п(х) булувчининг даражасидан кичикдир.

Qm (х) булинувчи Р п(х) булувчи хамда q(x) булинманинг купайт- 
маси билан г(х) колдикнинг йигиндисига тенг булгани учун

Qm М  = pn(x)q(x) +  r (х)
ёки

9 n l^ ==q{x)+
Р п (X) 1 w  Р „  (X) 

айниятни хосил киламиз, бу ерда q (х) — бутун ^исм деб аталувчи 
купхад, 7 7 *  ̂ тугри каср, чунки г (х) крлди^нннг даражаси Р п(х)нинг

‘ 1 П \Х )  '
даражасидан кичик.

Шундай килиб, нотугри рационал каср булган ^олда ундан q(x)
бутун кисмни ва /  ̂  тугри каср ни ажратиш мумкин. Бинобарин,

f  n W
нотугри рационал касрни интеграллаш купхадни ва тугри рационал 
касрни интеграллашга келгирилади.

1- мисол.  Ушбу
Or*_ЧгЗ 4- 1

R  (*) — |л:1 +  х —  2
нотугри рационал касрдан бутун ^исмини ажратинг.

Е ч и ш .  R(x) рационал каср нотугри каср, чунки” суратнинг да­
ражаси махражнинг даражасидан катта (4 > 2 ) .  Купхадларни булиш 
коидаси буйича суратни махражга буламиз:

2х4 —  Зх3 + 1  I х2 Ч- х — 2

r (x)

2х4 +  2х3 —  4х2 | 2х2 — 5л: +  9
—  эх3 -j- 4л:2 +  1
—  5л:3 —  5л:2 +  Юл:

___ 9л:2 —  10дс4- 1
9л:2+  9 * — 18

—  19л: -J- 19

Шундай килиб,
— 19л: +  19R  (х) = 2х2 — 5х +  9 +  ■
*2 +  л: — 2

ни хосил киламиз. Масала ечилди.
Т а ъ р и ф .  куйидагича касрлар энг содда рационал касрлар де­

йилади:
1. — .

х~- а

П. — -— r ' ( k ^2 2 ва бутун).
(х — О.)"



HI . АхЛ .J l— (махражпинг дискриминанта D <С 0). 
х'-+рх +q

IV .  Ах + В . (s > 2 ва бутун, D •< 0),
( * = + Р * - И )5 v J  ^  '

бу ерда А, В  — бирор хакикий коэффициентлар а, р, q лар хам ха­
кикий сонлар.

Ушбу

Я  (.v) =  О и М  
Рп(х)

тутри рационал касрни караб чи^амиз, бу касрнинг Р п (х) махражи 
(.V — а)\ (.V- -г рх +  дУ

куринишдаги чизикли ва квадрат купайтувчиларга ёйилади, бунда 
(х — а)* куринишдаги купайтувчи k карраликдаги хакикий илдизга 
мос келади, (xr-\-рх-\-qY куринишдаги купайтувчи s карраликдаги 
комплекс-^ущма илдизларга мос келади (дискриминант D <  0):

Рп (х) = а0 (х — Gtj)*1 • (х —  а ,)*2 . . . (х — аг)*г • (х2 +  рхх +  q ^ 1 X
X (х2 +  р2х +  q2) ' . . .  (л:2 -j- pLx +  q,) l. (7.1)

К,уйидаги теорема уринли:
Теорема.  Х,ар кандай

R  до  =  О Л *)_

рационал касрни, бунда Р п(х) нинг махражи (7.1) формула буйича 
купайтувчиларга ажратилган. I, II, I I I ,  IV  турдаги оддий каср- 
ларнинг йигиндиси куринишида ифодалаш мумкин. Бунда'.

а) (7.1) ёйилманинг (х — а) куринишдаги купайтувчисига I тур ­
даги б и тта

А

каср мос келади;
б) (7.1) ёйилманинг (х — а)'! куринишдаги купайтувчисига I ва

I I  турдаги k т а  каср мос келади:
■ ^ l i  , А3 т t Ak

+  ----- Л З Г  +  ;--- гппт +  • • • + :(х — а)* (х — а)* 1 (х — а )* ~ 2 ' ' (л; — а )'
в) (7.1) ёйилманинг (x̂  +  px+ q) куринишдаги купайтувчисига 

I I I  турдаги каср мос келади:
Ах +  В  .

х2 +  px +  q ’

г) (7.1) ёйилманинг (x2 +  px-{-qy куринишдаги купайтувчисига
I I I  ва IV  турдаги s т а  каср мос келади:

, Агх + В г , , Asx +  B s



Тугри рационал касрнинг оддий касрлар йигиидисига ёйилмасида 
А, В  коэффициектларни ани^лаш учун турли хил усуллар мавжуд, 
улардан биттасшш мисолларда тушунтирамиз: сон ^ийматларни урни- 
га к5'йиш усули ва номаълум коэффициентлар усули.

2- мисол.  Ушбу

R{x) = ~ p -
XJ  —  X

рационал касрни оддий касрлар йигиндисига ажратинг.
Е ч и ш .  R (x ) рационал каср тугри каср, чунки суратнинг дара- 

жаси махражнинг даражасидан кичик (1< 3 ). Касрнинг махражини 
купайтувчиларга ажратамиз:

х3 — .v = .V (х1 — 1) =  х (х — 1) (х +  1).
Келтирилган теоремага асосан R(x) касрни оддий касрларга аж- 

ратиш бундай куринишда булиши керак:

R  (.v) = -----— --- = — +  —  + — . (7.2)
X ( х — l ) ( . v —  1) X X —  1 X +  1

А, В, D  коэффипиентларни топиш га киритамиз. (7.2) тенглик- 
нинг унг кисмини умумий махражга келтирамиз ва хосил цилинган 
тенгликнинг иккала кисмида махражни ташлаб юборамиз. Бу амал- 
лар натижаси куйидаги тснгликдан иборат булади:

х 2 ~~ А (х — 1) (лг —(— I ) —J— Вх (х +  1) + Dx (х — 1). (7.3)
х узгарувчига истглган учта хакикий сонли киймат бериб, A, B,[D  

ларга нисбатан учча помаълумли \чта тенглама системасини хосил 
киламиз. Бу системани ечиб, номаълум А, В, D коэффициентларни 
топамиз. Сонли кииматларни урнига куйиш усули ана шундан ибо­
рат. Агар х узгарувчига махражнинг илдизлари киймати кетма-кет 
берилса, янада содда тенгламаларни хосил киламиз, чунки уларда 
хар гал факат битта номаълум А, В  ёки D цолади.

Дакикатан хам, х узгарувчига дастлабки (7.2) каср махражининг 
илдизлари— 0, 1 — 1 кийматларни берамиз. Агар ;с=0 булса, (7.3) дан
2 = А (— 1) ни топамиз, бундан А = — 2. Агар х =  1 булса, 3 =

з
=  £•1(1 +  1) ни топамиз, бундан В  = — .

Агар х — — 1 булса, 1 = D (— 1) (— 1 — 1) булади, бундан 
£>= — .

2
Энди (7.2) тенгликни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

y i .  2 __2 ** *
^ W  = T 7 - T  = —  +д: (л;2 — 1) х 2 ( а — 1) 2 (д: +  1)

3- мисол.  Ушбу
s2 — 3 

х (х — 2)2

рационал касрни оддий касрлар йигиндисига ажратинг.
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Е чиш .  Бу туFpn каср, унинг махражи купайтувчиларга ажратил- 
ган, шунинг учун келтирилган теоремага асосан

х - ^ 3  А_ _ j_  В  , D 
х (х — 2)~ х ' (х — 2)2 ' х — 2

булади. Бу ерда 0 — махражнипг оддий илдизи, 2 сони эса икки 
каррали илдиздир (к =2). Ёйилманинг А, В  ва D коэффициентла- 
рини топиш учун тенгликнинг унг цисмиаи умумий махражга кел- 
тнрамнз ва тенгликнинг иккала кисмидан бир хил махражларни таш- 
лаб юборамиз.

-  3 = А (х — 2)2 +  Вх +  Dx (х — 2). (7.4)
х узгарувчига махражнинг илдизларига тенг ^шшатларни бериб, 

^уйидагини хосил киламиз:
Агар х = 0 булса, (7.4) дан — 3 = Л (0 — 2)2 ни хосил киламиз,

бундан А = ---—;
w 4

агар х = 2 булса, у холда (7.4) дан 1 = 2В га эга буламиз, бун-
D  1 "дан В  =  — .

2
D коэффициентам топиш колади, бироц махражнинг илдизлари 

киймати етишмайди. Шу сабабли уни топиш учун бошка усулдан: 
номаълум коэффициентлар усулидан фойдаланамиз; бу усулга кура
(7.4) айниятнинг чап ва унг кисмларида х узгарувчининг тенг дара- 
жалари олдида тургап коэффициентлар узаро тенглаштирилади. 

Мазкур холда х'2 олдида ги коэффициент ларни таккослаймиз:
1 = А + D, бундан D = 1 — Л = I +  -i-= — .

4 4
Энди берилган касрнинг оддий касрлар йигиндисига ёйилмасикн 

ёзиш мумкин:
х- — 3 __  ̂ ' 4 "

х (х — 2)2 ~  4х 2 ( х — 2)2 ' 4 ( х — 2) '

4- мисол.  Ушбу
х4- 1

(ж + 2 ) (х2- х  +  1)

рапионал касрни оддий касрлар иигиндисига ажратинг.
Е ч и ш .  Бу тутри каср, унинг махражи купайтувчиларга ажра- 

тилган: чизикли (х +  2) ва манфий дискриминантли (D = — 3 <  0) 
квадрат учхад ( а :'2 —  х + 1 )  купайтувчиларга ажратилган. Берилган 
касрни оддий касрлар йигиндисига ажратамиз:

х — 1 А . Вх +  С
( , v + 2) (x 2 —  х +  1) х + 2  ' х2 — х + Г

(7.5)

(7.5) тенгликдак цуйидагини хосил киламиз:
х — 1 = А (х2 — х Л- 1) (Вх С) (х -f" 2). 
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(7.5) касрнинг махражи факат битта х = — 2 хакикий илдизга эга. 
Шунинг учун сонли кийматларни ва номаълум коэффициентларни 
урнига куйиш усулларидпн фойдаланиб, куйидаги тенгламалар систе- 
маеини хосил киламиз ва ундан эса А , В, С коэффициентларни то­
памиз:

2 да 

х-

X

— 3 = 7 А,

О = .4 + В,

бундан А =  — у-,
з

бундан В  =  — А — — ,

1 — — А ~  2В — С, бундан С = 1 +  А — 2 = — -Г- .

Шундай килиб, (7.5) бундай ёзилади: 
л' — 1 3 З х — 2

(.v 2) (х- — х — 1) 7 (х +  2) 7 ( .v2 —  дг -r  I )

S' з - у з и н п т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

!. Кандай рационал каср тугри каср дейилади? 1\андай рационал каср нотугри 
каср дейилади?

2. Нотугри рационал каердан Пут;, и к.ис.ми кандай ажратилади?
3. Кандай рационал касрлар энг содда каср дейилади?
4. Т\три рационал каср оддий касрлар йип1ндисига кандай ажратилади?
5. Номаълум коэффициентлар усул ини мисолда тапсифланг.
6. Сонли цийматларни урнига куйиш усулипи мисолда тавсифланг.

18- §. Энг содда рационал касрларни интеграллаш

I ва II турдаги оддий касрларни интеграллаш жадвал интеграл- 
ларига осон келтирилади:

I .

II.

A ilx  

х  —  п  

' A dx
<х— а)

А d (х — -у.) = A In | х — и. ] +  С.

= А I (х — а) к d(x — а) = А — ^

С.

— к ■
+ с =

( 1— /?)(*— я )*- 1  ' 
I I I  турдаги иитегралларни куриб чи^амиз:

.4 *4 - 6 dx, бунда D = —---д<  0.
.J x3 -|- рх -j- q

Суратда касрнинг махражидан олинган хосилани ажратамиз: 
(х- 4- рх -j- и)’ =  2х -- р.

I I I . Ах -  В
‘ А Ар—  (2 х -г р )--%- +  В

dx =  \ —--- ----- 7------ dx =

2 J  x*+ rx-q  ' 2 1 J

x -  — px  -*-q 

d x
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Интеграллардан биринчиси In \х2 +  рх q { га тенг. Иккинчи ннтег- 
рални ^исоблаш учун махражда тулик; квадратни ажратамиз:

х- -г рх +  q = [ х +  -~j +  q — у ,
п2 п 2

бу ерда q —  —> 0, чунки шартга кура дискриминант D = ---- q<Z0.
4 4

Демак, иккинчи интеграл жадвал интегралига келади. Юкорида ай- 
тилганларни инобатга олиб, куйидагини хосил киламиз:

Г — dx = —  In jx2 + рх +  q\ -fI x*+px+q 2 r 4\

((дd\x+—1 2

= - у  In I x2 +  px +  q\ +

4- IB  — —  • — ---- -arctg ---— “---+ C.
' [ 2 1 /  p* S , рг

V  7 -т I 9— r
Шуни айтиб утиш керакки, агар I I I  турдаги касрни интеграллаш- 

да А =  0 булса, суратда махражнинг хосиласини ажратиш шарт эмас, 
махражда дархол тули^ квадрат ажратиш керак.

1-мисол. Интегрални хисобланг:
/ = f 3* + 8 dx.

J  х2 +  4 t +  8

Е чиш .  Суратда махражнинг хосиласини ажратамиз: (х2 +  4х +  
-1- 8) = 2х -)■ 4.

з ; , з„  -- 2л: — 4 — --■ 4Й 8f  3̂  + 8 , 1 2 ' 1 2 ,/=  --------- dx = I ------------------- dx =
*2 +  4x +  8 | *2 +  4*4-8

L/
3 I ' 2x 4 - 4 , , г. Г dx dx 4- 2 i
2 J  x2 +  4x + 8 J  X2 + 4.v + 8

Биринчи интеграл In \x2 4- 4x 4- 8| га тенг. Иккинчи интегралнинг 
махражида ту лих квадрат ажратамиз:

(х2 +  4х +  8) = (х +  2)2 —  4 +  8 = {х + 2)2 +  22.
Натижада куйидагини хосил циламиз:
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I  =  —  In |л:2 +  4x + 8| +2 Г  d(x + 2) - =
2 1 ' J  (* +  2)2 +  2*

== -y- In | x2 +  4x +  8 1 + arc tg ~ ^ -  +  C.

2-мисол.  Интегрални хисобланг:
dxI = f — JJ A'2 - 6x +  14

Е ч и ш .  Л = 0 булгани учун махражда тули^ квадратни ажра- 
тишдан бошлай.миз:

ж2 — 6х +  14 = (л: — З)2 — 9 +  14 =  (х —  З)2 +  (у  5~)2.
Бундан

, Г d(x — 3) 1 , х — 3 ~1 = ----- -— . ___= ——  - arc ig - - +  L.
J  ( х - 3 ) 2 + ( у  5 ) у  5 5  у  5

Энди IV  турдаги интегрални хисоблаймиз:
(Ах +  B)dx л п  р2 __ _^ !— L—^~, бунда D =  ---- о <  0.J (х2 + рх + q)' 4

Яна суратда х2 + рх +  q учхаднинг хосиласини ажратишдан бош- 
лаймиз:

(х2 + рх + q)' = 2  х +  р.
1 i 1 А  ч „  АрI -- (2х +  р) +  В  — —

1у  ̂ Мл + ДИ* =  2 ( _ _2  dv =
(х2 +  рх +  q)n (х2 +  рх +  q)n fj

i ,'t d ( x +  —  I
A I (2x +  p)dx , I  D Ap ( j  ̂ 2 '

T  D  n i l / .  r,«
_ ^ P \  i \

* 9 I 1 // n \г p*\"
U ' + i i + ’ - т )

Биринчи интеграл дархол хисобланади:
(2х +  p)dxГ (2x +  p)dx Г „

\ (;С2 + рх + „П = J  С*' +  Р* +7) +  РХ +  Ч) =
1

" (1 —  п)(х2 -  рх +  q)n- ] '

Иккинчи интегралга келсак, (.v -f ~-j = t, dx = dt белгилаш ки-

ритиб, 0 < q  — — — а 1 деб уни куйидаги курннишга келтирамиз:
4 *

dt I (г (t2 4- а2) — t -^  _  I Г dt
(t2-\-a-f “  a2 J  С/ 2 +  аг)п a- J  I - a2f ~ l

J _  t'-dt
' с.2 J  ̂-fa2)" '
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Охирги имегралга булаклаб интеграллаш формуласшш куллаймиз: 
, ‘ t dt , „ „ и =  t, dv = ------- деб оламиз, шундай с\нг кукидагини хосил

(/2 4- а-)п '  '
^иламиз:

, и 1 СсНГ-^-а-) 1du = dt, v = -—  12 J  2(1 — n)(/= -М2/1-1'

Шундай килиб, (8.1) формуладаги [охирги интеграл'бундай ёзи- 
лади:

J о ,! _  n){ t2 + а г / Л ‘ +  2(п -  1) '(/= 4  а2)'1-1 •
Агар эндп

(/ =  Г—I  П 1 ,/2
dt

( Г ~ с . Г

деб белгиласак, оддий алмаштпришлардан сунг (8.1) формула ушбу 
к\ришшши олади:

t 2п — 3 ,I  = 21̂1—1 "Г 2 П— 1п 2(п — 1 )a2(t2 а2)л 1 1 2In — 1)а2 

ёки

'-=  2[,— ‘ l>^ ( ,,= + U '—  +  <2» -  3 ) ■  (8-2)

Бу формула буйича /п_ , ни / п_ 2 оркали ифодалаймиз, сунгра / п̂ 2 
ни /,,_3 оркали ифодалаймиз Еа хоказо. Бу [жараён куйидаги интег­
рални хоа;л цилгунимизча давом этади:

I С dt 1 t < Пh  = — ; = —  arc tg'--- 1- С.Jt-4- a- a a

(8.2) формула келтириш ёки рекуррент (кайтувчан) формула дейи­
лади. Бундай номланишига сабаб 1 п дан /п_, га, кейин эса / п_ 2 га 
кайтишга т\три келади ва хоказо.

Шуни айтиб утиш керакки, агар IV  турдаги касрларни интеграл- 
лашда А =  О булса, у холда суратда (х2 +  рх-}- q) учхаддан хосила 
ажратиш керак эмас, балки дархол махражда тулиц квадрат ажра­
тиш керак.

3- мисол.  Интегрални хисобланг:

I  =  Г----— ----- .
J  (х- — .v-f I)2

Е ч и ш .  Учхаддан тулщ квадрат ажратамиз:
1 \2 , , 1 { „  \ \ч , 3



d , ..
V 2

Натижада куйидагини хосил киламиз:

/ =
Л г — ч2 I

Х~~2 I +  4

(
I ' * 3х ---— J = ^алмаштпришш! бажариб ва а ' = —  деб белгилаб,

/ =  1— - ---- =  / ,

ни хосил киламиз. (8.2) формула буйича куйидагиларни топамиз:

+ (2-2-3)/,) =

* ■ /■ 2 1 . 2  2f \ , „  
^ Т Г Т ' ‘ Г Т ! , ~ У " Г Т ” ГС‘» " Г Г )  +  С -

\ * ✓ . 4 J
х узгарувчига кайтнб,

* ' 1  \

/ =  1 , ____ = - l ( .  - ^ rrctgi ^ i ) + cJ  (*■-->:4-1)'- з \ 1 , з ' =» ,-g-
ни хосил киламиз.

4-мисол.  Интегрални хисобланг:
dxI

t ( 1 - .V 2) 3 

Ечи ш .  (8.2) формула буйича топамиз:

/  =  /  з = .3 —  1.11

1 -V
ЫЬ?+‘2' 3-3,/=)-

з / п ) .  ( 8 .3 )
4 (1 -f- л"-2;- 

бунда

, * " м Ь г ( ф + е ' 2 _ з к * ) "

= т ( т т ?  -  J r f j ) -  Т 1' arctg A'j +  С. (8.4)

/2 нинг кийматини (8.4) формуладан (8.3) формулага куйиб, хосил 
^иламиз:

I  =  \ — ——  = -------—  4- —  arc tg х )+  С.
4 ' (1 + х ) 2 1 + ; : 3 ‘ 2 s  У

9- §. Рационал каср функцияларини интеграллаш
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7- § ва 8- § да айтилганлардан
п/,л Qm(x) _  1 I .л | г(х  ̂
т  Рп(*) _  q {Х) +  Рп <*>

нотуррп рационал касрни интеграллаш масаласи q(x) купхадни ин-
теграллашга (унинг интеграл» жадвал интеграли булади), - турри

РП W
ранионал касрни нитеграллашга келтирилади, бу эса аслнда I, II, I I I  
за IV  турдаги касрларнипг интегралларинн топишга келтирилади.

Шундай килиб, ранионал касрни интеграллаш учун куйидагилар 
керак:

1) унинг т\три еки нотурри каср эканини текшириш; акс холда 
(яъни нотугрп каср булганда) олдин бутун кисми ажратилади, шун- 
дан кейин купхад (бутун я|см) ва тугри рационал каср хосил ки- 
линади; -

2) туррп рационал касрни I, II, I I I  ва IV  турдаги энг [оддий 
касрлар йигиндисига 7- § да ифодаланган теоремага муЕофик ажра- 
тиш;

3) ёйилманинг коэффиииентларпии топиш;
4) интеграллашга кнришиш.
1-мисол. Интегрални хисобланг:

Г (л2 j-  3) dx
х (х -  1) (.v 4- 2)

Е ч и ш .  Интеграл остпдаги функция — турри ранионал каср, уни 
I турдаги содда касрлар йигиндисига ажратамиз. Натижада

л-- — 3 ___ А , В _L D
X {х —  1) (х -|- 2) .V ^  1 ‘ -V 4- 2

ни хосил киламиз, бундан
х~ ~г 3 = А (х — ]) (у. — 2) +  Вх (х 2) ~(- Dx (х — 1).

А, В у D коэффициента рни топиш учун кийматларни урнига ^уйиш 
усулидан фойдаланамиз:

3
х = 0 булганда 3 = — 2А, бундан А = ---— ;

и ^ 4х = 1 булганда 4 = 3 В, бундан В  =  — ;
3

д: =  — 2 булганда 7 = 6 D, бундан D  =  — .
” 6

Шундай килиб, куйидагини хосил киламиз:
Р  (x* +  3)dx 3 dx 4 г d (x —  1)

x (.v— l)(*- j- 2 ) 2 I x 3 J  -r— 1
+

7_ Г  d (x± 2) =  _  _3_ j n  . +  _ l ]n |x _ j  | _ | _ Z ] n l x  +  2| +  C .
e J  x-j-2 2 1 1 3 1 6
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2-мисол. Интегрални хисобланг:
I’  (.V3 —  Зх2) dx
L -J  [(.v+ 1 )3 f.v — 2)

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция тугри рационал каср, уни 
I ва II  турдаги содда касрлар иириндненгл ажратамнз:

а’ — 3.vs А , В  , D  , £
(* + 1)3 (.V-2) (л--М.1;| (Л--Т-1)- ' (Л-+1) х — 2 ’

бундан
х3 — Зх2 = .4 (х — 2) -г В  (х — 2) (г 4- I) +  D (х — 2) (х +  1)а +

+  Е (х  +  I )3.
1\ийматларни урнига куйиш ва номаълум коэффициентлар усуллари- 
ни аралаш кулланиб. .4, В, D ва Ё  коэффициентларни топамиз:

х =  — 1 да — 4 = —'3.4, бундан А — — ;
• • 3

4
х =  2 дз — 4 = 27 Е , бундан Е  = — —  ;' 27
х3 лар олдидаги коэффициэнгдан 1 =  D +  Е, бундан D =  1 —

— Е  — —  ■_  27 ’
х" лар олдидаги коэффициентдан — '3 = В  +  3 Е, бундан 

В  = —  3 — 3£ = — В .
9

Шундай ^илиЗ, куйидагини хосил циламнз:

Г (.д:3 —  Зх2) dx __ d (х -г ) _  23_ Г d (x +  1) , 3]_ f  d (x +  I) _
J  (дг+1)3 (.V—2) “  3 J  (Л--1)3 'э j j fo + l)2 1 27 J Л-4-1)3 (.V— 2) 3 J  (л-— I ) 3 9 J f . v - f - l )2 27

4 C d ( x - 2 ) ______2 ( 23 + i . . j n ( ^ + l )31

27 J  .v — 2 3 (.v -j— 1 9 Г-v И- 1) 27

3-мисол.  Интегрални хисобланг:
.V d х

(х —  2)4
+  С.

(,v  +  1) (Л-2 -I- 4 )

Ечи ш .  Интеграл остидаги каср — тутри каср, уни I ва I I I  турда­
ги содда рационал касрлар йш-нндисига ажратамнз:

х __ А . В  х -f- D
( . v - r  1 )(л-2 - Ь 4 )  ~  х  +  1 ' х 2 + 4 ’

бундан
х = А (х2 -f- 4) ~г (Вх (х -j- 1)-

Коэффициентларни тоиишнинг юкорида курсатилган усулларини ара­
лаш цулланиб, А, В  ва D ни топамиз:

292



*  =  —  1

Х“

X

— 1 =5/1, бундан А = ---
5

0 = А +  В, бундан В  = — ;
5

1 = В  +  D, бундан D  =  1 — В  =

Шундай килиб, куйидагига эга буламиз:

С xdx __ 1 Г  d(-v--b 1)

1 (л- +  1)(.^  +  4) " "  5 . ]  х-+  1

—  In IX +  II +  —  Г - ^ -  
5 ' 1 5 J л* +  4

1 4
-  А  ̂ *  то 5 

х2 +  4
dx =

+  - 1' - ^ -
5 J  л2 +  4

-----1п|%+1| +  —  lnU-'2 +  4| +  ^-arctg—  + С .
5 1 1 10 1 5 2

4- м и с о л. Интегрални хисобланг:
л3 +  3.V — 2 dX.

J  (х -  2) (л-2 +  4.V+ 8)2

Е ч и ш .  Интеграл остидаги каср — тугри каср, уни I, I I I  ва IV  
турдаги оддий касрларнинг йигиндисига ажратамиз:

* 3 +  3лг— 2
+

Bx +  D Ex +  F
х — 2 (х2 +  4х +  8)2 л2 +  4х +  8,( * - 2) (*2 + 4 *  +  8)2

бундан:
х3 + Зх — 2 = А (X2 -f 4х +  8)2 +  (Вх +  D) (х — 2) +

+  (Ex +  F ) ( x — 2)(хг -f 4х +  8).
Коэффициентларни аниклашдаги юкоридаги усуллардан фойдаланиб 
ва уларни аралаш кулланиб, А, В, D, Е  Еа F  ни топамиз:

бундан А =  — ;
5

- Z7 3оундан Е  = ---

х — 2 12 = 20 А,

х4 0 = А +  Е,

л'3 1 = 8Л +  F  +  2 Е,
х~ 0 = 3 2  А +  В  +  2 F,
X 3 =  64 А — 2В +  D

л г  1 ̂  .бундан F  = ----
' о

бундан В  — — 14;

Шундай килиб, куйидагшш хссил киламиз:

1-

(.V3 +  За: —  2) dx
(х - 2 ) (х 2- 4 . 8)-

d (х — 2) , ■’  (— ’ 4л — 73) dx
(л- +  4.г +  8)2

1_  f  (Зх -г 13) dx 
2 +  4х +  8

п_з 
5 J х In 1Л- — 2| — Г 7 <2* + -Ц + 45 

J  (-V2 +  4л- +  8)®
dx-
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- L \

, T ( 2 * +  4)+-
3

D

, - 3 „ Г (2.v +  4) dx
\ ----------- - dx = —  In I л* — 21 —-7 ------------
! л:2 -*-4 * +  8 5 1 1 J  (л- -j- Ax +  8)-

. r- i"* dx 3 1 j cy , . • o1 ( [ dx— 4d I ----------------- - In x- +  4.v — 8|---- -----------
J  (.va -r- 4.V- — S)2 10 5 J  ** + 4* + 8

3 i о - 7 , c Г rf (v -f- 2)- - —  In x — 2 -i---------------- 4t> ----5— 1— ------
5 ' ‘ (v2 +  4.v +  8j J  ((.v +  2)2 +  2T-

— - - In '.I'2 -f 4* -f 8| — —  arc tg ̂ -=1 +  C.
10 10 2

Колган
С d f v - 2)

((A- +  2)- — 22)2

интегрални x +  2 = t, a: = 22, n = 2 деб флраз килиб, (8.2) рекур- 
рент формула буйича хисоблаймиз:

, С dr 1 , ^ , 1  , t \/, = -----------= ----- ( — —  J ---- arctg —  .
* J  U2 -г а2)2 2 • 22 Й  +22 2 ь 2 I

Шундай килиб, охирида куйидагига эга буламиз-.

(** + 3 , - 2 , ^  —--2- In '.V — 2! -j- 7
J  (* — 2) (.v-+4.v — 8)2 5 ,v= + 4х + 8

—  —  I — —  +  . J _  a rc tg  i J r J  j ----— in !.v- +  4x +  8 1 —
s \ x- — 4x + 8 2 2 I 10
7 , a---2 , _  3 , 1  (x — 2)2 | , — 45 a- — 34 ----- - arctg---  + С =  —  In ; 11
10 " 2 10 | .v2 +  4.v — 8 ] ' 8 (a2 -r- 4a- +  8)

9,9 ] y* О
— —  arctg —  + C.

80 2

Шундай килиб, биз исталган рационал касрни интеграллаш маса­
ласи оддий касрларни ингеграллашга келтприлишини курдик. Нати- 
жа рационал касрлар, логарифмлар ва арктангенслар билан ифода- 
ланишини акикладик.

У  з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. I ва I I  турдаги содда рационал касрлар кандай интегралланади? Мнсоллар 
келтиринг. ‘

2. I I I  турдаги оддий рационал каср кандай интегралланади3 Мисол келтиринг.
3. IV  турдаги оддий ращпнал касо кзнда1 интегралланади? Мисол келтиринг.

Г dt - '4. | ^7—— — куринишдаги интзгра!ларни тоииш учун рекуррент формула кел-

тнриб чикаринг. Мисол келтиринг.
5. Рационал касрни энг содда каерларга ажратиб,  интеграллаш усулини тав- 

сифданг. Мисол келгнринг.
6 . 2012 —  2016, 2022 — 2525, 2033 —  2040, 2048 —  2052- масалаларни ечинг.
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10-§. Тригонометрии функииялар катнашган ифодаларни
интеграллаш

Фараз кнлайлпк, факат трнгонометрик функцияларга рашюнал 
равишда боглик булган ифода берилган булсин. Уии доим sin л: ва 
cos.г нинг рационал функцняси деб хисоблаш мумкин, чунки хам­
ма трнгонометрик функцияларнн sin .v ва cos .v оркали рационал ра- 
вншда ифодалаш мумкин. Бу ифодани R (sin.v, cos.v) оИНли бел- 
гнланмпз.

Ушбу
( R  (sin.v, cosx)dx

турдаги интегрални

t g - j  = г

урнига хуинш билан доим г узгарувчнлн рационал функциянинг ин- 
тегралига алмаштириш мумкин. Интегрални бундан алмаилнриш 
рациона.гтшпириш дейилади.

.\а к и ка та и.
V>г,т--

sin X =
хi т  tg* —

vi — —
2 1 —  с- 2dz

cos.v = --------- = ----  . x — 2arcto2, dx —----
V 1 Z ~ "  1 —  2 -

1 - - r

ШУШШГ учун

( R  (sin.v, cos.v )dx=  \ R ' ——— , ‘ ~ *— г ~d' = \ R 1(z)dz, 
j  ' J  I — ;- 1 - H 2 J

бунда Ri[z) — г узгарувчпли ранионал функция.

tg - j  =2
урнига куниш R  (sin.v, cos.v) куринншдаги хар кандай функцияни 
интеграллаш га имкон берадн, шумшг учун у универсал тригоно­
метрии алмг.штнрнш дейилади. .Пекин амалнётда бу алмаштириш 
купинча анча мураккаб рационал фупкнпяга олиб келади. Шунинг 
учун баъзан ундан фоидаланмасдап анча содда урнига кунншлардан 
фойдаланнлади.

1) Агар (sin.v. cos.v) функция sin.v га нисбатан ток булса, 
яъни

R  (— sin ,v, cos .v) = — R  (sin x, cos л) 
булса, у холда

z — cos.v. dz = — sin xdx 
урнига куйиш бу функнпшш рацненаллаштиради.

z
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2) Агар R  (sin x, cos л;) функция cos л: га нисбатан tof̂  булса, 
яъни '

R  vsin л:, — cos х) = — R  (sin х, соз х)
булса, у холда

2 = sin .V, dz = cos х dx
урнига ^уйиш бу функцияни рацнонлллаштиради.

3) Агар (sin дг, соз л:) функция sin л: ва cos л: га нисбатан жуфт 
булса, яъни

R  (— sin х, — cos ,y) = R  (sin .v, cos x)
булса, у холда

I , dz z — tg x, dx = ----
1 -f- Z2

урнига купиш бу функцияни рационаллашгиради. Бу ^олда
. о tg-лг г2sm-.r =

cos-* =

1 +  ty2*  1 +  г2'
1 1

1 -j- tg-а- 1 + г 2
1-мисол.  ^шбу

dx
4 sin л- 3 соз дт -j- 5

/ =

интегрални хисобланг.
Е ч и ш .  Универсал tg-^-=z урнига куйишдан фойдаланиб,

ь^уйидагипи хосил киламиз:
4 2 dz j

/ =  1 =  ----- ^ ---- =
\ 2г 1 —  г2 \ 2г2 +  8г +  8
I 4----- + 3 - ------- - 3  I• 1+г2 1+ г2 d

= Г = — — + с = с-----1—
J  (г+2>г г+2 (g — +2'

2
2-мисол .  Ушбу

/ =  Г —
J  1 -f- sin2 х

интегрални хисобланг.
Е чи ш .  Интеграл белгиси остидаги функция sin л: ва cos л; га 

нисбатан жуфт функциядир, шунинг учун tg.v - г урнига куйишни 
бажарамиз. Натижада куйидагнни хосил киламиз:

,п d:

I = \ - I " т  1 + с =
1 +  ------ 1 ' + -   ̂ \ --  +  ?2

V  1 4- г2 «-■ О  2

arctg(j/'2tg.v) + С .
У  2
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3-мисол.  Интегрални хисобланг:

/ =  Г ' in3v - dx
J  2 +  cos x

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция sin л: га нисбатан то^ 
функция, чунки sin* ни — sin л- га алмашгирганда функция ишораси- 
ни узгартиради. Шунинг учун бу ерда

cos.v’= г, sin’.vafx = —[dz
урнига куйиш уринлшпф. Натпжада куйидагини хосил киламиз:

I  __ [’  5i п- л--sin xdx __ i’ — (1 — z-)dz __ Гг2 —  I ^  __
J 2 4- cos x J 2 -f г J  z -f- 2 *

=  Г ( г - 2  + — 1 _ у г =  - ^ - - 2г +  3!п/г +  2 | + С  = ^ -
J  \ Z , - , Z

— 2 cos .v + 3 In I 2 +  cos x [ +  C.
4) Arap /<(sinx, cos.v) функция sinx ва ccsx дгражаларининг 

купайтмаси булса, яъни arap J
j’ sin"* ■ cosmxdx

интегралга эга булсак, у холда т  ва п (бутун сонлар) даражаларга 
безлик холда турли урнига куйншлар уринли булади.

а) Агар п >  0 ва ток булса, у холда
cos .v = г, sin.vrf.v = — dz

урнига куйиш интегрални рашюналлаштиради.
б) Агар т  >  0 Еа  ток булса, у холда

sin х'= z, cos xdx = dz
урнига куйиш хам интегрални рацноналлаштиради.

4-мисол.  Ушбу
f rsin3.v ,I ---- dx

J  С0 34Х
интегрални хисобланг.

Е ч и ш .  cosх = г, sin xdz = — dz урнига хуйиш ёрдамида куйи­
дагини хосил киламиз:

, Г sin2 X ' sin .vrf.v С — (I — z-)dz Г dz, . С dz
‘ “ J ----“ J ------------ 7 ^  “ - J  - ? +  J

Зг11 г “ * 3cos3x‘ cos x
в) Arap иккала n ва tn 'куреаткичлар жуфт ва номанфий булса, 

у холда тригонометриядан маълум булган
. о, ■ 1 — cos2.v •> - l+cos2.vsin-k = -------, соз-.г = |-------i - 2 1 2

даражани пасайтириш формулаларндан фойдаланиб, а), б) ёки яна в) 
холнн хосил киламиз.
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5-mi i  с о л. Ушбу
I  =  fsinKvdx

интегрални хпсооланг.
Е ч и ш .  Даражани пасайтириш формуласинн 1̂ улланамиз:

I  - \ (sin2.t)V/.v= —  | (1 — cos2x')-dx = -j- | (1— 2cos2.v-rcos22x)dx =
C ' r  I,

i / i  ~ о  i  ̂ CO> J.v . I .=  —  j I — 2 cos 2a -J----- -̂-- j dx =  — a"----- sin 2x +
i  i 1 - b 4

+  - 7 sin 4.V — C.
3-

r) Агар rn + n — — 2k < 0 (жуфт, номусбат) булса, у холда 
tgx =  г ёкн г = ctg.v урнига купит интегрални даражали функния- 
ларлпнг интегралларп нипшлиспга слнО келади.

Агар бунда /и <  0 ва п <  0 булса, у холда куйидаги суиъий 
усулки куллаппш мумкин: суратда турган бпрнн 1 = (sin2A- — cos2а-) 5 
билан нфодалаб, рационал фу.чкшшларнн ннтеграллашга келамиз, 
бунда

Г1 г,
—  1 .

6-мпс  о л. Интегрални хнсобланг:
с!.х

I  =  \ r-C.'f.t

Е  ч иш. Бу ерда п = — 3, т  — — гп — п =---- К О ,  5 = 1.
, ,■ sin'-’.V -- CVb2V , У d.< , С C'.'.Vi1х/ — I --------- dx - \ — -------- ------- =

,, 51IIJ-V COS.V t ' M il* COS.V t- S IП Л'

= 2 + I -L{-^2lL  = in I tg.v ,---- -----f  c.
p l h U x  а Mil '.V ' 2s!n2.t

7-мис ол .  Пнтегралнп хисобланг:
, f  >i:Av ,I  = \ --- ax.

J  cose x
Е ч и ш .  Бу ерда n — 2 , a, — —  6 , n -f m — — 4 < 0 .  Куйидаги 

алмаштиршпни кулланамнз:
dzt§.v — г, л' =  arctgc, dx -- —— .

=  tg':A' I ——  I = tg-.v ■ (! 4- tg-.v)2 — 2" (1 +  г2)2.
COS0 A' • С OS* К '

Натижада

/ - i E l l :  dx =  l г2 (1 +  z1)1 ■ —^ \ г2 (1 +  г2) dz =
J  cos6.* J  1 -г г-

= 1 z-dz — \ zhiz =  - -  - t C s s -  tg-lv +  -  tg5x +  C.
J  J  3 у a о
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8-мисол.  Интегрални хисобланг:

/ = | c\gixdx.

т  IT cos4*Е ч и ш .  Бу ерда ctg*.v = --- , шунинг учун ш = 4, п = — 4,
sin4.*

т  +  п = 0. Ушбу

ctgx = 2, л- = arcctg2, "ах = ----
1 +  г2

алмаштиришни кулланнб, куйидагини хссил киламиз:

— 1 ——— = — -— г г +  arcctgs — С = ---- ctg3A- + ctg.v -f- х +  С.
J  1 -р г'- 3 ' 3

9- мисол.  Интегрални хисобланг:
* И у

1 =  \ ----- ■
J  СО >.V

Е чи ш .  Бу ерда п = 0, т  — 6. т  п = — 6 <  0. Урнига [фшш- 
ни кулланамнз:

, „ ! dx ,tg.v = г, соъ'х = —---, ---- - = dz.
l t— г- ccs'-.v

Бундан

/ = f  — ----- = i’u  + z-)-dz\= \ (1 +  2z- +  2J) dz =
J  COS x cos~x t

=  2 -f — 23 +  — 23 + C  = tg.v 4- — tg3X +  — rtg3X +  C.
3 5 3 0 ■

д) Агар даражалардан бнри [нолга тенг, иккинчиси манфий тоц 
сон булса, у холда

универсал урнига куйишни бажарсак, у даражали функцияларнн ин- 
теграллашга олиб келади.

10-мисол.  Интегрални хисобланг:

I  =  \ .
J  sin3 .*

Е ч и ш .  Куйидаги урнига ^уйишдан фойдаланамиз:



Бундан цуйидагини хосил киламиз:
. Л  =  . L \ j i ± j ^ . dx = i  [ f L + l  + z ] d z  =

J  ( 1 + г*) . (2г)» 4 J  *» 4 J  U 3 *

++ — In I г I + -— hC = ---- ctg4 — +  — In
82* 2 ' 1 8 8 2 2

+ j t g* f  + c.
5) Ни^оят, цуйидаги куринишдаги интегралларни караб чнкамиз:

| cosnx-cosrnxdx,
\ sinnx ■ cosmxdx,
\ smnx ■ slnmxdx.

Улар тригонометрии функцияларнииг купайтмасини йитндига алмаш- 
тирувчи маълум формулалар ёрдамида олинади:

cos a cos р = [-  [cos (а +  Р) +  cos (а — Р)], 

sin а cos р = — [sin (а +  Р) +  sin (ot — Р)],

sin а sin Р = у  [cos (а — Р) — cos (а +  Р)].

11-мисол. Интегрални хисобланг:
f sin3x'COs2-r('/.r.

Е ч и ш .  Интеграл белгиси остидаги функцияни йигандига алмаш- 
тирамиз:

1 г 1 1— \ (sin5x +  sin.v) dx = С ---- cos5x---- cos.v.2 J 10 2

ll-§. Баъзи иррационал ифодаларни интеграллаш

Алгебраик иррационалликни уз ичига олган баъзи интегралларни 
узгарувчини тегишлича алмаштиргандан сунг рационал функциялар- 
нинг интегралларига келтириш мумкин.

г I
'k \

П 7 11 k jI I
1) 1 R\x, X X , Х  \ l  dx

с ' '
турдаги интеграл (бунда R  — эркли х узгарувчининг каср даражала- 
рининг рационал функцияси)

х = zs, dx = sz-“ ‘dz
урнига цуйиш ёрдамида рационаллаштирилади, бу ерда s пи п2, . . ., 
tik сонларнинг энг кичик умумий карралисн.
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2) Ушбу

"  1 9 п b \Г n i I ax + b . ' / Й-V !' , fl.v 4 b . я I ,/< \ x, ----- I ------ i , . . ., ------| i axJ  ' \ ’ 1 cx + d > ’ 1 cx + j  ! \ cx-r/r) J

турдаги интеграл (бунда R --— - куряКищдагп каср-чизикли функ- 
циянилг каср даражаларниннг рационал функцняси)

ах --- Ь .--------  =
сх d

урнига цуйиш ёрдамида рационалланинриладн, бу ерда s nlt п2, ■ . ■, 
nk сонларнинг энг кичик умумий карралиси.

1 - м и с о л. Интегрални хисобланг:

/ = \ х • Г д* v dx.
I .v (1 — p x) 

tJ
Е ч и ш .  3 ва 6 сонларнинг >знг кичик умумий карралиси 6 { га 

тенг, шунинг учун
х = г5, dx — 6zh1z, z = v x 

урнига ^уйишни бажарамиз. Натпжада:

/ = б Г <* + *  + * * *  д  6 Г * ± * ± ±  dz = 6 Г ( z>+ —-— ) dz =
' 25 (I -т-2'-) J  1 -г  2“ J  ч 1+2'- '

= 6 г— + 6arctgz + С = ^ 1 х- — 6arctg i х +  С.

2- м и с о л. I [нтегралнн хисобланг:

/ =  1 12л~ 3- dx.
■fix  -  3 + 1

Е ч и ш .  2 ва 3 сонларнинг [энг кичик умумий карралиси 6 га 
тенг, шунинг учун

2х — 3 = г6, dx = 3zhiz, z = у  2х — 3 

алмаштиришни бажарамиз. Натпжада:

J  22 +  1 J  2 +1 J  , г3+1 !

= з ("-у—  +  з— arctgz) +  с  ~  У  ^ (2х—3)7 ~
3 б— ±  У (2х — 3)5 +  у 2 х — 3 — 3 у  2х— 3 +  3arctg у  2х— 3 +  С.
5
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3-мисол.  Интегрални хисобланг:
/■» О О___v
\ —  • 1 — - dx.

(2— дг)2
о_v

Е ч и ш .  ~ - - = ; 3 урнига цуГлинки киритамиз, бундан:
•V

I —• г3 (1 -f- г3)2 1 +  г3

Демак,
/ = Г —2(1 - г 3̂ -г-12г̂ г f *  = 1 _ L (; =

J  16г6 (1 4- г3) 2 2 J  г3 4 г2 '

3) 1/йл2 +  bx+с иррационал ифодага боглик булган бир нечта 
оддий интегралларни караб чикамиз:

а) Ушбу
;• dx

]  ах2 — Ьх -- с
турдаги интегрални квадрат учхад да тулик квадрат ажратгандан сунр 
18 ёки 19-тартибли (3-§) жадвал интеграл га келтириш мумкин.

4-мисол.  Интегрални хисобланг:

I  =  '*
1 У х 3 —  4.V +  8

Е ч и ш .  х2 — Ах — 8 = {х — 2)2 -f 22 учхадда иккихад квадратини 
ажратам!». Жадвал интегрални хосил киламиз:

'dx/ =  | = In 1 (л: —  2) +  У  (х —  2)2 +4 | +  С.
/  У  (х —  2)2 +  4

5-мисол.  Интегрални хисобланг:

/ =  \ ___________ .
J  ]  6 — х2 — 4х

Е чиш .  Квадрат учхад дан иккихад квадратини ажратамиз:
6 — .V2 — 4jc= 10 — (х2 +  4х +  4) =  10 — (х +  2)2. 

Сунгра куйидаги жадвал интегрални хосил киламиз:
г , * dx . х -j- 2 . пI  =  I —  — = arcsin — —  +  С.

} >r i0 -(.v + 2)2 У То
б) Ушбу

■* Лх 4- В



куринишдаги интегрални суратда квадрат учхаднииг хоснласини аж- 
ратгандан кейин

(a.v2 +  Ьх с)' = 2ах +  Ь
иккита интегралга ажрагиш мумкин:

бнри — даражали фуикциядан олинган интеграл; 
иккиичиси— аввалги а) бандда караб чикилган интеграл.
6-мисол.  Ушбу

j _ f М х — 3) dx

. ]  л- — 6л- — 10

интегрални хисобланг.
Е ч и ш .  Суратда илдиз остидаги ифодакинг хосиласини ажрата- 

миз:
(л-2 — 6а +  Ю}' = 2.V — 6.

Бундан куйидагпнп хосил киламиз:
, г 2 (2х — 6) —  3 — 12 . 0 г  (2х -  6) dx
I  = — _ --- ах = 2 _  - -г

J  | А - —  6.V - 1 0  J  У  х- —  6.V 4 -  10

_  9 | d (x  3) _ =  4 -J -л. , _ 6л;+  J 0 4 . 9 i n j . v _ 3 4 . 

V' (.- — З)2 4- 1

4- У х- — 6.Y — 101 4~ С.
в) Ушбу

dx

, (л- — о-.) I ' ах- — Ьх 4 - с
1 .. . . .турдаги интегрални, агар г = ----  урнига куинш амалга оширнлса,

а) бандда караб чикилган интегралга келтириш мумкин.
7-мнсол.  Ушбу пнтегрални хисобланг:

I * dx

J  .1 ]  5 л- —  2 х  -г- 1 
Е ч и ш .  Урнига куйишни бажарамиз:

z =  —  V =  —  dx =  —  —  
л- г г2

Сунгра ушбуни хосил киламиз:

/ =  -  Г ------- СЁ ________ = _  г *
,> —  2 г —  2-

2" ’“ ‘

—  f
I

dz . = С — In \ г — 1 -Ы  5 — 2г 4-г21 =
J  Т (г — 1)г 4- 4

/
С — 1п | — — 1 -г | ' 5 - -  + -L h c - lni — fef j r J L l+ J

X Х “  I | X
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4) Нихоят, 1 ах2 +  bx 4- с иррационал ифодага рационал бог- 
лиц булган янада умумий куршшшдагн интегрални караб чикамиз:

.1 R  (х, ] ах2 +  Ьх 4- с ) dx.
Квадрат учхаддан тулик квадрат ажратгандан сунг

.■•> 1 t . I „  (  ■ Ь -  —  4 i1 C  ах“ 4~ Ьх 4~ £ — о I х -t- — --------- »\ 2а 1 4а

ушбу .Y 4- у-  = г, dx =  dz белгилашни киритиб, дастлабки иитег-
рални а ва (Ь- — Аас) .чинг ншораларига боглик .̂ олда куйидаги ку­
ринишдаги интеграллардач бирини топишга келтириш мумкин:

а) агар а >  О ва Ь- — Аас <С 0 булса, у холда

Г R i (г, У т ” 4- п?г- ) dz,
_  ,  t- — 4<jc „бу ерда п- = a, tn- = --------- >  0;

4а
б) агар а >  О, Ь2— 4ас>0  булса, у холда

['[R2 (г, У n2z- — т 2 ) dz
булади, бу ерда

о „ Ь2 — 4ас п п- =  а, т- ------->• 0;
4 а

в) агар а < 0  ва Ь2— 4ос> 0 булса, у .̂ олда
/ R 3 (z, У т 2 — n2z2 ) dz

булади, бу ерда
, „ ь~ — Аас .п- =  — а, т~ = --------- >  0.

4 а

Бу интеграллар
f R  (sin*!; cost) dt

куринишдаги интегралларга куйидаги урнига куйишлар ёрдамида кел- 
тирилиши мумкин, бу урнига куйишлар тригонометрик урнига цуйиш 
дейилади;

. т  , . , т  dtа) 2 =  — tgt, dz =  — ----- ,
п п cos-t

б) z =  — sect, dz = — -secMgM,
n tx

в) z =  — sirtf, dz=  — cos tdt.
n n

8-мисол.  Интегрални хисобланг: 
г dxI

J  у  (5 4- 2x4- X2)3 
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Е ч и ш .  Квадрат учхаддан тулик квадрат а кратамиз:
5 + 2с + х- = (х +  ]) - 4- 4.

Фараз кнлайлик, 

булсин, у холда
xj+ 1 = 2, dx — dz

1 = (■ d2
J  l-/'(4+22)3

а) куринишдаги ннтегралнн хосил киламиз. Урнига куйишни бажа- 
рамиз:

2 = 2tgt, dz = -Щ г  , 4 +  г 2 = 4 - f 4ig-t ■■ 4
co s2/ COS2/

Шундай ^илиб,

1 = \-----~dt =  — 1 cos tdt =  — sin/ +  С =J 43 J 44
COS6/

1 ■ tg/ - +  С =  ---- -̂----- hC =
 ̂ 1 — /g: t 4"|/_4 +  г2

■t+1 , c =  -v-fl---  + c _

4 K (.v 4 - l )2 +  4 4 ] / * 2 +  2* +  5

9-мисол. Интегрални хисобланг:
1ь=  J У  l —  л2 d * .

Е ч и ш .  в) куринишдаги интеграл га эга буламиз. Ушбу 
.V = sin/, dx - costdt, 1 — .v2 = cos2/ 

урнига куйишни бажарамт. Натижада куйидагини хосил циламиз:]

I  = | cosHdt =  -̂  | (1 +  cos2t) #  = 1  +  1  sin2/ + С =

=  — arcsin.v +  — x У  1 —x2 +  С.
2 2

S' з- у з и н и т е к ш н р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 . f R  (sin.v, cos.v) dx куринишдаги интегралларни топиш усулларини к у рсатинг.
бунда R — рационал функцня. Мисоллар келтиринг.

2- jsin^.v-cosmxdx куринишдаги интегралларни топиш усулларини баён дилинг, 
бу ерда т ,п  —  бутун сонлар. Мисоллар келтиринг.

3. К,унидагн куринишдаги интегралларни топиш усулларини баён дилинг:

Г Г, I П \ П2 " ,

|  R \х, х , х , . .  X dx,
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бунда R  —  рационал функция, т , п — бугун санлар. Мнсоллар калтиринг.

"11
С I ' ах +  Ь\ 1 ' ах — b , к , .

4. R I х, I ----- i ........... | ----- ах кч-ринишдагн интегрални топи iJ  rx-i-d' сх —  d ' '
ЖЖларнии Oaon юпинг. Мнсоллар келтнрпнг.

5. Крл'пиагп курчш пш ги ннтеграгларни толиш усулларинн багн килинг:

;  R (х, 1 ох- —  х — с) dx. \ R  ( .v , 1  а- —  ,v2 ) dx,

) х2 —  1,2) dx, J ^ (А’> 1 а2 +  л'2) dx.

Мнсоллар келтнрпнг.
6. 2090 —  2 i i9, 205S —  2373, 18Э0— 1901- масалаларни ечинг.

12-§. Ани^ интеграл

Аник интеграл — математик анализнниг энг му^им тущунчалари- 
дан биридир. Юзларни, ёйларнннг узунликларини, хажмларни, ищни, 
инерция моментларини ва хоказоларни хисоЗлаш масаласи у билан 
боглик.

[а, Ь] кесмада у = / (х) узлуксиз функция берилган булсин. 1\уйи- 
даги амалларни бажарамиз:

1) [а, Ь\ кесмзни куйндагн ну^талар билан п та кисмга буламиз, 
уларни кисмин интерваллар деб атаймиз:

а = д-0 <  х1 <  д-; <  . . . <  х, - г <  Х[ <  . . . <  хп =  Ь.
2) Kjicmhii нигзрвалллрнпнг узунликларини бундай бзлгилаймиз: 

Дх, = хх—а , Д.г, =  х —л-,, . . Ах,— х{— х._,, . . Д хп=Ь—хп̂ {.
3) Хар бир KiicNtii/r ингервзлнинг ичнда биттадан ихтиёрий нукта 

танлаб оламиз:
bl 1 ? 2’ * ‘ ’’ • • * » •

4) Танланган ну:^тлларда берилган функциянннг кнйматинн * хи- 
соблаймиз: •

/ & ) ,  f ( у , . . ., / (‘  ) , . . . ,  f ( I ) .
5) Функциянинг .хисо'ланган кннматларннинг тегишли кисмин ин- 

тервалшшг узунлигнга купантмаснни тузамнз:
/ Ц )  A x , f u_) \ v-......... f 0.) Д х........... / ( ; „ )  Д V

6) Тузил гаи купайтма ларнл к^шшиз ва Аиггтдшш о билан бел- 
гилаймнз:
*  -  f ( I i)  Д -*i -  f & )  Дл-j-b.. .+ / ( :/ )  Д X: +  . . . + /  Qn) Д Л-„.

а йит |ди i (.v) функция учун [а, у] кесмада тузилган интеграл йн- 
ринди деб аталади. ст интеграл йнгннди ^нзкача бундай ёзилади:

о = ^ С а )\ х 1 .
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I I

-  X

144- шакл.

Интеграл йигиндининг геометрик маъноси равшан; агар / (л:) > О 
булса, у холда о — гсослари Дх,, Дх2, . . Д х., . . ., Ахп ва ба- 
ландликлари мос равишда

булган тугри туртбурчак юзларннинг йипшдисидан иборат (144- 
шакл).

Энди булишлар сони п ни оргтира 'борамиз (п оо) ва бунда 
энг катта ичтервалнинг узунлиги нолга интилади, яъни max Дх -̂э-0 
деб фараз киламиз.

Ушбу таърифни беришимиз мумкин:
Таъриф.  Агар о интеграл йигииди {а, b] кесмани кисмин [х(_ 1Г 

х(] кесмаларга ажратиш усули га ва уларнинг хар биридан £, ну^- 
тани танлаш усулига боялиц булмаидиган чекли сонга интилса, у 
холда шу сон [а, Ь] кесмада / (х) функциядан олинган 'аник ин­
теграл дейилади ва бундай белгиланади:

(«/ (л:) дан х буйича а дан b гача олинган аник; интеграл» деб уки- 
лади.) Бу ерда f (х) —  интеграл остидаги функция, [а; Ь] кесма — ин­
теграллаш оралиш, а ва b сонлар ннтеграллашнинг цуйи ва юкори 
чегараси дейилади.

Шундай килиб, аник интегралкпнг таърифидан ва белгиланишидан 
куйидагича эканини ёзиш мумкин:

/ (с,), / (У ,  . . ., f (Ер......../ ( У

11 fx) dx.
а

Ь п

t
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Аник интегралнинг таърифидан куринаднки, аник; интеграл хамма 
ва^т мавжуд бу авермас экан. Виз кунида аник интегралнинг мав- 
жудлик теоремаснии исботсиз келтирамиз.

Теорема .  Агар f(x) функция [а, Ь] кесмада узлуксиз бфгса, у 
интегралланувчидир, яъни бундай функциянинг аник интегралы 
мавжуддир.

Агар юкоридан у = / (.v) > 0 функциянинг графиги билан, куйи- 
дан Ох уки билан, ён гомонлардан эса х =  а ва х — Ь тугри чизик-
лар билан чегараланган сохани эгри чизикли трапеция дэб атасак,

ь
у холда \ /' (л) dx anni'i интегралнинг геометрик маъноси аник булиб

а
колади: \ (.v) > 0 булганда у шу эгри чизикли трапециянинг юзига 
сон жихатдан тенг булади.

1-изох. Аник иптегралнинг киймати функциянинг куринишига 
ва интеграллаш чегараларига боглик, аммо интеграл остндаги ифода 
харфга боглик эмас. Масалаи:

\ / (-v) dx = Г f (0 dt = \ f (г) dz.
cj а а

2- из ох.'  Аник интегралнинг чегаралари алмаштирилса, инте­
гралнинг ишораси узгаради:

\ f (•'•) dx = — |' / (х) dx.
a b

3-изох. Агар ашг-; интегралнинг чегаралари тенг булса, хар 
кандай функция учун ушЗу тенглнк уринли булади:

£ [ (х) dx = О
а

Хакикатан хам. геометрик нуктаи назардан эгри чизикли трапе­
ция асосининг узунлиги нолга тенг булса, унинг юзи хам нолга тенг 
булиши уз-узидан равшан.

13-§. Аннк интегралнинг асоси! х^ссалари

Аниц интегралнинг хоссаларини исботлашда аник интегралнинг 
таърифи ва лимитларнинг хоссаларидан фойдаланамиз.

1-хосса. Бир нечта функциянинг алгебраик иипщднсининг ашц 
интеграл» цущилувчилар ннтегралларннннг йигиндисига тенг.

Икки кушилувчи булган ход билан чекланамиз:

I [[ (х) ±  Ф (л*)] dx =  I f (х) dx ±  fcp (х) dx.
а а а

И с б от п.

\ [[ (X) ± гр (л-)] dx = lim V  [/ (i.) +  ф  (5.)] А х. =
a max Дл .
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= lim v  f (I.) \ x i +  lim v  ф (с,-) Дл'(- ==
m ax A  x ■ ^  1 f̂ i  max A x .  -+0I i — i i l—i

b t>
=  I / (.V) dx ±  f cp (л) dx.

a a

2-xocca .  Узгармас к\паитуЕчини аник интеграл белгисидан 
ташкарига чпкарнш му> кин: агар k =  const булса, у холда

ь ь _
х \ k-f (х) du =■ k \ / (.t) dx.

а а

Исботи .

\ k-f (.X) dx = lim У  k / (t;.) Д .г,- = k lim v  f (;.) =
О шах Д .v. ^ 0  J- _ 1  гг.ах А ->0 •_]

= /г j / (.y) dx.
а

3-хосса. Агар [а, Ь] кесмада функция уз ишорасини узгартир- 
маса, у холда бу функция аник интегралининг ишораси функция 
ишораси билан бир хил булади, яъни:

а) агар [а, Ь\ кесмада / (х) >  0 булса, у холда

1 / (-*) dx > 0;
а

б) агар [а, Ь] кесмада / (х) ^  0 булса, у >;олда

j’ / (.v) dx < 0,
О

И с б о 'т и .  а) Дх,- >  0, / (.V) >  0 булгани учун 

f (Е,.) > 0 (i = МУ.
Шунинг учун / (с.) Дл',->0, ва демак, ст>0. Бундан

П
lim о = lim v  / ( t .) Д .г.- > 0  (л = max Д xL)

зканини хосил киламиз, чунки номанфий ) згарувчининг лимити хам 
номанфийдир.

Шундай килиб,

| /’(л-) ах > 0
а

ни хосил киламиз. б) хол х\дди шунга ?хш?ш иссотланади.
4-хосса. Агар [а, Ь\ кссх? д̂а икки / (л) ва ф (л) функция

/ (х) > ф (л)
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шартни каноатлантирса, у холда
ъ ь
I' / (a-) dx > \ ф (х) dx.
а а

И сботи .  Шартга кура [  (х) >  ф(х) булгани учун f(x) — ф(л) > О 
булади ва 3-хоссага кура

i if (v) — Ф (х) ] dx>  О
а

ни ёзнш мумкин, бундан
Ь h

/ (х) dx — 1 tp (х) dx >0
а а

экани келиб чикади ва нихоят:
ь ь
' / (у) ах > ' ф (х) dx.
а а

5-хос с а. Агар [а; Ь\ кесма бир неча гугсмга булннса, у холда 
[я, Ь] кесма буйич-л ани:  ̂ интеграл хар бир кием буйича олинган 
аник, пнгеграллар йнгннднсига тенг.

[а, Ь) кесма икки кисмга буличган хол билангина чекланамиз, 
яъни агар а < с < Ь  булса, у холда

с Ъ
\ ! (X) dx =  f ! (A-) dx -ь I / (.v) dx.

а а с
И сботи .  Интеграл йигиндининг лимити [а\ Ь\ кесмани булак- 

ларга булнш усулига бо'лнк булмагани учуй х = с нуктани булнниш 
нукталари каторига киритамиз. [а; Ь] кесмадаги хамма интеграл 
йигиндинн иккнта йигнидига: [я, с] ва [с, b] кесма га мос йипшдига 
буламиз. У холда

[ = 1  а с

Бу тенгликда A = maxA.v.-+0 лимитна утиэ, куйидагини хосил 
киламиз;

Ь с Ь

\ I tv) dx = \ f (л-) dx — i f (л-) dx.
а а с

с нукта [а\ b] кесма таш^арисида ёгганда .\ам формула тугри булиб 
коладн.

б-хосса. Агар т  ва .И сонлар f (х) функциянинг [я, Ь\ кесмада 
энг кичик ва энг кат га киймати булса, у холда

ъ
т  ф — о) < 1 / (х) dx <  Л-I ф — а).
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т  < / (л ) < Л1
экаин келиб чикадн. 4-хоссага 
асосан куйидагига эга буламиз:

0 Ь Ь

1 tndx < \' f (  \')dx < i Max.
a a d ___ L

(13.1)
Бирок

Исбот н .  Шартга кура . л

145- шакл.
b b n
tmdx = in I dx = m lim V A . v .  = ;п ф — ,).

•' *4J 1a a i=\
:> i\) n
\ Max = .11 ' dx — M  Sim V  A.v. = M 9 — a)

a a ;=]

бхлганн учун (13.1) тенгсизлик

ш (b — a) | / (,v! dx <  .1/ (ft — a)
a

кТринишии слали (145-шакл). Бу хосса ани^ питсгрални Сахолаш 
хакидаги теорема дейилади.

14-§. Уртача киймат .хакидаги теорема

п та йг, а2, . . . , а„ сонлар берилган булса, бу сонллршшг урта 
арифметик кпйматн деб

п
ссига айтплади.

Энди [а, Ь\ кесмада узлуксиз у —}(х) функциями карайлпк. Унш г 
шу кесмадаги уртача кийматини топамиз. Бунииг учуй кесмани

хо = ^  -Vi- -v2..........-й-v  xr • ■ • - -v, '-=b
нукталар билан n та тенг киемга буламиз. Хар бир булакнинг узун- 
лигп

Ь — л . . . . .  I_ _  = Хх — а =Д'; - ч  = • • • = = . . .==
ёки

= Л Ху = Л х = . . .  = А х, — . . . — А V 
л '

га тенг. лар Ci:p булакнкнг ичида бттадап Hvfija сламиз:
?i 6 Д л-i, ?2 с А л*2, . . .  , 6 А л,- , • ■ , f,,cA
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Бу ну^таларда берилган f(x) функциянинг цийматларини хисоб­
лаб куйидаги а та [ушматни хосил циламиз:

f & h  / & ) ........../(?,). ■ • • ,
Бу кийматларнинг у рта арифметик кийматини хисоблаймиз ва уни 
[а, b] кесмада f (х) функциянинг уртача киймати деб атаймиз:

t _  f ^ i) + f -f . •. +/(£,-) . . .  + f a n )
1 УРТ. n ‘

Бу формуланинг унг кисмини (b— а) катталикка купайтирамиз 
ва буламиз, бундан:

f,pT = г 1 - I / (Si) —  + f (%) —  + . . . +
-ч  • Ь — а'  п п

еки

/ урт — г (/ U i) А х1 -f / (;2) Д х2 +  . . .  +* н Ь — 'I

+  / (?;) А *£ + ■ • • + /  (1„) А Хп).

Буни кис^ача бундай ёзнш мумкин:

' m . - r h S ' O M V
1 = 1

Демак [а, 6] кесмада / (.у) функция учун интеграл йипшдисини 
хосил киламиз. Энди п -оо [да X = maxA.v. -О булгандаги ли- 
митга утамиз, бундан

п
П т / ург = Пш  \ \ f ( i ) A x i ■ —-

о *1 • ?.-о b — а1=1
еки

а .
а

Бинобарин, [а; 6] кесмада функциянинг уртача цийматн шу кес­
мада бу функциянинг аник ннтегралини кесма узунлигнга булинга- 
нига тенг. Куйидаги теоремани небо г килайлик.

У р т а ч а  к и и м а т х а к и д а г и теорем а .  Агар f (х) функция 
\а\ Ь] кесмада узлуксиз булса, бу кесманинг ичида шундай х = с 
нукта топиладики, бу нуктада функциянинг киймати унинг шу 
кесмадаги уртача кийматига тенг булади, яъни f (с) = f „рт .

И с бо ти .  Фараз килайлик т  па .VI сонлар [  [х) узлуксиз функ­
циянинг [а, Ь\ кесмадаги энг кичик ва энг катта ^илмати булсин.
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Аник интегрални бахолаш ^а^идаги хоссага кура цуйидаги ^уш 
тенгсизлик т>три:

ь
т (Ь  —  а) < | /(,v)dx г^М(Ь  — а).

а

Тенгсизлнкнинг хамма кисмларини Ь — а > 0  га буламиз, нати- 
жада

ь
т  < —— \ f (x )d x ^ M  (14.1)

Ъ —  а , i
а

ни хосил киламиз. Ушбу
ъ

(.I = — — I f (.v) dx
о — а J  

а

белгилашни киритиб, (14.1) куш теигспзликни канта ёзамиз:
m < ,и < М.

f(x) функция [ г, />] кесмада узлуксиз булгани учун у т  ва /И ора­
сидаги хамма оралик киймагларни кабул килади. Демак, бирор 
.г = с кийматда

[I = / (с)
булади, яъии

ь
f(c) = ~ - \ r ( x )d x  (14.2)

Ь — а :■

еки
/ М = / ,  РТ..

Теорема исбот булди.
(14.2) формулани бундай узгартпрпб ёзнш мумкин: 

ь
f / (л:) dx =  /' (с) (b — а)

еки
ь
| f{x)dx = L pT • (Ь — о)

Уртача кинмат хакидаги теоре- 
ыанинг геометрик маъноси куйи-
дагнча: юкоридан /(.v) интеграл- | у---' ■ _
ости функциянинг графиги билан | ‘‘ —
чегараланган ф — а) асосли эгри j 
чизикли трапециянннг юзи ушан- ' ; т -' = »>>
дай асосли ва баландлиги функ-
циянинг уртача кииматига тенг ~э ~ с ь
турри гуртбурчакнинг юзига тенг- i
дош (146-шакл). 146-шакл.
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1. Берилган кесмада берилган функшшнпиг аннк пите i ради деб нимага айтила- 
ди?

2. Ailin'; интегралшшг мавжудлик теоремасн ниуплан иборат?
3. А т ,к  интегралшшг геометрии чаъп :си кандЙР?
4. Аник интегралшшг энг содда хоссаларшш пфодаланг ва исботланг.
о. Аник интеграл нш -раешшнг саклппишп лоссасн нималан иборат?
6. Аник нптетрални ба'еелаш хакидаги тсрсманн шриаланг ка исботланг. Унинг 

геометрии маышсп ипмадан i:6‘. рш?
7. Функциянинг кесмадаги \р;ача :-;иГкм;г.и иимг.?
8. $'ртача кш Ъш  хакпда.1 и гу ре мани иаодалапг са исботланг. Унинг геометрии 

маъпсси ннмадан DghpaT?
9. 2296— 2300, 232-', 232?. 2326, 2 ,27- маеалаларнп ечииг.

15-§. Интегралнннг юкори чегараси буйича хосила

Агар аник интегралла шпеграллгшшшг i'vVV:ii чегараси а ни 
та'ин килиб белгиланса га км;ори чегараси .v эса узгарувчи булса, 
у .\олда интегралнинг кин .мал и зам х узгарувчпишг фуикниясп бу­
лади. Бу функцияни Ф  (::) бплап Селгнлакмиз:

Ф(д) = 1 Л, х Ц а . •>!-

Т е о р е м а .  Л:ар i (/) функция I — х нунп оси услуксиз булса, 
у холда Ф(.\) функциянинг ,у at.юс и ишгегго.испт функцияси- 
нинг юкори чесарадосн кийхитии п.енг, яъни

! \ / (./) cit I = / i.v) ег и ф - (.V) = / (лг).

И с б о т и .  .V аргумеи.тга A.v орттирма ОЧрамиз ва куйндагшш хо- 
вил киламиз:

х-'Г А х  х  -V—  ii .v

Ф  ( .V  - г  А .V) =  ' /  { / )  dt -  1 / ( ! )  c'U - г  1 / ( / )  i lt .
и а х

Ф  (х) функпиянинг орттирмаси кунндагпга тенг булади (147-шакл);
х+л-

д ф = CD {х Ю д л) _  Ф  (л) =  I I(i)d t. (15.1)

Уртача ки ш тт хакидаги теоре- 
маии (14- §) ( 15.1) интегралга кул-
ланмнз,

Л Ф  — /’ (с) А .V, (15.2)
бунда с нукта ,v ва х -р А х лар 
оряснда жскшшгаи.

(15.2) теигликиинг унг ва чап 
кнсмларини A.v ра буламиз:

—  = / W.х

з- у з ii н и т е к ш и р п ш у ч у н  с а в о л л а р

Ук
Х‘

г \ У  4

147- шакл.
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lim = lim [(с)
Дл^С Д X Ал—>о

ни хосил киламиз, бирок

lim =  Ф'(л'), lim f{c) = f (х),
Д.1-»0 Л  .V Дл-*0

чунки А х ^-0 булганда с-*-х ва / (/) функция г = я  да узлуксиз. 
Шундай килиб,

* '
Ф ' (л ' )=/Ч*)  ёки | \ f(l)d t j =/(.v).

а
Теоремадан Ф (х ) функция f (х) иинг бошлангич функцияси экани 

келио чикади, чунки Ф ' (,v) ==/(.v).

16-§. Аниц интеграл хисобнинг асосий формуласи

(Ньютон — Лейбниц формуласи)

Аник интегралларнн интеграл йнгнндииннг лимитп сифатида бево- 
сита хисоСДаш куп холларда :-аЛа кинин, узок, хнсоблашларни та- 
лаб килади ва амалда жуда кам кулланилади. Ннтегралларни то­
ппш формуласи Ньютон — Лейбниц теоремасн билан берилади.

Теорем а .  Агар Fix) функция f (х) функциянинг [а; Ь\ кесмп-

даги бошлангич функцияси бЙ а/, у холда \ f(x)dx * ник инте-
а

грал бошлангич функциянинг интгграллаш опалигидаги орттир- 
масига тенг, яъни

ь
\ f (к) dx =F (b )  — F  (а). (16.1)

il
(16.1) тенглнк аник ннтегралнн хисоблашнинг асосий формуласи 

(Ньютон — Лейбниц формуласи) дейилади.
Исботи .  Теорема шартига кура F  (х) функция f (х) иинг бирор

бошлангич функциясндпр. Лекнн 15-§ га кура Ф(.г )=  \f(t)dt
а

функция хам f\x) функция учун бошланшч фумкциядир, чунки

Ф'(х)  = !(х).

1-§ дан маълумки, берилган функциянинг иккита исталган бош­
лангич функциялари бир- бнрндан узгармас С кушилувчига фарц ки­
лади, яъни

Ф(Л-) =  F(x) +  C.

кейин Ах->0 булгандт лимит га утпб, ушбу
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| f(t)dt = F(x ) +  C.
а

С ни тегншлича танлаганда .г нинг хамма кийматларида тугри 
булган айниятни хосил кнлдик. С узгармас микдорни аниклаш учун 
бу тенгликда х =  а деб оламнз:

а
\ f(t)d t = F (a ) +  C.

а
а

Бирок \ f(t)dt = 0, шунинг учун F  (а) +  С = 0 тенгламага эга була-
а

миз, бундан С —— F  (а) эканини топамиз. Демак,
X
\ j { t )d t= F (x )  —  F{a).

а

Энди х — b десак, Ньютон — Лейбниц формуласини хосил цила- 
миз:

ь
('/(0 d t = F (b ) -  F  (а)

а

ёки интеграл узгарувчисинпнг белгиланишини х га алмаштириб,
ь
[ / (х) dx = F  (b) — F  (а)

а

ни хосил киламиз. Агар]

F (b ) - F ( a )  = F(x)\
а

белгилаш кнритилса, охирги формулани бундай кайта ёзиш мумкик* 
ъ ь
\ / (.y) dx = F  (х) j = F (b ) — F  (a).

a a
b

F(x) | белги куш урнига купиш бел: иен дейилади.
а

Шундай килиб, аник интегрални бевосита интеграл йнпшди ли­
мити сифатида эмас, балки Ньютон — Лейбниц формуласи буйича 
хисоблаш мумкин. Бунинг учун аввал интеграл остидаги функцияиинг 
бошлангич функциясинн топиш керак, кейин эса интеграллаш интер- 
валида унинг орттирмасини хисоблаш керак.

1-мисол. Интегрални хнеоблаы:
ZI

\ cos.v dx.
о

Шунннг учун, бундай ёзиш мумкин:
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я л
Е чи ш .  | cos .vdx =  sin х j = sin л — s in 0 = 0.

6 о
2-мисол. Пнтегрални хисобланг:

I
I ’ dx
J  1+ *а

Е ч и ш .  | dx г = arc tgх | = arc tg 1— arctgO = -̂ --
0 1 0

3-мисол. Интегрални хисобланг:
i Г
i’ .г dx

1 1 .v3I J
I “  IS

xdx I d ( l+ . v 2)„  . .юл i i u i -t- л - ,  , , ,Е ч и ш .  \ —  = —  — - - = I 1 +  .v-
1 I f  A- 2 _  ■) 1 +  Л-

i *

I 313 13
=  ] Л Г - ] Т  = l.

17-§. Ани^ интегралда узгаруачини алмаштириш

1 / (•''•') d.X
а

интеграл берилган булсин, бунда f (х) [а, b] кесмада узлуксиз функ­
ция. х =  ф (t) деб олиб, узгарувчшш алмаштнрамиз, бунда ф (t) 
функция [а, Р] кесмада узлуксиз, ф' (f) хосила хам бу кесмада уз­
луксиз булсин. Фараз килайлик, л'=ф(/) функция а ва {3 ни мос ра- 
вишда а ва b га утказади, яъни

Ф (ос) = а, ф(р) = &.

Бу шартлар бажарнлганда
ь р
f / (х) dx =  | /  (ф (0) ф' (0 dt (17.1)

а а
формула уринли булади.

Хацицатан хам, агар F  (х) функция f (х) нинг бошлангич функ­
цияси булса, у ^олда Р(ф(/)) функция /(ф(О)ф' (0 функция учун 
бошланшч функция булади (бу 5-§ да исботланган эди). (17.1) фор- 
мулаиинг унг ва чап кисмларига Ньютон — Лейбниц формуласини 
цуллаймиз:

ь ъ
f / {х) dx =  F  (х) | = F  (b) — F  (а);
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1 f (ф (0) ф' (0  d t = F  (Ф (0 ) i =  F  (ф (P )) —  F  (ф (a )) — F  (b) —  F  (a).
. 1a a

\осил булган ифодаларнпнг унг кисмлари узаро тенг, демак, 
чап томонлари хам тенг.

Аник интегрални (17.1) формула буйича хисоблашда янги узга- 
рувчидан эски узгарувчига кайтпш керак эмас, балки янги узгарув­
чининг чегараларини кейинги бошлангич функиияга куйиш керак.

1-мисол.  ИнтеграTHi! хисобланг:
8

1 .v dx

х ~  1

Е ч и ш .  х I =  t- формула буйича узгарувчпки алмаштирамиз, 
бундан:

х = t'1 — 1 ва dx = 2 tdt.
Интеграллашнинг янги чегараларини аниклаймиз: 

х = 3 булганда t =  2, 
х =  8 булганда t =  3.

S 3  з
х clx .

t ' ' \ 3
9 — 32
"  ' 3 / 3

2-мисол. Интегрални хисобланг:
l  
\~У 1 — x2 dx.

о
Е ч и ш .  x = s i n 2l деб алмаштирсак,

dx — cos tdt, 1 — x- =  cos21 
булади. Янги интеграллаш чегараларини аниклаймиз:

х =  0 булганда t = 0,

х = 1 б\’лгакда t =  ■— .* 2
I я_

| ]/ 1—х- dx =  f  cos- td t=  (  (1 -f-cos2 /)rf/= 
о о о

я
sin 2 i1 \ 2

_  2 1 ' 2 In 4
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18-§. Аник интегрални булаклаб интеграллаш

Фараз килайлнк, и(х) ва v(x) функциялар [а; Ь] кесмада диф­
ференциалланувчи функциялар булсин. Уларнинг купайтмасини туза­
миз ва ^осиласшш ^исоблаимнз.

(uv)' = u v  -f- vu,

тенгликнинг иккала кпсмпни а дан b гача ннтэграллаймиз:
ь ь ь
| (in')' dx = \ uvdx  +  ( v'tidx. (18.1)

а а а

ь, ,/, , ,
\ (uv) dx = uv | , и dx = du, v dx = dv J  la ’ ’

a

булгани учун (18.1) тенглнкни бундай ёзиш мумкин:
, ь ъ

j /; »
UV =  I udu +  \ lid V.•<1 J

a a

Бундай
b b b
j udv — uv j — \ vd  u. (18.2)

a a a

Бу формула аник интегрални Щлаклао интеграллаш формуласи 
дейилади.

1-мисол. Интегрални хнсобланг:

----Ахе ах.

Е ч и ш .  и = х, dv = с х—dx деб олайлик. Бундан du = dx, v 
=  Г e- *dx = -- \ c~x d (—  x) = — e“ A•
(18.2) формула буйича цуйидагига эга буламиз:

1 —х i —а! , f* —д , —1 —л ‘ —Iхе ах = — хе : -г \ с ах = — е — с i_ = — е —О . ;0о о

2-мисол. Интегрални хнсобланг:
1

о
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Е чи ш .
и =  arctgx,

arc igxdx — ^x,
dx

=  .varctg.v —
v =  x

x dx
! -j- .V2

= arc tg 1----In ! 1 -г- x~\ -  — —  ln2.
4 2

У  з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Аник интегралнинг юкори узгарувчн чегараси буйича хосиласи нимага тенг? 
Тегишли теоремами исботланг. '

2. Ньютон —  Лейбниц формуласинн ёзинг ва исботланг. .Мнсоллар келтирянг.
3. Аник ннтегралда булаклаб интеграллаш усули нимадан иборат? Мисоллар 

келтиринг.
4. Аниц интегралда узгарувчини алмаштириш усули нимадан иборат? Мисоллар 

келтиринг.
5. 2231 — 2268, 2275 —  2295- масалаларни ечннг.

1̂  §. Аниц интегралларни такрибий ^исоблаш]

^ар цандай узлуксиз функция учун хам унинг бошлангич функ­
цияси чекли элементар функциядан иборат булавермайди. Бу каби 
аниц интегралларни Ньютон — Лейбниц формуласидан фойдаланиб 
хисоблаб булмайди. Бундай холларда такрибий хисоблаш усуллари- 
дан фойдаланилади. Аниц интегралнинг интеграл йигиндининг лими­
та сифатидаги таърифидан ва аник интегралнинг геометрик маъноси- 
дан келиб чикиб бир нечта усулни баён киламиз.

1. Туяри туртбурчаклар формуласи. Фараз цилайлик, y = f{x) 
функция [а; Ь] кесмада узлуксиз булсин. Ушбу

\f(x)dx
а

аниц пнтегрални ^исоблаш талаб ^илинади. [а; Ъ] кесмани
а = х0, хъ х2, . . . ,  х{, . . . , хп = b

нукталар билан п та тенг кисмга буламиз.
Хар бир булакнинг узунлиги

. Ь —  аД х = ----п
булиши ашщ.

/ (х) функциянинг х0, хи х2, . . . ,  х., , , 
цийматини

У О’ У1’ У2> • ■ ■ > У[1 • • • > Уп 
билан белгилаймиз ва цуйидагини хосил циламиз:
Уо = f (*<>). Уу = f (xi)> Уа = f (x j ,  . . . , yL = f(x i),

х нуцталардаги

• У п = }(хп)-
320
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К у̂йидаги йигиндини тузамиз:
л*— 1

уп А х+ 1h Ах +  у2 A .v +  . . .  -г yt Ах -'г . . . +  Уп_ х А х = V  у.. Д
1=0

п
y t Ax +  y2A x  +  . . .  + у{ А х -Ь . . .  +  уп А -V = V  у. Д

/= 1
Бу йигиндилардан хар бири [а; 6] кесмада f (х) функциянинг инте­
грал йип-шдиси булиши равшан на шунинг учун та^рибан интеграл­
ни ифодалайди: 

и
Ь — af (х) dx ( У «  +  У \  +  • • • +  Hi +  ■ ■ • +  Уп - 1) =

i f(x)dx :

n—1

s
1 = 0

b — a
(fh +  У2 *r

i/r

+  iJi +

(19.1)

Уп) =

b — a V
i-i

у,- (19.2)

Виз анпк интегрални такрибий хисоблашнинг тугри туртбурчак 
форму ласина хосил цилдик.

Агар /(*):> 0 ва /(х) усувчи булса, у холда (19.1) формула 
«нчки» тутри туртбурчаклардан тузилган погонали фигуранинг юзи- 
ни ифодалайди, (19.2) формула эса «ташки» тутри туртбурчаклардан 
тузилган погонали фигуранинг юзини ифодалайди (148-шакл).

Тугри туртбурчаклар формуласи буйича интегрални такрибий .хи­
соблашда йул куйиладиган хато булишлар сони п канча катта бул-

'I-  д Ь —  аса, шуича кам булади, яъни Д х = ----" ‘ п
чик булса, шуича кам бу­
лади. Т\три туртбурчаклар У 
формуласининг абсолют ха- 
тосп (исботлаш мумкин)

(6—а\-

булиниш кадами канча ки-

(19.3)

дан катта эмас, бу ерда 7W, 
|/' (х)\ нинг [а, Ь] кесмадаги 
энг катта киймати.

2. Трапециялар форму­
ласи. [я, b] кесмаии булиш- 
ни аввалгидек колднрл-

21—2478
148- шакл.

3?!

ь а

4 п



149- шакл.

миз, лекин Ал: хусусий ннтервалга мос келувчи у = f (х) чизикнинг 
хар бир ёйинп бу ёйнинг четки нукталарини туташтирувчи ватар би­
лан алмаштирамиз. Бу берилган эгри чизицли трапециянинг п та 
тугри чизикли трапецнялар юзларшшнг йигиндиси билан алмашти- 
рилганини билдиради (149-шакл).

Бундай фигуранииг юзи эгри чизикли трапециянинг юзини тутри 
туртбурчаклардан тузилган погонали фигуранинг юзига Караганда 
анча аник ифодалашн геометрик жихатдан равшандир.

Хусусий интервалда ясалган хар бир трапециянинг юзи шу ин- 
тервалда ясалган тегишли тугри туртбурчакларнинг юзлари йипшди- 
синннг ярмига тенг булгани учун бу юзларнн кушиб, 

ь
/ (х) dx « ---- | —'-L -j- У\ + У о +  • . . +  tJi + . . .+

+ //„_ 1) (19.4)
ни хосил киламиз. Бу трапециялар формуласидир.

. b —  ап сопи капча катта булса ва а х  = ----  булшгнш радами а̂н-
' п

чалик кичик булса, (19.4) формуланинг унг кисмида ёзилгаи иигипди 
интегралнинг кийматини шунча катта аниклик билан беради.

Тугри туртбурчаклар формуласи холидаги каби трапециялар фор- 
муласининг абсолют хатоси

М г (Ь~ а)3- (19.5)
2 12 n2 v '

дан кдтта э.маслигини исботлаш мумкин, бунда М 2 \f" (jc)j нинг [а, Ь] 
кесмадаги энг катта киймати.

3. Симпсон формуласи. Бу формула 1 ва 2-бандда курилган 
формулаларга Караганда янада аник натижаларга олиб келади. [а, b]



150- шакл.

кесмани п = 2 т  та жуфт 
ми^дордагн тенг кисмларга 
буламиз. Учта нукта ола­
миз: (*0; уп), (Xt\ у,), (х2\ уJ  
ва бу нукталар оркали па­
рабола утказамиз:

у = Ах2 -j- Вх -j- С, 
бу парабола билан у = / (х) 
функциянинг [хр, х2] кесма­
да ги графигини алмаштнра- 
миз. Худди шунга ухшаш 
.'/ — / W  функциянинг гра- 
фнгп [л.,, х4], [х4, хв] ва 
бошка кесмаларда узгарти- 
риладн. Шундай килиб бе- 
рнлган // — f (х) эгри чизик, 
билан чегараланган эгри чи­
зикли трапециянинг юзини 
бу кесмаларда параболалар 
билан чегараланган эгри чи­
зикли трапециялар юзлари- 
нинг нигиндиси билан ал- 
маштирамиз (150- шакл).

Бундан эгри чизикли 
трапециялар параболик тра­
пециялар дейилади.

Парабола тенгламасинпнг А, В, С коэффициент лари параболанинг 
берплган учта нуктадан утиши шартидан аникланади. Хисоблашлар- 
нинг кулай булиши учун координаталар бошини укларшшг йунали- 
шини узгартирмасдан [.v0, .г2] кесманинг ургасига жойлаштнрамиз 
(151- шакл).

А, В, С коэффициентларни параболанинг
(— Л; у0)> (°; У\)> (Л; у 2)

иукталаридан утишн шартидан топамиз, бу ерда
, . Ь —  a h —  а
h = Д Л' = ----- = -----,

п 2 т

уп = Ahz — Bh +  С,
У\ = с, 

у2 — Ah~ -f- Bh -)- С.
Бу тенгламалар системасини ечиб, аннклаймиз:

А = ±2 л2 (г/0 — 2//! +  Уг), С = уи В  =  {у2 — у0)
2/1

Энди параболик трапециянинг 5 
аншулаймиз:

юзини аник, интеграл ердамида
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S i = f  {Ax* +  Bx + C) dx = fA — + В  £- + Cx) 
J  \ 3 2

* и
= -|(2ЛЛ2+ 6С).

А ва С нинг топилган кийматларини урнига куйиб, куйидагини 
хосил киламиз:

~  — (//0 +  4//i +  У 2)- 

Худдн шунга ухшаш цуйидагиларни топиш мумкин:

S* — у  (!!2 +  4//;) +  У4).

= — (у4 + 4у5 +  Ус),

^ 2т  —  2  (-^2m«.2 Ь  ^ У 2т —1 У 2 т )"

Параболик трапецияларнинг юзларини куши б, изланаётган инге-
гралнинг такрибий кийматини берувчи ифодани хосил циламиз: 

ь
I f (х) dx ж  — (у0 +  у2т  +  4 (ух +  у3 +  . . . +  у2т_х) +
a

+  2  ( у 2 +  U i  ~ г  • • ■ +  У-2т  — 2>)< 

бунда
/ Л — ап =  А  л: = ----- .

2т
Шундай килиб, интегрални такрибий хисоблашнинг Симпсон фор­

муласи (параболик трапециялар формуласи) бундай куринишни олади
ь
I I (х) dx ~  —-—  (//„ +  у2„, +  4 Q/j +  у3 +  • • • 4- y2m-i) +
J  Ьт
a

+ 2 (у2 +  у., +  . . . +  У2т—г))- (19.6)
Агар / (х) функция [а; 6] кесмада туртинчи тартибли узлуксиз >;о- 

силага эга булса, у холда Симпсон формуласининг абсолют хатоси
М  (Ь - й р  ( 19. 7)

4 2880п4

дан катта булмайди, бу ерда M i |/1У (х)| нинг [а, Ь] кесмадаги 
энг катта циймати.

п4 катталик п2 га Караганда тезрок; усгани учун (19.6) Симпсон 
формуласининг хатолиги п ортиши билан (19.5) трапециялар фор­
муласи хатоликларига Караганда анча тез камаяди. Симпсон фор­
муласининг трапециялар формуласига Караганда каттароц аницлик 
билан олишга имкон бериши шу билан тушунтирилади.
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М и с о  л. Ушбу

dx

интегралшшг такрибий кийматини тутри туртбурчаклар, трапециялар 
ва Симпсон формулалари буйича топинг.

Е ч и ш .  Аввал берилган интегралшш г аник кийматини Ныотон— 
Лейбниц формуласи буйича хисоблаймиз:

1
Г —  = 1 п | М - л - | 1  =  1п2да0,69315.
J 1 +  -v !о
о

[0,1] кесмани
х 0 =  0, Хх =  0,1, Хп =  0,2, по =  1

нукталар билаи унта тенг кисмга буламиз. Бу нукталарда f(x)
1 -J- х

функциянннг цийматинн хисоблаймиз. 1\уйидаги жадвални тузамиз:

i 0 1 2 3 4 j 5 6 7 8 9 10

Xi 0 0,1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 3 0 , 6 0 , 7 0 , 8 0 , 9 1

\)i I , oooojo , 9091 0 , 8333 0 , 7 6 9 2 0 , 71 4 3 0 , 6 6 6 7 0 , 6 2 5 0 0 , 5 8 8 2 0 , 5 5 5 6 0,5263 0,5000  ’ 1

а) Т у f  р и т у р т б у р ч а к л а р  ф о р м у л а с и  б у й и ч а .
■ 0

п =  10, А х  — ■
10

=  0,1.

(19.1) формула буйича о р т и т  билан хосил киламиз:
/ д а  0,1 (1,0000 +  0,9091 +  . . . +  0,5263) =  0,71877.

(19.2) формула буйича нами билан хосил циламиз:

/  да 0,1 (0,9091 +  0,8333 +  . . . +  0,5000) =  0,66877.

^оснл килинган натиж анинг хатосини (19.3) формула буйича бахо-
лаимиз:

/  (*) = 1+ *
булгани учун

Г  (*) =
I

(1-г*)*
булади. [0, 1] кесмада \ f  (х)\  ^ 1  га эга буламиз, шунинг учун 
yVfj =  1. Демак, ^осил килинган натижанинг хатоси

М ,  (Ь —  a f  ______ 1 _

4 п ~  4 - 1 0

катталикдан ортмайди. Абсолют хато, яъни [0,69315 аник натижа 
билан 0,66877 такрибий натижа орасидаги айирманинг абсолют кат- 
талиги 0,02435 га тенг. У 0,025 дан кичик. Бу олинган хатолик 
бахосига мос келади.

0,025
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б) Т р а п е ц и я л а р  ф о р м у л а с и  б у й и ч а .  л  =  10 булганда
(19.4) формула буйича

/ «  0,1 ( -' -0000 +  0,5000 +  0,9091 +  • ■ • 4- 0,5263') =  0,69377

пи хосил киламиз. Х,осил килннган натижанинг хатосини (19.5) фор­

мула буйича бахолаймиз. / '  (л:) = ------- ■—- булгани учун /" (х) —
( ^ г л)“2

=  - -------булади. [0; 1] кесмада | /"  (х) | <  2 га эга буламиз, демак

М ,  =  2. Шунинг учун олинган натижанинг хатоси

"  0,002
12ti2 12-100 000

катталикдан ортиц булмайди.

Интегралнинг 0,69315 аник киймати билан 0,69377 тацрибий ь^ий- 
мати орасидаги абсолют хато 0,00062 га тенг. Бу хатоликнинг олин­
ган ба.\осига мос келади.

в) С и м п с о н  ф о р м у л а с и  б у й и ч а .  п =  2т =  10 булганда

А х  =  - — -  =  — , (19.6) формула га к \р а  куйидагини ^осил ^II­
S' п  30 ‘

ламиз:

/  «  -(1,0000 +  0,5000 -г  4 (0,9091 +  0 ,7 6 9 2 + 0 ,6 6 6 7 + 0 ,5 8 8 2  +

+  0,5263) +  2 (0,8333 +  0,7143 +  0,6250 +  0,5556)) =  0,693146.
Хосил килинган натижанинг хатосини (19.7) формула буйича ба­

холаймиз. f "  (х) - -  —-—  булгани v4vh / " '  (х) =  — —-—  ва f iv(x) =
(l+.v)3 ‘ “ (l+ * )4

=  — булади.  [0; 1] кесмада I /  (х) | ^  24 га эга буламиз, демак 
( l-rv i5 ‘

М 4 =  24.
Шунинг учун хосил ^илинган натижанинг хатоси 

М 4 (Ь — а)5 24

2880-104 2880-10000
0,000008

катталикдан ортмайди. Аник, 0,69315 ва такрибий 0 ,693146 натижа- 
лар орасидаги абсолют хато 0,000004 га тенг. Бу олинган хатолик 
бахосидан кичикдир.

Учала натижани аник; к,иймат билан такк,ослиб, Симпсон форму­
ласи трапециялар формуласидан ва айникса, тутри туртбурчаклар 
формуласидан анча ани^ экан деган хулосага келамиз.

У з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Аник пнтегрални тацрибий ^исоблаш учун т\Чри туртбурчаклар формуласини 
ёзинг. Мисол келтиринг.

2. Ани^ интегрални такрибий ^исоблаш учун трапециялар формуласини ёзинг. 
Мисол келтиринг.

3. Аниь; интегрални тацрибий ^исоблаш учун Симпсон формуласини ёзинг. Ми­
сол келтиринг.

4. 2347, 2348, 2350, 2 3 5 1 -масалаларни ечинг.
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20-§ . Аниц интегралнинг геометрияга татбики

1. Ясси фигуралар юзларини ^исоблаш.
а ) Ф и г у р а л а р  ю з л а р и н и  Д е к а р т  к о о р д и н а т  а л а р  

с и с т е м а с и д а  х и с о б л а ш .  12-§ дан маълумки, агар [а; Ь] кес­
мада функция /  (х) >  0 булса, у холда у  =  f  (х) эгри чизик, Ох уки 
ва х  — а ^амда х  — Ь тугри чизпклар билан чегараланган эгри чи- 
зикли трапециянинг юзи

S  =  \ f  (х) dx
а

га тенг булади. Агар fn; b) кесмада f  (.v) <: О булса, у холда аник
'О »

интеграл j’ /  (х) dx  <  0 булади (12-§, 3-хосса). -
а

Абсолют катталнгпга кура у тегишли трапециянинг юзига тенг:

5  =  \ \ f  (х) dx .
I а

Агар /  (х) функция [«, Ь] кесмада уз ишорасшш чекли сои мар­
та алмаштнрса, у холда бутун кесма буйнча олинган интегрални ху- 
сусий кесмалар б\иича олинган интеграллар йириндисига буламиз. 
/ ( * )> >  0 булган кесма ларда интеграл мусбат булади (152-ш акл). 
/  (,v) <с 0 булган кссмаларда интеграл манфий булади (153-шакл). 
Бутун кесма буйича олинган интеграл Ох укидан юкорида ва куйи- 
да ётувчи юзларнинг тегишли алгебраик йипшдисини беради (154- 
ш акл). Юзларнинг нигиндпеини хоенл килиш учун курсатилган кес­
малар буйича олинган интегралларнинг абсолют катталиклари i“i h f h h - 

диенни топиш ёки

5 =  | ' | /  (л-)! dx
а

интегрални хисоблаш ни курайлик.
Агар ;д =  /, (х) u i у 2 =  / 2 (х) эгри чизпклар хамда х  =  а па х = Ь  

тугри чизи^лар билан чегараланган фигуранинг юзини хисоблаш ке­
рак булса (155-ш акл), у холда

152- шакл. 1 5 3 .  ш акл.

3 27



/ 1 М  >  h  м
шарт бажарилган фигуранинг юзи куйидагига тенг:

5  =  \ U (х) dx — \ / 2 (х) dx  =  [ ( /х (х) —  / 2 (x)) dx.

=/1

1 - м и с о л .  —  +  —  =  1 эллипс билан чегараланган фигуранинг

юзини хисобланг.
Е ч и ш .  Эллипснинг координата 

уцларига нисбатан симметриясидан 
фойдаланиб изланаётган фигуранинг 
юзи

' S  =  4
эканини топамиз (156- шакл), шунинг 
учун

156-шакл. S  =  4 \ y d x ,
о

бунда у  — — У  а-— л;2 эллипснинг I чоракдаги тенгламаси. Шундай
~ " а “ ”

килиб,

о .1

x  =  a s i n ^  деб олиб, dx  =  acos tdt ии хосил киламиз. л: узгарувчи 
х =  О ва х  =  а ^ийматлар орасида у згаргани учун t  узгарувчи О

ва кийматлар орасида узгаради. Демак,

4 ь г

Л

2

5  =  —  | У  а- —  аЧтЧ ■ acostdt — Aab J cos 2tdt
о о

П
*Т я

=  2ab | (1 +  cos2/) dt =  2ab ( t - f
o

sin2/ \

' ~ T )
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у к

х

I

157- шакл.

Шундай килиб, эллипс билан чегараланган фигуранинг юзи

S  =  л а Ь  (кв. бирл.)

га тенг. Хусусан, агар а =  b булса, доиранинг юзини хосил кила­
миз:

5  =  л  а 2 (кв.бирл.).

2-м  и с о л .  у  =  COS.V, у  =  О чизиклар билан чегараланган фигу­
ранинг юзини хисобланг, бунда х £ [ 0 ,  2 л ].

л 3 я  п  1 „ п  , Г  я  3я1- у - ,  2 л  да cosx >  0 хамда х Н у . -О,

да cos .v < 0  булгани учун (157-шакл)

2 л

| cos лг [ =  J  cosxdx  +

3 Я

j  cos xdx
Я

2 71

+  j  cos xdx
Зя

=  smx

n S 3
2 I ^

+  | s in x |! +  sin*
0 _л

2

2 Я

3 я

s in ------- sinO +
2

+
. 3 л  . л

s in --------- sin —
2 2

+  sin 2 л  —  sin  =  1 —  0 +  1 —  1 —  1 | +

+  0 — (— 1) =  4

булади. Д емак, S  =  4 (кв. бирл.).
3 - м и с о л .  у  =  х 2 +  1 ва у  =  3 — х  чизиклар билан чегаралан­

ган фигуранинг юзини хисобланг.
Е ч и ш .  Фигурами ясаш учун аввал ушбу

У =  х2 +  1, 
у  =  3 — х
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158- шакл. 159- шакл.

снстеманн ечиб, чизикларнинг кесишиш нукталарпни топамиз (158- 
шакл). Бундан х'2 -г  х —- 2 = 0  ни хосил киламиз. Тенгламани ечиб, 
х х =  — 2, х 2 =  1 илдизларни топамиз. Мос холда у, = 5 ,  у 2 =  2. 
Демак, берилган чизиклар: А  (— 2; 5), В  ( 1; 2) нукталарда кесиша- 
ди. Демак,

1 1 1
5  =  | (3 — х) dx  — i' (х- 1) dx  =  \ (2 — х  — л-2) dx  -=

f n . .v- -V | , _| __  I • , , 4 . Я , 9
2 3 I

2 х -----— -  — 1 =  I 2 — --------- |— I — 4 — ^ +  -- j =  -  (кв.бирл.).

Агар эгри чизикли трапециянинг юзп

|х  =  ф(/),
| х =  г); (t)

параметрик шаклда берплган чизик билан чегараланган булса (бун­
да t ^ [ a ,  PJ ва ф (а) =  а, ф (|3) — Ь), у холда бу тенгламалар [а, Ь] 
кесмадаги бирор у  =  /  (х) функцияни аниклайди (1 5 9 -шакл). Бнпо- 
барин, эгри чизикли трапециянинг юзи

ь
S  =  | y dx

а

формула буйича хисобланиши мумкин. Бу интегралда “згару вчини 
алмаштирамиз:

х  =  ф (0, dx  =  ф' (/) dt,
У =  /  М  =  /  (ф (0) =  W ) .
а =  ф (а), b =  ф (J3).

Ш ундай цилиб куйидагини хосил киламиз:

S  — (/)■ ф' (/) dt.
а

ззо



ZT.a - X

Бу формула чизик; параметрик 
тенгламалар билан берилганда у 
эгри чизикли трапециянинг 
юзини хисоблаш формуласи- 
дир.

4 - мисол. Ох  у к ва 2а
х  =  a (/ — sin /),

у  — a ( I — cos/), / 6 ( 0 , 2  л]  ~ о

циклоиданинг бир аркаси бн- I
лан чегараланган фигуранинг 160-шакл.
юзини хисобланг.

Е ч и ш .  Ш у фигурами ясаймиз (1 6 0 -ш акл). Изланаётган фигура-2 л а
нинг 5  юзи | ydx  га тенг. Бу интегралда узгарувчини алмаштира-

о
миз, бунда

х  =  а (/ — sin /), dx  =  а (1 — cos/) dt, 
у — а (1 — cos/)

деб оламиз. Циклоидаьинг тенгламаларидан, х  узгарувчининг 0 дан 
2 л  а гача узгариши / параметрнинг 0 дан 2 я  гача узгаришига мос 
келишп келиб чикади. Шундай килиб, цуйидагиларни топамиз:

2 П. а
5  =  | ' '  ydx  

о
2 я

J Г=  a-  j 11 — 2cos t
о

2 п 2[Я
f а 2 (1 —'cos/)2 dt  =  а2 (’ (1 — 2 соst +  cos2/) dt =  
oi а

2 л
I +  со<2/ , . „ (“ /3 n , 1

dt =

=  a- [ ^  / — 2 s in /+ - j  sin2/ j

0
1 Л

=  а 2' - - 2 п  =  3 л  а 2Л

Демак, изланаётган фигуранинг юзи S =  3 л а2 (кв.бирл.).
б) Ф и г у р а л а р  ю з л а р и н и  к у т б  к о о р д и н а т а л а р д а  

х и с о б л а ш .  АВ  эгри чизиц цутб координаталарида (х =  р cos q>, 
у =  р sin (| )

Р =  Р (ф)

формула билан берилган булсин, бунда р (ф) функция [а , (3] кес­
мада узлуксиз.

р =  р (ф) тенглама билан берилган эгри чизиц ва кутб ук.лаРи 
билан а  хамда (5 бурчак хосил килувчи икки ф =  а,  ф =  {5 нур би­
лан чегараланган фигурани эгри ч и з щ л и  сектор деб атаймиз. Бу 
секторнинг юзини аниклаймиз. Бунинг учун фигурани ф =  а ,  ф = ф х, 
Ф  =  Ф 2 , . . ф =  ф/, . . ., ф, =  р нурлар билан п  та ихтиёрий кисм-
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. t ' f i ларга буламиз (1 6 1 -шакл). У тка­
зилган нурлар орасидаги бурчак- 
ларни Д ф , ,  Д ф 2, . . Д  ф а лар би­
лан белгилаймиз.

Фараз килайлик, S  — бутуп згрн 
чизикли секторнипг юзи, Д 5,- эса 
ф =  ф /_ 1. ф =  Фг нурлар билан че­
гараланган кичик эгри чизийш  сек- 
торнинг юзи булсин. У холда

П

S  =  v  Д Si .
1 = 1

Д S i  юзни хисоблаймиз. Бунинг учун хар бир кичик секторнинг 
ичида ф =  ф,- нур(фг_ , <  ф;- <  ф4) утказамиз. Нурнинг эгри чизик 
билан кесишгап нуцтасини /И- билан белгилаймиз. У холда OJV1- =  
=  Р (ф;) = Р г  ^ аР бир кичик A i_ xOAi эгри чизикли секторни р- =

— Р  (Ф ;) Р аД иУ с билан чизилган ташки доиравпй сек гор га алмаш- 
тирамиз.

Дар бир шундай доиравий секторнинг юзи 

!  Р / Р 2 ( Ф;-) Дф;

га тенг ва кичик эгри чизикли сектор юзинннг такрибий кийматини 
беради:

Д  s i  ~  J  Р~ (Ф ( ) Д  Ф,\

У холда ^амма эгри чизикли секторнинг S  юзи такрибан

1  " V  р- (ф;) Д ф(-

/=1

га тенг булади. 5  Ъ зн и н г аник киймати бу йигиндининг Д ф (—►О 
булгандаги лимитига тенг булади. Аммо бу йигинди [а,  {}] кесмада 
Р2 (ф) функция учун интеграл йигинди булади, шунинг учун унинг 
т а х А ф ,—>0 булгандаги лимити аник, интегралднр:

Р

р- (ф) d ф.

Демак, эгри чизицли секторнинг 5  юзи хам шу ани^ н т е г р а л г а  
тенг:

Р

s  =  j  j Р ^ Ф -

сс
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5- . м и с о л .  [j =  а (1 +  cos ср), 
а >  0 кардиоида билан чегаралан­
ган фнгуранинг юзини хисобланг: 

Е ч и ш .  Шу чизик билан чега­
раланган фигурани ясаймиз (162- 
шакл). Чизмадаги эгри чизикнинг 
симметрнклигидаи изланастган фигу- 
ранинг 5  юзи

Р
1

а  а

га тенглпги келиб чикади, бунда ф узгарувчн а  =  0 кийматдан р =  л 
кийматгача узгаради.

Юзни хпсоблаймиз:
Я Я

5  == 1 я2 (1 — cos ф)2 d  ф =  а- (1 +  2cos ф +  cos2 ф) d  ф =
о о

Я Я

=  гг I ( 1 +  2cos ф cos 2 ф ] d  ф =  а- | (— Н 2cos ф +

+  - cos2 ф ) d rf •= а- | <p - f  2sin ip • Л ' I '> оsm -4 ф | =  — л  cr.

Демак. изланаётган фигуранинг юзи куйидагига тенг:
з

5  =  — л я 2 (кв.бирл.).

2. Анн^ интегралнинг жисмлар ^ажмини хксоблашга татбики.
а) /К и с м н и н г х а ж  м и н и к у н д а л а н г к е с и м н н н г ю з и

б у й и ч а х и с о б л a in.
V хажмн хисоблаб топилнши керак булган бирор жисмни караб 

чикамнз. Бу жисмнинг Ох  у к ига перпендикуляр текислик билан ке- 
симинпнг юзи маълум булсин. Бу юз кесувчн текисликнинг вазия- 
тига бог-лик булади, албатта, яъни х  нинг функцияси булади: 
5 = 5  (л). Фараз килайлик, 5  (.г) узлуксиз функция булсин. Берил­
ган жисмнинг хажмини хисоблаш учун бундай иш киламиз. [о, b ] 
кесмани

Cl Aq, А*,, Хл , . . ., ^[1 • ■ *, х,  ̂ b

нукталар билан ихтиёрий булакка буламиз ва бу нуцталар оркали 
Ох  укига перпендикуляр текисликлар утказамиз (163-шакл). Бу те- 
кисликлар жисмни п  та кат лам га ажратади, уларникг хажмларини

Д К ,, A V2, . . A V (-...........A V n

билан белгилаймиз. У холда V = V A V ’,-булиши равшан, Х(_х ва xL абс-
!=i

П
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163- шакл.

циссалп кесимлар хосил цилган катламлардан бирини ь;араб чикамиз. 
Унинг A V-L хажми балаидлиги & x i = x j — х ;_\< асоси бирор Е, абс- 
циссали жисмнинг кесими билан мос тушэдиган тугри цнлнндршшг 
хажмига такрибан тенг, бунда x-t _x <  | t- х- ва шунинг учун хам
5  (Н;) юзга эга булади.

Бундай цилиндрнинг хажми S (с..)-Ах(. га тенг. Шундай килиб, 
A Vi ~  5  (с,-) А х-ь . Ш унинг учун бутун жисмнинг хажми учун куйи- 
даги такрибий тенгликни хосил киламиз:

l / « V S ( ? , )  Ад-..
;=1

Ж исм хажмининг анш\ ^иймати А-г,—>0 булганда шу {йнпшдининг 
лимитига тенг булади. Лекин бу йш-инди [а,Ь] кесмада S (.\г) ф унк­
ция учун интеграл йигинди булади, шунинг учун maxA.Vj-vO бул­
ганда унинг лимити

С 5  (,v) dx
а

ани;\ интеграл булади. Бинобарин, ж исмнинг V  ^ажми хам сон жи- 
хатдан шу аш ц  ингггралга тгнг булади:

ь
V =  S  {х) dx.

а

6 - м и с о л .  Ушбу

эллипсоид билан чегараланган жисмнинг хажминн хисобланг.
Е ч и ш .  Эллипсоиднинг Ох  укига перпендикуляр ва Oyz  коорди- 

наталар текислигидан х  бирлик масофада ётувчи текислик билан j<e- 
симида *

ь' ~ ь Y ' - %  ■ с‘ - с V ‘ - 5
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ярим укли
ч-

( ь 1V  )" (с  \ / 1 - 4 ) 'У и- 1 V » а- /

=  I

эллипс хосил булади. Ленин 'бундай эллипснинг юзи 5  — n b L c1 
булади, бу 20-§  даги 1-мисолдан келиб чикади. Шунинг учун

5  (л-) л b • с ( 1 — —
' а2

Эллипснинг хажми куйидагига тенг булади:

V =  л be | ( 1 -----— ) dx  =  л  b ■ с | х
х

л  Ьс ■ а а , а \ ,— а —  — = л о : =  — л abc. 
3

Шундай килиб, 1" л abc (куб. бирл.). Хусуслн, агар а  =  £> =  с

булса, шарнинг хажмини хосил киламиз: V — — л я3 (куб. бирл.).

б) А й л а н и ш  ж  и с м л а р и  и и и г х а ж  м и п и х и с о б л а ш . 
Агар каралаётгап жисм у  =  /  (х) чизик билан чегараланган эгри ‘;и- 
зикли трапециянинг Ох  ук атрофида айланишндан хосил булса, Ох 
укига перпендикуляр у абсинссали кесим доирадан пбораг булиб, 
унпнг раднуси у — }'(х) ордпнатага мос келади (1 6 4 -шакл).

Бу холда S  (х) =  х  у-  ёки 5  (х) — л (f (х))~ ва Ох  уки атрофида 
айланаётган жпсмнпнг хажми формуласига келамиз: 

ь ь
V' =  л | y 2dx  ёки V =  л j (/ (х,)2 dx.

Оу  уки атрофида айланаёгган жисмшшг .хажми формуласи хам 
худдн шунга ухшаш хосил килиниши мумкин (1 6 5 -шакл):

а а

а— а

аа

А
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V  =  я  \ x 2d y  ёки
С

V =  я  Г (ф (у))'2 dy,
С

~ бунда х  =  ц> (у) айланиш жисмини 
хосил цилувчи чнзикнинг тенгла­
маси, с <  у  <  d.

X2 и2
1- м и с о л. — 4 -—  =  1 зллипс-

Q- Ь2
ни Ох  уь;и ва Оу ук,и атрофида ай- 
лантириш билан хосил цилин- 
ган жисмларнинг ^нжмларнни ^и- 
собланг.

Е ч и ш .  Эллипснинг тенгламасидан цуйидагилар келиб чикади 
(166- шакл):

У2 =  Щ  (а2 — х ') ва х- =  ~  (Ь2 —  у 2). 
a 1 b2

Жисмнинг' симметриясига кура куйидагини ёзиш мумкин:
а а а

V =  2V± =  2 я  | y-dx  =  2 я  —- 1 (а2 — х 2) dx  =  2 л  —  (агх — — ) =  
J  и~ а 2 \  3 /
0 0 о

2 п  Ь- I % и3 \ 4 , ,  .
=  --------| а 1---------I =  — л  ао- (куо оирл.).

а 2 \  3 /  3

Эллипснп Ог/ уци атрофида айлантириш билан хосил килинган 
жисмнинг хажмини шунга ухшаш хисоблаш мумкин:

I/ =  2\' \  =  2 л  | х Ч у  — 2 л  ^ - J  d y  =
о о

Ь̂
\ з ;

г- , ij'i \ г' 2 л (1ш ' аз \ 4 тг
=  2 л  —  | Ь-у —  —  | !я I 6 -------) =  —  а2Ь (куб бнрл.).

Ь* \

21-§ . Ясси эгри чизик кесмаси узунлигини ани^ хи:облаш

А В  ясси эгри чизиц бэрилган булсин. Уни

А  =  N 0, N r  N 2, . . N i _ v  ATt , . . . ,  N n = B

нукталар билан ихтиёрий n  булакка буламиз. 1\ушнн булиниш нук,- 
таларини кесмалар билан туташтириб А В  ёйга ички чизилган снни^ 
чизикни хосил ^иламиз. Бу синик, чизи.ч, ЛУУ,, N lN 2, . . .,
• • N n_\ В  буншлардан иборат булади, биз бу бугинларни А ^ , 
А 1.2, . . ., А/ - ,  . А 1п билан белгилаймпз.

У ^олда синш\ чизицнннг периметри цуйидагига тенг булади:
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л

1 Н,
N..
V N" у/

B(N->

А >

1 ; >' __ 1. 11

£ ч -  
i - i

Эгри чизи^ буринлари 
сони п  пинг ортиши ва бу 
буринлари узунлиги А /; нинг 
камайиши бплан бу пери- 
метрнинг лимита А В  эгри 
чизикнинг узунлигига яцин- 
лашиши равшан. Шунинг 
учун цуйидагича таърнф бе- 
рамиз.

Т а ъ р и ф .  А В  эгри чнзицнинг / узун ли ги  деб А В  эгри чизикка 
ички чизилган сиш ц чизи^ периметрининг синик, чизик бушнлари 
сони чексиз ортганда ва энг катта буш ннинг узунлиги нолга ин- 
тилгандаги лимитига £ айтилади:

Лл -С

167- шакл.

I =  lim V  A t .
ш а х  Д  !I  -►О

(21.1)

Бунда (21.1) лимит мавжуд ва у ички чизилган сини^ чизикнинг 
танланишига борлик эмас деб, фараз килинади.

(21.1) лимитга эга булган эгри чизиклар тугриланувчи  эгри чи­
зиклар  дейилади.

А В  эгри чнзи!<; у  =  /  (к) тенглама билан берилган булсин, бу 
ерда х £  [я, Ь]. Агар f  (х) функция / '  (х) функция билан бирга [а, Ь] 
кесмада узлуксиз булса, у .^олда А В  эгри чизикнинг I узунлиги 
куйидаги формула билан ифодаланишиин исботлаймиз:

/ = ] Л  +  (Г(х ))2 dx. (21.2)

. л ;  =  в

х = ь

АВ  эгри чизикнинг

А =  N 0, N\,  N 2, . . ., A'j, .

булиннш нукталари мос равишда

a =  x Q, Xj, х , ,  . . —р л'(-, . .

абсциссаларга эга булсин (1 6 7 -шакл), бунда

х 0 <  <  . <  ■ • <  *,■_! <  x i <  . . . <  x,t.

Текисликдаги (лг4-_ ,; y i_ l) ва N t (х{\ у {) гнукталар орасидаги 
масофа формуласига кура сишщ чизикнинг г-бурини узунли пгкуй и- 
дагнга тенг:

бу ерда

22— 2478

A h  =  V>(х,— х м  )2+(«/,—

У; = / ( * ; ) ,  У ^ = ! { х ^ х). 
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У ш бу

*i -  A'f_i =  Д xt, iJi yt_ t =  Д (/.

белгплашни киритамиз на шулар асосида кайта ёзамиз:

(Д//,-)5

еки

Лагранжнннг x j  кесмага цулланган чекли орттнрмалар ха­
кидаги теоремаспга кура куйидагига эга буламиз:

4 ^  =  f '  бУпда A' ( - iЛ .Y;
X/ .

Шунинг учуй A l j  бугишшнг узунлигнни куйидагича ёзиш мум­
кин:

Д /(. =  I 1 + ( / ' ( ? [-)Г-Дд-1.

Шундай килиб, сшшк чизикнинг периметри куйидагича булади:

; (/ '(г ,)); -Д А-,.
,-1  1=1

(21.3)

Бу йишиди \а, Ь] кесмада у  1 +  (/'(.v))2 фу!1кция учун тузилган ин­
теграл йигинди булади. f ' (x)  функциянинг узлуксизлигидан бу функ­
ция шу кесмада узлуксиз булади, шунинг учун т а х Д л '(-> 0  д аан и ц  
интегралнинг мавжудлиги хакидаги теоремага кура (21.3) иш еграл 
йишиди ушбу

ь __________
У V 1 + ( f ( x ) r d x
а

аник интегралга тенг лимитга эга булади. Иккинчи томондан I эгри 
чизикнинг узунлиги (21.3) синиц чизик 1п периметрининг max Д / ^ 0  
даги лимитига тенг. Бироц

Д / (. =  ] / ( Д х , . ) Н ( Д ^ ) 2

булгани учун Д /(-> 0  да Д х (—»-0 булади. Ш унин1 учун куйидагига 
у'А эга буламиз:

ь
+ ( j \ x ) f - d x  =

168- шакл.

=  j V \  +  ( y ' f  dx.  (21.4)
a

1 - м и с о л. Занжир чизиц ёйи 
узунлигини ^исобланг:
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у  =  clix =  —— ' * , л; G [ 0 ,1 ] (168-расм).

/ _£
Е ч и ш .  Топамиз: у  =  shx =  ----------- .

2

Д емак, 1 +  О /)2 =  1 +  sh it  =  1 +  ( - — ~ —  ) =

=  1 +  -  (е2г— 2 + е ~ 21') =  — (ех +  е ~ х)- =  ch2x.
4 4

(21.4) формулага кура куиидагига эга буламиз:
] I 1

1 =  1 V  1 + ( y ' ) 2 d x =  I' V c h 2x d x =  I chxdx  =
O 0 0

1
=  sh.v | =  sh 1 — shO =  sh 1 «  1,17.

о
Шундай ь^илиб, / « 1 , 1 7  (узунлик бирл.). А В  [эгри чпзик уш бу 

параметрик тенглама билан бзрилган булсин:

rx  =  x(t), y  =  ij(t), Ш а , р ] .

Бунда x(t) ва y(t) функциялар хамда уларнинг хосилалар!! у зл у к­
сиз деб фараз циламиз. (21.4) ингегралда х  =  x(t) деб узгарувчини 
алмаштирамиз. Бунда у  =  y(t) булгани учун параметрах куринишда 
берилган функцияни дифферэнцизллаш ф идасига кура ушЗуни то- 
па.миз:

' — У'(0
Ух ~  ~x\t) ■

dx  — x '{ t )dt  эканини эъти 'х зга  олиб, (21.4) формулада .узгарувчини 
алмаштирамиз:

3ь -
=  .1’ 11 =  j’ V  1 +[(У ')2 dx  =  С л /  1 + (  ^ \ - х '  (0 dt =  

a J  I 1 V (/) 1
а

р р _______
=  > V V W  +  W  (О)2 dt =  П  X2 +  у- ■d t ,а а

бунда

а = х ( а ) ,  £» =  л- (J3).

Шундай килиб, параметрик формула билан 'берилган эгри чизн^ 
узунлигини хисоблаш формуласига эга буламиз:

Р ________
I =  \ V x -  +  i f  dt .  (21.5)

а
2 - м и с о л .  Циклоида битта арки узунлигини хисобланг: 

х  =  a (t —  sin/),
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у  — а {1 — cost),
бу ерда 0 < t 2 л .

Е ч и ш .  х =  а (1 — cost),

у =  a s i n t  
булгани учун

I .v2 - f  у'1 =  Y  сг (1 — cost)1 +  a ’sin-/ =

=  a V \  — 2cos/ +  cos4  +  sin2/ =  a ) 2 (1— cost) =  2a sin f~.

x  узгарувчн 0 дан 2 л  а гача узгарганда t параметр 0 дан 2 я  
гача узгаради. Д емак, эгри чизикнинг узунлиги цуйидагича булади:

2 л  . ____________  2Я 2 Я

I =  | ! л-2 +  i f  dt =  | 2asin dt  =  — 4acos *-
о 0 “ 0

=  4a +  4a =  8a  (узунлик бирл.)

(20-§ даги 3 - мисолга дойр чизма).
Энди [^утб координатада р — р (ср), бунда ф £ [ а ,  [3] тенглама би­

лан берилган эгри чизик узунлиги учун ифода тузамиз. Бунда р ( ф )  

ва р '(ф )  [ a , Р] кесмада узлуксиз деб фараз ^иламиз. К,утб коорди- 
натадан тутри бурчакли координатага утамиз. Параметр сифатида 
^утб бурчаги ф  ни олнб, бу эгри чизи^ни параметрик куринишда бе- 
риш мумкин. ,\акикатан хам, кутб ва декарт координаталари ора- 
сида

,v =  р cos ф, у  =  р sin ф

богланищ мавжуд булгани учун р =  р (ф) эканини эътиборга олиб, 
куйидагнни хосил киламиз:

х  =  р (ф) co sф, у  =  р (ф) s i n ф. 
х  =  р ' cos ф — р sin ф, у'  — р ' sin ф +  р cos ф

булгани учун (21.5) формуладан фойдаланиб, ^уйидагини топамиз:

/ =  i V ( . \ ) 2 + ( i / , ) 2 =
a

Р
— \ } (р cos ф —  р э ш ф )2 +  ( р 'з т ф  +  р соэф )2 dq>. 

a
Соддалаштиргандан сунг

Р _______
 ̂ =  J ’i/^p2+  p'2d  ф. (21-6)

a
3 - м и с о л .  р =  а ( 1 + с о з ф )  кардиоиданинг узунлигини хисоб­

ланг:
Е ч и ш .  Кардиоиданинг цутб координатасига нисбатан симметрик 

эканлиги 20-§  нинг 4- мисолидаги чизмадан куриниб турибди. Кутб
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бурчаги ф ни 0 дан л  гача узгартириш билан биз (21.6) формула 
буйича цуйидагини хосил киламиз:

Л

I =  2 \ $ а г  (1 +  соэф)2 + а ‘-(1 +  соэф )'2 d ф =
б

Л _______________________ Я ____________
=  2а \ | (1 4- cos ф)- +  sin -’ф d  ф =  2а I | 2 (1 + c o s  ф) dip

о О
I я

=  Аа I c o s -  dq> =  8а s i n — ! =  8 а (узунлик бирл.).
. ] “  ~ I л

22- §. Эгри чизи^ ёйи узунлигининг дифференциали

Ёй узунлиги учун (21.4) формулад! интеграллашшшг куйп чега- 
раси а узгармасдан, интеграллаш юкори чегараси узгарсин. Уни х 
харфи билан, интеграллаш узгарувчисини t харфи билан белгилап- 
миз. Равшанки, I ёйнинг узунлиги интеграллаш юцори чегарасннннг 
функцияси булади, шунинг учун (21.4) формуланн куйидагича ёза- 
миз:

=  j ' |  V + f r4 0 d t .
а

Интеграллаш чегарасининг аник, ингегралнинг юкори узгарувчи 
буйича хосиласи хакидаги теоремасн (15-§) ни цуллаб, куйидагига 
эга буламиз:

V (х) =  \ 1 +  П ( х )  .

Бундан эгри чизик, ёйи узунлигининг дифференциалинн топамиз: 

d l  =  Г (х ) d x  =  i 1 +  j ' -(x) dx .

/ '  (.v) =  —  булгани учун dl  =  I 1 — I —  Г -dx,  
dx ■ J J I \ d x  '

dl  =  ] {dx)-+(dy)-
Бу формуладан фойдаланиб ва 

dy  дифференциал функция уринма у 
ординатасининг орттирмасига тенг- 
лигини хисобга олиб, эгри чизнц 
ёйи узунлиги дифференциалининг ; 
к.уйидаги геометрик маъносига кела- ! 
миз: ;

dl  эгри чизик; ёйи узунлигининг 
дифференциали уринманинг хабсиис-
сали М  уриниш нуцтасидан .г +  ----- j
— Д х  =  х +  dx  абсциссали N  нук,- 
тагача булган кесмаси узунлнгига 
тенг (1 6 9 -шакл).

341



1. Чизшулар параметрик тенгламалар билан берилган ^олда ясси фигураларнинг 
юзи Декарт коордннаталарда цандай ^исобланади?

2. Кутб координаталар сисгемасида берилган эгри чизик билан чегараланган 
эгри чизицли секторнинг юзини ^исоблаш фор.муласини ёзинг.

3. Жисмнинг маълум кундаланг кесими юзи буйича хажмини дисоблаш учун 
формула келгириб чицаринг. Мисол келтиринг.

4. Айланиш жисмлари хажмини хисоблаш учун формула келтирнб чикаринг.
5. Декарт коордипаталарида эгри чизик, ей и узунлигини хисоблаш учун формула 

келтирнб чикаринг. Мисол келтиринг.
6. 1\утб координаталарида эгри чизи^ ёйи узунлигиии хисоблаш учун формула 

келтирнб чикаринг. Мисол келтиринг.
7. Параметрик тенгламалар билан берилган эгри чизш-; ёйи узунлигини хисоб­

лаш учун формула келтирнб чикаринг. Мисол келтиринг.
8.  Ейнинг дифференциали учун формула келтнр иб чикаринг. Унинг геометрик 

мат,носи нимадан иборат?
9. 2455 — 2460, 2490 — 2500, 2507 -  2510, 2519 — 2525, 2531 — 2535, 2545—
— 2о47, 2 5 5 5 — 2560- масалаларни ечинг.

23- §. Ани^ интегралнинг механика ва фигика 
масалаларини с и д г а  татбики

Механика ва физиканинг купгина масалаларини аник интегрални 
хисоблашга келтириш мумкин.

Мисоллар куришдан аввал аддитив ва чизикли микдор тушунчаси 
билан танишайлнк.

Агар [а, Ь] кесмани ихтиёрий рзвишда п та кисмга булганимизда

Q =  у  AQ. =  AQ, + A Q 9 +  . . . - \ - A Q n 
i = i

муносабат уринли булса, у холда Q [микдор аддитив м щ д о р  дейи­
лади.

Агар [л:(-_,, х () кесмага мос A Q ■ мицдор кесманинг узунлиги
Аа'(- =  x i — xi x га такрибан иропорционал булса, яъни

A Q ^ k  А х { (23.1)

булса, у холда Д Q(- .микдор ч и з щ л и  м щ д о р  дейилади, бунда k мик- 
дор х  узгарувчининг k  =  ф {х) узлуксиз функцияси, шунинг учун
(23.1) тенгликни куйидагича ёзиш мумкин:

A Q, «  Ф (х-) A xi .

Ш ундай килиб, адднтив ва чнзицли булган Q микдор учун куйи- 
даги такрибий тенгликни хосил киламиз:

Q =  V A Q ;S« V ? ( j f . ) A ^  
i=  l i =i

Охирги тенглнкнинг унг томонида ф  (х) функция учун интеграл 
йипшди турибди. X =  max Ал'(—>-0 да лимитга у гиб ми^дорнинг аниь; 
интеграл оркали ифодаланган аник цийматини хосил киламиз:

н ь
Q =  Игл У  ф (г .)  А X: =  \ ф (х) dx.

1 в

Г S' з- у з ii II и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р
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Интеграл остидаги tp (х) dx  у |  
микдор Q микдорнпнг элемент»
дейилади ва у dQ =  y ( x ) d x  би- а 5
лан белгилапади. Агар элемент 
ифодасп топилган булса, интег­
рал йигнпди тузмасдан ва ли- 
митни хнсобламай туриб Q миц- 
дорни хпсоблаш мумкин. Бунда 
dQ элементдан олинган аник ин­
тегрални хпсоблаш етарли: г1. ; - ^  - » - 1 

ь ь
Q =  Г dQ =  | ф  (х ) dx.  170- шакл.

а а

Энди аник масалаларни куришга утайлик.
1. Эгри чизиц ва текис шаклнинг статик моментлари. Бирор I 

укдап г масофада булган т  массали моддий нуктанинг / укига ннс- 
батан ста гик моменти деб, AJ, -= тг  микдорга айтилади.

Текисликда! и / укдан гъ г2, . . ., гп масофада булган мос равиш- 
да n i i ,  / » 2 > • • •> т п м а с с а л и  п  т а  моддий нукталарнннг /  укка нис-

П
батан статик моменти деб А/, — \  m ir[ микдорга айтилади.

Охирги тенглик статик момептнинг аддитивлик хоссаснга эга 
эканлипшп курсатади, ва демак, уии хпсоблаш учун аник интеграл- 
дан фоидаланиш мумкин.

а) Э г р и  ч и з и к н и н г  с т а т и к  м о м е н т и .  Фараз кплайлик 
Оху  текислигида моддий А В  эгри чизик берплган булиб, унинг тенг­
ламаси у  =  [ (х) (ц: \ v •.;/!) булсин. Эгрп чизикнинг хар бир нукта- 
сидаги чизикли зичлик у =  у  (,v):гЧ :'згарувчининг узлуксиз фушшня- 
си булсин (170-шакл).

Берилган эгри чизикнинг Ох укига нисбатан статик моменти ,И Г 
ни хисобланг учун уни п  та кичик б /лакчаларга буламиз: A / t , 
А . . ., А 1п. >^ар бир кичик A /- (i =  1 ,п) булакчада ихтиёрий 
Pj(x i ’ !>;) нукта танлаймиз. Знчлнкни хар бир кичик А /,■ булакчада 
узгармас ва унинг Р,- нуктадаги киймати га тенг деб, А / ( булакчанинг 
массаси А т  ■ учун куйидаги такрибий нфэданн хосил киламиз:

А / н -  & y ( x i ) А / г . (2 3 .2 )

У  холда А В  эгри чизикнинг массаси т  учун куйидагинн хосил кн- 
ламиз:

П П ,---------- ------ —

m »  2d V (*,-) A/i =  2  У (*,-) • V  1 +  ( т~ / ' А*г 
,'=! 1 = 1 Лх1 '

Бу тенгликнинг унг томонида у { х ) У  1 +  / / '2(.г) функция учун ин­
теграл Гшшндн турибди. Шунинг учун А. =  max А.г, -*■ 0 да лимитга 
утиб моддий А В эгри чизиц массасининг аник кийматнни хосил к,и- 
ламиз:
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n b

т  =  lim  Л  у ( х , ) Ы [  =  y ( x ) d l

ёки
ь ь

т  =  f у  (х) dl =  f у (х) У 1 +  у '2 (x) dx.  (23.3)
а а

Энди эгри чизикнинг статик моментини топишга утайлик. Дар бир 
А/;- булакчани массаси Ат,- булган моддий Р,- нукта билан алмашти- 
рамиз. Бу Pi нуцтанинг Ох  укига нисбатан статик момента А/,- бу- 
лакчанинг статик моментининг такрибий цийматини беради:

(М х )£ да y i Am t да y ty  (*,•) А/-.

А В  эгри чизикнинг М к статик моменти А/,• булакчаларнинг статик 
моментларининг йипшдисига тенг булгани сабабли (аддитивлик хос- 
сасига кура) М х учун куйидаги такрибий тенгликни хосил киламиз:

п п / -------- '"л-----<г
м х да 2  Y ( \ )  tJi А/,■ =  2  Y (JCf) lJi ■ \  1 +  ( T J - )  ■ . 

i=i i=i Axi ■
.\осил килинган тенгликнинг унг томонида

у  (х )у -  У  1 +  у'°-(х) 
функция учун интеграл йигинди турибди. X =  max Axi —► О да ли 
митга утсак, эгри чизикнинг Ох укига нисбатан статик моментини 
хосил киламиз:

м х =  ][т  2  Y (*/) У [ У  1 +  ( ^ - )  Ах-
\Ддг,- /  ‘

ёки
ь

м х =  I  ч (х) - у - V х +  у '~ d x ■
а

Бу формулани кискача куйидагича ёзиш мумкин:
ь

М х =  \ у (х) у  dl.  (23.4)
а

бу ерда y  =  f (x )  А В  чизикнинг тенгламаси,

dl  =  У  (dx)2 +  (dy)2 =  У I +  у ' 2 dx, а <  х  <  Ь.

Ю коридаги каби мулохазалар асосида А В  эгри чизикнинг О у  
укига нисбатан статик моменти

ь
М у =  \ y ( x ) x d l  (23.5)

а

булпшини куриш кийин эмас.
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Агар модднй эгри чизщ  бир 
жинсли булса, уиинг зичлиги 
у(х) =  у узгармас сон булади. 
Шу сабаблп статик моментлар 
учун (23.4) ва (23.5) формулалар 
кунидаги курипишни олади: 

ь ь
М , =  У  ̂ ydl ,  М у =  у \ xdl,

а а

бунда

у = К д), d l =  У 1 +  у ' -  dx, 
а <  х  с  Ь.

171- шакл.

б) Т е к н с ш а к л н и н г  с т а т и к м о м е н т и .  Оху  текисликда 
у  =  /  (а) эгри чизиц, Ох уки ьа х  =  о, х  — Ь тугри  чизиклар билан 
чегараланган эгри чизикли трапепия берилган булсин. Бу шаклнинг 
зичлиги х а р  бир нуктада х  координатанинг берилган у(х) узлуксиз 
функнняси булсин (1 7 1 -шакл).

Берилган шаклнинг Ох укига нисбатан М х статик моментини то­
пиш учун уни Оу у^ига параллел чизиклар билан п  та кичик As^ 
A s2, . . . , Asn юзчаларга буламиз (юзчаларнинг кенглиги мос равиш- 
дз Д а р  Да.,, . . . , Д а н). )^ар бир As- юзчанннг зичлиги узгармас

У ■
ва у берилган зичликнипг Р (- ( а (-, —  ) нуктадаги киймати га тенг

деб  хисобласак, Да,- юзча!'инг массаси учун куйидаги такрибий тенг­
ликни хосил ^иламнз:

Д т -  ^ y ( x i) - As i ,

б у н д а

Asf «  у ^ Х ; .  (23.6)

У холда эгри чизикли трапециянинг массаси т  куйидагича булади:

т ■ ^  у  (a ,-) \ s t Ж у (Xi) iJi Д а, .
(=1 l=\

Бу тенгликнинг унг томонида у(.х)-у  функция учун интеграл йигин- 
ди турибди. Шунинг учун К =  шах Да,- 0  да лимитга утиб эгри 
чизикли трапециянинг ани^ кийматини ^осил ^иламиз:

П п

т  =  lim  У] у  (a ,) As(- =  lim  ^  У (x i) Vi A x i
*0 ;1=1 i =  l

еки

m =  \ у ( a  )ydx, (23.7)

n
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у  =  f  (х), а <  х  <  Ь.

Энди эгри чизикли трапециянинг статик моментини хисоблашга 
утамиз.

Хар бир As,- юзчани массаси Aш,- ((23.6) га каран г) булган моддий
I 1Н 'Pi I х-; -— ) нукта билан алмаштирамиз. Бу пуктанпнг Ох укига

нисбатан статик моменти As, юзчанинг статик моментинпнг такрибий 
цийматнии беради:

(/11 r ).• да у  ■ А;.7£- да у (.г. ) ' lL As. да V (-\ ) j  Ах,.

Эгри чизикли трапециянинг М х статик .моменти As- юзчаларнинг 
статик моментларининг йигиидисига тенг булгани учун куйидаги 
такрибий тенгликпи хосил киламиз:

бунда

1 =  1

IБу ифоданииг “нг томонида — у  (х) у 2 функция учун интеграл нигнн-

ди турибди. Шунинг учун X =  max Ах , —vO да лимитга утиб эгри 
чизикли трапециянинг Ох  укига нисбатан статик моментинпнг аник 
кийматини хосил киламиз:

и о

Л 1Х =  Пт 2  7 (̂ ) -f-A-v,
ёки

ь
М х =  — 1 у ( х ) у 2 dx,  (2 3 .8 )

~ а

бунда
У — j  (х), а х  <  Ь.

Ю коридаги каби мулохаэалар асосида эгри чизикли трапения- 
иинг Оу укига нисбатан статик моментини хисоблаш учун куйидаги

ь
М , =  \ y ( x ) x - y d x  (23.9)

а

формулани хосил кплиш мумкин.
Агар эгри чизикли трапеция бир жинсли булса, зичлик у(х)  =  у 

узгармас сон булади, ва де.мак, (23.8), (23.9) формулалар куйидаги 
куринишда булади:

ь ь
М х =  — у \  у 2 dx, М у =  у  j ху  dx,
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Зунда

У =  /  (*)■

2. Эгри чизик, ва текис шаклнинг огирлик маркази. Механика- 
дан маълумки, агар шаклнинг (эгри чизик ёки текис шаклнинг) мас- 
cacniiH бирор Р„{хи, //,,) нуктага жамласак, бу шаклнинг уцца нис­
батан статнк моменти Р и (х„, ;/,,) нуктанинг уша укка нисбатан ста­
тик моментига тенг булади, яъни куйидаги тенгликлар уринли:

■И,. =  у и т ,  
.VI., =  A'j /П, (23.10)

бунда т  — P„(x.Jt у,)  нуктадаги масса. Бундш  нукта текис ш акл­
нинг огирлик маркази дейилади. (23.10) формуладан огирлик марка­
зи Р„{хи, у.)  нуктанинг координаталарнчи топамиз:

М..

т У п (23.11)

(23.11) формулаларни эгри чизи^ка ва эгри чизикли трапешшга 
Кулланмиз.

а) Э г р и  ч и з и к н и н г  о г и р л и к  м а р к а з и .  а <  х  <  Ь даги 
и — j  (.v) эгри чизик учун пг, :WV га М  лар учун ифодаларни (23.3),
(23.4) ва (2.3.5) формулалардан оламиз ва улар ни (23.11) га куйиб, 
эгри чизи'упшг огирлик маркази координаталарини хосил киламиз:

h Ь
I х у  (х) dl  I у у(х) dl

Уп =
I У(х) 01 V М  dl

(23.12)

бунда у = ) ' ( х ) —эгри чизик тенгламаси, d / =  Y 1 +  у ' -  dx  — ёй эле­
мента, у ( а ) — эгри чизикнинг зичлиги.

Агар зичлик функцияси у ( х ) = у  узгармас сон булса, (23.12) 
ифодалар куйидагича булади:

ь !•
\ X dl \ у dl

I dl
Уо = ь

Г dl

(22.13)

б) Э г р и  ч и з и к л и  т р а п е ц и я н и н г  о г и р л и к  м а р к а з и .  
у =  / ' ( а - )  чизн ч Ох  уки ва х  — а, х  — Ь тугри чизиклар билан чега­
раланган эгри чизикли трапеция учун т, М ,, М  ларнинг ифодала- 
рнпн (23.7), (23.8) ва (23.9) формулалардан олиб, уларни (23.11) га 
К у н п б ,  эгри чизикли трапециянинг огирлик марказининг коордииата- 
ларини \оспл киламиз:

х
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b j b 
! 7  ( x )  x y d x  — ( 7  (.1-) y 2 d x

■V„ =  - h--------------, y a =  ^ -------------- , (23.14)b b
\ 7  (Л-) • ydx \ 7  (.v ) ydx
a a

бунда y(.v) текис 1накл зичлиги.
А гар зичлик узгармас микдор булса, текис ш акл бир жинсли ва 

(23.14) формулалар куйидаги куринишда булади:
Ь | ь
\ xydx  — \ y-dx

Х и =  ------- , //„ =  — ------- . (23.15)Ь ' ь '
; ydx  | ydx
а а

3. Ишни хисоблаш. Моддий нукта узгаруачап f  куч таъсирида 
тутри чизщ  буйлаб харакат килаётган булсин. Ох  укини нукта ха- 
ракатланаётган тугри чизик буйлаб жойлаштирамиз. Нуктанинг 
бошлангич разиятига х  =  а,  охирги вазиятига эса х  =  b координата

мос келсин. F  куч нуктадан нуктага узлуксиз узгара борсин, яъни

х  координатанинг узлуксиз функцияси булсин: F  =  F  (л), [а, Ь] кес- 
мани узунликлари мос раришда А х и А х г, . . . , А хп булган п та 
интервалга булайлик. Хар бир к,исмий интервалда ихтиёрий Р,-(.г,-) 
нукталарни танлаймиз. Хар бир кисмий интервалда кучни узгармас 

ва у F  пинг танланган нуктадаги кийматига тенг деб, кучнинг 
Г- интервалда баж арган иши АЛ(- учун такрибий кийматни хосил ки- 
лампз:

А да F (х{)  A.v-.

Д емак, F  кучнинг [о, Ь] кесмада бажарган иши
П  П

А =  —  A A i ~  A x f  
i=i i=i

Ифоданинг унг томонида F (х) функция учун интеграл йигинди ту- 

рибди. Я =  ш ах Дд:,--уО да лкмитга утиб F (х) кучнинг [а, Ь\ кес­
мада баж арган ишининг ании; кийматини хосил киламиз:

П
A  =  \ l m ^ F  (хЛ Ах:

ёки
ь

А =  F(x)dx.  (23 .16)
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I - м и  с о л .  Координата укларига нисбатан у  — У  R'1 — х 2, \х\ ^
<  R,  ярим айлананинг статик моментларини топинг.

Е ч и ш .  y = 1 деб хисоблаб, статик моментларни (23.4), (23.5) 
формулалар ёрдамида хисоблаймиз:

1! R  Р  к

■ И , -  Ujdl  =  \ у - У  1 + y ’2 dx, М у — ( xdl  =  Т х  У Г + У *  dx.
—к

гц' ----------- ____ бплганлиги учун dl — \  1 Н----------------d x —
I R - — л- ‘ " '  R ■■ — х-

R d x

Ш ундай килиб куйидагини хосил киламиз: 
к  R

м х =  \ y m ^ . ^ = = R  и
—k  f к -  —  x  _ R

M v
[’ x - R d x

-h I
IГ  О*

I «
- - R x \

i-R
R

2 =  0
-R

2 -H iic o .i .  — +  — =  1, x =  0, i/ =  0 тугри чизиклар билан че- 
а b

гаралапгаи учбурчакнннг координата укларига нисбатан статик мо- 
ментларпни хисобланг.

Е ч и ш .  у  — I деб статик моментларни (23.8) ва (23.9) формула­
лар ёрдамида хисоблаймиз:

ab*
M = J .  \ y * d x  =  -  1 b2 \ I - - Y  dx  =  —  — -, 1 —  — )3 

A 2 J  2 J  1 a 1 6 a 1
0 0 io

a a  a

My  =  | xy dx  =  | x  ■ b | 1-----— ) dx  =  —  | (ax — x 2) dx  =

ab-
6

b 1 ^
 

I 
l~  

1 b (a 3
a 2 3 j

0

Oia1

3 j

a4  
6 ‘

3- м и с о л. у  =  ]Л /?2 — x 2, | x  | sg R  ярим айлананинг or-ирлнк 
марказнни топинг.

Е ч и ш .  7  =  1 деб оиирлик марказининг координаталарини (23.12) 
формула ёрдамида хисоблаймиз:

xdl
—R

У о =

d l

R
i ydl 

—К 
R 
\dl  

—R

бунда dl — У I +  y ’2dx
Rdx

I  R*— x 2
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R

= K i ' f  +  " )  =  # « •

1^уйидагиларни ^исоблаймиз:
R R

i dl — R  I dx =  £?arcsin
J J I tf2- .* 2

—« —R - R
R

M y =  1 xdl  =  0 (1- мисолдаи),
' - ’/<

R

- V I \ ydl  =  2 R 2 ( 1 - мисолдаи).

Шундай килиб, ярим айлана ош рлик марказишшг координаталари:

-v„ =  0, у 0=  — .
л

4 - м и  с о л .  2 - мисолдаги учбурчакнинг огирлик марказини топинг. 
Е ч и н : .  у =  1 деб учбурчакнинг опф лик марказини (23.14) фор­

мула ёрдамида хисоблаымиз:
0 j а
1 xydx —  | y 2dx

О -  о
I) --  » У О --- •а а

1 ydx  I ydx
о 6

Хисоблаймиз:
а а

| y d x = \  b\ 1 -j j dx  — b I x —  ~  |

( 1 y dx  =  S A булгани учун учбурчакнинг юзини аник интегралдан
о

фойдаланмай туриб хам хпсоблаш мумкин эди).
а

.1fv=  1 xydx  — —  ( 2 -мисолдаи),
■ , ,  1 О

о
а

М х =  — | y-dx  =  —  (2 -мисолдаи).
о

Шундай ^илиб, 2- мисолда ги учбурчакнинг орнрлик марказишшг 
координаталари

а Ь
*о =  Т . У о= Т

5 - м и  с о л .  Агар пружина 1Н  куч остида 1 см чузилиши маъ­
лум булса, уни 4 см чузиш учун канча иш бажариш керак?
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Е ч и ш .  Гук коиуннга кура пружинани х м  га чузувчи куч F  =  
=  kx.  Пропорционаллик коэф ф ициент k ни берилган шартлардан
топамиз: агар .v =  0,01 м булса F — 1 Н, демак, k —— =  100 па

0,01

F  =  100 .V. У холда иш (23.16) фэрмуладан топилади:
0,01 0,04

.4 =  1 100 xdx  =  5 0 - ,v2 j = 0 ,0 8  (Ж ).
. 6 о

2 4 -§ . Хосмас интеграллар

Линк интеграл тушунчасшш келгириа Ч1царнш да биз интеграл 
остидаги функциянннг берилган кесмада узлуксизлиги шаргидан ке- 
лнб чиккан эдик. Lily билан бирга бу шаргни каноаглаитирмайдиган 
интегралларни аж цлаш нинг зарурлиги билан боглиц масалалар уч- 
райдн. Бундай интеграллар хосмас интеграллар деб аталади. Хосмас 
интегралларнпиг иккита турини куриб чицамнз.

1. Чегараси чексиз хосмас интеграллар.
Т а ъ р и ф .  Ярим |й, +  оо) интер ;алда узлуксиз булган функция- 

пинг хосмлс интеграла  куйидагича белгиланади:
4-оо
i j {X) d x

а

в с) ушбу тенглик билан апнкланадн:
-  оо Ь
[ f  (х) dx  =  l im \‘ f ( x ) d x .  (24.1)

а Ь^п-оо д

Агар (24.1) формулада унгда турган лимит мавжуд булса, у 
холда хосмас интеграл щ и ч л а м у в ч и  дейилади. Б у  лимит интеграл- 
ниш киймати си [гагида цабул кнтинади.

А ифда курсатилган лимит м а:ж уд булмаса, хосмас интеграл 
узоклашувчи  деб аталади.

Агар ипгеграл остидаги /  (х) функция учун F (х) бош ланш и функ­
ция мат,лум булса, у холда хосмас интегралнинг я^инлашувчими ёки 
йукми зканинн аниклаш мумкин. Ньютон — Лейбниц фэрмулалари 
ёрдамида куйидагига эга буламиз:

=  F  ( оо) — F (а).

Шундай килиб, агар х ^ -  +  оо да F (х) бошлангич функциянинг 
лимита мавжуд булса (биз уни /7(-|-оо) билан белгиладик), у ^олда 
хосмас интеграл я^инлашузчи, агар бу лимит мавжуд булмаса, у 
холда хосмас интеграл узо^лашупчи булади.

1 - м и с о л. /  (х) =  е ~ кх функция учун

F (х) = — е ~ кх
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функция бошланш ч функция булади.
Ньютон — Лейбниц формуласини куллаймиз:

- |-оо Ь

/  =  Г е ~ кк dx  =  lim  ( ------ e ~ kx \
О

A rap & > 0  булса, / =  -^ интеграл якинлашувчп.

Агар k <  О булса, /  =  оо интеграл узоклашувчи.
2 - м и с о л .  Ушбу

Д-оо
/  =  | /?; =  const

,1 л:"1 
I

интегралнинг якинлашувчанлигини текширинг.
Е ч и ш .  Агар /л =  1 булса, у холда узоклашувчи интегралга зга 

буламиз, чунки

— =  ln.v 
. х
I 1

Агар т  ф  1 булса,

1 п (+ о о ) — In 1

-{-ОС
dx
х "  — т  I

1 ' ! 
га зга буламиз.

tn >  1 да 1 — /71 <Г 0 булади ва х - >  +  оо да бошлангич функ-

d x  !
ция нолга иптилади, \ —  = ------  интеграл якинлашувчп.

,1 х т—! ’
I

т  < ; 1 да курсаткич 1 — ш >  О па х-*- +  оо да бошлангич функ­
— оо
;* dxция чексизликка интилади, яъни | —  = о о  интеграл узоклашувчи.
i

Ш ундай цнлиб, ушбу

хосмас интеграл т >  1 да якинлашузчи, т  <  1 да узоклашувчи бу­
лади.

Хос.мас интеграл (— оо, Ь\ ярим чскснз интергалда хам шунга 
ухшаш аникланади:

ь ь
f / (х) dx  =  lim  \ f  (х) dx  =  F (b) —  F  ( -  oo),

■—oo a ~* 00 a

бу ерда F (—  oo) F(x)  бошлангач функциянинг x-*-  — oo даги лимити.
Агар f ( x )  функция бутун сонлар укпда узлуксиз булса, у холда 

умумлашган хосмас интеграл куйидаги формула билан аникланади:
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Н-ОО 4-00
i /  (х) dx  — f  f  ( a-) dx  +  f  /  ( x )  dx, (24.2)

бу ерда с — ихтиёрий тайинланган нукта.
Агар (24.2) формулада унг томонда турган иккала интеграл 

якинлашувчи булса, у холда чап томондаги хосмас интеграл хам 
якинлашувчи булади.

3- м и с о л. Ушбу
- 1-00

Г dx 
J  1 +  л2

интегралнинг яцинлашувчанлигини текширинг.
Е ч и ш .  (24.2) формулада с =  О деб фараз килиб, куйидагини 

хосил циламиз:
— оо 0 —оо

dx Г dx  , Г dx
I

—  +
I + х - "Г х

Тенгликнинг унг кисмидаги хосмас интеграллар якинлашувчи 
булади, чунки

о
\ — х- =  arctg  х 
1 1 + л* 6

=  arctg  0 — arctg  (—  о о  ) =  — ,

dx

f + >
=  arctg  x

— ОО

too
=  a rc tg  ( - f  °o) — arctg  0 =

Шунинг учун ушбуга эга буламиз:
-foe

1 - г  .V2 2

Интеграл якинлашупчи ва унинг киймати л  га тенг.
4 - м и с о л .  Ушбу

00
1 ех dx

— ОО

интегралнинг я^инлашувчанлигини текширинг.
Е ч и ш .  с =  0 да (24.2) формулами куллаймиз:

Ц- оо 0 —оо

f ev dx  =  i e K dx  - f  i e y dx.
— oo — oo 0

Biipoi^

\ ex dx  =  ex =  e° — e_0° =  1 
—00
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интеграл якинлашунчи,

\ е к dx ех'
1-|-оо

=  е -f оо ___р О ___

-с.
172- ш акл.

173- шакл.

интеграл эса узоцлашувчи, шу- 
4-00

нинг учун \ е* dx  узоклашувчи. 
--00

Аник интегралшшг энг содда 
хоссалари хеч кандай узгаришсиз 
яцинлашувчи хосмас интегралга 
утишини эслатиб утамиз. Улар- 
га маълум геометрик маъно бе- 
риш мумкин. М асалан, у  — f  {х)~> 
>  0 булсин ва унинг графиги 
чексиз [а, +  оо) асосли эгри 
чизикли трапеция билан чегара- 
ланган булсин (172-шакл).

Агар ! f  (х) dx  хосмас инте­

грал яцинлашувчи булса, у холда 
интеграл нинг циймати чексиз эгри чизикли трапециянинг юзига тенг 
булади.

2. Чексиз функцияларнинг хосмас интеграллари.
Т а ъ р и ф .  [а,9 Ь] интервалда узлуксиз ва х  =  а да аницланмаган 

ёки узилишга эга булган f  (x) функциянинг (1 7 3 -шакл) хосмас  
ин тегр ал и  куйидагича белгиланади:

ь
j  /  (х) dx

ва ушбу тенглик билан ани^ланади:
V и

f f  (х) d x  =  lim  j" / (x) dx. (24.3)

А гар (24.3) формулада унгда турган лимит мавжуд булса, у 
^олда хосмас интеграл яцинлашувчи  дейилади.

А гар курсатилган лимит мавжуд булмаса, у ^олда хосмас инте­
грал узоклашувчи  дейилади.

А гар интеграл остидаги /  (г) функция учун F(x)  бошлангич функ­
ция маълум булса, у холда Н ью то н — Лейбниц формуласини цул- 
лаш мумкин:

\  f ( x ) d x  =  lim  F (х)
S—►О

=  lim  [F (b) — F (a +  e)] =
£->0

=  F ( b ) - F ( a ) .
a-re
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Шундай килиб, агар х - ^ а  да F (х) б о ш л ан тч  функциянинг ли­
м и т  мавжуд булса (бпз уни F (а) билан белгиладик), у з^олда хос­
мас интеграл якинлашувчп, а гарда бу лимит мавжуд булмаса, у 
холда хосмас интеграл узоклашувчи булади.

[а, Ъ) интергалда узлуксиз ва х  — b да анщ ланмаган ёки II тур 
узилишга эга булган /(.г) функциянинг хосмас интеграли хам ш ун­
га \хш аш  аникланади:

Ь Ь—£
\ /  (х) dx  =  lim  1 /  (х) dx  =  lim  F (x)

■ e->C % E— 0

Ь—E

=  lim (F (6  — e) — F(n)) =  F{b) —  F (a),
£•-►0

бу ерда F (b) — F (x) бошланшч функциянинг x - > b  даги лимита.
Агарда f  (х) функция \а, Ь\ кесманинг бирор-бир х  =  с оралик 

нуктасида чексиз узилишга эга ёки аниклаимаган булса, у холда 
хосмас интеграл куйидаги формула билан аникланади:

Ь с Ь

( f ( x ) d x  =  \ / (x )dx  -г  \ /  (x)dx. (24.4)
а а с

Агар (24.4) формуланинг унг томонида турган иитеграллардан 
акалли биттаси узоклашувчи булса, у холда хосмас интеграл узок- 
лашувчн булади.

Агар (24.4) нинг унг томонидаги иккала интеграл якинлашувчп 
булса, у холда тенгликнигг чап томонидаги хосмас интеграл хам 
якинлашувчп булади.

5 - ми  с о л. Ушбу
4

j* A i .

о , Т
интегралнинг якинлашувчанлигини текширинг.

‘ 1 
Е ч и ш .  .v -> 0  да f (х) =  — — х  — 0 нукта [0, 4] кесма-

1 *
нипг чап охнрнда ётадн. Ш унинг учун куйидагига эга буламиз:

4 ___4
—  =  2 | х  > = 4  — 0 =  4.
, ' 7  Iо 1 X о

Интеграл якинлашувчп.
6 - м и  с о  л. Ушбу

dx
,11 — *
о

интегралнинг якинлашувчанлигини текширинг.

а
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Е ч и ш. х 1 да [ (х) =
I — х

о с .  х  =  \ нукта [0, 1] кес-

манинг унг охирида ётади. Куиидагига эга буламиз:

dx
1 - х

1—Е
— ,х =  lim  I — In I 1 — х I
1 - *  e - 0 \  ' ' ' >  П •

=  lim
E-»0

In —------In 1
e

Бирок

lim  In —  =  o o .
8—>0 Ё

Шунинг учун курсатилган интеграл узо^лашувчи.
7 - м и с о л .  Ушбу

dx
~х*~

—  1

интегралнинг яцинлашувчанлигини текширинг.

Е ч и ш .  х - * - 0  да / ( а ) = — ->-оо.  х  =  0 нукта [— 1, 1] кесма- 

нинг ичида’ ётади. (24.4) формулани цуллаймиз:

-1  —I о
У нг томондаги иккала хосмас интеграл ^ам узок,лашувчи, чунки

и

f
—I

dx

Г 4 — -J X2 X

=  —  о о  —  1 =  ----о о ,

Демак, курсатилган хосмас интеграл узоклашувчи булади.
8 - м и с о л .  Ушбу

dx

Л  у  х2

интегралнинг якинлашувчанлигини текширинг.

Е ч и ш .  х->-0 да f  (х) =  00 • х  =  0 нукта [— 1, 8] кес-
I

манинг ичида жойлаш ган. (24.4) формулани ^уллаймиз:
8 0 8

А\ У l xY  х-2 •' У х*V X1
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о
=  0 + 3  =  3,

Jl,I л2 -1
8

Унг томондаги иккала интеграл хам якинлашувчи, чунки
0

dx г, 3
Xс ах о -у 

\ Т 7 = = = З У

8
Г dx  Q 3 -----
| з —  — 3 | х
о г -V2

в
=  6 .

о

С* tfx
Шунинг учун | — = 3  +  6 =  9 га эга буламиз, яъни хосмас ин-

теграл якинлашувчи.
Якинлашувчи хосмас интеграл маълум геометрик маънога эга. 

Масалан, г/ =  /  (;с) ;>  0 функция [а, Ь] ярим интервалда узлуксиз ва 
х - >  а да чексиз функция булсин, яъни х  =  а  нук,тада вертикал 
асимптотага эга булсин. У  холда бу функциянинг графиги, [а, Ь] 
кесма ва х = а  асимптота билан чегараланган эгри чизикли трапе­
циянинг юзи чексиз булади (173-шакл). 

ь
Агар f f ( x ) d x  хосмас интеграл якинлашувчи булса, унинг кийма-

а
ти эгри чизикли трапециянинг юзига тенг булади.

3. Таэдослаш теоремалари. Агар функцияларнинг бошлангичлари 
номаълум булса, у холда хссмас интегралларнинг якинлашувчанли- 
ги хакидаги масаланн ^ал килиш кийин булади. Бундай холларда 
баъзида бошлашични билишни талаб этмайдиган махсус аломатлар- 
дан фойдаланиб, интегралнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи экани- 
ни аниклашга муваффац булинади.

Ушбу

J' f ( x ) d x
а

куринишдаги хосмас интегралларнинг якинлашувчанлик аломатини 
куриб чикамиз.

Т а ^ к о с л а ш  т е о р е м а с и .  Агар f (x )  ва ц>(х) функция лар  
[а, + о о )  интереалда узлуксиз  булса ва унда уш бу

0 <  /  (х) <  ф (х)

шар т ни  щно ат л ан т ирса,  у  холда
а) агар

+ "
j  ф  (х) dx
а

хосмас интеграл якинлашувчи  булса, у  хрлда

т  t w dx
а

хосмас интеграл хам якинлашувчи  булади;
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б) агар
+ 0 0

J f ( x ) d x
а

интеграл узоклашувчи булса, у  холда
~\-9Q

|' ф (х) dx
а

интеграл хам узоклашувчи булади.
+ 0 0

И с б о т и .  a) j ' ф (x )dx  интеграл якинлашувчи ва М  га тенг
а

булсин, яъни таърифга кура
-f оо &

f ф (х) dx  =  lim  f ф (х) dx  =  М .
a  6 - f+ o o  а

Ш артга кура ф (х) >  0 булгани учун геометрик нуктаи назардан 
Ь нинг усиши билан

ь
С ф (х) dx
а

интегралнинг усиши равшан. Лекин лимитга эга булган у сУвчи 
функция шу лимит билан чегараланади, яъни

ь
Г ф (.v) dx  <  М .

а

13- § даги тенгсизликларнинг интегралланувчанлиги ^а^идаги 4- 
хоссага кура

f ( x ) <  ф(дс).
Шартдан

ь ъ
\ f  (х) dx  <  | ф (х) dx  <  М

а а

келиб чи^ишини ёзиш мумкин. Бу  интеграл

f f ( x ) d X  <: М ,
а

яъни чегараланганлигини билдиради. Биро^, агар усувчи функция
ь

чегараланган булса, у холда у лимитга эга булади. j f ( x ) d x  функ­
а

ция усувчи, чунки /  (х) >  О да чегараланган, демак, у лимитга эга . 
+ »

Д емак, [ f ( x ) d x  интеграл якинлашувчи.
а

-j-оо Ь

б) f ( x ) d x  функция узоклашувчи булсин. У  холда \ f ( x ) d x
а а

усувчи функция чексизликка интилади. Биро^
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Ь 6
j  ф (x) dx  >  j' /  (л:) dx
a a

b
булгани учун ф (x) dx  функция ^ам чексизликка интилади, яъки

а + 00

j' ф (х) dx
а

интеграл узоклашувчи булади. Теорема тула исботланди. Ушбу
-|-00

J f ( x ) d x
— оо

куринишдаги интеграл учун ^ам теорема шунга ухшаш ифодаланади 
Тлк^ослаш функциялари сифатида купинча курсаткичли е ~ кх 

функция (1-мисол) ва даражали функциялар (2- мисол) цулланила- 
Ди.

9 - м и с о л .  Ушбу + 00

j е~х2 d x
— оо

функциянинг якинлашувчанлигини текширинг.
Е ч и ш .  х  >  1 да

—лО <  е~х 
+°° _х%

тенгсизлик уринли, демак, j е dx  интеграл я^инлашувчи, чунки
i

+°° _ г  + ° °  , 
j' е ' d x  интеграл яцинлашувчидир (1-мисол). j’ е dx  интеграл-
1 о

нинг хам я^инлашувчи эканини исботлаш мумкин. е~х функциянинг
жуфтлигидаи

е ах

функция ^ам якинлашувчп булади. Ш ундай килиб,
+ “

| е dx
— ОО

интеграл якинлашувчп булади.
10- м и с о л .  Ушбу

+оо
dx

1 I 1 -f- Ж * "1  ̂1 -j- х*
интегралнинг якинлашувчанлигини текширинг.

Е ч и ш .  Барча 1 ларда ушбу тенгсизлик уринли: 

1 <  1 1
y ' l  -\-х • ‘р'1 +  дс2 , х У х -  х{ -
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-j-oo .
j- — —  интеграл я^инлашувчи, чунки 2- мисолда т  >  I да 
i х ' 7

интеграллар я^инлашувчи эди. (Бизнннг з^олда т  =  —  >  1.) Д е-
6

мак, таккослаш  теоремасига кура
4-00

Г ________ dx_______

, ‘Г + Т - - р 'Г м Г

интеграл я^инлашувчи булади.
11 - м и с о л. Ушбу

-Ь°о ----
Г ^ — dx

J  i +  x
i

интегралнинг якинлашувчанлигини текширинг.
Е ч и ш .  х > \  булганда ушбу тенгсизлик уринли:

1 ~ Г  >  ) Т  _  1

I -j- х x-j- х 2 у  х 
+ 00 ^

Лекин Г — - интеграл узоклашувчи (2 -мисолда т  =  — ■ < 1 ) .  
v J * 2

Таккослаш  теоремасига кура
+°° 
f dx

J  l +  *

интеграл ^ам узоклашувчи булади.
4. Абсолют ва шартли яцинлашузчанлик. Тац^ослаш теоремаси 

фацат номанфий функцияларга тегишли. Ишорасини сак;ламайдиган 
функцияларнииг хосмас интегралларини излашни баъзида номанфий 
функция булган ^олга олиб келишга имкон берадиган аломатни кел- 
тирамиз.

Агар +°°
i | f ( x ) \ d x

ч)а
интеграл я^инлашувчи булса, у  ^олда

+°°
I f ( x ) d x

а
интеграл хам якинлашувчп булади.

Бунда охирги интеграл абсолют я^инлаш увч и  интеграл  деб 
аталади.

Агарда

I f(x)dx
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7  i f ( x ) \ d x
а

интеграл эса узоклашувчи булса, у з^олда
-}-оо

I' f ( x ) d x
а

интеграл шартли якинлашувчи интеграл  деб аталади. 
11- м и  с о  л. Ушбу

-г ОО 4"30

интеграл якинлашувчи,

COS X dx, sin X dx
J  1 -f- X2 ,/ I +  X2
0 0

ингегралларнинг якинлашувчанлигини текширннг.
Е ч и ш .  Интеграл остидаги функциялар ушбу шартларни цаноат- 

лантиради:
COS X ! sm дг 1

1 +  X2
5 а

-Г  л 2 ’ 1 - -  Л2 1 -j-  X 2

4-00
dx

| я интеграл якинлашувчи (3- мисол), шунинг учун
с 1 ^о

+  оо

г COS X
d x , г ! sin х

1 1 + Л ' 2 1 1 1 - f  Xs
dx

интеграллар якинлашувчи булади.
Де.мак, берилган хосмас интеграллар абсолют якинлашувчи бу­

лади.
12- м и  с о  л. Ушбу

sin X dx

интегралнинг шартли якинлашувчи эканини исоотлаш мумкин.

S’ з - у з и н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Берилган функцияларнинг чегаралари чексиз хосмас интеграллар» деб нимага 
аитилади? Унинг геометрик маъносини айтинг. Якинлашувчи ва узоцлашув- 
чи интегралга мисоллар келтиринг.

2. Чегараланмаган функцияларнинг хосмас интегряллари деб нимага аитилади? 
Унинг геометрик маъносини айтинг. Якинлашувчи ва узоклашувчи интеграл­
га мисоллар келтиринг.

3. Хосмас интеграллар учун тавдослаш теоремасини айтинг ва уни исботланг. 
Мисоллар келтиринг.

4. К,андлп хосмас интеграл абсолют якинлашувчи интеграл деб аталади? К,андай 
интеграл шартли якинлашувчи интеграл деб аталади?

5. 2-366 — 24 17- масалаларни ечииг.
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7- б о  б

БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИНИНГ ФУНКЦИЯСИ

1 -§ . Бир неча узгарувчининг функцияси ва унинг аницланиш
сохаси

К упгина ходисаларни урганишда икки, уч ва ундан куп узга­
рувчининг функцияси билан иш куришга тугри келади.

Т а ъ р и ф .  Агар бирор D  тупламнинг хар бир (х, у) хакикий 
сонлар жуфтлиги бирор коида билан Е  тупламдаги ягона г хакикий 
сонга мос щ'йилган булса, у холда тупламда икки узгарувчининг  
функцияси  аникланган  деб аталади.

Бу ерда х  ва у  эркли узгарувчилар ёки аргументлар,  z эса эрк- 
сиз узгарувчи ёки ф унк ция  деб аталади.

Икки узгарувчининг функцияси куйидаги куринишларда белгила- 
нади:

D  туплам бу функциянинг а н щ л а н ш и  сохаси дейилади. г узга­
рувчининг ^ийматлари туплами Е  функциянинг узгариш сохаси (кий- 
матлар туплами)  дейилади.

z =  f ( x , y )  функциянинг аргументларнинг тайинланган х  =  хд 
ва у  =  у 0 сонли кийматларида цабул киладиган z0 хусусий кийма- 
тини топиш учун у куйидагича ёзилади:

М асалан, х  =  — 1 ва у  — 2 да z =  х 2 +  у 2 функциянинг киймати 
^уйидагига тенг:

Геометрик нуктаи назардан тугри бурчакли координаталар сисге* 
масида ^акикий сонларнинг хар бир (х, у) жуфтига х  ва у  коорди- 
натали текисликнинг ягона Р  нуктаси мос келади; аксинча, текис- 
ликнинг хар бир Р(х ,  у) нукдасига хакикий сонларнинг ягона (х, у) 
жуфти мос келади. Бу муносабат билан икки узгарувчининг функ- 
циясини Р ( х ,  у) нуктанинг функцияси сифатида караш мумкин. 
Ш ундай цилиб, z =  f  (х, у) урнига z — f  (Р) ёзиш мумкин. У .уэлда 
икки узгарувчи функциясининг ашщланиш сохаси D  текисликнинг 
бирор нукталари туплами ёки бутун текислик булади.

z — f  (х, у),  z  — z (х, у) ва х . к .

г0 =  2 I ЛГ=Ж0 ёки 20 =  f ( x 0, у 0).
•U=Vt

г - ,  =  / ( - 1 ,  2) =  ( - 1 ) 2  + (2)= =  5.
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Уч узгарувчининг функциясига хам шунга ухшаш таъриф бериш 
мумкин:

Т а ъ р и ф .  Агар бирор D  тупламнинг .\ар бир (х, у, г) ^ациций 
сонлар учлиги бирор коида билан Е  тупламдаги ягона и хациций 
сонга мос цуйилган булса, у .\олда D  туиламда уч узгарувчининг  
функцияси  аникланган  деб айтилади.

Бу ерда х, у, г эркли узгарувчилар  ёки аргументлар,  и эса 
эрксиз узгарувчи ёки функци я  деб аталади. Уч узгарувчининг ф унк­
цияси буидай белгиланади:

и =  f  (х , у,  г), и — и(х ,  у,  г) ва х. к .

D  туплам бу функциянинг а н щ л а н и ш  сохаси дейилади. и у зга­
рувчининг цийматлари туплами Е  эса функциянинг узгарши сохаси 
(кийматлар туплами) дейилади.

Геометрик нуктаи назардан тугри бурчакли координаталар систе- 
масида хакикий сонларнинг хар бир (х, у,  г) учлигига х, у  ва г 
координатали фазонинг ягона Р  нуктаси мос келади ва аксинча. 
Шунинг учун уч узгарувчининг функциясини Р(х ,  у, г) нукта нинг 
функцияси сифатида караш мумкин. Шундай к,илиб, и =  / (х, y , z )  
урнига z — f  (Р) ёзиш мумкин. У холда уч узгарувчи функцияси­
нинг аникланиш сохаси фазонинг бирор нукталари туплами ёки бу­
ту н фазо булади.

Турт узгарувчининг ва умуман п узгарувчининг функциясига ^ам 
шунга ухшаш таъриф бериш мумкин.

п  узгарувчи функциясининг аниклани т сохаси п  та хациций сон- 
н и н г’|л ‘], Хо, . . . , хп ) системасидан тузилгаи D  туплам булади. 
п  та узгарувчининг функцияси куйидагича белгиланади:

у  =  /  (xlt  *2, . . . , хп \ , у  =  у  [*!, х 2, . . . , хп ) ва X. к.

Туртта ва ундан ортик узгарувчига боглщ  функцияларнинг аниц- 
ланшп сохасини чизмаларда кургазмали намойиш этиш мумкин эмас.

Бирок геометрия атамаларини давом эттира бориб, п  >  4 да п 
узгарувчининг функциясини бирор п  улчовли фазо Р  [хъ  х г , . . . , х п\ 
нуктасининг функцияси сифатида караш мумкин. У  холда у  — f  (x lt 
х 2, . . . , х п \ урнига у  =  f (P)  ёзиш мумкин.

Бир неча узгарувчининг функцияси турлича усуллар билан бери- 
лиши мумкин. Биз мисолларда унинг аналитик усулда берилишидан 
фойдаланамиз. Бунда функция формула ёрдамида берилади. Бу хол- 
да функцияларнинг аникланиш сохаси бу формула маънога эга бу­
ладиган барча нуцталар туплами хисобланади.

1 - м и с о л .  Ушбу
1

г = -----------------
R'2 — х2 — у 2

функциянинг аникланиш сохасини топинг.

Е ч и ш .  Функциянинг аникланиш сохаси 

аникланган нукталар туплами, яъни R 2 — х 2
;— —  ”Ф°Да R~ — * — у­

—  у - ф  0 ёки х 2 +  у 2 ф
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175- шакл. 1 7 6 -шакл.

2 =  In (у2 — 4х  +  8)

функциянинг аникланиш сохасини 
топинг.

Е ч и ш .  Функциянинг аник,- 
ланиш сохаси In (у 2 — 4х +  8) 
ифода аникланган нуцталар туп- 

1 7 4 -шакл. ламп, яъни у 2 — 4х  +  8 >  0 ёки
у'2 >  4 (х — 2) тенгсизлик бажа- 

риладиган ну^талар туплами булади. Бу тупламга текисликнинг 
у 2 =  4 (х — 2) параболада ва унинг ички кисмида ётмаган барча нук,- 
талари тегишли булади (1 7 5 -шакл).

3 -м  и с о л .  Ушбу

] R 2 —  x 2 —  y 2 —  z2и

функциянинг аникланиш сохасини топинг. 
Е ч и ш .  Функция

R 2 — х 2 —  у 2 —  z2 >  0 ёки х 2 +  у 2 +  z 2 <  R 2

шартларда аникланган. Функциянинг анш уиниш  сохаси фазонинг 
х 2 +  у 2 +  z2 =  R 2 сфера ичида (сфера нукталари хам киради) ётган 
нукталари туплами булади (1 7 6 -шакл).

И кки узгарувчининг z =  f ( x ,  у) функциясининг геометрик тасви- 
ри, умуман айтганда, уч улчовли фазодаги сирт булади. Бу сирт 
z =  f ( x , y )  функциянинг графиги дейилади. I бобда биз баъзи сирт-

Ф  R 2 бажариладиган ну^талар 
туплами булади. Бу тупламга 
текисликнинг х 2 +  у 2 =  R 2 айла- 
на нукталаридан ташкари хамма 
нукталари тегишли булади (174- 
ш акл).

2 - м и  с о л .  Ушбу
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ларни куриб утдик. Масалан, z =  ах  +  by +  с функциянинг графиги
s IJ~

текислик булади; 2 =  —— - f  ~ — функциянинг графиги эллиптик 

параболоид булади. х-  +  у-  -j- z2 =  R 2 сферанинг юкори кисми г

j R 2 — х- — у-  функциянинг графиги булади ва х. к.
Уч ва ундан орти^ узгарувчининг функциясини геометрик тас- 

вирлаш мумкин эмас.

2- §. Бир неча узгарувчи функциясининг лимити, узлуксизлиги

Функциянинг лимити ва узлуксизлиги тушунчаларини куришдан 
олднн, берилган нуктанинг 6-атрофи тушунчасини киритамиз.

Т а ъ р и ф .  Р0 (л-0, у 0) нуктанинг 6-атрофи  деб координаталари 
куйидаги шартни каноатлантирувчи Р(х ,  у) нукталар тупламига ай­
тилади:

] ' (х — А'0)2 +  (у — у0)- <  б ёки кискача р (Р; Р 0) <  б, бу ерда 
р (Р; Р 0) белги билан Р  ва Р 0 нукталар орасидаги масофа белги- 
ланган.

Ш ундай цилиб, Р 0 нуктанинг б- атрофи бу Р 0 марказли б радиус- 
ли доиранинг ичида ётувчи барча Р  нуцталардир (1 7 7 -шакл).

Фазодаги Р 0(х0, у 0, z0) нуктанинг б-атрофи хам шунга ухшаш 
таърифланади. Равшанки, бу радиуси б га тенг ва маркази Р 0 ну^- 
тада булган ушбу

(х — х 0)2 +  { y ~ ~ y ) -  +  (z —  г0)а <  б ёки р (Р- р 0) <  б

шартни каноатлантирувчи шарнинг ички нукталари булади.
п улчовли (л >  3 да) фазода Р 0 (х10, х 20, . . х п0) нуктанинг

б-атрофи шунга ухшаш таърифланади.
Т а ъ р и ф .  Агар икки узгарувчининг z =  f (х, у) =  / (Р) ф унк­

цияси Р 0 нуктанинг бирор атрофида аникланган булса ( Р 0 нуцта- 
нинг узида аникланмаган булиши мумкин) ва агар ихтиёрий s ; > 0  
учун шундай б >  0 топилсаки,

р(Р; Р о ) < «  
тенгсизликни каноатлантирувчи 
барча Р(х ,  у) нукталар учун 

| /  (х, у) —  А  | <  е (ёки 
If  (Р) — Л f <  е) 

тенгсизлик бажарилса, у >;олда 
А  узгармас сон z — f  (х, у )  функ­
циянинг Р 0(х0, у 0) нуктадаги ли­
мити дейилади.

Агар А  сони z  — f ( x ,  у) =
=  К Р ) функциянинг Р  (х, у) -V 
- + Р о ( х 0’ У о) д а ги  ЛИМИТИ булса, 
у з^олда бундай ёзилади: 177- шакл.

365



lim  /  (P) =  А  ёки lim  f ( x ,  y) =  A,
P ~ * P 0 x-*-x0

У->Уо
чунки P  (x, у )  P  ( x 0, y 0)  булганда x  x 0, у  y 0 булади.

Уч ва ундан ортик, узгарувчининг функцияси лимитининг таъри- 
фи шунга ухшаш киритилади.

А гар бир неча узгарувчн фупкциясининг лимита нолга тенг бул­
са, у >;олда у чексиз кичик  деб айтилади.

Бир узгарувчининг функцияси учун лимитлар ^а^идаги барча 
асосий теоремалар (2- боб, 4-§) бир неча узгарувчининг функцияси 
учун ^ам уринлилигича цолишини айтиб утамиз.

Т а ъ р и ф .  Агар г  =  / (х, у) =  f  (Р) функция Р 0 (х0, у 0) нуктада 
Х;амда унинг атрофида аникланган ва

lim  / (Р) = f ( P 0) ( lim  f ( x ,  у) = /( .« „ ,  у 0)\ (2.1)
Р —*Р о X—*х0

У̂ Уо
булса, яъни функциянинг Р 0(х0, у 0) нуктадаги лимити функциянинг 
шу нуктадаги цийматига тенг булса, у холда бу функция Р 0(х0, у 0) 
нуктада узлуксиз  дейилади.

Бу  таърифга «е — б» тилидаги куйидаги таъриф тенг кучли. 
Т а ъ р и ф .  Агар z =  f ( x ,  у) функция Р 0(х0, у 0) нуктада аник,- 

ланган булса ва агар ихтиёрий е > 0  учун шундай б > 0  мавжуд 
булсаки,

Р (Л  Я „ ) < б
шартни каноатлантирувчи барча Р ( х , у )  ну^талар учун

If(x, y)~f(xо, y0)|<s (|/(P)-/(P0)l<s)
тенгсизлик бажарилса, z =  f  (х, у) =  f  (Р) функция Р0 (х0, у 0) ну к ­
тада узлуксиз  дейилади.

Функциянинг нуктадаги узлуксизлигининг биринчи [таърифига 
тенг кучли яна бир таърифини келтирамиз. Бунинг учун (2.1) тенг­
ликни унгя тенг кучли

lim  ( f ( P )  —  f ( P 0)) =  0 {ёки П т ( /  (х, у) —  f  (х0, у 0)) =  0) (2.2)

тенглик билан алмаштирамиз. Белгилаш киритамиз:

х  —  х 0 =  А х, у —  у й =  А у  

f ( P ) - f ( P ^ = f ( x ,  У) — f ( xo< Уо) =  Аг .

A z ни г — f ( x ,  у) функциянинг Я0(л:0, у 0) нуктадаги т у л щ  орт­
тирмаси  деб атаймиз, у функциянинг Р(х ,  у)  ва Р 0 {х0, у 0) нукта- 
лардаги кийматлари айирмасига тенг. Киритилган белгилашлардан 
фойдаланиб, куйидагиларни хосил киламиз:

* =  *0 +  А А', у  = у 0 + А  у,
2 =  f  (X, У), z0 +  A z  =  f  (х0 +  А х ,  У о + А  у),

A z =  /(*„  +  А .г, г/0 +  А у) —  f  (х0, у0).
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Равшанки, Р - +  Р0 булганда Д х - > 0  ва А у - *  0 булади, яъни 
Л--> л -0, у - + у 0. (2.2) шартдан Д г ^ О  булиши келиб чицади. Энди 
узлуксизликнинг юцорида айтиб утилган биринчи таърифига тенг 
кучли яна бир таърифини ифодалаш мумкин.

Т а ъ р и ф .  Агар г =  f {х, у) =  f  (Р) функция Р0(х0, у а) нуктада 
ЕЭ унинг атрофида аникланган булса, хамда агар аргументларнинг 
Д .v ва А у  чексиз кичик  орттирмаларига функциянинг Д Z Ч6КСИЗ 
кичик тулик орттирмаси мос келса, яъни

lim  Д г =  О
Ад:-->0 
Дг/—>0

булса, у холда бу функция шу нуктада узлуксиз  дейилади.
Узлуксизлик шартлари бажарилмаган нукталар узилиш нущта- 

лари  деб аталади. Икки узгарувчининг функциялари узилиш нуцта- 
лари бутч'н чизикни ^осил килиши мумкин.

1-м и с о  л. Ушбу
 ̂_____1___

х2+  у*-

функциянинг узилиш нукталарини топинг.
Е ч и ш .  Функция х  =  0 ва у  =  0 координатали нуцталардан 

ташцари хамма нукталарда аникланган ва узлуксиздир. О (0, 0) 
координата боши узилиш нуктаси булади.

2 - м и с о л .  Ушбу
1

2 =  ---------
У*

функциянинг узилиш нукталарини топинг.
Е ч и ш .  Функция координаталари х - — у ” =  0 тенгламани кано- 

атлантирувчи нукталардан ташкари ^амма нукталарда аникланган 
ва узлуксиздир. Бу — координата бурчакларининг иккита у  =  х  ва 
у  — — х  биссектрисалари тенгламасидир. У ёки бу биссектрисага те­
гишли хар бир нукта функциянинг узилиш нуцтаси булади. Ш ун­
дай килиб, узилиш нукталари иккита узилиш чизигини ^осил ки- 
лади.

Икки узгарувчининг узлуксиз функцияси бир узгарувчининг у з­
луксиз функцияси эга булган асосий хоссаларга эга булади.

Бирор тупламнинг ^ар бир нуцтасида узлуксиз булган z  =  
=  f ( x ,  у) =  f (P)  функция шу тупламда узлуксиз дейилади. Баъзи 
таърифларни келтирамиз.

Т а ъ р и ф .  Агар текислик нуцталарининг D  тупламидаги ихтиё­
рий икки нуктани шу туплам ну^таларидан ташкил топган, узлук­
сиз чизщ  билан туташгириш мумкин булса, у ^олда бу D  туплам 
богламли туплам  деб аталади.

Масалан, дойра — бомамли туплам, умумий ну^тага эга булма­
ган иккита дойра эса богламли туплам эмас.

Т а ъ р и ф .  Агар Р  ну^танинг берилган тупламнинг ну^талари- 
дан ташкил топган б-атрофи мавжуд булса, у ^олда Р  нуцта шу
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тупламнинг т к и  нуцтаси  дейи­
лади (1 7 8 -шакл).

Т а ъ р и ф .  Агар N  нуктанинг 
ихтиёрий 6 -атрофида берилган 
тупламга тегишли булган нукта­
лар хам, бу тупламга тегишли 
булмаган нукталар хам мавжуд 

178-шакл. _ булса, у холда N  нукта берилган
тупламнинг чегаравий нуктаси  

деб аталади. Тупламнинг барча чегаравий нукталари туплами унинг 
Ь чегараси дейилади (1 7 8 -шаклдаги L  чизик,).

Т а ъ р и ф .  Факат ички нукталардан ташкил топган D  туп лам 
о ч щ  трал ам  деб аталади. " '

Т а ъ р и ф .  Богламли очиц D  туплам очик соха  ёки соха деб 
аталади. "

М асалан, учбурчак, дойра ва хоказоларнинг ички нукталари со­
ха булади.

Т а ъ р и ф .  Соха ва унинг чегарасидан ташкил топган нукталар 
туплами ёпик соха деб аталади.

Т а ъ р и ф .  D  тупламни уз ичига олувчи дойра мавжуд булса, 
у холда бу туплам чегараланган ту пла м  деб аталади.

Энди ёпик чегараланган сохада узлуксиз булган икки узгарувчи­
нинг функцияси асосий хоссаларини келтирамиз.

Бирор D  ёпик; сохада узлуксиз булган f (P )  функция берилган 
булсин. У холда: 1

1. f{P)  функция бу сохада чегараланган, яъни шундай ^ > 0  
сони мавжудки, D  соханинг барча Р нукталари учун ушбу тенгсиз- 
лик уринли:

\ f ( P ) \ < k ;

2. D  сохада f  (Р) функция у зининг энг катта киймати М  га ва 
энг кичик ^иймати т  га эришади;

3. D  сохада f ( P)  функция энг катта М  ва энг кичик т  кий­
матлари орасидаги барча оралиц ^ийматларни кабул килади.

Ихтиёрий сондаги эркли узгарувчи функциясининг узлуксизлиги 
ва хоссалари шунга ухшаш таърифланади.

3 -§ . Функциянинг хусусий ^осилалари

Графиги бирор сирт булган икки узгарувчининг z =  f (x ,  у) =  f (P)  
функциясини к,араймиз (1 7 9 -шакл).

х  узгаруьчига Р (х ,  у) нуктада А х  орттирма берамиз, у  узгарув- 
чини эса узгаришсиз цолдирамиз. Рх {х +  А х ,  у) нуцтани хосил ки­
ламиз. Р  ва Р 1 нукталарга сиртда М  (х, у,  z) ва (х +  А х, у,  zx) 
нукталар мос келади, бу ерда zx =  / ( / \ )  =  / (х  +  А х, у), (шаклда 
бу P i M 1 =  z-! кесма). У  холда

A x z =  / ( P t ) — f (P)  ёки Ax z =  f ( x  +  A x , y )  —  f ( x ,  у) (3 .1) 

айирма 2 =  /  (х, у) =  /  (Р) функциянинг Р(х ,  у)  нуктадаги х г/зга-
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рувчи буйича хусусий  
орттирмаси  деб атала;и  
(шаклда бу N lM 1 =  A f z 
кесма).

Шунга ухшаш агар 
факат у  узгарувчига А у 
орттирма берилиб, х  уз- 
гаришсиз колдирилса, у 
^олда Р 2 (х ‘у  +  А у )  нук- 
та хосил булади ,бу  нук- 
тага сиртда М 2 (х, у  +
— А у,  Zo) мос келади, бу 
ерда z 2 ~ f ( P 2) = f ( x , y +
-\-Ау) (шаклда бу Р 2М 2=
=  z 2 кесма). У холда

Аv 2 =  /  (p i) — /  (р ) ёки АУ z =  /  (*• А /А) — /  (*> //) О -2)
айирма z =  /  (х, у )  =  f  (Р)  функцияиинг Р (х, у )  нуктадаги у  узга­
рувчи бЦйича хусусий орттирмаси  деб аталади (’шаклда бу N 2M 2 =  
=  Ау г кесма,).

Ни^оят, иккала х  ва у  узгарувчи мос равишда А х  ва А у  орт- 
тир.ма олеин. У ^олда Р(х ,  у )  нукта Р я (х  +  А х, у  -г  А у) нуктага 
утади, бу нуктага сиртда М 3 (х  +  А х, у  -г  А у,  z3) нуцта мос кела­
ди, бу ерда z3 =  f  (Р3) =  / (х +  А х, у +  А у ) .

Ушбу

А 2 =  /  (P3) — f  (Рх) ёки А 2 =  /  (х +  А х, у  +  А у)  —  /  (х, у )  f  3.3)

айирмани биз 2- § да учратган эдик, у  z =  /  (х, у )  функцияиинг 
Р  (х, у )  нуктадаги тулик  орттирмаси  деб аталади (шаклда бу 
N 3M 3 =  А г кесма) .

(3.1), (3.2) ва (3.3) формулалардан функцияиинг тулик орттир­
маси, умуман айтганда, бу функцияиинг хусусий орттирмалари йи- 
гиндисига тенг эмаслиги келиб чикади, яъни

А ' г ф А х г +  Ае г.

z  =  f (x ,  у) функцияиинг х  узгарувчи буйича Axz орттирмасининг 
шу узгарувчининг А х  орттирмасига нисбатини караймиз:

Д., г _  f ( x  +  A x , y )  —  f [ x , y )

А х  А х

Т а ъ р и ф .  Агар нисбатнинг Ал: — 0 даги лимити мавжуд бул­
са, у эфлда бу лимит z =  f ( x , y ) функциянинг Р ( х , у )  нуктадаги к 
узгарувчи бС/йича хусусий хосиласи деб аталади ва бундай белги- 
ланади:

дг д}

Мз
*1i

179- шакл.



д г  Дд-г f(x -f- А х, у ) — Их, у)—  =  lim  - i -  =  lim -— 1
дх  дх-»о Д.ч: A,v—>о \ х

г = / ( х ,  у) функциянннг Р ( х , у )  нуктадаги у  узгарувчи буйича 
хусусий хосиласи  хам шунга ухшаш таърифланади:

дг Д уг f (х, у 4- Дг/) — f(x, у)
—  =  lim  =  lim  ------ — — —— ' .
<5(/ Ду—*п Дг/ Ду—►о Дг/

Таърифдан —  ни топишда г/ нинг узгаришсиз колиши, —  ни
“ ду

топишда эса х  нинг узгаришсиз колиши келиб чи^ади. Бунинг учун 
хусусий х;осилани топиш бир узгарувчили функция хосиласини то- 
пищ ^оидаси ва формуласи асосида утказилади, фацат бунда ^осила 
айнан кайси узгарувчи буйича топилаётганини ёдда caiyiaui керак,

Уч ва ундан ортик узгарувчи функциясининг хусусий хосиласи 
ш унга ухшаш таърифланади ва хисобланади.

1 - м и с о л .  Ушбу

г =  У х 1 +  у- 
функциянинг хусусий ^осилаларини топинг.

Е ч и ш .  у  ни узгармас деб ^исоблаб, —  хусусий ^осилани то-
дх "

памиз:
дг 1 х

•2х-

Демак, таърифга кура куйидагига эга буламиз:

д х  2~1/ х?^гу~  У д . ' Ч /

х  ни узгармас деб хисоблаб, —  хусусий ^осилани топамиз:
дУ

i i  а _____ 1______ . 9 » =  — У
ду 2 У х * + у *  У  xs-f-y2

2 - м и с о л .  Ушбу
и =  х 6 — у 1 +  5 z3

функциянннг хусусий ^осилаларини топинг.

Е ч и ш .  у  ва г ларни узгармас деб хисоблаб, —  хусусий хоси-
дх

лани топамиз:

дх
- в * * .

х  ва z  ларни узгармас деб хисоблаб, —  хусусий хосилани топамиз:
ду

- = - 4 у 3. 
ду *

х  ва у  ларни узгармас деб хисоблаб, —  хусусий хосилани то­
’ dz

памиз:

—  =  15г2.
dz
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180- шакл.

Икки узгарувчининг z — f(x, у)  функцияси учук унинг хусусий 
^осиласининг геометрик маъносини аииклаш кийнн эмас. Бу  функ- 
циянинг геометрик тасвири сиртдан иборат эди.

у  ни узгармас деб хисоблаб, Охг координата текислигига парал- 
лел мос текислик билан сирт кесишмасида ясси эгри чизик L K ни 
хосил киламиз. Бу эгри чизикка М  нуктада Т Л.М уринма Ох уци 
билан а  бурчак ^осил килади. Бир узгарувчининг функцияси хоси- 
ласининг геометрик маъносига асосан ( у — узгармас)

~ = t g a  =  kx (3.4)

га эга буламиз, бу ерда kx М Т Х уринманинг Ох укига нисбатан 
бурчак коэффициента (1 8 0 -шакл).

Ш унга ухшаш х  ни узгармас деб хисоблаб Оуг  координата те­
кислигига параллел мос текислик билан сирт кесишмасида ясси эгри 
чизик, L y ни з^осил ^иламиз. Б у  эгри чизикда М  нуцтада Т уМ  
уринма Оу у ни билан р бурчак ^осил ^илади. Шундай цилиб,

га эга буламиз, бу ерда ky М уТ  уринманинг Оу у^ига нисбатан бур­
чак коэффициента.

У з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Икки узгарувчининг функцияси, унинг аникланиш сохаси деб нимага аитила- 
ди? Бу  тушунчаларнинг геометрик талциншш берннг.

2. Уч узгарувчининг функцияси, унинг ашщланнш сохаси деб нимага айтилади? 
Б\- функциянннг аникланиш сохасини геометрик нуцтаи назардан кандай тал- 
цим ^илиш мумкин?

3. Икки узгарувчн функциясининг иуктадаги лимити деб нимага айтилади?
4. 1\ачон икки узгарувчининг функцияси нуцтада, сохада узлуксиз дейилади?
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5. Икки узгарувчи функциясининг узилиш нуь;таси деб нимага айтилади? Мисол 
кел тир инг.

6. Бир неча узгарувчи функциясининг хусусий хосиласига таъриф беринг.
7. Икки узгарувчи функцияси хусусий хосиласининг геометрик маъноси нимадан 

иборат?
8. 2983 — 3002, 3037 — 3084- масалаларии ечинг.

4 -§ . Бир неча узгарувчи функциясининг тули^ орттирмаси ва ту-
ли^ дифференциали

Соддалик учун икки узгарувчининг г =  f (x,  у) =  f(P) функцияси- 
ни караймиз. Ихтиёрий Р(х, у) нуцтани оламиз, х  ва у  узгарувчи- 
ларга мос равишда А х  ва А у  орттирмалар берамиз. Р г{х +  Ах,  
у  -f- Ау)  нуктага эга буламиз. Н у^талар орасидаги масофани р харфи 
билан белгилаймиз (181-ш акл). р =  У (А х)2 +  (А у)1 булиши равшан. 
г  =  f(x, у) функция

Az =  f (x  +  Ах, у  +  A y )  —  f{x, у)

формула билан ани^ланадиган Az  тули^ орттирмага эга булади.
Т а ъ р и ф .  Агар z — f( x ,y )  функцияиинг Р(х, у) нуктадаги тулик 

орттирмасшш
Az =  А А х  +  ВА у  +  а(Ах,  Ау)  (4.1)

куринишда ифодалаш мумкин булса, бу функция Р(х, у) ну^тада 
дифференциалланувчи  дейилади, бу ерда А, В  А х  ва Ау  га богли^ 
булмаган сонлар, и(Ах,  Ау)  эса Ал:-»-0 , А у - > 0  да чексиз кичик 
функция, ани^роги, а(Ах,  Ау)Р(х,  у)  ва Р х(х  +  Ах, у  +  Ау)  нукта- 
лар орасидаги р масофага Караганда ю^ори тартибли чексиз кичик 
миедордир (182-шакл), яъни

, «(А х, А у) _  0
‘ (4.2)

Urn
р->0

(Ак~*Л\
1 Дг/ -*0 J

Бу таърифдан агар функция ну^тада дифференциалланувчи булса, 
унинг тула дифференциалини иккита ^ушилувчининг йигиндиси ку- 
ринишида тасвирлаш мумкин экани келиб чикади: улардан бири — 
А  А х  4- В  А у  Ах, А у  га нисбатан чизикли ифоданинг бош булаги, 
иккинчиси А х  ва А у  га нисбатан чизикли булмаган ифода, у  нолга

у -

О х х-*х

181- шакл, 182-ш ак л .
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A.y ва Ay  га нисбатан тезрок интнлади, яъни юкори тартибли чек­
сиз кичик микдордир.

Т а ъ р и ф .  Дифференциалланувчап г — /(к, у) функциянннг аргу- 
ментларнннг Ах, А у  орттирмаларига нисбатан чизикли ифодаси бул­
ган Аг тулик орттирмасининг б о т  булаги бу функциянннг тулик  
дифференциалы деб аталадн.

Ш ундай килиб, г =  }(х, у) функция Р(х, у) нуктада дифферек- 
ииалланувчи булса, у холда унньг dz  тулик дифферснииали ушбу

dz =  A A x  +  B A y  (4.3)

формула билан аникланади.
1 - м и с о л .  Ушбу

2 =  л'2 +  У1

функциянннг дифференциалланувчи эканига ишонч хосил килинг.
У нинг тулик дифференциал ини хисобланг.

Е ч и ш .  Функциянннг Р(х, у) нуктадаги тулик орттирмасини то- 
памиз:

A z  =  f(x +  A x , y  +  A y )  —  f(x, у) =  (х +  Ал-)2 +  (у +  А у)- —
— х 2 —  у 2 =  х 2 +  2х  А  х  +  (Ал:)2 +  у 2 +  2у  А у  +  (А у)2 — х 2 — у 2 =  

=  (2х А х  +  2у  А у) +  ((А х)2 +  (А у)"-)

z \ =  х 2 у2 функциянннг Az  тулик орттирмаси икки кисмдан 
иборат ли гини курамиз: А х  ва А у  нинг чизикли ифодаси ( 2 v Ax  +  
- ' ~ 2 у А у )  бош 1̂ исм, А х  за А у  нинг чизикли булмаган ифодаси 
(А х)2 +  (А у)2. а ( А  х,  А  у) =  (А х)2 (А у)'2 ни р га буламиз ва бу 
нисбатнинг лимитини р =  У  (А х)2 +  (А у)- -*■ 0 да, ва демак, Ах-э-О 
ва А у -> 0  да хисоблаймиз:

« (Ах ,  Дг/) (Дх)2 +  (Д//)2 . .  р2 „lim  - -  - =  lim  -— — ----- — — п т  —  =  lim  р =  0.
р->0 р р->0 р р->0 р р->0

Бу натижа a(A.v, А у) =  (Ал:)2 +  (Ау)2 катталик р га нисбаган анча 
юцори тартибли чексиз кичик катталик эканини билдиради.

Д емак, z =  х 2 +  у 2 функциянннг Аг тулик орттирмаси (4.1) 
формулага буйсунади, шунинг учун бу функция дифференциалла­
нувчи ва унинг dz  тулик дифферениигли 2 х А х - \ - 2 у А у  га тенг.

Т е о р е м а  (дифференциалланувчанликнинг зарурий шарти). Агар  
z — f(x, у) функция  Р(х, у) нуктада дифференциалланувчи булса,  
у  холда у т у  нуктада fx (x, у) са f ’ (x, у) хусусий хосилаларга эга 
булади, бунда

A = f ' s (x ,y ) ,  B  =  f ’y (x ,y) .

И с б о т и .  z  = / ( * ,  у) функция Р(х, у) нукдада дифференциалла­
нувчи булгани учун (4.1) муносабат уринли булади, яъни ихтиёрий 
етарлича кичик А х  ва А у  ларда

A z  =  А  А х  В  А у  а(А х, А у ) .
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Хусусан, у A y  =  0 ва А х  Ф  О да хам уринли булади. Бу холда 
A z  ту лик ортгирма А л.г хусусий орттирма булиб коладн ва (4.1) 
муносабат

Алг =  А  А х  +  ос(А х,  0)

куринишни олади. Охирги тенгликнинг иккала кисмини А х  га була­
миз ва Ах -»■ 0 да лнмитга утамиз:

, ■ Д гг к  i l l  а (Дх,  0) ■ » , 1- а(Дл-, 0)lim -=*— =  hm  /1 +  - — !— 1 =  Л +  11 m —— —  . (л л\
Лл—о Дх д.<-.о ■. Ддс ! Ах-,о  Дх '  ;

, .  а (Лх,  0) п ..
l im --------- =  U эканини курсатиш цолади.

Дат-  о А х  '

Хакикатан хам, Ау  =  0 булгани учун р = У  (Ах)2 =  | Д х | була­
ди, демак,

lim « ( ^ 0, = l im  g ( ^ 0) = И т _?(Дх, 0) =  0|
Дл->0 Ал- Д а—*0 ! А X | Д х-»0  ± Р

чунки z =  f(x, у) дифференциалланувчи функция, шунинг учун (4.2) 
шарт бажарилади. Бу натижани (4.4) га цуйиб

lim  =  А
Да--,.0 Дх

га эга буламиз.

Бирок, иккинчи томондан, lim  =  / ' (х, у),  шунинг учун Р(х,у)
Да - > 0  Дх  х

нуктада

/* (х, У) =  А

хусусий ^осила мавжуд. Р(х, у) нуктада

/ у (■«. У) =  в

хусусий хосиланинг мавжуд булишини >̂ ам шунга ухшаш исботлаш 
мумкин.

(4.1) ва (4.3) формулаларда А  ва В  катталикларни хусусий >̂ о- 
силаларга алмаштириб, куйидагиларга эга буламиз:

Az  =  f'x (х, у)Ах  +  f ’y (х, у)Ау  +  а(А х, А  у),  (4.5)
d z  =  f'x (x, y ) A x  +  f y (x, у) А у .  (4.6)

Охирги формула функциянннг тули ^ дифференциали билан унинг 
хусусий ^осилалари уртасида бокланиш урнатади: функциянннг ту- 
лик; дифференциали хусусий ^осилаларнинг мос аргументлар орттир- 
масига купайтмасининг иигиндисига тенг.

Лекин эркли узгарувчиларнинг дифференциаллари уларнинг диф- 
ференциалларига бэвосита тенг, яъни

Ax =  dx,  A y  — dy,

шунинг учун (4.6) формула ушбу куринишда ёзилади:

dz =  / ;  (х, у) dx +  f y (х, у) dy. (4.7)
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f'x ( x , y )dx  па f ' y ( x , y )d y  кушилувчилар хусусий дифференциаллар  
деб аталади, улар мос равпшда dxz ва dyz билан белгиланади. 

Шундай килиб, ушбуга эга буламиз:

dz — d xz +  d yz,
яъни функииянинг дифферешшали унинг хусусий дифференциаллари 
йигиндисига тенг.

(4.5) ва (4.6) муносабатлардан
Az =  dz — сс(А х,  А у)

экани келиб ч и д а .  Бу ерда «  (А х, А у) р га нисбатан анча юкори 
тартибли чексиз кичик миь;дордир. Шунинг учун кичик р ларда 
(яъни А х  ва А у  ларда) бу кушилувчини хисобга олмаслигимнз мум­
кин, у .^олда ушбу такрибий формулага эга буламиз:

Аг л* dz
ёки

А г «  / ;  (х, у)Ах  +  Гу(х, У) А У- (4.8)

Бу формула дифференциалланувчи функцияиинг тулик орттирма- 
сини унинг тули^ дифференциали билан тахминан алмаштиришга им- 
кон беради. Шунинг учун бу формуладан такрибий хисоблашларда 
фойдаланилади, чунки дифференциални хисоблаш тулик орттирмани 
хисоблашга нисбатан осонрок.

Бирон^

Д 2 =  f(x  +  А х, у  +  А у) — /  (х, у),
шунинг учун (4.8) такрибий хисоблаш формуласи тугал маънода 
^уйидаги куринишни олади:

f(x  +  А х , у  +  А у) —  f{x, у) »  / ;  (л*, у) Ах  - f  [у {х, у)Ау  (4.9)

ёки
f{x +  Ах, у  +  Ay)  да f(x, у) +  / а(а-, у) Ах  - f  /'(.?, у) А у.

5- §. Дифференциалланувчанликнинг етарли шарти

(4.9) формула z — f ( x , y )  функция Р(х, у) нуктада дифференциал­
ланувчи, демак, у бу нуктада хусусий хоснлаларга (яъни тулик; 
дифференциалга) эга булиши керак, деб фараз килиниб олинган 
эди. Лекин тескари дагво, умумап айтганда, ног\три, яъни нук­
тада хусусий хосилаларнинг мавжуд булишидан функцияиинг диф- 
ференниалланувчанлиги келиб чикмайди. К,уйидаги теоремада биз 
дифференциалланувчанликнинг етарли шартини нфодалаймиз ва исбот- 
лайм из.

Т е о р е м а  (дифференциалланувчанликнинг етарли шарти). Агар  
z =  Цх, у) фун кц ия  Р(х, у) нуцптнинг  бирор 6 атрофида хусусий  
хрсилаларга эга булса ва бу хосилалар ну кт ан инг  узида узлуксиз  
булса,  у холда функция  шу нуктада дифференциалланувчи булади.
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И с б о т и .  х ва у  узгарувчиларга мос равишда шундай кичик 
А х  г>а А у  орттирмалар берайликки Р^(х  +  Д х, у  +  А у) ну^та Р(х, у) 
нуктанинг курсатилган б-атрофидан чикиб кетмасин. Ф ункциянинг

A z =  f(x +  А х, у  +  А у) —  f(x, у)

тулик, орттирмасини

Дг =  [f (х +  Ал-, у  +  Ау) —  f(x, у  +  Ду)) +
+  [f(x, у  +  А у ) —  }(х, у)] (5.1)

куринишга алмаштирамиз.
Биринчи квадрат ^авсдаги айирмани х  узгарувчили /(х, у  А у) 

функциянинг орттирмаси сифатида караш мумкин, чунки иккинчи 
аргумент узининг у  +  А У га тенг цийматини са^лайди. Худди шу- 
нингдек, иккинчи квадрат ^авсдаги айирмани у  узгарувчили f(x, у) 
функциянинг орттирмаси сифатида ^араш мумкин, чунки иккинчи 
аргумент узининг л- га тенг цийматини са^лайди. Теорема шартига 
кура функция f'x (x, у  А у )  ва fg{ x ,y )  хусусий з^осилаларга эга 
булгани учун Лагранж теоремасини цулланиб куйидагини з^осил ци- 
ламиз:

f ( x + Ах, у +  А у ) —  f{x, у  +  Ау)  =  / ;  (£, у  +  Ау) А х,  (5 .2)

бунда
х < 1 < х  +  Ах,  

j{x, у  +  А у) — f(x, у) =  f ’y (х, т)) А у ,  (5 .з)
бунда

у < г \ < у  +  Ау .
Теорема шартига кура хусусий хосилалар Р(х, у) нуктада у зл у к­

сиз булгани учун ^уйидагига эга буламиз:

lim  f x (I, У +  Ay) =  f x (x, у), (5 .4)
Дх-». О

л) = f '  (x, у).  (5.5)
Ах-> 0
&у-+0
(П-+У)

Лимитнинг маълум хоссасидан фойдалансак, (5.4) ва (5.5) тенг- 
ликлар куйидагиларга тенг булади:

[х (I, У +  Ау)  =  / ;  (х, у) +  а г(Ах,  Ау),

Гу(х - Л) =  f y (*. У) +  a i(A x > Ау),

бу ерда ct1(Ax, А у)  ва а 2(Ах, Ау)  Д х->-0  ва А у - * - 0  да чексиз ки­
чик функциялар.

(?> У -г  А у) на f ‘(x, 1]) ифодаларнинг ^ийматларини (5.2) ва
(5.3) муносабатларга, кейин (5.1) муносаблтга ^уйиб куйидагини хо­
сил киламиз:

Аг =  f j x ,  у) Ах  +  f y(x, у )Ау  +  а ( А х ,  А у), (5 .6)
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бу ерда а(А х, А у) =  а ^ А  х, А у)Ах  +  а 2 (A .v, Ay) A y .  | Д х  | <  р па 
| Дг/| булгани учун (буни шаклдан куриш мумкин)

| а( А х, А у) | =  | ос^А .у, Д //)А х  +  а 2 (Д х, А у) А у  | <
<  | а ^ Д х , Д у) 11 Дх | -(-1 а г(Д.г, А у) \ | Д у  | <  р( | а ^ А х ,  А у) | 4- 

- f  | a,(A.v, At/) | ).

Демак,

о —*- 0 да (ёки A .v->0 , А у - ^ О  да) а ^ А х ,  Ау) О, а,(Ах,  Ау) -*■ О 
б 'л ган и  учун

Mm 
р->0 р

I Д х—►О \
\А у - * 0  )

булади, яъни а(Ах, Ау) р га нисбатан анча говори тартибли чексиз 
кичик микдордир. Шунинг учун (5.6) тенгликнинг унг ^исмидаги 
дастлабки икки ^ушилувчининг йигиндиси Ах  ва А у  га нисбатан чи- 
чикли ифода булади ва таърифга кура функциянннг Р(х, у) ну^тадаги 
дифференциалини ифодалайди. Шундай цилиб, функциянинг диф- 
ференциалланувчанлиги исботланди.

1 - м и с о л .  Ушбу
z =  x 2 +  i f

функциянинг диффгренциалланувчанлигини текшириб куринг. Унинг 
тули^ диффэренциалини ^исобланг.

Е ч и ш .  Мисолни ечиш учун диффзренциалланувчанликнинг етар- 
ли шартининг бажарилиш-бажарилмаслигини текшириш керак. Х усу­
сий хосилаларни ^исоблаймиз:

f ’x(x, У) =  2х, f v(x, у) =  2у.

Улар бутун Оху  текисликда узлуксиз функциялар булади. Ш у ­
нинг учун z =  х 1 -f- у 2 функция бу текисликнинг х.ар бир ну^тасида 
дифференциалланувчи ва dz тули^ дифференциал мавжуд, бунда

dz  =  2х А х  +  2у  А у
ёки

dz  =  2 x d x  +  2 y d y .

Биз бу мисолда функциянинг дифференциалланувчанлигини аниц- 
лаш учун исботланган теореманинг му.\имлигига ишонч ^осил кил- 
дик, чунки хусусий хосилаларнинг узлуксизлигини текшириш содда 
булгани холда, таъриф ёрдамида функциянинг дифференциалланув­
чанлигини бевосита текшириш (4-§, 1-мисол) анча мураккабдир.

2 - м и с о л .  1,033'001 катталикни тулиц дифференциал ёрдамида 
такрибан хисобланг.

Е ч и ш .  Ушбу
[(х, у)  =  хУ

функцияни цараймиз.
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х  =  \ , у =  3 десак, у холда А х  =  0,03; Аг/ =  0,001 булади. 
/ >( 1, 3) нуктада дифференциалланувчанликнинг етарли шарти бажари- 
лиш-бажарилмаслигини текширамиз. Бунинг учун хусусий х;осила- 
ларни ^исоблаймиз:

f'x (х, У) =  у х у~ \  / '  (х, у) =  х у\п х.

Р(1,3) нуктада иккала хосила хам узлуксиз, демак, f(x, у) =  х у 
функция бу нуктада дифференциалланувчи. Бу функция учун (4.9) 
тацрибий формулани куллаймиз:

(х +  Ах)у+&у да ху +  у х у~ хА х  +  х у In х А у.

Энди

х =  1, у  =  Ъ, А х  =  0,03, А у  =  0,001

деймиз. Д емак, куйидагнга эга буламиз:

(1,ОЗ)3’°01да I3 + 3 - 13- 1- 0 , 0 3 + I3 In 1-0,001 = 1 ,0 9 .

Хотима килиб шуни таъкидлаймизки, уч ва ундан орти^ узга- 
рувчи функциясининг дифференциалланувчанлиги хам икки узгарув- 
чи функциясининг дифференциалланувчанлиги каби киритилади. Уч 
ра ундан ортик; узгарувчининг функцияси учун хам шунга ухшаш 
теоремалар уринли.

S’ з- у з и II и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

J. К,андай икки узгарувчининг функцняси нуктада дифференциалланувчи функ­
ция деб аталади?

2. Икки узгарувчи функциясининг дифференциалланувчанлигининг зарурий шар- 
тини айтинг ва исботланг.

3. Икки узгарувчи функциясининг нуктадаги т"лш\ днфференшшлмга таъриф бе­
ринг.

4. Функинянинг тулиц дифференциали унинг хусусий хосилалари оркалп кандай 
ифодаланади?

5. Икки узгарувчи функциясининг дифференциалланувчанлигининг етарли шарти- 
ни айтинг ва исботланг.

6. Функцияиинг тул!щ дифференциали хусусий дифференциаллар оркали кандай 
ифодаланади?

7. Функцияиинг тулиь; дифференциали унинг ^ийматини такрибий ^исоблаш учун 
цандай цулланилади? ”

8. 3 1 0 1 — 3109, 3112 — 3 1 1 5 - масалаларни ечинг.

6-§ ,  Мураккаб функцияиинг ^осиласи

Икки узгарувчининг г =  /  (и, v) дифференциалланувчи функцияси 
берилган булсин. и, v аргументлар хам х  эркли узгарувчининг диф­
ференциалланувчи функциялари булсин, яъни

и =  и(х)  ва d =  v(x).

У ^олда

2 =  f  (и (х), v {х)) =  F (х) 

функция х  эркли узгарувчининг м у р а к к а б  ф у н к ц и я с и ,  и е э v
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фгументлар — о р а л и к  у з г а р у в ч и л а р  булади. х  узгарувчига 
1хтиёрий Дх орттирма берамиз, у холда и ва v узгарувчилар мос 
эавишда Ди ва Av  орттирма олади, г функция уз навбатида

Дг =  /  (и +  Ди, v +  Дг) — [ (и, v) 
тулик орттирма олади.

г =  f ( u ,  и) функция дифференциалланувчи булгани учун Дг ту­
лик орттирмани х  ва у  ^арфларни мос равишда и на и билан алмаш ­
тириб (4.5) шаклида ёзиш мумкин:

Дг =  — Ди +  1-  Ди +  а  (Аи, Av), (6.1)
д и  d v  v '

бу ерда a (Аи, Av)  р =  У (Ди)- -j- (Ди)2 га нисбатан юцори тартибли 
чексиз кичик микдордир, яъни

. .  сс ( А и ,  Д и )  л
lirn —--------- =  0. (6.2)
р - * 0  р

(6.2) тенгликнинг иккала цисмини А х  га буламиз:

Д г  д г  Д и  j д г  A v  ^  а  ( Д и ,  Д о )

Д х  д и  А х  d v  А х  А х

ва А х  ->- 0 да лимитга утамиз:
, .  А г  д г  . .  А и  , d z  , .  <5с . . .  а  ( Д и ,  A v )  / г . оч

lim  — =  — l i m ------1-----l i m ------- b lim  —5--------- (6.3)
д * - + о  A x  д и  д . с -> о  A x  d v & x - > o d x  д * - > о  Д х

бу  ерда — ьа — хусусий ^осилалар лимит белгисидан ташк,арига
'  д и  d v

чикарилган, чунки улар А х  га бог лик, эмас. и =  и(х)  ва v =  v(x)  
функциялар дифференциалланувчи, шунинг учун

Д и  d u  Д и  d v
lim  —  =  —, Inn — =  —. (6-4)

A,v_>o А х  d x  ДХ-.0 Д х  d x

о. ( А и ,  Д а )  , ,  „
------------ муносабатнинг лимитини топиш колди. Бунинг учун уни

Дх ‘
куйидаги куринишда тасвирлаймиз:

a ( A u , A v )  a ( A u , A v )  р  a  ( А и ,  A v )  1 /  ( Д и ) 2 +  ( Д у )

• V ' -А х  р  Д х  р  '  А х

=  +  (6.5)
р  ‘  1 Д х 1 \ Д х 1 .

и = и ( х )  ва v — v(x)  функциялар дифференциалланувчи булгани 
учун улар узлуксиздир, шунинг учун Д х -> -0 д а  Д и->-0 ва Д у->-0 , 
демак, Д х -> 0  да р —>-0. Бундан Дл;->-0 да (6.5) даги биринчи ку-

, а ( Д « ,  ДУ) г,  л rv ” “ I / Д ° \ 2п аи ту вч и ------ 1— - - v 0 .  Д х->-0  да иккинчи купаитувчи у  | — j + ( — 1

Г i d u \ 2 . [ d v \ 2 
маълум у  | — ) + (  — ) сонга интилади.
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Шундай килиб, (6.5) муносабатда А х -» -0 да лиыитга утиб, куй» 
дагини хосил киламиз:

а  (Ак, Ду) . .  а  ( Д и,  Да) , .  /  / Д м , 2 . < Ди 2 
lim —— 1— - =  lim —— 5— • • lim  1/ I — i -h i — I =  

Дх^.0 Д* Дх- » 0  P д*—>o '  \Д.г \Дх, '

се (Дг/,
=  lim

р->0
■ ’] / { - )  + ( - f  =  0. (6.6)

р '  \ d x j  [ d x  I

Бундан (6.3) нинг унг кисмининг А х  -0  даги лимити мавжуд. Д е­
мак, чап кисмининг лимити хам мавжуд

1. A z dz /л
h m — . (6.7)

дл-,о  Д х dx

(6.4), (6.6), (6.7) формулаларни ^исобга олиб, (6.3) ни куйидаги 
куринишда ёзиш мумкин:

dz д 7 da , dz dv оч 
-----  =  ----- - -— - i -------------- . (b.o)
dx duJ j dx dv dx

Бу формулани ихтиёрий сондаги аргументларнинг мураккаб функ­
цияси холи учун хам умумлаштириш мумкин.

1- м и с о л .  Агар и =  \п х ,  v =  sin.v булса, z =  u'l j t -v  мураккаб

функциянинг хосиласини топинг.
'  dx

Е ч и ш .  ни топиш учун (6.8) формуладан фойдаланамиз: 
dx
dz  _ 1 , , 2 1п дг .

----- — 2и - ------- h i - c o s х =■- ---------- - f  cos x.
dx x  x

2 - м и с о л .  Агар u = x %, u =  sin3.v, w — arctg  —  булса z —
X "

_  eu—2v+3w MVpaKKag функциянинг хосиласини топинг.
'  dx '

Е ч и ш .  2 функция учта узгарувчига бог лик, (6.8) форму ла]_бу 
холда куйидагича булади:

dz __ dz аи dz dv ^  dz dw
dx du dx dv dx dw dx

Бу формуладан ни топишда фойдаланамиз: 
dx

=  е«-2э+3® . 3x2 +  . cos 3x . з  +
dx

+  eu~ 2u^ w ■ 3 --------—  ( — - - ) =  e“-»+3--“ . f 3.v2 — 6 cos 3* —
I V  x2

1 + X*
J

) - e*~ sin 3jc+3arcls? т  f 3%2 -  6 cos 3X- - 2— \ .
/ I x2 + 1. Jx ^ \  j
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(6 .8) формуланинг икки узгарувчининг функцияси ушбу г — 
=  /(*> У)’ бу ерда у = у ( х ) ,  куринишга эга булгандаги хусусий хо- 
тани, яъни

2 =  f {х, у  (х)) =  F  (л)

битта х  эркли узгарувчининг мураккаб функцияси булган ^олнн ка- 
раймиз.

(6.8) формулага асосан ушбуга эга буламиз:
dz __ dz dx  дг dy
dx дх dx  ду dx ’

лекин —— =  1 булгани учун 
dx

J i -  =  J L .  +  J L  . J J L .  (6.9)
dx dx dy dx

Бу функция икки узгарувчи функциясининг хусусий хосила- 
" дх

сини ва бир узгарувчи мураккаб функциясининг -----  ^осиласини уз
" dx

ичига олади. Бу  охирги хосила т у л и к  ^осила деб аталади. (6.9)
dx ' *

формуланн ихтиёрий сондаги аргумент функцияси булган хол учун 
умумлаштириш мумкин.

3 - м и с о л .  Агар у  =  х 3 булса,

z  =  In ( е +  е* )
, дг „ dz и

функциянинг -----  хусусии ва ----- тули^ хосилаларини топинг.
дх dx '

Е ч и ш .  Аввал —— хусусий ^осилани топамиз: 
дх
д г  _  I х __ е*

дх ех +  еу ех +  с*’ *

(6.9) формуладан фойдаланиб тулик ^осилани ^ам топамиз:

dz 3 ех  1 в о  2----- - = -----------------1----------------- е ■ З х 2 =
dx ех +  еу ех +  еу

=  +  З х У  =  ех +  Зх0- е**

г* +  с* ех +  с** '

Энди г иккита эркли х  ва у  узгарувчининг мураккаб функцияси 
булган анча умумий ^олни ^араймиз, яъни z = f ( u ,  v), бу ерда 
и =  и(х,  у) ва v =  v(x,  у).

Шундай килиб,

z =  f ( u  (х, у), v (х, у)) =  F (х, у).

Дамма функциялар дифференциалланувчи деб фараз~киламиз. Х у-
v. dz .

сусии хосилани, масалан, — ■ ни топиш учун у  аргументни узгармас
дх
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деб хисоблаш керак, у .^олда и ва v факат биргина х  узгарувчинин 
функциялари булиб ьрлади. Биз юкорида караган холимизга келдик

Бунда фарк факат шундаки (6.8) формуладагн , — -  ва —
J ‘ dx dx dx

dz du dv  „ -
хосилалар — -----  ва -----  хусусин хосилалар билан алмашган

дх дх дх  ‘
Шундай килиб, умумий формула га эга буламиз:

дг ___  дг ди j _  j9z dv  _

д х  ~~ ди дх  ' dv дх  '

—■— хусусий хосила у ч у н  хам шунга ухшаш формулани хосил ки- 
dy  " "

лиш мумкин:
дг ___  dz _ j _  Зг dv  (6 11)
ду ди dy dv ду  ’

Шундай килиб, мураккаб функциянинг хусусий хосиласи берил­
ган функциянинг оралик аргументлар буйича хусусий хосилалари 
билан бу аргументларнинг мос номдаги эркли узгарувчилар буйича. 
хусусий хосилалари купайтмаси йигиндисига тенг.

Ифодаланган коида ихтиёрий сондаги эркли узгарувчилар функ­
цияси учун ва ихтиёрий сондаги оралик узгарувчиларда хам т \три  
булади.

4 - м и с о л .  Агар и = —  , v =  Зх  — 2у  булса,
У

г — и2 In v
-  , dz дг „мураккаб ф ункциянинг-----  ва ------ хусусии хосилаларини топинг.

дх  ду
Е ч и ш .  (6.9) ва (6.10) формулалардан фойдаланиб топамиз:

—  = 2 u \ n v -  —  +  —  • 3 =  —  1п(3х — 2 у Н --------- — ------,
дх у  v у* v 1 у 2 (Зх — 2у) ’

дг  г, , /  х \  , и2 , п, 2х2 , ,0 0  . 2х2
_ _  =  2 и 1 п о  _  —  Н ------ (— 2) = ---------- I n (Зх — 2у)—
ду \ у2 j v у3 у2 (Зх — 2у)

7- §. Тулиц дифференциал шаклининг инвариантлиги

Эркли узгарувчилар тулик; дифференциалларини аргументлари ора­
ли^ функциялар булган мураккаб функциялар билан таккослаймиз.

Агар z  =  f  (и, v) булса, бу ерда и ва v эркли узгарувчилар, у 
холда унинг тулик дифференциали (4.6) формула буйича хпсоблана- 
Ди:

dz  =  —— du  +  —— dv.  (7.1)
du dv v r

Энди z =  f  (и, v), бирок и =  u(x ,  у) ва v =  v(x,  tj) оралик аргу­
ментлар булсин. Бундан, z x  ва у  эркли узгарувчиларнинг функ­
цияси булади. (4.6) формула буйича куНидагига эга буламиз:
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dz - dx — —  du. 
dx dy '

Бу ерда —:— ва —:— ни (6.10) ва (6.11) формулалар буйича ал-
дх ду

маштирамиз:
, / дг ди | dz dv \ , . ! дг ди , дг dv Е  ,dz = I --------- i---- -----j dx +  I ---  ------ 1---- - ■ ---- du.

du dx dv dx \ du dy dv dy J '

Кавсларни очамиз ва к,ушилувчиларни цайтадан гуру^лаймиз:

dz = дг ди , , ди , \ . дг i dv , , dv , \1---dx +  —  dy I -̂--- i--- dx H----- du .
dx du I dv \ dx du J Idu \ dx dy j dv \ dx dy

Кавслардаги ифодалар мос равишда du ва dv тулиц дифференци- 
алларга тенг. Демак, ушбуга эга буламиз:

dz = — -- du + —  • dv, (7.2)
ди dv

, du . . du , , dv , . dv , du = ---dx H----- dy, dv = --- dx H-----dy.
dx dy dx dy

(7.1) ва (7.2) формулаларни та^крслаш билан цуйидаги мухим 
хулосани чи^арамиз: dz тулиц дифференциал аргументлар эркли уз­
гарувчи булиши ёки эркли узгарувчиларнинг функциялари булиши- 
дан к̂ атъи назар айни бир шаклни сак,лайди. Тулиц дифференциал 
шаклининг бу хоссаси унинг шаклининг инвариантлиги деб аталади. 
У  ни ихтиёрий сондаги узгарувчилар ^оли учун умумлаштириш мум­
кин.

8-§. Ошкормас функциялар

Икки х ва у узгарувчини богловчи ушбу
F(x , у) =  0 (8.1)

тенгламани ^араймиз. Агар х нинг бирор тупламдаги хар бир кий- 
матига х билан бирга (8.1) тенгламани цаноатлантирувчи ягона у 
^иймат мос келса, (8.1) тенглама бу тупламда у =  <р{х) ошкормас 
функцияни аншугайди.

Шундай ^илиб, х нинг у ошкормас функцияси х га нисбатан 
ечилмаган тенглама билан аникланади. Ошкормас функциядан фар -̂ 
ли уларок а' га нисбатан ечилган y = f ( x ) тенглама билан берилган 
функция ошкор функция деб аталади.

Масалан,
е у — хг —  \ = 0

тенглама барча х > — 1 лар учун х га нисбатан у функцияни ош­
кормас аниклайди. У  ни у га нисбатан ечиб, цуйндагини ^осил и̂- 
ламиз:

у  =  ±  1п(х3 +  1) .
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Бу формула бизга у ни х га нисбатан ОШ' 
кор функция сифатида беради.

Ушбу
л:2 + f  — R 2 = О

• -4- у-
тенглама эса иккита функцияни ошкормас 
аниклайди (183-шакл):

183- шакл. у = +  У  R 2 —  х2 ва у = — ( R 3 — х2

Бироц ошкормас куринишда берилган хар кандай функцияни хам 
ошкор куринишда тасвирлаб булавермайди. Масалан, ушбу

тенгламалар билан берилган функцияларни у га нисбатан ечиб бул- 
майди, т"три, улардан биринчисини х га нисбатан ечиш м у м к и н . 
Ш\ нинг учун

тенглама у га нисбатан х функцияни ошкормас аниклайди.
Баъзи холларда Г'(х, у) — 0 куринишдаги тенглама ошкормас 

функцияни умуман аникламаслиги мумкин. Масалан, ушбу

тенглама хеч кандай х ва у хакикий сонларда бажарилмайди, демак, 
у ^еч кандай функцияни аникламайди.

1. Мавжудлик теоремаси. 1\андай шартларда F  (х, у) =  0 тенгла­
ма ха^ицатан у ни х га нисбатан ошкормас функция сифатида ани^- 
лайди дейиш мумкинлигини курсатамиз. Бу саволга куйидаги теоре­
ма жавоб беради, биз уни исботсиз келтирамиз.

О ш ко р м а с  ф у н к ц и я н и н г  м а в ж у д л и г и  ^ а ^ и д а ги

хусусий %осилалари Р 0 (х0, у0)  нуктанинг бирор атрофида иник- 
ланган ва узлуксиз булиб, F (x 0, у0) =  0, F g (хп, уп) Ф  0 булса, у 
%олда ушбу

тенглама бу атрофда ,v0 нуктани уз ичига о.гувчи бирор интер- 
валда узлуксиз ва дифференциалланувчи ягона

ошкормас функцияни аниклайди, бунда <p (x,t) — у0.
График нуктаи назаридан бу Р 0(х0, у0) нуктанинг атрофида 

F  (х, у) = 0 тенглама билан берплган эгри чизи  ̂ узлуксиз ва диф-

у — х --- — sin г/ = О,

х — Xsу  — In у = О

и — .г---- sin и =  О
2

х2 +  у2 +  R 2 =  0

теорем а. Агар F  (х, у ) функция %амда унинг F x (х, у) ва F  (х,у)

F (x , у) =  О

У = rf (*)
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ференциалланувчн г/ = ф(.г) функциянинг графигини ифодалашини 
англатадн. Масалан, ушбу

F  (дг, у) = х2 +  у- — R- = О
тенглама айланани аншушйди.

Айлананинг ихтиёрий Р0{х0, у0) пуктасида (у0фО) теореманинг 
шарти бажарилади:

F  (х0< У о) = Х 1 -г у] — К 1 “  0, Fy (а-0, уа) =  2 у0 ф  0.

Шунинг учун ушбу

у >  0 да у = +  ] R 2 —  x'2 , 

у <  0 да г/ = — | — .V2
функция берилган тенгламани каноатлантирувчи ягона узлуксиз функ­
ция булади. A(R\  0) ва В { — R; 0) нукталарда {у0 = 0) тенглама­
нинг шарти бузилади: F  (±  R, 0) = О хамда х = R  ва л- — — R  да

иккала узлуксиз у =  I R 2 — *2 ва у = — | /?2 — л'2 ечимлар 
нолга айланади. Агар бу нукталарда

F* (±  Я, 0) = ±  2Я #  О

булншини эътиборга олсак, у холда, аксинча, .г ни у га нисбатан 
ягоиа узлуксиз функция куринишида ифодалаш мумкин:

.v >  0 да х = ] R- — уг ,

.V <С 0 да х — — | R 2 — у- .
Икки узгарувчининг ошкормас функцияси xwi шунга ухшаш уч- 

та узгарувчи микдерларпи богловчи
F  (.V, у, г) =  0

тенглама куринишида аннкланади. Юкорида келтирилган маижудлик 
теоремлсига ухшаш теорема \ринли булади.

Теорема.  Агар F  (х, у, г) функция, еа унинг F K (х, у, г), 
F  (v, у, г), F z (x, у, г) хусусий хосилалари Р п(х0, у0, г0) нукта- 
нинг бирор атрофида аникланган еа узлуксиз булиб, F  (х0, у0, 
г„) — 0, F z (д-0, у0, 20) ф  0 булса, у холда F  (х, у, г) =  0 тенглама 
Р 0(х0, //„, 20) нуктанинг (х0, уп) нуктани уз ичига олувчи бирор 
атрофда узлуксиз ва дифференциалланувчи булган ягона г =
— гр (л\ у) о икормас функцияни аниклайди, бунда

*о =  ф(*о- Уо)-
Энди ошкормас функциянинг дифференциаллапувчанлик масала- 

сини караймиз.
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F  (х, у) = О
берилган булсин ва бу тенглама у ни бирор у = q (х) функция си­
фатида аникласин. F  (х, у) функция ошкормас функциянинг маажуд- 
лик теоремаси шартларини каноатлаптирспн. Агар тенгламада у ур­
нига ср (х) функцияни кунсак, у холда ушбу

П х , <, (V)) — О
ашшягни хосил киламиз.

Демак, х буйича F  (х, у) функциядап хо сила ,\ам (бу ерда у — 
=  с; (л')) нолга тенг бу'лишн керак. Мураккаб функцияни дифферен­
циал.iani коидасп ((6.9) формула) буннча дифференциаллаб, куйида- 
гини топамиз:

2. Ошкормас функциянинг ^осиласи. Ошкормас функция

til
дх

иГ
ду

dy
dx

О

еки

бунлан

Г х (-V, У) F v (х, у) • ух -- О,

1-мисол. У|

У, =

Л-3 4- //*

F  у (-V, у) 

F, ( V, т

oQXJJ О

(8 .

тенглама билан берплган ошкормас функциянинг хоснласини тояннг. 
I: ч н ш. Уцшжудлик теоремаеппииг шарги

F(x, i.О = i f  — 3 ах у
функция учуй оажарплшнини текишрамнз.

Функция бутуи текисликда аппклапгаи с а узлукспздир. Унинг 
хусуси;”! хосилалзри

F к (.v, у) Зд*- — Злу ■— 3 (х- — ау),

F u (х, у) — 3у1 — 3ах = 3 ( i f  — ах)

ха м бутуи текисликда узлуксиз. Шунинг учун F (х, у) ■-= 3 {•/-—•
— а х )Ф  О буладпган нукталарда .у га нисбатан у ф.уа.чция (8.2) 
формула билан хисобланиладигап г/ хоенлага эга:

Ух = ---- ;----//- — ах
Энди учта узгарувчини богландиган

F(x , у, г) = 0 
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еки

оундан

тенгламани ка pas шиз. Унинг учун ошкормас функциянинг мавжуд- 
лик теоремасн шартлари бажарилади ва у г ни бирор г = ф (х, у) 
функция сифатида аниклайди деб фараз килайлик.

Биринчи холда (8.2) формулани келтириб чикаришда кандай йул 
тутган булсак, шундай йул тутамиз. Тенгламада г нинг урнига 
•(.-(.V, у) функцияни куямиз ва куйидаги айниятни хосил киламиз:

F(x, у, ср(х, (/)) =  0.
Демак, F  (х, у, г) функциядан л: ва у буйича хусусий хосилалар 

хам (бунда z — ф (х, у)) нолга тенг булиши керак. Дифференциал- 
лаб топамиз:

Л  • JU L J z — о dF | dF дг — Q
дх dz дх ду дг ду

К  (X, У, 2) -г F\  (х , у , Z) ■ 2Х =  О,

Fy (х, у, z) +  F ' (х, у, г) • zy = О,

F> -  ------ <*■ «■ г) . (8.3,
h z (x, у, г) J  F z lx, y, z)

2-мисол. Ушбу
e — xyz =  0

тенглама билан берилган ошкормас функциянннг хусусий хосилала- 
ринп топинг.

Ечи ш . F  (х, у, г) = е — xyz функция хамма ерда аникланган еэ 
узлуксиздир. Унинг хусусий хосилалари

F x (х, У, z) =  — уг,

F tJ (х, у, г) = — .гг,

F'z (х, у, г) = ег — ху

хамма ерда узлуксиз функциялар булади. Шунинг учун F z (.*, у, г) = 
= е — ху Ф  0 буладиган нукталарда г функция (8.3) формула би­
лан хиеобланиладиган гк ва ztJ хусусий х;осилаларга эга Отпади:

г = — ~ lJZ = IJZ ■
е — ху е — ху

—  хг хгг =
,J ес —  ху с —  ху

Ихтиерий сондаги узгарувчиларнинг ошкормас функцияси шунга 
ухшаш аникланади ва уларнинг хусусий ^осилалари топилади.
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У  з - у з и н и т е к  ш и р и ш у ч у п с а г. о л л а р

!. г — J  (и, v) мураккаб функциянинг, бу t рда а — и (х) ва v =  v ( л ) , ----noch-
dx

ласипи топиш учун формула келтнриб чикаринг.

2. г - - / (  х, у) мураккаб функция шшг, бу ерда ц ч(х), тула хесила-
' ‘ ' dx

пи хисоблаш учун формула ёзипг.
о .■ / , - . - , , , > дг дго ■ г — / (и, р) мураккао tp\ пкнияпинг, оу ерда и - - и (д) ва v =  о (д), ---  , ---

дх ду
хусусий креилаларпи тониш учу» формула келгнрнб чикаринг.

■1. IiKKii \згарувчшпшг (функцияси тулик днфференнналп шаклининг шшариант- 
лнк хоссаси нимадам иборат? Бу хоссанц бир ntча узгарувчининг функцняси 
булган хил учун умумлаштирпиг.

3. Ошкормас фупкипянинг мавжудлик теоромасипн айтинг.
6. F ix ,  у) — 0 теиглааа бнлан перил га и [I - [f/(x) ошкормас функциями дпффе- 

решшаллаш формуласипн келтнриб чикаринг.
7. F ix , у, г) -- 0 тенглама битам берилган г - iftx . у) ошкормас функцияиинг 

хусусий Sjcii.ia iapii формула lapium келтириб чикаринг.
8. 3124 — 3136, 3145 — 3!55, 3161— 31 61-масаладарни ечинг.

9-§. Сиртга уринма текислик

Фазода бирор-бир сиртпн ифодалаши мумкин булган икки узга- 
рувчининг

г = f(x , у)
фупкциясшш Арайлпк.

Таъриф . Сиртга М 0(хп\ //„; г„) и у к. та да уринма текислик деб 
сиртда ётган чизикларга уринма иулган барча тугри чизшушр жой- 
лашган текнсликка айтилади. М п (,v0; ;/0; г,-,) иукта уринши нуктаси 
дейилади.

Таъриф . Уриниш пуктасида уринма текнсликка перпендикуляр 
булган тугри чнзнк шу нуктада сиртга утказилгап нормал деб ата­
лади.

Уринма текис,тик ва нормалнннг тспгламасини тузиш.
!. Уринма текисликнннг тенгламалши келтириб чицариш учун 

бундай иш тутамиз.
z — f(x, у) с{)уи1<цпяни ифодаловчи сиртнинг у — у0 иа х = х0 те- 

кнсликлар билан кесиминн караймиз. Берилган сиртда ^осил булган 
L y ва L  яссн чизикларга .И„ (лу, у0\ г„) нуктада М 0Т Х ва М^ГЦ урин- 
малар утказамнз. Бу икки тугри чизнц ,И0 (л*0; (/„; z„) ну^тадап утув- 
чи бирор текисликни аншутйди. Бу текис.шкнинг теигламасини куйн- 
дагн шаклда ёзамиз:

г — z0 =  А (х  — х0) +  В (У — Уо) ■ (9.1)

Л ва В  коэффициентларни текислик уз ичига М 0Тх ва М 0Т у 
уринмаларни олиши шартндан топамиз (184-шакл).

Хакикатан хам, М 0ТХ уринма Oxz координата текислигига па- 
раллел у =  у0 гекисликда ётгани учун (бунда Ох у ^ а  нисбатан
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184- шакл.

уничг к к бурчак коэффициент к_ = /v (.y,„ уп) га тенг ((3.4) форму­
ла™ каранг) бу урпиманиш' тенгламасн

) г — 20 = /'. (а-0 , //„) (х —  х„), (9 2)
I У  =  //о

бх'лади. уринманипг тенгламасппи шунга ухшаш топамиз:

/ г —  г0 =  /' (л-0, //„) (// —  ?/0) , (9 _3j

I л- = А'0,
чунки унинг Oy yi\K.a нисбатан ktj коэффициента k = / (а'0, г/„) га 
тенг ((3.5) формул?, га к арап г).

Пккала /VI07"v ва М^ГЧ тутри чнзш\ (9.1) текисликда ётади, ш у­
нинг учун бу тутри чнзнц нукталаринипг координаталари текислик 
тенгламасппи цапоатлантириши керак. (9.1) тенгламага г — г0 ва 
//=//„ нинг (9.2) текгламадаги кииматларинн куйиб, кейнн г — г0 
ва х — .Vg нинг (9.3) тенгламадаги кииматларинн цуйиб А ва В  учун 
киймаглар ^осил киламиз:

А — !х (а 0, у0), В  =  /у (а 0, у0).

(9.1) тенгламада А ва В  коэффициентларни топилган кнйматла- 
рнга а.лмаштирамиз:

2 — z0 = /' (*0, //„) (х — А'0) + fy (х0, //о) {у — Чо) (9.4)
ёки

/1 (.<0, Уо) (*  —  *,,) +  /' (а0, //„) О/ —  г/0) —  (г —  г0) =  0.
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Шундай килиб, М 0(х0; у0\ г0) нуктадан утувчи ва иккита М 0Т Г 
ва М пТ у уринмани уз ичига олувчи текисликнинг теигламасини хо­
сил кплдик.

Энди М 0 (,v0; //„; г0) иуцтадап утувчи ва
г = f (х, у)

сиртга тегишли булган ихтиёрий L  чизи^ка шу нуктада уринма хам
(9.4) текпсликка тегишли булишини курсатамиз.

L  чизик
Л- = х(0, у =  y(t), Z =  z(t)

параметрик тенгламалар билан берилган булсин.
Чизик бутунлай сиртда ётгани учун куйидагига эга буламиз:

z(t) = f(x (t), y(t)).
Бу тенгликни мураккаб функцияни днфференциаллаш копдаси 

(6- §) буйича дифференциаллаб, куйидагига эг а буламиз:
г (0 = fx (а-, у) -х (/) -- }'у (л-, у) ■ у (()

ёки
/1 О', У) х (t) +  fy (,v, у) - i/Vo)— г< (0 =  О-

M 0(x0,i/0, г0) нукта /0 нараметрнинг киймагига мос келснн.
У  холда охирги тенгликни бундай ёзиш мумкин:

h  (*п. Уп) -V* (/„) +  fy (хп, г/0) у  (/„) — г (/„) = 0. (9.5)

Бу ерда /г (,г0, у0), / (а'0,,£0), (— 1) (9.4) текисликнинг нормал век­
тор ироекциясн булади:

п  =  1 L  (А'о- Уп) / у (а-0, //о) - —  1 }  •

A' Uо)' У Уо)> 2 (/о) лаР эса Л-U нуктада L  чнзикка уринманинг йуиал- 
тирувчи вектори проекцияси булади (5-боб, 5-§ га каранг):

s =  {а ' (/„), у (/„), z (/„)}.
(9.5) тенглнк бу векторнинг скаляр купайтмаси нолга тенг булнши- 
ни курсатади

п ■ s = 0 .

Демак, бу векторлар перпендикуляр экан. Бу, А10 нуктадан утув- 
чп ва берилган сиртда ётувчи чизи^ларга барча уринма тугри чизик­
лар (9.4) текисликка тегишли эканини англатади. Бу sea (9.4) тенг­
лама сиртга М 0(хп\ у0\ г0) нуктада утказилган уринма текисликнинг 
тенгламаси эканини англатади.

Агар сирт тенгламаси z га нисбатан ечилмаган умумий куриппш- 
дагн

F  [х, у, г) — 0
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тенглама билан берилган булса, у холда F  (х, у, г) функция М 0(х0\ 
;/0; г0) нуцтанинг атрофида ошкормас функциянинг мавжудлик теоре- 
маси шартларини каноатлантиради ва F  (х, у, г) =  О тенглама г ни 
х ва // пинг функцияси сифатида аниклайди, яъни г = /(.х, у), бунда 
20 = /(л'0, //„) деб фараз килиб, (8.3) формула буйича (х0; //„) нукта- 
даги хусусий хосилаларни топамиз:

, f  v ( ' о • Но • го )
/, У  о) =

( л0 ’ Уп ’ г0 )
, s F 'y <Л'0> У O’ Z0)

Iу (х0> V  = ~  --------•
ь  г (х0' У O’ z(l)

Хусусий .^осилаларнинг бу кийматларини уринма текисликнинг
(9.4) тенгламасига ь̂ ’ йиб, куйидагини хосил киламиз:

^л('Ио) , ч Fy (Л70)
• (х — ,г0) ----f---  (у —  у0) —  (z —  z„) = 0.

(■'«„) Fz (М „ )

Ошкормас функциянинг мавжудлик теоремасн шартига кура F'(.M0) = 
=  1'г(хи’ 'V  булгани учун охирги тенгламани куйидагича
кайта ёзиш мумкин:j

/•; (М0) (X -  Х0) +  F y (М 0) (у -  у0) +  F't (М 0) ( z - z 0) =  0. (9.6)
Сирт умумий куринишдаги тенгламалар билан берилган холда 

уринма текисликнинг генгламаси шундай куринишни олади. (9.6) 
уринма текисликнинг тенгламаси фа кат F'z (М 0) Ф  0 булганда маъ- 
нога эга булади. Б у , уринма текислик Ох t/кига параллел эканини 
англатади.

2. Сиргга утказилган нормал чизикнинг тенгламасини келгириб 
чикариш учун аналитик геометриядан текислик (уринма текислик) ва 
тутри чизик (нормал) нинг перпендикулярлиги шартини эслаш етар- 
ли: текисликнинг нормал вектори ва тутри чизикнинг йуналтирувчи 
вектори мос проекцияларннинг пропорционаллиги (яъни бу вектор- 
ларнииг коллинеарлнги).

Агар сирт
г = / (х, у)

тенглама билан берилган булса, у холда п = \f'x (х0, у0), f ’y (xQ, yQ),
— 1 i — уринма текисликнинг М 0 (х0; у0; г0) ну^тадаги нормал векто­
ри (9.4) дан келиб чикадн. М п (*0; уп\ г0) уриниш нуктасидаги нор-
малнинг s йуналтирувчи вектори сифатида п векторни олиш мумкин,
чунки улар коллинеардир. s =  п.

Шундай цилиб, сиртга М 0 (ха; у0\ zf>) нуктада нормалнинг тенгла­
маси ушбу куринишга эга булади:

(9.7)X — х0 у — уп

f .I ^А'о> У о) f  у  ('v0' Уй> 
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А гарда сирт
F  (х, у, г) = О

тенглама билан берилган булса, у холда (9.6) дан уринма текислик­
нинг нормал вектори

7г =  IF ’ (М0), F  (М0), Г г (М 0) |

булиши келиб чикади. Лекин сиртга М 0 (хп; г/(|; z0) нуктада нормал- 
нинг йуналтирувчи вектори хам худди шундай булади:

7 =  i f  (.и.,), ^ ( М 0), г г(.-м0):.

Демак, шу нормалнипг бу холдаги тенгламаси куйидаги кури- 
нишга эга булади:

X -*0 __ У //о __  ̂ ' Zp ^j

(-w0) Fy  (M 0) F'z M JU, ' ' '

1-мисол. Ушбу
г = evy

сиртга /И0 (0; I; 1) нуктада уринма текислик га нормалнинг тенгла- 
масини тузинг.

Е чи ш . Бундай белгилаймиз: f (х, у) = еху. Хусусий хосилаларни 
хисоблаймиз:

/* (*> у) = еху ■ у, f'y = е' -' -х.
хп =  0, г/0 = I- 2n ~  1 булгани учун хусусий >;осилаларнинг берилган 
нуктадагп ^ийматларини хосил киламиз:

/ ;  (о,1) =  i, / ; ( o , i )  =  o.

Уларни (9.4) га куйиб уринма текисликнинг тенгламасини хосил 
киламиз:

1 (.v — 0) + 0 (г/ — 1) — (г — 1) = 0
ёки

Х —  2 +  1 =0.
Уринма текислик Оу укига параллел.
Хусусий ^осилаларнинг кийматларини (9.7) га куйиб, нормалнинг 

тенгламасини ^осил ^иламиз:
х _ у — 1 _ г — !
1 _  0 ~  1 ‘

Бу генгламадан куринадики, нормал Оу у^ига перпендикуляр 
экан.

2-мисол. Ушбу
л:2 + у 2 + г2 = R 2 

сферага М 0 (лг0; у0\ г0), (xjj +  у~ +  z\ = ft2) нуктада уринма текислик 
ва нормалнинг тенгламасини тузинг.
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F. ч и ш. Бундай белгилаймиз: F  (.х, у, г) — х2 +  у2 +  z1 —  R 2. 
М п ( а 0; у0: г 0) нуктадаги хусусий хосилаларни топамиз:

F . (М0) = 2д0, Fu (М0) =  2у0, F't (MQ) =  2z0.

Бу кийматларни (9.6) ва (9.8) га куямиз. Сферага М 0 нуктада 
уринма текисликнинг

2а-„ (х —  л0) -!- 2г/0 (У — У«) +  2г0 (г —  г0) =  О,

ёки
хх0 +  УУ0 + гг0 = х20 + у\ +  г£,

ёки

V  + УоУ +  V  = R* 
тенгламасини ва сферага шу нуцтада нормалнинг 

■у ~ хр =  У — Уа _  г — г,
2л'0 2 у 0 2г0

ёки
х —  -уп у  —  ;/0 _  г — г0

лО 20
ёки

JL — JL —-L
■ч У о го

тенгламасини хосил киламиз. Бундай шунингдек, берилган сферага 
нормал координата бошидан утиши, яъни нормал сферанинг радиуси 
булиши келиб чикади.

10-§. Икки узгарувчи функцияси тули^ дифференциалининг 
геометрик маъноси

Фазода бирор-бир сиртни ифодаловчи
г = / (х, у)

функцияни карайлик. Бу сиртда УИ0 (а0; у0\ z0) нуктани оламиз. Ту­
лик дис|,ференциалнинг Р 0 |A0; у0) нуктадаги

d z = f 'x (-'о- У о) Ax +  f', К  У о) А У 

ифодасини уринма текисликнинг М 0 (х0\ у0\ z0) нуктадаги

Z = fх (А-0, yQ) (х  Ag) fу (л'о> Уо) (У Уо)

тенгламаси билан так.кослаймиз.
а — а'0 = А .V, у — у0 — А у булгани учун уринманинг тенгламаси

z г0 = /А. (aq, г/0) А х /у (х0, у0) А у

куринишнн олади.
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к. dz = г — г0.

l / i  ч. .. ~ Б У еРд<1 2о Л/0 (•'«>
; у //„; 2„) уриниш пуктаси

_ _ _ _ _  к ; l_ _ f̂> апгтликатаси, г— урин-
к . / '  I лУ 1 , ма текислик ихтиёрий

1 а"~ " нуктасииинг апплика-
гаси, г — гп— уринма

185- шакл текислик уриниш ну^-
таси аппликаталари- 
нинг оргтирмаларн. 

Шундай килиб, z =  f (х, у) функциянинг Р 0 (х0, уп) нуктадагн dz 
тулиц дифференциали г =  / (х, у) снртга унинг М 0 (х0; tyn; zn) нукта- 
сида утказилган уринма текисликнинг уриниш нуктасп аппликагаларн- 
нинг орттирмаларини тасвирлайди. Тулик дифферешшалнинг геомет­
рик маъноси мана шундан иборат (185-шакл).

хц\х  орттирма, Уп&у орттирма олганда z0= f (хп, у0) функция M N  
кесма билан ифодаланувчи Л г орттирма олиши, dz дифференциал — 
N T  кесма билан— уринма текисликнинг уриниш нуктасидаги аппли- 
каталар орттирмаси билан ифодаланиши шаклдан куриниб турибдн. 
Тулиц дифференциал билан функциянинг орттирмаси орасидаги фар;-;, 
яъни Д z —  dz айирма сирт ва уринма текислик орасида жойлашгаи 
М Т  кесма билан тасвирланган.

Бу тенгламанинг 
унг кисми dz тулик 
дифференциалнинг унг 
кисмига тенг. Демак, 
бу ифодаларшшг чап 
кисмлари хам тенг, 
яъни

У  з- у з и н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р
!. Сиртга унинг берилган нуцтасида уринма текислик деб нимага алгиладп?
2. Сиртга унинг берилган ну^тасида утказилган njpsiai чмзиц деб нимага nfirn- 

лади?
3. г =  f (х, у) сиртга М 0 (х0\ у 0\ гп) нуцтала уринма текислик тенгламасиня кел- 

тириб чи^аринг.
4. г ■— / (х, у) сиртга ,И0 ;/0; z„) нуцгада утказилган нормал чизикнинг тенг- 

ламасини келтириб чицаринг.
5. F  (х, у, г) =  0 сиргга Л10 (д-0; уа\ г0) нуцтада уринма текисликнинг тепглама- 

сини ёзинг.
6. F  (х, у, г) =  0 сиртга ,И0 (,v0; </u; г0) нуктада утказилган нормал чнзпцнинг 

тенгламасини ёзинг.
7. г =  f (х, у) функция тулик диффаргмциачининг геометрих маъноси кандай?
8. 3410 —  3420- масалаларни ечинг.

11-§. ЮкОри тартибли x j сий ^ссилалар

Бирор Р  (х, у) нуктада ва унинг аТрофидэ аних ланган г = / (х, у) 
функцияни караймиз. Бу атрофнинг ,\ар бир ну^таснда х ва у узга- 
рувчилар буйича
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хусусий хрсилалар мавжуд деб фа раз килайлик. Уларни биринчи 
тартибли  хусусий хосилалар (еки биринчи хусусий хосилалар) деб 
атаймнз. Бу хосилалар х ва у эркли узгарувчиларнинг функциялари- 
нп ифодалайди.

Т аър и ф . Биринчи тартибли хусусий хосилалардан х ва у узга- 
ру'БЧнлар буйича оликган хусусий хрсилалар, агар улар мавжуд 
булса, иккинчи тартибли  хусусий хосилалар (ёки иккинчи хусусий 
хосилалар) деб аталади ва куйидагича белгиланади:

Туртта иккинчи тартибли хусусий хосилаларга эга булдик.
/;„ (.v, у) ва f" (.г, //) хусусий хосилалар аралаш хусусий хоси­

лалар деб аталади. f[y (л-, у) хосила дастлаб .v буйича, кейин у буйи­
ча дифференциаллаш билан, j" (х, у) эса, акеннча, дастлаб у буйи­
ча, кейин х буйича дифференциаллаш билан хосил килинади.

1- мне о л. Ушбу

функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларинн тспинг.
Е  ч и ш. Бундай белгилаймиз: / (х, у) = х3 +  ху2 — 5ху3 -f Уъ- 
Агвал биринчи тартибли хусусий хосилаларни топамиз:

/' (.V, у) хосилани .V буйича ва у буйича дифференциаллаймиз:

(а, у) хосилани а буйича ва у буйича дифференциаллаймиз:

Аралаш хосилалар тенг булиб чикишини таъкидлаймиз. Бу хар 
доим хам мумкипми?

Бу саволга дифференциаллаш натижасининг унинг тартибига 6of- 
ликмаслиги хакидаги цуйидаги теорема жавоб беради.

Теорем а. Агар / (х, у) в а (.г, у) аралаш хосилалар Р  (х; у )  
нуктанинг бирор 6- атрофида мавжуд ва шу нуктада узлуксиз 
булса, у холда улар шу нуктада узаро тенг булади, яъни

гуг = f'y, (х ,  у).

Z = A3 -f- Ху2 — 5.П/3 + уЪ

Г  (а, у) = За-2 + у2 — 5у3, Ге (а, у) =  2ху — 15ху2 + 5у1.

Г* (*, У) = 6а, Гхи (а, у) = 2у — \Ъу2.

Гух (х, у) =  2у — 15г/2, \"уг (х, У) =  2а- — ЗОху +  20у 3.

f ly  (*• У) -  Гух (*■ У )-
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И сботи . Ушбу
А  =  [/ (л- +  Л л', у  + A y) —  f (х +  Д х , г/)] — If (х, у  + Л у )  —

- f ( x ,  у)} v! I D
ифодани ^араймиз, бу ерда Ах ва А у лар шундай кичикки,

Р\ (х +  А х, у А- А у)
нукта Р  (х, у) нуктанинг б-атро}шда ётади. Ёрдамчи бирпша .г р- 
гарувчинпнг дифференциалланувчи функциясини караймиз:

ср (л-) =  / (л-, у  +  А ;/) —  / (л% у).
У  холда (11.1) ифэдани [.г, х -}- Л х] кесмада ф (х) функциянинг 

орттирмаси сифатида караш мумкин:
А  — А (р ф (х -г А х) — ф (х).

Бу айирмага Лагранж теоремаснии ь у̂ллаймиз:
А  =  А ф = ф' (х) А х = [/-; (х, у +  А у) —  /' (х, //)] А х,

бу ерда
х <  х <  х -|- Д х.

Квадрат кавс ичида тургаи ифодани бирпша у узгарувчининг 
[у, у +  А у\ кесмада дифференциалланувчи (х, у) функциясининг 
орттирмаси сифатида караш мумкин. Бу айирмага я на бир марта Лаг­
ранж теоремаснии куллаймпз:

А = fxy (х, у) Д х А у, (11.2)
бу ерда

y < y < y  — Ay- 
Агар эндп биргина у  узгарувчининг ёрдамчи

(У) = / (х +  А х, у) —  f (х, у)
функцняси киритилса, у холда (11.1) ифэдани бу функциянинг [у, //+ 
+  А у] кесмадаги орттирмаси сифатида цараш мумкин:

А  =  Д \р]= \|* (у  4- Д у ) —  »[• (//).

Бу айирмага [у, у +  А у] кесмада Лагранж теоремаснии куллаб, 
куйидагини хосил киламиз: "

А = Д = ф' (у) А у  =  \f'y (х +  Д х, у) — Г (х, ~у)] А у, 

бу ерда

У < у <  у +  Д  У -

Квадрат кавс ичида турган айирмага яна Лагранж теоремаснии 
цуллаб, куйидагини хосил циламиз:

А = Г УХ [х, у) А х А у ,  (]1 Я)
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л- <  л- <  л- ■ Д .V.

(11.2) на (11.3) формулаларпн таккоелаб,

у) = fyx (х, у) (Ц.4)
тенгликка эга буламиз. (11-4) тснгликда лпмигга \тампз.

Агар Дх->0, Д 11-+0 булса, у холда a-kv, а - к г , чунки а  ва х
[ а , а  — А  а ] кесмага тепппли: ;/->-// ва г/—»-//, чунки у ва у [у,у — Дг/] 
кесмага тегишли. Бунда f x ( а , у) ва f  ( а , у) хусусий .хосилаларнииг 
Р ( a, in нуктада узлуксизлипши хисобга олиб, (Кшидагига эга буламиз:

lim / ’у (А , /,/) := lim f xlj  (А , у )  =  f y  (а , у ),

бу ерда

Л О
Д //-*0

У->У

lim/^.v (а , у) = Jim /„.v ( а , у) =  fyx ( а , //)
А  г/^0 х-+х

Д л -Д) //-»//

еки

/;„ (л‘- у) у)-
Теорема исботланди. К'риб турибмпзки, хусусий хосилаларнииг 

узлуксизлик шарт)! мухим шарт экан.
.Агар бу iuapT бажарилмаеа, у холда теорема уринли булмай кр- 

лшпн мумкин.
Шундай килиб, икки \згарувчииннг функцияси курсатилган шарт- 

ларда аслида, туртта эмас, учта хусусий хосилага эга булади:

Г -  (Х< / )• (-V. /'). [уг (А, У).

N’4ini4ii тартибли хусусий хоситалар AjiM шуига yxiinui кирити- 
лади.

Таъриф . Иккинчи тартибли хусусий хосилалард:ш олипгаи ху- 
суслГ! хосилалар учинчи тартибли хусусий хосилалар (ёки учинчи 
хусусий хосилалар) деб аталади.

Аралаш хосилаларнииг теиглиги хакидагн теорема .уш уринли- 
лигнча «пади. Демак, агар бу теореманинг шарги бажарилса, икки 
узгарувчининг функцияси олгига эмас, туртта аралаш хусусий хосн- 
лага эга бТ'лади

/,з (а ,  у ) ,  / ; „  (а , у )  / ; ; 2 (а ,  у ) ,  (а ,  у ) .

Икки узгарувчн функциясининг г;-тартибли хосилалари (ёки п- 
хусусий хосилалар) шунга ухшаш таърифланади. Улар учун аралаш 
хосилаларнииг тенглиги хакидаги исботланган теорема уринлилигича 
колади. Бунда «-тартибли хусусий хосилаларнииг сони (п +  1) га 
тенг булишини текшириб куриш мумкин.
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2-ми со л. Ушбу
z =  х3 +  ху- — Ъху3 +  у'°

функциянинг учннчи тартибли хусусий .^осилаларини топинг.
Е чи ш . Бундай бзлгилаймиз: [  (х, у) = х3 +  ху2— 5xy'i J r ty5. 1- 

мисолда иккинчи тартибли хусусий хосилалар гопилган эди:
f % 2  (X, у) =  6х; f"xy (А-, у) =  2у —  15у-\ f'\, (х, у) =  2х— 30ху-'г 20у3.

Учинчи тартибли хусусий хосилгларни хисо5лаймиз:
& (х, у) =  6, f\ (х, у) = о, /;;;, (х, у) =  2 —  зо//,

(х, у )  =  60//- —  30а:.'

Ихтиёрий сондаги эркли узгарувчиларга борлиц функциялар учун 
ю^ори тартибли хусусий хосилалар шунга ухшаш таърифланади. Бу 
ерда .vm дифференциаллаш натижаси дифференциаллаш кетма- кетли- 
гига (тартибига) боглик; эмаслиги хакидаги теорема уринли булади. 
Масалан, агар и = / ( а , у, z) булса, у ,\олда

fxyz (*• У’ Z) = Гхгу (*- У' 2) = f"z,y (*• У- 2) = f ”„  (х, IJ, z) =
= fyzx (*• У- Z) = С  (*• У- 2)-

3-мн со л. Ушбу
и — ехуг

функциянинг f~, (х, у, z) хусусий .\осиласини топинг.
Ечи ш . Бундай белгилаймиз: / (х, у, z) = ех',г. Курсатилгаи учин­

чи тартибли хосилани топиш учун туртта биринчи, иккинчи, учинчи 
тартибли хусусий ^осилаларнинг .^аммасшш толиш умумаи шарт эмас. 

куйидагича иш тутиш етарли:*
/; ( а-, у, z) = etyz-yz,

f'x-t ( а , у, z) =  e':yz-y2z-,

i"*y ( v> 2) = е<yz • xy2z3 +  2ijz2exyz = ехуг■ yz2 (xyz +  2).
Шундай цилиб, курсатплган хусусий хосилага эга булдик.

12-§. Юкози тартибли тули^ дифференциаллар

Биз эггди функциянинг Р  (х, у) нуктадаги тТ'лих, дифференциали 
(4-§) куйидаги куринишга эга булншини биламиз:

dz =  /; (х, у) dx + fy ( а , у) dy.

Уни биринчи тартибли  тулик дифференциал (ёки биринчи диф­
ференциал) деб атанмиз. У  .V ва у эркли узгарувчиларга . а̂мда .г ва 
у ларга богли^ булмаган dx ва dy узгармас капаликларга боглик.

Таъриф . Иккинчи тартибли тулик дифференциал (ёки иккин­
чи дифференциал) деб биринчи тартибли тули^ дифференциалдан
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олншан дифференциалга айтилади. Иккинчи тартибли тулик диффе­
ренциал d-z каин белгиланади.

Шундай килиб, таърнфга к\*ра куйидагига эга буламиз:
d (dr) =  d:z =  d I/', (.v, у) dx fg (x, у) Py ] -= [ f  (.v, p) d* -P

/; (-v, //) dy]'x dx J- [/; (.v, y) dx +  f'y (.v, y) dy]\dy =

=  /',' = ( v, p) (d.v)2 b / ; r (-V, i/) dijdx -- j\y (x, y) dxdy-l-f",,, (x, tj) (d y)-.
A rap (.v, у) ва f  (.v, у) узлуксиз булса, у холда иккинчи тар- 

тнбли тули\ дпффсрспанал d-z шшг нфодаси куйидагн куринищга 
эга булади:

d-z =  /;t (.V, и) dx- +  2/".,, (.V, у) d\dy +  (.v, р) г/гу-. (12.1)

by е| д:: dx- dy1 =  (с///)-.
T а т ® 1  ф. Учинчи и.арн:иоли тулик дифференциал (ёки учинчи 

дифференциал) деб иккинчи тартибли тулик д^фераиниалдан олип- 
riiii дифференциалга айтилади. Учинчи тартибли тулик дифференциал 
d’z кабн болгиланадн.

Ушбу
а 1.; — /'' [х, у) dx'- +  3/;;, (.'■. и) dx-dy о/.,., (х. у) dsdtt-

+  /,, ( V. /') dy» (12.2)
<Ь'л:«;\\!ашшг гугпн экаиннм курсатпш мамкин.

1'ккннчн га л11-!!!!!1.:!! таршблп ди !'- перанцнелларппнг форму,; :,',а vi 
iik k i ачи пп учинчи даражали нккнхадларнннг ёаплласчан эолатча;п ;а 
татандланмна:

■ /^2_’-I !_
(и -Р !:ф - (2 -Р Ь За'. ' j- /Г‘.

/:■ ггл'птий.ш ir.ij.uu; ди^фспсициел (ёки да Уферсциа ?‘i ;г-. 
шаш чтрнфлепшди ьл </''.? каГи белгилаиади. d ’z ниаг и рад ica н- 
даражнлп нккихадпппг Ньюгоп (!) >рлу таен буйнч! ён п м ж а чн  ъ 'ла- 
тадн:

(Гг (.V, /■') dx’1 (л-, у) dx а уЛ" Ц

у. fe(,v. р) W .v - ••(/;/•
к; \ ii
¥ .  . .л . К  (,Vi ,,)

V
Шунинг учун (V'z нинг ифодасшш ёдда cafoiam к.улай булпнш учун 
уни Элшдагн куринишда ёзнш мумкин:

d:iz I -- dx -- —  c/pi - / (.V, «).
\ c?.v Щ ! '

/ (,v. р) мураккаб функцня булганда юкорндаги белгплаш форму­
лам- урннлл эмас.
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1-мисол. Ушбу
2 = arctg —

функция учун d2z ни топинг.
Е чи ш . f (х, //) = arctg — каби белгилаймиз ва (12.1) формула-X

дан фойдаланамиз. Бунинг учун дастлаб барча иккинчи тартибли ху­
сусий хосилаларни хисоблаймиз. Куйидагига эга буламиз:

/1- (х, у) = — - f — , /' (х, у) = -
1Г

(*> У) = С  (*< «» =  -  т т т 4 ^т г ) "  (л- -г ;/■)■
2л-//

/ ; (.V, у) =
Демак,

(.V2 i/2r2

d22 = — d.v2 — 2 d-vdv-----di/2 =
(Л-2 +  if-у- (л- —  г/-)2 (X 2 +  I/2)'2

2
(л2 + ;/2)2 

2- м и с о л. Ушбу

(xydx- — (а-2 — у2) dxdy — xydy2).

г = sin (2х +  у)
учун d3z ни топинг.

Е чи ш . Бундай белгилаймиз:/ (х, у) = sin (2х --у). (12.2) фор- 
муладан фойдаланамиз. Бунинг учун дастлаб барча учинчи тартибли 
хусусий х.осилаларни топамиз. Ушбу га эга буламиз:

\ГХ (х, У) = 2cos (2х +  у), f  (х, у) == cos (2х +  у),
Гхг (х, у) = — 4sin (2х +  у), fxy (х, у) - — 2sin (2х +  //),
/ ;  (X, у) = — 8соз (2х +  у), fu, (х, у) = — sin (2х у),
ГХ'у(х, у) = — 4cos (2х -+- у), /" (х, у) = — cos (2х +  у),

/ ;, (х, У) = — 2cos (2х +  у).
Демак,

d3z = — 8 cos (2х ф- у) dx:> —’3 ■ 4 cos (2х у) dx'2dy —
— 3-2cos (2х + у )  dxdy2— cos (2х +  у) d-f =

= — cos (2x ф- у) [8dx:l +  \2dx-dy 6dxdy - +  dy3J.

13-§. Бир неча узгарувчининг функцияси учун 
Тейлор формуласи

Бир узгарувчининг функциясини купхад ва бирор колдик хад- 
нинг йигиидиси куринишида нфодалаш мумкин экани маълум. Икки 
узгарувчининг функцияси булган холда шунга ухшаш муносабат 
уринли булади.
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Ушбу теорема ни исботлаймиз.
Теорем а. Агар z — f (х, у) функция узининг (п-\- 1)- тартиб-  

’ача ((п  +  1)- тартиблиси хам) хусусий хосилалари Р 0 (х, у) нук- 
•панинг бирор атрофида узлуксиз булса ва агар Р  (х +  А х, у+ А  у) 
нукта шу атрофга тегишли бЦлса, бу функциянинг Р 0 (х, у ) нук- 
тадаги Az — f (х + А х , у + А у) — / (х, у ) орттирмасини куйидаги 
куринишда тасвирлаш мумкин'.

A z = / (х +  А .г, у 4- А у) — / (.у, у) =
= df (х, у) +  “  d-f (х, у) +  d3f (х, у) +JL • о.

+  . . .  +  ± d " f  (X, - J -  »  /  (х, у ) ,
бу ерда

х <  .V <  .V ~г А .г, у <  у <  у +  А у.

И сботи . t эркли узгарувчининг мураккаб функцияси булган

F  (/) = f (х -Ь t А .V, у +  t А //)

ёрдамчи функцияни кнритамиз, бунда t нинг киймати [0, 1] кесмага 
тегишли, функция эса бу кесмада (п Н- 1)- хосилага эга. Бу функция­
ни t узгарувчи буйича (п + 1) марта дифференциаллаймнз. Ушбу га 
эга буламиз:
Р  (0 = Гх (x +  tA  х, у +  t А у) ■ А х -f /' (.v + t A .v, г/ -j- t А у) А у =  

= А х +  -7 А // j / (л- +  / А .г, у +  t А у),
\ 0.V с///

(0 = /."* (* +  t Ах, у +  tA  у)-А хг +  2 /ху (х +  t А х,
у +  t А г/) Л л- ■ Д у +  /’2 (л- +  t А х, у + 1А у) А у2 =

=  ( —  А х 4- —  A t j ) / (х -j-  ̂А х, у +  t А г/).\ c).v d.v 1

Шунга ухшаш куйндагини топамиз:

F [n) (t) = /—  А х 4— — А х/1 / (х -Ь t А х, у 4-1 А ц),
\ дх ду !

/:<« . ' ) (() ± JL  а  х 4- ±  А у " +1 / (х + ( А х, // + t А у ) .
\ дх otj ]

Маклорен формуласи (З-боб (22.1) формула) нинг биргина t уз- 
гарурчпнинг функцияси сифатидаги F  (/) функцияга келамиз:

F  (0 == F  (0) +  t +  — ™ f  /я+i,
W W  I! 2! n\ (/i-l-l)!

бу ерда 0 < ?< ;/ .
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F  (1) = F  (0) -f- /-1И -u . . . -j- t  ' (0> -j- F  ' (13.
1 •' 2! ;;! | ’

бу ерда О <  / <  1.
/ (1), F  (0), F  (0), F  (0), . . . F [n'(0), F <n" l)(t) ларии хисоблайми: 

F  ( i )  ^  f (x -'r  A .v, у 4- A//), F  (0) =  f (,v, ,!/),

F ’ (0) -- A a 4- - -  Д y )  / (a, //) =  df (A, (/).
\ -̂v (ty ! ' "

f  (0) = I "  A a -f- —  A'//1 f (a, u) =  cFj (a, ;/),.it Wx dv '

I"  ■' (0) — | A a --- - A >./ \ / (a, v) -= d::f (a, f/),
Ox tl:< 1

F ' ' '  (!) =  I - A a — —  A //) / (a -{-1 A a, n -r  t A 3/) =\ f̂ .v (/;/ /
=  d " ; 1 /’ (a / A a, ;/ -r t A //),

бу ерда 0 < 7  С  1_.
а  --.V т / А а , у — !!-'■■-1 \ч  белгилаш киригиб, бу кийматларнн

(13.1) формулага к у лип, yaioyra эга буламиз:

<!) —  /•’ (0) =  / (-V 4- А а , // +  А ;/) —  / (а , //) -=

d! (А, .-/) •• d-j (А. //) +  ±- dd  fA, //) -1  d': j  (A, ,"■) 4-
•J! 3. »l!

f ix,  /7).
('1 - III

бу ерда

A <  A <  .V -r  A A, tj <  /./ <  // A //.
Формула исботландн, у икки узгарувчининг функцияси учун Тей­

лор формуле,си деннлади. Уни бошкача курннишга келтирамнз. Бу- 
пинг учун Р„ им^гаишп а  ва у коордшшталарпнн 0 ипдекслар би­
лан белгнлаймпз, яъни Р п (хп, //п), у холда Р  нуктанинг а  +  А х ва 
у - Д Й координа талари а 0 4  А а  ва {/П +  А// олади , яъни Р  ( а ,-, -­

А а , :/„ +  А //). Уларпи бундай белгнлаймнз: а  =  а 0 4  А а , 1 =  
~  у„ -f А ;/. Янги белгилашларда Тейлор форму ласи бундай ёзиладп:

/ (■'•', У) =  / (х0, Уд) 4- d f ( а 0, г/0) И- —  d- / ( а 0, г/0) +  . . . +

+ —- d"f (А-0, у и) + - L -  d" 1 / (*, у), (13.2)л! (/iJ -l):
бу ерда

А0 < А < А ,  , 'У < / / < Н .

Бу ёйилмада I =  1 деб фара:; килиб, ушбуга эга буламиз:
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* - = d * 1 <*' 5  
{юда колдик хад деб аталади.

Икки узгарувчининг функцияси учун Тейлор формуласи (13.2) 
,тр узгарувчининг функцияси учун Тейлор формуласи (3- бобдаги 
П .13) формула) ни эслатади. Тутри, агар (13.2) формуладаги / (х, у) 
)ункция дифференциали учун ифодани ёзсак, у холда бир узгаруг-- 
шнинг функцияси учун ^оснл килинган формулага нисбатан анча 
/зундан-узок формулани хосил киламиз.

п = 0 да (13.2) дан Лагранж (чекли орттирмалар) формуласиии 
^осил циламиз:

/ (х, у) - / (л-0, //„) = d[(x, у)
ёки

/ (х, у) —7 ( - V  у о) = / *  (х, У) А х  +fy (х, у) А у,
бу ерда .v0< x < x ,  у0< у < у .

М нсол . Ушбу
2 =  / (.v, у) =  ,vy

функциями учинчи тартибли хадларигача (учинчи тартибли хадларини 
хам) тоииб, Тейлор формуласига кура (х — 1) ва ( у — 1) даражалар 
буйича ёзинг.

Ечи ш . Масаланинг шартига кура ,v0 = 1 ва уп — 1. Функция­
нинг учинчи тартибгача хусусий хосилаларинн, диЬференциалларнни 
топамиз:

f(x, у) = ху , f K (х, у) = ух у~\ /' (.г, у) =  х? lu .v;
/(1,1) =1, /; (1,1) = 1. /' (1,1) = 0; 

flf/(l,l) = .v — 1.
f'x, (X> у) =  у (У —  1) ХИ~-, fxy (х, у) - л "- 1 (1 +  IJ In А'), 

f у* (X, у) =  ху In2 .г;

U 1 ,  1) = 0, 4 (1 ,  1)=  1, (уА 1  1) = 0; 
d2/(l, 1) = 2 (.v — \ )(у  — 1),

Q  (х, У) -=У {у— 1) (У— 2) ху~'\ / '"у (х, у) ==ху~ 2 (2у 1 -гУ (у—  1) In х),

Q  (х, У) =ХУ Inx, Q ,  (X, у) = * In -V (2 +  IJ In х)\

/ " . ' (м )  = о / " '. (1 ,1 )= о, / ;;(1 ,1 ) = 1, /;,'(!, 1 )= о ; 
d3H 1, 1) =  3 (JC —  1 )а Cv —  !)•

/7 = 3  да Тейлор формуласи куйидаги куринишга эга:

f(x. у) = /(1, l) +  d/(l, l ) + ^ d 2/(l, \) +  ~ d 3f(\ , 1 ) + R 3.

Ушбу
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Дифференциалларпинг топилган кнйматларини формулага Kyfirai 
дан кейин куйплагп тугал курипишга эга буламиз:

A'v -  1 +  (А' -  1) -i- (А  -  1) {IJ -  1) - f  1  (А  -  1 )а (У -  1) R 3, 

бу ерда

Р .,  =  ~  а  >/ (а , у ) ,  а  <  а- <  1, у  с  y d .

У  з- \ з п и 1' I е к ш и р и ш v ч vn  с а в о  л л а р
I. Пкки чзгарунчнииш функцияси учун я- тартибли хусуснн хосилашшг таъри 

финн берипг.
Пкки узгарувчи функциясининг иккинчи тартибли аралаш хусусий хосплала- 
рнннпг тенглиги чакнлагн теореманн afrruiiг ва псботланг.

3. К\и  узгарунчишшг функцияси учун п- гартиблн хусусий хоснланниг таърифи- 
ни берши.

4. 1\\н узгарувчининг функцняси учун аралаш xyevcnii хосилаларнинг тенглиги 
XtW 'iani теорсмлнп ангниг.

5. I )кки узгарувчи функциясининг иккинчи тартибли тули^ дифференциали таьри- 
фнни берипг на хни топиш учун формула келтирнб чикаринг.

0. Пкки \згаруячи фупкцнчснинпг учинчи тар гибли р. лиц дифференциали гаърнфн- 
нн Оерннг ва унн топнш учун формула келтирнб чикаринг.

7. ! !ккн узгарувчи функциясининг п-тартибли Л ш ц  дифференциали таърифнни 
берипг ва унн топшн учун формула кслтирнб чикаринг.

8. Икки узгарупчпннпг функцняси учун Тейлор формуласинп келтирнб чидаринг.
Ч. 3118 —  J w f ;  3219 — 3229, 3249 —  3251- масалаларни ечпнг.

14- §. Бир неча узгарувчи функциясининг экстремумлари

Дастлаб икки узгарузчннннг функциясини караймаз. Бундай 
фуикииялар учун экстремум нукталарининг таърифи бир узгарувчи 
функциясининг экстремум нукталари таърифнга ухшаш булади.

Таъриф . Агар 2 = / (х, у) функциянинг Р п(х0, у п) нуктадаги 
киймати унинг шу пуктанинг бирор атрофига гегишли ихтиёрий 
Р(х , у) нуктадаги кийматидан катта (кнчик) булса, Я0(л'о> У о) нУк.та 
максимум (минимум) н щ т а  дейилади (186-шакл).

2]
\ /  

V

.у /__н<‘

186- шакл. 
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Максимум ва минимум иукталар экстремум нукталар дейилади. 
ундай холда z = }  (х, у) функция Р „(х 0, у„) нуктада экстремум 
максимум ёки мнпнмум) га эришади, дейиладн.

Функциянинг экстремум пуктадаги киймати, яъни zn =  [ (х0, у0) 
ункииянинг экстрсмал шиймсипи дейилади.

Максимум булган холда Минимум булган холда
f ( P 0) > f { P )  ! (Рп) <  /' (Р)

ёки ёки
/ (-'.'о. Цп) >  /' (-V, У) / C’fo- Уп) <  f U . И)■

Агар тенгспзликшшг чап кпсмтдаги пфодани унг кнсмига утказ- 
:ак, у холда максимум булган холда

Дг = / (Я) -  / (Я0) - / U  у) -  / (.v„, у„) <  О
га, минимул! булпш холда

Дг = / (Я) -  / (Я„) = / (.г, /у) -  / (д-0, i/0) >  О
га эга буламиз.

Шундай килиб, максимум булган холда (функциянинг тулнк орт- 
тирмаси маифий (Аг<СО), минимум булган холда эса функциянинг 
тулнк орттирмасп мусбат (Д г> 0) булади. Тескари даъво хам урин- 
ли.

Ихтиёрий сондаги эркли узгарувчининг функцияси учун хам 
экстремум тушунчасп шунга ухшаш киритнлади.

15-§. Экстремумнинг зарурий шарти

z :■■ / (.V, у) функциянинг Р а(х„, у„) пуктадаги экстре.мумга эриши- 
шидаги зарурий шартнн ургаиишга ута.мпз.

Теорем а. (Экстремумнинг зарурий шарт.) Агар дифферен­
циалланувчи функция z = / (,v, у) Р п(хп, ж )  нуктада экстремумга 
эга булса, у холда унинг шу н'/ктадаги хусусий хосилалари нолга 
тенг булиши зарур:

/’ (л*о, У о) = 0. /у (л'о> Уп) =  0.
П сб оти . z =  j (л*, у) функция Р 0(х0, уп) нуктада экстремум га 

эрншсин. У  холда узгармас у =//,, да г — [  (х, //„) функция бнргина 
.г узгарувчининг функцияси сифатида х — ,v0 да экстремумга эга бу­
лади. Маълумки, бир узгарувчн функцияси экстремуминнпг зарурий 
шарти /'(.v, у0) функциянинг х = х0 даги хосиласи нолга тенг були- 
шндан иборат (4- боб, 3- §), яъни

fx (-va. У о) = 0.
Шунга ухшаш х = х0 да бнргина у узгарувчига боглик /(.v0, //) 

функция шартга кура у =  у0 да экстремумга эга булади. Шунинг 
учун бир узгарувчн функцияси экстремумининг зарурий шаргидан
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келиб чиккан холла 2 = /(л'0, у) функциянинг у — у0 даги хосила 
нолга тенг булиши керак, яъни

f  и (А’о> У о) — О-
Шуни исботлаш талаб этилган эди.

z = j (х, у) сиртга уринма текисликнинг тенгламаси (9.4) кур 
нншга эга:

2 — = /, (а-0, У о) (х — *о) +  ( у (а0, г/о) (У — !/о)-
Агар Я0 (.г0, у0) нукта экстремум ну^таси булса, у холда

/.; (л'0> //о) = 0 ва f ’y (х0, у0) =  О
булади, шушшг учун экстремум иуктаси учун уринма текислю 
тенгламаси ушбу куринишга эга:

г — г0 = О ва z = г0.
Шундай килиб, биз куйидаги натижага эга булдик: экстре­

мум нукталарида уринма текислик Оху координата текислиги- 
га параллел булади. Икки узгарувчининг диффереицналланув- 
чи функцияси экстремуми зарурий шартининг геометрии маъ­
носи мана шундан иборат.

Функция дифференциалланувчи булмаган нукталар хам уз­
луксиз функциянинг экстремум нуцталари булиши мумкин 
(яъни хусусий хосилалардан акалли биттаси мавжуд булмас- 
лигн ёки чекснзликка тенг булиши мумкин) эканини исботсиз 
таъкидлаймиз. Масалап, ушбу

Z =  \ X - +  //­

функция координата бошида минимумга эга булиши равшан, 
лекин у бу нуктада дифференциалланувчи эмас. Бу функция­
нинг графиги — учи координата бошида булган ва уки O z  уки 
билан устма-уст тушувчи доиравий конус (187-шакл).

Т а ъ р и ф. Хусусий хосилалар нолга тенг буладиган, мав­
жуд булмаидиган ёки чекснзликка тенг буладиган нукталар

критик нукталар деб аталади.
Функциянинг критик нукталарини 

топиш учун унинг иккала хусусий хо- 
снласини нолга тенглаш ва хосил бул­
ган икки узгарувчили иккита тенгла­
ма системасини ечиш керак. Бундан 
ташкари, хусусий хосилалари мавжуд 
булмаидиган нукталарнн топиш хам 
керак. 

ч 1 - М И с о л. Ушбу
/  J ,  *

z =  xs +  ys - 3 x y
187-шакл. функциянинг критик нукталарини топинг.
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Ечи ш . Бундай белгилаймиз: f (х, у) =  х'3 у3— 3 ху. Функция 
1мма ерда аникланган. Хусусий хосилаларни топамиз:

/’ У) = За-2 — 3у, /’ (.г, у) =- Зу- —  Зх.
Улар Оху текисликнннг хамма ерида аникланган. Шунинг 

чун критик нукталарни топишда хусусий хосилаларни нолга 
енглаш етарли. Ушбу тенгламалар системасига эга була- 
шз:

С Зх- — Зу = 0, [ у = .г, 
j Зу2 — 3.Y = 0 ёки ( .V = г/2.

Лккмнчи тенгламадан у номаълумни йукотиш билан системани 
'чамиз:

| -v = х4 | .г (.V3 — I) = 0, | *i = 0- -v2 = 1>
[ у  =  х2 ёки [ у — х2 ёки I у — х2.

у нинг мос кийматлари у i = 0, у 2=1 булади.
Иккита критик нуктага эга буламиз:

Р о(0;0) ва Я г ( 1; 1).
2-м и с о л. Ушбу

2 =  4 — (х- 4- У2) 3
функциянинг критик нуцталарини топинг.

Е  ч и ш. Функция хамма ерда аникланган. Бундай белги- 
лаймиз: о
/ (х, у) =  4 — (л*2 -Ь у2) 3 . Хусусий хосилаларни топамиз:

1 I
/ > ,  y ) = - ~ ( x 2 + t/-) ?>, / > ,  + 3 .

л = 0 ва (/ = 0 да иккала хосила хам мавжуд эмас. Бу критик 
нукта. Бу Р ( 0, 0) нуктада функция дифференциалланувчи 
эмас.

Ихтиёрий сондаги узгарувчи функцияси экстремумининг за- 
рурий шарти ва шундай функциялар учун критик нукталар 
шунга ухшаш ифодаланади.

16-§. Бир неча узгарувчи функцияси максимум 
ва минимумининг етарли шарти

Бир узгарувчининг функцияси учун булгани каби кугт узга- 
рувчининг функцияси булган холда хам экстремумнинг зарурий 
шарти етарли шарт булмайди. Бу, критик нукталар экстремум 
нукталар булиши шарт эмаслигини англатади. Шунинг учун 
критик нукталарни экстремум булиши мумкин булган нукталар 
деб атаймиз.
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Етарли шартни урнатишга утамиз. Бу шарт бажарилганд 
функция экстремумга эришади.

Т е о р е м а .  (Экстремумининг етарли шарти.) Агар z = f [х, у 
функция Р 0(х0,у 0) критик нуктада ва унинг бирор атрофидс 
иккинчи тартибли хусусий ,\осилаларга эга булиб, бундан maui 
цари, бу нуцтадаги хусусий %осилалар нолга тенг булса:

f x (*„, Уо) =  f y (л'о> Уо) =  0.

у холда Р а(х0, у п) нуктада
1) агар А >  0 булса, экстремум мавжуд, бунда
а) агар Л > 0  булса, минимум;
б) агар А <С 0 булса, максимум;
2) агар А <  0 булса, экстремум йук\
3) агар А = 0 булса, экстремум булиши хам ва булмаслиги хам 

мумкин. Еу  ерда А = АС  — В 2 булиб, А =  /д1, В  =  f ху, С — fyt.
И сботи . п = 1 да Тейлор формуласи (13.2) ни ёзамиз. Ушбу

f(x. У) == / (А-0, Уо) + d[(x0, у0) +  ± d2f (х, у) (16.1)

га эга буламиз, бунда .v0 < L x <  х, у0 < Ly<Ly. Бу формулада 
df (*„, Уо) =  (х (х0, Уо) Ах +  (у (х0, у0) Ау =  0 

(чунки шартга кура fx (х„, у0) =  0, f y (х0, у0) =  0),

d'2f (аг, у) =  fx,( х, у) Ах2 +  2f"xy{ х, у) Ах Ау +  /",( х, у) Ау2.

Буни хисобга олиб ва

А  = /’,( х, у), В, = f”y( х, у), Сх = /„,( х, гу) 

деб фараз килиб, (16.1) формулани бундай ёзиш мумкин:

Az = f(x, y ) — f(x 0, у0) = ~  [Aj Ах2 +  2В1 Ах А у +  С\Ау2\. (16,2)

Р 0 (х0, у0) нуктада иккинчи тартибли хусусий ^осилаларнинг 
узлуксизлигидан ушбуга эга буламиз:

lim А х =  lim fx,( х, у) =  (*0, у0) =  А,
Ах->0 А'—+Л'о
Ду->) у->уа

lim В х =  lim f j  x, у) = f xy (x0, y0) =  B,
A.v-»0 x-*x0
Ау->0 У-*’/а

lim Cj = lim /', (*, y) = fy2 (*0, y0) = C.
Дл'->0 A"—►A’o
Ay-* 0 y-+ya
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limC^Cj — f l j )  = AC —  B* = A.
Ar-.'J
Л//-.0

Курсатилган хусусий хосилаларнинг узлуксизлигидан Р 0(х0,у 0) 
нуктапинг (яъни кичик Дх ва Ау ларда) Л, нинг ишораси А нинг 
пшораеи билан, В 1 нинг ишораси В  нинг ишораси билан, Сх нинг 
ншораси С пинг ишораси билан, ва иихоят, А х — В] нинг ишораси 
АС  — В" шшг ишораси билан мос келадиган старлича кичик атро- 
фн мавжуд экани келиб чикади.

(16.2) ифодага кайтамиз. .4,^=0 деб фа раз килиб, ушбу га эга 
буламиз:

Аг = —  [ А; Ах- -- 2 А 1В 1 АхАу +  А ,С лАу-\.
2' А I '

Тенглик унг кпсмпда тулик квадрат ажратамиз:

Дг = -1- [(4 t Ал: -  В , Ay)- -- (А.С, -  В ] ) Дг/"]. (16.3)

Функция Дг орттирмасининг А ва А = АС  — В'1 ларнинг ишо- 
раларига боглик ишорасини излаймиз.

1) А = АС  — 0 булсин. У  холда, юкорида айтилганидек, 
иккинчи тартибли хусусий хосилаларнинг узлуксизлигидан Р п(х,0 у0) 
нуктанинг етарлнча кичик атрофида Л ,С ,— В~ ;> 0 булади. Демак,
(16.3) ифодада квадрат кавс мусбаг ва унинг ишораси Лх нинг ишо- 
расига боглик.

а) А >  0 булса, у холда етарлича кичик Ах ва А у лар учун 
(яъни Р и ( v0, уп) нуктанинг етарлича кичик атрофида)

," '> 0 .
У холда (16.3) ифода хам мусбат, яъни

Дг >■ 0, яыш / (л-, у) — / (а'ь, у{)  >  0,
бундан

’ /  (-V, У) >  /  у„)

экани келиб чикади. Демак, Р0(х0’ Ур) нуктада минимумга эга бу­
ламиз.

б) Агар Л <  0 булса, Р и(х0, уп) нуктапинг етарлича кичик атро­
фида /1, <  0 булади. У холда (16 .3) ифода хам манфий, яъни

Дг <  0 ёки / (.V, у) — f (л'0, г/0) <  0.
Бундам

/ (-V, у) <  / (-v0, уи)

(рлиши келиб чикади.
Демак, Р 0(у0, уп) нуктада максимумеа эга буламиз.
2) Л = АС — В- <  0 булсин, у холда, юкорида айтилганидек,

/>„(*„.'/„) нуктанинг етарлича кичик атрофида А ХСУ— В\ С  0 булади.

Демах,
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Az cpniipvsi.1]! куТидагича элмгилгриб, (16.2) куринишда ё.-амиз: 

Az =  —— Л, +  2В, —  С, I —  f1 . (16.4)
2! Лх Дд ' \

—  = t  деб белгилаб. (16.4) ни канта ёзамиз:Да'

Дг = — -[Л, -l 2В,/--С,/2].

Шартга кура А ХСХ— Bj <  0 булгани учун квадрат ка веда тур- 
ган ифоданинг дискриминант» мусбат, яъни

В\ — ,-^С, >  О,

бу, /4i +  2В х /, + C,/j’ >  0 ва .1, +  2В,/., + С, Г, <  О шартни ка- 
ноатлантирувчи хеч булмаганда иккита /, ва /2 сомни курсатпш 
мумкинлигини англатади. Бу эса A y — txAx булганда бир йуналнш- 
да Р п (х0, и0) нуктадан Р (х п -\-Ах, y0 ~ rtxAx) нуктага харакатланган­
да функциянинг орттирмаси Дг;>0 булншинн, Р п(х0, г/0) нуктадан 
Ау — /о Дх булганда бошка иуналишда Р(х0 + Ах, уп + t.2Ax) пукта- 
га харакатланганда функциянинг орттирмаси Az <  0 булишини англа- 
тадн. Демак, z = j ( x , y )  функциянинг орттирмаси Р п{х0уп) нукта­
нинг етарлича кичик атрофида ишорасини сакламайди, шунинг учуп 
бу нуктада экстремум йук.

3) А = АС — В 2 = 0 булсин. Бу холда Л,С, — В\ иинг ишора- 
с и хакида, демак, функциянннг Дг тулиц орпирмасининг шиораси 
хацида хам хулоса чикариш мумкин эмас. P ft(xQ, уп) нуктада экстре­
мум булиш- булмаслигинн аниклаш учун цушимча текшириш талаб 
этилади.

Теорема исботланди.
1-мисол. Ушбу

г = х ! -г У3 — 3 ху = / (х, у)

функцияни максимум ва минимумга текширинг.
Е чи ш . Биз Яо(0;0) ва Я(1; 1) критик нукталарни топган эдик 

(15-§ даги 1-мисол). Энди иккинчи хусусий хосилаларни топамиз:

fx (х, У) =  З-v2 — 3у, \ц (х, у) = 3 у 2 —  Зх 
булгани учун

f x* (х, У) = 6х, fxy (х, у) = — 3, /",(х, у) = 6у 
га эга буламиз.

Биринчи критик нукта Яо(0; 0) иинг характерини текширамиз:
л — f x,( 0 , 0) = 0, В=/" (0, 0) = — 3,

С = / " (0 ,0 ) = 0, А = АС —  В 2 = — 9 < 0 .
Демак, Р 0(0,0) нуктада экстремум йуц.
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А =  (1, 1) = 6, В  = /" (1, 1)=--- 3. с  = /" (1, 1) = 6,
А = АС —  В- = 27 >  О, А >  О.

Демак, Р(1, 1) нуктада берилган функция минимумга эга, бунда 
?i;i. i = / ( l , l ) = l - r l - 3  = - l .

У 3-у з и п и т с к ш  м р II и; у ч у и с а в о л л a j)

1. Функция экстремум нукталари (максимум па минимум) нниг таърифшш 
бсрннг.

2. Функция VKt:ipc-NiVMи зарурпн шартмни ainiinr ва нсиитлаиг.
3. 11 [; к и узгарувчи <])\ и кии я _ и учун экстремум чарурни шартпшшг гсомет- 

рнк маъноси рандам?
-1. Икки х.згарувчи функцияси учун -jKci рсмумнппг етарли шартпни аитпнг 

ва нсботлаиг. 
о. 3259— 3262, 3271—3278-масалаларип ечпиг.

17-§. Шартли экстремум

Бир печа узгарувчи функциясининг экстремумларини то- 
иншда кунннча шартли экстрсмумлар деб аталувчи экстремум- 
лар билан боглик топшириклар юзага келади.

Т а ъ р и ф. z = f (x ,y ) функциянинг шартли экстремумы деб 
бу функциянинг х ва у узгарувчиларни боглаш тенгламаси деб 
аталувчи

•I У) = О
тенглама билан богланганлик шартида эришадиган экетремум- 
га айтплади.

Агар ~ = /'(д\ у) функция ва хОу текисликда q (х, у) = 0 тенг­
лама билан L  чизик берилган булса, у холда z = f (x ,y )  функ­
циянинг кнймати бу функциянинг L  чизикнинг Ро (л'о, у о) нукта- 
га яюш нукталаридаги к;ийматларига нисбатан энг катта ёки 
унг кичик буладиган L  чизикка тегишли Р<\(х0, у0) нукта шарт­
ли экстремум нуктаси дейилади.

Одатдагн экстремум (яна, шунингдек, шартсиз экстремум 
\ам дейилади) нуктаси шу нуктадан утувчи ихтиёрий чизиц 
учун шартли экстремум нуктаси хам булиши равшан. Тескари 
даъво, равшанки, нотугри: шартли экстремум нуктаси шартсиз 
экстремум нуктаси булмаслиги мумкин.

г = 1 ! v - - « r

функциянинг графиги юкори ярим сфера булади. Равшанки, бу 
функция координата бошида максимумга эга ва унга ярим сфе- 
рада .И (0; 0; 1) нукта мос келади. L  чизик А (0, 1) ва О (0, 1) 
нукталардан утувчи тугри чизик булсин (188-шакл), унинг
тенгламаси:

.V у —  1 = 0 .

Иккинчи критик нукта Р (  1; 1) нинг характерини текширамиз:
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Геомегрик нуктаи назардан бу чи- 
зпкнинг нукталари учун э::г катта 
кпиматга /1 ва В  нукталар орасида
ётган Р п I -f- j нуктада З р И П Ш Ш  р Ж -

188- шакл.

шан. Бу 2 =  ] I — х- —  у- функцпя- 
н.чнг берилган х ~г у —  1 = 0  чпзнк- 
даги шартли экстремум нуктасн була­
ди. Бу Р п нуктага сиртда Л1„ нукта 
мос келадн. Р п нуктадаги шартли экс­
тремум шартсиз экстремум билан устма- 
уст тушмаслигн шаклдан куриипб гу- 
рибдн.

Ам алда шартли экстремум нукталарини тоннш учун  олднн 
боглаш  тснгламаснда у пн а  оркали ошкор ифодалаш керак:

У = У (*)■
Кейин z = [ (x , r )  функциянинг ифодаспда у урнига у (х) функиияни 
куйиб, бир Узгарувчининг функинясинн хосил киламиз:

г =  /(.V, У(х)) ---- F(x).
х нинг бу функция экстремумга эришадигап кинматларинн 

анпкланмиз, кеиин боглаш тенгламасидан у нинг мос кипмати- 
ни топамиз.

Кур нб  чпкилган ярим сферага дойр мисолда х + у— 1=0 бог­
лаш  тенгламасидан у = 1 — .v пи хосилДилами:;. у нинг кинм ати- 
ни ярим сферанннг тснгламасига куямиз. Уш буга  эга б ул а ­
миз:

г -  | Г — л-- — (1 —  л)" =  } 2х —  2 а -.

Б у  функция л* — —■ да максимум га эришшишш осой анпклаш 

мумкин. Боглаш тенгламасидан у — ни топамиз. Шартли экстре-
гл I 1 1 ,м ум  нуктасн Рл ,— ни тондпк.- - ■ 11 i о 2 1

Боглаш тенгламасини
а  =  а ( / ) ,  у  — у it)

параметрик тенгламалар билан ифодалаш мумкин булган хол­
да хам шартли экстремумга дойр масала осон ечилади.

Бунннг учун а  ва у ифодаларнн берилган z = f (x ,y )  функ- 
цияга куйиш етарли. Ва яна бир узгарувчи функциясининг 
экстремумини излашга дойр масалага ксламиз.

18- §. Лагранж купайтувчилари усули

Агар боглаш тенгламаси анча мураккаб куринишга эга бул­
са ва бир узгарувчини иккинчиси оркали ошкор ифодалаш 
мумкин булмаса, у холда шартли экстремумни топиш масаласи
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:;!iч ;s кинпн булади. Шартлп экстремумларни топиш'дагн Лаг­
ранж купаптувчилари усулини курсатамиз.

.V в а у
Jg(.v, w) - 0  (18.1)

тенглама (боглаш тенгламаси) бнлаи боглаиганлик шарти да
г -  / (.V. //)

функгшянинг экетремумпнп тониш талаб этнлаетган булсин.
Шартли экстремум нукталарпда экстремумнинг зарурий 

шаргн бажарилнищ керак; яъни г функциянннг тулнк, хосила- 
ен нолга тенг булиши керак:

7  =  /' (-V. И)- i u (x. !>)-?- = О- (18.2)
tlx " ■ dx

(18.1) тснгликдап “- п и  топами..):
dx

dy  (i v 1 v- 11 >

dx q ( v, //)

Хосиланинг топилган кпйматнни (18.2) тенгламага цуямиз. 
Ушбуга эга буламиз:

. . <1 . 1 V. и )
!х (-V, //) — / (х, у) --- - = 0.

и Ч м tv, ;/)
13v тенгламани янги кушимча номаълум /. ни киритиб ва про­
порция курпнпшнда ёзиб, кулай шаклга келтирамнз:

/’ i .V, //! t ' (x,y)

б у ерда «— » ишора ^улаГыпк учуй куйилган. Бу тенглама- 
лардан куйидаги сиетемага келиш осон:

| /А (•'•'. У) +  (v- //) =
i f'y(x. У) п- (-V, //) =  0. (18.3)

.V ва у коордннаталар богланпш тенгламасини хам каноатлан- 
тириши керак булгани учун (18.3) тенгламалар системаси
(18.1) богланпш тенгламаси билан биргаликда учта: х, у, к 
номаълумли учта тенглама системасини хосил ^илади.

Бу системанн куйидаги Аида ёрдамида эслаб колиш ку­
лан: z = f (x .y )  функциянинг ц (х, у ) ^ 0  богланпш тенгламаси 
уринли булганда шартли экстремуми булиши мумкин булган 
ну^таларинн топпш учун куйидаги ёрдамчи функцияни кири- 
тиш керак:

Ф(л', у, К) = [(х , у) +>.ср (.V, у)
(бу ерда X бирорта узгармас) ва унинг х, у, % буйича хусусий 
хоснлаларини нолга тенглаб, хосил булган учта (18.3) ва (18.1)
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тенгламалардан х, у ва ердамчи купаитувчи /. ни топиш ке­
рак.

Шартли эктремумни топишнинг баён этилган усули Л а г ­
ранж купайтувчилари усули, Ф (х , у, X) функция эса Лагранж  
функцияси де i i и л а д и.

Шундай килиб, шартли экстремумни топишни Ф (х , у, Я) 
Лагранж функциясининг оддий экстремумга текширишга кел- 
тириш мумкин. (18.3) ва (18.1) тенгламалар эса бу функция 
экстремуми мавжуд булишининг зарурий шарти булиб хизмат 
килади. Шартли экстемум нукталари учун етарли шартларни 
келтирмаймиз. Масаланинг тайнн шартларидан тоиилган нукта 
нима булишини билиб олиш мумкин.

1- м и с о л. Ушбу
z = xy

функциянинг х ва у лар 2.V + 3//— 5 = 0 тенглама билан боглан- 
ганлик шарти остидаги экстремумини топинг.

Е ч и ш. Ушбу Лагранж функциясини караймиз:
Ф  (.v, у, X) = ху +  X (2х -г 3у —  5). 

х, у, X лар буйича хусусий хосилаларни топамиз:

Ф'. (х, У, Ь) = У 21,
Ф,’ (*, У, Я) = -V -г Зл,
Ф. (х, у, X) =  2х -{- 3// — 5.

Уш бу
J [ у + 2Х = О,

\х +  ЗХ = О,
1 2.v + 3у — 5 == О

, 5 5 3тенгламалар системасидан л = — —, ,г = —, у — — ларни топамиз.

Р ( ~ ,  -jrj нуктада z = ху функция энг кагта киймат гтах= ^  га эри-
шишини куриш мумкин, чунки 2x4-3у — 5 = 0 тугри чизикнинг
(бу ерда х =  0, у = у  ва х = у - 0) нукталарида г — 0.

Лагранж купайтувчилар усулини исталган сондаги узга­
рувчили функцияларшшг шартли экстремумини топишга тат- 
бик этиш мумкин.

Маеалан, п узгарувчили и =  / (х{, л*.,, . . . , л:,,) функциянинг уз-
гарувчилари ушбу ш га (m <Z п)

ср, (А-,, Л',, . . . , л;,) = 0, 
ср2(л-,, .V,, . . . , хп) = 0,

тенгламалар билан богланган деган шарт остидаги экстрему- 
мини топиш талаб этилган б"лса,
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Ф ( *  , .V,, . . , Л'„, А ,, л , ............. / . J  =  / (л-,, Л-,................Хп) +

+  А 1-|1(.Г1, л , .  . . Л‘„ )Н -  ?м'|о (л-,, -V..................V J +

Ж ■ • ■ -i- >-m q',„ (л-,, АГ........... л-,;).
Лагранж функинясини тузнш ва унинг а*,, ла. . . . .  .v , /.,, л.„ , кт  бу­
йнча хусусий хосплиларипп нолга тенглаш керак. Хосил булган т + п  
та тенгламадан ёрдамчи узгарувчи а. лдр ва ду л'.,, . , х
лап агшклаиадн.

19- §. Икки узгарувчи функциясининг ёпик сохадаги 
энг катта Ga энг кичик кийматлари

М аьлум ки , {7-боб, 2- §) сник, чсгаралангаи D сохада у з ­
луксиз -'--[(х, у) функция бу сохада \еч булмаганда бир мар- 
тадан узннннг энг катта киймати М  ва энг кичик киимати /п ни 
кабул кпладн. Агар бу кинматларнипг бирортасига функция D 
ео'.анинг ичида эришса, равш аикн, улар экстремал кииматлар 
билан Сир хил булади. Агар функния бу книматларпн соха чс- 
гарасн /. га теплили баьзн нукталарда кабул кнлса, равшанкн, 
у.чап экстремал нхкгалар бнлап бир хил флчмаЭди.

l i ly  ичал килиб, С инк сохада узлуксиз функциянинг энг катта 
за энг кичик кнйматларинп то п и т  у чун:

1 I соха ичида жонлаш ган критик нукталарнн топиш ва 
функциянинг бу нукдалардаги кнйматларинп хисоблаш;

2) соха чстараенда жонлаш ган критик нукталарни топиш ва 
функцнякинг 6v тк та л а р д а ги  кипматлапинн хисоблаш;

фуикииниииг соха чсгарасииппг турли кисмлари туташ- 
га и нучталард сп и к ннматларппн хи с обл а ш ;

-1) тг.инлган барча кпаматлар нчидаи энг катгзси  М  ва энг 
гччкгн /.■; ни таплаш  керак.

1 - л г. с о л. Уш бу
< .v~ -г 2x1/ — 1 v Ьу / (х, у)

фупкппяпппг .V — 0. а —  О, ,v 1 в i У Ш'2 ту  грн «пш клар билян 
чсгаралангаи ёпик c o ja ja rn  " г  кичик 
ва энг к а п а  кинматларинн топинг.

I: т и hi. Берилган тугри чизп,члар 
билан чегараллнгаи сохами яеачмпз.
Бу  ерда D соха тугри туртбурчзкччн 
иборат (!39- шакл).

Б  Сохашшг ичпдаги критик нук- 
таларии топамиз. Купитагпга эга бу- 
ламнз:

/\. (,v, у) =  2х -f- 2у - 4,
/, (х, у) =  2.v -г 8.
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Экстремум мавжуд булишининг зарурий шартига кура бу 
хусусий хосилалар нолга тенг булиши керак. куйидаги тенгла­
малар системасини хосил киламиз:

[ 2х + 2ч —  4 = 0 ,

| 2 х  +  8 =  0,
бу системами ечиб, х=  — 4 ва у = 6 ни топамиз.

P i (— 4;6) нукта функциянинг критик нуктаси, бироц D со- 
хага тегишли эмас. Шундай килиб, D  соха ичида критик нуц- 
талар мавжуд эмас, бинобарин, функция соха ичида узининг 
энг катта кийматига хам, энг кичик кийматига хам эриш- 
майди.

2. Соханннг туртта кесмадан иборат чегарасида стган кри­
тик нукталарни топамиз. Лагранж усулини татбик килишга 
хожат булмаган экстремумини текширишга дойр содда маса- 
лани ечишга тугри келади.

а) ОА чегара у = 0 тенглама (богланиш тенгламаси) билан 
аникланади, у нинг бу кийматини берилган функцияга куйиб, 
бир узгарувчи .V нинг функциясини хосил киламиз:

2 = ,v- — 4.V.

Бу функциянинг критик нукталарини топамиз. Куйидагига эга була­
миз.' г'к = 2х —  4. Бу хосилани нолга тенглаб, х — 2 ни топамиз. 
Богланиш тенгламаси у = 0 дан фойдаланиб, Р,2 (2; 0) нукта хам со­
ха га тегишли эмаслигнии курамиз. Демак, 0.4 чизикда функция экс- 
тремумга эга эмас.

б) А В  чегара .v = 1 тенглама (богланиш тенгламаси) билан аних- 
ланади. х нинг бу кийматини берилган функцияга 1̂ уйиб, бир узга­
рувчи у нинг функциясини хосил киламиз:

2 =110;/ — 3.
Унинг критик нукталарини топамиз. Куйидагига эга буламиз: 2  ̂= 10.
Досила нолга тенг булмагани учун функция А В  чизикда критик 

нуцталарга эга бТлмаиди.
в) ВС  чегара у  =  2 тенглама (богланиш тенгламаси) билан апик- 

ланадн. у нинг бу кийматини берилган функцияга ,^уйиб, бир узга­
рувчи х нинг функциясини ^осил киламиз:

г = .V- — 16.
Унинг критик нукталарини топамиз. Куйидагига эга буламиз: 

z = 2х. Бу хосилани нолга тенглаб, х = 0 ни хосил киламиз. Бог­
ланиш тенгламаси у — 2 дан фойдаланиб, ВС  чегаранннг чап учига 
тегишли булган Р 3 (0; 2) нукданн топамиз. Демак, соха ичида кри­
тик нукталар мавжуд эмас.

г) ОС чегара .t = 0 тенглама (богланиш тенгламаси) билан аник- 
ланадн. х нинг бу кийматини берилган функцияга куйиб, бир узга­
рувчи у пинг куйидаги функциясини хосил киламиз:

г = 8//.
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Унинг критик ну^таларинп топамиз. Куйидагига эга буламиз: 
г = 8. Хосила нолга тенг булмагани учун функция GC чизшуш кри­
тик нуцталарга эга булмайди.

Шундай килиб, соха ичнда хам, соха чегарасида хам бирорта кри­
тик нукта топмадик.

3 .  Функциянннг соха чегарасининг турли кнсмларн туташадиган 
нукталаридаги кнйматларпни топамиз. Бундай нукталар туртта.

А (1; 0); В  (1; 2); С (0; 2); О (0; 0).
'/ (1, 0) =  — 3, / (1, 2 )=  17, / (0, 2 )=  16, /.(0, 0) =  0.

v ■ Функциянинг энг катта ва энг кпчик кшшатлари чегаралар ту- 
ташган нукталардан топилади.

Шундай килиб, куйидагига эга буламиз:
 ̂ == к ; тт i =  /  (  1 ’ ~ )  1 / , ftl ^энг кнчик /  (  1 > 6 )  3 .

У  з-у з II н п т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. г = /(.V. ;/) ф\икш:яшшг L  чпзпкдагп шартли экстремум нукталарнга таъ- 
piiip берпнг.

2. Шартли экстремум нукталарпни топпш усулларннп кЧ'рсатпнг.
3 Икки узгарувчн функцпясшшиг шартли экстремум нукталарпни топишяинг 

Лагранж купайтувчплари усулини Оаён кнлннг.
4. Исталгап сондагп узгарувчн функцпяспнппг шартли экстремум нуктала- 

рпнп топпшнпнг Лагранж купаптувчилари усулкни баён килинг.
5. Икки узгарувчн функцняспнинг энг катта ва энг кнчпк кнйматларпни то­

ппш усулини тавсифланг.
6. 3279— 3285, 3291— 3295- масалаларнн счинг.
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8- б о б

ОДДИЙ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

1-§. Дифференциал тенгламаларга келтириладиган 
физик масалалар

Табиатшунослик ва техниканннг купгпна масалалари ца- 
ралаётган ходиса ёки жараённи тавсифлапдиган номаълум 
функцияни топишга келтирилади. Бир нечта мнсол курамиз.

1 -м исол . Массаси т  булган моддий нукта ошрлик кучи 
таъсирида зркин тушмокда. Хавонпнг каршилпгпни хнсобга 
олмай, бу моддип нуктанинг харакат конунини топинг.

Е ч и ш .  Моддип нуктанинг вазияти OM  = s координата би­
лан аникланнб, у i вактга боглик равишда узгаради (190- 
шакл). Ньютоннинг иккинчи конунига кура:

бу ерда т  — моддип нуктанинг массаси, а — моддий нуктанинг 
тезланиши, F  — таъсир этувчи куч. Шартга кура моддий nyiy 
тага факат отрлик кучи таъсир этади, демак, F  = mg, бу ерда 
g — огирлик кучи тезланиши, а тезланиш эса йулдан ва^т 
буйича олинган иккинчи тартибли хосиладан иборат, натижа- 
да куйидагига эга буламиз:

(1.1) тенглнк номаълум функция s = s(i) пинг иккинчи тар­
тибли хосиласини уз ичига олган тенгламадан иборатдир. Маз-
кур холда пзланас'тгаи функцияни нкки марта / буйича инте-

та  = F,

d2s ..т  —  = т е  еки
dt" ЬГГ ( 1 . 1 )

граллаи топиш осон:

( 1.2)

(1.3)

; (1.3) тенглнк биз излаётган харакатнинг умумий
I конунини беради, унда иккита интеграллаш доимий-

i  сп: Ci ва С: катнашади. Уларни нуктанинг бошлан-
' рич холати ва бошлангич тезлигини бнлган холда

190-шакл. знпцлаш мумкин.
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Бошлангич t — 0 моментда моддий нуктанинг тезлиги у0 га, 
унинг санок боши 0 дан узоклиги эса s0 га тенг булсин дейлик. 
ds ' *—  тезликни нфодалагани учун (1.2) дан Сх = v0 ни, (1.3) дан эса 
dt "
С2 = s0 ни топамиз. (1.3) харакат конунининг хусусий курнниши 
куйидагича булади:

л — о  ̂ о̂-

2-м и с о л. Радиннинг емирилиши шундай борадики, еми- 
рилиш тезлиги радиннинг бошлангич мшудорига пропорционал 
булади. Агар 1600 нилдан кеинн мавжуд радий микдорининг 
ярми колиши маълум булса, радий микдорининг вакт утиши 
билан узгаришини ифодаловчи цонунни топинг.

Е ч и ш .  Айтайлик, .v — радии микдори ва t вак;т (йиллар- 
да) булсин. л'нинг t га богланиши x = x (t ) ни топиш керак. 
Тенгламани дархол масала шартига асосан тузамиз, унга асо- 
сан узгариш тезлиги ва^т буйича .^осиладан иборатдир:

dx __ ^
dt ~~ " ’

Бу ерда к — пропорцноналлик коэффициента. Уни куйидаги кури­
нишда кайта ёзамиз: — = kdt ва d (In .v) = d (kt) дифференциаллар

‘ X
тенглигидан функцияларнинг узлари узгаРмасга ФаРЦ килади деган 
хулосага келамиз:

1 nx  = kt + C. (1.4)
(1.4) тенгликда битта ихтиёрий узгармас бор. Уни топиш учун 
бошлангич моментда (г = 0да) радий микдори Х =  Хо деб фараз 
^иламиз. Бу цийматни (1.4) га куйиб, куйидагига эга буламиз:

In .t0 =  С.

Шундай килиб, In — = kt; бундан радий мицдорининг вакт утиши
*0

билан узгаришини ифодаловчи цонуннн ^осил циламиз:
х =  х0е“ . (1.5)

Xk коэффицнентни t =  1600 да х = булиши шартидан топамиз. Бу 
цийматларни (1.5) га куйиб,

_L _  e1600 А
2

ни ^осил циламиз, бу ердан 1600/г = — In 2 ёки

к — — —  = _  0,00043.
1600

Демак, нзланаётган (1.5) функция куйидаги куринишни олади:
г ___г  0,00043 t✓V ■ AqC •
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2-§. Дифференциал тенгламалар назариясининг 
асосий тушунчалари

Т а ъ р и ф. Эркли узгарувчн ва номаълум функция хамда 
унинг хосилалари ёки днфференциалларини богловчи муноса- 
бат дифференциал тенглама дейилади.

Агар номаълум функция фа кат бнтта узгарувчига боглик; 
булса, бундай дифференциал тенглама оддий дифференциал 
тенглама дейилади.

Агар номаълум функция икки ёки ундан ортиц узгарувчи- 
ларга боглик булса, бунда!! дифференциал тенглама хусусий 
хосилали дифференциал тенглама дейилади.

Т а ъ р и ф. Дифференциал тенгламага кирган хосилалар- 
нинг энг юкори тартиби тенгламанинг тартиои дейилади.

1-мисол. Ушбу [Г  —  у' со; д- — х-у — 0 дифференциал тенгла­
ма иккинчи тар гибли оддий дифференциал тенглама.

2- м и с о л. Ушбу д- (1 — у-) dx — у (1 — .v-) dy - - 0 дифференциал 
тенглама биринчи тартибли оддий дифференциал тенглама.

о - д: о - . , „о-мисол. л lhov x-~;f= i)— дирференциал тенглама онринчи
' дх ду

тартибли хусусий хосилали дифференциал тенглама.
Юкоридаги дастлабки иккита мисолда у — номаълум функ­

ция, л* эса эркнн узгарувчн, учинчи мисолда эса номаълум 
функция z иккита .v ва у узгарувчига богликдир.

п- тартибли оддий дифференциал тенглама умумий куриниш­
да куйидагича ёзилади:

F ix , у, у\  >/", . . . , у<-п>) = 0. (2.1)
Бу ерда х — эркли узгарузчн, у — номаълум функция ва i/n)
лар номаълум функциянинг хосплаларидир. Хусусий холларда п- 
тартибли тенгламада п дан пасг тартибли хосилалар иштпрок этмас- 
лиги мумкин, шунпнгдек, номаълум функциянинг узн ёки эркли 
узгарувчн .\ам и?лмаслпгп мумкин.

Т а ъ р и ф. Дифференциал тенгламанинг ечими ёки инте- 
гралн деб тенгламага куйганда уни апнпятга айлантирадиган 
хар кандай дпфференниалланувчн // = ф (.v) функцияга айти­
лади.

4- м не о л. Ушбу г/ — 3 е,; ва ц = 4 е~х функциялар у '  — у =  0 
дифференциал тенгламанинг ечими булншшш текшнр;шг.

Е чи ш . 1) у =  3 ек функцияни текширамиз. //' ва у '  ларнн то­
памиз: у' =  3 ел , у" = 3 ех .

Буларнн берплган тенгламага куямиз:
3ev —  ос: =  0, 0 0.

Демак, у =»Зег функция if ' — и *» 0 тенгламанинг ечими экан.
2) Худдн шундай ишларии иккинчи функция учун хам ба- 

жарамиз:
у ----- 4(?_v, у = — Ае~у, i f  =  Ае~х,
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Демак, у =  4е~х функция хам у" ■— у = 0 тенгламанинг ечими 
булар экан.

Т а ъ р и ф. Дифференциал тенглама ечимининг графиги 
интеграл эгри чизш\ дейилади.

Дифференциал тенгламанинг ечимини топиш жараёни ку- 
пинча интеграллаш билан боглик булгани учун бу жараён 
дифференциал тенгламани интеграллаш  деб юрптилади.

3-§. Биринчи тартибли дифференциал тенглама

Ушбу Г  (х. у, у ') = 0 тенглама умумий куринишдаги бирин­
чи тартибли дифференциал тенглама деб аталади.

Агар, уни у' га нисбатан ечиш мумкин булса бу куйидагича 
ёзиладн:

у ’ - /(.V, //).
^осилага нисбатан "зилган бу шаклдан дифференцналлар иш- 
тирок этган шаклга утиш осон:

.1! (л% у) dx -г A' f.v, у) dy = 0,
бу сзув симметрии ёзи,з деб аталади, чунки бу ерда х ва у уз- 
гарувчилар тенг хукуклидпр. Келгуснда каиси шакл кулан 
булса, ушаидан фойдаланамиз.

Дифференциал тенгламани, умуман антгапда. битта функ­
ция эмас. балки функцияларпннг бутун бир туплами цаноат- 
лантириши мумкин. Улардан бирпни ажратиб курсатиш учун 
унш!г аргументшшг бирсрта кийматига мос кийматини кур­
сатиш керак, яъни х = х0 булганда у = уц курнншпдагн шарт бе- 
рилишн керак. Бу шарт бошлантич шарт дейилади, у йпинча 
куйидагича ёзиладн:

4е~х — Ае—Х =  0, 0 = 0.

Т а ъ р и ф. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими деб куиидагц шартларни каноатлантирувчи 
у = rp(.v. С ), бунда С — ихтиёрий узгармас сон, функцияга ай- 
тилади:

а) у ихтиёрий узгармас С нинг хар кандай кийматида диф­
ференциал тенгламани каноатлантнради;

б) бошланпш у 1 v_  = г/0 шарт хар кандай булганда хам, нхтнё- 
рий узгармас С книг шундай Сп кийматини топиш мумкпнки, у = 
= ф (л, С о) функция берилган бошлангич шартни каноатлантнради, 
яъни

1Л  =  Ф  (-''о. С 0).

Т л ър  н ф. Дифференциал тенгламанинг умумий ечимидан 
ихтиёрий Игармаснинг мумкин булган кипматларнда хосил 
^илинадиган ечимлар хусусий ечимлар дейилади.
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Умумий ечимни ошкормас холда аниклайдцган <р (х, у, С) = 0 му- 
носабат умумий интеграл деб аталади.

Хусусий интеграл деб, умумий интегралдан ихтиёрий уз- 
гармаснинг мумкин булган кийматида хосил б$7ладиган ечимга 
айтилади.

Умумий ечим (умумий интеграл) геометрик жихатдан бит­
та С параметрга боглик; интеграл эгри чизицлар оиласи кури­
нишида тасвирланадн. Хусусий ечим (хусусий интеграл) бу 
оиланннг интеграл чнзицларидан биридир.

Дифференциал тенгламаларнинг ечимларини топишнинг 
ягона усули мавжуд эмас, шунинг учун дифференциал тенгла­
маларнинг айрим турларини караб чицишга утамиз, уларнинг 
умумий ечимларини топиш интегралларни хисоблашнинг одат- 
даги, оддий амалларнга келтирнлади.

1. Узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламалар. 
Дифференциал тенгламанинг энг содда тури узгарувчилари 
ажралган тенгламадир:

Унинг узига хос томони шундакн, dx нинг олдидаги купайтувчи 
факат .V га o o f .i h x  булиши мумкин булган функция, Кунинг 
олдидаги купайтувчи эса факат у га боглиь; булиши мумкин 
булган функцняднр. Бу тенгламанинг умумий ннтегралини уни 
хадлаб интеграллаш оркали хосил ^нлишимиз мумкинлигини 
исботлаш мумкин:

Ихтиёрий узгармаснн берилган тенглама учун ь^улай бул­
ган исталган куринишда олиш мумкин.

Б  м и с о л . Узгарувчилари ажралган цунидаги тенглама 
берилган:

Уни пнтеграллаб, умумий интегрални топамиз:

2С = С2 деб балгилаЗ, .v- -f у1 = С'1 га эга буламиз.
Бу — маркази координата бошида, радиуси С булган кон- 

центрик айланалар оиласидан иборатдир.

куринншдаги дифференциал тенглама узгарувчилари ажрала­
диган тенглама дейилади.

(3.2) тенгламани Л\ (г/)-Л12(л-) =̂=0 ифодага булиб, уни уз­
гарувчилари ажралган (3.1) тенгламага келтириш мумкин;

M (x )d x  -f Л’ (у) dy = 0. (3.1)

j М  (.v) dx -f I ;V (y) dy = С .

xdx -1- yd у = 0.

Л1Х (x) \\ (;/) dx +  M , (x) iVa (y) dy = 0 (3.2)
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Буни интеграллаб, умумий интегрални хосил циламиз.
Э с л а т м а. Ушбу

//' = A (-v) • /., (у)

куринншдаги тенглама хам узгарувчилари ажраладиган тенг- 
ламаднр. Унинг узига хос томони шундаки, унинг унг томони 
Хар бирн битта х ёки у узгарувчнга боглик булган купайтув- 
чиларга ажралган.

у =  — део узгартириб ва тенгламанинг чаи хамда унг томоила- 
'' dx ‘ ’

риии dx га купайтириб (3.2) куринншдаги куйидагн тенгламани хо­
сил киламиз:

dy = j\ (x)-f,(u)dx,
бундай

iIn • , \ ,—  = 1 1 (*)dx.
I, (y)

Интегралласак \ ----- = i (.v)dx -f- С б\лади.
J  h i;»  • ' ' ц

2- м и с о л. Куйидагн дифференциал тенгламанинг умумий 
ечимини топинг:

.V ( 1 — у ::) dx —  [г  ( 1 -т а*2) ау =  0.

Е ч и ш. Тсшламани (1 - (1 +I/3) = 0  га булиб, узгарув- 
чиларни ажратамиз:

xdx li'tln _q
I — л- I --- у* '

Интеграллаб, щчшдагига эга буламиз:

-  !п 1 1 -Г -  !л 1 ц31 -= -  !п С.
2 3 G

Келгуси узгаргнрпшларпи осоплаштириш учун ихтиёрий узгармас
сифатида -- in С олипдп. Ю^орпдагк ифодани потенипрлаб, у м у м и й  б ‘ ‘
ечимнл хосил киламиз:

(I А 2)

(1 -  у'Г- 
с"

= с.

3- м и с о л. Уш бу у 'у=  — — : дифференциал тенгламанинг у |,.=0 =
i -f- la а '

=  У  2 бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг. 
Е  ч иш  у' =  — де1"!мнз ва dx га купайтириб, узгарувчиларнн ажра-

dx ‘
тампз:

frr(/.Vi:dy =
1

423



^  = In I 1 +  ех I +  In С.

Энди умумий ечимни топиш мумкин:
у =  V 2  In С-(1 + е х). (3.3)

Хусусий ечимни топиш учун бошлангич шартдан фойдаланиб, 
ихтиёрий узгармаснинг кийматини аниклаймиз. (3.3) умумий ечимга 
х =  О, у — У  2 ни куйиб, 1 2 = | 2 In (2 С) ни хосил киламиз, бу 
ердан С =  А  Демак, нзланаётган хусусий ечим куйидаги куриниш­
да булади:

у  =  ]  2 In -̂(1 +  ех) .

2. Бир жинсли дифференциал тенгламалар. Энг аввал бир 
жинсли функцияга таъриф бера.миз.

Таъриф . Агар f (х, у) функцияда х ва у узгарувчиларни мос 
рави ида tx ва ty га алмаштирганда (бу ерда t — ихтиёрий пара­
метр) f  га купаитирнлган яна ушд функция хосил булса, яъни

/ (tx, ty) = f  f (.v, у)

шарт бажарнлса, / (,v, //) функция п улчовли бир жинсли функ­
ция деб аталади.

4-мисол. fix , у) = r.v--f у- функция бир улчовли бир жинс­
ли функциядир, чунки

f[(tx, ty) = j f2x* -г t-y- =  t \ #  = if ix, y).

5-мисол. Ушбу f(x , u) = x— - фрикция иол улчовли бир жинс-
' ’ v -ТУ ' '

ли функция, чунки

/(/.V, 1 яъни f(tx, ty) = f (x ,  у)
■ tX — ty ■ X - ■ ;/

ёки
f(tx , ty) — t°f (.V, y). 

fitx , t y ) — f{x , у) шартга бунсунадиган иол улчовли бир жинс­
ли функция /(.v, и) =  ф ■ — j куринишда ёзилишн мумкин. Ха^ика-

' х 1 '
тан хам, i параметрнп ихтиёрий танлаб олиш мумкин булгани учун 
t =  — деб оламнз. У  холда

.V

; (.г, у) = f (tx, ty) = fi\ !, ) = ф | ^ ).
X -V / \ -V '

Биз куйида иол улчовли бир жинсли функция билан иш курамиз.

Интеграллаб, умумий интегрални хосил ^иламиз:



Т а ъ р и ф. Агар биринчи тартибли y ' = f(x, у ) дифферен­
циал тенгламанинг унг томони х ва у га нисбатан нол улчовли 
бир жинсли функция булса, бундай тенглама бир жинсли тенг­
лама  дейилади.

Шундай цилиб, бир жинсли тенгламани

куринишда ёзиш мумкин.
Бир жинсли (3.4) тенгламани — = и (х) урнига ь у̂йиш ёрдамида

узгарувчилари ажраладиган тенгламага келтириш мумкин, у холда 
у = и-х, бу ерда и — ян1и изланаётган функция. Кейииги тенгликни 
дифференциаллаб, y'=u'x--ti ни хосил киламиз. у ва у ' нинг киймат- 
ларини (3.4) тенгламага куйиб, куйидагини хосил киламиз. Ушбу 
узгарувчилари ажраладиган тенгламани олдик: и’х — (р (и) — и ёки 
дифференциалларда: xdu = (ф (и) — u)dx. Узгарувчиларни ажратамиз:

тенгламада М  (х, у ), N {х, у ) лар бир хил улчовли бир жинсли 
функциялар булгандагина (3.5) тенглама бир жинсли тенглама 
булади. Бу — иккита бир хил улчовли бир жинсли функциялар- 
нинг иисбати иол улчовли бир жинсли функция булишидан 
келиб чихади.

(3.3) куринишдаги тенгламани ечиш учуй уни дастлаб (3.4) 
курннишга келтириш керак:

Масалан, (у- — 3.Y-) dy -+- 2 ух dx =  0 тенглама бир жинслидир, чун­
ки у- — Зх1 ва 2ху функциялар икки улчовли бир жинслидир. Тенг­
ламани ечишга кнришшпдан аввал уни хоснлага нисбатан ечнлган 
шаклга келтириш керак:

' - О (3.4)

du dx
Ф И/) — и х

Ынтеграллаб топамиз:

Интеграллашдан кейин и урнига — нисбатни куйиб, (3.4) тенг­
ламанинг умумий ингегралини хосил киламиз.

И з о х. Ушбу

Л! (л-, у) dx +  -V (л-, у) dy = О (3.5)

—-U (л~. и) 
iX ( х, у I

Зл- — и
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6- м и с о л. Ушбу
, !/-- I .V--- , и 1 , , II \-у = ■■--- ------ —  еки // =  — +  } 1 —  М М

.V А' ■ .V

бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е чи ш . Унг томони нол улчогли бир жинсли функциядан ибо-

II - I I ,рат. — = и  алмаштнрнш оажарамиз, у холда у = их, у =  и х +  и." д' ‘ 1
у  ва if  ни и г кииматннп тенгламага к у ям из:

и х  +  и —  И х ! 1 —  I I 1, и 'х  =  1 1 —  U-.

1\уйидагн узгарувчилари ажраладнган тенгламани хосил ь;и- 
ламиз:

dll , -------- — dll dxх—  =  | 1 —  и- еки —ii__—  =  —.
dx I 1 — и- X

11нтеграллаб, топамиз: arc s in »  =  In a* -f !п С. Бу  ердан и =
— fin (In Сх). Энди - - =  и деб урнига кунсак, — =  sin (In С х) ни

■V ' ' .V
хосил киламиз, бу ердан ип .v оркали и Ьодалаш осон: у= х  sin (In С х). 
Умумпп ечимни топдик.

3. Бир жинсли тенгламаларга келтириладиган тенгламалар. 
Бир жинсли тенгламаларга куйидаги куринишдаги тенглам а­
лар келтирплади:

du i■ х Ы; ■- с -.ч
-■-= ----- г ---- • (3.0)(* Л' t! l.v — с.

Агар с *= с, =  0 булса, (3.6) тенглама бир жинсли булади. 
Айтаилик, (7=7=0, сi —  0 Оки улардан опри иолдан фаркли булсин. 
Узгарувчиларнп алмаштира\иь:

: дг = -V, -4- а,
1 — Р. (3.7)

У  холда dx — их,, dy = du,  =  - \  Буларни (3 6) тенгламага
dx il.Yi

куипб, KviliaaniHH хосил киламиз:

(Mfj- О'Х — Ь 1 h{\
dx 1 I’l.v, — п,уг -rbtf

ёки
dijI fci.v, — — hfi — c)
dxx ■Oyihj - ta-i'x —  *x(5—Cjl (3.8)

Кунидаги тенглнклар бажарилса, юкоридаги (3.8) тенглама 
бир жинсли булади:

\ оа — [>р — с — О,
\ —  Wjfj —  с, =  0. (3 .9 )
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Бу системани а  ва р га нисбатан ечиб, а. ва (3 нинг (3.7) урни­
га цуйиш (3.6) тенгламани бир жинсли циладиган ^нйматла- 
рини ани^лаймиз.

Агар а ^ 1 = 0  булса, (3.9) система ечимга эга булмайди. Бун­а 1 by : -
дай холда (3.6) тенглама узгарувчилари ажраладиган тенгламага

z — ах +  by
урнига куйиш оркали келтирилади.

(3.6) тенгламани интеграллашда кулланилган усул d~- =
“  dx

— /| ах ~  byS — \ (бу ерда f — ихтиёрий функция) тенгламани ин- 
' а\Х — ЬуУ -f с у ' 

теграллашда хам кулланилади.
v , , л — у — 3 „7-м исол . .ушоу I/ = -------тенгламанинг умумии шпегралн-

•V —  </ —  I
ни топинг.

Е  ч и ш. Детерминант: J J j = — 2 ф  0.
К,уйидаги алмаштиришни бажарамнз:

I а- =  ху - f  а ,
I У  - Ух -г Р- 

У холда куиидагига эга буламиз:
dJh  __ -Vi -L- !h ~  ?. — ft —  3
d x t X y  —  I/J -j- cc —  fi —  I

Энди | a  “и P  ̂ — снстемани ечиб, a = 2, 6 = 1 эканини то- 
\ а —  р —  1 = 0  •

памиз. Натпжада бир жинсли —1 = —— — тенгламага эга буламиз,
dx 1 Ху — IJx

Ух ™ -уни —  =  и урнига куииш ердамида ечамиз, демак,
•П * '

Ух =  ч х и  
у\ =  и 'ху  +  и,

' — и
U A ' j  - г  U — i — и'

Соддалаштиришлардан сунг узгарувчилари ажраладиган 
тенгламани хосил киламиз:

du 1 -4- ti2 .. 1 —  (i , dx,Xx — = ---- еки ----- an = —\
dxy 1 — и 1 т  u1 Vj.

Тенгламани интеграллаб, топамиз:

arctg и — — In 1 I -г и- = In Ху ! -r In | C j ёки C.v, J 1 -j-гг =earct» u.

Uy .... ., -и =  — ни урнига куисак, куиидагига эга оуламиз:
xi
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arch I/s

C V x l  +  i J l ^ e  ’’ •
Нихоят, .Г! = .v—2, iji = y— 1 алмаштиришларни бажариб, x ва 
у узгарувчиларга утамиз:

„ ...у- 1

С| (а — 2)- +  (// — 1)- = е
8- м и с о л. Ушбу

, 2.V -L и — I и —
1 .V -2 у 5

тенгламанинг умумий иитегралнни топинг.
Е чи ш . Детерминант: ! "  },' 0, де.мак, тенгламани ( x~ xi

4 2 l//=;7i-t-P
урнига куйнш ёрдамида ечиш мумкин эмас. Бу тенгламани 2х +  
-г у  ■— г урнига куйнш ёрдамида узгарувчиларн ажраладиган тенг­
ламага келтнрамнз, у холда у ’ =  г' — 2 десак, тенглама г' — 2 =

2 — ' .. , 5г — 9 „  л • -= ---- еки г = ------ куринишга келадп. л ни ечио топамиз:
- 2 -г 5 -Z — 5 *

0 7 ~-- г -(-- In ! 5г — 9 | = :: -- С. Энди г = 2х -4- 7 алмаштирнш бажа-
з 25

рнб, х ва у узгарувчиларга утамиз:
10.7 —  5.V =  С —  7 In ; 10-V — 0.7 +  9 [.

4. Чизикли тенгламалар
Т а ъ р и ф .  Номаълум функция ва унинг хоснласига ннсба­

тан чпзиклп (биринчи даражали) булган тенгламалар биринчи 
тартибли чизикли тенгламалар деб аталади. Чизикли тснглама- 
книг умумий куриннши куйидагича:

y '- h P (x )y  =  Q(x), (3.10)

бу ерда Р(х ), Q(x) лар .v нинг маълум узлуксиз функшшлари (ёки 
узгармасднр).

Агар тенгламанинг унг томонн Q (.г) =  0 булса, (3.10) тенглама 
узгарувчиларн ажраладиган тенглама булади. Q(.v) 0 деб фараз 
киламиз. (3.10) тенгламанинг ечимини .г пинг иккита функцияси ку- 
пайтмасн куринишнда излаймиз:

y =  u(x)-v(x). (3.11)
Бу функцияларнинг бирнни ихтиёрий цилиб олнш мумкин, 
иккпнчиси эса (3.10) тенглама асосида аницланади. (3.11) дан 
у ' ни хнсоблаимиз:

у ’ — u v  — VII.

у ва у 'ли  (3.10) тенгламага куямиз, натижада у куйидаги 
куринишга эга булади:

u 'v-V u iv  ~ P v ) u  =  Q. (3.12)
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Рункциялардан бирини ихтиёрий танлаб олиш мумкин булгани 
учун v функцияни кавс ичида турган ифода нолга тенг бу- 
ладигак килиб оламнз, яъни

v ' J r p v =  о (3.13)

булишини талаб киламиз. У .холда и функцияни топиш учун 
(3.12) дан кунндаги тенгламани хосил киламиз:

u'v =  Q. (3.14)

Дастлаб (3.13) тенгламадан гни топамиз. Узгарувчиларни аж- 
ратамнз:

Cl С' р. •• Cl v' гл ] ^— = — Pv  еки — = — Р  ах у оу ердан
dx v '

In v = — ! Р  dx -г In С, бу ердан v =  С е~ ’ Pdx .

Бизга (3.13) тенгламанинг нолдан фар;Лш бпрорта ечими зарур, шу­
нинг учун С = 1 деб оламнз. У  холда v функция учун

v =  e ~ 'Pdx (3.15)
ни оламнз. Бу ерда '■Pdx — бирорта бошланшч функция с нинг
(3.15) дан топилгап кийматинн (3.14) тенгламага куйиб, и 
функция учун узгарувчилари ажраладиган тенгламани хосил 
киламиз:

и'е~ р dx = Q .
Бу тенгламани ечамиз:

an = Q-e Pdx dx, 
и —’I  Q 'e Pdx-dx-\-C. (3.16)

(3.15) ва (3.16) формулалар и ва с нинг х оркали ифодаларпни 
беради. и ва v ни (3.11) формулага купно, узил-кеснл умумий 
ечимни хосил киламиз:

J  ~  С~ р dy (С — р dx ■ dx).
9- м и с о л. Ушбу чизикли тенгламани ечнкг:

, , ! sin л­
.- - - г - --- .

„V .V
Е ч и ш .  у = и • v депмпз, у холда у '~ u ’v ~ v 'и булиб, куни- 

дагша эгамиз:

и'и ;го' -- — - ——
X X

ёки

u 'v - r ii\ v ' +  - I  = (3.17)
\ .V V
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и' -\---= 0 булсин, у холда u’v = 1 п х. Булаодан биринчисишX X
dv dx , , 1ечамиз: — = --- , демак, In и = — !п д% яъни v = — •
V X  х

и = — ни (3.17) тенгламага куямиз: u'v =  Бу ердан и' =
.V ■" .V "

= sin х, du = sin .v dx, демак, u =  — cosx +  C. Шундай килиб, 
v = —, и =  — cos х -'rC. Узил-кесил куйидагини хосил киламиз:X

у — U-V = — (С — cos х).
X

о. Бернулли тенгламаси. Ушбу.
V’ +  Р у  Q if

куринишдаги тенгламани караймиз, бунда Р  ва Q лар х нинг узлук- 
сизлик функциялар» хамда п ^ О  ва п ^ 1 .  Бу тенглама Бернулли 
тенгламаси деб аталади ва у куйидагича алмаштириш ёрдамида чи­
зикли тенгламага келтирилади.

Тенгламанинг барча хадларини уп га буламиз:

у~п у ' +  Р у~ п+Х = Q. (3 J8 )
Энди г =  у~п+] [алмаштириш бажарамиз. У  ^олда 

г' = (— п +  1 )у ~ п -у'.

Бу ^ийматларни (3.18) тенгламага цуйсак,
2' + (— п +  1)/>2 = (— п +  1)Q 

чизикли тенглама хосил булади. Бунинг умумий ингегралини топиб 
,\амда z урнига г/~"+1 ифодани куйиб, Бернулли тенгламасининг 
умумий интегралини топамиз.

Э с л а т м а. Бернулли тенгламасидан булганда чизиц-
ли тенглама, п=  1 булганда эса узгарувчиларн ажраладиган 
тенглама ^осил булади.

Бернулли тенгламасини бевосита у — и-и урнига ^уйиш ор­
кали ечиш хам мумкин.

6. Тули^ дифференциалли тенглама

Таър и ф . Агар
М  (х, у) dx +  А’(х, y )dy =  0 (3.19)

тенгламанинг чап кисми бирорта и (х ,у ) функциянинг тули^ диф- 
ферендиали булса, яъни

du =  М(х, у) dx +  N(x, у) dy (3.20)
булса, (3.19) тенглама тулик дифференциалли тенглама дейилади. 
Бирок, функциянинг тулиц дифференциали
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формула буйича хисобланнши маълум. У холда (3.20) ва (3.21) лар- 
ни таккослаб,

— = М (х , —  =  \<х, у) (3.22)
ах ди

эканини топамиз. Биринчи муносабатни у буйича, шшшчисшш эса 
х буйича дифференциаллаб, куиидагннн хосил цилампз:

ЗА! д1! i дХ o-.i 
ду дх ду ’ дх ди дх '

Бу ердан иккинчи тартибли хосилалар узлуксиз булгани учун:

—  = — . (3.23)
ду дх

Демак (3.19) тенглама тулик дифференниалли тенглама булиши учун 
(3.23) шарт бажарилиши керак.

10- мнеол. Ушбу
(2.v3 — XIf )  dx -j- (2i f  — х2у) dy = 0

тенглама тули^ дифференниалли тенглама булиш-булмаслигини тек- 
ширинг.

Ечи ш . (3.23) шартни текщирамиз. М(х, у) N (x,y) ларни ёзамиэ| 
М(х, у) =  2л-3 — ху-, Х(х, у) = 2i f  — х-у.

Хусусий хосилаларни топамиз:
д.М п дХ _о

Ох
хц.

„  дм дХ ,  ,Бу ердан —  = —  экани келио чикади; шарг оажартяпти, демак,' дХ дх
берилган тенглама тулиц дифференниалли тенглама экан.

(3.19) тенглама ва (3.20) шаргга щйтайлнк. У  ларни бирлашти- 
рпб, du =  М(х, у) dx -г A'(.v, у) dy = 0 ёки da — 0 ни хосил киламиз, 
бу ердан берилган тенгламанинг умумий ингегралп и(х ,у ) =  С эка- 
пи келиб чикади, бу ерда С — ихтиерий узгармас. и (х ,у ) ни топиш 
учун у ни узгармас деб хпеоблаймиз, у холда dy = 0, натижада 
(3.20) куйидагича ёзиладн:

dll = .V/ (.V, у) dx.
х буйича интеграллаб.

и = \ .\ H x ,y )d x f^ (y )  (.3.24)

ни топамиз. Бу ерда ц(у) номаълум функция. Пнтеграллаш доимий- 
си ц га боглнк булиши мумкин, чунки х буйича интеграллашда у 
ни узгармас деб хисобладнк. Энди ц[у) ни (3.24) иинг иккинчи му- 
носабатл бажариладиган килиб танлапмиз. Бунинг учун (3.24) ни у  
буйича дифференциаллаймиз ва патижанн Щ х,у) га тенглаимиз:



Г" дМ 1 . >/ \ »т. ч—  dx +  ср (у) = Л(л-,у).
J  д;/

Бу ердан ф '(у )  = N (x ,y )— Г—  dx. Энди у бТйича интеграллаб то-
J  ду

памиз: ср-(г/) = I i Л'(д', ч) — I —  dx \ dy Н- С. Шундай килиб, и (х ,у )
J  1 J  Оу ' ' "

функция [ у̂йндагн курпнишга эга булади:

«=  (л% //)= j M(x,y)dx +  | (iX  (.v, у\  — j ^  dx) dy+C.
. . Л  / aii

Бу ифодани ихтиёрий узгармасга тенглаб, берилган тенгламанинг 
умумий интегралинн .хосил киламиз.

11 - м и с о л. Биз юкорида
(2х3 — ху") dx'+  (2 у3 — х-у) dy = О

тенглама тули^ дифференциалли тенглама гкачини курдик, чунки
—  = — эдн, шунинг у ч у н  du =  (2.v3 — xy-)dx +  (2у3 — x-t/)dy =  0. 
д(/ д.с “
и(х,у) функцияни топамиз. у ни узгармас деб оламнз, у ^олда dy=0.
Демак, du =  (2х3 — ху2) dx. Бундан и =  —  — ~ — Ь ф (у). Эндиф(//)2
ни —  = N (х, у) деган шартда аниклаимнз:---z--̂ - -f ф'(У)= 2у3 —

дп ' 2
„ ,А —

— х-у, бу ердан ср'(у) =  2у° ёки у (у) =  -=̂- +  С,

( \ л'4 , </4 х~и~ I ?. •Ф<У) = —  +  - у  — -у- -г £•’

и(х,у) =  С булгани учун берилган тенгламанинг умумий интеграл» 
куйидагича булади:

2 2  ‘ 2 '

У  з-i' зп н [и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дифференциал тенглама деб ннмага айтилади?
2. Дифференциал тенгламанинг тартиби деб нимага айтилади?
3. Дифференциал тенгламани ечиш нима?
4. Интеграл эгри чизиц нима?
5. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг ечими деб 'ннмага айтилади?
6. Хусусий ечим нима? Биринчи тартибли тенглама учун бошлангич шарт нима- 

дан иборат?
7. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг хусусий ва умумий ечимининг 

геометрик маъноси (талкини) кандай? "
8. Узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламага таъриф беринг ва уни 

интеграллаш усулларини курсатинг.
9. К,андай функция бир жинсли функция дейилади?

10. Кандай биринчи тартибли дифференциал тенглама бир жинсли тенглама де­
йилади? У  кандай ечилади?

11. К,андай тенгламаларни бир жинсли тенгламаларга келтириш мумкин? Улар 
кандай ечилади?
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12. Биринчн тартибли кандай тенглама чизикли дифференциал тенгла.ма дейилади? 
Уни ечиш усулинн баён килинг.

13. Бернулли тенгламаеи деб кандай тенгламага айтмлади?
14. Бирннчи тартибли кандай тенглама тулнк дифференциал тенглама дейилади? 

Уни ечиш усулннп баён килинг.
15. 3901— 3918, 3934— 3948, 4023— 4027- масалаларпи ечинг.

4- §. Коши масаласи

Дифференциал тенгламанпнг берилган у iY=v = ?/р бошлангич шарт 
буйича хусусий ечимини топиш масаласи К о ш и  м а са л а си  дейи­
лади. //|r=Vo= г/0 бошланшч шартннпг берилиши изланаётган xycv- 
снй ечимга мос интеграл эгри чизик утиши керак булган Р 0(х0, у0) 
нукганинг берилишнни билдиради. Шундай кплиб, Коши масаласини 
ечиш — интеграл эгри чизиклар оиласи орасидан берилган ну^тадан 
утадиганини танлаб олиш демакдир. Коши масаласинииг геометрик 
маъноси ана шундай. Бу масала хар доим хам ечимга эгами? Бу 
саволга куйидаги теорема жазоб беради (исботни келтирмай, теоре­
ма баёни билан чекланамиз).

Т ео р ем а . (Коши масаласи ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги
теоремаси.) Агар }(х,у) функция еа унинг —  хцсцсий хосилпси

' ду
Р<>(хО’ Уо) нуктани уз ичига олган бирор D сохада узлуксиз булса, 
у холда у ' = f (x ,y )  дифференциал тенгламанинг х =  х0 да у = у 0, 
яъни ф(л'0) — у 0 шартни каноатлантирувчи у  =  ц(х) ечими мае- 
жуддир ва бу ечим ягонадир.

Бу геометрик жихатдан куйидагини билдиради: теореманинг шарт- 
лари бажариладиган >;ар бир нукта оркали ягона интеграл эгри чи- 
зш\ утади.

Теореманинг’ шартлари бузиладиган нукталар махеу с ну^та- 
лар дейилади. Махсус нукталар оркали ё бирорта хам интеграл эг­
ри чизик “ тмайди, ё бир иечта чизик, утади. Масалан, у ' =  —  тенг-' X
лама у =  Сх умумий ечимга эга, бу 
интеграл эгри чизик; оиласи — коорди- 
наталар бошидан утувчи тугри чизиц- 
лар дастасидир.

.V = 0 да (ординаталар укида) ва 
0(0,0) нуцтада теорема шарти бузила- 
ди- Текисликнинг, курсатилган Hyiy- 
талардан ташцари, исталган ну^таси 
оркали у =  Сх оиланинг бир тутри чи- 
зиги утади. Теорема шарти бузилган 
0 ( 0 , 0 )  нукта оркали чексиз куп t y f - 
ри чизи  ̂ утади. Оу у^ининг бошка 
нукталари оркали битта ^ам тунри чи­
зик утмайди (191-шакл).
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Таъриф . Дифференциал тенгламада унннг умумий ечимидан их- 
тиёрий узгармаснинг хеч бир кийматида хосил килиниши мумкин 
булмаган ечими махсус счим дейилади.

Махсус ечнмни.чг графиги умумий ечимга кнрган интеграл эгри 
чизи^ларнинг урамаси деб аталувчи чизнкдан иборатдир. Бу чнзик, 
узининг хар бнр нуктасида оиланинг у ёки бу интеграл эгри чизн- 
гига уринади, шу билан бирга ураманинг турли нукталарида оила­
нинг турли интеграл эгри чизикларн уринади.

- Демак, ураманинг (махсус ечимнинг) хар бир нуктаси ор^али 
эн г камида иккитадан интеграл эгри чизига утади, яъни унинг хар 
бир нуктасида ечимнинг ягоналиги бузилади. Бундай нукталарни б из 
махсус njjj-галар деб атадик. Шундай килиб, махсус ечим махсус 
нукталардан иборатдир.

Агар F(x, у , //') = 0 дифференциал тенгламанинг умумий интег- 
рали Ф(.г, //, С) =  0 булса, урамани тоииш учун ^уйидаги тенглама- 
лар систе.маси хизмат кнлади:

5- §. Дифференциал тенгламанинг махсус ечими тушунчаси

) Ф (л", У . С) 
(Фс(л-, у, С)

О,
= 0. (5.1)

Бу ерда С ни йукотиб, у — ср(х) тенгламани хосил киламиз.Агар 
бу функция дифференциал тенгламани цаноатлантирса ва Ф (х,г/,С)=0 
оилага тегншли булмаса, у холда у тенгламанинг махсус ечими бу- 
либ, унинг графиги Ф (.г, ц. С) — 0 оиланинг урамасидан иборат бу- 
лади.

1-мисол. Ушбу //2( 1 +  у '2) = R 2 тенгламанинг махсус ечимини 
топинг.

Ечи ш . Тенгламанинг умумий интегралини топамиз. Бунинг учун 
уни у' га нисбатан ечами:-1 ва узгарувчиларни ажратамиз:

Интеграллаб, топамиз:

1 R- tjdy
±1 R'~— у-

dx.

=F Г  R- — у* ■С.

Квадратга кутаргандан кейин уму­
мий ннтегрални хосил киламиз:

192- шакл.

(x - C )-  +  tf- =  R*.

Интеграл эгри чизиклар оиласи— 
рпднуси R, маркази абсциссалар 
укнда булган айланалар оиласи- 
дан иборат (192-шакл). Урамани 
топамиз. Бунинг учун (5.1) систе- 
мани тузамиз:
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j(x — С)2 -г у2 — R “,
I—2(x —  С) = 0.

Бу ердан С ни йукотиб, у2 = R 2 ёки у = ± R  ни топамиз. Ай- 
ланалар оиласининг урамаси у = ± :R  турри чизиклар жуфти була- 
Ди. У = ±  R  функция берилган тенгламани цаноатлантиради. Демак, 
У = doR  — махсус ечим.

К,уйидаги

6-§. Клеро тенгламаси

у = ху’ + 1|'(у') (6 . 1)

тенглама Клеро тенгламаси дейилади, бунда -ф (г/') у ' нинг функ- 
цияси. Тенгламани ̂ ечиш учун у ' =  р{х) белгилаш киритамиз. У  хол- 
да (6.1) тенглама

у =  хр +  \р(р) (6.2)

к\ринишга келади. Бу тенгламани, р’ — |^- эканинн ^исобга "‘"олиб,
dx

диффере нциаллай миз:

Бундан

\р =  р +  х ^- +ф'(р)-
ах ах

ир
dx-V —  +  У (р )  —  =  0 йх

еки

Бу тенглама

^  (х +  г|:'(р)) =  0. 
ах

^  =  0
dx

еки
А' “Г Ч’Ч/?) = 0

(6.3)

(6.4)

(6.5)

булган ^олда айниятга айланади. Х,ар икки холни караймиз.
а) (6.4) тенгламани интеграллаймиз; р =  С, С —  ихтиёрий узгар- 

мас. Энди к,уйидаги
\у =  хр +  я|з (р), 
i Р =  С

тенгламалар системасидан р параметрни йу^отсак, берилган (6.2) 
тенгламанинг умумий ечимини хосил ^иламиз:

г/ =  Сх  -Ь -ф (С). (6 .6)
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Геометрик нуктаи назардан бу ечим турри чизшутар оиласини таш- 
кил этадп.

Хосил килинган ечимни (6.2) тенглама билан солиштириб, Кле- 
ро тенгламасннинг умумнп ечпми ундаги у ' >;оснланп ихтпёрий уз- 
гармас С га алмаштириш оркали хосил килиншшши курамиз.

б) (6.5) теигламадан р пи .v пинг функцияси (яъни р =  р(х)) си- 
фатида топампз. Купи да гп

\tj =  A71 +  l[>(/j),

I "  : Р (л')
тенгламаллр састгмлсидан р парамггоиа пукотиб

у = хр(х) +  ф (р (х)) (6.7)

функцияни хосил кнламиз. Бу функция (6.1) тенгламанинг ечими- 
дир. Х,а^!1!\атдан хам, оунга пшич хост цилиш учун (6.7) дан у ' 
ни топам'в:

У' = Р(х) + х ~ ~  — 1|/(/;(.v)). 4В.
ах ах

ёки

у ' =  Р +  {х +  Ш ) а̂х

(6.5) га кура oxinni п|юда кунидаги куринишга келадп:
у' = р. (6.8)

Энди у за у' шшг (6.7) ва (6.8) формуладаги ^ийматларпн г (6.1) 
тенгламага куйсак,

хр Н-1|- (/;) = хр - 1|- (р)

айшшт хосил б5ллдн. Демак (6.7) хакн^агдан ^ам берилган тенгла­
манинг ечпми экан. Бу  ечпмпи (6.6) умумнп ечимдан С  шшг бирор- 
та £ам цшшатпда xp:in кили' булмлпди. Маълумки, бундан ечи.м- 
лар махсус ечимало дшплади. Куряпмпзкп бундли ечимни

;'// - хр ~  \|- (п),
Iх - <!■'(/?) = О

систсмадлн ёки куипдагп
i j  хС -  \[ (С),
I-V г  х\-'(С) =  О

тенгламалар сттстемлоидаи С ни йуь;отиб хосит цилиш мумкнн. 
Маълумки, бу ечим у — Сх-~ умулиш счимшшг урамаспнн аннк- 
ландп. Дсмак, Клеро гонгламлсишшг м ixcvc ечпми у = Сх 4- ф (С) 
тугрп чизиклар онласпшшг урлмлсшш ашшлайдп.

Ш упдал' ^илиб Клеро тепгламаснни ечиш учуй аввало берилган 
тенгламада у' пи С га алмлшгпрпб уипиг умумнй ечиминн топпш 
керак:
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193- шакл.
У = Сх — )[' (С).

Шунлан су кг кунидаги
! и Сх 4- t|- (С),
\х -4- 1|:’(С) =  О

системрдаи С ни йукотиб, махсус счимни (унинг графиги интеграл 
эгри чизиклар силасининг урамаси булади) топиш керак.

М не о л. Ушбу
у - XI/' {и' — у'-)

Клеро тепгламасишшг умумий ва махсус ечнмларпнп допинг.
Е ч и ш . Тенгламанинг умумий ечпмшш у' пи С билан алмашти- 

риб топамиз:
У = Сх С — С-.

Бу тенгламани С буйича дис]:ференш:алла“мпз:
О =  .v 4- 1 —  2С.

Куйидаги
j ч - Сх -{- С — С",
10 = А- -г- 1 — 2С

системадан С ни йукотиб

у = 4- о  - 1)2

махсус ечн.мнп хосил кнламнз. У  парабола булпб, // =  Сх +  С — С- 
умумнн ечимлар силасининг урамаенни ташкил Жлади (193- шакл).

7- §. Лагранж тенгламаси
Ушбу

у =  A-Cf (*/■) -г ф (//') (7.1)
тенглама Лагранж тенгламаси деннлади, бунда ч (у ’), л\(уг) лар у  
нннг маълум функциялари.

437



Бундай тенглама хам р параметр киригиш усули билан ечилади} 
у ' =  р(х) деб белгилаймиз. У  холда (6.7) тенглама ушбу курннишга 
келади:

'/ = Щ {Р )  +  'Ф(Р). (7.2)
Охирги тенгламани .v буйича дифференциаллаб

Р =  Ч(р) +  (а‘ф\р) 4- $'{р)) ~
dx

ёки

Р —  <Г (P) = (л-ф' (р) + 1|-' (/>)) 42. (7.3)
dx

тенгламани хосил килампз. р — ф(р)=^0 ва р — ф(р) = 0 булган 
холларнн караймиз.

а) р — ф (р) 0 б\ лспн. (7.3) тенгламани ia ннсбатан очиб куйи-
dp

даги куринишда ёзамиз:
dx __  ф'(р)__________ ф-'iр)
dp р~<р(р) Р — Ч>'Р) '

Хосил килинган тенглама х ва —  га ннсбатан чизиклиднр ва де-
dp

мак
х =  Ф (р, С) (7.4)

умумий ечимга эга. (7.4) ни (7.2) га куйиб, у  ни р ва С оркали 
ифодалаймиз:

// = Ф  (р, С) ф (;;) +  Ц (р) = / (р, С). (7.5)
(7.4) ва (7.5) бизга Лагранж: тенгламасининг умумий ечимини пара­
метрик куринишда беради:

(х =  Ф {р , С),
[У = / (Р> С).

Бу систешда р параметрни йу^отиб Лагранж тенгламасининг 
умумий ечимини куйидаги куринишда ,\осил цнламиз:

F(x, //, С) =  0.
Тенгламанинг умумий ечимидан хосил булмайдиган махсус ечими 

булиши мумкин.
б) р —  ф (р) =  0 булсин, яъни бирор р = р0 да ф (р0) = р0 бул- 

сип. Ушбу

\У = Х Ч (Р ) +UMP).
I/-’ =  Ро

системада р ни йукотиб
У = *ф  (Д>) +  Ф К '
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ечимни хосил киламиз. Бу эса Лагранж тенгла.масининг махсус 
ечимидир.

М н е  о л. Ушбу
I) = х + у '3

Лагранж тенгламасинпнг умумий ва махсус ечпмларини топпиг. 
Е ч и ш .  Б у  тенгламада у ’ ни р (г) га алмаштирпб

У = х - - р 3 (7.6)
тенгламани хосил киламиз. Уни х буипча дифферениналланмиз:

р =  1-г Зр2 — . Бундан р —  1 = 3 р- — .
dx " c/.v

а) Агар р —  1 Ф  0 булса, ушбу
А 3/>- .dx = —-—  ар 

Р — 1
тенгламани пнтеграллаб, цунидапши хосил киламиз:

д- =  3 1 In |/л —- ! ' — р  -  f - ;  - С .  (7.7)

.V нинг Кссил кплинган нфодасшш (5.13) га куямиз:

у =  3 1 In I р —  1 , --- р ~  ’-у4] -- С -г р3.

(7.6) ва t/.7) лар Лагранж тенгламасинпнг умумий ечпмнин пара­
метр к^эшшшда беради.

б) Агар р — 1 = 0  булса, р =  1 кннматнп (7 .6 ) тспгламага 
к у НПО

' у  =  .V -  1
махсус ечпмни хосил киламиз.

8- §. Изоклинлар усули

Агар бирпнчи тартнбли дифференциал тенгламани ннтеграллаш- 
нннг юкорида тахлнл килпшан усулларидан хеч бнри макеадга 
эриштирмаса ёки мураккаб хисоблашлар талаб кнлинса, так.рпблii 
ечншга мурожаат кплиш мумкин. График усул — изоклинлар усули- 
ни баён киламиз.

Ушбу у ’ =  /'(л, у) дифференциал тенглама Коши масаласн ечими- 
нинг мавжудлнгн ва ягоналигн теоремаси уринлп булган D  соха- 
нинг хар бир Р  (х, у) нуктаенда у' хоенланинг кпнматинн. яы ш  бу 
нукта оркали утувчн интеграл эгри чизнкка урннманпнг бурчак ко ­
эффициент k =  Хца = у' ни аш 1кла!»ди. Б у  мпкрорнн график тарзда 
бурчак коэффициента у' = f(x, .у) =  к га тенг тугри чизик кесмаси 
оркали тзевнрлаш мумкин.

Хар бир нуктаепда бирорта скаляр мнкдорнинг кпйматп берилган 
соха бу лшкдорнинг скаляр майдоки деннлади. Бизнннг .холда у '—
— /(.', у) дифференциал тенглама Оху текисликда нуналпшлар май-
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донини аниклайди. Гео­
метрик нуктаи назардан 
дифференциал тенглама­
ни интеграллаш шундай 
эгри чизикларни топиш- 
даи пборатки, улар га ут- 
казилган уринмаларнинг 
йуналишлари тегишли 

________ \  —— нукталардаги майдон ну­
______________  -----------------’_А налиши билан бир хил-

/ \  | Майдон йуналишлари
/• \ . бир хил булган(г/'=& —

.X  \ Х ч const) нуцталар тупла-
/  \ I \  ми тенгламанинг изокли­

на дейиладн. Равшанки, 
у' =  [(х, у) дифференциал

194-шакл. тенглама учун изоклин
тенгламаси /(.с, у) =  k бу- 

лади. k кинг турли кийматларнда турли пзоклннларни хосил кила- 
миз. Изоклинлар оиласини ясаб, интеграл эгри чпзиклар онласини 
такрибии ясаш мумкпн.

М и со л . У шоу у ’ — ---— дифференциал тенглама учун пзок-Л’ *
линлар, йуналишлар майдонннн я-̂ анг. Тенгламани ечмасдан интег­
рал эгри чизикларни ясанг.

Е чи ш . Изоклинлар тепгламаларп: — = k ёки ;/ =  — kx~6v-х ~
лар 19-1- шаклда кур:агнлган гурри чнзнушр онласиднр.

У  з-у з п н п т е к ш it р н ш у ч у н  с а а о л л а р
1. Биринчи тарпптн днффэпенциат тепглама v«nn Koaai масаласини ифэдаланг 

ва унинг геолет: ак талапнинп беринг.
2. Биринчи тарпйла днЬфзргнщил тенглама учун Коши масаласи ечпмининг мзв- 

жудлпги ва ягонашгн теоремасика пЬздалааг. Б у  теоремашшг гео.метрпк тат- 
кинп iMiaa.i? ’

3. Биринчи тар m in i ли Ьрзрэнцчлт тенглща учун кандан нукталар махус нукта- 
лар булади? ' ’ "

4. Биринчи тартиолп дифференциал тенгламашшг махе ус ечпми деб нимага анти- 
лада? ' ’

5. Клеро тенгламаеншшг умумнп ва млхеус ечнмларн цац да?! топилади?
6. Лагранж тетмамаешкшг умумнп ва махсус ечнмларн кандай топаладн?
7. Биринчи таршбли тенглама ингеград эгри чизишни ясащнннг изоклинлар усу- 

линн баен кплинг.
8. 3954— 3968, 403S— 4044, 4050— 4057- масалаларнн ечинг.

9- §. Ю^ори тартиаля дифференциал тенгламалар

Биринчи тартибдан юкори булган барча диффэргнциал тенгла­
малар юкори тартибли диффэргнциал тенгламалар дейилади. п- тар- 
тиблп тенглама ij{h) хоенладан ташкари эркли узгарувчнни хамда куйи
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гартпбли хосилаларнн хам уз ичига олиши мумкин, бинобарин, бун­
дай тенгламанинг умумий куриннши

F (x ,у, у' ,  у ” ............г/"’) =  0 (9.1)
ёки, агар мумкин булса, кжори хосилага ннсбатан ечплган

У(,‘> = f ( x , у' ,  у", . . //"—и) (9.2)
шаклда булишн мумкин.

I. Коши масаласи. Умуман олганда, дифференциал тенгламани 
функцияларнииг бутун бир системасн каноатлантирнши мумкин. Та- 
йин ечимни ажратиб курсатиш учун кушимча шартлар хам керак 
булади. Масалан. п- тартибли тенглама учун бпрор .v - .v0 нуктада 
нзланаётган у  функциянинг кинмати ва унинг п — 1-тартибгача 
барча хосилалапинннг кннматларп бериладн, яьни

У !.V=.V„ = '.'о’

('•—О1
[I I.V—л(1 ‘

(9.3) соплар системасн п- тартибли дифференциал тенглама учун 
бошлангич шартлар дейилади.

(9.1) ёки (9.2) тенгламанинг (9.3) бошлангич шартлар система- 
сини каиоатлантирувчн хусусип ечимини топиш масаласи Коши ма­
саласи дейилади.

Агар нккинчи тартибли
F(x, у, у', ;/")' =  0 ёки //"*= ')(>:, ч, у ’) (9.4)

тенглама караладигаи булса, у холда ,v — .v0 да ечим учун бошлан- 
FH4 шартлар цуйпдпгнча булади:

IУ' ,= ,ц =  У»

бу ерда л'п. у  о, у% — берилган сонлар. Бу шартларнинг геомет- 
рнк маъноси куйидагича: Текисликнинг берилган Р u(.vc, уо) 
нуктасида бу нуцтадан утадиган интеграл эгрн чизи^ка утка- 
зилган уринма бурчак коэффициент!! у ’о хам берилган. Шундай 
килиб (9.4) дифференциал тенглама учуй Коши масаласини 
ечиш — бу шундай t/ =  (f(x)  интеграл эгри чнзи^ни топиш де- 
макки, у P 0(.vn. у,,) ну^тадан утади ва бу нуктада уринманинг 
бурчак к о эф ф и ц и ен т  берилган у',, га тенг булади. Иккинчи 
тартибли дифференциал тенглама учун Коши масаласининг 
геометрик маъноси аиа шундай.

2. Дифференциал тенгламалар учун чегаравий масалалар  
туррисида тушунча. (9.1) ёки (9.2) тенгламалар учун ургани- 
ладнгак масалалар Коши масаласи бнлан чекланмайди. Куп- 
гина физика ва техника масалалари  купинча бошлангич шарт-
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Ч\*'

ларга эмас, балки бошь^а 
турдаги кушимча ш артлар- 
га одно келади. Бундап 
шартларип чегаравин шарг- 
лар деб аташ кабул килин- 
ган. М асалан, изланаётган 
фупкци -ШИНГ бир Н в Ч ®  Ну К '  
гадаги кпйматп маълум 
суд ганда дифференциал 
тенгламанинг ечпмини то- 
шип тал а б утилади. Бу 
ш а ртл а р ми ка ноатл антпра- 
дпгач бундаи ечнмни то- 

пиш масаласи чсгараыи,  миссия  лепил а дп. Бупдап м асалалар. 
у му май аптгапда. бошлангич пгартди аса л а, яъпн Коши ма- 
саласига нпебатан мураккаброкдпр. Шу м аеалаларга кайтамиз. 
Коши масаласи ка иди и ш артларда ечпмга vra б \дадн , деган 
саволга i jv fuuani тооромадан ж ав"б  топами:'.

3. Коши масаласи ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги тур-

Уо*-

0

195-

рисидаги теорема. Л <?<?'> (х.,. 

ичига ояган бнпоп D сохада ' (:• 
луксиз ва у.гц/ксиз

О:

U ,

<if
h - f

■")
■ •• Г )
xycyaui

ну к тан и уз  
функция уз-  

хосилаяарга

эга гтлса. и хоя >а

• (х. Ц, , ; ,

тенглам ан инг

и

шартяарни Лшо а т .г ан т ир а ои га н  у =  ц (.v) ечими мавжуд буяиб,  
б у  ечи.м ягона бщчОи.

Бу теорема Коша масаласи ечпмга эга булишпшшг етарли 
шартлариип та и и п л a i i ди . Агар хараластгаи  тенглама иккннчи 
тартибли, и ьпи //"==/ (.v. у, у') курпчишда булса, у г\о л д а  маъ- 
лумки, у  ! =  за //' ,.= шартлар А, (.V,,, у(.) пуктапп аник-
лаб, унинг бу пуктадап утадигап интеграл s iрм чнзигига утказилган 
урннманинг бурчак коэффициенти у  берплган буладп. Бу холда те­
орема шартлари бажарилгаида урнпмаиинг у0 бурчак коэффициента 
маълум булган берплган Р п (х{[, К) нуктадан бипа интеграл эгри 
чнзиги утади. Теореманппг геометрпх маъиоси ана шундадир (195- 
шакл).

4. Умумий ва хусусий ечим тугрисида тушунча
Т а ъ р и ф. (9.2] дифференциал тенгламанинг умум ий ечими  

деб, тепгла.манпиг тартнби канча булса, шунча ихтиёрий узгар-
масларга боглпк булган шундай у — <(.• (х, С {, С , ..........С„) функция-
га айтиладики, бу функция учун куГшдаги шартлар бажарилади:
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а) у С,, С.,, . . Сп ихтиёрий узгармасларнинг исталгаи киймат. 
ирида (9.2) тенгламани каноатлантиради;

б) бошланшч (9.3) шартлар хар кандай булганда хам, ихтиёрий
узгармасларнинг шундай С ,, С.,.......... С., кийматларини топиш мум-
шнки, бу кийматларда у  =  cf(.v, С,, С,, . . Сп) ечим (9.3) бош- 
ланшч шартларни каноатлантиради.

Умумий ечимдан ихтиёрий узгармасларнинг маълум кий- 
матларида хосил буладиган ечимлар хусусий ечимлар  дейи- 
лади.

10-§ . Тартибини пасайтириш мумкин булган тенгламалар

/z-тартибли дифференциал тенгламаларни интеграллаш усул- 
ларини баён килишга утамиз. Интеграллашнинг асосин усул и 
тартпбинп пасайтириш, яъни берилган тенгламанинг узгарув- 
чнларини тартиби уларникидан пастрок булган узгарувчилар 
билан алмаштирнш оркали берилган тенгламани бошка тенг- 
лам ага  келтириш усулидир. Бирок тартибнн пасайрнришга хар 
доим хам эришилаверманди. Тартпбинп пасайтириш мумкин 
булган тенгламаларнинг баъзи турларини куриб чикамиз.

1. У и: б у

у"'  =/(А-) (10.1)
куршшшдаги тенглама. Бундай тенгламаларнинг узпга хос то- 
мони шундаки, унинг унг томопн ф акат  .г га боилиц. Бундай 
тенгламанинг тартиби бевосита кетма-кет интеграллаш пули 
билан пасайтирилади. (10.1)дан бевосита куйидагшш хосил
ц и л а м и з :

7  (v) dx Сг .

Шу тарзда талаб гилпнган марта пнтеграллаб, (10.1) тенгла­
манинг умумий ечпмипи хоспл киламиз.

1 -м и с о л .  Унюу ' / " '— sin.v— cos.v тенгламанинг w jv=0=  1, 
у ’ |..=0 =  — 1, у 4 1..=0 =  0 бошланшч шартларни каноатлангирувчи ечи- 
мини топинг.

Е ч и ш .  Дастлаб //'" — sin.v — cos.v тенгламанинг умумий ечнмн- 
ни топамиз. Кетма-кет уч марта пнтеграллаб, куйидагига эга була- 
миз:

у"  =  —  COS.V —  sin.v - f  C l,  

у ‘ =  — sin.v — cos.v - f  C x.v — С2,

у  =  cos.v -f  sin.v - f  Ci ±— г C,x - f  Cj.

C i,  C-, С3ларни бош ланш ч шартлардаи топамиз:
0 =  —  1 —  O +  Cj,

_ 1  =  — о -  1 -  Ci ■ О 4- с , ,
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1 =  1 - f -o  +  C j - 0  + C a -0 +  C8.

К^нидагиларга эга буламиз: Ci =  l, С2 =  —2, С3 =  0. Шуи- 
дай 1\илиб нзланаётган хусуснй ечнм куйидагича булади:

и =  cos.v - f  s iпл' 4 1 -------- 2х.
’ 2

2. Ушбу

y tm =  f { x .  y'k), , / k- U..........у ' -" 1)  (Ю.2)

куринишидаги тенглама. Унпнг узпга хос томонн — тенглама- 
нинг уиг томоннда ошкор нзланаётган у  функция ва унинг 
(к— 1)- тартибгача хоснлаларнпипг иштирок этмаслигидир. 
Бундай тенгламанинг тартибп купндаги ал.маштприш оркали 
к бирликка пасайтириладп: у и> — jg (.v). бу орда р — р (х) — янги нз- 
ланаётган функция. ПО.2) тенглама бундаii алмаштпрншдан сунг 
куйидаги курпнпшга келадн:

(.-?—/•) г . * *■ (t;—k—hvр =  /  (А-, р ,  р  . V ............/ ’ )•

(п— /г) - тартибли тенгламани хосил хилдик. Бу тенгламани 
иитеграллаб, янги нзланаётган функиияни аншулаймиз:

Г =  Т (-V, О ,  С,......... С.

сунгра i / k) =  'г (х. С., С ...........С.._„) тенгламани к марта пктеграл-
лаб, умумий ечтиш  топамиз.

2- м и с о л. Ушбу

тенгламанинг умумни ечимини тояинг.
Е ч и ш .  у =  р(х) денмпз, у холда у л =  />', берилган тенглама

р'  — У  р  куринишга келадп. Узгарувчнларп ажраладпган функцияга
ннсбатан бирпнчи тартибли тенгламани хосил кнлднк: —  =  У р ёки

dx

—— — dx.  Интегааллаб, топамиз:
Г р

2 1 р  =  д Д- Cj ёки р =  j  (х — С])-.

/•/ ’ ,Демак, у':' =  — (х — С]):, бу ердан 
*»

у" =  7 7  ( ^ д ч с ,

■/ =  и- -г с , у  -  с 2х +  с ,

У =  —  (* +  С,)5 - С 2 4 - f - C ^  +  C,.
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Э с л а т м а .  Бундай куринишдаги тенгламаларнинг хусу- 
:ий холи изланаётган функция ошкор катнаш маган  иккинчи 
,’артнбли y" =  f(x,  у') тенгламадир. Бу ерда у' =  р ( х ) урнига 
^уйиш ёрдамида тартиб бир бпрлнкка пасайтирилади.

3 - м и с о л .  Ушбу //" =  | ~'vy— тенгламанинг ^ i v=0 == 1, у'  !г=.0= 3

5ошлангнч шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимннн топинг.
Е ч н т .  Умумий ечимни топамиз: //' =  р  (.г) алмащтириш бажа- 

рамиз, бу ердан у" р' (х). Нагнжада узгарузчнлари ажраладиган 
„ . 2х;? .. dp 2xdx  куиидаги тенгламани хосил киламиз: р =  —-------е к и ------= ---------,

“ ' ‘ I — X - р  ̂ 1 А 2
бу ердан In р =  In ’ 1 .v-1 -f- In С! ёки р =  С\ (1 -J- л-2). Уз навбати-
да бу ердан: и' = C t (l .у-) ва у  =  C i / . t  +  — | Ч-С2.

3
С; ва С -2 ларнн топпш учун бош ланш ч шартлардан фойда- 

л а нам из:
f 3 =  Сх ■ 1,
I 1 = C i - 0 - f  с 2.

Бу ердан С ,=  3, С2 =  1. Демак,

у  =  3 ( л- +  У— ) +  1

луеуснй ечим булади.
3) Ушбу

у'Г1)=  / ; /а ; / .  и"...........у г,~ " ) (Ю.З)
куринишидаги тенглама. У шшг узнга хос томони — тенглама- 
шшг 5'»г ю моинда эркли узгарувчи .v ошкор цатнашманди. 
У ' ~ Р  (У) урнига купнш (10.3) тенгламанинг тартнбипи бир 
бирликка пасантнришга имкон беради. Бунда янги эркли у з ­
гарувчи сифатнда у  ни кабул киламиз, янги изланаётган р 
функция у  га боклнк булади, яъпп р =  р ( у ) .  М ураккаб функ­
циями дифференцналлаш копдасига if$pa топамиз:

— —— — V
d \

■■ dp dp di! __ ,

dx  du dx

’'' '' (, ̂ ^ ̂  ‘  ̂ j'.j) t!.‘f i  ̂’1 , ■. yF . - _
dx ’ dy  v ’ ' d v  * dy  ' ' dy  ‘

=  (p 'p -:r  p' ■ p )  P — p"p'2 ~r (’’')"/•’ ва x. к.

у',  у ", . . . у ‘п) ларни (10.3) теигламага » — 1 -тар гибли тенг­
лама га '.-га булачиз.

4- м и со л. Ушбу у ' У  у ' 1 =- 2с~ ’ тенгламанинг умумий ечимини 
тстнии.

Е ч а ш. у ' ~ р ( у ) ,  у" — р ' - р  деб, Бернулли тенгламасини 
хосил ггламиз:
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t < 2 0 —u ■■ i , ~e yрр  +  P =  2e ■ еки p  - f  p =  -------- .
P

p — u-v  урннга куйишдан фойлалаиамиз, б у ердан р' — и'v - \  
+  ии' . Кейннги тенглама куйидагича ёзилади:

, , С1~ у °е—v 
и v - f  uv' -р ии =  ——  ёки u v  (и -f- v) и =  —------.

и  • V UV

v функцияни шундай танлаймнзки, кавс ичида турган кфсдг 
нолга тенг булсин:

и' +  v =  0. (Ю.4)
У холда

о е—у
u v  =  — — . (10.5)

uv

(10.4) тенгламани интеграллаймиз:

=  — dtj ёки In v =  —у,  бу ердан
v

v =  е~у. (10.6)

(10.6) ни (10.5) га ^уйиб, куйидагини .хосил киламиз:
, 2 е ~ у v

ии =  — —  ёки udu =  2er dy,  бундан интеграллаб, топамиз:
е~~у

J±L =  2ey +  Сг
2

ёки

и =  ±  I  4еу +  2Са . (10.7)
Топилган и ва v функциялар буйича ((10 .6)  ва (10.7) форму-  
лалар) нзланаётган р  орали^ функцияни тузамиз:

p =  u - v  --- ± e ~ y \ '  4eJ/ +  2C1

ёки

р =  ±  V 4е 2 Схе ~у .

р =  - У -  алмаштириш бажариб, узгарувчилари ажраладиган тенг- 
dx

лама хосил циламиз:

~ -  =  ±  \  4 е ~ у +  2 С \

Буни интеграллаб, умумий интегрални топамиз:
I 1 /"

е~~у.

! 1 /------
+  —  \ 4е ?+ 2 С1 =  х  +  С22 f I 4- ° Г  ’ л 1 ^2

ёки
(х +  С 2)2 =  <? +  C i , бу ерда С х =  . 
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У з-у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. « - т а р т и б л и  д и ф ф е р е н ц и а л  те н г л а м а  деб  н и м а га  ан т и л а д и ?
2. п- т а р т и б л и  т е н г л а м а н и н г  б о ш л а н ш ч  ш а р т л а р и  н п м а д а н  и б о р ат?
3. И кки н чи  т а р т и б л и  т е н г л а м а  б о ш л ан ги ч  ш а р т л а р и н и н г  ге о м етр н к  м а ъ н о с и  

к а н д а й ?
4. п- та р т и б л и  т е н г л а м а л а р  учун Кони.' м а с а л а с н н н  та ъ р п ф л а н г .
5. И кки н чи  т а р т и б л и  те н г л а м а  учун К и ш и  м а с а л а с и н и и г  г е о м е тр и к  м аъ н оси  

к а н д а й ?
6. п - т а р т и б л и  т е н г л а м а  учун  К о ш и  м а с а л а с и  ечим ининг м а в ж у д л и г и  ва  

я г о н ал и гн  тео р ем аси н и  н ф о д а л а н г .  И кки н чи  т а р т и б л и  т е н г л а м а  учун бу  
теореманппг ге 'метрик маъноси кандай?

7. ( / /!) =  /  (х) к у р ш п ш д а гн  тенглалани ечиш ус у лини баёи килинг.
8. t / n '1 — f  (х,  г / ,;| , . . . .  l / f 1) курннншлаги тенгламани ечшц усулини баён 

килинг.
9. у (п) =  f [у, у ’, у " .............. курннишдаги тенгламани ечиш усулини баён

килинг.
10. 4155 —  4 180 ,  4189 —  4 1 9 3 ,  4 2 п 8 — 4 2 17 - масалалапни ечннг.

11-§ . Юкори тартибли чизикли дифференциал  
тенгламалар

Т а ъ р и ф. Агар п- тартибли дифференциал теигламада из- 
лаиаётгаи функция ва унинг хосплалари биринчи д ар аж ад а  
катнашса, бунда!! тенглама чизикли  деннлади. л -тартибли  
чизикли дифференциал тенглама куиидаги курннишга эга:

«о (-v) У"] -г a, (-v) [ Г ''  ‘ т а , ,  (а-) у  =  /  (а) ,

бу ерда а 0(х), а1 (л ) , . . .  , ап (.г) лар х нннг маълум у'луксиз 
фупкциялари (хусуснй холда улар ?згармас сонлар булиши мумкин). 
Бу функциялар тенгламанинг коэффициснт.шри дейиладн, шу би­
ла н бирга а0 (х) =  1 (агар у 1 га тенг булмаса, тенгламанинг хам­
ма хадларини унга булншнмнз мумкин).

! (х)  функция озпд хад  ёки тенгламанинг унг  томони дени- 
лади.

Агар f(x)  0 булса, у холда

у {’г> +  а, (х) у {п~ '1 -  .. . - f  ar, (.v) у  =  f(x) (11.1)

тенглама чизикли бир жинсли булмаган (ёки унг томонли, ёки 
озод хадли) тенглама деннлади.

Агар f ( x ) =  0 булса, (11.1) тенглама

+  а 1 (х) / / '• -"  +  . . . + а п (X) у =  0 (11.2)

курннишга эга булиб, чизикли бир жинсли тенглама (ёки унг то- 
моисиз, ёки озод хал и булмаган тенглама) дейитади. (11.2) тенгла­
манинг чаи томони у, у ’, у", . . . , у (п' га нисбатан бир жинслидир.
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(11.2) тенгламанинг чап томопини

L [;/] =  и{п) -  fli C-V) y in- l> +  . . . +  а„ (х) у  (12.1;

оркали белгнлапмиз. Шу билан бирга а : (х) фушшияларда х  аргу- 
ментни кискалик учун ёзмаимиз. Бу ифодани у  функциянннг чизш;- 
ли дифференциал оператора деб атаймнз.

L[y ]  чизикли дифференциал операторни /(л )  функциянннг ухша- 
ши деб караш мумкин. Хакикатан хам, f(x)  функция х  сонга янги 
f(x)  сонни мос куялп, L [ y ]  оператор эса у  функцияга янги L [ y ]  
функцияни МОС КуЯ.дИ.

1 - м и с о л. Агар L [у] =  у '  — ху  +  2у  булса, у  =  х3 учун i^yfin- 
дагинн хосил киламиз:

L [д;3] = (хг)" — х (.V3)' — 2д3 =  6л- — 3.v2-.v +  2х3 =  6л' — х3,

яъни у  =  х3 функцияга L[y]  =  6x — л-3 функция мос куйилади. у  =» 
=  sin .r  функция учун эса купидагига эгамиз:

L [sin х] =  (sin д-)" — х (sin х)’ - f  2 sin х -
— —  sin х — .v cos x +  2  sin x  =  sin x — x cos x.

2 - м и с о л .  L [ y ]  - -  у" - г  ху  булсин. У  холда у  =  х3 учун куйи- 
дагига эгамиз:

L [.г3] =  (х3)" +  .г- (х3) =  6х +  д4. 
г/ =  sin jc функция учун эса:

L [sin .v] =  — sin х  +  х  sin х.

L [ y ]  чизикли  д и ф ф ер ен ц и ал  оператор  куйидаги  иккита асо- 
сий хоссага  эга.

1) Узгармас купайтувчини оператор белгиси таш^арисига  
чнхариш мумкин, яъни

L [ C y )  =  CL[y] ,

бу ерда у  — исталган, п марта дифференциалланувчи функция; 
С — узгармас.

^а^и^атан хам, (12.1) оператор белгисининг мазмунини  
очсак:

L Ш  =  (C y jn) +  а,  (Су) (л~ ,) +  а2 (Су) {п~ 2) + . . . + а п Су =

=  Су'п) +  а1С у[п { ) + a 2'Cty(n ^ +  . . . +  ап Су =

=  С { у [п) +  a1y in~ l) +  а2у (п~ 2) +  . . . +  ап у ) =  CL [у] .

Бу хосса операторнинг бир жинслилик  хоссаси дейилади.
2) Иккита функция йигиндисининг оператори х;ар ^айси 

^ушилувчининг операторлари йигиндисига тенг, яъни

^  [Ух + y 2] =  L Ш  +  L Ш  >

1 2 -§ .  Чизикли ди ф ф е р е н ц и а л  операторнинг х о сс а л а р и
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бу ерда //, — нсталган, п марта дифференциалланувчн функция- 
лар. Хакпкатан хам,

L [ ’h  +  //,] =  (уу +  //.,)(,,) +  а х ( у ,  +  у 2) (п~ ]) +  . . . +

+  ал_1 ('А +  УгУ +  ап {Ух +  Уа) ■

И ириндининг хосиласи ^осилалар йириндисига тенг булгани учун, 
бу ердан топамиз:

^  (i/i +  //2] =  (у /  J+  У2 ^ +  Qi (У1<я 1)+  У2 '1 ~f • . . +  ап(у\-\-у2) ~
— (У| Ух ' !)+  ■ • • +  апу { ) + ( у <2,+  «1 «/" !)+  • • • +

+  я„ У2) =  ^  ^  [ '/2] ■

Бу хосса операторнинг аддитивлик хоссаси дейилади. Равшан- 
ки, у ф акат  иккита эмас, балки исталган чекли сондаги р^уши- 
лувчилар учун хам уринлидир.

13- §. Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламалар, 
уларнинг ечимлари хоссалари

(12.1) чизикли дифференциал оператордан фойдаланиб,
(11.2) чизикли тенгламани

U '/ ]  =  0 (13.1)
куринишда ёзиш мумкин.

Ш ундай ^илиб, бу тенгламанинг ечими шундай у  функ- 
циядан иборатки, унга L[ty] оператор нол сонини мос цуяди. 
Энди чизикли бир жинсли (11.2) дифференциал тенгламанинг 
хусусин ечимлари хацидаги теоремаларни цараймиз. Бунда 
операторнинг олдинги параграфда куриб чи^илган хоссалари- 
дан фондаланамиз.

1 - т е о р е м а .  А г а р  у\ функция  (11.2) тенгламанинг ечими 
булса,  у холда С у х функция хам бу  тенгламанинг ечими булади.

И с б о т и. Агар у\ (11.2) тенгламанинг ечими булса, (13.1) 
тенгликка кура: L [ y  1] = 0 .  Биро^, чизикли операторнинг бир 
жинслнлигига кура: L [ C y \ ]  = C L [ y \ ] , яъни L[C«/i] =  0. Кейинги 
тенглик С у х функция хам (11.2) тенгламани цаноатлантири- 
шини, яъни унинг ечими булншини билдиради .

2- т е о р е м а. А г а р  у\ ва г/о (П .2) тенгламанинг ечимлари  
булса,  у  %олда у \ + у г  функция хам б у  тенгламанинг ечими б у ­
лади.

И с б о т и. Агар ij\ ва у 2 (11.2) тенгламанинг ечимлари бул­
са, у холда (13.1) тенгликка кура куйидагига эгамиз.

L \tJi ] — 0 ва L [//,] =  0.

Бирок, операторнинг аддитивлик хохасига кура: L [ y l -\-y.2] =  
=  L [//j] 4- L [//,] , яъни L [уг +  у.2] =  0. Бу //, ~  у 2 (11.2) тенглама­
ни каноатлантиришини, яъни унинг ечими булишини билдиради.
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Н а т и ж а .  Агар у и  г/2, . . . , у п — (11.2) чизикли бир жинслр 
дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари булса, у холда улар- 
нинг чизикли комбинацияси

У =  С3У1 +  С2у 2 +  . . . +  Сп уп

х,ам бери лган  тен гл ам ан и н г  ечими булади .
у  =  CjZ/i +  С2//2 +  . . . +  Сп у п ифодд п  та ихтиёрий узгармасни 

уз ичига олади ва n -тартибли дифференциал тенгламани каноатлан­
тиради. Ихтиёрий узгармаслар катнашган бу ечим умумий ечим бу- 
лиши учун ихтиёрий узгармасларни улар бошлангич шартларнинг 
исталган берилган системасини каноатлантирадиган ягона усул би­
лан танлаш имконияти мавжуд булиши керак. Бундай имконият мав- 
жудми ёки йукми эканини аниклаш учун функцняларнинг чизикли 
боглиц ва чизикли эркли (боглиц эмаслик) тушунчаларини киритиш 
керак булади.

14- §. Чизикли боглиц ва чизикли эркли функциялар  
системалари

1- т а ъ р и ф. Агар бир Еа^тда нолга тенг булмаган п  та а ъ  а 2, , 
а п сонлар мавжуд булиб, барча х  £ [а, Ь] лар учун

«ii/ i  +  «зУг ссп у п =  °  (14.1)

айний муносабат бажарилса, [а, Ь] кесмада аникланган ва узлуксиз 
У\, У2 , ■ ■ ■ . Уп функциялар системаси [а, b] кесмада чи зи к л и  oof . iuk  
дейилади.

Агар, масалан, деб фараз ^илсак, (14.1) муносабатни
цуйидагича ёзиш мумкин:

Уп =  Р1У1 +  РгУг +  ■ ■ ■ +  Р„_, У,г-1 >

бу ерда

........
« я  а п « п

Ш унинг учун ф у н к ц и я л ар  системасининг чизикли  борли^лиги  
систем анинг ф у н к ц и я л а р и д а н  хеч б у л м аган д а  биттаси  ^олган -  
л арини нг  чизикли к ом б и н ац н ясп д ан  и борат  булиш иии билди-

ради. Хусусан, иккита: у х ва //2 функция у 2= $  у х ёки — — - - р, яъни
У1

уларнинг нисбати узгармас сои булгаида чизикли боглик булади.
2- т а ъ р иф. Агар а 1у 1 -1- <хгц.г - г  . • . - г  Уп =  0 муносабаг фа-

кат
=  « а — а  — О

шартда бажарилса, [а, Ь] кесмада аникланган ва узлуксиз у и у, ,  
. . . , у  функциялар системаси чизикли эркли дейилади.

•150



Хусусан, иккита: у х ва у г функция -=^- Ф  а,  яъни уларнинг нис-
У 1

бати узгармас сонга тенг булмаганда чизикли эркли булади.
1 - м и с о л .  Ушбу [/! — cosit, у 2 =  sin2*, г/3 =  а функциялар 

системасн барча х £ ( — оо, -(- х )  лар учун чизикли боглик. Х,аки-
катан хам, а г — 1, а.г =  1, ct3 = ----- - да нсталган учун ^йида-

а
гига эгамиз:

а 1у 1 -г а гу г +  а 3у3 =  cos2x +  sin2.v — 1 = 0 .

2- м и с о л. Ушбу

у ± =  cos2*, и2 =  sin2,t, у 3 =  ех, \и =  sin 2х, у ь - cos 2%, //6 =  1п х

функциялар системасн чизикли боглик;. Хакикатан ^ам, а х =  1, 
а 2 =  — 1, а 3 =  сс4 =  а в =  0, а 5 — — 1 да исталган х  учун цуйида- 
гига эгамиз:

a iUi +  a 2lJ 2 +  а зУз +  а *У* +  а ъУъ +  а бУв =  cos>n~x — sin2x — cos 2 х = 0 .

3- м и с о л. Ушбу
I о П

У 1 =  1. У2 =  -V. i /з =  А -.............. У „ т 1 =  X

функциялар системасн чизикли эркли.
Х акикатан хам,

«il/i +  «г*/» +  • • • -г « л+1 i/n+, =  «j +  +  . . . +  а л+] хп =  0

тенглик х нпнг л дан катта б^лмаган цийматлари (п- даражали тенг­
лама илдизлари) учун уринли. 1\олган холларда тенглик а х =  а 2 =  
=  . . • =  «„J.J =  0 булганда уринли.

4- м II с о л. Ушбу //1 = s i n x ,  y 2 =  cosx  функцнчлар системасн 
чизикли эркли. Хакикатан хам, a 1tjl +  а.2у.2 =  otj sin г +  сс2 cos х =  0 
тенглик осх =  а 2 =  0 булганда уринли. Функцнадг^ спни т-^кита 
булганда уларнинг чизикли эрклилпгшш бу функт!ияларнинг нисба-
тидан фойдаланиб аниклаш мумкин. ~ - ~ t g x  булиб, барча х лар 

■ Уг
учун узгармас сон булмагани сабабли у 1 =  sin х, у« =  cos х лар чи- 
зицли эркли.

15-§ . Вронский детерминанти. Функциялар системасининг 
чизикли боглиц ва чизикли эркли булиш шартлари

Бирор функциялар системасининг чизицли б о г л щ  ёки чи- 
зи1\лн эркли эканлнгини аниклашга нмкон берадиган аломат 
(белгн) ларни к а р а т  заруратн тугилади.

Т а ъ р п ф .  п — 1 марта дифференциалланувчи у 2, . . . , у  функ­
циялар системасининг Вронский детерминанти  ёки еронскиани деб 
к,уйнлап1 детермннантга айтилади:



У1 У  г • • • У п

W  = у \ У  2 • • Уп

1) „ (л  — 1) . . (п — 1)
У  I У 2 . . . Уп

Бу детерминант х  нинг функцияси булиб, W  =  W (х) =  W [ylt 
у 2, , г/п] каби белгиланади. У функцияларнинг чизикли бояли^ 
ёки эркли эканини урганиш воситаси булиб хизмат кдлади.

Т е о р е м а .  Агар y lt у г, . . . , уп функциялар системаси чизик­
ли боглик булса, бу  системанинг Вронский детерминанты W (х)  
функция аникланган барча нукталарда айнан нолга тенг булади.

И с б о т и .  у г, у ,, . . . , у п функциялар системаси чизикли бор- 
лик, булгани учун

ГЧУ 1 +  а 2у 2 +  . . . +  а п у п =  О

тенглик уринли, бунда хамма коэффициентлар бараварига нолга тенг 
эмас, а 1у а г, . . . , а п лар ичида нолдан фар^лилари мавжуд. Тенг­
лик функция аникланган >^амма нукталарда уринли. Бу тенгликни 
п — 1 марта дифференциаллаб, а 1, а 2, . . . , а п ларга нисбатан п та 
алгебраик тенгламаларнинг чизикли бир жинсли системасини ^осил 
^иламиз. У куйидагидан иборат:

ajt/i +  а 2у 2 +  • • •  + « „* /„  =  О,

. « , у\ +  « 2 1Л  +  • • • +  а п Уп =  °-

. а 1 У? 1-) +  а 2 у \ 1 "Ь • • • "f- а п Уп 1 =  О­

Бу системанинг коэффициентлари бараварига нолга тенг бул- 
магани учун (шартга кура) бу системанинг детерминанти нол­
га тенг булиши керак, яъни

У\ У? ' ’ 'Уп

у\ У 2 ■ • у'” п =  0

У{,\ - ' У Г 1'- . . у {п- [)У п

Б у—y lt у 2, . . .  , у п функциялар системасининг Вронский детерми- 
нантидан иборатдир. Демак, функция аникланган исталган нук;та 
учун W'yih, у.lt . . . , у п] =  0. Теорема исботланди.

И з о х .  Теоремадан функция аникланган нуцталарнинг >̂ еч бул- 
маганда биггасида W ф  0 булса, у х, у.2, . . . , у п функциялар систе­
маси бу со.\ада чизикли эркли булиши келиб чикади.

|  k  tX fcnX kvX 1 f I Il - м и с о л .  e , e * , e 9 функциялар системаси k u  k2> k.A лар 
турлича булганда барча х  лар учун чизикли эркли эканини курса- 
тинг.
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Е ч и ш. Вронский детерминантини тузамиз ва уни ^иеоблаймиз:
It 1-Vе еКх ekiX 1 1 l

W = kxe" ‘ к2ек‘л k3ehlX __ ek'x, ek2x _екзх ko k3
k] ek ' k; ek-x kl ekiX *> k; kl

е

е{k, -J-tg 1 A’j) д / г ,  —  k \  k 3 —  k i

к ; — k: ki — k\ 1 I u i

k,  — k\ k3 

(k2 — h )  (k2 +  kx) (k3 — kj) (k3 +  кг) 

l l
=  e{k,+kAks) x ■ (As-2 — *i) (Af3 — *i) • k2 -p A)i -]- ki

(k,+k,+k3) x ^  ^  . (&3 — k2) 0 (барча x лар учун).

Демак, /г^ /г2, k3 лар турлича булганда е''х , е и’х , е*8* функциялар 
снстемаси барча .г лар учун чизикли эрклидир.

И з о х .  Агар k.2, . . . , k лар турлича сонлар булса,

ек'х , к„ х о ‘1

функциялар системаси хам чизикли эркли эканини худди юко- 
ридагпга ухшаш исботлаш мумкин.

У з-у з н н и т е к ш п р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. п- 1ар т п б л и  чизикли  д и ф ф е р е н ц и а л  т с н г л а м а г а  т а ъ р и ф  берннг.
2. К а ч о н  л - т а р т и б л и  чизикли  те н г л а м а  бир  ж и н сл и ,  бир ж п н с л и  б у л м а г а н  

т е н г л а м а  д е й и л а д и ?
3. Ч и зи к л и  д и ф ф е р е н ц и а л  о и е р а т о р г а  т а ъ р и ф  берпнг.
•1. Ч и зи к л и  д и ф ф е р е н ц и а л  о п е р а т о р н и н г  х о с с а л а р и н и  аи ти н г  ва  у л а р н и  ис- 

ботлаиг .
5. Ч и зи к л и  бир ж и н с л и  те н г л а м а  хусуснн  е ч и м л а р ш ш н г  х о с с а л а р п  н п м а д а н  

и б о р ат?
6. К а н д а п  ф у н к ц и я л а р  си сте м аси  ч и зи кли  эркли ,  к а н д а н  систе м аси  чи зи кли  

боглпи; д е й и л а д и ?
7. В ронский  детер.минанти деб  ни м а га  а и т и л а д и ?
8. Ф у н к ц и я л а р  е н ете м аси н и и г  ч и зи кли  б о г л и к  б у л и ш  ш а р г л а р и и н  и ф о д а-  

л а н г  ва псботланг .
9. Ф у н к ц и я л а р  си сте м аси н и н г  ч и зи кли  эркли  б улш н  ш а р т л а р и н и  и ф о д а-  

ланг.
10. У ш бу

c o s  f i x ,  X  COS p .v , .v- c o s  f i x ,  . . .  , A"'" COS f i x

Ф у н к ц и я л ар  систе м аси  чи зи кли  эркли  э к ан и н и  псботланг .
11. У ш бу

s i n  p .v , .v s i n  p .v , х 2 s i n  f i x ,  . . . , x '"  s i n  f i x

n \ н к ц и я л а р  си сте м аси  чи зи кли  эр к л и  эк ан и н и  псботланг (учта ф у н к ц и и  
билан  ч е кла ни н г) .
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Ши У

функш галар  системасн чизикли э;1кли экпшпп 
чеклапинг).

исс'отланг (\’чта ф упкцил  Г-илан

16- §. Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламалар,  
улар ечимларининг чизикли эркли булиш шартлари

п- тартибли чизикли бир жипсли ушбу дифференциал тенг- 
лам ага  я на мурож аат киламиз:

у {п) -г а у (л) г/'!_1> f  . . . +  ап (,v) у =  0. (16.1)
Бу тенгламани чизикли дифференциал оператор ёрдамнда L[ij \  — 0 
куринишда ёзиш мумкин. Айтанлик, y l (.v), у0 (х), . . . , у п (х) лар бу 
тенгламанинг ечимлари булиб, бу функциялар бирор сохада диффе­
ренциалланувчи булсин. Бу ечимларнинг чизикли эркли булиш шар- 
тини топамиз.

Т е о р е м а .  Агар г/, (л), г/,(х), . . . , цп (х) функциялар чизикли 
эркли ва (16.1) чизикли бир жинсли тенгламанинг ечимлари б у л ­
са, у  хрлда бу функцияларнинг Вронский детерминанти тенглама­
нинг коэффициентлари аникланган соханинг хеч бир нуктасида  
нолга тенг булмайди.

И с б о т и. Д астлаб , ;/ =  0 функция (16.1) тенгламанинг ечи- 
ми булишини ва ^уйидаги бошлангич шартл?г>"и ^аноатлан- 
тиришини 1̂ аид ^илиб утамиз:

0, У' =  0, . . . , у (П- Ь =  0, (16.2)У
I х= \„

бу ерда *о — тенгламанинг коэффициентлари аницланган соха­
нинг ну^таси.

Исботлаш га утамиз. Тескарисини ф араз ^иламиз. Бирорта 
л'о нуктада Вронский детерминанти нолга тенг булсин дейлик.

у, (,t0) t/2 (х0) . . . y r (*,)

у\ (Х0) У2 (Х0) . . . а'п (.V0)
F ( a-o) = =  0 .

У Г '’ (*<) ■ ■ ■ / / r V o )
Детерминанти IF (,v0) булган алгебранк бир жинсли тенгламалар 

снстемаснни ёзамиз:

а , / / !  (д-„) - -  * 2?/2 (.v0) - г  • • • г/.; (,v0) =  0 , 

а, у\ (л-0) -  *.,{!„ (х0) -  . . . J - 0) - 0,
(16.3)

« l ' / (i '1,(-У +  а гУ1Г " '(л '0)
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Бу системанинг детерминанта W (х0) =  0 булгани учун у нол 
булмаган ечпмга эга, яъни ос. (г — 1,/г) ларпинг хйммас.и хам нолга 
тенг эмас. а, , а „ , . . . , лар ёрдамида ечимларпинг чизикли ком- 
бипациясини тузамиз. Ушбу функцияни косил киламиз:

у (х) =  а 1у 1 (х) +  а  „г/, (д) -j- . . . 4- а„ //,, (л ) , 
бу ерда а, , , . . . , а.. лариинг хаммаси ,\ам нолга тенг эмас.
(16.1) тенглама ечимларнинг чизикли комбинацияси булган у(х)  
фуикцияшшг узи хам унинг ечими булади (мазкур бобнинг 13-§ 
ндаги натижага кура). Буидан ташкари а , ,  а 2 , . . .  , а п (16.3) сис­
теманинг ечими булгани учун у(х)  (16.2) бошланшч шартларни ца- 
ноатлантиради.

У (а'„) =  0, ;/' (,v0) =  0, . . . , у {п~ 11 (л'0) =  0.
Бироц бу бошлангич шартларни (16.1) тенгламанинг ечими 
булган у  =  0 (айнан нолга тенг) функция хам цаноатлантиради. 
У холда берилган бош ланш ч шартларни цаноатлантирадиган 
ечимнинг я г о н а л и г II г а кура:

у  (х) -  0
ёкн

a , i/{ (х) +  а ,  у 2 (х) +  . . . а „  уп (.г) =  0.

Биз //! [х) , у 2(х ) , . . . , :/п (х) функциялар чизикли эркли деган 
хулосага келдик, бу эса шартга зиддир. Бу зиддият теоремани ис- 
ботлайди.

Н а т и ж а ,  Чизикли бнр жинсли дифференциал тенгламанинг 
ечимлари булган //, (д-). у 2 (.v), . . . .  у„(х)  функциялар системаси- 
нинг Вронский детерминанта ё аГшан полга теш , ё хеч бир нукта- 
да нолга теп г булмайди. Бу //,. (.v), . • . , У„(х)  ечимлар сис­
темаси ё чизикли боглнк, ё чизикли эркли булншидан кслиб чикади.

17- §. Ечимларнинг фундаментал системаси, чизикли бир 
жинсли тенглама умумий ечимининг структураси

Т а ъ р и ф. я -тарти бли  чизикли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг п та чизицли эркли ечимлари системаси унинг 
фундаментал системаси дейилади.

Т е о р е м а ,  п- тартибли чизикли бир жинсли дифферен­
циал тенгламанинг п та ечими унинг  фундаментал ечимлар  
систсмасини ташкил этиши учун уларн инг  Вронский детерми­
нанта нолдан фаркли булиши з а р у р  ва етарлидир.

Хар ^аидай чизикли бир жинсли дифференциал тенглама 
чекскз куп фундаментал ечимлар снстемасига эга булишини 
курсатиш мумкин.

Ечимларнинг фундаментал системаси тушунчаси ва Вронс­
кий детермннанти тугрисидаги ^араб  чицилган теоремалардан
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фойдаланиб, цандай ^олда чизикли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг умумий ечимини хусусий ечимлардан тузиш мум­
кин деган саволга ж авоб бериш мумкин.

Бу саволга чизикли бир жинсли дифференциал тенглама 
умумий е ч и м и н и н г  с т р у к т у р а с и  тугрисидаги цуйида- 
ги теорема жавоб беради.

Т е о р е м а .  Агар у х , у.,,  . . . , у п— чизщли бир жинсли диффе­
ренциал тенглама ечимларининг фундаментал системаси б'Япса, 
у  хрлда бу тенгламанинг умумий ечими бу  ечимларнинг чизикли 
комбинациясидан иборапг булади, яъни

У — C i у { + С 2у 2 +  . . . +  Спуп , (17.1)

б у  ерда С , , С2 , . . . , Сп— ихтиёрий узгармаслар.
И с б о т и .  13-§ даги 1 ва 2 - теоремалардан келиб чикадиган на- 

тижаларга асосан (17.1) функция чизикли бир жинсли тенгламанинг 
ечими булади. У ечим умумий булишини исботлаш учун ушбу

У(х0) =  у 0, у ’(х0) =  у ’й , . . . , у {п- 1) (х0) =  У Т [) ( 17-2)

бошлангич шартлар хар ь;андай булганда хам, С, , С , , . . . , Сп 
ихтиёрий узгармасларнинг шундай цийматларини топиш мумкинки, 
уларга мос хусусий ечим берилган бошланшч шартларни канолт- 
лантиришини курсатиш етарлидир. (17.1) функция (17.2) бошлангич 
шартларни каноатлантиришини талаб ^иламиз. К,уйидагига эга б£ля- 
миз:

СгУю +  С2у 20 +  . . . -f- Сп ynQ =  у 0 ,

У ю ~г  С2 У20 ~!~ • • • Сп Уп0 =  У 0 > (17 3)

1^10 1 - 2 ^ 0  +  ■ ■ - + СПУпО - У  0 -

Бу ерда

Ую > Ую > ■ ■ ■ ’ У\о

ор^али у г функция ва унинг хосилаларининг х  =  х0 нуктадаги ций- 
мати;

У20 ’ У~о1 • • • ’ У2о_1) орк.али У--> функция ва унинг хосилалари­
нинг х =  х0 нуктадаги киймати ва х. к.

У ПО> у  ПО > • • ■ > Уп<ГХ) оркали уп функция ва унинг хосилалари­
нинг х =  х0 нуктадаги циймати белгиланган.

C t , С2 , , Сп номаълумларга нисбатан алгебраик чизикли тенг­
ламаларнинг (17.3) системасини хосил килдик. Бу системанинг де­
терминанта у { , у0 , . . . , у п фундаментал ечимлар системасининг 
х0 нуктадаги Вронский детерминантидан, яъни W (.v0) дан иборат 
булади. 16-§ даги теоремага кура бу детерминант нолга тенг эмас.
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Демак, (17.3) система ягона ечимга эга, яъни шундай С {, С2 , . . . > 
Сп сонлар тупламига эгаки, буларда у  =  С { у, +  С., г/, - f  . . . - f  
+  Сг1[/п ечим (17.2) бошлангич шартларни каноатлантиради. Шун­
дай килиб, агар i/ , , г/.,, . . . , у„— чизикли бир жинсли дифференци­
ал тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси булса, у =  C Lг/i +  
-г С2 у.2 +  • • • +  С у  функция бу тенгламанинг умумий ечими бу- 
лиши исбог килинди.

18-§ . Остроградский — Лиувилл формуласи

Остроградскип — Лиувилл формуласи чизицли бир жинс­
ли тенглама ечимлари системасининг Вронский детерминанти 
билан бу тенгламанинг коэффициентларини боглаиди. Бу фор- 
мулани келтириб чикаришни иккимчи тартибли чизикли бир 
жинсли тенглама булган хусусий хол учун курсатамиз. Тенгла- 
манипг куриниши:

у" +  (А') у'  +  а, (х) у  =  0.

Агар У\ ва у 2 — фундаментал система булса, у холда

| у [  + а ] {х)у\  +  а2 (х) у 1 =  0,

[ у 2' + а 1{х)у'2 + а , ( х ) у 2 =  0.

Биринчи тенгликиинг хадларини у 2 га, иккинчи тенгликнинг 
хадларини у\ га купайтириб ва иккинчисидан биринчисини айи- 
риб, топамиз:

( У\ y'i — у" У2 ) +  flj (*) ( г/, У, — у\  г/о ) =  0. (18.1)

Бу ерда у 1 у2 — у, У2 =  I У) У* J =  W ( х ) — у и  у 2 фундаментал
\ У\ У-2 I

ечимлар системасининг Вронский детерминанти. у, у2 — у { у2 =
— W'(x)  — бу детерминантнинг ^осиласи. Демак, (18.1) тенглик цу- 
йидаги куринишга эга булади:

W'{x)  +  a1 [x)W(x)  =  Q. (18.2)

(18.2) тенгламанинг умумий ечимини узгарувчиларни аж- 
ратиб топамиз:

* K l * L = - a i (x)dx, W ( x ) ^ 0 ,
W (х)

чунки г/i, г/г ечимлар системаси фундаменталдир. И нтеграллай- 
миз:

W(x)  =  Ce~-iat[x)dx. (18 3)

457



l'v7 (*„) =  U7o
б о ш т ш т ч  шартнп капоатлаптирувчи хусусий ечимини топа- 
M1I3. Уларни (18.3) умумнп ечимга щтшб, топамиз:

\\7Ч =  Се{~ } a' {x)dx)\ x==4 ■ (18.4)

(18,3) пфодани (18.4) га буламиз:
Г(А-) с- . в . М ^

Энди (18.2) те нг лам ан ин г

.(— I £2[ (X) dx)
6 ■ I t=.v„

Бу ердан

—  I а \  (х ) d x

W(x)  =  W0e Xt (18.5)
экани равшан.

(18.5) формула Остроградский — Лиувилл формуласидир, 
у иккинчи тартибли тенглама учун келтириб чи^арилди, биро1\ 
у исталган тартибли тенгламалар учун >^ам уринлидир. Б у  фор- 
муладан, масалан, W (х) ё айнан нолга тенг экани, ё >̂ еч бир 
нуцтада нолга тенг булмаслиги келиб чи^ади.

(18.5) формула иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенг­
ламанинг битта хусусий ечими маълум булганда унинг умумий 
ечимини топишга имкон беради.

М и с о л .  Ушбу ху" — (1 +  х )у '  +  у  =  0 тенгламанинг y t =  ех 
ечими маълум булса, унинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш. Тенгламани х  га булиб, ^айта ёзамиз:

у " - - 1 + V +  -  = 0 .
X X

(18.3) формулада Вронский детерминантини унинг ь^иймати 
билап алмаштирамиз, натиж ада цуйидагига эга буламиз:

Бу ердан
У \ У \ — УгУ\

Г 1 - Х ;
-  \ ------ d x

у 1 ех — у.. ех =  Се х

(чунки //, =  ех, у\  =  я, (х) —— - —- - 1 ёки 
\ 1 х ;

е ': (?/»— //;) =  С *!п х+х . 

х  булгапп учун г л га ^ис^аргнрсак, охнргн тенгламадан:

У2 — У2 =  С -V.
Бу тенгламанинг бирорта хусусий ечимини топамиз. У бирин­
чи тартибли, чизицлидир. 1\уйидагича алмаштирамиз:
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, - и -v, //', =  ti'v v u ,  патижада u'v +  uv' — uv =  Сх, бу ердан 
t1 — и (v’ ■— ■') — Сх. Энди v' — v — 0 деймиз, у >^олда u'v =  Cx.

Биринчи тенгламани ечиб, v — е- пи, иккинчи тенгламани ечиб, 
=  С у — Се~л9.' 1) ни топамиз. и, v фупкцняларни у 2 га куямиз:

г/2 -  но =  е 1 (С] — Се~х (х — 1)).
Хусусуй ечимни излаётганимиз учун Сх =  О, С  = — 1 деб, у 2 =•• 

-• .V -4- 1 ни хосил киламиз. Иккита: /Л =  ех, у 2 — х  4- 1 хусусий
И * Р у *■чпмлар — ■— ------ =̂ - const булгани учун чизикли эркли. Улар фун­
У-2 х — 1 '  " ‘ ' 

;аментал система ташкил этади, шунинг учун берплган тенглама- 
;пшг умумий ечими

у  — Су е' +  С.2 (.х - f  1) 
фупкциядан иборат булади.

У з у з и н н т е  к ш н р и ш у ч у  н с а в о л л а р

1. п- т а р т и б л и  чизикли  бир ж и н с л и  т е н г л а м а  е ч и м л ар и  с н с т с м а е ш ш н г  чизик-  
ли чркли  б ули ш  ш артини  и ф о д а л а и г  ва и сботлан г .

2. Ч и з ш у ш  o.ip к и н с л и  т е н г л а м а  с ч и м л а р ш н ш г  ф у н д а м е н т а л  си сте м аси  деб  
пи м а га  ЛРтиладн?

3. Ч и зи к л и  бир ж и н с л и  те н г л а м а  у м у м и й  еч им ининг  с т р у к т у р а с п  ту г р н с и д а -  
ги теорем ам и  и ф о д а л а и г  ва нсботланг .

4. И кки н чи  т а р т и б л и  ч и зи кли  бир  ж и н с л и  т е н г л а м а  б у л г а н  ,\ол учун О стро-  
т р а д с к н й —  Л и у в и л л  ф о р м у л а с и н н  ке л т и р и б  чнкаринг .

5. -1233— 4 2 4 1 - м а с а л а л а р н и  ечннг.

19-§. Узгармас коэффициентли чизицли бир жинсли  
дифференциал тенгламалар

Чизикли бир жинсли тенгламаларникг коэффициентлари 
узгармас булган хусусий холни цараймиз. Бундай тенглама- 
лардап  куп фойдалапилади. Соддалик учун аввал иккинчи 
тартибли чизикли бир жинсли тенгламани муфассал куриб 
чнхамнз, унинг натижаларини п- тартибли тенгламалар учун 
умумлаштирамиз.

1. Узгармас коэффициентли иккинчи тартибли чизикли бир 
жинсли тенгламалар. Ушбу узгармас коэффициентли чизикли 
бир жинсли тенгламани караймиз:

у ” -г  Pli' т  QiJ =  О, (19.1)
бу ерда p. q — узгармас хакик.нй соплар. Чизикли бир жинсли 
тенгламаларнинг умумий назарнясидан (16— 1 8 - § лар) бундай 
чепгламаипнг у му мин ечнмини топпш учуй унинг хусусий ечим- 
лари фундаментал снстемасиин топпш етарли экаии келиб чи­
кади. Иккинчи тартибли тенглама булган холда фундаментал 
система иккита чизикли эркли хусусий ечпмдан иборат була- 
дп. (1 С-. 1) тенгламанинг фундаментал ечимлар системасини 
кандай топпш мумкинлигини курсатамиз. Бу тенгламанинг 
хусусий ечимини
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куринишда излаймиз, бу ерда к — узгармас.
Бу функцияни икки марта дифференциаллаймиз:

//' — кекх, у" — к2екх.
у, у', у" ларни (19.1) тенгламага куйиб, топамиз:

екх (к2 — pk  - f  <7) =  0 .

у  =  е кх

(19.3

(19.

Бу ерда екх — купайтусчи .v нинг хеч кандай кийматида нолга тен. 
булмайди. Шунинг учун екх га кискартириб, куйидаги тенгламаш 
^осил киламиз:

Шундай цилиб, k сони (19.4) тенгламанинг илдизи булганда 
ва факат  шундагнна у  функция узгармас коэффициентли чи- 
з!щли бир жинсли (19.1) дифференциал тенгламани ^аноат- 
лантиради.

(19.4) алгебраик тенглама берилган дифференциал тенгла­
манинг характеристик тенгламаси дейилади. У (19.1) диф ф е­
ренциал тенгламадан унда нзланаётган функциянннг хосила- 
ларини номаълум k нинг тегишли д ар аж ал ар и  билан алмаш- 
тиришдан хосил килинади, бунда функциянннг узи (нолинчи 
тарт'ибли хосила каби) к номаълумнинг нолинчи д араж аси , 
яъни бир билан алмаштирилади. Характеристик тенгламанинг 
илдизлари k\ ва к2 сонлари булади:

в) kx ва к2 — комплекс сонлар, яъни k 12 =  а  ±  ф, бу ерда

Х|ар ^айси ^олни ало.\ида-ало.\ида ^араймиз.
а) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  ^ а ц и -  

^ и й  в а ^ а р  хил:  кг ф к 2. Бу холда хусусий ечимлар (19.2) фор-
и k \X  к? х  1 ^ «мулага кура у г = е  ва у 2 =  е 2 функциялар оулади.

Бу иккита г/i ва у 2 ечнмнннг чизикли эрклилигинн тек- 
шириш ^олади. 14-§ даги таърифдан бунинг учун у х ва у 2 
функцияларнинг нисбатини тузиш кераклиги келиб чихади. 
Агар бу нисбат .v нинг барча кииматлари учун узгармас сон 
булса, у  1 ва у 2 функциялар чизикли боглик, а к с  х о л л а  у л а р

чизикли эркли булади. Демак, — =  Ц — — е <1‘ Ф  const,  чунки 
' У-2 < *Л ’

kx ва А12 лар шартга кура хар хил. Шундай килиб, у 1 =  ek,x ва у г =

к 2 4 - pk  - f  q — 0. (19.4)

Бунда куйидаги уч хол булиши мумкин:
а) ва к2 — ^аки^ий ва хар хил сонлар, яъни кх Ф  к2\
б) kx ва k2 — хакикий ва тенг сонлар, яъни кх =  к2 = — ~



= е*>л ечимлар чизикли эркли, демак, улар (19.1) тенглама ечимла- 
;шинг фундаментал сисгемасини ташкил этади. Демак, бу функ- 
ияларнинг чизикли комбинацияси

*,Л- | k г,ху  =  CLe С2е -

прилган тенгламанинг умумий ечимини берадн.
1-м и с о л .  Ушбу I/" — 3 / / '— 2г/=  0 дифференциал тенглама 

/чун характеристик тенглама k- — 3k +  2 =  0 куринишга эга'була- 
цг. Унинг илдизлари: kx =  1, k.2 — 2. Фундаментал ечимлар систе- 
viacn: y t =  е '\  у 2 =  е~х■ Дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
куйидагича булади:

У ~  С \вх “Ь С2в~1.

б) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  ^ а ^ и-
к и й  в а т е н г .  k1 =  k2 —— Битта хусусий ечим: у х — ек'х юк;о-

рндаги муло^азалар асосида хосил цилинади. е ^ х функция иккинчи 
хусусий ечим сифатида царалиши мумкин эмас, чунки е к"х =  е к' х . 
Шундай хусусий ечим топиш керакки, у биринчи ечим у х =  е'^х би­
лан чизикли эркли булсин. Иккинчи ечим у ,  =  xek'x функция були- 
ши мумкинлигини курсатайлик. У у х билан чизикли эркли, чунки

у ,  х е :\х  . ,
— =  —г— — х ф  const.
Ух

Бу y 2 =  xeklX функция (19.1) тенгламани ^аноатлантиришини текши-
риш цолди. У ни икки марта дифференциаллаймиз:

у'2 =  ekiX (\ +  kiX),

у'2 =  eklX {k \x  +  2kx).

Уо> У2* У2 лаРни берилган (19.1) тенгламага куямиз:

e*‘v [(£'j х +  2kx) +  р ({ -{- kxx) +  qx] =  0.

К,ушилувчиларни кайта гурухлаймнз ва ек'х = £0  га ^ис^артира- 
миз:

х ( Щ + Р ^  + q ) + ( 2 k 1 + p )  =  0. (19.5)

k1 ~  (19.4) характеристик тенгламанинг илдизи булгани учун (19.5) 
даги биринчи ка вс айнан нолга тенг, яъни k\ +  pki  Ч* q =  0. —

карралп илдиз, яъни kx =  k2 =  — ^  ёки 2кг =  — р булгани учун

(19.5) даги иккинчи кавс >;ам айнан нолга теш, яъни 2£1 +  / ? = 0 .  
Демак, //, =  А-е^лфункция (19.1) тенгламанинг ечими булади ва 
у 1 =  ек'х билан чизикли эркли. Шундай килиб, у г =  е 'х ва у 2 =  
=  xeklX ечимлар (19.1) тенглама ечимларининг фундаментал систе- 
масини ташкил этади. Демак, бу функцияларнинг чизикли комби- 
нациясн
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У =  Сху 1 +  С2У2 — ек' (Сх -)- С2.г)

бу тенгламанинг умумий ечимини беради.
2- м и с о л. Ушбу у" +  А у'  +  4у =  0 дифференциал тенглал 

учун характеристик тенглама к2 +  4/е +  4 =  0 куринишда булад! 
Унинг илдизлари: k y = k 2 = — 2. Фундаментал ечимлар системас 
у 1 =  ё~~х ва i/2 =  яе- "*- Дифференциал тенгламанинг умумий ечим 
цуйидаги куринишда булади:

у  =  с ' (Ci -f- C2.v).

в) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а  м а н и н г и л д и з л а р и  к о м п ­
л е к с ,  ц у ш м a: ky =  а  +  ф, k2 =  а. — ф .  Бу ерда а  —— ~  , Р =

=  | /  q — Хусусий ечимларни куйидаги шаклда ёзиш мумкин:

у г =  e*‘v =  е(“ + ,р) ' =  еас ■ ё?-\
у 2 =  е*>х -  е(“ -  ,р) я =  е“л • е~ £  . (19.6)

(19.6) ифодага ушбу

е,ф =  cos fp — i sin ср 

Эйлер формуласини татбиц ]\илиб, уни куйидагича ёзамиз:
(хх 0 . . ах  . оУх — е cos рх +  ie sin рл\
tt v n • CC-V ♦ ny.2 =  с cos p.v — ie sin p.v.

М аълумки, бир жинсли тенглама ечимларининг чизикли ком­
б и н ац и ям  >;ам тенгламанинг ечими булади. Шунмнг учун куйи­
даги

У 1 “ f-  У 2 01 Q If 1 ---  У  -1 П'/i =  2 -  =  е cos p.v, у2 =  —— =  с sin р д-

функциялар хам (19.1) тенгламанинг ечимлари булади. Улар чизшу

ли эркли, чунки: ~1- =  ctg p .v #  const. Демак, y lt у„ функциялар

(19.1) тенглама ечимларининг фундаментал системасини ташкил эта- 
ди. Шундай килиб, бу функшшларнннг чпзнйаи комбкнйцияси

у  =  еах (Су  cos p.v - f  Со sin p.v)

берплган тенгламанинг умумий ечимини беради.
3 - м и с о л .  Ушбу у'' — 4у'  -г 13;/ — 0 дифференциал тенглама 

учун характеристик тенглама 1C- — 4/г - h 13 == 0 булади. Укинг 
илдизлари: k1 =  2-\~ 3 i, к2 =  2 — 3i; а  =  2, р =  3. Ечимларнинг 
фундаментал системаси: =  с - х cos Зл% у г =  e2r.sin 3.x. Берилган 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у  =  с ( Су  cos 3.v - f  С2 sin 3.v).
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2. Узгармас коэффициентли п- тартибли чизикли бир жинс­
ли дифференциал тенгламалар. Ушбу узгармас коэффициентли 
а- тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламани 
караймнз:

у{п) +  а ^ 1п~ и -  . . . +  а„у -  0, (19.7)

бу ерда ct.-,, . . . , ап — узгармас сонлар. Бу тенгламанинг уму- 
мпн ечимини топиш учун унинг фундаментал ечимлар сисгемасини 
топиш етарлидир. п- гартнбли дифференциал тенглама булган холда 
фундаментал система п та чизикли эркли ечпмлардан иборат була- 
дп. Хусусий ечимни у  =  еи  куринишда излаймиз. Бу функциями п 
марта днфферепниаллаб, у  ва уппнг у', у", . . . , у  "] хосилаларини
(19.7) тенгламага куииб, куйидаги алгебраик тенгламани хосил ки­
ламиз:

/г" +  al kn~ l - f  . . . - f  ап =  0.

Бу  тенглама (19.7) дифференциал тенгламанинг характерис­
тик тенгламаси дейилади. Характеристик тенглама п та илдиз-
га эга: k x, k 2..............k n . Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли генг-
ламага ухшаш бу ^олда хам характеристик тенглама илдизларининг 
характерига кура уларга мос хусусий ечимлар кандай богланишга 
эга эканини курсатамиз.

а) Характеристик тенгламанинг хар бир хакпкий содда k илди- 
зига e"’v хусусий ечим мос келади;

б) дар бир s каррали хакикпй k илдизга s та чизикли эркли 
екх, хек\  . . . , xs~ l ечимлар мос келади;

в) комплекс ^ушма содда илдизларнннг хар бир к х =  а  +  /р ва 
/г2 — а  — ip жуфтига иккита чизикли эркли еах cos [3.v ва е“л sin $х 
хусусий ечим мос келади;

г) карралиги г  булган комплекс кушма илдизларнннг хар бир 
kx =  а  -г /р ва k2 =  а  — $  жуфтига 2г та чизикли зркли хусусий 
ечимлар мос келади:

е’*х co sp * , хеах cos p.v, . . . , x r~ x еа ' cos fiv, 

eax sin p.v, x e xx sin  p.v, . . . , a/_1  e xx s in  p.v.

Характеристик тенгламанинг дараж асн  ёки чизикли бир 
жинсли дифференциал тенгламанинг тартиби к^апдай булса, 
хусусий ечимлар шунча булади. Ечнмларнинг чизикли эркли- 
лигими Вронский детерминанти ердампда нсботлаш мумкин. 
Фундаментал счпмлар снслемаеннп курии, уларнинг чизикли 
комбипациясини тузамиз:

у  — Ci Hi +  Со у 2 +  • • • • ! -  С,, уп, 
бу (19.7) чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими булади. Бу ерда Си  С2, . ■ . , С„ — пхтиёрпп узгармаслар.

4 - ми  со л, Ушбу y ]V — у  =  0 дифференциал тенглама учун ха­
рактеристик тенглама /г4 — 1 = 0  курнпишга эгадир. У пинг нлдиз-
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дари /?! =  1, k,  = — I, k3 =  i, k± —— i. Фундаментал ечимлар сис­
темаси у 1 =  ех, у 2 =  в ~ х, у 3 =  cos х, уц, — sin л:. Берилган тенгла- 
манинг умумий ечими:

у  =  С^е* +  С 2ё~х +  С3 cos х  +  С4 sin х.

5 - м и с о л .  Ушбу y v — 2(/п + 2 / / " =  0 тенглама учун характе­
ристик тенглама /г5 — 2 k l — 2 k 3 = 0  курипишга эга. Унинг илдиз­
лари: — k2 =  /;3 =  0, /е4 =  1 +  Л kb =  1 — г. Демак, тенгламанинг 
умумий ечими куйидагича булади:

у  — Cj -f- C2.v +  C:).v- +  С4е': cos д: +  C3e r sin х.

6 - м и с о л .  Ушбу у х +  8г/ш +  16г/ =  0 тенгламанинг характе­
ристик тенгламаси £5 +  8£3 +  166 =  0 куринишда булиб, унинг 
илдизлари kx =  О, k, з = 2 / ,  5 =  — 2/ булади. Демак, берилган 
тенгламанинг умумий ечими куйидагича булади:

у  =  С\ +  С2 cos 2х +  С3 sin 2х +  С^х cos 2х +  Съх sin 2х.

У з - у з  и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а  в о л  л а р

1. И к к и н ч и  т а р т иб л и  у з г а р м а с  к о э ф ф и ц и е н т л и  ч и з и к ли  бир  ж и н с л и  д и ф ф е ­
р е н ц иа л  т е н г л ам ан и  ечиш у су л ин и б а с н  цилинг .  Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а  
д еб  н и ма г а  а й т и л а д и  ва  у  к,андай т у з и л а д и ?

2. И к к и н ч и  т а р т иб л и  у з г а р м а с  к о э ф ф и ц и е н т л и  чи зикли  бир ж и н с л и  т е н г л а ­
м а н и нг  х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а  и л д и з л а р и  х,ац!щий б у л г а н д а  у м у м и й  ечи- 
мини топиш ф о р м у л а с и н и  к е л ти р иб  чик,аринг.  М и с о л  келтиринг .

3. 2- то п ш н р и к н и  характеристик  те н г л а м а  и л д и з л а р и  тенг  б у л г а н  хол  учун 
б а ж а р и н г .

4. Х у д д и  шунинг  узнни к о м п л е к с  и л д и з л а р  б у л г а н  >^ол учу н б а ж а р и н г .
5. У з г а р м а с  к о э ф ф и ц и е н т л и  чиз икли  бир ж и н с л и  л - т а р т и б л и  дифференциал 

т е н г л ам ан и нг  у м ум ий  ечими х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а  и л д и з л а р и г а  б о глиц  
^ о л д а  к а н д а й  т у з и л а д и ?

С. 4 25 1 — 5264, 4 3 0 1 — 4310-  м а с а л а л а р к и  ечинг.

20- §. Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал  
тенгламалар

Бир жинсли булмаган ёки унг томони берилган дифферен­
циал тенглама деб

У{п)+  «1 (х) У("'_1) +  о2(х) У(п~ 2) +  ■ • • +  ап (х) у  =  /  (*) (20.1)

куринишдаги дифференциал тенгламага айтилади. Чизицли диф ­
ференциал операторнинг ифодасидан фойдаланиб, (20.1) тенг­
лам ани

L \ y ] = f ( x )  (20.2)
куринишда езиш мумкин. Бу — бир жлнели булмаган тенгла­
манинг ечими шундай функция эканини билдирадики, унга 
L[ y ]  чизикли оператор берилган f (х) функцияни мос 1\уяди.

(20.2) тенглама билан бир 1̂ аторда
Ь [ у ] =  0 (20.3)
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еигламани хам караймиз. Бу тенглама берплган бир жинсли 
л 'лмаган тенгламага мое бир жинсли тенглама дейилади.

1. Умумий ечимнинг структураси. Куйидаги теорема чизикли 
1нр жинсли булмаган тенглама умумий ечимининг структура- 
иьIи аник,лашга ёрдам беради.

1 - т е о р е м а .  Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими бу тенгламанинг хусусий ечими ва 
мае бир жинсли тенламанинг умумий ечими йигиндисидан ибо­
рат.

11с б о т  и. Бу (20.2) тенгламанинг бирорта .хусусий ечимн- 
1Ш у  оркали, бу тенгламага мос бир жинсли (20.3) тенглама- 
пипг умумий ечимини У оркали белгилаймиз. Бу белгилаш- 
ларга кура куйидагинн езиш мумкин:

L[ij] =f ( x) ,  L [V’J =  0.

Энди бу ечимларнинг ингиндиенни тузамиз:

y = Y  +  y.  (20.4)

Бу функцияии (20.1) тенгламага куннб, операторнинг аддитив­
лик хоссасини эътиборга олсак, куйидагига эга буламнз:

L [у] =  L [К - у] = L [ Y ] + L  [у] =  / (.г) +  0 -  f  (х).

Шундай килиб, // Y у  функция берплган (20.2) тенгламани 
жшоатлангиради, яъни унинг ечими булади. Энди (20.4) пфода уму- 
Miiii ечнм эканини исбоглаш !\Олди.

Агар //j, у 2, , у п функциялар бир жинсли (20.3) тенглама- 
нииг (фундаментал ечимлар системаснни ташкил этса, у холда унинг 
умумий ечими бу функцияларнииг чизикли комбинациясидан иборат 
булади:

У =  С у II, т  С 2; /2 +  • • • т С „ ! / „ ,

бу ерда Сг, С.,, . . . , С„ — ихтиёрий узгармаслар.
У холда (20.4) пфодапи куйидагича ёзиш мумкин:

// =  ;/ +  С,//, +  Су., . . .  -  Сп у п . (20.5)

(20.5) нфода (20.2) тенгламанинг умумий ечими эканини кур- 
сатиш учун ушбу

У(-Ч) =Уо- у ' ( Х о ) ^ и о > ■ ■ ■ . »<Л-1)(^о) =  '/о!_1) (20-6>
бошлангич шартлар кандай булпшпдан катъи назар Clt С2, . . . , Сп 
ихтиерий узгармасларнииг шундай кийматларини топпш мумкиики, 
узгармасларнпнг бу кииматларпда (20.5) ечим берплган (20.6) бош­
лангич шартларни капоаглантпрпшнни курсатпш керак, яы ш  уму­
мий ечнмдап берплган бошлангич шартларда уларга мос хусусий 
ечнмнн ажрг.: :б олнш мумкин эканлшшш курсатпш керак.

(20 5) функция (20.6) бошлангич шартларни цаноатлан- 
тиренп:
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У о  +  Cilho +  С 2У 20 ~ r  . . .  -т С n =  у 0,
У  о +  С \ У \ а  +  С,2 у'т +  . . . +  Сп y , ‘l0 =  у 0 ,

еки

ClUlO C-J/2и т . . .  - [ С п у , „ '— //,, Уд.

Бу ерда

у 0, у0 , . . , у 1" !) оркали у  функция ва унинг ^осилаларшшнг 
х =  х0 нуктадаги киймати;

'о » ■ ■

у 10, у ш, . . . , y\nQ '* оркали /д функция ва унинг хосилалари­
нинг .V =  .vit нуцгадаги кинматн;

;/„0, . . . , у (” 11 оркали у 2 функция ва унинг хосилалари­
нинг ,v =  хп нуктадаги киймати ва к.;

У„о' Уп г  • • • > У{" '* оркали у  фуикцияшшг ва унинг ^осилала-
рининг х  — л-,, нуктадаги киймати белгиланган.

Натижада С,, С„ . . . , Сп номаълумларга нисбатан п та алгсб- 
раик тенгламалар системаси (20.7) ни хосил киламиз. Агар бу сис- 
теманинг бош детермннанти полга тенг булмаса, система ягона ечнм- 
га эга булади. Бирок;, системанинг бош детермннанти у 1л у 2, . . . , у п 
фундаментал ечимлар системасининг Вронский дстерминантидан ибо- 
ратднр:

Бу детерминант нолдан фаркли, чунки у 1, у 2, ■ ■ ■ , Уп функциялар 
чизикли эркли. Шундай килиб, (20.7) система ечимга эга, у ягона 
ечимга эга булиб, бу ечим Крамер формуласи ёки Гаусс усули 
ердамида аникЬшади.

Бу ердан (20.5) функция ёки (20.4) ^аралаётган  (20.1) ёки
(20.2) дифференциал тенгламанинг умумий ечими экани келиб 
чикади.

Шундай килиб, бир жинсли булмаган чизикли тенгламани 
ечишда бир жинсли тенгламани ечишга нисбатан фар]\ бир 
жинсли булмаган тенгламанинг бирорта хусусий ечимини то- 
пишдан иборат экан.

Хусусий ечимларни топишда цуйидаги теоремадан фойдала- 
ниш мак^садга мувофи^.

2 - т е о р е м а .  А г а р  бир жинсли булм аг ан  (20.1) ва  (20.2) 
тенгламанинг i/ н г  томони иккита функциянинг йигиндисидан  
иборат булса,  яъни

■ ■ , jk c l  =  W  ( х о>-

L [у\  — /1  (-*) +  /2 (х)
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•'njjica, у холда бундай тенгламанинг хусусий ечимини i/нг то- 
монлари f i (x)  ва f2(x) булг ан  мос тенгламаларнинг хусусий  
ечимлари йигиндиси сифатида %осил илши мумкин.

И с б о т и. Ушбу

I- L'/i] /1 (х) ва L  [г/2] =  / ,  (.г)

тенгламаларни цараймиз. Айтайлик, у л ва г/, функциялар 
мос равишда бу тенгламаларни каноатлантирсин, яъни

L [г/,1 =  /1 (х) ва L [г/,] =  f3 (x).
Чизикли дифференциал операторнинг аддитивлик хоссасига 
кура:

L Wi +  7li\ =  L  ['/1] - t y  li/fi] =  /1  (x) -I- /2 (x),

яъни L [y] =  11 (x) +  f , ( x )  булгапи учун y =  t/L +  y 2 функция (20.2) 
тенгламани каноаглантиради. Теорема исботланди.

Бир жинсли булмагап тенгламанинг хусусий ечимини то- 
пишннпг умумий усулипи курсатамиз.

2. Лагранжникг ихтиёрий узгармасларни вариациялаш усу-
ли .  (20.3) бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини тузамиз:

\ =  С1У1 +  С2у 2 +  ■ • ■ +  С„ у п .
Бир жинсли булмаган (20.2) тенгламанинг хусусий ечимини Сь 

С.,, . . . , С„ ларнн .V пинг функцияси деб, юцоридаги шаклда, яъни

I! =  Ci (.V) у х +  Со (х) г/о - [ - . . .  -Ь с„ (х) у п (20.8)
куринишда излаймиз. Бу функцияларни шундай топиш талаб 
кплннаднки, (20.8) ечим (20.2) тенгламани цаноатлантирсин. 

Куйидаги тенгламалар системасини тузамиз:

С] г/, +  С, у2 -}- . . . - f  Сп у п - - 0,

Ci У\ +  О  у.2 +  ■ . . +  Сп у п =  0,

с ,  ;'//г_2) +  С] /Л"- -' - Г  . . • +  с '  =  о, (20.9)

с; у1г 1) ; с.; / / Г 1} +  . . . +  с; у((; - !>=/(.>•).
Ног.цгьлум С. , С, , . . . ,  С, лардан иборат бу тенгламалар систсма- 
сн ечнуга эга, чуикн смстеманипг С, , С, , . . . , С п лариннг олди- 
ларидагп козффпцнентлардан тузилган бош детермтшантп чизикли 
эркли г,у, . . у я хусусий ечнмларнпнг Вронский детермниан- 
тидаи иборатдкр. Маълумкп, бундай детерминант чизикли эркли 
функциялар учун полдап фарклидир.

Шундай килиб, (20.9) система С, , С2 , , С функцияларга 
нисбат-ш ечилншн мумкин. Уларпи тониб, иитеграллаймиз:

C L — ' Cj dx  г  С1(
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с 2 - 1 a, dx +  с 2,

с„ =  г с , >  +  с,г,

бу ерда C l  С2, . . Сп — пптеграллаш узгармаслари.
Энди

У =  СуЦу +  Сйу ,  Сп у п (20.10)
бир жинсли булмаган (18.2) тенгламанинг умумий ечими эка- 
нини исботлаймиз.

(20.10) ифодани п марта дифференциаллаймиз, бунда >;ар 
гал (20.9) тенгликни эътиборга оламиз. ^уйидагига эга була- 
миз:

у  =  СгУх +  С2//2 +  С „ у „,

У' =  С, у х -г С2 у.2 +  • • • +  С„ уп,

у'"-1' =  с, у;"-0 - г  С., у*-" + . . . + с пу(пп~" ,
У{п) =  с, у';1) +  с, у™ +  . . .  +  с„ у';1 +  / w .

Биринчи, иккинчи, . . . . , нихоят, сунгги тенгламанинг ^адларнни 
мос равишда ап, аг_ х, . . . , а, ларга купантирамиз ва цушиб,
L[ y]  = /(-v) ни .\осил киламиз, чунки //., . . . ,  у п бир жинсли
(20.3) тенгламанинг хусусий ечими ва шунипг учун 

L Ш  =  О, L [у2] =  0 ------ - L [уп ] =  0.
Д ем ак,

У =  С1//1 +  Со/;'2 -г ■ ■ ■ +  С„ у„

функция бир жинсли булмаган (20.2) тенгламанинг ечими булади, 
бу ерда Ci, С2, ■ ■ ■ , Сп лар (20.9) дан ан шушнган функциялар.
Бу ечим п та Су, С2, . . .  , Сп ихтиёрий узгармасларга боглшу Д е­
мак, бу ечим умумий ечимдан иборат булади.

1 - м и с о л .  Ушбу дифференциал тенгламани ечинг:
у " ' +  у ' =  tg.v.

Бу тенгламанинг характеристик тенгламаси /г* - f  k =  0, — 0, 
/г., з = z b i  илдизларга эга. Мос бир жинсли тенгламанинг ечими:

у  =  Су +  С2 cos х Н- С3 sin .v,

яъни
Уу =  1, у 2 — cos х, ;/3 =  sin X.

Хусусий ечимни х;ам шу куринишда изланмиз. Бундай тенг­
лама учун (20.9) система цуйидаги куринишда булади:

• / *
Cj +  С2 cos л' +  С3 sin х =  0,
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-— C2 sin х  +  С3 cos х =  О,

— C\ cos x — C3 sin x =  tg  x.

Иккинчи тенгламанинг иккала кисмини sin х га, учинчи тенгла­
манинг иккала к,исмини эса cos х га купайтириб, кушсак С, =
— — sin х ни .^осил киламиз. У холда иккинчи тенгламадан С3 —

sin2* ,  „—   келиб чикади. Биринчи ва учинчи тенгламаларнинг иккала
COS X

кисмларини ^ушиб, С, =  tg х ни топамиз. Интеграллаш цуйидагини 
берадн:

Ci = — In | cos x 1 +  Ci, C2 =  cos x -f- С2,

C3 =  sin x — In
Ц т  +  f ) С,-

Бу ердан берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий 
ечимини ^уйидаги куринишда .хосил циламиз:

у  = — In | cos х | +  Ci +  cos2 x +  C2 cos x  +  sin2 x —

— sin x-!n
t g ( f +  | ) | + С я  S' n *

екн

у  — Cj - f  C2 cos x +  C3 sin x — In j cos x | — sin x In
V  4

бу ерда sin2 x +  cos2 x =  1 булгани учун Ct =  Ct +  1.
2 - м и с о л .  Ушбу дифференциал тенгламани ечинг: у " ------ г / '= х .

Бу тенгламанинг коэффициентлари доимий эмас.
а) Мос бир жинсли дифференциал тенглама у" ----- - у'  =  0 ёки

х
— =  — нинг умумий ечимини излаймиз. Мос бир жинсли дифферен- 
У' X '
циал тенгламадан:

In у' =  In х +  In Ci ёки у ’ =  Сг х. Ингеграллаб, топамиз: у  =  
— ~ С

=  С1х2 - \ -С2, бу ерда С1 =  -^. Шундай цилиб, фундаментал систе­

ма: y t ~  х2, у 2 =  1 дан иборат.
б) Хусусий ечимни уша куринишда излаймиз. (20.9) сис­

темами тузамиз:
j с; х2 +  с* =  о,
| С, 2х +  0 =  х.

I J / 2̂
Бу ердан С, =  —, С2 = — —. Интеграллаймиз:

С\ =  ~  х +  Ci,  С2 = - |  +  С3.
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У — | — а  +  Ci j х г +  С., — — — Сх .V2 +  С2 +  —.

Г  з-у з и н и т е к  ш н р и ш у ч у н  с а в о л л а р

!. Ч и з и к л и  бир ж и н с л и  б у л м а г а п  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а н и н г  у м у м и й  e i a . i i  
т у г р н е н д а г н  те о р е м а п п  и ф и д а л а и г  ва и сботлан г .

2. Ь н р  ж и н сл и  б у л м а г а н  т е н г л а м а н и н г  уиг том онн  и а ъ л у м  ф у п к ц п я л а ;л  алг 
is::п !:Iдпси к Г р н и и н ш д а  т а с в и р л а н г а н д а  у ш ш г  хусусий еч им к  к,анд:-а ту- 
з и л а д и ?

3. П ч ти ё р и н  у з г а р м а с л а р и и  в а р и а и и я л а ш  у су л и  н н м а д а н  и б о р ат?
4. [280— 4282, 4 3 1 4 — 4316- м а с а л а л а р н и  ечииг.

21- § .  Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли  
булмаган дифференциал тенгламалар

Чизикли бир жинсли булмаган тенгламаларнинг коэффи- 
циентлари узгармаслар  булган хусусий .\олни ^араймиз.

Чизикли бир жинсли булмаган тенгламани ечиш бир жинс­
ли тенгламани ечишдан бир жинсли булмаган тенгламанинг 
бирорта хусусий ечимини топиш билан ф ар^  ^илади. Чнзшуш 
бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топиш- 
нинг ани^мас коэффициентлар усулинн карашга утамиз. Бу 
усул уиг то.мони махсус куринишда булган тенгламалар  учун 
татби;>; килинади. Агар тенгламанинг унг томонида курсаткич- 
ли функциялар, сипуслар, косипуслар, купхадлар ёки уларнинг 
бутун рационал комбинациялари иштирок этаётган булса, бу 
усул бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини 
топишга имкон беради. Бунда, табиийки, хусусий ечимни унг 
томоннинг шаклига ухшаш ш аклда излаш керак булади. Буи- 
дан ташкари, хусусий ечимнинг шакли тенгламанинг чап томо- 
нига хам богли^дир.

Аввал иккинчи тартибли дифференциал тенгламани муфас- 
сал цараб чицамиз, сунгра унинг нагижаларини п -тартибли  
дифференциал тенгламалар учун умумлаштирамиз.

1. Иккинчи тартибли узгармас коэффициентли чизицли бир 
жинсли булмаган дифференциал тенгламалар. Ушбу иккинчи 
тартибли узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли бул­
маган дифференциал тенгламани ^араймиз:

У" +  РУ' +  ЯУ =  f  W . (21.1)
бу ерда р ,  q  —  узгармас сонлар.

Ушбу

k2 +  pk - г  q =  0  (21.2)

берилган бир жинсли булмаган (21.1) дифференциал тенгла- 
мага мос чизикли бир жинсли

у ” т- РУ' +  ЯУ =  0

Д ем ак , берилган тенглам анинг умумий ечим и
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!,ифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси була- 
1И. 1(х)  функциями куйидагича ёзиш мумкин булсин:

/  (х) =  еух \Рп (х) cos 6х +  Q m (х) sin бх], (21.3)

'>у ерда у, б — маълум сонлар, Р„(х), Q,„(x) — маълум купхадлар. 
Бу функциянинг хусусий .уэлларпни куриб чикамиз.

i. 7 =  0, 6 =  0 булсин, у холда [  (х) =  Р п (х), бу ерда Р п (х) 
п- даражали купхад. // хусусий ечимни п- даражали ушбу купхад 
курппншида излаймиз:

у  =  Rn {х) =  А0 хп +  А 1 хп~ ] +  . . . -г  Аптт1х +  Ап, (21.4) 

бу ерда А 0, A v  A v  . . . , Ап — топилиши керак булган номаълум 
коэффициентлар. Уларни у  ^  R n (д-) функция (21.1) тенгламани айнан 
каноатлантириши шартидан аниклаймиз. (21.4) ифодани икки марта 
ди [к'реренциаллаймиз:

у Rn (х) =  п А0 хп~ 1 -г (п —  1) А ^ 2 +  . . . Лп_,, 

у" =  R'x (х ) =  п (п — 1) А0 хп~ 2 +

-\-(п — 1 ){п — 2) А 1 х 3 +  ■ ■ • +  2Ап_ Т

У> У > У' ларни (21.1) дифференциал тенгламага куйиб, куиида- 
гини ^осил ^иламиз:

R n + p R n + < i R n  =  PnW>  (21-5)

бу ерда R n— п- даражали купхад; R n — (п — 1)- даражали купхад;
R n — (//• — 2) - даражали купхад.

Мумкин булган холларни караб  чицамиз.
а) q Ф  0 булсин (яъни характеристик тенгламанинг илдизлари 

кхф  0, къ Ф Щ,  у з^олда (21.5) тенгликнинг чап ва унг томонлари- 
да я-даражали купхадлар туради. х нинг бир хил даражалари 
олдидаги коэффициентларни тенглаб, (п +  1) та Л0, Л,, Л2, . . . , Ап 
номаълум коэффициентларни аницлаш учун п +  1 та тенгламадан 
иборат системани з^осил ^иламиз. Шундай килиб, бу холда хусусий 
ечим у  — R„(x) куринишда булади.

б) q — 0, р Ф §  ((21.2) характеристик тенгламанинг илдизлари: 
к1 -= 0, к2 Ф 0 )  булсин. Агар хусусий ечим яна у  =  Rn (x) шаклда 
излаиса, (21.5) тенглик цуйидаги куринишга келади:

R n + p R ’n = Р п М-  (21 -6)

Чап томонда (п — 1 ) - даражали купхад, унг то.монда эса «-дара- 
жали купхад турибди. Демак, хеч цандай А0, Л,, . . . , А п ларда
(21.6) аиният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаълум 
коэффициентлар сонини оширмай (п +  1)- даражали купхад кури- 
ннпшда олиш керак. Бушшг учун R n {x) ни л: га купайтириш етар-
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ли. Шундай килиб, бу холда хусусий ечим у  =  x R n (х) куринишг; 
эга булади.

в) q =  0, р  =  0 ((21.2) характеристик тенгламанинг илдизлари: 
к г =  к2 =  0) булсин. Агар хусусий ечнмни у  — R n (х) шаклда излай- 
диган булсак, (21.5) тенглик куйидаги куринишда булади:

R n = P n W-  (21-7)
Чап томонда (п — 2)-даражали купхад, унг томонда эса и-даража- 
ли купхад турибди. Демак, .^еч бир Л0, А {, . . Ап ларда (21.7) 
айният була олмайди. Шунннг учун хусусий ечимни номаълум 
коэффициентлар соиини оширмай (п — 2) - даражали купхад шакли- 
да олиш керак. Бунинг учун R„(x)  ни х- га купайтириш етарли. 
Шундай килиб, бу холда хусусий ечим у  =  хг R n(x) куринишда бу­
лади.

Х у л  ос а .  а) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг илдизла­
ри билан устма- уст тушмаса, у  — Rn (x) булади.

б) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг битта илдизи билан 
устма-уст тушса, у  =  х R n(x) булади.

в) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг иккала илдизи би­
лан устма-уст тушса, y — x2R n(x) булади.

1 - м и с о л .  Ушбу у" +  4у'  +  3у  =  х  дифференциал тенглама­
нинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  a) k 2 +  4k  +  3 =  0 характеристик тенглама k\ = — 1, 
&2=  — 3 илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал тенглама­
нинг умумий ечими

Г =  Схе~х +  С2ё~Лк

куринишда булади.
б) Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал тенглама­

нинг унг томони f ( x ) = x  = Pi ( x )  курннишга эга, шу билан бир- 
га 0 сони характеристик тенгламанинг .^еч ^айси илдизи билан  
устма-уст тушманди, шунинг учун хусусий ечимни у = А х + В  
куринишда излаймиз. Номаълум Л ва В ларни топиш учун у  
функциянинг ва унинг ^осилаларининг ифодаларини берилган  
тенгламага куямиз ва чаи хамда унг томондаги коэффициент-  
ларни так^ослаймиз. Бунинг учун у,  у',  у" ларнинг ифодала­
рини ва уларнинг тенгламага кирган коэффициентларини ёзнб  
чи^амиз. Н атиж ада ^уйидагини ^осил циламиз:

3 у  =  Ах  +  В,

4 у'  =  А <

1 У" = о.
Хисоблашларни бажариб, 3 (Ля +  Б) +  4Л =  х га эга буламиз. Бу 
ердан коэффициентларни тенглаб,
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f ЗА —
[ З В  +  4 Л = 0

снстемаии хосил киламиз. Бу системами ечиб, А =  —  , В — ---- —
• ' ‘ 3 9

— I 4
ларнн топамиз. Шундай килиб, хусусий ечим у  =  ~ х -----— бу­

лади. Умумий ечим эса у  =  К +  у  =  С1е~х +  С2е~3х -(— — х ----- ---
3 9

дан иборат булади.
II. ст =  0 булсин, у холда f (х) =  е ух Рп (х), бу ерда Y— маълум 

сон, Р (х) эса п- даражалн маълум купхад. Дифференциал тенгла­
манинг хусусий ечимини

~у =  ё {Х\ { х )  (21.8)

куринишда излаймиз, бу ерда R n {x) — юкоридагига ухшаш л-дара- 
жали купхад, унинг коэффициентлари А 0 , А { , Ап — номаъ- 

лумлар. Уларни у  =  eyxR n(x) функция (21.8) тенгламани айнан ца- 
ноатлантириши керак деган шартдан аниклаймиз. (21.8) ифодани ик­
ни марта дифференциаллаймиз:

7  = еУХ {К, +  у К ) ,

у"  =  i^Rn + 2 y  Rn +  у R n | .

у ,  у' ,  у" ларни (21.1) тенгламага куйиб,

R ’ +  (2 V +  р) R n +  ( Y2 +  р У +  q ) Rn =  Рп (х) (21.9)

ни ^осил ^иламнз. Мумкин булган ^олларни ^араб чицамиз.
а) y (21.2) характеристик тенгламанинг илдизн булмасин (яъни 

v Ф к , , у ф  к,). У холда (21.9) тенгликнинг чап ва унг томонида 
п- даражали купхадлар туради. .v нинг бир хил даражалари олди- 
даги коэффиииентларни тенглаб, ( п  +  1) та А 0 , , . . . , Ап но- 
маълумларн и акиклгш учун п ~\- 1 та тенгламадан иборат система­
ни >;осил киламиз. Шундай килиб, бу холда дифференциал тенгла­
манинг хусусий ечими

~У =  eyxR n (x)

куринишда булади.
б) у (21.2) характеристик тенгламанинг бир каррали илдизи бул­

син (яъни у =  ku у Ф k lt ёки у ф  k\, y = k 2).
Агар хусусий ечим у  =  еух R n (*) куринишда изланадиган булса, 

у ^олда (21 .9) тенглик куйидаги куринишга эга булади:

R n + ( 2 y + p ) R ' n = P n (x). (21.10)

Бу ерда чап томонда (п — 1)-даражали купхад, унг томонда эса
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л-даражали купхад турнбди. Демак, хеч кандай /?0 , А 1 , . . . , А п 
ларда (21.10) айният булиши мумкин эмас. Шунинг учун хусусий 
ечимда номаълум коэффициентлар сонини оширмасдан R n (х) урнига 
x R n (x) купхадпи олиш керак. Шундай килиб, бу холда дифферен­
циал тенгламанинг хусусий ечими

у  =  д-е"' • R n (х)

куринишда булади.
в) у (21.2) характеристик тенгламанинг иккн каррали илдизи 

булсин (яъни у =  ky — k2). Агар хусусий ечим у  =  е ' л R n (x) шакл- 
да изланса, у холда (21.9) тенглик куйидаги куршчгпга эга булади:

Rn =  P n M-  (21.11)

Бу ерда чап томонда (п—2)-даражали купхад, унг томонда эса п- 
даражали купхад турибди. Демак, хеч кандай А 0 , А х , . . . , А  
ларда (21.11) айният б\/ла олмайди. Шунинг учун хусусий ечимда 
номаълум коэрфидигнглар сонини онф м д:дан  R n (x) урнига x'2-Rn(x) 
купхадпи олиш керак. Шундай килиб, бу холда дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечими

у  =  х' e !XR n (х)

куринишда булади.
Х у л  о с а .  а) Агар у ф к , ,  к,  булса, y  =  ey x R n (x).
б) Агар у —■ ki ф  к булса, у  =  xeyx R n (х).
в) Агар 7 =  /?i =  к2 булса, у  - х2 е ух R n (х).

2- м и с о л. Ушбу

у " ~ Ь у '  +  6у  =  е"х( Зх — 2)

дифференциал тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  a) к 2— 5& +  6 =  0 характеристик тенглама к \ = 2 ,  

&2 =  3 илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал тенгла­
манинг умумий ечими

Y  =  С,е2х +  С . / х

булади.
б) Дифференциал тенгламанинг унг томони f  (х) — е2х (Зх — 2) =  

=  ечх Ry(x)  курннишга эга. Бунда у =  2 =  къ  шунинг учун хусу­

сий ечим: у  =  х(Ах  +  В) е х куринишда булади. Бундай у',  у" 
ларни топамиз:

у '  =  е *  ( 2 Ах' +  2 Вх +  2 Ах  +  В  ) , у" =  е~' ( 4 Ах'  -|- 4 Вх  +
+  8Ах  +  4В +  2А ) .
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Берилган дифференциал тенгламага у,  у' ,  у" ларни куйиб, куйи- 
дагига эга буламиз:

.г- (6Л — 10/1 +  4Л) +  х ( 6 В  — 10В — ЮЛ +  4В +  8Л) +
-!- (—5В  +  4В  +  2Л) =  За- — 2.

х  нинг бир хил д ар аж ал ар и  олдидаги коэффициентларини тенг- 
лаимиз, натижада:

х  I ■—2Л =  3, | 
х° I 2Л — В  =  — 2 j .

з
Системани ечиб, Л = -----— , 5  =  — 1 ларни топамиз. Демак, ху-

„ — / 3 ‘ \  .  „суснн ечим у  =  е ( -----— х- — х) куринишда, у.мумии ечим эса

у  =  Y  +  у  =  Схе х --г C,e3v +  е~х ^---- х 2 — х'}

куринишда булади.
III.  у, 6=^0 булсин, у холда

f (х) =  еух | Р п (х) cos б х +  Qm (х) sin б х] .

Хусусан, агар / “л ( х ) з 0  булса, /  (х) =  eyxQm (х) sin б х\ агар Q„,(x) =  

=  0 булса, у .холда /  (х) =  еух Р п (х) cos б х. Юкоридаги (1,11 доллар) 
га у.хшаш муло.хазалардан куйидаги хулогаларга келамиз:

а) Лгар v +  ;6=^/cj,  k.2 булса {кг, ^  — характеристик тенглама 
илдизлари), у холда хусусий ечимни унг томон шаклида излаш 

керак:

у  =  еух [ и (х) cos б х +  и (х) sin б х] ,

бу ерда и (х), v(x)  — номаълум коэффициентли купхадлар булиб, бу 
коэффициентлар у  берилган (21.1) дифференциал тенгламани кано- 
атлантнриши керак деган шартдан топилади. и{х)  pa v(x)  купхад- 
ларнинг даражасгг берилган Р п (х) ва Qm (х) купхадларнинг энг гово­
ри даражаснга генг эканини кайд киламиз.

б) Агар Y +  ;6 =  /ei булса, хусусий ечимни

у =  хеух [ и (х) cos б х  +  v (.х) sin б х]

куринишда излаш керак.
f(x)  функцияда синус ёки косинус иштирок этмаганда .^ам 

хусусий ечимнинг шакли са^ланишини цайд г^илиб утамиз. К*а- 
ралаётган хол учун хусусий холни, яъни

f(x)  =  M  cos б х -f- iV sin б х

булган холни царайлик, бу ерда М,  N  — узгармас сонлар.
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а) агар k2 булса, хусусий ечимни

у  =  A cos 6 х  +  В  sin б *

куринишда излаш керак, бу ерда А,  В  — номаълум коэффициент - 
лар;

б) агар б i =  kY Ф k2 булса, хусусий ечимни

у  =  х (A cos б * +  Б  sin б х)

куринишда излаш керак.
3 - м и с о л. Ушбу у"— 2y' +  f /= s in*  дифференциал тенглам а­

нинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  а) к2— 2 /г + 1 = 0  характеристик тенглама k ] =  k2= l  

илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

У =  е (С\ -f- С2х)
булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг томони f (х) — sin х  =  
=  М  cos б х  +  N  sin б * куринишга эга. Бунда £>i =  i Ф  k ly к2. Шу­
нинг учун хусусий ечимни куйидаги куринишда излаймиз:

у  — A sin л: +  В  cos*,

у' ,  у" ларни топамиз.

у'  =  A cos х  — В sin х, у" =  — A sin * — В cos *.

у, у' ,  у" ларни берилган дифференциал тенгламага куйиб, топа­
миз:

(A -f 2В — A) sin х +  (В — 2А — В) cos х  =  sin х.
s in *  ва cos* лар олдидаги коэффициент ларни та^кослаб, топа­

миз:
sin * 2В =  1, 
cos * —2А =  0.

Бу ердан А =  О, В — — . Демак, тенгламанинг хусусий ечими: у  — 

=  —— cos *. Умумий ечими: у  =  Y  +  у  . Шунинг учун: 

у  =  ех (С1 +  С2х) +  cos *.

4 - ми  с о  л. у" +  4у =  cos 2* дифференциал тенгламанинг уму­
мий ечимини топинг.

Е ч и ш .  a) k2 +  4 =  0 характеристик тенглама k{ 2 =  ±  2/ ил­
дизларга эга, бу ердан а  =  0, Р =  2. Мос бир жинсли дифферен­
циал тенгламанинг умумий ечими

Y  =  С\ cos 2* +  С 2 sin 2*
булади.
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б) Дифференциал тенгламанинг уиг томони / (*) =  cos 2х =  
=  /VI cos b х +  N  sin 6 x  куринишга эга. Бунда: б i — 2i =  fc, ф  к,- 
Шунинг учун хусусий ечимни цуйидаги куринишда излаш керак:

у  =  х (A cos 2х +  В sin 2х).

у ’, у" ларнн топамиз:

//' =  (Л -г 2 Вх) cos 2х  — {В — 2Лл‘) sin 2х,
у" =  (2В -\- 2В —  4 Ах) cos 2х +  (— 2Л — 2Л —  4S.v) sin 2х.

у, у',  у ” ларни дифференциал тепгламага куйиб, куйидагига 
эга буламиз:

(4Лл- 2В 2В — 4.4.v) cos 2х Л* (4/ .̂v —
— 2Л — 2Л — 4Вх) sin 2 х — cos 2.v.

sin 2v, cos 2* ларнинг олдидаги козффициентларни тенглаб:
cos 2х I 4В — 1, 
sin 2х I — 4Л =  О

А =  О, В — —  эканини топамиз. Xvc+cnii ечим:
4 '  ‘

— 1 - оа =  —  д- sin 2.v.
4

У холда дифференциал тенгламанинг умумий ечими 

у  =  К - f  // =  С, со? 2х -г С.2 sin 2х -f  ,v sin 2х

булади.
2. Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли булмаган  

л-тартибли дифференциал тенгламалар. Ушбу узгармас коэф­
фициент лп чнзшучи бир жинсли булмаган п- тартиоли дифф е­
ренциал тенгламани цараймиз:

i f l) Н- о, у ,п~ 1) +  а, у ч'~'2> Н- . . . Л- а пу  =  / (.v), (21.12) 

бу ерда о, , я ., , . . . , ап — узгармас сонлар. Д\ос бир жиисли

у {п) +  о, / / ' - 1) а2 //■'“  ; т  • ■ • +  а„ у  =  0 (21.13) 

дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси
I  И  1 ]  /1 “  I I I | | А

к -г  а 1 k +  д2 ‘ • * • т  ап =  О

булсин. (21.12) тенгламанинг умумий ечими у  =  >'-Ь у  каСи ту- 
зилиши маълум, бу ерда У — мос бир_жинсли (21.13) диффе­
ренциал тенгламанинг умумий ечими, у  эса берилган бир жинс­
ли булмаган дифференциал тенгламанинг хусусий ечими. f (х)  
функция махсус (21.3) куринишга эга булган ^олда хусусий 
ечимни .\ам уша (21.3) ш аклда излаш керак. (21.3) куриниш-
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нинг хусусий ^олларини куриб чикамиз ва хусусий ечим шак- 
лини тузиш ^оидаларини келтирамиз.

I. f ( x ) = P n (x) булсин, бу ерда Р п (х) маълум кугцад. Агар О 
сони характеристик тенгламанинг карралиги г булган ечими булса, 
хусусий ечимни у  =  xr R n (х) шаклда излаш керак, бу ерда R n (х) — 
купхад булиб, унинг даражаси Рп (х) нинг даражаси билан бир хил, 
лекин коэффициентлари номаълум.

II. /  (х) еух =  Р п (х) булсин, бу ерда у — узгармас сон. Агар у сон 
характеристик тенгламанинг карралиги г булган нлдизи булса, ху­
сусий ечимни

и =  *  e'' xR n (х)

шаклда излаш керак, бу ерда R n (x) хам Р.-Л*) билан даражаси бир 
хил булган кугцад.

III. /  (.v) =  М  cos б х +  sin б х булсин, бу ерда М,  N,  б — уз­
гармас сонлар. Агар Ы  сон характеристик тенгламанинг карралиги 
г булган илдизи булса, хусусий ечимни

у  — xr (A cos 6 х +  В sin б х)
шаклда излаш керак, бу ерда Л, В — номаълум узгармас коэффн-
циентлар, f(x)  функцияда факаг синус ёки фпкат косинус катнаш-
ган, яъни f (х) =  М  cos б х ёки f(x)  — N  sin б д: холда хам хусусий 
ечимнинг бу шакли счкланиб колади.

IV. /  (х) =  еух Г Р п (х) cos б .v -j- Qm (х) sin б х \ булсин, бу ерда у, 
б — узгармас сонлар, Рп (.v), Q„, (*) — маълум куп.хадлар. Агар у т  
+ / б сон характеристик тенгламанинг каррллнги г булган илдизи 
булса, хусусий ечимни

у  =  хг еух [и (.v) cos б х  +  v (х) sin б х ]
куринишда излаш керак, бу ерда и(х),  и (х) — коэффициентлаои но­
маълум купхадлар булиб, уларнинг даражаси Р п (х), Qm (x) купхад­
ларнинг энг юкори даражасига тенг. Хусусий ечимнинг бу шакли 
f  (х) функцияда факат синус ёки фаЯиг косинус катнашган, яъни

/ (х) =  в ' ХР  (,t) cos б х  ёки / (.v) =  е ,xQm (х) sin б х

булганда хам сацланади.
IV хол аввалги I, II, III холларни умумлаштнришини ку- 

риш осон.
5 - ми  со л. Ушбу у u — у  =  .V5 -р I дифференциал тенгламани 

ечннг.
F. ч и ш. а) /г4— 1 =  0 характеристик тенглама k\ =  \, k2 =  — 1, 

k3 =  i, /г4 =  — i илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал тенг- 
ламанииг умумий ечими

Y  =  Сгех +  С2е ~ х +  С3 cos .v - f  С4 sin х 

куринишда булади.
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б) Дифференциал тенгламанинг ^нг томони / (х) =  л;3-г-1 —=
— Р г (х) курннишга эга. О сони характеристик тенгламанинг 
.\еч каиси плдизнга тенг эмас, шунинг учун л =  0. Хусусий ечим­
ни куйидаги куринишда излаймиз. Хо силалаРни топамиз:

Ушбу тенгликка эга буламиз:
— Л.\3 — Вх- — Сх — D =  хя -г 1. Бу ердан Л -= — 1, В =  С — 0, 
D  — — 1. Хусусий ечим: у  =  —х3 — 1. Демак, умумий ечим:

1. Узгармас коэффициент.™ чнзшу'ш бир ж инсли  йул маган икшшчи тартибли д ф  
фер.-кцпал тенглама (J (дп — Р п (дг) купхад  б?лганда)  хусусий ечимини топпш 
щ у д а с ш ш  баси килннг. М нсоллар келтнринг.

2 .  Ю иоридапш н /' (л) — <■'*л Р„ (х) б у л г а н  х о л  учун баж аринг .
3 .  Я*гармас коэффициентли ч и з и ц л и  бир жинсли  булмаган  дифференциал тепгла-  

м п 'т н г  х \  суспй ечимини тенгламанинг унг томони

к \р ш ш ш д а  булган .хол учун топпш коидасини ифодалаиг. М нсоллар  келт<- 
ргпг.

4 .  Ю к о р щ агп и и  /  (.v) — AJ cos 6 ,v -р  ,V sin  б .V булгаи  \;ол учун бажаринг.
5 .  Чн.'нклн бир ж инсли булм аган  п- тартибли дифференциал тенгламанинг хусу- 

с;:и ечнмшш /  (*)*■— Р п (х) d f e r a i i  ^о л  учун топш и копдасипи ифодалаиг.  Ми- 
содлар келтирннг.

6 .  Худдц шунинг узинн /  (.v) — 1Л’Х Рп (.v) булган  ,\;ол учун п {гадатапг.
7 .  Худдп шунинг узнни f  (л) =  М  cos бл' +  N  sin  6 .v булган  хол учун  ифодалаиг.
Ь. Худди ш у ш ш г  узини [ (х) =  еух  | Р п (х) cos б -V - г  Q m (л-) s in  5 д- | булган  Я л

\ чун нфчдаланг.
0 .  <26.4— 4 2 7 9 ,  4 3 1 4 — 4320- масалаларнн ечинг.

22- §. Дифференциал тенгламалар системалари

Баъзи  ж араён  ёки ходисаларни тавенфлаш учун купинча 
Сир печта функция талаб 1уилинади. Бу функцияларни излаш 
бир нечта дифференциал темгламаларга олиб келиши мумкин 
ва бу тенгламалар система ташкил этадн.

Бир аргументга боглик булган п та номаълум функциядан 
иборат дифференциал тенгламалар системаси умумий холда 
куйидаги курннишга эга:

,, Ах 3 +  Вх2 +  Сх + D ,  

=  ЗАх* +  2 Вх +  С,

6.4.V 2 В,

у =-- Y  +  у  == Схе1 -f С.2е ' С, cos л- +  С4 sin ,v — х3 — 1.

е з - у з и и и тс- к ш и р п h i  у ч у н  г а и о л л а р

/ (,v) =  evv [ Рп (х) cos б ,v +  Qm (л ) s in  б д]

Л  (л% у , у п , у \  , у \  , . . . , у п ) =  0 , 

(a-, Hi , у 2 , . ■ у п , у \  , у , ............ у ,J  =  0 ,
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Fn (.v, //, , у  о , У,,

Бу ерда у у , у , , . . . , у п , у { , /л , . . . ,  у п лар .V га боглик 
булган номаълум функциялар ва уларнинг хрсилалари .

Биз 1 -тартибли, хосилага нисбатан ечилган оддий диффе­
ренциал тенгламаларнинг энг содда системасини урганамиз.

1. Нормал системалар. Хрсилага нисбатан ечилган дифф е­
ренциал тенгламалар системаси нормал система дейилади. Бун­
дай система куйидаги куринишга эга булади:

У\ = f \ {  х < У\ > У : ' ■ • • - У п I •

У 2 =  f, ( X, //, , //„ | ,
(22. 1)

, Уп fn ( У\ Уп

Н ормал системанинг хусусиятлари:
а) системага кирувчи барча тенгламалар биринчи тартиб­

ли тенгламалардир;
б) тенгламаларнинг унг томонлари хосилаларга боглиц эмас.

(22.1) тенгламалар системасини каноатлантирадиган у г {х), у 2(х), 
у п(х) функциялар системаси бу системанинг ечими дейилади.

(22.1) тенгламалар системаси учун Коши масаласи шундай 
ечимни топишдан иборатки, .г =  х0 да берилган куйидаги кий- 
матларни ^абул килсин:

У, =  У Ю’ У: I Ум Уп - у > п0 • (2 2 .2)

Бу цийматлар (22.1) тенгламалар системасининг бошлангич 
шартлари дейилади. Уларнинг сони номаълум функциялар 
сони билан бир хил.

(22.1) нормал система учун Коши масаласи ечимининг 
мавжудлиги ва ягоналиги тутрисидаги теорема уринлидир.

Т е о р е м а .  Агар (22.1) нормал система тенгламаларининг  
унг томонлари узларининг хусусий хосилалари билан биргаликда 
х0 , г/,0 , у20, . . . , у п0 кийматларнинг атрофида узлуксиз булса , 

у  хрлда)

У[ (xq) У\а ’ У2 (Ао) =  У2о ' ■■■'  Уп (-*„) =  Упо

шартлар ни каноатлантирувчи ягона у^(х),  у „ ( х ) , . . .", у  г (х) ечим 
мавжуддир.

(22.1) нормал системанинг умумий ечими деб, п та ихтиёрнй
С L2 ' Сп узгармасларга боглик булган ушбу функциялар
системасига аитилади:

X  - - Х с
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Уi — fPi (x ’ > Co. ■ • • .  ,

y 2 = 4>o(x, C [ ,  C2 , . . .  , Cn),
‘ • 1

(2 2 .3 )

Уп =  (F„(*. C i ' C n , . . . ,

iy система цуйидаги шартларни ^аноатлантириши керак:
а) С, , С , , . . . , С,( ларнинг хар кандай мумкин булган киймат- 

арн а (22.3) функциялар системаси (22.1) тенгламалар снстемасинн 
;аноатлантириши керак;

б) Коши теоремаси шартлари бажариладиган  сохада (22.3) 
функциялар системаси Коши масаласини ечади, яъни (22.3) 
бошлангич шартлар хар ^андай булганда хам ихтиёрий уз- 
гармасларнинг шундай С, , С , , . . . , Сп кийматларини топиш мум- 
кипкн,

функциялар системаси берилган (22.2) бошлангич шартларни 
каноатлантиради.

Умумий ечимдан ихтиёрий узгармасларнинг мумкин булган 
баъзи ^нйматларида хосил буладиган ечимлар хусусий ечим­
лар  дейилади.

2. Нормал системани чи^ариш усули билан ечиш. п та диф ­
ференциал тенгламадан иборат нормал системани цушимча 
функция киритиш орк,али битта п- тартибли дифференциал 
тенгламадан хосил ^илиш мумкин. Хаки^атан хам,

тенглама говори ^осиласига нисбатан ечилган п- тартибли диф ­
ференциал тенглама булсин. куйидагича ф араз киламиз:

Шундай ^илиб, битта я- тартибли тенгламадан биринчи тар ­
тибли п та дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси 
^осил булади:

у (п) =  /  ( -V, и, у  , у  , . . .  , !![п "  I

У =  У1 
у  =  у\  =  у,  

У" =  У 2 =  Уз
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У! “ У; 

У! = У  з 

%  =  У 4

Уд =  /  (*> Ур У 2 ’ • ■ ' > Уп)'
Умумап айчганда, тескарисн хам тугри. Биринчи тартибли 
та дифференциал тенгламанинг нормал системаси битта / 
тартибли дифференциал тенгламага эквивалентдир. Дифф« 
ренцнал тенгламаларнинг нормал системасини интеграллаг 
усулларидан бири — чикариш усули ана шунга асослангаг. 
Хакнкатан хам, (22.1) системанинг тенгламаларидан бирнн 
чисипи к буйича дифференциаллаймиз:

У1
а/.
Ох

Oil 
О in ■

°У,х "
у  j , у ,  , . . . , г/(1 хосилаларни уларнинг (22.1) даги , . . .
| > /„ лаР ор й ли  ифодаларн билан алмаштириб, лЙ-'чдаги тенг- 

ламанн хосил киламиз:

У\ =  F > (* .  У\ > У2 • • • • - У„) •

Хосил кнлинган тенгламани дифференциаллаб, яна юцорнда- 
гидек пул тутни, ^уйидагшш хосил киламиз:

Ух  =  У | - У н ................ i / J  •

Худдн шундай давом эттириб, охирнда куйидагн тенгламани 
хосил киламиз:

//Г =  F„ I х, у , ,  у 2 ............у л) .

Шум дай ^илиб, куйидаги системага эга буламиз:

УI = F \ ( УI . Уо •
у [  =  F., ( .V, у  у , у , ,

Уп)

(22.4)

(/i) I-» /
- М * ’ Ур Уз

Бу системанинг дастлабки п — 1 та тенгламасидан, умумап айтгаи- 
да, п — 1 та у 2 , у 3 , . . .  , у п номаълум фуикцияларни у  функция 
ва унинг уэсилалари ((« — 1) тартибгача, у хам киради) оркали ифо- 
далаш мумкин. Бу ифодаларни (22.4) тенгламаларнинг энг охирги- 
сига цуйиб, номаълум функция у г га нисбатан л-тартибли битта 
дифференциал тенгламага келамнз:

уТ  “ Ф и .  у г у \ ,
\ п - \ )  

• • > УI

п
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у тенгламани ечиб, у i ни топамиз:

у  [ =  ф  | ( х ,  С , ,  С Q, , Сп j

,олган функцияларни топиш учун топилган у г функцияни ва унинг 
осилаларшш , ;/3 , . . . , уп ларнинг ифодаларига куямиз. Натижа- 
,а куйидаги функциялар спстемасини .хосил киламиз:

Бу система (22.1)нормал системанинг изланаётгаи ечимини 
ани^лайди.

1- м и с о л. Ушбу

дифференциал тенгламалар системасини ечинг, бу ерда эркли 
узгарувчн х.

Е ч и ш .  Системанинг иккинчи тенгламасини .г буйича диф- 
ференциаллаб, z" =  y ' n n  хосил циламиз. у ' mi унинг биринчи
теигламадаги ифодаси билан алмаштириб, г" — --— ни оламиз. Ик-

‘ г
кпичн тенгламага кура у  ни г ’ билан алмаштириб, бир номаълум- 
ли, иккинчи тартибли цунидаги тенгламага келамиз:

Бу тенгламада эркли узгарувчн ошкор холда иштирок этмай- 
ди, шунинг учун унинг тартибини пасайтириш мумкин. Бирок,

куринишда ёзиб ва иккала киемннн г 2 га булиб, чаи томони 
ан1щ хссиладан иборат эканини курамиз. Хакнкатан хам,

г/, =  Ф, j х, С, , С.2 , . . .  , Сп \ , 

[/■-> Ф2 ( С | , Сп, . . ■ , Сп | ,

у„ =  щ  и -  с \ - с 2, . . . .  сп) .

(г ')гг
г

ун и
гг" — (г')- =  О

- — — Сх ёки г' =  Схг. Узгарувчиларни ажратпб ва интеграллаб,
г

6v ердан 2 ни оламиз:

4 S3



у  =  г' булгани сабабли г  учун топилган ифоданн диффереиц 
аллаб, у  =  С,С2ес‘г ни хосил киламиз. Шундай килиб, системашп 
ечими куйидагича булади:

У C1C2eClV, 2 =  С,ес'х .

2 - м и с о л. Ушбу дифференциал тенгламалар системасин; 
ечинг:

( у' =  у  -г  г,
I г' = 2 y  — z.

Системанинг

J  , 2
х= 0

=  О
,t=0

оошланрич шартларни каноатлантирувчи хусусии ечимини то­
пинг.

Е ч и ш .  Иккинчи тенгламани х  буйича диффереициаллай- 
миз: z"  =  2 y '—г ’, у'  ни биринчи тенгламага кура у  +  г  билан ал- 
маштирамиз:

г — 2 (у +  г) — г' ёки z '  =  2у  +  2г — г'.

Иккинчи тенгламага кура 2у  ни г '  +  г г а  алмаштирамиз: z" =  3z. 
Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламани хосил килдик: 
z " —3~ =  0. Унннг характеристик тенгламаси к2—3 = 0  булиб,
у / ? ! = ] " ’ 3 , кй — — | 3 нлдизларга эга. Умумий ечим куйида­
ги кТрипншда булади:

C I 3 ^  I /~* ~~~~ I j  ххе -f  Cjs  .

Уни .v буйича диффгренцпаллаб, г' =  С, | 3 с 131 — С2 1 3 е- 1 3 '" 

пн хосил киламиз. Иккинчи тенгламага кура у  = — (г' +  г) булгани

учун

у  ■-■■■ 1 • Г з  ) е] 3х + - J -  (1 — У з  ) е~

ни хосил киламиз. Шундай килиб, системанинг умумий ечими го- 
пилди:

y  =  Ci 1 + г 3 е1 Т * +  С2 1 3 е~ ' Т * ,

_ г-ч 1 3 х  , —  1 3 хz — -j- С2с .

Хусусий ечимни топиш учун Сх ва С2 ларнинг уларга мос кнймат- 
ларини бошлангич шартлардан фойдаланиб топамиз:
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| с 1^ Ь А + с 1± ^ з .  =  2 Г Т .

[ Сх +  С2 =  0.

у ердан С\ =  2, С2 =  — 2. Демак, берплган системанинг хусусий 
чнми куйидаги функциялар системасидан ибэра г булади:

у  =  ( 1 +  |  " з  j е '  J r  —  ( 1 —  У З  ! е ~  ' 1 2 s h }  3.Y +

+  2 У  3 ch ( Зх ,

г  =  2е' 3 Л — 2е~ ' ;; л' =  4 sh I Т  х.

У з - у з и н и  т е к ш и  р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р  системаси  д е б  н и м а га  ай т и л а д и ?
2. Д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р  си сте м асп н и н г  ечими д е б  н и м а га  ай т и л а д и ?
3. К а н д а й  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р  систе м аси  н о р м а л  си стема  д е н н л а д и ?
4. Д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р  си сте м аси  учун  К о ш п  м а с а л а с и  ^ а н д а и  ифо- 

д а л а н а д н ?
5. Д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р  н о р м а л  си сте м асп н и н г  у м у м и й  ечими ь;андай 

к у р ш ш ш г а  эга?
6. Н о р м а л  система ечим ининг м а в ж у д л и к  т е о р ем аен н и  и ф о д а л а и г .
7. п - т а р т и б л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а н и  п  т а  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а н и н г  

н о р м а л  с и сте м асн г а  к е л т и р и ш  усули н и  т а в с и ф л а н г .
8. Н о р м а л  си с те м а н и  юь;орн т а р т и б л и  б и т т а  т е н г л а м а г а  к е л т и р и ш  усу л и н и  

т а в с и ф л а н г .
9. 4 3 2 4 — 4339 м а с а л а л а р н н  ечинг.
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