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So‘z boshi

So‘nggi yillarda mamlakatimizda oliy ta’lim sifatini oshirishga qaratilgan
bir gancha chora-tadbirlar amalga oshirilmogda. Chunki, jahon talablari
darajasidagi ragobatbardosh kadrlar tayyorlash magsadida talabalarga dunyo
standartlariga javob beradigan bilim va ko‘nikmalar berish bugungi kunning eng
dolzarb masalalaridan biri bo‘lib golmoqda.

Mazkur o‘quv-uslubiy majmua “Matematik analiz” fani bo‘yicha
tayyorlangan bo‘lib, u “5130100-Matematika” yo‘nalishi talabalari uchun
mo‘ljallangan va O‘zbekiston Milliy universiteti “Matematik analiz” kafedrasi
o‘qituvchilari tomonidan tayyorlangan. Ushbu majmua mamlakatimizda
“Matematik analiz” fanini o‘qitish bo‘yicha uzoq yillardan beri to‘plangan boy
tajriba hamda rivojlangan horijiy davlatlarning yetakchi Oliy ta’lim
muassasalarining tajribalaridan foydalangan holda, shuningdek, ularning o‘quv
dasturlaridagi asosiy adabiyotlardan foydalangan holda yaratildi.

Matematik analiz fani oliy matematikaning fundamental bo‘limlaridan
biri bo‘lib, u matematikaning poydevori hisoblanadi. Matematik analiz kursi
davomida ko‘pgina tushuncha va tasdiqlar, shuningdek, ularning tatbiqlari
keltiriladi.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha,
tasdiglar va boshga matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanishtirishgina
bo‘lmasdan, balki talabalarda mantiqiy fikrlash, matematik usullarni amaliy
masalalarni yechishga qo‘llash ko‘nikmalarini shakllantirishdan iborat.

Ushbu o‘quv-uslubily majmuada dastlab sillabus hamda o‘qitishda
foydalaniladigan interfaol ta’lim metodlari berilgan bo‘lib, so‘ngra har bir
mavzu bo‘yicha materiallar batartib berilgan. Bunda har bir mavzu bo‘yicha
ma’ruza matnlari, nazorat savollari, mashqlar, glossariy, amaliy mashg‘ulot

materiallari, test savollari va keyslar banki keltirilgan.
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“"Matematik analiz” fanining
sillabusi

(2016/2017 o‘quv yili)

Kafedra nomi Matematik analiz

O‘qituvchi haqida
ma’lumot

Semestr va o‘quv

kursining 1,2-semestr va jami soat
davomiyligi
jami: 427
shuningdek
O‘quyv soatlari hajmi | ma’ruza 108
amaliy mashg‘ulot 144
mustaqil ta’lim 175
Yo'nalishnomiva | 154909 Matematika
shifri

Fanni o‘qitishning maqsadi va vazifalari. Matematik analiz fanining o‘qitilishidan maqgsad
— talabalarni matematikaning zaruriy ma’lumotlari majmuasi (tushunchalar, tasdiglar va
ularning isboti, amaliy masalalarni yechish usullari va boshqalar) bilan tanishtirishdan
iboratdir. Ayni paytda, u talabalarni mantiqiy fikrlashga, to‘g‘ri xulosa chiqarishga, ularning
matematik madaniyatini oshirishga xizmat giladi.
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Kursning tarkibi va mazmuni
Ne Mavzu Jami | Ma’ruza ATELL
mashg‘ulot
1-semestr
1. | To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar 4 2 2
2. | Akslantirishlar va ularning turlari 4 2 2
3. | Haqiqgiy sonlar 4 2 2
4. | Haqiqiy sonlar to‘plamining chegaralari 4 2 2
5. | Haqgiqiy sonlar ustida amallar 4 2 2
6. | Sonlar ketma-ketligi va uning limiti 6 2 4
7. | Yaqginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari 6 2 4
8. | Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti 4 2 2
9. | Qismiy va fundamental ketma-ketliklar. Ketma- 5 5 4
ketliklarning quyi hamda yuqori limitlari.
10. | Funksiya tushunchasi 8 2 6
11. | Funksiya limiti 8 2 6
12. | Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. 6 2 4
13. | Funksiyalarni tagqoslash. 4 2 2
14. | Funksiyaning uzluksizligi 6 2 4
15. | Uzluksiz funksiyalarning lokal xossalari 4 2 2
16. | Uzluksiz funksiyalarning global xossalari 4 2 2
17. | Tekis uzluksizlik 4 2 2
18. | Funksiyaning hosilasi 6 2 4
19. | Hosila hisoblash goidalari 8 2 6
20. | Funksiyaning differensiali 6 2 4
21. | Funksiyaning yuqori tartibli hosila va
. . ; 6 2 4
differensiallari
22. | Asosiy teoremalar 4 2 2
23. | Asosiy teoremalar natijalari. Koshi teoremasi 4 2 2
24. | Teylor formulasi 6 2 4
25. | Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning
: 6 2 4
ekstremumlari
26. | Funksiyaning gavarigligi, egilish nugtalari va 5 4
asimptotalari
27. | Lopital goidalari 2 4
2-semestr
28. | Boshlang’ich funksiya va anigmas integral 4 2 2
tushunchalari
29. | Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash 4 2 2
30. | Ratsional funksiyalarni integrallash 4 2 2
31. | Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash. 4 2 5
Trigonometrik funksiyalarni integrallash
32. | Aniq integral tushunchasi 4 2 2
33. | Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni
Lo 4 2 2
(kriteriysi)
34. | Integrallanuvchi funksiyalar sinfi 4 2 2
0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 11




MATEMATIK ANALIZ 2016

35. | Aniq integrallarning xossalari 4 2 2
36. | Chegaralari o’zgaruvchi bo’lgan aniq integrallar 4 2 2
37. | Aniq integrallarni hisoblash 4 2 2
38. | Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash 4 2 2
39. | Yoy uzunligi va uni hisoblash 4 2 2
40. | Aniq integralning tadbiqlari 4 2 2
41. | Chegaralari cheksiz xosmas integrallar 4 2 2
42. | Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas
integrallari. Integralning absolyut 4 2 2
yaginlashuvchililigi
43. | Chegaralanmagan funksiyaning xosmas 4 5 5
integrallari
44, | Xosmas integralining bosh giymati 4 2 2
45. | Rm fazo. Rm fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar 4 2 2
46. | Rm Fazoda ketma-ketlik va uning limiti 4 2 2
47. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti 4 2 2
48. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.
. - 4 2 2
Tekis uzluksizlik
49. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy 4 9 9
hosilalari. Funksiyaning differensiallanuvchiligi
50. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali 4 2 2
51. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli 4 9 2
hosila va differensiallari. Teylor formulasi
52. | Teylor formulasi 4 2 2
53. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari 4 2 2
54. | Oshkormas funksiyalar 4 2 2
Jami 252 108 144

1-ma’ruza. To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar. To‘plam tushunchasi. To‘plamlar
ustida amallar. Matematik belgilar.

2-ma’ruza. Akslantirishlar va ularning turlari. Akslantirish tushunchasi. Akslantirishning
turlari. Ekvivalent to‘plamlar. Sanoqli to‘plamlar.

3-ma’ruza. Haqiqiy sonlar. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar. Haqiqiy son
tushunchasi.

4-ma’ruza. Haqiqiy sonlar to‘plamining chegaralari. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari.
Aniq chegaraning mavjudligi.

5-ma’ruza. Haqiqiy sonlar ustida amallar. Haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi
va nisbati. Haqiqiy sonning darajasi. Haqiqiy sonning absolyut giymati. Bernulli tengsizligi.
Nyuton binomi formulasi. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi.

6-ma’ruza. Sonlar ketma-ketligi va uning limiti. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Sonlar
ketma-ketligining limiti.

7-ma’ruza. Yagqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari. Yaginlashuvchi ketma-
ketlikning chegaralanganligi. Tengsizliklarda limitga o‘tish. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar
ustida amallar. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqdorlar.

8-ma’ruza. Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti. Monoton ketma-ketlik
tushunchasi. Monoton ketma-ketlikning limiti. e soni

9-ma’ruza. Qismiy va fundamental ketma-ketliklar. Ketma-ketliklarning quyi hamda
yugori limitlari. Qismiy ketma-ketliklar. Boltsano—Veyershtrass teoremasi. Fundamental
ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. Ketma-ketlikning quyi hamda yugori limitlari.

10-ma’ruza. Funksiya tushunchasi. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. Funksiyaning

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 12
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chegaralanganligi. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. Monton funksiyalar. Teskari
funksiya. Murakkab funksiyalar.

11-ma’ruza. Funksiya limiti. To‘plamning limit nuqtasi. Funksiya limiti ta’riflari va
ekvivalentligi. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari.

12-ma’ruza. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Limitga ega bo‘lgan
funksiyalarning xossalari. Monoton funksiya limiti. Koshi kriteriysi.

13-ma’ruza. Funksiyalarni taqqoslash. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar.2. “O”
va “0” belgilar, ularning xossalari. Funksiyalarning ekvivalentligi.

14-mavzu. Funksiyaning uzluksizligi. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Funksiyaning
uzilishi va uzilish turlari. Monoton funksiyaning uzilish nugtasi.

15-mavzu. Uzluksiz funksiyalarning lokal xossalari. Uzluksiz funksiyalarning
chegaralanganligi. Ishorani saglash xossasi. Murakkab funksiya uzluksizligi. Uzluksiz
funksiyalar ustida amallar.

16-ma’ruza. Uzluksiz funksiyalarning global xessalari. Veyershtrassning birinchi va
ikkinchi teoremalari. Bolsano—Koshining birinchi va ikkinchi teoremalari.

17-ma’ruza. Tekis uzluksizlik. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Kantor
teoremasi.

18-ma’ruza. Funksiyaning hosilasi. Funksiya hosilasining ta’rifi. Funksiyaning o‘ng va
chap hosilalari. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.

19-mavzu. Hosila hisoblash qoidalari. Ikki funksiya yihindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va
nisbatining hosilasi. Murakkab funksiyaning hosilasi. Teskari funksiyaning hosilasi. Hosilalar
jadvali.

20-mavzu. Funksiyaning differensiali. Funksiya differensiali tushunchasi.  Funksiya
differensialining sodda qoidalari. Funksiya differensiali va tagribiy formulalar.

21-ma’ruza. Funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensiallari. Funksiyaning yuqori
tartibli hosilalari. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Differensial shaklining
invariantligi.

22-ma’ruza. Asosiy teoremalar. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremalar.
Funksiya hosilasinig uzilishi hagida.

23-ma’ruza. Asosiy teoremalar natijalari. Koshi teoremasi. Lagranj teoremasi natijalari.
Koshi teoremasi.

24-ma’ruza. Teylor formulasi. Ko‘phad uchun Teylor formulasi. Ixtiyoriy funksiyaning
Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari.
25-ma’ruza. Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari. Funksiyaning
monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari.

26-ma’ruza. Funksiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari va asimptotalari. Funksiyaning
gavarigligi va botigligi. Funksiyaning egilish nugtalari. Funksiya grafigining asimptotalari.

27-ma’ruza. Lopital qoidalari. 6 Ba i ko‘rinishidagi hollar. 0-00, co —o0, 17, 0°
o0
ko‘rinishidagi hollar.

28-ma’ruza. Boshlang’ich funksiya va aniqmas integral tushunchalari. Boshlang’ich
funksiya tushunchasi. Funksiyaning anigmas integrali. Integralning xossalari. Asosiy anigmas
integrallar jadvali.

29-ma’ruza. Integrallash wusullari. Sodda kasrlarni integrallash. O’zgaruvchini
almashtirib integrallash usuli. Bo’laklab integrallash usuli. Sodda kasrlarni integrallash.
30-ma’ruza. Ratsional funksiyalarni integrallash. Algebraning ba’zi ma’lumotlari va
tasdiglari. Ratsional funksiyalarni integrallash.

31-ma’ruza. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash. Trigonometrik funksiyalarni

integrallash. R(X, Y(X)) ko’rinishidagi funksiyalarni integralash. Binominal differensialni
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integrallash. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

32-ma’ruza. Aniq integral tushunchasi. Aniq integral ta’rifi. Darbu yig’indilari.
33-ma’ruza. Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi). Darbu yig’indilarini
xossalari. Aniq integralning mavjudligi.

34-ma’ruza.  Integrallanuvchi  funksiyalar  sinfi.  Uzluksiz ~ funksiyalarning
integrallanuvchanligi. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi. Uziladigan
funksiyalarning integrallanuvchanligi

35-ma’ruza. Aniq integrallarning xossalari. Integralning chiziglilik hamda additivlik
xossalari. Integral tengsizliklar. O’rta qiymat haqidagi teoremalar.

36-ma’ruza. Chegaralari o’zgaruvchi bo’lgan aniq integrallar. Uzluksizligi.
Differensiallanuvchanligi.

37-ma’ruza. Aniq integrallarni hisoblash. Nyuton-Leybnits formulasi. O°zgaruvchilarni
almashtirish formulasi. Bo‘laklab integrallash formulasi.

38-ma’ruza. Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash. Tekis shakIning yuzi tushunchasi. Egri
chizikli trapetsiyaning yuzini hisoblash. Egri chizigli sektorning yuzini hisoblash.

39-ma’ruza. Yoy uzunligi va uni hisoblash. Yoy uzunligi tushunchasi. Y= f(X)

tenglama bilan berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri
chizig uzunligini hisoblash.

40-ma’ruza. Aniq integralning tadbiqlari. Aylanma jism yuzi. Inersiya momenti.
O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

41-ma’ruza. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar. Chegaralari cheksiz xosmas integral
tushunchasi. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xosmas integralning
yaginlashuvchiligi.

42-ma’ruza. Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari. Integralning absolyut
yaginlashuvchililigi. Manfiy bo‘lmagan funksiya xosmas integralining yaqinlashuvchiligi.
Taqgqoslash teoremalari. Xosmas integralning absolyut yaginlashuvchiligi.

43-ma’ruza. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari. Chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali tushunchasi. Xosmas integrallarni hisoblash.

44-ma’ruza. Xosmas integralining bosh qiymati. Dirixle alomati. Abel alomati. Xosmas
integralning bosh giymati.

45-ma’ruza. R™ fazo. R™ fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar. R™ fazo tushunchasi. R™
fazoda nuqgtaning atrofi. R™ fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar.

46-ma’ruza. R" Fazoda ketma-ketlik va uning limiti. R™ fazoda ketma-ketlik va uning
limiti tushunchalari. Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Ichma-ich joylashgan yopiqg sharlar
prinsipi. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.

47-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya
tushunchasi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari. Funksiya limitining
mavjudligi. Takroriy limitlar.

48-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi. Tekis uzluksizlik. kantor
teoremasi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi tushunchasi. Uzluksiz funksiyalarning
sodda xossalari. To‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Funksiyaning tekis
uzluksizligi. Kantor teoremasi.

49-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari. Funksiyaning
differensiallanuvchiligi. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi. Ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyaning differensiallanuvchiligi. Zaruriy shart. Funksiya differensiallanuvchiligining
yetarli sharti. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchiligi. Murakkab funksiyaning
hosilasi.

50-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali. Funksiya differensiali
tushunchasi. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning invariantligi. Sodda
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goidalar. Xususiy hollar. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.

51-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensiallari.
Teylor formulasi. Yugori tartibli xususiy hosilalar. Yugqori tartibli differensialar. Murakkab
funksiyaning yuqori tartibli differensiallari.

52-ma’ruza. Teylor formulasi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi. Xususiy
hollar. Aralash hosilaning tengligi hagida teorema.

53-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari. Funksiya ekstremumi
tushunchasi. Zaruriy shart. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti.

54-ma’ruza. Oshkormas funksiyalar. Oshkormas funksiya tushunchasi. Oshkormas
funksiyaning mavjudligi. Oshkormas funksiyaning hosilalari.

Talaba mustaqil ta’limning asosiy maqgsadi — o‘qituvchining
rahbarligi va nazoratida muayyan o‘quv ishlarini mustaqil ravishda
bajarish uchun bilim va ko‘nikmalarini shakllantirish va
rivojlantirish.
Matematik analiz fanini o‘rganuvchi talabalar auditoriyada olgan
nazariy bilimlarini mustahkamlash va amaliy masalalarni echishda
ko‘nikma hosil qilish uchun mustaqil ta’lim tizimiga asoslanib,
kafedra o‘qituvchilari rahbarligida, mustaqil ish bajaradilar. Bunda
ular qo‘shimcha adabiyotlarni o‘rganib hamda internet saytlaridan
foydalanib referatlar va ilmiy dokladlar tayyorlaydilar, amaliy
mashg‘ulot mavzusiga doir uy vazifalarini bajaradilar, ko‘rgazmali
qurollar va slaydlar tayyorlaydilar.
Talaba mustaqgil ishini tashkil etishda quyidagi shakllardan
Mustaqil ta’lim: foydalanadi:
e ayrim nazariy mavzularni o‘quv adabiyotlari yordamida
mustaqil o‘zlashtirish;
berilgan mavzular bo‘yicha axborot (referat) tayyorlash;
nazariy bilimlarni amaliyotda qo‘llash;
maket, model va namunalar yaratish;

¢ ilmiy maqola, anjumanga ma’ruza tayyorlash va h.k.
Bunda talabalar ma’ruzalarda  olgan  bilimlarini  amaliy
mashg‘ulotlarni bajarishlari bilan mustahkamlashi hamda matematik
analizdagi ba’zi mavzularini tushunishi hamda ularga oid masalalarni
echishlari kerak.
Mustaqil ish mavzularini o‘zlashtirish ta’lim jarayonida uzluksiz
nazorat gilib boriladi.

Kurs ishlaridan magsad ma’ruza, amaliy va seminar
mashg‘ulotlarida olingan bilimlardan foydalangan holda muayyan
mavzular bo‘yicha mustaqil ravishda hisoblash eksperimentini
Kurs ishi: o‘tkazish, olingan natijalarni real jarayonlar bilan solishtirish va
ularni tahlil gilish hamda mustagil ravishda ilmiy izlanishlar olib
borish ko‘nikmalarini hosil qilish va ularni kengaytirishdan iborat.

Maslahatlar va
topshiriglarni
topshirish vaqgti

Bilimlarni baholash usullari, mezonlari va tartibi:
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Baholash usullari

O‘zlashtirish nazorati (1- va 2-semestrlar)

Reyting
nazorat / Ballar

- 3-JN | 1- 2- .
Ne Shak!l, 1-JN | 2-JN (MI) | ON | ON YN yig 1.nd
maksim isi
al ballari
1 | Maksim
al ball
Shakli:
2 (test, yoz | yoz | yoz | yoz | yoz | yoz
yozma, ma | ma | ma | ma | ma | ma 100

10 10 20 15 15 30

og‘zaki)

Muddati
3 (haftalar | 8 15 | 18 9 16 | X
20

da)

Baholash mezonlari

1) Har bir semestrda 3 ta joriy nazorat o‘tkaziladi. Barcha joriy
nazoratlar yozma ravishda topshiriladi. 1- va 2-joriy nazoratlarda 5
tadan masala bo‘lib, har bir masalaga maksimal 2 ball qo‘yiladi. 3-
joriy nazorat (mustagil ish) ikki gisimga ajratib baholanadi:

a) talaba berelgan individual topshiriglarni bajari-shiga qarab
maksimal 10 balldan baho qo‘yiladi;

b) berilgan individual topshirigdan ikkita ixtiyoriy masala yozma
ravishda topshiriladi, har bir masala maksimal 5 balldan baholanadi.

2)Har semestrda 2 ta oralig nazoratlar yozma ravishda
o‘tkaziladi. Har bir oraliq nazoratda Stadan savol bo‘lib, har bir savol
maksimal 3 balldan baholanadi.

3) Yakuniy nazorat yozma topshiriladi. Yakuniy nazoratda 5 ta
savol bo‘ladi va har biri maksimal 6 balldan baholanadi.

resurs markazi

Axborot resurs baza: O‘zMU axborot-resurs markazi, Matematika fakulteti axborot-

Asosoly adabiyotlar

1. Tao T. Analysis 1, 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.

2. Aksoy A. G., Khamsi M. A. A problem book in real
analysis. Springer, 2010.

3. Xudayberganov G.,  Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma'rizalar, I, 1I q. T.
“Voris-nashriyot”, 2010.

4. Shoimqulov B. A., Tuychiyev T. T., Djumaboyev D. X.
Matematik analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari
milliy jamiyati”, 2008.

5. ®uxrenroabu I'. M. Kypc  ougpgepenyuaronoco  u
unmezpanvrozo ucuucienus, 1, 2, 3 m. M. «DU3MATIIUT», 2001.
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Qo‘shimcha
adabiyotlar

6. CanyanaeB A., MancypoB X. T., Xynoiio6epranosnI'.,
Bopucos A. K., I'ynomos P. Mamemamux ananus xypcuoan mucon
6a macanarap myniamu, 1, 2, 3 . T. “S"KHTquI/I”, 1995, 1995,
2000.

7. Ioxkupoa X. P. Kappanu ea sepu uuzuxiu unmeepaniap.
T. “V36exucron”, 1990.

8. HemmumoBuu b. I1. Coopnux 3a0au no mamemamuueckomy
ananuzy. M. «Hayxkay», 1997.

9. Canuto C., Tabacco A. Mathematical Analysis 1, 1I.
Springer-Verlag, Italia, Milan, 2008.

10. Habun B. A, Cagosununii B. A., Cenpnos b. X.
Mamemamuueckuui ananusz, 1, 2 m. M. «lIpocnext», 2007.

11. 3opuu B.A. Mamemamuuecxuii ananusz, 1, 2 m. M. «Haykay,
1981.

12. Aznapos T. A., MancypoB X. T. Mamemamux ananus, 1, 2
K. T. “SJIKI/ITyB‘-II/I”, 1994, 1995.

13. Kyapsiues JI. /1. H ap. CoopHux 3a0ay no
mamemamuyeckomy ananusy, 1, 2, 3 m. M. «Haykay, 2003.

Normativ-huquqiy
hujjatlar

IImiy jurnallar

Davriy nashrlar

Statistik nashrlar

Internet saytlari

http://www.ziyonet.uz/
http://www.allmath.ru/
http://www.mcce.ru/
http://lib.mexmat.ru/
http://www.webmath.ru/
http://www.exponenta.ru/
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1-mavzu. To'plamlar. To'plamlar
ustida amallar

1-ma’ruza

Reja
1°. To*plam tushunchasi.
2°. To*plamlar ustida amallar.

3°. Matematik belgilar.

1°. To‘plam tushunchasi.
To‘plam  matematikaning  boshlang‘ich, ayni paytda muhim
tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiatli narsalarning (predmetlarning)
ma’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi (majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan,

javondagi kitoblar to‘plami, bir nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar to‘plami,
x? —5x+6=0 tenglamaning ildizlari to‘plami deyilishi mumkin.

To‘plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, ularning elementlari esa
kichik xarflar bilan belgilanadi. Masalan, “B:C _to‘plamlar, 2:P:C _
to‘plamning elementlari.

Ba’zan to‘plamlar ularning elementlarini ko‘rsatish bilan yoziladi:

A={2,4,6,8,10,12 },

N={1,2,3,...,n, ..},
z={...,-2,-1,0,1,2, ...},

Agar @ biror A to‘plamning elementi bo‘lsa, @ € A kabi yoziladi va «@

element A to‘plamga tegishli» deb o‘giladi. Agar @ shu to‘plamga tegishli
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bo‘lmasa, uni @€ A kabi yoziladi va «@ element A to‘plamga tegishli emasy»

deb o‘qiladi. Masalan, yuqoridagi A to‘plamda 10€A,15¢A

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u chekli

to‘plam, aks holda cheksiz to‘plam deyiladi. Masalan, A={2,4,6,8,10,12}

chekli to‘plam, bir nuqtadan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar to‘plami esa
cheksiz to‘plam bo‘ladi.

1-ta’rif.[3, Defenition 3.1.15, 39-bet] A va B to‘plamlari berilgan
bo‘lib, A to‘plamning barcha elementlari B to‘plamga tegishli bo‘lsa, A
to‘plam B ning gismi (qismiy to‘plam) deyiladi va

Ac B (yoki Bo A)
kabi yoziladi.

A to‘plamning elementlari orasida biror xususiyatga (bu xususiyatni P
bilan belgilaymiz) ega bo‘ladiganlari bo‘lishi mumkin. Bunday xususiyatli
elementlardan tuzilgan to‘plam quyidagicha

{xe A| P}
belgilanadi. Ravshanki,
{xe A|P}c A
bo‘ladi.

Agar A to‘plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar bo‘lmasa, u

holda
xe A|P}
bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘lib, uni bo‘sh to‘plam deyiladi.
Bo‘sh to‘plam @& kabi belgilanadi. Masalan, x?+x+1=0 tenglamaning

haqiqiy ildizlaridan iborat A bo‘sh to‘plam bo‘ladi:
@Z{XE Al x? +x+1:0}.

Har ganday A to‘plam uchun
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AcA, JcA
deb garaladi.

Odatda, A to‘plamning barcha qgismiy to‘plamlaridan iborat to‘plam
F(A) kabi belgilanadi. Masalan, A={a,b,c} to‘plam uchun

F(A)={fa}.{b}.{c}.{a.b}.{a,c}.{b.c}.{a.b.c}. o}

bo‘ladi.

2-ta’rif. [3, Defenition 3.1.15, 39-bet] A va B to‘plamlari berilgan
bo‘lib,

AcB,BcA
bo‘lsa, A va B bir biriga teng to‘plamlar deyiladi va
A=B

kabi yoziladi.

Demak, A=B tenglik A va B to‘plamlarning bir xil elementlardan

tashkil topganligini bildiradi.

2°. To‘plamlar ustida amallar.
Ikki A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin.
3-ta’rif. [3, Axiom 3.4, 37-bet] A va B to‘plamlarning barcha
elementlaridan tashkil topgan E to‘plam A va B to‘plamlar yig‘indisi
(birlashmasi) deyiladi va AU B kabi belgilanadi:
E=AUB.
Demak, bu holda a € AUB dan ae A, yoki a < B, yoki bir vagtda ac A
, a € B bo‘lishi kelib chigadi.
4-ta’rif. [3, Definition 3.1.23, 41-bet] A va B to‘plamlarning barcha
umumiy elementlaridan tashkil topgan F to‘plam A va B to‘plamlar
ko‘paytmasi (kesishmasi) deyiladi va A B kabi belgilanadi:
F=AB.
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Demak, bu holda ac A(B dan bir vagtda ac A, a< B bo‘lishi kelib
chigadi.

5-ta’rif. [3, Definition 3.1.27, 42-bet] A to‘plamning B to‘plamga
tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan tashkil topgan G to‘plam A
to‘plamdan B to‘plamning ayirmasi deyiladi va A\ B kabi belgilanadi:

G=A\B,

Demak, € A\B dan ae A, a¢ B bo‘lishi kelib chiqadi.

6-ta’rif. A to‘plamning B ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan
va B to‘plamning A ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan tuzilgan
to‘plam A va B to‘plamlar-ning simmetrik ayirmasi deyiladi va AAB kabi
belgila-nadi:

AAB=(A\B)U(B\A).

Demak, ae AAB bo‘lishidan ae A, a¢B yoki aeB, ag A bo‘lishi

kelib chigadi.

7-ta’rif. Aytaylik, ac€ A, aeB bo‘lsin. Barcha tartiblangan (a,b)
ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A va B to‘plamlarning dekart
ko‘paytmasi deyiladi va Ax B kabi belgilanadi. Demak,

AxB={@ab)acA,beB].

Xususan, A=B bo‘lganda Ax A= A? deb garaladi.

8-ta’rif. Aytaylik, S va A to‘plamlar berilgan bo‘lib, A<S bo‘lsin.
Ushbu

S\A
to‘plam A to‘plamni S ga to‘ldiruvchi to‘plam deyiladi va CA yoki CsA Kkabi
belgilanadi:
CA=S\A.
To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning ba’zi xossalarini keltiramiz.

A B va D to‘plamlari berilgan bo‘lsin.
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1) ASB.B<ED 50, Ac D boladi;
2) AUA=A ANA=A o agi;

3)AC B botlsa, AUB=B, ANIB=A p a4;.
g)AUB=BUA, ANB=BNA 4.
5)(AU B)UD=AUBUD),(ANB)ND=AN(B D) bo*ladi:
6) ACS bo‘lsa, A[ICA=U;
7) C(AUB)=CANCB | n4q AcS BCS .
g) C(ANB)=CAUCB p1qq AcS,BCS
Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’rif-lardan kelib chigadi.
1-misol. Ushbu
(A\B)U(B\A) =(AUB)\(ANB) (1)
tenglik isbotlansin.
4 ac(A\B)U(B\ A) bo‘lsin. U holda
ac(A\B):acA ag¢B

yoki

ac(B\A): aeB, agA
bo‘ladi. Bundan esa

ac(AUB), ag(ANB)
bo‘lib,

ae(AUB)\(ANB)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(A\B)U(B\A) = (AUB)\(ANB) ?)
Aytaylik, ae(AUB)\(ANB) bo‘Isin.
U holda
ac(AUB): acA éku aeB,
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ag(ANB):agA agBémuacA agB éku agA acB

bo‘ladi.
Bundan esa
aceA\B¢EknmaeB\A
bo‘lib,
ac(A\B)U(B\A)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ A) 3)

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi topiladi. »
To‘plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to‘plamlarning
ganday tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor qilinmadi.
Aslida, keltirilgan amallar  biror universal to‘plam deb ataluvchi
to‘plamning qismiy to‘plamlari ustida bajariladi deb qaraladi. Masalan, natural

sonlar to‘plamlari ustida amallar bajariladigan bo‘lsa, universal to‘plam sifatida

barcha natural sonlardan iborat N to‘plamni olish mumkin.

3°. Matematik belgilar.

Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z va so‘z birikmalari o‘rnida
maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan muximlarini keltiramiz:

1) «agar ... bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi» iborasi «=» belgi orqali yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu « < » belgi orqali yoziladi;

3) «har ganday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari o‘rniga « V » belgi
ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o‘rniga «3» mavjudlik belgisi

ishlatiladi.
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Mashglar
1. Ushbu
(AUB)\D=(A\D)U(B\D)

tenglik isbotlansin.

2. Agar A va B chekli to‘plamlar bo‘lib, ularning elementlari soni mos
ravishda N(A). n(B) bo‘lsa,

n(AUB)=n(A) +n(B)—n(ANB)

bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar A chekli to‘plam bo‘lib, uning elementlarining soni N ga teng
bo‘lsa, bu to‘plamning barcha qismiy to‘plamlari to‘plami F(A) ning

elementlari soni 2" ga teng ekani isbotlansin.

Adabiyotlar
1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma 'ruzalar, I g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
2. Fixtengols G. M. Kypc oupppepenyuanvroeo u unmecpannoco ucuucienue, 1
m. M. «kFIZMATLIT», 2001.
3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014. [33-44 betlar]

Nazorat savollari

1. To‘plam deganda nimani tushunasiz?

2. Qism to‘plam nima? Misollarda tushuntiring.
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3. Ikki to‘plamning yig‘indisi va ko‘paytmasi nima?
4. Ikki to‘plamning ayirmasi va simmetrik ayirmasi nima?

5. To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning asosiy xossalarini keltiring.

Glossariy

To’plam - ixtiyoriy tabiatli narsalarning ma’lum belgilari bo’yicha
birlashmasi.

Cheksiz to’plam — elementlari soni cheksiz bo’lgan to’plam cheksiz
to’plam deyiladi.

Bo’sh to’plam — birorta ham elementga ega bo’lmagan to’plam bo sh
to plam deyiladi.

Simmetrik ayirma - ikki to’plamning bir-biriga tegishli bo’lmagan
elementlari to’plami.

Qarama garshi sonlar — fagat ishorasi bilan farg giladigan sonlar.

Natural sonlar to’plami —sanoqda ishlatiladigan sonlar.

Butun sonlar to’plami — natural sonlar va ularga garama-garshi sonlar
hamda 0 sonidan tashkil topgan to’plam.

Keys banki

1-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: agar A va B chekli toplamlar bo’lib,

ularning elementlari soni mos ravishda n(A), n(B) bo’lsa,
n(AUB)=n(A)+n(B)-n(ANB)

bolishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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1-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

3—-MmucoJa. Yuoy
(A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB)
MeH2IUK UCOOMIIAHCUN.
dae (A\B) U ( B\A) oyncun. Y xonga
aecA\B = acA,acB
€k
aeB\A = aeB,acA
0ynuo, Oynmapnan ae AU B, a€ A B 6ynuiim Kenub Ynkaiu.

Jlemax, ae(AU B)\(Aﬂ B) Ba
(A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB) 3)

oynau.
ae(AU B)\(Aﬂ B) oyicun. Y xomnga
ae(AU B) = aeA,ékuaebB,
aeAB= ac A,aeB,ékuaceAaceB ékuacAaeB
6y1u6, Gymapaan a e A\B &ku a e B\ A 6yuim Kenmb YnKai.

Jlemak, a e(A\B) U(B\A) Ba
(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\A) (4)

oynamu. (3) Ba (4) myHocabatiiapjiaH ToaMu3:

(A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB).»

Misollar
Nxtuépnit A,B,C,D Ttymnamjap y4yyH KyHuaarm MyHocadatiaap
UCcOOTJIAHCHH.
35. (AUB)UC=AU(BUC).
3. (ANB)NC=AN(BNC).
37. (AUB)NC=(ANC)U(BNC).
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38. (A\B)NC=(ANC)\(BNC).

30. (A\B)\C =(A\C)\(B\C).

10. (A\B)U(B\C)U(Cc\A)U(ANBNC)=AUBUC.
41. (ANC)U(BND)=(AUB)N(CUD).

42. (B\C)\(B\A)c ANC .

43. A\(Buc)=(A\B)\C.

44. (AU B)\CcAU(B\C).

45. (AUC)\Bc(A\B)UC.

46. ANBc Ac AUB.
47. AN(AUB)=A.

48. Arap A\B=C 6yaca, A=BUC HuHr Ypumin OYIMImM Keauod
YUKaAUMU?
49. Arap A=BUC 6¥iaca, A\B=C HuHr YpuHIH OYIMIIM KeIHO

YUKAIUMU?

50. (AUB)\(AUC)< AU(B\C).
51. (ANB)\C=(A\c)N(B\C).
52. A\(Buc)c(A\B)U(A\C).

53. Arap A Ba B wexmn Tymuamnap 63116, yIapHUHT SIEMEHTIAPH COHH MOC
paBuIia n(A), n(B) Oyca,

n(AUB)=n(A)+n(B)-n(ANB)
6K HCGOTIAHCHH.

54. Arap A dexum Tymmam 6yiau0, yHUHT dJIEMEHTJIapy COHM M Ta TeHT Oyiica,

Oy TYIIaMHUHT Oapya KUCMUN TYIjamiaapu TYTUIAMUHUHT 3J€MEHTIapU COHU
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2™ Ta Oynuiy KcOOTIAHCHH.
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Test

Savol

to'g’ri javob

mugqobil javob

mugqobil javob

Quyidagi
to'plamlardan
gaysilari
to'plam?

bo’sh

{xeR:x*+1=0};

{xeR:|x=3}

{xeR:x*=1};

Fagat butun sonlarni
aniglaydigan
to’plamni ko'rsating

{xeN:x*-3x=0};

X+—

2
X3 :0};

{XENZ

{xeN:x*+3Jx-7 =0}

Qanday to'plamga
bosh to'plam
deyiladi?

Birorta ham elementga

ega bo’Imagan
to plamga;

Elementlari soni cheksiz
bo’lgan to'plamga;

Elementlari soni chekli
bo’lgan to’plamga;

Qanday to'plamlarga
teng to ' plamlar
deyiladi?

Ayni bir xil
elementlardan tashkil
topgan to'plamlarga;

Elementlari soni aynan
teng bo’lgan
to'plamlarga;

Chekli to'plamlarga;

A={a,b,c,d,e, f} va

B={b,d,e,g,h}
to’plamlarning

kesishmasi  A[)Bni
toping.

ANB={b,d,e}

ANB={b,d,e, f}

ANB={b,d,e, g}

2 7
A={x:——<Xx<—
=3 i

va B:{x:—%£x£2}

to’plamlarning
kesishmasini toping.

1 7
ANB={x:—=<x<—
{ 2 4}

AﬂB={x:—%£x§2}

2 7
A(IB=fX:——<x<—
{ 3 4}

2 7
A=fX:——<Xx<—
{o-5<x< )

va B:{x:—%£x£2}

to plamlarning
birlashmasini toping.

AUBZ{XZ-%SXSZ}

2 1
AUB={x:——<x<—=
U { 3 4}

AUB:{XZ—%SXSZ}

A:{XZ—ZSXSZ}
3 4

va

B:{x:—lgxgz}
4

to'plamlar  berilgan.
A\ B ni toping.

A\B:{x:—§£x£2}

A\B={x:—%§x§2}

O zMU
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9.| A toplamning B
to'plamga tegishli
bo’lmagan . . . trik avi . io/indisi
elementlari to'plami ayirmasi simmetrik ayirmasi yig'indisi
A va B to'plamning
... deyiladi.
10, AaB="? (A\B)U(B\A) (A\B)N(B\A) (A\B)\(B\A)
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2-mavzu. Akslantirishlar va ularning
turlari

2-Ma’ruza.

Reja
1°. Akslantirish tushunchasi.
2°, Akslantirishning turlari.

3°. Ekvivalent to'plamlar. Sanoqli to'plamlar.

1°. Akslantirish tushunchasi.

E va F to‘plamlar berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. [3, Definition 3.3.1, 49-bet]Agar E to‘plamdan olingan har bir
X elementga biror f qoida yoki qonunga ko‘ra F to‘plamning bitta y elementi
(yeF) mos qo‘yilgan bo‘lsa, E to‘plamni F to‘plamga akslantirish
berilgan deyiladi va

f
f:E—>F yoki x—>y, (xeE,yeF)
kabi belgilanadi. Bunda E to‘plam f akslantirishning aniqlanish to‘plami
deyiladi.

1-misol. Ushbu N ={1,2,3,...} va N'= {l,%,%,...} to‘plamlar berilgan
bo‘lsin.

: 1 .
1) har bir natural n (ne N) songa — (E eN ') sonni mos qo‘ysak, unda
n\n
f1
f:N>N', no=
n

akslantirish hosil bo‘ladi. Uni f(n)=% kabi ham yoziladi.

. 1 :
2) har bir natural son n (neN) songa — (ize N’jsonnl mos
n n

go‘ysak, unda

? 1
(D:N—)N’, n—>—2
n
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akslantirishga ega bo‘lamiz: ¢ (n) = iz :
n

3) har bir natural n (neN) songa 1 (LeN’) sonini mos qo‘yish

natijasida
g:N—>N’, nil

akslantirish hosil bo‘ladi: g(n)=1.

Aytaylik,

f:E>F

akslantirish berilgan bo‘lsin. X € E elementga mos qo‘yilgan y € F element x
ning aksi (obrazi) deyiladi va y= f(x) kabi belgilanadi.

Endi yeF elementni olaylik. E to‘plamning shunday x elementlarini
garaymizki, f(x)=y bo‘lsin. Bunday xeE elementlar yeE ning asli

(proobrazi) deyiladi va f *(y) kabi belgilanadi:

F(y)={xeE[ () =y}
[Definition 3.4.1, 56-bet]Agar Ac E bo‘lsa, ushbu
{F()xe Al
to‘plam A to‘plamning F dagi aksi deyiladi va f(A) kabi belgilanadi:
f(A)={f(x)| xe A}.
[Definition 3.4.4, 57-bet]Agar B — F bo‘lsa, ushbu
{xeE| f(x)eB}
to‘plam B to‘plamning E dagi asli deyiladi va f (B) kabi belgilanadi:
f'(B)={xeE| f(x)eB}.
2-misol. Faraz qgilaylik, N={1,2,3,...,n,...} va M{-1+1} to‘plamlar

berilgan bo‘lib, ushbu
f:N—>M

akslantirish quyidagi
f(n)=(-1)"

ko‘rinishda bo‘lsin.

Ravshanki, 5eN ning aksi f(5)=-1; 1eM ning asli esa
f 1) ={2 4,6,..} boladi. Shuningdek, A={3,4}c N to‘plamning aksi
f(A={-L3=M, B={~-1}c M to‘plamning asli esa

f*(B)={135,..}

bo‘ladi.

Faraz qgilaylik, A va B to‘plamlari F to‘plamning qismiy to‘plamlari
bo‘lsin: Ac F, Bc F. Unda

f(ANB)=fHA)N f(B). (1)
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bo‘ladi.

<« Aytaylik,xe f (AN B) bo‘lsin. Unda f(x)e ANB bo‘lib, f(x)eA
va f(x)eB bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan x € f *(A), xe f *(B) bolishi
kelib chigadi. Demak, x e f *(A)N f ™(B). Bundan esa

fHANB)c f (AN f(B) (2)
bo‘lishini topamiz.

Aytaylik, xe f (AN f (B) bo‘lsin. Unda xe f *(A) va xe f *(B)
bolib, f(x)e A, f(X)eB bo‘ladi. Natijasi f(Xx)e A(1B bo‘lib, undan
x e f 1(AN B) bo‘lishini topamiz. Bu esa

2 ANT(B)c 7 (ANB) (3)
bo‘lishini bildiradi.

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.
>

Yuqoridagidek,

f1(AUB) = f (AU f*(B),
f(AUB)=f(A)U f(B)

tengliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlanadi.
2°. Akslantirishning turlari.

Aytaylik,
f:E>F 4)
akslantirish berilgan bo‘lib, f(E) esa E to‘plamning aksi bo‘lIsin:
f(E)={f(x)|xeE}
2-ta’rif. Agar (4) akslantirishda

f(E)cF
bo‘lsa, (4) akslantirish E to‘plamni F to‘plamning ichiga akslantirish
deyiladi.
Masalan,
11
N={123 ..} N'=<1=,=,..
e

to‘plamlari uchun ushbu
f
f:N—>N', no>—
3n

akslantirish N to‘plamni N’ to‘plamning ichiga akslantirish bo‘ladi.
3-ta’rif. [Definition 3.3.17, 53-bet] Agar (4) akslantirishda
f(E)=F
bo‘lsa, (4) akslantirish E to‘plamni F to‘plamning ustiga akslantirish
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(syur’ektiv akslantirish) deyiladi.
Masalan,
N={123..3M={113

to‘plamlari uchun

f
n—(-1)"

akslantirish N to‘plamni M to‘plamning ustiga akslantirish bo‘ladi.

4-ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, bu akslantirish E to‘plamning
turli elementlarini F to‘plamning turli elementlariga akslantirsa, (4) in’ektiv
akslantirish deyiladi.

5-ta’rif. [Definition 3.3.14, 54-bet] Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, u
in’ektiv akslantirsh ham bo‘lsa, (4) o‘zaro bir giymatli akslantirish (moslik)

deyiladi.
Masalan,
11
N={123..} N'=1=,=,...¢.
e
to‘plamlar uchun ushbu
f
f:N—>N', n>~-.
n

akslantirish o‘zaro bir qiymatli akslantirish bo‘ladi.
6-ta’rif. f:E — F akslantirish o‘zaro bir qiymatli akslantirish bo‘lsin.

F to‘plamning har bir y, (y € F) elementiga E to‘plamning bitta X elementini
(x € E) mos qo‘yadigan va

g(y)=9(f(x))=x.
munosabat bilan aniglanadigan

g:F—>E
akslantirish f :E — F ga nisbatan teskari akslantirish deyiladi va f* kabi
belgilanadi:

f*:F>E.

Demak, f:E — F ga teskari akslantirish mavjud bo‘lishi uchun:
a) f ustiga akslantirish,
b) F to‘plamdan olingan har bir y elementning E to‘plamdagi asli

f(y) = (F(x)=x
yagona bo‘lishi kerak.

3°. Ekvivalent to‘plamlar. Sanoqli to‘plamlar.
Ko‘p holda to‘plamlarni ularning tashkil etgan elementlari soni bo‘yicha

o‘zaro solishtirishga to‘g‘ri keladi. Chekli to‘plamlar solishtirilganda bir
to‘plamning elementlari soni ikkinchisidan ko‘p, yoki kam, yoki ularning
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elementlarining soni bir-biriga teng degan hulosaga kelinadi. Bu holda
elementlari soni ko‘p bo‘lgan to‘plamni «quvvati» ko‘proq deyish mumkin.
Cheksiz to‘plamlarni solishtirishda vaziyat boshqacharoq bo‘ladi. Cheksiz
to‘plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi.
7-ta’rif. Agar f :E — F o‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik) bo‘lsa,

E va F ekvivalent to‘plamlar deyiladi va E ~ F kabi belgilanadi.
Demak, E va F to‘plamlarning ekvivalentligi E~F  ularning
elementlari o‘zaro bir qiymatli moslikda ekanligini bildiradi.
Masalan,
N={1234,..} N, ={2,4,6,8,...}

to‘plamlar uchun
f

n—2n, (neN, 2neN,)

akslantirish o‘zaro bir qiymatli. Binobarin,
N~ N,
bo‘ladi. (Bu holda n <> 2n kabi yoziladi).
Aytaylik A,B,D to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Unda
1) A~A,
2) A~B=B~A,
3) A~B,B~D=A~D
bo‘ladi. Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’rifdan kelib chigadi.
Ikki A va B to‘plamlari o‘zaro ekvivalent bo‘lsa, ularni bir xil quvvatli
to‘plamlar deb qaraladi.
Demak, quvvatni ekvivalent to‘plamlarning miqdoriy xarakteristikasi
sifatida tushunish mumkin.
Chekli to‘plamlarning o°‘zaro ekvivalentligi ularning tashkil etgan
elementlarining sonini bir-biriga tengligini bildiradi.
Umuman, A va B chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalent bo‘lishi uchun
ularning elementlari soni bir xil bo‘lishi zarur va etarli:
A~B < n(A)=n(B),
bunda n(G)-G to‘plamning elementlari soni.

8-ta’rif. Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan har qanday
to‘plam sanoqli to‘plam deyiladi.
Masalan, ushbu
N, ={2,4,6,8,...,.2n,...},

N, ={18,27,64,...,n%,...},
11 1
N, ={L,=,=,...~,..
3 {2 3 }

to‘plamlar sanoqli to‘plamlar bo‘ladi, chunki
ne2n, N ~Nj;
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nend, N~N,y;

n < E, N~ N,.
n
Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan barcha to‘plamlar
sanoqli to‘plamlar sinfini tashkil etadi. Bu sinf to‘plamlarining quvvati bir xil
bo‘ladi.
Ravshanki,
N, N, N, N, N; =N
bo‘ladi. Ayni paytda, yuqorida ko rdikki,
N~N;,N~N,,N~N,.
Bunday vaziyat (to‘plamning qismi o‘ziga ekvivalent bo‘lishi) faqat
cheksiz to‘plamlardagina sodir bo‘ladi.
Matematik analiz kursida tayin E va F to‘plamlar uchun f:E > F
akslantirishlar va ularning xossalari o‘rganiladi.
Dastavval yuqgoridagi to‘plamlar sifatida haqiqiy sonlar to‘plamini olamiz
va uning xossalarini o‘rganamiz.

Mashglar

1. Agar A={a, b}, B:{a,ﬂ,y}. bo‘lsa, A to‘plamning B to‘plamga
akslantirishlari soni 9 ga teng bo‘lishi isbotlansin.

2. Aytaylik, A sanoqli to‘plam bo‘lib, x¢ A bo‘lsin. U holda
AU {x}~ A bo‘lishi isbotlansin.

Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma 'rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014. [49-61 betlar]
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Nazorat savollari.
1. Akslantirish nima?
2. To plam elementining hamda to plamning aksi va asli deganda nimani
tushunasiz?
3. Akslantirishlarning ganday turlari mavjud?
4. O zaro bir giymatli akslantirish nima?
5. Qanaday to plamlar ekvivalent to plamlar deyiladi?

6. Sanoqli to plam nima?
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Glossariy

Akslantirish — Agar E to‘plamdan olingan har bir x elementga biror f goida
yoki gqonunga ko‘ra F to‘plamning bitta y elementi (ye F) mos qo‘yilgan
bo‘lsa, E to‘plamni F to‘plamga akslantirish berilgan deyiladi.
To plmning aksi — Agar Ac E bo‘lsa, ushbu
{F()xe Al

to‘plam A to‘plamning F dagi aksi deyiladi.
To plmning asli — Agar B < F bo‘lsa, ushbu

{xeE| f(x)eB}
to‘plam B to‘plamning E dagi asli deyiladi.
Ichiga akslantirish — Agar f : E — F akslantirishda

f(E)cF
bo‘lsa, bu akslantirish E to‘plamni F to‘plamning ichiga akslantirish
deyiladi.
Ustiga akslantirish (syur’ektiv akslantirish) — Agar f : E — F akslantirishda
f(E)=F

bo‘lsa, bu akslantirish E to‘plamni F to‘plamning ustiga akslantirish
(syur’ektiv akslantirish) deyiladi.

In’ektiv akslantirish — Agar f:E —>F wustiga akslantirish bo‘lib, bu
akslantirish E to‘plamning turli elementlarini F to‘plamning turli elementlariga
akslantirsa, u in’ektiv akslantirish deyiladi.

O‘zaro bir giymatli akslantirish (moslik) — Agar f : E — F ustiga akslantirish
bo‘lib, u in’ektiv akslantirsh ham bo‘lsa, U o‘zaro bir qiymatli akslantirish
(moslik) deyiladi.

Ekvivalent to‘plamlar — Agar f:E —>F o‘zaro bir qiymatli akslantirish
(moslik) bo‘lsa, E va F ekvivalent to‘plamlar deyiladi.

Sanoqli to‘plam — Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan har qanday
to‘plam sanoqli to‘plam deyiladi
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Keys banki

2-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Aytaylik, A sanoqli to‘plam bo‘lib, x ¢ A
bo‘lsin. U holda AU {x}~ A bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, o yilgan masalani yeching
(individual).
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2-amaliy mashg’ulot

1. N natural sonlar to’plamida f(n)=3n akslantirish berilgan bo’lsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.
Yechish: Ikkita n,,n, € N sonlarni garaylik. n, #n,ekanligidan
f(n) = f(n,) ekanligi kelib chigadi. Hagigatdan ham, n, =n, bo’lsa,
3n, #3n,. Demak, f(n) akslantirish bir qiymatli akslantirish ekan ya’ni,
f (n) akslantirish ineksiya . Hisoblashlardan ko’rinadiki, {f (N)} < N,
ammo N ¢ {f (N)} shuning uchun bu akslantirish sureksiya emas.
2. N natural sonlar to’plamida f (n)=n’ akslantirish berilgan bo’lIsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.
3. N natural sonlar to’plamida f(n)=n?+2n akslantirish berilgan bo’lsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.
4. N natural sonlar to’plamida f (n)=2n akslantirish berilgan bo’lIsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.
5. A={xeR:x<1} va B={xeR:0<x<1} to’plamlar berilgan bo’lsin.
f(x)=x" ya'ni f(X):A—> Bakslantirish ganaqa akslantirish bo’ladi.
6. A={xeR:|x <1} to’plam berilgan bo’lsin. f(x)=x’ya’ni f(x):A—>A
akslantirish ganaqa akslantirish bo’ladi.

7. R haqiqiy sonlar to’plamida f (x)= 2arctgx

akslantirish berilgan bo’lsin.
f(X):R — B bo’lsa, B to’plamni toping.
8. A={xeR:|x <1} to’plamda f(x)=tg %X akslantirish berilgan bo’lsin.

f(xX): A— B bo’lsa, B to’plamni toping.

9. f(x)=arcsinx akslantirish A={xeR:|x|<1} to’plamni qaysi to’plamga
akslantirishini toping.

10. f(x)=sinx akslantirish R hagqiqiy sonlar to’plamini qaysi to’plamga
akslantirishini toping.

11. f(x) = x® akslantirish B ={x e R:3< x* <9} to’plamni qaysi to’plamga
akslantirishini toping.

12. f(x)=sinx akslantirish A={X € R:0< x <10} to’plamni qaysi
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to’plamga akslantirishini toping.

Test

Ne Savol to'g’ri javob mugqobil javob mugobil javob
_ X’ +5 .
1 x =5 nugtaning f (x)= +29 akslantirish 20 . .
orgali aksini toping.
X= taning f(Xx) =sinx akslantirish
5. 7[ nug f';mln.g (x) akslantiris 0 1 4
orqali aksini toping
3 % sonning f (X) =cos x akslantishdagi T T
. — V4 —
asli(proobrazi)ni toping 3 6
4. | 1sonning f(x)=e%¢ akslantishdagi 0 1 2
asli(proobrazi)ni toping
5 %sonning f (X) = 2" akslantish orqali 4 1 5
proobrazini toping
6. | Inektiv akslantirishni ko’rsating f(x)=4" f(x)=x? f(x) =sinx
. X
X =0 nugtaning f(X) =sin———
7. 1+884/x 0 1 1
akslantirish orqali aksini toping
N={123.} va M={11 toplamlar
berilgan. N ni M ga syur’ektiv akslantiruvchi n 2n 2n+1
8. n—(-1 n—(-1 n—(-1
akslantirishni ko'rsating. ( ) ( ) ( )
N={1 2,3,..} va M ={-1,1} to'plamlar
. . . . . . . n n 1
9, berllgap.. N rn M nl.ng ichiga akslantiruvchi n _)(_1)2 N _)(_1) N =
akslantirishni ko rsating. n
11 .
N={123,..} va M=<1= = .% toplamlar
23 1 1 1
10, berilgan. N ni M ga o'zaro bir giymatli n _>E n— = n %%
akslantiruvchi akslantirishni ko rsating.
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3-mavzu. Haqiqiy sonlar

3-Ma’ruza

Reja
1. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o'nli kasrlar.

3. Haqigiy son tushunchasi.

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan ma’lum. Odamlar sanash taqozosi bilan
dastlab 1, 2, 3, ... — natural sonlarni qo‘llaganlar. So‘ngra manfiy son, ratsional
son va nihoyat, hagigiy son tushunchasi kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o‘quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarda matematika kursidan
natural, butun, ratsional sonlarni, ular ustida bajariladigan amallarni,
amallarning xossala‘rini, shuningdek to‘g‘ri chiziqda (sonlar o‘qida) geometrik
ifodalanishini ma’lum deb hisoblaymiz.

Haqiqiy sonlarning matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga olib,
ular haqidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz.

1. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar.
a . -
Ta’rif. [3, Definition 4.2.1, 82-bet] ™ gisqarmas kasr ko'rinishda

tasvirlash mumkin bo’lgan sonlar ratsional sonlar deyiladi. Bunda a,b — butun
sonlar va b=0.

Faraz qilaylik, P biror musbat ratsional son bo‘lsin. Bo‘lish qoidasidan
q

foydalanib p butun sonni g ga bo‘lamiz. Agar p ni q ga bo‘lish jarayonida
biror gadamdan keyin qoldiq nolga teng bo‘lsa, u holda bo‘lish jarayon to‘xtab,

P kasr o‘nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr chekli o‘nli kasr
q
deyiladi. Masalan, % kasrda 59 ni 40 ga bo‘lib, uni 1,475 bo‘lishini topamiz:
9 =1475.
40

Agar p ni q ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma’lum qadamdan
keyin yuqorida aytilgan qoldiglardan biri yana bir marta uchraydi, so‘ng undan
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oldingi ragamlar mos tartibda takrorlanadi.
Odatda bunday kasr cheksiz davriy o‘nli kasr deyiladi. Takrorlanadigan
ragamlar (ragamlar birlashmasi) o‘nli kasrning davri bo‘ladi.

1 . . . :
Masalan, 3 kasrda 1 ni 3 ga bo‘lib, 0,333... bo‘lishini topamiz;

1: 0,333...
3

Ushbu
0,333..., 1,4777..., 2,131313...
kasrlar cheksiz davriy o‘nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3, 7, 13
bo‘ladi va bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha
0,(3), 1,4(7), 2,(13)
yoziladi;
0,(3)=0,333...
1,4(7)=1,4777...
2,(13)=2,131313... .

Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasrni
chekli o‘nli kasr qilib yoziladi.
Masalan,
0,4999...=0,4(9)=0,5,
2,71999...=2,71(9)=2,72.
Har ganday chekli o‘nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz davriy
o‘nli kasr ko‘rinishida yozish mumkin.
Masalan,
1,4=1,4000...=1,4(0)
0,75=0,75000...=0,75(0).

Demak, har ganday P ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr ko‘rinishida
q

ifodalanadi. Aksincha, har ganday cheksiz davriy o‘nli kasrni P ko‘rinishida
q
yozish mumkin.
Masalan, ushbu
0,(3)=0,333..., 7,31(06)="7,31060606...

cheksiz davriy o‘nli kasrlarni qaraylik. Avvalo ularni

3 3 3

+ +

3 1 6 6
7,31(06) =7+ —+ + + +...
(06) 10 10 10* 10°

ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi
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formulasidan foydalanib topamiz:

3
0,(3)=0333..= 10 _3 101
1710 9 3
10
1
4
7,31(06) = 7,31060606...= L ox 4 10° 731, 1 6 _
100 ,_ 1 100 100 99
10?

:i(731+ Ej _ 965
100\~ 33) 132

Demak, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orqali va
aksincha, ixtiyoriy cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional son orqali ifodalanadi.

2. Hagiqiy son tushunchasi.
Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasrlar ham bo‘ladi. Bu kesmalarni
o‘lchash jarayonida yuzaga kelishini ko‘rsatamiz.
Faraz qilaylik, biror J kesma hamda o‘Ichov birligi, masalan metr
berilgan bo‘lsin. J kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, 1 metr J kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning J, gismi
ortib golsin. Ravshanki J, ning uzunligi 1 metrdan kam bo‘ladi. Bu holda J

kesmaning uzunligini taxminan 5 m. ga teng deb olish mumkin:
J uzunligi =5 m.

Agar bu aniqlik etarli bo‘lmasa, o‘lchov birligining 0 qismini, ya’'ni 1

dm. ni olib, uni J; kesmaga joylash-tiramiz. Aytaylik, 1 dm. J, kesmada 7 marta
butunlay joylashib, J, kesmaning J, gismi ortib qolsin. Bunda J, ning

uzunligi 1 dm. dan kichik bo‘ladi. Bu holda J kesmaning uzunligi taxminan 5,7
m ga teng deb olinishi mumkin:
J uzunligi =5,7 m.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz:
1) biror gadamdan keyin, masalan n+1 gadamdan keyin o‘lchov

bwhgmmgw gismi J, kesmaga «, marta butunlay joylashadi. Bu holda
o‘lchov jarayoni to“xtatilib,
J uzunligi =5,7..., .
;\/—/
NTa pakam
bo‘lishi topiladi.
2) o‘lcham jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu holda J
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kesmaning uzunligining aniq giymati deb ushbu
S5,1..0x,...
cheksiz o‘nli kasr olinadi:
J uzunligi =5,7.. «,, ...

Aytaylik, to‘g‘ri chizigda biror O nuqta (koordinata boshi) hamda
o‘Ichov birligi tayinlangan bo‘lsin. U holda O nuqtadan o‘ngda joylashgan har
bir P nugtaga, OP kesmani o‘lchash natijasida hosil bo‘lgan ushbu
Ay, 4 y.. ... cheksiz o‘nli kasrni mos qo‘yish mumkin. Bunda

a, e NU{0}, o, €{0,1, 2,3,4,5,6,7,8, 9}, n>1.

Bu moslik o‘zaro bir gqiymatli moslik bo‘ladi. Ravshanki, yuqoridagi
cheksiz o‘nli kasrlar orasida cheksiz davriy o‘nli kasrlar bo‘lib, ular manfiy
bo‘lmagan ratsional sonlar bo‘ladi. Qolgan kasrlar esa ratsional sonlar
bo‘Imaydi.

1-ta’rif. Ushbu

a=a,,040,.. ...,
ko‘rinishidagi cheksiz o‘nli kasr manfiy bo‘lmagan haqiqiy son deyiladi,
bunda «, € N U{0}, ¢, {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},n>1.

Agar 3n>0;«, >0 bo‘lsa, u musbat haqiqiy son deyiladi.

Manfiy haqiqiy sonning «—» ishora bilan olingani musbat haqiqiy son
sifatida ta’riflanadi.

Barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plam R harfi bilan belgilanadi.

Barcha natural sonlar to‘plami N, ratsional sonlar to‘plami Q, haqiqgiy
sonlar to‘plami R uchun N —cQ < R bo‘ladi.

2-ta’rif. Ushbu

R\Q
to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.

Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasrni chekli
o‘nli kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning oqibatida bitta son ikki

ko‘rinishga, masalan, % soni
=0,5000...

=0,4999...

NIFPN|P-

ko‘rinishlarga ega bo‘lib qoladi.

Umuman, a,, o, ,,...a, (a, #0) ratsional son ushbu,

1) ag oy, ay,...0t, 5 (0, —1)999...,

2) ay,04,0,,..,000..., ikki ko‘rinishda yozilishi mumkin. Haqiqiy
sonlarni solishtirishda ratsional sonning 1)- ko‘rinishidan foydalanamiz.

Ikkita manfiy bo‘lmagan
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a=ay,0,.0,....

b= Lo, S L

haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin.
3-ta’rif. Agar Vvn>0 da «, = S,,ya’'ni

Ay =y, @y =, A =,y =B,

bo‘lsa, a va b sonlar teng deyiladi va a=b kabi yoziladi.

4-ta’rif. Agar

ay =Py &, =Py, & = o, slly = Py

tengliklarning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmasa va birinchi bajarilmagan
tenglik n =k da sodir bo‘lsa, u holda:

a, > P, bo‘lganda a soni b sonidan katta deyiladi va a>b kabi
belgilanadi.

a, < f bo‘lganda a soni b sonidan kichik deyiladi va a<b kabi
belgilanadi.

Aytaylik, to‘g‘ri chiziq, unda tayin olingan O nuqta (koordinata boshi) va
o‘Ichov birligi berilgan bo‘lsin.

Haqiqiy sonlar to‘plami R bilan to‘g‘ri chiziq nugqtalari orasidagi bir
giymatli moslik o‘rnatish mumkin:

O nugtadan o‘ngda joylashgan P nugtaga OP kesmaning uzunligiga
teng x soni mos qo‘yiladi (x son P nuqtaning koordinatasi deyiladi);

O nugtadan chapda joylashgan Q nugtaga QO kesmaning uzunligiga
teng x sonining minus ishorasi bilan olingan — x soni mos qo‘yiladi;

O nugtaga nol soni mos qo‘yiladi.

Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli hagigiy a soni uchun shunday
natural m soni topiladiki,

m>a

bo‘ladi.

<« Aytaylik,

a=aya0,.0,.>0,

bo‘lsin. m=a, +1, me N deb olinsa, unda 3-ta’rifga binoan a <m bo‘ladi »
Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plamlarini
keltiramiz.
Aytaylik, ae R,beR,a<b bo‘lsin:
[a,b]={x € R| a < x < b} — segment deyiladi,
(a,b)={x € R| a < x < b} —interval deyiladi,
[a,b)={x e R|a < x < b} — yarim interval deyiladi,
(a,b]={x e R|a < x<b} — yarim interval. deyiladi.
Bunda a va b sonlar [a,b], (a,b), [a,b), (a,b] larning chegaralari deyiladi.
SHuningdek,
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[a+0)={xeR|x>a},
(~o,a)={xeR|x<a},
(— 0, oo) =R
deb garaymiz.
Faraz gilaylik, a va b ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lib, a <b bo‘lsin. U
holda
(a,b)2@
bo‘ladi.
<« Hagigatdan ham,
a=ay,o.0,.0,..20
b= S BBy
bo‘lib, m >0 uchun
ay =Po,oy = Pry- Oy = Py Va oy < fy
bo‘Isin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi bo‘lsa, (7, <9)
unda
r=ay,u0,.. 0yt . (ay +1)
ratsional son uchun a < r <b bo‘ladi. Demak, (a,b)=@ »

Mashglar

1. Ushbu x? =3 tenglikni ganoatlantiruvchi ratsional sonning mavijud
emasligi isbotlansin.
2. Agar r e Q,x € R\Q bo‘lsa, ¢ +r € R\Q bo‘lishi ko‘rsatilsin.

3. VaeR,VbeR,Vvc eR sonlari uchun
a>bb>c=a>c

bo‘lishi isbotlansin.
Adabiyotlar

1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014. [3, 81-90, 96-110]
2. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

Nazorat savollari
1. Ratsional son nima?
2. Cheksiz davriy va cheksiz davriy bo Imagan davriy o nli kasrlar nima?
3. Haqigiy son deganda nimani tushunasiz?

4. Arximed aksiomasini ayting.
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5. Tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plamlarini keltiring va ularni

izohlab tushuntiring.
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Glossariy

: a . - . N
Ratsional son — ™ gisgarmas kasr ko rinishda tasvirlash mumkin bo lgan sonlar

ratsional sonlar deyiladi. Bunda a,b — butun sonlar va b =#0.

Manfiy bo‘lmagan haqiqiy son — ushbu a=¢,,a,@,..«,.... , ko‘rinishidagi
cheksiz o‘nli kasr manfiy bo‘lmagan haqiqiy son deyiladi, bunda
a, € NU{0O}, o, <€{0,1,2,3,4,5,6,7,8 9}, n>1.

Irratsional son — Ushbu R\Q to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.

Arximed aksiomasi — Ixtiyoriy chekli hagigiy a soni uchun shunday natural m
soni topiladiki, m > a bo‘ladi.

Keys banki

3-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu x? =3 tenglikni ganoatlantiruvchi

ratsional sonning mavjud emasligi isbotlansin.

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo"lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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3-amaliy mashg’ulot

Ma’lumki, N - barcha natural sonlar to‘plamini, Z - barcha butun sonlar
to‘plamini, Q - barcha ratsional sonlar to‘plamini ifodalaydi:

N={123.n,..},

Z={.,—2-1,012,.},

Qz{r:rzap, pel, q:N}.

Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasr bilan ifodalanadigan son irratsional

son deyiladi. Uni £ (pez, qeN) ko'rinishida yozib bo‘Imaydi.
q

Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan haqiqiy son deyiladi.
Barcha haqiqiy sonlar to‘plami R harfi bilan belgilanadi.

1-misol.Agar a va g irratsional son bo‘lsa, + 3, a—/f sonlar
irratsional bo‘ladimi?

Yechim. Faraz gilaylik a =42 va B=1-+/2 bo'lsin, u holda « + =1
bo’ladi. Xuddi shunday, a=+2 va B=-1++2 bo'lsin, u holda o —p=1

bo'ladi. Demak, agar « va p irratsional son bo‘lsa, ¢+ [, a—f sonlar
irratsional bo‘lishi shart emas.

1. Kvadrati 3 ga teng bo‘lgan ratsional sonning mavjud emasligi isbotlansin.

2. Agar r- ratsional son, « - irratsional son bo‘lsa, a+r ning irratsional son

bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar a va f irratsional son bo‘lsa, o+, a—/f sonlar irratsional

bo‘ladimi?
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4. Agar o va f irratsional son bo‘lib, «+ £ esa ratsional son bo‘lsa, o — S

va «a + 2/ sonlarning irratsional bo‘lishi isbotlansin.

5. Ushbu

a=\L+y2 4.+ (neN, n>2)

sonning irratsional bo‘lishi isbotlansin.
6. Ushbu
log2, log,3

sonlarning irratsional son bo‘lishi isbotlansin.

Quyidagi to‘plamlar chegaralanganlikka tekshirilsin:

7. Ez{x:l—nz—Gn: neN}.

11, E:{x=[1+(—1)”]-n+l_(_l)n :ne N}.

12. x € R sonning absolyut giymati |x| quyidagicha ta’riflanadi:
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X, aeap x>0
IXI={

—X, aeap x<0
Ixtiyoriy x hagigiy son uchun
K20, =l x<x<lx

bo‘lishi isbotlansin.
13. Ixtiyoriy x va y haqiqgiy sonlari uchun

D [x+y|<|x/+]y],

2) X =[yl <[x=l

3) x-yl=[x-]y
bo‘lishi isbotlansin.

14. Ixtiyoriy x va y haqiqgiy sonlari ushbu

1
x-y|< E(XZ + yz)
tengsizlikni ganoatlantirishi isbotlansin.

15. Ushbu
E:{x: X <a, a>0},
F={x: —a<x<a, a>0}

to‘plamlarning o‘zaro tengligi isbotlansin.

16. Ushbu
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E:{x:|4>a}
F={x: x>a, x<-a}

to‘plamlarning tengligi isbotlansin.

Quyidagi tengsizliklarning echimlar to‘plami topilsin:
yidag g g p p

1. [Bx—1<[2x—1+|x| 2. |x-2|<3
3. |x+3[>2 4. |x|<x+1
5. ﬁ>ﬁ 6. [x*-5>2
7. x2—2x—3|>x2—2x—3 8. |x+3—|x+1<2
9. x2—2x|>x2—|2x| 10. |x+2|+[x—2| =12

11. |x—4|+|x+4|<10

Quyidagi tenglamalarning echimlar to‘plami topilsin:

1. [2x+3=x°.
2. |sinx|=sinx+2.
o petat
X+1 x+1
4. |x* —5x+6|=—(x* —5x+6).
5. |x=x-6.
6. ‘(x2+2x+5)+(x—5)‘=‘x2+2x+5‘+|x—5|.
7. ‘(x“—4)—(x2 +2)‘=‘x4—4‘—‘x2 +2‘.
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Test

Ne Savol to'g’ri javob mugobil javob | muqobil javob muqobll
javob
a .
™ gisqarmas kasr
1. | ko'rinishda tasvirlash ratsional irratsional butun natural
mumkin bo’lgan sonlar ...
sonlar deyiladi.
1
2. Irratsional sonni ko’rsating J2 2,2(3322) 2975 2,5
. . . 1
3. Ratsional sonni ko’rsating E s e \/5
100
4. | Butun sonni ko’rsating 2 3 2 J§
5. | Ratsional sonni ko’rsating 2,88(3) r e g
234 4
6. | Butun sonni ko’rsating = : J7 Ji1
5
7. Irratsional sonni ko’rsating J§ 4,(27) 225 2,9
x> —33=0 tenglamaning
8. | yechimlari ... sonlardan irratsional butun natural ratsional
iborat!
9. ||50]=? 50 -50 25 -25
10. | |-(-75)|=? 75 -75 7,5 7,5
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4-mavzu. Haqiqiy sonlar
to'plamining chegaralari

4-Ma'‘ruza

Reja
1. Sonlar to'plamining aniq chegaralari.
2. Anig chegaraning mavjudligi.

Haqiqily sonlar to‘plamining chegaralanganligi, to‘plamning aniq
chegaralari tushunchalari matematik analiz kursida muhim rol o‘ynaydi.

1. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari.
Biror £Ec R to‘plam berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x, elementi (x, € E) topilsaki,
E to‘plamning ixtiyoriy X elementlari uchun
X< Xg
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
X, e E, VxeE: x<X,
bo‘lsa, X, soni E to‘plamning eng katta elementi deyiladi va
X, =max E
kabi belgilanadi.
2-ta’rif. Agar E to‘plamning shunday X, elementi (x, € E) topilsaki, E
to‘plamning ixtiyoriy X elementlari uchun
X2 X,
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
X, eE, VxekE: X=X,
bo‘lsa, X, soni E to‘plamning eng kichik elementi deyiladi va
Xo =min E
kabi belgilanadi.
Masalan,
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bo‘ladi.
3-ta’rif. [1, definiyion 5.5.1, 116-bet] Agar shunday M soni (M €R)
topilsaki, E to‘plamning ixtiyoriy X elementlari uchun
x<M
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
M eR, VxeE: x<M
bo‘lsa, E to‘plam yuqoridan chegaralangan deyiladi, M soni to‘plamning
yuqori chegarasi deyiladi.

4-ta’rif. Agar shunday m soni (meR) topilsaki, E to‘plamning

ixtiyoriy x elementlari uchun
X=m
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
dneR, VxeE: x=>m
bo‘lsa, E to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to‘plamning quyi
chegarasi deyiladi.

Ravshanki, to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, uning yuqori
chegaralari cheksiz ko‘p, shuningdek quyidan chegaralan-gan bo‘lsa, uning quyi
chegaralari cheksiz ko‘p bo‘ladi.

5-ta’rif. Agar EcR to‘plam ham quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, E chegaralangan to‘plam deyiladi.

6-ta’rif. Agar ixtiyoriy M soni (M €R) olinganda ham shunday x,
elementi (x, € E) topilsaki,

Xg>M
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
VM eR, 3X, e E: X, >M
bo‘lsa, E to‘plam yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

7-ta’rif. Agar ixtiyoriy m soni (meR) olinganda ham shunday X,

elementi (x, € E) topilsaki,
Xo <M
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
VmeR, 3Ix,eE: X; <m
bo‘lsa, E to‘plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.
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Masalan,
1) E; ={...,— 2, -1, O} to‘plam yuqoridan chegaralangan;
2) E, ={4 2,3,...} to‘plam quyidan chegaralangan;

3) E; = {l, %, %, } to‘plam chegaralangan;

4) E, = {x eR \ X > 0} to‘plam yuqgoridan chegaralanmagan;

5) E; = {X eR | X < O} to‘plam quyidan chegaralanmagan bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralari
tushunchalarini keltiramiz,

Aytaylik, E — R to‘plam va a € R soni berilgan bo‘lsin.

8-ta’rif. [1, definition 5.5.5, 117-bet] Agar

1) a soni E to‘plamning yuqori chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun a < M tengsizlik
bajarilsa, a soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi deyiladi va SUpE kabi
belgilanadi:

a=supE.

Demak, E to‘plamning aniq yuqori chegarasi, uning yuqori chegaralari
orasida eng kichigi bo‘ladi.

9-ta’rif. Faraz gilaylik, E c R to‘plam va b eR soni berilgan bo‘lsin.
Agar

1) b son E to‘plamning quyi chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b>m tengsizlik
bajarilsa, b soni E to‘plamning anig quyi chegarasi deyiladi va inf E kabi
belgilanadi:

b=inf E.

Demak, E to‘plamning aniq quyi chegarasi, uning quyi chegaralari
orasida eng kattasi bo‘ladi.

“sup” va “inf” lar lotincha “supremum” va “infimum” so‘zlaridan olingan
bo‘lib, ular mos ravishda eng yuqori, eng quyi degan ma’nolarni anglatadi.

1-teorema. Faraz qilaylik, EcR to‘plam va aeR soni berilgan
bo‘lsin. a soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi bo‘lishi uchun

1) a soni E to‘plamning yuqori chegarasi,

2) a sonidan kichik bo‘lgan ixtiyoriy « (a<a) uchun E to‘plamda

X >« tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va etarli.
<« Zarurligi. Aytaylik,
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a=supk
bo‘lsin. 8-ta’rifga binoan:
1) ¥xe E uchun x<a, ya’ni a soni E to‘plamning yuqori chegarasi;
2) a soni yuqori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, a dan kichik
a soni uchun x>« bo‘lgan X € E soni topiladi.
Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, ravshanki,
a <a shartni ganoatlantiruvchi har ganday « soni E to‘plamning yuqori
chegarasi bo‘lolmaydi. Demak, a- to‘plamning yuqori chegaralari orasida eng
kichigi. Unda ta’rifga ko‘ra
a=supE
bo‘ladi. »
Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
2-teorema. Faraz gilaylik, E — R to‘plam va b € R soni berilgan bo‘Isin.
b soni E to‘plamning aniq quyi chegarasi bo‘lishi uchun
1) b soni E to‘plamning quyi chegarasi,
2) b sonidan katta bo‘lgan ixtiyoriy £ (£ >b) uchun E to‘plamda
x < B tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va etarli.
Eslatma. Agar E c R to‘plam yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa, u

holda
SUPE =+ ,
quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
inf E =—0
deb olinadi.
2°. Aniq chegaralarning mavjudligi.
Aytaylik,

a=oy,040,..0,...

musbat haqiqiy son bo‘lsin, bunda
a, e NU{0}, a,eN,={0,1 2,3 4,5 6,7 8 9} n>1

Ushbu
a, =g, 00,0, = +ﬂ+ﬁ+...+ L
10 10° 10"
a, a,+1
b, =ay, a,...(a, +) =« +—+—+...+ n
e )=y 10 102 10"

ratsional sonlar uchun
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a, <a<b,
bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy hagigiy son olinganda shunday ikkita ratsional son
topiladiki, ulardan biri shu hagigiy sondan kichik yoki teng, ikkinchisi esa katta
bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq chegaralarining mavjudligi haqidagi
teoremalarni keltiramiz.

3-teorema. [1, theorem 5.5.9, 117-bet] Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, uning aniq yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.

Bu teoremani

Ec|[0, +o), E+UJ
to‘plam uchun isbotlaymiz.

<« E to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsin:
M eR, YxeE: x<M.

Arximed aksiomasini e’tiborga olib, M € N deyish mumkin.
Endi E to‘plam
a=a,,a,0,... (e E)
elementlarining butun qgismlaridan, ya’ni ¢, laridan iborat to‘plamni F, deylik:
Fo={a, e NU{0} |, a=a,y, a,...€cE}.

Bu to‘plam ham yuqoridan M soni bilan chegaralangan va F, = <.
Ravshanki, F, < NU{0}. Bundan F, to‘plamning chekli ekanligini topamiz.
Demak, F, to‘plamning eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deylik:

max F, =c¢, (1)

E to‘plamning

Copr OOy

ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni E, deb olamiz:

E, ={cy,,...€ E}.
Ravshanki, E, c E, E, #J.
Endi E, to‘plam

Cor OOy

elementlarining ¢, laridan iborat to‘plamni olib, uni F, deylik:

F,={o, €{0,12,..9}| ¢y, x, ...€ E }.

Bu chekli to‘plam bo‘lib, F #& bo‘ladi. SHuning uchun uning eng

katta elementi mavjud. Uni ¢, deb olamiz:
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max F, =c, (2)
E, to‘plamning
Cor 150
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni E, deb olamiz:
E, ={c,,co,0;5...€ E; }.
Ravshanki, E, c E,, E, #J.
Endi E, to‘plam
Cor 1050
elementlarining «, laridan iborat to‘plamni olib, uni F, deylik:

F, ={«, €{0,1,2,...9}| c,,C, @, ...€ E; }.

Bu to‘plam ham chekli va F, #& bo‘lib, uning eng katta elementi

mavjud:
max F, =c, (3)
E, to‘plamning
Co,C1C ...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni E, deb olamiz:
E, ={c,,c,C,;...€ E;}
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida
a=Cy,¢Cy..Cppenn

haqiqiy son hosil bo‘ladi.

Endi E to‘plam va bu a son uchun 1-teoremaning ikkala shartlarini
bajarilishini ko‘rsatamiz:

1) Yuqoridagi (1) munosabatga ko‘ra V «,,,a,a,...€ E uchun a, <¢,
bo‘ladi.

Agar o, < c, bo‘lsa, uholda «,,,...<a bo‘ladi.

Agar a, =c, bo‘lsa, u holda ¢y, ,...€ E;, bo‘lib, (2) munosa-batga
ko‘ra o < ¢; bo‘ladi.

Agar a; <c, bo‘lsauholda «,,,...<a bo‘ladi.

Agar a, =c¢; bo‘lsa, u holda cy,c,a,...€ E; bo‘lib, (3) munosa-batga
ko‘ra a, < c, bo‘ladi.

Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz:

a) shunday n >0 topiladiki,

g =Cy, 04 =Cp,... ¢4 =Chy, Q, <C,
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bo‘lib, «y, o ,...<a bo‘ladi.

b) ixtiyoriy n>0 da «, =¢, bo‘lib, oy, a,...=a bo‘ladi.

Demak, har doim ¢, a,...<a munosabat o°rinli bo‘ladi;

2) a sondan kichik bo‘lgan ixtiyoriy

B=Bo, BB
haqiqiy sonni olaylik:
Bos B P <CpiCi1Cy..Cpn
Unda shunday n >0 topiladiki,
Bo=Co, P=Cn .. Bra=Cha By <C,

bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib, Vx € E,, — E uchun

X> fo: Bl By
bo‘lishini topamiz.

Shunday qilib teoremada keltirilgan E to‘plam va a soni uchun 1-
teoremaning ikkala shartining bajarilishi ko‘rsatildi. Unda 1-teoremaga muvofiq
E to‘plamning aniq yuqori chegarasi mavjud va

a=sup E
bo‘lishi kelib chigadi. P

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

4-teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam quyidan chegaralangan bo‘lsa,
uning aniq quyi chegarasi mavjud bo‘ladi.

Eslatma. To‘plamning aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralari shu
to‘plamga tegishli bo‘lishi ham mumkin, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin.

Mashglar

1. Agar A va B to‘plamlari (AcR, BcR) chegaralangan bo‘lib,
Ac B bo‘lsa,
supA<supB, inf A>inf B
bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar YxeA (AcR) uchun x<a (axeR) bo‘lsa, sUupA<«

bo‘lishi isbotlansin.

Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
2. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
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Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

Nazorat savollari

To plamning eng kata va eng kichik elementlari nima?

To plamning yuqori va quyi chegaralari ta’riflarini bering.

To plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralari ta’riflarini bering.
Aniq yugori chegaraning mavjudligi hagidagi teoremani ayting.
Aniq quyi chegaraning mavjudligi hagidagi teoremani ayting.

Ok wWwhE
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Glossariy

To‘plamning eng katta elementi - agar E to‘plamning shunday x,
elementi (x, € E) topilsaki, E to‘plamning ixtiyoriy X elementlari uchun
x < X
tengsizlik bajarilsa x, soni E to‘plamning eng katta elementi deyiladi.

To‘plamning eng Kichik elementi - agar E to‘plamning shunday X,
elementi (x, € E) topilsaki, E to‘plamning ixtiyoriy X elementlari uchun
x> X, tengsizlik bajarilsa x, soni E to‘plamning eng kichik elementi
deyiladi.

Chegaralangan to‘plam — agar Ec R to‘plam ham quyidan, ham
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, U chegaralangan to‘plam deyiladi.

To‘plamning aniq yuqori chegarasi — agar 1) a soni E to‘plamning
yugori chegarasi bo‘lsa, 2) E to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun
a< M tengsizlik bajarilsa, a soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi
deyiladi va sup E kabi belgilanadi.

To‘plamning aniq quyi chegarasi —agar 1) b son E to‘plamning quyi
chegarasi bo‘lsa, 2) E to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b>m
tengsizlik bajarilsa, b soni E to‘plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va
inf E kabi belgilanadi.

Keys banki

4-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar A va B to‘plamlar (AcC R, B R)
chegaralangan bo‘lib, Ac B bo‘lsa,

supA<supB, inf A>inf B

bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
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(individual).
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4-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

n2
E:{x: > :neN}
n°+4

MYNIAMHUHE AHUK IOKOPU XAMOA QHUK KYUU 4e2apac MOonuiICUH.
<« Papmianku, Vne N yuyH

1-mucomn. Yoy

2

0<

<1 1
n>+4 1)
oynaau. [lemak, Oepuiiran TYmiaM yerapajaHTaH.
(1) myHocabatnan VX e E yuyn

oYUM Kenub YuKaIu.
V& >0 connn (0< e <1) omub, Etynnamua, yausr

n2 4(1— 8)
X =——, N>,|—
n“+4 P
3JIEMEHTH Kapajica, YHHHT YIyH
2
n

>l-¢ 2
n®+4 )

TEHICU3JUK Oaxkapuiiaau (YyHKU
2

= 4>1—8:>n2>n2+4—n28—48:>n28>4(1—8):>
+

4(1- 4(1-

o), [-e),
£ g

(1) Ba (2) myHOCabaTIapiaH TOTAMHU3:

2
SupE=Sup{x= 1 :neN}zl.
n“+4

=n’>

Xy OIyHra yxIuran

2
infE=inf{x= 1 :neN}=o
n“+4

oynuim Kypcatuiaay. P
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Kyiinaaru Tyniamiap yerapajaHranJMKKa TeKmupuicun (1-6):

1. Ez{x: n 5 neN}.
1+n

2. Ez{x:l—nz—Gn: neN}

x=(_1);ﬂ: neN}.

E{x=1: neN}
n

TYIUIAMHUHT aHUK FOKOPH XamJa aHWK Kyiu yerapajiapy TOIUJICHH.

7. Yoy
E:{x:1+%: neN}

TYIJIaMHUHT aHUK FOKOPHU Ba aHWK KyWH Yerapaiapy TOMHICHH.
8. E — R tymiam yayn SUPE Ba inf E jap maBxynx 60,
SupE =inf E
o0ynca, E tymmam TyFpucumaa HUMa IEHHIIT MyMKHH.
9. Arap E <R, F c E Tynmamnap yuys:
1) VxeE,VyeF :x<y,
2)Ve>0,3x, eE,Jy,eF1y,— X <¢
Oyica, y xonaa
SUpE =inf F
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oYUy NCOOTIAaHCHH.

10. Arap E — R tynnam yerapananran 6ynmu6, E,  E 6ynca, y xonna
SupE, <SupE, infE >infE
oYUy NCOOTIaHCHH.
11. Arap E c R Tynnam uerapananran 6ynu0, a € R Oyica, y xonna
Sup{a+ E}=a+ SupE
OyuI NCOOTITAHCHH.
12. Arap E — R tymam verapananran 6yiau6, a >0 6ynca, y xonaa
Sup{a-E}=a-SupE
oYUy NCOOTIaHCHUH.
13. Aiiraiinuk, yerapananran E ={x} c R Tymmam xap Oup X 3JIEMEHTHHHHI
KapaMa-Kapuicu —X JlapAaH Ty3wiras tymiam F Oyncun: F = {—X X e E}. Y

XOoJiga
SupF =—infE, inf F=-SupE

oYMy NCOOTIAaHCHH.

14, Airaitmnk, E={x}cR, F={y}cR wuerapanaurau Tymnamnap 06yu0,
E+F={x+y:xeE,yeF} 6yncun. ¥V xonna

Sup(E + F ) = SupE + SupF,

inf(E+F)=infE+infF

oYUy NCOOTIaHCHH.
15. Anraitmnk, E={x}cR,F={y}cR wuerapananran Tymnamuap 6yuo,
E-F={x—y:xeE,yeF} 0yrcun. ¥ xonna

Sup(E —F)=SupE —inf F
OymuIy nCOOTIIAHCHH

16. Ymby E, ={x:x>0}, F, ={y:y>0} Tymmamnap épaammna Ty3uiras

E,-F ={x-y:xeE,yeF,} tymam yayn
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inf(E, -F,)=infE, -infF,,
Sup(E, - F, ) =SupE, - SupF,
oYUy NCOOTIaHCHH.
17. Anraitnuk, EcC R, F cR tynnamnap roxopuaan derapanaHraH OYJICHH.
YHpa
Sup(E UF)=max(SupE, SupF)
oYUy NCOOTIaHCHH.

(max(a, b)—a Ba b mapaunr KatTacy )
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Test

Ne Test topshirig’i To'g'ri javob Mugobil javob Mugobil javob
M eR soni EcR
1. | to‘plamning yuqori chegarasi | VXeE:x<M dxeE:x>M dxeE: x<M
deyiladi, agar ...
meR soni EcR
2. | to‘plamning quyi chegarasi | VXeE:x>m VXxeE:x<m dxeE:x<m
deyiladi, agar...
MeR  soni EcR|MsonE | M soni E M soni E
. . . . | to’plamning yuqori , . . . . .
3. | to‘plamning anig  yugori . .,__. | to'plamning quyi | to‘plamning yuqori
chegarasi deyiladi, agar chegaralari orasidagi chegarasi chegarasi
8 yriadl, agar... eng kichigi 8 g
m soni E m soni E
meR soni EcR . . . m soni E to‘plamning yuqori
. . . . | to’plamning quyi , . . .
4. | to‘plamning aniq quyi . .,__. | to'plamning quyi | chegaralari
. I chegaralari orasidagi . .
chegarasi deyiladi, agar... . chegarasi orasidagi eng
eng kattasi .
kichigi
5. Et(.) pl'?\m chegaralangan VxeE: m<x<M VxeE: x<M E={—00;+00}
deyiladi, agar ...
E to‘plam yuqoridan
6. | chegaralangan deyiladi, agar | VX€E,3M,x<M | E={—o0;+ o} VxeE:m<x<M
E to‘plam quyidan
7. | chegaralangan deyiladi, agar | VX€ E,dm,x=m VxeE:x<M VxeE:m<x<M
8. Ch,egaralémﬁagah E E ={—o0;+ 00} VXxeE:x<M VXxeE:m<x<M
to‘plamni ko‘rsating:
(0, 1) intervalning aniq
9. | yugori chegarasini | 1 2 3
ko‘rsating:
10 Chlegar.alangan E to‘plamni E=[a,b] E = (o0, +00) E = (—0, ]
ko‘rsating:
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5-mavzu. Haqiqiy sonlar ustida
amallar

5-ma’ruza

Reja
1. Haqigiy sonlar vyig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va
nisbati.
2. Haqgiqiy sonning darajasi.
3. Haqiqiy sonning absolyut giymati.
4. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi.

5. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi.

1. Haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
Avval aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan chekli o‘nli kasrlar
ustida bajariladigan amallar va ularning xossalari ma’lum deb hisoblaymiz.
Aytaylik, ikkita musbat
a=a,,0,0,..0,..

b= By, By
haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. Unda n>0 bo‘lganda ushbu

+i+a—22+...+i
10 10

10"’
a a, +a +1

a =a,,aa,.(a +)=a +—++—2 +. . .+
n 012 (n ) 0 10 102 10”

a,=ay,aa,...da, =d,

ratsional sonlar uchun

a <a<a, (1)
shuningdek,
- b P B
b =23, = Ll R i S n
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" s B S +1
b, = A, (B )=+ =+ S5+
y =B B, (B, +1) = B, 0 107 10
ratsional sonlar uchun
b, <b<bh 2)

bo‘ladi.

Endi (1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning
yig‘indisi a, +b_  lardan iborat {a, +b } to‘plamni qaraymiz. Ravshanki, bu
to‘plam yuqoridan chegaralangan. Unda 4-ma’ruzadagi 3-teoremaga ko‘ra {
a, +b } to‘plamning aniq yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.

1-ta’rif. [1, p.104, def.5.3.4){a, +hb. } to plamning aniq yuqori chegarasi
a va b hagigiy sonlar yigindisi deyiladi va a+b kabi belgilanadi:

a+b=sup{a, +b}.

n=0

(1) va (2) tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ratsional sonlarning
ko ‘paytmasi a_-b, lardan iborat {a -b } to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plam
yuqoridan chegaralangan bo ‘ladi. SHuning uchun uning aniq yuqori chegarasi
mavjud bo ‘ladi.

2-ta’rif. . [1, p.105, def.5.3.9{a, -b. } to ‘plamning aniq yuqori chegarasi
a va b hagqiqiy sonlar ko ‘paytmasi deyiladi va a-b kabi belgilanadi.

a-b=sup{a,-b }.

n>0

(1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning nisbati %

n

lardan iborat {%} to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘ladi.

n

I

3-ta’rif. {b } to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonining b soniga

n

nisbati deyiladi va % kabi belgilanadi.

E—Sup ﬂ
b n>0 bn .

Aytaylik a va b musbat haqiqiy sonlar bo‘lib, a>b bo‘lsin.
A-ta’rif. [1, p.106]{a, —b. } to ‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonidan
b sonining ayirmasi deyiladi va a—b kabi belgilanadi.
a—b=sup{a, —b}.
n=0
Eslatma. 1) Hagqiqiy sonlar ustida bajariladigan qo‘shish, ko‘paytirish,
ayirish va bo‘lish amallarini to‘plamning aniq quyi chegarasi orqgali ham
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ta’riflash mumkin.
Masalan, a va b haqiqiy sonlar yig‘indisi quyidagicha ta’riflanadi:
a+b=inf{a +5}.

Haqiqiy sonlarda, yuqorida kiritilgan amallar o‘rta maktab matematika
kursida o‘rganilgan amallarning barcha xossalarga ega.

2. Haqiqiy sonning darajasi.
Avval hagigiy sonning 0-hamda n - darajalari (ne N) quyidagicha
a® =1

a"=a-a-..-a, (neN)
|
aniqlanishini ta’kidlaymiz.
Teorema [2, p.18, property 1.8] (isbotsiz). Faraz gilaylik, a>0 va ne N
bo ‘Isin. U holda shunday yagona musbat x soni topiladiki,

x"=a
bo ‘ladi.
5-ta’rif. Musbat hagiqiy a sonining n darajali ildizi deb ushbu
x"=a

tenglikni ganoatlantiruvchi yagona x soniga aytiladi va
1

x=Ya=a"
kabi belgilanadi.
Aytaylik, a musbat hagiqiy son, r esa musbat ratsional son bo‘Isin:

m
a>0, r=—, mneN.
n

Bu holda a sonining r - darajasi quyidagicha
a’ :(am )i
aniglanadi.
6-ta’rif. Faraz qgilaylik, a>1, b>0 haqiqiy sonlari berilgan bo‘lsin, a
sonining b-darajasi deb ushbu {ab'”} to‘plamning aniq yuqori chegarasiga
aytiladi:
" :sup{ab'n}. bunda b, =,. 4., BB 0= By, B Boveer S

n>0

3. Haqiqgiy sonning absolyut giymati.
[2, p.13] Aytaylik x € R son berilgan bo ‘Isin. Ushbu
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|x|— X, agar x>0 bo'lsa,
| =x, agar x<0 bo'lsa,
miqdor x sonining absolyut giymati deyiladi.
Hagigiy sonning absolyut giymati quyidagi xossalarga ega:
1) x e R son uchun
IX|=0, |[x|=|-X, x<|x|, —x<[X
munosabatlar o ‘rinli,
2) |x|<a < —a<x<a,
X|<a < -a<x<a, (a>0)
3) xeR, yeR sonlar uchun
ey <[+ ]y,
[x=y|=[x|-[y],

[x-y]=|x]y].

X
XMy
yl |yl

bo ‘ladi.

Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolyut qiymati ta’rifidan kelib
chigadi. Ulardan birini, masalan |x+ y|<|x|+|y| bo‘lishini isbotlaymiz.

« Aytaylik, X+y>0 bolsin. Unda |x+y|=x+y bo‘ladi.
x<|x|, y<|y| bo‘lishini ¢’tiborga olib topamiz:

X+ y|=x+y<|x|+]y|.

Endi x+ y <0 bo‘lsin.

Unda |x+ y|=—(x+y) =(—X) + (-y) bo‘ladi. —x<|x|, —y<|y| bo‘lishini
e’tiborga olib topamiz:

X+ y|= (=) +(=y) <|X|+|y]. »
1-misol. Ushbu
[Bx -1 <|2x -1 +]x| (3)

tengsizlik x ning qanday giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?

<« Sonning absolyut giymati xossasidan foydalanib topamiz:

Bx—1 =|(2x —1) + x| < [2x =1 +]x].

Demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy x € R uchun o‘rinli bo‘ladi. »

Barcha manfiy bo‘lmagan haqiqiy sonlar to‘plamini R, bilan belgilaylik.
Ravshanki, R, c R.

Har bir xeR haqigiy songa uning absolyut giymati |x| ni mos qo‘yish
bilan ushbu

fix—x| (f:R—>R)

akslantirishga ega bo‘lamiz.
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Demak hagiqgiy sonning absolyut giymati R to‘plamni R, to‘plamga
akslantirish deb garalishi mumkin.
Ixtiyoriy x e R, y R sonlarni olaylik. Ushbu

x|
migdor x va Yy nuqgtalar orasidagi masofa deyiladi va d(x,y) kabi
belgilanadi:
d(x,y)=|x-y|.

Masofa quyidagi xossalarga ega:

1) d(x,y)>0 Ba d(X,y)=0<=x=Y,
2) d(x,y)=d(y.x),

3) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z), (zeR).

4. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi.
Ixtiyoriy x>-1 (x € R) hamda ixtiyoriy ne N uchun ushbu
@+x)"=1+nx 4)
tengsizlik o‘rinli.
<« Bu tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz.
Ravshanki, n=1 da (4) tengsizlik (tasdiq) o‘rinli bo‘ladi
1+x=1+x.
Endi ne N da (4) munosabat o‘rinli deb, uni n+1 uchun ham o‘rinli bo‘lishini
ko‘rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini 1+ X ga ko‘paytirib topamiz:
L+ x)" > @A+nx)- @1+ X) =1+ (n+D)X+nx* =1+ (n+Dx.
Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyoriy ne N uchun
o‘rinli bo‘ladi. »
(4) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.
[2, p.19-20]Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Ma’lumki, aeR, beR da

(a+b)* =a’ +2ab +b?
(a+b)’ =a’+3a’h+3ab® +b°

bo ‘ladi. Umuman, ixtiyoriy ne Nda
(a+b)"=CP-a"+Cla"" b+..+C*-a"*p* +..+

n 5
+Crab™ +CJ-b" =) Cra" b ©)
k=0

bo ‘ladi, bunda

=1
c;:”(”‘l)"'f(r:‘(k_l)), k1=1-2-3.k, k=12...n

(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.
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<« Ravshanki, n=1da C-a+C;-b=a+b. Demak, bu holda (5) tenglik

o ‘rinli. Endi (5) tenglik n uchun o ‘rinli bo ‘Isin deb, uni n+1 uchun ham o rinli
bo ‘lishini ko ‘rsatamiz. (5) tenglikning har ikki tomonini a+b ga ko ‘paytirib

topamiz:
(a + b)n+1 — a.n+1 + Z(Crl\( + C:_l) . a.n+l—k . bk + bn+1.
k=1
Ravshanki,
Ck 4 Ck—l _ n(n _l)(n — (k — 2)) (n N (k—l) +k) —
n n Kl
_n(n+H((n+1)-1)...((n+1) - (k-1)) _ o
- k' ~ “~n+l
Demak,

n+1

n
(a + b)n+1 — a.n+1 + ZC:+1 . an+17k . bk + bn+1 :Zcrll(ﬂ . a.n+17k . bk
k=1 k=0

bo ‘ladi. Bu esa (5) tenglik n+1 bo ‘Iganda ham bajarilishini ko ‘rsatadi. »
Odatda (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyi-ladi.

5. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi.
Ma’lumki, ushbu
{xeR:a<x<b}=[a,b]
to‘plam segment deb ataladi.
Aytaylik, [a, b ] va [a,, b,] segmentlar berilgan bo‘lsin. Agar
[a, bl<=[a,, b,]
bo‘lsa, [a, b] segment [a,, b,] segmentning ichiga joylashgan deyiladi. Bu
holda a <a, <b,<b bo‘ladi.
7-ta’rif. Agar
[a, b]. [a, B,]...... [&,, b ].... (6)
cegmentlar ketma-ketligi quyidagi
[, b]>[a,, b]>... 5[4, b]>...

munosabatda, ya’ni Vne N da

[a'n’ bn] - [an+1’ bn+1]
bo‘lsa, (6) ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.

Teorema. Aytaylik,
[a, b [3, b,]...... [a,, b,]....
cegmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin:
1) vneN: [a,b]>la,.,, b,
2) V>0, dn,eN, n>n,: b, —a, <& bo‘lsin.
U holda shunday ceR mavjud bo‘ladiki, cela,, b,], (N=12,3,...) bo‘lib,
bunday ¢ yagona bo‘ladi.
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<4 Teoremada qgaralayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich
joylashgan segmentlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ravshanki, bu holda ushbu
a<a,<a,<..<a <b <b ,<..<b,<b
munosabat bajariladi.
Endi &, a,,...,a, sonlaridan tashkil topgan

E={a,a,..a}

to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz.

Ixtiyoriy natural m sonini olib, uni tayinlaymiz.

Agar n<m bo‘lsa, [a,,b,]c[a,b,] bo‘lib, a, <a <b,<b, yani
a, <b, bo‘ladi.

Agar n>m bo‘lsa, [a,,b]c[a,,b,] bo'lib, a, <a <b,<b,, ya'ni
a, <b. bo‘ladi.

Aniq yuqori chegara haqidagi teoremaga ko‘ra

SUpE=c (ceR)

mavjud bo‘ladi.

To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga binoan

vneN daa,<cvaVvmeN dac<b_ bo‘ladi.

Demak,
vneN da cela,,b,].

Agar shu nuqgtadan fargli va barcha segmentlarga tegishli
c' (c'ela,, b,], ¥ne N) mavjud deb qaraladigan bo‘lsa, unda

b, —a,>[c—c’>0
bo‘lib, bu teoremaning 2-shartiga zid bo‘ladi.
Demak, c=c' .
Odatda bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi deyilib, u
haqiqiy sonlar to‘plamining uzluksizlik (to‘liglik) xossasini ifodalaydi.

Mashglar

1. Ixtiyoriy X, X,, ..., X, haqiqiy sonlar uchun
X, + X, et X <SP | F [ X

bo‘lishi isbotlansin.
2. Ikki haqiqiy son yig‘indisi ta’rifidan foydalanib ushbu
a+b=b+a, a+a=2a
tengliklar isbotlansin.

OzMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 78




MATEMATIK ANALIZ 2016

Adabiyotlar

1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis |, Springer-Verlag Italia,
Milan, 2008.

3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan marizalar, [ gq. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

Nazorat savollari

1. Ikki haqiqiy sonning yig’indisi, ayirmasi, ko’paytmasi va nisbati
ta’riflarini bering.

Hagigiy sonning darajasi ta’rifini bering. Misollarda tushuntiring.

Hagqiqgiy sonnig absolyut giymati nima?

Bernulli tengsizligini keltiring.

Nyuton binomi formulasini yozing.

Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipini tushuntiring.

ok own
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Glossariy

Haqigiy sonning absolyut giymati — aytaylik x € R son berilgan bo‘Isin.

Ushbu |x|= {X' agar x=0 bollsa, migdor x sonining absolyut giymati
—x, agar x<0 bo'lsa,

deyiladi.

Nugtalar orasidagi masofa — ixtiyoriy xeR, y R sonlar uchun |x—y]|
migdor x va y nuqtalar orasidagi masofa deyiladi.

Bernulli tengsizligi — ixtiyoriy x>-1 (xeR) hamda ixtiyoriy ne N
uchun ushbu (1+ x)" >1+ nx tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.

Nyuton binomi formulasi —

(@a+b)"=C)-a"+Cia" -b+..+Cy-a" B +..+Cy lab" +Cy -b" =D Cia" " b"
k=0

Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi — aytaylik,

[a. bl [a,.b]....[a,b]..
segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin:

1) vneN: [a,, b]>[a,, bl

2) Ve>0, dn,eN, n>n,: b, —a, <& bo‘lsin.
U holda shunday ceR mavjud bo‘ladiki, cela,,b,], (n=12,3,...) bo‘lib,
bunday ¢ yagona bo‘ladi.

Keys banki

5-keys. Masala o "rtaga tashlanadi: Ixtiyoriy x;, X,, ..., X, hagiqiy sonlar uchun
X+ X+ oot X[ <X %]+ o X

bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo"lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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5-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi
1-mucon. S, =1° +2° +...+n? yig‘indini hisoblang.
Yechish: Ushbu (x +1)3 —x*=3x*+3x+1 tenglikni garaymiz. Bu

tenglikda x=1,2,...,n deb olib va hosil bo‘lgan tenglikni hadma-had qo‘shib,
topamiz:

Z((k +1)° - = 3Zk2 +Zk n.
Bundan -

(n+1)’—n®=3S, +gn(n +1)+n
bo‘lishini hosil qilamiz. Endi yuqoridagi tenglikdan S, ni topsak,

1 1
S :E(Zn3 +3n%+ n):gn(n +1)(2n+1).

n

Demak,
Pa?e ante n(n+1)(2n+1)
5 .
Quyidagi tengsizliklarni isbotlang:
1 [x=y2[X -]y

2. %+ Xy ot X | X K| X |

Ixtiyoriy a va b sonlar uchun quyidagi tengliklar o'rinli bo’lishini
iosbotlang:

1 n+1 bn+1 a b Zbk n k

2' a2n+1+b2n+1 (a+b)zn:(_1)kbka2n—k;

k=0
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Quyidagi tengliklarni isbotlang:

1) Y 2k—12=0C3,,0; 2) Y k-kl=Mm+1)! -1
k=1 k=1
3) Z( )k—le ( 1)n 1"(”;‘ 1)’
k 1
Zkk+1 n—l—l)(n—|—2)’
5) Zk‘(k—l—l)(k—l—?) _ n(n+1)(n4—|— 2)(n—|—3);
k 1
nn+1)(2n+1)(3n° +3n—1)
Zk4 30 ’
n*(n+1)*(2n* 4+ 2n — 1)
Zk5 = .

Quyidagi tengliklarni isbotlang:

«

NS

), a #£2rk, k€ Z;

n sin(n——i_1 a) cos (x—l—
1) Z cos(z + ka) = 2
k=0

.«
s —
2

, aF£2nk, keCZ.

2) zn:Sin(aj N ka) _ sin <nT—|—1 a) sin (:13 + % oz)
k=0

.«
sSin —
2

Quyidagi yig‘indilarni hisoblang:

1) Z sin(2k — Dzx;  2) Z cos(2k — )z;  3) Z sin? kx;
k=1 k=1 k=1

4) Z cos’ kz; 5) Z sin® kxz;  6) Z cos® k.
k=1 k=1 k=1
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Quyidagi yig‘indilarni hisoblang:

n n

1) Y (k+1)Ck 2) Y (k- 1)0F; ZCM Z o2,
k=1 k=1

5) i(—l)kcﬁ, m<n; 6) i<—1)k(07]§)2-
k=0 k=0

Quyidagi tengliklarni isbotlang:

n

1) Y kCy=n2"""  2) ) (-D)*'kCE=0
k=1

s
kovs—k s . ontl o
3) ZCnCm Cm—i—n? Z n—i—k n—l—m—i—l’
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Test

Test topshirig’i

To'g'ri javob

Mugqobil javob

Mugqobil javob

Musbat haqigiy a sonining n
darajali ildizi deb ushbu ...
tenglikni ganoatlantiruvchi
yagona X soniga aytiladi.

Xx"=a

Noto'g'ri munosabatni
ko'rsating.

[X/>[x]

=y

X < ||

Noto'g'ri munosabatni
ko'rsating.

[x=y[<[x/-y]

-+ y[<|x|+y]

[x=y[=[x-y]

Ushbu [3x—1] <|2x—1|+|x|
tengsizlik X ning ganday
giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?

VxeR

VxeR"

vVxeR™

Ushbu ... miqdor X va y

nugqtalar orasidagi masofa
deyiladi.

x-y]|

x+Y|

[x—(=y)|

Bernulli tengsizligini ko'rsating

(1+Xx)" =1+nx

@-x)" =1+nx

@+x)" <1+nx

Ushbu
8x—3y+5|>[8x+3—|3y -2
tengsizlik X va y ning ganday
giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?

X,y €R

VX, yeR"

vX,yeR™

Ushbu
[L7x+11y —7| <[17x—3+[11y —4
tengsizlik X va y ning ganday

=

giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?

VX, y€R

VX, yeR™

VX, yeR"

Noto'g'ri munosabatni
ko'rsating.

Ya© =an

Yab - a4

km/a:k%

10.

Ushbu
x?—2x—3|>x*—2x-3

tengsizlikni yeching.

xe(-13)

X e (—oo; —1) U(S; +ho

) xe(-31)
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6-mavzu. Sonlar ketma-ketligi va
uning limiti

6-ma’ruza

Reja
1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi.

2. Sonlar ketma-ketligining limiti.

1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi.
Biz birinchi bobda ixtiyoriy E to‘plamni F to‘plamga akslantirish:
f:E>F

tushunchasi bilan tanishgan edik.
Endi E=N, F=R deb, har bir natural n songa biror hagigiy x, sonini
mos qo‘yuvchi
f:no>x, (n=123,..) (1)
akslantirishni garaymiz.
1-ta’rif. 1- akslantirishning akslaridan iborat ushbu
Xy Xor Xy s X oo 2)
to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x } yoki x_ kabi belgilanadi.
X,(n=12,3,...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi. Masalan,
1) xn:E: 1ill
n 23 n
2) x. =(-)":-1,1,-1, .., (-D",...
3) X, =tn:1, 2, 3, ..., Un, ..
4) xy=1:1,11..1..

5) 0,3;0,33; 0,333;...; 0,333...3; ...
n ta

lar sonlar ketma-ketliklaridir.
Biror {x } ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

2-ta’rif. [1, p.130, def. 6.1.16] Agar shunday o ‘zgarmas M soni mavjud
bo ‘Isaki, ixtiyoriy x,(n=12,3,...) uchun x, <M ftengsizlik bajarilsa (va'ni
dM, VneN:x <M bo'lsa), {x,} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan
deyiladi.
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3-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni mavjud bo ‘Isaki, ixtiyoriy
X.(n=12,3,...) uchun x, >m tengsizlik bajarilsa (yva’ni, 3m, VneN:x >m
bolsa), {x.} ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi.

4-ta’rif.  Agar {x } ketma-ketlik ham yuqgoridan, ham quyidan
chegaralangan bo‘lsa (ya’ni Im, M, VneN: m<x <M bo'sa), {X}

ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
1-misol. Ushbu
N
4+n
ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin.
<« Ravshanki, Yne N uchun

X

n

(n=123,...)

2

X, = i >>0
44n
bo‘ladi. Demak, garalayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralan-gan.
Ma’lumki,

0<(n—2)=n*-4n+4
bo‘lib, undan 4n<4+n” ya’ni,
n
44n°
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa  berilgan  ketma-ketlikning  yugoridan

chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ket-lik chegaralangan »
5-ta’rif. Agar {x } ketma-ketlik uchun

VM eR, 3n,eN: x, >M
bo‘lsa, ketma-ketlik yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

1
<=
4

2. Sonlar ketma-ketligining limiti.

Aytaylik, a € R son hamda ixtiyoriy musbat & son berilgan bo‘Isin.
6-ta’rif. Ushbu
U,(@={xeRla-s<x<a+e}=(a—¢s a+e)
to‘plam a nuqtaning ¢ - atrofi deyiladi.
Faraz gilaylik {x,} ketma-ketlik va a€ R soni berilgan bo‘lsin.

7-ta’rif. [2, p.68, def. 3.5] Agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham
shunday n, natural soni mavjud bo ‘Isaki, n>n, tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha natural sonlar uchun
x, —a|<e (3)
tengsizlik bajarilsa, (ya'ni
Ve>0, 3n,eN, Vn>n,: |x, —alke
bo‘lsa), a son {x .} ketma-ketlikning limiti deyiladi va
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a=limx, yoki n—»>o da x, —»>a

N—o0

kabi belgilanadi.
Ravshanki, yugoridagi (3) tengsizlik uchun
X —alke<ea—e<X <a+e¢
ya’ni, X €U_(a), (n>n,) bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib, ketma-ketlikning
limitini quyidagicha ta’riflasa bo‘ladi.

8-ta’rif. [1, p.128, def.6.1.5] Agar a nuqgtaning ixtiyoriy U_(a) atrofi
olinganda ham {x_} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo ‘Isa, a son {x.} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki & ixtiyoriy musbat son
bo‘lib, natural n, soni esa & ga va garalayotgan ketma-ketlikka bog‘liq ravishda
topiladi.

2-misol. Ushbu

X, =C (ceR,n=123,..)
ketma-ketlikning limiti ¢ ga teng bo‘ladi.

<«Hagigatan ham, bu holda V ¢ >0 ga ko‘ra n, =1 deyilsa, unda ¥n>n,
uchun |x, —c|=0<¢& bo‘ladi. Demak, limx, =limc=c »

3-misol. Ushbu

x =X (n=123..)
n

ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lishi isbotlansin:

limL=0.

N—oo n

<« Ravshanki,

1_%:1
n n

bo‘lib, %< g (¢>0) tengsizlik barcha n> 1 bo‘lganda o‘rin-li. Bu holda
&

N, =[£}+1
&

deyilsa, ([a]—a sonidan katta bo‘lmagan uning butun qismi), unda Vn>n,

uchun
1—0<8
n
bo‘ladi. Ta’rifga binoan
lim 1 =0.»
N—o0 n
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4-misol. Aytaylik, ae R, |a|>1 bo‘lsin. U holda
lim— =0
n—oo a
bo‘lishi isbotlansin.
<« |a|=1+¢5 deylik. Unda & =|a|—1>0 va Bernulli tengsiz-ligiga ko‘ra
@+0)"=21+nd>no
bo‘lib, Yne N da

1 1
JR— < R
|a_|n no
bo‘ladi. Demak,
in—O‘:—<e (e>0)
a
tengsizlik barcha
1
n>—
g0
bo‘lganda o‘rinli. Agar
N, = [i} +1
g0
deyilsa, ravshanki, ¥n>n, uchun
in -0l<e¢
a
bo‘ladi. Demak,
lim—=0 »
n—o q

5-misol. Ushbu X, -0 (n=1,23,..)
n+1

ketma-ketlikning limiti 1 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
<« Ixtiyoriy ¢ >0 son olamiz. So‘ng ushbu

X, —1<e
tengsizlikni garaymiz. Ravshanki,
x, -1 = n _1‘: n
n+1 n+1
Unda yugoridagi tengsizlik
LI
n+1

ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan
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n>£—1
&

&
olinsa (¢ >0 gako‘ra ny € N topilib), ¥n>n, uchun |x, —1| <& bo‘ladi. Bu esa

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, limit ta’rifidagi n, € N sifatida n, :[1—1} +1

bo‘lishini bildiradi. »
6-misol. Faraz gilaylik, ae R, |a|>1 va a € R bo‘lsin. U holda

bo‘lishi isbotlansin.
1

<« SHunday natural k sonni olamizki k>« +1 bo‘lsin. Endi |a|>1

1 1
bo‘lishini e’tiborga olib, |a|*=1+9, ya’'ni oJd=|alk-1>0 deymiz. Unda
Bernulli tengsizligiga ko‘ra

lal=(1+5)" 21+n5>ns
bo‘lib, VneN da
n* 1

a"  nok

bo‘ladi. Bu holda

deyilsa, ¥ n>n, uchun

a

bo‘ladi. Demak, lim>=0.»

n—o0 a

7-misol. Ushbu
n—oo n

tenglik isbotlansin.
<« Ravshanki, V¢>0va VY neN uchun

OzMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 89




MATEMATIK ANALIZ 2016

n
(10°)"
bo‘ladi. Agar 10° >1 bo‘lishini e’tiborga olsak, 6-misolga ko‘ra

<1

Ign
0<3IN ¢ < lgn<ne © n<10™ <
n

n—oo ma -0

n
(10°)"
ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra 1 soni uchun

dn,eN, Vn>n,: nn<1
(10°)

. . lgn . . Ign
bo‘ladi. SHunday qilib, ¥ n>n, uchun T<g bo‘ladi. Demak, IImTzO.
>

8-misol. Ushbu
., =D)" (n=123,..)
ketma-ketlikning limiti mavjud emasligi isbotlansin.
<« Teskarisini faraz gilaylik. Bu ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsin. Unda
ta’rifga binoan,
Ve>0, dn,eN, vn>n,: |[(-)"-ake
bo‘ladi.
Ravshanki, n juft bo‘lganda [1-al<& , n toq bo‘lganda |(—1)—a|<8,
ya’ni |1+ a|<¢& bo‘ladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
29(01-a)+(l+a)lKll-a|+|1-ak2¢.
Bu tengsizlik &>1 bo‘lgandagina o‘rinli. Bunday vaziyat & >0 sonining
ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega emas. »
Teorema. [1, p.128, prop. 6.1.7] Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega
bo ‘Isa, u yagona bo ‘ladi.
<« Teskarisini faraz qilaylik. {x } ketma-ketlik ikkita a va b (a=b)
limitlarga ega bo ‘Isin:
limx, =a, limx,=b (a=Db)

N—o0 nN—o0
Limitning ta’rifiga ko ‘ra
Ve>0, dn,eN, Vn>n,: |x,—ake,
Ve>0, dn,eN, vn>n,: |x —bl<e
bo ‘ladi.
Agar n, va n, sonlarining kattasini N desak, unda Vn>n da

|x,—a|<e, |x,—b|<e
bo ‘lib

|x, —a|+|x, —b|<2e
bo ‘ladi.
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Ravshanki, |a—b|=|a—x, +x, —b|<|x, —a|+|x, —b].
Demak, V ¢>0 da |a—b|<25 bo ‘lib, undan a="b bo ‘lishi kelib chigadi. »

Mashglar

1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib ushbu
X =vn+2—-+/n+1

ketma-ketlikning limiti topilsin.
2. Agar limx, =a, limy,=a bo‘lsa, u holda ushbu

)(1! yl; X21 yz;---;xn’ yns'-'
ketma-ketlikning limiti ham a ga teng bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar limx, =a bo‘lsa, uholda

n—o0

i +X, +..+X
Ilmx1 2 n—a

n—o0 n

bo‘lishi isbotlansin.

Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis I, Springer-Verlag Italia,
Milan, 2008.

3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

4. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

Nazorat savollari

1. Sonlar ketma-ketligi nima?
2. Qachon ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chegaralangan
(chegaralanmagan) deyiladi?

3. Sonlar ketma-ketligi limiti ta’rifini bering. Misollarda tushuntiring.
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Glossariy

Sonlar  ketma-ketligi  — f:n—>x,(N=123,..)
akslantirishning akslaridan iborat ushbu x;, X,, X;, ..., X,, ... to‘plam sonlar
ketma-ketligi deyiladi.

Yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik — agar shunday o‘zgarmas M
soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy X,(n=212,3,...) uchun x, <M tengsizlik
bajarilsa (ya'ni IM, VneN: x, <M bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik yugoridan
chegaralangan deyiladi.

Quyidan chegaralangan ketma-ketlik — agar shunday o‘zgarmas m
soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy x,(n=12,3,...) uchun x,>m tengsizlik
bajarilsa (ya’ni, Im, VneN:x,>m bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik quyidan
chegaralangan deyiladi.

Chegaralangan ketma-ketlik — agar {x,} ketma-ketlik ham yugoridan,
ham  quyidan chegaralangan bo‘lsa (ya’ni Im,M, VneN: m<x, <M
bo‘lsa), {Xx,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Yuqoridan chegaralanmagan ketma-ketlik — agar {x,} ketma-ketlik
uchun  vM eR, 3n; eN: x, >M  bo‘lsa, ketma-ketlik yuqoridan
chegaralanmagan deyiladi.

Nugtaning ¢ -atrofi — ushbu

U,@={xeR a-s<x<a+e}=(a—¢ a+e)
to‘plam a nuqtaning ¢ - atrofi deyiladi.

Ketma-ketlikning limiti — agar ixtiyoriy &£>0 son olinganda ham
shunday n, natural soni mavjud bo‘lsaki, n > n, tengsizlikni ganoatlantiruvchi

barcha natural sonlar uchun |x, —al < & tengsizlik bajarilsa, (ya'ni
Ve>0, dny eN,Vvn>n,: [x,—alke
bo‘lsa), a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va
a=Ilim x, yoki n—o da x, »>a

n—oo

kabi belgilanadi.
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Keys banki

6-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar limx, =a bo‘lsa, u holda

N—o0

X X et X
lim X% =2

n—0 n

bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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6-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-mucon. limx, =a ekanligi ta'rif yordamida ko rsatilsin (n,(£) —?)

Nn—o0

3
X, = gn , a=2
n°—2

< (limx,=a) < (Ve>0 dny=ny(g)eN: vn>n, |x —a|<e).

nN—o0

6
:‘n3—3‘:

2n® -2n*+6
n®-3

|Xn_a|:

2n® |
n’-3

6

6 6
(n—33)(n+ o+ ) W+ Jan

6 6 [6}
<—<g=>N>—=n,=|—
n £ &

Demak, Ve&>0 son olinganda ham nO:max{Z, [E}} deb olsak,
£

Vn>n, uchun |x, —a|<e& bo'ladi. = limx, =a >

n—o0

Quyidagi ketma-ketliklarning umumiy hadiga ko'ra dastlabki 5 ta

hadi topilsin:
n n+3
388. x, =(-1) 389. X, =——
n+1
390. x :(_1) +1 391. X, —sin %
n n2 2

Ketma-ketlikning dastlabki hadlariga ko ra umumiy hadi topilsin:

I
gl

NP

N |-
Wl

395. J1-2,4/2-3,4/3-4,... 396. —1,
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397 5 25 125 625

v 398i
2 6 2 11

\III\)

938
19’13

Ketma-ketlik hadlari orasida eng kattasi topilsin:

2

400. x, = sin = 401. x, = L
2 73

2 10n

" (2n+1)! 403. %, n!

Ketma-ketlik hadlari orasida eng kichigi topilsin:

2
405. x,= n+> 406. X, = —
n n“+1

408. x, = (1+lj
n

Quyidagi ketma-ketliklarning chegaralanganligi isbotlansin

407. x = cos %

3
409. x_= n+1

= . 410. x, = ——
n® +4 4+n
n 2
M1 x = = 412, x,= 21
n! n°+2

Quyidagi ketma-ketliklarning chegaralanmaganligi isbotlansin

n 1-
419. x,= (-1)"-n. 420. x, =

NG
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n+1

= () 422, x = — T
421. X, = n+( 1) n X, |ng(n+1)

424. Ketma-ketlikning yuqoridan hamda quyidan chegaralanganligi ta’riflari

keltirilsin.

425. Quyidagi ketma-ketliklarning yugoridan chegaralanmaganligi isbotlansin:

3

1) Xn: \/H,Z) anzn—,s) Xn: nCOS”X.
n°+1

426. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar chegaralangan bo’lsa,
{Xo+ Yol {Xo—VYa}s {X,-Y.} ketma-ketliklar ham chegaralangan bo'lishi

isbotlansin.

427. Agar {x,} chegaralangan, {y,} chegaralanmagan bo’lsa, {x,+y,}

chegaralanmagan ketma-ketlik bo'lishi isbotlansin.

428. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar chegaralanmagan bo’lsa,
{Xy+Ya}s {X,-Y.} ketma-ketlikla hagida nima deyish mumkin? Misollar

keltirilsin.

Quyidagi ketma-ketliklarning o'suvchi yoki kamayuvchi bolishi

aniglansin:
429, x = ML 430. x_=n?
n
431, x = 1*L 432. x = 3" 2"
2n-1
1-n 3"
433. X, = —= 434. x = 2
Jn " n
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lim x, = a ekanligi ta'rif yordamida ko rsatilsin (n,(¢)-?).

N—o0

—n? 2n-1 2
1. Xn:l:%_n’a:_l. 5. X, = ,a=——.
1+ 2n? 2 2-3n 3
3an-1 3 5n+1 1
2. X, = , a=—. X, = , a=—.
5n+1 5 10n -3 2
3. xn=1+3n,a:—3. 7. xn=2n+3, a=2.
6-n n+5
2 a2
4 Xn:3n2+2’ :§_ 8. Xn:ﬂ’a:_g
4n® -1 4 4+5n 5

a soni {x,} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif yordamida

ko rsatilsin.
1. x, = L ,a:l : S. xn=sin@,a=1.
2n+1 2 2
2
2. xn:(_l) ca=-1. 6. xnzsin@,azo.
n 3
n
3. X, _”;12 a1 7. x,=(-1)"n,a=-1.
3-2n 2
4. x, =nV" a=0. 3 _n°-2n 1

OzMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 98



MATEMATIK ANALIZ 2016

Test

Test topshirig’i

To'g'ri javob

Mugqobil javob

Mugqobil javob

Agar shunday o‘zgarmas M
soni mavjud bo’lsaki, ixtiyoriy
X, (N=12,3,...) uchun X, <M
tengsizlik bajarilsa, {X,} ketma-
ketlik ...deyiladi

yugoridan
chegaralangan

quyidan
chegaralangan

chegaralangan

Chegaralangan ketma-ketlikni
ko'rsating.

'+l

X _—
" n®+2017%

3" +11
" n’+2017

Chegaralanmagan ketma-
ketlikni ko rsating.

log,n
n

Ketma-ketlik limitni hisoblang:

1. zn
X, =—sin—
n 2

-1

Ketma-ketlik limitni hisoblang:
_1-3n?
n°+2

n

1
2

Agar {x,} ketma-ketlik uchun
VM R dnpeN: x, >M

bo‘lsa, ketma-ketlik ... deyiladi

yugoridan
chegaralanmagan

yugoridan
chegaralangan

guyidan
chegaralangan

Ketma-ketlik limitni hisoblang:

X =n’+1-n

-1

Agar {x,} va {y,} ketma-

ketliklar chegaralangan bo’lsa,
quyidagilardan gaysi biri
chegaralangan bo’ladi? 1)

{Xn+yn}; 2){Xn_yn}; 3)

b

) {% - Ya}; 5) {i}

X, Yy

1,2,4

1,23

1,3,5

Ketma-ketlik limitni hisoblang:
12+3n°
X, =T 2
5n°+2n°+9

glw

wl s

10.

Ketma-ketlik limitni hisoblang:

ot

\/ﬁ+ n+1
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7-mavzu. Yaqinlashuvchi ketma-
ketliklarning xossalari

7-ma’‘ruza

Reja
1. Yaginlashuvchi  ketma-ketlikning chegaralanganligi.
Tengsizliklarda limitga o'tish.
2. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar.

3. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqgdorlar.

{x,} sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘Isin.
1-ta’rif. Agar {xn} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u
yaqginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi.
Tengsizliklarda limitga o‘tish.
1-teorema. [1, p.131, Corollary 6.1.17] {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo ‘Isa, u chegaralangan bo ‘ladi.
<« Aytaylik,
limx, =a, (aeR)

N30
bo ‘Isin. Limit ta rifiga ko ‘ra
Ve>0, dnpeN, Vn>n,; |x,—alke
bo ‘ladi. Demak, n>n, uchun
a—eg<X,<a+e&
bo ‘ladi. Agar
=M

max{la—g, |a+el, x| [l ..

X”o
deyilsa, u holda, wvne N uchun

X, [<M
tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligini
bildiradi. »
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2-teorema. Agar {x, } ketma-ketlik yaginlashuvchi va
lim x, =a

Nn—o0

bo‘lib, a>p (a<q) bo‘lsa, u holda shunday n,eN topiladiki, ¥n>n,
bo‘lganda
X, >p (%, <q)
bo‘ladi.
<« Aytaylik,
limx, =a, a>p (peR)

n—o0
bo‘lsin. € > 0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, ¢ <a— p deb garaymiz.
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, V &>0 uchun, jumladan,
0<é&<a—p uchun, shunday n, e N topiladiki, ¥n > n, bo‘lganda
| X, —al<e << —e<X,—a<e¢
bo‘ladi. Ravshanki,
O<ege<a-p=p<a-g,
—E<X,—a<e=>a—-&<X,.
Bu tengsizliklardan ¥n > n, bo‘lganda
X, > P
bo‘lishi kelib chigadi. P
(a<q hol uchun ham teorema yugoridagidek isbot etiladi).
3-teorema. Agar {x, } va {y, } ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,
1) lim x, =a, rIlﬂn y,=b;

2) vneN yayn X, <Yy, (X,2VY,)
bo‘lsa, uholda a<b (a>Db) bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra
limx,=a, Ilimy,=Db.

nN—oo N—o0

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan:
Ve>0, 3ngeN, Vn>n,: [x, —d<e,

Ve>0, 3n, eN, vn>n, ly, —bj<e
bo‘ladi.
Agar n, =max{n,, n,} deyilsa, unda ¥n > n, uchun bir yo‘la
x,—al<e, |y,—bl<e
tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki,

X, —a<e o a-e<x,<a+e,

ly, —bl<e < b-e<y,<b+e.
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Bu tengsizliklardan hamda teoremaning 2-shartidan foydalanib topamiz:
a—&<X,<y,<b+e¢.
Keyingi tengsizliklardan
a—e<b+e, a-b<2¢
va Ve >0 bo‘lgani uchun a—b<0, ya’ni a<b bo‘lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o‘xshash, lim x, =a, lim y, =b hamda ¥neN uchun

n—o0 n—o0

X, > Y, bo‘lishidan a>b tengsizlik kelib chiqishi ko‘rsatiladi. P
4-teorema. Agar {x, } va {z, } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib,
1) lim x,=a, limz,=a

N—o0 n—o0

2) vneN uchun x, <y, <z,
bo‘lsa, uholda {y, } ketma-ketlik yaginlashuvchi va

limy, =a
N—o0
bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra
limx, =a, Ilmz, =a.
n—oo N—00

Limit ta’rifiga binoan:
Ve>0, 3ngeN, Vn>n,: |x, —-al<e,

Ve>0, Ing eN, vn>n, |z,-a|<e

bo‘ladi. Agar n, = max{n,, n,} deyilsa, unda ¥n > n, uchun
a—&<x,, I,<a+e¢
tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foyda-lanib topamiz:
a—&<x,<y,<Z,<a+eg.
Keyingi tengsizliklardan
a—e<y,<a+e, yani |y, —a<e
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,
limy, =a.

n—o0

Shuni isbotlash talab gilingan edi. »

1-misol. Ushbu
lim ¥n
nN—oo
limit topilsin.
<« Ravshanki, barcha n>2 bo‘lganda

2 > 1

2n =1l+q,

bo‘ladi. Aytaylik,

bo‘lsin. Unda
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n=1+a,) (1)
va +/n =(1+a, )’ bo‘ladi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:
Jn=Q+a,)">1+n-a, >n-a,. (2)
(1) va (2) munosabatlardan
1
a, < s

va

2
1
1<¥Un<|1+——
( Jn j
tengsizliklar kelib chigadi. Agar

1 2
r!'ﬂl(“ﬁj =1

ekanini e’tiborga olsak, unda 4-teoremaga ko‘ra

lim Yn =1

nN—o0

bo‘lishini topamiz. »

2-misol. Ushbu

: 1 1 1
Iimnol+=+=+..+—
N—oo 2 3 n
limit topilsin.
<4Ravshanki,

1 1 1 1 1 1 1'1_1
n,

1+—+—-+..+—>—+—+—+...4+4—=n
2 n n n n n

1+%+1+...+1<1+1+1+...+1=n.

n
Demak,

1<%/1+l+l+...+1<%.
2 3 n
4-teoremadan foydalanib topamiz:

lim R/1+1+1+...+£:1. >
2 3

n—co n

2°. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar.
Faraz gilaylik, {x, } hamda {y, } ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin:
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X} X0 Xoy Xgy eeey Xpyyoes
{yn} y1, y21 Y3, ---,yn,...

Quyidagi
Xi+ Y1, Xp+ Yo, Xzg+ Y3 oo Xp Yo
X1 =Y, Xo=VYo, X3—=VY3: s Xy =Yoo
X1 Yo X5 Yo, X3 Y3ueeas Xy - Yioeos
ﬁl XZ X3 ey X_n’ (yn io, n:1,2,3,)

Vi Yy y_s’ Yn

ketma-ketliklar mos ravishda {x, } va {y, } ketma-ketlik-larning yig’indisi,
ayirmasi, ko‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

X

{Xn + yn}1 {Xn - yn}, {Xn . yn}’ {_”}

kabi belgilanadi.
5-teorema. [1, p.131, theorem 6.1.19] Aytaylik {x,} va {y,} ketma-

ketliklari berilgan bo ‘lib,
limx, =a, Ilmy,=b, (aeR, beR)

nN—o0

bo Isin. U holda n - da (c-x,)—>c-a;

X, +Y, = a+h; X, -y, —ab; % 2 (b=0), ya'ni
Yn

a) VceR ma lim(c-x,)=c-lim x,;
nN—oo

Nn—o0

b) lim(x, +y,)=lim x, +limy,_;
N—o0 Nn—co Nn—co

c) lim(x,-y,)=Ilimx, -limy,;

N—oo0 nN—o0 N—oo
d) lim—~===—_ (b=0)

ey, limy,

nN—0
bo ‘ladi.
Teoremaning tasdiglaridan birini, masalan c)-ning isbotini keltiramiz.
<« Teoremaning shartiga ko‘ra,
lim x,=a, limy, =b.

N—o0 n—o0

Ravshanki,
‘Xn'yn_ab‘:‘xn'yn_a'yn‘l'a'yn_b‘S (3)
S AR C R
{yn } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lganligi sababli u 1-teoremaga ko‘ra
chegaralangan bo‘ladi:
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M >0, VneN: |y, |<M.
Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz:

Ve >0 berilgan hamda ﬁ ga ko‘ra shunday n,eN topiladiki,

vn>n, uchun

X, —a| < .
2M
bo‘ladi.
SHuningdek, m ga ko‘ra shunday n, € N topiladiki, ¥n > n, uchun
Yo bl < 2(18
+[al)
bo‘ladi.
Agar n, = max{n,, n, } deyilsa, unda ¥n > n, uchun bir yo‘la
& &
—d <2 Jy,-b 4
o -8l < 2M Yo =bl< 2(L+|al) )

bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlardan

X, - Yy —ab| <=M +[a]- <&
2M 2L+ \a\i
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
lim x, -y, =ab

nN—o0

bo‘lishini bildiradi. »

3°. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta migdorlar.
Faraz gilaylik, {«, } ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

2-ta’rif. [2. p.130]Agar {a, } ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya ni
lim o, =0

bo Isa, {a, } - cheksiz kichik migdor deyiladi.

Masalan,

1
a=— Ba a =q", (o <)

ketma-ketliklar cheksiz kichik migdorlar bo‘ladi.

Aytaylik, {x, } ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib, uning limiti a ga teng
bo‘lsin:

lim x, = a.

n—o0
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U holda «, = x, —a cheksiz kichik miqdor bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
topamiz: X, =a+ «,. Bundan esa quyidagi muhim xulosa kelib chigadi:

{x, } ketma-ketlikning a (a € R) limitga ega bo‘lishi uchun a, = x, —a
ning cheksiz kichik miqdor bo‘lishi zarur va etarli.

Ketma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi ikkita lemmani
isbotlash giyin emas.

1-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik miqgdorlar yigindisi cheksiz
kichik migdor bo‘ladi.

2-lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz  kichik miqdor
ko‘paytmasi cheksiz kichik miqdor bo‘ladi.

3-ta’rif. [2, p.70, def. 3.7]Agar har ganday M soni olinganda ham
shunday natural n, soni topilsaki, barcha n>n, uchun

| X, [>M
tengsizlik bajarilsa, {x, } ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va
lim X, = o0

Nn—o0

kabi belgilanadi.

Agar {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz bo‘lsa, {x,} cheksiz katta
miqgdor deyiladi.

Masalan,

Xn = (_1)n n

ketma-ketlik cheksiz katta miqdor bo‘ladi.

Endi cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar orasidagi bog’lanishni
ifodalovchi tasdiglarni keltiramiz:

1) Agar {x,} cheksiz kichik migdor (x,=0) bo‘lsa, u holda {i}
X

n

cheksiz katta migdor bo‘ladi.

2) Agar {x, } cheksiz katta miqdor bo‘lsa, u holda {i} cheksiz kichik
X

n
miqdor bo‘ladi.
Mashqlar

1. Agar limx =a, a>0 bo‘lsa, u holda 3n, eN, vn>n,: x,>0

bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

n

) 2n n+1
lim co

> S
n—oo 2n _1 2n—1

limit hisoblansin.
3. Ushbu
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lim @:0, (n'=1-2-3-...-n)

limit munosabat isbotlansin.
Adabiyotlar
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«FIZMATLIT», 2001.

Nazorat savollari

1. Yaginlashuvhci ketma-ketlik ta’rifini ayting.

2. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lib,
1) lim X, =&, lim Y =b;

nN—o0 n—o0

2) Vne N uchun x, <y,

bo‘lsa, u holda a <b bo‘ladimi? Misollar keltirlsin.
3. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida bajariladigan amallar hagidagi

teoremani ayting.
4. Cheksiz kichik va cheksiz kata ketma-ketliklar ta’riflarini keltiring.
5. Ikkita cheksiz katta miqdor yig’indisi, ayimasi, ko’paytmasi va nisbati

yana cheksiz katta miqdor bo’ladimi?
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Glossariy

Yaginlashuvchi ketma-ketlik — agar {x,} ketma-ketlik chekli limitga

ega bo‘lsa, u yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.
Ikki mirshab hagidagi teorema — agar {x, } va {z, } ketma-ketliklar

yaqinlashuvchi bo‘lib, 1) limx =a, limz, =a; 2) Yne N uchun x, <y, <z,

bo‘lsa, u holda {y, } ketma-ketlik ham yaginlashuvchi va lim y, =a bo‘ladi.

n—o0
Cheksiz kichik migdor — agar {c, } ketma-ketlikning limiti nolga teng,
ya’ni lim o, =0 bo‘lsa, {e, | — cheksiz kichik migdor deyiladi.
N—oo0
Cheksiz katta migdor — agar {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz
bo‘lsa, u cheksiz katta miqdor deyiladi.

Keys banki

7-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar limx =a, a>0 bo‘lsa, u holda

N—o0

dn, eN, Vn>n,: X, >0 bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo"lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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7-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol. «Ikki mirshab hagidagi teorema»dan foydalanib {x } ketma-
ketlikning yaqinlashuvchiligi ko rsatilsin.

(2n+3j"
X, = v
2n+3 _2n+3n_5n S

1
< — =—<—,agar N>10 bo’lsa,
Y n? n> n 2 &

2n-2|-32 2+23:_22i agar N>10 bo'lsa.
n n n 20

1
Agar =
S ANTE
y, <X, <z, qo'sh tengsizlik bajariladi. limy =limz =0 va «ikki mirshab

n—oo

va an% deb belgilasak, unda v n>10 uchun

haqgidagi teorema» ga ko'ra limx, =0 bo'ladi. »

nN—o0

Misollar

Cheksiz ~ kichik  ketma-ketlikning chegaralangan  ketma-ketlikka
ko'paytmasi  haqidagi teoremadan foydalanib {x }  ketma-ketlikning

yaqinlashuvchi ekanligi ko rsatilsin.

1, x, =39, 2 ¥g=
n n(8 +sin n)
1 coSzm
3. X, = r 1. 4. X, = :
"% 2+ (-1 " n
M n {n}
sin — a2
S Xp = 24. 6.xn:2 2]
n In(n+1)
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Qismiy ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foydalanib {x,}

ketma-ketlikning uzoqlashuvchi ekanligi ko rsatilsin.

7. x, =(05)Y" 8. x, =20,
9. x. =2+ (=" 10. X =sin .
" [ -1) ] " 2002

«Ikki mirshab haqidagi teorema» dan foydalanib {x,} ketma-ketlikning

yaqinlashuvchiligi ko rsatilsin.

11. xn:(ﬁj . 12, xn:[””OJ .
n 2n-1

13, x = 2. 14, Xn:M_
(2n) n
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Test

Ne Test topshirig’i To'g'ri javob Mugobil javob Mugqobil javob
1 Yaglnla.shuchl ketma -ketlikni « - 2+(-1) X, = cos N x =n(or
ko'rsating. n n 3
Yaginlashuchi bo’Imagan (a2 (1 " 2
2| ketma -ketlikni ko'rsating. % =N =13 X =Nn“+1-n
Agar {a,} ketma-ketlikning
3 o , cheksiz kichik cheksiz katta kichik miador
- | limiti nolga teng bo‘lsa, { e, } migdor migdor q
... deyiladi.
Chega.ralgng.an r_quor bilan cheksiz kichik cheksiz katta o
4. | cheksiz kichik miqdor . . kichik miqdor
. . 0 miqgdor miqgdor
ko‘paytmasi ... bo‘ladi
. Eh\eksiz' kichik migdorni X =(1j « =il . (-1)
o rsating. 3 n n n
Cheksiz katta migdorni 2n-3 n® -1
: x =Ig(lgn), (n>2 X = =
6 ko'rsating. " g( g ) ( ) n n2 Xa 3
Uzoqlashuvchi ketma -ketlikni 9 zn 2n-3 n°-1
7. N X, =N°C0S— X, = X =
ko'rsating 4 n2 n nd
Ketma-ketlik limitini toping:
8. « = In+1 3 1 0
" \} n
Ketma-ketlik limitini toping: 1
9. 5 2 -
x, ={2"+5" 2
Ketma-ketlik limitini toping:
10.| _ 2n°+3-2"+cosn 3 2 0
" 2" +sinn
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8-mavzu. Monoton ketma-ketliklar
va ularning limiti

8-ma’ruza

Reja
1. Monoton ketma-ketlik tushunchasi.
2. Monoton ketma-ketlikning limiti.

3. € soni.

1. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. [2, p.71]

Aytaylik, {x,}:
Xgy Xoyeeey Xpyy oo (1)

ketma-ketlik berilgan bo ‘Isin.

1-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda ¥neN uchun x, <Xx,,,; tengsizlik
bajarilsa, {x,} o‘suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-ketlikda
vne N uchun x, <x,,, tengsizlik bajarilsa, {x,} qat’iy o‘suvchi ketma-ketlik
deyiladi.

2-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda W¥neN uchun X, >Xx,,; tengsizlik
bajarilsa, {x,} kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-ketlikda

vneN uchun x, > x,,, tengsizlik bajarilsa, {x,} qat’iy kamayuvchi ketma-

ketlik deyiladi.
1-misol. Ushbu
L _n+l 2 3 4
" n 1 2 3
ketma-ketlik qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.
<« Hagigatdan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

_n+1 « - n+2
n n ’ n+1 n+1
bo‘lib, Vne N uchun
n+2 n+1 -1
Xn+1_xn = - =

= <
n+1 n n(n+1)
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bo‘ladi. Unda X, ; <X, bo‘lishi kelib chiqadi. P>

Yugqoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:

1) agar {x,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lsa, u quyidan chegaralangan
bo‘ladi:

2) agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lsa, u yuqoridan chegaralangan
bo‘ladi.

O‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton
ketma-ketliklar deyiladi.

2-misol. Ushbu

n2

Xn = (N=123,...)
n“+1
ketma-ketlikning gat’iy o‘suvchi ekanligi isbotlansin.
<« Bu ketma-ketlikning n—hamda (n+1) —hadlari uchun
n? 1

X, = =1- :

" n?+1 n?+1
_(n+1* . 1

)2+l (n+D)2+l

bo‘ladi. Ravshanki,
1 1
(n+12 n
SHu tengsizlikni e’tiborga olib, topamiz:

1 1
=1 (n+1)?+1 >1- n2+1
Demak, ¥Yne N uchun x, <x,,,. Bu esa garalayotgan ketma-ketlikning qat’iy
o‘suvchi bo‘lishini bildiradi. »

X

X,.

2. Monoton ketma-ketlikning limiti.

Quyida monoton ketma-ketliklarning limiti haqgidagi teoremalarni
keltiramiz.

1-teorema. [2, p.71, th.3.9]Agar {x,} ketma-ketlik

1) o ‘suvchi,

2) yuqoridan chegaralangan bo ‘Isa, u chekli limitga ega bo ‘ladi.

<« Avytaylik, {x,} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartlarini bajarsin.
Bu ketma-ketlikning barcha hadlari-dan iborat to‘plamni E bilan belgilaymiz:

E={X,, X5, .0, Xy -+ }.

Ravshanki, E yuqoridan chegaralangan to‘plam bo‘lib, E= . Unda
to‘plamning aniq chegarasining mavjudligi haqgidagi teoremaga muvofig, sup E
mavjud bo‘ladi. Uni a bilan belgilaylik:
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supkE =a.
Ixtiyoriy & >0 sonini olaylik. To‘plamning aniq yuqori chegarasi
ta’rifiga binoan:
1) Vne N uchun x, <a

2) 3x, €E, X, >8—&
bo‘ladi. Ayni paytda Vn>n, uchun x, >x, tengsizlik bajari-lib, x, >a-¢
bo‘ladi.
Natijada ¥n>n, uchun a—s<x,<a+e¢ ya’ni [a—x,|<e& bo‘li-shini
topamiz.

Demak {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega va
lim x, =a=supE. »

n—oo

2-teorema. Agar {x, }ketma-ketlik

1) kamayuvchi,
2) quyidan chegaralangan bo ‘Isa, u chekli limitga ega bo ‘ladi.
Bu teorema yugorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadi.
3-misol. Ushbu
n!
Xn = T

n
ketma-ketlikning limiti topilsin.
<« Ravshanki, Yn>1 uchun x, >0 bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning x,,, va
X,, hadlarining nisbatini garaymiz:

I I n
Xne1 _ (n+1).1:i: n+11-n“—( n j "
X, (+1)"™ n" (h+D""

n+1

Demak, Xx,., <X,. Bundan esa berilgan ketma-ketlikning kamayuvchi

ekanligi kelib chigadi.
Ayni paytda Yn>1 da
0<x, <X
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Demak berilgan ketma-ketlik chegaralangan. 1-
teoremaga ko‘ra  {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni a bilan
belgilaymiz:
lim i!:a. (a>0)

n—%

Endi ushbu x, —x,,,; ayirmani garaymiz. Bu ayirma uchun
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n

n_ n
(n+1)" (n+1)"

n

Xp =X = Xy =X
2n" —n" n
“-—_ X

> X =Xy =
(n+1)" (n+1)"

= n Xn+1

bo‘lib, undan
X, = 2X
bo‘lishi kelib chiqadi. Keyingi munosabatlardan topamiz:
lim x, > 2lim x a > 2a. Ravshanki, bu holda a =0 bo‘ladi.
N—o0

n—o0

n+1

n+1?

Demak,
n!
I|m —n = O >
n—oo n
3. e soni. [2, p.72]
Ushbu
1 n
X, =(1+—j ,  (n=123,..) (1)
n

ketma-ketlikni garaymiz.
Tasdiq. (1) ketma-ketlik o ‘suvchi bo ‘ladi.
<« Berilgan ketma-ketlikning x hamda x, hadlarining nisbatini

topamiz:

n+1

n+1 n n+l .n
Mz(l—i_ij :(1+1) . (n+2) n

X, n+1 n _(n+1)”+1-(n+1)“ -

n2+2n]™ n+t 1 ™ n+t
_ L P Bl
{(n+1)2} n { (n+1)2} n

Bernulli tengsizligiga ko‘ra:

n+1

1 1

1-—— | >1-—= = T poefadi.
(n+1) (n+1)° n+1

Natijada Yne N uchun
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xn+1> n n+l

X, n+1 n

=1

ya’ni, X,,; > X, bo‘lishi kelib chiqadi. »
Tasdiq. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo ‘ladi.
<« Ravshanki, k >1 uchun
k1=1.2-3-...- (k=1 -k=2.2.2.....2=2"

bo‘ladi.
Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz:
1\" P | 1 1 n )
Xp=|1+=| =1+C - =+C_ - S +..+Cy-—+..+C; ——2+Z C, =
n n n n¥ n k= 2n
n _ _ n
:2+Zl.n(n 1)...En k+1):2+z (1__)( __) ( )
kzzk! n k:2
1 1

n
<2+ ) 5=
k=22
Demak, ¥ne N uchun 0<x, <3 bo‘ladi.
Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko‘ra

1 n
Xn = (l + E]
ketma-ketlik chekli limitga ega. »
3-ta’rif. (1) ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:

n
lim (1+ l) =e.
n—o n
Bu e soni irratsional son bo ‘lib,
e=2,718281828459045...

bo ‘ladi.
Mashqlar
n+1l
1. Ushbu X”:(1+lj ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi
n

isbotlansin.
2

2. Ushbu lim -~ limit hisoblansin.

n—oo 2

3. Ushbu /2, v2++/2, y2+~2++/2, ... ketma-ketlikning yaginla-

shuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.
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Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis |, Springer-Verlag Italia,
Milan, 2008.

3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

4, Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

Nazorat savollari
4. (Qat’iy) o’suvchi (kamayuvchi) ketma-ketliklar ta’riflarini bering?

5. Monoton ketma-ketliklarning limiti hagidagi teoremalarni keltiring.

6. e soni ganday son?
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Glossariy

Monoton ketma-ketlik — O‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar

O‘suvchi ketma-ketlik — Agar {x, }ketma-ketlikda ¥Yne N uchun x, <x

n+1

tengsizlik bajarilsa.
Qat’iy o‘suvchi ketma-ketlik — Agar {x,} ketma-ketlikda ¥neN uchun

X, < X,,; tengsizlik bajarilsa.

n+1

Kamayuvchi ketma-ketlik — Agar {x }ketma-ketlikda = V¥neN uchun

X, = X,,; tengsizlik bajarilsa.

n+1

Qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik — Agar {x,}ketma-ketlikda ¥neN uchun

X, > X,,; tengsizlik bajarilsa.

Quyidan chegaralangan ketma-ketlik — Agar shunday n soni mavjud bo'lib,

{x, }ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan katta bo"lsa.

Yugqoridan chegaralangan ketma-ketlik — Agar shunday n soni mavjud bo'lib,

{x, }ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan kichik bo"lsa.

1 n
e soni — Iim(1+—) =e

n—oo n
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Keys banki

8-keys. Masala o°rtaga tashlanadi: Ushbu

V2, NJ2+4/2, \/2+\/2+\/§,

ketma-ketlikning yaginlashuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
¢ to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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8-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

21-masala. Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema
yoki limitlar ustidagi amallar haqidagi teoremalardan foydalanib {x,}
ketma-ketlik yaqinlashishga tekshirilsin.

< Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foydalanib,
berilgan {x,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini ko rsatamiz.

Xo, (n+)'>X = {x,}T.

Endi  bu  ketma-ketlikning  yuqoridan  chegaralanganligini
ko rsatamiz:

1 1 1 1 1 1 1
Xg =1+ —+ -+ — =<1+ +S+5..+ <
20 3 47 ql 2 22 28 ot

Shunday qilib, {x,}T va wneN uchun x <2=limx,-3={,} -
yaqinlashuvchi «

Misollar

Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema yoki limitlar
ustidagi amallar haqidagi teoremalardan foydalanib {x,} ketma-ketlik
yaqinlashishga tekshirilsin.

n [n
1. x, =nY +sgn(tgn). 1 2_{2}
n 2. Xg =—— .
n In(n+1)
2
3. x, = :_“;2 4. x, =(—1)“-[1 C‘jﬁm]
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. (M
n+sin| — n+1
(4) 6. X, =— —.
5. X, =7 n®-(8+sinn)
8.
7.
o) )i 1) ) () )
9. . . .
_sina sin2a sinna 10. x, = \Slnﬂ+\3|n22\ +.._+M_
X, = 5 + 52 +...+ T 2 2 on
1 2 n 1 1
11. X, = —+—+...+ : 12. X =1+—+..+—.
o223 (n+1)2 " 2 n
n! "
13. x, = - 14. x, :(1+1) .
n n
C0S2 cosn 1 1
15. x, =cosl+ +...+ .16 x, =1+ —=+..+—=.
" 2 n? J2 Jn
lgn n
17. x, =21, 18. x, = 2.
n n!
n-1
19. x, =0,77..7. N T T e
nre " 1.2 2.3 n(n+1)

21. x :1+—+...+1.
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9.

Test
|
Ushbu X, 2% ketma-ketlikning limiti topilsin.
n

A0 B) 1 C) D) aniglab bo Imaydi

2_
lim ="~ jimitni hisoblang.
n—>+2 3N° 45N + 2
A 2 B) 1 C)0 D)

2
lim 2;% limitni hisoblang.
n>+03n° +4n+7
A) % B) 2 C) 0 D) 1
limX2"*1 Jimitni hisoblang.
noe  5n—1
A) % B)% C)0 D) w0
m Y425 Jimitni hisoblang.
oo 7Nn+461

2

n B) < C) 0 D) 1

3_
lim—o" L jimitni hisoblang.
nﬁ% 6n° —-5n+1
B -4 B)0 C)1 D) w
|ingth” limitni hisoblang.
a1 B) 0 C)2 D) w
|ing% limitni hisoblang.
a1 B) 2 C) 0 D) w
AR R
Im(] limitni hisoblang.
n— n
A) In2 B)O )1 D) oo

nN—o0

1
10.lim n(en —1} limitni hisoblang.

A 1 B) 0 C)2 D) w
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9-mavzu. Qismiy va fundamental
ketma-ketliklar. Ketma-ketliklarning
quyi hamda yuqori limitlari

9-ma’ruza

Reja
1. Qismiy ketma-ketliklar. Boltsano-Veyershtrass
teoremasi.
2. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi.

3. Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari.

1. Qismiy ketma-ketliklar. Boltsano—Veyershtrass teoremasi.

[1, p.149] Aytaylik,
X F: Xeh Xoy Xgyeeny Xppyees (1)
ketma-ketlik berilgan bo lsin. Bu (1) ketma-ketlikning biror n, nomerli x,

hadini olamiz. So‘ngra nomeri n, dan katta bo‘lgan n, nomerli x, hadini
olamiz. SHu usul bilan x,, x, va hk. hadlarni tanlab olamiz. Natijada
nomerlari

n <n,<ng;<.<n <..

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (1) ketma-ketlikning hadlari ushbu
Xy Xy eeny Xy eee (2

n nyo ng?
ketma-ketlikni hosil giladi.
(2) ketma-ketlik (1) ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi va
{xnk} kabi belgilanadi.
Masalan,
2,4,6,8, ...,

1,35, 7,...,
1, 4,916, ...
ketma-ketliklar 1, 2, 3, 4,..,n, ... ketma-ketlikning gismiy ketma-ketliklari,
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1,11 .., ..,
-1, -1 ..., -1 ...
ketma-ketliklar 1, -1, 1, —1, ..., (<", ... ketma-ketlikning gismiy ketma-

ketliklari bo ‘ladl.
Keltirilgan tushuncha va misollardan bitta ketma-ketlikning turli gismiy
ketma-ketliklari bo‘lishi mumkinligi ko ‘rinadi.
1-teorema. [1, p.150, prop.6.6.5] Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega
bo ‘Isa, uning har qanday qismiy ketma-ketligi ham shu limitga ega bo ‘ladi.
<« Bu teoremaning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan kelib chigadi. »
Eslatma. Ketma-ketlik qismiy ketma-ketliklarining limiti mavjud
bo‘lishidan berilgan ketma-ketlikning limiti mavjud bo‘lishi har doim ham kelib
chigavermaydi.
Masalan, 1, -1 1, -1, ..., (-)"™*, ... ketma-ketlikning gismiy ketma-
ketliklari
1,11 ...,1 ...,
-1, -1 ..,-1 ..
larning limiti bo‘lgan holda ketma-ketlikning o‘zining limiti mavjud emas.
2-teorema (Boltsano—Veyershtrass teoremasi). [1, p.151, theorem 6.6.8]
Har gan-day chegaralangan ketma-ketlikdan chekli songa intiluvchi qismiy
ketma-ketlik ajratish mumkin.
<« {x,} ketma-ketlik berilgan bo ‘lib, u chegaralangan bo ‘Isin: Bu holda

{x,} ketma-ketlikning barcha hadlari [a, b] da joylashgan deb garash mumkin:

X, €la, b], n=1 2, 3,...
[a, b] segmentni

[ a+ b} {a +b }

al o y P b

2 2

segmentlarga ajratamiz. {x.} Kketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari
joylashganini [a,, b;] deymiz. Ravshanki, [a,, b;] ning uzunligi b—Ta ga teng
bo ‘ladi. YUqoridagiga o xshash [a;, b;] segmentni

= 250 0]

segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko ‘p sondagi hadlari

bo ‘Iganini [a,, b,] deymiz. Bunda [a,, b,] ning uzunligi

bo ‘ladl.
Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu
[y, by], [a,, b1, ... [a. b ],

52 ga teng
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segmentlar ketma-ketligi hosil bo ‘ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi uchun
[a,, b]1>[a,, b,]> ...o[a,, by]> ... bo'lib, k — o da

bo ‘ladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipiga ko ‘ra
lima, =limb, =C (CeR)

k—00 k—o00
bo ‘ladi.
Endi {x,} ketma-ketlikning [a,, b;] dagi birorta x, hadini, [a,, b,]

dagi birorta x, hadini va hk. [a,, b,] dagi birorta x, hadini va h.k. hadlarini

olamiz. Natijada {x,} ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan ushbu

Xng o Xngs oo Xpo oo (n, <n, <...<n <...)

qismiy ketma-ketlik hosil bo ‘ladi. Bu ketma-ketlik uchun
ak ank Sbk (k:l, 2,...)

bo'lib, undan K —o da x, —C yani l!im X, =C bolishi kelib chiqadi.
>

2. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi.

{x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. [1, p.127, definition 6.1.3] Agar har ganday & >0 olinganda
ham shunday natural n, soni topilsaki, barcha n>n, va m>n, uchun
| Xn = Xm |< &
tengsizlik bajarilsa (va'ni Ve >0, 3In, e N, vn>n,, vm>n,: | X, —X, |<é&
bo Isa), {x,} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

Masalan,

n
X, - (n=12,...)
fundamental ketma-ketlik bo‘ladi.
<qHagigatdan ham, berilgan ketma-ketlik uchun
n m | _n+m_1

1
_X — JE—
n+1 m+1\ nm n m

|Xn m|:

bo‘lib, Ve >0 gako‘ra n, = [E} +1 deyilsa, ¥n>n,, ¥m>m, bo‘lganda
&

1 1
| X, —Xp Kk —+—<e¢
Ng  No

bo‘ladi. »
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3-teorema. (Koshi teoremasi). [1, p.130, proposition 6.1.12, theorem
6.4.18] Ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo ‘lishi uchun uning fundamental
bo ‘lishi zarur va etarli.

<«Zarurligi. {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo ‘lib, lim x, =a bo ‘Isin.

n—o0
Limit ta’rifiga binoan

Ve>0, dny e N, Vn>n,:|X, —a|<§.

Shuningdek, vm>ng | X, — a|<% bo ‘ladi. Natijada

vn>n,, Vm>n, uchun
| X, — X, 9 X, —a+a—x, | x, —a|+|x, —alke
bo ‘lishi kelib chiqadi. Demak, {x,} fundamental ketma-ketlik.
Yetarliligi. {x,} fundamental ketma-ketlik bo‘Isin:
Ve>0, Iny eN, ¥Yn>ny, vm>n,: | X, — X, |<&.
Agar m > n, shartni ganoatlantiruvchi m tayinlansa, unda
| X, =X |[<& < X, —e<X, <X, +&
bo‘lib, {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chigadi.

Bolsano-Veyershrass  teoremasiga  binoan  bu  ketma-ketlikdan
yaqinlashuvchi gismiy {x, } ketma-ketlikni ajratish mumkin: lim x, =a.

Nn—oo
Demak,

Ve>0, Iky e N, Vk>kq: [x, —al<e
bo‘ladi.
Agar m=n, deyilsa, unda
| Xy — X, [<&
bo‘ladi. Keyingi ikki tengsizliklardan
| Xo —a = X =X, + X, —[ X, =X, [+ X, —al<2e

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, lim x, =a. »

n—o0

3. Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari.

{x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning gismiy ketma-
ketligining limiti {x,} ning gismiy limiti deyiladi.
2-ta’rif. [1, p.6.4.6, definition 6.4.6] {x,} ketma-ketlik qgismiy
limitlarining eng kattasi berilgan ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va
lim x,,

kabi belgilanadi.
{x,} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng Kkichigi berilgan ketma-
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ketlikning quyi limiti deyiladi va
lim x,

kabi belgilanadi.
Masalan, ushbu {x,}:1 2, 3,1 2, 3,1, 2, 3,... ketma-ketlikning yuqori
limiti
Wxn =3,

nN—oo
quyi limiti esa
lim x, =1

n—o0

bo‘ladi. Umuman, {x,} Kketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari
quyidagicha ham kiritilishi mumekin.

Aytaylik, {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, A bu ketma-ketlikning
qismiy limitlaridan iborat to‘plam bo‘lsin. Unda bu ketma-ketlikning quyi
limitini

limx, =liminf x, =

n—oo nN—o0

—oo; {X.} quyidan chegaralanmagan bo'lsa,
=<inf A; {x,} quyidan chegaralangan va A4 = { + o0 }
+00; A ={+} bo'lsa
deb olish mumkin.
{x,} ketma-ketlikning yuqori limitini esa
limx_ =limsupx_ =

Nn—o0 n—o0

+o0;  {X.} yuqgoridan chegaralanmagan bo'lsa,
=<sup A; {x,}yuqoridan chegaralangan va A4 # { — 0 } bo'lsa,
—o0; A ={—oc}bo'lsa

deb garash mumkin.
Endi quyi hamda yugori limitlarning xossalarini keltiramiz.

Biror {x,} ketma-ketlik uchun lim x, =a bo‘lsin. U holda Ve&>0

nN—0

olinganda ham:
1) shunday n, € N topiladiki, ¥n>n, da x,<a+¢

2) Vn, e N uchun ¢ va n; larga bohliq shunday n’>n, topiladiki,
X, >a—¢& bo‘ladi.
Bu xossalar quyidagilarni anglatadi: V& >0 tayin olganda, birinchi xossa
{x,} ketma-ketlikning fagatgina chekli sondagi hadlarigina
X, <a+é¢

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 128




MATEMATIK ANALIZ 2016

tengsizlikni ganoatlantirishini, ikkinchi xossa esa bu ketma-ketlikning
X,>a—¢
tengsizlikni qanoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko‘p bo‘lishini
ifodalaydi.
<4Agar {x,} ning cheksiz ko‘p sondagi hadlari a + ¢ dan katta bo‘lsa, u

holda a+ & sonidan kichik bo‘lmagan b (b>a+¢) ga intiluvchi {x } ketma-

ketlikning gismiy ketma-ketligi mavjud va bu lim x, =« ga zid.

n—o0
Demak, a+¢& dan o‘ngda ketma-ketlikning ko‘pi bilan chekli sondagi
hadlari yotadi.
Modomiki,
lim x, =a
N—o0

ekan, unda {x,} ning gismiy limitlaridan biri a ga teng:

lim x, =a

k—o0

Limit ta’rifiga ko‘ra bu {x, } ketma-ketlikning, demak, {x,} ning ham

cheksiz ko‘p sondagi hadlari a —& dan katta bo‘ladi. P>
Eslatma. Biror a soni yuqoridagi ikki shartni ganoatlantirsa, u {x,}
ketma-ketlikning yuqori limiti bo‘ladi.
Faraz qilaylik, biror {x,} ketma-ketlik uchun
lim x, =b

n—oo

bo‘lsin. U holda V& > 0 olinganda ham:

1') shunday n, € N topiladiki, ¥Yn>n, da x, >b—¢

2')Vn, e N uchun & va n; larga bohliq shunday n’>n, topiladiki,
X, <b+ & bo‘ladi.

Quyi limitning bu xossasi yugoridagidek isbotlanadi.

Ketma-ketlikning quyi hamda yugori limitlari xossalaridan foydalanib,
quyidagi teoremani isbotlash giyin emas:

4-teorema. [1, p.142, proposition 6.4.12] {x,} ketma-ketlik C limitga ega
bo ‘lishi uchun

lim x, = lim x, =C

n—oo nN—o0
bo ‘lishi zarur va etarlidir.
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Mashglar

1. Har ganday monoton ketma-ketlik fagat bitta gismiy limitga ega
bo‘lishi isbotlansin.
2. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu
X, =8 +a, +...+a,
ketma-ketlikning (a, €R, |a,|<q*; 0<qg<1; k=12 ..) limitga ega
bo‘lishi isbotlansin.
3. Ushbu

lim (x, +y,)<lim x, + lim y,
n—o0 n—oo nN—o0

tengsizlik isbotlansin.

Adabiyotlar

1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis |, Springer-Verlag Italia,
Milan, 2008.

3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

Nazorat savollari

1. Qismiy ketma-ketlik nima? Misollar keltiring.

2. Yaginlashuvchi ketma-ketlikning ikkita qismiy ketma-ketligi turli
limitlarga ega bo‘lishi mumkinmi?

3. Boltsano—Veyershtrass teoremasini keltiring.

4. Fundamental ketma-ketlik nima?

5. Koshi teoremasini ayting.

6. Ketma-ketlikning yugori hamda quyi limitlari nima? Xossalarini ayting.
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Glossariy

Qismiy ketma-ketlik — Aytaylik, {X.}: X, X5, X3, ..., X,... Ketma-ketlik
berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning biror n; nomerli x,  hadini olamiz.

So‘ngra nomeri n, dan katta bo‘lgan n, nomerli x, hadini olamiz. Shu usul

bilan  x,, x, va h.k. hadlarni tanlab olamiz. Natijada nomerlari

n <n, <ny<.<n <.. tengsizliklarni ganoatlantiruvchi berilgan ketma-
ketlikning hadlari ushbu Xn,» Xnsoees Xnos oo ketma-ketlikni hosil giladi. Hosil
bo‘lgan ketma-ketlik berilgan ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi.
Boltsano-Veyershtrass teoremasi — har ganday chegaralangan ketma-
ketlikdan chekli songa intiluvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.
Fundamental ketma-ketlik — agar har ganday & >0 olinganda ham
shunday natural n, soni topilsaki, barcha n>n, va m>n, uchun
|X, — X, |<&  tengsizlik bajarilsa (ya’'ni Ve>0, In, €N, VYn>n,,
vm>n,: | X, — X, |< & bo‘lsa), {x,} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

Koshi teoremasi — ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning
fundamental bo‘lishi zarur va etarli.

Ketma-ketlikning yuqori limiti — {x,} ketma-ketlik gismiy limitlarining
eng kattasi berilgan ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi.

Ketma-ketlikning quyi limiti — {x,} ketma-ketlik gismiy limitlarining
eng kichigi berilgan ketma-ketlikning quyi limiti.
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Keys banki

9-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Har ganday monoton ketma-ketlik fagat bitta
qismiy limitga ega bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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9-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol. {x,} ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari topilsin

(!L_ngoxn —2, limx, —?).
X, =sinn’
< Berilgan ketma-ketlikning qiymatlari to plamida
0, #*sinl’, +sin2°..., +sin89°, =*1

sonlari cheksiz ko'p uchraydi, chunki Yne N vaVpeN uchun Keltirish
formulasiga ko'ra sinn®=sin(360°p+n°) va sin(180°£n°)=gsinn’.
Demak, yuqoridagi sonlarning har biri berilgan ketma-ketlikning gismiy
limiti bo'ladi. Shu bilan birgalikda {x,} ketma-ketlikning yuqorida
ko'rsatilgan 181 ta sondan boshqa qismiy limiti yo'q. = limx, =1 va
limx =-1 > 7
T Misollar

Quyidagi ketma-ketliklarning yuqori hamda quyi limitlari topilsin
(Wxn —2;limx_ —?)

n—oo N—o0

1+(-1)

539. X, :T 540. x_ = nY’

541. X, = (_r?n +1+(2_1)n 542. X, :1+$-0032%Z

543. X, :1+2-(—1)”+1+3.(_1)”'("{1) 544. x, =:—i-cos Z”T”

545. X_ :—n-[2+(—1)”} 546. X, =(1+%)n(—1)” +sinn7”

» n 2N
547. x, =1+ 2" 548. X, = C0S Tﬁ

Quyidagi ketma-ketliklarning gismiy limitlari topilsin.
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111317 12°-1

549. {x,}: =222 ==,
224488 2" 2°
550. {X,}: 111+1£1+111+£1+11+11 ,1,1+1,1+
2 232 34 42 43 45 n
1 1 1 1
+_1 ]
n n-1 nn+l
551, (x,): +,5,21231234
2334445555
1 n
552. X, _E[(a+b)+(—1) (a=b)]
553. Qismiy limitlari ushbu
a,,8,,...,a,

sonlarga teng bo‘lgan sonli ketma-ketlikka misol keltirilsin.
554. Qismiy limitlari ushbu

8,85,y ...
ketma-ketlikning barcha hadlariga teng bo‘lgan ketma-ketlikka misol keltirilsin.
555. Chekli gismiy limitga ega bo‘lmagan ketma-ketlikka misol keltirilsin.
556. Yagqinlashuvchi bo‘lmagan, lekin yagona qismiy limitga ega bo‘lgan
ketma-ketlikka misol keltirilsin.
557. Cheksiz ko‘p qismiy limitga ega bo‘lgan ketma-ketlikka misol keltirilsin.
558. [1;2] kesmadagi ixtiyoriy haqiqiy son qismiy limiti bo‘lgan ketma-ketlikka
misol Keltirilsin.

559. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va {y,} ketma-ketlik
uzoqlashuvchi bo‘lsa, unda

a){X, +Y,} 6){X," Y}
ketma-ketlikning yaginlashishi hagida nima deyish mumkin?

560. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar uzoqlashuvchi bo‘lsa, unda

a){X, + Yy} 0){X, " Yo}
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ketma-ketliklar uzoqglashuvchi bo‘ladimi?
561. Agar {x,} ketma-ketlik uchun

limx, =0

n—o0

bo‘lib, {y,} — ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsa,

lim(x,-y,)=0
tenglik o‘rinli bo‘ladimi?
562. Agar

lim(x,-y,)=0
bo‘lsa, unda

limx, =0 éku limy, =0

n—o0 n—o0

tengliklardan biri o‘rinli bo‘ladimi?

Quyidagi munosabatlar isbotlansin.

563. limx, =a < limx_ =limx =a

n— N—o0

564. lim(-x,)=-limx,

565. limx, +limy, <lim(x, +y, ) <limx, +limy,

n—o n—oo n—o n—o N—a0

566. limx, +limy, <lim(x, +y, ) < limx, +limy,

N—o0 n—o0 n—o n—o0 n—o0

567. Agar x, >0 Ba ¥, >0 (n>12,...) bo‘lsa,

limx, -limy, <lim(x, -y,) <limx, -limy,

n—oo n—oo n—oo n—oo N—0

bo‘ladi.
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Test

. To'g'ri | Mugobil | Muqobil | Muqobil
Ne Test topshirig'i javob javob javob javob
X, ketma-ketlik uchun yugori limit
1. 1 2 0 -1
hisoblansin: X, zcos%n
X, ketma-ketlik uchun quyi limit
2. -2 0 2 1
hisoblansin: X, = (-1)" 2n+1
X, ketma-ketlik uchun quyi limit
3. 0 1 00 -1
hisoblansin: X, = (1,5(:032—7;])n
X, ketma-ketlik uchun yugori limit
4. - 3 0 -1 00
hisoblansin: x, = (-1)" sn-1
n+2
X, ketma-ketlik uchun quyi limit
5. -1)" -1)" 0 1 -1 2
hisoblansin: X, :( Y +1+( Y
n 2
X, ketma-ketlik uchun quyi limit
6. -1 0 2 1
hisoblansin: x_ = (cos(zn/2))™*
X, ketma-ketlik uchun yugori limit
7. " 1 -1 0 2
hisoblansin: X, =M
n
X, ketma-ketlik uchun quyi limit
8. , — 1 0 -1
hisoblansin: x = (—n)™""? OO
X, ketma-ketlik uchun yugori limit
NE)
9. . . 1 . 7zn — 0 1 -1
hisoblansin: X, =—+sIn— 2
n 3
X, ketma-ketlik uchun quyi limit
10. —(=D™)2" 0 1 -1 00
hisoblansin: X, = A= (CL727+1
2"+3
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10-mavzu. Funksiya tushunchasi

10-ma’ruza

Reja
1. Funksiya ta’rifi, berilish usullari.
2. Funksiyaning chegaralanganligi. Davriy funksiyalar. Juft
va toq funksiyalar.
3. Monton funksiyalar. Teskari funksiya. Murakkab

funksiyalar.

1. Funksiya ta’rifi, berilish usullari.
Biz 2-ma’ruzada E to‘plamni F to‘plamga akslantirish
f: E>F
ni o‘rgangan edik.
Endi E=F, F=R deb olamiz. Unda har bir hagigiy x songa biror
haqigiy y sonni mos qo‘yuvchi

f: F>R (x—f> y)
akslantirishga kelamiz. Bu esa funksiya tushunchasiga olib keladi.

Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursidan
ma’lum. Shuni e’tiborga olib funksiya haqidagi dastlabki ma’lumotlarni
gisgaroq bayon etishni lozim topdik.

Aytaylik, X cR, YcR to‘plamlar berilgan bo‘lib, x va vy
o‘zgaruvchilar mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: xe X, yeY.

1-ta’rif. [1, p. 49, Def. 3.3.1] Agar X to ‘plamdagi har bir X songa biror
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f goidaga ko‘ra Y to‘plamdan bitta y son mos qo ‘yilgan bo ‘Isa, X to ‘plamda
funksiya berilgan (aniglangan) deyiladi va
f:x—y yoki y=f(x)

kabi belgilanadi. Bunda X — funksiyaning aniqlanish to‘plami (cohasi), Y —
funksiyaning o‘zgarish to‘plami (cohasi) deyiladi. x — erkli o‘zgaruvchi yoki
funksiya argumenti, y esa erksiz o ‘zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

Misollar. 1. X =(—,+w), Y =(0,+) bo‘lib, f goida

fix—y=x*+1
bo‘lsin. Bu holda har bir x e X ga bitta x*> +1€Y mos qo‘yilib,
y=x%+1

funksiyaga ega bo‘lamiz.

2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni mos qo‘yish

natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu Dirixle funksiyasi deyilib, u D(x)
kabi belgilanadi:

1, agar x ratsional son bo'lsa,
0, agar Yy irratsional son bo'lsa.

D(X)={
Shunday qilib, y= f(x) funksiya uchta: X to‘plam, Y to‘plam va har bir
xe X ga bitta yeY ni mos qo‘yuvchi f qoidaning berilishi bilan aniglanar

ekan.

Faraz gilaylik, y=f(x) funksiya X cR to‘plamda berilgan bo lsin.
X, € X nugtaga mos keluvchi y, migdor y=f(x) funksiyaning x=Xx,
nugtadagi xususiy giymati deyiladi va f(x,)=y, kabi belgilanadi. [1, p. 49,
3.3]

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi

(x, f(x)) nugtalardan iborat ushbu

{(x F0))}={(x, F(x)[ xe X, F(x)eY }
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to ‘plam y = f(x) funksiyaning grafigi deyiladi [2, p. 31]. Masalan,
y=x*-1 (xeX=[-2,2])
funksiyaning grafigi 1-chizmada tasvirlangan. [2, p. 32, Example 2.1]

L

T

-1

1-chizma.

Funksiya ta’rifidagi f qoida turlicha bo‘lishi mumkin.
a) Ko‘pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formulalar

yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda berilishi deyiladi.

Masalan,
S
funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniglanish to“plami
X ={xeR|-1<x<1}=[-11]
bo‘ladi.
X va Y o‘zgaruvchilar orasidagi bog ‘lanish quyidagi formulalar

yordamida berilgan bo ‘Isin:
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-1, agar x<0 bo'lsa,
y=f(x)=<0, agar x=0 bholsa,
1, agar x>0 bolsa,

Bu funksiyaning aniqglanish to‘plami X =R bo‘lib, giymatlar to ‘plami
esa Y ={—-1,0,1} bo ladi. Odatda bu funksiya y=sgnx kabi belgilanadi. [2, p.
32, vi)]

b) Ba’zi hollarda xe X, y €Y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish jadval

orqali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini

kuzatganimizda, t; vaqtda havo harorati T,, t, vaqtda havo harorati T, va h.k.

bo‘lsin. Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi.

t —vaqt t, t, ts t,

T — harorat T, T, T, T,

Bu jadval t vaqt bilan havo harorati T orasidagi bog‘lanish-ni ifodalaydi, bunda
t —argument, T esa t ning funksiyasi bo‘ladi.
V) X va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish tekislikda biror egri chiziq

orgali ham ifodalanishi mumkin (2-chizma).
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2-chizma.

Masalan, 2-chizmada tasvirlangan L egri chiziq berilgan bo‘lsin.
Aytaylik, [a,b] segmentdagi har bir nuqtadan o‘tkazilgan perpendikulyar L
chizigni fagat bitta nugtada kessin. Vxe[a,b] nugtadan perpendikulyar
chigarib, uning L chiziq bilan kesishish nugtasini topamiz. Olingan x nuqtaga
kesishish nugtasining ordinatasi y ni mos qo‘yamiz. Natijada har bir x €[a,b]
ga bitta y mos qo‘yilib, funksiya hosil bo‘ladi. Bunda x bilan y orasidagi
bog‘lanishni berilgan L egri chiziq bajaradi.

Aytaylik, f,(x) funksiya X, =R to ‘plamda, f,(x) funksiya esa X, c R
to ‘plamda aniglangan bo ‘Isin.

Agar

1) X;=X,,

2) Vxe X, da f(x)=f,(x),
bo‘lsa, f,(x) hamda f,(x) funksiyalar o‘zaro teng deyiladi va f,(x)= f,(x)
kabi belgilanadi. [1, p. 51, Def. 3.3.7]

2. Funksiyaning chegaralanganligi. Davriy funksiyalar. Juft va toq
funksiyalar.

f(x) funksiya X R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

2-ta’rif. [2, p. 37, Def. 2.3] Agar shunday o zgarmas M soni topilsaki,
Vxe X uchun f(x)<M tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda
yugoridan chegaralangan deyiladi. Agar shunday o ‘zgarmas m soni topilsaki,
Vxe X uchun f(x)>m tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda
quyidan chegaralangan deyiladi.

3-ta’rif. [2, p. 37, Def. 2.3] Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham
yuqoridan, ham quyidan chegaralangan bo ‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda
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chegaralangan deyiladi.

2
1-misol. Ushbu f(x):iﬂ(4 funksiyani qaraylik. Bu funksiya R da
+ X

chegaralangan bo‘ladi.

1+ x°2

<« Ravshanki, VxeR da f(x)= Z

>0.

1+ X
Demak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, f(x) funksiya uchun

x? X2

1
f(x)= + <1+
9 1+x* 1+x* 1+ x4

bo‘ladi. Endi

2

0<(x*-D?=x*-2x+1 = 2x°<x*+1 = — 1

x*+1 2
L e . . 1 3
bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: f(X)S1+E:§.

Bu esa f(x) funksiyaning yugoridan chegaralanganligini bildiradi.

Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan. »

4-ta’rif. Agar har ganday M >0 son olinganda ham shunday x, e X

nugta topilsaki,
f(x,)>M

tengsizlik  bajarilsa,  f(x) funksiya X  to‘plamda  yugqoridan
chegaralanmagan deyiladi.

f(x) funksiya X R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

S5-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T (T #* O) son mavjud bo‘lsaki,
V¥ xe X uchun

1) x-TeX, x+TeX,

2) f(x+T)=f(x),
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bo‘lsa, f(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa f(x) funksiyaning davri
deyiladi.

Masalan, f(x)=sinx, f(x)=cosx funksiyalar davriy funksiyalar bo‘lib,
ularning davri 27 ga, f(x)=tgx, f(x)=ctgx funksiyalarning davri esa = ga
teng.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

a) Agar f(x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri T (T #0) bo‘lsa, u
holda

T,=nT, (n=+1,%2,...)
sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.

b) Agar T, va T, sonlar f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u holda
T, +T,#0 hamda T, - T, (T, #T,) sonlar ham f(x) funksiyaning davri bo‘ladi.

v) Agar f(x) hamda g(x) lar davriy funksiyalar bo‘lib, ularning har
birining davri T (T #0) bo‘lsa, u holda

0+ 900, £09-900). (-960. ¥ (g=0)
funksiyalar ham davriy funksiyalar bo‘lib, T son ularning ham davri bo‘ladi.

2-misol. Ixtiyoriy T (T = 0) ratsional son Dirixle funksiyasi

1, agar x ratsional son bo'lsa,
D(x) = . i
0, agar vy irratsional son bo'lsa.
ning davri bo‘lishi ko‘rsatilsin.
<« Aytaylik, T(T #0) ratsional son bo‘lsin. Ravshanki, V xeR
irratsional son uchun x +T — irratsional son, V x € R ratsional son uchun x+T

ratsional son bo‘ladi. Demak,

1, agar x ratsional son bo'lsa,
0, agar y irratsional son bo'lsa.

D(x+T):{
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Shunday qilib, V xe R, T — ratsional son bo‘lganda
D(x+T )=D(x)
bo‘ladi. »
Ma’lumki,V xe X (X cR) uchun — xeX bo‘lsa, X to‘plam O

nugtaga nisbatan simmetrik to‘plam deyiladi.

Aytaylik, O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X to‘plamda f(x)
funksiya berilgan bo‘lsin.

6-ta’rif. Agar V xe X uchun f(-x)= f(x) tenglik bajarilsa, f(x) juft
funksiya deyiladi. Agar ¥ xe X uchun f(-x)=—f(x) tenglik bajarilsa, f(x)
toq funksiya deyiladi.

Masalan, f(x)=x*+1 juft funksiya, f(x)=x%+x esa tog funksiya
bo‘ladi. Ushbu f(x)=x? —x funksiya juft ham emas, tog ham emas.

Agar f(x)va g(x) juft funksiyalar bolsa, u holda

£()+ 9(x), F(x)-g(x), F(x)- g(x), % (9(x)20)

funksiyalar ham juft bo‘ladi.
Agar f(x) va g(x) toq funksiyalar bo‘lsa, u holda

f(x)+g(x), f(x)-g(x)

funksiyalar toq bo‘ladi,

f(x)- 9(X) (9( )=0)

funksiyalar esa juft bo‘ladi.
Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qiga nisbatan, toq funksiyaning

grafigi esa kordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashgan bo‘ladi.

3. Monoton funksiyalar. Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar.

Faraz gilaylik, f(x) funksiya X R to‘plamda berilgan bo‘Isin.
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7-ta’rif. [2, p. 41, Def. 2.6] Agar V x;,X,€ X uchun x, <X, bo‘lganda
f(x )< f(x,) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi
deyiladi. Agar V x,,X,€ X uchun x, <X, bo‘lganda f(x,)< f(x,) tengsizlik
bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda qat’iy o‘suvchi deyiladi.

8-ta’rif. [2, p. 41-42, Def. 2.6] Agar V x;,X,e X uchun x <X,
bo‘lganda f(x)> f(x,) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda
kamayuvchi  deyiladi. Agar V x,Xx,eX uchun x <X, bo'‘lganda
f(x)> f(x,) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda gqat’iy
kamayuvchi deyiladi.

O ‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan monoton

funksiyalar deyiladi. [2, p. 42]

X

3-misol. Ushbu f(x)= funksiyaning X =[1,+) to‘plamda

1+ x°2

kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
<« [1,+) da ixtiyoriy x, va x, nuqtalami olib, x, <X, bo‘lsin deylik.

Unda

2 2

X X X; + X X5 — X5 — X5, X

f(Xl)_f(XZ): 12_ 22: 1 122 2 221
1+ %, 1+X5 @+ x7)A+x5)

Xp = Xy +Xg - Xy (Xy = %) _ (X; =X)L =X, - X5)

A+ x2)(L+x3) A+ x2)L+x3)

bo‘ladi. Keyingi tenglikda
X, —X, <0,1-%-%X,<0
bo‘lishini e’tiborga olib,
f(x)—f(x,)>0
ya’ni, f(x,)> f(x,) ekanini topamiz. Demak,

<X, = f(x)>f(x,). »
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Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X cR to‘plamda o‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘lib, C =const bo‘lsin. U holda

a) f (X) + C funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

b) C>0 bo‘lganda C- f(x) o‘suvchi, C<0 bo‘lganda C- f(x)
kamayuvchi bo‘ladi.

v) f (X) + g(X) funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

y = f(x) funksiya X R to‘plamda berilgan bo‘lib, bu funksiyaning
giymatlaridan iborat to‘plam

Yi ={f(x) [ xeX}

bo‘lsin.

Faraz qilaylik, biror qoidaga ko‘ra Y, , to‘plamdan olingan har bir y ga
X to‘plamdagi bitta X mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bunday moslik natijasida

funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y= f(x)ga nisbatan teskari

funksiya deyiladi va x = f ~*(y) kabi belgilanadi.
Masalan, y=%x+1 funksiyaga nisbatan teskari funksiya x=2y-1

bo‘ladi.

Yugorida aytilganlardan y=f(x)da x argument, y esa X ning
funksiyasi, teskari x=f !(y) funksiyada y argument, x esa Yy ning
funksiyasi bo‘lishi ko‘rinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiya argumenti ham x, uning funksiyasi y
bilan belgilanadi: y = g(x).

y=f(x) ga nishatan teskari g(x) funksiya grafigi f(x) funksiya
grafigini | va 111 choraklar bissektrisasi atrofiida 180° ga aylantirish natijasida
hosil bo‘ladi.

Aytaylik, Y. to‘plamda u=F(y) funksiya berilgan bo ‘Isin. Natijada X
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to ‘plamdan olingan har bir X 9a Y, to‘plamda bitta Yy :

fixy (y=1(x),
va Y, to ‘plamdagi bunday y songa bitta u :
F:y->u @U=F(y))
son mos qo ‘viladi. Demak, X to ‘plamdan olingan har bir X songa bitta u son
mos qo ‘yilib, yangi funksiva hosil bo‘ladi: u=F(f(x)). Odatda bunday
funksiyalar murakkab funksiya deyiladi. [2, p. 43]

Mashglar
1. f(x) funksiyaning X cR to‘plamda quyidan chegaralanmaganligi
ta’rifi keltirilsin.
2. O nugtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X — R to‘plamda berilgan har
ganday f (X) funksiya juft va toq funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida ifodalanishi

isbotlansin.

3. Ushbu f(x)= funksiyaning X =[0,+ o) to‘plamda kamayuvchi

x% +1

ekani isbotlansin.

4. Agar f(x):ﬁ bo‘lsa, f(f(f(x))) topilsin.
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Nazorat savollari
Funksiyaning ta’rifi.
Funksiya ganday usullarda beriladi?
Qanday funksiya chegaralangan funksiya deyiladi?
Qanday funksiya davriy funksiya deyiladi?
Qanday funksiya juft funksiya deyiladi?
Qanday funksiya toq funksiya deyiladi?

Qanday funksiya monoton funksiya deyiladi?

© N o o b~ o Db PRe

Qanday funksiya murakkab funksiya deyiladi?
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Glossariy

Chegaralangan funksiya. Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham
yuqoridan, ham quyidan chegaralangan bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda

chegaralangan deyiladi.

Davriy funksiya. Agar shunday o‘zgarmas T (T =0) son mavjud
bo‘lsaki, VX e X uchun

D) x-TeX, x+TeX,

2) f(x+T)=f(x),
bo‘lsa, f(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa f(x) funksiyaning davri
deyiladi.

1, agar x ratsional son bo'lsa,

Dirixle funksiyasi. D(x) = _ _
0, agar vy irratsional son bo'lsa.

Funksiya. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoidaga ko‘ra Y
to‘plamdan bitta y son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda funksiya berilgan
(aniglangan) deyiladi va

f:x—>y yoki y=f(x)
kabi belgilanadi.

Funksiyaning analitik usulda berilishi. x va y o‘zgaruvchilar orasidagi

bog‘lanish formulalar yordamida ifodalanadi.

Funksiyaning grafik ko‘rinishida berilishi. X va y o‘zgaruvchilar

orasidagi bog‘lanish tekislikda biror egri chiziq orqali ifodalanadi.
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Funksiyaning  jadval  ko‘rinishida  berilishi. xe X , yeY

o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish jadval orqali ifodalanadi.

Juft funksiya. Agar vV xe X uchun f(-x)= f(x) tenglik bajarilsa, f(x)
juft funksiya deyiladi.

Kamayuvchi funksiya. Agar V x,,Xx,€ X uchun X, <X, bo‘lganda
f(x)> f(x,) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi
deyiladi.

Monoton funksiya. O‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy

nom bilan monoton funksiyalar deyiladi.

Murakkab funksiya. Aytaylik, Y, to‘plamda u = F(y) funksiya berilgan
bo‘lsin. Natijjada X to‘plamdan olingan har bir X ga Y, to‘plamda bitta y:
fixi=y (y=1(x),
va Y, to‘plamdagi bunday y songa bitta u :
F:y->u @U=F(y))
son mos qo‘yiladi. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x songa bitta u son
mos qo‘yilib, yangi funksiya hosil bo‘ladi: u=F(f(x)). Odatda bunday

funksiyalar murakkab funksiya deyiladi.

O‘suvchi funksiya. Agar V x;,X,€ X uchun x <X, Dbo‘lganda
f(x )< f(x,) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi
deyiladi.

Qat’iy kamayuvchi funksiya. Agar V x;,x,€X uchun X <X,
bo‘lganda f(x,)> f(x,) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda qat’iy

kamayuvchi deyiladi.
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Qat’iy o‘suvchi funksiya. Agar V x;,X,e X uchun X, <X, bo‘lganda
f(x )< f(x,) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda qat’iy o‘suvchi
deyiladi.

Quyidan chegaralangan funksiya. Agar shunday o‘zgarmas m soni
topilsaki, ¥xe X uchun f(x)>m tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X

to‘plamda quyidan chegaralangan deyiladi.

Teskari funksiya. Faraz qilaylik, biror qoidaga ko‘ra Y,, to‘plamdan
olingan har bir y ga X to‘plamdagi bitta X mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bunday
moslik natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y= f(X) ga

nisbatan teskari funksiya deyiladi va x = f *(y) kabi belgilanadi.

Toq funksiya. Agar V xe X uchun f(-x)=—f(x) tenglik bajarilsa,
f (x) tog funksiya deyiladi.
Yuqoridan chegaralangan funksiya. Agar shunday o‘zgarmas M soni

topilsaki, Vxe X uchun f(x)<M tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X

to‘plamda yuqoridan chegaralangan deyiladi.

Keys banki

10-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan
X <R to‘plamda berilgan har qanday f(X) funksiya juft va tog funksiyalar
yig‘indisi ko‘rinishida ifodalanishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo"lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
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e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo yilgan masalani yeching
(individual).

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 152



MATEMATIK ANALIZ 2016

10-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol.Ushbu

y=v-Xx+Xx+2 (2)

funksiyaning aniglanish sohasi va giymatlari to ‘plami topilsin.

<(2) munosabat ma’noga ega bo‘lishi uchun —x*+x+2>0 bo‘lishi
lozim. Keyingi tengsizlikni echib topamiz.
—X*+X+220 = X’ —x-2<0 = (x+1)(x-2)<0 = —-1<x<2.
Demak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi X =[-1, 2] bo‘ladi.
Ravshanki, y>0. Ayni paytda

y:\/—x2+x+2:\/—(x—%)2+%£g

bo‘lgani uchun 0<y Sg bo‘ladi. Demak, funksiyaning qiymatlari to‘plami

Y, :[O, g} bo‘ladi.»>
2-misol.Agar

-1, aeap x <0,
f(x)=signx=4<0, aeap x=0, va g(x)=x-(1-x%)
1, aeap x>0

bo‘lsa, f(g(x)), g(f(x)) lar topilsin.
|
1,agar x(1-x*)>0

f(g(x)):sgn[x(l—xzﬂm 0,agar x(l—xz):o =
—1,agar X(1-x*)<0

l,agar 0<x<1 6a x<-1
=4 0,agar x=0 6a x=+%1
—l,agar x>1 sa —1<x<0.
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g( f(x))=signx(1-sign*x)=0.»

Misollar

Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohalari topilsin.

1 X
101y =x+— 102.y=———
y X y X* —5X +6
2
103. y=——— 104,y =/2x+1—+/x+1
25— X
105.y = 1 106 Ig(1-x?

' |X|+ x y=lg(1-x’)
107.y=1Ig(4-x*) 108.y =log, log, log, x
109. y=+/9—x? +IogX—Jrl 110. y = _*/;

X—2 sin X
111. yzﬂ/sin\/; 112.y=Incosx.
113. y =arccos 114. y =,/arcsin(log, x) .

y o y = Jarcsin(log, x)
115. yz\/arcsin(Ig%j 116. y:«/Igcosx +4.
117. y =Ig(1—tgx) 118. y =lg[ cos(lgx) |.
119, y == 120, y= X =3

Y T xs

i 1
121. y = x+signx 122. y=x+= {x>0}
X

2
123. yz,’gx 1 124. y =sin X+ CoSX
X

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 154



MATEMATIK ANALIZ 2016

125. y=Ig(1—2cosX) 126. y =|x|-1—x
127. y:M 128. y=x"-4-|x-1+1
X2 —X+2

129. Agar f(x)=|x|—x bo‘lsa, f(-1), f(0), f (1), f (-2), f(2) lar topilsin.
130. Agar

£ (x) = x?, arap 0<x<I
x, arap l<x<?2

1 3

bo‘lsa, f(0), f (E)’f@’f(z) lar topilsin.

131. Agar f(x):i;—z bo‘lsa, f(O),f(—x),f(x+1),f(x)+1,f(ij, L

x) f(x)
topilsin.

132. Agar f(x)=[x]+signx bo‘lsa, f(O),f(gj,f(—gj,f(%jlar topilsin.

133. Agar f(x)=x>+3x—1bo‘lsa, f(a)+ f(-a) topilsin.

topilsin.

134. Agar f(x)=ax’+bx+c bo‘lsa, fx+ hg_ f(x)
135. f(x)=ax’+bx*+cx+d bo‘lsin. Agar f(-1)=0,f(0)=2,f(1)=-3,
f(2)=5 bo‘lsa, f(x) topilsin.
136. Agar f(x)=3"(a+bx) bo‘lsa,

f(x+2)-6f(x+1)+9f(x)=0
bo‘lishi isbotlansin.

137. Agar f (u) funksiya (0,1) da aniqlangan bo‘lsa,

f(ﬂnx)f(Mx)f(%?}
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funksiyalarning aniglanish sohalari topilsin.
138. Agar ¢(x)=x’, W(x):\/; bo‘lsa,
#(#(x)).8(w ()1 (w (x)).p(#(x)) lar topilsin.

139. Agar ¢(x) = signx, W(X):% bo‘lsa,

B#(0) {1 (). #(v (X)) 1 (9(0) tar opisin

140. Agar ¢(x)=signx, y(x) =1+’ bo‘lsa, ¢(w (X)), (4(x)) lar topilsin.
141, Agar f(x)=v1-x*,x=1+sin*nt=g(t) bo‘lsa, f(4(t)) funksiyaning
aniglanish sohasi topilsin.

142. Agar ¢(x)=Inx?,y(x)=sinx bo‘lsa,¢(w (X)), w(4(x)) funksiyalar va
ularning aniglanish sohalari topilsin.

1

143. Agar f (
X

j: x* +1 bo‘lsa, f(x) topilsin.

x-1

144, Agar f (
X+1

j: X bo‘lsa, f(x) topilsin.

145. Agar f(ij:x2 bo‘lsa, f(x) topilsin.
x+1

146. Agar f(x)= X__ bo‘lsa, f.(x)= f(f(...f(x))) funksiya topilsin.

NG /

n ta

147. Agar f(x):ﬁ bo‘lsa, f(f(f(x)))zx tenglik x ning ganday

qiymatlarida o‘rinli bo‘ladi?
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Test
Ne Savol To'g'ri Mugqobil javob Muqobll
javob javob
1. / 1 2 2
y= 1+x funksiyani x=0 V2
J1-x
nuqtadagi giymatini toping.
2. ( 3ar j : 3 1 0
y= 7—x COSX+SINX+ 2
funksiyani x :% nuqtada
funksiyani hisoblang.
3. | y=x"*+e funksiyani x=e 2e 3e 2
nugtadagi giymatini toping.
4. | y=x>-3x*+3x-1 4 34 34 42
Funksiyani x = 4 +1
nuqtadagi giymatini toping.
5. | y=sin2xfunksiyani asosiy T i3 T
davrini toping. 2 3
6. | y=SIn3X+C0S2X +tg X 27 T Vs
funksiyani asosiy davrini 2
toping.
7. | Davriy bo’lmagan y=siny/x—1 | ¥ =sinX—Ccos3x X
funksiyani toping. y:cos§+3
8. . X Toq funksiya |  Juft funksiya Juft ham
y:smE+x3 +3x ganday a y y emas tog
funksiya. ham emas
9. — _
y=X—1+1 funksiyaga y=L y:L+1 _x-d
X+1 2—X X+1 X
teskari bo’lgan funksiyani
toping.
10. y= X_ L9 funksivaga y_2x—4 y_x+1 y_2x—1
2—X yad x-1 x-1 x-1
teskari bo’lgan funksiyani
toping.
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11-mavzu. Funksiya limiti

11-ma’ruza

Reja
1. To'plamning limit nuqgtasi.
2. Funksiya limiti ta’riflari va ekvivalentligi.

3. Funksiyaning o'ng va chap limitlari.

1. To‘plamning limit nuqtasi.
Aytaylik, biror X <R to‘plam va X, € R nuqta berilgan bo‘Isin.
1-ta’rif. ([1], p. 215, Def. 9.1.18) Agar x, nuqtaning ixtiyoriy
U, ()= —¢& %+8), (Ve>0)
atrofida X fo ‘plamning X, nugtadan farqli kamida bitta nuqtasi bo ‘Isa, ya 'ni
Ve>0, IXe X, XX, | X=X |<¢&
bo ‘Isa, X, nugta X to ‘plamning limit nuqgtasi deyiladi.
Misollar. 1. X =[0, 1] to ‘plamning har bir nugtasi shu to ‘plamning limit

nugtasi bo ‘ladi.
2. X =(0,1) to‘plamning har bir nugtasi va Xx=0, X=1 nugtalar shu
to ‘plamning limit nugtalari bo ‘ladi. ([1], p. 215, Lemma 9.1.21)

3. X = {1, %, %, %, } to‘plamning limit nuqtasi X, =0 bo‘ladi.

4, X=N={1 2, 3,...} to‘plam limit nuqtaga ega emas.
2-ta’rif. ([2], p. 82. Item 3.3.3) Agar x, nugtaning ixtiyoriy
U (%) =%, %+&) U (x)=(%-¢ X)) (V&>0)
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o ‘ng atrofida (chap atrofida) X to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, X,
nugta X fo ‘plamning o‘ng (chap) limit nugtasi deyiladi.
3-ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun
U,(+x) ={xeR| x>c}
to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, "+o0" X to‘plamning
limit “nuqta”si deyiladi.
Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun
U.(-o)={xeR| x<c}

to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, "— " X to‘plamning

limit «nuqtansi deyiladi.
Keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, to‘plamning limit nuqgtasi shu
to‘plamga tegishli bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin ekan.

1-teorema. Agar X, € R nugta X < R to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u

holda x, nugtaning har ganday
U,(60)=(%—&, %+¢) (Ve>0)

atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari bo‘ladi.

<« Aytaylik, x, nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. Teorema
tasdig‘ining teskarisini faraz qilaylik: X, nugtaning biror U (x,) atrofida X
to‘plamning chekli sondagi X;, X,,..., X, nuqtalarigina bo‘lsin. U holda

min{[Xo =X, [, [Xo =Xo |, -os [ Xg =X, [, Sp}=6

deb olinsa, x, nugtaning U;(x,) atrofida X to‘plamning x, dan fargli bitta
ham nuqtasi bo‘lmaydi. Bu esa X, nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lishiga
ziddir. »

2-teorema. ([1], p. 216, Th. 9.1.24) Agar X, nugta X c R to ‘plamning

limit nuqta-si bo ‘Isa, u holda shunday sonlar ketma-ketligi {x,} topiladiki,

1) VneN da x, € X, X, #X,;
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2) n—oo da X, = X,;
bo ‘ladi.
<« Aytaylik, x, € R nugta X cR to ‘plamning limit nugtasi bo ‘lsin.
Unda 1-ta rifga binoan
Ve>0, X, e X, X, #X: |[X, =X |<&

bo ‘ladi. Jumladan,

e=luchun 3x, € X, X #Xy: | X —Xq|<1,

1
g=—uchun 3Ix, e X, X, #Xy: [X, =X, |<=,

1
g=—uchun Ix; e X, X3 #Xq: |x3—x0|<§,

1 1
g=—uchun 3x, € X, X, #Xy: | X, =X, <=,
n n

bo ‘lad.

Natijada garalayotgan teoremaning 1) shartini ganoatlantiruvchi {x }
ketma-ketlik hosil bo ‘lib, uning uchun ¥YneN da |x,—X,|<1/n tengsizlik
o ‘rinli bo ‘ladi. Keyingi munosabatdan esa n — oo da X, — X, kelib chiqadi. »

Shuni ta’kidlash lozimki, 2-teoremaning shartlarini ganoatlantiruvchi

ketma-ketliklar ko“plab topiladi.

2. Funksiya limiti ta’riflari va ekvivalentligi.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, X, nuqta
X to‘plam-ning limit nugtasi bo‘lsin. X, nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy {x. }:
Xy Xoy voey Xy (X, € X, X, #X,)
ketma-ketlikni olib, funksiya giymatlaridan iborat { f (x,)}:
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f (%), F (X)), ory T (X)),
ketma-ketlikni hosil gilamiz.
3-ta’rif. (Geyne). Agar n—oo da X, > X, (x,€X, X, #X,) bo‘ladigan
ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun n—o da f(x,)—>b bo‘lsa, b ga f(x)
funksiyaning x, nugtadagi limiti deyiladi va x — X, da f(x) —b yoki

lim f(x)=b

kabi belgilanadi.
Eslatma. Agar n — o da
X, > X (X, €X, X, #X)vay =X (Y, eX, Y, #X,)
bo‘ladigan turli {Xx }, {y,} ketma-ketliklar uchun n—oo da f(x,)—>b,,
f(y,) >b, bo‘lib, b, #b, bo‘lsa f(x) funksiya x — x, da limitga ega emas
deyiladi.
1-misol. Ushbu

x? —16
X2 — 4x

f(x) =

funksiyaning X, =4 nuqtadagi limiti topilsin.

<« Quyidagi {x,}:
limx, =4 (x,#4, n=12,.))

N—o0

ketma-ketlikni olaylik. Unda

2
X;—=16 x,+4
f(xy)=— =—
X, —4X, Xy

n—

bo‘lib, n—>oo da f(x,) — 2 bo‘ladi. Demak,

. x?-16
lim =

5 2. »
n—o X —4X

2-misol. Ushbu
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F(x) =sin =
X

funksiyaning x — 0 dagi limiti mavjud bo‘lmasligi ko‘rsatilsin.

<« Ravshanki, n — oo da

2 , 2
X =——— >0, X!=————0
(4n-Yr (4n+)x
bo‘ladi.
Bu ketma-ketliklar uchun
f(X)= 4”2‘17r =1, f(X)= 4”2+17z -1

bo‘lib, n — oo da
f(x)—>-1, f(xX)—>1
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya x, =0 nuqtada limitga ega emas. »
4-ta’rif. (Koshi). ([1], p. 221, Def. 9.3.6) Agar V& >0 son olinganda ham
shunday o =06(¢) > 0 topilsaki, Vxe X (U s(x,) \{X,}) uchun
| f(x)-bl<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti deyiladi:

lim f(x)=b.

X—Xg
Bu ta’rifni gisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
Ve>0,30=0(e)>0, Vxe X NU ;X))\ D | F(X)-blke
bo‘lsa, lim f(x)=Db.

X—>Xg
3-misol. f(x)=C =const bo‘lsin. Bu funksiya uchun
lim f(x)=C

X—>Xg
bo‘ladi.

x? -1

4-misol. Ushbu f(x) = funksiyaning x, =1 nuqtadagi limiti 2 ga

teng ekani ko‘rsatilsin.
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4 Ve>0 soniga ko‘ra 6 =¢ deb olsak, u holda |x-1|<d (x=#1)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x da

x? -1
Xx-1

-2 =|x+1-2|=|x-1l<d=¢

2 —
bo‘ladi. Demak, lim 21
x—=>xg X—1

=2. »

5-misol. Faraz gilaylik, X =R\{0} da f(x) _SnXx bo‘lsin. Bu funksiya
X

uchun

. Sinx
im —=1
x—=0 X

bo‘ladi.

<4Ma’lumki, XE(O, %) uchun
1 . 1 1
—sin X< =Xx<=tgx
2 2 2

bo‘ladi. Bu tengsizliklardan, funksiyalarning juftligini hisobga olib, 0<|Xx |<%
da

sin x
Cosx<——<1
X

bo‘lishini topamiz. Keyingi tengsizliklardan esa

sin x 2%

0<1-M%X 1 _cosx=2sin?X<2. X X
X 2 4 2
bo‘lishi kelib chigadi.
Endi Ye>0 ni olib, 6=min{¢; 1} deyilsa, unda Vvx, |x|<d, x=0
uchun

sin x
0<l-—«<¢
X
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bo‘ladi. Demak,
lim "X —1

x—=0 X

6-misol. Ushbu
f(x)=a*, a>0, xeR, x,=0
funksiya uchun

lima* =1

x—0

bo‘lishi isbotlansin.

<« a>1 bo‘lgan holni garaylik. Bu holda f(x) funksiya qat’iy o‘suvchi
bo‘ladi:

VX, X, €R, X <%, = f(x))< f(x,): a*<a®.
V& >0 sonni olaylik. Ma’lumki, n— oo da
1 1
a"—>1 a"->l
bo‘lib, ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan
1
dn, eN, Vn>n: a" <l+g,

1
In, eN, Vn>n,: a">l-¢

bo‘ladi. Endi n, =max{n,, n,}, 5=i deyilsa, unda
No

VX, |[x=0]<6 < —l<x<i
n Ny
bo‘lganda
1 1

a®<a*<a" = l1l-¢<a’<l+e o |a¥-1]<e

bo‘ladi. Demak, lim a* =1.

x—0

O<a<l bo‘lganda lima* =1 bo‘lishini isbotlash o‘quvchiga havola

x—0
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ctiladi. »
5-ta’rif. ([2], p. 81, Def. 3.21) Agar V& >0 son olinganda ham shunday
0 >0 son topilsaki, Vxe X (Uz(x,)\{X,}) uchun f(x)>e& tengsizlik

bajarilsa, f(x) funksiyaning x, nugtadagi limiti +co deb ataladi va

lim f(x) =+oo

X—>Xg
kabi belgilanadi.
Masalan,
1
fO)=—, (x=0)
funksiya uchun
1
lim — =+
x—0 X2

bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya X <R to‘plamda berilgan bo‘lib, X, =+
nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
6-ta’rif. ([2], p. 72, Def. 3.11) Agar V& >0 son olinganda ham shunday
o >0 topilsaki, ¥xe X, x> ¢ uchun
| f(x)-bl<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, =+oco dagi limiti deyiladi va

lim f(x)=b

X—>+ 0

kabi belgilanadi.
7-misol. Aytaylik, X =(0, +), X, =+, f(X) :i bo‘lsin. U holda

lim 1:O

X—>+0 X
bo‘ladi.

<« Hagigatan ham, V& >0 sonnni olaylik. Ravshanki, ¥x >0 uchun
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1 ‘ 1 1
——0=—<eg & x>-—.
X X &

Demak, ¢ = 1 deyilsa, unda Vx> uchun

&
1—O‘=E<1:€
X X O
bo‘ladi. P
8-misol. Faraz qgilaylik,
Xm
f(x)=—, a>1 meN, X=R
a.X
bo‘lsin. Unda
m
Iim —=0
X—>+0© g

bo‘lishini isbotlaymiz.
<« ¢ >0 sonni olaylik. Ma’lumki, n— oo da

(n+1™
an

-0

bo‘ladi. Unda

(n+1"
aﬂ

Ve>0, dn,, vYn>n,: <&

bo‘ladi.

Agar C = n, deyilsa, unda vx>cC uchun

ﬁ_o‘:xm <([x]+1)m 3

g
X alX]

m

bo‘ladi ([X]>n, =C). Demak, lim - =0.»

x>+ g ¥

9-misol. Ushbu
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X
lim (1+ 3) e
X—> 400 X

munosabat isbotlansin.

<« V¢ >0 sonni olamiz. Ma’lumki, n — oo da

n
(1+ 1) — €,
n

1) 1\ n+1
1+—| =|1+— —— €
n+1 n+1 n+2

Limit ta’rifiga binoan,

Ve>0,3dn,eN, Vn>n,:
n n+1
e—g<(1+i] ,(1+£) <e+¢
n+1 n
bo‘ladi.

Endi C =n, desak, unda Vx> C uchun

[x] X [x]+1
e—ec<|1+ 1 <(1+lj < 1+i <e+¢&
[x]+1 X [x]

X
(1+£) —e
X

1 X
Iim(1+—j =e. P
X—>»00 X

3-teorema. ([1], p. 222, Prop. 9.3.9) Funksiya limitining Koshi hamda

bo‘lib,

<&

bo‘ladi. Demak,

Geyne ta riflari ekvivalent ta riflardir.
< Koshi ta’rifiga ko‘ra b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti
bo ‘Isin:

lim (x)=b

X—>Xp

0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 168




MATEMATIK ANALIZ 2016

Unda
Ve>0,30>0, Vxe X, | X—Xq <3, XX,

Bo‘lganda

| f(x)-blke (1)
bo‘ladi. X, nuqta X fto ‘plamning limit nuqtasi. Unda 2-teoremaga ko ra {X,}
ketma-ketlik topiladiki, n—o da x, —>%, (Xx,#X,, n=1,2,...) boladi.
Ketma-ketlik limiti ta rifiga binoan

0>0, IngeN, Yn>n,:|X, —X,|<I, (2)

bo ‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan ¥n > n, uchun

1f(x,)—bl<e
bo ‘lishi kelib chigadi. Bu esa b sonini Geyne ta rifi bo ‘yicha f(x) funksiyaning
X, huqgtadagi limiti ekanini bildiradi.

Endi b soni Geyne ta rifi bo ‘yicha f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti
bo ‘Isin.

Teskarisini faraz gilamiz, ya’'ni f(X) funksiyaning x, nuqtadagi limiti
Geyne ta’rifi bo‘yicha b ga teng bo‘lsa ham, Koshi ta'rifi bo ‘yicha limiti
bo ‘Imasin. Unda biror &, >0 uchun ixtiyoriy 6 >0 son olinganda ham
0<|x—Xy |<o ni ganoatlantiruvchi biror x" da

| f(X")—b|>g,
bo ‘ladi.

Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi {5, } ni olaylik:

n—-odags, -0 (5,>0, n=12,...).
U holda

0<|x, =X <8, = |f(x,)—-Dbl=>¢g, (3)
bo ‘ladi. Ammo 6, — 0, da x, — X,, demak, Geyne ta 'rifiga asosan

f(x,)—b
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bo‘ladi. Bu (3) ga ziddir. Demak, b soni Koshi ta’rifi bo‘yicha ham, f(X)

funksiyaning x, nuqtadagi limiti bo ‘ladi. »

3. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari.

Aytaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan, X, nugta X ning

chap limit nuqtasi bo‘lib,
(% -7 %)= X (#>0)

bo‘lsin.

7-ta’rif. ([2], p. 82, Def. 3.22) Agar

Ve>0,36>0, Vxe(X, -9, X): | f(X)-blke

bo‘Isa, b son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi chap limiti deyiladi va

b=_lim _£(x)= (%, ~0)

X—>Xo—
kabi belgilanadi.

Faraz gilaylik, f(x) funksiya X R to‘plamda berilgan, x, nugta X
ning o‘ng limit nuqtasi bo‘lib,

(Xo: X% +7) = X (¥ >0)

bo‘lsin.

8-ta’rif. ([2], p. 82, Def. 3.22) Agar

Ve>0,30>0,Vxe(X,, X, +90): | f(X)-b|<e

bo‘Isa, b son f(x) funksiyaning X, nuqtadagi o ‘ng limiti deyiladi va

b= lim f(x)=f(x, +0)

X—Xg+0
kabi belgilanadi.
Masalan,

1, agar x>0 bolsa,
f(x)=<0, agar x=0 bo'lsa,
-1, agar x<0 bo'lsa,
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funksiyaning 0 nuqtadagi o‘ng limiti 1, chap limiti —1 bo‘ladi.

Mashglar
1. Ushbu

lim f(xX) =400, lim f(X)=+0,

X—>+00

lim f(x)=—o0, lim f(X)=—o0

X—>+00 X—>—00

limitlarning ta’riflari keltirilsin.
2. Ushbu f(x)=sinz funksiya x, =0 nuqgtada limitga ega emasligi
X
isbotlansin.

.1
3. Limit ta’rifidan foydalanib, |Im1 1 =00 bo‘lishi isbotlansin.
x—1 X —

4. f(x) funksiya a nuqgtada b limitga ega bo‘lishi uchun uning shu

nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,
f(a+0)=f(a—-0)=b

tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli bo‘lishi isbotlansin.

Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis 1. Springer-Verlag,
Italia, 2008.
3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,

Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’ruzalar, 1 gq. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

4, ®uxtenroanl I'. M. Kypc ougpgepenyuanvrnoco u unmeepanvbhozo
ucyucnenus, 1 m. M. «PU3MATJINT», 2001.

Nazorat savollari
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9. To‘plamning limit nuqtasi.
10. Geyne bo‘yicha funksiyaning limiti ta’rifi.
11. Koshi bo‘yicha funksiyaning limiti ta’rifi.

12. Funksiyaning o‘ng va chap limitllari.
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Glossariy

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti. Agar V& >0 son olinganda ham
shunday 6 > 0 topilsaki, Vxe X, x> ¢ uchun
| f(x)-bl<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, =-+oco dagi limiti deyiladi va

lim f(x)=Db

X—>+0

kabi belgilanadi.

Funksiyaning limiti cheksizlik bo‘lishi. Agar V& >0 son olinganda ham
shunday o >0 son topilsaki, VxeX NUs(X,)\{X,}) uchun f(x)>¢
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti +co deb ataladi va

lim f(x)=+o0

X—>Xg

kabi belgilanadi.

Funksiyaning nugtadagi chap limiti. Agar
Ve>0,30>0,VXxe(X, -9, X): | f(X)—blke
bo‘lsa, b son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi chap limiti deyiladi va

b=_lim £(x)= (%, ~0)

X—>Xg —!

kabi belgilanadi.

Funksiyaning nuqtadagi limiti (Geyne bo‘yicha). Agar n—oo da
X, =X (X,€X, X,#X,) bo‘ladigan ixtiyoriy {X,} ketma-ketlik uchun
n—owda f(x,)—>b bo‘lsa, bga f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti
deyiladi va X — X, da f(x) —>b yoki

lim f(x)=b

X—)XO

kabi belgilanadi.
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Funksiyaning nuqtadagi limiti (Koshi bo‘yicha). Agar Ve >0 son
olinganda ham shunday 6 =d(¢) > 0 topilsaki, vxe X (U 5(%,) \{X,}) uchun
| f(x)-blke

tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti deyiladi:

lim f(x)=b.

X—>Xg
Bu ta’rifni qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
Ve>0,30=0(e)>0, xe XMNUs(X)\{X,P: | f(X)-bl<e
bo‘lsa, lim f(x)=Db.

X—>Xg

Funksiyaning nuqtadagi o‘ng limiti. Agar
Ve>0,30>0, VXe(X,, X,+9): | f(X)-blke
bo‘lsa, b son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng limiti deyiladi va

b= lim f(x)=f(x, +0)

X—>Xp+0

kabi belgilanadi.

Limit nugta. Agar x, nugtaning ixtiyoriy
U, (%) = (%~ %+é), (V&>0)
atrofida X to‘plamning X, nuqtadan farqli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, ya’ni
Ve>0, Ixe X, X£X,: | X=X |<¢&

bo‘lsa, X, nugta X to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

O‘ng (chap) limit nuqtasi. Agar x, nugtaning ixtiyoriy
U (%) =%, X+&) U (x)=(%-¢ X)) (V&>0)
o‘ng atrofida (chap atrofida) X to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, X,

nugta X to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi deyiladi.
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Keys banki

11-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: f(x) funksiya a nuqtada b limitga ega

bo‘lishi uchun uning shu nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,
f(@+0)=f(a-0)=Db
tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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11-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol. Funksiya limiti ta’rifidan foydalanib
limsinx =1.
x—)%
bo‘lishi isbotlansin.

4 Ve >0 sonni olib, unga ko‘ra & ni 6 =¢ deylik.

Unda [x—Z|<s tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda
T T
. X—=— x=-=
Isinx —1| ={sin x —sin ={ = 2|sin 2 cos—2|<
2 2
T
X5 V1
< 2isin 2l <Ix-Z <o=¢
2 2
bo‘ladi. Demak,
limsinx=1.»
x—>§
Misollar

Funksiya limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi tengliklar isbotlansin.

2 2
569. lim X 20 _g 570. lim % 10 _
x4 X —4 x—>4 X —4X
2
 2x*+5x-3 572, lim oX —2X~1_ 4
571. lm——M8M=-7 A
>3  X+4+3 X+
3
2 2
573. "mwﬂ 574. "m7x+—8x+1:_6
xX—>2 X—2 x—>—1 X+1
575. limcosx =cosa 576. Iirromsinx=0
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2
577, lim—— = oo 578. limYX "1=1_¢
x>3 X —3 x—0 X
579. Iirr31x4 =81
1 .
>, aeap x#0 0Oynca,
580. f(x)=<1+X lim f (x)=1
x—0
0, acap x=0 o6ynca.
: 1 : 1
581. limxsin—=0 582. lim ———=0.
x>0 X x>-2 X" 43X+ 2

Quyidagi funksiyalar a nuqtada limitga ega emasligi isbotlansin.

583. f(x)=", a=0
1
584. f(x)=cos—, a=0
.1
585. f(x)=sin=, a=0

3 2 > »
586. f(x):{ X+ X +x+1,  aeap x21 6ynca,

0, azap x<1 o6ynca.

587. f(x)=x—[x], a=2

588, f(X): e, acap x<0 oyrca, 220
2+X, acap x>0 oynca.

1, aeap x payuonman con 60yIca,

589. D(x)z{

aeR - ixtiyoriy nugta.

0, aeap x uppayuoman con oOyICa.

2

590. f(x)= X°, aeap X uppayuonan cou 6ynca,
) 1 azap X payuoHan con oOyica.

funksiya  ganday

nuqgtalarda limitga ega?
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591. f(x):[x]-%, funksiyaning x — 0dagi limiti mavjudmi ?

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan nuqtadagi o‘ng va chap
limitlari topilsin.
X —|X
592. f(x):J, a=0
2X

593. f(x)=arccos(x—1), a=0

594. f(x)=2% a:%

Siﬂ acap x>0 6yrca
595. f(x)=4 x = 7 L a0

CoSX, aeap x<0 o6yrca.

596. f (x)=sgnx, a=0

597. f(x)=sgn(cosx), a:%

598. f(X)=—"—

599. f(x)=

600. f(x)=x+[x2], a=10

601. f(x)=22X  a=0
X
602. f(x):—“l_‘fszx, a=0
603. f(x)=Ilim —, a=1
no]4 X
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604. f(x)=lim2x 3

n—o0 Xn _1

, a=1
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Test
e savol 'ljo gri Muqobll Muqobll Muqobll
javob javob javob javob
1. | 6 ganday giymatlarida | 0 <0,99 0>10 o>2 0<5
| x—-1l< o
tengsizligidan
|lgx|< 2 tengsizlik
kelib chigadi?
2. | . x24+4x-5 7 3 —7/ 7
lim——s——=? — — _Z
X—2 X2 -1 3 7 3
3| . x*+3x%+2x 2 -1 —2 -3
lim =? —-—=
x>2 X’ —X—6 5
4.1 X +5x° +4%° 2 0 -2 1
lim - — =7
-0 X" 4+2X
5. 2(3-7x%)? 49 16 0
Iim(x+1) 3 47x) — 49 S
x>0 (2x—1) 16
6. . X3+3X2 3 4 5 6
lim| —; —X|=?
x>=| X 4+1
7. Iirlno[x] =7? 1 0 -2 1
8. Iirlljo[x]:? 0 16 0 00
9. Iir3nosgnx:? 1 4 5 6
10. Iirzr_10{x}=? 1 3 —7 7
7
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12-mavzu. Limitga ega bo'lgan
funksiyalarning xossalari

12-ma’ruza

Reja
1. Limitga ega bo‘'lgan funksiyalarning xossalari.
2. Monoton funksiya limiti.

3. Koshi kriteriysi.

1. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.

Chekli limitga ega bo‘lgan funksiyalar ham yaqinlashuvchi ketma-ketlik
singari gator xossalarga ega.

Faraz gilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, X, € R
nugta X ning limit nuqtasi bo‘lsin.

1-xossa. ([2], p. 89, Th. 4.1) Agar x — X, da f(x) funksiya limitga ega
bo ‘Isa, u yagona bo ‘ladi.

< Bu xossaning isboti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda ketma-
ketlik limitining yagonaligidan kelib chigadi. »

2-x0ssa. Agar

lim f(x)=Db, (b — chekli son)

X—Xo
bo‘lsa, u holda X, nugtaning shunday U (x,) (o >0) atrofi topiladiki, bu
atrofda f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
4 Aytaylik,
lim f(x)=b

X—>Xo

bo‘lsin. Funksiya limiti ta’rifga binoan
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Ve>0, 306>0, Yxe XN Us(x,) \{x,}) da| f(x)-blke
ya'ni b—e< f(X)<b+¢& bo‘ladi. Keyingi tengsizliklardan f(x) funksiyaning
X, hugtaning U ;(X,) atrofida chegaralanganligi kelib chigadi. »

3-xossa. ([2], p. 90, Th. 4.2) Agar
lim f(x)=b

X—>Xp

bolib, b < p bo‘lsa, u holda x, nugtaning shunday U 5(x,) atrofi topiladiki,

bu atrofda
f(x)<p
bo ‘ladi.
o« Shartga ko ‘ra
lim f(x)=Db.
X—Xq

Funksiyaning limiti ta’rifiga ko'ra €=p—-b>0 uchun shunday 6>0 son
topiladiki, Vv xe X, [x —x,| <&, x# X, uchun
| f(x)-b|<e = f(x)<b+es=p

bo‘ladi. Bu esa ¥ x €U z4(X,) da f(X) < p bo ‘lishini bildiradi. »

Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X —R to‘plamda berilgan
bo‘lib, X, € R nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.

4-xossa. ([2], p. 92, Corollary 4.4) Agar
lim f(x)=b,, xII—>mx0 g(x) =b,

X—>Xg
bo'lib, Vxe X da f(x)< g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda b, <b,, ya ni

lim f(x)< lim g(x)

bo ‘lad.
<« Aytaylik,
lim f(x)=by, lim g(x)=hb,
X—>Xg

X—)XO
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bo ‘Isin.
Funksiya limitining Geyne ta rifiga ko ‘ra X, ga intiluvchi ixtiyoriy
X, =X, (X, €X, X, #X,)
ketma-ketlik uchun
n—o da f(x,)—>b, g(x,)—>b, (1)
bo ‘ladi.
Ravshanki, V ne N da
f(x,)<9(x,) ()
Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalaridan foydalanib, (1) va (2)

munosabatlardan lim f(x,) < lim g(x,) ,va’ni b, <b, bo lishini topamiz. »
X—Xg

5-xossa. ([1], p. 223, Prop. 9.3.14) Faraz qilaylik,
lim f(x)=b,, limg(x)=b, (b, b, eR)
X—>Xg X—>Xg

limitlar mavjud bo ‘Isin. U holda

a) YeeR da lim (c- f(x))=c lim f(x);

b) Xlij;o(f (x) +9(x)) = leo f(x)+ leo g(x);

V) X'Lrgo(f(x)-g(x))ﬂimo f(X)-XlLrQ0 9(x);
lim £ (x)

g) Agar b, #0 bo Isa, lim 1o _ % ;
% g(x)  lim g(x)

bo ‘lad.

Bu tasdiglarning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik amallar
bajarilishi hagidagi ma’lumotlardan kelib chigadi.

1-misol. Ushbu

X+ XP X3+ +x"=n
lim
x—1 X -1

limit hisoblansin.
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<« Bu limitni yuqoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

2,3 n_ _ 2 _ 3_ n_
Iimlx+x +X +i..+x n:lim (X=D)+(x" =D+ (" - +..+(x" -1
X X—

x—>1

x-1 -

_lim (X=DL+(X+D) + (X +X+D) +..+ (X" + X"+ x+1)]
T ol X—1 B

=1+2+3+..+n= n(n +1)

>
2-misol. Ushbu

. 1-cosx
lim 5
x—0 X

limit hisoblansin.

<« Ma’lumki, 1— cosx = 2sin® g . Shuni hisobga olib topamiz:

2
. o X
1-cosx . 2sin 5 1 smE
I =i =lm=-|—=| =
x—0  x2 x—0  x2 x—0 2 X
2
X X
sin — sin_ 4
== |lim—2.lm—2|==.»
2 | x>0 i x—0 i 2
2 2

2. Monoton funksiya limiti. ([2], p. 85, Item 3.3.4)

Faraz gilaylik, f(x) funksiya X cR to‘plamda berilgan bo lib,
(X =7, X, )= X bo'lsin (y>0). Ravshanki, x, R nugta X to ‘plamning
limit nuqtasi bo ‘ladi.

1-teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi bolib,

u
yuqoridan chegaralangan bo ‘Isa, funksiya X, nuqtada
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lim f(x)

X—>Xg—0
limitga ega bo ‘ladi.

«4f (X) funksiya giymatlaridan iborat bo ‘Igan ushbu

F={f(x)|xeX n{x<x,}}
to ‘plamni qgaraymiz. Teoremaning shartiga ko‘ra bu to‘plam yuqoridan
chegaralangan bo‘ladi. U holda to‘plamning aniq chegarasining mavjudligi
hagidagi teoremaga ko ra F tuplam aniq yuqgori chegaraga ega. Uni b bilan
belgilaymiz:
supF =b.
Endi, lim f(x)=b bo lishini isbotlaymiz. Aniq yuqori chegara ta rifiga

X—)XO -0
ko ‘ra:

1) Vxe X n{x<x, } uchun f(x)<b;
2) IX e X N{x<Xy}, X <X, f(x*)>b—g, (V &>0) boladi.
Agar & =X, — X" >0 deyilsa, unda Vxe(x, — 3, X, )" (X, — 7, X, ) uchun

b—e<f(x*)<f(x)<b<b+e

bo ‘lib,

| f(x)—b|<e
tengsizlik bajariladi. Bu esa

Jm £ =t

ekanini bildiradi. »
Xuddi shunga o xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi.
Aytaylik, f(x) funksiya X cR  to‘plamda berilgan bo lib,
(Xo,% +7 )= X bo'lsin (y>0). Ravshanki, x,eR nuqta X to‘plamning
limit nuqtasi bo ‘ladi.

2-teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi bo‘lib, u
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quyidan chegaralangan bo ‘Isa, funksiya X, nugtada
lim f(x)

X—>Xg+0

limitga ega bo ‘ladi.

3. Koshi kriteriysi.

Endi funksiya limitining mavjudligi hagidagi umumiy teoremani
keltiramiz.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya X —R to‘plamda berilgan bo‘lib, X, € R
nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar V& >0 olinganda ham shunday ¢ >0 son topilsaki,

vxe X N(Us(X)\{X }), YyeXn(Us(x)\{x })
lar uchun
160 T(y)<e 3

tengsizlik bajarilsa, f(x) uchun x, nugtada Koshi sharti bajariladi deyiladi.
3-misol. Ushbu f(x)= xsin% funksiya uchun x,=0 nuqtada Koshi
sharti bajariladi.
<« Hagigatan ham, V& >0 songa ko‘ra & :g deyilsa, u holda

vxe X ﬂ(Uf(O) \{0}), VvyeX ﬂ(UE(O)\{O})

2 2

lar uchun (ya’ni [x| <&, |y| <& uchun)

| f(x)- f(y)|=|xsin£—ysinl| £|xsin1|+| ysin£|£
X y X y

E &
<|x|+|y|l<=+==¢
Xl +lyl<Z+?

bo‘ladi.
3-teorema (Koshi). f(x) funksiya x, nuqtada chekli limitga ega bo‘lishi
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uchun bu funksiya x, nuqtada Koshi shartining bajarishi zarur va etarli.
<« Zarurligi. f(x) funksiya x, nuqtada chekli limitga ega bo‘Isin:
lim f(x)=Db.

X—>Xo
Limit ta’rifiga binoan:

Ve>0,36>0,Vxe X n(Uz(x, )\{X, }) uchun

&
[T =b)l<5 (4)

bo‘ladi. Shuningdek, YyeX N (Us (Xo) \ {X,}) uchun ham

() -b)l<7 (5)
bo‘ladi. (4) va (5) munosabatlardan
10— 1(y)|<] ()b +]o— f(y) <&
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik f(x) funksiya uchun (3) shart bajarilsin. x, nugtaga
intiluvchi ikkita
X, =X (X, #X,, N=1,2,...), X, € X,
Yo =% (Y, #X%, N=1,2,...), y, € X,
ketma-ketliklarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu
X1 Yoo Xo0 Yoo o Xpy Yoo e
ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni z, bilan belgilaymiz. Ravshanki, z, ketma-
ketlik uchun
2, > % (z,#%,, n=12,...), z, e X
bo‘ladi. Teorema shartiga binoan V& >0 soniga ko‘ra >0 sonni olamiz.
Modomiki, n— o da z, — X, ekan, unda limit ta’rifiga ko‘ra:
§>0,3n,eN, Vn>nyi|z, — X |<e¢

bo‘ladi. Unda Ym>n, , ¥n>n, uchun
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| f(zp)— f(z,)|<e
tengsizlik bajapiladi. Byndan f(z,) ketma-ketlikning fyndamental ekanligi
kelib chigadi. Demak f(z,) ketma-ketlik yaginlashyvchi:
n—oo da f(z,)—>b.

Unda
f(x,)—>b, f(y,)—>b

bo‘lib, fynksiya limitining Geyne ta’pifiga binoan

lim f(x)=Db.
X—>Xg
bo‘ladi. »
Mashglar
1. Ushby
n
lim
N>l 4+ x"

limit bilan aniglanadigan fynksiya topilsin.
2. Ushby

lim sin(z+/n? +1)

n—o0

limit xisoblansin.
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Nazorat savollari
13. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari ganday xossalari bor?
14. Monoton funksiyaning limiti hagida nima deyish mumkin?
15. Funksiya uchun Koshi sharti.
16. Koshi kriteriysi.
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Glossariy

Funksiyaning nuqtadagi limiti (Geyne bo‘yicha). Agar n-—oo da
X, =% (x,eX, X #X,) bo‘ladigan ixtiyoriy {Xx,} ketma-ketlik uchun
n—owda f(x,)—>b bo‘lsa, bga f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti
deyiladi va x — x, da f(x) —>b yoki

lim f(x)=b

X—>Xp

kabi belgilanadi.

Funksiyaning nuqtadagi limiti (Koshi bo‘yicha). Agar Ve >0 son
olinganda ham shunday ¢ =d(¢) > 0 topilsaki, vxe X (U 5(X,) \{X,}) uchun
| f(x)-bl<e

tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti deyiladi:

lim f(x)=b.

X—Xg
Bu ta’rifni gisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
Ve>0,30=0(e)>0, Vxe X NUs X))\ P : | F(X)-blke
bo‘lsa, lim f(x)=Db.

X—)XO

Koshi sharti. Agar V& >0 olinganda ham shunday 6 >0 son topilsaki,
vxe X N(Us(X)\{X }), YyeXn(Us(x)\ 1% })
lar uchun
[ f(x)-f(y)|<e

tengsizlik bajarilsa, f(x) uchun x, nugtada Koshi sharti bajariladi deyiladi.

Limitning yagonaligi. Agar x — X, da f(X) funksiya limitga ega bo‘lsa,

u yagona bo‘ladi.
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Keys banki

12-keys. Masala o"rtaga tashlanadi: Ushbu

n
lim
noe ]+ x"

limit bilan aniglanadigan funksiya topilsin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 191



MATEMATIK ANALIZ 2016

12-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi
1-misol.Ushbu
lim(1- x)tg —

x—1

limit hisoblansin.
4Awalo 1-x=t deb olamiz. Unda x—1 da t >0 bo‘ladi. SHuni
e’tiborga olib topamiz:

7y
ot tcos— _ t 2
im(1-x)to 5 = limt-9 5 (1) =limt-etg - =lip——f=lip =
2
>
Misollar

Quyidagi limitlar topilsin.

605. lim
x—>4\/_ 2
2
606. |imﬂ
X—>2 X -8
a4/.,3
607. lim X —8
Xx—16 X_4
608. lim——, (n, meN)
x—>1X —
609. |im‘/_‘1 (n, meN)
xelQ/;_l
610. Iim( n___Mm j (n,meN)
-1(1-x" 1-x"
) 6—-x-1
611. lim— =
53— 4+ X
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L

612.
=%
613. lim a . (n,meN)
0 Y1+ ax-Yl+bx -1
(\/1+ X% + x) —(»\/l+ x? —x)
614. lim . neN
Xx—0 X
) x+Jx+J§
615. lim
e x+1
2 n
616. Iilmx+x +.+X —n’ NeN
x—1 X—=1
x-1
2_ X+1
617. hm(x2 1j
x>o{ X 41
2 x?
618, Iim( X +1j
x>0 X —2
619. Iing«xll—ZX
Quyidagi limitlar topilsin.
) ) . COSX
620. Iims.lnrr;x 621. 1er£17[
x=0 X 2~ —X
2
. 3
622. lim——mX 623, lim 923X 1
x-0 §in 6X —SiN 7X x>0 sin®2x
624, limSnX—sina 625. nm[ 2 1 )
x—a X -0\ sin2Xx-sinX sSin“ X
626. lim— 627. lim1— S8 X VCOSX
=7 r° — X x—0 th
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628. lim x? (cosE - cosé)
X—00 X X

COS X - c0S? 2X - €0s°> 3

630. lim

x—0 X2

tgx

632. Iimﬂ(sin X)

X—=
2

634. lim >
Xx—0 X
1
636. “m(chﬂjx
x->0\ chx
1
638. Iimx(&%X —1)
sin5x sin x
640. lime——°
x>0 In(1+2x)
642. lim M C0S5X
x=0 Incos4x
] 1
544 Iim( 1+§|nx—cosx jx
x>+0\ 1+ SIN4X — Cc0S4X

646.a) lim (»\/x2 +X— x);

X—>—0

629.

631.

633.

635. li

637.

6309.

641.

643.

645.

limsin® z+/n% +n

n—o0

1
. [ sinXx \x-a
lim| ——
x=>a\ SIna

. . tg2x
Ilmﬁ(sm X)

X—>=
2

ch2x -1
lim
x>0 cOSX —1

1
lim(sinx +cosx)2x

x—0

7x 2X

lim-——
x—0 tgx

1 1
limx?| 4% — 4+
X—>00

1
X

|im(axgbxj (a>0, b>0)

X—>0

lim arccos(1-x)

x—+0 \/;

b) lim (m— x)

X—>+0

647. a) Iim(\/1+x+x2—\/1—x+x2); b) Iim(\/1+x+x2—\/1—x+x2)

X—>—00
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Test
. To‘g‘ri | Muqobil | Mugobil | Muqobil
Ne Savol javob javob javob javob
1 . X_2_2 1 1 1 1
lim =7 — = - =
x>6  X—0 4 5 6 7
2 | 6—x—1 ) 3 5 7 9
iIm—7m7m— ="
x5 3— 4+ X
3 1 imW/ X —1-+X2 +1) 0 1 -1 o
4| lim(yax* +13x2 -7 - 2x%) 13 1 0 13
X—>0o0 4 4 4
=?
S. | . tg4x 4 3 2 1
I|m_—=.
x-0 Sjn X
6. | . sin X -1 0 1 o0
lim— _ =?
x>0 SIN6X —SIN7X
7. | .. arcsin2x 2 0 5 7
Iim————=?
Xx—0 X
8. | x ) 1 1 1 1
lim| — | =? " = " -
x—o\ X 4+1 e 5 6 7
9. | . 10°-1 In10 1 0 -1
lim =7 —Q -
x—0 2% 1 In2 e
10 X2+4 x? e8 e2 e4 e
Iim( > j =?
x->0| X°—4
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13-mavzu. Funksiyalarni taqqoslash

13-ma’ruza

Reja
1. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar.
2. V0" va“o” belgilar, ularning xossalari.

3. Funksiyalarning ekvivalentligi.

1. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar.
Aytaylik, a(x) hamda p(x) funksiyalar X c R to‘plamda berilgan
bo‘lib, X, € R nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
1-ta’rif. ([2], p. 130, Def. 5.8) Agar

lim a(x)=0

X—>Xg

bo ‘Isa, ar(x) funksiya x — X, da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Masalan, x —0 da a(x)=sinx funksiya cheksiz kichik funksiya bo ‘ladi.
2-ta’rif. ([2], p. 130, Def. 5.8) Agar
lim B(x) = o

X—)XO

bo Isa, B(x) funksiya x — x, da cheksiz katta funksiya deyiladi.

1
Masalan, x —0 da S(X) = — funksiya cheksiz katta funksiya bo‘ladi.
X

Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar cheksiz kichik hamda
cheksiz katta miqdorlar kabi xossalarga ega bo‘ladi:

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz kichik
funksiya bo‘ladi;
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2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan ko‘paytmasi
cheksiz kichik funksiya bo‘ladji,

3) Agar a(x) (a(X) # O) cheksiz kichik funksiya bo‘lsa, % cheksiz
al(X

katta funksiya bo‘ladi.

4) Agar ,B(X) cheksiz katta funksiya bo‘lsa, % cheksiz kichik
X

funksiya bo‘ladi.

2.“0” va “0” belgilar, ularning xossalari.
Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalari X cR to‘plamda berilgan
bo‘lib, X, nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
3-ta’rif. ([2], p. 123, Def. 5.1) Agar shunday o ‘zgarmas C>0 soni va
shunday ¢ >0 son topilsaki, Vxe X (U ;(X,) \{X,}) uchun

| T <Clg(x)]
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
ICeR,, 36>0, Vxe X NU; () \ %D : | F(X)I£C|g(x)|

bolsa, x—x, da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegaralangan
deyiladi va f(x)=0(g(x)) kabi belgilanadi.

Agar

dCeR, ddeR,, VX, |X|>d: | f(X)[<C|g(X)]

bo‘lsa, x— %, =0 da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegaralangan
deyiladi va yuqoridagidek f(x)=0(g(x)) kabi belgilanadi.

Masalan, x—0 da x?=0(x) bo ladi, chunki xe(-1,1) da ‘xz‘s\x\.
(I2], p. 126, 1))

Agar f(x) funksiya x, nuqta atrofida chegaralangan bo‘lsa, X — X, da

f(x)=0(1) kabi yoziladi.
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“O ” ning xossalari ([2], p. 125, Properties):
1) Agar

bolsa, x — X, da f(x)=0(g(x)) bo ‘ladi.

2) Agar x—x, da f(x)=0(g(x)) va g(x)=0(h(x)) bolsa, u holda
X — X, da f(x)=0(h(x)) bo ladi. Demak, x — x, da O(O(h(x)))=0(h(x)).

3) Agar x—> X, da f(x)=0(g(x)) va h(x)=0(g(x)) bo‘lsa, u holda
X — X, da f(x)+h(x)=0(g(x)) bo ladi.

4) Agar x — X, da f,(x)=0(g,(x)) va f,(x)=0(g,(x)) bo Isa, u holda
X— X, da f,(x)- f,(x)=0(g,(x)- g,(x)) bo lad.

4-ta’rif. ([2], p. 124, Def. 5.1) Agar har ganday ¢ >0 son olinganda ham

shunday ¢ >0 son topilsaki,
Vxe X M1(U;06)\{%})

uchun
[T < elg(x)]
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0, 36 >0, Vxe XNUs (X)X D TX)I£elg(x)|

bolsa, x—x, da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan yuqori tartibli
cheksiz kichik funksiya deyiladi va f(x)=o0(g(x)) yoki f=o0(g) kabi
belgilanadi.

“0 ” ning xossalari ([2], p. 125, Properties):

Agar x — x, da f =0(g) bo Isa, u holda x — x, da f =0(g) bo ladi.

1) Agar x—>X, da f=o(g), g=o(h) bolsa, u holda x—x, da
f =o(h) bo ‘ladi. Demak, o(o(h))=o(h).

2) Agar x> X, da f,=o(g), f,=0(g) bo'lsa, u holda x—x, da
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f, + f, =0(g) bo ladi.
3) Agar x> X, da f,=0(g,), f,=0(g,) bolsa, u holda x—x, da
f,- f,=0(g, - 9,) bo ladi. Demak, o(g,)-0(g,)=0(g; - 9,)-

3. Funksiyalarning ekvivalentligi.
Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalari X — R to‘plamda berilgan bo‘lib, X,
nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.
5-ta’rif. ([2], p. 124, Def. 5.1) x> X, da f(x) va g(x) funksiyalar (

X # X, da g(x)=0) uchun

bolsa, x—x, da f(x) va g(x) ekvivalent funksiyalar deyi-ladi va
f(x)~g(x) (x— X,) kabi belgilanadi.
Masalan, x—0 da f(x)=sinx va g(x)=x funksiyalar ekvivalent
funksiyalar bo ladi: sinx~x (x—0). ([2], p. 124, Example 5.3)
1-teorema. x —»x, da f(x) va g(x) funksiyalar (x=x, da g(x)=0)
ekvivalent bo‘lishi uchun
g(x)- f(x)=0(g(x))

tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli.
<« Zarurligi. x— x, da f(x)~ g(x) bo‘lsin. Ta’rifga binoan
bo‘lib, undan

ol g % g(x)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, g(x)— f(x)=0(g(x)).

lim {1—ﬂ}= lim M:o
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Yetarliligi. x — x, da g(x)— f(x)=0(g(x)) bolsin. U holda x — x, da

1 ) _9(x)—1(x) _o(g(x)
9(x) 9(x) g(x)

bo‘lib, undan

lim {1—@}: lim M:o
ol g % g(x)

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa

ya’ni f(x)~ g(x) ekanini bildiradi. »

“~” ning xossalari:

. f(x)
1 , da f(x)~ lim ) g,
) x—x, da f(x)~g(x) < lim 20

2) Har ganday funksiya uchun x — x, da f(x)~ f(x) bo‘ladi.
3) Agar x—X, da f(x)~g(x), g(x)~h(x) bolsa, x—>x, da
f(x)~ h(x) bo‘ladi.
4) Agar x—>X, da f,(x)~g,(x), f,(x)~g,(x) bolsa, x—x, da
f,(x)- f,(x)~ g,(x)- g,(x) bo‘ladi.
Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Aytaylik,
jim ()

x>% gy (X)

=c, =const #0

bo‘lsin. Unda x — X, da f(x)~cg,(x) bo‘lib,
f(x)=c,6,(x)+0(g,(x))
bo‘ladi. Bu holda c,g,(x) funksiya x —x, da f(x) funksiyaning bosh gismi
deyiladi.
Faraz qilaylik, x—>x, da c¢,g,(x) (c,=const=0) funksiya

f (x)—c,0,(x) ning bosh gismi bo‘lsin. U holda x — X, da
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f(x)—c195(x) ~ 9, (x)
bo‘lib,
f(x)=c105(x)+C,9,(x) +0( g, (x))
bo‘ladi.
Bu jarayonni n marta takrorlab, x — x, da f(x) funksiyani quyidagicha
yozish mumkin:
F (%) =101 (x)+ €20, (x) +++ €10, (x) + 0( 9, (x)) (1)

bunda c; #0 va

9. (Xx)=0(g;(x)) (i=1.2,...,n).
Odatda, (1) formula x — x, da f(x) funksiyaning asimptotik yoyilmasi
deyiladi.
Endi funksiyalarning ekvivalentligiga asoslangan holda funksiyalarning
limitini hisoblashda foydalaniladigan teoremani keltiramiz.
2-teorema. ([2], p. 128, Prop. 55)Agar x—>x, da f,(x)~ f,(x),
9,(x)~ 9,(x) bo lib, ushbu
lim H0)
=% gy (X)
limit mavjud bo ‘Isa, u holda
lim L)
=% g (X)
limit ham mavjud va
lim 100 = lim RACY)
=% gy (X) =% gy(X)
bo ‘ladi.
<« Aytaylik, x—x, da f,(x)~ f,(x), g,(x)~09,(x) bolsin. Unda

ravshanki, x — X, da

f,(x)= fi(x)+o( f,(x)),

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 201




MATEMATIK ANALIZ 2016

9,(x)=g:(x)+0(g,(x))
bo ‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:
i B0 o) 00
=% g, (X) =% gq(X) +0(g1(X))  x=% gy (X)
Misol. Ushbu

COSX — COS2X
2

lim

x—0 X

limit hisoblansin.
<« Ravshanki,

03X . X
2sin — -sin —
. COSX—CO0S2X ..
lim =Ilim
Xx—0 X2 x—0 X2

Endi sin ?X - 3—2)( +0(x) va sin g - g + 0(x) bo‘lishini ¢’tiborga olib, topamiz:

3 1
Zsin%-sin5 (x+o(x))(x+o(x)j 3x2+o(x2)
. 2 2 .\ 2 2 .4 3
lim =2lim =2lm————=—.
x—0 X2 x—0 X2 x—0 X2 2
Demak,
im COSX —Sin 2X :3 >
x—0 X2 2
Mashqlar

1. Aytaylik, neN: a;,a,,...,a, €R bo‘lsin. U holda x — +o0 da
X" +ax"t+a,x"?+--a,  x+a, = O(x”)
bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar x —> X, da
f(x)-g(x)=0( f(x))

bo‘lsa, X > X, da
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f(x)-g(x)=0(g(x))

bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar x — X, da

f,(x)~ g,(x), f,(x)~g,(x)

bo‘lsa, X > X, da

f,()+ f2(x)~ 9,(x)+ g,(x),
f,(x)— f,(x)~ g,(x)— g,(x),

munosabatlar o‘rinli bo‘ladimi?

|

17.
18.
19.
20.
21.
22.
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Nazorat savollari
Cheksiz kichik funksiya.
Cheksiz katta funksiya.
Nisbatan chegaralangan funksiya.
Nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya.
Funksiyaning asimptotik yoyilmasi.
Funksiyaning bosh gismi deyiladi.
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Glossariy

Cheksiz katta funksiya. Agar
lim B(x) =

X—>Xg

bo‘lsa, S(x) funksiya x — x, da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Cheksiz kichik funksiya. Agar

lim a(x) =0

X—)XO

bo‘lsa, a(x) funksiya x — x, da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Cheksizlikda funksiyaga nisbatan chegaralangan (O). Agar
dCeR, ddeR,, VX, |x|>d: | f(X)[<C|g(X)]
bo‘lsa, x —x, =0 da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nishatan chegaralangan

deyiladi va yugoridagidek f(x)=0( g(x)) kabi belgilanadi.

Ekvivalent funksiyalar. x — x, da f(x) va g(x) funksiyalar (x = x, da

g(x)=0) uchun

bo‘lsa, x—>x, da f(x) va g(x) ekvivalent funksiyalar deyi-ladi va

f(x)~g(x) (x— X,) kabi belgilanadi.
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Funksiyaga nisbatan chegaralangan (O). Agar shunday o‘zgarmas

C >0 soni va shunday ¢ >0 son topilsaki, ¥xe X (U ;(X,) \{X,}) uchun
| T()[=<Clg(x)|
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
ACeR,, 36>0, Yxe XNUsX )\ P : I FX)ILClag(x) ]
bo‘lsa, x—>Xx, da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegaralangan

deyiladi va f(x)=0(g(x)) kabi belgilanadi.

Funksiyaga nisbatan yugori tartibli cheksiz kichik funksiya. Agar har

ganday & >0 son olinganda ham shunday ¢ >0 son topilsaki,
Vxe X MU, (%) \{x})

uchun
[T < elg(x)]
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0,36>0, Vxe X NU ;%)\ D FO) €] g0 |
bo‘lsa, x—X, da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan yuqori tartibli
cheksiz kichik funksiya deyiladi va f(x)=0(g(x)) yoki f =0(g) kabi
belgilanadi.

Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. x —x, da f(x) funksiyani
quyidagicha yozish mumkin:
F(x)=104(x) + €28, (x) ++- -+ .9, (x) + 0( g, (x))

bunda c; #0 va

gia(X)=0(g;(x)) (i=1.2,...,n).
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Funksiyaning bosh gismi. Aytaylik,
jim )

x>% g (X)

=c, =const =0

bo‘lsin. Unda x — X, da f(x)~cg,(x) bo‘lib,

f(x)=c,0,(x)+0( 9y(x))
bo‘ladi. Bu holda ¢;g,(x) funksiya x —x, da f(x) funksiyaning bosh gismi
deyiladi.
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Keys banki

13-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Aytaylik, neN: a,,a,,...,a, €R bo‘lsin.
U holda x — +o0 da

2

X" +ax"t+a,x"?+---a, Xx+a, = O(x”)

bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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13-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

Misol. Ushbu
. COSX—C0S2X
lim >
Xx—0 X
limit hisoblansin.
<« Ravshanki,
2sin 3x sin X
. COSX—COS2X . 2
lim > =lim >
x—0 X x—0 X

Endi sin 3?)( = 37)( +0(X) va Sing = g + 0(X) bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:

3 1
Zsin%.sini (2X+O(X)j(2X+O(X)j 3X2+0(X2)
lim 2 2_9lim —2lim4— ~ *

3
x—0 X2 x—0 X2 x—0 )(2 N 2 '
Demak,
. Cosx—sin2x 3
lim > =—.p»
x—0 X 2
Misollar

a va g larning ganday giymatlarda f (x) funksiya cheksiz kichik bo‘ladi?

2- f—
665. £ (x)= =D _ou_p, o
(x+1)
666. f(x)=Ix*—x>—ax- 2, X —> +00
667. f(x)=e)x(e 1—ax—,8, X —> +00
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L1

668. f(x)=x -smx—ﬂ, X —+0

669. f(x):(l—x“)Xﬂ, X —>+0

670. f(x):w, X —+0
X

671. f(x)=v4x*+x+1-ax-p, X —> +00

a va B larning ganday giymatlarida f (x) va g(x)=ax” funksiyalar

ekvivalent bo‘ladi?

672. f(x):\/2x+x/x+\/§ a) X — 40, b) X — 40

673. f(x)=v1-2x-¥1-3x,x—>0

674. f(x)=sin®2x+arcsin®x+ 2arctgx®, x—0

675. f (x) =1—cos(1—coslj, X —> 00
X

X — 0 da cheksiz kichik funksiyaning tartibi n aniglansin.

676. f(x)=3sin*x*-5x 677. f(x)="4—x*+x* -2
678. f(x)=1-x"—cosx’ 679. f(x)=2sinx—tg2x

680. f () =sin (v’ +9-3)

Cheksiz katta funksiyaning tartibi n aniglansin.

5

X
681. f =
(x) 2 — X +3x? X
682. f(x):x/x4—x+1, X —> 00
683. f(x) Jx X —> 00

T Ix+ 22X+ 1+

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 211



MATEMATIK ANALIZ 2016

In x

684. f(X)ZW’ x—1
685. f(x)=ctg’x’, X—0
686. f(x)zl—COSX-S\/COSZX, X0
X
Quyidagi munosabatlar isbotlansin.
687. o(o(f))=o(f) 688. O(o( f))=o0(f)
689. O(O(f))=0(f) 690. o( f)+O(f)=0(f)

691. o f)-O(f)=0(f)
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Test

e Savol 'ljo‘g‘ri Muqobil Muqobil Muqobil

javob javob javob javob

1. X2 — 2% +1 ] Cheksiz | Cheksiz | Davriy Tog
F)=—7— —funksiya | ichik | katta
x —1 ganday funksiya
bo‘ladi?

2. f(x) :\/x27+1—x funksiya Cheksiz | Cheksiz | Davriy Toq

: kichik katta
X — +oo ganday funksiya
bo‘ladi?

3. 1 1 | Cheksiz | Cheksiz Tog Davriy
T = rax @ _axipkatta | Kichik
funksiya x — 2 ganday
funksiya bo‘ladi?

4. | f(x)=chx—shx funksiya Cheksiz | Cheksiz Toq Davriy
X — —oo ganday funksiya katta kichik
bo‘ladi?

5. | a va g ganday giymatlarida a=1, a=-2, | a=0, a=0,

2 =_ =1 =4 =0
Fo0 =2 kg g g g g
(x+1)
funksiya x — oo cheksiz
kichik funksiya bo‘ladi?

6. | a va g ganday giymatlarida a=2, a=0, a=0, a=0,
f(X)=VaX2 +x+1—ax—pf ﬁzl =1 p=2 p=0
funksiya x — +oo cheksiz 4
kichik funksiya bo‘ladi?

7. | Quyidagi ifodalardan gaysi x> =0(x) | x> =0o(x?) x? =o(x%)| x? =o(x*)
biri X >0 to‘g‘ri?

8. | Quyidagi ifodalardan gaysi x=0(x?) | X= o(x) | x2= o(x) | x* =0(x)
biri X — o0 to‘g‘ri?

9. | Quyidagi ifodalardan gaysi x2=0(x?) x=0(x*)| x=0(x®)| x=0(x%)
biri x>0 to‘g‘ri?

10 | Quyidagi ifodalardan gaysi x> =0(x) | x=0(x?) | x=0(x*) | x=0(x")
biri X — oo noto‘g‘ri?
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14-mavzu. Funksiyaning uzluksizligi

14-ma’ruza

Reja
1. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari.
2. Funksiyaning uzilishi va uzilish turlari.

3. Monoton funksiyaning uzilish nugtasi.

1. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya X <R to‘plamda berilgan bo‘lib, X, € X
nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.
1-ta’rif. ([1], p. 227, Def. 9.4.1) Agar
lim f(x)=f(X) (1)

X—=>Xo

bo‘Isa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
Demak, f(x) funksiyaning X, nuqtada uzluksizligi ushbu

1) lim f(x)=Db ning mavjudligi;

X=X
2) b= f(x,) bo‘lishi;
shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Misollar. 1. ([2], p. 81, Prop. 3.20) Ushbu
f(x)=x*+x%+1
funksiya VX, € R nugtada uzluksiz bo ‘ladi, chunki

lim f(x)=lim (x* +x* +1) =xg + x5 +1= f(X,).

X—>Xp X—>Xp

2. ([1], p. 228, Example 9.4.4) Ushbu
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1, arap X#0 Gymca,

f (x) = (signx)® =
(%)= (signx) {O, arap X=0 6¥ica,

funksiyani garaylik. Ravshanki, Vx, € R nugtada lim f(x)=1 bo ‘ladi. Demak,

X—>Xg
garalayotgan funksiya Vx,eR, X,#0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Ammo
f(0) =0 bo ‘Iganligi sababli
IirT}) f (x) = f(0)

bo ‘ladi. Demak, f(X) funksiya X, =0 nugtada uzluksiz bo ‘Imaydi.
Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflariga binoan funksiyaning X,
nuqtadagi uzluksizligini quyidagicha ta’riflash mumkin.
2-ta’rif. Agar
n—o da x, —>x%, (X,€X, n=12,...)
bo‘ladigan ixtiyoriy {X,} ketma-ketlik uchun
n—oda f(x,)— f(x,)
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.
3-ta’rif. ([2], p. 76, Def. 3.14) Agar V& >0 son olinganda ham shunday
0 =0(&) >0 son topilsaki,
vxe X MU s(X,)
uchun
[ F(X)—T(x)l<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
Odatda, x — X, ayirma argument orttirmasi, f(x)— f(x,) esa funksiya
orttirmasi deyilib, ular mos ravishda Ax va A f kabi belgilanadi:
AX=X—X,, AT =T(X)— (X)) ="TF(X+Ax)—f(X,)
Unda funksiya uzluksizligining 1-ta’rifidagi (1) munosabat ushbu
lim Af =0 2)

AX—0
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ko‘rinishga keladi.
Demak, (2) munosabatni funksiyaning x, nuqtada uzluksizligi ta’rifi
sifatida garash mumkin.
Aytaylik, f(x) funksiya X — R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X nuqta
X to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi bo‘lsin.
4-ta’rif. ([1], p. 231, Def. 9.5.1) Agar
lim £00=10) (lim £00=10)

bolsa, f(x) funksiya x, nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Demak, f(x) funksiya x, nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz bo‘lganda

funksiyaning o‘ng (chap) limiti uning X, nuqtadagi qiymatiga teng bo‘ladi:
(% +0)= T (%) (f(%-0)=1f(x)).

Keltirilgan ta’riflardan, f(x) funksiya x, nuqtada ham o‘ngdan, ham
chapdan bir vaqtda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘lishini
topamiz.

Umuman, f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi, V&>0
berilganda ham unga ko‘ra shunday ¢ = (&) > 0 topilib,

vxeU; (X)X = f(xX)eU_.(f(xp))
bo‘lishini bildiradi.

5-ta’rif. ([2], p. 80, Def. 3.19) Agar f(x) funksiya X — R to ‘plamning
har bir nuqtasida uzluksiz bo ‘Isa, f(X) funksiya X to ‘plamda uzluksiz deyiladi.

6-ta’rif. X c R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalardan iborat
to‘plam uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va C(X) kabi belgilanadi.

Masalan, f(x)eC[a, b] bo‘lishi, f(x) funksiyaning [a, b] segmentining
har bir nuqtasida uzluksiz, ya’ni f(x) funksiya (a,b) intervalning har bir

nugtasida uzluksiz, a nuqtada o‘ngdan, b nugtada esa chapdan uzluksiz
bo‘lishini bildiradi.
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3-misol. ([2], p. 81, Prop. 3.20) f(x)=sinx bolsin. U holda
f(x) e C(R) bo ladi.

<« X, € R nugtani olib, V& >0 ga ko ‘ra 6 = & deymiz.

Unda VX, |[X—X,|<0:

. . X+X, . X—X
|sin X —sin X, |=2|cos ; % . sin , O 1<Ix=x%,|<S=¢

bo ‘ladi. »
Xuddi shunga o ‘xshash f(x)=cosx funksiya R da, f(x)=tgx va

f (X) =ctg X funksiyalarning esa oz aniqlanish to ‘plamlarida uzluksiz bo ‘lishi

ko ‘rsatiladi.

4-misol. ([1], p. 230, Prop. 9.4.10) f(x)=a*, a>0 bo'lsin. U holda
f(x) e C(R) bo ‘ladi.

<« Ravshanki,
lim (@ -1)=0.
X—Xg—0
Unda
0= lim (@ -1) < Ilm a*@"™-a"*)=0 <
X—Xo—0 X—Xy—0

< a”® lim (@ -a*)=0 <« Ilma*=a"

X% X=X
bo ‘ladi. »
5-misol. Aytaylik,
-1, agar x<0 bo'lsa,
f(x)=40, agar x=0 bo'lsa,

1, agar x>0 bo'lsa,

bo‘lsin. Bu funksiya uchun
f(+0)=1, f(-0)=-1

bo‘lib, berilgan funksiya X = R\{0} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
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2. Funksiyaning uzilishi. ([1], p. 233-234)

Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da (—w<a<b<+wm) berilgan bo lib,
Xo € (8, b) bo Isin.

Ma’lumki, f(X) funksiyaning x, nugtadagi o ‘ng va chap limitlari

f(%+0), f(x-0) ©)
mavjud bo ‘lib,
f(Xg —0)=f(xy)=f(X, +0) 4)
tenglik o ‘rinli bo ‘Isa, u holda f(X) funksiya x, nugtada uzluksiz bo ‘lar edi.

Agar f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo ‘Imasa, unda X, nugta f(X)
funksiyaning uzilish nuqgtasi deyiladi.

I-ta’rif. Agar (3) limitlar mavjud va chekli bo‘lib, (4) tengliklarning
birortasi o ‘rinli bo ‘Imasa, X, nugta f(x) funksiyaning birinchi tur uzilish
nuqtasi deyiladi.

Bunda

f(Xg +0)—f(x,—0)
ayirma funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Masalan, f(x)=[x] funksiya x=p (peZ) nugtada birinchi tur
uzilishga ega, chunki

fF(p+0)=p, f(p,-0)=p-1
bo‘lib,
f(p+0)=f(p, -0)
bo‘ladi.
Agar hech bo‘lmaganda (3) limitlarning birortasi mavjud bo‘lmasa yoki

cheksiz bo‘lsa, X, nugta f(x) funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasi

deyiladi.
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Masalan, ushbu

sinl, agar x=0 bollsa,
f(x)= X
0, agar x=0 bo'lsa,
funksiya x=0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki bu
funksiyaning x = 0 nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas.
Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik, y= f(x) funksiya

X <R to‘plamda, u=F(y) funksiya esa Y, to‘plamda aniqlangan bo‘lib, ular

yordamida u = F(f (x)) murakkab funksiya tuzilgan bo‘lIsin.
1-teorema. ([1], p. 230, Prop. 9.4.13) Agar y= f(x) funksiya x, e X
nugtada, u=F(y) funksiya esa y, €Y, nuqtada (y, = f(X,)) uzluksiz bo ‘Isa,
F(f(x)) funksiya x, nugtada uzluksiz bo ‘ladi.
<4 u=F(y) funksiya y, €Y, nuqtada (y,= f(X,)) wuzluksiz bo ‘Igani
uchun
Ve>0, 30>0, VY, |y—-Y,| <o: |F(y)—-F(yy)l<e (5)
ya'ni, |F(f(X))—F(f(Xy))| <& boladi.
Shartga ko‘ra y=f(x) funksiya x, e X nuqgtada uzluksiz. U holda
yugoridagi o >0 ga ko ‘ra
36 >0, VX, [ X=X, <o [T(X)— T (X))|<o
ya 'ni,
Y =Yol<o (4)
bo ‘ladi.
(5) va (6) munosabatlardan
Ve>0, 36>0, VX, [Xx—=X,|<d: |F(F(X))-F(f(xy))I<e
bo ‘lishi kelib chiqadi. Demak, F(f (X)) funksiya x, nuqtada uzluksiz. »
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3. Monoton funksiya uzilish nugtasining xarakteri.

2-teorema. [a,b]c R da monoton bo‘lgan f(x) funksiya shu [a,b]ning
istalgan nuqtasida yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki birinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.
<« f(x) funksiya [a, b] da o‘suvchi bo‘lsin. Aytaylik,
X, €[a,b] (x, =8, X, +8) <[a,b] (5>0)
bo‘lsin. Monoton funksiyaning limiti hakidagi teoremaga ko‘ra

lim f(x)=f(x, —0)<f(X,),

X—Xg—0

lim f(x)=f(x, +0)>f(X,)

X—>Xg+0
bo‘ladi. Agar
f(Xo —0)=f(Xy)=f(X, +0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz, agar
f(Xo —0)< f(x, +0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘ladi. Xuddi
shunga o‘xshash f(x) funksiya [a,b] da kamayuvchi bo‘lganda ham tasdiq

isbotlanadi. »

Mashglar
1. Ushbu

£(x) sinx, agar X-—ratsional son bo'lsa,
X) = _ _ .
0, agar Xx-—irratsional son bo'lsa,

funksiyaning x, =kz (k € Z) nuqtalarida uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

1, agar x-ratsional son bo'lsa,
f(x)= : :
0, agar x-—irratsional son bo'lsa,

Dirixle funksiyasi R ning har bir nugtasida uzilishga ega ekanligi isbotlansin.
3. Ushbu
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f(X)=[x]-sinzx (xeR)
funksiya uchun f(x) € C(R) bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis 1. Springer-Verlag,
Italia, 2008.

3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,

Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’ruzalar, | q. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

4. ®@uxrtenroanbu I'. M. Kypc ougpgepenyuanvrnoco u unmezpanbHozo
ucuucaenus, 1 m. M. «®U3MATIINT», 2001.

Nazorat savollari
23. Funksiyani nugtadagi uzluksizligi.
24. Funksiyani to‘plamdagi uzluksizligi.
25. Argument orttirmasi.
26. Funksiyaning orttirmasi.

27. Funksiyaning uzilish nugtalari.
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Glossariy

Argument orttirmasi. Ax=Xx—X, ayirma argument orttirmasi deyiladi.

Bir tomonlama uzluksizlik. Agar
Iimof(x): (%) ( Iimof(x): f(%,))
X—>Xg+ X—Xo—

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Birinchi tur uzilish nuqtasi. Agar f(x,+0), f(x,—0) limitlar mavjud
va chekli bo‘lib, f(x, —0)= f(x,)= f(X, +0) tengliklarning birortasi o‘rinli

bo‘lmasa, X, nugta f(x) funksiyaning birinchi tur uzilish nuqgtasi deyiladi.

Funksiya orttirmasi. A f =f(x)—f(x,)=f(x,+Ax)—f(x,) ayirma

funksiya orttirmasi deyiladi.

Funksiyaning nuqtadagi sakrashi. f(x, +0)— f(x, —0) ayirma

funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Ikkinchi tur uzilish nuqtasi. Agar hech bo‘lmaganda f(x,+0),
f (X, —0) limitlarning birortasi mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa, X, nuqta

f (x) funksiyaning ikkinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.

Uzilish nuqtasi. Agar f(x) funksiya x, nuqgtada uzluksiz bo‘lmasa, unda

X, hugta f(x) funksiyaning uzilish nuqgtasi deyiladi.
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Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Geyne bo‘yicha). Agar
n—odax, —>x%, (X,€X, n=12,...)
bo‘ladigan ixtiyoriy {X,} ketma-ketlik uchun
n—oda f(x,)— f(x,)

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Koshi bo‘yicha). Agar Ve>0 son

olinganda ham shunday ¢ =6(g) >0 son topilsaki,
vxe X MU s(X,)
uchun
[ T()—T(X)l<e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar
lim f(x)=f(x,)

X—=>Xo

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar f(x) funksiya X cR
to‘plamning har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda

uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiyalar to‘plami. X c R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan

funksiyalardan iborat to‘plam uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va C(X)
kabi belgilanadi.
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Keys banki
14-keys. Masala o"rtaga tashlanadi: Ushbu

1, agar x-ratsional son bo'lsa,
f(x)= . :
0, agar x-—irratsional son bo'lsa,

Dirixle funksiyasi R ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

¢ to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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14-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol.Ushbu
¢ (x):{ X, agar X— ratsional son bo'lsa
—X,agar X— irratsional son bo'lsa
funksiyaning x, =0 nugtada uzluksiz bo ‘lishi ko ‘rsatilsin.
<Ravshanki, bu funksiyaning x, =0 nuqtadagi orttirmasi

AX, agar Ax— ratsional son bo'lsa
Af(0)=f(0+Ax)—-f(0)= . :
—AXx,agar Ax— irratsional son bo'lsa
bo‘ladi. Unda

lim Af (x,)=0

AX—0

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya X, =0 nuqtada uzluksiz.»

Misollar

Berilgan f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida

isbotlansin.
705. f(x)=2x*-4, X, =3
706. f(x)=-3x*+8, X,=5
707. f(x)=+x, Xy =2
708. f(x)=x*, X, =3
709. f(x):%, X, =1

Berilgan funksiyalarning o°‘zining aniqlanish sohasida uzluksiz bo‘lishi

ko‘rsatilsin.
710. f(x)=sinx 711, f(x)=|x|
712, f(x)=x 713. f(x)=x
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714, f(x):%

Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin va grafiklari chizilsin.

715. f(x)=Sgnx 716. f(x)=[x]
717, f(x):% 718, f(x):)lz(:it
719. f(x)=Sgn(e* -1) 720. f(x)=Sgn(sinx)
721. f(x)=x-[X] 722. f(x):x_l[x]
723, f(x):[ﬂ 724, f(x):si%
725, f(x)zé 726. 1‘(x):e_i

X -9

797 f(X):J 3 acap x#3 0Oyica,

A, azap x=3 Oynca.

XsinE azap x#0 6yica
728. f(x)= x' P e,

0, azap x=0 6yuca.

729. Hech bir nuqtada uzluksiz bo‘lmagan funksiyaga misol keltirilsin.

730. Fagat birgina x,eR nugtada uzluksiz, boshga nuqtalarda uzluksiz

bo‘lmagan funksiyaga misol keltirilsin.

731. f(x)+g(x) funksiya biror x, nuqtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘lsa, u
holda f(x) va g(x) funksiyalarning kamida bittasi x, nuqtada birinchi tur
uzilishga ega bo‘lishi shartmi?

732. f(x)-g(x) funksiya biror x; nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘lsa, u

holda f(x) va g(x) funksiyalarning hech bo‘lmaganda bittasi x, nuqtada
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ikkinchi tur uzilishga ega bo‘lishi shartmi?

Quyidagi funksiyalar A ning qanday giymatlarida uzluksiz bo‘lishi

aniglansin.
1+x)" -1 )
733. f(X): %1 azcap x#0 6y]zca,
A acap x=0 6ynca.
X-CtgX, aeap x#0, |x|<£ oynca,
734. f(x): >
A azap x=0 6ynca.
= =0 oy
735. f(x):4 y aeap x yaca, (a>
A, azap x=0 6yxca.
V4
(7z+2x)tgx, azap —7r<x<5, x.—,t—E
736. f(x)=<
T _.
A, acap x=—E oynca.
——, aeap x#0 6ynca,
In(1+ 2x) P Vi
737. f(x):

A acap x=0 oynca.

( 1

738. f(X)=<(1+ X)X, azap x#0 6ynca,
A, acap x=0 o6ynca.

1
739.  f(x)={¢® ® aeap x#0 6Gyca,
(A, aeap x=0 6ynca.

740. (%)= e, aeap x<0 6yuca,
' A+X, aecap x>0 6yrca.
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741 f(X)— xInx®, aeap x#0 6ynca,
' A |, aeap x=0 oyrca.
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Test
e Savol 'ljo‘g‘ri Muqobil Muqobil Muqobil
javob javob javob javob
1. | Quyidagi f(x) = x? 1 | f(x)=arcsinx f(x)=Inx
funksiyalardan gaysi F(x) =5
biri butun sonlar
o‘qida uzluksiz?
2. | Quyidagi f(x)=sinx| f(x)=tgx| f(x)=arccosx f(x) =Jx
funksiyalardan gaysi
biri butun sonlar
o‘qida uzluksiz?
3. | T(¥)=[x] Z N R Q
funksiyaning uzilish
nugqtalari to‘plamini
aniglang.
4. | f(x)=sgnx {0} {-10;1} N Z
funksiyaning uzilish
nugqtalari to‘plamini
aniglang.
5, x—1 {23 | Lo} {0;1} i
FO)=—F—=
X°—5X+6
funksiyaning uzilish
nugqtalari to‘plamini
aniglang.
6. sin x x=0, x=1,1- | x=-1,I-tur | x=x, ll-
Fo)==- partaraf | turuzilish | uzilish | tur uzilish
funksiyaning uzilish | €tiladigan | nugtasi nuqtasi nuqtasi
nugtalarini topingva |  uzilish
ularni turini aniglang. | Nuqtasi
7. Xx=12,1lI- | x=22,1- | x=41,I-tur | x=0, ll-
T =" tur uzilish | turuzilish | uzilish | tur uzilish
funksiyaning uzilish nugtasi nuqtasi nuqtasi nuqtasi
nugtalarini toping va
ularni turini aniglang.
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8. | T(X)={x} xeZ,l- | xeN, llI- X==1, x=0, ll-
funksiyaning uzilish | tur uzilish | tur uzilish bartaraf tur uzilish
nugtalarini toping va nuqtasi nuqtasi etiladigan nuqtasi
ularni turini aniglang. uzilish

nugtasi
9. | a ganday giymatida 1 a=0 1 1
1+ X a= 3 4= 9 2 T3
f(X)={1+x%"
a, X=-
funksiya x, =-1
nuqtada uzluksiz
bo‘ladi?
10 | a ganday giymatida a=0 a=1 a=-1 a=rx
xsinl X0
f(x)= X'
a, x=0
funksiya x, =0
nuqtada uzluksiz
bo‘ladi?
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15-mavzu. Uzluksiz funksiyalarning
lokal xossalari

15-ma’ruza

Reja
1. Uzluksiz funksiyalarning chegaralanganligi.
2. Ishorani saglash xossasi.
3. Murakkab funksiya uzluksizligi.

4. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar.

1. Uzluksiz funksiyalarning chegaralanganligi.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya X R to‘plamda berilgan bo‘lib,
X, € X bo‘lsin.
1. Agar f(x) funksiya x, e X nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda
shunday & >0 va M >0 sonlari topiladiki, Yxe X NU;(x,) da | f(X)|<M
bo‘ladi, ya'ni f(x) funksiya x, nugtaning U;(x,) atrofida chegaralangan

bo‘ladi.

2. Ishorani saqglash xossasi.

2. Agar f(x) funksiya x, e X nuqtada uzluksiz bo‘lib, f(x,)=0
bo‘lsa, u holda shunday &>0 son topiladiki, vxeX NU;(x,) da
sign f(x)=sign f(x,) bo‘ladi, ya’'ni f(x) funksiyaning U (x,) dagi
ishorasi f (x,) ning ishorasi kabi bo‘ladi.

Bu tasdiglarning isboti limitga ega bo‘lgan funksiyaning
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xossalaridan kelib chigadi.

3. Murakkab funksiya uzluksizligi.
3.([2], p. 103, Corollary 4.17) Aytaylik, y=f(x) funksiya x,
nugtada
!LrI\O f(x)=b (beR) (1)
ga ega bo lib, g(y) funksiya Y to ‘plamda berilgan {f (x)|x e X}U{o}Y
va y=b nugtada uzluksiz bo ‘Isin. U holda
lim g(f(0)=g()
Ya'ni
X'L”QO 9(f(x)) = g(lefQO f(x)) ()
bo ‘ladi.
dn->wo da x, >X%, (X,eX, X, #X,, n=12,...) boladigan
ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko ‘ra
n—oo da f(x,)—b
bo ‘ladi. Shartga ko ‘ra g( f(x)) funksiya b nugtada uzluksiz. Demak,
n—oo da g(f(x,))— g(b)
bo ‘ladi. Keyingi munosabatdan (2) tengliknig o rinli bo ‘lishi kelib chigadi.
>
1-misol. Ushbu

lim log, (1+X)
X

x—0

=log,e (@a>0, a=l) (3)

munosabat isbotlansin.

<« (2) munosabatdan foydalanib topamiz:
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_log,@+X) . : _ :
|Im0— = I|m0 log,(1+x)* =log, I|m0(1+ X)* |=log, €.
X—> X X—> X—>

In(1+ x)

Xususan, a=e bo‘lganda IimO . =1 bo‘ladi.
X—
2-misol. Ushbu
im&—=—Ina (a>0)
x—0 X

munosabat isbotlansin.

<« Keltirilgan tenglikni isbotlash uchun a* —1=t deb olamiz. Unda

Xx—>0 da t—0 bo‘ladi. Shuni hamda (3) munosabatni e¢’tiborga olib

topamiz:
im o fim—t - Y _jha»
x>0 X >0 ]og, (1+t) log,e
3-misol. Ushbu
X—> X

munosabat isbotlansin
<« Ravshanki,

(1+ X)a — e(:(In(].+X)
va x — 0 da In(1+ x) >0 bo‘ladi. Unda

@+x)* =1 ("™ -1 In(l+x) -«
X a - In(1+ x) X

bo‘lib, undan

a aln+x)
im L+x)“ -1 _ im e 1 im In(1+ x)

x—0 X x=0 ¢ |n(_’]_-|- X) Xx—0 X

bo‘lishi kelib chiqgadi. »

o=
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4. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar.
Uzluksiz funksiyalarning yig‘indisi, ko‘paytmasi va nisbatining
uzluksiz funksiya bo‘lishi haqidagi tasdiqlarini keltiramiz.

1-teorema. ([2], p. 97, Corollary 4.11) f(x) va g(x) funksiyalari

X cR to'plamda berilgan bo‘lib, x, e X nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U
holda

a) VceR da c- f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo ‘ladi;
b) f(x)+ g(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo ‘ladi;
v) f(x)-9(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo ‘ladi;

9) éé_))g (g(x) #0) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo ‘ladi.

d Teoremaning tasdiglari uzluksizlik ta’rifi hamda limitga ega
bo‘lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar haqidagi teoremadan kelib

chigadi. Masalan, teoremaning v) tasdig ‘i quyidagicha isbotlanadi:
X'LWX\O F(x)=1(X), X'EQO g(x)=9(%) =
= Jiigo(f(x)-g(x))=JiLQ0 f(X)°X|iLTX109(X)= f(Xo) - 9(%o). »

4-misol. ([1], p. 227, Example 9.4.2) f(X)=c¢, ceR bo‘lsin. Unda
f(x) e C(R) bo‘ladi.

<« Hagigatan ham, V& >0 ga ko ra & = £ deyilsa, u holda

VX, [X=Xp|<o: |[T(X)—f(Xy)| =|c—c|=0<e¢

bo ‘ladi. »

5-misol. ([1], p. 230, Prop. 9.4.11) f(x)=X, xeR bo‘lsa, u holda
f(x) e C(R) bo‘ladi.

<« Hagiqatan ham, V& >0 ga ko ra & = £ deyilsa, u holda

OzMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 235



MATEMATIK ANALIZ 2016

VX, [X=Xp|<o: |[T(X)—f(X)| =|Xx=Xo|<Oo=¢

bo ‘ladi. »

6-misol. (I2], p. 98, Corollary 4.12)
f(x)=a,x" +ax"" +..+a,,x+a,; meN, a,a,..,a, R bolsin. U holda
f(x) e C(R) bo ‘ladi.

<« Bu tasdigning isboti 5- va 6-misollar hamda 1-teoremadan kelib
chigadi. »

Shunga o xshash ushbu

m m-1
QX +a X T+t A, X+a,

f(x) =

box" +b X"t +...+b _ x+b,
funksiyani, (bunda m,neN; a,, a,...,a,, b,,b,....b, €R)
{xeR\ byx" +bx" " +..+b _,x+b, =0}

to ‘plamda uzluksiz bo ‘lishi ko ‘rsatiladi.

Mashglar
1. Ushbu
x-e*=1
tenglama (0, 1) da hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega ekanligi isbotlansin.
2. Ushbu

—x*+1, agar -1<x<0 bolsa,
f(x)=10, agar x=0 bo'lsa,
x*-1, agar O0<x<1 bo'lsa,

funksiya [-1, 1] da eng katta va eng kichik giymatlariga erishadimi?
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Adabiyotlar

1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis 1. Springer-Verlag,
Italia, 2008.

3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’ruzalar, | q. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

4, @uxrtenroanl I'. M. Kypc ougpgpepenyuanvrnoco u umnmezpanbio2o

ucuucaenus, 1 m. M. «®U3MATIINT», 2001.

Nazorat savollari
28. Uzluksiz funksiyaning chegaralanganligi.
29. Uzluksiz funksiyaning ishorani saglash xossasi.

30. Uzluksiz funksiyalar ustida ganday amallar bajarish mimkin?
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Glossariy

Funksiya orttirmasi. A f =f(x)— f(x,)=f(x,+Ax)—f(x,) ayirma
funksiya orttirmasi deyiladi.

Funksiyaning nuqtadagi sakrashi. f(x, +0)— f(x, —0) ayirma

funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Ishorani saglash xossasi. Agar f(x) funksiya x,eX nugtada
uzluksiz bo‘lib, f(x,)=0 bo‘lsa, u holda shunday 6 >0 son topiladiki,
Vxe X NU4(x,) da sign f(x)=sign f(x,) bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiyaning

U;(x,) dagi ishorasi f(x,) ning ishorasi kabi bo‘ladi.

Murakkab funksiya uzluksizligi. Aytaylik, y= f(x) funksiya x,

nugtada
limf(x)=b (beR)
X—Xg

ga ega bo‘lib, g(y) funksiya Y to‘plamda berilgan {f (x)|x e X}U{b}c=Y
va y =b nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda
X'LWX‘O g(f(x))=g(b),
Ya'ni
><|me0 g(f(x) = EJ()!LmXO f(x))

bo‘ladi.
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Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Geyne bo‘yicha). Agar
n—odax, —>x%, (X,€X, n=12,...)
bo‘ladigan ixtiyoriy {X,} ketma-ketlik uchun
n—oda f(x,)— f(x,)

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Koshi bo‘yicha). Agar Ve>0 son

olinganda ham shunday ¢ =6(g) >0 son topilsaki,
vxe X MU s(X,)
uchun
[ T()—T(X)l<e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqgtada). Agar
lim f(x)=f(x,)

X—=>Xo

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar f(x) funksiya X cR
to‘plamning har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda

uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiyalar to‘plami. X c R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan

funksiyalardan iborat to‘plam uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va C(X)
kabi belgilanadi.
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Uzluksiz funksiyalarning chegaralanganligi. Agar f(x) funksiya
X, € X nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday 6 >0 va M >0 sonlari
topiladiki, vxe X NU4(x,) da | f(x)[<M Dbo‘ladi, ya’ni f(x) funksiya x,

nuqgtaning U 5(x,) atrofida chegaralangan bo‘ladi.
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Keys banki
15-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

—x*+1, agar —1<x<0 bo'lsa,
f(x)=<0, agar x=0 bo'lsa,
x*—1, agar 0<x<1 bo'sa,

funksiya [-1, 1] da eng katta va eng kichik giymatlariga erishadimi?

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
¢ to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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15-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi
1 -mis ol Uzluksiz funksiya xossalaridan foydalanib, ushbu
sinx—cosx>0
tengsizlik echilsin.
<« Ravshanki, f(x)=sinx—cosx funksiya uzluksiz. Bu funksiyani

i

[0,27] oraliqda garaymiz. f(x) funksiya [0,27] oraligning xiz%, X, 2

nuqgtalarida nolga aylanadi: f(%):f(%jzo. Uzluksiz  funksiyaning

xossasiga ko‘ra f (x) funksiya

o) (G5 (e

oraliglarning har birida ishora saglaydi. f(%)>0 bo‘lganligi sababli (%57”)

da f (%) >0 bo‘ladi. Demak, berilgan tengsizlikning echimi

%+2k7r<x<57ﬂ+2k7r (k=0,£1,%2,...)

bo‘ladi.»

Misollar
Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin va ularning grafiklari

chizilsin.

2n
(x=0) 743. £ (x)=lim*_~%

742. f(x)=Ilim
(x) n—o x2" 41

o] 4 X"
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nx 2 ANX
744, £ (x)=lim 2> 745, £ (x)=lim22°
o] 4+ xe™ nso 14+ e™
—limYis X 747. f(x)=lim
746. f(x)=lim{1+x (x) 1 (25inx)”
748. f(x)=limcos™ 749. f (x)=[x]-sinzx
750. f(x)=x-[x] 751 f (x)=x*—[X]
752. f(x):# 753. f(x)=sgn cos1
Sin(XZ) ' X

754. f(g(x)) va g( f(x)) funsiyalar uzluksizlikka tekshirilsin.

(x)=sgnx, g(x)=1+x’

b) f(x)=sgnx, g(x)=x(1-x*)

(x)=sgnx, g(x)=1+x—[x].
755. f(g(x)) murakkab funksiya x, nugtada birinchi tur (ikkinchi tur)
uzilishga ega bo‘lsa, g(x) ning x, nuqtada albatta birinchi tur (ikkinchi tur)
uzilishga ega bo‘lishi shartmi?
756. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi hagidagi teoremalar
keltirilsin.

757. Monoton, lekin uzluksiz bo‘lmagan funksiyalarga misol keltirilsin.

758. Veyershtrass teoremalarida [a,b] kesma o‘rniga (a,b) yoki [a,b]u[c,d]
garalsa tasdiq o‘rinli bo‘ladimi?

759. [a,b] kesmada chegaralangan ixtiyoriy f (x) funksiya uzluksiz bo‘ladimi?
760. Uzluksiz bo‘lmagan funksiyalar uchun Veyershtrass teoremalari o‘rinlimi?

761. Ushbu xe* =1 tenglama (0,1) oraligda hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega

ekanligi ko‘rsatilsin.

762. Agar f(x) funksiya A va B to‘plamlarda uzluksiz bo‘lsa, u holda bu
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funksiyaning AU B to‘plamda uzluksizligi hagida nima deyish mumkin?

763. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda
p(x)=max{f(x),g(x)}, a(x)=min{f(x),g(x)}, xe[ab], funksiyalar
ham [a,b] da uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin.

764. f(x) funksiya [a,c]u[c,b] kesmalarda uzluksiz bo‘lsin. f(x)
funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lishi uchun etarli shart keltirilsin va

isbotlansin.
765. Agar f(x) funksiya V[a,b]c X kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda u X

to‘plamda uzluksiz bo‘lishi isbotlansin (a <b).

766. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi hagida teorema keltirilsin
va isbotlansin.

767. f(x) funksiya [0;1] kesmada aniglangan, monoton bo‘lib, f(0)=0 va
f (1) =1 bo‘lsin. Agar Vx [0;1] uchun shunday ne N topilsaki,

F(f.F(F(x)))=x

n ma

munosabat bajarilsa, [0;1] oraliqda f (x)=x ekani isbotlansin
768. f(x) funksiya R da uzluksiz bo‘lib, VX € R uchun
f(f(x))=x
munosabat bajarilsa, u holda shunday ¢ nugta topilib, f(c)=0 bo‘lishi

isbotlansin.

769. f(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz va bir xil davrli bo‘lsin. Agar

lim[ f(x)-g(x)]=0

X—>0

bo‘lsa,

bo‘lishi isbotlansin.

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 244




MATEMATIK ANALIZ 2016

770. Ushbu

.1
sSin——, aeap x+#a Oyica,
f(x)=1 x-a P g

0, azap x=a oOyica.
funksiyaning ixtiyoriy [a,b] kesmadagi giymatlari | f(a); f(b)] kesmani
to‘ldirishi, lekin f(x) funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lmasligi

ko‘rsatilsin.

771. Agar f(x) funksiya [a;+o] da uzluksiz bo‘lib, chekli lim f (x) limitga

ega bo‘lsa, unda f(x) funksiyaning [a;+w] da chegaralangan bo‘lishi
isbotlansin.
772. Agar f(x) funksiya

1) [a,b] kesmada aniglangan va monoton,
2) uning giymatlari to‘plami [ f (a); f (b)} kesmani tutash to‘ldirsa,

uholda f (x) funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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Test
. To‘g‘ri Mugobil Mugobil Mugobil
Ne Savol javob javob javob javob
1. | Agar f(x)=sgnx, | f(g(x)) | f(g(x) — | f(a(x) | f(g(x) —
g(x) =1+ x? — uzluksiz, — x=0 Xx=0
bolsa, f(g(x)) va | Yzluksiz, | g(f(x)) — | nuqtada | nugtada
a(f (X)) g(f(x)) uzluksiz uzilishga uzilishga
funksiyalar —x=0 (ef’g’(» 59
uzluksiz nL!q_tada J g9(f(x)) —
bo*ladimi? uzilishga — x=0
' ega uzluksiz nuqtada
uzilishga ega
2. | Agar f(x)=sgnx, | f(g(x)) | f(g()) — | @) | f(g(x) —
g(x) =x*—x — x=0, uzluksiz, — x=0 X=0
bo‘lsa, f(g(x)) va | X=*1 | g(f(x)) — | nugtada | nuqtada
g(f () nugtalard uzluksiz uzilishga uzilishga
funksiyalar uzil{ash a (e??),()) fega,
uzluksiz eqa g g g9(f(x)) —
bo‘ladimi? ( .I:g(),()) o . x=0
g uzluksiz nuqtada
— uzilishga ega
uzluksiz
3. | Agar fa(x) | f(gx) — | Fa(x) | f(g(x) —
f(x)=sgn(x-1), | — x=0, uzluksiz, — x=0 x=0
g(x)=sgn(x+1) X=-1 g(f(x) — nu_q_tada nugtada
bo‘lsa, f(g(x)) va nuqtalard uzluksiz uzilishga uzilishga
9(f(x) 2 ega, ega,
funksiyalar uzilishga g(f(¥) | g(f(x) —
uzluksiz elga, — x=0
bo‘ladimi? g( (X)) UZIUkSlZ nuq‘[ada
— x=1 uzilishga ega
nuqtalard
a
uzilishga
ega
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4. | Agar f(x)=sinx, | f(a(x)) | f(g(x) — | T(a(x) | f(9(x)) —
g(x) = x* bo‘lsa, — x=0, x=-1 | — x=0 x=0
f(g(x)) va uzluksiz, nugtalarda nuqtada nugtada

g(f(x)) | uzilishgaega, | uzilishga uzilishga
g(f(x))
funksiyalar o 9(f(x) — °ga. c%a,
Urluksiz uzluksiz x=1 a(f(x) | g(f(x) —
bo‘ladimi? nuqtalarda — x=0
' uzilishgaega | uzluksiz nugtada
uzilishga ega

5. | Quidagi xossa Ishorani Uzluksiz Ishorani Uzluksiz
ganday nomlanadi: | saglash | funksiyalarnin | o‘zgartiris | funksiyalarni
agar f(x) X0Ssasi g h xossasi ng
funksiya x, € X chegar_al_angan chegaral_ar)m
nugtada uzluksiz ligi a-ganligi
bo‘lib, f(x,)=0
bo‘lsa, u holda
shunday ¢ >0 son
topiladiki,
vxe X MU ;(X,)
da
sign f (x) =sign f (X,)
bo‘ladi, ya’ni
f (x) funksiyaning
U s (%) dagi
ishorasi f(x,)
ning ishorasi kabi
bo‘ladi?

6. | Agar f(x) fFO)+a(x) T)+a(x) | F(¥)+9(x) F(x)+g(x)
funksiya X, funksiya | funksiya x, funksiya funksiya
nugtada uzluksiz Xq nugtada Xq X +1
bo‘lsa, g(x) nuqgtada uzluksiz nugtada nugtada
funksiya x, uzilishga bo‘ladi ham uzilishga ega
nugtada uzilishga e‘ga . uzluksiz, bo‘ladi
ega bo‘lsa, u holda boladi h?m
f()+9() e
e o
mumkin? mumkin
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7. | Agar f(x) va f(X)+g(x) f(xX)+g(x) f(X)+g(x) f(x)+g(x)
g(x) funksiyalar funksiya | funksiya x, funksiya funksiya
X, nugtada Xo nuqtada Xo X +1
uzluksiz bo‘lsa, u nuqgtada | uzilishgaega | nuqtada nugtada
holda f(x)+ g(x) uzluksiz bo‘ladi ham | uzilishga ega
funksiya hagida bo‘ladi uzluksiz, bo‘ladi
nima deyish .h".’lm
mumkin? uzilishga
ega
bo‘lishi
mumkin
8. | Agar f(x) va fFO)-g0)  FO)-90) | £(x)-9(x)| f(x)-9(x)
g(x) funksiyalar funksiya | funksiya x, funksiya | funksiya 2x,
X, nugtada X nugtada Xo nugtada
uzluksiz bo‘lsa, u nugtada | uzilishgaega | nuqgtada | uzilishga ega
holda f(x)-g(x) uzluksi; bo‘ladi ham bo‘ladi
funksiya hagida bo‘ladi uzluksiz,
nima deyish hi.im
mumkin? uzilishga
ega
bo‘lishi
mumkin
9. | Agar f(x) va fFOO—g(x) FOO—g(x) | F)—g(x) F(x)—ag(x)
g(x) funksiyalar funksiya | funksiya x, funksiya funksiya
X, nugtada Xo nugtada Xo X —1
uzluksiz bo‘lsa, u nuqtada | uzilishgaega | nuqgtada nugtada
holda f(x)—g(x) uzluksiz bo‘ladi ham_ uzilishga ega
funksiya hagida bo‘ladi uzluksiz, bo‘ladi
nima deyish .h".’lm
mumkin? uzilishga
ega
bo‘lishi
mumkin
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10| Agar f(x)=x, fax) | fgx) — | @) | fgx) —
g(x)=x-1 — x=0, x=2 | —x=-1 x=3
bo‘lsa, f(g(x)) va uzluksiz, nugtalarda nu_q_tada nuqtada
g(f () g(f(x)) | uzilishgaega, | uzilishga | uzilishga
funksiyalar — 9(f(x)) — ega, ega,
uzluksiz uzluksiz X=—2 a(f(x) | g(f(x)) —
bo‘ladimi? nugtalarda — X =0
uzilishgaega | uzluksiz nuqtada
uzilishga ega
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16-mavzu. Uzluksiz funksiyalarning
global xossalari

16-ma’ruza

Reja
1. Veyershtrassning birinchi va ikkinchi teoremalari.

2. Bolsano-Koshining birinchi va ikkinchi teoremalari.

1. Veyershtrassning birinchi va ikkinchi teoremalari.

Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo‘lsin.
Ma’lumki, f(x) funksiya (a, b) da uzluksiz, a nuqtada o‘ngdan, b
nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz
bo‘ladi.

Endi segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini
keltiramiz. Ular teoremalar orgali ifodalanadi.

1-teorema. ([1], p. 235, Lemma 9.6.3) (Veyershtrassning birinchi
teoremasi). Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz, ya’ni
f (xX) €Cla, b] bo ‘Isa, funksiya [a, b] da chegaralangan bo ‘ladi.

A Ma’lumki, f(x) funksiyaning [a,b] da chegaralanganligi
quyidagini

IM €(0,+0), Vxe[a, b]: |f(X)|<M

anglatadi.

Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni f(X)eCla, b] bo ‘Isa ham funksiya
[a, b] da chegaralanmagan bo ‘Isin. U holda
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vneN, 3x, €la, b]: [f(x,)|>n (n=12,...) (1)
bo ‘ladi. Ayni paytda, hosil bo ‘ladigan {x.} ketma-ketlik uchun x e[a, b]
(n=1,2,...) bo‘lganligi sababli u chegaralangan bo ‘ladi. Unda Bolsano-
Veyershtrass teoremasiga ko ‘ra bu {x,} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi
qismiy {x,, } ketma-ketlik ajratish mumkin:

k—>oodax, —x (x¢e[ab]).
Shartga ko ‘ra f(x) funksiya [a, b] da uzluksiz. Binobarin,
k=0 da f(x,)— f(x) (2)

bo ‘ladi. Bu (5) munosabat yuqorida qilingan farazga ziddir (chunki, faraz
bo ‘yicha

lim £ (x, ) =-+o0

ke>o0
bo‘lishi lozim edi). Demak, f(x) funksiya [a, b] da chegaralangan
bo ‘ladi. »

Aytaylik, f(x) funksiya X <R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. ([1], p. 236, Def. 9.6.5) Agar X to ‘plamda shunday x, € X
nugta topilsaki, ¥xe X uchun

F(x)=< 1) (T(x)=1(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada eng katta (eng kichik)
giymatga erishadi deyiladi va
(%) =max £ (x) (f () =min f (x))

kabi belgilanadi.

2-teorema. ([1], p. 236, Prop. 9.6.7) (Veyershtrassning ikkinchi
teoremasi). Agar f(x) eC[a, b] bo ‘Isa, bu funksiya [a, b] segmentda eng

katta hamda eng kichik qgiymatlarga erishadi, ya 'ni
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dc, €[a, b], Vvxe[a, b]l: f(x)< f(cy),

dc, €[a, b], vxe[a,b]: f(x)=f(c,)
bo ‘ladi.

<« Aytaylik, f(x)eC[a, b] bo lsin. Veyershtrassning 1-teoremasiga
ko ra f(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan, ya 'ni ushbu
{f(x) | xela, b}

to ‘plam chegaralangan bo ‘ladi. Unda to‘plamning aniq chegarasi
haqidagi teoremaga ko ‘ra

sup f(x)=M (M €R)

xela, b]
mavjud bo ‘ladi.

To ‘plamning aniq yuqori chegarasi ta rifiga muvofiq:

vxela, b]: f(X)<M,
Ve>0, Ix(e)ela, b]: f(x(&)>M —¢

bo ‘ladi. Keyingi tengsizlikda
1
n

Wk

X, = XG] <[a, b]
n

ketma-ketlik hosil bo ‘lib, uning uchun

N |~

=1

deb olinadigan bo ‘Isa,

f(x,)>M 1
n
tengsizlik bajariladi. Demak, vnenN da
M —1< f(x,) <M
n

bo ‘ladi. Bu munosabatdan
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lim f(x,)=M (3)

n—o

bo ‘lishi kelib chigadli.

Yuqorida hosil gilingan {x,} ketma-ketlik chegaralangan. Undan
yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni {x, } deylik:

k= dax, —¢ (qela b]).
Berilgan f(x) funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
k—o0 da f(x,)— f(c).

Ravshanki, {f(x, )} ketma-ketlik {f(x,)} ketma-ketlikning gismiy
ketma-ketligi.

Demak (6) munosabatga ko ra

k —>oo da f(x,)—>M

bo‘lib, f(c,)=M bo'lishi kelib chigadi. Xuddi shunga o ‘xshash, f(X)

funksiyaning eng kichik qiymatga erishishi ko ‘rsatiladi. »

2. Bolsano-Koshining birinchi va ikkinchi teoremalari.

3-teorema. ([2], p. 109, Th. 4.23) (Bolsano-Koshining birinchi
teoremasi) Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan bo ‘lib,
quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)eCJa, b];

2) segmentning chetki nugtalari a va b larda har xil ishorali
giymatlarga ega, ya’ni

f(a) <0< f(b) yoki f(a)>0> f(b)

bo ‘Isin.

U holda (a, b) da shunday x, nugta (a<x, <b) topiladiki,
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f(Xy) =0 bo‘ladi.

« Aytaylik, f(x)eC[a, b] bo'lib, f(a)<0< f(b) bo‘lsin. [a,b]
segmentning f(x) funksiyaga manfiy giymatlar beradigan nugtalaridan
iborat to ‘plamini E deylik:

E={xe[a, b]| f(x)<0}.
Ravshanki, ac E, E c[a, b]. Demak, E to ‘plam chegaralangan va E # .

To ‘plamning aniq yuqori chegarasi haqidagi teoremaga ko ‘ra

SUPE =X, (X €(a, b))
mavjud bo ‘ladi.

Aniq yuqori chegara ta rifiga binoan,
1
VneN, Ix eE: X;—— <X, <X,
n

bo ‘ladi. Demak,
f(x)<0 (N1=123,..).
f (x) funksiyaning [a, b] da uzluksiz bo ‘Iganligini e 'tiborga olib topamiz:
n—oo da x, — X, bolib, T(x,)—> f(X,).
Bir tomondan

lim f(x,)<0,

ikkinchi tomondan

lim f(x,)=f(x,)

bo ‘lishidan
f(x,)<0 (4)
bo ‘lishi kelib chigadi.

Ravshanki, x > x, da x ¢ E. Binobarin, f(x)>0. Shuning uchun
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lim  f(x)>0

X—>Xo+0
bo lib,
f(x,)= lim f(x)>0 (5)

X—>Xo+0
bo‘ladi. (4) va (5) munosabatlardan f(x,)=0 bo ‘lishi kelib chiqadi. Xuddi
shunga o ‘xshash, f(x)eCl[a, b] va f(a)>0> f(b) bo Igan holda teorema
isbotlanadi. W

4-teorema. ([1], p. 238, Prop. 9.7.1) (Bolsano-Koshining ikkinchi
teoremasi) Agar f(x)eCl[a, b] bo Isa, u holda chegaralari f(a) va f(b)
bo ‘Igan segmentga tegishli ixtiyoriy | soni olinganda [a, b] da shunday x,
nuqta topiladiki, f(x,)=1 bo ‘ladi.

« f(a)< f(b) deb, f(a)<I<f(b)ni olaylik. Ravshanki, f(a)=I
yoki f(b)=1 bo ‘Igan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

Endi f(a)<I< f(b) bo lsin. Ushbu

g(x)=f(x) -1 (xela, b])

funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:

1) 9(x) eC[a, b];

2) g(a)<0<g(b);
bo ‘ladi. Unda 3-teoremaga ko ‘ra shunday x, € (a, b) topiladiki,

9(%) =0,
ya'ni,
f(x,) =1

bo ‘ladi. »

Ushbu ma’ruzaning pirovardida berilgan funksiyaga teskari bo‘lgan

funksiyaning mavjudligi hagidagi toeremani isbotsiz keltiramiz.
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5-teorema. (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar f(x) funksiya

X c R orligda uzluksiz va gat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lsa, u

holda Y,

={f(x)|xe X} oraligda teskari f *(y) funksiya mavjud bo‘lib, u

uzluksiz gat’ty o‘suvchi (gat’iy kamayuvchi) bo‘ladi.

Mashglar

1. Ushbu

f(x)=x>-x (xeR)

funksiya qiymatlari to‘plami R bo‘lishi isbotlansin.

2. Aytaylik, f(x) funksiya tekislikdagi biror aylanada berilgan va

uzluksiz bo‘lsin. U holda aylanada diametral qarama-garshi joylashgan a

va b nugtalar topilib, f(a)= f(b) bo‘lishi isbotlansin.

|

31.
32.
33.
34,
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Glossariy

Bolsano—Koshining birinchi teoremasi. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya [a, b] segmentda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x)eCJ[a, b];
2) segmentning chetki nuqgtalari a va b larda har xil ishorali
qiymatlarga ega, ya’ni
f(a)<0< f(b) yoki f(a)>0> f(b)

bo‘lsin.

Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi. Agar f(x) €Cl[a, b] bo‘lsa,
u holda chegaralari f(a) va f(b) bo‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy |

soni olinganda [a, b] da shunday x, nugta topiladiki, f(x,)=1 bo‘ladi.

Funksiya nuqtada eng katta (eng Kkichik) qiymatga
erishishi. Agar X to‘plamda shunday x,e X nuqta topilsaki, vxe X
uchun

F(x)=<1(x%) (T(x)=1(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada eng katta (eng kichik)
giymatga erishadi deyiladi va
F %) =max f(x) (f(x)=minf(x))
kabi belgilanadi.

Funksiya orttirmasi. A f =f(x)—f(x,)=f(x,+Ax)—f(x,) ayirma

funksiya orttirmasi deyiladi.
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Funksiyaning nuqtadagi sakrashi. f(x, +0)— f(x, —0) ayirma

funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Geyne bo‘yicha). Agar
n—odax, —>x% (X,eX, n=12,..)
bo‘ladigan ixtiyoriy {X,} ketma-ketlik uchun
n—o da f(x,)— f(x,)

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Koshi bo‘yicha). Agar Ve >0 son
olinganda ham shunday ¢ =&(g) >0 son topilsaki,
vxe X MU ;(X,)
uchun
[ T(X) = T(x)l<e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar
lim f(x)=f(x,)

X—)XO

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar f(x) funksiya X cR
to‘plamning har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda

uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiyalar to‘plami. X — R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan

funksiyalardan iborat to‘plam uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va C(X)
kabi belgilanadi.
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Veyershtrassning birinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya [a, b]
segmentda uzluksiz, ya’ni f(x)eC[a, b] bo‘lsa, funksiya [a, b] da

chegaralangan bo‘ladi.

Veyershtrassning ikkinchi teoremasi. Agar f(x)eCl[a, b] bo‘lsa,
bu funksiya [a, b] segmentda eng katta hamda eng kichik giymatlarga
erishadi, ya’ni

Jc, e[a, b], Wxela bl:  f(X)<f(c,),
dc, e[a, b], Wxela, b]: f(X)= f(c,)
bo‘ladi.

Keys banki

16-keys. Masala 0'rtaga tashlanadi: Aytaylik, f(x) funksiya tekislikdagi
biror aylanada berilgan va uzluksiz bo‘lsin. U holda aylanada diametral
garama-qgarshi joylashgan a va b nugtalar topilib, f(a)= f(b) bo‘lishi

isbotlansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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16-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol. Agar f(x)eCl[a, b] bo‘lsa, u holda chegaralari f(a) va
f(b) bo‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy | soni olinganda [a, b] da
shunday x, nugta topiladiki, f(x,)=1I bo‘ladi.

«4 f(a)< f(b) deb, f(a)<l< f(b)ni olaylik. Ravshanki, f(a)=I
yoki f(b)=1 bo‘lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

Endi f(a)<I< f(b) bo‘lsin. Ushbu

g(x)=f(x)-1 (xela, b])

funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:

1) 9(x) eCla, b];

2) 9(a)<0<g(b);
bo‘ladi. Unda 3-teoremaga ko‘ra shunday x, € (a, b) topiladiki,

9(%) =0,
ya’'ni,

f(x) =1
bo‘ladi. »

Misollar

756. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi hagidagi teoremalar
keltirilsin.
757. Monoton, lekin uzluksiz bo‘lmagan funksiyalarga misol keltirilsin.

758. Veyershtrass teoremalarida [a,b] kesma o‘rniga (a,b) yoki [a,b]u[c,d]

qaralsa tasdiq o‘rinli bo‘ladimi?
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759. [a,b] kesmada chegaralangan ixtiyoriy f (x) funksiya uzluksiz bo‘ladimi?
760. Uzluksiz bo‘lmagan funksiyalar uchun Veyershtrass teoremalari o‘rinlimi?
761. Ushbu xe* =1 tenglama (0,1) oraligda hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega

ekanligi ko‘rsatilsin.

762. Agar f(x) funksiya A va B to‘plamlarda uzluksiz bo‘lsa, u holda bu
funksiyaning AU B to‘plamda uzluksizligi haqida nima deyish mumkin?

763. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda
p(x)=max{f(x),g(x)}, a(x)=min{f(x),g(x)}, xe[ab], funksiyalar
ham [a,b] da uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin.

764. f(x) funksiya [a,c]u[c,b] kesmalarda uzluksiz bo‘lsin. f(x)
funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lishi uchun etarli shart keltirilsin va
isbotlansin.

765. Agar f(x) funksiya V[a,b]c X kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda u X
to‘plamda uzluksiz bo‘lishi isbotlansin (a<b).

766. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi hagida teorema keltirilsin
va isbotlansin.

767. f(x) funksiya [0;1] kesmada aniglangan, monoton bo‘lib, f(0)=0 va

f (1)=1 bo‘lsin. Agar ¥x [0;1] uchun shunday ne N topilsaki,

f( . F(F(x))=x

-

n ma

munosabat bajarilsa, [0;1] oraligda f (x)=x ekani ishotlansin
768. f (x) funksiya R da uzluksiz bo‘lib, VX € R uchun
f(f(x))=x
munosabat bajarilsa, u holda shunday c¢ nugta topilib, f(c)=0 bo‘lishi

isbotlansin.
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769. f(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz va bir xil davrli bo‘lsin. Agar

lim| f(x)—g(x)]=0

X—»00

bo‘lsa,
f(x)=9(x)
bo‘lishi isbotlansin.
770. Ushbu
sini azap x#a Oyica
f(x)=1 x-a “% e
0, azap x=a oOyica.

funksiyaning ixtiyory [a,b] kesmadagi giymatlari [f(a); f(b)] kesmani
to‘ldirishi, lekin f(x) funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lmasligi

ko‘rsatilsin.

771. Agar f(x) funksiya [a;+cc] da uzluksiz bo‘lib, chekli lim f (x) limitga

X—>+00

ega bo‘lsa, unda f(x) funksiyaning [a;+e] da chegaralangan bo‘lishi
isbotlansin.
772. Agar f(x) funksiya

1) [a,b] kesmada aniglangan va monoton,
2) uning giymatlari to‘plami [ f (a); f (b)} kesmani tutash to‘ldirsa,

uholda f (x) funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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Test

Savol

To‘g‘ri javob

Mugobil javob

Mugobil javob

1. | Agar f(x)
funksiya [a;b]
kesmada
uzluksiz
bo‘lsa, u holda
quyidagi
ifodalarning
qaysi biri
o‘rinli?

inf f(x)=inf f
:Qb) (X)=inf f(x)

[a;b]

inf f inf f
TR

inf f inf f
05 160> 700

2. | Agar f(x)
funksiya [a;b]
kesmada
uzluksiz
bo‘lsa, u holda
quyidagi
ifodalarning
qaysi biri
o‘rinli?

sup T (x) =sup f(x)

(ash) [a;b]

sup f (x) <sup f (X]

(ash) [a;b]

) sup f(x)>sup f(x)

(a;b) [a;b]

3. | Agar

f (x) eC[a;b]
bo‘lsa, u holda
m(x)=min f

[aix]
funklsiya
uzluksizligi
hagida nima
deyish
mumkin?

[a;b] kesmada
uzluksiz

b nugtada
uzilishga ega

a nuqtada
uzilishga ega
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4.

Agar

f (x) eC[a;b]
bo‘lsa, u holda
M (x) =max f

[a;x]
funklsiya
uzluksizligi
hagida nima
deyish
mumkin?

[a;b] kesmada
uzluksiz

b nugtada
uzilishga ega

a nugtada
uzilishga ega

Agar

f (x) eCla;b)
bo‘lsa, u holda
m(x) =min f

[a;x)
funklsiya
uzluksizligi
hagida nima
deyish
mumkin?

(a;b) kesmada
uzluksiz

[a;b] kesmaning
barcha nuqgtalarda
uzlilishga ega

[a;b] kesmaning
ratsional
nuqtalarda
uzlilishga ega

Agar

f (x) eC[a;b)
bo‘lsa, u holda
M (x) = max f

[a;x)
funklsiya
uzluksizligi
hagida nima
deyish
mumkin?

(a;b) kesmada
uzluksiz

[a;b] kesmaning
barcha nugtalarda
uzlilishga ega

[a;b] kesmaning
ratsional
nuqtalarda
uzlilishga ega

Agar
f,geC(X)
bo‘lsa, u holda
M (x) = max{f (
funklsiya
uzluksizligi
hagida nima
deyish

X to‘plamda
uzluksiz

X), g(x)}

mumkin?

X to‘plamning
barcha
nuqtalarida
uzilishga ega

X to‘plamning
ratsional
nugtalarida
uzilishga ega
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8.

Agar
f,geC(X)
bo‘lsa, u holda
M (X) = min{f (
funklsiya
uzluksizligi
hagida nima
deyish
mumkin?

X to‘plamda
uzluksiz

X),9(X)}

X to‘plamning
barcha
nugtalarida
uzilishga ega

X to‘plamning
ratsional
nugtalarida
uzilishga ega

Quyidagi
funksiyalardan
gaysi biri R da
uzluksiz?

y =sinx

y =sgnx

10

Quyidagi
funksiyalardan
qaysi biri
uzilishga ega?

y =sgnXx

y =sinx
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17-mavzu. Tekis uzluksizlik

17-ma’ruza

Reja
1. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi.

2. Kantor teoremasi.

1. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi.
Faraz gilaylik f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. ([1], p. 244, Def. 9.9.2) Agar ixtiyoriy & >0 son olinganda ham
shunday ¢ > 0 son topilsaki,
|x'=X"|< o
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x', X''e X uchun
[ F(x) - T(x)|<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0,36>0, VX, x"'e X, |X=X"|<o:
[ F(x) - f(xX")l<e
bo‘lsa, f(x) funksiya X to ‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.
Keltirilgan ta’rifdan:
1) 6 > 0 sonning fagat & > 0 ga bog‘ligligi,
2) f(x) funksiya X da tekis uzluksiz bo‘lsa, y shu X to‘plamda
uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi.
1-misol. f(x)=x%, xeR bo‘lsin. Bu funksiya R da tekis uzluksiz
bo‘ladi.
4 Agar Ve>0 ga kora O=¢ deb  olinsa, unda

X', x"'e X, [x'—x"|< o da
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| fT(x")—f(xX")|=[x"-X"|<d=¢
bo‘ladi. P
2-misol. f(x)=sinX, xeR bo‘lsin. Bu funksiya R da tekis uzluksiz
bo‘ladi.
4 Agar Ve>0 ga ko‘ra, 6 =¢ deyilsa, unda VX', x"'eR, |X—X"|<d
da

! 14

X+
CoS

4

X —X
2 |

Isin x" —sin x"| =2 sin

<|x'—x"|<Ss=¢

bo‘ladi. »
3-misol. f(x) :E, X e X =(0,1] bo‘lsin. Bu funksiya X =(0, 1] da tekis
X
uzluksiz bo‘lmaydi.

<« V& >0 sonni, masalan, g:% deb olib, x' va x"* nuqgtalar sifatida

deb olinsa, u holda | x'—x""| ayirma quyidagicha

1) 1

X -
n n+1\ n(n+1)

!/ 14 |

bo‘ladi. Bundan (| x'=Xx"|<d) ¢ ni har gancha kichik qilib olish mumkin bo‘lsa
ham

1 1

[T =10 =2

=ln—-(n+1)| =1>%:g

1 . . :
bo‘ladi. Demak, f(x)= M funksiya X =(0, 1] da tekis uzluksiz emas. »

2. Kantor teoremasi.
1-teorema. ([1], p. 247, Th. 9.9.16) (Kantor teoremasi) Agar
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f(x)eCla, b] bo lsa, u holda f(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz bo ‘ladi.

<« Aytaylik, f(x)eC]Ja, b] bo Isa ham funksiya [a, b] da tekis uzluksiz
bo ‘Imasin. Unda biror & >0 va ixtiyoriy 6 >0 uchun [a, b] da shunday x' va
X"" nugtalar topiladiki,

|X'=X"|<o = |f(X)-f(X")|=¢
bo‘ladi. n—+o da 6,—>0 (0,>0,n=12,...) bo'ladigan ixtiyoriy {5,}
ketma-ketlikni olamiz. Unda
X —x]<q=[f(x)-TO)|=e,

1%, —X5| <8, = (%) — f(X))|= ¢,

X = x| <8, =|f(x)—fF(x)|=e,

bo ‘ladi.
Ravshanki, {x.} uchun x; €[a, b] (n=1, 2, 3, ...) bo lib, undan
k >+ da x;]k — X, (%, €[a, b))
bo ‘ladigan gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Ayni paytda, x; uchun ham
kK—>+00 da xi — X,
bo‘ladi. T (x)eCla, b] bo ‘lishidan
k >+ da f(x,)—> (%), T0¢)— F(X)
bo‘lib, ulardan kK —+o da f(x;k)—f(x;]'k)—>0 bo lishi kelib chigadi. Bu

esa Vne N uchun
RICOERCOI 2>
deb olingan farazga zid. Demak f (x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz. »
2-ta’rif. Faraz qgilaylik f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lsin.
Ushbu
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sup T (x) —inf f(x)
xeX

xeX
ayirma f(x) funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi deyiladi va u o opqali
belgilanadi:
w=o(f; X)=sup f(x)—inf f(x).
xeX

xeX

f (x) funksiyaning X to‘plamdagi tebpanishi qyyidagicha
w= sup {|f(x)—f(x")}

X, x"eX

ham ta’riflanishi mumkin.
Natija. Agar f(x)eCJa, b] bo‘lsa, u holda Ve&>0 uchun shunday
o0 >0 topiladiki, [a, b] segment uzunliklari ¢ dan kichik bo‘laklarga

ajratilganda har bir bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi & dan kichik bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra f(X)eC|[a, b]. Demak, Kantor teoremasiga ko‘ra u

[a, b] da tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan

Ve>0, 306>0, ¥vX', x"e[a, b], |X-=X"|<o:|f(xX)-f(X'")|<e
bo‘ladi.

Endi [a, b] segmentni uzunligi 6 dan kichik bo‘lgan

[Xer Xead (X <X <X, <..<X., X, =28, X, =D)
bo‘laklarga ajaratamiz. Unda
VX, X" e[X, X 1] [ X'=X"|<o: | T(X)—-T(X")|<e
bo‘ladi. Demak,
w= sup {f(X)-F(xX)[}<e

X, x”e[xk, Xeiq)
bo‘ladi. »

Funksiyaning uzluksizlik moduli. f(x) funksiya X R to‘plamda

berilgan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz bo‘lsin. Endi
Vo>0, WX, X" e X, | X=X"|<d

uchun
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| £(x)— (x| 1)
ayirmani garaymiz.
3-ta’rif. (1) ayirmaning aniq yuqgori chegarasi
sup{| f (x')— f(x") [}
f (x) funksiyaning X c R to‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va o(0)
kabi belgilanadi:

).

Demak, f(x) funksiyaning X to‘plamdagi uzluksizlik moduli 6 ning

w(5)= sup {f(x)—f(x")

|X'—x'|<8

manfiy bo‘lmagan funksiyasi bo‘ladi.
Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz:
1) Funksiyaning uzluksizlik moduli 6 ning o‘suvchi funksiyasi bo‘ladi.
<« Aytaylik, 6, >0, &, >0 va o, > &, bo‘lsin. U holda

(X, X e X |X=X|<6}, {X, X eX:|x-x]<5,]
to‘plamlar uchun

X, x"eX: X =x<8, X, X e X X —x"| <8}

bo‘lib, undan
@(5,) £ w(0;)

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, ¢, >0, = @(d,) =2 w(5,). »

Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz.

2) Funksiyaning uzluksizlik moduli uchun ushbu

@(A6) <[+ A) - w(9)

munosabat o‘rinli bo‘ladi, bunda A —musbat son.

4-misol. Ushbu f(x)=ax+b (a,beR) funksiyaning X =[«, f] dagi
uzluksizlik moduli topilsin.

<« Ta’rifga binoan,

w(8)= sup |(ax’'+b)—(ax"+b)|= sup |a(x'—x")|=a-&

|X'—x"|<8 |X'—x"|<8
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bo‘ladi. Demak, (o) = al|-o. »
2-teorema. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi uchun

Iim »(5)=0

o—>+0
tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.
« Zarurligi. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lIsin:

Ve>0, 35, >0, VX, X" e X, |x’—x”|<5g:|f(x’)—f(x”)|<§.

U holda 0 < & < &, tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy § uchun

sup {f(<)—F(x")|}< sup ﬂf(x')—f(x”)\}s%<g

IX'-x"|<8 |x—x"|<6,

bo‘lib, unda w(d) < ¢, ya’ni

Jm, (6} =0
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Ushbu
Jm, (6} =0

munosabat o‘rinli bo‘Isin. Demak, 6 —+0 da

o(8)= sup {f(x)-f(x"

IX'—x"|<8

}—)0.

U holda
v, x"e X, |X'=x"|<5<68,: [f(x)- f(x")|<e
bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. »
Funksiyaning uzluksizlik moduli funksiyalarni sinflarga ajratish imkonini
beradi. Masalan, uzluksizlik moduli ushbu
@(5) <M -5“
(bunda M =const, O<a<1) tengsizlikni qanoatlantiruvchi funksiualar

to‘plami « tartibli Lipshits sinfi deyiladi va Lip,,« kabi belgilanadi.
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Mashglar
1. Agar f(x) va g(x) funksiyalapning har biri [a, b]cR da tekis
uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x)-g(x) funksiya ham [a, b]c R da tekis uzluksiz

bo‘lishi isbotlansin.

2. T(x)=x funksiyaning [0, + o) da tekis uzluksiz emasligi ko‘rsatilsin.
3. Ushbu
f(x)=x*+1
funksiyaning X =[0, 1] segmentdagi uzluksizlik moduli topilsin.

4. Agar f(x) funksiya (0,1) da tekis uzluksiz bo‘lsa, ushbu

fim, 109
limit mavjud bo‘ladimi?
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Nazorat savollari
35. Funksiyaning tekis uzluksizlugi.
36. Kantor teoremasi.
37. Funksiyaning to‘plamdagi tebranishi nima?

38. Funksiyaning to‘plamdagi uzluksizlik moduli nima?
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Glossariy

Funksiyaning to‘plamdagi tebranishi. Faraz qilaylik f(x) funksiya

X < R to‘plamda berilgan bo‘lsin. Ushbu
sup f(x) —inf f(x)
xeX

xeX

ayirma f(x) funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi deyiladi va u » opqali

belgilanadi:
w=w(f; X)=sup f(x)—inf f(x).
xeX

xeX

Funksiyaning to‘plamdagi uzluksizlik moduli. | f(x')— f(x"")]|
ayirmaning aniq yugori chegarasi
sup{| f (x) - F(x") [}
f(x) funksiyaning X c R to‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va w(o)

kabi belgilanadi:
o(5) = sup {f(x)—f(x")}.

|X'—x'|<8

Kantor teoremasi. Agar f(x)eCJa, b] bo‘lsa, u holda f(x) funksiya
[a, b] da tekis uzluksiz bo‘ladi.
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Tekis uzluksizlik. Agar ixtiyoriy & >0 son olinganda ham shunday
o > 0 son topilsaki,
|x'=X"|< &

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x', x''e X uchun

[ F(x) - T (x")|<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni

Ve>0,36>0, VX, X'e X, |X=X"|<0:

[ F(x) - f(xX")|<e

bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar
lim f(x)=f(x,)

X—>Xg

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar f(x) funksiya X cR
to‘plamning har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda

uzluksiz deyiladi.

Keys banki

17-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar f(x) funksiya (0,1) da tekis uzluksiz

bo‘lsa, ushbu

lim (x)

Xx—+0

limit mavjud bo‘ladimi?
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Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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17-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi
1-misol.Ushbu
f(x)=sinx
funksiyaning (—oo;+o0) da tekis uzluksiz bo ‘lishi isbotlansin.
«4V&>0 sonni olib, unga ko‘ra § ni & =¢ deymiz. Unda |x, —x,| <&
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x,,x, e (—o0;+0) uchun

|sinx, —sinx,|= 2(:05)(1;)(2 sin Xl;XZ <2.1./7%

=|x —X%|<5=¢

bo‘lishini topamiz. Demak, f(x)=sinx funksiya (—oo;+w0) da tekis
uzluksiz. »

Misollar

y = f(x) funksiyaning X to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif

yordamida ko‘rsatilsin (5 = &(&) topilsin).

773. f(X)=3X—5, X =(—oo;+oo).
774, f(x)=x"—x+1, X =(-34).
775. f(x)=§, X =[0,2;1].
776. f(x)=vx, X =[0;+).
777. £ (x)=¥x, X =[0;2].
778. f(x)=x"—1, X =[-2;3].
779. f(x):é, X =[34].
780. f(x)=3sinx+2cosx, X = (—o00;+00).
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y = f (x) funksiyaning X to‘plamda tekis uzluksiz emasligi isbotlansin.

7L f(x)=

782. f(x):sin%,

783. f(x):cos%,

784. f(x)=x*

-

785. f(x)

w

X_
786. f(x)=Inx

X

(0;1).

X

(0;1).

X

(0;1).

(—o0;+0).

X

X

(35).

(0;1).

X

Quyidagi funksiyalar berilgan oraligda tekis uzluksizlikka tekshirilsin.

787. f(X)=X  (0<x<7)

X

788. f(x)=x’

789. f (x)=xsinx

790. f(x)=¢"

791.

.1
f = —
(x) Xsin »

f(x):sin\/;

f (X) — e—arcsinx

792.

793.
794,

795.

X

e,

796. f (x): X +Sinx,

1:(X):{X+l, acap x<0 oyrca,

(-10<x<10)

(OSX<oo)

(—oo< x<+oo)

f(x):cosx-cosE (0<x<1)

X

(0<x<7x)

(1S X<+oo)

(-1<x<1)

X =

) (—oo;+oo)
azap x>0 6ynca

X = (—oo;+oo)
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Quyidagi funksiyalarning berilgan oraligdagi uzluksizlik modullari

topilsin.
797. f(x)=2x-1, X =(—o0;+x) 798. f(x)=x*, X =[-ee]
799. f(x) % X =[a;+0), a>0  800. f(x)=%, X =(0;1)
801. f(x)=x°, X =(—o0;+x) 802. f(x)=Inx, X =[L+w0)
803. f(x)=cosx, X =(—o0;+w)
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Test

Savol

To‘g‘ri
javob

Mugobil
javob

Mugobil
javob

Mugobil
javob

Quyidagi
funksiyalarda
n gaysi biri R
da tekis
uzluksiz?

f (x) =sinx

f(x)=sinx®

f(x)=x°

f(x) =x*

Quyidagi
funksiyalarda
n gaysi biri R
da tekis
uzluksiz?

f(x)=3x-4

f(x)=3x*-4

f(x)=x°

f (x) =5x*

Quyidagi
funksiyalarda
n gaysi biri R
da tekis
uzluksiz
bo‘lmaydi?

f(x)=x°

f (x) =sinx

f(x)=x

f(x)=5

Quyidagi
funksiyalarda
n gaysi biri R
da tekis
uzluksiz
bo‘Imaydi?

f (x) =sinx?

f (x) =cosx

f (x) =3x

f(x)=x-1

f(x)=Inx
funksiya gaysi
to‘plamda
tekis
uzluksiz?

[12]

0;1)

(0;2)

(0;3)

f(x):%

funksiya gaysi
to‘plamda
tekis uzluksiz
bo‘Imaydi?

0;1)

[1;2]

[2;3]

[4;9]
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7.

f(x)=x"+1
funksiya qaysi
to‘plamda
tekis uzluksiz
bo‘Imaydi?

(—o0;+0)

[-10;10]

[~100;100]

[~1000;1000]

f(x)=3x"
funksiya qaysi
to‘plamda
tekis
uzluksiz?

[-2;2]

(0;+00)

(—2;+00)

(—o0;0)

f(x)=2x-1
funksiyaning
X =R
to‘plamda
uzluksizlik
modulini
toping.

0(0) =25

w(0)=0

0(5) =35

w(0) =40

10

f(x) = x|
funksiyaning
X =R
to‘plamda
uzluksizlik
modulini
toping.

w(6)=06

0(0) =25

0(5) =35

w(0) =40

O zMU

MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI

285




MATEMATIK ANALIZ 2016

18-mavzu. Funksiyaning hosilasi

18-ma’ruza
Reja
1. Funksiya hosilasining ta'rifi.
2. Funksiyaning o'ng va chap hosilalari.

3. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.

1. Funksiya hosilasining ta’rifi.

Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a,b)cR da berilgan bo lib, x,<(a,b)
, %o +AXe(a,b) bo ‘Isin.

Ma’lumki ushbu

Af(xg)= (% +Ax)— f(x))

ayirma f(x) funksiyaning x, nugtadagi orttirmasi deyiladi. ([2], p. 167, item
6.1)

1-ta’rif. ([2], p. 168, Def. 6.1) Agar ushbu

im f(Xg +AX)— f(X)
AX—0 AX

limit mavjud va chekli bo‘lsa, u f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi

deyiladi va O X0

,yoki f'(xy), yoki (f(x))}, kabi belgilanadi. Demak,

) - im0 0= 1)
X—> X

(1)

Agar X, + Ax=X deyilsa, unda Ax=Xx—-Xx, va AX—0 da x — X, bo 1ib,
(1) munosabat quyidagi

F(x;) = lim 1= T (%) 2)

X—>Xo X —_ XO
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ko ‘rinishga keladi.
1-misol. ([2], p. 170, i)) f(x)=x, X, €R bo Isin. Bu funksiya uchun

f(X)_f(XO)_X_XO -1
X=Xy _X—XO_

bo ‘lib,

i F00= )

X—>Xp X —_ XO

1

bo ‘ladi. Demak, f'(x)=(x)'=1.
2-misol. ([1], p. 253, Example 10.1.6) f (x)=|x|, xe R bo Isin.
Agar x>0 bo‘Isa, u holda f(x)=x bo'lib, T'(x)=1 bo ‘ladi.
Agar x <0 bo‘Isa, u holda f(x)=-x bo'lib, T'(X)=—1 bo ‘ladi.

F()-0_|x]|

bo‘lib, x—0 da bu
x—0 X

Agar Xx,=0 bo'lsa, u holda

nisbatlarning limiti mavjud bo ‘Imaydi. Demak, berilgan funksiya X,=0
nuqtada hosilaga ega bo ‘Imaydi.
3-misol. f(x)=x|x|, xeR, X, €R bo‘lsin.

a) X, >0, x>0, x=# X, uchun

f(X)—f(Xo):X|X|_Xo|Xo|:X2_X§:X_H(
X — X, X — X, X — X, °
bo‘lib,
) - f
jim ) (XO):2x0:2|x0|
X=>Xp X=X
bo‘ladi.
b) x, <0, x<0, x= X, uchun
f(x)—f(xo)z—x2+x§=_X_X0

bo‘lib,
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jim T =) o ox |
X—>Xg X—XO

bo‘ladi.

V) X, =0, X# X, uchun

f0)=f00) _xIXI
x—0 X

|
bo‘lib,
lim —f (¥) - 1(0) =0

X—>Xg X —
bo‘ladi. Demak, VxeR da f'(x)=(x|x[|)'=2]|x].
4-misol. Aytaylik,

.1
x-sin=, agar x=0 bo'lsa,
f(x)= X g

0, agar x=0 bo'lsa,

bo‘lib, X, =0 bo‘lsin. Unda

x-sinl—O
F)-flx) "7t
X=X X—-0 X

bo‘lib, uning X — 0 dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan funksiya x, =0

nugtada hosilaga ega emas.

2. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya X cR to‘plamda berilgan bo‘lib,
(Xo =0, X)X (6>0) bo‘lsin.
2-ta’rif. ([2], p. 176, Def. 6.13) Agar ushbu
. f(x)-f
i 10— (%)

X—>Xp—0 X — XO

limit mavjud boIsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nugtadagi chap hosilasi
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deyiladi va f'(x, —0) kabi belgilanadi:

Fi(x,~0)= fim J X =T0e)

X—>Xg—0 X — Xo
Aytaylik, f(x) funksiya X cR  to'plamda berilgan bo lib,
(X, Xg+0) X (6 >0) bo Isin.
3-ta’rif. ([2], p. 176, Def. 6.13) Agar ushbu
lim f (X) — f (XO)

X—Xg+0 X — XO

limit mavjud bo lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng hosilasi

deyiladi va f'(x, +0) kabi belgilanadi:

Fi(x, +0)= fim )= T()

x>%+0  X—X,

Masalan, f(x)=x| funksiyaning x,=0 nuqtadagi o‘ng hosilasi
f'(+0) =1, chap hosilasi f'(—0) =—1 bo‘ladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:

1. ([2], p. 176, Property 6.14) Agar f(x) funksiya x, nuqtada f’(x,)
hosilaga ega bo ‘Isa, u holda bu funksiya xy nuqtada o ‘ng f'(x, +0) hamda chap
f'(x,—0) hosilalarga ega va f'(x,—0)= f'(x,) = f'(x,+0) tengliklar o rinli
bo ‘ladi.

2.([2], p. 176, Property 6.14) Agar f(x) funksiya x, nuqtada o‘ng
f'(X, +0) hamda  chap f'(x,—0) hosilalarga  ega  bo‘lib,
f'(x,—0)= f'(X, +0) bolsa, u holda f(x) funksiya x, nugtada f’(x,)

hosilaga egava f'(x, —0) = f'(x,) = f'(X, +0) tenglikiar o rinli bo ‘ladi.

3. Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari.

([2], p. 168, (6.1)) Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan
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bo‘lib, X, €(a,b) nugtada f'(x,) hosilaga ega bo ‘Isin. Bu f(x) funksiyaning

grafigi 5-chizmada tasvirlangan I egri chizigni ifodalasin:

5

5-chizma.

Bu I" chizigda My(X,,Y,), M(x,y) nugtalarni olib, ular orgali
o ‘tuvchi | kesuvchini garaymiz.

Mo(%,, F(X,))el’, M(x,f(x))el’, M—>M, da | kesuvchi limit
holati /" chizigga M, nuqtada o ‘tkazilgan urinma deyiladi.

Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bogflig: ¢=¢@(Ax). f(x) funksiyaning
grafigiga M, nugtada o ‘tkazilgan urinmaning mavjud bo ‘lishi uchun

lim p(AX) =«

AX—0
ning mavjud bo ‘lishi lozim. Bunda a-urinmaning OX o ‘qining musbat
vo ‘nalishi bilan tashkil etgan burchak.
MMP uchburchakdan:

MP (%, +Ax)— f(x,)
M,P AX

tg p(AX) =
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bo ‘lib, undan

f(x, +Ax)— f(X,)
AX

¢(AX) =arctg

bo ‘lishi kelib chigadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz:

f (X +AX)—T(x,)
AX B

lim p(AX) = A|IITE) arctg

AX—0

=arctg LI'”E, o+ AAX) — (%)
X—> X

}:arctg f'(%,)-

Demak, Ax —0 da ¢(Ax) ning limiti mavjud va
a =arctg f'(x,) .
Keyingi tenglikdan
f'(%) =19 «

bo ‘lishi kelib chigadi.

Demak, funksiyaning x, nuqtadagi f '(x,) hosilasi urinmaning burchak
koeffitsentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi

y=f(X)+ f'(X)(X—X%p)

ko ‘rinishda bo ‘ladi.

Aytaylik, P nuqgta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab s=s(t) gonun bilan harakat
gilsin, bunda t-vaqt, s—o‘tilgan yo‘l. Agar vaqtning t, va t, (f <t,)
qiymatlaridagi o‘tilgan yo‘l s(t;), s(t,) bo‘lsa, unda ushbu nisbat

s(t,) —s(t,)
t, -t
[t,, t,] vaqt oralihidagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.
Quyidagi
Ilm S(tZ) - S(tl)

tr >t +0 t2 —_ tl

limit harakatdagi nugtaning t;, vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.
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Demak, harakatdagi P nuqtaning t vaqtdagi oniy tezligi v(t), o‘tilgan
S(t) yo‘lning hosilasidan iborat bo‘ladi:

v(t) =s'(t).

Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a, b) c R da berilgan bo‘lsin.

Teorema. ([2], p. 169, Prop. 6.3) Agar f(x) funksiya X, (a, b)
nuqgtada chekli f'(x,) hosilaga ega bo ‘Isa, u holda f(X) funksiya x, nugtada
uzluksiz bo ‘ladi.

<« Aytaylik, f(x) funksiya x, €(a, b) nuqgtada chekli f’(x,) hosilaga

ega bo ‘Isin. Ta’rifga binoan

f!(XO) — lim Af (XO) — lim f(XO +AX) - f(XO)

A0 AX Ax—0 AX
ya 'ni

AX —0 da Af (X0) — f'(x)

AX
bo ‘lad.
Endi
Af
o= (XO)_ fI(XO)

deb belgilaymiz.
Ravshanki,
AX—0 da a —0.
Keyingi tengliklardan topamiz:
Af (%) = T'(Xy) - AX + aAX.
Odatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan
AI)i(TOA f(x,)=0

bo ‘lishi kelib chigadi. Bu f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz ekanini

bildiradi. »
Eslatma. ([2], p. 170, (6.2)) Funksiyaning biror nuqtada uzluksiz
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bo ‘lishidan uning shu nuqtada chekli hosilaga ega bo ‘lishi har doim ham kelib

chigavermaydi. Masalan, f(x)=|x| funksiya x=0 nuqgtada uzluksiz, ammo u

shu nugtada hosilaga ega emas.

Mashglar
1. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib, quyidagi
f(x) = XX, f (x) =3"sinx
funksiyalarning hosilalari topilsin.
2. Ushbu

2

(x) = x®, agar Xx-—ratsional son bo'lsa,
—X°, agar x-—irratsional son bo'lsa,

funksiyaning x = 0 nuqtada hosilasi mavjud bo‘lishi isbotlansin.

Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis I. Springer-Verlag,
Italia, 2008.
3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,

Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’ruzalar, | q. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

4. duxrtenroabu I'. M. Kypc oughgepenyuanvnoco u unmecpanvrozo
ucuucnenus, 1 m. M. «PU3MATJINT», 2001.

Nazorat savollari
39. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi.
40. Funksiyaning nugtadagi chap (o‘ng) hosilasi.

41. Funksiya hosilasining geometrik ma’nosi.
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42. Funksiya hosilasining mexanik ma’nosi.
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Glossariy

Argument orttirmasi. Ax =X— X, ayirma argument orttirmasi deyiladi.

Funksiya orttirmasi. A f =f(x)— f(x,)=f(x,+Ax)—f(x,) ayirma

funksiya orttirmasi deyiladi.

Funksiyaning nuqtadagi chap hosilasi. Agar ushbu

X—)XO—O X — XO

limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi chap hosilasi

deyiladi va f'(x, —0) kabi belgilanadi:

Fi(x,—0)= fim ~ X =T0)

X—)XO—O X— XO

Funksiyaning nuqtadagi hosilasi. Agar ushbu

im f(Xg +AX)— f(X)
AX—0 AX

limit mavjud va chekli bo‘lsa, u f(x) funksiyaning x, nugtadagi hosilasi

deyiladi va df;XO) , Yoki 7(xy), yoki (f(x)); kabi belgilanadi. Demak,
X
f!(xo) — Ilm f(XO +AX) - f(XO) .
Ax—0 AX
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Funksiyaning nuqtadagi o‘ng hosilasi. Agar ushbu
. f(x)—f(x
00— (%)

X—>Xg+0 X — XO

limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng hosilasi

deyiladi va f'(x, +0) kabi belgilanadi:

(X +0)= Im f (’2 - )':O(XO) .
Hosilaning geometrik ma’nosi. I” chizigda M,(%,,Y,), M(x,y)
nugqtalarni olib, ular orqali o‘tuvchi | kesuvchini garaymiz.
Mo( %, F(Xo))el’, M(x,f(x))el’, M —>M, da | kesuvchi limit
holati /" chizigga M, nuqgtada o‘tkazilgan urinma deyiladi.
Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bog‘liq: ¢=¢(Ax). f(x) funksiyaning
grafigiga M, nuqtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun

lim p(AX) =«

AX—0
ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda «-urinmaning OX o‘qining musbat

yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchak.
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Hosilaning mexanik ma’nosi. Aytaylik, P nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab
s=s(t) gonun bilan harakat qilsin, bunda t-vaqt, s—o‘tilgan yo‘l. Agar
vagtning t, va t, (t; <t,) qiymatlaridagi o‘tilgan yo‘l s(t;), s(t,) bo‘lsa, unda
ushbu nisbat

s(t,) —s(t,)
t, -1

[t,, t,] vaqt oralihidagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.
Quyidagi
lim S(tZ) - S(tl)

try >t +0 t2 —_ tl

limit harakatdagi nugtaning t, vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.

Uzluksiz funksiya (nuqgtada). Agar
lim f(x)=f(x,)

X—>Xg

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar f(x) funksiya X cR
to‘plamning har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda

uzluksiz deyiladi.

Keys banki

18-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

2

F(x) = x?, agar Xx-—ratsional son bo'lsa,
—X°, agar x-—irratsional son bo'lsa,
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funksiyaning x =0 nuqtada hosilasi mavjud bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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18-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol Agar f(x)=x-|x bo‘lsa, f'(x,) topilsin.

<4 Aytaylik, x, >0, x>0 va X=X, bo‘lsin. Unda
— 2
lim f(X) f(XO) |X| %o |X°|_I|m——2|X0|
X—Xg X=X, x—>xo X=X, X% X — X,

bo‘ladi.
Aytaylik, x, <0, x<0 va x# X, bo‘lsin. U holda

_ 2 2
im T I T00) iy 2T o iy

X=Xy X — XO X=% X — XO
bo‘ladi.
Aytaylik, x, =0, X=X, bo‘lsin. U holda
lim f(x)— f (X ) =lim— X|X|
X—>Xo X_XO x=0 X

bo‘ladi. Demak, '(x,)=2|x,|.»>

Misollar

Ta’rif yordamida f'(x,) topilsin:

823.f (x)=x*, %, =01 824. f (x)=2sin3x, X :%
825. f (x)=1+In2x, X, =1 826. f () = X+ ctgx, XO:%

Ta’rif yordamida f'(x) topilsin:
827. f (x)=x> +2x 828. f (x):1 829. f (x):\/;

X

830. f (x)=x3/x 831. f (X):1+1X2 832. f (x)=2""
833. f (x)=Inx 834. f (x)=sin2x 835. f (x)=ctgx+2
836. f (x)=arcsinx 837. f (x)=arccos3x 838. f (x)=T7arctg(x+1)
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2X

839.y=
y 1-x

2

Y L )

p

~—~
[N
[
>
~—~

843.y =

845.y=x+\/;+§/;

2
847.y =32 - L
YK

849.y =(1+ x)\/2+ X Y3+ %3

X
B5L.y = ———
1
853.y=
J1+x? (x+»\/1+ x2)

855.y = 31+ J1+ ¥/

857.y =(2—x)cosx+ 2xsinx
859. y =sin" xcosnx

sin? x

86l.y=——
sinx

863.y = —
COS X

X X
865.y =tg——ctg —
y 92 92

867.y = 43jctgzx + %/ctgsx

1+ X — X

1— X+ X

oy )
(1-x)

X" (1-x)’
1+ X

840.y =

844.y =

1

1
+—=+
Ix o Ux
848.y = xy/1+ x?

850.y =m/(1—x)" (1+ x)"

/1+ x>
852.y=3

Y=o
854. y:x/x+»\/x+\/§

856. y =c0s2x —2sin X

846.y ==
X

858. y =sin(cos’ x) - cos(sin” x )
860. y =sin[ sin(sinx) |

COSX

862.y = 2sin? x

Sin X — XCOS X
COS X + XSin X

864.y =
1.5, 1 ¢

866. Yy =tgx ——=tg°x +—=tg°X
y=1g 39 59

X X
868. y =sec” = + cosec’ =
a a
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869.y =sin [cos2 (tg3x)]

871.y=(v2) +(v5)
873.y=2"In|x

875.y=log, x-Inx-log, x

877.y =log, 2*

879.y=¢" [1+ ctg gj

oo asinbx —bcosbx

881.y =
Ja? +b?
aY (bY(xY
885.y=1g°x*

887.y = In(lnz(lnsx))

x* -1
8809. y——In
4 x*+1

X3 —V2
PN v

1 1+x\/_

892.y = ——In 1+X*/_
1k 1-x 1_ k "z xyJk

893.y=ﬁ—|n(1+ﬁ)

891.y

872.y=(x"-7x+8)e"

874.y=e*log, x
876.y=log, 2
878.

1-x . (1-x) L
y=| =——-sinx—-——.cosx |e
2 2

In3-sin x+cos x
3X

880.y =
882.y=e*+e° +e*

884.y=x" +a" +a* (a>0)

886.y =In(In(Inx))
888.

1 1
y=EIn(1+ x)—zln(1+ Xz)_2(1+x)

—In X
4(1+X4) 4 1+x*

890.y =

(0<k<1)
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894.y = In(x+\/x27+1)
895. y = xln(x+\/x2 +1)—\/x2 11

896.y = xlnz(x+x/1+ x? )—2»\/1+ x? In(x+»\/1+ X2 )+ 2X

2

897.y:§\/x2 +a’ +%In(x+\/x2 +a2)

1 \/_+x\/_
20 " Va_xb

2+3x \/7 3N 1+«/1 x?

898.y = (a>0,b>0)

899.y

900.y = Intgg
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funksiyaning x =0 nuqgtada
chap hosilasini toping.

Test

e savol "ljo‘g‘ri Muqobil Muqobil Muqobil

javob | javob javob javob

1. | f(x)=x* bo‘lsa, uholda f'(2) 2 3 4 5
ni toping.

2. | f(x)=sinx bo‘lsa, u holda -1 1 0 1
f'(7) ni toping. 2

3. | f(X)=x bo‘lsa, u holda 1 2 3 4
f’(1000) ni toping.

4. | f(x)=x>-500 bo‘lsa, u holda 12 13 14 15
f’(2) ni toping.

5. | f(x)=2 bo‘lsa, u holda 0 1 2 -1
f’(5000) ni toping.

6. | f(x)= x| funksiyaning x=0 1 -1 2 —2
nuqtada o‘ng hosilasini toping.

7. | f(X)=x*—5x+6| 1 -10 200 ~2
funksiyaning x =2 nugtada
o°‘ng hosilasini toping.

8. | f(x)=+/sinx? funksiyaning -1 1 0 1
x =0 nugtada chap hosilasini 2
toping.

9. | f(x)=2*—-2] funksiyaning ~In4 In4 1 -1
x =1 nuqtada chap hosilasini
toping.

10. X, agar x<0 1 2 —2 -3
f(x)=

{Q/X_“In X, agar x>0
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19-mavzu. Hosilani hisoblash
qoidalari

19-ma’ruza

Reja

1°. Ikki funksiya yihindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining hosilasi.
2°. Murakkab funksiyaning hosilasi.

3°. Teskari funksiyaning hosilasi.

4° Hosilalar jadvali.

1°. Ikki funksiya yig'indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining
hosilasi. ([1], Theorem 10.1.13, 255-bet)Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalari
(a,b)cR da berilgan  bo‘lib, Xoe(a,b) nugtada f'(x,) va g'(x,)
hosilalarga ega bo‘lsin. Hosila ta’rifiga ko‘ra

I|m f (X) - f (XO) _ f ,(XO)! (1)
X—>Xo X=Xy
fim 3 =90) _ iy @)

X—=>Xo X—Xo

bo‘ladi.

1) f(x)+g(x) funksiya xo nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(F)£9(X) = F'(X) £9'(Xo)

bo‘ladi.

<« F(x)= f(x)+ g(x) deb topamiz:

FOO—F(X) _ T~ T(%) , 9(X)~9(X)
X — X, X — X, X — X,

Bu tenglikda x—>Xx, da limitga o‘tib, yuqoridagi (1) va (2)

munosabatlarni e’tiborga olsak, unda

jim FOIFG0) o T+ 1) |
X—=Xg X=X X—=Xg X=X
+ lim g(X)_g(XO): f'(Xo)ig'(Xo)

X—=Xg X=X
bo‘lishi kelib chigadi. Demalk,
F'(X%) =(f(x)£9(X))}, = F' (%) +9'(x) . »
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2) f(x)-g(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,
(F(¥)-9(x)), = F'(X)-9(Xo) = £(X5)-9'(Xo)
bo‘ladi.
4 O(x)=f(x)-g(x) deb
D(x) — D(Xo)
X — X

nisbatni quyidagicha
D(x) — D(x f(x)— f(x X) — g(x
() (0): () (O)Q(X0)+g() g( O)f(X)
X=X, X=X, X=X
yozib olamiz. So‘ng X — X, da limitga o‘tib topamiz:
O(x)-0 f(x)-f
jm 27O _ oy 1O
X—Xg X=X, X—Xg X=X, X=X X=X

= F'(X0) - 9(Xo) + T (Xp) - 9'(Xo)-

Demak,

D'(%0) = (F(x)-909)) % = /(o) - G0%) + F(X5)- G'(X) P

3) L)(; funksiya (g(x,) #0) X, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,
X

!

(mj /(%) 9(%) ~ f (%) 9'(%,)
g(x)) ™ 9%(X,)

bo‘ladi.
<4 Modomiki, g(x,) =0 ekan, unda x, nugtaning biror atrofidagi x larda
g(x) # 0 bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib topamiz:

) (%)

g(x) 9(x) _ F(x)-9(x9)— f(x9)- 90)+ F (%) 9(¥g) — f(xp)- 9(X) _
X=X 9(x)- (%) - (X —%)

_ 1 [f(x)— f(XO)-g(XO)— f(xg)- g(X)—g(Xo)}
g(x)-9(x) X=X X=X

Bu tenglikda x — x, da limitga o‘tib, ushbu

(f(x)j‘ _ F10%) - 90%) — F (%) 9'(%)
g(X) Xo gz(XO)

tenglikka kelamiz. »
1-natija. Agar f(x) funksiya x, nuqgtada f’(x,) hosilaga ega bo‘lsa,
c- f(x) funksiya (c=const) x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(- () % =C- F/(Xo)

0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 306




MATEMATIK ANALIZ 2016

bo‘ladi, ya’ni o‘zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chigarish mumkin.
2-natija.  Agar  f,(x), f,(x),..., f,(x) funksiyalar x, nuqgtada
hosilalarga ega bulib, ¢, c¢,,...,¢, o‘zgarmas sonlar bo‘lsa, u holda

(Cy () + ¢ Fp () + e £ (X)) 3 =€ F(Xg) + €, T (Xg) +.ot- € £ (%)
bo‘ladi.
2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. ([1], Theorem 10.1.15, 256-bet)
Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya X cR to‘plamda, g(y) funksiya
{f(X)|xe X} to‘plamda berilgan bo‘lib, x, X nuqgtada f'(x,) hosilaga,
Yo €{f(x)| xe X} nugtada (y,=f(x,)) g'(y,) hosilaga ega bo‘lsin. U
holda g( f(x)) murakkab funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(9(F (), =9"(F(%))- F'(%o)
bo‘ladi.
<« g(y) funksiyaning y, nugtada g'(y,) hosilaga ega bo‘lganligidan
9(Y)—9(Yo) =9'(Yo) - (Y = Yo) +a- (Y- o)
bo‘lishi kelib chigadi, bunda
y=1(x), yo=1(x;) va y—>y,da aa—>0.
Keyingi tenglikning har ikki tomonini x — X, ga bo‘lib topamiz:
9(FOD=0(F 06D _ 1y TOI=T00) | T T0x),
X — X, X—X, X —Xq
Bundan x — x, da limitga o‘tib,

(9(f(x))), = 9'(F (X)) T'(Xo)

tenglikka kelamiz. »

3°. Teskari funksiyaning hosilasi. ([1], Lemma 10.4.1, Theorem 10.4.2,
262-bet) Aytaylik, y= f(x) funksiya (a,b) da berilgan, uzluksiz va gat’iy
o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lib, x, e (a,b) nugtada f'(x,) (f'(x,)=0)
hosilaga ega bo‘lsin. U holda x=f *(y) funksiya y, (y,= f(x,)) nugtada
hosilaga ega va
1

[ty = o0

bo‘ladi.
<4Ravshanki,
f(X)— (%) = F'(Xg)(X=Xp) +a(X—X,)
bo‘lib, x — X, da a — 0 bo‘ladi. Bu tenglikdan
Y=o = PO ) - o) |-l f ) - ()=

=120 o)L (%) + ]
ifodaga kelamiz. Bundan esa
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F ()~ f 7 (yo) 1

Y= Yo (%) ra

bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikda y — vy, da limitga o‘tib topamiz:

[t(y)], = f,(lxo)_ >

4°. Misollar. 1-misol. (x*) =ax“? bo‘ladi, € R, x>0.
<« Aytaylik, x>0 bo‘lsin. Unda f(x)=x* funksiya uchun

1+g ) -1
(X+ AX)* —x“ Y X
AX AX
X

bo'lib, Ax—0 da (x*) = ax“? bo‘ladi. »

2-misol. (ax) =a"Ina bo‘ladi, a>0, xeR.
<« f (x) =a*funksiya uchun

aX+AX _aX _ax aAX _1

AX AX
bo‘lib, Ax —0 da (a*) =a*Ina bo‘ladi. »

3-misol. (sinx) =cosx, (cosx) =—sinx boladi, xR,
<« f(x)=sinx funksiya uchun

. AX
sin(x + AX) —sin x 1 . AX AX sm? AX
=2-—-SIN—CO0Y X+ — |= Cog X +—
AX AX 2 2 2

bo‘lib, Ax—0 da (sin X)’ =cosx bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash
(cosx)' = —sin x bo‘lishi topiladi»
. 1 :
4-misol. (log, x)'=———bo‘ladi, a>0, a=1, x>0.
xIna

<« f(x)=log, x funksiya uchun

X

|09a(X+AX)—|09a(X):i|Og (1+g]:1|09 (1+g]Ax
Ax @ x) x ° X

AX
bo‘lib, AX -0 da
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1 1
log. X)'==log.,.e=——
(log, x) . Ja na

1
bo‘ladi. Xususan, (Inx)'== bo‘ladi. »
X

5-misol. (arctgx)'zL2 bo‘ladi.
1+Xx

«dTeskari  funksiya hosilasini  hisoblash ~ formulasiga  asosan
(y =arctgx, x=tgy)
» 1 1

y'=(arctgx)'= N cos” y
(tgy)' 1+tg%y 1+ x?
bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash,
(arcsinx)'= 1 (xe(-1,1),
1-x
(arccosx)'= — ! (xe (-1 1)),
1- x>
(arcctgx)'=— 5
+ X

bo‘ladi.
6-misol. Faraz qgilaylik,

y=[eol”  @e)>0)
bo‘lib, u'(x) va v'(x) lar mavjud bo‘lsin. U holda

[ueo1®) =fueo]® -{v'(x) Inu(x) + E ;u (x)}

bo‘ladi.
<« Ushbu y = [u(x)]"™ ni logarifmlab,
Iny=v(x)Inu(x),
so‘ng murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib

topamiz:
1y =Vv'(X)-Inu(x) + v(x) - 1 u'(x),
y u(x)
y'= y{v (X) - Inu(x) + v(x) - E; u'( )}
=[u()]'™ -{v'(x) In u(x) + V&), (x)}
u(x)
Bu,
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(u")' =u’-Inu-v+v-u't.u. (3)
tenglikdan, y =u" funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi qoidasi kelib
chigadi: y = u"funksiyaning hosilasi ikki qo‘shiluvchidan iborat bo‘lib, birinchi
go‘shiluvchi u ni ko‘rsatkichli funksiya deb olingan hosilasiga (bunda asos
u(x) o‘zgarmas deb garaladi) ikkinchi qo‘shiluvchi esa u’ ni darajali funksiya
deb olingan hosilasiga (bunda daraja ko‘rsatkich v(X) o‘zgarmas deb qaraladi)
teng bo‘ladi.

7-misol. Ushbu
f(x)=x*, g(x)=x*

funksiyalarning hosilalari topilsin.
<« (3) formuladan foydalanib topamiz:

f'(x)= ( X)'_xx-Inx+x-xx‘1:x"(lnx+1),
gu)( ) W> W%mxwxm+fuyﬂw4=
x*—1

“Inx- (x (Inx+1))+x SXT T =

=X (x¥ In x(In X +1) +1). >
5°. Hosilalar jadvali. Quyida sodda funksiyalarning hosilalarini

ifodalovchi formulalarni keltiramiz:
1. (C)'=0, C=const.

2. (x*)=a-x**, aeR, x>0.

><II

(x")=nx"?', neN, xeR.
3. (@*)'=a"Ilna, a>0, a=1, xeR
e*)=e*, xeR

4. (log, x) =——, a>0, a=l x>0.

(log, |x|) =——, a>0, a=1 x=0.

| ==, 0.
(In|x]) o X7

5. (sinx)'=cosx, XxeR.
6. (cosx)'=—sinx, xeR.

7. (tgx)'= 12 , x¢£+n7z, nelZ.
COS” X 2
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8. (Ctgx)'=————, X#Nnz, nelZ,
sin“ x
9. (arcsinx)'= L .| x|<1
1-x?
, 1
10. (arccosx)'=— , x|kl
1-x?
11. (arctgx)'= >, XeR
1+
12. (arcctgx)'=— -, XeR
1+Xx
13. (shx)'=chx, xeR.
14. (chx)'=shx, xeR.
1
15. (thx)'= , XeR.
(th) ch?x
16. (cthx)'=— , X=#0.
(cthx) sh?x
Mashglar

1. Aytaylik, f(x) funksiya (—a, a)c R da berilgan va f'(x) hosilaga
ega bo‘lsin. Agar f(X) juft funksiya bo‘lsa, f'(x) ham juft funksiya bo‘lishi
isbotlansin.

2. f(x) funksiya R da berilgan bo‘lib, f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.
Qanday nugtalarda | f (x) | funksiya hosilaga ega bo‘ladi?

3. Ushbu
#a(1))
murakkab funksiya hosilasini hisoblash goidasi topilsin.

Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
2. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,

Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1
t. M. «<FIZMATLIT», 2001.
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Glossariy

Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz gilaylik, y= f(x) funksiya
X cR to‘plamda, g(y) funksiya {f(x)|xe X} to‘plamda berilgan bo‘lib,
X, € X nugtada  f'(x,) hosilaga, Yo €{f(X)| xe X} nugtada
(yo=1(x,)) g'(y,) hosilaga ega bo‘lsin. U holda g( f(x)) murakkab
funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(9(F (), =9'(F(Xe))- F'(Xo)
bo‘ladi.

Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y= f(x) funksiya (a,b) da
berilgan, uzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lib, x, <(a,b)
nugtada f'(x,) (f'(X,)#0) hosilaga ega bo‘lsin. U holda x = f *(y) funksiya
Yo (Yo = f(X,)) nugtada hosilaga ega va

[t 2] =

1
f'(Xo)
bo‘ladi.

Keys banki

19-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: f(x) funksiya R da berilgan bo‘lib, f '(x)
hosilaga ega bo‘lsin. Qanday nuqtalarda | f (X)| funksiya hosilaga ega bo‘ladi?

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo"lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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19-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
y = x* —4x
parabolaga abssissasi X=1 bo‘lgan nugqtada o‘tkazilgan wurinma va

normalning tenglamalari topilsin.
<4 Abssissasi x=1 paraboladagi nugtaning ordinatasi y =-3 bo‘ladi.

Parabolaga (1 ,y— 3) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini
topamiz:
y' =2x—4, y'(1)=-2
Demak, urinmaning tenglamasi
y+3=-2(x—1),ya’ni 2x+y+1=0,
normalning tenglamasi esa

y+3=%(x—l),ya’ni X—2y—-7=0

bo‘ladi.»
2-misol. Ushbu
12y = x°
kubik parabola bo‘yicha xarakat gqilayotgan nugtaning koordinatalaridan
qaysi biri tezroq o ‘zgaradi?
<Qaralayotgan x va y larning t vaqtning funksiyasi deb topamiz:

12V _ 30 &
dx
Bu tenglikdan
dy ok _x*
dt "dt 4

bo‘lishi kelib chigadi.

Ravshanki, bu tenglikning chap tomonidagi nisbat nugta ordinatasining
o‘zgarish tezligining shu nuqta abssissasining o‘zgarish tezligiga nisbatidan
iborat bo‘lib, u |x|< 2 bo‘lganda birdan kichik, [x|=2 bo‘lganda birga teng,
x| > 2 bo‘lganda esa birdan katta bo‘ladi. Demak,

1) —2<X<2 bo‘lganda nuqtaning ordinatasi uning abssissasiga
garaganda sekinroq o°‘zgaradi;

2) X =22 bo‘lganda abssissasi hamda ordinatasining o‘zgarish tezligi bir
hil bo‘ladi;

3) Xx<—-2 va Xx>2 bo‘lganda nuqtaning ordinatasi uning abssissasiga
qaraganda tezroq o‘zgaradi.P>
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Hosilalar jadvalidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning hosilalari

topilsin.
2X 1+Xx—x?
1.v = 6y=—=—"_
Y=1o% y 1—X4+ X
2.y =(1+xN2+x?%3+x° 7.y =1 -x)"(L+x)"
X 1+ x°
Yy=—"F—— =
a’ —x° 8y 1-x°
2 2
4.y =log, 2* 9.Y=(1Tx-sinx—¥-cosx}‘x
1, x*-1 1 1, x*
5 y==In 10.y = +=1In
LN Y AMr+xt) 4 1+x
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Ko‘rsatilgan nuqtalarda teskari funksiyalarning hosilalari topilsin:

1 6 COS X 1

972' =X+_X51 =Ol =— 973. =2X_—l =——

y 5 y y 5 y > Yy 5
974.y =0,1x+e’™, y=1 975.y =2x* —x*, x>1, y=0

976.y =2x* —x*, 0<x<1, y=%

Teskari funksiyaning hosilasi topilsin, ularning aniglanish sohalari

ko‘rsatilsin.
977.y=x+Inx, x>0 978.y =x+¢*
2
979.y = -, X<0 980.y =chx, x>0
1+x

Parametrik ko‘rinishda berilgan y = y(x) funksiya uchun y’ topilsin.
981.x=sin’t, y=cos’t, O<t<g 982.x=e7", y=t3, —co<t<+oo

984.
983.x=acost, y=bsint, O<t<m
x=a cht, y=b sht; —o<t<0

3
985.x =t + 6t +5, y=t t54’ O<t<+o0

986.x = (t—1)2(t-2), y=(t-17(t-3) §<t<+w
987.x=a(t—sint), y=a(l-cost), —co<t<+o0

988.x = Insin%, y=Insint, O<t<m

Uyga vazifa uchun misollar.
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1 1+x +k 1+ xvk
= In + In
1-k 1-x 1-k 1-xvk

2. y=+Xx+1 In(1+\/x+ )
3. y=|n(x+\/x2+1)

4. y=x|n(x+ JX? +1)— Ix? +1

(0<k<1)

5. y=x|n2(x+\/1+ xz)— 21+ X’ In(x+ V14 x2)+ 2X

2
6. y=§\/x2+a2 +%In(x+\/x2+a2)

7. yo_ L jpiatx/b (@a>0,b>0)
ZJa_ ﬁ x+/b
2 | 2
8. =2+§X \/1—x2+3lnu
X X

X
9. y=Intg—
y 92

10.y = |ntg(§+ g)

11.y = %ctgzx+ Insinx

1-sinx
12.y =In S_
1+sinx
COS X 1+ cosx
13.y=———>—+In -
2sin“ X SinXx
b+acosx++b?—a?-sinx
14.y =In (0<lal<b])
a+bcosx

15.y=l(ln3x+3ln2x+6lnx+ 6)
X

1 1 1
16.y =
4x*  x  16x*
0'zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 316




MATEMATIK ANALIZ 2016

17.y=g-(1—3\/1+x2)+ 3In(1+3\/1+x2)
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Test

!

1) Hosilasi hisoblansin. (x*°+cosx) =2

A) 2016x°" —sin x
B) 2016x** —sin x
C) 2016x** +sinx
D) 2016x** —sin x

2) Hosilasi hisoblansin. (arctgx+arccosx)' =7
1 1
14x2 J1-x2
1 N 1
1+x* 1-x?
1 1
1-x N
1 1

D _
) +x* 1+%°

3) Hosilasi hisoblansin. (e* +arcsinx) =2
1
1-x°
1
1-x?
1

1+ X2
1

J1-x2

4) Hosilasi hisoblansin. (tgx-+cosx) =?

A)

B)

C)

A) e+

B) e*+

C) e+

D) —e* +

C)

+sin X

sin? x

D) - +sin x

cos? x

!

5) Hosilasi hisoblansin. (x*¢-cosx) =?
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A) 2016x™" -cos x — x> -sin x
B) 2016x*°-cos x+x**® -sin x
C) 2016x°°*°-cosx —x**° -sin x
D) 2016x™" -cosx —x**sin x

!

6) Hosilasi hisoblansin. (x*°.cos2x) =

A) 2016x™" -cos 2x —2x*® -sin 2x
B) 2016x**°-cos2x+x**® -sin2x
C) 2016x°°*°-cos2x —2x°" -sin x
D) 2016x** -cos2x —2x** sin 2x

!

7) Hosilasi hisoblansin. ((x+1)"-sin2x) =

2015

2016
1)" " -cos2x

A) 2016(x+1)

2016

-sin2x+2(x+
( -C0S 2X

x+1)

2016

(
B) 2016(x+1)"" -sin2x—2
(

C) 2016(x+2)" " -sin2x+2 -C0S 2X

)2015

(x+1)
( )2016

D) 2016(x+1)" -sin2x+2 -C0OS 2X

)2016 X 4

8) Hosilasi hisoblansin. (tg(3x+1)) =
A >
cos“(3x+1)
1
B) cos®(3x+1)
C) —3—
cos“(x)
D) _+
cos“(3x+1)

!

9) Hosilasi hisoblansin. (cos(3x+1)-x) =?
A) —3x-sin(3x+1)+cos(3x+1)
B) 3x-sin(3x+1)+cos(3x+1)
C) —3x-sin(3x+1)—cos(3x+1)
D) —3x-sin(3x—1)+cos(3x—1)

10) Hosilasi hisoblansin. (arcctgx)'=?
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1

1 1
1+x° D) -

- C
A) ) 1+ X 1+ x°

1-x?
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20-mavzu. Funksiyaning
differensiali

20-ma’ruza

Reja

1°. Funksiya differensiali tushunchasi.
2°. Funksiya differensialining sodda goidalari.
3°. Funksiya differensiali va tagribiy formulalar.

([1], 6.differential calculus, 185-bet ) 1°. Funksiya differensiali
tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib,
X, € (8,b), X, +Axe(a,b) bo‘lsin.

Ma’lumki, A f(x,)= f(x,+Ax)— f(X,) ayirma f(x) funksiyaning X,
nuqtadagi orttirmasi deyiladi.

1-ta’rif. Agar A f(X,) ni ushbu

A f(Xy) =A - AX+ aAX
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugta-da
differensiallanuvchi deyiladi, bunda A=const, Ax—0,da a — 0.

Teorema. f(x) funksiya x € (a, b) nugtada differensial-lanuvchi bo‘lishi
uchun uning shu nuqgtada chekli  f'(x) hosilaga ega bo‘lishi zarur va etarli.

<« Zarurligi. f(x) funksiya x e (a, b) nugtada differen-siallanuvchi
bo‘lsin. Ta’rifga binoan,

A f(X) = A- AX + aAX
bo‘ladi, bunda A=const, Ax—>0,da « — 0.
Bu tenglikdan foydalanib topamiz:

ATO) _pyg
im 27 _im A+ )= A
Ax—0  AX AX—0

Demak, f'(x) mavjudva f'(x)=A.
Etarliligi. f(x) funksiya xe(a, b) da chekli f’(x) hosila-ga ega
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra
£1(x) = lim F(x+Ax) - f(x) _ lim A f(x)

AX—0 AX Ax—0  AX
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bo‘ladi. Agar
A T(X)

- f'(x) =
~ (X)=«a

deyilsa, undan

A T(X) = f'(X)- AX+ aAX
bo‘lishi kelib chiqgadi, bunda Ax—>0 da «a —0. Demak, f(x) funksiya
differensiallanuvchi.»

([1], 6.differential calculus, 185-bet ) 2-ta’rif. Funksiya orttirmasidagi
f'(x,)-Ax ifoda f(x) funksiyaning x, nuqtadagi differensiali deyiladi va
df (x,) kabi belgilanadi:

df (Xo) = T '(Xp) - AX..

Aytaylik, x e (a, b) nugtada differensiallanuvchi  f(x) funksiyaning

grafigi 6-chizmada tasvirlangan egri chizigni ifodalasin:

0 x x+hAx x

6-chizma.
Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki,

DC

— =10«

AC

bo‘lib, DC =tga - AC = f'(X)- Ax bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiyaning x nugtadagi differensiali funksiya grafigiga
(%, f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi DC ni ifodalar ekan.

Faraz gilaylik, f(x)=X, xe&R bo‘lsin. Bu funksiya differensiallanuvchi
bo‘lib, df(x)=(x)'-Ax=Ax, ya’ni dx=Ax bo‘ladi. Demak, (a,b) da
differensiallanuvchi f(x) funksiya-ning differensialini

df (x) = f'(x)-dx
ko‘rinishda ifodalash mumkin.

([1], 6.differential calculus, 175-bet )Endi sodda funksiyalarning
differensiallarini keltiramiz:

1. d(x*)=ax*tdx, (x>0);
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N

. d@%)=a*-lna-dx, (a>0, a=1l);
d(Iogax)zllogaedx, (x>0, a>0, a=l),
X

d(sin x) = cosxdx;
d(cosx) = —sin xdx;

o ok w

d(tgx) = ———dx,  (x=Z+kz, k=0 21 .);
COS” X 2

7. d(ctgx) =—

——dx, (x=kz, k=011 ..);
sin“ x

1
V1-x2

! dx, (-1<x<1);
1-x?

10. d(arctgx) = ! 5 dx;
1+x

8. d(arcsinx) =

dx, (-1<x<1);

(o]

. d(arccosx) =—

dx:

11. d(arcctgx) = — 1 5
1+X

12. d(shx) = chxdx;
13. d(chx) = shxdx;

14. d(thx) = dx;

ch?x
1
15. d(cthx)_—shzx
2°. Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz gilaylik, f(x) va
g(x) funksiyalari (a,b) da berilgan bo‘lib, xe(a,b) nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x € (a, b) da
1) d(c- f(x)) =cdf (x), c=const;
2) d(f (x)+g(x)) = df (x) +dg(x);
3) d(f()g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x);
" d( f (X)J _ 9008 00 = 10009 (44 )
9(x) 9°(x)

dx (x=0)

bo‘ladi.
Bu tasdiglardan birini, masalan 3)-sini isbotlaymiz.
<4Ma’lumki,

d(f(x)9(x)) = (f(x)g(x))"dx.
Agar
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(F()9())" = £'(x)g(x) + f(x)g'(x)
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda quyidagi tenglikka kelamiz:
d(f(x)9(x) = (F'(x)g(x) + f(x)g'(x))dx =
=g(x) f'(x)dx + f(x)g'(x)dx = g(x)df (x) + f(x)dg(x).»

Faraz qilaylik, y= f(x) funksiya X R to‘plamda, g(y) funksiya
Y o{f(x): xe X} to‘plamda berilgan bo‘lib, f'(x) va g'(y) hosilalarga ega
bo‘Isin. U holda

d(g(f(x)))=9'(f(x))-df (x)
bo‘ladi.

< Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib
topamiz:

d(g(f () =[g(f ()] dx=g'(f (x))- F'(x)dx = g'(f (x))-df (x).»>

1-misol. Ta’rifdan foydalanib, ushbu f(x)=x-3x* funksiyaning x, = 2
nuqtadagi differensiali topilsin.

<« Bu funksiyaning x, =2 nuqtadagi orttirmasini topamiz:

Af(Q)=F@R+A)-f(2Q)=2+Ax-3Q2+AX)? -2+12=
= —11- AX—3AXx* = —11- AX + (=3AX) - AX.
Demak, d f(2) =-11-dx. »

([1], 6.differential calculus, 185-bet ) 3° Funksiya differensiali va
taqribiy formulalar. Funksiya differensiali yordamida taqribiy formulalar
yuzaga keladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, X, € (a, b) nuqgtada
chekli f'(x,) hosilaga (f'(x,) = 0) egabo‘lsin. U holda Ax — 0 da

A T(Xy) = (%) AX+ 0(AX)
bo‘ladi.

Ayni paytda, f(x) funksiya x, nuqtada differensial-lanuvchi bo‘lib,
uning differensiali

d f (X)) = f'(Xp)-AX
bo‘ladi.

Ravshanki,

A £ (%) —df (xg) = o(AX)
bo‘lib, Ax — 0 da

A f(Xy)—df (xg) 0
AX
bo‘ladi. Natijada
A f(X) = df (%),
ya’'ni
f(Xg +AX) = T(Xy)+ /(%) AX Q)

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 324




MATEMATIK ANALIZ 2016

tagribiy formula hosil bo‘ladi. (1) formula x, €(a,b) nuqta-da
differensiallanuvchi  f(x) funksiyaning X, nuqtadagi orttirmasi A f(x,) ni
uning shu nuqtadagi differensiali df (x,) bilan almashtirish mumkinligini

ko‘rsatadi. Bu almashtirishning mohiyati funksiya orttirmasi argument
orttirmasining, umuman aytganda murakkab funksiyasi bo‘lgan holda, funksiya
differensiali esa argument orttirmasining chiziqli funksiyasi bo‘lishidadir.

(1)formulada Ax = x—x, deyilsa, unda

FO) = F(X)+ /(X)X —Xp) (2)

bo‘ladi.

2-misol. Ushbu sin 29° miqdor taqribiy hisoblansin.

<« Agar f(x)=sinx, x,=30° deyilsa, unda (2) formulaga ko‘ra
J3 2

=05-2. %~ 0,4848

sin 29° ~ 5in 30° + cos 30° - (29° ~30°) - 2% 0
360 2 360

bo‘ladi. »
Ma’lumki, X, €(a,b) nuqgtada differensiallanuvchi f(x) funksiya

grafigiga (x,, f(X,)) nuqtada o‘tkazilgan urinma-ning tenglamasi quyidagi
ko‘rinishda yoziladi:

y=f(X)+ f'(X)(X—X%o)-
Demak, (2) tagribiy formula geometrik nugtai nazardan, f(x) funksiya
ifodalagan egri chizigni x, nugtaning etarli kichik atrofida shu funksiya
grafigiga (x,, f(X,)) nuqtada o‘tkazilgan urinma bilan almashtirilishi
mumkinligini bildiradi.

(2) formulada x, =0 deyilsa, u ushbu

f(x)= f(0)+ f'(0)x (3)
ko‘rinishga keladi.

f(x) funksiya sifatida (1+x)*, ~v1+x, e*, Inl+x), sinx, tgx
funksiyalarni olib, ularga (3) formulani qo‘llash natijasida quyidagi taqribiy
formulalar hosil bo‘ladi:

1+ X)* =1+ aX,

V14X z1+%x,

e* =1+,
In(1+ x) = X,
Sin X = X,
tgx = X.
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Mashglar

1. Aytaylik, u va vlar differensiallanuvchi funksiya-lar bo‘lib, ularning
differensiallari du va dv bo‘lsin. Unda ushbu

u
y =arctg— + Inyu? +v?
v

funksiyaning differensiali topilsin.
2. Ushbu

1
xarctg—, arap x=0 Oynca,
X

F(x)=
0, arap X=0 0Oyca
funksiya x, =0 nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladimi?

3. Ushbu
J12, 102, /1,002
migdorlarning taqgribiy giymati topilsin.

Adabiyotlar
1. Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008.
2. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan marizalar, I q. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1
t. M. «kFIZMATLIT», 2001.
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Glossariy

Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
(a, b) da berilgan bo‘lib, X, € (a,b), X, +Ax € (a,b) bo‘lsin.
Ma’lumki, A f(x,)= f(x,+Ax)— f(X,) ayirma f(x) funksiyaning X,
nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
1-ta’rif. Agar A f(X,) ni ushbu
A f(Xy) = A- AX+ aAX
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqta-da
differensiallanuvchi deyiladi, bunda A=const, Ax—0,da a — 0.
2-ta’rif. Funksiya orttirmasidagi f '(x,)-Ax ifoda f(x) funksiyaning x,
nuqgtadagi differensiali deyiladi va df (x,) kabi belgilanadi:
df (Xo) = F'(Xp) - AX.
Aytaylik, x € (a, b) nugtada differensiallanuvchi  f(x) funksiyaning
grafigi 6-chizmada tasvirlangan egri chizigni ifodalasin:

Keys banki

20-keys. Masala ortaga tashlanadi: Ushbu

1
xarctg—, arap X=0 OVica,
0, arap X=0 0Oyica

funksiya x, =0 nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladimi?

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo"lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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20-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu

X . 3
f{x)=cos—+sin—
(x)= cos 2 +sin~
funksiyaning differensiali topilsin.

<4 Bu funksiyaning differensialini (2) formuladan foydalanib topamiz:

df (x)=d cosX4sin> | =[ cosX 4sin> | -dx =— 1sin§+%cos§ dx . »
3 X 3 X 3 3 X X

2 -misol. Agar u=u(x), v=v(x) differensiallanuvchi
funksiyalar bo‘Isa,

u
y = arctg—
Y

ning differensiali topilsin.
<«Differensial shaklining invariantligi xossasidan foydalanib topamiz:

u 1 u 1 vdu —udv  vdu —udv
dy=d(arctg—)=—2d(—)= 2" 2 =2 2
V u \Y; u \Y; us+v
1+() 1+()
\Y; \Y;
3—-misol. Ushbu
o =417

migdorning taqribiy giymati topisin.
< (3) formulada
f(x)=4x, x=17, x,=16 deyilsa, unda Ax=x—x, =1 bo‘lib,
Y17 mf(x,)+ F'(x, )- Ax = 2+ 3_12.1 - % ~ 2,031
bo‘ladi. Demak, a.=2,031.»
Funksiya differensiali topilsin:

1060.y = 1061y = arctgX  (a=0)
X a a
1 —

1062.y = — In[*—2 1063.y = In‘x+\/x2+a‘
2a |X+a

1064.y = arcsing (a=0)
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Differensial topilsin:

1065.d(e™ + Inx) 1066. d{vx + 21/x + Vx )
1067.d(2%* (31nx - 2)) 1068.d(arccose* )

1069.d|n(\/1+ 2sinX ++/2sinx — 1) 1070. d(SSh (35) + 7sh (35))

1071.df AEINX ),y [1=X 1072.d In2XYSINX | oarctgysinx
V1= x> 1+x 1—+/sinx

1073.d{x**)

Ko‘rsatilgan nuqtalardagi differensial topilsin:

1074.d( Inx—l), x=-1 1075.d(arctg|n—x} x1=}, X,=¢e
X X X e
2x—1)°/2+ 3x X 2%
1076.d ( , Xx=0 1077.d , X =1, X, =2
( (5x+4)31-x J ( X" ' :

Agar U, 9, ® lar x ning differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsa,

y = y(x) funksiyaning differensiali topilsin:

u 1
1078.y = US® 1079.y = — 1080y = —=
Y Y 9’ Ju? +9?
1081.y=arctg§ 1082.y = In/u? + 92
Topilsin:
1083.

d(sinx)

d (sinx
E(%)(Xs o6 Xg) 1084.5()?)(7) 1085. d(COS X)
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d(arcsinx)
d(arccos x)

1086, 9(t9%) 1087.
d(ctgx)

Quyidagi oshkormas yoki parametrik ko‘rinishda berilgan y = y(x)

funksiyaning ko‘rsatilgan nuqtadagi differensiali topilsin:

1089

1088.y°% —y =6x?, (1;2
y*-y=6x*, (12) x* +y*—8x2—10y? +16=0, (1;3)

1090.y° +x* =xy?, (X4;¥,) 1091.x+yIny =0, (X5;¥,)

X

1093, xe(yz_l] —2y=0, (42)

1094.3°™ —3x(y—m)-1=0, (L;x)  1095.4xy°+In3| . j via 0, (£0)
1096.x = (t—1)(t-2), y=(t-1)(t-3), (4,0)

1007.x= & y=(t-1) ¢ (—i-i)
. t 1 1 \/614\/5

1092.xy —/xy* +6 =0, (2;1)

Funksiya orttirmasini differensial bilan almashtirib, quyidagi giymatlar

taqribiy hisoblansin:

1098.3/1,02 1099.5in29° 1100.cos151°
1101.arctgl,05 1102.1g11

0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 331




MATEMATIK ANALIZ 2016

Test

1)Differensial hisoblansin. d(x**°)=?
A) 2016x**"dx
B) 2016x***°dx
C) 2015x**dx

D) —2016x"dx
2)Differensial hisoblansin. d(cosx+tgx) =?

A) | —sinx+ ! jdx
cos® X

2

] 1
B) | —sinx— dx
) cos? x)

C) | —sinx+ _12 jdx
sin? x

D) (—cosx+ 12 jdx( )

COS™ X
3)Differensial hisoblansin. d(cos2x+e*)="?
A) (—sinx+2e*) dx

B) (sinx—2e)dx
C) (sinx+2e")dx

D) (sin x+e2x)dx
4)Differensial hisoblansin. d(cos2x-e™) =2
A) (—Zsin 2x-e2x+2c052x-e2X)dx

B) (-2sinx-e” +2cos2x-e” ) dx

C) (—2sin2x-e* +cosx-e™ ) dx

D) (-2sinx-e” +2cos x-e™ )dx
5)Differensial hisoblansin. d(x**®-e*) =2
A) X2016 .d (e2x)+e2x .d (X2016)

B) %2016 (ezx)+ezx . x206 (X)
C) x™*.d(e”)+e™-2016-x™ d(x)

D) x®°.e2.d (x)+€> 2016 X2 .d (x)
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6)Differensial hisoblansin. d(x**-cosx) =2
A) x**.d (cosx)+cosx-d (X"
B) x**°.d(cosx)+cosx-2016-x**° -d ()
C) —x*"*.sinx-d(x)+cosx-2016-x*° -d (x)

D) —x**.sinx-d(x)—cosx-2016-x***-d (x)
7)Differensial hisoblansin. d(cosx)="?

A) —sinx-d(x)

B) sinx-d(x)

C) sinx

D) —sinx
8)Differensial hisoblansin. d(In(2x+1)) =?

2
A) md(x)
1
B) md(x)
2
C) —md(x)
2

D)
2X+1
9)Differensial hisoblansin. d(x+cosx-ctgx) =?

A) | 1-sinx-ctgx — Coszxjd(x)
sin? x

B) | 1+sinx-ctgx— coS X

sin? x

jd(x)

C) | 1-sinx-ctgx + cos X jd(x)

sin® x
D) £1+sin X - CtgX + C_Ozxjd(x)
sin® x
10)Taqribiy hisoblang. sin29° =?
A) 0,4848
B) 0,4747
C) 0,4546
D) 0,4948
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21-mavzu. Funksiyaning yuqori
tartibli hosila va differensiallari

21-ma’ruza

Reja

1°. Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari.
2°. Funksiyaning yugqori tartibli differensiallari.
3°. Differensial shaklining invariantligi.

([1],6.8 Higher-order derivatives, 187-bet) 1°. Funksiyaning yugqori
tartibli hosilalari. Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,

vxe(a,b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bu f’(x) funksiyani g(x) orqali
belgilaymiz:
g(x)=f'(x) (xe(ab)).

1-ta’rif. Agar X, €(a, b) nugtada g(x) funksiya g'(x,) hosilaga ega
bo‘lsa, bu hosila f(x) funksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi
d?f(x,)

dx?

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) ning 3-tartibli f"(x), 4-tartibli " (x) va
h.k. tartibli hosilalari ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning n—tartibli hosilasi f ™ (x) ning hosilasi
f (x) funksiyaning (n+1) —tartibli hosilasi deyiladi:

£ (x) = (£ ™ (x)).

Odatda, f(x) funksiyaning f''(x), f"'(x), ... hosilalari uning yugori
tartibli  hosilalari deyiladi. SHuni ta’kidlash lozimki, f(x) funksiyaning
X € (a, b) da n-tartibli hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shu nugta
atrofida 1-, 2—, ..., (n—21) —tartibli hosilalari mavjudligini tagqoza etadi. Ammo

bu hosilalarning mavjudligidan n—tartibli hosila mavjudligi, umuman aytganda,
kelib chigavermaydi.
Masalan,

deyiladi va f"(x,) yoki kabi belgilanadi.

funksiyaning hosilasi f'(x)=|x| bo‘lib, bu funksiya x=0 nuqtada hosilaga

0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 334



MATEMATIK ANALIZ 2016

ega emas, ya’'ni berilgan funksiyaning x =0 da birinchi tartibli hosilasi mavjud,
ikkinchi tartibli hosilasi esa mavjud emas.

1-misol. f(x)=a* bo‘lsin, a>0, xeR. Bu funksiya uchun

(@) =a"Ina,
(@*)"=(a*Ina)’ =a*(Ina)?,
umuman
@)™ =a*(na)" (1)
bo‘ladi. (1) munosabatning o‘rinli bo‘lishi matematik induksiya usuli bilan
isbotlanadi.

2-misol. f(x) =sin x bo‘lsin. Bu funksiya uchun

(sinx)" =cosx = sin(x + %)

(sinx)" = (cosx)' = —sinx = sin(x - 2%)

Umuman,
(sinx)™ = sin(x + n%)

bo‘ladi.
SHunga o‘xshash,

(cosx)™ = cos(x + ngj

bo‘ladi.
3-misol. f(x)=x% bo‘lsin, x>0, a < R.Bu funksiya uchun
(x7) = ax“?,
(x*)" = (ax“ ") = a(a -1)x*?,
umuman,
X)) = g(a@-D(@—-2)...a —n+)x*"
bo‘ladi.

Xususan, f(x)= % (x> 0) funksiya uchun

(l)(n) _ (_1)n n!

X X

bo‘lib, undan

(In X) (n) — (_1) - (n _1)I
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bo‘lishini topamiz.
Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da berilgan bo‘lib,

Vvxe(a, b) da f™ (x) va g (x) hosilalarga ega bo‘Isin. U holda:
1) (c- F(x)™=c- f™(x), c=const;
2) (fO)+ g(X))(”) fx)£9™(x);

3) (F(x)-g(x)™ = ZCrf £ 9" (x) ()
k=0

(C:]( _ n(n—l)..l.((!n—k-i-l))’ f(o)(X) _ f(X)

bo‘ladi.
<« Bu tasdiglardan 3)-sining isbotini keltiramiz. Ravshanki, n=1 da (2)
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Aytaylik, (2) munosabat n—1 da o‘rinli bo‘lsin:

(F00-900)" = ¢, 199 g+ (x).

k=0
Keyingi tenglikni hamda

Cra+ G =Gy
bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:

(19900 =((F (9 9(x )[zck (O ”‘H)(x)j:

= STCE (F (gm0 )+ £09 (0™ (1)) = C, £ (99 () +

k=0

n-1
+ Z(Cﬁ—l + Cr|1(—1) f (x)g (n=H) (x) + Cr|1(—_1l f ™ (X)g(x) =
k=0

—ZC f & (x)g"™ (x) »

Odatda, (2) Leybnits formula3| deyiladi.
4-misol. Ushbu

y = x% c0s2x
funksiyaning n—tartibli hosilasi topilsin.
<«Leybnits formulasida f(x)=cos2x, g(x)=x> deb olamiz. Unda bu
formulaga ko‘ra, ayni paytda g(x) =x* funksiya uchun k > 2 bo‘lganda
g0 =" =0 (k>2)
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

Ravshanki,
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(cos2x)™ =2" cos(Zx +n %)
(cos2x)(" P = 2" co{Zx +(n-1) %) =2t sin(Zx + n%) ,

(c0s2x)™2 = 22 cog 2x+ (N—2) % | =—2"  cog 2x+n” |.
2 2

Demak,

(x? cos2x)™ =2 [Xz - n(n4_1)Jcos (2x+ an+ 2" nxsin (2x+ an >

([1]1,6.8 Higher-order derivatives, 187-bet)2°. Funksiyaning yuqori
tartibli differensiallari. Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,

Vxe(a,b) nuqgtada f"(x) hosilaga ega bo‘lsin. Ravshanki,  f(X)
funksiyaning differensiali
df (x) = f'(x)dx (3)
bo‘lib, bunda dx = Ax funksiya argumentning ixtiyoriy orttirmasi.
2-ta’rif. f(x) funksiyaning X e(a, b) nuqgtadagi dif-ferensiali df (x)
ning differensiali  f(x) funksiyaning x e (a, b) nugtadagi ikkinchi tartibli
differensiali deyi-ladi va d?f (x) kabi belgilanadi:
d?f(x) = d(df (x)).
Xuddi shunga o‘xshash, f(x) funksiyaning uchinchi d*f(x), to‘rtinchi
d*f(x) va hk. tartibdagi differensiallari ta’riflanadi.
Umuman, f(x) funksiyaning n-—tartibli differensiali d"f(x) ning
differensiali f(x) funksiyaning (n+1) —tartibli differensiali deyiladi:
d™ f(x)=d(d" f(x)).
5-misol. Ushbu
f(x)=xe™
funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.
<« Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differen-sialini ta’rifiga ko‘ra
topamiz:
d?f(x)=d(df (x))=d(d(xe ™)) =d(xde ™ + e *dx) =d(-xe *dx + e *dx) =
=—d(xe *)dx + (de *)dx = —(xde ™ +e *dx)dx —e *(dx)? = xe ¥ (dx)? —
= x-e7*(dx)’ —e*(dx)? —e ¥ (dx)? = (x—2)e *(dx)%. »
Differensiallash goidasidan foydalanib topamiz:
d?f (x) = d(df (x)) = d(f'(x)dx) = dx-d(F'(x)) = dx- f"(x)dx = f"(x)(dx)?, 4)
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d3f(x) =d(d?f(x)) = f"(x)(dx)°,

d"f(x) = f™x)(dx)"

Masalan, yuqgorida keltirilgan misol uchun
d?(xe™) = (xe )"(dx)? = (e —xe *)'(dx)? =
= —e* —xe *)(dx)? = (x—2)e *(dx)?
bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib, VX € (a, b)
nuqtada n—tartibli differensiallarga ega bo‘lsin. U holda:
) d"(c- f(x))=c-d"f(x), c=const;
2) d"(f(x)£g(x))=d"f(x)£d"g(x);
3) d"(f()-g0))=d"f(x)-g(x)+Crd""f(x)-dg(x)+
4. A+CKd" () -d*g(X) +...+ F(X)-d"g(x)
bo‘ladi.
Bu munosabatlarning 1), 2) — larning isboti ravshan. 3) — munosabatni
isbotlashda (2) formuladan foydalaniladi.
3°. Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, y= f(x) funksiya
(a, b) da differensiallanuvchi bo‘lib, X o‘zgaruvchi o‘z navbatida biror t
o‘zgaruvchining [«, ] da differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lsin:

x=o(t) (tela, £, x=9¢(t)<[a, b]).

y=f(x) = f(o(0))
bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali
dy = (f (o(1)))'dt = f'((t)) - @' (t)dt = T '(o(1)) - dp(t) = F'(x)dlx

bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. SHunday qilib, y = f(x) funksiyada x
o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror t o‘zgaruvchiga bohliq bo‘lgan
holda ham y = f (x) funksiya differensialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda
bu xususiyat differensial shaklining invariantligi deyiladi.

y = f(p(t)) funksiyaning ikkinchi tartibli differen-siali quyidagicha
bo‘ladi:

Natijada

d?y =d(df) =d(f'(x)dx) = df (x)-dx+ f'(x)-d(dx) =
= f"(x)-(dx)? + f'(x)d*x.
Bu munosabatni (4) munosabat bilan solishtirib ikkin-chi tartibli

differensiallarda differensial shaklining invariantligi xossasi o‘rinli emasligini
topamiz.
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Mashglar
1. Ushbu
f() = xP
funksiya x =0 nuqtada uchinchi tartibdagi hosilaga ega bo‘ladimi?
2. Ushbu

f (x) = (x—1)? sin xsin(x —1)
funksiyaning n—tartibli hosilasi topilsin (n > 2).
3. Agar y= f(x) funksiya n-tartibli hosilaga ega bo‘lsa,
d"f(ax+b)=a"f ™ (ax+b)- (dx)"
bo‘lishi isbotlansin.
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Glossariy

Funksiyaning yugori tartibli hosilalari. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
(a, b) da berilgan bo‘lib, Vx e (a, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bu f'(x)
funksiyani g(x) orqgali belgilaymiz:
g(x)=f'(x) (xe(ab)).
1-ta’rif. Agar X, €(a, b) nugtada g(x) funksiya g'(x,) hosilaga ega
bo‘lsa, bu hosila f(x) funksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi
d?f(x,)

X2

deyiladi va f"(x,) yoki

kabi belgilanadi.
Leybnits formulasi
(F0)-9(0)™ =3 CrfY00-9" (%)
k=0

(C:]( _ n(n—l)..l.((!n—k-Fl))’ f(o)(X) _ f(X)

2-ta’rif. f(x) funksiyaning X e(a, b) nuqgtadagi dif-ferensiali df (x)
ning differensiali  f(x) funksiyaning x e (a, b) nuqtadagi ikkinchi tartibli

differensiali deyi-ladi va d*f (x) kabi belgilanadi:
d?f(x) = d(df (x)).
Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, y= f(x) funksiya
(a, b) da differensiallanuvchi bo‘lib, X o‘zgaruvchi o‘z navbatida biror t
o‘zgaruvchining [, £] da differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lIsin:

x=op(t) (tela, pl. x=9p(t)<[a, b]).

y = f(x) = f(o(0))
bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali
dy = (f (o(1)))'dt = f'((t)) - @' (t)dt = f'(o(1)) - dp(t) = F'(x)dlx
bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. SHunday qilib, y = f(x) funksiyada x
o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror t o‘zgaruvchiga bohliq bo‘lgan
holda ham y = f (x) funksiya differensialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda
bu xususiyat differensial shaklining invariantligi deyiladi.

Natijada
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Keys banki

21-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar y = f(x) funksiya n-tartibli hosilaga

ega bo‘lsa,

d"f(ax+b)=a"f ™ (ax+b)- (dx)"
bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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21-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu

()=l

funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi topilsin.
<4 Aytaylik, x =0 bo‘lsin, Unda

x3, x>0,
; (X) _ arap
—x3, arap x<0
bo‘lib,
3x%, x>0,
. (x) _ arap
— 3x2, arap x<0
bo‘ladi.
Aytaylik, x =0 bo‘lsin. Bu holda ta’rifga binoan
3
— AX
£(0)= lim f0+49-1(0) _y;p, X
Ax—0 AX Ax—>0 AX

=0

bo‘ladi.

Demak, berilgan funksiya X ning barcha giymatlarida hosilaga ega bo‘lib,

f'(x) = 3xsignx

bo‘ladi.

Xuddi yugoridagidek, x # 0 bo‘lganda

f”(x)={6x’ arap X>0,
— 6%, arap X<0, x=0
bo‘lgan
#7(0)= lim f'(0+ax)-'(0) _ fim SAX’SignAX _
Ax—0 AX Ax—0 AX

bo‘lib, barcha X larda

f"(x)=6lx]
bo‘ladi. >

2-misol. Ushbu
2X+ 3
fX)=—F——
) x> —5X+6
funksiyaning n-tartibli hosilasi topilsin.
<Ravshanki,
2X+ 3 9 7

X2 —B5X+6 X—3 X-2

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 342




MATEMATIK ANALIZ 2016

bo‘lib,

(725%5) ) (L) s eoa P leen )

bo‘ladi. 3° dagi 4)—formuladan foydalanib topamiz:

A _ P il o _ (=) -n!
(-9f" =0 m-ay = 2
(-2 =y me-2ym = 0

( _ 2)n+1
Demak,

( 2% +3 )‘”) o= 71
X2 —b5x + 6 (X _ 3)n+1 (X _ 2)n+1

Faraz gilaylik, X o‘zgaruvchi va uning funksiyasi y lar biror yordamchi t
o‘zgaruvchi (parametr) orqali berilgan bo‘lsin:

x=o(t), y=w(t)
y ning X bo‘yicha hosilalari quyidagi formulalar yordamida topiladi:

dy
,_dy gt
Y= dx  dx
dt
dy’
o_ Y dt
y - dX - dl (2)
dt
dy"
m_dY" _ dt
y'= ax dx
dt

3—-misol. Parametrik ko‘rinishda berilgan ushbu

Xx=1+e", y=at+e™
funksiyaning uchinchi tartibli hosilasi topilsin.

<«4Bu funksiyaning hosilalarini (2) formuladan foydalanib topamiz:
Y= dy _dy dx_a-ae At

—at —2at .

=gt _gAt:
dx dt dt aeat

"_ dy’ dy dx _ 2ae™*' —ae at=2€_3at_ g-2at -
dx  dt dt ae™ ’

0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 343



MATEMATIK ANALIZ 2016

w_dy" _dy" dx _ 2ae?% — gge~*" _ pp-at

N —6e ™t p
dx dt dt ae

y

4-misol. Agar u, v, du, dv hamda d’u, d?v lar ma’lum bo°‘Isa,

dz(ﬂj topilsin.
\/

<« Ta’rif hamda sodda qoidalardan foydalanib topamiz:

dz(g)zd(d(gnzd(vdu —udv)= vd(vdu — udv)— (vdu — udv Jdv? _

v v v? v
v2(vd?u+dvdu —ud?v — dudv )— 2v(vdu —udv)dv
_ - _
“Laru- Yo 2 dudv + Mav2 e
v v v v
Ikkinchi tartibli hosila topilsin:
1
1103.y =x* +13x+11 1104.y =1+10x+ —
X
1105.y (1+ 31-x') 1106.y = cos’ x
V1-x°
1107.y =sh®x +ch?x 1108.y = In(x+\/x2 +1)
1-X
1109.y = arctg(x +UX+ 1) 1110.y = arctg N
1112.
2 —
1111.y=arCSinX2 Ux* +1 Y14+ x* +x
X“+1 y = 2arctg —1In
X Vi+x* —x
1113.y(0), y'(0) va y"(0) lar topilsin:
y =e"™ . cos(sinx)

Funksiyaning ikkinchi differensiali topilsin:
1114.y = (x? + x+ 1™ 1115.y = 2X + ctg2x

1116.y = x(cosInx +sinInx) 1117.y = X*
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Agar u=u(x), 8=9(x) - ikki marta differensiallanuvchi funksiyalar

bo‘lsa, d’y topilsin.

1118.y =u- 9 1119.y=%
1120.y =u™-9" (m va n-o‘zgarmas sonlar) 1121.y =a“
u
1122.y = InvVu? + 92 1123.y = arctgg
dy . ...
—=- topilsin:
ax? P
s ) t2 t3
1124.x=t>, y=t 1125.x = , Y=
Y 1+ T 1re
1126.x=Incost, y=Incos2t 1127.x=acost, y=Dbsint

1128.x=(1+coszt)sint, y=sin“tcost 1129.x=tcht—sht, y=tsht—cht

t

1130.x = —
1+t

1
=(t—1)" 1131.x=—, y=tgt-t
Y (t )e cost y=4

1132.x=sinlog, t, y=tglog,t 1133.x = 2%t y=23‘”2t

Oshkormas ko‘rinishda berilgan y = y(x) funksiya uchun y” topilsin:

1134.x* +y* =a° 1135.x* —y* =a’
X2 y2
1136. — + o= 1 1137y2 = 2pX
a~ b
1138.e*Y =x+vy 1139.e¥ —2Inx-1=0
1140.y — xtgln/x% +y2 =0 1141.y2 =’

Ko‘rsatilgan tartibdagi hosilalar topilsin:

OzMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 345




MATEMATIK ANALIZ 2016

1142,y =x(2x-1) (x+3)’; y© vay® 1143.y= im; y"
X
2
1144,y = /x; y©o 1145.y = _1X . y®
1+x
1146.y = ; ytd 1147.y = x%e?>; y©9
1148.y="—; y 1149.y = xInx; y®©
X
1150.y = In_x; y©) 1151.y =x?sin2x; y©?
X
COs 3X " _ _ _
1152,y =5 ; 1153.y =sinx-sin2x-sin3x; y
1-3x
1154.y = x-shx; y®©9 1155.y =e*cosx; y"

1156. y =sin’x-Inx; y®

y=y(x) funksiya uchun ko‘rsatilgan tartibdagi differensiallar

topilsin:
1
1157.y =x°; d° 1158.y =—: d?
y y y X y
1159.y = xcos2x; d'%y 1160.y =e*Inx; d'y

1161.y =cos x-chx; d°y
1162.0shkormas y=y(x) funksiya berilgan tenglamani ganoatlantirishi

isbotlansin:

1) y=Alny+x+B, y-y"=(y'y -(y')

y
2) (A+Bxlx=x, xX°y"=(xy'-y)

Quyidagi funksiyalar uchun y™(x) topilsin:
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1163.y = xX° + x +e** 1164.y =a,x" +a,x"" + ... +a,
1165,y = 1% 1166.y = X P
1-x cx+d
1167.y = In(ax + b) 1168.y = sin® x
1169.y =sinaxsinbx 1170.y =chax - chbx
1171.y =sin® xsin2x 1172.y =sin* x +cos* x
1
1173.y = cos” x 1174.y =
y Y v1-2x
X 1+ x?
1175y =———— 1176.y =
Y= T ax—12 Y=l
3-2x°
1177,y = ————
Y= Xt 1 3x—2
d"y topilsin:
1178.y = x"e* 1179.y = '”TX

1180.Tenglik isbotlansin:

1 (n) n 1
(aneXJ =(;n:2 _e;

Ko‘rsatma: Matematik induksiya usulini qo‘llang.
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Test

1)Funksiyani n-tartibli hosilasi hisoblansin. y(x)=sinx

A) sin x+n-£j
2

B) sin x+n-£)
3

C) sin| x+(n +1)-%j

D) sin(x+(n—1)-%)
2)Funksiyani n-tartibli hosilasi hisoblansin. y(x)=cosx

A) sin(x+(n+1)§j
B) cos(x+n-zj
3

C) cos[x+(n +1)-%j

D) cos(x+(n—1)-%j
3)Funksiyani n-tartibli hosilasi hisoblansin. y(x)=e*"

A) 2n .62x+1
B) 2n . ex+1
C) 2n+1 . e2x+1

D) 2"-¢*
4)Funksiyani n-tartibli hosilasi hisoblansin. y(x)=cos2x

A) 2”-cos(2x+n-§j
B) 2 -sin(2x+n-gj

C) 2" -sin(2x+n.%J

D) 2"-sin(x+n-%)
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5)Funksiyani n-tartibli hosilasi hisoblansin. y(x)=x"
A) n!
B) (n-1)!
C)1
D) nnt
6)Funksiyani n-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=x"
A) nlk(dx)"
B) (n—-1)*(dx)"
C) (dx)"

D) nti(dx)’

7)Funksiyani 3-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=x*+x*+8x+9
A) 6-(dx)° B) 3-(dx)*  C) (dx)® D) 2(dx)’

7)Funksiyani 3-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=x®+x*+8x+9
A) 6-(dx)*  B)3-(dx)*® C) (dx)* D) 2(dx)’

8)Funksiyani 2-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=x*+x*+8x+9
A) (6x+2)-(dx)’
B) (3x+1)-(dx)?
C) (6x+2)(dx)’

D) (2x+2)(dx)’
9)Funksiyani 2-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=sinx+cosx
A) (=sin x—cosx)(dx)2
B) (-sin x+cosx)(dx)2
C) (sinx—cosx)(dx)’

D) (sin x+cosx)(dx)2
10)Funksiyani 2-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=x*-+cosx
A) (2—cosx)(dx)2
B) (2+cos x)(dx)2
C) (2—(:032x)(dx)2

D) (2+cos2x) (dx)2
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22-mavzu. Asosiy teoremalar

22-ma’‘ruza

Reja

1°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremalar.
2°. Funksiya hosilasinig uzilishi hagida.

([1] 6.5 Theorems of Rolle and of the Mean Value 181, [2] 10.2 Local
maxima, local minima and derivatives, 295-bet) 1°. Hosilaga ega bo‘lgan
funksiyalar haqidagi teoremalar. Bu teoremlar funksiyalarni tekshirishda
muhim rol o‘ynaydi.

1-teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya X cR to‘plamda
berilgan. Xy € X nugtaning atrofi uchun
Us;(X) =X =3, Xo+0)c= X  (8>0) bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) ¥xeU (X,) da f(x)< f(X,) (F(X)= 1(xp)),

2) f'(x,)mavjud va chekli bo‘lsin.

U holda f'(x,) =0 bo‘ladi.
<« Aytaylik, ¥xeU ;(x,) da f(x)< f(x,) bo‘lsin. Ravshanki, bu holda
f(x)-f(x,)<0
bo‘ladi.

SHartga ko‘ra f(x) funksiya x, nuqtada chekli f'(x,) hosilaga ega.

SHuning uchun

f(x)-f f(x)-f f(x)-f
X=Xy X— XO X—)X0+O X— XO X_)XO_O X_XO
bo‘ladi. Ayni paytda, X > X, bo‘lganda
f(x)-f f(x)-f
()= T00) g o iy TOIZT0) g5y <o,
X — X, X>%+0 X — X
X < X, bo‘lganda
f(x)-f f(x)—f
X — X, x>%-0  X—X,

bo‘lishidan f '(X,) =0 ekani kelib chiqadi.
2-teorema (Roll teoremasi). Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a, b] da

berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x)eC[a, b],
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2) Vxe(a, b) da f'(x) mavjud va chekli,

3) f(a)=f(b) bo‘lsin.

U holda shunday x, € (a, b)nuqgta topiladiki, f'(x,)=0 bo‘ladi.

<« SHartga ko‘ra f(X)eC[a, b]. Unda Veyershtrassning ikkinchi
teoremasiga ko‘ra f(x) funksiya [a, b] da o‘zining eng katta va eng kichik
qiymatlarga erishadi, ya’ni shunday ¢;, ¢, nuqtalar (c,, ¢, [a, b]) topiladiki,

f(c,) =max{f (x) | xe[a, bl},
f(c,)=min{f(x)| xe[a, b]}
bo‘ladi.

Agar f(c,)=f(c,) bo‘lsa, unda [a, b] da f(x)=const bo‘lib,
VX, €(a, b) da f'(x,)=0 bo‘ladi.

Agar f(c,)> f(c,) bo‘lsa, unda f(a)= f(b) bo‘lganligi sababli f(x)
funksiya f(c,) hamda f(c,) qiymatlarning kamida bittasiga [a, b]
segmentning ichki x, (a <X, <b) nuqtasida erishadi. Ferma teoremasiga
binoan f'(x,) =0 bo‘ladi. »

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a, b] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)eC[a, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) hosila mavjud va chekli bo‘lsin.

U holda shunday c € (a, b) nugta topiladiki,
f(b)— f(a)=f'(c)(b—a)
bo‘ladi.
<« Ushbu
FX = F00- @) -0 Dx—a) &

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi

FI(X) — fl(x)_ f(b)_ f(a)

b—a

bo‘ladi.

Roll teoremasiga binoan, shunday ¢ (c € (a, b)) nuqgta topiladiki,

F'(c)=0 (2)

bo‘ladi.

(1) va (2) munosabatlardan

.I:I(C)_ f(b)_ f(a) ZO,
b-a

ya’'ni

f(b)-f(a)=f'(c)b-a)
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bo‘lishi kelib chigadi. »
1-natija. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lib,
Vxe(a, b) da f'(x) =0 bo‘lsin. U holda Vx e(a, b) da f(x)=const bo‘ladi.
4 X, X, €(a, b) ni olib, chekkalari x va x, bo‘lgan segmentda f(X)
funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab f(x)= f(X,)=const bo‘lishini
topamiz. »
2-natija. f(x) va g(x) funksiyalari (a, b) da f’(x), g'(x) hosilalarga
ega bo‘lib, Vxe(a,b) da f'(xX)=g'(xX) bo‘lsin. U holda Vxe(a, b) da
f (X) =g(x) +const bo‘ladi.
<« Bu natijaning isboti f(x)—g(x) funksiyaga nisbatan 1-natijani
qo‘llash bilan kelib chigadi. »
4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
quyidagi shartlarni bajarsin.
1) f(x)eCla, b], g(x) eC[a, b],
2) Vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va chekli;
3) Vxe(a, b) da g'(x) =0 bo‘lsin.
U holda shunday ¢ € (a, b) nugta topiladiki,
f(by—f(a)  f'(c)
gb)—-g(@ 9g'(c)

bo‘ladi.

<« Awvalo g(b)=g(a) bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki g(b)=g(a)
bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday ¢ < (a, b) nugta topilar
ediki, g'(c) =0 bo‘lar edi. Bu 3)-shartga zid.

Quyidagi

D)= (0 — f (@) -2 @ g0 gy (xela, bl)
g(b) -g(a)

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday ce(a, b) nugta

topiladiki,
@'(c)=0 (3)
bo‘ladi.
Ravshanki,
' ' f (b) —f (a) '
D'(x)=f'"(X) ———F—= 4
(%)= f'(x) g(b)_g(a)g(X) (4)
(3) va (4) munosabatlardan
: f(b)—f(a) ,
f'(c)-———= =0
4w~ *

ya’'ni
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f(b)-f(a) _ f'(c)
g(b)-g(a) g'(c)

bo‘lishi kelib chigadi. »

1-misol. WX, x"eR uchun |sinx'—sinx"| <|x'=x"| tengsizlik
isbotlansin.

4 Aytaylik, Xx'<x" bo‘lsin. f(x)=sinx ga [x', x''] da Lagranj
teoremasini qo‘llaymiz. Unda shunday c e (x', x'") nugta topiladiki,

|sin x'=sin x"' | =] cosc|-(x"—x")
bo‘ladi. Agar Vte R da |cost| <1 ekanini e’tiborga olsak, unda yuqoridagi
munosabatdan
|sin X'—sin x"" | < | X'—x""| (WX, x"'eR)

bo‘lishi kelib chigadi. »

2-misol. Ushbu

e’ >1+x

tengsizlik isbotlansin.

<« Aytaylik, x >0 bo‘lsin. Unda f (t)=e' funksiyaga [0, x] da Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz:

e*—e?=e°(x-0). ce(0,x)

Agar ¢ >0 da e® >1 bo‘lishini e’tiborga olsak, unda keyingi munosabatdan
e” >1+ x bo‘lishi kelib chigadi.

Agar x<0 bo‘lsa, unda  f(t)=e' funksiyaga [x, 0] da Lagran;
teoremasini qo‘llab,

e* —e? =e°(0-X)

niva —x>0, e°<1 bo‘lishini e’tiborga olib, e* >1+ x ekanligini topamiz.

Ravshanki, x=0 da e® =1. Demak, VxeR dae* >1+x.»

3-misol. Ushbu

tengsizlik isbotlansin.
<« [b, a] segmentda f(x)=In(x) funksiyani garaymiz. Bu funksiya shu

segmentda uzluksiz va (b, a) da f’(x):% hosilaga ega. Unda Lagranj

teoremasiga ko‘ra shunday ¢ (b <c<a) nuqta topiladiki,
Iha—Inb 1
LR ©)
a-b C
bo‘ladi.
Ravshanki,
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b<c<a = l<1<1. (6)
a c b

(5) va (6) munosabatlardan
a—-b a_a- b

a
bo‘lishi kelib chigadi. »

Mashglar

1. Agar f(x) funksiya (a, b) da chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsa, uning
shu (a, b) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x>x, da chekli hosilalar:
f'(x), 9'(x) ga ega bo‘lib,
f(%)=9(X), x>% m f'(x)>g'(x)
bo‘lsa, u holda x > x, da f(Xx)> g(x) bo‘lishi isbotlansin.
3. Vx>-1 uchun

len(1+ X) < X
1+X

tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.

Adabiyotlar
1. Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008.
2. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1
t. M. «<FIZMATLIT», 2001.
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Glossariy

1-teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya X cR to‘plamda
berilgan. Xy € X nuqtaning atrofi uchun
Us;(X) =X, =3, Xo+5)c= X  (6>0) bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) ¥xeU (X,) da f(x)< f(X,) (f() = (X)),

2) f'(x,)mavjud va chekli bo‘lsin.
U holda f'(x,) =0 bo‘ladi.

2-teorema (Roll teoremasi). Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a, b] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x) eCla, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) mavjud va chekli,

3) f(a)= f(b) bo‘lsin.
U holda shunday x, € (a, b)nuqgta topiladiki, f'(x,)=0 bo‘ladi.

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a, b] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

3) f(x)eCla, b],

4) Vxe(a, b) da f'(x) hosila mavjud va chekli bo‘Isin.
U holda shunday ¢ € (a, b) nugta topiladiki,

f(b)—f(a)=f'(c)b-a)

bo‘ladi.

4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
quyidagi shartlarni bajarsin.

1) f(x)eCla, b], g(x) eCl[a, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vxe(a, b) da g'(x) =0 bo‘lsin.
U holda shunday ¢ € (a, b) nugta topiladiki,

f(b)—f(a) _f'(c)
g(b)-g(@) g'(c)

bo‘ladi.
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Keys banki

22-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar f(x) funksiya (a, b) da chekli f'(x)
hosilaga ega bo‘lsa, uning shu (a, b) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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22-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
f(x)=2-3x*
funksiyaga [— 1,1] oraligda Roll teoremasini qo ‘llash mumkinmi?
<«Ravshanki, berilgan funksiya (—0,+) oraliqda, jumladan [-1,1] da
uzluksiz. [-1,1] oraligning chetlarida

f(-1)=1-3(-1) =1-1=0,

f(1)=1-31° =1-1=0
bo‘lib, f(~1)="f(1) bo‘ladi. f(x) funksiyaning hosilasi x # 0 bo‘lganda

2
f'(X)=——+=
) =-
bo‘lib, x=0 nugtada mavjud emas. Binobarin, Roll teoremasining (—1,1) da

chekli hosila mavjud bo‘lishi sharti bajarilmaydi. SHuning uchun berilgan
funksiyaga Roll teoremasini qo‘llab bo‘lmaydi.»

2-misol. Ushbu
fx=4x> —5x* +x—2
funksiyaga [0,2] oraligda Lagranj teoremasini tadbiq etib, undagi ¢ nugta
topilsin.
<«Berilgan funksiyaning [0,2] oraligda Lagranj teoremasining shartlarini
bajarishi ravshan. Lagranj teoremasiga binoan
f(2)-(0)=7"(c)-(2-0)
bo‘ladi. Berilgan funksiya uchun
f(2)=12, f(0)=-2, f'(x)=12x*>-10x+1,
f'(c)=12c —10c+1
bo‘lib,
12-(-2)=f"(c)-2
bo‘ladi. Natijada
12¢* —10¢—6=0
kvadrat tenglamaga kelamiz. Bu kvadrat tenglamaning echimlari
5++/97 5-./97
¢, = o G =
12 12
bo‘lib, ulardan ¢, echim [0,2] ga tegishli boladi.»

1181.f(x)=x(x? ~1) funksiya uchun [-1,1] va [01] oraliglarda Roll
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teoremasining shartlari tekshirilsin..
1182.f(x)=(x? —1Jx—2) funksiya uchun (-=11) va (1,2) intervallarda
shunday nugqtalar topilsinki, bu nuqtalarda funksiya grafigiga o‘tkazilgan
urinmalar abssissalar o‘qiga parallel bo‘Isin.
1183.Haqiqiy koeffitsentli ko‘phad faqat haqiqiy ildizlarga ega bo‘lsa, uning
barcha hosilalari ham fagat haqiqiy ildizlarga ega ekani isbotlansin.
1184.Haqiqiy koeffitsentli ko‘phadning ikkita haqiqiy ildizlari orasida uning
hosilasining ildizi ham bor ekani isbotlansin.
1185.Agar f funksiya [a,b] kesmada n marotaba differensiallanuvchi va bu
kesmaning n+1 ta nugtasida nolga aylansa, u holda f™(£)=0 bo‘ladigan
g e (a,b) nugtaning mavjudligi isbotlansin.
1186.Ushbu

X(x = 1)(x = 2)(x — 3)(x — 4)
ko‘phadning hosilasining ildizlari haqiqiy, tub va (0;1), (1;2), (2:3), (3;4)
intervallarda yotishi isbotlansin.
1187.y =x* egri chizig‘ida shunday nuqta topilsinki, bu nuqtada unga
o‘tkazilgan urinma A(-1-1) va B(2;8) nuqtalarni tutashtiruvchi vatarga

parallel bo‘lsin.
1 N i .
1188.f(x)== funksiyasi uchun [a,b] kesmada (a-b<0) chekli orttirmalar
X
formulasi (Lagranj formulasi) o‘rinlimi?

1189.Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda uzluksiz f'(x) hosilaga ega
bo‘Isin. (a,b) da yotuvchi ixtiyoriy & nugta uchun

%:;(Xl)zf’(g) (a<x,<&<x,<b)

munosabat o‘rinli bo‘ladigan X;, X, nuqtalarini ko‘rsatish (topish) mumkinmi?

Ushbu misolni garang: f(x)=x* (-1<x<1), &=0.
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1190.Lagranj teoremasidan foydalanib, tengsizliklar isbotlansin:
a) [sinx —siny|<|x—y];
6) py"(x—y)<x? —y? <px"*(x—y), buerda O<y<1vap>1;

B) [arctga—arctgb|<|a—b|;
X
—<In(1 , 0;
r) 1 X< n( +x)<x X >

n) e>1+x, XxeR;

e) e“>ex, x>1.
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Test

1)  f()=a,+a,(x—x,)+...+a,(Xx=%)"+R (x) .Funksiyani a, ni hisoblang.
f(x)=cosx x=0 nuqtada.
1 1 1
A0 B) 3 C) A D) o
2) f(x)=e* funksiyani x=0 nuqgtada Teylor (Maxkmopen) qatoriga

yoyilmasini toping.
x> X3 x"
A)e*=1+x+—+—+..+—+0(x"), x—0
21 3 n!

B) e =1+ x+x*+X*+.+X"+0(x"), x—0
‘ X X o X" o
C)e _1_X+E_§+"+(_1) m+0(x ), Xx—0

D) e =1+x+2Lx* +3LX° +..+nkx"+0o(x"), Xx—0
3) f(X)=a,+a,(X—%)+...+a (x—x%,)"+R (x) .Funksiyani a, ni hisoblang.
f (x)=sinx x=0 nuqtada.
1 1 1 1
A) 5 B) 3 C) o D) 1
4) f(x)=In(1+x) funksiyani x=0 nugtada Teylor (Makmopen) gatoriga
yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping.

A) i%+o(x”) B) i%m(xn) )
I REERED D) 322 vo0)

55 f(x)=In(Ll—x) funksiyani x_o nugtada Teylor (Makmopen) gatoriga
yoyilmasi to’g’ri berilgan gatorni toping.

A) —anxrk+o(x”) B) z( 1)k+1 k+ (Xn) C)
—Zn:X—+o(x ) D) Z( )k X +o(x")

1 L :
6) f(x)= a2 funksiyani x=0 nugtada Teylor (Makmopen) gatoriga
X +
yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping

A) Z( 1"

x* +o(x")

C) Z( 1) P x +o(x") D) Z(—l)k o xk +o(x")
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7) Lagranj ko’rinishidagi qoldiq had berilgan gatorni toping.

(90 ys 1)
A R(9=" ) B) R,(=

Rn (X) — f 5 (C) (X -X )n+1
n!

(X_Xo)n+1 C)

F0(x) i1
(n11) (X=%)
8) f(X)=(@+x)*, aeR funksiyani x=0 nuqgtada Teylor (Maxkmopen)
qatoriga yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping.

D) R,(x)=

A) Za(a 1).. (a k+1) X+ 0(x") B) Za(a 1) (a k) X+ o(x")
a((x D..(x— ) n a(a-1).. (a k -1 N
C) kZ:(; (2D X“ +o(x") D) z X< +o(x")
9) f(x)=¢* funksiyani x=0 nuqtada Teylor (MaKJIopeH) gatoriga yoyilmasini
toping.
2 nyn
A) e = 1+2x+4i+81+..+2 X +o(x"), x—0
2! 3! n!
B) e =1+2x+4x* +8x’ +..+2"x" +o(x"), x—0
ax 4x*  8x® o X N
C) e =1-2x+ T—E .+(=2) m+o(x ), Xx—0

D) e =1+x+2Lx* +3LX° +..+nkx"+0o(x"), x—0
10) Makloren qgatori berilgan gatorni toping.
' " (n)

X+ X+ +——X"+o(x"), (x=0)
I n!

(n)
B) f(x)=fQ)+ %( D+ 2-)(x -1+ f (1)(x—1)”+o(x"), (x>0

n!

C) f(x):f(0)+¥(x—1)+ Z(IO)(X—1)2+...+f(:l(o)(x—l)"w(x”), (x—1)
O, ') .. 70 . .
D) f(x):f(0)+7x+ a +...+(n+1)!x +o(x"), (x—=0)
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23-mavzu. Asosiy teoremalar
natijalari. Koshi teoremasi

23-ma’ruza

Reja

1°. Lagranj teoremasi natijalari.
2°. Koshi teoremasi.

1°. Lagranj teoremasi natijalari.

([1] 6.5 Theorems of Rolle and of the Mean Value 181, [2] 10.2 Local
maxima, local minima and derivatives, 295-bet) Lagranj teoremasi. Faraz
gilaylik, f(x) funksiya [a, b] da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

5) f(x)eCJa, b],

6) Vxe(a, b) da f'(x) hosila mavjud va chekli bo‘lsin.
U holda shunday ¢ € (a, b) nugta topiladiki,

f(b)— f(a)=f'(c)(b—a)

bo‘ladi.

< Ushbu

FX = F00- @) -0 Dx—a) )

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasmlng barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi
Fr(x) = £/ - 2= 1(@)
b—a
bo‘ladi.
Roll teoremasiga binoan, shunday ¢ (c € (a, b)) nugta topiladiki,
F'(c)=0 (2)
bo‘ladi.
(1) va (2) munosabatlardan
fo- 0@ o
b—a
ya’'ni
f(b)—f(a)=f'(c)b—-a)
bo‘lishi kelib chiqgadi. »
1-natija. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lib,
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Vxe(a, b) da f'(xX) =0 bo‘lsin. U holda ¥x e (a, b) da f(x)=const bo‘ladi.
« X, X, €(a, b) ni olib, chekkalari x va x, bo‘lgan segmentda f(X)
funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab f(Xx)= f(X,)=const bo‘lishini
topamiz. P
2-natija. f(x) va g(x) funksiyalari (a, b) da f’(x), g’(x) hosilalarga
ega bo‘lib, Vxe(a,b) da f'(xX)=g'(x) bo‘lsin. U holda Vxe(a, b) da
f (X) =g(x) +const bo‘ladi.
<« Bu natijaning isboti f(x)—g(x) funksiyaga nisbatan 1-natijani
go‘llash bilan kelib chiqadi. »
2°. 4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
quyidagi shartlarni bajarsin.
1) f(x)eCl[a, b], g(x) €Cl[a, b],
2) Vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va chekli;
3) Vxe(a, b) da g'(x) =0 bo‘lsin.
U holda shunday ¢ € (a, b) nugta topiladiki,
f(b)-f(a) _ f'(c)
g(b)-g(@) g'(c)
bo‘ladi.

<« Avvalo g(b)=g(a) bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki g(b)=g(a)
bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday c < (a, b) nugta topilar
ediki, g'(c) =0 bo‘lar edi. Bu 3)-shartga zid.
Quyidagi
D(x)=f(x) - f(a) -

f(b)— f(a)
9(0) o) 1900~ 9@ (x<la b

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday ce(a, b) nugta

topiladiki,
@'(c)=0 3)
bo‘ladi.
Ravshanki,
: , f(b)-f(a) .
D'(x)=f'(x)————= 4
(x) = f'(x) g(b)_(‘:l(a)g(X) (4)
(3) va (4) munosabatlardan
: fb)-f(a) ,
f'(c)-—————= =0
© 50 -g@ *

ya’'ni
f(o)-f(a) _ f'(c)
g(b)-g(@) g'(c)
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bo‘lishi kelib chigadi. »

1-misol. VX', x"eR uchun |sinx'—sinx"| <|x'=x""| tengsizlik
isbotlansin.

4 Aytaylik, Xx'<x" bo‘lsin. f(x)=sinx ga [x', x''] da Lagranj
teoremasini qo‘llaymiz. Unda shunday c € (X', x'") nugta topiladiki,

|sin x'=sin x"' | =] cosc|-(x"—x")
bo‘ladi. Agar Vte R da |cost| <1 ekanini e’tiborga olsak, unda yugoridagi
munosabatdan
|sin x'=sin x"' | < | X'=X""| (Wx', x"'eR)

bo‘lishi kelib chigadi. »

2-misol. Ushbu

e* >1+X

tengsizlik isbotlansin.

<« Aytaylik, x >0 bo‘lsin. Unda f (t)=e" funksiyaga [0, x] da Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz:

e*—e’=e°(x-0). ce(0,X)

Agar ¢ >0 da e® >1 bo‘lishini e’tiborga olsak, unda keyingi munosabatdan
e” >1+ x bo‘lishi kelib chigadi.

Agar x<0 bo‘lsa, unda  f(t)=e' funksiyaga [x, 0] da Lagranj
teoremasini qo‘llab,

e* —e? =e°(0-X)

niva —x>0, e°<1bo‘lishini e’tiborga olib, e* >1+ x ekanligini topamiz.

Ravshanki, x=0 da e® =1. Demak, VxeR da e* >1+x.»

3-misol. Ushbu

a__b<|ng<a__b (O<b<a)
a b b
tengsizlik isbotlansin.

« [b, a] segmentda f (x)=In(x) funksiyani garaymiz. Bu funksiya shu
segmentda uzluksiz va (b, a) da f'(x):i hosilaga ega. Unda Lagranj

teoremasiga ko‘ra shunday ¢ (b <c<a) nuqta topiladiki,

lnha-Inb 1
—— = (5)
a-b C
bo‘ladi.
Ravshanki,
b<c<a = T<icl (6)
a ¢ b

(5) va (6) munosabatlardan
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bo‘lishi kelib chigadi. »

2°. Funksiya hosilasinig uzilishi hagida. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
(a, b) ning x, nugtasidan boshga barcha nuqtalarida f'(x) hosilaga ega bo‘lib,
funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lsin.

Agar lim f'(x)=Db limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya X,

X—>Xg—0
nugtada chap hosila f’'(x, —0) ga ega bo‘lib, f'(x, —0) =b bo‘ladi.
Agar lim f'(x)=d limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya X,

X—>Xg+0
nuqtada o‘ng hosila f'(x, +0) ga ega bo‘lib, f'(X, +0)=d bo‘ladi.
<« Aytaylik, Ax=0 va X, +Axe(a, b) bo‘lsin. Lagranj teoremasidan
foydalanib topamiz:
f (X +AX) —
AX

f (%) =f'(x,+0-Ax), (0<6<1).

Endi
lim f'(x)=b

X—>X%g—0
mavjud bo‘lsin deylik. Unda
lim f'(x)= lim , f'(x)= lim . f'(xo +AX)=b
AX— —

X—Xp—0 X—Xg = —
bo‘lib,
AX—>—-0da f'(x,+6-Ax) > b,
ya’ni

f(Xg +AX)— f(Xg) b
AX
bo‘ladi. Demak, f'(x,—0)=b. SHunga o‘xshash, f'(x,+0)=d bo‘lishi
ko‘rsatiladi. P
Aytaylik, f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsin. Unda,
ravshanki,

AX—>—0 da

f'(% —0)=f'(Xo +0) = f'(X,)

bo‘ladi. Ayni paytda,
Iim f'(x), lim f'(x)
X—>X%g—0 X—>Xg+0

limitlarnig mavjud va chekli bo‘lishidan

lim f'(x)= lim f'(x)=f'(x,)

X—>Xo—0 X—>Xp+0
bo‘lishi kelib chiqadi. »
Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi: agar f(x) funksiya (a, b) da

f'(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu f’(x) hosila birinchi tur uzilishga ega
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bo‘lolmaydi.
Boshqgacha aytganda har bir x, €(a, b) nugtada f'(x) funksiya yoki

uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi. »
4-misol. Ushbu

F(x) = XZSin%, arap Xx=0 Oynca,
0, arap Xx=0 6ynca
funksiyani garaylik.
<« X # 0 bo‘lganda

f'(x) = 2xsin 1 cos1
X

X
bo‘ladi.
X =0 bo‘lganda, hosila ta’rifiga ko‘ra
) . 1
X~ SIn—
f'(0) = lim X-0
x—0 X

bo‘ladi.
Demak, f’(x) funksiya R da aniglangan va x # 0 da uzluksiz bo‘ladi. f’'(x)
hosila x =0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki x — 0 da

f'(x) = 2xsin 1 cos1
X X

funksiya limitga ega emas. P
Mashglar

1. Agar f(x) funksiya (a, b) da chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsa, uning
shu (a, b) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x>x, da chekli hosilalar:
f'(x), 9'(x) ga ega bo‘lib,
f(%)=9(%), x>% ma f'(x)>g'(x)
bo‘lsa, u holda x > x, da f(Xx)> g(x) bo‘lishi isbotlansin.
4. Vx>-1 uchun

len(1+ X) < X
1+X

tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
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Glossariy

1-teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya X cR to‘plamda
berilgan. Xy € X nugtaning atrofi uchun
Us;(X) =X =3, Xg+0)c= X  (8>0) bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) ¥xeU (X,) da f(x)< f(X,) (F(X)= 1(xp)),

2) f'(x,)mavjud va chekli bo‘lsin.
U holda f’'(x,) =0 bo‘ladi.

2-teorema (Roll teoremasi). Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a, b] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)eCJa, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) mavjud va chekli,

3) f(a)=f(b) bo‘lsin.
U holda shunday x, € (a, b)nuqgta topiladiki, f'(x,)=0 bo‘ladi.

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a, b] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

7) f(x)eCla, b],

8) Vxe(a, b) da f'(x) hosila mavjud va chekli bo‘lsin.
U holda shunday c € (a, b) nugta topiladiki,

f(b)—f(@)="f'(c)b—a)

bo‘ladi.

4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
quyidagi shartlarni bajarsin.

1) f(x)eCla, b], g(x) €Cl[a, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vxe(a, b) da g'(x) =0 bo‘lsin.
U holda shunday c € (a, b) nugta topiladiki,

f(b)—f(a) f'(c)
g(b)-g(a@) g'(c)

bo‘ladi.
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Keys banki

23-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Quyidagi tasdiq isbotlansin (Koshi
teoremasi): Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin.

1) f(x)eC[a, b], g(x) e C[a, b],
2) Vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va chekli;
3) Vxe(a, b) da g'(x) =0 bo‘lsin.

U holda shunday c¢ € (a, b) nugta topiladiki,

fb)-f(a) _ f'c)
gb)-g(@ g'(c)

bo‘ladi.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

¢ to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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23-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
fx = 4x% —5x% + x—2
funksiyaga [0,2] oraligda Lagranj teoremasini tadbiq etib, undagi ¢ nuqgta
topilsin.
<«Berilgan funksiyaning [0,2] oraligda Lagranj teoremasining shartlarini
bajarishi ravshan. Lagranj teoremasiga binoan
1(2)-1(0)=1(c)-(2-0)
bo‘ladi. Berilgan funksiya uchun
f(2)=12, f(0)=—2, f'(x)=12x*-10x+1,
f(c)=12c* —10c+1
bo‘lib,
12—(-2)=f"(c)-2
bo‘ladi. Natijada
12¢®* —10c—6=0
kvadrat tenglamaga kelamiz. Bu kvadrat tenglamaning echimlari
5++/97 5-./97
¢, = o G =
12 12
bo‘lib, ulardan ¢, echim [0,2] ga tegishli bo‘ladi.»

1188. f(x)=§ funksiyasi uchun [a,b] kesmada (a-b<0) chekli orttirmalar

formulasi (Lagranj formulasi) o‘rinlimi?
1189. Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda uzluksiz f'(x) hosilaga ega
bo‘Isin. (a,b) da yotuvchi ixtiyoriy & nugta uchun

munosabat o‘rinli bo‘ladigan X;, X, nuqtalarini ko‘rsatish (topish) mumkinmi?
Ushbu misolni garang: f(x)=x*> (-1<x<1), £=0.
1190. Lagranj teoremasidan foydalanib, tengsizliklar isbotlansin:

k) [sinx —siny|<|x—y/;

0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 371



MATEMATIK ANALIZ 2016

3) py"(x—y)<xP —y? <px"?*(x—y), buerda O<y<1vap>1;

u) |arctga—arctgb|<|a—b];
X
—<In(1 , 0;
K) 1+x< n( +x)<x X >

a) e>1+x, XxeR;

M) e*>ex, x>1.
1191.Quyidagi

f(x)=x* va g(x)=x°

funksiyalar uchun [— 1;1] kesmada Koshi formulasi o‘rinli emasligi
tushuntirilsin.
1192.Faraz  qilaylik, f(x) funksiya [x,,x,] (x,-x,>0) kesmada
differensiallanuvchi bo‘lsin. Quyidagi isbotlansin:

1
X=X,

Xy X2

f(Xl) f(xJ =f(§)—&f'(&), bu erda x; <§<X,.

1193.Agar f(x) funksiya x>0 nugtalarda differensiallanuvchi bo‘lib,
lim '(x) = 0 bo‘lsa, u holda

X—>+00

lim ix)=0

¢

bo‘lishi isbotlansin.

1194.Agar f(x) funksiya x > 0 nuqtalarda differensiallanuvchi bo‘lib,
lim ix) =0
x>+ X

bo‘lsa, u holda lim|f’(x) =0 ekani isbotlansin.

1195.Agar  f(x) funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi va
chegaralanmagan bo‘lsa, u holda uning hosilasi ham chegaralanmaganligi
isbotlansin.

1196.Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo‘lib, f(a)="(b)
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bo‘lsa, u holda 3 & € (a,b) mavjud bo‘lib,

f()-(e)=5 57 (e)

munosabat o‘rinliligini isbotlansin.

1197.Isbotlansin:

. 2X
a) 2arctgx+arcsin - =msgnx, [X=1;
1+X

6) 3arccosx— arccos(3x — 4x3)= m, X< % .
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Test

1)Differensial hisoblansin. d(x**°)=?
A) 2016x**"dx
B) 2016x***°dx
C) 2015x**dx

D) —2016x"dx
2)Differensial hisoblansin. d(cosx+tgx) =?

A) | —sinx+ ! jdx
cos® X

2

] 1
B) | —sinx— dx
) cos? x)

C) | —sinx+ _12 jdx
sin? x

D) (—cosx+ 12 jdx( )

COS™ X
3)Differensial hisoblansin. d(cos2x+e*)="?
A) (—sinx+2e*) dx

B) (sinx—2e)dx
C) (sinx+2e")dx

D) (sin x+e2x)dx
4)Differensial hisoblansin. d(cos2x-e™) =2
A) (—Zsin 2x-e2x+2c052x-e2X)dx

B) (-2sinx-e” +2cos2x-e” ) dx

C) (—2sin2x-e* +cosx-e™ ) dx

D) (-2sinx-e” +2cos x-e™ )dx
5)Differensial hisoblansin. d(x**®-e*) =2
A) X2016 .d (e2x)+e2x .d (X2016)

B) %2016 (ezx)+ezx . x206 (X)
C) x™*.d(e”)+e™-2016-x™ d(x)

D) x®°.e2.d (x)+€> 2016 X2 .d (x)
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6)Differensial hisoblansin. d(x**-cosx) =2
A) x**.d (cosx)+cosx-d (X"
B) x**°.d(cosx)+cosx-2016-x**° -d ()
C) —x*"*.sinx-d(x)+cosx-2016-x*° -d (x)

D) —x**.sinx-d(x)—cosx-2016-x***-d (x)
7)Differensial hisoblansin. d(cosx)="?

A) —sinx-d(x)

B) sinx-d(x)

C) sinx

D) —sinx
8)Differensial hisoblansin. d(In(2x+1)) =?

2
A) md(x)
1
B) md(x)
2
C) —md(x)
2

D)
2X+1
9)Differensial hisoblansin. d(x+cosx-ctgx) =?

A) | 1-sinx-ctgx — Coszxjd(x)
sin? x

B) | 1+sinx-ctgx— coS X

sin? x

jd(x)

C) | 1-sinx-ctgx + cos X jd(x)

sin® x
D) £1+sin X - CtgX + C_Ozxjd(x)
sin® x
10)Taqribiy hisoblang. sin29° =?
A) 0,4848
B) 0,4747
C) 0,4546
D) 0,4948
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24-mavzu. Teylor formulasi

24-ma’ruza

Reja

1°. Ko‘phad uchun Teylor formulasi.
2°. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning goldiq hadlari.
3°. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari.

([1], 7.1 Taylor formulas,223-bet) 1°. Ko‘phad uchun Teylor
formulasi. Ushbu

P(x) = by + b, (X—Xg) +b, (X=%,)? +...4b (X = X,)" 1)
funksiyani (n - darajali ko‘phadni) qaraylik, bunda x, € R va by,b,....b, -
hagigiy sonlar. Bu b,,b,,...,.b, lar quyidagicha ham aniglanishi mumkin:

(1) tenglikda x = x, deyilsa,
by = P (o)
bo‘ladi;
P(x) funksiyani differensiallab,
P'(X) =1-b, +2-b, - (X=Xy) +...4+N-b, (x—%,)"*
va bu tenglikda x = x, deb
b]_ — P,(XO)
il
bo‘lishini topamiz.
P(x) funksiyani ikki marta differensiallab
P’(xX)=2-1-b, +...+n(n—=1)-b, (x—Xx,)"
va bu tenglikda x = x, deb topamiz:

b, = P0%)
2!
Bu jarayonni davom ettira borib, vk >0 da
b, = P10%)
k!

bo‘lishini topamiz.
Natijada P(x) ko‘phad quyidagi ko‘rinishga keladi:

F>’(XO)(X—X0)+P”(XO)(X—XO)Z+---+P(n)(m(

1 2 n! ) @)

P(x) = P(x)) +
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Demak, P(x) ko‘phad o‘zining hamda hosilalarining biror nuqtasidagi giymati
bilan to‘liq aniqlanar ekan. (2) formula P(x) ko‘phad uchun Teylor
formulasi deyiladi.

2°. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning goldiq hadlari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, x, €(a,b) bo‘lsin. Bu
funksiya X, nugtaning

Us (Xg) =(Xg — 0, Xg+9) < (a,b) >0

atrofida  '(x), f"(x),...,f ™(x), f ™ (x) hosilalarga ega bo‘lsin. Funksiya
hosilalaridan foydalanib, ushbu

P(f;x)= f(Xo)+f'(l:(°)(x—Xo)+ 1wg(o)(x—><o)2+...+ f(n;(l)(o)(x—xo)"

ko‘phadni tuzamiz.
Agar f(x) funksiya n—darajali ko‘phad bo‘lsa, ravshanki,

f(x) =R (f:x)
bo‘ladi.
Agar f(x) funksiya ko‘phad bo‘Imasa,
f(x)=P,(f;x)
bo‘lib, ular orasidagi farq yuzaga keladi. Uni R, (x) orgali belgilaymiz:
R, (¥) = £(x) - PR, (f;x).
Natijada ushbu
f(x) =R, (f;x)+ R, (x)
ya’ni,

(”)( Xo)

(0= 10) + 02 () ot (x-%)" +R,() ()

formulaga kelamiz. Bu (3) formula f(x) funk3|yan|ng Teylor formulasi
deyiladi. (3) formuladagi R, (x) esa Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi.

Endi goldig had R, (x) ni aniglaymiz. x, nugtaning U 5 (X,) atrofidagi x
ni tayinlab, ushbu

" (n)
Ft)= () F(t) - 1:(t)( ) - f(t)(x 02 + (t)(x %

funksiyani [x,, x]< U (X,) (yok| [x, xo]cU (xo)) da garaymiz.
Bu funksiya [x,,x] segmentda uzluksiz bo‘lib, (x,,x) da hosilaga ega

bo‘ladi:
F’(t):—f’(t)—{f]ft)(x—t)—f’(t)}—{f Et) X—1)? - flft)

) 1) -1 (”+1)(t)
_[ TR TR }

(x-1)".
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Demak,

F(t)=— (x—t)".

Endi [x,,x] da uzluksiz, (x,,X) (ia chekli (nolga teng bo‘lmagan)
hosilaga ega ¢(x) funksiyani olib, F(x) va ¢(x) funksiyalarga [xo,x] da Koshi

teoremasini qo‘llaymiz. Natijada quyidagi
F(X)-F(X) _ F'(c)

f (n+1) (t)
|

= 4
HX)—px)  $0 @

tenglikka kelamiz, bunda c¢=x,+6(x—x,) (0<68<1).

Ravshanki,
FX)=0, F(xp)=R, (0, F(©)=— )(c) (x-0)"
Unda (4) tenglikdan
n+1

R (X) — ¢(X) ¢(X0) f( )(C) (X C) (5)

¢'(c) n!
bo‘lishini topamiz.
a) Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
Aytaylik, ¢(t) = x—t bo‘lsin. Unda
p(X) =0, #(X)=X=%,, ¢'(c)=-1
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

(0 ~(-x) O

e TRl G R RS
f(n+1) " .
- B0
ko‘rinishga keladi. Bu holda
F(X) = f(xg) +- g_:(O)(x—xo)+ f g‘o)(x—xo)2 -
f(n)n(IXO)(X_Xo)n+ (”+1)()(X X)) (1-6)"

formula hosil bo‘lib, uni  funksiyaning Kosh1 ko‘rinishidagi qoldiq hadli
Teylor formulasi deyiladi.

([1], 7.1 Taylor formulas,227-bet) b) Lagranj Kko‘rinishidagi qoldiq
hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, #(t) = (x—t)"*" bo‘lsin. Unda

=0, §()=(x-x%)"™",
#(€)=-(n+1)(x-c)"  (c=X+0(x=x))
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bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

f(n+1) C — (X=X n+l ) f(n+1) C .
Rn(X): () ( 0) n'(X—C) — ()(X—XO) 1
N —(n+1)(x—c) (n+D!
ko‘rinishga keladi. Bu holda
fr fr (n) (n+1)
0= 10100+ o (- xg)+ L0y Ve T O e
n n

(C=x,+6(x-x%,), 0<6<]
(6)
formula hosil bo‘lib, uni f (x) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli
Teylor formulasi deyiladi.

v) Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
YUgoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz:

F(X) = (%) + f'(lj‘o) (X—Xo) + fﬂg‘o) (X= %) +..

f (= (XO) n-1 f " (C) n

— 20 (x—x,)" 4+ X—Xg)",

(n_D)! (X—Xo) o (X—Xo)

(C=X,+6(X—X), 0<8<1).

f(™M(x) funksiya x, nugtada uzluksiz. Demak, x—>Xx, da ¢ — X,
bo‘lib,

F™ ) > ™ (xp).
SHuni e’tiborga olib, X — X, da

f () _F0)

ol (X—=%,)" —T(X_Xo)n +o((x—x%p)")
bo‘lishini topamiz.
Natijada ushbu
f(x)=f(x,)+ f gj(")(x—xo)+ f ;)I(O)(x—xo)2+...+
£ (x i )
f U ) o x)), (k)

formula hosil bo‘ladi. Bu formula f(x) funksiyaning Peano ko‘rinishidagi

goldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.
([1], 7.1 Expanding the elementary functions, 227-bet) 3°. Ba’zi
funksiyalarning Teylor formulalari. f(x) funksiyaning Peano ko‘rinishidagi

goldiq hadli Teylor formulasini olamiz:
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FX) = f(xg) - 00) () oy y ) ey

il 2!
f (M (x ] ]
TG (X)), (K x)
Bu tenglikda x, =0 deb, ushbu
' " (n)
f(x):f(0)+f]§0)x+f(0)x2+...+f l(O)X”+0(X"), (x—0) (7)
n!
formulaga kelamiz. (7) formula f(x) funksiyaning Makloren formulasi
deyiladi.
1) f(x)=e* bo‘lsin. Bu funksiyauchun f(0)=1 ™ (0)=1 bolib,
2 3 n
eX:1+x+—+X—+..+X—+o(x“), X—0
21 3 n!
bo‘ladi.

2) f(X)=(@1+x)*, ae€R bo‘lsin. Bu funksiya uchun
f(0)=1 f™0)=a(a-1..x—n+1)

bo‘lib,
n _ —
1+ x)* :Za(a D"kfa K+D) 4k +o(x"), x—0
k=0 '
bo‘ladi.
Xususan,
1 k n
——=>X +4+0(Xx'), x>0
Ty kZ:%) (x7)
LS X +o(x"), x>0
1+x oo ,
bo‘ladi.

3) f(x)=In(1+ x) bo‘lsin. Bu funksiya uchun
f(0)=0, f&(0) =D (k-1!

bo‘lib,
no(_1\K K
in+x) =3 EX Loy, x>0
k=1
bo‘ladi.
SHuningdek,
(=% =~ 1 o(x
—-X)=—>» —+o(x"), x—0
k=1 K
bo‘ladi.

4) f(x)=sinx bo‘lsin. Bu funksiya uchun f(0)=0, f®*%(0)=(-1*
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bo‘lib,
n " 2k+1 ons2
sinx=">Y (-1 +o(x™?), x—=0
;Z(:)( ) (2k +1)! ( )
bo‘ladi.
5) f(x)=cosx bo‘lsin. Bu funksiya uchun f(0)=1 f®(0)=(-D*
bo‘lib,
2K -
cosx =Y (-1)* +o(x™"), x—0
kZ;') (2k)!
bo‘ladi.
Misol. Ushbu
X
f0= 3X+2

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
< Bu funksiyani quyidagicha

1
()_3x+2 3
2(1+ — x)
2
yozib, so‘ng
n
Tox => (D" x* +o(x"), x>0
k=0
bo‘lishidan foydalanib topamiz:
1 n “
ek 3 (- 23k+1 x* +o(x"), x—>0.»
k=0

Mashqglar

1. Asimptotik formulalardan foydalanib, ushbu

X2

. e 2 —cosx
|Im3—_

x=>0  x°sin X
limit hisoblansin.

2. Ushbu
f(x)=e*
funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.

Adabiyotlar
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Glossariy

(00 = 1(t) + 2 () ot (n)(°)(x %)" + Ry (%)

formulaga kelamiz. Bu (3) formula f(x) funk3|yan|ng Teylor formulasi
deyiladi. (3) formuladagi R,(x) esa Teylor formulasining goldiq hadi
deyiladi.

F(X) = (%) + f'(lfo)(x—xo)+ f";XO)(x—xo)z ot

4 f(n)(xo) (n+l)( C)
nl

funksiyaning Koshi ko‘rini.shidagi qoldiq hadll Teylor formulasi deyiladi.
f! f £ (n+1)
F(x)=f(x,) + (,X°)(X—Xo)+ (To) (X°)(x-x0)“ )

n+l
! n! n! (=%)™
(c=x,+6(x-X%,), 0<8<J

(X=%p)% +..4

(6)
formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq

hadli Teylor formulasi deyiladi
F(x)=f(x)+

(”)( ()

(Xo)

(X=X )+f”g(°)(x—xo)2+...+

———2(X=X)" +o((x=%)"), (X = Xo)

Bu formula f(x) funkSIyanlng Peano Kko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor
formulasi deyiladi.
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Keys banki

24-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

. e 2 _cosx
x=>0  x°sin X

limit hisoblansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qoyilgan masalani yeching
(individual).
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24-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
f(x) = sin(sinx)
funksiya Makloren formulasi bo ‘yicha 0(X3) hadgacha yozilsin.

Bu funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha yozishda 2-formuladan
foydalanimiz. Avvalo 2) da X ning o‘rniga SINX ni qo‘yib topamiz:

e . sin®x 4
sin(sinx) = sinx - +olsin*x)
Agar
3
. X A
smx=x——+o(x )
3!
SEVE \3
sin®x = x——+o(x4) =x3+o(x4),
. 3 )
(3 \
sin*x = x——+o(x4) =x4+o(x5)
.3 )

bo‘lishini e’tiborga olsak, unda
3

sin(sinx) = x—%+o(x4)

bo‘lishini topamiz. »

2-misol. Ushbu

3 5 2n+1
X X
shx=X+—_—+—+ ...+—+0(X2”+2)
3l 5l (2n+1)
munosabat isbotlansin.
<4Ravshanki,
X __ aX
shx =

1) -formuladan foydalanib topamiz:
x> X X"

eX=1+x+—+—+...+—+o(x”),

2! 3 n!
N X2 X3 . Xn .
e =1—X+§—§+...+(—1) 1E+o(x ).

Keyingi tengliklardan
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3 2n+1

X _ —x= X n+2
e —e 2x+2—3!+...+2—(2n+1)!+0(x )
bo‘ladi. Natijada
o)y XX R 2n+2
shx = 2(e —e )—x+ 3 + = +...+(2n+1)!+o(x )

bo‘lishi kelib chiqadi.»

3-misol. Agar x— 0 da f(x)=1+%x+o(x) bo‘Isa,

1
[l = e
bo‘lishi isbotlansin.
<4Ravshanki,

1
[FOf =™,

Inf(x)= In(1+%x+ o(x)) = %x+ o(x)
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

e)l((;x+o(x)J 1+M

=e2 X

Agar

bo‘lishini topamiz.
Keyingi tenglikdan

x—0 x—0

1 1,0(x)
lim[f(x)]x =lim[ ez *x [=/e
bo‘lishi kelib chiqadi.»

4-misol. Ushbu
(X,=(1,2)1'1

miqgdor tagribiy hisoblansin.
<«45-formulaga ko‘ra

Q+x)" =1+mx+ m(mTl_l)xz + o(xz)
bo‘lib, undan quyidagi taqribiy formula hosil l.)o‘ladi:
Q+x)" =1+ mx+mx2.

Keyingi munosabatda x =0,2, m=1,1 deb topamiz:
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11-01 0,04=12222.»

a=(12)"=(1+02)"»1+11-02+
Quyidagi funksiyalar Makloren formulasi bo‘yicha O(XZ) hadgacha
yoyilsin:

1198.f(x) = &' 1199.f(x) = /1% 1200.f(x) = Incosx

Quyidagi funksiyalar Makloren formulasi bo‘yicha 0(X3) hadgacha

yoyilsin:
1201.(x) = (L+ X)x 1202.7(x) = {1+ 3sinx
1203.f(x) = In(1 + arcsinx) 1204.f(x) = arctg(sinx)

Quyidagi funksiyalar Makloren formulasi bo‘yicha O(X”) hadgacha

yoyilsin:
1205.f(x) = ™" 1206.f(x) = sin(2x + 3)
1207.f(x) = cos(g + 2) 1208.(x) = In(e* + 2)
1209.f(x) = ° 1210.f(x) = 3*™
(1-x) |
1211.F(x) = (x2 = x ™ 1212.f(x) = In 11+ ZXX
2 X
1213.F(x) = In(2+ x — x?) 1214.(x) = = +2X3€
€
1215.f(x) = X 1216.f(x) = X+
x-1 2X—3
1-2x°
fX)=——
1217.f(x) T
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Quyidagi funksiyalar Teylor formulasi bo‘yicha X, nuqtaning

atrofida o((x - xo)z) hadgacha yoyilsin:
1218.f(x)=§, X, =2 1219.f(x) =sin(2x—3), x, =1

1220.f(x) = xe*, X, = —1 1221.f(x) = x>, X, = -1
1222.f(x) = (x> =1, x,=—1  1223.f(x) =sin(x+ 1)sin(x + 2), x, =1

1224.f(x) = In(2x+ 1), x, =% 1225.f(x)=In¥/7x-2, x, =1

2X

2X+1
1226.f(x)=—Inx, x, =1 1227.f(x) = Xy =2
(9=2%2inx, x, (=25 %
Quyidagi limitlar hisoblansin:
. In(1+Xx)—x ¥ =1-=X
1228.1im ( 2) 1229.1im ———
x—0 X x—0 X
NG :
cosSX—1+ — . tgx—sinx
1230. lim 2 1231.lim =
x—0 X
. arctgx —arcsinx i X — X
1232.1im arctg 2a cs 1233.I|mt_g—
x—0 X x>0 SINX —X
1
. — . 1+ x) -1
1oatim L+ —e 1235 lim (LX) =1
Xx—=0 X X—0 X
. 1—(cosx)"™ _sh(tgx)—x
1236.1im ( . ) 1237.I|m#
x—0 X x—0 X
sinx / 2 tox
1238_|ime —V1+Xx" —Xxcosx 1239. lim ((E—x)tgx)
x>0 In*(1-x) oo\ 2

1240. Iim(xsln(l + 1) —x%+ E)
X—00 X 2

0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 388




MATEMATIK ANALIZ 2016

1
. X 2
1241, Ilmm((x?’ X2+ 4 1)eX —4x2 x4 ZJ
X+ 2
-1 In(1+ Inx)

2
) 1 _ e1cx—2x
1243.lim
«®  COSX
2

X—>»00

1L
1244.lim x[(Ze)x +ex — 2]
segf2-.2)
x-0{ x?  xtgx

1246. Iim(x2 — g - (x3 + X+ 1)In(1 + 1))

X—©0 X
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Test

1)  f()=a,+a,(x—x,)+...+a,(x=%)"+R (x) .Funksiyani a, ni hisoblang.
f(x)=cosx x=0 nuqtada.
1 1 1
A) 0 B) 3 C) A D) o
2) f(x)=e* funksiyani x=0 nugtada Teylor (Maknopen)  Qatoriga

yoyilmasini toping.
x> X3 x"
A)e*=1+x+—+"—+.+—+0(x"), x—0
21 3 n!

B) e =1+ x+x*+X*+.+X"+0(x"), x—0
» Xt X WX
C)e _1_X+§_§+"+(_1) HJFO(X ), Xx—0

D) e =1+x+2Lx* +3LX° +..+nkx"+0o(x"), Xx—0
3)  f(X)=a,+a,(X—%)+...+a,(x—%,)" +R (x) .Funksiyani a, ni hisoblang.
f (x)=sinx x=0 nugtada.
1 1 1 1
el el el D) —
A) 51 B) 3! ©) 6! ) 24
4) f(x)=In(1+x) funksiyani x=0 nugtada Teylor (Makmnopen) gatoriga

yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping.
(_1) k+1 Xk

A) i(_likka(x“) B) Z —+o(X') C)
> VX o0y D) > o

5) f(x)=Inl-x) funksiyani x=0 nuqtada Teylor (Maxknopen) gatoriga
yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping.

A) —Zn:X?+o(x”) B) Zn:(_l)l: X +o(x") C)
—Zn:%+o(x”) D) Zn:(_l)TXJro(x”)

6) f(x):3—12 funksiyani x=0 nuqgtada Teylor (Makmopen) gatoriga
X +

yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping.
n 3k ) n 3 +1
A) > (-D" T x* +o(x") B) > (-1
k=0 k=0

k
5 X“ +o(x")
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n k+1
C) Z( 1) i X +o(x") D) > (-n* ;’M X“ +o(x")
k=0
7) Lagranj ko’rinishidagi qoldiq had berilgan gatorni toping.

£90) e 1)
A R(9=" ) B) R()=—

(X -X )n+1

f(n+l (X )
(n+1)!
8) f(X)=@+x)*, aeR funksiyani x=0 nuqgtada Teylor (Maxmopen)
qatoriga yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping.

(x=x%,)" C)

£ (c)

R.(X) =

D) R,(x)= (x=%)"™

A) Z:05(05 1).. (a k+1) X+ 0(x") B) Za(a 1) ((x k) X+ o(x")
a(a D..(x— ) n ala— 1) (a k -1 <y
C) kZ:; (2D x“ +o(x") D) z +o(x")
9) f(x)=¢* funksiyani x=0 nuqtada Teylor (MaKJIopeH) gatoriga yoyilmasini
toping.
A) e = 1+2x+4i+81+..+ n n+o(x"), x—0
2! 3! n!
B) e =1+2x+4x* +8x’ +..+2"x"+o(x"), x—0
- 4x*  8x° 3 X" N
C) e =1-2x+ 7—? .+ (=2) HJFO(X ), x—0

D) e =1+x+2Lx* +3LX° +..+nkx"+0(x"), x—0
10) Makloren gatori berilgan gatorni toping.

A) f(X) — f(0)+ f’(O) f”(O) 2 f(n)(o)

X+ Kbt — X"+o(x"), (x—0)
n!

B) f(x):f(l)+%(x—1)+%(x—l)z+...+¥(x—l)”+o(x"), (X=1)

£(0)

+T(X_1)+ o)

T(X—].)2 +...+m

n!

C) f(x)=1(0) (X=1"+0(x"), (x=1)

' " (m)
D) f(x)= f(0)+%x+f3—(!o)x2 +'"+(fnT(10))!Xﬂ +o(x"), (x—=0)
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25-mavzu. Funksiyaning
mohnotonligi. Funksiyaning
ekstremumlari

25-ma’ruza

Reja
1°. Funksiyaning monotonligi.

2°. Funksiyaning ekstremumlari.

([1], 2.4 Monotone functions,41-bet)1°. Funksiyaning monotonligi.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a, b) da (—oo<a <b < +w) berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki,

VX, X, €(@,b), uchun  x <x, = f(x)<f(x,) (f(x)<Tf(xy))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi), Vx;, X, €(a, b)
uchun x, <x, = f(x)>"f(x,) (f(x)>f(x,)) bo‘lsa, f(x) funksiya
(a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) deyiladi.

([1], 2.4 Monotone maps,186-bet)1-teorema. Aytaylik, f(x)
funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, VX € (a, b) da f’(x) hosilaga ega bo‘lIsin.

f (x) funksiyaning (a, b) da o‘suvchi bo‘lishi uchun Vx € (a, b) da

f'(x)=0
bo‘lishi zarur va etarli.
« Zarurligi. f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi bo‘lsin. Unda Ax >0

bo‘lganda
f(x+Ax)—f(x)>0

bo‘ladi. Hosila ta’rifidan foydalnib topamiz:
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1‘(x+Ax)—f(x)>O
0 AX o

Etarliligi. Aytaylik, Vvxe(a,b) da f'(x) mavjud bo‘lib, f'(x)>0

£/00 = f'(x+0)= lim

bo‘lsin. [X;, X,] da (X, X, €(@,b), X, <X,) f(x) funksiyaga Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz:

f(x,)—f(x)="f'(c)-(x, —x)=0.
Demak, x; <X, = f(x)<f(x,), f(x) o‘suvchi. »

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema isbotlanadi.

([1], 2.4 Monotone maps,186-bet)2-teorema. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, ¥x € (a,b) da f’(x) hosilaga ega bo‘lsin.
f (x) funksiya (a, b) da kamayuvchi bo‘lishi uchun ¥x € (a,b) da

f'(x)<0
bo‘lishi zarur va etarli.

SHuningdek quyidagi teoremalarni isbotlash giyin emas.
([1], 2.4 Monotone maps,186-bet)3-teorema. f(x) funksiya (a, b) da

berilgan bo‘lib, Vx e (a,b) da f’'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning
(a, b) da gat’iy o‘suvchi bo‘lishi uchun

1)vxe(a,b) da f'(x)>0.

2)Vxe(a,) da f'(x)=0 tenglik bajariladigan (e, ) < (a,b)
intervalning mavjud bo‘lmaslik shartlarining bajarilishi zarur va etarli.

4-teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vx e (a,b) da
f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da qat’iy kamayuvchi
bo‘lishi uchun

1) vxe(a,b) da f'(x) <0,

2) Vxe(a,p) da f'(x)=0

tenglik bajariladigan  («, f) < (a,b) intervalning mavjud bo‘lmasligi
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shartlarining bajarilishi zarur va etarli.
Demak, (a, b) da
f'(xX)>0 = f(x) o‘suvchi = f'(x) >0,
f'(X)<0 = f(x) kamayuvchi = f'(x) <0,
f'(xX)>0 = f(x) gat’iy o‘suvchi = f’(x) >0,

f'(X) <0 = f(x) qat’iy kamayuvchi = f'(x)<0

bo‘ladi.
1-misol. Ushbu
f(x) = )2(_i
funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchi bo‘lish oraliglari topilsin.
<«4Ravshanki,
f'(X)=x-27%(2-xIn2)
bo‘ladi.

Ushbu f'(x) >0, x-27%(2-xIn2)>0 tengsizlik x e (O, %j da o‘rinli
n

bo‘ladi.  Demak, f(x) funksiya xe (0, %j da  o‘suvchi,
n

(—o0, 0)U (%, +o0) da kamayuvchi bo‘ladi. »
n

2°. Funksiyaning ekstremumlari. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, X, € X bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar shunday 0>0 son topilsaki,
VX eUs(Xy) =Xy — 9, X, +0) < X nuqtalarda
F<f(x)  (F()2F(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X, nugtada maksimumga (minimumga)

erishadi deyiladi, x, nuqtaga esa f(x) funksiya-ning maksimum (minimum)
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nuqtasi deyiladi.

2-ta’rif. Agar shunday o >0 son topilsaki, VxeU ;(X,)\{X.}

(U, (x,) < X) nugtalarda

f(x) < (%) (F() > f(%))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X, nuqtada gat’iy maksimumga (qat’iy
minimumga) erishadi deyiladi,

Funksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan uning
ekstremumlari, maksimum hamda minimum nugqtalari esa uning ekstremum
nuqtalari deyiladi.

5-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X <R to‘plamda berilgan
bo‘lib, x, € X nuqtada ekstremumga erishsin.

Agar f(x) funksiya x, nugtada f’(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda

f'(x,)=0
bo‘ladi.

qAytaylik, f(x) funksiya x, nugtada maksimumga erishib, shu nugtada
hosilaga ega bo‘lsin. U holda

36>0: WxeU,(x,)c X da f(x)< (%)
bo‘ladi.

(xo —0, xo+0) intervalda f(x) funksiyaga Ferma teoremasini qo‘llab
topamiz:

f'(x,)=0.»

3-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nugta uning stansionar
(kritik) nugtasi deyiladi.

Eslatma. Agar f(x) funksiya biror nugtada ekstre-mumga erishsa, u shu
nuqgtada hosilaga ega bo‘lishi shart emas.

Masalan, f(x)=|x| funksiya x, =0 nugtada minimumga erishadi, biroqg
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u shu nugtada hosilaga ega emas.
Demak, f(x) funksiyaning ekstremum nugqtalari uning statsionar hamda

hosilasi mavjud bo‘lmagan nuqtalari bo‘lishi mumkin.

4-ta’rif. Agar shunday o >0 son topilsaki,
VXe(Xy—0, Xo) ma g(x)>0 éxu
VXe(X,—0, X) ma g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x, nugtaning chap tomonida ishora saglaydi deyiladi.
Agar shunday ¢ >0 son topilsaki,
VX € (X, Xo+0) ma g(x)>0 ékm
VX e (Xy, Xo+0) ma g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x, nuqtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi deyiladi.
6-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib,
quyidagi shartlarni bajarsin:
1) 36 >0, ¥xeU4(x,)c X ma f'(x) hosila mavjud;
2) £'(x) =0;
3) f'(x) hosila x, nuqtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saqlasin.
Agar f'(x) hosila X, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(X)
funksiya x, nugtada ekstremumga erishadi.
Agar f’(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa, f(X)
funksiya x, nugtada ekstremumga erish-maydi.
« Aytaylik,
VXe (X, — 0, X,) ma f'(x)>0,
VXe(Xg, Xo+0) ma f'(x)<0
bo‘lsin. U holda WVxe(X,—0J, X;), f'(X)>0 = f(X) o‘suvchi, ya’ni
FO)< (X)), Vxe(Xy, X+9), f'(x)<0 = f(x)kamayuvchi, ya’ni
f(xX) < f(x,) bo‘lib, Vxe (X, -0, X, +0) ma f(x)<f(X,) bo‘ladi. Demak,
bu holda f (x) funksiya x, nugtada maksimumga erishadi.
Aytaylik,
VXe(X, -9, X,) ma f'(x)<0,
VXe(Xg, Xo+0) ma f'(X)>0
bo‘lsin. U holda Vxe(X,—0, X,), f'(X)<0 = f(x)kamayuvchi, ya'ni
FOX)>f(Xy), WXxe(Xy, Xg+9), f'(x)>0 = f(x) osuvchi, ya'ni
f(X)> f(x,) bo‘lib, VXxe (X, —9, X,+0) da f(x)> f(x,) boladi.
Demak, bu holda f(x) funksiya x, nugtada minimumga erishadi.
Agar VX e(Xy—0, X) ma f'(x)>0,
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VXe(Xg, Xg+0) ma f'(x)>0 yoki Vxe(x,—0J, X,) da f'(x)<0,
VX e (Xy, X +0) da f'(x)<0 bo‘lsa, unda f(x) funksiya (x,—o,%,+0) da
o‘suvchi yoki (X, — 9, X, +0) da kamayuvchi bo‘lib f(x) funksiya x, nuqtada

ekstremumga erishmaydi. P
7-teorema. f(x) funksiya X — R to‘plamda berilgan bo‘lib, quyidagi

shartlarni bajarsin:

1) f(x) e C(X);

2) 36 >0, ¥xeUs(x,)\{X,} ma f’(x) hosila mavjud va chekli;

3) f'(x) hosila x, nuqtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saqlansin.

Agar f'(x) hosila X, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(X)
funksiya x, nugtada ekstremumga erishadi.

Agar f'(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgar-tirmasa, f(x)
funksiya x, nugtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teorema yuqoridagi 6-teorema kabi isbotlanadi.
8-teorema. Faraz qgilaylik f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan va

meN, m=2, X,e X bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) 35>0, VxeU (%)X na f™P(x) hosila mavjud;
2) ™ (x,) hosila mavjud;

3) f'(%)=f"(X)=...= F™P(x,)=0, f™(x,)=0.
U holda m=2k, keN bo‘lganda f(x) funksiya x, nuqgtada

ekstremumga erishib, f(™(x,) <0 bo‘lganda x, nugtada maksimumga,

f (M (x,) >0 da minimumga erishadi.
Agar m=2k+1, ke N bo‘lsa, f(x) funksiya X, nuqtada ekstremumga

erishmaydi.
<« f(x) funksiyaning x, nuqtadagi Teylor formulasi

09- 3,100

ni olamiz. Bu formula teoremaning shartida ushbu

(m)( Xo)

(X—%,)" +o((x— xo)”), X — X,

F(X) = f (o) +———22 (X = Xo)" +O((Xx = %,)™ ), X = X,

ko‘rinishga keladi. Bundan esa x # xo da
f(M(x,) o((x—x)m)
f(X)=f(X,)=(x=x,)" 0/ 4 0 XX
(9= ) = ()" = 2 20 ;

bo‘lishi kelib chigadi.

: : 1
«o» ning ta’rifiga ko‘ra — | £ (X,)[>0  son  uchun
m:

0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 397



MATEMATIK ANALIZ 2016

36 >0, YxeU (x,) \{X,} nugtalarda
o((x— xo)m)
(X=%o)"
bo‘ladi. Demak, x e U 4(X,) \{X,} uchun
00 , olx=x)") - ™ (x)

<%‘f(m)(xo)‘

m! (X=%g)" m!
miqdorlar bir xil ishorali bo‘ladi. Bundan esa x e U 5(x,) \{X,} da
£ (m)
(XO) (X . xo ) m
m!
ning ishorasi f(x)— f(x,) ayirmaning ishorasi bilan bir xil bo‘lishi kelib

chigadi.
Agar m=2k, keN bo‘lib, f™(x,)>0 bolsa, unda f(x)— f(xy)>0
,ya'ni f(x)> f(x,) bo‘ladi. f(x) funksiya x, nugtada minimumga erishadi.
Agar m=2k, keN bo‘lib, f™(x,)<0 bolsa, unda f(x)— f(x,) <0,
ya’ni f(x) < f(x,) bo‘ladi. f(x) funksiya x, nugtada maksimumga erishadi.
Agar m=2k+1, ke N bo‘lsa, f(x)— f(x,) ayirma ishora saglamaydi.
Bu holda funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi. »
Xususan, agar X, nugta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi bo‘lib,
f (x) funksiya x, nuqgtada chekli f'(x,) =0 hosilaga ega bo‘lsa, shu nuqtada
f(x) funksiya f"(x,) <0 bo‘lganda maksimumga, f''(X,)>0 minimumga
ega bo‘ladi.
2-misol. Ushbu
f(x)=23x° —53x2 +1
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
4 Bu funksiya R =(—o0;+) aniglangan bo‘lib, u shu to‘plamda
uzluksiz. Uning hosilasini topamiz:

v 25 2 2 - 10(x-1)
f(x)—2-3-x 5-3-x =3y (@D

Ravshanki, funksiyaning hosilasi x, =1 nugtada nolga alanadi: f'(1)=0;
X, =0 nugtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas.

Hosila ifodasi (1) dan ko‘rnadiki, x=1 nugtaning chap tomonidagi
nugtalarda f'(x) <0 o‘ng tomonidagi nuqtalarda  f'(X) >0 bo‘ladi. Demak,
berilgan funksiya x =1 nuqtada minimumga erishadi va min f(x)= f(1)=-2
bo‘ladi.

Y Ana hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x =0 nugtaning chap tomonidagi
nugtalarda f’(x) >0, o‘ng tomonidagi nuqtalarda f’(x) <0 bo‘ladi.
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Demak, f(x) funksiya x=0 nuqtada maksimumga erishadi va
max f(x)= f(0)=1 boladi. »

Mashglar
f(x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan nuqtada funksiya

ekstremumga erishishi shart emasligi isbotlansin.
1. Ushbu

1
f(x)=4€ X arap X=0 Oynca
0, arap X=0 06ynca
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
3. Aytaylik, f(x)eC[a,b] bo‘lsin. Bu funksiyaning [a,b] dagi eng katta
va eng kichik giymatlari ganday topiladi?

Adabiyotlar
1. Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008.
2. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1
t. M. «<FIZMATLIT», 2001.
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Glossariy

Ma’lumki,

VX, X, €(@,b), uchun  x <x, = f(x)<f(x) (f(x)<Tf(x,))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi), Vx, x, €(a, b)
uchun x, <x, = f(x)=>"f(x,) (f(x)>Tf(x,)) bo‘lsa, f(x) funksiya
(a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) deyiladi.

1-ta’rif. Agar shunday 0>0 son topilsaki,
VxeU (X)) =X, —9, X, +9) < X nuqtalarda

f(x) < f(x,) (f(x) = f(x,))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nugtada maksimumga (minimumga)
erishadi deyiladi, x, nugtaga esa f(x) funksiya-ning maksimum (minimum)
nugqtasi deyiladi.

2-ta’rif. Agar shunday o >0 son topilsaki, VxeU ;(X,)\{X.}
(U ;(x,) < X) nugtalarda

F)<flx)  (FO)> (%))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada qat’iy maksimumga (qat’iy
minimumga) erishadi deyiladi,

4-ta’rif. Agar shunday o >0 son topilsaki,
VXe(Xy—0, Xo) ma g(x)>0 éxu
VXe(Xy—0, X) ma g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x, nugtaning chap tomonida ishora saglaydi deyiladi.
Agar shunday o > 0 son topilsaki,
VX € (X, Xo+0) ma g(x)>0 éku
VX e (Xg, Xg+0) ma g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x, nugtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi deyiladi.

0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 400



MATEMATIK ANALIZ 2016

Keys banki

25-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan
nugtada funksiya ekstremumga erishishi shartmi?

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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25-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
T
f{x)=cos—
()=cos™

funksiyaning o ‘suvchi va kamayuvchi bo ‘ladigan oraliqlari topilsin.
<«Berilgan funksiya juft bo‘lganligi uchun uni (O,+oo da garash etarli
bo‘ladi. Ravshanki,
T . T
f'(Xx)=—-sin—.
) x? X
e .M . T e .
Endi f (x)> 0, ya’ni —-SIn—> 0 tengsizlikni echamiz.
X X

. T T T
sin=>0 =0<-<m va 2nmm<-<zm+2nt  (neN).
X X X

Keyingi tengsizliklardan

X>1va

bo‘lishi kelib chigadi.

Y
2n+1'2n

Demak, (1,40) va ( ) (ne N) intervallarda funksiya

gat’iy o‘suvchi bo‘ladi.

Ravshanki, f'(x)< 0, ya’ni 12 sin® <0 tengsizlikning echimi
X X

(neN)

bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya

(1 1) (heN)

2n’2n—-1

intervallarda qat’ity kamayuvchi bo‘ladi.
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f(X) juft funksiya bo‘lgani uchun u (— oo,O) dagi

(_ 2_1n a 2n1— 1) (heN)

intervallarda qat’iy o‘suvchi,

(- o0,—-1) va ( 1 1] (neN)

2n+1 2n

Intervallarda esa qat’iy kamayuvchi bo‘ladi. »
2-misol. Ushbu

2

f(x)=)1(—0—lnx

Sfunksiya o ‘suvchi, kamayuvchilikka tekshirilsin.
<«Bu funksiya (0,+oo) da aniglangan bo‘lib, uning hosilasi
, x 1
=5
bo‘ladi.
Endi '(x)>0, ya’ni g—% >0

yoki f'(x)< 0, ya'ni g—l <0
X

bo‘lishga tekshiramiz. Ravshanki,

2

X1y &X =259 <:>(x—\/EXX+\/§)20
5 X oX

Bundan esa, (v5,+00) da f'(x)>0, (0,+/5) da f'(x)<0 boclishini topamiz.

Demak, berilgan funksiya (0\/3) da kamayuvchi, (\/E ,+oo) da o‘suvchi
bo‘ladi.»>

3-misol. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] segmentda:

1) f'(x), ¢'(x) hosilalarga ega,

2) £'(x) = g'(X) tengsizlik o‘rinli,
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3) f(a)=g(a)

bo‘lsa, VX € (a, b] da f(X)> g(x) bo‘lishi isbotlansin.

«f(x)-g(x)=o(x) deylik. Unda '(x)=F"(x)—g'(x)=0 bo‘ladi.
Demak, (p(X) funksiya [a, b] da o‘suvchi.
Endi @(a)="f(a)-g(a)=0 bo‘lishini ¢’tiborga olib (a,b] da @(x)>0 ya’ni
f(X) > g(x) bo‘lishini topamiz.

2

Xususan, f(x) = In(l + x), g(x) =X— X? (0 <X< +oo) deyilsa, ular

uchun uchchala shart bajarilib, ushbu
2
In(1+x)> x—X? (0<x < +w)

tengsizlik kelib chigadi.»

Quyidagi funksiyalarning o‘suvchi, kamayuvchi bo‘ladigan oraliqlari

topilsin.
1247.f(x) = 3x — x° 1248.f(x) = 8x> —x*
1249.f(x) = x* — 3x+5 1250.F(x) = x(1+ 2v/x)
1251.(x) = e** 1252.f(x) = x| x|
2X
1253.f(x) = [ 1254.(x) = x |
1255_f(x)= e’ 1256.f(x) = cosx — x
X
1257.f(x) = x +sinx 1258.f(x) = x? —10Inx
X 2
1259.(x) = — = x%™
(x) Inx 1260.(x) = x%e
1262.F(x) = x+ | sin2x | 1263.F(x) = x Inx
3
1264.F(x) = . X 1265.F(x) = x? — Inx?
—X
1 2x -
1266.(x) = S 1267.f(x)=x"e™ (n>0, x>0)
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1268.f(x) = v/8x* — x* 1269.f(x) = (1+1)

X

1271.F(x) = (x + IVx* -1

=
w

1270.f(x) = 3%
1272.f(x) = arctgx — Inx

Quyidagi funksiyalar o‘suvchilikka va kamayuvchilikka tekshirilsin:

1273.f(x)=In | x| 1274.f(x) = X+ arctgx
1275.f(x) = x® +arcsinx 1276.(x) = Ig°® x + x*
1277.f(x)=x"1g" x (x>1) 1278.(x) = Ig cosx (O <x< g)
1279.f(x) = arcsin(3x — 1) 1280.f(x) = r'}'_[g(x — arctgx”
1281.F(x)=| Inx| 1282.f(x) = arctg(x? — 2x + 3)
1
283.(x) = x* -Inix? 1284.f(x) =
1283.£(x) = (x? + 4x+ 6)- In(x? + 4x + 6) (x) T+ oo x
X 2
1285.f(x) = =2.pX X
(x) o x—16 1286.f(x)=2-¢e

1287.(x) = log, (X — 8x+ 20)

2

f(X) va g(X) funksiyalar X< R to‘plamda berilgan bo‘lib, bu
to‘plamda f(x) musbat va kamayuvchi, g(X) esa manfiy va o‘suvchi bo‘lsa,
quyidagi funksiyalarning o‘suvchi yoki kamayuvchi bo‘lishi aniglansin:
1289.y =f(x)-g(x) 1290.y = f(x)—4g(x)

1291.y =f?(x) 1292.y = g*(x)

OzMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 405




MATEMATIK ANALIZ 2016

f(X) va g(X) funksiyalar X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, shu

to‘plamda bu funksiyalar manfiy va kamayuvchi bo‘lsa, quyidagi

funksiyalarning o‘suvchi yoki kamayuvchi bo‘lishi aniglansin:
1293.y =f(x)-g(x) 1294.y =f*(x)
1295.y = 4f(x)+8g(x) 1296.y = g°(x)
1297.Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda o‘suvchi bo‘lib, f'(x) mavjud bo‘lsa,
f(x) ning (a,b) da o‘suvchiligi hagida nima deyish mumkin?
1298.f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x) va g(x) funksiyalar n marta differensiallanuvchi;
2) f9(x,)=0M(x,) (k=0,1,2,...n-1),
3) x>x, ma FV(x)>g"M(x).

Uxolda x>X, aa f(x)>g(x) borlishi isbotlansin.

Quyidagi tengsizliklar isbotlansin:

1299.x+%22 (x>0)
1300.2+/x > 3—% (x>1)
1301 (1+ x)* > 1+ ax (x=-1, a>1)

1302.e* 2 1+ X

1303.e* > ex

X2
1304.eX21+x+? (x>0)
1305.In(1+ x) < x (x>0)
1306. In(L+X) > —— (x>0)

X+1
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1307.€* > 1+ In(1+x) (x>0)
1
1308.1—2Inxsx—2 (x>0)
: 2 T
1309.sInX = —X (OSXS—)
T 2
: x®
1310.8iNx > X~ - (x>0)
X2
1311.c0sX > 1~ - (x>0)
x° n
1312.tgX > X+ — (O<x<—)
3 2
1313.arctg < x (x=0)
( T
1314.sinX + tgx > 2x O<x<§)
\
. 3 (
1315_(ﬂ) > COSX 0<| x|« E)
X \ 2
1316.(a+b)* <a* +b” (0<ax<1)
1317.%x —nfy <nfx—y (x>y=0)
1318 Y| <X 1Y (x=0,y>0,neN)
2 2
1310.2 Y < n 2 < XY (x>y>0)
X y |y
X x+1
1320.(1+1) <e<(1+l) (x>0)
X X
1321.x* —1> ax —1) (x>1 a>2)

4-misol. Ushbu f(x)= 2%/x° —53x% +1 funksiya ekstremumga
tekshirilsin.
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<« Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz:
2 1
f'(X)= @XS _EX_S _10 x-1
3 3 3 3x
f(x) funksiyaning hosilasi x =1 nugtada nolga aylanadi (f'(1)=0),
X =0 nugtada esa funksiya hosilasi mavjud emas. Demak, f(x) funksiyaning
ekstremumga sinaladigan nuqgtalari x =1, X = 0 bo‘ladi.
x =0 nugtaning (—8,8) atrofini (0 <& < 1) olib, (-8,0) va (0,5) da
funksiya hosilasining ishorasini aniglaymiz:

L 10 x—1
VXE(—S,O)daf(X)=§- 7 >0

Ly 10 x—1
VXE(O,S)daf(X)=€- T <0

bo‘lib, berilgan funksiya X=0 nuqtada maksimumga erishib,
max f(x)=(0)=1 bo‘ladi.
Endi X=1 nugtaning atrofida funksiya hosilasining ishorasini

aniglaymiz:
, 10 x-1
VXe(l—S,O)daf (X)=§' %/; <0
, 10 x-1
VXE(O,1+8) da f (X)=§' 3;/; >0

bo‘lib, berilgan  funksiya @~ X=1 nuqtada minimumga erishib,
min f(x)=f(1) = =2 bo‘ladi®
5-misol. Ushbu
f(x)={xz’ arap X # 06ymnca
1, arap X =00yaca
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
<«Berilgan funksiyaning hosilasi f’(x)= 2X bo‘lib, uning ishorasi
(—8,0) da manfiy, (0,8) da esa musbat bo‘lsada funksiya X =0 nugtada

minimumga ega bo‘lmaydi, chunki berilgan funksiya X =0 nuqtada uzluksiz
emas. »
6-misol. Ushbu

1
f(X) _Je ¥, arap x# 06yica
0, arap X=00yaca

funksiya ekstremumga tekshirilsin.
<« X # 0 da berilgan funksiyaning hosilasi
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1
: e 2
f'(x)=e <
bo‘ladi.
Demak, x=0 nuqgta funksiyaning ekstremumga erishishiga sinaladigan
nuqta bo‘ladi.

Vxe(-8,0) ma f(x)<0
vxe(0,8) ma f'(x)>0
bo‘lib, x=0 nuqtada berilgan funksiya uzluksiz bo‘lganligi sababli f(x)
funksiya X = 0 nuqtada minimumga ega bo‘ladi.»
7-misol.Ushbu
f(x)=e* +e™ +2cosx
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
<« Berilgan funksiya hosilasi
f'(x)=e* —e™ - 2sinx
bo‘lib, u X = 0 nuqgtada nolga aylanadi. Funksiyaning yugqori tartibli hosilalarini
topib, ularni X = 0 nuqgtadagi giymatlari hisoblaymiz:
f"(x)=e*+e™ —2cosx, f"(0)=0
f"(x)=e*—e™ +2sinx, £"(0)=0

fW(x)=e* +e™ +2cosx, f(0)=4
Juft tartibli hosila X =0 nuqtada musbat bo‘lgani uchun berilgan funksiya
X = 0 nuqtada minimumga ega bo‘lib, min f(X) = f(O) =4 bo‘ladi.»>

(6>0)

Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshirilsin:
1322.y =x* —6x+8 1323.y = 2x* = x*

4

1324.y=xj—2x3 +1?1-x2 —6x+3 1325y =(x—-1)°

1326.y = x*-e7* 1327.y =e* +e7*
1328.y = Lin?x 1329.y = x—arctgx
X
1330.y = x- /1 — x> 1331y = x* —3x° + 3x
1332.y =sinx—Xx 1333.y = 2s5in2x +sin4x
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1334y = 1335.y =| X2 —5x+ 6|
Inx
1
1336.y =| x* —1] €™ 1337.y = X*
1
1338.y =| x® —3x? | 1339.y ={€ *, arap X #0 6yaca

0, arap x=0 0Oyuaca
1340. Ushbu y=(x—a,)° +(x-a,)’ +...+(x—a,)* funksiya X ning

ganday giymatida minimumga erishadi. a,,a,,...,a, -berilgan sonlar.

Quyidagi funksiyalarning ekstremumlari topilsin:

1341y =8/x* 1342.y = X3 —6x2 + 9x— 4
1343.y = 1344.y = (x- 2)£8 -x)
x> +8 X
1345.y = x+ = 1346.y = x—In(1+x)
X
T xP+2x+1 Y=V
1349.y = *— 1350.y = x- In?x
X
1351.y = ¥/2x® + 3x? — 36x 1352.y = cosx+%0052x
2 4
1353.y=(1+x+x—+---+X—J-e‘X,neN
2! n!

f(X) funksiya X< R to‘plamda berilgan bo‘lsin. Agar ¥YX e X da
f(x)<f(x,) (F(x)=f(x,)) bosa, f(x,) migdor funksiyani X dagi eng
katta (eng kichik) qgiymati deyiladi.

[a, b] segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyaning eng katta va eng kichik
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giymatlari quyidagiga topiladi:

1) f(x) funksiyaning [a, b] dagi ekstremumga sinaladigan nugtalari
topilib, bu nugtalarda funksiya giymatlari xisoblanadi.

2) f(a), f(b) lar xisoblanadi.

Topilgan qgiymatlar orasidagi eng Kkattasi (eng kichigi) berilgan
funksiyaning [a, b] dagi eng katta (eng kichik ) giymati bo‘ladi.

Quyidagi funksiyalarning eng katta va eng kichik giymatlarining

mavjudligi aniglansin va mavjud bo‘lgan holda ular topilsin:

1354.y =] (-1<x<1)
1355.y = x> — 6X (-3<x<4)
1356.y = X + 2v/x (0<x<4)
1357.y=§ (0<x<4)
1358.y =sin2x — X (-ESXSE)
2 2
1359.y = X* (0,1 x< )
1360,y = 3/(x2 — 2x) (0<x<3)
1361.y = X - Inx (1<x<e)

1362.y = 3/x? -1

1363.y = 2SinX + C0S2X

(—oo<X<+oo)

(osxsﬁ)
2

Quyidagi funksiyalarning eng katta va eng kichik fiymatlari topilsin:

1364.y = x° —3x* —9x+ 35

(-4<x<4)
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1365.y =™ (0<x<1)
1366.y = X+ | (-2<x<2)
1-x
1367.y =arctg —— 0<x<1
- Osx<1)
1368.y =x* -2x* +5 (-2<x<?2)

1369. SHunday son topilsinki, unga shu sonning kvadratini qo‘shganda, hosil
bo‘ladigan yig‘indi eng katta qiymatga ega bo‘lsin.
1370. Ushbu
. T
f(x)=x-sin—
()=x-sin”
funksiya (0,1) oraliqda cheksiz ko‘p sondagi ekstremum nugqtalarga ega bo‘lishi

isbotlansin.
1371. Ushbu

3 x?+1
—SZ—SZ (—oo<x<+oo)
2 X +Xx+1

tensizlik isbotlansin.

1372.Ushbu |a-sinx +b-cosx| < +/a* + b* tengsizlik isbotlansin.

Quyidagi ketma-ketlik nechanchi hadida eng katta giymatiga ega

bo‘ladi?
1373.x, =105n+3n* —n°® 1374.X, = i
n+1985
3 2
n n
1375.X, = Un 1376.X, = ————
n+19 n° +200
nlO
1877.%, = - 1378.x, =%n
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Quyidagi funksiyalarning anig yuqori chegarasi (sup), aniq quyi

chegarasi (inf) topilsin.

1379.f(x) = “LX

1380.(x) =

X% +1

1381.f(x) = tg®x

(0< x < +00)

(o0 < X < +0)

n n
— T <Xx< =
(2 2)

1382.f(x)= —-1<x<1
-t Crexsy)
1383.f(x)=§+x2 (0<x<1)
1384.f(x) = Inx—x (0< x < +)
1385. f(X)= (X2 + 4) e~ * (O <X< _|_00)
1
1386.f(x) = % e X (0< x < +)
1387.f(x)=1+x2 (oo <x < +00)
1+x*

(§<x<6)
2

1388.1(x) = (x + 1{)(—_;)2

X -
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Test

1) Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da (—wo<a<b<+ow) berilgan
bo’lsin.

VX, X, €(a, b), uchun x <x, = f(x)<f(x,) bo’lsa, f(x) funksiya
(@, b)da ............ deyiladi.

A)o’suvchi B)kamayuvchi C)qat’ily o’suvchi D) qat’iy
kamayuvchi
2) Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da (—o<a<b<+ow) berilgan
bo’lsin.

VX, X, €(a,b), uchun x <x, = f(x)<f(x,) bo’lsa, f(x) funksiya
(@, b)da ............ deyiladi.

A) qat’ty o’suvchi B)kamayuvchi  C) o’suvchi D) qat’iy
kamayuvchi
3) Faraz qgilaylik, f(x) funksiya (a, b) da (—o<a<b<+w) berilgan
bo’lsin.

VX, X, €(a, b), uchun x <x, = f(x)>f(x,) bo’lsa, f(x) funksiya
(@, b)da ............ deyiladi.

A) kamayuvchi  B) gat’iy o’suvchi C) o’suvchi D) qat’iy
kamayuvchi
4) Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da (—eo<a<b<+ow) berilgan
bo’lsin.

VX, X, €(a, b), uchun x <x, = f(x)>f(x,) bo’lsa, f(x) funksiya
(@, b)da ............ deyiladi.

A) gat’ty kamayuvchi  B) qat’iy o’suvchi C) o’suvchi D)
kamayuvchi
5) Agar shunday o >0 son topilsaki, VxeU;(X,)=(X, =0, X, +9) < X
nuqtalarda

FO)<f(x)  (FOO2F(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x)funksiya X, nuqgtada maksimumga erishadi deyiladi,
X, nugtaga esa f(x) funksiyaning ................... nuqtasi deyiladi.
A) maksimum  B) minimum  C)qutb D)qo’zg’almas
6) Agar shunday o >0 son topilsaki, VxeU;(X,)=(X, =9, Xg+9) < X
nuqtalarda
F<F)  (F(0=F(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x)funksiya X, nugtada minimumga erishadi deyiladi,
X, nuqtaga esa f(x) funksiyaning ......................... nugtasi deyiladi.
A) minimum  B) maksimum  C)qutb D)qo’zg’almas
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26-mavzu. Funksiyaning qavariqligi,
egilish nuqtalari va asimptotalari

26-ma’ruza

Reja
1°. Funksiyaning gavarigligi va botigligi.
2°. Funksiyaning egilish nugtalari.

3°. Funksiya grafigining asimptotalari.

([1] 6.9 Convexity and inflection points, 189-bet) 1°. Funksiyaning
gavarigligi va botiqgligi. Faraz qgilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan
bo‘lib, X;, X, €(a, b) uchun X, <x, bo‘lsin.

f(x) funksiya grafigining (x;, f(x))), (X,, f(x,)) nugta-laridan
o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni y =I(x) desak, u quyidagicha

X, — X X—X
1(x) = =2 f(x)+ :
Xy =X Xy =X

f(x2)

bo‘ladi.

1-ta’rif. Agar har ganday oraliq (x, X,)c(a,b) da joylashgan
VX € (X;, X,) uchun

f)<I(x) (f(x)<I(x))

bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da botiq (qat’iy botiq) funksiya deyiladi.

2-ta’rif. Agar har qganday oralig (X, x,)c(a, b) da joylashgan
Vx € (x, x,) uchun

f(X) >1(x) (f(x)>1(x))

bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da gavariq (qat’iy qavariq) funksiya deyiladi.

Botiq hamda gavariq funksiyalarning grafiklari 7-chizmada tasvirlangan:
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Ja Va
Ix) J @)
J&) 1(x)
0 " 0 *y
7-chizma.

Aytaylik, o, >0, a, >0, oy +a; =1bolib, Vx;, x, € (a, b) bo‘lsin.
Funksiyaning botigligi hamda gavariqligini quyidagicha ta’riflash ham mumkin.

3-ta’rif. Agar
flanx +aX) <oy (%) +a, T(X;)
(f (X + %) <o f () + e, (%))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b)da botiq (qat’iy botiq) deyiladi.
4-ta’rif. Agar
flap X +a %)z (%) + o, T(X;)
(Flon X +a,%) > F () + e, T (X,))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavariq) deyiladi.
1-misol. Ushbu
f(x)=x"
funksiya R da qat’iy botiq funksiya bo‘ladi.
<« 3-ta’rifdan foydalanib topamiz:
Flanx + %) = (@ +@;%,)" =(01%)" + 20,5, %, +(@,%;)” <
<Xl + a0ty (X + %) 2 + a2 XE =X (o + ay) + X (o + at,) =
=X +aXs =on T (%) +a, f(x,) »
1-teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, unda
f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da botiq (gat’iy botiq)
bo‘lishi uchun f'(x)ning (@, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) bo‘lishi zarur va
etarli.
« Zarurligi. f(x)funksiya (a,b) da botig bo‘lsin. U holda
VX, X, €(a, b), X <X,, ¥Xe (X, X,) uchun

f(x) <

f(x,)+
Xy = Xg Xy =X

f(x2)

bo‘lib, undan
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f00—f(6) _ F(x)~ F(¥)
X=X Xp=X
bo‘lishi kelib chigadi. ((x, —X,)=(X, —X)+(x—%) deyildi). Keyingi
tengsizlikda x — X; so‘ng X — X, da limitga o‘tib,
f !(Xl) < f (X2) — f (Xl) ,
Xy — X
f I(XZ) > f (XZ) —f (Xl)
X, — X,
bo‘lishini topamiz. Undan f’(x;) < f’(X,) bo‘lishi kelib chigadi. Demak, f'(x)
funksiya (a,b) da o‘suvchi.
f (x) funksiya (a, b) da gat’iy botiq bo‘lsin. U holda
F)—1(x) _ T(xx)—T(X)

bo‘ladi. Lagranj teoremasiga muvofiq
T =104 _ f'(c), X <c¢ <X;
X=X
%)= T =f'(c,), Xx<cC,<X,

bo‘lib, undan f'(x;) < f'(x,) bo‘lishi kelib chiqadi.
Etarliligi. f'(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) bo‘lsin:
VX, X, €(a, b), X <X, da
)< F/(x)  (F/(x) < F/(x,)).
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

Te) =) _ f'c,), % <¢<X;
X—X,
f(x)—f(¥)
=f'(c,), x<c,<X,.
X2—X ( 2) 2 2
Ravshanki, X, <C <X<C,<X, = € <C,. Demak, f'(c)<f'(c,)

(f'(c,) < f'(c,)) bo‘lib, yugoridagi munosabatlardan
) - _ f(x) - f(X) [um—fuo<fug—uml
X — X, X, — X X—X X, — X

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiyaning (a, b) da botiq (qat’iy botiq)
ckanini bildiradi. »

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema ham isbotlanadi.

2-teorema. f(x) funksiya (@, b) da berilgan bo‘lib, unda f'(x) hosilaga
ega bo‘lsin.
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f(x) funksiyaning (a, b) da gavariq (qat’iy gavariq) bo‘lishi uchun
f'(x) ning (a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lishi zarur va etarli.

Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, u shu intervalda f"(x)
hosilaga ega bo‘lsin. Bundan tashqari (a, b) intervalning har ganday («, 5)
((r, p) < (a, b)) gismida f"(x) aynan nolga teng bo‘Imasin.

3-teorema. f(x) funksiya (a, b) intervalda botiq (qavariq) bo‘lishi
uchun (a, b)da

f"(x)>0 (f"(x)<0)

bo‘lishi zarur va etarli.

Bu teoremaning isboti yuqoridagi hamda funksiyaning monotonligi
hagidagi teoremalardan kelib chigadi.

2-misol. Ushbu
f(x)=Inx (x>0)

funksiya qavariq bo‘ladi.
<«Bu funksiya uchun

£/(x)=— = <0
X

bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra berilgan f(x)=Inx funksiya (0,+0) da qat’iy
qavariq bo‘ladi. »

([1] 6.9 Convexity and inflection points, 189-bet)2°. Funksiyaning
egilish nuqtalari. Faraz qgilaylik, f(x) funksiya X — R to‘plamda berilgan

bolib, X, € X, (Xo—J, X, +9)c X, >0 Dbo‘lsin.
5-ta’rif. Agar f(x) funksiya (x,—-9, X,) da botiq (qavariqg),
(Xg» X +0) da qavariq (botiq) bo‘lsa, x, nuqta f(x) funksiyaning egilish
nuqtasi deyiladi.
Aytaylik, f(x) funksiya (x,—-9J, X,+0) da f"(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Agar Vxe(x, -3, x,) da f"(x)>0 (f"(x)<0),
Vxe(xy, xg+0,)da f"(x)<0 (f"(x)=0),
bo‘lsa, f'(x) funksiya x, nugtada ekstremumga erishadi va demak, f"(x,)=0
bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya egilish nugtasi-da f"(x) =0 bo‘ladi.
3-misol. Ushbu
f(x)=x>
funksiya x, =0 nuqtada egiladi.
<4Bu funksiya uchun
f"(x) =6x
bo‘lib,
Vxe(-0,0) da f"(x) <0
Vxe(0,0,)da f"(x)>0 (0>0)
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bo‘ladi. P
([1], 5.3 Asymptotes, 135-bet) 3°. Funksiya grafigining asimptotalari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya X — R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, nugta X
to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
6-ta’rif. Agar ushbu
lim f(x), Ilm f(x)
X—>X%,—0

X—>X,+0
limitlardan biri yoki ikkalasi xam cheksiz bo‘lsa, X=X, to‘g‘ri chiziq f(X)
funksiya grafigining vertikal asimp-totasi deyiladi.

Masalan, f(x):1 funksiya grafigi uchun x=0 to‘g‘ri chiziq vertikal
X

asimptota bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya (X, + o) da aniqlangan bo‘lsin.
7-ta’rif. Agar shunday k va b sonlari topilsaki,
f(X) =kx+b+a(x) (X >+ ma a(x)—>0)
bo‘lsa, y=kx+b to‘g‘ri chiziq f(X) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi
deyiladi.
4-teorema. f(x) funksiya grafigi y=kx+b og‘ma asimptotaga ega
bo‘lishi uchun
lim w: k, Ilim (f(x)—kx)=Db
X—>+0o X X—>+00
bo‘lishi zarur va etarli.
« Zarurligi. y=kx+b to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigining og‘ma
asimptotasi bo‘lsin. Unda
f(X) =kx+b+a(x)
bo‘lib, X >+ ma a(x) — 0 bo‘ladi. Bu tenglikni e’tiborga olib topamiz:
. f(X) .. kx+b+ax .
Iim —2=Ilm ——=k;

X—>+0o X X—>+00 X

lim (f(x)—kx) = lim (0+a(x))=b.

X—>+0

Etarliligi. Ushbu
lim @: k, lim (f(x)—kx)=b
X—>+ 00 X X—>+ 00
munosabatlar o‘rinli bo‘lsin. Bu munosabatlardan
(F(X)—kx)=b=a(x) >0 = f(X)=kx+b+a(x)

bo‘lishi kelib chigadi. »
3

4-misol. f(x)= funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.

12

<« Bu funksiya uchun
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2
k= tim ) _ iy X
X—>+o X X—>+00 (X—l)

b= lim (f(x)—kx):lim( X x]=2

X—>+00 X—>+00 (X—1)2 a

bo‘ladi. Demak, y=x+2 to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining og‘ma

7 =5

asimptotasi bo‘ladi.»

Mashglar
1. Ushbu
| x-1]
f(x)=—~—=
(%) I
funksiyaning botiq hamda qavariq bo‘ladigan oraliglari topilsin.
2. Ushbu
2 p—
£(x) = 2X° +X—2
x-1
funksiya grafigining og‘ma asimptotasi topilsin.
3. Ushbu

a) f(x)=x*¥e,
0) f(Xx)=x+2arccty,
B) f(X)=

grafiklari chizilsin.

e” —1‘ funksiyalarni hosilalar yordamida to‘liq tekshirilsin,
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Glossariy

1-ta’rif. Agar har ganday oraliq (x;, X,)c(a,b) da joylashgan
VX € (X, X,) uchun
fFO)<I(x) (f(x)<I(x))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da botiq (qat’iy botiq) funksiya deyiladi.
2-ta’rif. Agar har qganday oralig (X, x,)c(a, b) da joylashgan
Vx € (x, x,) uchun
f(X) >1(x) (f(x)>1(x))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavariq) funksiya deyiladi.
3-ta’rif. Agar
fla X + %) < f(%) +a, T (X,)
(f (o Xy + %) <y f () +a, F(X,))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da botiq (qat’iy botiq) deyiladi.
4-ta’rif. Agar
flag X +arX) 2 o f1(%) + o, T (X,)
(Fla X+ %) > T (%) +a, f(X,))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavariq) deyiladi.
5-ta’rif. Agar f(x) funksiya (x,—-9, X,) da botiq (qavariqg),
(Xo, Xo+O) da qavariq (botiq) bo‘lsa, x, nugta f(x) funksiyaning egilish
nuqtasi deyiladi.
6-ta’rif. Agar ushbu
lim f(x), XE[(?_O f(x)

X—>X,+0
limitlardan biri yoki ikkalasi xam cheksiz bo‘lsa, x=x, to‘g‘ri chiziq f(x)
funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.
7-ta’rif. Agar shunday k va b sonlari topilsaki,
f(X) =kx+b+a(x) (X—>+o ma a(x) —0)
bo‘lsa, y=kx+b to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi
deyiladi.
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Keys banki
26-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu
r) f(x)=x?¥e,
) f(x)=x+ 2arcctgx,

e” —1‘ funksiyalarni hosilalar yordamida to‘liq tekshirilsin,

e) f(x)=

grafiklari chizilsin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo"lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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26-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
f(x)=3x> —5x" + 4

funksiyaning gavarigligi, botigligini aniglab egilish nuqtasi topilsin.

<«4Berilgan funksiyaning hosilalarini hisoblaymiz:

f'(x) = 15x* - 20x°,

f"(x) = 60x° - 60x* = 60x*(x-1)

Ravshanki, x, =0 da f"(0)=0, x,=1 da f"(1)=0 bo‘ladi. Bu
nugtalar atrofida f"(x) ning ishorasini aniglaymiz;

(—8,0) da f"(x)<0, (0,8) da f"(x)< 0, (6> 0)

(1-8,1) da f"(x)<0, (1, 1+8)daf"(x)>0.
Demak, (— oo,l) da f"(X)< 0 bo‘lib, shu oraligda funksiya qavariq bo‘ladi;
(1,+oo) da f"(X)> 0 bo‘lib, shu oraligda funksiya botiq bo‘ladi. X =1 nuqta
egilish nuqtasi bo‘ladi. (6-chizma).»

9-misol. Ushbu f(x)= 3{/? funksiya grafigining egilish nugtasi

topilsin.
<4Bu funksiyaning hosilalarini hisoblaymiz:
5 2 10 - 10
f'(x)==-x3, f"(x)==—-x3=
( ) 3 () 9 9.3/x

Ravshanki X =0 nugtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud
emas. Bu nuqta atrofida f”(x) ning ishorasini aniglaymiz:

X < 0 bo‘lganda f"(X)< 0, x>0 bo‘lganda f"(X)> 0 bo‘lgani sababli
berilgan funksiya (—oo,O) da qavariq, (O,+oo) da botiq bo‘lib Xx=0 egilish
nugqtasi bo‘ladi.»

10-misol. Ushbu

X* —6X+3
f(x) 3
funksiya grafigining asmptotalari topilsin.

<«Ravshanki, x — 3 da f(x)— 0. Demak x = 3 to‘g‘ri chiziq funksiya
grafigining vertikal asimptotasi bo‘ladi. Endi quyidagi

k = lim ix), b= lim [f(x)- kx]

X+ X X—>+00

limitlarni hisoblaymiz.
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1 6+ 3
2 _ RV
k = lim mz lim —X X" _1
X—>+00 x(x_3) X—>+00 1_§
X
2
b= lim| =3 | im 3= - 3
X—>+ X—3 x>+ X —3

Demak, y=Xx-—3 to‘gri chiziq berilgan funksiya grafigining og‘ma
asimptotasi bo‘ladi. (7-chizma).»

Quyidagi funksiyalarning qavariq va botiq bo‘lish oraliglari topilsin.

1389.y = x° - 4x 1390.y = iz
X
a3
1391.y = 3x* - 8x° - 6x° + 12 1392.y=——— (a>0)
a? + X
1393.y = — _3/y5
Y= a1y 1394,y = x + 2- x5
1395.y = arcsin 1 1396.y = x
X 1+x
1397.y =1+ X? 1398.y =e™*
1399.y = X + Sinx 1400.y=|n(1+x3)
X—1
1401.y = | | 1402.y = 4-/(x—1)° + 20,/(x—1)°
X - /X
1403.y =1-|x* - 2 1404.y = (L+x? "

1405.Ushbu y = x* +ax® +g-x2 +1 funksiya a ning ganday giymatida

(~ 00,40) da botiq bo*ladi.

1406.Ushbu y =x" funksiya n>1 bo‘lganda (0,40) oraliqda gavarig,
0<n <1 bo‘lganda (0,4+00) da botiq bo‘lishi ko‘rsatilsin.

1407.Agar [a, b] segmentda f”(x)z 0 bo‘lsa, ixtiyoriy X,,X, €[a, b] lar uchun
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f(xl +X2) < f(x,)+f(x,)
2 2

bo‘lishi isbotlansin.

f(x) funksiya (a,b) da berilgan bolib, Vx,,x,€(ab) va
o, 20,a, 20, a, +a, =1 uchun
flaX; +0,%;) < ouf(x;) + a,fix,)
bo‘lsa, (x) funksiya (a,b) da botig,
fl X, +o,%;) 2 ouf(x;) + a,f(x,)
bo‘lsa, f(x) funksiya (a,b) da qavariq deyiladi.
1408.Ushbu

X+y X y
- _ € +¢€
e? <

2

(x,y € (- o0,+))

tengsizlik isbotlansin.

Quyidagi funksiya grafigining egilish nuqgtalari topilsin.

1409.y = 3x° -5x* + 4 1410.y = COSX
2 ) 1
1411.y=1+X —? 1412.y =¥
1413.y=1-In(x2-4) 1414.y=arctg -
1 x-1
1415.y = 4x* += 1416_y=\ : |
X X
1417y = Inx 1418.y = 2x* + Inx
: \/; Y=
x* N
1419.y = 1420.y =/1- %
Y (1+x)° y

Quyidagi funksiyalarni gavariglikka, botiglikka tekshirilsin, egilish

nuqtalari topilsin.
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1421.y =X - 3x* -9x+9

1423.y = (x+1)" +¢*

1425.y =3/4x% —12x

1422y =——

1424.y = arctgx - X

1426.y = 2 - ‘xs - 1‘

: _ sinx T T
1427.y =x+x 3 1428.y =¢ (__SXSEJ
Quyidagi funksiyalarning egilish nuqtalari topilsin.
1430y — earctgx

1431y—4x2+1 1432 y—ln—X
. - X . - \/;

1429.y = x> -10x* + 3

1433.a va b ganday giymatlarida y = ax® + bx? funksiyaning egilish nugtasi
X =1 bo‘ladi?
1434.Ushbu y =x® + x“sinE funksiyaning egilish nugtasi X = 0bo‘lishi
X
isbotlansin.
1435.Ushbu y = xsinxfunksiyaning egilish nugtasi quyidagi
y2(4+x*) =4x°

tenglikni gqanoatlantirishi ko‘rsatilsin.

1436.h ning ganday giymatlarida X = £o nugta

Y=o (1>0)

funksiyaning egilish nuqtasi bo‘ladi?
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Quyidagi funksiyalarning egilish nugtalari topilsin.

1437.y = sin*x +cos’x 1438.y =

e -1‘

Quyidagi funksiya grafiklarining asimptotalari topilsin.

2X° +X—=2
1439y = ———— 14400y = ———
y x—1 Y= Zax+3
5 2
X N
1441y =, 1442,y = V1¥X
X' =1 X
X X
1443y = 2x — 29X 1445.y = 4x +arctg
X
X2
1446.y =/x+1—~/x—1 1447y =
X +1
1448.y = X - arctgx 1449.y = Jx* =1 —x
X X
1450.y =1+ X-€?2 1451y =[e* -1
In x ( §
1452.y =X+ — 1453.y = 1+£)
X \ X
.1 2
1454,y = Xsin— 1455.y = x“Inx
X
1456.y = In(1+e*) 1457.y = —
SiNX + CosX
1458.y = Inshx 1459.y = Inx - arctgx
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Test

1. Ushbu f(x):i’/x_5 funksiya grafigining egilish nuqtasi topilsin.
A)x=0 B) x=2 C)x=1 D)x=3

2
2. Ushbu f x :# funksiya grafigining asmptotalari
X_
topilsin.
A) y=x-3 B) y=—x+3 C) y=x+2 D) y=x-2
3

3. Ushbu f(x) = —>

1)? funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.
A) y=x+2 B) y=—x-2 C) y=x-2 D) y=x+1

4. Ushbu f(x) = x* funksiya grafigining egilish nugtasi topilsin.
A) x=0 B) x=1 C) x=-1 D) x=2

5. Ushbu f x =3x>—5x"+4 funksiya grafigining egilish nugtasi
topilsin.
A) x=1 B) x=2 C) x=-1 D) x=0

1 . : o
6. Ushbu f x ==+ 4x* funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.
X

A)x=0 B) x=2 C)x=1 D)x=3

7. Ushbu  f(x)=3/(x+1)? —3/(x—1? funksiya grafigining egilish nugtasi
topilsin.
A) x=0 B) x=1 C) x=-1 D) x=2

8. Ushbu f x :£+4X2 funksiya grafigining egilish nuqtasi topilsin.
X

3 2 3 3 3
A) x:_£ B)XZQ C)X:—ﬁ D)X:—Q
2 2 2 3
9. Ushbu f(x)= {/(x +1)* — %/(x —1)* funksiyaning og‘ma asimptotasi

topilsin.
A) Asimptotaga ega emas. B) x=1 C) x=-1 D) x=0

10. Ushbu f(x)=Inx (x>0) funksiya gavariq yoki botigmi.
A) gavarig B)botiq C) gavarigemas D) botig emas
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27-mavzu. Lopital qoidalari

27-ma’ruza

Reja
0

1°. ~pa > ko‘rinishidagi hollar.
o0

2°. 0-00, 0—o0, 1°, 0° ko‘rinishidagi hollar.

([1], 6.11 The Theorem of de L’Hopital,197-bet) Ma’lum shartlarda
funksiya limitini hisoblash qoidalari o‘rganilgan edi. Ko‘p hollarda bunday

shartlar bajarilmaganda, ya’ni
X— X, 1a f(x)—0, g(x)—>0: % HUHT JIAMUT U (6),
g

f ()

X— X, ma f(X)— +o0, g(X) - +oo: m}m{ﬂ“ﬂmmn (f),
X=X, ma f(X)—>+oo, g(x) > +oo: f(X)—g(X) HuAr JIUMHAT U (oo—oo),

X%, 1a 10)—0, g0)—0: (f(0)%® wnr mawrn (oo),

X% 1a F0)—>1 g() -+ (F ()3 s murn (10")

X=X, da f(x)>o0o,g(X)—>0: f(x)g(x) ni limiti «’ni topishda
funksiyaning hosilalariga asoslangan qoidaga ko‘ra hisoblash qulay bo‘ladi.
Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lopital qoidalari deyiladi.

o 0 o c e red .
1°. — Ba — Kko‘rinishidagi hollar.
o0

1-teorema. Faraz qgilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

D lim, 109=0. i 909 =0;

2) Vxe(a,b) ma f'(x)Ba g'(x) hosilalar mavjud;

3) Vxe(a,b) ;a g'(x)=0;

(0 _,

4) Ushbu lim f(X):f, (/eR) mavjud. U holda lim —=
x-b-0 g'(X) x-0-0 g(X)

bo‘ladi.
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«4 f(b)=0, g(b)=0 deb olamiz. Unda f(x) va g(x) funksiyalar
(b—0, b] ma (6 > 0) uzluksiz bo‘lib qoladi. Teoremaning 4-shartiga ko‘ra:

Ve>0, 36>0, Vxe(b-9, b): w—f <&
9'(x)
bo‘ladi.
Endi (b -6, b] da Koshi teoremasidan foydalanib topamiz:
‘f(x)_f‘: f(b)—f(x)_g‘: KONV
9(x) g(b)—g(x) g9'(c)
(ce(x,b)c[b-15, b]).
Demak,
fim )
X—b—0 g()()
SHuni isbotlash talab gilingan edi. »
1-misol. Ushbu
W \#
(Inx)“* —()
lim e) _e-p
X—e X—e e

munosabat isbotlansin,
B
<« f(X) =(Inx)* —(5) ,  9(x) =x—e funksiyalari uchun (1, e) da 1-
e

teoremaning barcha shartlari bajariladi:
B
1) lim f(x)=lim[ ((Inx)* - (fj )]=0,
X—>e X—>e e
lim g(x) =lim (x—e) =0;
X—e€ X—e€

-1
2) £'(x) = a(ln x)‘“-%—ﬁ[fj g =L

ele
3) g'(x)=1=0;
/-1
. a(mx)al.l_ﬂ.(XJ
2 tim ) _im x el\e) _a-p
X—>e g'(x) X—>e 1 e
Demak,
B
X
(Inx)“ —(j
iim ) _ lim e) _2=P
X—>€ g(x) X—>€ X—e e

([1], 6.11 The Theorem of de L’Hopital,198-bet) 2-teorema. Aytaylik,
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f(x) va g(x) funksiyalar (a, +o) da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni
bajarsin:
) lim f(x)=0, Ilim g(x)=0;

2) Vxe(a, +x) da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe(a, +) da g'(x) = 0;

4) Ushbu
lim w =/
x== g'(X)
mavjud (/eR). U holda
jim + ) _
x> g(X)

bo‘ladi.
4a>0deb, t= 1 deymiz. Unda t < (0, i) bo‘lib, X —+o0 da t — +0.
X

Endi F(t) va G(t) funksiyalarni quyidagicha

FO=1@, GMO=9()
aniglaymiz. Unda
t—>+0da F(t)—>0, G(t)—>0;

F/(t) = f'(%)-(—tiz), G'(t) = g'(%)-(—tiz);

' f e
F,(t) _ ,(i) Sl (> 10)
G'(t) 9'()
bo‘lib, 1-teoremaga ko‘ra, t —+0 da
FO
G(t)
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan esa
lim & =/
X—>+00 g(x)
bo‘lishi kelib chiqadi »
2-misol. Ushbu
1
: ex -1
lim

x—>+o 2arctox® — 7z
limitni hisoblang.
<Agar f(x)=e? —1, g(x)=_2arctgx? —~ deyilsa, ular uchun 2-
teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan
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1
' 2 , 4x
fr(x)=——e, g@%1+4
bo‘lib,
2 1
2
X)), Fex 1+xt 1
im —~ = lim =— |lim =—=
X—>+00 g'(x) X—>+00 4x X—>+00 2)(4 2
1+ x*

bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra

LGN § CY) e’ —1 1

ler?oo g (X) X—>+00 g(x) x|1>+oo 2arctgx - 2
bo‘ladi. »
Quyidagi teoremalar ham yuqorida keltirilgan teoremalarga o‘xshash
isbotlanadi.

([1], 6.11 The Theorem of de L’Hopital,198-bet) 3-teorema. Faraz
gilaylik, f(x) va  g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib, quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) Xllrp_ f (X) = oo, Xllrtrlog(x):oo;

2) Vxe(a,b) da f'(x), g’'(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe(a,b) da g'(x)=0;

4) Ushbu lim 09 _ =/¢, (/eR) mavjud. U holda
x—b-0 g ( )

bo‘ladi.
4-teorema. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, +o) da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) lim f(x)=o00, lim g(x)=o0;
X—>+0 X—>+00

2) Vxe(a, +) da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud,;
3) Vxe(a, +) da g'(x)=0;

4) Ushbu lim f(x):& (/eR) mavjud. U holda lim T _ =/

!

x—>+0 '(X) x—>+0 (J(X)

bo‘ladi.
([1]1,6.11.1 Applications of de L'Hopital's theorem, 199-bet) 2°.
0.0, w—o0, 17, 0° Kko‘rinishidagi hollar. Bu ko‘rinish-dagi anigmasliklar

0
-, z hollarga keltirilib, so‘ng yuqoridagi teoremalar qo‘llaniladi.
o0
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1) x—>x, da f(x) >0, g(X) > bo‘lganda f(x)-g(x)
funksiyaning limitini topish uchun uni

f(0)- g =) = 9
000 1)

deb, so‘ng 1- yoki 2-teoremalar qo‘llaniladi.
2) xX—>X, da f(x)—>+,, g(X) >+ bo‘lganda f(x)—g(x)
funksiyaning limitini topish uchun uni
1 1

a2 90 f(x)
F0-000 =27 —
F(x) 9(x)
deb, so‘ng 1-teorema qo‘llaniladi.
3) XX, da f(x)—>0, g(x)—>0 hamda X — X, da

f(x) >1, g(X) >+ bo‘lganda (f(x))°™ funksiyaning limitini topish
uchun avvalo

y = (f ()¢
funksiya logarifmlanadi, so‘ng yuqoridagi teoremalar qo‘llaniladi.
3-misol. Ushbu

1

. (sinx\x2
lim| —=
x—0 X

limit hisoblansin.
1

. (sinXx\x? : .
4Awalo y= Ilmo(—jX deb olamiz. Ravshanki, x — 0 da
X—> X
sin X 1
f()=—-->1 g(X)=— >+
X X
Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:
i sin X
sinx (,n X J
lim In y = lim —X— = lim ~—",% =
x—0 x—>0 ¥ x—0 (XZ)
X XCOSX—Ssin X
_jim SinX x2 _
x—0 2X
1. xcosx—sinx 1. (xcosx-—sinx)
==—1lim ==—Iim a =
2 x—0 X3 2 x—0 (X3)
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1
W2

. 1
Demak, Iim(wjX —g 6 p

x—0

X

Mashglar

1. Ixtiyoriy « € Rda ushbu

(ﬂ arctgx)” —1

2. Ushbu

limit hisoblansin.

lim Z _ 2@
x—1 In x /2
tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
lim x(z —arctgx)
X—>+00 2
Adabiyotlar

n =

Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008.

Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan marizalar, I q. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1
t. M. «kFIZMATLIT», 2001.
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Glossariy

X— X, 1a f(X)—>0, g(x) —>0: w}H/IHFJII/IMI/ITI/I (g),

g(x)
X—> X, ma f(X)— +o0, g(X) = +oo: %HHHTHHMHTH (z),
X —> X, ma f(X)—>+oo, g(X) = +oo: f(X)—g(X) HuEr mmvurn (0o —o0),

X% ma f00—0, g()=0: (£ ()% tmmr mnrn (00),
X% 12 F)—L g0 —+o: (F())9® mmr mnvrn (1"0]

X=X, da f(x)>o0,g(X)—>0: f(x)g(x) ni limiti «’ni topishda
funksiyaning hosilalariga asoslangan qoidaga ko‘ra hisoblash qulay bo‘ladi.
Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lopital qoidalari deyiladi.

Keys banki

27-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ixtiyoriy o € R da ushbu

(i arctgx)” —1

) 20
lim -Z =

x—1 In x T

tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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27-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu

X —arctgx
3

lim
x—0 X
limit hisoblansin.

0
<4Bu xolda 0 ko‘rinishidagi anigmaslikka ega bo‘lamiz. Lopital

goidalardan foydalanib topamiz.

, 1
. X—arctgx . (x—arctgx) . T 14x2 .. 1 1
Ilma—3Ctg=I|m( acfg ) =I|mL2X= im————==-.
x—0 X x—0 (XB) x—0 3x x—0 3(1 + X ) 3

2-misol. Ushbu

. Inx

lim——

X—>0Cth

limit hisoblansin.

0
<4Bu holda — ko‘rinishidagi anigmaslikka ega bo‘lgan Lopital
0

qoidasidan foydalanib topamiz:

’

— =2
Iimm—leim(ln—x),zlimLz—limsm X_o»
x—0 Cth x—>0 (Cth) x—0 _ 1 x>0 X

sin? x

3—-misol. Ushbu

limit hisoblansin.
4Bu xolda oo—oo ko‘rinishidagi anigmaslik yuzaga keladi. Agar
X 1  xInx—-x+1
x—=1 Inx (x=1)-Inx
limitni Lopital qoidasiga ko‘ra topamiz:

: 0
deyilsa, 0 ko‘rinishidagi anigmaslik hosil bo‘lib

im =lim —=lim =
x—>1 (x—l)lnX x—>1 ((x—l)lnx) ot Inx+1(X—1)
X

' 1
Iim(i_i)—' M_- (X|nX—x+1) X-;—InX—l
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1

_lim——"X i (=1nx) =lim—X == p»

x—>1I 1 1 x—1 1 x—>11 1
X=27 (Inx—x+1) 2

4-misol. Ushbu

X—>

limit hisoblansin.

Iirr;lt (tgx)

tg2x

4X > % da (tgx)tgzx ifoda 1* ko‘rinishdagi anigmaslik bo‘ladi. Avvalo

y — (tgx)tQZX

ni logarifmlab topamiz:

Iny = In(tgx)“** =

Intgx
(tg2x)™

0
Bu X —)% da 6 ko‘rinishdagi anigmaslik bo‘ladi. Unda Lopital qoidasidan

foydalanib

lim

bo‘lishini topamiz. Demak, Iimln(tgx)

X
4

bo‘ladi.»

Quyidagi limitlar hisoblansin:

x> =1

Intgx . (ntgx) .
im == = lim A= = lim .
X=7 (thX) x>, [(tg 2X)_1] x> 2- (tg 2X)

1 1

) 2
M=—Iimsin2x=—l

T
X—>—
4

cOoS? 2X

tg2x

=—1 bo'lib, lim(tgx)*” =%

_)

X3 =2x% =X +2

1500. lim 3 1501.lim 3
x->1 2X° —=x—=1 x>1 X =7X+6
. 1-cosx X _g?
1502. lim ——— 1503.1im ©
x—0 th x=>a X—a
. XCOSX —Sinx . e¥ -
1504.1im 5 1505. lim —
x—0 X x=>0 SINX
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i X—X
1506.I|mtg—_
x—0 X —SiNX

. SINX—X-C0SX
1508.lim —
x—0 sin® x

In x
1510. Ilm—

X—0 4\/

1512. lim x" sm— (n>0)

X—>o0

o Inll+ X2
1514.lim ( _)X
x>0 COS3X —e

. X+2Inx
1516. lim =<1 X

X—»00 X

1518.1im In(1+2x)—x
x—0 tg X

. In(sin
1520. |ImM
x=0 In(sinbx)

_ 4 _3
1522 lim Y2X =X Ux
x—1 1_4”X3

1524, [im &7Ctg2X
x—0 ar sin5x

sinz

: —e
1526.lim —
x>0 SINX— X

X

1528. lim (In x)

X—>+

i X —1
1530. I|m[7t —+ 2n
x—0| 2X ( L2

5

X =X

1507.lim = ¢

x-0 [n(1+ X)

. CO0S3x
1509. lim
x—>§ COSX

10x

. e
1511.1im

X—®© ¥

100

1
1513 1im &~ @ X)x
x—0 X

2
1515, lim YX 1

X—>»—00 X

1517.1im 2> in2-x)

x>2 \[x% —3x+2

X

1519.lim = "
x—=0 X —a

(a> O)

X -sin(sinx)—sin® x

1521.1im 5

x—0 X

3ftgx -1

1523.Iim —————
X_,ﬂ 2sin®x—1
. (a+x)*=a"

1525.lim )2 (a>0)
x—=0 X

1527.1imsin(2x - 1)- tgnx

X—>=
2

6
1529. lim x+2Inx

X—>+0

1531, lim (x* - 1)In x

X—>+0
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1 tgx
1532. Iim(—)
X—=>+0\ X

1534. lim(cos X)x12

1
1536. lim x'"¢"-D

X—a a

™
g
. X)) 2
1533. hm(z-—) )

1535. lim x%e 2%

X—>+00

1537. lim (arcsin x)*

Xx—>+0 x—=>+0
1 . 1
2
1538. lim x'nshx 1539. |im(%)x
X—>+0 x>0 X
17y 1
i 1+ X)x 2
1540.1im (L4 1541 lim &
Xx—0 e Xx—=0 X
(t « ctg(x—a) L
1542.1im i) 1543. lim(ctgx)inx
x—>a\tga x—0
. sinx ] 2 "
1544. 'X'LF.‘(“QX) 1545. Ilm(— -arccos x)x
x=0\ 7T
1 1 7 6
1546.Iim(—— _ ) 1547. Iimm(x3 —x7-In? x)
x>0\ X  arcsinx X+

1549. lim x*-a* (>0, a=1)

X—>+00 X—>+00

1548. lim x- In(garg tgx)
T

1 Inx

1550. lim (3x° + 3" )y 1551. lim

X—+00 X—>+00 (ln X)X

1552.Agar f(X) funksiya ikkinchi tartibli f"(X) hosilaga ega bo‘lsa, u holda

ushbu

#7(x) = lim f(x+h)—f(x—h)—-2f(x)

h—0 h?

tenglik o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
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1553.Ushbu

2
lim ——
x>+ X —SINX
limit hisoblashda Lopital goidasidan foydalanish mumkinmi? Limit hisoblansin.
1554.Ushbu
. X+Ssinx
im ———

X—>+®© X

limit hisoblashda Lopital goidasidan foydalanish mumkinmi? Limit hisoblansin.

Quyidagi limitlar Lopital qoidasi bo‘yicha hisoblanmasligi

ko‘rsatilsin. Limitlar topilsin.

2 H 1 3 . 1
X -sin= X +sin=
1555. lim ———*% 1556. lim ———*
x>0 SiNX x>0 sin° X
. X+C0SX . X—=sinx
1557. lim —— 1558. lim ——
x—>® X — COSX x>0 X + SiNX
. X=sinx : e~
1559. lim =———= 1560. lim — : (a=1)
x—® X + COSX x—0 @77 (2 —SINX — COSX)
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Test

L.Ushbu  lim X=8€9X  limit hisoblansin.

x>0 3

A)% B)2 C)5 D)3

2 Ushbu  lim X limit hisoblansin.
x>0 CtgX
A) 0 B)2 C)3 D)1
3 Ushbu  lim[ X — L limit hisoblansin.
x>\ x=1 Inx

A) —% B)% C) 24 D)5

4.Ushbu  lim(tgx)9® limit hisoblansin.

X—>—
4

A)-1 B) 1 C2 D) -2

x> =1
5. Ushbu Iim3— limit hisoblansin.
x=>1 2x° —x -1

A)l B)-1 C -2 D)2

. XCOSX—-SInX . i
6. Ushbu lim 5 limit hisoblansin.
x—=0 X
A) 0 B)2 C)-1 D)1
7 Ushbu  lim X=X limit hisoblansin.
x>0 X —Sinx
A)0 B)l C)-2 D)4
C0S3X

8. Ushbu lim limit hisoblansin.

«sT COSX
2

A)-3 B)3 C)1 D)1

3 2
. X =2X=X+2
9. Ushbu lim 2 limit hisoblansin.
x>1 X —=T7X+6

1 1
AL B -1 )1 D)2
)> B2 O1 D)
10.Ushbu  lim XF2Inx limit hisoblansin.
X—»00 X

A)1 B)-1 C)2 D)-2
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