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Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar, ularning
limiti, uzluksizligi

«Matematik analiz asoslari» kursining I-gismida @izgaruvchili funksiyalar
batafsil o’rganildi.

Matematika, fizika, texnika va fanning boshga tagtaadda shunday
funksiyalar uchraydiki, ular ko’p o’zgaruvchilarghog’liq bo’ladi. Masalan,
doiraviy silindrning hajmi

V =xar’h (12.1)
ikki o’zgaruvchi:r—radius hamda—balandlikka bog’lig.
Tok kuchi
_E
J= = (12.2)

ham ikki o’zgaruvchi:E—elektr yurituvchi kuch vaR-garshilikning funksiyasi
bo’ladi. Bunda silindrning hajmi (12.1) formula yamida bir-biriga bog’liq
bo’'lmaganr va h o’zgaruvchilarning giymatlariga ko'ra, tok kucHi.2) formula
yordamida bir-biriga bog’liq bo’'lmagaik va R o’zgaruvchilarning giymatlariga
ko'ra topiladi. Shunga o’xshash misollarni juda @ab keltiish mumkin.
Binobarin, ko’p o’zgaruvchili funksiyalarni yuqomgidek chuqurrog o’rganish
vazifasi tug’ildi.

Ko'p o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida ham r bio’zgaruvchili
funksiyalar nazariyasidagidek, funksiya va uningiti, funksiyaning uzluksizligi
va xakazo kabi tushunchalar o’rganiladi. Bunda &zgaruvchili funksiyalar
hagidagi ma’lumotlardan muttasil foydalana boriladi

Ma’lumki, bir o’zgaruvchili funksiyalarni o’rganish ularning aniglanish
to’plamlarini  (sohalarini) o’rganishdan boshlagarike Ko'p o’zgaruvchili
funksiyalarni o’rganishni ham ularning aniglanistyptamlarini (sohalarini) bayon
etishdan boshlaymiz.

1-8. R" fazo va uning muhim to’plamlari
1°. R™ fazo. m ta Ay, A, ... A, (m=1 butun son) to’plamlarning Dekart
ko’paytmasi ikkita A va V to’plamlarning Dekart ko’paytmasiga o’xshash
ta’'riflanadi. AgarA = A =...= A =R bo’lsa, u holda

AxAx. . xA =RxRx.xR={(XX,..x ):x ORxOR,..x OR}

bo’ladi. Ushbu

{(x%,..x ) : x ORXx,0OR,....x OR}
to'plam R™ to’plam deb ataladi.R™ to’plamning elementi(x, ,x,,....X,) shu
to’'plam nuqtasi deyiladi va u odatda bitta harfhbibelgilanadi:x = (X, ,X,,....X ).
Bunda x ,x,,....x_  sonlar x nugtaning mos ravishda birinchi, ikkinchi, .m-
koordinatalari deyiladi.



Agar  X=(XX%,...X JOR", y=(Y,Y,,.,y,)OR" nuqtalar uchun
X = VY,X =Y,,..X =Y bo'lsa, u holdax = y deb ataladi.
R™ to’plamda ixtiyoriy X=(X,X,....X.), Y=(Y,,Y,.--Y,) huqtalarni

olaylik.
1-ta'rif. Ushbu

p(xy) =y =% + (¥, = F + ot (v, =%,V =[Sy -xF  (123)

i=1
miqdor x va y nugtalar orasidagi masofa (Evklid masofasi) deddadi. Bunday
aniglangan masofa quyidagi xossalarga ega (buhxlg,z[1R™)

1) p(x.y)20 va p(xy)=0< x=y,

2) p(x.y)=p(y.x),

3) p(x2)< p(xy)+ p(y2)

Bu xossalarni isbotlaylik. (12.3) munosabatda(x,y) miqdorning har doim
manfiy emasligini ko'ramiz. Agar o(x,y)=0 bolsa, unda y,-x = 0
Y,=X%X =0,.y —-x =0 bolib, x =y,, X,=VY,,..X, =y yani x=y bo’ladi.
Aksincha x=y, yani X =Yy, X,=Y,,..X, =Y, bolsa, u holda (12.3) dan
o(x,y) =0 bo'lishi kelib chigadi. Bu esa 1)-xossani isbotlay

(12.3) munosabatdan

p(xy)=/(y, = %) +(y, - %)

i + "'+(ym - Xm) =

= (% =y + (% = v, + ot (x, -y, ) = p(yx)
bo’ladi.
Masofaning 3)-xossasi ushbu
PNCREIERDI +\/;bf (12.4)

tengsizlikka asoslanib isbotlanad,,a,,...a; Q,b,,...0b, ixtiyoriy hagiqiy sonlar.
Awvalo shu tengsizlikning to’g’riligini ko'rsatay. Ravshanki[Ix (0 R uchun
> (ax+h) 20.

i=1

Bundan x ga nisbatan kvadrat uchxadning manfiy emasligi
(iaﬁ)xz + (Ziabl)x + ibf >0
kelib chigadi. Demak, lekvadrat uc;lxad ikkitg;thﬂqiqiy ildizga ega bo’lmaydi.
Binobarin, uning diskriminanti

bo’lishi kerak. Bundan esa

m

ab <. >a 21

i=1 i=1 i=1

bo’lib,



bo’ladi. Keyingi tengsizlikdan esa
2@ +h) < 28+ 2
bo’lishi kelib chigadi. Odatda (12.4) tengsizlik gtw-Bunyakovskiy tengsizlik deb

ataladi.

Ixtiyoriy  X=(X%,-..%,)UR",  y=(¥%.Y,,---¥)UR", 2= (2 2,...2,)UR"
nugtalarni olib, ular orasidagi masofani (12.3nfiotadan foydalanib topamiz:

plxy) =30 -x) |
o yz)a/é(l “y) | (12.5)

p(x2)=1[5(z-x) .

Endi Koshi-Bunyakovskiy tengsizl_igi (12.4) da
a=y-x, b=z-y  (i=12..m)

deb olsak, unda
a+h=z-x (i=212,....m)
bo’lib,

2@ %) = 2 =% ) + 2 -x)
bo’ladi. Yuqoridagi (12.5) munosabatlarni e’tiborgjgb, topamiz:
p(x2)< p(xy)+ p(y2).
Bu esa 3)-xossani isbotlaydi.
R™ to’plam R™ fazo fn o’lchovli Evklid fazosi) deb ataladi. EndR™fazoning
ba’zi bir muhim to’plamlarini keltiramiz.
Biror a= (a ,a,,...4,)JR" nuqgta var >0 sonni olaylik. Quyidagi
{x=(x %X )OR™: (4 —a) +(x,-a,f +..+(x,-a,f <r?},  (12.6)
= (6%, X )OR: (x-af +(o-a ) +.+(x,-a, ) <r?,  (127)
ya'ni
{xOR": p(xa)<r},
{xOR": p(xa)<r}
to’plamlar mos ravishda shar hamda ochiq shar daladi. Bundaa nugta shar

markazi,r esa shar radiusi deyiladi.
Ushbu

=X )OR: (ma) + (g -a ) + 4 (6, -a,) = 17)
' {XOR": p(xa)=r}
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to’plam sfera deb ataladi. Bu sfera (12.6) va (Ladplamlarning chegarasi
bo’ladi.

Ushbu

{x=(X%,..x,)OR": @, <x<h,a,<x<h,.a,sx<h}

{x=(x %%, )OR": & <x <h,a,<x<Dh,.a,<x<b}
to’plamlar (bundaa, a,,...a_; b b,,...0, hagigiy sonlar) mos ravishda parallelepi-
ped hamda ochiq parallelepiped deb ataladi.

Ushbu

{x=(%%,...x,)OR™ X 20, x,20,..,%, 20, X+X +..+x <h]
to’plam (mo’lchovli) simpleks deb ataladi, bunlamusbat son.
Yuqorida Kkeltirilgan to’plamlar tez-tez ishlatilitturiladi. Ular yordamida
muhim tushunchalar, jumladan atrof tushunchasif@yadi.
2°. R™ fazoda ochiq va yopiq to’plamlaBiror x° =0 x°,...x°>)OR" nugta
hamdae > 0 sonni olaylik.
2-ta'rif. Markazi x° nugtada, radiusi >0ga teng bo’lgan ochiq shax’
nugtaning sferik atrofi£ atrofi) deyiladi vaug(xo) kabi belgilanadi:
Ug(xo) = {xl] R™ : p(X,XO)< 3}.
Nugtaning boshqgacha atrofi tushunchasini ham &mithiz mumekin.
3-ta’rif. Ushbu
X = (X %0 X, ) OR™ X0 =8, <% < X0 +4,
X5 =0y < Xp < X9+ gy evey Ky = Oy < Xy < X +5m}
ochig parallelepiped x° nugtaning parallelepipedial atrofi deb ataladi va

(12.8)

U 5,5, (x°) kabi belgilanadi.
Xususan 6,=9,=...=9_=0 bo’'lsa, (12.8) ochiq parallelepiped kubga

aylanadi va unU ;(x°) kabi belgilanadi.
1-lemma. x° OR™ nugtaning har qandalyg(xo) sferik atrofi olinganda ham

har doim x° nugtaning shunda&[l 518, .0y (xo) parallelepipedial atrofi mavjudki,
bunda

05152..5,“ (XO) N Ug(xo)
bo’ladi.
Shuningdek,x’ nugtaning har ganday 5,5, ..5,, (XO) parallelepipedial atrofi
olinganda ham har doim shu nugtaning shundigf(xo) sferik atrofi mavjudki,
bunda

Ug(xo) OU s,,..5, (xo)
bo’ladi.
< x°’ OR"™ nugtaning sferik atrofi



Ug(xo) = {x OR™: p(x,x°)< 5}

berilgan bo’lsin. Bundagi £>0 songa ko'ra s<-£ tengsizlikni

Jm

ganoatlantiruvch >0 sonni olamiz. So’ng’ nuqtaning ushbu

l]g(xo)z{xz (X Xo s X JOR™ 1% =0 < X < XP + 0,
X3 =< X, <X9+0,.. X0 =< x, <x2+J}
parallelepipedial atrofni tuzamiz.

Aytaylik, xOU(x°) bo'lsin. Undalx - x| <& (i =1.2,...m) bo'lib,

Ji(& -x°f <J§52 =

i=1

bo’ladi. Yuqoridagio < £ tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:

I
plxx)= > x -xF <&

i=1
Demak, p(xx°) < £. Bu esax[0U (x°) ekanini bildiradi. Shunday b,
DXDL](S(XO) = XDUS(XO)

OJ(XO)D Ug(xo)

ya'ni

bo’ladi.
x’ OR™ nugtaning
Uss,.s ( ) {x=(%%,.. % )OR™ :x, =, < x <X+ 4,
Xg = 0y < Xy < Xg + Ty oo Xn = Oy < Xy < X + 01
parallelepiped atrofi berilgan bo’lsin. Unda
£ =min{9,,0,,...0,}
ni olib x° nugtaning sferik atrofi

Ug(xo) = {xD R™: p(x,x°)< 5}
ni tuzamiz.

Aytaylik XDUg(X ) bo’lsin. U holda

o)z X -KF <e<a (=120

bo’ladi. Demak,

X = x| < (x xf <3 (i=12,..m.



Bundan esa U s,.5, (x°) bo'lishi kelib chigadi. Shunday gilib,

Y DUE(XO) = x0OU 50,5, (xo)
ya'ni
Ug(Xo) OUss,..5, (XO)
bo’ladi.»
Aytaylik, R™ fazo va G to’plam berilgan bo’lsinG O R™
A-ta'rif. Agar x° 0G nugtaning shundalyd(xo) atrofi (J > 0) topilsaki,
Us(x°)oc
bo'lsa, x° nugtaG to’plamning ichki nugtasi deyiladi.
5-ta’rif. To’plamning har bir nugtasi uning ichki nuqtasi’lba, u ochiq
to’plam deb ataladi.
12.1-misol.R™ fazodagi ochig shar ochiq to’plam bo’lishi isboisin.
< Aytaylik,
A={xOR™: p(x,x°)<r}
R™ fazodagi biror ochiq shar bo’lsin. Ravsharki) A= p(zx)<r.
Ushbur, = —,o(z, xo) sonni olib, quyidagi
B={xOR"™: p(x,x°)< r}
sharni garaymiz(ly (1B uchun,
plyx)z p(y2)+ plzx®) <1, + p(2x)
munosabatga ko'ra
BOA
bo’ladi.»
R™ fazoda birorF to’plam va birorx® nugta berilgan bo’lsin:
6-ta’'rif. Agar
Or >0, XOF, x#x° 1 xO{xOR™p(xx°) <1}
bo’lsa, x° nugtaF to’plamning limit nugtasi deyiladi.
Masalan, ushbu
A={xOR™: ,o(x,xo)sr}
sharning barcha nugtalari uning limit nugtalariladi.
7-ta'rif. F OR™ to’plamning barcha limit nugtalari shu to’plamgggishli
bo’lsa, F yopiq to’plam deb ataladi.
Masalan,
E={xOR™: ,o(x,xo)sr}
yopiq to’plam bo’ladi.
Shuni ta’kidlash lozimki, ochiqg va yopiq to’plamlarta’riflarini
ganoatlantirmaydigan to’plamlar ham ko’pdir.



Biror M O R™ to’plamni garaylik. RavshankiR™\ M ayirma M to’plamni
R™ to’plamga to’ldiruvchi to’plam bo’ladi. (garalsirgism, I-bob, I-8).

8-tarif. Agar x°(x’0R") nugtaning istalganU,(x°) atrofida ham M
to’plamning, hamR™\ M to’plamning nugtalari bo’lsax’ nugtaM to’plamning

chegaraviy nuqgtasi deb ataladVl to’plamning barcha chegaraviy nugtalaridan
iborat to’plam M to’plamning chegarasi deyiladi va uni odatd@(M) kabi

belgilanadi.
Bu tushuncha yordamida yopiq to’plamni quyidagiblaa ta’riflash mumkin.

O-ta'rif. Agar F(F [] Rm) to’plamning chegarasi shu to’plamga tegishli,
ya'ni d(F) O F bo'lsa, F yopiq to’plam deb ataladi.

Yopiq to’plamning yuqorida keltirilgan 12.7- va 92.ta'riflari ekvivalent
ta’riflardir.

Biror M O R™ to’plam berilgan bo’lsin.
10-ta’rif. Agar R™ fazoda shunday shar
U ={xOR™: p(x,0)<r} (0=(0,0,...,0)
topilsaki, M O U° bo’lsa, M chegaralangan to’plam deb ataladi.
Faraz gilaylik, % (t),%,(t),...x.(t) funksiyalarning har biri a,n] segmentda

uzluksiz bo’lsin.
Ushbu

{x () x(),..x, @t} (ast<b) (12.9)
sistema yoki nugtalar to’planR™ fazoda egri chiziq deb ataladi. Xususan,
X, =at+ 6, X =at+5,,..., X, =at+ L,

(mo<t<+o0, a,, a,,..0y; B, B, --By hadgiqly sonlar vaa,,a,,...a,, lar-
ning xech bo’Imaganda bittasi nolga teng emas)daoitla (12.9) sistem&™
fazoda to’g'ri chiziq deyiladi.

R™ fazoda ixtiyoriy ikkita X = (X ,%,...x,) va X'=(X,X%,...X,) nugtani
olaylik. Bu nugtalar orqgali o’tuvchi to’'g’ri chiziguyidagi

+1=x). % +106 =), ... X+ 106 = X))} (eo<t<+oo) (12.10)

sistemasi bilan ifodalanadi. Bunda=0 va t =1 bo’lganda R™ fazoning mos

ravishdax' va x" nugtalari hosil bo’lib,0<t <1 bo’lganda (12.10) sistemR™
fazodax' va x" nugqtalarni birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmaso’ladi.

R™ fazoda chekli sondagi to’g’ri chizig kesmalarniibviketin birlashtirishdan
tashkil topgan chiziq, siniq chiziq deb ataladi.

M O R™ to’plam berilgan bo’lsin.

11-ta’rif. Agar M to’plamning ixtiyoriy ikki nuqtasini birlashtiruva
shunday siniq chiziqg topilsaki, WM to’plamga tegishli bo’lsa,M bog’lamli
to’plam deb ataladi.



12-ta’rif. Agar M O R™ to’plam ochig hamda bog’lamli to’plam bo’lsa, u
soha deb ataladi.

R™ fazoda ochiq parallelepiped, ochiq shar, ochiqpskslar fazodagi
sohalar bo’ladi.

2-8. R" fazoda ketma-ketlik va uning limiti
Natural sonlar to’plamiN va R™ fazo berilgan bo’lib,f har birn(nD N) ga
R™ fazoning biror muayyanx™ =(x") x{",...x{"YOR™ nugtasini mos go’yuvchi
akslantirish bo’lsin:
f:N - R™yokin - x" =(x1(”),x§”),...,x,(n”)).
Bu akslantirishni quyidagicha tasvirlash mumkin:
1o X =D D XD,

2 XD =) XD, XD,

n - xM =0 xdM L xM),

f : N - R™ akslantirishning tasvirlari (obrazlari) dan tuzity
xH X3 XM
toplam ketma-ketlik deb ataladi va 4x(™} kabi beligilanadi. Har bir
xXMWOR™ (n=12,..) ni ketma-ketlikning hadi deyiladi.

Shuni ta’kidlash kerakki,{x(”)} ketma-ketlikning mos koordinatalardan
tuzilgan {xl(”)}, {xz(”)},..., {xm(”)} lar sonli ketma-ketliklar bo’Iib,{x(”)} ketma-
ketlikni shu m ta ketma-ketlikning (ma’lum tartibdagi) birlikdaacalishi deb
hisoblash mumkin.

1°. Ketma-ketlikning limiti.

R™ fazoda biror

xXH x(2) L x(M (12.11)
ketma-ketlik hamda = (a ,a,,...a,) 0 R™ nugta berilgan bo’lsin.

13-ta’rif. Agar e >0 olinganda ham, shundag, N topilsaki, barcha
n>n, uchun

p(x” ,a)<£
tengsizlik bajarilsa,a nuqta {x(”)} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va
lim x" =a yoki n - « dax" - a kabi belgilanadi.

1-8da keltirilgana nuqgtaninge -atrofi ta'rifini e’tiborga olib, {x(”)} ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ham ta’riflasa baidli.
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14-ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy Ug(a) atrofi olinganda ham{x(”)}
ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingidya hadlari shu atrofga tegishli
bo'lsa, a nugta{x™} ketma-ketlikning limiti deb ataladi.

Agar (12.11) ketma-ketlik limitga ega bo’lsa, u ydgshtiruvchi ketma-ketlik
deb ataladi.

Limit ta’rifidagi shartni ganoatlantiruvcha mavjud bo’Imasa{x(”)} ketma-
ketlikning limitga ega emas deyiladi, ketma-ketlip 0’zi esa uzoglashtiruvchi
deb ataladi.

Shunga e'tibor berish kerakki, ketma-ketlikning iinta’rifidagi & ixtiyoriy
musbat son bo’Iibno(nO [ N) esa&c ga (va, tabiiyki, garalayotgan ketma-ketlikka)
bog’liq ravishda topiladi.

. . i 11 1 L
12.2-misol. R" fazoda usth{x }={(H ﬁﬁj} ketma-ketlikning limiti
a=(00,...0) bo'lishi ko'rsatilsin.

< g >0 sonni olaylik. Shue ga ko’ran, = {@}+1 ni topamiz. Natijada
£

barchan > n, uchun

plx" a)= p((% %%}(OOQ)} = \/r:_n < \:;_n = {\/:/_n_rj]+l< £

£
bo’ladi. Demak, ta'rifga ko'ra,

mnﬂw=ﬁm(1imui):@0wiﬁ=a
n- oo n-o\ N N n

bo’ladi.»
R™ fazoda {x™}={x" xM, X"} ketmaketlik berilgan bo'lib, u
a=(a a,,..a,) limitga ega bolsin. U holda limit ta'rifiga ko’ta e >0

berilganda ham{x(”)} ketma-ketlikning birorn, hadidan boshlab keyingi hadlari
a nugtaning

Ug(a)z{xD R™ : p(x, a)<e}
sferik atrofiga tegishli bo’ladi. Bu sferik atrosbbu bobning 1-8dagi 1-lemmaga

muvofiq shua nuqtaningljg(a) parallelepipedial atrofining gismi bo’ladi:

U:(a)OU<(a)
Demak,{x(”)} ketma-ketlikning o’shan, hadidan boshlab, keyingi barcha

hadlaria nuqtaningt]g(a) atrofida yotadi, ya’ni barcha > n, uchun

xM OU (@) ={ (%, Xp,.... X, JOR™: @, —£< %, <a, +&,
A, —E<X,<a,+&,..,a,-E<X,<a,*+E}
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bo’ladi. Bundan esa, barchme> n, uchun
a,—e<x\M<a +¢,

a,-e<xV<a,+¢,

8y —E<Xy) <a,+e
bo’lishi kelib chiqadi. Demakile >0 olinganda ham, shunday> n, topiladiki,
barchan > n, uchun
‘x{”) - al‘ <e, ‘xé”) - az‘ <e, ...,‘xr(n”) - am‘ <&

bo’ladi. Bu esa

lim x("™ =a,
n — oo
lim x{™ = a,
n-oo
limx(" =a_

n-oo
ekanligini bildiradi.
Shunday qilib, R™ fazoda {x™}={x" x",..x"} ketma-ketlikning limit
a=(a.a,,.a,) bolsa, u holda bu ketma-ketlikning koordinatadan tashkil

topgan sonlar ketma-ketliklafix™}{x™}....{x™} ham limitga ega bo'lib, ular
mos ravishda nugtaninga, ,a,,...a,, koordinatalariga teng bo’ladi.

Demak,
lim x{" = a,
n- oo
_ lim x{™ =a,
lim x(" =g = {n-e (12.12)
n— oo
lim x{M =a_
n - oo

Endi R™ fazoda ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkibpgan
XM Ax®} sonlar ketma-ketliklari limitga ega bo'lib, ulang limitlari
mos ravishdaa = (g ,a,,...a,)JR™ nugta koordinatalaria a,,...a, larga teng
bo’lsin:

] (n) —
rI]lmmx1 =
i % (") =
rI]lmwx2 =a,
(n) =
rI]lmwxm =a,
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Limit ta’rifiga asosan[J1¢ >0 olinganda ham%ga ko'ra shunday{" ON
m
topiladiki, barchan > n{") uchun
(M _5|<_ &
M -af< £
shundayn{® ON topiladiki, barchan > n{?> uchun
‘x(”) _ az‘ <_
va xokazo, shundag{™ ON topiladiki, barchan >nd™ uchun
(n) €
x\M—a l<—
M <
bo’ladi. Agarn, = max{ngl), n?,..., rg“)} deb olsak, unda barche> n, uchun bir
yo'la
(M _gl< £ i=1,2, ..,
X" -al< ( m

tengsizliklar bajariladi. U holda

\/i(&‘”’ -3 ) < i[%)z =&

i=1 i=1
bo’lib, undan
plx™ a)<e
bo’lishi kelib chigadi. Bu esa
lim x(" =a

ekanini bildiradi.
Demak, {x™}={x" XM, .x"} ketma-ketlik koordinatalaridan tashkil

topgan {)({”)},{xén)},...,{x,ﬁ]”)} sonlar ketma-ketliklarining limitlari mos ravishda

a=(a .a,,.a,) nugta koordinatalarg, a,,...a, larga teng bo’Isa{x(”)} ketma-
ketlikning limiti yugoridagi ta’rif ma’nosida sha nuqta bo’ladi:

=2,

lim x{") = a, e

n- oo = lim x'"’ =a. (12.13)
n-oo

=

Yugoridagi(12.12)va(12.13)munosabatlardan

13



lim x{™ =a,

n-— oo

L (n)
lim x(" =a rllmlxz %

n- oo

limx{" =a_

n- o

ekanligi kelib chigadi.
Shunday qilib, quyidagi muhim teoremaga kelamiz:

1-teorema. R™ fazoda {x(”)}z{@”),xgn),...xg]”)} ketma-ketlikning
a=(a a,,..a,)0R" gaintilishi
x" _ a (n - o da)
uchunn - o bir yo'la
X" a,

Xén) - 3.2,

bo’lishi zarur va etarli.

Bu teoremadaR™ fazoda ketma-ketlikning limitini o’rganishni sorketma-
ketliklarning limitini o’rganishga keltirilishini fodalaydi. Ma’lumki, «Matematik
analiz asoslari» kursining 1-gism, 3-bobida ketredigfi va uning limiti batafsil
o’rganilgan.

2°. Ketma-ketlik limitiga doir ba’zi tasdiglar

Sonlar ketma-ketligi limiti hagidagi ma’lumotlaughuncha va tasdiglaB™
fazo nuqtalaridan iborat ketma-ketliklarda hamrdirbo’ladi. Quyida biz ularni
keltirish bilangina kifoyalanamiz (keltirilgan tasgtarni isbotlashni o’quvchiga
havola etamiz).

1) R™ fazoda {x(”)}z{(x{”) ,xé”),...x,ﬁl”))} ketma-ketlikning chegaralangan
bo'lishi uchun bu ketma-ketlik koordinatalardan riaio{x™} {x{"},... {x™} sonlar
ketma-ketliklarining har birining chegaralanganlisti zarur va etarli.

2) R™ fazoda {x(”)} ketma-ketlik uchunde >0 olinganda ham shunday
Ny N topilsaki, barchan>n,, p>n, da

,o(x(p) ,x(”))< P
tengsizlik bajarilsa{x(”)} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

R™ fazoda{x™}={(x" x{",...x™M )} ketma-ketlik fundamental bo’lishi uchun
bu ketma-ketlik koordinatalaridan ibor{at{”)},{xgn)},...,{xﬁn”)} ketma-ketliklarining
har birining fundamental bo’lishi zarur va etarli.

R™ fazoda {x(”)} ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo’lishi uchun u
fundamental bo’lishi zarur va etarli (Koshi teoreama
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3) Markazlari a® = (al(”) ,az(”),...,am(”))D R™ nugtalarda, radiuslari
r, (r,>0, n=1,2,..) bo'lgan

s, =S, (™., )={x0r™: p(xa®)<r} (h=123 )
sharlar berilgan bo’lsin. Agar

§0S0..0S,0..

munosabat o’rinli bo’lsa{Sn} ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi deyilad

Agar R™ fazoda ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ke{®j} uchun
limr, =0

N oo
bo’lsa, u holda barcha sharlarga tegishli bo’Igal@D Rm) nugta mavjud va
yagonadir. (Ichma-ich joylashgan sharlar prinsipi).

4) R™ fazodafx™}:

XD X2 (x(”) OR™  n=1, 2, )
ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Bu ketma-ketlikning
NNyl (M <n,<..<n <..,n 0ON, k=12, ..)
nomerli hadlardan tashkil topgan ushbu
(M) x(n2) () (X(nk)DRm)
ketma-ketlik{x™} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi ™’} kabi
belgilanadi.

Agar {x(”)} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo’lib, uning limit (aD Rm) bo'lsa,
bu ketma-ketlikning har ganday qism{y(”k)} ketma-ketligi ham yagqinlashuvchi
bo’lib, uning limiti hama ga teng bo’ladi.

Har ganday chegaralanga{rx(”)} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy
ketma-ketlik ajratish mumkin. (Baltsano-Veyershérésoremasi).

3-8. Ko’p o’zgaruvchili funksiya va uning limiti

1°. Funksiya.Biror M (M [] Rm) to’plam berilgan bo’lsin.

15-ta’rif. Agar M to’plamdagi har birx = (x, %, ..., X,) nugtaga biror qoida
yoki qonunga ko'ra bitta hagiqiy sory(yl] R) mos qo’yilgan bo’lsa, M
to’plamda ko’p o’zgaruvchili §n ta o’zgaruvchili) funksiya berilgan (aniglangan)
deb ataladi va uni

f (XX Xn) = Y YOKI Y = T (X %000 ) (12.14)

kabi belgilanadi. Bunda M -funksiyaning berilishi (aniglanish) to’plami,
X X5 ,.... Xy, €rkli o’zgaruvchilar — funksiya argumentlary, erksiz o’zgaruvchi -

X X%s,.... X, 0'zgaruvchilarning funksiyasi deyiladi.

(% X,,...%,) nugta bittax bilan belgilanishini e'tiborga olib, bundan keyin
deyarli hamma vaq(xl,xz,...,xm) o’'rniga x ni ishlataveramiz. Unda yuqoridagi
(12.14)belgilashlar quyidagicha yoziladi.

f:x - yyokiy=f(x) (xDRm,yDR).
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Funksiyaning berilish to’plamidan olingax M nugtaga mos keluvchy,
sony = f(x) funksiyaningx = x° nugtadagi xususiy giymati deb ataladi.

Masalan, f —R™ fazodagi har birx nugtaga shu nuqgta koordinatalari
kvadratlarining yig'indisini mos go’yuvchi qoidashbu

fX o X2+Xo+.. X5, YEX XS+ X

funksiyani hosil giladi. Bu funksiydl = R™ to’plamda berilgan.

f(x) funksiya M O R™ to’plamda berilgan bo’lsin. Ushb{if (x) : x O M}
to’plam funksiya giymatlari to’plami (funksiyaningzgarish sohasi) deb ataladi.

R™! fazoning(x,y) (xOR™y = f(x)OR) nugtalardan iborat

ushbu
{01 0= £ () xOR™, £ (9 OR)
to’plam y = f (x) funksiya grafigi deb ataladi.
Masalan,m = 2 bo’lganda R? fazoda)
Y=XX, YEX X, Y=1-X] - %
funksiyalar grafigi (47-chizma) mos ravishé& fazoda giperbolik paraboloid (a),

aylanma paraboloid (b) hamda yuqori yarim sferédadan iboratdir.
A7

Z= X%, X

47-chizma
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M OR™ to'plamda y= f(x)= (X %,...x,) funksiya berilgan bo’lib,
X Xy, % larning har biri TOR* (kON) to’plamda berilgan funksiyalar
bo’lsin:
X = ¢1(t) = ¢1(t1’t2 ’---’tk)’
X = ¢2(t) = ¢2(t1’t2 !""tk)’

Xm = ¢m(t) = ¢m(t1’t2""’tk)
Bundat = (t, t,,...1,) 0’zgaruvchi T 0 R* to’plamda o’zgarganda ularga mos
x = (% ,%,,...%,) nugtaM O R™ to’plamga tegishli bo’lsin. Natijady o’zgaruv-
chi x=(X %,,....X,) 0’zgaruvchi orgali t = (t, t,,...t,) 0’zgaruvchilarning funk-
siyasi bo’ladi:
t— Xy,
(ot 1) = (600 Xm) = ),

y=f(x(t) = FAltitor k) Boltite e bi ) Bt b)) -
Bu murakkab funksiya yokif (x) hamdag,(t) (i =1,2,....m) funksiyalar

superpozitsiyasi deb ataladi.

Elementar funksiyalar ustida qo’shish, ayirish,gaytirish va bo’lish amallari
hamda funksiyalar superpozitsiyasi yordamida kozagaruvchili funksiyalar hosil
gilinadi. Ushbu

y=e¥2 oy =in. X + X, + ..+ X,
y = sin(X,%, ) + sin(X,%;) + ...+ sin(x.,_; X,,)
funksiyalar shular jumlasidandir.
f(x)= f(%.X,,...x,) funksiya M O R™ to’plam berilgan bo’lsin. Agar bu
funksiya giymatlari to’plami
Y ={f (%.%,...%, ) {%.%,....%, ) DM}
yugoridan (quyidan) chegaralangan bo’lsa, ya'ninslay o’zgarma€C (0’zgarmas
P) son topilsaki,d(X ,X,,...x, )M uchun
f(%.%,..%,)SC  (f(x, %, o) 2 P)
tengsizlik o’rinli bo'lsa, f(x)= f(xX,,...x,) funksiya M to’plamda yugoridan
(quyidan) chegaralangan deb ataladi, aks holdaj y&ir ganday katta musb&t
son olinganda hanv to’plamda shunda{(xf xgxr?]) nuqta topilsaki,
F0,..x0)>s (8. 08)<-9)
tengsizlik o’rinli bo'lsa, f(x)= f(xX,,...x,) funksiya M to’plamda yugoridan
(quyidan) chegaralanmagan deb ataladi.
Agar f(x)=f(x%,.x,) funksiya M to’plamda ham yuqoridan, ham

guyidan chegaralangan bo’lsa, funksiya shu to’plarciiegaralangan deyiladi.
12.3-misol.Ushbu
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2 2 2
B \/l—xl — Xy T Xy

Y= In(xl2 + X5+ ..+ X5 _%‘.)

funksiyaning aniglanish to’plami topilsin.
< Qaralayotgan munosabat ma’noga ega bo’lishi uchun
1-x7 —%5 —...— x5 =0,

1
X2+ X5+ .. 4Xx5-=>0
4

bo’lishi kerak. Ravshanki,

1-X = X5 —..— X220 = X'+ x5 +..+ x> <1 bo'lib, u R™ fazoda
xOR™: p(x,0)< 1

sharni(0=(0,0, ...,0));

x12+x§+...+x§q—%>o = xf+x§+...+x§1>% bo'lib, u R™ fazoda
{XD Rm:p(x,0)>%}

to’plamni (markazi0=(00,...,0) nugtada, radiusi% bo’lgan shar tashqarini)

ifodalaydi.
Demak, berilgan funksiyaning aniglanish to’plami

{xD Rm:p(x,O)sl}m {XD R™: p(X,0)>%}

bo’ladi.»
2°. Funksiyaning limiti. R™ fazoda biror M to’plam olaylik. a nugta
(a=(a.a,,..4,)) shu to’plamning limit nugtasi bo’lsin. U holdd to’plamning
nugtalaridan a ga intiluvchi turli {x™} (x?OM, x” #a,n=1,2, ..) ketma-
ketliklar tuzish mumkin:
lim x(") =a.

n-—- oo

Endi shuM to’plamda birory = f(x) funksiya berilgan bo’lsin.
16.-ta'rif. (Geyne ta'rifi). Agar M to’plamning nugtalaridan tuzilgaa ga
intiluvchi har qanda){x(”)} (x(”) #a,n=1, 2, )

ketma-ketlik olinganda ham mo{s‘ (x(”))} ketma-ketlik hamma vaqt yagona
(chekli yoki cheksiz) limitga intilsas f(x) funksiyaning a nuqtadagi (yoki
X — adagi) limiti deb ataladi va u

IXirrlf(x)ze yoki x - a da f(x) - &

kabi belgilanadi.

Funksiya limitini boshgacha ham ta’riflash mumkin.

17-ta’rif. (Koshi ta'rifi). Agar & >0 son uchun shundad >0 topilsaki,
ushbu0< p(x, @) <6 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barchédM nugtalarda
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[f(x)-b<e

tengsizlik bajarilsag son f(x) funksiyaninga nuqtadagi ¥ — a dagi) limiti deb
ataladi.

18-ta’rif. (Koshi ta’rifi). Agar e >0 son uchun shunday >0 topilsaki,
ushbu0< p(x, a)< ¢ tengsizlikni ganoatlantiruvchi barchdlM nugtalarda

fF(x)>e (f(x)>e, f(x)<-e)

bo'lsa, f (x) funksiyaninga nugtadagi & — a dagi) limiti oo+ c0;—c0) deyiladi.

Yugoridagi lim f (x)=¢ yoki x-a da f(x)-e belgilashlarni,

Xx=(%,%,..x,), a=(a,a,,...,a,) hamda

X - &,
X, —» a
wawl 2

ekanligi e’tiborga olib quyidagicha
lim (X ,Xy,..c X)) = 6
X1 - g
Xp — ap

yoki

yozsa ham bo’ladi.
R™ fazoda birorM to’plam berilgan bo’lib,o esa shu to’plamning limit
nugtasi bo’lsin. BuM to’plamday = f(x) funksiya berilgan.
19-ta’rif. (Geyne ta'rifi). Agar M to’plamning nugtalaridan tuzilgan har
qanday{x(”)} ketma-ketlik uchunx™ _, o da mos{f (x(”))} ketma-ketlik hamma
vagt yagona ga intilsa,s f(x) funksiyaningx — oo dagi limiti deb ataladi va
lim f(x)=¢

kabi belgilanadi.
20-ta’rif. (Koshi ta'rifi). Agar & >0 son uchun shunday >0 topilsaki,
ushbup(x, 0)> ¢ tengsizlikni ganoatlantiruvchi barchédM nugtalarda

‘f(x)—e‘ <e
tengsizlik bajarilsag f(x) funksiyaningx — oo dagi limiti deb ataladi va
lim f(x)=s

kabi belgilanadi.
Shuni ta’kidlash lozimki, funksiya limiti tushuncsia kiritilishida limiti
garalayotgan nuqgtada funksiyaning berilishi (amdghi) shart emas.
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1-eslatma.Yuqoridagi funksiya limitiga berilgan Geyne taining mohiyati,
har ganday {x(”)} (x(”) za, n=1,2,...; XV . a) ketma-ketlik uchun mos
{f(x™)}  ketma-ketlikning limiti olingan {x™} ketma-ketlikka boglig
bo’lmasligidadir.

12.4-misol.Ushbu

X% agar®+x2 >0 bolsa
F(x)= F0qx) = 1x¢ +5
0 ,agarx’ + x5 =0 bolsa
funksiyaning x = (x ,x,) - (0,0) (ya'ni x — 0, X, — 0) dagi limiti nol ekanligi
ko'rsatilsin.

<«Bu funksiya R? to’plamda berilgan bo’lib,(0,0) nugta shu to’plamning
limit nuqgtasi.
a) Geyne tarifi boyicha: (0,0) nugtaga intiluvchi ixtiyoriy

x(") =(x{”),x§”)) - (0,0) (yani XM -0, X .0, XV#£(0,0)) ketma-ketlik
olamiz. Unga mosf (x(™ )} ketma-ketlik uchun quyidagicha

() y(n) (M) (M)
F(x™)= £ (xm x0)= 212 - X % a/x M <
ST+ F VG +bef

1 (N)y(n)
S =X X
J2 VR

bo'lib, X" — 0, x{™ - 0 da

im  f(x™)=0
(%.x2)-(0.,0)
bo’ladi. Demak,

lim  f(x)=lim L =0.

X2)-10,0 -0 |/
(%.%2)~(0,0) % xl +)(2

b) Koshi ta'rifi bo’yicha: e >0 songa ko'rad =2¢ deb olinsa, u holda
0< p(x, 0)<o tengsizlikni qanoatlantiruvchi barchanugtalarda

\f(X)‘qJ | LI 2+ %2

2
2
‘\/Xl +X2‘ \/Xl"'xz 2

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bu esa

;p(x, o)<%5=g

X1 X5

lim f(x)=lim ——=—==0
x-(0,0) () il:o /X1+X2
ekanligini bildiradi»
12.5-misol.Quyidagi
X B¢
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funksiyaning x = (x,x,) — (0,0) yani x, - 0, x, — 0 dagi limitining mavjud
emasligi ko’rsatilsin.

«Bu funksiya R?\(0,0) to’plamda berilgan bo’lib,(0,0) shu to’plamning
limit nugtasi.

(0,0) nugtaga intiluvchi ikkita

—(n) 1 1
=|=,-=1-1(00
21~ (o)
ketma-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravishda
1
m)=n® _q
flx™)=m =11
n*
1
L
1. 4 1+4n?
n* n?

bo’ladi. Bu esax - (0,0) da berilgan funksiyaning limiti mavjud emasligini
bildiradi.»

3’ Limitga ega bo’lgan funksiyalarning xossalari. Chekli limitga ega
bo’'lgan ko'p o’zgaruvchili funksiyalar ham cheklinlitga ega bo’lgan bir
o’zgaruvchili funksiyalarning xossalariga (garaldirgism, 4-bob, 4-8) o’xshash
xossalarga ega. Ularning isboti xuddi bir o’zgatuircfunksiyalar xossalarining
isboti kabidir.

Biror M 0 R™ to’plamda f (x) funksiya berilgan bo’liba(aD Rm) nugta shu
M to’plamning limit nuqgtasi bo’lsin.
1) Agar
lim f(x)=6

X-a
mavjud bo'lib, 6> p(s<q) bolsa, a nugtaning etarli kichik atrofidagi
xOM (x#a) nugtalardaf(x)> p (f(x)<q) bo’ladi. Xususanes #0 bo'lsa, u
holdaa nugtaning etarlicha kichik atrofid&(x) # 0 bo’ladi.
2) Agar
lim f(x)=6

x—?a

mavjud bo’lsa, a nugtaning etarlicha kichikJ(a) atrofida xOM (x # a)
nugtalarda)f (x) funksiya chegaralangan bo’ladi.

Endi M O R™ da ikkita f,(x) va f,(x) funksiyalar berilgan bo’lsin.

3) Agar
lim £,(x) =6, lim f,(x) =6,

X—a
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bo’lib, a nugtaning Ug(a) atrofidagi  barcha x  nugtalarda
(xOM NU4(a)), f,(x)< f,(x) bo'lsa, u holdas, < 6, bo’ladi.
4) Agar a nugtaningU ;(a) atrofidagix M NU 4(a) nugtalarda
fix)< £ (x) < f5(x)
bo'lib, x - a da f,(x) va f,(x) funksiyalar limitga ega hamda
lim f,(x) = lim f,(x) =6
bo’lsa, u holdaf (x) funksiya ham limitga ega va
lim f(x)=s
X-a
bo’ladi.
5) Agar x -~ a da f,(x) va f,(x) funksiyalar limitga ega bo'lsa,
f,(x)% f,(x) funksiyalar limitga ega bo’ladi va
lim[ f,(x) £ £,(x)] = lim f,(x) £ lim f,(x).
X-a X-a X-a
6) Agar x - a da f,(x) va f,(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa,
f,(x)1 f,(x) funksiya ham limitga ega bo’ladi va
lim [ £,(x) [ £,(x)] = lim f,(x)[lim f,(x).
7) Agar x — a da f,(x) va f,(x) funksiyalar limitga ega bo'lib,

lim fz(x) £0 bo’lsa,M funksiya ham limitga ega bo’ladi va

X-a fz(x)

() fim f,(x)
lim -1~% = x-~2 :
x-a f,(x) lim f,(x)

2-eslatma.Bir o’zgaruvchili funksiyalardagidekx — a da f,(x) va f,(x)
funksiyalar yig'indisi, ko’paytmasi va nisbatan iad bo’lgan funksiyalarning
limitga ega bo’lishidan bu funksiyalarning har hing limitga ega bo’lishi kelib
chigavermaydi.

3-eslatma.Agar x — a da 1) f,(x) va f,(x) funksiyalarning har birining

limiti nol (yoki cheksiz) bo’|sa,% ifoda: 2) f,(x) » 0, f,(x) — ® bo’lganda
2

f,(x)[ f,(x) ifoda va nixoyat 3)f,(x) va f,(x) turli ishorali cheksiz limitga ega

(00]

00

bo’lganda f,(x)+ f,(x) yig'indi mos ravishdag,( ) 0 [, 00-00 ko'rinishdagi

anigmasliklarni ifodalaydi.
Agar x —» a da 1) f,(x) -~ 0, f,(x) -~ 0 bo'lsa, 2) f,(x) -~ 1, f,(x) -
bollsa, 3) f,(x) - o, f,(x) > 0 bolsa, u holda[f,(x)]?™ mos ravishda

0°,17, ©° ko'rinishdagi anigmasliklarni ifodalaydi. Bundaynigmasliklar bir
o’zgaruvchili funksiyalarda gqaralganidekf,(x) va f,(x) funksiyaning o'z
limitlariga intilish xarakteriga qarab ochiladi.
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4°. Takroriy limitlar. Biz yugorida f(x)= f(x%,,...x,) funksiyaning
a=(a a,,...a,) nugtadagi limiti

imf(x)=6 | lim f(x,X,..%,)=6
X-a X1 — 8

bilan tanishdik. Demak, funksiyaning limiti, uningrgumentlari x ,X,,....X,
larning bir yo’la, mos ravishdaa a,,...a, sonlarga intilgandagi limitidan
iboratdir.

Ko'p o’zgaruvchili funksiyalar uchun (ulargagina sxobo’lgan) boshqga
formadagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin.

f (% ,X,,...%,) funksiyaM 0O R™ to’plamda berilgan bo’liba=(a a,,...a,,)
nugtaM to’plamning limit nugtasi bo’lsin. Bu funksiyaning — & dagi (boshqga
barcha o’zgaruvchilarni tayinlab) limiti

lim f(x.%,..X,)

ni qaraylik. Ravshanki, bu limit, birinchidan bitzgaruvchili funksiya limitining
0'zginasi, ikkinchidan ux, ,xs,...,X,, 0’zgaruvchilarga bog’liq:

lim (%%, %) = @, (% Xg,eoo X ).

Xl —>al

So'ng @, (X, Xs,....%,) funksiyaningx, — a, dagi (boshga barcha o'zgaruv-
chilarini tayinlab) limiti
lim §1(% XgeeeXm) = B2 % Xaseve )

Xo — @y
ni qaraylik.
Yugoridagidek birin-ketinx;, - a5, X, - a,,....X, — a,, da limitga o’tib

lim  lim .. lim f(X %% )

Xm = 8m Xm-1 = @m-1 X1 - &4
ni hosil gilamiz. Bu Iimitf(xl,xz,...,xm) funksiyaning takroriy limiti deb ataladi.
Demak, funksiyaning takroriy limiti, uning argumént x ,x,,...X,, larning
har birining birin-ketin mos ravishda, ,a,,...a, sonlarga intilgandagi limitidan
iborat.
Shuni ham aytish kerakkif (% ,X,,....X,) funksiya argumentlarix X, ... X,

lar mos ravishdaa, ,a,,...a,, sonlarga turli tartibda intilganda funksiyaninglitu

takroriy limitlari hosil bo’ladi.
12.6-misol.Ushbu

X1 X5 2 2 .
———=—agarx; +x; >0 bolsa
F(% %) = 1% + %
0 ,agarx’+x: =0 bolsa
funksiyaning takroriy limitlari topilsin.
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4Bu funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ularam 0 ga teng.
Hagigatdan ham,

_ e XX o _
iy Toue) = fimy g =0 M fim, Txe)=0
Shuningdek,
lim f(x.%)= lim —=222_=0, lim lim f(xx,)=0.

X2—>O X2—>0 ’Xf_l_xzz X1—>0X2—>0

Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari njad va ular bir-biriga
teng»>

Bu funksiyaning (karrali) limiti O ga teng bo’lishiko’rgan edi.

12.7-misol.Ushbu

M,agarx1 +3x, # 0 bo'lsa
f(%.%)=1 % +3%,
0 ,agarx +3x, =0 bo'sa
funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin
< Bu funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha:
fim 2% =21 iy i 2T L
x-0X +3X, 3 %-0x-0X +3X 3
lim M:z, lim lim 2%~ % — 5
Xz—»0X1+3X2 X1—’0X2—»0X1+3X2
Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mjad bo’lib, ularning biri

—:—13ga, ikkinchisi esa 2 ga teng.
Birog x=(x,x,) - (0,0) da f(x,x,) funksiyaning (karrali) limiti mavjud

emas. Chunk{0,0) nuqtaga intiluvchi ikkitax"” =(%%} -~ (0,0, x™ =(§%’j =0
ketma-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravisht(a},l} =—l H}, f(iﬂ}zg HE
nn 4 4 nn) 17 17

bo’ladi. Bu esa(x,x,) — (0,0) da berilgan funksiyaning (karrali) limiti mavjud
emasligini bildiradi»
12.8-misol.Ushbu
1
+ X, Sin—,agarx, # 0 bo'lsa
f(x ) =470 7T Sy 808
0 ,agarx, =0 bo'lsa
funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin
<4 Bu funksiya uchun
lim f(x,%)=%, lim lim f(x,x,)=0

X2—>0 X1—>0X2—>0
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bo’lib, lim lim f(xl,xz) mavjud emas. Demak, berilgan funksiyaning bitta

Xp -0X% -0
takroriy limiti mavjud bo’lib, ikkinchi takroriy Imiti esa mavjud emas. Ammo
1
1040)-0 =]+, sin L < (o 0)
1
munosabatdafx ,%,) — (0,0) da f (x,x,) funksiyaning (karrali) limiti mavjud va
lim f(x,%)=0
x;__).o

bo’lishi kelib chigadi»
2-teorema.Agar 1) (x,, X,) — (xf xg) da f(x,x,) funksiyaning (karrali)
limiti mavjud;
Jim, £(x.%) =6,
X2—>Xg

2) har bir tayinlangarx, da quyidagi
lim  (%,%,) = #(x),

X2—>X2

limit mavjud bo’lsa, u holda
lim lim f(x,x,)

xl-»xfxz-»xg
takroriy limit ham mavjud bo’lib,
lim lim f(x,x,)=6

0
Xp = Xg Xo = X5

bo’ladi.
< f(x,x,) funksiya(x,x,) - (xfxg) da karrali
lim f(x.%)=6
Xy 22

limitga ega bo’lsin. Limitning ta’rifiga ko'ra[J¢ >0 son olinganda ham, shunday
0 > 0 topiladiki, ushbu

{(xl,xz)lj R :‘x1 - xf‘ < 5,‘x2 - xg‘ < J}D M

to’plamning barchd x ,x,) nugtalari uchun

(% %)—¢<e€ (12.15)
bo’ladi. Endi teoremaning 2) shartini e’tiborga olix, o’zgaruvchining
‘xl - xf‘ < J tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatini tayinjaly — x5 da (12.15)
tengsizlikda limitga o'tib

‘¢(X1)—6‘ <&
ni topamiz. Demak,[Je >0 son olinganda ham, shunday >0 topiladiki,

‘xl - xf‘ < bo'lgandalp(x,) - ¢/ < £ bo’ladi. Bu esa
4@¢Mke

bo’lishini bildiradi. Keyingi munosabatdan
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lim lim f(x,x,)=6

Xl—>X](_)X2—>X8

bo’lishi kelib chigadi»
Qo'yidagi teorema xuddi shunga o’xshash isbotlanad
3-teoremaAgar 1) (x, %,) - (X%, x0) da f(x,x,) funksiyaning karrali limiti
mavjud:
lim f(x.%)=6

X1—>X1

2) har bir tayinlangarx, da quyidagi
lim f (%.%)=9(x,)

limit mavjud bo’lsa, u holda
lim lim f(x,x,)

xz_.xgxlaxf
takroriy limit ham mavjud bo’lib,
lim lim f(x,x)=s
0

0
X = Xo X1 = X1

bo’ladi.
1-natija. Agar bir vaqtda yuqoridagi 2- va 3- teoremalarnisartlari
bajarilsa, u holda

lim ()= lim lim f(x,0)= lim lim f(x,%)
l_’l0 1= M A2 A2 27> A AL
X3 = X3

bo’ladi.

5°. Koshi teoremasi (yaginlashish prinsipiEndi ko’p o’zgaruvchili funksiya
limitining mavjudligi hagida umumiy teorema keltngz.

R™ fazodaM to’plam berilgan bo’lib,a (aD Rm) uning limit nuqgtasi bo’lsin.
Bu to’plamda f (x) funksiya berilgan.

19-ta’'rif. Agar e >0 son uchun shunday >0 son topilsaki, ushbu
0<p(xa)<d, 0< p(x,a)<J tengsizliklami ganoatlantiruvchi ixtiyorix va x
(xOM ,xOM) nugtalarda

£(x)-f(x)<e

tengsizlik o'rinli bo’lsa, f(x) funksiya uchuna nugtada Koshi sharti bajariladi
deyiladi.
4-teorema (Koshi teoremasi)f (x) funksiyaa nugtada chekli limitga ega

bo’lishi uchuna nuqgtada Koshi shartining bajarilishi zarur varleta

<«Zarurligi. x - a da f(x) funksiya chekli limit
lim f(x)=s

x—’a

ga ega bo’lsin. Ta'rifga binoahle >0 son olinganda hanogr ga ko’ra shunday

0>0 topiladiki, ushbu 0< p(x,a)<d tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
x(xOM) nugtalarda

26



E
f — _
‘ (X) 6‘<2’

jumladan0 < p(x.a)< 5= f (X)—e‘ <§ bo’ladi. Bu tengsizliklardan

£(x)- £ (x)<|f(x)- 6|+ (x) -4 <&
bo’lishi kelib chigadi.
Etarliligi. f(x) funksiya uchuna nugtada Koshi sharti bajarilsin, ya'ni
[Je>0 son olinganda ham, shundayo>0 topiladiki, ushbu
0<p(x,a)<d, 0<p(x,a)<J tengsizliklami ganoatlantiruvchi ixtiyoriyx va

x (xxOM) nugtalarda
£(x)-f(x)<e

bo'lsin. Bu holda f(x) funksiya x — a da chekli limitga ega bo'lishini
ko’rsatamiz.
a nugta M to’plamning limit nugtasi. Shuning uchuM to’plamning

nuqtalaridar{x(”)} (x” #a, n=1, 2, ) ketma-ketlik tuzish mumkinki, bunda

lin x(" =a

n- o
bo’ladi. Limitning ta’rifiga binoan, yuqorida keltigan 6 >0 ga ko'ra, shunday
ne N topiladiki, barcha n>n, p>n, uchun

0<,0(x(”) ,a)< 0, O<p(x('°) ,a)< J bo'ladi. Bu tengsizliklarning bajarilishidan
esa, shartga ko'ra:
‘f(x(p))_ f(X(n)I <g

bo'ladi. Demak,{f (x™ )} fundamental ketma-ketlik. Binobariff (x™} ketma-

ketlik yaginlashuvchi.
Bu ketma-ketlikning limitinie bilan belgilaylik:
lin f (x™)=s6.
Endi M to’plamning nuqgtalaridan tuzilgan va nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy
X" | ketma-ketlik
x" . a (}(n) £a, n=1 2, )
olinganda ham mo%f (}(n))} ketma-ketlik (u yugorida ko’rsatganimizga binoan
yaginlashuvchi bo’ladi) ham o’sha ga intilishini ko’rsatamiz.
Faraz gilaylikx'™ - a (}(n) Za, n=1,2, ) bo’lganda
; (;((n))z !
borlsin. {x™}, ™} ketma-ketlik hadlaridan ushbu
X x ) x(2) x(2) () ()
ketma-ketlik tuzaylik. Ravshanki, bu ketma-ketiika (1R™) ga intiladi. U holda
f(x), £ (x®), £ (x2), ()., £ (x™), £ (x™).... (12.16)
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ketma-ketlik chekli limitga ega. Ung* orqgali belgilaylik. Agar{f(x(”))} va

{f (}(n))} ketma-ketliklarning har biri (12.16) ketma-ketlikg gismiy ketma-
ketliklari ekanligini e’tiborga olsak, u holda
f (X(n)) ~6* f (;((n)) - g*
bo’lishini topamiz. Demak,
6 =6=¢

Shunday qilib, f(x) funksiya uchun a nugtada Koshi shartining
bajarilishidan M to’plam nugtalaridan tuzilgan va ga intiluvchi har ganday
(x™) (x®#a, n=1,2,..) ketma-ketlik olinganda mos ketma-ketlik bitta sang
intilishini topdik. Bu esa funksiya limitining Gegnta'rifiga ko'ra f(x) funksiya
a nugtada chekli limitga ega bo’lishini bildirash.

3-eslatma.Koshi sharti va Koshi teoremasi - « da ham yuqoridagiga
o’'xshash ifodalanadi va isbot etiladi.

4-8. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi
1°. Funksiya uzluksizligi ta’rifi. M O R™ to’plamda f (x)= f (% ,%,,....X,,)
funksiya berilgan bo’libaOM (a=(a,a,,...,8,)) nugta esaM to’plamning limit
nugtasi bo’lsin.
19-ta’rif. Agar x — a da f (x) funksiyaning limiti mavjud bo'lib,
Iximaf(x)z f(a)

lim f(x, %,..., %,) = f (&, a,..., 8,) (12.17)

bo'lsa, f(x) funksiyaa nugtada uzluksiz deb ataladi.
20-ta’rif. (Geyne ta'rifi). Agar M O R™ to’plamning nugtalaridan tuzilgan,
a (@OM) ga intiluvchi har qanda){x(”)} ketma-ketlik olinganda ham, mos

{f(x™)} ketma-ketiik hamma vagff (a) ga intilsa, f(x) funksiya a nugtada
uzluksiz deb ataladi.

21-ta'rif. (Koshi ta'rifi). Agar & >0 son uchun shunday >0 topilsaki,
ushbup(x,a)< o tengsizlikni ganoatlantiruvchi barchell M nuqtalarda

f(x)-f(a)<e

tengsizlik bajarilsaf (x) funksiyaa nugtada uzluksiz deb ataladi.

Atrof tushunchasi yordamida funksiyaning uzlukgali quyidagicha ham
ta’'riflash mumkin.

22-ta'rif. Agar Oe>0 son uchun shundayd >0 topilsaki, barcha
xOU;(a)N M nugtalardaf (x) funksiyaning giymatlarif (x)OU.(f (a)), ya'ni

xOUs(a)NM = f(x)OU,(f(a))
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bo'lsa, f(x) funksiyaa nugtada uzluksiz deb ataladi.
f(x)= f(x.X,,...x,) funksiyaninga=(a a,,...a,) nugtada uzluksizligini
funksiya orttirmasi yordamida ham ta’riflash mumkin
Funksiya argumentlarining orttirmalari
DAX =X —a, DX, =X, —a,,... AX, = X, —a,
ga mos ushbu
f(x)- f(a)=f(x Xt )= F(a,8,...8,) =
= f(a, +Ax, a, + AX,,...,a +Ax_)- f(a a,,..4a,)
ayirma f(x) funksiyaninga nugtadagi to’liq orttirmasi deb ataladi V& yoki
Af (a) kabi belgilanadi:
Af(a)= f(a, +Ax, a, + AX,,...,a, +Ax,) - f(a a,,...4,).
Quyidagi
flag+0x, a,,..080) - fa @y am),
f(a, a +4%, a,,...,a,)— f(a.a,,...a,),

L A R Lol f Y= P: Wy
ayirmalar f(x) funksiyaning a nuqtadagi xususiy orttirmalari deyiladi va ular
mos ravishdah, f,A, f,...A, fkabibelgilanadi.

Yugoridagi (12.17) limit munosabatdan topamiz:
lim f(x)=f(a) = lim[f(x)-f(a)]=0.

X->a
Natijada (12.17) tenglik quyidagi
lim Af (a) = 0 ya'ni lim Af (a)=0
X-a X1 —

limaf(a)=0 | lim Af(a)=0
X-a X -0
kabi ham ta’riflanishi mumkin ekan.
23-ta’rif. Agar f(x) funksiya M(M O Rm) to’plamning har bir nugtasida
uzluksiz bo’lsa, funksiya shivl to’plamda uzluksiz deb ataladi.
12.9-misol.Ushbu
X [X,

f (Xl’XZ) = \/Xlz + %3

0 ,@marxX+x=0

,agar ¥ +x5#0

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
<Ravshanki, bu funksiy&® da aniglangan. Aytaylil(xf ,xg);t (0,0) bo'lsin.
Limit xossalaridan foydalanib topamiz:
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lim (%)

Xg - X2 0
[X - x9 (X5
lim f(x.,%)= lim 0 o X% - X f(xfxg)
Xl_'XlO X1—>X1 \/X1 +x2 lim \/xl +x2 \/Xl +X2
X2 = X2 xl-.xl
Xp ~ X

(x x2)=(0,0) bo'lgan holda
lim f(x,x,)=0= f(0,0)
X1 —
Xy -0
bo’ladi (garalsin, 12.4-misol).
Demak, berilgan funksiy&* da uzluksiz.
24-ta’rif. Agar x — a da f(x) funksiyaning limiti mavjud bo’lmasa, yoki

lim f(x)= oo,

X-a
yoki funksiyaning limiti mavjud, chekli bo’lib,
lim f(x)=6# f(a)
bo’lsa, funksiyaa nuqtada uzilishga ega deb ataladi.
12.10-misol.Ushbu
x2 + x5 ,agar(x,%,) # (0,0) bo'sa,
fln )= { 1 ,agar(x,x,)=(0,0) bolsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
«Bu funksiyaR? to’plamda berilgan bo’lib, uning0, 0) nugtadagi limiti
lim f(x,x,)=0%# f(0,0)=1
x;:o
bo’ladi. Demak, berilgan funksiyeﬁo, O) nugtada uzilishga ega, golgan barcha

nugtalarda uzluksi2:
12.11-misolQuyidagi

2 2 '
—————— agarx; +x, #1 bo'lsa,
fx.%)=4x2+x2-1 gare T %

0 ,agarx’ +x; =1bolsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
<Bu funksiya {(xl,xz)D R : X2+ X5 =1} to’plamning har bir nugtasida

uzilishga ega bo'ladi, chunki(x.x,) - (€ x¢) (& +x¢" =1) da f(x.x,)
funksiyaning chekli limiti mavjud ema.

2°. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar. Makkab funksiyaning
uzluksizligi.

5-teorema.Agar f,(x) va f,(x) funksiyalarning har biriM O R™ to’plamda
berilgan bo’lib, ularallM nuqtada uzluksiz bo’lsa,

()% 1,00, f,(x)%,(x) hamda :2&% (1,(x)£0)

funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.
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<4Bu teoremaning isboti, limitga ega bo’lgan funk&yaustida arifmetik
amallar hagidagi ma’lumotlardan (ushbu bobning 8agi 5, 6 va 7- xossalar)
bevosita kelib chigade:

Faraz gilaylik, M OR™ to'plamda y= f(x)= f(x X,,...x,) funksiya
berilgan bo'lib, X ,X,,...x,, larning har birT OR* (kON) to’plamda berilgan
funksiyalar bo’lsin:

X = ¢1(t) = ¢1(t1’t2’---’tk)’
X = ¢2(t) = ¢2(t1,t2,...,tk),

X = Bn(t) = Bt o1
Biz t=(t,t,,..t,)0T bolganda unga mosx=(xx%,,..x,)0M deb
garaymiz. Bu funksiyalar yordamida
y = F (@bt b @o(titor b Bm(titone b)) = @tz 1) = @)
murakkab funksiyani tuzamiz.
6-teorema.Agar ¢, (t) = ¢, (t, t,,...t.) (=1, 2, ...m funksiyalarning har bir

0 (tftgtr?]) nugtada uzluksiz bo'lib, f(x) = f(x %,,...x,) funksiya esa

t
t° (tf tgtf) nugtaga mos

0 = (0.58.-2) [0 = 400, 10), 8 = 8,00, 1) 8 = 8, 01,1
nugtada uzluksiz bo'lsa, y=®(t)= ®(t,,t,,...t,) murakkab funksiya
t° = (tlo ,tg,...,tf) nugtada uzluksiz bo’ladi.

<% =¢,t)= 6 (tty k) (=12, ..., m) funksiyat® = (L°.t2,...1°) nugtada
uzluksiz bo’lsin.
T O R* to’plamdat® = (tf tgtf) nugtaga intiluvchi ixtiyoriy

b ={tm g™} (=12 )
ketma-ketlikni olaylik. U holda uzluksizlikning Geg ta'rifiga ko’ra

0
(W ) o =¢1Et1(“),t§”),-.-,t|§”)g - @%f,tg,...,tsg: X,
0 _ 0 ;0 0)—- O
" -t Z>X§”)—¢z R R 2GR TR Lo

S ol

I B L R ) B R R
bo’ladi.
y = (X Xp,....%,) funksiya (xf xgxr?]) nugtada uzluksiz. U holda yana
Geyne ta'rifiga ko'ra

(n) 0

]

xM - x? 0

2 2l f(xi”),xgn),...,ﬁ‘))_, f(xfx2>{f1)
X" X0
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bo’ladi. Demakt{"™ - t2, t{" _ t2,...t{" - t0 da
F (™M 1), [ D), g (DLt ))

01, 10) B0 D) s B0 0))
Bu esa y=f(g(tityt) @oltitortic)so Bnltity o ti) = Dltits o i)
funksiyaningt® = (t2.t2,...1°) nugtada uzluksiz ekanligini bildirad.

5-8. Uzluksiz funksiyalarning xossalari
Biz quyida ko’p o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalang xossalarini keltiramiz.
Bunda bir o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalarning ssalari to’g'risida
ma’lumotlardan to’la foydalana boramiz.
Ko'p o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalar ham bir aaruvchili uzluksiz
funksiyalarning xossalari kabi xossalarga ega.
1°. Nuqgtada uzluksiz bo’lgan funksiyalarning xossalatlokal xossalari).

f(x) funksiya M (M O Rm) to’plamda berilgan bo’libx° OM nugtada uzluksiz
bo’lsin. Bundayf(x) funksiyaningx° nugtaning etarli kichik atroﬁJJ(xo)D M
dagi xossalarini (lokal xossalarini) o’rganimiz.

1) Agar f(x) funksiyax® 0M nugtada uzluksiz bo’lsa, u holdd nugtaning

etarli kichik atrofida funksiya chegaralangan bdila
<4 Funksiya uzluksizligi ta'rifiga ko'ra

lim, f(x)= f(x°)
bo’lib, undan f(x) funksiyani x° nugtada chekli limitga ega ekanligi kelib
chigadi. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyaning sealaridan esa,f(x)
funksiyani x° nugtaning etarli kichik atrofida chegaralangamigopamiz»

2) Agar f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz bo'lib,f (x°)>0 (f(x°)<0)
bo'lsa, x° nugtaning etarli kichik atrofidax nuqtalarda f(x)>0 (f(x)<0)
bo’ladi.

<Funksiya x° nugtada uzluksizligi ta'rifiga ko’rafde >0 olinganda ham
shundayd > 0 topiladiki, barchaxDUJ(xo)ﬂ M nugtalar uchun

f(x°)-e< f(x)< f(x°)+e
bo’ladi.

Bu erda €= f(x°)>0 (agar f(x°)<0 bo’lsa, £=—f(x°)) deb olsak,
fikrimizning tasdig’iga ega bo’lami2:

Demak, f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz vaf(x’)#0 bolsa, X°
nugtaning etarli kichik atrofidagk nuqgtalarda funksiya giymatlarining ishorasi
f(xo) ning ishorasi bilan bir xil bo’lar ekan:

signf(x) = signf(x°).

3) Agar f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz bo’lsa® nugtaning etarli kichik

atrofidagix' M, X" OM nugtalar uchun
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<&

[F(x)-1(x')
tengsizlik o’rinli bo’ladi.
< f(x) funksiyaning x° nugtada uzluksizligiga asosafle >0 olinganda

hamg ga ko’ra shunday > 0 topiladiki, barchaxDUJ(xo) nugtalar uchun

‘f(x)— f(x°}<§
bo'ladi. Jumladanx 0U 4(x°), x" OU,(x°) nugtalar uchun ham

' oy _ ¢ " oy _ €
‘f(x)— f(x 1<§, ‘f(x )- f(x 1<§
tengsizliklar o'rinli bo’ladi. Keyingi tengsizlikialan esa |f(x)- f(x")
bo’lishi kelib chigadi»

2°. To’plamda uzluksiz bo’lgan funksiyalarning xossaii (global xossalari).
Endi M OR™ to’plamda uzluksiz bo’lgan funksiyalarning xossala (global
xossalari), anigrog’i f(x) funksiya giymatlaridan iborat{f(x); xOM}
to’plamning xossalarini o’'rganamiz.

17-teorema (Boltsano-Koshining birinchi teoremasi).

f(x)= f(x.X,...x,) funksiya bog’lamli M OR™ to’plamda uzluksiz
bo'lsin. Agar bu funksiya to’plamning ikkita = (& a,,...a,,) va & = (6;,65,...6)
nuqgtasida har xil ishorali giymatlarga ega bo’lsa, holda shunday
c=(g c,,...c,,)0M nugta topiladiki, bu nugtada funksiya nolga aytiina

f(c)=f(q.c,...0) =0.

< Aniglik uchun f(a)= f(a a,,...a,)<0, f(s)= f(6,,6,,...6,)>0 bo'lsin.

M O R™ bog’lamli to’plam bo’lgani uchun b va ¢ nugtalarni birlashtiruvchi
va M to’plamda yotuvchi sinig chiziq topiladi. Bu sinichiziq uchlari bo’lgan
nugtalarda f (x) funksiyaning giymatlarini hisoblab boramiz. Buni#t&i xol yuz

beradi:

1) Siniq chiziqg uchlarining biridaf (x) funksiya nolga aylanadi. Bu holda
sinig chizigning shu uchini teoremadagi nugta deb olinsa,f (c)=0 bo’lib,
teorema isbotlanadi.

2) Siniqg chiziq uchlaridaf(x) funksiya nolga aylanadi. Bu holda siniq
chizigning shunday kesmasi topiladiki, uning ucidar f(x) funksiyaning
giymatlari har xil ishorali bo’ladi. Sinig chizigng xuddi shu uchlarining birini
a' =(a a,,...a,) bilan, ikkinchi uchini esa' = (¢} ,65,...6.,) bilan belgilasak, unda

f(a)=f(qa,,..a,)<0,
f(6')= f(6],65,...60)>0
bo’ladi. Sinig chizigning bu kesmasining tenglamasinbu

<¢&
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X =a+ t(ei B ai)’
X, = a +1(6} — ),

X = 8 + (6 — )
(0=t <1) ko'rinishda yoziladi.

Agar o’zgaruvchix = (xl,xz,...,xm)D M nugtani sinig chizigning shu kesmasi
bo’yichagina o’zgaradi deb olinadigan bo’lsa, udwlf (x) = f(x ,X,,...x. ) ko'p
o’zgaruvchili funksiya quyidagicha

F(t)=f(ai +tle - ay), ap +tler —ap). ... a0 + tler, —ap))
bitta t o’zgaruvchining murakkab funksiyasi bo’lib qoladiMurakkab
funksiyaning uzluksizligi hagidagi teoremaga koFdt) funksiya[0,1] segmentda
uzluksizdir. lkkinchi tomondant=0 va t=1 da bu funksiya turli ishorali

giymatlarga ega:
F(0)= f(d a,,...a,)<0,
F(1) = f(6],6),...60,)>0.
Shunday qilib, F(t) funksiya[01]segmentda uzluksiz va shu segmentning

chetki nuqgtalarida har xil ishorali giymatlarga eggaholda 1-gism, 5-bob, 6-8 dagi
5-teoremaga ko'rd(0,1) intervalda shundat, nuqta topiladiki,

F(t,)=0
bo’ladi. Demak,
F(to) = f (ai +to(81 _ai)' ) +t0(3'2 - alz)’ - +to(8;n - ar,n)) =0.
Agar
c =a +t(6) —a),
C,=a, +to(6'2 B alz)’

Crm = 8 * to(67, — @)

deb olsak, ravshankg = (¢ ,C,,...c,)OM va f(c)= (g ,c,,...G,) =0 bo’ladi.»

Quyidagi teorema ham shunga o’xshash isbotlanadi.

18-teorema (Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasif.(x) = f (% %, ,....X,)
funksiya bog’lamli M O R™ to’plamda uzluksiz bo’lib,M to’plamning ikkita
a=(a a,,..a,) va ¢=(6,6,,..6,) nuqgtasida f(a)=A f(s)=B, (A =B)
giymatlarga ega bo’lsinA va V orasida har ganday. son olinsa hamM
to’plamda shunday = (g ,c,.,...¢,,) nugta topiladiki,

f(c)=f(q.c,...c)=C

bo’ladi.

19-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasidgar f(x) funksiya

chegaralangan yopigM O R™ to’plamda uzluksiz bo’lsa, funksiya shivi
to’plamda chegaralangan bo’ladi.
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«Teskarisini faraz gilaylik, ya'nif(x) funksiya chegaralangan yopily
to’plamda uzluksiz bo’lsa ham, u shu to’plamda @ratanmagan bo’lsin. U holda
OnON uchun shundayx™ OM nugta topiladiki,

H{x™]>n (12.18)

bo’ladi. Bunday nuqtalardal{x(”)}, (x(”) OM,n= l2,...) ketma-ketlik tuzamiz.
Modomiki, M to’plam chegaralangan ekan, un(ia(”)} ketma-ketlik ham
chegaralangandir. Boltsano-Veyershtrass teoremagighbu bobning 2-8 iga)
ko'ra {x(”)} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi bo’Ige{lx(”k)} gismiy ketma-ketlik
ajratish mumkin: {x(”k)}a x° (k - ). M vyopig to’plam bo’lgani uchun
x°OM bo'ladi. f(x) funksiyaningM to’plamda uzluksiz ekanligidan esa
f(x(”k))a f(xo)
bo’lishi kelib chigadi. Natijada bir tomondan (18)Imunosabatga ko'ra
‘f (X(nk)} >n,

yani f(x™)) - e (k - o) bo'lsa, ikkinchi tomondanf (x™’) - (x°) bo'lib
goldi. Bunday ziddiyatf(x) funksiyani M to’plamda chegaralanmagan deb
olinishi ogibatida kelib chigadi. Demak,f(x) funksiya M to’plamda
chegaralangab.

20-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasigar f(x) funksiya
chegaralangan yopityl 0 R™ to’plamda uzluksiz bo’lsa, u shu to’plamda o’zigin
aniqg yuqori hamda aniq quyi chegaralariga erishadi.

Bu teoremaning isboti 1-gism, 5-bob, 6-§ dagi 8¢emaning isboti kabidir.
Uni isbotlashni o’quvchiga havola etamiz.

6-8. Ko’'p o’zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksigi.
Kantor teoremasi
f (x) funksiyaM 0 R™ to’plamda berilgan bo’lsin.

24-ta’'rif. Agar e>0 son uchun 0>0 topilsaki, M to’plamning
o(X,x")< J tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriye' va x” (X OM, x"OM)

nugtalarida
f(x)-f(x")<e
tengsizlik bajarilsa, f (x) funksiya M to’plamda tekis uzluksiz funksiya deb
ataladi.
Funksiyaning tekis uzluksizligi ta’'rifidagd >0 son £ >0 gagina bog’liq
bo’ladi. Ravshanki, agaf (x) funksiyaM O R™ to’plamda tekis uzluksiz bo'lsa,

u shu to’plamda uzluksiz bo’ladi.
12.12-misol.Ushbu

%)= +%
funksiyaning D ={(xl,x2)D R*: xZ+X5 < 1} to'plamda tekis uzluksiz bo’lishi
ko'rsatilsin.
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< [J¢ >0 sonni olib, unga ko'ra topiladigad >0 sonni 5<§ deb olsak, u
holda

p(X x7) = p((6 %) (X)) = (4 =)+ (¢ - %) < 5

tengsizlikni ganoatlantiruvcHil(X ,x,) 0 D, O(X',x;) 0D nugtalar uchun
1£04.26)- 1 (x5 =067 + ()7 - (07 + ()2 =

=|(x - xi’)(xi 1)+ 06 = x5)(x;

2 (X =X+ (X, - X2 =4d <

bo’ladi.

Demak, berilgan funksiy® O R? to’plamda tekis uzluksi2:

11-teorema. (Kantor teoremasif\gar f(x) funksiya chegaralangan yopiq
M(M [ Rm) to’plamda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu to’plamtekis uzluksiz
bo’ladi.

< Teskarisini faraz qgilaylik, ya’nif(x) funksiya chegaralangan yopilyl
to’plamda uzluksiz bo’lsinu, ammo tekis uzluksizt&rifidagi shart bajarilmasin.

Bu holda biror £e>0 son va ixtiyoriy o0>0 son uchun M to’plamda
(X x")< o tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday va x" (X OM, x"0OM)

nugtalari topiladiki,
f(x)-f(x)=ze
bo’ladi.
Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligj,od,,...,d, ... ni olaylik:

5, -0(5,>0 n=12.). (12.19)
Farazimizga ko'ra, yuqoridage >0 son va ixtiyoriy &,>0,(n=12,...)

7+l ) +

uchun M to’plamda shundag‘™ va 6™ (n=1,2,...) nuqtalar topiladiki,
pw”éﬂ<4v4f@n)f(m1
,o(a(Z),e(Z))<52 va‘f(a )

bo’ladi.

Modomiki, M - chegaralangan to’plam va’™ OM (n=1,2,...) ekan, unda
Boltsano-Veyershtrass teoremasiga ko{é”)} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi
gismiy {a(”k)} ketma-ketlik ajratish mumkin:

lim a™) =a°. (12.20)

Kk - +o0
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M yopiq to’plam bo’lganligi sabablia® JM bo'ladi. Yuqgoridagi {e(”)}
ketma-ketlikdan ajratilgal{ng(”k)} gismiy ketma-ketlikning limiti hama® ga teng
bo’ladi. Hagigatdan ham, ushbu

p(g(nk),ao)S p(e(nk),a(nk))J,p(a(nk)’ao)< 5, +p(a(nk),ao)
tengsizlikdagid, va p(a™ a°) lar uchun (12.19) va (12.20) munosabatlarga

kora k — o da
5 -0, ,O(a(”k),ao) .0

N

bo’lishini e'tiborga olib,k — o dap(e(”k),ao) ~. 0 ekanini topamiz.

Shunday qilib,

a(nk) R ao, e(nk) . ao_

Qaralayotgan f(x) funksiyaning, shartga ko'raM to’plamda uzluksiz

ekanligidan
fla™) . ) fle™) - f(a)
bo’lib, ulardan esa
f(e(nk))_ f(a(nk)) .0
bo’lishi kelib chiqadi. Bu esaln, lar uchun
‘f(e(nk))_ f(a(nk)l >¢

deb qilingan farazga ziddir. Bunday ziddiyatninglilikechigishga sababf (x)
funksiyaning M to’plamda tekis uzluksizlik shartini ganoatlantaydi deb
olinishidir. Demak, funksiyaM to’plamda tekis uzluksi2:

Biror M O R™ to’plam berilgan bo’lsin. Bu to’plamda ixtiyoriykkita x' va
X" nugtalarni olib, ular orasidagb(X,x") masofani topamiz. Agax’ va X"
nugtalarniM to’plamda o’zgartira borsak, und@(X ,x")} to’plam hosil bo’ladi.
Odatda, bu to’plamning aniq yugori chegarasido(x x")} (x OM, x"OM)
to’plamning diametri deb ataladi vad(M ) kabi belgilanadi:

d(M)=sudp(X x")} (XOM,x'OM).
25-ta’rif. Ushbu
sudf(x')- f(x)} (XOM,x'0OM)
migdor f(x) funksiyaningM to’plamdagi tebranishi deb ataladi vaa{f,M)
kabi belgilanadi:
«(f;M)=sudf(x)- f(x)} (XOM,x'OM)

Yugqgorida keltirilgan Kantor teoremasidan muhim jaakielib chigadi.

2-natija. f(x) funksiya chegaralangan yopiq to’plamda uzluksidsbo U
holda U& >0 son olinganda hanM to’plamni chekli sondagM, to’plamlarga
shunday ajratish mumkinki,
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H{Mk =M,
M,NM, =¢ (k#i)
o f M )<e

bo’ladi.

| f(x) funksiya chegaralngan yopifl to’plamda uzluksiz bo’lsin. Kantor
teoremasiga ko'ra tekis uzluksiz bo’ladi. Binobarine >0 son uchun shunday
0 >0 topiladiki, p(X x")< d bo’lganOX X" M uchun

f(x)-f(x")<e
bo’ladi.

M to’plamni diametrlari shud bo’lgan M, to’plamlarga ajratamiz. Rav-
shanki, bu holda

o(Xx)<d (Xx'OM,)

| (x") = f(x)
tengsizlik bajariladi. Bundan
sud|f (x")- f(x)

ya'ni a(f,M,)< & bo'lishi kelib chigadir

bo’ladi va demak,

<¢&

l<e

Mashglar

12.13. R?va R?® to’plamlarda ikki nugta orasidagi masofa yozilse masofaning
3 ta xossasi isbotlansin.
12.14.R?va R® fazolarda ochiq shar va sharlarning geometrikitesikeltirilsin.
12.15. R™ fazodagi {x(”)} ketma-ketlik yaginlashuchi bo’lsa, uning
chegaralanganligi isbotlansin.
12.16.lkki va uch o’zgaruvchili funksiyalarning ta’riflakeltirilsin.
12.17.Ushbu
f(x %)= arcsin(x + x,)
funksiyaning aniglanish to’plami topilsin.

12.18.Ushbu
1
X, + X, Sin— ,agarx, # 0 bo'lsa,
FOgx)=1" 27 % '
0 ,agarx, = 0 bo'lsa
funksiya uchun
lim f(x,x)=0
x;:O

bo’lishi isbotlansin.
12.19.Ushbu

(g + xz)sini sin—, agar(x,x,) % (0,0) bolsa,
)= X X

0 ,agar(x ,%,) = (0,0) bolsa

f(X.L’XZ
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funksiyaning (O, 0) nugtada takroriy limitlarining mavjud emasligi

isbotlansin.
12.20.Ushbu

— ——— ,agarsin’ zx + sir’ zx, # 0 bo'lsa,
f (% %) =1 sin? 7z, + sin? 7,

0 ,agarsin® zx, + sin’ zx, = 0 bo'lsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.

13-BOB

Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosila
va differensiallari

Ushbu bobda biz ko’p o’zgaruvchili funksiyalar @ifénsial hisobi bilan
shug’'ullanamiz. Kiritiladigan va o’rganiladigan hiadar va differensiallar
tushunchalari  bir o’zgaruvchining funksiyalari uchu kiritlgan  mos
tushunchalarning tegishlicha umumlashtirilishidbarat bo’ladi. Ayni paytda, biz
ko’ramizki, ko’p o’zgaruvchili funksiyalar uchun sobo’lgan bir gancha yangi
tushunchalar ham (yo’nalish bo’yicha hosila, to'thfferensial va xokazo)
o’rganiladi.

1-8. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosilalari

1°. Funksiya xususiy hosilasining ta’rifi. f (x) = f(x X,,...x,) funksiya ochig
M(M O R™) to'plamda berilgan bo'lsin. Bu to'plamda® = (x0,x2,...x%) nugta
olib, uning birinchi koordinatask? ga shunday\x, (Axlz O) orttirma beraylikki,
(xf +A>g,xg,...x,?1)DM bo'lsin. Natijada f (X ,X,,....x,,) funksiya ham(>{) xgx,?])
nuqtadax, o’zgaruvchisi bo’yicha

A, f= f(xf +Axl,x§,...,xr?])— f(xf xgx,%)

Xususiy orttirmaga ega bo’ladi.

1-ta’rif. Agar Ax, - 0da ushbu limit

im b f(xf+Axl,xg,...,x2])— f(xf,xg,...,x%)
My -0 AX, By -0 AX,

mavjud va chekli bo’lsa, bu limit f(x X,,...x,) funksiyaning (x{J xgx,?])
nuqtadax, o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasi deb atahzl
of (x°x0,..x%)  af
0X, " ox,
belgilarning biri bilan belgilanadi. Demak,
f (XO)—Mz jim 24t

Xl axl AX]_ -0 AX].

’ 0,0 0 !
, fxl(x1 ,x2,...,xm), fxl
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£ (X Xy1... %) funksiyaning(x®,x2,...x%) nugtadax, o'zgaruvchisi bo'yicha
xususiy hosilasini quyidagi
. (x°)= im, f()g,xg,...,x%)— f(x{J xgx?n)

X1

X - Xq X~ Xf
ham ta’riflash mumkin.
Xuddi shunga o’xshasH (X ,,,...x,,) funksiyaning boshga o’zgaruvchilari

buyicha xususiy hosilalari ta'riflanadi:
0

i: || AXZf — || f(Xf,X(2)+A)(2,Xg,...,Xr(T)])_ f(X](.)’X(Z)""’Xm)

0X, DG-0 AX,  Dx-0 AX, ,
i = |lim AX—mf = |im f (Xf ,ng--,xr?]_l ;X% + AXm)— f (X{J ,Xg,...,XrOn)
aXm DXy, -0 A)(m Xy, -0 AXm .

Demak, ko'p o’zgaruvchili f (X ,%,....x,,) funksiyaning biror (x* xJ.,...x°)
nugtadax, (k =1,2,...m) o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasini ta’riflada bu
funksiyaning x, (k=],2,...,m) o’'zgaruvchidan boshqga barcha o’zgaruvchilari
o'’zgarmas deb hisoblanar ekan. Shunday qili{x X,,....x,) funksiyaning
xususiy hosilalari fx , f%,,...,fx,, 1-gqism, 6-bob, 1-8 da o’rganilgan hosila — bir
o’'zgaruvchili funksiya hosilasi kabi ekanligini kamiz. Demak, ko'p
o’zgaruvchili funksiyalarning xususiy hosilalarihisoblashda bir o’zgaruvchili
funksiyaning hosilasini hisoblashdagi ma’lum botiggoida va jadvallardan to’liq

foydalanish mumkin.
13.1-misol.Ushbu

_X1+X2

1
f(xl,x2)=Fe 2
2

funksiyaning(x,x,) JR? (x, > 0) nuqtadagi xususiy hosilalari topilsin.
of _ o 1 -2 1
2

_X1+X2

< e 2 |

= e
0%, 0% | /%

Xq +X Xq +X Xq +X
of _ 0[1 122}_ 1M1
2

= e
_XtX
=1 e ? 1+i >
2.\ %, X,
13.2-misol.Ushbu
2X, X,

F(% %) =1 X2 + X2 .agar(x,x,) # (0.0) bolsa,
0 ,agar(x%)=(00) bo'lsa
funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
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<« Aytaylik, (x,%,)# (0,0) bo'lsin. U holda
of 9 [ 2X,X, J _ 2x2(x12 + x§)— 2% 2% _ 2x2(x§ - xf)

ax, 0% |\ X2+ X2 (X12 + x§)2 (X12 + x§) ’
of _ 9 [ 2X,X, J _ 2x1(x12 + x§)— 2% % 2%, _ 2x1(x12 ~ x22)
0%, 0% X3+ (xl2 + X5 )2 (xl2 + X5 )2
bo’ladi.
Endi (x,x,)=(0,0) bo’lsin. U holda ta’rifga binoan
of (0,0) _ im f (Ax 0)- £(0,0) _o.
0%, Axg -0 AV
0t (0.0)_ i f(0.8%)-1(00) _,
6X2 Ax; -0 AX,
bo’ladi.
Demak, berilgan f(x,x,) funksiya 0(x,x,)0R? da xususiy hosilalarga
ega»

2°. Xususiy hosilaning geometrik ma’nosSoddalik uchun ikki o’zgaruvchili
funksiya xususiy hosilalarining geometrik ma’noseitiramiz.

f(x,x,) funksiya ochigM (M 0 R?) to'plamda berilgan bo'lib(x®,x3)0M
bo’lsin. Bu funksiya(xf,xg) nuqtadafkl(xf,xg), sz(xf xg) xususiy hosilalarga
ega deylik. Ta'rifga ko'ra fxl(xf xg) va sz(xf xg) xususiy hosilalar mos
ravishda ushbuy; = f(x1 xg) vay, = f(xf ,xz) bir 0’zgaruvchili funksiyalarning
x. va xg dagi hosilalaridan iborat.

Faraz qilaylik, y = f(x1 ,x2) funksiyaning grafigi 48-chizmada ko’rsatilgan

sirtni tasvirlasin.
A

—
—

y
_“//
rf/ % XZO .\'\
/ —>
/ / /
X7 /% / Ip)

48-chizma
Unday, = f(x1 xg) vay, = f(xf ,x2) funksiyalarning grafiklari mos ravishda

y=f(x %) sirt bilan x,=x} tekislikning hamda shu sirt bilarx, = x
tekislikning kesishidan hosil bo’lgaf, va I, chiziglardan iborat.
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Ma’lumki, bir o’zgaruvchiliu = ¢(x) funksiyaning birorx,(x, JR) nugtadagi
hosilasining geometrik ma’nosi (1-gism, 6-bob, 1b8)funksiya tasvirlangan egri
chiziqga (x,,6(x,)) nugtada o’tkazilgan urinmaning burchak koeffitsigan
iborat edi. fkl(xf xg) va sz(xf xg) xususiy hosilalar mos ravishdd’, va I,
egri chiziqlarga(xf,xg) nuqtada o’'tkazilgan urinmalarningx, va ox, o’glari
bilan tashkil etgan burchakning tangensini bildiraBemak, f,(x°x?) va
sz(xf xg) xususiy hosilalary = f(x1 ,xz) sirtning mos ravishdax, va ox, o’qglar
yo’nalishi bo’yicha o’zgarish darajasini ko'rsatadi

2-8. Ko’p o’zgaruvchili funksiyalarning differensilanuvchiligi
1°. Funksiyaning differensiallanuvchiligi tushunchasi Differensiallanuv-

chilikning zaruriy sharti. (x)= f(%,%,..., %) funksiya ochigM (M O R")
to’plamda berilgan bo’lsin. Bu to’plamda((’:(xf xgxf;) nugta bilan birga
(xf+Axl,x§ + DX . X +Axm) nugtani olib, berilgan funksiyaning to’la
orttirmasi
Af (x°)= f (xf +AX X9 + DX, . XD +Axm)— f (xf xgxr?])
ni garaymiz.
Ravshanki, funksiyaning Af (x,) orttirmasi argumentlar orttirmalari
Ax AX,,... A, larga bog'lig.
2-ta’rif. Agar f(x) funksiyaningx’ nugtadagiaf (x,) orttirmasini
AF (X°) = ADX + ALK, + ..+ A DX +aAX + D% + ..+ A, (13.1)
ko'rinishda ifodalash mumkin  bo’lsa, f(x) funksiya x° nugtada
differensiallanuvchi deb ataladi, bundg A, ,....A, lar Ax,AX,,...AX, larga
bog’lig bo’lmagan o’zgarmaslarg,,.a,,...a,, lari esa Ax ,AX,,...Ax, larga
boglig va Ax, - 0Ax, -0,.Ax, -0 da o -0a,-0,..0,-0
(& =A%, =,...Ax, =0 bo’lgandaa, =a, =...=a,, = Odeb olinadi.)
Agar f(x) funksiya M to’plamning har bir nuqtasida differensiallanuvchi
bo'lsa, f(x) funksiyaM to’plamda differensiallanuvchi deb ataladi.
13.3-misol. Ushbu f(x1 ,x2)=x12+x§ funksiyani D(xf,xg)DR2 nugtada
differensiallanuvchi bo’lishi ko’rsatilsin.
<Hagigatdan ham(xf xg) nugtada funksiyaning orttirmasi

Af = f (xf + A% X3 +Ax2)— f (xf ,x§)= (xf +Ax1)2 + (xg +Ax2)2 ~
- (xf )2 - (xg )2 = 2X0Ax, + 2X3Ax, + (Ax, ) + (Ax, )
bo'lib, undaA =2x, A, =2x3, a, = Ax,, a, =X, deyilsa, natijada
Af = AAX + ADX, + o X + a0,
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bo’ladi. Bu esa berilgan funksiyanir@(x1 ,xz)D R? nugtada differensiallanuvchi
ekanligini bildiradi»

f(x) funksiyaning x° nugtada differensiallanuvchilik sharti (13.1) ni
quyidagi

AF (X°) = AAX + ADX, + ..+ A AX, +0(p) (13.2)
ko’rinishda ham yozish mumkin, bunda
= + (0t (05, F

Endi differensiallanuvchi funksiyalar hagida ikkteorema keltiramiz.

1-teorema.Agar f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi bo’lsa, u
holda bu funksiya shu nuqgtada uzluksiz bo’ladi.

<« f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda ifgja
ko’ra funksiya orttirmasi uchun

Af (xo) = ADX, + ADX, + .ot ALDX + QDX + A0, + ...+ QDX
bo’ladi, bunda A \A,,...,A, 0'zgarmas,Ax — 0,Ax, - 0,...Ax, -0 da a; - 0,
a, - 0,...a. - 0.
Yuqoridagi tenglikdan

bo’lishi kelib chigadi. Bu esd (x) funksiyax® nugtada uzluksizligini bildiradk
2-teorema. Agar f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi bo’lsa, u

holda bu funksiyaning shu nugtada barcha  xususiy sildlari

f! (xo),f’ (xo),...,f):m (xo) mavjud va ular mos ravishda (13.1) munosabatdagi

X1 X2

AA,...,.A, larga teng bo’ladi:
Lb0)=A, 1 60)=A 1 )= A,
« f(x) funksiyax® nugtada differensiallanuvchi bo’lsin.
U holda ta’'rifga ko'ra
AF (X°) = ADX, + ADX, + ..+ A DX, + A%, + 00K + ..+ 0 DX,

bo’ladi. Bu tenglikda

AX 20, AX, =AX3=..=0%x,=0
deb olsak, unda (13.1) ushbu

Ax f (xo) = ADX + ay A%

ko’rinishni oladi. Bu tenglikdan ((qu;)/idagini topamiz
Ax f{X) _ _
T lim (A +a;,)=A.

1 AX]_—»O

lim
Axq -0

Demak,

fr (%)= A.
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Xuddi shunga o'xshashf(x) funksiya x° nugtada f; (x°)f. (x°)....f; ()
xususiy hosilalarining mavjudligi hamda
fy, (x°)= A, Ty (xo)z A By (xo)z A

ekanligi ko’'rsatiladi»

1-natija. Agar f(x) funksiya x® nugtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda

AF (%) = 1, (0 + 1, (), + .t £ (60 o, + (o)

bo’ladi.

1-eslatma. f(x) funksiyaning biror xX° nugtada barcha xususiy hosilalari
f;l(xo), f;z(xo),...,f;m(xo) ning mavjud bo’lishidan funksiyaning shu nuqgtadtied

rensiallanuvchi bo’lishi har doim kelib chigavernday
13.4-misol.Ushbu

X%
() = m ,agar(x,x,) # (0, 0)
0 ,agar(x,x,)=(0,0)
funksiyaning(0,0) nugtada differensiallanuvchi emasligi ko’rsatilsin
<«Bu funksiya(0,0) nugtada xususiy hosilalarga ega:

f;l(o,o)z lim f (Ax,,0)- f(0,0)

Ax; -0 1

7 (00)= fim 0:8%)-1(00)
2 & -0 AX,
Berilgan funksiyaning0,0) nugtada orttirmasi

Af(0,0)= f(Ax,Ax,)- £(0,0)=

:O’

=0.

DX AX,

AXZ + AX3
bo’lib, uni (13.1) yoki (13.2) ko'rinishida ifodata bo’lmaydi. Buni isbotlash
magsadida, teskarisini, ya'rfi(x ,x,) funksiya(0,0) nugtada differensiallanuvchi
bo’lsin deb faraz gilaylik. Unda
Af(0,0)= f, (0,0)A%, + f; (0,0)A%, + &, Ax, +@,AX, = A%, +a,A%,,
bo’lib, bu munosabatdaAx, - 0,Ax, - 0 da a; - 0,a, - 0 bo’lishi lozim.
Demak,
AX , DX,
Ma’'lumki, Ax, va Ax, lar ixtiyoriy orttirmalar. Jumladan,Ax, = AX,
bo’lganda (13.3) tenglik ushbu
% =

2

= A + a,0X,. (13.3)

Axl(al + az)

ko’rinishga kelib, undan esa
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_2
a ta, —7
bo’lishi kelib chigadi. NatijadaAx, - 0,Ax, -~ 0 da a, va a, miqdorlarning
nolga intilmasligini topamiz. Bu esaf (x,x,) funksiyaning (0,0) nugtada
differensiallanuvchi bo’lsin deb gilingan farazgd.»

Shunday qilib, funksiyaning biror nugtada barchausily hosilalarga ega
bo’lishi, funksiyaning shu nuqtada differensiallanhi bo’lishining zaruriy
shartidan iborat ekan.

2°. Funksiyaning differensiallanuvchiligining etarlisharti. Endi ko’p o’'zga-
ruvchili funksiya differensiallanuvchi bo’lishiningtarli shartini keltiramiz.

f(x)= f(%,X,...x,) funksiya ochigM (M O Rm) to’plamda berilgan bo'lib,
X0 = (xf ,xg,...,xr?])D M bo'lsin.

3-teorema. Agar f(x) funksiya x° nugtaning biror atrofida barcha
o’zgaruvchilari bo'yicha xususiy hosilalarga egdlibp bu xususiy hosilalar shu
x? nugtada uzluksiz bo’lsa,f (x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi
bo’ladi.

<«x°0OM nugtani olib, koordinatalariga mos ravishda shynda
X, DX,,... AX., orttirmalar beraylikki, (xf +AX X5 + DXy . X +Axm) nugta x°
nugtaning aytilgan atrofiga tegishli bo’lsin. So’fumksiya to’la orttirmasi

Af (x°)= f (xf +AX X9 + DX, . XD +Axm)— f (xf xgxr?])
ni quyidagi yozib olamiz:
Af (x°)= [f (X0 + A% XC + Ay .. 3 + A )= £ (X0 3 + A%, X0, +Axm)J+
+ [f (x{J Xo + DX XS + AXg,... X0 +Axm)— f (x{J Xo X9 + Mg, X2 +Axm)]+

0 0

+ ...+[f (xf XS e X0 X0 +Axm)— f(x{J xgxm)]
Bu tenglikning o’ng tomonidagi har bir ayirma tdglisbitta argumentning
funksiyasi orttirmasi sifatida garalishi mumkin. idg uchun Lagranj teoremasini
tatbiq qgila olamiz, chunki teoremamizda keltirilgahartlar Lagran) teoremasi
shartlarining bajarilishni ta’minlaydi:
Af (x°)= fy, (xf + A% X5 + DX, ... X + Axm)mx1 +

+ 1) (60 X2 + By, XS + D0 3O, + B, DX, + (13.4)

bunda
0<8<1 (=12, .. m.

Odatda (13.4) funksiya orttirmasining formulasi detaladi. Shartga ko’ra®
nugtadaf, ,f, ,...f, xususiy hosilalar uzluksiz. Shunga ko'ra

X! X
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f, (X + 6% XC + X, .. X0 +Ax,, )= . (x°)+a,,

fr (60 XS+ 6,0, 3 + By, X+ A%, )= £ (1) + (13.5)

' 0o .,0 0 0 — f! 0
fXm (x1 X5 3w X=1 1 Xm +€mAxm)— fxm (x )+ a,

bo’lib, undaAx, - 0,Ax, - 0,...AX, - 0 daa, - 0,a, - O,...a,, - Obo’ladi.

(13.4) va (13.5) munosabatlardan
Af (xo)z fy. (XO)AX1 +fy (xo)Ax2 +ot By (xo)Axm +
+ AKX, + a0, + .+ a DX

bo’lishi kelib chigadi. Bu esd& (x) funksiyaning x° nugtada differensiallanuvchi

ekanligini bildiradi»

Bir va ko’'p o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyargrdifferensiallanuvchiligi
tushunchasi kiritildi. (garalsin, 1-gism, 6-bob,84xamda ushbu bobning 2-8.).
Ularni solishtirib quyidagi xulosalarga kelamiz.

1) Bir o’zgaruvchili funksiyalarda ham ko’p o’zgamhili funksiyalarda ham
funksiyaning biror nugtada differensiallanuvchils¥iidan uning shu nugtada
uzluksiz bo’lishi kelib chigadi. Demak, bir va ko’po’zgaruvchili
funksiyalarda funksiyaning differensiallanuvchi k&hi bilan uning uzluksiz
bo’lishi orasidagi munosabat bir xil.

2) Ma'lumki, bir o’zgaruvchili funksiyalarda funkgning biror nugtada
differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu nuqtadaekli hosilaga ega
bo’lishi kelib chigadi va aksincha, funksiyaningdsi nugtada chekli hosilaga
ega bo’lishidan uning shu nugtada differensiallaiinbo’lishi kelib chigadi.
Ko'p  o'zgaruvchili  funksiyalarda  funksiyaning  biror nuqtada

differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu nuqgtadmarcha chekli xususiy

hosilalarga ega bo’lishi kelib chigadi. Biroq fumkaning biror nuqtada barcha
chekli xususiy hosilalarga ega bo’lishidan uning stugtada differensiallanuvchi
bo’lishi har doim kelib chigavermaydi.

Demak, bir va kop o’'zgaruvchili funksiyalarda fusikaning
differensiallanuvchi bo’lishi bilan uning hosilagaususiy hosilaga) ega bo’lishi
orasidagi munosabat bir xil emas ekan.

3-8. Yo’nalish bo’yicha hosila
Ma’lumki, bir o’zgaruvchili y = f(x) funksiyaning(xd RyOR) ‘;—f hosila-
X
si bu funksiyaning o’zgarish tezligini bildirar ediKo’p o’zgaruvchili
y = f(X X,,...x ) funksiyaning xususiy hosilalari ham bir o’zgaruilich
funksiyaning hosilasi kabi ekanligini e’tiborga mlibu of ,af ,...,af Xususiy
0x 0X,  0X,
hosilalar hamy = f (X ,X,,...x.) funksiyaning mos ravishdax, 0x;,...0x,, o'qlar
bo’yicha o’zgarish tezligini ifodalaydi deb aytistumkin.
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Endi funksiyaning ixtiyoriy yo’nalish bo’yicha o’agish tezligini ifodalovchi
tushuncha bilan tanishaylik. Soddalik uchun ikkizgaruvchili funksiyani
garaymiz.

y = f(x,% )= f(A) funksiya ochigM to’plamda(M O R2) berilgan bo’lsin.
Bo’ to’plamda ixtiyoriy A, =(xf xg) nugtani olib, u orqgali biror to’'g’ri chiziqg
o'tkazaylik va undagi ikki yo’'nalishdan birini muab yo’nalish, ikkinchisini
manfiy yo’nalish deb gabul gilaylik. Bu yo'nalgao'd’ri chizigni | deylik.

ava [ debl yo'nalgan to’'g’ri chizig musbat yo'nalishi bilanoa ravishda
0X, va 0x, koordinata o’qlarining musbat yo’nalishi orasidagrchaklarni olaylik
(49-chizma).

X2 A

X2

v

49-chizma

| to’g’ri chizigda A, nuqgtadan fargli vaM to’plamga tegishli bo’lganA
nuqtani(Az (x1 ,xz)) olaylikki, AyA kesmaM to’plamga tegishli bo’lsin. Agarda
A nuqgta A, ga nisbatanl to’g’ri chizigning musbat yo’'nalishi tomonidan bea
(shakldagidek), u holda A)A kesma uzunligio(A,,A) ni musbat ishora bilan
olishga kelishaylik.

AA,AB dan

Xl_xf Xz_Xg_

=cosqa, —<——< =cospf (13.6)
P P

bo’lishi kelib chigadi. Odatdacosa va cosf lar | to'g’ri chizigning
yo’naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
3-ta’rif. A nuqtal yo’nalgan to’g’ri chiziq bo'ylab Ay nuqtaga intilganda

(A = A)) ushbu nisbat

f(A)= f(A) _ F5.%)~ ()

p(hA) o[ ) (% %))

ning limiti mavjud bo'lsa, bu limit f (x %,) = f (A) funksiyaning A, = (x* x¢)
nuqgtadagil yo’nalish bo’yicha hosilasi deb ataladi va

o 0
df (A) yok df (X0 )

dl dl
47




kabi belgilanadi. Demak,
df _ . f(A)-f(A)
— = lim :
dlA-s p(A)A)
Endi f(x,x,) funksiyaning | yo’nalish boyicha hosilasining mavjudligi
hamda uni topish masalasi bilan shug’ullanamiz.
4-teorema. f (x ,x,) funksiya ochigM to’plamda (M O R2) berilgan bo’lib,

A =(x°.x¢) nugtada ((x° x3)OM) differensiallanuvchi bo'lsa, funksiya shu
nugtada har ganday yo’nalish bo’yicha hosilagavega

0 0 0,0 0 0
df (Xl 'Xz) _ of (Xl ’XZ)Cosa + ot % cospf (13.7)
dl 0%, 0%,

bo’ladi.
«Shartga ko'raf (x ,x,) funksiya A, = (x1 ,xz) nuqtada differensiallanuvchi.
Demak, funksiya orttirmasi

F(A) - (A= f (%)~ [ x0)

uchun
(- 1(a)= 10N ) BN )aolp) s
bo’ladi, bunda

p=p(AA)= \/( 1) (Xz_xz) -
(13.8) tenglikning har ikki tomoninjo = p(A,,A) ga bo’lib, so'ng (13.6) ni
e'tiborga olib topamiz.
f(A)=f(A) 9t b0 8) o, 0F [0 !Cosﬁ L olo)
p(A.A) 0%, 0%, P
Bu tenglikdaA - A, da (ya'nip - oda) limitga o’tsak, unda
lim f(A)_ f(AO) = lim f(A)_ f(AO) — df (Xf ’Xg)COSO' + df Xf ’X(z) cospB
Ak p(AA) o p dx, dx,
bo’ladi. Demak,
df (xf xg) _ of (xf ,xg)cosa L Of (xf X5 ,COS,B >
di 0%, 0%,
13.5-misol.Ushbu

f(x.%)= arctgxﬁ

2
funksiyaningl yo’nalish bo’yicha hosilasi topilsin, bundabirinchi kvadrantning
(1 1) nugtadan o'tuvchi va(0, 0) nugtadan (1, 1) nugtaga garab yo’nalgan
bissektrisasidan iborat.

< Berilgan funksiyaningA, = (l 1) nugtadagil yo’nalish bo’yicha hosilasini
(13.7) formulaga ko’ra topamiz

Ravshanki,
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f (xl,x )= arctgﬁ
X
funksiya A, = (11) nuqgtada differensiallanuvchi. Unda (13.7) formaldg’ra
df(1,1) _of(1,1) =z of(L1) 7 _
= COS— + ———2cos— =

di x4 ox, 4

=£x2_x1J\/§:0

2 2 2 2
>=

bo’ladi.»

4-8. Ko'p o’zgaruvchili murakkab funksiyalarning
differensiallanuvchiligi. Murakkab funksiyaning hailasi

f (% ,X,...x,) funksiya M (M O R”‘) to’plamda berilgan bo’lib,x X, ,...X.
o’zgaruvchilarning har biri 0’z navbatidat,,...t, o’zgaruvchilarning T(T [ R")
to’plamda berilgan funksiya bo’lsin:

% =@, (t b, k),
X, = @ttt (13.9)

X = Pl o),
Bunda(t, t,,...t, )OT bo’lganda unga mofx X, ,...x,, )M bo’lsin. Natijada
ushbu

Pt b) oty bi) Bt b)) = F (o)
murakkab funksiyaga ega bo’lamiz.
1°. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchanlifi.

5-teorema.Agar (13.9) funksiyalarning har biri tf,tg,...,tS)DT nugtada
differensiallanuvchi bo'lib, f (% %,....x,) funksiya esa modx® x2,...x°)OM
nugtada (X0 =g, (t2.2,...10), X0 = B (t19,...40)0.. 0% = 9 (t2.02,...10))
differensiallanuvchi bo’lsa, u holda murakkab fuigks F(t,t,,...t,) ham
(tf tgt,?) nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi.

< (tf ,tg,...,tS)DT nugtani olib, uning koordinatalariga mos ravisisttanday
(At At,,...At,) orttiruvchilar beraylikki, (£ + At t9 +At,,...£2 + At JOT bo'lsin.
U holda (13,9) dagi har bir funksiya haffx ,Ax,,...Ax. ) orttirmalarga va
nihoyat f (% ,X,,...X;) funksiyaAf orttirmaga ega bo’ladi.

Shartga ko'ra (13,9) dagi funksiyalarning har b(tf,tg,...,t,?) nugtada
differensiallanuvchi. Demak,
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ax oX ()4

Ax, =LAt + LAt +...+—LAt +0
atl 1t o, 2 o (0),
[3)4 0X o0X

AX, = —2At, + —2At, + . +—2At +0

2ot oo, ° o, (o), (13.10)

0X, 0X, 0X

Ax = At, + At, +..+—"At +0

bo'ladi, bunda% (i=12...m; j =12,...k) hususiy hosilalarnindt’,t2,...1°)
j
nugtadagi giymatlari olingan, va
P = A2 + A2 + .+ A
Shartga asosan, f(x%,..x,) funksiya (xfxgxr?]) nugtada
differensiallanuvchi. Demak,

of of of
Af = —AX +— DX, + ...+ — DX+ a A+ a0, + .+ a A 13.11
o L oy, ox. Xm T A% + 45 Xn )
bo’ladi, bundag—f (i =12....m) hususiy hosilalarnindx® x2....x%) nugtadagi
X

giymatlari olingan vaAx, - 0,Ax, - O,...Ax,, - 0 daa; - 0,a, - O,...a, - O
bo’ladi.
(13,10) va (13,11) munosabatlardan topamiz:

of | ox 0X oX
Af = LAt + LAt +...+—2At, +0

axl{a 1 g, S T g (p)}
of | 9x, 0X 0X

+ At +—2At, + ...+ —2At, +0(p), |+
axiatl 1, 2T gy, T % )}

e +
6f 0X 0X 0X

P pt + Ppr 4+ + Zmpt 40

" ox {at1 1, ST gy, T % )}

+a A% + 0%, + .+ a DX =
{af 0% of %, of ox, }Atl

ox, o, O0x, ot, ax ot,
GO, of o ot o
0x, 0t, 0x, ot ox.,, ot,
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+P‘ 0 of ox, of ox, }Atk

ox Ot, 0x, ot, ax ot
L T ‘ (13.12)
of  of of
+——+—+..+— |o(p) +
ox, 0%, X,
+ AKX + a0, + .+ a AX.
of  of of
Bu tenglikdagil — +— +...+—— | yig'indi o’zgarmas {p ga bog’liq emas)
ox, 0%, 0X,
bo’lganligi sababli
of of of
—+—+..+—olp)=0 13.13
e S 2 ll)=olp) (1319

bo’ladi.

Madomiki, x = ¢, (t, t,....t.) (=1 2,....m funksiyalar(tf,tg,...,tf) nugtada
differensiallanuvchi ekan, ular shu nugtada uzlukiso’ladi. Unda uzluksizlik
ta'rifiga  kora At - 0,At, - 0,...,At, -~ 0 da, yani p-0 da
Ax, - 0,A%x, - 0,...,Ax,, - 0 bo’ladi. Yana ham anigroq aytsak, (13.10) formula-
dan p - 0 da Ax =0(p),8%, =0(p),....Ax, =0o(p) ekanligi kelib chigadi.
Ax, - 0,A%x, - 0,...,Ax,, -~ Odaesar; - 0,0, - 0,...0, - O

Demak,
p-0= barcha Ax -~0= barcha a - 0= aAx,aM%,,...a A =0o(p)

(13.14)
Agar

_of o Of 9%, |, of 9,

A = 0%, Ot 0%, ot ax ot,
(j =123,..k) deyilsa, u holda (13.12), (13.13) va (13.14) maibaslardan
Af = AAL + AAL, + ...+ AAL, +0(p)
kelib chigadi»
2°. Murakkab funksiyaning hosilasi Endi

f(d(t e b ) (t e by )y (ot 1)) = F G )
murakkab funksiyaningt,.t,,...t, 0’zgaruvchilar bo’yicha xususiy hosilalarini
topamiz. Aytaylik f(x %,...x.) va x =@, (t.L,...5) % =@ttt ).-..
X =¢m(t1,t2,...,tk) funksiyalar yugoridagi 5- teoremaning shartlatajarsin. U
holda 5-teoremaga ko'ra  murakkab funksiya(tf,tg,...,t,?) nugtada

differensiallanuvchi bo’ladi.
Demak, bir tomondan
Af = AAL + AAL, + ...+ AAL, +0(p) (13.15)
bo’lib, bunda

51



p= 00 000, O (212 k)  (13.16)

b ax ot ox 0t 0%y, ot
(qaralsin 5-teorema) ikkinchi tamondan 1- natijagasan
of of of
Af =—At + —AL, +...+—At, +0 13.17
o Dt gy, e ¥t gt olo) (13.17)

bo’ladi. (13.15),(13.16) va (13.17) va munosabdtar
of _ of 6x1+6f 6x2+ +i%

o, ox. o, ox, 0t  ox, ot
of _of ox  of ax, , ., of Ox
ot, oxadt, ox,ot, ax,0t,

of _of 6x1+6f 6x2+ +i%
ot, Ox at, X, 0t, OX, 0t
bo’lishini topamiz.

5-8. Ko'p o’zgaruvchili funksiyaning differensiali
1°. Funksiya differensialining ta’rifi. f (x,,X,,...,x,,) funksiya ochiq
M (M OR") toplamda berilgan bo'lib, bu to'plamningx® = (x° x2,...x°)

nugtasida differensiallanuvchi bo’lsin. Ta'rifga 'k f(x) funksiyaning x°
nuqgtadagi orttirmasi

Af = MAxl +ﬂX—O)Ax2 + ...+MX—O)AXm +a A% + a0, + .+ a DX
0X, 0X, 0X,
bo’ladi.
A-tarif. (% %,....x,) funksiya orttirmasiaf (x°) ning Ax, AX,,...AX,
larga nisbatan chizigli bosh gismi

0 0 0
LS PRSP L P
0%, 0X, X,

f(x) funksiyaning x° nugtadagi differensiali (to’liq differensiali) dedtaladi va
df (x0,x2,...x2 ) kabi belgilanadi. Demak,
0 0 0
df (xo) = df (xf xgx%) = MAXI +ﬂx—)Axm + ...+MAXm.
0%, X, X,
Agar x.,X%,...X, erkli o’zgaruvchilarning ixtiyoriy orttirmalari Ax,,
AX,,...AX,, lar mos ravishda bu o’zgaruvchilarning differeflara dx, dx,,...,dx,
ga teng ekanligini e’tiborga olsak, undéx) funksiyaning differensiali quyidagi

df (x°) = afag‘o)dﬁ ¥ a‘;&xo)dxz - agxxo dx. (13.18)
1 2

m
ko'rinishga keladi.
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of of of . .
Odatda —dx,, —dx,...,—d lar f(x ,x,..., funksiya xususi
o 8 g B g B (% X e %) y y

differensiallari deb ataladi va ular mos ravishag f.d, f,..d, f kabi

belgilanadi:

_of _of _of
d, f=odx,d f =, d f=—"dx,.

0X%, 0X, 0X,
Demak, f(x) funksiyaningx’ nuqtadagi differensiali, uning shu nugtadagi
xususiy differensiallari yig'indisidan iborat. Mdaa, ushbu

(g ) =€
funksiyaning(x,x, )0 R? nugtadagi differensiali
df = ﬂd)g +ﬂdx2 = sinx,e* ™2 dx, + x, cosx,e™ ™2 dx, =
0% 0X,

= &15™2 (sinx,dx, + X, COSX,dx,)
bo’ladi.
Endi funksiya differensialining geometrik ma’nosinkki o’zgaruvchili
funksiya uchun keltiramiz.

Aytaylik, y=f(x,x,) funksiya ochiqM to’plamda (M O Rz) berilgan
bo’lib, (xf,xg)DM nugtada differensiallanuvchi bo’lsin. Bu funksiyem grafigi
50-chizmada tasvirlangd$) sirtni ifodalasin.

A

y
0 >
(¢ .) *
¢ \JL (xf+Axl,xg+Ax2)
50-chizma.

(S) sirtga (xf ,xg,yo) nuqtasida(y0 = f(xf xg)) o'tkazilgan urinma tekislik

ushbu
Y-y, = of (xf X5 !(Xl _ xf)+ of (xf X5 !(Xz _ XO)

0 2
0X, 0X,
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ko’rinishda bo’lib, undan

Y -y, =df (xf xg)
ekanligi kelib chigadi. Demak,y = f(x,x,) funksiyaning (xfxg) nugtadagi
differensiali bu funksiya grafigigséx0 X, (xf xg)) nugtasida o’tkazilgan urinma

tekislik aplikatasining orttirmasidan iborat ekan.
2°. Murakkab funksiyaning differensiali. y=f(x ,X,,...x,) funksiya

M (M [ Rm) to’plamda berilgan bo’lib,x ,x,,...,X,, 0’zgaruvchilarning har biri
0'z navbatida t,t,,...t, 0’zgaruvchilarning T(T [] Rk) to’plamda berilgan
funksiyasi bo’lsin:

Xl=¢1(t1,t2,...,tk),
X, = B5(t .- ),

X = Pt )
Bunda(t, t,,...t, )T bo’lganda unga mobx X, ,....x,)OM bo’lib, ushbu

y= f(¢l(tl,t2,...,tk),¢2(t1,t2,...,tk),...,¢m(tl,t2,...,tk))
murakkab funksiya tuzilgan bo’lsin.
Faraz qilaylik x =¢,(t.t,,...t,) (i=22,...m) funksiyalarning har biri

(tf,tg,...,t,?)DT nugtada differensiallanuvchi bo’liby = f (X ,X,,...x,,) funksiya
esa mos(xf,xg,...,xr?])DM nugtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda 5-

teoremaga ko'ra murakkab funksiy@f,tg,...,t,?) nugtada differensiallanuvchi
bo’ladi. Unda murakkab funksiyaning shu nuqgtadafjecensiali

of of of
df —a—tld'r1 +a—t2dt2 +...+adtm
bo’ladi.
Ma’lumki,
of _ of 6x1+ of ax2+m+i%’
ot, o0x ot 0x, dt, ox,, ot
of _ of 6x1+ of 0x, +...+i%
ot, 0x, dt, 0x, ot, ox,, ot, '
of _ of 6x1+ of ax2+m+i%_
ot, 0x ot 0x, ot, 0x,, ot,
Natijada
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g = Of 0% Of 0%, of 0%y,
dx, ot ax2 o, ax s
of %, , of 0%, Of 9%y, .
ox, ot, ax2 o, T oox,dt, ) -
................................................. +
of ox, , of ox, , , oOf ox, ), f =
c’)x1 ot, ax2 ot, ax ot

0X, OX
dt, + L dt
" %, ( ot, N o, -

x|\ oy, - ot

bo’ladi.
Agar

0X
mdt+ +—nd
o, - ot tkj

OX
+..+—2d
o, tk]

+i£%dtl+%dt2 + ...+%dth+

k

k

0X

% gt + Py, + o = dx,

o, ot

o, ot

(2
d +—md +.
ot E ot, L

oty
0X

% g, + %2 g +. SR =dx,

k

+aﬁdtk dx,
ot

ekanligini e’tiborga olsak, u holda murakkab furylesdifferensiali uchun

of of

of

df =—dx +—dx, +..+ —dx,

0x,
bo’lishi kelib chigadi.

X5 Xy

(13.19)

Murakkab funksiya differensiali ifodalovchi (13.18rmulani avval garab
o'tilgan (13.18) formula bilan solishtirib bir xiformaga ega bo’lishini (ya'ni

differensial formasi saglanishni) ko’ramiz.

formasining (shaklining) invariantligi deyiladi.

Demak, ko’p o’zgaruvchili

funksiyalarda

Odatdau xossani

ham bir

differensial

garuvchili

funksiyalardagidek, differensial shakining invagtixossasi o’rinli ekan.

Shuni alohida ta’kidlash lozimki, (13.19) ifoak dx, ,...
larning ixtiyoriy orttirmalari Ax,AX,,...

o’'zgaruvchilarning funksiyalari bo’ladi.
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3°. Funksiya differensiali hisoblashning sodda qoidai. u= f(x) va
v=g(x) funksiyalar ochigM (M O Rm) to'plamda berilgan bo’lib,x° OM

nuqtada ular differensiallanuvchi bo’lsin. U holda+v, uv, E, (vz0)
Vv

funksiyalar ham shux® nugtada differensiallanuvchi bo’ladi va ularning
differensiallari uchun quyidagi
1) d(u£v)=duzay,
2) d(uv) = udv+vdu,
3) d(gj _ vdu 2udv (v#0)
% %
formula o'’rinli bo’ladi.
Bu munosabatlardan birining, masalan, 2) ning isbokeltirish bilan
chegaralanamiz.
u=f(x) va v=g(x) funksiyalar ko’paytmasiniF funksiya deb garaylik:
F =ulv. Natijjada F funksiyau vav lar orgali % ,X,,...,X;,, 0’zgaruvchilarning
(x=(%,X,,...x) murakkab funksiya bo’ladi. Murakkab funksiyaning

differensialini topish formulasi (13.19) ga ko'ra

dF =6—qu+a—de
ou ov
bo’ladi.
Agar

oF oF

) , ) u

ou ov
ekanligini e’tiborga olsak, unda

dF =vdu + udy

bo’lishini topamiz. Demak,
d(uv) = vdu+udv.

6-8. Ko’'p o’zgaruvchili funksiyaning yugori
tartibli hosila va differensiallari
1°. Funksiyaning yugqori tartibli xususiy hosilalari f (% X, ,...x.) funksiya

ochiq M (M DR’“) to’plamda berilgan bo’lib, uning har bifx X, ,....X)
nugtasidaf, ,f, ,...f, xususiy hosilalarga ega bo'lsin. Ravshanki, buusiys

Xy ! Xo
hosilalar o’z navbatidax ,x,,...,X,, 0’zgaruvchilarga bog’liq bo’lib, ularning
funksiyalari bo’lib qolishi mumkin. Berilgan funkgm xususiy hosilalari
fi f) ,...,f;m larning ham xususiy hosilalarini garash mumekin.

5-ta'rif. f(X.%,...x,) funksiya xususiy hosilalarif, ,f; ,...f; larning
X, (k=],2,...,m) o’zgaruvchi bo’yicha xususiy hosilalari berilgannksiyaning
ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb ataladi va
fr . fr fr (k=1,2,..,m

X X T Xo X T T XXk
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yoki
0°f  9%f 0°f
0X,0X,  0X,0%,  0X. 0%,
kabi belgilanadi. Demak,

Pt _ 0 (o
ox,0%, % ox |\ 0x, )

71 . _o(un
OX,0%, 2% ax |\ 0%, )

2
Ot _gr = a(afJ k=12, .., m

ox %, "™ 9x | aX,
Bu ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni umumiy had

(k=1,2,...m

°f _ _, . o
= Ixx (I - 1’2""!m’ k_ls 2: ey n)
0X; 0% '
ko'rinishda yozish mumkin, bunda=i bo’lganda
0°f _ g
ox 0%, K%
deb yozish o’rniga
o°f _ .,
— = fx2
OX k

deb yoziladi.
Agar yugoridagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalaturli o’zgaruvchilar
bo’yicha olingan bo’lsa, unda bu

0°f _ fo
oxox,
2-tartibli xususiy hosilalar aralash hosilalar dealadi.
Xuddi shunga o’xshashf (x X, ,...x,) funksiyaning uchinchi, to’rtinchi va
xokazo tartibdagi xususiy hosilalari ta’riflanatimuman, f (% X, ,....X,) funksiya
(n—1)—tartibli xususiy hosilalarning xususiy hosilasiriggan funksiyaningn-

tartibli xususiy hosilasi deb ataladi.
13.6-misol.Ushbu

(i #Kk)

f(x x,) = arctg % (x, 2 0)
X2
funksiyaning 2-tartibli xususiy hosilasi topilsin.
| Ravshanki,af =% o __ %

ox, Xe+x5 = 0x, X2+ X5
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921 _ 9 ( of _ 0 X, __ 2X, X,
ox;  Ox (0% ) Ox |\ X +x5 (X12 + X )2 |
0% _ 9 (of\_ 0 x )_ ¥-x
6X16X2 axz axl aXZ X12 + Xg (X;L2 + X§ )2 |
0%t _0(of)_0(_ x . ¥-x

0°f _ o (of \_ 0 X ) 2%
2 = B 22| 2
X5 0% (0%, ) OX | X +X5 (X12 + x§)

13.7-misol.Ushbu

Xt = X5
B Xllez—%, acap XX +%5 #0 6yuca,
f(x.l.’XZ)_ X1 +X2
0 azap X2 +%5 =0 6yica

funksiyaning aralash hosilalari topilsin.
<Aytaylik (x ,x,)# (0,0) bo’lsin. U holda

of X2 =x2  Ax*X2 of 2 _x2  4x2X?
_Xz[l 2 4 12)2, _X1X1 2 _ 1% |

A (@exdf) e €+ (@+xf
0°f _ 9 (of \_x'—-%5 1+ 8X7 X5

0X,0%, 0X,\ 0% ) X2+X2 (X12 2 )2 ’
0°f _ a (of \_x'—-%5 1+ 8X7 X5

0X,0% 0% | 0X, ) X2+ X2 (X12 +%2 )2

bo’ladi.

Berilgan f(x,x,) funksiyaning(0,0) nugtadagi xususiy hosilalarini ta’rifga
ko'ra topamiz:

of (0,0) _ im f(Axl,O)—f(0,0)zo’
0X, Dxq -0 AV
of (0,0) _ o f (0.A%,)- £(0,0) _
0X, -0 DX, ’
of (0,Ax,) _af (0,0)
2 A3
0°f(0,0) _ | X, 0% _ i A>§2 _ 1
0%0X,  &x -0 DX, Dxp -0 AX;
of (Ax, 0) _af (0,0)
2 3
0?1 (0,0) _ im 0% 0% _ i A_x%:L
0X,0%, D -0 DX, Bxq -0 AXy
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2 2
Bu keltirilgan misollar ko’rinadiki, funksiyaningaa f va o°f aralash
%,0X 0X,0%;
hosilalari bir-biriga teng bo’lishi ham, teng bo&sligi ham mumkin ekan.

6-teorema. f (x,,x,) funksiya ochigM (M 0 R?) to’plamda fy.. f; hamda

frx,+ frx aralash hosilalarga ega bo'lsin. Agar aralash lhlesi (xf ,xg)DM

X1Xp !
nuqgtada uzluksiz bo’lsa, u holda shu nuqtada
fio 0 08)= 110, b )
bo’ladi.
< (xf xg) nugta koordinatalariga mos ravishda shundey >0, Ax, >0
orttirmalar beraylikki,
D ={(% %) OR? : X0 < %, < X0+ A%y, X < %, < X0+ A%} I M
bo’lsin. Bu to’g'ri to’rtburchak uchlarini ifodalashi (xf xg) (xf +Ax1,x§),
(xf X9 +Ax2), (xf + A% X3 +Ax2) nugtalarda funksiyaning giymatlarini topib
ulardan ushbu
P= f(xf +AX% X5 +Ax2)— f(xf +Ax_L,x§)— f(xf X +Ax2)+ f(xf xg)
ifodani hosil gilamiz. Bu ifodani quyidagi ikki
P = (60 + 2 08 + 200, ) £+ 2 )|~ £ (56 38 + 23, )- (3 )|
=[x+ 0+ 2 ) - 1 4 5 e [ (¢ + 2% ) £ (4 )
ko’rinishda yozish mumkin.
Endi berilganf (x ,x,) funksiya yordamidax, 0’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan

p(x)= £ (x.3 +%,)- £(x x2),
X, 0’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan
‘//(Xz) = f(Xf +AX1’X2)_ fy, (Xf ’Xz)
funksiyalarni tuzaylik. Ravshank(x,), ¢/(x,) funksiyalar
#(x) = 15, b 0+ 1) = 11, [ ),
W)= £, (€ + 8% )= 15, 6 )
hosilalarga ega bo’lib, Lagranj teoremasiga asosan
¢'(X1) = fy % (X1 X+ ngxz)mle
40'()(2) =15 x (Xf + gleuxz)mxl
bo’ladi, bunda0< g, 6,< 1
Yugorida keltiriiganP ifodani ¢(x,), ¢(x,) funksiyalar orgali ushbu
P= ¢(xf + Axl)— ¢(xf),
P =X + i, )-y(x2)

ko’rinishda yozib, so’ng yana Lagranj teoremasimilgb quyidagilarni topamiz:

(13.20)
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P= ¢’(xf + Hl’Axl)mxl, P= w’(xg + egsz)mxz
(0<e, & <1).
Natijada (13.20) va (13.21) munosabatlardan
P=fr, (X0 +8na%, X +G,A% ) DxAx,
P= 11, (0 +6A% 3¢ +Gix, ) BxAx,
bo’lib, ulardan esa
tr (0 +80x xC +8,0%,)= 11 (x0 +8,8% X0 + 6%, (13.22)
bo’lishi kelib chigadi.
Shartga ko'raf,, va f,, aralash hosilalar(xf xg) nugtada uzluksiz.
Shuning uchun (13.22) dax, —» 0, Ax, — O limitga o’tsak,

" 0 JO)— ¢ 0 0
fX1X2 (Xl ’XZ)_ fX2X1 (Xl ’XZ)

(13.21)

bo’ladi.»

2°.  Funksiyaning yugqori tartibli differensiallari. Ko'p o’zgaruvchili
funksiyaning yuqori tartibli differensiali tushura$i keltiishdan avval,
funksiyaningn (n >1) marta differensiallanuvchiligi tushunchasi bilamishamiz.

f(x) funksiya ochiq M (M DR”‘) to'plamda berilgan bo’lib, x° OM
bo’lsin. Ma’lumki, f(x) funksiyaningx® nugtadagi orttirmasi ushbu
AF (X°) = AAX, + ADX, + ..+ A DX, +0(p)
ko'rinishda ifodalansa, funksiya’ nugtada differensiallanuvchi deb atalar edi,
bunda A.A,,...A,- 0'zgarmas sonlar,p=+Ax?+ME +..+Ax%. Bu holda

ko’rgan edikki,
0
A =ﬂﬁ (i=12,..m)
0%
Aytaylik, f(x) funksiyaM to’plamda f

VELI
bo’lsin. Agar bu xususiy hosilalarx’ nuqtada differensiallanuvchi bo’lsef,(x)
shu nuqgtada ikki marta differensiallanuvchi funksdeb ataladi.

Umuman, f(x) funksiya M to’plamda barcha(n-1)- tartibli xususiy
hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilal®t M nugtada differensiallanuvchi
bo'lsa, f(x) funksiyax’ nugtadan marta differensiallanuvchi deyiladi.

7-teorema. f(x) funksiya M to’plamda barchan- tartibli xususiy
hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilabf0M nugtada uzluksiz bo’lsaf (x)

funksiya x° nugtadan marta differensiallanuvchi bo’ladi.

Bu teorema funksiya differensiallanuvchi bo’lismgi etarli shartini
ifodalovchi 3-teoremaning isbotlanganligi kabi idhaadi.

f (x) funksiyaxOM nugtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin.

fx Xususiy hosilalarga ega
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6-ta’rif. f(x) funksiyaningx nugtadagi differensialilf (x) ning differensiali
berilgan f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali debtaladi va ud?f
kabi belgilanadi:

d?f =d(df).
Differensiallash qoidalaridan foydalanib topamiz:
of of of
d*f =d(df)=d| —dx +—dx, +..+—d
( ) (ax1 & 0X, %2 0X, X“J

of of of
=dxd| — |+dxd| — |+..+dx d| — |=
Xl [ale X2 [aXZJ )% (aXmJ

0% f 0% f 0% f
=| —dx + dx, +...+ dx,, [dx +
(axf & 0,0, % 0X,0X, Xm] &
N 0% f +62f - 0% f dx ldx. +
0X,0%; & X5 OX,0X, % [
2 2 2
N S i SR 1 SO PV
0X,,0%; 0X,0%, 0X,0%
0%f |, ,  0°f 0% f
=—— g +—dx +..+——dx +
X; " ox ; % ox> &
2f 2 2
+2 dxdx, +2 dx,dx, dxdx, +
0%,0%; 10X3 10Xm
2.|: 2 2
+2 dx,dx; + 2 dx,d 2 dx,dx.. +
0X,0%g et 20%4 2 X20Xm e
0% f
+..+2 dx,,_,d
X, 0%, -1

f (X Xy,...%,) funksiyaning (x ,X,,....x) nugtadagi uchinchi, turtinchi va
xokazo tartibli differensiallari ham xuddi yugorgldek ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning x nugtadagi (n—1)- tartibli differensiali
d™ Y (x) ning differensial berilganf (x) funksiyaning shu nugtadagi tartibli
differensiali deb ataladi vd" f kabi belgilanadi. Demak,

d"f =d(d"f)

Biz yuqorida f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali uningususiy
hosilalari orgali ifodalanishini ko’rdik.

f(x) funksiyaning keyingi tartibli differensiallariningunksiya xususiy
xosilalari orgali ifodasi borgan sari murakkabladharadi. Shu sababli yuqori
tartibli differensiallarni, simvolik ravishda, soaiehq formada ifodalash muhim.
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f (x) funksiya differensiali
of of of
df = —dx +—dx, +...+—d
0X, e 0X, %2 0X, m
ni simvolik ravishda ¢ ni formal ravishda gavs tashgarisiga chiqarib)
quyidagicha
0 0 0
df =| —dx +—dx, +...+ —dx_ |f
[axl & 0X, % X, X'"J
yozamiz. Unda funksiyaning ikkinchi tartibli diffemsialini

2
0 0 0
d?f = dx +—dx, +..+—d f 13.23

[6x1 & 0X, % 0X, )ﬂ“] ( )

deb garash mumkin. Bunda qgavs ichidagi yig'indidnega ko'tarilib, so'ngf ga
«ko'paytiriladi». Keyin daraja ko'rsatkichlari xusty hosilalar tartibi deb

hisoblanadi.
Shu tarzda kiritilgan simvolik ifodalash f(x) funksiyaning n- tartibli

differensialini

) 9 ) "
d"f =| —dx +—dx, +...+ —d f
(axl & 0%, % 0X., me

kabi yozish imkonini beradi.
3°. Murakkab funksiyaning yugqori tartibli differensidlari. Ushbu punktda

F (% X rereXer), (% =Byt )s Xo = B (tyreati) veneXey = @i (L.t )) Murakkab
funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini t@miz.

Ma’lumki, x =@ (t, t,,...t,) (=12..m) funksiyaning har bir
(t°.t2,...12)0T nuqtada differensiallanuvchi bo'libf (% x,,....x,,) funksiya esa
mos (xf xgxr?]) nugtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda Sréeoaga ko'ra

murakkab funksiya (tftgtf) nuqgtada differensiallanuvchi va differensial

shaklning invariantlik xossasiga asosan murakkakdiyaning differensiali
df =9 ax + I+ + 9 g
0%, 0X, 0X,
bo’ladi.

Faraz qilaylik, % =@, (t,,t,,...t.) (=1 2,...m) funksiyalarning har biri
(t°.t2,...12)0T nugtada ikki marta differensiallanuvehf,(x X, ....x,) funksiya
esa mos(xf ,xg,...,xﬁ])DM nugtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin. U
holda murakkab funksiya hal((f,tg,...,tf) nuqgtada ikki marta differensiallanuvchi

bo’ladi. Differensiallash goidalaridan foydalanibyidagini topamiz:
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of of
=d(df )= (&dxl+67dx2 + +67dxm]
1 2 m

1
o

of of
d +—d d +d dx, +—dl(d ot
axJ & 0X, (dx) (axj % 0X, (de)+

+d dx . +—d (dx,)=

of of
=d dx +d dx, +...+d dx_ +
axJ . (axj % [ame A

+ﬂd X, + of —d®x, +.. +id Xy =
0X, 0%, X
2
d d 0
= dx, + dx2+...+—dme f+
(axl 0X, 0X, (13.24)
+ I —d?x +id X, .. +id X
c’)xl 0%, 0X,,

Shu yo'l bilan berilgan murakkab funksiyaning Kkegiin tartibdagi
differensiallari topiladi.
(13.23), (13.24) formulalarni solishtirib, ikkinchartibli differensiallarda
differensial shaklining invariantligi xossasi o’liemasligi ko’ramiz.
2-eslatmaAgar
X =aph tagt, totaygt t B,
Xo = Aoty + Aoty + .+ Ayt + 55, (13.25)
Xm = amltl + am2t2 Tt amktk + IBm
bo'lsa (a;, B, (i=12..k; j=12,..,m)-0'zgarmas sonlar), u holda bunday
f (% ,X,,....x) murakkab funksiyaning yugqori tartibli differendai differensial

shaklining invariantligi xossasiga ega bo’ladi.
Hagigatdan ham (13.25) ifodadagi funksiyalarniehénsiallasak, unda
dx = a,,dt, + a,dt, + ...+ ay dt, = o, A + AL + L+ ag At

dx, = a,,dt, + a,.dt, + ...+ a,, dt, = a,, At + 0,0 + .+ a, At

dx, = a,,dt + a.,dt, +...+ o, dt =a At + a0 + L+ a A
bo’lib dx dx,,...dx, larning har biri t.t,,...t, 0'zgaruvchilarga bog’liq
emasligini ko’ramiz. Ravshanki, bundafix, =d,x, =...=d?x_, =0
Binobarin,
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of of of
d?f =d(df)=d| —dx +——dx, +...+ —d
(of) (axl & 0X, % 0X, X'"J

of of of
=dxd + dx,d + ...+dx_d
Xl (ale X2 (axj Xm (axmj
0 0

2
0
—dx, +—dx, +..+—d
[6x1 & 0X, % 0X, Xm)

Demak, ikkinchi tartibli differensiallar differeradi shaklining invariantligi
Xossasiga ega ekan.

Shunga o’xshash, bu holda murakkab funksiyaningdddk katta tartibdagi
differensiallarida differensial shaklining invartagi xossasi o’rinli bo’lishi
ko'rsatiladi.

7-8. O’rta giymat hagida teorema
f(x)= f(%,X,,....x,,) funksiya M O R™ to’plamda berilgan. Bu to’plamda
shundaya =(a a,,...a,) va ¢ =(6,,6,,...6,,) nugtalarni olaylikki, bu nugtalarni
birlashtiruvchi to’g’ri chizig kesmasi
A={ (% X X ) OR™ 13 =@y +(s, —ay), %, =2, +t(s, —3,),
Xy =a, +t(e, —a, ), 0<t<1}
shuM to’plamga tegishli bo’lsinALI M .
8-teorema.Agar f(x) funksiya A kesmaninga va ¢ nuqtalarida uzluksiz

bo’lib, kesmaning golgan barcha nuqtalrida funksiyféerensiallanuvchi bo’lsa, u
holda A kesmada shunday nugta(c = (¢, ,c,,...¢,)) topiladiki,

f(s)-f(a)= £, (chor —a)+ £, (c)ls, @) +..+ £ (c)lom — )

<« f(x)f
F(X)= f (% %0 %n) = flag +tlsy —ay), @, +t(s, —@,),... & +t(em —ap))
(0<t<1)
bo'lib, f(x,X,,...x,) t o'zgaruvchining[0,1] segmentda berilgan funksiyasiga
aylanadi:

bo’ Iadl
unksiya A to’'plamda garaylik. Unda

F(t)= f(a, +t(e,—a,), a, +t(s, ~ay),.... &, +t(s, —ay))
Bu funksiya(0, 1) intervalda ushbu
F'(t): fy, [(31_31)’ fy, [(62 _az)’---a fx. [(3m _am)
hosilaga ega bo’ladi.

Demak, F(t) funksiya [0,1] segmentda uzluksid0, 1) intervalda esaF'(t)
hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga (1-qismpol6-l6-8) ko'ra (O, 1)
intervalda shunday, nuqta topiladiki,

F)-F()=F'(t,) (0<t,<1) (13.26)
bo’ladi. Ravshanki,
64



F(0)= f(a), F(1)=f(s),

F'(t) = fe, (a +to(6y,—ay), @ +to(6, = @,).-..o Ay + o6, —ay)) e, —ay) +

+ 1, (@ +oler @), 8y +toley = @p)rnns a +olem —an)) e, —3,) + (13.27)
+

deb belgilasak, unda =(c;,c,,...c,,)dA bo'lib, yuqoridagi (13.26) va (13.27)
tengliklardan
f(6)-f(a)=fy, (chor—ar)+ 1y, (Chey — @) + ..+ 1 (c)(om — )

kelib chigadi»

Bu o'rta giymat hagidagi teorema deb ataladi.

2-natija. f(x) funksiya bog’lamliM 0 R™ to’plamda berilgan bo’lib, uning
har bir nugtasi differensiallanuvchi bo’lsin. Aglt to’plamning har bir nugtasida
f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalri nolga tenglda, funksiya M
to’plamda o’zgarmas bo’ladi.

«M toplamda a=(a a,,...a,) hamda ixtiyoriy x=(X,%X,,...X;)
nugtalarni olaylik. Bu nuqgtalarni birlashtiruvchesma shuM to’plamga tegishli
bo’lsin. U holda shu kesma nuqgtalarida 8-teoremeaxja

fla)=f(x)+ f, (cha, —x)+ 1y, (), = xp) +..+ 5 (c)am = xn)
bo’ladi. Funksiyaning barcha xususiy hosilalarigeoteng ekanidan

f(x)=f(a)
bo’lishi kelib chigadi.
a va x nugtalarni birlashtiruvchi kesmisl to’plamga tegishli bo’lmasa, undd
to’plamning bog’lamli ekanligidara va x nuqtalarni birlashtiruvchi va to’plamga
tegishli bo’lgan siniq chiziq topiladi, bu siniq izig kesmalariga yuqoridagi 8-
teoremani qo’llay borib,

f(x)=f(a)

bo’lishini topamiz»

8-8. Ko'p o’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulai
Ma’lumki, F(t) funksiya t=t, nugtaning atrofida berilgan bo’lib, unda

F'(t),F"(t),...,F"**(t) hosilalarga ega bo'lsa, u holda
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F(1)=F o)+ F o)1)+ F o) -tf + ot

Ly g )4 FUC)
+HF (to)(t t0) + (n+1)!

(c=t,+6(t-t,), 0<@<1).
bo’ladi (Teylor formulasi).

f(x)= f(%,X,,....,,) funksiya ochigM (M O Rm) to’plamda berilgan. Bu

(t—t,)", (13.28)

birlashtiruvchi to’'g’ri chiziqg kesmasi
A={ (XX rer X )OR™ %, = X0+ t{x = x°), %, = %3 +1(x, = x2),
X = X0+ t(x;n ~ x%); O<t<1}

shu UJ((>{’ xgx,‘%)) atrofga tegishli bo’ladi.

bo’lsin deb uniA to’plamga garaylik. Unda
F(% XX ) = T (X0 +1(x = x0), 58 +t(x, = xC).... 5 + t{x, - x2))
bo'lib, (X ,X,,...x,) funksiyat o’zgaruvchining|0, 1] da berilgan funksiyasiga
aylanib goladi:
F(t)= £+t -x°), 8+l —x0)... @ +tx, - x2)) (0=t<1) (13.29)
Bu funksiyaning hosilalarini hisoblaylik:

F'(t)=i(xi—xf)+i(x’2 —xg)+ ...+i(x;n —xfn):

0%, 0X, X,
:[%(xi—xf%aixz(x;—xg% +%(x:n—x&)]
R O

2
Umumank -tartibli hosila ushbu

k
R = [aixl (x - xf)+aixz(x’z %)+ ---+%(Xin - Xﬁ)} f (13.30)
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ko'rinishida bo’ladi. (Uning to'g'riligi matematikinduksiya usuli yordamida
isbotlanadi).
Yugoridagi ~ F'(t),F"(t),...,F™**(t) hosilalarning ifodalariga  kirgan
f (X ,X,,....X,,) funksiyaning barcha xususiy hosilalari
(xf+t(xi—xf), x§’+t(x’2 —xg) ..... X2 +t(x' -x2 ))
nugta hisoblangan.

(13.28) formulada =0 vat =1 deb olinsa, ushbu

- L)+ LEr 1ew 1 e
F(1)= F(0)+l| F'(0)+ i F (0)+...+ —F ")(0)+ e S
(0<o<1)
hosil bo’ladi.
(13.29) va (13.30) munosabatdan foydalanib quyldagitopamiz:

F(0)= f (x{J X9, X0 ),

m

f(% X5 ,e.., xm)=f(xf,x§ ..... xﬁ])+[i(xi—xf)+
0X,

+aixz(x'2 —x2)+...+%(x;n —x%)}f +

n+1
ol bl
- 1

tartibli xususiy hosilalari esa
(0 +olx -x0) @ +006 2 ... R +0(x,-x3) ) (0<0<)
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nuqgtada hisoblangan.

Bu formula ko’p o’zgaruvchilif (x ,X,,....x,) funksiyaning Teylor formulasi
deb ataladi.

Xususan, ikki o’zgaruvchili funksiyaning Teylor foulasi quyidagicha
bo’ladi:

f(%.%)= f(xf ’Xg)"'M(Xl_xf)"'M(Xz _Xg)"'

ox, 0%,
%H—)()Za;a R
62fa§1§,xg (¢, -x?) }, +n_1!{a“fa§1: X3 (-] +
cf’aia_)(xl) o -)e.s RN -y
- i1)| { 0" £ (x0 + H(Xla; ;{iz),xg +6(x, - x2)) AT
L+ e(xla; £xfz) X +8(x, - x2) b, - Xg)nﬂ}.

9-8. Ko'p o’zgaruvchili funksiyaning ekstremum qiyatlari.
Ekstremumning zaruriy sharti
1°. Funksiyaning maksimum va minimum giymatlariko’p o’zgaruvchili
funksiyaning ekstremum giymatlari ta’riflari xud8ir o’zgaruvchili funksiyaniki
singari kiritiladi.
f(x)= f(%,X,,....x,) funksiya ochiq M O R™ to’plamda berilgan bo'lib,
x° = (xf ,xg,...,xr?])D M bo’lsin.

7-ta'rif. Agar x° nugtaning shunda%(xo):{xz()g,xz,...xn)DR“:

: p(x,xo) = \/(x1 - xf)2 +ot (xm - xr?])2 < 5} OM atrofi mavjud bo'lsakiIx0U,(x°)

uchun
f(x)< f(x) (f(x)= £(x°))

bo’lsa, f(x) funksiya x° nugtada maksimumga (minimumga) ega deyile[(ﬂxo)
giymat esaf(x) funksiyaning maksimum (minimum) giymati yoki maksimi
(minimumi) deyiladi.

8-ta’rif. Agar x° nugtaning shundayUa(xo) atrofi mavjud bo’lsaki,
Ox0U (X%} uchun (x)< f(x°) (f(x)> f(x°)) bolsa, f(x) funksiya x°
nuqgtada gat’'iy maksimumga (gat'iy minimumga) eggildei. f(xo) giymat esa
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f(x) funksiyaning gatiy maksimum (gatiy minimum) giyati yoki gatliy
maksimumi (gat’iy minimumi) deyiladi.

Yugoridagi ta'riflardagix® nugta f (x) funksiyaga maksimum (minimum) (8-
ta'rifda), gat’iy maksimum (gat'iy minimum) (9-tafda) giymat beradigan nuqta
deb ataladi.

Funksiyaning maksimum va minimumi umumiy nom bilaring ekstremumi

deb ataladi.
13.8-misol.Ushbu

f(x,%)=y1-x2 = X2 (xf+x§sl)
funksiyaning(0,0) nugtada gat’iy maksimumga erishish ko'rsatilsin.
<Hagigatdan ham(0,0) nugtaning ushbu
U, ((0.0)={(x%)0R% 2 +xZ<r?}  (0<r<1)
atrofi olinsa, undal(x_,x,)0U, ((0,0))\{(0,0)} uchun

f(%.%)=1-% -x5 < £(0,0)
bo’ladi.»

8 va 9- ta'riflardan ko'rinadiki, f (x) funksiyaning x° nugtadagi giymati
f(xo) ni uning shu nuqta atrofidagi nugtalardagi giyraatbilangina solishtirilar
ekan. Shuning uchun funksiyaning ekstremumi (maksim minimumi) lokal

ekstremum (lokal maksimum, lokal minimum) deb atala
2°. Funksiya ekstremumining zaruriy shartif(x ,x,,...x..) funksiya ochig

1

M OR™ to'plamda  berilgan.  Aytaylik, f(x,X,,...x,)  funksiya
X% = (xf xgxﬁ]) nugtada maksimumga (minimumga) ega bo’lsin. Tgariko’ra
x° =(x° x2,...x%) nugtaning shunday ;(x,) O M atrofi mavjudki, Ox 00U 4(x°)

uchun

F (X Xgyero X ) < f(xf xgxﬁ])

(f(xl,xz,...,xm)z f(xf xgxr?]))
xususan

f(xl,xg ,xg...,xr?])s f(x{J xgx,?])

(f(xl,xg,...,xr?])z f(xf xgxr?]))

bo’ladi. Natijada bir o’zgaruvchigax, ga bogliq bo’lgan f(xl,xg,...,xr?])

funksiyaning UJ(XO) da eng katta (eng kichik) giymati (xfxgxﬁ]) ga
erishishini ko’ramiz. Agardax’ nuqtadafx'l(xo) xususiy hosila mavjud bo’lsa,
unda Ferma teoremasi (qaralsin, 1-qism, 6-bobgé-Bd'ra
fy. (xf ,xg,...,xr?])= fy. (x°)=0
bo’ladi.
Xuddi shuningdek.f,. (x°)....,f, (x°) xususiy hosilalar mavjud bo'Isa,

X
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] 0)_ ' 0)_ ] 0)—
fXZ(x )—O, fXS(x )—0 fxm(x )—O
bo’lishini topamiz.

Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz.

o-teorema.Agar f(x) funksiya x° nugtada ekstremumga erishsa va shu

nugtada barchd, ,f, ,...,f, xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u holda
fy, (x°)= o f, (x°)= 0,..,f (x°)=0
bo’ladi.
Biroq f(x) funksiyaning birorx' OJR™ nugtada barcha xususiy hosilalarga
egava
f, (x)=0, f; (x)=0 .., f; (x)=0

bo’lishidan uning shux nuqtada ekstremumga ega bo’lishi har doim hanbkel
chigavermaydi.

Masalan,R? to’plamda berilgan
f(04.%;) = X%,

funksiyani qaraylik. Bu funksiya f; (x.%,)=%,, f; (X.%,)=% xususiy
hosilalarga ega bo’lib, uIa(r0,0) nugtada ekstremumga ega emas (bu funksiyaning
grafigi giperbolik paraboloidni ifodalaydi, qaraisi2-bob, 3-8).

Demak, 9-teorema bir argumentli funksiyalardagifiekksiya ekstremumga
erishishining zaruriy shartini ifodalar ekan.

f(x) funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigangtalar uning
statsionar nuqtalari deyiladi.

10-8. Funksiya ekstremumining etarli sharti
Biz yugorida f(x) funksiyaning x° nugtada ekstremumga erishishining
zaruriy shartini ko'rsatdik. Endi funksiyaning etenhumga erishishining etarli
shartini o’rganamiz.

f (x) funksiya x’ OR™ nugtaning biror
U,(x°)={xORrR™ p(xx°)< s} (9>0)

atrofida berilgan bo’lsin. Ushbu

A=1(x)-f(x) (13.31)
ayirmani qgaraylik. Ravshanki, bu ayirntbﬁ(xo) da o’z ishorasini saglasa, ya'ni
har doim A>0 (A<0) bolsa, f(x) funksiya x° nugtada minimumga
(maksimumga) erishadi. Agar (13.31) ayirma har q&rldla(xo) atrofda ham o'z
ishorasini saglamasa, u holda(x) funksiya x° nugtada ekstremumga ega
bo’'lmaydi. Demak, masala (13.31) ayirma 0’z ish'miasaqlaydigarua(xo) atrof

mavjudmi yoki yo’qmi, shuni aniglashdan iborat. Biasalani biz, xususiy holda
ya'ni f(x) funksiya ma’lum shartlarni bajargan holda echamiz.

f (x) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
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1) f(x) funksiya birorUd(xo) da uzluksiz, barcha o'zgaruvchilari bo'yicha
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hdalarga ega;
2) x° nugta f (x) funksiyaning statsionar nugtasi, ya’ni
f):l (Xo)z 0, f>:2 (Xo)z 0,.., f)im (XO): 0.
Ushbu bobning 8-§ ida keltiriigan Teylor formulaaid foydalanib, x°
nugtaning statsionar nuqta ekanligini e’'tiborgdo pfjuyidagini topamiz:
f(x)= f(x°)+%[fx"2Axf F LA+ LA+

+2(f7 A + 11 DX+t £ DX A=

= f(x°)+% i i AGAX, .

i k=1
Bu munosabatda f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari
fr (k=12,...m lar ushbu

(6O +anx xC +anx,,..x° +anx, ) (0<6<1)
nugtadan hisoblangan va
DX =X = XD, DXy = Xy = X, .oy A = X — X0,

Demak,
m

Azé > e AXAX,

Xj X
ik=1

Berilgan f(x) funksiya ikkinchi tartibli hosilalarining statsian nuqtadagi
giymatlarini quyidagicha belgilaylik:
a =1y, () (k=12 ..m
Unda f;, (x) ning x° nugtada uzluksizligidan
fr =f! (xf + 04X, X0 + A% ..., K, +9Axm)= a, +ay

Xi X Xi X
(,k =1,2,3,...,m bolishi kelib chigadi. Bu munosabatdax, — 0, Ax, - 0,
..., - 0 da barchar, -~ ®a 6-8§ da keltirilgan 6-teoremaga asosan
a =a;, (k=123..,m
bo’ladi. Natijada (13.31) ayirma ushbu
m m
A =1{ 2 AGAX + ZaikAXiAXk:|
2 i k=1 ik=1
ko’rinishni oladi. Buni quyidagicha ham yozish mumk
2 m m
_p A% A% Ax gfﬂ}
ZLZ:fnk p P i,kz=:lk p P

Agar

deb belgilasak, unda
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21 m m
A :%{ 2 W+ 2 ayd Efk} (13.32)

ik=1 i k=1
bo’ladi.
Ushbu

P& &)= D 61& B

i k=1
ifoda ¢,,¢,,...4, 0'zgaruvchilarning kvadratik formasi deb ataladi,
6, (i,k=1,23,..,m lar esa kvadratik formaning koeffitsientlari deyl.
Ravshanki, har ganday kvadratik forma o’z koeféitdiari orqgali to’la aniglanadi.
Kvadratik formalar algebra kursida batafsil o'rdadi. Quyida biz kvadratik
formaga doir ba’zi (kelgusida go’llaniladigan) tusichalarni eslatib o’tamiz.
Ravshankié, = ¢, =...= &, = o’lsa, har ganday kvadratik forma uchun
P(0,0,...,0)=0
bo’ladi.
Endi boshga nugqtalarni garaylik. Quyidagi hollatlisbi mumkin:
1°. Barchaé? + &2 + ...+ £2 >0 nugtalar uchun
P(&.& &) >0
Bu holda kvadratik forma musbat aniglangan deyiladi
2°. Barcha&? + & +...+ &2 > Onugtalar uchun
P(&,é5,£0) <O,
Bu holda kvadratik forma manfiy aniglangan deyiladi
3. Ba'zan (&,,&,,...£,) nugtalar uchunP(é,,é,,...£,)>0 bazi nugtalar
uchun
P(&,&500Em) <0
Bu holda kvadratik forma noaniq deyiladi.
4°. Barchaé? + & +...+ &2 > Onugtalar uchun
P(&,.&5,....8,,)20
va ular orasida shunddy, &, ... &) nugtalar ham borki,
P&, &) =0
Bu holda kvadratik forma yarimmusbat aniglanganilddy
5°. Barchaé? + & +...+ &2 > Onugtalar uchun
P(&,.&5,...8,) <0
va ular orasida shunddy, &, .,...£,,) nugtalar ham borki,
P(&1,&206m) = 0.
Bu holda kvadratik forma yarimmanfiy aniglangan iésegi.

Keltirilgan hollarni alohida-alohida tahlil gilamiz
1°. Ushbu

Q& & dn) = 2audi &

ik=1
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kvadratik forma musbat aniglangan bo’lsin. Avval@gridagi
P =D+ + .+ A

va

=B (=12,
G= l=t2...m

tengliklardan
EX+EE+.. 462 =1
ekanligini topamiz. Ma’'lumki,R™ fazoda
$(0)=5((00,...0)={& & ...&,JOR" : &+ &+ ..+ &2 =1}
markaziO = (0,0,...,O) nugtada radiusi 1 ga teng sferani ifodalaydi. &fepiq va
chegaralangan to’plam. Veyershtrassning birincbramasiga asosan shu sferada
Q(&,.&,,...£,) funksiya uzluksiz funksiya sifatida chegaralangarsusan quyidan
chegaralangan bo’ladi:
Q(&,,&,,...4,)=C (C-consi

Agar Q(El,fz,...,fm) kvadratik formaning musbat aniglangan ekanligini
e’tiborga olsak, und& = 0 bo’lishini topamiz.

Ikkinchi tomondan, Veyershtrassning ikkinchi teoesiga ko'ra bu
Q(&,.é,,...&,) funksiya S(0) sferada o’zining aniq quyi chegarasiga erishadi,

ya’ni biror (Ef,{zo,...f,?])lj S,(0) uchun

Q&>.&0.... &)= minQ(&,.& ... 4,)
bo’ladi. YanaQ(¢,.é,,...£,,) kvadratik formaning musbat aniglangan ekanligini
e’tiborga olsak,

Qe.&....£8)>0

ekanini topamiz. Demal$,(0) sferada

Q& &)= Y8E E 2C >0

i k=1
bo’ladi.
Endi
2.y & L
ik=1
ni baholaymiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidary@@lanib, topamiz:

{8 (8o -

{5 (§se) <[ $)

i k=1

iaikfi L& =

i k=1

i [maikkaDfi
k=1

i=1

{5 (goc |

N~
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Ma'lumki, Ax - 0, AX, - O,...,Ax,, - 0 da barcha a, -~ 0 Bundan

foydalanibx® nuqtaning atrofini etarlicha kichik gilib olishdubiga
1

m 2
[ZaiiJ <£
i k=1 2

tengsizlikka erishish mumkin. Demak, (13.32) dan
2

_P( S ; P c)-pc
A= 2£i,sz"ag’zk+i§f"kag"}2 2((: 2) 2 0

2°. Quyidagi
m
Qi) = Lol
kvadratik forma manfiy aniglangan bo’lsin. Bu holg& nugtaning etarlicha kichik
2( m m
atrofidaA='%( >a b+ D ad DEKJ<O bo’lishi 1-holdagiga o’xshash ko'’r-
i k=1 ik=1
satiladi. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
10-teorema. f(x) funksiya x° nugtaning birorUJ(xo) atrofida (6 >0)
berilgan bo’lsin va u ushbu shartlarni bajarsin:
1) f(x) funksiya U,(x°) da barcha o'zgaruvchilam x,,...x, boyicha
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hdalarga ega;
2) x° nugta f (x) funksiyaning statsionar nugtasi;
3) koeffitsientlari
a =2, () (k=12 ..,m
bo’lgan
Q&.& 0 £m) = kzaikfi L&y
ik=1
kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan. U holﬂéx) funksiya x° nugtada
maksimumga (minimumga) erishadi.
Bu teorema funksiya ekstremumining etarli shartodalaydi.
3°. Agar
m
Q) = Lol
kvadratik forma noaniq bo'lsa,f(x) funksiya x° nugtada ekstremumga
erishmaydi. Shuni isbotlayliké,,&,,...&,, larming shunday(h h,,..h.) va
(Fll ,ﬁz,...,ﬁm) giymatlari topiladiki,
Q(h h,....h,)>0, Q(hwhz,...hm) < 0 (13.33)
bo’ladi.
X = (X0 x0,..x2), (60 +h ) +h,,..x% +h )
nugtalarni birlashtiruvchi
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................ , (0<t<1) (13.34)

— 0
X = Xy, Hth
kesmaning nugtalari uchun yuqgoridagi (13.32) muhasashbu
t2( m m
A=E( 2.ah iy + > ayh th)
ik=1 i k=1
ko'rinishiga keladi. Bu tenglikning o’ng tomonidapgirinchi qo’shiluvchi (13.33)
ga ko’'ra musbat bo’ladi. Ikkinchi qo’shiluvchi eda,» 0 da nolga intiladi (chunki
t - 0 daMx=x-¥ -0, &=%-X -0.. & =x —-x -0). Demak, (13.34) kes-
maning x° nuqtaga etarlicha yaqin bo’lgan nuqtalari uchunA ayirma musbat,

ya'ni
f(x)> f(x°)
bo’ladi.
Xuddi shunga o’xshash,
X =% + th,
X, = Xg + thy

X, =X + thm
kesmaning x° nuqtaga etarlicha yagin bo’lgar nugtalari uchunA ayirma

manfiy, ya’'ni
f(x)< f(x°)
bo’lishi ko’rsatiladi.

Demak, A = f(x)- f(xo) ayirma x° nugtaning har ganday etarlicha kichik
atrofida o’z ishorasini saglamaydi. Bu esb(x) funksiyaning x° nugtada

ekstremumga erishmasligini bildiradi.
4° -5, Agar

Q& &) = Danedi

i k=1
kvadratik forma yarimmusbat aniglangan bo’lsa ygkrimmanfiy aniglangan
bo’lsa, f(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga erishishi ham erishmasligi ham
mumkin. Bu «shubhali» hol go’shimcha tekshirib dangdi.

Yugoridagi  10-teoremaning 3-sharti, ya'’niQ(&,,&,,...&,) kvadratik
formaning musbat yoki manfiy aniglanganlikka alogadsharti teoremaning
markaziy qismini tashkil etadi. Kvadratik formaningusbat yoki manfiy
aniglanganligini algebra kursidan ma’lum bo’lganv8str alomatidan foydalanib
topish mumkin. Quyidagi bu alomatni isbotsiz keltmiz.

Silvestr alomatiUshbu
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P&y ) = Y6 K,

ik=1
kvadratik formaning musbat aniglangan bo’lishi uchu

611 612 -+ 61m

611 6 68 8 ... B
11 P12 21 222 2m
>0, >0

6;, > 0,

621 6112

6 Bm2 -+ Bmm
tengsizliklarning, manfiy aniglangan bo’lishi uchun

611 612 -+ 61m

>0, ...(-1)" 621 622 - bam |

8,1 8
11 612
6,, <0,

621 6112

tengsizliklarning bajarilishi zarur va etarli.
Xususiy holni, funksiya ikki 0’zgaruvchiga bog’llap’lgan holni garaylik.

f (% ,X,) funksiyax® = (xf xg) nugtaning biror atrofi
U,()={x= ()0 R plxo€)<o} (5>0)
da birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalargega bo’lib, x° esa garalayotgan
funksiyaning statsionar nuqtasi bo’lsin:
f: (x°)=0, f;(x)=0.

Odatdagidek
_fn 0 — fn 0 —fn 0
= fX12 (x ) A, = fux, (x ) a,, = fxg (x )
1). Agar
d;; a
" P=aa,-a,>0vaa; >0
dy; 8y

bo'lsa, f(x) funksiyax’ nugtada minimumga erishadi,
2). Agar
8,18,, ~a;, >0 vaa,; <0
bo'lsa, f(x) funksiyax’ nugtada maksimumga erishadi.
3). Agar
818y, ~ 84, <0
bo'lsa, f(x) funksiyax’ nugtada ekstremumga erishmaydi.
4). Agar
2,8 ~ a5, =0
bo'lsa, f(x) funksiya x° nugtada ekstremumga erishishi mumkin, erishmasligi

ham mumkin. Bu «shuhbali» hol go’shimcha tekshigishldamida aniglanadi.
Hagigatdan ham 1)- va 2)- hollarda kvadratik formas ravishda musbat
aniglangan yoki manfiy aniglangan bo’ladi (qaralsiiivestr alomati).
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3)- holda, ya'ni
8y,8,, — 8, <0 (13.35)
bo'lganda Q(&,,&,) = a,,& + 2a,,6,E, + &2 kvadratik forma noaniq bo'ladi.

Shuni isbotlaylik.
a,, =0 bo’lsin. Bu holda (13.35) das,, # Bo’lishi kelib chigadi. Natijada

Q(¢,.&,) kvadratik forma ushbu
Q(é.&)= (231251 + a4, )6(2

ko’rinishga keladi. Bu kvadratik forma

=— 2 =1
“ 2a,., ¢
giymatda musbat:
Q 178 4]=1s0 Vaglzﬂ’ &=-1
28y, a5

giymatda esa manfiy:
Q(l+ Ay ’ _1j =-1<0
23,
bo’ladi.
Endi a,, > 0 bo'lsin. Bu holdaQ(¢,,é,) kvadratik formani quyidagicha yozib
olamiz:

2 2
Q(£1,€2)=a11[(£1+%52] +%f§] (13.36)

11 11

Keyingi tenglikdané; = —%, ¢, = -1 giymatda

1
Q[—@,l}o

Ay

2
Ao ~ 1y,
2

a1 a1

, & =1 qiymatlarda esa

Q(E]_’ 1) > O
bo’lishini topamiz.
Va nihoyat, a;; < 0 bo’lsin. Bu holda (13.36) munosabatdan foydalanib,

11 A

Q(&,,¢,) kvadratik formaningg, = —%, &, =1 giymatda musba@[—@, 1J >0

2
a ad, — da

a1 a1

, & =1 giymatda esa manfiy

Q4. 1)<0

bo’lishini topamiz.
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Shunday qilib, a,,a,, —a% <0 bo’lganda Q(&,,&,) kvadratik formaning
noaniq bo’lishi isbot etildi.
4)- holni, ya'ni a,a,,-as = 0 bo’lgan holni garaylik. Bu holdag,, =0
bo'lsa, undaa,, = o'lib, Q(¢,,£,) kvadratik forma ushbu
Q(&.6) = a,,¢;
ko'rinishni oladi.
Ravshankia,, = Obo’lganda

Q(&.6:)20,
a,, < 0 bo’lganda

Q(&.&,)<0
bo’lib, & ning ixtiyoriy giymatida

Q(&.0)=0

bo’ladi.
Agar a;; > 0 bo’lsa,

2
Q(flfz) = 311(51 "'%52) <0,

11
a,, <0 bo’lganda

2
Q(flfz) = 311(51 "'%52) <0,

11
bo’lib, & vaé, larning

a
Czl = _i sz
tenglikni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlari@(él,fz) kvadratik forma nolga

teng bo’ladi. Demak, qaralayotgan hol@d¢&,,&,) kvadratik forma yarimmusbat
aniglangan yoki yarimmanfiy aniglangan bo’ladi.

13.9-misol.Ushbu

F(q.%;) =+ = 3axx, (a#0)

funksiya ekstremumga tekshiriladi.

<4 Bu funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilari

fo (%) =3 —3ax, 1y, (% %) =3x -3ax

f):llz (% %)= 6%, f>,<lx2(X_L’X2): —3a, f):;Z(Xl’Xz):6X2

bo’ladi. Ushbu
{3x12 ~3ax, =0
3% -3ax =0
sistemani echib, berilgan funksiyaning statsionagtalari (0, 0) va (a, a) ekanini
topamiz.

(a, a) nugtada
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a,, =6a, a,=-3a, a,, = 6a
bo’lib,
a,,8,, — 8, = 27a° >0
bo’ladi.
Demak, a>0 bo’lganda &, >0 bo'lib) funksiya (a, a) nugta minimumga
erishadi,a <0 bo’lganda funksiya(a, a) nugtada maksimumga erishadi.
Ravshanki,
f(aa)=-a’.
(0, 0) nugtada
a,,8,, — 85, = —9a” <0
bo’ladi. Demak, berilgan funksiyéo, O) nugtada ekstremumga erishmapdi.

11-8. Oshkormas funksiyalar
1°. Oshkormas funksiya tushunchasMa’lumki, x 0 R to’plamdagi har bir
X songa biror gqoidaga ko'rg [ R to’plamdan bittay son mos qo'yilgan bo’lsa,
X to’plamda funksiya berilgan deb atalar va u
f:x - yyokiy=f(x)
kabi belgilanar edi.
Ikki x va y argumentlarning=(x,y) funksiyasi
M ={(xy)OR?: a<x<s, c<y<d}
to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu
F(x,y)=0 (13.37)
tenglamani garaylik. Birox, sonni(x, 0(a,s)) olib, uni yugoridagi tenglamadagi
X ning o’rniga go’yamiz. Natijadg ni topish uchun quyidagi
F(%.y)=0
tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning echimi haqighbu hollar bo’lishi
mumkin:
1). (13.37) tenglama yagona hagigyy echimga ega,
2). (13.37) tenglama bitta ham hagigiy echimga emas,
3). (13.37) tenglama bir nechta, hatto cheksiz ka@giqgiy echimga ega.
Masalan,

— %%, agar x = 0 bo'lsa,
F(xy)=17, 9 ,
y“+ X, agar x<0 bo'lsa

u holda
F(xy)=0

tenglamax, = Obo’lganda, yagong = x> echimga,x, < bo’lganda ikkita
Y=N"TX YT ATX
echimga ega bo’ladi.

Agar biror F(x,y) =0 tenglama uchun 1)- hol o’rinli bo’lsa bunday teargh
e’tiborga loyig. Uning yordamida funksiya aniglamisnumkin.

79



Endi x o’zgaruvchining qgiymatlaridan iborat shunda)X to’plamni
garaylikki, bu to’plamdan olingan har bir qiymattﬂ%(x,y)=0 tenglama yagona
echimga ega bo’lsin.

X to’plamdan ixtiyoriy x sonni olib, bu songeF(x,y)=O tenglamaning
yagona echimi bo’lgany sonni mos go’yamiz. NatijadX to’plamdan olingan
har bir x ga yuqoridagi ko'rsatilgan qoidaga ko’ra bityfamos qo'yilib, funksiya
hosil bo’ladi. Bunda x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanisi(x,y)=0
tenglama yordamida bo’ladi. Odatda bunday berildaniglangan) funksiya
oshkormas ko’rinishda berilgan funksiya (yoki ostrkas funksiya) deb ataladi va

x - y: F(xy)=0.
kabi belgilanadi.

13.10-misol.Ushbu

F(xy)=y'x*-1-2=0 (13.38)
tenglama funksiya aniglanishi ko’rsatilsin.
< Ravshanki,

F(xy)=wx-1-2=0
tenglamax ning R\{XDR: -1< xs]} dan olingan har bir giymatida yagona
2

y:
VX% -1

echimga ega, bundan

FLX,L) 0.

VX -1

Natijada (13.38) tenglama yordamida berilgan ushbu
2

_ . 2 |_

oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’larmiz.
13.11-misol.Ushbu

F(x,y)=x—y+%siny=0 (13.39)

tenglamani funksiya aniglashi ko’rsatilsin.
<4 Bu tenglamani

1.
x=y-—siny=4(y)
ko'rinishda yozib olamiz. Ravshankif(y) funksiya (- +) da uzluksiz va
¢ (y)= 1—%cosy >0 hosilaga ega.

Unda teskari funksiya haqgida teoremaga ko’ra (ingisb-bob, 7-8)
y =¢}(x) funksiya mavjuddir. Demak(- +0) dan olinganx ning har bir
giymatida (13.39) tenglama yagowya= ¢‘1(x) echimga ega, bundan
F(xp(x))=0.
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Har bir x ga ¢ (x) ni mos qo'yib,
X~ ¢7(x): Flx ¢7()=0

oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’larmiz.
13.12-misol.Quyidagi
F(xy)=x*+y?-Iny=0 (y>0)
tenglamani funksiya anigmasligi ko’rsatilsin.

<4Bu tenglamax ning (—oo,+oo) oraligdan olingan hech bir giymatida
echimga ega emas. Chunki har doyh—Iny> . Bu holda berilgan tenglama
yordamida funksiya aniglanmay#.

2°. Oshkormas funksiyaning mavjudligBiz yuqorida

F(xy)=0
tenglama yordamida har doim oshkormas ko'rinishdadunksiya
aniglanavermasligini ko'rdik.

Endi tenglama, ya'ni F(x,y) funksiya ganday shartlarni bajarganda
oshkormas ko'rinishdagi funksiyaning aniglanishi,oshgacha aytganda,
oshkormas ko'rinishdagi funksiyaning mavjud bo’lishmasalasi bilan
shug’ullanamiz.

11-teorema.F (x,y) funksiya(x,,y,)0 R* nugtaning biror

Upni(06.¥0) ={(xy) DRZ :x° =h < x<x, + h, yo k< y <y, +K}
atrofida(h >0,k> 0) berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin:
1) Uy ((%,Y5)) da uzluksiz;
2) X o’zgaruvchining(xO = h, x, + h) oraligdan olingan har bir tayin
giymatiday o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi;
3) F(%.Y0)=0.
U holda(x,,y,) ning shunday

Use((%:%0) ={(x ) OR?: %= 0<x<x,+3: yo—£<y <y, +é]
atrofi (0<d <h, 0< & <k) topiladiki,
1% OxO(x, = J.,%, + J) uchun
F(x,y)=0
tenglama yagong echimga(yO(y, - £,y, + £)) ega, ya'niF(x,y) = 0 tenglama
yordamida
x-y: F(xy)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniglanadi,
21 x = x, bo’lganda unga mos kelgan u uchyr y, bo’ladi,
3" oshkormas ko’rinishda aniglangan
x - y: F(xy)=0
funksiya (x, — 3%, + J) oraligda uzluksiz bo’ladi.
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<U,, ((%.y,)) atrofga tegishli bo'lgarfx,,y, - £), (%.Y, + £) nugtalarni
olaylik. Ravshankily, - &, y, + £] oraligdaF(x,,y) funksiya o’suvchi bo’ladi.
Demak,
Yo = €< Yo = F (%Yo &) < F(%.%0).

Yo+ € Yo = F(%.Yo + ) > F(%.Yo)-

Teoremaning 3-shartiga ko'ra

F(%.Y0=£)<0, F(x.y,+€)>0
bo’ladi.

Teoremaning 1-shartiga ko'r&(x,,y) funksiya U, ((x.y,)) da uzluksiz.
Binobarin, F(x,y,—¢£) va F(xy,+¢&) funksiyalar (x,-h, x,+h) oraliqda
uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksiz funksiyaning xosgasko’ra (garalsin, 1-gism, 5-
bob, 7-8 X, nugtaning shunday atrofi (x,—J, % +d) topiladiki,
(0< o <h),0Ox0O(x, =3, % +6) uchunF(x,y, - ) <0, F(x,y, + ) >0 bo’ladi.

Ravshanki(x,,y,) nugtaning ushbu

Use(06.%0) ={(xy)OR: % -0 <x<%+8; Yo-£<y<y,+e]
atrofi uchun teoremaning barcha shartlari bajagitenaydi, chunki
UJ,z(()% Yo)) DU h,k((xo Yo))

Ox* O(x, — 8,% +J) nugtani olib, F (x*, y) funksiyani garaylik. Bu funksiya,
yugorida aytilganiga ko’ra[y0 -£, Yo +£] oraligda uzluksiz va uning chetki
nuqtalarida turli ishorali giymatlarga ega:

F(x*,y,—£)<0, F(x*y,+&)>0.
U holda Boltsano-Koshining birinchi teoremasigarko(garalsin, 1-gism, 5-
bob, 7-8) shunday* topiladiki (y* O(y, - &, y, +£))
F(x*,y*)=0
bo’ladi. Bu topilgany* yagona bo’ladi. Hagigatdan ham,
y£y* = F(y)2Fiey*) (Ol —¢, yo + )
chunki, F(x*, y) o’suvchi bo’lganligi sababliy > y* uchun F(x*,y)> F(x*y*)
va y <y* uchunF(x* y) < F(x*,y*) bo’ladi.

Shunday qilib,x ning (xo—é, x0+6) oraligdan olingan har bir giymatida
F(x,y) =0 tenglama yagonay echimga ega ekanligi ko'rsatildi. Bu esa
F(x,y) =0 tenglama yordamida

x - y: F(xy)=0 (13.40)
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniglanganligindivadi.

X = X, bo’lsin. Unda teoremaning 3-shaFi(x,,y,) =0 dan x, ga y, ni mos
quyilgandagina:

X - Yo: F(xy)=0.

Demak, x = X, da oshirmas funksiyaning giymayj ga teng bo’ladi.

Endi oshkormas funksiyaningx, -, x,+d) oraliqda uzluksiz bo’lishini
ko’rsatamiz.
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Ravshanki, xO(x,—J, X, +J) ga mos qoyiladigan yO(y,—&, y,+&)
bo’ladi. Bu esa oshkormas funksiyaning=x, nuqtada uzluksiz ekanligini
bildiradi.

Oshkormas funksiyaningx* 0(x, — d,%, + ) nugtada uzluksiz bo’lishini
ko’rsatish bu funksiyaning, nuqtada uzluksiz bo’lishini ko’rsatish kabidir.

Hagigatdan hamF(x,y) =0 tenglama(x,,y,) nugtaning atrofU 5, ((%.Yo))
da oshkormas funksiyani aniglaganligidan, shungay(y, - ¢, y,+¢) topiladiki,
F(x*,y*)=0 bo'ladi. Yugoridagi mulohazan{x*,y*) nugtaga nisbatan yuritib,
F(x,y)=0 tenglama (x*,y*) nugtaning atrofida oshkormas ko'rinishdagi
funksiyani aniglashini (bu aniglangan funksiya @3.ning o’zi bo’ladi), unix*
nugtada uzluksiz bo’lishini topamiz. Demak, oshkasniunksiya(x, — d,x, + J)

oraligda uzluksiz bo’ladr
3-eslatma. Yuqoridagi 11—teoremaF(x,y) funksiya x 0’zgaruvchining

(x0 - hx, + h) oraligdan olingan har bir tayin giymatidg o’zgaruvchining
funksiyasi sifatida kamayuvchi bo’lganda ham oirlo’ladi.

12-teorema. F(x,y) funksiya (x,,¥,)0R® nugtaning birorU,,((%.Y,))
atrofida(h >0k > O) berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Uy ((%,Yo)) va uzluksiz;

2) y o0'zgaruvchining (yO -k,y, + k) oraligdan olingan har bir tayin
giymatidax o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi (kayoachi);

3) F(XO’yO)zo'

U holda(x,,Y,) nugtaning shunday

Use((%30) ={(xY)OR?: % =3 <x<%+8 yo—£<y<yo+é}

atrofi (0< d < h, 0< & <k) topiladiki,

1 Oy O(y, — €.y, + £) uchun

F(x,y)=0

tenglama yagona(x(x, - d,%, + J)) echimga ega, ya'nF(x,y)=0 tenglama
yordamiday - X : F(x,y):O oshkormas ko'rinishdagi funksiya aniglanadi;

2 y= Y, bo’lganda unga mos kelganuchunx = x, bo’ladi;

3" oshkormas ko’rinishda aniglangan funksiya

y - x :F(xy)=0

(yo — €., + &) da uzluksiz bo’ladi.

Bu teoremaning isboti yugorida keltirilgan 11-tenaning isboti kabidir.
3°. Oshkormas funksiyaning hosilasi.Endi oshkormas funksiyaning
hosilasini topish bilan shug’ullanamiz.

13-teorema.F (x,y) funksiya(x,,y,)0 R? nugtaning biror

Uh,k((%,Yo))={(X,Y)D R°: x,—h<x<x,+h; y,—k<y<y, +k} atrofida
(h >0,k >0) berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin:
1) Uy ((%.Yo)) da uzluksiz;

83



2) Upni((%.y5)) da uzluksizF,(x,y), F',(x,y) xususiy hosilalarga ega va
F\y()%’yo);tO;

3) F‘y(xo’YO) =
U holda(&) Y,) Nugtaning shunday
U(,g % :Yo)) {xy OR%: X, =< X< X, +0; y0—£<y<y0+£} atrofi

(0<d<h, 0<e<K) toplladlkl,
1% OxO(x, = J.,%, + J) uchun
F(xy)=
tenglama yagona echimgayD(yo—a, y0+£) ega, ya’niF(x,y)=O tenglama
yordamida
x - y: F(xy)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniglanadi;
21 x = x, bo’lganda unga mos keladiganuchuny =y, bo’ladi;
3" oshkormas ko’rinishda aniglangan
x - y: F(xy)=0
funksiya (x, — 8 %, + J) oraliqda uzluksiz bo’ladi;
4" Bu oshkormas ko'rinishdagi funksiyéx, — d,x, +J) oraligda uzluksiz
hosilaga ega bo’ladi.
<«Shartga kora F,(xy) funksiya U, ((%.%)) da uzluksiz va
F,(%.Y%)#0. Aniglik uchun F (x.Y,)>0 deylk. U holda uzluksiz

funksiyaning xossasiga ko'ffag, ,y,) nugtaning shunday

Use((%%0) ={(xY)OR?: % -3 <x<%+8 yo-£<y<yp+é}
atrofi (0<d<h, 0<e<k) topiladiki, O(x,y)OU,.((%.y)) uchun F)(x,y)>0
bo’ladi. Demak, F(x,y) funksiya x o’zgaruvchining (x, - J,x,+d) oraligdan
olingan har bir tayin giymatiday o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi.
Yuqgorida isbot etilgan 11-teoremaga ko'ra

F(xy)=

x - y: F(xy)=0
oshkormas ko'’rinishdagi funksiyani aniglaydi= x, bo’lganda unga mos kelgan
y =y, bo’ladi va oshkormas funksiyi, — 8 %, + J) da uzluksiz bo’ladi.

Endi oshkormas funksiyaning hosilasini topamkg, nugtaga shunday\x

orttirma beraylikki, X, + AxO(x, — 8 %, + J) bo’lsin. Natijada

X - y: F(xy)=
oshkormas funksiya ham orttirmaga ega bo’lib,

F (% + Ay, +4y) =

tenglama(x, — 4., + J) da

bo’ladi. Demak,
AF (%,Yo) = F (X + AX,Y, + DY) = F(%),Yo) =0 (13.41)
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Shartga koraF,(x,y) va F(xy) xususiy hosilalarU,,((%.y,)) da

uzluksiz. BinobarinF (x,y) funksiya(x,,y,) nugtada differensiallanuvchi:
AF (%.Y0) = F (%Yo )AX + F' (0¥, Dy + abdx + Ay (13.42)

Bu munosabatdagr va £ lar Ax va Ay larga bog’lig vaAx - 0, Ay - O

daa - 0, 8- 0.
(13.41) va (13.42) munosabatlardan

& - — F\x()% ’y0)+ a
AX F\y()%’yo)-l-ﬁ

ekanligi kelib chigadi.
Oshkormas funksiyaning, nuqtada uzluksizligini e’tiborga olib, keyingi

tenglikdaAx — 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:
(_ P (%.Y0) * a} __Fu%y)
F\y(xo’)’o)"'lg F\y(x()!yo)

Demak,
y‘ == F\x()%’)’o)
o I:\y(XO ’yo)
Us.((%.¥0)) da Fi(xy), F,(xy) xususiy hosilalar uzluksiz v&(x,y)# 0

bo’lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi
F(xy)

Y= T o

Fy(xy)
ning (x, — J %, + d) oraliqda uzluksiz bo’lishi kelib chigadk.

13.13-misol.Ushbu
(13.43)

F(xy)=xe’ +ye -2=0

tenglama bilan aniglanadigan oshkormas funksiyahosilasi topilsin.
«Ravshanki, F(xy)=xe’ +ye -2 funksiya {(x,y)OR®: —c0 < X< +o

—o<y< +oo} to’plamda yugoridagi 11-teoremaning barcha shamtla

ganoatlantiradi. Demaki(x,,y,)JR® nugtaningU;,((%,.y,)) atrofida (13.43)
tenglama oshkormas ko'rinishdagi funksiyani anidiaywa bu oshkormas
funksiyaning hosilasi

(xy) __e'+ye

yz_F X,
Fo(xy) xe+¢

bo’ladi.»
Oshkormas ko'’rinishdagi funksiyaning hosilasini glagicha ham hisoblasa
bo’ladi. y ning x ga bog’liq ekanini e’tiborga olibE (x,y) =0 dan topamiz:
F(xy)+Fy(xy)ly=0

Bundan esa




bo’lishi kelib chigadi.
Yuqorida Kkeltirilgan (13.43) tenglama yordamida cg@ngan oshkormas
ko'rinishdagi funksiyaning hosilasini hisoblaylik:
Fxy)+F(xy)y=e +ye +(xe’ +e)y =0
_ el +ye
Coxel+eX
4°. Oshkormas funksiyaning yugqori tartibli hosilalariFaraz gilaylik,
F(x,y)=0
tenglama(x,,y,) JR® nugtaningU;,((%,Y,)) atrofida oshkormas ko'rinishdagi
funksiyani aniglasin. Ma’lumki, F(x,y) funksiya U;,((x,,y,)) da uzluksiz
F.(x.y), Fy(x,y) xususiy hosilalarga(F,(x,y)#0) ega bo'lsa, oshkormas

ko’rinishdagi funksiya uzluksiz hosilaga ega bq'lib
. Fxy)

- FL,(xy)

(13.44)

bo’ladi.
Endi F(xy) funksiya Us,((%.Y,) da uzluksiz ikkinchi tartibli
Fo(xY), Fo(xy). Fy”z(x,y) xususiy hosilalarga ega bo'lsiny ning x ga

bog’ligligini e’tiborga olib, (13.44) tengliknk bo’yicha differensiallab quyidagini

topamiz:
,, _((F;(x,y»’xF;(z,y)—(F);(x,y))’xa'(x,y))

y = ; :
Fy (xy)f
Agar
(Fe(x¥)) x = Fla (x,y) + Fo (xy) Ty,
: (13.45)
(Fy’(x,y))x =Fr(xy)+ F;’z(x,y) 0y
ekanligini hisobga olsak, unda
L Faxy) + FL(xy)y R Ooy) = (F2 (xy) + Fo (xy)y JUFy (xy)
(F; (xy)f
RO T x) - F (x9) T (0)  [F2 () T 0y) - B (xy) TR ()l
(F; (xy)F |
bo'ladi. Bu ifodagi y' ning o'miga giymati—4*Y) ni qovyi
: gi Yy ning o’rniga giymati F’(x y) ni qo’yib, oshkormas
y )

ko’rinishdagi funksiyaning ikkinchi tartibli hosia uchun quyidagi formulaga
kelamiz:

n

2F; (xy) OFy (x.y) TRy (x.y) - B2 (xy) TFG (x.y) DR (x.y) OF ) (x.y)
(Fy (xy)f
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Xuddi shu yo’l bilan oshkormas funksiyaning uchinea xokazo tartibdagi
hosilalari topiladi.
4-eslatmalUshbu
F(xy)=0
tenglama bilan aniglangan oshkormas ko’rinishdamik§iyaning yuqori tartibli
hosilalarini quyidagicha ham hisoblasa bo’lalél(.x,y) =0 ni differensiallab,

Fe(xy)+Fy(xy)y' =0
bo’lishini topgan edik. Buni yana bir marta diffasgallaymiz:

(Fa(xy) x + (Fy(xy)y)x =

= (F(xy) <+ YRy (xy)) + Fy (xy)y" =0,
Yuqgoridagi (13.45) munosabatdan foydalansak, udakhbu
Fi(xy)+ 2F5(xy)+ F. (xy)y? + Fy(xy)y" =0
tenglikka kelamiz. Undan esa
Frz(xy)+ 2R (xy)y + F . (xy)y”

F'(x,y)
bo’lishi kelib chigadi. Bu tenglikdagy' ning o’rniga uning giymatt

no__

Fr(xy)

Fy(xy)
go’ysak, unda
_2R(xY) Ry (xY)Fg (xy) = F2(xy) IF 2 (x.y) = FE(xy)F ). (x.y)
(F; (xy)f
bo’ladi.
13.13-misol.Ushbu

ni

n

F(xy)=xe’ +ye-2=0
tenglama yordamida aniglangan oshkormas funksigarkkinchi tartibli hosilasi
topilsin.
P < Berilgan tenglamadan, differensiallash bilan
e’ +ye + (xey + ex)y' =0
bo’lishini topgan edik.buni yana bir marta diffesgdlab topamiz:
e+ ye+ye+ely +xe'y' iy + xe'y" + y'e + ye* =0

ya'ni
y"(xey + ex)+ 2eVy' +2e*y + xe'y'? + ye =0
Bundan esa
. _ 280y +2e'y + xe'y? + y€&&

Y = xe¥ +¢*
bo’lishi kelib chigadi. Bu tenglikdagy' ning o’rniga uning giymati

,__ e +ye

e+ xe!

ni qo'yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartittiosilasini topamiz»
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5°. Ko’p o’zgaruvchili oshkormas funksiyalaiko’p o’zgaruvchili oshkormas
ko'rinishdagi funksiya tushunchasi yuqorida o’rggan bir o’zgaruvchili
oshkormas ko’rinishdagi funksiya tushunchasi kabiiladi.
F(x,Y)=F(% Xpree X 1Y) funksiya(x = (% Xgyere Xy ) O Rm)
M ={(xY)OR™ 18, <X, <6, 8, < Xy <6y, consy < X < 6, €< y <0}
to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu
F(X,y) = F(X Xp,eeXy,y) =0 (13.46)
tenglamani garaylik.
xOR™ nugtalardan iborat shunda}t to’plamni (X [] Rm) garaylikki, bu
to’plamdan olingan har bir nugtada (13.46) tenglafmgona haqiqiy echimga ega
bo’lsin. Endi x nuqgtani olib, bu nuqtaga (13.46) tenglamaning yagechimi
bo’lgan y ni mos go’yamiz. NatijjadaX to’plamdan olingan har bix nuqtaga,
yugorida ko’rsatilgan goidaga ko’ra, bitha mos qo'yilib, funksiya hosil bo’ladi.
Bunday aniglangan funksiya ko’p o’zgaruvchiln(ta o’zgaruvchili) oshkormas
ko’rinishda berilgan funksiya deb ataladi va
(% X X) = Y2 F(X X e X, y) =0
yoki
x - y: F(xy)=0
kabi belgilanadi.
13.14-misol.Ushbu
F(xl,xz,y)= XX, = X5y + %Yy =0
tenglama oshkormas funksiyani aniglashi ko'rsatilsi
<4 Ravshanki,
F(xl,xz,y)= XX, = X5y + %Yy =0
tenglama Rz\{(xl,xz)DR2 IX = x§} to’plamda olingan har bilx ,x,) nugtada
yagona
X2 X,
X5 = %

F[xl,xz, 1% J=o
X =%
Demak, berilgan tenglama yordamida ,x, o’zgaruvchilarning oshkormas
ko’rinishdagi funksiyasi aniglanadi:
2 2
XX XX |-
X ) — Fl X X,——=[=0»
s ) X5 = % ()i 2X§_X1J
Endi ko'p o’zgaruvchili oshkormas ko'rinishdagi ksiyaning mavjudligi,
uzluksizligi hamda hosilalarga ega bo’lishi hagidaremalarni keltiramiz.
14-teorema. F(xy)=F(X %,...x,.y) funksiya (f,yo):(f,xg,...x%,yo) OR™?
nugtaning birotJ . ((x0 ,yo))z (xf X9 X2 ,yO)D R™: x2-h <x <x’+h,

echimga ega, ya’'ni
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Xa-h,<x,<xs+h, ,.x0-h <x <x2+h.  y,-k<y<y,+k atrofida
(h >0;i=1,2,..m;k> 0) berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin:

DUy, ,__hmk((xo ,yo)) da uzluksiz;

2) X=(X %,...X,) 0'zgaruvchining

{(xl,xz,..xm)D R":x0-h <x <xXX+h,xX-h<x,<x}+h,,...,

’Xr%_hm<xm<xr?1+hm}

to’plamdan olingan har bir tayin giymatid@a o’zgaruvchining funksiyasi sifatida
o’suvchi (kamayuvchi):

3) F(xo,yo)zo.

U holda(x0 ,yo) nugtaning shunday

Usgy. e (07 Yo =10 0y Y)IRTE G = 8 < 3 <00 + 6,
X =8 <X, <XC+8. Yy—e<y<y,+ef atrofi (0<d, <h,i=12,...m,
(0< £ <k) topiladiki,
1Y) OXO{(X X sere X ) OR™ 0 X0 = 8, < X <X+ 8,00 XS = Oy < X < X2+ 3, |
uchun
F(xy)=0 (13.47)
tenglama yagonay(yO(y, —£,y, +£)) echimga ega, ya'ni (13.47) tenglama
x - y: F(x,y) =0 oshkormas ko'rinishdagi funksiyani aniglaydi:
21 x =x° bo’lganda, unga mos kelgan=y, bo’ladi:
3") oshkormas ko’rinishda aniglangan
x - y: F(xy)=0
funksiya
{06 50 X JIRT 50 =8 <, <+ 8,8 =0, < 3 <4
X0 =g <x < xr?1+5m}
to’plamda uzluksiz bo’ladi.
15-teorema.F(x,y) funksiya (x°,y,)JR™* nugtaning birot kP o)
atrofida berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin
DUy, ,__hmk((xo ,yo)) da uzluksiz;

2) Uy, ,_._hmk((xo,yo)) da uzluksiz F; (% X5, 0y) (i = 1,2,3,...,m)
F) (% X .- Xy ,Y) Xususiy hosilalarga ega &, (% X, ... Xy .Y) £ 0
3) F(x°,y,) = 0.

(0<6, <h,i=12,..m(0< e <k) topiladiki,
1% Dxl]{(xl,xz,...,xm)D R™":x) =0, <% <X +3,,X =0, <X < X3 +0,,...,
X0 =3 <x <x2+4, uchun
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F(x,y)=0

tenglama yagonay(yO(y, —£,y, +£)) echimga ega, ya'ni (13.47) tenglama
x - y: F(x,y) =0 oshkormas ko'rinishdagi funksiyani aniglaydi:

21 x =x° bo’lganda, unga mos kelgan=y, bo’ladi:

3" oshkormas ko’rinishda aniglangan funksiya

{(Xl’xz""xm)lj R X =8 <% <X +0,% =0, <X <X + 3y,
X0 =g <x. < xr?]+5m}

to’plamda uzluksiz bo’ladi.

4% bu oshkormas ko'rinishdagi funksiya uzluksiz xugusosilalarga ega
bo’ladi.

Bu teoremalarning isboti yugorida keltirilgan 12 ¥©3- teoremalarning isboti
kabidir. Ularni isbotlashni o’quvchiga havola etami

Ko'p o’zgaruvchili oshkormas funksiyaning hosilalanam yugoridagiga
o’xshash hisoblanadi.

Faraz gilaylik,

F(X X5, Xy ,Y) =0
tenglama bo’lib, F(xl,xz,...,xm ,y) funksiya 15- teoremaning barcha shartlarini
ganoatlantirsin. Bu tenglama aniglangan oshkormasksiyaning xususiy
hosilalarini topamiz.y ning X ,%,....X, larga bog’liq ekanini e’tiborga olib,
(13.47) dan quyidagilarni topamiz.
Fo 00 XX )+ Fy (% X X Y) LY, =0,

Fr (X% %0 X V) + Fo (X% X Y) O, =0,

Fr (XXX oY)+ Fy (X X0 X, Y) By =0
Keyingi tengliklardan esa

R (%% %)

y;(l = ] !
Fy (X% XX Y)
b
X2 Fo (4 X0 X 1Y)
v = F;m(xl,xz,...,xm,y)

Fi (4 XX Y)
bo’lishi kelib chigadi.

F(x,y) funksiya Ualyaz,___ﬁmg((xo,yo)) da uzluksiz yuqori tartibli xususiy
hosilalarga ega bo’lgandaF(x,y) =0 tenglama aniglangan oshkormas
ko’rinishdagi funksiyaning ham yuqori tartibli h&dari mavjud bo’ladi.

6°. Tenglamalar sistemasi bilan aniglanadigan oshkoasfunksiyalar.Endi
tenglamalar sistemasi orqgali aniglanadigan funkan/failan tanishaylik.
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m+n ta x,X,...X, va ¥;,Y,,....y, argumentlarning ushbn ta
Fo (% X e X VYooY ) ( = 1,2,...0)
funksiyalariR™" fazodagi biror
M ={( X Xore e X Vi Yoreo Wy ) OR™™ @, <X <6, 8 <X, <6y, ...,
Bn <X <6m G <Y <0y, G<Y,<dy .y € <Y, <d}
to’plamda berilgan bo’lsin. Quyidagi
F, = F(% % X W0 Yo oY) = 0,

Fy = Fo (4 X e X Y1 Y2 e-Yn) = O, (13.48)

Fo = Fo(% % e X Y0 Y0¥ ) = 0
tenglamalar sistemasini garaylik.= (xl,xz,...,xm) 0’zgaruvchining giymatlaridan
iborat shunday
M, ={x= (%% ,.. %) OR™ & <% <6y, & <X <6y .8y <Xy <6} IR

to’plamni garaylikki, bu to’plamdan olingan har bit =(X,x,,...X,,) nugtada
(13.48) sistema, ya'ni

F(X X0 X VYY) =0,

Fo(X X Xty Vi Y en1Yn) = O,

Fa(X X Y11 Y2 ¥ ) = O
sistema yagona echimlar sistemay,y,,....y, ga ega bo’lsin. EndiM,
to’plamdan ixtiyoriy (% ,X,,....x,) nugtani olib, bu nugtaga (13.48) tenglamalar
sistemasining yagona echimlari sistemasi bo’lgany,,....y, ni mos go’yamiz.
Natijada M, to’plamdan olingan har bi(xl,xz,...,xm) ga yugorida ko'rsatilgan
goidaga ko'ray,,y,,...,y, lar mos qo'yilib, n ta funksiya hosil bo’ladi. Bunday
aniglangan funksiyalar (13.48 tenglamalar sistemgsidamida aniglangan
oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar deb ataladi.

Qanday shartlar bajariiganda shu (13.48) tenglamalkistemasi
Vi Ys,-.-¥,larning har birini x ,%,,...,X,, 0’zgaruvchilarining funksiyasi sifatida
aniglashi mumkinligi hagida masala muhim.
Awvalo soddaroq holni garaymiz. Aytaylik, ik, = F,(x X, ¥.%,) va
F,=F(% % W%.Y,) funksiya(xf ,xg,yf,yg)DR“ nugtaning biror
U hhkgk, ((XiJ X5 .Yy ,yg)): {( X % .Y,) DR x) —hy < x <x +h,
X =h, <%, < +h,, -k <Yy <Y+ kL Y8k, <y, < YD k)
atrofida (h, > 0, h, > 0, k, > 0, k, > 0) berilgan bo’lsin. Ushbu
F=F(X % .%.Y,) =0,

F, = F( % % %.Y,)=0
tenglamalar sistemasini qaraylik.

(13.49)
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Faraz gilaylik,F,( X % ,¥;,Y,) va F,( % % ,%.Y,) funksiyalar uchun
RO y018)=0, Fy(x8.y0y8)=0
bo’lsin. Bundan tashgari garalayotgan funksiyaldr,, . (()f X\ yg)) da
uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega va aytaylik
OF ¢ X0.¥0.¥3) -
ay,
bo’lsin. U holda 14-teoremaga ko’r(a(f,xg,yf,yg) nugtaning shunday, atrofi
Uy OU i, (0€ 52 .32,y2))) topiladiki, bu atrofda
Fi(% % %.Y2) =0

tenglama

(X.I.’XZ ’y2) - yl : I:1()(1_ ’X2 ;y]_ ,yz) =0
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniglaydi. ShmKsiyani

Y1= fl()i %o sY2)
deb belgilaylik. Buni (13.49) sistemaning ikkindenglamasidagly, ning o’rniga
go’yib quyidagini topamiz:
Fo(% %, f1(4.%,).y,) =0
Endi
aFZ (Xf ’Xg’ fl(xf ’Xg)’yg) + 0 (13_50)
0y,

bo’lsin deylik. U holda yana 14-teoremaga ko(ré,xg,yf yg) nugtaning shunday
U, atrofi (U, TU e, (€ X8 v2,v2))) topiladiki, bu atrofda

Fz()i %25 fl(X_L’XZ)’yZ) =0

tenglama

(X1’X2) - Y- Fz()iixz’fl()&’xz),h)zo
oshkormas ko'rinishdagi funksiyani aniglaydi. Bunksiyani y, = f,(x ,x,) deb

belgilaylik.
Shunday qilib, (13.49) tenglamalar sistem&qﬂ,xg,yf,yg) nugtaning biror
atrofiday, va y, larni x ,x, o’zgaruvchilarning funksiyasi sifatida aniglaydi:
Y1 = fl()i’xzifz(xuxz))
¥, = f,(%.%)

Ravshanki, f,(x*,x3), f,(x% x0)=y?, f,(x*.x¢)=y9. Yuqoridagi (13.50)
shartni quyidagicha yozish mumkin.
oF, L oK Epyl 40
oy, 0y, 0y,
Bunda barcha xususiy hosilaléxf X3,y yg) nugtada hisoblangan. Agar
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oF,

o __ 0y,
ay, ﬁ
ay,
ekanini e’tiborga olsak, unda
oF, oF, D@Fl _0F, D@Fl
oF, + oF, EF.’Y1 _ 0k, + oF, { _0y, |_0y, Oy, 0y, 0Oy, £0
dy, 0dy, oy, 09y, Oy, E ﬁ
oy, oy,
bo’ladi. Modomiki,
Fisg
oy,
ekan, unda
oF, E@Fl _0F, E@Fl 40
dy, oy, 0y, 0y,
ya'ni
oF OF
dy; 0y,
oF, OF, z0 (13.51)
ay, 0y,

bo’ladi. Shunday qilib, (13.50) munosabatni (13.&b)rinishda yozish mumkin

ekan.

Natijada ushbu teoremaga kelamiz.

16-teorema F( X %.%.Y,) va F(x%.%.y,) funksiyalar ()f % ,){’,yg)DR“
nuqtaning birorU, . atrofi (h>0,h,>0,k >0,k,>0) berilgan va ular quyidagi

shartlarni bajarsin:

DU ke, ((xf X35 yg)) da uzluksiz;
2) U ok, ((xf X35 yg)) da barcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz

3) xususiy hosilalarniné)f % ){)yg) nugtadagi giymatlaridan tuzilgan ushbu

determinant noldan farqli:

2) (£ ¥ 38) daF(£ % . 38)=o0,

oF,

oy,
oF,

oF,

o,

oF, Z0

oy,

ay,

Fz()g X ,3{’,y§)=0.

U holda ()? % ){)yg) nugtaning shundayU,.s . . (60 x2,y°,y2)) atrofi
(0<d,<h,0<d,<h,, 0<g <k, 0<g, <k,) topiladiki, bu atrofda
1) (13.48) tenglamalar sistemasi oshkormas ko’rinighda
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Vo = F1(% %, F2 (4 %)), Vo = f5(% %)
funksiyalarni aniglaydi;

21 (% %,) = (xf xg) bo’lganda unga mos keladigan
Y=Yy = fl(xf X5, fz(xf ’Xg))’ Y, =Yg = fz(xf ’Xg)
bo’ladi.
3" oshkormas ko'rinishda aniglangdnva f, funksiya
{(Xl,XZ)DRZ X <<+, X% -0,<X <Xg+52}
to’plamda uzluksiz va barcha uzluksiz xususiy fadailga ega bo’ladi.

13.15-misol.Ushbu
+ =1,
{X1X2 V1Y (13.52)
XY, %Yy =3
sistema oshkormas funksiyani aniglashi ko’rsatilsin
<4 Bu holda

(4 %) = X%, + ypy, =1,

Fo(4 %) = XY, + Y3, =3
bo’lib, bu funksiyalar (1, -1, 1, 2) nugtaning dida 16-teoremaning barcha
shartlarini bajaradi. Hagigatdan hafy{ x % ,%;.Y,), F»(%.%, ,.Y,) funksiyalar

uzluksiz, uzluksiz barcha xususiy hosilalarga €tja;1, 1, 2) nuqtada
oF, JF

Ay, ay,|_[21_
oF, 6F2_11_1¢0

dy, 0y,

hamda
FR(1-112)=0, F,(1-112)=0
bo’ladi. Demak, (13.51) sistemay; va y, larni x,Xx, o’zgaruvchilarning

funksiyasi sifatida aniglaydi. Ravshanki, bu funledar uzluksiz, xususiy
hosilalarga ega. Berilgan (13.52) tenglamalar siatni bevositay, va y, larga
nisbatan echib quyidagilarni topamiz:
_=3+/9+4x,X, — 4x2X2 _ 3+4/9+4AxX, — 4x2X2
Y1 = 2 v Yo = D>
X, 2%,

Endi (13.48) sistemaning oshkormas funksiyalarnirgniglanishini
ta’'minlaydigan (oshkormas funksiyalarning mavjuaiigfodalaydigan) teoremani
isbotsiz keltiramiz.

17-teorema. F,F,,..,F,  funksiyalaning  har biri (xo,y°)=
(xf xgxr?]yfygyr?) nuqtaning biror
Uhk(XO 'yo):U b bkl .k, ((Xf X 1o Xm oY1 ,yg,...,yr?))={(X,y)D R™":
X -h <x <xX+h,x-h,<x<x3+h, .., x2—-h <x <x2+h_,
Wk <Y <Ytk Yk <Y, < Y8 Ky, e YOk < Y, < YO+
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atrofida (h >0,i=12,..m; k; >0, j=12,..n) berilgan va ular quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) Uhk((x0 ,yo)) da uzluksiz;

2) Uhk((x0 ,yo)) da barcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz

3) Xxususiy hosilalarning(xo,yo) nugtadagi giymatlaridan tuzilgan ushbu
determinant noldan farqli:
oF, oF,  OF
ay,  ay, oy,
oF, oF, OF,
dy, " ay, " dy,|* 0

dy, " ay, 'y,
4) (xo,yo):(xf xgx?nyfygyﬁ) nugtada Fl(xo,yo)zo, Fz(xo,yo)zo,
F(xy°)=0. U holda (x°,y°) nugtaning shunday U ((x°.y°))=
=Uss 50 () atrofi (0<3,<h, 0<3,<h,,.. 0<d,<h,, 0<g <k,
0<é&, <k,,..,0< &, <k,) topiladiki, bu atrofda
1) (13.48) sistema oshkormas ko’rinishdagi funksiyalatemasini aniglaydi.

Ularni
Vi = F100 % Xm)s Yo = T2 (6% 00 Xin), s Yo = £ (X000 X0n)

deylik;
25 (%, Xy, co0nXy) = (xf X9, o) x,?]) da
flx, x3, ..., xﬁ])z Y,
AR B
fn(xf, X5, ..., x°)= yo.
bo’ladi;

3") oshkormas ko’rinishdagi aniglangéi, f, ..., funksiyalar
X XX JOR™ X0 =8, <X, <3040, X0=8, <X <X0+3,,...,
'Xr%_a-m <Xm<xr?1+5m}
to’plamda uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalaegg bo’ladi.

Mashglar
13.15. Agar A, - O, A, - 0, ...,.Ax, - 0daa, -0 a,-0, ..ga,-0
bo'lsa, aAx, +a,0x%, +...+a, Ax, =0o(p) bolish ko'rsatilsin, bunda

P =D+ + ..+ A
13.16.Ushbu
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f(xy)=3/x*+y® funksiyaning (0, 0) nugtada differensiallanuvchi
emasligi isbotlansin.
13.17. Funksiya orttirmasini uning differensiali orqakqribiy ifodalab, ushbu

a =+/102° + 197 miqdor tagribiy hisoblansin.
13.18. Ushbu u= xy+§ funksiya quyidagi u(x% + y?—a;] =xy tenglamani
\ y X

ganoatlantirishi ko’rsatilgan.
13.19. Ma’lum perimetrga ega bo’lgan uchburchaklar orasydizasi eng kattasi
teng tomonli uchburchak ekanligi isbotlansin.

13.20. Ushbu ye* - xIny-1= 0 tenglama (0, 1) nugtaning atrofida uzluksiz
oshkormas funksiyani aniglashi ko’rsatilsin, unhmasilasi topilsin.

14-BOB
dynknuonal ketma-ketlmklar va gatorl ar

1-8. @ynkuyuonal ketma-xetluxlar
1°. @ynkyuonal ketma-ketluxnap tyshynchasu. Aytaylux, har bur matyral
n (nD N) oHga X OR to’plamda anuqlangan butta fn(x) GYHKIUSHE MOS

go’sdugan gouda berulgan bo’lsun. By gondaga xo'ra
f,(x), £,(x),....f, (x),... (14.1)
to’plam hosul bo’ladu. Odatda (14.1) wvu ¢ynkumonal ketma-ketlux

(dbyHkumlroHan ketma-ketlugn) deyuladu va yuu ymymuy had f (x) orgalu

{f,(x)} yoxu f,(x) xabu belgulanadu.

Masalan, 1) har bur n (nD N) SoHQa byHKIMSIHE MOS (0’yuvcha

n? + x?

gouda yshby

1 1 1 1
1+ %2 4+x2 9+x2" ' n?+x

¢dynkiuonal ketma-ketlukau hosul quladu:
I ,
2) har bur n (nD N) SoHga Sin— @yukuusar MoS (o’yush bulan
n

qyyudagu
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SIn ,SII".3

. Sin , e, SIN— ...
1 2 n

¢ynkunonal ketma-ketlukka ega bo’lamuz.
®araz oulaylux, {f, (x)}:

f,(x), £,(x),....f, (x),...

¢ynkiuonal ketma-ketluk X [0 R to’plamda berulgan (ketma-ketlukaung har bur

hadu X to’plamda annglangan) bo’lub, x, 1 X bo’lsun.
1-ta'r ugp. Agar {f,(x,)}:
f(%), fo(%0), -orr £ (%), -
sonlar ketma-ketlulugn squulashyvchu  (yzoglashyvchu) bo'lsa, {f(x)}
¢ynkmonal ketma-ketluk X, myqtada squulashyvchu (yzoglashyvchu) deyuladu,
X, Hyqta es { f, (x)} mung squulashush zoglashush) uyqtasu deyuladu.
{f.(x)} dynxumonal xetma-xetluxmung barcha squulashush uyqtalarndan

uborat to’plam ¢pynknmonal ketma-ketlukanuag squalashush $hasu deywnladu.

Masalas,

1
fn(x)=n2+xz (h=123,..)

¢ynkmmonal xetma-ketluk Ux,JR da squulashyvchu, bunobarun, ynung
squulashush sohasu R bo’ladu,

f (x)=n?x+1 (h=123,..)
¢ynkumonal ketma-ketlux ¢agat x =0 nmyqtada squalashyvchu bo’ladu. Yuung

squulashush shasu butta nyqtadan uborat to’plam bo’ladu.
Aytaylux, M to'plam (M OR) {f (x)} ¢ynxumonal xetma-ketluxmuug

squalashush ®hasu bo’lsun. Yuda OxOM ychyn
f,(x), £,(x),...,f, (x),...
ketma-ketluk chexlu lumutga eca bo’ladu.
2-ta’r ugh. Yshby
f: xo limf(x) (xOM)

n- oo
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byHKIUsA {fn (X)} ¢ynkiuonal ketma-ketlukuung lumut Gynaxuussa deyuladw.
Demak,
lim f (x)=f(x) (xOM).

n- oo

1-musol. Yshhy
f(x)=x" (h=123,..)
¢ynkunonal ketma-ketlukaung squulashush sohasu hamda lumut pyHKUMASK
topulsmH.
4By ¢ynkmnmonal ketma-ketluk ychyn:

OxO[1, +o0) da

lim f.(x)=1lim x" =0,

x =1 bo’lganda
lim f.(1)=1,

n - oo

OxO(-1 1) da

lim f,(x)=lim x" =0,

n- o n—- o

[Ox O( =00, 1] da xketma-ketlukarug lumutu mavjyd bo’lmaydu.
Shynday qulub, berulgan ¢ynkmuonal xetma-ketlukanng squulashash

sohasu M =(-1, 1] bo’lub, lumut ¢pyukiusSH

_ |0, agar-1<x<1,
f(X)_{l agar x=1

bo’ladu. »
2°. @yukyuonal ketma-xetluxnung texus aquulashyvchulugu. Aytaylux,
{fa ()}
f(x), f,(x), ...y T.(X), ...

¢ynkmonal ketma-ketlukanng squalashush hasa M bo’lub, lmmut pyakuasH
f (x) bo’lsun. Vuda har bur x, 0M uyqtada

lim (%) = f (%)
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Oe>0, CngON, On>ny: [f(%)- fx) <€
bo’ladu. Bynda n, natyral son £>0 Songa va olungan X, Hyqtaga bog’'luq
bo’ladu:
Ny =g (€,%)-

3-ta’rugh. Agar e >0 olunganda ham shynday n, N topulsaku, [n>n,

va UxOM ychyn
. (x)- f(x)<e
tengsuzlux bajarulsa, s’ vu
Oe>0, CnyON, On>ny, OxOM : [f,(x)- f(x)<e

bo'lsa, {f (x)} @ysximonal xetma-kettuk M to’plamda f(x) ga texus

squalashadu (pynkumonal ketma-ketluk tekus siquulashyvchu) deyuladu. Yuu

falx) 2 (%)

xUM
xabu belgulanadu.

By holda ta’ruddagu n, natyral Son dagat £ >0 ga bog’luq bo’ladu:
Ny =Ny(é).
A-ta’r ugh. Agar
OnON, L& >0, [x,OM : [ (%) f(x) =€
bo'lsa, {f,(x)} @ysximonal xetma-xetuxk M to’plamda f(x) ga texus
squulashmaydu (Hotexus ssqualashadu) deywnladu.

14.2-musol. Yshby

sinnx
fo(x)=

. (h=123..)

¢yukiuonal ketma-ketlukanug lumut ¢Qynkuussa topulsun va yuga tekus
squulashusha k0'rsatulsu.

<4 Ravshauky,

0.

jim £ (x) = lim SN

n- o n - oo n

Demax, lumut pyukuus f (X) =0 bo’ladu.
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Agar e >0 soH oluHgaHda ham n, =[?ﬂ deyulsa, sgbtgsniln>n, va
OxOM = (—oc0+0) ychyH

‘ 1:n(x)_ f (X)‘ =

bo’lganlugu sabablu

sinnx 1 1
-0<s=< <¢&
n n n,+1

sinnx _,

bo’ladu. »
14.3-musol. Yshby

_ X _
fn(x)——1+nzxz (h=123,..)

¢ynkuonal ketma-ketlukau [O, l] oraluqda texus ssquualashushg texsharulsun.
4 Berulgan ketma-ketluxkannag lumut pyakumsasa

. _p X
f(X)_rI,IErl f”(x)_rlllfrl—“nzxz 0

bo’ladu. By e ta’rudga xo'ra qyyudagurau bulduradu: [J€ >0 olunganda ham,

Ny = Ny(£, x)={i} (x#0)

EX
deywlsa, sgbtgsniln > n, ychyH
I 1, S B ¢ 1 1
=109 =) -0= < s
bo’ladu. Ravshanku, X =0 bo’lsa, [INJN ychysn
f.(0)=f(0o)=0.

Burog, NN, £0=%, x=% ychyn
fn(lj—f(l): :Ii :1>g
n n 1+—2n2 2
n

bo’ladu.
Demak, berulgan dynknumonal ketma-ketlux [O, 1] da lumut dhyHakusaga texus

squalashmaydu. »
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1-teorema. {f, (x)} dynxumonal xetma-ketluxkumug M to’plamda f(x) ga
texus squulashmsh ychyn
lim supf,(x)- f(x)=0

N-%yOMm
bo’lushu zaryr va etarlu.

<Zaryrlugu. M to’plam {f,(x)} dynxumonal xetma-xetlux f(x) hamut

¢ynkmusaga texus squulashsia. Ta'rudga ko'ra U >0 olunganda ham shynday

Ny N topuladuxu, n>n, bo’lganda M to’plamuung barcha x myqtalaru ychyn

[fa(x) - F(x) <&
bo’ladu. Byndan es [n > n, ychyn
M, =supf,(x)- f(x)<e

xOM

bo’lushu kelub chugadu. Demak,
lim M, = lim supf,(x)- f(x) =0.

n- o N - xOM
Etarlulugu. M to'plamda {f,(x)} ¢dynxumonal xetma-xetlux f(x) lumut
byukiusaga eqa bo’lub,
lim supf,(x)- f(x)=0

N - yOMm

bo’lsun. Demak, U&>0 olunganda ham shynday ny,ON topuladuxu, barcha
n>n, ychyun

supf,(x)- f(x)<e

xOM

bo’ladu. Agar yshby

£, (x) - f(x) < supf,(x)- f(x)

xOOM

mynoSabatuu etuborga olsak, y holda [Ox[OM ychyn

. (x)- f(x)<e
bo'lushunu topamuz. By em M to’plamda {f, (x)} dymxumonal xetma-ketlux
f (x) lumut hynxuusga texus squulashushann bulduradu. »

14.4-musol. Yshby
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{0} ={e 0}
¢ynkiuonal  ketma-ketlukam ~ —Cc<X<CcC (c>0) wunmtervalda  texus
squulashyvchulugu xo'rsatulsus.
4By ¢ynknmonal ketma-ketlukanng lmmut pyakumssn
f(x)= lim f

()= lime > =0

bo’ladu. Hatujada

M, = sup|f,(x)- F(x)= sup e —0)]= sup e =gl

—C<X<C —C<X<C —C<X<C

bo’lub, yadan

lim M, = lime " =0

n- o n- o

bo’lushunu topamuz.

Demak, berulgan yuximonal ketma-ketluk (- ¢, ¢) oraluqda f(x)=0 lumut

¢ynkuusaga tekus squulashadu:

e’ =0 (~c<x<c; ¢>0).»

14.5-misol, Qyyudagn
{fn(x)}:{n[ x+%-&J} (0< x< +o0)

bynkius lketma-ketluk tekus siquulashyvchulukka teksharulsus.

4By ¢ynaknmonal ketma-ketlukanuag lumut pyaxumsSian topamuz:
lim f_(x)=lim n(1/x+1—\/§jzlim i =2j_ (0< x < +w).
n— oo n— oo n n - oo
Ix+=+yx VX
n

Demaxk, f(x)= L . By holda

2dx
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M, = sup|f,(x)- f(x)= sup

1 1
n[1/x+ﬁ—\/_J—m

0<x<oo 0<x<o0
x+ 1 —Jx
= Ssup ! - L = sSup n =
0O<x<o X+i+\/; 2\/; 0<x<oo 2\/;( X+1+\/;J
\ V n
1
= Sup =00

2
0<x<o0
Zn\/x[‘/x+l +«/xj
n

bo’lub, kerulgan ¢pynkmonal ketma-ketluk ychyn 1-teoremanung shartu
bajarnlmaydu.Dmqrlyotgltmtltsqlshvchems

X OR to’plamda {f,(x)}:

f,(x), T, (x)s-.er T (X)s...

¢dynkimonal ketma-ketlux berulgan bo’lsun.

S-ta’rugp. Agar e >0 son olunganda ham shynday ny[IN sSom mavjyd
bo’lsaku, n>n,, m>n, bo’lganda UxU X myqtalar ychyn bur yo'la

.(x)- fn(x) <&

tengsuzluk  bajarulsa, {f (x)} ¢ymxumonal xetma-xetluk X  to’plamda
¢dyndamental ketma-ketluk deb ataladn.

2-teorema. (Koshu teoremasu). {f (x)} ¢ynxumonal xetma-ketlmx X

to’plamda lumut pyukuusaga ea bo’'lushu va yuga texus squulashusha ychyn y
X to'plamda ¢pyrdamental bo’lusha zaryr va etarlu.

«Zaryrlugu. X to’plamda {fn(x)} ketma-ketluk lumut ¢yakumsga e

bo’lub, yuga texus siquulashsiu:
falx) = f(x)

Texus squulushash t'rudpuga myvodpuq U >0 Son olunganda ham, g Oa

(xOX).

kO'ra shynday ny, N topuladuxu, n>n, bo’'lganda [IXx[J X nyqtalar ychyn
(- F(x) <
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shyanagdex, m>n, bo’lganda (X[ X ychyn

&£
100~ 109 <
bo’ladu. ¥ holda n>n,, m>n, va OxUO X ychyn
£, (%)= (X)) <[ F(x) = T (x) +] fa(x) = T (x) < £bold.
Etarlulugu. {f (x)} xetma-xetlux X to’plamda ¢yndamental xetma-ketlux

bo’lsun:

Oe>0, CnyON, n>n,, m>ng, OxOX: [, (x)- f.(x)<e  (14.2)
X to’plamdan olungan har bur x, da {f (x)} dyuxumonal xetma-ketlux

{f,(x,)} somlar xetma-ketluguga aylamadu. Ravshamxu, {f (x,)} xetma-xetlux

¢yndamental ketma-ketluk bo’ladu.

YV holda Koshi teoremasuga asosam (1-gusm, 4-b, 3-8) {f.(x,)}
aguHlashyvchu. Demak, X to’plamHuHg har bur X, Hyqtasada {f,(x,)}
ketma-ketluk aguulashyvchu.  BbritmtlimtgegBy {f,(x)} ketma-ketlukHung
lnmunt pyuxrussa f (X) deyluk:

lim f.(x) =~ f(x) (xOX).
Endu (14.2) EHgs/IzIH;a: m — oo da (byada n va x laram tayunlab) lmmutga

0'tub qyyndagunu topamuz:
1f.(x)- f(x)<e
Byudan e {fn(x)} ¢ynkiuonal ketma-ketlukaung f(x) lumut pyHkmsga

texus siquulashusha xelub chugadu. »

2-8. @ynuxyuonal qatorlar
1°. ®yukyuonal Qqator tyshyuchasu. daraz qulayluk, X OR to’plamda

{u, ()
uy (X),u, (X), .0, (X),...

¢dynkiuonal ketma-ketlux berulgan bo’lsun.

6-ta’r ugh. Qyyndagu
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u (X)+uy(X)+ ..+ u (X)+ ...

ntpoda pyrxumonal gator deyuladu. V > u, (x) xabu belgulamadu:

n=1

(o]

> u, (X) =0 (%) + uy (x) + ...+ U, () + .. (14.3)

n=1
Bynda ul(x),uz(x),... dbyukuslar (14.3) ¢yukumnonal gatoruung hadlaru,
u, (X) e ymymuy had deyuladu.

Masalamn,

X T =l x+ X+ LT
n=1

> 1 1 1

> + +...

Zlx+n)(x+n+l) (x+1)x+2) (x+2)x+3)

lar hbynkimonal gatorlar bo’ladu.
(14.3) pynknuonal gatoranng hadlarndan tyzulgan yshby

S.(x) = w(x),
S,(%) = (x) + u,(x)

yuQ'undular (14.3) dyukunonal gatoranug qusmuy yug' undularu deyuladu.
By yug'undular qyyndagunap

S(§ S(x)....8(x)....

¢dynkiuonal ketma-ketlukau hosul quladu.

7-tarugp. Agar {S,(x)} dysximonal xetma-xetlux X, 0X Hyqtada

squulashyvchu (yzoglashyvehi) bo’lsa, 3 u,(x) dymxumonal gator x, myqtada

n=1
squulashyvchu (yzoqlashyvchu) deyuladu.

By {Sn (X)} ¢bynkiuonal ketma-ketlukuung squulashush sohasu (to’plamn)
tegushlu ¢pyukimonal gatoraung squulashush sohasu to’plamu) deyuladu. {Sn (X)}

¢dynkiuonal ketma-ketlukauag lumut Gyskmssu S(X):
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lim S, (x) = S(x)

n— o

berulgan

00

> u, (%) =y (x) + uy () + ...+ u, (x) + ...

n=1
¢dynkiuonal gator yug undusu deyuladu.
14.6-musol. Yshby

ST =1E XX+ LA XL
n=1
dbynkiuonal gatoranng siquulashush sohasu hamda yug' undusu topulsus.

4 Berulgan pynkunonal gatoraung qusmuy yug' uadusu

n

X ,agar x# 1 bo'lsa,

S(X)=1+x+x3+. . +x"'=

n, agarx=1bolsa

bo’ladu. Yuda
Ox0(-1,1) da
: - 1-x"_ 1
| =| = )
nl_r,]ls”(x) nI_I:TJO 1-x 1-Xx
Ox0[1, + o) da
lim S, (x) = oo;

n- o

OxO(-o0, -1] da {S,(x)} xetma-ketlux lumutga ega emas. Demax, berulgam

¢yukiuonal  Qgatornung  squulashush  sohasu M =(—1, 1), yug' undusu

S(x)=—— bo'ladu. >
1-x

2°. @ynkyuonal gatornung texus aquulashyvchulugu. Vshby
iun(x) =u, (X) + uy(x) + ...+ u, (x) + ... (14.4)
n=1

¢ynkmmonal gqator M to’plamda squulashyvchu bo’lub, yaung yng' uadusu S(X)

bo’lsun:
lim S, (x) = lim [u, (x) + u, (x) + ...+ u, (x)] = S(x)

n- o n - o
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8-ta'rugh. Agar Zun(x) ¢dynkimonal (atoranng qusmay yug wadularndan

n=1
uborat {Sn (X)} ¢yukiuonal ketma-ketluk M to’plamda dator yug’ undusu S(X) ga
tekus squulashs, by ¢yuakumonal gator M to’plamda texkus squulashyvchu deb
ataladu, aks holda, s'mu {S,(x)} dynxumonal xetma-ketluk M to’plamda S(x) ga
tekus squulashmasa, (14.4) dyaknuonal gator M to’plamda S(X) ga texus
squalashmaydu deyuladu.
14.7-musol. Yshby
> 1

2

Z(x+n)(x+n+1)

(OS X<00)

¢ynkimonal qatorau texus squalashusha texsharulsus.

4By gatorunng qusmuy yuQ' undusu

_ 1 + 1 + ..+ 1 S - -
S”(X)_(x+1)(x+2) (x+2)(x+3) " (x+n)(x+n+1) (“1 X*ZJ

1 1 1 1 1 1
+ - |[+..+ - = -
X+2 X+3 X+n X+n+1 x+1 x+n+1

bo’ladu.

Endu UO£>0 son olunganda n, = {% - (l+ X)} deyulsa, sgbtgsmbrcha
n>n, ychyu

‘Sn(x)_s(x)‘_| L 1 L ! 1 (14.5)

IX+1 x+n+1 x+1 x+n+1l X+n,+2

bo’ladu. Byndagu n, natyral sou £>0 ga hamda X (OS X<00) HyQtalarga

bog’luq. Buroq n, deb

=g -0 )=[ 11

Hu olunsa, yuda n>n, bo’lgar n larda yugorudagu (14.5) tugsuzluk
bajaralaveradu. Demak, berulgan ¢ynkmmonal qator ychyn ta’rudpdagu n, natyral
soH barcha X (OS X < 00) nyQtalaru ychyn ymymuy bo’ladu, s'uu X ga bog’luqg

bo’lmaydu. Demak, berulgan ¢pyukuronal gator texus ssquulashyvchu. »
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14.8-musol. Qyyudagu

nzl[(n—]_)x+1](nx+l) (0< X < oo)

¢ynkmonal qatorau texus squalashusha texsharulsus.

4By ¢yukmuonal gatornung qusmay yug' nadusu

_X X . . X (-1,
S= e * i) To=Deedns) " xon

( 1 1 j 1 1 1
+ -~ +..+ - =1-
x+1 2x+1 (h-1)x+1 nx+1 nx+1

bo’lub, yaurg yung' nadusu

n - oo n— o

S(x) = lim S, (x) = Iim(l— nx+1j::L (0< x< o)

bo’ladu.
1(1
Endu [e>0 som olunganda n0={;(2—1ﬂ (x#0) deyulsa,
sgbtgsmbrcha n>n, ychyn
s00-s=h- L= Lo L <o

nx+1 nx+1" (n, +1)x+1

bo’ladu. (Agar x =0 bo’lsa, ravsharku, On ychys S, (0) = S(0) =1 bo’lub,
5,(0)-s(0)=0

bo’ladn.) Byudagu n, matyral sou £>0 va x (0<x<o) nyqtalarga bog’lug

bo’lub, y barcha x (0< x < o) myqtalaru ychys ymymuy bo’la olmaydu (by holda

n, = F(l — ﬂ anng (0, + ) da x bo’yucha maxsumymu chexlu sou erms.)

X\ &

Boshcha qulub aytganda, ustalgan n matyral Son olsak ham shynday &,

(masalan &, =%) va X = % [ (O, + 00) HyQta topuldukwu,
1 1) _
s
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bo’ladu. Demax, berulgan dynkmumonal gator (O, +00) da texus squalashyvcha

enas.»

3-teorema. Aytaylux, M O R to’plamda > u, (X) ¢bynkimonal gator berulgan

n=1
bo’lub, yuung yng nndusu S(X) bo’lsun. By dbyukiuonal qatorumag M da texus
squalashyvchu bo’lusha ychyn, yumng ousmuay yuQ'uadularm xetma-ketlugu

{S,(x)} muug M da pysdamental bo’lushu zaryr va etarlu.

4By teorema ¢ynknnonal ketma-ketlukanng texus squalashush hagudagu 2-
teoremanu ¢ynkuonal gatorga wushatan aytulusha bo’lub, ynung ushotu 2-
teoremanung ushotu xkabudur. »

®dynknuonal qator

00

2 Un (%) =0y (%) + U (x) + ot U (x) + ..

n=1
nuHg texus squualashyvchu bo’lusha hagudagu 8-ta'ru¢p hamda ¢ysximonal
ketma-ketlukanng tekus squualashyvchu bo’lushaaung zaryr va etarlu shartunn
ugodalovchu 1-teoremadan ¢oydalanub gyyndagu teoremaga xelamnz.

4-teorema. D U, (X) ¢ynkimonal gator M to’plamda S(X) ga texus siqula-
n=1
shushychyn
lim supS, (x) - S(x) =0

M=% xOM
bo’'lushu zaryr va etarlu, bynda S, (x) = u,(x)+u,(x)+ ...+ u, ().

Masalag,

ix”‘l =1+ X+ X7+ X+
n=1
dyHkumoHal gatorggsmyyg’dsyg’dsho’lb (-1, +1)d aa yng'Hducu
1
SIX)=—
(X)=1=

ga tekus aguHlashmaydu, chyHku

S, (x) = S(x) = (xO(-1, +1)

1-x
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bo’lub,
sup|S, (x) - S(x)| = +oo

-1<x<1

bo’ladu.
5-teorema. (Veyershtrassalomatu). Agar yshhy

éun (x) =0, (%) + u, (x) + ...+ u, () + ...

¢ynkiuonal gatoraung har bur hadu M [0 R to’plamda qyyudagu
u,(x) = C, (h=123,..) (14.6)

tengsuzluxkan ganoatlantursa va
>C,=C,+C,+..+C +... (14.7)
n=1
sonlu gator siquulashyvchu bo’lsa, y holda dyrkmuonal gator M to’plamda tekus
squalashyvchu bo’ladu.
4 Modomuxku, (14.7) qtor squulashyvchu exan, 1-gusm, 11-lbb, 2-§ c

kelturulgan teoremaga asosan, e >0 son olunganda ham, shynday n,ON
topuladuxu, barcha n>n,, m>n ychyn
Cpy+Crip+..+C <€
bo’ladu. (14.6) tnguzlukdan doydalannb M to’plamuaung barcha x myqQtalaru
ychyn
Upea () + Un o () + .+ Uy (x) < €

bo’lustmHu topamuz. DmdtzlgltmtlddmtlByHdaH esa 3-teoremaga x0’ra berulgan
¢ynakuonal gatormmag M to’plamda texus squualashyvchu bo’lusha kelub
chugadu. »

14.9-nusol. Yshby

G _ & nx
Z‘lu”(x)_éhnf’xz (OS X<oo)

¢ynkuonal qatorau texus squualashusha texsharulsus.
4 Berulgan ¢pynkiuonal gatoranag ymymuy hadu

nx

1+ n°x (h=123.)

Uy (x) =
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¢byukiusdan  uborat. By  dyHKusHN [O, +00) oraluqda exstremymga

_>
2

tekshuramuz. Un(x) byukusauag hosulasu sgoma X=n 2 Hy(tada Holga

_5
aylanadu (X =n 2 starumonar my(ta). Starmonar nyQqtada

_>
u;{n ZJ <0

_5
bo'ladu. Demax, u,(x) ¢yuxmms x=n 20[0, +®) nygtada maxsamymga

-3
emshadu. YauHg mMakSumym guymatu es %n % ga teng. Demak, 0< X <o da

bo'ladu. Agar ). 7 Qatoranng squulashyvchuluguau etiborga olsak, ynda
n=12n’2
Veyershtassalomatuga k0'ra, berulgan ¢ynkiuonal gatorauag [O, +00) da texus

squulashyvchu exanluguau topamuz. »

3-8. Tekus aquulashyvchu ¢pynkyuonal xetma-xetlux

Va Qatornung xossilaru
1°. ®yukyuonal gator yug'undusunung yzlyksuzlugu. M O R to’plamda

buror squulashyvchu

00

> u, (%) =y () + uy () + ...+ u, (X) + ...

n=1
¢ynkmonal gator berulgan bo’lub, yanng yng' nadusu S(X) bo’lsuH.

6-teorema. Agar Y u, (x) ¢ysxrmonal catormmrg har  bur  hadu
n=1

Un(x) (n: 12,3,...) M to’plamda yzlyksuz bo’lub, by ¢byukiuonal gator M da
tekus sguulashyvchu bo’lsa, y holda gatoruung yug undusu S(X) ham M

to’plamda yzlyksuz bo’ladu.
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4 [x, M bo’lsun. ®ynknmonal gator tekus squalashyvchu. Ta'rudga
k0'ra, Je>0 olunganda ham shynday n,UN topuladuxu, [In>n, va M

to’plamuaung barcha x myqtalaru ychyn bur yo'la

Si(9-S() < (14.8)
Jymladan
() - S ) < (14.9)

tengsuzlux bajaruladu.
Modomukwu, dyaknuonal gatoramrg har bur hadu M to’plamda yzlyksuz
exaH, yHOda
S (x) =ty (x) + Uy (x) + ..+ Uy (x)
bynkmus ham M da, jymladan X, mnyQtada yzlyksuz bo’ladu. Demak, yuqmdagu

£>0 olunganda ham, g ga kO'ra shyuday O>0 topuladukw, ‘X—XO‘<5

bo’lganda

S (- Slo) < (14.10)

bo’ladu.
YUqorudagu (14.8), (14.9) hmda (14.10) ¢ugsuzluklardan d¢oydalanub
topamuz:

S(x) - S(x0) = [S(x) - 8,(x) +[S,(x) - S (x,) +

E £ & _

+\Sn(xo)‘5(xo)\<§+§+§—5

Demaxk, [1€>0 olunganda ham, shynday 0 >0 topuladuku ‘X—XO‘<5
bo’lganda
S(x)-S(x) <&
bo'ladu. By esm S(x) ¢ymxmmsmuag Ox, M uyQtada yzlyksuz ecanlugunn

bulduradu. »

By teoremanung shartlaru bajarulganda yshhby
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Sl%) = im [im 5,64 = im] m ,(0)

X—>X0

mynoSabat o’runlu bo’ladu.

2°. @ynxyuonal xetma-etlux lumut gynkyuasunung yzlyksuzlugu. M 0 R
to’plamda { f (x)}:

f,(x), £,(x),....f, (x),...

¢ynknmonal ketma-ketlux berulgan bo’lub, yaung lumut ¢yaxumsasa f(X)

bo’lsun:
lim f (x)= f(x).

n- oo

7-teorema. Agar {f (x)} dyuximonal xetma-xetluxamng har bur f.(x)
(n = 1,2,...) hadu M to’plamda yzlyksuz bo’lub, by pynkunonal ketma-ketluxk M

to’plamda texkus squulashyvchu bo’lsa, y holda f(x) lumut dysakus ham M
to’plamda yzlyksuz bo’ladu.
By teoremanung shartlaru bajarulganda yshhby

f (x)=lim|lim f,(t)|= lim Jim £, (x)|

mynoSabat o’runlu bo’ladu.
3°. @ynkyuonal gatorlarda hadmhdiaé lumutga o'tush. M O R to’plamda
squalashyvchu

S () =ty (X) + Uy (%) + ot U (X) + ... (14.11)
n=1
¢ynkmonal gator berulgan bo’lub, yanng yng wndusu S(X) bo’lsun. X, Hyqta

e M to’plamuanug lumut nyqtasa.

8-teorema. Agar X —» X, da iun (X) ¢dynkumonal gatoramug har bur u, (X)

n=1
(n = 1,2,...) hadu chexlu
lim u,(x)=C, (h=123,..) (14.12)

X—»XO

lumutga ecq bo’lub, by gator M da texus squnlashyvchu bo'lsa, y holda

>C,=C,+C,+..+C +...

n=1

113



gator ssquulashyvchu, yunng yung'undusu C esa S(X) HUHQ X — X, dagu lumutu

lim S(x)=C

ga teng bo’ladu.
<4 Shartga ko'ra (14.11) pynkunonal qator texus squulashyvchu. ¥V holda 3-

teoremaga asosan, € >0 olunganda ham, styrnday n, N topuladuxu, barcha
n>n,, m>n lar vM to’plamuanng barcha x myqtalaru ychyn
Upar (%) + Un o (X) + o+ g (x) < € (14.13)
tengsuzlux bajaruladu. (14.12) nynoSabatau etiborga olub, (14.13) ¢ngsuzlukda
X — Xy Oa lumutga o'tub gyyndagunu topamuz:
Chir +Cpap +...+C <€
Demak, [l >0 olunganda ham, shynday n, LN topuladuxu, m>n lar
ychyn
Chir +Cpip +...+C <€

tengsuzlux bajarular exan. Qator squulashyvchuluguuung zaryruy va etarlu
shartuan ndodalovchu teoremaga myvoduq (cpralsun, 1-gasm, 2-mb, 3-8).
>C,=C,+C,+..+C +...
n=1
gator ssquulashyvchu bo’ladu. Demak,
limC,=C,

N o
bynda
C,=C,+C,+..+C,
Endu X — X, da (14.11) ¢pynkunonal gator yng'wadusu S(X) HUHQ lumutu
C gateng, s’ Hu
lim S(x)=C

n- Xo
bo’lushuan ko'rsatamuz. Shy magsadda yshby
S(x)-C

ayurmanu olub, yuu qyyndagucha yozamuz:
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S(x)-C =[S(x) - 5, ()] +[S,(x) - C,] +[C, - C] (14.14)
byrda
S, (%) = s (x) + up (%) + .4+ uy (x).

Teoremannng Shartuga ko'ra (14.11) ¢ynxkumonal Qator tekus
squulashyvchu. Demak, [1€ >0 olurganda ham, g ga x0'ra shyuday nyUN

topuladuxu, barcha n>n, va M to’plamaung barcha x myqtalaru ychyn

S (x)-sx) <5 (14.15)

tengsuzlux bajaruladu.
(14.12) mynosabatdan ¢oydalanub qyyudagunu topamuz:
I|m S, (x)= lim [ul( )+u,(x)+...+u (x)]=C, +C,+..+C, =C,.

Demak, [le >0 olunganda ham, g ga xO’ra shyuday 0 >0 topuladuku,
X = Xo| < J bo'lganda

s.(x)-C,| <§ (14.16)

tengsuzlux bajaruladu.
YUQqoruda ushot etulganuga xo’ra
limC,=C.

n - o

Demak, [ >0 olunganda ham, g ga k0'ra shynday n,IN topuladuku,
barcha n>n, ychyu
£
Cn-Cl<3 (14.17)

bo’ladu. Shynu ham aytush xerakku, agar n, =ma>{no,n6} deb olunsa, yuda
barcha n>n, ychyn (14.15) va (14.17) teuguzluklar bur vaqtda bajaruladu.
Hatujada (14.14) mynosabatlardan, (14.15), (14.16) va (14.17)

tengsuzluxlarau etuborga olgan holda, qyyndagunu topamuz:
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1S(x)-C| <[S(x) - S, ()] +|S,(x) - C,| +[C, —c\<§+§+§<g.

Demaxk, [le >0 olunganda ham, shynday O >0 topuladukw, ‘X—XO‘<5

ychys (xOM)
IS(x)-C|<e

tengsuzluk bajaruladu. By e lim S(X) = C exanunu bulduradu. »

X = Xo
Yuqgorudagu lumut mynoSabatau (yyndagucha ham yozish mymxkun:
lim iun(x)= i lim u,(x)
X~ Xo oy =X %o
By esa 8-tcoremanmng shartlaru bajarulganda cheksuz catorlarda ham
maanadhdmhd hmutga o’'tush gudasu o’'runlu bo’lushuan xo’rsatadu.
4°. @ynxyuonal ketma-xetluxlarda waonashdmhd kmutga o’'tush. M OR
to’plamda {f (x)}:

f,(x), T, (x)-.r Ty (X)s...
¢yukiuonal ketma-ketluk berulgan bo’lub, yuuung lumut dyaknuasa f(x)
bo’lsun. X, nyqtada e M to’plamuung lumut ayqtasa.
O-teorema. Agar x — X, da {f,(x)} ¢ysxumonal xetma-ketlukuuug har bur
f.(x) (n=12,..) hadu chexlu
lim f (x)=a, (h=123,..)

X = Xp

lumutga ech bo’lub, by xetma-ketluk M da texus squulashyvchu bo’lsa, y holda
{an}:
YR T

ketma-kxetluxk ham squalashyvchu, yanag a=Ilim a, lumutn es f(X) HUHQ

n- o

X - X, dagu lmmutga teng

lim f(x)=a

X = Xp

bo’ladu.
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5°. @ynkyuonal qatorlarnu wadnashdmhd untegrallash. [a, 6] Segmentda
squalashyvchu
uy (x) + uy (x) + ...+ u (x) + ... (14.11)
¢ynkimonal gator berulgan bo’lub, yuung yung' uadusu S(X) bo’lsuH:

10-teorema. Agar iun(x) Gatorsmug har bury  u,(x) hadua (n=1,2,..)

n=1
[a, 6] sgmentda yzlyksuz bo’lub, by gator shy ssgmentda texus squulashyvchu

bo’lsa, y holda gator hadlaruanug untegrall arudan tyzulgan

T (dx+ju2 X)dx+ .. +ju X)dx+ ..
a

a a

gator ham squulashyvchu bo’ladu, yaung yung wndusa ex J'S(X)dx ga teng

bo’ladu:

<«Berulgan ysximonal datoruung har bur u,(x) hadu (n=12,..) [a, 6] da
yzlyksuz, demak, u,(x) (n=12,..) dysxumslar [a, 6] segmentda
untegrallanyvchu. SHartga ko'ra ¢ynkumonal gator [a, 8] Segmentda texus
squalashyvchu. Yuda 6-tcoremaga xoO'ra, ¢ynkmuonal gatornung yuQ waduSn
S(X) byHKIsA [a, 6] th yzlyksuz, demak, untegrallanyvchu bo’ladu.

Awvalo (14.11)¢pyukuonal gator hadlaruamuag untegrall arudan tyzulgan

ifun(x)dx T L (x dx+ju2 X)dx+ . +J'u X)dx + ..

n=1g a

gatoramug siqualashyvchu bo’lushaau x0’rsatamuz.
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Shartga ko'ra (14.11) ¢yuxkumonal gator [a, 6] da texus squulashyvchu. ¥

holda 3-teoremaga asosan, [1&>0 olunganda ham, £ ga kO'ra Shynday
6—a
Ny UN topuladuku, n>n,, m>n bo’lganda
£
‘un+l(x) + un+2(x) Tt um(x)‘ < 6 —a

bo’ladu. By tengsuzluxdan ¢poydalanub qyyundaguuu topamuz:

f U, (X)dx + f Uy, o (X)X + ...+ T um(x)d% <

(14.18)
(6-a)=¢.

10 00+ Uy () . U (XYl

" 6—a

Demak, e >0 olunganda ham, stynday n,[IN topuladuku, n>n,, m>n

bo’lganda (14.18) tugsuzluk o'runlu bo’ladu. 3-tcoremaga asosan

gator squulashyvchu bo’ladu. Odatdagudex berulgan ¢ynxumonal Qqatoramng

qusuy  yug uHduSHHU %(X) deymuz. ®ynkuuonal Qqatornung —texus

squulashyvchulugu ta'rududan, € >0 olunganda ham, La ga kO’ra shyaday
g —

N, ON topuladuxu, barcha n>n, va [a, 6] sgmentuung barcha x myqtalar

ychyn

bo’ladu.

Annq untegral xosslarudan doydalanub qyyndaguuan topamuz:

4

[ S(x)dx = T S, (x)dx + T [S(x)- S, (x)]dx = T u, (x)dx+

8

+ [ u, (x)dx+ ..+ f u,, (x)dx+ T[S(x) =S, (x)ldx.

a a

Adgar
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g —
6—3(6 a)=¢&

1569, (= 1569, s

bo’lushuuu etaborga olsak, ynda

lim j[S S,(x)ldx=0

n—>oc

bo’lub, Hatuja

TS(x)dx=J(i L (x dx+J'u2 X)dx+.. +ju X)dx+ ..

a a a a

exanlugu kelub chagadu.
YuQorudagu mynoSabatau qQyyudagucha ham yozish mymkus:
T(i u, (x)]dx = if u,, (x)dx
a\n=1 n=la
By es 10-toremanung shartlaru bajarulganda chexsuz catorlarda ham
maanadhdmhduntegrallash pudasu 0'runlu bo’lushunu xo’rsatadu.

6°. @ynuryuonal retma-xetluxlarnu waonaéhdmhd untegrallash. |a, 6]

segmentda {f.(x)}:

¢ynknmonal ketma-ketlux berulgan bo’lub, yaung lumut ¢yaxumsasa f(X)
bo’lsus.

11-teorema. Agar {f (x)} dynsxumonal xetma-ketlukumag har  bur
fn(x) (n:12,3,...) hadu [a, 6] sgmentda yzlyksuz bo’lub, by ¢yukumonal

ketma-ketluk [a, 6] da texus ssquulashyvchu bo’lsa, y holda

8 8

f,(x)dx, ..., [ f,(x)dx....

a a

—_—

T f, (x)dx,

ketma-ketluk squulashyvchu yanng lumutu e J' f dX ga teng, s’ HU

a

n_>oo

lim j fo j f (x)dx

bo’ladu.
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By teoremadagu lumut myrnosabatau gyyudagu
lim j fn(x)dxzf lim f_(x)dx
N=%a a"™®

ham yozish nymkwuH.
7°. ®@yukyuonal qatorlarnu waonashdmhd dugperenyuallash. [a, 6]
segmentda ssquulashyvchu
uy (X)+ uy () + ...+ u, (x) + ...

¢ynkiuonal gator berulgan bo’lub, yuung yng nudusu S(X) bo’lsuH:

12-teorema. Agar iun(x) Gatoramug har bur hadu u,(x) (n=12,..) [a, 6]

n=1
segmentda yzlyksuz u,(x) (n=12,.) hosulaga eq bo’lub, by hosulalardan
tyzulgan

Zluh(x):Ui(X)+u;(X)+...+u'n(x)+...
bynxmmonal qgator [a, 6] b texus squulashyvchu bo’lsa, y holda berulgam

¢dynkimonal gatorauug S(X) yuQ'uadusu shy [a, 6] da S’(X) hosulaga e va
5(9= 309

bo’ladu.
<4 Shartga kO'ra
U (x)+ uy(x) + ...+ ul (x) + ...
¢dbyukimonal gator [a, 6] ta texkus squulashyvchu. Yuung yng' undusu §(x)
deylux: S(x)= iu; (x). By S(x) ¢ymkmms 6-teoremaga asosan [a, 6] da
n=1
yzlyksuz bo’ladu.

®dynknuonal gatoram maamadhdmhd untegrallash hagudag 10-teoremadan
¢doydalanub, yshby
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gatormm [a, x| oralug (a<x<s) boyucha mamra6hdmhd untegrallab

qyyudaguau topammuz:

9)‘—.><

?M } wl Wbl (14.19)
=2

()~ X a) = S(x)- S(a)

Modomuxkwu, S(X) byHKIUSA [a, e] oraluqda yzlyksuz exan, 1-gusm, 6-lob, 4-

8§ h kelturulgan teoremaga bunoan
[ S(x)dx

bynkuus dudderennmall anyvchu bo’lub, yanng hosulasu
o =t
bo’ladn.

Nxxunchu tomondan (14.19) tuglukka k0'ra

2 (slx) - sfa) = S(x)

S(x)=5(x)
bo’lushimu topamuz. Demaxk, S/(x)= iu}, (x).»

Keyungu tengluknu qyyndagucha ham yozish nmymkus.

St S u

n=1 =
By ea 12-toremanwng Shartlaru bajarulganda chexsuz catorlarda ham
mragmadhdmhd didpderennnall ash gpudasu o'runlu bo’lushaau ko'rsatadu.
8°. ®yukyuonal retma-xetluxlarnu waonashdmhd dugpgperenyuall ash.

[a, 6] segmentda squulashyvehu {f, (x)}:
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f,(x), £,(x),...,f, (x),...

¢ynknmonal ketma-ketlux berulgan bo’lub, yaung lumut ¢yaxumsasa f(X)
bo’lsus.

13-teorema. Agar {f, (x)} dbynxumonal xetma-ketluxuung har bur hadu f_(x)
(h=12,..) [a, 6] ssgmentda yzlyxsuz f!(x) (n=12,..) hosulaga eq bo’lub, by
hosulalardan tyzulgan

£/(x), £5(x),....f, (x),...
¢bynkimonal ketma-ketluk [a, 6] ta texus siquulashyvchu bo’lsa y holda f(x)
lumut dysxims sty [a, 6] da f'(x) hosulaga eq bo'lub, {f!(x)} xetma-

ketlukauHg lmmutu f'(x) ga terg bo’ladu.

4-8. Durajalu gatorlar
1°. Darajalu qatorlar. Abel teoremasu. Buz avvalgu paragraglarda
¢ynkumonal qatorlaram O’rganduk. ®ynkumonal qatorlar orasuda, ylarauag

xySysuy holu bo’lgan yshhby

Sax" =g, tax+ax’ +..+ax"+... (14.20)
n=0

YOKH, ymymuyrod,
Y a,(x= %) =g +a(x—x)+a,(x—x) +.+a(x-x) +.. (14.21)
n=0

gatorlar (bynda a,.,a ,a,,...; X, 0'zgarmas haguquy Sonlar) matematuxada va

yanHg tadbuqlarnda myhum rol o’ynaydu. By erda, yshby bobuung 1-8 ndagu

qaralgas > u,(x) dyrxuuonal qatorda gatuashgin u, (x) sudatuda
n=1

Uy (%) = 2 X" (yorar U, (x) = a, (x = %))
1A X (YOKH X — X,) 0'zgaryvchunung darajalaru garalasptu. Shy sabablu (14.20)
va (14.21) gtorlar darajalu gatorlar deb ataladu.
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Agar (14.21) gtorda X— X, =t deb olunsa, y holda by gator t 0’zgaryvchuga
HuShatan (14.20) qtor kO'runushuga keladu. Demak, (14.20) g@torlaran

o'rganushkudosdur.

(14.20) udodadagu a, .3 ,a,,..2,,... haguguy sonlar (14.20) drajalu
gatoranug xoepduruentlaru deb ataladu.

Darajalu gatoramng tyzulushadan, darajalu gatorlar bur-burudan daqgat
koebdunuentlarn bulanguna ¢arq qulushaun xo’rammz. Demak, darajalu gator

berulgan deganda ynung xoebdunuentlaru berulgan deganuuu tyshynamuz.

Masalan, yshhby
0 N 2 n
ZX_:]_+£+X_+...+X_+_“ (O|=1)’
a=ohn! nr 2 n!

00
XN =1 X+ XX
n=0

gatorlar darajalu gatorlar bo’ladu.
Darajalu gatoraung squualashush shasu (to’plamu) stryktyrasuau anuglashch
qyyudagu Abel teoremasuiga asoslanuladw.
14-teorema. (Abel teoremasu.) Agar
Sax" =g, tax+ax’ +..+ax" +... (14.20)
n=0
darajalu gator x HHHQ X = X, (xO . O) guymatuda siquulashyvchu bo’lsa, X Hung
X <[] (14.22)
tengsuzluxkau Qanatlanturyvchu barcha guymatlarnda (14.20) drajalu dator
absolyut ssqualashyvchu bo’ladm.
<4 Shartga xkO'ra
DX =8+ Ay +apXy +o.t Ayt
n=0
gator (somlu qator) squulashyvchu. Y holda qator squnlashyvchuluguanag

zaryruy shartuga asoSan

lima,x; =0

n-—- o
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bo’ladu. Demak, {anxg} ketma-ketluk chegaralangan, s'un ONON ychyn

<M (M OR)

n
an X

tengsuzluk bajaruladu. By tengsuzlukau etuborga olub qyyudagunu topamuz:

o ) X n X n
a, X | =@, X, [F)To <M g
Endu yshby
>la,x" =\a0\+\alx\+‘a2x2‘+...+‘aﬂx” +... (14.23)
n=0
gator bulan burga qyyudagu

o n 2 n
ZMl—=M+Ml+Mi-£ﬁMF—t" (14.24)
n=0 |Xo Xo Xo Xo

gatoram Qarayluk. Bynda, buruachudan (14.24)qator squulashyvcha (chyaku by
gator geometrux gator bo’lub, yaung mahraju (14.22) ga xo’ra 1 dan xuchwk:

<1), uxkkuachudan (14.23) gatoraung har bur hadu (14.24) gatoramag mos

X
B
hadudan katta emas. V holda 1-gusm, 2-lob, 3-8 c kelturulgan teoremaga xo’ra
(14.23) qtor squulashyvchu bo’ladu. Demak, berulgan (14.20) drajalu gator
absolyut squnlashyvchu. »
1-natuja. Agar

Y ax" =a, tax+ax’ . ra X"+
n=0

darajalu gator X HuHQ X = X, Quymatuda yzoqlashyvchu bo’lsa, x HuuHg ‘X‘ >‘XO‘

tengsuzluxkuan ganoatlanturyvchu barcha guymatlaruda yzoqlashyvchu bo’ladm.
4 Berulgan (14.20) drajalu gator X, nyqtada yzoglashyvchu bo’lsus.

Vuda by cator X mHung |X>|X| tengsizluxuu danoatlanturyvchu
guymatlaruda ham yzoqlashyvchu bo’ladu, chynku (14.20) gtor X HuHQ ‘X‘ >‘XO‘
tengizluxkan danoatlanturyvchu buror X=X ouymatuda squulashyvchu

bo’ladugan bo’lsun, ynda Abel teoremasiga kO’ra by gator x =X, QXO‘<‘X1‘)
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Hy(qtada ham squulashyvchi bo’lub goladu. By es (14.20) gtoranng X =X, da
yzoQlashyvchu deyulushaga zuddur. »

2°. Darajalu qatornung acuulashush raduysu va aquulashush untervalu.
Endu darajalu gatoruung squulashush shasu stryktyrasunu anudlayluk.
15-teorema. Agar
Sax" =g, tax+ax’ +..+ax" +... (14.20)
n=0
darajalu cator x mumg ba'zu (x#0) guymatlaruda souulashyvchu, ba'zu
guymatlaruda yzoqlashyvchu bo’lsa, y holda shynday ssgona r >0 haquguy Son

topuladuxku  (14.20) drajalu  gator X  HHHQ \x\<r tengizlukHu
Qanoatlanturyvchu guymatlaruda absolyut squnlashyvchu, \x\>r tengiz|lukHu

ganoatlanturyvchu guymatlaruda es yzoqlashyvchu bo’ladu.

4Berulgan (14.20) drajalu gator X=X, #0 da squulashyvcha, X=X, da
yzoglashyvchu bo'lsun. Ravshanxu, |X,| <|%| bo’ladu. Yuda 14-ieorema hamda
1-Hatujaga myvoduq (14.20) darajalu gator X HUHG |X <|x,| teHgsAzlvkHu
gaHoatlaHturyvchn guymatlarnda absolyut siguHlashyvchin, X HUHG [X| >[x,|

teHgINZINKHK gaHoatlaHturyvchm guymatlarnda esa
yzoqlashyvchnbo’ldImlddrjlgtrgtdglshvch 66 < \xl\) Hyqtada esa

yzoglashyvchu bo’laduchzm
(15-chmzma)

Demak, (14.18) qtor [a, 6] sgmentanng chap chexxasuda ouulashyvcha,

0'Hg chexkasuda es yzoglashyvcha.

, ate
[a, 6] SegMmentnung O'rtasu

HyQtanu olub, by nyqtada (14.20) gatorau

garayluk. Agar (14.20) ator aT-I-e nyQtada squualashyvchu bo’lsa, yuda

{a;(g,e} SegmentHu, aT-FB nyQtada yzoqlashyvchu bo’lsa, {a, a;(g}

segmentun olub, yHu [al’ 81] orgalu belgulaylux. Demak, (14.20) @tor &
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nyqtada squulashyvchu, 6, mygtada es yzoglashyvchu bo’lub, [a, 6]

ate ,
Segmentuung yzyulugu ¢, —a, = E ga teHgbo’ldup.
, , & te
SO’Hg [a, 6] gMmentunHng O'rtasu —5 nyQtanu olub, by nyqtada (14.20)

+
Qatoram Caraymuz. Agar y % nyQtada sigquulashyvchu bo’lsa, ynda

{alTﬂgl, 61} segmentuu, yzoqlashyvchu bo’lsa, {ai %} segmentuun olub,
YHH [az,ez] orgalu belgulaymuz. Demak, (14.20) @tor a, nyQtada

squulashyvchu, 6, nyqtada e yzoglashyvchu bo’lub, [az, 62] SegMmeHtHuHg
+ .
yzyulugu 6, —a, =% ga teHgbo'ldup. SHy jarayonnu davom ettiraveramuz.

Hatujada uchma-uch joylashgn

la, 6]la,, 6,].... &, ,],..
segmentlar ketma-ketlugu hosul bo’ladu. By segmentlaranug har burunung chap
chexkasuda (@, nyqtalarda) (14.20) @tor squulashyvchu, 0’'Hg clexkasuda es
(6, myqQtalarda) yzoqlashyvchi, n — oo da by segmentlar yzynlugu nolga untula

ates
2I’1

- 0.

boradu 6, —a, =

VYuda uchma-uch joylashgan segmentlarga prunmupuga xo’ra (garalsun, 1-
gusm, 3-lob, 8-8) slynday sigona r Sonu topuladukwy,

lima, =Ilimeg, =r

n- o n- oo

bo’lub, by r myqta barcha ssgmentlarga tegushin bo’ladm.

Endu X 0'zgaryvchunuug ‘X‘ <r tengouzlukuu (anoatlanturyvchu
uxtuyorny gquymatunu darayluk. lim a, =r bo’lgann sabablu, shynday natyral n,

n - oo

sonn topwuladukwu, ‘X‘<an0 <r bo'lada. a, wuyqtada (14.20) qator

squalashyvchu. Demak, 14-teoremaga xo'ra X ny(tada ham (14.20) darajalu
gator ssquulashyvchu bo’ladu.
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X 0'zgaryvchunuug \x\>r tengsuzluxkau Qanoatlanturyvchu uxtuyorny

guymatunu garaylukx. lime, =r bo’lgann sabablu, shynday natyral " sonn

n- oo

topuladuku, [X > 6, >r bo'ladu. ¢, myqtada (14.20) gator yzoglashyvchu. Yuda

1-natujaga k0’ra X da (14.20) gtor yzoqlashyvchu bo’ladw.
SHynday gulub, shynday r sonm topuladuxu (14.20) drajalu gator X HuHQ

X <r tengwizluknn danoatlanturyvchu guymatlarnda absolyut squalashyvcha,
‘X‘ >r tenguizluxkau ganoatlanturyvchu guymatlaruda es yzoqlashyvchu

bo’ladu. »

O-ta’ru¢p. Yugorudagm 15-toremada topulgan r sonm (14.20) drajalu
gatoranug siquulashush mduysu, (—r, I‘) unterval esa (14.20) drajalu gatoranng
squalashushuntervalu deb ataladu.

4-eshtma. 15-torema x HumHQ X=xr qguymatlaruda (14.20) drajalu
Qatoramurg squalashyvchu yoku yzoglashyvcha bo’lusha to’'g'rusuda xylosa
chugarub bermaydu. By X =+r nyqtalarda (14.20) drajalu gator squulashyvchu
ham bo’lushu mymkun, yzoqlashyvcha ham bo’lusha mymkus.

Masalamn,

1) Yshby

1+ X+ X2+ 4+ X"+ ...
darajalu qator (geometruk qator) HuMHg 4dguHlastmsh raduysn r =1

aguHlashush untervaln (-1, +1) bo’lub, uHtervalumHg chekka Hyqtalarm
r =+1 da yzoglashyvchu:
2) Qyyudagu

x x x X"
1+—+—+—+,_,+—+,_,

1?2 2¢ F n®
Qatoranng siquulashush raduysu r =1, squulashash untervalu (—1, +1). r=+1

da qator squalashyvchu bo’lub, sguulashush sohasu (to’plammu) -1, +1]
Ssegmentdan uborat:
3) Yshby
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X XL C X
1 2 3 n

darajaln qatorHnHg dguHlasiush raduysm r =1 saguHlashmsh wuHtervalu
(-1, +1). Qator r=1 da sguulashyvchu, r=-1 da esa yzoglashyvchudur,

gatorHuHg saguHlastush sohasn [_ 1’+1] armm nHtervaldan uborat.
2-eslatma. SHyHday darajaln qatorlar ham borkn, ylar dagat x=0

HyqtadagnHa saguHlashyvchu bo’ladn. MasalaH, in!xn gator wustalgaH

X, #0 Hyqgtada yzoqglashyvchndur. Hagugatdan ham, Dalamber alomatuga

Ko'ra

(n+1) %"

n! X,

lim

n- o

= lim(n+1)x, =

n- o

bo'ladu. Demax, > n!x" dator ustlgan x#0 da yzoglashyvchu. Byuday

darajalu gatorlaranng squulashash mduysaan r =0 deb olamuz.

Ayun vaqtda shynday darajalu qatorlar ham borku, ylar wuxtuyorny

n

XD( 00+00) da squulashyvchu bo’ladu. Masalan, Zn— uu olayluk. By gator
n=0

ustalgan X, wnyqQtada squulashyvchudur. Hagugatdam ham, sma Dalamber

alomatuga x0'ra

= lim—-

n-»oon+l
bo’'ladu. Demak, by gator wustalgan XD(—00,+00) da siquulashyvchu. Bynday

lim|-———

n- oo

darajalu gatorlaraung squulashash mduysu I' =+ deb olunadu.

3°. Koshu-Adamar teoremasu. Yugoruda xo’rdukku, darajalu catorlaramug
squalashush ®hasu sodda stiyktyraga eca bo’lar exan: yoku unterval yoku srum
unterval, yoku segment. Hamma hollarda ham by soha siquulashush raduysu r
orgalu ndodalanadu.

Ma'l ymku, har ganday darajalu gator
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[oe]
Y ax" =a, tax+ax’ .. ra X" +..
n=0

0'zunung koepdunuentlaru xketma-ketlugu {an} bulan anunqlanadu. Bunobarum,

yauHg squalashush mduysa ham shy koedpdunentlar ketma-ketlugu orgalu

gandaydur topulushu xerax. bepunran (14.20) drajalu gator koehdunmentlaru

yordamuda {Q/@}:
o], [au], [zl - gl - (14.25)

sonlar ketma-ketlulugu tyzamuz. Ma’l ymku, har ganday Sonlar xetma-ketlugunan
yugoru lumutu mavjyd (caralsun, 1-gasm, 3-lob, 2-8). Demak, (14.25)xketma-
ketluk ham yucpru lumutga ecp. Yuu ¢ bulan belgulayluk:

6=WQ/H (0S6S+00)

16-teorema  (Koshu-Adamar teoremasu). Berulgan > a,x" darajalu
n=0

gatoramug squulashash mduysu

r=d (14.26)
6

1
bo’ladu.

((14.26) dpormylada ¢ =0 bo’lganda r =+co, =+ bo’lganda ex r =0
deb olunadu).

< (14.26) ¢pormylanung to’g’r uluguuu xo’rsatushch qyyudagu

1) ¢ =+o0 (r=0);

2) 6=0 (r =+o0);

3) 0<g<+oo (r:lj

6

hollarau alohunda-alohuda garaymnz.
1) 6= Dbolsun. By holda 1”/‘an‘ ketma-ketluk chegaralammagandur.

Hxtuyorny X,(X, #0) uyQtanm olub, by myqtada (14.20) drajalu gatorsuug
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yzoqlashyvchu exanmnm kO’rsatamuz. Teskarusuuu daraz qulaylux, s'vu Shy X,
Hy(Qtada (14.20) drajalu gator squnlashyvchu bo’lsun.
2.2.%
Demak, n=0 gator (Soulu dator) siquulashyvchua. Yuda gator squalashyv-
chuluguanng Zaryruy shartuga asosan

lima,x; =0

n— o
bo’ladu. Demak, {anx{,‘} ketma-ketluk chegaralugan, s'vu shynday 0'zgarmas M
son mavjydku (yau 1 can katta qulub olush mymxkun), OnON ychyn

<M (M >1)

n
%o

tengsuzluk bajaruladu. By tengsizlukdan

o kg < <

M
ta,| <—
el <

bo’lushi kelub chugadu. Shyuday qulub {la,| ketma-ketluk chegaralangan bo’lub

goldu. Hatuja znddustluk yuzaga xeldu. Zuddustlukaung xelub chugushuga sabab
Xo 70 mny(qtada (14.20) @tormmng squulashyvchu bo’lsun deb olunaushadur.

Demax, (14.20) drajalu gator nxtuyorny x, (X, # 0) uyqtada yzoglashyvchu.
2) =0 bo'lsur. By holda uxtuyormy x, (x, #0) nyqtada (14.20) drajalu

gatorHnHg sAguHlashyvchn  bo’lushviHn  ko'rsatamuz.  Modomuku, {” \an\}

tmtlgyugrimtigtgebdglmtam mavjyd va Holga teHglngn kelub chugadw.

Tarndpga asosan [e>0 son olunganda ham, jymladan <$‘=i ga kO'ra

2%

shynday n, N topuladuxu, barcha n>n, ychyn

1

nla | < ——

bo’ladu. Keynngu tengsizlukdan es
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a1
anXO <§
bo’lusha kelub chugadu.
Ravshauku
S
n:O2n

gator siquulashyvchu. Taqgoslash toremasuga xo'ra (garalsun, 1-gasm, 2-lob, 3-
8).

230X
n=0

gator ham squulashyvchu bo’ladu. Demak,
ZoanXS

gator absolyut squalashyvchu.
3) 0<g<+co DbOlsun. By holda (14.20) drajalu gator uxtuyormy X,

UXO‘ < }j Hy(tada sQuulashyvchu, wuxtuyormy X Oxl‘ > l) Hy(tada
8 8
yzoqlashyvchu bo’lushaau k0’'rsatamuz.
‘Xo‘ < 1 bo’lsun. ¥ holda shynday O>0 sSomnm topush nymkunkw,
8

1
86+0

|%o| = bo'ladu. Eudu &, (0<J, <J) somnm olayluk. By J,>0 Souga x0'ra
shynday n, N topuladuku, barcha n>n, ychyn (yugoru lumutanng xossasiga
kO'ra, 1l-qgasm, 3-lbb, 2-8) 1”/‘an‘<6+51 s HA ‘an‘<(6+5l)n bo’'ladu. Demak,

barcha n>n, ychyn

1 6+, )\
nl— n n 0. n — 1
|l <o+ AV Ty (em] , (14.27)
bo’lshibchqdbdEdu yshhby
Z_‘a‘anx{,‘ =[ag| +[apxg| +[a | + ...+ [ay x| + ... (14.28)
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gtrblgydgaitornn ~ solushturaylux. Bynda, burunchudan, (14.29) @tor
squulashyvchu (chynkm by gator geometrux dgator bo’lub, yamrg mahraju

6+0,
6+0

0<

<1) uxxuachudan, N wung baror quymatudan boshkb (n>n,) (14.27)

mynoSabatga ko'ra (14.28) qtormmrg har bur hadu (14.27) @toramag mMos
hadudan katta emns. VYuda catorlar nazarussuda xelturulgan taqdoslash

teoremasuga 1-gusm, 3-lob, 2-8) ko'ra (14.28) @tor squulashyvchu bo’ladu.
‘Xl‘ > 1 bo’lsun. Yuda shynday o' >0 sonnu topush mymkunkwu,
8

1
6=0'
bo'ladu. Endu J, (0< 3, <d') sommm olaylux. Yugorn lumutanag xossisuga

%/ =

asosaH (1-gusm, 3-lob, 2—§){n \an\} ketma-ketlukauug yshhby

ta,|>6~-0;, a'nu [a,| > (6-a)
tengsuzlukan Qanoatlanturadugan hadlaruanag Suu cheksuz x0’p bo’ladwu.
Demax, by holda

SR ST |
6-0) \6-0
bo’lub, bynda
6-0 _(6-9)+(0'-4q)_,,9-da_,
6—0' 6—0' 6—0'
bo’ladn.

Yuqorudagu (14.30) nynoSabatdam N — oo da {anxln} ketma-ketlukanag

lumutu Holga teng emasliguan topamuz. Demak,
2.8,%
n=0

gator  yzoglashyvchu  (gator  squulashyvchuluguaung  zaryrmy — shartu

bajarulmaydw).
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Shynday qulub, har bur X, UXO‘ <}j HyQtada (14.20) drajalu dator squsla-

6
shyvchu, har bar X, le\>}) HyQtada es shy darajalu gator yzoqlashyvchu
6
bo’lar exan.

Darajalu qatoramug sigualashush mduysu ta'rudunu etaborga olub, =

berulgan darajalu gatoraung squualashush mduysu exanuau topamuz. »
14.10-musol. Yshhy

ix_”_§+x_2+ LX
S 2 o2 T ol

darajalu gatorau ssquulashush sohasu topulsum.
4By darajalu gatoraung squualashash raduysuau (14.26) pormylaga k0'ra

topamuz:

E

1

r= 1 =
fim 3| md L
2 n
Demaxk, berulgan darajalu Qatormung squalashush radmysu r =1

=lim2" =1.

n - oo

n- oo

squulashush untervalu es (-1, +1) dam uborat. By darajalu gator siquulashush

untervaluanag chekkalaruda mos ravushch qyyudagu

S 54

n=1 n=1

sonlu qatorlarga aylanub, ylarau Leybrur teoremasa hamda Raabe alomatudan
doydalanub squulashyvchu exanluguuu ushotlash quyun emas.
Demax, berulgan darajalu  gatormmng squulashush sohasu  [-1, 1]

segmentdan uborat. » msishb

X X X"

L e arwatt e
25 35 (n+1) 3"
darajalu gatoraung squulanush sohasunu topulsun.

4By qatorga Dalamber alomatu (1-qgusm, 3-bob, 4-8) wm qo’llab

qyyudaguau topamuz:
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_ x x” |= | (h+1)B" x" _\x\ _n+1 m

d = lim lim lim ——
n-o(n+2)B"" (n+1)B"| n-o(n+2)B"x"| Sn-en+2 5
Demak, %<1 ' HU ‘X‘<5 bo’lganda gator squulashyvchu, M>l ' HU

X >5 bo'lgauda dator yzoglashyvchu.

Shynday qulub, berulgan darajalu gatoramng squulashush raduysa r =5,
squulashush nutervalu esa (-5, +5) bo’ladu.

Slaguulashash untervalu (— 5, +5) uuHg Chekkalaruda darajalu gator mos

ravushch

11 1
1+2++++

n
sonlu qatorlarga aylanub, by catorlaruung buruachusa squulashyvchu,

ukkuHChusu es  yzoglashyvchudur. Demak, berulgan darajalu  gatoramng

squulashush $hasu [- 5, +5) srum uutervaldan nborat exan. »

5-8. Durajalu gatorlarnung xossilaru
Buror
Sax" =g, tax+ax’ +..+ax" +... (14.20)
n=0

darajalu gator berulgan bo’lsun.

17-teorema. Agar > a X" darajalu datorsnug squulashush mduysa r (r > 0)
n=0

bo'lsa, y holda by cator [-c,c] (O<c<r) sgmentda texus squulashyvchu
bo’ladu.

4 Shartga x0'ra, r (14.20) drajalu gatoraung squalashush mduysu. Demak,
berulgan  dator (—r, r) untervalda  squulashyvchu.  Jymladan, c<r
bo’lganlugudan (14.20) drajalu gator ¢ myqtada ham siquulashyvchu (absolyut

squulashyvchu) bo’ladu. Demak,
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3 [, c" = ag| +[ayJc +[aglc? + . +[a, c" + .. (14.31)
n=0

gator squulashyvchu.

a,x"

Ox0O[- ¢, ¢] ychyn har doum <[anlc

>
n=0

Qatoramug har bur hadu (14.31) qtoramng mos hadudan katta emashliguaun

bo’ladu. Hatujada, yshby

=[ag| +[aX| +[a,x7 + . +[a, X"

+...

topamuz. V holda Veyershtmss alomatuga ko’ra > a,x" darajalu gator [-c, c]
n=0

segmentda texus siquulashyvcha bo’ladu. »

18-teorema. Agar > a, X" darajalu gatoruung squulashush mduysu r >0
n=0

bo’lsa, y holda by qgatoramug S(X)= iaﬁxn ynuQ' uHduSsu (—r, r) oraluqda
n=0

yzlyksuz ¢pyukius bo’ladu.

«(14.20) drajalu catoraung squulashush untervalu (-r, r) dan uxtuyony
%, (% O(=r, r)) nyqtaru olamuz. Ravshankw, ‘XO‘ <r bo’ladu. Yshhy ‘Xo‘ <c<r

tengsuzluxlarau Qanoatlanturyvchu ¢ sonnm olayluk. (14.20) drajalu dator

yugoruda kelturulgan  17-toremaga kO’ra [— C, C] Ssegmentda  texus
squalashyvchu bo’ladu. Yuda yshby bobuung 3-8 ndagu 6-teoremaga asosas,
berulgan (14.20) drajalu gatoranng yug waduSH S(X) byHKIAS [— C, C] da, va
demak, X, HyQtada yzlyksuz bo’ladu. Demax, (14.20) @tormmng yuQ maduSH

S(x) gymuxums (—r, r) untervalda yzlyxsazdur. »
19-teorema. Agar > a,x" darajalu catoramng squulashash mduysu
n=0

r (r>0) bo'lsa, by qatoruu [a, 6] ([a, ¢]O(-r, r)) oralugda manma6hdmhd
untegrallash mymxkum.

«Shynday ¢ (0<c<r) topa olamuzxu, [a, ¢]0[-c, c|O(-r, r) bo’ladu.
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Berulgan darajalu gator [— C, C] da texus squulashyvchu bo’ladu. Demak,
[a, 6] cda (14.20) drajalu gator texus squulashyvchu. Yuda (14.20) @tormuug

yuQ' uHAuSH
S(x)=Y ax"=a,+ax+a,x* +..+a,x" +...
n=0
yzlyksuzlux bo’lub, yshby bobuung 5-8 d kelturulgan teoremaga xo'ra by
gatorau maamabhdmhduntegrallash mymkumn:

TS() jZax”dx Zajx”dx Za il S

anl a n+l

Xysysan, a=0, ¢ = X (jx\ <r) bo'lganda

i ® a a a
S(x)dx = n_x"log x4+ Lx?4. + 0Ly g
i () r12:‘5n+1 % 2 n

bo’ladu. By qatoraung squulashush mduysa ham r ga teng. Hagugatdan ham,

Koshu-Adamar teoremasudan (1)oydal anub gyyndaguam topamuz:

n—+1—rl]|rr°10 —rl]lrzlcn\ \Erl]ml T+1 rl]ifrglon\an\zr.

lim n

n- oo

20-teorema. Y a,x" darajalu gatoruung squulashush mduysu r bo’lsa,

(—r, r) da by gatorau mamgmadhdmhd dipderennuallash mymxum.
<4 Awalo berulgan (14.20) drajalu dator hadlaruanag hosulalarndan

tyzulgan yshhby

S na, X"t =a +2a,x+3ax° +..+na X"+ ... (14.32)

n=0

gatoraung \x0\<r tengizlukaun  Qanoatlanturyvchu  uxtuyormy Hy(Qtada

squalashyvchu bo’lushunn ko’rsatamuz. Qyyudagu ‘XO‘<C<I’ tenguzluklarau

ganoatlanturyvchu ¢ Sonnu olayluk. Yuda 1‘XO‘ =(Qq<1 bo’lub,
C

na,xg ™| =ng"”

136



bo’ladu. Ravshaukw, inq”‘1 (9<1) cator squulashyvchu (yum Dalamber

n=1
alomatuga k0’ra ko'rsatush quyun emas). Yuda

limng"™* =0

n- oo

bo’ladu. Demak, n wuug baror, n, guymatudan boshkb, (n>n, ychyn)
ng" ™ < ¢ bo’lub, ratujada On > n, ychyn yshby

a.c" (14.33)

na,xg <
tengsuzlukka xkelamuz.
cO(-r, r) bolganlugn sabablu > a,c” cator absolyut squmlashyvcha.
n=0

VYuda (14.33) nynosabatau husobga olub, Veyershtrassalomatudan ¢oydalanub,

inanxn_l gatoruuHg (—r, r) da squulashyvchu bo’lushuan topamuz. Demak, by

n=0
gator [— C, C] da texus squulashyvchu bo’ladu.

Shynday gulub, kerulgan (14.20) drajalu gator hadlarunung hosulalarudan
tyzulgan (14.32) qtor texus squulashyvchu. ¥V holda yshby bobrung 6-8 d
kelturulgan 12-eoremaga xo'ra

S(x)= (éanxnjl =

(o]

>’} = Sy
=0 n=0

n=

bo’ladu. »
Shyau ham aytush xeraxku, (14.20) @ (14.32) qtorlaranng squulashash
raduyslarn bur xul bo’ladu. Hagugatdam ham Koshu-Adamar teoremasudan

¢doydalanub qyyndaguan topamuz:
lim 2/rlay| = im (Vn gfa,])= fim ¥n dim 1,
Demak,

lim /na,| = im 1],
n- o n - o
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2-natuja. Agar (14.20) drajalu gatoranug siqualashush mduysa r bo’lsa, by

Qatorau (—r, r) da ustalgan marta dudderennmallash mymkus.
SHynday qulub, squulashush mduysu r >0 bo’lgan ianxn darajalu
n=0

gatoram mrammadhdmhd untegrallash wa mamnma6hdmhd @istalgan marta) dud-
derenmmallash nmymkun va hosul bo’lgan darajalu gatorlaramng squulashash
raduysu ham r ga teag bo’ladu.

10-ta’rugh. Agar f(X) byHKIUsA (—r, r) da squulashyvchu darajalu
Qatoranug yug' uadusu bo’lsa, f(x) byHKIUA (—r, r) da analutux deb ataladu.

21-teorema. Ukkuta

Sax" =ay tax+ax’ .. rax +... (14.20)
n=0
va
> 6,X" =6y +6,X+6,X° + .6, X"+ ... (14.34)
n=0

darajalu qatorlar berulgan bo’lub, (14.20) drajalu gatoruung squalashash
raduysa r, >0 yug'uudusa em S/(x) (14.34) drajalu gatormuug squalashush

raduysu r, >0 yug'uadusa S,(x) bo’lsun.
Agar OxO(-r, r) (r =min(r,,r,)) da
5.(x)=$,(x) (14.35)
bo’lsa, y holda [InON ychyn

:6n

s’ a1 (14.20) \a (14.32) drajalu gatorlar bur xul bo’lady.
< PapmmmakuRvsh,  (14.20) ¥ (14.32) drajalu qatorlar (—r, r) da

squalashyvcha va ylaranang yug'undularn S(x) va S,(x) dysxuuslar shy
untervalda yzlyksuz bo’ladu. Demak,
imS(9=5(0). 1m$,(0=5,(0)
Yugorudagu (14.35) shrtga xo'ra S(0)=S,(0) bo’ladu. Byudan e a, = &,

exanlugu xelub chugadu. Bunobarun, (X[ (— r, r) yCchyn
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dax"=>6Xx".
n=1 n=1
Agar x # 0 desak, by tengluxdan barcha xO(-r, 0)0 (0, r) ychyn

ianx”‘l = ienx”‘l
n=1 n=1

ga eqq bo'lamuz. By darajalu datorlaruuug har buru ham (—r, r) da

squalashyvchu bo’ladu va demak, ylaruung yuQ'undularu shy wuntervalda
yzlyksuz ¢pynkuus bo’ladu. Shy xysSysustdan ¢poydalansak, X — O da

limY ax"*=a, lim>ex""=¢

~0p=1 x-0px
bo’lushuan va demak, &, =6, exanmnu topamuz. By jarayomnm davom ettura

borub, barcha nON ychyn a,=s6, bo’lushu topuladu. Demak, (14.20) va
(14.34) darajalu gatorlar bur xul. »

(-=r,r) (r>0) oralugda f(x) dymukums berulgan va yzlyksuz bo’lsus.
Yuqgorudagu teorema, f(X) Hu darajalu Qator yng'mudusu Sudatuda udodalay

olagusraH 6bincak, bynday udodalash sgona bo’lushauu bulduradu.

6-8. Teylor qatoru.
Buz yugoruda, har ganday darajalu
ianxn =a, +aXx+a,x* +..+ax" +..
n=0
gator 0'zuumug squulashash untervalu (—r, r) da yzlyksuz S(X) GYHKIUSHHI
(darajalm gator yug'wndusunu) udodalab, by dymkmus shy oraluqda ustalgan
tartubdagu hosulaga ech bo’lushunu k0'rduxk.
Endu buror oraluqda ustalgan tartubdagu hosulaga eta bo’lgan dynkiusuu
darajalu gatorga yoyush masalasunu gqaraymmz.
1°. @yuxyuslarnu Teylor qatoruga yowsh. f (X) GyHKIMS X = X,
HyQtanuug buror
Us(x,)={XxOR: x,—d<x<x,+3} (6>0)
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atrouda berulgan bo’lub, sy atropda dynknus nstalgan tartubdagu hosulaga ea

bo’lsun. Ravshanku, by ¢yaknusanag 1-ogasm, 6-lbb, 7-8 dc  batadsul

o’rganulgan Teylor dormylasu
f l f " f (n)

(0= £ o)+ T e xg) s L e o w B0 e (4

HE YOzush mymkwuH, bynda r, (X) golduq had.

Berulgan f(X) bynkuusanHg X, Hyqtada mnstlgan tartubdagu hosulaga eg

bo’'lushu Teylor ¢ormylasudagun hadlaraung Sonwnm har gancha katta olush

umkonnnn beradu. Bunobarun, tabuny ravashch yshby

f"(%)
2!

gator yuzaga keladu. By maxsys darajalu gator bo’lub, yuung xoedbdunuentlarn

— %)+ (x—x0)2+...+%(x—xo)”+... (14.36)
f(x) ¢ynxums va ymmng hosulalarmmmag X, myQtadagm quymatlarm orgalu
ugodalanadu.

Odatda (14.36) darajalu gator f(x) byukusauag Teylor datoru deb
ataladu.

XysysaH, X, =0 da qyyundagucha bo’ladu:

l n (n)
f(0)+ f (O)x+ f (0)x2 +...+f—(o)xn +o (14.37)
1 2! n!

Darajalu  gatorlar deb womlangan 8-§ wuung boshkuushuda » a,x"
n=0

kO'ruaushchgu darajalu gatorlaram o'rganusham xelushub olurgan edu. Shynu
etuborga olub, f(X) byukusaung (14.37) xo’runushchgu Teylor gatorunwu
O’rganamuz.

Slana bur bor ta’kudlaymuzku, (14.36) gator f (X) bynkius bulan 0'zunuHg
xoepdurmentlaru orgalu bog’langan bo’lub, by (14.36) qator squnlashyvchu
bo’ladumu, squulashyvchu bo’lgan holda yuung yuQg undusu f(X) ga teng
bo’ladumu, byndan gat'my nazar, yHu f(x) byukusauag Teylor gatoru deb

ataduk.
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Tabuny ravushch qyymdagu savol tyg'uladu: gachon buror U 5(0) oraluqda
berulgan, ustlgan tartubdagu hosulaga ega bo’lgan f(x) dyuxuusaung Teylor

gatoru

0 (I’l) l n (n)
3 f (O)X” = f(0)+ f (0)x+ f (0)x2 b0 (©) o +...
a=o n! 1 2! n!

shy oraluqda xydda shy f(x) ga somlashadu,
22-teorema. f(x) ¢ymxmus buror (-r, r) (r>0) oralugda wustlgan
tartubdagu hosulaga eqp bo’lub, yauung x =0 nyqtadagu Teylor gatoru

] n (n)
f(0)+ f (0)x+ f (0)x2+...+f—@x”+...
il 2! n!

bo’lsus.
By qator (-r, r) oraluqda f(x) ga squulashushu ychyn f(x) dynxuus

Teylor pormylasu

’ " (n)
f(x)=1(0)+ flfo)x+ fzfo) 2 +...+fn—!(0)x” fr() (14.38)

nuag golduq hadu barcha xO(-r, r) da nolga untulusha uim r,(x) =0 zaryr va

etarlm.
<Zaryrlugu. Avvalo (14.37) qatoramng xoeddunmentlarn bulan (14.38)
Teylor pormylasudagu xoepduruentlaranug bur xul exanlugunam ta’ kudlaymuz.
(14.37) qator squulashyvchu bo’lub, yaung yng'undusa f(x) ga temg
bo’lsun. Y holda by gatoranng gusmuay yng' nadusu

S.(x)= f(0)+ f;fo)x+ f;fo)x2+...+%x”

ychyn
lim S,(x)=f(x) (OxO(-r, r))

n- o

bo’ladu. Vudan esa (OxO(-r, r)) ychyn
lim[f(x)-S,(x)]=limr,(x)=0
bo’lushu kelub chugadu.
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Etarlulugu. (IxO(-r, 1)) da limr (x)=0 bo'lsun. V holda qyyndagucha

n-oo

r!if?o[f (x)-S,(x)] =0 bo’lub, yuda: esa

lim S, (x) = f(x)

n- oo

bo’lushu kelub chugadu. By es: (14.37) qgator (—r, r) da squulashyvchu bo’lub,

yHuHQ Yug nHdnsn f (X) ga terg bo’lushanm, 5’ Hr

f(x)=(0)+ f;fo)x+ f;go)x2+...+% R

exanluguau bulduradu. »

Odatda keymHgn myHosabat orunln bo'lsa, f(x) dyHkuma Teylor
gatoruga yoyumlgaH 6eincadbtld:trmgrrigddrjlgtrgyoylgbo’ls
f(x)=a, +ax+a,x>+..+a x"+... (14.39)
by gator f (X) ¢dbyuakmusauag Teylor gatorn bo’ladw.
420-ttorema va ynuH(g Hatujasuga kO'ra (14.39) drajalu qator (—r, r)
oraluqda ustalgan marta (magmadhdmhd) dipderennmall anyvchu bo’lub,
f'(X) =102y +2@,x+3@X2 + ...+ ng, X"+ ..
f"(x) =123, + 2BEx+...+n(n-1)a x" 2 +...
f"(x)=123BM&, +...+n(n-1)(n-2)a, x" 3 +...

)

a0=f(0), Q=

tjidgtrgo’rshqydgchbo’ld

QydgTylrgtrgyoylshgtrishrtdlvchtrmltrmz

trmbrrrigdstigtrtbdghsigegbo’lsgrshdysmvjdbo’lsbrchbmchchtgszibjrishidr
lqdTylrgtrgyoyld’bo’ldchTylrrmisyozbgLgrjo’rshdgglghdlylhldbo’ldgrbo’lshetbr
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glshldelgglymzBesmsbtgo’ribo’lshbldEimtrirg Tylrqtrirg Tylrgtr M’ Imgtyorychirl
gdgTylrrmisbo’lbggldghdesLgrjo’rshdqydgchbo’ldgrgasbHrbrdbo’lshetbrglsd

elglbchqdvdigtidDmtyorychldbo’lgTylrgtrM’lm-
gtyorychlrlqdgTylrrmisbo’ldBrmligldghdgLgrjo’rshdybirisqgsmbbchbo’lshtpmzd

bo’lshibchqdDmchbo’ldgTylrgtrBgTylrrm-
IsgldghdgLgrjo’rshdydibgrlsqgsmbbchbo’lshtpmzdboltsthqgdDmcly TylrgtrM’l
mbgTylrrmisgydgchbo’ldBrmiddgldghdLgrjo’rshdgydgabgbgchbo’lshbo’lgdesq
ldghdsho’rshdgydgchyozbgchbo’lsho’rgedgsmbbvmsbtiightpmzDmdbo’ldSH
t'dishlzmrlqgdbrigbo’lshmbgTylrgtrrmtrvido’ridy TylrqtrBgTylrrmisbo’lbgrisgsmb
bggldghdsho’rshdgydgchbo’ldshbo’rshdyozbimzytylisdibrchdchbglshvchgtrgm
myhdbqgtrgqglshvchigDIimbrimtgo’ro’rstldchdvhtchchdbgigdbo’lshibchgdDmdbo
'ld Mshqlrshbltmtlgdimtstplsvgtsqglshshsbtlisgrvitmtlirto’pim@mshdvirgtsqglshvch
bo’lsltmtlto’pimdgtsqlshshsbtlsshbdbrlgltmtlgimtdgdishsho’rstisgrshblgtrto’plm
dtsqglshvchbo’lsltmtlito’plmdgtsqlshshsbtlsshblgtrgstplsytylsirtmtigchimtmvjdbo
'Ishlddrjlgtrgglshshrdsbo’lshsbtls

15-BOB
Xosmas integrallar
Mazkur kursning 9, 10- boblarida funksiyaning anigfegrali (Riman

integrali) tushunchasi Kkiritilib, u batafsil o’rgéai. Integral bayonida integrallash
oralig’ining chekliligi va funksiyaning chegaraleaengigi bevosita ishtirok etdi.
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Endi aniq integral tushunchasini:

1) cheksiz oraligda aniglangan funksiyalarga;

2) chegaralanmagan funksiyalarga
nisbatan umumlashtirilishini garaymiz. Odatda, hkandintegrallar xosmas
interallar deyiladi.

1-8. Cheksiz oralig bo’yicha xosmas integrallar
1°. Cheksiz oraliq bo'yicha xosmas integral tushundia f(x) funksiya

[ a+o0) oraligda berilgan bo’lib, uning istalgaja,t] gismida integrallanuvchi
bo'lsin (a0 R, tOR, t = a). Ravshanki,

j f (x)dx

integralt o’zgaruvchiga bog’lig bo’ladi:

= j f (x)dx

a
1-ta’rif. Agar t - +oo da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit
f(x) funksiyaning[ a,+o) oraliq bo’yicha xosmas integrali deyiladi va

[ £ (x)dx (15.1)
kabi belgilanadi:
jf X)dx = I|m f(t)= Ilmjf

Agar t - +o da F() funkS|yan|ng limiti maVJud va chekli bo'lsa, (15.1
xosmas integral yaqginlashuvchi deyiladi.

Agar t - +oo da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki F(t) funksiyaning
limiti mavjud bo’Imasa, (15.1) xosmas integral ulestpuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu

[e™dx
xosmas integral yaqginlashuvchi bo’ladi, chunki
t
lim je “dx = Ilm( e +1)=1
t - +o0 t - +o0
va demak,
e~ dx=1.
0
Funksiyaning(—,a] va (—oo,+oo) oraliglar bo’yicha xosmas integrallari va
ularning yaginlashuvchiligi (uzoglashuvchiligi) yorigdagi kabi ta'riflanadi:
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jf x)dx = Ilmj'f

t- —

J'f x)dx= lim jf
t - —oo t
S +oo
Masalan, ushbu
JQ dx
21+ %3
xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki
Vg
lim dx= lim (—arctgt)=—
t_|>—oo‘[1+x X t_|>—oo( g) 2
va demak,
0
[—todx=2.
L1+ X 2

Shunday qilib, xosmas integrallar avval o’rganilgategraldan limitga o’tish
amali orqgali yuzaga kelar ekan.
15.1-misol.Ushbu
+00 dX
[ @ (a>0, a>0)
a

xosmas integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<Ta'rifga ko'ra

I—— im dx
t- +oo
Aytaylik, a<1lvaa =1 bo’ Ism. Bu holda, mos ravishda
ovdx 01 (geg -
lim | — = lim —(t “-a “)=+oo,
t_>+ooax to+o]l— ¢
tIlrpmj——tllrpm(lnt—lna)
bo’ladi.
Aytaylik, a>1 bo’Isin Bu holda
t -a+l a—a+1 al—a
I|m — = lim =
to b torl —g+1 —a+1| a-1
bo’ladi.
Shunday qilib
T dx
IF (a>0, a>0)
a
xosmas integrakr >1 bo’lganda yaqginlashuvchig <1 bo’lganda uzoqglashuvchi

bo’ladi.»
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Biz quyida, asosanf(x) funksiyaning[a,+ ) oraliq boyicha [ f(x)dx

xosmas integralini o’rganamif- o ,a] va (-,+) oraliglar bo’yicha xosmas
integrallar tegishlicha bayon etilishi mumkin.

2°. Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi. Integdning absalyut yagqin-
lashuvchiligi. Xosmas integrallarning yaqginlashuvchiligi shartiakeltiramiz.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a,+~) oraligda berilgan bo'lib,
[Ox[a,+) da

f(x)=0

bo’lsin. U holdat, t, O(a,+ ) uchuntl<t2 bo’lganda

tp
:jf(x)dxj dx+jf x)ax = F(t jf x)ax = F (t,
a

a ty

Demak,

= } f (x)dx

funksiya[ a,+ ) da o’suvchi bo’ladi.
1-teorema. f (x) funksiya [ a,+) oraliqda berilgan bo’lib,Ox[ a,+ )
da

>
bo’lsin. Bu funksiyaning a,+ ) orallcli(()q()b_o?yicha xosmas integrali
Tf (x)dx
ning yaginlashuvchi bo’lishi uchun,a
=} f (x)dx

funksiyaning yuqgoridan chegaralangan, ya’'ni
t
COR, OtOfa, +e): [ f(x)dxsC
a

bo’lishi zarur va etarli.
< Zarurligi. Aytaylik, xosmas integral

[ £ (x)dx
a
yaginlashuvchi bo’lsin. U holda

lim F(t —Ilmjf X)dx=J

t - +o0 t+oo

mavjud va chekli bo’lib,
J =supF(t)

as x<+oo

bo’ladi. Anig yugori chegaraning ta’rifiga ko'ré&jt(1[ a,+ ) da
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ya'ni

bo’ladi.
Etarliligi. Aytaylik,

COR, [OtO[a, +): jf x)dx< C
bo’lsin. Unda monoton funksiyaning limiti haqldagoremaga ko’ra ushbu

lim F(t)

t oo

limit mavjud va chekli bo’ladi. Demak, J'f dx xosmas integral

yaginlashuvchi»
Eslatma.Agar Ox0[ a,+ o) da f (x)=0 bo'lib,
f

F(t)=] f (x)dx

m!—.p—o-

+o00

funksiya yugoridan chegaralanmagan bo’ Isaj'f dx xosmas integral

uzoglashuvchi bo’ladi.
2-teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalari [a,+) oraliqda
berilgan bo’lib,[0x [ a,+ ) da
0< f(x)< g(x)
bo’lsin.
Agar jg dx xosmas integral yaginlashuvchi bo’ Isajf dx xosmas

a a
integral ham yaginlashuvchi bo’ladi.

+00

Agar jf x)dx xosmas integral uzoglashuvchi bo'lsafg(x)dx ham
a
uzoqlashuvchl bo’ladi.

<Aytaylik, [g(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo'lsin. Ravshanki,

bo’ladi. Bundanjf dx ning yugoridan chegaralanganligi kelib chigadi. 1-

teoremaga ko'ra
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[ £ (x)dx
xosmas integral yaginlashuvchi bo’ladi.

Aytaylik, j f dx xosmas integral uzoglashuvchi bo’lsin. U holda

=} f (x)dx
funksiya yugoridan chegaralanmagana bo lib,
j f(x)dx< jg X)dx
tengsizlikka ko'ra
jg(x)dx
funksiya ham yuqoridan chegaralgnmagan bo’ladi.orda keltirilgan eslatmaga

binoan [ g(x)dx xosmas integral uzoglashuvchi bo'laei.

a
15.2-misol.Ushbu
I cos 3x
1 J1+ %8
xosmas integral yaqinlashuvchlllkka tekshirilsin.
< Ravshanki, integral ostidagi funksiya

cos' 3x
f(x)= >0
) 1+ x5
bo’ladi. Ayni paytdax =1 bo’lganda
; (x) cos’ 3x 1

\/1+x @

tengsizlik bajariladi. Quyidagi
T dx
xosmas integral yaginlashuvchi (qgaralsin, 15.1-thisoo’lganligi uchun 2-

teoremaga ko'ra berilgan xosmas integral yaginlashiubo’ladi.»
Endi [ a,+ ) oraligda berilgan ixtiyoriyf (x) funksiya xosmas integrali

Tf (x)dx

ning yaginlashuvchiligi hagidagi teoremani keltiiam
3-teorema. (Koshi teoremasilishbu

Tf (x)dx
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xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lishi uchun
Oe>0, [t,>a, Ot'>t,, Ot" >t,
bo’lganda

o
[ f (x)d% <¢
’
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli.

<4 Ma’lumki,

[ £ (x)dx
a
xosmas integralning yaqginlashuvchiligi- +c0 da
t
F(t)=] f(x)dx
a

funksiyaning chekli limitga ega bo’lishidan iborat.
Funksiyaning chekli limitga ega bo’lishi hagidagioshi teoremasiga

(garalsin, 4-bob, 6-8) binoan,
Oe>0, [ty >a, Ot >, Ot" >ty :|F(t") - F(t')

<&
ya'ni
y

jf&h%<e

tr

F(t")-F(t)

bo’lishi zarur va etarli ede

Bu nazariy ahamiyatga ega bo’lgan muhim teoremdilpoindan xosmas
integrallarning yaginlashuvchanligini aniglashdaydalanish ko’pincha qiyin
bo’ladi.

Xosmas integrallarning yaginlashuvchanligini anstida ko’p go’llaniladigan
alomatlardan birini keltiramiz.

4-teorema. (Dirixle alomati). f (x) va g(x) funksiyalar [ a,+o) oraligda
berilgan bo’lib, ular quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x) funksiya [a,+o) oraligda uzluksiz va uning shu oraligdagi
boshlang’ichiF (x) (F'(x)= f(x)) funksiyasi chegaralangan;

2) g(x) funksiya[ a,+ ) oraligdag'(x) hosilaga ega va u uzluksiz funksiya;

3) g(x) funksiya[ a,+ ) oraligda kamayuvchi;

4) lim g(x)=0. U holda [ f (x)g(x)dx integral yaginlashuvchi bo’ladi.

<Uzluksiz f(x) va g(x) funksiyalarning ko’paytmasif (x) g(x) funksiya
ham [ a,+) oraligda uzluksiz bo’lgani uchun, bii(x) g(x) funksiya istalgan
[a, ] oraligda integrallanuvchi bo’ladi, ya’'ni

#(0)=] 1 (g (ax (152)

integral mavjud.
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t - +o da ¢(t) funksiyaning chekli limitga ega bo’lishini ko'rsahiz.
Teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib, (L5i8tegralni bo’laklab
hisoblaymiz.

I 1 (o= o(F ()= g(F (., - [F (g 0. (153)

O’ng tomondagi birinchi go’shiluvchi uchun ushbu
g(t)F () < Mg(t) (M = supF (t) < +o)

tengsizlikka ega bo’lamiz. Undah,~ +e dag(t) — 0 bo’lishini e'tiborga olsak,
lim g(t)F(t)=0
bo’lishi kelib chigadi.

Endi o’'ng tomondagi |kk|nch|jF )dx hadni garaymiz. Modomiki,

g( ) funksiya[ a,+) oraligda uzluk3|z differensiallanuvchi hamda shaligda
kamayuvchi ekan, undlxD[a +w) da g'( )< 0 bo'lib,

IF X)dx =~ Mjg x)dx=M][g(a) - g(t)] < Mg(a)

(g()20)

bo’ladi. Shunday qilibf o’zgaruvchining barch&>a giymatlarida

}\F (x)g'(x)dx

integral ¢ o’zgaruvchining funksiyasi) yuqoridan chegaralang& holda 1-

teoremaga ko'ra| F (x)g'(x)dx integral yaginlashuvchi bo'ladi. Demak,

a

tIlrgoj F(x)g'(x)dx
limit mavjud va chekli.
Yuqoridagi (15.3) tenglikdé - +c da limitga o’tib, Ushbu

tlirpwjt' f (x)g(x)dx

limitning mavjud hamda chekli bo'lishini topamiz. uBesa | f(x)g(x)dx
a
integralning yaginlashuvchiligini bildiradi.
15.3-misol.Ushbu
Tsinx
a Xa
integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

dx (¢ >0)

150



«Bu integraldagi f (x) = sinx, g(x)=ia (a>0) funksiyalar yuqorida kel-
X

tirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatrati
1) f(x)=sinx funksiya [1,+) oraligda uzluksiz va boshlang’ich funk-
siyasi F (x) = -cosx chegaralangan;

2) g(x):x—la funksiya [1,+) oraligda g'(x)= -2

1+
Xa

hosilaga ega va u

uzluksiz;

3) g(x)= =

— (a>0) funksiya[ 1,+ ) oraligda kamayuvchi;
X
4) lim g(x)= lim ia=0 (o >0) bo’ladi. Demak, Dirixle alomatiga ko'ra
X — +o0 X — +oo X
berilgan integral yaqinlashuvch.
f (x) funksiyaning xosmas integrali f (x)dx bilan bir gatorda

a

+j|f(x)|dx

xosmas integralni garaymiz. )

5-teorema.Agar +ﬁf(x)|dx integral yaginlashuvchi bo’lsa, u holotgf (x)dx
integrali ham yaqinlasahuvchi bo’ladi. )

<Shartga ko'ra +ﬁf(x)|dx integral yaginlashuvchi. 4-teoremaga asosan,
Oe>0 olinganda hana1, shundaty (t,>a) topiladiki, t'>t,, t">t, bo’lganda
tf| f (x)Jdx< & tengsizlik bajariladi.
?

Agar

t" t"

[ f (x)d% < [|f (x)dx
t' t'
tengsizlikni e’tiborga olsak, u holda

ttj’:f(x)d%«s

bo’lishini topamiz.
Shunday qilib, J>0 son olinganda ham, shunday (t,>a) topiladiki,

t'>t,, t" >t, bo’lganda
-

jf(x)d%g

tl
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bo’ladi. Bundan 4-teoremaga asoszirf dx integralning yagqinlashuvchiligini

topamiz»

2-ta'rif. Agar [|f(x)dx integral yaginlashuvchi bo’ Isaj f(x)dx absolyut

a a
yaginlashuvchi integral deb ataladi(x) funksiya esd a,+ ) oraliqgda absolyut

integrallanuvchi funksiya deyiladi.

3-ta'rif. Agar jf x)dx integral yaginlashuvchi bo’lib, j|f x)dx integral

uzoglashuvchi bo’ Isajf dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.
a

Shunday qilib, jf dx xosmas integralni yaginlashuvchilikka tekshirish

quyidagi tartibda oI|b borilishi mumkin:

OxO[a,+) da f(x)=0 bo'lsin. Bu holdajf x)dx integralning yagqinla-

shuvchi (uzoglashuvchi) ligini yugorida keltlrllgamomatlardan foydalanib topish
mumkin. Boshga hoIIardaf() funksiyaning \f(x)\ absolyut giymatining

[a,+) oralig bo'yicha ﬂf |dx integralini garaymiz. Ravshanki, keyingi

integralga nlsbatan yana yuqorldagi alomatlarnillgsh mumkin. Agar biror

alomatga ko’ raﬂf |dx integralining yaginlashuvchiligi topilsa, undadstema-
a

ga ko'ra berllganjf dx integralning ham yaginlashuvchiligi (hatto absalyu

yaginlashuvchiligi) topllgan bo’Iadi

Agar biror alomatga ko’ raﬂf |dx integralining uzoglashuvchiligini anigla-

sak, aytish mumkinki, jf dx yoki uzoglashuvchi bo’ladi yoki shartli yaginla-

shuvchi bo’ladi va buni anlqlash go’shimcha tabliishni talab etadi.

3% Yaginlashuvchi xosmas integrallarning xossalariRiman integralini
umumlashtirishdan hosil gilingan yaginlashuvchi mes integrallar ham shu
Riman integrali xossalari singari xossalarga ega.

f (x) funksiya[ a,+ ) oraligda berilgan bo’lsin.
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1) Agar f(x) funksiyaning [a,+) oraliq bo’yicha jf x)dx integrali

yaginlashuvchi bo'lsa, bu funksiyanirigs,+ ) (a<s) oraliq bo'yicha [ f (x)dx

integrali ham yaginlashuvchi bo’Iadi va aksinchanBa

jf x)dx= jf dx+jf (15.4)
bo’ladi.
< Aniq integral xossasiga ko’ ra
jf x)dx = jf dx+jf (a<t<oo) (15.5)
boladi

jf dx integral yaginlashuvchi, ya'ni

jf X)dx = lim jf
limit mavjud va chekli bo’ Ism Yuqorldagl (15 5)unosabatni ushbu
jf X)dx = jf X)dx— jf
ko’rinishda yozibt - +0o da Ilmltga o’tib quyldaglnl topamiZ'

Ilmjf X)dx = Ilmjf X)dx— jf X)dx = jf X)dx— jf

+o00

Bundan esajf dx integralning yaginlashuvchi va

jf x)dx = jf ff(x)dx
ya'ni i

+00

[ f(x)dx= 'g[ f(x)dx+ Tf (x)dx

a

ekanligi kelib chigadi.

Xuddi shunga oxshashjf dx integralning yagqinlashuvchi bo’lishidan

jf dx integralning ham yagqginlashuvchi hamda (15.4) fdaning o'rinli

bo lishi ko'rsatiladi.»
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2) Agar jf dx integral yaginlashuvchi bo’lsa, u holdfacf dx integral

ham yaqmlashuvchl bo’lib,
[ef(x)dx=c [ f(x)dx
a a

bo’ladi, bundac =cons .
3) AgarOx[O[ a,+ ) da f (x )>O bo'lsa, bu funksiyaning xosmas integrali

jf x)dx= 0

bo’ladi.
Endi f(x) funksiya bilan bir qatorday(x) funksiya ham[ a,+ o) oraliqda
berilgan bo’ Isin

4) Agar jf dx da jg dx integrallar yaginlashuvchi bo’lsa, u holda

j[f g(x)|dx integral ham yaginlashuvchi bo'lib,

T [ (%)% g(x)ldx= T f (x)dx T g(x)dx

bo’ladi.
1-natija. Agar f,(x), f,(x),....f,(x) funksiyalarning har bir{ a,+ ) oraliqda

berilgan bo’lib, jf x)dx (k=1, 2, ..., n integrallar yaginlashuvchi bo’lsa, u
holda

j[cl X)+¢, f,(x)+ ...+ ¢ £, (x)dx
integral yaqinlashuvchl bo’lib,
+f0[clf1(x)+...+cnf x)ldx = cljf x)dx+ ...+ C, jf
bo’ladi. i
5) Agar OxO[ a,+o) uchun f(x)< g(x) tengsizlik o’rinli bo’lib, f f (x)dx
a

va [g(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo'lsa, u holda
a

+00

[ £(x)dx= [g(x)dx
a a
bo’ladi.

Yuqorida keltirilgan 2- 5- xossalarning isboti xaasnintegral va uning
yaginlashuvchiligi ta’riflaridan bevosita kelib cfadi.
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O’rta giymat hagidagi teoremaf (x) va g(x) funksiyalar[ a,+e) oraliqda
berilgan bo’lsin. f(x) funksiya shu oraligda chegaralangan, ya’'ni shuntaya
M o’zgarmas sonlar mavjudkijx ([ a,+ o) uchun

m< f(x)<M
bo’'lib, g(x) funksiya esa[a,+®) da 0’z ishorasini o’zgartirmasin, ya'ni
OxO[ a,+ ) uchun har doing(x) = 0 yoki g(x)<0 bo'lsin.

6) Agarff(x)g(x)dx va jmg(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo’lsa, u holda
a a
shunday o’'zgarmag (m< < M) son topildiki,
[ £ (x)a(x)dx= [ g(x)dx (15.6)

tenglik o’rinli bo’ladi.
<Yuqorida keltirilgan g(x) funksiya [ a,+ ) oraligda manfiy bo’lmasin:
g(x)=0 (OxO[a,+)). U holda
mg(x) < f (x)g(x) < Mg(x)
bo’lib, unda esa (Riman integralining tegishli xasiga ko’ra)

t t t
m[ g(x)dx< [ f(x)g(x)dx< M| g(x)dx bo'lishini topamiz. Keyingi, tengsizliklarda
a a a
t - +co da limitga o’tsak,
m[g(x)dxs [ f(x)g(x)dx< M [g(x)dx (15.7)
a a a

ekanligi kelib chigadi.
Ikki holni garaylik:

a) [g(x)dx=0 bo'lsin. U holda [ f(x)g(x)dx=0 bo'lib, bunda u deb
m< u <M tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy sonalish mumkin.

b) [g(x)dx>0 bo'lsin. Bu holda (15.7) tengsizliklardan

bo’lishi kelib chigadi. Agar

deb olsak, unda
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+o00

[ F()g(x)dx= [ g(x)dx
bo’ladi.
[a,+) oraliqgdag(x)<0 bo’lganda (15.6) formula xuddi shunga o’xshash

isbotlanadi®
Bu 6- xossa o'rta giymat hagidagi teorema deb hantikadi.
4°. Xosmas integrallarni hisoblasHJshbu

J= Tf (x)dx

xosmas integral yaqginlashuvchi bo’lsin. uni hiseblanasalasini garaymiz.

1) Nyuton-Leybnits formulasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a,+ o)
oraligda uzluksiz bo’lsin. Ma’lumki, bu holdd (x) funksiya shu oraliqdag(x)
(¢(x)= f(x), xO[a,+)) boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi.— +o da ¢(x)
funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bu litni ¢(x) boshlang’ich
funksiyaning+ o dagi giymati deb gabul gilamiz, ya'ni

lim g(x)=¢(+ o).

Xosmas integral ta’rifi hamda Nyuton-Leybnits forasidan foydalanib

quyidagini topamiz

f(x)dx= lim [ f(x)dx= lim [[¢t)- ¢a)] =
I t- +°°j te +°°I (15.8)
= g+ w)-gla) = ex).”
Bu esa yuqoridagi kelishuvga ko’ra boshlang’ich kisigaga ega bo’lgan
f(x) funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnitsvialasi o’rinli bo’lishini

ko'rsatadi.
15.4-misol.Ushbu

izsmldx
X X

xosmas integral hisoblansin.

«Ravshanki, f(x)=—sin® funksiya F,m) oraligda uzluksiz bo'lib,
X X T

uning boshlang’ich funksiyasly(x)zcos% bo'ladi. Demak, (15.8) formulaga

ko'ra

+00

jizsm dx = cos1 =1.»
> 2
7

X|=

V
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Ba'zan berllganjf dx xosmas integral o’zgaruvchilarni almashtirib yoki

bo’laklab mtegrallash natijasida hisoblanadi.
2) Bo'laklab integrallash usuli. u(x) va v(x) funksiyalarning har biri

[a,+) oraliqda berilgan hamda uzluksi{x) va v'(x) hosilalarga ega bo’lsin.
Agar [v(x)du(x) integral yaginlashuvchi hamda ushbu
lim u(t)=u(+ ), lim v(t)=v(+ %)
limitlar mavjud va chekli bo’lsa, u holdaj' x)dv(x) integral yaginlashuvchi
bo’lib,

fw u(x)av(x) = u(xv(x},” - +IOOV(X)dU(X) (15.9)

bo’ladi.
Hagigatdan ham 1-gism, 9-bob, 10-§ da keltirilgagnmiulaga ko’ra

Tu(x)a(x) = uGv(x)., - [vx)du(x) = [ultvt) - ulav(a)] -
- Jt' v(x)du(x

bo’lib, bu tenglikdat - +oo da limitga o’tib, quyidagini topamiz:

lim j X)dv(x) = Ilrpw[u(t)v(t) —u(a)v(a)]- lim }v(x)d u(x).

(15.10)

Shartga ko’raJ'v x)du(x) integral yaginlashuvchi hamdm [u(t)v(t)- u(a)v(a)]

limit mavjud va chekli ekanligini e'tiborga olsakinda (15.10) munosabatdan

+00

fu(x)dv(x) integraining yaginlashuvchiligi hamda (15.9) fotaming o’rinli

bo’lishi kelib chigadi.
15.5-misol.Qo’yidagi

+00

[ xe™dx

0
integralni hisoblansin.

<Agar u(x)=x, dx)=edx deyilsa, unda u(x(x)'" = x(e‘xX;w =

= Iim( ) 0, J'v x)du(x =—J’e‘xdx-—l bo’lib, (15.9) formulaga ko’ra

X — +00
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Tu(x)av(x) = j x&dx =

bo’ladi. Demak,

—x (:°° _ +J:(_ e'x)ixz 1

+00

jxe‘xdxz 1.»

2-eslatma. Yuqoridagi (15.9) formulani Keltirib chiqarishd;fov(x)du(x)
integralning yaginlashuvchiligi hamddim u(t)v(t) limitning mavjug va chekli
bolshi talab etiadi. o

Agar j x)dv(x), J'v x)du(x) integrallarning yagqinlashuvchiligi hamda

lim u(t)v(t) limitning mavjud va chekli bo’lishi kabi uchta faan istalgan

t - +oo
ikkitasi o’rinli bo’lsa, u holda ularning uchinchifiamda (15.9) formula o’rinli
bo’ladi.

3) O’zgaruvchilarni almashtirish usuli.Quyidagi

J= Tf (x)dx

a
integralni garaylik. Bu integralda = ¢(z) deylik, bundag(z) funksiya quyidagi
shartlarni bajarsin:
a) ¢(z) funksiya[ a,+) oraligda berilgang'(z) hosilaga ega va bu hosila
uzluksiz;
b) ¢(z) funksiya[ a,+) oraligda gat’iy o’suvchi;
v) g(a)=a, ¢(+)= lim ¢(z)=+oo bo’lsin.

U holda [ f(#(z)) @#'(z)dz integral yaginlashuvchi bo'lsa, undﬁ:lf x)dx ham

yaginlashuvchi va

[ f(x)dx= [ f(#(2))#'(2)dz (15.11)
bo’ladi.

«xtiyoriy z (a <z<+w) nugtani olib, unga mog(z)=t nugtani topamiz.
[a, t] oraligda 1-gism, 9-bob, 2-§ da keltirilgan follama ko'ra

j f (x)dx= j f (¢(2) #'(2)dz

bo’ladi. Bu munosabatda s +00 da (bungaz=¢‘1(t)_> +o0) limitga o’tib
guyidagini topamiz:

lim j f(x j f(#(2)) @' (2)dz

t+oo
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Bu esa jf dx integralning yaginlashuvchiligini hamda (15.11)yrfmla-

ning o’rinli bo I|sh|n| ko'rsatadi»

3-eslatma. j f dx yaqinlashuvchi bo’lsin. bu integralda

x=¢(2)
bo’lib, bu funksiya yuqoridagi shartlarni bajarsthholda

[ (¢(2))#'(2)dz
integral ham yaqinlashuvchi bo’lib,
j f (x)dx= j f(¢(2))[#'(2)dz

bo’ladi.
15.6-misol.Ushbu

+o00 dX
J= 15.12
.£ 1+ X4 ( )

integral hisoblansin.
<4 Ravshanki, bu integral yaginlashuvchi. Uni hisoblayAvvalo bu integral

-1 almashish gilamiz. Natijada
z

0 +00 2
3= [ -2 (—iz)dzzj Z_dz (15.13)
+w1+i VA 0 1+z
4
z

bo’lib, (15.12) va (15.13) tengliklardan

bo’lishi kelib chigadi. Keyingi integralda

y+iy’ +4 ( 1_ )
X=—""—— X——=y
2 X
almashtirishni bajarib, quyidagini topamiz:

1+00 dy y
J== = arct =
2 ory 2R T a2

|+oo

Demak,

= dx T
'[ —_

=T »
s 1+ %3 242

2-8. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralla
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1°. Funksiyaning maxsus nugtasi.X 0 R to’plamda berilganf (x) funksiya
va X, U R nugtaning ushbu

Us(x)={XxOR: X, —=0<x<x,+3; X% X} (6>0)
atrofini qaraylik.

A-tarif. Agar f(x) funksiya Oa(xo)ﬂ X #0 to’plamda chegaralanmagan
bo'lsa, x, nugta f (x) funksiyaning maxsus nuqtasi deyiladi.
Masalan,

1) f(x)=i)< funksiya(a < x <¢) uchunx =6 maxsus nugta;
.

2) f(x) =ia funksiya(a < x< ) uchunx = a maxsus nuqta;
X —

3) f(x)=;(X;L—_l) funksiya (xOR\{- 1 0, 1}) uchun x=-1, x=0, x=1

maxsus nugtalar bo’ladi.
2°. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tusnchasi. f(x)

funksiya[a, e) yarim integralda berilgan bo’liby =6 nuqgta uning maxsus nuqtasi
bo'lsin. Bu funksiya[a, ¢) yarim integralning istalgafe, t| gismida(a<t<s)
integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki,

t
[ £ (x)dx
integralt o’zgaruvchiga bog’lig bo’ladi:
t
F(t)=] f (x)dx.

a
5-ta’rif. Agart — ¢—0 da F(x) funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit
chegaralanmaganf (x) funksiyaning [a, ¢) oraliq bo’yicha xosmas integrali
deyiladi va

J(i f (x)dx
kabi belgilanadi:
f (x)dx = im

6—0

QD ———

F(x)ztlirr_l j f (x)dx. (15.14)

Agart - 6—0 da F(x) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, (1%L
xosmas integral yaqginlashuvchi deyiladi.

Agart - ¢—0 da F(x) funksiyaning limiti cheksiz yokiF (x) funksiyaning
limiti mavjud bo’lmasa, (15.14) xosmas integral giashuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu

1 dx
Jc; 1-x?
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xosmas integralX =1 maxsus nuqta) yaqginlashuvchi bo’ladi, chunki

t
lim | = im (arcsint)! = lim arcsint =2
t=1-03 \f1— 2 t-1-0 t-1-0 2
va demak,
L
01— %2 2

(a, 6] da berilgan f(x) funksiyaning & =a maxsus nugta)(a, ¢) da
berilgan f(x) funksiyaning k =a, x =6 maxsus nuqtalar) xosmas integrallari va
ularning yaginlashuvchiligi (uzoglashuvchiligi) yorigdagi kabi ta'riflanadi:

ff(x)dxztnm qﬂ(t)=tlim ff(x)dx,
a - a+o _.a+ot

ff(x)dxz lim ¢(ts)= lim ff(x)dx.

S—-6-0 S—»(s’—Ot

Masalan, ushbu

tdx _
I § 5 = im 2=
va demak,
o
o VX .
15.7-misol.Ushbu
¢ dx ¢ dx
J=l—,J, = a>0
. i(x—a)” ° i(e—x)" (@>0)
xosmas integrallar yaginlashuvchilikka tekshirilsin
< Ta'rifga ko'ra
¢ dx . ¢ dx
J, = = lim :
. i(x—a)" t~a+0Jt‘(x—a)”
Aytaylik, a =1 bo’lsin. Bu holda
lim ]iﬂ: lim [In(x-a)]f =

t-atoy X—a t-ato
bo’ladi.
Aytaylik, a #1 bo’lsin. Bu holda
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bo’ladi. Bu limit 0< a <1 bo’lganda cheklig >1 bo’lganda cheksiz bo’ladi.
Shunday qilib,
¢ odx
J, = :
! i(x—a)”
xosmas integralr <1 bo’lganda yaqinlashuvchig =1 bo’lganda uzoqglashuvchi
bo’ladi.
Xuddi shunga o’xshash ko’rsatish mumekinki,

¢ odx

J,=|— (@>0

2 £(6—X)a ( )
xosmas integralr <1 bo’lganda yaqinlashuvchig =1 bo’lganda uzoqglashuvchi
bo’ladi.

Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali la@gidu tushunchalarni

1-8 da keltiriigan cheksiz oraliq bo’yicha xosmagegral tushunchalari bilan
solishtirib, ularning o’xshashligini va bu xosmastegrallarni bitta nugtai
nazaridan, ya'ni

(a>0)

J(i f (x)dx

integralda:

1) f(x) funksiyaning[a, &) oraliq berilgan bo’lib, bunda- chekli nugtas-
chekli yoki + oo

2) f(x) funksiya ixtiyori [a, t] da integrallanuvchi, bundaO[a, ¢) deb
garash mumkinligini ko’ramiz. Bu hol chegaralanmaganksiyaning xosmas
integrali hagidagi keyingi tushuncha va tasdiglakeitirish bilan kifoyalanish
imkonini beradi.

3°. Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi. Integdning absolyut yagin-
lashuvchiligi. Aytaylik, f(x) funksiya [a, ) oraligda berilgan bo’libs nugta
f (x) funksiyaning maxsus nugtasi bo’lsin.

6-teorema.Faraz qilaylik,(1xO[a, ¢) da f(x)=0 bo'lsin. Bu funksiyaning
[a, &) oraliq bo'yicha xosmas integrali

J(i f (x)dx

ning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun,
t
F(t)=] f (x)dx (ast<e)
a

funksiyaning yugoridan chegaralangan, ya’'ni
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[COR, OtOfas): [ f(x)dxsC

g;'—,p—o-

bo’lishi zarur va etarli.
7-teorema. f (x) va g(x) funksiyalafa, ) oraligda ¢ maxsus nugta) bo’lib,
[OxO[a, ¢) da

bo’lsin.

Agar [g(x)dx yaginlashuvchi bo'lsa,[ f(x)dx ham yaginlashuvchi, agar
a a

f f (x)dx uzoglashuvchi bo’Isajg(x)dx ham uzoglashuvchi bo’ladi.
a a

15.8-misol.Ushbu
1 cosx
————dx
J91-x
xosmas integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
< Ravshanki, integral ostidagi funksiya

f(X): COSX >0

Y1-x

bo’ladi. Ayni paytda,[Ix[1[ 0, 1) da
f(x)= COSX _ 1 _ 1
Y1-x Y1-x (1—x)%

tengsizlik bajariladi. Ma’lumki,g(x) =

T funksiyaning integrali

(1-x)a
T
T ax
£ (1-x)a

yaginlashuvchi. Unda 7-teoremaga ko'ra berilganmas integral yaginlashuvchi
bo’ladi.»
8-teorema. (Koshi teoremasitishbu

J(i f (x)dx (¢ maxsus nuqta)

xosmas integralning yaqginlashuvchi bo’lishi uchun
Oe>0, CO>0, Ot t", 6-0<t'<sg, 6-0<t"<s:
t.,

jf&h%<g

tv

bo’lishi zarur va etarli.
Aytaylik, f(x) funksiya [a, ¢) oraliqda berilgan,sé nugta funksiyaning
maxsus nugqtasi bo’lib,
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[ £ (x)dx
uning xosmas integrali bo’lsin. Bu integral bilain tpatorda
I [ (x)ox

xosmas integralni garaymiz.
9-teoremaAgar

J [T (x)olx
integral yaginlashuvchi bo’lsa, u holda

J(i f (x)dx

integral ham yaqinlashuvchi bo’ladi.
6-ta’'rif. Agar

8

JIf (xJox

a

integral yaginlashuvchi bo’ Isaj f dx absolyut yaginlashuvchi integral deyiladi.
a

Agar jf x)dx yaginlashuvchi bo'lib, ﬂf x)dx uzoglashuvchi bo’lsa,

jf dx shartli yaqginlashuvchi integral deyiladi.
a

4°. Yaginlashuvchi xosmas integrallarning xossalariChegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali ham cheksiz oralityioba integrali xossalari kabi
xossalarga ega. Ularni keltirishni hamda isbotlastgquvchiga havola etamiz.

5°. Xosmas integrallarni hisoblashf (x) funksiya[a, ¢) da berilgang esa

shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lsin. Bu fun&sing xosmas integrali
J =] f(x)dx

yadinlashuvchi, uni hisoblash talab etilsin.

1) Nyuton-Leybnits formulasi. Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a, ¢) da
uzluksiz bo’lsin. Ma’lumki, bu holda f(x) funksiya shu oraligda
¢(x) (¢(x)=f(x), xO[4a, ¢)) boshlang’ich funksiyaga ega bo'ladi~ s -0 da
¢(x) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bunitni ¢(x) boshlang’ich
funksiyanings nuqtasidagi giymati deb gabul gilamiz:

lim ¢(x)= ¢fs).

Xosmas integral ta’rifi hamda Nyuton-Leybnits foriasidan foydalanib

quyidagini topamiz:
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QD — R

(= im [ (= im (o)~ o) = e}~ o) = )

Bu esa, yugoridagi kelishuvga asosida, boshlangfiohksiyaga ega bo’lgan
funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits niatasi o’rinli bo’lishini
ko'rsatadi.

Berilgan xosmas integral o’zgaruvchilarni almashtiryoki bo’laklab
integrallash natijasida hisoblanishi mumkin.

2) Bo'laklab integrallash usuli. u(x) va v(x) funksiyalarning har bir{a, &)

da berilgan bo’lib, shu oraligda uzluksi#(x) va v'(x) hosilalarga ega bo’lsins
nugta esav(x)[u'(x) hamdau(x)[v'(x) funksiyalarning maxsus nugtalari.

Agar Tv(x)du(x) integral yaginlashuvchi hamda ushbu

lim u(t)v(t)

t-6-0

limit mavjud va chekli bo'lsa, u holdfu(x)dv(x) integral yaginlashuvchi bolib,

u(x)dv(x) = u(x)v(x)

D — R

‘- j;v(x)du(x) (15.15)
bo’ladi, bunda

u(s)v(s) = lim u(t)v(t)

t-6-0

15.9-misol.Ushbu

J(l; (x+1)dx

J(x-1)

integralni qaraylik. Agau(x)=x+1, dv(x)= !

J(x-1)

u(x) (x); = (x+1)3(x - 1)a

dx deb olsak, unda

jv x)du(x j3x lsdx—z(x—l): =—%

bo’lib, (15.15) formulaga ko’ ra

1 1

[v{eul) = | U 5 -
0

0

bo’ladi. Demak,
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3-eslatma. Yugoridagi (15.15) formulani keltirib chiqarishd;v(x)du(x)
integralning yaginlashuvchiligi hamdaim [u(t)[v(t)] limitning mavjuad va chekli
bo'lishi talab etiladi o

Agar j x)dv(x), jv x)du(x) integrallarning yaginlashuvchiligi hamda
tIﬁig}o[u() ()] limitning maVJud va chekli bo’lishi kabi uchta falan istalgan

ikkitasi o’rinli bo’lsa, unda ularning uchinchisiamda (15.15) formula o'’rinli
bo’ladi.

3) O'zgaruvchilarni almashtirish usuli f(x) funksiya[a, ¢) da berilgang
esa shu funksiyaning maxsus nugqtasi bo’lsin. Qugiida

f f (x)dx

xosmas integralni garaylik. Bu integralde= ¢(z) deylik, bundag(z) funksiya
[a, B) oraligdag’(z)>0 hosilaga ega va u uzluksiz hamdér)=a, ¢(8)=

p
(B)= lim ¢(z)). Agar [ f(#(z))[#'(z)dz integral yaginlashuvchi bo'lsa, u holda
f f (x)dx integral ham yaginlashuvchi bo'lib,
a

[ £ (x=] 1 (4(2) (2
a
bo’ladi.
4-eslatma.Aytaylik, jf dx integral yaginlashuvchi bo’lsin. Bu integralda

B
x=¢(x) bolib, u yuqoridagi shartlarni bajarsin. U holdpf (¢(z))(¢'(z)dz
a
integral ham yagqinlashuvchi bo’lib,
j f (x)dx= j f (#(2) @' (2)dz

bo’ladi.
15.10-misol.Ushbu
T dx
J=|—FF—
{(1+ X x
integraldax=¢(z)=z2 almashtirish bajaramiz. Ravshanki, bu= z? funksiya
(0, 1] oraligdax'=2z>0 hosilaga ega va u uzluksiz hamgé0)=0, ¢(1)=
Integralni hisoblaymiz:
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J=

= 2arctgz€) = ZEgzg.

} 2dz
o1+ 72
3-8. Muhim misollar

Ushbu paragrafda ikkita xosmas integrallarning geghuvchilikka
tekshiramiz. Bu integrallar kelgusida juda ahaniiydto’lib, ulardan ko'p
masalalarni echishda foydalaniladi.

15.11-misolUshbu

Jy = [x*edx
0
xosmas integral yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.

<Ravshanki,J, cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral. Ayni mita <1

bo’'lganda x =0 nugta integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqgtasigani
sabaliJ, chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali hatadi.

Bu integralni quyidagicha

+00 1 +00
[x* e dx = [ x* e dx+ [x* e dx
0 0 1

yozib olamiz. So’ng tenglikning o’ng tomonidagiagtrallarning har birini alohida-
alohida yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Integraliag birinchisi

1
[ x* e ™dx
0

da integral ostidagi funksiya uchun

1 1 1 1
< 4 <x*'e¥< i (0<x<1)
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Ma’lumki,
} dx
5 Xl—a

integral 1-a<a ya'ni a>0 da yaginlashuvchi bo’ladi. Unda 7-teoremadan
foydalanib

1
[ x* e ™dx
0
ning a>0 da yaginlashuvchi bo’lishini topamiz.
Ravshanki,
. Xa—le—x . Xa+l _
Jim, =g = im S =0
X2
Bu holda
T x* e ¥dx, T d_;(
1 1 X
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xosmas integrallar bir vaqtda yo yaqinlashuvchi iyokoglashuvchi bo’ladi.

Ma’lumki,
T dx
|2
1
yadinlashuvchi. Demak,
[ x*e™dx
1

xosmas integral ixtiyoriya jumladana >0 da yaqinlashuvi bo’ladi.
Shunday qilib, berilgan

+00
j x2 e *dx
0

xosmas integrad > 0 bo’lganda yaqginlashuvchi bo’ladk.
15.12-misol.Ushbu

1
= [x*H1-x)""dx
0
xosmas integral yaqginlashuchilikka tekshirilsin.
<Integral ostidagi funksiya uchun
1) a<l, ¢=1 bo’lgandax =0 maxsus nuqta;
2) a=1, 6 <1 bo’lgandax =1 maxsus nuqta;
3) a<l, s<1bo’lgandax =0, x=1 maxsus nugtalar bo’ladi.
Berilgan xosmas integralni yaginlashuvchilikka taksh uchun
quyidagicha yozib olamiz:

1
1 2 1
[ 1= x)dx =[x 1= x) T dx+ XL - x) T dx.
0 0 1
2
Ravshanki,
lim1-x)""=1, limx**=1
X-0 x-1
U holda
-1(1 _ 6—1 -1(1 _ )61
jim XX g XA
X-0 X X1 (_’]_—X)g
bo’lib, 9-teoremaga ko’ra
2 *
| x*}(1-x)"dx bilan [x*dx,
0 0

hamda

1 1
[ x* 1= x)""dx bilan [(1-x)""dx

% %

uni

xosmas integral lar bir vagtda yaginlashuvchi l;lgoki uzoglashuvchi bo’ladi.

Ma'lumki, a>0 bo’lganda
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%
J' x21dx

0
xosmas integral yaginlashuvchi> 0 bo’lganda

}(1— X)*dx
bt

xosmas integral yaginlashuvchi. Demak,

%

a>0 bo’ Igandaj x*1(1- x)*"*dx integral,

6>0 bo’lgandajxa‘l(l— x)’ " dx integral yaginlashuvchi bo’ladi.

e

Shunday qilib,

1
[ 1-x)""dx
0

xosmas integraa >0, ¢ >0 bo’lganda yaqginlashuvchi.

Mashqglar

15.13.Ushbu

+00 dX
J = 7
_[o X%+ x+1

xosmas integralning yaqinlashuvchiligi ko’rsatilsgiymati topilsin.

15.14.Ushbu

15.15.

[ £ (x)dx
integral uchun yaginlashuvchilik teoremalari kdiin.
Aytaylik, OxO[a+) da f(x)=0, g(x)=0 funksiyalar uchun

lim f( )
== g(x)

1) k<+o va jg dx yaginlashuvchi bo’ Isajf dx ham yaginla-

=k bo’lsin. Agar:

shuvchi;

2) k>0 va jg dx uzoglashuvchi bo’ IsaJ'f dx ham uzoglashuvchi

bo’lishi |sbotlansm.

169



15.16. Yuqoridagi 15.15-masala shartidd<k <+w bo’lganda jf x)dx va

J'g(x)dx xosmas integrallar bir vaqtda yoki yaginlashuvcyoki

uzoglashuvchi bo’lishi isbotlansin.
15.17. Aytaylik, f(x) funksiya[a, +«) oraligda berilgan bo’lib, uning ixtiyoriy
[a, t] gismida(a <t < +w) integrallanuvchi bo’lsin. Agax — +o da

f(x)~xia (A%0)

Tf (x)dx

xosmas integral @ >1 bo’lganda yaginlashuvchi,a <1 bo’lganda
uzoglashuvchi bo’lishi ko’rsatilsin.
15.18.Ushbu

bo’lsa, u holda

dx

T sinx
1 X7

xosmas integral

a) a >1 bo’lganda absolyut yaqginlashuvchi;

b) 0<a <1 bo’lganda shartli yaginlashuvchi;

V) a <0 bo’lganda uzoglashuvchi bo’lishi isbotlansin.

15.19.Agar f(x) funksiya (- o +oo) oraligda berilgan bo’lib,
fim [1ax )
mavjud bo’lsa, u holdaj'f dx xosmas integralning yaqginlashuvchi ham

— 00

bo’lishi, uzoglashuvchi ham bo’Iishi ko'rsatilsin.

(Odatda (*) limit chekli bo’ Igandaj f dx xosmas integral bosh giymat

ma’nosida yaginlashuvchi deyiliy, 0. j f dx kabi belgilanadi).

16-BOB
Parametrga bog’liq integrallar

Ushbu bobda ko’p o’zgaruvchili funksiyaning bitt&zgaruvchisi bo’yicha
integralini gqaraymiz.
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f(%,%,..,%,) funksiya biror M OR™ to’plamda berilgan bo'lsin. Bu
funksiyaning  bitta x, (k=1,2,..,.m) o'zgaruvchisidan boshga barcha
o’zgaruvchilarini o’zgarmas deb hisoblasak(x ,X, ,...,.x,,) funksiya bitta x,
o'zgaruvchiga bog’lig bo’lgan funksiyaga aylanadining shu o’zgaruvchi
bo’yicha integrali (agar u mavjud bo’lsa), ravshank X, ,...,X._1, Xcs1 -0 Xm
larga bog’liq bo’ladi. Bunday integrallar parametrgbog’lig integrallar

tushunchasiga olib keladi.
Soddalik uchun ikki o’zgaruvchilif (x,y) funksiyaning bitta o’zgaruvchi

bo’yicha integralini o’rganamiz. Bundd (x,y) funksiyaning y o’zgaruvchisi
bo’yicha limiti va unga intilishi xarakteri muhinoko’ynaydi.

1-8. Limit funksiya. Tekis yaginlashish.
Limit funksiyaning uzluksizligi

f(x,y) funksiya M ={(x,y)D R*: a<x<sg, yOEO R} to’plamda berilgan,
Yo €saE [ R to’plamning limit nuqgtasi bo’lsin.

x o’zgaruvchining[a,s] oraligdan olingan har bir tayin giymatida(x,y)
funksiya y ninggina funksiyasiga aylanadi. Agar - y, da bu funksiyaning
limiti mavjud bo’lsa, ravshanki,y limit x o’zgaruvchining [a,e] oraligdan
olingan giymatiga bog’liq bo’ladi:

lim f(xy)=g(xY,)=¢(x).

Y-Yo

Bu ¢(x) funksiya f(x,y) funksiyaning y -y, dagi limit funksiyasi
deyiladi. Bu quyidagini anglatadide >0, Co=4(e,x)>0, |y-y,|<J bolgan
OyOE: [f(xy)-¢(x)<e.

1-ta’rif. M to’plamda berilgan f(x,y) funksiyaning y - y, dagi limit
funksiyasi ¢(x) bo’lsin. Oe>0 olinganda ham shunda§ = d(¢)>0 topilsaki,
|y — Y| < 0 tengsizlikni ganoatlantiruvchily JE va OxO[a,6] uchun

[f(xy)-g(x)<e
bollsa, f(x,y) funksiya limit funksiya ¢(x) ga [a,s] da tekis yaginlashadi
deyiladi.

Aks holda, ya'ni 06>0 olinganda ham shundag,> , Ox,0[a,s] va
|y, — Yo| < J tengsizlikni ganoatlantiruvchy, OE topilsaki, ushbu

()9l 2 5
tengsizlik o’rinli bo’lsa, f (x,y) funksiyag(x) ga notekis yaginlashadi deyiladi.
16.1-misol.M ={(x,y)D R®: 0<x<1, 0<y< 77} to’plamda berilgan ushbu
f(x,y)=xsiny

funksiyaning y, =% nugtada limit funksiyasi topilsin va unga tekiggydashish

ko’rsatilsin.
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<Ravshanki, y - y, :% bo’lganda f(x,y)=xsiny funksiyaning limiti
e (x)=§x.

7x ga teng bo’ladi. Demakg

[Je>0 sonni olaylik. Agard =& desak, u hold%y—z—?j<5 tengsizlikni
ganoatlantirgarily va Ox1[0,1] uchun

T (x,y)-¢(x) = = | siny—sinas y—,—?j<£

tengsizliklar bajariladi. 1-ta’rifga ko’rayﬁ% da berilgan f(x,y)zxsiny

xsiny—gx

siny—g‘z\x\

funksiya limit funksiyag(x) = ? X ga tekis yaginlashadk.

Endi f(xy) funksiyaning limit funksiyaga ega bo’lishi va ungdakis
yaginlashishi haqgidagi teoremani keltiramiz.

f(x,y) funksiya M ={(x,y)DR2: asx<s, yDE} to'plamda berilgan
bo’lib, y, esaE [J R to’plamning limit nuqgtasi bo’lsin.

1-teorema. f (x,y) funksiyay — y, da limit funksiyag(x) ga ega bo’lishi va
unga tekis yaginlashishi uchufle >0 olinganda ham, shunday =4J(g)>0
V=Yo|<O, |Y =VYo|<0 tengsizliklarni ganoatlantiruvchiOy,y'0E hamda
OxO[a, ] uchun

[f(xy)-f(xy)
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli.
«Zarurligi. f(x,y) funksiya y - y, da ¢(x) limit funksiyaga ega bo'lib,

<& (16.1)

unga [a,s] da tekis yaginlashsin. Ta'rifga ko'rd)e >0 olinganda ham% ga
ko'ra shundayd = d(g)>0 topilpdiki, |y—y,|<J tengsizlikni ganoatlantiruvchi
OyOE hamda OxO[a,e] uchun \f(x,y)—¢(x)\<§ bo'ladi. Jumladan

Y = Yo/ <= |f (x,y')- ¢(x)\ <§ bo’ladi. Natijada
[F00y) = F Oy ) <[ f(xy)-a(x) +[f(xy)-g(x) <&

bo’lib, undan (16.1) shartning bajarilishini topami

Etarliligi. Teoremadagi (16.1) shart bajarilsin. U holgao’zgaruvchining
la,¢] oraligda olingan har bir tayin giymatidaf(x,y) funksiya y
o’'zgaruvchininggina funksiyasi bo’lib, J¢>0 olinganda ham, shunday
d=0(¢)>0 topiladiki, |y—y,|<J, |y’ - ys|<J tengsizliklarni ganoatlantiruvchi
Oy,y'OE uchun
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f(xy)-f(xy)<e (16.2)
bo’ladi. Funksiya limitining mavjudligi hagidagi lsbi teoremasiga asosan
(qaralsin, 1-gism, 4-bob, 6-8y — y, da f(x,y) funksiya limitga ega bo’ladi.
Ravshanki, bu limit tayinlangar (xO[a,s]) ga bog’lig. Demak,

lim f(x,y)=g(x).

y-y
Shu bilany - y, da f(x,y) funksiya ¢(x) limit funksiyaga ega bo’lishi
ko'rsatildi.
Endi y o’zgaruvchini\y—yo\<5 tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatda
tayinlab, (16.2) tengsizlikdg' - y, da limitga o’tsak, u holda
f(xy)-¢x)se
hosil bo’ladi. Bu esay — y, da f(x,y) funksiyaningg(x) limit funksiyagala, ]
da tekis yaginlashishini bildiradt.
Endi limit funksiyaning uzluksizligi haqgidagi teormani keltiraylik. Bu
teoremadan kelgusida ko’p foydalanamiz.
2-teorema.Agar f(x,y) funksiyay o’zgaruvchiningE to’plamdan olingan

har bir giymatida,x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida[a,e] oraligda uzluksiz
bo'lsa va y -y, da f(xy) funksiya ¢(x) limit funksiyaga [a,s] da tekis
yagqinlashsa, u hold@(x) funksiya[a,s] da uzluksiz bo’ladi.

<y, ga intiladigan{y,} ketma-ketlikni olaylik(y, 0 E, n=1,2,..). Shartga
ko'ra har bir y,, (h=1,2,..) da f(x,y,) funksiya x o’zgaruvchining [a,s]
oraligdagi uzluksiz funksiyasi bo’ladi. DemaKf(x,y,)} funksional ketma-
ketlikning har bir had(a,s] oraliqda uzluksiz.

Teoremaning ikkinchi shartiga ko'rdle >0 olinganda ham, shunday
0 =0(g)>0 topiladiki, OxO[a,s| uchun

y=vyol<d=|f(xy)-8(x)<e (yOE) (16.3)

bo’ladi.

y, — Yo dan yuqorida olingand=45(¢)>0 ga kora shundayn,CN
topiladiki, On>n, uchunly, - y,|<d bo’ladi. U holda, (16.3) ga asosan¢ >0
olinganda ham shunday, 0N topiladiki, On>n, va OxO[a,s] uchun

() 9] <
bo'ladi. Bu esa{f(x,y,)} funksional ketma-ketlik¢(x) ga [a,e] da tekis
yaginlashuvchiligini bildiradi. 14-bob, 3-§ da Kelgan 6-teoremaga asosai{x)
funksiya[a, s] oraligda uzluksizdi®

2-8. Parametrga bog’liq integrallar

f(x,y) funksiya
M ={(xy)OR?: xO[a,¢], yDE O R}
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to’plamda berilgan bo’lib,y o’zgaruvchiningE to’plamdan olingan har bir tayin
giymatida f(x,y) x ozgaruvchining funksiyasi sifatida[a,s] oraliqda
integrallanuvchi, ya'ni

J(i f(x,y)dx

integral mavjud bo’lsin. Ravshanki, bu integralnigigmati olingany ga bog’liq
bo’ladi:

o(y) =]i f(x,y)dx. (16.4)

Odatda (16.4) parametrga bog’liq integral, u o'myahi esa parametr
deyiladi.

Ushbu paragrafda parametrga bogliq (16.4) integngl (P(y)-
funksiyaning) funksional xossalarini o’'rganamiz.

1°. Integral belgisi ostida limitga o'tish.f (x,y) funksiya M ={(x,y)|] R?:
:x0[a,6], yOE O R}to’plamda berilgan bo’lib,y, nugta E to’plamning limit
nugtasi bo’lsin.

3-teorema. f(x,y) funksiya y ning E to’plamdan olingan har bir tayin
giymatidax ning funksiyasi sifatidda,s| oraliqda uzluksiz bo’lsin. Agar (x,y)
funksiya y - y, dag(x) limit funksiyaga ega bo’lsa va unga tekis yagihkss u
holda

8

lim j f(x,y)dx= [ #(x)dx (16.5)

Y-=Yo3 a
bo’ladi.
<«Shartga ko'raf(x,y) funksiya y - y, da ¢(x) limit funksiyaga ega va
unga tekis yaqinlashadi. Demakle >0 olinganda ham, shundazj=5(£)>0
topiladiki, |y - yo| < & ni ganoatlantiruvehiDy JE va [OxO[a, 6] uchun
1 (xy) -9 <
6—a
bo’ladi.
Ikkinchi tomondan, 2-teoremaga asosap(x) funksiya [a,s] oraliqda

uzluksiz bo’ladi. Demak, bu funksiyaning integrfi(x)dx mavjud.
a

Natijada
[ f (x,y)dx—j¢(x)d>{ < [|f(xy)-@(x)dx< - fajdx= £
bo’lib, undan

8

lim j f (x,y)dx= [ ¢(x)dx

Y~YOa a

ekanligi kelib chigadi»
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(16.5) munosabatni quyidagicha
lim ]if(x,y)dx=T( lim f(x,y)jdx
Y=Yo35 Y-Yo

a

ham yozish mumkin. Bu esa integral belgisi ostigaita o’'tish mumkinligini
ko'rsatadi.
2°. Integralning parametr bo'yicha uzluksizligi.
4-teoremaAgar f(x,y) funksiya
M ={(xy)OR?: xO[a,6], yO[c,d]}
to’plamda uzluksiz bo’lsa, u holda

=f f(x,y)dx

a
funksiya[c,d] oraliqda uzluksiz bo’ladi.

«xtiyoriy y,0[c,d] nugtani olaylik. Shartga ko'raf (x,y) funksiya M
to’plamda (to’g’ri to’rtburchakda) uzluksiz. Kantéeoremasiga ko’ra bu funksiya
M to’plamda tekis uzluksiz bo’ladi. Undale >0 olinganda ham, shunday
d=0(g)>0 topiladiki,

P(xV{xYo)) =]y - | <3
tengsizlikni ganoatlantiruvcHil(x,y)OM , O(x,y,)OM uchun
[f(xy)-f(xyo)<e
bo’ladi. Bu esa f(x,y) funksiya y -y, da f(x,y,) limit funksiyaga tekis
yaginlashishini bildiradi. U holda 3-teoremaga asos
lim ®(y)= I|m jf X,y)dx = j( lim f(x,y))dx=jf(x,yo)dx=CD(yo)
- Yo a

Y-Yo - Yo 3 a
(Oyo Blc.d])

bo’ladi. Demak,®(y) funksiya y, nugtada uzluksi:

3°. Integralni parametr bo’yicha differensiallashEndi parametrga bog’liq
integralni parametr bo'yicha differensiallashni @aniz.

5-teorema f(x,y) funksiya

M ={(xy)OR?: xO[a,6], yO[c,d]}

to’plamda berilgan vay o’zgaruvchining[c,d] oraligdan olingan har bir tayin
giymatida x o’zgaruvchining funksiyasi sifatid{aa,e] oraligda uzluksiz bo’lsin.
Agar f(xy) funksiya M to’plamda f/(x,y) xususiy hosilaga ega bo'lib, u
uzluksiz bo’lsa, u holdab(y) funksiya hamc,d] oraligda®'(y) hosilaga ega va
ushbu

y)=[fy(xy)d
a
munosabat o’rinlidir.

<«Shartga ko'ra f(x,y) funksiya x o’zgaruvchisi boyicha[a,s| oraliqda
uzluksiz. Binobarin,
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=[f(x
integral mavjud.
Endi Oy, 0[c,d] nugtani olib, unga shunday(Ay >0) orttirma beraylikki,
Y, + Ay O[c,d] bo'lsin. ®(y) funksiyaningy, nugtadagi orttirmasini topib, ushbu
lyo +8Y)=lyo) _ f (Yo *AY)= F(X.Yo)y,
Ay a Ay
tenglikni hosil gilamiz. Lagranj teoremasi (1-giséabob, 6-8) ga ko'ra
f X, +A - f X, [
( Yo Ay)z ( yo) - fy(X’yO +9Ay)

bo’ladi, bunda0< 8<1.
Natijada

CD(y +Ay
Ay

]i £, (%Yo + Ay)dx ]i f;(X’YO)dX"'
a a

8

+ 185 (xy0 + @y) = £ (x.y,)Joix
a
bo’lib, undan esa

0o+ ay)-@ly)_fy( Xyod%

Ay (%Yo +A0y) = f,(x.Y,)dxs<

a (16.7)
Sfa(fy',ﬂy)dx%(fy',ﬂy)iﬂe—a)

bo’lishini topamiz, bunda:c(f;,Ay)— f;(x,y) funksiyaning uzluksizlik moduli.
Modomiki, fy’(x,y) funksiya M to’plamda uzluksiz ekan, unda Kantor

teoremasiga ko'ra bu funksiya shu to’plamda tekztuksiz bo’ladi. U holda
mazkur kursning 12-bob, 4-8ida keltirilgan teoremagosan

Al)llmoa(f Ay)=0
bo’ladi.
(16.7) munosabatdan
_d(y, +Ay)- 8,
e R K S0

bo’lishi kelib chigadi. Demak,
= [ £,(xyo)dx.

a
Qaralayotgan y, nuqta [c,d] oraligning ixtiyoriy nugqtasi bo’lganligini
e'tiborga olsak, unda keyingi tenglik teoremanisigatlanganligini ko'rsatad»
(16.6) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:
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diyz f(x,y)dx= z(diy i (x,y)jdx

Bu esa differensiallash amalini integral belgidiides o’'tkazish mumkinligini
ko'rsatadi.
Isbot etilgan bu 5-teorema Leybnits goidasi deladta

4°. Integralni parametr bo’yicha integrallash.f (x,y) funksiyaMz{(x,y)DRz:
:x0[a, 6], yO[c,d]} to’plamda berilgan va shu to’plamda uzluksiz biallsU
holda 4-teoremaga ko'ra

=]i f(x,y)dx

funksiya [c,d] oraliqda uzluksiz bo’ladi. Binobarin bu funksiyagi|[c,d] oralig
bo’yicha integrali mavjud.

Demak, f(x,y) funksiya M to’plamda uzluksiz bo’lsa, u holda parametrga
bog’liq integralni parametr bo’yichb:,d] oraligda integrallash mumkin:

d d/ s
[o(y)dy= j[j f (x,y)dxjdy.
C c\a

Bu tenglikning o’ng tomonidaf(x,y) funksiyani avval x o’zgaruvchi
bo’yicha [a,e] oraligda integrallab (bunday ni o’zgarmas hisoblab), so’'ng
natijani [c,d] oraligda integrallanadi.

Ba’'zan f(x,y) funksiya M to’plamda uzluksiz bo’lgan holda bu funksiyani
avval y o’zgaruvchisi bo’yicha{c,d] oraligda integrallab (bunda ni o’zgarmas
hisoblab), so’ng hosil bo’lganx o’zgaruvchining funksiyasini[a,e] oraligda
integrallash qulay bo’ladi. Natijada ushbu

]1 U f (X,y)dXde, IU' f (X,y)dy]dx

integrallar hosil bo’ladi. Bu integrallar bir-bidg teng bo’ladimi degan savol
tug’iladi. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi

6-teorema.Agar f(x,y) funksiya M ={(xy)OR: xO[a,6], yO[c.d]} to'p-
lamda uzluksiz bo’lsa, u holda

I(If Xdede j@f xydyjdx

c\a
bo’ladi.
<« Ot O[c,d] nugtani olib, quyidagi

I[If xdede w(t) I[If Xydy)dx

c\a a\c

integrallarni qaraylik. Bug(t), ¢(t) funksiyalarning hosilalarini hisoblaymiz.
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®(y)=[ f(xy)dx funksiyac,d] oraligda uzluksiz bo’lgani sababli 1-gism,

9-bob, 6-8 da keltirilgan 9-teoremaga asosan

= Ucb(y)dy) =o(t)= j f (x,t)dx (16.8)

bo’ladi.
f(x,y) funksiya M to’plamda uzluksiz. Yana usha 1-gism, 9-bob, 6agid
teoremaga ko'ra

U f (X,Y)d)’j’ = f(xt) (x o’zgarmas)

t
bo'ladi. Demak, [ f (x,y)dy funksiyaningM ={(xt)OR®: xO[a,q], tO[c,d]} top-

lamdagit bo’yicha xususiy hosilasf (x,t) ga teng va demak, uzluksiz. U holda 5-
teoremaga muvofiq

v Mjf xydyjdx}' —j(jf xydyjdx Ti(xdx  (16.9

a\c t a\c t
bo’ladi.
(16.8) va (16.9) munosabatlardan

#() =0 (t)=]  (xtat

bo’lishi kelib chigdi. Demalk,
o(t)=w(t)+C, (C=cons).

Ayni paytdat=c bo’lgandag(c)=¢(c)=0 bo’lib, undanC =0 bo’lishini
topamiz. Demakg(t)=¢(t) bo'ladi. Xususant=d bo’lgandag(d)=w(d)=0
bo’lib, u teoremani isbotlayow.

16.2-misol. Parametrga bog’liq integralni parametr bo’yich&egrallashdan
foydalanib, ushbu

1

A=

0

X i (0<a<s)

integral hisoblansin.
<Ravshanki,x > 0)

bo’ladi. Demak,
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Integral ostidagif (x,y)=x’ funksiya M ={(x,y)OR?: x0[0,1], yO[a,s]}
to’plamda uzluksizdir. U holda 6-teoremaga ko'ra

Aj[jdjdy

bo’ladi. Ravshanki,
1

jxydx Jo

Unda A= j dy _ =In¢ +1 bo’ladi. Demak,
ytl a+l

Ixf—x* g+l
| x=1In .
o Inx a+l
5°. Chegaralari ham parametrga bog’liq integrallar f(x,y) funksiya
M ={(x,y)OR?: xO[a,6¢], yO[c,d]} to'plamda berilgan. y o'zgaruvchining
[c,d] oraligdan olingan har bir tayin giymatidaf(x,y) funksiya x
0’zgaruvchining funksiyasi sifatidEa, 6] oraligda integrallanuvchi bo’lsin.
x=a(y), x=(y) funksiyalarning har bir[c,d] da berilgan valyO|[c,d]
uchun ushbu

<a(y)<Bly)<s (16.9)
tengsizlikni ganoatlantirsin.
Ravshanki, ushbu
Aly)
[ £(x.y)dx
a(y)
integral mavjud,y o’zgaruvchi (parametr)ga bog’liqdir:
Aly)
= | f(xy)dx (16.10)
a(y)

7-teorema. f (x,y) funksiya M ={(x,y)OR?: xO[a,6], yO[c.d]} to'plamda
uzluksiz, a(y) va B(y) funksiyalarning har biric,d] da uzluksiz va ular (16.9)

shartni ganoatlantirsin. U holda
Bly

)
j f(x
a(y)
funksiya hamc,d] oraligda uzluksiz bo’ladi.

<« Oy, O[c,d] nugtani olib, unga shundagy (Ay=0) orttirma beraylikki,

Y, + Ay O[c,d] bo'lsin. U holda
Blyo+2y) B(vo)

Flyo +Ay)-F(yo)= [ f(xyo+ay)dx— [ f(xyo)dx=

a(yp+4y) a(yo)
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A(¥o) Blyo +2y) a(yo+dy)
= [[f(yo+ay) = f(xYo)ldx+ [ f(xyo +ay)dx— [ f(xy,+Ay)dx (16.11)
a(yo) B(Yo) a(yo)
bo’ladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi qo’shiluvitdrni baholaymiz.
f(x,y) funksiya M to’plamda uzluksiz, demak, Kantor teoremasiga a&as0s
tekis uzluksiz bo’ladi. U holdady — 0 da f(x,y,+Ay) funksiya 0’z limit
funksiyasi f(x,y,) ga tekis yaginlashadi (qaralsifi6s-5-bet 2 -bet) va 16.3-

teoremaga ko'ra

Bly B(yo)

o)
Jim [ (xy +8y) - f(xyo)lix= [ lim[f(x,yo+ay)=f(xy,)ldx=0 (16.12)
Y= aly,) alyo)™ ~°
bo’ladi.
(16.11) munosabatdagi
Blyo+ay) a(yo+ay)
[ f(xyo +ay)x, [ f(xy,+Ay)x
B(yo) a(yo)
integrallar uchun quyidagi bahoga egamiz:
B(yo+dy)
(I 1;(x,yo +Ay)d% < Mo|B(Yo +2y) - B(yo) . (16.13)
BlYo
a(yo+ay)
(J. f)(X’YO +AY)d = Mo‘a(YO +AY)_a(yo)"
a\Yo

bundaM, = sud f (x,y), (x,y)OM}.
Shartga ko'raa(y), A(y) funksiyalarning har bir[c,d] da uzluksiz. Demak,
lima(y, +2y)-aly,)] =0,

lim [B(y, +ay) = Blyo)] =0.
Yuqoridagi (16.12), (16.13) va (16.14) munosabatlaftiborga olib, (16.11)
tenglikdaAy - 0 da limitga o’tsak, unda
Jim [F(yo +4y) = F(yo)] =0
bo'lishi kelib chigadi. DemakF (y) funksiya Oy, O[c,d] da uzluksiz»
8-teorema. f (x,y) funksiya M ={(x,y)0R?: xO[a,6], yO[c.d]} to'plamda
uzluksiz, f,(x,y) xususiy hosilaga ega va u uzluksizy), B(y) funksiyalar esa

a'(y), B'(y) hosilalarga ega hamda ular (16.9) shartni qanutisén. U holda
Aly)
F(y)= [ f(xy)dx
a(y)
funksiya[c,d] oraliqdaF'(y) hosilaga ega va

Fy)="T 1oy B (B(3)y)- @) (a(y)y)

a(y)

(16.14)

bo’ladi.
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<y, O[c,d] nugtani olib, unga shundagy (Ay<0) orttirma beraylikki,

Y, + Oy O[c,d] bo'lsin.
(16.11) munosabatdan foydalanib quyidagini topamiz:
F(yo +Ay)-F(y) f(jy‘)) f (XY *+Ay) = f(x.Yo)

A A dx+

y a(yo) Yy

+— [ T(xYyo+hy)dx——= | f(xy, +Ay)dx.
A p(y,) AY 4y

Ay - 0 da
f (%Yo +4y) - f(x,Y0)
Ay
funksiya o'z limit funksiyasi f;(x,y,) ga [a,6] oraligda tekis yaqinlashadi
(qaralsin,16-85-bet). Unda

B(Yo )f(xy+Ay) f(Xy) B(yo)
AI)l/mO j 0 Ay 0 dxza(jy()];y(x,yo)dx (16.16)

bo’ladi.
Endi
Blyo+2y) a(yo+ay)
[ f(xyo+ay)dx, [ f(xyo+Ay)dx
B(yo) a(yo)
integrallarga o’rta giymat haqgidagi teoremani gll(garalsin, 1-gism, 9-bob, 5-
8), ushbu

B(yo+4y)

(j f)(x,yo +Ay)dx= £ (X,yo + 2y) dB(yo + 2y) - B(Yo)],
BYo
(yo+Ay)

(Ji; X,Yo +By)dx= f(X".y, +ay) a(y, + &y) - a(y,)]
a\Yo
tengliklarni hosil gilamiz, bunda’ nugta S(y, ), B(y, + Ay) nugtalar orasidax”

esaa(y,),a(y, +Ay) nugtalar orasida joylashgan.
f(x,y) funksiyaning M to’plamda uzluksizligini, a(y) av A(y)
funksiyalarning eséc,d| oraligda hosilaga ega bo’lishini e’'tiborga olsakyolda

e (Yo *+2y) - B(Yo)
fim = [ £ (xy, +Ay)dx= lim | £(X,y, +Ay) P o) |=
Am Ay ﬂ(f) X,Yo +Ay)dx = Im{ (X.yo +2y) Ay } (16.17)

= 1 (B(Y0).Yo) B (Yo)
lim — (yoﬁy)x Yo +Ay)dx = I|m {f’(% Vo +AY) EQ(Yo +AY)‘C’(Yo)} _

V0B afy) Ay
= f(a(YO)’YO) (YO)-
ekanligi kelib chigadi.
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Yuqoridagi (16.15) munosabatday — O da limitga o’tib, (16.16) va (16.17)
tengliklarni e’tiborga olib ushbuni topamiz:

jm FO0 B =F OB a1 ((y,)90) 7 (50) -

Ay -0 Ay

a(yo)
B f(a(YO)’YO)m'(YO)-
Demak, o)
F'(YO)z J. f;(X,YO)dX"' f(ﬁ(Yo)’YO)w'(YO)_ f(a(YO)vYO)m’(YO)-

a(yo)
Modomiki, y, nugta[c,d] oraliqdagi ixtiyoriy nugta ekan, u holday 0[c,d]

uchun
By

ij wy)ixs £ (B(3)y) B W) - fa(y)y) @ ()

aly
bo’lishi ravshandir»

3-8. Parametrga bog’'lig xosmas integrallar. Intedtarning tekis
yaginlashishi
1°. Parametrga bog'lig xosmas integral tushunchasif(x,y) funksiya

M ={(x,y)D R?: xOfa,+ ), yOEO R} to’plamda berilgan. So'ng/ o’'zgaruv-
chining E to’plamdan olingan har bir tayin qiymatidfa(x,y) X 0'zgaruvchining
funksiyasi sifatidgda, + «) oraliq bo’yicha integrallanuvchi, ya’ni

[f(xy)dx (yOEOR)
xosmas integral mavjud va chekli bo’lsin. Bu intgy ning giymatiga bog’liqdir:
= [ f(xy)dx. (16.18)

(16.18) integral parametrga bog’liq cheksiz orddmjyicha xosmas integral
deb ataladi.

f(x,y) funksiya M, ={(x,y)D R?: xO[a,6), yOEO R} to’plamda berilgan.
So’ng y o'zgaruvchiningE to’plamdan olingan har bir tayin giymatidg(x,y) ni
X 0’zgaruvchining funksiyasi sifatida garalgandangnuchunx =6 maxsus nuqta
bo’lsin va bu funksiyda, ¢) oraligda integrallanuvchi, ya'ni,

[f(xy)dx (yDEOR)
a
xosmas integral mavjud bo’lsin. Ravshanki, bu irkégy ning giymatiga bog’lig:
= [ f(x,y)dx. (16.19)

(16.19) integral parametrga bog’liq, chegaralanmafyasksiyaning xosmas
integrali deb ataladi.
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Masalan, 15-bobning 1-8 ida garalgan
Ia)= [ % (a>0, a>0)

X
integral, shu bobning 5-8 ida garalgan
'[ dx J- dx (0’ S 0)

a(X_a)a , a(e_x)a
integrallar, 15-bobning 9-8 da garalgan
I'(a)= [x*"edx
0

integrallar parametrga bog’liq xosmas integrallardi
Bu erda ham asosiy masalalardan birif {x,y) funksiyaning funksional

xossalariga ko'ra, (16.18), (16.19) parametrlatga’liq xosmas integrallarning
funksional xossalarini o’rganishdir.

Parametrlarga bog’lig xosmas integrallarni o’rghde integralning tekis
yaginlashishi tushunchasi muhim rol o’ynaydi.

2°. Integralning tekis yaginlashishi. f(x,y) funksiya M ={(x,y)|] R?:
:x0[a,+ ), yJEDOR} to’plamda berilgan.y o’zgaruvchining E to’plamdan
olingan har bir tayin qiymatidaf(x,y) X 0’zgaruvchining funksiyasi sifatida
[a,+ ) da integrallanuvchi bo’lsin.

Cheksiz oralig bo’yicha xosmas integral ta'rifiga’ta ixtiyoriy [a,t] da
(a<t < +o)

t
F(t.y)=] f(xy)dx (16.20)
integral mavjud va
J(y)= jf(x,y)dx=tlim F(t,y). (16.21)

a
Shunday qilib, (16.20) va (16.21) integrallar bikamiglanganF(t,y) va J(y)
funksiyalarga ega bo’lamiz vd(y) funksiya F(t,y) funksiyaningt — +co dagi

limit funksiyasi bo’ladi.
5-ta’rif. Agar t — +o da F(t,y) funksiya o'z limit funksiyasiJ(y) ga E

to’plamda tekis yaqginlashsa,
I(y)= [ f(xy)dx

integral E to’plamda tekis yaginlashuvchi deb ataladi.
6-ta’rif. Agart — +o da F(t,y) funksiya 0’z limit funksiyaJ(y) ga E da

notekis yaqginlashsa,
I(y)= [ f(xy)dx
a
integral E to’plamda notekis yaqginlashuvchi deb ataladi.
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Ravshanki, [ f(x,y)dx integral E to’plamda tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u

shu to’plamda yaqinlashuvchi bo’ladi.
Shunday qilib,

[ £(xy)dx
integralningE to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’lishi quyidaganglatadi:
1) jf(x,y)dx xosmas integraly o’zgaruvchiningE to’plamdan olingan har

bir tayin giymatida yaginlashuvchi;
2) Oe >0 olinganda ham, shunday= d(£)> 0 topiladiki, Ot > ¢ va Oy OE
uchun

T (x,y)d{ e

t

bo’ladi.

jf(x,y)dx integral E to’plamda yaginlashuvchi, ammo u shu to’plamda
a
notekis yaqginlashuvchi degani quyidagini anglatadi:

1) jf(x,y)dx xosmas integraly o’zgaruvchiningE to’plamdan olingan har
bir tayin giymatida yaginlashuvchi;

2) Jo>0 olinganda ham, shundag, >0, y,UE va t, >J tengsizlikni
ganoatlantiruvcht, O[a, + ) topiladiki,

Tf (x,yo)d%zeo

ty

bo’ladi.
16.3-misol.Ushbu

J(y)= +j')oye"‘ydx (yOE=(0,+))

integralni tekis yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
<4 Bu holda

t
F(ty)=[ye ¥dx=1-e" (0<t<+ow)
0

bo’lib, y o’zgaruvchiningE = (0,+oo) to’plamdan olingan har bir tayin giymatida
lim F(t,y)= lim (1—e"y)=1
t - +o0 t - +oo

bo’ladi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlagtmi va
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I(y)= foye'xydxz 1
0

bo’ladi.
Endi berilgan integralni tekis yaginlashuvchiliklekshiramiz.
yOE =(0,+») bo'lsin. Ixtiyoriy katta musbatd sonni olaylik. Agar

gzé, t> 0 tengsizlikni ganoatlantiradigan ixtiyoriy, va y, :ti deb olsak, u

0

holda

3

+00

_ e e 1
J e Xy°d>+e o =gl>log,
to

bo’ladi. Bu esa
3(y)= [ yex
0

integral E = (0,+ ) da notekis yaginlashuvchi ekanini bildiradi.
Endi yOE =[c,+»)0E bo'lsin, bundac- ixtiyoriy musbat son. Unda

Oe>0 olinganda ham(0<&<1) 5=%In% deyilsa, Ot>¢ va OyO|[c,+ )

uchun

1,1
c=In=

+00 _
jye‘xyd% —eWV=e ¢ c=¢
t

bo’ladi. Demak,
3(y)= [ yex
0

integral E' =[c, + ) da(c>0) tekis yaginlashuvche
Biz ko'rdikki, parametrga bog’liq xosmas integral

I(y)= jw f (x,y)dx (16.18)

ning E to’plamda tekis yaginlashuvchi bo'lisht,  +0 da F(t,y) funksiyani
limit funksiya J(y) ga(yOE) tekis yaqinlashishidan iborat.

Ushbu bobning 1-§ iday - y, da f(x,y) funksiya limit funksiyag(x) ga
tekis yaqginlashishining zaruriy va etarli shariiimdalovchi 1-teoremani keltirdik.

Bu teoremadan foydalanib, (16.18) integralning gefaginlashuvchi bo’lishining
zaruriy va etarli sharti keltiriladi.

f(xy) funksiya M ={(x,y)OR?: xO[a,+«), yDEOR} to'plamda beril-
gan. y o’zgaruvchiningE to’plamdan olingan har bir tayin qiymatidb(x,y) X
0’zgaruvchining funksiyasi sifatidEia,+ oo) da integrallanuvchi, ya’'ni

J(y)= Tf (x,y)dx (16.18)
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xosmas integral mavjud bo’lsin.
7-ta’'rif. Agar e >0 olinganda hamy ga bog'lig bo’'lmagan shunday
0 =0(g)>0 topilsaki,t' >4, t" > ni qanoatlantiruvchilt' t” va Oy JE uchun

?nyh%<£

tengsizlik bajarilsa, (16.18) xosmas integialto’plamda fundamental integral deb
ataladi.

10-teorema. (Koshi teoremasi)ishbu J(y) [ f (x,y)dx integralningE to’p-

lamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishi uchun uning to’plamda fundamental
bo’lishi zarur va etarli.

Quyida biz integralning tekis yaginlashuvchiligia'minlaydigan, ko’pincha
go’llaniladigan alomatlarni keltiramiz.

Veyershtrass alomatif (x,y) funksiyaM ={(xy)OR :x0[a,+),yOEOR
to’plamda berilgan,y o’zgaruvchining E to’plamdan olingan har bir tayin
giymatida f(x,y) funksiya x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida{ta,+00) da
integrallanuvchi bo’lsin. Agar shundag(x) funksiya (OxO[a, + »)) topilsaki,

1) OxO[a, + ) va Oy OE uchun|f (x,y) < ¢(x) bo'lsa;

2) [#(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo'lsa, u holda

a

3(y)= [ (xy)ax
integral E to’plamda tekis yaqinlashuavchi bo’ladi.
«Shartga ko'ra +f})(x)dx yaginlashuvchi. Unda 15-bobning 2-§ ida
keltirilgan 4-teoremag; asosai)e >0 olinganda ham, shunday =d(¢)>0

topiladiki, Ot' >4, t">J bo’lganda

-
j¢(x)d>{<£ bo’ladi. Ikkinchi tomondan,
?

1) shartdan foydalanib quyidagini topamiz:

tjj f (x,y)d% < tﬂ f(x,y)dx< tfty)(x)dx. ((t' <t"))

Demak,
t"

jfuyw{<g

t
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Bu esa [ f(x,y)dx xosmas integralningE to’plamda fundamental ekanini

a

bildiradi. Yugoridagi 10-teoremaga asosri (x,y)dx integral E to’plamda tekis

yaginlashuvchi bo’ladi.
16.4-misol.Ushbu

+o00

COSX
J' s Xzydx (YOE = (- 0 ,+00))
0

integralni tekis yaqinlashuvligi ko'rsatilsin.
<Agar ¢(x) funksiya sifatidag(x) = o

X

1) Ox0[0,+ ) va Oy d(- e, + ) uchun

_[eosxy|_ 1 _ N
‘f(X,y)‘ ‘1+X2‘S1+X2 ¢(X)’

olinsa, u holda

2

+00

2) [#(x)dx= [ 13))((2 integral yaginlashuvchi (garalsin, 15-bob, 1-8)dut.
0 0

Demak, Veyershtrass alomatiga ko'ra berilgan irbedf = (- ,+») da tekis

yaginlashuvchi bo’lad®

Integralning tekis yaginlashuvchiligini aniglashgial keladigan alomatlardan
-Abel va Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

Abel alomati. f(x,y) va g(x.y) funksiyalar M ={(x,y)0R? : x0[a, + ),
JYUE O R} to’plamda berilgany o’zgaruvchiningE to’plamdan olingan har bir
tayin giymatidag(x,y) funksiya x ning funksiyasi sifatida [a,+oo) da monoton
funksiya bo’lsin.

Agar

Tf (x,y)dx

integral E to’plamda tekis yaginlashuvchi val(x,y)OM uchun [g(x,y)<C
(C =cons) bo'lsa, u holda

Iw f(x,y)g(xy)dx

integral E to’plamda tekis yaqginlashuvchi bo’ladi.
16.5-misol.Ushbu

+00

j SInXe—xde (yD E= [O, + OO))
v X
integralni tekis yaqinlashuvchiligi ko’rsatilsin.

< Agar
f(x,y)=L:X, a(xy)=e™
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+o0o

deb olinsa, Abel alomati shartlari bajariladi. Hgafdan ham, [ f(x,y)dx tekis

yaginlashuvchi:
sinx
fx dx —d =—
I V) I .

(15-bob, 2-§ va 15-bab, 8—§};(x,y)— Y esay ning E =[a,+») dan olingan
har bir tayin giymatida x ning kamayuvchi funksiyasi valx[[0,+ ),
OyOE[=0,+0) uchun |[g(x,y)<1 bo'ladi. Demak, berilgan integral Abel
alomatiga ko’raE =[0,+ ) da tekis yaginlashuvch.

Dirixle alomati. f(x,y) va g(x,y) funksiyalarM to’plamda berilgan. Agar
[t >a hamdally JE uchun

if(KYM%SC (c=cons)

bo’lsa vay o’zgaruvchiningE dan olingan har bir tayin giymatida, - +o da
g(x,y) funksiya 0’z limit funksiyasig(y) = 0 ga tekis yaginlashsa, u holda

Iw f(xy)g(xy)dx

integral E da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
16.6-misol.Ushbu

[S%ax  (yDE=[12)
5 X
integralning tekis yaqginlashuvchiligi ko’rsatilsin.

<4 Agar

X | =

f(xy)=sinxy, g(xy)=
deyilsa, unddlt >0, Oy[[1,2] uchun
t
)d% = jsinxyd>*= ‘1— costyl
0 y

bo’ladi. x - +0 da g(x,y):E funksiya E to’plamda nolga tekis yaqginlashadi:
X

1
y)== - 0.
g(x.y) <

Demak, berilgan integral Dirixle alomatiga ko’ra[l, 2] da tekis
yaginlashuvchidin

Chegaralanmagan funksiya xosmas integralning tek{sotekis)
yaginlashuvchiligi tushunchasi ham yuqoridagideakiladi.

f(x,y) funksiya M ={(x,y)OR?: xO[a,s), yOE OR} to'plamda berilgan.
y o'zgaruvchining E dan olingan har bir tayin giymatida (x,y) ni x
o’'zgaruvchining funksiyasi sifatida garalganda gninchun x =¢ maxsus nuqta
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bo'lsin va bu funksiya[a,s) da integrallanuvchi bo’lsin. Chegaralanmagan
funksiya xosmas integrali ta’rifiga ko’ra ixtiyorija, t] da(a<t<e)

t
Fi(ty)=] f(xy)dx
integral mavjud va
3,(y)=[ f(xy)dx= lim F(ty) (16.22)

bo’ladi. Demak, J;(y) funksiya F(t,y) funksiyaningt -~ ¢—-0 dagi limiti

funksiyasi.
8-ta’rif. Agart — ¢—0 da F(t,y) funksiya 0’z limit funksiyasiJ, (y) ga E

to’plamda tekis yaqginlashsa,
[ f(x.y)dx

integral E to’plamda tekis yaqginlashuvchi deb ataladi.
o-ta’rif. Agart — ¢—0 da Fy(t,y) funksiya 0’z limit funksiyasiJ,(y) ga E

to’plamda notekis yaginlashsa,
[ £(x.y)dx
a

integral E to’plamda notekis yaqginlashuvchi deb ataladi.
Bu ta'riflarni “£ - " orqali bayon etishni o’quvchiga havola etamiz.
10-ta’rif. Agar Oe>0 olinganda ham, shunday =4J(¢)>0 topilsaki,
6—0<t'<e,6-0<t"<e bo'lganOt',t" lar vallyJE uchun

‘tjf(x,y)d%g

tengsizlik bajarilsa, (16.22) integréd to’plamda fundamental integral deb ataladi.

11-teorema.j f (x,y)dx integralningE to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’li-

shi uchun uninge to’plamda fundamental bo’lishi zarur va etarli.

4-8. Tekis yaqginlashuvchi parametrga
bog’lig xosmas integrallarning xossalari

1° Integral belgisi ostida limit o'tish. f(x,y) funksiya M ={(x,y)D R?:
:x[a,+), yDEOR} to’plamda berilgany, nugtaE to’plamning limit nugtasi
bo’lsin.

12-teorema.f (x,y) funksiya

1) y o’zgaruvchiningE dan olingan har bir tayin giymatida o’zgaruvchi-
ning funksiyasi sifatidga, + ) da uzluksiz;

2) y -y, da ixtiyoriy [a,t] (a<t<+w) oraligdag(x) limit funksiyaga tekis
yaginlashuvchi bo’lsin.

189



Agarda
=+fof(x,y)dx
integral E to’plamda tekis yaqinlasahuvchi bo’lsin, u holda- y, da J(y)
funksiya limitga ega va
lim J(y)= lim jf X,y)dx = j¢

Y-Yo Y-Yo 3
bo’ladi.
<4Teoremaning 1) va 2) shartlari hamda ushbu bobak§yidagi 2-teore-
madang(x) limit funksiyaning[a,+ ) da uzluksiz bo’lishi kelib chigadi. Demak,

#(x) funksiya har bir cheklja,t] (a <t <+w) oraliqda integrallanuvchi.
#(x) ni [a,+ ) da integrallanuvchi ekanligini ko’rsataylik.
Teoremaning shartiga ko'ra

= Tf (x,y)dx

integral E da tekis yaginlashuvchi. Unda 10-teoremaga asasar,0 olinganda
ham, shunday = J(£)>0 topiladiki, t' >J, t">J bo’lgan Ot' t" lar va Oy OE
uchun

tf f(x,y)d% <e (16.23)

bo’ladi. f(x,y) funksiyaga go’yilgan shartlar 2-8 da keltirilgartedrema shart-
larining bajarilishini ta’'minlaydi. (16.23) tenglila y — y, da limitga o’tib quyi-
dagini topamiz:

t"

oot e

) d

a integrallanuvchi bo’lishi kelib chigadi (15-

Bundan esa$(x) ning [a,+ o

bob, 2-8).
Endi

T f (x,y)dx—Tqb(x)d%

a
ayirmani quyidagicha yozib,

- j ¢(x)d{ -

—*f¢(x)d{shf(x,y)—¢<x>\dx+

(x)]ax~ jf y)dx—

Tf (x,y)d% + (16.24)

t

+ Tgb(x)d% (a<t < +co)
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tengsizlikning o’ng tomonidagi har bir go’shiluvanbaholaymiz.
jf(x,y)dx integral E da tekis yaqginlashuvchi. Demak]e >0 olinganda

ham shundayj, = J,(£) > 0 topiladiki, barcha > J, va Oy OE uchun

" £
! f (x,y)d% <3 (16.25)

bo’ladi.
[#(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi. Demak, yugoriddge >0

a
olinganda ham shundag, = J,(¢) >0 topiladiki, barcha > J, uchun

o £
{ ¢(x)d>{ <3 (16.26)

bo’ladi.

Agar d,=maxd,,d,} deb olinsa, barcha>d, uchun (16.25) va (16.26)
tengsizliklar bir yo'la bajariladi. y - y, da f(xy) funksiya ¢(x) limit
funksiyaga har bi{a,t] (jumladant > 9,) da tekis yaqginlashuvchi. Demakis >0
olinganda ham, shundayd'>0 topiladiki, |y,-Y,<d'  tengsizlikni
ganoatlantiruvchiy DE va OxO[a,s] uchun

£
f(xy)- —— 16.27
| (x.y) ¢(X)‘<3(t—a) ( )

bo’ladi. Natijada (16.24), (16.25), (16.26) va @8.tengsizliklarga ko’ra

Tf (x,y)dx—- +jm¢(x)d>{ <¢

bo’ladi. Bu esa

+

lim f f(x,y)dx= jw ¢ (x)dx (16.28)

Y-Yo 3
bo’lishini bildiradi.»
(16.28)limit munosabatni quyidagicha ham yozish rkitnm

+00

lim Tf(x,y)dxz j(ylipy\() f(x,y))dx.

Y-Yo 3 a
Bu esa 12-teoremaning shartlari bajarilganda parg@ebog’lig xosmas
integrallarda ham integral belgisi ostida limitgasth mumkinligini ko’rsatadi.
2°. Integrallarning parametr bo'yicha uzluksizligi. f(x,y) funksiya

M ={(x,y)OR?: xO[a,+w), yO[c, d]} toplamda berilgan.
14-teorema.f (x,y) funksiyaM to’plamda uzluksiz va

I(y)= Im f(xy)dx
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integral [c,d] da tekis yaginlashuvchi bo’lsin. U holda(y) funksiya [c,d]
oraligda uzluksiz bo’ladi.

< f(x,y) funksiyaningM to’plamda uzluksizligidan, avvalo bu funksiya
o’'zgaruvchining har bir tayin giymatida ning uzluksiz funksiyasi bo’lishi kelib
chigadi. Shu bilan birgaf (x,y) funksiya M, ={(x,y)0R?: xO[a, t], yO[c, d}
(a<t < +ow) to’plamda ham uzluksiz, demak, shu to’plamda tekisiksiz bo’ladi.

Oy, O[c,d] nugtani olaylik.y — y, da f(x,y) funksiya f(x,y,) limit funk-
siyaga [a,t] da tekis yaginlashadi (garalsii6-8 5-bet). Agar teoremaning
ikkinchi shartini e’'tiborga olsak, u holdé(x,y) funksiya 12-teoremaning barcha
shartlarini bajarishini ko’'ramiz. U holda 12-teoraga asosan

+00

im J3(y)= lim fo f(xy)dx= | (ylijgo f(x,y))dx;fof (x.¥o)dx=3(y,)

Y-Yo a
bo’ladi. Bu esal(y) funksiyaning[c,d] oraliqda uzluksiz ekanini bildiradk.

3% Integrallarni parametr bo’yicha differensiallash. f(x,y) funksiya
M ={(x,y)OR?: xO[a,+w), yO[c,d]} toplamda berilgan.

16-teorema. f(x,y) funksiya M to'plamda uzluksiz, f,(x,y) xususiy
hosilaga ega va u ham uzluksiz harmja)’zgaruvchining[c,d] dan olingan har
bir tayin giymatida

+o0o

I(y)= [ f(xy)dx

integral yaginlashuvchi bo’lsin.

Agar [ f,(x,y)dx integral[c,d] da tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holddy)
a
funksiya hamc,d] oraligdaJ'(y) hosilaga ega bo’ladi va

7{y)= | f;(xy)dx

munosabat o’rinlidir.

<y, O[c,d] nugtani olib, unga shundagy (Ay=0) orttirma beraylikki,
y, +AyO[c,d] bo'lsin.

J(y) funksiyaningy, nugtadagi orttirmasini olib, ushbu

o+ 8y)=300) T 1Yo+ )= TIxy)y,  (16.2)
Ay a Ay

tenglikni hosil gilamiz. Endi (16.29) tenglikdagntegraldaAy — 0 da integral
belgisi ostida limitga o’tish mumkinligini ko'rsataz.

Lagranj teoremasiga ko’ra

fFIX,Yo +AY)— F(X,Yo) _ ¢
( 0 A3 ( O)_ fy(x’y0+9|]3y) (16.30)

bo’ladi, bunda0< 8<1.
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Shunga ko'raf!(xy) funksiya M, ={(x,y)0R?: xO[a,t], yO[c,d]} to’p-
lamda uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda >0 olinganda ham, shunday
0=0(£)>0 topiladiki, |x"-x|<d, |y"-y|<d tengsizliklarni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy (X,y')OM,, (X',y")OM, nugtalar uchun
fo(X.y")=f,(X.y)
bo'ladi. Agar x'=x" =X, y' =y,, Y =Y, + 64y deyilsa, undady < bo’lganda
fy(xyo +0my)- f(xyo) <& (OxO[at])
bo’ladi. Yuqoridagi (16.30) tenglikdan foydalanibygdagini topamiz:

f (Yo +2y) - f(x¥0) _

Ay
f (%Yo +2y) - f(X.Yo)

Ay
siyaga tekis yaginlashishini bildiradi.

Teoremaning shartiga ko'ra

<&

;/(X’YO) <E.

Bu esaly - 0 da funksiya f,(x,y,) limit funk-

[ ,(x.y)dx

tekis yaginlashuvchi. DemakZJe>0 olinganda ham, shunday =d(g)>0
topiladiki, t' > J, t" > & bo’lgan ixtiyoriy t't" va OyO[c,d] uchun

-
[ f;(x,y)d% <€
!

bo’ladi. Jumladan

-
[f(xyo+ me)d% <€
!

bo’ladi. (16.30) tenglikka asosan

tf F (%Yo +8y) = (XYo)yy < .
¢ By

bo’ladi. Bu esa

+00

7+ &y)= t{xyo)y,
a Ay
integralning tekis yaqginlashuvchiligini bildiradi.
Natijada 12-teoremaga ko'ra
lim j f(x:yo +Ay)_ f(x’yO)dX: I [ lim 1:(X’YO +Ay)_ f(x'yO)jdX
By -0 o Ay Ay -0 Ay
tenglik o’rinli bo’ladi.
Yuqoridagi (16.29) tenglikddy - 0 da limitga o’tamiz:

a
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00Yo +8Y)= F0xo) _ iy 1 (Y0 +8Y)= F(x0%0) g, -
Ay -0 Ay By -0 Ay

— J-OO(AIJ/I‘I]O f(X,yO +AY) f(X;yO)jdxz J-oof),,(xiyO)dX'

= | f(X,¥o)dx. »

Keyingi munosabatdan quyidagicha ham yozish mumkin:
d +00 +00 d
— | f{x,y)dx= | | — f(x,y) |dx.
& Ttcydox= [ 1)

Bu esa teorema shartlarida differensiallash amadtegral belgisi ostida o’tkazish
mumkinligini ko'rsatadi.

4° Integrallarni parametr bo’yicha integrallash. f(X,y) funksiya
M ={(x,y)OR?: xO[a,+w), yO[c.d]} to'plamda berilgan.

18-teoremaAgar f(x,y) funksiyaM to’plamda uzluksiz va

= Tf (x,y)dx

integral [c,d] oraliqda tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holdiy) funksiya[c,d] da

integrallanuvchi va
d

[I(y)dy= T[f f (x,y)dedy= fo [T f (x,y)dyjdx

C

bo’ladi.
«Teoremaning shartlaridad(y) funksiya [c,d] oraligda uzluksiz bo’lishi
kelib chigadi (qaralsin, 4-teorema). Demakj(y) funksiya [c,d] da

integrallanuvchi.
Endi

d/ +o +oo /' d
I[J' f(x,y)dXdez | [jf X,y dyJ
tenglikning o’rinli bo’lishini ko’rsatamiz.

Shartga ko'ra

= Tf (x,y)dx

a
integral [c,d] da tekis yaginlashuvchi. Demak]e >0 olinganda ham shunday
0 =0(g)>0 topiladiki, Ot > § va OyO[c,d] uchun

Tf (x,y)d% <¢ (16.31)

bo’ladi. Mana shunday bo’yicha
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T'_Tf (x,y)dx}dy

a

integralni quyidagicha yozamiz:

(o

6-teoremaga asosan

T U f (X,y)dXde= m f (X,y)dyjdx

c\a

Q) ey —+

f (x,y)dxjdy+z£+j:o f (x,y)dx)dy.

bo’ladi. Natijada
Fatshay=F{F e e | Ty

bo’ladi. Yuqgoridagi (16.31) munosabatni e’'tiborddodopamiz:

d Tf (x,y)d{dy< g(d-c).

EJ(y)dy-i@ f (X,y)dyM <| |

c

Bu esa

(J:'J(Y)dy= t'irﬂ,oi@ f (x,y)dy]dxz jw [T f (x,y)dyjdx

ekanini bildiradi. Demak,

T Uo f (X,y)dXde= jw ﬁ f (x,y)dy]dx. >

Endi f(x,y) funksiya M, ={(x,y)OR?: xO[a,+e), yO[c,+w)} to'plamda
berilgan bo’lsin.
19-teorema.f (x,y) funksiyaM, to’plamda uzluksiz va

+j')of(x,y)dx, +j’mf(x,y)dy

integrallar mos ravishdg, + ) va[a,+®) da tekis yaginlashuvchi bo’lsin.
Agar

| ( [ (x,y)\dedy (yoki | ( [ (X,Y)\dyjdx)
[ a a Cc
integral yaginlashuvchi bo’lsa, u holda

f{ff(x,y)dy}dx, f(ff(x,y)dxjdy
a C Cc a
integrallar yaginlashuvchi va

[ [j f (x,y)dedy= [ (j f(x,y)dyjdx
Cc a a C
bo’ladi.

Bu teoremaning isbotini o’quvchiga havola gilamiz.
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16.7-misol.Ushbu

J= J- SInX

integral hisoblansin.
<4 Bu xosmas integralning yaginlashuchi bo’lishi 193bmg 2-8 ida ko'rsatil-
gan edi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz. Bupnuchun quyidagi

+00

Ja)=3=] g SINX gy

X
0
parametrga bog’lig xosmas integralni garaymiz.
Ravshanki,
f(x,a)ze‘aXSI—)TX (f(0,a)=1)
funksiya

{(x.a)0rR?: xO[0,+w), adfo, d, c>0}
to’plamda uzluksiz,
f/(x,a)=—-e*sinx
xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiyayiagi
[ fa(xa)dx=~ e sinxdx
0 0
integral esaa= a,. (a0 > O) da tekis yaginlashuvchi. 16-teoremaga ko'ra

7 _T _axsinx)d _ T e dx=—_t
(@) £(e — ax {e sinxdx= -~

bo’ladi (garalsin, 1-gism, 8-bob, 2-8). Demak,
J(a)=-arctga+c.

2

a =+ bo’lganda,J(+ ) =0 bo'lib, —g+c=0 ya’'ni c=g bo’ladi.

Demak,
J(a)= g - arctga.
Bu tenglikdaa — 0 da limitga o’tib quyldaglnl topamiz:
I|m J( )
Shunday qjlib,J(0) =g yani
3= I SINX 4, - 77
0 X 2

bo’ladi.»

5-8. Eyler integrallari
1°. Beta funksiya va uning xossalarMa’lumki, ushbu
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}xa'l(l— x)°dx (16.32)

0
chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralD, ¢ >0 ya'ni

M ={(a,6)0R?: a0(0,+w), 60(0,+ )}
to'plamda vyaginlashuvchi (15-bob). Ayni paytda butegral a va s

paraametrlarga ham bog’liq.
11-ta'rif. (16.32) integral beta funksiya yoki | tur Eyletegrali deb ataladi

va B(a,s) kabi belgilanadi, demak,
1
B(a,s)= [ x**(1-x)""dx.
0
Shunday qilib, B(a,s) funksiya R? fazodagi M ={(a,e)D R?:
a(0,+), ¢0(0,+)} to’plamda berilgandir.
Endi B(a,s) funksiyaning xossalarini o’rganaylik.
1) (16.32) integral
1
B(a,6) = [ x* (1~ x)*"dx
0
ixtiyoriy M ={(a,6)IR?: al(a,,+), 60(s,,+ )} (8,>0, 6,>0) to’plamda

tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
<Berilgan integralni tekis yaginlashuvchilikka teksh uchun uni

quyidagicha
1
2 1

x3H1-x) tdx= | X3 1-x) tdx+ [ x27H1-x) "dx
0 1

o—r

2
yozib olamiz.
1

2
Ravshanki,a >0 bo’Igandaj x*'dx integral yaginlashuvchi >0 bo’lganda
0

(1- x)°dx integral yaginlashuvchi.

NP

Parametra ning a=a, (a, >0) giymatlari vals >0, DXD(O,%} uchun

X2 1-x) e xP T 1-x) g 2x® !

bo’ladi. Veyershtrass alomatidan foydalanib,
1

2
[ 1-x)"dx
0

integralning tekis yaqginlashuvchiligini topamiz.
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Shuningdek, parametrs ning s=s, (s,>0) giymatlari va Oa>0,
Dxl]E,l) uchun
X1 -x) e x@(x-1) 0t <201 x)

1
bo'ladi va yana Veyershtrass alomatiga kofre®*(1-x)""dx integralning tekis
1

2

yaginlashuvchiligi kelib chigadi.

1
Demak, [ x**(1-x)""dx integrala> a, > Ova 6 = ¢, > 0 bo’lganda, ya'ni
0
M, ={(a.6)OR?: allay, +), 60[s,,+ )}
to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’lagh.
2) Bla,6) funksiya M ={(a,6)0R?: al(ay,+), 60(sy, +0)} to’plamda
uzluksiz funksiyadir.
<4 Hagigatdan ham,

1
B(a,6) = [ x* ({1~ x)°"dx

0
integralning M, to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishidan va &l ostidagi
funksiyaning O(a,¢)JM da uzluksizligidan 15-teoremaga asosd(a,s)
funksiya

M ={(a,6)0R?: ad(0,+w), 60(0,+ o)}
to’plamda uzluksiz bo’ladk
3) O(a,6)OM uchunB(a, ¢)=B(s, a) bo’ladi.

1
<Darhagigat B(a,6)=[x*"(1-x)""dx integralda x=1-t almashtirish
0
bajarilsa, unda

B(a,6) = [ x*(1- x)*dx= J’te (1-t)*'dt=B(s,a)

o t—r

bo’lishini topamiz»
4) B(a,s) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

+00 a-1

B(a,e) = j

dt
5 (l+ t)a+6

<4 Hagigatdan ham, (16.32) integrald&# almashtirish bajarilsa, u holda

toa )t t ) t )7 dt et
)= XL s I (1+t) (1_1+tj o / (T+t)** “
0 0

bo’ladi.»

Xususang =1-a (0<a<1) bo’lganda
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B(a 1_a):+'fo ta_ldt — T
’ , 1+t sinamr

bo’ladi (qaralsin; 17-bob). Keyingi munosabatdagidagini topamiz:

B(E,EJZH.
2 2

5) O(a,6)OM’ (M’ ={(a,6)0R?: ad(0,+e), 60(L,+eo)}) uchun

~1 B(a,e—l)

B(a’e): atg—1

bo’ladi.
4(16.32) integralni bo’laklab integrallaymiz:

B(a,e)zixal(l—x)g1dx:i(1—x)61d[§J Lo,

+

a1
871 x2(1-x) 7 dx=
a 0 a 0
Agar x*(1-x)* 2 = x*1- (1- x)|(1- x)*? = x* 11— x)* > = x*H(1- x)'
ekanligini e’tiborga olsak, u holda

J% x?(1-x) " dx = J(l; X371 x)* "2dx— J(l; x2H1-x)*"dx=B(a,s —1)- B(a,s)

a1
671 x*(1-x)%dx (a>0, &>1)

bo’lib, natijada
6—1

B(a.6)="_=(Bla.s -1~ B(a.o)
bo’ladi. Bu tenglikdan esa
B(a,6)=aj;{ls(a,g-1) (2>0, ¢>1)

bo’lishini topamiz.
Xuddi shunga o’xshashi(a,¢)M" uchun

(M"={(a,6)0R?: aO(1,+w), 60(0,+)})

a-1

Bla,sg)= Bla—-1,
@)=-2"2Bla-14)
bo’ladi.»
Xususang =n (nON) bo’lganda
n-1
Bla,n)= Bla,n-1
(an)=—""1_8(an-1
bo’lib, keyingi formulani takror qo 'llab quyidagitopamiz.
B(a,n)=—" N“2 1ol
a+n- 1 a+n 2 n+1
1
RavshankiB(a,1)= [ x*~ — . Demak,
0

199



102[...1(n-1)

Bla,n)= : 16.33
(a.n) a(a+1)(a+2)..{a+n-1) ( )
Agar (16.33) daa =m (mON) bo'lsa, u holda
B(m,n) = 12r.(n-1) _(n-1)(m-21)
m(m+1)..(m+n-1)  (m+n-1)
bo’ladi.
2°. Gamma funksiya va uning xossalarBiz 15-bobning 9-§ ida quyidagi
[ x*e™dx (16.34)
0

xosmas integralni garadik. Bu chegaralanmagan fyakieg (@<1l da x=0
maxsus nuqta) cheksiz oraliq bo'yicha olingan xasmégegrali bo’lishi bilan birga
a ga (parametrga) ham bog’'liqdir. Usha erda (16xX®$mas integralning >0 da
yaginlashuvchi ekanligi ko'rsatildi.

12-ta’rif. (16.34) integral gamma funksiya yoki Il tur Eylertegrali deb
ataladi val"(a) kabi belgilanadi. Demak,

r(a)= [x*'e™dx.
0
Shunday qilib, I"(a) funksiya (0,+«) da berilgandir. Endi I"(a)
funksiyaning xossalarini o’rgandik.
1) (16.34) integral

r(a)= T x* e *dx
ixtiyoriy [a,,6,] (a<a, <6, <) oraliqoda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
<(16.34) mtegralnl guyidagi |kk| gismga ajratlb
jxa le™dx = jxa le ™ dx + jxa le ™ dx
ularning har birini aloohlda anhlda tekis yaqlnlésbhlllkka tekshiramiz.

Agar a, (a0 >O) sonni olib, parameta ning a < a, giymatlari garalsa, unda

barchax(0,1] uchun x*e™ <

1% bo’lib, ushbu bobning 4-8 ida keltirilgan
0
Veyershtrass alomatiga asosan

1
[ x* e dx
0
integral tekis yaqginlashuvchi bo’ladi.
Agar s, (8, >0) sonni olib, parameta ning a=>s, giymatlari garaladigan

bo’lsa, unda barcha =1 uchun
60 +1)60 +1 1

Xa—le—x S XGO_le—X S _2
e X

bo’lib,
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1
J;Fdx

integralning yaginlashuvchiligidan, yana Veyerstsralomatiga ko’ra

[ x*e™dx
1
integralning tekis yaginlashuvchi bo’lishini topanEhunday qilib,

r(a)= fo x* e *dx

0
integral[a,,s,] (0<a, <s,<+») da tekis yaqginlashuvchi bo’lad.
2) I'(a) funksiya (0,+») da uzluksiz hamda barcha tartibdagi uzluksiz
hosilalarga ega va

ra)= [x*e*(nxdx (n=12..)

0
< 0ald(0,+) nugtani olaylik. Unda shundaa,,s,| (0<a,<e,< +o)
oraliq topiladiki,a0[a,,6,] bo’ladi.
Ravshanki,
r(a)= [x*‘e™dx
0
integral  ostidagi f(x,a)=x*"e¢* funksiya M :{(x,a)IZIRZ. x(0, + o),
ald(0,+)} to’plamda uzluksiz funksiyadir. (16.34) integesa (yugorida isbot
etilgan ko'ra)[a,,s,] da tekis yaginlashuvchi. U holda 4-teoremaga asd3a)
funksiyala,,s,] da, binobarina nugtada uzluksiz bo’ladi.

(16.34) integral ostidagf (x,a) = x*"e™ funksiya
f/(x,a)=x*"e*Inx

hosilasiningM to’plamda uzluksiz funksiya ekanligini paygashigigmas.
Endi

[ fa(x,a)dx= [x**e™Inxdx
0 0
integralni[a,,s,] da tekis yaginlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz.

1
Ushbu [ x*"'e™Inx dx integral ostidagix* e Inx funksiya uchur0<x<1
0

da |x* e *In x‘ < x*Inx tengsizlik o’rinlidir. ¢;(x) = x*In X funksiya0< x<1

1 8o_
da chegaralanganligidan vaJ'x2 dx integralning yagqinlashuvchiligidan
0
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1
[ x*7In ¥dx ning ham yaginlashuvchi bo'lishini va Veyershtrassmatiga ko'ra
0

1
garalayotgar{ x* e In x dx integralning tekis yaginlashuvchiligini topamiz.

0
Shunga o’xshash quyidagi
[x*e™Inx dx
0

integralda, integral ostidagi® ‘e In x funksiya uchun barcha=>1 da
+ 60+2

8, 2) [—l%
e X

x* le ¥ Inx< x° e ¥ Inx < x°e X < (

+00

bo’lib, jd—z( integralning yagqinlashuvchiligidan, yana Veyerahf§ alomatiga
X
ko'ra [x*™e™Inx dx ning tekis yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Demaé, s,
1

da jx""‘le‘X In x dx integral tekis yaginlashuvchi. Unda 16-teoremaggssan
0

!

F’(a)=(jxa‘1e‘xdxj = | (xa‘le‘x)adx= [x* e Inx dx
0 0 0
bo'ladi va I"'(a) [a,,6,] da binobarina nugtada uzluksizdir.

Xuddi shu yo'l bilan I"(a) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo
tartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizlipamda

r(a)= [x**e>(nx)"dx (n=1.2,..)
0
bo’lishi ko'rsatiladi.»
3) I'(a) funksiya uchun ushbu
rfa+1)=ar(a) (a>0)
formula o’rinli.
<4 Hagigatdan ham,

r(a)= [x*"e™dx= | e‘xd(X—J
0 0 a
integralni bo’laklab integrallasak

I'(a)=

+ [ Xerdx=1r(a+1)
s o @ a
bo’lib, undan
r(a+1)=ar(a) (16.35)

bo’lishi kelib chigadi»
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Bu formula yordamidal'(a+n) ni topish mumkin. Darhagigat, (16.35)
formulani takror go’llab
ra+2)=(a+1)r(a+1),
ra+3)=(a+2)r(a+2),

r'a+n)=(a+n-1)r(a+n-1)
bo’lishini, ulardan esa
r'a+n)=(a+n-1)(a+n-2)...(a+2)(a+1)ar (a)
ekanligini topamiz. Xususam =1 bo’lganda
r'(n+1)=n(n-1)...211(1)

bo'ladi. Agar I"(1)= [e™dx=1 bo’lishini e'tiborga olsak, undal’(n+1)=n!
0

ekanligi kelib chigadi.

Yana (16.35) formuladan foydalanib(2) = 7"(1) =1 bo’lishini topamiz.

4) I'(a) funksiyaning o’zgarish xarakteri.

I'(a) funksiya (0,+) oraligda berilgan bo’lib, shu oraliqda istalgantibli
hosilaga ega. Bu funksiyaning=1 va a =2 nuqgtalardagi giymatlari bir-biriga
teng:

’ r@=r(2)=1

F(a) funksiyaga Roll teoremasini (garalsin, 1-gism,d®b6-8) tatbiq qgila
olamiz, chunki yuqgorida keltirilgan faktlar Rolldeemasi shartlarining bajarilishini
ta’'minlaydi. Demak, Roll teoremasiga ko'ra, shundaty (1<a* <2) topiladiki,
I'(a*)=0 bo'ladi.

Dad(0,+ ) da

r'(a)= [x**e*In’*xdx>0
0
bo’lishi sababli,7"'(a) funksiya (0,+ ) oraliqda gat’iy o’suvchi bo’ladi. Demak,
I"(a) funksiya (0,+») da a* nugtadan boshga nugtalarda nolga aylanmaydi,
ya'ni
r'(a)= [x**e™Inxdx=0
0
tenglama(0,+oo) oraligdaa* dan boshga echimga ega emas. U holda

O<a<a* dal"(a)<0
a* <a<+owo dal"(a)>0
bo’ladi. Demak F(a) funksiya a* nuqtada minimumga ega. Uning minimum
giymati I"(a*) ga teng.
Taqribiy hisoblash usuli bilan
a* =1461¢..., I'(a*)=minI"(a)=08856..
bo’lishi topilgan.
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r'(a) funksiya a>a* da o’'suvchi bo’lganligi sababla>n+1 (nON)
bo’lgandar(a)>I"(n+1)=n! bo’lib, undan
lim I"(a) = +oo

a— too
bo’lishini topamiz.

a+1)

Ikkinchi tomondan,a - +0 da I"(a+1) - I'(1)=1 hamdar(a) :F(T ekan-

ligidan lim I"(a)=+e kelib chigadi. I'(a) funksiyaning grafigi 52-chizmada

a-+0

tasvirlangan.

0 2548 ©
52-chizma
3°. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog'lanisBiz quyida B(a,s) va
F(a) funksiyalar orasidagi bog’lanishni ifodalaydigamrhulani keltiramiz.
Ma’lumki, I"(a) funksiya (0,+) da, B(a,s) funksiya esaR® fazodagi
M ={(x,y)D R?: al(0,+ ), 6D(O,+00)} to’plamda berilgan.
21-teorema.d(a, ¢)OM uchun

formula o’rinlidir.

<Ushbu I'(a+6)= [x***e™dx (a>0, 6>0) gamma funksiyada o'zga-
0
ruvchini almashtiramiz:

x=(1+t)y (t>0).

Natijada
r'(a+e)= [ (L+t)2rety2o @0y (14 t)dy = (1+ )2 [ ya+e g1+ gy,
0 0
bo’ladi.

Keyingi tenglikdan quyidagini topamiz:

F(a+ 6) — " ate-1 —(1+t)y
= e dy.
(L+1t)*" { y

Bu tenglikning har ikki tomonini®™ ga ko’paytirib, natijani(0,+oo) oraliq
bo’yicha integrallaymiz:

204



+00 ta—l +00 (" +00 aremt—(1+1) J 1
I'a+eg)ld dt= e Ydy [t®dt.
( 6) J(; (1+t)a+6 J(; uy y

Agar

+00 ta—]_

,([ (1 + t)a+3

ekanini e’'tiborga olsak, unda

dt =B(a,s)

r'(a+e)B(ae)= | [ [y* e (1“)ydyjta It (16.36)
0

bo’ladi. Endi (16.36) tenglikning o’ng tomonidagitégral '(a)[I"(¢) ga teng

bo’lishini isbotlaysiz. Uning uchun, avvalo bu igtallarda integrallash tartibini
almashtirish mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchuh9-teorema shartlari
bajarilishini ko’rsatishimiz kerak.

Dastlaba>1, ¢ >1 bo’lgan holni ko’raylik.

a>1, 6>1 da, yani{(a, 6)0R?: al{1,+w), ¢0(L,+ )} to’plamda integral
ostidagi
f(t, y) — ya+e—].ta—le—(1+t)y
funksiya O(t,y)0{(t, y)OR?: t0[0,+), yO[0,+)} da uzluksiz bo'lib,
f(t,y)= y** 2% > 0 ho'ladi.

Ushbu jft)&dy jta Ly lgygy integral t o'zgaruvchining [0, +co)

oraligda uzluk3|z funkS|yaS| bo’ladi, chunki

a1

t
tal +6—1 1+tyd Ila+ .
f y* y=11 B)W

J‘ f t, yht_ J'ta—lya+e —(1+) ydt
integral y o’zgaruvchinlng[0,+oo) orallqda uzluksiz funksiyasi bo’ladi, chunki

Ita—lya+e—1e—(1+t) Ydt= F(a) ys—le—y
0
va nihoyat, yugoridagi (16.36) munosabatga ko’ra

T (T}a—lyaw—le—(lﬂ) vg yyt
0

Ushbu

0
integral yaginlashuvchi.
U holda 19-teoremaga asosan

T (T:[ a—lya+e—1e—(1+t) vg tde
0

0
integral ham yagqinlashuvchi bo’lib,
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T (T}a—lyaw—le—(lﬂ) vg yyt — T (T:[ a—1ya+e— e—(1+t) vg tde
o\0

o\o0
bo’ladi. O’'ng tomondagi integralni hisoblaymiz:

T)(T;a 1ya+e 1e‘(1+t ydy}jt J‘ [ J’ocj[a 1ya+e 1e—(1+t ydt}jy J’ ya+g 1e y[ J’ ta 1 tyd%jy

0

(16.37)
_J‘ 3—1 ya(.[ty)al —tydty}jy J'ye yr a)dy— () ()
Natuada (16.36) va (16.37) munosabatlardan
r'(a+e)B(a6)=1(a) I (s)
ya'ni
B(a,6)= r@)r() (16.38)

F(a+6)
bo’lishi kelib chigadi. Biz bu formulana>1,6>1 bo’lgan hol uchun isbotladik.

Endi umumiy holni ko'raylik.
Aytaylik, a>0,6 >0 bo’lsin. U holda isbot etilgan (16.38) formulagara

Bla+1q+1)= @+ (e+]) (16.39)
r'a+e+2)
bo’ladi.
B(a,s) va I"(a) funksiyalarning xossalaridan foydalanib quyidagapamiz:
Bla+1l6+1)= Bla,s+1)=—2 3% B(ae),
ate+l atg+l a+s

ra+1)=ar(a), r(e+1)=6(s), ra+s+2)=
=(a+e+)r(a+e+1)=(a+s+1)(a+e)(a+s
Natijada (16.39) formula quyidagi
as _ aF(a) 6F(6)
B(a,e)—
(a+6)a+s+1) (a+s)a+s+1)r(a+s)
ko'rinishga keladi. Bu esa (16.38) formuka>0,6>0 da ham o'rinli ekanini
bildiradi.»
1-natija. Jad(0,1) uchun

7
sinarn

r(@r-a)=

bo’ladi.
<Hagigatdan ham, (16.38) formula=1-a (0<a<1) deyilsa, unda

B(a,1-a)= r'(a)r(-a)

rQ
bo'lib, B(a,1-a)= si:an (0<a<1) va (1) =1 munosabatlarga muvofiq
r(a)r-a)=_ :an (0<a<1).» (16.40)
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Odatda (16.40) formula keltirish formulasi deb atkl
Xususan, (16.40) dazé deb olsak, unda
r(lj =
2
bo’lishini topamiz.
2-natija. Ushbu
F(a)F(a+%j -7 1(2a) (a>0)

228. 1

formula o'rinlidir.
4(16.38) munosabatda=¢ deb

B(a’a):F(a)F(a)
I'(2a)
bo’lishini topamiz. So’'ngra
1
a-1

la)= -] (3 | oxca] 1-(3-] o

integralda% - X =%\/f almashtirishni bajarib,

1 _1 11
=2j[1(1— } Et 2dt j t 2(1-t)*dt %B(E,aj
L4 4 5 2 2
ga ega bo’lamiz. Natijada

r’a)_ 1 B(E,a)

Ir(2a) 271

bo’ladi.
Yana (16.38) formulaga ko’ra

1
(1 ) ! (2)F @) r
82?7 VT
() fM
2 2
bo’lib, keyingi munosabatlarda
r@@ _ 1
r(2a) 2% a r( a+ 1)
2

ekanligi kelib chigadi. Demak,
1\ T
r@r|a+= > r'(2a).» (16.41)

228. 1

Odatda (16.41) formula Lejandr formulasi deb atalad

Mashglar
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16.8.Ushbu
M ={(x,y)D R?: 0<x<1,0< ysl}

to’plamda berilgan
f(xy)=
funksiyaning y - 0 da limit funksiyasi topilsin va unga yagqginlashish
notekis bo’lishi ko'rsatilsin.

16.9.Ushbu
[ £(x.y)dx

integral ta'rifi keltirilsin.

16.10.Ushbu
+00 ~ 5 1 77_
a) [ e™dx==,]— (a>0
) [era=3 7 (a>0)
cosax
b dx——e a>0
) [55 (@>0)
xsmax T __,
X=—e a>0
V) £ 1+ X2 ( )
tengliklar isbotlansin.
16.11.Ushbu

[e™ cosxydx

0
integralning (+oo,—oo) da u parametr bo'yicha tekis yagqginlashishi

ko'rsatilsin.
16.12.Ushbu
1
[In T (x)dx
integral hisoblansin.
16.13.Ushbu
lim je ™dx =1
n—- oo
tenglik isbotlansin.
17-BOB

Karrali integrallar

Matematika va fanning boshga tarmoglarida ko'p atmychili
funksiyalarning integrallari bilan bog’lig masalega duch kelamiz. Binobarin,

ularni — karrali integrallarni o’rganish vazifasizaga keladi.
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Karrali integrallar nazariyasida ham, aniq intelgmralnazariyasidagidek,
integralning mavjudligi, uning xossalari, karrafitegralni hisoblash, integralning
tatbiglari o’rganiladi. Bunda aniq integral hagidaga’lumotlardan muttasil
foydalana boriladi.

1-8. Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning
hajmi haqgida ba’zi ma’lumotlar

Aniq integralning tatbiglari mavzusida tekis shaktn yuzi hamda jismning
hajmi hagida ma’lumotlar keltiriigan edi. Bu tuslumalar karrali integrallar
nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular toigidagi ta'rif va tasdiglarni talab
darajasida bayon etishni lozim topdik.

Aslida, tekis shakining yuzi, jismning hajmi tuslohalari matematikada
muhim bo’lgan to’plamning o’lchovi tushunchasinkigikdagi shaklga, fazodagi
jismga nisbatan aytilishidan iborat.

1°. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart
koordinatalar sistemasi berilgan bo’lsin. Bu tekidd, sodda yopig chiziq bilan
chegaralangan tekislik gismidan tashkil topgé@) shakini (tekislik nuqgtalari

to’plamini) garaylik. (Q) shakining chegarasini (sodda yopiq chizaf) bilan,
(Q)UAQ ni esalQ) bilan belgilaymiz:
@)=@Uaq
Masalan, koordinatalari ushbu
x>0, y>0, x+y<1
tengsizliklarni ganoatlantiruvcHix,y) nugtalardan tashkil topgan to’plam
(A)z{(x,y)lj R*: x>0, y>0, x+y<1}

53-chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifagdi.

y

B

»
»

0 1 X
53-Chizma
Ox o'gidagi birlik kesma(0< x<1), Oy o'gidagi birlik kesma(0< y<1)
hamda(1,0) va (0,1) nugtalarni birlashtiruvchi to’g'ri chiziq kesmalasirgalikda
(A) uchburchak shaklining chegar@d ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchaklar, yopig siniq chiziq bilashegaralangan tekislik
gismidan tashkil topgan ko’pburchaklar yuzaga egaularni topish qoidalari
o’quvchiga ma’lum deb hisoblaymiz.
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Tekislikda (Q) shakl bilan birgd A) va (B) ko’pburchaklarni olaylik.

Agar (A) ko'pburchakning har bir nugtasfQ) ga tegishli bo'lsa,(A)
ko’pburchak(Q) shakining ichiga chizilgan deyiladi (bundia) O (Q).

Agar (Q) ning har bir nugtasi(B) ko’pburchakka tegishli bo’lsa(B)
ko’pburchak(Q) shakini 0’z ichiga oladi deyiladi (bund@) 0 (B)).

Agar A va B lar mos ravishd4A) va (B) ko’pburchaklarning yuzlari bo’lsa,
unda

A<B (17.1)
bo’ladi.

Aytaylik, (Q) shaklning ichiga chizilgan ko’pburchaklar yuzat iborat
to’'plam {A}, (Q) shakini o'z ichiga olgan ko’pburchaklar yuzaland#orat
to’plam {B} bo'lsin. Ravshanki{A} va {B} lar sonlar to’plami bo'lib, {A}
yugoridan, {B} quyidan chegaralangan. Unda to’plamning aniq claga
hagidagi teoremaga ko’ra

sudAl=Q., inf{B}=Q
lar mavjud.

Odatda,Q. son(Q) shaklning quyi yuzasiQ® son esdQ) shakining yugori
yuzasi deyiladi.

Tasdiq.Q. vaQ migdorlar uchun

Q<Q (17.2)
tengsizlik o’rinli bo’ladi.

<« Teskarisini faraz gilaylikQ. >Q  bo’lsin. Bu holdaQ —Q >0 bo’ladi.
Aniq chegara ta'riflariga ko'rale >0, jumladan

e=30 -0
uchun shundayA,) 0 (Q), (B,) O (Q) ko’pburchaklar topiladiki,
A>Q —g, By<Q +¢
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydaib topamiz:
B,-A<Q +£-(Q -£)=Q -Q +26=Q -Q +(Q -Q')=0.
Keyingi tengsizlikdanA, > B, bo’lishi kelib chigadi. Bu esa har doim o’rinli

bo’lgan (17.1) munosabatga zid. Demak, (17.2) tetg®o’rinli. »
1-ta’rif. Agar
Q=Q
tenglik o’rinli bo’lsa, (Q) shakl yuzaga ega deyiladi.
Ushbu
Q=Q
migdor (Q) shakining yuzi deyiladi va ur@ orgali belgilanadi:
Q=Q =Q.
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1-teorema. Tekislikdagi (Q) shakl yuzaga ega bo’lishi uchuis>0 son
olinganda han{Q) shakini ichiga chizilgan shund4yA) ko’pburchak,(Q) shakini
0’z ichiga olgan shundafB) ko’pburchaklar topilib,
B-A<e (17.3)
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli.
«Zarurligi. Aytaylik, (Q) shakl yuzaga ega bo'lsin:
Q=Q =Q".
Aniq chegara ta’riflariga ko'ralJ¢ >0 uchun shunday
(NOR). (B)OR)
ko’pburchaklar topiladiki,
£ . &
A>Q -7, B<Q +2
ya'ni
£ £
A>Q > B<Q+ >
bo’ladi. Bu tengsizliklardan
B-A<e¢
bo’lishi kelib chigadi.
Etarliligi. Aytaylik, (A)0(Q), (B)O(Q) ko’pburchaklar uchun
B-A<e¢
tengsizlik bajarilsin.
Ravshanki, A<Q., B>Q . Yuqoridagi (17.2) munosabatdan foydalanib
topamiz:
A<Q <Q <B.
Bu va (17.3) tengsizlikka ko'ra
Q -Q <B-A<¢
bo’ladi. Demak,Q. =Q . »
Faraz qilaylik, tekislikda chiziq (u yopiq yoki yopiq bo’Imasligi mumkin)
berilgan bo’lsin.
2-ta’rif. Agar shunday(A,) ko’pburchak topilsaki,
1) 10(A);
2) e >0 uchun Ay <¢ bo’lsa,l nol yuzali chiziq deyiladi.
Tasdig. Agar | chiziq [a,s] segmentda uzluksiz bo’lgafh(x) funksiyaning
grafigidan iborat bo’lsa, u nol yuzali chiziq badia
<« ¢ >0 sonni olib,[a,s] segmentini shunday
[X» %:a] (k=021,2,..,n-1 x,=a, x,=g)
bo’laklarga ajratamizi, har blx, , x..,] da f (x) funksiyaning tebranishi
@ <—
6—a
bo’lsin.U holdal chizigni o'z ichiga olgar(A,) ko’pburchakning yuzi
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n-1

A = Z(Mk =M )(Xee1 = %)

k=0
bo’ladi, bunda
M, =sud f(x},  xO[Xeq.%],
m =inf{f ()}, XO[X Xcua).
Ravshanki,

n-1 £ n-1
A= 2 Wb <—— D DX =& (8% = Xa1 = %).
k=0 6 —ak=0

Demak,| nol yuzali chiziq;

Bu tushuncha yordamida yuqgoridagi 1l-teoremani cagicha ifodalasa
bo’ladi.

2—teorema.Tekiinkdagi(Q) shakl yuzaga ega bo’lishi uchun uning chegarasi
0Q nol yuzali chiziq bo’lishi zarur va etarli.

Natija. Agar (Q) shaklning chegarasdQ har biri y = f(x)0C[a,s] yoki
x=g(y)OClc,d] funksiyalar tasvirlangan bir nechta egri chizidgm tashkil
topgan bo’lsa, u holdéQ) shakl yuzaga ega bo’ladi.

2°. Yuzaning xossalariEndi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz.

1). Agar tekislikdagi (Q,), (Q,) shakllar yuzaga ega bo'lib(Q,)0(Q,)
bo’lsa, u holda

(k=01,2,.,n-1)

Q=sQ,
bo’ladi.

2). Agar (Q,) va (Q,) shakllar yuzaga ega bo’lsa, u hol{@ )U(Q,) ham
yuzaga ega bo’lib(Q,)U(Q,) shaklning yuzi(Q,) va (Q,) shakllar yuzalarining
yig'indisidan katta bo’lmaydi.

Agar bu (Q,) va (Q,) shakllar chegaralaridan boshga umumiy nugtaga ega
bo’lmasa, ya'ni

(Q)N(Q,)=0
bo’'lsa, u holda(Q,)U(Q,) shakining yuzi(Q,) va (Q,) shakllar yuzalarining
yig'indisiga teng bo’ladi. Bu yuzaning additivlikogsasi deyiladi.

3°. Tekis shaklni bo’laklashTekislikda biror yuzaga eg@) shakl berilgan

bo’lib,
(Q).(Q2).(Qn)

shakllar uning yuzaga ega bo’lgan gismiy shaklhgini
@J)oRQ) (k=12...,n)
bo'lsin. Agar (Q,),(Q,).....(Q,) shakllar uchun

1) (QJU@Q)U.--U(Q)=Q,

2) ixtiyoriy (Q,) va (Q) lar (k=1,2,...,.n,i=12,..,n) umumiy nugtaga
(chegaradagi nugtalardan boshga) ega bo’lmésg),(Q,).....(Q,) lar (Q) da
bo’'laklash bajaradi yoki(Q) shakl (Q,),(Q,).....(Q,) shakllarga bo’laklangan
deyiladi. (Q) shakini(Q,),(Q,).....(Q,) larga bo’laklashnP bilan belgilanadi:
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P={Q) Q). Q)

d((Qc))=supo((x.y){x.y"))
(x.y)0Qd). (X.y)BQ) k=123,..n)
migdorlarning eng kattasiP bo’laklashning diametri deyiladi vad, kabi
belgilanadi:

Ushbu

A = maxd((Q,))

1<k<n
Masalan, ushbu

Qo) ={(xy)OR: % sx<%u1 s yS Y]
(k=01.2,..,n-1 i=012,..m-1 x,=a, X, =6,y,=C,Yy,, =d)
to’g’ri to’rtburchaklar
(Q)={(X,y)D R?®: a<x<g,C<y< d}
shakini P bo’laklashni hosil giladi, bunda

Ap = Osrpgg( ¢ +1y?
O<ism-1
AXe = X1 = % AY =Y~ Y,
4°. R® fazoda jismning hajmi. R® fazoda Dekart koordinatalar sistemasi
berilgan bo’lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopigtsian (yoki bunday sirtlarning
bir nechtasi bilan) o’ralgafV/) jismni (R® fazo gismini) qaraylik(V) jismni o’rab
to'rgan sirtni - (V) jismning chegarasiniov bilan, (v)Uav ni (V) bilan

belgilaymiz:
(V)=()uav.
Masalan, koordinatalari ushbu
x> +y?+7°<1
tengsizlikni qanoatlantiruvck(ix,y,z) nugtalardan tashkil topgan
(S)={(xy2)OR®: x®+y>+2° <1}
to’plam, markazi(0,0,0) nugtada, radiusi 1 ga teng shartni — jismni ifagél.
Uning chegarasi
0S={(xy2)OR®: x2+y*+2 =1}
sfera bo’ladi. Bunday jism-shar hajmiga egaWagﬂ ga teng. Umuman, fazoda
ko’pyoqgliklarning hajmga ega bo’lishi va uni topisjoidalari o’quvchiga ma’lum
deb hisoblaymiz.
Endi R® fazoda (V) jism bilan birga(F) va (G) ko’pyoglarni garaymiz.
Agar (F) ko'pyoglikning har bir nuqtasi(V) ga tegishli bo'lsa,(F)
ko’pyoglik (V) jismning ichiga joylashgan deyiladi (bunfa) 0 (V)).
Agar (V) ning har bir nuqtasi(G) ko'pyoglikka tegishli bo'lsa, (G)
ko'pyoglik (V) jismni 0’z ichiga oladi deyiladi (bund®/ ) 0 (G)).
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Agar F va G lar mos ravishd4F ) va (G) ko’pyogliklarning hajmlari bo’lsa,

unda
F<G
bo’ladi.

Aytaylik, (V) jismning ichiga joylashgan ko’pyogliklar hajmlaaid iborat
to’plam {F}, jismning o’z ichiga olgan ko’pyogliklar hajmladd iborat to’plam
{G} bo'lsin. Unda

sudF}=V., inf{G}=V"
lar mavjud.
3-ta’rif. Agar
V. =V
tenglik o’rinli bo’lsa, (V) jism hajmga ega deyiladi.
Ushbu
V. =V
migdor (V) jism hajmga ega deyiladi. UNi kabi belgilanadi:
V =\, =V

Tekis shaklning yuzi, fazodagi jismning hajmi tusbbalarida bir-biriga
o’'xshashlik borligini inobatga olib, jism hajminingavjudligi hagidagi teoremani
keltirish bilan kifoyalanamiz.

3-teorema. Fazodagi (V) jism hajmga ega bo’lishi uchurile >0 son

olinganda ham(Vv) jismning ichida joylashgan shundaf) ko’pyoqlik, (V)
jismni 0’z ichiga olgan shunda(ﬁ) ko’pyoqliklar topilib, ular uchun

G-F<e¢
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli.

2-8. Ikki karrali integral ta'riflari
1°. Integralning ta’rifi. Tekislikda biror chegaralanga(D) soha (shakl)

berilgan bo’lsin. Bu sohaning bo’laklashlari to’plani [J bilan belgilaymiz.
Aytaylik, (D) sohadaf (x,y) aniglangan. BD) sohaning
P={(D,).(D,).....(D, )} OO
bo’laklashini va bu bo’laklashning har bib, ) (k=1,2,...,n) bo’lagida ixtiyoriy
(é..7) (k=1,2,...n) nugtani olaylik. Berilgan funksiyanin§¢,,7.) nugtadagi
giymati f (& ,7,) ni D, (D, —(D,) sohaning yuzi) ga ko’paytirib, quyidagi

0= i f (Ek ”7k)Dk
k=1

yig'indini tuzamiz.
1-ta’rif. Ushbu

f(fw’?k)Dk

M=

g =

X
1}

1
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yigiindi, f(xy) funksiyaning integral yig'indisi yoki Riman vyig'disi deb
ataladi.
Masalan, f (x,y) = xy funksiyaning(D) sohadagi integral yig'indisi

o= kZ_lf (Ek ’/7k)Dk = kZ_lfkﬂka

bo’ladi, bunda
(62)0(0y) (k=12...n)

Yuqorida Kkeltiriigan ta'rifdan ko’rinadiki, f(x,y) funksiyaning integral
yig'indisi o qaralayotganf(x,y) funksiyaga,(D) sohaning bo’laklash usuliga
ham har bi(D, ) dan olingan(é, ,n7,) nugtalarga bog’liq bo’ladi:

Op :UP(f ;Ekﬂk)'
Endi (D) sohaning shunday
P]_1P21"-1Pm1'-' (17'4)
bo’laklashlarni garaymizki, ularning diametrlaridieashkil topgan
Ap i Ap, veslp s
ketma-ketlik nolga intilsin:A, - 0. Bunday P, (m=1,2,..) bo'laklashlarga
nisbatanf (x,y) funksiyaning integral yig'indisini tuzamiz:

Om = kZzlf (EkJ]k)Dk :

Natijada D sohaning (17.4) bo’laklariga mosf(x,y) funksiya integral
yig'indilari giymatlaridan iborat quyidagi
01,05 ety Oy 5.
ketma-ketlik hosil bo’ladi. Bu ketma-ketlikning hair hadi (¢, ,77,) nugtalarga
bog’liq.

° 2C—]ta’rif. Agar (D) sohaning har ganday (17.4) bo’laklashlar ketmé#egiet
{P.} olinganda ham, unga mos integral yig'indi giymetlan iborat{c_} ketma-
ketlik, (é’k,qk) nugtalarni tanlab olinishiga bog’liq bo’'lmagan dalhamma vaqt
bitta J songa intilsa, bW son o yig'indining limiti deb ataladi va u

/llpirf]oa - Alirpoéf (/)0 =
kabi belgilanadi.
Integral yig'indining limitini quyidagicha ham taflash mumkin.
3-tarif. Agar Oe>0 son olinganda ham, shunday>0 topilsaki, (D)
sohaning diametril, <o bo’lgan har ganday bo’laklashi hamda har bi('Dk)

bo’lakdagi ixtiyoriy (&,7,) lar uchun
lo-J|<e

tengsizlik bajarilsa,] sono yig'indining limiti deb ataladi va u
lim o=J

kabi belgilanadi.

215



4-tarif. Agar A, — 0 da f(x,y) funksiyaning integral yig'indisio chekli
limitga ega bo'lsa, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu yig'indining chekli limiti J
esaf(x,y) funksiyaning(D) soha bo’yicha ikki karrali integrali (Riman intei)

deyiladi va u

[[ f(xy)D

(D)
kabi belgilanadi. Demak,

[[ f(x,y)dD = lim o= lim Zn:f(fk,nk)Dk.
0) Ap -0 Ap-0§2]
Masalan, f(x,y)=C (C =cons) funksiyaning (D) soha boyicha integral
yig'indisi
o=YCID, =CD

k=1
bo’lib, Ap -~ 0 da lim g =CD bo’ladi. Demak,

[JcdD=cCD.
()

Xususan,f (x,y)=1 bo’lganda
[[db=D
(D)
bo’ladi.
1-eslatma.Agar f(x,y) funksiya (D) sohada chegaralanmagan bo’lsa, u shu

sohada integrallanmaydi.
2°. Darbu yig'indilari. Ikki karrali integralning boshgacha ta’rifi.

1). Darbu yig'indilari. f(x,y) funksiya (D)0 R? sohada berilgan bo’lib, u
shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, shundagawhasm va M sonlar
mavjudki, J(x,y)J(D) da

m< f(x,y)<M
bo’ladi.

(D) sohaning birorP bo’laklashni olaylik. Bu bo’laklashning har b(D, )
(k=1,2,..n) bolagida f(x,y) funksiya chegaralangan bo’lib, uning aniq
chegaralari

m =inf{f(xy): (xy)O(D)}, M, =suff(xy): (xy)O(D,)}
mavjud bo’ladi. Ravshanki](x,y)O(D, ) uchun
m < f(xy)s M, (17.5)
tengsizliklar o’rinli.
5-ta’rif. Ushbu

s=2.mD,, S=> M,D,
k=1 k=1
yig'indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yugag'indilari deb ataladi.
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Bu ta'rifdan, Darbu yig'indilariningf (x,y) funksiyaga hamd4D) sohaning
bo’laklashiga bog’liqg ekanligi ko'rinadi:
s=s(f), S=5,(f).
Shuningdek, har doim
s<S
bo’ladi.
Yuqoridagi (17.5) tengsizlikdan foydalanib quyidaigiopamiz:

> mDy < > f (& /7)Dy < 2 MDy.
k=1 k=1 k=1

Demak,
so(f)<op(f &)< Se(f).
Shunday gilib, f (x,y) funksiyaning integral yig'indisi har doim uning B
yig'indilari orasida bo’lar ekan.
Aniqg chegaraning xossasiga ko'ra
m<m, M, <M (k=12,...,n)
bo’ladi. Natijada ushbu
s=>mD,=2m> D, =mD,

k=1 k=1

n n
S=3>'M,D, 2m>.D, =MD

k=1 k=1

tengsizliklarga kelamiz. DemakjP [J[J uchun
mMD<s<S<MD (17.6)
bo’ladi. Bu esa Darbu yig'indilarining chegaralantgini bildiradi.

2) Ikki karrali integralning boshgacha ta'rifi  f(x,y) funksiya (D)0 R?
sohada brilgan bo’lib, u shu sohada chegaralangaitsirn (D) sohaning
bo’laklashlari to’plamiCi={P} ning har birP 00 bo’laklashiga nisbatanf (x,y)
funksiyaning Darbu yig'indilaris, (f ), So(f) ni tuzib,

{so(F)} {Se()}

to’plamlarni garaymiz. Bu to’plamlar (17.6) ga ka'’chegaralangan bo’ladi.
6-ta’rif. {s.(f)} to’plamning aniq yuqori chegarasi(x,y) funksiyaning(D)
sohadagi quyi ikki karrali integrali (Quyi Rimant@grali) deb ataladi va u
Q=ij(x,y)dD
D)

kabi belgilanadi.
{s.(f)} to'plamning aniq quyi chegaradi(x,y) funksiyaning(D) sohadagi
yugori ikki karrali integrali (yugori Riman intedradeb ataladi va u

3=(jT)f(x,y)dD

kabi belgilanadi. Demak,
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D
7-ta’rif. Agar f(x,y) funksiyaning(D) sohada quyi hamda yuqori ikki karra-
li integrallar bir-biriga teng bo’lsaf (x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi
deb ataladi, ularning umumiy giymati

J =(U f(xy)dD = [[ f(x,y)dD.
D) (D)

f(x,y) funksiyaning (D) sohadagi ikki karrali integrali (Riman integrali)
deyiladi va u

J= Jj f(x,y)dD =suds}, J = (jDT)f (x,y)dD =inf{S}.

(”)f (x,y)dD
kabi belgilanadi. Demak,
[[f (x,y)dDz(U f(xy)dD = [[ f(x,y)dD.
(D) D) (D)
Agar
(U)f (x,y)dD # (ﬁ)f (x,y)dD

bo'lsa, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanmaydi deb ataladi.

3-8. Ikki karrali integralning mavjudligi

f (x,y) funksiyaning(D) 0 R? soha bo’yicha ikki karrali integrali mavjudligi
masalasini garaymiz. Buning uchun avva(dD) sohaning hamda Darbu
yig'indilarining xossalarini keltiramiz.

(D) sohaning bo'laklashlari xossalari 1-gism, 9-bobaleganilgan [a,s]
segmentning bo’laklashlari xossalari kabidir. Ulaisbotlash deyarli bir xil
mulohaza asosida olib borilishini e’tiborga olibyysdagi u xossalarni isbotsiz
keltirishni lozim topdik.

f (x,y) funksiyaning Darbu yig'indilari xossalari hagidagiziyat ham xuddi
shundaydir.

Faraz gilaylik,1-{P}-(D) soha bo’laklashlari to’plami bo’libR, 00, P, 00

bo’lsin:
R ={(Dy).(D;).....(D, )}
P, ={(D}).(D5)....(D; )}

Agar P, bo'laklashdagi har bi{D,) (i=1.2,....n) P, bo'laklashdagi biror
(D/) (i=1,2,...n") ning gismi bo’lsap, bo’laklash P, ni ergashtiradi deyiladi va
P, O P, kabi yoziladi. Ravshanki®, I P, bo’lsa,

Ap <25,
bo’ladi.
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1°. Darbu yig'indilarining xossalari. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan
va chegaralangan bo’lsir(.D) sohaning P bo’laklashini olib, bu bo’laklashga
nisbatanf (x,y) funksiyaning integral va Darbu yig'indilarini tuzaz:

0=Up(f aC(kﬂk)zkz_lf(Ekﬂk)Dk’
s=s(f)=XmD,

s=sp(f):éMka.

1) O&>0 olinganda ham(é, ,;7,)0(D,) nugtalami (k=1,2,...,n) shunday
tanlab olish mumkinki,
0<S,(f)-0p(f)<e,
shuningdek, (&, /7, )0(D,) (k=1,2,....,n) nugtalarini yana shunday tanlab olish
mumkinki,
0<op(f)-s.(f)<e
bo’ladi.

Bu xossa Darbu yig'indilars, (), So(f) lar uchun integral yig'indio,(f)
muayyan bo’laklash uchun mos ravishda aniq quyi deraniq yuqori chegara
bo’lishini bildiradi.

2) Agar P, va P, lar (D) sohaning ikki bo’laklashlari bo’libR, O P, bo'lsa, u
holda

s (f)=s,(f), S3(f)2S,(f)
bo’ladi.

Bu xossa(D) sohaning bo’laklashdagi bo’laklar soni orta bomgrularga
mos Darbuning quyi yig'indisining kamaymasligi, yarq yig'indisining esa
oshmasligini bildiradi.

3) Agar B, va P, lar (D) sohaning ixtiyoriy ikki bo'laklashlari bo'libs;, (f),

S, (f) va s, (), S, (f) lar f(xy) funksiyaning shu bo'laklashlarga nisbatan
Darbu yig'indilari bo’lsa, u holda

s, (F)= S, (), s,(f)<S;(f)
bo’ladi.

Bu xossa,(D) sohaning bo’laklashlariga nisbatan tuzilgan quig’igdilar
to’plami {s,(f )} ning har bir elementi (yugori yig'indilar to’plam{iS,(f ) ning
har bir elementi) yugori yig'indilari to’plam{S,(f )} ning istalgan elementidan
(quyi yig'indilar to'plami {s,(f)} ning istalgan elementidan) katta (kichik)
emasligini bildiradi.

4) Agar f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u

holda
suss (f )} <inf{S,(f )}
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bo’ladi.

Bu xossaf(x,y) funksiyaning quyi ikki karrali integrali, uning gori ikki

karrali integralidan katta emasligini bildiradi:
J<J

5) Agar f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u
holda (D¢ >0 olinganda ham, shunda®y >0 topiladiki, (D) sohaning diametri
Ap <0 bo’lgan barcha bo’laklashlari uchun

S.(f)<d+e (0sS.(f)-J<e) (17.7)
s(f)>3-¢ (0s3-s,(f)<¢) |
bo’ladi.

Bu xossa f(x,y) funksiyaning yuqgori hamda quyi integrallad, — 0 da
mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi yig'indilang limiti ekanligini
bildiradi:

J = lim S.(f), Q=Alimosp(f)

Ap -0
2°. Ikki karrali integralning mavjudligi. Endi ikki karrali integralning mavjud
bo’lishining zarur va etarli shartini (kriteriysinkeltiramiz.
1-teorema. f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun,
O&>0 olinganda ham, shundag >0 topilib, (D) sohaning diametrid, < J
bo’lgan har ganday bo’laklashga nisbatan Darbu yig'indilari
S(f)-s(f)<e (17.8)
tengsizlikni ganoatlantirilishi zarur va etarli.
<«Zarurligi. f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lsin. Ta'rifga
ko'ra
J=J=J
bo’ladi, bunda
J=sufls;(f)}, J=inf{S,(f)}

[Je >0 olinganda ham,g ga ko’ra shundayd >0 topiladiki, (D) sohaning

diametri A, <0 bo’lgan har ganday’ bo’laklashiga nisbatan Darbu yig'indilari

uchun (17.7) munosabatlarga ko'ra
= & £
S(f)-J<—=, J-s.\f)<—=
()-T<5, 3-s(f)<S

bo’lib, undan
S,(f)-so(f)<e
bo’lishi kelib chigadi.
Etarliligi. Oe>0 olinganda ham, shunday >0 topilib, (D) sohaning
diametri A, <0 bo’lgan har gandayP bo’laklashga nisbatan Darbu yig'indilari

uchun
S,(f)-so(f)<e
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bo'lsin. Qaralayotganf (x,y) funksiya (D) sohada chegaralangani uchun, uning
quyi hamda yuqori integrallari

J=suds,(f)}, J=inf{S;(f)}

J<J

mavjud va

bo’ladi. Ravshanki,

[

s(f)sd<T<S,(F).

0<J-J<S(f)-s.(f)
bo’lishini topamiz. Demaki]g >0 uchun
0<J-J<¢
bo’lib, undan J =J bo'lishi kelib chigadi. Bu esaf (x,y) funksiyaning (D)
sohada integrallanuvchi ekanligini bildirami.
Agar f(x,y) funksiyaning(D,) (k=1,2,...,n) sohadagi tebranishiri, bilan
belgilasak, u holda

So(f)-55(f)= 2 (M -m)D, = > D,

Bu munosabatdan

k=1 k=1
bo’lib, teoremadagi (17.8) shart ushbu
2. WD <€
k=1
ya'ni
n
lim > D, =0
Ap = Ok=1

ko'rinishlarni oladi.

4-8. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi
Ushbu paragrafda ikki karrali integralning mavjgdlhagidagi teoremadan
foydalanib, ma’lum sinf funksiyalarining integraflavchi bo’lishini ko’rsatamiz.
2-teorema.Agar f(x,y) funksiya chegaralangan yopifp) 0 R? sohada

berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu sohada integnail’chi bo’ladi.
< f(x,y) funksiya (D) sohada tekis uzluksiz bo’ladi. U holda Kantor

teoremasining natijasiga asosan (12-bob, 6E8,>0 olinganda ham, shunday
0>0 topiladiki, (D) sohaning diametrid,<J bo’lgan har gandayP
bo’laklashida

SP(f)_SP(f)zkz:Cq(Dk <‘9ksz =D
=1 =1
bo’lib, undan
n
lim D, =0
APQOkZ:la& k

bo’lishi kelib chigadi. Demakf (x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvch.
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(D) sohada nol yuzli™ chizig berilgan bo’lsin.

1-lemma. Oe >0 olinganda ham, shundag >0 topiladiki, (D) sohaning
diametri A <0 bo’lgan P bo’laklashi olinganda bu bo’laklashning chiziq
bilan umumiy nugtaga ega bo’lgan bo’laklari yuztemg yig'indisi £ dan kichik
bo’ladi.

<«Shartga ko’raI" - nol yuzli chiziq. Demak, uni shundd) ko’pbo’rchak
bilan o’rash mumkinki, bu ko’pburchakning yuQi< £ bo’ladi.

I’ chiziq bilan (Q) ko’pbo’rchak chegarasi umumiy nuqtaga ega emas deb
I’ chizig nugtalari bilan (Q) ko’pburchak chegarasi nuqtalari orasidagi masofani
garaylik. Bu nugtalar orasidagi masofa o’zining &ahik giymatiga erishadi. Biz
uni 0>0 orqali belgilaymiz. Agar (D) sohaning diametril, <o bo’lgan P
bo’laklashi olinsa, ravshanki, bu bo’laklashnidg chiziq bilan umumiy nuqtaga
ega bo’lgan bo’laklari butunla;(Q) ko’pburchakda joylashadi. Demak, bunday
bo’laklar yuzlarining yig'indisie dan kichik bo’ladiP»

3-teorema.Agar f(x,y) funksiya (D) sohada chegaralangan va bu sohaning
chekli sondagi nol yuzli chiziglarida uzilishga edao’lib, qolgan barcha
nugtalarida uzluksiz bo’lsa, funksiy@®) sohada integrallanuvchi bo’ladi.

<« f(x,y) funksiya (D) sohada chegaralangan bo’lib, u shu sohaning fagat
bitta nol yuzli I chizigida (I"0(D)) uzilishga ega bo'lib golgan barcha
nugtalarda uzluksiz bo’lsin.

[Je >0 sonni olib, I" chizigni yuzi £ dan kichik bo’Igan(Q) ko’pburchak
bilan o’raymiz. NatijaddD) soha(Q) va (D)\(Q) sohalarga ajraladi.

Shartga ko'ra, f(x,y) funksiya (D)\(Q) da uzluksiz. Demak,de>0
olinganda ham shundayd, >0 topiladiki, diametri A, <4, bo’lgan B
bo’laklashning har bir bo’lagidagi (x,y) funksiyaning tebranishi, <& bo’ladi.

Yuqoridagi lemmaning isbot jarayoni ko'rsatadikihus £ >0 ga ko'ra,
shunday d, > Otopiladiki, (D) sohaning diametril, <d, bo’lgan bo’laklashi
olinsa, bu bo’laklashning(Q) ko’pburchak bilan umumiy nugtaga ega bo’lgan
bo’laklar yuzlarining yig'indisie dan kichik bo’ladi.

Endi min{3,,d,}=0 deb, (D) sohaning diametrid, <d bo’lgan P
bo’laklashini olamiz. Bu bo’laklashga nisbatalh(x,y) funksiyaning Darbu
yig'indilarini tuzib, quyidagi

n
S(f)-s(f)= > aDy (17.9)
k=1
ayirmani garaymiz.
Bu (17.9)yig’'indining (Q) ko’pburchakdan tashqgari joylashgafD, )
bo’laklarga mos hadlaridan iborat yig'indi
2. @Dy

k
bo’lsin.
(17.9) yig’indining golgan barcha hadlaridan tashipgan yig'indi

222



;%Dk
bo’lsin. Natijada (17.9) yig'indi ikki gismga ajadli:

> @Dy => @D, +> wb, (17.10)
k=1 k k
D)\ (Q) sohadagi bo’laklarda, < é&bo’lganligidan
k
> D, <ed D <eD (17.11)
k k

bo’ladi.
Agar f(x,y) funksiyaning(D) sohadagi tebranishif bilan belgilasak, u
holda

;@Dk < Q; D,
bo’ladi. (Q) ko’pburchakda butunlay joylashgaR bo’laklashning bo’laklari

yuzlarining yig'indisi £ dan kichik hamda(Q) ko’pburchak chegarasi bilan

umumiy nugtaga ega bo’lgan bo’laklar yuzlarining'indisi ham & dan kichik
bo’lishini e’tiborga olsak, unda

> D <2¢
k
bo’lishini topamiz. Demak,
> WD, <2Q¢. (17.12)
k
Natijada, (17.10), (17.11) va (17.12) munosabadiard
n
> @D, <&D +2Qe = £(D +2Q)
k=1
ekanligi kelib chigadi. Demak,
AI,!njokZ:“l%Dk =0.
Bu esaf (x,y) funksiyaning(D) sohada integrallanuvchi bo’lishini bildiradi.
f (x,y) funksiya (D) sohaning chekli sondagi nol yuzli chiziglaridalistiga
ega bo’lib, barcha nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, rlgni(D) da integrallanuvchi
bo’lishi yuqoridagidek isbot etilac.

5-8. Ikki karrali integralning xossalari
Quyida f (x,y) funksiya ikki karrali integralining xossalarinirganamiz.
Ikki karrali integral ham aniq integralning xossalaingari xossalarga ega.
Ularni asosan isbotsiz keltiramiz.
1) f(x,y) funksiya (D) sohada((D)0R?) integrallanuvchi bo'lsin. Bu
funksiyaning (D) sohaga tegishli bo’lgan nol yuzIL chizigdagi (L O(D))
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giymatlarinigina (chegaralanganligini saqglagan hgldo’'zlashtirishdan hosil
bo’lgan F(x,y) funksiya ham(D) sohada integrallanuvchi bo'lib,

(”)f(x,y)dDz(”)F(x,y)dD

bo’ladi.
<RavshankiJ(x,y)J(D)\L uchun

f(xy)=F(xy).
Shartga ko'raL nol yuzli chizig. Unda 1-lemmaga asosarg >0 olinganda
ham shundayd >0 topiladiki, (D) soha diametril, <J bo’lgan har ganday

bo’laklashi olinganda ham, bu bo’laklashnihgchiziq bilan umumiy nugtaga ega
bo’lgan bo’laklari yuzlarining yig'indisie dan kichik bo’ladi. ShuP bo’laklashga
nisbatanf (x,y) va F(x,y) funksiyalarning ushbu integral yig'indilarini tuzég:

o(1)= X 1 (6200,

op(F)= kZF(fk )D .
=1
o, (f) yig'indini quyidagicha ikki gismga ajratamiz:

op(f)= % f (& /1 )Dy +§, f (& ./7)Dy
bunda’ vyigiindi L chizig bilan umumiy nugtaga ega bo’lgdb,) bo’laklar
k

bo'yicha olingan,) esa golgan barcha hadlardan tashkil topgan yig'ind
k

Xuddi shunga o’xshash
UP(F)zg,F(fk 7D+ X F (& /1) Dy

Agar O(x,y)d(D)\L uchun f(x,y)=

)_

o:(1)-0p(F) =X 6,

bo'lishi kelib chigadi, bundaM = sugf (x,y)-F(x,y) ((x,y)O(D)\L). Demak,
0(f)-0s(F) < Me.
Keyingi tengsizlikdad, — 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:

[[ f(x,y)dD = [[F(x,y)dD.»
(D) (D)

2) f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan bo’lib(D) soha nol yuzliL chizig
bilan (D,) va (D,) sohalarga ajralgan bo’lsin. Agatr(x,y) funksiya (D) sohada
integrallanuvchi bo’lsa, funksiydD,) va (D,) sohalarda ham integrallanuvchi
bo’ladi. Va aksincha, ya'nif (x,y) funksiya (D,) va (D,) sohalarning har birida
integrallanuvchi bo’lsa(D) sohada ham integrallanuvchi bo’ladi. Bunda

k
x,y) ekanini e’'tiborga olsak, u holda

F(
F( kﬂk)‘Dk <M} D, <Me¢
K
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Hf x,y)dD = [[ f(x,y)dD+ [[ f(x,y)d

(D) (D)
3) Agar f(x, y) funk5|ya( ) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holdix,y)
(c = cons) ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

[[cf(x,y)dD=c|[ f(x,y)dD
(D) (D)

formula o’rinli bo’ladi.
4) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar(D) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u
holda f (x,y)+ g(x, y) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

” (x,y)*g(x,y))dD = ”f xydD+”g x,y)dD

formula o'rinli bo ladi.
1-natija. Agar f,(xy), f,(x.y),... f.(xy) funksiyalarning har biri(D)
sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda ushbu
¢ f,(xy)+c f,(xy)+..+4¢c,f (xy) (g=const i=12,.,n)
funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

(J-[')[)(lel(x’y)-l- c, f,(x,y)+..+c, f (xy)dD=
= Cl(ij) f,(x,y)dD + CZ([Iﬂ[) f,(x,y)dD+...+¢, (IDI) f_(x,y)dD

bo’ladi.
5) Agar f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo'lit5](x,y)0(D)
uchun f (x,y)=0 bo’lsa, u holda

(”)f (x,y)ddD=0

bo’ladi.
2-natija. Agar f(x,y) va g(xy) funksiyalar (D) sohada integrallanuvchi
bo'lib, O(x,y)0(D) uchun
f(xy)=<g(xy)

[[ f(xy)dD< (J[)I)g(x,y)dD

(D)

bo’lsa, u holda

bo’ladi.
6) Agar f(x,y) funksiya(D) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u hold4x,y)
funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

(IDJ)f (x,y)}dD

< [[|f(x,y)dD
(D)
bo’ladi.

7) O'rta giymat hagidagi teoremalar.f (x,y) funksiya (D) sohada berilgan
va u shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, slyund va M 0’zgarmas
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sonlar m=inf{f(xy), (x,y)O(D)}}, M =sudf(xy), (x,y)O(D)} mavjudki,
O(x,y)2(D) uchun
< f(xy)sM
bo’ladi.
4-teoremaAgar f(x,y) funksiya(D) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda
shunday o’zgarmag (m< < M) son mavjudki,

(H)f(x,y)dDwED

bo’ladi, bundaD - (D) sohaning yuzi.
3-natija. Agar f(x,y) funksiya yopiq(D) sohada uzluksiz bo’lsa, u holda bu
sohada shundafa,s)0(D) nugta topiladiki,

(”)f (x,y)dD = f(a,s)dD

bo’ladi.

5-teorema.Agar g(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lib, u shu
sohada 0’z ishorasini o’'zgartirmasa Mig{x,y) funksiya (D) sohada uzluksiz
bo’lsa, u holda shundafg, ) ( )nuqta topiladiki,

Hf x,y) g(x,y)dD = f aeﬁg x,y)d

bo’ladi.

8) Integrallash sohasi o’zgaruvchi bo’lgan ikki karralintegrallar. f(x,y)
funksiya (D) sohada berilgan bo’lib, u shu sohada integrallahuvo’lsin. Bu
funksiya, (D) sohaning yuzga ega bo’lgan har ganddy gismida ((d) O (D))
ham integrallanuvchi bo’ladi. Ravshanki, ushbu

[[ f(xy)D
@)

integral (d) ga bog’liq bo’ladi.
(D) sohaning yuzga ega bo’lgan har Kit) gismiga yugoridagi integralni
mMOos go’yamiz:
®:(d) - (”)f(x,y)dD.
d

Natijaja funksiya hosil bo’ladi. Odatda bu
= [[ f(x,y)dD
(d)

funksiya sohaning funksiyasi deb ataladi.

(D) sohada biror(x,,y,) nugtani olaylik.(d) esa shu nugtani 0’z ichiga
olgan va(d)d (D) bo’lgan soha bo'lsin. Bu sohaning yuzil diametri esal
bo’lsin.

Agar A - o« da (D(c(ld)) nisbatning Imﬂ%m@)@ mavjud va chekli bo’lsa,

bu limit ®((d)) funksiyaning(x, ,y,) nugtadagi soha bo’yicha hosilasi deb ataladi.
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Agar f(x,y) funksiya (D) sohada uzluksiz bo’lsa, u hold&>((d))
funksiyaning(x, ,y,) nugtadagi soha bo’yicha hosilas(x,,y,) ga teng bo’ladi.

6-8. Ikki karrali integrallarni hisoblash

f(x,y) funksiyaning (D) sohadagi%(D)D R?) ikki karrali integrali tegishli
integral yig'indining ma’lum ma’nodagi limiti sifaeda ta'riflanadi. Bu limit
tushunchasi murakkab xarakterga ega bo’lib, unitahii bo’yicha hisoblash hatto
sodda hollarda ham ancha qiyin bo’ladi.

Agar f(x,y) funksiyaning (D) sohada integrallanuvchiligi ma’lum bo’lsa,
unda bilamizki, integral yig’indi(D) sohaning bo’laklash usuliga ham, har bir
bo’lakda olingan (En ,/7k) nuqtalarga ham bog’liq bo’'lmayd, - 0 da yagona

Hf(x,y)dD songa intiladi. Natijada funksiyaning ikki karrafitegralini topish
D)

uchun birorta bo’laklashga nisbatan integral yidimng limitini hisoblash etarli
bo’ladi. Bu hol (D) sohaning bo’laklashini hamd&,;7.) nugtalarni integral

yig'indini va uning limitini hisoblashga qulay diiolish imkonini beradi.
17.1-misol.Ushbu
[[xydD
(D)
integral hisoblansin, bund@®)={(x,y)JR?: 0<x<1, 0<y<1-x}.
<Ravshanki,f (x,y) = xy funksiya(D) da uzluksiz. Demak, bu funksi{®)
sohada integrallanuvchi.
(D) sohani
Sﬂ'; I_ Sl}
n n
=01.2,...n-1)
— —j deb garaymiz.

+

S| X

(i=01,2,..,n-1,

\_/ ~ 5

N
bo’laklarga ajratib, har bifD, ) da (& .7, )=
U holda

n-1n-1 n-1 n—i—1i k |
g=3 3 t(&m)D [ d“—g—}
XM= 2) 2 B By
101, 1 (n?(n-1n n(in-1)(2n-1) n?(n-1)
=F§o'(n_')2=2n2[ (2 Pt )é & (4 )]
bo’ladi. Bundan esa

. 1
limo=—
n- o 24

bo’lishi kelib chigadi. Demak,
1
[[xydD=—=.»
D) 24
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Umuman, ko'p hollarda funksiyalarning karrali intatharini ta’rifga ko'ra
hisoblash giyin bo’ladi. Shuning uchun karrali grtallarni hisoblashning amaliy
jihatdan qulay bo’lgan yo’llarini topish zaruriyatig'ildi.

Yuqorida aytib o’tganimizdek,f(x,y) funksiyaning karrali integrali va uni
hisoblash(D) sohaga bog'lig.

Awvalo sodda holda, (D) soha to'g'ri to'rtburchak sohadan iborat bo’lgan
holda funksiyaning karrali integralini hisoblaymiz.

6-teorema. f(x,y) funksiya (D)={(x,y)D R®:a<x<s,C< ysd} sohada
berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

Agar x (xO[a,s]) o’zgaruvchining har bir tayin giymatida

d
3(x)=] f(xy)dy
c
integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

jﬁ f (x,y)dy}dx

alLc
integral ham mavjud va

ki (x,y)dD:iE f (x,y)dy}dx

(D)
bo’ladi.
< (D) sohani
(Du)={(xY)OR*: X X< X1, Yie S VS Views]
(i=01,2,..n-1,k=012,...m-1)
bo’laklarga ajratamiz. Bu bo’laklashif},,, deb belgilaymiz. Uning diametri

Ap,,, =maxy AXE + Ay (Axi = Xis1 ™% AV = Va1~ Yk)-

Modomiki, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi ekan, u shu sohada
chegaralangan bo’ladi. Binobariri(x,y) funksiya har bi{D, ) da chegaralangan
va demak, u shu sohada aniq yuqori hamda aniqaipegaralariga ega bo’ladi:

m, =inf{f(xy): (xy)O(D)},
My =sud f(xy):  (xy)O(Dy)},
(i=012,.,n-1,k=01,2,...m-1).

Ravshanki, O(x,y)0(D, ) uchun m, < f(xy)<M, xususan,& O[x %]
uchun ham m, < f(&,y)<M, bo'ladi. Teoremaning shartidan foydalanib
quyidagini topamiz:

Yk+1 Yk+1 Yk+1
J'mkdyS j f(&,y)dys jMikdy’
Yk Yk Yk
ya'ni
Yk+1
my Ay, < J. f(&.y)dy< My Ay, (AY, = Vi = Yio)-

Yk
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Agar keyingi tengsizliklarnik ning (k=071,2,....m-1) giymatlarida yozib,

ularni hadlab qo’shsak u holda
m-1Yk+1

kaAYk = Z jf & y)dy< ZMlkAyk’

k=0 y,
ya'ni

m-1
kzrnkAyk jf &,y)dy=J3(&)< zl\/l,kAyk (i=01,2,..,n-1)
=0

bo’ladi.
Endi keyingi tengsizliklarniax, (Ax = %, — % ) ga ko’paytirib, so’ng hadlab
go’shamiz. Natijada

5 S < Sa(e o

i=0\ k=0

||'M|

[mz .kAyk]Am

bo’ladi.
Ravshanki,

n-1/m-1 n-1 m-1 n-1 m-1
Z(kaAyk)Axi =2 2MdxAy, =3 > mD, =

i=0\ k=0 i=0 k=0 i=0 k=0

f (x,y) funksiya uchun Darbuning quyi yig'indisi,
n-1/ m-1 n-1 m-1
Z(ZMikAyk)Axi =2 2MyD, =S

i=0\ k=0 i=0 k=0
esa Darbuning yugori yig'indisidir. Demak,

s< .ni\](gi)Axi <S. (17.13)

i=0
Shartga ko'raf (x,y) funksiya (D) da integrallanuvchi. U holdd, - 0 da
s [[f(xy)dD, S [[f(xy)dD
(D) (D)

bo’ladi.
(17.13) munosabatda esa,
n-1
_Zod(fi )X
yig'indi limitga ega hamda bu limit
[[ f(x,y)dD
(D)

ga teng bo’lishi kelib chigadi:
AF!nlrmOIZéJ( ), = ” f(xy)d

Agar

8

lim ZJ( )AX, = [ I(x)dx

/]an_'ol =0 a
va
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J:J(x)dx jrf X,y dy}dx

a

ekanligini e’tiborga olsak, unda

jjf (x,y)dD= jﬁf xydy}

bo’lishini topamiz»

7-teorema. f(x,y) funksiya (D)={(x,y)D R®:a<x<g;c<y< d} sohada
berilgan va integrallanuvchi bo'lsin. Agay (yO[c,d]) o’zgaruvchining har bir
tayin giymatida

=f f (x,y)dx

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

TD f (x,y)dx}dy

cLa

integral ham mavjud va

[[ f(x,y)dD = }ﬁ f (x,y)dx}dy
(D) clLa

bo’ladi.

Bu teoremaning isboti yugoridagi teoremaning iskatiidir. 6-teorema va 7-
teoremalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.

4-natija. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

d
Agar x(xO[a,s]) o'zgaruvchining har bir tayin giymatidd f (x,y)dy integral

mavjud bo’lsa,y (yO[c,d]) o’zgaruvchining har bir tayin qiymatidgﬁlf(x,y)dx
a

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

el d d| e
j{j f(x,y)dy}dx, j{jf X,y dx}d (*)
integrallar ham mavjud va

(ij)f (x,y)dD =£E f (x,y)dy}dxz T{j f (x,y)dx}dy

cLa
bo’ladi.
5-natija. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va uzluksiz bo’lsa, u
holda

I xk, el e {1 (xoley

cLa

integrallarning har biri mavjud va ular bir-birigeng bo’ladi.
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(*) integrallar, tuzilishiga ko'ra, ikki argumentlfunksiyadan avval bir
argumenti bo’yicha (ikkinchi argumentini o’zgarmdssoblab turib), so’ng
ikkinchi argumenti bo’yicha olingan integrallardiBunday integrallarni takroriy
integrallar deb atash (takroriy limitlar singadjptiydir.

Shunday qilib, garalayotgan holda karrali integumadl hisoblash takroriy
integrallarni hisoblashga keltirilar ekan. Takroriytegralni hisoblash esa ikkita
oddiy (bir argumentli funksiyaning integralini) Ra&n integralini ketma-ket
hisoblash demakdir.

2-eslatma. Yuqorida keltiriigan 6-teoremani isbotlash jaraytan ko’rdikki,
to’g’ri turtburchak (D) soha, tomonlari mos ravishdax , Ay, bo’lgan to’g'ri

to’rtburchak sohala(Dik) larga ajratildi. Ravshanki, bu elementar sohanjngi
D, = Ax [Ay, bo’ladi.

Awval aytganimizdekAx ni dx ga, Ay ni dy ga almashtirish mumkinligini
hamdaa< x<¢, c<y<d ekanini e’'tiborga olib, bundan buyon integralnhbs

] f(x,y)dD
(D)
ko’rinishda yozish o’rniga
ed ds
[] f(xy)dydx (yoki [[f(x,y)dxdy)

kabi ham yozib ketaveramiz.
17.2-misol.Ushbu

dxdy

O+ x2 + y2)”

integral hisoblansin, bund®) ={(x,y)D R®:0<x<10< ysl}.
«Integral ostidagi

X
f(xy)= :
e +y)

funksiya (D) sohada uzluksiz. Unda garalayotgan ikki karrakgnal ham,

1

X
dx

{ (1+ X2 + yz)%

integral ham mavjud. 7-teoremaga ko'ra

231



1+ X%+ y?)? 0
x=1
__ 1 _ 1 1
JIe +y?| Y +L Y2
bo’lishini hisobga olsak, unda

1
xdxdyszj{ 1 1 :ldy:

('[[3'-)(1+ x2+y2)/2 \/y2+1 \/y2+2
=[In(y+\/y27-|-1)—In(y+\/ﬁ):J 2+42

1++/3
ekanini topamiz. Demak(| xddy _, 2+\/_

(D)(1+ x2+y2)% 1+\/_

Endi (D) soha ushbu(D)={(x,y)IR? :a<x<s; ¢ (x)<y<g,(x) kori-
nishda bo’lsin. Bundap,(x) va ¢,(x) [a,s] da berilgan va uzluksiz funksiyalar
(54-chizma)

A

y

0 a g X
54-chizma
8-teorema. f (x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo'lsin.
Agar x (xO[a, s]) 0’zgaruvchining har bir tayin giymatida

j f x,y)dy
#1(x)
integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

€ ¢2(X)
j{ jf(x,y)dy}dx
a| ¢1(x)

integral ham mavjud va

Il 1(y)aD= j{ ff xydy}

#1(x
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bo’ladi.

< ¢,(x) va ¢,(x) funksiyalar [a,s] da uzluksiz. Veyershtrass teoremasiga
ko'ra bu funksiyalar[a,s] da o'zining eng katta va eng kichik giymatlariga
erishadi. Ularni

min ¢,(x)=c, min g,(x)=d

asX<es asx<es
deb belgilaylik.
Endi

(D) ={(x.y)OR? :asx<q;c< y<d}
sohada ushbu

f*(x,y)z{f(x’y)’ agar gx,ygDSD) bdlsa,

0, agar (x,y)O(D)\(D)bdlsa

funksiyani garaylik.
Ravshanki, teorema shartlarida bu funks(i#) sohada integrallanuvchi va

integral xossasiga ko'ra

”f X,y)dD = Hf x,y)dD+ [[f"(x,y)dD= ”fxy (17.14)
(D, \(D)
bo'ladi. Shunlngdekx (xl][a e]) 0 zgaruvchlnlng har b|r tayin giymatida

=jf x,y)dy
Cc

integral mavjud va

71 (17.15)

bo’ladi. Unda 6-teoremaga ko'ra

el d
j{j f’ (x,y)dy}dx
integral ham mavjud va

6| d
(H)f*(x,y)dD=I{j f*(x,y)dy}dx
D alC
bo’ladi.
(17.14) va (17.15) munosabatdan

Jf f(xy)eo= j{

a

#2(x)
[f(xy dy}
#1(x)
bo’lishi kelib chigadi»

Endi (D) soha ushbu

(D)={(xY)OR? :¢(y) < x< ¢, (y);c< y<d
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ko'rinishda bo’lsin. Bunday,(x) va ,(x) [c,d] da berilgan uzluksiz funksiyalar
(55-chizma (a)).

4

@ 9 X () O X

c__

v
v

55-chizma
9-teorema. f (x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.
Agar y (yO[c,d])o’zgaruvchining har bir tayin giymatida
wa(y)
I(y)= [ fxy)dx
wi(y)
integral mavjud bo’lsa, u holda

df ¢a(y)
[I ] f(xy)dx|dy
integral ham mavjud va

df ¢a(y)
[[ f(x,y)dD =j{ [ f(x,y)dx}dy
(D) clyaly)
bo’ladi.
Bu teoremaning isboti 8-teoremaning isboti kabidir.
Faraz qilaylik, (D) soha ((D)D RZ) yugorida garalgan sohalarning har
birining xususiyatiga ega bo’lsin (55-chizma (b)).
6-natija. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.
Agar x (xO[a,s]) 0’zgaruvchining har bir tayin giymatida
#2(x)
[ f(xy)dy
¢1(x)
integral mavjud bo’lsay (yO[c,d]) o’zgaruvchining har bir tayin giymatida
wa(y)
[ £(x.y)dx
wi(y)
integral mavjud bo’lsa, u holda
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6| #2(x) d[ wal(y)

| j(i)‘(x,y)dy dx, [| [f(xy)dx|dy
al g1(x c

integrallar ham mavjud va

6| #2(x) d[ wal(y)
Hf(x,y)dD=j{ jf(x,y)dy}dx=]{ jf(x,y)dx}dy
(D) al ¢1(x) cLyaly)
bo’ladi.
Bu natijaning isboti 8-teorema va 9-teoremadarbketigadi.
Agar (D) soha (56-chizma)

A
y

»
»

0 X

56-chizmada
tasvirlangan soha bo’lsa, u holda bu soha yugaridgmnilgan sohalar ko’rinishiga
keladigan qilib bo’laklarga ajratiladi. Natijad(aD) soha bo'yicha ikki karrali
integral ajratilgan sohalar bo'yicha ikki karralitegrallar yig'indisiga teng bo’ladi.
Shunday qilib, biz integrallash sohaldd) ning etarli keng sinfi uchun karrali

integrallarni takroriy integrallarga keltirib hisleish mumkinligini ko’'ramiz.
17.3-misol.Ushbu

[ &Y’ dxdy
(D)

integral hisoblansin, bund@®)={(x,y)JR?: 0< x<y; 0< y<1}.
<4 Bu holda 7-teoremaning barcha shartlari bajarildgha teoremaga ko'ra

1
I} e dxdy= | ﬁeyzdx}dy
(D) 0Lo0

bo’ladi. Keyingi tenglikning o'ng tomonidagi integtarni hisoblab quyidagilarni
topamiz:
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y 2 2
[e dx=ye™",
0

1 1
J‘ye-yzdy:%J-e—yzd(yz):_%e—y
0 0

Demak,

oo
(g)e dxdy 5 1 - >

17.4—misol.Ushbu

[[/x+y dxdy
(D)

integral hisoblansin, bund®)={(x,y)JR?: 0< x<1, 0< y<1-x}.
<4 Bu holda 6-teoremaning barcha shartlari bajarildgha teoremaga ko'ra

1f1-x
[[Vx+y dxdy=j{ [\x+y dy}dx
(D) oL o
bo’ladi. Integrallarni hisoblab topamiz:

[Ty orloei(200eP ) a2 o2

0 y:O 5
Demak,

[[Vx+y dxdy=g. >
(o) S

Bu keltirilgan misollarda sodda funksiyalarning dadsoha bo'yicha ikki
karrali integrallari garaldi. Ko’p hollarda soddanksiyalarni murakkab soha
bo’'yicha, murakkab funksiyalarni sodda soha bo'gicta aynigsa, murakkab
funksiyalarni murakkab soha bo’yicha ikki karradtegrallarini hisoblashga to’g'ri
keladi. Bunday integrallarni hisoblash esa anclgandpo’ladi.

7-8. Ikki karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish
f(x,y) funksiya (D) sohada((D)0R?) berilgan bo'lsin. Bu funksiyaning
ikki karrali

(ﬂ)f (x,y)dxdy

integrali mavjudligi ma’lum bo’lib, uni hisoblaslalab etilsin. Ravshankif (x,y)
funksiya hamda(D) soha murakkab bo’lsa, integralni hisoblash giyisilduli.
Ko'pincha, x va y o’zgaruvchilarni, ma’lum gqoidaga ko'ra boshqga
o’'zgaruvchilarga almashtirish natijasida integralstidagi funksiya ham,
integrallash sohasi ham soddalashib, ikki karra&gralni hisoblash osonlashadi.
Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarda o’zgarhilarni almashtirish bilan
shug’'ullanamiz. Avvalo tekislikda sohani sohaga laksrish, egri chizigli
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koordinatalar hamda sohaning yuzini egri chizighokdinatalarda ifodalanishini
keltiramiz.
Ikkita tekislik berilgan bo’lsin (57-chizma).

A

A

y v

A

)
N

|

» »
» »

0 X 0 Uo u
57-chizma.

Birinchi tekislikda to’'g’ri burchakli Oxy koordinata sistemasini va
chegaralangan(D) sohani qgaraylik. Bu sohaning chegaraB sodda, bo’lakli-
sillig chizigdan iborat bo’lsin. lkkinchi tekislikal esa to’'g’ri burchakliOuy
koordinata sistemasini va chegaralangafd) sohani qaraylik. Bu sohaning
chegarasbA ham sodda, bo’lakli-sillig chizigdan iborat bofisi

#(uyv) va ¢(uy) lar (A) sohada berilgan shunday funksiyalar bo’lsinki,
ulardan tuzilga{g(u,v),¢(uv)} sistema(A) sohadagiu,v) nugtani(D) sohadagi
(x,y) nugtaga akslantirsin:

¢: (uv) - x,
g (uy) - y.
va bu akslantirishning akslaridan ibofgx,y)} to’plam (D) ga tegishli bo’lsin.
Demak, ushbu
x=g(uv),
17.16
{y =¢(uyv) (1719

sistema(A) sohani(D) sohada akslantiradi.

Bu akslantirish quyidagi shartlarni bajarsin:

1°. (17.16) akslantirish o’zaro bir giymatli akslarghi ya’ni (A) sohaning
turli nugtalarini (D) sohaning turli nugtalariga akslantiritiD) sohadagi har bir
nugta uchur(A) sohada unga mos keladigan nugta bittagina bo’lsin.

Ravshanki, bu holda (17.16) sistenmava v larga nisbatan bir giymatli
echiladi:u=g,(x,y), v=¢,(x,y) va ushbu

u= ¢1(X,Y),
{V =1//1(x,y) (17.17)
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sistema bilan akslantirish yugoridagi akslantirshgskari bo'lib,(D) sohani(a)
sohaga akslantiradi. Demak,

¢(¢1(X’Y)’w1(X,Y)) =X
w(¢1(X’Y)’w1(X’Y)) =Yy
2°. #(uyv), ¢(uyv) funksiyalar(A) sohadag,(uyv), ¢, (uyv) funksiyalar(D)
sohada uzluksiz va barcha xususiy hosilalarga edi bou xususiy hosilalar ham
uzluksiz bo’lsin.
3°. (17.16) sistemadagi funksiyalarning xususiy teoalan tuzilgan ushbu
0xX 0X
g; g; (17.19)
ou ov
funksional determinantning hafd) sohada noldan fargli (ya'r{iA) sohaning har
bir nuqtasida noldan fargli) bo’lsin. Odatda (17.X#terminantni sistemaning
D(x,y)
D(u,v)
Bu 2 va @ — shartlardan, (A) boglamli soha bo’lganda, (17.19)

yakobianning shu sohada 0’z ishorasini saqglasii kedligadi.
Hagigatdan ham,(u,yv) funksiya (A) sohaning ikkita turli nugtalarida turli

ishorali giymatlarga ko’ra(A) da shunday(u, .v,) nugta topiladiki, J(u, v,) =0
bo’ladi. Bu esal(u,v) # 0 bo'lishiga ziddir.
3-shartdan (17.17) sistemaning yakobiani, ya'nbush
ou du
ox oy
v ov
ox oy
funksional determinantning har(D) sohada noldan fargli bo’lishi kelib chigadi.
Hagigatdan ham, (17.18) munosabatdan
Ox_ox Ju, oxv_y
Ox du 0x O0v 0OX
oy _ oy qu, oy vy
dy Ou dy oOv oy
ox_oxu oxv_
dy Ou dy oOv oy

@ = ﬂ ﬁ +ﬂ i =0
0X Ou 0x o0v OX
bo’lishini e’tiborga olsak, u holda

D(x) D(uv) _,

D(uv) D(xy)

(17.18)

yakobiani deyiladi val(u,v) yoki kabi belgilanadi.

bo’lib,
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D(uv
J(xy)= p(xy) £0

bo’lishini topamiz.

Demak, (D) bog’lamli soha bo’lgandd, (u,v) yakobiani han{D) sohada 0’z
ishorasini saglaydi.

Yugoridagi shartlardan yana quyidagilar kelib cldiiga

(17.16) akslantirish (A) sohaning ichki nugtasini(D) sohaning ichki
nugtasiga akslantiradi. Hagigatdan ham, oshkormasksfyaning mavjudligi
hagida teoremaga ko’ra (17.16) siste(n@,yo) nugtaning biror atrofidas va v
larni x va y o’zgaruvchilarning funksiyasi sifatida aniglaydii=g,(x,y),
v=¢(xy). Bundadi(%,yo) =y, ¢1(%.¥0)=Vo bo'ladi. Demak,(x,y,) (D)
sohaning ichki nugtasi. Bundan (17.16) akslanti{gh sohaning chegaragiA ni
(D) sohaning chegaradir ga akslantirishi kelib chigadi.

Shuningdek, (17.16) akslantiris(A) sohadagi sillig (bo’lakli -silliq) egri
chiziq
n=uft
V:V8 (a<t<p)
ni (D) sohadaygi silliq (bo’lakli-silli) egri chizig

x=$(ult).v(t))
y =(u(t),v(t))

ga akslantiradi.

(A) sohadau=u, to'g'ri chizigni olaylik. (17.16) akslantirish buo’g'ri
chizigni (D) sohadagi

x=p(ug V)
y=l//(uo ’V)

egri chiziqga akslantiradi. Xuddi shundd$) sohadagiv=v, to'g'ri chizigni
(17.16) akslantirisD) sohadagi

(17.20)

X=¢(“1’Vo)

y=(u v)
egri chiziqga akslantiradi. Odatda, (17.20) va Z1Y.egri chiziglarni koordinata
chiziglari (17.20) niv koordinata chizig’i, (17.21) ni esa koordinata chizig'i)
deb ataladi.

Modomiki, (17.16) akslantirish o’zaro bir giymathkslantirish ekan, unda
(D) sohaning har bi(x,y) nugtasidan yagona koordinata chizig'i ¢ ning tayin
o’'zgarmas giymatiga mos bo’lgan chiziq), yagam&oordinata chizig'i ¢ ning
tayin o’zgarmas giymatiga mos bo’lgan chiziq) oitddemak, (D) sohaning shu
(x,y) nugtasi yugorida aytilgan va v lar bilan, ya’'ni(A) sohaning(u,v) nugtasi
bilan to’liq aniglanadi. Shuning uchun va v larni (D) soha nugtalarining
koordinatalari deb garash mumkifD) soha nugqtalarining bunday koordinatalari
egri chizigl koordinatalari deyiladi.

(17.21)
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Masalan, ushbu
X = pCos@
= pcosp
sistema (A)={(u,v)OR?: 0< p<+w, 0sp<271 sohani Oxy tekislikka
akslantiradi. Bu sistemaning yakobiani
)= "l o

(020, 0<¢<2n)

=P
bo’ladi.

p va ¢ lar (D) soha nugqtalarining egri chizigli koordinatalari’lbm shu
sohaning koordinat chiziglari esa, marké(ZiO) nugtada, radiusp ga teng ushbu
X2 +y? = p?
aylanalardan \{ koordinat chiziglari) hamda(0,0) nuqtadan chiggany = g,

(0< p, <2n) nurlardan ¢ koordinat chiziglari) iborat.
Faraz gilaylik, ushbu
x=g@(uyv)
y=¢(uv)
sistema (A) sohani (D) sohaga akslantirsin. Bu akslantirish yugoridagis%
shartlarni bajarsin. U holdéD) sohaning yuzi

D(x,y)

yD(uy)
bo’ladi.

Bu formulaning isboti keyingi bobda keltiriladi (gang, 18-bob, 3-8).

f(x,y) funksiya (D) sohada((D)D Rz) berilgan va shu sohada uzluksiz
bo'lsin. (D) esa sodda, bo'lakli-silliq chiziq bilan chegarajan soha bo’lsin.
Ravshanki, f (x,y) funksiya(D) sohada integrallanuvchi bo’ladi.

Aytaylik, ushbu

D= mJ uv){dudv dudv (17.22)

x=@(uyv)
y =¢(uy)

sistema(A) sohani(D) sohaga akslantirsin va bu akslagtirish yuqoridies’-
shartlarni bajarsin.

Har bir bo’luvchi chizig'i bo’lakli-sillig bo’lgan (A) sohaningP, bo’laklani-
shini olaylik. (17.16) akslantirish natijasid®) sohaningP, bo’laklanishi hosil
bo’ladi. Bu bo’laklanishga nisbataf(x,y) funksiya integral yig'indisi

n
o= kZ_lf (Ek 1’7k)Dk
ni tuzamiz. Ravshanki,

lim o= lim Zf(g‘kﬂk J’jf X,y )dxdy.

App -0 Ay ~0=1

Yugqorida keltirilgan (17.22) formulaga ko’ ra
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= [[]3(uv)dudv
(ay)
bo’ladi. O’rta giymat haqgidagi teoremadan foydaltaquyidagini topamiz:

D, =‘J(uf( ,vLXI]&k (wr v )o(a))
bundaA, - (A, ) ning yuzi. Natijadao yig'indi ushbu
n
o= kZ_lf (& ’”k)“J (Uk ’VklAk
ko'rinishga keladi.
(¢..77.) nugtaning(D, ) sohadagi ixtiyoriy nugta ekanligidan foydalanibj u

¢(Uk ’VL): Sk

l//(U; vV;)=’7k
deb olish mumkin. U holda

o= |<Z—"1f (¢ (uk Vi ),w(uf( Vi ))‘J (uk ,vuAk

bo’ladi.
Ravshanki,

f(#(ux).g(ux))|3(uv)

funksiya (A) sohada uzluksiz. Demak, u shu sohada integraltamud holda

Alirgoa: Iim if(¢(uf< ,VL),(//(UL ,vf())‘J(u’;( ,V’;(}Akz

= ﬂ f (#(uv),@(uv))d(uv)dudv
bo’ladi.
Ap, —» 0 dajs - Obo'lishini e'tiborga olib, topamiz:
(H)f (x,y)dxdy= (ﬂ) f (¢(uv),@(uv))d(uv)dudv. (17.23)
D A

Bu ikki karrali integralda o’zgaruvchilarni almasigh formulasidir.

U berilgan (D) soha bo'yicha integralni hisoblashfd) soha bo'yicha
integralni hisoblashga keltiradi. Agarda (17.23) dag tomondagi integralni
hisoblash engil bo’lsa, bajarilgan o’zgaruvchilasimashtirish o’zini oglaydi.

17.5-misol.Ushbu

H -y —= 2 dxdy

1+ X% +y?

integral hisoblansin, bunda
(D)={(x.y)OR? : 2 +y?<1; y>0}
markazi(0,0) nugtada, radiusi 1 ga teng bo’lgan yuqori tekidigi yarim doira.
< Berilgan integralda o’zgaruvchilarni quyidagi alhasamiz:
X = 0C0P,
y = psing
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Bu almashtirish ushbu

(8)={(0.¢)0R?: 0<p<m, 0<p<f
to’g’ri turtburchakni (D) sohaga akslantiradi va d-2’-shartlarni ganoatlantiradi.
Unda (17.23) formulaga ko ra

H Tl +y dxdy= H \Jp¢dpd¢

bo’ladi. Bunda yakoblanJ(,o ¢ =p bo Iad| Bu tenglikning o'ng tomondagi
integralnl hlsoblab topamiz:

17 2o lo.plaas = J[w} L8 o= 2 mio= T(r-2).

Demak,

-y —
H ey ==L dxdy= (71 2).»

8-8. Ikki karrali integralni taqribiy hisoblash
f(xy) funksiya (D) sohada ((D)OR?) beriigan va shu sohada
integrallanuvchi, ya'ni
[ £ (xy)dxdy (17.23)
(D)

integral mavjud bo’lsin. Ma’lum ko’rinishga ega lgan (D) sohalar uchun
bunday integralni hisoblash 6-§ da keltirildi. Raaski, f(x,y) funksiya
murakkab bo’lsa, shuningdek, integrallash sohasakkab ko’rinishga ega bo’lsa,
unda (17.23) integralni hisoblash ancha giyin b’lea ko’'p hollarda bunday
integralni taqgribiy hisoblashga to’g’ri keladi.

Ushbu paragrafda (17.23) integralni tagribiy hisshini amalga oshiradigan
sodda formulalardan birini keltiramiz.

Aytaylik, f(x,y) funksiya (D)={(x,y)DR2:a£ X<6;C< ysd} to'g’ri
turtburchakda berilgan va uzluksiz bo’lsin. Undg fa keltirilgan formulaga ko’ra

[] £ (x.y)dxdy= j;ﬁ f (x,y)dy}dx (17.24)
(D) alc

bo’ladi.
Endi

f(xy)dy, (xO[a,s6])

integralga 1-qism, 9-bob, 2-8§ dagi (9.52) formulato’'g’ri to’rtburchaklar
formulasini tatbiq etib, ushbu

O —Q

_C:Z:‘;f (x,yk+%) (xO[a,s]) (17.25)

tagribiy formulani hosil gilamiz. So’'ng

d

d
[ f(xy)dy=
C
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£ f (X’ yk+% )jX

integralga yana usha (9.53) formulani qo’llab, giagi
8 —gqm-1
[f (X’ yk+1)d><= 6T 2 f (le ; yk+1) (17.26)
a 2 i=0 2 2

tagribiy formulaga kelamiz.
Natijada (17.24), (17.25) va (17.26) munosabatlarda

(H)f (x, y)dxdy= (o= 825: c) T5 ( ,yk+1) (17.27)

i=0k=0

bo’lishi kelib chigadi.

Bu ikki karrali integralni tag’ribiy hisoblash fomasi, «to’'g’ri
turtburchaklar» formulasi deb ataladi.

Shunday qilib, «to’g’ri turtburchaklar» formulasidakki karrali integral
maxsus tuzilgan yig'indi bilan almashtiriladi. Bigiindi esa quyidagicha tuziladi:

(D)={(x,y)D R®:a<x<g,c<y< d} to’'g’ri turtburchak nm ta teng

D, )={(xY)OR? :X S X< X1, Ve SYS Viw) (=01.2,...m=-1, k=0,12,...

n —1) to’g’ri turtburchaklarga ajratiladi. Bunda

X =a+i6;a, yk=c+kd_c.
m n

Har bir (D,) ning markazi bo'lgan (x,,.y,,,) (=01.2,.,m-1,

k=0,1,2,.., n-1) nugtada f(x,y) funksiyaning giymati f(x,.,¥,,:)
2 2

hisoblanib, uni Shl(Dik) ning yuziga ko’paytiriladi. So’ngra ular barchava k
lar (i=01,2,...m-1, k=0,1,2,..., n—1) bo'yicha yig'iladi.
Odatda, har bir taqribiy formulaning xatoligi taguli yoki baholanadi.

Keltirilgan tagribiy formulaning xatoligini ham ajanish mumekin.
17.6-misol.Ushbu

H x+y+l > dxdy

integral taqribiy hisoblansin, bunda
(D)={(x,y)OR?:0<x<1,0< y<1}.
<« (D) ni ushbu to'rtta bo’lakka bo’lamiz:

(Doo) {(XY)DRZ O<x< ;0<YS%},
(D01)={(x,y)DR2:Osxs%,%s ysl},
(Dlo)z{(x,y)DR2 ~<x<1,0< ys%},
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(Dll)z{(x,y)DR2 =< xsl,%s ysl}.

Bu bo’laklarning markazlari
G%Gﬂ(ﬂ)@%
4°4) \4'4)" \4'4) \4'4
1

f(xy)=—+
() (L+x+y)
funksiyaning giymatlarini hisoblab (17.23) formgé&ako’ra

jj Wrxoy) dxdy~ 02761

bo’lishini topamiz. Bu integralnlng aniq giymatiaes

nugtalarda

fr dx 4
j j sdxdy=[| [-———5 [dy=In—-=0,287682.
1+x+y ol oL+ x+y) 3

bo’ladi.»

9-8. Ikki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiglari

Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarning baai tatbiglarini keltiramiz.

1°. Jismning hajmini hisoblash.R® fazoda(V) jism yuqoridanz= f(x,y)
sirt bilan, (bundaf (x,y) funksiya (D) da uzluksiz) yon tomonlaridan yasovchilari
Oz o’giga parallel bo’lgan silindrik sirt hamda pasitdOxy tekislikdagi(D) soha
bilan chegaralangan jism bo’lsin.

(D) yopiq sohaningP bo’laklashni olamiz.f (x,y) funksiya (D) da uzluksiz
bo’lganligi sabali, bu funksiy&® bo’laklash har bifD,) bo’lagida ham uzluksiz
bo'lib, unda inf{f(xy): (xy)O(D)}=m., sudf(xy): (xy)d(D, }=M,
(k=1,2,3,...,n) larga ega bo’ladi.

Quyidagi

n
Vo= mD,,
k=1

n
Vg = szDk
k=1

yig'indilarni tuzamiz. Bu yig'indilarning birinchis (V) jism ichiga joylashgan
ko’pyogning hajmini, ikkinchisi esa(V) jismni 0’z ichiga olgan ko’pyogning
hajmini ifodalaydi.

Ravshanki, bu ko’pyoglar, demak, ularning hajmkam f (x,y) funksiyaga
hamda (D) sohaning bo’laklashga bog’liq bo’ladi:

Va :VAP(f)’ Ve =VBP(f)-
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(D) sohaning turli bo’laklashlari olinsa, ularga nitra(V) jismning ichiga
joylashgan hamd@/) jismni 0’z ichiga olgan turli ko’pyoglar yasaladilatijada
bu ko’pyoglar xajmlaridan iborat quyidagi

HOR W)
to’plamlar hosil bo’ladi. Bunda{\/f(f)} to’plam yuqoridan{\/BP(f)} to’plam esa
quyidani chegaralangan bo’ladi. Demak, bu to’plamilzy aniq chegaralari
sugv,2(f)}, infive ()]
mavjud. Shartga ko'raf (x,y) funksiya (D) yopiq sohada uzluksiz. U holda
Kantor teoremasining natijasiga asosans >0 son olinganda ham£ songa

D

ko'ra shundayd >0 son topiladiki, (D) sohaning diametril, <J bo’lgan har
ganday bo’laklashP uchun har bi{D, ) da funksiyaning tebranishi

E
M. — <
K mk<D
bo’ladi. Unda
inf{\/ep(f)}—SUF{Vf(f)}SVBP(f)—Vf(f)=éMka—kZ_lrn(Dk=
n ED E
=3 (M¢-m)D, <= YD, = D=e.
kZ:l( k mk) K DkZzl S

Demak, (D) sohaning diametrid, <J bo’lgan har ganday bo’laklanishi
olinganda ham bu bo’laklanishga m()é) jismning ichiga joylashgan hamda bu
(V) ni 0’z ichiga olgan ko’pyoq hajmlari uchun har doi

o<inf Ve (f)}-sugv2(f)f<e

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bundan esa

inf v (1)} = sugv,? ()} (17.28)

tenglik kelib chigadi. Bu tenglil(v) jism hajmga ega bo’lishini bildiradi.

Endi yuqorida o’rganilgarv/(f), V¥ (f) vyigiindilarni Darbu yig'indilari
bilan taqqoslaby/[(f) hamVg () yig'indilar f(x,y) funksiyaning(D) sohada
mos ravishda Darbu quyi hamda yuqori yig'indilakaaini topamiz. Shuning

uchun ushbu
supv ()}, inf g ()}

migdorlar f(x,y) funksiyaning quyi hamda yugori ikki karrali intedjari bo’ladi,
ya'ni

suv? (F)}= [[ F (xy)dD, inf{v2(£)}= ][  (xy)dD
) (o)

Yuqoridagi (17.28) munosabatga ko’ra

[ f(xy)dD= ][ f(x,y)dD
(D) (D)
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tenglik o'rinli ekani ko’rinadi. Demalk,
[[ f(xy)dD = [[ f(x,y)dD = [ f (x,y)dD.
(o) ) (D)

Shunday gilib, bir tomondan, garalayotgdvl) jism hajmga ega ekani
ikkinchi tomondan, uning hajmif (x,y) funksiyaning (D) soha bo'yicha ikki
karrali integraliga teng ekani isbot etildi. Dema(ik) jismning hajmi uchun ushbu

V = [[ f(xy)dD (17.29)
(D)
formula o'rinli.
17.7-misol.Ushbu
X2 y2 Z2
—+ +=-<1
a? g% c?

ellipsoidning hajmi topilsin.
«Bu ellipsoid z=0 tekislikka nisbatan simmetrikdir. Yugori gismife= 0)

o’rab turgan sirt
2 2
X_y
z=C\l1-— -
V" a? 6?
bo’ladi.

Yugoridagi (17.29) formulaga ko'ra ellipsoidningjima (V):

X2 y2
V =2c||,/1—— —=dxdy
e

bo’ladi, bunda
X2 y2
(D)=1(xy)OR?: S +L-<1
a“ s
Integralda ’
X = a0 Co¢
y=epsing (17.30)

almashtirishni bajaramiz. Bu sistemaning yakobiani
acosp 6 Sing
Iop)=| " =alslp
—apsing spCcoSsY
bo'ladi. (17.30) sistema(d)={(0,4)0R?: 0<p<1 0<g<2n} sohani (D)
sohaga akslantiradi. (17.23) formulaga ko’ra

I~ rty= [[\1- ety

bo’ladi. Demak,
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V= 2aec(J-J.)q/l—p2pdpd¢ = Zaecj'{ J-ﬂd¢}/l—p2pd =

1
=4mecjw/l—p2pdp=4?ﬂaec.
0
Shunday qilib, ellipsoidning hajmi
4
V =—rmasc
3

bo’ladi.»
2°. Yassi shaklning yuziUshbu bobning 1-§ idéD) sohaning yuzi quyidagi

D = [[dD = [[dxdy
(D) (D)

integralga teng bo’lishini ko'rdik. Demak, ikki kali integral yordamida yassi
shaklning yuzini hisoblash mumkin ekan.
Xususan, soha

(D)={(x.y)OR?: asx<s 0<y< f(x}
egri chizigli trapesiyadan iborat bo’lsd (x) funksiya[a, ¢] da uzluksiz) u holda

8 f(X) 8
D = [[dxdy= j{ j‘dy}dx=j f (x)dx
(D) al 0 a
bo’lib, 1-gism, 10-bob, 2-8 da topilgan formulagedmiz.
17.8-misol.Ushbu
2 2

2 2
X ::.)[..:t_éi_., X = y *s , (() <a< (;)
2a 26
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi tapils

4 Bu chiziglar parabolalardan iborat (58-chizma).
A
y

Jas

58-chizma
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Quyidagi

y?+a’ _

X — =0
2a
2 2
x—y 6 =0
26

sistemani echib, parabolalarning kesishgan nudgtalar
ats ates
’ as y y as
) (%)
ekanini topamiz. Qaralayotgan sha®ix o’giga simmetrik bo’lishini e’tiborga
olsak, u holdgD) ning yuzi

D =2 [[dxdy
(D1)
bo’ladi, bunda
2 2 2 2
(D,)={(xy)or?: ¥ ZJ;a <x<? 2+8 0< y<+as}.
6
Integralni hisoblab, quyidagini topamiz:
y2+32
Jas| 26 Jas (2 4 2 2,42
[Jaxdy= [ | [dxjdy= ]| Yoy ¥a dy=1(e—a)\/£.
(Dl) 0 y2+a2 0 26 2a 3

2a
Demak,

D= dedy=%(e—a)ﬂ/§.>
(D)

3°. Sirtning yuzi va uning karrali integral orqali ibdalanishi. Ikki karrali
integral yordamida sirt yuzini hisoblash mumkin. v@&lo sirtning yuzi
tushunchasini keltiramiz.
Faraz qilaylik, z= f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin.
Bu funksiyaning grafigi 59-chizmada tasvirlangamdsin iborat bo’lsin.
A

Z
—— Z= f(x,y)
e
A %1. | 1 “3‘(\;
E | L =T !, e
.ﬁ&i!‘f : | 1
f‘l 3 1 il ! i ,"?
SRS s »%
| " D:.‘i--""ffi"ﬂ |
1 i T o
[1 LT ) d 5
O | > t 1‘ »
4 ¥ x>
y SEREY .

248



59-chizma
(D) sohaningP bo’laklashni olaylik. Uning bo’laklariD,), (D,)..... (D,)
bo’lsin. Bu bo’laklashning buluvchi chiziglarini ymaltiruvchilar sifatida garab,
ular orqali yasovchilariOz o’qgiga parallel bo’lgan silindrik sirtlar o’'tkazam
Ravshanki, bu silindrik sirtla(S) sirtni (S)),(S,).....(S,) bo’laklarga ajratadi. Har

bir (D,) (k=1,2,...,n) da ixtiyoriy (&,,7,) nugta olib,(S) sirtda unga mos nugta
(60770 2) (7 = £(&,.7,)) ni topamiz. So'ng(S) sirtga shu(é, .77, %) nugtada
urinma tekislik o’'tkazamiz. Bu urinma tekislik bilayugorida aytilgan silindrik
sirtning kesishishidan hosil bo’lgan urinma telkskjismini (Tk) bilan, uning
yuzini esaT, bilan belgilaymiz.

Geometriyadan ma’lumkiD, ) soha(T,) ning ortogonal proeksiyasi bo'lib,

D, =T|cos),| (17.31)

bo'ladi, bunda y, —(S) sirtga (&,.7,.2.) (z. = (&,,1,)) nugtada o'tkazilgan
urinma tekislik normaliningdz o’qi bilan tashkil etgan burchak.

RavshankiA, — 0da(S,) (k=1,2,...,n) ning diametri ham nolga intiladi.

Agar A, - Oda

2T
k=1
yig'indi chekli limitga ega bo’lsa, bu Iimi(S) sirtning yuzi deb ataladi. Demak,
(S) sirtning yuzi
n
S=lim > T, (17.32)

Ap -0y
bo’ladi.
Yuqorida qaralayotgare= f(x,y) funksiya (D) sohadaf;(x,y), f,(x.y)
xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hos'ﬂe(la) sohada uzluksiz bo’lsin. U
holda

1
COSyk = 12 12
\/1"' F2 (&) + fy (& /1)
bo’ladi.
(17.31) munosabatdan
COosy,
bo’lishini topamiz. Demak,
n n 1 n ; ;
2= Dy = Z\/l"' £2 (& )+ fyz(fk /1)y (17.33)
k=1 k=1COS)j k=1

Tenglikning o’ng tomonidagi yig'indi

Y1+ £2(0y)+ £,2(x,y)

funksiyaning integral yig'indisidir (qarang 1-8)uBunksiya(D) sohada uzluksiz,
demak, integrallanuvchi. Shuning uchun
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im, 3o 176+ 57 (6) D= [ 17 (xy) e 7 (xy) a0
D

Ap ~Ok=1
bo’ladi.
Shunday qilib, (17.32) va (17.33) munosabatlardan
s= [[y1+ £2(x,y)+ f;2(xy) dD (17.34)
(D)

bo’lishi kelib chigadi.

17.9-misol.Asosning radiusr balandligih bo’lgan doiraviy konusning yon
sirti topilsin.

<4 Bunday konus sirtning tenglamasi

Z=E /x2+y2

r
bo’ladi. Yuqoridagi (17.34) formulaga ko'ra

S= [[1+ 2z + 2] dxdy
(D)

y

bo’ladi, bunda
(D)={(x,y)OR? : x® +y? <r?}.
Endi
zZ :DL 7 :DL
eyt T ey
va

h2 X2 h2 y2 h2
12 12 _ —
e Jl——y——y e

ekanini e’'tiborga olib, quyidagini topamiz:
h? h? h?
S= [[[1+— dxdy=,/1+— [[dxdy= |1+ =7 * = mr* +h* >
(D) r () r

10-8. Uch karrali integral

Yugorida Riman integrali tushunchasining ikki o’zgechili funksiya uchun
ganday kiritilishini ko’'rdik va uni batafsil o'rgahk. Xuddi shunga o’xshash bu
tushuncha uch o’zgaruvchili funksiya uchun hamtikiii Uni o’rganishda Riman
integrali hamda ikki karrali integralda yuritilgdrarcha mulohazalar (integrallash
sohasining bo’laklanishini olish, bo’laklarda ixtigrly nugta tanlab olib, integral
yig'indi tuzish, tegishlicha limitga o’tish va hoka) gaytariladi. Shuni e’tiborga
olib, quyida uch karrali integral haqgida faktlakeitirish bilan chegaralanamiz.

1°. Uch karrali integral ta’rifi. f(x,y,z) funksiya R® fazodagi chegaralangan
(V) sohada berilgan bo’lsin. (Bu erda va kelgusida manmvaqt funksiyaning
berilish sohasi(V) ni hajmga ega bo’lgan deb garaymiz)V) sohaning P
bo’laklashini va bu bo’laklashning har by, ) (k=1,2,...,n) bo’lagida ixtiyoriy
(&7 ., ) nugtani olaylik. So’ngra quyidagi
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Uzg,lf(fkﬂk’(k)wk

yig'indini tuzamiz, bunda/, - (V,.) ning hajmi.

Bu yig'indi f(x,y,z) funksiyaning integral yig'indisi yoki Riman yig'isi
deb ataladi.

Endi (V) sohaning shunday

= N = S
bo’laklanishlarini garaymizki, ularning diametridéashkil topgan
A A, s Ap e

ketma-ketlik nolga intilsin:A, — 0. Bunday B, (m=1.2,..) bo'laklanishlarga
nisbatanf ( x,y,z) funksiyaning integral yig'indisini tuzamiz:

Om :éf(fkﬂk[k)wk

Natijada quyidagi
01,05 ety Oy s

ketma-ketlik hosil bo’ladi. Bu ketma-ketlikning hlair hadi (Ek ,nk,Zk) nugtalarga
bog’liq.

o-tarif. Agar (V) ning har ganday bo’laklanishlar ketma-ketligP, }
olinganda ham, unga mos integral yig'indi giymatan iborat{am} ketma-ketlik
(é’k ,/7k,Zk) nugtalarni tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan dalhamma vaqt bitta
J songaintilsa, b sono yig'indining limiti deb ataladi va u

Jim o= Jim 3. f (&M =3

kabi belgilanadi.

10-ta’rif. Agar A, —» Oda f(x,y,z) funksiyaning integral yig'indisio chekli
limitga ega bo’lsa,f ( x,y,z) funksiya (V) da integrallanuvchi (Riman ma’nosida
integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bw yig'indining chekli limiti J esa
f(x,y,z) funksiyaning (V) bo’yicha uch karrali integrali (Riman integrali)

deyiladi va u
[[[ f(xy.z)dv
V)
kabi belgilanadi. Demak,
Mf(x,y,z)dvz/llim o= lim > (&7 C M -
V) p-0 Ap -0,

f(xyz) funksiya (V) da ((v)OR®) berilgan bolib, u shu sohada
chegaralangan bo’lsin:
m< f(xyz)sM  (O(xyz)OV)).
(V) sohaning bo’laklanishlar to’plam{P} ning har bir bo’laklanishiga
nisbatanf ( x,y,z) funksiyaning Darbu yig'indilari
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n n
Sp(f):kz_:lmkvk’ Sp(f): 2 MY,

k=1

{so(F ) {ss(f)}
to’plamlarni garaylik. Ravshanki, bu to’plamlar ¢gagalangan bo’ladi.
11-ta’rif. {s,(f)} to’plamning aniq yuqori chegaradi( x,y,z) funksiyaning
guyi uch karrali integrali deb ataladi va u

J=[[[ f(xyz)dv
)

ni tuzib, ushbu

kabi belgilanadi.
{s.(f)} to’plamning aniq quyi chegarasi( x,y,z) funksiyaning yugori uch
karrali integrali deb ataladi va u

J={[[ f(xyz)dVv

V)
kabi belgilanadi.

12-ta’rif. Agar f(x,y,z) funksiyaning quyi hamda yugori uch Kkarrali
integrallari bir-biriga teng bo’lsaf ( x,y,z) funksiya (V) da integrallanuvchi deb
ataladi va ularning umumiy giymati

I=([[ t(xy2)dv=][[f(xyz)dVv
v) v)
f (x,y,z) funksiyaning uch karrali integrali (Riman intedyaleyiladi.

[[[ f(xy2)dVv ={[] f(xyz)dV = J'Ff (x,yz)dv.
) v) V)

2°. Uch karrali integralning mavjudligi. f( x,y,z) funksiya (V)0 R® sohada
berilgan bo’lsin.

10-teorema. f ( x,y,z) funksiya (V) sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun
Oe>0 olinganda ham shunday >0 topilib, (V) sohaning diametrid, <d
bo’lgan har ganday bo’laklashiga nisbatan Darbu yig'indilari

S,(f)-s,(f)<e

tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va etarli.

3°. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch karrali integralning mavjudligi
hagidagi teoremadan foydalanib, ma’lum sinf fun&fayining integrallanuvchi
bo’lishi ko’rsatildi.

11-teorema.Agar f(x,y,z) funksiya chegarlangan yopify )0 R® sohada

berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu sohada integnail’chi bo’ladi.
12-teorema. Agar f(x,y,z) funksiya (V) sohada chegaralangan va bu

sohaning chekli sondagi nol hajmi sirtlarida ubniia ega bo’lib, qolgan barcha
nugtalarda uzluksiz bo’lsa, funksifé ) da integrallanuvchi bo’ladi.
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4°. Uch Karrali integralning xossalari.Uch karrali integrallar ham ushbu
bobning 5-8 ida keltirilgan ikki karrali integrahrg xossalari kabi xossalarga ega.

1). f(x,y,z) funksiya(V) sohada berilgan bo’lidy) soha nol hajm(S) sirt
bilan (V,) va (V,) sohalarga ajratilgan bo’lsin. Agdr( x,y,z) funksiya(V) sohada
integrallanuvchi bo’lsa, funksiydV,) va (V,) sohalarda ham integrallanuvchi
bo’ladi, va aksincha, ya'nif ( x,y,z) funksiya (V,) va (V,) sohalarning har birida
integrallanuvchi bo’lsa, funksiy®/) sohada ham integrallanuvchi bo’ladi. Bunda

{\J/:)[ f(x,y.z)dV = ([}U) f(x,yz)dV + ({}U) f(x,y,z)dVv

bo’ladi.
2). Agar f(x,y,z) funksiya (V) da integrallanuvchi bo’lsa, u holda
clf(x,y,z) (c=cons) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

{J) cf (x,y,z)dV = CJ(-\'[_!- f(x,y,z)dVv

formula o'rinli bo’ladi.
3). Agar f(x,y,z) va g(x,y,z) funksiyalar(V) da integrallanuvchi bo’lsa, u
holda f ( x,y,z)+ g( x,y,z) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

{J{ [f(xy2)xg(xy2)dV = m f(xyz)dV = mg(x,y,z)dv

formula o'rinli bo’ladi.
4). Agar f(x,y,z) funksiya (V) da integrallanuvchi bo’lib[( x,y,z)0(V)
uchun f(x,y,z)=0 bo'lsa, u holda

{J’{ f(x,yz)dv=0

bo’ladi.
5). Agar f(x,y,z) funksiya(V) da integrallanuvchi bo'lsa, u hold&( x,y,z)
funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

g{ f(x,yz)dv|< J('\w f(x,y.z)dv

bo’ladi.
6). Agar f(x,y,z) funksiya (V) da integrallanuvchi bo’lsa, u holda shunday
o'zgarmasy (m< u< M) son mavjudki,

{“)' f(x,yz)dV =puv
\'%
bo’ladi, bundaV - (V) sohaning hajmi.

7). Agar f(x,y,z) funksiya yopiq (V) sohada uzluksiz bo’lsa, u holda bu
sohada shundafa,¢,c)0(V) nugta topiladiki,

[[[ f(xy.z)dV = f(ae.c)V
\2
bo’ladi.
5°. Uch karrali integrallarni hisoblash. f ( x,y,z) funksiya
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(vV)={(x,yz)OR®: asx<s,csy<d,eszsl] sohada (parallelepipedda)
berilgan va uzluksiz bo’lsin. U holda

Mfwqumfwm%¢x

bo’ladi.

Endi (vV)OR® soha — pastdarz=¢;(x,y) yugoridan z=g,(xy) sirtlar
bilan, yon tomondan ed@z o’giga parallel silindrik sirt bilan chegaralamgsoha
bo’lsin. Bu sohaningDxy tekislikdagi proeksiyasi es@) bo’lsin.

Agar f(x,y;z) funksiya shundayV) sohada uzluksiz bo’libz=¢,(x,y),
z=,(x,y) funksiyalar(D) da uzluksiz bo’lsa, u holda

Wf x,y.z)dV = jj[ jf Xyzdz]dxdy

Nwi(xy)
bo’ladi. Agar yuqorldagl hoIdéD)—{(x,y)DRz. asx<s, ¢,(x)<y<a,(x) bo'lib,
#.(x) va ¢,(x) funksiyalar|a, ¢] da uzluksiz bo’lsa, u holda

MfwwvﬂJVW&wm@%

a| g1 )\ w1(xy)
bo’ladi.
6°. Uch karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almastirish. Uch karrali
integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish ushbabbing 7-8 da keltirilgan ikki
karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtiridabidir. Shuni hisobga olib,
guyida uch karrali integrallarda o’zgaruvchilarimashtirish formulasini keltirish
bilan kifoyalanamiz.
f(x,y,z) funksiya (V) O R® sohada berilgan va uzluksiz bo’lsifv,) soha esa
sillig yoki bo’lakli-sillig sirtlar bilan chegaralegan bo’lsin.
Ushbu
x=@(uvw),
y=¢(uv,w)
z=7(uv,w)
sistema(A) ((A)OR®) sohani(v) sohaga akslantirsin va bu akslantirish 7-§ da
keltirilgan 1°-3°- shartlarni bajarsin U holda
Mf x,y,z)dV = Mf uvw), ¢(uvw), ¢(uv,w))ib|dudvdw

bo’ladi. Bunda
x ox ox
Ju ov ow

Ju ov ow
0z 0z 0z

ou ov ow
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7°. Uch Karrali integralning bazi bir tatbiglari. Uch karrali integral
yordamida R® fazodagi jismning hajmini, jismning massasini, rsiga
momentlarini topish mumkin.

Mashglar
17.10.Ikki karrali integral ta'riflarining ekvivalentligisbotlansin.
17.11.Ushbu

1 1

a) [dx | f(xy)dy
-1 X2
2 sinx

b) [dx [ f (x,y)dy

integrallarda integral tartibi o’zgartirilsin.
17.12.Quyidagi

7
R (ij)(xz - yz)dxdy< 4

tengsizliklar isbotlansin, bunda(D)-x?+y®*-2x=0 aylana bilan
chegaralangan soha.
17.13.Agar f(x) funksiya[a, s] da uzluksiz bo'lsa.

ﬁ f (x)dx} < (e-a)] 12(x)ox
bo’lishi isbotlansin. ) )

18-BOB
Egri chizigli integrallar

Yuqoridagi bobda Riman integrali tushunchasini ikkzgaruvchili funksiya
uchun ganday Kkiritilishini ko’rdik va uni o’rgandiShuni ham aytish kerakki, ko'p
o’'zgaruvchili funksiyalar uchun integral tushundhasglicha kiritilishi mumkin.
Biz quyida keltirgan egri chizigli integrallar hakonkret amaliy masalalardan
paydo bo’lgandir.

1-8. Birinchi tur egri chizigli integrallar
1°. Birinchi tur egri chizigli integral ta’rifi. Tekislikda biror soddaAB
(Az(ai,az)lj R?,B=(s;,6,)0 Rz) egri chizigni (yoyni) olaylik (60-chizma). Bu
egri chizigda ikki yo’nalishdan birini musbat yolish, ikkinchisini manfiy
yo'nalish deb gabul gilaylik
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v

0 X
60-chizma
AB egri chizigni A danB ga garabA, = A, A,....A, =B,
(A= (% %)OAB, k=012,..n, A=(%Y)=(a,2), A =)= (616.)
nugtalar yordamida ta bo’lakka bo’lamiz. BuA, A ,...,A, nugtalar sistemashB
yoyining bo’laklash deb ataladi va u
P={A.A...A)
kabi belgilanadi.A A.,, yoy (bo’laklash yoylari) uzunliklarizs, (k= 0,1,2,...,n)
ning eng kattasP bo’laklash diametri deyiladi va 4, bilan belgilanadi:
Ap = mka>{A§(}.
Ravshanki,AB egri chizigni turli usullar bilan istalgan sonda’laklashlarini
tuzish mumkin.
AB egri chizigdaf (x,y) funksiya berilgan bo’lsin. Bu egri chizigning
P={AA..A}
bo'laklanishi va uning har bir AA,, yoyida ixtiyoriy Q. =(& ./7)
(@ =(& /)0AA.;. k=04,..n-1) nugtani olamiz. Berilgan funksiyaning
Q. =(& 17.) nugtadagif (&, ,7,) giymatini A A, ning As, uzunligiga ko’pay-
tirib quyidagi yig'indini tuzamiz:

n-1
o= (& ms,. (18.1)
k=0
Endi AB egri chizigning shunday
P, B, ... B, ... (18.2)

bo’laklashlari ketma-ketligini garaymizki, ularningnos diametrlaridan tashkil
topganA, ,Ap, ;... Ap ... ketma-ketlik nolga intilsinA, - OBunday bo’laklash-

larga nisbatan (18.1) kabi yig'indilarni tuzib, tsh
Opy Opy coey Oy oo
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ketma-ketlikni hosil gilamiz. Ravshanki, bu ketmetlkning har bir hadi
« = (.17, ) nugtalarga bog'lig.
1-ta’rif. Agar AB egri chizigning har ganday (18.2) ko'rinishdagilakiash-
lari ketma-ketligi {P,} olinganda ham, unga mos yig'indilardan ibofat,}
ketma—ketlik(g‘k ,/7k) nugtalarning tanlab olinishiga bog’liq bo’lImagaolda ham-
ma vagt bittal songa intilsa, bu soa yig'indining limiti deb ataladi va
n-1
lim o= lim > f(&.7)0s, = (18.3)
Ap -0 p~0k=0
kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar O& >0 son olinganda ham shunday>0 topilsaki, AB egri
chizigning diametrid, <0 bo’lgan har gandayP bo’laklash uchun tuzilgaw

yig'indi ixtiyoriy (& .7,)0A A ., nugtalarda
lo-J|<e
tengsizlikni bajarsa,J son o yig'indining A, — 0 dagi limiti deb ataladi va
(18.3) kabi belgilanadi.
(18.1) yig'indi limitining bu ta'riflari ekvivalenta’riflardir.
3-tarif. Agar A, — 0 da o yigiindi chekli limitga ega bo'lsa, f(x,y)
funksiya AB egri chiziq bo'yicha integrallanuvchi deyiladi. Blimit f(x,y)
funksiyaning egri chizig bo’yicha birinchi tur egrizigli integrali deb ataladi va u
[ f(xy)ds
AB

kabi belgilanadi.

Shunday qilib, kiritilgan egri chiziqgli integral shunchasining o’ziga xosligi
garalayotgan ikki argumentli funksiyaning berilisbhasi tekislikda biroAB egri
chizig ekanligidir. Qolgan boshga mulohazalar (&kidshlarining olinishi,
bo’laklardan ixtiyoriy nuqta tanlab integral yigtn tuzish, tegishlicha limitga
o’tish) yuqorida kiritilgan integral tushunchalaingaridir.

2°. Uzluksiz funksiya birinchi tur egri chizigli intgrali. Yugqorida keltirilgan

3-ta’'rifdan ko’rinadiki, birinchi tur egri chiziglintegral AB egri chiziqga hamda
unda berilganf (x,y) funksiyaga bog’liq bo’ladi.
Faraz gilaylik, AB egri chiziq ushbu

{’; ;);((33)’ (0<s<S) (18.4)
sistema bilan berilgan bo'lsin. bunda- AQ yoyining uzunligi (Q = (x,y)0 AB)
S esaAB ning uzunligi. f(x,y) funksiya shuAB egri chizigda berilgan bo’lsin.
Modomiki, x=x(s), y=y(s) (0<s<S) ekan, undaf (x,y)= f (x(s),y(s)) bo'lib,
natijada ushbu

f(x(s),y(s)=F(s) (0<s<S)
murakkab funksiyaga ega bo’lamiz.
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AB egri chizigning P={A,,A,...A,} bo'laklashini va har birA A ., da
ixtiyoriy Q, =(&../7,) nugtani olaylik. Har birA nugtaga mos keladigaAA
ning uzunligi s, har birQ, nugtaga mos keladigaAQ, ning uzunligis deylik.
Ravshanki,A A ., ning uzunligis,,;-s.gAs, bo’ladi.

NatijadaP bo’laklashga nisbatan tuzilgan

o= :Z;Zf (Ek ”7k)AS1<
yig'indi ushbu
:;)f(fkﬂk)ﬂa =Zf(X(SL), s ))Ask (SK)ASK

ko’rinishga keladi. Demak,

o= ZF(S()ASK. (18.5)

Bu yig'indini [0, 9] orallqdaglF( s) funksiyaning integral yig'indisi (Riman
yig'indisi) ekanligini paygash qiyin emas (garalsingism, 9-bob, 1-8).

Agar f(xy) funksiya AB egri chiziqgda uzluksiz bo’'lsa, u hold&(s)
funksiya [0, S| da uzluksiz bo’ladi. Demak, bu holda(s) funksiya [0,S]| da
integrallanuvchi:

lim ZF(sk)Ask IF s)ds. (18.6)

—’Ok =0
Shunday qilib, (18.5), (18.6) munosabatlarda,m_) 0 da o yig'indining
limiti mavjud va
Algnjoa jF s)ds
ekanligini topamiz. Natijada quyidagi teoremagaaheilz.
1-teorema.Agar f(x,y) funksiya AB egri chiziqda uzluksiz bo’lsa, u holda
bu funksiyaningAB egri chizigq bo’yicha birinchi tur egri chizigli fagrali mavjud

va
S

J £ (xy)ds= £(x(3)y(s))ds
AB 0
bo’ladi.

Bu teorema, bir tomondan uzluksiz funksiya birindoir egri chizigli
integralining mavjudligini aniglab bersa, ikkincttmondan bu integralning aniq
integralga (Riman integraliga) kelishini ko'rsatadi

1-eslatmaUshbu

n-1
o= k;)f (Ek ”7k)AS1<

yig'indidagi As, har doim musbat bo’libAB egri chizigning yo’'nalishiga bog'lig
emas. Demak,
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] f(x,y)ds= If (x,y)ds

3°. Birinchi tur egri chizigli integrallarning xossaéri. Yugorida ko’rdikki,
uzluksiz funksiyalarning birinchi tur egri chizightegrallari Riman integrallariga
keladi. Binobarin, egri chizigli integrallar ham ian integrallari xossalari kabi
xossalarga ega bo’ladi. Shuni e’'tiborga olib, egrizigli integrallarning asosiy
xossalarini sanab o'tish bilan kifoyalanamiz.
(18.4) sistema bilan aniglangahB egri chizigda f (x,y) funksiya uzluksiz
bo’lsin
1). Agar AB = AC +CB bo’lsa, u holda
[ f(xy)ds= [ f(xy)ds+ [ f(xy)ds
AB AC CB

bo’ladi.
2). Ushbu
[ef(xy)ds=c [ f(xy)ds (c=cons}
A8 A8
tenglik o'rinli.

AB egri chizigdaf (x,y) funksiya vag(x,y) funksiyalar uzluksiz bo’lsin.
3). Quyidagi

JIf(ay)xg(xy)lds= [ f(xy)dsz [g(xy)ds

AB AB

AB
formula o'’rinli bo’ladi.

4). Agar O(x,y)OAB da f (x,y)=0 bo’lsa, u holda
f

[ f(xy)ds=0
AB
bo’ladi.
5). f(x,y) funksiya shuAB da integrallanuvchi va
‘Jf(x,y)d%s JIf(xy)ds
AB AB
bo’ladi.

6). Shunday(q ,c,)0AB nugta topiladiki,
(k= 1(c )15
AB

bo’ladi, bundaS - AB ning uzunligi.

Bu xossa o'rta giymat hagidagi teorema deb ataladi.

4°. Birinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblas. Birinchi tur egri chizigli
integrallar, asosan Riman integrallariga keltirhiilsoblanadi.

AB egri chizig ushbu

{’; Zg((tt)) (a<t<p) (18.7)
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sistema bilan (parametrik formada) berilgan bo!l8andag(t), ¢(t) funksiyalar
[a, B] dag'(t), ¢'(t) hosilalarga ega va bu hosilalar shu oraliqda wsitukamda

(6(a)w(a)= A va(p(8)w(B)) =B bo'lsin.
Ravshanki, (18.7) sistem[sa, ,8] oraligni AB egri chizigga akslantiradi.

Bunda[y, 6] [] [a, ,3] ning AB chiziqdagiﬁ,,BJ aksning uzunligi

a0+ @t

bo’ladi. (garalsin, 1-gism, 10-bob, 1-8).
2-teoremaAgar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo’lsa, u holda

[ xs 160pONG -0 o

bo’ladi.
<«[a, p] oraligning
P={t,, t, ... t}, (@=t,<t <..<t,=p)
bo’laklashini olaylik. Bu bo’laklashning bo’luvchiugtalari t, (k= 0,1,2,...,n)
ning AB dagi mos akslariniA (k= 012,..,n) deylik. Ravshanki, buA
(k= 0,2,...,n) nugtalarAB egri chizigning
{m.AL A
bo’laklashini hosil giladi. BundaA, =(#(t, ), ¢(t.)) (k=0212,.,n) va AA,
ning uzunligi

%%
Asc= [ N9 (1)+w (b)et
ty
bo’ladi. O’rta giymat hagidagi teoremadan foydabaquyidagini topamiz:
As = \/¢'2(rk)+l/j’2(rk) ftes —t) = \/¢'2(rk)+l/j’2(rk) LA,

bundat, <r, <t,,;.
Endi ¢(r)=¢., w()=n deb olamiz. Ravshanki,(& /)0 AA..
(k=0,1,2, ..., n-1) bo’'ladi. AB egri chizigning yugorida aytilgan
{AA..A)
bo’laklashni va har bid A ,, bo’lakchasiddé, 7, ) nugtani olib,
n-1
= kz_;)f (& /2 )As,
yig'indini tuzamiz. Uni quyidagicha ham yozish muimk

o= kzof (& 0s = kzof @(r )N () + 2 (r )AL . (18.8)

Bu tenglikning ong tomonidagi yigiindi f (4 (t)@(t)ye'(t)+y2()
funksiyaning[a, B| oraligdagi Riman yig'indisidir.
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Shartga ko'raf (x,y) va ¢'(t), ¢'(t) funksiyalar uzluksiz. Demak, murakkab

funksiyaning uzluksizligi hagidagi teoremaga ko'ra(@(t)(t)) va, demak,
(OWe'2(t)+y%(t) funksiya [a, B] oraliqda uzluksiz. Demak, bu
funksiya[a, S| da integrallanuvchi bo’ladi. Ya’ni
I SN = 0O+

K k=0

Modomiki, x= ¢() y=¢(t) funksiyalar [a B] da uzluksiz ekan, unda
maxAt,} - 0 da Ax, — O, Ay, - 0 va, demak,As, -~ OBundan esal, -~ 0
bo’lishi kelib chigadi. (18.8) munosabatdan foyahaba

im0 =T 1 g0 NG 0+ 4 (et
bo’lishini topamiz. Bu esa ’
[ f(xy)as=] (@) Ng "0 +0 )t
ekanini bildiradirAB ’
Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. AB egri chizigq ushbu
y=y(x) (asx<s, y(a)=A y(s)=B)
tenglama bilan aniglangan bo’liby(x) funksiya [a, s] da hosilaga ega va u

uzluksiz bo'lsin. Agarf (x,y) funksiya shuAB da uzluksiz bo’lsa, u holda

AjBf (x,y)dSzji f(x,y(x)/1+ y'?(x)dx

bo’ladi.
2-natija. AB egri chiziq ushbu
p=p0) (6,<6<6)
tenglama bilan (qutb koordinata sistemasida) bemildo’lib, o0(8) funksiya
[6,, 6] da hosilaga ega va u uzluksiz bo'lsin. Agafx,y) funksiya shuAB da
uzluksiz bo’lsa, u holda

jf X,y)dS= jf pcosh, psindh p?(6)+ p?(6)de

0

bo’ladi.
Bu natijalarni isbotlashni o’quvchiga havola etamiz
18.1-misol.Ushbu

[/x* +y*ds
AB -
egri chizigli integral hisoblansin, bund&B -markazi koordinata boshida, radiusi

r >0 ga teng bo’lgan aylananing yuqori yarim tekisligdgismi.
<4 Ravshanki, bu egri chiziq quyidagi
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{xzrcost O<t<7)

y =r sint

sistema bilan aniglanadAB da f(x,y)=+/x2 +y? =+/(r cost)? +(r sint)? funksiya
uzluksiz. Demak,

[/x? +y*ds= J’J(r cost)’ +(sint)’ \/(r cost)'2 +(r sint)lzdt =r?[dt=rr?
AB 0 0

bo’ladi.»

5°. Birinchi tur egri chizigli integrallarning ba’zi bir tatbiglari. Birinchi tur
egri chizigl integrallar yordamida yoy uzunliginismning massasini, og'irlik
markazlarini topish mumkin.

Tekislikda soddaAB egri chiziq berilgan bo’lsin. Bu chizigdd (x,y)=1
funksiyani garaylik. Ravshanki, bu funksiysB da uzluksiz. f (x,y) funksiyaning
birinchi tur egri chizigli integrali ta’rifidan quglagini topamiz:

n-1 n-1
[1ds= lim Y"1As = lim > As =S.
AB p~0k=0 p~Ok=0

Demak,

S= [ds (18.9)
AB

18.2-misol.Ushbu
x = x(t) = acos't,
y = y(t)=asin’t
sistema bilan berilgan AB chizigning uzunligi topilsin. (Bu chiziq astroidan
ifodalaydi).
<Yuqoridagi formulaga ko’ra astroidaning uzunligi
S= [ds
AB

bo’ladi. Astroida koordinata o’glariga nisbatan swetrik bo’lishini e’tiborga olib,
yugorida keltirilgan (18.9) formuladan foydalanibyidagini topamiz:

7 %
[ds= 4j\/x’2(t)+ y'2(t)dt = 4j\/(— 3acos tsint)2 + (3asin2tcost)2dt =
AB 0 0

7
=6a.»

YA 2 7
= 4j 9%sin2 2tdt = 6aj sin2tdt = 6a(— COSZt)
0 0

0

2-8. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar
1°. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar ta’rifi. Tekislikda biror soddaAB
egri chizigni qaraylik. Bu egri chiziqda(x,y) funksiya berilgan bo’lsinAB egri
chizigning

P={A).A...A}
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bo’laklanishini va uning har birA A, (k=0,1,2, ..., n-1) yoyida ixtiyoriy
Q =(&m) nugtani  (Q. = (& /) OAALL k=0, 1 2,...,n-1) olaylik.
Berilgan funksiyaningQ, = (&, /7,) nugtadagi f (& ./, ) qumatlni A A ., ning
Ox (Oy) ogidagi Ax, (Ay,) proeksiyasiga ko'paytirib quyidagi yig'indini
tuzamiz:

n-1 n-1
o = (&7 )0x, (0" =3 (& M )Aykj. (18.10)
k=0 k=0
Endi AB egri chizigning shunday
P, B ..., B, ... (18.11)
bo’laklari ketma-ketligini garaymizki, ularning dreetrlaridan tashkil topgan mos
Aoy Apys v Ap s e
ketma-ketlik nolga intilsin:
Ap - 0.
Bunday bo’laklashlarga nisbatan (18.10) kabi yidilarni tuzib ushbu
gy, Oy ..., O, ... (O], O3, ..., O, ..)

ketma-ketlik hosil gilamiz.

A-ta'rif. Agar AB egri chizigning har ganday (18.11) ko’rinishdagi
bo’laklashlari ketma-ketligi{Pm} olinganda ham, unga mos yig'indilardan iborat
{0} {07}) ketma-ketlik(&, 7, ) nuqtalarning((&, /7, )0 A A.,) tanlab olinishiga
bog’lig bo’'lmagan ravishda hamma vaqt bitta songa §" songa) intilsa, bu son
o' (0") yig'indining limiti deb ataladi va

I|m o= I|m Zf(fk DX, =0
-0Ok=o0

(Ilm o" —Allm Zf({k,nk)Ayk =J' j

~Ok=0
kabi belgilanadi. o’ ( ) yig'indining bu limitini quyidagicha ham ta'riflds
mumkin.
5-ta’rif. Agar Oe>0 olinganda ham, shunday >0 topiladiki, AB egri
chizigning diametrid, <o bo’lgan har ganday’ bo’laklash uchun tuzilgaw'

(0") yig'indi ixtiyoriy (&, /7,) nuatalarda(&, /2 )0 A A, K=0,1, 2, ..., n-1)
(o"-71<e)
tengsizlikni bajarsa,J’ son (3" son) ¢’ yig'indining ((a”) yig'indining) A, - 0
dagi limiti deb ataladi va (18.12) kabi belgilanadi

Yig'indi limitining bu ta'riflari ekvivalent ta’rifiardir.

6-ta’rif. Agar A, — O0dac’ yig'indi ((o") yig'indi) chekli limitga ega bo'lsa,
f(x,y) funksiya AB egri chiziq bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Blimit
f(x,y) funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi tur egri chizigli tegrali
deb ataladi va u

(18.12)
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Jf(x,y)dx [Jf(x,y)dyj
AB AB
kabi belgilanadi. Demak,
jf X,y)dx = I|m o' = lim Zf(Ek,nk)Axk,

p =~ 0k=0

p~0k=0

[If xydy— I|m g" = lim Zf(fk,nk)Aykj

Shunday qilib, AB egri ch|2|qda berilganf (x,y) funksiyadan ikkitaOx
o’'gidagi proeksiyalar vositasida v@y o’gidagi proeksiyalar vositasida olingan
ikkinchi tur egri chizigli integral tushunchalarritildi.

Faraz qgilaylik, AB egri chiziqda ikkita P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar
berilgan bo'lib, [P(x,y)dx, [Q(x,y)dy lar esa ularning ikkinchi tur egri chizigli

AB AB

integrallari bo’lsin. Ushbu
JP(xy)dx+ [Q(x,y)dy
AB AB

yig'indi ikkinchi tur egri chizigli integralning unamiy ko’rinishi deb ataladi va
[ P(x,y)dx+Q(x,y)dy
AB

kabi yoziladi. Demak,
[P(x,y)dx+Q(x,y)dy= [P(x,y)dx+ [Q(x,y)dy.
AB B AB

Ikkinchi tur egri chizigli integral ta’rifidan quyliagi natijalar kelib chigadi.

3-natija. Ikkinchi tur egri chiziqli integral egri chizignghyo’nalishiga bog'’liq
bo’ladi. Shuni isbotlaylik

Ma’lumki, AB egri chiziqda ikkita yo’'nalish A nugtadanB nugtaga vaB
nugtadanA nugtaga) olish mumkinAB,BA, A% B).

AB egri chizigning yugoridagP bo’laklashni olib, bu bo’laklashga nisbatan
(18.10) yig'indini tuzamiz:

n-1
o= kZof (& m)BX (D% = Xq =% ).
Aytaylik, A, - 0 da bu yig’indi chekli limitga ega bo’lsin:

I|m Zf (& 1 )Dx%, = J'f (x,y)dx.

-0k=0
Endi AB ning ushaP bo’laklashini hamda har birA A ,, dagi ushdé&, /7, )

nugtalarni olib, AB egri chizigning yo’nalishini es® dan A ga garab deb ushbu
yig'indini tuzamiz:

_n-1
o= kzéf (Ek P )(Xk - Xk+1)
A — 0 da bu yig'indi chekli limitga ega bo’lsa, u tagé binoan ushbu
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g—
—
—~

integral bo’ladi:

lim ¢’ = lim Zf(fk,iyk (X = %e1) = [ F(x,y)dx.

Ap -0 Ap-0k=po

g(

Agar
, n-1 n-1 —
g = k;Jf (& /1) DX, = 'kz_%f (& 1) AN —X11) = =0
ekanligini e’tiborga olsak, u holdd, — 0 da g, yig'indining chekli limitga ega

bo’lishidan g; yig'indining ham chekli limitga ega bo’lishi vgilmoa1 Allmoal

tenglikning bajarilishini topamiz. Demak,
[ f(xy)dx=~ [ f(x,y)dx.
BA

Xuddi shunga o’xshash
[ f(xy)dy==[f(xy)dy
BA AB

&

bo’ladi.

4-natija. AB egri chiziq Ox o'giga (Oy o’giga) perpendikulyar bo’lgan
to’g’ri chizig kesmasidan iborat bo’Iib,f(x,y) funksiya shu chiziqda berilgan
bo’lsin.

U holda
J £ (xy)dx Jf(x,y)dy]
AB AB
mavjud va
[ f(xy)dx=0 jf(x,y)dyzoJ
AB B
bo’ladi.

Bu tenglik bevosita ikkinchi tur egri chiziqgli irgeal ta’rifidan kelib chigadi.

Endi AB -sodda yopiq egri chizig bo’lsin, ya’mh va B nugtalar ustma-ust
tushsin. Bu yopiq chizignK deb belgilaylik. Bu sodda yopiq chizigda ham ikki
yo'nalish bo’ladi. Ularning birini musbat yo’naliskkkinchisini manfiy yo’'nalish
deb gabul qgilaylik. Shunday yo’nalishni musbat dagbul gilamizki, kuzatuvchi
yopiq chiziq bo’ylab harakat gilganda, yopiq chibidgan chegaralangan soha unga
nisbatan har doim chap tomonda yotsin.

Faraz gilaylik, sodda yopiq chizigdf(x,y) funksiya berilgan bo’lsin. BK
chizigda ixtiyoriy ikkita turli nugtalarni olib, @rni A va B bilan belgilaylik.
Natijada,K yopiq chiziq ikkita AaB va BsA chiziglarga ajraladi (61-chizma).
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yA
8 K
w_—
{ B
A a ——=
0 X g
61-chizma

Ushbu
If x,y)dx+ [ f(xy)dx
BsA
integral (agar u mavjud bo’ Isaj(x,y) funksiyaning K yopiq chiziq bo’yicha
ikkinchi tur egri chizigli integrali deb ataladi va
[ f(xy)dx yoki §f(x,y)dx
K

K
kabi belgilanadi. Bund& yopiq chizigning musbat yo’nalishi olingan. (Bumda
buyon yopiq chiziq bo’yicha olingan integrallardgopiqg chizig musbat
yo’'nalishda deb qaraymiz) Demak,
§f X,y)dx = If x,y)dx+ [ f(xy)d

BsA
Xuddi shunga o xshash

§ £ (xy)dy

hamda, umumiy holda

§P(x.y)dx+Q(x,y)dy

K
integrallar ta’riflanadi.

AB fazoviy egri chiziq bo'lib, bu chizigdaf (x,y,z) funksiya berilgan
bo’lsin. Yuqoridagidek,f(x,y,z) funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi
tur egri chizigli integrallari ta'riflanadi va ular

jf X,y ,z)dx, jf X,y,z)dy, jf X,y,z)dz

kabi belgilanadi. Umumly holda P(xy.z2), Q( x,y,z), R(xy,z) funksiyalar
berilgan bo’lib, ushbu

[P(xyz)dx, [Q(xy.z)dy, [R(xy.z)dz

A8 A8 A8

integrallar mavjud bo’lsa,
[P(xyz)dx+ [Q(xy.z)dy+ [R(x,yz)dz
A6 A6 A8
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yig'indi ikkinchi tur egri chiziqli integralning umamiy ko’rinishi deb ataladi va u
[P(x,y.z)dx+Q( x,y,z)dy+R(x,y,z)dz
AB

kabi belgilanadi. Demak,
_[ P( X,y,Z)dX+ Q( X,y,Z)dy+ R( X,y,Z)dZ:
AB

- Ip( X,y,z)dx + IQ( X,y,z)dy + IR( X,y,z)dz.

2°. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri chizigli intgrali. Faraz qilaylik, AB
egri chiziq ushbu

{; 2518 (a<t<p) (18.13)

sistema bilan (parametrik ko’rinishda) berilgan Isio. Bunda ¢(t) funksiya
[a, 8] dag'(t) hosilaga ega va bu hosila shu oraliqda uzlukg(t) funksiya ham
[a, B] da uzluksiz hamd&(a), ¢(a)) = A va(s(8), w(B))=B bo'lsin.

t parametra dan 8 ga garab o’zgarganda,y)=(4(t), ¢(t)) nugta A dan
B ga garabAB ni chiza borsin.

3-teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi tur egri chizigli tegrali

If (x,y)dx
mavjud va ”
[ (o= £ (00 w0) 0
bo’ladi. ” ’

<«[a, p] oraligning
P={ts.ty, 4o}, (@=to<ti<..<t,=p)
bo’laklashini olaylik. Bu bo’laklashning bo’luvchaugtalari t, (k= 0,1,2,...,n)
ning AB dagi mos akslarin®, deylik (k = 0,1,2,...,n). Ravshanki, buA, nuqtalar
AB egri chizigning
{A, A, A
bo’laklashini hosil giladi. Bunda, = (#(t, ), ¢(t.)) (k= 04.2....,n) bo’ladi. Bu
bo’laklashga nisbatan (18.10) yig'indini

n-1
o= kZ f (Ek s’7k)AXk
=0

tuzamiz. Keyingi tenglikda\x, — A A ,, ning Ox o’qdagi proeksiyasi

AX = X1 ™ % = ¢(tk+1) - ¢(tk)
ga tengdir.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

¢(tk+1) B ¢(tk) = ¢'(9k )(tk+1 B tk) = ¢'(0k )Atk (gk N [tk ’tk+1])'
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Ma'lumki, (&.7)0AA., (k=0,1,2,...,n-1). Agar bu () nugtaga
akslanuvchi nugtani, (r, O[t..t,.,]) deyilsa, unda

&=9(n), m=wr)
bo’ladi. Natijadacg’ yig'indi quyidagi ko'rinishga keladi:
o= Zf( (k). ¢(r)) @ (6 ), .
Endi A5 —ma>{Atk} 0 da (bu holdad, ham nolga intiladi)o’ yig'indining

limitini topish magsadida uning ifodasini o’zgaittiquyidagicha yozamiz:
n-1 n-1
g = kz_;)f (#(r), wn ) @' (r) A, + kZOf (#(r), w(n)dp'(6,) - ¢'(r )] 2, .(18.14)

Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvah baholaymiz:

ORI ZCARIGEYE

< ST (6(), w(r ) 19(6.) - #'(r ) Bt <

¢'(€k) - ¢'(rk )‘ LAt

<MY

bunda

M = max f ((t), ¢(t))-

a<t<,3
¢'(t) funksiya[a, 8] da uzluksiz. U holda Kantor teoremasining natijasi
ko'ra, [Je >0 olinganda ham shunday> 0 topiladiki, [a, ,8] oraligning diametri
Ap <0 bo’lgan har ganday bo’linish uchun

'(gk)_¢’(rk)‘ <m (Gt Oltes tisa])
bo’ladi. Unda
3 1(0(). w6 e 6)-¢ ), <
Z:: (,3 a) t, = - akZ’aAtk—e
Demak,

lim Zf( (). (s )) e (6) - ¢ ()] Bt =0

Ap 0=
bo’ladi. Bu munosabatni e’tiborga olib, (18.14) gékda A, — 0 da limitga o’tib
quyidagini topamiz:
B
fm o= lim S (005, 0 )00 =] (00). w0 (.
Ap - i a
Demak,
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foydx jf t), w(t))p'(t)dt.»

Endi (18.13) sustemadzp() funk5|ya la, B] da ¢'(t) hosilaga ega va bu
hosila shu oraligda uzluksiz bo’lsin.
4-teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo’lsa, u holda bu

funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha olingan ikkinchi tur egri aigli integrali
J £ (xy)dy
AB

mavjud va

[t (xyldy=] 10, wOW @t

a

5(

bo’ladi.

Bu teorema yuqoridagi 3-teorema kabi isbotlanadi.

Yuqoridagi teoremalar, bir tomondan, uzluksiz fugésikkinchi tur egri
chizigli integralining mavjudligini aniglab bers&kinchi tomondan, bu integral
aniq integral (Riman integrali) orgali ifodalanishko’rsatadi.

AB egri chiziq (18.13) sistema bilan berilgan bo'lipft), ¢(t) funksiyalar
la, B] dag'(t), ¢'(t) hosilalarga ega va u bu hosilalar uzluksiz bollsin

Agar AB egri chizigda ikkitaP(x,y) va Q(x,y) funksiyalar berilgan bo'lib,
ular shu chizigda uzluksiz bo’lsa, u holda

[Py Q= P60, 91+l 0 O

bo’ladi.

3°. Ikkinchi tur egri chizigli integralning xossalari Yuqorida keltirilgan
teoremalar uzluksiz funksiyalarning ikkinchi turreghizigli integrallarini, bizga
ma’lum bo’lgan aniq integral-Riman integrallarigalishini ko’rsatadi. Binobarin,
bu egri chizigli integrallar Riman integrallari )szdari kabi xossalarga ega bo’ladi.
O'tgan paragrafda esa xuddi shunday mulohaza birirtar egri chizigli
integrallarga nisbatan bo’lgan edi. Shularni e’tg@olib, ikkinchi tur egri chizigli
integrallarning xossalarini keltirishni va tegiskdilosalar chigarishni o’quvchiga
havola etamiz.

4°. Ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblas. Yugorida keltirilgan
teoremalar funksiyaning ikkinchi tur egri chizightegrallarining mavjudligini
tasdiglabgina golmasdan ularni hisoblash yo’linirgatadi. Demak, ikkinchi tur
egri chizigli integrallar ham, asosan Riman intdgraga keltirilib hisoblanadi:

] f(x,y)dx= j f(g(t), ()@ (t)dt, (18.15)
J f(x,y)dy= j f(g(t),(t)) @ (t)dt, (18.16)
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[P(xy)x+Q(xy)dy = [[PEOLE) B0+ QBOwOW Dkt 18.17)

Xususan,AB egri chiziq
y=y(x) (asxse)
tenglama bilan aniglangan bo’liby(x) funksiya [a, s] da hosilaga ega va u
uzluksiz bo’lsa, (18.15), (18.17) formulalar quygda

[/ Gcy)x= 1 (x, yxix, (18.18)
;BP(X’Y)def Q(x,y)dy= }[P(xy(x)) +Q(x,y(X))y' (x)Jdx

ko'rinishga keladi.
Shuningdek,AB egri chiziq
x=x(y) (csy=<d)
tenglama bilan aniglangan bo'lity(y) funksiya[c, d| oraligda hosilaga ega va u
uzluksiz bo’lsa, (18.16) va (18.17) formulalar qisgi

Ik (X,Y)dy=T f(x(y), ypy, (18.19)

J P(X’Y)dX+Q(X,y)dy=T[P(X(y),y) X(y)+Q(x(y).y)dy  (18.20)

ko'rinishga keladi.
18.3-misol.Ushbu
[ yZdx+x*dy

AB

9 NG yz
integral hisoblansin, bundaB - — +-=

a 6

=1 ellipsning yuqori yarim tekislikdagi

gismidan iborat.
<4 Ma’lumki, ellipsning parametrik tenglamasi quyidelga bo’ladi:
X =acost,
y =gsint.
A=(a, 0) nugtaga parametr ning t=0 giymati, B=(-a, 0) nuqtaga esa
t =7 giymati mos kelib,t parametrO dan n gacha o’zgargandéx,y) nugta A
dan B ga qgarab ellipsning yuqori yarim tekislikdagi gisnchizib chigadi.
P(x,y)=y?, Q(x,y)=x? funksiyalar esaAB da uzluksiz. (18.17) fomuladan
foydalanib quyidagini topamiz:

[ y?dx+ x*dy = ﬂez sin’ t(-asint)+a?cogt @cost}zlt =
AB 0
= ae]T(acosSt —gsin’ t)dt = —%aez.b

0
18.4-misol.Ushbu
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[3x*ydx+ (x3 +1)dy
AB

integral hisoblansin, bundaB egri chiziq:

a) (0,0) nugtadan chiggar{0,0) va (1,1) nugtalarni birlashtiruvchi to’g'ri
chiziq kesmasi;

b) (0,0) nugtadan chiggaff0,0) va (1,1) nugtalarni birlashtiruvchiy = x
parabolaning yoyi;

v) (0,0) nugtadan chiggar{0,0), (10) va (11) nugtalarni birlashtiruvchi
siniq chizigdan iborat.

Yugoridagi (18.18), (18.19) va (18.20) formulalardafoydalanib
quyidagilarni topamiz:

a) holda

[3xydx+ (x3 +1)dy= }[3x2x + (x3 +1)]dx = } (4x3 +1)dx =2,
AB 0

0

b) holda
J' 3x%ydx+ (x3 +1)dy= J%[szx2 + (x3 +1)2x]dx= J%(Sx4 + 2x)dx= 2,
AB 0

0

V) holda
[3xydx+ (x3 +1)dy= [3xydx+ (x3 +1)dy+ [3x*ydx+ (x3 +1)dy
AB A és

bunda AC -(0,0) va (1,0) nugtalarni CB - (1,0) va (11) nugtalarni
birlashtiruvchi to’'g’ri chiziq kesmalaridan iborat
Ravshanki,

[3x?ydx+ (x3 +1)dy= 0 [3x’ydx+ (x3 +1)dy= }2dy= 2.
AC cB 0

Demak,
[3x*ydx+ (x3 +1)dy =2.»
AB

3-8. Grin formulasi va uning tatbiglari
Ma’lumki, Nyuton-Leybnits formulasi f(x) funksiyaning [a, ¢] oraliq
bo’yicha olingan aniq integralini shu funksiya blasig’ich funksiyasining oraliq
chekkalari (chegaralari) dagi giymatlari orgalidédar edi.
Biror (D) sohada((D)0 R?) berilgan f(x,y) uzluksiz funksiyaning ikki
karrali

[[ f(x,y)dxdy
(D)
integralini  tegishli funksiyaning shu soha chega@agi qiymatlari orqali

(anigrog’i, soha chegarasi bo'yicha olingan egriizichi integrali orqali)
ifodalaydigan formula ham mavjud. Quyida bu fornmilkeeltiramiz.
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1°. Grin formulasi. Yugoridany=¢,(x)  (a<x<s¢) funksiya grafigi, yon
tomonlardanx =a, x =¢ vertikal chiziglar hamda pastdan=¢,(x) (a<x<s)
funksiya grafigi bilan chegaralangan soha egri ighizrapesiyani garaylik. Bu
sohani (D) bilan, uning chegarasi — yopiq chizigdD bilan belgilaylik (62-
chizma).
yA

><V

0 a 6

62-chizma
Ravshanki,AB - ¢, (x) funksiya grafigi,EC — ¢,(x) funksiya grafigi hamda
0D =EC+CB+BA+AC.

P(x,y) funksiya shu(D) sohada uzluksiz bo’ Ilb%y’y) xususiy hosilaga

ega va u hanfD) da uzluksiz bo’lsin. U holda ushbu
” aP x y
D

integral mavjud bo’ladi va 18- bobnlng 6- § |dag|rfmlaga ko'ra

”apxy)doI f[ I ¥ ap( xy) ]

y a\ ¢1(x)
bo’ladi. Endi
¢2(X) y=¢2(x)
OP(xY) 4, - P(xy) = P(x@,(x)-P(x.,(x)
¢1(X) ay y=¢1(x)

bo’lishini e’tiborga olib, quyidagini topamiz:

(jg)%;;’y) dxdy= z P(x,8, (x))dx—E1 P(x,8,(x))dx
Ushbu bobning 2-§ idagi (18.18) formulaga binoan
TP(X,¢2(X))dXZ AjBP(x,y)dx, zP(x,¢1(x))dx= BICP(x,y)dx

a
bo’ladi. Demak,
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Hmdxdyz [P(x,y)dx— [P(x,y)dx=~[P(x,y)dx— [ P(x,y)dx.
o) 90y A8 Ec BA Ec
Ravshanki,

[P(x,y)dx=0, [P(xy)dx=0.

CB EA
Bu tengliklarni hisobga olib quyidagini topamiz:

(g)%z’y)dxdy?jf(x,y)dx— CjB P(x,y)dx- BjA P(x,y)dx— AIE P(x,y)dx=

= —[ EICP(x,y)dx+ (‘:IBP(X,y)dXJr gAP(X’Y)dXJf AIEP(X’Y)dXJ = - [P(x,y)dx

oD
Demak,

H oPlx y dxdy= - [ P(x,y)dx. (18.21)
(D) aD

Endi, yugoridany =c, pastdany d chiziglar, yon tomondan esa=¢,(y),
x=t/12(y) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan soha epizigli trapesiyani
garaylik. Bu sohani(D) bilan, uning chegarasi — yopiq chizigD bilan
belgilaylik (63-chizma).

yt
N E A
D
() ) ws(y)
Crg B
0 X >
63-chizma
aQ(x.y)

Q(x,y) funksiya shu(D) sohada uzluksiz bo’libT xususiy hosilaga
X
ega va bu hosiléD) da uzluksiz bo'lsin. U holda

[] de@lw [Q(x.y)dy (18.22)
p) OX D

bo’ladi.
Bu formulaning to’g'riligi yuqoridagidek mulohazausitish bilan isbotlanadi.
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Endi R? fazoda garaladigan (D) soha yugoridagi ikki holda qaralgan
sohaning har birining xarakteriga ega bo’lgan sdiwsin, dD esa uning
chegarasi bo'lsin. B{D) sohada ikkitaP(x,y) va Q(x,y) funksiyalar uzluksiz

bo'lib, ular aP(X’y), aQ(x.y)
oy ox
(D) da uzluksiz bo'lsin. Ravshanki, bu holda (18.24)(18.22) formulalar o'rinli

bo’ladi. Ularni hadlab go’shib ushbuni topamiZ'

0Q(xy) _ 9P(x,y)
jP x,y)dx+Q(x,y)dy = H( " oy ]dxdy. (18.23)

xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham

Bu Grin formula5| deb ataladi.

Demak, Grin formulasi sohasi bo'yicha olingan ikarrali integralni shu
soha chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli img¢doilan bog’laydigan formula
ekan.

Biz yuqorida Grin formulasi maxsus ko'rinishda§D) sohalar (egri chizigli
trapesiyalar) uchun keltirdik. Aslida bu formulacha keng sinfdagi sohalar uchun
ham to'g’ri bo’lib, bu fakt u sohalarni chekli soamgi egri chizigli trapesiyalar
yig'indisi sifatida tasvirlash bilan isbot gilinadi

2°. Grin formulasining ba’zi bir tatbiglari.

1). Shaklning yuzini topish.Grin formulasidan foydalanib, yassi shaklning
yuzini sodda funksiyalarning egri chizigli intedeal yordamida hisoblanishini
ko'rsatish qiyin emas. Hagigatdan ham, (18.23) fdeda P(x,y)=-vy,
Q(x,y)=0 deyilsa, u holda

[(=y)dx= [[dxdy=D
oD (D
bo’ladi. Demak,

D =~ [ ydx.

oD
Agar (18.23) formulad#®(x,y) =0, Q(x,y) = x deyilsa, u holda
D = [ xdy (18.24)

bo’ladi.
(18.23) formuladaP(x,y)=—%y, Q(x,y)=%x deb olinsa,(D) sohaning

yuzi
p=1 [ xdy- ydx (18.25)
2 oD
bo’ladi.
18.5-misol.Ushbu
X = acost,
{y=68int (0<t<2nm)

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
4(18.25) formulaga ko'ra
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21

%J’ xdy— ydx= 1J'(acost@costﬂ;sint@sint)dt:
oD O

:%aej'(cosszinzt)dt:nae.P
0

2°. Ikki karrali integrallarni o’zgaruvchilarni almashtirib hisoblash.Mazkur
kursning 18-bob, 7-§ idéA) sohani(D) sohaga akslantiruvchi

x=g(uyv),
y=¢(uyv)
sistema usha paragrafda keltirilgan 1—3—shartllaaﬂri1rgande(D) sohaning yuzi

_ _ fP(xy)
D = |||J(uv)dudv=
o (uv)auae= ff 2
bo’lishi aytilgan edi. Grin formulasidan foydalanighu formulaning to’g’riligini
isbotlaymiz.
Awvalo (18.24) formuladan foydalanifD) sohaning yuzi

dudv

D = [ xdy (18.26)
bo’lishini topamiz. Faraf gilaylikgA chiziq parametrik formada ushbu
u=ult
ast< oki(a >t >
V= V(t) ( ,8) Yy '( ,3)

sistema bilan ifodalansin. U holda quyidagi

x=g(uv)=g(ut) v(t)),

y=¢(uv)=¢(u(t)v(t)
sistema (D) sohaningdD chegarasini ifodalaydi. Bunda parametrning o’'zgari
chegarasini shunday tanlab olamizkiparametra dan § ga garab o’zgarganda
0D egri chizig musbat yo’nalishda bo’lsin. U hold&(@6) tenglik ushbu

D= [xdy= [9(u)iu(uy)=] [E +—v()}dt (18.27)
oD ob
ko’rinishga keladi.
Agar
4 alﬂ AL }
d ——u'(t)+——V'(t)|dt
| ol G 58 o] = ToO] 2w+ 2L vty
bo’lishini e’tiborga olsak, u holda
D=+ | Y du+xY dv (18.28)
a(n) ou ov

bo’lishini topamiz. Bu tenglikdagi integral belgiildiga quyilgan ishorani
tushuntiramiz. Yuqoridat parametra dan § ga qarab o’zgarganddD egri
chizig musbat yo’nalishda bo’lishini aytdik. Bu kal dA egri chizigning
yo'nalishi musbat ham bo’lishi mumkin, manfiy haro’lshi mumkin. Shuning
uchun (18.27) va (18.28) munosabatlar bir-biridsimora bilan farg giladi. Agar
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0D egri chizig musbat yo’nalishg@A egri chizigning ham musbat yo’nalishi mos
kelsa, unda “Q” ishora olinadi, aks holda esa $tHara olinadi.
Endi ushbu

J'P uv)du+Q(uv)dv= ”(aQallj v)_ apc_()\lj’v)jdudv (18.29)

Grin formuIaS|da

) o~
P(u,v)—xau, Q(x,y) X~

deb olsak, u holda bu formula quyidagi ko’rinishgdadi:
jxaydu+ Y gy = ”L) ( ay)—iixﬂﬂdudv. (18.30)
u

ov ov) ov\ odu
Agar
i(xayj GXB@ Xay’i(xay} axB@ Xay
Ju\ ov,/ Ou ov ovou ov\ odu/ o0v du ouov

va

i(xﬂj_i(xﬂ) _0x gy _ox dy _D(xy)

oul av) avl du) ou ov av ou D(uyv)

ekanini e’'tiborga olsak, unda (18.28), (18.29) 1&.80) munosabatlardan
D= H D(x, y)dudv

D(u)

bo’lishi kelib chigadi.
Ma’lumki,
I(uy)= D(x.y)
D(uyv)
yakobian aniq ishorali(D) esa ma’nosiga ko’ra musbat bo’lishi kerak. Demak,
integral belgisi oldidagi ishora yakobianning iskirbilan bir xil bo’lish kerak.
Shuning uchun
D=]

D(x.y)
@)

D(u,v)
bo’ladi. Shuni isbotlash lozim edi.
3°. Egri chizigli integral giymatining integrallash g’liga bog’liq bo’'Imas-
ligi. Chegaralangan yopigq bog’lam(D) ((D)D R2) sohada ikkitaP(x,y) va
Q(x,y) funksiyalar berilgan bo’lsin. Bu funksiyaldD) sohada uzluksiz va

oP(xy) 0Q(x.y)

dudv

xususiy hosilalarga ega va bu hosilalar ham shad® uzluk-

oy " OX
siz bo’lsin.
1) Agar (D) sohada
oP(x,y) _ 9Q(xy) (18.31)
oy 0X
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bo'lsa, u holda(D) sohaga tegishli bo’lgan har gand#y yopiq chiziq bo'yicha
olingan ushbu

[ P(x,y)dx+Q(x,y)dy

K

integral nolga teng bo’ladi:
[P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0.

K
<K yopiq chizig chegaralagan sohaf@) deylik. Ravshanki,(G)O (D).
Grin formulasiga ko'ra

0Q(x,y) _9P(xy)
IP x,y)dx+Q(x,y)dy = ”( ™ Y ]dxdy

bo'ladi. Shartga ko'rdD) da, demak(G ) da
oP(x,y) _ 0Q(x,y)
ay ox
U holda (18.31) munosabatdan

H (aQa)): Y apg;(/’y)dedyz 0

bo’ladi. Demak,
[P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0.»
K

2) Agar (D) sohaga tegishli bo’lgan har gand&y yopiq chiziq bo’yicha
olingan ushbu integral
[ P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0
K

bo’lsa, u holda quyidagi
[P(xy)dx+Q(xy)dy (ABT(D)) (18.32)

AB

integral A va B nugqtalarni birlashtiruvchi egri chizigga bog’lip’tmaydi, ya'ni
(18.32) integral giymati integrallash yo’liga bag'lbo’imaydi.

< (D) sohaning A va B nugtalarni birlashtiruvchi va shu sohaga tegishli
bo’lgan ixtiyoriy ikkita AaB hamdaAsB egri chizigni olaylik. Bu holdaAaB va
AéB egri chiziglar birgalikda(D) sohaga tegishli bo’lgan yopiq chizigni tashkil
etadi. UniK bilan belgilaylik:

K = AaBsa.
Shartga ko'ra
IP x,y)dx+Q(x,y)dy=[[P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0
AaBsA

bo’ladi. Integralnlng xossasidan foydalanib ushttuplamlz

[P(x,y)dx+Q(x,y)dy = HP x,y)dx+Q(x,y)dy+ [P(x,y)dx+Q(x,y)dy

AaBsA BsA

_ IP Xde+Q(Xydy [ P(x.y)dx+Q(x,y)dy.

AzB
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Demak,
JP(xy)dx+Q(x.y)dy— []P(x.y)dx+Q(x.y)dy=0

Bundan esa,
[P(x,y)dx+Q(x,y)dy = [[P(x,y)dx+Q(x,y)dy
AaB AsB
ekanligi kelib chigadi»
19.2-eslatma. Yugoridagi tasdiq, isbot jarayonidan ko’rinadikAB egri
chiziq sodda egri chiziglar to’plamidan ixtiyoriyimganda o’rinlidir.
3) Agar ushbu

[P(xy)ax+Q(xy)dy (ABO(D)) (18.33)

integral A va B nugqtalarni birlashtiruvchi egri chizigga bog’ligobmasa, ya’'ni
integral integrallash yo’liga bog’liqg bo’'lmasa, olda
P(xy)dx+Q(xy)dy
ifoda (D) sohada berilgan biror funksiyaning to’liq diffeseali bo’ladi.
<4 Modomiki, (19.33) integrallash yo’liga bog’lig ema&an, u holda integral
A=(%.Y,) va B=(x.,y;) nugtalar bilan bir giymatli aniglanadi. Shuninghua
bu holda (19.33) integralni quyidagicha ham yozislmkin:
(4.y1)
[ P(x,y)dx+Q(x,y)dy.
(%0.%0)
Endi A nugtani tayinlab,B nugta sifatida(D) sohaning ixtiyoriy (x,y)
nugtasini olib, ushbu
(x.y)
[ P(x,y)dx+Q(x,y)dy
(%0 .%0)
integralni garaymiz. Ravshanki, bu integ(aly) ga bog’liq bo’ladi:

(xy)
F(x,y)=( IP)(x,y)dX+Q(x,y)dy-
X0 »Yo
Bu funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymii.X,y) nuqgtaning X
koordinatasiga shunday\x orttirma beraylikki, (x+Ax,y) nugta va (x,y),
(x+Ax,y) nugtalarni birlashtiruvchi to’'g'ri chiziq kesmasiam (D) sohaga

tegishli bo’lsin. Natijadaf (x,y) funksiya ham xususiy orttirmaga ega bo’ladi:
(x+axy) (xy)
Fx+axy)-F(xy)=  [P(xy)dx+Q(xy)dy- [P(xy)dx+Q(x.y)dy=
(%0 ¥0) (%0 ¥o)
(x+Ax,y) (x+Ax,y)
= [P(xy)dx+Q(x,y)dy=" [P(xy)dx.
(xy) (xy)
O’rta giymat hagidagi teoremadan foydalanib quyidaippamiz:
(x+bxy)
[P(x,y)dx=P(x+anx,y)dx (0<6<1).
(xy)
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Natijada
F(x+Axy)-F(xy) _ p(

%,
- X+60X,Y)

bo’ladi. Bundan
jim FOHAXY)=Fxy) _ o P(x+8&ax,y) = P(xy)

AX -0 AX Ax -0
bo’ladi. Demak,

OF(xy) _

oX
Xuddi shunga o’xshash
oF (x,y) _
oy

P(x.y).

Q(x.y)

bo’lishi ko’rsatiladi.
Shunday qilib

P(x,y)dx+Q(x,y)dy = de+mdy= dF(x,y)

oy
bo’ladi.»
4) Agar
P(x,y)dx+Q(x,y)dy (18.34)
ifoda (D) sohada berilgan biror funksiyaning to’liq diffeszali bo’lsa, u holda

oP(x,y) _aQ(x.y)

oy 0X

bo’ladi.
<«Aytaylik, (18.34) ifoda (D) sohada berilgarF(x,y) funksiyaning to’lig
differensiali bo’lsin:
P(x,y)dx+Q(x,y)dy=dF(x,y).
Ravshanki,

_OF(xy) _9F(xy)
P(xy)==2"" Qlxy)= Y
Keyingi tengliklardan ushbuni topamiz:
oP(xy) _ 0°F(xy) 9Q(xy) _ 9°F(xy)
oy  ayox ox  oxoy
oP(xy) 9Q(x.y)
dy = ox
tengligi hagidagi teoremaga binoan (garalsin, 18;1668).
oP(x,y) _ 0Q(x,y)
oy (004

lar (D) sohada uzluksiz. Aralash hosilalarning

Shartga ko'ra

bo’ladi.»
Shunday qilib, Grin formulasidan foydalangan holdajqoridagi 1)-4)

tasdiglar orasida
1)=2)=3)=4)=1)
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munosabat borligi ko’rsatildi.

4-8. Birinchi va ikkinchi tur egri chizigli integrdlar
orasidagi bog’lanish
Tekislikda sodda silligAB egri chizig ushbu
x = Xx(s),
(0<s<9)

y =y(s)
sistema bilan aniglangan bo’lsin, bundayoy uzunligi (garalsin, ushbu bobning
1-8) x(s) va y(s) funksiyalar x(s), y'(s) hosilalarga ega hamda bu hosilalar
uzluksiz.

Ravshanki, bu egri chiziq har bir nugtada urinmaga bo’ladi. AgarOx va
Oy o’glar bilan urinmaning yoy o’sishi tomoniga qarafe’nalish orasidagi
burchak mos ravishda va S deyilsa, unda
x'(s)=cosa, Yy(s)=cosp
bo’ladi.
Aytaylik, bu AB egri chiziqdaf (x,y) funksiya berilgan va uzluksiz bo’lsin.
U holda
[ £(x.y)dx
AB

integral mavjud bo’ladi va (18.15) formulaga ko’ra
[ f(ey)ax=] 1 (9. (5)s
tenglik o’rinli. Bu tengliﬁBning o’ng toomonidagi iagralni quyidagicha
J' f(x s)ds= jf s),y(s))cosads

yozish mumekin. Ushbu bobning 1§ da keltirilgan ebrfemadan foydalanib
guyidagini topamiz:

J'f s))cosads= J'f X,y)cosads.

Natijada yuqorldagl tenglikdan
[ f(xy)dx= [ f(x,y)cosads
AB AB

bo’lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o’xshash, tegishli shartda

It (x,y)dy = It (x,y)cospds

va umumiy holda
JP(xy)dx+Q(x.y)dy= [[P(x,y)cosa +Q(xy)cosp]ds
AB AB

bo’ladi.

Mashglar
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18.6.Ushbu

J= JB(M—Q)\/?)dS

integral hisoblansin, bund&B egri chiziq quyidagi
X =co’t, y=sin’t
astroidaningA(- 1, 0) va B(0, 1) nugtalari orasidagi gismi.
18.7.Ushbu
J = [x?ds
AB

integral hisoblansin, bund&B egri chiziq quyidagi
X2 + y2 — a2
aylananing yuqori gismi.
18.8. AB yoyining uzunligil quyidagi
| = [ds
AB

formula bilan topilishi isbotlansin.
Agar AB yoyi
X=2acost—acos2t,
y =2asint—asin2t
kardioidadan iborat bo’lsa, uning uzunligi topilsin
18.9.Tekislikda yopidC chizig bilan chegaralangdd) shakining yuzi

1
D == | xdy- ydx
2([3 y-y

bo’lishi isbotlansin.
Ushbu
X=acost, y=s¢sint
ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
18.10. Agar material egri chizigAB ning zichligi o =,0(X,y) bo’lsa, uning
massasi
m= [ p(x.y)ds
AB
bo’lishi isbotlansin.
Zichligi p(x,y)=¥ bo’lgan quyidagi
y= )

parabolaning (1, %) (2, 2) nugtalar orasidagi gismning massasi
topilsin.

19-BOB
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Sirt integrallari

Mazkur kursning 17- bobida = f(x,y) tenglama aniglagan silli¢S) sirt

bilan tanishgan edik. Bunda(x,y) funksiya (D) sohada((D)0R?) berilgan,
uzluksiz vaz,(x,y), z,(x.y) xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar @

da uzluksiz funksiya ed(S) sirt yuzaga ega bo’lib, uning yuzi
S= ”\/1+ zZ(x.y)+ 27 (x.y)dxdy (19.1)
(D)

ga teng ekanligi ko'rsatildi.

O'sha bobning pirovardidaR® fazodagi (v) sohada((v)O R®) berilgan
funksiyaning uch karrali integrali bilan tanishimi o’rgandik.

Endi R® fazodagi(S) sirtda berilgan funksiyaning integrali tushunchaign
tanishamiz. Sirt integrali tushunchasini kiritishdavval, bu erda ham funksiya
berilish sohasining bo’laklashishi, bo’laklash falari, bo’laklashning diametri
tushunchalari kiritilishi kerak.

Bu tushunchala{a, e] oraligni bo’laklashi (garalsin, 1-gism, 9-bob8)l va
tekislikda (D) sohani bo’laklashi (qaralsin, 18-bob, 1-8) kahitkadi va o’xshash
xossalarga ega bo’ladi. Shuning uchun bu erda bizushunchalarni kiritilgan
hisoblab, bayonimizni bevosita sirt integralinirgifidan boshlab ketaveramiz.

1-8. Birinchi tur sirt integrallari
1. Birinchi tur sirt integralining ta'rifi. f(x,y,z) funksiya (S) sirtda

((S)D RS) berilgan bo’lsin. Bu sirtning® bo’laklashni va bu bo’laklashning har
bir (S.) bo'lagida (k=1,2,...,n) ixtiyoriy (& /,.{,) nugtani olaylik. Berilgan
funksiyaning (&, /%) nuatadagi f (& /7,.¢x) diymatini (S,) ning S, yuziga
ko’paytirib, quyidagi yig'indini tuzamiz:
azsz(fkﬂk[k)[&
=1

1-ta'rif. Ushbu

0= 3 1645, (19.2)

yig'indi  f(x,y,z) funksiyaning integral yig'indisi yoki Riman yig'ilisi deb
ataladi.
(S) sirtning shunday

R.,P,..,P .. (19.3)
bo’laklashlarini garaymizki, ularning mos diametidan tashkil topgan
Ap i Ap, A e

ketma-ketlik nolga intilsin: A, —~ 0 Bunda P, (m=12,..) bo'laklashlarga
nisbatanf ( x,y,z) funksiyaning integral yig'indisini tuzamiz. Natia (S) sirtning
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(19.3) bo’laklashlariga mos integral yig'indilar ygnatlaridan iborat quyidagi
ketma-ketlik hosil bo’ladi:
01105 1ot Oy e

2-ta’rif. Agar (S) sirtning har ganday (19.3) bo’laklashlari ketrretHgi
{P,} olinganda ham, unga mos integral yig'indi giymetian iborat{c, } ketma-
ketlik, (Ek ,nk,Zk) nugtalarni tanlab olinishga bog’lig bo’lmagan halchamma
vaqgt bittaJ songa intilsa, bW yig'indining limiti deb ataladi va u

lim o= lim if(&k Nl )8 = (19.4)
Ap=0  Ap-0,2

kabi belgilanadi.

Integral yig'indining limitini quyidagicha ham taflash mumkin.

3-ta’rif. Agar Oe>0 olinganda ham, shundag >0 topilsaki, (S) sirtning
diametri A, <J bo’lgan har ganday bo'laklashi hamda har () bo’lakdan
olingan ixtiyoriy (& 7,,¢,) lar uchun

lo-J|<e

tengsizlik bajarilsa,J son ¢ yig'indining limiti deb ataladi va u (19.4) kabi
belgilanadi.

4-tarrif. Agar Ay - 0da f(x,y,z) funksiyaning integral yig'indisio chekli
limitga ega bo'lsa, f ( x,y,z) funksiya (S) sirt bo’yicha integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deb ataladi. y8g'indining chekli limiti J
esaf ( x,y,z) funksiyaning birinchi tur sirt integrali deyilada u

[[ f(xy.z)ds
(s)
kabi belgilanadi. Demak,
n
[[ f(xyz2)ds=lim o= lim > f(& /7. ) 5,
(S) Ap-0  Ap-0i,
2. Uzluksiz funksiya birinchi tur sirt integraliEndi birinchi tur sirt integrali-
ning mavjud bo’lishini ta’'minlaydigan shartni topigilan shug'ullanamiz.
Faraz qilaylikR® fazodagi(S) sirt
z=2(xy)
tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda= z(x,y) funksiya chegaralangan yopiq
(D) sohadal(D) 0 R?) uzluksiz vaz,(x,y), z,(x,y) hosilalarga ega hamda bu
hosilalar ham(D) da uzluksiz.

1-teorema.Agar f(x,y,z) funksiya (S) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning(S) sirt bo’yicha birinchi tur sirt integrali

[[ f(xy.z)ds
(s)

mavjud va

[(cyabis= [ (xyaxyfs 27uy) 7oy

(S)
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bo’ladi.

«(S) sirtning P, bo’laklashni olaylik. Uning bo'laklari(s), (S,)..... (S,)
bo’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarinin@xy tekislikdagi proeksiyas{D) sohaning
P, bo’laklashni va uning(D,), (D,).... (D,) bo'laklarini hosil giladi. Py
bo’laklashiga nisbatan (19.2) yig'indini tuzamiz:

azéf(fkﬂk[k)@

Ma’lumki, (& 7.4 )0(S.). Bu nugta ga akslanuvchi nuofé, 7,) bo’ladi.
Demak,{, = z(&..7) (19.1) formulaga binoan

S = ( U)Jl+ 22(x,y)+ Z2(x,y)dxdy

bo’ladi.
O’rta giymat haqgidagi teorema (garalsin, 17-bob8)5dan foydalanib

topamiz:
S =1+ 226 )+ 27E ) o, (& 7)o D))
Natijadao yig'indi quyidagi
= kZ f (5k Tk ’Z(Ek !ﬂk))sx =

=1

= kZlf & &I+ 22(& )+ 22 71 ) D,

ko’rinishga keladi.
Endi Ap, - Oda (bu holdal, - (ham nolga intiladi) yig'indining limitini

topish magsadida uning ifodasini o’zgartirib yozami

o= éf (& 2(& ’/7k))\/1+ Z;Z(Ek ”7k)+ Z'yz(fk ”7k)DDk +

+ éf (& 2&c ))[\/1"' s (ﬁ ”7;2)"' Z;/Z (Czl: ”7;:)_ (19.5)

-+ 2+ Zlecn)o.
Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluveth baholaymiz:

éf (& ZE ))[J1+ 22\& )+ 22\& ) -

J1+ 22 \& )+ 22 ) -

_\/1+ Z;(z(fk 1’7k)+ Z’yz(fk ’”k)]DDk‘ =M kzi:l

_\/1"' Z;(Z(fk 1’7k)+ Z'yz(fk ﬂk)‘ Dy,

bunda
M =maxf(x,yz)
Ravshanki,
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1+ 22 (xy) + 27 (xy)
funksiya (D) da uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda Kartemremasining
natijasiga ko'rale >0 olinganda ham shunda§ >0 topiladiki, (D) sohaning
diametriA, <0 bo’lgan har gqanday;, bo’laklashi uchun
N1+ 226 )+ 226 m) -1+ 226 n)+ 226 ) <
bo’ladi. Unda

$ 1(6.n, 246 )W 26 ) 26 ) -

MD

-2 a2 np,

n
<MEE-3D, =¢
MD =

va demak,
lim Z £ (& e 2 ) [Jl+ 22\& )+ 22\& ) -
PD - k 1
_\/1"' 2;2 Sk ”7k)+ Z'yz Sk ’/7k ]Dk =0
bo’ladi.

(19.5) tenglikning 0’ng tomonidagi birinchi go’shvchi
n
kZ_lf (Ek M7k ’Z(Ek ”7k))\/1+ Z;Z(Ek ’/7k)+ Z'yz(fk ’/7k) [D

esa

F(xyz(xy)y1+ Z2(xy)+ Z2(x.y)
funksiyaning integral yig'indisidir. Bu funksiye(D) sohada uzluksiz. Demak,
Ap, — 0 daintegral yig'indi chekli limitga ega va

lim Zf(fk I 2T \/1"‘ 2'2 5k ’7k)+2’2(5k ’7k)

App = 0k=1

= [[ f(xy.z(xy \/1+ z2(x,y)+ z7(x,y)dxdy
(D)

bo’ladi. Bu munosabatni e'tiborga olib, (19.5) tekda A,. — O da limitga o'tib
topamiz:

lim o= ||m zf(fk T 2E e \/1"' 2'2 5k ,7k)+2'2(£k ’7k)

Aps =0 Arg =0y
=[] f(xyz(xy \/1+ zZ(x,y)+ 27 (x,y)dxdy.
(D)

Demak,
[ (yakis= [ (el i 22} &/ xylanay.»
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Bu teorema, bir tomondan, uzluksiz funksiya birintdr sirt integralining
mavjudligini aniglab bersa, ikkinchi tomondan, mtegral ikki karrali Riman
integrali orqali ifodalanishini ko’rsatadi.

1-eslatma.(S) sirt x=x(y,z) (y=y(zx)) tenglama bilan aniglangan bo'lib,
x=x(yz) funksiya (y(zx) funksiya) (D) sohada (D)0 R?) uzluksiz va
x,(y.z), X,(y.z) xususiy hosilalarga y;(zx), y;(zx) xususiy hosilalarga) ega
hamda bu hosilalafD) da uzluksiz bo'lsin.

Agar f(xyz) funksiya shu (S) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning birinchi tur sirt integrali

[ T(xyz)s
(s)
mavjud va

(jsj) f(x,y,z)ds= (g)f (x( y.2 ,y,z)\/1+ x2(y,z)+x2(yz)dydz,

[” f(xy.z)ds= [[ f(x,y(zX ,z)\/1+ y.2(z,x)+ y'zz(z,x)dzdx]

(s) (D)

bo’ladi.

2-eslatma.Biz f(x,y,z) funksiya birinchi tur sirt integralining mavjudlig
maxsus ko'rinishdag(S) sirtlar (z=2z(x,y), x=x(y,z), y=y(zx) tenglamalar
bilan aniglangan sirtlar) uchun keltirdik. Aslidanksiya integralining mavjudligi
keng sinfdagi sirtlar uchun to’'g’ri bo’ladi. Jumkag, agar(S) sirt chekli sondagi
yugorida aytilgan sirtlar yig'indisi sifatida tashangan bo’lsa, unda berilgan va
uzluksiz bo’lganf ( x,y,z) funksiyaning sirt integrali mavjud bo’ladi va u sikki
karrali integrallar yig'indisiga teng bo’ladi.

3. Birinchi tur sirt integrallarining xossalari. Yuqorida keltirilgan teorema
uzluksiz funksiyalar birinchi tur sirt integrallaing ikki karrali Riman
integrallariga kelishini ko'rsatadi. Binobarin, @irt integrallar ham ikki karrali
Riman integrallari xossalari kabi xossalarga egdatp Ikki karrali Riman
integrallarining xossalari 17-bobning 5-8 ida onggan.

4. Birinchi tur sirt integrallarni hisoblash. Yugorida keltirilgan teorema
birinchi tur sirt integralining mavjudligini tasdapgina golmasdan, uni hisoblash
yo'lini ham ko’rsatadi. Demak, birinchi tur sirt tegrallar ikki karrali Riman
integrallariga keltirilib hisoblanadi:

(jsj) f(x,y,z)ds= (ij)f ( x,y,z(x,y))\/1+ 22(x,y)+ 22(x,y)dxdy,

(H) f(xy.z)ds= (If)f (x( y.3 vzl 1+ x2(y2)+x2(y2)dydz,  (19.6)

(jé[) f(xyz)ds= (g)f (x,y( %) 2W1+ y2(z.X)+ y2(z.X)dzdx

19.1-misol.Ushbu
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J=[[(x+y+2z)d
(s)

integral hisoblansin.

Bunda (S)-x*+y?+z>=r? sferaning z=0 tekislikning yugqorisida
joylashgan gismi.

<Ravshanki(S) sirt
tenglama bilan aniglangan bo’lib, bu sirtda belriigb( x,y,z)= X+ y+z funksiya
uzluksizdir. 1-teoremaga ko'ra

J={] (x+ y+\/r2 —x%—y? )\/1+ z2(x,y)+ 27 (x,y)dxdy
(D)
bo’ladi, bunda(D) ={(x,y)|] R?: x*+y°< rz}.
Endi bu tenglikning o’ng tomonidagi ikki karralitegralni hisoblaymiz:

' _ X ' __ y
Z(xy)= oy z,(xy)= S~

J1 Z2(xy)+ Z2(xy) = ——

r2_)(2_y2

Demak,
3= [+ y+ 2= - y2 e 22(xy)+ 22 (x.y)dxdy=

(D)
ty +l dxdy.
\/r - X2 -

Keyingi integralda o zgaruvchllarnl almashtiramiz:
X=pcosg, y=psing.

Natijada

=r2ﬂ r ,o(cos¢+sin¢) _rz” " p(cosg +sing) .\
o=rf{ Peqtatenfo o ] e ”"”J‘”

+r2j”Updde¢ = rj cos¢+sm¢)d¢j\/u +r E:Eﬂi e
Demak, berilgan integral

[[(x+y+2z)dS=rm®
(s)

bo’ladi.»
19.2-misol.Ushbu

[[x(y+2)ds

()
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integral hisoblansin, bund4S)-x=4/6*-y* silindrik sirtning z=0, z=c
(c>0) tekisliklar orasidagi gismi.
<«Modomiki, bu (S) sirt x=4/6?-y? ko'rinishda berilgan ekan, unda
integralni hisoblash uchun (19.6) formuladan foga&h lozimdir.
(ﬂ) f(x,yz)ds= (H)f (x( y.2.y2)y1+ x2(y2)+ x2(y.2)dydz
S D

Bunda(D) soha(S) sirtning Oy: tekislikdagi proeksiyasidan iborat:

(D)={(y,z)DR2 X =4/6°—-Yy* z=0, z=c}=

={(y,z)D R?:-¢<y<sg, 0<z< c}.

X =+/6* — y* funksiyaning xususiy hosilalari
x,(y2)= ‘%’ X,(y.z)=0
6~y
bo’ladi. Demak,

2
fxyzds 6% - y+z dydz—e y+zdydz
-y’

bo’Iadl. Bu tengllknlng o ng tomonidagi |kk| karnahtegralnl hlsoblab topamiz:

g y+zdydz—ej(j y+zdz]dy 61[ z+2_22rc

-6\ 0

dy

z=0

= e_J.(Cy+%}dy:6—26y2‘ +—y‘

Demak,

[[x(y+Z)ds=6%*.»
(s)

2-8. Ikkinchi tur sirt integrallari

R® fazoda z=2z(x,y) tenglama bilan aniglanga{8) sirtni garaylik. Bunda
z(x,y) funksiya chegarasi bo’lakli-silliq chizigdan iborao’lgan (D) sohada
((D) O R2) berilgan, uzluksizZ(x.y), Z,(x,y) xususiy hosilalarga ega hamda bu
hosilalar ham uzluksiz. Odatda bunday sirtni siligg deyiladi. Silliq sirt har bir
(%Y 1Z,) Nugtasida urinma tekislikka ega bo’ladi.

Endi (S) sirt uning chegarasi bilan kesishmaydig@nyopiq chizigni olaylik.
(xo,y0 ,zo) nugta sirtning K yopiqg chiziq bilan chegaralangan gismga tegishli
bo’lsin. Bu chizigniOxy tekisligiga proeksiyalaymiz. Natijadaxy tekislikda ham
K, yopiq chiziq hosil bo’ladi. Mazkur kursning 18-hdb § ida tekislikdagi yopiq
chizigning musbat va manfiy yo’nalishlari Kiritilgaedi. (S) sirtdagi yopiq
chizigning musbat va manfiy yo’nalishlari ham shagari kiritiladi. Shuni ham
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aytish kerakki, yo’nalishning musbat yoki manfiyhganiglash xarakatlanayotgan
nugtaga gay tomondan garashga ham bog’liq.
Sirtning (xo,yO ,zo) nugtasidagi urinma tekislikka shu nugtada pergerngar

o'tkazaylik. Bu perpendikulyarning musbat yo’nalistieb shunday yo’nalish
olamizki, uning tomonidan garalganda ikkalka (hamdak ;) yopiq chiziglarning

yo'nalishlari musbat bo’ladi. Uning manfiy yo'ndiisesa shunday yo’nalishki, u
tomondan qaralgandi ; ning musbat yo'nalishig& ning manfiy yo’nalishi mos

keladi. Perpendikulyarning musbat yo’nalishi bohac olingan birlik kesma
sirtning (%, Y, ,Z,) nugtasidagi normali deyiladi.

Normalning Ox, Oy va Oz o’glarining musbat yo’nalishlari bilan tashkil
gilgan burchaklarini mos ravishda, S,y orgali belgilasak,

r ]

— Zx — Zy - 1
cosq = - , Cosy=- , COsy =

\/1+ z2+27; 4 \/1+ Z2+27; 4 \/1+ z2+27;
bo’ladi va ular normalning yo’naltiruvchi kosinuslaeyiladi.

Isbotlash  mumkinki,  sillig (S) sirtning  barcha  nugqtalaridagi
perpendikulyarlarning musbat yo’nalishlari (norraal bir xil bo’ladi. Va, demak,
manfiy yo’nalishlari ham. Shunga ko'ra, sirtningkikomoni hagida tushuncha
kiritiladi.

Sirtning ustki tomoni deb, uning shunday tomoninadiiki, bu tomondan
garalganda ikkala K hamda K,) yopig chiziglarning yo’nalishlari musbat
bo’ladi.

Sirtning ustki tomoni qaralgand&,, bilan chegaralangan tekis shakining yuzi
musbat ishora bilan, pastki tomoni (ikkinchi tomogaralganda manfiy ishora
bilan olinadi.

1. Ikkinchi tur sirt integralining ta'rifi. f(x,y,z) funksiya (S) sirtda beril-
gan bo’lsin. Bu sirtning ma’lum bir tomonini olakli Sirtning P bo’laklashini va
bu bo’laklashning har bifS,) bo’lagida (k =1,2,...,n) ixtiyoriy (& ./, .{,) nugta
(k=12,....n) olaylik. Berilgan funksiyaning(&, /7,,¢,) nugtadagi f (& ./7.¢\)
giymatini (S.) ning Oxy tekislikdagi proeksiyas{D,) ning yuziga ko’paytirib
quyidagi yig'indini tuzamiz:

(19.7)

o= f(&md )k (19.8)
k=1
(S) sirtning shunday
B,R,....P,, ... (19.9)
bo’laklashlarini garaymizki, ularning mos diame#mdtashkil topgan
Ap i Ap, veidp e

ketma-ketlik nolga intilsin: A, - 0 Bunday R, (m=1.2,..) bo'laklashlarga
nisbatan f(x,y,z) funksiyaning integral yig'indilarini tuzamiz. Ngia (S)
sirtning (19.9) bo’laklashlariga mos integrallargymdilar giymatlaridan iborat
quyidagi
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Oyy Oy coey Opy s oo
ketma-ketlik hosil bo’ladi.
5-ta’rif. Agar (S) sirtning har ganday (19.9) bo’laklashlari ketmalige {P, }
olinganda ham, unga mos integrallar yig'indilaiyrgatlaridan ibora{am} ketma-
ketlik, (Ek ,nk,Zk) nugtalarni tanlab olinishiga bog’lig bo’lmagan dal hamma
vaqgt bittaJ songa intilsa, bl ¢ yig'indining limiti deb ataladi va u
lim o= lim if(&k -l D =J (19.10)
Ap -0 Ap -0,
kabi belgilanadi.
Integral yig'indining limitini quyidagicha ham taflash mumkin.
6-ta’rif. Agar Oe>0 olinganda ham, shundag >0 topilsaki, (S) sirtning
diametri A, < bo’lgan har gandayp bo’laklashi hamda har bifS,) bo’lakdan
olingan ixtiyoriy (& 7,,¢,) lar uchun
lo-J|<e
tengsizlik bajarilsa,J soni o yig'indining limiti deb ataladi va u (19.10) kabi
belgilanadi.
7-ta’rif. Agar A, - 0 da f(x,y,z) funksiyaning integral yig'indisio chekli
limitga ega bo'lsa, f(x,y,z) funksiya (S) sirtning tanlangan tomon bo'yicha
integrallanuvchi funksiya deb ataladi. Bu yig'inoig chekli limiti J esa,
f(x,y,z) funksiyaning (S) sirtning tanlangan tomoni bo’yicha ikkinchi tumtsi
integrali deb ataladi va u

[[ (x,y.z)dxdy
(s)
kabi belgilanadi. Demak,
[[ f(xy2)kixdy= lim o= lim 3" f (& /2.,
6 dp=0 Ap-05

Funksiya ikkinchi tur sirt integralining quyidagigh
[[ £ (xy.z)dxy (19.11)
(s)

belgilanishidan, integral (S) sirtning qaysi tomon bo’yicha olinganligi
ko’rinmaydi. Binobarin, (19.11) integral to’g’rissdgap borganda, har gal integral
sirtning gaysi tomon bo’yicha olinayotganligi aybbriladi.

Ravshanki, f ( x,y,z) funksiyaning(S) sirtning bir tomoni bo’yicha olingan
ikkinchi tur sirt integrali, funksiyaning shu simg ikkinchi tomoni bo'yicha
olingan ikkinchi tur integralidan fagat ishoradidoigina farq qgiladi.

Yugoridagidek

(ﬂ) f(x.yz)dydz (u) £ ( x,y,2)dzdx

ikkinchi tur sirt integrallari ta’riflanadi.

290



Shunday qilib, sirtda berilgar ( x,y,z) funksiyadan uchtaGxy tekislikdagi
proeksiyalar,Oy:z tekislikdagi proeksiyalar hamd@zy tekislikdagi proeksiyalar
vositasida olingan ikkinchi tur sirt integrali tusichalari Kiritiladi.

Umumiy holda,(S) sirtda P( x,y,z), Q( x,y,z), R(x,y,z) funksiyalar berilgan
bo’lib, ushbu

(H) P(x,y.z)dxdy, (H)Q( X,y,z)dydz, (j j) R( x,y,z)dzdx

integrallar mavjud bo’lsa, u holda
(H)P( x,y,z)dxdyQ(”)Q( X,y,z)dydzQ (”) R( x,y,z)dzdx
S S S

yig'indi ikkinchi tur sirt integralining umumiy kainishi deb ataladi va u
[[P(xy.z)dxdy+Q( x,y.z)dydz+ R( x,y,z)dzdx
(s)

kabi belgilanadi. Demak,
[[P(xy.z)dxdy+ [[Q( x,y.z)dydz+ [[ R( x,y.z)dzdx=
(s) (s) (s)

= [[ P( x,y.2)dxdy+Q( x,y z)dydz+ R( x,y,z)dzdx
(s)

Endi R® fazoda biror(V) jism berilgan bo’lsin. Bu gismni o’rab turgan ygpi
sirt sillig sirt bo'lib, uni (S) deylik. f(x,y,z) funksiya (V) da berilgan.Oxy
tekislikka parallel bo’lgan tekislik bilan (V) ni ikki gismga ajratamiz:
V)=(M)+(\,). Natijada uni o'rab turgar{S) sirt ham (S)) va (S,) sirtlarga
ajraladi. Ushbu

[[ £ (x.y.z)dxdyQ [[ f(x,y.z)dxdy (19.12)
(S1) (S2)

integral (agar u mavjud bo’lsa)( x,y,z) funksiyaning yopiq sirt bo’yicha ikkinchi
tur sirt integrali deb ataladi va

ff T (x,y.z)dxdy
(S)
kabi belgilanadi. Bunda (19.12) munosabatdagi biinntegral (S) sirtning ustki

tomoni, ikkinchi integral esaﬁsz) sirtning pastki tomoni bo’yicha olingan. Xuddi
shunga o’xshash

f f(xy.z)dydz, {f f(x,y.z)dzdx
(s) (s)

hamda, umumiy holda
§f P( x,y.z)dxdyQQ( x,y,z)dydzQ R( x,y,z)dzdx
()

integrallar ta’riflanadi.
2. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur sirt integraliFaraz gilaylik,R® fazoda(S)
sit z=z(x,y) tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda=z(x,y) funksiya
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chegaralangan yopitp) sohada(D) 0 R?) uzluksiz vaz,(x,y), Z,(x.y) xususiy
hosilalarga ega hamda bu hosilalar h(am) da uzluksiz.

2-teorema.Agar f(x,y,z) funksiya (S) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning(S) sirt bo’yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali

(”) f ( x,y,z)dxdy

mavjud va
[ f(xy.z)dxdyq (ﬂ)f ( x,y,z(x,y))dxdy
D

(5)
bo’ladi.

«(S) sirtning P; bo’laklashini olaylik. Uning bo'laklari(s), (S,)....(S,)
bo’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarinin@xy tekislikdagi proeksiyasi(D) ning P,
bo'laklashini va uning (D), (D,)....(D,) bo'laklarini hosil giladi. P;
bo’laklashga nisbatan ushbu yig'indini tuzamiz:

o= 3 (&P (19.8)

Agar (S) sirtning ustki tomoni qaralayotgan bo’lsa, u holorchaD, lar

musbat bo’ladi.
Modomiki, f(x,y,z) funksiya z=z(x,y) sirtda berilgan ekan, x va vy
o’zgaruvchilarning quyidagi funksiyasiga aylanadi:
f(xyz)=f(xyzxy).

S =2d&m)  (k=12,.n)
bo’lishi kelib chigadi. Natijada (19 8) yig'indi abu

o= Z f (& 2&))Dy

ko'rinishga keladi. Bu yig |nd| f(xyz(x y)) funksiyaning integral yig'indisi
(ikki karrali integral uchun integral yig'indi) ekani paygash giyin emas. Agar
f(x,y,z(x,y)) funksiyaning (D) da uzluksiz ekanligini e'tiborga olsak, unda
Ap, » 0 da

Bundan esa

é f (5 k Tk 12(5 k Tk ))Dk

yig'indi chekli limitga ega va

lim Zf(fk e ZE )P ﬂf x,y,Z(x,y))dxdy

b~ k 1
bo’ladi. Demak,
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lim o= lim zf(fk,qk,zk)

Apg =0 Apg - 042y
= lim ka(fkﬁk, 2& 7))P; = jjf x,y.2(x.y)kixdy
p ~0k=1
Bundan esa
(”) f (x,y,z)dxdy= (H)f (x,y.z(x,y))dxdy
S D

bo’lishi kelib chigadi»
Agar (S) sirtning pastki tomoni garalsa, un@g lar manfiy bo’lib,

(jsj) f( x,y,z)dxdy= —(ij)f (x,y,z(x,y))dxdy

bo’ladi.
Xuddi yuqoridagidek, tegishli shartlarda

(ISI) f(xy.z)ydz (j Sj) f(x,yz)dzdx

integrallar mavjud va

(g) f(x,y,z)dydz= (ij)f (x( y.2,y2)dydz,
(fé[) f(x,y,z)dzdx= (g)f (x,y( x,2) Z)dzdx

bo’ladi.
1-natija. YasovchilariOz o'giga parallel bo’lgar(S) silindrik sirtni garaylik.
f (x,y,z) funksiya shu sirtda berilgan bo’lsin. U holda

(ﬂ) f (x,y,z)dxdy

mavjud bo’ladi va u nolga teng:
[[f (x,y,z)dxdy=0.
(S)

Xuddi shunga o’xshash, tegishli shartlarda
[[ f(xy.z)dydz=0, [[f(xy,z)dzdx=0
(s) (s)

bo’ladi.

Bu tengliklar bevosita ikkinchi tur sirt integralida’rifidan kelib chigadi.

Yuqorida keltiriigan teoremadan foydalanib, ikkin¢tr sirt integrallari ham
ikki karrali Riman integrallari xossalari kabi x@éarga ega bo’lishini ko’rsatish va
ularni keltirib chigarishni o’quvchiga havola etami

3. Ikkinchi tur sirt integrallarini hisoblash. Yuqorida keltirilgan teoremadan
foydalanib ikkinchi tur sirt integrallari ikki kaafi Riman integrallariga keltirib
hisoblanadi:

(II) f(x,y.z)dxdy= (J J)f (x,y,z(x,y))dxdy,
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(H f(xyz)dydz= (I I)f (x( y.2.y2)dydz

(jsj) f(x,yz)dzdx= (ij)f (x,y( z,%),z)dzdx

19.3-misol.Ushbu

oam‘~<

fape

integral hisoblansin. Bundgs) - —+y—2 Z—2=1 ellipsoidning z=0 tekislikdan
a’ 6 ¢

pastda joylashgan gism bo’lib, integral shu signpastki tomon bo’yicha olingan.
<Ravshanki, b(S) sirtning tenglamasi quyidagicha bo'lib,

dedy

z=—¢[1-= -

uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi

bo’ladi.
(S) sirt ham, bu sirtda berilgan
X2 y2
f(x,y,z)=—+=+kz
(xyz)="5+

funksiya ham 2-teoremaning shartlarini ganoatladiirU holda
2 y2 2 y2
”[—+ + kzjdxdy— ” —+ ~ke,[1-=5 =2 |dxdy
8 a 6

bo’ladi. IntegraI(S) sirtning pastki tomonl bo’yicha olinganligi sabatgnglikning
o’'ng tomonidagi ikki karrali integral oldiga minughorasi qo’yildi.
Endi bu

X2 y2 X2 y2 X2 y2 X2 y2
X+ Y ke 1= Y |dxdy= ke 1-2 -2 -2 -2 |dxd
(J-J)[az 62 a2 62 y (.[[.)[) a2 62 a2 62 y

ikki karrali integralni hisoblaymiz. Ikki karralntegralda o’zgaruvchilarni
X=apcosg, y=6p0Sing
kabi almashtirib quyidagini topamiz:

e o jis-hee
ﬂ Tkepi-27 - p)dp}dqb 2m3[ kcﬁl_pzﬁ p_4]1=2m8(_£+k_;)_
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Demak,

”( +kc)dxdy ng(%c %J

4. Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasida bog’lanish.Biz 18-bob-
ning 4-8 da birinchi va ikkinchi tur egri chizightegrallar orasidaga bog’lanishni
ifodalaydigan formulalarni keltirgan edik.

Shunga o’xshash, birinchi va ikkinchi tur sirt igtellari orasidagi
bog’lanishni ifodalovchi formulalar ham mavjud.

(S) sirt va unda berilganf(x,y,z) va P(xyz), Q(xyz), R(xyz2)
funksiyalar tegishli shartlarni ganoatlantirgandar@lsin, 2-8ning 1-punkti) ushbu

[[ f(x.y.z)dydz= [[ f( x,y.z)cosads,
(s) (S)

[] f(xy.z)dzdx= ([ f(x,y.z)cos/s, (19.13)
(s) (s)

[[ f(x,y.z)dxdy= [[ f(x,y.z)cosyds
(s) (s)

umumiy holda
[[P(x,y.z)dydz+Q( x,y,z)dzdx+ R( x,y,z)dxdy=
()

= [[[P(x,yz)cosa +Q( x,yz)cosB + R( x,y,z)cosylds
(s)
formulalarning to’g'riligini isbotlashni o’quvchighavola etamiz.

3-8. Stoks formulasi

R® fazoda z=2z(x,y) tenglama bilan aniglangan silli¢S) sirt berilgan
bo’lsin. Bu sirtning chegarasiS bo’lakli-sillig egri chiziq bo’lsin. (S) sirtning
Oxy tekislikdagi proeksiyasin{D) deylik. UndadS ning proeksiyasioD dan
iborat bo’ladi.

Faraz qilaylik, (S) sirtda P(x,y,z) funksiya berilgan bo’lib, u uzluksiz
bo’lsin. Undan tashgari bu funksiy8) da

oP(x,yz) oP(xyz) oP(xyz)

ox dy 0z
xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz bo’lsin.
Ushbu
IP( X,y,z)dx
0S

egri chizigli integralni garaylik (uning mavjudligavshan). AgardS chizigning
(S) sirtda yotishini e’tiborga olsak, u holda
[P(x.y.z)dx= [P(xy,z(xy)kx
0S 0S
bo’ladi.
Endi Grin formulasidan foydalanib ushbuni topamiz:
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aIDP( x,y,z(x,y))dx = —(ij)aP( X’g;/Z(X,Y))dxdy

Ravshanki, P( x,y,z(x,y)) funksiyaning y o’zgaruvchi bo’yicha xususiy
hosilasi

OP(xy2xY)) , PV X)) 7 (1)
ay 0z
bo’ladi.
Ushbu bobning 2-8 idagi (19.7) munosabatlardan
2, (xy)=- 2%
YR cosy

bo’lishini e'tiborga olsak,

UFP x,yz(xy)) , 0P(x,yz(x.y)) z, (X,y)} _

0z
- ”FP xy2(xy)) _oP(x, gZZ(x ) Eiiiﬂdxdy

bo’ladi.
Natijada qaralayotgan integral uchun quyidagi tikgl ega bo’lamiz:

IP X,y,z)dx = - HFP xy.2(xy)) _ 9P(xyz(xy)) EFOS'B}dxdy (19.14)
oy 0z cosy

2 § dagi 2-teoremadan foydalanib (19.14) tenglignaing tomonidagi ikki
karrali integralni ikkinchi tur sirt integrali orgjafodalaymiz:
”{OP x,y,z(x,y)) _oP(xyz(x,y)) Eposﬁ}dxdyz

0z cosy

_ ”{GP ;yz) oP( x,y.,z) Eposﬁ}dxdy
y 0z cosy

Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi tur sirttegralini, (19.13) formulaga
asoslanib, birinchi tur sirt integraliga keltiramiz

”{GP x,y.z) 0P(x,y,z2) Eposﬁ}dxdy—

(9) ay 0z cosy
_” oP( x,y.,z) aP(xyz)Epos,B cosyds= (19.15)
oy 0z cosy

_ 0P (xy.2) oP( x,y,2)
= || —=——cospds— || ——"—"cos/ds.
Isj oy & (ji) oy

Va nihoyat, yana (19.13) formulalardan foydalanilyigagini topamiz:
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”)GP( x,y,z) osyds= H (x yz)dxdy,

% % (19.16)
”—GP( xy2) cosfds= H—GP xy2) dzdx
S) 0z (9 0z
(19.14), (19.15) va (19.16) munosabatlardan
[P(xyz)= dezdx—mdxdy (19.17)
9s 5 0z oy

bo’lishi kelib chigadi.
Xuddi shunday mulohaza asosid®) sirt va unda berilganQ( x,y.z),
R( x,y.,z) funksiyalar tegishli shartlarni bajarganda ushbu

IQ( X’y,zhy = IJM dXdy_Mdde
3 5 OX 0z

(19.18)
[ R(x,y,zdz= “—GR( xy2) dydz- OR(xy2) dzdx
3s 5 Oy 0x

formulalarning o’rinli bo’lishi ko'rsatiladi. (19.7) va (19.18) formulalarni hadlab
go’shib quyidagini topamiz:

[P( x,y.2dx+Q( x,y.2)dy + R( x,y,z)dz=
oS

_ (”){GQ( x,y.2) _ 0P X,y,Z)}dxdyJ, {M = (19.19)

0X oy ay

_aQ( X’y’z)}dydz{ap( x,yz) oR( X’y’z)}dzdx
0z 0z 0X

Bu Stoks formulasi deb ataladi.
2-natija. Mazkur kursning 18-bob, 3-8 idagi Grin formulasol& formulasi-
ning xususiy holidir. Hagigatdan ham (19.19) Stéksnulasida(S) sirt sifatida

Oxy tekislikdagi(D) soha olinsa, unda=0 bo’lib, (19.19) formuladan

0Q(x.y) _9P(x.y)
jP x,y)dx+Q(x,y)dy = H{ ™ Yy }dxdy

bo’lishi kelib chlqadl. Bu Grin formulasidir.

Shunday qilib, Stoks formulagiS) sirt bo’yicha olingan Il-tur sirt integrali
bilan shu sirtning chegarasi bo’yicha olingan edriziqgli integralni bog’lovchi
formuladir.

4-8. Ostrogradskiy formulasi
R® fazoda pastdarz=g¢,(x,y) tenglama bilan aniglangan silli¢S) sirt
bilan, yuqoridanz = ¢,(x,y) tenglama yordamida aniglangan sil(§,) sirt bilan,
yon tomondan esa yasovchil@i o’giga parallel bo’lgan silindriS;,) sirt bilan
chegaralangar(V) sohani (jismni) qgaraylik. Uningxy tekislikdagi proeksiyasi
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(D) bolib, bu (D) ning chegarasi yuqorida aytilgan silindrik sirtgin
yo'naltiruvchisi sifatida olinadi(g, (x,y) < #,(x,y) (x,y)d(D)) (64-chizma).

A
y4

N z= ¢2(X’Y)

64-chizma
Faraz gilaylik,(V) da R(x,y,z) funksiya berilgan va uzluksiz bo’lsin. Bundan
tashqari bu funksiya shu sohada
OR( x,y.2)
0z
xususiy hosilaga ega va bu hosila ham uzluksiz.
Ravshanki, bu holda

X

jj%ddz

mavjud bo’ladi va 17- bobnlng 10 8§ ida keltlrllgan‘rrmulaga ko'ra

#2(x,
maR IRY 2y dz-”[ jy"R xy2) ]dxdy (19.20)
(DN #1(xy)
bo’ladi.
Agar o)
X,y
IR0z ., )~ Ry )
Pr1{xy

bo’lishini e tiborga olsak, u holda

(ﬂfg Ixy OR(xy ]dxdy= (H)R(X,y,%(x,y))dxdy— (H)R(X,y,¢1(x,y))dxdy (19.21)

¢1 xy
bo’ladi. Bu tengllkning o'ng tomonidagi ikki karralintegrallarni 2-8 dagi
formulalardan foydalanib, sirt integrallari orqgbzamiz:
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[IR(xy.#2(x,y))xdy= [[R(x,y,z)ixdy,
(o) (s)

[IROxy.¢:(xy))ixdy= []R(x,y.z)ixdy.
(D) (1)

Keltiriigan tengliklardagi sirt integrallari sirtng ustki tomoni bo’yicha
olingan (19.20), (19.21) va (19.22) munosabatlaglandagini topamiz:

mwdxdydz: [[R(x,y.z)Jdxdy+ [[R(x,y,z)dxdy. (19.23)
v) 0z (5) (S)
Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi integr;ﬂBl) sirtning pastki tomoni
bo’yicha olingan.
(%) sirt yasovchilariOz o’giga parallel bo’lgan silindrik sirt bo’lganligan

[[R(x,y.z)dxdy=0 (19.24)
(Ss)
bo’ladi. (19.23) va (19.24) munosabatlardan

mwdxdydz: [[R(x,y.z)Jdxdy+ [[R(x,yz)dxdy+
v) 0z () (=)
+ [[R(x,y.z)dxdy= §f R( x,y.z)dxdy
(Ss) (s)

bo’lishi kelib chigadi. Bund4S)- (V) jismni o’rab turuvchi sirt,
Demak,

(19.22)

Il OR(XY2) i tydz= fFR( x,y.z)dxdy (19.25)
v) 0z ()

Xuddi shu yo'l bilan, (V) hamdaP(x,y,z), Q(x,y,z) lar tegishli shartlarni
ganoatlantirganda quyidagi

Il 4dap((;;y’z) xdydz= ff P( x,y.z)dydz, (19.26)
V) (s)
17222y ayaz= g xyz)azax ey
v) 9y (S)

formulalarning to’g'riligi isbotlanadi.
Yuqoridagi (19.25), (19.26) va (19.27) tengliklaradlab qo’shib
quyidagilarni topamiz:
m(ap( x,y.2) , 0Q(x,y.2) , oR( X’y’z)jdxdydz:
V) (004 oy 0z

= {§ P( x,y.z)dydz+Q( x,y.z)dzdx+ R( x,y,z)dxdy
(s)
Bu formula Ostrogradskiy formulasi deb ataladi.

Mashglar
19.4.Ushbu
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(jsg(y+ z+\/a2+x2)ds

integral hisoblansin, bund®) sirt quyidagi
x=a?— y2 — 72
paraboloidningOy: tekisligi bilan kesishishidan hosil bo’lgan singi
tashqi gismi.
19.6.Sirtning yuzi

S=|[ds
(S)
formula bilan topilishi isbotlansin.
Ushbu
x* +y? = RIX
silindrning

X2 +y2+72 =R?
sfera ichida joylashgan gismining yuzi topilsin.

20-BOB
Fure qgatorlari

Biz yuqorida, kursimiz davomida, murakkab funksgyai ulardan soddaroq
bo’lgan funksiyalar orgali ifodalash masalalariga iecha marta duch keldik va
ularni o’rgandik. Bu sohadagi klassik masalalard@mn — funksiyalarni darajali
gatorlarga yoyishdan iborat bo’lib, u mazkur kurgni 14-bobida batafsil
o’rganildi.

Agar qaralayotgan funksiyalar davriy funksiyalar’l&m, tabiiyki ularni
soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash loziro’ladi. Har bir hadi sodda
davriy funksiyalar bo’lgan funksional qatorlarni rganish murakkab davriy
funksiyalarni soddaroq davriy funksiyalar biland@dash masalasini hal etishda
muhim rol o’ynaydi.

1-8. Ba'zi muhim tushunchalar
1°. Funksiyalarni davriy davom ettirish f(x) funksiya (a,s] yarim

intervalda berilgan bo’lsin. Bu funksiya yordamiglayidagi
f"(x)= f(x-(6—a)m), xO(a+m(s - a),s + m(s —a)|
(m=0,£1,+2,..) (20.1)

funksiyani tuzamiz. Ravshanki, endli (x) funksiya (-« +o0) oraligda berilgan va
davriy funksiya bo’ladi. Uning daviT, =6 —a ga teng. Bajarilgan bu jarayonni
funksiyani davriy davom ettirish deyiladi.

Masalan, (-1,2] oraligda berilgan f(x)=x? funksiyani davriy davom
ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 66izmada tasvirlangan.
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3 2 1 o0 1 2 3 5 X
65-chizma
Agarda berilganf (x) funksiya (a,s] da uzluksiz funksiya bo’lsa

va
fla+0)= lim f(x)=f(a) ,
deyilsa, u holda davom ettirilgafi (x) funksiya(-e,+») da uzluksiz bo’ladi.
f(x) funksiya[a,e) yarim intervalda berilgan bo’lsa uni davriy davettirish
ham yugoridagi singari bajariladi:
f°(x)= f(x-(¢6—a)m), xO[a+m(s —a),s + m(s —a)) (m=0,£1,+2,..)
Agarda f(x) funksiya (a,¢) da berilgan bo’'lsa, uni (- +0)g’
g{a+m(e-a):m=0,£1,..} = X to’plamga davriy davom ettirish mumkin:
f°(x)= f(x-(¢6—a)m), xO(a+m(s-a),e+m(s—a)] (m=0,£1,+2,..)
Izoh. f(x) funksiya [a,6] da berilgan bo’lsa, un{-o+) ga umuman
aytganda ikki xil davom ettirish mumkin:
f°(x)= f(x- (¢ —a)m), xO(a+ (s —a)m,e + (s —a)m|,
f(x)= f(x— (6 —a)m), xO[a+ (s —a)m,e + (s —a)m)
(m=0,£1,£2,..).
1-lemma. f(x) funksiya (a, ] oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. U holdg(x)
ni (-w,+w) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgafi(x) funksiya ixtiyoriy
(a,a + (s —a)] da integrallanuvchi bo’ladi va

a+(s-a

I ()= [ (x)ax *)

formula o'’rinli bo’ladi.
<« Shartga ko'raf(x) funksiya(a,s| da integrallanuvchif” (x) funksiyaning
tuzilishiga binoan (garalsin, (20.1)) uninda,a+(s-a)] (JeOR) da

integrallanuvchi bo’lishini topamiz.
Integralning xossasiga ko'ra

a+(s-a) a 6 a+(e-a)
[ 7 0gdx=[ " (x)dx+[ £ (x)dx+ [ £ (x)dx (20.2)

a
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bo’ladi. RavshankiIx 0 (a,s] uchun f*(x)= f(x). Demak,

T f" (x)dx=f f (x)dx.

Endi
a+(s-a)
[ £ (x)dx
a
integraldax = y + (¢ — a) almashtirishni bajaramiz:

a+(s-a)

a a a
[ (dx=[f"(y+(s-a)dy=]f (y)dy=-]f"(y)dy.
Natijada (20.2) tenglik ushbu

a+(s-a) 6

[ £ (x)dx = f (x)dx
ko’rinishga keladiw
Bu lemmadagi(*) formula sodda geometrik ma’noga ega. U 66-chizma
shtrixlangan yuzalar bir-biriga tengligini ifodaldy

F 3
Y
z & i
66-chizma
2°. Garmonikalar. Ushbu
f (x) = Asin(ax + ) (20.3)

funksiyani ko’raylik, bundaA, a, 8 o’zgarmas sonlar. Bu davriy funksiya bo’lib,

uning asosiy davim =% ga tengdir. Hagigatdan ham,

f(x +2—ﬂj = Asir{a(x+2;nj + ,8} = Asin|(ax + B) + 271] = Asin(ax + B) = f(x).

a
Bu
f (x) = Asin(ax + )
funksiya garmonika deb ataladi.
Berilgan
f (x) = Asin(ax + )
garmonikaning grafigi,y = sinx funksiya grafiginiOx va Oy o’glar bo’yicha
sigish (cho’zish) hamd®x o’qi bo'yicha surish natijasida hosil bo’ladi. Mdan,
f(x)=2sin(2x +1)
garmonikaning grafigini yasash jarayoni va uningafgi 67-chizmada
tasvirlangan.
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y =sinx

/N

y = Ssin2x

[N /NN N
\ %

V%

y =sin(2x+1)

/\\//\\/ .V

y= Zsm 2X+ 1

AA/

YA

67-chizma
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Trigonometriyadan ma’lum bo’lgan formuladan foydala garmonikani
quyidagicha yozish mumkun:
f (x) = Asin(ax + ) = Alcosaxsin 3 + sinax cosp3).
Agar
Asinf=a , Acosf =¢
deb belgilasak, unda garmonika ushbu
f (x) = acosax + e sinax
ko’rinishga keladi.
3°. Bo'lakli-uzluksizlik va bo’lakli-differensiallanwchilik. f(x) funksiya
[a, 6] oraliqda berilgan bo'lsin.
Agar [a, ¢| oraligni shunday
2o alla 2] Jaa ] (g=2aa,=6)
bo’laklarga ajratish mumkin bo’lsaki,
(a.¢]=[a @] O[a 2|0 ...0[a, a,])
har bir (a, a.,) (k=0,1,...,n-1) da f(x) funksiya uzluksiz bo’lsa, hamda
x=a, nuqtalarda chekli o'ngf(a, +0) (k=(0.1,....,n-1)) va chap f(a, -0)
(k=(01,....,n-1)) limitlarga ega bo’lsa, u hold4(x) funksiya[a,s| da bo’lakli-
uzluksiz deb ataladi.
Masalan, ushbu
x®, agar 0< x<1 bo'lsa,
f(x)={0, agar x=1  bolsa,
— X, agar 1< x< 2 bo'lsa

funksiya [0, 2] oraligda bo’lakli-uzluksizdir (68-chizma).

.

A

y

v

68-chizma
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Agar f(x) funksiya (- +0) da berilgan bo’lib, uning istalgan chek, 3]
gismida ([a, 8] O (- 0 +»)) bo’lakli-uzluksiz bo’lsa, u holdaf(x) funksiya
(- w0 +00) da bo’lakli-uzluksiz deb ataymiz.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,¢] da berilgan va bo’lakli-uzluksiz bo’lsin. Bu
funksiyani (-« +00) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgan (x) funksiya
(= o0 ,+00) da bo’lakli-uzluksiz bo’ladi.

Masalan f(x)=x (xO(-7,7]) funksiyani (—o+0) ga davriy davom
ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 6Bizmada tasvirlangan.

aNa
e N avas

69-chizma

Endi bo’lakli-differensiallanuvchanlik tushunchdsian tanishamiz.

f (x) funksiya[a,s] da berilgan bo'lsin.

Agar [a,s] oraligni [a,e]=[a,a]0[a.a,]0..0[a,,.a] boladigan
shunday|a, a,][a a,]....Ja,_,.a,] (a, = a, a, =) bo’laklarga ajratish mumkin
bo'lsaki, har bir (a, ,a.,) da (k=01,..,n-1) funksiya differensiallanuvchi
bo’lsa hamdax =a, nugtalarda chekli o’'ngf'(a +0) (k=0,1,...,n-1) va chap

f'(a.—0) (k=0,1,...,n-1) hosilalarga ega bo'lsa, u hold&(x) funksiya|a, ¢
da bo’lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.
Masalan, ushbu

x* , agar0<x<1 bolsa,

f(x)={2-x,agarl< x< 2 bolsa,
Xx-2,agar2<x< 3 bho'lsa
funksiya [0, 3] da bo’lakli-differensiallanuvchi bo’ladi. (70-chim)
A
y

v

0 1 2 3 X
70-chizma
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Agar f(x) funksiya (- +w) da berilgan bo’lib, uning istalgan chekli
[a.8] (a,B]0 (-0 +x)) gismida bo’lakli-differensiallanuvchi bo’lsay holda
f (x) funksiya (- oo, +e0) da bo’lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.

f(x) funksiya(a,s] da berilgan va bo’lakli-differensiallanuvchi balsuni
(- e0,+00) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgdn (x) funksiya (- co,+e) da
bo’lakli-differensiallanuvchi bo’ladi.

f(x) funksiya [a,¢] da berilgan bo'lsin. Agar [a,6] oraligni
[a.¢]=[a.2]0[a &]0..0[a, 4] boladigan shunday[a alla & [a...a.]
(a, = a,a, =¢) bo'laklarga ajratish mumkin bo’lsaki, har bil, ,a.,,) da
(k=012...n-1) funksiya f'(x) hosilaga ega va bu hosila uzluksiz bo’lsa hamda
X = a, nugtalarda chekli o'ngf'(a, +0) (k=012,..n-1) va chap f'(a - 0)
(k=012...n-1) hosilalarga ega bo’lsa, u holdgx) funksiya|a,s| da bo’lakli-
sillig deb ataladi.

2-8. Fure qatorining ta’rifi
Har bir hadi
u,(x)=a, cosnx+g,sinnx (n=0,1,2,..)
garmonikadan iborat ushbu

a, + > (a, cosnx+b, sinnx) (20.4)
n=1

funksional gatorni qaraylik.

Odatda (20.4) qator trigonometrik gator deb atakgdm, ,s,,a,,8,,... sonlar
esa trigonometrik gatorning koeffitsientlari dewila

Shunday qilib, trigonometrik gator garchand funksib gator bo’lsa ham
(uning har bir hadi muayyan funksiyalar bo’lganlgchun) o’z koeffitsientlari
3y 18,61 ,8,,6,,...4a,,8,,,-.. |ar bilan to’la aniglanadi.

(20.4) trigonometrik gatorning gismiy yig'indisi

T, (x) =a, + > (a, coskx+ g, sinkx)
k=1

trigonometrik ko’phad deb ataladi.

1°. Fure qatorining ta'rifi. f(x) funksiya[- 7,7 da berilgan va shu oraligda
integrallanuvchi bo’lsin. U holda

f(x)cosnx, f(x)sinnx (n=1,2,3,..)

funksiyalar ham, ikkita integrallanuvchi funksiyalkeo’paytmasi sifatida (garalsin
1-gism, 9-bob, 7-8)[-7,n] da integrallanuvchi bo’ladi. Bu funksiyalar
integrallarini hisoblab, ularni quyidagicha belgii&:
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R
)
I

1 Vs
== | f(x)dx,
0= (0
a, =7—1Tj f (x)cosnxdx (h=1,2,3,..), (20.5)
1
T

f (x)sinnxdx (h=12,3,.)

|
5N

Bu sonlardan foydalanib ushbu
T(f ;x)=%+i(aﬂ COSNX + &, SiNNX) (20.6)
n=1

trigonometrik gatorni tuzamiz.
1-ta’rif. a,.,g.0.a,.6,,... koeffitsientlari (20.5) formulalar bilan aniglanga

(20.6) trigonometrik qatorf(x) funksiyaning Fure qatori deb ataladi.
8, 3,618, ,6,,... Sonlar esaf (x) funksiyaning Fure koeffitsientlari deyiladi.

Demak, berilgan funksiyaning Fure gatori shundagotrometrik qatorki,
uning koeffitsientlari shu funksiyaga bog’lig bdsli (20.5) formulalar bilan
aniglanadi. Shu sababli (20.6) gatorni (uning ykghuvchi yoki uzoglashuvchi
bo’lishidan gat’iy nazar) ushbu “~” belgi bilanydagicha yoziladi:

f(x)~T(f;x) =% + > (a, cosnx+ e, sinnx)
n=1
20.1-misol.Ushbu
f(x)=e™ (r<x<z, az0)
funksiyaning Fure gatori topilsin.
<€4(20.5) formuladan foydalanib bu funksiyaning Fureefitsientlarini
topamiz:
T
a, = 1 [ e™dx= =S (e"” - e“’”) -2 shar,
e armr arn
Vs . T
a =1 je‘” cosnxdleacosnx+ nsmnxec,x

1 2a
T T a? +n? =(-1"> sharr,

2 2
. mac+n

—(_ n—li 2n
. =(-1) 7T a? +n? shar

-7
m i n
6, = 1 J’e‘”‘ sinnxdx= 1 aS|nn>2<+ n;:osnxem(
T T a‘+n
(h=1,2,3,..)
(garang, 1-gism, 8-bob, 2-8).
Demak, berilgan funksiyaning Fure gatori

-

e % + i(an COSNX+ 6, sinnx) =
n=1

_ 2sharr
T

N S )

20 D@’ +n
bo’ladi.»>
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2°. Juft va toq funksiyalarning Fure gatorlari.Juft va toq funksiyalarning
Fure qatorlari birmuncha sodda ko’rinishga ega dmb!| Biz quyida ularni
keltiramiz.

f(x) funksiya [-71,7] da berilgan juft funksiya bo’lsin. U shir 7,7]
oraligda integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki, bud f (x)cosnx juft funksiya,
f (x)sinnx (h=1,2,3,..) esa toq funksiya bo'ladi va ulaf-7,7] da

integrallanuvchi bo’ladi.
f(x) funksiyaning Fure koeffitsientlarini topamiz:

10 Vg _
a, = —j x)cosnxdx= — [f_” f (x)cosnxdx+ [ f(x)cosnxdx]—
——j f (x)cosnxdx (h=01,2,3,..),
10 . T . _
8, ——j x)sinnxdx= ]—T[[_ f (x)sinnxdx+ [ f(x)smnxdx]—
—;[— [ f(x) sinnxdx+j:f(x)sinnxd>4=0 (n=1,2,3,.).
Demak, juft f (x) funksiyaning Fure koeffitsientlari

an——jf x)cosnxdx  (n=0,1,2,..) (20.7)
6, =0 (h=123,.)

n

bo’lib, Fure gatori esa
f(x)~T(f;x):%+ian cosnx

n=1
bo’ladi.

Endi f(x) funksiya[-72,71] da berilgan toq funksiya bo'lsin va u shu,7]
oraligda integrallanuvchi bo’lsin. Bu holdaf(x)cosnx toq funksiya,
f(x)sinnx  (n=1,2,..) esa juft funksiya bo’ladi.

Funksiyaning Fure koeffitsientlarini topamiz:

a, = —j x)cosnxdx= 7% [[f)ﬂ f (x)cosnxdx+ [ " f (x)cosnxdx] =

:7_7[—!0 f(x) Cosnxdx+I:f(x)cosnxd4:o (hn=0,12,.),

_ 1n . _ 10 . T ; —
6 —Z—Tj_”f (x)sinnxdx= Z_T[[_”f (x)sinnxdx+ [ f (x)smnxdx]—

n

-—jf x)sinnxdx  (n=1,2,..).

Demak, toqf (x) funksiyaning Fure koeffitsientlari
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a=0 (n=012,.)

20.8
8, ——j f(x)sinnxdx (n=0,1,2,..) (20.8)

bo’lib, Fure gatori esa

f(x)~T(f;x)= i@n sinnx

n=1
bo’ladi.
20.2-misol. f (x) = x*> (- 77< x < 7) funksiyaning Fure gatori yozilsin.
« (20.7) formulalardan foydalanib berilgan funksiyanFure
koeffitsientlarini topamiz:
—j x?dx = gnz,
3

2 2 ,sinnx”
T

a, == x* cosnxdx==x’

T 0

T n
4 cosnx )"

=- "1 -x
nr n

0

—ijgx sinnxdx=

0

n

+jgcosnxdx} = (—1)”i2 (n=1,2,3,..).

Demak f( )— x* juft funksiyaning Fure gatori ushbu
_+Z( 1) —Cosnx_§—4( 002522X+00323x_“J

ko'rinishda bo’ Iad|.>
20.3-misol.Ushbu

f(x)=x [~n<sx<n
toq funksiyaning Fure gatori yozilsin.
<« (20.8) formulalardan foydalanib berilgan funksiyanFure

koeffitsientlarini topamiz:
T

8 ——j Xsinnxdx= - ixcosn>4 +—j cosnxdx=
Nt 0

2 n+12
=-= =(-1 — =12,3,..).
4cosnx ( ) ; (n )

Demak, f (x) = x togq funksiyaning Fure gatori quyidagicha bo’ladi:
X~ Z( )n+1ﬁsmnx 2(smx— sin2x 5'23)(—...) >
2. [-1L1] orallqda berilgan funksiyaning Fure qatori.f (x) funksiya[-I,I]
(I >0) da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo:ls
Ravshanki, ushbu

t:?x (20.9)

almashtirish[-1,1] oraligni[- 72,71] oraliqga o’tkazadi. Agar
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|
fix)=f|—t|=9lt
0= (] =00
deyilsa, #(t) funksiyani [-7,7] da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi
bo'lishini ko'rish giyin emas. Bug(t) funksiyaning Fure gatori quyidagicha
bo’ladi:
¢(t)~T(¢;t):%+i(ancoanensinnt)
n=1
bunda,
a, :if #(t)cosntdt (n=012,..) , s, :Ej” #(t)sinntdt (n=123,..).
T Tr
Yuqoridagi (20.9) tenglikni e’tiborga olsak, unda

¢(7|—ij ~ % + i(an cosn7|—Tx +8, sinnll—ij
n=1
bo’lib, uning koeffitsientlari esa

a, =%ﬂ. ¢(|£ x)cosnlzxdx (n=012,..),

) =%ﬂ| ¢(|£ xj sinnlzxdx (h=123,..)

bo’ladi.
Natijada
f(x)~ % + i(an co# +6, sin#j (20.10)
n=1
ga ega bo’lamiz, bunda
—j f(x —dx (n=012,..),

(20.11)
—jf sm—dx (h=123,.)

(20.10) ning o’'ng tomonldagl trlgonometrlk qatofril || da berilganf (x) ning
Fure gatori deyiladi, (20.11) Fure koeffitsientldayiladi.
20.4-misol.Ushbu
f(x)=¢* (-1sx<1)
funksiyaning Fure gatori yozilsin.
<4 (20.11) formulalardan foydalanib, berilgan funksiing Fure

koeffitsientlarini topamiz:
(bundal =1)

a, = flexdx —e-€,
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1
N7TSiNN7Tx+ COSN/Tx

1+ n?7

1
a, = |_ e cosnmdx=

n e—e’
1+n*n? 1+n®n?
1
Sinnz x— Nz COSNTT X _

-1
-_1 (ecosnx— e’ cosnﬂ) =(-1) (h=12,.)

1 .
6, = | &* sinnzzxd=
-1

1+ n?z?
-1
1 1 Nz cosnz (4
= enrcosnr +e nrcosnr)=—— — e —¢e|=
1+n27[2( n 4 7[) 1+ 1272 ( )
nﬂ(_l)n -1 n+1 e_e_l
= e —-¢e|=(-1) " ———nr (n=12,...
l+n277,'2( ) ( ) 1+ n27l'2 T ( 11 )
Demak, f(x)=e* (-1<x<1) funksiyaning Fure gatori ushbu
-1 n n+l
e-e )| _(-1) (-1) -
e ~—"—+(e-e — 7 cOSN7X + ~——~—— N/TSsinn7x
2 ( )nZl 1+ n?7 1+n°7r
ko’rinishda bo’ladi»
Izoh. Ushbu

T(f;x)= % + > (a, cosnx + g, sinnx)
n=1
trigonometrik qatornind— oo,+oo) da berilgan2n davrli funksiya ekanligini
ko’rish giyin emas:
T(f;x+2n)=T(f;x).
Agar [- 71,71] da berilganf (x) funksiyani(—co+») ga davriy davom ettirsak
(garang, ushbu bobning 1-8)
f°(x)= f(x—2zm) , xO(-x +2zmz +2zm) (M=0,£1,+2,..)
u holda, ravshanki— o +0) da

7 (x)~ T(f* ,x):% + 2(@1 cosnx + g, sinnx)

bo’ladi.

3-8. Lemmalar. Dirixle integrali
Funksiyalarni Fure qatoriga yoyish shartlarini dastp, yuqorida aytib

o’'tganimizdek, Fure qatorlari nazariyasining muhmasalalaridan biri. Uni hal
etuvchi teoremani keltirishdan avval ba’zi bir fiakbi o’rganamiz.

1°. Lemmalar. Quyida keltiriigan lemmalar Fure qatorlari nazasiga
muhim rol o’ynaydi.

2-lemma. [a,e] oraligda berilgan va integrallanuvchi ixtiyoriy ¢(x)
funksiya uchun
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lim J'6¢(x)sin pxdx= 0, (20.12)
lim j #(x)cospxdx=0, (20.13)

P_ o
bo’ladi.
< [a,s] oraligda biror
={ XX XX} (@ X, <X <X, <..<X, =6)
bo’laklashni olaylik. Integralning xossasiga ko'ra
n-1 X
[“p(x)sin pxdx=Y" [ *** ¢(x)sin pxdx (20.14)
a k=0 Xk

bo'ladi. #(x) funksiyala, s] da chegaralangan. Demak,
inf{g(x):x O[x.%.. ]} (k=012,...,nd)
mavjud. Unim, bilan belgilaymiz;

=inf{g(x):x O[ % %..} (k=012,...,n1)
Endi (20.14) integralni

[, #(x)sin pxdx= nZ_‘,lfxxkﬂqb(X)sin pxdx=
= (20.15)

n-1 n-1
= Y [**[p(x)-m,]sin pxdx+ Y m, [ sinpxdx= S, +S,
k=0 K o X
ko'rinishda yozib, so’ngra har bir
S = ZIXM )= m,_]sin pxdx

S = kaj “* sin pxdx
k=0

go’shiluvchini baholaymiz.
Agar o, ¢(x) funksiyaning [%, .x.,] (k=01,2,..n-1) dagi tebranishi
bo’lsa, S, uchun ushbu

n-1%Xk+1

Sis X J%dXZ%AXk (4% = X1 = %) (20.16)

k=0 x,

tengsizlikka ega bo’lamiz. Shartga ko'ré(x) funksiya[a,s] da integrallanuvchi.
Unda 1-gism, 9-bob, 5-8 da keltirilgan teoremagasas, 1€ >0 olinganda ham,
shundayd >0 topiladiki, [a, ] oraligning diametrid, <& bo’lgan har ganday
bo’laklashi uchun

n-1
S g lx, <Z (20.17)
k=0 2
bo’ladi. (20.16) va (20.17) munosabatlardan
S| <§ (20.18)

bo’lishi kelib chigadi.
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n-1
Endi S, = l(Z_‘E)rryijxk"”sin pxdx yig'indini baholaymiz. Ravshanki,

[ sin pxd%= cOSpX, ~COSPX,y| _ 2
2 p " p

n-1
Demak,|S,| S%Z\mk\ bo’ladi. p ni etarli katta gilib olish hisobiga
k=0

2 n-1
Bkzom\ <§ (20.19)

bo’ladi. Natijada (20.15), (20.18) va (20.19) mumostiardan etarli kattg lar
uchun‘ [“#(x)sin pdef< ¢ bo'lishi kelib chigadi. Demak,

lim T¢(x)sin pxdx=0
poot

(20.13) munosabatning o’rinli bo’lishi xuddi shungiashash ko’rsatiladi»
Xususan, ¢(x) funksiya|a, | oraligda bo’lakli-uzluksiz bo’lsa, uning uchun
lemmaning tasdig’i o’rinli bo’ladi.
l-eslatmalemmadagi

I(p) = [ #(x)sinpxdx, J;(p)=[ #(x)cospxdx

integrallar, ravshanki, parametrga | parametr) bog’liq integrallardir. Mazkur
kursning 17-bob, 5-8 ida biz bunday integrallarniingitini integral belgisi ostida
limitga o’tib hisoblash hagidagi teoremani isbaggn edik. Bu teorema shartlari
yugoridagi integrallar uchun bajariimaydi p(> «© da integral ostidagi
funksiyaning limiti mavjud emas) va demak, undaydflana olmaymiz. Shuning
uchun ham 2-lemma yugorida alohida isbotlandi. ikki tomondan lemma
parametrga bog’liq integrallarning limitini bevasitintegral belgisi ostida limitga
o’'tmasdan ham, hisoblash mumkin ekanligiga misdbba

Yuqoridagi lemma chegaralanmagan funksiyaning hasimggrali uchun
ham umumlashtirilishi mumkin.

#(x) funksiya [a,s) yarim integralda berilgang nugta shu funksiyaning

maxsus nugtasi bo’lsin.
3-lemma.[a, ) da absolyut integrallanuvchi ixtiyoriy(x) funksiya uchun

lim [“¢(x)sin pxdx=0,
p- o a

lim [“#(x)cospxdx=0 (20.20)
p-o a
bo’ladi.
« Ixtiyoriy n (0<p<b-a) olib
[ #(x)sin pxdx

integralni quyidagicha yozib
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[“#(x)sin pxdx= j:_'7¢(x)sin pxdx+ J':_,7¢(x)sin pxadx (20.21)

bu tenglikning o’ng tomonidagi har bir go’shiluvanbaholaymiz.
Qaralayotgan ¢(x) funksiya[a,s —77) da integrallanuvchi bo’lganligi sababli
yugorida keltirilgan 2-lemmaga ko'ra

lim [*™ ¢(x)sin pxdx=0
p- o a

bo’ladi. Demak,[le >0 olganda ham, shunday, > 0 topiladiki, barchap > p,
uchun

U:_”y)(x)sin pxd>+<§ (20.22)

bo’ladi.
Shunga ko'ra ¢(x) funksiya [a,s) da absolyut integrallanuvchi. Ta'rifga
binoan O&¢>0 olganda ham shunday >0 topiladiki, 0<n7<d bo’lganda

Lg_n\¢(x)\dx<§ bo’ladi. Demak,

8 . 8 g
‘ I sin px¢(x)d4 <[ pbax<s (20.23)
Yuqgoridagi (20.21), (20.22) va (20.23) munosabdtar etarli kattap lar
uchun

quﬁ(x)sinpxd))xg bolishi kelib chigadi. Demak, lim [*@(x)sinpxdx=0
a p_,ooa

(20.20) munosabatning o’rinli bo’lishi xuddi shungiashash ko’rsatiladi»

Isbot etilgan lemmalardan muhim natija kelib chigad

1-natija. [-72,n) oraligda bo’lakli-uzluksiz yoki shu oraligda abgal
integrallanuvchif (x) funksiyaning Fure koeffitsientlan - o« da nolga intiladi:

1w ~
lim a, = rl]lzrl;j_n f (x)cosnxdx=0,

im 6, = lim =" f (x)sinnxdx=0,

n- o Nnoo J7°°77
2°. Dirixle integrali. Fure gatorining yaginlashuvchi ekanini o’rganishy, b
gator qismiy vyig'indilari ketma-ketligining limitin aniglash demakdir. Shu
magqgsadda gator gismiy yig'indisini qulay ko'rinishglozib olamiz.
f(x) funksiya [—n,n) oraligda berilgan va absolyut integrallanuvchi gxo
yoki xosmas ma’noda) bo’lsin. Bu funksiyaning Fuceffitsientlarini topib,

a, = %J’fﬂ f (t)cosktdt (k=0,1,2,..),

8, =1j” f (t)sinktdt (k=12,..)
n =T
so’ngra topilgan koeffitsientlar bo’yicha(x) funksiyaning Fure gatorini tuzamiz:

£(x)~T(f ;x)=%+k§1(akcoskx+eksmkx).
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Endi bu gatorning ushbu

F.(f;x)= @ i(ak coskx+ ¢, Sinkx)

gismiy yig'indisini olamiz. Bu yig |nd|dagiak (k=012,..) va s (k=12,.)
larning o’rniga ularning ifodalarini qo’ysak u loial

F.(f;x ——J' dt+z J' (t]coskxcoskt + sinkt sinkx|dt.

Ma’lumki,
cosktcoskx + sinktsinkx = cosk(t - x).

Demak,
F.(f;x) =£J'” f (t)F+ icosk( - x)}dt.
/e 2 =1
Integral ostidagi ifoda uchun quyidagi munosabanb:

- X
sin(2n - 1)

1+icosk( —X)= = 2

2 i ZSln—2

Xagigatdan ham,
. ull .U &, .U
2sin- E+Zcosku =S|n§+223|n§cosku=

k=1 k=1

= sin- + Zn’{sir(k +1ju - sir(k —Eju} = sir(n +£ju.
2 & 2 2 2
(u=t-x)
Bu tenglik yordamidaF, (f ; x) yig'indi quyidagicha ifodalanadi:
L sin(2n +l)t_—x
Fa( %)== " £ (1) 2_gt (20.24)

21" sint =%

(20.24) tenglikning o’ng tomonidagi integrdl( x) funksiyaning Dirixle integrali
deb ataladi.

Shunday qilib f(x) funksiya Fure qatorining gismiy yig'indisF,(f;x)
parametrga bog’liq (20.24) ko'rinishidagi integr@irixle integrali) dan iborat
ekan.

f"(x) funksiya f(x) funksiyaning (—c+w) ga davriy davomi bo'lsin.
Binobarin f*(x) funksiya (- +) da berilgan2n davrli [- 72,+71) da absolyut
integrallanuvchi funksiyadir. Qulaylik uchun biz ygda f(x) funksiyaning
0'zini (-0 +x) da berilgan,2n davrli, [-7,+71) da absolyut integrallanuvchi

funksiya deb hisoblaymiz v&” (x) o’rniga f(x) yozib ketaveramiz.
Endi,
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. t—X
sin(2n+1)-_~
F(F:)==[" £() 2_gy

-7 . =X
om SIN——

integraldat = x + u almashtirish gilamiz. Integral ostidagi funksiyavdi funksiya
bo’lganligi sababli, bu almashtirish natijasidaeigtallash chegarasi o’zgarmasdan
goladi (ushbu bobning 1-8 iga qgaralsin).

Natija
L sin(2n+1)~
Fn(f;x)=—J'_"”f(x+u) T 2du
2 sin5
bo’ladi. Bu integralni ushbu
1 sin(2n+1)" sin(2n+1)"
Fo(fix)=—=[[_ f(x+u) Zdu+ [ f (x+u)———2du
on sin~ sin"

ikki gismga ajratib, o’ng tomondagi birinchi intedgla u o’zgaruvchini —u ga
almashtiramiz. U holda

1 sin(n+ju
Fn(f;x)=7—Tj;T[f(x+u)+f(x—u)] " 5 du (20.25)
SIin—

bo’ladi. Dirixle integrali Fn(f ;x) ning bu ko’rinishidan kelgusida foydalaniladi.
Xususan,f(x) =1 bo’lsa, (20.25) munosabatdan

2 sir(n+2)u
1=—j§—udu (h=123..) (20.26)
T Zsin5

bo’lishi kelib chigadi. Hagigatdan ham, bu holda
a,=2,a =6, =0 (k=123..)
bo’lib,
F.(f;x)=1
bo’ladi.

4-8. Fure gatorining yaginlashuvchiligi
Endi berilganf(x) funksiya ganday shartlarni bajarganda, uning FEateri

yaginlashuvchi bo’lishini topish bilan shug'ullanemm
1°. Lokallashtirish prinsipi.Yuqorida keltirilgan Dirixle integrali
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Fo(1) = 1 (cvu)+ f(x—u)]Si{mZ)udu

Zs.inE
2

guyidagi muhim xossaga ega. Ixtiyordy (0<J < n) sonni olib, (20.25) integralni
ikki gismga ajratamiz:

1= 21 boru)+ £x-u) —dSi{mﬁ)u ur
2sin_
2

1 sir(n+ju
+]_T'[:;[f(x+u)+ f(x—u) —Zduz J;(n,0)+J,(n,0).

25inE
2
O’ng tomonidagi ikkinchi
1 sir(n+2ju
J3,(n,6) == [Tf(x+u)+ f (x—u)]——"—du
T . u
25|n§

integralning n - o da limiti mavjud va nolga teng. Hagigatdan hamilgan
f(x)funksiya [-72,n) da va demak[d,7)da absolyut integrallanuvchi

bo’lganligidan
p(u)=——[f(x+u)+ f(x-]
2sin—
2
funksiya ham shu oraligda absolyut integrallanuvisbiladi ([6,7) da sin%
funksiya chegaralangan) va 3-lemmaga asosan
lim J,(n,d) = lim j;’¢(u)sir(n +%jwlu=0

Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
1-teoremaUshbu

1 sir(n +2)u
J,(n,0)= —jod[f (x+u)+ f(x—u)——=Ldu
7T . u
2sin—
2
integralningn — oo dagi limiti mavjud bo’lgandagina Dirixle integralng n — oo

dagi limiti mavjud bo’ladi va
lim F,(f;x)=lim J,(n,d)

n- oo n- oo
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Ravshanki, J,(n,0) integralda f funksiyaning [x-J,x+d] oraliqdagi
giymatlarigina gatnashadi.

Shunday qilib, berilgan f(x) funksiya Fure qatoriningx nugtada
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’lishi bu funjming shu nugta
(x-0,x+0) atrofidaga giymatlarigagina bog’liq bo’lar ekanhu®ing uchun
keltirilgan teorema lokallashtirish prinsipi debrigiliadi.

Uning mohiyatini quyidagicha ham tushintirish mumki

Ikkita turli 272 davrli f(x) va ¢(x) funksiyalarning har biri [-72,+71) da
absolyut integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki, bunKsiyalarning Fure qatorlari
ham, umuman aytganda, turlicha bo’ladi. Bingy (- 7n,71) va & (0<d<n)
uchun

f(x)=¢(x), agar xO[x, = 3 %, +4],

f(x) 2 @(x), agar xO[-72,n)\ [x, —3.%, + J]
bo’lsa, u holdan - o« da bu funksiyalar Fure gatorlari gismiy yig'indilang x,
nuqgtadagi limitlari yoki bir vagtda mavjud (bu heldilar bir-biriga teng) bo’ladi,
yoki ular bir vagtda mavjud bo’lmaydi.

Pirovardida, o’quvchilarimiz e’tiborini lokallashish prinsipining yana bir
muhim tomoniga jalb qgilaylik.

Keltirilgan teoremadanJl(n,é) integralning n - o dagi limiti barcha
0 (0<d<n) lar uchun bir vagtda yoki mavjud bo’lishi, yoki mad
bo’lmasligi kelib chigadi.

2°. Fure gatorining yaginlashuvchiligi.

2-teorema. 2n davrli f(x) funksiya [-7,7) oraligda bo'lakli-
differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, u holda bunksiyaning Fure gatori

% + i(ak coskx + 6, sinkx)
k=1

[- n,n) da yaginlashuvchi bo’ladi. Uning yig'indisi

ﬂn@=%+g@W%W+@%m@=Nﬂﬂtfk%»

bo'ladi.  (xO[-7,7))
<« (20.26) tenglikning har ikki tomoni

S[H(x+0)+ 1(x-0]
ga ko’paytirib quyidagini topamiz

1

—[f(x+o)+f(x 0) _—j —[f (x+0)+ f(x- O)]r(—f)du (20.27)
2sin—
2

(20.25) va (20.27) munosabatlardan foydalanib ushbu
F 1) [(x+0)+ £ (x-0]
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ayirmani quyidagicha yozish mumkin
Fo(F30)=[F (x+0)+ £ (x~0)] =

= LT Gor )+ cmu)- £ 0)- f(X'O)]E.f)dU-
SIHE

Agar

;;;[f(w)_f(x+o)]Mdu:Jm(f;x),

23inE
2

1

%j:[f(x—u)—f(x—o)]r(—z

)u
du=J,.(f;x)
U
2sin_
2

deb belgilasak, unda
Fo(F1) =20 (e 0) £ (x=0)1 = 3y, (£:%) + 30 (£:%)

bo’ladi.
Endi J,,(f;x) va J,,(f;x) larni baholaymiz. Ixtiyoriyd (0<d <) sonni
olib J,,(f;x) ni ikki gismga ajratib yozamiz:

(1= 20T (x+) - f(x+o)]”£_2jdu+

+7—1Tj';[f(x+u)— f(x+0)]mdu. (20.28)

2sin—

Lokallashtirish prinspiga asosan

lim lj;’[f(xw)— f(x+0)]Mdu=O

e U
et Zsm5

bo’ladi. Demak, O >0 olinganda ham, shunday, =n,(¢,6)0N topiladiki,
[In>n, uchun

319



(20.29)

%Tj';[f(x+u)— f(x+0)]Mdu <

23inE
2

N | ™

bo’ladi.

Endi (20.28) tenglikning 0'ng tomonidagi birincmtegralni baholaylik. Uni
0 ni tanlab olish hisobiga etarlicha kichik gila sblimiz mumkinligini
ko'rsataylik.

Shartga ko'ra, f(x) funksiya [-7,7) da bo’lakli-differensiallanuvchi.
Binobarin. Dxl][—n,n) nugtada uning bir tomonli chekli hosilalari, xuanso’ng
hosilasi

lim f(x+u)-f(x+0)
u-+0 u
mavjud. Demak, shundag >0 topiladiki 0 <u < J, bo’lganda

[ (x+u)- f(x+0)§S M, (M, =cons)

= (x+0)

u
bo’ladi.
Shungdek, shundag, > tpiladiki, 0<u<J, bo’lganda
u
2usM2 (M, = consj
sin—
2
bo’ladi.
Agar 0 =mins 9,,0,, TE deyilsa, unda ixtiyoriyn (1N uchun
2M M,
u
lj(f[f(X+u)_ f(X+O)} 2u sir(n +1jud <
Vg u sin” 2
2
u
slj”(xJ’“)_f(xJ’o) 2 ljustmm,a<E (20.30)
770 u .U T 2
smE

bo’ladi.
Natijada (20.28), (20.29) va (20.30) munosabatiarfize >0 olinganda
ham, shunday, ON topiladiki, barchan > n, uchun|J,,(f;x) <& bo’lishi kelib

chigadi.
Ikkinchi integral
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3, (f ;x)=71j[f(x—u)— f(x—O)]Mdu

0 Zs.inE
2

ham xuddi shunga o'xshash baholanadjdsa(f ;x) < & bo'lishi topiladi. Demak,
[Je >0 olinganda ham, shunday N topiladiki, barchan > n, uchun

F.(f ;X)—%[f(x+0)+ f(x-0)] <2¢

bo’ladi. Bu esa
lim . (f ;x)=%[f(x+0)+ (x-0)]
n— oo

ekanini bildiradi.

Shunday gilib, f(x) funsiyaning Fure qatofi- 72,7) da yaginlashuvchi, uning

yig'indisi T(f;x) esa %[f(x+0)+ f(x - 0)] ga teng

T(f ;x)=%+ Zri:(ak COSKX + 6, sinkx)zé[f(x+0)+ f(x-0)| .»

Ravshanki, teorema shartlarini qanoatlantiruvchif(x) funsiyaning

1E(’“ro);’f(""o)zf(x) bo'ladi.
x = x71 bo’lganda ushbu bobning 1-8 ida aytilgan ushbu
f(n+0)=f(-n+0)=f(n-0)
tengliklar e’tiborga olinsa, unda
(-7 = f(-n+0)+f(-7-0)_ f(-n+0)+f(n-0)

uzluksizlik nugtalaridar (f ; x) =

lim F, = > 5
fim F (77 = f(n+0); f(n-0) _ f(—n+0)2+ f(n-0)

bo’ladi. Demak,
lim F.(f;-7)=lim F_(f ;ﬂ):%[f(—ﬂ+0)+ f (77-0)]

ya'ni o
T(f;-7)=T(f; ) =%[f (- 7+0)+ f (- 0)]

bo’ladi.
2-natija. Agar 2n davrli f(x) funksiya [-7,71] da uzluksiz, bo’lakli-
differensiallanuvchi vaf (- 72) = f (n) bo’lsa, bu funksiyaning Fure qatdFi 71,7]
da yaginlashuvchi, yig'indisi
T(f;x)=f(x) (x O[- 7, 7))
bo’ladi.
20.5-misol.Ushbu

f(x)=x* (x D[ 7. 7])
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funksiyani Fure gatoriga yoyilsin.
< Malumki

i( 1) —coskx T 4(cosx - coscoszzx + COS;SX - }
k=1 3 2 3

Ravshanki, x> funkS|ya [-n,n] da oraligda 2-natijaning shartlarini
qanoatlantlradl. Shu natijaga ko’ rbrn 72] da uning Fure qatori yaginlashuvchi,

yig’indisi esax ga teng bo’ladi.

T, Z( 1) —coskx T 4(cosx - COSCOSZZX + 00523x - )
3 2 3
(xO[-n,7]) »
20.6-misol.Ushbu
f(x)=cosax (0<a<1)

funksiyani Fure gatoriga yoyilsin.

<« Fure koeffitsientlari
sinarn

ar

_2¢n _
a = ;jo cosaxdx= 2

n 2a Sinan

a’-n®> o1

a, = 7—2T [; cosaxcosnxdx = 7—1T ;' (coda+n)x+coda-n)x)dx=(-1)

(n—123 ),

=0 (n=123,..)
bo’ladi. Demak, berilgan funk5|yan|ng Fure qatori
sinaﬂ+2asinaﬂi (-2)"
arr T fSat-k
bo’ladi. Agar bu f(x)=cosax funksiya 2-natijaning shartlarni bajarishini
e’tiborga olsak, unda

cosax ~ 5 coskx

cosax = coskx

sinaz 2asinaﬂi (-2)¢
am T aa-k?
bo’lishini topamiz.
Keyingi tenglikdanx =0 deyilsa

T |a  Sat-k®
ya'ni
T 1 2 k(1 1
= -1
sinar  a kzzl( )(a+k a—k)
kelib chigadi.»

20.7-misol.Quyidagi
f(x) = {— X, agar-r < x<0 bdlsa,
0 ,agar O<x<rx bdlsa
funksiya Fure gatoriga yoyilsin.
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<4 Bu funksiya yuqoridagi 2-teorema shartini ganodtfeshini ko'rish giyin

emas.
Berilgan funksiyaning Fure koeffitsientlarini topiBure gatorini yozamiz:

ao__j dx_—lx_zo :7_7-’
m2| 2
1 (0]
——j coskxdx———j xcoskxdx———xsmk# +
kT .

+—j sinkxdx = kln (cosk7r- cos0) = é((‘l)k')

Demak,
_ _7 agark toq sonbo'lsa,
&= (l; T agark juft sonbo'lsa.

Endi ¢, koeffitsientlarini hisoblaymiz:

1 coskx

_—J' smkxdx———j x sinkxdx= = x -
m k|,

_1\k
1 Io COSkX | _ COSKTT _ (-1) |
k k k

T(f;x)=IZT Z_ZTicos(Zk 1)x i(—l)ksmkx:f(x),

X =+n1 da esa

bo’ladi.»
20.8-misol.Ushbu
f(x)= {1 , agar - r< x < 0 bo'lsa,

-1,agar 0<x </ bo'lsa

funksiya Fure gatoriga yoyilsin.
<4 Bu funksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini cathentiradi. Berilgan
funksiyaning Fure koeffitsientlarini hisoblab, ugiﬁure gatorini topamiz:

ao——j dx——j dx——j dx=0,

1.n
a, = ;J’_” f (x)cosnxdx= ;J’_”cosnxdx—;jo cosnxdx=0 (n=123,..),
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—j_” smnxdx——j smnxdx——j sinnxdx=

=1 (cosO—cosnn)+i(cosn7r cosO)—i(cosnn cos0) = [ —1]
N 87/ N

Demak,

o agar n- juft sonbdlsa
6, =1 4
ne | agarn togsonbdlsa

Shunday qilib, berilgarf (x) funksiyaning Fure gatori
(%)=~ zS|n(2n 1)x _ ﬂ(sinx+ sin3x S|n5x+mj
T

T =1 2n-1 5
bo’ladi va uning yig'indisi
f(x), agar x0O(-n,n)\{d},
f _O)+ f(0)=1+(_1)=0 agarx =0

T(f:)=] f(c7=0)+ £ (- 71+0)

=0 agarx=-rm1
2
f(r-0)+ f(77+0)
2
bo’ladi. 71-chizmadaf(x) funksiyaning va uning Fure qatorining va gismiy
yig'indilari tasvirlangan.

=0 agarx=rr

A
y
F (X) (x)
vt AR
— 1 ‘ \‘-‘ 71 -
n Y 0 \ f X g
1 0 X . \\ e Al '
11— 1 N
71-chizma

5-8. Qismiy yig'indilarning bir ekstremal xossasi.
Bessel tengsizligi
f(x) funksiya[a,s] oraliqda berilgan. Bu funksiya va uning kvadratithshu

oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. Odatda bundayKsiyalar kvadrati bilan integ-
rallanuvchi deb ataladi.
Agar f(x) funksiya[a,s] da kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lsa, u sha-o

ligda absolyut integrallanuvchi bo’ladi. Hagigatdzam, ushbu

HOEHERE®)
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tengsizlikdan foydalanib

j | (x)dx
ning mavjud bo’lishini topamiz. Bu esé(x) funksiyaning[a,s] da absolyut in-
tegrallanuvchi ekanini bildiradi.

Ammo f(x) funksiyaning absolyut integrallanuvchi bo’'lishidamining

kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lishi har doirelkb chigavermaydi.
Masalan, ushbu

1
f(x)=—
=7
funksiya (01] da integrallanuvchi, lekin
1
f2(x)==
(9=

funksiya esg0,1] da integrallanuvchi emas (garalsin, 16-bob, 5-8).

Demak, kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyatafplami, absolyut integ-
rallanuvchi funksiyalar to’plamining gismi bo’ladi.
f(x) funksiya [-7,7] da kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyd, (x)

darajasin dan katta bo’lmagan trigonometrik ko’phad bo’lsin:

T.(x)= % + (@, coskx+ B, sinkx)
k=1
Ravshanki, bunday ko’phadlar he{mn,n] da kvadrati bilan integrallanuvchi
bo’ladilar. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan

[7 1 (x) =T x]*dx (20.31)
integralning ham mavjudligi kelib chigadi. Bu intagmuayyanf (x) da

ao ,aj_,ﬂ]_’az ’,82 1"’an ’,Bn g
larga bog’liq:

3=3(00 2.8.05 B0 B+ '[ [£(x)-T,(x)]dx.

Endi quyidagi masalani garaylik. Shu koeffS|ent1|anday tanlab olingandan
J eng kichik giymatga ega bo’ladi? Bu masalani hi@gheuchun yugoridagi
(20.31) integralni hisoblaylik:

f[f(x)—Tn(x)]de= ffz(x)dx—zf f ()T, (X )dx + ]TTnz(x)dx (20.32)

f (x) funksiya Fure koeffsientlari uchun

a, -1 ff(x)dx
== j f (x)coskxdx (k=12,..)

_—jf x) sinkxdx (k=12,..)
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formulalardan foydalansak

jf X)dx = j f(x { 0+Zn:(akcoskx+,8ksinkx)}dx=%aoﬂ+
n - n (20.33)
+(aaumr Anm=n U+ S o+ A1)
bo’ladi.
Agar

[ coskxdx= [ sinxdx=0, [coskxsinkxdx=0

[sin*kxdx= [ cos’ kxdx= 71
ekanini e’'tiborga olsak, u holda

[ TZ(x)dx= j { 0+ Z(ak CoSX + f3, smkx dx—n{—°+ Z ag + )} (20.34)
bo’ladi. Yugoridagi (20.32), (20.33), (20.34) teiktdrdan foydalanib quyidagini
topamiZ'

j[f ]de—jf x)dx 21{”0 °+zakak+z/3k }
—n"°+kzlak+zxsk} f (o —+kzlak+2bk}

+,,M+z(ak—ak)2+i( }

i 2 k=1 k=1
Bu tenglikdan ko’rinadiki,

j[f (x)]?dx

integral
0o = 8o,
o =a,, (k=123,....n)
P = 8

bo’lgandagina o’zining eng kichik qiymatiga erishad u giymat
oo G+ Sat 2t
bo’ladi, ya'ni: -
- rﬂr:’l"r.\an j [f (%) =T, (x)]dx=[" £2(x)ox- ,{_0+kzlak +26k}

Shunday qilib quyidagi teoremani isbotladik.
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3-teorema. f (x) funksiya[-7,71] da kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lsin.
Darajasin dan katta bo’lmagan barcha trigonometrik ko’phadig (x)} ichida

ushbu
[7 11 (x) =T, (x)Pdx
integralga eng kichik giymat beruvchl ko phatc(x) funksiya Fure gatoriningl—
gismiy yig'indisi bo’ladi:
minf[f(x ]de [7 1f(x)-F.(f; x)] dx =
i . (20.35)
X)dx - —+ Zaﬁ + Zelf .
3-natija. Agar f( funk3|ya [—n 7| da kvadrati bilan integrallanuvchi
bo’lsa, u holda bu funksiyaning Fure koeffsientlaradratlaridan tuzilgan:

Ya. X6
k=1 k=1
gatorlar yaginlashuvchi bo’ladi va quyidagi tentjjkin’rinlidir
+zak +zek _—j f? (20.36)
k=1
< (20.35) munosabatdan
I7 £2(c)x- —+Zak+zek}zo
k=1
ya'ni, [On uchun
24 Zak + ng s— j f2
k=1

bo’ladi. Bu erdan ni chek5|zI|kka |nt|It|r|b, keltirilgan natijani & tengsizlikni hosil
gilamiz.
(20.36) tengsizlik Bessel tengsizligi deb ataladi.

6-8. Yaginlashuvchi Fure gatori yig'indisining
funksional xossalari

Biz mazkur kursning 14-bobida yaginlashuvchi funsio qatorlar
yig'indisining funksional xossalarini batafsil oagdik. Ravshanki, berilgan
funksiyaning Fure qatori funksional gatorlarningshbsiy holidir. Binobarin,
tegishli shartlarda Fure qatorlari yig'indilari haid-bobda keltiriigan xossalarga
ega bo’ladi. Quyida ularni isbotsiz keltiramiz.

f (x) funksiya[- 72,71] da berilgan va uning Fure gatori

T(f ;x)=%+ i(an coSnX + g, sinnx) (20.37)
n=1
[- n,71] da yaginlashuvchi bo’ladi.
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1°. Fure qatorlari yig'indisining uzluksizligi. Agar (20.37) qatof- 71,71] da
tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda bu qatornifgf ;x) yig'indisi [- 71,71 ora-
ligda uzluksiz funksiya bo’ladi.
2°. Fure qatorini hadma-had integrallashAgar (20.37) qatof- 7,71 da
tekis yagqinlashuvchi bo’lsa, u holda (20.37) gatwdlarining integrallaridan
tuzilgan.

J’:%dx+ i(anj':cosnxdﬁ enj':sinnxjx):
n=1

i sinneg — sinna cosha—cosns
=@(e—a)+2(an +6 j

2 n=1 n : n

qator (- 7< a< ¢ < 1) ham yaginlashuvchi bo’ladi va uning yig'indisi
[T(f; x)dx
a

ga teng bo’ladi, ya'ni

iT(f;x)dx=f{

a

&

o i(an cosnx+ ¢, sinnx)}dx =
n=1

= f%dx+ iﬁ (a, cosnx+e, sinnx)dx}

n=1 a
3°. Fure qatorini hadma-had differensiallashAgar (20.37) gator har bir
hadining hosilalaridan tuzilgan

00

" (- na, sinnx+ ne, cosnx)
n=1
qator [- 71,+ 71 da tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda berilgameFgatorining
yig'indisi T(f; x) shu[-7,+ 7] daT'(f;x) hosilaga ega va
T'(f;x)= i(— na, SiNnx + ne, COSNX)
n=1
bo’ladi.

Shunday qilib, umumiy holdagidek(x) funksiya Fure gatori yig'indisining
funksional xossalarini o’rganishda Fure qatorinteffis yaginlashuvchi bo’lishi
muhim rol o’ynayapti. Binobarin, Fure qatoriningkite yaqinlashuvchi bo’lishini
ta’'minlaydigan shartlarini aniglash lozim bo’ladi.

Endi shu hagida teorema keltiramiz

4-teorema. Fure gatorining tekis yaginlashishif (x) funksiya [- 72, + 7]
oraligda berilgan, uzluksiz hamdd (- 7)= f(n) bo’lsin. Agar bu funksiya
[- 72, + n] oraligda bo’lakli — silliq bo’lsa, u holdaf (x) funksiyaning Fure gatori

T(f;x)= a—2° +Y (a, cosnx+ g, sinnx)
n=1
[- 72,+ 7] oraligda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.

«Berilgan f (x) funksiya Fure gatorining har bir
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u,(x)=a,cosnx+e, sinnx (n=1,2,3,..)
hadi uchun
lu,(x) = a, cosnx+6, sinnX < [a,| +]s,| (1=1,2,3,..)
bo’ladi.
Endi

% + ann‘ + ‘6n‘)
n=1

gatorning yaginlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz.
Fure koeffitsientlari

a, == jf x)cosnxdx, g, 17 jf X)sinnxdx
ni qaraylik.
Bo’laklab integrallash qoidasiga ko'ra

a =1’f f (x)d (smnxj__f( )1sinn>47_1,,—

n T n

— j f'(x)sinnxdx= -= IZ-Il f'(x)sinnxdx, (20.38)

]T f(x)d(cosnx) = 7_7f( )icosnﬂf,,+%T_Iff'(x)cosnxdx= -

m

()[f() f(-7 +%T’ff )cosnxdx

Agar f(-7)= f( ) shartni e'tiborga olsak, u holda

Gl j f'(x)cosnxdx (20.39)
n o
bo’ladi.
f'(x) ning Fure koeffitsientlarina, va ¢/, desak:
a ——jf x)cosnxdx, 6, ——jf x)sinnxdx,
=T
u holda (20.38) va (20. 39) munosabatlarga ko'ra
1, 1,
8 = =60 6, =, (n=1,2,3,..)
bo’ladi. Natijada
_ 1 ] 1
o =2 ] )
bo’ladi.
Agar
1., , 1., 1., 1(., 1 1/, 1 1/, , 1
el = e il 37 Jo g g e

bo’lishini hisobga olsak, unda ushbu
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1, o), 1
] +on] < 2 + en2)+? (20.40)

tengsizlikka ega bo’lamiz.
Shartga ko'raf (x) funksiya bo’lakli-uzluksizdir. Binobarin, u kvadrailan
integrallanuvchidir. Shuning uchun bu funksiyaniaf, s, Fure koeffitsientlari

Bessel tengsizligini ganoatlantiradi, ya’'ni

%Sl ad)s

L ]Z
ﬂ =77
bo’ladi. Demak,

> (o7 +677)
n=1
gator yaginlashuvchi. Unda yaqginlashuvchi gatortagrxossalariga ko’ra ushbu
iF (a2 + 6&2)+%} (20.41)
n=1 2 n

gator ham yaginlashuvchi bo’ladi.
Yugqorida keltirilgan (20.40) tengsizlikka muvofiq

AR

gatorning har bir hadi (20.41) gqatorning mos hawlikiatta emas.
Taqqoslash teoremasiga ko'ra (garalsin, I-tom, B;b®8) (20.39) gator

yadinlashuvchi, demak,
)
gator yaqginlashuvchi bo’ladi.
Veyershtrass alomatidan (14-bob, 2-8) foydalanilreFgatorining[- 72, + 71]
da tekis yaqginlashuvchi bo’lishini topampz.

@éqaﬂp

7-8. Funksiyalarni trigonometrik
ko’phad bilan yaginlashtirish
Feyer yigindisi f(x) funksiya [-7,+ 7] oraligda berilgan va uzluksiz
bo’lsin. Bu funksiya Fure gatorining gismiy yig'irsil
F.(f;x)= a—2° +3 (a, coskx+ g, sinkx)
k=1
dan foydalanib, ushbu

o (f; x)——[F(f X)+F(f:x)+ .+ Fo(F:X)], Fylfix)= aO (20.42)

yig'indini tuzamlz. Odatda (20.42) yig'indi funksaying Feyer ylg 'indisi deb
ataladi.

f(x) funksiyaning Feyer yig'indisio,(f ; x) trigonometrik ko’phad bo’ladi.
Hagigatdan ham, Fure gatori gismiy yig'indilarinirigdalari
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F(f;x) =%+alcosx+elsinx,

F,(f:x) =22 + 8, cosx +e, Sinx +a, COS2X + ¢, SiN2Xx,
2

0 +a,cosx+e, sinx+...+a,_,codn-1)x +e,_, sin(n —1)x

_n
=}
T
—~
—
X
N

Né"

al(f ; X)z%’
o,(f; x) =%+%alcosx+%elsinx,

a5(f;x) =% +§alcosx+§elsinx+:—§a2 cost+%e2 sin2x,

o (f:x)=24+"0"25 cosx+ 1elsinx+ ...+%aﬂ_lcos(n —1)x +
n-1 - -
+éen_1sin(n ~)x=204 Z(n—kak cosix+ 1=K a, sinkxj
n 2 o\l on
bo’ladi.
Agar 3-8 da keltiriigan ushbu tenglik
F.(Lx)=1 (n=12,3,..)
ni e’'tiborga olsak, unda (20.42) dan
0.(1;x)=1 (20.43)

bo’lishi kelib chigadi.
(20.42) munosabatdagF, (f;x) (k=0,1,2,..n-1) ning o’rniga uning
ifodasi

9n2k+1u
F(f:x) —j[f (x+u)+ f(x- u)]—udu
2sin—
ni go’'yib quyidagini topamiz:
. 2k+1
0,13 = £ S Tlr () 1 (x-u)l—2 ¢
X)=— x u X—U)|—=—du; =
NTk=010 Zsin;

331



T - -1

1 I f(x+u)+ f(x u)nZSin(Zk+1)E du =
2n770 SinE k=0 2
2

n

_1 f{ fler2t)+ fx=2t) g o 1)t}dt.

- niTy sint k=0
Integral ostidagi yig'indi uchun
nl sin nt
sin(2k +1t =
k; ( )t sint

munosabat o’rinli. Hagigatdan ham,
n-1 n-1
sint > sin(2k + 1)t = > sint in(2k + 1)t =
k=0 k=0
11 1 . 5
= ZE[COSZKt - coq2k + 2)t] = E(l_ cos2nt) = sin’ nt.
k=0

Natijada f (x) funksiyaning Feyer yig'indisi ushbu

m

12 sinnt)?
o\ f;x)=—||f(x+2t)+ f(x—2t dt 20.44
(1= T e -2 St (20.44)
ko’rinishni oladi. Bu va yuqoridagi (20.43) tengli&n
T
1=1 2(S'fmt) dt (20.45)
nmy, \ sint

bo’lishi kelib chigadi.
5-teorema (Feyer teoremasi)f (x) funksiya [-7,+ 711 oraligda berilgan,
uzluksiz vaf (- n) = f(n) bo’lsin. U holda
r!irrolo sup |o,(f;x)-f(x)=0
bo’ladi.
<(20.45) tenglikning har ikki tomoninf (x) ga ko’paytirsak, u holda

m

f(x)=%7i2f (x)(S‘”“tjzdt

sint
bo’ladi. Bu va (20.44) munosabatdan foydalanib busin topamiz:

n

o (f:x)- f(x)=if[f (x+2t)+ f (x—2t) - 2f (x)](smnt)zdt. (20.46)
Ny sint
Modomiki, shartga ko'raf (x) funksiya[- 72, + 71] da uzluksiz ekan, u Kantor
teoremasiga binoan tekis uzluksiz bo’ladi. Demdks >0 olinganda ham,
shunday J=J(¢)>0 topiladiki, |[xX —x"|<25 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
OX X" O[-72,+ ] uchun
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[ (x) - f(x") <

bo’ladi. Shu topilgand sonni olib (uni5<g deb hisoblash mumkin), (20.46)

(20.47)

integralni ikki gismga ajratamiz:
o.(f;x)- f(x)=3,(n,d)+ J,(n,d)

bunda

3,(n: 0) _Eg[f (x+20)+ £ (x—2t)~ 2 (x )](Ssii”nr:tjzdt,

m

3,(n; 8) =%Ti[f (x+2t)+ f(x-2t) - 2f (x)](Si_””tTdt.

sint
Endi J,(n,8) va J,(n,d) integrallarni baholaymiz. Yugoridagi (20.47)
munosabatni e’tiborga olib quyidagini topamiz:

\Jl(n,é)\s%i[[f(x+2t)— )+ (x—20) - F(x \](S:njtj dt <

1 5(5 e)(sinnt) (smntj _£
<—j + : —j ,
2 2) sint sint 2
Demak, e >0 olinganda ham, shundad > 0 topiladiki, barchanON lar
uchun|J, (n, 5) <§ bo'ladi.

Endi J,(n, d) integralni baholaymiz.

V4

2 i 2 LZT _ )
‘Jz(n,d)‘sﬁﬂf(x+2t)+ f(X+2t) 2f( )‘(Slnntj dtsi@fMj(Smnt) dt
° 5

bundaM = max|f (x). Ravshanki,

- T sinnt)? 1
tD{J,—} (5>0) da( : j <—
2

sint sin“ o

bo'ladi. Natijada J,(n,&) uchun ushbuld,(n, 5)\<imﬂd3 M

N7 sinfd 2 nsin®o

bahoga ega bo’lamiz. Agar naturalsonnin >n, = { } qgilib olinsa (bunda

£sin’

[a] -a sonini butun gismi), undﬁ%<— va, demak|J,(n, )\<— bo'ladi.
i
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Shunday qilib, e >0 olinganda ham shunday = J(¢)>0 topiladiki,
OnON uchun|J,(n, ) <§ bo’ladi. Va shue >0 va d=45(g)>0 larga ko'ra

shundayn, topiladiki, [In >n, uchun \Jz(n,é)\ <§ bo’ladi.

Bu tasdiglarni birlashtirsak,lJe >0 uchun shundayn, N topiladiki,
On>n,, OxO[- 72, 71] uchun|o,(f; x) - f(x) < & bo'ladi.
Demak, lim sup o,(f; %)= f(x)<e.»

Natljada, funkS|yan| trigonometrik ko’phad bilan gmlashtirish hagidagi
guyidagi teoremaga kelamiz.
6-teorema (Veyershtrass teoremasihgar f(x) funksiya [-72,+ 7| da
berilgan, uzluksiz vaf (- 1) = f(n) bo’lsa, u holda shunday,(x) trigonometrik
ko’phad topiladi,
lim sup |0,(x)- f(x) =

N-—©_pgex<m

bo’ladi.

8-8. O'rtacha yaqinlashish. Fure gatorining
o’rtacha yagqinlashishi
Funksional ketma-ketlik va gatorlarda tekis yagshiah tushunchasi bilan bir
gatorda, undan umumiyroq o’rtacha yaqginlashishunshasi ham kiritiladi.
1°. O'rtacha yagjinlashish [a, ¢] oraligda biror{ f, (x)}:

f.(x), ,(X,.... T (X),... (20.48)
funksional ketma-ketlik vaf (x) funksiya berilgan bo'lib,f.(x) (n=1,2,3,..)
hamdaf (x) lar shu oraliqda kvadrati bilan itegrallanuvchilsio.

2-ta’rif. Agar

lim j[f (x)?dx=0

bo’lsa, (20.48) funksional ketma- ketllkf( ) funksiyaga [a,s] da o'rtacha
yaginlashadi deb aytiladi.
Masalan, ushb{if, (x)} = {x”}:
X, x%,...x",...(x0[0,1])
funksional ketma-ketlik
f(x)= {O, agar,x[0,1) bdlsa,
1, agar, x=1 bdlsa

funksiyagal0, 1] da o’rtacha yaginlashadi, chunki

2 n_ 2 :1 2n — 1
j[f (x)]?dx = g(x O)dx {x dx i1

va demak,
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jim [(x - 0f dx=0

noey
7-teorema. Agar (20.48) funk5|onal ketma-ketlik (x) ga [a,6] da tekis
yaginlashsa, shu (20.48) ketma-ketli{x) ga[a,s] da o’rtacha yaginlashadi.
<(20.48) ketma-ketlikf (x) tekis yaginlashsin.
Ta'rifga binoan,e >0 olinganda ham shunday, N topiladiki, [In > n,
va Ox0[a, ¢] uchun bir yo'la

()= £ (x) <]

6—a

bo’ladi. Demak,[In > n, uchun

[~ ()P

bo’ladi. Bu esa

< [, (x)- £ (x)?

lim j[f (x)[Pdx=0

ekanini bildiradi. Demak{fn( )} ketma- ketllkf(x) funksiyagala, s| da o’rtacha
yaginlashadi»
2-eslatma.Funksional ketma-ketlikninda,s] da o’rtacha yaginlashishidan,
uning shu oraligda tekis yagqinlashishi har doimitkelhigavermaydi. Masalan,
yugorida ko'rdikki { , (x)} ={x"} ketma-ketlik
f(x)= {O, agar,x[0,1) bolsa,
1, agar, x=1 bdlsa
funksiyaga[0,1) da o’rtacha yaginlashadi. Biroq bu funksional katketlik shu
f (x) funksiyagal0,1) da tekis yaginlashmaydi (qaralsin, 14-bob, 2-§).
Yugqorida keltirilgan teorema va eslatma funksidketina-ketliklarda o’rtacha
yaginlashish tekis yaginlashish tushunchasiga @a@d® kengroq tushuncha
ekanini ko'rsatadi.
Funksional gatorlarda ham o’rtacha yaginlashishunshasi shunga o’xshash
Kiritiladi.
[a, 6] oraligda

Zuk( )= u(X) + uy(x) + ...+ u (x) + ... (20.49)

funksional gator berllgan bo’lsin. Bu gator qgismyig’indilari

5.9 = L (0= x) 1, .+ ()

dan iboraf{S, (x)} funksional ketma-ketlikni garaylik.
3-ta’'rif. Agar
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lim I[Sq S(x))Pdx=0

bo'lsa, (20.49) funksional qatoﬁs( ) funksiyagala,s| da o’rtacha yaginlashadi

deb ataladi.
2°. Fure gatorining o’rtacha yaginlashishi. f(x) funksiya [-72,+ 71| da
berilgan,T(f ; x) esa uning Fure gatori

T(f;x) =%+é(ak coskx + 6, sinkx)

bo’lsin.

8-teorema. Agar f(x) funksiya [-72,+7] oraligda uzluksiz va
f(-n)=f(n) bolsa, uning Fure gqatori[-7,+71] da f(x) ga o’rtacha
yadinlashadi.

<«Shartga ko'raf(x) funksiya [-71,+ n] da uzluksiz vaf(-n)= f (7). U
holda ushbu bobning 7-§ ida keltiriigan Veyerstdreesoremasmga asosans > 0
olinganda ham, shunday trigonometrik ko’pha,c(x) topiladiki, DxD[—n,+n]
uchun

E
£00-0,0)] <=

bo’ladi. Bu tengsizlikdan foydalanib
j[f ]de<—jdx £ (20.50)

bo’lishini topamiz.
Ma’lumki, f(x) funksiya Fure gatorining gismiy yig'indigt. (f ; x) uchun

j[f (f; x)fPdx= mm j[f - T, (x)]Pdx (20.51)
bo’ladi (qaralsm 5 -8). Demak, (20 50) va (20 fi)nosabatlarga ko'ra
j[f (f; x)lPdxs j[f -T.(x)dx<e (OxO[-n, 7))
bo’ladi. Bu esa

lim j[f (f; x)fPdx=0

ya'ni f(x) funksiya Fure qator[l n,+ 11| da o’rtacha yaginlashishini bildiragh.
Biz o’tgan paragrafdg- 71, + 7] oraliqda kvadrati bilan integrallanuvcti(x)
funksiya uchun ushbu

j[f 2(f5x)Pdx = jf X)olx - /1{—+Zak+ek}

tenglikni keltlrlb chigargan edik. Bu tengllkdan koadiki, agar
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- k=1
ya'ni
LTt 2(ux=2+ 3 (62 +42) (20.52)
-, 2 4
bo’lsa, u holda
lim j[f (f; x)fPdx=0

bo'ladi va demak, f(x ) funkS|yan|ng Fure gatori[-7,+71] da o'rtacha
yaginlashadi.

Shunday gilib, f(x) funksiyaning Fure gqatorining—7,+ 7] da o'rtacha
yaginlashishini ko’rsatishi uchun (20.52) tenglikgio’rinli bo’lishini ko’rsatish
zarur va etarli bo’ladi. Odatda (20.52) Parsevagligi deb ataladi.

9-8. Funksiyalarning ortogonal sistemasi.
Umumlashgan Fure qatori
1°. Funksiyalarning ortogonal sistemasi¢(>% va ¢(x) funksiyalar|a,s| da

berilgan va ular shu oraligda integrallanuvchi bo|
4-ta’rif. Agar

j¢ x)dx =0

bo'lsa, #(x) vaw(x) funksiyalar[a, e] da ortogonal deb ataladi.
Masalan, ¢(x)=sinx, @(x)=cosx funksiyalar [-7,+7] da ortogonal
bo’ladi, chunki,

j¢(x) |1l/(X)dX = Ifsinxcosxdx= 0

bo’ladi.
#(x)=x, w(x) =gx2 —1 funksiyalar[-1,1] da ortogonal bo’ladi, chunki

f¢(X) W/(t)dx=}x€ X2 —1jdx =0.

a -1

Endi
Bo(X), 8(X .. 80 (X ... (20.52)

funksiyalarning har bir[a, 6] da berilgan va shu oraligda integrallanuvchi boils
Bu (20.52) funksiyalar sistemasidi, (x)} kabi belgilaymiz.

5-tarif. Agar {#,(x)} funksiyalar sistemasining istalgan ikkitd, (x) va
d..(x) (k #m) funksiyalari uchun

j¢k x) @, (x)dx=0 (k #m)
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bo'lsa,{g, (x)} funksiyalar sistemaga, ¢] da ortogonal deb ataladi.
Odatda,k =m (k=0,1,2,...) bo’lganda

[92(x)x>0 (k=01,2,...)

deb qaraladi. Bu integralni, kabi belgilaylik:

A= [¢?(X)x (k=0,12,...).

a
Agar (20.52) sistema uchuh, = Ho'lsa, {#,(x)} normal sistema deyiladi.
Agar (20.52) sistema uchun
T _ [0, agar,k #mbdlsa,
_([¢k ()8 (x)lx = {1, agar, k =mbdlsa

bo'lsa,{g, (x)} funksiyalar sistemasi ortonormal deb ataladi.

Masalan, 1) ushbu
1,cos X, Sinx, cos2x, Sin2x, ...,cosnx, sinnx, ...

sistema (trigonometrik sisteme[)— n,+72] da ortogonal bo’ladi, chunkk #m
bo’lganda

Vi Vi
jcoskxcosmxdx= 0, j sinkxsinmxdx= 0

=T -

bo’lib, ixtiyoriy k,m=0,1,2,... bo’lgandajcoskxsinmxdx= 0 bo’ladi.

/i
2) Quyidagi
1 cosx sinx cosnx sinnx
funksiyalar sistemagi- 72, + 71] da ortonormal bo’ladi. Bu sistemanitig 72, + 7]
da ortonormal bo’lishi ravshandir. Uning shun, + 71] da normal bo’lishi esa

]T (%Tcoskx)zdxz ’f (%Tsinkszdx=1 (k=012,..)

bo’lishidan kelib chigadi.
(20.52) sistema berilgan bo’lsin. Uning yordamidailgan ushbu

> Cofn (X) = Coffo (X) + iy (X) + ..+ ¢ B, (X) + ... (20.53)
n=0
funksional gator {¢,(x)} sistema bo’yicha gator deyiladic,, c¢;,... c,.,...

o’'zgarmas sonlar esa gatorning koeffitsientlariilchely.
Xususan, @, (x) = a, cosnx+ e, sinnx bo’lganda (20.53) qator trigonometrik

gatorga aylanadi.
f(x) funksiya [a,6] oraligda berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi

bo'lsin. Ravshanki, f(x)[#.(x) (n=01,2,3,..) funksiya ham [a,s] da
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integrallanuvchi bo’ladi. Bu funksiyalarning int@djarini hisoblab, ularni
quyidagicha belgilaymiz:

a, = /]ij f (x)@,(x)dx. (20.54)
Bu sonlardan foydalanib ushbu -
ian¢n (X) = ao¢o(x) + a1¢1(x) +..tag, (X) .. (20.55)
n=0

gatorni tuzamiz.
6-ta'rif. a,,q,,....a,,... - koeffitsientlari (20.54) formula bilan aniglanga

(20.55) gatorf (x) funksiyaning{g,(x)} sistema bo’yicha Fure qgatori deb ataladi.
a,,q,,...,4, ,...-sonlar esa umumlashgan Fure koeffitsientlari eéelyil

Odatda, f(x) funksiya bilan unga mos umumlashgan Fure gatdribelgi
orqgali quyidagicha yoziladi:

f(x)~ gan¢n(x)= aubo(X)+ aBy(X)+ .t @ (X) + ...

Mashqglar
20.9.Ushbu

f(x)=e™ (-n<x<n)
funksiyaning Fure gatori topilsin.

20.10Ushbu
f (x) =|cosx
funksiyani Fure gatoriga yoyilsin. Yoyilmadan foyalaib quyidagi
2 n 1 > 1
>.(-1) )3

=] an*-1" 13 4n*-1
gatorlarning yig'indilari topilsin.

20.11.Ushbu
f(x)=x-[x]={x}
funksiyani Fure gatoriga yoyilsin.
20.12 f(x)=x, ¢(x)=x*> funksiyalarni (0,7) da kosinuslar bo'yicha
yoyilmasidan foydalanib, ushbu
@ cosnx _ 3x? — 67K + 277

2

n=1 n2 12

tenglik isbotlansin.
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1-bob.

2-bob.

3-bob.

4-bob.

MUNDARIJA

1-gism

To’plam hagida tushuncha
1-8. To’plam. To’plam ustida amallar -------------------------- 3-bet
2-8. To’plamlarni taqqoslash ------------------=----m e - 9-bet
3-8. Matematik belgilar --------------=------m - 11-bet
4-8. Matematik induksiya usuli -------------=--=--=-mmmmmm- 12-bet
Mashqlar --=-==-===mmmme e e 16-bet
Haqiqgiy sonlar to’plami va uning xossalari
1-8. Ratsional sonlar to’plami va uning xossalari ---------- 17-bet
2-8. Ratsional sonlar to’plamida kesim ------------=----------- 21-bet
3-8. Hagqiqgiy sonlar. Haqiqgiy sonlar to’plamining

tartiblanganlik va zichlik xossalari------------------------ 27-bet
4-8. Hagqigiy sonlar to’plamining to’ligligi. Dedekind

te0remMas| ------==-mmm oo 29-bet
5-8. Sonli to’plamlarning chegaralari -------------------------- 32-bet
6-8. Hagiqiy sonlar ustida amallar ----------------------------- 37-bet
7-8. Hagigiy sonning absolyut giymati va uning xossalari --

--------------------------------------------------------- 39-bet
8-8. Irratsional sonni taqribiy hisoblash ----------------------- 40-bet
Mashqlar -------=--=-mm oo 42-bet
Funksiya
1-8. Funksiya tushunchasi --------========mmemememe oo 45-bet
2-8. Elementar funksiyalar ---------=-=======mmmmmmmmmm oo 55-bet
3-8. Natural argumentli funksiyalar. (Sonlar ketma-ketligi) -

----------------------------------------------------------- 64-bet
Mashglar --------=--==== = 67-bet
Funksiya limiti
1-8. Sonlar ketma-ketligi limiti ---------=-==-=-=mnmmmmeemmeem 69-bet
2-8. Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari------- 75-bet
3-8. Sonlar ketma-ketligi limitining mavjudligi hagidagi

teoremalar -------------------m oo 81-bet
4-8. Funksiya limiti ------=--=-mmmmmmmm oo 94-bet
5-8. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyalarning xossalari ---

------------------------------------------------------- 102-bet
6-8. Funksiya limitining mavjudligi haqgida teoremalar-- 105-bet
7-8. Funksiyalarni taggoslash --------------=----mmmmemoem oo 109-bet
Mashqlar ----------=-m oo 114-bet
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5-bob.

6-bob.

7-bob.

8-bob.

Funksiyaning uzluksizligi

1-8. Funksiya uzluksizligi ta’rifi ------------=--=---=-----mmomo-- 118-bet
2-8. Funksiyaning uzilishi. Uzilishning turlari -------------- 122-bet
3-8. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi ------- 127-bet
4-8. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar.
Murakkab funksiyaning uzluksizligi --------------------- 128-bet
5-8. Limitlarni hisoblashda funksiyaning uzluksizligidan
foydalanish ----=--=-=s=ememmomom e 130-bet
6-8. Uzluksiz funksiyalarning xossalari ----------------------- 133-bet
7-8. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi --  140-bet
Mashqlar -----=-=====ememmem e e 144-bet
Funksiyaning hosila va differensiali
1-8. Funksiyaning hosilasi --------===========mmmmmmmemm oo 146-bet
2-8. Teskari funksiyaning hosilasi. Murakkab funksiyaning
hosilasi ------=-=====n=mememmme oo 152-bet
3-8. Hosila hisoblashning sodda goidalari. Elementar
funksiyaning hosilalari -----------=-=-=======-memmm - 154-bet
4-8. Funksiyaning differensiali --------=-====-=-===mmmmemmmee-- 162-bet
5-8. Yuqori tartibli hosila va differensiallari------------------ 167-bet
6-8. Differensial hisobning asosiy teoremalari--------------- 173-bet
7-8. Teylor formulasi ----=-==========mmmmm e 176-bet
Mashqlar -----=-=====smemmem e 187-bet
Differensial hisobning ba’zi bir tatbiglari
1-8. Funksiyaning o’zgarib borishi --------------------mceee-- 189-bet
2-8. Funksiyaning ekstremum giymatlari -------------------- 191-bet
3-8. Funksiyaning gavariqligi va botiqgligi ------------------- 198-bet
4-8. Funksiyalarni tekshirish. Grafiklarni yasash----------- 204-bet
5-8. Anigmasliklarni ochish Lopital goidalari --------------- 206-bet
Mashqlar -----=-======memmem e e 211-bet
Anigmas integral
1-8. Anigmas integral tushunchasi --------==-=-====-====-n-m--- 212-bet
2-8. Integrallash usullari -----============mmmmmmm oo 217-bet
3-8. Ratsional funksiyalarni integrallash ---------------------- 219-bet
4-8. Ba'zi irratsional funksiyalarni integrallash-------------- 229-bet
5-8. Trigonometrik funksiyalarni integrallash --------------- 236-bet
Mashqlar --------=-=-m oo 238-bet
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9-bob.

10-bob.

11-bob.

Aniq integral

1-8. Aniq integral ta’rifi --------=-===-=m=mmmmm oo 239-bet
2-8. Aniq integralning mavjudligi --------=-=-====-====mnmeu--- 247-bet
3-8. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi --------------=---------- 249-bet
4-8. Aniq integral xossalari ------==-=========m=mmmmmmm oo meee 252-bet
5-8. O’rta giymat hagidagi teoremalar ------------------------ 261-bet
6-8. Chegaralari o’zgaruvchi bo’lgan aniq integrallar---- 263-bet
7-8. Aniq integrallarni hisoblash --------------=-=-nmemeeeeeee 266-bet
8-8. Aniq integrallarni tagribiy hisoblash --------------------- 270-bet
Mashqlar -----=-=====smemmem e 279-bet

Aniq integralning ba’zi bir tadbiqglari
1-8. Yoy uzunligi va uning aniq integral orgali ifodalanishi -

----------------------------------------------------- 281-bet
2-8. Tekis shaklning yuzi va uning aniq integral orqgali

ifodalanishi --=-=--=-=mmemm oo 287-bet
3-8. Aylanma sirtning yuzi va uning aniq integral orqali

ifodalanisShi —-=-=-==-=mm s 292-bet
4-8. O’zgaruvchi kuchning bajargan ishi va uning aniq

integral orqali ifodalanishi -----------------------o-meeeeee- 295-bet
5-8. Inersiya momenti -----=-=--=-==mmmmmmmm oo 297-bet
Mashglar ----==-=s=smemmm e 300-bet
Sonli gatorlar
1-8. Asosiy tushunchalar ----------=--=-=-m-emmmm oo 301-bet
2-8. Yagqinlashuvchi gatorning xossalari. Koshi teoremasi -

-------------------------------------------------------- 305-bet
3-8. Musbat gatorlar -----=-=========mmm e 308-bet
4-8. Ixtiyoriy hadli gatorlar --------------=--=-msmmemm oo 319-bet
5-8. Yaginlashuvchi gatorlarning xossalari ------------------ 322-bet
Mashglar -----=-=s=smemmm e 326-bet
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2-gism

12-bob. Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar, ularning limiti,
uzluksizligi
1-8. R™ fazo va uning muhim to’plamlari -------------------- 3-bet
2-8. R™ fazoda ketma-ketlik va uning limiti --------------- 9-bet
3-8. Ko’p o’zgaruvchili funksiya va uning limiti ----------- 11-bet
4-8. Ko’'p o’zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi --------- 12-bet
5-8. Uzluksiz funksiyalarning xossalari ----------------------- 11-bet
6-8. Ko'p o’zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligi.
Kantor teoremasi  ----------=-=--==m-mmmmmmmmee- 12-bet
Mashglar -------==mm oo 16-bet
13-bob. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosila va differen-
siallari
1-8. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosilalari ------------- 17-bet
2-8. Ko'p o’zgaruvchili funksiyalarning differensiallanuv-
Chiligl =--=--==-= == 21-bet
3-8. Yo'nalish bo'yicha hosila --------------==--==--m oo 27-bet
4-8. Ko'p o’zgaruvchili murakkab funksiyalarning
differensiallanuvchiligi. Murakkab funksiyaning
hosilasi -----------==-==-= e 29-bet
5-8. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning differensiali---------- 32-bet
6-8. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va
differensiallari ----------------------= oo oo 37-bet
7-8. O’rta giymat hagida teorema ------------------=---=--—---- 39-bet
8-8. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi -- 40-bet
9-8. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning ekstremum giymatlari.
Ekstremumning zaruriy sharti -------------- 39-bet
108 Funksiya ekstremumining etarli sharti ------------------ 40-bet
118 Oshkormas funksiyalar -----------===-=====m-cmmmmmm - 40-bet
Mashqglar -------======m oo 42-bet
14-bob. Funksional ketma-ketliklar va gatorlar
1-8. Funksional ketma-ketliklar ---------------=--=-emcemueeu- 45-bet
2-8. Funksional gatorlar ----------=--===-=msm e 55-bet
3-8. Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlik va gator-
NiNg XoSSsalar ---------==-===-=mm oo 64-bet
4-8. Darajali gatorlar ---------===-===-= - 45-bet
5-8. Darajali gatorlarning xossalari ----------------==----------- 55-bet
6-8. Teylor qatori --------==--mmm oo 64-bet
Mashqlar --------===== = 67-bet
15-bob. Xosmas integrallar

1-8. Cheksiz oralig bo’yicha xosmas integrallar ----------- 69-bet
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16-bob.

17-bob.

18-bob.

2-8. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas

integrallari--=-=-===-====s=smememm e 75-bet
3-8. Muhim misollar ----=-========mm e 81-bet
Mashqlar --=-==-===mmmm e e 114-bet
Parametrga bog’liq integrallar
1-8. Limit funksiya. Tekis yaqginlashish. Limit funksiyaning
uzluksizligi ---------=-==-==m - 118-bet
2-8. Parametrga bog’liq integrallar ----------------------------- 122-bet
3-8. Parametrga bog’lig xosmas integrallar. Integrallarning
tekis yaginlashishi ----------------emsm e 127-bet
4-8. Tekis yaginlashuvchi parametrga bog’lig xosmas
integrallarning xossalari -------=-============m=mmemmememmeo- 128-bet
5-8. Eyler integrallari -------=========mmmmmm oo 130-bet
Mashqlar --------=======emememe e e e 144-bet
Karrali integrallar
1-8. Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning hajmi
hagidagi ba’zi ma’lumotlar ------------------------- 146-bet
2-8. Ikki karrali integral ta’riflari ---------------------=--------—- 1562-bet
3-8. Ikki karrali integralning mavjudligi ---------------------- 154-bet
4-8. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi ------------------------- 162-bet
5-8. Ikki karrali integralning xossalari ------------------------ 167-bet
6-8. Ikki karrali integrallarni hisoblash ------------------------ 173-bet
7-8. Ikki karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish -
-------------------------------------------------------------- 176-bet
8-8. Ikki karrali integralni taqgribiy hisoblash --------------- 173-bet
9-8. Ikki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiglari -------- 173-bet
108 Uch karrali integral -------------=--==-==-mmmmm e 173-bet
Mashqlar -------==-=-m oo 187-bet
Egri chizigli integrallar
1-8. Birinchi tur egri chizigli integrallar ---------------------- 189-bet
2-8. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar --------------------- 191-bet
3-8. Grin formulasi va uning tatbiglari ------------------------ 198-bet
4-8. Birinchi va ikkinchi tur egri chizigli integrallar orasidagi
bog’lanish ----------=-----mm s 204-bet
Mashglar --------=--====m - 211-bet
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19-bob.

20-bob.

Sirt integrallari

1-8. Birinchi tur sirt integrallari ---------=-========emnmmememme- 212-bet
2-8. Ikkinchi tur sirt integrallari ---------=-=========nmmmememme- 217-bet
3-8. Stoks formulasi ----=============mmmmm oo 219-bet
4-8. Ostrogradskiy formulasi ------=-=========m=nmmmmemm oo 229-bet
Mashqlar --=-==-===mmmm e e 238-bet
Fure qatorlari
1-8. Ba’'zi muhim tushunchalar ----------------------cecme - 239-bet
2-8. Fure qatorining ta'rifi -------------==-===-mmmmm e - 247-bet
3-8. Lemmalar. Dirixle integrali -------------------=--mmememu—- 249-bet
4-8. Fure gatorining yaqinlashuvchiligi ----------------------- 252-bet
5-8. Qismiy yig'indilarning bir ekstrimal xossasi. Bessel

tengsizligi --------------==- e 261-bet
6-8. Yaginlashuvchi Fure gatori yig'indisining funksional

hosilalari --------------=-==== e s 263-bet
7-8. Funksiyalarni trigonometrik ko’phad bilan yaginlashti-

S = m e 266-bet
8-8. O’rtacha yaginlashish. Fure gatorining o’rtacha

yaginlashishi -------=-==m s 270-bet
9-8. Funksiyalarning ortogonal sistemasi. Umumlashgan

Fure gatori ----------=-==-mm oo 270-bet
Mashglar --------=--====m - 279-bet
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