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TOSHKENT – 2007  

12-BOB 
 

Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar, ularning  
limiti, uzluksizligi 

 
«Matematik analiz asoslari» kursining I-qismida bir o’zgaruvchili funksiyalar 

batafsil o’rganildi.  
Matematika, fizika, texnika va fanning boshqa tarmoqlarida shunday 

funksiyalar uchraydiki, ular ko’p o’zgaruvchilarga bog’liq bo’ladi. Masalan, 
doiraviy silindrning hajmi 

hπrV 2=                 (12.1) 
ikki o’zgaruvchi: r–radius hamda h–balandlikka bog’liq. 

Tok kuchi 

R

E
J =                 (12.2) 

ham ikki o’zgaruvchi: E–elektr yurituvchi kuch va R-qarshilikning funksiyasi 
bo’ladi. Bunda silindrning hajmi (12.1) formula yordamida bir-biriga bog’liq 
bo’lmagan r va h o’zgaruvchilarning qiymatlariga ko’ra, tok kuchi (12.2) formula 
yordamida bir-biriga bog’liq bo’lmagan E va R o’zgaruvchilarning qiymatlariga 
ko’ra topiladi. Shunga o’xshash misollarni juda ko’plab keltirish mumkin. 
Binobarin, ko’p o’zgaruvchili funksiyalarni yuqoridagidek chuqurroq o’rganish 
vazifasi tug’ildi.  

 Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida ham bir o’zgaruvchili 
funksiyalar nazariyasidagidek, funksiya va uning limiti, funksiyaning uzluksizligi 
va xakazo kabi tushunchalar o’rganiladi. Bunda bir o’zgaruvchili funksiyalar 
haqidagi ma’lumotlardan muttasil foydalana boriladi. 

Ma’lumki, bir o’zgaruvchili funksiyalarni o’rganishni ularning aniqlanish 
to’plamlarini (sohalarini) o’rganishdan boshlagan edik. Ko’p o’zgaruvchili 
funksiyalarni o’rganishni ham ularning aniqlanish to’plamlarini (sohalarini) bayon 
etishdan boshlaymiz. 

 
1-§. Rm fazo va uning muhim to’plamlari 

10. Rm fazo. m ta A1, A2, … Am ( 1≥m  butun son) to’plamlarning Dekart 
ko’paytmasi ikkita A va V to’plamlarning Dekart ko’paytmasiga o’xshash 
ta’riflanadi. Agar RA...AA m21 ====  bo’lsa, u holda  

( ){ }Rx,...,Rx,Rx:x,...,x,xR...RRA...AA mmm ∈∈∈=×××=×××   212121  
bo’ladi. Ushbu 

( ){ }Rx,...,Rx,Rx:x,...,x,x mm ∈∈∈   2121  

to’plam mR  to’plam deb ataladi. mR  to’plamning elementi )x,...,x,(x m21  shu 
to’plam nuqtasi deyiladi va u odatda bitta harf bilan belgilanadi: )x,...,x,(xx m21= . 
Bunda m21 x,...,x,x  sonlar x nuqtaning mos ravishda birinchi, ikkinchi, … m-
koordinatalari deyiladi.  
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Agar m

m21 R)x,...,x,(xx ∈= , m

m21 R)y,...,y,y(y ∈=  nuqtalar uchun  

mm2211 yx,...,yx ,yx ===  bo’lsa, u holda yx =  deb ataladi. 
mR  to’plamda ixtiyoriy )x,...,x,(xx m21= , )y,...,y,y(y m21=  nuqtalarni 

olaylik. 
1-ta’rif.   Ushbu  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

−=−++−+−=
m

i
iimm xyxy...xyxyy,x

1

222

22

2

11ρ          (12.3) 

miqdor x va y nuqtalar orasidagi masofa (Evklid masofasi) deb ataladi. Bunday 
aniqlangan masofa quyidagi xossalarga ega (bunda mR ∈∀ z,y,x ) 

1) ( ) 0≥y,xρ  va ( ) yx  0 =⇔=y,xρ , 
2) ( ) ( )x,yy,x ρρ = , 
3) ( ) ( ) ( )z,yy,xz,x ρρρ +≤  
Bu xossalarni isbotlaylik. (12.3) munosabatdan ( )y,xρ  miqdorning har doim 

manfiy emasligini ko’ramiz. Agar ( ) 0=y,xρ  bo’lsa, unda 011 =− xy , 
0022 =−=− mm xy,...xy  bo’lib,   11 ,yx =  mm yx,...,y == 22x  ya’ni yx =  bo’ladi. 

Aksincha yx = , ya’ni mm yx,...,y,yx === 2211 x   bo’lsa, u holda (12.3) dan 
( ) 0=y,xρ  bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa 1)-xossani isbotlaydi.  

(12.3) munosabatdan 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )x,yyx...yxyx

xy...xyxyy,x

mm

mm

ρ

ρ

=−++−+−=

=−++−+−=
22

22

2

11

22

22

2

11

            
 

bo’ladi. 
Masofaning 3)-xossasi ushbu  

( ) ∑∑∑
===

+≤+
m

i
i

m

i
i

m

i
ii baba

1

2

1

2

1

2                         (12.4) 

tengsizlikka asoslanib isbotlanadi, mm b,...,b,b;a,...,a,a 2121    ixtiyoriy haqiqiy sonlar. 
Avvalo shu tengsizlikning to’g’riligini ko’rsataylik. Ravshanki, Rx∈∀  uchun 

( )∑
=

≥+
m

i
ii bxa

1

2 0. 

Bundan, x ga nisbatan kvadrat uchxadning manfiy emasligi 

02
1

2

1

2

1

2 ≥+





+






 ∑∑∑

===

m

i
i

m

i
ii

m

i
i bxbaxa  

kelib chiqadi. Demak, bu kvadrat uchxad ikkita turli haqiqiy ildizga ega bo’lmaydi. 
Binobarin, uning diskriminanti 

0 
2

11

2

1

2 ≤




+− ∑∑∑

===

m

i
ii

m

i
i

m

i
i baba  

bo’lishi kerak. Bundan esa  

    
1

2

1

2

1
∑∑∑

===
≤

m

i
i

m

i
i

m

i
ii baba  

bo’lib,  
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∑∑∑∑∑∑∑
=======

⋅+







+








≤++

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
ii

m

i
i

m

i
i babababa

1

2

1

2

2

1

2

2

1

2

11

2

1

2  2     2  

bo’ladi. Keyingi tengsizlikdan esa 

( ) ∑∑∑
===

+≤+
m

i
i

m

i
i

m

i
ii baba

1

2

1

2

1

2   

bo’lishi kelib chiqadi. Odatda (12.4) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizlik deb 
ataladi. 

Ixtiyoriy m

m21 R)x,...,x,(xx ∈= , m

m21 R)y,...,y,y(y ∈= , m

m21 R)z,...,z,z(z ∈=  
nuqtalarni olib, ular orasidagi masofani (12.3) formuladan foydalanib topamiz: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .xzz,x

,yzz,y

,xyy,x

m

i
ii

m

i
ii

m

i
ii

2

1

2

1

2

1

∑

∑

∑

=

=

=

−=

−=

−=

ρ

ρ

ρ

                                      (12.5) 

Endi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi (12.4) da 
,...,m),(iyzb,xya iiiiii 21              =−=−=  

deb olsak, unda 
,...,m),(ixzba iiii 21         =−=+  

bo’lib, 

( ) ( ) ( )∑∑∑
===

−+−≤−
m

i
ii

m

i
ii

m

i
ii xzxyxz

1

2

1

2

1

2   

bo’ladi. Yuqoridagi (12.5) munosabatlarni e’tiborga olib, topamiz: 
( ) ( ) ( )z,yy,xz,x ρρρ +≤ . 

Bu esa 3)-xossani isbotlaydi. 
mR  to’plam mR  fazo (m o’lchovli Evklid fazosi) deb ataladi. Endi mR fazoning 

ba’zi bir muhim to’plamlarini keltiramiz. 
Biror m

m21 R)a,...,a,a(a ∈=  nuqta va 0>r  sonni olaylik. Quyidagi  

( ) ( ) ( ) ( ){ }222

22

2

1121   rax...axax:Rx,...,x,xx mm

m

m ≤−++−+−∈= ,         (12.6) 

( ) ( ) ( ) ( ){ }222

22

2

1121   rax...axax:Rx,...,x,xx mm

m

m <−++−+−∈= ,           (12.7) 
ya’ni 

( ){ }ra,x:Rx m ≤∈ ρ  , 
( ){ }ra,x:Rx m <∈ ρ   

to’plamlar mos ravishda shar hamda ochiq shar deb ataladi. Bunda a  nuqta shar 
markazi, r  esa shar radiusi deyiladi. 

Ushbu  
( ) ( ) ( ) ( ){ }222

22

2

1121   rax...axax:Rx,...,x,xx mm

m

m =−++−+−∈=  
ya’ni 

( ){ }ra,x:Rx m =∈ ρ   
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to’plam sfera deb ataladi. Bu sfera (12.6) va (12.7) to’plamlarning chegarasi 
bo’ladi. 

Ushbu 
( ){ },bxa...,,bxa,bxa:Rx,...,x,xx mmm

m

m ≤≤≤≤≤≤∈= 22211121     , 

( ){ },bxa...,,bxa,bxa:Rx,...,x,xx mmm

m

m <<<<<<∈= 22211121      
to’plamlar (bunda mm b,...,b,b;a,...,a,a 2121    haqiqiy sonlar) mos ravishda parallelepi-
ped hamda ochiq parallelepiped deb ataladi. 

Ushbu  
( ){ }hx...x,   x,...,x,  x:  xR,...,x,xxx mm

m

m ≤+++≥≥≥∈= 212121 000  
to’plam (m o’lchovli)  simpleks deb ataladi, bunda h- musbat son. 

Yuqorida keltirilgan to’plamlar tez-tez ishlatilib turiladi. Ular yordamida 
muhim tushunchalar, jumladan atrof tushunchasi ta’riflanadi. 

20. mR  fazoda ochiq va yopiq to’plamlar. Biror m

m R)x,...,x,(xx ∈= 00

2

0

1

0  nuqta 
hamda 0>ε  sonni olaylik. 

2-ta’rif.  Markazi 0x  nuqtada, radiusi 0>ε ga teng bo’lgan ochiq shar 0x  
nuqtaning sferik atrofi (ε  atrofi) deyiladi va ( )0xUε  kabi belgilanadi: 

( ) ( ){ }εx,x : ρRxxU m <∈= 00
ε . 

Nuqtaning boshqacha atrofi tushunchasini ham kiritishimiz mumkin. 
3-ta’rif.  Ushbu  

( ){
}mmmmm

m
m

δxxδ, ...., xδxxδx,

,  δxxδ:  xR,...,x,xxx

+<<−+<<−
+<<−∈=

00
2

0
222

0
2

1
0
111

0
121            (12.8) 

ochiq parallelepiped 0x  nuqtaning parallelepipedial atrofi deb ataladi va 

( )0
21 xU m...

~

δδδ  kabi belgilanadi. 
Xususan δδδδ ==== m...21  bo’lsa, (12.8) ochiq parallelepiped kubga 

aylanadi va uni ( )0xU
~

δ  kabi belgilanadi. 

1-lemma. mRx ∈0  nuqtaning har qanday ( )0xUε  sferik atrofi olinganda ham 

har doim  0x  nuqtaning shunday ( )0
21 xU m...

~

δδδ  parallelepipedial atrofi mavjudki, 
bunda 

( ) ( )00
21 xUxU m...

~

εδδδ ⊂  
bo’ladi. 

Shuningdek, 0x  nuqtaning har qanday ( )0
21 xU m...

~

δδδ  parallelepipedial atrofi 

olinganda ham har doim shu nuqtaning shunday ( )0xUε  sferik atrofi mavjudki, 
bunda 

( ) ( )00
21 xUxU m...

~

δδδε ⊂  
bo’ladi. 

�
mRx ∈0  nuqtaning sferik atrofi 
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( ) ( ){ }ερε <∈= 00 x,x:RxxU m  

berilgan bo’lsin. Bundagi 0>ε  songa ko’ra 
m

εδ <  tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi 0>δ  sonni olamiz. So’ng 0x  nuqtaning ushbu 
 

( )
 ,                       000

22
0
2

0
11

0
121

0

}xxx,...,xxx

,xxx:R)x,...,x,x(x{xU

mmm

m
m

~

δδδδ
δδε

+<<−+<<−

+<<−∈==  

parallelepipedial atrofni tuzamiz. 

Aytaylik, ( )0xUx
~

ε∈  bo’lsin. Unda ( )m1,2,...,i   0 =<− δii xx  bo’lib, 

( ) mxx
m

i

m

i
ii δδ =<− ∑∑

== 1

2

1

20  

bo’ladi. Yuqoridagi 
m

εδ <  tengsizlikni e’tiborga olib topamiz: 

( ) ( ) ερ <−= ∑
=

m

i
ii xxx,x

1

200  

Demak, ( ) ερ <0x,x . Bu esa ( )0xUx ε∈  ekanini bildiradi. Shunday qilib, 

( ) ( )00 xU  x xUx εδ

~

∈⇒∈∀  
ya’ni 

( ) ( )00   xUxU
~

εδ ⊂  
bo’ladi. 

mRx ∈0  nuqtaning 

( ) ( )
}xxx,...,xxx

,xxx:Rx,...,x,xx{xU

mmmmm

m
m...

~

m

δδδδ
δδδδδ

+<<−+<<−

+<<−∈==
00

2
0
222

0
2

1
0
111121

0

,                  

 21  

parallelepiped atrofi berilgan bo’lsin. Unda 
},...,,min{ mδδδε 21=  

ni olib 0x  nuqtaning sferik atrofi 
( ) ( ){ }ερε <∈= 00 x,x:RxxU m  

ni tuzamiz. 

Aytaylik ( )0xUx ε∈  bo’lsin. U holda 

( ) ( ) ( ),...,m,ixxx,x i

m

i
ii 21              

1

200 =≤<−= ∑
=

δερ  

bo’ladi. Demak, 

( ) ( ),...,m,ixxxx i

m

i
iiii 21              

1

200 =<−≤− ∑
=

δ . 
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Bundan esa ( )0
21 xUx m...

~

δδδ∈  bo’lishi kelib chiqadi. Shunday qilib, 

( ) ( )00
21   xUxxUx m...

~

δδδε ∈⇒∈∀  
ya’ni 

( ) ( )00
21 xUxU m...

~

δδδε ⊂  
bo’ladi.� 

Aytaylik, mR  fazo va G  to’plam berilgan bo’lsin: mRG ⊂  

4-ta’rif.  Agar Gx ∈0  nuqtaning shunday ( )0xUδ  atrofi ( )0>δ  topilsaki, 

( ) GxU ⊂0
δ  

bo’lsa, 0x  nuqta G  to’plamning ichki nuqtasi deyiladi. 
5-ta’rif.  To’plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo’lsa, u ochiq 

to’plam deb ataladi. 
12.1-misol. mR  fazodagi ochiq shar ochiq to’plam bo’lishi isbotlansin. 
�Aytaylik,  

( ) }rx,x:Rx{A m <∈= 0   ρ  
mR  fazodagi biror ochiq shar bo’lsin. Ravshanki, ( ) rx,zAz <⇒∈ ρ .  

Ushbu ( )0
1 x,zrr ρ−=  sonni olib, quyidagi 

( ) }rx,x:Rx{B m
1

0   <∈= ρ  
sharni qaraymiz. By∈∀  uchun, 

( ) ( ) ( ) ( )0
1

00 x,zrx,zz,yx,y ρρρρ +<+≤  
munosabatga ko’ra 

AB ⊂  
bo’ladi.� 

mR  fazoda biror F  to’plam va biror 0x  nuqta berilgan bo’lsin: 
6-ta’rif.  Agar  

( ) r}x,x:ρR{x :  xxF, xx,  r m <∈∈≠∈∃>∀ 000  

bo’lsa, 0x  nuqta F  to’plamning limit nuqtasi deyiladi. 
Masalan, ushbu 

( ) }rx,x:Rx{A m ≤∈= 0   ρ  
sharning barcha nuqtalari uning limit nuqtalari bo’ladi. 

7-ta’rif.  mRF ⊂  to’plamning barcha limit nuqtalari shu to’plamga tegishli 
bo’lsa, F  yopiq to’plam deb ataladi. 

Masalan,  
( ) }rx,x:Rx{E m ≤∈= 0   ρ  

yopiq to’plam bo’ladi. 
Shuni ta’kidlash lozimki, ochiq va yopiq to’plamlar ta’riflarini 

qanoatlantirmaydigan to’plamlar ham ko’pdir. 
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Biror mRM ⊂  to’plamni qaraylik. Ravshanki, M\Rm  ayirma M  to’plamni 
mR  to’plamga to’ldiruvchi to’plam bo’ladi. (qaralsin I-qism, I-bob, I-§). 

8-ta’rif.  Agar ( )mRxx ∈00  nuqtaning istalgan ( )0xUε  atrofida ham M  

to’plamning, ham M\Rm  to’plamning nuqtalari bo’lsa, 0x  nuqta M  to’plamning 
chegaraviy nuqtasi deb ataladi. M  to’plamning barcha chegaraviy nuqtalaridan 
iborat to’plam M  to’plamning chegarasi deyiladi va uni odatda ( )M∂  kabi 
belgilanadi. 

Bu tushuncha yordamida yopiq to’plamni quyidagicha ham ta’riflash mumkin. 
9-ta’rif.  Agar ( )mRFF ⊂   to’plamning chegarasi shu to’plamga tegishli, 

ya’ni ( ) FF ⊂∂  bo’lsa, F  yopiq to’plam deb ataladi. 
Yopiq to’plamning yuqorida keltirilgan 12.7- va 12.9- ta’riflari ekvivalent 

ta’riflardir. 
Biror  mRM ⊂  to’plam berilgan bo’lsin. 
10-ta’rif. Agar mR  fazoda shunday shar 

( ){ } ( )( )0...,0,0,      0 =<∈= 00 r,x:RxU m ρ  

topilsaki, 0UM ⊂  bo’lsa, M  chegaralangan to’plam deb ataladi. 
Faraz qilaylik, ( ) ( ) ( )tx,...,tx,tx m21  funksiyalarning har biri ]b,a[  segmentda 

uzluksiz bo’lsin. 
Ushbu  

( ) ( ) ( ){ } ( )bt atx,...,tx,tx m ≤≤        21                           (12.9) 

sistema yoki nuqtalar to’plami mR  fazoda egri chiziq deb ataladi. Xususan, 

mmm tx,...,tx,tx βαβαβα +=+=+=     222111  
( m21m21               βββααα ,...,,;,...,,,t +∞<<∞−  haqiqiy sonlar va m,, ααα  ...  21  lar-

ning xech bo’lmaganda bittasi nolga teng emas) bo’lganda (12.9) sistema mR  
fazoda to’g’ri chiziq deyiladi. 

mR  fazoda ixtiyoriy ikkita )x,...,x,x(x m′′′=′ 21  va )x,...,x,x(x m′′′′′′=′′ 21  nuqtani 
olaylik. Bu nuqtalar orqali o’tuvchi to’g’ri chiziq quyidagi 
 

( ) ( ) ( )( ){ } ( )+∞<<∞′−′′+′′−′′+′′−′′+′ t-    xxtx,  ..., xxtx,  xxtx mmm222111     (12.10) 
 
sistemasi bilan ifodalanadi. Bunda 0=t  va 1=t  bo’lganda mR  fazoning mos 
ravishda x′  va x ′′  nuqtalari hosil bo’lib, 10 ≤≤ t  bo’lganda (12.10) sistema mR  
fazoda x′  va x ′′  nuqtalarni birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi bo’ladi. 

mR  fazoda chekli sondagi to’g’ri chiziq kesmalarni birin-ketin birlashtirishdan 
tashkil topgan chiziq, siniq chiziq deb ataladi. 

mRM ⊂  to’plam berilgan bo’lsin. 
11-ta’rif. Agar M  to’plamning ixtiyoriy ikki nuqtasini birlashtiruvchi 

shunday siniq chiziq topilsaki, u M  to’plamga tegishli bo’lsa, M  bog’lamli 
to’plam deb ataladi. 
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12-ta’rif. Agar mRM ⊂  to’plam ochiq hamda bog’lamli to’plam bo’lsa, u 
soha deb ataladi. 

mR  fazoda ochiq parallelepiped, ochiq shar, ochiq simplekslar fazodagi 
sohalar bo’ladi. 

 
2-§. Rm fazoda ketma-ketlik va uning limiti 

Natural sonlar to’plami N  va mR  fazo berilgan bo’lib, f  har bir ( )Nnn ∈  ga  
mR  fazoning biror muayyan m)n(

m
)n()n()n( R)x,...,x,(xx ∈= 21  nuqtasini mos qo’yuvchi 

akslantirish bo’lsin: 
mRN:f →  yoki ( ))n(

m
)n()n(n x,...,x,xxn 21=→ . 

Bu akslantirishni quyidagicha tasvirlash mumkin: 

............................................

),x,...,x,(xxn

............................................

),x,...,x,(xx

),x,...,x,(xx

)n(
m

)n()n()n(

)(
m

)()()(

)(
m

)()()(

21

22
2

2
1

2

11
2

1
1

1

2

1

=→

=→

=→

 

mRN:f →  akslantirishning tasvirlari (obrazlari) dan tuzilgan  

,...x,...,x,x )n()()( 21  

to’plam ketma-ketlik deb ataladi va u { })n(x  kabi beligilanadi. Har bir 

( ),...,nRx m)n( 21    =∈  ni ketma-ketlikning hadi deyiladi. 

Shuni ta’kidlash kerakki, { })n(x  ketma-ketlikning mos koordinatalardan 

tuzilgan { } { } { }   ..., ,   21
)n(

m
)n()n( xx,x  lar sonli ketma-ketliklar bo’lib, { })n(x  ketma-

ketlikni shu m ta ketma-ketlikning (ma’lum tartibdagi) birlikda qaralishi deb 
hisoblash mumkin. 

10. Ketma-ketlikning limiti. 
mR  fazoda biror  

,...x,...,x,x )n()()( 21                                   (12.11) 

ketma-ketlik hamda ( ) m
m Ra,...,a,aa ∈= 21  nuqta berilgan bo’lsin. 

13-ta’rif. Agar 0>∀ε  olinganda ham, shunday Nn ∈0  topilsaki, barcha 

0nn >  uchun 

( ) ερ <a,xn  

tengsizlik bajarilsa, a  nuqta { })n(x  ketma-ketlikning limiti deb ataladi va 

axlim n

n
=

∞→
 yoki ∞→n  da axn →  kabi belgilanadi. 

1-§da keltirilgan a  nuqtaning ε -atrofi ta’rifini e’tiborga olib, { })n(x  ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ham ta’riflasa bo’ladi. 
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14-ta’rif. Agar a  nuqtaning ixtiyoriy ( )aUε  atrofi olinganda ham, { })n(x  
ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari shu atrofga tegishli 
bo’lsa, a  nuqta { })n(x  ketma-ketlikning limiti deb ataladi. 

Agar (12.11) ketma-ketlik limitga ega bo’lsa, u yaqinlashtiruvchi ketma-ketlik 
deb ataladi. 

Limit ta’rifidagi shartni qanoatlantiruvchi a  mavjud bo’lmasa, { })n(x  ketma-
ketlikning limitga ega emas deyiladi, ketma-ketlikning o’zi esa uzoqlashtiruvchi 
deb ataladi. 

Shunga e’tibor berish kerakki, ketma-ketlikning limiti ta’rifidagi ε  ixtiyoriy 
musbat son bo’lib, ( )Nnn ∈00  esa ε  ga (va, tabiiyki, qaralayotgan ketma-ketlikka) 
bog’liq ravishda topiladi. 

12.2-misol. mR  fazoda ushbu { }















=
n

,...,
n

,
n

xn 111
 ketma-ketlikning limiti 

( )000 ,...,,a =  bo’lishi ko’rsatilsin. 

� 0>∀ε  sonni olaylik. Shu ε  ga ko’ra 10 +







=

ε
m

n  ni topamiz. Natijada 

barcha 0nn >  uchun  

( ) ( ) ε

ε

ρρ <
+







=<=















=
1

000
111

0 m

m

n

m

n

m
,...,,,

n
,...,

n
,

n
a,xn  

bo’ladi. Demak, ta’rifga ko’ra, 

( ) ( ) a,...,,
n

,...,
n

,
n

limxlim
n

n

n
==







=
∞→∞→

000
111

 

bo’ladi.� 
mR  fazoda { } { })n(

m
)n()n()n( x,...,x,xx 21=  ketma-ketlik berilgan bo’lib, u 

( )ma,...,a,aa 21=  limitga ega bo’lsin. U holda limit ta’rifiga ko’ra, 0>∀ε  

berilganda ham, { })n(x  ketma-ketlikning biror 0n  hadidan boshlab keyingi hadlari 
a  nuqtaning  

( ) ( ){ }εx, a : ρRxaU m <∈=ε  
sferik atrofiga tegishli bo’ladi. Bu sferik atrof ushbu bobning 1-§dagi 1-lemmaga 

muvofiq shu a  nuqtaning ( )aU
~

ε  parallelepipedial atrofining qismi bo’ladi: 

( ) ( )aUaU
~

εε ⊂  

Demak, { })n(x  ketma-ketlikning o’sha 0n  hadidan boshlab, keyingi barcha 

hadlari a  nuqtaning  ( )aU
~

ε  atrofida yotadi, ya’ni barcha 0nn >  uchun 

( ) ( ) ( )
}axa,axa

,ax aRx,x,x{aUx

mmm

m
m

~
n

εεεε
εεε

+<<−+<<−
+<<−∈=∈

  ..., ,  

 :   , ...  

222

11121  
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bo’ladi. Bundan esa, barcha 0nn >  uchun 

εε

εε
εε

+<<−

+<<−

+<<−

m
)n(

mm

)n(

)n(

axa

...,..............................

,axa

,axa

222

111

 

bo’lishi kelib chiqadi. Demak, 0>∀ε  olinganda ham, shunday 0nn >  topiladiki, 
barcha 0nn >  uchun 

εεε <−<−<− m
)n(

m
)n()n( ax,ax,ax  ...,    2211  

bo’ladi. Bu esa 

m
)n(

m
n

)n(

n

)n(

n

axlim

....................

axlim

axlim

=

=

=

∞→

∞→

∞→

22

11

 

ekanligini bildiradi. 
Shunday qilib, mR  fazoda { } { })n(

m
)n()n()n( x,...,x,xx 21=  ketma-ketlikning limiti 

( )ma,...,a,aa 21=  bo’lsa, u holda bu ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil 

topgan sonlar ketma-ketliklari { } { } { })n(
m

)n()n( xx,x  ..., , 21  ham limitga ega bo’lib, ular 
mos ravishda a  nuqtaning ma,...,a,a 21  koordinatalariga teng bo’ladi. 

Demak,  














=

=

=

⇒=

∞→

∞→

∞→

∞→

m
)n(

m
n

)n(

n

)n(

n

)n(

n

axlim

....................

axlim

axlim

axlim
22

11

           (12.12) 

Endi mR  fazoda ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil topgan 
{ } { } { })n(

m
)n()n( xx,x  ..., , 21  sonlar ketma-ketliklari limitga ega bo’lib, ularning limitlari 

mos ravishda ( ) m
m Ra,...,a,aa ∈= 21  nuqta koordinatalari ma,...,a,a 21  larga teng 

bo’lsin: 

.axlim

....................

axlim

axlim

m
)n(

m
n

)n(

n

)n(

n

=

=

=

∞→

∞→

∞→

22

11
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Limit ta’rifiga asosan, 0>∀ε  olinganda ham, 
m

ε
ga ko’ra shunday Nn )( ∈1

0  

topiladiki, barcha )(nn 1
0>  uchun 

m
ax )n( ε<− 11 , 

shunday Nn )( ∈2
0  topiladiki, barcha )(nn 2

0>  uchun  

m
ax )n( ε<− 22  

va xokazo, shunday Nn )m( ∈0  topiladiki, barcha )m(nn 0>  uchun  

m
ax m

)n(
m

ε<−  

bo’ladi. Agar { } ,..., n, nnmaxn (m))()(
0

2
0

1
00  =  deb olsak, unda barcha 0nn >  uchun bir 

yo’la 

( ), ..., m, i
m

ax i
)n(

i 21                    =<− ε
 

tengsizliklar bajariladi. U holda 

( ) εε =






<− ∑∑
==

m

i

m

i
i

)n(
i m

ax
1

2

1

2
 

bo’lib, undan 
( ) ερ <a,x )n(  

bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa 
axlim )n(

n
=

∞→
 

ekanini bildiradi.  
Demak, { } { })n(

m
)n()n()n( x,...,x,xx 21=  ketma-ketlik koordinatalaridan tashkil 

topgan { } { } { })n(
m

)n()n( xx,x  ..., , 21  sonlar ketma-ketliklarining limitlari mos ravishda 

( )ma,...,a,aa 21=  nuqta koordinatalari ma,...,a,a 21  larga teng bo’lsa, { })n(x  ketma-
ketlikning limiti yuqoridagi ta’rif ma’nosida shu a  nuqta bo’ladi: 

axlim

axlim

....................

axlim

axlim

)n(

n

m
)n(

m
n

)n(

n

)n(

n

=⇒














=

=

=

∞→

∞→

∞→

∞→

22

11

.                   (12.13) 

Yuqoridagi (12.12) va (12.13) munosabatlardan 
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












=

=

=

⇔=

∞→

∞→

∞→

∞→

m
)n(

m
n

)n(

n

)n(

n

)n(

n

axlim

....................

axlim

axlim

axlim
22

11

 

ekanligi kelib chiqadi. 
Shunday qilib, quyidagi muhim teoremaga kelamiz: 
1-teorema. mR  fazoda { } { })n(

m
)n()n()n( x,...,x,xx 21=  ketma-ketlikning 

( ) m
m Ra,...,a,aa ∈= 21  ga intilishi  

( ) ax n →  ( ∞→n  da) 
uchun ∞→n  bir yo’la 

m
)n(

m

)n(

)n(

ax

................

,ax

,ax

→

→

→

22

11

 

bo’lishi zarur va etarli. 
Bu teoremada mR  fazoda ketma-ketlikning limitini o’rganishni sonli ketma-

ketliklarning limitini o’rganishga keltirilishini ifodalaydi. Ma’lumki, «Matematik 
analiz asoslari» kursining 1-qism, 3-bobida ketma-ketligi va uning limiti batafsil 
o’rganilgan. 

20. Ketma-ketlik limitiga doir ba’zi tasdiqlar 
Sonlar ketma-ketligi limiti haqidagi ma’lumotlar (tushuncha va tasdiqlar) mR  

fazo nuqtalaridan iborat ketma-ketliklarda ham o’rinli bo’ladi. Quyida biz ularni 
keltirish bilangina kifoyalanamiz (keltirilgan tasdiqlarni isbotlashni o’quvchiga 
havola etamiz). 

1) mR  fazoda { } ( ){ })n(
m

)n()n()n( x,...,x,xx 21=  ketma-ketlikning chegaralangan 

bo’lishi uchun bu ketma-ketlik koordinatalardan iborat { } { } { })n(
m

)n()n( xx,x  ..., , 21  sonlar 
ketma-ketliklarining har birining chegaralangan bo’lishi zarur va etarli. 

2) mR  fazoda { })n(x  ketma-ketlik uchun 0>∀ε  olinganda ham shunday 
Nn ∈0  topilsaki, barcha 00    n,nn >> ρ  da 

( ) ερ <)n()p( x,x  

tengsizlik bajarilsa, { })n(x  fundamental ketma-ketlik deyiladi. 
mR  fazoda { } ( ){ })n(

m
)n()n()n( x,...,x,xx 21=  ketma-ketlik fundamental bo’lishi uchun 

bu ketma-ketlik koordinatalaridan iborat { } { } { })n(
m

)n()n( xx,x  ..., , 21  ketma-ketliklarining 
har birining fundamental bo’lishi zarur va etarli. 

mR  fazoda { })n(x  ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun u 
fundamental bo’lishi zarur va etarli (Koshi teoremasi). 



 15

3) Markazlari ( ) ( ) ( ) ( )( ) mn
m

nnn Ra,...,a,aa ∈= 21  nuqtalarda, radiuslari 
( ), ..., ,  nr r nn 210 =>  bo’lgan  

( )( ) ( )( ){ } ( ), ..., , n    ra,x:Rxr,aSS n
nm

n
n

nn 321  =≤∈== ρ  
sharlar berilgan bo’lsin. Agar 

...S...SS n ⊃⊃⊃⊃ 21  
munosabat o’rinli bo’lsa, { }nS  ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi deyiladi. 

Agar mR  fazoda ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi { }nS  uchun  
0=

∞→ n
n

rlim  

bo’lsa, u holda barcha sharlarga tegishli bo’lgan ( )mRaa ∈  nuqta mavjud va 
yagonadir. (Ichma-ich joylashgan sharlar prinsipi). 

4) mR  fazoda { })n(x : 

( ), ..., ,       nRx,...   , ..., x, xx m(n)(n))()( 2121 =∈  
ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Bu ketma-ketlikning  

( ), ..., N, k..., nn...nn,...    ,...,n,nn kkk 212121 =∈<<<<  
nomerli hadlardan tashkil topgan ushbu 

( )m)(n)n()n()n( Rx,...x,x,x kk ∈     ...,  21  

ketma-ketlik { })n(x  ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi va { })n( kx  kabi 
belgilanadi. 

Agar { })n(x  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lib, uning limiti ( )mRaa ∈  bo’lsa, 

bu ketma-ketlikning har qanday qismiy { })n( kx  ketma-ketligi ham yaqinlashuvchi 
bo’lib, uning limiti ham a  ga teng bo’ladi. 

Har qanday chegaralangan { })n(x  ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy 
ketma-ketlik ajratish mumkin. (Baltsano-Veyershtrass teoremasi). 
 

3-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiya va uning limiti 
10. Funksiya. Biror ( )mRMM ⊂  to’plam berilgan bo’lsin. 
15-ta’rif. Agar M  to’plamdagi har bir ( )m, ..., x, xxx 21=  nuqtaga biror qoida 

yoki qonunga ko’ra bitta haqiqiy son ( )Ryy ∈  mos qo’yilgan bo’lsa, M  
to’plamda ko’p o’zgaruvchili (m ta o’zgaruvchili) funksiya berilgan (aniqlangan) 
deb ataladi va uni 

( ) yx,...,x,x:f m →21  yoki ( )mx,...,x,xfy 21=                        (12.14) 
kabi belgilanadi. Bunda M -funksiyaning berilishi (aniqlanish) to’plami, 

mx,...,x,x 21  erkli o’zgaruvchilar – funksiya argumentlari, y  erksiz o’zgaruvchi - 

mx,...,x,x 21  o’zgaruvchilarning funksiyasi deyiladi. 
( )mx,...,x,x 21  nuqta bitta x  bilan belgilanishini e’tiborga olib, bundan keyin 

deyarli hamma vaqt ( )mx,...,x,x 21  o’rniga x  ni ishlataveramiz. Unda yuqoridagi 
(12.14) belgilashlar quyidagicha yoziladi. 

yx:f →  yoki ( )xfy =       ( )Ry,Rx m ∈∈  . 
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Funksiyaning berilish to’plamidan olingan Mx ∈0  nuqtaga mos keluvchi 0y  

son ( )xfy =  funksiyaning 0xx =  nuqtadagi xususiy qiymati deb ataladi. 

Masalan, mRf −  fazodagi har bir x  nuqtaga shu nuqta koordinatalari 
kvadratlarining yig’indisini mos qo’yuvchi qoida, ushbu 

22
2

2
1

22
2

2
1 mm x...xx,      yx...xxf:x +++=+++→  

funksiyani hosil qiladi. Bu funksiya mRM =  to’plamda berilgan. 
( )xf  funksiya mRM ⊂  to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu ( ){ }Mx:xf ∈  

to’plam funksiya qiymatlari to’plami (funksiyaning o’zgarish sohasi) deb ataladi. 
1+mR  fazoning ( ) ( )( )Rxfy,Rxy,x m ∈=∈   nuqtalardan iborat 

ushbu  
( )( ){ } ( )( ) ( ){ }Rxf,Rx:xf,xxf,x m ∈∈=   

to’plam ( )xfy =  funksiya grafigi deb ataladi. 

Masalan, 2=m  bo’lganda ( 2R  fazoda) 
2
2

2
1

2
2

2
121 x-1  y   x,x,xy,x,xy −===  

funksiyalar grafigi (47-chizma) mos ravishda 3R  fazoda giperbolik paraboloid (a), 
aylanma paraboloid (b) hamda yuqori yarim sferalar (s) dan iboratdir.  

(a)      
 
 

b)         s)  
 

47-chizma 

x 

z 

y 

0 

21 x,xz =  

y 

z 

x 

0 

21 xxz +=

y 

0 

x 

z 

211 xxz −−=
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mRM ⊂  to’plamda ( ) ( )mx,...,x,xfxfy 21==  funksiya berilgan bo’lib, 

mx,...,x,x 21  larning har biri ( )NkRT k ∈⊂    to’plamda berilgan funksiyalar 
bo’lsin: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )kmmm

k

k

t,...,t,ttx

,........................................

,t,...,t,ttx

,t,...,t,ttx

21

21222

21111

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

==

==
==

 

Bunda ( )kt,...,t,tt 21=  o’zgaruvchi  kRT ⊂  to’plamda o’zgarganda ularga mos 

( )mx,...,x,xx 21=  nuqta mRM ⊂  to’plamga tegishli bo’lsin. Natijada y  o’zgaruv-
chi ( )mx,...,x,xx 21=  o’zgaruvchi orqali  ( )kt,...,t,tt 21=  o’zgaruvchilarning funk-
siyasi bo’ladi: 

yxt →→ ,  
( ) ( )( )yx,...,x,xt...t,t mk →→ 2121 , 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )kmkk t,...,t,t,...,t,...,t,t,t,...,t,tftxfy 21212211  ϕϕϕ== . 
Bu murakkab funksiya yoki ( )xf  hamda ( ) ( )m...,,,iti   2 1   =ϕ  funksiyalar 

superpozitsiyasi deb ataladi. 
Elementar funksiyalar ustida qo’shish, ayirish, ko’paytirish va bo’lish amallari 

hamda funksiyalar superpozitsiyasi yordamida ko’p o’zgaruvchili funksiyalar hosil 
qilinadi. Ushbu  

,x...xxlny,ey m
x...xx m +++== 21   21  

( ) ( ) ( )mm xxsin...xxsinxxsiny 13221 −+++=  
funksiyalar shular jumlasidandir. 

( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiya mRM ⊂  to’plam berilgan bo’lsin. Agar bu 
funksiya qiymatlari to’plami 

( ) ( ){ }M,...,x,xx:,...,x,xxfY mm ∈= 2121  
yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo’lsa, ya’ni shunday o’zgarmas C  (o’zgarmas 
P ) son topilsaki, ( ) Mx,...,x,x m ∈∀ 21  uchun  

( ) ( )( )P, ...,x, xxfC       ,...,x,xxf mm ≥≤ 2121  
tengsizlik o’rinli bo’lsa, ( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiya M  to’plamda yuqoridan 
(quyidan) chegaralangan deb ataladi, aks holda, ya’ni har qanday katta musbat S 
son olinganda ham M  to’plamda shunday ( )00

2
0
1 mx,...,x,x  nuqta topilsaki, 

( ) ( )( )S,...,x,xxf Sx,...,x,xf mm −<> 00
2

0
1

00
2

0
1         

tengsizlik o’rinli bo’lsa, ( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiya M  to’plamda yuqoridan 
(quyidan) chegaralanmagan deb ataladi.  

Agar ( ) ( )mx,..x,xfxf 21=  funksiya M  to’plamda ham yuqoridan, ham 
quyidan chegaralangan bo’lsa, funksiya shu to’plamda chegaralangan deyiladi. 

12.3-misol. Ushbu 
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( )4
1

1
22

2
2
1

22
2

2
1

−+++
−−−−

=
m

m

x...xxln

x...xx
y  

funksiyaning aniqlanish to’plami topilsin. 
�Qaralayotgan munosabat ma’noga ega bo’lishi uchun 

0
4
1

01

22
2

2
1

22
2

2
1

>−+++

≥−−−−

m

m

x...xx

,x...xx
 

bo’lishi kerak. Ravshanki, 
101 22

2
2
1

22
2

2
1 ≤+++⇒≥−−−− mm x...x x x...xx  bo’lib, u mR  fazoda  

( ){ }1≤∈ 0,x:Rx m ρ  
sharni ( )( )0 ..., 0, 0,=0 ; 

4

1
0

4

1 22
2

2
1

22
2

2
1 >+++⇒>−+++ mm x...x x x...xx  bo’lib, u mR  fazoda  

( )






 >∈

2
1

0,x:Rx m ρ  

to’plamni (markazi ( )0 ..., 0, 0,=0  nuqtada, radiusi 
2

1
 bo’lgan shar tashqarini) 

ifodalaydi. 
Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish to’plami 

( ){ } ( )






 >∈∩≤∈

2
1

1 00 ,x:Rx,x:Rx mm ρρ  

bo’ladi.� 
20. Funksiyaning limiti. mR  fazoda biror M  to’plam olaylik. a  nuqta 
( )( )ma,...,a,aa 21=  shu to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. U holda M  to’plamning 

nuqtalaridan a  ga intiluvchi turli { } ( ), ..., a, nM, xxx (n)(n))n( 21  =≠∈  ketma-
ketliklar tuzish mumkin: 

axlim )n(

n
=

∞→
. 

Endi shu M  to’plamda biror ( )xfy =  funksiya berilgan bo’lsin. 
16.-ta’rif. (Geyne ta’rifi). Agar M  to’plamning nuqtalaridan tuzilgan a  ga 

intiluvchi har qanday { } ( ), ..., a, nxx (n))n( 21  =≠  

ketma-ketlik olinganda ham mos ( ){ })n(xf  ketma-ketlik hamma vaqt yagona в  
(chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, ( )xв  f  funksiyaning a  nuqtadagi (yoki 

ax → dagi) limiti deb ataladi va u  
( ) вxflim

ax
=

→
 yoki ax →  da ( ) вx f →  

kabi belgilanadi. 
Funksiya limitini boshqacha ham ta’riflash mumkin. 
17-ta’rif. (Koshi ta’rifi).  Agar 0>∀ε  son uchun shundan 0>δ  topilsaki, 

ushbu ( ) δx, aρ <<0  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha Mx∈  nuqtalarda 
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( ) ε<− bxf  

tengsizlik bajarilsa, в  son ( )xf  funksiyaning a  nuqtadagi ( ax →  dagi) limiti deb 
ataladi. 

18-ta’rif. (Koshi ta’rifi).  Agar 0>∀ε  son uchun shunday 0>δ  topilsaki, 
ushbu ( ) δx, aρ <<0  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha Mx∈  nuqtalarda 

( ) ( ) ( )( )εxε,     fxfε    xf −<>>  

bo’lsa, ( )xf  funksiyaning a  nuqtadagi ( ax →  dagi) limiti ( )−∞∞+∞ ;  deyiladi. 
Yuqoridagi ( ) вxflim

ax
=

→
 yoki ax →  da ( ) вx f →  belgilashlarni, 

( ) ( )mm a,...,a,a,  ax...,,x,xx      2121 ==  hamda 










→

→
→

⇔→

mm ax
............

ax
,ax

ax 22

11

 

ekanligi e’tiborga olib quyidagicha  
( ) вx,...,x,xflim m

ax
...........

ax
ax

mm

=

→

→
→

  21

22
11

 

yoki 

mm ax

...........

ax

ax

→

→
→

22

11

 da ( ) вx,...,x,xf m →  21  

yozsa ham bo’ladi. 
mR  fazoda biror M  to’plam berilgan bo’lib, ∞  esa shu to’plamning limit 

nuqtasi bo’lsin. Bu M  to’plamda ( )xfy =  funksiya berilgan. 
19-ta’rif. (Geyne ta’rifi). Agar M  to’plamning nuqtalaridan tuzilgan har 

qanday ( ){ }nx  ketma-ketlik uchun ( ) ∞→nx  da mos ( )( ){ }nxf  ketma-ketlik hamma 
vaqt yagona в  ga intilsa, ( )xв  f  funksiyaning ∞→x  dagi limiti deb ataladi va  

( ) вxflim
x

=
∞→

 

kabi belgilanadi. 
20-ta’rif. (Koshi ta’rifi).  Agar 0>∀ε  son uchun shunday 0>δ  topilsaki, 

ushbu ( ) δx, ρ >0  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha Mx∈  nuqtalarda 
( ) εвxf <−  

tengsizlik bajarilsa, ( )xв  f  funksiyaning ∞→x  dagi limiti deb ataladi va  
( ) вxflim

x
=

∞→
 

kabi belgilanadi. 
Shuni ta’kidlash lozimki, funksiya limiti tushunchasi kiritilishida limiti 

qaralayotgan nuqtada funksiyaning berilishi (aniqlanishi) shart emas.  
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1-eslatma. Yuqoridagi funksiya limitiga berilgan Geyne ta’rifining mohiyati, 
har qanday { } ( )a, ...;  x, a,  nxx (n)(n))n( →=≠ 21   ketma-ketlik uchun mos 

( ){ })n(xf  ketma-ketlikning limiti olingan { })n(x  ketma-ketlikka bog’liq 
bo’lmasligidadir. 

12.4-misol. Ushbu  

( ) ( )








=+

>+
+==

lsabo' 0agar  ,      0       

lsabo'  0agar  

2
2

2
1

2
2

2
12

2
2
1

21

21

 xx

xx,
xx

xx

x,xfxf  

funksiyaning ( ) ( )0 021 ,x,xx →=  (ya’ni 0  0 21 →→ x,x ) dagi limiti nol ekanligi 
ko’rsatilsin. 

�Bu funksiya 2R  to’plamda berilgan bo’lib, ( )0 0,  nuqta shu to’plamning 
limit nuqtasi. 

a) Geyne ta’rifi bo’yicha: ( )0 0,  nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy 

( ) ( )0 021 ,x,xx )n()n()n( →=  (ya’ni ( )0000 21 , ,  x,  xx (n)(n)(n) ≠→→ ) ketma-ketlik 

olamiz. Unga mos ( ){ })n(xf  ketma-ketlik uchun quyidagicha 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

)n()n(

)n()n(

)n()n(

)n()n(

)n()n(

)n()n(
n)n()n(

xx

xx
xx

xx

xx

xx
x,xfxf

21

212

2

2

1

21
2

2

2

1

21
21

2

1
                                   ≤

≤⋅
+

=
+

==
 

bo’lib, 0  0 21 →→ )n()n( x,x  da 

( ) ( )
( ) 0

0 021

=
→

)n(

,x,x
xflim  

bo’ladi. Demak,  

( ) ( )
( ) .

xx

xx
limxflim
x
x,x,x

0
2
2

2
1

21

0
00 0

2
121

=
+

=
→
→→

 

b) Koshi ta’rifi bo’yicha: 0>∀ε  songa ko’ra εδ 2=  deb olinsa, u holda 
( ) δx, ρ << 00  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x  nuqtalarda 

( ) ( ) ε=<=+≤
+

⋅
=

+
=− δx, ρxx

xx

xx

xx

xx
xf

2
1

2
1

2
1

0 2
2

2
12

2
2
1

21

2
2

2
1

21 0  

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bu esa 

( )
( ) 0

2
2

2
1

21

0
00 0

2
1

=
+

=
→
→→ xx

xx
limxflim
x
x,x

 

ekanligini bildiradi.� 
12.5-misol. Quyidagi 

( ) ( )
( )2

21
2
2

2
1

2
2

2
1

21
xxxx

xx
x,xfxf

−+
⋅==  
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funksiyaning ( ) ( )0 021 ,x,xx →=  ya’ni 0  0 21 →→ x,x  dagi limitining mavjud 
emasligi ko’rsatilsin. 

�Bu funksiya ( )0 02 ,\R  to’plamda berilgan bo’lib, ( )0 0,  shu to’plamning 
limit nuqtasi. 

( )0 0,  nuqtaga intiluvchi ikkita 

( )

( )0 0
1

- 
1

0 0
1

 
1

,
n

,
n

x

,,
n

,
n

x

)n(

)n(

→






=

→






=
 

ketma-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravishda 

( ) 11
1

1

4

4
→==

n

nxf )n(  

( ) 0
41

1
41

1

2

24

4
→

+
=

+
=

n
nn

nxf
)n(

 

bo’ladi. Bu esa ( )0 0,x →  da berilgan funksiyaning limiti mavjud emasligini 
bildiradi.� 

30. Limitga ega bo’lgan funksiyalarning xossalari.  Chekli limitga ega 
bo’lgan ko’p o’zgaruvchili funksiyalar ham chekli limitga ega bo’lgan bir 
o’zgaruvchili funksiyalarning xossalariga (qaralsin 1-qism, 4-bob, 4-§) o’xshash 
xossalarga ega. Ularning isboti xuddi bir o’zgaruvchili funksiyalar xossalarining 
isboti kabidir. 

Biror mRM ⊂  to’plamda ( )xf  funksiya berilgan bo’lib, ( )mRaa ∈  nuqta shu 
M  to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. 

1) Agar 
( ) вxflim

ax
=

→
 

mavjud bo’lib, ( )qвp в <>  bo’lsa, a  nuqtaning etarli kichik atrofidagi 
( )axM  x ≠∈  nuqtalarda ( ) ( )( )qxfp xf <>  bo’ladi. Xususan, 0≠в  bo’lsa, u 

holda a  nuqtaning etarlicha kichik atrofida ( ) 0≠xf  bo’ladi. 
2) Agar 

( ) вxflim
ax

=
→

 

mavjud bo’lsa, a  nuqtaning etarlicha kichik ( )aUδ  atrofida ( ( )axM  x ≠∈  
nuqtalarda) ( )xf  funksiya chegaralangan bo’ladi. 

Endi mRM ⊂  da ikkita ( )xf1  va ( )xf2  funksiyalar berilgan bo’lsin. 
3) Agar 

( ) ( ) 2211    вxflim,вxflim
axax

==
→→
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bo’lib, a  nuqtaning ( )aUδ  atrofidagi barcha x  nuqtalarda 
( )( ) ( ) ( )xfxf,aUMx 21  ≤∈ δI  bo’lsa, u holda 21 вв ≤  bo’ladi.  

4) Agar  a  nuqtaning ( )aUδ  atrofidagi ( )aUMx δI∈  nuqtalarda  
( ) ( ) ( )xfxfxf 21 ≤≤  

bo’lib, ax →  da ( )xf1  va ( )xf2  funksiyalar limitga ega hamda 
( ) ( ) вxflimxflim

axax
==

→→ 21  

bo’lsa, u holda ( )xf  funksiya ham limitga ega va 
( ) вxflim

ax
=

→
 

bo’ladi. 
5) Agar ax →  da ( )xf1  va ( )xf2  funksiyalar limitga ega bo’lsa, 

( ) ( )xfxf 21 ±  funksiyalar limitga ega bo’ladi va  
( ) ( )[ ] ( ) ( )xflimxflimxfxflim

axaxax
2121 →→→

±=± . 

6) Agar  ax →  da ( )xf1  va ( )xf2  funksiyalar limitga ega bo’lsa, 
( ) ( )xfxf 21 ⋅  funksiya ham limitga ega bo’ladi va 

( ) ( )[ ] ( ) ( )xflimxflimxfxflim
axaxax

2121 →→→
⋅=⋅ . 

7) Agar ax →  da ( )xf1  va ( )xf2  funksiyalar limitga ega bo’lib,  

( ) 02 ≠
→

xflim
ax

 bo’lsa, 
( )
( )xf

xf

2

1  funksiya ham limitga ega bo’ladi va 

( )
( )

( )
( )xflim

xflim

xf

xf
lim

ax

ax

ax
2

1

2

1

→

→
→

= . 

2-eslatma. Bir o’zgaruvchili funksiyalardagidek  ax →  da ( )xf1  va ( )xf2  
funksiyalar yig’indisi, ko’paytmasi va nisbatan iborat bo’lgan funksiyalarning 
limitga ega bo’lishidan bu funksiyalarning har birining limitga ega bo’lishi kelib 
chiqavermaydi.  

3-eslatma. Agar ax →  da 1) ( )xf1  va ( )xf2  funksiyalarning har birining 

limiti nol (yoki cheksiz) bo’lsa, 
( )
( )xf

xf

2

1  ifoda: 2) ( ) ( ) ∞→→ x,  fxf 21 0  bo’lganda 

( ) ( )xfxf 21 ⋅  ifoda va nixoyat 3) ( )xf1  va ( )xf2  turli ishorali cheksiz limitga ega 

bo’lganda ( ) ( )xfxf 21 +  yig’indi mos ravishda ∞∞∞⋅







∞
∞

-, , , 0
0
0

 ko’rinishdagi 

aniqmasliklarni ifodalaydi. 
Agar ax →  da 1) ( ) ( ) 00 21 →→ x,  fxf  bo’lsa, 2) ( ) ( ) ∞→→ x,  fxf 21 1  

bo’lsa, 3) ( ) ( ) 021 →∞→ x,  fxf  bo’lsa, u holda ( )[ ] ( )xfxf 2
1  mos ravishda 

00 10 ∞∞ , ,  ko’rinishdagi aniqmasliklarni ifodalaydi. Bunday aniqmasliklar bir 
o’zgaruvchili funksiyalarda qaralganidek, ( )xf1  va ( )xf2  funksiyaning o’z 
limitlariga intilish xarakteriga qarab ochiladi. 
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40. Takroriy limitlar. Biz yuqorida ( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiyaning 
( )ma,...,a,aa 21=  nuqtadagi limiti 

( ) ( )





















==

→

→
→→

в,...,x,xxflimв   xflim m

ax
...........

ax
axax

mm

21

22
11

 

bilan tanishdik. Demak, funksiyaning limiti, uning argumentlari mx,...,x,x 21  
larning bir yo’la, mos ravishda ma,...,a,a 21  sonlarga intilgandagi limitidan 
iboratdir. 

Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar uchun (ulargagina xos bo’lgan) boshqa 
formadagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin. 

( )mx,...,x,xf 21  funksiya mRM ⊂  to’plamda berilgan bo’lib, ( )ma,...,a,aa 21=  
nuqta M  to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. Bu funksiyaning 11 ax →  dagi (boshqa 
barcha o’zgaruvchilarni tayinlab) limiti 

( )m
ax

x,...,x,xflim 21
11→

 

ni qaraylik. Ravshanki, bu limit, birinchidan bir o’zgaruvchili funksiya limitining 
o’zginasi, ikkinchidan u mx,...,x,x 32  o’zgaruvchilarga bog’liq: 

( ) ( )mm
ax

x,...,x,xx,...,x,xflim 32121
11

ϕ=
→

. 

So’ng ( )mx,...,x,x 321ϕ  funksiyaning 22 ax →  dagi (boshqa barcha o’zgaruv-
chilarini tayinlab) limiti 

( ) ( )mm
ax

x,...,x,xx,...,x,xlim 432321
22

ϕϕ =
→

 

ni qaraylik. 
Yuqoridagidek birin-ketin mm ax,...,ax,ax →→→ 4433    da limitga o’tib 

( )m
axaxax

x,...,x,xflim...limlim
mmmm

21
1111 →→→ −−

 

ni hosil qilamiz. Bu limit ( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning takroriy limiti deb ataladi. 
Demak, funksiyaning takroriy limiti, uning argumentlari mx,...,x,x 21  larning 

har birining birin-ketin mos ravishda ma,...,a,a 21  sonlarga intilgandagi limitidan 
iborat. 

Shuni ham aytish kerakki, ( )mx,...,x,xf 21  funksiya argumentlari mx,...,x,x 21  
lar mos ravishda ma,...,a,a 21  sonlarga turli tartibda intilganda funksiyaning turli 
takroriy limitlari hosil bo’ladi. 

12.6-misol. Ushbu 

( )








=+

>+
+=

lsabo' 0agar  ,      0       

lsabo' 0agar  

2
2

2
1

2
2

2
12

2
2
1

21

21

 xx

 xx,
xx

xx

x,xf  

funksiyaning takroriy limitlari topilsin. 
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�Bu funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular ham 0 ga teng. 
Haqiqatdan ham, 

( ) 0
2
2

2
1

21

0
21

0 11

=
+

=
→→ xx

xx
limx,xflim
xx

,   ( ) 021
00 12

=
→→

x,xflimlim
xx

. 

Shuningdek, 

( ) 0
2
2

2
1

21

0
21

0 22

=
+

=
→→ xx

xx
limx,xflim
xx

,   ( ) 021
00 21

=
→→

x,xflimlim
xx

. 

Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular bir-biriga 
teng.�  

Bu funksiyaning (karrali) limiti 0 ga teng bo’lishini ko’rgan edi. 
 12.7-misol. Ushbu 

( )







=+

≠+
+
−

=
lsabo' 03agar  ,      0       

lsabo'  03agar  
3

2

21

21
21

21

21

 xx

xx,
xx

xx
x,xf  

funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin. 
�Bu funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha: 

3
1

3
2

21

21

01

−=
+
−

→ xx

xx
lim
x

,   
3
1

3
2

21

21

00 12

−=
+
−

→→ xx

xx
limlim
xx

, 

2
3

2

21

21

02

=
+
−

→ xx

xx
lim

x
,   2

3
2

21

21

00 21

=
+
−

→→ xx

xx
limlim

xx
. 

Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud bo’lib, ularning biri 

3

1− ga, ikkinchisi esa 2 ga teng. 

Biroq  ( ) ( )0 0 21 ,x,xx →=  da ( )21 x,xf  funksiyaning (karrali) limiti mavjud 

emas. Chunki ( )00,  nuqtaga intiluvchi ikkita ( ) ( )00
11

,
n

,
n

x n →






= , ( ) 0
45 →






=−

n
,

n
x n  

ketma-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravishda 
4
1

4
111 →=








n

,
n

f , 
17
6

17
645 →=








n

,
n

f  

bo’ladi. Bu esa ( ) ( )0021 ,x,x →  da berilgan funksiyaning (karrali) limiti mavjud 
emasligini bildiradi.�  

12.8-misol. Ushbu 

( )







=

≠+
=

lsabo'  0agar  ,         0         

lsabo'  0agar  
1

1

1
1

21
21

x

x,
x

sinxx
x,xf  

funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin. 
�Bu funksiya uchun 

( ) 121
0

 
2

xx,xflim
x

=
→

,   ( ) 0 21
00 21

=
→→

x,xflimlim
xx
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bo’lib, ( )21
00

 
12

x,xflimlim
xx →→

 mavjud emas. Demak, berilgan funksiyaning bitta 

takroriy limiti mavjud bo’lib, ikkinchi takroriy limiti esa mavjud emas. Ammo 

( ) ( )0                    
1

0 121
1

2121 ≠+≤+=− xxx
x

sinxxx,xf  

munosabatdan ( ) ( )0 0 21 ,x,x →  da ( )21  x,xf  funksiyaning (karrali) limiti mavjud va  
( ) 0 21

0
0

2
1

=
→
→

x,xflim
x
x

 

bo’lishi kelib chiqadi.� 
2-teorema. Agar 1) ( ) ( )0

2
0
121 , xx, xx →  da ( )21  x,xf  funksiyaning (karrali) 

limiti mavjud; 
( ) вx,xflim

xx
xx

=
→
→

21  
0
22

0
11

, 

2) har bir tayinlangan 1x  da quyidagi 
( ) ( )121  

0
22

xx,xflim
xx

ϕ=
→

, 

limit mavjud bo’lsa, u holda 
( )21  

0
22

0
11

x,xflimlim
xxxx →→

 

takroriy limit ham mavjud bo’lib, 
( ) вx,xflimlim

xxxx
=

→→
21  

0
22

0
11

 

bo’ladi. 
� ( )21  x,xf  funksiya ( ) ( )0

2
0
121 x  ,xx,x →  da karrali 

( ) вx,xflim

xx
xx

=
→
→

21  
0
22

0
11

 

limitga ega bo’lsin. Limitning ta’rifiga ko’ra, 0>∀ε  son olinganda ham, shunday 
0>δ  topiladiki, ushbu 

( ){ } Mxx,xx:Rx,x ⊂<−<−∈ δδ 0
22

0
11

2
21   

to’plamning barcha ( )21 x,x  nuqtalari uchun 

( ) ε<− вx,xf 21                                         (12.15) 

bo’ladi. Endi teoremaning 2) shartini e’tiborga olib 1x  o’zgaruvchining 

δ<− 0
11 xx  tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatini tayinlab, 0

22 xx →  da (12.15) 

tengsizlikda limitga o’tib 
( ) εϕ ≤− вx1  

ni topamiz. Demak, 0>∀ε  son olinganda ham, shunday 0>δ  topiladiki, 

δ<− 0
11 xx  bo’lganda ( ) εϕ ≤− вx1  bo’ladi. Bu esa  

( ) вxlim
xx

=
→

10
11

ϕ  

bo’lishini bildiradi. Keyingi munosabatdan 
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( ) вx,xflimlim
xxxx

=
→→

21  
0
22

0
11

 

bo’lishi kelib chiqadi.� 
 Qo’yidagi teorema xuddi shunga o’xshash isbotlanadi. 
3-teorema. Agar 1) ( ) ( )0

2
0
121 , xx, xx →  da ( )21  x,xf  funksiyaning karrali limiti 

mavjud: 
( ) вx,xflim

xx
xx

=
→
→

21  
0
22

0
11

 

2) har bir tayinlangan 2x  da quyidagi 
( ) ( )221  

0
11

xx,xflim
xx

ϕ=
→

 

limit mavjud bo’lsa, u holda 
( )21  

0
11

0
22

x,xflimlim
xxxx →→

 

takroriy limit ham mavjud bo’lib,  
( ) вx,xflimlim

xxxx
=

→→
21  

0
11

0
22

 

bo’ladi. 
1-natija. Agar bir vaqtda yuqoridagi 2- va 3- teoremalarning shartlari 

bajarilsa, u holda 
( ) ( ) ( )212121    

0
11

0
22

0
22

0
11

0
22

0
11

x,xflimlimx,xflimlimx,xflim
xxxxxxxx

xx
xx →→→→

→
→

==  

bo’ladi. 
50. Koshi teoremasi (yaqinlashish prinsipi). Endi ko’p o’zgaruvchili funksiya 

limitining mavjudligi haqida umumiy teorema keltiramiz. 
mR  fazoda M  to’plam berilgan bo’lib, ( )mRaa ∈  uning limit nuqtasi bo’lsin. 

Bu to’plamda ( )xf  funksiya berilgan. 
19-ta’rif. Agar 0>∀ε  son uchun shunday 0>δ  son topilsaki,  ushbu 
( ) ( ) δρδρ <<<< a,x,a,x  0   0  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x  va x  

( )Mx,Mx ∈∈   nuqtalarda 

( ) ( ) ε<− xfxf  

tengsizlik o’rinli bo’lsa, ( )xf  funksiya uchun a  nuqtada Koshi sharti bajariladi 
deyiladi. 

4-teorema (Koshi teoremasi). ( )xf  funksiya a  nuqtada chekli limitga ega 
bo’lishi uchun a  nuqtada Koshi shartining  bajarilishi zarur va etarli. 

�Zarurligi.  ax →  da ( )xf  funksiya chekli limit 
( ) вxflim

ax
=

→
 

ga ega bo’lsin. Ta’rifga binoan 0>∀ε  son olinganda ham 
2

ε
 ga ko’ra shunday 

0>δ  topiladiki, ushbu ( ) δρ << a,x 0  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
( )Mxx ∈  nuqtalarda 
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( )
2

ε<− вxf , 

jumladan ( ) ( )
2

 0
εδρ <−⇒<< вxfa,x  bo’ladi. Bu tengsizliklardan 

( ) ( ) ( ) ( ) ε<−+−≤− вxfвxfxfxf  

bo’lishi kelib chiqadi. 
Etarliligi.  ( )xf  funksiya uchun a  nuqtada Koshi sharti bajarilsin, ya’ni 
0>∀ε  son olinganda ham, shunday 0>δ  topiladiki, ushbu 
( ) ( ) δρδρ <<<< a,x,a,x  0   0  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x  va 

( )Mx,xx ∈   nuqtalarda 

( ) ( ) ε<− xfxf  

bo’lsin. Bu holda ( )xf  funksiya ax →  da chekli limitga ega bo’lishini 
ko’rsatamiz. 

a  nuqta M  to’plamning limit nuqtasi. Shuning uchun M  to’plamning 
nuqtalaridan { } ( ), ...,, a,  nxx n)n( 21  =≠  ketma-ketlik tuzish mumkinki, bunda 

axlin )n(

n
=

∞→
 

bo’ladi. Limitning ta’rifiga binoan, yuqorida keltirilgan 0>δ  ga ko’ra, shunday 
Nn ∈0  topiladiki, barcha 00 n,  ρnn >>  uchun 

( ) ( ) δρδρ <<<< a,x,a,x )p()n(  0   0  bo’ladi. Bu tengsizliklarning bajarilishidan 
esa, shartga ko’ra: 

( ) ( ) ε<− )n()p( xfxf  

bo’ladi. Demak, ( ){ })n(xf  fundamental ketma-ketlik. Binobarin, ( ){ })n(xf  ketma-
ketlik yaqinlashuvchi. 

Bu ketma-ketlikning limitini в  bilan belgilaylik: 
( ) вxflin )n(

n
=

∞→
. 

Endi M  to’plamning nuqtalaridan tuzilgan va a  nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy 

{ })n(
x  ketma-ketlik  

( ), ..., a,    nxax
(n))n(

21     =≠→  

olinganda ham mos ( ){ })n(
xf  ketma-ketlik (u yuqorida ko’rsatganimizga binoan 

yaqinlashuvchi bo’ladi) ham o’sha  в  ga intilishini ko’rsatamiz. 

Faraz qilaylik ( ), ..., a,    nxax
(n))n(

21     =≠→  bo’lganda 

( ) 1вxf
)n( =  

bo’lsin. { })n(x , { })n(
x  ketma-ketlik hadlaridan ushbu 

,...x,x,...,x,x,x,x )n()n()()()()( −−− 2211  

ketma-ketlik tuzaylik. Ravshanki, bu ketma-ketlik ( )mRaa ∈  ga intiladi. U holda 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),...xf,xf,...,xf,xf,xf,xf )n()n()()()()( −−−     2211              (12.16) 
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ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni *в  orqali belgilaylik. Agar ( ){ })n(xf  va 

( ){ })n(
xf  ketma-ketliklarning har biri (12.16) ketma-ketlikning qismiy ketma-

ketliklari ekanligini e’tiborga olsak, u holda  

( ) *вxf )n( →  ( ) *вxf
)n( →  

bo’lishini topamiz. Demak, 
вв*в ′==  

Shunday qilib, ( )xf  funksiya uchun a  nuqtada Koshi shartining 
bajarilishidan M  to’plam nuqtalaridan tuzilgan va a  ga intiluvchi har qanday 
( ) ( ), ..., a,    nxx (n))n( 21   =≠  ketma-ketlik olinganda mos ketma-ketlik bitta songa 
intilishini topdik. Bu esa funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko’ra ( )xf  funksiya 
a  nuqtada chekli limitga ega bo’lishini bildiradi.� 

3-eslatma. Koshi sharti va Koshi teoremasi ∞→x  da ham yuqoridagiga 
o’xshash ifodalanadi va isbot etiladi. 

 
4-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi 

10. Funksiya uzluksizligi ta’rifi. mRM ⊂  to’plamda ( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  
funksiya berilgan bo’lib, ( )( )m,...,a,aaaM  a 21=∈  nuqta esa M  to’plamning limit 
nuqtasi bo’lsin. 

19-ta’rif. Agar ax →  da ( )xf  funksiyaning limiti mavjud bo’lib, 
( ) ( )afxflim

ax
=

→
 

( ) ( )





















=

→

→
→ mm

ax
...........

ax
ax

,..., a, aaf,..., x, xxflim

mm

2121

22
11

          (12.17) 

bo’lsa, ( )xf  funksiya a  nuqtada uzluksiz deb ataladi. 

20-ta’rif. (Geyne ta’rifi). Agar mRM ⊂  to’plamning nuqtalaridan tuzilgan, 
( )Maa ∈   ga intiluvchi har qanday { })n(x  ketma-ketlik olinganda ham, mos 

( ){ })n(xf  ketma-ketlik hamma vaqt ( )af  ga intilsa, ( )xf  funksiya a  nuqtada 
uzluksiz deb ataladi. 

21-ta’rif. (Koshi ta’rifi).  Agar 0>∀ε  son uchun shunday 0>δ  topilsaki, 
ushbu ( ) δρ <a,x  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha Mx ∈  nuqtalarda  

( ) ( ) ε<− afxf  

tengsizlik bajarilsa, ( )xf  funksiya a  nuqtada uzluksiz deb ataladi. 
Atrof tushunchasi yordamida funksiyaning uzluksizligini quyidagicha ham 

ta’riflash mumkin. 
22-ta’rif. Agar 0>∀ε  son uchun shunday 0>δ  topilsaki, barcha 

( ) MaUx Iδ∈  nuqtalarda ( )xf  funksiyaning qiymatlari ( ) ( )( )afUxf ε∈ , ya’ni 
( ) ( ) ( )( )afUxfMaUx εδ ∈⇒∈ I  
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bo’lsa, ( )xf  funksiya a  nuqtada uzluksiz deb ataladi. 
( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiyaning ( )ma,...,a,aa 21=  nuqtada uzluksizligini 

funksiya orttirmasi yordamida ham ta’riflash mumkin. 
Funksiya argumentlarining orttirmalari 

mmm axx,...,axx,axx −=∆−=∆−=∆ 222111    
ga mos ushbu 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )mmm

mm

a,...,a,afxa,xa,xaf

a,...,a,afx,...,x,xfafxf

212211

2121

 , ...       −∆+∆+∆+=
=−=−

 

ayirma ( )xf  funksiyaning a  nuqtadagi to’liq orttirmasi deb ataladi va f∆  yoki 
( )af∆  kabi belgilanadi: 

( ) ( ) ( )mmm a,...,a,afxa,xa,xafaf 212211  , ...   −∆+∆+∆+=∆ . 
Quyidagi 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )mmmm

mm

mm

a,...,a,af∆x a, ... ,a, aaf

......,............................................................

,a,...,a,af,... , a, a∆x,  aaf

,a,...,a,afa,a,xaf

21121

213221

21211  , ...   

−+

−+
−∆+

−

 

ayirmalar ( )xf  funksiyaning a  nuqtadagi xususiy orttirmalari deyiladi va ular 
mos ravishda f...,,f,f

mxxx ∆∆∆
21

kabi belgilanadi. 

Yuqoridagi (12.17) limit munosabatdan topamiz: 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0         =−⇒=

→→
afxflimafxflim

axax
. 

Natijada (12.17) tenglik quyidagi 
( ) 0=∆

→
aflim

ax
 ya’ni ( ) 0

0

01

=∆

→∆

→∆
aflim

mx
............

x
 

ko’rinishga keladi. Demak, ( )xf  funksiyaning a  nuqtadagi uzluksizligi 

( ) 0=∆
→

aflim
ax

   ( )


















=∆

→∆

→∆
0

0

01

aflim

mx
............

x
 

kabi ham ta’riflanishi mumkin ekan. 
23-ta’rif. Agar ( )xf  funksiya ( )mRMM ⊂  to’plamning har bir nuqtasida 

uzluksiz bo’lsa, funksiya shu M  to’plamda uzluksiz deb ataladi. 
12.9-misol. Ushbu 

( )








=+

≠+
+
⋅

=
00

0

2
2

2
1

2
2

2
12

2
2
1

21

21

xgar x       , a      

x, agar x
xx

xx

,xxf  

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin. 
�Ravshanki, bu funksiya 2R  da aniqlangan. Aytaylik ( ) ( )0 00

2
0
1 ,x,x ≠  bo’lsin. 

Limit xossalaridan foydalanib topamiz: 
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( )

( )

( )0
2

0
1

0
2

0
1

0
2

0
1

2
2

2
1

21

2
2

2
1

21
21  

 

 

 

 

 

 
 

22

0
22

0
11

0
22

0
11

0
22

0
11

0
22

0
11

x,xf
xx

xx

xxlim

x,xlim

xx

xx
limx,xflim

xx
xx

xx
xx

xx
xx

xx
xx

=
+

⋅=
+

=
+
⋅=

→
→

→
→

→
→

→
→

. 

( ) ( )0 00
2

0
1 ,x,x =  bo’lgan holda 

( ) ( )0 00 21

0
0

2
1

,fx,xflim
x
x

==
→
→

 

bo’ladi (qaralsin, 12.4-misol). 
Demak, berilgan funksiya 2R  da uzluksiz. 
24-ta’rif. Agar ax →  da ( )xf  funksiyaning limiti mavjud bo’lmasa, yoki 

( ) ∞=
→

xflim
ax

, 

yoki funksiyaning limiti mavjud, chekli bo’lib, 
( ) ( )afвxflim

ax
≠=

→
 

bo’lsa, funksiya a  nuqtada uzilishga ega deb ataladi. 
12.10-misol. Ushbu  

( ) ( ) ( )
( ) ( )




=
≠+=

lsabo'  0 0agar  ,     1   
lsa,bo'  0 0agar  

21

21
2
2

2
1

21 ,,xx
,,xx,xxx,xf  

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin. 
�Bu funksiya 2R  to’plamda berilgan bo’lib, uning ( )0  0,  nuqtadagi limiti 

( ) ( ) 10 00 21

0
0

2
1

=≠=
→
→

,fx,xflim
x
x

 

bo’ladi. Demak, berilgan funksiya ( )0  0,  nuqtada uzilishga ega, qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz.� 

12.11-misol. Quyidagi 

( )







=+

≠+
−+=

lsabo'  1agar  ,       0        

lsa,bo'  1agar  , 
1

1

2
2

2
1

2
2

2
12

2
2
121

xx

xx
xxx,xf  

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin. 
�Bu funksiya ( ){ }1x 2

2
2
1

2
21 =+∈ xx:R,x  to’plamning har bir nuqtasida 

uzilishga ega bo’ladi, chunki ( ) ( )0
2

0
121 x,xx,x →  ( )1

22 0
2

0
1 =+ xx  da ( )21 x,xf  

funksiyaning chekli limiti mavjud emas.� 
20. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar. Murakkab funksiyaning 

uzluksizligi. 
5-teorema. Agar ( )xf1  va ( )xf2  funksiyalarning har biri mRM ⊂  to’plamda 

berilgan bo’lib, ular Ma∈  nuqtada uzluksiz bo’lsa, 

( ) ( )xfxf 21 ± ,  ( ) ( )xfxf 21 ⋅   hamda  
( )
( )xf

xf

2

1   ( )( )02 ≠xf  

funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo’ladi. 
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�Bu teoremaning isboti, limitga ega bo’lgan funksiyalar ustida arifmetik 
amallar haqidagi ma’lumotlardan (ushbu bobning 3-§ dagi 5, 6 va 7- xossalar) 
bevosita kelib chiqadi.� 

Faraz qilaylik, mRM ⊂  to’plamda ( ) ( )mx,...,x,xfxfy 21==  funksiya 

berilgan bo’lib, mx,...,x,x 21  larning har bir ( )NkRT k ∈⊂     to’plamda berilgan 
funksiyalar bo’lsin: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )kmmm

k

k

t,...,t,ttx

,........................................

,t,...,t,ttx

,t,...,t,ttx

21

21222

21111

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

==

==
==

 

Biz ( ) Tt,...,t,tt k ∈= 21  bo’lganda unga mos ( ) Mx,...,x,xx m ∈= 21  deb 
qaraymiz. Bu funksiyalar yordamida 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )tt,...,t,tt,...,t,t,...,t,...,t,t,t,...,t,tfy kkmkk Φ=Φ== 2121212211   ϕϕϕ  
murakkab funksiyani tuzamiz. 

6-teorema. Agar ( ) ( ) ( ), ...,m, it,...,t,tt kii 21    21 == ϕϕ  funksiyalarning har bir 

( )00
2

0
1

0
mt,...,t,tt =  nuqtada uzluksiz bo’lib, ( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiya esa 

( )00
2

0
1

0
kt,...,t,tt =  nuqtaga mos  

( ) ( ) ( ) ( )( )00
2

0
1

000
2

0
12

0
2

00
2

0
11

0
1

00
2

0
1

0     kmmkkm t,...,t,tx,...,t,...,t,tx,t,...,t,txx,...,x,xx ϕϕϕ ====  
nuqtada uzluksiz bo’lsa, ( ) ( )kt,...,t,tty 21Φ=Φ=  murakkab funksiya 

( )00
2

0
1

0
kt,...,t,tt =  nuqtada uzluksiz bo’ladi. 

� ( ) ( ) ( ), ..., m, it,...,t,ttx kiii 21    21 === ϕϕ  funksiya ( )00
2

0
1

0
kt,...,t,tt =  nuqtada 

uzluksiz bo’lsin. 
kRT ⊂  to’plamda ( )00

2
0
1

0
kt,...,t,tt =  nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy  

{ } ( ){ } ( ), ..., nt,...,t,tt )n(
k

)n()n()n( 21     21 ==  
ketma-ketlikni olaylik. U holda uzluksizlikning Geyne ta’rifiga ko’ra 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 000
2

0
121

0
2

00
2

0
122122

0
1

00
2

0
112111

0

0
22

0
11

  

mkm
)n(

k
)n()n(

m
)n(

m

k
)n(

k
)n()n()n(

k
)n(

k
)n()n()n(

k
)n(

k

)n(

)n(

xt,...,t,tt,...,t,tx

.....,......................................................................

,xt,...,t,tt,...,t,tx

,xt,...,t,tt,...,t,tx

tt

.............

tt

tt

=→=

=→=
=→=

⇒













→

→

→

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

 

bo’ladi. 
( )mx,...,x,xfy 21=  funksiya ( )00

2
0
1 mx,...,x,x  nuqtada uzluksiz. U holda yana 

Geyne ta’rifiga ko’ra 

( ) ( )00
2

0
121

0

0
22

0
11

m
(n)
m

(n)(n)

k
(n)
k

(n)

(n)

,...,x,xxf,...,x,xx f 

xx

.............

xx

xx

→⇒













→

→

→
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bo’ladi. Demak, 00
22

0
11 ...,   k

)n(
k

)n()n( tt,tt,tt →→→  da 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) . ,   

  ,   
00

2
0
1

00
2

0
12

00
2

0
11

21212211

kmkk

)n(
k

)n()n(
m

)n(
k

)n()n()n(
k

)n()n(

t,...,t,t...,t,...,t,t,t,...,t,tf

t,...,t,t...,t,...,t,t,t,...,t,tf

ϕϕϕ
ϕϕϕ

→

→
 

Bu esa ( ) ( ) ( )( ) ( )kkmkk t,...,t,tt,...,t,t,t,...,t,t,t,...,t,tfy 2121212211  , ...   Φ== ϕϕϕ  

funksiyaning ( )00
2

0
1

0
kt,...,t,tt =  nuqtada uzluksiz ekanligini bildiradi.�  

 
5-§. Uzluksiz funksiyalarning xossalari 

Biz quyida ko’p o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalarning xossalarini keltiramiz. 
Bunda bir o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalarning xossalari to’g’risida 
ma’lumotlardan to’la foydalana boramiz. 

Ko’p o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalar ham bir o’zgaruvchili uzluksiz 
funksiyalarning xossalari kabi xossalarga ega. 

10. Nuqtada uzluksiz bo’lgan funksiyalarning xossalari (lokal xossalari). 
( )xf  funksiya ( )mRMM ⊂  to’plamda berilgan bo’lib, Mx ∈0  nuqtada uzluksiz 

bo’lsin. Bunday ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtaning etarli kichik atrofi ( ) MxU ⊂0
δ  

dagi xossalarini (lokal xossalarini) o’rganimiz. 
1) Agar ( )xf  funksiya Mx ∈0  nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda 0x  nuqtaning 

etarli kichik atrofida funksiya chegaralangan bo’ladi. 
�Funksiya uzluksizligi ta’rifiga ko’ra 

( ) ( )0

0
xfxflim

xx
=

→
 

bo’lib, undan ( )xf  funksiyani 0x  nuqtada chekli limitga ega ekanligi kelib 
chiqadi. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyaning xossalaridan esa, ( )xf  

funksiyani 0x  nuqtaning etarli kichik atrofida chegaralanganligini topamiz.� 
2)  Agar ( )xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo’lib, ( ) 00 >xf  ( ( ) 00 <xf ) 

bo’lsa, 0x  nuqtaning etarli kichik atrofida x  nuqtalarda ( ) 0>xf  ( ( ) 0<xf ) 
bo’ladi. 

�Funksiya 0x  nuqtada uzluksizligi ta’rifiga ko’ra, 0>∀ε  olinganda ham 
shunday 0>δ  topiladiki, barcha ( ) MxUx I

0
δ∈  nuqtalar uchun 

( ) ( ) ( ) εε +<<− 00 xfxfxf  
bo’ladi. 

Bu erda ( ) 00 >= xfε  (agar ( ) 00 <xf  bo’lsa, ( )0xf−=ε ) deb olsak, 
fikrimizning tasdig’iga ega bo’lamiz.� 

Demak, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz va ( ) 00 ≠xf  bo’lsa, 0x  
nuqtaning etarli kichik atrofidagi x  nuqtalarda funksiya qiymatlarining ishorasi 

( )0xf  ning ishorasi bilan bir xil bo’lar ekan: 

( ) ( )0xsignfxsignf = . 

3) Agar ( )xf  funksiya  0x  nuqtada uzluksiz bo’lsa, 0x  nuqtaning etarli kichik 
atrofidagi Mx,Mx ∈′′∈′    nuqtalar uchun  
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( ) ( ) ε<′′−′ xfxf  

tengsizlik o’rinli bo’ladi. 
� ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtada uzluksizligiga asosan, 0>∀ε  olinganda 

ham 
2

ε
 ga ko’ra shunday 0>δ  topiladiki, barcha ( )0xUx δ∈  nuqtalar uchun 

( ) ( )
2

0 ε<− xfxf  

bo’ladi. Jumladan, ( )0xUx δ∈′ , ( )0xUx δ∈′′  nuqtalar uchun ham  

( ) ( ) ( ) ( )   
2

    
2

00 εε <−′′<−′ xfxf,xfxf  

tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Keyingi tengsizliklardan esa ( ) ( ) ε<′′−′ xfxf  

bo’lishi kelib chiqadi.� 
20. To’plamda uzluksiz bo’lgan funksiyalarning xossalari (global xossalari). 

Endi mRM ⊂  to’plamda uzluksiz bo’lgan funksiyalarning xossalarini (global 
xossalari), aniqrog’i ( )xf  funksiya qiymatlaridan iborat ( ){ }Mx;xf ∈   
to’plamning xossalarini o’rganamiz. 

17-teorema (Boltsano-Koshining birinchi teoremasi). 
( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiya bog’lamli mRM ⊂  to’plamda uzluksiz 

bo’lsin. Agar bu funksiya to’plamning ikkita ( )ma,...,a,aa 21=  va ( )mв,...,в,вв 21=  
nuqtasida har xil ishorali qiymatlarga ega bo’lsa, u holda shunday 

( ) Mc,...,c,cc m ∈= 21  nuqta topiladiki, bu nuqtada funksiya nolga aylanadi: 
( ) ( ) 021 == mc,...,c,cfcf . 

�Aniqlik uchun ( ) ( ) 021 <= ma,...,a,afaf , ( ) ( ) 021 >= mв,...,в,вfвf  bo’lsin. 
mRM ⊂  bog’lamli to’plam bo’lgani uchun bu a  va в  nuqtalarni birlashtiruvchi 

va M  to’plamda yotuvchi siniq chiziq topiladi. Bu siniq chiziq uchlari bo’lgan 
nuqtalarda ( )xf  funksiyaning qiymatlarini hisoblab boramiz. Bunda ikki xol yuz 
beradi: 

1) Siniq chiziq uchlarining birida ( )xf  funksiya nolga aylanadi. Bu holda 
siniq chiziqning shu uchini teoremadagi c  nuqta deb olinsa, ( ) 0=cf  bo’lib, 
teorema isbotlanadi.  

2) Siniq chiziq uchlarida ( )xf  funksiya nolga aylanadi. Bu holda siniq 
chiziqning shunday kesmasi topiladiki, uning uchlarida ( )xf  funksiyaning 
qiymatlari har xil ishorali bo’ladi. Siniq chiziqning xuddi shu uchlarining birini 

( )ma,...,a,aa ′′′=′ 21  bilan, ikkinchi uchini esa ( )mв,...,в,вв ′′′=′ 21  bilan belgilasak, unda 
( ) ( ) 021 <′′′=′ ma,...,a,afaf , 
( ) ( ) 021 >′′′=′ mв,...,в,вfвf  

bo’ladi. Siniq chiziqning bu kesmasining tenglamasi ushbu 
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( )
( )

( )mmmm aвtax

.......,....................

,aвtax

,aвtax

′−′+′=

′−′+′=
′−′+′=

2222

1111

 

( )10 ≤≤ t  ko’rinishda yoziladi. 
Agar o’zgaruvchi ( ) Mx,...,x,xx m ∈= 21  nuqtani siniq chiziqning shu kesmasi 

bo’yichagina o’zgaradi deb olinadigan bo’lsa, u holda ( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  ko’p 
o’zgaruvchili funksiya quyidagicha  

( ) ( ) ( ) ( )( )mmm aвta,aвta,aвtaftF ′−′+′′−′+′′−′+′=  , ...   222111  
bitta t  o’zgaruvchining murakkab funksiyasi bo’lib qoladi. Murakkab 
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga ko’ra ( )tF  funksiya [ ]1 0,  segmentda 
uzluksizdir. Ikkinchi tomondan 0=t  va 1=t  da bu funksiya turli ishorali 
qiymatlarga ega: 

( ) ( ) 00 21 <′′′= ma,...,a,afF , 
( ) ( ) 01 21 >′′′= mв,...,в,вfF . 

Shunday qilib,  ( )tF  funksiya [ ]1 0, segmentda uzluksiz va shu segmentning 
chetki nuqtalarida har xil ishorali qiymatlarga ega. U holda 1-qism, 5-bob, 6-§ dagi 
5-teoremaga ko’ra, ( )1 0,  intervalda shunday 0t  nuqta topiladiki, 

( ) 00 =tF  
bo’ladi. Demak, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0 , ...   0220211010 =′−′+′′−′+′′−′+′= mmm aвta,aвta,aвtaftF . 
Agar 

( )
( )

( )mmmm aвtac

.......,....................

,aвtac

,aвtac

′−′+′=

′−′+′=
′−′+′=

0

22022

11011

 

deb olsak, ravshanki, ( ) Mc,...,c,cc m ∈= 21  va ( ) ( ) 021 == mc,...,c,cfcf  bo’ladi.� 
Quyidagi teorema ham shunga o’xshash isbotlanadi. 
18-teorema (Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasi). ( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  

funksiya bog’lamli mRM ⊂  to’plamda uzluksiz bo’lib, M  to’plamning ikkita 
( )ma,...,a,aa 21=  va ( )mв,...,в,вв 21=  nuqtasida  ( ) ( ) ( )BA    ≠== ,Ввf,Aaf  

qiymatlarga ega bo’lsin. A va V orasida har qanday C son olinsa ham M  
to’plamda shunday ( )mc,...,c,cc 21=  nuqta topiladiki,  

( ) ( ) Cc,...,c,cfcf m == 21  
bo’ladi. 

19-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar  ( )xf  funksiya 

chegaralangan yopiq mRM ⊂  to’plamda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu M  
to’plamda chegaralangan bo’ladi. 
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�Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni ( )xf  funksiya chegaralangan yopiq M  
to’plamda uzluksiz bo’lsa ham, u shu to’plamda chegaralanmagan bo’lsin. U holda 

Nn∈∀  uchun shunday Mx )n( ∈  nuqta topiladiki, 

( ) nxf )n( >                                   (12.18) 

bo’ladi. Bunday nuqtalardan { } ( ),...,n,Mx,x )n()n( 2 1     =∈  ketma-ketlik tuzamiz. 

Modomiki, M  to’plam chegaralangan ekan, unda { })n(x  ketma-ketlik ham 
chegaralangandir. Boltsano-Veyershtrass teoremasiga (ushbu bobning 2-§ iga) 
ko’ra { })n(x  ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi bo’lgan { })n( kx  qismiy ketma-ketlik 

ajratish mumkin: { } ( )∞→→ kxx )n( k   0 .  M  yopiq to’plam bo’lgani uchun 

Mx ∈0  bo’ladi. ( )xf  funksiyaning M  to’plamda uzluksiz ekanligidan esa 

( ) ( )0xfxf )n( k →  
bo’lishi kelib chiqadi. Natijada bir tomondan (12.18) munosabatga ko’ra 

( ) k
)n( nxf k >  

ya’ni ( ) ( )∞→∞→ kxf )n( k    bo’lsa, ikkinchi tomondan ( ) ( )0xfxf )n( k →  bo’lib 
qoldi. Bunday ziddiyat ( )xf  funksiyani M  to’plamda chegaralanmagan deb 
olinishi oqibatida kelib chiqadi. Demak, ( )xf  funksiya M  to’plamda 
chegaralangan.� 

20-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar  ( )xf  funksiya 

chegaralangan yopiq mRM ⊂  to’plamda uzluksiz bo’lsa, u shu to’plamda o’zining 
aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga erishadi. 

Bu teoremaning isboti 1-qism, 5-bob, 6-§ dagi 8-teoremaning isboti kabidir. 
Uni isbotlashni o’quvchiga havola etamiz. 

 
6-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligi.  

Kantor teoremasi 
( )xf  funksiya mRM ⊂  to’plamda berilgan bo’lsin. 

24-ta’rif. Agar 0>∀ε  son uchun 0>δ  topilsaki, M  to’plamning 
( ) δρ <′′′ x,x   tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x′  va x ′′  ( )Mx,Mx ∈′′∈′    

nuqtalarida 
( ) ( ) ε<′′−′ xfxf  

tengsizlik bajarilsa, ( )xf  funksiya M  to’plamda tekis uzluksiz funksiya deb 
ataladi. 

Funksiyaning tekis uzluksizligi ta’rifidagi 0>δ  son 0>ε  gagina bog’liq 
bo’ladi. Ravshanki, agar ( )xf  funksiya mRM ⊂  to’plamda tekis uzluksiz bo’lsa, 
u shu to’plamda uzluksiz bo’ladi. 

12.12-misol. Ushbu  
( ) 2

2
2
121  xxx,xf +=  

funksiyaning ( ){ }1  2
2

2
1

2
21 ≤+∈= xx:Rx,xD  to’plamda tekis uzluksiz bo’lishi 

ko’rsatilsin. 
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� 0>∀ε  sonni olib, unga ko’ra topiladigan 0>δ  sonni 
4

εδ <  deb olsak, u 

holda 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) δρρ <′−′′+′−′′=′′′′′′=′′′ 22112121    xxxxx,x,x,xx,x  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ( ) ( ) Dx,x,Dx,x ∈′′′′∀∈′′∀ 2121    nuqtalar uchun  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) εδ <=′′−′+′′−′+

+′′−′+′′−′≤′′+′′′−′+′′+′′′−′=

=′′+′′−′+′=′′′′−′′

42    

2        

   

2
22

2
11

2
22

2
1122221111

2
2

2
1

2
2

2
12121

xxxx

xxxxxxxxxxxx

xxxxx,xfx,xf

 

bo’ladi. 
Demak, berilgan funksiya 2RD ⊂  to’plamda tekis uzluksiz.� 
11-teorema. (Kantor teoremasi). Agar ( )xf  funksiya chegaralangan yopiq 

( )mRMM ⊂  to’plamda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu to’plamda tekis uzluksiz 
bo’ladi. 

�Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni ( )xf  funksiya chegaralangan yopiq M  
to’plamda uzluksiz bo’lsinu, ammo tekis uzluksizlik ta’rifidagi shart bajarilmasin. 
Bu holda biror 0>ε  son va ixtiyoriy  0>δ  son uchun  M  to’plamda  

( ) δρ <′′′ x,x  tengsizlikni qanoatlantiruvchi shunday x′  va x ′′  ( )Mx,Mx ∈′′∈′    
nuqtalari topiladiki, 

( ) ( ) ε≥′′−′ xfxf  

bo’ladi. 
Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi ,...,...,, nδδδ 21  ni olaylik: 

( ) 2 1   0   0 ,...,n,nn =>→ δδ .                          (12.19) 
Farazimizga ko’ra, yuqoridagi 0>ε  son va ixtiyoriy ( ) 2 1 0  ,...,n,n =>δ  

uchun  M  to’plamda shunday )n(a  va )n(в ( ) 2 1 ,...,n =  nuqtalar topiladiki,  

( ) 1
11 δρ <)()( в,a  va ( ) ( ) ε≥− )()( вfaf 11  

( ) 2
22 δρ <)()( в,a  va ( )( ) ( )( ) ε≥− 22 вfaf  

……………………………..…………… 

( ) n
)n()n( в,a δρ <  va ( ) ( ) ε≥− )n()n( вfaf  

…………………...……………………… 
 

bo’ladi. 
Modomiki, M - chegaralangan to’plam va ( ) 2 1  ,...,nMa )n( =∈  ekan, unda 

Boltsano-Veyershtrass teoremasiga ko’ra { })n(a  ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi 

qismiy { })n( ka  ketma-ketlik ajratish mumkin: 
0aalim )n(

k

k =
+∞→

.                          (12.20) 
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M  yopiq to’plam bo’lganligi sababli Ma ∈0  bo’ladi. Yuqoridagi { })n(в  

ketma-ketlikdan ajratilgan { })n( kв  qismiy ketma-ketlikning limiti ham 0a  ga teng 
bo’ladi. Haqiqatdan ham, ushbu 

( ) ( ) ( ) ( )000 a,aa,aa,вa,в
)n(

n
)n()n()n()n( k

k

kkkk ρδρρρ +<+≤  

tengsizlikdagi 
knδ  va ( )0a,a )n( kρ  lar uchun (12.19) va (12.20) munosabatlarga 

ko’ra ∞→k  da 
( ) 0     0 0 →→ a,a, )n(

n
k

k
ρδ  

bo’lishini e’tiborga olib, ∞→k  da ( ) 00 →a,в
)n( kρ  ekanini topamiz.  

Shunday qilib, 
00  a    в,aa )n()n( kk →→ . 

Qaralayotgan ( )xf  funksiyaning, shartga ko’ra M  to’plamda uzluksiz 
ekanligidan 

( ) ( ) ( ) ( )00  afв    f,afaf )n()n( kk →→  
bo’lib, ulardan esa 

( ) ( ) 0→− )n()n( kk afвf  
bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa kn∀  lar uchun 

( ) ( ) ε≥− )n()n( kk afвf  

deb qilingan farazga ziddir. Bunday ziddiyatning kelib chiqishga sabab ( )xf  
funksiyaning M  to’plamda tekis uzluksizlik shartini qanoatlantirmaydi deb 
olinishidir. Demak, funksiya M  to’plamda tekis uzluksiz.� 

Biror mRM ⊂  to’plam berilgan bo’lsin. Bu to’plamda ixtiyoriy ikkita x′  va 
x ′′  nuqtalarni olib, ular orasidagi ( )x,x ′′′ρ  masofani topamiz. Agar x′  va x ′′  
nuqtalarni M  to’plamda o’zgartira borsak, unda ( ){ }x,x ′′′ρ  to’plam hosil bo’ladi. 
Odatda, bu to’plamning aniq yuqori chegarasi ( ){ }x,xsup ′′′ρ  ( )Mx,Mx ∈′′∈′    
to’plamning diametri deb ataladi va u ( )Md  kabi belgilanadi: 

( ) ( ){ } ( )Mx,Mxx,xsupMd ∈′′∈′′′′=        ρ . 
25-ta’rif. Ushbu  

( ) ( ){ } ( )Mx,Mxxfxfsup ∈′′∈′′−′′         

miqdor ( )xf  funksiyaning M  to’plamdagi tebranishi deb ataladi va u ( )M,fω  
kabi belgilanadi: 

( ) ( ) ( ){ } ( )Mx,MxxfxfsupM;f ∈′′∈′′−′′=        ω  

Yuqorida keltirilgan Kantor teoremasidan muhim natija kelib chiqadi. 
2-natija. ( )xf  funksiya chegaralangan yopiq to’plamda uzluksiz bo’lsin. U 

holda 0>∀ε  son olinganda ham M  to’plamni chekli sondagi kM  to’plamlarga 
shunday ajratish mumkinki, 
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( )
( ) εω

φ
<

≠=

=

k

ik

k
k

M,f

ikMM

,MMU

      I  

bo’ladi. 
� ( )xf  funksiya chegaralngan yopiq M  to’plamda uzluksiz bo’lsin. Kantor 

teoremasiga ko’ra tekis uzluksiz bo’ladi. Binobarin, 0>∀ε  son uchun shunday 
0>δ  topiladiki, ( ) δρ <′′′ x,x  bo’lgan Mx,x ∈′′′∀  uchun 

( ) ( ) ε<′′−′ xfxf  

bo’ladi. 
M  to’plamni diametrlari shu δ  bo’lgan kM  to’plamlarga ajratamiz. Rav-

shanki, bu holda 
( ) δρ <′′′ x,x     ( )kMx,x ∈′′′  

bo’ladi va demak, 
( ) ( ) ε<′−′′ xfxf  

tengsizlik bajariladi. Bundan 
( ) ( ){ } ε≤′−′′ xfxfsup  

ya’ni ( ) εω ≤kM,f  bo’lishi kelib chiqadi.� 
 

Mashqlar 
12.13. 2R va 3R  to’plamlarda ikki nuqta orasidagi masofa yozilsin va masofaning 

3 ta xossasi isbotlansin. 
12.14. 2R va 3R  fazolarda ochiq shar va sharlarning geometrik tasvirlari keltirilsin. 
12.15. mR  fazodagi { })n(x  ketma-ketlik yaqinlashuchi bo’lsa, uning 

chegaralanganligi isbotlansin. 
12.16. Ikki va uch o’zgaruvchili funksiyalarning ta’riflari keltirilsin. 
12.17. Ushbu 

( ) ( )2121 xxarcsinx,xf +=  
funksiyaning aniqlanish to’plami topilsin. 

12.18. Ushbu   

( )







=

≠+
=

lsabo'  0agar  ,           0      

lsa,bo'  0agar  , 
1

1

1
1

21
21

x

x
x

sinxx
x,xf  

funksiya uchun 
( ) 021

0
0

2
1

=
→
→

x,xflim
x
x

 

bo’lishi isbotlansin. 
12.19. Ushbu  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )






=

≠+
=

lsabo'  00agar  ,                 0              

lsa,bo'  00agar  ,
1

 
1

21

21
21

21
21

,x,x

,x,x
x

sin
x

sinxx
x,xf  
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funksiyaning ( )0  0,  nuqtada takroriy limitlarining mavjud emasligi 
isbotlansin. 

12.20. Ushbu  

( )







=+

≠+
+=

lsabo'  0agar  ,            0              

lsa,bo'  0agar  ,
1

2
2

1
2

2
2

1
2

2
2

1
2

21

πxsinπxsin

πxsinπxsin
xsinxsinx,xf ππ  

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin. 
 

13-BOB 
 

Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosila  
va differensiallari 

 
Ushbu bobda biz ko’p o’zgaruvchili funksiyalar differensial hisobi bilan 

shug’ullanamiz. Kiritiladigan va o’rganiladigan hosilalar va differensiallar 
tushunchalari bir o’zgaruvchining funksiyalari uchun kiritilgan mos 
tushunchalarning tegishlicha umumlashtirilishidan iborat bo’ladi. Ayni paytda, biz 
ko’ramizki, ko’p o’zgaruvchili funksiyalar uchun xos bo’lgan bir qancha yangi 
tushunchalar ham (yo’nalish bo’yicha hosila, to’la differensial va xokazo) 
o’rganiladi. 

 
1-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosilalari 

10. Funksiya xususiy hosilasining ta’rifi. ( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiya ochiq 

( )mRMM ⊂  to’plamda berilgan bo’lsin. Bu to’plamda ( )00
2

0
1

0
mx,...,x,xx =  nuqta 

olib, uning birinchi koordinatasi 01x  ga shunday ( 11  xx ∆∆ )0  orttirma beraylikki, 

( ) Mx,...,x,xx m ∈∆+ 00
21

0
1  bo’lsin. Natijada ( )mx,...,x,xf 21  funksiya ham ( )00

2
0
1 mx,...,x,x  

nuqtada 1x  o’zgaruvchisi bo’yicha  

( ) ( )00
2

0
1

00
21

0
11 mmx x,...,x,xfx,...,x,xxff −∆+=∆  

xususiy orttirmaga ega bo’ladi. 
1-ta’rif.  Agar 01 →∆x  da ushbu limit 

( ) ( )
1

00
2

0
1

00
21

0
1

0
1

1

0 11 x

x,...,x,xfx,...,x,xxf
lim

x

fx
lim mm

xx ∆
−∆+=

∆
∆

→∆→∆
 

mavjud va chekli bo’lsa, bu limit  ( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning ( )00
2

0
1 mx,...,x,x  

nuqtada 1x  o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasi deb ataladi va  

( )
1

00
2

0
1

x

x,...,x,xf m

∂
∂

,  
1x

f

∂
∂

,   ( )00
2

0
11 mx x,...,x,xf ′ ,  

1xf ′   

belgilarning biri bilan belgilanadi. Demak, 

( ) ( )
1

1

0
1

0
0

1
1 x

fx
lim

x

xf
xf

x
x ∆

∆=
∂

∂=′
→∆

. 
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( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning ( )00
2

0
1 mx,...,x,x  nuqtada 1x  o’zgaruvchisi bo’yicha 

xususiy hosilasini quyidagi 

( ) ( ) ( )
0
11

00
2

0
1

00
210

0
11

1 xx

x,...,x,xfx,...,x,xf
limxf mm

xx
x −

−=′
→

 

ham ta’riflash mumkin. 
Xuddi shunga o’xshash ( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning boshqa o’zgaruvchilari 

buyicha xususiy hosilalari ta’riflanadi: 
( ) ( )

2

00
2

0
1

00
32

0
2

0
1

0
2

2

0
2 22 x

x,...,x,xfx,...,x,xx,xf
lim

x

fx
lim

x

f mm

xx ∆
−∆+=

∆
∆=

∂
∂

→∆→∆
, 

………………………………………………………………………, 
( ) ( )

m

mmmm

x
m

m

x
m x

x,...,x,xfxx,x,...,x,xf
lim

x

fx
lim

x

f

mm ∆
−∆+=

∆
∆=

∂
∂ −

→∆→∆

00
2

0
1

00
1

0
2

0
1

00
. 

Demak, ko’p o’zgaruvchili  ( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning biror  ( )00
2

0
1 mx,...,x,x  

nuqtada kx  ( )m,...,,k 2 1=  o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasini ta’riflashda bu 
funksiyaning kx  ( )m,...,,k 2 1=  o’zgaruvchidan boshqa barcha o’zgaruvchilari 
o’zgarmas deb hisoblanar ekan. Shunday qilib, ( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning 
xususiy hosilalari mxf,...,xf,xf ′′′ 21  1-qism, 6-bob, 1-§ da o’rganilgan hosila – bir 
o’zgaruvchili funksiya hosilasi kabi ekanligini ko’ramiz. Demak, ko’p 
o’zgaruvchili funksiyalarning xususiy hosilalarini hisoblashda  bir o’zgaruvchili 
funksiyaning hosilasini hisoblashdagi ma’lum bo’lgan qoida va jadvallardan to’liq 
foydalanish mumkin. 

13.1-misol. Ushbu  

( ) 2

2
21

211
xx

e
x

x,xf
+

−
=  

funksiyaning ( ) ( )02
2

21 >∈ x  R,xx  nuqtadagi xususiy hosilalari topilsin. 

� 2

2

2

211

2121

2

11
xxxx

e
x

e
xxx

f
+

−
+

−
−=















∂
∂=

∂
∂

, 

 =−−=














∂
∂=

∂
∂ +

−
+

−
+

−
2

2

2
3
2

2

222

212121

2

1

2

11
xxxxxx

e
x

e
x

e
xxx

f
 









+=

+
−

2

2

2

1
1

2

1
-  

21

x
e

x

xx

.� 

13.2-misol. Ushbu  

( ) ( ) ( )
( ) ( )






=

≠
+=

lsabo'  0 0agar  ,     0   

lsa,bo'  0 0agar  
2

21

212
2

2
1

21

21

,,xx

,,xx,
xx

xx
x,xf  

 
funksiyaning xususiy hosilalari topilsin. 
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� Aytaylik, ( ) ( )0 021 ,,xx ≠  bo’lsin. U holda  

( )
( )

( )
( ) ,

xx

xxx

xx

xxxxxx

xx

xx

xx

f
22

2
2
1

2
1

2
22

22
2

2
1

121
2
2

2
12

2
2

2
1

21

11

22222

+

−=
+

−+=








+∂
∂=

∂
∂

 

( )
( )

( )
( )22

2
2
1

2
2

2
11

22
2

2
1

221
2
2

2
11

2
2

2
1

21

22

22222

xx

xxx

xx

xxxxxx

xx

xx

xx

f

+

−=
+

−+=








+∂
∂=

∂
∂

 

bo’ladi. 
Endi ( ) ( ) 0 021 ,,xx = bo’lsin. U holda ta’rifga binoan 

( ) ( ) ( )
0

0 000 0

1

1

0
1 1

=
∆

−∆=
∂

∂
→∆ x

,f,xf
lim

x

,f
x

, 

( ) ( ) ( )
0

0 000 0

2

2

0
2 2

=
∆

−∆=
∂

∂
→∆ x

,fx,f
lim

x

,f
x

 

bo’ladi. 
Demak, berilgan ( ) 21,xxf  funksiya ( ) 2

21 R∈∀ ,xx  da xususiy hosilalarga 
ega.� 

20. Xususiy hosilaning geometrik ma’nosi. Soddalik uchun ikki o’zgaruvchili 
funksiya xususiy hosilalarining geometrik ma’nosini keltiramiz. 

( ) 21,xxf  funksiya ochiq ( )2RMM ⊂  to’plamda berilgan bo’lib, ( ) Mx,x ∈0
2

0
1  

bo’lsin. Bu funksiya ( )0
2

0
1 x,x  nuqtada ( )0

2
0
11 x,xxf ′ , ( )0

2
0
12 x,xxf ′  xususiy hosilalarga 

ega deylik. Ta’rifga ko’ra ( )0
2

0
11 x,xxf ′  va ( )0

2
0
12 x,xxf ′  xususiy hosilalar mos 

ravishda ushbu  ( )0
211 x,xfy =  va ( )2

0
12 x,xfy =  bir o’zgaruvchili funksiyalarning 

0
1x  va 0

2x  dagi hosilalaridan iborat. 

Faraz qilaylik, ( )21 x,xfy =  funksiyaning grafigi 48-chizmada ko’rsatilgan 
sirtni tasvirlasin.  

 
48-chizma 

Unda ( )0
211 x,xfy =  va ( )2

0
12 x,xfy =  funksiyalarning grafiklari mos ravishda 

( )21 x,xfy =  sirt bilan 0
22 xx =  tekislikning hamda shu sirt bilan 0

11 xx =  
tekislikning kesishidan hosil bo’lgan 1Г  va 2Г  chiziqlardan iborat. 

x0 

x2
0 

Г1 

Г2 
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Ma’lumki, bir o’zgaruvchili ( )xu ϕ=  funksiyaning biror ( )Rxx ∈00  nuqtadagi 
hosilasining geometrik ma’nosi (1-qism, 6-bob, 1-§) bu funksiya tasvirlangan egri 
chiziqqa ( )( )00 x,x ϕ  nuqtada o’tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientidan 

iborat edi. ( )0
2

0
11 x,xxf ′  va ( )0

2
0
12 x,xxf ′  xususiy hosilalar mos ravishda  1Г  va 2Г  

egri chiziqlarga ( )0
2

0
1 x,x  nuqtada o’tkazilgan urinmalarning 1ox  va 2ox  o’qlari 

bilan tashkil etgan burchakning tangensini bildiradi. Demak, ( )0
2

0
11 x,xxf ′  va 

( )0
2

0
12 x,xxf ′  xususiy hosilalar ( )21 x,xfy =  sirtning mos ravishda 1ox  va 2ox  o’qlar 

yo’nalishi bo’yicha o’zgarish darajasini ko’rsatadi. 
 

2-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyalarning differensiallanuvchiligi  
10. Funksiyaning differensiallanuvchiligi tushunchasi. Differensiallanuv-

chilikning zaruriy sharti. ( ) ( ,...,x,xfxf 21=  )mx,  funksiya ochiq ( )mRMM ⊂  

to’plamda berilgan bo’lsin. Bu to’plamda ( )00
2

0
1

0
mx,...,x,xx =  nuqta bilan birga 

( )mmm xx,...,xx,xx ∆+∆+∆+ 00
21

0
1  nuqtani olib, berilgan funksiyaning to’la 

orttirmasi  
( ) ( ) ( )00

2
0
1

0
2

0
21

0
1

0
mmm x,...,x,xfxx,...,xx,xxfxf −∆+∆+∆+=∆  

ni qaraymiz. 
Ravshanki, funksiyaning ( )0xf∆  orttirmasi argumentlar orttirmalari 

mx,...,x,x ∆∆∆ 21  larga bog’liq. 

2-ta’rif.  Agar ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi ( )0xf∆  orttirmasini 

( ) mmmm x...xxxA...xAxAxf ∆++∆+∆+∆++∆+∆=∆ ααα 22112211
0      (13.1) 

ko’rinishda ifodalash mumkin bo’lsa, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada 
differensiallanuvchi deb ataladi, bunda mA,...,A,A 21  lar mx,...,x,x ∆∆∆ 21  larga 
bog’liq bo’lmagan o’zgarmaslar, m,...,, ααα 21  lari esa mx,...,x,x ∆∆∆ 21  larga 
bog’liq va 000 21 →∆→∆→∆ mx,...,x,x  da 000 21 →→→ m,...,, ααα  
( 021 =∆=∆=∆ mx,...,xx  bo’lganda 021 ==== m... ααα  deb olinadi.) 

Agar ( )xf  funksiya M  to’plamning har bir nuqtasida differensiallanuvchi 
bo’lsa, ( )xf  funksiya M  to’plamda differensiallanuvchi deb ataladi. 

13.3-misol. Ushbu ( ) 2
2

2
121 xxx,xf +=  funksiyani ( ) 20

2
0
1 Rx,x ∈∀  nuqtada 

differensiallanuvchi bo’lishi ko’rsatilsin. 
�Haqiqatdan ham,  ( )0

2
0
1 x,x  nuqtada funksiyaning orttirmasi  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2
2

12
0
21

0
1

20
2

20
1

2

2
0
2

2

1
0
1

0
2

0
12

0
21

0
1

22        xxxxxxxx

xxxxx,xfxx,xxff

∆+∆+∆+∆=−−

−∆++∆+=−∆+∆+=∆
 

bo’lib, unda 0
11 2xA = , 0

22 2xA = , 11 x∆=α , 22 x∆=α  deyilsa, natijada  

22112211 xxxAxAf ∆+∆+∆+∆=∆ αα  
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bo’ladi. Bu esa berilgan funksiyaning ( ) 2
21 Rx,x ∈∀  nuqtada differensiallanuvchi 

ekanligini bildiradi.� 
( )xf  funksiyaning 0x  nuqtada differensiallanuvchilik sharti (13.1) ni 

quyidagi 
( ) ( )ρoxA...xAxAxf mm +∆++∆+∆=∆ 2211

0                (13.2) 
ko’rinishda ham yozish mumkin, bunda 

( ) ( ) ( )22
2

2
1 mx,...xx ∆++∆+∆=ρ . 

Endi differensiallanuvchi funksiyalar haqida ikkita teorema keltiramiz. 
1-teorema. Agar ( )xf  funksiya 0x  nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u 

holda bu funksiya shu nuqtada uzluksiz bo’ladi. 
� ( )xf  funksiya 0x  nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda ta’rifga 

ko’ra funksiya orttirmasi uchun 
( ) mmmm x...xxxA...xAxAxf ∆++∆+∆+∆++∆+∆=∆ ααα 22112211

0  
bo’ladi, bunda mA,...,A,A 21   o’zgarmas, 000 21 →∆→∆→∆ mx,...,x,x  da ,01 →α  

002 →→ m,...,, αα . 
Yuqoridagi tenglikdan 

( ) 00

0

0
0

2
1

=∆

→∆

→∆
→∆

xflim

mx
...........

x
x

 

bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa ( )xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksizligini bildiradi.� 

2-teorema. Agar ( )xf  funksiya 0x  nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u 
holda bu funksiyaning shu nuqtada barcha xususiy hosilalari 

( ) ( ) ( )000
21

xf,...,xf,xf
mxxx ′′′  mavjud va ular mos ravishda (13.1) munosabatdagi 

mA,...,A,A 21  larga teng bo’ladi: 

( ) ( ) ( ) mxxx Axf...,,Axf,Axf
m

=′=′=′ 0
2

0
1

0       
21

. 

� ( )xf  funksiya 0x  nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin.  
U holda ta’rifga ko’ra 

( ) mmmm x...xxxA...xAxAxf ∆++∆+∆+∆++∆+∆=∆ ααα 22112211
0  

bo’ladi. Bu tenglikda 
0     0 321 =∆==∆=∆≠∆ mx...xx,x  

deb olsak, unda (13.1) ushbu 
( ) 1111

0
1 xxAxfx ∆+∆=∆ α  

ko’rinishni oladi. Bu tenglikdan quyidagini topamiz: 
( ) ( ) 111

0
1

01

0 11

AAlim
x

xfx
lim

xx
=+=

∆
∆

→∆→∆
α . 

Demak, 
( ) 101

Axf x =′ . 
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Xuddi shunga o’xshash ( )xf  funksiya 0x  nuqtada ( ) ( ) ( )000   
32

xf...,,xf,xf
mxxx ′′′  

xususiy hosilalarining mavjudligi hamda  
( ) ( ) ( ) mxxx Axf...,,Axf,Axf

m
=′=′=′ 0

3
0

2
0       

32
. 

ekanligi ko’rsatiladi.� 
1-natija. Agar ( )xf  funksiya 0x  nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρoxxf...xxfxxfxf mxxx m
+∆′++∆′+∆′=∆ 0

2
0

1
0

0   
21

 

bo’ladi. 
1-eslatma. ( )xf  funksiyaning biror 0x  nuqtada barcha xususiy hosilalari 

( ) ( ) ( )000   
21

xf...,,xf,xf
mxxx ′′′  ning mavjud bo’lishidan funksiyaning shu nuqtada diffe-

rensiallanuvchi bo’lishi har doim kelib chiqavermaydi. 
13.4-misol. Ushbu  

( ) ( ) ( )

( ) ( )






=

≠
+=

00agar  ,      0       

00agar 

21

212
2

2
1

21

21

, ,xx

, ,xx ,
xx

xx

x,xf  

funksiyaning ( )0 0,  nuqtada differensiallanuvchi emasligi ko’rsatilsin. 
�Bu funksiya ( )0 0,  nuqtada xususiy hosilalarga ega: 

( ) ( ) ( )
,

,f,xf
lim,f
x

x 0
x

0 00 
0 0

1

1

01
1

=
∆

−∆=′
→∆

 

( ) ( ) ( )
.

,fx,f
lim,f
x

x 0
x

0 0 0
0 0

2

1

02
2

=
∆

−∆=′
→∆

 

Berilgan funksiyaning ( )0 0,  nuqtada orttirmasi  

( ) ( ) ( )
2
2

2
1

21
21

xx
0 0x 0 0

∆+∆
∆∆=−∆∆=∆ xx

,f,xf,f  

bo’lib, uni (13.1) yoki (13.2) ko’rinishida ifodalab bo’lmaydi. Buni isbotlash 
maqsadida, teskarisini, ya’ni ( )21 x,xf  funksiya ( )0 0,  nuqtada differensiallanuvchi 
bo’lsin deb faraz qilaylik. Unda 

( ) ( ) ( ) 2211221121 0 00 00 0
21

xxxxx,fx,f,f xx ∆+∆=∆+∆+∆′+∆′=∆ αααα , 

bo’lib, bu munosabatda 0 0 21 →∆→∆ x,x  da 0 0 21 →→ αα ,  bo’lishi lozim. 
Demak, 

22112
2

2
1

21  
xx

xx

x,x ∆+∆=
∆+∆

∆∆ αα .                               (13.3) 

Ma’lumki, 1x∆  va 2x∆  lar ixtiyoriy orttirmalar. Jumladan, 21 xx ∆=∆  
bo’lganda (13.3) tenglik ushbu 

( )211
1

2
αα +∆=∆

x
x

 

ko’rinishga kelib, undan esa 
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2

2
21 =+ αα  

bo’lishi kelib chiqadi. Natijada 0 0 21 →∆→∆ x,x  da 1α  va 2α  miqdorlarning 
nolga intilmasligini topamiz. Bu esa ( )21 x,xf  funksiyaning ( )0 0,  nuqtada 
differensiallanuvchi bo’lsin deb qilingan farazga zid.� 

Shunday qilib, funksiyaning biror nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega 
bo’lishi, funksiyaning shu nuqtada differensiallanuvchi bo’lishining zaruriy 
shartidan iborat ekan. 

20. Funksiyaning differensiallanuvchiligining etarli sharti. Endi ko’p o’zga-
ruvchili funksiya differensiallanuvchi bo’lishining etarli shartini keltiramiz. 

( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiya ochiq ( )mRMM ⊂  to’plamda berilgan bo’lib, 

( ) Mx,...,x,xx m ∈= 00
2

0
1

0  bo’lsin. 

3-teorema. Agar ( )xf  funksiya 0x  nuqtaning biror atrofida barcha 
o’zgaruvchilari bo’yicha xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar shu 

0x  nuqtada uzluksiz bo’lsa, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada differensiallanuvchi 
bo’ladi. 

� Mx ∈0  nuqtani olib, koordinatalariga mos ravishda shunday 

mx,...,x,x ∆∆∆ 21  orttirmalar beraylikki, ( )mm xx,...,xx,xx ∆+∆+∆+ 0
2

0
21

0
1  nuqta 0x  

nuqtaning aytilgan atrofiga tegishli bo’lsin. So’ng funksiya to’la orttirmasi 
( ) ( ) ( )00

2
0
1

0
2

0
21

0
1

0
mmm x,...,x,xfxx,...,xx,xxfxf −∆+∆+∆+=∆  

ni quyidagi yozib olamiz: 
( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ].x,...,x,xfxx,x,...,x,xf...

xx,...,xx,x,xfxx,...,xx,xx,xf

xx,...,xx,xfxx,...,xx,xxfxf

mmmm

mmmm

mmmm

00
2

0
1

00
1

0
2

0
1

0
3

0
3

0
2

0
1

0
3

0
32

0
2

0
1

0
2

0
2

0
1

0
2

0
21

0
1

0

 

     

−∆+++
+∆+∆+−∆+∆+∆++

+∆+∆+−∆+∆+∆+=∆

−

 

Bu tenglikning o’ng tomonidagi har bir ayirma tegishli bitta argumentning 
funksiyasi orttirmasi sifatida qaralishi mumkin. Uning uchun Lagranj teoremasini 
tatbiq qila olamiz, chunki teoremamizda keltirilgan shartlar Lagranj teoremasi 
shartlarining bajarilishni ta’minlaydi:  

( ) ( )
( )

( ) ,xxx,x,...,x,xf

...................................................................

xxx,...,xx,xx,xf

xxx,...,xx,xxfxf

mmmmmx

mmx

mmx

m
∆⋅∆+′+

++

+∆⋅∆+∆+∆+′+

+∆⋅∆+∆+∆+′=∆

− θ

θ

θ

00
1

0
2

0
1

2
0

3
0
322

0
2

0
1

1
0

2
0
211

0
1

0

           

           

           
2

1

           (13.4) 

bunda 
( ), ..., m, ii 21       10 =<< θ . 

Odatda (13.4) funksiya orttirmasining formulasi deb ataladi. Shartga ko’ra 0x  
nuqtada 

mxxx f,...,f,f ′′′
21

 xususiy hosilalar uzluksiz. Shunga ko’ra  
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) mxmmmmx

xmmx

xmmx

xfxx,x,...,x,xf

xfxx,...,xx,xx,xf

xfxx,...,xx,xxf

mm
αθ

αθ

αθ

+′=∆+′

+′=∆+∆+∆+′

+′=∆+∆+∆+′

−
000

1
0
2

0
1

2
00

3
0
322

0
2

0
1

1
00

2
0
211

0
1

,................................................................................

,

,

22

11

           (13.5) 

bo’lib, unda 000 21 →∆→∆→∆ mx,...,x,x  da 000 21 →→→ m,...,, ααα  bo’ladi.  
(13.4) va (13.5) munosabatlardan 

( ) ( ) ( ) ( )
mm

mxxx

x...xx

xxf...xxfxxfxf
m

∆++∆+∆+

+∆′++∆′+∆′=∆

ααα 2211

0
2

0
1

00

               
21  

bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtada differensiallanuvchi 
ekanligini bildiradi.� 

Bir va ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning differensiallanuvchiligi 
tushunchasi kiritildi. (qaralsin, 1-qism, 6-bob, 4-§ xamda ushbu bobning 2-§.). 
Ularni solishtirib quyidagi xulosalarga kelamiz. 
1) Bir o’zgaruvchili funksiyalarda ham ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda ham 

funksiyaning biror nuqtada differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu nuqtada 
uzluksiz bo’lishi kelib chiqadi. Demak, bir va ko’p o’zgaruvchili 
funksiyalarda funksiyaning differensiallanuvchi bo’lishi bilan uning uzluksiz 
bo’lishi orasidagi munosabat bir xil. 

2) Ma’lumki, bir o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning biror nuqtada 
differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu nuqtada chekli hosilaga ega 
bo’lishi kelib chiqadi va aksincha, funksiyaning biror nuqtada chekli hosilaga 
ega bo’lishidan uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo’lishi kelib chiqadi. 
Ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning biror nuqtada 

differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu nuqtada barcha chekli xususiy 
hosilalarga ega bo’lishi kelib chiqadi. Biroq funksiyaning biror nuqtada barcha 
chekli xususiy hosilalarga ega bo’lishidan uning shu nuqtada differensiallanuvchi 
bo’lishi har doim kelib chiqavermaydi. 

Demak, bir va ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning 
differensiallanuvchi bo’lishi bilan uning hosilaga (xususiy hosilaga) ega bo’lishi 
orasidagi munosabat bir xil emas ekan. 

 
3-§. Yo’nalish bo’yicha hosila 

Ma’lumki, bir o’zgaruvchili )x(fy =  funksiyaning ( )
dx

df
Ry,Rx   ∈∈  hosila-

si bu funksiyaning o’zgarish tezligini bildirar edi. Ko’p o’zgaruvchili 
( )mx,...,x,xfy 21=  funksiyaning xususiy hosilalari ham bir o’zgaruvchili 

funksiyaning hosilasi kabi ekanligini e’tiborga olib, bu 
mx

f
,...,

x

f
,

x

f

∂
∂

∂
∂

∂
∂

21

 xususiy 

hosilalar ham ( )mx,...,x,xfy 21=  funksiyaning mos ravishda mox,...,ox,ox 21  o’qlar 
bo’yicha o’zgarish tezligini ifodalaydi deb aytish mumkin. 



 47

Endi funksiyaning ixtiyoriy yo’nalish bo’yicha o’zgarish tezligini ifodalovchi 
tushuncha bilan tanishaylik. Soddalik uchun ikki o’zgaruvchili funksiyani 
qaraymiz. 

( ) ( )Afx,xfy == 21  funksiya ochiq M  to’plamda ( )2RM ⊂  berilgan bo’lsin. 

Bo’ to’plamda ixtiyoriy ( )0
2

0
10 x,xA =  nuqtani olib, u orqali biror to’g’ri chiziq 

o’tkazaylik va undagi ikki yo’nalishdan birini musbat yo’nalish, ikkinchisini 
manfiy yo’nalish deb qabul qilaylik. Bu yo’nalgan to’g’ri chiziqni l  deylik. 

α va β  deb l  yo’nalgan to’g’ri chiziq musbat yo’nalishi bilan mos ravishda 

1ox  va 2ox  koordinata o’qlarining musbat yo’nalishi orasidagi burchaklarni olaylik 
(49-chizma).  

 
49-chizma 

l  to’g’ri chiziqda 0A  nuqtadan farqli va M  to’plamga tegishli bo’lgan A 

nuqtani ( )( )21 x,xA =  olaylikki, AA0  kesma M  to’plamga tegishli bo’lsin. Agarda 
A nuqta 0A  ga nisbatan  l  to’g’ri chiziqning musbat yo’nalishi tomonidan bo’lsa 
(shakldagidek), u holda  AA0  kesma uzunligi ( )A,A0ρ  ni musbat ishora bilan 
olishga kelishaylik. 

ABA0∆  dan 

α
ρ

cos
xx =− 0

11 ,        β
ρ

cos
xx =− 0

22            (13.6) 

bo’lishi kelib chiqadi. Odatda αcos  va βcos  lar  l  to’g’ri chiziqning 
yo’naltiruvchi kosinuslari deyiladi. 

3-ta’rif.  A nuqta l  yo’nalgan to’g’ri chiziq bo’ylab 0A  nuqtaga intilganda 
( )0AA→  ushbu nisbat  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( )21

0
2

0
1

0
2

0
121

0

0

x,x,x,x

x,xfx,xf

A,A

AfAf

ρρ
−=−

 

ning limiti mavjud bo’lsa, bu limit ( ) ( )Afx,xf =21  funksiyaning ( )0
2

0
10 x,xA =  

nuqtadagi l  yo’nalish bo’yicha hosilasi deb ataladi va  
( )
dl

Adf 0  yoki 
( )
dl

x,xdf 0
2

0
1  

X 0 

X2 

B 

A 

A0 

x 

x2 

x2
0 

x1
0 

β

α  

ρ  
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kabi belgilanadi. Demak, 
( ) ( )

( )A,A

AfAf
lim

dl

df
AA

0

0

0 ρ
−=

→
. 

Endi ( )21 x,xf  funksiyaning  l  yo’nalish bo’yicha hosilasining mavjudligi 
hamda uni topish masalasi bilan shug’ullanamiz. 

4-teorema. ( )21 x,xf  funksiya ochiq M  to’plamda  ( )2RM ⊂  berilgan bo’lib, 

( )0
2

0
10 x,xA =  nuqtada ( )( )Mx,x ∈0

2
0
1  differensiallanuvchi bo’lsa, funksiya shu 

nuqtada har qanday yo’nalish bo’yicha hosilaga ega va  
( ) ( ) ( ) βα cos

x

x,xf
cos

x

x,xf

dl

x,xdf

2

0
2

0
1

1

0
2

0
1

0
2

0
1

∂
∂+

∂
∂=                   (13.7) 

bo’ladi.  
�Shartga ko’ra ( )21 x,xf  funksiya ( )0

2
0
10 x,xA =  nuqtada differensiallanuvchi. 

Demak, funksiya orttirmasi 
( ) ( ) ( ) ( )0

2
0
1210 x,xfx,xfAfAf −=−  

uchun 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )ρoxx
x

x,xf
xx

x

x,xf
AfAf +−

∂
∂+−

∂
∂=− 0

22
2

0
2

0
10

11
1

0
2

0
1

0        (13.8) 

bo’ladi, bunda  

( ) ( ) ( )20
22

20
110 xxxxA,A −+−== ρρ . 

(13.8) tenglikning har ikki tomonini ( )A,A0ρρ =  ga bo’lib, so’ng (13.6) ni 
e’tiborga olib topamiz. 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
ρ
ρβα

ρ
o

cos
x

x,xf
cos

x

x,xf

A,A

AfAf +
∂

∂+
∂

∂=−

2

0
2

0
1

1

0
2

0
1

0

0 . 

Bu tenglikda 0AA→  da (ya’ni o→ρ da) limitga o’tsak, unda  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) βα
ρρ ρ

cos
dx

x,xdf
cos

dx

x,xdfAfAf
lim

A,A

AfAf
lim

oAA
2

0
2

0
1

1

0
2

0
10

0

0

0

+=−=−
→→

 

bo’ladi. Demak, 
( ) ( ) ( ) βα cos

x

x,xf
cos

x

x,xf

dl

x,xdf

2

0
2

0
1

1

0
2

0
1

0
2

0
1

∂
∂+

∂
∂= .� 

13.5-misol. Ushbu  

( )
2

1
21 x

x
arctgx,xf =  

funksiyaning l  yo’nalish bo’yicha hosilasi topilsin, bunda l  birinchi kvadrantning 
( )1  1,  nuqtadan o’tuvchi va ( )0  0,  nuqtadan ( )1  1,  nuqtaga qarab yo’nalgan 
bissektrisasidan iborat. 

�Berilgan funksiyaning ( )1  10 ,A =  nuqtadagi l  yo’nalish bo’yicha hosilasini 
(13.7) formulaga ko’ra topamiz 

Ravshanki, 
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( )
2

1
1 x

x
arctgx,xf =  

funksiya ( )1 10 ,A =  nuqtada differensiallanuvchi. Unda (13.7) formulaga ko’ra 

( ) ( ) ( )

0
2

2

4
11

4
1111

1
1

2
2

2
1

1
2
2

2
1

2

21

2
1

=








+
−

+
=

=
∂

∂+
∂

∂=

=
=

x
xxx

x

xx

x

π
cos

x

, fπ
cos

x

, f

dl

, df

 

bo’ladi.� 
 

4-§. Ko’p o’zgaruvchili murakkab funksiyalarning  
differensiallanuvchiligi. Murakkab  funksiyaning hosilasi 

( )mx,...,x,xf 21  funksiya M   ( )mRM ⊂  to’plamda berilgan bo’lib, mx,...,x,x 21  

o’zgaruvchilarning har biri o’z navbatida kt,...,t,t 21  o’zgaruvchilarning T  ( )kRT ⊂  
to’plamda berilgan funksiya bo’lsin: 

( )
( )

( ),t,...,t,tx

.........,....................

,t,...,t,tx

,t,...,t,tx

kmm

k

k

21

2122

2111

ϕ

ϕ
ϕ

=

=
=

            (13.9) 

Bunda ( ) Tt,...,t,t k ∈21  bo’lganda unga mos ( ) Mx,...,x,x m ∈21  bo’lsin. Natijada 
ushbu 

( ) ( ) ( )( ) ( )kkmkk t,...,t,tFt,...,t,t,...,t,...,t,t,t,...,t,tf 2121212211 =ϕϕϕ  
murakkab funksiyaga ega bo’lamiz. 

10. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchanligi.  
5-teorema. Agar (13.9) funksiyalarning har biri  ( ) Tt,...,t,t k ∈00

2
0
1  nuqtada 

differensiallanuvchi bo’lib, ( )mx,...,x,xf 21  funksiya esa mos ( ) Mx,...,x,x k ∈00
2

0
1  

nuqtada ( )( ,t,...,t,tx k
00

2
0
11

0
1 ϕ=  ( ) ( ))00

2
0
1

000
2

0
12

0
2 kmmk t,...,t,tx,...,t,...,t,tx ϕϕ ==  

differensiallanuvchi bo’lsa, u holda murakkab funksiya ( )kt,...,t,tF 21  ham 

( )00
2

0
1 kt,...,t,t  nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi. 

� ( ) Tt,...,t,t k ∈00
2

0
1  nuqtani olib, uning koordinatalariga mos ravishda shunday  

( )kt,...,t,t ∆∆∆ 21  orttiruvchilar beraylikki, ( ) Ttt,...,tt,tt kk ∈∆+∆+∆+ 0
2

0
21

0
1  bo’lsin. 

U holda (13,9) dagi har bir funksiya ham ( )mx,...,x,x ∆∆∆ 21  orttirmalarga va 
nihoyat ( )mx,...,x,xf 21  funksiya f∆  orttirmaga ega bo’ladi.  

Shartga ko’ra (13,9) dagi funksiyalarning har biri ( )00
2

0
1 kt,...,t,t  nuqtada 

differensiallanuvchi. Demak,  
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( )

( )

( )ρ

ρ

ρ

ot
t

x
...t

t

x
t

t

x
x

........,............................................................

,ot
t

x
...t

t

x
t

t

x
x

,ot
t

x
...t

t

x
t

t

x
x

k
k

mmm
m

k
k

k
k

+∆
∂
∂++∆

∂
∂+∆

∂
∂=∆

+∆
∂
∂++∆

∂
∂+∆

∂
∂=∆

+∆
∂
∂++∆

∂
∂+∆

∂
∂=∆

2
2

1
1

2
2

2

2
1

1

2
2

1
2

2

1
1

1

1
1

    (13.10) 

bo’ladi, bunda 
j

i

t

x

∂
∂

 ( )k,...,,j;m,...,,i 21 21 ==  hususiy hosilalarning ( )00
2

0
1 kt,...,t,t  

nuqtadagi qiymatlari olingan, va  
22

2
2
1 kt...tt ∆++∆+∆=ρ  

 Shartga asosan, ( )mx,...,x,xf 21  funksiya ( )00
2

0
1 mx,...,x,x  nuqtada 

differensiallanuvchi. Demak, 

mmm
m

x...xxx
x

f
...x

x

f
x

x

f
f ∆++∆+∆+∆

∂
∂++∆

∂
∂+∆

∂
∂=∆ ααα 22112

2
1

1

     (13.11) 

bo’ladi, bunda 
ix

f

∂
∂

  ( )m,...,,i 21=  hususiy hosilalarning ( )00
2

0
1 mx,...,x,x  nuqtadagi 

qiymatlari olingan va 000 21 →∆→∆→∆ mx,...,x,x  da 000 21 →→→ m,...,, ααα  
bo’ladi. 
(13,10) va (13,11) munosabatlardan topamiz: 

( )

( )

( )

=∆++∆+∆+

+







+∆

∂
∂++∆

∂
∂+∆

∂
∂

∂
∂+

++

+







+∆

∂
∂++∆

∂
∂+∆

∂
∂

∂
∂+

+







+∆

∂
∂++∆

∂
∂+∆

∂
∂

∂
∂=∆

mm

k
k

mmm

m

k
k

k
k

x...xx

,ot
t

x
...t

t

x
t

t

x

x

f

...................................................................

,ot
t

x
...t

t

x
t

t

x

x

f

,ot
t

x
...t

t

x
t

t

x

x

f
f

ααα

ρ

ρ

ρ

2211

2
2

1
1

2
2

2

2
1

1

2

2

1
2

2

1
1

1

1

1

      

      

        

       

 

                        

+∆








∂
∂

∂
∂++

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

+∆








∂
∂

∂
∂++

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

2
22

2

22

1

1

1
11

2

21

1

1

      

   

t
t

x

x

f
...

t

x

x

f

t

x

x

f

t
t

x

x

f
...

t

x

x

f

t

x

x

f

m

m

m

m
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( )

.x...xx

o
x

f
...

x

f

x

f

t
t

x

x

f
...

t

x

x

f

t

x

x

f

mm

m

k
k

m

mkk

∆++∆+∆+

+








∂
∂++

∂
∂+

∂
∂+

+∆








∂
∂

∂
∂++

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

++

ααα

ρ

2211

21

2

2

1

1

             

             

       

..........................................................          

                  (13.12) 

Bu tenglikdagi 








∂
∂++

∂
∂+

∂
∂

mx

f
...

x

f

x

f

21

 yig’indi o’zgarmas (ρ  ga bog’liq emas) 

bo’lganligi sababli 

( ) ( )ρρ oo
x

f
...

x

f

x

f

m

=








∂
∂++

∂
∂+

∂
∂

21

    (13.13)  

bo’ladi. 
Madomiki, ( ) ( ),...,m, it,...,t,tx kii 21   21 == ϕ   funksiyalar ( )00

2
0
1 kt,...,t,t  nuqtada 

differensiallanuvchi ekan, ular shu nuqtada uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksizlik 
ta’rifiga ko’ra 0 0 0 21 →∆→∆→∆ kt,...,t,t  da, ya’ni 0→ρ  da 

0 0 0 21 →∆→∆→∆ mx,...,x,x  bo’ladi. Yana ham aniqroq aytsak, (13.10) formula-
dan  0→ρ  da ( ) ( ) ( )ρρρ ox,...,ox,ox m =∆=∆=∆   21  ekanligi kelib chiqadi. 

0 0 0 21 →∆→∆→∆ mx,...,x,x  da esa 00 0 21 →→→ m,...,, ααα . 
Demak,  
⇒→   0ρ  barcha  ⇒→∆   0ix  barcha ( )ραααα ox,...,x,x mmi =∆∆∆⇒→ 2211  0    

(13.14) 
Agar 

j

m

mjj
j t

x

x

f
...

t

x

x

f

t

x

x

f
A

∂
∂⋅

∂
∂++

∂
∂⋅

∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂= 2

2

1

1

 

( )k,...,,j 321=  deyilsa, u holda (13.12), (13.13) va (13.14) munosabatlardan 
( )ρotA...tAtAf kk +∆++∆+∆=∆ 2211  

kelib chiqadi.� 
20. Murakkab funksiyaning hosilasi. Endi  

( ) ( ) ( )( ) ( )kkmkk t,...,t,tFt,...,t,t,...,t,...,t,t,t,...,t,tf 2121212211 =ϕϕϕ  
murakkab funksiyaning kt,...,t,t 21  o’zgaruvchilar bo’yicha xususiy hosilalarini 
topamiz. Aytaylik ( )mx,...,x,xf 21  va ( ),t,...,t,tx k2111 ϕ=  ( ),...,t,...,t,tx k2122 ϕ=  

( )kmm t,...,t,tx 21ϕ=  funksiyalar yuqoridagi 5- teoremaning shartlarini bajarsin. U 

holda 5-teoremaga ko’ra murakkab funksiya ( )00
2

0
1 kt,...,t,t  nuqtada 

differensiallanuvchi bo’ladi. 
 Demak, bir tomondan 

( )ρotA...tAtAf kk +∆++∆+∆=∆ 2211    (13.15) 
bo’lib, bunda 
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( )k1,2,...,j        2

2

1

1

=
∂
∂

∂
∂++

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

t

x

x

f
...

t

x

x

f

t

x

x

f
A

j

m

mjj
j  (13.16) 

(qaralsin 5-teorema) ikkinchi tamondan 1- natijaga asosan 

( )ρot
t

f
...t

t

f
t

t

f
f k

k

+∆
∂
∂++∆

∂
∂+∆

∂
∂=∆ 2

2
1

1

    (13.17) 

bo’ladi. (13.15),(13.16) va (13.17) va munosabatlardan 

t

x

x

f
...

t

x

x

f

t

x

x

f

t

f

.............................................................

t

x

x

f
...

t

x

x

f

t

x

x

f

t

f

,
t

x

x

f
...

t

x

x

f

t

x

x

f

t

f

k

m

mkkk

m

m

m

m

∂
∂

∂
∂++

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂++

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂++

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

2

2

1

1

22

2

22

1

12

11

2

21

1

11

 

bo’lishini topamiz. 
 

5-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning differensiali 
10. Funksiya differensialining ta’rifi. ( )mx,...,x,xf 21  funksiya ochiq  

( )mRMM ⊂  to’plamda berilgan bo’lib, bu to’plamning ( )00
2

0
1

0
mx,...,x,xx =  

nuqtasida differensiallanuvchi bo’lsin. Ta’rifga ko’ra ( )xf  funksiyaning 0x  
nuqtadagi orttirmasi 

( ) ( ) ( )
mmm

m

x...xxx
x

xf
...x

x

xf
x

x

xf
f ∆++∆+∆+∆

∂
∂++∆

∂
∂+∆

∂
∂=∆ ααα 2211

0

2
2

0

1
1

0

 

bo’ladi. 
4-ta’rif.  ( )mx,...,x,xf 21  funksiya orttirmasi ( )0xf∆  ning ,x1∆  mx,...,x ∆∆ 2  

larga nisbatan chiziqli bosh qismi 
( ) ( ) ( )

m
m

x
x

xf
...x

x

xf
x

x

xf ∆
∂

∂++∆
∂

∂+∆
∂

∂ 0

2
2

0

1
1

0

 

( )xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi differensiali (to’liq differensiali) deb ataladi va  

( )00
2

0
1 mx,...,x,xdf  kabi belgilanadi. Demak, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

m
m

m
m x

x

xf
...x

x

xf
x

x

xf
x,...,x,xdfxdf ∆

∂
∂++∆

∂
∂+∆

∂
∂==

00

1
1

0
00

2
0
1

0 . 

Agar mx,...,x,x 21  erkli o’zgaruvchilarning ixtiyoriy orttirmalari ,x1∆  

mx,...,x ∆∆ 2  lar mos ravishda bu o’zgaruvchilarning differensiallari mdx,...,dx,dx 21  
ga teng ekanligini e’tiborga olsak, unda ( )xf  funksiyaning differensiali quyidagi 

( ) ( ) ( ) ( )
m

m

dx
x

xf
...dx

x

xf
dx

x

xf
xdf

∂
∂++

∂
∂+

∂
∂=

0

2
2

0

1
1

0
0                     (13.18) 

ko’rinishga keladi. 
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Odatda m
m

dx
x

f
...,dx

x

f
,dx

x

f

∂
∂

∂
∂

∂
∂

    2
2

1
1

 lar ( )mx,...,x,xf 21  funksiya xususiy 

differensiallari deb ataladi va ular mos ravishda fd,...,fd,fd
mxxx 21

 kabi 

belgilanadi: 

m
m

xxx dx
x

f
fd...,dx

x

f
fd,dx

x

f
fd

m ∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=     2

2
1

1
21

. 

Demak, ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi differensiali, uning shu nuqtadagi 
xususiy differensiallari yig’indisidan iborat. Masalan,  ushbu  

( ) 21
21

xsinxex,xf =  

funksiyaning ( ) 2
21 Rxx ∈∀  nuqtadagi differensiali 

( )22112
x

221122
2

1
1

21

2121

e      dxxcosxdxxsin

dxexcosxdxexsindx
x

f
dx

x

f
df

xsin

xsinxxsinx

+=

=+=
∂
∂+

∂
∂=

 

bo’ladi.  
Endi funksiya differensialining geometrik ma’nosini ikki o’zgaruvchili 

funksiya uchun keltiramiz.  
Aytaylik, ( )21 x,xfy =  funksiya ochiq M  to’plamda ( )2RM ⊂  berilgan 

bo’lib, ( ) Mx,x ∈0
2

0
1  nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. Bu funksiyaning grafigi 

50-chizmada tasvirlangan ( )S  sirtni ifodalasin.  

 
50-chizma. 

( )S  sirtga ( )0
0
2

0
1 y,x,x  nuqtasida ( )( )0

2
0
10 x,xfy =  o’tkazilgan urinma tekislik 

ushbu 
( )( ) ( )( )0

22
2

0
2

0
10

11
1

0
2

0
1

0 xx
x

x,xf
xx

x

x,xf
yY −

∂
∂+−

∂
∂=−  

ρ
df  

x 

y 

0 
x2 ( )0

2
0
1 x,x

( )2
0
21

0
1 xx,xx ∆+∆+
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ko’rinishda bo’lib, undan 
( )0

2
0
10 x,xdfyY =−  

ekanligi kelib chiqadi. Demak, ( )21 x,xfy =  funksiyaning ( )0
2

0
1 x,x  nuqtadagi 

differensiali bu funksiya grafigiga ( )( )0
2

0
1

0
2

0
1 x,xf,x,x  nuqtasida o’tkazilgan urinma 

tekislik aplikatasining orttirmasidan iborat ekan. 
20. Murakkab funksiyaning differensiali. ( )mx,...,x,xfy 21=  funksiya 

( )mRMM ⊂  to’plamda berilgan bo’lib, mx,...,x,x 21  o’zgaruvchilarning har biri 

o’z navbatida kt,...,t,t 21  o’zgaruvchilarning ( )kRTT ⊂  to’plamda berilgan 
funksiyasi bo’lsin: 

( )
( )

( ).t,...,t,tx

.......,....................

,t,...,t,tx

,t,...,t,tx

kmm

k

k

21

2122

2111

ϕ

ϕ
ϕ

=

=
=

 

Bunda ( ) Tt,...,t,t k ∈21  bo’lganda unga mos ( ) Mx,...,x,x m ∈21  bo’lib, ushbu 
( ) ( ) ( )( )kmkk t,...,t,t,...,t,...,t,t,t,...,t,tfy 21212211 ϕϕϕ=  

murakkab funksiya tuzilgan bo’lsin. 
Faraz qilaylik ( ) ( )m,...,,it,...,t,tx kii  2 1   21 == ϕ  funksiyalarning har biri 

( ) Tt,...,t,t k ∈00
2

0
1  nuqtada differensiallanuvchi bo’lib, ( )mx,...,x,xfy 21=  funksiya 

esa mos ( ) Mx,...,x,x m ∈00
2

0
1  nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda 5-

teoremaga ko’ra murakkab funksiya ( )00
2

0
1 kt,...,t,t  nuqtada differensiallanuvchi 

bo’ladi. Unda murakkab funksiyaning shu nuqtadagi differensiali 

m
m

dt
t

f
...dt

t

f
dt

t

f
df

∂
∂++

∂
∂+

∂
∂= 2

2
1

1

 

bo’ladi. 
Ma’lumki,  
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∂

∂
∂++

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂++

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
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∂
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1
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Natijada 
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=

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∂
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∂

∂
∂++

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
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mkk

m

m

m
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t

x

x
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x

f

t

x

x

f

......................................................
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t

x

x
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x

x

f

t

x

x

f

dt
t

x

x

f
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x
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f

t

x
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f
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2

2

1

1

2
22

2
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1

1

1
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2
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



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



∂
∂++

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+
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+








∂
∂++

∂
∂+

∂
∂

∂
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+



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



∂
∂++

∂
∂+

∂
∂

∂
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k
k

mmm

m

k
k

k
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bo’ladi. 
Agar 
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k

mmm

k
k

k
k

dxdt
t

x
...dt

t

x
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t

x
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,dxdt
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x
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∂
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∂
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∂
∂
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ekanligini e’tiborga olsak, u holda murakkab funksiya differensiali uchun 

k
k

dx
x

f
...dx

x

f
dx

x

f
df

∂
∂++

∂
∂+

∂
∂= 2

2
1

1

                     (13.19) 

bo’lishi kelib chiqadi. 
Murakkab funksiya differensiali ifodalovchi (13.19) formulani avval qarab 

o’tilgan (13.18) formula bilan solishtirib bir xil formaga ega bo’lishini (ya’ni 
differensial formasi saqlanishni) ko’ramiz. Odatda bu xossani differensial 
formasining (shaklining) invariantligi deyiladi. 

Demak, ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda ham bir o’zgaruvchili 
funksiyalardagidek, differensial shaklning invaritligi xossasi o’rinli ekan. 

Shuni alohida ta’kidlash lozimki, (13.19) ifoda mdx,...,dx,dx 21  lar mx,...,x,x 21  
larning ixtiyoriy orttirmalari mx,...,x,x ∆∆∆ 21 lar bo’lmasdan, ular kt,...,t,t 21  
o’zgaruvchilarning funksiyalari bo’ladi. 
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30. Funksiya differensiali hisoblashning sodda qoidalari. ( )xfu =  va 

( )xgv =  funksiyalar ochiq ( )mRMM ⊂   to’plamda berilgan bo’lib, Mx ∈0  

nuqtada ular differensiallanuvchi bo’lsin. U holda ( )0≠± v,  
v

u
 v,   uv,  u  

funksiyalar ham shu 0x  nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi va ularning 
differensiallari uchun quyidagi 

1) ( ) ,dvduvud ±=±  
2) ( ) ,vduudvuvd +=  

3) ( )0  2 ≠−=






 v
v

udvvdu

v

u
d  

formula o’rinli bo’ladi. 
Bu munosabatlardan birining, masalan, 2) ning isbotini keltirish bilan 

chegaralanamiz. 
( )xfu =  va ( )xgv =  funksiyalar ko’paytmasini F  funksiya deb qaraylik: 

vuF ⋅= . Natijada  F  funksiya u  va v  lar orqali mx,...,x,x 21  o’zgaruvchilarning 
( )( )mx,...,x,xx 21=  murakkab funksiya bo’ladi. Murakkab funksiyaning 

differensialini topish formulasi (13.19) ga ko’ra 

dv
v

F
du

u

F
dF

∂
∂+

∂
∂=  

bo’ladi. 
Agar 

u
v

F
,v

u

F =
∂
∂=

∂
∂

     

ekanligini e’tiborga olsak, unda 
udvvdudF +=  

bo’lishini topamiz. Demak,  
( ) udvvduuvd += . 

 
6-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning yuqori  

tartibli hosila va differensiallari 
10. Funksiyaning yuqori tartibli xususiy hosilalari. ( )mx,...,x,xf 21  funksiya 

ochiq  ( )mRMM ⊂  to’plamda berilgan bo’lib, uning har bir ( )mx,...,x,x 21  
nuqtasida 

mxxx f,...,f,f ′′′
21

 xususiy hosilalarga ega bo’lsin. Ravshanki, bu xususiy 

hosilalar o’z navbatida mx,...,x,x 21  o’zgaruvchilarga bog’liq bo’lib, ularning 
funksiyalari bo’lib qolishi mumkin. Berilgan funksiya xususiy hosilalari 

mxxx f,...,f,f ′′′
21

 larning ham xususiy hosilalarini qarash mumkin. 

5-ta’rif. ( )mx,...,x,xf 21  funksiya xususiy hosilalari 
mxxx f,...,f,f ′′′

21
 larning 

( )m,...,,kxk  2 1   =  o’zgaruvchi bo’yicha xususiy hosilalari berilgan funksiyaning 
ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb ataladi va  

( ), ..., m, kf,...,f,f
kmkk xxxxxx 21      

21
=′′′′′′  
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yoki  

( ), ..., m, k
xx

f
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xx

f
,

xx

f

kmkk

21       
2

2

2

1

2

=
∂∂

∂
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∂
∂∂

∂
 

kabi belgilanadi. Demak, 

( ), ..., m, k
x

f

x
f

xx

f

......,..............................

,
x

f

x
f

xx

f

,
x

f

x
f
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k
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k

k
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k
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k
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21      
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∂
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Bu ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni umumiy holda 

( ), ..., m, k;m...,,,if
xx

f
ki xx

ki

21    2 1      
2

==′′=
∂∂

∂
 

ko’rinishda yozish mumkin, bunda ik =  bo’lganda 

kkxx
kk

f
xx

f ′′=
∂∂

∂2

 

deb yozish o’rniga 

22

2

kx
k

f
x

f ′′=
∂
∂

 

deb yoziladi.  
Agar yuqoridagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalar turli o’zgaruvchilar 

bo’yicha olingan bo’lsa, unda bu 

( )kif
xx

f
ki xx

ki

≠′′=
∂∂

∂
                  

2

 

2-tartibli xususiy hosilalar aralash hosilalar deb ataladi. 
Xuddi shunga o’xshash, ( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning uchinchi, to’rtinchi va 

xokazo tartibdagi xususiy hosilalari ta’riflanadi. Umuman, ( )mx,...,x,xf 21  funksiya 
( )1−n -tartibli xususiy hosilalarning xususiy hosilasi berilgan funksiyaning n -
tartibli xususiy hosilasi deb ataladi. 

13.6-misol. Ushbu 

( ) ( )0              2
2

1
21 ≠= x

x

x
arctgx,xf  

funksiyaning 2-tartibli xususiy hosilasi topilsin. 

�Ravshanki, ,
xx

x

x

f
,

xx

x

x

f
2
2

2
1

1

2
2
2

2
1

2

1

     
+

−=
∂
∂

+
=

∂
∂
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13.7-misol. Ushbu 
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2
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2
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21
21  

funksiyaning aralash hosilalari topilsin. 
�Aytaylik ( ) ( )0 021 ,x,x ≠  bo’lsin. U holda  

( ) ( ) ,
xx

xx

xx

xx
x

x

f
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xx

xx
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


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∂
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bo’ladi. 
Berilgan ( )21 x,xf  funksiyaning ( )0 0,  nuqtadagi xususiy hosilalarini ta’rifga 

ko’ra topamiz: 
( ) ( ) ( )
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Bu keltirilgan misollar ko’rinadiki, funksiyaning 
21

2

xx

f

∂∂
∂

 va 
12

2

xx

f

∂∂
∂

 aralash 

hosilalari bir-biriga teng bo’lishi ham, teng bo’lmasligi ham mumkin ekan. 
6-teorema. ( )21 x,xf  funksiya ochiq ( )2  RMM ⊂  to’plamda 

21
  xx f,f ′′  hamda 

1221
  xxxx f,f ′′′′&  aralash hosilalarga ega bo’lsin. Agar aralash hosilalar ( ) Mx,x ∈0

2
0
1  

nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda shu nuqtada 
( ) ( )2

2
0
1

2
2

0
1 1221

x,xfx,xf xxxx ′′=′′&  

bo’ladi. 
� ( )0

2
0
1 x,x  nuqta koordinatalariga mos ravishda shunday 01 >∆x , 02 >∆x  

orttirmalar beraylikki, 
( ){ } M∆xxxx,∆xxxx:Rx,xD ⊂+≤≤+≤≤∈= 2

0
22

0
21

0
11

0
1

2
21     

bo’lsin. Bu to’g’ri to’rtburchak uchlarini ifodalovchi ( )0
2

0
1 x,x , ( )0

21
0
1 x,xx ∆+ , 

( )2
0
2

0
1 xx,x ∆+ , ( )2

0
21

0
1 xx,xx ∆+∆+  nuqtalarda funksiyaning qiymatlarini topib 

ulardan ushbu  
( ) ( ) ( ) ( )0

2
0
12

0
2

0
1

0
21

0
12

0
21

0
1 x,xfxx,xfx,xxfxx,xxfP +∆+−∆+−∆+∆+=  

ifodani hosil qilamiz. Bu ifodani quyidagi ikki 
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]0

2
0
1

0
21

0
12

0
2

0
12

0
21

0
1

0
2

0
12

0
2

0
1

0
21

0
12

0
21

0
1

x,xfx,xxfxx,xfxx,xxfP

,x,xfxx,xfx,xxfxx,xxfP

−∆+−∆+−∆+∆+=

−∆+−∆+−∆+∆+=
 

ko’rinishda yozish mumkin. 
Endi berilgan ( )21 x,xf  funksiya yordamida 1x  o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan 

( ) ( ) ( )0
212

0
211 x,xfxx,xfx −∆+=ϕ , 

2x  o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan 

( ) ( ) ( )2
0
121

0
12 1

x,xfx,xxfx x′−∆+=ψ  

funksiyalarni tuzaylik. Ravshanki, ( ) ( )21   x,x ψϕ  funksiyalar 

( ) ( ) ( )0
212

0
211 11

x,xfxx,xfx xx ′−∆+′=′ϕ , 

( ) ( ) ( )2
0
121

0
12 22

x,xfx,xxfx xx ′−∆+′=′ψ  

hosilalarga ega bo’lib, Lagranj teoremasiga asosan 
( ) ( )
( ) ( ) 1211

0
12

222
0
211

12

21

xx,xxfx

,xxx,xfx

x,x

x,x

∆⋅∆+′′=′

∆⋅∆+′′=′

θψ

θϕ
                        (13.20) 

bo’ladi, bunda 1   0 21 << θθ , . 
Yuqorida keltirilgan P  ifodani ( ) ( )21   x,x ψϕ  funksiyalar orqali ushbu 

( ) ( )
( ) ( )0

22
0
2

0
11

0
1

xxxP

,xxxP

ψψ
ϕϕ

−∆+=

−∆+=
 

ko’rinishda yozib, so’ng yana Lagranj teoremasini qo’llab quyidagilarni topamiz: 
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( ) ( )
( ).,

xxxP,xxxP

1   0                           

     

21

222
0
2111

0
1

<′′<
∆⋅∆′+′=∆⋅∆′+′=

θθ
θψθϕ

                   (13.21) 

Natijada (13.20) va (13.21) munosabatlardan 
( )
( ) 2122

0
211

0
1

2122
0
211

0
1

 

      

12

21

xxxx,xxfP

xxxx,xxfP

xx

xx

∆∆⋅∆′+∆+′′=

∆∆⋅∆+∆′+′′=

θθ

θθ
 

bo’lib, ulardan esa 
( ) ( )22

0
211

0
122

0
211

0
1   

1221
xx,xxfxx,xxf xxxx ∆′+∆+′′=∆+∆′+′′ θθθθ                (13.22) 

bo’lishi kelib chiqadi. 
Shartga ko’ra 

21xxf ′′  va 
12xxf ′′  aralash hosilalar ( )0

2
0
1 x,x  nuqtada uzluksiz. 

Shuning uchun (13.22) da 0  0 21 →∆→∆ x,x  limitga o’tsak,  

( ) ( )0
2

0
1

0
2

0
1   

1221
x,xfx,xf xxxx ′′=′′  

bo’ladi.� 
20. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Ko’p o’zgaruvchili 

funksiyaning yuqori tartibli differensiali tushunchasi keltirishdan avval, 
funksiyaning ( )1 >nn  marta differensiallanuvchiligi tushunchasi bilan tanishamiz. 

( )xf  funksiya ochiq ( )mRMM ⊂   to’plamda berilgan bo’lib, Mx ∈0   

bo’lsin. Ma’lumki, ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi orttirmasi ushbu  

( ) ( )ρoxA...xAxAxf mm +∆++∆+∆=∆ 2211
0  

ko’rinishda ifodalansa, funksiya 0x  nuqtada differensiallanuvchi deb atalar edi, 

bunda mA,...,A,A 21 - o’zgarmas sonlar, 22
2

2
1 mx...xx ∆++∆+∆=ρ . Bu holda 

ko’rgan edikki, 
( ) ( )m,...,,i
x

xf
A

i
i   2  1              

0

=
∂

∂=  

Aytaylik, ( )xf  funksiya M  to’plamda 
mxxx f,...,f,f ′′′

21
 xususiy hosilalarga ega 

bo’lsin. Agar bu xususiy hosilalar  0x  nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, ( )xf  
shu nuqtada ikki marta differensiallanuvchi funksiya deb ataladi. 

Umuman, ( )xf  funksiya M  to’plamda barcha ( )1−n - tartibli xususiy 

hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar Mx ∈0  nuqtada differensiallanuvchi 
bo’lsa, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada n  marta differensiallanuvchi deyiladi. 

7-teorema. ( )xf  funksiya M  to’plamda barcha n - tartibli xususiy 

hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar Mx ∈0  nuqtada uzluksiz bo’lsa, ( )xf  

funksiya 0x  nuqtada n  marta differensiallanuvchi bo’ladi. 
Bu teorema funksiya differensiallanuvchi bo’lishining etarli shartini 

ifodalovchi 3-teoremaning isbotlanganligi kabi isbotlanadi.  
( )xf  funksiya Mx∈  nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin. 
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6-ta’rif.  ( )xf  funksiyaning x  nuqtadagi differensiali ( )xdf  ning differensiali 

berilgan ( )xf  funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi va u fd2  
kabi belgilanadi: 

( )dfdfd =2 . 
Differensiallash qoidalaridan foydalanib topamiz: 
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( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning ( )mx,...,x,x 21  nuqtadagi uchinchi, turtinchi va 
xokazo tartibli differensiallari ham xuddi yuqoridagidek ta’riflanadi. 

Umuman, ( )xf  funksiyaning x  nuqtadagi ( )1−n - tartibli differensiali 
( ) ( )xfd n 1−  ning differensial berilgan ( )xf  funksiyaning shu nuqtadagi n  tartibli 

differensiali deb ataladi va fdn  kabi belgilanadi. Demak, 

( )fddfd nn 1−=  
Biz yuqorida ( )xf  funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali uning xususiy 

hosilalari orqali ifodalanishini ko’rdik. 
( )xf  funksiyaning keyingi tartibli differensiallarining funksiya xususiy 

xosilalari orqali ifodasi borgan sari murakkablasha boradi. Shu sababli yuqori 
tartibli differensiallarni, simvolik ravishda, soddaroq formada ifodalash muhim. 
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( )xf  funksiya differensiali 

m
m

dx
x

f
...dx

x

f
dx

x

f
df

∂
∂++

∂
∂+

∂
∂= 2

2
1

1

 

ni simvolik ravishda (f  ni formal ravishda qavs tashqarisiga chiqarib) 
quyidagicha 

fdx
x

...dx
x

dx
x

df m
m










∂
∂++

∂
∂+

∂
∂= 2

2
1
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yozamiz. Unda funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini 

fdx
x

...dx
x

dx
x

fd m
m

2

2
2

1
1

2









∂
∂++

∂
∂+

∂
∂=                       (13.23) 

deb qarash mumkin. Bunda qavs ichidagi yig’indi kvadratga ko’tarilib, so’ng f  ga 
«ko’paytiriladi». Keyin daraja ko’rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb 
hisoblanadi.  

Shu tarzda kiritilgan simvolik ifodalash  ( )xf  funksiyaning n - tartibli 
differensialini 

fdx
x

...dx
x

dx
x

fd
n

m
m

n









∂
∂++

∂
∂+

∂
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kabi yozish imkonini beradi. 
30. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari.  Ushbu punktda 

( )mx,...,x,xf 21 , ( ( ) ( )kk t,...,tx,t,...,tx 122111   ϕϕ ==  ( )kmm t,...,tx,..., 1ϕ= ) murakkab 
funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini topamiz.  

Ma’lumki, ( ) ( )m,...,,it,...,t,tx mii  2  1     21 == ϕ  funksiyaning har bir 

( ) Tt,...,t,t k ∈00
2

0
1  nuqtada differensiallanuvchi bo’lib, ( )mx,...,x,xf 21  funksiya esa 

mos ( )00
2

0
1 mx,...,x,x  nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda 5-teoremaga ko’ra 

murakkab funksiya ( )00
2

0
1 kt,...,t,t  nuqtada differensiallanuvchi va differensial 

shaklning invariantlik xossasiga asosan murakkab funksiyaning differensiali 

m
m

dx
x

f
...dx

x

f
dx

x

f
df

∂
∂++

∂
∂+

∂
∂= 2

2
1

1

 

bo’ladi. 
Faraz qilaylik, ( ) ( )m,...,,it,...,t,tx mii  2  1     21 == ϕ  funksiyalarning har biri 

( ) Tt,...,t,t k ∈00
2

0
1  nuqtada ikki marta differensiallanuvchi, ( )mx,...,x,xf 21  funksiya 

esa mos ( ) Mx,...,x,x m ∈00
2

0
1  nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin. U 

holda murakkab funksiya ham ( )00
2

0
1 kt,...,t,t  nuqtada ikki marta differensiallanuvchi 

bo’ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib quyidagini topamiz: 
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x
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                                               (13.24) 

Shu yo’l bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi 
differensiallari topiladi. 

(13.23), (13.24) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli differensiallarda 
differensial shaklining invariantligi xossasi o’rinli emasligi ko’ramiz. 

2-eslatma. Agar  

mkmkmmm

kk

kk

t...ttx

.......,........................................

,t...ttx

,t...ttx

βααα

βααα
βααα

++++=

++++=
++++=

2211

222221212

112121111

                       (13.25) 

bo’lsa ( ( )m,...,,j;k,...,,i, jji  2  1   2 1     ==βα -o’zgarmas sonlar), u holda bunday 

( )mx,...,x,xf 21  murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari differensial 
shaklining invariantligi xossasiga ega bo’ladi. 

Haqiqatdan ham (13.25) ifodadagi funksiyalarni differensiallasak, unda 

kmkmmkmkmmm

kkkk

kkkk

t...ttdt...dtdtdx

.,..........................................................................................

,t...ttdt...dtdtdx

,t...ttdt...dtdtdx

∆++∆+∆=+++=

∆++∆+∆=+++=
∆++∆+∆=+++=

αααααα

αααααα
αααααα

22112211

222212122221212

121211112121111

 

bo’lib mdx,...,dx,dx 21  larning har biri kt,...,t,t 21  o’zgaruvchilarga bog’liq 

emasligini ko’ramiz. Ravshanki, bundan 02
221

2 ==== mxd...xdxd  
Binobarin, 
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( )
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Demak, ikkinchi tartibli differensiallar differensial shaklining invariantligi 

xossasiga ega ekan. 
Shunga o’xshash, bu holda murakkab funksiyaning ikkidan katta tartibdagi 

differensiallarida differensial shaklining invariantligi xossasi o’rinli bo’lishi 
ko’rsatiladi. 

 
7-§. O’rta qiymat haqida teorema 

( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiya mRM ⊂  to’plamda berilgan. Bu to’plamda 
shunday ( )ma,...,a,aa 21=  va ( )mв,...,в,вв 21=  nuqtalarni olaylikki, bu nuqtalarni 
birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi 

( ) ( ) ( )
( ) }t;aвtax...,

,aвtax,aвtax:Rx,...,x,x{A

mmmm

m
m

10   

   2222111121

≤≤−+=
−+=−+=∈=

 

shu M  to’plamga tegishli bo’lsin: MA⊂ . 
8-teorema. Agar ( )xf  funksiya A kesmaning a  va в  nuqtalarida uzluksiz 

bo’lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalrida funksiya differensiallanuvchi bo’lsa, u 
holda A kesmada shunday с  nuqta ( )( )mс,...,с,сс 21=  topiladiki, 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )mmxxx aвcf...aвcfaвcfafвf
m

−′++−′+−′=− 2211 21
 

bo’ladi. 
� ( )xf  funksiya A to’plamda qaraylik. Unda  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )10                                                            

    22211121

≤≤
−+−+−+==

t

aвta,...,aвta,aвtafx,...,x,xfxf mmmm  

bo’lib, ( )mx,...,x,xf 21  t  o’zgaruvchining [ ]1 0,  segmentda berilgan funksiyasiga 
aylanadi: 

( ) ( ) ( ) ( )( )mmm aвta,...,aвta,aвtaftF −+−+−+=     222111  
Bu funksiya ( )1  0,  intervalda ushbu 

( ) ( ) ( ) ( )mmxxx aвf,...,  aвf,  aвftF
m

−⋅′−⋅′−⋅′=′ 2211 21
 

hosilaga ega bo’ladi. 
Demak, ( )tF  funksiya [ ]1 0,  segmentda uzluksiz, ( )1  0,  intervalda esa ( )tF ′  

hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga (1-qism, 6-bob, 6-§) ko’ra ( )1  0,  
intervalda shunday 0t  nuqta topiladiki, 

( ) ( ) ( ) ( )1t0       01 00 <<′=− tFFF                          (13.26) 
bo’ladi. Ravshanki, 
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( ) ( ) ( ) ( )вfF,afF == 1           0 , 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ).aвaвta,...,aвta,aвtaf

aвaвta,...,aвta,aвtaf

aвaвta,...,aвta,aвtaftF

mmmmmx

mmmx

mmmx

m
−⋅−+−+−+′+

++

+−⋅−+−+−+′+

+−⋅−+−+−+′=′

022021101

22022021101

110220211010

             

..................................................................................................         
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1

(13.27) 

Agar 
( )
( )

( ) mmmm caвta

...........................

caвta

caвta

=−+

=−+
=−+

0

22202

11101

 

deb belgilasak, unda ( ) Aс,...,с,сс m ∈= 21  bo’lib, yuqoridagi (13.26) va (13.27) 
tengliklardan 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )mmxxx aвcf...aвcfaвcfafвf
m

−′++−′+−′=− 2211 21
 

kelib chiqadi.� 
Bu o’rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi.  
2-natija. ( )xf  funksiya bog’lamli mRM ⊂  to’plamda berilgan bo’lib, uning 

har bir nuqtasi differensiallanuvchi bo’lsin. Agar M  to’plamning har bir nuqtasida 
( )xf  funksiyaning barcha xususiy hosilalri nolga teng bo’lsa, funksiya M  

to’plamda o’zgarmas bo’ladi. 
�M  to’plamda ( )ma,...,a,aa 21=  hamda ixtiyoriy ( )mx,...,x,xx 21=  

nuqtalarni olaylik. Bu nuqtalarni birlashtiruvchi kesma shu M  to’plamga tegishli 
bo’lsin. U holda shu kesma nuqtalarida 8-teoremaga ko’ra 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )mmxxx xacf...xacfxacfxfaf
m

−′++−′+−′+= 2211 21
 

bo’ladi. Funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng ekanidan 
( ) ( )afxf =  

bo’lishi kelib chiqadi. 
a  va x  nuqtalarni birlashtiruvchi kesma M  to’plamga tegishli bo’lmasa, unda M  
to’plamning bog’lamli ekanligidan a  va x  nuqtalarni birlashtiruvchi va to’plamga 
tegishli bo’lgan siniq chiziq topiladi, bu siniq chiziq kesmalariga yuqoridagi 8-
teoremani qo’llay borib,  

( ) ( )afxf =  
bo’lishini topamiz.� 

 
8-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi 

Ma’lumki, ( )tF  funksiya 0tt =  nuqtaning atrofida berilgan bo’lib, unda 

( ) ( ) ( )tF,...,tF,tF n 1  +′′′  hosilalarga ega bo’lsa, u holda  
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θθ

              (13.28) 

bo’ladi (Teylor formulasi). 
( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiya ochiq ( )mRMM ⊂   to’plamda berilgan. Bu 

to’plamda ( )00
2

0
1 mx,...,x,x  nuqtani olib, uning ( )( ) Mx,...,x,xU m ⊂00

2
0
1δ  atrofini qaraylik. 

Ravshanki,  ( ) ( )( )00
2

0
121 mm x,...,x,xUx,...,x,x δ∈′′′∀  nuqta bilan ( )00

2
0
1 mx,...,x,x  nuqtani 

birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi 
( ) ( ) ( )

( ) }t;xxtxx...,

,xxtxx,xxtxx:Rx,...,x,x{A

mmmm

m
m

10   

   
00

0
22

0
22

0
11

0
1121

≤≤−′+=
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shu ( )( )00
2

0
1 mx,...,x,xUδ  atrofga tegishli bo’ladi. 

( )mx,...,x,xf 21  funksiya ( )( )00
2

0
1 mx,...,x,xUδ  da 1+n  marta differensiallanuvchi 

bo’lsin deb uni A to’plamga qaraylik. Unda  
( ) ( ) ( ) ( )( )000

22
0
2

0
11

0
121 mmmm xxt..., xxxt,  xxxtxfx,...,x,xf −′+−′+−′+=  

bo’lib, ( )mx,...,x,xf 21  funksiya t  o’zgaruvchining [ ]10,  da berilgan funksiyasiga 
aylanib qoladi: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )10  000
22

0
2

0
11

0
1 ≤≤−′+−′+−′+= txxt..., xxxt,  xxxtxftF mmm       (13.29) 

Bu funksiyaning hosilalarini hisoblaylik: 
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Umuman k -tartibli hosila ushbu 
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( )1 2 1                                
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ko’rinishida bo’ladi. (Uning to’g’riligi matematik induksiya usuli yordamida 
isbotlanadi). 

Yuqoridagi ( ) ( ) ( )tF,...,tF,tF n 1  +′′′  hosilalarning ifodalariga kirgan 
( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning barcha xususiy hosilalari  

( ) ( ) ( )( )000
22

0
2

0
11

0
1   mmm xxtx,...,xxtx,xxtx −′+−′+−′+  

nuqta hisoblangan. 
(13.28) formulada 0=t  va 1=t  deb olinsa, ushbu 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )

( )10                                            

1
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1

01 1
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+
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F
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hosil bo’ladi. 
(13.29) va (13.30) munosabatdan foydalanib quyidagilarni topamiz: 
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Keyingi tenglikdagi ( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning barcha xususiy hosilalari 

( )00
2

0
1 mx,...,x,x  nuqtada hisoblangan. 

Demak, (13.28) formulaga ko’ra 
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+−′

∂
∂+=

 

bo’ladi, bunda ( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning barcha birinchi, ikkinchi va xokazo n -

tartibli xususiy hosilalari ( )00
2

0
1 mx,...,x,x  nuqtada, shu funksiyaning barcha ( )1+n - 

tartibli xususiy hosilalari esa 
( ) ( ) ( )( ) ( )10000

22
0
2

0
11

0
1 <<−′+−′+−′+ θ       xxθ, ... , xxxθ, xxxθx mmm  
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nuqtada hisoblangan. 
Bu formula ko’p o’zgaruvchili ( )mx,...,x,xf 21  funksiyaning Teylor formulasi 

deb ataladi. 
Xususan, ikki o’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi quyidagicha 

bo’ladi: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )+−
∂

∂+−
∂

∂+= 0
22

2

0
2

0
10

11
1

0
2

0
10

2
0
121 xx

x

x,xf
xx

x

x,xf
x,xfx,xf  

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) .xx
x

xxx,xxxf

...xx
x

xxx,xxxf

!n

xx
x

x,xf
...xxxx

xx

x,xf
C

xx
x

x,xf

!n
...xx

x

x,xf

xxxx
xx

x,xf
xx

x

x,xf

!

n

n

n

n

n

n

n

n

n
n

n

n

n

n

n

n





−

∂
−+−+∂+





++−

∂
−+−+∂

+
+

+



−

∂
∂++−−

∂∂
∂+





+−

∂
∂++




−

∂
∂+





+−−

∂∂
∂+−

∂
∂+

+
+

+

+
+

+

−
−

10
221

1

0
22

0
2

0
11

0
1

1

10
111

1

0
22

0
2

0
11

0
1

1

0
22

2

0
2

0
10

22

10
11

2
1

1

0
2

0
11

0
11

1

0
2

0
120

222
2

0
2

0
1

2

0
22

0
11

21

0
2

0
1

2
20

112
1

0
2

0
1

2

 

 

1

1

1

2
2
1

θθ

θθ

 

 
9-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning ekstremum qiymatlari. 

 Ekstremumning zaruriy sharti 
10. Funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari. Ko’p o’zgaruvchili 

funksiyaning ekstremum qiymatlari ta’riflari xuddi bir o’zgaruvchili funksiyaniki 
singari kiritiladi. 

( ) ( )mx,...,x,xfxf 21=  funksiya ochiq  mRM ⊂  to’plamda berilgan bo’lib, 

( ) Mx,...,x,xx m ∈= 00
2

0
1

0  bo’lsin. 

7-ta’rif.  Agar 0x  nuqtaning shunday ( ) ( ) :Rx,...,x,xxxU m
m



 ∈== 21

0
δ  

( ) ( ) ( ) Mxx...xxx,x: mm ⊂


<−++−= δρ 2020

11
0  atrofi mavjud bo’lsaki, ( )0xUx δ∈∀  

uchun 
( ) ( ) ( ) ( )( )00              xfxfxfxf ≥≤  

bo’lsa, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada maksimumga (minimumga) ega deyiladi, ( )0xf  
qiymat esa ( )xf  funksiyaning maksimum (minimum) qiymati yoki maksimumi 
(minimumi) deyiladi. 

8-ta’rif. Agar 0x  nuqtaning shunday ( )0xUδ  atrofi mavjud bo’lsaki, 

( ) { }0
0 x\xUx δ∈∀  uchun ( ) ( ) ( ) ( )( )00   xfxfxfxf ><  bo’lsa,  ( )xf  funksiya 0x  

nuqtada qat’iy maksimumga (qat’iy minimumga) ega deyiladi. ( )0xf  qiymat esa 
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( )xf  funksiyaning qat’iy maksimum (qat’iy minimum) qiymati yoki qat’iy 
maksimumi  (qat’iy minimumi) deyiladi. 

Yuqoridagi ta’riflardagi 0x  nuqta ( )xf  funksiyaga maksimum (minimum) (8-
ta’rifda),  qat’iy maksimum (qat’iy minimum) (9-ta’rifda) qiymat beradigan nuqta 
deb ataladi. 

Funksiyaning maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning ekstremumi 
deb ataladi. 

13.8-misol. Ushbu  

( ) ( )1                    1 2
2

2
1

2
2

2
121 ≤+−−= xxxxx,xf  

funksiyaning ( )0 0,  nuqtada qat’iy maksimumga erishish ko’rsatilsin. 
�Haqiqatdan ham, ( )0 0,  nuqtaning ushbu  

( )( ) ( ){ } ( )10         0 0 22
2

2
1

2
21 <<<+∈= rrx;    xR,xx,U r  

atrofi olinsa, unda ( ) ( )( ) ( ){ }0 00 021 ,\,Ux,x r∈∀  uchun 

( ) ( ) 1001 2
2

2
121 =<−−= , fxx,xxf  

bo’ladi.� 
8 va 9- ta’riflardan ko’rinadiki, ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi qiymati  

( )0xf  ni uning shu nuqta atrofidagi nuqtalardagi qiymatlari bilangina solishtirilar 
ekan. Shuning uchun funksiyaning ekstremumi (maksimumi, minimumi) lokal 
ekstremum (lokal maksimum, lokal minimum) deb ataladi. 

20. Funksiya ekstremumining zaruriy sharti. ( )mx,...,x,xf 21  funksiya ochiq  
mRM ⊂  to’plamda berilgan. Aytaylik, ( )mx,...,x,xf 21  funksiya 

( )00
2

0
1

0
mx,...,x,xx =  nuqtada maksimumga (minimumga) ega bo’lsin. Ta’rifga ko’ra 

( )00
2

0
1

0
mx,...,x,xx =  nuqtaning shunday ( ) MxU ⊂0δ  atrofi mavjudki, ( )0xUx δ∈∀  

uchun 
( ) ( )00

2
0
121 mm x,...,x,xfx,...,x,xf ≤  

( ) ( )( )00
2

0
121 mm x,...,x,xfx,...,x,xf ≥  

xususan  
( ) ( )00

2
0
1

00
3

0
21 mm x,...,x,xfx...,x,x,xf ≤  

( ) ( )( )00
2

0
1

00
21 mm x,...,x,xfx,...,x,xf ≥  

bo’ladi. Natijada bir o’zgaruvchiga 1x  ga bog’liq bo’lgan ( )00
21 mx,...,x,xf  

funksiyaning ( )0xUδ  da eng katta (eng kichik) qiymati ( )00
2

0
1 mx,...,x,xf  ga 

erishishini ko’ramiz. Agarda 0x  nuqtada ( )01
xf x′  xususiy hosila mavjud bo’lsa, 

unda Ferma teoremasi (qaralsin, 1-qism, 6-bob, 6-§)ga ko’ra 
( ) ( ) 0000

2
0
1 11

=′=′ xfx,...,x,xf xmx  

bo’ladi. 
Xuddi shuningdek, ( ) ( )00

2
xf,...,xf

mxx ′′  xususiy hosilalar mavjud bo’lsa,  
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( ) ( ) ( ) 0    0  0 000
32

=′=′=′ xf,...,xf,xf
mxxx  

bo’lishini topamiz. 
Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz. 
9-teorema. Agar ( )xf  funksiya 0x  nuqtada ekstremumga erishsa va shu 

nuqtada barcha 
mxxx f,...,f,f ′′′

21
 xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u holda 

( ) ( ) ( ) 0    0  0 000
21

=′=′=′ xf,...,xf,xf
mxxx  

bo’ladi. 
Biroq ( )xf  funksiyaning biror mRx ∈′  nuqtada barcha xususiy hosilalarga 

ega va 
( ) ( ) ( ) 0    0  0

21
=′′=′′=′′ xf,...,xf,xf

mxxx  

bo’lishidan uning shu x  nuqtada ekstremumga ega bo’lishi har doim ham kelib 
chiqavermaydi. 

Masalan, 2R  to’plamda berilgan 
( ) 2121 xxx,xf =  

funksiyani qaraylik. Bu funksiya ( ) ( ) 121221 21
  xx,xf,xx,xf xx =′=′  xususiy 

hosilalarga ega bo’lib, ular ( )0 0,  nuqtada ekstremumga ega emas (bu funksiyaning 
grafigi giperbolik paraboloidni ifodalaydi, qaralsin 12-bob, 3-§). 

Demak, 9-teorema bir argumentli funksiyalardagidek funksiya ekstremumga 
erishishining zaruriy shartini ifodalar ekan. 

( )xf  funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar uning 
statsionar nuqtalari deyiladi. 

 
10-§. Funksiya ekstremumining etarli sharti 

Biz yuqorida ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtada ekstremumga erishishining 
zaruriy shartini ko’rsatdik. Endi funksiyaning ekstremumga erishishining etarli 
shartini o’rganamiz. 

( )xf  funksiya mRx ∈0  nuqtaning biror 

( ) ( ){ } ( )0    00 ><∈= δδx,x: ρRxxU m
δ  

atrofida berilgan bo’lsin. Ushbu 
( ) ( )0xfxf −=∆                           (13.31) 

ayirmani qaraylik. Ravshanki, bu ayirma ( )0xUδ  da o’z ishorasini saqlasa, ya’ni 

har doim ( )0    0 ≤∆≥∆  bo’lsa, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada minimumga 

(maksimumga) erishadi. Agar (13.31) ayirma har qanday ( )0xUδ  atrofda ham o’z 

ishorasini saqlamasa, u holda ( )xf  funksiya 0x  nuqtada ekstremumga ega 

bo’lmaydi. Demak, masala (13.31) ayirma o’z ishorasini saqlaydigan ( )0xUδ  atrof 
mavjudmi yoki yo’qmi, shuni aniqlashdan iborat. Bu masalani biz, xususiy holda 
ya’ni ( )xf  funksiya ma’lum shartlarni bajargan holda echamiz. 

( )xf  funksiya quyidagi shartlarni bajarsin: 
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1) ( )xf  funksiya biror ( )0xUδ  da uzluksiz, barcha o’zgaruvchilari bo’yicha 
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega; 

2) 0x  nuqta ( )xf  funksiyaning statsionar nuqtasi, ya’ni 

( ) ( ) ( ) 0    0  0 000
21

=′=′=′ xf,...,xf,xf
mxxx . 

Ushbu bobning 8-§ ida keltirilgan Teylor formulasidan foydalanib, 0x  
nuqtaning statsionar nuqta ekanligini e’tiborga olib, quyidagini topamiz: 

( ) ( ) [
( )]
( ) .xxfxf

xxf...xxfxxf

xf...xfxfxfxf

m

k,i
kixx

mmxxxxxx

mxxx

ki

mm

m

∑
=

−

∆∆′′+=

=∆∆′′++∆∆′′+∆∆′′+

+∆′′++∆′′+∆′′+=

−

1

0

13121

22
2

2
1

0

2
1

2
2
1

13121

22
2

2
1

 

Bu munosabatda ( )xf  funksiyaning barcha xususiy hosilalari 
( ),...,m,i,kf

ki xx 21  =′′  lar ushbu  

( ) ( )10     0
2

0
21

0
1 <<∆+∆+∆+ θxx,...,xx,xx mm θθθ  

nuqtadan hisoblangan va  
 . , ...   00

222
0
111 mmm xxx,xxx,xxx −=∆−=∆−=∆  

Demak, 

ki

m

k,i
xx xxf

ki
∆∆′′=∆ ∑

=12

1
 

Berilgan ( )xf  funksiya ikkinchi tartibli hosilalarining statsionar nuqtadagi 
qiymatlarini quyidagicha belgilaylik: 

( ) ( ), ... , m, i,kxfa
ki xxik 21     0 =′′=  

Unda ( )xf
ki xx′′  ning 0x  nuqtada uzluksizligidan 

( ) ikikmmxxxx αaθ∆x,...,xθ∆x,xθ∆xxff
kiki

+=+++′′=′′ 0
2

0
21

0
1  

( )... , m,, , i,k 321=  bo’lishi kelib chiqadi. Bu munosabatda ,x 01 →∆  ,x 02 →∆  
0→∆ mx,...,  da barcha 0→ikα  va 6-§ da keltirilgan 6-teoremaga asosan 

( )... , m,, , i,kaa kiik 321      ==  
bo’ladi. Natijada (13.31) ayirma ushbu 









∆∆+∆∆=∆ ∑∑

==
ki

m

k,i
ikki

m

k,i
ik xxxxa

112
1 α  

ko’rinishni oladi. Buni quyidagicha ham yozish mumkin: 








 ∆⋅∆+∆⋅∆=∆ ∑∑
== ρρ
α

ρρ
ρ ki

m

k,i
ik

ki
m

k,i
ik

xxxx
a

11

2

2
. 

Agar  

( ), ... , m, i
xi

i 21      =∆=
ρ

ξ  

deb belgilasak, unda  
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







⋅+⋅=∆ ∑∑

==
ki

m

k,i
ikki

m

k,i
ika ξξαξξρ

11

2

2
                        (13.32) 

bo’ladi. 
Ushbu  

( ) ki

m

k,i
ikm в,...,,P ξξξξξ ⋅= ∑

=1
21  

ifoda m,...,, ξξξ 21  o’zgaruvchilarning kvadratik formasi deb ataladi, 
( )... , m,, , i,kвik 321      =  lar esa kvadratik formaning koeffitsientlari deyiladi. 

Ravshanki, har qanday kvadratik forma o’z koeffitsientlari orqali to’la aniqlanadi. 
Kvadratik formalar algebra kursida batafsil o’rganiladi. Quyida biz kvadratik 
formaga doir ba’zi (kelgusida qo’llaniladigan) tushunchalarni eslatib o’tamiz. 

Ravshanki, 021 ==== m... ξξξ  bo’lsa, har qanday kvadratik forma uchun 
( ) 00  0 0 =...,,,P  

bo’ladi. 
Endi boshqa nuqtalarni qaraylik. Quyidagi hollar bo’lishi mumkin: 
10. Barcha 022

2
2
1 >+++ m... ξξξ  nuqtalar uchun  

( ) 021 >m,...,,P ξξξ  
Bu holda kvadratik forma musbat aniqlangan deyiladi. 

20. Barcha 022
2

2
1 >+++ m... ξξξ  nuqtalar uchun  

( ) 021 <m,...,,P ξξξ . 
Bu holda kvadratik forma manfiy aniqlangan deyiladi. 

30. Ba’zan ( )m,...,, ξξξ 21  nuqtalar uchun ( ) 021 >m,...,,P ξξξ  ba’zi nuqtalar 
uchun 

( ) 021 <m,...,,P ξξξ  
Bu holda kvadratik forma noaniq deyiladi. 

40. Barcha 022
2

2
1 >+++ m... ξξξ  nuqtalar uchun  

( ) 021 ≥m,...,,P ξξξ  
va ular orasida shunday ( )m,...,, ξξξ 21  nuqtalar ham borki, 

( ) 021 =m,...,,P ξξξ  
Bu holda kvadratik forma yarimmusbat aniqlangan deyiladi. 

50. Barcha 022
2

2
1 >+++ m... ξξξ  nuqtalar uchun  

( ) 021 ≤m,...,,P ξξξ  
va ular orasida shunday ( )m,...,, ξξξ 21  nuqtalar ham borki, 

( ) 021 =m,...,,P ξξξ . 
Bu holda kvadratik forma yarimmanfiy aniqlangan deyiladi. 
Keltirilgan hollarni alohida-alohida tahlil qilamiz: 
10. Ushbu 

( ) ki

m

k,i
ikm a,...,,Q ξξξξξ ⋅= ∑

=1
21  
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kvadratik forma musbat aniqlangan bo’lsin. Avvalo yuqoridagi  
22

2
2
1 mx...xx ∆++∆+∆=ρ  

va 

( ), ... , m, i
xi

i 21      =∆=
ρ

ξ  

tengliklardan 
122

2
2
1 =+++ m... ξξξ  

ekanligini topamiz. Ma’lumki, mR  fazoda 
( ) ( )( ) ( ){ }10 0 0 22

2
2
12111 =+++∈== m

m
m ...:R,...,,,...,,SS ξξξξξξ0  

markazi ( )0 0 0 ,...,,=0  nuqtada radiusi 1 ga teng sferani ifodalaydi. Sfera yopiq va 
chegaralangan to’plam. Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan shu sferada 

( )m,...,,Q ξξξ 21  funksiya uzluksiz funksiya sifatida chegaralangan, xususan quyidan 
chegaralangan bo’ladi: 

( ) ( )constCC,...,,Q m −≥               21 ξξξ  
Agar ( )m,...,,Q ξξξ 21  kvadratik formaning musbat aniqlangan ekanligini 

e’tiborga olsak, unda 0≥C  bo’lishini topamiz. 
Ikkinchi tomondan, Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko’ra bu 

( )m,...,,Q ξξξ 21  funksiya ( )01S  sferada o’zining aniq quyi chegarasiga erishadi, 

ya’ni biror ( ) ( )01
00

2
0
1 S,...,, m ∈ξξξ  uchun  

( ) ( )mm ,...,,Qmin,...,,Q ξξξξξξ 21
00

2
0
1 =  

bo’ladi. Yana ( )m,...,,Q ξξξ 21  kvadratik formaning musbat aniqlangan ekanligini 
e’tiborga olsak, 

( ) 000
2

0
1 >m,...,,Q ξξξ  

ekanini topamiz. Demak, ( )01S  sferada 

( ) 0
1

21 >≥⋅= ∑
=

Ca,...,,Q ki

m

k,i
ikm ξξξξξ  

bo’ladi. 
Endi 

ki

m

k,i
ik ξξα ⋅∑

=1

 

ni baholaymiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan foydalanib, topamiz: 

.
m

k,i
ik

m

i
i

m

k
ik

m

i
k

m

k
ik

m

i

m

i
ik

m

k
ik

m

i
ik

m

k
ik

m

i
ki

m

k,i
ik

2

1

1

2
2

1

1

2

1

2

1

2

1
2

11

2

1

1

2
2

1
2

11111

                 







=















≤


















=

=






⋅


















≤⋅






=⋅

∑∑∑∑∑∑

∑∑∑∑∑∑

======

======

αξαξα

ξξαξξαξξα
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Ma’lumki, 0  0  0 21 →∆→∆→∆ mx,...,x,x  da barcha 0→ikα . Bundan 

foydalanib 0x  nuqtaning atrofini etarlicha kichik qilib olish hisobiga 

2

2

1

1

2 εα <







∑

=

m

k,i
ik  

tengsizlikka erishish mumkin. Demak, (13.32) dan 

0
4222

22

11

2

>=






 −≥







⋅+⋅=∆ ∑∑

==

cc
ca ki

m

k,i
ikki

m

k,i
ik

ρρξξαξξρ
 

20. Quyidagi 

( ) ki

m

k,i
ikm a,...,,Q ξξξξξ ⋅= ∑

=1
21  

kvadratik forma manfiy aniqlangan bo’lsin. Bu holda 0x  nuqtaning etarlicha kichik 

atrofida 0
2 11

2

<







⋅+⋅=∆ ∑∑

==
ki

m

k,i
ikki

m

k,i
ika ξξαξξρ

 bo’lishi 1-holdagiga o’xshash ko’r-

satiladi. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz. 
10-teorema. ( )xf  funksiya 0x  nuqtaning biror ( )0xUδ  atrofida ( )0>δ  

berilgan bo’lsin va u ushbu shartlarni bajarsin: 
1) ( )xf  funksiya ( )0xUδ  da barcha o’zgaruvchilar mx,...,x,x 21  bo’yicha 

birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega; 
2) 0x  nuqta ( )xf  funksiyaning statsionar nuqtasi; 
3) koeffitsientlari 

( ) ( ), ... , m, i,kxfa
ki xxik 21     0 =′′=  

bo’lgan  

( ) ki

m

k,i
ikm a,...,,Q ξξξξξ ⋅= ∑

=1
21  

kvadratik forma musbat (manfiy) aniqlangan. U holda ( )xf  funksiya 0x  nuqtada 
maksimumga (minimumga) erishadi. 

Bu teorema funksiya ekstremumining etarli shartini ifodalaydi. 
30. Agar 

( ) ki

m

k,i
ikm a,...,,Q ξξξξξ ⋅= ∑

=1
21  

kvadratik forma noaniq bo’lsa, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada ekstremumga 
erishmaydi. Shuni isbotlaylik m,...,, ξξξ 21  larning shunday ( )mh,...,h,h 21  va 

( )mh,...,h,h 21  qiymatlari topiladiki,  

( ) 021 >mh,...,h,hQ , ( ) 021 <mh,...,h,hQ                  (13.33) 
bo’ladi.  

( )00
2

0
1

0
mx,...,x,xx = , ( )mm hx,...,hx,hx +++ 0

2
0
21

0
1  

nuqtalarni birlashtiruvchi 
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( )
mmm thxx

t.......,..........

thxx

,thxx

+=

≤≤
+=

+=

0

2
0
22

1
0
11

10                                
                              (13.34) 

kesmaning nuqtalari uchun yuqoridagi (13.32) munosabat ushbu 









⋅+⋅=∆ ∑∑

==
ki

m

k,i
ikki

m

k,i
ik hhhha

t

11

2

2
α  

ko’rinishiga keladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi birinchi qo’shiluvchi (13.33) 
ga ko’ra musbat bo’ladi. Ikkinchi qo’shiluvchi esa, 0→t  da nolga intiladi (chunki 

0→t  da 00
111 →−=∆ xxx , ,...,xxx 00

222 →−=∆  00 →−=∆ mmm xxx ). Demak, (13.34) kes-

maning 0x  nuqtaga etarlicha yaqin bo’lgan x  nuqtalari uchun ∆  ayirma musbat, 
ya’ni  

( ) ( )0xfxf >  
bo’ladi. 

Xuddi shunga o’xshash, 

mmm htxx

.......,..........

htxx

,htxx

+=

+=

+=

0

2
0
22

1
0
11

 

kesmaning 0x  nuqtaga etarlicha yaqin bo’lgan x  nuqtalari uchun ∆  ayirma 
manfiy, ya’ni  

 ( ) ( )0xfxf <  
bo’lishi ko’rsatiladi. 

Demak, ( ) ( )0xfxf −=∆  ayirma 0x  nuqtaning har qanday etarlicha kichik 

atrofida o’z ishorasini saqlamaydi. Bu esa ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtada 
ekstremumga erishmasligini bildiradi. 

40 – 50. Agar 

 ( ) ki

m

k,i
ikm a,...,,Q ξξξξξ ⋅= ∑

=1
21  

kvadratik forma yarimmusbat aniqlangan bo’lsa yoki yarimmanfiy aniqlangan 
bo’lsa, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada ekstremumga erishishi ham erishmasligi ham 
mumkin. Bu «shubhali» hol qo’shimcha tekshirib aniqlanadi. 

Yuqoridagi 10-teoremaning 3-sharti, ya’ni ( )m,...,,Q ξξξ 21  kvadratik 
formaning musbat yoki manfiy aniqlanganlikka aloqador sharti teoremaning 
markaziy qismini tashkil etadi. Kvadratik formaning musbat yoki manfiy 
aniqlanganligini algebra kursidan ma’lum bo’lgan Silvestr alomatidan foydalanib 
topish mumkin. Quyidagi bu alomatni isbotsiz keltiramiz. 

Silvestr alomati. Ushbu 
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( ) ki

m

k,i
ikm в,...,,P ξξξξξ ⋅= ∑

=1
21  

kvadratik formaning musbat aniqlangan bo’lishi uchun 

0 

      

      

      

    0
  

  
  0

21

22221

11211

11221

1211
11 >>>

mmmm

m

m

в...вв

....................

в...вв

в...вв

...,,
вв

вв
,в  

tengsizliklarning, manfiy aniqlangan bo’lishi uchun 

( ) 0 

      

      

      

 1-   0
  

  
  0

21

22221

11211

m

11221

1211
11 >><

mmmm

m

m

в...вв

....................

в...вв

в...вв

...,,
вв

вв
,в  

tengsizliklarning bajarilishi zarur va etarli. 
Xususiy holni, funksiya ikki o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan holni qaraylik. 

( )21 x,xf  funksiya ( )0
2

0
1

0 x,xx =  nuqtaning biror atrofi  

( ) ( ) ( ){ } ( )002
21

0 ><∈== δ   δx,x:  ρR,xxxxUδ  

da birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo’lib, 0x  esa qaralayotgan 
funksiyaning statsionar nuqtasi bo’lsin: 

( ) 00
1

=′ xfx ,   ( ) 00
2

=′′ xfx . 

Odatdagidek 
( )0

11 2
1

xfa
x
′′= ,  ( )0

12 21
xfa xx′′= ,  ( )0

22 2
2

xfa
x
′′= . 

1). Agar 

0
  

  2
122211

2221

1211 >−= aaa
aa

aa
 va 011 >a  

bo’lsa, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada minimumga erishadi, 
2). Agar 

02
122211 >− aaa  va 011 <a  

bo’lsa, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada maksimumga erishadi. 
3). Agar 

02
122211 <− aaa  

bo’lsa, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada ekstremumga erishmaydi. 
4). Agar 

02
122211 =− aaa  

bo’lsa, ( )xf  funksiya 0x  nuqtada ekstremumga erishishi mumkin, erishmasligi 
ham mumkin. Bu «shuhbali» hol qo’shimcha tekshirish yordamida aniqlanadi. 

Haqiqatdan ham 1)- va 2)- hollarda kvadratik forma mos ravishda musbat 
aniqlangan yoki manfiy aniqlangan bo’ladi (qaralsin: Silvestr alomati). 



 77

3)- holda, ya’ni 
02

122211 <− aaa                          (13.35) 

bo’lganda ( ) 2
2222112

2
11121 2 ξξξξξξ aaa,Q ++=  kvadratik forma noaniq bo’ladi. 

Shuni isbotlaylik. 
011 =a  bo’lsin. Bu holda (13.35) dan 012 ≠a  bo’lishi kelib chiqadi. Natijada 

( )21 ξξ ,Q  kvadratik forma ushbu  

( ) ( ) 222211221 2 ξξξξξ aa,Q +=  
ko’rinishga keladi. Bu kvadratik forma 

1       
2

1
2

12

22
1 =−= ξξ ,

a

a
 

qiymatda musbat: 

011
2

1

12

22 >=






 −
,  

a

a
Q  va 1       

2
1

2
12

22
1 −=+= ξξ ,

a

a
 

qiymatda esa manfiy: 

011
2

1

12

22 <−=







−+

,  
a

a
Q  

bo’ladi. 
Endi 011 >a  bo’lsin. Bu holda ( )21 ξξ ,Q  kvadratik formani quyidagicha yozib 

olamiz: 

( )












 −+







+= 2

22
11

2
122211

2

2
11

12
11121 ξξξξξ

a

aaa

a

a
a,Q .                  (13.36) 

Keyingi tenglikdan 1  2
11

12
1 −=−= ξξ ,

a

a
 qiymatda 

01  
11

12 <







− ,

a

a
Q  

va 1    22
11

2211
2
12

11

12
1 =−+−>∀ ξξ ,

a

aaa

a

a
 qiymatlarda esa 

( ) 01  1 >,Q ξ  
bo’lishini topamiz. 

Va nihoyat, 011 <a  bo’lsin. Bu holda (13.36) munosabatdan foydalanib, 

( )21 ξξ ,Q  kvadratik formaning 1  2
11

12
1 =−= ξξ ,

a

a
 qiymatda musbat 01  

11

12 >







− ,

a

a
Q  

va 1    22
11

2211
2
12

11

12
1 =−+−>∀ ξξ ,

a

aaa

a

a
 qiymatda esa manfiy 

( ) 01  1 <,Q ξ  
bo’lishini topamiz. 
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Shunday qilib, 02
122211 <− aaa  bo’lganda ( )21 ξξ ,Q  kvadratik formaning 

noaniq bo’lishi isbot etildi. 
4)- holni, ya’ni 02

121211 =− aaa  bo’lgan holni qaraylik. Bu holda, 011 =a  
bo’lsa, unda 012 =a  bo’lib, ( )21 ξξ ,Q  kvadratik forma ushbu 

( ) 2
22221 ξξξ a,Q =  

ko’rinishni oladi. 
Ravshanki, 022 ≥a  bo’lganda 

( ) 021 ≥ξξ ,Q , 
022 ≤a  bo’lganda 

( ) 021 ≤ξξ ,Q  
bo’lib, 1ξ  ning ixtiyoriy qiymatida 

( ) 001 =,Q ξ  
bo’ladi. 

Agar 011 >a  bo’lsa, 

( ) 0
2

2
11

12
11121 ≤








+= ξξξξ

a

a
a,Q , 

011 <a  bo’lganda 

( ) 0
2

2
11

12
11121 ≤








+= ξξξξ

a

a
a,Q , 

bo’lib, 1ξ  va 2ξ  larning  

2
11

12
1 ξξ

a

a−=  

tenglikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida ( )21 ξξ ,Q  kvadratik forma nolga 
teng bo’ladi. Demak, qaralayotgan holda ( )21 ξξ ,Q  kvadratik forma yarimmusbat 
aniqlangan yoki yarimmanfiy aniqlangan bo’ladi. 

13.9-misol. Ushbu 
( ) ( )0            3 21

3
2

3
121 ≠−+= axaxxxx,xf  

funksiya ekstremumga tekshiriladi. 
�Bu funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari  

( ) ( ) 1
2
2212

2
121 33       33

21
axxx,xf,axxx,xf xx −=′−=′  

( ) ( ) ( ) 22121121 6         3       6 2
2212

1
xx,xf,ax,xf,xx,xf

xxxx
=′′−=′′=′′  

bo’ladi. Ushbu 





=−
=−

033

033

1
2
2

2
2
1

axx

axx
 

sistemani echib, berilgan funksiyaning statsionar nuqtalari ( )0  0,  va ( )a,a   ekanini 
topamiz. 

( )a,a   nuqtada 
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aa,aa,aa 6        3     6 221211 =−==  
bo’lib, 

027 22
122211 >=− aaaa  

bo’ladi. 
Demak, 0>a  bo’lganda ( 011 >a  bo’lib) funksiya ( )a,a   nuqta minimumga 

erishadi, 0<a  bo’lganda funksiya ( )a,a   nuqtada maksimumga erishadi. 
Ravshanki,  

( ) 3aa,af −= . 
( )0  0,  nuqtada  

09 22
122211 <−=− aaaa  

bo’ladi. Demak, berilgan funksiya ( )0  0,  nuqtada  ekstremumga erishmaydi.� 
 

11-§. Oshkormas funksiyalar 
10. Oshkormas funksiya tushunchasi. Ma’lumki, Rx ⊂  to’plamdagi har bir 

x  songa biror qoidaga ko’ra RY ⊂  to’plamdan bitta y  son mos qo’yilgan bo’lsa, 
X  to’plamda funksiya berilgan deb atalar va u 

yx:f →  yoki ( )xfy =  
kabi belgilanar edi. 

Ikki  x  va y  argumentlarning ( )y,xF  funksiyasi  

( ){ }dyc,вxa:Ry,xM <<<<∈=      2  
to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu 

( ) 0=y,xF                                             (13.37) 
tenglamani qaraylik. Biror 0x  sonni ( )( )в,ax ∈0  olib, uni yuqoridagi tenglamadagi 
x  ning o’rniga qo’yamiz. Natijada y  ni topish uchun quyidagi  

( ) 00 =y,xF  
tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning echimi haqida ushbu hollar bo’lishi 
mumkin: 

1). (13.37) tenglama yagona haqiqiy 0y  echimga ega, 
2). (13.37) tenglama bitta ham  haqiqiy  echimga ega emas, 
3). (13.37) tenglama bir nechta, hatto cheksiz ko’p haqiqiy echimga ega. 
Masalan, 

( )




<+
≥−=

lsabo' 0agar    
lsa,bo'  0agar    

2

2

 x,xy
x,xyy,xF  

u holda 
( ) 0=y,xF  

tenglama 00 ≥x  bo’lganda, yagona 2
0xy =  echimga, 00 <x  bo’lganda ikkita 

00     xy,xy −−=−=  

echimga ega bo’ladi. 
Agar biror ( ) 0=y,xF  tenglama uchun 1)- hol o’rinli bo’lsa bunday tenglama 

e’tiborga loyiq. Uning yordamida funksiya aniqlanishi mumkin. 
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Endi x  o’zgaruvchining qiymatlaridan iborat shunday X  to’plamni 
qaraylikki, bu to’plamdan olingan har bir qiymatda ( ) 0=y,xF  tenglama yagona 
echimga ega bo’lsin. 

X  to’plamdan ixtiyoriy x  sonni olib, bu songa ( ) 0=y,xF  tenglamaning 
yagona echimi bo’lgan y  sonni mos qo’yamiz. Natijada X  to’plamdan olingan 
har bir x  ga yuqoridagi ko’rsatilgan qoidaga ko’ra bitta y  mos qo’yilib, funksiya 
hosil bo’ladi. Bunda  x  va y  o’zgaruvchilar orasidagi bog’lanish ( ) 0=y,xF  
tenglama yordamida bo’ladi. Odatda bunday berilgan (aniqlangan) funksiya 
oshkormas ko’rinishda berilgan funksiya (yoki oshkormas funksiya) deb ataladi va 

:yx →   ( ) 0=y,xF . 
kabi belgilanadi. 

13.10-misol. Ushbu 

( ) 0212 =−−= xyy,xF                                      (13.38) 
tenglama funksiya aniqlanishi ko’rsatilsin. 

�Ravshanki,  

( ) 0212 =−−= xyy,xF  
tenglama x  ning { }11   ≤≤−∈ x:Rx\R  dan olingan har bir qiymatida yagona  

1

2
2 −

=
x

y  

echimga ega, bundan 

0
1

2
2

≡








−x
,xF . 

Natijada (13.38) tenglama yordamida berilgan ushbu  

:    
1

2
2 −

=→
x

yx    0
1

2
2

=








−x
,xF  

oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’lamiz.� 
13.11-misol. Ushbu  

( ) 0
2

1 =+−= ysinyxy,xF                            (13.39) 

tenglamani funksiya aniqlashi ko’rsatilsin. 
�Bu tenglamani 

( )yysinyx ϕ=−=
2

1
 

ko’rinishda yozib olamiz. Ravshanki, ( )yϕ  funksiya ( )+∞∞− ,  da uzluksiz va 

( ) 0
2

1
1 >−= ycosy`ϕ  hosilaga ega. 

Unda teskari funksiya haqida teoremaga ko’ra (1-qism, 5-bob, 7-§) 
( )xy 1−= ϕ  funksiya mavjuddir. Demak, ( )+∞∞− ,  dan olingan x  ning har bir 

qiymatida (13.39) tenglama yagona ( )xy 1−= ϕ  echimga ega, bundan 

( )( ) 01 =− x,xF ϕ . 
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Har bir x  ga ( )x1−ϕ  ni mos qo’yib, 

( ) ( )( ) 0     11 =→ −− x,xF:xx ϕϕ  
oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’lamiz.� 

13.12-misol. Quyidagi 
( ) ( )0                          022 >=−+= yylnyxy,xF  

tenglamani funksiya aniqmasligi ko’rsatilsin. 
�Bu tenglama x  ning ( )+∞∞− ,  oraliqdan olingan hech bir qiymatida 

echimga ega emas. Chunki har doim 02 >− ylny . Bu holda berilgan tenglama 
yordamida funksiya aniqlanmaydi.�  

 20. Oshkormas funksiyaning mavjudligi. Biz yuqorida 
( ) 0=y,xF  

tenglama yordamida har doim oshkormas ko’rinishdagi funksiya 
aniqlanavermasligini ko’rdik. 

Endi tenglama, ya’ni ( )y,xF  funksiya qanday shartlarni bajarganda 
oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning aniqlanishi, boshqacha aytganda, 
oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning mavjud bo’lishi masalasi bilan 
shug’ullanamiz. 

11-teorema. ( )y,xF  funksiya ( ) 2
00 Ry,x ∈  nuqtaning biror 

( )( ) ( ){ }kyyky,hxxhx:Ry,xy,xU k,h +<<−+<<−∈= 000
02

00     

atrofida ( )0  0 >> k,h  berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin: 
1) ( )( )00 y,xU k,h  da uzluksiz; 

2) x  o’zgaruvchining ( )hx,hx +− 00    oraliqdan olingan har bir tayin 
qiymatida y  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi; 

3) ( ) 000 =y,xF . 
U holda ( )00 y,x  ning shunday 

( )( ) ( ){ }εεδδεδ +<<−+<<−∈= 0000
2

00     yyy;xxx:Ry,xy,xU ,  

atrofi ( )k,h <<<< εδ 0  0  topiladiki, 
11) ( )δδ +−∈∀ 00 x,xx  uchun 

( ) 0=y,xF  
tenglama yagona y  echimga ( )( )εε +−∈ 00 y,yy  ega, ya’ni ( ) 0=y,xF  tenglama 
yordamida 

( ) 0   =→ y,xF:yx  
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanadi, 

21) 0xx =  bo’lganda unga mos kelgan u uchun 0yy =  bo’ladi,  
31) oshkormas ko’rinishda aniqlangan 

( ) 0   =→ y,xF:yx  
funksiya ( )δδ +− 00 x,x  oraliqda uzluksiz bo’ladi. 
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� ( )( )00 y,xU k,h  atrofga tegishli bo’lgan ( )ε−00 y,x , ( )ε+00 y,x  nuqtalarni 

olaylik. Ravshanki, [ ]εε +− 00   y,y  oraliqda ( )y,xF 0  funksiya o’suvchi bo’ladi. 
Demak, 

( ) ( ),y,xFy,xFyy 000000 <−⇒<− εε  
( ) ( )000000 y,xFy,xFyy >+⇒>+ εε . 

Teoremaning 3-shartiga ko’ra 
( ) ( ) 0   0 0000 >+<− εε y,xF,y,xF  

bo’ladi. 
Teoremaning 1-shartiga ko’ra ( )y,xF 0  funksiya ( )( )00 y,xU k,h  da uzluksiz. 

Binobarin, ( )ε−0y,xF  va ( )ε+0y,xF  funksiyalar ( )hx,hx +− 00    oraliqda 
uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko’ra (qaralsin, 1-qism, 5-
bob, 7-§) 0x  nuqtaning shunday atrofi ( )δδ +− 00   x,x  topiladiki, 
( ),hδ <<0 ( )δδ, xxx +−∈∀ 00  uchun ( ) 00 <− δy,xF , ( ) 00 >+ δy,xF  bo’ladi. 

Ravshanki, ( )00 y,x  nuqtaning ushbu  

( )( ) ( ){ }εεδδεδ +<<−+<<−∈= 0000
2

00     yyy;xxx:Ry,xy,xU ,  

atrofi uchun teoremaning barcha shartlari bajarilavermaydi, chunki 
( )( ) ( )( )0000 y,xUy,xU k,h, ⊂εδ  

( )δδ +−∈∀ 00 x,x*x  nuqtani olib, ( )y*,xF  funksiyani qaraylik. Bu funksiya, 
yuqorida aytilganiga ko’ra [ ]εε +− 00   y,y  oraliqda uzluksiz va uning chetki 
nuqtalarida turli ishorali qiymatlarga ega: 

( ) ( ) 0   0 00 >+<− εε y*,xF,y*,xF . 
U holda Boltsano-Koshining birinchi teoremasiga ko’ra (qaralsin, 1-qism, 5-

bob, 7-§) shunday *y  topiladiki ( )( )εε +−∈ 00   y,y*y  
( ) 0=*y*,xF  

bo’ladi. Bu topilgan *y  yagona bo’ladi. Haqiqatdan ham, 
( ) ( )*y*,xFy*,xF*yy ≠⇒≠       [ ]( )εε +−∈ 00   y,yy  

chunki, ( )y*,xF  o’suvchi bo’lganligi sababli *yy >  uchun ( ) ( )*y*,xFy*,xF >  
va *yy <  uchun ( ) ( )*y*,xFy*,xF <  bo’ladi. 

Shunday qilib, x  ning ( )δδ +− 00    x,x  oraliqdan olingan har bir qiymatida 
( ) 0=y,xF  tenglama yagona y  echimga ega ekanligi ko’rsatildi. Bu esa  
( ) 0=y,xF  tenglama yordamida 

:yx →  ( ) 0=y,xF                                      (13.40) 
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanganligini bildiradi. 

0xx =  bo’lsin. Unda teoremaning 3-sharti ( ) 000 =y,xF  dan 0x  ga 0y  ni mos 
quyilgandagina: 

:yx 00 →  ( ) 0=y,xF . 
Demak, 0xx =  da oshirmas funksiyaning qiymati 0y  ga teng bo’ladi.  
Endi oshkormas funksiyaning ( )δδ +− 00    x,x  oraliqda uzluksiz bo’lishini 

ko’rsatamiz. 
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Ravshanki, ( )δδ +−∈ 00    x,xx  ga mos qo’yiladigan ( )εε +−∈ 00    y,yy  
bo’ladi. Bu esa oshkormas funksiyaning 0xx =  nuqtada uzluksiz ekanligini 
bildiradi.  

Oshkormas funksiyaning ( )δδ +−∈∀ 00 x,x*x  nuqtada uzluksiz bo’lishini 
ko’rsatish bu funksiyaning 0x  nuqtada uzluksiz bo’lishini ko’rsatish kabidir. 

Haqiqatdan ham, ( ) 0=y,xF  tenglama ( )00 y,x  nuqtaning atrofi ( )( )00 y,xU ,εδ  

da oshkormas funksiyani aniqlaganligidan, shunday ( )εε +−∈ 00    y,y*y  topiladiki, 
( ) 0=*y*,xF  bo’ladi. Yuqoridagi mulohazani ( )*y*,x  nuqtaga nisbatan yuritib, 
( ) 0=y,xF  tenglama ( )*y*,x  nuqtaning atrofida oshkormas ko’rinishdagi 

funksiyani aniqlashini (bu aniqlangan funksiya (13.40) ning o’zi bo’ladi), uni *x  
nuqtada uzluksiz bo’lishini topamiz. Demak, oshkormas funksiya ( )δδ +− 00 x,x  
oraliqda uzluksiz bo’ladi.� 

3-eslatma. Yuqoridagi 11-teorema ( )y,xF  funksiya x  o’zgaruvchining 
( )hx,hx +− 00  oraliqdan olingan har bir tayin qiymatida y  o’zgaruvchining 
funksiyasi sifatida kamayuvchi bo’lganda ham o’rinli bo’ladi. 

12-teorema. ( )y,xF  funksiya ( ) 2
00 Ry,x ∈  nuqtaning biror ( )( )00 y,xU k,h  

atrofida ( )00 >> k,h  berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin: 
1) ( )( )00 y,xU k,h  va uzluksiz; 

2) y  o’zgaruvchining ( )ky,ky +− 00  oraliqdan olingan har bir tayin 
qiymatida x  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi (kamayuvchi); 

3) ( ) 000 =y,xF . 
U holda ( )00 y,x  nuqtaning shunday 

( )( ) ( ){ }εεδδεδ +<<−+<<−∈= 0000
2

00     yyy;xxx:Ry,xy,xU ,  

atrofi ( )k0  0 <<<< εδ ,h  topiladiki, 
11) ( )εε +−∈∀ 00 y,yy  uchun 

( ) 0=y,xF  
tenglama yagona ( )( )δδ +−∈ 00 x,xxx  echimga ega, ya’ni ( ) 0=y,xF  tenglama 
yordamida :  xy → ( ) 0=y,xF  oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanadi; 

21) 0yy =  bo’lganda unga mos kelgan x  uchun 0xx =  bo’ladi; 
31) oshkormas ko’rinishda aniqlangan funksiya  

:  xy → ( ) 0=y,xF  
( )εε +− 00 y,y  da uzluksiz bo’ladi. 

Bu teoremaning isboti yuqorida keltirilgan 11-teoremaning isboti kabidir. 
30. Oshkormas funksiyaning hosilasi. Endi oshkormas funksiyaning 

hosilasini topish bilan shug’ullanamiz. 
13-teorema. ( )y,xF  funksiya ( ) 2

00 Ry,x ∈  nuqtaning biror  

( )( ) ( ){ }kyyky;hxxhx:Ry,xy,xU k,h +<<−+<<−∈= 0000
2

00      atrofida 

( )00 >> k,h  berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin: 
1) ( )( )00 y,xU k,h  da uzluksiz; 
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2) ( )( )00 y,xU k,h  da uzluksiz ( ) ( )y,x`F,y,x`F yx    xususiy hosilalarga ega va 

( ) 000 ≠y,x`F y ; 

3) ( ) 000 =y,x`F y . 

U holda ( )00 y,x  nuqtaning shunday  

( )( ) ( ){ }εεδδεδ +<<−+<<−∈= 0000
2

00     yyy;xxx:Ry,xy,xU ,   atrofi 

( )k0  0 <<<< εδ ,h  topiladiki, 
11) ( )δδ +−∈∀ 00 x,xx  uchun 

( ) 0=y,xF  
tenglama yagona y  echimga ( )εε +−∈ 00    y,yy  ega, ya’ni ( ) 0=y,xF  tenglama 
yordamida  

:yx →  ( ) 0=y,xF  
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanadi; 

21) 0xx =  bo’lganda unga mos keladigan y  uchun 0yy =  bo’ladi; 
31) oshkormas ko’rinishda aniqlangan 

:yx →  ( ) 0=y,xF  
funksiya ( )δδ +− 00 x,x  oraliqda uzluksiz bo’ladi; 

41) Bu oshkormas ko’rinishdagi funksiya ( )δδ +− 00 x,x  oraliqda uzluksiz 
hosilaga ega bo’ladi. 

�Shartga ko’ra ( )y,x`F y  funksiya ( )( )00 y,xU k,h  da uzluksiz va 

( ) 000 ≠y,x`F y . Aniqlik uchun ( ) 000 >y,x`F y  deylik. U holda uzluksiz 

funksiyaning xossasiga ko’ra ( )00 y,x  nuqtaning shunday 

( )( ) ( ){ }εεδδεδ +<<−+<<−∈= 0000
2

00     yyy;xxx:Ry,xy,xU ,  

atrofi ( )k0  0 <<<< εδ ,h  topiladiki, ( ) ( )( )00 y,xUy,x ,εδ∈∀  uchun ( ) 0>′ y,xFy  

bo’ladi. Demak, ( )y,xF  funksiya x  o’zgaruvchining ( )δδ +− 00 x,x  oraliqdan 
olingan har bir tayin qiymatida y  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi. 
Yuqorida isbot etilgan 11-teoremaga ko’ra 

( ) 0=y,xF  
tenglama ( )δδ +− 00 x,x  da 

:yx →  ( ) 0=y,xF  
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi, 0xx =  bo’lganda unga mos kelgan 

0yy =  bo’ladi va oshkormas funksiya ( )δδ +− 00 x,x  da uzluksiz bo’ladi. 
Endi oshkormas funksiyaning hosilasini topamiz, 0x  nuqtaga shunday x∆  

orttirma beraylikki,  ( )δδ +−∈∆+ 000 x,xxx  bo’lsin. Natijada  
:yx →  ( ) 0=y,xF  

oshkormas funksiya ham orttirmaga ega bo’lib, 
( ) 000 =∆+∆+ yy,xxF  

bo’ladi. Demak, 
( ) ( ) ( ) 0000000 =−∆+∆+=∆ y,xFyy,xxFy,xF                 (13.41) 
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Shartga ko’ra ( )y,x`F x  va ( )y,x`F y  xususiy hosilalar ( )( )00 y,xU ,εδ  da 

uzluksiz. Binobarin ( )y,xF  funksiya ( )00 y,x  nuqtada differensiallanuvchi: 
( ) ( ) ( ) yxyy,x`Fxy,x`Fy,xF yx ∆+∆+∆+∆=∆ βα000000                (13.42) 

Bu munosabatdagi α  va β  lar x∆  va y∆  larga bog’liq va 0→∆x , 0→∆y  
da 0→α , 0→β . 

(13.41) va (13.42) munosabatlardan 
( )
( ) β

α
+
+−=

∆
∆

00

00

y,x`F

y,x`F

x

y

y

x  

ekanligi kelib chiqadi. 
Oshkormas funksiyaning 0x  nuqtada uzluksizligini e’tiborga olib, keyingi 

tenglikda 0→∆x  da limitga o’tib quyidagini topamiz: 

( )
( )

( )
( )00

00

00

00

00 y,x`F

y,x`F

y,x`F

y,x`F
lim

x

y
lim

y

x

y

x

xx
−=












+
+−=

∆
∆

→∆→∆ β
α

. 

Demak, 
( )
( )00

00
0 y,x`F

y,x`F
ỳ

y

x
xx −==  

( )( )00 y,xU ,εδ  da ( ) ( )y,xF,y,xF yx ′′    xususiy hosilalar uzluksiz va ( ) 0≠′ y,xFy  

bo’lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi 
( )
( )y,x`F

y,x`F
ỳ

y

x
x −=  

ning ( )δδ +− 00 x,x  oraliqda uzluksiz bo’lishi kelib chiqadi.� 
13.13-misol. Ushbu 

( ) 02 =−+= xy yexey,xF                           (13.43) 
tenglama bilan aniqlanadigan oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin. 

�Ravshanki, ( ) 2−+= xy yexey,xF  funksiya ( ){ :Ry,x 2∈ +∞<<∞− x  
}+∞<<∞− y  to’plamda yuqoridagi 11-teoremaning barcha shartlarini 

qanoatlantiradi. Demak, ( ) 2
00 Ry,x ∈∀  nuqtaning ( )( )00 y,xU ,εδ  atrofida (13.43) 

tenglama oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi va bu oshkormas 
funksiyaning hosilasi 

( )
( ) xy

xy

y

x

exe

yee

y,x`F

y,x`F
ỳ

+
+−=−=  

bo’ladi.� 
Oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning hosilasini quyidagicha ham hisoblasa 

bo’ladi. y  ning x  ga bog’liq ekanini e’tiborga olib, ( ) 0=y,xF  dan topamiz: 
( ) ( ) 0=⋅+ ỳy,x`Fy,x`F yx  

Bundan esa 
( )
( )y,x`F

y,x`F
ỳ

y

x−=  
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bo’lishi kelib chiqadi. 
Yuqorida keltirilgan (13.43) tenglama yordamida aniqlangan oshkormas 

ko’rinishdagi funksiyaning hosilasini hisoblaylik: 
( ) ( ) ( ) 0=+++=⋅+ ỳexeyeeỳy,x`Fy,x`F xyxy

yx  

xy

xy

exe

yee
ỳ

+
+−= . 

40. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. Faraz qilaylik, 
( ) 0=y,xF  

tenglama ( ) 2
00 Ry,x ∈  nuqtaning ( )( )00 y,xU ,εδ  atrofida oshkormas ko’rinishdagi 

funksiyani aniqlasin. Ma’lumki, ( )y,xF  funksiya ( )( )00 y,xU ,εδ  da uzluksiz 

( ) ( )y,xF,y,xF yx ′′    xususiy hosilalarga ( )( )0≠′ y,xFy  ega bo’lsa, oshkormas 

ko’rinishdagi funksiya uzluksiz hosilaga ega bo’lib, 
( )
( )y,x`F

y,x`F
ỳ

y

x−=                                      (13.44) 

bo’ladi. 
Endi ( )y,xF  funksiya ( )( )00 y,xU ,εδ  da uzluksiz ikkinchi tartibli 

( ) ( ) ( )y,xF,,y,xF,y,xF
yxyx 22     ′′′′′′  xususiy hosilalarga ega bo’lsin, y  ning x  ga 

bog’liqligini e’tiborga olib, (13.44) tenglikni x  bo’yicha differensiallab quyidagini 
topamiz: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )2y,xF

y,xFy,xFy,xFy,xF
y

y

xxyyxx

′
′′′−′′′

−=′′ . 

Agar 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) yy,xFy,xFy,xF

,yy,xFy,xFy,xF

yyxxy

xyx
xx

′⋅′′+′′=′′

′⋅′′+′′=′′

2

2

                              (13.45) 

ekanligini hisobga olsak, unda 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )( ) .
y,xF

yy,xFy,xFy,xFy,xFy,xFy,xFy,xFy,xF

y,xF

y,xFyy,xFy,xFy,xFyy,xFy,xF
y

y

yxyxyyxxyx

y

yxyxxyyx

2

2

22

22

′

′′⋅′′−′⋅′′+′⋅′′−′⋅′′
=

=
′

′⋅′′′+′′−′′′′+′′
=′′

 

bo’ladi. Bu ifodagi y′  ning o’rniga qiymati 
( )
( )y,xF

y,xF

y

x

′
′

−  ni qo’yib, oshkormas 

ko’rinishdagi funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun quyidagi formulaga 
kelamiz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )3

22
222

y,xF

y,xFy,xFy,xFy,xFy,xFy,xFy,xF
y

y

yxxyyxyx

′

′′⋅′⋅′′⋅′−′′⋅′⋅′
=′′  
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Xuddi shu yo’l bilan oshkormas funksiyaning uchinchi va xokazo tartibdagi 
hosilalari topiladi. 

4-eslatma. Ushbu 
( ) 0=y,xF  

tenglama bilan aniqlangan oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning yuqori tartibli 
hosilalarini quyidagicha ham hisoblasa bo’ladi. ( ) 0=y,xF  ni differensiallab, 

( ) ( ) 0=′′+′ yy,xFy,xF yx  

bo’lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallaymiz: 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) .yy,xFy,xFyy,xF

yy,xFy,xF

yxyxx

xyxx

0=′′′+′′′+′′=

=′′′+′′
 

Yuqoridagi (13.45) munosabatdan foydalansak, u holda ushbu  
( ) ( ) ( ) ( ) 02 2

22 =′′′+′′′+′′+′′ yy,xFyy,xFy,xFy,xF yyyxx
 

tenglikka kelamiz. Undan esa 
( ) ( ) ( )

( )y,xF

yy,xFyy,xFy,xF
y yyxx

′

′′+′′′+′′
−=′′

2
22 2

 

bo’lishi kelib chiqadi. Bu tenglikdagi y′  ning o’rniga uning qiymati 
( )
( )y,xF

y,xF

y

x

′
′

−  ni 

qo’ysak, unda 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )3
22

222

y,xF

y,xFy,xFy,xFy,xFy,xFy,xFy,xF
y

y

yxxyxyyx

′

′′′−′′⋅′−′′′⋅′
=′′  

bo’ladi. 
13.13-misol. Ushbu  

( ) 02 =−+= xy yexey,xF  
tenglama yordamida aniqlangan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi 
topilsin. 

�Berilgan tenglamadan, differensiallash bilan  
( ) 0=′+++ yexeyee xyxy  

bo’lishini topgan edik.buni yana bir marta differensiallab topamiz: 
0=′+′′+′′+′⋅′+′++′+′⋅ xxyyyxxy eyeyyxeyyxeyeyeeyye  

ya’ni 
( ) 022 2 =+′+′+′++′′ xyxyxy yeyxeyeyeexey  

Bundan esa 

xy

xyxy

exe

yeyxeyeye
y

+
+′+′+′

−=′′
222

 

bo’lishi kelib chiqadi. Bu tenglikdagi y′  ning o’rniga uning qiymati 

yx

xy

xee

yee
y

+
+−=′  

ni qo’yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz.� 
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50. Ko’p o’zgaruvchili oshkormas funksiyalar. Ko’p o’zgaruvchili oshkormas 
ko’rinishdagi funksiya tushunchasi yuqorida o’rganilgan bir o’zgaruvchili 
oshkormas ko’rinishdagi funksiya tushunchasi kabi kiritiladi. 

( ) ( )y,x,...,x,xFy,xF m21=  funksiya ( )( )m
m Rx,...,x,xx ∈= 21  

( ){ }dyc,вxa...,,вxa,вxa:Ry,xM mmm
m <<<<<<<<∈= +        222111

1  
to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu  

( ) ( ) 021 == y,x,...,x,xFy,xF m                       (13.46) 
tenglamani qaraylik. 

mRx∈  nuqtalardan iborat shunday X  to’plamni ( )mRX ⊂  qaraylikki, bu 
to’plamdan olingan har bir nuqtada (13.46) tenglama yagona haqiqiy echimga ega 
bo’lsin. Endi x  nuqtani olib, bu nuqtaga (13.46) tenglamaning yagona echimi 
bo’lgan y  ni mos qo’yamiz. Natijada X  to’plamdan olingan har bir x  nuqtaga, 
yuqorida ko’rsatilgan qoidaga ko’ra, bitta y  mos qo’yilib, funksiya hosil bo’ladi. 
Bunday aniqlangan funksiya ko’p o’zgaruvchili (m ta o’zgaruvchili) oshkormas 
ko’rinishda berilgan funksiya deb ataladi va  

( ) :yx,...,x,x m →21 ( ) 021 =y,x,...,x,xF m  
yoki  

:yx →  ( ) 0=y,xF  
kabi belgilanadi. 

13.14-misol. Ushbu 
( ) 01

2
22

2
121 =+−= yxyxxxy,x,xF  

tenglama oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin. 
�Ravshanki,  

( ) 01
2
22

2
121 =+−= yxyxxxy,x,xF  

tenglama ( ){ }2
21

2
21

2 xx:Rx,x\R =∈  to’plamda olingan har bir ( )21 x,x  nuqtada 
yagona 

1
2
2

2
2
1

xx

xx
y

−
=  

echimga ega, ya’ni 

0
1

2
2

2
2
1

21 =








− xx

xx
,x,xF  

Demak, berilgan tenglama yordamida 21 x,x  o’zgaruvchilarning oshkormas 
ko’rinishdagi funksiyasi aniqlanadi: 

( ) :
xx

xx
x,x

1
2
2

2
2
1

21 −
→ 0

1
2
2

2
2
1

21 =








− xx

xx
,x,xF � 

Endi ko’p o’zgaruvchili oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning mavjudligi, 
uzluksizligi hamda hosilalarga ega bo’lishi haqida teoremalarni keltiramiz. 

14-teorema. ( ) ( )y,x,...,x,xFy,xF m21=  funksiya ( ) ( )0
00

2
0
10

0 y,x,...,x,xy,x m=  1+∈ mR  

nuqtaning biror ( )( ) ( ) ;Ry,x,...,x,xy,xU m
mkh...hh m

1
0

00
2

0
10

0
21

+∈=  1
0
111

0
1 hxxhx +<<− , 
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2
0
222

0
2 hxxhx +<<−  mmmmm hxxhx,..., +<<− 00  kyyky +<<− 00  atrofida 

( )0210 >=> , ...,m; k, ; ihi  berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ( )( )0
0

21
y,xU kh,...,h,h m

 da uzluksiz; 

2) ( )mx,...,x,xx 21=  o’zgaruvchining 

( ){
}mmmmm

m
m

hxxhx,

,...,hxxhx,hxxhx:Rx,...x,x

+<<−

+<<−+<<−∈
00

2
0
222

0
21

0
111

0
121

                                

 
 

to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida y  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida 
o’suvchi (kamayuvchi): 

3) ( ) 00
0 =y,xF . 

U holda ( )0
0 y,x  nuqtaning shunday  

( )( ) ( ){ ,...,xxx;Ry,x,...,x,xy,xU m
m... m

δδεδδδ +<<−∈= + 0
111

0
1

1
210

0  
21

 

}εyyε,  yδxxδ,x mmmmm +<<−+<<− 00
00  atrofi ( ,...,m,,, ihδ ii 210 =<<  

( )k<< ε0  topiladiki,  

11) ( ){ }mmmmm
m

m xxx,...,xxx:Rx,...,x,xx δδδδ +<<−+<<−∈∈∀ 00
1

0
111

0
121   

uchun 
( ) 0=y,xF                                                (13.47) 

tenglama yagona ( )( )εε +−∈ 00 y,yyy  echimga ega, ya’ni (13.47) tenglama 
:yx→  ( ) 0=y,xF  oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi: 

21) 0xx =  bo’lganda, unga mos kelgan 0yy =  bo’ladi: 
31) oshkormas ko’rinishda aniqlangan 

:yx→  ( ) 0=y,xF  
funksiya  

( ){
}mmmmm

m
m

xxx,

,...,xxx,xxx:Rx,...x,x

δδ
δδδδ

+<<−

+<<−+<<−∈
00

2
0
222

0
21

0
111

0
121

                                

 
 

to’plamda uzluksiz bo’ladi. 

15-teorema. ( )y,xF  funksiya ( ) 1
0

0 +∈ mRy,x  nuqtaning biror ( )( )0
0

21
y,xU kh...hh m

 

atrofida berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin: 
1) ( )( )0

0
21

y,xU kh,...,h,h m
 da uzluksiz; 

2) ( )( )0
0

21
y,xU kh,...,h,h m

 da uzluksiz ( ) ( )m,...,,,iy,x,...,x,xF mxi
3 2 1  21 =′  

( )y,x,...,x,xF my 21′  xususiy hosilalarga ega va ( ) 021 ≠′ y,x,...,x,xF my  

3) ( ) 00
0 =y,xF . 

U holda ( )0
0 y,x  nuqtaning shunday ( )( )0

0
21

y,xU
m,...,, εδδδ  atrofi 

( ,...,m,,, ihδ ii 210 =<< ( )k<< ε0  topiladiki,  

11) ( ){ ,...,xxx,xxx:Rx,...,x,xx m
m 2

0
222

0
21

0
111

0
121 δδδδ +<<−+<<−∈∈∀  

mmmmm xxx, δδ +<<− 00  uchun 
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( ) 0=y,xF  
tenglama yagona ( )( )εε +−∈ 00 y,yyy  echimga ega, ya’ni (13.47) tenglama 

:yx→  ( ) 0=y,xF  oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi: 

21) 0xx =  bo’lganda, unga mos kelgan 0yy =  bo’ladi: 
31) oshkormas ko’rinishda aniqlangan funksiya  

( ){
}mmmmm

m
m

xxx,

,...,xxx,xxx:Rx,...x,x

δδ
δδδδ

+<<−

+<<−+<<−∈
00

2
0
222

0
21

0
111

0
121

                                

 
 

to’plamda uzluksiz bo’ladi. 
41) bu oshkormas ko’rinishdagi funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga ega 

bo’ladi. 
Bu teoremalarning isboti yuqorida keltirilgan 12- va 13- teoremalarning isboti 

kabidir. Ularni isbotlashni o’quvchiga havola etamiz. 
Ko’p o’zgaruvchili oshkormas funksiyaning hosilalari ham yuqoridagiga 

o’xshash hisoblanadi. 
Faraz qilaylik, 

( ) 021 =y,x,...,x,xF m  
tenglama bo’lib, ( )y,x,...,x,xF m21  funksiya 15- teoremaning barcha shartlarini 
qanoatlantirsin. Bu tenglama aniqlangan oshkormas funksiyaning xususiy 
hosilalarini topamiz. y  ning mx,...,x,x 21  larga bog’liq ekanini e’tiborga olib, 
(13.47) dan quyidagilarni topamiz. 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 0

0

0

2121

2121

2121

22

11

=′⋅′+′

=′⋅′+′
=′⋅′+′

mm xmymx

xmymx

xmymx

yy,x,...,x,xFy,x,...,x,xF

....,......................................................................

,yy,x,...,x,xFy,x,...,x,xF

,yy,x,...,x,xFy,x,...,x,xF

 

Keyingi tengliklardan esa 
( )
( )
( )
( )

( )
( )y,x,...,x,xF

y,x,...,x,xF
y

..,........................................

,
y,x,...,x,xF

y,x,...,x,xF
y

,
y,x,...,x,xF

y,x,...,x,xF
y

my

mx
x

my

mx
x

my

mx
x

m

m
21

21

21

21

21

21

2

2

1

1

′
′

−=′

′
′

−=′

′
′

−=′

 

bo’lishi kelib chiqadi. 
( )y,xF  funksiya ( )( )0

0
21

y,xU
m,...,, εδδδ  da uzluksiz yuqori tartibli xususiy 

hosilalarga ega bo’lganda ( ) 0=y,xF  tenglama aniqlangan oshkormas 
ko’rinishdagi funksiyaning ham yuqori tartibli hosilalari mavjud bo’ladi. 

60. Tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadigan oshkormas funksiyalar. Endi 
tenglamalar sistemasi orqali aniqlanadigan funksiyalar bilan tanishaylik. 
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nm+  ta mx,...,x,x 21  va ny,...,y,y 21  argumentlarning ushbu n  ta  
( )nmi y,...,y,y,x,...,x,xF 2121 ( )n...,,,i   2 1=  

funksiyalari nmR +  fazodagi biror 
( ){

}nnnmmm

nm
nm

dyc,  ...,  dy,  cdy;  cвx,a

, ..., вx,  aвx:  aR,...,y,y,y,...,x,xxM

<<<<<<<<
<<<<∈= +

222111

2221112121  

to’plamda berilgan bo’lsin. Quyidagi 
( )
( )

( ) 0

0

0

2121

212122

212111

==

==
==

nmnn

nm

nm

y,...,y,y,x,...,x,xFF

.....,..................................................

,y,...,y,y,x,...,x,xFF

,y,...,y,y,x,...,x,xFF

                       (13.48) 

tenglamalar sistemasini qaraylik. ( )mx,...,x,xx 21=  o’zgaruvchining qiymatlaridan 
iborat shunday 

( ){ } m
mmm

m
mx Rвxa, ...,вx,  aвx:  aRx...,,x,xxM ⊂<<<<<<∈== 22211121  

to’plamni qaraylikki, bu to’plamdan olingan har bir ( )mx,...,x,xx ′′′=′ 21  nuqtada 
(13.48) sistema, ya’ni 

( )
( )

( ) 0

0

0

2121

21212

21211

=′′′

=′′′
=′′′

nmn

nm

nm

y,...,y,y,x,...,x,xF

........,........................................

,y,...,y,y,x,...,x,xF

,y,...,y,y,x,...,x,xF

 

sistema yagona echimlar sistemasi ny,...,y,y 21  ga ega bo’lsin. Endi xM  
to’plamdan ixtiyoriy ( )mx,...,x,x 21  nuqtani olib, bu nuqtaga (13.48) tenglamalar 
sistemasining yagona echimlari sistemasi bo’lgan ny,...,y,y 21  ni mos qo’yamiz. 
Natijada xM  to’plamdan olingan har bir ( )mx,...,x,x 21  ga yuqorida ko’rsatilgan 
qoidaga ko’ra ny,...,y,y 21  lar mos qo’yilib, n  ta funksiya hosil bo’ladi. Bunday 
aniqlangan funksiyalar (13.48 tenglamalar sistemasi yordamida aniqlangan 
oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar deb ataladi.  

Qanday shartlar bajarilganda shu (13.48) tenglamalar sistemasi 

ny,...,y,y 21 larning har birini mx,...,x,x 21  o’zgaruvchilarining funksiyasi sifatida 
aniqlashi mumkinligi haqida masala muhim. 

Avvalo soddaroq holni qaraymiz. Aytaylik, ikki ( 2111 x,xFF =  )21 y,y  va 

( )212122 y,y,x,xFF =  funksiya ( ) 40
2

0
1

0
2

0
1 Ry,y,x,x ∈  nuqtaning biror 

( )( ) ( ){
}2

0
222

0
21

0
111

0
12

0
222

0
2

1
0
111

0
1

4
2121

0
2

0
1

0
2

0
1

    

2121

kyyky,kyyky,hxxhx,

,hxxhx:Ry,y,x,xy,y,x,xU kkhh

+<<−+<<−+<<−

+<<−∈=
 

atrofida ( )0  0  0  0 2121 >>>> k,k,h,h  berilgan bo’lsin. Ushbu  
( )
( ) 0

0

212122

212111

==
==

y,y,x,xFF

,y,y,x,xFF
                                      (13.49) 

tenglamalar sistemasini qaraylik. 
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Faraz qilaylik, ( )21211 y,y,x,xF  va ( )21212 y,y,x,xF  funksiyalar uchun  

( ) 00
2

0
1

0
2

0
11 =y,y,x,xF ,   ( ) 00

2
0
1

0
2

0
12 =y,y,x,xF  

bo’lsin. Bundan tashqari qaralayotgan funksiyalar ( )( )0
2

0
1

0
2

0
12121

y,y,x,xU kkhh  da 

uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega va aytaylik, 
( )

0
1

0
2

0
1

0
2

0
11 ≠

∂
∂

y

y,y,x,xF
 

bo’lsin. U holda 14-teoremaga ko’ra ( )0
2

0
1

0
2

0
1 y,y,x,x  nuqtaning shunday 1U  atrofi 

( )( )( )0
2

0
1

0
2

0
11 2121

y,y,x,xUU kkhh⊂  topiladiki, bu atrofda 

( ) 021211 =y,y,x,xF  
tenglama 

( ) :yy,x,x 1221 → ( ) 021211 =y,y,x,xF  
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi. Shu funksiyani  

( )22111 y,x,xfy =  
deb belgilaylik. Buni (13.49) sistemaning ikkinchi tenglamasidagi 1y  ning o’rniga 
qo’yib quyidagini topamiz: 

( )( ) 02211212 =y,x,xf,x,xF  
Endi 

( )( )
0

2

0
2

0
2

0
11

0
2

0
12 ≠

∂
∂

y

y,x,xf,x,xF
                           (13.50) 

bo’lsin deylik. U holda yana 14-teoremaga ko’ra ( )0
2

0
1

0
2

0
1 y,y,x,x  nuqtaning shunday 

2U  atrofi ( )( )( )0
2

0
1

0
2

0
12 2121

y,y,x,xUU kkhh⊂  topiladiki, bu atrofda  

( )( ) 02211212 =y,x,xf,x,xF  
tenglama 

( ) :yx,x 221 → ( )( ) 02211212 =y,x,xf,x,xF  
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi. Bu funksiyani ( )2122 x,xfy =  deb 
belgilaylik. 

Shunday qilib, (13.49) tenglamalar sistemasi ( )0
2

0
1

0
2

0
1 y,y,x,x  nuqtaning biror 

atrofida 1y  va 2y  larni 21 x,x  o’zgaruvchilarning funksiyasi sifatida aniqlaydi: 

( )( )
( )2122

2122111

x,xfy

x,xf,x,xfy

=
=

 

 
Ravshanki, ( ) ( ) ( ) 0

2
0
2

0
12

0
1

0
2

0
12

0
2

0
11     yx,xf,yx,xf,x,xf == . Yuqoridagi (13.50) 

shartni quyidagicha yozish mumkin. 

0
2

1

1

1

2

2 ≠
∂
∂⋅

∂
∂+

∂
∂

y

y

y

F

y

F
 

Bunda barcha xususiy hosilalar ( )0
2

0
1

0
2

0
1 y,y,x,x  nuqtada hisoblangan. Agar  
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1

1

2

1

2

1

y

F
y

F

y

y

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂

 

ekanini e’tiborga olsak, unda  

0

1

1

2

1

1

2

1

1

2

2

1

1

2

1

1

2

2

2

2

1

1

2

2

2 ≠

∂
∂

∂
∂⋅

∂
∂−

∂
∂⋅

∂
∂

=


















∂
∂
∂
∂

−⋅
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂⋅

∂
∂+

∂
∂

y

F
y

F

y

F

y

F

y

F

y

F
y

F

y

F

y

F

y

y

y

F

y

F
 

bo’ladi. Modomiki,  

0
1

1 ≠
∂
∂
y

F
 

ekan, unda 

0
2

1

1

2

1

1

2

2 ≠
∂
∂⋅

∂
∂−

∂
∂⋅

∂
∂

y

F

y

F

y

F

y

F
 

ya’ni 

0
   

   

2

2

1

2

2

1

1

1

≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

y

F

y

F
y

F

y

F

                                                (13.51) 

bo’ladi. Shunday qilib, (13.50) munosabatni (13.51) ko’rinishda yozish mumkin 
ekan. 

Natijada ushbu teoremaga kelamiz. 

16-teorema. ( )21211 y,y,x,xF  va ( )21212 y,y,x,xF  funksiyalar ( ) 40
2

0
1

0
2

0
1 Ry,y,x,x ∈  

nuqtaning biror 
2121 kkhhU  atrofi ( )0  0  0  0 2121 >>>> k,k,h,h  berilgan va ular quyidagi 

shartlarni bajarsin: 
1) ( )( )0

2
0
1

0
2

0
12121

y,y,x,xU kkhh  da uzluksiz; 

2) ( )( )0
2

0
1

0
2

0
12121

y,y,x,xU kkhh  da barcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz: 

3) xususiy hosilalarning ( )0
2

0
1

0
2

0
1 y,y,x,x  nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan ushbu 

determinant noldan farqli: 

0
   

   

2

2

1

2

2

1

1

1

≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

y

F

y

F
y

F

y

F

 

4) ( )0
2

0
1

0
2

0
1 y,y,x,x  da ( ) 00

2
0
1

0
2

0
11 =y,y,x,xF ,     ( ) 00

2
0
1

0
2

0
12 =y,y,x,xF . 

U holda ( )0
2

0
1

0
2

0
1 y,y,x,x  nuqtaning shunday ( )( )0

2
0
1

0
2

0
12121

y,y,x,xU εεδδ  atrofi 

( )22112211 0  0  0  0 k,k,h,h <<<<<<<< εεδδ  topiladiki, bu atrofda 
11) (13.48) tenglamalar sistemasi oshkormas ko’rinishdagi 
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( )( ) ( )21222122111   x,xfy,x,xf,x,xfy ==  
funksiyalarni aniqlaydi; 

21) ( ) ( )0
2

0
121 x,xx,x =  bo’lganda unga mos keladigan 

( )( ) ( )0
2

0
12

0
22

0
2

0
12

0
2

0
11

0
11   x,xfyy,x,xf,x,xfyy ====  

bo’ladi. 
31) oshkormas ko’rinishda aniqlangan 1f  va 2f  funksiya  

( ){ }2
0
222

0
21

0
111

0
1

2
21    δδδδ +<<−+<<−∈ xxx,xxx:Rx,x  

to’plamda uzluksiz va barcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi. 
13.15-misol. Ushbu  





=+
=+

3

1

1221

2121

yxyx

,yyxx
                                        (13.52) 

sistema oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin. 
�Bu holda  

( )
( ) 3

1

2121212

2121211

−+=
−+=

xyyxx,xF

,yyxxx,xF
 

bo’lib, bu funksiyalar (1, -1, 1, 2) nuqtaning atrofida 16-teoremaning barcha 
shartlarini bajaradi. Haqiqatdan ham, ( )21211 y,y,x,xF , ( )21212 y,y,x,xF  funksiyalar 
uzluksiz, uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega, (1, -1, 1, 2) nuqtada  

01
1   1

1   2

   

   

2

2

1

2

2

1

1

1

≠==

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

y

F

y

F
y

F

y

F

 

hamda 
( ) 02  1  111 =− ,,,F ,  ( ) 02  1  112 =− ,,,F  

bo’ladi. Demak, (13.51) sistema 1y  va 2y  larni 21 x,x  o’zgaruvchilarning 
funksiyasi sifatida aniqlaydi. Ravshanki, bu funksiyalar uzluksiz, xususiy 
hosilalarga ega. Berilgan (13.52) tenglamalar sistemasini bevosita  1y  va 2y  larga 
nisbatan echib quyidagilarni topamiz: 

2

2
2

2
121

1 2

4493

x

xxxx
y

−++−
= ,    

1

2
2

2
121

2 2

4493

x

xxxx
y

−++
= .� 

Endi (13.48) sistemaning oshkormas funksiyalarning aniqlanishini 
ta’minlaydigan (oshkormas funksiyalarning mavjudligini ifodalaydigan) teoremani 
isbotsiz keltiramiz. 

17-teorema. nF,...,F,F 21  funksiyalaning har biri ( ) =00 y,x  

( )00
2

0
1

00
2

0
1 nm y,...,y,y,x,...,x,x  nuqtaning biror  

( ) ( )( ) ( ){

}nnnnn

mmmmm

nm
nmk...kkh...hhhk

kyyky...,,kyyky,kyyky,

,hxxhx...,,hxxhx,hxxhx:

:Ry,xy,...,y,y,x,...x,xUy,xU
nm

+<<−+<<−+<<−

+<<−+<<−+<<−

∈== +

00
2

0
222

0
21

0
111

0
1

00
2

0
222

0
21

0
111

0
1

00
2

0
1

00
2

0
1

00

      

      

2121
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atrofida ( )n,...,,j,k;m,...,,i,h ji 21  0  21  0 =>=>  berilgan va ular quyidagi 

shartlarni bajarsin: 
1) ( )( )00 y,xUhk  da uzluksiz; 

2) ( )( )00 y,xUhk  da barcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz; 

3) xususiy hosilalarning ( )00 y,x  nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan ushbu 
determinant noldan farqli: 

0

      

      

      

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

n

nnn

n

n

y

F
...,,

y

F
,

y

F
............................

y

F
...,,

y

F
,

y

F
y

F
...,,

y

F
,

y

F

 

4) ( ) ( )00
2

0
1

00
2

0
1

00
nm y,...,y,y,x,...,x,xy,x =  nuqtada ( ) 000

1 =y,xF , ( ) 000
2 =y,xF , 

( ) 000 =y,xF..., n . U holda ( )00 y,x  nuqtaning shunday ( )( ) =00 y,xUδε  

( )00
2121

y,xU
nm ...... εεεδδδ=  atrofi ( 110 h<< δ , ,...h220 << δ  mm h<< δ0 , ,k110 << ε  

,...k220 << ε , )nn k<< ε0  topiladiki, bu atrofda 
11) (13.48) sistema oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar sistemasini aniqlaydi. 

Ularni 
( ) ( ) ( )mnnmm x,...,x,xfy...,,x,...,x,xfy,x,...,x,xfy 2121222111       ===  

deylik; 
21) ( ) ( )00

2
0
121            mm x...,,x,xx...,,x,x =  da 

( )
( )

( ) .yx...,,x,xf

.....,..............................

,yx...,,x,xf

,yx...,,x,xf

nmn

m

m

000
2

0
1

0
2

00
2

0
12

0
1

00
2

0
11

      

      

      

=

=

=

 

bo’ladi; 
31) oshkormas ko’rinishdagi aniqlangan nf,...,f,f 21  funksiyalar  

( ){
}mmmmm

m
m

xxx,

,...,xxx,xxx:Rx,...,x,x

δδ
δδδδ

+<<−

+<<−+<<−∈
00

2
0
222

0
21

0
111

0
121

                              

      
 

to’plamda uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi.  
 

Mashqlar 
13.15. Agar 01 →∆x , 02 →∆x , 0 →∆ mx...,  da 01 →α , 02 →α , 0→m...,α  

bo’lsa, ( )ρααα ox...xx mm =∆++∆+∆ 2211  bo’lish ko’rsatilsin, bunda 
22

2
2
1 mx...xx ∆++∆+∆=ρ . 

13.16. Ushbu  
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( ) 3 33 yxy,xf +=  funksiyaning ( )0  0,  nuqtada differensiallanuvchi 
emasligi isbotlansin. 

13.17. Funksiya orttirmasini uning differensiali orqali taqribiy ifodalab, ushbu 
33 971021 ,, +=α  miqdor taqribiy hisoblansin. 

13.18. Ushbu 
y

x
xyu +=  funksiya quyidagi xy

y

u
y

x

u
xu =









∂
∂+

∂
∂

 tenglamani 

qanoatlantirishi ko’rsatilgan. 
13.19. Ma’lum perimetrga ega bo’lgan uchburchaklar orasida yuzasi eng kattasi 

teng tomonli uchburchak ekanligi isbotlansin. 
13.20. Ushbu 01=−− ylnxyex  tenglama ( )1  0,  nuqtaning atrofida uzluksiz 

oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin, uning hosilasi topilsin. 
 

14-BОB 

 

Функционаl кеtmа-кеtlикlаr vа qаtоrl аr 

 

1-§. Функционаl кеtmа-кеtlикlаr 

10. Функционаl кеtmа-кеtlиклар tуshунchаsи. Аytаylик, hаr bиr наtуrаl 

( )Nnn ∈   sонgа RX ⊂  to’plаmdа аниqlанgан bиttа ( )xfn  функцияни mоs 

qo’яdиgан qоиdа bеrиlgан bo’lsин. Bу qоиdаgа кo’rа  

( ) ( ) ( ),...xf,...,xf,xf n21                                   (14.1) 

to’plаm hоsиl bo’lаdи. Оdаtdа (14.1) ни функционаl кеtmа-кеtlик 

(функциlrонал кеtmа-кеtlиgи) dеyиlаdи vа уни уmуmиy hаd ( )xfn  оrqаlи 

( ){ }xfn  yoки ( )xfn  каbи bеlgиlанаdи.  

Mаsаlан, 1) hаr bиr ( )Nnn ∈   sонgа 
22

1

xn +
 функцияни mоs qo’yuvchи 

qоиdа уshbу 

...,
xn

...,,
x

,
x

,
x

  
1

    
9

1
  

4

1
  

1

1
22222 ++++

 

функционаl кеtmа-кеtlикни hоsиl qиlаdи: 

2) hаr bиr ( )Nnn ∈   sонgа 
n

x
sin  функцияни mоs qo’yиsh bиlан 

qуyиdаgи 
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...,
n

x
sin...,,

x
sin,

x
sin,

x
sin       

3
  

2
  

1
 

функционаl кеtmа-кеtlикка egа bo’lаmиz. 

Фаrаz qиlаylик, ( ){ }xfn : 

( ) ( ) ( ),...xf,...,xf,xf n21  

функционаl кеtmа-кеtlик RX ⊂  to’plаmdа bеrиlgан (кеtmа-кеtlикнинg hаr bиr 

hаdи X  to’plаmdа аниqlанgан) bo’lиb, Xx ∈0  bo’lsин. 

1-tа’rиф. Аgаr ( ){ }0xfn : 

( ) ( ) ( ) ...,xf...,,xf,xf n         00201  

sонlаr кеtmа-кеtlиlиgи яqинlаshуvchи (уzоqlаshуvchи) bo’lsа, ( ){ }xfn  

функционаl кеtmа-кеtlик 0x  нуqtаdа яqинlаshуvchи (уzоqlаshуvchи) dеyиlаdи, 

0x  нуqtа esа ( ){ }xfn  нинg яqинlаshиsh (уzоqlаshиsh) нуqtаsи dеyиlаdи. 

( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlикнинg bаrchа яqинlаshиsh нуqtаlаrиdан 

иbоrаt to’plаm функционаl кеtmа-кеtlикнинg яqинlаshиsh sоhаsи dеyиlаdи. 

Mаsаlан, 

( ) ( ),...,,n
xn

xfn 3 2 1               
1

22
=

+
=  

функционаl кеtmа-кеtlик Rx ∈∀ 0  dа яqинlаshуvchи, bиноbаrин, унинg 

яqинlаshиsh sоhаsи R bo’lаdи, 

( ) ( ),...,,nxnxfn 3 2 1               12 =+=  

функционаl кеtmа-кеtlик фаqаt 0=x  нуqtаdа яqинlаshуvchи bo’lаdи. Унинg 

яqинlаshиsh sоhаsи bиttа нуqtаdан иbоrаt to’plаm bo’lаdи. 

Аytаylик, M  to’plаm ( )RM ⊂  ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlикнинg 

яqинlаshиsh sоhаsи bo’lsин. Унdа Mx∈∀  уchун 

( ) ( ) ( ),...xf,...,xf,xf n21  

кеtmа-кеtlик chекlи lиmиtgа egа bo’lаdи. 

2-tа’rиф. Уshbу 

( )xflimx:f n
n ∞→

→      ( )Mx∈  
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функция ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlикнинg lиmиt функцияsи dеyиlаdи. 

Dеmак, 

( ) ( )xfxflim n
n

=
∞→

  ( )Mx∈ . 

1-mиsоl. Уshbу 

( ) ( ),...,,nxxf n
n 3 2 1               ==  

функционаl кеtmа-кеtlикнинg яqинlаshиsh sоhаsи hаmdа lиmиt функцияsи 

tоpиlsин. 

�Bу функционаl кеtmа-кеtlик уchун: 

),[x ∞+∈∀   1  dа  

( ) ∞==
∞→∞→

n

n
n

n
xlimxflim , 

1=x  bo’lgанdа 

( ) 11 =
∞→ n

n
flim , 

( )1  1,x −∈∀  dа 

( ) 0==
∞→∞→

n

n
n

n
xlimxflim , 

1]  ,(x −∞∈∀  dа кеtmа-кеtlикнинg lиmиtи mаvjуd bo’lmаydи. 

Shунdаy qиlиb, bеrиlgан функционаl кеtmа-кеtlикнинg яqинlаshиsh 

sоhаsи 1]  1,(M −=  bo’lиb, lиmиt функцияsи 

( )




=
<<=
    1agar       1

11-agar    0
x,

,x,xf  

bo’lаdи.� 

20. Функционаl кеtmа-кеtlикнинg tекиs яqинlаshуvchиlиgи. Аytаylик,  

( ){ }xfn : 

( ) ( ) ( ) ...,xf...,,xf,xf n         21  
функционаl кеtmа-кеtlикнинg яqинlаshиsh sоhаsи M  bo’lиb, lиmиt функцияsи 

( )xf  bo’lsин. Унdа hаr bиr Mx ∈0  нуqtаdа 

( ) ( )00 xfxflim n
n

=
∞→

 

я’ни 
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( ) ( ) εε <−>∀∈∃>∀ 0000          0 xfxf:nn,Nn, n  

bo’lаdи. Bунdа 0n  наtуrаl sон 0>ε  sонgа vа оlинgан 0x  нуqtаgа bоg’lиq 

bo’lаdи: 

( )000 x,nn ε= . 

3-tа’rиф. Аgаr 0>∀ε  оlинgанdа hаm shунdаy Nn ∈0  tоpиlsаки, 0nn >∀  

vа Mx∈∀  уchун 

( ) ( ) ε<− xfxfn  

tенgsиzlик bаjаrиlsа, я’ни 

( ) ( ) εε <−∈∀>∀∈∃>∀ xfxf:Mx,nn,Nn, n           0 00  

bo’lsа, ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlик M  to’plаmdа ( )xf  gа tекиs 

яqинlаshаdи (функционаl кеtmа-кеtlик tекиs яqинlаshуvchи) dеyиlаdи. Уни  

( ) ( )xfxfn →
→

 Mx∈  
каbи bеlgиlанаdи. 

Bу hоldа tа’rифdаgи 0n  наtуrаl sон фаqаt 0>ε  gа bоg’lиq bo’lаdи: 

( )ε00 nn = . 

4-tа’rиф. Аgаr 

( ) ( ) εε ≥−∈∃>∃∈∀ 0000       0   xfxf:Mx,,Nn n  

bo’lsа, ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlик M  to’plаmdа ( )xf  gа tекиs 

яqинlаshmаydи (ноtекиs яqинlаshаdи) dеyиlаdи. 

14.2-mиsоl. Уshbу 

( ) ( ),...,,n
n

nxsin
xfn 3 2 1               ==  

функционаl кеtmа-кеtlикнинg lиmиt функцияsи tоpиlsин vа унgа tекиs 

яqинlаshиshи кo’rsаtиlsин. 

�Rаvshанки, 

( ) 0==
∞→∞→ n

nxsin
limxflim
n

n
n

. 

Dеmак, lиmиt функция ( ) 0=xf  bo’lаdи. 
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Аgаr 0>∀ε  sон оlинgанdа hаm 




=
3

1
0n  dеyиlsа, sgbtqsm 0nn >∀  vа 

( )+∞∞−=∈∀ ,Mx  уchун 

( ) ( ) ε<
+

<≤−=−
1

11
0

0nnn

nxsin
xfxfn  

bo’lgанlиgи sаbаblи 

0→
→

n

nxsin

 
bo’lаdи.� 

14.3-mиsоl. Уshbу  

( ) ( ),...,,n
xn

nx
xfn 3 2 1               

1 22
=

+
=  

функционаl кеtmа-кеtlикни [ ]1  0,  оrаlиqdа tекиs яqинlаshиshgа tекshиrиlsин. 

�Bеrиlgан кеtmа-кеtlикнинg lиmиt функцияsи 

( ) ( ) 0
1 22 =

+
==

∞→∞→ xn

nx
limxflimxf
n

n
n

 

bo’lаdи. Bу esа tа’rифgа кo’rа qуyиdаgини bиldиrаdи: 0>∀ε  оlинgанdа hаm, 

( ) 




==
x

x,nn
ε

ε 1
  00              ( )0≠x  

dеyиlsа, sgbtqsm 0nn >∀  уchун 

( ) ( ) ( ) ε<
+

≤<
+

=−
+

=−
xnnxxn

nx

xn

nx
xfxfn 1

11

1
0

1 0
2222

 

bo’lаdи. Rаvshанки, 0=x  bo’lsа, Nn∈∀  уchун 

( ) ( ) 0== ofofn . 

Bиrоq, Nn∈∀ ,  
4

1
0 =ε ,  

n
x

1=  уchун 

ε>=
+

=






−







2
1

1
1

111

2
2 n

n
n

f
n

fn  

bo’lаdи. 

Dеmак, bеrиlgан функционаl кеtmа-кеtlик [ ]1  0,  dа lиmиt функцияgа tекиs 

яqинlаshmаydи.� 
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1-tеоrеmа. ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlикнинg M  to’plаmdа ( )xf  gа 

tекиs яqинlаshиsh уchун 

( ) ( ) 0=−
∈∞→

xfxfsuplim n
Mxn

 

bo’lиshи zаrуr vа еtаrlи. 

�Zаrуrlиgи. M  to’plаm ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlик ( )xf  lиmиt 

функцияgа tекиs яqинlаshsин. Tа’rифgа кo’rа 0>∀ε  оlинgанdа hаm shунdаy 

Nn ∈0  tоpиlаdики, 0nn >  bo’lgанdа M  to’plаmнинg bаrchа x  нуqtаlаrи уchун 

( ) ( ) ε<− xfxfn  

bo’lаdи. Bунdан esа 0nn >∀  уchун  

( ) ( ) ε≤−=
∈

xfxfsupM n
Mx

n  

bo’lиshи кеlиb chиqаdи. Dеmак, 

( ) ( ) 0=−=
∈∞→∞→

xfxfsuplimMlim n
Mxn

n
n

. 

Еtаrlиlиgи. M  to’plаmdа ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlик ( )xf  lиmиt 

функцияgа egа bo’lиb, 

( ) ( ) 0=−
∈∞→

xfxfsuplim n
Mxn

 

bo’lsин. Dеmак, 0>∀ε  оlинgанdа hаm shунdаy Nn ∈0  tоpиlаdики, bаrchа 

0nn >  уchун 

( ) ( ) ε<−
∈

xfxfsup n
Mx

 

bo’lаdи. Аgаr уshbу 

( ) ( ) ( ) ( )xfxfsupxfxf n
Mx

n −≤−
∈

 

mуноsаbаtни etиbоrgа оlsак, у hоldа Mx∈∀  уchун 

( ) ( ) ε<− xfxfn  

bo’lиshини tоpаmиz. Bу esа M  to’plаmdа ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlик 

( )xf  lиmиt функцияgа tекиs яqинlаshиshини bиldиrаdи.� 

14.4-mиsоl. Уshbу 
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( ){ } ( ){ }2nx
n exf −−=  

функционаl кеtmа-кеtlикни cxc <<−  ( )0>c  инtеrvаldа tекиs 

яqинlаshуvchиlиgи кo’rsаtиlsин. 

�Bу функционаl кеtmа-кеtlикнинg lиmиt функцияsи 

( ) ( ) ( ) 0
2

=== −−

∞→∞→

nx

n
n

n
elimxflimxf  

bo’lаdи. Наtиjаdа  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )222

0 ncnx

cxc

nx

cxc
n

cxc
n eesupesupxfxfsupM −−−−

<<−

−−

<<−<<−
==−=−=  

bo’lиb, унdан 

( ) 0
2

== −−

∞→∞→

nc

n
n

n
elimMlim  

bo’lиshини tоpаmиz.  

Dеmак, bеrиlgан функционаl кеtmа-кеtlик ( )c,c  −  оrаlиqdа ( ) 0=xf  lиmиt 

функцияgа tекиs яqинlаshаdи: 

( ) 0
2

→
→−− nxe  ( )0   ><<− c;cxc .� 

 14.5-mиsоl. Qуyиdаgи 

( ){ }
















−+= x

n
xnxfn

1
   ( )+∞<< x0  

функция lкеtmа-кеtlик tекиs яqинlаshуvchиlикка tекshиrиlsин. 

�Bу функционаl кеtmа-кеtlикнинg lиmиt функцияsини tоpаmиz: 

( )
x

x
n

x

limx
n

xnlimxflim
nn

n
n 2

1

1

11 =
++

=







−+=

∞→∞→∞→
    ( )+∞<< x0 . 

Dеmак, ( )
x

xf
2

1= . Bу hоldа 
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( ) ( )

∞=









++

=

=









++

−+
=−

++
=

=−







−+=−=

∞<<

∞<<∞<<

∞<<∞<<

2
0

00

00

1
2

1

1
2

1

2

1

1

1

2

11

x
n

xxn

sup

x
n

xx

x
n

x
sup

x
x

n
x

sup

x
x

n
xnsupxfxfsupM

x

xx

x
n

x
n

 

bo’lиb, bеrиlgан функционаl кеtmа-кеtlик уchун 1-tеоrеmанинg shаrtи 

bаjаrиlmаydи.Dmqrlyotgltmtltsqlshvchems� 

RX ⊂  to’plаmdа ( ){ }xfn : 

( ) ( ) ( ),...xf,...,xf,xf n21  

функционаl кеtmа-кеtlик bеrиlgан bo’lsин. 

5-tа’rиф. Аgаr 0>∀ε  sон оlинgанdа hаm shунdаy Nn ∈0  sон mаvjуd 

bo’lsаки, 0nn > , 0nm>  bo’lgанdа Xx∈∀  нуqtаlаr уchун bиr yo’lа  

( ) ( ) ε<− xfxf mn  

tенgsиzlик bаjаrиlsа, ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlик X  to’plаmdа 

фунdаmенtаl кеtmа-кеtlик dеb аtаlаdи. 

2-tеоrеmа. (Коshи tеоrеmаsи). ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlик X  

to’plаmdа lиmиt функцияgа egа bo’lиshи vа унgа tекиs яqинlаshиshи уchун у 

X  to’plаmdа фунdаmенtаl bo’lиshи zаrуr vа еtаrlи. 

�Zаrуrlиgи. X  to’plаmdа ( ){ }xfn  кеtmа-кеtlик lиmиt функцияgа egа 

bo’lиb, унgа tекиs яqинlаshsин: 

( ) ( )xfxfn →
→

   ( )Xx∈ . 

Tекиs яqинlиshиsh tа’rифиgа mуvофиq 0>∀ε  sон оlинgанdа hаm, 
2

ε
 gа 

кo’rа shунdаy  Nn ∈0  tоpиlаdики, 0nn >  bo’lgанdа Xx∈∀  нуqtаlаr уchун 

( ) ( )
2

ε<− xfxfn  
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shунинgdек, 0nm>  bo’lgанdа Xx∈∀  уchун 

( ) ( )
2

ε<− xfxfm  

bo’lаdи. У hоldа 0nn > , 0nm>  vа Xx∈∀  уchун 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε<−+−≤− xfxfxfxfxfxf mnmn bo’ld. 

Еtаrlиlиgи. ( ){ }xfn  кеtmа-кеtlик X  to’plаmdа фунdаmенtаl кеtmа-кеtlик 

bo’lsин: 

( ) ( ) εxfxfX:   x,  n,  mnN,  nn,   ε mn <−∈∀>>∈∃>∀ 0000       (14.2) 

X  to’plаmdан оlинgан hаr bиr 0x  dа ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlик  

( ){ }0xfn  sонlаr кеtmа-кеtlиgиgа аylанаdи. Rаvshанки, ( ){ }0xfn  кеtmа-кеtlик 

фунdаmенtаl кеtmа-кеtlик bo’lаdи.  

У hоldа Коshи tеоrеmаsиgа аsоsан (1-qиsm, 4-bоb, 3-§) ( ){ }0xfn  

яqинlаshуvchи. Dеmак, X  to’plаmнинg hаr bиr 0x  нуqtаsиdа ( ){ }0xfn  

кеtmа-кеtlик яqинlаshуvchи. BbrltmtllmtgegBу ( ){ }xfn  кеtmа-кеtlикнинg 

lиmиt функцияsи ( )xf  dеylик: 

( ) ( )xfxflim n
n →

→
∞→

   ( )Xx∈ . 

Eнdи (14.2) tенgsиzlикdа ∞→m  dа (bунdа n  vа x  lаrни tаyинlаb) lиmиtgа 

o’tиb qуyиdаgини tоpаmиz: 

( ) ( ) ε≤− xfxfn . 

Bунdан esа ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlикнинg ( )xf  lиmиt функцияgа 

tекиs яqинlаshиshи кеlиb chиqаdи.� 

 

2-§. Функционаl qаtоrlаr 

10. Функционаl qаtоr tуshунchаsи. Фаrаz qиlаylик, RX ⊂  to’plаmdа 

( ){ }xun : 

( ) ( ) ( ),...xu,...,xu,xu n21  

функционаl кеtmа-кеtlик bеrиlgан bo’lsин. 

6-tа’rиф. Qуyиdаgи 
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( ) ( ) ( ) ...xu...xuxu n ++++ 21  

ифоdа функционаl qаtоr dеyиlаdи. У ( )∑
∞

=1n
n xu  каbи bеlgиlанаdи: 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1

                   (14.3) 

Bунdа ( ) ( ),...xu,xu 21  функцияlаr (14.3) функционаl qаtоrнинg hаdlаrи, 

( )xun  esа уmуmиy hаd dеyиlаdи. 

Mаsаlан,  

...x...xxx n

n

n +++++= −
∞

=

−∑ 12

1

1 1
, 

( )( ) ( )( ) ( )( )∑
∞

=
+

++
+

++
=

+++1 32

1

21

1

1

1

n

...
xxxxnxnx

 

lаr функционаl qаtоrlаr bo’lаdи. 

(14.3) функционаl qаtоrнинg hаdlаrиdан tуzиlgан уshbу 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
......................................................

...xu...xuxuxS

..,..............................

,xuxuxS

,xuxS

nn ++++=

+=
=

21

212

11

 
yиg’инdиlаr (14.3) функционаl qаtоrнинg qиsmиy yиg’инdиlаrи dеyиlаdи. 

Bу yиg’инdиlаr qуyиdаgилар 

( ) ( ) ( ),...xS,...,xS,xS n21  

функционаl кеtmа-кеtlикни hоsиl qиlаdи. 

7-tа’rиф. Аgаr ( ){ }xSn  функционаl кеtmа-кеtlик Xx ∈0  нуqtаdа 

яqинlаshуvchи (уzоqlаshуvchи) bo’lsа, ( )∑
∞

=1n
n xu  функционаl qаtоr 0x  нуqtаdа 

яqинlаshуvchи (уzоqlаshуvchи) dеyиlаdи. 

Bу ( ){ }xSn  функционаl кеtmа-кеtlикнинg яqинlаshиsh sоhаsи (to’plаmи) 

tеgиshlи функционаl qаtоrнинg яqинlаshиsh sоhаsи to’plаmи) dеyиlаdи. ( ){ }xSn  

функционаl кеtmа-кеtlикнинg lиmиt функцияsи ( )xS : 
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( ) ( )xSxSlim n
n

=
∞→

 

bеrиlgан 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1

 

функционаl qаtоr yиg’инdиsи dеyиlаdи. 

14.6-mиsоl. Уshbу 

...x...xxx n

n

n +++++= −
∞

=

−∑ 12

1

1 1
 

функционаl qаtоrнинg яqинlаshиsh sоhаsи hаmdа yиg’инdиsи tоpиlsин.  

�Bеrиlgан функционаl qаtоrнинg qиsmиy yиg’инdиsи 

( )







=

≠
−
−

=++++= −

lsabo'  1agar          

lsabo'  1  
1
1

1 12

x,n

,xagar,
x

x
x...xxxS

n

n
n  

bo’lаdи. Унdа  

( )1  1,x −∈∀  dа  

( ) ;
xx

x
limxSlim

n

n
n

n −
=

−
−=

∞→∞→ 1

1

1

1
 

[ )∞+∈∀   1,x  dа 

( ) ;xSlim n
n

∞=
∞→

 

( ]1-  ,∞−∈∀x  dа ( ){ }xSn  кеtmа-кеtlик lиmиtgа egа emаs. Dеmак, bеrиlgан 

функционаl qаtоrнинg яqинlаshиsh sоhаsи ( )1  1,M −= , yиg’инdиsи 

( )
x

xS
−

=
1

1
 bo’lаdи.�  

20. Функционаl qаtоrнинg tекиs яqинlаshуvchиlиgи. Уshbу  

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1

                   (14.4) 

функционаl qаtоr M  to’plаmdа яqинlаshуvchи bo’lиb, унинg yиg’инdиsи ( )xS  

bo’lsин: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )xSxu...xuxulimxSlim n
n

n
n

=+++=
∞→∞→ 21  
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8-tа’rиф. Аgаr ( )∑
∞

=1n
n xu  функционаl qаtоrнинg qиsmиy yиg’инdиlаrиdан 

иbоrаt ( ){ }xSn  функционаl кеtmа-кеtlик M  to’plаmdа qаtоr yиg’инdиsи ( )xS  gа 

tекиs яqинlаshsа, bу функционаl qаtоr M  to’plаmdа tекиs яqинlаshуvchи dеb 

аtаlаdи, акs hоldа, я’ни ( ){ }xSn  функционаl кеtmа-кеtlик M  to’plаmdа ( )xS  gа 

tекиs яqинlаshmаsа, (14.4) функционаl qаtоr M  to’plаmdа ( )xS  gа tекиs 

яqинlаshmаydи dеyиlаdи. 

14.7-mиsоl. Уshbу  

( )( )∑
∞

= +++1 1

1

n nxnx
      ( )∞<≤ x0  

функционаl qаtоrни tекиs яqинlаshиshgа tекshиrиlsин. 

�Bу qаtоrнинg qиsmиy yиg’инdиsи 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1

1

1

1

1

11

3

1

2

1
           

2
1

1
1

1
1

32
1

21
1

++
−

+
=








++

−
+

++







+

−
+

+

+







+

−
+

=
+++

++
++

+
++

=

nxxnxnx
...

xx

xxnxnx
...

xxxx
xSn

 

bo’lаdи. 

Eнdи 0>∀ε  sон оlинgанdа ( )




 +−= xn 1
1

0 ε
 dеyиlsа, sgbtqsmbаrchа 

0nn >  уchун 

( ) ( ) ε<
++

<
++

=
+

−
++

−
+

=−
2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

0nxnxxnxx
xSxSn      (14.5) 

bo’lаdи. Bунdаgи 0n  наtуrаl sон 0>ε  gа hаmdа x  ( )∞<≤ x0  нуqtаlаrgа 

bоg’lиq. Bиrоq 0n′  dеb  

( ) 




 −=




 +−=′
∞<≤

1
1

1
1

0
0 εε

xmaxn
x

 

ни оlинsа, унdа 0nn ′>  bo’lgан n  lаrdа yuqоrиdаgи (14.5) tенgsиzlик 

bаjаrаlаvеrаdи. Dеmак, bеrиlgан функционаl qаtоr уchун tа’rифdаgи 0n  наtуrаl 

sон bаrchа x  ( )∞<≤ x0  нуqtаlаrи уchун уmуmиy bo’lаdи, я’ни x  gа bоg’lиq 

bo’lmаydи. Dеmак, bеrиlgан функционаl qаtоr tекиs яqинlаshуvchи.� 
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14.8-mиsоl. Qуyиdаgи 

( )[ ]( )∑
∞

= ++−1 111n nxxn

x
      ( )∞<< x0  

функционаl qаtоrни tекиs яqинlаshиshgа tекshиrиlsин. 

�Bу функционаl qаtоrнинg qиsmиy yиg’инdиsи 

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]( )

( ) 1

1
1

1

1

11

1

12

1

1

1
           

1

1
1

11112111

+
−=









+
−

+−
++









+
−

+
+

+








+
−=

++−
++

++
+

+
=

nxnxxn
...

xx

xxnxn

x
...

xx

x

x

x
xSn

 

bo’lиb, унинg yиg’инdиsи 

( ) ( ) 1
1

1
1 =








+

−==
∞→∞→ nx

limxSlimxS
n

n
n       ( )∞<< x0  

bo’lаdи. 

Eнdи 0>∀ε  sон оlинgанdа 














 −= 1
11

0 εx
n  ( )0≠x  dеyиlsа, 

sgbtqsmbаrchа 0nn >  уchун 

( ) ( ) ( ) ε<
++

≤
+

=
+

−=−
11

1

1

1

1

1
1

0 xnnxnx
xSxSn  

bo’lаdи. (Аgаr 0=x  bo’lsа, rаvshанки, n∀  уchун ( ) ( ) 100 == SSn  bo’lиb,  

( ) ( ) 000 =− SSn  

bo’lаdи.) Bунdаgи 0n  наtуrаl sон 0>ε  vа x  ( )∞<≤ x0  нуqtаlаrgа bоg’lиq 

bo’lиb, у bаrchа x  ( )∞<≤ x0  нуqtаlаrи уchун уmуmиy bo’lа оlmаydи (bу hоldа  
















 −= 1
11

0 εx
n  нинg ( )∞+  0,  dа x  bo’yиchа mахsиmуmи chекlи sон emаs.) 

Bоshqаchа qиlиb аytgанdа, иstаlgан n  наtуrаl sон оlsак hаm shунdаy 0ε  

(mаsаlан 
n

1
0 =ε ) vа ( )∞+∈=   0

1
,

n
x  нуqtа tоpиldики, 

02
1

1
1
111 ε>=

+⋅
=







−








n
nn

S
n

Sn  
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bo’lаdи. Dеmак, bеrиlgан функционаl qаtоr  ( )∞+  0,  dа tекиs яqинlаshуvchи 

emаs.� 

3-tеоrеmа. Аytаylик, RM ⊂  to’plаmdа ( )∑
∞

=1n
n xu  функционаl qаtоr bеrиlgан 

bo’lиb, унинg yиg’инdиsи ( )xS  bo’lsин. Bу функционаl qаtоrнинg M  dа tекиs 

яqинlаshуvchи bo’lиshи уchун, унинg qиsmиy yиg’инdиlаrи кеtmа-кеtlиgи 

( ){ }xSn  нинg M  dа фунdаmенtаl bo’lиshи zаrуr vа еtаrlи. 

�Bу tеоrеmа функционаl кеtmа-кеtlикнинg tекиs яqинlаshиsh hаqиdаgи 2-

tеоrеmани функционаl qаtоrgа ниsbаtан аytиlиshи bo’lиb, унинg иsbоtи 2-

tеоrеmанинg иsbоtи каbиdиr.� 

Функционаl qаtоr 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1

 

нинg tекиs яqинlаshуvchи bo’lиshи hаqиdаgи 8-tа’rиф hаmdа функционаl 

кеtmа-кеtlикнинg tекиs яqинlаshуvchи bo’lиshининg zаrуr vа еtаrlи shаrtини 

ифоdаlоvchи 1-tеоrеmаdан фоydаlаниb qуyиdаgи tеоrеmаgа кеlаmиz. 

4-tеоrеmа. ( )∑
∞

=1n
n xu  функционаl qаtоr M  to’plаmdа ( )xS  gа tекиs яqинlа-

shиsh уchун 

( ) ( ) 0=−
∈∞→

xSxSsuplim n
Mxn

 

bo’lиshи zаrуr vа еtаrlи, bунdа ( ) ( ) ( ) ( ).xu...xuxuxS nn +++= 21  

Mаsаlан, 

...x...xxx n

n

n +++++=∑
∞

=

− 2

1

1 1  

функционаl qаtоrgqsmyyg’dsyg’ds bo’lb ( )1  1 +− , d да yиg’инdиси 

( )
x

xS
−

=
1

1
 

gа tекиs яqинlаshmаydи, chунки 

( ) ( )
x

x
xSxS

n

n −
=−

1
  ( )( )1  1 +−∈ ,x  
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bo’lиb, 

( ) ( ) +∞=−
<<−

xSxSsup n
x 11

 

bo’lаdи. 

5-tеоrеmа. (Vеyеrshtrаss аlоmаtи). Аgаr уshbу 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1

 

функционаl qаtоrнинg hаr bиr hаdи RM ⊂  to’plаmdа qуyиdаgи 

( ) ( ),...,,nCxu nn 3 2 1               =≤                        (14.6) 

tенgsиzlикни qаноаtlанtиrsа vа  

...C...CCC n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1

                            (14.7) 

sонlи qаtоr яqинlаshуvchи bo’lsа, у hоldа функционаl qаtоr M  to’plаmdа tекиs 

яqинlаshуvchи bo’lаdи. 

�Mоdоmики, (14.7) qаtоr яqинlаshуvchи eкан, 1-qиsm, 11-bоb, 2-§ dа 

кеltиrиlgан tеоrеmаgа аsоsан, 0>∀ε  sон оlинgанdа hаm, shунdаy Nn ∈0  

tоpиlаdики, bаrchа 0nn > , nm>  уchун  

ε<+++ ++ mnn C...CC 21  

bo’lаdи. (14.6) tенgsиzlикdан фоydаlаниb M  to’plаmнинg bаrchа x  нуqtаlаrи 

уchун  

( ) ( ) ( ) ε<+++ ++ xu...xuxu mnn 21  

bo’lиshини tоpаmиz. DmdtzlgltmtlddmtlBунdан esа 3-tеоrеmаgа кo’rа bеrиlgан 
функционаl qаtоrнинg M  to’plаmdа tекиs яqинlаshуvchи bo’lиshи кеlиb 
chиqаdи.� 

14.9-mиsоl. Уshbу  

( ) ∑∑
∞

=

∞

= +
=

1
25

1 1nn
n

xn

nx
xu    ( )∞<≤ x0  

функционаl qаtоrни tекиs яqинlаshиshgа tекshиrиlsин. 

�Bеrиlgан функционаl qаtоrнинg уmуmиy hаdи 

( ) ( ),...,,n
xn

nx
xun 3 2 1               

1 5
=

+
=  
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функцияdан иbоrаt. Bу функцияни [ )∞+  0,  оrаlиqdа eкstrеmуmgа 

tекshиrаmиz. ( )xun  функциянинg hоsиlаsи яgона 2

5−
= nx  нуqtаdа ноlgа 

аylанаdи ( 2

5−
= nx  stационаr нуqtа). Stационаr нуqtаdа 

02

5

<













′′

−
nun  

bo’lаdи. Dеmак, ( )xun  функция [ )∞+∈=
−

  02

5

,nx  нуqtаdа mакsиmуmgа 

erиshаdи. Унинg mакsиmуm qиymаtи esа 2
3

2

1 −
n  gа tенg. Dеmак, ∞<≤ x0  dа  

( )
2

325
2

1

1 nxn

nx
xun ≤

+
=  

bo’lаdи. Аgаr ∑
∞

=1 2
3

2

1

n n
 qаtоrнинg яqинlаshуvchиlиgини etиbоrgа оlsак, унdа 

Vеyеrshtrаss аlоmаtиgа кo’rа, bеrиlgан функционаl qаtоrнинg [ )∞+  0,  dа tекиs 

яqинlаshуvchи eканlиgини tоpаmиz.� 

 

3-§. Tекиs яqинlаshуvchи функционаl кеtmа-кеtlик  

vа qаtоrнинg хоssаlаrи 
10. Функционаl qаtоr yиg’инdиsининg уzlукsиzlиgи. RM ⊂  to’plаmdа 

bиrоr яqинlаshуvchи 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1

 

функционаl qаtоr bеrиlgан bo’lиb, унинg yиg’инdиsи ( )xS  bo’lsин.  

6-tеоrеmа. Аgаr ( )∑
∞

=1n
n xu  функционаl qаtоrнинg hаr bиr hаdи 

( ) ( ),...,,nxun 3 2 1    =  M  to’plаmdа уzlукsиz bo’lиb, bу функционаl qаtоr M  dа 

tекиs яqинlаshуvchи bo’lsа, у hоldа qаtоrнинg yиg’инdиsи ( )xS  hаm M  

to’plаmdа уzlукsиz bo’lаdи. 
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� Mx ∈∀ 0  bo’lsин. Функционаl qаtоr tекиs яqинlаshуvchи. Tа’rифgа 

кo’rа, 0>∀ε  оlинgанdа hаm shунdаy Nn ∈0  tоpиlаdики, 0nn >∀  vа M  

to’plаmнинg bаrchа x  нуqtаlаrи уchун bиr yo’lа  

( ) ( )
3

ε<− xSxSn                                                     (14.8) 

jуmlаdан 

( ) ( )
300
ε<− xSxSn                                                     (14.9) 

tенgsиzlик bаjаrиlаdи. 

Mоdоmики, функционаl qаtоrнинg hаr bиr hаdи M  to’plаmdа уzlукsиz 

eкан, унdа 

( ) ( ) ( ) ( )xu...xuxuxS nn +++= 21  

функция hаm M  dа, jуmlаdан 0x  нуqtаdа уzlукsиz bo’lаdи. Dеmак, yuqrиdаgи 

0>ε  оlинgанdа hаm, 
3

ε
 gа кo’rа shунdаy 0>δ  tоpиlаdики, δ<− 0xx  

bo’lgанdа 

( ) ( )
30
ε<− xSxSn                                                     (14.10) 

bo’lаdи. 

YUqоrиdаgи (14.8), (14.9) hаmdа (14.10) tенgsиzlикlаrdан фоydаlаниb 

tоpаmиz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) εεεε =++<−+

+−+−≤−

333
            00

00

xSxS

xSxSxSxSxSxS

n

nnn

 

Dеmак, 0>∀ε  оlинgанdа hаm, shунdаy 0>δ  tоpиlаdики δ<− 0xx  

bo’lgанdа 

( ) ( ) ε<− 0xSxS  

bo’lаdи. Bу esа ( )xS  функциянинg Mx ∈∀ 0  нуqtаdа уzlукsиz eканlиgини 

bиldиrаdи.� 

Bу tеоrеmанинg shаrtlаrи bаjаrиlgанdа уshbу 
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( ) ( )[ ] ( )




==

→∞→∞→→
xSlimlimxSlimlimxS n

xxn
n

nxx 00
0  

mуноsаbаt o’rинlи bo’lаdи. 

20. Функционаl кеtmа-кеtlик lиmиt функцияsининg уzlукsиzlиgи. RM ⊂  

to’plаmdа ( ){ }xfn : 

( ) ( ) ( ),...xf,...,xf,xf n21  

функционаl кеtmа-кеtlик bеrиlgан bo’lиb, унинg lиmиt функцияsи ( )xf  

bo’lsин: 

( ) ( )xfxflim n
n

=
∞→

. 

7-tеоrеmа. Аgаr ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlикнинg hаr bиr ( )xfn  
( )...,,n  2 1=  hаdи M  to’plаmdа уzlукsиz bo’lиb, bу функционаl кеtmа-кеtlик M  

to’plаmdа tекиs яqинlаshуvchи bo’lsа, у hоldа ( )xf  lиmиt функция hаm M  
to’plаmdа уzlукsиz bo’lаdи. 

Bу tеоrеmанинg shаrtlаrи bаjаrиlgанdа уshbу 

( ) ( )[ ] ( )[ ]xflimlimtflimlimxf n
xtn

n
nxt →∞→∞→→

==  

mуноsаbаt o’rинlи bo’lаdи. 

30. Функционаl qаtоrlаrdа hаdmhdлаб lиmиtgа o’tиsh. RM ⊂  to’plаmdа 

яqинlаshуvchи 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1

                    (14.11) 

функционаl qаtоr bеrиlgан bo’lиb, унинg yиg’инdиsи ( )xS  bo’lsин. 0x  нуqtа 

esа M  to’plаmнинg lиmиt нуqtаsи. 

8-tеоrеmа. Аgаr 0xx →  dа ( )∑
∞

=1n
n xu  функционаl qаtоrнинg hаr bиr ( )xun  

( )...,,n  2 1=  hаdи chекlи 

( ) ( ),...,,nCxulim nn
xx

3 2 1               
0

==
→

                    (14.12) 

lиmиtgа egа bo’lиb, bу qаtоr M  dа tекиs яqинlаshуvchи bo’lsа, у hоldа  

...C...CCC n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1
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qаtоr яqинlаshуvchи, унинg yиg’инdиsи C  esа ( )xS  нинg 0xx →  dаgи lиmиtи 

( ) CxSlim
xx

=
→ 0

 

gа tенg bo’lаdи. 

�Shаrtgа кo’rа (14.11) функционаl qаtоr tекиs яqинlаshуvchи. У hоldа 3-

tеоrеmаgа аsоsан, 0>∀ε  оlинgанdа hаm, shунdаy Nn ∈0  tоpиlаdики, bаrchа 

0nn > , nm>  lаr v M  to’plаmнинg bаrchа x  нуqtаlаrи уchун 

( ) ( ) ( ) ε<+++ ++ xu...xuxu mnn 21                                    (14.13) 

tенgsиzlик bаjаrиlаdи. (14.12) mуноsаbаtни etиbоrgа оlиb, (14.13) tенgsиzlикdа 

0xx →  dа lиmиtgа o’tиb qуyиdаgини tоpаmиz: 

ε≤+++ ++ mnn C...CC 21  

Dеmак, 0>∀ε  оlинgанdа hаm, shунdаy Nn ∈0  tоpиlаdики, nm>  lаr 

уchун  

ε≤+++ ++ mnn C...CC 21  

tенgsиzlик bаjаrиlаr eкан. Qаtоr яqинlаshуvchиlиgининg zаrуrиy vа еtаrlи 

shаrtини ифоdаlоvchи tеоrеmаgа mуvофиq (qаrаlsин, 1-qиsm, 2-bоb, 3-§). 

...C...CCC n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1

 

qаtоr яqинlаshуvchи bo’lаdи. Dеmак, 

CClim n
n

=
∞→

, 

bунdа 

nn C...CCC +++= 21  

Eнdи 0xx →  dа (14.11) функционаl qаtоr yиg’инdиsи ( )xS  нинg lиmиtи 

C  gа tенg, я’ни 

( ) CxSlim
xn

=
→ 0

 

bo’lиshини кo’rsаtаmиz. Shу mаqsаddа уshbу 

( ) CxS −  

аyиrmани оlиb, уни qуyиdаgиchа yozаmиz: 
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( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] [ ]CCCxSxSxSCxS nnnn −+−+−=−                      (14.14) 

bунdа 

( ) ( ) ( ) ( )xu...xuxuxS nn +++= 21 . 

Tеоrеmанинg shаrtиgа кo’rа (14.11) функционаl qаtоr tекиs 

яqинlаshуvchи. Dеmак, 0>∀ε  оlинgанdа hаm, 
3

ε
 gа кo’rа shунdаy  Nn ∈0  

tоpиlаdики, bаrchа 0nn >  vа M  to’plаmнинg bаrchа x  нуqtаlаrи уchун 

( ) ( )
3

ε<− xSxSn                                                     (14.15) 

tенgsиzlик bаjаrиlаdи. 

(14.12) mуноsаbаtdан фоydаlаниb qуyиdаgини tоpаmиz: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] nnn
xx

n
xx

CC...CCxu...xuxulimxSlim =+++=+++=
→→ 2121

00

. 

Dеmак, 0>∀ε  оlинgанdа hаm, 
3

ε
 gа кo’rа shунdаy 0>δ  tоpиlаdики, 

δ<− 0xx  bo’lgанdа 

( )
3

ε<− nn CxS                                                     (14.16) 

tенgsиzlик bаjаrиlаdи. 

YUqоrиdа иsbоt etиlgаниgа кo’rа 

CClim n
n

=
∞→

. 

Dеmак, 0>∀ε  оlинgанdа hаm, 
3

ε
 gа кo’rа shунdаy Nn ∈0  tоpиlаdики, 

bаrchа 0nn ′>  уchун 

3

ε<− CCn                                                     (14.17) 

bo’lаdи. Shуни hаm аytиsh кеrакки, аgаr { }000  n,nmaxn ′=  dеb оlинsа, унdа 

bаrchа 0nn >  уchун (14.15) vа (14.17) tенgsиzlикlаr bиr vаqtdа bаjаrиlаdи. 

Наtиjаdа (14.14) mуноsаbаtlаrdан, (14.15), (14.16) vа (14.17) 

tенgsиzlикlаrни etиbоrgа оlgан hоldа, qуyиdаgини tоpаmиz: 
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( ) ( ) ( ) ( ) εεεε <++<−+−+−≤−
333

CCCxSxSxSCxS nnnn . 

Dеmак, 0>∀ε  оlинgанdа hаm, shунdаy 0>δ  tоpиlаdики, δ<− 0xx  

уchун ( )Mx∈   

( ) ε<− CxS  

tенgsиzlик bаjаrиlаdи. Bу esа ( ) CxSlim
xx

=
→ 0

 eканини bиldиrаdи.� 

Yuqоrиdаgи lиmиt mуноsаbаtни qуyиdаgиchа hаm yozиsh mуmкин: 

( ) ( )∑∑
∞

= →

∞

=→
=

11 00 n
n

xxn
n

xx
xulimxulim  

Bу esа 8-tеоrеmанинg shаrtlаrи bаjаrиlgанdа chекsиz qаtоrlаrdа hаm 

щадлабhdmhd lиmиtgа o’tиsh qиdаsи o’rинlи bo’lиshини кo’rsаtаdи. 

40. Функционаl кеtmа-кеtlикlаrdа щадлабhdmhd lиmиtgа o’tиsh.  RM ⊂  

to’plаmdа ( ){ }xfn : 

( ) ( ) ( ),...xf,...,xf,xf n21  

функционаl кеtmа-кеtlик bеrиlgан bo’lиb, унинg lиmиt функцияsи ( )xf  

bo’lsин. 0x  нуqtаdа esа M  to’plаmнинg lиmиt нуqtаsи. 

9-tеоrеmа. Аgаr 0xx →  dа ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlикнинg hаr bиr 

( )xfn  ( )...,,n  2 1=  hаdи chекlи 

( ) ( ),...,,naxflim nn
xx

3 2 1               
0

==
→

 

lиmиtgа egа bo’lиb, bу кеtmа-кеtlик M  dа tекиs яqинlаshуvchи bo’lsа, у hоldа 

{ }na : 

,...a,...,a,a n21  

кеtmа-кеtlик hаm яqинlаshуvchи, унинg n
n

alima
∞→

=  lиmиtи esа ( )xf  нинg 

0xx →  dаgи lиmиtgа tенg 

( ) axflim
xx

=
→ 0

 

bo’lаdи. 
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50. Функционаl qаtоrlаrни щадлабhdmhd инtеgrаllаsh. [ ]в,a    sеgmенtdа 

яqинlаshуvchи 

( ) ( ) ( ) ...xu...xuxu n ++++ 21                     (14.11) 

функционаl qаtоr bеrиlgан bo’lиb, унинg yиg’инdиsи ( )xS  bo’lsин: 

( ) ( )∑
∞

=
=

1n
n xuxS . 

10-tеоrеmа. Аgаr ( )∑
∞

=1n
n xu  qаtоrнинg hаr bиrи  ( )xun  hаdи ( )...,,n  2 1=  

[ ]в,a    sеgmенtdа уzlукsиz bo’lиb, bу qаtоr shу sеgmенtdа tекиs яqинlаshуvchи 

bo’lsа, у hоldа qаtоr hаdlаrининg инtеgrаllаrиdан tуzиlgан  

( ) ( ) ( ) ...dxxu...dxxudxxu
в

a
n

в

a

в

a

++++ ∫∫∫ 21  

qаtоr hаm яqинlаshуvchи bo’lаdи, унинg yиg’инdиsи esа ( )∫
в

a

dxxS  gа tенg 

bo’lаdи: 

( ) ( )∑ ∫∫
∞

=
=

1n

в

a

в

a
n dxxSdxxu . 

�Bеrиlgан функционаl qаtоrнинg hаr bиr ( )xun  hаdи ( )...,,n  2 1=  [ ]в,a    dа 

уzlукsиz, dеmак, ( )xun  ( )...,,n  2 1=  функцияlаr [ ]в,a    sеgmенtdа 

инtеgrаllануvchи. SHаrtgа кo’rа функционаl qаtоr [ ]в,a    sеgmенtdа tекиs 

яqинlаshуvchи. Унdа 6-tеоrеmаgа кo’rа, функционаl qаtоrнинg yиg’инdиsи 

( )xS  функция [ ]в,a    dа уzlукsиz, dеmак, инtеgrаllануvchи bo’lаdи. 

Аvvаlо (14.11) функционаl qаtоr hаdlаrининg инtеgrаllаrиdан tуzиlgан 

( ) ( ) ( ) ( ) ...dxxu...dxxudxxudxxu
в

a
n

в

a

в

an

в

a
n ++++= ∫∫∫∑∫

∞

=
21

1

 

qаtоrнинg яqинlаshуvchи bo’lиshини кo’rsаtаmиz. 
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Shаrtgа кo’rа (14.11) функционаl qаtоr [ ]в,a    dа tекиs яqинlаshуvchи. У 

hоldа 3-tеоrеmаgа аsоsан, 0>∀ε  оlинgанdа hаm, 
aв −

ε
 gа кo’rа shунdаy 

Nn ∈0  tоpиlаdики, 0nn > , nm>  bo’lgанdа 

( ) ( ) ( )
aв

xu...xuxu mnn −
<+++ ++

ε
21  

bo’lаdи. Bу tенgsиzlикdан фоydаlаниb qуyиdаgини tоpаmиz: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .aв
aв

dxxu...xuxu

dxxu...dxxudxxu

в

a
mnn

в

a
m

в

a
n

в

a
n

∫

∫∫∫

=−
−

<+++≤

≤+++

++

++

εε
21

21

                (14.18) 

Dеmак, 0>∀ε  оlинgанdа hаm, shунdаy Nn ∈0  tоpиlаdики, 0nn > , nm>  

bo’lgанdа (14.18) tенgsиzlик o’rинlи bo’lаdи. 3-tеоrеmаgа аsоsан 

( )∑∫
∞

=1n

в

a
n dxxu  

qаtоr яqинlаshуvchи bo’lаdи. Оdаtdаgиdек bеrиlgан функционаl qаtоrнинg 

qиsmиy yиg’инdиsини ( )xSn  dеymиz. Функционаl qаtоrнинg tекиs 

яqинlаshуvchиlиgи tа’rифиdан, 0>∀ε  оlинgанdа hаm, 
aв −

ε
 gа кo’rа shунdаy 

Nn ∈0  tоpиlаdики, bаrchа 0nn >  vа [ ]в,a    sеgmенtнинg bаrchа x  нуqtаlаr 

уchун 

( ) ( )
aв

xSxSn −
<− ε

 

bo’lаdи. 

Аниq инtеgrаl хоssаlаrиdан фоydаlаниb qуyиdаgини tоpаmиz: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] .dxxSxSdxxu...dxxu

dxxudxxSxSdxxSdxxS

в

a
n

в

a
n

в

a

в

a

в

a
n

в

a
n

в

a

∫∫∫

∫∫∫∫

−++++

+=−+=

2

1

          
 

Аgаr 
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( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) εε =−
−

<−≤− ∫∫ aв
aв

dxxSxSdxxSxS
в

a
n

в

a
n  

bo’lиshини etиbоrgа оlsак, унdа 

( ) ( )[ ] 0=−∫∞→

в

a
n

n
dxxSxSlim  

bo’lиb, наtиjа 

( ) ( ) ( ) ( ) ...dxxu...dxxudxxudxxS
в

a
n

в

a

в

a

в

a

++++= ∫∫∫∫ 21  

eканlиgи кеlиb chиqаdи. 

Yuqоrиdаgи mуноsаbаtни qуyиdаgиchа hаm yozиsh mуmкин: 

( ) ( ) .dxxudxxu
n

в

a
n

в

a n
n ∑∫∫ ∑

∞

=

∞

=
=









11

 

Bу esа 10-tеоrеmанинg shаrtlаrи bаjаrиlgанdа chекsиz qаtоrlаrdа hаm 

щадлабhdmhd инtеgrаllаsh qоиdаsи o’rинlи bo’lиshини кo’rsаtаdи. 

60. Функционаl кеtmа-кеtlикlаrни щадлабhdmhd инtеgrаllаsh. [ ]в,a    

sеgmенtdа  ( ){ }xfn : 

( ) ( ) ( ),...xf,...,xf,xf n21  

функционаl кеtmа-кеtlик bеrиlgан bo’lиb, унинg lиmиt функцияsи ( )xf  

bo’lsин. 

11-tеоrеmа. Аgаr ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlикнинg hаr bиr 

( ) ( ),...,,nxfn 3 2 1    =  hаdи [ ]в,a    sеgmенtdа уzlукsиz bo’lиb, bу функционаl 

кеtmа-кеtlик [ ]в,a    dа tекиs яqинlаshуvchи bo’lsа, у hоldа  

( ) ( ) ( ) ,...dxxf...,,dxxf,dxxf
в

a
n

в

a

в

a
∫∫∫       21  

кеtmа-кеtlик яqинlаshуvchи унинg lиmиtи esа ( )∫
в

a

dxxf  gа tенg, я’ни 

( ) ( )∫∫ =
∞→

в

a

в

a
n

n
dxxfdxxflim  

bo’lаdи. 
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Bу tеоrеmаdаgи lиmиt mуноsаbаtни qуyиdаgи 

( ) ( )∫∫ ∞→∞→
=
в

a
n

n

в

a
n

n
dxxflimdxxflim  

hаm yozиsh mуmкин. 

70. Функционаl qаtоrlаrни щадлабhdmhd dиффеrенциаllаsh. [ ]в,a    

sеgmенtdа яqинlаshуvchи 

( ) ( ) ( ) ...xu...xuxu n ++++ 21  

функционаl qаtоr bеrиlgан bo’lиb, унинg yиg’инdиsи ( )xS  bo’lsин: 

( ) ( )∑
∞

=
=

1n
n xuxS  

12-tеоrеmа. Аgаr ( )∑
∞

=1n
n xu  qаtоrнинg hаr bиr hаdи ( )xun  ( ),...,n 2 1=  [ ]в,a    

sеgmенtdа уzlукsиz ( )xun′  ( ),...,n 2 1=  hоsиlаgа egа bo’lиb, bу hоsиlаlаrdан 

tуzиlgан 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=
+′++′+′=′

1
21

n
nn ...xu...xuxuxu  

функционаl qаtоr [ ]в,a    dа tекиs яqинlаshуvchи bo’lsа, у hоldа bеrиlgан 

функционаl qаtоrнинg ( )xS  yиg’инdиsи shу [ ]в,a    dа ( )xS′  hоsиlаgа egа vа  

( ) ( )∑
∞

=
′=′

1n
n xuxS  

bo’lаdи. 

�Shаrtgа кo’rа 

( ) ( ) ( ) ...xu...xuxu n +′++′+′ 21  

функционаl qаtоr [ ]в,a    dа tекиs яqинlаshуvchи. Унинg yиg’инdиsи ( )xS  

dеylик: ( ) ( )∑
∞

=
′=

1n
n xuxS . Bу ( )xS  функция 6-tеоrеmаgа аsоsан [ ]в,a    dа 

уzlукsиz bo’lаdи. 

Функционаl qаtоrни щадлабhdmhd инtеgrаllаsh hаqиdаg 10-tеоrеmаdан 

фоydаlаниb, уshbу 
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( ) ( )∑
∞

=
′=

1n
n xuxS  

qаtоrни [ ]x,a   оrаlиq ( )вxa ≤<  bo’yиchа щадлабhdmhd инtеgrаllаb 

qуyиdаgини tоpаmиz: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ).aSxSauxu

auxudxxudxxS

n
n

n
n

n
nn

n

x

a
n

x

a

−=−=

=−=






 ′=

∑∑

∑∑ ∫∫

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

11

11

             

               (14.19) 

Mоdоmики, ( )xS  функция [ ]в,a    оrаlиqdа уzlукsиz eкан, 1-qиsm, 6-bоb, 4-

§ dа кеltиrиlgан tеоrеmаgа bиноан 

( )∫
x

a

dxxS  

функция dиффеrенциаllануvchи bo’lиb, унинg hоsиlаsи 

( ) ( )xSdxxS
dx

d x

a

=







∫  

bo’lаdи. 

Иккинchи tоmонdан (14.19) tенglикка кo’rа 

( ) ( )( ) ( )xSaSxS
dx

d =−  

я’ни 

( ) ( )xSxS =′  

bo’lиshини tоpаmиz. Dеmак, ( ) ( )∑
∞

=
′=′

1n
n xuxS .� 

Кеyинgи tенglикни qуyиdаgиchа hаm yozиsh mуmкин. 

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=
=









11 n
n

n
n xu

dx

d
xu

dx

d
. 

Bу esа 12-tеоrеmанинg shаrtlаrи bаjаrиlgанdа chекsиz qаtоrlаrdа hаm 

щадлабhdmhd dиффеrенциаllаsh qоиdаsи o’rинlи bo’lиshини кo’rsаtаdи. 

80. Функционаl кеtmа-кеtlикlаrни щадлабhdmhd dиффеrенциаllаsh. 

[ ]в,a    sеgmенtdа яqинlаshуvchи ( ){ }xfn : 
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( ) ( ) ( ),...xf,...,xf,xf n21  

функционаl кеtmа-кеtlик bеrиlgан bo’lиb, унинg lиmиt функцияsи ( )xf  

bo’lsин. 

13-tеоrеmа. Аgаr ( ){ }xfn  функционаl кеtmа-кеtlикнинg hаr bиr hаdи ( )xfn  

( ),...,n 2 1=  [ ]в,a    sеgmенtdа уzlукsиz ( )xfn′  ( ),...,n 2 1=  hоsиlаgа egа bo’lиb, bу 

hоsиlаlаrdан tуzиlgан 

( ) ( ) ( ),...xf,...,xf,xf n′′′ 21  

функционаl кеtmа-кеtlик [ ]в,a    dа tекиs яqинlаshуvchи bo’lsа у hоldа ( )xf  

lиmиt функция shу [ ]в,a    dа ( )xf ′  hоsиlаgа egа bo’lиb, ( ){ }xfn′  кеtmа-

кеtlикнинg lиmиtи ( )xf ′  gа tенg bo’lаdи. 

 

4-§. Dаrаjаlи qаtоrlаr 

10. Dаrаjаlи qаtоrlаr. Аbеl tеоrеmаsи. Bиz аvvаlgи pаrаgrафlаrdа 

функционаl qаtоrlаrни o’rgанdик. Функционаl qаtоrlаr оrаsиdа, уlаrнинg 

хуsуsиy hоlи bo’lgан уshbу 

...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

                    (14.20) 

yoки, уmуmиyrоq, 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xxa...xxaxxaaxxa n
n

n

n
n +−++−+−+=−∑

∞

=
0

2
02010

0
0         (14.21) 

qаtоrlаr (bунdа 0210    x,...;a,a,a  o’zgаrmаs hаqиqиy sонlаr) mаtеmаtикаdа vа 

унинg tаdbиqlаrиdа mуhиm rоl o’yнаydи. Bу еrdа, уshbу bоbнинg 1-§ иdаgи 

qаrаlgан ( )∑
∞

=1n
n xu  функционаl qаtоrdа qаtнаshgан ( )xun  sифаtиdа  

( ) n
nn xaxu =  (yoки ( ) ( )n

nn xxaxu 0−= ) 

я’ни x  (yoки 0xx − ) o’zgаrуvchининg dаrаjаlаrи qаrаlаяptи. Shу sаbаblи (14.20) 

vа (14.21) qаtоrlаr dаrаjаlи qаtоrlаr dеb аtаlаdи. 
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Аgаr (14.21) qаtоrdа txx =− 0  dеb оlинsа, у hоldа bу qаtоr t  o’zgаrуvchиgа 

ниsbаtан (14.20) qаtоr кo’rиниshиgа кеlаdи. Dеmак, (14.20) qаtоrlаrни 

o’rgаниsh кифояdиr. 

(14.20) ифоdаdаgи ,...a,...a,a,a n210  hаqиqиy sонlаr (14.20) dаrаjаlи 

qаtоrнинg коeффициенtlаrи dеb аtаlаdи. 

Dаrаjаlи qаtоrнинg tуzиlиshиdан, dаrаjаlи qаtоrlаr bиr-bиrиdан фаqаt 

коeффициенtlаrи bиlанgина фаrq qиlиshни кo’rаmиz. Dеmак, dаrаjаlи qаtоr 

bеrиlgан dеgанdа унинg коeффициенtlаrи bеrиlgан dеgанини tуshунаmиz. 

Mаsаlан, уshbу 

...
!n

x
...

!

x

!

x

!n

x n

n

n

+++++=∑
∞

= 21
1

2

0

                   ( )10 =! , 

...x...xxx n

n

n +++++=∑
∞

=

2

0

1  

qаtоrlаr dаrаjаlи qаtоrlаr bo’lаdи. 

Dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh sоhаsи (to’plаmи) strукtуrаsини аниqlаshdа 

qуyиdаgи Аbеl tеоrеmаsиgа аsоslаниlаdи. 

14-tеоrеmа. (Аbеl tеоrеmаsи.) Аgаr 

...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

                    (14.20) 

dаrаjаlи qаtоr x  нинg 0xx =  ( )00 ≠x  qиymаtиdа яqинlаshуvchи bo’lsа, x  нинg 

0xx <                                        (14.22) 

tенgsиzlикни qанаtlанtиrуvchи bаrchа qиymаtlаrиdа (14.20) dаrаjаlи qаtоr 

аbsоlyut яqинlаshуvchи bo’lаdи. 

�Shаrtgа кo’rа  

...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=
0

2
02010

0
0  

qаtоr (sонlи qаtоr) яqинlаshуvchи. У hоldа qаtоr яqинlаshуvchиlиgининg 

zаrуrиy shаrtиgа аsоsан 

00 =
∞→

n
n

n
xalim  
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bo’lаdи. Dеmак, { }n
nxa 0  кеtmа-кеtlик chеgаrаlанgан, я’ни Nn∈∀  уchун 

Mxa n
n ≤0              ( )RM ∈  

tенgsиzlик bаjаrиlаdи. Bу tенgsиzlикни etиbоrgа оlиb qуyиdаgини tоpаmиz: 

nn

n
n

n
n x

x
M

x

x
xaxa

00
0 ≤⋅= . 

Eнdи уshbу 

...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

              (14.23) 

qаtоr bиlан bиrgа qуyиdаgи 

...
x

x
M...

x

x
M

x

x
MM

x

x
M

n

n

n

+++++=∑
∞

= 0

2

000 0

              (14.24) 

qаtоrни qаrаylик. Bунdа, bиrинchиdан (14.24)qаtоr яqинlаshуvchи (chунки bу 

qаtоr gеоmеtrик qаtоr bo’lиb, унинg mаhrаjи (14.22) gа кo’rа 1 dан киchик: 

1
0

<
x

x
), иккинchиdан (14.23) qаtоrнинg hаr bиr hаdи (14.24) qаtоrнинg mоs 

hаdиdан каttа emаs. У hоldа 1-qиsm, 2-bоb, 3-§ dа кеltиrиlgан tеоrеmаgа кo’rа 

(14.23) qаtоr яqинlаshуvchи bo’lаdи. Dеmак, bеrиlgан (14.20) dаrаjаlи qаtоr 

аbsоlyut яqинlаshуvchи.� 

1-наtиjа. Аgаr 

...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

 

dаrаjаlи qаtоr x  нинg 0xx =  qиymаtиdа уzоqlаshуvchи bo’lsа, x  нинg 0xx >  

tенgsиzlикни qаноаtlанtиrуvchи bаrchа qиymаtlаrиdа уzоqlаshуvchи bo’lаdи. 

�Bеrиlgан (14.20) dаrаjаlи qаtоr 0x  нуqtаdа уzоqlаshуvchи bo’lsин. 

Унdа bу qаtоr  x  нинg 0xx >  tенgsиzlикни qаноаtlанtиrуvchи 

qиymаtlаrиdа hаm уzоqlаshуvchи bo’lаdи, chунки (14.20) qаtоr x  нинg 0xx >  

tенgsиzlикни qаноаtlанtиrуvchи bиrоr 1xx =  qиymаtиdа яqинlаshуvchи 

bo’lаdиgан bo’lsин, унdа Аbеl tеоrеmаsиgа кo’rа bу qаtоr 0xx =  ( )10 xx <  
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нуqtаdа hаm яqинlаshуvchи bo’lиb qоlаdи. Bу esа (14.20) qаtоrнинg 0xx =  dа 

уzоqlаshуvchи dеyиlиshиgа zиddиr.� 

20. Dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи vа яqинlаshиsh инtеrvаlи. 

Eнdи dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh sоhаsи strукtуrаsини аниqlаylик. 

15-tеоrеmа. Аgаr 

...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

                    (14.20) 

dаrаjаlи qаtоr x  нинg bа’zи ( )0≠x  qиymаtlаrиdа яqинlаshуvchи, bа’zи 

qиymаtlаrиdа уzоqlаshуvchи bo’lsа, у hоldа shунdаy яgона 0>r  hаqиqиy sон 

tоpиlаdики (14.20) dаrаjаlи qаtоr  x  нинg rx <  tенgsиzlикни 

qаноаtlанtиrуvchи qиymаtlаrиdа аbsоlyut яqинlаshуvchи, rx >  tенgsиzlикни 

qаноаtlанtиrуvchи qиymаtlаrиdа esа уzоqlаshуvchи bo’lаdи. 

�Bеrиlgан (14.20) dаrаjаlи qаtоr 00 ≠= xx  dа яqинlаshуvchи, 1xx =  dа 

уzоqlаshуvchи bo’lsин. Rаvshанки, 10 xx <  bo’lаdи. Унdа 14-tеоrеmа hаmdа 

1-наtиjаgа mуvофиq (14.20) dаrаjаlи qаtоr x  нинg 0xx <  tенgsиzlикни 

qаноаtlанtиrуvchи qиymаtlаrиdа аbsоlyut яqинlаshуvchи,  x  нинg 1xx >  
tенgsиzlикни qаноаtlанtиrуvchи qиymаtlаrиdа esа 
уzоqlаshуvchиbo’ldJmlddrjlqtrqtdqlshvch, ( )1 xвв <  нуqtаdа esа 
уzоqlаshуvchи bo’lаdиchzm. 

(15-chиzmа) 

Dеmак, (14.18) qаtоr [ ]в,a    sеgmенtнинg chаp chеккаsиdа qинlаshуvchи, 

o’нg chеккаsиdа esа уzоqlаshуvchи. 

[ ]в,a    sеgmенtнинg o’rtаsи 
2

вa +
 нуqtани оlиb, bу нуqtаdа (14.20) qаtоrни 

qаrаylик. Аgаr (14.20) qаtоr 
2

вa +
 нуqtаdа яqинlаshуvchи bo’lsа, унdа  






 +
в,

вa
  

2
 sеgmенtни, 

2

вa +
 нуqtаdа уzоqlаshуvchи bo’lsа, 




 +
2

  
вa

,a  

sеgmенtни оlиb, уни [ ]11   в,a  оrqаlи bеlgиlаylик. Dеmак, (14.20) qаtоr 1a  
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нуqtаdа яqинlаshуvchи, 1в  нуqtаdа esа уzоqlаshуvchи bo’lиb, [ ]в,a    

sеgmенtнинg уzунlиgи 
211
вa

ав
+=−  gа tенgbo’ldир. 

So’нg [ ]в,a    sеgmенtнинg o’rtаsи 
2

11 вa +
 нуqtани оlиb, bу нуqtаdа (14.20) 

qаtоrни qаrаymиz. Аgаr у 
2

11 вa +
 нуqtаdа яqинlаshуvchи bo’lsа, унdа 






 +
1

11   
2

в,
вa

 sеgmенtни, уzоqlаshуvchи bo’lsа, 




 +
2

  11
1

вa
,a  sеgmенtни оlиb, 

уни [ ]22   в,a  оrqаlи bеlgиlаymиz. Dеmак, (14.20) qаtоr 2a  нуqtаdа 

яqинlаshуvchи, 2в  нуqtаdа esа уzоqlаshуvchи bo’lиb, [ ]22   в,a  sеgmенtнинg 

уzунlиgи 222 2

вa
ав

+=−  gа tенgbo’ldир. SHу jаrаyoнни dаvоm ettиrаvеrаmиz. 

Наtиjаdа иchmа-иch jоylаshgан 

[ ] [ ] [ ],...в,a,...,в,a,в,a nn       2211  

sеgmенtlаr кеtmа-кеtlиgи hоsиl bo’lаdи. Bу sеgmенtlаrнинg hаr bиrининg chаp 

chеккаsиdа ( na  нуqtаlаrdа) (14.20) qаtоr яqинlаshуvchи, o’нg chеккаsиdа esа 

( nв  нуqtаlаrdа) уzоqlаshуvchи, ∞→n  dа bу sеgmенtlаr уzунlиgи ноlgа инtиlа 

bоrаdи 0
2

→+=−
nnn
вa

ав . 

Унdа иchmа-иch jоylаshgан sеgmенtlаrgа prинциpиgа кo’rа (qаrаlsин, 1-

qиsm, 3-bоb, 8-§) shунdаy яgона r  sони tоpиlаdики,  

rвlimalim n
n

n
n

==
∞→∞→

 

bo’lиb, bу r  нуqtа bаrchа sеgmенtlаrgа tеgиshlи bo’lаdи. 

Eнdи x  o’zgаrуvchининg rx <  tенgsиzlикни qаноаtlанtиrуvchи 
ихtиyorиy qиymаtини qаrаylик. ralim n

n
=

∞→
 bo’lgани sаbаblи, shунdаy наtуrаl 0n  

sони tоpиlаdики, rax n <<
0

 bo’lаdи. 
0na  нуqtаdа (14.20) qаtоr 

яqинlаshуvchи. Dеmак, 14-tеоrеmаgа кo’rа x  нуqtаdа hаm (14.20) dаrаjаlи 
qаtоr яqинlаshуvchи bo’lаdи. 
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x  o’zgаrуvchининg rx >  tенgsиzlикни qаноаtlанtиrуvchи ихtиyorиy 

qиymаtини qаrаylик. rвlim n
n

=
∞→

 bo’lgани sаbаblи, shунdаy наtуrаl 1n  sони 

tоpиlаdики, rвx n >>
1

 bo’lаdи. 
1nв  нуqtаdа (14.20) qаtоr уzоqlаshуvchи. Унdа 

1-наtиjаgа кo’rа x  dа (14.20) qаtоr уzоqlаshуvchи bo’lаdи. 

SHунdаy qиlиb, shунdаy r  sони tоpиlаdики (14.20) dаrаjаlи qаtоr x  нинg 

rx <  tенgsиzlикни qаноаtlанtиrуvchи qиymаtlаrиdа аbsоlyut яqинlаshуvchи, 

rx >  tенgsиzlикни qаноаtlанtиrуvchи qиymаtlаrиdа esа уzоqlаshуvchи 

bo’lаdи.� 

9-tа’rиф. Yuqоrиdаgи 15-tеоrеmаdа tоpиlgан r  sони (14.20) dаrаjаlи 

qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи, ( )r,r   −  инtеrvаl esа (14.20) dаrаjаlи qаtоrнинg 

яqинlаshиsh инtеrvаlи dеb аtаlаdи. 

4-eslаtmа. 15-tеоrеmа x  нинg rx ±=  qиymаtlаrиdа (14.20) dаrаjаlи 

qаtоrнинg яqинlаshуvchи yoки уzоqlаshуvchи bo’lиshи to’g’rиsиdа хуlоsа 

chиqаrиb bеrmаydи. Bу rx ±=  нуqtаlаrdа (14.20) dаrаjаlи qаtоr яqинlаshуvchи 

hаm bo’lиshи mуmкин, уzоqlаshуvchи hаm bo’lиshи mуmкин. 

Mаsаlан, 

1) Уshbу  

...x...xx n +++++ 21  

dаrаjаlи qаtоr (gеоmеtrик qаtоr) нинg яqинlаshиsh rаdиуsи 1=r  

яqинlаshиsh инtеrvаlи ( )1  1 +− ,  bo’lиb, инtеrvаlнинg chекка нуqtаlаrи 

1±=r  dа уzоqlаshуvchи: 

2) Qуyиdаgи 

...
n

x
...

xxx n

++++++ 22

3

2

2

2 321
1  

qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи 1=r , яqинlаshиsh инtеrvаlи ( )1  1 +− , . 1±=r  

dа qаtоr яqинlаshуvchи bo’lиb, яqинlаshиsh sоhаsи (to’plаmи) [ ]1  1 +− ,  
sеgmенtdан иbоrаt: 

3) Уshbу  
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( ) ...
n

x
...

xxx n
n +−+−+− −1

32

1
321

 

dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи 1=r  яqинlаshиsh инtеrvаlи 
( )1  1 +− , . Qаtоr 1=r  dа яqинlаshуvchи, 1−=r  dа esа уzоqlаshуvchиdиr, 

qаtоrнинg яqинlаshиsh sоhаsи [ ]1 1 +− ,  яrиm инtеrvаldан иbоrаt. 
2-eslаtmа. SHунdаy dаrаjаlи qаtоrlаr hаm bоrки, уlаr фаqаt 0=x  

нуqtаdаgина яqинlаshуvchи bo’lаdи. Mаsаlан, ∑
∞

=0n

nx!n  qаtоr иstаlgан 

00 ≠x  нуqtаdа уzоqlаshуvchиdиr. Hаqиqаtdан hаm, Dаlаmbеr аlоmаtиgа 

кo’rа 

( ) ( ) ∞=+=+
∞→

+

∞→ 0
0

1
0 1

1
xnlim

x!n

x!n
lim

nn

n

n
 

bo’lаdи. Dеmак, ∑
∞

=0n

nx!n  qаtоr иstаlgан 0≠x  dа уzоqlаshуvchи. Bунdаy 

dаrаjаlи qаtоrlаrнинg яqинlаshиsh rаdиуsини 0=r  dеb оlаmиz. 

Аyни vаqtdа shунdаy dаrаjаlи qаtоrlаr hаm bоrки, уlаr ихtиyorиy 

( )+∞∞−∈ ,x  dа яqинlаshуvchи bo’lаdи. Mаsаlан, ∑
∞

=0n

n

!n

x
 ни оlаylик. Bу qаtоr 

иstаlgан 0x  нуqtаdа яqинlаshуvchиdиr. Hаqиqаtdан hаm, яна Dаlаmbеr 

аlоmаtиgа кo’rа 

( ) 0
11

0

0

1
0 =

+
=⋅

+ ∞→

+

∞→ n

x
lim

x

!n

!n

x
lim

nn

n

n
 

bo’lаdи. Dеmак, bу qаtоr иstаlgан ( )+∞∞−∈ ,x  dа яqинlаshуvchи. Bунdаy 

dаrаjаlи qаtоrlаrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи +∞=r  dеb оlинаdи. 

30. Коshи-Аdаmаr tеоrеmаsи. Yuqоrиdа кo’rdикки, dаrаjаlи qаtоrlаrнинg 

яqинlаshиsh sоhаsи sоddа strукtуrаgа egа bo’lаr eкан: yoки инtеrvаl yoки яrиm 

инtеrvаl, yoки sеgmенt. Hаmmа hоllаrdа hаm bу sоhа яqинlаshиsh rаdиуsи r  

оrqаlи ифоdаlанаdи.  

Mа’l уmки, hаr qанdаy dаrаjаlи qаtоr 
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...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

 

o’zининg коeффициенtlаrи кеtmа-кеtlиgи { }na  bиlан аниqlанаdи. Bиноbаrин, 

унинg яqинlаshиsh rаdиуsи hаm shу коeффиценtlаr кеtmа-кеtlиgи оrqаlи 

qанdаydиr tоpиlиshи кеrак. Берилган (14.20) dаrаjаlи qаtоr коeффициенtlаrи 

yordаmиdа { }n
na : 

...,a...,,a,a,a n
n        210                                     (14.25) 

sонlаr кеtmа-кеtlиlиgи tуzаmиz. Mа’l уmки, hаr qанdаy sонlаr кеtmа-кеtlиgини 

yuqоrи lиmиtи mаvjуd (qаrаlsин, 1-qиsm, 3-bоb, 2-§). Dеmак, (14.25) кеtmа-

кеtlик hаm yuqоrи lиmиtgа egа. Уни в  bиlан bеlgиlаylик: 

n
n

n
alimв

∞→
=   ( )+∞≤≤ в0  

16-tеоrеmа (Коshи-Аdаmаr tеоrеmаsи). Bеrиlgан ∑
∞

=0n

n
nxa  dаrаjаlи 

qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи 

  
n

n
n

alimв
r

∞→

== 11
                                  (14.26) 

bo’lаdи. 

((14.26) фоrmуlаdа 0=в  bo’lgанdа +∞=r , +∞=в  bo’lgанdа esа 0=r  

dеb оlинаdи). 

� (14.26) фоrmуlанинg to’g’rиlиgини кo’rsаtиshdа qуyиdаgи 

1) +∞=в  ( )0=r ; 

2) 0=в  ( )+∞=r ; 

3) +∞<< в0  






 =
в

r
1

 

hоllаrни аlоhиdа-аlоhиdа qаrаymиz. 

1) ∞=в  bo’lsин. Bу hоldа n
na  кеtmа-кеtlик chеgаrаlанmаgанdиr. 

Ихtиyorиy ( )000 ≠xx  нуqtани оlиb, bу нуqtаdа (14.20) dаrаjаlи qаtоrнинg 
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уzоqlаshуvchи eканини кo’rsаtаmиz. Tеsкаrиsини фаrаz qиlаylик, я’ни shу 0x  

нуqtаdа (14.20) dаrаjаlи qаtоr яqинlаshуvchи bo’lsин. 

Dеmак, 
∑
∞

=0
0

n

n
nxa

 qаtоr (sонlи qаtоr) яqинlаshуvchи. Унdа qаtоr яqинlаshуv-
chиlиgининg zаrуrиy shаrtиgа аsоsан 

00 =
∞→

n
n

n
xalim  

bo’lаdи. Dеmак, { }n
nxa 0  кеtmа-кеtlик chеgаrаlнgан, я’ни shунdаy o’zgаrmаs M  

sон mаvjуdки (уни 1 dан каttа qиlиb оlиsh mуmкин), Nn∈∀  уchун 

Mxa n
n ≤0       ( )1>M  

tенgsиzlик bаjаrиlаdи. Bу tенgsиzlикdан 

MMxa nn
n <≤⋅ 0  

я’ни  

0x

M
an

n <  

bo’lиshи кеlиb chиqаdи. Shунdаy qиlиb n
na  кеtmа-кеtlик chеgаrаlанgан bo’lиb 

qоldи. Наtиjа zиddияtlик yuzаgа кеldи. Zиddияtlикнинg кеlиb chиqиshиgа sаbаb 

00 ≠x  нуqtаdа (14.20) qаtоrнинg яqинlаshуvchи bo’lsин dеb оlиниshиdиr. 

Dеmак, (14.20) dаrаjаlи qаtоr ихtиyorиy ( )0 00 ≠xx  нуqtаdа уzоqlаshуvchи. 

2) 0=в  bo’lsин. Bу hоldа ихtиyorиy ( )0 00 ≠xx  нуqtаdа (14.20) dаrаjаlи 

qаtоrнинg яqинlаshуvchи bo’lиshини кo’rsаtаmиz. Mоdоmики, { }n
na  

tmtlgyuqrlmtlgtgebdglmthаm mаvjуd vа ноlgа tенglиgи кеlиb chиqаdи. 

Tа’rифgа аsоsан 0>∀ε  sон оlинgанdа hаm, jуmlаdан 
02

1
x

=ε  gа кo’rа 

shунdаy Nn ∈0  tоpиlаdики, bаrchа 0nn >  уchун 

02
1
x

an
n <  

bo’lаdи. Кеyинgи tенgsиzlикdан esа 
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n
n

nxa
2

1
0 <  

bo’lиshи кеlиb chиqаdи. 

Rаvshанки 

∑
∞

=02

1

n
n  

qаtоr яqинlаshуvchи. Tаqqоslаsh tеоrеmаsиgа кo’rа (qаrаlsин, 1-qиsm, 2-bоb, 3-

§). 

∑
∞

=0
0

n

n
nxa  

qаtоr hаm яqинlаshуvchи bo’lаdи. Dеmак,  

∑
∞

=0
0

n

n
nxa  

qаtоr аbsоlyut яqинlаshуvchи. 

3) +∞<< в0  bo’lsин. Bу hоldа (14.20) dаrаjаlи qаtоr ихtиyorиy 0x  








 <
в

x
1

0  нуqtаdа яqинlаshуvchи, ихtиyorиy 1x  






 >
в

x
1

1  нуqtаdа 

уzоqlаshуvchи bo’lиshини кo’rsаtаmиz. 

в
x

1
0 <  bo’lsин. У hоldа shунdаy 0>δ  sонни tоpиsh mуmкинки, 

δ+
=
в

x
1

0  bo’lаdи. Eнdи ( )δδδ << 11 0   sонни оlаylик. Bу 01 >δ  sонgа кo’rа 

shунdаy Nn ∈0  tоpиlаdики, bаrchа 0nn >  уchун (yuqоrи lиmиtнинg хоssаsиgа 

кo’rа, 1-qиsm, 3-bоb, 2-§) 1δ+< вan
n  я’ни ( )n

n вa 1δ+<  bo’lаdи. Dеmак, 

bаrchа 0nn >  уchун  

  
( )

( )
n

n
nnn

n
n

n
в

в

в
вxaxa 









+
+=

+
+<⋅=

δ
δ

δ
δ 1

100
1

.                 (14.27) 
bo’lshlbchqdbdEнdи уshbу  

  ...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=
0

2
02010

0
0 .                 (14.28) 
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qtrblqydgqаtоrни sоlиshtиrаylик. Bунdа, bиrинchиdан, (14.29) qаtоr 

яqинlаshуvchи (chунки bу qаtоr gеоmеtrик qаtоr bo’lиb, унинg mаhrаjи 

10 1 <
+
+<

δ
δ

в

в
) иккинchиdан, n  нинg bиrоr qиymаtиdан bоshlаb ( )0nn >  (14.27) 

mуноsаbаtgа кo’rа (14.28) qаtоrнинg hаr bиr hаdи (14.27) qаtоrнинg mоs 

hаdиdан каttа emаs. Унdа qаtоrlаr наzаrияsиdа кеltиrиlgан tаqqоslаsh 

tеоrеmаsиgа 1-qиsm, 3-bоb, 2-§) кo’rа (14.28) qаtоr яqинlаshуvchи bo’lаdи. 

в
x

1
1 > bo’lsин. Унdа shунdаy 0>′δ  sонни tоpиsh mуmкинки, 

δ ′−
=
в

x
1

1  

bo’lаdи. Eнdи 1δ ′  ( )δδ ′<′< 10  sонни оlаylик. Yuqоrи lиmиtнинg хоssаsиgа 

аsоsан (1-qиsm, 3-bоb, 2-§) { }n
na  кеtmа-кеtlикнинg уshbу  

1δ ′−> вan
n , я’ни ( )n

n вa 1δ ′−>  

tенgsиzlикни qаноаtlанtиrаdиgан hаdlаrининg sони chекsиz кo’p bo’lаdи. 

Dеmак, bу hоldа 

  
( )nn

n
n

n вxaxa 111 δ ′−>⋅=
.  

( )
n

n в

в

в








′−
′−=

′− δ
δ

δ
11

              (14.30) 

bo’lиb, bунdа  

( ) ( )
11 111 >

′−
′−′

+=
′−

′−′+′−=
′−
′−

δ
δδ

δ
δδδ

δ
δ

вв

в

в

в
 

bo’lаdи. 

Yuqоrиdаgи (14.30) mуноsаbаtdан ∞→n  dа { }n
nxa 1  кеtmа-кеtlикнинg 

lиmиtи ноlgа tенg emаslиgини tоpаmиz. Dеmак, 

∑
∞

=0
1

n

n
nxa  

qаtоr уzоqlаshуvchи (qаtоr яqинlаshуvchиlиgининg zаrуrиy shаrtи 

bаjаrиlmаydи). 
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Shунdаy qиlиb, hаr bиr 0x  






 <
в

x
1

0  нуqtаdа (14.20) dаrаjаlи qаtоr яqинlа-

shуvchи, hаr bиr  1x  






 >
в

x
1

1  нуqtаdа esа shу dаrаjаlи qаtоr уzоqlаshуvchи 

bo’lаr eкан. 

Dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи tа’rифини etиbоrgа оlиb, 
в

1
 

bеrиlgан dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи eканини tоpаmиz.� 

14.10-mиsоl. Уshbу 

...
x

...
xxx

n

n

n
n

n

++++=∑
∞

= 2222 2

2

1  
dаrаjаlи qаtоrни яqинlаshиsh sоhаsи tоpиlsин. 

�Bу dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsини (14.26) фоrmуlаgа кo’rа 

tоpаmиz: 

12

2

1

11 ====
∞→

∞→
∞→

n

n

n
n

nn

n
n

n

lim

lim
alim

r . 

Dеmак, bеrиlgан dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи 1=r  

яqинlаshиsh инtеrvаlи esа ( )1  1 +− ,  dан иbоrаt. Bу dаrаjаlи qаtоr яqинlаshиsh 

инtеrvаlининg chеккаlаrиdа mоs rаvиshdа qуyиdаgи 

( )
∑
∞

=

−
1 2

1

n
n

n

,   ∑
∞

=12

1

n
n

 

sонlи qаtоrlаrgа аylаниb, уlаrни Lеybниц tеоrеmаsи hаmdа Rааbе аlоmаtиdан 

фоydаlаниb яqинlаshуvchи eканlиgини иsbоtlаsh qиyин emаs.  

Dеmак, bеrиlgан dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh sоhаsи [ ]1  1,−  

sеgmенtdан иbоrаt.�mslshb 

( ) ...
n

x
...

xx
n

n

+
⋅+

++
⋅

+
⋅

+
515352

1 2

2

 

dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаниsh sоhаsини tоpиlsин. 

�Bу qаtоrgа Dаlаmbеr аlоmаtи (1-qиsm, 3-bоb, 4-§) ни qo’llаb 

qуyиdаgини tоpаmиz: 
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( ) ( )
( )

( ) 52
1

552

51

5152 1

1

1

1 x

n

n
lim

x

x!n

xn
lim

n

x
:

n

x
limd

nnn

nn

nn

n

n

n

n
=

+
+=

⋅+
⋅+=

⋅+⋅+
=

∞→+

+

∞→+

+

∞→
. 

Dеmак, 1
5

<
x

 я’ни 5<x  bo’lgанdа qаtоr яqинlаshуvchи, 1
5

>
x

 я’ни 

5>x  bo’lgанdа qаtоr уzоqlаshуvchи. 

Shунdаy qиlиb, bеrиlgан dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи 5=r , 

яqинlаshиsh инtеrvаlи esа ( )5  5 +− ,  bo’lаdи. 

Яaqинlаshиsh инtеrvаlи ( )5  5 +− ,  нинg chеккаlаrиdа dаrаjаlи qаtоr mоs 

rаvиshdа 

( )

...
n

...

...
n

... n

+++++

+⋅−+−+− −

1

3

1

2

1
1

1
1

3

1

2

1
1 1

 

sонlи qаtоrlаrgа аylаниb, bу qаtоrlаrнинg bиrинchиsи яqинlаshуvchи, 

иккинchиsи esа уzоqlаshуvchиdиr. Dеmак, bеrиlgан dаrаjаlи qаtоrнинg 

яqинlаshиsh sоhаsи [ )5  5 +− ,  яrиm инtеrvаldан иbоrаt eкан.� 

 

5-§. Dаrаjаlи qаtоrlаrнинg хоssаlаrи 

Bиrоr 

...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

                    (14.20) 

dаrаjаlи qаtоr bеrиlgан bo’lsин. 

17-tеоrеmа. Аgаr ∑
∞

=0n

n
nxa  dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи ( )0  >rr  

bo’lsа, у hоldа bу qаtоr [ ]c,c  −  ( )rc <<0  sеgmенtdа tекиs яqинlаshуvchи 

bo’lаdи. 

�Shаrtgа кo’rа, r  (14.20) dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи. Dеmак, 

bеrиlgан qаtоr ( )r,r   −  инtеrvаldа яqинlаshуvchи. Jуmlаdан, rc <  

bo’lgанlиgиdан (14.20) dаrаjаlи qаtоr c  нуqtаdа hаm яqинlаshуvchи (аbsоlyut 

яqинlаshуvchи) bo’lаdи. Dеmак,  



 135

...ca...cacaaca n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

                    (14.31) 

qаtоr яqинlаshуvchи. 

[ ]c,cx   −∈∀  уchун hаr dоиm 
n

n
n

n caxa ≤
 bo’lаdи. Наtиjаdа, уshbу  

...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

 

qаtоrнинg hаr bиr hаdи (14.31) qаtоrнинg mоs hаdиdан каttа emаslиgини 

tоpаmиz. У hоldа Vеyеrshtrаss аlоmаtиgа кo’rа ∑
∞

=0n

n
nxa  dаrаjаlи qаtоr [ ]c,c  −  

sеgmенtdа tекиs яqинlаshуvchи bo’lаdи.� 

18-tеоrеmа. Аgаr ∑
∞

=0n

n
nxa  dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи 0>r  

bo’lsа, у hоldа bу qаtоrнинg ( ) ∑
∞

=
=

0n

n
nxaxS  yиg’инdиsи ( )r,r   −  оrаlиqdа 

уzlукsиz функция bo’lаdи. 

�(14.20) dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh инtеrvаlи ( )r,r   −  dан ихtиyorиy 

0x  ( )( )r,rx   0 −∈  нуqtани оlаmиz. Rаvshанки, rx <0  bo’lаdи. Уshbу rcx <<0  

tенgsиzlикlаrни qаноаtlанtиrуvchи c  sонни оlаylик. (14.20) dаrаjаlи qаtоr 

yuqоrиdа кеltиrиlgан 17-tеоrеmаgа кo’rа [ ]c,c  −  sеgmенtdа tекиs 

яqинlаshуvchи bo’lаdи. Унdа уshbу bоbнинg 3-§ иdаgи 6-tеоrеmаgа аsоsан, 

bеrиlgан (14.20) dаrаjаlи qаtоrнинg yиg’инdиsи ( )xS  функция [ ]c,c  −  dа, vа 

dеmак, 0x  нуqtаdа уzlукsиz bo’lаdи. Dеmак, (14.20) qаtоrнинg yиg’инdиsи 

( )xS  функция ( )r,r   −  инtеrvаldа уzlукsиzdиr.� 

19-tеоrеmа. Аgаr  ∑
∞

=0n

n
nxa  dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи 

( )0  >rr  bo’lsа, bу qаtоrни [ ]в,a    [ ] ( )( )r,  rа,  в −⊂  оrаlиqdа щадлабhdmhd 

инtеgrаllаsh mуmкин. 

�Shунdаy ( )rcc <<0   tоpа оlаmиzки, [ ] [ ] ( )r,  rc,cа,  в −⊂−⊂    bo’lаdи. 
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Bеrиlgан dаrаjаlи qаtоr [ ]c,c  −  dа tекиs яqинlаshуvchи bo’lаdи. Dеmак, 

[ ]в,a    dа (14.20) dаrаjаlи qаtоr tекиs яqинlаshуvchи. Унdа (14.20) qаtоrнинg 

yиg’инdиsи 

( ) ...xa...xaxaaxaxS n
n

n

n
n +++++== ∑

∞

=

2
210

0

 

уzlукsиzlик bo’lиb, уshbу bоbнинg 5-§ dа кеltиrиlgан tеоrеmаgа кo’rа bу 

qаtоrни щадлабhdmhd инtеgrаllаsh mуmкин: 

( )
1

11

001 +
−===

++∞

=

∞

=

∞

=
∑∫∑∫ ∑∫ n

aв
adxxadxxadxxS

nn

n
n

в

a

n

n
n

в

a n

n
n

в

a

. � 

Хуsуsан, 0=a , xв =  ( )rx <  bo’lgанdа 

( ) ...x
n

a
...x

a
xax

n

a
dxxS nn

n

nn
x

++++=
+

= −
∞

=

+∑∫ 121
0

0

1

0 21
 

bo’lаdи. Bу qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи hаm r  gа tенg. Hаqиqаtdан hаm, 

Коshи-Аdаmаr tеоrеmаsиdан фоydаlаниb qуyиdаgини tоpаmиz: 

ralim
n

limalim
n

a
lim

n

a
lim n

n
nnn

n
n

nn

n
n

n
n n

n
==

+
⋅=

+
=

+ ∞→∞→∞→∞→∞→ 1

1

11
. 

20-tеоrеmа. ∑
∞

=0n

n
nxa  dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи r  bo’lsа, 

( )r,r   −  dа bу qаtоrни щадлабhdmhd dиффеrенциаllаsh mуmкин. 

�Аvvаlо bеrиlgан (14.20) dаrаjаlи qаtоr hаdlаrининg hоsиlаlаrиdан 

tуzиlgан уshbу 

...xna...xaxaaxna n
n

n

n
n +++++= −

∞

=

−∑ 12
321

0

1 32                     (14.32) 

qаtоrнинg rx <0  tенgsиzlикни qаноаtlанtиrуvchи ихtиyorиy нуqtаdа 

яqинlаshуvchи bo’lиshини кo’rsаtаmиz. Qуyиdаgи rcx <<0  tенgsиzlикlаrни 

qаноаtlанtиrуvchи c  sонни оlаylик. Унdа 1
1

0 <= qx
c

 bo’lиb, 

n
n

nn
n ca

c
nqxna

111
0 ⋅= −−  
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bo’lаdи. Rаvshанки, ∑
∞

=

−

1

1

n

nnq   ( )1<q  qаtоr яqинlаshуvchи (уни Dаlаmbеr 

аlоmаtиgа кo’rа кo’rsаtиsh qиyин emаs). Унdа  

01 =−

∞→

n

n
nqlim  

bo’lаdи. Dеmак, n  нинg bиrоr, 0n  qиymаtиdан bоshlаb, ( 0nn >  уchун) 

cnqn <−1  bo’lиb, наtиjаdа 0nn >∀  уchун уshbу  

n
n

n
n caxna ≤−1

0                                   (14.33) 

tенgsиzlикка кеlаmиz. 

( )r,rc   −∈  bo’lgанlиgи sаbаblи ∑
∞

=0n

n
nca  qаtоr аbsоlyut яqинlаshуvchи. 

Унdа (14.33) mуноsаbаtни hиsоbgа оlиb, Vеyеrshtrаss аlоmаtиdан фоydаlаниb, 

∑
∞

=

−

0

1

n

n
nxna  qаtоrнинg ( )r,r   −  dа яqинlаshуvchи bo’lиshини tоpаmиz. Dеmак, bу 

qаtоr [ ]c,c  −  dа tекиs яqинlаshуvchи bo’lаdи.  

Shунdаy qиlиb, bеrиlgан (14.20) dаrаjаlи qаtоr hаdlаrининg hоsиlаlаrиdан 

tуzиlgан (14.32) qаtоr tекиs яqинlаshуvchи. У hоldа уshbу bоbнинg 6-§ dа 

кеltиrиlgан 12-tеоrеmаgа кo’rа 

( ) ( ) ∑∑∑
∞

=

−
∞

=

∞

=
==







=′
0

1

0

1
1

0 n

n
n

n

n
n

n

n
n xnaxaxaxS  

bo’lаdи.� 

Shуни hаm аytиsh кеrакки, (14.20) vа (14.32) qаtоrlаrнинg яqинlаshиsh 

rаdиуslаrи bиr хиl bo’lаdи. Hаqиqаtdан hаm Коshи-Аdаmаr tеоrеmаsиdан 

фоydаlаниb qуyиdаgини tоpаmиz: 

( ) n
n

n

n

n

n
n

n

n

n
n

n
alimnlimanlimanlim

∞→∞→∞→∞→
⋅==  . 

Dеmак, 

n
n

n

n
n

n
alimanlim

∞→∞→
= . 
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2-наtиjа. Аgаr (14.20) dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh rаdиуsи r  bo’lsа, bу 

qаtоrни ( )r,r   −  dа иstаlgан mаrtа dиффеrенциаllаsh mуmкин. 

SHунdаy qиlиb, яqинlаshиsh rаdиуsи 0>r  bo’lgан ∑
∞

=0n

n
nxa  dаrаjаlи 

qаtоrни щадлабhdmhd инtеgrаllаsh vа щадлабhdmhd (иstаlgан mаrtа) dиф-

феrенциаllаsh mуmкин vа hоsиl bo’lgан dаrаjаlи qаtоrlаrнинg яqинlаshиsh 

rаdиуsи hаm  r  gа tенg bo’lаdи. 

10-tа’rиф. Аgаr ( )xf  функция ( )r,r   −  dа яqинlаshуvchи dаrаjаlи 

qаtоrнинg yиg’инdиsи bo’lsа,  ( )xf  функция ( )r,r   −  dа анаlиtик dеb аtаlаdи. 

21-tеоrеmа. Иккиtа  

...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

                    (14.20) 

vа 

...xв...xвxввxв n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

                    (14.34) 

dаrаjаlи qаtоrlаr bеrиlgан bo’lиb, (14.20) dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh 

rаdиуsи 01 >r  yиg’инdиsи esа ( )xS1  (14.34) dаrаjаlи qаtоrнинg яqинlаshиsh 

rаdиуsи 02 >r  yиg’инdиsи ( )xS2  bo’lsин. 

Аgаr ( )r,rx   −∈∀  ( )( )21 r,rminr =  dа 

( ) ( )xSxS 21 =                                             (14.35) 

bo’lsа, у hоldа Nn∈∀  уchун 

nn вa =  

я’ни (14.20) vа (14.32) dаrаjаlи qаtоrlаr bиr хиl bo’lаdи. 

�РавшинкиRvsh,  (14.20) vа (14.32) dаrаjаlи qаtоrlаr ( )r,r   −  dа 

яqинlаshуvchи vа уlаrнинg yиg’инdиlаrи ( )xS1  vа ( )xS2  функцияlаr shу 

инtеrvаldа уzlукsиz bo’lаdи. Dеmак,  

( ) ( )011
0

SxSlim
x

=
→

,   ( ) ( )022
0

SxSlim
x

=
→

. 

Yuqоrиdаgи (14.35) shаrtgа кo’rа ( ) ( )00 21 SS =  bo’lаdи. Bунdан esа 00 вa =  

eканlиgи кеlиb chиqаdи. Bиноbаrин, ( )r,rx   −∈∀  уchун 
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∑∑
∞

=

∞

=
=

11 n

n
n

n

n
n xвxa . 

Аgаr 0≠x  dеsак, bу tенglикdан bаrchа ( ) ( )r,,rx   00  ∪−∈  уchун 

∑∑
∞

=

−
∞

=

− =
1

1

1

1

n

n
n

n

n
n xвxa  

gа egа bo’lаmиz. Bу dаrаjаlи qаtоrlаrнинg hаr bиrи hаm ( )r,r   −  dа 

яqинlаshуvchи bo’lаdи vа dеmак, уlаrнинg yиg’инdиlаrи shу инtеrvаldа 

уzlукsиz функция bo’lаdи. Shу хуsуsияtdан фоydаlанsак, 0→x  dа  

1
1

1

0
axalim

n

n
n

x
=∑

∞

=

−

→
,   1

1

1

0
вxвlim

n

n
n

x
=∑

∞

=

−

→
 

bo’lиshини vа dеmак, 11 вa =  eканини tоpаmиz. Bу jаrаyoнни dаvоm ettиrа 

bоrиb, bаrchа Nn∈  уchун nn вa =  bo’lиshи tоpиlаdи. Dеmак, (14.20) vа 

(14.34) dаrаjаlи qаtоrlаr bиr хиl.� 

( )r,r   −  ( )0>r  оrаlиqdа ( )xf  функция bеrиlgан vа уzlукsиz bo’lsин. 

Yuqоrиdаgи tеоrеmа, ( )xf  ни dаrаjаlи qаtоr yиg’инdиsи sифаtиdа ифоdаlаy 

оlадиsган былсак, bунdаy ифоdаlаsh яgона bo’lиshини bиldиrаdи. 

 

6-§. Tеylоr qаtоrи. 

Bиz yuqоrиdа, hаr qанdаy dаrаjаlи 

...xa...xaxaaxa n
n

n

n
n +++++=∑

∞

=

2
210

0

 

qаtоr o’zининg яqинlаshиsh инtеrvаlи ( )r,r   −  dа уzlукsиz ( )xS  функцияни 

(dаrаjаlи qаtоr yиg’инdиsини) ифоdаlаb, bу функция shу оrаlиqdа иstаlgан 

tаrtиbdаgи hоsиlаgа egа bo’lиshини кo’rdик. 

Eнdи bиrоr оrаlиqdа иstаlgан tаrtиbdаgи hоsиlаgа egа bo’lgан функцияни 

dаrаjаlи qаtоrgа yoyиsh mаsаlаsини qаrаymиz. 

10. Функцияlаrни Tеylоr qаtоrиgа yoyиsh. ( )xf  функция 0xx =  

нуqtанинg bиrоr  

( ) { } ( )0    000 >+<<−∈= δδδδ xxx:RxxU  
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аtrофиdа bеrиlgан bo’lиb, shу аtrофdа функция иstаlgан tаrtиbdаgи hоsиlаgа egа 

bo’lsин. Rаvshанки, bу функциянинg 1-qиsm, 6-bоb, 7-§ dа bаtафsиl 

o’rgаниlgан Tеylоr фоrmуlаsи 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )xrxx

!n

xf
...xx

!

xf
xx

!

xf
xfxf n

n
n

+−++−
′′

+−
′

+= 0
02

0
0

0
0

0 21
 

ни yozиsh mуmкин, bунdа ( )xrn  qоldиq hаd. 

Bеrиlgан ( )xf  функциянинg 0x  нуqtаdа иstаlgан tаrtиbdаgи hоsиlаgа eg 

bo’lиshи Tеylоr фоrmуlаsиdаgи hаdlаrнинg sонини hаr qанchа каttа оlиsh 

иmконини bеrаdи. Bиноbаrин, tаbииy rаvиshdа уshbу  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ...xx

!n

xf
...xx

!

xf
xx

!

xf
xf n

n

+−++−
′′

+−
′

+ 0
02

0
0

0
0

0 21
      (14.36) 

qаtоr yuzаgа кеlаdи. Bу mахsуs dаrаjаlи qаtоr bo’lиb, унинg коeффициенtlаrи 

( )xf  функция vа унинg hоsиlаlаrининg 0x  нуqtаdаgи qиymаtlаrи оrqаlи 

ифоdаlанаdи. 

Оdаtdа (14.36) dаrаjаlи qаtоr ( )xf  функциянинg Tеylоr qаtоrи dеb 

аtаlаdи. 

Хуsуsан, 00 =x  dа qуyиdаgиchа bo’lаdи: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
...x

!n

f
...x

!

f
x

!

f
f n

n

+++
′′

+
′

+ 0

2

0

1

0
0 2 .                     (14.37) 

Dаrаjаlи qаtоrlаr dеb ноmlанgан 8-§ нинg bоshlаниshиdа ∑
∞

=0n

n
nxa  

кo’rиниshdаgи dаrаjаlи qаtоrlаrни o’rgаниshни кеlиshиb оlинgан edи. Shуни 

etиbоrgа оlиb, ( )xf  функциянинg (14.37) кo’rиниshdаgи Tеylоr qаtоrини 

o’rgанаmиz. 

Яaна bиr bоr tа’киdlаymиzки, (14.36) qаtоr ( )xf  функция bиlан o’zининg 

коeффициенtlаrи оrqаlи bоg’lанgан bo’lиb, bу (14.36) qаtоr яqинlаshуvchи 

bo’lаdиmи, яqинlаshуvchи bo’lgан hоldа унинg yиg’инdиsи ( )xf  gа tенg 

bo’lаdиmи, bунdан qаt’иy наzаr, уни ( )xf  функциянинg Tеylоr qаtоrи dеb 

аtаdик. 
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Tаbииy rаvиshdа qуyиdаgи sаvоl tуg’иlаdи: qаchон bиrоr ( )0δU  оrаlиqdа 

bеrиlgан, иstаlgан tаrtиbdаgи hоsиlаgа egа bo’lgан ( )xf  функциянинg Tеylоr 

qаtоrи 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

...x
!n

f
...x

!

f
x

!

f
fx

!n

f n
n

n

n

n

+++
′′

+
′

+=∑
∞

=

0
2

0
1

0
0

0 2

0

 

shу оrаlиqdа хуddи shу ( )xf  gа яqинlаshаdи. 

22-tеоrеmа. ( )xf  функция bиrоr ( )r,r   −  ( )0>r  оrаlиqdа иstаlgан 

tаrtиbdаgи hоsиlаgа egа bo’lиb, унинg 0=x  нуqtаdаgи Tеylоr qаtоrи  

( ) ( ) ( ) ( )( )
...x

!n

f
...x

!

f
x

!

f
f n

n

+++
′′

+
′

+ 0

2

0

1

0
0 2  

bo’lsин. 

Bу qаtоr ( )r,r   −  оrаlиqdа ( )xf  gа яqинlаshиshи уchун ( )xf  функция 

Tеylоr фоrmуlаsи 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )xrx
!n

f
...x

!

f
x

!

f
fxf n

n
n

+++
′′

+
′

+= 0

2

0

1

0
0 2             (14.38) 

нинg qоldиq hаdи bаrchа ( )r,rx   −∈  dа ноlgа инtиlиshи ( )( )0=
∞→

xrlim n
n

 zаrуr vа 

еtаrlи. 

�Zаrуrlиgи. Аvvаlо (14.37) qаtоrнинg коeффициенtlаrи bиlан (14.38) 

Tеylоr фоrmуlаsиdаgи коeффициенtlаrнинg bиr хиl eканlиgини tа’киdlаymиz. 

(14.37) qаtоr яqинlаshуvchи bo’lиb, унинg yиg’инdиsи ( )xf  gа tенg 

bo’lsин. У hоldа bу qаtоrнинg qиsmиy yиg’инdиsи 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) n
n

n x
!n

f
...x

!

f
x

!

f
fxS

0

2

0

1

0
0 2 ++

′′
+

′
+=  

уchун 

( ) ( )xfxSlim n
n

=
∞→

   ( )( )r,rx   −∈∀  

bo’lаdи. Унdан esа ( )( )r,rx   −∈∀  уchун 

( ) ( )[ ] ( ) 0==−
∞→∞→

xrlimxSxflim n
n

n
n

 

bo’lиshи кеlиb chиqаdи. 
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Еtаrlиlиgи. ( )( )r,rx   −∈∀  dа ( ) 0=
∞→

xrlim n
n

 bo’lsин. У hоldа qуyиdаgиchа 

( ) ( )[ ] 0=−
∞→

xSxflim n
n

 bo’lиb, унdан esа 

( ) ( )xfxSlim n
n

=
∞→

 

bo’lиshи кеlиb chиqаdи. Bу esа (14.37) qаtоr ( )r,r   −  dа яqинlаshуvchи bo’lиb, 

унинg yиg’инdиsи ( )xf  gа tенg bo’lиshини, я’ни  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
...x

!n

f
...x

!

f
x

!

f
fxf n

n

+++
′′

+
′

+= 0

2

0

1

0
0 2  

eканlиgини bиldиrаdи.� 

Оdаtdа кеyинgи mуноsаbаt o’rинlи bo’lsа, ( )xf  функция Tеylоr 

qаtоrиgа yoyиlgан былсаdbtld:trmgrrlqddrjlqtrgyoylgbo’ls 

( ) ...xa...xaxaaxf n
n +++++= 2

210                        (14.39) 

bу qаtоr  ( )xf  функциянинg Tеylоr qаtоrи bo’lаdи.  

�20-tеоrеmа vа унинg наtиjаsиgа кo’rа (14.39) dаrаjаlи qаtоr ( )r,r   −  

оrаlиqdа иstаlgан mаrtа (щадлабhdmhd) dиффеrенциаllануvchи bo’lиb, 

( ) ...xna...xaxaaxf n
n +++⋅+⋅+⋅=′ −12

321 321  

( ) ( ) ...xann...xaaxf n
n +−++⋅⋅+⋅⋅=′′ −2

32 13221  

( ) ( )( )
......................................................................

...xannn...axf n
n +−−++⋅⋅⋅=′′′ −3

3 21321  

( )( ) ( )
......................................................................

...nan...xf n
n +−⋅⋅⋅= 1321  

bo’lаdи. Кеyинgи tенglикlаrdа 0=x  dеb qуyиdаgиlаrни tоpаmиz: 

( )00 fa = , 
( )
!

f
a

1

0
1

′
= , 

( )
!

f
a

2

0
2

′′
= , 

( )
,...

!

f
a

3

0
3

′′′
= , 

( )( )
,...

!n

f
a

n

n
0=

 

tjdqtrgo’rshqydgchbo’ld 

QydgTylrqtrgyoylshgtrlshrtdlvchtrmltrmz 

trmbrrrlqdstlgtrtbdghslgegbo’lsgrshdysmvjdbo’lsbrchhmdbrchchtgszlbjrlshldr

lqdTylrqtrgyoyld’bo’ldchTylrrmlsyozbgLgrjo’rshdgqldqhdlylhldbo’ldgrbo’lshetbr
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glshldelgqlymzBesmsbtgo’rlbo’lshbldrdElmtrlrgTylrqtrlrgTylrqtr M’lmgtyorychlrl

qdgTylrrmlsbo’lbgqldqhdesLgrjo’rshdqydgchbo’ldqrgqsmbbHrbrdbo’lshetbrglsd 

elglbchqdvdlgtldDmtyorychldbo’ldgTylrqtrM’lm-

gtyorychlrlqdgTylrrmlsbo’ldBrmlqldqhdgLgrjo’rshdydlbqrlsqsmbbchbo’lshtpmzd

bo’lshlbchqdDmchbo’ldgTylrqtrBgTylrrm-

lsqldqhdgLgrjo’rshdydlbqrlsqsmbbchbo’lshtpmzdbo’lshlbchqdDmchgTylrqtrM’l

mbgTylrrmlsqydgchbo’ldBrmlddqldqhdLgrjo’rshdqydgchyozbgchbo’lshbo’lgdesq

ldqhdsho’rshdqydgchyozbgchbo’lsho’rgedqsmbbvmsbtlrdbo’lshtpmzDmdbo’ldSH

t’dlshlzmrlqdbrlgbo’lshmbgTylrqtrrmtrvldo’rldrgTylrqtrBgTylrrmlsbo’lbqrlsqsmb

bgqldqhdsho’rshdqydgchbo’ldshbo’rshdyozblmzytylbo’lsdbrchdchbqlshvchqtrgm

myhdbqtrgqlshvchlgDlmbrlmtgo’ro’rstldchdvhtchchdbo’lglgdbo’lshlbchqdDmdbo

’ldMshqlrshbltmtlgdlmtstplsvgtsqlshshsbtlsgrvltmtllrto’plmdmsrvshdvlrgtsqlshvch

bo’lsltmtlto’plmdgtsqlshshsbtlsshbdbrlgltmtlglmtsgdtsqlshsho’rstlsgrshblqtrto’plm

dtsqlshvchbo’lsltmtlto’plmdgtsqlshshsbtlsshblqtryg’dstplsytylslrtmtlgchlmtmvjdbo

’lshlddrjlqtrgqlshshrdsbo’lshsbtls 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

15-BOB 
 

Xosmas integrallar 
 

Mazkur kursning 9, 10- boblarida funksiyaning aniq integrali (Riman 
integrali) tushunchasi kiritilib, u batafsil o’rganildi. Integral bayonida integrallash 
oralig’ining chekliligi va funksiyaning chegaralanganligi bevosita ishtirok etdi. 
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Endi aniq integral tushunchasini: 
1) cheksiz oraliqda aniqlangan funksiyalarga; 
2) chegaralanmagan funksiyalarga  

nisbatan umumlashtirilishini qaraymiz. Odatda, bunday integrallar xosmas 
interallar deyiladi.  

 
1-§. Cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integrallar 

10. Cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral tushunchasi.  ( )xf  funksiya 
),a[ +∞  oraliqda berilgan bo’lib, uning istalgan ]t,a[   qismida integrallanuvchi 

bo’lsin ( )at,Rt,Ra ≥∈∈     . Ravshanki,  

( )∫
t

a

dxxf  

integral t  o’zgaruvchiga bog’liq bo’ladi: 

( ) ( )∫=
t

a

dxxftF . 

1-ta’rif.  Agar +∞→t  da ( )tF  funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit 
( )xf  funksiyaning ),a[ +∞  oraliq bo’yicha xosmas integrali deyiladi va  

( )∫
+∞

a

dxxf                                          (15.1) 

kabi belgilanadi: 

( ) ( ) ( )∫∫ +∞→+∞→

+∞

==
t

a
tt

a

dxxflimtflimdxxf . 

Agar +∞→t  da ( )tF  funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, (15.1) 
xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi. 

Agar +∞→t  da ( )tF  funksiyaning limiti cheksiz yoki  ( )tF  funksiyaning 
limiti mavjud bo’lmasa, (15.1) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi. 

Masalan, ushbu 

∫
+∞

−

0

dxe x  

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki 
 

( ) 11
0

=+−= −

+∞→

−

+∞→ ∫
t

t

t
x

t
elimdxelim  

va demak, 

1
0

=∫
+∞

− dxe x . 

Funksiyaning ]a,(  −∞  va ( )∞+∞−  ,  oraliqlar bo’yicha xosmas integrallari va 
ularning yaqinlashuvchiligi (uzoqlashuvchiligi) yuqoridagi kabi ta’riflanadi: 
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( ) ( ) ,dxxflimdxxf
a

t
t

a

∫∫ −∞→∞−
=  

( ) ( )∫∫
+∞→
−∞→

+∞

∞−
=

s

ts
t

dxxflimdxxf . 

Masalan, ushbu 

∫
∞− +

0

21 x

dx
 

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki 

( )
21

10

2

π=−=
+ −∞→−∞→ ∫ arctgtlimdx

x
lim

t
t

t
 

va demak, 

21

10

2

π=
+∫

∞−
dx

x
. 

Shunday qilib, xosmas integrallar avval o’rganilgan integraldan limitga o’tish 
amali orqali yuzaga kelar ekan. 

15.1-misol. Ushbu 

( )00                                     >>∫
+∞

,  αa
x

dx

a
α  

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 
�Ta’rifga ko’ra 

∫∫ +∞→

+∞

=
t

a
t

a x

dx
lim

x

dx
αα . 

Aytaylik, 1<α  va 1=α  bo’lsin. Bu holda, mos ravishda  

( ) ,atlim
x

dx
lim

t

t

a
t

+∞=−
−

= −−

+∞→+∞→ ∫
αα

α α
11

1
1

 

( ) +∞=−=
+∞→+∞→ ∫ alntlnlim

x

dx
lim

t

t

a
t

 

bo’ladi. 
Aytaylik, 1>α  bo’lsin. Bu holda 

111

111

−
=









+−
−

+−
=

−+−+−

+∞→+∞→ ∫ ααα

ααα aat
lim

x

dx
lim

t

a
tt

 

bo’ladi. 
Shunday qilib 

( )00                                     >>∫
+∞

,  αa
x

dx

a
α  

xosmas integral 1>α  bo’lganda yaqinlashuvchi, 1≤α  bo’lganda uzoqlashuvchi 
bo’ladi.� 
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Biz quyida, asosan, ( )xf  funksiyaning [ )∞+,a  oraliq bo’yicha ( )∫
+∞

a

dxxf  

xosmas integralini o’rganamiz. ( ]a,∞−  va ( )∞+∞− ,  oraliqlar bo’yicha xosmas 
integrallar tegishlicha bayon etilishi mumkin. 

20. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi. Integralning absalyut yaqin-
lashuvchiligi. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi shartlarini keltiramiz. 

Faraz qilaylik, ( )xf  funksiya ),a[ ∞+  oraliqda berilgan bo’lib, 
),a[x ∞+∈∀   da  

( ) 0≥xf  
bo’lsin. U holda ( )∞+∈∀  21 ,at,t  uchun 21 tt <  bo’lganda  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).tFdxxftFdxxfdxxfdxxftF
t

t

t

t

t

a

t

a
112

2

1

2

1

12

≥+=+== ∫∫∫∫  

Demak,  

( ) ( )∫=
t

a

dxxftF  

funksiya ),a[ ∞+  da o’suvchi bo’ladi. 
1-teorema. ( )xf  funksiya ),a[ ∞+  oraliqda berilgan bo’lib, ),a[x ∞+∈∀   

da 
( ) 0≥xf  

bo’lsin. Bu funksiyaning ),a[ ∞+  oraliq bo’yicha xosmas integrali  

( )∫
+∞

a

dxxf  

ning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun, 

( ) ( )∫=
t

a

dxxftF  

funksiyaning yuqoridan chegaralangan, ya’ni 

( )∫ ≤∞+∈∀∈∃
t

a

Cdxxf):    [a, tR,      C  

bo’lishi zarur va etarli. 
�Zarurligi. Aytaylik, xosmas integral  

( )∫
+∞

a

dxxf  

yaqinlashuvchi bo’lsin. U holda 

( ) ( ) JdxxflimtFlim
t

a
tt

== ∫+∞→+∞→
 

mavjud va chekli bo’lib, 
( )

+∞<≤
=

xa
tFsupJ  

bo’ladi. Aniq yuqori chegaraning ta’rifiga ko’ra, ),a[t ∞+∈∀   da  
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( ) ( ) ( )∫∫
+∞

≤=
a

t

a

dxxfdxxftF  

ya’ni 

( ) ( )∫ ≤=
t

a

CdxxftF  

bo’ladi. 
Etarliligi.  Aytaylik, 

( )∫ ≤∞+∈∀∈∃
t

a

Cdxxf):    [a, tR,      C  

bo’lsin. Unda monoton funksiyaning limiti haqidagi teoremaga ko’ra ushbu  
( )tFlim

t ∞→
 

limit mavjud va chekli bo’ladi. Demak, ( )∫
+∞

a

dxxf  xosmas integral 

yaqinlashuvchi.� 
Eslatma. Agar ),a[x ∞+∈∀   da ( ) 0≥xf  bo’lib,  

( ) ( )∫=
t

a

dxxftF  

funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo’lsa, ( )∫
+∞

a

dxxf  xosmas integral 

uzoqlashuvchi bo’ladi. 
2-teorema. Faraz qilaylik, ( )xf  va ( )xg  funksiyalari ),a[ ∞+  oraliqda 

berilgan bo’lib, ),a[x ∞+∈∀   da 
( ) ( )xgxf ≤≤0  

bo’lsin. 

Agar ( )∫
+∞

a

dxxg  xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsa, ( )∫
+∞

a

dxxf  xosmas 

integral ham yaqinlashuvchi bo’ladi. 

Agar ( )∫
+∞

a

dxxf  xosmas integral uzoqlashuvchi bo’lsa, ( )∫
+∞

a

dxxg  ham 

uzoqlashuvchi bo’ladi. 

�Aytaylik, ( )∫
+∞

a

dxxg  xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsin. Ravshanki, 

( ) ( ) ( )∫∫∫
+∞

≤≤
a

t

a

t

a

dxxgdxxgdxxf  

bo’ladi. Bundan ( )∫
t

a

dxxf  ning yuqoridan chegaralanganligi kelib chiqadi. 1-

teoremaga ko’ra 
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( )∫
+∞

a

dxxf  

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi.  

Aytaylik, ( )∫
+∞

a

dxxf  xosmas integral uzoqlashuvchi bo’lsin. U holda  

( ) ( )∫=
t

a

dxxftF  

funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo’lib, 

( ) ( )∫∫ ≤
t

a

t

a

dxxgdxxf  

tengsizlikka ko’ra 

( )∫
t

a

dxxg  

funksiya ham yuqoridan chegaralanmagan bo’ladi. Yuqorida keltirilgan eslatmaga 

binoan ( )∫
+∞

a

dxxg  xosmas integral uzoqlashuvchi bo’ladi.� 

15.2-misol. Ushbu 

dx
x

xcos
∫

+∞

+1
5 6

4

1

3
 

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 
�Ravshanki, integral ostidagi funksiya  

( ) 0
1

3
5 6

4

≥
+

=
x

xcos
xf  

bo’ladi. Ayni paytda 1≥x  bo’lganda 

( )
5

65 6

4 1

1

3

xx

xcos
xf ≤

+
=  

tengsizlik bajariladi. Quyidagi 

∫
+∞

1 5
6

x

dx
 

xosmas integral yaqinlashuvchi (qaralsin, 15.1-misol) bo’lganligi uchun 2-
teoremaga ko’ra berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi.� 

Endi ),a[ ∞+  oraliqda berilgan ixtiyoriy ( )xf  funksiya xosmas integrali 

( )∫
+∞

a

dxxf  

ning yaqinlashuvchiligi haqidagi teoremani keltiramiz. 
3-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu  

( )∫
+∞

a

dxxf  



 149

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lishi uchun 

000       0 tt,tt,at, >′′∀>′∀>∃>∀ε  
bo’lganda 

( ) ε<∫
′′

′

t

t

dxxf  

tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli. 
�Ma’lumki, 

( )∫
+∞

a

dxxf  

xosmas integralning yaqinlashuvchiligi +∞→t  da 

( ) ( )∫=
t

a

dxxftF  

funksiyaning chekli limitga ega bo’lishidan iborat. 
Funksiyaning chekli limitga ega bo’lishi haqidagi Koshi teoremasiga 

(qaralsin, 4-bob, 6-§) binoan, 
( ) ( ) εε <′−′′>′′∀>′∀>∃>∀ tFtF:tt,tt,at, 000       0  

ya’ni 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε<=−=′−′′ ∫∫∫
′′

′

′′′ t

t

t

a

t

a

dxxfdxxfdxxftFtF  

bo’lishi zarur va etarli edi.� 
Bu nazariy ahamiyatga ega bo’lgan muhim teorema bo’lib, undan xosmas 

integrallarning yaqinlashuvchanligini aniqlashda foydalanish ko’pincha qiyin 
bo’ladi. 

Xosmas integrallarning yaqinlashuvchanligini aniqlashda ko’p qo’llaniladigan 
alomatlardan birini keltiramiz. 

4-teorema. (Dirixle alomati). ( )xf  va ( )xg  funksiyalar ),a[ ∞+  oraliqda 
berilgan bo’lib, ular quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ( )xf  funksiya ),a[ ∞+  oraliqda uzluksiz va uning shu oraliqdagi 
boshlang’ichi ( ) ( ) ( )( )xfxFxF =′    funksiyasi chegaralangan; 

2) ( )xg  funksiya ),a[ ∞+  oraliqda ( )xg′  hosilaga ega va u uzluksiz funksiya; 
3) ( )xg  funksiya ),a[ ∞+  oraliqda kamayuvchi; 

4) ( ) 0=
+∞↔

xglim
x

. U holda ( ) ( )∫
+∞

a

dxxgxf  integral yaqinlashuvchi bo’ladi. 

�Uzluksiz ( )xf  va ( )xg  funksiyalarning ko’paytmasi ( )xf ( )xg  funksiya 
ham ),a[ ∞+  oraliqda uzluksiz bo’lgani uchun, bu ( )xf ( )xg  funksiya istalgan 
[a, t]  oraliqda integrallanuvchi bo’ladi, ya’ni 

( ) ( ) ( )∫=
t

a

dxxgxftϕ                                   (15.2) 

integral mavjud. 
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+∞→t  da ( )tϕ  funksiyaning chekli limitga ega bo’lishini ko’rsatamiz. 
Teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib, (15.2) integralni bo’laklab 
hisoblaymiz. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).xdxgxFxdFxgxdFxgdxxgxf
t

a

t

a

t

a

t

a
∫∫∫ ′−==              (15.3) 

O’ng tomondagi birinchi qo’shiluvchi uchun ushbu  
( ) ( ) ( ) ( )( )+∞<=≤ tFsupMtMgtFtg            

tengsizlikka ega bo’lamiz. Undan, +∞→t  da ( ) 0→tg  bo’lishini e’tiborga olsak, 
( ) ( ) 0=

+∞→
tFtglim

t
 

bo’lishi kelib chiqadi. 

Endi o’ng tomondagi ikkinchi ( ) ( )∫ ′
t

a

dxxgxF  hadni qaraymiz. Modomiki, 

( )xg  funksiya ),a[ ∞+  oraliqda uzluksiz differensiallanuvchi hamda shu oraliqda 
kamayuvchi ekan, unda ),a[x ∞+∈∀   da ( ) 0≤′ xg  bo’lib, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( )( )0                                                    ≥

≤−=′−=′≤′ ∫∫∫

tg

aMgtgagMdxxgMdxxgMdxxgxF
t

a

t

a

t

a  

bo’ladi. Shunday qilib, t  o’zgaruvchining barcha at >  qiymatlarida  

( ) ( )∫ ′
t

a

dxxgxF  

integral (t  o’zgaruvchining funksiyasi) yuqoridan chegaralangan. U holda 1-

teoremaga ko’ra ( ) ( )∫
+∞

′
a

dxxgxF  integral yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,  

( ) ( )∫ ′
+∞→

t

a
t

dxxgxFlim  

limit mavjud va chekli. 
Yuqoridagi (15.3) tenglikda +∞→t  da limitga o’tib, Ushbu  

( ) ( )∫+∞→

t

a
t

dxxgxflim  

limitning mavjud hamda chekli bo’lishini topamiz. Bu esa ( ) ( )∫
+∞

a

dxxgxf  

integralning yaqinlashuvchiligini bildiradi. 
15.3-misol. Ushbu 

( )0                                     >∫
+∞

αdx
x

xsin

a
α  

integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 



 151

�Bu integraldagi ( ) ( ) ( )0  
1

  >== ααx
xg,xsinxf  funksiyalar yuqorida kel-

tirilgan teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi: 
1) ( ) xsinxf =  funksiya ),[ ∞+ 1  oraliqda uzluksiz va boshlang’ich funk-

siyasi ( ) -cosx=xF  chegaralangan; 

2) ( ) αx
xg

1=  funksiya ),[ ∞+ 1  oraliqda ( ) α
α

+−=′
1x

xg  hosilaga ega va u 

uzluksiz; 

3) ( ) αx
xg

1=  ( )0>α  funksiya ),[ ∞+ 1  oraliqda kamayuvchi; 

4) ( ) 0
1 ==

+∞→+∞→ αx
limxglim

xx
 ( )0>α  bo’ladi. Demak, Dirixle alomatiga ko’ra 

berilgan integral yaqinlashuvchi.� 

( )xf  funksiyaning xosmas integrali ( )∫
+∞

a

dxxf  bilan bir qatorda 

( )∫
+∞

a

dxxf  

xosmas integralni qaraymiz. 

5-teorema. Agar ( )∫
+∞

a

dxxf  integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda ( )∫
+∞

a

dxxf  

integrali ham yaqinlashuvchi bo’ladi. 

�Shartga ko’ra ( )∫
+∞

a

dxxf  integral yaqinlashuvchi. 4-teoremaga asosan, 

0>∀ε  olinganda ham, shunday 0t  ( )at >0  topiladiki, 0tt >′ , 0tt >′′  bo’lganda 

( ) ε<∫
′′

′

t

t

dxxf  tengsizlik bajariladi. 

Agar 

( ) ( )∫∫
′′

′

′′

′
≤

t

t

t

t

dxxfdxxf  

tengsizlikni e’tiborga olsak, u holda 

( ) ε<∫
′′

′

t

t

dxxf  

bo’lishini topamiz. 
Shunday qilib, 0>∀ε  son olinganda ham, shunday 0t  ( )at >0  topiladiki, 

0tt >′ , 0tt >′′  bo’lganda 

( ) ε<∫
′′

′

t

t

dxxf  
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bo’ladi. Bundan 4-teoremaga asosan ( )∫
+∞

a

dxxf  integralning yaqinlashuvchiligini 

topamiz.� 

2-ta’rif.  Agar ( )∫
+∞

a

dxxf  integral yaqinlashuvchi bo’lsa, ( )∫
+∞

a

dxxf  absolyut 

yaqinlashuvchi integral deb ataladi, ( )xf  funksiya esa ),a[ ∞+  oraliqda absolyut 
integrallanuvchi funksiya deyiladi. 

3-ta’rif.  Agar ( )∫
+∞

a

dxxf  integral yaqinlashuvchi bo’lib, ( )∫
+∞

a

dxxf  integral 

uzoqlashuvchi bo’lsa, ( )∫
+∞

a

dxxf  shartli yaqinlashuvchi integral deyiladi. 

Shunday qilib, ( )∫
+∞

a

dxxf  xosmas integralni yaqinlashuvchilikka tekshirish 

quyidagi tartibda olib borilishi mumkin: 

),a[x ∞+∈∀   da ( ) 0≥xf  bo’lsin. Bu holda ( )∫
+∞

a

dxxf  integralning yaqinla-

shuvchi (uzoqlashuvchi) ligini yuqorida keltirilgan alomatlardan foydalanib topish 
mumkin. Boshqa hollarda ( )xf  funksiyaning ( )xf  absolyut qiymatining 

),a[ ∞+  oraliq bo’yicha ( )∫
+∞

a

dxxf  integralini qaraymiz. Ravshanki, keyingi 

integralga nisbatan yana yuqoridagi alomatlarni qo’llash mumkin. Agar biror 

alomatga ko’ra ( )∫
+∞

a

dxxf  integralining yaqinlashuvchiligi topilsa, unda 5-teorema-

ga ko’ra berilgan ( )∫
+∞

a

dxxf  integralning ham yaqinlashuvchiligi (hatto absolyut 

yaqinlashuvchiligi) topilgan bo’ladi. 

Agar biror alomatga ko’ra ( )∫
+∞

a

dxxf  integralining uzoqlashuvchiligini aniqla-

sak, aytish mumkinki,  ( )∫
+∞

a

dxxf  yoki uzoqlashuvchi bo’ladi yoki shartli yaqinla-

shuvchi bo’ladi va buni aniqlash qo’shimcha tahlil qilishni talab etadi. 
30. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Riman integralini 

umumlashtirishdan hosil qilingan yaqinlashuvchi xosmas integrallar ham shu 
Riman integrali xossalari singari xossalarga ega. 

( )xf  funksiya ),a[ ∞+  oraliqda berilgan bo’lsin.  
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1) Agar ( )xf  funksiyaning ),a[ ∞+  oraliq bo’yicha ( )∫
+∞

a

dxxf  integrali 

yaqinlashuvchi bo’lsa, bu funksiyaning ),в[ ∞+  ( )вa <  oraliq bo’yicha ( )∫
+∞

a

dxxf  

integrali ham yaqinlashuvchi bo’ladi va aksincha. Bunda  

( ) ( ) ( )∫∫∫
+∞+∞

+=
в

в

aa

dxxfdxxfdxxf                          (15.4) 

bo’ladi. 
�Aniq integral xossasiga ko’ra 

( ) ( ) ( ) ( )∞<<+= ∫∫∫ tadxxfdxxfdxxf
t

в

в

a

t

a

                                      (15.5) 

bo’ladi. 

( )∫
+∞

a

dxxf  integral yaqinlashuvchi, ya’ni  

( ) ( )∫∫ +∞→

+∞

=
t

a
t

a

dxxflimdxxf  

limit mavjud va chekli bo’lsin. Yuqoridagi (15.5) munosabatni ushbu  

( ) ( ) ( )∫∫∫ −=
в

a

t

a

t

в

dxxfdxxfdxxf  

ko’rinishda yozib, +∞→t  da limitga o’tib quyidagini topamiz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫ −=−=
+∞

+∞→+∞→

в

aa

в

a

t

a
t

t

a
t

dxxfdxxfdxxfdxxflimdxxflim . 

Bundan esa ( )∫
+∞

в

dxxf  integralning yaqinlashuvchi va  

( ) ( ) ( )∫∫∫ −=
+∞+∞ в

aaв

dxxfdxxfdxxf  

ya’ni 

( ) ( ) ( )∫∫∫
+∞+∞

+=
в

в

aa

dxxfdxxfdxxf  

ekanligi kelib chiqadi. 

Xuddi shunga o’xshash ( )∫
+∞

в

dxxf  integralning yaqinlashuvchi bo’lishidan 

( )∫
+∞

a

dxxf  integralning ham yaqinlashuvchi hamda (15.4) formulaning o’rinli 

bo’lishi ko’rsatiladi.� 
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2) Agar ( )∫
+∞

a

dxxf  integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda ( )∫
+∞

a

dxxcf  integral 

ham yaqinlashuvchi bo’lib, 

( ) ( )∫∫
+∞+∞

=
aa

dxxfcdxxcf  

bo’ladi, bunda constc = . 
3) Agar ),a[x ∞+∈∀   da ( ) 0≥xf  bo’lsa, bu funksiyaning xosmas integrali 

( ) 0≥∫
+∞

a

dxxf  

bo’ladi. 
Endi ( )xf  funksiya bilan bir qatorda ( )xg  funksiya ham ),a[ ∞+  oraliqda 

berilgan bo’lsin. 

4) Agar ( )∫
+∞

a

dxxf  da ( )∫
+∞

a

dxxg  integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda 

( ) ( )[ ]∫
+∞

±
a

dxxgxf  integral ham yaqinlashuvchi bo’lib, 

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫∫
+∞+∞+∞

±=±
aaa

dxxgdxxfdxxgxf  

bo’ladi. 
1-natija. Agar ( ) ( ) ( )xf,...,xf,xf n21  funksiyalarning har biri ),a[ ∞+  oraliqda 

berilgan bo’lib, ( )∫
+∞

a
k dxxf  ( ), ..., n, k 21=  integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u 

holda 

( ) ( ) ( )[ ]dxxfc...xfcxfc
a

nn∫
+∞

+++ 2211  

integral yaqinlashuvchi bo’lib, 

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫∫
+∞+∞+∞

++=++
a

nn
aa

nn dxxfc...dxxfcdxxfc...xfc 1111  

bo’ladi. 

5) Agar ),a[x ∞+∈∀   uchun ( ) ( )xgxf ≤  tengsizlik o’rinli bo’lib, ( )∫
+∞

a

dxxf  

va ( )∫
+∞

a

dxxg  integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda 

( ) ( )∫∫
+∞+∞

≤
aa

dxxgdxxf  

bo’ladi. 
Yuqorida keltirilgan 2- 5- xossalarning isboti xosmas integral va uning 

yaqinlashuvchiligi ta’riflaridan bevosita kelib chiqadi. 
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O’rta qiymat haqidagi teorema. ( )xf  va ( )xg  funksiyalar ),a[ ∞+  oraliqda 
berilgan bo’lsin.  ( )xf  funksiya shu oraliqda chegaralangan, ya’ni shunday m va 
M  o’zgarmas sonlar mavjudki, ),a[x ∞+∈∀   uchun 

( ) Mxfm ≤≤  
bo’lib, ( )xg  funksiya esa ),a[ ∞+  da o’z ishorasini o’zgartirmasin, ya’ni 

),a[x ∞+∈∀   uchun har doim ( ) 0≥xg  yoki ( ) 0≤xg  bo’lsin. 

6) Agar ( ) ( )∫
+∞

a

dxxgxf  va  ( )∫
+∞

a

dxxg  integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda 

shunday o’zgarmas ( )Mm ≤≤ µµ     son topildiki,  

( ) ( ) ( )∫∫
+∞+∞

=
aa

dxxgdxxgxf µ                                   (15.6) 

tenglik o’rinli bo’ladi. 
�Yuqorida keltirilgan ( )xg  funksiya ),a[ ∞+  oraliqda manfiy bo’lmasin: 

( ) 0≥xg  ( )),a[x ∞+∈∀  . U holda  
( ) ( ) ( ) ( )xMgxgxfxmg ≤≤  

bo’lib, unda esa (Riman integralining tegishli xossasiga ko’ra)  

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ ≤≤
t

a

t

a

t

a

dxxgMdxxgxfdxxgm  bo’lishini topamiz. Keyingi, tengsizliklarda 

+∞→t  da limitga o’tsak, 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
+∞+∞+∞

≤≤
aaa

dxxgMdxxgxfdxxgm                       (15.7) 

ekanligi kelib chiqadi. 
Ikki holni qaraylik: 

a) ( ) 0=∫
+∞

a

dxxg  bo’lsin. U holda ( ) ( ) 0=∫
+∞

a

dxxgxf  bo’lib, bunda µ  deb 

Mm ≤≤ µ  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy sonni olish mumkin. 

b) ( ) 0>∫
+∞

a

dxxg  bo’lsin. Bu holda (15.7) tengsizliklardan  

( ) ( )

( )
M

dxxg

dxxgxf

m

a

a ≤≤

∫

∫
∞+

+∞

 

bo’lishi kelib chiqadi. Agar 

( ) ( )

( )∫

∫
∞+

+∞

=

a

a

dxxg

dxxgxf

µ  

deb olsak, unda 
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( ) ( ) ( )∫∫
+∞+∞

=
aa

dxxgdxxgxf µ  

bo’ladi. 
),a[ ∞+  oraliqda ( ) 0≤xg  bo’lganda (15.6) formula xuddi shunga o’xshash 

isbotlanadi.� 
Bu 6- xossa o’rta qiymat haqidagi teorema deb ham yuritiladi. 
40. Xosmas integrallarni hisoblash. Ushbu 

( )∫
+∞

=
a

dxxfJ  

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsin. uni hisoblash masalasini qaraymiz.  
1) Nyuton-Leybnits formulasi. Faraz qilaylik, ( )xf  funksiya ),a[ ∞+  

oraliqda uzluksiz bo’lsin. Ma’lumki, bu holda ( )xf  funksiya shu oraliqda ( )xφ  
( ) ( )( )),a[x,xfx ∞+∈=′    φ  boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi. +∞→x  da ( )xφ  

funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bu limitni ( )xφ  boshlang’ich 
funksiyaning ∞+  dagi qiymati deb qabul qilamiz, ya’ni 

( ) ( )∞+=
+∞→

φφ xlim
x

. 

Xosmas integral ta’rifi hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib 
quyidagini topamiz: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ∞+

+∞→+∞→

+∞

=−∞+=

=−== ∫∫∫

a

t

a
t

t

a
t

a

xa

atlimdxxflimdxxf

φφφ

φφ

            

                       (15.8) 

Bu esa yuqoridagi kelishuvga ko’ra boshlang’ich funksiyaga ega bo’lgan 
( )xf  funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi o’rinli bo’lishini 

ko’rsatadi. 
15.4-misol. Ushbu 

∫
+∞

π
2

2

11
dx

x
sin

x
 

xosmas integral hisoblansin. 

�Ravshanki, ( )
x

sin
x

xf
11

2=  funksiya )∞+

 ,
π
2

 oraliqda uzluksiz bo’lib, 

uning boshlang’ich funksiyasi ( )
x

cosx
1=φ  bo’ladi. Demak, (15.8) formulaga 

ko’ra 

1
111

2
2

2 ==
+∞∞+

∫
ππ

x
cosdx

x
sin

x
.� 
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Ba’zan berilgan ( )∫
+∞

a

dxxf  xosmas integral o’zgaruvchilarni almashtirib yoki 

bo’laklab integrallash natijasida hisoblanadi. 
2) Bo’laklab integrallash usuli. ( )xu  va ( )xv  funksiyalarning har biri 

),a[ ∞+  oraliqda berilgan hamda uzluksiz ( )xu′  va ( )xv′  hosilalarga ega bo’lsin. 

Agar ( ) ( )∫
+∞

a

xduxv  integral yaqinlashuvchi hamda ushbu 

( ) ( )∞+=
+∞→

utulim
t

,   ( ) ( )∞+=
+∞→

vtvlim
t

 

limitlar mavjud va chekli bo’lsa, u holda ( ) ( )∫
+∞

a

xdvxu  integral yaqinlashuvchi 

bo’lib, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞+
+∞

−=
a

a
a

xduxvxvxuxdvxu                       (15.9) 

bo’ladi. 
Haqiqatdan ham 1-qism, 9-bob, 10-§ da keltirilgan formulaga ko’ra 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )∫

∫∫

−

−−=−=

t

a

t

a

t

a

t

a

xduxv

avautvtuxduxvxvxuxdvxu

                                       

             (15.10) 

bo’lib, bu tenglikda +∞→t  da limitga o’tib, quyidagini topamiz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫ +∞→+∞→+∞→
−−=

t

a
tt

t

a
t

xduxvlimavautvtulimxdvxulim . 

Shartga ko’ra ( ) ( )∫
+∞

a

xduxv  integral yaqinlashuvchi hamda 
+∞→t

lim ( ) ( )[ −tvtu  ( ) ( )]avau  

limit mavjud va chekli ekanligini e’tiborga olsak, unda (15.10) munosabatdan 

( ) ( )∫
+∞

a

xdvxu  integralning yaqinlashuvchiligi hamda (15.9) formulaning o’rinli 

bo’lishi kelib chiqadi. 
15.5-misol. Qo’yidagi 

∫
+∞

−

0

dxxe x  

integralni hisoblansin. 

�Agar ( ) xxu = , ( ) dxexdv x−=  deyilsa, unda ( ) ( ) =+∞
0

xvxu ( ) =
+∞−
0

xex  

( ) ,xelim x

x
0=−= −

+∞→
 ( ) ( ) 1

0

−=−= ∫∫
+∞

−
+∞

dxexduxv x

a

 bo’lib, (15.9) formulaga ko’ra  
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( ) ( ) ( ) 1
0

0
0

=−−−== ∫∫∫
+∞

−∞+−
+∞

−
+∞

dxexedxxexdvxu xxx

a

 

bo’ladi. Demak,  

1
0

=∫
+∞

− dxxe x .� 

2-eslatma. Yuqoridagi (15.9) formulani keltirib chiqarishda ( ) ( )∫
+∞

a

xduxv  

integralning yaqinlashuvchiligi hamda ( ) ( )tvtulim
t +∞→

 limitning mavjud va chekli 

bo’lishi talab etiladi. 

Agar ( ) ( )∫
+∞

a

xdvxu , ( ) ( )∫
+∞

a

xduxv  integrallarning yaqinlashuvchiligi hamda 

( ) ( )tvtulim
t +∞→

 limitning mavjud va chekli bo’lishi kabi uchta faktdan istalgan 

ikkitasi o’rinli bo’lsa, u holda ularning uchinchisi hamda (15.9) formula o’rinli 
bo’ladi. 

3) O’zgaruvchilarni almashtirish usuli. Quyidagi 

( )∫
+∞

=
a

dxxfJ  

integralni qaraylik. Bu integralda ( )zx ϕ=  deylik, bunda ( )zϕ  funksiya quyidagi 
shartlarni bajarsin: 

a) ( )zϕ  funksiya ),[ ∞+ α  oraliqda berilgan, ( )zϕ ′  hosilaga ega va bu hosila 
uzluksiz; 

b)  ( )zϕ  funksiya ),[ ∞+ α  oraliqda qat’iy o’suvchi; 
v) ( ) a=αϕ , ( ) ( ) +∞==∞+

+∞→
zlim

z
ϕϕ  bo’lsin. 

U holda ( )( ) ( )∫
+∞

′⋅
a

dzzzf ϕϕ  integral yaqinlashuvchi bo’lsa, unda ( )∫
+∞

a

dxxf  ham 

yaqinlashuvchi va  

( ) ( )( ) ( )∫∫
+∞+∞

′⋅=
α

ϕϕ dzzzfdxxf
a

                                (15.11) 

bo’ladi. 
�Ixtiyoriy ( )+∞<< zz α    nuqtani olib, unga mos ( ) tz =ϕ  nuqtani topamiz. 

[ ]t,a    oraliqda 1-qism, 9-bob, 2-§ da keltirilgan formulaga ko’ra 

( ) ( )( ) ( )∫∫ ′⋅=
zt

a

dzzzfdxxf
α

ϕϕ  

bo’ladi. Bu munosabatda +∞→t  da (bunga ( ) +∞→= − tz 1ϕ ) limitga o’tib 
quyidagini topamiz: 

( ) ( )( ) ( )∫∫ ′⋅=
+∞→

zt

a
t

dzzzfdxxflim
α

ϕϕ . 
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Bu esa ( )∫
+∞

a

dxxf  integralning yaqinlashuvchiligini hamda (15.11) formula-

ning o’rinli bo’lishini ko’rsatadi.� 

3-eslatma. ( )∫
+∞

a

dxxf  yaqinlashuvchi bo’lsin. bu integralda  

( )zx ϕ=  
bo’lib, bu funksiya yuqoridagi shartlarni bajarsin. U holda  

( )( ) ( )∫
+∞

′⋅
a

dzzzf ϕϕ  

integral ham yaqinlashuvchi bo’lib, 

( ) ( )( ) ( )∫∫
+∞+∞

′⋅=
α

ϕϕ dzzzfdxxf
a

 

bo’ladi. 
15.6-misol. Ushbu  

∫
+∞

+
=

0
41 x

dx
J                                       (15.12) 

integral hisoblansin. 
�Ravshanki, bu integral yaqinlashuvchi. Uni hisoblaylik. Avvalo bu integral 

z
x

1=  almashish qilamiz. Natijada  

∫∫
+∞

∞+ +
=







−
+

=
0

4

2

2

0

4
1

1
1

1

1
dz

z

z
dz

z
z

J                       (15.13) 

bo’lib, (15.12) va (15.13) tengliklardan 

dx
x

x
J ∫

+∞

+
+=

0
4

2

1

1
2
1

 

bo’lishi kelib chiqadi. Keyingi integralda 








 =−++= y
x

x
yy

x
1

             
2

42

 

almashtirishni bajarib, quyidagini topamiz: 

22222

1

22

1
2

π==
+

=
+∞

∞−

∞+

∞−
∫

y
arctg

y

dy
J . 

Demak, 

∫
+∞

=
+0

2 221

π
x

dx
.� 

 
2-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari 
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10. Funksiyaning maxsus nuqtasi.  RX ⊂  to’plamda berilgan ( )xf  funksiya 
va Rx ⊂0  nuqtaning ushbu  

( ) { }0000     xx;xxx:RxxU ≠+<<−∈=
•

δδδ  ( )0>δ  
atrofini qaraylik. 

4-ta’rif.  Agar ( )xf  funksiya ( ) θδ ≠
•

XxU I0  to’plamda chegaralanmagan 
bo’lsa, 0x  nuqta ( )xf  funksiyaning maxsus nuqtasi deyiladi. 

Masalan, 

1) ( )
xв

xf
−

= 1
 funksiya ( )вxa <≤  uchun вх =  maxsus nuqta; 

2) ( )
ax

xf
−

= 1
 funksiya ( )вxa ≤<  uchun aх =  maxsus nuqta; 

3) ( ) ( )1

1
2 −

=
xx

xf  funksiya { }( )1  0  1 ,,\Rx −∈  uchun 1−=x , 0=x , 1=x  

maxsus nuqtalar bo’ladi. 
20. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi. ( )xf  

funksiya [ )в,a    yarim integralda berilgan bo’lib, вх =  nuqta uning maxsus nuqtasi 
bo’lsin. Bu funksiya [ )в,a    yarim integralning istalgan [ ]a,  t  qismida ( )вta <<  
integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki,  

( )∫
t

a

dxxf  

integral t  o’zgaruvchiga bog’liq bo’ladi: 

( ) ( )∫=
t

a

dxxftF . 

5-ta’rif.  Agar oвt −→  da ( )xF  funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit 
chegaralanmagan ( )xf  funksiyaning [ )в,a    oraliq bo’yicha xosmas integrali 
deyiladi va  

( )∫
в

a

dxxf  

kabi belgilanadi: 

( ) ( ) ( )∫∫ −→−→
==

t

a
oвtoвt

в

a

dxxflimxFlimdxxf .                      (15.14) 

Agar oвt −→  da  ( )xF  funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, (15.14) 
xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi. 

Agar oвt −→  da  ( )xF  funksiyaning limiti cheksiz yoki ( )xF  funksiyaning 
limiti mavjud bo’lmasa, (15.14) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi. 

Masalan, ushbu 

∫
−

1

0
21 x

dx
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xosmas integral ( 1=x  maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki 

( )
21 01001

0
201

π===
− −→−→−→ ∫ tarcsinlimtarcsinlim

x

dx
lim

t

t

t

t

t
 

va demak, 

21

1

0
2

π=
−

∫
x

dx
. 

( ]в  a,  da berilgan ( )xf  funksiyaning ( ax =  maxsus nuqta), ( )в,a    da 
berilgan ( )xf  funksiyaning ( ax = ,  вx =  maxsus nuqtalar) xosmas integrallari va 
ularning yaqinlashuvchiligi (uzoqlashuvchiligi) yuqoridagi kabi ta’riflanadi: 

( ) ( ) ( ) ,dxxflimtlimdxxf
в

t
oatoat

в

a
∫∫ +→+→

== φ  

( ) ( ) ( ) .dxxflims,tlimdxxf
s

toat
oвs

oat
oвs

в

a
∫∫

+→
−→

+→
−→

== ϕ  

Masalan, ushbu  

∫
1

0 x

dx
 

xosmas integral ( ox =  maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki 

( ) 212
1

=−=
+→+→ ∫ tlim

x

dx
lim

ot
t

ot
 

va demak, 

2
1

0

=∫ x

dx
. 

15.7-misol. Ushbu 

( ) ( )
( )0        21 >

−
=

−
= ∫∫ ααα

в

a

в

a xв

dx
J,

ax

dx
J  

xosmas integrallar yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 
�Ta’rifga ko’ra 

( ) ( )∫∫ −
=

−
=

+→

в

t
oat

в

a ax

dx
lim

ax

dx
J αα1 . 

Aytaylik, 1=α  bo’lsin. Bu holda  

( )[ ] ∞=−=
− +→+→ ∫

в

t
oat

в

t
oat

axlnlim
ax

dx
lim  

bo’ladi. 
Aytaylik, 1≠α  bo’lsin. Bu holda  
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( )
( )

( ) ( )[ ]αα

α

α

α

α

−−

+→

−

+→+→

−−−
−

=

=








−
−=

−∫

11

1

1

1
        

1

xtaвlim

ax
lim

ax

dx
lim

oat

в

t
oat

в

t
oat  

bo’ladi. Bu limit 10 << α  bo’lganda chekli, 1>α  bo’lganda cheksiz bo’ladi. 
Shunday qilib, 

( )
( )0       1 >

−
= ∫ αα ,

ax

dx
J

в

a

 

xosmas integral 1<α  bo’lganda yaqinlashuvchi, 1≥α  bo’lganda uzoqlashuvchi 
bo’ladi. 

Xuddi shunga o’xshash ko’rsatish mumkinki, 

( )
( )0      2 >

−
= ∫ αα

в

a xв

dx
J  

xosmas integral 1<α  bo’lganda yaqinlashuvchi, 1≥α  bo’lganda uzoqlashuvchi 
bo’ladi. 

Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali haqidagi bu tushunchalarni 
1-§ da keltirilgan cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral tushunchalari bilan 
solishtirib, ularning o’xshashligini va bu xosmas integrallarni bitta nuqtai 
nazaridan, ya’ni 

( )∫
в

a

dxxf  

integralda: 
1) ( )xf  funksiyaning [ )в,a    oraliq berilgan bo’lib, bunda a - chekli nuqta, в - 

chekli yoki ∞+ ; 
2) ( )xf  funksiya ixtiyori [ ]t,a    da integrallanuvchi, bunda [ )в,at   ∈  deb 

qarash mumkinligini ko’ramiz. Bu hol chegaralanmagan funksiyaning xosmas 
integrali haqidagi keyingi tushuncha va tasdiqlarni keltirish bilan kifoyalanish 
imkonini beradi. 

 30. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi. Integralning absolyut yaqin-
lashuvchiligi. Aytaylik, ( )xf  funksiya [ )в,a    oraliqda berilgan bo’lib, в  nuqta 

( )xf  funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lsin. 
6-teorema. Faraz qilaylik, )[a,  вx∈∀  da ( ) 0≥xf  bo’lsin. Bu funksiyaning 

[ )в,a    oraliq bo’yicha xosmas integrali 

( )∫
в

a

dxxf  

ning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun, 

( ) ( ) ( )вtadxxftF
t

a

<≤= ∫                

funksiyaning yuqoridan chegaralangan, ya’ni 
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[ ) ( ) Cdxxf:в,at,RC
t

a

≤∈∀∈∃ ∫          

bo’lishi zarur va etarli. 
7-teorema. ( )xf  va ( )xg  funksiyalar[ )в,a    oraliqda (в  maxsus nuqta) bo’lib, 

)[a,  вx∈∀  da 
( ) ( )xgxf ≤≤0  

bo’lsin. 

Agar ( )∫
в

a

dxxg  yaqinlashuvchi bo’lsa, ( )∫
в

a

dxxf  ham yaqinlashuvchi, agar 

( )∫
в

a

dxxf  uzoqlashuvchi bo’lsa, ( )∫
в

a

dxxg  ham uzoqlashuvchi bo’ladi. 

15.8-misol. Ushbu  

dx
x

xcos
∫ −

1

0
4 1

 

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 
�Ravshanki, integral ostidagi funksiya  

( ) 0
14

≥
−

=
x

xcos
xf  

bo’ladi. Ayni paytda, ),  [x 10∈∀  da  

( )
( )4

144
1

1

1

1

1 xxx

xcos
xf

−
=

−
≤

−
=  

tengsizlik bajariladi. Ma’lumki, ( )
( )4

1

1

1

x
xg

−
=  funksiyaning integrali  

( )
∫

−

1

0 4

1

1

1
dx

x
 

yaqinlashuvchi. Unda 7-teoremaga ko’ra berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi 
bo’ladi.� 

8-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu  

( )∫
в

a

dxxf            (в  maxsus nuqta) 

xosmas integralning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun 
вtв,вtв,t,t,, <′′<−<′<−′′′∀>∃>∀ δδδε          0   0 : 

( ) ε<∫
′′

′

t

t

dxxf  

bo’lishi  zarur va etarli. 
Aytaylik, ( )xf  funksiya [ )в,a    oraliqda berilgan, в  nuqta funksiyaning 

maxsus nuqtasi bo’lib, 
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( )∫
в

a

dxxf  

uning xosmas integrali bo’lsin. Bu integral bilan bir qatorda  

( )∫
в

a

dxxf  

xosmas integralni qaraymiz. 
9-teorema. Agar 

( )∫
в

a

dxxf  

integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda  

( )∫
в

a

dxxf  

integral ham yaqinlashuvchi bo’ladi. 
6-ta’rif.  Agar  

( )∫
в

a

dxxf  

integral yaqinlashuvchi bo’lsa, ( )∫
в

a

dxxf  absolyut yaqinlashuvchi integral deyiladi. 

Agar ( )∫
в

a

dxxf  yaqinlashuvchi bo’lib, ( )∫
в

a

dxxf  uzoqlashuvchi bo’lsa, 

( )∫
в

a

dxxf  shartli yaqinlashuvchi integral deyiladi. 

40. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Chegaralanmagan 
funksiyaning xosmas integrali ham cheksiz oraliq bo’yicha integrali xossalari kabi 
xossalarga ega. Ularni keltirishni hamda isbotlashni o’quvchiga havola etamiz. 

50. Xosmas integrallarni hisoblash. ( )xf  funksiya [ )в,a    da berilgan, в  esa 
shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lsin. Bu funksiyaning xosmas integrali 

( )∫=
в

a

dxxfJ  

yaqinlashuvchi, uni hisoblash talab etilsin. 
1) Nyuton-Leybnits formulasi. Faraz qilaylik, ( )xf  funksiya [ )в,a    da 

uzluksiz bo’lsin. Ma’lumki, bu holda  ( )xf  funksiya shu oraliqda 
( ) ( ) ( )( ))в,a[x,xfxx       ∈=′φφ  boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi, овt −→  da 
( )xφ  funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bu limitni ( )xφ  boshlang’ich 

funksiyaning в  nuqtasidagi qiymati deb qabul qilamiz: 
( ) ( )вxlim

овx
φφ =

−→
. 

Xosmas integral ta’rifi hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib 
quyidagini topamiz: 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) в
aовt

t

a
овt

в

a

xaвatlimdxxflimdxxf φφφφφ =−=−==
−→−→ ∫∫ . 

Bu esa, yuqoridagi kelishuvga asosida, boshlang’ich funksiyaga ega bo’lgan 
funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi o’rinli bo’lishini 
ko’rsatadi. 

Berilgan xosmas integral o’zgaruvchilarni almashtirib yoki bo’laklab 
integrallash natijasida hisoblanishi mumkin. 

2) Bo’laklab integrallash usuli. ( )xu  va ( )xv  funksiyalarning har biri [ )в,a    
da berilgan bo’lib, shu oraliqda uzluksiz ( )xu′  va ( )xv′  hosilalarga ega bo’lsin. в  
nuqta esa ( ) ( )xuxv ′⋅  hamda ( ) ( )xvxu ′⋅  funksiyalarning maxsus nuqtalari. 

Agar ( ) ( )∫
в

a

xduxv  integral yaqinlashuvchi hamda ushbu 

( ) ( )tvtulim
овt −→

 

limit mavjud va chekli bo’lsa, u holda ( ) ( )∫
в

a

xdvxu  integral yaqinlashuvchi bo’lib,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −=
в

a

в

а

в

a

xduxvxvxuxdvxu                     (15.15) 

bo’ladi, bunda 
( ) ( ) ( ) ( )tvtulimвvвu

овt −→
=  

15.9-misol. Ushbu 
( )

( )∫
−

+1

0
3 21

1

x

dxx
 

integralni qaraylik. Agar ( ) 1+= xxu , ( )
( )

dx
x

xdv
3 21

1

−
=  deb olsak, unda 

( ) ( ) ( ) ( ) ,xxxvxu 3131
1

0

3

11

0
=−+=⋅  

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −=−=−=
1

0

1

0

3

4

3

11

0 4

9
1

4

9
13 xdxxxduxv  

bo’lib, (15.15) formulaga ko’ra 

( ) ( ) ( )
( )∫∫ =







−−=
−

+=
1

0
3 2

1

0 4
21

4
9

3
1

1

x

dxx
xduxv  

bo’ladi. Demak, 
( )

( ) 4
21

1

11

0
3 2

=
−

+
∫

x

dxx
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3-eslatma. Yuqoridagi (15.15) formulani keltirib chiqarishda ( ) ( )∫
в

a

xduxv  

integralning yaqinlashuvchiligi hamda ( ) ( )[ ]tvtulim
овt

⋅
−→

 limitning mavjud va chekli 

bo’lishi talab etiladi. 

Agar ( ) ( )∫
в

a

xdvxu , ( ) ( )∫
в

a

xduxv  integrallarning yaqinlashuvchiligi hamda 

( ) ( )[ ]tvtulim
овt

⋅
−→

 limitning mavjud va chekli bo’lishi kabi uchta faktdan istalgan 

ikkitasi o’rinli bo’lsa, unda ularning uchinchisi hamda (15.15) formula o’rinli 
bo’ladi. 

3) O’zgaruvchilarni almashtirish usuli. ( )xf  funksiya [ )в,a    da berilgan, в  
esa shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lsin. Quyidagi  

( )∫
в

a

dxxf  

xosmas integralni qaraylik. Bu integralda ( )zx ϕ=  deylik, bunda ( )zϕ  funksiya 
),[ βα    oraliqda ( ) 0>′ zϕ  hosilaga ega va u uzluksiz hamda ( ) a=αϕ , ( ) в=βϕ , 

( ) ( )( )zlim
овz
ϕβϕ

−→
= . Agar ( )( ) ( )∫ ′⋅

β

α
ϕϕ dzzzf  integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda 

( )∫
в

a

dxxf  integral ham yaqinlashuvchi bo’lib, 

( ) ( )( ) ( )∫∫ ′⋅=
β

α
ϕϕ dzzzfdxxf

в

a

 

bo’ladi. 

4-eslatma. Aytaylik, ( )∫
в

a

dxxf  integral yaqinlashuvchi bo’lsin. Bu integralda 

( )xx ϕ=  bo’lib, u yuqoridagi shartlarni bajarsin. U holda ( )( ) ( )∫ ′⋅
β

α
ϕϕ dzzzf  

integral ham yaqinlashuvchi bo’lib, 

( ) ( )( ) ( )∫∫ ′⋅=
β

α
ϕϕ dzzzfdxxf

в

a

 

bo’ladi. 
15.10-misol. Ushbu 

( )∫ +
=

1

0 1 xx

dx
J  

integralda ( ) 2zzx == ϕ  almashtirish bajaramiz. Ravshanki, bu 2zx =  funksiya 
],  ( 10  oraliqda 02 >=′ zx  hosilaga ega va u uzluksiz hamda ( ) 00 =ϕ , ( ) 11 =ϕ . 

Integralni hisoblaymiz: 
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∫ =⋅==
+

=
1

0

1

02 24
22

1

2 ππ
arctgz

z

dz
J . 

 
3-§. Muhim misollar 

Ushbu paragrafda ikkita xosmas integrallarning yaqinlashuvchilikka 
tekshiramiz. Bu integrallar kelgusida juda ahamiyatli bo’lib, ulardan ko’p 
masalalarni echishda foydalaniladi. 

15.11-misol. Ushbu 

∫
+∞

−−=
0

1
1 dxexJ xa  

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 
�Ravshanki, 1J  cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral. Ayni paytda, 1<a  

bo’lganda 0=x  nuqta integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lgani 
sabali 1J  chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali ham bo’ladi. 

Bu integralni quyidagicha 

∫∫∫
+∞

−−−−
+∞

−− +=
1

1
1

0

1

0

1 dxexdxexdxex xaxaxa  

yozib olamiz. So’ng tenglikning o’ng tomonidagi integrallarning har birini alohida-
alohida yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Integrallarning birinchisi 

∫
−−

1

0

1 dxex xa  

da integral ostidagi funksiya uchun 

( )10   
11

  
1

1
1

1 ≤<≤≤ −
−−

− x
x

ex
xe a

xa
a  

tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Ma’lumki, 

∫ −

1

0
1 ax

dx
 

integral aa <−1  ya’ni 0>a  da yaqinlashuvchi bo’ladi. Unda 7-teoremadan 
foydalanib 

∫
−−

1

0

1 dxex xa  

ning 0>a  da yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz. 
Ravshanki,  

0
1

1

2

1

==
+

+∞→

−−

+∞→ x

a

x

xa

x e

x
lim

x

ex
lim . 

Bu holda  

∫
+∞

−−

1

1 dxex xa ,  ∫
+∞

1
2x

dx
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xosmas integrallar bir vaqtda yo yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo’ladi. 
Ma’lumki, 

∫
+∞

1
2x

dx
 

yaqinlashuvchi. Demak,  

∫
+∞

−−

1

1 dxex xa  

xosmas integral ixtiyoriy a  jumladan 0>a  da yaqinlashuvi bo’ladi. 
Shunday qilib, berilgan 

∫
+∞

−−

0

1 dxex xa  

xosmas integral 0>a  bo’lganda yaqinlashuvchi bo’ladi.� 
15.12-misol. Ushbu  

( )∫
−− −=

1

0

11
2 1 dxxxJ вa  

xosmas integral yaqinlashuchilikka tekshirilsin. 
�Integral ostidagi funksiya uchun 
1) 1<a , 1≥в  bo’lganda 0=x  maxsus nuqta; 
2) 1≥a , 1<в  bo’lganda 1=x  maxsus nuqta; 
3) 1<a , 1<в  bo’lganda 0=x ,  1=x  maxsus nuqtalar bo’ladi. 
Berilgan xosmas integralni yaqinlashuvchilikka tekshirish uchun uni 

quyidagicha yozib olamiz: 

( ) ( ) ( )∫∫∫
−−−−−− −+−=−

1
11

2

1

0

11
1

0

11

2

1

111 dxxxdxxxdxxx вaвaвa . 

Ravshanki, 
( ) 11 1

0
=− −

→

в

x
xlim ,  11

1
=−

→

a

x
xlim . 

U holda 

( )
1

1
1

11

0
=−

−

−−

→ a

вa

x x

xx
lim ,  

( )
( )

1
1

1
1

11

1
=

−
−

−

−−

→ в

вa

x x

xx
lim  

bo’lib, 9-teoremaga ko’ra 

( )∫
−− −

2
1

0

11 1 dxxx вa  bilan ∫
−

2
1

0

1dxxa , 

hamda 

( )∫
−− −

1

2
1

11 1 dxxx вa  bilan ( )∫
−−

1

2
1

11 dxx в  

xosmas integral lar bir vaqtda yaqinlashuvchi bo’ladi, yoki uzoqlashuvchi bo’ladi. 
Ma’lumki, 0>a  bo’lganda 
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∫
−

2
1

0

1dxxa  

xosmas integral yaqinlashuvchi, 0>в  bo’lganda 

( )∫
−−

1

2
1

11 dxx в  

xosmas integral yaqinlashuvchi. Demak, 

0>a  bo’lganda ( )∫
−− −

2
1

0

11 1 dxxx вa  integral, 

0>в  bo’lganda ( )∫
−− −

1

2
1

11 1 dxxx вa  integral yaqinlashuvchi bo’ladi.  

Shunday qilib, 

( )∫
−− −

1

0

11 1 dxxx вa  

xosmas integral 0>a , 0>в  bo’lganda yaqinlashuvchi. 
 

Mashqlar 
15.13. Ushbu  

∫
+∞

∞− ++
=

12 xx

dx
J  

xosmas integralning yaqinlashuvchiligi ko’rsatilsin, qiymati topilsin. 
15.14. Ushbu 

( )∫
+∞

∞−
dxxf  

integral uchun yaqinlashuvchilik teoremalari keltirilsin. 
15.15. Aytaylik, ),a[x +∞∈∀  da ( ) 0≥xf , ( ) 0≥xg  funksiyalar uchun 

( )
( ) k
xg

xf
lim

x
=

+∞→
 bo’lsin. Agar:  

1) +∞<k  va ( )∫
+∞

a

dxxg  yaqinlashuvchi bo’lsa, ( )∫
+∞

a

dxxf  ham yaqinla-

shuvchi; 

2) 0>k  va ( )∫
+∞

a

dxxg  uzoqlashuvchi bo’lsa, ( )∫
+∞

a

dxxf  ham uzoqlashuvchi 

bo’lishi isbotlansin. 
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15.16. Yuqoridagi 15.15-masala shartida +∞<< k0  bo’lganda ( )∫
+∞

a

dxxf  va 

( )∫
+∞

a

dxxg  xosmas integrallar bir vaqtda yoki yaqinlashuvchi yoki 

uzoqlashuvchi bo’lishi isbotlansin. 
15.17. Aytaylik, ( )xf  funksiya [ )∞+  ,a  oraliqda berilgan bo’lib, uning ixtiyoriy 

[ ]t  a,  qismida ( )+∞<< ta  integrallanuvchi bo’lsin. Agar +∞→x  da  

( ) αx

A
~xf       ( )0≠A  

bo’lsa, u holda 

( )∫
+∞

a

dxxf  

xosmas integral 1>α  bo’lganda yaqinlashuvchi, 1≤α  bo’lganda 
uzoqlashuvchi bo’lishi ko’rsatilsin. 

15.18. Ushbu 

∫
+∞

1

dx
x

xsin
α  

xosmas integral  
a) 1>α  bo’lganda absolyut yaqinlashuvchi; 
b) 10 ≤< α  bo’lganda shartli yaqinlashuvchi; 
v) 0≤α  bo’lganda uzoqlashuvchi bo’lishi isbotlansin. 

15.19. Agar ( )xf  funksiya ( )+∞∞− ,  oraliqda berilgan bo’lib, 

( )∫
−+∞→

t

t
t

dxxflim          (*) 

mavjud bo’lsa, u holda ( )∫
+∞

∞−
dxxf  xosmas integralning yaqinlashuvchi ham 

bo’lishi, uzoqlashuvchi ham bo’lishi ko’rsatilsin. 

(Odatda (*) limit chekli bo’lganda ( )∫
+∞

∞−
dxxf  xosmas integral bosh qiymat 

ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib, ( )∫
+∞

∞−
dxxf..V ρ  kabi belgilanadi). 

 
16-BOB 

 
Parametrga bog’liq integrallar 

 
Ushbu bobda ko’p o’zgaruvchili funksiyaning bitta o’zgaruvchisi bo’yicha 

integralini qaraymiz. 
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( )mx...,,x,xf 21  funksiya biror mRM ⊂  to’plamda berilgan bo’lsin. Bu 
funksiyaning bitta ( )m...,,,kxk 21=  o’zgaruvchisidan boshqa barcha 
o’zgaruvchilarini o’zgarmas deb hisoblasak, ( )mx...,,x,xf 21  funksiya bitta kx  
o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan funksiyaga aylanadi. Uning shu o’zgaruvchi 
bo’yicha integrali (agar u mavjud bo’lsa), ravshanki, mkk x...,,x,x...,,x,x 1121 +−  
larga bog’liq bo’ladi. Bunday integrallar parametrga bog’liq integrallar 
tushunchasiga olib keladi. 

Soddalik uchun ikki o’zgaruvchili ( )y,xf  funksiyaning bitta o’zgaruvchi 
bo’yicha integralini o’rganamiz. Bunda ( )y,xf  funksiyaning y  o’zgaruvchisi 
bo’yicha limiti va unga intilishi xarakteri muhim rol o’ynaydi. 

 
1-§. Limit funksiya. Tekis yaqinlashish. 

 Limit funksiyaning uzluksizligi 
( )y,xf  funksiya ( ){ }REy,вxa:Ry,xM ⊂∈≤≤∈= 2  to’plamda berilgan, 

0y  esa RE ⊂  to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. 
x  o’zgaruvchining [ ]в,a  oraliqdan olingan har bir tayin qiymatida ( )y,xf  

funksiya y  ninggina funksiyasiga aylanadi. Agar 0yy →  da bu funksiyaning 
limiti mavjud bo’lsa, ravshanki, y  limit x  o’zgaruvchining [ ]в,a  oraliqdan 
olingan qiymatiga bog’liq bo’ladi: 

( ) ( ) ( )xy,xy,xflim
yy

ϕϕ ==
→ 0

0

. 

Bu ( )xϕ  funksiya ( )y,xf  funksiyaning 0yy →  dagi limit funksiyasi 

deyiladi. Bu quyidagini anglatadi: 0>∀ε , ( ) 0>=∃ x,εδδ , δ<− 0yy  bo’lgan 

:Ey∈∀  ( ) ( ) εϕ <− xy,xf .  

1-ta’rif.  M  to’plamda berilgan ( )y,xf  funksiyaning 0yy →  dagi limit 
funksiyasi ( )xϕ  bo’lsin. 0>∀ε  olinganda ham shunday ( ) 0>= εδδ  topilsaki, 

δ<− 0yy  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Ey∈∀  va [ ]в,ax∈∀  uchun 

( ) ( ) εϕ <− xy,xf  

bo’lsa, ( )y,xf  funksiya limit funksiya ( )xϕ  ga [ ]в,a  da tekis yaqinlashadi 
deyiladi. 

Aks holda, ya’ni 0>∀δ  olinganda ham shunday 00 >ε , [ ]в,ax ∈0  va 

δ<− 01 yy  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Ey ∈1  topilsaki, ushbu 

( ) ( ) 0010 εϕ ≥− xy,xf  

tengsizlik o’rinli bo’lsa, ( )y,xf  funksiya ( )xϕ  ga notekis yaqinlashadi deyiladi.  

16.1-misol. ( ){ }π≤<≤≤∈= y,x:Ry,xM 0102  to’plamda berilgan ushbu  
( ) ysinxy,xf =  

funksiyaning 
30
π=y  nuqtada limit funksiyasi topilsin va unga tekis yaqinlashish 

ko’rsatilsin. 
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�Ravshanki, 
30
π=→ yy  bo’lganda ( ) ysinxy,xf =  funksiyaning limiti 

x
2

3
 ga teng bo’ladi. Demak, ( ) xx

2
3=ϕ . 

0>∀ε  sonni olaylik. Agar εδ =  desak, u holda δπ <−
3

y  tengsizlikni 

qanoatlantirgan y∀  va [ ]10,x∈∀  uchun 

( ) ( ) εππϕ <−≤−=−=−=−
332

3
2
3

ysinysinxysinxxysinxxy,xf  

tengsizliklar bajariladi. 1-ta’rifga ko’ra 
3

π→y  da berilgan ( ) ysinxy,xf =  

funksiya limit funksiya ( ) xx
2

3=ϕ  ga tekis yaqinlashadi.� 

Endi ( )y,xf  funksiyaning limit funksiyaga ega bo’lishi va unga tekis 
yaqinlashishi haqidagi teoremani keltiramiz.  

( )y,xf  funksiya ( ){ }Ey,вxa:Ry,xM ∈≤≤∈= 2  to’plamda berilgan 
bo’lib, 0y  esa RE ⊂  to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. 

1-teorema. ( )y,xf  funksiya 0yy →  da limit funksiya ( )xϕ  ga ega bo’lishi va 
unga tekis yaqinlashishi uchun 0>∀ε  olinganda ham, shunday ( ) 0>= εδδ  

δ<− 0yy , δ<−′ 0yy  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi Ey,y ∈′∀  hamda 

[ ]в,ax∈∀  uchun 

( ) ( ) ε<′− y,xfy,xf                                    (16.1) 

tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli. 
�Zarurligi.  ( )y,xf  funksiya 0yy →  da ( )xϕ  limit funksiyaga ega bo’lib, 

unga [ ]в,a  da tekis yaqinlashsin. Ta’rifga ko’ra, 0>∀ε  olinganda ham, 
2

ε
 ga 

ko’ra shunday ( ) 0>= εδδ  topilpdiki, δ<− 0yy  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

Ey∈∀  hamda [ ]в,ax∈∀  uchun ( ) ( )
2

εϕ <− xy,xf  bo’ladi. Jumladan 

⇒<−′ δ0yy ( ) ( )
2

εϕ <−′ xy,xf  bo’ladi. Natijada 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) εϕϕ <−′+−≤′− xy,xfxy,xfy,xfy,xf  

bo’lib, undan (16.1) shartning bajarilishini topamiz. 
Etarliligi.  Teoremadagi (16.1) shart bajarilsin. U holda x  o’zgaruvchining 

[ ]в,a  oraliqda olingan har bir tayin qiymatida ( )y,xf  funksiya y  
o’zgaruvchininggina funksiyasi bo’lib, 0>∀ε  olinganda ham, shunday 

( ) 0>= εδδ  topiladiki, δ<− 0yy , δ<−′ 0yy  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi 

Ey,y ∈′∀  uchun 
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( ) ( ) ε<′− y,xfy,xf                                 (16.2) 

bo’ladi. Funksiya limitining mavjudligi haqidagi Koshi teoremasiga asosan 
(qaralsin, 1-qism, 4-bob, 6-§) 0yy →  da ( )y,xf  funksiya limitga ega bo’ladi. 
Ravshanki, bu limit tayinlangan x  [ ]( )в,ax∈  ga bog’liq. Demak,  

( ) ( )xy,xflim
yy

ϕ=
→ 0

. 

Shu bilan 0yy →  da ( )y,xf  funksiya ( )xϕ  limit funksiyaga ega bo’lishi 
ko’rsatildi. 

Endi y  o’zgaruvchini δ<− 0yy   tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatda 

tayinlab, (16.2) tengsizlikda 0yy →′  da limitga o’tsak, u holda 

( ) ( ) εϕ ≤− xy,xf  

hosil bo’ladi. Bu esa 0yy →  da ( )y,xf  funksiyaning ( )xϕ  limit funksiyaga [ ]в,a  
da tekis yaqinlashishini bildiradi.� 

Endi limit funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremani keltiraylik. Bu 
teoremadan kelgusida ko’p foydalanamiz. 

2-teorema. Agar ( )y,xf  funksiya y  o’zgaruvchining E  to’plamdan olingan 
har bir qiymatida, x  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida, [ ]в,a  oraliqda uzluksiz 
bo’lsa va 0yy →  da ( )y,xf  funksiya ( )xϕ  limit funksiyaga [ ]в,a  da tekis 
yaqinlashsa, u holda ( )xϕ  funksiya [ ]в,a  da uzluksiz bo’ladi. 

� 0y  ga intiladigan { }ny  ketma-ketlikni olaylik ( )...,,n,Eyn 21=∈ . Shartga 
ko’ra har bir ( )...,,n,yn 21=  da ( )ny,xf  funksiya x  o’zgaruvchining [ ]в,a  
oraliqdagi uzluksiz funksiyasi bo’ladi. Demak, ( ){ }ny,xf  funksional ketma-
ketlikning har bir hadi [ ]в,a  oraliqda uzluksiz. 

Teoremaning ikkinchi shartiga ko’ra 0>∀ε  olinganda ham, shunday 
( ) 0>= εδδ  topiladiki,  [ ]в,ax∈∀  uchun 

( ) ( ) εϕδ <−⇒<− xy,xfyy 0    ( )Ey∈                         (16.3) 

bo’ladi. 

0yyn →  dan yuqorida olingan ( ) 0>= εδδ  ga ko’ra shunday Nn ∈0  

topiladiki, 0nn >∀  uchun δ<− 0yyn  bo’ladi. U holda, (16.3) ga asosan, 0>∀ε  

olinganda ham shunday Nn ∈0  topiladiki, 0nn >∀  va [ ]в,ax∈∀  uchun 

( ) ( ) εϕ <− xy,xf n  

bo’ladi. Bu esa ( ){ }ny,xf  funksional ketma-ketlik ( )xϕ  ga [ ]в,a  da tekis 
yaqinlashuvchiligini bildiradi. 14-bob, 3-§ da keltirilgan 6-teoremaga asosan ( )xϕ  
funksiya [ ]в,a  oraliqda uzluksizdir.� 
 

2-§. Parametrga bog’liq integrallar 
( )y,xf  funksiya 

( ) [ ]{ }REy,в,ax:Ry,xM ⊂∈∈∈= 2  
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to’plamda berilgan bo’lib, y  o’zgaruvchining E  to’plamdan olingan har bir tayin 
qiymatida ( )y,xf  x  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [ ]в,a  oraliqda 
integrallanuvchi, ya’ni 

( )∫
в

a

dxy,xf  

integral mavjud bo’lsin. Ravshanki, bu integralning qiymati olingan y  ga bog’liq 
bo’ladi: 

( ) ( )∫=Φ
в

a

dxy,xfy .                                      (16.4) 

Odatda (16.4) parametrga bog’liq integral, u o’zgaruvchi esa parametr 
deyiladi.  

Ushbu paragrafda parametrga bog’liq (16.4) integralning ( ( )yΦ - 
funksiyaning) funksional xossalarini o’rganamiz. 

10. Integral belgisi ostida limitga o’tish. ( )y,xf  funksiya ( ){ :Ry,xM 2∈=  
[ ] }REy,в,ax: ⊂∈∈ to’plamda berilgan bo’lib, 0y  nuqta E  to’plamning limit 

nuqtasi bo’lsin. 
3-teorema. ( )y,xf  funksiya y  ning E  to’plamdan olingan har bir tayin 

qiymatida x  ning funksiyasi sifatida [ ]в,a  oraliqda uzluksiz bo’lsin. Agar ( )y,xf  
funksiya 0yy →  da ( )xϕ  limit funksiyaga ega bo’lsa va unga tekis yaqinlashsa, u 
holda 

( ) ( )∫∫ =
→

в

a

в

a
yy

dxxdxy,xflim ϕ
0

                               (16.5) 

bo’ladi. 
�Shartga ko’ra ( )y,xf  funksiya 0yy →  da ( )xϕ  limit funksiyaga ega va 

unga tekis yaqinlashadi. Demak, 0>∀ε  olinganda ham, shunday ( ) 0>= εδδ  
topiladiki, δ<− 0yy  ni qanoatlantiruvchi Ey∈∀  va [ ]в,ax∈∀  uchun 

( ) ( )
aв

xy,xf
−

<− εϕ  

bo’ladi. 
Ikkinchi tomondan, 2-teoremaga asosan, ( )xϕ  funksiya [ ]в,a  oraliqda 

uzluksiz bo’ladi. Demak, bu funksiyaning integrali ( )∫
в

a

dxxϕ  mavjud. 

Natijada  

( ) ( ) ( ) ( ) εεϕϕ =
−

<−≤− ∫∫∫∫
в

a

в

a

в

a

в

a

dx
aв

dxxy,xfdxxdxy,xf  

bo’lib, undan 

( ) ( )∫∫ =
→

в

a

в

a
yy

dxxdxy,xflim ϕ
0

 

ekanligi kelib chiqadi.� 
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(16.5) munosabatni quyidagicha 

( ) ( )∫∫ 





=

→→

в

a
yy

в

a
yy

dxy,xflimdxy,xflim
00

 

ham yozish mumkin. Bu esa integral belgisi ostida limitga o’tish mumkinligini 
ko’rsatadi. 

20. Integralning parametr bo’yicha uzluksizligi. 
4-teorema. Agar ( )y,xf  funksiya 

( ) [ ] [ ]{ }d,cy,в,ax:Ry,xM ∈∈∈= 2  
to’plamda uzluksiz bo’lsa, u holda  

( ) ( )∫=Φ
в

a

dxy,xfy  

funksiya [ ]d,c  oraliqda uzluksiz bo’ladi. 
�Ixtiyoriy [ ]d,cy ∈0  nuqtani olaylik. Shartga ko’ra ( )y,xf  funksiya M  

to’plamda (to’g’ri to’rtburchakda) uzluksiz. Kantor teoremasiga ko’ra bu funksiya 
M  to’plamda tekis uzluksiz bo’ladi. Unda 0>∀ε  olinganda ham, shunday 

( ) 0>= εδδ  topiladiki, 
( ) ( )( ) δρ <−= 00 yyy,x,y,x  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ( ) My,x ∈∀ , ( ) My,x ∈∀ 0  uchun  

( ) ( ) ε<− 0y,xfy,xf  

bo’ladi. Bu esa ( )y,xf  funksiya 0yy →  da ( )0y,xf  limit funksiyaga tekis 
yaqinlashishini bildiradi. U holda 3-teoremaga asosan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )00
000

ydxy,xfdxy,xflimdxy,xflimylim
в

a

в

a
yy

в

a
yyyy

Φ==





==Φ ∫∫∫ →→→

 

[ ]( )d,cy ∈∀ 0  
bo’ladi. Demak, ( )yΦ  funksiya 0y  nuqtada uzluksiz.� 

30. Integralni parametr bo’yicha differensiallash. Endi parametrga bog’liq 
integralni parametr bo’yicha differensiallashni qaraymiz. 

5-teorema. ( )y,xf  funksiya 

( ) [ ] [ ]{ }d,cy,в,ax:Ry,xM ∈∈∈= 2  
to’plamda berilgan va y  o’zgaruvchining [ ]d,c  oraliqdan olingan har bir tayin 
qiymatida x  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [ ]в,a  oraliqda uzluksiz bo’lsin. 
Agar ( )y,xf  funksiya M  to’plamda ( )y,xf y′  xususiy hosilaga ega bo’lib, u 

uzluksiz bo’lsa, u holda ( )yΦ  funksiya ham [ ]d,c  oraliqda ( )yΦ′  hosilaga ega va 
ushbu 

( ) ( )∫ ′=Φ′
в

a
y dxy,xfy  

munosabat o’rinlidir. 
�Shartga ko’ra ( )y,xf  funksiya x  o’zgaruvchisi bo’yicha [ ]в,a  oraliqda 

uzluksiz. Binobarin,  
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( ) ( )∫=Φ
в

a

dxy,xfy  

integral mavjud. 
Endi [ ]d,cy ∈∀ 0  nuqtani olib, unga shunday ( )0≥∆∆ yy  orttirma beraylikki, 

[ ]d,cyy ∈∆+0  bo’lsin. ( )yΦ  funksiyaning 0y  nuqtadagi orttirmasini topib, ushbu 

( ) ( ) ( ) ( )
dx

y

y,xfyy,xf

y

yyy в

a
∫ ∆

−∆+=
∆

Φ−∆+Φ 0000  

tenglikni hosil qilamiz. Lagranj teoremasi (1-qism, 6-bob, 6-§) ga ko’ra 
( ) ( ) ( )yy,xf

y

y,xfyy,xf
y ∆+′=

∆
−∆+ θ0

00  

bo’ladi, bunda 10 << θ . 
Natijada 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]∫

∫∫

′−∆+′+

+′=∆+′=
∆

Φ−∆+Φ

в

a
yy

в

a
y

в

a
y

dxy,xfyy,xf

dxy,xfdxyy,xf
y

yyy

00

00
00

θ

θ
 

bo’lib, undan esa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )aвy,fdxy,f

dxy,xfyy,xfdxy,xf
y

yyy

y

в

a
y

в

a
yy

в

a
y

−⋅∆′=∆′≤

≤′−∆+′≤′−
∆

Φ−∆+Φ

∫

∫∫

ωω

θ 000
00

    (16.7) 

bo’lishini topamiz, bunda ( ) ( )y,xfy,f yy ′−∆′ω  funksiyaning uzluksizlik moduli. 

Modomiki, ( )y,xf y′  funksiya M  to’plamda uzluksiz ekan, unda Kantor 

teoremasiga ko’ra bu funksiya shu to’plamda tekis uzluksiz bo’ladi. U holda 
mazkur kursning 12-bob, 4-§ida keltirilgan teoremaga asosan 

( ) 0
0

=∆′
→∆

y,flim y
y

ω  

bo’ladi. 
(16.7) munosabatdan 

( ) ( ) ( )∫ ′=
∆

Φ−∆+Φ
→∆

в

a
y

y
dxy,xf

y

yyy
lim 0

00

0
 

bo’lishi kelib chiqadi. Demak, 

( ) ( )∫ ′=Φ′
в

a
y dxy,xfy 00 . 

Qaralayotgan 0y  nuqta [ ]d,c  oraliqning ixtiyoriy nuqtasi bo’lganligini 
e’tiborga olsak, unda keyingi tenglik teoremaning isbotlanganligini ko’rsatadi.� 

(16.6) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin: 
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( ) ( )∫∫ 






=
в

a

в

a

dxy,xf
dy

d
dxy,xf

dy

d
 

Bu esa differensiallash amalini integral belgisi ostida o’tkazish mumkinligini 
ko’rsatadi. 

Isbot etilgan bu 5-teorema Leybnits qoidasi deb ataladi. 
40. Integralni parametr bo’yicha integrallash. ( )y,xf  funksiya ( ){ :Ry,xM 2∈=  
[ ] [ ]}d,cy,в,ax: ∈∈  to’plamda berilgan va shu to’plamda uzluksiz bo’lsin. U 

holda 4-teoremaga ko’ra 

( ) ( )∫=Φ
в

a

dxy,xfy  

funksiya [ ]d,c  oraliqda uzluksiz bo’ladi. Binobarin bu funksiyaning [ ]d,c  oraliq 
bo’yicha integrali mavjud. 

Demak, ( )y,xf  funksiya M  to’plamda uzluksiz bo’lsa, u holda parametrga 
bog’liq integralni parametr bo’yicha [ ]d,c  oraliqda integrallash mumkin: 

( ) ( ) dydxy,xfdyy
d

c

в

a

d

c
∫ ∫∫ 








=Φ . 

Bu tenglikning o’ng tomonida ( )y,xf  funksiyani avval x  o’zgaruvchi 
bo’yicha [ ]в,a  oraliqda integrallab (bunda y  ni o’zgarmas hisoblab), so’ng 
natijani [ ]d,c  oraliqda integrallanadi. 

Ba’zan ( )y,xf  funksiya M  to’plamda uzluksiz bo’lgan holda bu funksiyani 
avval y  o’zgaruvchisi bo’yicha [ ]d,c  oraliqda integrallab (bunda x  ni o’zgarmas 
hisoblab), so’ng hosil bo’lgan x  o’zgaruvchining funksiyasini [ ]в,a  oraliqda 
integrallash qulay bo’ladi. Natijada ushbu 

( ) dydxy,xf
d

c

в

a
∫ ∫ 








,  ( ) dxdyy,xf
в

a

d

c
∫ ∫ 








 

integrallar hosil bo’ladi. Bu integrallar bir-biriga teng bo’ladimi degan savol 
tug’iladi. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi. 

6-teorema. Agar ( )y,xf  funksiya ( ) [ ] [ ]{ }d,cy,в,ax:Ry,xM ∈∈∈= 2  to’p-
lamda uzluksiz bo’lsa, u holda 

( ) ( ) dxdyy,xfdydxy,xf
в

a

d

c

d

c

в

a
∫ ∫∫ ∫ 








=








 

bo’ladi. 
� [ ]d,ct ∈∀  nuqtani olib, quyidagi 

( ) ( ) dydxy,xft
t

c

в

a
∫ ∫ 








=ϕ ,  ( ) ( ) dxdyy,xft

в

a

t

c
∫ ∫ 








=ψ  

integrallarni qaraylik. Bu ( )tϕ , ( )tψ  funksiyalarning hosilalarini hisoblaymiz. 
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( ) ( )∫=Φ
в

a

dxy,xfy  funksiya [ ]d,c  oraliqda uzluksiz bo’lgani sababli 1-qism, 

9-bob, 6-§ da keltirilgan 9-teoremaga asosan 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ =Φ=
′









Φ=′

в

a

t

a

dxt,xftdyytϕ                      (16.8) 

bo’ladi. 
( )y,xf  funksiya M  to’plamda uzluksiz. Yana usha 1-qism, 9-bob, 6-§ dagi 

teoremaga ko’ra 

( ) ( )t,xfdyy,xf
t

t

c

=′








∫   (x  o’zgarmas) 

  

bo’ladi. Demak, ( )∫
t

c

dyy,xf  funksiyaning ( ) [ ] [ ]{ }d,ct,в,ax:Rt,xM ∈∈∈= 2  to’p-

lamdagi t  bo’yicha xususiy hosilasi ( )t,xf  ga teng va demak, uzluksiz. U holda 5-
teoremaga muvofiq 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ∫∫ ∫ =







=
















=′

в

a

'

t

в

a

t

c

'

t

в

a

t

c

dxt,xfdxdyy,xfdxdyy,xftψ         (16.9) 

bo’ladi. 
(16.8) va (16.9) munosabatlardan 

( ) ( ) ( )∫=′=′
в

a

dtt,xftt ψϕ  

bo’lishi kelib chiqdi. Demak, 
( ) ( ) Ctt +≡ψϕ ,      ( )constC = . 

Ayni paytda ct =  bo’lganda ( ) ( ) 0== cc ψϕ  bo’lib, undan 0=C  bo’lishini 
topamiz. Demak, ( ) ( )tt ψϕ =  bo’ladi. Xususan, dt =  bo’lganda ( ) ( ) 0== dd ψϕ  
bo’lib, u teoremani isbotlaydi.� 

16.2-misol. Parametrga bog’liq integralni parametr bo’yicha integrallashdan 
foydalanib, ushbu 

∫
−=

1

0

dx
xln

xx
A

aв

   ( )вa <<0  

integral hisoblansin. 
�Ravshanki, ( )0>x  

xln

xx
dyx

aвв

a

y −=∫  

bo’ladi. Demak, 

∫ ∫∫ 







=−=

1

0

1

0

dxdyxdx
xln

xx
A

в

a

y
aв

. 
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Integral ostidagi ( ) yxy,xf =  funksiya ( ) [ ]{ ,,x:Ry,xM 102 ∈∈=  [ ]}в,ay∈  
to’plamda uzluksizdir. U holda 6-teoremaga ko’ra  

∫ ∫ 







=
в

a

y dydxxA
1

0

 

bo’ladi. Ravshanki,  

1
11

0 +
=∫ y

dxxy . 

Unda ∫ +
+=

+
=
в

a a

в
ln

y

dy
A

1
1

1
 bo’ladi. Demak, 

1
11

0 +
+=−

∫ a

в
lndx

xln

xx aв

.� 

50. Chegaralari ham parametrga bog’liq integrallar. ( )y,xf  funksiya 

( ) [ ] [ ]{ }d,cy,в,ax:Ry,xM ∈∈∈= 2  to’plamda berilgan. y  o’zgaruvchining 
[ ]d,c  oraliqdan olingan har bir tayin qiymatida ( )y,xf  funksiya x  
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [ ]в,a  oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. 

( )yx α= , ( )yx β=  funksiyalarning har biri [ ]d,c  da berilgan va [ ]d,cy∈∀  
uchun ushbu 

( ) ( ) вyya ≤≤≤ βα                               (16.9) 
tengsizlikni qanoatlantirsin. 

Ravshanki, ushbu 

( )
( )

( )

∫
y

y

dxy,xf
β

α
 

integral mavjud, y  o’zgaruvchi (parametr)ga bog’liqdir: 

( ) ( )
( )

( )

∫=
y

y

dxy,xfyF
β

α
                            (16.10) 

7-teorema. ( )y,xf  funksiya ( ) [ ] [ ]{ }d,cy,в,ax:Ry,xM ∈∈∈= 2  to’plamda 
uzluksiz, ( )yα  va ( )yβ  funksiyalarning har biri [ ]d,c  da uzluksiz va ular (16.9) 
shartni qanoatlantirsin. U holda  

( ) ( )
( )

( )

∫=
y

y

dxy,xfyF
β

α
 

funksiya ham [ ]d,c  oraliqda uzluksiz bo’ladi. 
� [ ]d,cy ∈∀ 0  nuqtani olib, unga shunday y∆  ( )0≥∆y  orttirma beraylikki, 

[ ]d,cyy ∈∆+0  bo’lsin. U holda  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
=−∆+=−∆+ ∫∫

∆+

∆+

0

0

0

0

0000

y

y

yy

yy

dxy,xfdxyy,xfyFyyF
β

α

β

α
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( ) ( )[ ]
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )

∫∫∫
∆+∆+

∆+−∆++−∆+=
yy

y

yy

y

y

y

dxyy,xfdxyy,xfdxy,xfyy,xf
0

0

0

0

0

0

0000

α

α

β

β

β

α
 (16.11) 

bo’ladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi qo’shiluvchilarni baholaymiz. 
( )y,xf  funksiya M  to’plamda uzluksiz, demak, Kantor teoremasiga asosan, 

tekis uzluksiz bo’ladi. U holda 0→∆y  da ( )yy,xf ∆+0  funksiya o’z limit 
funksiyasi ( )0y,xf  ga tekis yaqinlashadi (qaralsin, 16§-5-bet 20 -bet) va 16.3-
teoremaga ko’ra 

( ) ( )[ ]
( )

( )
( ) ( )[ ]

( )

( )
0

0

0

0

0

00
0

00
0

=−∆+=−∆+ ∫∫ →∆→∆
dxy,xfyy,xflimdxy,xfyy,xflim

y

y
y

y

y
y

β

α

β

α
 (16.12) 

bo’ladi. 
(16.11) munosabatdagi 

( )
( )

( )
dxyy,xf

yy

y
∫

∆+

∆+
0

0

0

β

β
, ( )

( )

( )
dxyy,xf

yy

y
∫

∆+

∆+
0

0

0

α

α
 

integrallar uchun quyidagi bahoga egamiz: 

( )
( )

( )
( ) ( )0000

0

0

yyyMdxyy,xf
yy

y

ββ
β

β
−∆+≤∆+∫

∆+

,                  (16.13) 

( )
( )

( )
( ) ( )0000

0

0

yyyMdxyy,xf
yy

y

αα
α

α
−∆+≤∆+∫

∆+

, 

bunda ( ) ( ){ }My,x,y,xfsupM ∈=0 . 

Shartga ko’ra ( )yα , ( )yβ  funksiyalarning har biri [ ]d,c  da uzluksiz. Demak, 
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] .yyylim

,yyylim

y

y

0

0

00
0

00
0

=−∆+

=−∆+

→∆

→∆

ββ

αα
                                (16.14) 

Yuqoridagi (16.12), (16.13) va (16.14) munosabatlarni e’tiborga olib, (16.11) 
tenglikda 0→∆y  da limitga o’tsak, unda 

( ) ( )[ ] 000
0

=−∆+
→∆

yFyyFlim
y

 

bo’lishi kelib chiqadi. Demak, ( )yF  funksiya [ ]d,cy ∈∀ 0  da uzluksiz.� 

8-teorema. ( )y,xf  funksiya ( ) [ ] [ ]{ }d,cy,в,ax:Ry,xM ∈∈∈= 2  to’plamda 
uzluksiz, ( )y,xf y′  xususiy hosilaga ega va u uzluksiz, ( )yα , ( )yβ  funksiyalar esa  

( )yα ′ , ( )yβ ′  hosilalarga ega hamda ular (16.9) shartni qanoatlantirsin. U holda  

( ) ( )
( )

( )

∫=
y

y

dxy,xfyF
β

α
 

funksiya [ ]d,c  oraliqda ( )yF ′  hosilaga ega va  

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )y,yfyy,yfydxy,xfyF

y

y
y ααββ

β

α
⋅′−⋅′+′=′ ∫  

bo’ladi. 
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� [ ]d,cy ∈∀ 0  nuqtani olib, unga shunday y∆  ( )0≤∆y  orttirma beraylikki, 
[ ]d,cyy ∈∀+0  bo’lsin. 

(16.11) munosabatdan foydalanib quyidagini topamiz: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
.dxyy,xf

y
dxyy,xf

y

dx
y

y,xfyy,xf

y

yFyyF

yy

y

yy

y

y

y

∫∫

∫

∆+∆+

∆+
∆

−∆+
∆

+

+
∆

−∆+=
∆

−∆+

0

0

0

0

0

0

00

0000

11 α

α

β

β

β

α
            (16.15) 

0→∆y  da 
( ) ( )

y

y,xfyy,xf

∆
−∆+ 00  

funksiya o’z limit funksiyasi ( )0y,xf y′  ga [ ]в,a  oraliqda tekis yaqinlashadi 

(qaralsin, 16-§ 5-bet). Unda 
( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )

∫∫ ′=
∆

−∆+
→∆

0

0

0

0

0
00

0

y

y
y

y

y
y

dxy,xfdx
y

y,xfyy,xf
lim

β

α

β

α
           (16.16) 

bo’ladi. 
Endi 

( )
( )

( )

∫
∆+

∆+
yy

y

dxyy,xf
0

0

0

β

β
, ( )

( )

( )

∫
∆+

∆+
yy

y

dxyy,xf
0

0

0

α

α
 

integrallarga o’rta qiymat haqidagi teoremani qo’llab (qaralsin, 1-qism, 9-bob, 5-
§), ushbu 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )[ ]0000

0

0

yyyyy,xfdxyy,xf
yy

y

ββ
β

β
−∆+⋅∆+′=∆+∫

∆+

, 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )[ ]0000

0

0

yyyyy,xfdxyy,xf
yy

y

αα
α

α
−∆+⋅∆+′′=∆+∫

∆+

 

tengliklarni hosil qilamiz, bunda x′  nuqta ( ) ( )yy,y ∆+00 ββ  nuqtalar orasida, x ′′  
esa ( ) ( )yy,y ∆+00 αα  nuqtalar orasida joylashgan. 

( )y,xf  funksiyaning M  to’plamda uzluksizligini, ( )yα  av ( )yβ  
funksiyalarning esa [ ]d,c  oraliqda hosilaga ega bo’lishini e’tiborga olsak, u holda  

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ).yy,yf

y

yyy
yy,xflimdxyy,xf

y
lim

y

yy

y
y

000

00
0

0
0

0

0

0

1

ββ

βββ

β

′⋅=

=








∆
−∆+⋅∆+′′=∆+

∆ →∆

∆+

→∆ ∫   (16.17) 

  
( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ).yy,yf

y

yyy
yy,xflimdxyy,xf

y
lim

y

yy

y
y

000

00
0

0
0

0

0

0

1

αα

ααα

α

′⋅=

=








∆
−∆+⋅∆+′′′=∆+

∆ →∆

∆+

→∆ ∫  

ekanligi kelib chiqadi. 
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Yuqoridagi (16.15) munosabatda, 0→∆y  da limitga o’tib, (16.16) va (16.17) 
tengliklarni e’tiborga olib ushbuni topamiz: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( ).yy,yf

yy,yfdxy,xf
y

yFyyF
lim

y

y
oy

y

000

000
00

0

0

0

αα

ββ
β

α

′⋅−

−′⋅+′=
∆

−∆+
∫→∆  

Demak, 

( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ).yy,yfyy,yfdxy,xfyF

y

y
y 00000000

0

0

ααββ
β

α
′⋅−′⋅+′=′ ∫  

Modomiki, 0y  nuqta [ ]d,c  oraliqdagi ixtiyoriy nuqta ekan, u holda [ ]d,cy∈∀  
uchun 

( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )yy,yfyy,yfdxy,xfyF

y

y
y ααββ

β

α
′⋅−′⋅+′=′ ∫  

bo’lishi ravshandir.� 
 

3-§. Parametrga bog’liq xosmas integrallar. Integrallarning tekis 
yaqinlashishi 

10. Parametrga bog’liq xosmas integral tushunchasi. ( )y,xf  funksiya 

( ) [ ){ }REy,,ax:Ry,xM ⊂∈∞+∈∈= 2  to’plamda berilgan. So’ng y  o’zgaruv-
chining E  to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida ( )y,xf  x  o’zgaruvchining 
funksiyasi sifatida [ )∞+,a  oraliq bo’yicha integrallanuvchi, ya’ni  

( )∫
+∞

a

dxy,xf    ( )REy ⊂∈  

xosmas integral mavjud va chekli bo’lsin. Bu integral y  ning qiymatiga bog’liqdir: 

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ .                            (16.18) 

(16.18) integral parametrga bog’liq cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral 
deb ataladi. 

( )y,xf  funksiya ( ) [ ){ }REy,в,ax:Ry,xM ⊂∈∈∈= 2
1  to’plamda berilgan. 

So’ng y  o’zgaruvchining E  to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida ( )y,xf  ni 
x  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun вx =  maxsus nuqta 
bo’lsin va bu funksiya [ )в,a  oraliqda integrallanuvchi, ya’ni, 

( )∫
в

a

dxy,xf    ( )REy ⊂∈  

xosmas integral mavjud bo’lsin. Ravshanki, bu integral y  ning qiymatiga bog’liq: 

( ) ( )∫=
в

a

dxy,xfyJ1 .                            (16.19) 

(16.19) integral parametrga bog’liq, chegaralanmagan funksiyaning xosmas 
integrali deb ataladi. 
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Masalan, 15-bobning 1-§ ida qaralgan 

( ) ∫
+∞

=
a x

dx
J αα   ( )00 >> α,a  

integral, shu bobning 5-§ ida qaralgan 

( )∫ −

в

a ax

dx
α , 

( )∫ −

в

a xв

dx
α   ( )0>α  

integrallar, 15-bobning 9-§ da qaralgan 

( ) ∫
+∞

−−=
0

1 dxexaГ xa  

integrallar parametrga bog’liq xosmas integrallardir. 
Bu erda ham asosiy masalalardan biri - ( )y,xf  funksiyaning funksional 

xossalariga ko’ra, (16.18), (16.19) parametrlariga bog’liq xosmas integrallarning 
funksional xossalarini o’rganishdir. 

Parametrlarga bog’liq xosmas integrallarni o’rganishda integralning tekis 
yaqinlashishi tushunchasi muhim rol o’ynaydi.  

20. Integralning tekis yaqinlashishi. ( )y,xf  funksiya ( ){ :Ry,xM 2∈=  
[ ) }REy,,ax: ⊂∈∞+∈  to’plamda berilgan. y  o’zgaruvchining E  to’plamdan 

olingan har bir tayin qiymatida ( )y,xf  x  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida 
[ )∞+,a  da integrallanuvchi bo’lsin. 

Cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral ta’rifiga ko’ra ixtiyoriy [ ]t,a  da 
( )+∞<< ta  

( ) ( )∫=
t

a

dxy,xfy,tF                                      (16.20) 

integral mavjud va 

( ) ( ) ( )y,tFlimdxy,xfyJ
t

a
+∞→

+∞

== ∫ .                            (16.21) 

Shunday qilib, (16.20) va (16.21) integrallar bilan aniqlangan ( )y,tF  va ( )yJ  
funksiyalarga ega bo’lamiz va ( )yJ  funksiya ( )y,tF  funksiyaning +∞→t  dagi 
limit funksiyasi bo’ladi. 

5-ta’rif.  Agar +∞→t  da ( )y,tF  funksiya o’z limit funksiyasi ( )yJ  ga E  
to’plamda tekis yaqinlashsa, 

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ  

integral  E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi. 
6-ta’rif.  Agar +∞→t  da ( )y,tF  funksiya o’z limit funksiya ( )yJ  ga E  da 

notekis yaqinlashsa, 

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ  

integral E  to’plamda notekis yaqinlashuvchi deb ataladi. 
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Ravshanki, ( )∫
+∞

a

dxy,xf  integral E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u 

shu to’plamda yaqinlashuvchi bo’ladi. 
Shunday qilib, 

( )∫
+∞

a

dxy,xf  

integralning E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishi quyidagini anglatadi: 

1) ( )∫
+∞

a

dxy,xf  xosmas integral y  o’zgaruvchining E  to’plamdan olingan har 

bir tayin qiymatida yaqinlashuvchi; 
2) 0>∀ε  olinganda ham, shunday ( ) 0>= εδδ  topiladiki, δ>∀t  va Ey∈∀  

uchun 

( ) ε<∫
+∞

t

dxy,xf  

bo’ladi. 

( )∫
+∞

a

dxy,xf  integral E  to’plamda yaqinlashuvchi, ammo u shu to’plamda 

notekis yaqinlashuvchi degani quyidagini anglatadi: 

1) ( )∫
+∞

a

dxy,xf  xosmas integral y  o’zgaruvchining E  to’plamdan olingan har 

bir tayin qiymatida yaqinlashuvchi; 
2) 0>∀δ   olinganda ham, shunday 00 >ε , Ey ∈0  va δ>1t  tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi [ )∞+∈ ,at1  topiladiki, 

( ) 00

1

ε≥∫
∞+

t

dxy,xf  

bo’ladi. 
16.3-misol. Ushbu 

( ) ∫
+∞

−=
0

dxyeyJ xy   ( )( )∞+=∈ ,Ey 0  

integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 
�Bu holda 

( ) ty
t

xy edxyey,tF −− −== ∫ 1
0

  ( )+∞<≤ t0  

bo’lib, y  o’zgaruvchining ( )∞+= ,E 0  to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida 

( ) ( ) 11 =−= −

+∞→+∞→

ty

tt
elimy,tFlim  

bo’ladi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va 
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( ) 1
0

== ∫
+∞

− dxyeyJ xy  

bo’ladi. 
Endi berilgan integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. 

( )∞+=∈ ,Ey 0  bo’lsin. Ixtiyoriy katta musbat δ  sonni olaylik. Agar 

δε >= t,
3

1
 tengsizlikni qanoatlantiradigan ixtiyoriy 0t  va 

0
0

1
t

y =  deb olsak, u 

holda 

0
1

0 3
1

00

0

0 ε=>== −−
∞+

−
∫ eedxey yt

t

xy  

bo’ladi. Bu esa 

( ) ∫
+∞

−=
0

dxyeyJ xy  

integral ( )∞+= ,E 0  da notekis yaqinlashuvchi ekanini bildiradi. 
Endi [ ) E,cEy ⊂∞+=′∈  bo’lsin, bunda c- ixtiyoriy musbat son. Unda 

0>∀ε  olinganda ham ( )10 << ε  
ε

δ 11
ln

c
=  deyilsa, δ>∀t  va [ )∞+∈∀ ,cy  

uchun 

εεε ===
−−

∞+
−

∫
11

lnc
ty

t

xy eedxye  

bo’ladi. Demak, 

( ) ∫
+∞

−=
0

dxyeyJ xy  

integral [ )∞+=′ ,cE  da ( )0>c  tekis yaqinlashuvchi.� 
Biz ko’rdikki, parametrga bog’liq xosmas integral  

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ                                (16.18) 

ning E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishi, +∞→t  da ( )y,tF  funksiyani 
limit funksiya ( )yJ  ga ( )Ey∈  tekis yaqinlashishidan iborat.  

Ushbu bobning 1-§ ida 0yy →  da ( )y,xf  funksiya limit funksiya ( )xϕ  ga 
tekis yaqinlashishining zaruriy va etarli shartini ifodalovchi 1-teoremani keltirdik. 
Bu teoremadan foydalanib, (16.18) integralning tekis yaqinlashuvchi bo’lishining 
zaruriy va etarli sharti keltiriladi. 

( )y,xf  funksiya ( ) [ ){ }REy,,ax:Ry,xM ⊂∈∞+∈∈= 2  to’plamda beril-
gan. y  o’zgaruvchining E  to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida ( )y,xf  x  
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [ )∞+,a  da integrallanuvchi, ya’ni 

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ                               (16.18) 



 186

xosmas integral mavjud bo’lsin. 
7-ta’rif.  Agar 0>∀ε  olinganda ham y  ga bog’liq bo’lmagan shunday 
( ) 0>= εδδ  topilsaki, δ>′t , δ>′′t  ni qanoatlantiruvchi t,t ′′′∀  va Ey∈∀  uchun 

( ) ε<∫
′′

′

t

t

dxy,xf  

tengsizlik bajarilsa, (16.18) xosmas integral E  to’plamda fundamental integral deb 
ataladi. 

10-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu ( ) ( )∫
+∞

a

dxy,xfyJ  integralning E  to’p-

lamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishi uchun uning E  to’plamda fundamental 
bo’lishi zarur va etarli. 

Quyida biz integralning tekis yaqinlashuvchiligini ta’minlaydigan, ko’pincha 
qo’llaniladigan alomatlarni keltiramiz. 

Veyershtrass alomati. ( )y,xf  funksiya ( ) [ ) }{ REy,,ax:Ry,xM ⊂∈∞+∈∈= 2  
to’plamda berilgan, y  o’zgaruvchining E  to’plamdan olingan har bir tayin 
qiymatida ( )y,xf  funksiya x  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [ )∞+,a  da 
integrallanuvchi bo’lsin. Agar shunday ( )xϕ  funksiya [ )( )∞+∈∀ ,ax  topilsaki, 

1) [ )∞+∈∀ ,ax  va Ey∈∀  uchun ( ) ( )xy,xf ϕ≤  bo’lsa; 

2) ( )∫
+∞

a

dxxϕ  xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda  

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ  

integral E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. 

�Shartga ko’ra ( )∫
+∞

a

dxxϕ  yaqinlashuvchi. Unda 15-bobning 2-§ ida 

keltirilgan 4-teoremaga asosan, 0>∀ε  olinganda ham, shunday ( ) 0>= εδδ  

topiladiki, δ>′∀t , δ>′′∀t  bo’lganda ( ) εϕ <∫
′′

′

t

t

dxx  bo’ladi. Ikkinchi tomondan, 

1) shartdan foydalanib quyidagini topamiz: 

( ) ( ) ( )∫∫∫
′′

′

′′

′

′′

′
≤≤

t

t

t

t

t

t

dxxdxy,xfdxy,xf ϕ .            ( )( )tt ′′<′  

Demak,  

( ) ε<∫
′′

′

t

t

dxy,xf  
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Bu esa ( )∫
+∞

a

dxy,xf  xosmas integralning E  to’plamda fundamental ekanini 

bildiradi. Yuqoridagi 10-teoremaga asosan ( )∫
+∞

a

dxy,xf  integral E  to’plamda tekis 

yaqinlashuvchi bo’ladi. 
16.4-misol. Ushbu 

∫
+∞

+0
21

dx
x

xycos
    ( )( )+∞∞−=∈ ,Ey  

integralni tekis yaqinlashuvligi ko’rsatilsin. 

�Agar ( )xϕ  funksiya sifatida ( ) 21

1

x
x

+
=ϕ  olinsa, u holda  

1) [ )∞+∈∀ ,x 0  va ( )∞+∞−∈∀ ,y  uchun  

( ) ( )x
xx

xycos
y,xf ϕ=

+
≤

+
= 22 1

1

1
; 

2) ( ) ∫∫
+∞+∞

+
=

0
2

0 1 x

dx
dxxϕ  integral yaqinlashuvchi (qaralsin, 15-bob, 1-§) bo’ladi. 

Demak, Veyershtrass alomatiga ko’ra berilgan integral ( )∞+∞−= ,E  da tekis 
yaqinlashuvchi bo’ladi.� 

Integralning tekis yaqinlashuvchiligini aniqlashda qo’l keladigan alomatlardan 
-Abel va Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz. 

Abel alomati. ( )y,xf  va ( )y,xg  funksiyalar ( ) [ ){ ,,ax:Ry,xM ∞+∈∈= 2   
}REy, ⊂∈  to’plamda berilgan. y  o’zgaruvchining E  to’plamdan olingan har bir 

tayin qiymatida ( )y,xg  funksiya x  ning funksiyasi sifatida   [ )∞+,a  da monoton 
funksiya bo’lsin. 

Agar 

( )∫
+∞

a

dxy,xf  

integral E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi va ( ) My,x ∈∀  uchun ( ) Cy,xg ≤  

( )constC =  bo’lsa, u holda  

( ) ( )∫
+∞

a

dxy,xgy,xf  

integral E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. 
16.5-misol. Ushbu 

∫
+∞

−

0

dxe
x

xsin xy     [ )( )∞+=∈ ,Ey 0  

integralni tekis yaqinlashuvchiligi ko’rsatilsin. 
�Agar 

( )
x

xsin
y,xf = ,   ( ) xyey,xg −=  
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deb olinsa, Abel alomati shartlari bajariladi. Haqiqatdan ham, ( )∫
+∞

0

dxy,xf  tekis 

yaqinlashuvchi: 

( )
200

π== ∫∫
+∞+∞

dx
x

xsin
dxy,xf  

(15-bob, 2-§ va 15-bob, 8-§), ( ) xyey,xg −=  esa y  ning [ )∞+= ,aE  dan olingan 
har bir tayin qiymatida x  ning kamayuvchi funksiyasi va [ )∞+∈∀ ,x 0 , 

[ )∞+=∈∀ ,Ey 0  uchun ( ) 1≤y,xg  bo’ladi. Demak, berilgan integral Abel 

alomatiga ko’ra [ )∞+= ,E 0  da tekis yaqinlashuvchi.� 
Dirixle alomati. ( )y,xf  va ( )y,xg  funksiyalar M  to’plamda berilgan. Agar 
at ≥∀  hamda Ey∈∀  uchun 

( ) cdxy,xf
t

a

≤∫    ( )constc =  

bo’lsa va y  o’zgaruvchining E  dan olingan har bir tayin qiymatida, +∞→x  da 
( )y,xg  funksiya o’z limit funksiyasi ( ) 0=yϕ  ga tekis yaqinlashsa, u holda 

( ) ( )∫
+∞

a

dxy,xgy,xf  

integral E  da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. 
16.6-misol. Ushbu 

∫
+∞

0

dx
x

xysin
    [ ]( )21,Ey =∈  

integralning tekis yaqinlashuvchiligi ko’rsatilsin. 
�Agar 

( ) xysiny,xf = ,  ( )
x

y,xg
1=  

deyilsa, unda 0>∀t , [ ]21,y∈∀  uchun 

( ) 21
00

≤−== ∫∫ y

tycos
xydxsindxy,xf

tt

 

bo’ladi. +∞→x  da ( )
x

y,xg
1=  funksiya E  to’plamda nolga tekis yaqinlashadi: 

( ) 0
1 →=
x

y,xg . 

Demak, berilgan integral Dirixle alomatiga ko’ra [ ]21,  da tekis 
yaqinlashuvchidir.� 

Chegaralanmagan funksiya xosmas integralning tekis (notekis) 
yaqinlashuvchiligi tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi. 

( )y,xf  funksiya ( ) [ ){ }REy,в,ax:Ry,xM ⊂∈∈∈= 2  to’plamda berilgan. 
y  o’zgaruvchining E  dan olingan har bir tayin qiymatida ( )y,xf  ni x  
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun вx =  maxsus nuqta 
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bo’lsin va bu funksiya [ )в,a  da integrallanuvchi bo’lsin. Chegaralanmagan 
funksiya xosmas integrali ta’rifiga ko’ra ixtiyoriy [ ]t,a  da ( )вta <<  

( ) ( )∫=
t

a

dxy,xfy,tF1  

integral mavjud va 

( ) ( ) ( )y,tFlimdxy,xfyJ
вt

в

a
1

0
1 −→

== ∫                      (16.22) 

bo’ladi. Demak, ( )yJ1  funksiya ( )y,tF1  funksiyaning 0−→ вt  dagi limiti 
funksiyasi. 

8-ta’rif.  Agar 0−→ вt  da ( )y,tF1  funksiya o’z limit funksiyasi ( )yJ1  ga E  
to’plamda tekis yaqinlashsa, 

( )∫
в

a

dxy,xf  

integral E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi. 
9-ta’rif.  Agar 0−→ вt  da  ( )y,tF1  funksiya o’z limit funksiyasi ( )yJ1  ga E  

to’plamda notekis yaqinlashsa, 

( )∫
в

a

dxy,xf  

integral E  to’plamda notekis yaqinlashuvchi deb ataladi. 
Bu ta’riflarni “ δε − ” orqali bayon etishni o’quvchiga havola etamiz. 
10-ta’rif. Agar 0>∀ε  olinganda ham, shunday ( ) 0>= εδδ  topilsaki, 

вtв <′<− δ , вtв <′′<− δ  bo’lgan t,t ′′′∀  lar va Ey∈∀  uchun 

( ) ε<∫
′′

′

t

t

dxy,xf  

tengsizlik bajarilsa, (16.22) integral E  to’plamda fundamental integral deb ataladi. 

11-teorema. ( )∫
в

a

dxy,xf  integralning E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’li-

shi uchun uning E  to’plamda fundamental bo’lishi zarur va etarli. 
 

4-§. Tekis yaqinlashuvchi parametrga 
bog’liq xosmas integrallarning xossalari 

10. Integral belgisi ostida limit o’tish. ( )y,xf  funksiya ( ){ :Ry,xM 2∈=  
[ ) }REy,a,:x ⊂∈∞+∈  to’plamda berilgan. 0y  nuqta E  to’plamning limit nuqtasi 

bo’lsin. 
12-teorema. ( )y,xf  funksiya 
1) y  o’zgaruvchining E  dan olingan har bir tayin qiymatida x  o’zgaruvchi-

ning funksiyasi sifatida [ )∞+,a  da uzluksiz; 
2) 0yy →  da ixtiyoriy [ ]t,a  ( )+∞<< ta  oraliqda ( )xϕ  limit funksiyaga tekis 

yaqinlashuvchi bo’lsin. 
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Agarda 

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ  

integral E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lsin, u holda 0yy →  da ( )yJ  
funksiya limitga ega va  

( ) ( ) ( )∫∫
+∞+∞

→→
==

aa
yyyy

dxxdxy,xflimyJlim ϕ
00

 

bo’ladi. 
�Teoremaning 1) va 2) shartlari hamda ushbu bobning 1-§ idagi 2-teore-

madan ( )xϕ  limit funksiyaning [ )∞+,a  da uzluksiz bo’lishi kelib chiqadi. Demak, 
( )xϕ  funksiya har bir chekli [ ]t,a  ( )+∞<< ta  oraliqda integrallanuvchi. 

( )xϕ  ni [ )∞+,a  da integrallanuvchi ekanligini ko’rsataylik. 
Teoremaning shartiga ko’ra 

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ  

integral E  da tekis yaqinlashuvchi. Unda 10-teoremaga asosan, 0>∀ε  olinganda 
ham, shunday ( ) 0>= εδδ  topiladiki, ,t δ>′  δ>′′t  bo’lgan t,t ′′′∀  lar va Ey∈∀  
uchun 

( ) ε<∫
′′

′

t

t

dxy,xf                                 (16.23) 

bo’ladi. ( )y,xf  funksiyaga qo’yilgan shartlar 2-§ da keltirilgan 3-teorema shart-
larining bajarilishini ta’minlaydi. (16.23) tenglikda 0yy →  da limitga o’tib quyi-
dagini topamiz: 

( ) εϕ ≤∫
′′

′

t

t

dxx . 

Bundan esa ( )xϕ  ning [ )∞+,a  da integrallanuvchi bo’lishi kelib chiqadi (15-
bob, 2-§). 

Endi  

( ) ( )∫∫
+∞+∞

−
aa

dxxdxy,xf ϕ  

ayirmani quyidagicha yozib, 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )+∞<<+

++−≤−

−−−=−

∫

∫∫∫

∫∫∫∫

∞+

∞+∞+

+∞+∞+∞

tadxx

dxy,xfdxxy,xfdxx

dxy,xfdxxy,xfdxxdxy,xf

t

t

t

at

t

t

aaa

ϕ

ϕϕ

ϕϕ

     (16.24) 
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tengsizlikning o’ng tomonidagi har bir qo’shiluvchini baholaymiz. 

( )∫
+∞

a

dxy,xf  integral E  da tekis yaqinlashuvchi. Demak, 0>∀ε  olinganda 

ham shunday ( ) 011 >= εδδ  topiladiki, barcha 1δ>t  va Ey∈∀  uchun 

( )
3
ε<∫

+∞

t

dxy,xf                                   (16.25) 

bo’ladi. 

( )∫
+∞

a

dxxϕ  xosmas integral yaqinlashuvchi. Demak, yuqoridagi 0>∀ε  

olinganda ham shunday ( ) 022 >= εδδ  topiladiki, barcha 2δ>t  uchun 

( )
3
εϕ <∫

+∞

t

dxx                                           (16.26) 

bo’ladi. 
Agar { }210 δδδ ,max=  deb olinsa, barcha 0δ>t  uchun (16.25) va (16.26) 

tengsizliklar bir yo’la bajariladi. 0yy →  da ( )y,xf  funksiya ( )xϕ  limit 
funksiyaga har bir [ ]t,a  (jumladan 0δ>t ) da tekis yaqinlashuvchi. Demak, 0>∀ε  

olinganda ham, shunday 0>′δ  topiladiki, δ ′<− 0yyn  tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi Ey∈  va [ ]в,ax∈∀  uchun 

( ) ( ) ( )at
xy,xf

−
<−

3

εϕ                                    (16.27) 

bo’ladi. Natijada (16.24), (16.25), (16.26) va (16.27) tengsizliklarga ko’ra 

( ) ( ) εϕ <− ∫∫
+∞+∞

aa

dxxdxy,xf  

bo’ladi. Bu esa 

( ) ( )∫∫
+∞+∞

→
=

aa
yy

dxxdxy,xflim ϕ
0

                                 (16.28) 

bo’lishini bildiradi.� 
(16.28)limit munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin: 

( ) ( )∫∫
+∞

→

+∞

→






=

a
yy

a
yy

dxy,xflimdxy,xflim
00

. 

Bu esa 12-teoremaning shartlari bajarilganda parametrga bog’liq xosmas 
integrallarda ham integral belgisi ostida limitga o’tish mumkinligini ko’rsatadi. 

20. Integrallarning parametr bo’yicha uzluksizligi. ( )y,xf  funksiya 

( ) [ ) [ ]{ }d,cy,,ax:Ry,xM ∈∞+∈∈= 2  to’plamda berilgan. 
14-teorema. ( )y,xf  funksiya M  to’plamda uzluksiz va 

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ  
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integral [ ]d,c  da tekis yaqinlashuvchi bo’lsin. U holda ( )yJ  funksiya [ ]d,c  
oraliqda uzluksiz bo’ladi. 

� ( )y,xf  funksiyaning M  to’plamda uzluksizligidan, avvalo bu funksiya y  
o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida x  ning uzluksiz funksiyasi bo’lishi kelib 
chiqadi. Shu bilan birga ( )y,xf  funksiya ( ) [ ] [ ]{ }d,cy,t,ax:Ry,xM t ∈∈∈= 2  
( )+∞<< ta  to’plamda ham uzluksiz, demak, shu to’plamda tekis uzluksiz bo’ladi. 

[ ]d,cy ∈∀ 0  nuqtani olaylik. 0yy →  da ( )y,xf  funksiya ( )0y,xf  limit funk-
siyaga [ ]t,a  da tekis yaqinlashadi (qaralsin, 16-§ 5-bet). Agar teoremaning 
ikkinchi shartini e’tiborga olsak, u holda ( )y,xf  funksiya 12-teoremaning barcha 
shartlarini bajarishini ko’ramiz. U holda 12-teoremaga asosan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )00
000

yJdxy,xfdxy,xflimdxy,xflimyJlim
aa

yy
a

yyyy
==






== ∫∫∫

+∞+∞

→

+∞

→→
 

bo’ladi. Bu esa ( )yJ  funksiyaning [ ]d,c  oraliqda uzluksiz ekanini bildiradi.� 
30. Integrallarni parametr bo’yicha differensiallash. ( )y,xf  funksiya  

( ) [ ) [ ]{ }d,cy,,ax:Ry,xM ∈∞+∈∈= 2  to’plamda berilgan. 
16-teorema. ( )y,xf  funksiya M  to’plamda uzluksiz, ( )y,xf y′  xususiy 

hosilaga ega va u ham uzluksiz hamda y  o’zgaruvchining [ ]d,c  dan olingan har 
bir tayin qiymatida 

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ  

integral yaqinlashuvchi bo’lsin. 

Agar ( )∫
+∞

′
a

y dxy,xf  integral [ ]d,c  da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda ( )yJ  

funksiya ham [ ]d,c  oraliqda ( )yJ ′  hosilaga ega bo’ladi va  

( ) ( )∫
+∞

′=′
a

y dxy,xfyJ  

munosabat o’rinlidir. 
� [ ]d,cy ∈∀ 0  nuqtani olib, unga shunday y∆  ( )0≥∆y  orttirma beraylikki, 

[ ]d,cyy ∈∆+0  bo’lsin. 
( )yJ  funksiyaning 0y  nuqtadagi orttirmasini olib, ushbu 

( ) ( ) ( ) ( )
dx

y

y,xfyy,xf

y

yJyyJ

a
∫

+∞

∆
−∆+=

∆
−∆+ 000            (16.29) 

tenglikni hosil qilamiz. Endi (16.29) tenglikdagi integralda 0→∆y  da integral 
belgisi ostida limitga o’tish mumkinligini ko’rsatamiz. 

Lagranj teoremasiga ko’ra 
( ) ( ) ( )yy,xf

y

y,xfyy,xf
y ∆⋅+′=

∆
−∆+ θ0

00            (16.30) 

bo’ladi, bunda 10 << θ . 
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Shunga ko’ra ( )y,xf y′  funksiya ( ) [ ] [ ]{ }d,cy,t,ax:Ry,xM t ∈∈∈= 2  to’p-

lamda uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda 0>∀ε  olinganda ham, shunday 
( ) 0>= εδδ  topiladiki, δ<′−′′ xx , δ<′−′′ yy  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi 

ixtiyoriy ( ) tMy,x ∈′′ , ( ) tMy,x ∈′′′′  nuqtalar uchun  

( ) ( ) ε<′′′−′′′′′ y,xfy,xf yy  

bo’ladi. Agar xxx =′′=′ , 0yy =′ , yyy ∆⋅+=′ θ0  deyilsa, unda δ<∆y  bo’lganda 

( ) ( ) εθ <′−∆⋅+′ 00 y,xfyy,xf yy     [ ]( )t,ax∈∀  

bo’ladi. Yuqoridagi (16.30) tenglikdan foydalanib quyidagini topamiz: 
( ) ( ) ( ) ε<′−

∆
−∆+

0
00 y,xf

y

y,xfyy,xf
y . 

Bu esa 0→∆y  da 
( ) ( )

y

y,xfyy,xf

∆
−∆+ 00  funksiya ( )0y,xf y′  limit funk-

siyaga tekis yaqinlashishini bildiradi. 
Teoremaning shartiga ko’ra 

( )∫
+∞

′
a

y dxy,xf  

tekis yaqinlashuvchi. Demak, 0>∀ε  olinganda ham, shunday ( ) 0>= εδδ  
topiladiki, ,t δ>′  δ>′′t  bo’lgan ixtiyoriy t,t ′′′  va [ ]d,cy∈∀  uchun  

( ) ε<′∫
′′

′

t

t
y dxy,xf  

bo’ladi. Jumladan 

( ) εθ <∆⋅+∫
′′

′

t

t
o dxyy,xf  

bo’ladi. (16.30) tenglikka asosan 
( ) ( ) ε<

∆
−∆+

∫
′′

′
dx

y

y,xfyy,xft

t

00  

bo’ladi. Bu esa 
( ) ( )

dx
y

y,xfyy,xf

a
∫

+∞

∆
−∆+ 00  

integralning tekis yaqinlashuvchiligini bildiradi. 
Natijada 12-teoremaga ko’ra 

( ) ( ) ( ) ( )
dx

y

y,xfyy,xf
limdx

y

y,xfyy,xf
lim

a
y

a
y

∫∫
+∞

→∆

+∞

→∆









∆
−∆+=

∆
−∆+ 00

0

00

0
 

tenglik o’rinli bo’ladi. 
Yuqoridagi (16.29) tenglikda 0→∆y  da limitga o’tamiz: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .dxy,xfdx
y

y,xfyy,xf
lim

dx
y

y,xfyy,xf
lim

y

y,xfyy,xf
lim

a
y

a
y

a
yy

∫∫

∫

∞+∞+

→∆

+∞

→∆→∆

′=








∆
−∆+=

=
∆

−∆+=
∆

−∆+

0
00

0

00

0

00

0
 

Demak, 

( ) ( )∫
+∞

′=′
a

y dxy,xfyJ 00 .� 

Keyingi munosabatdan quyidagicha ham yozish mumkin: 

( ) ( )∫∫
+∞+∞








=
aa

dxy,xf
dy

d
dxy,xf

dy

d
. 

Bu esa teorema shartlarida differensiallash amalini integral belgisi ostida o’tkazish 
mumkinligini ko’rsatadi. 

40 Integrallarni parametr bo’yicha integrallash. ( )y,xf  funksiya 

( ) [ ) [ ]{ }d,cy,,ax:Ry,xM ∈∞+∈∈= 2  to’plamda berilgan. 
18-teorema. Agar  ( )y,xf  funksiya M  to’plamda uzluksiz va  

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ  

integral [ ]d,c  oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda ( )yJ  funksiya [ ]d,c  da 
integrallanuvchi va 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫∫
+∞+∞









=








=

a

d

c

d

c a

d

c

dxdyy,xfdydxy,xfdyyJ  

bo’ladi. 
�Teoremaning shartlaridan ( )yJ  funksiya [ ]d,c  oraliqda uzluksiz bo’lishi 

kelib chiqadi (qaralsin, 4-teorema). Demak, ( )yJ  funksiya [ ]d,c  da 
integrallanuvchi. 

Endi 

( ) ( )∫ ∫∫ ∫
+∞+∞









=









a

d

c

d

c a

dxdyy,xfdydxy,xf  

tenglikning o’rinli bo’lishini ko’rsatamiz. 
Shartga ko’ra 

( ) ( )∫
+∞

=
a

dxy,xfyJ  

integral [ ]d,c  da tekis yaqinlashuvchi. Demak, 0>∀ε  olinganda ham shunday 
( ) 0>= εδδ  topiladiki, δ>∀t  va [ ]d,cy∈∀  uchun 

( ) ε<∫
+∞

t

dxy,xf                                          (16.31) 

bo’ladi. Mana shunday t  bo’yicha  
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( )∫ ∫ 






+∞d

c a

dydxy,xf  

integralni quyidagicha yozamiz: 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫∫ ∫ 







+








=







 +∞+∞ d

c t

d

c

t

a

d

c a

dydxy,xfdydxy,xfdydxy,xf . 

6-teoremaga asosan 

( ) ( )∫ ∫∫ ∫ 







=







 t

a

d

c

d

c

t

a

dxdyy,xfdydxy,xf  

bo’ladi. Natijada 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫∫ 







+








=

+∞d

c t

t

a

d

c

d

c

dydxy,xfdxdyy,xfdyyJ  

bo’ladi. Yuqoridagi (16.31) munosabatni e’tiborga olib topamiz: 

( ) ( ) ( ) ( )cddydxy,xfdxdyy,xfdyyJ
d

c t

t

a

d

c

d

c

−<≤







− ∫ ∫∫ ∫∫

∞+

ε . 

Bu esa 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫∫
+∞

+∞→ 







=








=

a

d

c

t

a

d

c
t

d

c

dxdyy,xfdxdyy,xflimdyyJ  

ekanini bildiradi. Demak, 

( ) ( )∫ ∫∫ ∫
+∞+∞









=









a

d

c

d

c a

dxdyy,xfdydxy,xf .� 

Endi ( )y,xf  funksiya ( ) [ ) [ ){ }∞+∈∞+∈∈= ,cy,,ax:Ry,xM 2
2  to’plamda 

berilgan bo’lsin. 
19-teorema. ( )y,xf  funksiya 2M  to’plamda uzluksiz va  

( )∫
+∞

a

dxy,xf ,  ( )∫
+∞

c

dyy,xf  

integrallar mos ravishda [ )∞+,c  va [ )∞+,a  da tekis yaqinlashuvchi bo’lsin. 
Agar 

( )∫ ∫
+∞ +∞










c a

dydxy,xf  (yoki ( )∫ ∫
+∞ +∞










a c

dxdyy,xf ) 

integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda  

( )∫ ∫
+∞ +∞










a c

dxdyy,xf ,  ( )∫ ∫
+∞ +∞










c a

dydxy,xf  

integrallar yaqinlashuvchi va 

( ) ( )∫ ∫∫ ∫
+∞ +∞+∞ +∞









=









a cc a

dxdyy,xfdydxy,xf  

bo’ladi. 
Bu teoremaning isbotini o’quvchiga havola qilamiz. 
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16.7-misol. Ushbu 

∫
+∞

=
0

dx
x

xsin
J  

integral hisoblansin. 
�Bu xosmas integralning yaqinlashuchi bo’lishi 15-bobning 2-§ ida ko’rsatil-

gan edi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz. Buning uchun quyidagi 

( ) ∫
+∞

−==
0

dx
x

xsin
eJaJ ax  

parametrga bog’liq xosmas integralni qaraymiz. 
Ravshanki,  

( )
x

xsin
ea,xf ax−=    ( )( )10 =a,f  

funksiya  
( ) [ ) [ ]{ }0002 >∈∞+∈∈ c,c,a,,x:Ra,x  

to’plamda uzluksiz, 
( ) xsinea,xf ax

a
−−=′  

xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiya. Quyidagi 

( ) ∫∫
+∞

−
+∞

−=′
00

xdxsinedxa,xf ax
a  

integral esa 0aa ≥ . ( )00 >a  da tekis yaqinlashuvchi. 16-teoremaga ko’ra  

( ) ∫∫
∞+

−
∞+

−

+
−=−=







=′
0

2
0 1

1

a
xdxsinedx

x

xsin
eaJ ax

'

a

ax  

bo’ladi (qaralsin, 1-qism, 8-bob, 2-§). Demak, 
( ) carctgaaJ +−= . 

+∞=a  bo’lganda, ( ) 0=∞+J  bo’lib, 0
2

=+− c
π

 ya’ni 
2

π=c  bo’ladi. 

Demak,  

( ) arctgaaJ −=
2

π
. 

Bu tenglikda 0→a  da limitga o’tib quyidagini topamiz: 

( )
20

π=
→

aJlim
a

. 

Shunday qilib, ( )
2

0
π=J  ya’ni 

20

π== ∫
+∞

dx
x

xsin
J  

bo’ladi.� 
 

5-§. Eyler integrallari 
10. Beta funksiya va uning xossalari. Ma’lumki, ushbu  
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( ) dxxx вa 1
1

0

1 1 −− −∫                                               (16.32) 

chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali 0>a , 0>в  ya’ni  
( ) ( ) ( ){ }∞+∈∞+∈∈= ,в,,a:Rв,aM 002  

to’plamda yaqinlashuvchi (15-bob). Ayni paytda bu integral a  va в  
paraametrlarga ham bog’liq. 

11-ta’rif. (16.32) integral beta funksiya yoki I tur Eyler integrali deb ataladi 
va ( )в,aB  kabi belgilanadi, demak, 

( ) ( )∫
−− −=

1

0

11 1 dxxxв,aB вa . 

Shunday qilib, ( )в,aB  funksiya 2R  fazodagi ( ){ :Rв,aM 2∈=  
( ) ( )}∞+∈∞+∈ ,в,,a 00  to’plamda berilgandir. 
Endi ( )в,aB  funksiyaning xossalarini o’rganaylik. 
1) (16.32) integral  

( ) ( )∫
−− −=

1

0

11 1 dxxxв,aB вa  

ixtiyoriy ( ){ :Rв,aM 2∈= ( ) ( )}∞+∈∞+∈ ,вв,,aa 00  ( )00 00 >> в,a  to’plamda 
tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. 

�Berilgan integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshirish uchun uni 
quyidagicha 

( ) ( ) ( )∫∫∫
−−−−−− −+−=−

1

2

1

11
2

1

0

11
1

0

11 111 dxxxdxxxdxxx вaвaвa  

yozib olamiz. 

Ravshanki, 0>a  bo’lganda ∫
−

2

1

0

1dxxa  integral yaqinlashuvchi, 0>в  bo’lganda 

( )∫
−−

1

2

1

11 dxx в  integral yaqinlashuvchi. 

Parametr a  ning 0aa ≥  ( )00 >a  qiymatlari va 0>∀в , 





∈∀
2

1
0,x  uchun  

( ) ( ) 11111 00 211 −−−−− ≤−≤− aвaвa xxxxx  
bo’ladi. Veyershtrass alomatidan foydalanib, 

( )∫
−− −

2

1

0

11 1 dxxx вa  

integralning tekis yaqinlashuvchiligini topamiz. 



 198

Shuningdek, parametr в  ning 0вв ≥  ( )00 >в  qiymatlari va 0>∀a , 







∈∀ 1
2

1
,x  uchun 

( ) ( ) ( ) 11111 00 1211 −−−−− −≤−≤− ввaвa xxxxx  

bo’ladi va yana Veyershtrass alomatiga ko’ra ( )∫
−− −

1

2

1

11 1 dxxx вa  integralning tekis 

yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. 

Demak, ( )∫
−− −

1

0

11 1 dxxx вa  integral 00 >≥ aa  va 00 >≥ вв  bo’lganda, ya’ni  

( ){ :Rв,aM 2
0 ∈= [ ) [ )}∞+∈∞+∈ ,вв,,aa 00  

to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.� 
2) ( )в,aB  funksiya ( ){ :Rв,aM 2∈= ( ) ( )}∞+∈∞+∈ ,вв,,aa 00  to’plamda 

uzluksiz funksiyadir. 
�Haqiqatdan ham, 

( ) ( )∫
−− −=

1

0

11 1 dxxxв,aB вa  

integralning 0M  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishidan va integral ostidagi 
funksiyaning ( ) Mв,a ∈∀  da uzluksizligidan 15-teoremaga asosan ( )в,aB  
funksiya 

( ){ :Rв,aM 2∈= ( ) ( )}∞+∈∞+∈ ,в,,a 00  
to’plamda uzluksiz bo’ladi.� 

3) ( ) Mв,a ∈∀  uchun ( ) ( )a,вBв,aB =  bo’ladi. 

�Darhaqiqat ( ) ( )∫
−− −=

1

0

11 1 dxxxв,aB вa  integralda tx −=1  almashtirish 

bajarilsa, unda 

( ) ( ) ( ) ( )a,вBdtttdxxxв,aB aввa =−=−= ∫∫
−−−−

1

0

11
1

0

11 11  

bo’lishini topamiz.� 
4) ( )в,aB  funksiya quyidagicha ham ifodalanadi: 

( )
( )∫

+∞

+

−

+
=

0

1

1
dt

t

t
в,aB

вa

a

. 

�Haqiqatdan ham, (16.32) integralda 
t

t
x

+
=

1
 almashtirish bajarilsa, u holda 

( ) ( )
( ) ( )∫∫∫

∞+

+

−∞+ −−
−−

+
=

+









+
−









+
=−=

0

1

0
2

111

0

11

111
1

1
1 dt

t

t

t

dt

t

t

t

t
dxxxв,aB

вa

aвa
вa  

bo’ladi.� 
Xususan, aв −= 1  ( )10 << a  bo’lganda  
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( ) ∫
+∞ −

=
+

=−
0

1

1
1

π
π
asint

dtt
a,aB

a

 

bo’ladi (qaralsin; 17-bob). Keyingi munosabatdan quyidagini topamiz: 

π=







2

1

2

1
,B . 

5) ( ) Mв,a ′∈∀  ( ){ ( ) ( )}( )∞+∈∞+∈∈=′ ,в,,a:Rв,aM 102  uchun  

( ) ( )1
1

1 −
−+

−= в,aB
вa

в
в,aВ  

bo’ladi. 
�(16.32) integralni bo’laklab integrallaymiz: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )101
1

1
1

1
1

11

1

0

2
1

0

2

1

0

1
1

0

1
1

0

11

>>−−=−−+

+−=







−=−=

∫∫

∫∫

−−

−−−−

в,adxxx
a

в
dxxx

a

в

xx
aa

x
dxdxxxв,aB

вaвa

вa
a

ввa

 

Agar ( ) ( )[ ]( ) ( ) ( ) 1121212 111111 −−−−−−− −−−=−−−=− вaвaвaвa xxxxxxxxx  
ekanligini e’tiborga olsak, u holda 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )в,aВв,aBdxxxdxxxdxxx вaвaвa −−=−−−=− ∫∫∫
−−−−− 1111

1

0

11
1

0

21
1

0

2  

bo’lib, natijada 

( ) ( ) ( )( )в,aВв,aB
a

в
в,aB −−−= 1

1
 

bo’ladi. Bu tenglikdan esa 

( ) ( )1
1

1 −
−+

−= в,aB
вa

в
в,aB       ( )10 >> в,a  

bo’lishini topamiz. 
Xuddi shunga o’xshash ( ) Mв,a ′′∈∀  uchun 

( ){ ( ) ( )}( )∞+∈∞+∈∈=′′ ,в,,a:Rв,aM 012  

( ) ( )в,aB
вa

a
в,aB 1

1

1 −
−+

−=  

bo’ladi.� 
Xususan, nв =  ( )Nn∈  bo’lganda  

( ) ( )1
1

1 −
−+

−= n,aB
na

n
n,aB  

bo’lib, keyingi formulani takror qo’llab quyidagini topamiz. 

( ) ( )1
1

1

2

2

1

1
,aB

n
...

na

n

na

n
n,aB

+
⋅⋅

−+
−⋅

−+
−= . 

Ravshanki, ( )
a

dxx,aB a 1
1

1

0

1 == ∫
− . Demak, 
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( ) ( )
( )( ) ( )121

121

−+++
−⋅⋅⋅=

na...aaa

n...
n,aB .                         (16.33) 

Agar (16.33) da ma =  ( )Nm∈  bo’lsa, u holda 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )!nm

!m!n

nm...mm

n...
n,mB

1
11

11
121

−+
−−=

−++
−⋅⋅⋅=  

bo’ladi. 
20. Gamma funksiya va uning xossalari. Biz 15-bobning 9-§ ida quyidagi 

∫
+∞

−−

0

1 dxex xa                                             (16.34) 

xosmas integralni qaradik. Bu chegaralanmagan funksiyaning ( 1<a  da 0=x  
maxsus nuqta) cheksiz oraliq bo’yicha olingan xosmas integrali bo’lishi bilan birga 
a  ga (parametrga) ham bog’liqdir. Usha erda (16.34) xosmas integralning 0>a  da 
yaqinlashuvchi ekanligi ko’rsatildi. 

12-ta’rif. (16.34) integral gamma funksiya yoki II tur Eyler integrali deb 
ataladi va ( )aГ  kabi belgilanadi. Demak, 

( ) ∫
+∞

−−=
0

1 dxexaГ xa . 

Shunday qilib, ( )aГ  funksiya ( )∞+,0  da berilgandir. Endi ( )aГ  
funksiyaning xossalarini o’rgandik. 

1) (16.34) integral  

( ) ∫
+∞

−−=
0

1 dxexaГ xa  

ixtiyoriy [ ]00 в,a  ( )∞<<< 00 вaa  oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.  
�(16.34) integralni quyidagi ikki qismga ajratib, 

∫∫∫
+∞

−−−−
+∞

−− +=
1

1
1

0

1

0

1 dxexdxexdxex xaxaxa  

ularning har birini alohida-alohida tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz.  
Agar ( )000 >aa  sonni olib, parametr a  ning 0aa ≤  qiymatlari qaralsa, unda 

barcha ( ]10,x∈  uchun 
01

1 1
a

xa

x
ex −

−− ≤  bo’lib, ushbu bobning 4-§ ida keltirilgan 

Veyershtrass alomatiga asosan 

∫
−−

1

0

1 dxex xa  

integral tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. 
Agar ( )000 >вв  sonni olib, parametr a  ning 0вa ≥  qiymatlari qaraladigan 

bo’lsa, unda barcha 1≥x  uchun 

2

1
011 11 0

0

xe

в
exex

в

xвxa
+

−−−−







 +≤≤  

bo’lib, 
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∫
+∞

1
2

1
dx

x
 

integralning yaqinlashuvchiligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko’ra 

∫
+∞

−−

1

1 dxex xa  

integralning tekis yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz. Shunday qilib, 

( ) ∫
+∞

−−=
0

1 dxexaГ xa  

integral [ ]00 в,a  ( )+∞<<< 000 вa  da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.� 
2) ( )aГ  funksiya ( )∞+,0  da uzluksiz hamda barcha tartibdagi uzluksiz 

hosilalarga ega va  

( )( ) ( )∫
+∞

−−=
0

1 dxxlnexaГ
nxan   ( )...,,n 21=  

� ( )∞+∈∀ ,a 0  nuqtani olaylik. Unda shunday [ ]00 в,a  ( <<< 000 вa  )∞+  
oraliq topiladiki, [ ]00 в,aa∈  bo’ladi. 

Ravshanki, 

( ) ∫
+∞

−−=
0

1 dxexaГ xa  

integral ostidagi ( ) xa exa,xf −−= 1  funksiya ( ) ( ){ ,,x.Ra,xM ∞+∈∈= 02  
( )}∞+∈ ,a 0  to’plamda uzluksiz funksiyadir. (16.34) integral esa (yuqorida isbot 

etilgan ko’ra) [ ]00 в,a  da tekis yaqinlashuvchi. U holda 4-teoremaga asosan ( )aГ  
funksiya [ ]00 в,a  da, binobarin, a  nuqtada uzluksiz bo’ladi. 

(16.34) integral ostidagi ( ) xa exa,xf −−= 1  funksiya 

( ) xlnexa,xf xa
a

−−=′ 1  
hosilasining M  to’plamda uzluksiz funksiya ekanligini payqash qiyin emas.  

Endi 

( ) ∫∫
+∞

−−
+∞

=′
0

1

0

dxxlnexdxa,xf xa
a  

integralni [ ]00 в,a  da tekis yaqinlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz. 

Ushbu ∫
−−

1

0

1 dxxlnex xa  integral ostidagi xlnex xa −−1  funksiya uchun 10 << x  

da xlnxxlnex axa 11 0 −−− ≤  tengsizlik o’rinlidir. ( ) xlnxx 2
1 =ψ  funksiya 10 ≤< x  

da chegaralanganligidan va ∫
−1

0

1
2
0

dxx
a

 integralning yaqinlashuvchiligidan 
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∫
−

1

0

1 dxxlnxa  ning ham yaqinlashuvchi bo’lishini va Veyershtrass alomatiga ko’ra 

qaralayotgan ∫
−−

1

0

1 dxxlnex xa  integralning tekis yaqinlashuvchiligini topamiz. 

Shunga o’xshash quyidagi 

∫
+∞

−−

0

1 dxxlnex xa  

integralda, integral ostidagi xlnex xa −−1 funksiya uchun barcha 1≥x  da 

2

2
011 12 0

00

xe

в
exxlnexxlnex

в

xвxвxa ⋅






 +≤<≤
+

−−−−−  

bo’lib, ∫
+∞

1
2x

dx
 integralning yaqinlashuvchiligidan, yana Veyershtrass alomatiga 

ko’ra ∫
+∞

−−

1

1 dxxlnex xa  ning tekis yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Demak, [ ]00 в,a  

da ∫
+∞

−−

0

1 dxxlnex xa  integral tekis yaqinlashuvchi. Unda 16-teoremaga asosan 

( ) ( ) ∫∫∫
∞+

−−
∞+

−−
∞+

−− ==
′









=′

0

1

0

1

0

1 dxxlnexdxexdxexaГ xa'

a
xaxa  

bo’ladi va ( )aГ ′  [ ]00 в,a  da binobarin, a  nuqtada uzluksizdir. 
Xuddi shu yo’l bilan ( )aГ  funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo 

tartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda 

( )( ) ( )∫
+∞

−−=
0

1 dxxlnexaГ
nxan    ( )...,,n 21=  

bo’lishi ko’rsatiladi.� 
3) ( )aГ  funksiya uchun ushbu 

( ) ( )aaГaГ =+1   ( )0>a  
formula o’rinli. 

�Haqiqatdan ham, 

( ) ∫∫
∞+

−
∞+

−−








==

00

1

a

x
dedxexaГ

a
xxa  

integralni bo’laklab integrallasak, 

( ) ( )1
1

00

+=+= ∫
∞+

−
+∞

− aГ
a

dxe
a

x

a

x
eaГ x

aa
x  

bo’lib, undan 
( ) ( )aaГaГ =+1                                             (16.35) 

bo’lishi kelib chiqadi.� 
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Bu formula yordamida ( )naГ +  ni topish mumkin. Darhaqiqat, (16.35) 
formulani takror qo’llab 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )11

223

112

−+−+=+

++=+
++=+

naГnanaГ

,........................................

,aГaaГ

,aГaaГ

 

bo’lishini, ulardan esa 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )aaГaa...nananaГ 1221 ++−+−+=+  

ekanligini topamiz. Xususan, 1=a  bo’lganda 
( ) ( ) ( )11211 Г...nnnГ ⋅−=+  

bo’ladi. Agar ( ) 11
0

== ∫
+∞

− dxeГ x  bo’lishini e’tiborga olsak, unda ( ) !nnГ =+1  

ekanligi kelib chiqadi.  
Yana (16.35) formuladan foydalanib ( ) ( ) 112 == ГГ  bo’lishini topamiz. 
4) ( )aГ  funksiyaning o’zgarish xarakteri. 

( )aГ  funksiya ( )∞+,0  oraliqda berilgan bo’lib, shu oraliqda istalgan tartibli 
hosilaga ega. Bu funksiyaning 1=a  va 2=a  nuqtalardagi qiymatlari bir-biriga 
teng: 

( ) ( ) 121 == ГГ  
( )aГ  funksiyaga Roll teoremasini (qaralsin, 1-qism, 6-bob, 6-§) tatbiq qila 

olamiz, chunki yuqorida keltirilgan faktlar Roll teoremasi shartlarining bajarilishini 
ta’minlaydi. Demak, Roll teoremasiga ko’ra, shunday *a  ( )21 << *a  topiladiki, 

( ) 0=′ *aГ  bo’ladi. 
( )∞+∈∀ ,a 0  da 

( ) ∫
+∞

−− >=′′
0

21 0dxxlnexaГ xa  

bo’lishi sababli, ( )aГ ′  funksiya ( )∞+,0  oraliqda qat’iy o’suvchi bo’ladi. Demak, 
( )aГ ′  funksiya ( )∞+,0  da *a  nuqtadan boshqa nuqtalarda nolga aylanmaydi, 

ya’ni 

( ) ∫
+∞

−− ==′
0

1 0dxxlnexaГ xa  

tenglama ( )∞+,0  oraliqda *a  dan boshqa echimga ega emas. U holda  
*aa <<0  da ( ) 0<′ aГ  

+∞<< a*a  da ( ) 0>′ aГ  
bo’ladi. Demak ( )aГ  funksiya *a  nuqtada minimumga ega. Uning minimum 
qiymati ( )*aГ  ga teng. 

Taqribiy hisoblash usuli bilan 
...,*a 46161= , ( ) ( ) ...,aГmin*aГ 88560==  

bo’lishi topilgan. 
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( )aГ  funksiya *aa >  da o’suvchi bo’lganligi sababli 1+> na  ( )Nn∈  
bo’lganda ( ) ( ) !nnГaГ =+> 1  bo’lib, undan  

( ) +∞=
+∞→

aГlim
a

 

bo’lishini topamiz. 

Ikkinchi tomondan, 0+→a  da ( ) ( ) 111 =→+ ГaГ  hamda ( ) ( )
a

aГ
aГ

1+=  ekan-

ligidan ( ) +∞=
+→

aГlim
a 0

 kelib chiqadi. ( )aГ  funksiyaning grafigi 52-chizmada 

tasvirlangan. 

 
52-chizma 

30. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog’lanish. Biz quyida ( )в,aB  va 
( )aГ  funksiyalar orasidagi bog’lanishni ifodalaydigan formulani keltiramiz. 

Ma’lumki, ( )aГ  funksiya ( )∞+,0  da, ( )в,aB  funksiya esa 2R  fazodagi 

( ) ( ) ( ){ }∞+∈∞+∈∈= ,в,,a:Ry,xM 002  to’plamda berilgan. 
21-teorema. ( ) Mв,a ∈∀  uchun 

( ) ( ) ( )
( )вaГ

вГaГ
в,aB

+
=  

formula o’rinlidir. 

�Ushbu ( ) ∫
+∞

−−+=+
0

1 dxexвaГ xвa   ( )00 >> в,a  gamma funksiyada o’zga-

ruvchini almashtiramiz: 
( )ytx += 1    ( )0>t . 

Natijada 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dyeytdyteytвaГ ytвaвaytвaвa
∫∫

+∞
+−−+

+∞
++−−+−+ +=++=+

0

11

0

111 111 . 

bo’ladi. 
Keyingi tenglikdan quyidagini topamiz: 

( )
( )

( )
∫

+∞
+−−+

+ =
+

+

0

11

1
dyey

t

вaГ ytвa
вa . 

Bu tenglikning har ikki tomonini 1−at  ga ko’paytirib, natijani ( )∞+,0  oraliq 
bo’yicha integrallaymiz: 

y 

x 0 1 2 3 4 5 

1 

2 
3 

4 

5 
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( )
( )

( )
∫ ∫∫

+∞
−

+∞
+−−+

+∞

+

−









=

+
⋅+

0

1

0

11

0

1

1
dttdyeydt

t

t
вaГ aytвa

вa

a

. 

Agar 

( )
( )в,aВdt

t

t
вa

a

∫
+∞

+

−

=
+0

1

1
 

ekanini e’tiborga olsak, unda 

( ) ( ) ( )
∫ ∫

+∞
−

+∞
+−−+









=+

0

1

0

11 dttdyeyв,aBвaГ aytвa                (16.36) 

bo’ladi. Endi (16.36) tenglikning o’ng tomonidagi integral ( ) ( )вГaГ ⋅  ga teng 
bo’lishini isbotlaysiz. Uning uchun, avvalo bu integrallarda integrallash tartibini 
almashtirish mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchun 19-teorema shartlari 
bajarilishini ko’rsatishimiz kerak. 

Dastlab 1>a , 1>в  bo’lgan holni ko’raylik. 
1>a , 1>в  da, ya’ni ( ) ( ) ( ){ }∞+∈∞+∈∈ ,в,,a:Rв,a 112  to’plamda integral 

ostidagi 
( ) ( )ytaвa etyy,tf +−−−+= 111  

funksiya ( ) ( ) [ ) [ ){ }∞+∈∞+∈∈∈∀ ,y,,t:Ry,ty,t 002  da uzluksiz bo’lib, 

( ) ( ) 0111 ≥= +−−−+ ytaвa etyy,tf  bo’ladi.  

Ushbu ( ) ( ) dyeytdyy,tf ytвaa
∫∫

+∞
+−−+−

+∞

=
0

111

0

 integral t  o’zgaruvchining [ )∞+,0  

oraliqda uzluksiz funksiyasi bo’ladi, chunki  

( ) ( )
( ) вa

a
ytвaa

t

t
вaГdyeyt +

−+∞
+−−+−

+
⋅+=∫

1

1

0

111 . 

Ushbu  

( ) ( ) dteytdty,tf ytвaa
∫∫

+∞
+−−+−

+∞

=
0

111

0

 

integral y  o’zgaruvchining [ )∞+,0  oraliqda uzluksiz funksiyasi bo’ladi, chunki 

( ) ( ) yвytвaa eyaГdteyt −−
+∞

+−−+− =∫
1

0

111  

va nihoyat, yuqoridagi (16.36) munosabatga ko’ra 

( ) dtdyeyt ytвaa
∫ ∫

+∞ +∞
+−−+−










0 0

111  

integral yaqinlashuvchi. 
U holda 19-teoremaga asosan 

( ) dydteyt ytвaa
∫ ∫

+∞ +∞
+−−+−










0 0

111  

integral ham yaqinlashuvchi bo’lib, 
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( ) ( ) dydteytdtdyeyt ytвaaytвaa
∫ ∫∫ ∫

+∞ +∞
+−−+−

+∞ +∞
+−−+−









=









0 0

111

0 0

111  

bo’ladi. O’ng tomondagi integralni hisoblaymiz: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )вГaГdyaГeydytydety
y

ey

dydteteydydteytdtdyeyt

yвtya
a

yвa

tyayвaytвaaytвaa

==







=

=







=








=









∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

∞+
−−

∞+ ∞+
−−−−+

+∞ +∞
−−−−+

+∞ +∞
+−−+−

+∞ +∞
+−−+−

0

1

0 0

11

0 0

11

0 0

111

0 0

111

1
 (16.37) 

Natijada (16.36) va (16.37) munosabatlardan 
( ) ( ) ( ) ( )вГaГв,aBвaГ =+  

ya’ni 

( ) ( ) ( )
( )вaГ

вГaГ
в,aB

+
=                                         (16.38) 

bo’lishi kelib chiqadi. Biz bu formulani 11 >> в,a  bo’lgan hol uchun isbotladik. 
Endi umumiy holni ko’raylik. 

Aytaylik, 00 >> в,a  bo’lsin. U holda isbot etilgan (16.38) formulaga ko’ra 

( ) ( ) ( )
( )2

11
11

++
++=++

вaГ

вГaГ
в,aB                                         (16.39) 

bo’ladi. 
( )в,aB  va ( )aГ  funksiyalarning xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz: 

( ) ( ) ( ),в,aB
вa

в

вa

a
в,aB

вa

a
в,aB

+
⋅

++
=+

++
=++

1
1

1
11  

( ) ( ),aaГaГ =+1  ( ) ( ),ввГвГ =+1  ( ) =++ 2вaГ  
( ) ( ) ( )( ) ( )вaГвaвaвaГвa ++++=++++= 111  

Natijada (16.39) formula quyidagi 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )вaГвaвa

ввГaaГ
в,aB

вaвa

aв

++++
=

+++ 11
 

ko’rinishga keladi. Bu esa (16.38) formula 00 >> в,a  da ham o’rinli ekanini 
bildiradi.� 

1-natija. ( )10,a∈∀  uchun 

( ) ( )
π

π
asin

aГaГ =−1  

bo’ladi. 
�Haqiqatdan ham, (16.38) formula aв −= 1  ( )10 << a  deyilsa, unda 

( ) ( ) ( )
( )1

1
1

Г

aГaГ
a,aB

−=−  

bo’lib, ( )
π

π
asin

a,aB =−1  ( )10 << a  va ( ) 11 =Г  munosabatlarga muvofiq 

( ) ( )
π

π
asin

aГaГ =−1   ( )10 << a .�                     (16.40) 
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Odatda (16.40) formula keltirish formulasi deb ataladi. 

Xususan, (16.40) da 
2

1=a  deb olsak, unda 

π=







2

1
Г  

bo’lishini topamiz. 
2-natija. Ushbu 

( ) ( )aГaГaГ a 2
22

1
12 −=







 + π
   ( )0>a  

formula o’rinlidir. 
�(16.38) munosabatda вa =  deb 

( ) ( ) ( )
( )aГ

aГaГ
a,aB

2
=  

bo’lishini topamiz. So’ngra 

( ) ( )[ ] ∫∫∫

−−
−



















 −−=


















 −−=−=
2

1

0

121

0

121

0

1

2
1

4
1

2
2
1

4
1

1 dxxdxxdxxxa,aB

aa

a  

integralda tx
2

1

2

1 =−  almashtirishni bajarib, 

( ) ( ) ( ) 






=−=




 −= −
−−

−

−−

∫∫ a,Bdtttdttta,aB a
a

a

a

2

1

2

1
1

2

1

4

1
1

4

1
2 12

1

0

12

1

12

1

0

2

11

 

ga ega bo’lamiz. Natijada 
( )

( ) 






= − a,B
aГ

aГ
a 2

1

2

1
2 12

2

 

bo’ladi. 
Yana (16.38) formulaga ko’ra 

( ) ( )







 +
=








 +










=








2
1

2
1

2
1

2

1

aГ

aГ

aГ

aГГ

a,B π  

bo’lib, keyingi munosabatlarda 
( )

( )







 +
= −

2
1

1

2

1

2 12

aГ
aГ

aГ
a π  

ekanligi kelib chiqadi. Demak, 

( ) ( )aГaГaГ a 2
22

1
12 −=







 + π
.�                        (16.41) 

Odatda (16.41) formula Lejandr formulasi deb ataladi. 
 

Mashqlar 
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16.8. Ushbu 
( ){ }10102 ≤≤≤≤∈= y,x:Ry,xM  

to’plamda berilgan 
( ) yxy,xf =  

funksiyaning 0→y  da limit funksiyasi topilsin va unga yaqinlashish 
notekis bo’lishi ko’rsatilsin.   

16.9. Ushbu 

( )∫
+∞

∞−
dxy,xf  

integral ta’rifi keltirilsin. 
16.10. Ushbu 

a) 
α
πα

2
1

0

2

=∫
+∞

− dxe x    ( )0>α  

b) απα −
+∞

=
+∫ edx

x

xcos

210
2    ( )0>α  

v) απα −
+∞

=
+∫ edx

x

xsinx

210
2    ( )0>α  

tengliklar isbotlansin. 
16.11. Ushbu  

∫
+∞

−

0

xydxcose x  

integralning ( )∞−∞+ ,  da u parametr bo’yicha tekis yaqinlashishi 
ko’rsatilsin. 

16.12. Ushbu   

( )∫
1

0

dxxГln  

integral hisoblansin. 
16.13. Ushbu 

1
0

=∫
+∞

−

∞→
dxelim nx

n
 

tenglik isbotlansin. 
 

17-BOB 
 

Karrali integrallar 
 

Matematika va fanning boshqa tarmoqlarida ko’p o’zgaruvchili 
funksiyalarning integrallari bilan bog’liq masalalarga duch kelamiz. Binobarin, 
ularni – karrali integrallarni o’rganish vazifasi yuzaga keladi. 
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Karrali integrallar nazariyasida ham, aniq integrallar nazariyasidagidek, 
integralning mavjudligi, uning xossalari, karrali integralni hisoblash, integralning 
tatbiqlari o’rganiladi. Bunda aniq integral haqidagi ma’lumotlardan muttasil 
foydalana boriladi. 

 
1-§. Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning 

hajmi haqida ba’zi ma’lumotlar 
Aniq integralning tatbiqlari mavzusida tekis shaklning yuzi hamda jismning 

hajmi haqida ma’lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar karrali integrallar 
nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular to’g’risidagi ta’rif va tasdiqlarni talab 
darajasida bayon etishni lozim topdik. 

Aslida, tekis shaklning yuzi, jismning hajmi tushunchalari matematikada 
muhim bo’lgan to’plamning o’lchovi tushunchasini tekislikdagi shaklga, fazodagi 
jismga nisbatan aytilishidan iborat. 

10. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart 
koordinatalar sistemasi berilgan bo’lsin. Bu tekislikda, sodda yopiq chiziq bilan 
chegaralangan tekislik qismidan tashkil topgan ( )Q  shaklni (tekislik nuqtalari 
to’plamini) qaraylik. ( )Q  shaklning chegarasini (sodda yopiq chiziq) Q∂  bilan, 

( ) QQ ∂U  ni esa ( )Q  bilan belgilaymiz: 

( ) ( ) QQQ ∂= U  
Masalan, koordinatalari ushbu 

0>x ,  0>y ,  1<+ yx  
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ( )y,x  nuqtalardan tashkil topgan to’plam  

( ) ( ){ }1002 <+>>∈=∆ yx,y,x:Ry,x  
53-chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi. 

  
53-Chizma 

Ox o’qidagi birlik kesma ( )10 ≤≤ x , Oy o’qidagi birlik kesma ( )10 ≤≤ y  
hamda ( )01,  va ( )10,  nuqtalarni birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmalari birgalikda 
( )∆  uchburchak shaklining chegarasi ∆∂  ni tashkil etadi. 

Tekislikda uchburchaklar, yopiq siniq chiziq bilan chegaralangan tekislik 
qismidan tashkil topgan ko’pburchaklar yuzaga ega va ularni topish qoidalari 
o’quvchiga ma’lum deb hisoblaymiz. 

0 1 x 

y 

1 
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Tekislikda ( )Q  shakl bilan birga ( )A  va ( )B  ko’pburchaklarni olaylik. 
Agar ( )A  ko’pburchakning har bir nuqtasi ( )Q  ga tegishli bo’lsa, ( )A  

ko’pburchak ( )Q  shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda ( ) ( )QA ⊂ . 
Agar  ( )Q  ning har bir nuqtasi ( )B  ko’pburchakka tegishli bo’lsa, ( )B  

ko’pburchak ( )Q  shaklni o’z ichiga oladi deyiladi (bunda ( ) ( )BQ ⊂ ). 
Agar  A va B  lar mos ravishda ( )A  va ( )B  ko’pburchaklarning yuzlari bo’lsa, 

unda 
BA≤                                                   (17.1) 

bo’ladi.  
Aytaylik, ( )Q  shaklning ichiga chizilgan ko’pburchaklar yuzalaridan iborat 

to’plam { }A , ( )Q  shaklni o’z ichiga olgan ko’pburchaklar yuzalaridan iborat 
to’plam { }B  bo’lsin. Ravshanki, { }A  va { }B  lar sonlar to’plami bo’lib, { }A  
yuqoridan, { }B  quyidan chegaralangan. Unda to’plamning aniq chegaralari 
haqidagi teoremaga ko’ra 

{ } *QAsup = ,   { } *QBinf =  
lar mavjud. 

Odatda, *Q  son ( )Q  shaklning quyi yuzasi, *Q  son esa ( )Q  shaklning yuqori 
yuzasi deyiladi. 

Tasdiq. *Q  va *Q  miqdorlar uchun 
*

* QQ ≤                                                   (17.2) 
tengsizlik o’rinli bo’ladi. 

�Teskarisini faraz qilaylik, *
* QQ >  bo’lsin. Bu holda 0>− *

* QQ  bo’ladi. 
Aniq chegara ta’riflariga ko’ra 0>∀ε , jumladan 

( )*
* QQ −=

2

1ε  

uchun shunday ( ) ( )QA ⊂0 , ( ) ( )QB ⊃0  ko’pburchaklar topiladiki, 

ε−> *QA0 ,  ε+< *QB0  
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz: 

( ) ( ) 0200 =−+−=+−=−−+<− *
**

*
*

*
*

* QQQQQQQQAB εεε . 
Keyingi tengsizlikdan 00 BA >  bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa har doim o’rinli 

bo’lgan (17.1) munosabatga zid. Demak, (17.2) tengsizlik o’rinli. � 
1-ta’rif.  Agar 

*
* QQ =  

tenglik o’rinli bo’lsa, ( )Q  shakl yuzaga ega deyiladi. 
Ushbu 

*
* QQ =  

miqdor ( )Q  shaklning yuzi deyiladi va uni Q  orqali belgilanadi: 
*

* QQQ == . 



 211

1-teorema. Tekislikdagi ( )Q  shakl yuzaga ega bo’lishi uchun 0>∀ε  son 
olinganda ham ( )Q  shaklni ichiga chizilgan shunday ( )A  ko’pburchak, ( )Q  shaklni 
o’z ichiga olgan shunday ( )B  ko’pburchaklar topilib, 

ε<− AB                                                   (17.3) 
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli. 

�Zarurligi.  Aytaylik, ( )Q  shakl yuzaga ega bo’lsin: 
*

* QQQ == . 
Aniq chegara ta’riflariga ko’ra, 0>∀ε  uchun shunday  

( ) ( )QA ⊂ ,  ( ) ( )QB ⊃  
ko’pburchaklar topiladiki, 

2

ε−> *QA ,  
2

ε+< *QB  

ya’ni 

2

ε−> QA ,  
2

ε+< QB  

bo’ladi. Bu tengsizliklardan  
ε<− AB  

bo’lishi kelib chiqadi. 
Etarliligi.  Aytaylik, ( ) ( )QA ⊂ , ( ) ( )QB ⊃  ko’pburchaklar uchun 

ε<− AB  
tengsizlik bajarilsin. 

Ravshanki, *QA≤ , *QB ≥ . Yuqoridagi (17.2) munosabatdan foydalanib 
topamiz: 

BQQA *
* ≤≤≤ . 

Bu va (17.3) tengsizlikka ko’ra 
ε<−≤− ABQQ *

*  

bo’ladi. Demak, *
* QQ = .� 

Faraz qilaylik, tekislikda l  chiziq (u yopiq yoki yopiq bo’lmasligi mumkin) 
berilgan bo’lsin. 

2-ta’rif.  Agar shunday ( )0A  ko’pburchak topilsaki, 
1) ( )0Al ⊂ ; 
2) 0>∀ε  uchun ε<0A  bo’lsa, l  nol yuzali chiziq deyiladi. 

Tasdiq. Agar l  chiziq [ ]в,a  segmentda uzluksiz bo’lgan ( )xf  funksiyaning 
grafigidan iborat bo’lsa, u nol yuzali chiziq bo’ladi. 

� 0>∀ε  sonni olib, [ ]в,a  segmentini shunday  
[ ]1+kk x,x    ( )вx,ax;n...,,,,k n ==−= 01210  

bo’laklarga ajratamizi, har bir [ ]1+kk x,x  da ( )xf  funksiyaning tebranishi 

aв
k −

< εω  

bo’lsin.U holda l  chiziqni o’z ichiga olgan ( )0A  ko’pburchakning yuzi 
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( )( )∑
−

=
+ −−=

1

0
10

n

k
kkkk xxmMA  

bo’ladi, bunda 
( ){ } [ ]

( ){ } [ ].x,xx,xfinfm

,x,xx,xfsupM

kkk

kkk

1

1

+

+

∈=
∈=

   ( )1210 −= n...,,,,k  

Ravshanki,  

εεω =∆
−

<∆= ∑∑
−

=

−

=

1

0

1

0
0

n

k
k

n

k
kk x

aв
xA   ( )kkk xxx −=∆ +1 . 

Demak, l  nol yuzali chiziq.� 
Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1-teoremani quyidagicha ifodalasa 

bo’ladi. 
2-teorema. Tekislikdagi ( )Q  shakl yuzaga ega bo’lishi uchun uning chegarasi 

Q∂  nol yuzali chiziq bo’lishi zarur va etarli. 
Natija. Agar ( )Q  shaklning chegarasi Q∂  har biri ( ) [ ]в,aCxfy ∈=  yoki 
( ) [ ]d,cCygx ∈=  funksiyalar tasvirlangan bir nechta egri chiziqlardan tashkil 

topgan bo’lsa, u holda ( )Q  shakl yuzaga ega bo’ladi.  
20. Yuzaning xossalari. Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz. 
1). Agar tekislikdagi ( )1Q , ( )2Q  shakllar yuzaga ega bo’lib, ( ) ( )21 QQ ⊂  

bo’lsa, u holda 

21 QQ ≤  
bo’ladi. 

2). Agar ( )1Q  va ( )2Q  shakllar yuzaga ega bo’lsa, u holda ( ) ( )21 QQ U  ham 
yuzaga ega bo’lib, ( ) ( )21 QQ U  shaklning yuzi ( )1Q  va ( )2Q  shakllar yuzalarining 
yig’indisidan katta bo’lmaydi. 

Agar bu ( )1Q  va ( )2Q  shakllar chegaralaridan boshqa umumiy nuqtaga ega 
bo’lmasa, ya’ni 

( ) ( ) =21 QQ I ∅ 
bo’lsa, u holda ( ) ( )21 QQ U  shaklning yuzi ( )1Q  va ( )2Q  shakllar yuzalarining 
yig’indisiga teng bo’ladi. Bu yuzaning additivlik xossasi deyiladi.  

30. Tekis shaklni bo’laklash. Tekislikda biror yuzaga ega ( )Q  shakl berilgan 
bo’lib, 

( ) ( ) ( )nQ...,,Q,Q 21  
shakllar uning yuzaga ega bo’lgan qismiy shakllari, ya’ni 

( ) ( )QQk ⊂     ( )n...,,,k 21=  
bo’lsin. Agar ( ) ( ) ( )nQ...,,Q,Q 21  shakllar uchun  

1) ( ) ( ) ( ) QQ...QQ n =UUU 21 , 
2) ixtiyoriy ( )kQ  va ( )iQ  lar ( )n...,,,i,n...,,,k 2121 ==  umumiy nuqtaga 

(chegaradagi nuqtalardan boshqa) ega bo’lmasa, ( ) ( ) ( )nQ...,,Q,Q 21  lar ( )Q  da 
bo’laklash bajaradi yoki ( )Q  shakl ( ) ( ) ( )nQ...,,Q,Q 21  shakllarga bo’laklangan 
deyiladi. ( )Q  shaklni ( ) ( ) ( )nQ...,,Q,Q 21  larga bo’laklashni P  bilan belgilanadi: 
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( ) ( ) ( ){ }nQ...,,Q,QP 21= . 
Ushbu 

( )( ) ( ) ( )( )y,x,y,xsupQd k ′′′′′′= ρ  
( ) ( ) ( ) ( )( )n...,,,,kQy,x,Qy,x kk 321=∈′′′′∈′′  

miqdorlarning eng kattasi P  bo’laklashning diametri deyiladi va Pλ  kabi 
belgilanadi: 

( )( )k
nk

P Qdmax
≤≤

=
1

λ  

Masalan, ushbu 
( ) ( ){ }11

2
++ ≤≤≤≤∈= iikkki yyy,xxx:Ry,xQ  

( )dy,cy,вx,ax;m...,,,,i;n...,,,,k mn ====−=−= 0012101210  
to’g’ri to’rtburchaklar 

( ) ( ){ }dyc,вxa:Ry,xQ ≤≤≤≤∈= 2  
shaklni P  bo’laklashni hosil qiladi, bunda 

( )22

10
10

ik

mi
nk

P yxmax ∆+∆=
−≤≤
−≤≤

λ  

kkk xxx −=∆ +1 ,  iii yyy −=∆ +1  

40. 3R  fazoda jismning hajmi. 3R  fazoda Dekart koordinatalar sistemasi 
berilgan bo’lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan (yoki bunday sirtlarning 
bir nechtasi bilan) o’ralgan ( )V  jismni ( 3R  fazo qismini) qaraylik. ( )V  jismni o’rab 
to’rgan sirtni - ( )V  jismning chegarasini V∂  bilan, ( ) VV ∂U  ni ( )V  bilan 
belgilaymiz: 

( ) ( ) VVV ∂= U . 
Masalan, koordinatalari ushbu 

1222 <++ zyx  
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ( )z,y,x  nuqtalardan tashkil topgan 

( ) ( ){ }12223 <++∈= zyx:Rz,y,xS  
to’plam, markazi ( )000 ,,  nuqtada, radiusi 1 ga teng shartni – jismni ifodalaydi. 
Uning chegarasi 

( ){ }12223 =++∈=∂ zyx:Rz,y,xS  

sfera bo’ladi. Bunday jism-shar hajmiga ega va π
3

4=V  ga teng. Umuman, fazoda 

ko’pyoqliklarning hajmga ega bo’lishi va uni topish qoidalari o’quvchiga ma’lum 
deb hisoblaymiz. 

Endi 3R  fazoda  ( )V  jism bilan birga ( )F  va ( )G  ko’pyoqlarni qaraymiz. 
Agar ( )F  ko’pyoqlikning har bir nuqtasi ( )V  ga tegishli bo’lsa, ( )F  

ko’pyoqlik ( )V  jismning ichiga joylashgan deyiladi (bunda ( ) ( )VF ⊂ ). 
Agar ( )V  ning har bir nuqtasi ( )G  ko’pyoqlikka tegishli bo’lsa, ( )G  

ko’pyoqlik  ( )V  jismni o’z ichiga oladi deyiladi (bunda ( ) ( )GV ⊂ ). 
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Agar F  va G  lar mos ravishda ( )F  va ( )G  ko’pyoqliklarning hajmlari bo’lsa, 
unda 

GF ≤  
bo’ladi. 

Aytaylik, ( )V  jismning ichiga joylashgan ko’pyoqliklar hajmlaridan iborat 
to’plam { }F , jismning o’z ichiga olgan ko’pyoqliklar hajmlaridan iborat to’plam 
{ }G  bo’lsin. Unda 

{ } *VFsup = ,  { } *VGinf =  
lar mavjud. 

3-ta’rif.  Agar 
*

* VV =  
tenglik o’rinli bo’lsa, ( )V  jism hajmga ega deyiladi. 

Ushbu 
*

* VV =  
miqdor ( )V  jism hajmga ega deyiladi. Uni V  kabi belgilanadi: 

*
* VVV ==  

Tekis shaklning yuzi, fazodagi jismning hajmi tushunchalarida bir-biriga 
o’xshashlik borligini inobatga olib, jism hajmining mavjudligi haqidagi teoremani 
keltirish bilan kifoyalanamiz.  

3-teorema. Fazodagi ( )V  jism hajmga ega bo’lishi uchun 0>∀ε  son 
olinganda ham ( )V  jismning ichida joylashgan shunday ( )F  ko’pyoqlik, ( )V  
jismni o’z ichiga olgan shunday ( )G  ko’pyoqliklar topilib, ular uchun 

ε<− FG  
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli. 

 
2-§. Ikki karrali integral ta’riflari 

10. Integralning ta’rifi. Tekislikda biror chegaralangan ( )D  soha (shakl) 
berilgan bo’lsin. Bu sohaning bo’laklashlari to’plamini ℑ bilan belgilaymiz. 

Aytaylik, ( )D  sohada ( )y,xf  aniqlangan. Bu ( )D  sohaning 
( ) ( ) ( ){ }⊂= nD...,,D,DP 21 ℑ 

bo’laklashini va bu bo’laklashning har bir ( )kD  ( )n...,,,k 21=  bo’lagida ixtiyoriy 
( )kk ,ηξ  ( )n...,,,k 21=  nuqtani olaylik. Berilgan funksiyaning ( )kk ,ηξ  nuqtadagi 
qiymati ( )kk ,f ηξ  ni kD  ( ( )kk DD −  sohaning yuzi) ga ko’paytirib, quyidagi 

( )∑
=

=
n

k
kkk D,f

1

ηξσ  

yig’indini tuzamiz. 
1-ta’rif.  Ushbu  

( )∑
=

=
n

k
kkk D,f

1

ηξσ  
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yig’indi, ( )y,xf  funksiyaning integral yig’indisi yoki Riman yig’indisi deb 
ataladi. 

Masalan, ( ) xyy,xf =  funksiyaning ( )D  sohadagi integral yig’indisi 

( ) ∑∑
==

==
n

k
kkk

n

k
kkk DD,f

11

ηξηξσ  

bo’ladi, bunda 
( ) ( )kkk D, ∈ηξ    ( )n...,,,k 21=  

Yuqorida keltirilgan ta’rifdan ko’rinadiki, ( )y,xf  funksiyaning integral 
yig’indisi σ  qaralayotgan ( )y,xf  funksiyaga, ( )D  sohaning bo’laklash usuliga 
ham har bir ( )kD  dan olingan ( )kk ,ηξ  nuqtalarga bog’liq bo’ladi: 

( )kkPP ,;f ηξσσ = . 
Endi ( )D  sohaning shunday 

...,P...,,P,P m21                                                 (17.4) 
bo’laklashlarni qaraymizki, ularning diametrlaridan tashkil topgan 

...,...,,,
mPPP λλλ

21
 

ketma-ketlik nolga intilsin: 0→
mPλ . Bunday mP  ( )...,,m 21=  bo’laklashlarga 

nisbatan ( )y,xf  funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz:  

( )∑
=

=
n

k
kkkm D,f

1

ηξσ . 

Natijada D  sohaning (17.4) bo’laklariga mos ( )y,xf  funksiya integral 
yig’indilari qiymatlaridan iborat quyidagi 

...,...,,, mσσσ 21  
ketma-ketlik hosil bo’ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi ( )kk ,ηξ  nuqtalarga 
bog’liq. 

2-ta’rif. Agar ( )D  sohaning har qanday (17.4) bo’laklashlar ketma-ketligi 
{ }mP  olinganda ham, unga mos integral yig’indi qiymatlaridan iborat { }mσ  ketma-
ketlik,  ( )kk ,ηξ  nuqtalarni tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda hamma vaqt 
bitta J  songa intilsa, bu J  son σ  yig’indining limiti deb ataladi va u  

( )∑
=→→

==
n

k
kkk JD,flimlim

PP 100
ηξσ

λλ
 

kabi belgilanadi. 
Integral yig’indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin. 
3-ta’rif.  Agar 0>∀ε  son olinganda ham, shunday 0>δ  topilsaki, ( )D  

sohaning diametri δλ <p  bo’lgan har qanday P  bo’laklashi hamda har bir ( )kD  

bo’lakdagi ixtiyoriy ( )kk ,ηξ  lar uchun  

εσ <− J  

tengsizlik bajarilsa, J  son σ  yig’indining limiti deb ataladi va u 
Jlim

P

=
→

σ
λ 0

 

kabi belgilanadi. 
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4-ta’rif.  Agar 0→Pλ  da ( )y,xf  funksiyaning integral yig’indisi σ  chekli 
limitga ega bo’lsa, ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi (Riman 
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu σ  yig’indining chekli limiti J  
esa ( )y,xf  funksiyaning ( )D  soha bo’yicha ikki karrali integrali (Riman integrali) 
deyiladi va u 

( )
( )

dDy,xf
D
∫∫  

kabi belgilanadi. Demak, 

( )
( )

( )∑∫∫
=→→

==
n

k
kkk

D

D,flimlimdDy,xf
PP 100

ηξσ
λλ

. 

Masalan, ( ) Cy,xf =  ( )constC =  funksiyaning ( )D  soha bo’yicha integral 
yig’indisi 

DCDC
n

k
k ⋅=⋅= ∑

=1

σ  

bo’lib, 0→Pλ  da CDlim
P

=
→

σ
λ 0

 bo’ladi. Demak, 

( )
CDCdD

D

=∫∫ . 

Xususan, ( ) 1=y,xf  bo’lganda 

( )
DdD

D

=∫∫  

bo’ladi. 
1-eslatma. Agar ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada chegaralanmagan bo’lsa, u shu 

sohada integrallanmaydi. 
20. Darbu yig’indilari. Ikki karrali integralning boshqacha ta’rifi. 
1). Darbu yig’indilari.  ( )y,xf  funksiya ( ) 2RD ⊂  sohada berilgan bo’lib, u 

shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, shunday o’zgarmas m va M  sonlar 
mavjudki, ( ) ( )Dy,x ∈∀  da 

( ) My,xfm ≤≤  
bo’ladi. 

( )D  sohaning biror P  bo’laklashni olaylik. Bu bo’laklashning har bir ( )kD  
( )n...,,,k 21=  bo’lagida ( )y,xf  funksiya chegaralangan bo’lib, uning aniq 
chegaralari 

( ) ( ) ( ){ }kk Dy,x:y,xfinfm ∈= ,  ( ) ( ) ( ){ }kk Dy,x:y,xfsupM ∈=  
mavjud bo’ladi. Ravshanki, ( ) ( )kDy,x ∈∀  uchun 

( ) kk My,xfm ≤≤                                   (17.5) 
tengsizliklar o’rinli. 

5-ta’rif.  Ushbu 

∑
=

=
n

k
kkDms

1

,  ∑
=

=
n

k
kkDMS

1

 

yig’indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig’indilari deb ataladi. 
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Bu ta’rifdan, Darbu yig’indilarining ( )y,xf  funksiyaga hamda ( )D  sohaning 
bo’laklashiga bog’liq ekanligi ko’rinadi: 

( )fss P= ,  ( )fSS P= . 
Shuningdek, har doim 

Ss≤  
bo’ladi. 

Yuqoridagi (17.5) tengsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz: 

( ) ∑∑∑
===

≤≤
n

k
kk

n

k
kkk

n

k
kk DMD,fDm

111

ηξ . 

Demak,  
( ) ( ) ( )fS,;ffs PkkPP ≤≤ ηξσ . 

Shunday qilib, ( )y,xf  funksiyaning integral yig’indisi har doim uning Darbu 
yig’indilari orasida bo’lar ekan. 

Aniq chegaraning xossasiga ko’ra 

kmm≤ , MM k ≤   ( )n...,,,k 21=  
bo’ladi. Natijada ushbu 

mDDmDms
n

k
k

n

k
kk =≥= ∑∑

== 11

, 

MDDmDMS
n

k
k

n

k
kk =≥= ∑∑

== 11

 

tengsizliklarga kelamiz. Demak, ∈∀P ℑ uchun 
MDSsmD ≤≤≤                                                (17.6) 

bo’ladi. Bu esa Darbu yig’indilarining chegaralanganligini bildiradi. 
2) Ikki karrali integralning boshqacha ta’rifi.  ( )y,xf  funksiya ( ) 2RD ⊂  

sohada brilgan bo’lib, u shu sohada chegaralangan bo’lsin. ( )D  sohaning 
bo’laklashlari to’plami ℑ { }P=  ning har bir ∈P ℑ bo’laklashiga nisbatan  ( )y,xf  
funksiyaning Darbu yig’indilari ( )fsP , ( )fSP  ni tuzib, 

( ){ }fsP ,  ( ){ }fSP  
to’plamlarni qaraymiz. Bu to’plamlar (17.6) ga ko’ra chegaralangan bo’ladi. 

6-ta’rif.  ( ){ }fsP  to’plamning aniq yuqori chegarasi ( )y,xf  funksiyaning ( )D  
sohadagi quyi ikki karrali integrali (quyi Riman integrali) deb ataladi va u 

( )
( )
∫∫=
D

dDy,xfJ  

kabi belgilanadi. 
( ){ }fSP  to’plamning aniq quyi chegarasi ( )y,xf  funksiyaning ( )D  sohadagi 

yuqori ikki karrali integrali (yuqori Riman integrali) deb ataladi va u 

( )
( )

__

D

dDy,xfJ ∫∫=  

kabi belgilanadi. Demak, 
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( )
( )

{ }ssupdDy,xfJ
D

== ∫∫ , ( )
( )

{ }SinfdDy,xfJ
__

D

== ∫∫ . 

7-ta’rif.  Agar ( )y,xf  funksiyaning ( )D  sohada quyi hamda yuqori ikki karra-
li integrallar bir-biriga teng bo’lsa, ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi 
deb ataladi, ularning umumiy qiymati 

( )
( )

( )
( )

__

DD

dDy,xfdDy,xfJ ∫∫∫∫ == . 

( )y,xf  funksiyaning ( )D  sohadagi ikki karrali integrali (Riman integrali) 
deyiladi va u 

( )
( )
∫∫
D

dDy,xf  

kabi belgilanadi. Demak, 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

__

DDD

dDy,xfdDy,xfdDy,xf ∫∫∫∫∫∫ == . 

Agar 

( )
( )

( )
( )

__

DD

dDy,xfdDy,xf ∫∫∫∫ ≠  

bo’lsa, ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanmaydi deb ataladi. 
 

3-§. Ikki karrali integralning mavjudligi 
( )y,xf  funksiyaning ( ) 2RD ⊂  soha bo’yicha ikki karrali integrali mavjudligi 

masalasini qaraymiz. Buning uchun avvalo ( )D  sohaning hamda Darbu 
yig’indilarining xossalarini keltiramiz. 

( )D  sohaning bo’laklashlari xossalari 1-qism, 9-bobda o’rganilgan [ ]в,a  
segmentning bo’laklashlari xossalari kabidir. Ularni isbotlash deyarli bir xil 
mulohaza asosida olib borilishini e’tiborga olib, quyidagi u xossalarni isbotsiz 
keltirishni lozim topdik. 

( )y,xf  funksiyaning Darbu yig’indilari xossalari haqidagi vaziyat ham xuddi 
shundaydir. 

Faraz qilaylik, ℑ { } ( )DP −−  soha bo’laklashlari to’plami bo’lib, ∈1P ℑ, ∈2P ℑ 
bo’lsin: 

( ) ( ) ( ){ }nD...,,D,DP 211 =  
( ) ( ) ( ){ }nD...,,D,DP ′′′′= 212 . 

Agar 1P  bo’laklashdagi har bir ( )iD  ( )n...,,,i 21=  2P  bo’laklashdagi biror 
( )iD′  ( )n...,,,i ′= 21  ning qismi bo’lsa, 1P  bo’laklash  2P  ni ergashtiradi deyiladi va 

21 PP ⊂  kabi yoziladi. Ravshanki, 21 PP ⊂  bo’lsa, 

21 PP λλ ≤  

bo’ladi. 
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10. Darbu yig’indilarining xossalari. ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada berilgan 
va chegaralangan bo’lsin. ( )D  sohaning P  bo’laklashini olib, bu bo’laklashga 
nisbatan ( )y,xf  funksiyaning integral va Darbu yig’indilarini tuzamiz: 

( ) ( ) k

n

k
kkkkP D,f,,f ∑

=
==

1

ηξηξσσ , 

( ) ∑
=

==
n

k
kkP Dmfss

1

, 

( ) ∑
=

==
n

k
kkP DMfSS

1

. 

1) 0>∀ε  olinganda ham ( ) ( )kkk D, ∈ηξ  nuqtalarni ( )n...,,,k 21=  shunday 
tanlab olish mumkinki, 

( ) ( ) εσ <−≤ ffS PP0 , 
shuningdek, ( ) ( )kkk D, ∈ηξ  ( )n...,,,k 21=  nuqtalarini yana shunday tanlab olish 
mumkinki, 

( ) ( ) εσ <−≤ fsf PP0  
bo’ladi. 

Bu xossa Darbu yig’indilari ( )fsP , ( )fSP  lar uchun integral yig’indi ( )fPσ  
muayyan bo’laklash uchun mos ravishda aniq quyi hamda aniq yuqori chegara 
bo’lishini bildiradi. 

2) Agar 1P  va 2P  lar ( )D  sohaning ikki bo’laklashlari bo’lib, 21 PP ⊂  bo’lsa, u 
holda  

( ) ( )fsfs PP 21
≤ ,  ( ) ( )fSfS PP 21

≥  

bo’ladi. 
Bu xossa ( )D  sohaning bo’laklashdagi bo’laklar soni orta borganda ularga 

mos Darbuning quyi yig’indisining kamaymasligi, yuqori yig’indisining esa 
oshmasligini bildiradi. 

3) Agar 1P  va 2P  lar ( )D  sohaning ixtiyoriy ikki bo’laklashlari bo’lib, ( )fsP1
, 

( )fSP1
 va ( )fsP2

, ( )fSP2
 lar ( )y,xf  funksiyaning shu bo’laklashlarga nisbatan 

Darbu yig’indilari bo’lsa, u holda 
( ) ( )fSfs PP 21

≤ ,  ( ) ( )fSfs PP 12
≤  

bo’ladi. 
Bu xossa, ( )D  sohaning bo’laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi yig’indilar 

to’plami ( ){ }fsp  ning har bir elementi (yuqori yig’indilar to’plami ( ){ }fSp  ning 

har bir elementi) yuqori yig’indilari to’plami ( ){ }fSp  ning istalgan elementidan 

(quyi yig’indilar to’plami ( ){ }fsp  ning istalgan elementidan) katta (kichik) 

emasligini bildiradi. 
4) Agar ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u 

holda  
( ){ } ( ){ }fSinffssup PP ≤  
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bo’ladi. 
Bu xossa ( )y,xf  funksiyaning quyi ikki karrali integrali, uning yuqori ikki 

karrali integralidan katta emasligini bildiradi: 
JJ ≤  

5) Agar  ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u 
holda 0>∀ε  olinganda ham, shunday 0>δ  topiladiki, ( )D  sohaning diametri 

δλ <P  bo’lgan barcha bo’laklashlari uchun 

( ) ( )( )
( ) ( )( )εε

εε
<−≤−>
<−≤+<

fsJJfs

JfSJfS

PP

PP

0

0
                                   (17.7) 

bo’ladi. 
Bu xossa  ( )y,xf  funksiyaning yuqori hamda quyi integrallari 0→Pλ  da 

mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi yig’indilarining limiti ekanligini 
bildiradi: 

( )fSlimJ P
P 0→

=
λ

,  ( )fslimJ P
P 0→

=
λ

 

20. Ikki karrali integralning mavjudligi. Endi ikki karrali integralning mavjud 
bo’lishining zarur va etarli shartini (kriteriysini) keltiramiz. 

1-teorema. ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun, 
0>∀ε  olinganda ham, shunday 0>δ  topilib, ( )D  sohaning diametri δλ <P  

bo’lgan har qanday P  bo’laklashga nisbatan Darbu yig’indilari 
( ) ( ) ε<− fsfS PP                                                (17.8) 

tengsizlikni qanoatlantirilishi zarur va etarli. 
�Zarurligi. ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi bo’lsin. Ta’rifga 

ko’ra  
JJJ ==  

bo’ladi, bunda 
( ){ }fssupJ P= ,  ( ){ }fSinfJ P=  

0>∀ε  olinganda ham, 
2

ε
 ga ko’ra shunday 0>δ  topiladiki, ( )D  sohaning 

diametri δλ <P  bo’lgan har qanday P  bo’laklashiga nisbatan Darbu yig’indilari 
uchun (17.7) munosabatlarga ko’ra 

( )
2

ε<− JfSp ,  ( )
2

ε<− fsJ P  

bo’lib, undan 
( ) ( ) ε<− fsfS Pp  

bo’lishi kelib chiqadi. 
Etarliligi.  0>∀ε  olinganda ham, shunday 0>δ  topilib, ( )D  sohaning 

diametri δλ <P  bo’lgan har qanday P  bo’laklashga nisbatan Darbu yig’indilari 
uchun 

( ) ( ) ε<− fsfS Pp  
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bo’lsin. Qaralayotgan ( )y,xf  funksiya  ( )D  sohada chegaralangani uchun, uning 
quyi hamda yuqori integrallari 

( ){ }fssupJ P= ,  ( ){ }fSinfJ P=  
mavjud va  

JJ ≤  
bo’ladi. Ravshanki, 

( ) ( )fSJJfs PP ≤≤≤ . 
Bu munosabatdan 

( ) ( )fsfSJJ PP −≤−≤0  
bo’lishini topamiz. Demak, 0>∀ε  uchun 

ε<−≤ JJ0  
bo’lib, undan JJ =  bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa ( )y,xf  funksiyaning ( )D  
sohada integrallanuvchi ekanligini bildiradi.� 

Agar ( )y,xf  funksiyaning ( )kD  ( )n...,,,k 21=  sohadagi tebranishini kω  bilan 
belgilasak, u holda 

( ) ( ) ( ) ∑∑
==

=−=−
n

k
kk

n

k
kkkPP DDmMfsfS

11

ω  

bo’lib, teoremadagi (17.8) shart ushbu 

εω <∑
=

n

k
kkD

1

 

ya’ni 

0
10

=∑
=→

n

k
kkDlim

P

ω
λ

 

ko’rinishlarni oladi. 
 

4-§. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi 
Ushbu paragrafda ikki karrali integralning mavjudligi haqidagi teoremadan 

foydalanib, ma’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi bo’lishini ko’rsatamiz. 
2-teorema. Agar  ( )y,xf  funksiya chegaralangan yopiq ( ) 2RD ⊂  sohada 

berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu sohada integrallanuvchi bo’ladi. 
� ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada tekis uzluksiz bo’ladi. U holda Kantor 

teoremasining natijasiga asosan (12-bob, 6-§), 0>∀ε  olinganda ham, shunday 
0>δ  topiladiki, ( )D  sohaning diametri δλ <P  bo’lgan har qanday P  

bo’laklashida 

( ) ( ) DDDfsfS
n

k
k

n

k
kkPP εεω =<=− ∑∑

== 11

 

bo’lib, undan 

0
10

=∑
=→

n

k
kkDlim

P

ω
λ

 

bo’lishi kelib chiqadi. Demak, ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi.� 
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( )D  sohada nol yuzli Г  chiziq berilgan bo’lsin. 
1-lemma. 0>∀ε  olinganda ham, shunday 0>δ  topiladiki, ( )D  sohaning 

diametri δλ <P  bo’lgan P  bo’laklashi olinganda bu bo’laklashning Г  chiziq 
bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan bo’laklari yuzlarining yig’indisi ε  dan kichik 
bo’ladi. 

�Shartga ko’ra  Г  - nol yuzli chiziq. Demak, uni shunday ( )Q  ko’pbo’rchak 
bilan o’rash mumkinki, bu ko’pburchakning yuzi ε<Q  bo’ladi. 

Г  chiziq bilan ( )Q  ko’pbo’rchak chegarasi umumiy nuqtaga ega emas deb, 
Г  chiziq nuqtalari bilan  ( )Q  ko’pburchak chegarasi nuqtalari orasidagi masofani 
qaraylik. Bu nuqtalar orasidagi masofa o’zining eng kichik qiymatiga erishadi. Biz 
uni  0>δ  orqali belgilaymiz. Agar  ( )D  sohaning diametri δλ <P  bo’lgan P  
bo’laklashi olinsa, ravshanki, bu bo’laklashning Г  chiziq bilan umumiy nuqtaga 
ega bo’lgan bo’laklari butunlay ( )Q  ko’pburchakda joylashadi. Demak, bunday 
bo’laklar yuzlarining yig’indisi ε  dan kichik bo’ladi.� 

3-teorema. Agar ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada chegaralangan va bu sohaning 
chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha 
nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi bo’ladi. 

� ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada chegaralangan bo’lib, u shu sohaning faqat 
bitta nol yuzli Г  chizig’ida ( )( )DГ ⊂  uzilishga ega bo’lib qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz bo’lsin. 

0>∀ε  sonni olib, Г  chiziqni yuzi ε  dan kichik bo’lgan ( )Q  ko’pburchak 
bilan o’raymiz. Natijada ( )D  soha ( )Q  va ( ) ( )Q\D  sohalarga ajraladi. 

Shartga ko’ra, ( )y,xf  funksiya ( ) ( )Q\D  da uzluksiz. Demak, 0>∀ε  
olinganda ham shunday 01 >δ  topiladiki, diametri 11

δλ <P  bo’lgan 1P  

bo’laklashning har bir bo’lagidagi ( )y,xf  funksiyaning tebranishi εω <k  bo’ladi. 
Yuqoridagi lemmaning isbot jarayoni ko’rsatadiki, shu 0>ε  ga ko’ra, 

shunday 02 >δ  topiladiki, ( )D  sohaning diametri 2δλ <P  bo’lgan bo’laklashi 
olinsa, bu bo’laklashning ( )Q  ko’pburchak bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan 
bo’laklar yuzlarining yig’indisi ε  dan kichik bo’ladi. 

Endi { } δδδ =21,min  deb, ( )D  sohaning diametri δλ <P  bo’lgan P  
bo’laklashini olamiz. Bu bo’laklashga nisbatan ( )y,xf  funksiyaning Darbu 
yig’indilarini tuzib, quyidagi 

( ) ( ) ∑
=

=−
n

k
kkPP DfsfS

1

ω                                      (17.9) 

ayirmani qaraymiz. 
 Bu (17.9)yig’indining ( )Q  ko’pburchakdan tashqari joylashgan ( )kD  

bo’laklarga mos hadlaridan iborat yig’indi 

∑
k

'

kkDω  

bo’lsin. 
(17.9) yig’indining qolgan barcha hadlaridan tashkil topgan yig’indi 
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∑
k

''

kkDω  

bo’lsin. Natijada (17.9) yig’indi ikki qismga ajraladi: 

∑∑∑ +=
= k

''

kk
k

'

kk

n

k
kk DDD ωωω

1

                                  (17.10) 

( ) ( )Q\D  sohadagi bo’laklarda εω <k bo’lganligidan 

DDD
k

'

k
k

'

kk εεω ≤< ∑∑                                         (17.11) 

bo’ladi. 
Agar ( )y,xf  funksiyaning ( )D  sohadagi tebranishini Ω  bilan belgilasak, u 

holda 

∑∑ Ω≤
k

'

k
k

''

kk DDω  

bo’ladi. ( )Q  ko’pburchakda butunlay joylashgan P  bo’laklashning bo’laklari 
yuzlarining yig’indisi ε  dan kichik hamda ( )Q  ko’pburchak chegarasi bilan 
umumiy nuqtaga ega bo’lgan bo’laklar yuzlarining yig’indisi ham ε  dan kichik 
bo’lishini e’tiborga olsak, unda 

ε2<∑
k

''

kD  

bo’lishini topamiz. Demak,  

εω Ω<∑ 2
k

''

kkD .                                                (17.12) 

Natijada, (17.10), (17.11) va (17.12) munosabatlardan 

( )Ω+=Ω+<∑
=

22
1

DDD
n

k
kk εεεω  

ekanligi kelib chiqadi. Demak,  

0
10

=∑
=→

n

k
kkDlim

P

ω
λ

. 

Bu esa ( )y,xf  funksiyaning ( )D  sohada integrallanuvchi bo’lishini bildiradi. 
( )y,xf  funksiya ( )D  sohaning chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga 

ega bo’lib, barcha nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, uning ( )D  da integrallanuvchi 
bo’lishi yuqoridagidek isbot etiladi.� 
 

5-§. Ikki karrali integralning xossalari 
Quyida ( )y,xf  funksiya ikki karrali integralining xossalarini o’rganamiz. 
Ikki karrali integral ham aniq integralning xossalari singari xossalarga ega. 

Ularni asosan isbotsiz keltiramiz. 
1) ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada ( )( )2RD ⊂  integrallanuvchi bo’lsin. Bu 

funksiyaning ( )D  sohaga tegishli bo’lgan nol yuzli L  chiziqdagi ( )( )DL ⊂  
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qiymatlarinigina (chegaralanganligini saqlagan holda) o’zlashtirishdan hosil 
bo’lgan ( )y,xF  funksiya ham ( )D  sohada integrallanuvchi bo’lib,  

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫ =
DD

dDy,xFdDy,xf  

bo’ladi.  
�Ravshanki, ( ) ( ) L\Dy,x ∈∀  uchun 

( ) ( )y,xFy,xf ≡ . 
Shartga ko’ra L  nol yuzli chiziq. Unda 1-lemmaga asosan, 0>∀ε  olinganda 

ham shunday 0>δ  topiladiki, ( )D  soha diametri δλ <P  bo’lgan har qanday P  
bo’laklashi olinganda ham, bu bo’laklashning L  chiziq bilan umumiy nuqtaga ega 
bo’lgan bo’laklari yuzlarining yig’indisi ε  dan kichik bo’ladi. Shu P  bo’laklashga 
nisbatan ( )y,xf  va ( )y,xF  funksiyalarning ushbu integral yig’indilarini tuzamiz: 

( ) ( )∑
=

=
n

k
kkkP D,ff

1

ηξσ , 

( ) ( )∑
=

=
n

k
kkkP D,FF

1

ηξσ . 

( )fPσ  yig’indini quyidagicha ikki qismga ajratamiz: 

( ) ( ) ( ) k
k

''

kkk
k

'

kkP D,fD,ff ∑∑ += ηξηξσ  

bunda ∑
k

'

 yig’indi L  chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan ( )kD  bo’laklar 

bo’yicha olingan, ∑
k

"

 esa qolgan barcha hadlardan tashkil topgan yig’indi. 

Xuddi shunga o’xshash 

( ) ( ) ( ) k
k

''

kkk
k

'

kkP D,FD,FF ⋅+= ∑∑ ηξηξσ . 

Agar ( ) ( ) L\Dy,x ∈∀  uchun ( ) ( )y,xFy,xf =  ekanini e’tiborga olsak, u holda 

( ) ( ) ( ) ( ) εηξηξσσ MDMD,F,fFf
k

'

kk
k

'

kkkkPP <≤−=− ∑∑  

bo’lishi kelib chiqadi, bunda ( ) ( )y,xFy,xfsupM −=  ( ) ( )( )L\Dy,x ∈ . Demak,  

( ) ( ) εσσ MFf PP <− . 

Keyingi tengsizlikda 0→Pλ  da limitga o’tib quyidagini topamiz: 

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫ =
DD

dDy,xFdDy,xf .� 

2) ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada berilgan bo’lib, ( )D  soha nol yuzli L  chiziq 
bilan ( )1D  va ( )2D  sohalarga ajralgan bo’lsin. Agar ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada 
integrallanuvchi bo’lsa, funksiya ( )1D  va ( )2D  sohalarda ham integrallanuvchi 
bo’ladi. Va aksincha, ya’ni ( )y,xf  funksiya ( )1D  va ( )2D  sohalarning har birida 
integrallanuvchi bo’lsa, ( )D  sohada ham integrallanuvchi bo’ladi. Bunda 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫∫ +=

21 DDD

dDy,xfdDy,xfdDy,xf  

3) Agar ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda ( )y,xcf  
( )constc =  ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu  

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫ =
DD

dDy,xfcdDy,xcf  

formula o’rinli bo’ladi. 
4) Agar ( )y,xf  va ( )y,xg  funksiyalar ( )D  sohada integrallanuvchi bo’lsa, u 

holda ( ) ( )y,xgy,xf ±  funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu 

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫∫ ±=±
DDD

dDy,xgdDy,xfdDy,xgy,xf  

formula o’rinli bo’ladi. 
1-natija. Agar ( )y,xf1 , ( ) ...,,y,xf2  ( )y,xfn  funksiyalarning har biri ( )D  

sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda ushbu 
( ) ( ) ( )y,xfc...y,xfcy,xfc nn+++ 2211    ( )n...,,,i,constci 21==  

funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va  
( ) ( ) ( )( )

( )
=+++∫∫ dDy,xfc...y,xfcy,xfc

D
nn2211  

( )
( )

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫∫ +++=
D

nn
DD

dDy,xfc...dDy,xfcdDy,xfc 2211  

bo’ladi. 
5) Agar ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi bo’lib, ( ) ( )Dy,x ∈∀  

uchun ( ) 0≥y,xf  bo’lsa, u holda 

( )
( )

0≥∫∫ dDy,xf
D

 

bo’ladi. 
2-natija. Agar ( )y,xf  va ( )y,xg  funksiyalar ( )D  sohada integrallanuvchi 

bo’lib, ( ) ( )Dy,x ∈∀  uchun 
( ) ( )y,xgy,xf ≤  

bo’lsa, u holda 
( )

( )
( )

( )
dDy,xgdDy,xf

DD
∫∫∫∫ ≤  

bo’ladi. 
6) Agar ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda ( )y,xf  

funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va 

( )
( )

( )
( )

dDy,xfdDy,xf
DD
∫∫∫∫ ≤  

bo’ladi. 
7) O’rta qiymat haqidagi teoremalar. ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada berilgan 

va u shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, shunday m va M  o’zgarmas 
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sonlar ( ) ( ) ( ){ }Dy,x,y,xfinfm ∈= , ( ) ( ) ( ){ }Dy,x,y,xfsupM ∈=  mavjudki, 
( ) ( )Dy,x ∈∀  uchun  

( ) My,xfm ≤≤  
bo’ladi. 

4-teorema. Agar ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda 
shunday o’zgarmas ( )Mm ≤≤ µµ  son mavjudki, 

( )
( )

DdDy,xf
D

⋅=∫∫ µ  

bo’ladi, bunda ( )DD −  sohaning yuzi. 
3-natija. Agar ( )y,xf  funksiya yopiq ( )D  sohada uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

sohada shunday ( ) ( )Dв,a ∈  nuqta topiladiki, 

( )
( )

( )dDв,afdDy,xf
D

=∫∫  

bo’ladi.  
5-teorema. Agar ( )y,xg  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi bo’lib, u shu 

sohada o’z ishorasini o’zgartirmasa va ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada uzluksiz 
bo’lsa, u holda shunday ( ) ( )Dв,a ∈  nuqta topiladiki, 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

dDy,xgв,afdDy,xgy,xf
DD
∫∫∫∫ =  

bo’ladi. 
8) Integrallash sohasi o’zgaruvchi bo’lgan ikki karrali integrallar. ( )y,xf  

funksiya ( )D  sohada berilgan bo’lib, u shu sohada integrallanuvchi bo’lsin. Bu 
funksiya, ( )D  sohaning yuzga ega bo’lgan har qanday ( )d  qismida ( ) ( )( )Dd ⊂  
ham integrallanuvchi bo’ladi. Ravshanki, ushbu  

( )
( )

dDy,xf
d
∫∫  

integral ( )d  ga bog’liq bo’ladi. 
( )D  sohaning yuzga ega bo’lgan har bir ( )d  qismiga yuqoridagi integralni 

mos qo’yamiz: 
( ) ( )

( )
∫∫→Φ
d

dDy,xfd: . 

Natijaja funksiya hosil bo’ladi. Odatda bu  
( )( ) ( )

( )
∫∫=Φ
d

dDy,xfd  

funksiya sohaning funksiyasi deb ataladi. 
( )D  sohada biror ( )00 y,x  nuqtani olaylik. ( )d  esa shu nuqtani o’z ichiga 

olgan va ( ) ( )Dd ⊂  bo’lgan soha bo’lsin. Bu sohaning yuzi  d  diametri esa λ  
bo’lsin. 

Agar ∞→λ  da 
( )( )
d

dΦ
 nisbatning limiti 

( )( )
d

d
lim

Φ
→0λ

 mavjud va chekli bo’lsa, 

bu limit ( )( )dΦ  funksiyaning ( )00 y,x  nuqtadagi soha bo’yicha hosilasi deb ataladi. 
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Agar ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada uzluksiz bo’lsa, u holda ( )( )dΦ  
funksiyaning ( )00 y,x  nuqtadagi soha bo’yicha hosilasi ( )00 y,xf  ga teng bo’ladi. 

 
6-§. Ikki karrali integrallarni hisoblash 

( )y,xf  funksiyaning ( )D  sohadagi ( )( )2RD ⊂  ikki karrali integrali tegishli 
integral yig’indining ma’lum ma’nodagi limiti sifatida ta’riflanadi. Bu limit 
tushunchasi murakkab xarakterga ega bo’lib, uni shu ta’rif bo’yicha hisoblash hatto 
sodda hollarda ham ancha qiyin bo’ladi.  

Agar ( )y,xf  funksiyaning ( )D  sohada integrallanuvchiligi ma’lum bo’lsa, 
unda bilamizki, integral yig’indi ( )D  sohaning bo’laklash usuliga ham, har bir 
bo’lakda olingan ( )kn ,ηξ  nuqtalarga ham bog’liq bo’lmay, 0→Pλ  da yagona 

( )
( )
∫∫
D

dDy,xf  songa intiladi. Natijada funksiyaning ikki karrali integralini topish 

uchun birorta bo’laklashga nisbatan integral yig’indining limitini hisoblash etarli 
bo’ladi. Bu hol ( )D  sohaning bo’laklashini hamda ( )kn ,ηξ  nuqtalarni integral 
yig’indini va uning limitini hisoblashga qulay qilib olish imkonini beradi. 

17.1-misol. Ushbu 

( )
∫∫
D

dDxy  

integral hisoblansin, bunda ( ) ( ){ }xy,x:Ry,xD −≤≤≤≤∈= 10102 . 
�Ravshanki, ( ) xyy,xf =  funksiya ( )D  da uzluksiz. Demak, bu funksiya ( )D  

sohada integrallanuvchi. 
( )D  sohani 

( ) ( )






 ≤++≤≤+≤≤∈= 1

112

n

k

n

i
;

n

k
y

n

k
,

n

i
x

n

i
:Ry,xDik  

( )12101210 −=−= n...,,,,k,n...,,,,i  

bo’laklarga ajratib, har bir ( )ikD  da ( ) 






=
n

k
,

n

i
, kk ηξ  deb qaraymiz. 

U holda  

( ) =






 ⋅−⋅+⋅== ∑ ∑ ∑∑
−

=

−

=

−−

=

−

=

1

0

1

0

1

0
22

1

0 2

11n

i

n

i

in

k

n

k
ikkk

nn

in

n

i

nn

k

n

i
D,f ηξσ  

( ) ( ) ( )( ) ( )









 −+−−−−=−= ∑
−

= 4

1

6

121
2

2

1

2

1

2

1 222

2

1

0

2
4

nnnnn
n

nnn

n
ini

n

n

i

 

bo’ladi. Bundan esa 

24

1=
∞→

σ
n
lim  

bo’lishi kelib chiqadi. Demak, 

( )
∫∫ =
D

xydD
24

1
.� 
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Umuman, ko’p hollarda funksiyalarning karrali integrallarini ta’rifga ko’ra 
hisoblash qiyin bo’ladi. Shuning uchun karrali integrallarni hisoblashning amaliy 
jihatdan qulay bo’lgan yo’llarini topish zaruriyati tug’ildi. 

Yuqorida aytib o’tganimizdek, ( )y,xf  funksiyaning karrali integrali va uni 
hisoblash ( )D  sohaga bog’liq. 

Avvalo sodda holda,  ( )D  soha to’g’ri to’rtburchak sohadan iborat bo’lgan 
holda funksiyaning karrali integralini hisoblaymiz. 

6-teorema. ( )y,xf  funksiya ( ) ( ){ }dyc,вxa:Ry,xD ≤≤≤≤∈= 2  sohada 
berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. 

Agar [ ]( )в,axx ∈  o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida 

( ) ( )∫=
d

c

dyy,xfxJ  

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu 

( )∫ ∫ 






в

a

d

c

dxdyy,xf  

integral ham mavjud va 

( )
( )

( )∫ ∫∫∫ 







=
в

a

d

cD

dxdyy,xfdDy,xf  

bo’ladi. 
� ( )D  sohani 

( ) ( ){ }11
2

++ ≤≤≤≤∈= kkiiik yyy,xxx:Ry,xD  
( )12101210 −=−= m...,,,,k,n...,,,,i  

bo’laklarga ajratamiz. Bu bo’laklashni nmP  deb belgilaymiz. Uning diametri 
22
kiP yxmax

nm
∆+∆=λ     ( )kkkiii yyy,xxx −=∆−=∆ ++ 11 . 

Modomiki, ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi ekan, u shu sohada 
chegaralangan bo’ladi. Binobarin, ( )y,xf  funksiya har bir ( )ikD  da chegaralangan 
va demak, u shu sohada aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga ega bo’ladi: 

( ) ( ) ( ){ }ikik Dy,x:y,xfinfm ∈= , 
( ) ( ) ( ){ }ikik Dy,x:y,xfsupM ∈= , 

( )12101210 −=−= m...,,,,k,n...,,,,i . 
Ravshanki, ( ) ( )ikDy,x ∈∀  uchun ( ) ikik My,xfm ≤≤  xususan, [ ]1+∈ iii x,xξ  

uchun ham ( ) ikiik My,fm ≤≤ ξ  bo’ladi. Teoremaning shartidan foydalanib 
quyidagini topamiz: 

( ) ∫∫∫
+++

≤≤
111 k

k

k

k

k

k

y

y
ik

y

y
i

y

y
ik dyMdyy,fdym ξ ,  

ya’ni 

( ) kik

y

y
ikik yMdyy,fym

k

k

∆≤≤∆ ∫
+1

ξ    ( )kkk yyy −=∆ +1 . 
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Agar keyingi tengsizliklarni k  ning ( )1210 −= m...,,,,k  qiymatlarida yozib, 
ularni hadlab qo’shsak, u holda  

( ) ∑∑ ∫∑
−

=

−

=

−

=
∆≤≤∆

+ 1

0

1

0

1

0

1 m

k
kik

m

k

y

y
i

m

k
kik yMdyy,fym

k

k

ξ , 

ya’ni 

( ) ( ) k

m

k
iki

d

c
k

m

k
ik yMJdyy,fym ∆≤=≤∆ ∑∫∑

−

=

−

=

1

0
1

1

0

ξξ   ( )1210 −= n...,,,,i  

bo’ladi. 
Endi keyingi tengsizliklarni ( )iiii xxxx −=∆∆ +1  ga ko’paytirib, so’ng hadlab 

qo’shamiz. Natijada  

( ) ∑ ∑∑∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=

−

=
∆






 ∆≤∆≤∆






 ∆
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

n

i
i

m

k
kik

n

i
ii

n

i
i

m

k
kik xyMxJxym ξ  

bo’ladi. 
Ravshanki, 

sDmyxmxym
n

i

m

k
kiik

n

i

m

k
kiik

n

i
i

m

k
kik ==∆∆=∆






 ∆ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

 

( )y,xf  funksiya uchun Darbuning quyi yig’indisi, 

SDMxyM
n

i

m

k
kiik

n

i
i

m

k
kik ==∆






 ∆ ∑ ∑∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=

1

0

1

0

1

0

1

0

 

esa Darbuning yuqori yig’indisidir. Demak, 

( ) SxJs i

n

i
i ≤∆≤ ∑

−

=

1

0

ξ .                                           (17.13) 

Shartga ko’ra ( )y,xf  funksiya ( )D  da integrallanuvchi. U holda 0→
mnPλ  da 

( )
( )
∫∫→
D

dDy,xfs ,   ( )
( )
∫∫→
D

dDy,xfS  

bo’ladi. 
(17.13) munosabatda esa, 

( )∑
−

=
∆

1

0

n

i
ii xJ ξ  

yig’indi limitga ega hamda bu limit  
( )

( )
∫∫
D

dDy,xf  

ga teng bo’lishi kelib chiqadi: 

( ) ( )
( )
∫∫∑ =∆

−

=→
D

n

i
ii dDy,xfxJlim

nmP

1

00
ξ

λ
. 

Agar  

( ) ( )∫∑ =∆
−

=→

в

a

n

i
ii dxxJxJlim

nmP

1

00
ξ

λ
 

va 
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( ) ( )∫ ∫∫ 







=
в

a

d

c

в

a

dxdyy,xfdxxJ  

ekanligini e’tiborga olsak, unda 

( )
( )

( )∫ ∫∫∫ 







=
в

a

d

cD

dxdyy,xfdDy,xf  

bo’lishini topamiz.� 
7-teorema. ( )y,xf  funksiya ( ) ( ){ }dyc;вxa:Ry,xD ≤≤≤≤∈= 2  sohada 

berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. Agar [ ]( )d,cyy ∈  o’zgaruvchining har bir 
tayin qiymatida 

( ) ( )∫=
в

a

dxy,xfyJ  

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu 

( ) dydxy,xf
d

c

в

a
∫ ∫ 








 

integral ham mavjud va  

( )
( )

( ) dydxy,xfdDy,xf
d

c

в

aD
∫ ∫∫∫ 








=  

bo’ladi. 
Bu teoremaning isboti yuqoridagi teoremaning isboti kabidir. 6-teorema va 7-

teoremalardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.  
4-natija. ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. 

Agar [ ]( )в,axx ∈  o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida ( )∫
d

с

dyy,xf  integral 

mavjud bo’lsa, [ ]( )d,cyy ∈  o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida ( )∫
в

a

dxy,xf  

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu 

( ) dxdyy,xf
в

a

d

c
∫ ∫ 








,  ( ) dydxy,xf

d

c

в

a
∫ ∫ 








                                 (*) 

integrallar ham mavjud va  

( )
( )

( ) ( ) dydxy,xfdxdyy,xfdDy,xf
d

c

в

a

в

a

d

cD
∫ ∫∫ ∫∫∫ 








=








=  

bo’ladi. 
5-natija. Agar ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada berilgan va uzluksiz bo’lsa, u 

holda  

( )
( )

( ) ( ) dydxy,xf,dxdyy,xf,dDy,xf
d

c

в

a

в

a

d

cD
∫ ∫∫ ∫∫∫ 
















 

integrallarning har biri mavjud va ular bir-biriga teng bo’ladi.  
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(*) integrallar, tuzilishiga ko’ra, ikki argumentli funksiyadan avval bir 
argumenti bo’yicha (ikkinchi argumentini o’zgarmas hisoblab turib), so’ng 
ikkinchi argumenti bo’yicha olingan integrallardir. Bunday integrallarni takroriy 
integrallar deb atash (takroriy limitlar singari) tabiiydir. 

Shunday qilib, qaralayotgan holda karrali integrallarni hisoblash takroriy 
integrallarni hisoblashga keltirilar ekan. Takroriy integralni hisoblash esa ikkita 
oddiy (bir argumentli funksiyaning integralini) Riman integralini ketma-ket 
hisoblash demakdir. 

2-eslatma. Yuqorida keltirilgan 6-teoremani isbotlash jarayonida ko’rdikki, 
to’g’ri turtburchak ( )D  soha, tomonlari mos ravishda ix∆ , ky∆  bo’lgan to’g’ri 
to’rtburchak sohalar ( )ikD  larga ajratildi. Ravshanki, bu elementar sohaning yuzi 

kiik yxD ∆⋅∆=  bo’ladi. 
Avval aytganimizdek, x∆  ni dx ga,  y∆  ni dy ga almashtirish mumkinligini 

hamda вxa ≤≤ , dyc ≤≤  ekanini e’tiborga olib, bundan buyon integralni ushbu 

( )
( )
∫∫
D

dDy,xf  

ko’rinishda yozish o’rniga 

( )∫ ∫
в

a

d

c

dydxy,xf   (yoki  ( )∫ ∫
d

c

в

a

dxdyy,xf ) 

kabi ham yozib ketaveramiz. 
17.2-misol. Ushbu 

( )( )
dxdy

yx

x

D
∫∫

++ 2
3

221
 

integral hisoblansin, bunda ( ) ( ){ }10102 ≤≤≤≤∈= y;x:Ry,xD . 
�Integral ostidagi 

( ) ( ) 2
3

221 yx

x
y,xf

++
=  

funksiya ( )D  sohada uzluksiz. Unda qaralayotgan ikki karrali integral ham, 

( )∫
++

1

0
22 2

3

1
dx

yx

x
 

integral ham mavjud. 7-teoremaga ko’ra 

( )∫ ∫












++

1

0

1

0
22 2

3

1
dydx

yx

x
 

integral mavjud bo’ladi va  

( )( ) ( )∫ ∫∫∫












++
=

++

1

0

1

0
2222 2

3
2

3

11
dydx

yx

x
dxdy

yx

x

D

 

bo’ladi. 
Agar 
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( )
( ) ( )

2

1

1

1

1

1

11
2
1

1

22

1

0
22

22
1

0

1

0

22

22

2
3

2
3

+
−

+
=

++
−=

=++++=
++

=

=

∫ ∫
−

yyyx

yxdyx
yx

dxx

x

x

 

bo’lishini hisobga olsak, unda 

( )( )

( ) ( )[ ]
31

22
21

2

1

1

1

1
1

0

22

1

0
2222 2

3

+
+=++−++=

=












+
−

+
=

++
∫∫∫

lnyylnyyln

dy
yyyx

dxdyx

D  

ekanini topamiz. Demak, ( )( )
∫∫ +

+=
++D

ln
yx

dxdyx

31

22

1 3
2

22
.� 

Endi ( )D  soha ushbu ( ) ( ) ( ) ( ){ }xyx;вxa:Ry,xD 21
2 ϕϕ ≤≤≤≤∈=  ko’ri-

nishda bo’lsin. Bunda ( )x1ϕ  va ( )x2ϕ  [ ]в,a  da berilgan va uzluksiz funksiyalar 
(54-chizma) 

 
54-chizma 

8-teorema. ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. 
Agar [ ]( )в,axx ∈  o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida  

( ) ( )
( )

( )

∫=
x

x

dyy,xfxJ
2

1

ϕ

ϕ
 

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu 

( )
( )

( )
dxdyy,xf

в

a

x

x
∫ ∫











 2

1

ϕ

ϕ
 

integral ham mavjud va  

( )
( )

( )
( )

( )
dxdyy,xfdDy,xf

в

a

x

xD
∫ ∫∫∫












=

2

1

ϕ

ϕ
 

0 x 

y 

в a 

ϕ2(x) 
 

ϕ1(x) 
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bo’ladi. 
� ( )x1ϕ  va ( )x2ϕ  funksiyalar [ ]в,a  da uzluksiz. Veyershtrass teoremasiga 

ko’ra bu funksiyalar [ ]в,a  da o’zining eng katta va eng kichik qiymatlariga 
erishadi. Ularni 

( ) cxmin
вxa

=
≤≤ 1ϕ ,  ( ) dxmin

вxa
=

≤≤ 2ϕ  

deb belgilaylik. 
Endi 

( ) ( ){ }dyc;вxa:Ry,xD ≤≤≤≤∈= 2
1  

sohada ushbu 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )




∈
∈=

lsa'boD\Dy,xagar,
,lsa'boDy,xagar,y,xf

y,xf *

10
 

funksiyani qaraylik. 
Ravshanki, teorema shartlarida bu funksiya ( )1D  sohada integrallanuvchi va 

integral xossasiga ko’ra 
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
∫∫∫∫∫∫∫∫ =+=
DD\D

*

D

*

D

* dDy,xfdDy,xfdDy,xfdDy,xf
11

          (17.14) 

bo’ladi. Shuningdek, x  [ ]( )в,ax∈  o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida 

( ) ( )∫=
d

c

* dyy,xfxJ1  

integral mavjud va 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

∫∫

∫∫∫

=+

++==

x

x

d

x

*

x

x

*
x

c

*
d

c

*

dyy,xfdyy,xf

dyy,xfdyy,xfdyy,xfxJ

2

12

2

1

1

1

ϕ

ϕϕ

ϕ

ϕ

ϕ

                 (17.15) 

bo’ladi. Unda 6-teoremaga ko’ra 

( )∫ ∫ 






в

a

d

c

* dxdyy,xf  

integral ham mavjud va 

( )
( )

( )∫ ∫∫∫ 







=
в

a

d

c

*

D

* dxdyy,xfdDy,xf  

bo’ladi. 
(17.14) va (17.15) munosabatdan 

( )
( )

( )
( )

( )

∫ ∫∫∫











=
в

a

x

xD

dxdyy,xfdDy,xf
2

1

ϕ

ϕ
 

bo’lishi kelib chiqadi.� 
Endi ( )D  soha ushbu 

( ) ( ) ( ) ( ){ }dyc;yxy:Ry,xD ≤≤≤≤∈= 21
2 ψψ  
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ko’rinishda bo’lsin. Bunda ( )x1ψ  va ( )x2ψ  [ ]d,c  da berilgan uzluksiz funksiyalar 
(55-chizma (a)). 

(a)    (b)   
 

55-chizma 
9-teorema. ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. 

Agar y  [ ]( )d,cy∈ o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida 

( ) ( )
( )

( )

∫=
y

y

dxy,xfyJ
2

1

ψ

ψ
 

integral mavjud bo’lsa, u holda 

( )
( )

( )

∫ ∫










d

c

y

y

dydxy,xf
2

1

ψ

ψ
 

integral ham mavjud va 

( )
( )

( )
( )

( )

∫ ∫∫∫











=

d

c

y

yD

dydxy,xfdDy,xf
2

1

ψ

ψ
 

bo’ladi. 
Bu teoremaning isboti 8-teoremaning isboti kabidir. 
Faraz qilaylik, ( )D  soha ( )( )2RD ⊂  yuqorida qaralgan sohalarning har 

birining xususiyatiga ega bo’lsin (55-chizma (b)). 
6-natija. ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. 

Agar x  [ ]( )в,ax∈  o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida 

( )
( )

( )

∫
x

x

dyy,xf
2

1

ϕ

ϕ
 

integral mavjud bo’lsa, y  [ ]( )d,cy∈  o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida 

( )
( )

( )

∫
y

y

dxy,xf
2

1

ψ

ψ
 

integral mavjud bo’lsa, u holda 

0 x 

y 

0 x 

y 
d 

с 

ψ1(y) ψ2(y) 
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( )
( )

( )

∫ ∫










в

a

x

x

dxdyy,xf
2

1

ϕ

ϕ
,   ( )

( )

( )

∫ ∫










d

c

y

y

dydxy,xf
2

1

ψ

ψ
 

integrallar ham mavjud va 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

∫ ∫∫ ∫∫∫











=












=

d

c

y

y

в

a

x

xD

dydxy,xfdxdyy,xfdDy,xf
2

1

2

1

ψ

ψ

ϕ

ϕ
 

bo’ladi. 
Bu natijaning isboti 8-teorema va 9-teoremadan kelib chiqadi. 
Agar ( )D  soha (56-chizma) 

 
56-chizmada 

tasvirlangan soha bo’lsa, u holda bu soha yuqorida o’rganilgan sohalar ko’rinishiga 
keladigan qilib bo’laklarga ajratiladi. Natijada ( )D  soha bo’yicha ikki karrali 
integral ajratilgan sohalar bo’yicha ikki karrali integrallar yig’indisiga teng bo’ladi. 
Shunday qilib, biz integrallash sohasi ( )D  ning etarli keng sinfi uchun karrali 
integrallarni takroriy integrallarga keltirib hisoblash mumkinligini ko’ramiz. 

17.3-misol. Ushbu 

( )
dxdye

D

y
∫∫

− 2

 

integral hisoblansin, bunda ( ) ( ){ }1002 ≤≤≤≤∈= y;yx:Ry,xD . 
�Bu holda 7-teoremaning barcha shartlari bajariladi. Usha teoremaga ko’ra 

( )
∫ ∫∫∫ 








= −−

1

0 0

22

dydxedxdye
y

y

D

y  

bo’ladi. Keyingi tenglikning o’ng tomonidagi integrallarni hisoblab quyidagilarni 
topamiz: 

0 x 

y 
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22

0

y
y

y yedxe −− =∫ , 

( ) 






 −=−== −−−
∫∫ e

eydedyye yyy 1
1

2

1

2

1

2

1
1

0

1

0

2
1

0

222

 

Demak,  

( )







 −=∫∫
−

e
dxdye

D

y 1
1

2
12

.� 

17.4—misol. Ushbu 

( )
dxdyyx

D
∫∫ +  

integral hisoblansin, bunda ( ) ( ){ }xy;x:Ry,xD −≤≤≤≤∈= 10102 . 
�Bu holda 6-teoremaning barcha shartlari bajariladi. Usha teoremaga ko’ra 

( )
∫ ∫∫∫ 








+=+

−1

0

1

0

dxdyyxdxdyyx
x

D

 

bo’ladi. Integrallarni hisoblab topamiz: 

( ) ( )∫∫∫ ∫ =−=






 +=







+

−=

=

− 1

0

3
1

0

1

0

3
1

0

1

0 5

2
1

3

2

3

2
dxxdxyxdxdyyx

xy

y

x

. 

Demak,  

( ) 5

2=+∫∫
D

dxdyyx .� 

Bu keltirilgan misollarda sodda funksiyalarning sodda soha bo’yicha ikki 
karrali integrallari qaraldi. Ko’p hollarda sodda funksiyalarni murakkab soha 
bo’yicha, murakkab funksiyalarni sodda soha bo’yicha va ayniqsa, murakkab 
funksiyalarni murakkab soha bo’yicha ikki karrali integrallarini hisoblashga to’g’ri 
keladi. Bunday integrallarni hisoblash esa ancha qiyin bo’ladi. 

 
7-§. Ikki karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish 

( )y,xf  funksiya ( )D  sohada ( )( )2RD ⊂  berilgan bo’lsin. Bu funksiyaning 
ikki karrali 

( )
( )
∫∫
D

dxdyy,xf  

integrali mavjudligi ma’lum bo’lib, uni hisoblash talab etilsin. Ravshanki, ( )y,xf  
funksiya hamda ( )D  soha murakkab bo’lsa, integralni hisoblash qiyin bo’ladi. 
Ko’pincha, x  va y  o’zgaruvchilarni, ma’lum qoidaga ko’ra boshqa 
o’zgaruvchilarga almashtirish natijasida integral ostidagi funksiya ham, 
integrallash sohasi ham soddalashib, ikki karrali integralni hisoblash osonlashadi.  

Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish bilan 
shug’ullanamiz. Avvalo tekislikda sohani sohaga akslantirish, egri chiziqli 
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koordinatalar hamda sohaning yuzini egri chiziqli koordinatalarda ifodalanishini 
keltiramiz. 

Ikkita tekislik berilgan bo’lsin (57-chizma). 

    
57-chizma. 

Birinchi tekislikda to’g’ri burchakli Oxy koordinata sistemasini va 
chegaralangan  ( )D  sohani qaraylik. Bu sohaning chegarasi D∂  sodda, bo’lakli-
silliq chiziqdan iborat bo’lsin. Ikkinchi tekislikda esa to’g’ri burchakli Ouv 
koordinata sistemasini va chegaralangan  ( )∆  sohani qaraylik. Bu sohaning 
chegarasi ∆∂  ham sodda, bo’lakli-silliq chiziqdan iborat bo’lsin. 

( )v,uϕ  va ( )v,uψ  lar ( )∆  sohada berilgan shunday funksiyalar bo’lsinki, 
ulardan tuzilgan ( ) ( ){ }v,u,v,u ψϕ  sistema ( )∆  sohadagi ( )v,u  nuqtani ( )D  sohadagi 
( )y,x  nuqtaga akslantirsin: 

( ) xv,u: →ϕ , 
( ) yv,u: →ψ . 

va bu akslantirishning akslaridan iborat ( ){ }y,x  to’plam ( )D  ga tegishli bo’lsin. 
Demak, ushbu 

( )
( )




=
=

v,uy

,v,ux

ψ
ϕ

                                           (17.16) 

sistema ( )∆  sohani ( )D  sohada akslantiradi. 
Bu akslantirish quyidagi shartlarni bajarsin: 
10. (17.16) akslantirish o’zaro bir qiymatli akslantirish, ya’ni ( )∆  sohaning 

turli nuqtalarini ( )D  sohaning turli nuqtalariga akslantirib,  ( )D  sohadagi har bir 
nuqta uchun ( )∆  sohada unga mos keladigan nuqta bittagina bo’lsin. 

Ravshanki, bu holda (17.16) sistema u  va v  larga nisbatan bir qiymatli 
echiladi: ( )y,xu 1ϕ= , ( )y,xv 1ψ=  va ushbu 

( )
( )




=
=

y,xv

,y,xu

1

1

ψ
ϕ

                                                 (17.17) 

u 

v 

0 u0 

v0 

(∆) 

D 

x 

y 

0 
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sistema bilan akslantirish yuqoridagi akslantirishga teskari bo’lib, ( )D  sohani ( )∆  
sohaga akslantiradi. Demak, 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) yy,x,y,x

xy,x,y,x

=
=

11

11

ψϕψ
ψϕϕ

                                         (17.18) 

20. ( )v,uϕ , ( )v,uψ  funksiyalar ( )∆  sohada, ( )v,u1ϕ , ( )v,u1ψ  funksiyalar ( )D  
sohada uzluksiz va barcha xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar ham 
uzluksiz bo’lsin. 

30. (17.16) sistemadagi funksiyalarning xususiy hosilaridan tuzilgan ushbu 

v

y

u

y
v

x

u

x

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

                                                 (17.19) 

funksional determinantning ham ( )∆  sohada noldan farqli (ya’ni ( )∆  sohaning har 
bir nuqtasida noldan farqli) bo’lsin. Odatda (17.19) determinantni sistemaning 

yakobiani deyiladi va ( )v,uJ  yoki 
( )
( )v,uD

y,xD
 kabi belgilanadi. 

Bu 20 va 30 – shartlardan, ( )∆  bog’lamli soha bo’lganda, (17.19) 
yakobianning shu sohada o’z ishorasini saqlashi kelib chiqadi. 

Haqiqatdan ham, ( )v,uJ  funksiya ( )∆  sohaning ikkita turli nuqtalarida turli 
ishorali qiymatlarga ko’ra, ( )∆  da shunday ( )00 v,u  nuqta topiladiki, ( ) 000 =v,uJ  
bo’ladi. Bu esa ( ) 0≠v,uJ  bo’lishiga ziddir.  

3-shartdan (17.17) sistemaning yakobiani, ya’ni ushbu 

y

v

x

v
y

u

x

u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

funksional determinantning ham  ( )D  sohada noldan farqli bo’lishi kelib chiqadi. 
Haqiqatdan ham, (17.18) munosabatdan 

1=
∂
∂⋅

∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂

x

v

v

x

x

u

u

x

x

x
, 

1=
∂
∂⋅

∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂

y

v

v

y

y

u

u

y

y

y
, 

0=
∂
∂⋅

∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂

y

v

v

x

y

u

u

x

y

x
, 

0=
∂
∂⋅

∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂

x

v

v

y

x

u

u

y

x

y
 

bo’lishini e’tiborga olsak, u holda 
( )
( )

( )
( ) 1=⋅

y,xD

v,uD

v,uD

y,xD
 

bo’lib,  
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( ) ( )
( ) 01 ≠=

y,xD

v,uD
y,xJ  

bo’lishini topamiz. 
Demak, ( )D  bog’lamli soha bo’lganda ( )v,uJ1  yakobiani ham ( )D  sohada o’z 

ishorasini saqlaydi. 
Yuqoridagi shartlardan yana quyidagilar kelib chiqadi. 
(17.16) akslantirish ( )∆  sohaning ichki nuqtasini ( )D  sohaning ichki 

nuqtasiga akslantiradi. Haqiqatdan ham, oshkormas funksiyaning mavjudligi 
haqida teoremaga ko’ra (17.16) sistema ( )00 y,x  nuqtaning biror atrofida u  va v  
larni x  va y  o’zgaruvchilarning funksiyasi sifatida aniqlaydi: ( )y,xu 1ϕ= , 

( )y,xv 1ψ= . Bunda ( ) 0001 uy,x =ϕ , ( ) 0001 vy,x =ψ  bo’ladi. Demak, ( )00 y,x  ( )D  
sohaning ichki nuqtasi. Bundan (17.16) akslantirish ( )∆  sohaning chegarasi ∆∂  ni 
( )D  sohaning chegarasi ∆∂  ga akslantirishi kelib chiqadi.  

Shuningdek, (17.16) akslantirish ( )∆  sohadagi silliq (bo’lakli -silliq) egri 
chiziq  

( )
( ) ( )βα ≤≤=

= t
tvv
tun  

ni ( )D  sohadagi silliq (bo’lakli-silliq) egri chiziq 
( ) ( )( )tv,tux ϕ=  
( ) ( )( )tv,tuy ψ=  

ga akslantiradi. 
( )∆  sohada 0uu =  to’g’ri chiziqni olaylik. (17.16) akslantirish bu to’g’ri 

chiziqni ( )D  sohadagi 
( )
( )v,uy

v,ux

0

0

ψ
ϕ

=
=

                                            (17.20) 

egri chiziqqa akslantiradi. Xuddi shunday ( )∆  sohadagi 0vv =  to’g’ri chiziqni 
(17.16) akslantirish ( )D  sohadagi 

( )
( )01

01

v,uy

v,ux

ψ
ϕ

=
=

                                            (17.21) 

egri chiziqqa akslantiradi. Odatda, (17.20) va (17.21) egri chiziqlarni koordinata 
chiziqlari (17.20) ni v  koordinata chizig’i, (17.21) ni esa u  koordinata chizig’i) 
deb ataladi. 

Modomiki, (17.16) akslantirish o’zaro bir qiymatli akslantirish ekan, unda 
( )D  sohaning har bir ( )y,x  nuqtasidan yagona v  koordinata chizig’i (u  ning tayin 
o’zgarmas qiymatiga mos bo’lgan chiziq), yagona u  koordinata chizig’i (v  ning 
tayin o’zgarmas qiymatiga mos bo’lgan chiziq) o’tadi. Demak, ( )D  sohaning shu 
( )y,x  nuqtasi yuqorida aytilgan u  va v  lar bilan, ya’ni ( )∆  sohaning ( )v,u  nuqtasi 
bilan to’liq aniqlanadi. Shuning uchun u  va v  larni ( )D  soha nuqtalarining 
koordinatalari deb qarash mumkin. ( )D  soha nuqtalarining bunday koordinatalari 
egri chiziqli koordinatalari deyiladi. 



 240

Masalan, ushbu 

ϕρ
ϕρ

cosy

cosx

=
=

    ( )πϕρ 200 <≤≥ ,  

sistema ( ) ( ){ }πϕρ 2002 <≤+∞<≤∈=∆ ,:Rv,u  sohani Oxy tekislikka 
akslantiradi. Bu sistemaning yakobiani 

( ) ρϕρϕ
ϕρϕ =−=

cossin
sincos

v,uJ  

bo’ladi. 
ρ  va ϕ  lar ( )D  soha nuqtalarining egri chiziqli koordinatalari bo’lib, shu 

sohaning koordinat chiziqlari esa, markazi ( )00,  nuqtada, radiusi ρ  ga teng ushbu 
222 ρ=+ yx  

aylanalardan (v  koordinat chiziqlari) hamda ( )00,  nuqtadan chiqqan 0ρϕ =  
( )πρ 20 0 <≤  nurlardan (v  koordinat chiziqlari) iborat. 

Faraz qilaylik, ushbu 
( )
( )v,uy

v,ux

ψ
ϕ

=
=

 

sistema ( )∆  sohani ( )D  sohaga akslantirsin. Bu akslantirish yuqoridagi 10-30-
shartlarni bajarsin. U holda ( )D  sohaning yuzi 

( )
( )

( )
( )( )

∫∫∫∫
∆∆

== dudv
v,uD

y,xD
dudvv,uJD                               (17.22) 

bo’ladi. 
Bu formulaning isboti keyingi bobda keltiriladi (qarang, 18-bob, 3-§). 

( )y,xf  funksiya ( )D  sohada ( )( )2RD ⊂  berilgan va shu sohada uzluksiz 
bo’lsin. ( )D  esa sodda, bo’lakli-silliq chiziq bilan chegaralangan soha bo’lsin. 
Ravshanki, ( )y,xf  funksiya ( )D  sohada integrallanuvchi bo’ladi. 

Aytaylik, ushbu 
( )
( )v,uy

v,ux

ψ
ϕ

=
=

 

sistema ( )∆  sohani ( )D  sohaga akslantirsin va bu akslagtirish yuqoridagi 10-30-
shartlarni bajarsin. 

Har bir bo’luvchi chizig’i bo’lakli-silliq bo’lgan  ( )∆  sohaning ∆P  bo’laklani-
shini olaylik. (17.16) akslantirish natijasida ( )D  sohaning DP  bo’laklanishi hosil 
bo’ladi. Bu bo’laklanishga nisbatan ( )y,xf  funksiya integral yig’indisi 

( ) k

n

k
kk D,f∑

=
=

1

ηξσ  

ni tuzamiz. Ravshanki, 

( ) ( )
( )
∫∫∑ ==

=→→
D

k

n

k
kk dxdyy,xfD,flimlim

DPDP 100
ηξσ

λλ
. 

Yuqorida keltirilgan (17.22) formulaga ko’ra 
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( )
( )

dudvv,uJD
k

k ∫∫
∆

=  

bo’ladi. O’rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib quyidagini topamiz: 

( ) k
*
k

*
kk v,uJD ∆⋅=   ( ) ( )( )k

*
k

*
k v,u ∆∈  

bunda ( )kk ∆−∆  ning yuzi. Natijada σ  yig’indi ushbu  

( ) ( ) k
*
k

*
k

n

k
kk v,uJ,f ∆= ∑

=1

ηξσ  

ko’rinishga keladi. 
( )kk ,ηξ  nuqtaning ( )kD  sohadagi ixtiyoriy nuqta ekanligidan foydalanib, uni  

( ) k
*
k

*
k v,u ξϕ =  

( ) k
*
k

*
k v,u ηψ =  

deb olish mumkin. U holda  

( ) ( )( ) ( ) k
*
k

*
k

n

k

*
k

*
k

*
k

*
k v,uJv,u,v,uf ∆= ∑

=1

ψϕσ  

bo’ladi. 
Ravshanki,  

( ) ( )( ) ( )v,uJx,u,x,uf ψϕ  

funksiya ( )∆  sohada uzluksiz. Demak, u shu sohada integrallanuvchi. U holda 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )
dudvv,uJv,u,v,uf

v,uJv,u,v,uflimlim k
*
k

*
k

n

k

*
k

*
k

*
k

*
k

PP

∫∫

∑

∆

=→→

=

=∆=
∆∆

ψϕ

ψϕσ
λλ 100

 

bo’ladi. 
0→

∆Pλ  da 0→
DPλ  bo’lishini e’tiborga olib, topamiz: 

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

dudvv,uJv,u,v,ufdxdyy,xf
D

∫∫∫∫
∆

= ψϕ .                    (17.23) 

Bu ikki karrali integralda o’zgaruvchilarni almashtirish formulasidir. 
U berilgan ( )D  soha bo’yicha integralni hisoblashni ( )∆  soha bo’yicha 

integralni hisoblashga keltiradi. Agarda (17.23) da o’ng tomondagi integralni 
hisoblash engil bo’lsa, bajarilgan o’zgaruvchilarni almashtirish o’zini oqlaydi. 

17.5-misol. Ushbu  

( )
dxdy

yx

yx

D
∫∫ ++

−−
22

22

1

1
 

integral hisoblansin, bunda 
( ) ( ){ }01222 ><+∈= y;yx:Ry,xD  

markazi ( )00,  nuqtada, radiusi 1 ga teng bo’lgan yuqori tekislikdagi yarim doira. 
�Berilgan integralda o’zgaruvchilarni quyidagi almashtiramiz: 

ϕρ
ϕρ

siny

,cosx

=
=
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Bu almashtirish ushbu 
( ) ( ){ }1002 <<<<∈=∆ ρπϕϕρ ,:R,  

to’g’ri turtburchakni ( )D  sohaga akslantiradi va u 10-30-shartlarni qanoatlantiradi. 
Unda (17.23) formulaga ko’ra 

( )
( )

( )
ϕρϕρ

ρ
ρ

dd,Jdxdy
yx

yx

D
∫∫∫∫
∆ +

−=
++
−−

2

2

22

22

1

1

1

1
 

bo’ladi. Bunda yakobian ( ) ρϕρ =,J  bo’ladi. Bu tenglikning o’ng tomondagi 
integralni hisoblab topamiz: 

( )
( )

( )2
41

1

1

1

1

1 1

0
2

21

0
2

2

0
2

2

−=
+
−=

+
−









=

+
−

∫∫ ∫∫∫
∆

ππρρ
ρ
ρπρρ

ρ
ρϕϕρϕρ

ρ
ρ π

ddddd,J . 

Demak,  

( )
( )2

41

1
22

22

−=
++
−−

∫∫ ππ
dxdy

yx

yx

D

.� 

 
8-§. Ikki karrali integralni taqribiy hisoblash 

( )y,xf  funksiya ( )D  sohada ( )( )2RD ∈  berilgan va shu sohada 
integrallanuvchi, ya’ni 

( )
( )

dxdyy,xf
D
∫∫                                              (17.23) 

integral mavjud bo’lsin. Ma’lum ko’rinishga ega bo’lgan ( )D  sohalar uchun 
bunday integralni hisoblash 6-§ da keltirildi. Ravshanki, ( )y,xf  funksiya 
murakkab bo’lsa, shuningdek, integrallash sohasi murakkab ko’rinishga ega bo’lsa, 
unda (17.23) integralni hisoblash ancha qiyin bo’ladi va ko’p hollarda bunday 
integralni taqribiy hisoblashga to’g’ri keladi. 

Ushbu paragrafda (17.23) integralni taqribiy hisoblashni amalga oshiradigan 
sodda formulalardan birini keltiramiz. 

Aytaylik, ( )y,xf  funksiya ( ) ( ){ }dyc;вxa:Ry,xD ≤≤≤≤∈= 2  to’g’ri 
turtburchakda berilgan va uzluksiz bo’lsin. Unda 6-§ da keltirilgan formulaga ko’ra 

( )
( )

( ) dxdyy,xfdxdyy,xf
в

a

d

cD
∫ ∫∫∫ 








=                                (17.24) 

bo’ladi. 
Endi 

( )∫
d

c

dyy,xf ,    [ ]( )в,ax∈  

integralga 1-qism, 9-bob, 2-§ dagi (9.52) formulani -to’g’ri to’rtburchaklar 
formulasini tatbiq etib, ushbu 

( ) ( )∑∫
−

=
+

−≈
1

0 2
1

n

k
k

d

c

y,xf
n

cd
dyy,xf      [ ]( )в,ax∈                   (17.25) 

taqribiy formulani hosil qilamiz. So’ng 
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( )∫ +

в

a
k

dxy,xf
2
1  

integralga yana usha (9.53) formulani qo’llab, quyidagi 

( ) ( )∑∫
−

=
+++

−≈
1

0 2
1

2
1

2
1

m

i
ki

в

a
k

y,xf
n

aв
dxy,xf                             (17.26) 

taqribiy formulaga kelamiz. 
Natijada (17.24), (17.25) va (17.26) munosabatlardan 

( )
( )

( )( ) ( )∑∑∫∫
−

=

−

=
++

−−≈
1

0

1

0 2
1

2
1

m

i

n

k
ki

D

y,xf
nm

cdaв
dxdyy,xf               (17.27) 

bo’lishi kelib chiqadi. 
Bu ikki karrali integralni tag’ribiy hisoblash formulasi, «to’g’ri 

turtburchaklar» formulasi deb ataladi.  
Shunday qilib, «to’g’ri turtburchaklar» formulasida, ikki karrali integral 

maxsus tuzilgan yig’indi bilan almashtiriladi. Bu yig’indi esa quyidagicha tuziladi:  
( ) ( ){ }dyc,вxa:Ry,xD ≤≤≤≤∈= 2  to’g’ri turtburchak nm ta teng 

( ) ( ){ }11
2

++ ≤≤≤≤∈= kkiiik yyy,xxx:Ry,xD  ( ...,,,,i 210= 1−m , ...,,,k 210= , 
)1−n  to’g’ri turtburchaklarga ajratiladi. Bunda 

m

aв
iaxi

−+= ,  
n

cd
kcyk

−+= . 

Har bir ( )ikD  ning markazi bo’lgan )y,x(
ki

2
1

2
1 ++  ( ...,,,,i 210= 1−m , 

...,,,k 210= , )1−n  nuqtada ( )y,xf  funksiyaning qiymati )y,x(f
ki

2
1

2
1 ++  

hisoblanib, uni shu ( )ikD  ning yuziga ko’paytiriladi. So’ngra ular barcha i  va k  
lar ( ...,,,,i 210= 1−m , ...,,,k 210= , )1−n  bo’yicha yig’iladi.  

Odatda, har bir taqribiy formulaning xatoligi topiladi yoki baholanadi. 
Keltirilgan taqribiy formulaning xatoligini ham o’rganish mumkin. 

17.6-misol. Ushbu 

( )( )
∫∫ ++D

dxdy
yx 21

1
 

integral taqribiy hisoblansin, bunda 
( ) ( ){ }10102 ≤≤≤≤∈= y,x:Ry,xD . 

� ( )D  ni ushbu to’rtta bo’lakka bo’lamiz: 

( ) ( )






 ≤≤≤≤∈=

2

1
0

2

1
02

00 y,x:Ry,xD , 

( ) ( )






 ≤≤≤≤∈= 1

2

1

2

1
02

01 y,x:Ry,xD , 

( ) ( )






 ≤≤≤≤∈=

2

1
01

2

12
10 y,x:Ry,xD , 
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( ) ( )






 ≤≤≤≤∈= 1

2

1
1

2

12
11 y,x:Ry,xD . 

Bu bo’laklarning markazlari 









4
1

4
1

, ,  







4
3

4
1

, ,  







4
1

4
3

, ,  







4
3

4
3

,  

nuqtalarda 

( )
( )21

1

yx
y,xf

++
=  

funksiyaning qiymatlarini hisoblab, (17.23) formulaga ko’ra 

( )( )
27610

1

1
2 ,dxdy

yxD

≈
++∫∫  

bo’lishini topamiz. Bu integralning aniq qiymati esa 

( )( ) ( )
...,lndy

yx

dx
dxdy

yxD

2876820
3

4

11

1 1

0

1

0
22 ==








++
=

++ ∫ ∫∫∫  

bo’ladi.� 
 

9-§. Ikki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiqlari 
Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiqlarini keltiramiz. 
10. Jismning hajmini hisoblash. 3R  fazoda ( )V  jism yuqoridan ( )y,xfz =  

sirt bilan, (bunda ( )y,xf  funksiya ( )D  da uzluksiz) yon tomonlaridan yasovchilari 
Oz o’qiga parallel bo’lgan silindrik sirt hamda pastdan Oxy tekislikdagi ( )D  soha 
bilan chegaralangan jism bo’lsin. 

( )D  yopiq sohaning P  bo’laklashni olamiz. ( )y,xf  funksiya ( )D  da uzluksiz 
bo’lganligi sabali, bu funksiya P  bo’laklash har bir ( )kD  bo’lagida ham uzluksiz 
bo’lib, unda ( ) ( ) ( ){ } kk mDy,x:y,xfinf =∈ , ( ) ( ) ( ){ } kk MDx,y:x,yfsup =∈  
( )n...,,,,k 321=  larga ega bo’ladi. 

Quyidagi 

∑
=

=
n

k
kkA DmV

1

, 

∑
=

=
n

k
kkB DMV

1

 

yig’indilarni tuzamiz. Bu yig’indilarning birinchisi ( )V  jism ichiga joylashgan 
ko’pyoqning hajmini, ikkinchisi esa ( )V  jismni o’z ichiga olgan ko’pyoqning 
hajmini ifodalaydi. 

Ravshanki, bu ko’pyoqlar, demak, ularning hajmlari ham ( )y,xf  funksiyaga 
hamda  ( )D  sohaning bo’laklashga bog’liq bo’ladi: 

( )fVV P
AA = ,  ( )fVV P

BB = . 
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( )D  sohaning turli bo’laklashlari olinsa, ularga nisbatan ( )V  jismning ichiga 
joylashgan hamda ( )V  jismni o’z ichiga olgan turli ko’pyoqlar yasaladi. Natijada 
bu ko’pyoqlar xajmlaridan iborat quyidagi 

( ){ }fV P
A ,  ( ){ }fV P

B  

to’plamlar hosil bo’ladi. Bunda ( ){ }fV P
A  to’plam yuqoridan ( ){ }fV P

B  to’plam esa 
quyidani chegaralangan bo’ladi. Demak, bu to’plamlarning aniq chegaralari 

( ){ }fVsup P
A ,  ( ){ }fVinf P

B  
mavjud. Shartga ko’ra ( )y,xf  funksiya ( )D  yopiq sohada uzluksiz. U holda 

Kantor teoremasining natijasiga asosan, 0>∀ε  son olinganda ham, 
D

ε
 songa 

ko’ra shunday 0>δ  son topiladiki, ( )D  sohaning diametri δλ <P  bo’lgan har 
qanday bo’laklashi P  uchun har bir ( )kD  da funksiyaning tebranishi 

D
mM kk

ε<−  

bo’ladi. Unda 

( ){ } ( ){ } ( ) ( )

( ) .D
D

D
D

DmM

DmDMfVfVfVsupfVinf

n

k
k

n

k
kkk

n

k
kk

n

k
kk

P
A

P
B

P
A

P
B

εεε ==<−=

=−=−≤−

∑∑

∑∑

==

==

11

11  

Demak, ( )D  sohaning diametri δλ <P  bo’lgan har qanday bo’laklanishi 
olinganda ham bu bo’laklanishga mos ( )V  jismning ichiga joylashgan hamda bu 
( )V  ni o’z ichiga olgan ko’pyoq hajmlari uchun har doim  

( ){ } ( ){ } ε<−≤ fVsupfVinf P
A

P
B0  

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bundan esa 
( ){ } ( ){ }fVsupfVinf P

A
P

B =                                      (17.28) 
tenglik kelib chiqadi. Bu tenglik ( )V  jism hajmga ega bo’lishini bildiradi. 

Endi yuqorida o’rganilgan ( )fV P
A , ( )fV P

B  yig’indilarni Darbu yig’indilari 

bilan taqqoslab, ( )fV P
A  ham ( )fV P

B  yig’indilar ( )y,xf  funksiyaning ( )D  sohada 
mos ravishda Darbu quyi hamda yuqori yig’indilari ekanini topamiz. Shuning 
uchun ushbu 

( ){ }fVsup P
A ,  ( ){ }fVinf P

B  
miqdorlar  ( )y,xf  funksiyaning quyi hamda yuqori ikki karrali integrallari bo’ladi, 
ya’ni  

( ){ } ( )
( )
∫∫=
D

P
A dDy,xffVsup ,  ( ){ } ( )

( )

__

D

P
B dDy,xffVinf ∫∫=  

Yuqoridagi (17.28) munosabatga ko’ra 

( )
( )

( )
( )

__

DD

dDy,xfdDy,xf ∫∫∫∫ =  
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tenglik o’rinli ekani ko’rinadi. Demak, 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

__

DDD

dDy,xfdDy,xfdDy,xf ∫∫∫∫∫∫ == . 

Shunday qilib, bir tomondan, qaralayotgan ( )V  jism hajmga ega ekani 
ikkinchi tomondan, uning hajmi ( )y,xf  funksiyaning ( )D  soha bo’yicha ikki 
karrali integraliga teng ekani isbot etildi. Demak, ( )V  jismning hajmi uchun ushbu 

( )
( )
∫∫=
D

dDy,xfV                                                  (17.29) 

formula o’rinli. 
17.7-misol. Ushbu 

12

2

2

2

2

2

≤++
c

z

в

y

a

x
 

ellipsoidning hajmi topilsin. 
�Bu ellipsoid 0=z  tekislikka nisbatan simmetrikdir. Yuqori qismini ( )0≥z  

o’rab turgan sirt 

2

2

2

2

1
в

y

a

x
cz −−=  

bo’ladi. 
Yuqoridagi (17.29) formulaga ko’ra ellipsoidning hajmi ( )V : 

( )
dxdy

в

y

a

x
cV

D
∫∫ −−= 2

2

2

2

12  

bo’ladi, bunda 

( ) ( )








≤+∈= 12

2

2

2
2

в

y

a

x
:Ry,xD . 

Integralda 

ϕρ
ϕρ

sinвy

cosax

=
=

                                                   (17.30) 

almashtirishni bajaramiz. Bu sistemaning yakobiani 

( ) ρ
ϕρϕρ

ϕϕ
ϕρ ⋅⋅=

−
= вa

cosвsina

sinвcosa
,J  

bo’ladi. (17.30) sistema ( ) ( ){ :R, 2∈=∆ ϕρ  10 ≤≤ ρ  }πϕ 20 ≤≤  sohani ( )D  
sohaga akslantiradi. (17.23) formulaga ko’ra 

( ) ( )
ϕρρρ ddaвdxdy

в

y

a

x

D
∫∫∫∫
∆

−=−− 2
2

2

2

2

11  

bo’ladi. Demak,  
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( )

.cвadсвa

ddcвaddсвaV

3
4

14

1212

1

0

2

1

0

2
2

0

2

πρρρπ

ρρρϕϕρρρ
π

=−=

=−







=−=

∫

∫ ∫∫∫
∆  

Shunday qilib, ellipsoidning hajmi 

свaV π
3
4=  

bo’ladi.� 
20. Yassi shaklning yuzi. Ushbu bobning 1-§ ida ( )D  sohaning yuzi quyidagi 

( ) ( )
∫∫∫∫ ==
DD

dxdydDD  

integralga teng bo’lishini ko’rdik. Demak, ikki karrali integral yordamida yassi 
shaklning yuzini hisoblash mumkin ekan. 

Xususan, soha 
( ) ( ){ :Ry,xD 2∈=  вxa ≤≤  ( )}xfy ≤≤0  

egri chiziqli trapesiyadan iborat bo’lsa (( )xf  funksiya [ ]в,a  da uzluksiz) u holda  

( )

( )
( )dxxfdxdydxdyD

в

a

в

a

xf

D
∫∫ ∫∫∫ =








==

0

 

bo’lib, 1-qism, 10-bob, 2-§ da topilgan formulaga kelamiz. 
17.8-misol. Ushbu 

a

ay
x

2

22 += ,   
в

вy
x

2

22 += ,    ( )вa <<0  

chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin. 
�Bu chiziqlar parabolalardan iborat (58-chizma). 

 
58-chizma 

y 

x 0 
2

a

2

в
 

2

вa +
 

aв  
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Quyidagi 
 










=+−

=+−

0
2

0
2

22

22

в

вy
x

a

ay
x

 

sistemani echib, parabolalarning kesishgan nuqtalari 








 +
aв,

вa

2
,    







 −+
aв,

вa

2
 

ekanini topamiz. Qaralayotgan shakl Ox o’qiga simmetrik bo’lishini e’tiborga 
olsak, u holda ( )D  ning yuzi 

( )
∫∫=

1

2
D

dxdyD  

bo’ladi, bunda  

( ) ( ){ :Ry,xD 2
1 ∈=  

в

вy
x

a

ay

22

2222 +≤≤+
 }aвy ≤≤0 . 

Integralni hisoblab, quyidagini topamiz: 

( )
( )∫ ∫∫∫∫ −=







 +−+=
















=

+

+

aв aвв

вy

a

ayD

aвaвdy
a

ay

в

вy
dydxdxdy

0 0

22222

2

3
1

22

22

22
1

. 

Demak,  

( )
( )
∫∫ ⋅−==
D

aвaвdxdyD
3

2
.� 

30. Sirtning yuzi va uning karrali integral orqali ifodalanishi. Ikki karrali 
integral yordamida sirt yuzini hisoblash mumkin. Avvalo sirtning yuzi 
tushunchasini keltiramiz.   

Faraz qilaylik, ( )y,xfz =  funksiya ( )D  sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin. 
Bu funksiyaning grafigi 59-chizmada tasvirlangan sirtdan iborat bo’lsin. 

 

0 

y 
x 

z 
( )y,xfz =
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59-chizma 
( )D  sohaning P  bo’laklashni olaylik. Uning bo’laklari ( )1D , ( ),...D2 , ( )nD  

bo’lsin. Bu bo’laklashning buluvchi chiziqlarini yo’naltiruvchilar sifatida qarab, 
ular orqali yasovchilari Oz o’qiga parallel bo’lgan silindrik sirtlar o’tkazamiz. 
Ravshanki, bu silindrik sirtlar ( )S  sirtni ( ) ( ) ( )nS...,,S,S 21  bo’laklarga ajratadi. Har 
bir ( )kD  ( )n...,,,k 21=  da ixtiyoriy ( )nn ,ηξ  nuqta olib, ( )S  sirtda unga mos nuqta 
( )knn z,,ηξ  ( ( )nnk ,fz ηξ= ) ni topamiz. So’ng ( )S  sirtga shu ( )knn z,,ηξ  nuqtada 
urinma tekislik o’tkazamiz. Bu urinma tekislik bilan yuqorida aytilgan silindrik 
sirtning kesishishidan hosil bo’lgan urinma tekislik qismini ( )kT  bilan, uning 
yuzini esa kT  bilan belgilaymiz. 

Geometriyadan ma’lumki, ( )kD  soha ( )kT  ning ortogonal proeksiyasi bo’lib, 

kkk cosTD γ=                                              (17.31) 

bo’ladi, bunda ( )Sk −γ  sirtga ( )knn z,,ηξ  ( ( )nnk ,fz ηξ= ) nuqtada o’tkazilgan 
urinma tekislik normalining Oz o’qi bilan tashkil etgan burchak. 

Ravshanki, 0→Pλ  da ( )kS  ( )n...,,,k 21=  ning diametri ham nolga intiladi. 
Agar 0→Pλ  da 

∑
=

n

k
kT

1

 

yig’indi chekli limitga ega bo’lsa, bu limit ( )S  sirtning yuzi deb ataladi. Demak, 
( )S  sirtning yuzi 

∑
=→

=
n

k
kTlimS

P 10λ
                                            (17.32) 

bo’ladi. 
Yuqorida qaralayotgan ( )y,xfz =  funksiya ( )D  sohada ( )y,xf x′ , ( )y,xf y′  

xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar ( )D  sohada uzluksiz bo’lsin. U 
holda  

( ) ( )kkykkx

k
,f,f

cos
ηξηξ

γ
221

1

′+′+
=  

bo’ladi. 
(17.31) munosabatdan 

k
k

k D
cos

T
γ

1=  

bo’lishini topamiz. Demak, 

( ) ( )∑∑∑
===

′+′+==
n

k
kkkykkx

n

k
k

k

n

k
k D,f,fD

cos
T

1

22

11

1
1 ηξηξ
γ

                   (17.33) 

Tenglikning o’ng tomonidagi yig’indi 

( ) ( )y,xfy,xf yx
221 ′+′+  

funksiyaning integral yig’indisidir (qarang 1-§). Bu funksiya ( )D  sohada uzluksiz, 
demak, integrallanuvchi. Shuning uchun 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

dDy,xfy,xfD,f,flim
D

yxk

n

k
kkykkx

P
∫∫∑ ′+′+=′+′+

=→

22

1

22

0
11 ηξηξ

λ
 

bo’ladi. 
Shunday qilib, (17.32) va (17.33) munosabatlardan 

( ) ( )
( )

dDy,xfy,xfS
D

yx∫∫ ′+′+= 221                             (17.34) 

bo’lishi kelib chiqadi. 
17.9-misol. Asosning radiusi r  balandligi h  bo’lgan doiraviy konusning yon 

sirti topilsin. 
�Bunday konus sirtning tenglamasi  

22 yx
r

h
z +=  

bo’ladi. Yuqoridagi (17.34) formulaga ko’ra 

( )
dxdyzzS

D
yx∫∫ ′+′+= 221  

bo’ladi, bunda 
( ) ( ){ }2222 ryx:Ry,xD ≤+∈= . 

Endi 

22 yx

x

r

h
zx

+
=′ ,     

22 yx

y

r

h
zy

+
=′  

va 

2

2

22

2

2

2

22

2

2

2
22 111

r

h

yx

y

r

h

yx

x

r

h
zz yx +=

+
+

+
+=′+′+  

ekanini e’tiborga olib, quyidagini topamiz: 

( ) ( )

222
2

2

2

2

2

2

111 hrrr
r

h
dxdy

r

h
dxdy

r

h
S

DD

+=+=+=+= ∫∫∫∫ ππ .� 

 
10-§. Uch karrali integral 

Yuqorida Riman integrali tushunchasining ikki o’zgaruvchili funksiya uchun 
qanday kiritilishini ko’rdik va uni batafsil o’rgandik. Xuddi shunga o’xshash bu 
tushuncha uch o’zgaruvchili funksiya uchun ham kiritildi. Uni o’rganishda Riman 
integrali hamda ikki karrali integralda yuritilgan barcha mulohazalar (integrallash 
sohasining bo’laklanishini olish, bo’laklarda ixtiyoriy nuqta tanlab olib, integral 
yig’indi tuzish, tegishlicha limitga o’tish va hokazo) qaytariladi. Shuni e’tiborga 
olib, quyida uch karrali integral haqida faktlarni keltirish bilan chegaralanamiz. 

10. Uch karrali integral ta’rifi.  ( )z,y,xf  funksiya 3R  fazodagi chegaralangan 
( )V  sohada berilgan bo’lsin. (Bu erda va kelgusida hamma vaqt funksiyaning 
berilish sohasi ( )V  ni hajmga ega bo’lgan deb qaraymiz).  ( )V  sohaning P  
bo’laklashini va bu bo’laklashning har bir ( )kV  ( )n...,,,k 21=  bo’lagida ixtiyoriy 
( )kkk ,, ζηξ  nuqtani olaylik. So’ngra quyidagi 
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( ) k

n

k
kkk V,,f ⋅= ∑

=1

ζηξσ  

yig’indini tuzamiz, bunda ( )kk VV −  ning hajmi. 
Bu yig’indi ( )z,y,xf  funksiyaning integral yig’indisi yoki Riman yig’indisi 

deb ataladi. 
Endi ( )V  sohaning shunday 

...,P...,,P,P m21  
bo’laklanishlarini qaraymizki, ularning diametridan tashkil topgan 

...,...,,,
mPPP λλλ

21
 

ketma-ketlik nolga intilsin: 0→
mPλ . Bunday mP  ( )...,,m 21=  bo’laklanishlarga 

nisbatan ( )z,y,xf  funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz: 

( ) k

n

k
kkkm V,,f ⋅= ∑

=1

ζηξσ  

Natijada quyidagi 
...,...,,, mσσσ 21  

ketma-ketlik hosil bo’ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi ( )kkk ,, ζηξ  nuqtalarga 
bog’liq. 

9-ta’rif.  Agar  ( )V  ning har qanday bo’laklanishlar ketma-ketligi { }mP  
olinganda ham, unga mos integral yig’indi qiymatlaridan iborat { }mσ  ketma-ketlik 
( )kkk ,, ζηξ  nuqtalarni tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda hamma vaqt bitta 
J  songa intilsa, bu J  son σ  yig’indining limiti deb ataladi va u  

( ) JV,,flimlim
n

k
kkkk

PP

== ∑
=→→ 100

ζηξσ
λλ

 

kabi belgilanadi. 
10-ta’rif. Agar 0→Pλ  da ( )z,y,xf  funksiyaning integral yig’indisi σ  chekli 

limitga ega bo’lsa, ( )z,y,xf  funksiya ( )V  da integrallanuvchi (Riman ma’nosida 
integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu σ  yig’indining chekli limiti J  esa 

( )z,y,xf  funksiyaning ( )V  bo’yicha uch karrali integrali (Riman integrali) 
deyiladi va u 

( )
( )

dVz,y,xf
V
∫∫∫  

kabi belgilanadi. Demak, 

( )
( )

( )∑∫∫∫
=→→

==
n

k
kkkk

V

V,,flimlimdVz,y,xf
PP 100

ζηξσ
λλ

. 

( )z,y,xf  funksiya ( )V  da ( )( )3RV ⊂  berilgan bo’lib, u shu sohada 
chegaralangan bo’lsin: 

( ) Mz,y,xfm ≤≤      ( ) ( )( )Vz,y,x ∈∀ . 
( )V  sohaning bo’laklanishlar to’plami { }P  ning har bir bo’laklanishiga 

nisbatan ( )z,y,xf  funksiyaning Darbu yig’indilari 
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( ) ∑
=

=
n

k
kkp Vmfs

1

,   ( ) ∑
=

=
n

k
kkp VMfS

1

 

ni tuzib, ushbu 
( ){ }fsP ,   ( ){ }fSP  

to’plamlarni qaraylik. Ravshanki, bu to’plamlar chegaralangan bo’ladi. 
11-ta’rif. ( ){ }fsP  to’plamning aniq yuqori chegarasi ( )z,y,xf  funksiyaning 

quyi uch karrali integrali deb ataladi va u  
( )

( )
∫∫∫=
V

dVz,y,xfJ  

kabi belgilanadi. 
( ){ }fSP  to’plamning aniq quyi chegarasi ( )z,y,xf  funksiyaning yuqori uch 

karrali integrali deb ataladi va u 

( )
( )

___

V

dVz,y,xfJ ∫∫∫=  

kabi belgilanadi. 
12-ta’rif. Agar ( )z,y,xf  funksiyaning quyi hamda yuqori uch karrali 

integrallari bir-biriga teng bo’lsa, ( )z,y,xf  funksiya ( )V  da integrallanuvchi deb 
ataladi va ularning umumiy qiymati 

( )
( )

( )
( )

___

VV

dVz,y,xfdVz,y,xfJ ∫∫∫∫∫∫ ==  

( )z,y,xf  funksiyaning uch karrali integrali (Riman integrali) deyiladi. 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

___

VVV

dVz,y,xfdVz,y,xfdVz,y,xf ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ == . 

20. Uch karrali integralning mavjudligi. ( )z,y,xf  funksiya ( ) 3RV ⊂  sohada 
berilgan bo’lsin. 

10-teorema. ( )z,y,xf  funksiya ( )V  sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun 
0>∀ε  olinganda ham shunday 0>δ  topilib, ( )V  sohaning diametri δλ <P  

bo’lgan har qanday P  bo’laklashiga nisbatan Darbu yig’indilari 
( ) ( ) ε<− fsfS pp  

tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va etarli. 
30. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch karrali integralning mavjudligi 

haqidagi teoremadan foydalanib, ma’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi 
bo’lishi ko’rsatildi. 

11-teorema. Agar ( )z,y,xf  funksiya chegarlangan yopiq ( ) 3RV ⊂  sohada 
berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu sohada integrallanuvchi bo’ladi. 

12-teorema. Agar ( )z,y,xf  funksiya ( )V  sohada chegaralangan va bu 
sohaning chekli sondagi nol hajmi sirtlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz bo’lsa, funksiya ( )V  da integrallanuvchi bo’ladi. 
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40. Uch karrali integralning xossalari. Uch karrali integrallar ham ushbu 
bobning 5-§ ida keltirilgan ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.  

1). ( )z,y,xf  funksiya ( )V  sohada berilgan bo’lib, ( )V  soha nol hajmi ( )S  sirt 
bilan ( )1V  va ( )2V  sohalarga ajratilgan bo’lsin. Agar ( )z,y,xf  funksiya ( )V  sohada 
integrallanuvchi bo’lsa, funksiya ( )1V  va ( )2V  sohalarda ham integrallanuvchi 
bo’ladi, va aksincha, ya’ni ( )z,y,xf  funksiya ( )1V  va ( )2V  sohalarning har birida 
integrallanuvchi bo’lsa, funksiya ( )V  sohada ham integrallanuvchi bo’ladi. Bunda 

( )
( )

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫∫∫∫∫ +=

21 VVV

dVz,y,xfdVz,y,xfdVz,y,xf  

bo’ladi. 
2). Agar  ( )z,y,xf  funksiya ( )V  da integrallanuvchi bo’lsa, u holda 
( )z,y,xfc ⋅  ( )constc =  funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu  

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫∫ =
VV

dVz,y,xfcdVz,y,xcf  

formula o’rinli bo’ladi. 
3). Agar ( )z,y,xf  va ( )z,y,xg  funksiyalar ( )V  da integrallanuvchi bo’lsa, u 

holda ( ) ( )z,y,xgz,y,xf ±  funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu 

( ) ( )[ ]
( )

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ±=±
VVV

dVz,y,xgdVz,y,xfdVz,y,xgz,y,xf  

formula o’rinli bo’ladi. 
4). Agar ( )z,y,xf  funksiya ( )V  da integrallanuvchi bo’lib, ( ) ( )Vz,y,x ∈∀  

uchun  ( ) 0≥z,y,xf  bo’lsa, u holda 

( )
( )

0≥∫∫∫
V

dVz,y,xf  

bo’ladi. 
5). Agar ( )z,y,xf  funksiya ( )V  da integrallanuvchi bo’lsa, u holda ( )z,y,xf  

funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va 

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫∫ ≤
VV

dVz,y,xfdVz,y,xf  

bo’ladi. 
6). Agar ( )z,y,xf  funksiya ( )V  da integrallanuvchi bo’lsa, u holda shunday 

o’zgarmas ( )Mm ≤≤ µµ  son mavjudki, 

( )
( )

VdVz,y,xf
V

⋅=∫∫∫ µ  

bo’ladi, bunda ( )VV −  sohaning hajmi. 
7). Agar ( )z,y,xf  funksiya yopiq  ( )V  sohada uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

sohada shunday ( ) ( )Vc,в,a ∈  nuqta topiladiki, 

( )
( )

( ) Vc,в,afdVz,y,xf
V

⋅=∫∫∫  

bo’ladi. 
50. Uch karrali integrallarni hisoblash. ( )z,y,xf  funksiya  
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( ) ( ){ }lze,dyc,вxa:Rz,y,xV ≤≤≤≤≤≤∈= 3  sohada (parallelepipedda) 
berilgan va uzluksiz bo’lsin. U holda 

( )
( )

( ) dxdydzz,y,xfdVz,y,xf
в

a

d

c

l

eV
∫ ∫ ∫∫∫∫ 
















=  

bo’ladi. 
Endi ( ) 3RV ⊂  soha – pastdan ( )y,xz 1ψ=  yuqoridan  ( )y,xz 2ψ=  sirtlar 

bilan, yon tomondan esa Oz o’qiga parallel silindrik sirt  bilan chegaralangan soha 
bo’lsin. Bu sohaning Oxy tekislikdagi proeksiyasi esa ( )D  bo’lsin. 

Agar  ( )z,y,xf  funksiya shunday ( )V  sohada uzluksiz bo’lib, ( )y,xz 1ψ= , 
( )y,xz 2ψ=  funksiyalar ( )D  da uzluksiz bo’lsa, u holda  

( )
( )

( )
( )

( )

( )
∫∫ ∫∫∫∫ 













=

D

y,x

y,xV

dxdydzz,y,xfdVz,y,xf
2

1

ψ

ψ
 

bo’ladi. Agar yuqoridagi holda ( ) ( ){ :Ry,xD 2∈=   вxa ≤≤ , ( ) ( )xyx 21 ϕϕ ≤≤  bo’lib, 
( )x1ϕ  va ( )x2ϕ  funksiyalar [ ]в,a  da uzluksiz bo’lsa, u holda 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )
dxdydzz,y,xfdVz,y,xf

в

a

x

x

y,x

y,xV
∫ ∫ ∫∫∫∫


























=

2

1

2

1

ϕ

ϕ

ψ

ψ
 

bo’ladi. 
60. Uch karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish. Uch karrali 

integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish ushbu bobning 7-§ da keltirilgan ikki 
karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish kabidir. Shuni hisobga olib, 
quyida uch karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish formulasini keltirish 
bilan kifoyalanamiz. 

( )z,y,xf  funksiya ( ) 3RV ⊂  sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin, ( )V  soha esa 
silliq yoki bo’lakli-silliq sirtlar bilan chegaralangan bo’lsin. 

Ushbu 
( ),w,v,ux ϕ=  
( ),w,v,uy ψ=  
( )w,v,uz ζ=  

sistema ( )∆  ( )( )3R∈∆  sohani ( )V  sohaga akslantirsin va bu akslantirish 7-§ da 
keltirilgan 10-30-shartlarni bajarsin. U holda 

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )
∫∫∫∫∫∫

∆
⋅= dudvdwJw,v,u,w,v,u,w,v,ufdVz,y,xf

V

ζψϕ  

bo’ladi. Bunda 

w

z

v

z

u

z
w

y

v

y

u

y
w

x

v

x

u

x

J

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  
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70. Uch karrali integralning ba’zi bir tatbiqlari. Uch karrali integral 
yordamida 3R  fazodagi jismning hajmini, jismning massasini, inersiya 
momentlarini topish mumkin. 

 
Mashqlar 

17.10. Ikki karrali integral ta’riflarining ekvivalentligi isbotlansin. 
17.11. Ushbu 

a) ( )∫∫
−

11

1 2x

dyy,xfdx  

b) ( )∫∫
xsin

dyy,xfdx
0

2

0

π
 

integrallarda integral tartibi o’zgartirilsin. 
17.12. Quyidagi 

( )
( )

ππ
4

2
22 <−<− ∫∫

D

dxdyyx  

tengsizliklar isbotlansin, bunda ( ) 0222 =−+− xyxD  aylana bilan 
chegaralangan soha. 

17.13. Agar ( )xf  funksiya [ ]в,a  da uzluksiz bo’lsa. 

( ) ( ) ( )∫∫ −≤






 в

a

в

a

dxxfaвdxxf 2

2

 

bo’lishi isbotlansin. 
 

18-BOB 
 

Egri chiziqli integrallar 
 

Yuqoridagi bobda Riman integrali tushunchasini ikki o’zgaruvchili funksiya 
uchun qanday kiritilishini ko’rdik va uni o’rgandik. Shuni ham aytish kerakki, ko’p 
o’zgaruvchili funksiyalar uchun integral tushunchasi turlicha kiritilishi mumkin. 
Biz quyida keltirgan egri chiziqli integrallar ham konkret amaliy masalalardan 
paydo bo’lgandir. 

 
1-§. Birinchi tur egri chiziqli integrallar 

10. Birinchi tur egri chiziqli integral ta’rifi.  Tekislikda biror sodda BA
(

 
( ) ( )( )2

21
2

21 Rв,вB,Ra,aA ∈=∈=  egri chiziqni (yoyni) olaylik (60-chizma). Bu 
egri chiziqda ikki yo’nalishdan birini musbat yo’nalish, ikkinchisini manfiy 
yo’nalish deb qabul qilaylik 
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60-chizma 

BA
(

 egri chiziqni A dan B  ga qarab AA =0 , BA,...,A n =1 ,  

( )( BAy,xA kkk

(
∈= , n...,,,,k   2 1 0= , ( ) ( )21000 a,ay,xA == , ( ) ( ))21 в,вy,xA nnn ==  

nuqtalar yordamida n  ta bo’lakka bo’lamiz. Bu nA,...,A,A 10  nuqtalar sistemasi BA
(

 
yoyining bo’laklash deb ataladi va u  

{ }nA,...,A,AP 10=  

kabi belgilanadi. 1+kk AA
(

 yoy (bo’laklash yoylari) uzunliklari ks∆  ( )n...,,,,k   2 1 0=  
ning eng kattasi P  bo’laklash diametri deyiladi va u Pλ  bilan belgilanadi: 

{ }k
k

P smax∆=λ . 

Ravshanki, BA
(

 egri chiziqni turli usullar bilan istalgan sonda bo’laklashlarini 
tuzish mumkin. 

BA
(

 egri chiziqda ( )y,xf  funksiya berilgan bo’lsin. Bu egri chiziqning 
{ }n,...,A,AAP 10=  

bo’laklanishi va uning har bir  1+kk AA
(

 yoyida ixtiyoriy ( )kkk ,Q ηξ=  

( )( )1  1 0  1 −=∈= + n...,,,k,AA,Q kkkkk

(
ηξ  nuqtani olamiz. Berilgan funksiyaning 

( )kkk ,Q ηξ=  nuqtadagi ( )kk ,f ηξ  qiymatini 1+kk AA
(

 ning ks∆  uzunligiga ko’pay-
tirib quyidagi yig’indini tuzamiz: 

( ) k

n

k
kk s,f ∆= ∑

−

=

1

0

ηξσ .                                         (18.1) 

Endi BA
(

 egri chiziqning shunday  
,  ...,  ...,  P,  PP m21                                            (18.2) 

bo’laklashlari ketma-ketligini qaraymizki, ularning mos diametrlaridan tashkil 
topgan ...,...,,

mPPP λλλ    
21

 ketma-ketlik nolga intilsin: 0→
mPλ . Bunday bo’laklash-

larga nisbatan (18.1) kabi yig’indilarni tuzib, ushbu 
...,...,,, m         21 σσσ  

А А1 
А2 

Аk 

Аk+1 

B 

0 x 

y 
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ketma-ketlikni hosil qilamiz. Ravshanki, bu ketma-ketlikning har bir hadi 
( )kkk ,Q ηξ=  nuqtalarga bog’liq. 

1-ta’rif.  Agar  BA
(

 egri chiziqning har qanday (18.2) ko’rinishdagi bo’laklash-
lari ketma-ketligi { }mP  olinganda ham, unga mos yig’indilardan iborat { }mσ  
ketma-ketlik ( )kk ,ηξ  nuqtalarning tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda ham-
ma vaqt bitta J  songa intilsa, bu son σ  yig’indining limiti deb ataladi va  

( ) Js,flimlim
n

k
kkk

pp

=∆= ∑
−

=→→

1

000
ηξσ

λλ
                             (18.3) 

kabi belgilanadi. 
2-ta’rif. Agar 0>∀ε  son olinganda ham shunday 0>δ  topilsaki, BA

(
 egri 

chiziqning diametri δλ <P  bo’lgan har qanday P  bo’laklash uchun tuzilgan σ  

yig’indi ixtiyoriy ( ) 1+∈ kkkk AA,
(

ηξ  nuqtalarda  

εσ <− J  

tengsizlikni bajarsa, J  son σ  yig’indining 0→Pλ  dagi limiti deb ataladi va 
(18.3) kabi belgilanadi. 

(18.1) yig’indi limitining bu ta’riflari ekvivalent ta’riflardir. 
3-ta’rif.  Agar 0→Pλ  da σ  yig’indi chekli limitga ega bo’lsa, ( )y,xf  

funksiya BA
(

 egri chiziq bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu limit ( )y,xf  
funksiyaning egri chiziq bo’yicha birinchi tur egri chiziqli integrali deb ataladi va u  

( )∫
BA

dSy,xf
(

 

kabi belgilanadi. 
Shunday qilib, kiritilgan egri chiziqli integral tushunchasining o’ziga xosligi 

qaralayotgan ikki argumentli funksiyaning berilish sohasi tekislikda biror BA
(

 egri 
chiziq ekanligidir. Qolgan boshqa mulohazalar (bo’laklashlarining olinishi, 
bo’laklardan ixtiyoriy nuqta tanlab integral yig’indi tuzish, tegishlicha limitga 
o’tish) yuqorida kiritilgan integral tushunchalari singaridir. 

20. Uzluksiz funksiya birinchi tur egri chiziqli integrali. Yuqorida keltirilgan 
3-ta’rifdan ko’rinadiki, birinchi tur egri chiziqli integral BA

(
 egri chiziqqa hamda 

unda berilgan ( )y,xf  funksiyaga bog’liq bo’ladi. 

Faraz qilaylik, BA
(

 egri chiziq ushbu 
( )
( ) ( )Ss
syy

,sxx ≤≤




=
= 0                                                 (18.4) 

sistema bilan berilgan bo’lsin. bunda QAs
(

−  yoyining uzunligi ( )( )BAy,xQ
(

∈=  

S esa BA
(

 ning uzunligi. ( )y,xf  funksiya shu BA
(

 egri chiziqda berilgan bo’lsin. 
Modomiki, ( )sxx = , ( )syy =  ( )Ss≤≤0  ekan, unda ( ) ( ) ( )( )sy,sxfy,xf =  bo’lib, 
natijada ushbu  

( ) ( )( ) ( )sFsy,sxf =     ( )Ss≤≤0  
murakkab funksiyaga ega bo’lamiz. 
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BA
(

 egri chiziqning { }nA,...,A,AP 10=  bo’laklashini va har bir 1+kk AA
(

 da 

ixtiyoriy ( )kkk ,Q ηξ=  nuqtani olaylik. Har bir kA  nuqtaga mos keladigan kAA
(

 

ning uzunligi ks , har bir kQ  nuqtaga mos keladigan kQA
(

 ning uzunligi *
ks  deylik. 

Ravshanki, 1+kk AA
(

 ning uzunligi 1+ks - ks q ks∆  bo’ladi. 
Natijada P  bo’laklashga nisbatan tuzilgan 

( ) k

n

k
kk s,f ∆= ∑

−

=

1

0

ηξσ  

yig’indi ushbu  

( ) ( ) ( )( ) ( ) k

n

k

*
kk

n

k

*
k

*
kk

n

k
kk ssFssy,sxfs,f ∆=∆=∆ ∑∑∑

−

=

−

=

−

=

1

0

1

0

1

0

ηξ  

ko’rinishga keladi. Demak,  

( ) k

n

k

*
k ssF ∆= ∑

−

=

1

0

σ .                                               (18.5) 

Bu yig’indini [ ]S,  0  oraliqdagi ( )sF  funksiyaning integral yig’indisi (Riman 
yig’indisi) ekanligini payqash qiyin emas (qaralsin, 1-qism, 9-bob, 1-§). 

Agar ( )y,xf  funksiya BA
(

 egri chiziqda uzluksiz bo’lsa, u holda ( )sF  
funksiya [ ]S,  0  da uzluksiz bo’ladi. Demak, bu holda ( )sF  funksiya [ ]S,  0  da 
integrallanuvchi: 

( ) ( )∫∑ =∆
−

=→

S

k

n

k

*
k dssFssFlim

P 0

1

00λ
.                                     (18.6) 

Shunday qilib, (18.5), (18.6) munosabatlardan 0→Pλ  da σ  yig’indining 
limiti mavjud va  

( )∫=
→

S

dssFlim
P 0

0
σ

λ
 

ekanligini topamiz. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz. 
1-teorema. Agar ( )y,xf  funksiya BA

(
 egri chiziqda uzluksiz bo’lsa, u holda 

bu funksiyaning BA
(

 egri chiziq bo’yicha birinchi tur egri chiziqli integrali mavjud 
va  

( ) ( ) ( )( )∫∫ =
S

BA

dssy,sxfdsy,xf
0

(
 

bo’ladi. 
Bu teorema, bir tomondan uzluksiz funksiya birinchi tur egri chiziqli 

integralining mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan bu integralning aniq 
integralga (Riman integraliga) kelishini ko’rsatadi.  

1-eslatma. Ushbu  

( ) k

n

k
kk s,f ∆= ∑

−

=

1

0

ηξσ  

yig’indidagi ks∆  har doim musbat bo’lib, BA
(

 egri chiziqning yo’nalishiga bog’liq 
emas. Demak, 
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( ) ( )∫∫ =
ABBA

dsy,xfdsy,xf
((

 

30. Birinchi tur egri chiziqli integrallarning xossalari. Yuqorida ko’rdikki, 
uzluksiz funksiyalarning birinchi tur egri chiziqli integrallari Riman integrallariga 
keladi. Binobarin, egri chiziqli integrallar ham Riman integrallari xossalari kabi 
xossalarga ega bo’ladi. Shuni e’tiborga olib, egri chiziqli integrallarning asosiy 
xossalarini sanab o’tish bilan kifoyalanamiz. 

(18.4) sistema bilan aniqlangan BA
(

 egri chiziqda ( )y,xf  funksiya uzluksiz 
bo’lsin 

1). Agar BCCABA
(((

+=  bo’lsa, u holda  
( ) ( ) ( )∫∫∫ +=

BCCABA

dsy,xfdsy,xfdsy,xf
(((

 

bo’ladi. 
2). Ushbu  

( ) ( )∫∫ =
BABA

dsy,xfcdsy,xcf
((

  ( )constc =  

tenglik o’rinli. 
BA
(

 egri chiziqda ( )y,xf  funksiya va ( )y,xg  funksiyalar uzluksiz bo’lsin. 
3). Quyidagi 

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫∫ ±=±
BABABA

dsy,xgdsy,xfdsy,xgy,xf
(((

 

formula o’rinli bo’ladi. 
4). Agar ( ) BAy,x

(
∈∀  da ( ) 0≥y,xf  bo’lsa, u holda  

( ) 0≥∫
BA

dsy,xf
(

 

bo’ladi. 
5). ( )y,xf  funksiya shu BA

(
 da integrallanuvchi va  

( ) ( )∫∫ ≤
BABA

dsy,xfdsy,xf
((

 

bo’ladi. 
6). Shunday ( ) BAc,c

(
∈21  nuqta topiladiki, 

( ) ( ) Sc,cfdsy,xf
BA

⋅=∫ 21
(

 

bo’ladi, bunda BAS
(

−  ning uzunligi. 
Bu xossa o’rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi. 
40. Birinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblash. Birinchi tur egri chiziqli 

integrallar, asosan Riman integrallariga keltirilib hisoblanadi. 
BA
(

 egri chiziq ushbu 
( )
( ) ( )βαψ

ϕ ≤≤




=
= t

ty
,tx                                                 (18.7) 
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sistema bilan (parametrik formada) berilgan bo’lsin. Bunda ( )tϕ , ( )tψ  funksiyalar 
[ ]βα   ,  da ( )tϕ ′ , ( )tψ ′  hosilalarga ega va bu hosilalar shu oraliqda uzluksiz hamda 

( ) ( )( ) A, =αψαϕ  va ( ) ( )( ) B, =βψβϕ  bo’lsin. 

Ravshanki, (18.7) sistema [ ]βα   ,  oraliqni BA
(

 egri chiziqqa akslantiradi. 

Bunda [ ] [ ]βαδγ     ,, ⊂  ning BA
(

 chiziqdagi δγ BA
(

 aksning uzunligi  

( ) ( )dttt∫ ′+′
δ

γ
ψϕ 22  

bo’ladi. (qaralsin, 1-qism, 10-bob, 1-§). 
2-teorema. Agar ( )y,xf  funksiya BA

(
 da uzluksiz bo’lsa, u holda  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )dtttt,tfdSy,xf
BA

∫∫ ′+′=
β

α
ψϕψϕ 22

(
 

bo’ladi. 
�[ ]βα   ,  oraliqning  

{ }n,  ...,  t,  ttP 10= ,  ( )βα =<<<= nt...tt 10  
bo’laklashini olaylik. Bu bo’laklashning bo’luvchi nuqtalari kt  ( )n...,,,,k   2 1 0=  

ning  BA
(

 dagi mos akslarini kA  ( )n...,,,,k   2 1 0=  deylik. Ravshanki, bu kA  

( )n...,,,,k   2 1 0=  nuqtalar BA
(

 egri chiziqning 
{ }nA,...,A,A 10  

bo’laklashini hosil qiladi. Bunda ( ) ( )( )kkk t,tA ψϕ   =  ( )n...,,,,k   2 1 0=  va 1+kk AA
(

 
ning uzunligi  

( ) ( )dttts
k

k

t

t
k ∫

+

′+′=∆
1

22 ψϕ  

bo’ladi. O’rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib quyidagini topamiz:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) kkkkkkkk trrttrrs ∆⋅′+′=−⋅′+′=∆ +
22

1
22 ψϕψϕ  

bunda 1+<< kkk trt . 

Endi ( ) kkr ξϕ = , ( ) kkr ηψ =  deb olamiz. Ravshanki, ( ) 1+∈ kkkk AA,
(

ηξ  

( )1210 −= , ..., n, , k  bo’ladi. BA
(

 egri chiziqning yuqorida aytilgan  
{ }nA,...,A,A 21  

bo’laklashni va har bir 1+kk AA
(

 bo’lakchasida ( )kk ,ηξ  nuqtani olib, 

( ) k

n

k
kk s,f ∆= ∑

−

=

1

0

ηξσ  

yig’indini tuzamiz. Uni quyidagicha ham yozish mumkin: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) k

n

k
kkkkk

n

k
kk trrr,rfs,f ∆′+′=∆= ∑∑

−

=

−

=

1

0

22
1

0

ψϕψϕηξσ .         (18.8) 

Bu tenglikning o’ng tomonidagi yig’indi ( ) ( )( ) ( ) ( )ttt,tf 22 ψϕψϕ ′+′  
funksiyaning [ ]βα   ,  oraliqdagi Riman yig’indisidir. 
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Shartga ko’ra ( )y,xf  va ( )tϕ ′ , ( )tψ ′  funksiyalar uzluksiz. Demak, murakkab 
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga ko’ra ( ) ( )( )t,tf ψϕ  va, demak, 

( ) ( )( ) ( ) ( )ttt,tf 22 ψϕψϕ ′+′  funksiya [ ]βα   ,  oraliqda uzluksiz. Demak, bu 
funksiya [ ]βα   ,  da integrallanuvchi bo’ladi. Ya’ni 

{ }
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∑ ′+′=∆′+′

−

=→∆

β

α
ψϕψϕψϕψϕ dtttt,tftrrr,rflim k

n

k
kkkk

tmax k

22
1

0

22

0
. 

Modomiki, ( )tx ϕ= , ( )ty ψ=  funksiyalar [ ]βα   ,  da uzluksiz ekan, unda 
{ } 0→∆ ktmax  da 0→∆ kx , 0→∆ ky  va, demak, 0→∆ ks . Bundan esa 0→Pλ  

bo’lishi kelib chiqadi. (18.8) munosabatdan foydalanib 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ′+′=
→

β

αλ
ψϕψϕσ dtttt,tflim

P

22

0
 

bo’lishini topamiz. Bu esa  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫ ′+′=
β

α
ψϕψϕ dtttt,tfdSy,xf

BA

22

(
 

ekanini bildiradi.� 
Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi. 
1-natija. BA

(
 egri chiziq ushbu  

( )xyy =   ( ) ( )( )Bвy,Aay,вxa ==≤≤         
tenglama bilan aniqlangan bo’lib, ( )xy  funksiya [ ]a,  в  da hosilaga ega va u 

uzluksiz bo’lsin. Agar ( )y,xf  funksiya shu BA
(

 da uzluksiz bo’lsa, u holda  

( ) ( )( ) ( )∫∫ ′+=
в

aBA

dxxyxy,xfdSy,xf 21
(

 

bo’ladi. 
2-natija. BA

(
 egri chiziq ushbu 

( )θρρ =    ( )10 θθθ ≤≤  
tenglama bilan (qutb koordinata sistemasida) berilgan bo’lib, ( )θρ  funksiya 

[ ]10   θθ ,  da hosilaga ega va u uzluksiz bo’lsin. Agar ( )y,xf  funksiya shu BA
(

 da 
uzluksiz bo’lsa, u holda 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′+=
1

0

22  
θ

θ
θθρθρθρθρ dsin,cosfdSy,xf

BA
(

 

bo’ladi. 
Bu natijalarni isbotlashni o’quvchiga havola etamiz. 
18.1-misol. Ushbu 

∫ +
BA

dsyx
(

22  

egri chiziqli integral hisoblansin, bunda BA
(

 -markazi koordinata boshida, radiusi 
0>r  ga teng bo’lgan aylananing yuqori yarim tekislikdagi qismi. 
�Ravshanki, bu  egri chiziq quyidagi 
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( )π≤≤




=
=

t
tsinry

tcosrx
0             

sistema bilan aniqlanadi. BA
(

 da ( ) ( ) ( )2222 tsinrtcosryxy,xf +=+=  funksiya 
uzluksiz. Demak,  

( ) ( ) ( ) ( ) 2

0

2

0

22
2222 rdtrdttsinrtcosrtsintcosrdsyx

BA

π
ππ

==′+′+=+ ∫∫∫
(

 

bo’ladi.� 
50. Birinchi tur egri chiziqli integrallarning ba’zi bir tatbiqlari. Birinchi tur 

egri chiziqli integrallar yordamida yoy uzunligini, jismning massasini, og’irlik 
markazlarini topish mumkin.  

Tekislikda sodda BA
(

 egri chiziq berilgan bo’lsin. Bu chiziqda ( ) 1=y,xf  

funksiyani qaraylik. Ravshanki, bu funksiya BA
(

 da uzluksiz. ( )y,xf  funksiyaning 
birinchi tur egri chiziqli integrali ta’rifidan quyidagini topamiz: 

Sslimslimds
n

k
k

n

k
k

BA pp

=∆=∆= ∑∑∫
−

=→

−

=→

1

00

1

00
11

λλ(
. 

Demak, 

∫=
BA

dsS
(

                                                  (18.9) 

18.2-misol. Ushbu  
( ) tcosatxx 3== , 

( ) tsinatyy 3==  

sistema bilan berilgan  BA
(

 chiziqning uzunligi topilsin. (Bu chiziq astroidani 
ifodalaydi). 

�Yuqoridagi formulaga ko’ra astroidaning uzunligi 

∫=
BA

dsS
(

 

bo’ladi. Astroida koordinata o’qlariga nisbatan simmetrik bo’lishini e’tiborga olib, 
yuqorida keltirilgan (18.9) formuladan foydalanib quyidagini topamiz: 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+−=′+′=
22

0

2222

0

22 3344
ππ

dttcostsinatsintcosadttytxds
BA
(

 

a
tcos

adttsinadttsin
a

6
2

2
6262

4
9

4
222

000

2
2

=






−=== ∫∫

πππ

.� 

 
2-§. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar 

10. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar ta’rifi.  Tekislikda biror sodda BA
(

 
egri chiziqni qaraylik. Bu egri chiziqda ( )y,xf  funksiya berilgan bo’lsin. BA

(
 egri 

chiziqning 
{ }nA,...,A,AP 10=  
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bo’laklanishini va uning har bir 1+kk AA
(

 ( )1210 −= , ..., n, , k  yoyida ixtiyoriy 

( )kkk ,Q ηξ=  nuqtani  ( )( )1210   1 −=∈= + , ..., n, , k,AA,Q kkkkk

(
ηξ  olaylik. 

Berilgan funksiyaning ( )kkk ,Q ηξ=  nuqtadagi ( )kk ,f ηξ  qiymatini 1+kk AA
(

 ning 
Ox ( )Oy  o’qidagi kx∆  ( )ky∆  proeksiyasiga ko’paytirib quyidagi yig’indini 
tuzamiz: 

( )∑
−

=
∆=′

1

0

n

k
kkk x,f ηξσ   ( ) 







 ∆=′′ ∑
−

=

1

0

n

k
kkk y,f ηξσ .                 (18.10) 

Endi BA
(

 egri chiziqning shunday 
,  ...,  ...,  P,  PP m21                                         (18.11) 

bo’laklari ketma-ketligini qaraymizki, ularning diametrlaridan tashkil topgan mos  
,  ...,  ...,  ,  

mPPP λλλ
21

 

ketma-ketlik nolga intilsin: 
0→

mPλ . 

Bunday bo’laklashlarga nisbatan (18.10) kabi yig’indilarni tuzib ushbu  
,  ...,  ...,  ,  mσσσ ′′′ 21   ( ,  ...,  ...,  ,  mσσσ ′′′′′′ 21 ) 

ketma-ketlik hosil qilamiz. 
4-ta’rif.  Agar BA

(
 egri chiziqning har qanday (18.11) ko’rinishdagi 

bo’laklashlari ketma-ketligi { }mP  olinganda ham, unga mos yig’indilardan iborat 

{ }mσ ′  { }( )mσ ′′  ketma-ketlik ( )kk ,ηξ  nuqtalarning ( )( )1+∈ kkkk AA,
(

ηξ  tanlab olinishiga 
bog’liq bo’lmagan ravishda hamma vaqt bitta J ′  songa (J ′′  songa) intilsa, bu son 
σ ′  ( )σ ′′  yig’indining limiti deb ataladi va  

( )

( ) 






 ′′=∆=′′

′=∆=′

∑

∑

−

=→→

−

=→→

Jy,flimlim

Jx,flimlim

n

k
kkk

n

k
kkk

pp

pp

1

000

1

000

ηξσ

ηξσ

λλ

λλ
                           (18.12) 

kabi belgilanadi. σ ′  ( )σ ′′  yig’indining bu limitini quyidagicha ham ta’riflash 
mumkin. 

5-ta’rif.  Agar 0>∀ε  olinganda ham, shunday 0>δ  topiladiki, BA
(

 egri 
chiziqning diametri δλ <P  bo’lgan har qanday P  bo’laklash uchun tuzilgan σ ′  
( )σ ′′  yig’indi ixtiyoriy ( )kk ,ηξ  nuqtalarda ( )( 1+∈ kkkk AA,

(
ηξ , )1210 −= , ..., n, , k   

εσ <′−′ J        ( )εσ <′′−′′ J  

tengsizlikni bajarsa,  J ′  son (J ′′  son) σ ′  yig’indining (( )σ ′′  yig’indining) 0→Pλ  
dagi limiti deb ataladi va (18.12) kabi belgilanadi. 

Yig’indi limitining bu ta’riflari ekvivalent ta’riflardir. 
6-ta’rif.  Agar 0→Pλ  da σ ′  yig’indi ( ( )σ ′′  yig’indi) chekli limitga ega bo’lsa, 

( )y,xf  funksiya BA
(

 egri chiziq bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu limit 

( )y,xf  funksiyaning BA
(

 egri chiziq bo’yicha ikkinchi tur egri chiziqli integrali 
deb ataladi va u  
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( )∫
BA

dxy,xf
(

         ( ) 







∫
BA

dyy,xf
(

 

kabi belgilanadi. Demak, 

( ) ( )∑∫
−

=→→
∆=′=

1

000

n

k
kkk

BA

x,flimlimdxy,xf
pp

ηξσ
λλ(

, 

( ) ( ) 







∆=′′= ∑∫

−

=→→

1

000

n

k
kkk

BA

y,flimlimdyy,xf
pp

ηξσ
λλ(

. 

Shunday qilib, BA
(

 egri chiziqda berilgan ( )y,xf  funksiyadan ikkita Ox 
o’qidagi proeksiyalar vositasida va Oy o’qidagi proeksiyalar vositasida olingan 
ikkinchi tur egri chiziqli integral tushunchalar kiritildi.  

Faraz qilaylik, BA
(

 egri chiziqda ikkita ( )y,xP  va ( )y,xQ  funksiyalar 

berilgan bo’lib, ( )∫
BA

dxy,xP
(

, ( )∫
BA

dyy,xQ
(

 lar esa ularning ikkinchi tur egri chiziqli 

integrallari bo’lsin. Ushbu 
( ) ( )∫∫ +

BABA

dyy,xQdxy,xP
((

 

yig’indi ikkinchi tur egri chiziqli integralning umumiy ko’rinishi deb ataladi va  
( ) ( )dyy,xQdxy,xP

BA

+∫
(

 

kabi yoziladi. Demak, 
( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=+

BABABA

dyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xP
(((

. 

Ikkinchi tur egri chiziqli integral ta’rifidan quyidagi natijalar kelib chiqadi.  
3-natija. Ikkinchi tur egri chiziqli integral egri chiziqning yo’nalishiga bog’liq 

bo’ladi. Shuni isbotlaylik  
Ma’lumki, BA

(
 egri chiziqda ikkita yo’nalish (A nuqtadan B  nuqtaga va B  

nuqtadan A nuqtaga) olish mumkin (BA
(

, AB
(

, BA≠ ). 
BA
(

 egri chiziqning yuqoridagi P  bo’laklashni olib, bu bo’laklashga nisbatan 
(18.10) yig’indini tuzamiz: 

( )∑
−

=
∆=′

1

0

n

k
kkk x,f ηξσ    ( )kkk xxx −=∆ +1 . 

Aytaylik, 0→Pλ  da bu yig’indi chekli limitga ega bo’lsin: 

( ) ( )dxy,xfx,flim
BA

n

k
kkk

p
∫∑ =∆

−

=→ (

1

00
ηξ

λ
. 

Endi BA
(

 ning usha P  bo’laklashini hamda har bir  1+kk AA
(

 dagi usha ( )kk ,ηξ  

nuqtalarni olib, BA
(

 egri chiziqning yo’nalishini esa B  dan A ga qarab deb ushbu 
yig’indini tuzamiz: 

( )( )∑
−

=
+−=′

1

0
1

n

k
kkkk xx,f ηξσ  

0→Pλ  da bu yig’indi chekli limitga ega bo’lsa, u ta’rifga binoan ushbu 
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( )∫
AB

dxy,xf
(

 

integral bo’ladi: 

( ) ( ) ( )dxy,xfxx,flimlim
AB

n

k
kkkk

pp
∫∑ =−⋅=′

−

=
+→→ (

1

0
1

00
ηξσ

λλ
. 

Agar 

( ) ( ) ( ) σηξηξσ ′−=−⋅−=∆⋅=′ ∑∑
−

=
+

−

=

1

0
1

1

0

n

k
kkkk

n

k
kkk xx,fx,f  

ekanligini e’tiborga olsak, u holda 0→Pλ  da 1σ  yig’indining chekli limitga ega 
bo’lishidan 1σ  yig’indining ham chekli limitga ega bo’lishi va 1

0
1

0
σσ

λλ →→
−=

PP

limlim  

tenglikning bajarilishini topamiz. Demak, 
( ) ( )∫∫ −=

BAAB

dxy,xfdxy,xf
((

. 

Xuddi shunga o’xshash 
( ) ( )∫∫ −=

BAAB

dyy,xfdyy,xf
((

 

bo’ladi. 
4-natija. BA

(
 egri chiziq Ox o’qiga (Oy o’qiga) perpendikulyar bo’lgan 

to’g’ri chiziq kesmasidan iborat bo’lib, ( )y,xf  funksiya shu chiziqda berilgan 
bo’lsin. 

U holda  

( )∫
BA

dxy,xf
(

     ( ) 







∫
BA

dyy,xf
(

 

mavjud va  

( ) 0=∫
BA

dxy,xf
(

     ( ) 







=∫ 0

BA

dyy,xf
(

 

bo’ladi. 
Bu tenglik bevosita ikkinchi tur egri chiziqli integral ta’rifidan kelib chiqadi. 
Endi BA

(
 -sodda yopiq egri chiziq bo’lsin, ya’ni A va B  nuqtalar ustma-ust 

tushsin. Bu yopiq chiziqni K  deb belgilaylik. Bu sodda yopiq chiziqda ham ikki 
yo’nalish bo’ladi. Ularning birini musbat yo’nalish, ikkinchisini manfiy yo’nalish 
deb qabul qilaylik. Shunday yo’nalishni musbat deb qabul qilamizki, kuzatuvchi 
yopiq chiziq bo’ylab harakat qilganda, yopiq chiziq bilan chegaralangan soha unga 
nisbatan har doim chap tomonda yotsin.  

Faraz qilaylik, sodda yopiq chiziqda ( )y,xf  funksiya berilgan bo’lsin. Bu K  
chiziqda ixtiyoriy ikkita turli nuqtalarni olib, ularni A va B  bilan belgilaylik. 
Natijada, K  yopiq chiziq ikkita BaA

(  va AвB
(  chiziqlarga ajraladi (61-chizma).  
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61-chizma 

Ushbu  
( ) ( )∫∫ +

AвBBaA

dxy,xfdxy,xf
((

 

integral (agar u mavjud bo’lsa) ( )y,xf  funksiyaning K  yopiq chiziq bo’yicha 
ikkinchi tur egri chiziqli integrali deb ataladi va  

( )∫
K

dxy,xf   yoki  ( )∫
K

dxy,xf  

kabi belgilanadi. Bunda K  yopiq chiziqning musbat yo’nalishi olingan. (Bundan 
buyon yopiq chiziq bo’yicha olingan integrallarda, yopiq chiziq musbat 
yo’nalishda deb qaraymiz). Demak, 

( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
AвBBaAK

dxy,xfdxy,xfdxy,xf
((

. 

Xuddi shunga o’xshash 
( )∫

K

dyy,xf  

hamda, umumiy holda 
( ) ( )dyy,xQdxy,xP

K

+∫  

integrallar ta’riflanadi. 
BA
(

 fazoviy egri chiziq bo’lib, bu chiziqda ( )z,y,xf  funksiya berilgan 

bo’lsin. Yuqoridagidek, ( )z,y,xf  funksiyaning BA
(

 egri chiziq bo’yicha ikkinchi 
tur egri chiziqli integrallari ta’riflanadi va ular 

( )∫
BA

dxz,y,xf
(

, ( )∫
BA

dyz,y,xf
(

,  ( )∫
BA

dzz,y,xf
(

 

kabi belgilanadi. Umumiy holda, ( )z,y,xP , ( )z,y,xQ , ( )z,y,xR  funksiyalar 
berilgan bo’lib, ushbu 

( )∫
BA

dxz,y,xP
(

, ( )∫
BA

dyz,y,xQ
(

,  ( )∫
BA

dzz,y,xR
(

 

integrallar mavjud bo’lsa,  
( ) ( ) ( )∫∫∫ ++

BABABA

dzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xP
(((

 

A 

B 

K 

a 

в 

0 x 

y 
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yig’indi ikkinchi tur egri chiziqli integralning umumiy ko’rinishi deb ataladi va u 
( ) ( ) ( )dzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xP

BA

++∫
(

 

kabi belgilanadi. Demak, 
( ) ( ) ( ) =++∫ dzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xP

BA
(

 

( ) ( ) ( )∫∫∫ ++=
BABABA

dzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xP
(((

. 

20. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri chiziqli integrali. Faraz qilaylik, BA
(

 
egri chiziq ushbu  

( )
( ) ( )βαψ

ϕ ≤≤




=
= t

ty
tx                                                (18.13) 

sistema bilan (parametrik ko’rinishda) berilgan bo’lsin. Bunda ( )tϕ  funksiya 
[ ]βα   ,  da ( )tϕ ′  hosilaga ega va bu hosila shu oraliqda uzluksiz, ( )tψ  funksiya ham 
[ ]βα   ,  da uzluksiz hamda ( ) ( )( ) A, =αψαϕ    va ( ) ( )( ) B, =βψβϕ    bo’lsin. 

t  parametr α  dan β  ga qarab o’zgarganda ( ) ( ) ( )( )t,ty,x ψϕ   =  nuqta A dan 

B  ga qarab BA
(

 ni chiza borsin. 
3-teorema. Agar ( )y,xf  funksiya BA

(
 da uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

funksiyaning BA
(

 egri chiziq bo’yicha ikkinchi tur egri chiziqli integrali  
( )∫

BA

dxy,xf
(

 

mavjud va 

( ) ( ) ( )( ) ( )dttt,tfdxy,xf
BA

ϕψϕ
β

α
′⋅= ∫∫  

(
 

bo’ladi. 
�[ ]βα   ,  oraliqning 

{ }nt,...,t,tP 10= ,  ( )βα =<<<= nt...tt 10  
bo’laklashini olaylik. Bu bo’laklashning bo’luvchi nuqtalari kt  ( )n...,,,,k   2 1 0=  

ning BA
(

 dagi mos akslarini kA  deylik ( )n...,,,,k   2 1 0= . Ravshanki, bu kA  nuqtalar 
AB egri chiziqning  

{ }nA...,,A,A       10  
bo’laklashini hosil qiladi. Bundan ( ) ( )( )kkk t,tA ψϕ   =  ( )n...,,,,k   2 1 0=  bo’ladi. Bu 
bo’laklashga nisbatan (18.10) yig’indini 

( )∑
−

=
∆=′

1

0

n

k
kkk x,f ηξσ  

tuzamiz. Keyingi tenglikda 1+−∆ kkk AAx
(

 ning Ox o’qdagi proeksiyasi 
( ) ( )kkkkk ttxxx ϕϕ −=−=∆ ++ 11  

ga tengdir. 
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) kkkkkkk ttttt ∆′=−′=− ++ θϕθϕϕϕ 11     [ ]( )1 +∈ kkk t,tθ . 
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Ma’lumki, ( ) 1+∈ kkkk AA,
(

ηξ , ( )1210 −= , ..., n, , k . Agar bu ( )kk ,ηξ  nuqtaga 
akslanuvchi nuqtani kr  [ ]( )1 +∈ kkk t,tr  deyilsa, unda  

( )kk rϕξ = ,  ( )kk rψη =  
bo’ladi. Natijada σ ′  yig’indi quyidagi ko’rinishga keladi: 

( ) ( )( ) ( )∑
−

=
∆⋅′⋅=′

1

0

  
n

k
kkkk tr,rf θϕψϕσ . 

Endi { } 0→∆=′ k
k

P tmaxλ  da (bu holda Pλ  ham nolga intiladi) σ ′  yig’indining 

limitini topish maqsadida uning ifodasini o’zgartirib quyidagicha yozamiz: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]∑∑
−

=

−

=
∆⋅′−′⋅+∆⋅′⋅=′

1

0

1

0

    
n

k
kkkkk

n

k
kkkk trr,rftrr,rf ϕθϕψϕϕψϕσ .(18.14) 

Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvchini baholaymiz: 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )∑

∑

∑

−

=

−

=

−

=

∆⋅′−′≤

≤∆⋅′−′⋅≤

≤∆⋅′−′⋅

1

0

1

0

1

0

        

  

  

n

k
kkk

n

k
kkkkk

n

k
kkkkk

trM

trr,rf

trr,rf

ϕθϕ

ϕθϕψϕ

ϕθϕψϕ

 

bunda  
( ) ( )( )t,tfmaxM

t
ψϕ

βα
  

≤≤
= . 

( )tϕ ′  funksiya [ ]βα   ,  da uzluksiz. U holda Kantor teoremasining natijasiga 
ko’ra, 0>∀ε  olinganda ham shunday 0>δ  topiladiki, [ ]βα   ,  oraliqning diametri 

δλ <′P  bo’lgan har qanday P  bo’linish uchun 

( ) ( ) ( )αβ
εϕθϕ

−⋅
<′−′

M
rkk       [ ]( )1  +∈ kkkk t,tr,θ  

bo’ladi. Unda  

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) .tt
M

M

trr,rf

n

k
kk

n

k

n

k
kkkkk

ε
αβ

ε
αβ

ε

ϕθϕψϕ

=∆
−

=∆
−

<

<∆⋅′−′⋅

∑∑

∑

−

=

−

=

−

=

1

0

1

0

1

0

  

 

Demak, 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] 0  
1

00
=∆⋅′−′⋅∑

−

=→′

n

k
kkkkk trr,rflim

P

ϕθϕψϕ
λ

 

bo’ladi. Bu munosabatni e’tiborga olib, (18.14) tenglikda 0→Pλ  da limitga o’tib 
quyidagini topamiz: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫∑ ′=∆′=′
−

=→′→

β

αλλ
ϕψϕϕψϕσ dttt,tftrr,rflimlim

n

k
kkkk

PP

    
1

000
. 

Demak, 
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( ) ( ) ( )( ) ( )∫∫ ′=
β

α
ϕψϕ dttt,tfdxy,xf

BA

  
(

.� 

Endi (18.13) sistemada ( )tϕ  funksiya [ ]βα   ,  da ( )tψ ′  hosilaga ega va bu 
hosila shu oraliqda uzluksiz bo’lsin. 

4-teorema. Agar ( )y,xf  funksiya BA
(

 da uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

funksiyaning BA
(

 egri chiziq bo’yicha olingan ikkinchi tur egri chiziqli integrali 
( )∫

BA

dyy,xf
(

 

mavjud va 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫∫ ′=
β

α
ψψϕ dttt,tfdyy,xf

BA

  
(

 

bo’ladi. 
Bu teorema yuqoridagi 3-teorema kabi isbotlanadi. 
Yuqoridagi teoremalar, bir tomondan, uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri 

chiziqli integralining mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan, bu integral 
aniq integral (Riman integrali) orqali ifodalanishini ko’rsatadi. 

BA
(

 egri chiziq (18.13) sistema bilan berilgan bo’lib, ( )tϕ , ( )tψ  funksiyalar 
[ ]βα   ,  da ( )tϕ ′ , ( )tψ ′  hosilalarga ega va u bu hosilalar uzluksiz bo’lsin. 

Agar BA
(

 egri chiziqda ikkita ( )y,xP  va ( )y,xQ  funksiyalar berilgan bo’lib, 
ular shu chiziqda uzluksiz bo’lsa, u holda 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]∫∫ ′+′=+
β

α
ψψϕϕψϕ dttt,tQtt,tPdyy,xQdxy,xP

BA

    
(

 

bo’ladi. 
30. Ikkinchi tur egri chiziqli integralning xossalari. Yuqorida keltirilgan 

teoremalar uzluksiz funksiyalarning ikkinchi tur egri chiziqli integrallarini, bizga 
ma’lum bo’lgan aniq integral-Riman integrallariga kelishini ko’rsatadi. Binobarin, 
bu egri chiziqli integrallar Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega bo’ladi. 
O’tgan paragrafda esa xuddi shunday mulohaza birinchi tur egri chiziqli 
integrallarga nisbatan bo’lgan edi. Shularni e’tiborga olib, ikkinchi tur egri chiziqli 
integrallarning xossalarini keltirishni va tegishli xulosalar chiqarishni o’quvchiga 
havola etamiz. 

40. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblash. Yuqorida keltirilgan 
teoremalar funksiyaning ikkinchi tur egri chiziqli integrallarining mavjudligini 
tasdiqlabgina qolmasdan ularni hisoblash yo’lini ko’rsatadi. Demak, ikkinchi tur 
egri chiziqli integrallar ham, asosan Riman integrallariga keltirilib hisoblanadi: 

( ) ( ) ( )( ) ( )dttt,tfdxy,xf
BA

ϕψϕ
β

α
′⋅= ∫∫  

(
,                           (18.15) 

( ) ( ) ( )( ) ( )dttt,tfdyy,xf
BA

ψψϕ
β

α
′⋅= ∫∫  

(
,                           (18.16) 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]dttt,tQtt,tPdyy,xQdxy,xP
BA

∫∫ ′+′⋅=+
β

α
ψψϕϕψϕ   

(
    (18.17) 

Xususan, BA
(

 egri chiziq  
( )xyy =     ( )вxa ≤≤  

tenglama bilan aniqlangan bo’lib, ( )xy  funksiya [ ]a,  в  da hosilaga ega va u 
uzluksiz bo’lsa, (18.15), (18.17) formulalar quyidagi  

( ) ( )( )dxxx, yfdxx,yf
в

aBA
∫∫ =

(
,                                   (18.18) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )[ ]dxxyxx,yQxx,yPdyx,yQdxx,yP
в

aBA
∫∫ ′+=+

(
 

ko’rinishga keladi. 
Shuningdek, BA

(
 egri chiziq  

( )yxx =       ( )dyc ≤≤  
tenglama bilan aniqlangan bo’lib, ( )yx  funksiya [ ]c,  d  oraliqda hosilaga ega va u 
uzluksiz bo’lsa, (18.16) va (18.17) formulalar quyidagi 

( ) ( )( )dy, yyxfdyx,yf
d

cBA
∫∫ =

(
,                                 (18.19) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]dyy,yxQyxy,yxPdyy,xQdxy,xP
d

cBA
∫∫ +′⋅=+

(
      (18.20) 

ko’rinishga keladi. 
18.3-misol. Ushbu 

dyxdxy
BA

22 +∫
(

 

integral hisoblansin, bunda 12

2

2

2

=+−
в

y

a

x
BA
(

 ellipsning yuqori yarim tekislikdagi 

qismidan iborat. 
�Ma’lumki, ellipsning parametrik tenglamasi quyidagicha bo’ladi: 

tcosax = , 
tsinвy = . 

( )o,aA   =  nuqtaga parametr t  ning 0=t  qiymati, ( )o,aB   −=  nuqtaga esa 
π=t  qiymati mos kelib, t  parametr 0 dan π  gacha o’zgarganda ( )y,x  nuqta A 

dan B  ga qarab ellipsning yuqori yarim tekislikdagi qismini chizib chiqadi. 
( ) 2 yy,xP = , ( ) 2 xy,xQ =  funksiyalar esa BA

(
 da uzluksiz. (18.17) fomuladan 

foydalanib quyidagini topamiz: 

( )[ ] =⋅+−=+ ∫∫ dttcosвtcosatsinatsinвdyxdxy
BA

π

0

222222

(
 

( ) 2

0

33

3
4

aвdttsinвtcosaaв −=−= ∫
π

.� 

18.4-misol. Ushbu 
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( )dyxydxx
BA

13 32 ++∫
(

 

integral hisoblansin, bunda BA
(

 egri chiziq: 
a) ( )0 0,  nuqtadan chiqqan ( )0 0,  va ( )1 1,  nuqtalarni birlashtiruvchi to’g’ri 

chiziq kesmasi; 
b) ( )0 0,  nuqtadan chiqqan ( )0 0,  va ( )1 1,  nuqtalarni birlashtiruvchi 2xy =  

parabolaning yoyi; 
v) ( )0 0,  nuqtadan chiqqan ( )0 0, , ( )0 1,  va ( )1 1,  nuqtalarni birlashtiruvchi 

siniq chiziqdan iborat. 
Yuqoridagi (18.18), (18.19) va (18.20) formulalardan foydalanib 

quyidagilarni topamiz: 
a) holda 

( ) ( )[ ] ( )∫∫∫ =+=++=++
1

0

3
1

0

3232 2141313 dxxdxxxxdyxydxx
BA
(

, 

b) holda  

( ) ( )[ ] ( )∫∫∫ =+=++=++
1

0

4
1

0

32232 22521313 dxxxdxxxxxdyxydxx
BA
(

, 

v) holda 
( ) ( ) ( )dyxydxxdyxydxxdyxydxx

BCCABA

131313 323232 +++++=++ ∫∫∫
(((

 

bunda CA
(

 -( )0 0,  va ( )0 1,  nuqtalarni BC
(

 - ( )0 1,  va ( )1 1,  nuqtalarni 
birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmalaridan iborat 

Ravshanki, 

( ) 013 32 =++∫ dyxydxx
CA
(

  ( ) 2213
1

0

32 ==++ ∫∫ dydyxydxx
BC
(

. 

Demak, 
( ) 213 32 =++∫ dyxydxx

BA
(

.� 

 
3-§. Grin formulasi va uning tatbiqlari 

Ma’lumki, Nyuton-Leybnits formulasi ( )xf  funksiyaning [ ]a,  в  oraliq 
bo’yicha olingan aniq integralini shu funksiya boshlang’ich funksiyasining oraliq 
chekkalari (chegaralari) dagi qiymatlari orqali ifodalar edi. 

Biror ( )D  sohada ( )( )2RD ⊂  berilgan ( )y,xf  uzluksiz funksiyaning ikki 
karrali 

( )
( )
∫∫
D

dxdyy,xf  

integralini tegishli funksiyaning shu soha chegarasidagi qiymatlari orqali 
(aniqrog’i, soha chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli integrali orqali) 
ifodalaydigan formula ham mavjud. Quyida bu formulani keltiramiz. 
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10. Grin formulasi. Yuqoridan ( )xy 2ϕ=     ( )вxa ≤≤  funksiya grafigi, yon 
tomonlardan ax = , вx =  vertikal chiziqlar hamda pastdan ( )xy 1ϕ=     ( )вxa ≤≤  
funksiya grafigi bilan chegaralangan soha egri chiziqli trapesiyani qaraylik. Bu 
sohani ( )D  bilan, uning chegarasi – yopiq chiziqni D∂  bilan belgilaylik (62-
chizma).  

 
62-chizma 

Ravshanki, ( )xBA 2ϕ−
(

 funksiya grafigi, ( )xCE 1ϕ−
w

 funksiya grafigi hamda  

ACABCBCED +++=∂
((

. 

( )y,xP  funksiya shu ( )D  sohada uzluksiz bo’lib, 
( )
y

y,xP

∂
∂

 xususiy hosilaga 

ega va u ham ( )D  da uzluksiz bo’lsin. U holda ushbu  
( )

( )
∫∫ ∂

∂

D

dxdy
y

y,xP
 

integral mavjud bo’ladi va 18-bobning 6-§ idagi formulaga ko’ra 

( )
( )

( )
( )

( )
dxdy

y

y,xP
dxdy

y

y,xP в

a

x

xD
∫ ∫∫∫ 














∂
∂=

∂
∂ 2

1

ϕ

ϕ
 

bo’ladi. Endi 

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )( ) ( )( )x,xPx,xPy,xPdy

y

y,xP xy

xy

x

x
12

2

1

2

1

ϕϕ
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
−==

∂
∂ =

=
∫  

bo’lishini e’tiborga olib, quyidagini topamiz: 
( )

( )
( )( ) ( )( )∫∫∫∫ −=

∂
∂ в

a

в

aD

dxx,xPdxx,xPdxdy
y

y,xP
12 ϕϕ  

Ushbu bobning 2-§ idagi (18.18) formulaga binoan 

( )( ) ( )∫∫ =
BA

в

a

dxy,xPdxx,xP
(

2ϕ , ( )( ) ( )∫∫ =
CB

в

a

dxy,xPdxx,xP
(

1ϕ  

bo’ladi. Demak,  

(D) 

B 

C 

A 

E 

( )x2ϕ  

( )x1ϕ  

a в 0 x 

y 
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( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ −−=−=
∂

∂

CEABCEBAD

dxy,xPdxy,xPdxy,xPdxy,xPdxdy
y

y,xP
((((

. 

Ravshanki, 
( )∫ =

CB

dxy,xP 0, ( )∫ =
EA

dxy,xP 0. 

Bu tengliklarni hisobga olib quyidagini topamiz: 
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

∂
−=








+++−=

=−−−−=
∂

∂

DEAABBCCE

EAABBCCED

.dxy,xPdxy,xPdxy,xPdxy,xPdxy,xP

dxy,xPdxy,xPdxy,xPdxy,xPdxdy
y

y,xP

((((

((((

 

Demak, 
( )

( )
( )∫∫∫

∂
−=

∂
∂

DD

.dxy,xPdxdy
y

y,xP
                           (18.21) 

Endi, yuqoridan cy = , pastdan dy =  chiziqlar, yon tomondan esa ( )yx 1ψ= , 
( )yx 2ψ=  funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan soha egri chiziqli trapesiyani 

qaraylik. Bu sohani ( )D  bilan, uning chegarasi – yopiq chiziqli D∂  bilan 
belgilaylik (63-chizma). 

 
63-chizma 

( )y,xQ  funksiya shu ( )D  sohada uzluksiz bo’lib, 
( )
x

y,xQ

∂
∂

 xususiy hosilaga 

ega va bu hosila ( )D  da uzluksiz bo’lsin. U holda  
( )

( )
( )∫∫∫

∂
=

∂
∂

DD

dyy,xQdxdy
x

y,xQ
                                (18.22) 

bo’ladi. 
Bu formulaning to’g’riligi yuqoridagidek mulohaza yuritish bilan isbotlanadi. 

0 x 

y 

A E 

B C 

(D) 

d 

c 

( )y1ψ  ( )y2ψ  
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Endi 2R  fazoda qaraladigan  ( )D  soha yuqoridagi ikki holda qaralgan 
sohaning har birining xarakteriga ega bo’lgan soha bo’lsin, D∂  esa uning 
chegarasi bo’lsin. Bu ( )D  sohada ikkita ( )y,xP  va ( )y,xQ  funksiyalar uzluksiz 

bo’lib, ular 
( )
y

y,xP

∂
∂

, 
( )
x

y,xQ

∂
∂

 xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham 

( )D  da uzluksiz bo’lsin. Ravshanki, bu holda (18.21) va (18.22) formulalar o’rinli 
bo’ladi. Ularni hadlab qo’shib ushbuni topamiz: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
∫∫∫ 









∂
∂−

∂
∂=+

∂ DD

dxdy
y

y,xP

x

y,xQ
dyy,xQdxy,xP .              (18.23) 

Bu Grin formulasi deb ataladi. 
Demak, Grin formulasi sohasi bo’yicha olingan ikki karrali integralni shu 

soha chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli integral bilan bog’laydigan formula 
ekan. 

Biz yuqorida Grin formulasi maxsus ko’rinishdagi  ( )D  sohalar (egri chiziqli 
trapesiyalar) uchun keltirdik. Aslida bu formula ancha keng sinfdagi sohalar uchun 
ham to’g’ri bo’lib, bu fakt u sohalarni chekli sondagi egri chiziqli trapesiyalar 
yig’indisi sifatida tasvirlash bilan isbot qilinadi. 

20. Grin formulasining ba’zi bir tatbiqlari. 
1). Shaklning yuzini topish. Grin formulasidan foydalanib, yassi shaklning 

yuzini sodda funksiyalarning egri chiziqli integrallari yordamida hisoblanishini 
ko’rsatish qiyin emas. Haqiqatdan ham, (18.23) formulada ( ) yy,xP −= , 

( ) 0=y,xQ  deyilsa, u holda 

( )
( )

Ddxdydxy
DD

==− ∫∫∫
∂

 

bo’ladi. Demak, 

∫
∂

−=
D

ydxD . 

Agar (18.23) formulada ( ) 0=y,xP , ( ) xy,xQ =  deyilsa, u holda  

∫
∂

=
D

xdyD                                                (18.24) 

bo’ladi. 

(18.23) formulada ( ) yy,xP
2

1−= , ( ) xy,xQ
2

1=  deb olinsa, ( )D  sohaning 

yuzi 

∫
∂

−=
D

ydxxdyD
2
1

                                        (18.25) 

bo’ladi. 
18.5-misol. Ushbu 

( )π20            ≤≤




=
= ttsinвy

,tcosax  

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin. 
�(18.25) formulaga ko’ra 



 275

( ) =⋅+⋅=−= ∫∫
∂

π2

02
1

2
1

dttsinatsinвtcosвtcosaydxxdyD
D

 

( ) aвdttsintcosaв π
π

=+= ∫
2

0

22

2
1

.� 

20. Ikki karrali integrallarni o’zgaruvchilarni almashtirib hisoblash. Mazkur 
kursning 18-bob, 7-§ ida ( )∆  sohani ( )D  sohaga akslantiruvchi 

( )v,ux ϕ= , 
( )v,uy ψ=  

sistema usha paragrafda keltirilgan 1-3-shartlarni bajarganda ( )D  sohaning yuzi 

( )
( )

( )
( )( )

∫∫∫∫ ==
∆ D

dudv
v,uD

y,xD
dudvv,uJD  

bo’lishi aytilgan edi. Grin formulasidan foydalanib, shu formulaning to’g’riligini 
isbotlaymiz. 

Avvalo (18.24) formuladan foydalanib, ( )D  sohaning yuzi 

∫
∂

=
D

xdyD                                                    (18.26) 

bo’lishini topamiz. Faraz qilaylik, ∆∂  chiziq parametrik formada ushbu 
( )
( ) ( )βα ≤≤

=
=

t
tvv

tuu
             yoki ( )βα ≥≥ t  

sistema bilan ifodalansin. U holda quyidagi 
( ) ( ) ( )( )tv,tuv,ux ϕϕ == , 
( ) ( ) ( )( )tv,tuv,uy ψψ ==  

sistema  ( )D  sohaning D∂  chegarasini ifodalaydi. Bunda parametrning o’zgarish 
chegarasini shunday tanlab olamizki, t  parametr α  dan β  ga qarab o’zgarganda 

D∂  egri chiziq musbat yo’nalishda bo’lsin. U holda (18.26) tenglik ushbu 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) dttv
v

tu
u

tv,tuv,udv,uxdyD
DD






 ′
∂
∂+′

∂
∂⋅=== ∫∫∫

∂∂

ψψϕψϕ
β

α
       (18.27) 

ko’rinishga keladi. 
Agar 

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫ 




 ′
∂
∂+′

∂
∂=






∂
∂+

∂
∂

∆∂

β

α

ψψϕψψϕ dttv
v

tu
u

tv,tudv
v

du
u

v,u  

bo’lishini e’tiborga olsak, u holda  

( )
∫
∆∂ ∂

∂+
∂
∂±= dv

v

y
xdu

u

y
xD                                      (18.28) 

bo’lishini topamiz. Bu tenglikdagi integral belgisi oldiga quyilgan ishorani 
tushuntiramiz. Yuqorida, t  parametr α  dan β  ga qarab o’zgarganda D∂  egri 
chiziq musbat yo’nalishda bo’lishini aytdik. Bu holda ∆∂  egri chiziqning 
yo’nalishi musbat ham bo’lishi mumkin, manfiy ham bo’lishi mumkin. Shuning 
uchun (18.27) va (18.28) munosabatlar bir-biridan ishora bilan farq qiladi. Agar 
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D∂  egri chiziq musbat yo’nalishga ∆∂  egri chiziqning ham musbat yo’nalishi mos 
kelsa, unda “Q” ishora olinadi, aks holda esa “-” ishora olinadi. 

Endi ushbu  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

dudv
v

v,uP

u

v,uQ
dvv,uQduv,uP ∫∫∫

∆∆∂








∂

∂−
∂

∂=+            (18.29) 

Grin formulasida 

( )
u

y
xv,uP

∂
∂= ,  ( )

v

y
xy,xQ

∂
∂=  

deb olsak, u holda bu formula quyidagi ko’rinishga keladi: 

( )
dudv

u

y
x

vv

y
x

u
dv

v

y
xdu

u

y
x ∫∫∫

∆∆∂
















∂
∂

∂
∂−








∂
∂

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

.          (18.30) 

Agar 

uv

y
x

v

y

u

x

v

y
x

u ∂∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂=








∂
∂

∂
∂ 2

,  
vu

y
x

u

y

v

x

u

y
x

v ∂∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂=








∂
∂

∂
∂ 2

 

va  
( )
( )v,uD

y,xD

u

y

v

x

v

y

u

x

u

y
x

vv

y
x

u
=

∂
∂⋅

∂
∂−

∂
∂⋅

∂
∂=








∂
∂

∂
∂−








∂
∂

∂
∂

 

ekanini e’tiborga olsak, unda (18.28), (18.29) va (18.30) munosabatlardan 
( )
( )( )

∫∫
∆

= dudv
v,uD

y,xD
D  

bo’lishi kelib chiqadi. 
Ma’lumki, 

( ) ( )
( )v,uD

y,xD
v,uJ =  

yakobian aniq ishorali, ( )D  esa ma’nosiga ko’ra musbat bo’lishi kerak. Demak, 
integral belgisi oldidagi ishora yakobianning ishorasi bilan bir xil bo’lish kerak. 
Shuning uchun 

( )
( )( )

∫∫
∆

= dudv
v,uD

y,xD
D  

bo’ladi. Shuni isbotlash lozim edi. 
30. Egri chiziqli integral qiymatining integrallash yo’liga bog’liq bo’lmas-

ligi.  Chegaralangan yopiq bog’lamli ( )D  ( )( )2RD ⊂  sohada ikkita ( )y,xP  va 
( )y,xQ  funksiyalar berilgan  bo’lsin. Bu funksiyalar ( )D  sohada uzluksiz va 
( )
y

y,xP

∂
∂

, 
( )
x

y,xQ

∂
∂

 xususiy hosilalarga ega va bu hosilalar ham shu sohada uzluk-

siz bo’lsin. 
1) Agar ( )D  sohada 

( ) ( )
x

y,xQ

y

y,xP

∂
∂=

∂
∂

                                       (18.31) 
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bo’lsa, u holda ( )D  sohaga tegishli bo’lgan har qanday K  yopiq chiziq bo’yicha 
olingan ushbu 

( ) ( )dyy,xQdxy,xP
K

+∫  

integral nolga teng bo’ladi: 
( ) ( ) 0=+∫ dyy,xQdxy,xP

K

. 

�K  yopiq chiziq chegaralagan sohani ( )G  deylik. Ravshanki, ( ) ( )DG ⊂ . 
Grin formulasiga ko’ra 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
∫∫∫ 









∂
∂−

∂
∂=+

GK

dxdy
y

y,xP

x

y,xQ
dyy,xQdxy,xP  

bo’ladi. Shartga ko’ra ( )D  da, demak, ( )G  da 
( ) ( )

x

y,xQ

y

y,xP

∂
∂=

∂
∂

. 

U holda (18.31) munosabatdan 
( ) ( )

( )
0=









∂
∂−

∂
∂

∫∫
G

dxdy
y

y,xP

x

y,xQ
 

bo’ladi. Demak, 
( ) ( ) 0=+∫ dyy,xQdxy,xP

K

.� 

2) Agar ( )D  sohaga tegishli bo’lgan har qanday K  yopiq chiziq bo’yicha 
olingan ushbu integral  

( ) ( ) 0=+∫ dyy,xQdxy,xP
K

 

bo’lsa, u holda quyidagi 
( ) ( )dyy,xQdxy,xP

BA

+∫
(

    ( )( )DBA ⊂
(

                            (18.32) 

integral A va B  nuqtalarni birlashtiruvchi egri chiziqqa bog’liq bo’lmaydi, ya’ni 
(18.32) integral qiymati integrallash yo’liga bog’liq bo’lmaydi. 

� ( )D  sohaning A va B  nuqtalarni birlashtiruvchi va shu sohaga tegishli 
bo’lgan ixtiyoriy ikkita BaA

(  hamda BвA
(  egri chiziqni olaylik. Bu holda BaA

(  va 
BвA
(  egri chiziqlar birgalikda ( )D  sohaga tegishli bo’lgan yopiq chiziqni tashkil 

etadi. Uni K  bilan belgilaylik: 
AaBвaK = . 

Shartga ko’ra 
( ) ( ) ( ) ( ) 0=+=+ ∫∫∫

ΑAaBвK

dyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xP  

bo’ladi. Integralning xossasidan foydalanib ushbuni topamiz:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .dyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xP

dyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xP

вABaA

вBBaAAaBв

+−+=

=+++=+

∫∫

∫∫∫∫

Β

ΑΑ

((

((
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Demak, 
( ) ( ) ( ) ( ) 0=+−+ ∫∫∫

ΒΒ вAaA

dyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xP
((

 

Bundan esa,  
( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫

ΒΒ
+=+

вAaA

dyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xP
((

 

ekanligi kelib chiqadi.� 
19.2-eslatma. Yuqoridagi tasdiq, isbot jarayonidan ko’rinadiki, BA

(
 egri 

chiziq sodda egri chiziqlar to’plamidan ixtiyoriy olinganda o’rinlidir.   
3) Agar ushbu 

( ) ( )dyy,xQdxy,xP
BA

+∫
(

    ( )( )DBA ⊂
(

                  (18.33) 

integral A va B  nuqtalarni birlashtiruvchi egri chiziqqa bog’liq bo’lmasa, ya’ni 
integral integrallash yo’liga bog’liq bo’lmasa, u holda 

( ) ( )dyy,xQdxy,xP +  
ifoda ( )D  sohada berilgan biror funksiyaning to’liq differensiali bo’ladi. 

�Modomiki, (19.33) integrallash yo’liga bog’liq emas ekan, u holda integral 
( )00 y,xA=  va ( )11 y,xB =  nuqtalar bilan bir qiymatli aniqlanadi. Shuning uchun 

bu holda (19.33) integralni quyidagicha ham yozish mumkin: 

( ) ( )
( )

( )

∫ +
11

00

y,x

y,x

dyy,xQdxy,xP . 

Endi A nuqtani tayinlab, B  nuqta sifatida ( )D  sohaning ixtiyoriy ( )y,x  
nuqtasini olib, ushbu 

( ) ( )
( )

( )

∫ +
y,x

y,x

dyy,xQdxy,xP
00

 

integralni qaraymiz. Ravshanki, bu integral ( )y,x  ga bog’liq bo’ladi: 

( ) ( ) ( )
( )

( )

∫ +=
y,x

y,x

dyy,xQdxy,xPy,xF
00

. 

Bu funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz. ( )y,x  nuqtaning x  
koordinatasiga shunday x∆  orttirma beraylikki, ( )y,xx ∆+  nuqta va ( )y,x , 
( )y,xx ∆+  nuqtalarni birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi ham ( )D  sohaga 
tegishli bo’lsin. Natijada ( )y,xf  funksiya ham xususiy orttirmaga ega bo’ladi: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
.dxy,xPdyy,xQdxy,xP

dyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xPy,xFy,xxF

y,xx

y,x

y,xx

y,x

y,x

y,x

y,xx

y,x

∫∫

∫∫

∆+∆+

∆+

=+=

=+−+=−∆+

                           

0000  

O’rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib quyidagini topamiz: 

( )
( )

( )
( ) xy,xxPdxy,xP

y,xx

y,x

∆⋅∆+=∫
∆+

θ   ( )10 << θ . 
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Natijada 
( ) ( ) ( )y,xxP

x

y,xFy,xxF ∆+=
∆

−∆+ θ  

bo’ladi. Bundan 
( ) ( ) ( ) ( )y,xPy,xxPlim

x

y,xFy,xxF
lim

xx
=∆+=

∆
−∆+

→∆→∆
θ

00
 

bo’ladi. Demak,  
( ) ( )y,xP
x

y,xF =
∂

∂
. 

Xuddi shunga o’xshash 
( ) ( )y,xQ
y

y,xF =
∂

∂
 

bo’lishi ko’rsatiladi. 
Shunday qilib 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y,xdFdy
y

y,xF
dx

x

y,xF
dyy,xQdxy,xP =

∂
∂+

∂
∂=+  

bo’ladi.� 
4) Agar  

( ) ( )dyy,xQdxy,xP +                           (18.34) 
ifoda ( )D  sohada berilgan biror funksiyaning to’liq differensiali bo’lsa, u holda  

( ) ( )
x

y,xQ

y

y,xP

∂
∂=

∂
∂

 

bo’ladi. 
�Aytaylik, (18.34) ifoda ( )D  sohada berilgan ( )y,xF  funksiyaning to’liq 

differensiali bo’lsin: 
( ) ( ) ( )y,xdFdyy,xQdxy,xP =+ . 

Ravshanki,  

( ) ( )
x

y,xF
y,xP

∂
∂= ,  ( ) ( )

y

y,xF
y,xQ

∂
∂= . 

Keyingi tengliklardan ushbuni topamiz: 
( ) ( )

xy

y,xF

y

y,xP

∂∂
∂=

∂
∂ 2

,    
( ) ( )

yx

y,xF

x

y,xQ

∂∂
∂=

∂
∂ 2

. 

Shartga ko’ra 
( ) ( )

x

y,xQ
,

y

y,xP

∂
∂

∂
∂

   lar ( )D  sohada uzluksiz. Aralash hosilalarning 

tengligi haqidagi teoremaga binoan (qaralsin, 13-bob, 6-§).  
( ) ( )

x

y,xQ

y

y,xP

∂
∂=

∂
∂

 

bo’ladi.� 
Shunday qilib, Grin formulasidan foydalangan holda, yuqoridagi 1)-4) 

tasdiqlar orasida 
))))) 14321 ⇒⇒⇒⇒  
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munosabat borligi ko’rsatildi. 
 

4-§. Birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar 
orasidagi bog’lanish 

Tekislikda sodda silliq BA
(

 egri chiziq ushbu 
( )
( ) ( )Ss
syy

,sxx
≤≤

=
=

0             

sistema bilan aniqlangan bo’lsin, bunda s- yoy uzunligi (qaralsin, ushbu bobning 
1-§) ( )sx  va ( )sy  funksiyalar ( )sx′ , ( )sy′  hosilalarga ega hamda bu hosilalar 
uzluksiz. 

Ravshanki, bu egri chiziq har bir nuqtada urinmaga ega bo’ladi. Agar Ox va 
Oy o’qlar bilan urinmaning yoy o’sishi tomoniga qarab yo’nalish orasidagi 
burchak mos ravishda α  va β  deyilsa, unda 

( ) αcossx =′ ,    ( ) βcossy =′  
bo’ladi. 

Aytaylik, bu BA
(

 egri chiziqda ( )y,xf  funksiya berilgan va uzluksiz bo’lsin. 
U holda  

( )∫
BA

dxy,xf
(

 

integral mavjud bo’ladi va (18.15) formulaga ko’ra 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫∫ ′=
S

BA

dssxsy,sxfdxy,xf
0

(
 

tenglik o’rinli. Bu tenglikning o’ng tomonidagi integralni quyidagicha 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫ =′
SS

dscoss,ysxfdssxs,ysxf
00

α  

yozish mumkin. Ushbu bobning 1-§ da keltirilgan 1-teoremadan foydalanib 
quyidagini topamiz: 

( ) ( )( ) ( )∫∫ =
BA

S

dscosy,xfdscoss,ysxf
(

αα
0

. 

Natijada yuqoridagi tenglikdan 
( ) ( )∫∫ =

BABA

dscosy,xfdxy,xf
((

α  

bo’lishi kelib chiqadi. 
Xuddi shunga o’xshash, tegishli shartda 

( ) ( )∫∫ =
BABA

dscosy,xfdyy,xf
((

β  

va umumiy holda 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫∫ +=+

BABA

dscosy,xQcosy,xPdyy,xQdxy,xP
((

βα  

bo’ladi. 
 

Mashqlar 
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18.6. Ushbu 
( )∫ −=

BA

dsyxJ
(

343  

integral hisoblansin, bunda BA
(

 egri chiziq quyidagi  
tcosx 3= ,  tsiny 3=  

astroidaning ( )0  1;A −  va ( )1  0,B  nuqtalari orasidagi qismi. 
18.7. Ushbu 

∫=
BA

dsxJ
(

2  

integral hisoblansin, bunda BA
(

 egri chiziq quyidagi  
222 ayx =+  

aylananing yuqori qismi. 
18.8. BA

(
 yoyining uzunligi l  quyidagi 

∫=
BA

dsl
(

 

formula bilan topilishi isbotlansin. 
Agar BA

(
 yoyi 

tcosatcosax 22 −= , 
tsinatsinay 22 −=  

kardioidadan iborat bo’lsa, uning uzunligi topilsin. 
18.9. Tekislikda yopiqC  chiziq bilan chegaralangan ( )D  shaklning yuzi  

∫ −=
C

ydxxdyD
2
1

 

bo’lishi isbotlansin. 
Ushbu  

tcosax = , tsinвy =  
ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin. 

18.10. Agar material egri chiziq BA
(

 ning zichligi ( )y,xρρ =  bo’lsa, uning 
massasi 

( )∫=
BA

dsy,xm
(

ρ  

bo’lishi isbotlansin. 

Zichligi ( )
x

y
y,x =ρ  bo’lgan quyidagi 

2

2x
y =  

parabolaning ( )22
2

1
1 ,   ,  ,  







  nuqtalar orasidagi qismning massasi 

topilsin. 
 

19-BOB 
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Sirt integrallari 
 

Mazkur kursning 17- bobida ( )y,xfz =  tenglama aniqlagan silliq ( )S  sirt 

bilan tanishgan edik. Bunda ( )y,xz  funksiya ( )D  sohada ( )( )2RD ⊂  berilgan, 
uzluksiz va ( )y,xzx′ , ( )y,xzy′  xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham ( )D  

da uzluksiz funksiya edi. ( )S  sirt yuzaga ega bo’lib, uning yuzi  

( ) ( )
( )

dxdyy,xzy,xzS
D

yx∫∫ ′+′+= 221                      (19.1) 

ga teng ekanligi ko’rsatildi. 
O’sha bobning pirovardida 3R  fazodagi ( )V  sohada ( )( )3RV ⊂  berilgan 

funksiyaning uch karrali integrali bilan tanishib, uni o’rgandik. 
Endi 3R  fazodagi ( )S  sirtda berilgan funksiyaning integrali tushunchasi bilan 

tanishamiz. Sirt integrali tushunchasini kiritishdan avval, bu erda ham funksiya 
berilish sohasining bo’laklashishi, bo’laklash bo’laklari, bo’laklashning diametri 
tushunchalari kiritilishi kerak. 

Bu tushunchalar [ ]в,a    oraliqni bo’laklashi (qaralsin, 1-qism, 9-bob, 1-§) va 
tekislikda ( )D  sohani bo’laklashi (qaralsin, 18-bob, 1-§) kabi kiritiladi va o’xshash 
xossalarga ega bo’ladi. Shuning uchun bu erda biz bu tushunchalarni kiritilgan 
hisoblab, bayonimizni bevosita sirt integralining ta’rifidan boshlab ketaveramiz. 

 
1-§. Birinchi tur sirt integrallari 

1. Birinchi tur sirt integralining ta’rifi.  ( )z,y,xf  funksiya ( )S  sirtda 

( )( )3RS ⊂  berilgan bo’lsin. Bu sirtning P  bo’laklashni va bu bo’laklashning har 
bir ( )kS  bo’lagida ( )n...,,,k   2 1=  ixtiyoriy ( )kkk ,, ζηξ  nuqtani olaylik. Berilgan 
funksiyaning ( )kkk ,, ζηξ  nuqtadagi ( )kkk ,,f ζηξ  qiymatini ( )kS  ning kS  yuziga 
ko’paytirib, quyidagi yig’indini tuzamiz:  

( )∑
=

⋅=
n

k
kkkk S,,f

1

ζηξσ  

1-ta’rif.  Ushbu  

( )∑
=

⋅=
n

k
kkkk S,,f

1

ζηξσ                                        (19.2) 

yig’indi ( )z,y,xf  funksiyaning integral yig’indisi yoki Riman yig’indisi deb 
ataladi. 

( )S  sirtning shunday  
...,P...,,P,P m     21                                              (19.3) 

bo’laklashlarini qaraymizki, ularning mos diametrlaridan tashkil topgan 
...,...,,,

mPPP     
21

λλλ  

ketma-ketlik nolga intilsin: 0→
mPλ . Bunda ( )...,,mPm  2 1  =  bo’laklashlarga 

nisbatan ( )z,y,xf  funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz. Natijada ( )S  sirtning 
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(19.3) bo’laklashlariga mos integral yig’indilar qiymatlaridan iborat quyidagi 
ketma-ketlik hosil bo’ladi: 

...,...,,, m     21 σσσ  
2-ta’rif.  Agar ( )S  sirtning har qanday  (19.3) bo’laklashlari ketma-ketligi 

{ }mP  olinganda ham, unga mos integral yig’indi qiymatlaridan iborat { }mσ  ketma-
ketlik, ( )kkk ,, ζηξ  nuqtalarni tanlab olinishga bog’liq bo’lmagan holda, hamma 
vaqt bitta J  songa intilsa, bu J  yig’indining limiti deb ataladi va u 

( ) JS,,flimlim
n

k
kkkk

pp

=⋅= ∑
=→→ 100

ζηξσ
λλ

                         (19.4) 

kabi belgilanadi. 
Integral yig’indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin. 
3-ta’rif.  Agar 0>∀ε  olinganda ham, shunday 0>δ  topilsaki, ( )S  sirtning 

diametri δλ <p  bo’lgan har qanday bo’laklashi hamda har bir ( )kS  bo’lakdan 

olingan ixtiyoriy ( )kkk ,, ζηξ  lar uchun  

εσ <− J  

tengsizlik bajarilsa, J  son σ  yig’indining limiti deb ataladi va u (19.4) kabi 
belgilanadi. 

4-ta’rif.  Agar 0→pλ  da ( )z,y,xf  funksiyaning integral yig’indisi σ  chekli 

limitga ega bo’lsa, ( )z,y,xf  funksiya ( )S  sirt bo’yicha integrallanuvchi (Riman 
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deb ataladi. Bu yig’indining chekli limiti J  
esa ( )z,y,xf  funksiyaning birinchi tur sirt integrali deyiladi va u 

( )
( )
∫∫
S

dsz,y,xf  

kabi belgilanadi. Demak, 

( )
( )

( )∑∫∫
=→→

⋅==
n

k
kkkk

S

S,,flimlimdsz,y,xf
pp 100

ζηξσ
λλ

 

2. Uzluksiz funksiya birinchi tur sirt integrali. Endi birinchi tur sirt integrali-
ning mavjud bo’lishini ta’minlaydigan shartni topish bilan shug’ullanamiz. 

Faraz qilaylik 3R  fazodagi ( )S  sirt 
( )y,xzz =  

tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda ( )y,xzz =  funksiya chegaralangan yopiq 

( )D  sohada ( )( )2RD ⊂  uzluksiz va ( )y,xzx′ , ( )y,xzy′  hosilalarga ega hamda bu 

hosilalar ham ( )D  da uzluksiz. 
1-teorema. Agar  ( )z,y,xf  funksiya ( )S  sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

funksiyaning ( )S  sirt bo’yicha birinchi tur sirt integrali  

( )
( )
∫∫
S

dsz,y,xf  

mavjud va 

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )dxdyy,xzy,xzy,xz,y,xfdsz,y,xf yx
DS

221 ′+′+= ∫∫∫∫  
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bo’ladi. 
� ( )S  sirtning SP  bo’laklashni olaylik. Uning bo’laklari ( )1S , ( ),...S2 , ( )nS  

bo’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarining Oxy tekislikdagi proeksiyasi ( )D  sohaning 

DP  bo’laklashni va uning ( )1D , ( ),...D2 , ( )nD  bo’laklarini hosil qiladi. SP  
bo’laklashiga nisbatan (19.2) yig’indini tuzamiz: 

( )∑
=

⋅=
n

k
kkkk s,,f

1

ζηξσ  

Ma’lumki, ( ) ( )kkkk S,, ∈ζηξ . Bu nuqta ga akslanuvchi nuqta ( )kk ,ηξ  bo’ladi. 
Demak, ( )kkk ,z ηξζ =  (19.1) formulaga binoan 

( ) ( )
( )

dxdyy,xzy,xzS
kD

yxk ∫∫ ′+′+= 221  

bo’ladi. 
O’rta qiymat haqidagi teorema (qaralsin, 17-bob, 5-§) dan foydalanib 

topamiz: 

( ) ( ) k
*
k

*
ky

*
k

*
kxk D,z,zS ⋅′+′+= ηξηξ 221  ( ) ( )( )k

*
k

*
k D, ∈ηξ . 

Natijada σ  yig’indi quyidagi  

( )( )

( )( ) ( ) ( ) k
*
k

*
ky

*
k

*
kx

n

k
kkkk

k

n

k
kkkk

D,z,z,z,,f

S,z,,f

⋅′+′+=

==

∑

∑

=

=

ηξηξηξηξ

ηξηξσ

22

1

1

1

 

ko’rinishga keladi. 
Endi 0→

SPλ  da ( bu holda 0→
DPλ  ham nolga intiladi) yig’indining limitini 

topish maqsadida uning ifodasini o’zgartirib yozamiz: 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )[
( ) ( )] .D,z,z

,z,z,z,,f

D,z,z,z,,f

kkkykkx

*
k

*
ky

*
k

*
kx

n

k
kkkk

kkkykkx

n

k
kkkk

⋅′+′+−

−′+′++

+⋅′+′+=

∑

∑

=

=

ηξηξ

ηξηξηξηξ

ηξηξηξηξσ

22

22

1

22

1

1     

1    

1

          (19.5) 

Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvchini baholaymiz: 

( )( ) ( ) ( )[
( ) ( )] ( ) ( )
( ) ( ) ,D,z,z

,z,zMD,z,z

,z,z,z,,f

kkkykkx

n

k

*
k

*
ky

*
k

*
kxkkkykkx

*
k

*
ky

*
k

*
kx

n

k
kkkk

⋅′+′+−

−′+′+≤⋅′+′+−

−′+′+

∑

∑

=

=

ηξηξ

ηξηξηξηξ

ηξηξηξηξ

22

1

2222

22

1

1     

11     

1

 

bunda 
( )z,y,xfmaxM =  

Ravshanki,  
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( ) ( )y,xzy,xz yx
221 ′+′+  

funksiya ( )D  da uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda Kantor teoremasining 
natijasiga ko’ra 0>∀ε  olinganda ham shunday 0>δ  topiladiki, ( )D  sohaning 
diametri δλ <

DP  bo’lgan har qanday DP  bo’laklashi uchun 

( ) ( ) ( ) ( )
MD

,z,z,z,z kkykkx
*
k

*
ky

*
k

*
kx

εηξηξηξηξ <′+′+−′+′+ 2222 11  

bo’ladi. Unda  

( )( ) ( ) ( )[
( ) ( )] εεηξηξ

ηξηξηξηξ

=⋅<′+′+−

−′+′+

∑

∑

=

=

n

k
kkkkykkx

*
k

*
ky

*
k

*
kx

n

k
kkkk

D
MD

MD,z,z

,z,z,z,,f

1

22

22

1

1     

1

 

va demak, 

( )( ) ( ) ( )[
( ) ( )] 01

1

22

22

10

=′+′+−

−′+′+∑
=→

kkkykkx

*
k

*
ky

*
k

*
kx

n

k
kkkk

D,z,z

,z,z,z,,flim
DP

ηξηξ

ηξηξηξηξ
λ   

bo’ladi. 
(19.5) tenglikning o’ng tomonidagi birinchi qo’shiluvchi 

( )( ) ( ) ( ) kkkykkx

n

k
kkkk D,z,z,z,,f ⋅′+′+∑

=
ηξηξηξηξ 22

1

1  

esa 

( )( ) ( ) ( )y,xzy,xzy,xz,y,xf yx
221 ′+′+  

funksiyaning integral yig’indisidir. Bu funksiya ( )D  sohada uzluksiz. Demak, 
0→

DPλ  da integral yig’indi chekli limitga ega va  

( )( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( )dxdyy,xzy,xzy,xz,y,xf

D,z,z,z,,flim

yx
D

kkkykkx

n

k
kkkk

DP

22

22

10

1         

1

′+′+=

=⋅′+′+

∫∫

∑
=→

ηξηξηξηξ
λ

 

bo’ladi. Bu munosabatni e’tiborga olib, (19.5) tenglikda 0→
SPλ  da limitga o’tib 

topamiz: 

( )( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( ) .dxdyy,xzy,xzy,xz,y,xf

D,z,z,z,,flimlim

yx
D

kkkykkx

n

k
kkkk

SPSP
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22
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∫∫

∑
=→→

ηξηξηξηξσ
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Demak, 

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )dxdyy,xzy,xzy,xz,y,xfdsz,y,xf yx
DS

221 ′+′+= ∫∫∫∫ .� 
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Bu teorema, bir tomondan, uzluksiz funksiya birinchi tur sirt integralining 
mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan, bu integral ikki karrali Riman 
integrali orqali ifodalanishini ko’rsatadi. 

1-eslatma. ( )S  sirt ( )z,yxx =  ( )( )x,zyy =  tenglama bilan aniqlangan bo’lib, 

( )z,yxx =  funksiya ( ( )x,zy  funksiya) ( )D  sohada ( )( )2RD ⊂  uzluksiz va 
( )z,yxy′ , ( )z,yxz′  xususiy hosilalarga ( ( )x,zyz′ , ( )x,zyx′  xususiy hosilalarga) ega 

hamda bu hosilalar ( )D  da uzluksiz bo’lsin. 
Agar ( )z,y,xf  funksiya shu ( )S  sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

funksiyaning birinchi tur sirt integrali 
( )

( )
dsz,y,xf

S
∫∫  

mavjud va 

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )dydzz,yxz,yxz,y,z,yxfdsz,y,xf zy
DS

221 ′+′+= ∫∫∫∫ , 

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )













′+′+= ∫∫∫∫ dzdxx,zyx,zyz,x,zy,xfdsz,y,xf zx

DS

221  

bo’ladi. 
2-eslatma. Biz ( )z,y,xf  funksiya birinchi tur sirt integralining mavjudligi 

maxsus ko’rinishdagi ( )S  sirtlar ( ( )y,xzz = , ( )z,yxx = , ( )x,zyy =  tenglamalar 
bilan aniqlangan sirtlar) uchun keltirdik. Aslida funksiya integralining mavjudligi 
keng sinfdagi sirtlar uchun to’g’ri bo’ladi. Jumladan, agar ( )S  sirt chekli sondagi 
yuqorida aytilgan sirtlar yig’indisi sifatida tasvirlangan bo’lsa, unda berilgan va 
uzluksiz bo’lgan ( )z,y,xf  funksiyaning sirt integrali mavjud bo’ladi va u mos ikki 
karrali integrallar yig’indisiga teng bo’ladi. 

3. Birinchi tur sirt integrallarining xossalari. Yuqorida keltirilgan teorema 
uzluksiz funksiyalar birinchi tur sirt integrallarining ikki karrali Riman 
integrallariga kelishini ko’rsatadi. Binobarin, bu sirt integrallar ham ikki karrali 
Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega bo’ladi. Ikki karrali Riman 
integrallarining xossalari 17-bobning 5-§ ida o’rganilgan. 

4. Birinchi tur sirt integrallarni hisoblash. Yuqorida keltirilgan teorema 
birinchi tur sirt integralining mavjudligini tasdiqlabgina qolmasdan, uni hisoblash 
yo’lini ham ko’rsatadi. Demak, birinchi tur sirt integrallar ikki karrali Riman 
integrallariga keltirilib hisoblanadi: 

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )dxdyy,xzy,xzy,xz,y,xfdsz,y,xf yx
DS

221 ′+′+= ∫∫∫∫ , 

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )dydzz,yxz,yxz,y,z,yxfdsz,y,xf zy
DS

221 ′+′+= ∫∫∫∫ ,        (19.6) 

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )dzdxx,zyx,zyz,x,zy,xfdsz,y,xf xz
DS

221 ′+′+= ∫∫∫∫  

19.1-misol. Ushbu 
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( )
( )
∫∫ ++=
S

dszyxJ  

integral hisoblansin. 
Bunda ( ) 2222 rzyxS =++−  sferaning 0=z  tekislikning yuqorisida 

joylashgan qismi. 
�Ravshanki, ( )S  sirt  

222 yxrz −−=  
tenglama bilan aniqlangan bo’lib, bu sirtda berilgan ( ) zyxz,y,xf ++=  funksiya 
uzluksizdir. 1-teoremaga ko’ra  

( ) ( ) ( )
( )

dxdyy,xzy,xzyxryxJ
D

yx∫∫ ′+′+−−++= 22222 1  

bo’ladi, bunda ( ) ( ){ 2Ry,xD ∈= : }222 ryx ≤+ . 
Endi bu tenglikning o’ng tomonidagi ikki karrali integralni hisoblaymiz: 

( ) ,
yxr

x
y,xzx 222 −−

−=′   ( ) ,
yxr

y
y,xzy 222 −−

−=′  

( ) ( )
222

221
yxr

r
y,xzy,xz yx

−−
=′+′+ . 

Demak, 
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Keyingi integralda o’zgaruvchilarni almashtiramiz: 
ϕρ cosx = ,  ϕρ siny = . 

Natijada 
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Demak, berilgan integral  
( )

( )

3rdSzyx
S

π=++∫∫  

bo’ladi.� 
19.2-misol. Ushbu  

( )
( )
∫∫ +
S

dszyx  
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integral hisoblansin, bunda ( ) 22 yвxS −=−   silindrik sirtning 0=z , cz =  
( )0>c  tekisliklar orasidagi qismi. 

�Modomiki, bu ( )S  sirt 22 yвx −=  ko’rinishda berilgan ekan, unda 
integralni hisoblash uchun (19.6) formuladan foydalanish lozimdir.  

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )dydzz,yxz,yxz,y,z,yxfdsz,y,xf zy
DS

221 ′+′+= ∫∫∫∫  

Bunda ( )D  soha ( )S  sirtning Oyz tekislikdagi proeksiyasidan iborat: 

( ) ( ){ }
( ){ }.cz,вyв:Rz,y

cz,z,yвx:Rz,yD
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===−=∈=
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  0
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22 yвx −=  funksiyaning xususiy hosilalari 

( )
22 yв

y
z,yxy

−
−=′ ,   ( ) 0=′ z,yxz  

bo’ladi. Demak,  
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DDS

dydzzyвdydz
yв

y
zyyвdsz,y,xf 22

2
22 1  

bo’ladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikki karrali integralni hisoblab topamiz: 
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Demak, 
( )

( )
∫∫ =+
S

.свdszyx 22
� 

 
2-§. Ikkinchi tur sirt integrallari 

3R  fazoda ( )y,xzz =  tenglama bilan aniqlangan ( )S  sirtni qaraylik. Bunda 
( )y,xz  funksiya chegarasi bo’lakli-silliq chiziqdan iborat bo’lgan ( )D  sohada 

( )( )2RD ⊂  berilgan, uzluksiz, ( )y,xzx′ , ( )y,xzy′  xususiy hosilalarga ega hamda bu 

hosilalar ham uzluksiz. Odatda bunday sirtni silliq sirt deyiladi. Silliq sirt har bir 
( )000 z,y,x  nuqtasida urinma tekislikka ega bo’ladi. 

Endi ( )S  sirt uning chegarasi bilan kesishmaydigan K  yopiq chiziqni olaylik. 
( )000 z,y,x  nuqta sirtning K  yopiq chiziq bilan chegaralangan qismga tegishli 
bo’lsin. Bu chiziqni Oxy tekisligiga proeksiyalaymiz. Natijada Oxy tekislikda ham 

ПK  yopiq chiziq hosil bo’ladi. Mazkur kursning 18-bob, 2-§ ida tekislikdagi yopiq 
chiziqning musbat va manfiy yo’nalishlari kiritilgan edi. ( )S  sirtdagi yopiq 
chiziqning musbat va manfiy yo’nalishlari ham shu singari kiritiladi. Shuni ham 
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aytish kerakki, yo’nalishning musbat yoki manfiyligini aniqlash xarakatlanayotgan 
nuqtaga qay tomondan qarashga ham bog’liq. 

Sirtning ( )000 z,y,x  nuqtasidagi urinma tekislikka shu nuqtada perpendikulyar 
o’tkazaylik. Bu perpendikulyarning musbat yo’nalishi deb shunday yo’nalish 
olamizki, uning tomonidan qaralganda ikkala (K  hamda ПK ) yopiq chiziqlarning 
yo’nalishlari musbat bo’ladi. Uning manfiy yo’nalishi esa shunday yo’nalishki, u 
tomondan qaralganda ПK ning musbat yo’nalishiga K  ning manfiy yo’nalishi mos 
keladi. Perpendikulyarning musbat yo’nalishi bo’yicha olingan birlik kesma 
sirtning ( )000 z,y,x  nuqtasidagi normali deyiladi. 

Normalning Ox, Oy va Oz o’qlarining musbat yo’nalishlari bilan tashkil 
qilgan burchaklarini mos ravishda γβα ,,  orqali belgilasak,  

221 yx

x

zz

z
cos

′+′+

′
−=α ,  

221 yx

y

zz

z
cos

′+′+

′
−=γ ,  

221

1

yx zz
cos

′+′+
=γ    (19.7) 

bo’ladi va ular normalning yo’naltiruvchi kosinuslari deyiladi. 
Isbotlash mumkinki, silliq ( )S  sirtning barcha nuqtalaridagi 

perpendikulyarlarning musbat yo’nalishlari (normallari) bir xil bo’ladi. Va, demak, 
manfiy yo’nalishlari ham. Shunga ko’ra, sirtning ikki tomoni haqida tushuncha 
kiritiladi.  

Sirtning ustki tomoni deb, uning shunday tomoni olinadiki, bu tomondan 
qaralganda ikkala (K  hamda ПK ) yopiq chiziqlarning yo’nalishlari musbat 
bo’ladi.  

Sirtning ustki tomoni qaralganda ПK  bilan chegaralangan tekis shaklning yuzi 
musbat ishora bilan, pastki tomoni (ikkinchi tomoni) qaralganda manfiy ishora 
bilan olinadi. 

1. Ikkinchi tur sirt integralining ta’rifi.  ( )z,y,xf  funksiya ( )S  sirtda beril-
gan bo’lsin. Bu sirtning ma’lum bir tomonini olaylik. Sirtning P  bo’laklashini va 
bu bo’laklashning har bir ( )kS  bo’lagida ( )n...,,,k   2 1=  ixtiyoriy ( )kkk ,, ζηξ  nuqta 
( )n...,,,k   2 1=  olaylik. Berilgan funksiyaning ( )kkk ,, ζηξ  nuqtadagi ( )kkk ,,f ζηξ  
qiymatini ( )kS  ning xy0  tekislikdagi proeksiyasi ( )kD  ning yuziga ko’paytirib 
quyidagi yig’indini tuzamiz: 

( ) k

n

k
kkk D,,f∑

=
=

1

ζηξσ .                             (19.8) 

( )S  sirtning shunday 
...,P...,,P,P m         21                                  (19.9) 

bo’laklashlarini qaraymizki, ularning mos diametridan tashkil topgan 
...,...,,,

mPPP     
21

λλλ  

ketma-ketlik nolga intilsin: 0→
mPλ . Bunday ( )...,,mPm  2 1  =  bo’laklashlarga 

nisbatan ( )z,y,xf  funksiyaning integral yig’indilarini tuzamiz. Natijada ( )S  
sirtning (19.9) bo’laklashlariga mos integrallar yig’indilar qiymatlaridan iborat 
quyidagi 
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...,...,,, m         21 σσσ  
ketma-ketlik hosil bo’ladi. 

5-ta’rif.  Agar ( )S  sirtning har qanday (19.9) bo’laklashlari ketma-ketligi { }mP  
olinganda ham, unga mos integrallar yig’indilari qiymatlaridan iborat { }mσ  ketma-
ketlik, ( )kkk ,, ζηξ  nuqtalarni tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda hamma 
vaqt bitta J  songa intilsa, bu J  σ  yig’indining limiti deb ataladi va u  

( ) JD,,flimlim k

n

k
kkk

PP

== ∑
=→→ 100

ζηξσ
λλ

                   (19.10) 

kabi belgilanadi. 
Integral yig’indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.  
6-ta’rif.  Agar 0>∀ε  olinganda ham, shunday 0>δ  topilsaki, ( )S  sirtning 

diametri δλ <P  bo’lgan har qanday P  bo’laklashi hamda har bir ( )kS  bo’lakdan 
olingan ixtiyoriy ( )kkk ,, ζηξ  lar uchun  

εσ <− J  

tengsizlik bajarilsa, J  soni σ  yig’indining limiti deb ataladi va u (19.10) kabi 
belgilanadi. 

7-ta’rif. Agar 0→Pλ  da ( )z,y,xf  funksiyaning integral yig’indisi σ  chekli 
limitga ega bo’lsa, ( )z,y,xf  funksiya ( )S  sirtning tanlangan tomon bo’yicha 
integrallanuvchi funksiya deb ataladi. Bu yig’indining chekli limiti J  esa, 

( )z,y,xf  funksiyaning ( )S  sirtning tanlangan tomoni bo’yicha ikkinchi tur sirt 
integrali deb ataladi va u  

( )
( )
∫∫
S

dxdyz,y,xf  

kabi belgilanadi. Demak,  

( )
( )

( ) k

n

k
kkk

S

D,,flimlimdxdyz,y,xf
PP

∑∫∫
=→→

==
100

ζηξσ
λλ

. 

Funksiya ikkinchi tur sirt integralining quyidagicha  
( )

( )
∫∫
S

dxyz,y,xf                                            (19.11) 

belgilanishidan, integral ( )S  sirtning qaysi tomon bo’yicha olinganligi 
ko’rinmaydi. Binobarin, (19.11) integral to’g’risida gap borganda, har gal integral 
sirtning qaysi tomon bo’yicha olinayotganligi aytib boriladi. 

Ravshanki, ( )z,y,xf  funksiyaning ( )S  sirtning bir tomoni bo’yicha olingan 
ikkinchi tur sirt integrali, funksiyaning shu sirtning ikkinchi tomoni bo’yicha 
olingan ikkinchi tur integralidan faqat ishorasi bilangina farq qiladi. 

Yuqoridagidek 
( )

( )
∫∫
S

dydzz,y,xf ,  ( )
( )
∫∫
S

dzdxz,y,xf  

ikkinchi tur sirt integrallari ta’riflanadi. 
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Shunday qilib, sirtda berilgan ( )z,y,xf  funksiyadan uchta -Oxy tekislikdagi 
proeksiyalar, Oyz tekislikdagi proeksiyalar hamda Ozx tekislikdagi proeksiyalar 
vositasida olingan ikkinchi tur sirt integrali tushunchalari kiritiladi. 

Umumiy holda, ( )S  sirtda ( )z,y,xP , ( )z,y,xQ , ( )z,y,xR  funksiyalar berilgan 
bo’lib, ushbu 

( )
( )
∫∫
S

dxdyz,y,xP ,  ( )
( )
∫∫
S

dydzz,y,xQ ,  ( )
( )
∫∫
S

dzdxz,y,xR  

integrallar mavjud bo’lsa, u holda 
( )

( )
∫∫
S

dxdyz,y,xP Q ( )
( )
∫∫
S

dydzz,y,xQ Q ( )
( )
∫∫
S

dzdxz,y,xR  

yig’indi ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko’rinishi deb ataladi va u  
( )

( )
( ) ( )dzdxz,y,xRdydzz,y,xQdxdyz,y,xP

S

++∫∫  

kabi belgilanadi. Demak, 
( )

( )
∫∫
S

dxdyz,y,xP + ( )
( )
∫∫
S

dydzz,y,xQ + ( )
( )
∫∫
S

dzdxz,y,xR = 

= ( )
( )

( ) ( )dzdxz,y,xRdydzz,y,xQdxdyz,y,xP
S

++∫∫ . 

Endi 3R  fazoda biror ( )V  jism berilgan bo’lsin. Bu qismni o’rab turgan yopiq 
sirt silliq sirt bo’lib, uni ( )S  deylik. ( )z,y,xf  funksiya ( )V  da berilgan. Oxy 
tekislikka parallel bo’lgan tekislik bilan ( )V  ni ikki qismga ajratamiz: 
( ) ( ) ( )21 VVV += . Natijada uni o’rab turgan ( )S  sirt ham ( )1S  va ( )2S  sirtlarga 
ajraladi. Ushbu  

( )
( )
∫∫

1S

dxdyz,y,xf Q ( )
( )
∫∫

2S

dxdyz,y,xf                        (19.12) 

integral (agar u mavjud bo’lsa) ( )z,y,xf  funksiyaning yopiq sirt bo’yicha ikkinchi 
tur sirt integrali deb ataladi va  

( )
( )
∫∫
S

dxdyz,y,xf  

kabi belgilanadi. Bunda (19.12) munosabatdagi birinchi integral ( )1S  sirtning ustki 
tomoni, ikkinchi integral esa ( )2S  sirtning pastki tomoni bo’yicha olingan. Xuddi 
shunga o’xshash 

( )
( )
∫∫
S

dydzz,y,xf ,  ( )
( )
∫∫
S

dzdxz,y,xf  

hamda, umumiy holda 
( )

( )
∫∫
S

dxdyz,y,xP Q ( )dydzz,y,xQ Q ( )dzdxz,y,xR  

integrallar ta’riflanadi. 
2. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur sirt integrali. Faraz qilaylik, 3R  fazoda ( )S  

sirt ( )y,xzz =  tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda ( )y,xzz =  funksiya 
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chegaralangan yopiq ( )D  sohada ( )( )2RD ⊂  uzluksiz va ( )y,xzx′ , ( )y,xzy′  xususiy 

hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham ( )D  da uzluksiz. 
2-teorema. Agar ( )z,y,xf  funksiya ( )S  sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

funksiyaning ( )S  sirt bo’yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali  

( )
( )
∫∫
S

dxdyz,y,xf  

mavjud va  
( )

( )
∫∫
S

dxdyz,y,xf q ( )( )
( )
∫∫
D

dxdyy,xz,y,xf  

bo’ladi. 
� ( )S  sirtning SP  bo’laklashini olaylik. Uning bo’laklari ( )1S , ( ),...S2 ,( )nS  

bo’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarining Oxy tekislikdagi proeksiyasi  ( )D  ning DP  
bo’laklashini va uning  ( )1D , ( ),...D2 ,( )nD  bo’laklarini hosil qiladi. SP  
bo’laklashga nisbatan ushbu yig’indini tuzamiz: 

( ) k

n

k
kkk D,,f∑

=
=

1

ζηξσ .                                    (19.8) 

Agar ( )S  sirtning ustki tomoni qaralayotgan bo’lsa, u holda barcha kD  lar 
musbat bo’ladi. 

Modomiki, ( )z,y,xf  funksiya ( )y,xzz =  sirtda berilgan ekan, u x  va y  
o’zgaruvchilarning quyidagi funksiyasiga aylanadi: 

( ) ( )( )y,xz,y,xfz,y,xf = . 
Bundan esa 

( )kkk ,z ηξζ =     ( )n...,,k  2 1=  
bo’lishi kelib chiqadi. Natijada (19.8) yig’indi ushbu 

( )( ) k

n

k
kkkk D,z,,f∑

=
=

1

ηξηξσ  

ko’rinishga keladi. Bu yig’indi ( )( )y,xz,y,xf  funksiyaning integral yig’indisi 
(ikki karrali integral uchun integral yig’indi) ekanini payqash qiyin emas. Agar 

( )( )y,xz,y,xf  funksiyaning ( )D  da uzluksiz ekanligini e’tiborga olsak, unda 
0→

DPλ  da 

( )( ) k

n

k
kkkk D,z,,f∑

=1

ηξηξ  

yig’indi chekli limitga ega va  

( )( ) ( )( )
( )

dxdyy,xz,y,xfD,z,,flim
D

k

n

k
kkkk

DP
∫∫∑ =

=→ 10
ηξηξ

λ
 

bo’ladi. Demak, 
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( )

( )( ) ( )( )
( )

.dxdyy,xz,y,xfD,z,,flim

D,,flimlim

D
k

n

k
kkkk

k

n

k
kkk

DP

SPSP

∫∫∑

∑

==

==

=→

=→→

10

100
                    

ηξηξ

ζηξσ

λ

λλ
 

Bundan esa 
( )

( )
( )( )

( )
dxdyy,xz,y,xfdxdyz,y,xf

DS
∫∫∫∫ =  

bo’lishi kelib chiqadi.� 
Agar ( )S  sirtning pastki tomoni qaralsa, unda kD  lar manfiy bo’lib, 

( )
( )

( )( )
( )

dxdyy,xz,y,xfdxdyz,y,xf
DS
∫∫∫∫ −=  

bo’ladi. 
Xuddi yuqoridagidek, tegishli shartlarda 

( )
( )

dydzz,y,xf
S
∫∫ ,  ( )

( )
dzdxz,y,xf

S
∫∫  

integrallar mavjud va  
( )

( )
( )( )

( )
dydzz,y,z,yxfdydzz,y,xf

DS
∫∫∫∫ = , 

( )
( )

( )( )
( )

dzdxz,z,xy,xfdzdxz,y,xf
DS
∫∫∫∫ =  

bo’ladi. 
1-natija. Yasovchilari Oz o’qiga parallel bo’lgan ( )S  silindrik sirtni qaraylik. 

( )z,y,xf  funksiya shu sirtda berilgan bo’lsin. U holda  

( )
( )
∫∫
S

dxdyz,y,xf  

mavjud bo’ladi va u nolga teng: 
( )

( )
0=∫∫

S

dxdyz,y,xf . 

Xuddi shunga o’xshash, tegishli shartlarda 
( )

( )
0=∫∫

S

dydzz,y,xf ,  ( )
( )

0=∫∫
S

dzdxz,y,xf  

bo’ladi. 
Bu tengliklar bevosita ikkinchi tur sirt integrallari ta’rifidan kelib chiqadi. 
Yuqorida keltirilgan teoremadan foydalanib, ikkinchi tur sirt integrallari ham 

ikki karrali Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega bo’lishini ko’rsatish va 
ularni keltirib chiqarishni o’quvchiga havola etamiz. 

3. Ikkinchi tur sirt integrallarini hisoblash. Yuqorida keltirilgan teoremadan 
foydalanib ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integrallariga keltirib 
hisoblanadi: 

( )
( )

( )( )
( )
∫∫∫∫ =
DS

dxdyy,xz,y,xfdxdyz,y,xf , 
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( )
( )

( )( )
( )
∫∫∫∫ =
DS

dydzz,y,z,yxfdydzz,y,xf , 

( )
( )

( )( )
( )
∫∫∫∫ =
DS

dzdxz,x,zy,xfdzdxz,y,xf . 

 
19.3-misol. Ushbu  

( )
∫∫ 








++

S

dxdykz
в

y

a

x
2

2

2

2

 

integral hisoblansin. Bunda ( ) 12

2

2

2

2

2

=++−
c

z

в

y

a

x
S  ellipsoidning 0=z  tekislikdan 

pastda joylashgan qism bo’lib, integral shu sirtning pastki tomon bo’yicha olingan. 
�Ravshanki, bu ( )S  sirtning tenglamasi quyidagicha bo’lib, 

2

2

2

2

1
в

y

a

x
cz −−−=  

uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi 

( ) ( )








≤+∈= 1  2

2

2

2
2

в

y

a

x
:Ry,xD  

bo’ladi. 
( )S  sirt ham, bu sirtda berilgan 

( ) kz
в

y

a

x
z,y,xf ++= 2

2

2

2

 

funksiya ham 2-teoremaning shartlarini qanoatlantiradi. U holda 

( ) ( )
∫∫∫∫ 













−−−+−=








++

DS

dxdy
в

y

a

x
kc

в

y

a

x
dxdykz

в

y

a

x
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1  

bo’ladi. Integral ( )S  sirtning pastki tomoni bo’yicha olinganligi sababli tenglikning 
o’ng tomonidagi ikki karrali integral oldiga minus ishorasi qo’yildi. 

Endi bu 

( ) ( )
∫∫∫∫ 













−−−−=














−−−+−

DD

dxdy
в

y

a

x

в

y

a

x
kcdxdy

в

y

a

x
kc

в

y

a

x
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

11  

ikki karrali integralni hisoblaymiz. Ikki karrali integralda o’zgaruvchilarni  
ϕρ cosax = ,  ϕρ sinвy =  

kabi almashtirib quyidagini topamiz: 

( )
( ) =








−−=














−−−− ∫ ∫∫∫ ϕρρρρ

π
ddaвkcdxdy

в

y

a

x

в

y

a

x
kc

D

2

0

1

0

22
2

2

2

2

2

2

2

2

11  

( ) ( )







 +−=













−−−=








−−= ∫ ∫ 34

1
2

4
2

3
1

2
21

1

0

42
3

22

0

1

0

22 kc
aв

kc
aвddkcaв πρρπϕρρρρ

π
. 
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Demak, 

( )







 −=







++∫∫ 4

1

3
22

2

2

2 kc
aвdxdykc

в

y

a

x

S

π .� 

4. Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasida bog’lanish. Biz 18-bob-
ning 4-§ da birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar orasidaga bog’lanishni 
ifodalaydigan formulalarni keltirgan edik. 

Shunga o’xshash, birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasidagi 
bog’lanishni ifodalovchi formulalar ham mavjud. 

( )S  sirt va unda berilgan ( )z,y,xf  va ( )z,y,xP , ( )z,y,xQ , ( )z,y,xR  
funksiyalar tegishli shartlarni qanoatlantirganda (qaralsin, 2-§ning 1-punkti) ushbu 

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫ =
SS

dscosz,y,xfdydzz,y,xf α , 

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫ =
SS

dscosz,y,xfdzdxz,y,xf β ,                        (19.13) 

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫ =
SS

dscosz,y,xfdxdyz,y,xf γ  

umumiy holda 
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )[ ]
( )

dscosz,y,xRcosz,y,xQcosz,y,xP

dxdyz,y,xRdzdxz,y,xQdydzz,y,xP

S

S

∫∫

∫∫

++=

=++

γβα
 

formulalarning to’g’riligini isbotlashni o’quvchiga havola etamiz. 
 

3-§. Stoks formulasi 
3R  fazoda ( )y,xzz =  tenglama bilan aniqlangan silliq ( )S  sirt berilgan 

bo’lsin. Bu sirtning chegarasi S∂  bo’lakli-silliq egri chiziq bo’lsin. ( )S  sirtning 
Oxy tekislikdagi proeksiyasini ( )D  deylik. Unda S∂  ning proeksiyasi D∂  dan 
iborat bo’ladi. 

Faraz qilaylik, ( )S  sirtda ( )z,y,xP  funksiya berilgan bo’lib, u uzluksiz 
bo’lsin. Undan tashqari bu funksiya ( )S  da 

( )
x

z,y,xP

∂
∂

,  
( )

y

z,y,xP

∂
∂

,  
( )

z

z,y,xP

∂
∂

 

xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz bo’lsin. 
Ushbu  

( )dxz,y,xP
S
∫

∂

 

egri chiziqli integralni qaraylik (uning mavjudligi ravshan). Agar S∂  chiziqning 
( )S  sirtda yotishini e’tiborga olsak, u holda 

( ) ( )( )dxy,xz,y,xPdxz,y,xP
SS
∫∫

∂∂
=  

bo’ladi. 
Endi Grin formulasidan foydalanib ushbuni topamiz: 
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( )( ) ( )( )
( )

dxdy
y

y,xz,y,xP
dxy,xz,y,xP

DD
∫∫∫ ∂

∂−=
∂

 

Ravshanki, ( )( )y,xz,y,xP  funksiyaning y  o’zgaruvchi bo’yicha xususiy 
hosilasi 

( )( ) ( )( ) ( )y,xz
z

y,xz,y,xP

y

y,xz,y,xP
y′⋅

∂
∂+

∂
∂

 

bo’ladi. 
Ushbu bobning 2-§ idagi (19.7) munosabatlardan 

( )
γ
β

cos

cos
y,xzy −=′  

bo’lishini e’tiborga olsak, 
( )( ) ( )( ) ( )

( )
=







 ′⋅
∂

∂+
∂

∂
∫∫
D

y y,xz
z

y,xz,y,xP

y

y,xz,y,xP
 

( )( ) ( )( )
( )

dxdy
cos

cos

z

y,xz,y,xP

y

y,xz,y,xP

D
∫∫ 







 ⋅
∂

∂−
∂

∂=
γ
β

 

bo’ladi. 
Natijada qaralayotgan integral uchun quyidagi tenglikka ega bo’lamiz: 

( ) ( )( ) ( )( )
( )

dxdy
cos

cos

z

y,xz,y,xP

y

y,xz,y,xP
dxz,y,xP

DS
∫∫∫ 







 ⋅
∂

∂−
∂

∂−=
∂ γ

β
       (19.14) 

2-§ dagi 2-teoremadan foydalanib (19.14) tenglikning o’ng tomonidagi ikki 
karrali integralni ikkinchi tur sirt integrali orqali ifodalaymiz: 

( )( ) ( )( )
( )

=






 ⋅
∂

∂−
∂

∂
∫∫ dxdy

cos

cos

z

y,xz,y,xP

y

y,xz,y,xP

D γ
β

 

( ) ( )
( )

dxdy
cos

cos

z

z,y,xP

y

z,y,xP

S
∫∫ 







 ⋅
∂

∂−
∂

∂=
γ
β

. 

Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi tur sirt integralini, (19.13) formulaga 
asoslanib, birinchi tur sirt integraliga keltiramiz: 

( ) ( )
( )

=






 ⋅
∂

∂−
∂

∂
∫∫ dxdy

cos

cos

z

z,y,xP

y

z,y,xP

S γ
β

 

( ) ( )
( )

=






 ⋅
∂

∂−
∂

∂= ∫∫ dscos
cos

cos

z

z,y,xP

y

z,y,xP

S

γ
γ
β

                   (19.15) 

( ) ( )
( )( )

∫∫ ∫∫ ∂
∂−

∂
∂=

S S

dscos
y

z,y,xP
dscos

y

z,y,xP βγ . 

Va nihoyat, yana (19.13) formulalardan foydalanib quyidagini topamiz: 
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( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

S S

S S

dzdx
z

z,y,xP
dscos

z

z,y,xP

,dxdy
y

z,y,xP
dscos

y

z,y,xP

β

γ
                       (19.16) 

(19.14), (19.15) va (19.16) munosabatlardan  

( ) ( ) ( )
( )
∫∫∫ ∂

∂−
∂

∂=
∂ SS

dxdy
y

z,y,xP
dzdx

z

z,y,xP
z,y,xP                    (19.17) 

bo’lishi kelib chiqadi. 
Xuddi shunday mulohaza asosida ( )S  sirt va unda berilgan ( )z,y,xQ , 

( )z,y,xR  funksiyalar tegishli shartlarni bajarganda ushbu 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )
∫∫∫

∫∫∫

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂−

∂
∂=

∂

∂

SS

SS

dzdx
x

z,y,xR
dydz

y

z,y,xR
dzz,y,xR

,dydz
z

z,y,xQ
dxdy

x

z,y,xQ
dyz,y,xQ

              (19.18) 

 
formulalarning o’rinli bo’lishi ko’rsatiladi. (19.17) va (19.18) formulalarni hadlab 
qo’shib quyidagini topamiz: 

( ) ( ) ( ) =++∫
∂

dzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xP
S

 

( ) ( )
( )

( ) =




∂
∂+









∂
∂−

∂
∂= ∫∫ y

z,y,xR
dxdy

y

z,y,xP

x

z,y,xQ

S

                (19.19) 

( ) ( ) ( )
dzdx

x

z,y,xR

z

z,y,xP
dydz

z

z,y,xQ






∂

∂−
∂

∂+


∂

∂− . 

Bu Stoks formulasi deb ataladi. 
2-natija. Mazkur kursning 18-bob, 3-§ idagi Grin formulasi Stoks formulasi-

ning xususiy holidir. Haqiqatdan ham (19.19) Stoks formulasida ( )S  sirt sifatida 
Oxy tekislikdagi ( )D  soha olinsa, unda 0=z  bo’lib, (19.19) formuladan 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
∫∫∫ 









∂
∂−

∂
∂=+

∂ DD

dxdy
y

y,xP

x

y,xQ
dyy,xQdxy,xP  

bo’lishi kelib chiqadi. Bu Grin formulasidir. 
Shunday qilib, Stoks formulasi ( )S  sirt bo’yicha olingan II-tur sirt integrali 

bilan shu sirtning chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli integralni bog’lovchi 
formuladir. 

 
4-§. Ostrogradskiy formulasi 

3R  fazoda pastdan ( )y,xz 1ϕ=  tenglama bilan aniqlangan silliq ( )1S  sirt 
bilan, yuqoridan ( )y,xz 2ϕ=  tenglama yordamida aniqlangan silliq ( )2S  sirt bilan, 
yon tomondan esa yasovchilari Oz o’qiga parallel bo’lgan silindrik ( )3S  sirt bilan 
chegaralangan ( )V  sohani (jismni) qaraylik. Uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi 
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( )D  bo’lib, bu ( )D  ning chegarasi yuqorida aytilgan silindrik sirtning 
yo’naltiruvchisi sifatida olinadi. ( ) ( )( y,xy,x 21 ϕϕ ≤  ( ) ( ))Dy,x ∈  (64-chizma). 

 
64-chizma 

Faraz qilaylik, ( )V  da ( )z,y,xR  funksiya berilgan va uzluksiz bo’lsin. Bundan 
tashqari bu funksiya shu sohada 

( )
z

z,y,xR

∂
∂

 

xususiy hosilaga ega va bu hosila ham uzluksiz. 
Ravshanki, bu holda  

( )
( )

dxdydz
z

z,y,xR

V
∫∫∫ ∂

∂
 

mavjud bo’ladi va 17-bobning 10-§ ida keltirilgan formulaga ko’ra 

( )
( )

( )
( )

( )

( )
∫∫ ∫∫∫∫ 














∂
∂=

∂
∂

D

y,x

y,xV

dxdydz
z

z,y,xR
dxdydz

z

z,y,xR 2

1

ϕ

ϕ
                   (19.20) 

bo’ladi. 
Agar 

( )
( )

( )
( )( ) ( )( )y,x,y,xRy,x,y,xRdz

z

z,y,xRy,x

y,x
12

2

1

ϕϕ
ϕ

ϕ
−=

∂
∂

∫  

bo’lishini e’tiborga olsak, u holda 

( )
( )

( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
dxdyy,x,y,xRdxdyy,x,y,xRdxdydz

z

z,y,xR

DDD

y,x

y,x
∫∫∫∫∫∫ ∫ −=















∂
∂

12

2

1

ϕϕ
ϕ

ϕ
 (19.21) 

bo’ladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikki karrali integrallarni 2-§ dagi 
formulalardan foydalanib, sirt integrallari orqali yozamiz: 

( )y,xz 2ϕ=  

z 

0 

x 

y 

(V)

(D) 

( )y,xz 1ϕ=
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( )( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

.dxdyz,y,xRdxdyy,x,y,xR

,dxdyz,y,xRdxdyy,x,y,xR

SD

SD

∫∫∫∫

∫∫∫∫

=

=

1

2

1

2

ϕ

ϕ
                   (19.22) 

Keltirilgan tengliklardagi sirt integrallari sirtning ustki tomoni bo’yicha 
olingan (19.20), (19.21) va (19.22) munosabatlardan quyidagini topamiz: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

dxdyz,y,xRdxdyz,y,xRdxdydz
z

z,y,xR

SSV
∫∫∫∫∫∫∫ +=

∂
∂

12

.           (19.23) 

Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi integral ( )1S  sirtning pastki tomoni 
bo’yicha olingan. 

( )3S  sirt yasovchilari Oz o’qiga parallel bo’lgan silindrik sirt bo’lganligidan  

( )
( )

0
3

=∫∫ dxdyz,y,xR
S

                                       (19.24) 

bo’ladi. (19.23) va (19.24) munosabatlardan 
( )

( )
( )

( )
( )

( )
++=

∂
∂

∫∫∫∫∫∫∫ dxdyz,y,xRdxdyz,y,xRdxdydz
z

z,y,xR

SSV 21

 

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫ =+
SS

dxdyz,y,xRdxdyz,y,xR
3

 

bo’lishi kelib chiqadi. Bunda ( ) ( )VS −  jismni o’rab turuvchi sirt. 
Demak, 

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫ =

∂
∂

SV

dxdyz,y,xRdxdydz
z

z,y,xR
                   (19.25) 

Xuddi shu yo’l bilan, ( )V  hamda ( )z,y,xP , ( )z,y,xQ  lar tegishli shartlarni 
qanoatlantirganda quyidagi 

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫ =

∂
∂

SV

dydzz,y,xPdxdydz
x

z,y,xP
,                     (19.26) 

( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫ =

∂
∂

SV

dzdxz,y,xQdxdydz
y

z,y,xQ
                      (19.27) 

formulalarning to’g’riligi isbotlanadi. 
Yuqoridagi (19.25), (19.26) va (19.27) tengliklarni hadlab qo’shib 

quyidagilarni topamiz: 
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )
∫∫

∫∫∫

++=

=








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

S

V

.dxdyz,y,xRdzdxz,y,xQdydzz,y,xP

dxdydz
z

z,y,xR

y

z,y,xQ

x

z,y,xP

 

Bu formula Ostrogradskiy formulasi deb ataladi. 
 

Mashqlar 
19.4. Ushbu   
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( )
( )
∫∫ +++
S

dsxazy 22  

integral hisoblansin, bunda ( )S  sirt quyidagi  
222 zyax −−=  

paraboloidning Oyz tekisligi bilan kesishishidan hosil bo’lgan sirtning 
tashqi qismi. 

19.6. Sirtning yuzi  

( )
∫∫=
S

dsS  

formula bilan topilishi isbotlansin. 
Ushbu  

xRyx ⋅=+ 22  
silindrning  

2222 Rzyx =++  
sfera ichida joylashgan qismining yuzi topilsin. 

 
20-BOB 

 
Fure qatorlari 

 
Biz yuqorida, kursimiz davomida, murakkab funksiyalarni ulardan soddaroq 

bo’lgan funksiyalar orqali ifodalash masalalariga bir necha marta duch keldik va 
ularni o’rgandik. Bu sohadagi klassik masalalardan biri – funksiyalarni darajali 
qatorlarga yoyishdan iborat bo’lib, u mazkur kursning 14-bobida batafsil 
o’rganildi. 

Agar qaralayotgan funksiyalar davriy funksiyalar bo’lsa, tabiiyki ularni 
soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash lozim bo’ladi. Har bir hadi sodda 
davriy funksiyalar bo’lgan funksional qatorlarni o’rganish murakkab davriy 
funksiyalarni soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash masalasini hal etishda 
muhim rol o’ynaydi. 
 

1-§. Ba’zi muhim tushunchalar 
10. Funksiyalarni davriy davom ettirish. ( )xf  funksiya ( ]в,a  yarim 

intervalda berilgan bo’lsin. Bu funksiya yordamida quyidagi 
( ) ( )( )maвxfxf * −−= , ( ) ( )( ]aвmв,aвmax −+−+∈  

( )...,,,m 210 ±±=                                               (20.1) 

funksiyani tuzamiz. Ravshanki, endi ( )xf *  funksiya ( )+∞∞− ,  oraliqda berilgan va 
davriy funksiya bo’ladi. Uning davri aвT −=0  ga teng. Bajarilgan bu jarayonni 
funksiyani davriy davom ettirish deyiladi. 

Masalan, ( ]21,−  oraliqda berilgan ( ) 2xxf =  funksiyani davriy davom 
ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 65-chizmada tasvirlangan. 
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65-chizma 

Agarda berilgan ( )xf  funksiya ( ]в,a  da uzluksiz funksiya bo’lsa  
va  

( ) ( ) ( )afxfaf
ax

==+
+→ 0

lim0  , 

deyilsa, u holda davom ettirilgan ( )xf *  funksiya ( )+∞∞− ,  da uzluksiz bo’ladi. 
( )xf  funksiya [ )в,a  yarim intervalda berilgan bo’lsa uni davriy davom ettirish 

ham yuqoridagi singari bajariladi: 
( ) ( )( )maвxfxf * −−= , ( ) ( )[ )aвmв,aвmax −+−+∈  ( )...,,,m 210 ±±=  

Agarda ( )xf  funksiya ( )в,a  da berilgan bo’lsa, uni ( )+∞∞− , g’ 
g’ ( ){ } X...,,m:aвma =±=−+ 10  to’plamga davriy davom ettirish mumkin: 

( ) ( )( )maвxfxf * −−= , ( ) ( )( ]aвmв,aвmax −+−+∈  ( )...,,,m 210 ±±=  
Izoh. ( )xf  funksiya [ ]в,a  da berilgan bo’lsa, uni ( )+∞∞− ,  ga umuman 

aytganda ikki xil davom ettirish mumkin: 
( ) ( )( )maвxfxf * −−= , ( ) ( )( ]maвв,maвax −+−+∈ , 

( ) ( )( )maвxfxf ** −−= , ( ) ( )[ )maвв,maвax −+−+∈  
( )...,,,m 210 ±±= . 

1-lemma. ( )xf  funksiya ( ]в,a  oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. U holda ( )xf  
ni ( )+∞∞− ,  ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgan ( )xf *  funksiya ixtiyoriy 

( )( ]aв, −+αα  da integrallanuvchi bo’ladi va 

( )
( )

( )∫∫ =
−+ в

а

aв
* dxxfdxxf

α

α
                                               (*)  

formula o’rinli bo’ladi. 
◄ Shartga ko’ra ( )xf  funksiya ( ]в,a  da integrallanuvchi, ( )xf *  funksiyaning 

tuzilishiga binoan (qaralsin, (20.1)) uning ( )( ]aв, −+αα  ( )R∈∀α  da 
integrallanuvchi bo’lishini topamiz. 

Integralning xossasiga ko’ra  

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

∫ ∫∫∫
−+ −+

++=
aв aв

в

*
в

а

*
a

** dxxfdxxfdxxfdxxf
α

α

α

α
               (20.2) 

0 1 2 3 5 -3 -2 -1 x 

y 
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bo’ladi. Ravshanki, ( ]в,ax∈∀  uchun ( ) ( )xfxf =* . Demak, 

( ) ( )∫ ∫=
в

a

в

a

* dxxfdxxf . 

Endi 

( )
( )

∫
−+ aв

* dxxf
α

α
 

integralda ( )aвyx −+=  almashtirishni bajaramiz: 

( )
( )

( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫ −==−+=
−+ α

α

αα

α a

a
*

a

**
aв
* dyyfdyyfdyaвyfdxxf . 

Natijada (20.2) tenglik ushbu  

( )
( )

( )∫∫ =
−+ в

a

aв
* dxxfdxxf

α

α
 

ko’rinishga keladi.► 
Bu lemmadagi (*)  formula sodda geometrik ma’noga ega. U 66-chizma 

shtrixlangan yuzalar bir-biriga tengligini ifodalaydi. 

 
66-chizma 

20. Garmonikalar. Ushbu 
( ) ( )βα += xsinAxf                                     (20.3) 

funksiyani ko’raylik, bunda βα ,,A  o’zgarmas sonlar. Bu davriy funksiya bo’lib, 

uning asosiy davri 
α
π2=T  ga tengdir. Haqiqatdan ham, 

( )[ ] ( ) ( )xfxsinAxsinAxsinAxf =+=++=






 +






 +=






 + βαπβαβ
α
πα

α
π

2
22

. 

Bu  
( ) ( )βα += xsinAxf  

funksiya garmonika deb ataladi. 
Berilgan  

( ) ( )βα += xsinAxf  
garmonikaning grafigi, xsiny =  funksiya grafigini Ox va Oy o’qlar bo’yicha 
siqish (cho’zish) hamda Ox o’qi bo’yicha surish natijasida hosil bo’ladi. Masalan, 

( ) ( )122 += xsinxf  
garmonikaning grafigini yasash jarayoni va uning grafigi 67-chizmada 
tasvirlangan. 
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67-chizma 

x 

y 
xsiny 2=

( )12 += xsiny  

0 

0 x 

y 

( )122 += xsiny

xsiny =  

x 

y 

x 

y 
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Trigonometriyadan ma’lum bo’lgan formuladan foydalanib garmonikani 
quyidagicha yozish mumkun: 

( ) ( ) ( )βαβαβα cosxsinsinxcosAxsinAxf +=+= . 
Agar  

asinA =β  , вcosA =β  
deb belgilasak, unda garmonika ushbu 

( ) xsinвxcosaxf αα +=  
ko’rinishga keladi. 

30. Bo’lakli-uzluksizlik va bo’lakli-differensiallanuvchilik. ( )xf  funksiya 
[ ]в,a  oraliqda berilgan bo’lsin. 

Agar [ ]в,a  oraliqni shunday 
[ ] [ ] [ ]nn a,a,...,a,a,a,a 12110 −   ( )вa,aa n ==0  

bo’laklarga ajratish mumkin bo’lsaki,  
[ ] [ ] [ ] [ ]( )nn a,a...a,aa,aв,a 12110 −∪∪∪=  

har bir ( )1+kk a,a  ( 110 −= n...,,,k ) da ( )xf  funksiya uzluksiz bo’lsa, hamda 

kax =  nuqtalarda chekli o’ng ( )0+kaf  ( ( )110 −= n...,,,k ) va chap ( )0−kaf  
( ( )110 −= n...,,,k ) limitlarga ega bo’lsa, u holda ( )xf  funksiya [ ]в,a  da bo’lakli-
uzluksiz deb ataladi. 

Masalan, ushbu 

( )








≤<−
=

<≤
=

lsabo'  21  

lsabo'  1  0

lsabo' 10  3

xagar,x

,xagar,

,xagar,x

xf  

funksiya [ ]20,  oraliqda bo’lakli-uzluksizdir (68-chizma). 
 

 
68-chizma 

0 x 

y 



 305

Agar ( )xf  funksiya ( )+∞∞− ,  da berilgan bo’lib, uning istalgan chekli [ ]βα ,  
qismida [ ] ( )( )+∞∞−⊂ ,, βα  bo’lakli-uzluksiz bo’lsa, u holda ( )xf  funksiya 
( )+∞∞− ,  da bo’lakli-uzluksiz deb ataymiz. 

Aytaylik, ( )xf  funksiya ( ]в,a  da berilgan va bo’lakli-uzluksiz bo’lsin. Bu 

funksiyani ( )+∞∞− ,  ga davriy davom ettirishdan  hosil bo’lgan ( )xf *  funksiya 
( )+∞∞− ,  da bo’lakli-uzluksiz bo’ladi. 

Masalan ( ) xxf =  ( ]( )ππ ,x −∈  funksiyani ( )+∞∞− ,  ga davriy davom 
ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 69-chizmada tasvirlangan. 

 
69-chizma 

Endi bo’lakli-differensiallanuvchanlik tushunchasi bilan tanishamiz.  
( )xf  funksiya [ ]в,a  da berilgan bo’lsin. 

Agar [ ]в,a  oraliqni [ ] [ ] [ ] [ ]nn a,a...a,aa,aв,a 12110 −∪∪∪=  bo’ladigan 
shunday [ ] [ ] [ ]nn a,a,...,a,a,a,a 12110 −  ( )вa,aa n ==   0  bo’laklarga ajratish mumkin 
bo’lsaki, har bir ( )1+kk a,a  da ( )110 −= n...,,,k  funksiya differensiallanuvchi 

bo’lsa hamda kax =  nuqtalarda chekli o’ng ( ) ( )1-n...,1,0,k      0 =+k
' af  va chap 

( ) ( )1-n...,1,0,k      0 =−k
' af  hosilalarga ega bo’lsa, u holda ( )xf  funksiya [ ]в,a  

da bo’lakli-differensiallanuvchi deb ataladi. 
 Masalan, ushbu  

( )








≤≤
<≤
<≤

=
lsabo'   3x2agar  , 2-x

lsa,bo'   2x1agar  ,x -2

lsa,bo'   1x0agar    ,  2x

xf  

funksiya [ ]30,  da bo’lakli-differensiallanuvchi bo’ladi. (70-chizma) 

 
70-chizma 

0 

y 

x 1 2 3 

0 x 

y 

π−  π  
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Agar ( )xf  funksiya ( )+∞∞− ,  da berilgan bo’lib, uning istalgan chekli 
[ ] [ ] ( )( )+∞∞−⊂ ,, βαβα ,     qismida bo’lakli-differensiallanuvchi bo’lsa, u holda 

( )xf  funksiya ( )+∞∞− ,  da bo’lakli-differensiallanuvchi deb ataladi. 
( )xf  funksiya ( ]в,a  da berilgan va bo’lakli-differensiallanuvchi bo’lsa, uni 

( )+∞∞− ,  ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgan ( )xf *  funksiya ( )+∞∞− ,  da 
bo’lakli-differensiallanuvchi bo’ladi. 

( )xf  funksiya [ ]в,a  da berilgan bo’lsin. Agar [ ]в,a  oraliqni 
[ ] [ ] [ ] [ ]nn a,a...a,aa,aв,a 12110 −∪∪∪=  bo’ladigan shunday [ ] [ ] [ ]nn a,a,...,a,a,a,a 12110 −  
( )вa,aa n ==   0  bo’laklarga ajratish mumkin bo’lsaki, har bir [ )1+kk a,a  da 
( )1210 −= n...,,,,k  funksiya ( )xf ′  hosilaga ega va bu hosila uzluksiz bo’lsa hamda 

kax =  nuqtalarda chekli o’ng ( )0+′ kaf  ( )1210 −= n...,,,,k  va chap ( )0−′ kaf  
( )1210 −= n...,,,,k  hosilalarga ega bo’lsa, u holda ( )xf  funksiya [ ]в,a  da bo’lakli-
silliq deb ataladi. 
 

2-§. Fure qatorining ta’rifi 
Har bir hadi  

( ) ( )...2,1,0,n        =+= nxsinвnxcosaxu nnn  
garmonikadan iborat ushbu  

( )∑
∞

=
++

1
0

n
nn nxsinbnxcosaa                       (20.4) 

funksional qatorni qaraylik. 
Odatda (20.4) qator trigonometrik qator deb ataladi ,...в,a,в,a,a 22110  sonlar 

esa trigonometrik qatorning koeffitsientlari deyiladi. 
Shunday qilib, trigonometrik qator garchand funksional qator bo’lsa ham 

(uning har bir hadi muayyan funksiyalar bo’lganligi uchun) o’z koeffitsientlari 
,...в,a,...,в,a,в,a,a nn22110  lar bilan to’la aniqlanadi. 

(20.4) trigonometrik qatorning qismiy yig’indisi 

( ) ( )∑
=

++=
n

k
kkn kxsinвkxcosaaxT

1
0  

trigonometrik ko’phad deb ataladi. 
10. Fure qatorining ta’rifi. ( )xf  funksiya [ ]ππ ,−  da berilgan va shu oraliqda 

integrallanuvchi bo’lsin. U holda 
( ) nxcosxf , ( ) nxsinxf   ( )...,,,n 321=  

funksiyalar ham, ikkita integrallanuvchi funksiyalar ko’paytmasi sifatida (qaralsin 
1-qism, 9-bob, 7-§) [ ]ππ ,−  da integrallanuvchi bo’ladi. Bu funksiyalar 
integrallarini hisoblab, ularni quyidagicha belgilaylik: 
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( )

( ) ( )

( ) ( )...,,,nnxdxsinxfв

,...,,,nnxdxcosxfa

,dxxfa

n

n

321           
1

321           
1

1
0

==

==

=

∫

∫

∫

−

−

−

π

π

π

π

π

π

π

π

π

            (20.5) 

Bu sonlardan foydalanib ushbu 

( ) ( )∑
∞

=
++=

1

0

2 n
nn nxsinвnxcosa

a
x;fT                 (20.6) 

trigonometrik qatorni tuzamiz. 
1-ta’rif.   ,...в,a,b,a,a 22110  koeffitsientlari (20.5) formulalar bilan aniqlangan 

(20.6) trigonometrik qator ( )xf  funksiyaning Fure qatori deb ataladi. 
,...в,a,в,a,a 22110  sonlar esa ( )xf  funksiyaning Fure koeffitsientlari deyiladi. 

Demak, berilgan funksiyaning Fure qatori shunday trigonometrik qatorki, 
uning koeffitsientlari shu funksiyaga bog’liq bo’lib, (20.5) formulalar bilan 
aniqlanadi. Shu sababli (20.6) qatorni (uning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi 
bo’lishidan qat’iy nazar) ushbu  “~” belgi bilan quyidagicha yoziladi: 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
++=

1

0

2 n
nn nxsinвnxcosa

a
x;fT~xf  

20.1-misol. Ushbu  
( ) ( )0           ≠≤≤= π  ,  αx-πexf xα  

funksiyaning Fure qatori topilsin. 
◄(20.5) formuladan foydalanib bu funksiyaning Fure koeffitsientlarini 

topamiz: 

( )

( )

( )

( )...3,2,1,n                 

21
1

11

21
1

11

211

22
1

22

2222

0

=
+

−=
+
+==

+
−=

+
+==

=−==

−

−−

−−

−

−

∫

∫

∫

,sh
n

n
e

n

nxcosnnxsin
nxdxsineв

,sh
n

e
n

nxsinnnxcos
nxdxcosea

,sheedxea

nxx
n

nxx
n

x

απ
απα

α
ππ

απ
α

α
πα

α
ππ

απ
απαππ

π

π

α
π

π

α

π

π

α
π

π

α

π

π

απαπα

 

(qarang, 1-qism, 8-bob, 2-§). 
Demak, berilgan funksiyaning Fure qatori 

( )

( ) ( )







−

+
−+=

=++

∑

∑

∞

=

∞

=

nxsinnnxcos
n

sh

nxsinвnxcosa
a

~e

n

n

n
nn

x

α
ααπ

απ

α

1
22

1

0

1
2
12

2
          

 

bo’ladi.► 
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20. Juft va toq funksiyalarning Fure qatorlari. Juft va toq funksiyalarning 
Fure qatorlari birmuncha sodda ko’rinishga ega bo’ladi. Biz quyida ularni 
keltiramiz. 

( )xf  funksiya [ ]ππ ,−  da berilgan juft funksiya bo’lsin. U shu [ ]ππ ,−  
oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki, bu holda ( ) nxcosxf  juft funksiya, 

( ) nxsinxf   ( )...,,,n 321=  esa toq funksiya bo’ladi va ular [ ]ππ ,−  da 
integrallanuvchi bo’ladi. 

( )xf  funksiyaning Fure koeffitsientlarini topamiz: 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ),...,,,,nnxdxcosxf

nxdxcosxfnxdxcosxfnxdxcosxfan

∫

∫ ∫ ∫

==

=+==
− −

π

π
π π

π

π

ππ

0

0

0

3210              
2

          

11

 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( )....,,,nnxdxsinxfnxdxsinxf

nxdxsinxfnxdxsinxfnxdxsinxfвn

321          0
1

11

00

0

0

==+−=

=+==

∫∫

∫ ∫ ∫− −

ππ

π
π π

π

π

ππ  

Demak, juft ( )xf  funksiyaning Fure koeffitsientlari 

( ) ( )
( )...,,,n                          в

...,,,n          nxdxcosxf
π

a

n

π

n

3210

210
2

0

==

== ∫                 (20.7) 

bo’lib, Fure qatori esa 

( ) ( ) ∑
∞

=

+=
1

0 cos
2

;~
n

n nxa
a

xfTxf  

bo’ladi. 
Endi ( )xf  funksiya [ ]ππ ,−  da berilgan toq funksiya bo’lsin va u shu [ ]ππ ,−  

oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. Bu holda ( ) nxcosxf  toq funksiya, 
( ) ( )...,,nnx      sinxf 21=  esa juft funksiya bo’ladi. 

Funksiyaning Fure koeffitsientlarini topamiz: 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( ),...,,,nnxdxcosxfnxdxcosxf

nxdxcosxfnxdxcosxfnxdxcosxfan

210        0
1

11

0 0

0

0

==+−=

=+==

∫ ∫

∫ ∫ ∫− −

π π

π
π π

π

π

ππ

 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )....,,nnxdxsinxf

nxdxsinxfnxdxsinxfnxdxsinxfвn

21        
2

11

0

0

0

==

=+==

∫

∫ ∫ ∫− −

π

π
π π

π

π

ππ  

Demak, toq ( )xf  funksiyaning Fure koeffitsientlari 
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( )

( ) ( )∫ ==

==
π

n

n

...,,,nnxdx     sinxf
π

в

...,,,n                  a

0
210

2

2100
                   (20.8) 

bo’lib, Fure qatori esa 

( ) ( ) ∑
∞

=
=

1n
n nxsinвx;fT~xf  

bo’ladi. 
20.2-misol. ( ) ( )ππ ≤≤= xxxf -   2  funksiyaning Fure qatori yozilsin. 
◄ (20.7) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Fure 

koeffitsientlarini topamiz: 

( ) ( )....,,,n     
n

nxdxcos
n

nxcos
x

nπ

nxdxsinx
nπn

nxsin
x

π
nxdxcosx

π
a

,πdxx
π

        a                    

nπ
π

π
π

π

n

π

321
4

1
4

422

3
22

20
0

0
0

0

22

0

22
0

=−=











+







−−=

=−==

==

∫

∫∫

∫

 

Demak ( ) 2xxf =  juft funksiyaning Fure qatori ushbu 

( )∑
∞

=







 −+−−=−+
1

22

2

2

2
2

3

3

2

2
4

3

4
1

3 n

n ...
xcosxcos

xcosnxcos
n

~x
ππ

 

ko’rinishda bo’ladi. ► 
20.3-misol. Ushbu 

( )  xxf =  [ ]ππ ≤≤− x  
toq funksiyaning Fure qatori yozilsin. 
◄ (20.8) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Fure  

koeffitsientlarini topamiz: 

( ) ( )....,,,n
n

nxcos

nxdxcos
n

nxcosx
n

nxdxsinxв

n

n

321    
2

1
4
2

22
2

1

0
0

0

=−=−=

=+−==

+

∫∫
π

π
π

ππ
π

 

Demak, ( )  xxf =  toq funksiyaning Fure qatori quyidagicha bo’ladi: 

( )∑
∞

=

+







 −+−=−
1

1

3

3

2

2
2

2
1

n

n ...
xsinxsin

xsinnxsin
n

~x  ► 

30. [ ]l,l−  oraliqda berilgan funksiyaning Fure qatori. ( )xf  funksiya [ ]l,l−  
( )0>l  da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. 

Ravshanki, ushbu 

x
l

t
π=                                      (20.9) 

almashtirish [ ]l,l−  oraliqni [ ]ππ ,−   oraliqqa o’tkazadi. Agar 
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( ) ( )tt
l

fxf ϕ
π

=






=  

deyilsa, ( )tϕ  funksiyani [ ]ππ ,−  da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi 
bo’lishini ko’rish qiyin emas. Bu ( )tϕ  funksiyaning Fure qatori quyidagicha 
bo’ladi: 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
++=

1

0

2 n
nn ntsinвntcosa

a
t;T~t ϕϕ  

bunda, 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫− −
==== π

π

π

πnn ,...,,nntdt  sint
π

  ,   в,...,,nntdt    cost
π

a 321
1

210
1 ϕϕ . 

Yuqoridagi (20.9) tenglikni e’tiborga olsak, unda 

∑
∞

=







 ++








1

0

2 n
nn x

l
nsinвx

l
ncosa

a
~x

l

πππϕ  

bo’lib, uning koeffitsientlari esa 

( )

( )∫

∫

−

−

=






=

=






=

l

ln

l

ln

,...,,nxdx    
l

π
nsinx

l

π

l
в

,   ,...,,nxdx    
l

π
ncosx

l

π

l
a

321
1

210
1

ϕ

ϕ
 

bo’ladi. 
Natijada 

( ) ∑
∞

=







 ++
1

0

2 n
nn l

xn
sinв

l

xn
cosa

a
~xf

ππ
                 (20.10) 

ga ega bo’lamiz, bunda 

( ) ( )

( ) ( )∫

∫

−

−

==

==

l

ln

l

ln

,...,,ndx     
l

хnπ
sinxf

l
в

,,...,,ndx    
l

хnπ
cosxf

l
a

321
1

210
1

                (20.11) 

(20.10) ning o’ng tomonidagi trigonometrik qatorni [ ]l,l−  da berilgan ( )xf  ning 
Fure qatori deyiladi, (20.11) Fure koeffitsientlari deyiladi. 

20.4-misol. Ushbu 
( ) xexf =      ( )1x1- ≤≤  

funksiyaning Fure qatori yozilsin. 
◄ (20.11) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Fure 

koeffitsientlarini topamiz: 
(bunda 1=l  ) 

,eedxea x 11

10
−

−
−== ∫  



 311

( ) ( ) ( ),...,n
n

ee
ncosenxcose

n

e
n

хncosхnsinn
xdxncosea

n

xx
n

21   
1

1
1

1

1

22

1
1

22

1

1

1

1 22

=
+
−−=−

+
=

=
+

+==

−
−

−

−∫

π
π

π

π
ππππ

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),...,n nπ

πn

ee
ee

πn

nπ

ee
πn

nπcosnπ
nπcosnπenπcosenπ

πn

e
πn

хnπcosnπхnπsin
nππxdsineв

n
n

xx
n

21
1

1
1

1

11

1

1

22

1
11

22

1
22

1
22

1

1

1

1 22

=
+
−−=−

+
−=

=−
+

=+
+

=

=
+
−==

−
+−

−−

−

−∫

 

Demak, ( ) xexf =  ( )1x1- ≤≤  funksiyaning Fure qatori ushbu 

( ) ( ) ( )
∑
∞

=

+
−

−










+
−+

+
−−+−

1
22

1

22
1

1

1

1

1

1
2 n

nn
x xnsinn

n
xncos

n
ee

ee
~e ππ

π
π

π
 

ko’rinishda bo’ladi.► 
Izoh. Ushbu 

( ) ( )∑
∞

=
++=

1

0

2 n
nn nxsinвnxcosa

a
x;fT  

trigonometrik qatorning ( )+∞∞− ,  da berilgan π2  davrli funksiya ekanligini 
ko’rish qiyin emas: 

( ) ( )x;fTx;fT =+ π2 . 
Agar [ ]ππ ,−  da berilgan ( )xf  funksiyani ( )+∞∞− ,  ga davriy davom ettirsak 

(qarang, ushbu bobning 1-§) 
( ) ( ) ( ) ( )...,,,m  πmπm,π-π  ,  xπmxfxf * 210222 ±±=++∈−=  

u holda, ravshanki, ( )+∞∞− ,   da 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
++=

1

0

2 n
nn

** nxsinвnxcosa
a

x,fT~xf  

bo’ladi. 
 

3-§. Lemmalar. Dirixle integrali 
Funksiyalarni Fure qatoriga yoyish shartlarini aniqlash, yuqorida aytib 

o’tganimizdek, Fure qatorlari nazariyasining muhim masalalaridan biri. Uni hal 
etuvchi teoremani keltirishdan avval ba’zi bir faktlarni o’rganamiz. 

10. Lemmalar. Quyida keltirilgan lemmalar Fure qatorlari nazariyasida 
muhim rol o’ynaydi. 

2-lemma. [ ]в,a  oraliqda berilgan va integrallanuvchi ixtiyoriy  ( )xϕ  
funksiya uchun 
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( )∫ =
∞→

в

aP
,pxdxsinxlim 0ϕ                               (20.12) 

( )∫ =
∞→

в

aP
,pxdxcosxlim 0ϕ                              (20.13) 

bo’ladi. 
◄ [ ]в,a  oraliqda biror 

{ } ( )вx...xxxa        ,...,x,x,xxP nn =<<<<== 210210  
bo’laklashni olaylik. Integralning xossasiga ko’ra 

( ) ( )∑∫∫
−

=

+=
1

0

1
n

k

x

x

в

a

k

k
pxdxsinxpxdxsinx ϕϕ                 (20.14) 

bo’ladi. ( )xϕ  funksiya [ ]в,a  da chegaralangan. Demak, 
( ) [ ]{ } ( )12101 ,...,n-,,k   ,xx:xxinf kk =∈ +ϕ  

mavjud. Uni km  bilan belgilaymiz; 
( ) [ ]{ } ( )12101 ,...,n-,,k   ,xx:xxinfm kkk =∈= +ϕ  

Endi (20.14) integralni 

( ) ( )

( )[ ] 21

1

0

1

0

1

0

11

1

SSpxdxsinmpxdxsinmx

pxdxsinxpxdxsinx

n

k

x

x

n

k
k

x

x k

n

k

x

x

в

a

k

k

k

k

k

k

+=+−=

==

∑ ∫∑∫

∑∫∫
−

=

−

=

−

=

++

+

ϕ

ϕϕ
        (20.15) 

ko’rinishda yozib, so’ngra har bir 

( )[ ]

∫∑

∑∫

+

+

−

=

−

=

=

−=

1

1

1

0
2

1

0
1

k

k

k

k

x

x

n

k
k

n

k

x

x k

pxdxsinmS

,pxdxsinmxS ϕ
 

qo’shiluvchini baholaymiz. 
Agar ( )x ωk ϕ  funksiyaning [ ]1+kk x,x  ( )1210 −= n...,,,,k  dagi tebranishi 

bo’lsa, 1S  uchun ushbu 

( )kkk

n

k

n

k
kk

x

x
k xx∆xxdxS

k

k

−=∆≤ +

−

=

−

=
∑ ∑∫

+

1

1

0

1

0
1         

1

ωω               (20.16) 

tengsizlikka ega bo’lamiz. Shartga ko’ra ( )x ϕ  funksiya [ ]в,a  da integrallanuvchi. 
Unda 1-qism, 9-bob, 5-§ da keltirilgan teoremaga asosan, 0>∀ε  olinganda ham, 
shunday 0>δ  topiladiki, [ ]в,a  oraliqning diametri δλ <p  bo’lgan har qanday P  

bo’laklashi uchun 

∑
−

=
<∆

1

0 2

n

k
kk x

εω                                               (20.17) 

bo’ladi. (20.16) va (20.17) munosabatlardan 

21
ε<S                                                    (20.18) 

bo’lishi kelib chiqadi. 
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Endi ∑ ∫
−

=

+=
1

0
2

1
n

k

x

xk
k

k
pxdxsinmS  yig’indini baholaymiz. Ravshanki, 

pp

pxcospxcos
pxdxsin kkx

x

k

k

211 ≤−= +∫
+  

Demak, ∑
−

=
≤

1

0
2

2 n

k
km

p
S  bo’ladi. p  ni etarli katta qilib olish hisobiga  

2

2 1

0

ε<∑
−

=

n

k
km

p
                                         (20.19) 

bo’ladi. Natijada (20.15), (20.18) va (20.19) munosabatlardan etarli katta p  lar 

uchun ( ) εϕ <∫
в

a
pxdxsinx  bo’lishi kelib chiqadi. Demak, 

( )∫ =
∞→

в

a
p

pxdxsinxlim 0ϕ  

(20.13) munosabatning o’rinli bo’lishi xuddi shunga o’xshash ko’rsatiladi. ► 
Xususan, ( )x ϕ  funksiya [ ]в,a  oraliqda bo’lakli-uzluksiz bo’lsa, uning uchun 

lemmaning tasdig’i o’rinli bo’ladi.  
1-eslatma. Lemmadagi 

( ) ( )∫= в

a
pxdxsinxpJ ϕ ,   ( ) ( )∫= в

a
pxdxcosxpJ ϕ1  

integrallar, ravshanki, parametrga (−p parametr) bog’liq integrallardir. Mazkur 
kursning 17-bob, 5-§ ida biz bunday integrallarning limitini integral belgisi ostida 
limitga o’tib hisoblash haqidagi teoremani isbot qilgan edik. Bu teorema shartlari 
yuqoridagi integrallar uchun bajarilmaydi ( ∞→p  da integral ostidagi 
funksiyaning limiti mavjud emas) va demak, undan foydalana olmaymiz. Shuning 
uchun ham 2-lemma yuqorida alohida isbotlandi. Ikkinchi tomondan lemma 
parametrga bog’liq integrallarning limitini bevosita, integral belgisi ostida limitga 
o’tmasdan ham, hisoblash mumkin ekanligiga misol bo’ladi. 

Yuqoridagi lemma chegaralanmagan funksiyaning hosmas integrali uchun 
ham umumlashtirilishi mumkin. 

( )x ϕ  funksiya [ )в,a  yarim integralda berilgan, в  nuqta shu funksiyaning 
maxsus nuqtasi bo’lsin. 

3-lemma. [ )в,a  da absolyut integrallanuvchi ixtiyoriy ( )x ϕ  funksiya uchun 

( )∫ =
∞→

в

ap
pxdxsinxlim 0ϕ , 

( )∫ =
∞→

в

ap
pxdxcosxlim 0ϕ                                     (20.20) 

bo’ladi. 
◄ Ixtiyoriy ( )ab−<<ηη 0     olib 

( )∫
в

a
pxdxsinxϕ  

integralni quyidagicha yozib 
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( ) ( ) ( )∫∫∫ −

− += в

в

в

a

в

a
pxdxsinxpxdxsinxpxdxsinx

η
η ϕϕϕ           (20.21) 

bu tenglikning o’ng tomonidagi har bir qo’shiluvchini baholaymiz. 
Qaralayotgan ( )x ϕ  funksiya [ )η−в,a  da integrallanuvchi bo’lganligi sababli 

yuqorida keltirilgan 2-lemmaga ko’ra 

( ) 0=∫
−

∞→

ηϕв

ap
pxdxsinxlim  

bo’ladi. Demak, 0>∀ε  olganda ham, shunday 00 >p  topiladiki, barcha 0pp >  
uchun 

( )
2

εϕη <∫
−в

a
pxdxsinx                                     (20.22) 

bo’ladi. 
Shunga ko’ra ( )x ϕ  funksiya  [ )в,a  da absolyut integrallanuvchi. Ta’rifga 

binoan 0>∀ε  olganda ham shunday 0>δ  topiladiki, δη <<0  bo’lganda 

( )
2
εϕ

η
<∫ −

в

в
dxx  bo’ladi. Demak,  

( ) ( )
2
εϕϕ

ηη
<≤ ∫∫ −−

в

в

в

в
dxxdxxpxsin                            (20.23) 

Yuqoridagi (20.21), (20.22) va (20.23) munosabatlardan etarli katta p  lar 
uchun  

( ) εϕ <∫
в

a
pxdxsinx  bo’lishi kelib chiqadi. Demak, ( ) 0=∫∞→

в

ap
pxdxsinxlim ϕ  

(20.20) munosabatning o’rinli bo’lishi xuddi shunga o’xshash ko’rsatiladi. ► 
Isbot etilgan lemmalardan muhim natija kelib chiqadi. 
1-natija. [ )ππ ,−  oraliqda bo’lakli-uzluksiz yoki shu oraliqda absolyut 

integrallanuvchi ( )xf  funksiyaning Fure koeffitsientlari ∞→n  da nolga intiladi: 

( )

( ) ,nxdxsinxflimвlim

,nxdxcosxflimalim

n
n

n

n
n

n

∫

∫

−∞→∞→

−∞→∞→

==

==

π
π

π
π

π

π

0
1

0
1

 

20. Dirixle integrali. Fure qatorining yaqinlashuvchi ekanini o’rganish, bu 
qator qismiy yig’indilari ketma-ketligining limitini aniqlash demakdir. Shu 
maqsadda qator qismiy yig’indisini qulay ko’rinishda yozib olamiz. 

( )xf  funksiya [ )ππ ,−  oraliqda berilgan va absolyut integrallanuvchi (xos 
yoki xosmas ma’noda) bo’lsin. Bu funksiyaning Fure koeffitsientlarini topib, 

( )∫−= π
ππ

ktdtcostfak
1

         ( ),...,,,k 210=  

( )∫−= π
ππ

ktdtsintfвk
1

            ( )...,,k 21=    

so’ngra topilgan koeffitsientlar bo’yicha ( )xf  funksiyaning Fure qatorini tuzamiz: 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
++=

1

0

2 k
kk kxsinвkxcosa

a
x;fT~xf . 
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Endi bu qatorning ushbu  

( ) ( )∑
=

++=
n

k
kkn kxsinвkxcosa

a
x;fF

1

0

2
 

qismiy yig’indisini olamiz. Bu yig’indidagi ( ),...,,kak 210   =  va ( ),...,kвk 21  =  
larning o’rniga ularning ifodalarini qo’ysak, u holda 

( ) ( ) ( )[ ]dtkxsinktsinktcoskxcostfdttfx;fF
n

k
n ∑ ∫∫

=
−−

++=
1

1
2
1 π

π
π
π ππ

. 

Ma’lumki, 
( )xtkcoskxsinktsinkxcosktcos −=+ . 

Demak, 

( ) ( ) ( ) dtxtkcostfx;fF
n

k
n 







 −+= ∑∫
=

−
12

11 π
ππ

. 

Integral ostidagi ifoda uchun quyidagi munosabat o’rinli: 

( )
( )

2
2

2
12

2

1

1 xt
sin

xt
nsin

xtkcos
n

k −

−−
=−+ ∑

=
. 

Xaqiqatdan ham, 

.unsinuksinuksin
u

sin

kucos
u

sin
u

sinkucos
u
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n

k

n

k

n

k






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
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1

2

1
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1

2

2
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1

2
2

1

11  

( )xtu −=  
Bu tenglik yordamida ( )x;fFn  yig’indi quyidagicha ifodalanadi: 

( ) ( )
( )

dt
xt

sin

xt
nsin

tfx;fFn ∫− −

−+
= π

ππ
2

2
12

2

1
                     (20.24) 

(20.24) tenglikning o’ng tomonidagi integral )x(f  funksiyaning Dirixle integrali 
deb ataladi.  

Shunday qilib  )x(f  funksiya Fure qatorining qismiy yig’indisi ( )x;fFn  
parametrga bog’liq (20.24) ko’rinishidagi integral (Dirixle integrali) dan iborat 
ekan. 

)x(f *  funksiya )x(f  funksiyaning ( )+∞∞− ,  ga davriy davomi bo’lsin. 

Binobarin  )x(f *  funksiya ( )+∞∞− ,  da berilgan, π2  davrli [ )ππ +− ,  da absolyut 
integrallanuvchi funksiyadir. Qulaylik uchun biz quyida  )x(f  funksiyaning 
o’zini ( )+∞∞− ,  da berilgan, π2  davrli,  [ )ππ +− ,  da absolyut integrallanuvchi 

funksiya deb hisoblaymiz va )x(f *  o’rniga )x(f  yozib ketaveramiz.  
Endi,  
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( ) ( )
( )

dt
xt

sin

xt
nsin

tfx;fFn ∫− −

−+
= π

ππ
2

2
12

2

1
 

integralda uxt +=  almashtirish qilamiz. Integral ostidagi funksiya davrli funksiya 
bo’lganligi sababli, bu almashtirish natijasida integrallash chegarasi o’zgarmasdan 
qoladi (ushbu bobning 1-§ iga qaralsin).  

Natija  

( ) ( )
( )

du
u

sin

u
nsin

uxfx;fFn ∫−
+

+= π
ππ

2

2
12

2
1

   

bo’ladi. Bu integralni ushbu 

( ) ( )
( )

( )
( )















 +
++

+
+= ∫∫− du

u
sin

u
nsin

uxfdu
u

sin

u
nsin

uxfx;fFn

π
ππ 0

0

2

2
12

2

2
12

2
1

 

ikki qismga ajratib, o’ng tomondagi birinchi integralda u o’zgaruvchini  u−  ga 
almashtiramiz. U holda 

( ) ( ) ( )[ ] du
u

sin

unsin
uxfuxfx;fFn ∫








 +
−++= π

π 0

2
2

2

1
1

          (20.25) 

bo’ladi. Dirixle integrali ( )x;fFn  ning bu ko’rinishidan kelgusida foydalaniladi. 
Xususan, 1≡)x(f  bo’lsa, (20.25) munosabatdan  

du
u

sin

unsin

∫







 +
= π

π 0

2
2

2
1

2
1      ( ),...,,n 321=              (20.26) 

bo’lishi kelib chiqadi. Haqiqatdan ham, bu holda 
020 === kk вa,a    ( ),...3,2,1=k  

bo’lib,  
( ) 1≡x;fFn  

bo’ladi. 
 

4-§. Fure qatorining yaqinlashuvchiligi 
Endi berilgan ( )xf  funksiya qanday shartlarni bajarganda, uning Fure qatori 

yaqinlashuvchi bo’lishini topish bilan shug’ullanamiz.  
10. Lokallashtirish prinsipi.Yuqorida keltirilgan Dirixle integrali 
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( ) ( ) ( )[ ] du
u

sin

unsin
uxfuxfx;fFn ∫








 +
−++= π

π 0

2
2

2

1
1

 

quyidagi muhim xossaga ega. Ixtiyoriy )0(    πδδ <<  sonni olib, (20.25) integralni 
ikki qismga ajratamiz: 

( ) ( ) ( )[ ] +







 +
−++= ∫ du

u
sin

unsin
uxfuxfx;fFn

δ

π 0

2
2

2
1

1
 

( ) ( )[ ] ).,n(J),n(Jdu
u

sin

unsin
uxfuxf δδ

π
π
δ 21

2
2

2
1

1 +=







 +
−+++ ∫  

O’ng tomonidagi ikkinchi 

( ) ( )[ ] du
u

sin

unsin
uxfuxf),n(J ∫








 +
−++= π

δπ
δ

2
2

2
1

1
2  

integralning  ∞→n  da limiti mavjud va nolga teng. Haqiqatdan  ham, berilgan 
)x(f funksiya [ )ππ ,−  da va demak [ )πδ , da absolyut integrallanuvchi 

bo’lganligidan  

( ) ( )[ ]uxfuxf
u

sin
)u( −++=

2
2

1ϕ  

funksiya ham shu oraliqda absolyut integrallanuvchi bo’ladi ([ )πδ ,   da  
2

u
sin  

funksiya chegaralangan) va 3-lemmaga asosan 

( ) ( ) 0
2

1
2 =







 += ∫∞→∞→
duunsinulim,nJlim

nn

π
δ
ϕδ  

Natijada quyidagi teoremaga kelamiz. 
1-teorema. Ushbu 

( ) ( ) ( )[ ]∫







 +
−++= δ

π
δ

01

2
2

2
1

1
du

u
sin

unsin
uxfuxf,nJ  

integralning ∞→n  dagi limiti mavjud bo’lgandagina Dirixle integralining ∞→n  
dagi limiti mavjud bo’ladi va 

( ) ( )δ,nJlimx;fFlim
n

n
n

1∞→∞→
=  
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Ravshanki, ( )δ,nJ1  integralda f  funksiyaning [ ]δδ +− x,x  oraliqdagi 
qiymatlarigina qatnashadi. 

Shunday qilib, berilgan ( )xf  funksiya Fure qatorining x  nuqtada 
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo’lishi bu funksiyaning shu nuqta 
( )δδ +− x,x  atrofidaga qiymatlarigagina bog’liq bo’lar ekan. Shuning uchun 
keltirilgan teorema lokallashtirish prinsipi deb yuritiladi. 

Uning mohiyatini quyidagicha ham tushintirish mumkin.  
Ikkita turli π2  davrli ( )xf  va )x(ϕ  funksiyalarning har biri  [ )ππ +− ,  da 

absolyut integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki, bu funksiyalarning  Fure qatorlari 
ham, umuman aytganda, turlicha bo’ladi. Biror ( )ππ ,x −∈0  va  )( πδδ <<0     
uchun  

)x()x(f ϕ= , agar  [ ]δδ +−∈ 00 x,xx , 
)()( xxf ϕ≠ , agar  [ )\,x ππ−∈  [ ]δδ +− 00 x,x  

bo’lsa, u holda ∞→n  da bu funksiyalar Fure qatorlari qismiy yig’indilarining 0x  
nuqtadagi limitlari yoki bir vaqtda mavjud (bu holda ular bir-biriga teng) bo’ladi, 
yoki ular bir vaqtda mavjud bo’lmaydi. 

Pirovardida, o’quvchilarimiz e’tiborini lokallashtirish prinsipining yana bir 
muhim tomoniga jalb qilaylik.  

Keltirilgan teoremadan ( )δ,nJ1  integralning ∞→n  dagi limiti barcha 
)( πδδ <<0     lar uchun bir vaqtda yoki mavjud bo’lishi, yoki mavjud 

bo’lmasligi kelib chiqadi.  
20. Fure qatorining yaqinlashuvchiligi. 
2-teorema. π2  davrli ( )xf  funksiya [ )ππ ,−  oraliqda bo’lakli-

differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, u holda bu funksiyaning Fure qatori  

( )∑
∞

=
++

1

0

2 k
kk kxsinвkxcosa

a
 

[ )ππ ,−  da yaqinlashuvchi bo’ladi. Uning yig’indisi 

( ) ( ) ( ) ( )
∑
∞

=

−++=++=
1

0

2
00

2 k
kk

xfxf
kxsinвkxcosa

a
x;fT  

bo’ladi. [ )( )ππ ,x −∈  
◄  (20.26) tenglikning har ikki tomoni  

( ) ( )[ ]00
2

1 −++ xfxf  

ga ko’paytirib quyidagini topamiz 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] du
u

sin

unsin
xfxfxfxf

2
2

2
1

00
2
12

00
2
1

0








 +
−++=−++ ∫

π

π
     (20.27) 

(20.25) va (20.27) munosabatlardan foydalanib ushbu 

( ) ( ) ( )[ ]00
2
1 −++− xfxfx,fFn  
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ayirmani quyidagicha yozish mumkin 

( ) ( ) ( )[ ]=−++− 00
2

1
xfxfx;fFn  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] du
u

sin

unsin
xfxfuxfuxf

2
2

2
1

00
1

0








 +
−−+−−++= ∫

π

π
. 

Agar  

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( )x;fJdu
u

sin

unsin
xfuxf

,x;fJdu
u

sin

unsin
xfuxf

n

n

20

10

2
2

2
1

0
1

2
2

2
1

0
1

=







 +
−−−

=







 +
+−+

∫

∫

π

π

π

π

 

deb belgilasak, unda 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )x;fJx;fJxfxfx;fF nnn 2100
2

1 +=−++−  

bo’ladi. 
Endi ( )x;fJ n1  va ( )x;fJ n2  larni baholaymiz. Ixtiyoriy )( πδδ <<0     sonni 

olib ( )x;fJ n1  ni ikki qismga ajratib yozamiz: 

( ) ( ) ( )[ ] +







 +
+−+= ∫

δ

π 01

2
2

2
1

0
1

du
u

sin

unsin
xfuxfx;fJ n  

( ) ( )[ ] du
u

sin

unsin
xfuxf

2
2

2
1

0
1 







 +
+−++ ∫

π
δπ

.                   (20.28) 

Lokallashtirish prinspiga asosan 

( ) ( )[ ] 0

2
2

2
1

0
1 =








 +
+−+∫∞→

π
δπ

du
u

sin

unsin
xfuxflim

n
 

bo’ladi. Demak, 0>∀ε  olinganda ham, shunday ( ) N,nn ∈= δε00  topiladiki, 

0nn >∀  uchun 
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( ) ( )[ ]
2

2
2

2
1

0
1 ε
π

π
δ

<







 +
+−+∫ du

u
sin

unsin
xfuxf               (20.29) 

bo’ladi. 
Endi (20.28) tenglikning o’ng tomonidagi birinchi integralni baholaylik. Uni 

δ  ni tanlab olish hisobiga etarlicha kichik qila olishimiz mumkinligini 
ko’rsataylik. 

Shartga ko’ra, ( )xf  funksiya [ )ππ ,−  da bo’lakli-differensiallanuvchi. 
Binobarin. [ )ππ ,x −∈∀  nuqtada uning bir tomonli chekli hosilalari, xususan, o’ng 
hosilasi 

( ) ( ) ( )0
0

0
+=+−+

+→
xf

u

xfuxf
lim '

u
 

mavjud. Demak, shunday 01 >δ  topiladiki 10 δ<< u  bo’lganda  

( ) ( ) ( )constM
u

xfuxf =≤+−+
11 M     

0
 

bo’ladi. 
Shungdek, shunday 02 >δ  topiladiki, 20 δ<< u  bo’lganda  

( )constM
u

sin

u

=≤ 22 M                  

2

2  

bo’ladi. 

Agar 








=
21

21 2 MM
,,min

πεδδδ  deyilsa, unda ixtiyoriy Nn∈  uchun 

( ) ( ) ≤






 +




 +−+
∫ udunsin

u
sin

u

u

xfuxf

2
1

2

201
0

δ

π
 

( ) ( )
2

1

2

201
210

εδ
ππ

δ <≤+−+≤ ∫ MMdu
u

sin

u

u

xfuxf
              (20.30) 

bo’ladi. 
Natijada (20.28), (20.29) va (20.30) munosabatlardan 0>∀ε  olinganda 

ham, shunday Nn ∈0  topiladiki, barcha 0nn >  uchun ( ) ε<x;fJ n1  bo’lishi kelib 

chiqadi.  
Ikkinchi integral   
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( ) ( ) ( )[ ]∫







 +
−−−=

π

π 0
2

2
2

2

1

0
1

du
u

sin

unsin
xfuxfx;fJ n  

ham xuddi shunga o’xshash baholanadi va ( ) ε<x;fJ n2  bo’lishi topiladi. Demak, 

0>∀ε  olinganda ham, shunday Nn ∈0  topiladiki, barcha 0nn >  uchun  

( ) ( ) ( )[ ] ε200
2
1 <−++− xfxfx;fFn  

bo’ladi. Bu esa  

( ) ( ) ( )[ ]00
2

1 −++=
∞→

xfxfx;fFlim n
n

 

ekanini bildiradi. 
Shunday qilib, ( )xf  funsiyaning Fure qatori [ )ππ ,−  da yaqinlashuvchi, uning 

yig’indisi  ( )xfT ;  esa ( ) ( )[ ]00
2

1 −++ xfxf  ga teng 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−++=++=
n

k
kk xfxfkxsinвkxcosa

a
x;fT

1

0  00
2
1

 
2

.► 

Ravshanki, teorema shartlarini qanoatlantiruvchi  ( )xf  funsiyaning 

uzluksizlik nuqtalarida ( ) ( ) ( ) ( )xf
xfxf

x;fT =−++=
2

00
   bo’ladi. 

π±=x  bo’lganda ushbu bobning 1-§ ida aytilgan ushbu  
( ) ( ) ( )000 −=+−=+ πππ fff  

tengliklar e’tiborga olinsa, unda  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

00

2

00 −++−=−−++−=−
∞→

πππππ ffff
;fFlim n

n
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

00

2

00 −++−=−++=
∞→

πππππ ffff
;fFlim n

n
 

bo’ladi. Demak, 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]00
2

1 −++−==−
∞→∞→

ππππ ff;fFlim;fFlim n
n

n
n

 

ya’ni  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]00
2

1 −++−==− ππππ ff;fT;fT  

bo’ladi. 
2-natija. Agar π2  davrli ( )xf  funksiya [ ]ππ ,−  da uzluksiz, bo’lakli-

differensiallanuvchi va ( ) ( )ππ ff =−  bo’lsa, bu funksiyaning Fure qatori [ ]ππ ,−  
da yaqinlashuvchi, yig’indisi 

( ) ( ) [ ]( )ππ ,-x                    ∈= xfx;fT  
bo’ladi. 

20.5-misol. Ushbu  
( ) [ ]( )ππ ,-x                  2 ∈= xxf  
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funksiyani Fure qatoriga yoyilsin. 
◄ Ma’lumki; 

( ) 






 −+−−=−+ ∑
∞

=
....

xcosxcos
cosxcoskxcos

k
~x

k

k
32

2

1
2

2
2

3

3

2

2
4

3
4

1
3

ππ
. 

Ravshanki, 2x  funksiya [ ]ππ ,−  da oraliqda 2-natijaning shartlarini 
qanoatlantiradi. Shu natijaga ko’ra, [ ]ππ ,−  da uning Fure qatori  yaqinlashuvchi, 

yig’indisi esa 2x  ga teng bo’ladi. 

( ) 






 −+−−=−+= ∑
∞

=
....

xcosxcos
cosxcoskxcos

k
x

k

k
22

2

1
2

2
2

3

3

2

2
4

3
4

1
3

ππ
 

[ ]( )ππ ,x −∈  ► 
20.6-misol. Ushbu 

( ) ( )10 <<= aax      cosxf  
funksiyani Fure qatoriga yoyilsin. 
◄ Fure koeffitsientlari 

,
a

asin
axdxcosa

π
π

π
π

2
2

00 == ∫  

( ) ( )( ) ( )
π

π
ππ

ππ asin

na

a
dxxnacosxnacosdxnxcosaxcosa n

n 2200

2
1

12

−
−=−++== ∫∫  

( ),,...,,n 321=  
0=nв   ( ),...,,n 321=  

bo’ladi. Demak, berilgan funksiyaning Fure qatori 

( )
∑
∞

= −
−+

1
22

12

n

k

kxcos
ka

asina

a

asin
~axcos

π
π

π
π

 

bo’ladi. Agar bu ( ) axcosxf =  funksiya 2-natijaning shartlarni bajarishini 
e’tiborga olsak, unda 

( )
∑
∞

= −
−+=

1
22

12

n

k

kxcos
ka

asina

a

asin
axcos

π
π

π
π

 

bo’lishini topamiz.  
Keyingi tenglikdan 0=x  deyilsa 

( )









−
−+= ∑

∞

=1
22

1
2

1
1

k

k

ka
a

a

asin

π
π

 

ya’ni 

( )∑
∞

=








−

+
+

−+=
1

11
1

1

k

k

kakaaasin π
π

 

kelib chiqadi. ► 
20.7-misol. Quyidagi  

( )




<<
≤≤−

=
lsa'π  box     , agar 

lsa,' box-πx,  agar  
xf

00

0
 

funksiya Fure qatoriga yoyilsin. 



 323

�Bu funksiya yuqoridagi 2-teorema shartini qanoatlantirishini ko’rish qiyin 
emas. 

Berilgan funksiyaning Fure koeffitsientlarini topib, Fure qatorini yozamiz: 

( )

( )

( ) ( )( )11
1

0
11

111

22

11

22

0

0

02

0

−−=−=+

+−=−==

=−==

∫

∫∫

∫

−

−
−

−

−
−

k

o

k

k
coskcos

k
dxkxsin

k

kxsinx
k

kxdxcosxkxdxcosxfa

,
x

dxxfa

π
π

ππ

πππ

π
ππ

π

π
π

π
π

π

π
π

 

Demak,  






 −
=

,    0

, 
2

2πkak kagar
kagar

lsa. bo'son juft
lsa, bo'son toq  

 
Endi kв  koeffitsientlarini hisoblaymiz: 

( )

( )
∫

∫∫

−

−
−−

−==−

−=−==

0

0
0

11

111

π

π
π

π
π

π
π

πππ

.
kk

kcos
dx

k

kxcos

k

kxcos
xkxdxsinxkxdxsinxfв

k

k

 

Shunday qilib, ( )ππ ,x −∈  uchun 

( ) ( )
( )

( ) ( )xf
k

kxsin

k

xkcos
x;fT

k

k

k

=−+
−

−−= ∑∑
∞

=

∞

= 11
2 1

12

122

4 π
π

, 

π±=x  da esa 

( ) ( )
22

0 ππππ =+==− ;fT;fT  

bo’ladi.� 
20.8-misol. Ushbu  

( )




<≤
<≤

=
lsabo'  x0agar    1,-

lsa,bo'  0x-agar    ,  1

π
π

xf  

funksiya Fure qatoriga yoyilsin. 
�Bu funksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini qanoatlantiradi. Berilgan 

funksiyaning Fure koeffitsientlarini hisoblab, uning Fure qatorini topamiz: 

( )∫ ∫∫− −
=−== π

π
π

π πππ
,dxdxdxxfa 0

111
0

0
0  

( ) ( ),,...,,nnxdxcosnxdxcosnxdxcosxfan ∫ ∫ ∫− −
==−== π

π π
π

πππ
0

0
321   0

111
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( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ].-
nπ

cosnπcos
nπ

cosnπcos
nπ

nπcos-cos
nπ

nxdxsin
π

nxdxsin
π

nxdxsinxf
π

в

n

π

π π

π

n

11
2

0
2

0
1

0
1

111 0

0

−=−=−+−=

=−== ∫ ∫ ∫− −
 

Demak, 







=

 ,
nπ

-
вn 4

  ,  0

nagar

nagar −

lsa'bosontoq

lsa'bosonjuft
 

Shunday qilib, berilgan ( )xf  funksiyaning Fure qatori 

( ) ( )







 +++−=
−
−−= ∑

∞

=
...

xsinxsin
xsin

n

xnsin
x;fT

n 5

5

3

34

12

124

1 ππ
 

bo’ladi va uning yig’indisi 

( )

( ) ( ) { }
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )














==++−

−==+−+−−

==−+=+−
−∈

=

πππ
πππ

ππ

хagar
ff

хagar
ff

хagar
ff

,\,xagar,xf

x;fT

0
2

00

0
2

00

00
2

11

2

00
0   

 

bo’ladi. 71-chizmada ( )xf  funksiyaning va uning Fure qatorining va qismiy 
yig’indilari tasvirlangan. 

 
71-chizma 

 
5-§. Qismiy yig’indilarning bir ekstremal xossasi. 

Bessel tengsizligi 
( )xf  funksiya [ ]в,a  oraliqda berilgan. Bu funksiya va uning kvadrati ham shu 

oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. Odatda bunday funksiyalar kvadrati bilan integ-
rallanuvchi deb ataladi. 

Agar ( )xf  funksiya [ ]в,a  da kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lsa, u shu ora-
liqda absolyut integrallanuvchi bo’ladi. Haqiqatdan ham, ushbu 

( ) ( )( )xfxf 21
2

1 +≤  

π
 π

 
0 

y 

x 

1 

1 

( )xF1

1 

1 

0 π  
π  

x 

y 

( )xF3

( )xF2
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tengsizlikdan foydalanib  

( )∫
в

a
dxxf  

ning mavjud bo’lishini topamiz. Bu esa ( )xf  funksiyaning [ ]в,a  da absolyut in-
tegrallanuvchi ekanini bildiradi. 

Ammo ( )xf  funksiyaning absolyut integrallanuvchi bo’lishidan, uning 
kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lishi har doim kelib chiqavermaydi. 

Masalan, ushbu 

( )
x

xf
1=  

funksiya ( ]1,0  da integrallanuvchi, lekin 

( )
x

xf
12 =  

funksiya esa ( ]10,  da integrallanuvchi emas (qaralsin, 16-bob, 5-§). 
Demak, kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalar to’plami, absolyut integ-

rallanuvchi funksiyalar to’plamining qismi bo’ladi. 
( )xf  funksiya [ ]ππ ,−  da kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya, ( )xTn  

darajasi n  dan katta bo’lmagan trigonometrik ko’phad bo’lsin: 

( ) ( )∑
=

++=
n

k
kkn kxsinkxcosxT

1

0

2
βαα

 

Ravshanki, bunday ko’phadlar ham [ ]ππ ,−  da kvadrati bilan integrallanuvchi 
bo’ladilar. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan 

( )[ ]∫− −π
π

dxxTxf n
2                           (20.31) 

integralning ham mavjudligi kelib chiqadi. Bu integral muayyan ( )xf  da 
,...,,..,,,,a, nn βαβαβα 22110  

larga bog’liq: 

( ) ( ) ( )[ ]∫− −== π
π

βαβαβα dxxTxf,...,,..,,,,a,JJ nnn
2

22110 . 

Endi quyidagi masalani qaraylik. Shu koeffsientlar qanday tanlab olingandan 
J  eng kichik qiymatga ega bo’ladi? Bu masalani hal etish uchun yuqoridagi 
(20.31) integralni hisoblaylik: 

[ ]∫ ∫ ∫∫
− − −−

+−=−
π

π

π

π

π

π

π

π
dx)x(Tdx)x(T)x(fdx)x(fdx)x(T)x(f nnn

222 2    (20.32) 

( )xf  funksiya Fure koeffsientlari uchun  

( )

( ) ( )

( ) ( )∫

∫

∫
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π

π

π
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π

π

π

π

π

,...,kkxdxsinxfв
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k

21             
1

21           
1

1
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formulalardan foydalansak, 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )






 ++=++

+=



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∫ ∫ ∑
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k
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k
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k
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00
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0
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1
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2

22

βααππβπα

παβααπ

π

π

π    (20.33) 

bo’ladi. 
Agar  

∫ ∫

∫ ∫ ∫

−

− −
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π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π
-

22

-

sin                    

0      0

kxdxcoskxdx

kxdxsinkxcos,xdxsinkxdxcos

 

ekanini e’tiborga olsak, u holda  

( ) ( ) ( )







++=







 ++= ∑∫ ∑∫
=− =−

n

k
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n

k
kkn dxkxsinxcosdxxT
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2
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1
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22
βααπβααπ

π

π

π
 (20.34) 

bo’ladi. Yuqoridagi (20.32), (20.33), (20.34) tengliklardan foydalanib quyidagini 
topamiz: 
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Bu tenglikdan ko’rinadiki, 

( ) ( )[ ]∫
−

−
π

π
dxxTxf n

2  

integral  

( )
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вβ

,...,n,,k           ,         aα
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bo’lgandagina o’zining eng kichik qiymatiga erishadi va u qiymat 

( )∫ ∑∑−
==









++−π

π
π

n

k
k
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k
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a
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bo’ladi, ya’ni: 

( ) ( )[ ] ( ) 

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Shunday qilib quyidagi teoremani isbotladik. 
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3-teorema. ( )xf  funksiya [ ]ππ ,−  da kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lsin. 
Darajasi n  dan katta bo’lmagan barcha trigonometrik ko’phadlar ( ){ }xTn  ichida 
ushbu 

( ) ( )[ ]∫− −π
π

dxxTxf n
2  

integralga eng kichik qiymat beruvchi ko’phad ( )xf  funksiya Fure qatorining −n  
qismiy yig’indisi bo’ladi: 

( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) .вa
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dxxf

dxx;fFxfdxxTxfmin
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            (20.35) 

3-natija. Agar ( )xf  funksiya [ ]ππ ,−  da kvadrati bilan integrallanuvchi 
bo’lsa, u holda bu funksiyaning Fure koeffsientlari kvadratlaridan tuzilgan: 

∑∑
∞

=

∞

= 1

2

1

2         ,
k

k
k

k вa  

qatorlar yaqinlashuvchi bo’ladi va quyidagi tengsizlik o’rinlidir: 

( )∫∑∑ −

∞

=

∞

=
≤++ π
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                   (20.36) 

◄ (20.35) munosabatdan  

( ) 0
2 1
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
++− ∑∑∫

∞

=

∞

=
−

k
k

k
k вa
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ya’ni, n∀  uchun 

( )∫∑∑ −
==

≤++ π

ππ
dxxfвa

a n

k
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n

k
k

2

1

2

1

2
2
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bo’ladi. Bu erda n  ni cheksizlikka intiltirib, keltirilgan natijani va tengsizlikni hosil 
qilamiz. 

(20.36) tengsizlik Bessel tengsizligi deb ataladi. 
 

6-§. Yaqinlashuvchi Fure qatori yig’indisining  
funksional xossalari 

Biz mazkur kursning 14-bobida yaqinlashuvchi funsional qatorlar 
yig’indisining funksional xossalarini batafsil o’rgandik. Ravshanki, berilgan 
funksiyaning Fure qatori funksional qatorlarning hususiy holidir. Binobarin, 
tegishli shartlarda Fure qatorlari yig’indilari ham 14-bobda keltirilgan xossalarga 
ega bo’ladi. Quyida ularni isbotsiz keltiramiz. 

( )xf  funksiya [ ]ππ ,−  da berilgan va uning Fure qatori 

( ) ( )∑
∞

=
++=

1

0

2 n
nn nxsinвnxcosa

a
x;fT                       (20.37) 

[ ]ππ ,−  da yaqinlashuvchi bo’ladi. 
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10. Fure qatorlari yig’indisining uzluksizligi. Agar (20.37) qator [ ]ππ ,−  da 
tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda bu qatorning ( )x;fT  yig’indisi [ ]ππ ,−  ora-
liqda uzluksiz funksiya bo’ladi. 

20. Fure qatorini hadma-had integrallash. Agar (20.37) qator [ ]ππ ,−  da 
tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda (20.37) qator hadlarining integrallaridan 
tuzilgan. 

( )=++ ∑ ∫∫∫
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aaв
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qator ( )ππ ≤<≤− вa  ham yaqinlashuvchi bo’ladi va uning yig’indisi 

( )∫
в

a

dxx;fT  

ga teng bo’ladi, ya’ni  

( ) ( )∫ ∑∫ =



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a
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30. Fure qatorini hadma-had differensiallash. Agar (20.37) qator har bir 
hadining hosilalaridan tuzilgan 

( )∑
∞

=
+−

1n
nn nxcosnвnxsinna  

qator [ ]ππ +− ,  da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda berilgan Fure qatorining 
yig’indisi ( )x;fT  shu [ ]ππ +− ,  da ( )x;fT ′  hosilaga ega va  

( ) ( )∑
∞

=
+−=′

1n
nn nxcosnвnxsinnax;fT  

bo’ladi. 
Shunday qilib, umumiy holdagidek ( )xf  funksiya Fure qatori yig’indisining 

funksional xossalarini o’rganishda Fure qatorining tekis yaqinlashuvchi bo’lishi 
muhim rol o’ynayapti. Binobarin, Fure qatorining tekis yaqinlashuvchi bo’lishini 
ta’minlaydigan shartlarini aniqlash lozim bo’ladi. 

Endi shu haqida teorema keltiramiz 
4-teorema. Fure qatorining tekis yaqinlashishi. ( )xf  funksiya [ ]ππ +− ,  

oraliqda berilgan, uzluksiz hamda ( ) ( )ππ ff =−  bo’lsin. Agar bu funksiya 
[ ]ππ +− ,  oraliqda bo’lakli – silliq bo’lsa, u holda  ( )xf  funksiyaning Fure qatori 

( ) ( )∑
∞

=
++=

1

0

2 n
nn nxsinвnxcosa

a
x;fT  

[ ]ππ +− ,  oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. 
�Berilgan ( )xf  funksiya Fure qatorining har bir  
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( ) nxsinвnxcosaxu nnn +=     ( )...,,,n 321=  
hadi uchun 

( ) nnnnn вanxsinвnxcosaxu +≤+=  ( )...,,,n 321=  

bo’ladi. 
Endi 
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=
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1
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qatorning yaqinlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz. 
Fure koeffitsientlari 
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=
π

ππ
nxdxcosxfan

1
,  ( )∫

−
=

π
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ni qaraylik. 
Bo’laklab integrallash qoidasiga ko’ra 
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Agar ( ) ( )ππ ff =−  shartni e’tiborga olsak, u holda 

( )∫
−
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π

ππ
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n
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bo’ladi. 
( )xf ′  ning Fure koeffitsientlarini na′  va nв′  desak: 
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u holda (20.38) va (20.39) munosabatlarga ko’ra  
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bo’ladi. Natijada 
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bo’ladi. 
Agar  
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bo’lishini hisobga olsak, unda ushbu 
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( )
2

22 1
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n
вaвa nnnn +′+′≤+                               (20.40) 

tengsizlikka ega bo’lamiz. 
Shartga ko’ra ( )xf  funksiya bo’lakli-uzluksizdir. Binobarin, u kvadrati bilan 

integrallanuvchidir. Shuning uchun bu funksiyaning nn в,a ′′  Fure koeffitsientlari 
Bessel tengsizligini qanoatlantiradi, ya’ni 
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bo’ladi. Demak,  
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qator yaqinlashuvchi. Unda yaqinlashuvchi qatorlarning xossalariga ko’ra ushbu  
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qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi. 
Yuqorida keltirilgan (20.40) tengsizlikka muvofiq 
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nn вa  

qatorning har bir hadi (20.41) qatorning mos hadidan katta emas.  
Taqqoslash teoremasiga ko’ra (qaralsin, I-tom, 2-bob, 8-§) (20.39) qator 

yaqinlashuvchi, demak, 
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qator yaqinlashuvchi bo’ladi. 
Veyershtrass alomatidan (14-bob, 2-§) foydalanib, Fure qatorining [ ]ππ +− ,  

da tekis yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz.� 
 

7-§. Funksiyalarni trigonometrik 
ko’phad bilan yaqinlashtirish 

Feyer yig’indisi. ( )xf  funksiya [ ]ππ +− ,  oraliqda berilgan va uzluksiz 
bo’lsin. Bu funksiya Fure qatorining qismiy yig’indisi 
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k
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dan foydalanib, ushbu 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]x;fF...x;fFx;fF
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x;f nn 110
1

−+++=σ ,  ( )
2
0

0
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x;fF =       (20.42) 

yig’indini tuzamiz. Odatda (20.42) yig’indi funksiyaning Feyer yig’indisi deb 
ataladi. 

( )xf  funksiyaning Feyer yig’indisi ( )x;fnσ  trigonometrik ko’phad bo’ladi. 
Haqiqatdan ham, Fure qatori qismiy yig’indilarining ifodalari  
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bo’ladi. 
Agar 3-§ da keltirilgan ushbu tenglik 

( ) 11 =x;Fn   ( )...,,,n 321=  
ni e’tiborga olsak, unda (20.42) dan 

( ) 11 =x;nσ                                                    (20.43) 
bo’lishi kelib chiqadi. 

(20.42) munosabatdagi ( )x;fFk  ( )1210 −= n...,,,k  ning o’rniga uning 
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Integral ostidagi yig’indi uchun 
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Natijada ( )xf  funksiyaning Feyer yig’indisi ushbu 
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ko’rinishni oladi. Bu va yuqoridagi (20.43) tenglikdan 
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bo’lishi kelib chiqadi. 
5-teorema (Feyer teoremasi). ( )xf  funksiya [ ]ππ +− ,  oraliqda berilgan, 

uzluksiz va ( ) ( )ππ ff =−  bo’lsin. U holda 
( ) ( ) 0=−

≤≤−∞→
xfx;fsuplim n

xn
σ

ππ
 

bo’ladi. 
�(20.45) tenglikning har ikki tomonini ( )xf  ga ko’paytirsak, u holda 

( ) ( ) dt
tsin

ntsin
xf

n
xf

22

0

2
1








= ∫

π

π
 

bo’ladi. Bu va (20.44) munosabatdan foydalanib, ushbuni topamiz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] dt
tsin

ntsin
xftxftxf

n
xfx;fn

22

0

222
1








−−++=− ∫

π

π
σ .        (20.46) 

Modomiki, shartga ko’ra ( )xf  funksiya [ ]ππ +− ,  da uzluksiz ekan, u Kantor 
teoremasiga binoan tekis uzluksiz bo’ladi. Demak, 0>∀ε  olinganda ham, 
shunday ( ) 0>= εδδ  topiladiki, δ2<′′−′ xx  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

[ ]ππ +−∈′′′∀ ,x,x  uchun 
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( ) ( )
2

ε<′′−′ xfxf                                           (20.47) 

bo’ladi. Shu topilgan δ  sonni olib (uni 
2
πδ <  deb hisoblash mumkin), (20.46) 

integralni ikki qismga ajratamiz: 
( ) ( ) ( ) ( )δδσ ,nJ,nJxfx;fn 21 +=−  

bunda 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] dt
tsin

ntsin
xftxftxf

n
;nJ

2

0
1 222

1







−−++= ∫
δ

π
δ , 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] dt
tsin

ntsin
xftxftxf

n
;nJ

22

2 222
1








−−++= ∫

π

δπ
δ . 

Endi ( )δ,nJ1  va ( )δ,nJ2  integrallarni baholaymiz. Yuqoridagi (20.47) 
munosabatni e’tiborga olib quyidagini topamiz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] <






−−+−+≤ ∫ dt
tsin

ntsin
xftxfxftxf

n
,nJ

2

0
1 22

1 δ

π
δ  

∫ ∫ =






≤














 +<
δ

π

ε
π
εεε

π 0

2

0

22

222
1

dt
tsin

ntsin

n
dt

tsin

ntsin

n
. 

Demak, 0>∀ε  olinganda ham, shunday 0>δ  topiladiki, barcha Nn∈  lar 

uchun ( )
21
εδ <,nJ  bo’ladi. 

Endi ( )δ,nJ2  integralni baholaymiz. 

( ) ( ) ( ) ( ) ∫∫ 






⋅≤






−+++≤
2 222

0
2 4

1
222

1
π

δ

π

ππ
δ dt

tsin

ntsin
M

n
dt

tsin

ntsin
xftxftxf

n
,nJ  

bunda ( )xfmaxM
x ππ ≤≤−

= . Ravshanki, 






∈
2
πδ ,t   ( )0>δ  da 

δ2

2
1

sintsin

ntsin ≤






  

bo’ladi. Natijada  ( )δ,nJ2  uchun ushbu ( )
δ

π
δπ

δ
222

2
2

41

sinn

M

sin

M

n
,nJ =⋅⋅≤  

bahoga ega bo’lamiz. Agar natural n  sonni 




=>
δε 20

4

sin

M
nn  qilib olinsa (bunda 

[ ]a  -a  sonini butun qismi), unda 
2

2
22

ε
δ

<
sinn

M
 va, demak, ( )

22
εδ <,nJ  bo’ladi. 
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Shunday qilib, 0>∀ε  olinganda ham shunday ( ) 0>= εδδ  topiladiki, 

Nn∈∀  uchun ( )
21
εδ <,nJ  bo’ladi. Va shu 0>ε  va ( ) 0>= εδδ  larga ko’ra 

shunday 0n  topiladiki, 0nn >∀  uchun  ( )
22
εδ <,nJ  bo’ladi. 

Bu tasdiqlarni birlashtirsak, 0>∀ε  uchun shunday Nn ∈0  topiladiki, 

0nn >∀ , [ ]ππ ,x −∈∀  uchun ( ) ( ) εσ <− xfx;fn  bo’ladi. 

Demak, ( ) ( ) εσ
ππ

<−
≤≤−∞→

xfx;fsuplim n
xn

.� 

Natijada, funksiyani trigonometrik ko’phad bilan yaqinlashtirish haqidagi 
quyidagi teoremaga kelamiz. 

6-teorema (Veyershtrass teoremasi). Agar ( )xf  funksiya [ ]ππ +− ,  da 

berilgan, uzluksiz va ( ) ( )ππ ff =−  bo’lsa, u holda shunday ℑn( )x  trigonometrik 
ko’phad topiladi,  

( ) ( ) 0=−ℑ
≤≤−∞→

xfxsuplim n
xn ππ

 

bo’ladi. 
 

8-§. O’rtacha yaqinlashish. Fure qatorining  
o’rtacha yaqinlashishi 

Funksional ketma-ketlik va qatorlarda tekis yaqinlashish tushunchasi bilan bir 
qatorda, undan umumiyroq o’rtacha yaqinlashish tushunchasi ham kiritiladi. 

10. O’rtacha yaqinlashish. [ ]в,a  oraliqda biror ( ){ }xfn : 
( ) ( ) ( ) ...,xf...,,xf,xf n21                                       (20.48) 

funksional ketma-ketlik va ( )xf  funksiya berilgan bo’lib, ( )xfn  ( )...,,,n 321=  
hamda ( )xf  lar shu oraliqda kvadrati bilan itegrallanuvchi bo’lsin. 

2-ta’rif.  Agar 

( ) ( )[ ]∫ =−
∞→

в

a
n

n
dxxfxflim 02  

bo’lsa, (20.48) funksional ketma-ketlik ( )xf  funksiyaga [ ]в,a  da o’rtacha 
yaqinlashadi deb aytiladi. 

Masalan, ushbu ( ){ } { }n
n xxf = : 

...,x...,,x,x n2 [ ]( )10,x∈  
funksional ketma-ketlik  

( ) [ )




=
∈=

lsa'box,agar,
,lsa'bo,x,agar,

xf
11

100
 

funksiyaga [ ]10,  da o’rtacha yaqinlashadi, chunki 

( ) ( )[ ] ( )
12

1
0

1

0

2
1

0

2
1

0

2

+
==−=− ∫∫∫ n

dxxdxxdxxfxf nn
n  

va demak, 
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( )∫ =−
∞→

1

0

2
00 dxxlim n

n
 

7-teorema. Agar (20.48) funksional ketma-ketlik ( )xf  ga [ ]в,a  da tekis 
yaqinlashsa, shu (20.48) ketma-ketlik  ( )xf  ga [ ]в,a  da o’rtacha yaqinlashadi. 

�(20.48) ketma-ketlik ( )xf  tekis yaqinlashsin. 
Ta’rifga binoan, 0>∀ε  olinganda ham shunday Nn ∈0  topiladiki, 0nn >∀  

va [ ]в,ax∈∀  uchun bir yo’la 

( ) ( )
aв

xfxfn −
<− ε

 

bo’ladi. Demak, 0nn >∀  uchun 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ∫∫∫ =
−

<−≤−
в

a

в

a
n

в

a
n dx

aв
dxxfxfxfxf εε22  

bo’ladi. Bu esa 

( ) ( )[ ] 02 =−∫∞→
dxxfxflim

в

a
n

n
 

ekanini bildiradi. Demak, ( ){ }xfn  ketma-ketlik ( )xf  funksiyaga [ ]в,a  da o’rtacha 
yaqinlashadi.� 

2-eslatma. Funksional ketma-ketlikning [ ]в,a  da o’rtacha yaqinlashishidan, 
uning shu oraliqda tekis yaqinlashishi har doim kelib chiqavermaydi. Masalan, 
yuqorida ko’rdikki  ( ){ } { }n

n xxf =  ketma-ketlik  

( ) [ )




=
∈=

lsa'box,agar,
,lsa'bo,x,agar,

xf
11

100
 

funksiyaga [ )10,  da o’rtacha yaqinlashadi. Biroq bu funksional ketma-ketlik shu 
( )xf  funksiyaga [ )10,  da tekis yaqinlashmaydi (qaralsin, 14-bob, 2-§).  

Yuqorida keltirilgan teorema va eslatma funksional ketma-ketliklarda o’rtacha 
yaqinlashish tekis yaqinlashish tushunchasiga qaraganda kengroq tushuncha 
ekanini ko’rsatadi.  

Funksional qatorlarda ham o’rtacha yaqinlashish tushunchasi shunga o’xshash 
kiritiladi. 

[ ]в,a  oraliqda 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=
++++=

1
21

k
nk ...xu...xuxuxu                         (20.49) 

funksional qator berilgan bo’lsin. Bu qator qismiy yig’indilari 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=
+++==

1
21

k
nkn xu...xuxuxuxS  

dan iborat ( ){ }xSn  funksional ketma-ketlikni qaraylik. 
3-ta’rif.  Agar  
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( ) ( )[ ] 02 =−∫∞→

в

a
n

n
dxxSxSlim  

bo’lsa, (20.49) funksional qator ( )xS  funksiyaga [ ]в,a  da o’rtacha yaqinlashadi 
deb ataladi. 

20. Fure qatorining o’rtacha yaqinlashishi. ( )xf  funksiya [ ]ππ +− ,  da 
berilgan, ( )x;fT  esa uning Fure qatori 

( ) ( )∑
∞

=
++=

1

0

2 k
kk kxsinвkxcosa

a
x;fT  

bo’lsin. 
8-teorema. Agar ( )xf  funksiya [ ]ππ +− ,  oraliqda uzluksiz va 

( ) ( )ππ ff =−  bo’lsa, uning Fure qatori [ ]ππ +− ,  da ( )xf  ga o’rtacha 
yaqinlashadi. 

�Shartga ko’ra ( )xf  funksiya [ ]ππ +− ,  da uzluksiz va ( ) ( )ππ ff =− . U 
holda ushbu bobning 7-§ ida keltirilgan Veyershtrass teoremasmga asosan, 0>∀ε  
olinganda ham, shunday trigonometrik ko’phad ℑn( )x  topiladiki, [ ]ππ +−∈∀ ,x  
uchun 

( ) ( )
π
ε
2

<ℑ− xxf n  

bo’ladi. Bu tengsizlikdan foydalanib, 

( ) ( )[ ] ε
π
ε π

π

π

π
=<ℑ− ∫∫

−−
dxdxxxf n 2

2                            (20.50) 

bo’lishini topamiz. 
Ma’lumki, ( )xf  funksiya Fure qatorining qismiy yig’indisi ( )x;fFn  uchun 

( ) ( )[ ]
( )

( ) ( )[ ]∫∫
−−

−=−
π

π

π

π
dxxTxfmindxx;fFxf n

xT
n

n

22                 (20.51) 

bo’ladi (qaralsin, 5-§). Demak, (20.50) va (20.51) munosabatlarga ko’ra 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ε
π

π

π

π
<−≤− ∫∫

−−
dxxTxfdxx;fFxf nn

22    [ ]( )ππ ,x −∈∀  

bo’ladi. Bu esa 

( ) ( )[ ] 02 =−∫
−∞→

π

π
dxx;fFxflim n

n
 

ya’ni ( )xf  funksiya Fure qatori [ ]ππ +− ,  da o’rtacha yaqinlashishini bildiradi.� 
Biz o’tgan paragrafda [ ]ππ +− ,  oraliqda kvadrati bilan integrallanuvchi ( )xf  

funksiya uchun ushbu 

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∑∫
− =−









++−=−

π

π

π

π
π

n

k
kkn вa

a
dxxfdxx;fFxf

1

22
2
022

2
 

tenglikni keltirib chiqargan edik. Bu tenglikdan ko’rinadiki, agar  
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( ) ( ) 0
2 1

22
2
02 =

















++−∫ ∑

− =∞→

π

π
π

n

k
kk

n
вa

a
dxxflim  

ya’ni 

( ) ( )∑∫
∞

=−
++=

1

22
2
02

2
1

k
kk вa

a
dxxf

π

ππ
                           (20.52) 

bo’lsa, u holda 

( ) ( )[ ] 02 =−∫
−∞→

π

π
dxx;fFxflim n

n
 

bo’ladi va demak, ( )xf  funksiyaning Fure qatori [ ]ππ +− ,  da o’rtacha 
yaqinlashadi. 

Shunday qilib, ( )xf  funksiyaning Fure qatorining [ ]ππ +− ,  da o’rtacha 
yaqinlashishini ko’rsatishi uchun (20.52) tenglikning o’rinli bo’lishini ko’rsatish 
zarur va etarli bo’ladi. Odatda (20.52) Parseval tengligi deb ataladi. 

 
9-§. Funksiyalarning ortogonal sistemasi. 

 Umumlashgan Fure qatori 
10. Funksiyalarning ortogonal sistemasi. ( )xϕ  va ( )xψ  funksiyalar [ ]в,a  da 

berilgan va ular shu oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. 
4-ta’rif.  Agar 

( ) ( ) 0∫ =⋅
в

a

dxxx ψϕ  

bo’lsa, ( )xϕ  va ( )xψ  funksiyalar [ ]в,a  da ortogonal deb ataladi. 
Masalan, ( ) xsinx =ϕ , ( ) xcosx =ψ  funksiyalar [ ]ππ +− ,  da ortogonal 

bo’ladi, chunki, 

( ) ( ) 0==⋅ ∫∫
−

π

π
ψϕ xdxcosxsindxxx

в

a

 

bo’ladi. 

( ) xx =ϕ , ( ) 1
2

3 2 −= xxψ  funksiyalar [ ]11,−  da ortogonal bo’ladi, chunki 

( ) ( ) 01
2
31

1

2 =






 −=⋅ ∫∫
−

dxxxdxtx
в

a

ψϕ . 

Endi 
( ) ( ) ( ) ...,x...,,x,x nϕϕϕ 10                                   (20.52) 

funksiyalarning har biri [ ]в,a  da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. 
Bu (20.52) funksiyalar sistemasini  ( ){ }xnϕ  kabi belgilaymiz. 

5-ta’rif.  Agar ( ){ }xnϕ  funksiyalar sistemasining istalgan ikkita ( )xkϕ  va 
( )xmϕ  ( )mk ≠  funksiyalari uchun 

( ) ( ) 0=∫ dxxx
в

a
mk ϕϕ   ( )mk ≠  
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bo’lsa, ( ){ }xnϕ  funksiyalar sistemasi [ ]в,a  da ortogonal deb ataladi. 
Odatda, mk =  ( )...,,,k 210=  bo’lganda 

( ) 02 >∫ dxx
в

a
k

ϕ   ( )...,,,k 210=  

deb qaraladi. Bu integralni kλ  kabi belgilaylik: 

( )dxx
в

a
k k∫= 2ϕλ   ( )...,,,k 210= . 

Agar (20.52) sistema uchun 1=kλ  bo’lsa, ( ){ }xnϕ  normal sistema deyiladi. 
Agar (20.52) sistema uchun 

( ) ( )




=
≠=∫ lsa'bomk,agar,

,lsa'bomk,agar,
dxxx

в

mk 1
0

0

ϕϕ  

bo’lsa, ( ){ }xnϕ  funksiyalar sistemasi ortonormal deb ataladi. 
Masalan, 1) ushbu 

...,nxsin,nxcos...,,xsin,xcos,xsin,xcos, 221  
sistema (trigonometrik sistema) [ ]ππ +− ,  da ortogonal bo’ladi, chunki mk ≠  
bo’lganda 

∫
−

=
π

π
0mxdxcoskxcos , ∫

−
=

π

π
0mxdxsinkxsin  

bo’lib, ixtiyoriy ...,,,m,k 210=  bo’lganda ∫
−

=
π

π
0mxdxsinkxcos  bo’ladi.  

2) Quyidagi 

π2

1
, 

π
xcos

,  ...,,
xsin

π
  

π
nxcos

, ...,
nxsin

π
 

funksiyalar sistemasi [ ]ππ +− ,  da ortonormal bo’ladi. Bu sistemaning [ ]ππ +− ,  
da ortonormal bo’lishi ravshandir. Uning shu [ ]ππ +− ,  da normal bo’lishi esa 

∫∫
−−

=






=







π

π

π

π ππ
1

11
22

dxkxsindxkxcos   ( )...,,,k 210=  

bo’lishidan kelib chiqadi. 
(20.52) sistema berilgan bo’lsin. Uning yordamida tuzilgan ushbu 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xc...xcxcxc nn
n

nn ++++=∑
∞

=
ϕϕϕϕ 1100

0

                 (20.53) 

funksional qator ( ){ }xnϕ  sistema bo’yicha qator deyiladi, 0с , ...,с1 , ,...сn  
o’zgarmas sonlar esa qatorning koeffitsientlari deyiladi. 

Xususan, ( ) nxsinвnxcosax nnn +=ϕ  bo’lganda (20.53) qator trigonometrik 
qatorga aylanadi. 

( )xf  funksiya [ ]в,a  oraliqda berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi 
bo’lsin. Ravshanki, ( ) ( )xxf nϕ⋅   ( )...,,,,n 3210=  funksiya ham [ ]в,a  da 
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integrallanuvchi bo’ladi. Bu funksiyalarning integrallarini hisoblab, ularni 
quyidagicha belgilaymiz: 

( ) ( )∫=
в

a
n

n
n dxxxf ϕ

λ
α 1

.                                (20.54) 

Bu sonlardan foydalanib ushbu 

( ) ( ) ( ) ( ) ...x...xxx nn
n

nn ++++=∑
∞

=
ϕαϕαϕαϕα 1100

0

           (20.55) 

qatorni tuzamiz. 
6-ta’rif.  ...,...,,, nααα 10  - koeffitsientlari (20.54) formula bilan aniqlangan 

(20.55) qator ( )xf  funksiyaning ( ){ }xnϕ  sistema bo’yicha Fure qatori deb ataladi. 
...,...,,, nααα 10 -sonlar esa umumlashgan Fure koeffitsientlari deyiladi. 

Odatda, ( )xf  funksiya bilan unga mos umumlashgan Fure qatori “~” belgi 
orqali quyidagicha yoziladi: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...x...xxx~xf nn
n

nn ++++=∑
∞

=
ϕαϕαϕαϕα 1100

0

. 

 
Mashqlar 

20.9. Ushbu 
( ) xexf −=   ( )ππ <<− x  

funksiyaning Fure qatori topilsin. 
20.10.Ushbu  

( ) xcosxf =  

funksiyani Fure qatoriga yoyilsin. Yoyilmadan foydalanib quyidagi  

( )
14

1
1 2

1 −
−∑

∞

= nn

n ,  
14

1
2

1 −∑
∞

= nn

 

qatorlarning yig’indilari topilsin. 
20.11. Ushbu 

( ) [ ] { }xxxxf =−=  
funksiyani Fure qatoriga yoyilsin. 

20.12. ( ) xxf = , ( ) 2xx =ϕ  funksiyalarni ( )π,0  da kosinuslar bo’yicha 
yoyilmasidan foydalanib, ushbu 

12
263 22

1
2

ππ +−=∑
∞

=

xx

n

nxcos

n

 

tenglik isbotlansin. 
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 3-§. Natural argumentli funksiyalar. (Sonlar ketma-ketligi) -
----------------------------------------------------------- 

 

64-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 67-bet 

4-bob. Funksiya limiti  
 

 1-§. Sonlar ketma-ketligi limiti -------------------------------- 69-bet 
 2-§. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari------- 75-bet 
 3-§. Sonlar ketma-ketligi limitining mavjudligi haqidagi 

teoremalar ------------------------------------------- 
 

81-bet 
 4-§. Funksiya limiti -------------------------------------------------- 94-bet 
 5-§. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyalarning xossalari ---

------------------------------------------------------- 
 

102-bet 
 6-§. Funksiya limitining mavjudligi haqida teoremalar-- 105-bet 
 7-§. Funksiyalarni taqqoslash ------------------------------------ 109-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 114-bet 
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5-bob. Funksiyaning uzluksizligi 
 

 1-§. Funksiya uzluksizligi ta’rifi --------------------------------- 118-bet 
 2-§. Funksiyaning uzilishi. Uzilishning turlari -------------- 122-bet 
 3-§. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi ------- 127-bet 
 4-§. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar. 

Murakkab funksiyaning uzluksizligi --------------------- 
 

128-bet 
 5-§. Limitlarni hisoblashda funksiyaning uzluksizligidan 

foydalanish ------------------------------------------------------ 
 

130-bet 
 6-§. Uzluksiz funksiyalarning xossalari ----------------------- 133-bet 
 7-§. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi -- 140-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 144-bet 

6-bob. Funksiyaning hosila va differensiali  
 

 1-§. Funksiyaning hosilasi ----------------------------------------- 146-bet 
 2-§. Teskari funksiyaning hosilasi. Murakkab funksiyaning 

hosilasi ----------------------------------------- 
 

152-bet 
 3-§. Hosila hisoblashning sodda qoidalari. Elementar 

funksiyaning hosilalari --------------------------------------- 
 

154-bet 
 4-§. Funksiyaning differensiali ---------------------------------- 162-bet 
 5-§. Yuqori tartibli hosila va differensiallari------------------ 167-bet 
 6-§. Differensial hisobning asosiy teoremalari--------------- 173-bet 
 7-§. Teylor formulasi ------------------------------------------------ 176-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 187-bet 

7-bob. Differensial hisobning ba’zi bir tatbiqlari 
 

 1-§. Funksiyaning o’zgarib borishi ----------------------------- 189-bet 
 2-§. Funksiyaning ekstremum qiymatlari -------------------- 191-bet 
 3-§. Funksiyaning qavariqligi va botiqligi ------------------- 198-bet 
 4-§. Funksiyalarni tekshirish. Grafiklarni yasash----------- 204-bet 
 5-§. Aniqmasliklarni ochish Lopital qoidalari --------------- 206-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 211-bet 

8-bob. Aniqmas integral 
 

 1-§. Aniqmas integral tushunchasi ----------------------------- 212-bet 
 2-§. Integrallash usullari ------------------------------------------- 217-bet 
 3-§. Ratsional funksiyalarni integrallash ---------------------- 219-bet 
 4-§. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash-------------- 229-bet 
 5-§. Trigonometrik funksiyalarni integrallash --------------- 236-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 238-bet 
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9-bob. Aniq integral 
 

 1-§. Aniq integral ta’rifi -------------------------------------------- 239-bet 
 2-§. Aniq integralning mavjudligi ------------------------------ 247-bet 
 3-§. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi ------------------------- 249-bet 
 4-§. Aniq integral xossalari --------------------------------------- 252-bet 
 5-§. O’rta qiymat haqidagi teoremalar ------------------------ 261-bet 
 6-§. Chegaralari o’zgaruvchi bo’lgan aniq integrallar---- 263-bet 
 7-§. Aniq integrallarni hisoblash -------------------------------- 266-bet 
 8-§. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash --------------------- 270-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 279-bet 

10-bob. Aniq integralning ba’zi bir tadbiqlari 
 

 1-§. Yoy uzunligi va uning aniq integral orqali ifodalanishi -
----------------------------------------------------- 

 

281-bet 
 2-§. Tekis shaklning yuzi va uning aniq integral orqali 

ifodalanishi ------------------------------------------------------ 
 

287-bet 
 3-§. Aylanma sirtning yuzi va uning aniq integral orqali 

ifodalanishi ------------------------------------------------------ 
 

292-bet 
 4-§. O’zgaruvchi kuchning bajargan ishi va uning aniq 

integral orqali ifodalanishi ---------------------------------- 
 

295-bet 
 5-§. Inersiya momenti ---------------------------------------------- 297-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 300-bet 

11-bob. Sonli qatorlar 
 

 1-§. Asosiy tushunchalar ------------------------------------------ 301-bet 
 2-§. Yaqinlashuvchi qatorning xossalari. Koshi teoremasi -

-------------------------------------------------------- 
 

305-bet 
 3-§. Musbat qatorlar ------------------------------------------------ 308-bet 
 4-§. Ixtiyoriy hadli qatorlar --------------------------------------- 319-bet 
 5-§. Yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari ------------------ 322-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 326-bet 
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2-qism 

12-bob. Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar, ularning limiti, 
uzluksizligi 

 

 1-§. Rm fazo va uning muhim to’plamlari -------------------- 3-bet 

 2-§. Rm fazoda ketma-ketlik va uning limiti --------------- 9-bet 

 3-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiya va uning limiti ----------- 11-bet 

 4-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi --------- 12-bet 

 5-§. Uzluksiz funksiyalarning xossalari ----------------------- 11-bet 

 6-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligi.  
Kantor teoremasi ---------------------------------- 

 

12-bet 

 Mashqlar -------------------------------------------------------------- 16-bet 

13-bob. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosila va differen-
siallari 

 

 1-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosilalari ------------- 17-bet 

 2-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyalarning differensiallanuv-
chiligi -------------------------------------------------- 

 

21-bet 

 3-§. Yo’nalish bo’yicha hosila ------------------------------------ 27-bet 

 4-§. Ko’p o’zgaruvchili murakkab funksiyalarning 
differensiallanuvchiligi. Murakkab  funksiyaning 
hosilasi ------------------------------------------------------------ 

 

 

29-bet 

 5-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning differensiali---------- 32-bet 

 6-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va 
differensiallari ------------------------------------- 

 

37-bet 

 7-§. O’rta qiymat haqida teorema ------------------------------ 39-bet 

 8-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi -- 40-bet 

 9-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning ekstremum qiymatlari. 
Ekstremumning zaruriy sharti -------------- 

 

39-bet 

 10-§.Funksiya ekstremumining etarli sharti ------------------ 40-bet 

 11-§.Oshkormas funksiyalar -------------------------------------- 40-bet 

 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 42-bet 

14-bob. Funksional ketma-ketliklar va qatorlar 
 

 1-§. Funksional ketma-ketliklar ------------------------------- 45-bet 

 2-§. Funksional qatorlar ------------------------------------------- 55-bet 

 3-§. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik va qator-
ning xossalari -------------------------------------------- 

 

64-bet 
 4-§. Darajali qatorlar ------------------------------------------------ 45-bet 

 5-§. Darajali qatorlarning xossalari ----------------------------- 55-bet 

 6-§. Teylor qatori ---------------------------------------------------- 64-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 67-bet 
 

15-bob. Xosmas integrallar 
 

 1-§. Cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integrallar ----------- 69-bet 
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 2-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas  
integrallari--------------------------------------------------------- 

 

75-bet 
 3-§. Muhim misollar ------------------------------------------------- 81-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 114-bet 

16-bob. Parametrga bog’liq integrallar 
 

 1-§. Limit funksiya. Tekis yaqinlashish. Limit funksiyaning 
uzluksizligi ------------------------------------------------ 

 

118-bet 
 2-§. Parametrga bog’liq integrallar ----------------------------- 122-bet 
 3-§. Parametrga bog’liq xosmas integrallar. Integrallarning 

tekis yaqinlashishi -------------------------------------- 
 

127-bet 
 4-§. Tekis yaqinlashuvchi parametrga bog’liq xosmas 

integrallarning xossalari ------------------------------------- 
 

128-bet 
 5-§. Eyler integrallari ----------------------------------------------- 130-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 144-bet 

17-bob. Karrali integrallar  
 

 1-§. Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning hajmi 
haqidagi ba’zi ma’lumotlar ------------------------- 

 

146-bet 
 2-§. Ikki karrali integral ta’riflari -------------------------------- 152-bet 
 3-§. Ikki karrali integralning mavjudligi ---------------------- 154-bet 
 4-§. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi ------------------------- 162-bet 
 5-§. Ikki karrali integralning xossalari ------------------------ 167-bet 
 6-§. Ikki karrali integrallarni hisoblash ------------------------ 173-bet 
 7-§. Ikki karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish -

-------------------------------------------------------------- 
 

176-bet 
 8-§. Ikki karrali integralni taqribiy hisoblash --------------- 173-bet 
 9-§. Ikki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiqlari -------- 173-bet 
 10-§.Uch karrali integral ------------------------------------------- 173-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 187-bet 

18-bob. Egri chiziqli integrallar 
 

 1-§. Birinchi tur egri chiziqli integrallar ---------------------- 189-bet 
 2-§. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar --------------------- 191-bet 
 3-§. Grin formulasi va uning tatbiqlari ------------------------ 198-bet 
 4-§. Birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar orasidagi 

bog’lanish ------------------------------------------- 
 

204-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 211-bet 
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19-bob. Sirt integrallari 
 

 1-§. Birinchi tur sirt integrallari --------------------------------- 212-bet 
 2-§. Ikkinchi tur sirt integrallari --------------------------------- 217-bet 
 3-§. Stoks formulasi ------------------------------------------------- 219-bet 
 4-§. Ostrogradskiy formulasi ------------------------------------- 229-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 238-bet 

20-bob. Fure qatorlari 
 

 1-§. Ba’zi muhim tushunchalar ---------------------------------- 239-bet 
 2-§. Fure qatorining ta’rifi ---------------------------------------- 247-bet 
 3-§. Lemmalar. Dirixle integrali --------------------------------- 249-bet 
 4-§. Fure qatorining yaqinlashuvchiligi ----------------------- 252-bet 
 5-§. Qismiy yig’indilarning bir ekstrimal xossasi. Bessel 

tengsizligi -------------------------------------------------------- 
 

261-bet 
 6-§. Yaqinlashuvchi Fure qatori yig’indisining funksional 

hosilalari ------------------------------------------- 
 

263-bet 
 7-§. Funksiyalarni trigonometrik ko’phad bilan yaqinlashti-

rish -------------------------------------------------- 
 

266-bet 
 8-§. O’rtacha yaqinlashish. Fure qatorining o’rtacha 

yaqinlashishi ----------------------------------------------------- 
 

270-bet 
 9-§. Funksiyalarning ortogonal sistemasi. Umumlashgan 

Fure qatori ------------------------------------------------------- 
 

270-bet 
 Mashqlar --------------------------------------------------------------- 279-bet 
 
 
 


