
Ю. Н. ЁҚУБОВ, С. А. САИДОВ

НАЗАРИЙ 
МЕХАНИКА

Узбекистон Р е с п у б л и к а с и  Х а л қ  таълими  
в а з и р л и г и  педагогика  о ли й  ў қ у в  ю рт ларининг  

т алабалари у ч у н  ў қ у в  қ ў л л а н м а с и  
сифатида тавсия этган

ТОШКЕНТ «УҚИТУВЧИ» 1997



Тақризчилар: Техника фанлари доктори,
проф ессор  Д. М. Муродов,  ф изика-м атем атика  

ф ан л ар и  н ом зоди ,  доц ен т  М .  С .  Я х ё е в ,  техника ф анлари  
ном зоди, д о ц ен т  О. Ҳ. Шодиев

Ушбу ўқув қўлланма педагогика институтларн учун наэарин 
механика бўйича белгиланган дастур асосида ёзилган. Қўлланмада 
бутун курс статика, кинематика ва динамика қнсмларига ажратил
ган ҳолда баён этилди. Кўпгина мавзулардан сўнг масалалар ечиб 
кўрсатилган ҳамда мустақил ечиш учун масалалар берилган.

Мазкур цўлланмадан сиртдан таълим олаётган ўрта махсус ўқув 
юртларнда ўқийдиган талабалар ҳам фойдаланншларн мумкин.

р 1603020000—2 0 2 , ©  «Уқитувчи» нашриёти, 
353 (04) — 97 Т, 1997.



Н азар и й  механика м ак рож исм лар нинг н и сбатан  ки
чик тезл и к л ар даги  механик ҳар акатлар и н и  ў р ган ади .  
Барча ҳар а к а т л а р  ичида эн г  оддийси м ехан и к  ҳ а р а к а т -  
дир. М еханиканинг узи релятивистик ва норелятивистик  
механика қисмларига бўлинади. Н орелятивистик ме-  
ханикада жмсмнинг тезлиги ёруғликнинг бўш лиқдагн  
т езл игидан  (ёруғликнинг бўш лиқда  т а р қ а л н ш  тезлиги
3-108 м/с) анча кичик бўлган  ҳар а к а т л а р  ў р ган и л ади .  
Агар ж н см н и н г ўлчам лар и  атом ва м ол е к у л а л а р  ўл-  
чамлари д а р а ж а с и д а  кичик бўлиб, ҳ а р а к а т  т езл и к л ар и  
ёруғликнинг б ў ш л и ^ а г и  тезлигига яқин бўлса ,  
бун дай  м асал ал ар  билан  квант м ехан и к аси  ш уғул л а-  
нади.

Ҳ ар  қандай ҳ а р а к а т  фазонинг м а ъ л у м  ж о й и д а  ва 
м аълум  вақтда содир бўлганлиги учун б у  туш унчалар:  
ф азо , вақт ва ҳ а р а к а т  ў з а р о  узвий б о ғл ан ган .  Ҳ а р ак ат  
матернянинг я ш а ш  ш аклн бўлиб, ҳ а р а к а т си з  материя  
ва м атериясиз ҳар акат  бўлм айдн . Ҳ а р а к а т  м атерия  
яшаш инпнг энг умумий ш акли бўлганлиги учун м еха-  
никанннг қонун ва қоидалар и  б а р ч а  т абии й  ҳ о д и са -  
ларга тегиш лидир.

Н а за р и й  механика барча техника ф ан л ар и  учун  
назарий асос бўли б  хи зм а т ,  килади. Н а з а р и й  м ехан и 
канинг ривож ланиш и н д о щ я с и д а  эл аст и к л и к  назария-  
си, м атер и ал л ар  қаршилиги, м аш ина ва м ехан и зм л ар  
назар и яси ,  ги др оаэр оди н ам и к а ва кўпгина бош қа т е х 
ника ф анлари  ю зага  келди. Н а з а р и й  м ехан и к а  бош қа  
ф анлар , айниқса математика билан боғл иқ  бўлиб ,  бу  
ерда м еханика қонунлари м атем ати к а  ю туқларинн  
ҳисобга олинган ҳол да  чуқурроқ ў р ган и л ади .

Кўпчилик ҳ о л л а р д а  ж и см л арн и н г  ўл ч ам л ар и н и  ҳн-  
собга  о л м а с д а н  м еханика м асал ал ар ин и  ечишга имко-  
ният туғилади. А на шунинг учун м одди й  нуқта тушун-  
часи киритилади ва нуқта м еханикаси  ҳ а м д а  ж и см  ме-



ханикаси  а л о ҳ и д а -а л о ҳ и д а  ўр ганилади . М утлақ о  деф ор -  
м ацияланм айди , д е б  ф а р а з  қилиш мумкин бўлган  ж исм  
а б с о л ю т  қ а т т и қ  ж и с м  д еб  айтилади, бу  ҳолда  
ж и с м  нуқталарк ор а си д а ги  м асоф а ў згар м ай дн , д е б  
қ ар ал ади .

Ж и см л а р н и н г  ў з а р о  таъсирини х а р ак т ер л ай ди ган  
ф изик  катталик куч, ж и с м  инерциясини и ф одал ай ди ган  
катталик эса  м ассадир . Куч, м асса , ф азо ,  вақт, эн е р 
гия, импульс, куч моменти ва бош қал ар  назар ий  ме- 
ханиканипг асосин туш унчалар идир. LUy туш унчалар  
ор қал и  назар ий  механика ўзининг қонунларини ва 
қоидалар ини  и ф одалай ди .

Н а з а р и й  м еханика уч қисмга бўлиб ўрганилади:  
статика, кинематика ва динам ика. Ҳар бир қисм да  нуқ-  
та ва ж и см  учун м еханик м а са л а л а р  мустақил ҳолда ,  
а л о ҳ и д а -а л о ҳ и д а  ш ак л л ар да  ўрганилади.

М аъ лум к и , физиканинг асоси  м еханикадир . М е х а 
ника ж у д а  тарихий ф ан бўлиб ,  у э р а м и зд а н  олдин  
бош л ан ган  ва шунинг учун яхши р ивож лангандир .  М е-  
ханиканинг ривож ланиш  тарихини учта асосий даврга  
бўлиш  мумкин: 1) қадимий давр  механикаси  —  А р и с
тотель (э. ав. 3 8 4 — 322 й.й) дав р и дан  16 асргача бўлган  
давр; 2) уйғониш  д а э р и — 16 асрдан  20 асрнннг бош и-  
гача бўл г а н  давр; 3) 20  аср механикаси —  ҳозирги  
давргача  бўлган  механика.

Биринчи давр  бош ида  Аристотель (О сиё халқл ари  
ор аси да  А р а с т у  д е б  аталган) ў зи н и п г  «М еханика»  
деган  аса р и д а  механикани бош қа ф а н л а р д а н .  а ж р а -  
тади. А р хи м ед  (э. ав. 2 8 7 — 212 й.й.) оғирлик м арка-  
знни аниқлаш  бўйича янги таълим от  билан  рпчагга  
қўйилган кучларнинг м увозанати , ж и см л ар н и н г  сузиш  
ш артлари  ва сую қликларнинг гидростатик босими ҳа-  
қидаги туш унчаларни илмий а сосл аб  б ер а д и .  Ш у  
давр  ичида геоцентрик назария ҳукм ронлик  
қилди.

Иккинчи дав р д а ,  уйғониш  даврининг б о ш и д а  Н и к о
лаи Қопериик (1473— 1543) ўш а вақ тгач а  ҳукм сур иб  
турган ва П толом ей  иш л аб  чиққан геоцентрик назар и я  
ўрнига янги гелиоцентрик назарияпи илм ий-назарий  
том он дан  асосла>б берди . Б у  гелиоцентрик н азар и я  олам -  
нннг тузилиш и ҳақидаги  таълим отни  бут ун л ай  ў зг а р -  
т и р д и — б у  назария чинакам инқилобчи н а за р и я  эди.  
Б у  назар и яга  асосан  олам нинг м арказида  Қ у ё ш  ж о й -  
л аш ган  бўл и б ,  Қ уёш  ат р о ф и д а  ҳам м а с а й ё р а л а р  айла-



нади. Коперниккача б у  гелиоцентрик назар ияни  Урта  
О сиё олим лари Беруний ва А б у  Али ибн С ино Қам' 
сиф ат ж и х а т д а н  т авси ф л аб  берган эди л ар .  Б у л а р  ол ам -  
нинг м арказида  Ер бўлиш и мумкин эм а с ,  чунки Ер-  
нинг массаси Қуёш га нисбатан анча кичик ва, дем а к ,  
оламнинг м ар к ази да  Қ уёш  туради ва Қ у ё ш  ат р оф и да  
сай ёр ал ар ,  ш у ж у м л а д а н  Ер ҳам  айланиш и мум.кин, 
деган  фикрни илгари сур ди л ар .  Б и р о қ .б у  фикр ф а қ а т  
сиф ат ж ихати дан ,  ҳисоб-китоб  қилинмасдан  айтилган  
эдн. Коперник эса гелиоцентрик назар и ян и н г тўғрили-  
гини, тўлиқ математик ҳи собл аш  методини и ш л аб  чиқди  
ва исботлади.

Кеплер (1571 — 1630) ,  Галилео Г ал ил ей  (1 5 6 4 —  
1642) ,  И са а к  Ньютон (1643— 1727) иш лари классик  
механика қонунларини кашф қилиб, с и с т е м а га  киритди  
ва улар ал оҳи да  қонунлар ш аклида эъ л о н  қилинди.  
Чет эл л ар даги  Иван Б ернулли (1 6 6 7 — 17 4 8 ) ,  Д а н и и л  
Бернулли (1 7 0 0 — 1782),  Д а л а м б е р  ( 1 7 1 7 — 1 7 8 3 ) ,  Л а г 
р анж  (1 7 3 6 — 1813),  Ш аль (17.33— 1880) ,  Вариньон  
(1 6 5 4 — 1722)т  П у а н с о  (1777— 1859) ва б о ш қ а  шу каби  
олим ларнинг иш лари м еханиканинг р и в ож л ан и ш и га  
катта таъсир қилди. Ш у ж у м л а д а н ,  Р о с с и я  Ф ан л ар  
А к адем и яси даги  Л е о н а р д о  Э йлернинг ( 1 7 0 7 — 1783)  
механика соҳасидаги  иш лари ҳам, ш у б ҳ а с и з ,  м ехани-  
кани асословчн пойдевор  вазиф асини б а ж а р д и ,  д еб  ай-  
тиш мумкин. М. В. О строградский, П ,  Л .  Ч ебиш ев,  
К- Э. Циолковский, И. В. М еш черский ва бош қа бир  
неча олим лар нинг хи зм ат л ар и  ҳам м еханиканинг ри- 
вож л ан и ш и да  ж у д а  муҳим аҳамият к а сб  этди .  Айниқса,
Н. Е. Ж уковский , С. А. Чаплигин1, С. П. К ор ол евл ар -  
нинг қилган иш лари ги др оаэр оди н ам и к а  с о ҳ а с и д а ,  кос
монавтика соҳасида  беб а ҳ о д и р .

Учинчи давр м а х су с  ва умумий н и сбийл ик  назар ия-  
сининг асосий ғояларини иш лаб чиқиш би л ан  бош л а-  
нади ва ҳозирги д а в р д а  механика қ он унлар ининг қул-  
ланилиш и билан узвий боғл ан ади. Е рнинг сунъий йўл-  
дош ларини  учириш , космик кем ал арни  ясаш  ва у билан  
парвоз этиш, Ой сиртига қўндириш , М а р с  ва Плутон  
сапёрал арнга  яцинлаш иш  ва ул ар н и н г  фотосуратини  
олиш, космик к ем а л а р д а н  ф ой дал ан и б  Е р даги  қазилма  
бойликларининг картогр ам м ал арини  тузи ш , косм онав
тика ю туқларини қиш лоқ хў ж а л и ги  ва  т и б б и ё т д а  қўл-  
лаш  каби  муҳим хал қ  х ў ж а л и к  м а с а л а л а р и н и  ечиш да



м еханика қонунлари ва қоидалари асосий аҳам иятга  
эга эканлигини т аъ к и дласак ,  ҳеч м у бол аға  бўлм айди .

Ҳар қандай ж а р а ён  ёки ҳоднсанинг а соси да  ҳара-  
кат ётганлиги учун м еханика қонунлари бар ча  т аби ат  
ҳод и са  ва  ж а р а ён л а р и г а  тегиш лидир ҳ а м д а  шу  
билан  бирга, м еханика бар ча  ҳозирги зам он  техни-  
касининг асосий илм.ий б а заси  б ўл и б  хи зм ат  қи- 
лади.



I қ и с м. СТАТИКА

I Б О Б .  ҚАТТИҚ ЖИСМ СТАТИКАСИ

1-§. Статиканинг масалаларн ва асосий тушунчаларн

С та т и к а  м е х а н и к а н и н г  қ а т ти қ  ж и с м г а  т а ъ с и р  э т а -  
ёт г а н  к уч л ар  си ст ем а си н и  б о ш қ а  эк в и в а л е н т  с и с т е м а -  
л а р г а  ай л ан т и р и ш  м е т о д л а р и н и  ва к у ч л а р  с и с т е м а с и -  
н ин г т а ъ си р и  о ст и д а  ж и с м н и н г  м у в о з а н а т д а  б ў л и ш  
ш а р т л а р и н и  ў р г а н а д и г а н  б ў л и м и д и р .

Қ а т ти к  ж и см  ст а т и ст и к а си н и н г  м а зм у н и н и  қ у й и д а ги  
и к к и та а со си й  м а с а л а  т а ш к и л  эт а д и :

1 . Б ер и л га н  к уч л ар  с и ст ем а си н и  б о ш қ а  э к в и в а л е н т  
б ў л г а н  с о д д а р о қ  ёк и  қ у л а й р о қ  к у ч л а р  с и с т е м а с и  б и л а н  
а л м а ш т н р и ш . Б у в а қ т д а  ж и с м г а  т а ъ с и р  э т а д и г а н  ҳ а м -  
м а к у ч л а р  м а ъ л у м  д е б  ҳ и с о б л а н а д и  ва ш у м а ъ л у м  к уч -  
л а р н и  б о ш қ а  к уч л ар  си с т е м а с и  б и л а н  қ а н д а й  қ и л и б  
а л м а ш т н р и ш  м ум к и н л и ги  ў р г а н и л а д и .

2. К у ч л а р  си ст ем а си н и н г  т а ъ си р и  о с т и д а  н у қ т а  ёки  
ж и с м н и н г  м у в о з а н а т д а  б ў л и ш  ш а р т л а р и н и  а н и қ л а ш .  
Б у н д а  ж и с м  ёки н у қ т а  м у в о з а н а т д а  э к а н л и г и  о л д и н д а н  
м а ъ л у м  д е б  о л и н а д и . А н а  ш у н д а й  м у в о з а н а т  ҳ о л а т и  
м а в ж у д  бўл п ш п  уч ун  ж и см  ёки н у қ т а г а  т а ъ с и р  э т а д и 
ган  к уч л ар  қ а н д а й  м у в о з а н а т  ш а р т л а р и н и  б а ж а р и ш и  
л о зи м л н г и  а н и к л а н а д н . Б у  м у в о з а н а т  ш а р т л а р и  ж и с м  
ёк и  н у қ т а г а  қ ўй и л га н  к у ч л а р  о р а с и д а г и  боғл ан и и Ў л ар н н  
б е л г и л а й д и . К у ч л а р  о р а с и д а г и  б о ғ л а н и ш л а р н и  и ф о д а -  
л а н д н г а н  м у в о за н а т  т е н г л а м а л а р и  кўп  ҳ о л л а р д а  н о м а ъ -  
лу.м к уч л ар н и  а н и қ л а ш г а  и м к он  б е р а д и .

С т а т и к а н и  у р г а н н ш д а н  о л д и н  а с о с и й  м е х а н и к  т у -  
ш у н ч а л а р н и  а н и қ л а б  ол и ш  л о зи м . Нуқта, нуқталар  
си ст е м а си ,  ж исм ,  куч, к у ч л а р  системаси, эквивален т  ва  
м увозанат лаш т ирувчи  к у ч л а р ,  тенг таъсир этцвчи куч ,  
ички  ҳа м д а  ташқи к у ч л а р  в а  б о ш қ а  т у ш у н ч а л а р  с т а 
т и к а н и н г  асоси й  т у ш у н ч а л а р и  ҳ и с о б л а н а д и .

У л ч а м л а р и  м а ъ л у м  ш а р о и т д а  ҳ и с о б г а  о л и н м а й д и -  
ган  ж и с м  м оддий нуқта  ёки  нуқта д е й и л а д и . Т а ъ к и д -  
л а й м и зк и , н у қ т ан и н г  ф а қ а т  ў л ч а м л а р и  ҳ и с о б г а  о л и н -  
м а й д и , а м м о  у н и н г  м а с с а с и , эн е р г и я с и  ва б о ш қ а  к ат-  
т а л и к л а р и  бор  ҳ а м д а  б о ш қ а  ж и с м л а р г а  т а ъ с и р  этиш



қобилияти м а в ж у д ,д^б қаралади. М асалан, Ер ва бош- 
қа планеталарнинг Қуёш атрофида ҳаракат  қонунла- 
рини ўрганнш вақтида уларнинг ўлчамларн ҳисобга 
олннмаслиги мумкин. Планеталарнинг ўлчамларн Қу- 
ёшгача бўлган масофага нисбатан ж уда ҳам кнчик 
бўлгани учун планеталарни нуқта деб ҳисоблайдилар. 
Эркин тушаётган жисмни ҳам айрим ҳолларда нуқта 
деб ҳисоблаш мумкин.

Ҳар бир нуқтанинг вазияти ва ҳаракати бошқа нуқ- 
таларнинг вазияти ҳамда ҳаракатига боғлиқ бўлган 
нуқталар тўплами нуқталар системаси ёки механик сис
тема дейилади.

Исталган нуқталари орасидаги масофалар ўзгармас- 
дан қоладиган ж исм лар абсолют қаттиқ жисм ёки қат- 
тиқ жисм дейилади. Қаттиқ жисмни деформациялан- 
майди, деб ф араз қилайлик. Бундай ф араз  кўпчилик 
ҳолларда жисмга таъсир этувчи кучларнинг мувозанат 
шартларини ўрганиш масалаларини анча ойдинлашти- 
ради. Бироқ, реал ж исмларда ҳар доим деформация 
мавжуд бўлади, 'шунга қарамай абсолют қаттиқ жисм
нинг мувозанат шартларини, тегишли қўшимчалар 
киритиш билан реал деформацияланувчи ж исмлар учун 
ҳам қўллаш мумкин.

Қаттиқ жисм тинч ҳолатини сақлаши ёки ҳаракатда 
бўлиши мумкин. Шу ҳолатлар кинематик ҳолатлар 
дейилади. Ж исм  ёки нуқтани маълум кинематик ҳо- 
латда бўлиши таъсир этадиган кучга боғлиқдир.

Ж исмлар ўзаро таъсирининг миқдори ва йўнали- 
шини ифодалайдиган катталик куч дейилади.

Куч учта элемент билан характерланади: сон қий-
мати (модули), йўнали- 

^  ши ва қўйилиш нуқтаси 
билан; куч вектор билан
тасвирланади (1 -р асм ) .  
АВ  кесма учала элемент- 
ни ифодалаиди: А нуқта 
кучнинг қўиилнш нуқта- 
си бўлади. М аълум масш- 
табда ■ олинган АВ  кес- 
манинг узунлиги кучнинг 
модулидир. АВ  кесма- 
нинг охирига қўйилган 
стрелка кучнинг йўнали-

1- раем. шини ифодалаиди. Ғ\



куч ётган тўғри чизиқ кучнинг таъсир чизиғи дейилади. 
Куч динамометр билан ўлчанади. СИ системасида куч бир- 
лиги қилиб Ньютон, қисқача Н қабул қилинган.

Ж исмга таъсир қиладиган кучлар тўплами кучлар  
системаси дейилади. Жисмни бир хил кинематик ҳолат- 
ларга келтирадиган кучлар системаси эквивалент куч
лар системаси дейилади. Кучлар системасининг т а ъ 
сирига эквивалент бўлган куч, тенг таъсир этувчи куч 
дейилади. Модули тенг таъсир этувчи кучга тенг, 
йўналиши тенг таъсир этувчига тескари йўналган куч
мувозанатлаштирувчи куч деб аталади (1-расмдаги Ғг — 
куч).

М аълум кинематик ҳолатда бўлган қаттиқ жисмга 
таъсир этиб, уни шу ҳолатдан чиқармайдиган кучлар 
системаси ўзаро мувозанатлаштирувчи кучлар систе
маси деб аталади.

Механик системага таъсир этувчи кучлар икки гу- 
руҳга бўлинади: ички ва ташқи кучлар.

Қ араладиган  механик системани ташкил этган нуқ- 
талар (ёки жисмлар) орасидаги ўзаро таъсир этувчи 
кучлар ички кучлар  дейилади.

Берилган системага тегишли бўлмаган ташқи жисм- 
ларнинг системага таъсир қиладиган кучлари таилқи 
кучлар  деб айтилади. Ана шу таш қи кучлар таъсири 
остида бўлган абсолют қаттиқ жисмнинг мувозанат 
шартларини ўрганиш статиканинг асосий масаласидир.

2- §. Статика аксиомалари

Статика масалаларини ечиш қуйидаги статика ак- 
сиомаларига асосланади:

1. Узаро мувозанатлаштирувчи кучлар таъсири ос
тида нуқта (жисм) тинч ёки тўғри чизиқли текис' ҳа- 
ракат хрлатида булади. (Инерция қонуни.)

2. Қаттиқ жисмга қўйилГан иккита куч модуллари 
бир-бирига тенг ва бир тўғри чизиқда ётиб, қарам а- 
қарши йўналган бўлгандагина ўзаро мувозанатлаш ти
рувчи куч бўлади. 2- расмда Ғ Ғ 2 ва Ғ г, Ғ 4 кучлар 
ўзаро мувозанатлаштирувчи кучлардир.

3. Қаттиқ жисмга таъсир этадиган кучлар система- 
сига ўзаро мувозанатлаштирувчи кучлар системаси 
қўшилса ёки айр"илса кучлар системасининг жисмга 
таъсири ўзгармайди (3 -р асм ) .  Агар жисм Ғ\, Ғ2, F3t



F 4 к уч л ар  т а ъ с и р и  о с т и д а  м а ъ л у м  к и н ем а т и к  ҳ о л а т д а  
(тинч ёки ҳ а р а к а т д а )  б ў л с а , у  ў з а р о  м у в о з а н а т л а ш т и 
рувчи к у ч л а р  Q 1, Q 2, қ ў ш и л г а н д а  ёк и  о л и н г а н д а  ҳ а м  
ав в ал ги  к и н ем а т и к  ҳ о л а т и н и  с а қ л а й д и . М у в о з а н а т л а ш 
ти рувчи  к у ч л а р  Q 1, <?2 с и ст ем а си  н о л га  эк в и в а л е н т  
б ў л га н  с и с т е м а  х а м  д е й и л а д и  ва (Q i, Q2 ) ^ 0  д е б  б е л 
г и л а н а д и . У чинчи а к с и о м а д а н  ф о й д а л а н и б , қ у й и д а ги  
т ео р е м а н и  и с б о т л а й м и з .

Теорема. К уч н и н г  қ ў й и л и ш  нуқтаси таъсир чизиғи  
б ў й л а б  исталган нуқтага к ў ч и р и л г а н д а  у н и н г  қаттиқ 
жисмга таъсири  (қ а т т и қ  ж и см н и н г  к и н ем а т и к  ҳ о л а т и )  
ўзгарм айди .

Теоремани исботлаш  учун  қаттиқ ж исм нинг А  нуқтаси- 
га Ғ  куч қўйилган, д еб  фараз қиламиз (4- раем). Ғ  кучи- 
нинг таъсир чизиғида ётган В  нуқтасида Ғ", Ғ "  м увоза
натлаш тирувчи, нолга эквивалент кучларни қўш ам из. Ғ'  ва 
Ғ "  кучларни ш ундай танлаймизки, уларнинг м одуллари Ғ
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кучга тенг бўлсин. Учинчи ак- 
сном ага асосан , м увозанатлаш 
тирувчи Ғ, Ғ "  кучларни олиб 
таш лаш  мумкин. Н ати ж ада  ж и см 
н ин г В  ну^тасига қўйилган  
фақат Ғ '  куч қ ол ди . Б у  Ғ '  куч
нинг м одули Ғ  га тенг, йўна- 
лиши эса  Ғ  нинг йуналиш и би
лан бир хил. Д ем ак , Ғ  куч А 
нуқтадан В  ' нук,тага кўчирилди  
ва теорема исбот б ў л д и .

4 . Ж исм нинг исталган нуқ- 
тасига қўйилган ўзар о  кесиш ув- 
чн иккита кучнинг тенг таъсир



Эгувчиси R  нинг қўйилиш 
нуқтаси ўша ну^тага қўйил- 
ган бўлиб, R  нинг модули 
шу кучлардан тузилган парал- 
лелограммнинг диагонали ор- 
қали ифодаланади (5- расм).

Ғ j ва Ғ2 кучлар А нуқта- 
га таъсир этса, уларнинг тенг 
таъсир этувчиси R  қуйидаги- 
ча ёзилиши физика курсидан
маълум R =  Fl +  Ғ2.

Тенг таъсир этувчи куч R 5 -раем!
нинг модули эса косинуслар 
теоремасига асосан қуйидагича ҳисобланади:

R =  У F'\ +  Ғ\ +  2 F l Ғ2 cos a .  (2.L)

Бу ерда Ғ х ва Ғ2 куч орасидаги бурчак a  бўлади. (2.1) 
дан a  =  90° бўлса, R =  \ /  F\ +  Ғ22 \ a  =  0° бўлса, R =  
=  Ғ х +  Ғ2; a  =  180° бўлса, R =  Ғг — Ғ2 бўлади.

Масалан, Ғ х =  3 Н, Ғг =  4 Н ва- a  =  90° бўлса, R  =  
=  5 Н  бўлади. a  =  0° бўлганда R =  7 Н  ва a  =  180° бўл- 
ганда R =  1 Н бўлади.

R кучнинг модули ва йўналишини (2.1) формуладан 
фойдаланмасдан маълум масштабга риоя қилиб чизиш йўли 
билан ҳам аниқлаш мумкин. Лекин кучлар сони кўп бўлса, 
у ҳолда R ни ҳисоблаш йўли билан юпиш осондир. Агар 
Fv Ғ2, Ғ3, . . . , Ғп куч жисмга таъсир этса, олдин бирин
чи Ft ва F2 кучларнинг тенг таъсир этувчилари 2 ни то- 
памиз, кейин хосил бўлган R { 2 билан F3 нинг тенг таъсир 
этувчиси R { 2 j ни топамиз ва ҳоказо, шундай ҳисоблашни 
давом эттириб, охирида R ] 2 г1_ 1 билан Fn нинг тенг таъ
сир этувчиси R топилади. Тенг таъсир этувчи куч R ни 
синуслар теоремасига асосланиб ҳам топиш мумкин.

5. Таъсир ва акс таъсирнинг тенглик аксиомаси. 
Ҳар қандай таъсирга сон жиҳатдан тенг ва йўналиши 
қарама-қарши бўлган акс таъсир мавжуддир. (Нью- 
тоннинг III  қонуни.)

Бу аксиомадан икки жисм ўзаро таъсир кучлари- 
нинг модуллари бир-бирига тенг, бир тўғри чизиқда 
ётган ва йўналишлари ҳамма вақт қарам а-қарш и бу
лади, деган хулоса келиб чиқади. Д ем ак , табиатда бир



томонлама кучлар, яъни ф ақ ат  таъсир ёки ф ақат  акс 
таъсир бўлган ҳоллар бўлмайди. Аксинча, ҳамма вақт 
таъсир бўлган жойда акс таъсир этувчи куч ҳам мав
жуд бўлади. Таъсир ва акс таъсир этувчи кучлар бош- 
қа-бошқа жисмларга таъсир этади, шунинг учун бу 
таъсир ва акс таъсир этувчи кучлар мувозанатлаш ти
рувчи кучлар бўлмайди. М асалан, агар А жисм В 
жисмга таъсир этса ( 6 - раем), В жисм А жисмга акс 
таъсир этади. ҒАВ куч таъсир этувчи бўлса, ҒВА куч акс 
таъсир этувчи куч бўлади. Қуёшни Ернинг тортиши таъсир 
этувчи куч, Ерни Қуёш томонидан тортиш кучи эса акс 
таъсир этувчи куч бўлади ва ҳоказо.

6. Деформацияланувчи жисм қотиш ваҳтида муво- 
занатннинг сақлаш аксиомаси. Деформацияланувчи  
жисмга қўйилган кучларнинг мувоэанати жисм кот- 
ганда ҳам сақланади.

ғ  А В

17)

AB© в Ғг

6- раем.
6)

7- раем.

Аксиомадан абсолют қаттиқ жисмнинг мувозанат 
ш артлари жисм деформацияланган ҳол учун ҳам сақ- 
ланади, деган хулоса келиб чиқади. Лекин бу мувозанат 
шартлари деформацияланувчи жисмлар учун ф ақат  
зарурий шарт бўлади, аммо етарли эмас. Мисол, қат- 
тиқ жисм АВ  га қўйилган, ва кучлар мувозанатда 
бўлиши учун уларнинг модуллари тенг, йўналиши қара- 
ма-қарши ва бир тўғри чизиқда ётган бўлиши керак 
(7- а, б  р а е м ) .

3-§. Боғланиш ва боғланиш реакциялари

Исталган вақтда исталган томонга ҳаракатланади- 
ган жисм эркин жисм дейилади. Одатда, жисмнинг ҳа- 
ракатн бмрон-бир йўиалшида бошқа жисмлар томопи- 
дан чекланган бўлади ва жисм эркин бўлмай қолади. 
Бундай жисмлар эркин бўлмаган жисмлар дейилади. 
Ж исмларнинг ҳаракатига чек қўядиган бошқа жисм-



лар  боғланишлар  дейилади. Боғланиш лар билан ҳара- 
кати чекланган қаттиқ жисмлар эркин бўлмаган қат- 
тиқ жисмлар деб айтилади.

Эркин бўлмаган қаттиқ жисмга таъсир этадиган 
кучларни актив кучлар ва реакция кучларига аж рати- 
лади.

Богланишларнинг жисмга механик таъсирларини 
ифодалайдиган кучлар реакция кучлари  деб айтилади. 
Демак, реал жисмлар доимо боғланишлар таъсирида 
булади в'а у эркин бўлмаган жисм ҳисобланади. Лекин 
кўпчилик ҳолларда эркин бўлмаган қаттиқ жисм эркин 
жисм деб қаралади. Бунинг учун механиканинг жисм- 
ларни боғланишлардан озод этиш ттринципидан фойда
ланилади. Бу принцип қуйидагидан ц0орат; эркин бўл-i 
маган каттиқ жисмни ҳам актив кучлар, ҳам боғланиш- 
лар рекциялари таъсирида бўлган эркин жисм деб цараш 
мумкин. Бунинг учун қаттиқ жисмга таъсир этадиган 
боғланиш реакциялари реакция кучлари билан алмаш- 
тирилади ва эркин бўлмаган жисмга актив кучлар ва 
яна реакция кучлар қўйилган деб, бу жисм эркин жисм 
деб қаралади.

Реакция кучлари элемент- 
ларини (қуйилиш нуқтаси, 
модули ва йўналиши) аниқ- m m m  
лаш статиканинг асосий маса- ^  !. V
лалари  бўлиб ҳисобланади.
Масалан, ипнинг А нуқтасига 
■осилган Р  оғирликдаги жисм 
( 8 - а  раем) учун Р актив куч 
бўлиб, шарга қўйилган бу куч 
ипни тортади. Ип эса В нуқ- Р' 
тада N реакция кучи хосил 
қилади. Бу реакция кучининг а) б>
модули Р кучга тенг бўлиб, 
нўналиши Р га қарама-қарш и 8-раем,
йўналган (8 - 6  раем.)

Ш ундай қилиб, жисмга актив куч Р ва реакция 
кучи N қўйилган деб, уни эркин жисм деб ҳисоблаш 
мумкин. Бу вақтда реакция кучининг В қўйилиши 
нуқтаси, Р  модули ва-йўналиш и Р га тескари йўнал- 
ган булади.

Реакция кучининг йўналиши қуйидагича аниқланади: 
агар иккита ўзаро перпендикуляр ҳ ар акат  йўналиш- 
лари бўлса-ю, бу йўналишларнинг бирига жисм силжи-
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9- раем.

шига боғланишлар халал бермаса; иккинчи йўналишда 
жисм силжишига боғланишлар тўсқинлнк қилса, реак
ция кучлари тўсқинлик йўналишига тескари йўналган 
бўлади.

Ҳ ақиқатан  ҳам, 8 - расмда боғланишлар жисмнинг 
вертикал пастга йўналишда силжишга тўсқинлик ки
лади, шунинг учун N реакция кучи боғланишлар тўс- 
қинлиги йўналишига тескари, яъни вертикал юқорига 
йўналгандир. Худди шундай сабаб  туфаили 9- раемда- 
ги ҳоллар учун N3, N , N u N / ,  N 2' ва Nt  боғланиш лар 
йўналишларида бўлади. 9- а расмда реакция кучининг 
ҳамма элементлари маълум, бироқ 9- б, в  расмларда 
эса реакция кучларининг иккитадан элементлари: қўйи-



л и ш  н у қ т а л а р и  ва й ў н а л и ш л а р и  м а ъ л у м  б ў л и б , у л а р ,  
нинг м о д у л л а р и  н о м а ъ л у м д и р . Р е а к ц и я  к уч и н и н г  қ ў й и -  
л и ш  н у қ т а си  м а ъ л у м  б ў л и б , у л а р н и н г  й ў н а л и ш и  в а  
м о д у л и  н о м а ъ л у м  б ў л г а н  ҳ о л  м а в ж у д  ( 9 - г р а е м ) .

Ш а р н и р л и  қ ў з ғ а л м а с  т ая н ч  ( 1 0 - р а е м ) В  б а л к а н и  
и л г а р и л а н м а  ҳ а р а к а т и г а  т ў си қ  қ ў я д и , л ек и н  ш а р н и р -  
нинг О н у қ т а с и д а н  ў т а д и г а н  ўқ и  а т р о ф и д а  а й л а н и ш и  
м ум к и н . Б у  ҳ о л д а  р еа к ц и я  к у ч л а р и  ш а р н и р н и н г  о б о й -  
м а га  т еги б  т у р г а н  н у қ т а си д а н  ва ш а р н и р  м а р к а зи  О  
н у қ т а д а н  ў т а д и  ( 1 1 - р а е м ) . Ш а р л и  ш а р н и р  ва п о д п я т -  
н п к л а р д а гн  р еа к ц и я  к уч л а р и н и  ф а к а т  қ ўй н л н ш  н у к т а -
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12- раем.

си ги н а  м а ъ л у м  б ў л а д и  ( 1 2 - а, б  р а е м ) .  Б у  ҳ о л л а р д а  
р еа к ц и я  к у ч л а р и н и н г  т а ш к и л  эт ув ч и  п р о ек ц и я л а р и  о р -  
қ ал и  и ф о д а л а н а д и . К уч  п р о ек ц и я л а р и н и  т о п г а н д а н  ке- 
нин N  м о д у л л а р и  ва й ў н а л и ш л а р и  а п и қ л а н а д и . Б ун и н г  
у ч у н  к ўп ч и л и к  ҳ о л л а р д а  д е к а р т  к о о р д и н а т а  с и с т е м а -  
с и д а н  ф о й д а л а н и л а д и . Б у н д а й  ҳ о л л а р  9 — 1 2 -р а с м д а  
т а с в и р л а н г а н .

Ҳ а р  х и л  к о н ст р у к ц и я л а р н и  ҳ и с о б л а ш  в а қ т и д а  т а ш -  
қи к у ч л а р  б и л а н  б и р г а  ички к уч л ар н и  ҳ а м  ҳ и со б л а ш . 
л о зи м  б ў л а д и . Б у  ички к уч л ар н и  ҳ и с о б л а ш  к еси ш  м ет о д и  
б и л а н  а н и қ л а н а д и . Б у  м е т о д  қ у й и д а г и д а н  и б о р а т .

А В  стер ж еннинг икки учига уни чўзувчи /Г1 ва Ғ , к уч 
лар таъсир этсин ( 1 3 - раем). С терж енни қисувчи ички к уч 
лар топилсин. Бунинг учун А В  стерж енни D D X текислик  
билан фикран кесамиз ва A D  қисмини (13-6  раем) а лохи  да  
аж ратиб чизамиз. D B  қолган қисми бўлсин. С терж еннинг  
A D  қисмига иккита куч таъсир қилади: Ғ г —  ташқи куч ва 
стерж ен ь. DB  қисмининг таъсирини иф одаловчи ички



13- раем.

зўриқиш  кучи. Статиканинг иккинчи аксиомасидан м аъл ум - 
ки, Ғ j ва 5 j  куч ўзаро мувозанатлаш тирувчи кучлардир. 
Ички кучлар S x стерж еннинг A D  қисмига нисбатан ташқи  
куч бўл и б  ҳисобланади. Х удди  ш ундай айтиш м ум кинки, 
стерж еннинг D B  қисмига / а кучдан ташқари яна A D  қис- 
мининг таъсирини ифодаловчи ички зўриқиш  кучи S 2 ( 1 3 - 6  
раем) таъсир қилади.

Ш ундай  қилиб, агар стерж енга чўэувчи Ғ х ва Ғ а куч 
(1 3 -е , г раем) таъсир этса, стерж ен ва S 2 реакция к у ч 
лар ҳоеил  қилади. Б у  S j  ва S 2 реакция кучлар ст ер ж ен 
нинг ўқи бўйлаб ва унинг охирларидан ичкарига қараб й ў-  
налган ва м одуллари Ғ и Ғ 2 кучларга тенг бўлади. Ташқи  
кучлар F t  ва Ғ г стерж енни қисганда ва 5 ,  реакция  
кучлар Flt F 2 м одулларга тенг, стер ж ен  ўқи бўй л аб  унинг  
охирги нуқталарига қараб йўналган ( 1 3 - г раем).



4-§ . Яқинлашувчи кучлар ва уларни қўшиш

Таъсир чизиқлари бир нуқтада кесишадиган кучлар 
яқинлашувчи кучлар  дейилади. Қуёш билан планета
ларнинг ўзаро таъсир кучлари Қуёш марказида кеси- 
шади. Ер билан бошқа планеталар, Қуёш ва Ойнинг 
ўзаро таъсир кучлари Ер марказида кесишади. Ана 
шу кучлар яқинлашувчи кучлар бўлади (1 4 -раем ).  
Ф араз қилайлик, жисмга FUF2, . . Ғ„ кучлар систе
маси таъсир этаётган бўлсин. Бу кучлар яқинлашувчи 
бўлиб, О нуқтада кесишсин. Бу кучларнинг тенг т а ъ 
сир этувчисини топиш яқинлашувчи кучларни қўшиш 
бўлади. Кучларни қўшишни статиканинг 4- аксиома- 
сига асосланиб бажарамиз. Аввал иккита Ғ и Ғ2 кучни 
қўшайлик, кейин уч кучни ва ниҳоят п та яқинлашувчи 
кучни қўшишни кўриб чиқайлик.

14-раем. 15-раем.

I. Иккита яқинлашувчи кучларни қўшиш. Ft ва Ft
куч ҳамда уларнинг кесишиш нуқтаси А ва кучлар ораси
даги бурчак а  маълум. Бу кучларнинг 2 тенг таъсир 
этувчиси топилсин. Маълумки, 4-аксиомага асосан бу куч- 
лардан параллелограмм тузиш керак (15-раем). Fl2 ни 
қўйилиш пуқтаси А бўлиб, унинг модули параллелограмм 
диагоналининг узунлигига, яъни АС га тенг. Худди шун
дай хулосага кучлар учбурчаги тузиш нули билан ҳам ке- 
лиш мумкин. Бунинг учун Ғ , кучнинг охирига Ғ3 кучни 
(албатта маълум масштабга асосланган ҳолда) ўз- ўзига па-



раллел қилиб кўчирамнз ва Ғ 2 кучнинг охири (С  нуқта) 
билан Ғ i  кучнинг қўйилиш  нуқтаси (А  нуқта) ни туташ - 
тирамиз. Н атиж ада кучлар учбурчаги ҳосил бўлади. Б у  уч- 
бурчакнинг А С  томони Ғ , 2 га тенг эканлиги равшандир.

Т енг таъсир этувчи F t 2 кучнинг йўналиш и кучлар уч 
бурчаги контурининг айланиш  йўналиш ига тескари йўналган  
бўлади, яъни С  нуқтадан А  нуқтага эмас, балки А  дан С 
га йўналгандир (15-р асм га қаранг). Ғ [2 нинг модулинй (2 .1 )  
ф орм уладан ф ойдаланиб ҳисоблаш  мумкин.

К учлар учбурчагндан фон- 
даланиб, тескари масалани, 
яъни берилган F , 2 кучни таш
кил этувчи Ғ , ва Ғ 2 кучлар-
га ажратиш  мумкин ( 1 6 - раем). 
Ҳақиқатан ҳам , F , 2 куч
нинг таъсир чизиқлари А 1В 1 
ва A XD X бўлган Fl ҳамда Ғ ъ 
кучларга ажратиш  уч ун  Ғ [ 2 

куч м одули ҳамда а  ва р 
бурчакларн маълум бўл са  ки- 
ф оядир.

16-расм даги  A A iB lC i уч ун  синуслар теоремасига асосан  
қуйидагиларни ёзиш  мумкин:

16- раем.

Ғо 1,2

sin р Jin a  sin [180 — (a — P)]

sin  [1 8 0  — (a  +  P)] =  Sin (a  +  P) бўлганлиги уч ун

sin P
sin (a + p )

a  =  P =  45°;

1.2 ’
sin a  

sin (a+P)
F,1.2

F, 2 =  10 H бўлганда,

учун  бе- 
--------Л .

Ғ х =  Ғ 2 =  7 ,0 7  Н бўл ади .

2 . Яқинлаш увчи кучлар системасини қўшиш  
рилган /■'(, Ғ2, . . .  , Ғ а кучлар системаси Л (, А 2, 
нуқталарда таъсир этади деб , фараз қилайлик. Б у  кучлар
нинг таъсир чизиқларннипг кесиш ган нуқтаси О бўлсин . 
К учлар систем аси F2, . . . , Ғ п нинг тенг таъсир этув- 
чнеи R  ни аниқлаш  учун ( 1 7 - раем) О нуқтадаги Ғ х куч  
охирига Ғ я кучни ўзига ўзини параллел қилиб қўям из. 
ҚеГиш Ғ 3 куч векторини охирига Ғ 3 куч векторини ўзи га  
•ўэини параллел қилиб қўям из ва қолган кучларни ҳам  ш у



тарзда қўйиб чиқамиз.
Ниҳоят Ғп- 1 куч векто- 
рининг охирига Ғп куч- 
нн қўямиз.Агар Ғп куч 
охири билан О нуқтани 
туташтирсак, ёпиқ куч
лар кўпбурчаги ҳосил 
бўлади. Шу кучлар кўп- 
бурчагининг ёпувчиси 
тенг таъсир этувчи R 
кучга тенг бў.пади. Тенг 
таъсир этувчи R кучни 
қўйилиши О  нуқтада, мо- 1 7 - р а е м ,

дули кўпбурчакни ёпув-
чи чизицнинг узунлнгига. йўналиши эса кучлар кўпбур- 
чаги контурининг Ғ х йўналиши бўйича айланишига тескари 
(О нуцтадан Ғп ни охирига қараб) йўналгандир. Шундай 
қилиб, тенг таъсир этувчи кучнинг йўналиши кучлар кўп- 
бурчаги контурининг биринчи куч йўналиши бўйлаб айла- 
ниб ўтгандаги йўналишига тескари йўналган. Шунга асо
сан R тенг таъсир этувчи куч Ft, F2, . . .  , Ғп ташкил 
этувчи кучларнинг геометрик йиғиндисига тенг, яъни

* = 7 , + ? 2 +  . . .  + 7̂  2 ^ -  (4Л
г*=1

Агар яқннлашувчи кучлар ҳар хил текнеликларда 
жойлашган бўлса, у ҳолда ҳам кучлар учбурчаги ёки 
кучлар кўпбурчаги қ-оидасидан фойдаланиш мумкин. 
Лекин '&у ҳолда фазовий кучлар кўпбурчагини чизиш 
анча қийин. Шунинг учун кучлар кўпбурчагини чизиш 
йўли билан уларнинг тенг таъсир этувчисини аниқлаш 
усулини бир текисликда ётган кучлар учун фойда
ланиш қулайроқдир. Фазовий кучлар учун R  ни ҳисоб- 
лаш йўли билан, масалан, (1) формула ёрдамида то- 
пилади.

Агар қаттиқ жисмга бир текисликда ётмаган 3 та 
яқинлашувчи куч қўйилган бўлса, уларнинг тенг т а ъ 
сир этувчиси кучлар таъсир чизиқларининг кесишган 
нуқтасида қўйилган бўлиб, у кучлардан тузилган па
раллелепипед диагонали орқали ифодаланади.

Ҳақиқатан ҳам, 18-расмда жисмнинг А нуқтасига Flt 
Ғ 2 ва Ғ3 куч таъсир этаётган бўлсин. Бу ҳолда тенг таъ
сир этувчи кучни топиш учун олдин, масалан, Ғ3 ва Ға



ни қўшганда ABCN парал
лелограмм ҳоеил бўлади 
ва бу параллелвграммнинг 
АС диагонали Ғ2 ва Ғ3 
кучларнинг Ғ2 3 тенг таъсир 
этувчисини ифодалайди. Ҳо- 
сил бўлган куч Ғ 2 3 билан 
Ғ, ни қўшганда ACDE 
параллелограмм ҳосил бў- 
лади ва бу параллело- 
граммнинг диагонали AD

18- раем.

эса F2 j билан Ғ { нинг тенг таъсир этувчиси R ни тас-

вирлайди. Шундай қипиб, R =  AD =  +  Ғ2 +  Ғ3 ни 
ҳосил қиламиз. Шу тарзда фазодаги 3 та кучни қўшиш 
қоидаси кучлар параллелопипеди қоидаси дейилади.

5-§. Яқинлаштирувчи кучларнинг мувозанат шартлари

Кучлар кўпбурчаги ёпиқ бўлса, яъни уларнинг тенг 
таъсир этувчиси нолга тенг бўлган ҳолларда, яқинлашувчи 
кучлар мувозанатда бўлади.

Ҳақиқатан ҳам, агар қаттиқ жисмга Fv Fr  . . . , Fn 
кучлар таъсир этганда (19-раем), жисм мувозанатда бўлса, 
кучлар кўпбурчаги ёпиқ бўлади. Кучлар кўпбурчаги ёпиқ 
бўлганда уларнинг геометрик йиғиндиси нолга тенг бўли-
шини биламиз, яъни 19-расмда Ғ\ + Ғ 2 +  Ғ3 +  ҒА + Ғ 6 = 0 .

Агар а та куч таъ
сир этса, R =  Ғ, + Ғ 2 +

+  . . . +  Ғ п =  0  б ў л и ш и  

р а в ш а н д и р .  О х и р г и  и ф о д а -  
н и  қ у й и д а г и ч а  ё з а м и з :  .

п

19- расы.

Агар учта яқинлашув- 
чи кучлар м увозанатлаш 
тирувчи кучлар бўлса, 
улардан тузилган кучлар



учбурчаги ёпиқ булади (20 -раем). М аълумки, текислик 
ва фаэода жойлашган яқинлашувчи кучларнинг муво
занатда бўлиш шартлари бир хил. Лекин масалаларни 
график усулида (чизиш йўли билан) ечиш, олдинги
4- § да айтганимиздек, текисликда ётувчи кучлар учун 
ишлатилади. Ф азодаги кучларни график усулда ечиш 
анча мураккабликларга олиб келгани учун кўп ишла- 
тилмайди.

Т е о р е м а . Б и р -б и р и га  п а р а л л е л  б ў л м а г а н  бир  текис
л и к д а  ётувчи учта ў за р о  м увозанат лаш т ирувчи  к у ч л а р  
б и р  нуқтада кесиш ади , я ъ н и  я қ и н л а и г у в ч и  к уч ла р д и р .

20-раем. 21-раем.

Қаттиқ жисмга F,, F 2 ва Ғя куч таъсир этсин (21- раем) 
ва бу кучларни ўзаро мувозанатлаштирувчи кучлар деб қа- 
райлик. Ғ 1 ва Ғг кучнн О нуқтага кўчириб, параллелограмм 
қоидасига асосан уларни цўшайлик. Натижада Ғ х ва Ғ2 ни 
ўрнига уларнинг Ғ, 2 тенг таъсир этувчисини ҳосил қила- 
миз. Энди фақат иккита Ғ3 ва Ғ п  куч қолади. Шартга 
асосан булар ўзаро мувозанатлаштирувчи кучлардир. Ўзаро 
мувозанатлаштирувчи /■] _2 , Ғ3 кучлар эса бир тўғри чизиқ- 
да ётиши ва модуллари бир-бирига тенг бўлиши керак. 
Демак, Ғ3 куч ҳам О нуқтадан ўтади. Шундай қилиб, уча- 
ла Flt F2, F3 куч ҳақиқатан ҳам бир нуқта (О нуқта) да 
кесишади ва теорема исбот қилиндн.

Ю қорида айтилганларга асосланиб, яқинлашувчи 
кучлар таъсирида бўлган қаттиқ жисмнинг мувозанат
да ' бўлишига оид ҳар қандай масалани ечиш учун 
қуйидаги режани тавсия этамиз:

1. Узаро мувозанатлаштирувчи кучлар системаси



таъсирида бўлган қаттиқ
С жисм (нуқта) ни яққол қи- 

либ кўрсатиш.
2. Ж исмга таъсир этув

чи ҳамма актив (берила- 
диган) кучларни кўрсатиш.

22- расм.

'В  - V v f
Р

3. Боғланиш лардан озод 
этиш принципига асосланиб, 
боғланишларнинг жисмга 
таъсирини тегишли куч
лар — боғланиш реакциялари
билан алмаштнриш.

4. Ҳосил қилинган кучлар системасига мос бўлган 
мувозанат ш артлари (тенгламалари)ни ишлатиш.

5. И зланадиган катталикларнинг мувозанат шарт
лари (тенгламалари) дан фойдаланиб аниқлаш.

1-мисол. (2.19*). Оғирлиги 6 кН бўлган бир жинсли 
О шар ўзаро перпендпкуляр бўлгап АВ  ва ВС  текис- 
ликларга 'тиралиб турибди. ВС  текисликни горизонт 
билан 60° бурчак ташкил этади деб олиб, шарнинг АВ  
'ва  ВС  текисликларига берадиган босим кучи аниқлан- 
син (22- расм).

Е ч и ш .  М асалани юқоридаги реж а асосида ечай- 
лик.

1. Кучлар мувозанати ш арда содир булади. Шунинг 
учун аж ратиладиган  жисм О шардир.

2. Ш арга таъсир этадиган актив куч, шарнинг оғир- 
лиги Р  га тенг.

3. Фикран шарни боғланишлардан аж ратам из, боғ- 
ланиш таъсирини уларнинг реакция кучлари билан 
алмаштирамиз. О шар учун АВ  ва ВС  қия текислик- 
лар  боғланишлар бўлади. АВ  текисликнинг реакция 
кучи D  нуқтага, ВС текисликнинг реакция кучи Е  нуқта- 
га қўйилган. Шу реакция кучлари ND ва N Е нинг модуллари 
текисликларга берадиган босим кучларига тенг бўлиб, улар- 
га нисбатан тескари йўналгандир. Шундай қилиб, Nи ва 
N Е реакция кучларидир.

4. О шарга фақатгина учта Р, ND ва NE кўч ^ўйилган 
(ишқаланиш ва бошқа кучларни таъсир этмайди, деб фараз 
этамиз). Бу кучлар системаси учун мувозанат шартининг

* Қавс ичидаги сон И. В. Мешчерскийнинг «Назарий механнкадан 
масалалар тўпламн» китобидаги масаланннг номери, 33- нашр, М., 1973.



кучлари учбурчагидан фойдаланамиз. 23- 
расмда кучлар учбурчаги кўрсатилган. 
Ихтиёрий О нуқтада Р кучини ўзига 
ўзини параллел қилиб ўтказамиз. Кейнн 
Р нинг охири А нуқтага ND кучини 
ўзига ўзини параллел қилнб ўтказган- 
дан кейин, ана шу ND охирида N Е ни 
ўзига ўзини параллел қилиб ўтказамиз. 
N e нинг охири 0  нуқтада бўлади. На- 
тижада кучлар учбурчаги ОАВ ни ҳо- 
сил қиламиэ. Бу учбурчак бурчаклари 
60°, 90°, 30° эканлигини пай- 
Қаш қийин эмас. Бу учбур- 
чакдан синуслар теоремасига 
асосланиб, қуйидагиларни ёза- 
миз:

23- расм.

N r N ,

sin 60° sin 30' sin 90°

sin 90° =  1

бўлгани учун қуйидаги иккита 
тенгламадан изланаётган кат- 
таликларнн топамиз:

Nd =  Р sin 60° =  5,2 кН; Ne =  Р  sin 30° =  3 кН.

Ne ва ND реакция кучлари ва Р  нинг қийматларини масш
таб билан (бурчакларини ҳисобга олган ҳолда) қўйиб чиқ- 
сак, ҳақиқатан ҳам ёпнқ учбурчак ҳосил бўлади ва шун
дай чиқсагина масала тўғри ечилган бўлади. А В ва ВС те- 
кисликларга берадиган босим кучлари (22-расмга қаранг) 
штрихларда кўрсатилган. Бу босим кучлари —3 ва —5,2кН 
га тенг.

2-мнсол. Краннинг В нуқтасига 100 Н оғнрлнкдаги 
юк қўйилган (24- расм). АВ  ва ВС стерженларнинг реакция 
кучлари топилсин. (Бу масала муста^ил ечиш учун.)

Жаво5и\  577 Н. — 1154 Н

6- §. Кучнинг ўқдаги ва текисликдаги проекцияси

Жисмга қўйилган куч векторини, кўпгина ҳолларда,
ўқлардаги проекциялари орқали ифодалаш га тўғри 
келади.



Кучнинг бирор ўқдаги проещиясининг модули деб, 
куч 'вектори кесмасининг боши ва охиридан ўққй ту~ 
ширилган перпендикуляр чизиқлар орасидаги кесма 
узцнлигига айтилади.

М и со л  уч ун  Ғ к уч н и н г Ох ў қ и д а г и  п р оек ц и я си н и  
т о п а й л и к . Б у н и н г  уч ун  Ғ кучн и н г б о ш и  А ва о х и р и  В 
н у қ т а л а р н д а н  ОХ ў қ и га  Аа ва ВЬ п ер п ен ди к ул яр н ы  
т у ш и р а м и з (2 5 - а  р а с м ) .  П е р п е н д и к у л я р л а р  ОХ ўқи- 
н ин г а ва b н у қ т а с и д а  к еси ш си н . А н а  ш у  а ва Ь о р а -

25- расм.

сидаги масофани ab кесма ҳосил қилади. Б у  ab кесм ага Ғ  
кучнинг X  ўқидаги проекцияси д е б  айтилади ва Ғ х  би
лан белгиланади. Расмдан кўринадики,

FX =  F- cos а .  (6 .1 )

( 6 . 1 ) га а с о с а н  к уч н и н г м а ъ л у м  ў қ д а г и  п р о ек ц и я си  
куч м о д у л и н и  куч й ў н а л и ш и  б и л а н  ўқ н и н г  м у с б а т  й ў н а -  
лиш и о р а с и д а г и  б у р ч а к  к о си н у си га  б ў л г а н  к ў п а й т м а си г а  
тенг, деган  хул оса  келиб чиқади. (6 .1 ) дан 0 <  а  <-■. 90° 
бўлганда, Ғ х >  0  бўлади; 903 <  а  <  270° бўлганда, Ғ х  <  0 
бўл ади ва ниҳоят а  =  90°, 270э бўлган да, Ғ х =  0 бўл ади . 
Д ем ак , куч_’ўқнинг м усбат йўналиши билан бир хи л  йўнал- 
ган бўл са , унинг проекцияси м усбат, акс ҳолда манфий ва 
ниҳоят, ўққа перпендикуляр бўл са , к уч  проекцияси нолга  
тенг бўлади.

К уч н и н г  б и р о р  т ек и сл и к д а г и  п р о ек ц и я си  д е б ,  ун и н г  
б ош н  ва о х и р и д а н  ш у т ек и сл и к к а  т у ш и р и л га н  п ер п ен -  
д п к у л я р  ч и зи ^ л а р  о р а с и д а г и  у зу н л и г и н и  и ф о д а л о в ч и  
векторга айтилади. А гар Ғ  ни O X Y  текислигидаги проек
циясини Ғ  д е б  белгиласак, 25 - б  расмдан кўринадики



Fxy= F -  cos 0,

Ғх =  Ғ sin ф =  Ғ - sin ф • cos 0, 

Ғу =  Ғху cos ф =  Ғ cos ф- cos 0.

(6.2)

(6.3)

(6.4)

проекцияси Ғ вектор 
катталик эканлиги рав- 
шан. Бу вектор Ғ куч 
Ғ  модулини OXY  те- 
кислиги билан ташкил 
этган бурчак косинусига 
бўлган кўпайтмасига’бўлган
тенг.

Ихтиёрий Ғ  кўч х, 26- расм.
у, г ўқлари билан те-
гишли а , р, у бурчаклар ташкил этсин. Бу Ғ кучнинг X,  
Y,  Z ўқларидагн проекцияларини (26- расм) (6.1) га асосан 
қуйидагича ёзамиз:

Декарт координата системасида Ғх, Ғ , Ғг ўзаро пер
пендикуляр бўлганликлари учун (4-§ даги 18-расмга ^а- 
ранг) Ғ кучнинг модули қуйидагича топилади:

Ғ кучнинг йўналиши Ғ билан X,  Ғ билан Y ва Ғ  би
лан Z ўқлари орасидаги бурчаклар орқали, яъни а ,  р, у 
орь^али топилади. Агар X, У, Z ўқлардаги бирлик вектор-
ларни тегишли i, j, k билан ифодаласак, бу ҳолда к,уйи- 
дагини ёзиш мумкин:

Бу, яъни (6.7.) ифода Ғ  кучининг координата ўқларидаги 
Ғх, Ғ , Ғ г ташкил этувчилар орқали ифодалайдиган форму- 
ласидир.

Куч проекциясига тегишли йўналиш берсак, куч компо- 
нентаси (ташкил этувчиси) ни ҳосил қиламиз. Куч проек
цияси скаляр катталик, аммо куч компонентаси вектор кат- 
таликдир.

Ғ  куч векторининг компонентлари Ғх, Ғу ва Ғ г дир.

(6.5)

(6 .6)

F = F x i +  Fy j +  Ғг k. (6.7)



еки

Fx = F x - i

5 = ^ 1
~Fz =  F _ k

F =  F + F U +  f . (6.9)

F куч векторининг йўналиши a ,  (3, у  бурчак^орқали то- 
пилиши ва бу бурчаклар Ғ  билан k, Ғ  билан i ва Ғ  би- 

■—►
лан / ораларидаги тегишли бурчакларига тенглигини ҳи- 
собга олсак, қуйидагиларни ёзиш мумкин:

co s a  =  cos (F, i ) =  - f ,
Г

cos p =  cos (F, j  ) =

cos y =  cos (Ғ, k ) =  — .
F

(6.10)

(6.10) тенгламалар йўналтирувчи косинусларни топиш 
формулалари дейилади. Бу тенгламалардан- a ,  р, у  бурчак 
топилади.

Шундай қилиб, Ғ кучнинг Ft, F Fz проекциялари ва

ҒХ' Ғу' Ғг компонентлари аниқланди ва аксинча Ғх, Ғу, Ғг 
маълум бўлганда Ғ  куч векторининг модули ва йўналиши- 
ни аниклаш равшан бўлди.

7-§. Яқинлашувчи кучлар системасининг мувозанат 
шартларини шу кучлар проекциялари орқали 

тасвирлаш

Агар Ғ,, Ғ 2, . . . , Ғп яқинлашувчи кучлар системаси 
берилган бўлса, бу. кучларнинг тенг таъсир этувчиси (4.1) 
формула оркали топилиши маълум. Фараз цилайлик, F t 
кучнинг х, у , г ўк^аридаги проекциялари FXi, F , FZi бўл- 
снн, F 2 кучнинг проекциялари F t , F , Ғг ва ҳоказо Ғп 
кучнинг проекциялари Ғпх, Ғ  ва Ғпг бўлсин. Шундай қи- 
либ, кучлар системаси X  ўқда Ғ [х, Ғ2х, Ғ3х, . . . , Ғпх, Y 
ўқда Ғ [у, Ғ2у.............Fny ва Z ўқда F u , F2z, . . . , Ғгп



проекцияларга эга бўлсин. К учл ар  системасининг тенг т а ъ 
сир этувчиси Ғ  ни X , Y ,  1  ўқлардаги проекциялари Ғ х, 
Ғу,  Fz ўша ўқдаги  кучларннг проекцияларининг алгебраик  
йиғиндисига тенг:

Ғх =  ғ \х +  Fi х +  +

Ғ у = Ғ\ у + Ғ 2у +

Ғ г = Ғ 1г +  Ғ 2г +

i =  l 
n

+ ғ  = V f . ,
п у  ^  i y '  

1=1

+ ғ ғ. .
1 п г

ғ.
1 = 1

(7 .1 )

Равш анки, F lx, Ғ.2х...............Fnx кучларнинг ҳаммаси фа-
қат X  ўқда ётади. Ш унинг учун булар бир-биридан ишо- 
ралари билан фарц қилиши мумкин. А гар б у  кучларнинг  
йўналишлари X  ў^ининг м усбат томонига йўналган бўл са , 
м усбат ишора. билан, X  ўқининг манфий томонига йўналган  
бўл са , манфий ишора билан олинади. Х у дд и  ш ундай қоида- 
дан Y  ва Z ўк.ларидаги куч проекциялари у ч у н  ҳам ф о й 
даланилади.

(7 . 1) га асосан п  та кучдан тузилган системани ж ам и  
учта куч Ғ х, Ғ у ва Ғ2 билан алмаштирдик. Б у  учта куч, 
яъни Ғ х, Ғ  , Ғ г ўзаро перпендикуляр йўналиш ларда бўл -  
гани учун (6 .6 ) га асосан тенг таъсир этувчи куч:

F = V f l + F “, +  f ‘, ~ ^ Д Г “)
(7 .2 )

К у ч л а р  с и ст ем а си  ў з а р о  м у в о з а н а т л а ш т и р у в ч и  б ў л -  
са , 5 - §  га а с о с а н  б у  к у ч л а р н и н г  т ен г  т а ъ с и р  этув ч и си  
Ғ =  0  б ў л а д и . О х и р ги  ш а р т , яъ н и  Ғ  =  0  б а ж а р и л и ш и  
у ч у н  (7 .2 ) и ф о д а н и н г  ў н г  т о м о н и д а г и  к в а д р а т  и л д и з  
о с т и д а г и  ҳ а р  б и р  ҳ а д  а л о ҳ и д а -а л о ҳ и д а  н о л г а  т ен г  б у -  
л и ш и  л о зи м :

»=Г 
п
У ғ ,

/=  1 
П

(7 .3 )



Бу (7.3) тенгламалар системаси яқинлашувчи куч
лар  системаси мувозанатининг зарурий ш артлари 
дейилади. Бу тенгламалардан  фойдаланиб, яқинлашув- 
чи кучлар системасининг мувозанатига дойр масала
лар  ечилади. Бундай масалаларни т е н г л а м а л а р • сони 
билан номаълумлар сони тенг бўлса ечиш мумкин. 
Шундай метод билан масалалар  ечиш аналитик метод 
дейилади.

М асалани ечиш учун тузилган мувозанат тенглама- 
лари сони билан номаълумлар сони тенг бўлса, 
статик аниқ масалалар  дейилади. Агар шу тенглик 
баж арилмаса, номаълумлар сони муввзанат тенглама- 
лари сонидан кўп бўлса, статик аниқмас масалалар  
дейилади (бундай масалалар, айниқса, материаллар 
қаршилиги курсида кўрилади).

Агар кучлар системаси текисликда, масалан, ОХУ 
текислигида ётган бўлса, бу ҳолда иккита мувозанат 
тенгламалари ҳосил қилинади:

"" I (7.4.)
Уғ.  =  о. I

‘У I
i= i I

М асалаларни (7.4) ёрдами билан ечганимизда но
маълумлар сони иккита бўлиши лозим. Ниҳоят, кучлар 
ф ақат  битта тўғри чизиқ, масалан, X  ўқида ётган бўл- 
са, фақат  битта тенглама

1=1

З-мисол. (6.5) 2 7 - расмдаги В нуқтада АВ стержен 
шарнирли маҳкамланган. CADE текислиги горизонтал, V ва 
W текислик лари вертикал деб қабул цилинган. Агар АВ =  
=  145 см, АС  =  80 см, ЛО =  60 см бўлса, АВ  стержен- 
нинг А нуқтасида оғирлиги Q =  42 кН юк осилган бўлса, 
АВ стерженга ва АС ҳамда AD занжирларга (АС ва AD 
стерженларни занжирлар дейилади) бериладиган зўриқишлар 
қанча бўлади?

Е ч и ш:  А ну^тани координата боши қилиб қабул қила- 
миз (координата боши қилиб, таъсир чизиқлари мумкин ца-



27- расм.

дар купрок, кесишадиган нуқтани қабул  қилиш масалалари- 
ни ечишда сезиларлн қулайликлар туғдиради). А В , A D  ва 
АС  га бериладиган зўриқишларни тегиш ли Т  в , T D, Т с  р е 
акция -кучлариТбнлап алмаштнрамнз.

Реакция кучи Т в  ни ўқлардаги проекциялари Т в х , Т ву  
ва T BZ :бўлснн. Т в пи O X Y  даги проекцияси Т BXY ни 
ь \А В А х дан топсак, ^уйидагича бўлади:

твху =  тв '  cos Р- (О

D lB A 1 ва А В Е  учбурчакдан қуйидагиларни ҳосил қила- 
миз:

Т вх  =  T BXY s in  а  =  Т В s in  а  • co s  р . (2 )

Т ву  =  T BXY cos а  =  Т В cos а  • co s р . (3)

T BZ =  TB . Cos (9 0 — р). (4)

2 7 - расмдан ф ойдаланиб, T b , Т с , T d ва Q кучларнинг 
проекцияларини топиб қуйидаги ж адвалга ёзамиз:



К у ч л а р F i x Fiy P i z

Т в Т в  sin а  ■ cos р Т д  COS а  • COS Р Т в  cos (90—Р)

Те 0 - Т с 0

Т о - т в О 0

Q 0 0 — Q

Жадвалдаги 2,3 ва 4 - устундаги куч проекцияларини 
қўшиб, қуйидаги мувозанат тенгламаларини ҳосил қиламиз:

Т в sin a  cos р — TD =  0. (5)

Т в  cos a  cos р — Т с =  0. (6)

Т в cos (90 — Р) — Q =  0. (7)

ДАЕВ дан:

„ АЕ V A D 1- D E i п - 0cos Р = -----=  ----------------  =  072.
1 АВ АВ

\ A D E  дан:
AD  -  с D E  _ 0sin а  = -----=  0,6, cos а  = ------ =  0,8.
АЕ А Е

Тригонометрик функциялар цийматини вa, Q  ни (5), (6), 
(7) га қўямиз:

0,42 T B - T D =  0,

0,56 Т в — Тс =  0,

0,7 Тв  — 42 =  0.

Охирги тенгламалардан

Т в =  —  =  58 кН.
3 0,72

TD =  — 0,56 Т в =  — 32 кН.

Тс =  — 0,42 Т в =  — 24 кН.

Зўриқиш кучларииинг йўналиши реакция кучла"рига нис
батан тескари йўналган бўлади.



4-мисол. (6.15) Уч оёқли 
ABCD таянчиқнинг В учига оғир- 
лиги 10 кН бўлган Р юк осилган.
Таянчиқ оёқчаларининг узунликла- 
ри бир хил бўлиб, горизонтал пол
га маҳкамланган ва бир- бирлари 
билан бир хил бурчакларни ташкил 
этади. Агар ABCD таянчиқ оёқча- 
ларининг ҳар бирини вертикал чи- 
зиқ билан 30° бурчак ташкил эт- 
гани маълум бўлса, уларнинг ҳар 
бирида берилади ган зўриқишлар 
топилсин (28- расм).
>• Е ч и ш .  Масалани ечиш учун В нуқтани координата бо
ши қилиб оламиз. Боғланишларни реакция кучлари билан 
алмаштирамиз. Маълумки, оёқчаларда зўрнқнш кучлари ҳо- 
сил бўлади. Бу зўриқишларни 5 Ь S 2 ва S 3 реакция кучла
ри билан алмаштирамнз ва Z. NOC =  60° Z. CtOC =  30° 
эканлигини ҳисобга олиб, кучлар проекцияларини топиб, 
қуйидаги жадвалга ёзамиз. Мувозанат тенгламаларини то- 
пиш учун 2-жадвалдан 2, 3 ва 4 - устунларини қўшиб, ало- 
ҳида- алоҳнда нолга тенглаштирамиз.

28- расм.

2 - ж а д в а л

Ғ,х Fiy FiZ

р 0 0 — P

Sx — Sj cosJ 60 —Sj cos 30° cos 60' S t sin 60°

S2 — Sj cos'J 60 —Sa cos 30 cos 60° S 2 sin 60°

5 , Ss cos 60 0 S 3 sin 60°

2- жадвалнинг тўртинчи устунидан:
(Si +  S 2 +  5 3) sin 60° — Р =  0 ни ҳосил қиламиз.

Масала шартига кўра, =  S 2 =  S 3 — S  эканлигини ҳисоб- 
га олсак, охирги тенгламадан қуйидаги натижага келамиз:

5  = -----Р— ~  =  3,85 кН.
3 sin 60°



29- расм.

нинг Т таранглик кучлари т< 
Жавоб: S =  — 141 Н, Т =

5- мисол. Оғирлиги 
100 кН бўлган юк горизонт 
билан 45° бурчак ташкил 
этиб, А нуқтага шарнирли 
маҳкамланган АО ричаг ва 
иккита бир хил узунлик- 
даги СО ва ВО горизонтал 
занжирлар билан тинч ҳо- 
латда турибди. Агар 
Z. СВО =  /L ВСО =  45° деб 
олинса, ричагдаги зўри- 
қиш кучи 5  ва занжирлар- 

шилсин (29- расм).
71 Н.

I I I  БОБ.  ПАРАЛЛЕЛ ВА ЖУФТ КУЧЛАР

8-§. Параллел кучлар ва уларнинг тенг таъсир 
этувчисини аниқлаш

Таъсир чизиқлари бир- бирига параллел бўлган кучлар 
параллел кучлар системаси дейилади. Параллел кучларни 
қўшиш деб, уларнинг тенг таъсир этувчисини аниқлашга 
айтилади.

1. Иккита ўзаро параллел ва бир томонга йўналган Ғг 
ва Ғ2 кучларнинг Fl2 тенг таъсир этувчисини топайлик.



Ғх ва Ғ2 кучлар жисмнинг А ва В нуқталарига қўйилган 
бўлсин (30-расм). Кучларнинг тенг таъсир этувчисининг 
у-1та элемента: қўйилиш нуқтаси, модули ва йўналишини 
топамиз. Бунинг учун Л ва В нуқталарга Tv Т2 мувоза- 
натлаштирувчн кучлар системасини қўшамиэ. Натижада А 
нуқтага Fl ва 7 \ кучлар, В нуқтага Ғ2 ва Т2 кучлар таъ
сир зтади. Fv  Т, ва Ғг, Т2 кучларнинг тенг таъсир этув- 
чилари Ғи ва Ғ22 ни параллелограмм қоидасига асосан то
памиз. f u  ва F22 кучни таъсир чизиқлари бўйлаб D нуцта 
билан кесишгунча кўчирамиз. D нуқтада Fu  ва Ғг2 куч- 
ларнн Ғ!, 7 \ ва Ғ2, Т2 кучларга ажратиб, Tv Тг мувоза- 
натлаштирувчи кучлар системасини айирамиз. Бу ҳолда, Tlt 
Т2 ни ташлаб юборнлганда, D нуқтада бир тўғри чизнқда 
ётган ва йўналишлари бир хил бўлган, фақат Ғ, ва Ғ% 
кучларигина қолади. Бу кучларнинг тенг таъсир этувчиси 
уларнинг арифметик йиғиндисига тенг эканлиги кўриниб ту- 
рибди:

R =  F1 +  Fi. (8.1.)
Бу тенг таъсир этувчи R кучнинг қўйилиш нуцта- 

сини таъсир чизиги бўйлаб D нуқтадан С нуқтага кў- 
чирампз. С нукта R пинг қўиилиш нуцтаси бўлиб, R 
нинг йўналиши Ғ i ва F2 кучлар томонига йўналгандир. 
Ана шу С нуктани, яъни тенг таъсир этувчинннг қўйи- 
лиш нуқтасинн АВ кесманинг қаерида жойлашгаилиги- 
ни топайлик.

Расмдаги д  DDVCX ва д  ACD ҳамда д  DC2D2 ва 
д  CDB ўхшашлигидан қуйидагиларни ёзишимиз мумкин:

J i .  г » • F* . - Тг
DC AC DC СВ'

Биринчи тенгламанинг иккала томонини иккинчи тенг- 
ламанинг иккала томонига бўламиз. Н атиж ада

= —  (8 .2 .)
F2 АС

ҳосил булади. Бу (8.2)' ифодадан: иккита бир хил 
йўналган параллел кучлар тенг таъсир этувчисининг 
қўйилиш нуқтаси кучлар орасидаги масофани шундай 
бўлакларга ажратадики, бу бўлаклар нисбати кучлар 
нисбатига тескари пропорционал бўлади, деган хулоса- 
га келамиз.

Агар Fl ва F2 куч йўналишлари бир-бирига қарама- 
қарши бўлса, тенг таъсир этувчи R нинг модули кучлар 
айирмасига тенг бўлиб, катта куч томон йўналган бўлади:



R нинг қўйилиш нуқтасини аниқлаш учун (8.2) ни 
қуйидагича ёзамиз:

Ғг _ Ft 
ВС AC

ёки пропорциянинг маълум хоссасига асосан 
f i  +  f i  _  R ғг Ft 

ВС + АС АВ ВС AC '
Fj ва F2 антипарал

лел бўлса, охирги ифо- 
дадаги R =  Ғг — Ғ2 бў- 
лади. Бу ҳолда тенг 
таъсир этузчи нучи R 
нинг қўйилиш пуқтаси 
С катта кучнинг қўйи- 
лиш нуқтасндан ташқа- 
рида AB чизиғининг да- 
юмида, А ва В нуқта- 
ларга кўйилган кучлар- 
га тескари пропорцио- 
нал масофаларда бўлади

AC _  _fa АС ВС _ АВ 
ВС ~  h\ Ғ л ~  Fj, ~  R

2. Тенг таъсщр этувчи кучнинг кўГшлиш нуктасн  
бирон қўзғалмас нуқтага нисбатан, масалан, декарт 
координата системасини бошига нисбатан, радиус век
тор орқали ифодалайлик. Радиус векторни эркин век
тор бўлган кучдан фарқи шундаки, радиус векторнинг 
қўйилиш  нуқтаси ҳамма вақт координата бош н д а  бў-  
лади.

Ғ j ва Ғ2 ни тенг таъсир этувчиси Ft 2  ни қўйилиш нук,- 
таси С ни ифодаловчи г, 2 радиус векторни топайлик (32- 
расм). Расмдаги д  ОАС ва д  ОСВ дан

г 12 =  г , — А С .  (8.3)

Г1,2= Г 2 +  СВ- (8-4)
(8.3) ва (8.4) дан АС ва СВ ни топиб (8.2) га қўя- 

миз:

(31- расм):



К

32- расм.

Г2 rl ~ r1.2 Ft + F 2
(8.5) формула орқали С нуқтани ифодаловчи радиус 

вектори аниқланади. Тенг таъсир этувчи куч модули
(8.1) асосан

3. Энди параллел кучлар системаси Ғ,, Ғ2, . . . , Ғп 
берилган бўлсин. Уларнинг тенг таъсир этувчисининг қўйи- 
лиш нуқтасини ифодаловчи г радиус векторини топайлик, 
Олдин учта куч учун г| 23 ни топамиз. Ғх ва Ғ2 ни Fl2 
билан алмащтирганимиз учун Ғ,, Ғ2, Ғ3 учта кучнинг ўр- 
нига иккита FU2 ва F3 куч билан иш кўриш мумкин. Бу- 
ларни Fl2 ва F3 нинг тенг таъсир этувчиси модули Ғ, 2 3
(8.1) га асосан топилади:

F li2 з ни қўйилиш нуқтасини ифодаловчи г, 2 3 радиус 
векторни (32-расмга қаранг) (8.5) га асосланиб қуйидагича 
ёзиш мумкин:

ёки (8.5) ни ҳисобга олсак,



F i~ h  F2 -h F3
Ннҳоят, кучлар системаси учун ёзадиган бўлсак, юқо- 

ридагига асосланиб, ифодалар қуйидагича бўлишини пай- 
қаш қийин эмас:

г = Г̂1 ' /~1 +  ^2, / 2~Ь • • •  Ғ „ ■ Гп

Т{ -72 +  . . .  + Г п

^ F i - f t
1 = 1 ____________

п

S ' *

(8.6)

Бу ердаги ифоданинг махражи кучлар системасининг 
тенг таъсир этувчисини ифодалаиди, яъни

*  =  2 ? ,- (8.7)
1=1

Агар куч векторини F =  F ■ и шаклда ёзиб ( и — куч йў-
налишидаги бирлик вектор), (8.6) ифодага қўйсак, и лар 
қисқаради ва қуйидаги ифода ҳосил бўлади:

г =
2  Fi ri 
Ы1______

п

S ' *(=1

(8.8)

Радиус-векторлар г ва г. ни проекциялари орқали ифода- 
ланиши мумкинлигини ҳисобга олиб, (8.8) ни X, Y, Z ўқ- 
ларидаги проекцияларини олсак, қуйидагини ҳосил қиламиз:

xi
Xc =

£=[

п

S  ^  г,
Z , =  i=i---------

n



Тенг таъсир этувчи кучнинг С қўйилиш нуқтасн парал
лел кучлар маркази дейилади. Шу С нуқтанинг координа- 
талари X c, Y cZc (-8.9) билан ҳисобланади. (8.9) дан X i Yi Zl 
лар i — куч F. нинг қўйилиш нуқтасининг координаталари- 
дир. (8.8) ёки (8.9) да бир томонда йўналган кучлар ишо- 
раси мусбат деб олинса, шу мусбат ишорали кучларга тес
кари йўналганларининг ишорасини манфий деб олинади.

9-§. Қаттиқ жисмларнинг огирлик марказини 
аниқлаш

Оғирлик кучининг қўйилиш нуқтаси оғирлик маркази 
дейилади. Ана шу оғирлик маркаэининг координаталари хс, 
ус ва гс ни топайлик. Қаттиц жисм фикран дЯ ,, д Р2, . . . , 
ДРп элементар бўлакпарга ажратилади (33-расм). Бу эле- 
ментар бўлакларнинг оғнрликларининг йўналиши Ернинг 
марказита қараб йўналгандир. Кўриладиган жисмнинг ўл- 
чамлари Ернинг радиу- 
сига нисбатан жуда ҳам 
кичик бўлгани учун 
жисмэгаллаган ҳажмдаги 
фазода ҳамма элементар 
бўлакларнинг оғирлик 
кучлари йўналишини 
бир-бирига параллел деб 
қараш мумкин. Шунинг 
учун дЯ ,, &Р,2, . . .  , дРп 
оғирлик кучлариии бир 
томонга йўналган парал
лел кучлар деб ҳисоб-
лаймиз. Бу ҳолда жисм- 33-расм.
нинг оғнрлик марказини
параллел кучлар маркази деб олиш мумкин ва 8- § даги
(8.9) формулага асосан қуйидагиларни ёзамиз:

1=1

/=1

Ус

У1
!_1______

i-=l -

Zr =
£ д  Р{ 2
i=l_____

i=l



Бунда фикран ажратилган i элемелтнинг оғирлиги ДР, 
оғирлик марказининг координаталари xr yt ва г. билан бел- 
гиланган. Бутун қаттиқ жисмнинг оғирлик марказининг 
координаталари эса хс, ус, zc билан белгиланган.

Агар / элементнинг зичлиги р; ҳажми д1Л ва шу эле
мент жойлашган фазодаги эркин тушиш тезланиши gi бўл- 
са, унинг дРг оғирлигини қуйидагича ёзилиши ўрта мактаб 
физикасидан маълум:

д Р .^ р ^ .д У ,.. (9.2)

9.2) ни (9.1) га қўйиб қуйидагиларни ҳосил қиламчз:
П \

2  p.- Si Al/. Ki
Xr = i=l

Z, =

2  p.- gi
i= !

2  Pi Si ±V; УI  

_i= 1____________

2 P i f t  AV',. 
i=l 
Л

2 Pi S i  & v c Z,.
t=l___________

n
2 p /  ^  AV'i 

i= l

(9.3)

Амалда масалалар ечиш вақтида жисмнинг ҳамма эле
ментлари учун (9.3) ифодадаги gi бир хил қийматга эга 
деб қаралади. Бу ҳолда (9.3) формулада g  қатнашмайди, 
чунки сурат ва махражлар g  га қисқаради.

10-§. Бир жинсли оддий ва мураккаб шаклдаги 
текис фигураларнинг оғирлик марказларини 

аниқлаш

Қаттиқ жисм бир жинсли бўлса, унинг ҳамма жойида 
зичлик р, бир хил цийматига эга бўлади ва (9.3) формула- 
даги рг ни қисқартириш мумкин. Натижада (9.3) соддала- 
шади:



У с  =

2 ^ , -  
1= I______

SAV/i=i

2 AVi Vi /=-1______

S ^ Ii=I

Zr
2 AV/ zt 
1=1______

i-1
Агар қаттиқ жисм ҳамма жойининг қалинлиги бир хил 

бўлнб, масалан, у пластина шаклида бўлса, бундай жисм
лар текис фигуралар дейилади. Текис фигурани фикран 
д5,, ДS2, . . . , д5п элементар юзларга ажратайлик. Шу 
юзлардан i нинг юз бирлигидаги оғирлиги w бўлса, унинг 
огирлнги ДPi =  w-ASj бўладн. APt ни (9.1) га қўйсак, те
кис фигураларнинг оғирлик маркази ксюрдинаталари учун 
қуйидаги формулаларни ҳосил қиламиз: (w катталиги (9.1) 
нинг сурат ва махражида қисқаради):

=

Ус  =

2 Д$’/ xi 
i=j______

i=i

2 Л5<- у Ii=i
п

V as(
i= i

г.'
t=i______

П
V A S,.
1=1

(Ю.2)

*= I '
Текис фигурани ташкил қилган элементар (оэларни те- 

гншли ўқгача бўлган масофага кўпайтмаларининг йиғинди-



си текис фигурани ўша ўққа нисбатан статик моменти 
дейилади. <10.2) формуладаги ва У д Si y i ифода
юзларини X ва У ўқларига нисбатан статик моментларидир.
(10.2) нинг махражи ^,Д5( текис фигуранинг тўлиқ юзидир.

Қаттиқ жисмнинг маълум бир бўлаги фикран кесиб
олинганда ҳам унинг огирлик марказини юқоридаги 
формулалар ёрдамида аниқланади. Ф ақат бу ҳолда 
кесиб олинган қисм оғирлиги ёки юзи манфнй деб қа- 
ралади. Бундай усул билан жисм оғирлик марказининг 
ноординаталарини аниқланишига манфий массалар 
ёки юзлар усуллари дейилади. Бу ҳолда (10.1) ва
(10.2) формуладаги фикран кесиб олинган ҳажм, юз 
ёки узунликлар манфий ишора билан олинади. Агар 
бир жинсли қаттиқ жисм симметрия ўцнга ёки текпс- 
лигига эга бўлса, унинг огирлик маркази шу симметрия 
ўқи ёки текислиги устида жойлашган бўлади. М асалан, 
вал, диск ёки доиранинг огирлик маркази уларнинг 
марказидан ўтадиган ўқнинг устида бўлади. Шарнинг 
оғирлик маркази унинг марказидан ўтадиган ўқ устида 
жойлашган.

Агар жисмнинг кўндаланг кесим юзи бир хил бўлиб, 
унинг узунлик бирлигидаги оғирлик кучи Ғ. доимий бўлса, 
жисмнинг фақат узунлиги ўзгарувчан бўладн. Бу ҳолда /. 
узунликдаги чизиқ оғирлиги Р =  Ft I  бўлади. Жисмни
фикран д д l2............дln элементар узунлик учун дР. =
=  Ғ(а1( бўлади. Агар дР. ни (9.1) га қўйсак цуйидаги 
ифода ҳосил бўлади:



Ус  = (Ю.4)

(10.3) формул^ орқали чизиқнииг оғирлик м арка
зининг координаталари топилади.

Қаттиқ жисм фикран элементар бўлакларга ажра- 
тилгаида, бу бўлаклар чексиз кичик ва узлуксиз бўл- 
са, оғирлик марказларинииг коордииаталарини (10.1)—.
(10.3) формулалардаги суммаларнинг урнига интеграл 
белгилари қўйилади. Масалан, чизиқ оғирлик м арка
зининг координаталарини ифодаловчи (10.3) форму- 
лалари жойига қуйидагиларни ёзиш мумкин:

f xdl
хс = - 7—

f di

f ydl
J di

f zdl
2  с =  :------------

r di
Ушбу (10.4) ни қўлланишига оид мисол келтирамиз. Ра- 

диусннинг марказий бурчаги 2d га тенг бўлган АЪ айлана 
ёйининг оғирлик маркази
нинг координаталари то- 
пилсин. Агар X  ўқини ай
лана маркази ва А  В  ёйи
нинг ўртасидан ўтказсак,
ОХ ўқи симметрия ўқи бў- 
лади (34- расм). Демак, ёй- 
нинг оғирлик маркази А' 
ўқи устида бўлади. AB 
ёйни фикран M v  A l.,, . . . .

34- расм.Д/„ элементар узунликлар- 
га ажратамиз. д/. — эле- 
ментга мос келувчи марказий бурчак Дср(. бўлсин. Расмдан 
dl =  Rdq> ва xt =  R cos ф(. эканлиги кўриниб турибди. Шу
нинг учун (10.4) ни биринчи формуласидан фойдаланамиз:

хс =
f xdi f R cos ф Rd ф

Ui к
_  sin a  — sin (— a) 

a  — (—a)

=  R
Sin ф 

Ф

еки



sin a  n 
Xr  =  -------- A*

Параллелограмм оғирлик маркази диагоналларининг ке- 
сишган нуцтасида, дойра огирлик маркази диаметрларининг 
кесишиш нуқтасида, учбурчак оғирлик маркази меридиана- 
ларининг кесишган нуқтасида бўлади. Радиуси R марказий 
бупчаги 2а булган дойра секторининг оғирлик маркази дои-

2 п  sin а ,
pa марказидан симметрия ўқи бўиича — /с — масофада

бўлади.

ЮкН F6-20xHf~\

DK f
J

f2 = J j -  Ь '  F3 °
-5  4 0  -- !5 -20

35- расм.

5-мисол (3.9). Уэунли- 
ги 5 м, оғнрлиги 20 кН 
бўлган AB стерженнинг A 
учи блок орцали ўтказил- 
ган 10 кН оғирликдаги юк 
билан юқорига цараб тор- 
тилади. Стерженнинг С, D, 
Е ва Ғ нуқталарида бир- 
биридан ҳамда А ва В 
нуцталардан 1 м масофа- 
ларда 5, 10, 15 ва 20 кН 
юклар осилган. Стержень 
мувозанатда бўлиши (35- 

расм) учун унинг цайси нуқтаснга таянчиқ қўйиш керак?
Е ч и ш . АВ стерженнинг учларига қўйилган юклар ар- 

қонлар орқали Л ва В учларини юқорига тортади. Шунинг 
учун бу кучларни Ft ва Ғ2 билан белгилаб, юқорига қара- 
тиб йўналтирамиз. Энди А нуқтага нисбатан қўйилган таянч 
нуқта К нинг ваэиятини топамиз. Бу масофа (8.8) формула- 
даги г нн беради. Шунинг учун (8.8) га асосан

АК = Fv  О +  F2AC +  F3 AD +  F f A E  +  F6-AF 4- F „ A B

Расмдан кўриняптики, F\ ва нинг йўналиши қол- 
ган кучларга нисбатан тескари бўлгани учун ишора- 
лари минус билан олинади. Ft ва Fs нинг ишоралари 
минуслигини ҳисобга олсак, АК қуйидагича топилади:

АК = 5-1 4- 10-2 — 15 3 - 20-4 — 20-5 =  2,5 м.
— 10 +  5 4- 10 4  20 — 20

Демак, К нуқта АВ ни ўртасида жойлашган.
6- мисол (9.18). Ҳар бирининг узунлиги 44 см ва 

огирликлари бир хил булган стерженлардан иборат



3 6 -  р а с м .

стул шаклидаги жисмнинг оғирлик маркази координа
талари топилснн (36 -расм).

Е ч и ш . О нуқтани координата боши қилиб танлаб 
оламиз. Стерженлар бир жинсли булганлиги учун улар 
оғирлик кучларининг қўйилиш нуқталари стерженлар- 
нинг ўртасида бўлади. Стерженларнинг оғирлик куч
лари йўналишлари бир-бирига параллел ва бир томонга 
йўналган бўлади. Шундай хол учун кучлар қўйилиш 
нуқталарининг координаталари х,, х2, . . . , хп\ у,, у2,
. . . , уп ни 36-расмдан фойдаланиб, топамиз (3-жадвалга 
қаранг).

3- ж а д в а л

Координаталар
Кучлар иомерлари

Р. р > Р. Р. Рь р .  1 Р' 1 Р> 1Р.о Р..

Л с м 0 —44 -4 4 0 —22 —44 - 2 2 0 0 —44 —22

Y 1, см 0 0 44 44 0 22 44 22 0 0 0

Zt , см —22 -2 2 —22 —22 0 0 0 0 22 22 44

Энди 3-жадвал маълумотларндан фойдаланиб, (9.1) фор-
43



мулаларга асосланиб, жисмнинг оғирлик маркази координа- 
таларини аниқлаймиз: ( Р { =  Р 0 =  . . .  =  Р п —  Р) :

Р 1ЛГ1 +  Pi*2  +  Р 3 *Я  ~ Ь  Р 4 * 4  +  • . • +  Р пх п

Р1 +  Рг +  Рз +  Р4 +  • • • "Ь Рп 
_  44 _  44 — 22 — 44 — 22 — 44 — 44 — 22

11Я •Р =

— 224 
II

=  — 22 см.

176 R  1С ус =  ——— =  16 см.
И  Р

—  22 —  22  —  22  —  22 +  22 ■22 +  44
I I P

Р =  0.

Шундай қилиб, стул шаклидаги жисмнинг оғирлик мар
кази координаталари — 22; 16 см ва нолга тенг.

7-мисол. 37-расмда кўрсатилган пластинанннг ўлчамла
ри АН ---- 2 см, HG =  1,5 см, АВ =  3 см, ВС =  10 см, 
ЕҒ =  4 см, ED =  2 см эканлигини маълум деб, пластнна- 
нинг оғирлик маркази координаталари топилсин.

Е чи ш . Масалани ечиш учун ABCDEFGHA текис фигу
рани фикран учта ABfiHA, EFF^DF ва ВВХ Ғг СВ тўғри 
бурчакли тўртбурчакларга ажратамнз. Демак, фигура учта



элементга ажратилади ва п =  3 ҳол учун (10.2) формула 
қуйидаги шаклни олади (текис фигура бўлганлиги учун фа- 
қат X ва Y ўқлари олинади):

х  _  s i*i  +  4- ^з-^э / j \
Si +  S2 +  S 3

У __Sij/i ~t~ S2y2 +  Stf/n /оч
Ус~  s ^ s .  +  s , ■'

Бу ерда 5 lt S2, 53 фикран булган учта тўртбур- 
чакларнинг сирт юзлари: л',, y v  S, юзнинг оғирлик марка- " 
зи координаталари: х2, у2 ва хя, у3 — мое равишда Su S2 ва 
S3 — юзлар оғирлик марказларининг координаталари (диаго- 
наллари кесишган нуқтасида тўртбурчакни оғирлик маркази 
бўлади деган фикрга асосланамиз). 37- расмдан:

Sj =  2 -1,5 =  3 см2, Ху =  I см, t/x =  2,25 см;
5 2 =  1,5-10 =  15 см2, а- =  5 см, уг =  075 см;
53 =  4-2 =  8 см2, х3 =  9 см, у  =  3,5 см.

Охирги сонларни (1) ва (2) га қўйиб,
31 +  15-5 +  8-9 150 с =  -----1-------- ------=  —  =  5,77 см.

3 +  15 +  8 26
3-2,25 +  15-0,75 +  8-3,5 46 ,и, = ---------1------ 1---- ----- - =  — =  1,77 см.

J 3 -г 15 +  8 26

Шундай қилиб, текис фигуранинг оғирлик маркази 
координаталари *с =  5,77 см, ус =  1,77 см бўлган нуқ- 

тада экан.
8-мисол (3.9). Узунлиги 10 м, оғирлиги 40 кН бўл- 

ган АВ стерженнинг А, учи блок орқали ўтказилган 
20 кН оғирликдаги юк билан юқорига қараб тортилади. 
Худди шундай усул билан стерженнинг В учи оғирлиги 
40 кН юк билан юқорига тортилади. Стерженнинг С, 
D, Е ва Ғ нуқталарида бир-биридан ҳамда Л ва В 
нуқталардан 1 м масофаларда 10, 20, 30 ва 40 кН юк
лар осилган. Стержень мувозанат вазиятида бўлиши 
учун унинг қайси нуқтасига таянчиқ қўйиш керак? 
(Мустақил ечиш учун.) Жавоб. Уртасида (35 -расм).

11-§. Ж уфт кучлар ва жуфт кучлар моменти

Модуллари тенг, йўналишлари қарама-қарши ва 
бир тўғри чизиқда ётмаган иккита Ғ, Ғ' параллел куч 
жуфт кучлар дейилади. Шу Ғ ва Ғ' кучнинг таъсир



чизиқлари ётган текислик жуфт кучларнинг таъсир 
текислиги дейилади.

Ж уфт кучларнинг тенг таъснр этувчиси булмаса-да, 
бу кучлар бир-бирини мувозанатламайди, чунки бир 
тўғри чизиқда ётмайди. Ж исмга қўйилган жуфт куч
лар шу жисмни айлантирмоқчи булади.

Ж уфт кучни ҳосил қилган кучларнинг таъсир чи- 
зиқлари орасидаги энг қисқа масофа жуфт кучнинг 
елкаси дейилади. Ж уфт кучнинг жисмга таъсири ана 
шу жуфт кучнинг елкасига, кучларнинг модуллари ва 
йўналишларига боғлиқдир. Бу боғланишлар жуфт куч
лар моменти тушунчаси билан характерланади.

Ж уфт кучлардан биттасини жуфт кучлар елкасига 
бўлган кўпайтмаси жуфт кучларнинг моменти дейила
ди. Агар жуфт кучларни Ғ ва Ғ', жуфт кучлар елкасини 
d деб белгиласак, жуфт куч моменти таърифига асо
сан қуйидагича ёзилади (38- а расм):

M = F-d. (11.1)
Ж уфт кучлар моментининг бирлиги Ньютон (Н) 

кўпайтирилган метр (м), яъни (Н-м). Ж уфт кучлар 
моменти вектор билан тасвирланади. Бу жуфт вектор 
йўналиши парма қоидаси билан аниқланади. Парма 
дастасини жуфт кучлар йўналишида, жуфтни таъсир 
текислиги бўйлаб айлантирганда парманинг илгарилан- 
ма ҳаракати жуфт куч моментининг йўналишини кўр- 
сатади. 38-6 расмдан кўринадики, ҳақиқатан ҳам пар-



ма дастасини F ва Ғ' куч йўналишида айлантирсак, пар- 
ма вертикал юқорига қараб илгариланма ҳаракат ки
лади. Ана шу илгариланма ҳаракат тик юқорига
йўналган. Демак, жуфт куч моменти вектори М ҳам 
тик юқорига- йўналган бўлади. Шунинг учун парма- 
нинг учида М вектори кўрсатилган.

38-а, б расмдан: жуфт куч моменти вектори М 
шундай йўналганки, унинг охиридан қаралганда, Ғ вд 
Ғ' жуфт кучлар таъсир текислигини соат мили- 
нинг айланишига нисбатан тескари йўналишда айлан- 
тиришга интилади деган хулосага олиб келади. Демак, 
М векторининг йўналишини яна қуйидаги қоидага 
асосан ҳам топиш мумкин:

М вектори жуфтларнинг таъсир текислигига пер
пендикуляр бўлиб, шундай йўналганки, унинг охиридан 
Караганда Ғ ва Ғ' кучлар жуфт кучларнинг таъсир 
текислигини соат милининг айланишига тескари 
йўналишда айлантиради.

Кўп ҳолларда расм те
кислигига перпендикуляр 
булган жуфт моменти век
тори М пи кўрсатмасдан, 
шу М векторга перпенди
куляр текисликни жуфт 
қайси томонга қараб ай- 
лантиришини кўрсатади, 
яъни жуфтларнингтаъсир 
текислигининг аплачнш 
йўналиши кўрсатилади. 3 9 -расм.
Агар жуфт кучлар жуфт-
нинг таъсир текислигини (39- расм) соат мили ай- 
ланиш йўналишида айлантирса, жуфт кучлар моменти 
манфий, агар соат милининг ҳаракат йўналишига 
тескари бўлса, мусбат деб қабул қилинади. Бундай 
холларда жуфт куч моменти куч модулининг жуфт куч
лар елкасига бўлган кўпайтмасининг мусбат ёки манфий 
ишораси билан ифодаланади, яъни жуфт кучлар момен
ти алгебраик катталик каби олинади:

М =  ±  F-d.

Агар F ва F' айланиши соат милига тескари йўна- 
лишда бўлса ( +  ), соат мили айланиши йўналишида 
бўлса (— ), ишора билан олиш қабул килинган.

+ г .
■J

F f W

~ Л  С



Қайси ҳолларда текисликдаги ва фазодаги жуфт 
кучларнинг эквивалент (битта жуфт кучлар система
сининг таъсири айнан иккинчи жуфт кучлар система
сининг таъсиридек) бўлиши мумкинлигини алоҳида- 
алоҳида кўриб чиқамиз.

1. Теорема. Текисликда жуфтлар моментларининг 
модуллари тенг ва ишоралари бир хил бўлса, эквива
лент булади. .......

40- расм.

Қаттиқ жисмнинг А ва В нуқталарига Ғи ҒJ жуфт кучлар 
(40- расм) таъсир этаётган бўлсин. А ва В нуқталарга ўзаро 
мувозанатлаштирувчи Tlt Т\ кучни қўшамиз. А нуқтада, Ғг, Т\ 
кучни қўшиб, /?, ва В нуқтада Ғх, Т\ ни қўшиб, /?,' тенг 
таъсир этувчиларни топамиз. Бу RXR\ куч янги жуфт 
кучларни ташкил этади. Янги жуфт кучлар R ^  олдинги 
Fx, Fj жуфт кучларга мувозанатлаштирувчи Т, Т\ куч
ларнинг қўшилиши натижасида ҳосил қилинганлиги учун у, 
яъни жуфт кучлари олдинги Ғ\ жуфт кучларига экви
валент бўлади. Rx ва /?,' кучларни таъсир чизиқлари бўйлаб



/5j ва В, нуқталарга ўтказамиз ва худди олдиндагидек муло- 
ҳазаларни бажарнб, ҳосил қилинган янги R2R2 жуфт кучлар 
олдинги R\R‘2 жуфт кучларга эквивалентлигига ишонч ҳосил 
қиламиз. Демак, берилган Ғ,, Ғ\ кучларни эквивалент R{ 
Rx ёки R2, /?,' жуфт кучлар билан алмаштнриш мумкин. 
Курамизкн, янги ‘жуфт кучларнинг моментлари олдинги Flt 
F\ жуфт кучлар моментларининг модулларига тенг. Ҳақи- 
қатан ҳам, 40- расмда кўринадики:

M(F]t F \ ) = F x.d,
. M(RU R\) =  Rr dx,

M (R2. R2) =  R2 d2.
Расмдан

Fj =  cos a , a , =  a’cos a , Rx =  R2cos$, d2 =  dx cos p. 
Охирги ифодаларни M (Ru R't) ва M (R2, R'0) га қўямиз:

M (/?,, #j) =  Rxdx =  — ■d, cos a  =  Fx-d =  M (Flt F[)
cos a

M (R2, /?') =  R2 d2 =  - Rl- ■ d cosp — R̂  - dy =  Fr-d =
cos P

=  Fj).

Шундай қилиб, янги жуфт кучлар моментларининг 
олдинги жуфт куч моментига тенглиги исботланди, бу 
момсптларнинг хаммасннииг ншораси бпр хил мусбат 
эканлигини расмдан пайқаш кийин эмас. Демак, теоре
ма исбот қилинди.

2. Теорема. Фазода 
моментлари геометрик 
тенг булган жуфт кучлар 
ўзаро эквивалентдир.

Иккита жуфт куч Р,
Р' ва Q, Q' берилган (41- 
расм). Р, Р' жуфт кучлар
нинг моменти М2, Q, Q' 
жуфт кучларнинг моменти 
Мх бўлсин. Бу жуфт куч
ларнинг елкалари ва d2 
бўлиб, ҳар хил текисликлар-
да ётади, моментлари Мх ва

4-2815

41- расм.

ЛГ\



Мъ геометрик жиҳатдан бир- бирига тенг. Шу жуфтлар 
бир-бирига эквивалентлигини исботлаймиз.

Расмдан кўринадики, М х — Q d 2, M2 =  P d x ва =  
=  М2, яъни жуфт моментларнинг фақат модуллари бир- би
рига тенг бўлибгина қолмай, уларнинг йўналишлари ҳам 
бир хилдир. Жуфт моментларнинг йўналишлари бир хил
эканлигидан Pv Р' ва Q, Q' жуфтлар ўзаро параллел бул
ган текисликларда ётади ва бу жуфт кучлар текисликларни 
айнан бир хил йўналишда айлантиришга интилади, деган 
хулоса чиқади.

II текислик устида АВ га тенг ва параллел бўлган CD
кесмани чи3амиэ. Бу кесма CD охирларига Р, Р’ кучларга 
модуллари тенг ва параллел бўлган иккита жуфт ўзаро му- 
возанатлащтирувчи Pv Р2 ва Р3, Р4 кучларни қўямиз, яъни
\Р>\ =  \Р*\ =  \Р*\ =  \Ра\ =  \Р\-

А билан D ва В билан С нуқталарни туташтирамиз. Бу 
ҳолда Р ва Рэ кучлар AD чизиқ охирларида Р' ва Р2 куч
лар эса ВС чизиқ охирларида жойлашган. Р ва Р3 нинг тенг 
таъсир этувчиси Rx, Р' ва Р2 нинг тенг таъсир этувчиси 
Ra лар К нуқтага цўйилгап ўзаро мувозанатлаштирувчи куч
ларни ҳосил қилади. Агар ўзаро мувозанатлаштирувчи Rx 
ва R2 кучларни ташлаб юборсак, фақатгипа P v Р '4 жуфт 
кучлар ц олади. Бу жуфт кучларнинг моменти /И' =  P tX 
xCD  =  P d x га тенг. A mmo Pdx теореманинг шартига асо
сан Мх —- Qd2, чунки Мх =  М3 эди. Демак, /И' =  Pdx =  
=  Qd2 бўлади ва М’2 ни ҳосил қилган P t, Р4 жуфт кучлар

ёки Р, Р ' жуфт кучлар текислик II ни айнан Q, Q' жуфт
лар айлантирган томонга айлантиради.

Шунинг учун 1-теоремага асосан Q, Q' жуфти Р ь 
P̂  жуфтига эквивалент экан, деган хулоса чиқарамиз 
ва теорема исбот қилинди.

Келтирилган теоремалардан қуйидаги хулосалар 
келиб чиқади:

1. Ж уфт кучларнинг қаттиқ жисмга таъсирини ўзгар- 
тирмасдан таъсир текислигига параллел бўлган ихти- 
ёрий бошқа текисликка кўчириш ҳамда куч момент
ларининг модули ва йўналишини ўзгартирмасдан жуфт 
кучларнинг модули ва уларнинг елкасини ўзгартириш 
мумкин.

2. Ж уфт куч моменти векторини жуфтларнинг таъ
сир текислигига ёки унга параллел булган текислик-



нинг ихтиёрий бошқа нуқтасига кўчириш мумкин, яъни
жуфт кучлар моменти эркин вектордир.

3. Ж уфт кучлар моменти вектори учта элементни 
жуфтларнинг таъсир текислиги вазиятини, айланиш 
йўналишини ва моментнинг модулини (сон .қинматини) 
ифодалайди.

13- §. Жуфт кучларни қўшиш. Жуфт кучларнинг 
мувозанат шарти

Бнр нечта жуфт кучлар моментлари Мг, М г, . . . ,
■ ►
М таъсирига эквивалент бўлган жуфт куч моментини аник
лаш жуфт кучларни қушиш дейилади. Олдин иккита жуфт 
кучларни к,ўшишни кўриб чиқайлик. Бу қўшиш қуйидаги 
теоремага асосан бажарилади. Жуфт кучлар моментларининг 
геометрик йиғиндиси шу жуфт кучларга эквивалент бўлган 
жуфт моментига тенг.

Иккита Ғ,, Ғ2 ва Ғэ, Ғ4 жуфт кучларнинг моментлари
Mj ва М2 бўлиб, бу жуфтлар ўзаро кесишадиган I ва II 
текисликларга жойлашган бўлсин (42- расм). Кучларни шун
дай танлаймизки, |Я  =  |Ғ2| =  1̂ э1 — 1̂ 4| =  1̂ 1 бўлсин. Бу 

, . М, ’ М. -жуфт кучларнинг елкаларини dx =  - ў -  ва d% =  бе

ради.

Ғ



I ва II текисликларнинг кесишиш чизиғи KL бўл- 
син. Ғ i ва Ғз лар KL бўйлаб йўналган ва ўзаро муво
занатлаштирувчи кучлар бўлсин. Агар бу кучларни 
ташлаб юборсак, ф ақат Ғ2, Ғ4 жуфт кучлар қолади. 
Бу қолган Жуфт кучлар иккала жуфт кучларнинг экви- 
валенти булади. Бу эквивалент жуфт кучларнинг ел- 
каси d бўлиб, моменти M =  F-d дир.

Ҳақиқатан ҳам, \BDF  учун косинуслар теоремаси- 
дан фойдалаусак,

М  =  У  Щ  +  М.% +  2 М 1М 2 cos а .

Ml =  F-d1 ва M2 =  F-d2 эканликларини эсга олсак, қуйида- 
гини ҳосил қиламиз:

М =  У  d \ +  d.\-\- '2dldi cos a ■ F.

д CBA дан d =  У  d \ +  d\ - f  2dxd2 cosa.

Шунинг учун М. =  F-d бўладн. Демак, ҳақиқатан ҳам 
параллелограммнинг диагонали В Ғ =  М жуфт кучлар Fit 
Fi моментининг модулига тенглигини исботладик. 
Энди М ни ВС га перпендикуляр, яъни CBF =  90°

эканлигини кўрсатамиз. Мг±.Ғ4 ва МХ±.Ғ2 бўлганлиги учун 
BDFE текислиги F3 га перпендикуляр бўлади ва ВҒ, яъни
Af_L Ғ2 бўлади. Бундан ташкари Z. DBA =  90° ва Z-CBA =
=  Z. FBD, бундан Z. CBF =  90°, демак, M J_ F2 бўлади.
Ниҳоят, эквивалент жуфт кучлар моменти М нинг учинчи 
элемента, яъни йўналиши кўриниб турибди (42- расмга қа-
ранг). М пинг охиридан қараганда Ғ2, Ғл кучлар жуфтлар 
текислигини соат мили айланишига тескари айлантира-
ётганини кўрамиз. Демак, М вектори ҳақиқатан ҳам M i ва
Мг нинг геометрик йигиндисига тенг. Теорема исбот бўлди,
яънн М = М 1+  М2.

Шундай жуфт кучлар моментларини қўшиш қоидаси 
моментлар параллелограмм қоидаси дейилади. М омент
ларнинг параллелограмм ёки учбурчагини чизиш би
лан, тескари масалани, яъни ихтиёрий жуфт кучлар 
моментларини ташкил этувчиларга ажратиш мумкин.



I » ,

£

Энди фазода ихтиёрий жойлашган бир неча жуфт 
кучларни қўшншни к\риб чиқайлнк (4 3 -расм).

Бу жуфт кучларнинг Ми М2, . . . ,  Мп моментлари-
12-§ га асосан, қўйилиш нуқталаринп фазонинг ихти
ёрий О нуқтасига кўчириш мумкин. Шу О нуқтада 
жуфт кучларнинг моментларини қўшиб, моментлар 
кўпбурчагини ҳосил қиламиз ва бу кўпбурчакни тўл- 
дирувчи томони жуфт кучларнинг эквивалент момен- 
тини, яъни М ни беради. 43- раемда 4 та жуфт кучлар
ни қўшгандаги моментлар кўпбурчаги тасвирланган. 
Шундай қилиб, фазодаги берилган ихтиёрий жуфт куч
лар системасининг эквивалент жуфт кучларининг мо
менти ташкил этувчи жуфт кучлар моментларининг 
геометрик йиғиндисига тенг:

м  =  м х +  м 2 -+ . +  Я . = 2 Я - -  (i3 -i)
L - 1

Агар жуфт кучлар системаси битта текисликда ёки 
ўзаро параллел текисликларда ётган бўлса, бу жуфт 
кучларнинг моментлари шу текисликка перпендикуляр 
бўлган текисликларда ётади ва алгебраик усулда қў- 
шилади (44 -расм).

1. Текисликда ётган жуфт кучлар системасига экви
валент булган жуфт кучлар моменти ташкил этувчи



жуфт кучлар моментларининг алгебраик йиғиндисига 
тенг:

М =  М 1 +  Мг +  Ма +  . . .  +  м а =  2  Mi' (13.2)
i = I

бунда
M i =  ±  Fi-di га тенг.

2. Ж уфт кучларнинг М эквивалент моменти нолга 
тенг бўлса, бу жуфт кучлар ўзаро бир-бирини мувоза- 
натлайди:

и з . э)
1=1

Ж уфт кучларнинг мувозанат шартини (13.3) га асо- 
сан қуйидагича таърифлаймиз: агар фазода ихтиёрий 
жойлашган жуфт кучлар моментларининг геометрик 
йиғиндиси нолга тенг бўлса, бу жуфт кучлар узаро 
бир-бирини мувоэанатлайди.

Ниҳоят, жуфт кучлар бир текисликда жойлашган 
бўлса, бир текисликдаги жуфт кучлар моментларининг 
алгебраик йиғиндиси нолга тенг 'бўлганда, бу жуфт 
кучлар узаро бир-бирини мувозанатлайди, яъни муво
занат шарти қуйидагига тенг бўлади:

Л

2 Х  =  0. (13.4)
i=i

9-мисол. (4.59) 100 Нм жуфт кучлар моменти таъ
сирида булган валга 2 =  25 см радиусли тормозловчи



ҳалқа қўйилган. Arap ҳалқа ва тормозловчи колодка- 
лар орасидаги ишқаланиш коэффициенти f — 0,25 га 
тенг бўлса, ҳалқалар тинч ҳолатда бўлиши учун тор
мозловчи колодкаларии ҳалқаларга қанча куч билан 
қисиш керак (4 5 -ар асм )?

45- расм.

Е ч и ш. М асала шартига асосан икки ҳаракатлан- 
тирувчи ва тормозловчи жуфт кучлар таъсир этади. 
М увозанат шарти (13.4) га асосан

П
2 Х  =  Afa =  0.
1=1

Al j — ҳаракатлантирувчи жуфт кучлар моменти (М =  
=  100 Нм),

— тормозловчи жуфт кучлар моменти

Afj ва М, ифодаларни мувозанат тенгламасига қўйсак: 

2 fQr =  M v
бундан

Q =  -  =  800 Н.
2 [г 2-0,25-0,25

10- мнсол. Оғирлиги G =  500 Н бўлган юк радиуси г =  
=  10см бўлган барабанга ўраб, осиб қўйилган. Барабан 
дасталарининг охирларига қўйилган ва шу барабан текисли- 
гида ётган РР' жуфт кучлар билан сақланади. Барабан дас-



таларининг узунлиги / га тенг. Жуфт кучларни барабан 
дасталарига тик қўйилган деб, шу жуфт кучлар РР ва ба
рабан О ўқининг реакция кучи топилсин (45- б расм).

Эслатма. Барабанга таъсир этадиган РР’ жуфт кучлар
ни тескари момент оғирлик кучи G ва 0 ўқнинг R0 реак
ция кучи ҳосил қилади, деб хисоблаш керак.

Жавоби: Р =  =  4 Н. R0 =  G =  500 Н.

IV БОБ.  ТЕКИСЛИКДА КУЧЛАР СИСТЕМАСИ

14- §. Нуқтага нисбатан куч моменти

Берилган Ғ кучнинг жисмга таъсири натижаси шу куч
нинг. қўйилиш нуктасини ифодалайдиган радиус вектор (г), Ғ
кучининг модули ва йўналишига хамда Ғ ва г векторлар 
орасидаги бурчакка боғлиқ. Шундай боғланишларни ҳисобга 
олган ҳолда, кучнинг жисмга таъсирини куч моменти ту- 
шунчаси орқали ифодаланади. Куч моменти вектор катта- 
ликдир.

Ихтиёрий О нуқтага нисбатан Ғ кучнинг моменти деб,
О  нуктага нисбатан шу кучни ифодаловчи г  радиус вектор
билан Ғ куч векторини вектор кўпайтмаси орқали ифодала- 
надиган катталикка айтилади.

А нуқтага Ғ куч қўйилган ва уни О нуқтага нисбатан 
ифодаловчи радиус вектор г га тенг бўлсин. Агар вектор 
кўпайтмани «X», скаляр кўпайтмани «•» билан белгиласак,
А10 ни таърифга асосан қуйидагини ёзамиз:

Куч моменти вектори О нуқтага қўйилганлиги (46- раем-
га қаранг) кўриниб турибди. М0 нинг йўналишини парма

қоидасидан топамиз. Агар пар
ма дастасининг айланиш йўна-

М0 =  г х Ғ. (14.1)

лиши г дан Ғ га (яқин йўл 
билан) йўн алган бўлса, пар- 
манинг илгариланма харакат
нўналиши /И0 йўналишини
ифодалайди. М0 вектор О



нуқтага қўйилган бўлиб, шундай йўналганки, унинг охи
ридан Караганда Ғ куч таъсир текислигини соат мили- 
нинг айланишига тескари йўналишда айлантиргандек бў- 
ладн. Ниҳоят, М0 нинг учинчи элемента, яъни модулини 
топайлик.

Агар а  куч Ғ билан г радиус вектор орасидаги бур-
чак бўлса, (14. 1) формуладаги М0 вектор модулини қуйи- 
дагича аниқлаймиз:

|/И0| =  Ғ -г sin а  =  F ■ г s in (F1-r). (14.2)

Расмдан d =  r s in a  бўлганлиги учун
M0 =  F d .

Демак, нуқтага нисбатан Af0 куч моментининг 
F куч модули билан d куч елкасининг кўпайтмаси 
топилади. 46- расмдан кўринадики,

Mo =  Z -S ,OAB. (14.4)

(14.3) дан куч моменти F ва г ҳоснл қилган учбур- 
чак юзининг иккиланганига тенг деган хулоса келиб чита
ли. Энди (14.2) дан a  =  0 бўлса, М0 =  0; а 0 =  180 бул-
ганда А)0 =  0 ва а =  ҳолда эса /И0 энг катта қиймат 

{F r) га тенг бўлади.

(14.3)
модули
орқали

15- §. Кучни параллел кўчириш ҳақидаги теорема

Теорема. Кучнинг қаттиқ жисмга таъсирини ўзгар- 
тирмасдан, унинг олдинги ваэиятига параллел колдирган 
ҳолда ихтиёрий бошқа нуқтага кўчириил. учун жисмга мо
менти кўчирилаётган 
кучнинг янги нуктага 
нисбатан моментига 
тенг булган жуфт куч
ни қўшиш керак.

Жисмнинг А нуқта- 
сига Ғ куч қўйилган ва 
Ғ кучнинг О нуқтага 
нисбатан М моментига 
тенг бўлсин (47- расм).
О нуктага Ғ га парал-



лел ва модуллари F га тенг булган Ғ', Ғ" ўзаро мувоза
натлаштирувчи кучларни қўшамиэ ва Ғ, Ғ', Ғ" кучлар 
системасини ҳосил қиламиз. Булардан Ғ, Ғ' жуфт кучлар
дир. Бу жуфт кучларнинг Mt моменти F кучнинг 0  нуқ- 
тага нисбатан М0 моментига тенг. М эркин вектор бўлган- 
лиги учун қўйилиш нуқтасини О нуцтага кўчирамнз. Жуфт 
кучларни М0 билан алмаштиргандан кейин О нуқтада Ғ' 
куч ва М0 момент қолади. Шундай қилиб, Ғ куч А нуқ- 
тадан О нуқтага кўчирилди.

Демак, Ғ ни А дан О га кўчирилганда Ғ ’, Ғ" жуфт 
кучлар қўшилади ва О нуқтага Ғ кучи ўзига- ўзини парал
лел қилиб кўчирилади. Бу қўшилган жуфт кучларнинг мо
менти А нуқтадаги Ғ нинг О ну^тага нисбатан моментига 
тенг бўлар экан. Теорема исбот бўлди. Бу теоремани фран
цуз олими Пуансо (1777 — 1859) таклнф этган. Бу метод 
кучни берилган марказга келтнрнш методн ёки Пуансе ме- 
тоди дейилади.

16-§. Бош вектор ва бош момент. Текнсликдаги кучларни 
бкр марказга келтирнш

Текисликда Ғ F2, . . . , Ғп ихтиёрий кучлар системаси 
берилган бўлса, 15-§ да кўрилган Пуансо методидан фэй- 
даланиб, бу кучларнинг ҳаммасини берилган О марказга 
келтирамиз. Натижада ҳар бир куч мос биттадан жуфтлар 
хосил цилади, яъни Ft кучга мос Ғг га мос Ғ2,
Ғ2’ . . .  Ғп кучига^ос Ғп, Ғ'п жуфтлар ҳоснл бўлади (48- 
расм). Шундай қилиб, бутун кучлар системаси О нуқтада 
кесишадиган п та яқинлашувчи кучлар ҳамда О нуқтадан

ўтнб берилган текис- 
ликка перпендикуляр 
бўлган п та жуфт куч-

Ғг /  /  лар моментлари билан
алмаштирнлди.

Системани ташкил 
этган кучларнинг гео
метрик йигнндисига
(R0) бош вектор деб 
аталади.

Келтнрнлган мар
казга ҳар бир куч
ни кўчирганда битта



жуфт ҳосил булади ва бу жуфт битта момент 
беради. Бу моментлар сони системадаги кучлар сони
га тенг, яъни п та куч п та моментни келтириш мар
кази О нуқтага нисбатан ҳосил қнлади деб айтиш 
мумкин.

Системадаги кучларни келтириш марказига нисбатан ҳ
сил ь,илган моментларининг геометрик йиғиндисига (/И0) бош 
момент деб аталади. Биз кўраётган кучлар бир текисликда 
ётганлиги учун жуфтларнинг моментлари бир О А чизиғида 
ётади. Шунинг учун текисликдаги кучларнинг бош мо
менти, ташкил этувчи моментларнинг алгебраик йиғинди- 
сига тенг. Лекин бош вектор R0 эса кучларнинг геометрик
йиғиндисига тенг, яъни R0 векторини Flt F2............ Ғп куч
ларнинг кучлар кўпбурчагини ясаш йўли билан 4- § га асос- 
ланиб топамиз. Бошқача айтганда, бош вектор ва бош мо
мент текисликда кучлар жойлашган ҳолда қуйидагича топи
лади:

Rn — катталик вектор усулда, М0 эса алгебраик усулда 
қўшнлади.

17-§. Вариньон теоремаси. Текисликдаги кучлар система” 
сини битта жуфт куч ёки тенг таъсир этувчи куч ҳолига

келтириш

Текисликда Fv Ft , . . . , Fn кучлар системаси берилган 
бўлса, 16- § дан маълумки, бу кучларни R0 бош вектор ва 
/И0 бош момент билан алмаштнриш мумкин. Таъкидлаймиэ- 
кн, бош вектор ва .тенг таъсир этувчи куч битта тушунча 
эмас. Кучлар системасининг жисмга таъсирини тўлиқ ал- 
маштирадиган куч тенг таъсир этувчи кучдир. Тенг таъсир 
этувчи куч, бутун кучлар системаси жисмга қандай таъсир 
этса, худди шундай таъсир қилади. Бош вектор эса текис
ликда фақат кучларнинг геометрик йиғиндисини билдиради 
(49- расм).

Flt F2............Ғп кучлар системаси О нук,тага нисбатан
Ми М2, . . .  , Мп моменгни ҳосил қилсин. Бу моментлар

П
(16.1)

п

(16.2)



кучлар текислигига перпенди
куляр булади ва О нуқтадан 
ўтувчи тўғри чизиқ устида 
ётади, ишораси мусбат ёки 
манфий бўлади.

Теорема. Тенг таъсир 
этувчи куч R нинг ихтиё
рий О нуктага нисбатан мо
менти текисликда ётган 
ташкил этувчи кучларни ўша 
нуқтага нисбатан ҳосил қил- 
ган моментларининг алгеб-

Агар бир текисликда ётган Flt F2, . . . , Ғп кучларнинг 
моментлари F^-d^ М2 =  F2-d2 . . .  Mn =  Fn dn бўл-
са, бу моментлар битта тўғрй чизиқда ётади ва шунинг 
учун алгебраик усул билан қўшилади:

M0 =  F1dl +  F3d , +  . . .  + f A  =  J f , 4  О 7-»
i=i

(17.1) Вариньон теоремаси ифодалаиди. П. Вариньон 
(1654— 1722) француз олими. О нуқтага нисбатан тенг 
таъсир этувчи R нинг моментининг модули қуйидагича 
булади:

M = R d = R 0d, (17.2)
чунки R =  R0 деб олиш мумкин 
ва

Rq — d - - = ^ .  (17.3)
d R о

(17.3) ни (17.2) га қўйсак

М =  - £ .  R0=  M0.
А о

Охирги ифода дан М = М0 ни олсак, теорема исбот ки- 
линганлиги равшан бўлади.

Виз 16-§ да кўрдикки, текисликдаги кучлар систе
масини R0 бош вектор ва М0 бош момент билан алмаш- 
тириш мумкин. Хусусий ҳолларни кўриб чиқайлик:

. 1. =  0; М0 =  0 кучлар системасининг бош вектори 
ва келтириш марказига нисбатан бош момент нолга тенг 
бўлса, кучлар ўзаро бир-бирини мувозанатлаган бўлади.

w/WMP/iwn*>nmi/rr
К

4 9 -  р а с м .  

раик йиғиндисига тенг.



2: R0 =  0; М ф О  бош вектор нолга тенг ва келтириш 
марказига нисбатан бош момент нолга тенг эмас. Бу ҳолда 
кучлар системаси жуфт кучлар билан алмашади. Бу жуфт- 
нинг моменти келтириш марказига нисбатан олинган бош 
моментга тенг.

3. R0̂ =0, М0 =  0. Кучлар системаси тенг таъсир этув
чи куч ҳолига келтиради, яъни R0=  R бўлиб, R нинг қўйи- 
лиш нуқтаси келтириш марказида бўлади.

4. R0̂ = 0; М =  М0 Ф 0 бу ҳолда ҳам кучлар система
сини тенг- таъсир этувчи куч билан алмаштнриш мумкин. 
Ҳақиқатан ҳам, М0 ни жуфт R', R" билан алмаштирайлик. 
R ' , R" ни шундай танлаймизки, |/?'| =  |/?v| =  R0 ва R0-L 
-L М0 га тенг бўлсин 
(50- расм). R' ва R0 ўз- 
аро бир- бирини мувоза- 
натлаган кучларни таш- 
лаб юборамиз. Натижа
да фақат R" куч қолди, 
бу эса тенг таъсир этув
чи куч бўлади. Шун
дай қилиб, текисликдаги 
ихтиёрий кучлар систе
масини тенг таъсир этувчи кучлар билан ёки моментни 
келтириш марказига нисбатан бош моментга тенг бўлган 
жуфт кучлар билан алмаштнриш мумкин.

50- расм.

18- §. Текисликдаги кучларнинг мувозанат шартлари

Текисликдаги ихтиёрий кучлар системасини мувэзанатда 
бўлишининг иккита шарти бор:

^ 0  =  2  Af0i =  0. (18.1)
i= 1
п

Я о = 2 £ = 0 .  О8 -2)
1=1

(18.2) формуладаги R0 модулини кучлар проекциялари 
орқали ёзсак:

Ro = V  PI + F2s 08.3)
Бундан



(18.)
/=]

Охирги учта ифодани ҳиеобга олсак (18.1) ва (18.2) ни 
қуйидаги учта тенглама шаклида ёзиш мумкин:

о.
i=i

= ° .
.•=1

2 М»‘ = ° 'i=i

(18.6)

)

51- расм.

(18.6) даги учта тенгла
ма текисликдаги кучларни 
мувозанатда бўлишининг 
асосий мувозанат тенгла
ма лари дейилади. (18.6) 
тенглама учун келтириш 
марказларини ва координа
та ўқларини ихтиёрий тан- 
лаш мумкин. Мувозанат 
тенгламаларини яна куйи
даги шаклларда ёзиш мум
кин (51-расм):

i=i
еки

2 М А1 = 0 ;  в, = 0 .  2 Сг =  0-

(18.7)

(18.8)

(18.7) ва (18.8) тенглама текисликдаги ихтиёрий куч
ларнинг мувозанат тенгламалари ҳисобланади. (18.8) даги 
тенгламаларда учта Л, В ва С нуқта бир тўгри чизиқда ёт- 
маслиги керак. (18.7) тенгламада ^  кучларнинг и ўқ-

даги проекцияларининг йиғиндисидир. Бу ерда и ўқи АВ чи- 
зиққа перпендикуляр бўлмаганда (18.7) шарт бажарилади.



Шундай қилнб, текис
ликдаги кучларнинг муво- 
аанат тенгламалари сони 
учта эканлиги аниқланди.
Бу тенгламалар ёрдамида 
текисликдаги статика маса- 
лаларини номаълумлар со
ни учтадан ортиқ бўлмаса 
ечиш мумкин.

11-мисол (4.13). Бир 
жинсли АВ нарвон силлиқ де- 
ворга горизонтга нисбатан 45° 
остида қўйилган. Нарвоннинг 
оғирлиги 20 кН. D нуқтада 
оғирлиги 60Н бўлган жисм
турибди. Агар AD= - j .  АВ ва АВ =  I бўлса, нарвоннинг А
таянчга ва деворга берадиган босими қанчага теНг бўлади 
(52- расм).

ре-

52- расм.

Ечиш. А нуқтадаги босим кучларини—ҒАУ ва—ҒАХ
акция кучлари билан, В ну^тадэги босим кучини девор си- 
ник, бўлгани учун фақат R B реакция кучи билан алмашти- 
рамиэ. Жами ҒАХ, ҒА , Flt Р ва RB дан иборат бўлган 
бешта куч ҳосил бўлади. (18.6) мувозанат тенгламаларини 
қўллаймиз:

-Fl ■ AD cos 45°—P ■ АҚ cos 450jrR B- AB cos 45° = 0 ,

Xi

P =  o.

Бу тенгламаларнинг биринчисидан Rb ни топамиз: 
Fj-AD +  P -A K  2 0 +  10

Кв = АВ 1 =  ЗОН.

Иккинчи ва учинчи тенгламалардан куйидагилар топи
лади:

FAX =  RB =  30 Н.
ҒЛу =  Ғ1 +  Р =  80Н.

Босим кучлари топилган реакция кучларига нисба
тан тескари йўналгандир.



12- мнсол. 53- раемда 
кўрсатилган ғўланинг 
маҳкамланган жойндаги 
реакциялари топнлсии. 
Ғўлага горизонт билан 
60° бурчак остида 2кН  
куч ва моменти ЗкН-м 
бўпггн жуфт куч/iap таъ
сир қнлади. Ғўланинг 
узунлиги 2ы га тенг.

Ечиш. Мувозанат тенг
ламаларини тузамиз:

2 d  =  N A X  —  F  C0S 60°  =

,  2 ^ = ^ y - ^ s i n 6 0 °  =  0,
"^Ai =  +  /И Мх — FAB -sin 60° =  0.

Бу тенгламалардан қуйидагилар келиб чицади:
Nax =  Fcos60° =  2-0,5 =  ]кН 

МЛу =  +  F sin 60° =  — 2 - 0.8671 — Ч-11.73кН 
М =  — М, +  F A B  sin 60° =  3 — 2-2-0,86 -  — 0,47кНм 

Шундай қилнб, ЛГдл =  )кН, Л ^у =  1.73кН ва М =
=  0,47 Н м га тенг.

13-мисол. 54-раемда кўр- 
сатилган консоль балкасининг 
реакциялари топиленн. Консал 
балкасига 45° бурчак остида 
4кН. куч, моменти 2кнм бўл- 
ган жуфт кучлар ва консоль 
балканинг 20кН оғирлиги таъ
сир қилади. Консоль узунли
ги 4м. га тенг.

Жавобн: 0,73кН,
5 4 -расм. 0,53 Н-м.

V БОБ.  ФЕРМАЛАР

19- §. Фермалар тўғрнснда асосий тушунчалар 
Фермаларни ҳисоблаш масаласн

Стерженларни шарнирлар ёрдами билан туташти- 
рилган геометрик ўзгармас (деформацияланмайдиган) 
конструкциялар фермалар дейилади.



Иккитадан кам булмаган стерженларнинг кесишиш 
нуқтаси тугунлар дейилади. Стерженларга қўйилган 
кучлар тугупларга қўйилган деб қаралади, чунки ту- 
гунларда эркин шарнирлар ўрнатилган ва бу шарнир- 
ларда махкамлапгап стерженлар эркин ўқлар атрофи- 
да айланиши мумкин. Ферма таянадиган тугунлар 
таянч тугунлар дейилади. Агар ферма стерженларининг 
ҳамма ўқлари бир текисликда ётса текис ферма дейи
лади. Текис фермапинг юқори контуридаги стержен
лар юқори пояс, пастдаги стерженлар пастки пояс де- 
йиладп (55 -расм). Вертикал стерженларга устунлар, 
қняларига— роскослар дейилади. Ферма таянадиган 
стерженлар таянч стерженлар деб аталади.

Фермалар статик аниқ ва статик аниқмас бўлиши 
мумкин. Агар ферманинг биронта стержени олиб таш- 
лапганда, унинг бикрлиги ўзгарса, статик аниқ ферма 
деб айтилади ва аксинча, агар фермадан биронта стер- 
женинн олиб ташланганда ферманинг бикрлиги ўзгар- 
маса, статик аниқмас ферма деб юритилади. М асалан, 
тўрт бурчакдан иборат булган ферманинг иккита диа- 
гоналндан бирини олиб ташласак, бу ферманинг бикр
лиги ўзгармайди. Демак, бу статик аниқмас фермадир.

Биз фақат статик аниқ фермаларни, ишқаланиш 
кучларини ҳисобга олмасдан (идеал ҳол) ташқи куч-



лар таъсирида стержень фақат чўзилади ёки қисилади, 
деб қараймиз. Ташқи кучлар таъсирида фермалардаги 
стерженларда бўладиган зўриқишларни ҳисоблаш 
фермаларнинг ҳисоблаш масаласини ташкил этади. 
Фермаларни график усулда (Кремона — М акевеал усу
ли), тугунларни кесиш ва Риттер усуллари билан 
ҳисобланади.

20- §. Тугунларни кесиш усули

Бу усулда фермада фикран тугун кесиб олинади ва 
алоҳида қилиб чизилади. Ажратилган ҳар бир тугунда 
ташқи кучлар, реакция кучлари қўйилади ҳамда муво
занат тенгламалари қўлланилади. Саноқ бошида стер
женларнинг қайси бирининг узилиши ёки қисилиши 
номаълум бўлгамлиги учун шартли равишда стержен- 
ларнинг ҳаммаси чўзилади ва зўриқишлар тугунлар- 
дан чиққан деб қабул қилинади. Агар ҳисоблашдан 
кейин стерженларга қўйилган кучларнинг модули ман- 
фии ишорали бўлса, демак, бу стержень чузилмайди, 
унга сиқувчи куч таъсир этган булади.

Стерженлардаги зўриқиш кучларини реакция куч
лари билан алмаштириб масала ечилади. Бу реакция 
кучларининг модуллари стерженлардаги ички зўриқиш 
кучларига тенг.

Мувозанат тенгламаларининг сони текис фермалар 
учун иккига тенг булади. Шунинг учун номаълумлар 
сони хам иккита тенгламаларга

= 0; 2 Ғ«< = 0

тент бўлиши керак. Текис фермалар учун бажарилган 
ҳисоблашлар тўғрилигини кучлар кўпбурчагини 
чизиш билан текширилади. Агар ҳисоблашлар тўғри 
бўлса, мувозанатдаги ферма учун кучлар кўпбурчаги, 
ёпиқ бўлади.

Фермадаги айрим стерженга бўладиган зўриқиш 
нолга тенг булади. Бундай стерженлар нолинчи стер
женлар дейилади.

Текис фермаларда нолинчи стерженлар, ҳисоблаш- 
ларни бажармасдан туриб, қуйидаги леммалар ёрда
мида топилади:

1 -лемма. Агар текис ферманинг юкланмаган тугу- 
нида иккита стержень кесишса, бу стерженлардаги 
эўриқишлар нолга тенг булади (56- расм).



Раемда стерженлар А нуқтада кесишади:

\  Ғ . =  S, cos ct - f  S, =  0.
XI 1 Z

V f  =  S .sin  a  =  0.^  yi 1
Бу тенгламалардан =  0, S 2 =  0, яъни ҳақиқатан ҳам A 
нуқтада кесншган 5 , ва S2 зўриқишлар нолга тенг.

2- лемма. I ва 2 стерженлардаги зўриқишлцр бир- би- 
рига тенг (57- расм). Стерженлардаги зўриқишлар 5 lt 5 а,
S3 бўлса, 18- § га асосан:

56- расм.

V Fxi =  S3 cos a  =  0.

2  Fyi =  S 1- S i +  S3 s in a  =  0.

Бу тенгламалардан S3 =  0 ва 
Sj =  S2 =  0 ҳосил бўлади.

3- лемма. Агар текис фер
манинг тугунида иккита 
стержень кесишган бўлиб, шу 
тугунга таъсир чизиғи стер- 
женлардан бирининг ўқининг 
давомида бўлган ташқи куч 
таъсир этса, шу стерженда- 
ги зўриқиш таищи куч моду- 
лига тенг ва иккинчи стержендаги зўриқиш эса нолга 
тенг.

Стерженлардаги зўриқишлар 5 lt S 2, ташқи куч Ғ бўлсин 
(58- расм). Бу ҳолда мувозанат тенгламалари қуйидагича 
ёзилади: .

2  Pxi =  Ғ +  S2 +  5j cos a  =  0.

58- расм.



=  ̂ s i n a  =  0.

Булардан S! =  0; S2 — — Ғ тенглик келиб чиқади.

21-§ . Фермаларни кесиш усули (Риттер усули)

Бу усулда ферма фикран бирон сирт бнлан кёси- 
ладн. Кесилган қисм фермадан алоҳида қилиб чизи- 
лади, қолган қисми эса фикран ташлаб юборилади. 
Ферманинг фикран ташланган қисмининг қолган кис
мига таъсирини зўриқиш кучлари билан алмаштири- 
лади. Бу зўриқиш кучларининг йўналиши фермадан 
фикран ажратилган қисмдан ташланган қисмга қараб 
йўналган, деб қабул қилинади.

59- раемда кўрсатилган текис фермада ташқи куч таъсир 
этганда А ва В таянчлардаги реакция кучлари R^ =  50кН, 
RB •= ЗОкН бўлсин. Ферманинг 6, 7 ва 8 стерженларидаги 
зўриқишлари 5 e, S7 ва 5 8 топилсин.

Ҳамма стерженлар чўзилади деб фараз к,иламиз, агар зў- 
риқиш минус ишора билан чиқса, стержен iap қнсилади. 
Фермани 1 — 1 сирт билан кесамиз ва ўнг томонини (59- б 
расм) алоҳида чизамиз. Чап томонининг таъсирини S 6, S7 
ва Se зўриқишлар билан алмаштирамиз. Бу ҳолда куч мо-

I

59- расм.

ментлари (мувозанат тенгла- 
малари 18- § га асосланиб ту- 
зилади) тугунларга нисбатан 
олинади. Бу тугунлар, маса
лан, К, L . . .  нуқталар Рит
тер нуқталари дейилади. Se 
нинг Риттер нуқтасининг Қ 
га нисбатан мувозанат тенг- 
ламасини тузиб аниқлаймиз:



S 6 =  3RB =  90 кН.

S7 ни У  Fyi =  0 шартидан топамиз:

У Ғ .  =  S7 sin 4 5 °+  RB =  0
yi a

c  _  R в 30
о ?  — ------=  - 4 3 к  H.

cos 45^ 0,7

Риттер нуқтаси L га нисбатан эса

2 м „ , - v / . + * . « = » •

S , =  — — 60к Н.

Демак, S6 стержень чўзилади, S7 ва S 8 стерженлар 
қисилади. Шундай усул билан фермаларни ҳисоблаш 
Риттер усули дейилади.

22- §. Ричаг. Силкинишдаги турғунлик.
Турғунлик коэффициенти

Қўзғалмас айланиш ўқига эга бўлган ва шу ўққа 
перпендикуляр булган текисликда ётган кучлар таъ- 
сиридаги қаттиқ жисм ричаг дейилади.

Рнчагнинг айланиш ўқи О нуқтадан ўтиб (60- расм), 
расм текислигига перпендикуляр йўналган бўлсин. Бу ҳол- 
да расм текислиги ричаг ўқига перпендикуляр бўлади. 
Таъсир қилувчи Ғ,, Ғ2,
. . . , Ғп кучлар шу те- 
кисликнинг /4,, А2, . . .,
Ап ну^таларига қўйил- 
ган. О нуқта таянч нуқ- 
таси деб юритнлади.

Ўқнинг R0 реакция 
кучи берилган Ғ,, F2,
■ • • 1 Ғп кучларни муво- 
эанатлайди ва ,шу куч
лар ётган Текисликда 
жойлашади. Лекин R0 
нинг йўналиши маълум 
эмас. Бу ҳолда му воза-



нат тенгламаларн 18- § га асосан' куйидагича ёзилади (реак
ция кучи Rx ва R' ларга ажрати^и):

i = [

( 2 2 .  1 )

п

R + У Ғ  . = 0 .
У 1 ^  yt 

1=1

( 2 2 . 2 )

£ о

II О ( 2 2 .  3 )

1=1
Бу ерда Rx ва R ўқнинг реакция кучи \R0] ни X ва

Y ўқларидаги проекциялари; ^ F xi ва V  F у1 ричаг ўқига 
таъсир қиладиган барча кучларни X ва Y ўқларидаги про- 
екцияларининг йиғиндилари; 2  M0i — ричагга таъсир қила- 
диган кучларнинг таянч нуқтасига нисбатан моментларининг
ЙИҒИНДИСИ.

Мувозанат .тенгламаси (22.3) 
дан ричагниыг силкинишидаги 
турғунлик шарти аниқланади. 
Масалан, оғирлиги Р бўлган 
тўғри параллелопипедни сил- 
житиш ёки А нуқтага нисба
тан ағдариши ёки силкитиб 
юбориши мумкин (61-расм). 
Ғ кучи ағдарувчи ёки силки- 
тувчи куч бўлиб, Р кучи эса 
сақлаб турувчи моментларни 

61-расм. ҳосил қилади. Бу моментлар.
ни M0hD ва Мс деб белгила. 

сак, (22.3) асосида А нуқтага нисбатан мувозанат шарти 
қуйидагича бўлади:

^ M 0i =  P - a ~ F - d  =  О

ёки
Р а  =  F d .

Охирги ифода учун белгилашлар киритамиз: Мс =  Р а  ва 
^ o f d  ~  F - d .

М = М
шаклида бўлиши кўриниб турибди.



Агар Мс Могп бўлса, ричаг турғун ҳолатде, .Vfc =
=  MOFD бўлса, турғунлик чегарасида бўлади.

Оғдарилишдаги турғунликни сақлаб турувчи моментини 
оғдарувчи моментга бўлган нисбати турғунлнк (барқарор- 
лик) коэффициенти дейилади. Агар турғунлик коэффициен- 
тинн К билан белгиласак,

Мс
К =  — — . (22.5)

M0PD
Турғун ҳолатда К > 1 , турғунлик чегарасида эса K = l  
бўлади.

Жисмнинг F куч таъсирида турғун ёки турғунмас 
холатда (ағдарилиш ҳолатида) бўлишини график 
усулда ҳам аниқлаш мумкин. Бунинг учун Ғ ва Р 
кучларнинг R тенг таъсир этувчисини параллелограмм 
қоидасига асосан топамиз. Агар R нинг таъсир чизиғи 
А нуқтадан чапда бўлса, (61-расмга қаранг) жисм 
турғун ҳолатда, А нуқтадан ўтса, турғунлик чегараси
да за А дан ўнг томонда бўлса, жисм ағдарилиш ҳо- 
латида булади.

14-мисол. (5. 1) Кенг- 
лиги 8 м бўлган болорга 
оғирликлари 2кН, ЗкН ва
I кН бўлган учта юк қў- 
йилган. Болорнинг оғнрли- 
гини ҳисобга олмай, таннч- 
лардаги реакция кучлари 
аниқлансин (62- расм).

Ечиш. Кучлар параллел 
бўлганликлари учун ва 
улар бир текисликда ётган-

R\
с1

__
__
__
_

I
t

£ hnB

Р,

62- расм.

лигига асосланнб қуйидаги ёзилади:
R =  Р, +  Р2 +  Р3 =  6кН.

Қўпилиш нуқтасинн ифодалайдиган AN кесма қуйидаги
AN = Я ,■ 1,5 -г Pf  4 -h Рл-7

AN =

R
2-1 — 5-

формуладан ҳисоб қилинади. 

3 -4 +  1-7 22 м - 3,7 м.
6 6 

Таянч реакциялари қуйидаги тенгламалардан топилади:
АВ — AN 

AN



Бу тенгламалардан: 
Ra -AN =  Rb AB — 
— RB-AN ёки (Ra +  
+  RB)-AN =  RB AB. 

Бундан
‘ AN =

4- Bf

Rb =
RAN
AB

33

AB

611 
3-8 

11 __ 
4 ~3-4

=  2,75 кН 
Ra =  R — RB =  6 — 

— 2,75 =  3,25kH.
15-мисол. (5.15) 

63-расмда кўрсатил- 
ган осма текис ферма
нинг В, D, Е, С нуқ- 
таларига Ғл =  1кН, 
Ғ2 =  2кН, Ғ3 =  2кН, 
Ғ4 =  1кН кучлар таъ
сир қипади. Таянч 
нуқталаридаги реак
ция лар ва ҳар бир 
стержендаги зўриқиш- 
лар топилсин.

Ечиш. Л ва В 
нуқталардаги реакция 
кучларининг проек
циялари R АХ, RAy ва
R вх бўлади. А нуқ- 
тани координата боши 
қилиб, X ва К ўқла- 
рини ўтказамиз.

А нуқтага нисба
тан куч моментлари учун мувозанат тенгламасини туза- 
миз:

*>
Г  •■J

АЫ\, S:

______________ N ___ О :
4.S \

У М А; =  — Fj-4,5 — Ғ3-9 — F*-13,5- 
бундан 

72



R вх

д)

63- расм.

2-4.5 +  2-9 +  1-13,5
7,5

е)

=  4Л 5  =  _ 5 ,4к Н .
7,5

В нуқтага нисбатан

v /Wfl= — / v  4 ■ 5 — Ғ3 • 9 — -13,5 +  Р  • 75 =  0. 

9 + 1 8 +  13-5
7-5

: — 5 =  5,4 кН.
70-5^ ах =

С нуқтага нисбатан

2тИ а =  Ғх -13,5 — '7>5 +  /г2 -9 +  Ғ3-4,5 — R AY -13,5=0.

n  13-5 — 5-4-7,5 +  2-9 -j- 2-4-5 e „Ray = --------------- — -------------- =  6 кН.

Демак, Ray — 6 кН. 
63- а расмдан:

13,5

4,5sin a =  —1— =  0,52; a  =  31°.
8,7

cos a  =  0,86;- 
sin 0 =  0,47; p «  30° cos p =  0,88.

sin (a +  P) =  0,86. jn о _  2-5_____
cos(a +  P )=  0,515. P •у' (2,5)~з +(4.5)ч

=  0,496.

Фермани 1 — 1 текислик билан кесамиз (63- б расм).

=  — R BX -7,5 — 5 С 7,5-sin р — S g sin a -7 ,5  =  0.

=  — Ray ■ 4.5 -f  F± ■ 4,5 — R Bx • 2,5 — S„ • BDt cos (a-1-

+  P) =  0.



4,5 F! — 7,5 RBX — 4,5R ,v 
--------------- —-----— —  = 4 ,1 к НBD1 cos ( а +  Р)

=  - 3 , 5  кН.

Энди Dl нуқтани кесиб оламиз:

2 ^ xi =  — -Sj — 58 sin а +  5а =  О

ёки

5 i =  Rax бўлганидан

R AX — S8 sin a  =  — S2.
S2 =  5 g s in a  — R ax =  — 3,6 кН;

2 Fyi — -58 • cos a  +  Sg =  0; S 9 =  S8 cos a  =  — 3 кН.

D нуқтани ажратамиз: (63 в-расм)
2  Fxi =  Ss cos — Se cos a  +  S l0 cos a 2 =  0.

2  Fyi =  5 e sin a  — Ss sin a 1~  F2 — 5 10 • sin a 2 — 5 e =  0

sin a x =
5,1

0,49.

s in a 2
6,7

4.5 л ncos a , - ---- =  0,9;
5,1

p  S q COSQt —  5 10 COS 0&2 
^5 = cos a x

Бу ифодани 2  Fyi =  0 тенгламага қўйиб

ёки
0,5 ■ 0,9 • S e — (0,9 S 6 — 0,75S10) 0,5—0,9Ғ2 — 0,75 • S 10+  3 
бу тенгламадан



ва 5 В учун қуйидагини ҳосил қиламиз.
„  _  0,9-4,1— 0,7-2,7 3 ,0 9 -1 ,8 9  1,8 0 
0 5 ------------ — ------------------------------ --------- — 2,06 кН.

0,9 0,9 0,9

Е нуқта учун (63- г расм):
=  — 5 2 — 5io • sin а э +  5 Э =  0. ^JFyi =  S 10cosa — 

5 ц  =  0.
4 5 5s in a 3 =  =  0,7. а 3 =  а 2; cosa3 = -------= 0 ,7 5 .
6,5 6,5

5 U =  — 5 10cosa3 =  0,75-2,7 =  — 2,02 кН.
S3 =  S2 +  S 10 s in a 3 =  — 3,6 +  0,7 -2,7 =  — 1,8 кН. 

Ниҳоят, С нуқта учун (63- д расм).

2  Fxi - — S-, — S4 cos a  =  0.

S4 =  — =  JLLL =  2,06 кН. 
cos a 4,5 4,5

Шундай қилиб, топилган қийматларни қуйидаги жадвалга 
ёзамиз:

Стержен
лар

номери
1 2 3 4 5 6 7 8 10 11 12

Зўри-
қишлар,

кН
—5,4 —3,6 - 1 , 8 2,06 2,06 4,1 —6 3,5 - 3 , 0 2,7 —2



Бу ерда 5 Х =  — R AX ва 5 г =  — RAY деб олиниши ке-
раклигини эслатиб ўтамиз.

16- мисол. (5.7) 64- раемда кўрсатилган текис фермадаги 
таянч реакциялари ва стерженлардаги зўриқишлар топилсин. 

Жавоб;

Стержен номери 1 2 3 4 5 6 7

Зўриқишлар, кН 1,3 3,03 —3,5 - 2 , 5 - 2 , 5 1,73 —1,73

VI Б О Б .  ИХТИЕРИЙ КУЧЛАР СИСТЕМАСИ

23- §. Уцқа нисбатан куч моменти. Н уқтага нисбатан 
куч моменти билан шу нуқтадан ўтувчи ў қ қ а  нисбатан 

куч моментлари орасидаги боғланиш

Энди Ғ кучнинг Z ўқига нисбатан моментини аниклаш 
учун Ғ кучнинг Z ўқига перпендикуляр бўлган 1 текиелнкка 
проекцияси Ft ни аниқлаймиэ (65- расм). Z ўқи билан 1 те

кислик О нуқтада кесиш- 
син. Ғг кучнинг О ну ̂ та
га нисбатан моменти Ғ 
кучининг Z ўқига нисба
тан моментини беради.

Берилган Ғ кучнинг 
Z ўқига нисбатан моменти 
деб, плюс ёки минус 
ишораси билан олинган,' 
Ғ кучнинг Z ўқига пер
пендикуляр текисликда
ги проекцияси Ғх нинг 
модулини шу Ғ кучнинг 

ўқ ва текисликни кесишган О нуқтасига нисбатан елкаси 
d га бўлган кўпайтмасига тенг бўлган катталикка айти
лади:

Мг =  ±  FJ.  (23. 1)

Уққа нисбатан куч моментини мусбат деб олинади, 
агар М охиридан қараганда Ғ куч проекцияси 1 текис- 
лнкни соат мили айланишига тескари йўналишда 
айлантиришга интилса, акс ҳолда М манфий булади.

65- расм.



М ни учбурчак 
0 ХА УВ нинг иккилан- 
ган юзига тенглиги 
ҳам 14-§ нинг (14.4) 
формуласига асосан 
бизга маълум. М 
икки ҳолда нолга 
тенг булади:

1. Агар кучнинг 
таъсир чизиғи Z га 
параллел бўлса, Ғ 
нинг 1 текисликка 
проекцияси нуқтага тенг булади, яъни нолга тенг була
ди, шунинг учун /Г1 =  0 ва демак, М =  0.

2. Агар Ft куч чизиғи ва Z ўци бир- бирини кесеа, 
бу ҳолда Ғ кучининг елкасн—d — 0 ва, демак, M z =  0.

Бундан қуйидаги хулоса келиб чиқади: куч ва ўқ бир 
текисликда ётса, бў уща нисбатан куч моменти нолга тенг 
бўлади.

Энди нуқтага нисбатан куч моменти билан шу нуқтадан 
ўтувчи ўққа нисбатан куч моменти орасидаги боғланишни 
кўриб чиқайлик. 14-§ даги (14.4) формулани ҳисобга олсак 
(66- расм):

/И0 =  2Д 4ОВ; Мг =  25ДЛ 0 В1. (23.2)

Расмдан кўринадики, учбурчак АОВ нинг 1 текисликда
ги проекцияси учбурчак АуОВх дир. Учбурчак А1ОВ1 нинг 
юзи учбурчак АОВ нинг юзини AfiBy билан АОВ орасида
ги бурчак косинусига бўлган кўпайтмасига тенг:

АОВ cos Y =  ^ДЛ.ОВ,. (23.3)
Бу тенгламанинг иккала томонини 2 га кўпайтирамиз:

2Sb A0B -C0SY =  2 S ^ i0ifli (23.4)

Агар (23.2) ни ҳисобга олсак, (23.4) қуйидагича ёзилади: 
Мг =  М0 ■ cos у. (23.5)

Y =  0 бўлганда Mz =  М0.
Бу (23.5) формуладан нуқтага нисбатан М куч 

момеытннинг шу нуқтадан ўтадиган ўқдаги проекцияси 
кучнинг шу ўққа нисбати М моментига тенг, деб хуло
са чиқарамиз.

Агар Z ўқи устидаги 0\  нуқтасига нисбатан момен
тини олсак, бу момент учбурчак Ot АВ юзининг ик-



киланганига тенг. Иккала О ва Ол нуқталарга нисба
тан Ғ куч моментлари АОВ ҳамда ОхАВ учбурчак- 
ларни 1 текисликдаги проекциялари орқали аниқла- 
нади. Аммо АОВ ва 0 { А В иккала учбурчакнинг 1 
текисликдаги проекциялари учбурчак О А, В\ нинг 
юзига тенг. Шунинг учун F кучнинг Z ўқида ётган ҳар 
хил нуқталарига нисбатан моментларининг Z ўқидаги 
проекциялари айнан бир хил қийматга, яъни Ғ кучнинг 
Z ўқига нисбатан моментига тенг булади.

Агар Ғ куч Z ўқига перпендикуляр бўлган текисликда 
жойлашган бўлса, cosy =  1 ва Мг =  ±  М0 бўлади.

24- §. Координата ўқларига нисбатан куч моменти

Жисмнинг А нуқтасига 
Ғ куч таъсир этсин. Шу 
кучнинг X, Y ўқларига 
нисбатан куч моментларини 
топамиз. Агар А нуқтанинг 
координаталари х, у, г, Ғ 
кучнинг проекциялари Ғх, 
Ғ , Fz бўлса (67- расм), бу 
кучларнинг ўқларга нисба
тан моментларини (23.1) га 
асосан аниқлаб, 1 -жадвални 
ёзамиз. Жадвалнинг иккин- 
чи, учинчи, тўртинчи ус- 

тунларини алоҳида- алоҳида қўшсак, Ғ кучнинг х, у, г 
ўқларидаги Ғх, Ғ , Ғг проекцияларининг ўқларига нисбатан 
моментларининг йиғиндиларини, яъни Мх, М ва Мг ни 
ҳосил қиламиз.

1- ж ад вал  .

67- расм.

К у ч л а р Мх М У1
м г

Ғ , 0 - Ғ х - У

Ғ У
- F y -z 0 Ғ у -Х

Ғг Ғ2 -У - Ғ г . Х 0



Шундай қилиб, жадвалдан Мх, Му ва Af, учун қуйндаги- 
ларни ҳосил қиламиз:

^ = ^ = ғ г .у - ғ у-г,

My = I iMyi =  F* Z ~ F* X - (24.1)
Mt =  ^ t l = F u. X - F x.Y.

(24. 1) дан фойдаланиб F кучнинг ўқлардаги Ғх, Ғ Ғг 
проекцияларини X, Y, Z координата ўқларига нисбатан 
моментларининг йиғиндиси Мх, М , Mz ни аниқланади. Бу 
(24.1) га куч моментларининг координата ўқларига нисбатан 
аналитик нфодалари деб ҳам айтилади. Агар г +  xi + y i  +

+Zk  ва F =  Fxi -Fyi + F zk ва

Af0 =  M xi +  M J  +  M zk

эканлигини ҳисобга олсак, M0 ни қуйидаги шаклда ёзиш 
мумкин:

М0 = 7  х  Т  =  Mt7  +  M J  +  Mji.  (24.2)

Векторлар алгебрасидан маълумки, векториал г х  F кў- 
пайтмани қуйидаги детерминант орқали ёзилади:

t / k 
х у z 
F F Fх  у  г

м 0 =

ёки
(Ғг - У - Ғ у- Z) i -  (Ғг .x - F x .ZY! +  (Fy . X ~

— Ғх ■ Y)~k. (24.3)

Агар (24.2) ни (24.3) билан тенглаштирсак, айнан (24.1) 
ни ҳосил қиламиз, яъни Ғ кучнинг координата ўқларига 
нисбатан моментларининг ҳисоблаш формулаларини ҳосил 
қиламиз.

25- §. Ихтиёрий кучлар системасини -берилган марказга
келтириш

Қаттиқ жисмнинг Alt Ла, А3 . . .  нуқталарига Flt Ft 
F3 . . . кучлар таъсир этсин. Шу кучларни Пуансо методи- 
дан, 16- § ва 15- § дан фойдаланиб, берилган марказни



0  нуқтага келтирамиз. Бундай ҳолда О нуқ- 
тада учта Ғ\", Ғ" Ғ'3 куч ва учта Ғг, Ғ\, Ғ2, Ғ'2, F ', Ғ'3 жуфт
лар ҳосил бўлади (68-расм). Flt Ғ2, Ғ3 кучларнинг қўйи- 
лиш нуқталарининг радиус векторлари rlt г2, r3 бўлсин. 
Бу Ғ”, Ғ2, Ғ3 кучларнинг геометрик йиғиндиси бош век
тори R0 га тенг:

R™F-; +  F2 - f f j .  ■ (25.1)

Flt Ғ\, Ғ2, Ғ ' ва Ғ3, Ғ3 жуфтларни қўшиб шуларга экви
валент бўлган жуфт кучларни топамиз. Flt FJ; Ғ'; Ғ'2, Ғ3, Ғ з 
қўшилган жуфтларнинг моментлари Ғи Ғ2, Ғ3 кучларнинг 
келтирган маркаэ О нуқтага нисбатан моментларига тенг, 
яъни

AJoi =  X Ғj, =  г2 X Ғ2, Мод =  т3 X Ғ3. (25.2)

Бу қўшилган жуфтлар моментларининг геомет
рик йиеиндиси эквивалент жуфтнинг моментига тенг 
булади:

Afo =  M i0+ M 20 +  M30. (25.3)

(25.3) га асосланиб айтиш мумкинки, қўшилган учта 
жуфтлар моментларининг геометрик йиғиндиси берил-



ган учта кучнинг келтирилган О марказга нисбатан 
бош моментига тенг.

Бу хулосанн фазода ихтиёрий жойлашган Fv F2l . . .  , 
Fn кучлар системасига татбиц этсак, ь>уйидагини ҳосил қи- 
ламиз:

Натижада (25.4) ифодалардан айтиш мумкинки, 
фазода ихтиёрий жойлашган кучлар системасини 
(қўйилиш нуқтаси О марказга жойлашган) бош век- 
торга тенг булган битта куч ва моменти бош моментга 
тенг булган (барча кучларнинг О марказга нисбатан 
моментларининг геометрик йиғиндисига тенг бўлган) 
жуфт кучлар ҳолига келтириш мумкин.

Келтирилган О марказнинг вазияти бош вектор R0 нинг 
модули ва йўналишига таъсир этмаса-да, М0 бош момент- 
нинг модули ва йўналишига таъсир этади.

Шундай цилиб, ҳамма вақт Flt Ғг, . . .  , Ғп куч систе
масининг марказларини О нуқтага булган, битта R0 бош век
тор ва битта М0 бош момент бнлан алмаштнриш мумкин 
экан.

26- §. Фазовий кучлар системаси учун бош вектор 
ва бош момент

Қаттиқ жисмга ихтиёрий Ғг, Ғ2............Fn кучлар систе
маси таъсир этаётган бўлсин. Ўтган параграфдан маълум- 
ки, бу кучларни келтирилган О марказга қўйилган R0 бош 
векторга тенг булган битта куч ва моменти М0 бош мо
ментга тенг бўлган битта жуфт куч билан алмаштнриш 
мумкин.

Энди R0 ва М0 векторларни проекциялар орқали ифо- 
далаймиз. Агар R0 нинг координата ўқларидаги проекция
лари Rox, Rgy, Roz бўлса, маълумки,

П n

(25.4)
<= i i = 1

П

n
К  =  ғ „ +  ғ 2у +  . . .  +  Ға =  V, Fyl (26.1)

£=1
n

^сг — Ғ^ +  F2z +  . . .  +  ғ nz— 2  Ғи



Иккинчи томондан R0 векторининг модули Rgx, Roy, Roz 
шу кучлардан тузилган параллелопипеднинг катта диагона-
лига тенг:

K‘ =  V Rl, +  R;, +  K
еки

Яо =
i= I ч г

Л , 2
ғ  . il

(26.2)

(26.3)

Бош вектор R0 нинг йўналиши эса йўналтирувчи коси- 
нуслар орқали топилади:

cos(^0 |7 ).=  ^ ,

Rncos (Дол /) =  -р . ,
АО

cos (Roa ■ ~k) =  J?£L. (26.4)

Худди шундай кетма-кетлик билан бажарилган мулоҳа- 
заларни, агар М0 бош вектор учун ишлатсак, қуйидагилар- 
ни ҳосил қиламиз:

м„ =  / м 2 1 +  м ад+ м * (26.5)
еки

" • = ] /  ( | * « « ) <26-e)

М0 бош векторнинг йўналишини йўналтирувчи косинус- 
лар орқали топамиз:

К х
м0 'cos (М0, i) =

cos (M0,j) = Моу

cos (УИ0, /г) =

М„
М

(26.7)

Агар ҳар бир Ғ кучни ва шу кучни ифодалаган ради
ус вектор zi нинг координата ўқларидаги проекциялари Fxi
Г yi’ F уг Fxi' x i< У? z i маълум бўлса, бу кучларнинг мо
ментларининг М^, Myi, Mzi проекцияларини (24.1) га асосан 
топамиз:



MJ!i^ F 7i. Y ~ F !f, Z r 

Му ^ Ғ хГг - Ғ гГХ г (26.8)

Мг1= Ғ у1- Х - Ғ х, У г 

Худди шундай бош моментнинг проекциялари Мх, Му ,
М, ни топамиз:

Мх = У . ( Ғ г Г У -Г у Г г , )I

1=1

Мг= ^ ( Ғ у г Х ~ Ғ хГУ1) _ ,  
i= 1

(26.9)

27- §. Фазодаги ихтиёрий кучлар системасини янги 
марказга келтиришнинг мумкин булган ҳоллари

Маълумки, 25- § да кучлар системасини иккита вектор 
> ■ >

R0 ва М0 билан алмаштнриш мумкин. Шундай алмаштириш- 
даги хусусий ҳолларни кўриб чиқамиз. Бу ҳолларни 17-§ 
дан фарқи, кучлар системасининг фазода эканлигидир.

1) R0 =  0; М =  М0 =  0. Кучлар системасини бош век
тори ва келтирилган марказга нисбатан бош момент нолга 
тенг бўлса, қаттиқ жисмга қўйилган кучлар системаси ўэа- 
ро бир-бирини мувозанатлайди.

2) =  0; М =  М0 ф О. Кучлар системасининг бош 
вектори нолга тенг, лекин келтириш марказига нисбатан 
бош моменти нолга тенг эмас. Бу ҳолда кучлар системаси 
битта жуфт билан алмаштирилади. Бу жуфтнинг моменти 
келтирилган марказга нисбатан кучлар системасининг бош 
моментига тенг.

3) R0 ф 0; М =  М0 =  0. Кучлар системасининг келти
рилган марказга нисбатан бош моменти нолга тенг бўлса, 
бу кучлар системаси келтирилган марказга қўйилган тенг 
таъсир этувчи куч билан алмаштирилади.

—♦ —>- —̂ —>• —►
4) R0 Ф  0, М  =  М 0 =  0 ва M0_L/?0 бўлса, бу ҳолда ҳам 

17 -§дан маълумки, кучлар системаси тенг гаъсир этувчига 
келтирилади, бироц бу тенг таъсир этувчини қўйилиш нуқтаси



келтирилган марказдан ўтмайди (28- § да бу фикр исбот- 
ланади).

5. Я0Ф  0; М =  М0 ф  0 ва М0 билан R0 вектори ўзаро 
перпендикуляр эмас. Бу ҳолда кучлар системаси айқаш ҳо- 
лидаги иккита кучга ёки кучли винт-динама, яъни бош век
тор ва бош момент ҳолига келтирилади.

28- §. Бош вектор ва бош моментларининг келтириш 
марказини танланишига боглиқлиги

Қаттиқ жисмга Ғи Ғ2, . . .  у Гп кучлар системаси таъ
сир этсин. Фазода ихтиёрий иккита Ot ва 0 2 келтириш мар- 
казларини танлаймиз (69- расм).

Кучлар системасининг О, ва 0 2 келтириш марказ- 
ларига нисбатан бош векторларини топамиз:

Я02 =  (28.1)
|=I 1= I

Бундан кучлар системасининг бош вектори келти
риш марказининг вазиятига боғлиқ эмас ёки келтириш 
марказига нисбатан бош вектор инварнант, яъни дои- 
мий қолади деган хулоса чиқади:

R0 =  const. (28.2)
Шу О, ва О2 келтириш марказларига нисбатан бош 

моментлар М01 ва М02 ни топамиз:



А х  =  s  х ғ , .»=i
n

м 02 r2i ^  ^2ГJ=1
(28.3)

(28.4)
Расмдан

7и=7+721..
(28.4) ни (28.3) га ^ўямиз:

м01 = S(d+7s.)x?; =2"?x72,.+S72,.xF2i. (28.5)

(28.5) нинг ўнг томонидаги биринчи ҳаднинг шаклинн 
ўзгартирамиз:

^ d x  ғ, =  7 х 2 ^-= dx
Охирги ифодани ҳисобга олиб, (28.5) ни қуйидагича 
ёзамиз:

Бунда
Л4(ц -- ^02 d X R q. (28.6)

n

Мо2 =  — r2iXFi .  i= 1
(28.7)

n 1
D _ X’ Г^02 — 1 2 •  

1=1
(28.8)

(28.6) дан кўринаднкм, кучлар системасининг 0\  га 
нисбатан бош моменти 0 2 га нисбатан бош моменти 
Mq5 билан 0 2 га қўйилган бош вектор Р 02 нинг О] га 
нисбатан куч моментининг геометрик йиғиндисига тенг 
экан. Демак, айтиш мумкинки:

Кучлар системасининг 
биринчи келтириш мар

кази 0 1 га нисбатан бош 
моменти бу кучларнинг ик- 
кинчи келтириш марка
зи ( 0 2) га нисбатан бош 
моменти билан, шу куч
ларнинг 0 2 га қўйилган 
бош векторини О! га нпс- 70- расм.
батан ҳосил қилган мо- 
ментинннг геометрик йпғиндпснга тепғ.

Агар келтириш марказини бош векторнни ифодаловчи



таъсир чизиқ бўйлаб кўчирсак, берилган кучларнинг 
бош моменти модули ва йўналиши ўзгармайди (70- 
расм ).

Ҳақиқатан ҳам, агар келтириш маркази Ох дан 0 3 га 
R0 бўйлаб кўчирилса, d ва R0 лар узаро коллинеар век- 
торлар булади, улар орасидаги бурчак 0° ва \ d x  R0\ =  
=  d-Rosin0° — 0 бўлганлиги учун (28.5) га асосан М01 =
=  /Й02 эканлиги кўриниб турибди.

Шундай қилиб, (28.5) дан кучлар системасини бош 
вектори келтириш марказининг вазиятига боғлиқ де
ган хулоса келиб чицади. Келтириш маркази 0\  дан
0 2 га кўчирилса, бош момент вектори 'М0 ўзгаради.

Кучлар системасининг бош моментлари қаттиқ 
жисмнинг ҳар хил нуқталарида геометрик жиҳатдан 
бир-бирига тенг бўлса, бу ҳолда бутун кучлар систе
маси битта жуфт ҳолига келади, яъни агар /И0| М02 . . . =

=Моп бўлса, d х  R0 =  0 ва 0 бўлгани учун R0 =  0 бу
лади, лекин М0 =£■ 0. Демак, кучлар жуфт кучлар ҳолига 
келади ва

М =-- Мп + Мп +  • • • + м т (28-9)
бўлганлиги учун М ни битта жуфт кучлар ҳосил ки
лади. Хулоса қилиб, кучлар системаси битта жуфт ҳо- 
лига келтирилади деб айта оламиз.

29- §. Кучлар системасининг тенг таъсир этувчи ҳолига 
келтириш. Вариньон теоремаси

I . Олдинги 25- § дан маълумки, кучлар системасини'
R0 ва М„ векторлари билан алмаштнриш мумкин. Агар
/?0_LM0 бўлса, кучлар системаси тенг таъсир этувчи куч 
ҳолига келади (27-§ нинг 4- ҳоли).

Af„ бош моментни, R'0, R0 жуфт кучлар билан 'алмаш- 
тирайлик. R ни шундай танлайликки, R0 ва R'0 нинг мо
дуллари бир-бирига тенг бўлсин. R0 ни О нуқтага, R0 ни 
эса О дан OK =  d масофада булган К нуқтага жойлзшти- 
райлик (ОҚ =  d — жуфт R0, R0 кучларнинг елкаси).

71- расмдан кўринадики, R'0 ва R0 ўзаро бир-бирини му- 
возанатлчвчи кучлар бўлади. Бу кучларни ташлаймиз, на
тижада фақатгина К нуқтада жойлашган битта тенг таъсир



71- расм.

этувчи R = R 0 куч қолади.
Олдин айтганимиздек, тенг 
таъсир этувчи R куч бутун 
кучлар системасига экви- 
валентдир, яъни кучлар 
системасини алмаштиради.

2. R0 ва М0 ўзаро пер
пендикуляр бўлмаганда ва 
Rg-фО, М0 Ф  0 бўлганда 
кучлар системаси фақат тенг 
таъсир этувчи куч билан алмаштирилмайди. 'М0 =  0 бўлган 
ҳолда ҳам кучлар^системаси яна тенг таъсир этувчи куч 
ҳолига келади.

Агар R0=̂ =0, М0 ф О ва R0 билан М0 ўзаро перпендикуляр 
булмаса, кучлар системасининг жисмга таъсирини О нуқтага 
қўйилган R0 ва Af0 векторларнинг биргаликдаги таъсири 
алмаштиради.

Фазодаги кучлар системасининг бирон келтириш 
марказига нисбатан ҳосил қилган куч моментларининг 
қандай топилишини кўриб чиқайлик. (Вариньон теоре- 
маси.) Тенг таъсир этувчи куч ва ташкил этувчи куч
ларнинг моментлари орасида қуйидағича боғланиш бор.

Теорема. Тенг таъсир этувчининг ихтиёрий нуқтага 
нисбатан моменти ташкил этувчи кучларнинг ўша нуқ- 
тага нисбатан моментларининг геометрик йиғиндисига 
тенг, тенг таъсир этувчининг ущ а нисбатан моменти 
ташкил этувчи кучларни ўша уща нисбатан момент
ларининг алгебраик йиғиндисига тенг.

Теореманинг биринчи қисмини исботлайлик. Куч
лар системасининг тенг 
таъсир этувчиси қат- 
тиқ жисмнинг К нуқ- 
тасига қўйилган бўл- 
син (72-расм). Келти
риш маркази О нуцта- 
га нисбатан тенг таъ 
сир этувчининг момен
ти М0 (R) ни топамиз.
Бу момент Mq(R) век- 
торп 1 текисликка пер
пендикуляр бўлиб, О 
нуқтага қўйилган.

R кучнинг елкаси 
0Қ  олдинги параграф-



пинг биринчи бандига асосан ОК =  M/R^ ва R0 =  R экан
лигини хисобга олсак, М0 {R) ни қуйидагича ёза оламиз:

M0(R) =  R-OK =  Ro —  =  M=*/W0 (29.1)Rn
яъни, тенг таъсир этувчини моменти кучлар системасининг 
бош моментига тенг. Тенг таъсир этувчининг моменти
М0 (R) нинг йўналиши I текисликка перпендикуляр бўлиб, 
кучларнинг М0 бош моменти вектори билан бир хил йўнал- 
гандир (0 нуқтага нисбатан).

Демак, тенг таъсир этувчининг моменти M0(R) кучлар 
системасининг М0 бош моментига геометрик тенг экан ва 
ана шунинг учун

M0(R) = М 0 =  М01 +  +  • • • +  Моп. (29.2) 
Теореманинг биринчи қисми исбот бўлди.

Энди M0(R) ни О нуқтадан ўтадиган Z ўқига нисбатан 
кучлар системасини ҳосил килган моментлари билан боғла- 
нишини аниқлаймиз. Бунинг учун О нуқтадан Z ўқини ўт- 
казамиз. Z ўқига нисбатан тенг таъсир этувчини куч мо
менти M2(R) билан M0(R) бир-бирига боғлиқ:

MZ{R) =  M0(R) cosy. (29.3)

Шу вектор М7 (R) ташкил этувчи кучларни г ўқига нисба
тан моментларининг алгебраик йиғиндисига тенг (17- § га 
царанг).

Мх (R) =  Мг =  М01 +  М02 +  . . . +  М0п. (29.5)

Шундай қилиб, тенг таъсир этувчи кучни ихтиёрий 
z ўқига нисбатан моменти ташкил этувчи кучларнинг 
ўша ўққа нисбатан моментларининг алгебраик йиғин- 
дисига тенг экан. Вариньон теоремаси чебот бўлди.

30- §. Кучлар системасининг битта жуфт ҳолига 
келтириш. Кучлар системасининг инвариантлиги

—► —̂
25- § да кўрдикки, кучлар системасини R0 ва М0 билан 

алмаштирилади. 27- § нинг 2- ҳолида кучлар системаси бит
та жуфт кучлар билан алмаштирилади. (28.6) ифодадаги
d x Rq2 ҳади, агар нолга тенг бўлса, M0i= M 02 бўлади.



d x R0 =  0 эса d ва R0 векторлар ўзаро коллинеар бўлган- 
да, яъни d ва R0 векторлар ўзаро параллел бўлганда ба- 
жарилади. Бу ҳолда М0]= М 02 бўлганлиги қуйидаги ху- 
лосага олиб келади. Келтириш марказини бош вектори (R0) 
йўналишида кўчирганда кучлар системасининг бош момент
ларининг модули ва йўналиши ўзгармайди.

Бундай ҳолда, берилган кучлар системасининг-ихти
ёрий келтириш марказларидаги бош моментлари бир- 
бирига геометрик тенг бўлса, кучлар системаси битта 
жуфт билан алмаштирилади (73-расм). Расмдан 
кўринадики, исталган келтириш марказига нисбатан
бош моментлари М0| =  М02 =  . . .  =  М0л бўлганда, d<R0 =
=  0 бўлади ва d Ф  О бўлгани учун R0 =  0 дир ва демак, 
кучлар системаси жуфт кучлар ҳолига — битта бош мо
мент ҳолига келади, яъни

м = м0{ + м02 + ... + моп. (30.1)

Бу жуфтнинг М моментини исталган вақтда блгга 
жуфт кучларга алмаштнриш мумкин.

Ҳақиқатан ҳам, 74- раемда М вектори Ғ, Ғ тфуж куч
лар бйлан алмаштирилган, яъни бу ҳолда га Flt 
F2, . . . ,  Ғ кучлар системасининг таъсири сингари таъсирни

битта Ғ,, Ғ' жуфт кучлар беради деб ҳисобланади.
Энди келтириш марказининг вазиятини ўзгартир- 

ганда қандай катталиклар ўзгармай қолишини, яъни



инвариантлигини топайлик. Биз 28- § дан (28.2) фор- 
мулага асосан келтириш марказига нисбатан кучлар 
системасининг бош вектори инвариант эканлигини би- 
ламиз, лекин бош момент (28.6) га асосан инвариант 
эмас.

Бироқ, (28.6) ни иккала томонини RM га скаляр купай- 
тирсак, қуйидаги ҳосил булади:

^02 'M0l =  R02 ■ ( d x R m) +  R02 ■ M02. (30.2)

Маълумки, R02 ва d x R0 вектор ўзаро ортогонал (пер
пендикуляр) векторлар

R02 (d х R02) =  R02(d x Rm) cos 90° =  0

ва шунинг учун (30.2) дан Rol =  R02 =  R0 лигини ҳисобга 
олиб, қуйидагини ёзамиз:

R 0l ' -^0l =  ̂ 02 M q2
ёки

/?0 ■ /И0 =  const =  invar. (30.3)

Ҳосил қилинган (30.3) дан айта оламизки, бош век- 
торнинг бош моментга булган скаляр кўпайтмаси кел
тириш марказига нисбатан берилган кучлар системаси 
учун инвариант экан.

Агар /?0=  R0x j +  R^ j +  R0zk\ M0 =  MQx i +  MQyj  +

+  M0z k эканлигини ҳисобга олиб, скаляр кўпайтирсак,
(30.3) цуйидаги шакдни олади:

К х М0Х +  R0y М0у +  R0z М0г =  const. (30.4)

Шундай қилиб, ихтиёрий кучлар системаси учун 
иккита асосий инвариант мавжуд, яъни келтириш мар
казининг вазиятига боғлиқ бўлмаган иккита катталик 
бор. Бу катталиклардан биринчиси векторли инвари
ант бош вектордир, иккинчиси скаляр инвариант — 
система бош векторининг бош моментга булган ска
ляр купайтмасини ташкил этади.

(30.3) ни (30.4) билан тенглаштирамиз:

Бундан
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Бу (30.5) тенгламанинг ўнг томонидаги касрнинг 
сурати ҳам, махражи ҳам доимий (инвариант) катта- 
ликлар бўлгани учун уларнинг бўлинмаси ҳам доимий- 
дир. Демак, бош моментнинг минимал қиймати М0 ҳам 
доимий, яъни келтириш марказига нисбатан инвари- 
актдир. Таъкидлаймизки, MQR0 — кучлар системаси
нинг бош моментининг бош вектор йўналишидаги про- 
екциясидир:

M oRo= M 0cos (M0\~R0). (30.7)

Шундай қилиб, (30.6) ва (30.7) га асосан: ихтиёрий 
кучлар системасининг исталган келтириш марказига 
нисбатан бош моментининг бош вектор йўналишидаги 
проекцияси, келтириш марказининг вазиятига боғлиқ 
бўлмаган доимий катталикдир.

31-§. Ихтиёрий кучлар системасини айқаш  
ҳолидаги кучларга ёки куч винт-динама ҳолига келтириш

Кучлар системаси R0 Ф 0; М0 Ф  0 ва R0 вектори М0 га 
перпендикуляр бўлмаган ҳолга келтиритган бўлса, айқаш 
ҳолидаги кучларга ёки кучлар винт-динама шаклига кел- 
тирилади.

Ra ва М0 векторлари ўзаро бурчак билан О нуқтага 
қўйилган бўлсин (75-расм). М0 ни Ғг Ғ\ жуфт кучлар би
лан шундай алмаштирамизки, уларнинг елкаси d. =  MJF 
бўлсин. Бу ҳолда О нуқТадаги Ғх ва R0 кучларни паралле
лограмм қоидасига асосан 
қўшиб Ғ кучни ҳосил қн-
ламиз. Натижада R0 ва
М0 қолмайди, фақат ўзаро 
параллел бўлган Ғ\ ва Ғ 
кучлар қолади. Бу Ғ[, Ғ 
кучлар анқаш ҳолидаги 
кучлар дейилади. Демак, 
бутун кучлар системаси ай- 
қаш ҳолидаги кучлар билан алмаштирнлди.

Бу иккала R0 ва М0 векторнинг куч винт-динама ҳо- 
лига ҳам келтириш мумкин. М„ лектории MoRo ва M' таш-



кил этувчиларга ажратамиз (76-расм): М0 =  M0RQ+M'\
Мш — М0 ни /?0 даги проекцияси, М' эса R0 га перпен
дикуляр вектор. АГ ни R', R0 жуфт кучлар билан алмаш- 
тирамиз ва бунинг учун R' =  R0 эканлигини, куч елкаси
d =  ни танлаш билан амалга оширамиз (d =  ОС). Бу 

Ro
ҳолда R0 ва R' ўзаро бир-бирини мувозанатловчи кучлар 
бўлади. Агар ана шу R0R' ни ташлаб юборсак фа цат

Манй ва С нуқтадаги R0 қолади. M 0RQ эркин вектор бўл-

гани учун уни С нуқтага кўчирамиэ. R0 ва MQR0 кучлари 
йўналган (76- раемда R0 ва Медо ётган) CL тўғри чизиқ 
кучлар системасининг марказий уьи дейилади.

R0 кучи ва шу кучнинг таъсир чизигига перпендикуляр 
бўлган текисликда ётган, жуфт Ғ, Ғ' кучлар моментининг 
мажмуи кучлар вннти ёки динама деб юритилади (77- расм).

Расмдан кўриниб турибдики, MORO бу кучлар системаси
ни марказий ўқида ётган С ну^тага нисбатан бош моменти 
бўлади. Бу M0R0 вектори эркин вектордир, яъни унинг С 
қўйилиш нуқтасини марказий ўқнинг исталган бошқа нуқ- 
тасига кўчириш мумкин. Демак, кучлар системасини мзрка- 
зий ўқининг исталган нуқтасига нисбатан бош моментлари 
айнан бир хил булади.

Энди М0 векторини О нуқтанинг л с  ̂i- г:) й >кка ьис- 
батан вазиятига қараб ўзгаришини топайлик. 76- расм
дан

76- расм. 77- расм.



ва

M o= V m  lRa+M>* =  /  м 2ода +  R\ d*. (3i .2)
M0 нинг йўналиши R0 ва M0 орасидаги бурчак орқали то
пилади:

да Моло йўналиши R0 билан бир хил. (31.2) ва (31.3) фор- 
мулаларда фақат d ўзгарувчи катталикдир. Бу формулалар
кўрсатадики, d ни оширсак М0 модули ортади ва <  (М0/?0) 
эса 90° га яқинлашади (78- расм).

Марказий ўқнинг исталган нуқтасида d =  0 бўлгани

учун cos (Мс, R0) =  ±  1 ва УИс =  |М0Я0| =  Mmin. (31.4)

Олинган натижа, яъни (31.4) кўрсатадики, кучлар 
системасининг марказий ўқдаги исталган нуқтасига 
нисбатан бош моменти шу ўқ бўйлаб йўналган бўлиб 
(марказий ўқнинг мусбат ёки манфий томонига), шу 
кучлар системаси учун минимал модулга эга.

Шундай қилиб, марказий ўқ фазодаги нуқталарнинг

(31.3)

cos (М0, R0) <  0 бўлса, Медо <  0 ва <  (УИ0 R0) <  90° ҳам-'

78- расм.



шундай геометрик ўрники, бу ўққа нисбатан кучлар 
системасининг бош моменти минимал Mmin =  Моло қиймат- 
га эга ва ўқ бўйлаб йўналган бўлади.

Энг кичик бош момент M0R0—бош момент М0 н и#0 
йўналишидаги проекциясига тенг:

^оло =  A40cos (/M0, R0), (31 .5)

(31.5) ни R 0 га кўпайтириб қуйидагини ҳосил циламиз:

^o^oro =  RoMo cos (M0, R0). (31.6)

(31.6) нинг ўнг томони R0 ни M0 га скаляр кўпайтмасини 
беради:

W0cos (М0, R 0) =  R0M0. (31.7)

R 0, М0 ни Ro ва Ма векторларнинг проекцияларини R 0x 
R0y, R 0z ва М0х, М0у, M0z орқали ифодалаймнз:

R0 Mo =  « А  +  Roy м оу +  *  А -  (31-8)
Бундан
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(31.9) ёрдамида M0 бош моментнинг энг кичик қиймати 
Ro ва M0 векторларнинг проекциялари орқали ифодаланади. 
Энди (31.9) дан фойдаланиб ихтиёрий кучлар системасининг 
тенг таъсир этувчи R ҳолига келтириш шартларини топа- 
миз. Маълумки, кучлар системасини R ҳолига: а) R„ Ф 0 ва 
М0 =  0; б) R0 Ф 0, М 0ф  0 ва /?0_LM0 бўлганда келтири_ц 
мумкин.

Иккала ҳолда ҳам M0R0 =  M0cos(yW0,/?0) =  0 бўлади ва 
агар кучлар системаси R  ҳолига келтирилса, M0R0 =  0 бўл- 
гани учун (31.9) дан куйидаги шартлар келиб чиқади:

%0хМ0х +  ' M0i, +  Кг  ' M0z =  °-
C  +  ^  +  ^ 0- (31-10)

(31.10) даги боғланишлар кучлар системасининг (R) тенг 
таъсир этувчига келтиришнинг аналитик шартларидир.



32- §. Кучлар системаси марказий ўқининг тенгламаси 
ва тенг таъсир этувчининг таъсир чизиғи

Кучлар системаси келтириш маркази О нуқтага нисбатан
R0 ва М0=  М векторлар билан ифодаланган бўлсин. О нуқ- 
тадан X,  У ва Z ўқларини ўтказамиз (79- расм) ва х, у, г 
координаталар орқали марказий ўқнинг тенгламасини топа
миз.

Келтириш марказидан d 
масофада турган А нук,- 
тадан марказий ўқни ўтка- 
замиз. Биз 31-§ да кўрдик- 
ки, бу ўқнинг А нуқтасига 
нисбатан бош момент М А =

= М ОЯО га тенг бўлиб, R0 
бўйлаб йўналгзн.

Марказий ўқ (тўғри чи- 
зиқ)нинг фазодаги вазияти 
учта ўзгарувчи х, у. z ко
ординаталари бўлган ик
кита тенглама билан ифо-
даланади. Бу тенгламаларни ҳосил қилиш учун 28- § на- 
тижаларидан фойдаланамиз.

Агар А нуқтани биринчи, О нук,тани иккинчи келтириш 
маркази деб кабул қилсак, (28.6) га асосан:

M0Ro =  Ma - d x R 0. (32.1)

Агар УИ0Л0 нинг проекцияларини Мх, Му, Nz деб белги- 
лаб, (32.1) нинг х, у, z ўқларидаги проекцияларини (24.1) 
га асосланиб топсак, қуйидагилар келиб чиқади:

Mx =  M0x- ( R0z-y—

79- расм.

М у =  M0y — {R0xz — R0zx). 

м г =  M0z- { R 0yx - R 0xy).

(22 .2)

M0Ra ва R0 вектор бир тўғри чизиқ бўйлаб йўналганлиги 
учун уларнинг бир исмли проекциялари ўзаро пропорцио
на л бўлади, яъни

Mx!R0x =  M ylR0y =  M J R 02 M oro/R0 (32.3) 

ёки (32.2) ни ҳисобга олиб қуйидагини ёзамиз:
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ликлар доимий бўлади. Ўзгарувчан катталик марказий ўқ- 
нинг х, у, г координаталари ҳисобланади. (32.4) даги тўрт- 
та нисбатдан исталган икки жуфтини тенглаштириб марказий 
ўқнинг иккита тенгламасини ҳосил қилиш мумкин.

Агар (32.4) да олдинги учта нисбатдан биронтасини охир- 
гиси билан тенглаштирилса, марказий ўқнинг бироз оддийроқ 
тенгламаси ҳосил бўлади.

Марказий ўқнинг текис 7ик- 
ларни кесадиган нуқталарининг 
координаталарини ўша кесадиган 
нуқта айрим координаталарини 
нолга тенглаштириш билан топи
лади. Масалан, марказий ўқни 
yOz текисликни кесган A l нуқ- 
таси учун а'! =  0, А2 учун г2=О 
03 УчУн эса у э =  0 (80- ра
см).

Агар кучлар системаси R 
тенг таъсир этувчи ҳолига кел- 
тирилса, R =  R0 ва M0Ra=  0 бў- 
лади. Б у ҳолда марказий ўқ R 

тенг таъсир этувчининг таъсир чизиғи бўлади ва Мх =

/ \
Ро ( * 1> Уг. * г )

7 7■̂ AjSWjZ,)

80- расм.

М у =  Мг =  0 бўлганлиги учунл2
М о х - ( Roz  У —  R o y  г ) М о у --- ( R ох г  Ro z  х )

я
М  оZ ---  (R o y  Х --- R o x  у)

оу

=  0 (32.5)

ёки R0 =  R бўлганлиги учун

Mox =  R j J - R ^
M oy =  R x Z =  R : X ’

M „  =  Ry X — Rx y, 

ифодалар ҳосил бўлади.

(32.6)

Бу ерда Мог, Моу, Мог — кучлар системасини координа-



та ўқларнга нисбатан бош моментлари. R f, R R z — тенг 
тагсир этувчининг ўқлардаги проекциялари.(32.6) тенглама
лардан факат иккитаси эркин тенгламалардир.

33- §. Кучлар системаси мувозанат шартларннинг 
умумий ҳоли

Агар кучлар системаси учун бирон келтириш марказига 
нисбатан

(33.1) шарт бажарилса, бу кучлар узаро бир-бирини муво- 
занатлайди. Маълумки,

Мувозанат тенгламалари (33.1) ни (33.2) га асосан X, 
Y,  Z ўқлардаги проекцияларда қуйидагича ёзилади:

Бу ҳосил қилинган (33.3) шаклдаги олтита тенгла
малар системаси фазодаги ихтиёрий кучларнинг асо
сий мувозанат тенгламалари дейилади. Булардан ол
динги учтасига кучлардаги проекцияларининг тенгла
малари, қолган учтасига координата ўқларига нисбатан

(33.1)

(33.2)

еки
Л

Л

Л

5 Ж * ,=  о|=1
л (33.3)

V
1=1

л



куч моментлари тенгламалари деб айтилади.. Момент
лар тенгламаларини (24.1) га асосан бошқача шаклда 
ҳам ёзилади:

(33.3) мувозанат тенгламаларини яна бошқача кў- 
ринишда ҳам ёзилади, бироқ бу вақтда қўшимча та
лаблар қўйилади. (33.3) нинг ўрнига қуйидагиларни 
ёзиш мумкин:

Бу (33.5), (33.6), (33.7) ни ҳар бирини маълум 
шартлар бажарилгандагина мувозанат тенгламалари 
деб ҳисоблаш мумкин. Масалан, U ўқ OZ ўқига па
раллел бўлмаган ва бир текисликда ётмаганда (33.5) 
мувозанат тенгламалари бўлади. U ь U2 ва U3 ўқлар 
у  а  2 -текислигида ётмаса ва ZOX  билан ҳам бир те
кисликда ётмаса, (33.6) мувозанат тенгламалари бў- 
лади ва ҳоказо.

Фазодаги ихтиёрий кучлар системасининг мувоза- 
нати масаласида, агар номаълум олтитадан кўп бўл-

П

П

1=1 (33.4)
П

)

2 М«< =  
2 м «  =  
2 " *  =
2 /г~ =  < 
2 Ғ -̂ =  < 
2 м  *  =



маса, статик аниқ бўлади. Агар кучлар иккита жисмга
қўйилган бўлса, номаълумлар сони ум нккидан орт- 
маса, бу ж исмлар учун статик аниқ бўлади ва ҳоказо. 
Кўпчилик холда мувозанат тенгламаларини умумий 
ҳоли булган (33.3) тенглам алар қўлланилади.

34- §. Ишқаланиш. Ишқаланиш коэффициентн, ишқаланиш
бурчаги ва ишқаланиш конуси. Ишқаланиш мавжуд 

бўлганда қаттиқ жисмнинг мувозанат шартлари

Бир жисм иккинчи жисм сиртида ҳаракат қилганда пан- 
до бў.пиб, жисм ҳаракатига қаршилик кўрсатадиган куч ши-  
ка ла н и ш  кучи  дейилади. Агар ишқаланиш кучини f  би
лан белгиласак, бу Ғ  куч жисмга таъсир этадиган бо
сим кучи Ғ й га тўғри пропорционалдир:

* w = K « -  (34Л>
(34.1) даги /  коэффициент сирпаниш вақтидаги ишқа-  

лц н и ш  коэ ффициенти  дейилади. Бу коэффициент бир-бири
га тегаётган жисмларнинг табиатига, тезликларига ва бо
сим кучига боғлиқ. Лекин элементар ҳисоблашларда /  нинг 
тезлик ва босимга боғлиқлиги ҳисобга олинмайди. Одатда 
/  коэффициентнинг қиймати тажриба ёрдамида топилади. 
Тажрибалар кўрсатадики, кўпчилик материаллар
учун /  нинг қиймати жадвалларда кўрсатилган. Ишқала- 
ниш коэффициенти /  нинг қийматини цуйидагича топилади 
(8 1 -расм). Расмдан кўринадики, оғнрлик кучи Р  иккита 
ташкил этувчига ажралади. Бу кучлардан биттаси Ғ й босим 
кучи бўлиб, бу куч А В  таянч юзга перпендикуляр йўнал- 
ган; иккинчи Ғ г куч эса А В  юзга параллел бўлиб D  жисмнк 
пастга ҳаракатлаптиради. Бироқ 
ҳосил бўладиган R  реакция ку
чи нормал N  ва ^ ишқ ишқала- 
ниш кучига ажралади. Агар 
Л  =  — Ғ кшк̂ шарт бажарилса, D  
жисм текис ҳаракат ҳолати- 
да булади. Бундай шартни П  
посангига қўпиладиган юклар 
ёрдамида бажариш мумкин. На
тижада D  жисм текис ҳаракат- 
ланганда Ғ х =  Ғишқ шарт бажа-



рилади. Шунингдек, расмдан N  =  — Ғ л ҳамда N  =  — Ғ 6 — 
=  Р  cos а  эканлиги кўриниб турибди, яъни

Fa =  Pcostx.  (34 2)

Посанги бўлмаганда, D  жисм текис ҳаракат қилиб пастга 
тушадиган бўлса, Ғ  — —  Ғ  шарти бажарилади ва расм
дан

ҒишҚ =  f  s in a . (34.3)

Агар (34.2). (34.3) ни (34.1) га қўйсак, қуйидаги ҳосил 
бўлади:

/  =
psin a

=  t g a .
p cos a

f  =  t g a .  (34.4)
Демак, агар D  жисм қия текисликда текис ҳаракат ҳо- 

латида бўлса, ишқаланиш коэффициенти қиялик бурчагининг 
тангенсига тенг бўлар экан. Мана шу бурчак тангенси сир- 
паниш ишқаланиш коэффициентига тенг бўлган а  бурчак 
иш қал ан иш  бу рч аг и  деб айтилади. ri ишқаланиш бурчаги- 
дан бошқг яна илиниш бурчаги тушунчасини ҳам қўллаци- 
лади. Бу а ил бурчак D  жисм тинч турганда пайдо бўла- 
ди. Агар D  жисмга Ғ  куч таъсир этса, D  маълум вақтгача 
тинч туради, демак, жисмни сақлаб турувчи Ғ ил куч пай
до булади. Бу Ғ яя куч илиниш кучи  дейилади. Ғ кп куч R  
реакция кучининг ташкил этувчи N  ва Ғ ял га ажралишидан 
ҳосил^бўлиб, N  нормал кучга тўғри пропорционалдир:

9  ( а д
Илиниш коэффициенти / ил бир-бирига тегиб турган жисм

лар материалига ва физик ҳолатига боғлиқ бўлиб, қиймати
О билан 1 оралигида ўзгаради. 
Тажрибада аницланганидек, /  ИЛ > /•  
Бу коэффициент /цЛ ҳам тажри
бада аниқланади. Бунинг учун 
жисмга қўйиладиган Ғ  кучни 
Ғ  =  бўлгунча, яъни жисм
D  жойидан қўзғалишни бошла- 
гунча аста-секин оширилади. Ана 
шу қўзғалиш бошланаётган пайт- 
даги куч Ғ™х бўлади. 82- расм
дан маълумки, N  =  Р ,  демак,

I - }
/

Т



бўлар зкан. /11Л коэффициентни 81-расмдагн қурилмадан 
фойдаланиб ҳам топиш мумкин. Бунинг учун АВ  қия те- 
кисликни юқорига ёки пастга ҳаракатлантириб, а  қиялик 
бурчагининг қийматини ўзгартириб, D жисмнинг ҳаракат- 
лана бсшлашига эришамиз (бу ҳслда П посанги олиниб 
бпшқа жойга қўйилади). D жисм ҳаракатлана бошлаган 
пайтда шкаладан (пунктир чизицлар) а бурчакни ёзиб ола- 
миз. Бу бурчак /11Л и.-нниш бурчаглга тенг бўлади. Мана 
шу бурчак тангенси i'„.n илиниш коэффициента га тенг бу
лади, яъни

р шах

. .  Ь л = ^ г -  (3 4 J )
81 ва 82- раемда R реакция кучи таянч юзидаги 

нормал / билан а ёки a nJ] бурчак ташкил этади, деб 
олдик. Лекин бу бурчаклар О дан (абсолют силлиқ 
сирт учун) маълум қийматгача (реал жисмлар учун) 
ўзгаради. Натижада шундай бўладики, фазода R ре
акция кучи N  нормал атрофида таянч О нуқтага тая- 
ниб айланади. Бу айланишда конус сирти ҳосил бу
лади. Бу конус R реакция кучини цўзғалмас О нуқта 
атрофида N  нормал билан а ёки а ил бурчак билан 
айланиш натижасида ҳосил бўлади. Бу конусга илиниш 
конусн ёки ишкаланиш конуси деб айтилади. Бу или
ниш конусининг сирти реакция кучларининг максимал 
кпйматлариип кўрсатади, копусипнг ичн эса реакция 
кучларининг мумкин булган қийматларидир ёки реак
ция кучларининг аниқланиш соҳасидир. Агар тинч 
турган жисмга таъсир этаётган кучларнинг тенг таъ
сир этувчиси илиниш ко
нусининг ичида бўлса, 
жисмнинг мувозанатн бу- 
зилмайди. Шундан фой
даланиб, ишқаланиш 
мавжуд бўлганда жисм- 
ларнинг мувозанати
қуйидагича топилади (83- 
расм).

Фараз қилайлик, D 
жисм, деворнинг Л ва В 
нуқтасига тегиб турсин.
А ва В нуқталарга ало-



ҳида-алоҳида реакция кучларини ва илиниш конусла- 
рини (расм текислигидаги проекцияларини) чизамиз. 
Н атиж ада r t inkL  синиқ чизиқлар билан чегараланган  
текис юз (ф азода сирт) ҳосил булади.

Агар жисм Р  оғирлигининг таъсир чизиғи реакция 
кучлари ҳосил қилган m t i k L  ю знингичидан кесиб ўтса, 
жисм мувозанатда булади. Д емак, m n k L  — жисмнинг 
мувозанатда бўлиш соҳасини характерлайдиган  юздир.

Ш ундай қилиб, иш каланиш  кучлари мавж уд бул- 
ганда реакция кучлари сиртга ўтказилган нормал билан 
маълум бурчак ҳосил қилади ва шунинг натиж асида 
иш қаланиш  конуси ҳосил бўлади. М увозанат тенгла
маларини тузганда иш қаланиш  кучи ва бош қа кучлар
ни ҳисобга олиш лозим булади.

84- расм.

16- мисол. (2.67) Оғирликлари 200 кг ва 400 кг бул
ган тўғри Л ва В тахтачалар (84- расм) қия текислик ус
тида турибди. А ва В  тахтачаларнинг қия би-текислик

3
лан иллқаланиш коэфЬициентлари f A = 0 , 5 ,  f a — —  бўлсин.

Агар б /  тахтачалар сим арқон билан ма\кам 1анган бўлса, 
система ҳаракат қиладнми ёки тинч ҳолатда бўладимн?

А г -i В  пи бирлашгнрувчи сим арқэннинг таранглиг и 
ва хар бир тахтачага таъсир этадиган ишқаланнш кучлари
ни топинг.

Б е р и л г а н :
а  = 3 0 °
Р  =  200 кг; 
Р в  =  400 кг;

Е ч и ш . 84- расмдан кўринадики, 
сим арқоннинг Т  таранглик кучи 
бир-бирига параллел бўлган тўртта

^ншқ кучнинг алгебраик



f A = 0 - 5 ;

/в =  4 -

Г - ?  ғ л — ?ишқ
ғ в  __ ?

ншқ
Си стема

йиғиндисига тенг. Ҳақмқатан ҳам, 
агар мувозанат тенгламаларини туз- 
сак: Т  =  +  Ғ л — Ғ ^ + Ғ в — ғ в шк
эканлигини ҳисобга олиш лозим.

ҳо-қандаи 
латда бўлади?

У ҳолда

2 F iy =  NA- F l 
Маълумки, (34.1) га асосан:

— F ■ншқ В ^ ~ т  =  о
N B— 7ч =  0-

FA — f - N -1 шик I  A "  Л' =  /*■*,м ш қ < A "  А '  л и ш қ  I  3  4 В •

Расмдан Ғл =  p A sin a; FB = P B sin a га тенг. Босим куч
лари F£ ва Ғ% мос равишда нормал Ыл ва Ыв кучларга 
тенг бўлганликлари учун — N д =  Ғ* =  рд cos a; — N в =  
=  Fj? =  р в cos а эканлиги равшандир. Энди Ғ д ва Fg ҳам- 
да А ва В нуқталардаги ишқаланиш кучларининг қиймат- 
ларини ҳисоблайлик.

Ғл =  200 • sin 30° =  200 ■ 0,5 =  100 кг.

Ғ в =  400 • sin 30° =  400 • 0,5 =  200 кГ,

86 кг,

вшқ =  —  -400cos 30° =  228 кг.
Таранглик кучини '^Ff . =  0 тенгламадан топамиз:

Ғ?шқ =  0.5-200 cos 30°

Ғ в.. =

T = F  A- Ғ  _ҒА __Ғв1 А ' В г ишц Г ишц
=  300 — 314 =  14 кг.

Агар
~Ь Ғ ншқ)

( Ғ д  +  Ғ в ) <  ( Ғ ишқ +

бўлса, жисм ҳаракат 
қилмайди, хақиқатан ҳам, Ғд +
+  Ғ в = 300кг. ^ шқ+ Ғ ^ шқ=314кг, 
демак, система тинч ҳолатда бу
лади.

17-мнсол. (7.10) томонлари

А-

/ !  pt

П - - - Ш
у ?  й У *

Wh



10 м, 4 м ва 5 м бўлган, тўғри паратлелопипеднинг қир- 
раларига (85- расм) Я, =  4Н, Р 2 =  6Н, R3 =  ЗН, Р4 =  2Н, 
Рь =  6Н ва Р е =  8Н куч қўйилган. Бу система қаноник 
(намунавий) ҳолга келтирилсин ва марказий ўқни OXY те
кислиги билан кесишган нуцтасининг координаталари х, у  
топилсин.

Берилган:
а = 1 0  м, Р х =  4Н , Р 2 =  2Н , 
b =  4 м, Р2 =  6 Н, Ръ =  6 Н 
с =  5 м, Рл =  3 Н, Р 6 =  8Н

R0 — ? ‘ Mo — ? X  — ? у  — ?

Ечиш: Систечани каноник ҳоЛга келтириш — бу R0 бош 
вектор ва М0 бош моментни топиш деган сўздир. R0 бош 
векторнинг модулини (2‘).5) га асосан топамиз.

Маълумки: R0 = \  Rox +  R%y +

М0- - V  + М\у+ М*г; Rox, Roy< R02 (26.1) га асосан топа
миз, яъни R0l =  V  ғ xi =  — р ь +  р2 =  — 6 +  6 =  0, Rou =  
~  2 F y i ~  Pi Pi =  4 2 == 2H, Roi =  %Fz i =  ps - p 3 =  
=  8 — 3 =  5H.

Mox, Moy, Мог, яъни бош моментнинг ўқлардаги проек
цияларини (26.6) га асосан топамиз:

М ох =  =  Pi ■с  +  Рз а =  4 • 5 +  3 • 10 =  50 нм,
^  =  S ^ ,  =  - / y C ^ /V &  =  6 - 5 - 3 . 4  =  - 4 2 hm,

/V! =  У  ,'И — р2- а +  pi -b  =  6-10 +  2- 4 = 6 8  нм.

Демак, R0 =  ] " 2- 5- -  / 2 9  =  5,4 Н,

У. 0 -  V 50- -Ь (42)2 +  (68)2 =  94 нм.
Энди R0 ва М0 нинг йўналтирувчи косинусларини (26.4)
тенгламадан топамиз:

Р  - ■ 0 п  R 0у 2 п  п тcos а =  —— ------  =  0, cos ф= -—i- - ---- =  0,37,
R o  5 , 4  т  R ,  5 , 4

cosy =  = —  = 0 ,9 3 .
R o  5 . 4

(32.4) тенгламадан фойдаланиб, марказий ўқ тенглама- 
сини топамиз:



Ro

M 0 нинг қийматипи (31.9) дан топсак, 47,5Н га тенг бў-
г  08 — (2л — 0) 47,5лади. Бу ҳолда ------ --------- = ---------

5 5 ,4

5,4(68 — 2л;) =47,5-5,
367,2— 10,8л: =  237,5 

Ю.вх =  367,2 — 237,5 =  129,7 
129,7X =
10,8

=  12 м.

Яна (32.4) нинг учинчи ва охирги ҳадларини тенглаштири б, 
(г =  0 деб) у  нинг қийматини топамиз:

__________ оу

О̂г
бундан R 0 Ф  0 бўлгани 

Mr

М.ORO =  47,5,

учун

У _  Ох —=  10 м.
Юг

Демак, х  =  12 м, у =  10м 
экан.

18- мисол (7.9). Томони а  
га тенг булган кубнипг к,ир- 
ралари бўйлаб ҳар бири Р  га 
тенг булган (86- расм) ўн 
иккита куч таъсир этади.
Шу системами каноник ҳолга 
келтиринг ва марказий винт- 
ли ўқни О х у  текислигини кес-
ганидаги координаталари х  ва .у  нинг қийматларини топинг.

Жавоб и:  R 0 - 2P \ f  6; М  =  Р а У  6; cos а  =  — cos р =

1 1 1 г ~е  2=  — —  c o s y  =  —  — У  х  =  у  =  —  а.

86- расм.



И к и е м .  КИНЕМАТИКА

VII Б О Б .  НУҚТА КИНЕМАТИКАСИ

35- §. Кинематиканинг асосий тушунчалари

Бу бобда нуқта ва механик системанинг ҳаракат 
турлари, яъни кинематик ҳолатлари ўрганилади. Мод- 
дий жисмларнинг фазодаги ҳаракат турларини гео- 
метрик нуқтаи назардан шу ҳаракатларни ҳосил қил- 
ган кучлар билан боғланмасдан ўрганадиган механика
нинг 'булими кинематика дейилади. Кинематика 
гречка «кпнемj » сўзидан олнпган бўлиб, ҳаракатни бил- 
диради. Бу боб икки қисмдан иборат: 1) нуқта кине- 
матикаси, 2) жисм кинематикаси. Улчамлари ҳисобга 
олипмайднган жнсм_ нуқта дейилади. Бир-бирига бог- 
лиқ бўлган нуқталар мажмуи механик система деб 
айтилади. Ҳар қандай қаттиқ жиемни механик система 
деб қабул қилиш мумкин (масалан, тош бўлагн, шиша 
бўлаги ва ҳоказо) ва лозим бўлганда ҳар кандай 
жиемни ҳам битта нуқта деб қараш мумкин. Эркин 
тушаётган жиемни, Ер шарини, Қуёш ёки Ойни ва 
бошқа жисмларни айрим ҳолда нуқта деб ҳисоблаш 
мумкин.

Нуқта ёки жисм маълум вақтда фазода маълум 
кинематик ҳолатда содир (тинч ёки ҳаракат ҳолатида) 
бўлади. Демак, фазо, вақт ва ҳаракат материянинг 
яшаш шакллари бўлиб, булар умуман ўзаро боғлиқ 
бўладп, Материясиз ҳаракаг ва ҳаракатсиз материя 
бўлмайдн. Классик механпкада Ньютон, фикрлари асос 
қилиб олинган. Ньютон фазо ва вақт мутлоқ бўлади, 
фазо ўзида ва вақт ўзида бўлади, фазо ва вақт жисм
нинг ҳаракат ҳолатига боғлиқ эмас, деб қараган. Ле
кин махсус нисбийлик назариясмда кўрсатиладнки, 
фазо ва вақт, нуқта ёки жисмнинг ҳаракат ҳолатига 
(тезлигига, тазланишига) боғлиқ. Бу боғланиш реля- 

тивистик механика деб аталадиган махсус механика курси- 
да ўрганиладн.

Биз, ушбу қўлланмада нисбатан (ёруғликнинг буш-
км

лиқдаги тезлиги 300000 —  га нисбатан) кичик тезлик
с



билан ҳаракат қилаётган нуқта ёки жисм кинематика- 
сини ўрганамиз.

Нуқта (жисм) кинематикаси дейилганда, нуқтанинг 
ҳаракат қонуни, траекторияси, тезлиги ва тезланиш- 
ларини аниқлаш тушунилади. Бу катталиклар (гез- 
лик, тезланиш, бурчакли тезлик ва бурчакли тезланиш 
ва ҳоказо) кинематик параметрлар дейилади ва шу 
билан бирга бу параметрлар асосий кинематик тушун- 
чалар ҳисобланади.

Нуқта (жисм) нинг фазодаги вазиятини исталган 
вақтда аниқлашга имкон берадиган математик боғла- 
ниш ҳаракат қонуни деб айтилади. Масалан, нуқта 
тўғри чизиқли текис ҳаракат қмлса, ушбу s =  V - t  боғ- 
ланиш нуқтанинг ҳаракат қонуни бўлади, чунки t 
вақтга қиймат бериб, нуқтанинг босиб ўтган s масо- 
фаси (вазиятини) ни аниқлаш мумкин. Нуқта фазода 
бошқа бирон нуқта ёки жисмга нисбатан вазиятини 
ўзгартирнши механик ҳаракат деб аталади. Механик 
ҳаракат бу мавжуд бўлган ҳаракатларнинг энг содда- 
сидир. Виз назарий механика курсида аиа шундай энг 
оддип харакатлар — механик ҳаракатларпи кўриб чи
нам из.

Нуқта ёки жисм вазиятнни бошқа нуқта ёки жисмга 
нисбатан аниқланади ва бу нуқта ҳаракат вақтида 
иккинчи нуқтани тинч ҳолатда деб қаралади. Ана шу 
иккинчи нуқта (жисм) вазияти саноқ боши ёки ҳисоб 
боши деб қабул қилинади. Саноқ боши билан ҳаракат 
қиладиган пуқта биргаликда саноқ (ўлчов) системаси 
деб аталади. Масалан, поезд станциндак узоқлашиб 
кетади. Бу ерда станция саноқ боши, станция ва поезд 
биргаликда ҳисоблаш системасидир. Ер Қуёшнинг ат
рофида ҳаракат қиладй. Бу ерда Қуёш саноқ боши, 
Қуёш ва Ер ҳисоблаш системасидир.

Ҳисоблаш системаларида нуқта вазиятини аник
лаш одатда маълум координата системаларида амалга 
оширилади, яъни қабул қилипган координата систе
маси — хпсоблаш системасидир. Кўпчилик ҳолларда 
декарт, сферпк, цилиндрик; табиий ва қутб координата 
системалари қўлланилади.

Нуқта (жисм) нинг ҳаракати вақтида кетма-кет 
вазиятларини ифодалайдиган нуқталарнинг геометрик 
ўрни траектория (ҳаракат изи) деб аталади. Траекто
рия бу нуқта ҳаракатида қолдирилган издир. Маса-



лан, велосипеднинг ҳаракати  вақтида унинг изи тупроқ- 
ли ерда яхши кўринади.

М еханик система (ж исм) нуқталардан  тузилганлиги 
учун табиийки, олдин нуқта кинематикасини ўрганиш 
лозим, кейин қаттиқ жисм кинематикаси ўрганилади.

Ҳ аракат нуқта траекториясига қараб  тўғри ва эгри 
чизикли ҳаракатларга , нуқта ҳаракатининг ж адалли - 
гига қараб  текис ва нотекис ҳ ар акатларга бўлинади. 
Н уқтанинг ҳаракати  маълум  усуллар билан аниқла- 
нади.

36- §. Нуқта ҳаракатини ўрганишнинг 
кинематик усуллари

Нуқтанинг ҳаракатини  
қуйидаги уч усул билан ўрга- 
нишнн кўриб чиқамиз ва ҳам- 
қараймиз.

1. Векториал усулда ради- 
ма вақт нуқта ҳ ар акат  қону- 
n и, траекториясини ва бошқа 
кинематик параметрларини 
аннқлашни асосий м асала деб 
ус- вектор туш унчасидан фой
даланилади. Радиус-вектор бу 
битта четки нуцтаси (саноқ 
боши) ўзгармас, лекин узун

лиги, ҳам йўналнши ўзгариб турувчи ва иккинчи учига 
стрелка қўйилган кесмадир (8 7 -расм ).

г Радиус-вектор одатда г  билан белгиланади ва ҳамма 
вақт ҳаракатланадиган нуқта раднус-векториинг охирги А

нуқтасида жойлашган, деб фараз қилинади. г  радиус-вектор- 
нинг бошланғич О нуктасининг жойи ўзгармас деб қабул
қилинади. Демак, г нинг модули О А кесманинг маълум 
масштабидаги узунлигига тенг бўлади ва бу узунлик А  
нуқта ҳаракати натижасида ўзгариб, фазода ихтиёрий 0 4 ,  
CMj . . . вазиятларни олади. Расмдан кўринадики, агар
г  нинг фазодаги вазиятини аниқлан олсак, А нуқтанннг ҳам
вазиятини аниқлаган бўламиз, чунки А  нуқта г  нинг охи- 
рида жойлашган булади. Қисқача қилиб айтганда, А  нуқ-
танинг вазиятини аншўпаш учун г  нинг вақт функциясн си
фатида ифодалашимнз, яъни



шаклида боғланишни аниқлашимиз лозим.
(36.1) тенглама ҳаракатдагн нуқтанинг векториал 

усулда ифодаланган ҳаракат қонуни ёки ҳаракат тенг- 
ламасн деб аталади. Радиус-вектор уч элементга: 
қўйилиш нуқтаси (О нуқта), модулга (CM кесманинг 
узунлиги) ва йўналишга (ОА Кесма охирига қўйилган 
стрелка) эгадир.

Радиус-вектор таърифидан кўринадики, ҳаракатланаётган
нуқтанинг траекторияси бу r радиус-векторнинг охирини
геометрии ўрнидир. Кетма-кет вақтда г радиус-векторнинг
охирини ифодалайдиган чизиқ — т радиус■ векторнинг гпдо-
графи дейилади. Демак, г радиус-векторнинг годографи бу 
ҳаракатланаётган нуқтанинг траекториясидир. Бу траектория 
раемда AAV А2А3 эгри чизиқ билан тасвирланган.

Радиус-вектор ёки вектор усулида нуқта ҳаракатини 
ўрганиш механика масалаларини ечиш вақтида анча 
қулайликлар туғдиради ва айниқса, масаланинг физи- 
кавий моҳкятини тезгина яққол тасвирлаш имкония- 
тини ҳам беради.

2. Табиий усулда нуқтанинг ҳаракати уша нуқта- 
нинг траекторияси бўйлаб ўрганилади.

Траектория устидаги ихтиёрий О нуқтани (8 8 -расм) 
саноқ боши деб қабул қиламиз ва шу О нуқтанинг чап 
томонини манфий, ўнг томонини мусбат деб шартлашиб 
оламиз. Унг томонини манфий ва чап томонини мусбат 
деб хам кабул қилиш мумкин.

Агар О нуқтани ҳисоблаш системасининг боши деб олсак,
у ҳолда М  нуқтанинг вазияти ОМ ёйга тенг, бу ОМ =  s 
га ёйли координата деб 
ёки О нуқтадан бошлаб 
қўйилган масофа деб оли
нади. Нуқтанинг вазияти 
s орқали топилади. Де
мак,

s = f ( t )  (36.2)

ифода нуқтанинг ҳара- 
кат қонуни ёки ҳаракат 
тенгламаси деб аталади.

Шундай қилиб, агар нуқ-



танинг траекторияси, ҳисоблаш системасининг боши ва 
йўналиши (ёйли координатанинг боши ва йўналиши)
ҳамда ҳаракат тенгламаси s = ( / )  маълум бўлса, М  
нуқтанинг ҳаракатини аниқланган деб ҳисоблаш мум
кин.

s масофа билан нуқтанинг босиб ўтган йўлини ал- 
маштириш керак эмас. М асофа s ,  йўл г  га тенг бўла- 
ди, агар ҳ аракат  О  нуқтадан бошланиб, ф ақ ат  траек- 
ториянинг бир томонига (мусбат ёки манфий) йўналган 
бўлса. Агар нуқта t 0 вақтда М 0 наэрятда, t  вақтда М  
вазиятда булиб, ёй координаталари мос равиш да у,, га .** 

бўлса, нуқтанинг t — 10 вақтда босиб ўтган масофаси r  =  
=  IM 0Mj  қуйидагича топилади:

( О М 0 =  s0, О М  =  s). 
г =  j/Vi 0'Vi j =  \ о м  — о м 0\ =  |s — s0|.

Ёйли координата s нинг шу вақтда ўзгариши ds  — 
=  / ' (/) d i  мусбат ҳаМ, манфий хам бўлиши мумкин. Агар 
ds >  0 бўлса, ёйни ортиши, ds  <  0 бўлса, О нуқта ёйнинг 
камайиши томон ҳаракат қилади. Бироқ, босиб ўтилган йўл 
ҳамма вақт мусбат, яъни db  >  0 бўлганлиги учун фақат 
d b  =  |dsj =  \f' U ) ld t  бўлиши мумкинлигини ҳисобга олиш 
лозим.

Нуқтанинг (0, t) оралиғида босиб ўтган йўли

5 =  f i  r m t
о

тенглама билан топилиши лозимлигини ҳам қайд  қи- 
ламиз.

Н уқтанинг ҳаракатини (36.2) қонун ш аклида тас- 
вирлаб ўрганиш  табиий усулда нуқта ҳаракатини  ўрга- 
ииш дсб аталади. Табиий усулда нуқта ҳаракатини 
ўрганиш да табиий координаталар системасидан (88- 
расм) фойдаланилади. Бу табиий координаталар систе
маси қуйидагича тузилади. Агар нуқта М  вази ятда 
бўлса, шу М  нуқтага уринма (тангендиал) бирлик век-

—►
тор то ўтказамиз. Ш у М  нуқтадан, то бирлик вектори- 
дан ўтувчи ва траектория текислигида ётадиган текис
ликка тегиб турувчи текислик (раемда тегиб турувчи 
текислик Т Т Т  ва тўғриловчи текислик Т Т  билан бел- 
гиланган) деб айтилади. Тегиб турувчи текисликка пер
пендикуляр. бўлиб, унинг бирлик вектори т0 дан  ўтувчи 
текисликка тўғриловчи текислик (7Т) деб айтилади. 
М  нуқтадан ўтувчи ва тўғриловчи ҳам тегиб турувчи



текисликларга перпендикуляр бўлган текисликка нор
мал текислик ( ИТ)  деб айтилади.

, Тегиб турувчи текислик билан тўғриловчи текислик- 
ларнинг кесишган чизиғи ОМ эгриликнинг уринма 
чизиғи деб аталади. Тегиб турувчи текислик билан 
нормал текисликнинг кесишган чизиғи ОМ  эгриликнинг 
нормал чизиғи деб аталади ва, ниҳоят, тегиб турувчи 
текислик билан тўғриловчи текисликнинг кесишган 
чизиғи ОМ эгриликнинг бинормал чизиғи дейилади.

' Урннма, нормал ва бинормал чизиқлар табиий ко
ординаталар дейилади.

ОМ чизиғига ўтказилган учта ўзаро перпендикуляр 
бўлган тегиб турувчи, нЬрмал ва бинормал текислик
ларга табиий учёқлик деб юритилади. Уринма, нормал 
ва бинормал чизиқларга ўтказилган бирлик векторлар 
(орталар) уринма, бош нормал ва бинормал бирлик 
векторлар ёки орталар деб аталади. Бу орталарни мос 
равишда т, п ва b билан белгилаймиз.

М  нуқтанинг ҳаракати мана шўндай табиий коор- 
динаталарда ўрганилади. Координата ўқлари т, п, Ь 
орталар орқали ўтади. Орталар т, ti, Ь нинг модуллари 
ҳамма вақт бирга тенг бўлиб, ўзгармас бўлса-да, бироқ 
бу векторларнинг йўналиши ўзгариши мумкинлигини 
эсда сақлашимиз лозим. Мана шу орталар йўналиш- 
ларининг ўзгариши туфайли ҳаракатдаги М нуқтанинг 
ҳаракат йўналишини характерлаш мумкин, чунки таби
ий координаталар системасида М нуқта ҳаракат қили- 
ши билан координата боши ҳам ҳаракат қилади ва 
т, п, b орталарнинг йўналишлари ўзгаради. Бу ўзга- 
риш траектория эгрилиги қайси томонга қараб .йўнал- 
ганлигини кўрсатади. Ана шу траектория эгрилигини 
ўзгариш йўналишини 
характерлаш учун 
( К)  эгрилик векто
ри деган тушунча 
киритилади.

Фараз қилайли к.
М нуқта маълум 
вақтдан кейин М л ва* 
зиятни эгалласин (89- 
расм). М  нуқтадаги г 
орта; М 1 нуқтадаги 
орта Tj бўлсин. Расм
дан кўринадики, урин-



ма ортанииг йўналиши ўзгаряпти. Бу ўзгариш тг вектор 
нинг ўзгаришига олиб келадики, натижада Де вектори ҳо- 
сил бўлади. Ҳақиқатан ҳам, T j  н и  M l нуқтадан ўзига-ўзи- 
ни параллел қилиб М нуқтага кўчирамиз. Натижада дио- 
гонэли т, га тенг булган параллелограмм ҳосил бўлади. 
Бу параллелограмм иккита тенг ёнли учбурчакдан иборат 
ва хар бир учбурчакнинг ён томонлари орта га, асоси эса дт 
га тенгдир. Агар т ва т, вектор Орасидаги бурчакни е деб 
белгнласак (бу е бурчакка я^инлашиш бурчаги деб айтила
ди), бу бурчак е орқали т ортани ўзгаришини, Де вектори- 
нинг модулини топиш мумкин.

—V
Ортанинг орттирмаси Де векторнинг ўзгаришига мос ке- 

ладиган ёй координатасининг ўзгариши As га бўлган нис- 
батига эгриликнинг уртача вектори (Я. ) деб айтилади:

(36.3)

Агар ёй координатаси as-»-0 бўлса, бу ҳолда эгрилик 
Ҳ  векторининг маълум нуқтадаги қиймати топилади, яъни

7с =  Пш Г— ). (36.4)
As-. О \  A s  /

Маълумки, (36.4) ни ҳосила оркали ифодалаш мумкин: 

К  =  — . (36.5)
ds

Эгрилик векторининг модули ва йўналишини қуйидагича 
топамиз. 8 9 -расмдан қуйидагини ҳосил циламиз:

де =  е sin е
|е| — 1, sin е «  е' эканлигини ҳисобга олсак,

Дт х  ғ* - (36.6)
Агар (36.6) ни (35.4) га қўйсак

/ г = Н т ( ^ - М  =  Пт ( —— ) =  —  п0, (36.7)
Д5->0\ A s /  Дч-*0 \  A s  J  p

бунда p — траектория чизиғидаги M нуқтанинг эгрилик ра
ди усидир.

Энди Қ  векторининг йўналишини топамиз. Расмдан 

20 +  6 =  180. р =  90 -----



Агар As—>-0 бўлса, 
М нуқта М, нуқтага 
чексиз яқинлашади ва 
яқинлашиш бурчаги е->-0 
бўлади. Бу ҳолда, р=90° 
бўлади, демак, дт век- 
тори т векторига пер
пендикуляр йўналган ва
Ат векторининг ёки К  
векторининг йўналиши 
бош нормал вектори п 
вектори билан бир хил 
йўналган, яъни

90- расм.

(36.8)
Р

деб ёзишга тўла асос бор.
3. Нуқта ҳаракатининг Декарт координатасида урганиш 

усулини кўриб чиқайлик. Декарт координатасн системасида 
М  нуқтанинг вазияти 90- раемда тасвирланган. Агар М  
нуқтанинг координаталари х, у , z вақт функциялари

шаклларда тасвирланган бўлса, исталган вақтда М 
нуқтанинг вазиятини аниқлаш мумкин. (36.9) ифода- 
ларга нуқтанинг ҳаракат қоиунлари ёки ҳаракат тенг
ламалари деб айтилади.

Агар нуқтанинг ҳаракат қонунлари маълум бўлса, 
пуқтанинг траекторияси х, у, z  нинг ҳар хил вақтлар- 
даги қийматларини координата системасига қўйиб ҳо- 
сил қилинади— бу битта усул: иккинчи усулда траек- 
торияни топиш учун ҳаракат қонунидан <.вақтни йўқо- 
тиш йўли билан аниқланади. Масалан, нуқтани x =  3t2 ва 
у =  4(2 қонунлари бўйлаб ҳаракат қилади деб олиб, шу 
нуқтанинг ҳаракат траекторияси топилсин.

Е ч и ш: ҳаракат тенгламаларини ёзамиз:

Бу тенгламалар системасидан t вақтни йўқотамиз. 
Бунинг учун биринчи тенгламани иккинчиснга бўлсак,

x =  x\ t \ ,  y = y \ t \ ,  z =  z \ t \ (36.9)

х =  3t2, 
у  ^  41*.



ҳосил бўлади ва бу 4х—3 у = 0  тенглама тўғри чнзик; 
тенгламасидир. Демак, нуқтанинг траекторияси тўғри 
чизиқдан иборат бўлиб, бу тўғри чнзиқ координата бо- 
шидан ўтади.

Ёй координатаси s билан х, у,  z  декарт координаталари 
орасидаги боғланиш бор. Ёй жуда кичик бўлганда, бу ёй 
узунлиги As ни ватар ds билан алмаштнриш мумкин. by  'ds 
ватарни эса х, у , z ўқлардаги проекциялари dx, dy, dz бўла- 
ди ва ds катталиги томонлари dx, dy, dz  бўлган тўғри 
параллелопипед диагоналига тенг бўлади. Маълумки, ds2 =  
=  dx2 +  dy1 +  dz- дир. Охирги тенгламадан s қуйидагича 
аниқланади:

s =  \ V  dx1 +  dy2 +  dz*. (36,10)

Бу (36.10) дан топилган э нуқтанинг траектория бўй- 
лаб ҳаракат қонунидир.

Радиус-вектор r билан х, у, z  орасидаги боғланиш- 
ларни ҳам 9 0 -расмдан фойдаланиб топиш мумкин. 
Фақат бу ҳолда г  нинг йўналиши а,  (3 ва v бурчак 
билан аниқланишини ҳисобга олиш лозимлигини на- 
зарда тутиш керак.

19-мисол (10.4). Нуқта jc =  3sin /, у  = 3 co s£  қонун- 
лари бўйлаб ҳаракат қилади. Шу нуқта траекториясининг 
тенгламасини ва траектория бўйлаб ҳаракат қонунини то- 
пинг,

Б ер и л ган :
X  =  3 sin t
Y — 3 cos t

1) Нуқтанинг траекторияси аниқлансин,
2) Траектория бўйлаб нуқтанинг ҳаракат қонуни s 

аниқлансин.
Е ч и ш. Нуқтанинг ҳаракат траекториясини топиш 

учун s int  ва cost  ни масала шартида берилган тенгла
малардан топамиз:

• j. x j. Уsin t  =  — , cos / =  —  •
3 3

Тенгламаларнинг иккала томонини квадратга кўтариб 
қўшамиз:

— +  — =  sin2 1 +  cos21 ва sin21 +  cos21 =  1 
3a



бўлганлигини ҳисобга олиб, қуйи- 
дагини ёзамиз: х +  у =- З2 — бу 
нуқта траекториясининг тенглама
сидир. Кўриниб турибдики, бу ай- 
лананинг тенгламаси. Бу айлана- 
нинг радиуси 3 бирликка тенг. Ай- 
лананинг маркази коордииата боши- 
да ётади (91-расм). Нуқтанинг 
бошланғич координаталарини i — О 
деб, берилган х ва у дан аниқлай- 
миз: А '0  =  0, уа =  3. Нуқтанинг ҳа- 
ракат йўналиши раемда кўрсагил- 
ган бўлиб, ҳаракат соат милига тескари йўналган.

Энди траектория бўйлаб ҳаракат қонунини, яъни s ни 
топамиз:

91- расм.

s =  \ Y_dx2 +  dy2 , х =  3 sin t дан dx =  3 cos t dt\ 
у =  2> cost дан dy — — 3sin tdt. 

dx ва dy ни s ra қўйсак,

5 =  | / 9  cos2 tdt2 +  9 sin2 tdt1 =  j V 9 (sin21 +  cos21) dt2 =  
=  \ 3dt =  3t +  С хрсил бўлади.

Демак, s = 3 ^ + C  экан. Интеграллаш доимийси С ни 
масаланинг бошланғич шартидан фойдаланиб топамиз. Бош- 
ланғич шартга асосан  ̂=  0 бўлганда, нуқта ҳаракат қилмай- 
ди, шунинг учун s =  0 бўлади, у ҳолда 0 = 3 .  0 +  С, .бун
дан С =  0 булади. С =  0 қийматини s га қўйсак, s = 3 t + 0  
ва натижада s =  3t  ни ҳосил қиламиз. Бу s =  3 1 нуқтанинг 
траектория бўйлаб ҳаракат қонунидир.

37-§. Нуқтанинг тезлиги ва тезланиши

Маълумки, агар моддий нуқтанинг радиус-вектори
t  —  t0 =  A t  вақт ичида А г катталикка ўзгарса, Ат ни A t 
га бўлган нисбати ўртача тезлик вектори деб аталади (92- 
расм):

иУР =
4 Г 
At (37.1)

Агар At-*- 0 бўлса, у ҳолда тезлик векторининг оний қий- 
матини аниқлаш мумкин. Бунинг учун (37.1) нинг лимити- 
ни аниқлаш лозим:



92- расм. 93- расм.

T = l i m (37.2)

(37.2) формуладан кўринадики, нуқтакииг оний тезлик
вектори г радиус- вектордан t  вақт бўйича олинган биринчи 
тартибли ҳосилага тенг. Бу векторнинг йўналиши нуқта 
траекториясига ўтказилган уринма бўйлаб йўналган. Ў ртача 
тезлик векторининг йўналиши эса траекторияга ўтказилган 
ватар йўналишида бўлади (93-расм).

Нуқтанинг ҳаракати вақтида радиус-векторнинг ўзгари- 
ши д г  ни ҳамма вақт иккита ташкил этувчиларга ажратиш
мумкин. Бу ташкил этувчилардан биттаси радиаль д г п, ик- 

кинчиси г  векторига перпендикуляр бўлган трансверсаль 
ташкил этувчи д г х дир. Бу ерда п  радиус-вектор г  нинг 
устига қўйилган ва г вектори бўйлаб йўналган бирлик век
тор—радиаль бирлик вектор, т эса г  векторига перпендику
ляр бўлган — трансверсаль бйрлик вектордир.

Агар д t  — 0 булган ҳол учун нуқта тенглигини топмоқ-
чи бўлганимизда г  =  г  п эканлигини ҳисобга олсак, дг п, дгт> 
ёки dr ва dr  ̂ нинг келиб чиқишини осонгина пайқаб 

олиш мумкин. Ҳақиқатан, г  =  г -  п  бўлганда,

d (г ■ п) dr , d пV =  —----- -  =  —  п +  Г ----
dt dt dt

бўлиб қолади. Argp
“*■ dr -*V =  — ■ п , 

dt



т ' dt

деб белгиласак, (37.3) қуйидаги шаклни олади:

v =  v* +  ит- (37-5)

Бунда vn — радиал тезлик, vx — трансверсал тезлик деб ай

тилади. Радиал тезлик vn вектори радиус- вектор г нинг 
йўналишининг ўзгариши туфаили ҳосил булади ва бу 
тезлик радиус-вектор давомида ётади. Трансверсал тезлик
vx вектори нуқтанинг ҳаракат йўналиши бўйлаб йўналган 

бўлиб, радиус-вектор г га перпендикулярдир. их нинг ҳо- 

сил бўлишига сабаб г нинг модулииинг ўзгаришидир. Бу 
vx тезликни қуйидаги формула ёрдамида баҳоланади:

v =  r -̂2 • т (чунки =  —  т V  (37.6)
т dt \. dt dt I

Кўпчилик ҳолларда нуқтанинг тезлиги ўзгариб туради.
Агар л t вақтда тезлик вектори л и га ўзгарса, Д v ни Д t 
га бўлгап нисбати ўртача тезланиш вектори деб аталади:

а-„ =  — • (37.7)•р д / v ’
Опий тезланишни топиш учун д^-»-0 ва^тнинг лимита оли
нади:

flT=lim'( —  ) =  —  • (37.8)
о ' Д t 1 d t

Охирги тенгламадан нуқтанинг оний тезланиши 
тезлик векторидан вақт бўйича олинган биринчи тар- 

•тибли ҳосмлага тенг, деган хулоса келиб чиқади. Агар
(37.2) ни (37.8) га қўйсак, қуйидаги ифода ҳосил бў- 
лади:

- Z = * L  =  ± ( * L ) = * L .  (37.9)
dt dt \  dt j  dt1

Тезланишни топиш учун радиус-вектордан вақт 
бўйича икки марта ҳосила олиш лозимлиги (37.9) 
дан кўриниб турибди.



Ш ундай қилиб, тезлик ва тезланиш  катталиклари- 
нинг иккаласи ҳам вектордир, иккаласини ҳам аник
лаш  учун r ( l )  ҳаракат цонунини билиш лозим экан. 
Тезланиш, тезлик векторининг ўзгариши (дифференциа- 
ли) оркали топилади. Бу ўзгармш dy  ҳам умумий ик
кита таш кил этувчидан иборат бўлганлиги учун тез
ланиш вектори а  ҳам таш кил этувчиларга аж ралиш и 
мумкинлигини эсда тутишимиз лозим. Кейинги параг-
раф ларда тезланиш  а  нинг таш кил этувчилари ҳақида 
батаф силроқ тушунтириш берамиз.

38- §. Нуқта тезлиги ва тезланишинннг координата 
ўқларидаги проекциялари орқали ифодалаш

М аълум ки. ку^такинг тезлиги

7  =  - d-  (38.1)
dt

орқали топилади. Агар тезлик вектори и ва радиус-вектор 
г  ларпипг декарт ў^ларидаги проекциялари vx, v  , v z ва 

-v, у, z бўлиб, ўқлардаги орталар i , j  , k бўлса,

v  =  V  +  V  +  v zk ' .  (38.2)

r  =  x i -f- у  i +  z k  (38.3 )

шаклда ёзилар эди. Орталар i , / ,  k ни доимий деб, тез- 
—►

лик V ни топамиз:

v =  — (xi  +  у  j +  z k)  =  — i +  j -f ~  'z, (38.4) 
dt dt dt 1 di

(38.2) ва (38.4) тенгламанинг ўнг томонини тенглашти- 
рамиз. У холда қуйидаги ,\осил булади:

dx du dz /о о  cvv =  — =  X; v = - ^ = y -  v =  —  — z. (38.5) 
dt y dt v 1 dt

vx, v , vz — нуқта тезлигининг x,  у,  z ўқларидаги проек
циялари (94-расм). Демак, нуқта тезлигининг маълум ўқ- 
даги проекцияси нуқтанинг ўша ўқдаги координатасидан 
вақт бўйича олинган биринчи тартибли ҳосиласига тенг 
экан.

Расмдан кўринадики, тўлиқ тезликнинг модули vx, vy,



v t  дан тузилган тўғри па- 
раллелопипеднинг катта 
диагоналига тенг, яъни

V =  V  V J  +  Vyt  - f  l> r *  =

V х г +  у г +  z2 . (38.6)
V тезлик векторининг

йўналиши шу г- векторнинг 
х,  у ,  z  ўқлари билан ҳосил 
қилган у. P. a  бурчаклари 
орқали топилади. Бу а , р,
Y бурчаний йўналтирувчи 
косинуслар орқали топилади:

cos ( V, i ) =  cos а  =  ,

cos (у, / )  =  cosp =  “

'•g
cos (v , k ) =  cos Y =  T~ =

94- расм.

J #  T- У2 ■

I /  “ДС- -f y2 +

V-

(38.7)'

(38.8)

(38.9)
У x- +  y ‘ -\~z

Тўлиқ тезлик вектори. модули (34.6) орқали, йўна- 
лиши (38.7) — (38.9) тенглам алар орқали топилади, 
қўйилиш нуқтаси эса ҳаракатланадиган  муқтанннг 
■узида бўлади.

Тезланиш  вектори а  нинг ҳам проекциялари худди
тезлик вектори v учун ишлатилган м улоҳазалар  ва 
математик ам аллар  баж арилиш и натиж асида топилади 
(бу ишни ўқувчига ҳавола қилам из). Н ати ж ад а куйи
дагилар ҳосил бўлади:

dvx
=  —  =  V =  х ,dt

dvy - ...
n r  — vy ~  У'
dv.

а .  = dt =  V = Z

(38.10)

(38.11)

(38.12)

тен глам алар  орқали топилади. Бу тенглам алардан  теЗ ' 
ланиш нинг маълум ўқдаги проекцияси ўша ўқдаги тез- 
лнк проекцнясидан олинган биринчи тартибли ҳосилага



ёки нуқтанинг ўша ўқдаги координатасидан вақт бўйича 
олинган иккинчи тартибли ҳосиласига тенг деган хуло- 
са келиб чиқади.

Тўлиқ тезланиш а  векторининг модули тезланиш проек- 
цияларн а х, а у , az орқали

а  =  У а\  +  a l  +  a i =  У  и2х +  и1 +  v ]  (38 13)

ф ормуладан топилади. Тезланиш  векторининг йўнали- 
ши, йўналтирузчи косинуслар қуйидагича аниқланади:

cos (a , t') =  cos а  =  —  =  . - * (38.14)
a I- • y- ■ z1

cos (a, j )  =  cosp =  — =  К = - - . (38.15) 
a I- x‘ - ; г*

cos (a , k) =  cos у =  —  _ z • (38.16)
\ Z1

Тулиқ тезланиш  векторннинг қўйилиш нуқтаси ха-
!рактерланаётган нуқтада қўйилган бўлади, модули ва 
йўналиши охирги тўртта тенглама ёрдам ида ҳисоблаб 
топилади.

Тезлик ва тезланиш  векторларининг проекциялари
ни ф ақат декарт координатаси системасида кўриб чиқ- 
дик.

39- §. Табиий координаталар системасида 
нуқтанинг тезлик ва тезланишинн аниқлаш

Юқорида кўриб ўтганимиздек, (37- §) тезлик вектори
—
vn 03 v \  ташкил этувчиларига, яъни радиал ва трансверсал 

ташкил этувчиларга ажралади. Бунга сабаб радиал- вектор 
г  ҳам, йўналиши ҳам сон қиймати жи.ҳатдап ўзгаради. На
тижада и == —  • т деб ёзиш мумкин эди. Бунда dr  радиус- 

dt
вектор г  нинг модулининг ўзгаришини характерлайди ва 

|drj =  ;ds[ деб қабул қилиш мумкин. v =  .



d r  dS
Маълумки, —j— =  T ва агар v =  —  ни алгебраик тезлик

эканлигини ҳисобга олсак, у ҳолда

V =  и- х (39.1)
булади. Бу ерда т ни радиал ёки айни ҳолда, табиий 
координаталар системасида уринма (тангенциал) орта 

дейилади.
Нуқта эгри чизиқли ҳаракат қилганида, vn ва v x тезл и к - 

ларнннг ўзгаришлари туфаили шуларга мз: разница т езл а - 
нишнинг иккита ташхил этувчилари ҳосил б ў л и т н н  кўрса-

dvтамиз. Ҳақиқатан ҳам, маьлумки, ■— еки

"*■ .(vx ) dv -*■ . dx /ona =  d —  =  — x +  v -----  (39.2)
dt di dt

ГГ1 Белгилашлар киритамиз

'a t = - - - 7 ,  (39.3)
di

, 3 9 '4 )

Биринчи ташкил этувчи at — тангенциал ёки уринма тез
ланиш деб аталади. Бу тезлани ц at тезлик вектори v нинг 
модулини ўзгариши туфаили ҳоеил бўлио, ҳаракат йўнали- 
шида траекторияга ўтказилган уринма бўйлаб йўналгандир. 
Иккинчи ташкил этувчи a ix — нормал ёки марказга интилма 
тезланиш деб айтилади.

Нормал тезланиш формуласи (39.4) ни бэш^ача шаклда
_ dx

келтнрамиз. Бунинг учун — ни қуиидагича езамиз:

£ L  =  f!l_  . dS . (39.5)
dt dS dt

—  =  v ва (37.8) га асосан —  = ~ k  =  — ~п ифодаларни ёзиш 
dt ’ dS р

мумкинлигини ҳисобга олсак, (39.5) ни



деб ёзиш мумкин. Ниҳоят, (39.6) ни (39.4) тенгламага 
қўйсак,

а „ =  — • «  (39.7)
р

ифодани ҳосил қиламиз.
Нормал тезланиш ап тезлик врктори v  нинг йўналиши- 

нинг ўзгариши туфайли ҳосил булади. Таъкидлаймизки, бу 
тезланиш а п тезлик векторининг модули (сон қиймати) ўз- 
гармаганда ҳам ҳосил бўлади. Масалан, А  нуқта миқдори 
доимий 1 м/с тезлик билан О  нуқта атрофида айланса, 
|i'| =  const бўлишига қарамасдан, а п тезланиш ҳосил бўла- 
ди (95-расм).

Шундай қилиб, А луқта эгрн чизиқли ҳаракат қилса, 
ҳамма вақт уринма ва нормал тезланиш, а п ва ат га эга 
бўлади. Тўлиқ тезланиш вектори a n ва a t векторнинг гео
метрик йиғиндисига тенг. Агар а [ тезланиши траекториясига 
уринма йўналишида, ап тезланиш эса a t векторига -перпен
дикуляр бўлиб, радиал йўналишда эканлигини назарда тут- 
сак, тўлиқ тезланиш вектори Пифагор теоремасига асосан 
топилиши мумкинлигини дарҳол сезамиз (96-расм), яъни 
умуман

а  — a t -г  а;1 (39.8)

ва а  нинг модули



ма тезланиш a t эса

а векторнинг йўналнши а  бурчак орқали ҳисобланиши мум
кин:

ап ап
tg a  =  —  ёки s i n a = ----- (39.10)

a i а

Шундай қилиб, табиий координаталар системасида нуқ- 
танинг тезлиги ва тезланишиии тўлиқ характерлашни ўрга- 
ннб чшўцнк. Нормал тезланиш р  эгрилик радиусга боғлиқ 
бўлиб, орта п нинг ўзгариши туфаили пайдо булади, урин-

— га боғлиқ, яъни и нинг модули- 
dt

нинг ўзгариши натижасида ҳосил булади. Бу тезланиш a t 
ни, тезлик ва тезланишларнинг проекциялари tr , .v , иг ва 
a x, а у, а г орқали қуйидагнча топамиз.

Агар (39.3) формулада т =  1 деб олсак, тангенциал 
тезланиш модули

dv
ai =  —‘ dt

нфодага тенг булади. Тезлик v  формуласини (39.6) тенгла
мадан келтириб a t га қўйсак,

2
а,=  - ^  +  vi  +  ) =  к«* +  vl +  :

4 - .
=  7 ^  +  v l  +  V l )  • 2  ( ' J *  '  V X  +  V V  ■ v u +  V Z ■ V z )  =

vx - ° x + vM-vv +  v* • °x a* Vy ay +
*

Демак,

vx ■ ax -  Vy a„ + vz az' (39.11)

Охирги тенгламада vx =  a x, v y a y ва v t  =  a z деб олин
ган. (39.11) тенглама амалий масалаларни, декарт коорди
ната системасидаги тезлик ва тезланиш проекциялари орқа- 
ли a t ни топиш учун қулайдир. Агар a t >  0 бўлса, тезла- 
нувчан at <  0 бўлса, секинланувчан ҳаракат мавжуд бўла- 
ди.



40- §. Тезлик ва тезланиш векторларига асосланиб 
нуқтанинг ҳаракатинн классификациялаш (ҳаракат 

турларнга ажратиш)

Нуқта ҳаракатининг характерини тезлик ва тезланишлар- 
нинг векторларига боғлиқлигининг хусусий ҳолларини кўриб 
чиқайлик.

1. a t =  0, а п — 0  бўлса, (39.9) га асосан, тўлиқ тезла

ниш вектори с =  0 бўлади. Бу ҳолда а  =  - тенглама

дан = 0  ва и =  const ҳосил бўлади.Демак, нуқта тез- 
' dt

лигииинг миқдори ҳам, йўналиши ҳам ўзгармайди.
Ф«ара.з қилайлик,

ч =  i'0 =  const (40.1)
бўлсин.

Иккинчи томондан v  =  —  ва uD =  —  бўлсин, бу ҳол-
dt dt

да
s =  |’ i'0 dt \  s  =  v0t +  С (40.2)

бошланғич вақтда, яъни t =  0 бўлганда s =  s0 =  0 бўлса,
(40.2) дан интеграллаш доимийси С  ни топамиз: t) = u 0-0-fC , 
бунда С  =  0 бўлади ва

s =  v 0t (40.3)

тенгламани ҳосил киламиз.
(40.1) ва (40.3) тенглама тўғри чизиқли текис ҳара- 

кат. учун тезлик ва пул тенгламаларидпр. Д ем ак  а =  О 
булган ҳолда иуқта тўғри чизиқли текис ҳ ар акат  ҳола- 
тида ёки тинч ҳолатда бўлади. Тўғри чизиқли текис 
ҳ ар акат  ҳолатида ёки тинч ҳолатида бўлган нуқта тез- 
ланиш га эга эмас, яъни бу ҳолда тезланиш  нолга тенг 
бўлади.

Бундай ҳол учун йўл ва тезлик граф иклари  97 ва
9 8 -раемда тасвирланган. Йўл графигида тўғри чизиғи 
билан абсцисса ўқи орасидаги а  бурчак тангенси нуқтанинг 
тезлигига тенг, яъни v n =  tg a ,  и0 ортиши билан а  бурчак 
ҳам ортади ва s тўғри чизик, тикроқ бўлади, яъни s чизиғи 
ордината ўқига яқинлашади. Тезлик графигидан фойдаланиб, 
босиб ўтилган йўлни топиш мумкин. Масалан, 0 ва ора-



О t ,  tо t

97- расм. 98- расы.

лиқда босиб ўтилган йўл w0 тезлик ва O t l кесмалардан ту-

зилган тўртбурчакнинг юзига текг бўлиб, бу юз j' v0dt ор-

қали ҳисобланади.
2. at =  const, an =  0 бўлса, бу ҳолда а  тўлиқ тезла

ниш вектори at тангенциал тезланишга тенг булади:

Маълумки, а =  —  е, агар орта | е | =  1 деб олсак, бу 
dt

ҳолда нуқта тезлигининг фақат модули ўзгаради, йўналиши 
узгармайди. Демак, бу ҳолда ҳам нуқта тўғри чизиқли ҳа- 
ракат қилади, тезланишнинг йўналиши ўзгармайди (a =  const). 
Бундай ҳаракат тўғри чизиқли текис ўзгарувчан ҳаракат 
деб аталади.

Шундай ҳаракат учун А нуқтанинг оний тезлигини 
босиб ўтган масофасининг формулаларини топайлик:

Cl интеграллаш доимийсининг қийматини бошланғич 
шартдан топамиз. t =  0 бўлганда v =  v0 (бошланғич тезлик) 
бўлсин, у ҳолда (40.5) дан у0 =  а О +  С1 ва Cl =  v0 була
ди. С нинг қийматини (40.5) га қўйсак,

ҳосил бўлади. Энди s ни топиШ учун и =  —  ни (40.6) га

о

а =  а. =  const. (40.4)

а =  —  v =  [ adt =  at +  С, (40.5)

v =  v0 ±  at ' (40.6)

қўямиз:



d s  =  (v0 +  at) d t  

s =  Г (yo +  a 0  d i  =  \ y0 d t  +  j a td t

s ~  v^i ——г C2. (40.7)

Бошланғич шартдан t  =  0 бўлганда, 5  =  0 ва
0  =  0 +  0 +  С2, 

с 2 О
С2 ни (40.7) га қўйсак

s =  V j  ±  J  (40.8)

тенгламани ҳосил қиламиз.
(40.fi) вз (40-8) тенглама туғри чизиь^ли текис узга- 

рувчан ҳаракат  қиладиган нуқта тезлигини ва босиб 
ўиган ^йўлининг ф ормулаларидйр. Бу ф о рм улаларда  
а > 0  деб олинган эди, агар а < 0  деб қабул қилсак,
(40.6) ва (40.8) ифодадаги мусбат ( +  ) ишорани ман

фий (— ) ишора билан ал- 
маштириш лозимдир. Ана шу 
айтилганларни ҳисобга ол- 
ган холда (40.6) ва (40.8) 
тенгламага ҳ а м  мусбат, ҳам  
манфий иш оралар қўйил- 
ган. Агар текис тезланувчан 
ҳаракат бўлса мусбат, те
кис секинланувчан ҳ ар ак ат  
бўлса манфий ишора олина
ди.

Ш ундай қилиб, тезланиш  
ўзгармас бўлса, текис ўзга-

99- расм. рувчан ҳаракат содир бу
лади. Бу ҳолда 99- раем да 

кўрсатилган тезлик графигидан фойдаланиб. босиб 
ўтилган s йўлйи аниқлаш  мумкин. Бу йўл раемдаги 
тўртбурчак O V 0A B  нинг юзига тенгдир.

3. a t = 0 ,  a n =  const бўлса, нуқтанинг тўлиқ тезланиш 

вектори a n нормал тезланиш вектори а га тенг бўлади:

a  =  a n — — п . (40.9)

Охирги тенгламада а  нинг модули a =  — , яъни бу ҳол-
Р



да нуқта тезлигинннг йўналиши ўзгарадн, лекин тезликнинг 
модули ўзгармайди. Бу ҳолда нуқта эгри чизиқли текнс
ҳаракат қилади ва тезланишнинг модули — га тенг бўла-

р
ди. Қизиғи шундаки, тезликнинг сон қиймати (доимий) ўз- 
гармаса-да, тезлик вектори ўзгаради. Бу векторнинг ўзгари- 
ши тезлик нўналишининг ўзгариши натижаси бўлиб, нуқта 
нормал тезланишга эга бўлади.

4. а(Ф  0, апФ 0  бўлса, нуқтанинг тўлиқ тезланиш век
тори (39.9) формула ёрдамида топилади. Бу ҳолда ҳаракат 
эгри чизиқли бўлади. Бунда нуқта тезлигинннг ҳам сон 
қиймати ва ҳам йўналиши ўзгаради. Агар v ва at бир хил 
йўналган бўлса, нуқта тезланувчан, и ва а, қарама- қарши 
йўналган бўлса, нуқта секинланувчан ҳаракатланади.

100- расм.

Шундай қилнб, нуқтанинг ҳаракати тўғри чизиқли ва 
эгри чизиқли ҳаракатларга ажралади ва бу ҳаракатларнинг 
ҳар биттаси текис ёки нотекис бўлиши мумкин (100-расм).

Расмдан кўринадики, нотекис ҳаракат тўғри чизиқли ва 
эгри чизиқли ҳаракат бўлиши мумкин, иккала ҳолда ҳам 
тезлик вектори ўзгарувчан бўлади. Агар тезланиш вектори
at =  const бўлса, текис ўзгарувчан ҳаракат; v =  const бўл- 
са, тўғри чизиқли текис ҳаракат содир бўлади. Шунинг 
учун (40.6) ва (40.8) тенгламадаги а ни тангенциал тезла
ниш деб тушунмоқ лозим.

19-мисол. (12.22) 101-расмдан кўрсатилган кривошип —



101- расм.

шатун механизмида .  Iг =  I =  60 см, MB  — /, ф =  4 л (
3

U — секундларда ифодаланган) деб қабул қилиб, механизм- 
нинг М нуқтасининг ф =  0 булган лахзадаги траекторияси, 
тезлиги, тезланиш ва эгрилик радиуси аниқлансин.

Б ер и л га н  
ОА =  r =  I — 60 см =  АВ
M B  =  — / =  20 смз
Ф — 4 л t

V — ? а — ? g — ?
Ф =  0 бўлганда М нуқта- 
нинг траекторияси топил- 
син.

Ечиш:
М нуқтанинг траекториясинл 
аниқлаш учун олдин М  нуқта- 
нинг ҳаракат қонунини топиш 
керак. Бунинг учун О нуқта- 
ни марказ қилиб, X  ва У 
координата ўқларини ўтказа- 
миз. М нуқтанинг координа
талари Х м, Ум бўлсин.

=  ОМ,

у м =  О М г =  М М 2 

Расмдан О М г, О В  ни қуйидагича топамиз: 
О М 2 =  ОВ — М гВ

ОВ =  2 ■ О A j =  2 • О A cos ф

д М В М 2 дан В М 2 

(4), (5) ни (3) га цўйсак:

M B  • cos ф =  — / cos ф .

( 1)

(2)

(3)

(4)

(5)



X - 0М 2 =  2 О A  ■ cos ф ------1 cos ф
3

еки
Х м =  2 ■ 60 • cos 4 л  t — 20 • cos 4 n t .

X M =  100 cos 4 л t.

Расмдан у =  OMl =  ММг =  MB sin ф 
ёки

(7)

у  =  20 -sin 4 л / .  (8)
(7) ва (8) ифода нуқтанинг ҳаракат тенгламалари деб 

аталади. Энди ну^танинг траекториясини топиш учун (7) 
ва (8) дан вақтни йўқотамиз, бунинг учун (7) дан c o s 4 n /  
ва (8) дан sin 4 л t ни топамиз:

cos 4 л t

sin 4 я  t =

100

20

Охирги тенгламаларнинг иккала томонларини квадратга 
кўтариб, чап ва ўнг томонларини алоҳида- алоҳида қўшамиз:

Х 2М y 2m
—-----1------=  sin'2 4 л t +  cos2 A n t .

100a 202

Бу тенгламанинг ўнг томони бнрга тенг, демак,

^ L +  I *  =  l 
1002 20 -

(9)

(9) ифода эллипснинг тенгламасидир. Демак, М  нуқта 
траекторияси ярим ўқлари 100 ва 20 га тенг булган эл- 
липсни ташкил этади 
(102-расм;. Бу эллипс 
чизувчи нуқтанинг 
бошланғич вазияти, 
яъни t  =  0 бўлганда,
(7) ва (8) га асосан 
X  =  100, К0 =  О бу
лади. Бу М нуқта соат 
милига нисбатан тес
кари йўналишда ҳара- 
кат қилади.

Энди М  нуқта тез-



ланшнини (ҳаракат текисликда бўлганлиги учун г  =  0 деб 
олиб) (39.13' га асосан топамиз:

a =  Va?x +  al . (10)
ах ва ау тезланиш проекцияларини Ш . 10), (39.11; га, асо
сан топсак,

“.  =  £ ■  <|2> 
vx, vy ни (38.5) формуладан топамиз:

» , = - £  <13>

V (14)У dt
(13) ва (14) га асосан, (7) ва (8) дан ҳосила олиб, их 

ва vy топилади:

vx — (100 cos 4 л  t)'t =  — 4 0 0 л э т 4 я /  (15)

vy =  (20 sin 4 л t)'t =  80 л cos 4 л  t. (16;

Энди v x, vy ни ф =  0, демак, t =  0 ,  лаҳзадаги қиймат- 
ларини топамиз:

vx/t=0 =  — 400 л sin (4 л - 0) =  0. (17)

vy/t=0 =  80 л cos(4 л  • 0) =  80 я . (18)

ах ва ау ни топамиз:

йх — мх =  — (400 я  sin 4 л  t)'t =  — 1600 я 2 cos 4 л t (19)

Q'y =  vy — (SO л cos 4 л t\ =  — 320 л 2 sin 4 я  t. (20) 

ax\t=o =  — 1600 я 2 cos (4 я -0) =  — 1600 я 2. (21) 

ay\t=o =  — 320 л 2 sin (4 л - 0) =  0. (22)

Ниҳоят, (21), (22) даги қийматларни (10) тенгламага 
қўямиз:

Демак,'



(17) ва (18) ни (39.6) га қўйиб, оний тезликни топамиз: 

и |,,0 =  ^0*+;(80я)»  =  80я.

и =  80 л —  . (24)
с

Масала шартига асосан нуқта траекториясининг t  =  0 
лаҳзадаги эгрилик радиусИни топиш керак. Бу эгрилик ра- 
диуси р (39.7) формуладан топилади:

Р =  £  ■ (25)

Нормал тезланишни (39.9) дан топсак,

а п =  1 а * - а *  -  (26)

формула ҳосил бўлади.' Бироқ (26) тенгламага асосан at 
номаълум. a t ни (39.11) формуладан (иг = 0 ,  а г =  0 деб 
олиб) топамиз:

а  =  ^  а* + J »  (27)
V

а Л=о қийматини (vx, v  , ах, а у, v) ни (27) га қўйиб, ҳисоб- 
лаймиз:

=  0 . (1600 П. +  8 Л .0) =

1 8 0 л

Тўлнқ тезланишнинг (23) даги кинматини ва тангенциал 
тезланишнинг (28) даги қийматини (26) га қўямиз, бу ҳолда

а п/(. 0 =  V(1600 л 2)2 — (О)2 =* 1600 л 2

бўлади. Ниҳоят траекториянинг / =  0 вақтдаги эгрилик ра- 
диуси

t'2 6400 л«
Р ,-п =  —  -------------=  4 см

1'-° °п ■ 1600 л2

эканлигига ишонч ҳосил қиламиз.
20-мисол. (12.7). Координата бошида булган ва vox  =

=  2 л   ̂ j бошланғич тезликка эга бўлган сирпанчиқ ах =  

=  —л* sin ~ t  тезланиш билан тўғри чиэиқли ҳаракат қил^-



ди. Шу сирпанчиқнинг ҳаракат қонуни топилсин. Сирпан- 
чиқнинг босиб ўтган масофаси, тезлиги ва тезланишининг 
ўзгариш график лари чизилсин.

Е ч и ш . Бу 19-мисолнинг ак- 
сидир, яъни агар олдинги ма- 
салада нуқтанинг тезлиги ва 
тезланишини топиш керак бўл- 
са, бу масалада аксинча, нуқ- 
та тезланишининг синус қону- 
ни бўйича ўзгариши маълум 
бўлиб, ҳаракат қонунини то
пиш талаб этилади.

Б е р и л г а н .
»  . Л  , C Ma =  — л2 sin —t ---

*  2 c3

о CMvox= 2 n  —

dx- -  дан топа- d:

X — ? v — ?, a — ? 
графиклар чизилсин.

Нуқтанинг ҳаракат қонуни X ни v. 

миз:
dx — vxdt.
X =  \ v xdt.

X  ни топиш учун vx маълум бўлиши керак, бу vt ни
dux

эса куйидаги dx =  ----  дан топамиз: v =  Г а ,dt.
dt

ах нинг ифодасини масала шаргидэн келтириб, охирги 
тенгламага қўямиз:

V =  — 1 л2 sin — t dt =  — ла k sin —  t dt.
J 2 j  2

fsin — tdt = ---- — cos—/ + С .  эканлигини хисобга олсак,
J 2 я  2 1 '

=  2 л cos —  / +  Cj бўлади. Интеграллаш доимийси Cj2
ни бошланғич шартдан фойдаланиб топамиз. t =  0 бўлган- 
да, vx =  vox =  2 л, шунинг учун 2 л =  2 л cos ^  ■ 0) 

ёки 2 я =  2 л -j- С1т демак, С1 — 0 га тенг. У ҳолда

vr =  2 л cos — t 
х 2

тезлик формуласи келиб чиқади. Бу тезлик формуласини 
X  =  \ vx dt га қўйсак

X =  Г 2 л cos — / dt =  2 л — sin — t +  Сг
■> 2. п 2



ҳсснл 6ў.гади. Бошланғич иартга асосан t =  О, X  =  А'0 =  О 
бўлади ва О =  4sin  ( у  • o j +  С2. С, =  0, Охирги Са =  О 

ни X нинг ифодасига қўйсак,

X =  4 sin —  *
2

ҳосил бўлади.
Охирги ифода нуқтанинг ҳаракат қонуни ёки ҳаракат 

тенгламасидир.. Демак, масала шартига асосан сўралган ҳа- 
ракат қонуниии топдик. Энди л-, vx ва ах нинг графигини чи- 
зишимиз учун олдин бу катталикларни ифодаловчи тенгла- 
маларни тартиб билан ёэиб чиқайлик (бундай тартибда ёзиш 
қулайлик ҳосил қилиш учун керак)

X =  4 sin —  t.
2

v =  2 п  cos — t.
x  j

a  =  — n 2sin — t.
x 2

t вақтга 0, 1, 2, 3, 4 . . . қийматларни бериб, шу вақт- 
даги х, vx, а х нинг сон қийматларини топиб, қуйидаги жад- 
валга ёзамиз:

Вақт /, с X , м
IX

V X  ' ~  X  с
u

ах  • 7 7

0 0 2 л 0
1 4 0 — л 2
2 0 — 2 л 0

. 3 — 4 0 л*
4 0 2 л 0

Агар вақт t >  4 бўлса, X, vx, ax нинг жадвалда кўрса- 
тилган қиймат/ари такрорланади, шунинг учун вақт t нинг 
жадвалда кўрсатилган қиймат.пари билан чекланамиз.

Ордината ўқида маълум масштаб билан X, vx, ax нинг 
қ ийматларини, абсцисса ўқида i  вақтнИ қўйиб, жадвалдаги 
қ ийматларни графикка ўтказамиз. 103-расмдан кўринадики, 
X ,  v x, ах фаза жиҳатидан бир-биридан фарқ қнлади.

21-мисол "(12.22). Снаряд ҳаракатининг тенгламалари



X  — v$t cos a„, Y  =  u j  sin a 0— шаклда берилган. Бунда

t>0 ва a 0 — бошланғич тезлик ва отилган снаряднипг гори- 
зонтга нисбатан ташкил этган бурчаги. Боипанғич вақт 
/ =  0 бўлганда ва снаряднинг ерга тушган вақтида снаряд- 
нинг эгрилик радиусинн топинг.

j . ,2

Ж ав оби .  р = ------^—  •
g  ■ cos а 0

22-мисол (12.14). Нуқта A " = l0 c o s 2 n —, V = l O s i n ^ - ^
5 5

қонунлар бўйича ҳаракат қилади (х,  у — сантиметрларда, 
t  — секундларда ифода танг).

Нуқтанинг ҳаракат траекторияси, тезлигинннг миқдори 
’ ва йўналиши ҳамда тезланишининг миқдори ва йўналишини 

топинг.
Ж а в о б и : Х * + К 2 =  10-; и =  4 п —  ; a  =  1,6 п’ —  .

с CJ
23-мисол (12.28). Ну^та X  =  2 t ,  Y  = t l цонун бўйича 

ҳаракат цилади (/ — секундларда, х  ва у  — сантиметрларда 
ифодаланган). t =  1 с вақтда нуқтанинг тезлнги, тезланиши 
ва эгрилик радиусини топинг. Нуқтанинг тезлиги ва тезла
нишининг ўзгариш графигини чизинг.

Ж ав о би :  v  — 2 \ 2  —  , а  =  2 —  . ( v ?  х) =  45°,
с с1

(a, jc) =  90°.



41-§. Қаттиц жисм кинематикасини ўрганиш

Аввал айтиб ўтганимиздек, бир-бирига қаттиқ боғ- 
ланган нуцталар тўплами қаттиқ ж и с м л а р  дейилади. 
Бир-бирига қаттиқ боғланган нуқталар деганда, нуқ- 
талар орасидаги масофанинг узгармаслиги тушунилади.

Ихтиёрий икки нуқтаси орасидаги масофа ўзгармас 
булган жисм а б с о л ю т  қаттиқ ж и с м  деб аталади. Одатда, 
абсолют сўзи ишлатилмасдан тўғридан-тўғри қаттиқ 
жисм ва ҳатто соддагина жисм деган сўз ишлатилади. 
Қаттиқ жисмнинг фазодаги ҳаракат йўналишини кўр- 
сатадиган сон жисмнинг э р к и н л и к  д а р а ж а с и  деб атала
ди. Эркинлик даражасини i ҳарфи билан белгиласак, 
масалан, i =  1 бўлса, жисм фақат бир ўқда, i — 2  бўлса, 
икки ўқда, ( =  3 бўлса, уч ўқда ва ҳоказо ҳаракат ци- 
лади.

Қаттиқ жисм кинематикасини аниқлаш деганда, шу 
жисмнинг эркинлик даражасини, жисмнинг ихтиёрий 
нуктасинипг ҳаракат қонупини, тезлиги ва тезланишини, 
ҳаракат траекториясини аниқлаш масалалари тушу
нилади.

Қаттиқ жисмнинг ҳаракати қуйидаги турларга аж- 
ратиб ўрганилади:

1) Қаттиқ жисмнинг илгариланма ҳаракати.
2) Қаттиқ жисмнинг айланма ҳаракати.
3) Қаттиқ жисмнинг текис параллел ҳаракати ёки 

текис фигуранинг ҳаракати.
4) Қаттпқ жисмнинг қўзғалмас нуқта атрофида ,\а- 

ракати ёки сферик ҳаракати.

Z
5) Қаттиқ жисм ҳа- 

ракатинннг умумий холи.

О
Л

Фазода ҳаракати чек- 
ланмаган жисм эр к ин  
қ а т т и қ  жи см  деб ата- 
лади. Эркин жисмнинг 
эркинлик даражасини то
па йлик. Эркин жисм ва
зиятини бир тўғри чи- 
зиқда ётмаган ихтиёрий 
учта нуқта орқали аниқ- 
лаш мумкин. Бу нуқ- 
талар Л, В ва С бўлиб,



ҳар бир нуқта вазияти учта координата билан характерна- 
нади. Учта нуқтаникг вазняти 9 та координата билан аниқ- 
лаиади, лекин А,  В,  С  нуқталар бир- бирига боғлиқ, Бу 
боғланиш қуйидаги тенгламалар билан ифодаланади (104- 
расм):

А В  =  V  (хг — а-,)2 +  (у2 — у i f  +  (г2 — z j l ,

В С  =  V { x 3 — x 2f  +  (Уз — у 2Т  +  (г3 — г2)2 ,

ca =  V W -rx3F+1^7zry^ + T ^ z:r^ .
Бу тенглама (боғланиш )лар учта, умумий коорди

н аталар  сони 9 га тенг. Эркинлик дараж аси  умумий 
координаталар сони 9 дан боғланиш лар сони 3 нинг ай- 
рилганига тенг, чунки 9 та умумий координата бир-би- 
рига боғлкқ. Д гм як, эрг.ик жисмнинг ^^кинлик д а р а 

жаси, i =  9—3 =  6 га тенг.

42- §. Қаттиқ жисмнинг илгариланма ҳаракати

Агар қаттиқ жисмнинг ҳаракати вақтида унинг их
тиёрий икки нуқтасини туташ тирувчи туғри чизиқ 
ўзига-ўзи параллел  бўлиб ҳаракат қилса, бундай ҳара- 
кат қаттиқ жисмнинг илгариланм а ҳаракати  дейилади.
1 0 5 -раемда жисмнинг илгариланма ҳаракатининг тўрт- 
та: А В ,  А \ В \ ,  А 2В 2, А ЛВ Л вазнятлари кўрсатилган.

Цилиндр ичидаги поршень ҳаракати, поезддаги 
спивакнинг ҳолати, тикув маш инасида игнанинг ҳаракати  
ва бош қа маш ина-механизмларнинг ҳаракати  илгари-



ланмэ ҳаракатга мисол бўла олади. И лгариланм а ҳа- 
ракат қилаётган жисмнинг исталган нуқтасининг тез
лиги, тезланиш и ва траекториясини қуйидаги теоре- 
мага асосан топилади.

Теорема. И л г а р и л а н м а  ҳ а р а к а т  қ и л а ё т г а н  қаттиқ 
ж и с м н и н г  б а р ч а  н у қ т а л а р и н и н г  т р а е к т о р и я л а р и  эк в и г  
дистант ( б и р - б и р и г а  п а р а л л е л ) ч и з и қ л а р н и  қ о с и л  қ и л а -  
д и  в а  ҳ а м м а  н у қ т а л а р и  г е о м е т р и к  тенг б ў л г а н  тезли к  
в а  т е э л а н и ш л а р г а  э г а .

Теоремани исботлаш учун жисмнинг ихтиёрий А  ва 
В  нуқталарини танлаб оламиз. Бу нуқталар орасидаги 
А В  масофа қаттиқ жисм таърифнга асосан ўзгармасдир,
иккинчи томондан А В  микдорни г  А ва г в  вектори орка
ли ^уйидагича ёзиш мумкин:

дОЛА дан г в  =  г А +  А В .  (42.1)

В  нуцтанинг тезлигими топамиз:

.7" =  ± 1 * .  == —  (гТ +  А В)  =  i l d  -j- - U L  (42.2) 
^ в  dt dt dt dt

А В  — const бўлганлиги учун ~ ~ ~  =  0- демак,

Ъ  =  Ў - 1 Г А . (42.3)

(42.3) дан кўринадики, В  нуқтанинг тезлиги А  нуқта- 
нинг тезлигига тенг. А  ва В  нуқта ихтиёрий бўлган- 

лиги учун қаттиқ жисмнинг ҳамма нуқталарининг тезлик 
вектори бир-бирига тенг (геометрик тенг) деб айтиш 
мумкин. Энди В  нуқтанинг тезланишини аниқлай- 
миз:

a B =  ^ L .  (42.4)

Агар (41.3) га асосан v B нинг ўрнига v A ни қўйсак:

( 4 2 5 >

ифода ҳосил бўлади, яъни В  нуқтанинг тезланиш и А  
нуқтанинг тезланиш ига геометрик тенг. Бундан, А  ва В  
нуқталар  ихтиёрий бўлганлиги учун қаттиқ жисмнинг
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ҳамма нуқталари бир хил тезланиш га эга, деган хуло- 
'  са келиб чиқади.

Энди ҳамма нуқталарнинг траекториялари устма-уст 
туш адиган ёки бир-бирига параллел бўлган эквидистант 
чизиқлар эканлигини кўрсатамиз. Бир-бирига параллел, 
демак, бир-^биридан бир хил масоф ада турган чизиқлар 
эквидистант чизиқлар дейилади (эк в и — бир хил, дис- 
тант — масофа деган маънони билдиради). И лгари
ланм а ҳ ар акат  таъриф идан, масалан , В  нуқта А  нуқ- 
тадан А В  масофада жойлаш ган бўлсин. Ш унинг учун, 
агар А  нуқта траекторияси ўзгарса, В  нуқта А  дан 
аввалгидек АВ масоф ада жойлаш иш и учун| В  нуқта А  

нуқтага параллел траектория бўйлаб ҳаракатланиш га 
мажбурдир, чунки, акс ҳолда жисм илгариланма ҳа- 
ракат  қилолмайди.

Ш ундай қилиб, теорема тўлиқ исботланди: жисм 
илгариланма х.аракатланганда унинг ҳам ма нуқтала- 
рининг траекториялари эквидистант чизиқларни ҳосил 
қилади ва барча нуқталарининг тезликлари ва тезл а
ниши (геометрик) векторлари бир-бирига тенг экан. 
Д ем ак, илгариланма ҳ ар акат  қилаётган қаттиқ жиемни 
битта нуқта каби қараш  мумкин. Ҳ ақиқатан  ҳам, бу 
ҳолда, яъни қаттиқ жисм илгариланма ҳ аракат  қил- 

ганида, уни битта нуқта деб қараш  мумкин экан.
И лгариланм а ҳаракатдаги  қаттиқ жисмнинг ҳ аракат  

қонуни, унинг исталган нуқтасининг ҳ аракат  конуни 
сингари бўлади. А малда қаттиқ жисмнинг оғирлик 
марказини иф одалайдиган нуқтани С  билан белгилаб, 

шу нуқтанинг ҳар акат  қонуни

xr =  f i U) f  Ус =  /* (0.- z e =  / э {t) (42.6)

кўринишда ёзилади.
(41.6) тенглама илгариланма ҳаракатдаги  қаттиқ 

жисмнинг ҳаракат қонуни бўлади. Бу тенглам алар  уч
та бўлганлиги сабабли, илгариланма ҳаракатдаги  қат- 
тиқ жисмнинг эркинлик дараж аси  ҳам учга тенгдир. 
Эркин нуцтанинг хам эркинлик дараж аси  учга тенг- 
эканлигини эсласак, илгариланма ҳаракатдаги  жисм 
ҳам  худди нуқта сингарн эканлигига яна 'бир марта 
ишонч хосил килампз.

И лгариланм а ҳаракатдаги  қаттик, жисмнинг нуқта- 
ларининг траекториялари турлича, шу ж ум ладан, тўғри 
чизиқ ҳам бўлиши мумкин.



43- §. Қаттиқ жисмнинг айланма ҳарвкатя

Агар қаттиқ жисм ҳаракати  вақтида унинг ҳамма 
нуқталари маркази айланиш  ўқи деб айтиладиган бир 
тўғри чизиқда ётган концентрик айланалар  чизса, бун
дай ҳаракат а й л а н м а  ҳ а р а к а т  дейилади.

Бундай ҳаракатда жисмнинг ҳамма нуқталари ай 
ланиш  ўқига перпендикуляр бўлган текисликларда ҳа- 
ракат қилиб, айланалар чизади. Бу айланаларнинг мар- 
казлари  айланиш  ўқида ётади. А лбатта, айланиш  ўқида 
ётган нуқталар ҳаракатда қатнаш майди. Қ аттиқ ж исм 
нинг айланма ҳаракатига Ернинг ўз ўқи атрофида 
айланиши, электр моторларининг ҳаракати , автомаш ина 
ғилдиракларининг ҳаракатларн  ва бошқа кўп ҳаракат- 
ларни мисол тариқасида келтириш мумкин.

Бундай ҳаракатни амалга 
ошириш учун жисмнинг икки
та А  ва В  нуқталарини қўз- 
ғалмас қилиб маҳкамлаймиз.
Бу ҳолда тўғри чизиқ А В  
(106-расм) а йланиш ўқи бу
лади ва А В  устида ётган 
нуқталар ҳаракатсиз бўлади, 
жисмнинг ҳамма бошқа нуқ- 
таларн А В  атрофида айлана- 
ди.

Жисмнинг исталган нуқта- 
сининг айланиш ўқига нисбатан 
вазиятини бурилиш бурчаги ф 
орқали қуйидагича топамиз.
А В  тўғри чизиқдан ўтади- 
ган ўқни z  деб белгилайлик.
2 ўқидан қўзғалмас Р  ва қўзғалувчан Q текисликлар- 
ни ўтказамиз. z. ўқи юқорига йўналган деб оламиз, 
Бурилиш бурчаги ф нинг { Р  ва Q текисликлар орасидаги 
бурчак ф га тенг) ишорасини қуйидагича танлаймиз. Агар 
z  ўқи охиридан қарайдиган кузатувчи жисм айланишини 
соат мили йўналишига тескари йўналишда кўрса, бурилиш 
бурчаги ф мусбат, акс ҳолда (соат мили йўналишида) ман
фий бўлади.

Ф бурилиш бурчаги радианда ёки градусда ифода- 
ланади. М аълумки, бир радиан ёй узунлиги радиусига 
тенг бўлган марказий бурчакка тенгдир. Ш унинг учун 
360" бурчак 2л радианга тенг. Д емак,

106- расм.



1 рад =  — =  57°17/44,8".
2 л

Агар ф маълум бўлса, жисм нуқталарини қўэғалмас 
Р  текисликка нисбатан вазиятини аниқлаш мумкин. Агар 
жисм бир марта айланса, бурилиш бурчаги 2 л  радиан
та ўзгаради, жисм N  марта айланса ф =  2 л  ■ N  булади.

Умуман, жисмнинг вазиятини аниқлаш учун ф ни вақт 
функцияси сифатида ифодалаш лозим. Агар

Ф =  / ( 0  (43.1)
кўринишдаги боғланиш топилса, бу боғланиш га айланма 
ҳаракатдаги  жисмнинг ҳ ар акат  тенгламаси деб айти- 
лади. Айланма ҳаракатдаги  жисм учун ҳ ар акат  тенг
ламаси ф ақат  битта (43,1) тенглама экан, демак, бун
дай ҳаракатдаги  жисмнинг эркинлик д араж аси  1 = 1  
булади.

Айланма ҳаракатни характерлаш  учун бурчакли 
тезлик ва бурчакли тезланиш  туш унчалари киритилади.

В ақт бирлигида бурилиш бурчагининг ўзгариш ини 
ифодалайдигаи катталик б у р ч а к л и  тезл ик  дейилади.

Фараз қилайлик, жисм д t вацт оралиғида д ф бурчакка
бурилсин, у ҳолда нисбат ўртача бурчакли тезлик деб

д t
аталади. Агар ўртача бурчакли тезликнинг векторини со.р 
деб белгиласак,

Я , = 4 т -  (4 3 -2)ЎР A t

Оний бурчакли тезликни аниқлаш  учун Х42.2) ифо- 
данинг лимитини оламиз:

to =  И m ( A J £ . \ _ _ d ( f
1 Д/ I - ?Р ' (43-3)

(42.2) дан бурчакли тезлик вектори бурилиш  бур- 
чагидан вақт бўйича олинган биринчи тартибли ҳоси- 
л ага  тенг деган хулоса келиб чиқади.

Жисмнинг айланиши вақтида бурчакли тезлик вектори 
ўзгариши мумкин. Агар д /  вақт оралигида бурчакл ! тезлик
вектори д to га ўзгарса, нисбат ўртача бурчакли тез-

д t
ланиш вектори деб аталади:

е" ~  д/



Вацт оралиги s t  чексиз кичик бўлса, яъни \ t - + -  0 \ол- 
да ўртача бурчакли тезланиш оний бурчакли тезланишга ай- 
ланади, яъни (43.4) нинг д / ->-0  ҳолдаги лимити оний бур
чакли тезланишни беради:

“ *■ . . I Д 0) \е — lirn ----- --------=  ф — о) • (43.5)
д<-о V Д t j d t

(42.5) дан оний бурчакли тезланиш бурчакли тезликдан 
вақт бўйича олинган биринчи тартибли ҳосилага тенг деган 
хулоса келиб чиқади.

Бурчакли тезлик со ва бурчакли тезланиш е тушунчала- 
ри фақат қаттиқ жисм учун маънога эга, битта ну к, та учун 
(о ва е маънога эга эмас. Бурчакли тезлик со ва е бурчакли 
тезланиш катталиклари вектор катталикдир. (и нинг йўнали- 
шини парма қоидасига асосан топилади. Бу қоида қуйида- 
гидан иборат. Агар парманинг дастасини жисмнинг айланиш 
йўналиши бўйича айлантирсак, парманинг илгариланма ҳара-
кат йўналиши со нинг йўналишини кўрсатади. 106-раемда
to айланиш ўқида ётади ва О нуқтадан юқорига қараб
йўналган. Агар d ф >  0 бўлса, со юқорига, d ф <  0 бўлса,
(о пастга қараб йўналгандир.

Бурчакли тезланиш вектори е \ам айланиш ўқида ётади: 
d  со >  0 бўлганда е ва со вектори бир хил йўналади; d  со <  О 
бўлганда е ва со вектори қарама- қарши йўналган бўлади. 
d со >  0 бўлганда е >  0 ва жисм тезланувчан айланма ҳа- 
ракат қнлади, d c o < 0 бўлганда е < 0  ва жисм секинланув- 
чан айланма ҳаракат қилади. Шундай қилиб, со ва е век
торининг модуллари

d  ф ‘ dm d  ( d  ф \  "
С0 = 1Г = Ф’ е = — = т ( ^ )  = ф (43-6)

кўринишларда ёзилади.
Мисол. Жисм ф =  З /2 қонуни бўйича айланса, t =  1 с 

вақтда е ва со топилсин.
Ечиш. Жисмнинг бурчакли тезлиги •

o i=  ± j L = ( 3 t %  =  6 t  ва (о1м  =  6 1 = 6  

га тенг; бурчакли тезланиши е =  =  (6 t)'t =  6 булади.



Қаттиқ жисмнинг М  нуқтасининг (106-расмга қаранг) 
чизиқли теэлигн v  ни топайлик, бу тезлик v  нинг мо
дули

v  lim (— ) .
Д / - . 0  \  A t )

106-расмдан AS =  Я д е р  ( R  =  О М )  бўлганлиги учун

v =  Jim f f t A J L )  —■ /?. Km ( - ^ - ) , 
д t->o \  A t } д/-»о V i4  г /

аммо lim | - ^ - ]  — со эканлигини ҳисобга олсак 
д / - * 0  \ A t  )

V =(!)■/? (43.6)

(42.6) дан кўринадики, М  
нуқтанинг чиэиқли тезлиги v  
нинг модули жисм бурчак
ли тезлигинннг танланган М  
нуцтадан айланиш ўқи А В  
гача бўлган масофаси R  га бул
ган кўпайтмасига тенг экан. 
Нуқта ўқдан қанча узоққа жой
лашган бўлса, v  шунча катта 
экан (107-расм). Тезликлар диа- 

граммаси курсатилган 107-расмдан кўринаяптики, жисм 
сирти даги нуқталарнинг тезлиги энг катта бўлар экан.

V чизиқли тезликни М  нуқтани ифодаловчи радиус-век
тор орқалн аниқлайлик. 106-расмдаги а  B O M  дан

107- расм.

О М  =  R  =  г-  sin р (43.7)

га тенг. Бу ерда г  вектори билан со вектори орасидаги 
бурчак р га тенг. Агар (42.7) ни (42.6) га қўйсак,

V =  со /? =  co-r sin р 

ни ҳосил қиламиз. Математикадан маълумки, 

со г  sin р =  со X г  .

(43.8)

(43.9)

(43.10)

Демак,

V =  со х  г

бўлади ва чиэиқли тезлик вектори v  бурчакли тезлик век- 
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тори ел ни радиус- вектор г  га бул
ган векториал кўпайтмасига тенг 
экан.

V нинг йўналиши парма қоида- 
сига асосан топилади: агар парма
нинг дастасини о  вектордан қисқа
нўл билан, г  векторга қаратиб ай- 
лантирсак, парманинг илгариланма
ҳаракат йўналиши v  векторнинг 
йўналишини ифодалаиди (108-расм). 

d г

108- расм.

Маълумки, у — ----- эди. Агар шу ифода ни (43.10) га
dt

қўйсак

d г
dt

=  СО X  г (43.11)

ҳосил бўлади. (43.11) ифода Эйлер формуласи деб айтилади.
Агар г радиус- векторнинг ўрнига бирлик- векторлар (орта,
лар) i  , j , k  ни ишлатмоқчи бўлсак, Эйлер формуласидан 
фойдаланиб қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

£ 1  = ш  х Т  —  =  «ox"/i  —  =  w x X  (43.12)  
dt dt dt

(42. 12) Пуассон формулалари деб аталади.
Энди жисмнинг М  нуқтасининг чизиқли тезланиш век

торини топайлик. Тезланиш таърифига асосан а  = ^ -  ифо-
dt

дада V тезликнинг ўрнига (43. 10) ни қўямиз:

(^Х О  =  —  х7+ COX t j - -  (43.12) 
dt dt dt dt

„  d Ш d rБу ерда----- -= e ва -----
J . dt dt

v  эканлигини эсласак,

a  =  e x r  +  coX v (43.13)

: осил бўлади. Қуйидаги белгилашларни киритамиз:

-  -  ^  (43 .14)



а, =  о  X V.u>
Охирги тенгламаларДаги а е ва а ш ни мос равишда ай

ланма тезланиш ва ўққа интилма тезланиш деб айтилади. 
Айланма тезланиш вектори ас нинг қўйилиш нуцтаси тан
ланган М  нуқтада жойлашган, модули эса

формула ёрдамида топилади.
Вектор а Е нипг йўналиши парма қоидасидан фойдаланиб

топилади. Парма дастасини, агар е дан г  га қараб, қисқа 
йўл билан айлантирсак, парманинг илгариланма ҳаракатининг 
йўналиши а е нинг йўналишини кўрсатади. Ҳақиқатаи ҳам, 
агар парма дастасини е дан г га қараб айлантирсак, a R нуқ- 
та М  дан (109-расм) кўрсатилган йўналишда булади. Агар

е < 0  бўлса, а е нинг”" йўналиши 110-расм да кўрсатилган. 
дек бўлади. а е вектор айланма тезланиш дейилади. ае тез
ланиш уринма бўйлаб^йўналгандир.

Иккинчи ташкил этувчи а ш тезланиш ўққа интилувчи 
тезланиш деб айтилади. Бу а ш тезланишнинг ҳам қўйилиш 
нуқтаси М  нуқтада жойлашган. аа тезланиш ўққа интилувчи 
ёки м а р к а з г а  ин ти лу вч и  т е з л а н и ш  деб аталади. а а  тезла
нишнинг ҳам йўналиши парма қоидасига асосан топилади.

Агар парманинг дастасини со дан v  га, қисқа йўл билан

а £ =  e -rs in  (е, г). (42. 16)

109- расм. 110- расм.



аилантнрсак, парманинг илгариланма ҳаракаг иўналиши а ю 
нинг йўналишини кўрсатади.

Парма қоидасини 109 ва 110-расмдаги мисолда ишлат- 
ганимизда кўрамизки, айланиш ўқи г  га қараб йўналган, 
а  е вектори а  m га перпендикуляр бўлиб, М  нуқтанинг тра- 
екториясига уринма булади.

Демак, a r ва а ш вектори ўзаро перпендикуляр бўлиб, 
тўлиқ тезланиш а  нинг модули Пифагор теоремасига асосан 
топилади:

a =  \; al +  al .  (4 3 . 17)

Тўлиқ тезланиш а  нинг йўналиши, а  бурчак орқали ифо- 
даланади. 110-расмдан бу бурчак тангенсини топамиз:

tg a  =  — . (43.18)

Энди а Е ва а ш нинг модулларини топамиз. а е нинг мо
дулини (4 3.16) формула ёрдамида ҳисобланади, бироқ бу

““V —►
формулада r sin (е, г) =  г  sin fi =  R  эканлигини ҳисобга ол
сак, қуйидаги ихчамроқ формулани ҳосил қиламиз:

ae =  e-/?.' (43.19)

(43. 19) дан кўринадики, айланма тезланишнинг модули 
бурчакли тезланиш модули е нинг танланган М  нуцтадан 
айланиш ўқи г гача энг қисқа масофа R  га бўлган кўпайт-' 
масига тенг экан.

Ўк,қа интилувчи'тезланиш аш нинг модули (43.15) га 
асосан қуйидагича аниқланади:

sin (со, и) (43.20)

Расмдан кўринадики, со билан v  орасидаги бурчак 90° 
га тенг, демак, sin (со, v)  =  1 ва

a u =  co-u (43.21)

бўлади.
Лекин (43.6) га асосан v  =  ioR ни (43.21) га қўйсак,

а  а  нинг модулини топиш формуласи бошқача шаклни 
олади:

а ы =  со2Я. (43.22)



(42.22) дан ўққа интилувчи тезланишнинг модули
бурчакли  тезлик квадратининг танланган М нуқтадан 
айланиш  ўқи гача энг қисқа R  масофага бўлган 
кўпайтмасига тенг, деТ-ан хулоса келиб чиқади.

Агар (43.19) ва (43.22) ни (43.17) га келтириб қўй- 
сак, ,

а  =  R  | / е 2 +  (о4 (43. 23)

ҳосил булади. Бу формуладан а  нинг модули топилади. 
с  нинг йўналишини иф одалайдиган (43.18) га, агар 
(43.19) ва (43.20) ни келтириб қўйсак, а  бурчак тан- 
генсини е ва со орқали аниқлаш  мумкин булади:

Ш ундай қилиб, қаттиқ жисм қўзғалм ас ихтиёрий 2 
ўқи атрофида айланганда жисмнинг исталган' нуктаси- 
нинг тезлиги ва тезланиш и тўлиқ аниқланди. Таъ- 
кидлаш  лозимки, со вектори ҳам, е вектори ҳам z  ўқи 
устида ётади, е вектцри ёки to вектори билан бир хил, 
ёки со векторига нисбатан тескари чйўналади.

Учала со, v,  а  векторларнинг ҳам йўналишлари парма 
қоидасига асосланиб топилади. Модуллари мос равишда
(43.6), (43.19) ва (43.22) формулалар оркали ҳисобланади. 
Чизиқли тезлик вектори v  ни бурчакли теалик со нинг 
© а, to у , сог ва радиус- вектор г  нинг проекциялари х,  у, z  
орқали қуйидагича учинчи тартибли детерминант орқали 
ифодаланади:

(43.24)

i j  k

, (43.25)(43. 25)
х  ^У z

бунда i,  j ,  k  лар x,  у ,  z  ўқлар- 
да ётадиган орталар (бирлик век
торлар). (43.25) дан фойдаланиб, 
қаттиқ жисмнинг М  нуқтаси- 
нинг тезлиги г» нинг ўқлардаги 
vx, v y , v t  проекцияларини (111- 

расм) топиш мумкин. Бунинг
* учун тезлик v  ни v x, v y, v z лар

орқали (38.2) га асосан



V =
i j  k  
со, coy со, =  (шуг —  и>гу) i +  (co2x— со, г) j +
X у z

+  (ш у - « * ) ? .  (43.27)

(42. 26) ва (42.27) тенгламаларнинг ўнг томонларидаги t, 
j ,  k  лар олдидаги коэффициентларни бир- бирига. тенглаш- 
тирсак, vx, V , v z учун қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

vx =  со^ — согу,
v y cô x — co,z, (43.28)

4 1',= юлу — аудс
(43.28) ни 1785 йилда Эйлер ҳисоблагани учун бу тенг- 
ламаларга Эйлер формулалари деб айтилади. Агар жисмнинг 
айланиш ўқи координата ўқларининг биронтаси, масалан, 
г  ў«,и билан устма-уст тушса, бу ҳолда 'o>z =  со, сох — с» — 
=  0 бўлади ва и , =  co ,̂ vy =  со,, vz =  0 ҳосил булади.

44- §. Қатти^ жисмнинг айланма ҳаракатини бурчакли 
тезлик ва бурчакли тезланиш оркали классификациялаш

со бурчакли тезлик, ае айланма тезланиш ва ўққа инти
лувчи тезланиш (марказга интилма тезланиш) катталик- 
ларининг қийматлари ўзгариши билан жисмнинг айланма ҳа- 
ракати характерининг ўзгаришини кўриб чнқайлик.

1. Бурчакли тезлик вектори доимий бўлсин, яъни со =
=  со0 =  const. Бу ҳолда жисм текис айланма ҳаракат қила- 
ди. Бундай ҳаракатнинг тенгламасини топайлик. Бурчакли 
тезлик таърифига асосан,

со0=  £2- =  со =  const. (44.1)

(44. 1) дан
Ф =  J <syit =  сор/ -h Сх

ни ҳосил қиламиз. Интеграллаш доимийси Сг ни топайлик. 
Бошланғич шартдан / =  0; ф =  фв =  О бўлганлиги учун 
О =  шо 0 +  ҳосил бўлади ва



тенгламани ҳосил қиламиз. (44.2) 
ифода текис айланма ҳаракат 
тенгламасидир .

112- раемда текис айланма 
ҳаракат қилаётган жисмнинг бур
чакли тезлигинннг графиги кўр- 
сатилган. Графикдан t x вақтда 
жисмнинг бурилиш бурчаги ф 
ни топиш мумкин. ф бурчакнинг 
модули со0 ва tj кесмалардан 
тузилган тўртбурчакнинг юзига 
тенг. 113-раемда текис айланма 
ҳаракатдаги ф бурилиш бурчаги- 
нинг графиги кўрсатилган. Гра
фикдан о) бурчакли тезликнинг 
модулини топиш мумкин. Бур
чакли тезлик ф(/) тўғри чизиғи- 
нинг абсцисса ўқи билан ташкил 
этган а  бурчагининг тангенсига 
тенг булади.

Қ аттиқ жисмнинг айланма 
ҳаракатига Ернинг ўз ўқи ат 
рофида айланиши, соат мили- 

нинг аиланиши, и и  ва бошка сайёра (планета) 
ларнинг ўэ ўқи атрофида айланиш и ва боцща мисол- 
ларни  келтириш мумкин. Ер бир суткада ўз ўқи атро
ф ида тўлиқ бир м арта айланади, демак, Ернинг бур
чакли тезлигинннг модули қуйидагига тенг:

со =  — — —  «  0,000072 с -  Ч
24 соат

Бу ҳолда со =  const бўлганлиги учун бурчакли тезланиш
е =  0, яъни текис айланма ҳаракат бурчакли теэланишеиз 
ҳаракатдир.

2. Ж исмнинг бурчакли тезланиш и нолга тенг бўл- 
маган қандайдир доимий қийматга тенг бўлсин:

е =  const. (44. 3)
d  со е =  —  

dt

ни (44. 3) га қўйиб со ни топамиз:

112- расм.

п I /

113- расм.



ш =  |  td t  =  е/ +  Cj.

t  =  0; со =  co0 бошланғич шартни охирги тенгламага ^ўямиз 
ва ҳосил булган со0 =  е О  +  С2 тенгламадан С2 =  со0 була
ди. Топилган С2 =  о)0 ифодани со нинг тенгламасига ^ўйсак,

© =  со0 ±  е /  (44. 4)
ҳосил бўлади.

(44.4) ни келтириб чиқарганимизда е > 0  деб олган 
эдик, агар е < 0  деб олганимизда (44.4) тенгламанинг 
ўнг томонида манфий ишора бўлар эди. Ш унинг учун
(44.4) тенгламанинг ўнг томонига икки хил иш ора, ҳам 
( +  ), ҳам (— ) қўйилган.

(44.4) текис ўзгарувчан айланма ҳаракатдаги  кат
ти^ жисмнинг оний бурчакли тёзлигини топиш фор- 
муласи бўлади. Б у ер д а  текис тезланувчан ҳ ар акату ч у н  
(-+ ), текис секинланувчан ҳаракат учун (— ) ишора 
билан олинишини эсда тутиш лозим.

114-раемда со нинг ўзга- 
риш графиги кўрсатилган.
Юқориги ш0 -}-е/ тўғри чизиқ 
текис тезланувчан, пастдаги 
о)0 — et  тўғри чизик, текис се- 
кинланувчан айланма ҳаракат- 
да со нинг ўзгаришини ифода- 
лайди. t, вақтда бурилиш 
бурчаги тезланувчан харакат- 
да О А В С О  нинг юзига, се
кинланувчан ҳаракатда О А С О  
нинг юзига тенг.

Ф бурилиш бурчагини (44.4) 
тенгламадан ҳам келтириб чиқариш мумкин. Ҳақиқатан

(I 01 /АЛ Л \ҳам, со =  ни (44.4) га қўисак, қуиидаги ифода ҳосил 

бўлади:
d ф =  (ы0 ±  е/) dt.

Интеграллаб Ф ни топамиз:
Ф =  f (со0 ±  е t) dt =! со0/ ±  +  С 3.

1 14- р а с м .

Бошланғич шарт t  =  0, ф =  ф, =  0 ни охирги тенгламага 
қў 1:сак, С 3 =  0 ҳссил бўлади. Демак,

Ф =  со„/ ±  Ц -  (44 5)



йфода ҳосил бўлади.
(44.5) текис узгарувчан айланма ҳаракат тенгламаси 

деб аталади. Аввал айтганпмиздек, агар ҳ аракат  текис 
тезланувчан бўлса ( +  ), текис секинланувчан бўлса, 
(— ) ишора олинади.

3. Ж исмнинг бурчакли тезланиши умуман ўзгарув- 
чан булса, яъни e =  e ( t)  ш аклда вақт фуикцияси бўлса, 
жисм узгарувчан айланм а ҳаракат  қилади. Бу ҳолда 
ҳаракат  текис эмас. Бунда ш ва ф қуйидагича топилади:

со(t) =  f z ( t )  d t .  

cp =  f, оз(/) d t =  j  f| e (/) d t )  d t .

1) O) — const, 
да бўлади; 2)

1\йлио, қуиидагиларни таъкмдлаш мумкин:
е =  0 бўлганда жисм текис айланма ҳаракат- 
е ф О ,  Е =  const бўлганда жисм текис ўзга-

рувчан айланма ҳаракат қилади, е >  О 
бўлган ҳолда текис тезланувчан, в <  О 
бўлганда текис секинланувчан айланма ҳа-
ракат қилади; 3) е ўзгарувчан, яъни
е=^0 бўлганда, жисм умуман ўзгарув- 
чан айланма ҳаракат қилади.

24-.мисол (13.18). Ипга боғланган 
Р  юк радиуси R  =  10 см бўлган ғўла 
(вал) ни айлантиради. Юк X  — 100<2 қо- 
нун бўйича ҳаракат қилади (x — юкнинг 
ғўла сиртидан ажралишидан бошлаб ҳи- 
ссбланадиган ва сантиметрларда ифода- 

ланган масофа, t — секундларда ифодаланган вақт). Ғўла-. 
нинг бурчакли тезлиги со ва бурчакли тезланиши е ҳамда 
ғўла сиртидаги нуқтанинг t вақтдаги тезланиши аниқлансин 
(115- расм).

Б е р и л г а н :
R — 10 см 
х  =  100/-

со —

Е ч и ш :  Бурчакли тезлик- 
нинг модули V =  озк формула
дан топилади:

со =  - ( 1)

со ни топиш учун олдин V ни (38.5) формуладан аниқ- 
лаймиз, яъни X дан t  бўйича ҳосила олиб, v  ни топамиз:



(2) ни (1) га қўйсак, бурчакли тезлик қуйидагига тенг бу
лади:

V 200t nn * 1to =  ----- =  --------- =  20 tc—1.
R 10

Бурчакли тезланишни (43.5^ формуладан топамиз: 

dot
dt =  (20/); =  20 с —2

Ғўла сиртидаги нуқтанинг тўлиқ тезланиши (43. 23) га асо
сан

а =  R Y  е'2 +  со1 =  200 | /  1 +  400 /*

га тенг бўлади.
25-мисол. (13.17). Маховик 

гардишидаги нуқтанинг тўлиқ тез
ланиши радиус билан 60° бурчак 
ташкил этади. Нуқтанинг танген-
циал тезланиши 10 ̂ /  3 . Ай

ланиш ўқкдан 2 =  0,5 м масофада 
жойлашган нуқтанинг нормал (ўқ- 
қа интилувчи) тезланишнни топинг. 
Маховик ҳалқасининг радиуси R =  1 м.

Б е р и л г а н :

“. ' ' - 1 0
г =  0,5 м 
R =  1 м 
а — 60°

Ечиш:  Айланиш ўқидан г ма- 
софадаги М нуқтанинг ўққа инти
лувчи тезланишини аниқлаш 
учун (43.22) формуладан-фойда- 
ланамиз (116-расм):

аш =  coV. ( 1)

(1) дан кўринадики, ни аниқлаш учун м нинг қиймати-
ни билиш зарур. Гардишнинг сиртидаги А нуқта учун а* =  
=  u>2R бўлганлигини ҳисобга олсак,



ифода ҳосил бўлади. Расмдан а *  топилади:

- « - ■ t f c t g a .  (3)

(3) ни (2) га қўйиб ва ҳосил бўлган ифодани (1) форму- 
лага қўйиб, аш ни ифодалайдиган формулани ҳосил қила- 
миз:

а.. = а*- ct-e а  г м _ _ _  - г = 5 ----- .

2 6 -мисол (13.14). Шкив гар-
дишмда ётган А  пу;ггг, SQ с.м/с гез- 
лик билан ҳаракат • қилади (117- 
расм). А  нуқта билан битта радиус 
устида жойлашган В  нуқтанинг 
тезлиги 10 см/с га тенг. А В  =  20 
см.

Айланаётган шкивнинг бурчакли 
тезлиги ва диаметрнни топинг. 

Ж а в о б : id =  2 рад/с, d  =  50 см.
2 7 -мисол (13.12). Ерни фа- 

қат ўз ўқи атрофида айланади 
деб олиб, С анкт-П етербург ўр- 
тасида жойлаш ган нуқтанинг 
тезлиги V ва тезланиш и а  ни

аниқланг. Ернинг радиуси 6370 км, С анкт-П етербург 
кенглиги 60° деб олинсин.

Жав об:  о =  232 — , а  =  0,0169 —  .
г  г'1

45-§. Нуқтанинг мураккаб ҳаракати

Биз 43 ва 4 4 -§§  да кўрдикки, қаттиқ жисм нуқта- 
ларининг ҳаракати, тезлиги ва тезланиш и ҳам да ҳара- 
кат траекторияларини аниқлаш  м асалага анча жиддий 
яқинлаш ишни талаб  этади. Лекин бу кўрилган мисол- 
лар  нуқта ҳаракатининг оддий ҳоллари булади.

Амалда нуқта бир вақтнинг ўзида бир неча ҳаракатлар- 
да қатнашади. Масалан, поезд вагони ичидаги нуқта (йўлов- 
чи) вагонга нисбатан, вагон эса поезд билан биргаликда 
станцияга нисбатан ҳаракат қилади. Фараз қиламиз, А  нуқ-



тада вагон ичидаги одам жой
лашган бўлсин. XOYZ система
си вагон билан қаттиқ боғланган,
£ Oj т}| система темир йўл 
системаси билан қаттиқ боғлан- 
ган: XOYZ қўзғалувчап систе
ма, £ 0  r| I  қўзғалмас система 
бўлсин (118-расм).

А  нуқтанинг О х нуқтага, қўз- 
ғалмас системасига нисбатан ҳа- 
ракатига шу нуқтанинг абсолют 118-расм.
ҳаракати, А  нуқтани О  нуқтага,
қўзғалувчан системага нисбатан ҳаракатига А  нуқтанинг 
нисбий ҳаракати деб айтилади. Боғланган X O Y Z  системаси
ни қўзғалмас О, £ г| £ системага нисбатан ҳаракатига А  
нуқтанинг кўчма ҳаракати деб айтилади. А  нуқтанинг қўз- 
ғалмас S "П ^ системадаги ҳаракатинн O X Y Z  қўзғалув- 
чан системага нисбатан р ифодалайди.

Нисбий, кўчма ва абсолют ҳаракатларга мос кела- 
диган тезлик ва тезланиш ларга нисбий, кўчма ҳам да 
абсолют тезлик ва тезланиш лар деб айтилади. Ана шу. 
нисбий, кўчма ва абсолют ҳаракатларда қатнаш адиган  
А  нуқтанинг ҳаракати  м ураккаб ҳ ар акат  дейилади.

Мураккаб харакатдаги А  нуцтаиинг нисбий, Кучма ва 
абсолют ҳаракатларидаги нисбий тезлиги си, кўчма тезлиги
V к, абсолют тезлиги у, нисбий тезланишн а н, Кучма тезла
ниши а к ва абсолют тезланиши а  ни топамиз.

А  нуқтанинг вазиятини 0 1 ну к, та га нисбатан ифодалайди- 
ган г  радиус- вектор, О нуқтага ннсбатан р бўлсин. О  нуқ- 
танинг 0 1 га нисбатан вазиятини аниқлайдиган R радиус-
вектор бўлсин. Агар г, р, R  векторлар вақт функиияси си
фатида маълум бўлса, Л ва О нуқталарнинг ҳаракат қонун- 
лари аниқланган булади. 118-расмдаги дС^ЛО дан радиус- 
вжторлар боғлиқлиги қуйидаги шаклда булади:

7 = R +  рш ( 4 5 . 1 )

г ва р ни х,  у ,  z  орқали қуйндаги

р =  х i +  y i  + z k \  г  =  R  4- x i  4- y j  -f z k  (45. 2) 
кўринишда ёзамиз.

(45.2) да j ,  k  билан бирлик векторлар белгиланган.



Таъкидлаймизки, нуқтанинг мураккаб ҳаракати вақтида (45.2) 
тенглама да ҳам х,  у ,  z  ҳам i, j ,  k  вақт ўтиши билан ўэ-

гаради. Шунинг учун А нуқта тезлиги v ни v =  форму-
dt

ладан фойдаланиб топганимизда, г вектори кўп ўзгарувчи- 
ларнинг (х, у ,  z ,  I. /, k  ва R)  функцияси эканлигини на- 
зарда тутиб, вақт бўйича ҳосила олишимиз лозим:

“*■ d r  d 7г» I I I IK d R . dx .
0 =  ------- +  »> T  * »  = —  + — , + x x

г ± ± + л _ ~  +  Я  +  ^ £ - 1  +  г £ * .  (45.3)
dt dt ' a dt dt dt

(45. 3) ra тезликларни қўшиш тсоремаси деб айтилади* 
Қуйидагича белгилашлар киритамиз:

dRn 
dt

dx~!~ dy . dz

(45. 4)

+  J - ' + v * -  ( 4 5 '5 )

I  ̂  ̂ i  ̂ j I d k . / Л c. c\v K =  t’0 +  x ~ ~ - r y —  +  z —  +  v 0, (45 . 6) 
at dt dt

бунда v0 — О нуқтанинг О, нуқтага нисбатан тезлиги, ин —
— нуқтанинг нисбий тезлиги, ик — кўчма тезликдир. Белги- 
лашлардан кейин (45. 3) қуйидаги шаклии олади:

V =  vH - f  ик. (45.7)

(45. 7). дан нуқтанинг абсолют тезлиги и нисбий ин ва

кўчма v v теэликларнинг геометрик йиғиндисига тенг деган 
маъно келиб чиқади. v  нисбий тезлик (45.5) формуладан 
кўриннб турганидек, uiy пуқтани ифодаландиган г  радиус- 
вектор модулининг ўзгаришн сабабли ҳосил булади. 
Кўчма тезлик vK нинг ҳосил бўлишига сабаб г  нинг йўнали- 
•шининг ўзгаришидир, яъни кўчма O X Y Z  системанинг Ог нуц- 
тага нисбата^ ҳаракати ва /, /, k орталар йўналишининг ўз- 
гариши сабабли ҳосил бўлади.

Энди нуқтанннг абсолют тезланишини топамиз. Бунинг 
учун (45. 3) дан вақт бўйича ҳосила оламиз:



dt ' dt dt ' dt2
Абсолют тезланишнинг (45.8) даги кўринишда топилиши- 

га Кориолис теоремаси деб айтилади. (45.8) нинг айрим 
ҳадларини бирлаштириб, янги белгилашлар киритамиз, яъни

flo =  —  (45.9)

а н =  —  7 + -^7 +  —  7 (45.10) 
н dfi dt- dt-

I сР i , d- j . d2 k /л~ \t\
^  =  a ’ +  t S r ^ y - ^  +  I - i ?  ^ 0 ' " »

деб қабул қилсак, (45.9) тенгламанннг ўнг томогшдаги қол- 
ган ҳадларини а кор (Корполнс тезланиши) билан белгилай- 
миз:

а кор
2 ( ± 1  . J L  j - ±  . L ± )  (45. 12) 

\ d t  dt dt dt dt dt )

=  2hop —  (“J x  0  +  -j- (w < /) +  (w x  k)at at at

у  ; - j - :  ифодаларни Пуассон фэрмулалари билан ал- 

маштирсак, (43. 12) формуладан

= 2 со х
х ( — 7 +  ^ - 7 +  * L ~ k \  (45.13)

\ d t  dt dt j
ҳосил бўлади. Бу ерда агар (45. 5) ни ҳам ҳисобга олсак,

"«кор = 2 “  Х V„ (45- 14)
тенгламани ҳосил қиламиз.

Ниҳоят, агар (45.9), (45. 10), (45. 11) ва (45. 14) ифода
ларни ҳисобга олсак, (45. 8) тенгламани

7  =  ан + 7 к + 7 кор (45.15)

шаклда тасвирлаш мумкин.



(45. 15) формула ҳам Кориолис теоремаси ёки тезла- 
нишларни қўшиш теоремаси деб аталади. Бу формуладан 
нуқтанинг абсолют тезланиш вектори ан нисбий, ак кўчма 
ва а кор Кориолис теэланишларининг геометрик (вектор) йиғин- 
дисига тенг экан деб хулоса чиқарамиз.

Энди нисбий, кўчма тезликлар ва тезланишларнинг ҳам- 
да Кориолис тезланишининг физикавий маъносини батафсил- 
роқ кўриб чиқайлик.

(45. 5) дан топиладиган тезлик

ии =  »*»' + Л  /  + vz k (45. 16)
кўринишда тасвирланади, vH тезлик танланган А нуқтанинг 
қўзғалувчан OXYZ  системага нисбатан ҳаракат-.қилнши са
бабли ҳосил бўлади.

Кўчма тезликпи ифодалайдиган (45. 6) ни Пуассон фор- 
мулаларидан фойдаланиб

гк — (w i) +  j(u )X  /) +  г (со х  k) =

=  v0 4- со X (x i -f  ty j +  z k) =  v0 +co X r
еки

1’0 -f 0) X r (45.16)

шаклда ёзамиз. Бунда со х  r — vn — айланма (трансверсаль) 
тезликни характерлайди, яъни А нуқта О нуқтанинг атрофи
да айланган вақтидаги тезликдир. vn тезлик йўналишини 
парма қоидасига асосан топилади (119-расм). Бу ердаги и0

ни (0 нуқтанинг тезлигини) 
А нуқтага кўчнриб, айлан
ма тезлик со х  г ни ҳам 
парма қоидасига асосан то-
пиб, А нуқтага қўйиб, v0 +
-г со X () НИ, ЯЪНИ ЙИҒИН-

диси кўчма тезлик vK ни 
параллелограмм қоидасига 
асосан топамиз. vK ҳам А 
нуқтага қўйилган. Агар А 
нуқтанинг нисбий тезлиги 
ин билан кўчма тезлик ак



яна параллелограмм қоидасига асосан топилса, абсолют 
тезлик 119- раемда тасвирланган о га тенг булади, яъни v 
тезлик Vq, о  х  г  ва ин нинг векторная йиғиндисига тенг:

V =  у 0 4 -  о> х  р +  va.

Ҳозиргина кўрдикки, кўчма тезлик қутб О нуқтанинг v
тезлиги билан нуқтанинг айланма тезлиги оп =  со х  р нинг

геометрик йиғиндисига тенг экан, яъни vK =  v0 4- о> х  р ор- 
қали топилади.

Агар OXYZ  системанинг ҳамма нуқталари илгариланма 
ҳаракат қилса, бу ҳолда (d =  0 ва (45. 16) га мувофиқ

ик = и 0 (45.17)
шаклни олади. Бу ҳолда ҳам табиийки, абсолют тезлик век- 
тори (45. 7) формула орқали топил^ци. Бу векторнинг моду
ли уп ва ик вектордан тузилган параллелограмм диагонали- 
га тенг бўлиб, косинуслар теоремасига асосан хисобланади:

V =  vl +  v\  +  2vH ■ ик cos (ин v j .  (45.18)

Нисбий тезланиш формуласи (45. 10) ни 
d v r -*■ dv,. -+■ d v ,  -*■ -*■ -v

а., = —  i +  - L .  j  4 - —  k = d x i + a  j + a z k (45.19)

шаклда ҳам ёзилади, бу тезланиш йўналиши нуқта траекто- 
риясига уринма булади.

Кўчма тезланиш (45.11) формуласи қуйидаги шаклда 
тасвирланиши мумкин:

d I di \ d I dj ] d I dk \
aK — a0 + x d( J 4- у  dt ^  J 4- г d( Д  dt J -

=  a„ 4- a: • 4 -  (со x  i (ю X j )+  г (со X fc) =
dt dt dt
Гd со=  a0 +  x- I —  x  i 4 t i )  x  —

+  MX

‘ [ dt 

d i

d i
dt +  У

d со - f i  
—  X |  +  dt

+  Z
d cu d k 
—  X k +  M X  ------
dt V dt



=  a0-f*  - [e X i-f  сох ( сох  /)] +  у[ е х  / +  со X (со х /)] +
—+ —► —* —+  —► —»

+  г(е X k +  со х (со X ft) =  а0 - f  e x  (x i-\-y j+  zk )+

+  » х  [в х (х i +  у  j +  zk)] =  а0 +  е х р +  со х  (со х  р) 

ёки at  =  fl0+ E X p  +  w X ^ , (45.20)

бунда vn~  со X р айланма тезликни билдиради.
—► —k

(45.20) тенгламада е X г — айланма тезланиш ае ни,

o x t i a = a X  (со X р) —а^ ўққа интилувчи тезланишни ифо- 
далайди, яъни

аЕ =  г  х  р,

аш =  соХ (сох р)
шаклда тасвирланади. Аг%р охирги белгилашларни (45.20) 
тенгламага қўйсак,

? < = ^ o + a E+ i  (45.21)
формула ҳосил булади. (45.21) дан нуқтанинг кўчма 
тезланиши О нуқта (қутб)нинг тезланиши, айланма ва 
ўққа интилувчи тезланишларнинг геометрик йиғинди- 
сига тенглиги кўриниб турибди.

Шундай қилиб, А  нуқтанинг гбсолют тезланиши 
(45.14), (45.19) ва (45.21) формулаларни ҳисобга ол- 
гандан кейин

а = 70 +~ае +  аш+ а " н+ а к (45.22)
шаклда тасвирланади. Бунда аЕ ва аш нинг йўналишини пар
ма қоидасига асосан топилишини эсда тутиш лозим. Бу кат- 
таликларнинг модуллари қуйидагича топилади:

ае =  epsin (e ,p )= - eR,

aa =  (0Vn sin =  м2/?>
бунда R — A нуқтадан айланиш ўқигача булган энг қисқа 
масофа, е ва со эса бурчакли тезланиш ва тезлик. Маълум
ки, XOYZ  системанинг ҳаракати кўчма ҳаракатдир. Агар 
XO YZ  системанинг кўчма ҳаракати илгариланма ҳаракат 
бўлса, £ =  0 ва со — 0 бўлиб қолади ва кўчма тезланиш
(45.21) даги ое =  0 ва au =  0 бўлиб қолади ва демак, Ко-



риолис тезлағшши учун акор =  2со х vH =  0 ифода ҳосил бу
лади. Натижада (45.20) дан

—¥  —►

а = а 0 + а„  (45.23)
тенглама ҳосил қилинади. а нинг модули бу ҳолда

а =  V  а\ -f ан2 +  2а0ан cos (а0 а„)

формуладан топилади.
Нисбий тезланиш а„ вектори тегиб турувчи тгкисликда 

ётади ва траекторияга уринма булади. Кўчма тезланиш век
тори ак қутбнинг траектория текислигига параллелдир.

46* §. Кориолис тезланиши вектори
Олдинги мавзунинг (45.14) формуласидан маълумки, Ко

риолис тезланиши

к̂ор =  X им
тенглама билан топилади. Кориолис тезланиши вектор кат
талик бўлганлиги учун, ҳар қандай вектор сингари, уч эле
мента: акор нинг қўйилиш нудтаси, модули ва йўналиши 
аниқланган бўлиши керак. Бу элементларни аниқлашдан
олдин Кориолис акор тезланишининг физик маъноси нимадан 
иборат эканлигини кўриб чиқайлик.

Кориолис ёки бурилиш тезланиши, мураккаб ҳара- 
катда А нуқта тезланишининг шундай ташкил этувчи- 
сидирки, бу Кориолис тезламиши вектори, кўчма ,\ара- 
катда бурчакли тезлик векторининг нисбий тезлик век
торига бўлган вектор кўпайтмасига тенг.

Кориолис тезланиши биринчидан, нуқтанинг нисбий 
ҳаракатининг ўзгариши натижасида кўчма тезлик мо- 
дулининг ўзгаришини ва иккинчидан, кўчма айланма 
харакат натижасида нисбий тезлик йўналишининг 
ўзгаришини ифодалайди. Кориолис тезланиши кўчма 
айланма ҳаракат билан нисбий ҳаракатнинг қўшилиши 
натижасида ҳосил бўлади. Шунинг учун, агар кўчма 
ҳаракат илгариланма ҳаракат бўлса (тўғри чизиқли ҳаракат
бўлганда ҳам), ш =  0 бўлади. Демак, атр бу кўчма ва нис
бий ҳаракатларнинг қўшилишидан ҳосил бўладиган кат
талик.

Энди а иор векторнинг элементлари: 1) акор векторининг



қўйилиш нуқтаси:; 2) аК(р нннг модули; 3) аК(р нннг нў- 
налишини қандай қилиб аниқлаш мумкинлигини кўриб чи- 
қайлик.

1. а иор нинг кўйилиш нуқтасн А нуқтада қўйилган.
2. акор нинг модули

а кор =  2 coi>H sin (to vn) (46.1)

формула билан баҳоланади. Ҳақиқатан ҳам, ^уйидаги уч 
ҳолда акор =  0 бўлади.

а) со =  0, яъни XOYZ  система илгариланма ҳаракат 
қилганда ёки танланган вақтда система XOYZ  учун со =  О 
бўлганда;

fi) V., — 0. яъни XOYZ  га нисбатан А нуқта тинч ҳо- 
латда бўлганда ёки танланган вак,тда система XOYZ  учун
IV =  0 бўлганда;

в) со ва ин орасидаги бурчак /L( со, г„) =  0 ёки Z_(w, и,,) — 
=  л бўлганда, яъни А нуқтанинг нисбий тезлиги vH нинг 
йўналиши айланиш ўқига параллел бўлган ҳолларда.

aKi p нинг модули Z.(co, ин) =  90° бўлганда максимал бў- 
лади, яъни агар А нуқтанинг. v„ ҳаракат тезлиги со вектор- 
га перпендикуляр бўлса, aKop =  a™px шарт бажарилади.

120- раемда А нуқта i>„ тезлик билан ҳаракат цилса» 
°кср =  0; и2 в3 из "тезлик билан (нисбий) ҳаракат қилса. 
^кор =  С р  бўлиши кўриниб турибди. Нуқта v„ нисбий тез-



лик билан ҳаракат қнлганида ҳам акир =  0, чунки (со, ин)=  
=  л га тенг.

3. окор нинг йўналишини парма қоидасига асосан топила
ди. Агар парманинг дастасини со векторидан и„ векторига 
қаратиб, қисқа йўл билан айлантирсак, парманинг илгари
ланма ҳаракатинипг йўналиши а кор векторининг йўналишини 
кўрсатади.

Раемда А нуқта v2 тезлик билан ҳаракат қилганида, пар- 
маии (о дан уа га (фикран со ни Л нуқтага кўчириб) қисқа 
йўл билан айлантирсак, а кор нинг йўналиши v3 вектор ус- 
тпга тушгап а2нор эканлигини кўриш мумкин. А нуқта vs 
тезлик билан ҳаракат қилганида, парма қоидасидан кўрина- 
дики, акор нинг нўналиши а^ор бўлади. А нуқта v3 тезлик 
билан ҳаракат қнлганда акор нинг йўналиши а3кор нинг йў- 
налишидек бўлади (120-раемда а^ор, а£ор1 ак3ор векторлари)

ва ҳоказо. Умуман, акор вектор шундай йўналганки, акор
нинг охиридан қарайдиган кузатувчига со вектори vH векто
рига қараб, қисқа йўл билан яқинлашиши соат милининг 
айланиш йуналишига тескари йўналган бўлади.

Кориолис тезланишининг ҳосил бўлншига яна бир мисол 
келтирамиз. Платформа со бурчакли тезлик билан О нуқтадан 
ўтаётган ўқ  атрофида текис айлансин. Платформанинг ра- 
диуси бўйлаб одам М вазиятда vH доимий тезлик билан 
ҳаракат қилсин. Бу ерда М нуқтада кўчма тезлик и„, 
нуқтада ик бўлади ва vK =  со ОМ, v'K =  оз-ОМ1 дир. Кўчма 
тезликнинг ўзгариши акор ни ҳосил қилади. акор вектори М 
нуқтада (со вектори О нуқтадап ўқув- 
чига қараб йўналган) vK бўйлаб, /Й1 
нуқтада эса v'K бўйлаб йўналганлиги- 
ни парма қоидасидан фойдаланиб осон
гина топиш мумкин (121-расм).

Ясовчиеи айланиш ўқи ОА билан 
а  бурчак ҳоспл қилган конус о  бур
чакли тезлик билап айланмоцда. Ко- 
нуснинг ясовчиеи бўйлаб М нуқта ун 
нисбий тезлик билан ҳаракат қилса,
Кориолис тезланишининг модули ва 
йўналиши нимага тенг булади? Яъни 
о КОр нинг модули ва йуналишини то- 1 2 1 - р асм .
пиш лозим.



акор нинг модули (46.1) га 
асосан

акоР = '2w u„sin(M , =
=  2cou„sin(l80—а)

орқали ҳисобланади.
а кор нинг йўналишини то

пиш учун со векторини фик
ран М  нуқтага кўчириб (122- 
расмда со вектори пунктир 
чизиқ билан кўрсатилган) 
фикран парма дастасини қисқа 

иу.т оилан. со вгкторидя:: г-н векторига ь;араб б}-'раг2нимйзда 
парманинг илгариланма ҳаракати М нуқтадан расм текисли
гига тик кириб кетганини кўрамиз. Демак, Кориолис тезла
ниши М нуқтага ўтказилган уринма бўйлаб расм текисли
гига тик йўналган акор вектордир.

Агар нуқта Ер сиртида ҳаракат қилса, Ернинг ҳаракатн 
кўчма ҳаракат бўлади. Нуқтанинг Ер сиртидаги M lf М 3, М3 
ҳолатда акор векторининг йўналишини топайлик. Парма қо- 
идасидан фойдалансак, нуқта тезлиги v'H, у", v“' бўлганда 
а кор* вектори а’кор, акор, а'"ор векторлари бўлиб қолишини 
кўрамиз (123-расм). Нуқта М к ва М ъ ҳолатда бўлганда 
а кор вектори: нуқта шимолий ярим шарда бўлганда шарқ

122- расм.



томонга, нуқта жанубий ярим шарда бўлганда— ғарб то- 
монга қараб йўналган.

Д арёларда оқаётган сув (шимолий ярим ш арда) 
кориолис тезланишига эга бўлганлиги туфайли шарққа 
қараб оғади, шунинг учун дарёнинг шарқий қирғоғи 
гаросн қирғо1\қа нисбатан кўпроқ ёйилади. Кориолис 
тезланиши мавжуд бўлганлиги учун эркин тушаётган 
жисм шар^қа қараб оғади, кориолис тезланишнга эга 
бўлганлиги учун пиёлага чойнакдан қуйилган чой, ку- 
затувчига нисбатан соат милининг айланиш йўна- 
лиши бўйлаб айланади. Ернинг жанубий ярим шарида 
юқоридаги, ходнсалар содир бўлганда оғиш йўналиши 
Ернинг ғарб томонига йўналган бўлади.

'j

124- расы.

2 8 -мисол. (21.4). Механизмларнинг биргаликда иш- 
лаши натижасида А юк горизонтал ва вертикал йўна- 
лишда ҳаракат қилиши мумкин (124-расм). Радиуси 
г = 5 0  см булган В барабанга арқон тортилган бўлиб, 
бу барабанга А юк боғланган ва ишлаганда ш =  2лс-1 
бурчакли тезлик билан айланади. Кран горизонтал 
йўналишда v тезлик билан ҳаракат қилади. А юкнинг 
бошлангнч координаталарини л0 Еа у0 деб қабул қилиб 
А юкнинг траекториясини топинг.

Е ч и ш . Кран ҳаракатини характерлаш учун х, у 
координата системасини танлаб олайлик. А юкнинг 
бошланғич ҳолатдаги координаталари х0, Уо бўлсин. 
Кран t вақт ҳаракат қилгандан кейин А нуқтанинг (кж- 
ни нуқта деб ҳисоблаймиз) координаталари х, у бўл-



син, х, у  ни топиш лозим (124-раемда, х, у  пунктир 
чизиқ билан кўрсатилган).

Б е р и л г а н :
а  =  2лс-1 Е ч и ш . А юк t вақтда горизонт
г =  50 см бўйлаб х — х0 масофага кўчади ва

бу масофа v ■ t га тенг, яъни х —
V =  0 ,5 —  - x 0 =  v-t. (1)

с Худди шу t вақтда А юк верти-
х0 — 10 м кал у  — у0 баландликка кўтарила-
Уо =  6 м ди ва кўтарилиш В  барабанни айлан-
------------------------------ тириб, арқонни и0 • t масофага тор-
А юкнинг траектория- тиш натижасида содир бўлади.
си топилсин. демак,

У — Уо =  Ъ-* (2)
тенглама ҳосил бўлади. Барабан v„ тезлигинннг модули (ба
рабан сиртидаги арқоннйнг тезлиги)

vB =  u-r  (3)

формула билан топилади. Агар (1), (2) тенгламадан (3) фор- 
мулани ҳисобга олган ҳолда, х ва у  ни топсак

x = x0 + v-t, (4)
у  =  у 0 +  a r t .  (5)

Охирги (4) ва (5) тенгламалар А юкнинг ҳаракат 
қонунларидир. А юкнинг ҳаракат траекториясини топиш 
учун (4) ва (5) тенгламадан t вақтни қисқартирамиз, 
бунинг учун t ни (4) дан топамиз ва ҳосил бўлган

t =

ифодани (5) га қўямиз. Бу ҳолда

У =  у0 +  шг (6)
V

ифода ҳосил булади. (6) тенглама А юкнинг ҳаракат 
траекториясидир. Агар масаланинг шартида берилган 
қийматларни (6) га қўйсак, А  юк траекторияси ушбу

у =  6,28х =  56,8 (7)
тенглама шаклини олади. (7) тўғри чизиқнинг тенгла- 
масидир, яъни А юк тўғри чизиқ бўйлаб ҳаракат қилар 
экан.



2 9 -мисол. (23.1). Горизонт билан 45е бурчак ҳосил қил- 
ган АВ  кия текислик тўғри чизиқли, ОХ ўқига параллел 
a r =  ] дм/с2 тезланиш билан ҳаракат қилмоқда. Қия текис-
ликдан Р жисм нисбий V  2 ----  тезланиш билан пастга

са
тушмоқда (125-расм). Жисм ва қия текисликнинг бошлан- 
ғич тезлиги нолга тенг, жисмнинг бошланғич координата
лари Х0 =  0, У о =  0. Жисмнинг абсолют ҳаракатидаги тра
екторияси, тезлиги ва тезланиши аниқлансин.

Бери л ган:

aH = V  2 - ^са

х  =  0 
I/ =  Л
а  =  45°
V r — vn = 0х • Ро"

Е чи ш . Қия текисликнинг гори
зонтал тезланишини а г билан, жисм
нинг тезланишини ар билан белги- 
лаймиз. Жисм ва текисликнинг 
бошланғич тезликларини vQ vp би
лан белгилаймиэ,

V — ? а — ?
Олдин Р жиемни нуқта 
деб ҳисоблаб, шу нуқта- 
нинг ҳаракат қонунини то- 
памнз. Бунинг учун тезла- 
нишларнинг X  ва Y ўқла- 
ридаги проекцияларини то
памиз (125-расм).

а х =  а г +  а н cos 45°

(1)=  2 ^ .

ау =  — а„ sin 45° =  — 1

125- расм. 

дм
Са

(1) ва (2) дан фойдаланиб, их, vy ни топамиз: 
dv.
dt

= 2.

О )  

(2) 

их = j  2d/ + С1 (3)

Cj ни масаланинг бошланғич шартидан фойдаланиб аниқлай- 
миз, t — 0 бўлганда =  vx, =  0 ифодаларни (3) га қўйсак,



0 ^ 2 - 0 - f - C j  ва C\ =  0 ҳосил бўлади. Сх нинг қийматини 
(3) га қўйиб

vx =  2-t (4)
ифодани ҳосил қиламиз. Энди vy ни худди шу йўл била н 
топамиз:

^ -  =  -1 ;  ч» =  - J l -dt=-t +  c2. (5)

Бошланғич шартдан 
t =  0, i>y =  vyo =  0 ва (5) дан С2 =  0 бўлади, натижада

vy =  — t. (6)
Энди (4) ва (6) дан фойдаланиб, X ва К ни топамиз. 

(14) дан

~  =  2/, х  =  J 2 tdt =  /2 +  С3. (7)

t =  0, х  =  х„ = 0  бошланғич шартни (7) га қўйиб, С3 =  О 
эканлигини кўрамиз ва

x =  t2 (8)
ҳаракат қонунини топамиз, худди шундай, X  ни топ- 
ганимиздек, Y ни ҳам топамиз:

=  y =  - j t d t  =  ~ Y + C <  (9)

t =  0, у =  y0 =  h бошланғич шартни (9) га қўйиб, h =  
=  0 +  Ct ва Ct =  h ни ҳосил қиламиз. Бу ҳолда

y =  h - J L .  (Ю)

Бу Р жисмнинг Y ўқи бўйича ҳаракат қонунидир. Шун
дай қилиб, (8) ва (10) лар Р жисмнинг ҳаракат қо- 
нунидир. Ҳ аракат траекториясини топиш учун (8) дан 
t2 нинг қийматини аниқлаб келтириб (9) га қўямиз ва

у =  ь ~  а п

тенгламани ҳосил қиламиз.
(11) ифода Р жисмнинг ҳаракат траекторияси тенг- 

ламасидир. Энди жисмнинг тўлиқ тезлигини

v =  V  vx +  vl 
тенгламадан, тўлиқ тезланишини



жанад

126- расм.

а = У  al +  a2y (13)

тенгламадан топамиз. Агар (4) ва (6) ни (12) га қўйсак,

V = V  №  +  i2 =  V b F  =  V ^ t  (И )

(1) ва (2) ни (13) га қўйсак

a =  V  4+ 1  =  У Т - ^ -  (15>

ифодалар ҳосил бўлади,

30- мисол. (23.62). Ер сиртидаги М нуқта шимолий йўна- 
лиш билан а бурчак ташкил этиб, v тезлик билан ҳаракат 
қилади (126-расм). Нуқта ҳаракат қиладиган жойнинг геог
рафик кенглиги ф га тенг. Нуқта оладиган кориолис тезла- 
нншининг шарқий асх, шимолий асу ва вертикал асг ташкил 
этувчиларини топинг. Ернинг ўз ўқи атрофида айланганда- 
гн бурчакли тезлиги со га тенг.

Ж а в о б н : асх =  — 2у со cos • a  sin ф, a cy=2t)cosina-sin<p. 
azz =  — 2u со sin a  I cos ф.



47- §. Текис фигура ҳаракатини ўрганиш

Агар D жисм ҳаракат вақтида унинг ҳамма нуқта- 
лари (127-расм) OXY  текислигига параллел бўлиб 
қолса, D жисм ҳаракатини текис фигура ҳаракати деб 
қараш мумкин. Фикран D жиемни ОЛТ текислигига 
параллел бўлган текислик билан кессак, ст текис фигура 
хосил бўлади. Энди D жиемни ст сирт—текис фигура 
билан алмаштирамиз. Текис фигуранинг вазиятини

аннқлаш учун OXY  координата системасида АВ  кес- 
манинг вазиятини аниқлаш билан алмаштирамиз (128- 
расм), яъни D жисм а текис сирт билан, а сирт эса АВ  
кесма билан алмаштирнлди.

Энди АВ  кесманинг вазиятини билсак, D жиемнннг 
вазияти ҳам аниқланган дейиш мумкин. АВ  кесманинг 
вазияти эса А  нуқтанинг координаталари х, у  ва АВ  
тўғри чизиқ кесмасининг X  ўқи билан ташкил этган 
бурчаги ф орқали топилади:

(47.1) текис фигуранинг ҳаракат қонунлари деб 
айтилади. Кўриниб турибдики, бундай ҳаракатда жисм
нинг эркинлик даражаси / =  3 га тенг экан. Бу ерда 
X ва Y нуқта А нинг (қутбнинг) илгариланма ҳарака-

127- расм. 128- расм.

* =  Ы 0 .
У =  h  (0. 
Z = / з  (0-

(47.1)



тини ифодалайди, <р эса кесма А В  нинг- қутб атрофида 
айланма ҳаракатини ифодалайди.

Агар: 1) ф =  tonst бўлса, фақат X  ва У ўзгаради ва 
бу ҳолда текис фигура илгариланма ҳаракат қилади;

2) х =  const, у — const бўлса, фақат ф ўзгаради ва бу 
ҳолда текис фигура А қутб атрофида айланма ҳаракат қи- 
лади;

3) X, Y ва ф ўзгарувчан бўлса, текис фигура ҳам 
илгариланма ва ҳам қутб атрофида айланма ҳаракат 
қилади.

Демак, текис фигуранинг ҳаракатини қутбнинг ил
гариланма ҳаракати ва текис фигуранинг қутб атро- 
фидаги айланма ҳаракатларининг йиғиндиси-дан ибо- 
рат деб ҳисоблаш мумкин.

Текис фигура ҳаракатининг илгариланма ҳаракати 
А қутбнинг танланишига боғлиқ, яъни А  нуқта фигу
ранинг қаерида танланишига боғлиқ, чунки А нуқта- 
нинг вазияти ўша нуқтанинг координаталари X, Y 
орқали топилади. Лекин текис фигура айланма ҳара- 
катини ифодаловчи тенглама <р =  Ы О  қутбнинг танла
нишига боғлиқ эмас, чунки бу вақтда текис фигуранинг 
қутб атрофидаги бурчакли тезликлари со ва бурчакли 
тезланишлари е ҳамма қутб нуқталари учун бир хил 
қийматларга эга бўлади.

Қутб атрофида текис фигура нуқталари текис ай- 
ланганида бу нуқталар фақат уринма тезликларга эга 
бўлади, чунки АВ  кесма ҳаракатининг ф ақат йўналиши 
ўзгаради (модули ўзгармайди). Бу уринма тезликлар 
айланма тезликлар дейилади. Бу уринма тезлик модули

формула орқали топилади, v нинг йўналиши ҳаракат 
йўналишида В  нуқтадан ўтказилган уринма бўйлаб 
йўналган бўлади.

Бурчакли тезлик со ва бурчакли тезланиш е векторла-

формула орқали топилади. Бу со ва е векторлари қутб 
А нуқтадан ўтувчи ўқ устида ётади ва 43- § га мувофиқ

V =  со • АВ (47.2)

ри

со = d  ф 

dt
(47.3)

(47.4)



и, е векторлари йўналишлари текис фигура текислигига 
перпендикуляр бўлиб, парма қоидасига асосан аниқ- 
ланади.

Агар текис фигура А  қутб атрофида тезланувчан 
айланма ҳаракат қилса, о  ва е бир хил (129-расм) 
йўналган, секинланувчан айланма ҳаракат қилса, ш ва 
е бир-бирига қарама-қарши йўналгандир (130-расм). 
Бу ҳолда е ва ы нинг йўналишларини 129, 130-расм- 
ларнинг пастки қисмида кўрсатилгандек белгилаш қа- 
бул қилинган.

Текис фигура ҳаракати вақтидаги исталган нуқта- 
сининг тезлиги қуйидаги теоремадан фойдаланиб 
топилади:

Теорема: текис фигуранинг ҳаракати вақтида истал
ган нуқтасининг тезлиги фигура қутбининг илгарилан
ма ҳаракатдаги тезлиги билан кутб атрофида ўша нуқ- 
танинг айланма ҳаракатдаги тезлигининг геометрик 
йиғиндисига тенг.

Теоремани исботлаш учун 131-.расмдан фойдалана- 
миз. Бу ерда О 1 нуқта қўзғалмас, О нуқта қутб ва А 
нуқта текис фигуранннг ихтиёрий нуқтаси бўлсин. А 
нуқтанинг vA тезлигини топайлик. А нуқтани О нуқтага
нисбатан гА, нуқта О га нисбатан г0А радиус-вектор ва О 
нуқтани Oj нуқтага нисбатан rQ радиус-вектор билан белги- 
ласак, у ҳолда

х

129- расм. 130- расм. 131- расм.



Ю  =  const

ва гА ни билган ҳолда, А нуқта тезлигини топамш:

V - ' 4  -  i  й  + 7 »-) =  f  +  Ф -  <47_;6>

Бу ерда rQA нинг модули доимий бўлганлнги учун d Г°А
dt

ифода А нуқтанинг қутби атрофидаги айланма тезлигига 
тенг:

(47'7>

Айланма тезлик вектори (43.10) формулага мувофиқ

v0A =  сох год (47.8)

шаклда ифодаланади, Парма қоидасидан фойдаланиб, и 0А 
вектори ОА кесмага перпендикуляр бўлиб, фигуранинг ҳа- 
ракати томон йўналган v0A бўлишини кўрамиз (131-расм).

Энди (47.6) да хади О қутб тезлигига тенг, яъни 
dt

v0 = d- £  (47.9)
at

эканлигини ҳисобга олсак, А нуқтанинг абсолют тезлигини 
(47.6) формулага асосан

v a = 1 'o+ v o a  (47.10)
ифодага тенглигига ишонч ҳосил қиламиз.

Демак, А нуқтанинг тезлиги қутбнинг жисм билан ил
гариланма ҳаракатдаги тезлиги v0 билан қутбга нисбатан А
нуқтанинг айланма тезлиги vQA нннг геометрик йиғиндисига 
тенг ва шу билан теорема исботланди деб айтиш мумкин. 
Ҳақкқатан ҳам, агар и0 ни фикран А  нуқтага кўчирсак,
v А вектори v0 ва v0A вектордан тузилган параллелограмм- 
нинг катта диагоналига тенг бўлганлигини кўрамиз.

Айланма тезлик v0A векторч доим ОА га перпендикуляр- 
лигидан цуйидаги натижалар келиб чиқади:



132- расм.

1) текис фигура нуқталари тезликларининг шу нуқталар- 
ли тутаигофувчи ўь;дагн проекциялари ў^аро тенг. Ҳа^ицатан 
ҳам, агар О нуқтанинг тезлиги v0 бўлиб, Л ва В нуқтанинг 
айланма тезликлари vQA ва v0B бўлса (132-расм), Л ва В  
нуқтанинг тўлиқ тезликлари v0 билан vQA ва v0 билан v0B 
нинг геометрик йиғиндисига тенг. Бироқ vQA ва vog вектор 
АВ ў^қа перпендикуляр бўлганлиги учун бу vQA ва v0B 
ни АВ кесма ёки X ўқидаги проекциялари нолга тенг. Де
мак, vA ва vB векторнинг X ўқидаги проекциялари фақат 
и0 нинг X даги проекцияларига тенг ёки vА ва v B нинг 
X даги проекциялари бир-бирига тенг экан;

2) ўзгармас кесмада қўйилган тезликларнинг охирлари бир 
тўғри чизиқда ётади ва бу кесма тўғри чизиғини кесма ус- 
тидаги мос нуқталаргача бўлган масофага пропорционал бўл-

с  Ох А, О Аган булакларга ажратади. by натижадан — нис-

батни ҳосил қилиш мумкин.

48- §. Тезликлар режаси. Тезликларнинг оний 
маркази

Олдинги параграфа текис фигуранинг тезлигини (47.10) 
формула оркали ҳисоблаш мумкннлигини кўрганимизда v0A 
айланма тезлик билан О А кесма ўзаро перпендикуляр экан
лигини ҳам кўрдик. Демак, текис фигура тезликлари ўзаро 
боғлиқ экан. Бундай боғланишлар текис фигура тезлигини 
оддий чизиш йўли билан тезликлар режаси деб айтиладиган 
усул билан аниқлаш мумкинлигини кўрсатади. Тезликлар 
режаси қуйидагича тузилади: фараз цилайлик, текис фигура-



в

. А

V

нинг А, В, С, D нуқталари- 0g
нинг vA, vB, vc ва vD тезлиги 
маълум бўлсин (133-расм).
Ихтиёрий О нуқтага va ,
-vB, vc ва uD тезликни маъ
лум масштаб билан ўзига- 
ўзини параллел қилиб кў- 
чирамиз ва шу нуқталар- 
нинг тезликларига тенг 133-расм.
бўлган оа, ob, ос ва od
кесмаларни ҳосид қиламиз ҳамда а, b, с ва d  нуқтани бир- 
бирига тўғри чизиқлар билан туташтирамиз. Ана шундай 
чизманинг ҳосил қилиниши тезликлар режаси деб аталади,
ca, ob, ос ва od кесмага нурлар, а, Ь, с ва d нуқталарга чуқ- 
қилар деб айтилади.

133- раемда д aob дан

ob — ca-\-ab  (48.1)

ёки ob =  vB, оа =  VА эканлигини ҳисобга олиб

vB = v A+ab, (48.2)

(47.10) формулага асосан

~̂ b =  ^ a + ^ ba - (48.3)
ифодаларни ёзамиз.

Охирги иккита тенгламанинг ўнг томонини бир-бирига тенг-
лаштирганимизда vBA =  ab ни ҳосил қиламиз, худди шу

йўл билан Л obc, д ocd дан фойдаланиб, vc b =  bc, vc =DC

ифодага эга бўламиз. Кўриниб турибдики, vBA, vCB, vDC 
айланма тезликлардир.

Демак, тезликлар режасида чўққиларни туташти- 
рувчн тўғри чизиқ кесмалари текис фигуранинг маълум 
нуқтасининг қўшни нуқтасига нисбатан олинган ай
ланма тезлигига геометрик тенг.

Шунннг учун айланма тезликларнинг модулларини
(47.2) га асосан

=  ab =  со- АВ, 
=  Ьс =  со ВС, 

v d c  =  cd =  со ■ DC

B A

UC B (48.4)



в шаклда ифодалаш мум
кин. Айланма тезлик 
АВ, ВС, CD кесмага 
перпендикуляр бўлгани 
учун аЬЛ-АВ, bcl^BC 
ва cd-LCD бўлади ва 
abed тўртбурчак ABCD 
тўртбурчакка ўхшаш бў- 
лнб, унга нисбатан ай-

с

134- расм.

ланиш йўналиши бўйлаб 90° га бурилгандир.
Агар текис фигуранинг битта нуқтаси тезлиги- 

нинг модули ва йўналиши маълум, иккинчи нуқта тез- 
лигининг фақат йўналишини ифодаловчи тўғри чизиқ 
маълум бўлса, иккинчи нуқта тезлигининг модулини 
тезликлар режасидан аник,лаш мумкин.

Фараз қилайлик, ABC фигурадаги А нуқтанинг vA тез
лиги (134-расм) ва В нуцтада пунктир тўғри чизиқ, яъни 
В нуқта тезлигининг ётишини ифодаловчи тўғри чизиқ бе
рилган. В ва С ну^таларнинг тезлигини топиш керак. Бу
нинг учун О нуқтага vA ни кўчириб а чўн;қини ҳосил қи- 
ламиз. Бу а чўққидан ўтувчи ва АВ  га перпендикуляр 
тўғри чнзиқ /  ни ўткаэамиз. О нуқтадан ўтувчи ва В  нуқ- 
тадан ўтган пунктир тўғри чизиққа параллел бўлган тўғри 
чизиқ 2 ни ўтказганимизда, 2 Еа 1 тўғри чизик, b цуқтада 
кесишади. Демак, Ob кесма узунлиги В нуқтанинг тезли
гига тенг, яъни vB =  Ob. Энди b чў.дадан ўтувчи ва ВС 
га перпендикуляр бўлган тўғри чизиқ 3 ни ва а чўққи- 
дан ўтувчи ҳамда АС га перпендикуляр бўлган тўғри чи- 
зиқ 4 ни ўтказганимизда, 4 ва 3 тўғри чизиқларнинг ке
сишган нуқтаси бўлган янги чўққи С ни ҳосил қиламиз, 
демак vc =  ОС бўлади.

Кривошип-шатун механизмйнинг А нуқтаеининг vA тезли
гини маълум деб олиб, В ва С нуқтанинг тезликларини

тезлик режасини ту
зиш билан аниқлаймиз 
(135-расм). Ихтиёрий,
О нуқтага vA ни кў- 
чириб, а чўққини ҳо- 
сил қиламиз. В нуқта 
(сирпанчиқ) горизон
тал ҳаракат қилганли- 
ги учун О нуқтадан



горизонтал тўғри чизиқ I ни ўтказамиз. а нуқтадан ўтувчи 
ва АВ  га перпендикуляр бўлган тўғри чизиқ 2 ни ўтказ- 
сак, 2 ва 1 тўғри чизиқларнинг кесишган нуқтаси бўлган
b чўққини ҳосил қиламиз ва, демак, ив=  ob. С нуқтанинг 
тезлигини аниқлаш учун кесмани A C : СВ нисбатда бўлиб, 
С нуқтани ҳосил қиламиз ва 0  нуқта билан С ни бирлаш- 
тириб ОС нурнинг С нуқта тезлигига тенглигини, яъни
vc = о с бўлишини кўрамиз.

Текис фигуранинг ҳаракати вақтида исталган вақтда 
доим шундай нуқталар топиш мумкинки, бу нуқталар- 
нинг тезлиги маълум вақтда нолга тенг. Бу нуқталарга 
тезликларнинг оний маркази деб айтилади. Ана шу тез
ликларнинг оний марказини қаидай қилиб аниқлашни 
кўриб чиқайлик.

Маълумки, текис фигуранинг исталган нуқтасининг 
тезлиги (47.10) га асосан қуйидаги ифода ёрдамида 
топилади:

=  » 0  +  voc ■

Агар О қутбнинг тезлиги и0 бўлса, v0 га перпендикуляр гўғри 
чизиқ ўтказамиэ. Текис фигуранинг С нуқтасининг айланма тез
лигини аниклашда (136-расм) О 
нуқтадан С нуқтагача бўлган 
масофа ОС ни шундай танлаш 
мумкинки, ҳамма вакт С нуқ- 
танинг тезлиги 0 га тенг бўл- 
син, яъни и = 0 , бу ҳолда v0+
+  vQC=0,  бундан v0 =  — voc.
Демак, берилган вақт момен- 
тида С нуқтанинг тезлиги О 
нуқта тезлигига тенг ва С 
ну^та V  тезлигинннг оний 
маркази деб айтилади. Охир
ги тенгламадан кўринадики, 
vc =  0 бўлиши учун voc =  — v0 шарт бажарилиши ло
зим, яъни voc айланма тезлик қутб тезлиги v0 га модули 
тенг бўлиб, йўналиши тескари бўлиши шарт. Охирги тенг
ламадан фойдаланиб тезликларнинг оний маркази С нуқта- 
нинг вазиятини аниқлайлик:

vt =  о» ■ ОС,

"Оос

136- расм.



Ci)
(48.5) дан тезликларнинг 

оний маркази С нуқта қутбнинг 
тезлигига ўткаэилган перпенди
куляр устида жойлашади ва О 
қутбдан ОС =  v0/iо масофада ту
ради деган хулосага келамиз.

137- расм.
Агар қутб тезлиги vc ва 

тезликлар оний марказининг ўр- 
ни маълум бўлса, текис фигу

ранинг бошқа -нуқталарининг тезлигини аниклаш мумкин. 
Текис фигура қутбининг тезлиги vc =  0 ва А, В, D нуқта- 
лардан С нуқтагача бўлган масофалар С А, СВ, CD ни 
маълум деб олиб, А, В, D нуқталардаги тезликларни 
топайлик (137-расм). Агар тезликларнинг оний марказини 
цутб деб олсак, бу ҳолда vc =  vQ =  0. (47.10) формулага 
асосан

v d =  v c + V o c  

ҳосил бўлади ва vc =  0 бўлганлиги учун (48.6) дан

Охирги тенгламадан текис фигуранинг исталган 
нуқтасининг тезлиги, фигуранинг айланиши томон йў- 
налган бўлиб, текис фигуранинг бурчакли тезлигини 
тезликларнинг оний маркази С дан танланган нуқта- 
гача бўлган масофага кўпайтмасига (яъни а -А С  ёки 
со-ВС ва ҳоказо) тенг ва шу кесмага перпендикуляр 
бўлади деган хулосага келамиз.

VA =  V C +  VA C ’

(48.6)

ҳосил бўлади ва

vBC w ■ ВС, vB

со ' DC, Vq v'pc* ^ o c  T)C,

(48.7)



Эндн vglvA, vDlvA ни топсак:
vB ВС vD DC
~v~4~ AC' vA ~  A C ’ (48.8)

Демак, текис фигуранинг исталган икки «уқтаси- 
нииг тезликлацн модулларининг нисбати шу нуқта- 
лардан тезликларнинг оний марказигача булган масо- 
фаларга тўғри пропорционал булади.

Шундай қилиб, текис фигуранинг исталган нуқтаси- 
нинг тезлигини топиш учун со ни танланган нуқтадан 
тезликларнинг оний марказигача бўлган масофасига 
кўпайтирнш лозим. Агар А ва В нуқтанинг тезликлари vA,
V в маълум бўлса, шу о ,  ва v в га перпендикулярлар ўтка- 
замиз ва шу. перпендикулярларнинг кесишган нуқтасига тез
ликларнинг оний маркази С нуқта жойлашади (138- расм).

V.

138- расм. 139- расм.

2. Текис фигуранинг А нуқтасидаги тезлиги vA ва В  
нуқтадаги тезлик ётадиган тўғри чизиқ маълум бўлиб, шу 
В нуқта тезлигини топиш лозим бўлсин. Бу ҳолда (139- 
расм) ҳам v A вецторга ва В нуқтадан ўтадиган тўғри чизиқ- 
қа перпендикуляр ўтказиб, тезликларнинг оний маркази С нуқ- 
тани — перпендикулярларнинг кесишган нуқтасини топамиз. 
В нуқтанинг тезлигининг модули v в =  со ВС га тенг бўлиб,

V Aбунда со =  дан ҳнсобланади. В нуқта тезлигининг иуна-
лиши ВС га перпендикуляр бўлиб, текис фигуранинг ҳа- 
ракати томон йўналган v B вектори бўлади.

3. А ва В  тезлик йўналиши бир-бирига параллел бўлса 
(140-расм), тезликларнинг оний маркази vA ва v B га ўтказил-



ган перпендикуляр ва тезликлар
нинг охирини туташтирувчи тўғри 
чиэиқнинг кесишган С нуқтаси бу
лади.

4. Л ва В нуқта тезликлари- 
нинг модуллари бир хил ва ўзаро 
параллел бўлса, тезликларнинг 
оний маркази чексизликда бўла- 
ди, чунки бу ҳолда (141-а расм) 
тезликларга ўтказилган перпен- 

140-расм. дикуляр ва тезликларнинг охи
рини туташтирувчи тўғри чизиц 

бир-бирини кесиб ўтмайди ва демак, текис фигуранинг
бурчакли тезлиги со =  =  0 булади.

5. vA ва v B нинг модуллари тенг ва йўналишлари қара- 
ма-қарши бўлса, С нуқта 1 ва 2 тўғри чизиқларнкнг (141-6-

141- расм.

расм) кесишган нуқтасида бўлади: 
агар vA ва vR нннг модуллари 
турлича ва ўзаро параллел бўлса 
(142-расм), С нуқта 3 ва 4 тўғри чи- 
зиқларнинг кесишган нуқтасида бў- 
лади. Бу ҳолда тезликлар нисбати

(48.8) га асосан —— =  ифода- 
v B СВ

дан топилади. Агар vA= v B маълум
вацт орапиғида ўринли бўлса, шу142- расм.



вақт оралиғида текис фигура илгариланма ҳаракат ҳолати- 
да бўлади.

6. Текис фигура бошқа бирон сирт ёки чизиқ устида 
сирпанишсиз думаласа, бу холда тезликларнинг оний 
маркази текис фигуранинг чизиқ ёки сирт билан тегиб 
турган нуқтасида булади. Бу тегиш нуқтаси тегиш 
вақти оралигида ҳаракатда қатнашмайди, яъни бу 
нуқтанинг ҳаракат тезлиги нолга тенг — бу нуқта тез- 
лакларпнлг оний марказидир.

49- §. Шаль теоремаси. Центроидлар. Айланишнинг 
оний маркази

47-§ да кўриб ўтганимиздек, текис фигуранинг ҳа- 
ракати вақтида ҳамма вақт шундай нуқтани топиш 
мумкинки, бу нуқтанинг тезлиги нолга тенг бўлсин. Шу 
нуқтага тезликларнинг оний маркази деб айтилган эди. 
Нуқта тезликларининг оний маркази, текис фигура нук,- 
таларида (берилган вақтда) тезликларнинг тақсимла- 
нишини ифодалайди. Шу нуқтадан қанча узоқроқда 
текис фигура нуқталари жойлашган бўлса, улар тез- 
ликларининг модули шунча каттароқ булади.

Текис фигура ҳаракати вақтида доим шундай нуқта 
топиш мумкинки, бу нуқта атрофида фигурани айлан- 
тириб, унинг янги вазиятини топиш мумкин. Француз 
олими Ш аль (1793— 1880) текис фигуранинг чекли 
силжиши ҳақида қуйидаги теоремани таклиф этдн.

Теорема: текис фигуранинг текисликдаги ҳар қандай 
силжишидаги янги вазиятини бу фигурани, охирги ай
ланиш маркази деб айтиладиган нцқта атрофида бир 

марта буриш билан ҳосил қилиш мумкин.
Теоремани исботлаш учун 143-расм дан фойдаланай- 

лик. Текис фигурани АВ  кесма билан алмаштириб,, бу кес 
манинг (текис фигуранинг) икки АВ  ва А 1В 1 вазиятини кў- 
риб чиқэйлик. I ва II вазиятда АВ  ва /IjBj кесманинг А би. 
лан Л, ва В билан Bt 
нуқталарини туташтириб,
А А Г ва' ВВУ тўғри чизиқ- 
лар ҳосил қиламиз. А А Х 
ва ВВЛ нинг ўрталаридан 
m  ва п перпендикуляр 
тўғри чизиқларни ўтказа. 
миз ва m, п нинг кесиш. 
ган нуқтасини С билан 143- расм.



белгилаймиэ. Бу С нуқта чизганимизга мувофиқ симметрик 
нуқтадир. С нуқтани А, В, A l ва В, нуқта билан туташти- 
риб д  ABC в а д ^ В ^  ни ҳосил қиламиз. Учбурчаклар уз
аро тенг, чунки 1) қаттиқ жисм таърифига мувофиқ АВ =  
=  i41fi1; С нуқта симметрик бўлганк учун АС =  А ХС ва 

ВС  =  В ХС. Учбурчаклар ўзаро тенг ва С нуқта симметрия 
маркази бўлгани учун фигурани ана шу С нуқта атрофида 
/ - А С А Х=  а  бурчакка бураб, текис фигуранинг II вазияти
ни ҳосил қилиш мумкин. Ҳақиқатан ҳам, бу ҳолда д  ABC =  
=  а А 1В.1С1 шартидан, фигурани а  бурчакка бургани- 
мизда мос нуқталар, А нуқта А г устига, В нуқта Bt ус
тига тушади ва текис фигуранинг янги вазияти ҳосил бу
лади. Демак, теорема исбот бўлди.

Симметрик С нуқтага охирги айланиш нуқтаси деб 
айтиллдн Агар телг.с фигуранинг чексиз кичик О 
вақтдаги силжишидаги янги вазиятини топмоқчи бул- 
сак, албатта бу ҳолда, .бурилиш бурчаги а  ҳам нолга 
интиладиган дараж ада кичик булади. Бу ҳолда текис 
фигурани қандайдир С\ нуқта атрофида бураб, унинг 
биринчи элементар силжишидаги янги биринчи вазия
тини, С2 нуқта атрофида бураб текис фигуранинг эле
ментар силжишидаги иккинчи вазиятини, ..., Си нукта 
атрофида бураб текис фигуранннг гс-элементар сил- 
жишидаги п- янги вазиятини топамиз. Си С2 . . . С п 
нуқталар айланишнинг оний марказлари деб аталади. 
Оний айланиш марказларидаги нуқталарнинг тезлик
лари нолга тенг, шунинг учун бу нуқталарга тезлик-. 
ларнинг оний маркази деб ҳам айтилади.

Оний айланиш маркази ва тезликларнинг оний мар
кази бу битта нуқтадир. Кетма-кет вақтлардаги оний 
айланиш нуқталарининг геометрик ўрни қандайдир чи- 
зиқларни ҳосил қилади. Бу чизиқларга центроидлар 
деб айтилади. Агар қўзғалмас системага нисбатан

олсак қўзғалмас центроид, 
қўзғалувчан системага нисба
тан — қўзғалувчан центроид 
дейилади.

Текис фигуранинг икки нуц- 
тасининг {А ва А^ нуқта) ҳаракат 
вақтидаги оний айланиш мар- 
казларини кўриб чиқайлик (144- 
расм). Агар А нуқта At вақтда 
A i  вазиятни олса, бу ҳолда ўрта- 
ча тезлик ватар 4̂̂ 4Х орқали



At

формула билан, оний тезлик эса ёй нинг лимита

. ]im  (—  \
V,— д(-»о \  At )

орқали топилади. Расмдан

A A l =  2 A C s  i n - ^ .
1 2

ва V =  lim
ДГ-+0

Маълумки,

ва

шаклда ёзилчди. Бу ҳолда А нуқтанинг t вақтдаги тезли
гининг модули қуйидагича топилади:

V  - АС -со.
ил тезликнинг йўналиши fi бурчак орқали топилади. Бу 

бурчак Р нинг қиймати A t -»■ 0 бўлганда, АС билан 90° бур
чак ҳосил қилади, чунки д/->-0 булган ҳолда Дф->-0, яъни 
Р =  90° ва vA тезлик текис фигуранинг айланма тезлигига 
тенгдир. vA тезлик АС га перпендикуляр бўлиб, фигура
нинг ҳаракати томон траекторияга уринма бўйлаб йўналган- 
дир.



Текис D фигура қўзғалмас D, сиртда сирпанишсиз ду- 
маласа, бу ҳолда С,, С2, . . . , Сп\т тасвирловчи M N  чизиғи
қўзғалмас, С[, С'2............С ’п оний айланиш нуқталарининг
геометрик ўрнини тасвирловчи M 'N '  чизиғи қўзгалувчан 
центроид деб аталади (145-расм).

Горизонтал йўлда ду- 
малаб бораётган ҳалқа 
(146-расм) гардишидаги 
С', С\, С2, С3 . . . нуқ- 
талар ўрни—қўзғалувчан 
центроида — айланани, 
С, С,, С2, С3 . . . нуқта- 
лар ўрни — қўэғалмас 
центроида — тўгри чизиқ 
M N  ни ташкил этади.

Иккита рейка ораси- 
да думалаб бораётган R 
радиусли D  диск (147- 

расм) ҳоли учун KL тўғри чиэиқ қўзғалмас центроид бў- 
либ, D диск сиртининг айланаси эса қўзғалувчан центро- 
иддир. Шундай қилиб, текис фигуранинг ҳақиқий ҳаракати 
вақтида қўзғалувчан центроида қўзғалмас центроидада сир
панишсиз думалзйди (Пуансо теоремаси).

Энди центроид тенгламасини топайлик. Текис фигура 
қутбининг тезлиги и0 =  vc, жисмнинг М нуқтаси айланма 
тезлиги исм бўлсин. Бу ҳолда М  нуқтанинг абсолют тезли
ги (47.10) формулага асосан (148-расм):

vH= v 0 +  ш хр„,
тенглама орқали топилади. Агар О т) с қўзғалмас система 
ва OXY қўзғалувчан система деб қабул қилсак, рабмдан 
кўринадики, М  нуқтанинг координаталари куйидагиларга тенг 
бўлади: О г\д системага нисбатан /И нуқтанинг координа
талари п, I га тенг; CXY  системага нисбатан ўша М нук,- 
танинг координаталари '%т — 1С ва г|.,,— т)с га тенг.

Текис фигуранинг 0, rj, Е қўзғалмас системага нисбатан 
тезлиги

V» =  V; +  to X (49.1)
формула ёрдамида, қўзғалувчан CXY  системадаги тезлиги

\  =  Я 6+  ^  п +  “ х_Рис (49-2)
тенглама орқали топилади. Агар

147- расм.



Рмс =  X i  +  у  j  (49.3)
шаклда тасвирланишини хисобга олсгк ва рмс нинг проекция
лари I — 1ис, — 'Пс эканлигини эслаб, им ни қуйидаги 
шаклда ёзамиз:

Лекин

СйХрмс =
1 1 / 1

О 0 шп

(49 .4)

(49.5)
? — П— Т)с

Охирги (49.4) ва (49.5) тенгламалардан иы, тезликнинг 
г| ва I ўқлардаги проекцияларини топсак, =  0 булади.

(49,6)

бунда

vt = v cl —  ОЭ (ri — лс), 

= v cn +  a ( t - l c).

die
di ’ 

dncv =  —— 
c,i di

(49.7)

(49.8)

(49.9)

ифодаларни ҳисобга олсак:



vi =  dZjdt — a>( Л — Tic).

t’_ =  d4cfdt +  a>(l — £ c).
(49.10)

(49.11)

Агар айланишнинг оний маркази билан тезликларнинг 
оний маркази устма-уст тушади деб қабул қилсак ва оний 
тезликларнинг проекциялари ис1| = 0 ,  ос£ =  0 эканлигини 
ҳам назарда тутсак, бу ҳолда охирги иккита тенглама қўэ- 
ғалмас системага нисбатан центроидларнинг тенгламаларини 
беради:

еки

d l j d t  —  co(tj — ti,) =  0; 
dr\Jdt +  со (g — =  0

Л =  Пс Ч------- d Ijd t,Cl)

I =  l c ------- d i\Jd t.

(49.12)
(49.13)

(49.14)

(49.15)

Ҳосил қилинган (49.14) ва (49.15) тенгламалар қўзғал- 
мас системадаги центроидларнинг параметрик тенгламалари- 
дир.

Қўзғалувчан центроид тенгламаларини ҳосил қилиш учун
(49.2) ва (49.3) ни эътиборга олиб,

i i  k
СО X Рмс = о о со (49 . 16)

X у  О
ни ҳосил қиламиэ ёки (49.16) дан

i i ) X r HC= — у со i +  соху. (49.17)

148- расмдан vc билан и,м нинг ху  ва ух  даги проекция
лари йиғиндиси у -  ва -и га тенг:

о созф +  о sintp— уа  (49.18)
vy =  — wc.sin<p уст) cos ф -4-сох, (49.19)

бунда
(49.20)

(49.21)

vc. = d l /d t  

исч =  di]/dt.
Агар қўзғалувчан системадаги тезликларнинг оний мар

казининг координаталарини Х с, Y с деб, тезлик проекцияла-



Энди (49.20), (49.21) ни ҳам (49.22) ва (49.19) га қўйиб 
(X ва Y  нинг ўрнига Х с, Ус ни қўямиз) қуйидагиларни ҳосил 
қиламиз:

?, т] — М нуқтанинг координаталари, бу нуқталар цен
троида устида бўлса, қутб нуқтанинг координаталари бу
лади. (49.13), (49.24) тенгламалар қўзғалувчан системадаги 
қўзғалувчан центроиднинг параметрик тенгламаларидир, 
Хс, Y с — тезликлар оний марказининг координаталаридир, 
Ф— X  ўқи билан I ўци орасидаги бурчак.

Шундай қилиб, ҳам қўзғалшс, ҳам қўэғалувчан цент- 
роидлар тенгламасини келтириб чиқардик.

50- §. Текис фигура нуқталаринииг тезланиши

Текис фигуранинг исталган нуқтасининг тезланишини 
аниқлаш учун ўша нуқта тезлиги, яъни (47.10) дан

вақт бўйича бир марта ҳосила оламиз (vc =  v0 қутб тезли
ги, rMC =  г деб қабул қиламиз):

dVdt ■ cos ф +  dr\/dt • sin rp — со ■ Kc = 0 . 

—dl/dt • sin ф +  dr\/dt ■ cos ф -f со • X c =  0, 

Бундан X c ва Y c ни топамиз:

■ X c =  —  (dfc/dt ■ sin ф— d\\/dt cos ф) (49.23)
CO

Y c =  —  (dl/dt cos ф +  dr\/dt sin ф) (49.24)
Ci)

V =  V c +0) X  rMC (50.1)

a —

бунда

(50.3)

Агар



яъни текис фигурадаги қутбнинг илгариланма харакати тез- 
ланиши эканлигини ҳисобга олсак, (50.1) ни қуйидагича 
ифодалаш мумкин:

а = а 0+  амс. (50.5)

Охирги (50.5) тенгламадан қуйидаги теорема келиб чи- 
қади: текис фигуранинг ҳаракати вақтидаги исталган 
нуқтасининг тезланиши а текис фигура қутбининг илга
риланма ҳаракатидаги тезланиши а0 билан текис фигура
нинг қутб атрофида айланишидаги айланма тезланиши 
амс нинг геометрик йиғиндисига тенг.

Маълумки, айланма тезланиш

<50-6)
формуладан аникланар эди ва бунда

— ч- — (50.7)а . =  ---- X г =  е X г v '
di

й о = ш Х  =  соX V =  соX ( соX г )  (50.8) 
dt

эканлиги ҳам маълум.
Бунда ае — уринма (тангенциал) тезланиш, — қутб О 

нуқтадан ўтувчи ўққа интилувчан тезланиш. Маълумки, бу 
тезланишлар модуллари

ае =  e-R  (а)

а а =  со2-К (б)
орқали топилади. Бу формулалардаги R  текис фигурадаги 
маълум (танланган) нуқтадан айланиш ўқигача бўлган энг 
қисқа массфадир. Агар (50.6) ни (50.5) га қўйсак:

а = а0 + с е+ о ш . (,50.9)

Айланма тезланиш иккита]— уринма at ва ўққа иптнлув. 
чан аш тезлапншлардан тузилган тўғри бурчакли тўртбур- 
чакнинг диагоналига тенг (чунки ае ва ас0 ўзаро перпенди
куляр), яъни аи(. нинг модули



тенглама ёрдамида топнла- 
ди. аЕ йўналнши а  бурчак 
орқали қуйидаги тенглама
дан топилади:

(50.11)
Эндн М  нуқтадаги аб

солют тезланишнинг — а 
нинг модули а? ва аис дан 
тузилган параллелограмм-

149- расм.

150- рас.м.

нинг диагоналнга тенглигини эътиборга олсак, бу а нинг мо
дули косинуслар теоремасига асосан қуйидагича топилади 
(149- расм):

a = V  а\ +  а2ыс +  2ас ■ аис cos (ас ,а J .  (50.12)

Шундай қ."либ, а ни топиш учун at. билан а А: ни век- 
ториал қўшиш лозим. Тўлиқ айланма тезланиш модули (а), 
(б) ва (50.10) ларга асосан

ам, =  V V + co4-tf (50.13)
хисобланади.

Текис фигуранинг ихтиёрий кесмаси устидаги нуқталар 
тезликларниинг охирлари бир тўғри чизиқда ётади ва кссма- 
ни нуқталар орасидаги пропорционал масофаларга ажратади. 
Ҳақиқатан ҳам, 150- раемда А қутбнинг тезланиши аА, ай
ланма тезланиш а АВ бўлса, В  нуқтанинг а в  тезланиш век
тори аА ва аАВ нинг векторнал йиеиндисига тенг. Шунинг
дек aD вектори аА ва адп нинг векториал йиғиндисига тенг. 
Бунда а  бурчак (50.11) формуладан топилади. dDx ва Ь З Х 
масофа (50.13) орцали ҳисобланилади:



bB1 =  aAB =  AB V e 2 +  o>4. (50 I ')

Охирги тенгламалардан dDl/bBJ =  AD/AB, лекин A£> =
— /^d; AB = A xb бўлганлиги учун

dD1/bB1 =  А ^ 1 А ХВ 
тенглик ҳосил бўлади. Демак, д A 1D 1 d w  А A ^ J  бўлади.

Учбурчакларнинг ўхшашлигидан: 1) тезланишларнинг 
охирлари AXDX ва Bt бир тўғри чизиқ да ётади:

2) A 1D1/A1B l =  A td/Axb ёки A 1D1/A1B 1 =  AD/AB  ва

Охирги нисбатлар кўрса- 
тади: қўзғалмас А В кесмала-
i и нуқталар тезланишларининг 
охирлари шу кесмани нуқ- 
талар орасидаги пропорционал 
масофаларга ажратади. . Шу
нинг учун АВ  кесмани чет
ки нуқталарииинг тезланиш- 
лари аА ва аБ ни билсак, кес

ма устидаги и ,  с , £  нуқталарнинг тезланишларнни чизиш 
йўли билан топиш мумкин (151-расм).

АВ  кесма тўртта бўлакка—D, С, Е нуқталарга ажратил
ган бўлиб, vA ва ив маълум деб олиб, ав, ас , аЕ номаъ- 
лум бўлсин. аА ва ав нинг охирларини A yB y тўғри чиэи;\ 
билан туташтириб, А х Вх кесмани тўртта тенг бўлакка, D, 
Си Е х нуқталарга ажратамиз. D билан Dlt Сх билан С ва 
Е  билан Е г ни бирлаштириб D, С, Е нуқталардаги тезла- 
нишларни топамиз. Бу тезланишлар aD, ас, аЕ ларнинг мо- 
дулларини масштабдан фойдаланиб топамиз, aD, а с> аЕ кат- 
таликларнинг йўналишиии ҳам расмдан фойдаланиб топамиз.

51-§. Тезланишларнинг оний маркази
Текис фигуранинг ҳаракати вақтида доим шундай 

нуқтани топиш мумкинки, бу нуқтанинг берилган вақт- 
даги тезланиши нолга тенг булади. Тезланиши нолга 
тенг булган нуцта тезланишнинг оний маркази  дейи
лади.

Тезланишнинг оний марказининг ўрнини аниқлаш 
учун текис фигуранинг исталган нуқтасининг тезлигини
(50.9) га асосан қуйндагнча ёзамиз: а = а 0+ а е +  а ш.

A 1D1/D1Bl =  AD/DB



Тўлиқ айланма тезланиш амс =  а е -f ’аш ифода орқали 
топилар эди. Агар текис фигурада танланган нуқта тезла- 
нишнинг оний маркази бўлса, а =  0 ва а0 =  — амс ҳосил 
бўлади. Охирги ифодада агар а0 ва амс нинг фақат модул- 
ларинн ҳисобга олсак, қуйидаги

а0 =  R V  е2 +  со2 ва R  =  т ^ = -  (51.1)
У е2 -fco2

ифода ни ёзамиз.
(51.1) да R  танланган нуқтадан тезланишнинг оний 

марказигача булган масофадир. Танланган нуқта тез
ланиши шу нуқта билан қутб О нуқтани туташтирувчи 
тўғри чизиқ билан а  бурчак ҳосил қилади. Бурчак 
қуйидаги тенгламадан топилади:

t g a = - V -  (51.2)(£г
152-расмда #  =  ОЛ бўлиб, аА вектори билан О А 

орасидаги бурчак а  га тенг. а  бурчак текис фигура 
тезланувчан ҳаракат қилганда бурчакли тезланиш 
бўйича, секинланувчан ҳаракат қилганда е га тескари 

томонга йўналган бўлади.
Ш ундай қилиб, тезланишнинг оний марказининг 

ўрнини қуйндагича топилади: танланган А нуқтадан 
тезланишнинг оний марказигача (қутб О билан тез-

\Z2- расм. 153-расм.

ланишкинг оний маркази устма-уст тушган) бўлган ма- 
софани (51.1) дан ва аА тезланиш билан О А орасидаги 
бурчак а. ни (51.2) дан фойдаланиб ҳисобланади.

Агар қутб тезланишнинг оний маркази бўлса, у 
ҳолда R  — нуқтадан қутбгача бўлган масофа. Масалан, 
текис фигуранинг А, В, К  нуқталарининг тезланишлари 
(153- расм)



ав =  0 5 ] /  е2 +  со4

ак  =  O K V  е- +  а)4

формулалар билан аниқланади. Бу тезланишларнинг те
кис фигурадаги ОА, ОВ ва ОК  кесмалар билан ташкил 
этган бурчаклари а (51.2) формуладан фойдаланиб ҳи- 
собланади. Учала тезланиш ҳам фигурадаги кесма бн- 
лан бир хил а  бурчак ташкил этади.

(51.3) тенгламалардан

нисбатларни ҳосил қиламиз. Бу нисбатлардлп: текис 
фигуранинг исталган вақтдаги тезланишларииинг мо
дуллари шу нуқталардан тезланишларнинг оний мар- 
казларигача булган масофага тўғри пропорционал ва 
бу нуқталарнинг тезланиш векторлари шу нуқталарни 
тезланишларнинг оний маркази билан туташтирувчи 
кесмалар билан бир хил бурчак ташкил цилади деган 
хулоса чиқади.

Шуни кайд қилиш лозимки, тезланишнинг оний мар
кази ҳар хил нуқта бўлади (154-расм).

Тезликларнинг оний маркази текис фигурадаги АВ  кес
манинг икки четки нуқталаридаги v л ва vB га ўтказилган 
перпендикулярнинг кесишган О нуқтасида булади. Тезланнш- 
ларнинг оний маркази, агар А нуқтанл цутб деб олсак (ва 
А нуқта тезланишнинг оний маркази), В нуқтадан АВ  .ма
софада туради. Бу АВ  масофани (51.1) дан фойдаланиб 
топамиз:

аА1ав =ОА/ОВ, ав1ак =ОВ/ОК  (51.4)

154- расм. 155- расм.



А В  = V  е2+ш‘

а  бурчакни tg a  =  е/со2 ифодадан ҳисоблаймиз. Шундай 
қилиб, А нуқта тезлрнишнинг, О йуқта тезликнинг оний мар- 
казидир.

А нуқта қутб бўлса, а в = а д+ а вл,бунданаа/1 = a B= — ал

булади. аВА га АВ  орасидаги бурчак a  = arc tg—- га тенг.

ад ва ав ва нисбатан а  бурчак билан тўғри чизиқларни ўт- 
казамиз. Бу тўғри чизиқларнинг кесишган нуқтаси С тезла- 
нишнкнг оний маркази бўлади (155-расм). Агар тезликнинг 
оний маркази О, тезланишнинг оний маркази С нуқта маъ
лум бўлса, бу ҳолда: уринма at, нормал ап ва айланма ае 
тезланишларнинг фарь^ини яқ- 
қол тасвирлаш осон бўлади.
Ҳақиқатан ҳам, агар (156- 
расм) М нуқтанинг тезланиши 
а бўлса, бу тезланиш а ни бир 
марта а, ва ап ташкил этув- 
чиларга, яна бир марта айлан
ма ае ва ўққа интилувчи аш 
тезланиш каби ташкил этувчи- 
ларга ажратайлик. Расмдан 
уринма at ва нормал ап тез
ланиш О нук,тага нисбатан, 
айланма аЕ ва ўққа интилувчи 
а а тезланиш С нуқтага нис
батан олиниши равшан бўлиб турибди. Шунинг учун а (, ап 
ва ае, аш ни бир-бири билан алмаштирмаслик керак.

31 -мисол (15.3). Доимий е бурчакли тезланиш би
лан О нуқтадан ўтадиган ўқ атрофида текис тезланув
чан айланма ҳаракат қилаётган ОА кривошип г ради- 
усли тишли ғилдиракни R радиусли қўзғалмас тишли 
ғилдирак атрофида думалатади. Бошланғич < =  0 вақт- 
да, кривошипнинг бошланғич бурчакли тезлиги соо =  0 
ва бошланғич бурилиш бурчак Ф0 =  0 деб қабул ки
либ, қўзғалувчан тишли ғилдиракнинг ҳаракат тенг- 
иамалари топилсин. А  нуқтани қутб деб қабул қилин- 
син.



Б е р и л г а н :
г
R

ш0 =  О

Х „ - ? У „ - ?  Ф—?•

Е чиш : Қўэғалувчан тишли ғил- 
диракнинг ҳаракат тенгламасини 
топиш деганда, шу ғилдиракнинг А 
нуқтасининг координаталари Х д ва 
Y & ни тушуниш лозим. 157-расмда- 
ги а ОАВ дан

X А =  ОА - cos ф =  (R г) cos ф. ( 1)
Кривошип текис тезланувчан ай
ланма ҳаракат қилганлиги учун 

е„ Г-
(2)

тенглама ердамида топилади. 
в_____ Масаланинг шартига асосан со0 = 0

ва

Ф = Е0 <2 (3)

157- расм.
ифода ҳосил булади. Энди (3) 
ни (1) га қўйиб, қуйидагини то
памиз:

Х А = ( R +  г) cos 

а ОАВ дан Y А ни аниқлаймиз:

(4)

еки

У , =  О А • sin ф = (/?  +  /-) sin

= ( Я + r)s in

е„ t1

(5)

Ф
< P i  R  + r

лама билан ифодаланади. Охирги тенгламадан
. .  . г 01г

Фх — -  ' 1 ’ '

тенг-

Демак, (4) ва (5) қўзғалувчан тишли ғилдиракнинг ҳа- 
ракат тенгламаларидир.

Қўзғалувчан тишли ғилдиракнинг бурилиш бурчаги фх
албатта, ф бурчакка боғлиқ. Бу боғланиш

1ланади. Охирги тенгла\
R —  г / R  . , \

*■- ( +  +  1) - ,

еки
ео^_
2



қўзғалувчан тишли 
ғилдиракнинг ҳаракат 
тенгламаси — бурилиш 
бурчаги ф, нинг t вақт- 
га қараб ўзгариш қо- 
нуни топилади.

32- мисол. (16.15).
Кривошип механизми- 
да кривошипнинг 
узунлиги 0/4 =  40 см, 
шатуннинг ‘ узунлиги 
А В = 2  м. Кривошип 

зй т180 — — айланиш со
мин

нига мос бурчакли тезлик билан айланади (158- расм).
Шатуннинг бурчакли тезлиги со ва бурчак АОВ нинг О, 

л Зл
— ; я, —  турт қиимати учун шатуннинг ўртасидаги нуқ- 
танипг тезлиги топилсин.

158- расм.

Б е р и л г а н :

я = 1 8 0 [айл
мин

я,ф = о . т ,

О А — 40 см 
АВ  =  2м

Зл

2

со,
co3 — ?

и . - ?  
— ? 

и. — ?
to. —  ? V ,  —  ?

Е чи
асосан.

ш. Масаланинг шартига 
Зя гачаФ  бурчак 0 дан - у -

ортади, демак, ОА кривошип соат 
милига нисбатан тескари томон- 
га қараб айланади. Шунинг учун 
А нуқтадаги тезлик О А га перпенди
куляр бўлиб, чап томонга йўналган 
ва В нуқтаннинг ҳам тезлиги чап 
томога йўналгандир. vA ва vB век- 
торларига перпендикулярлар ўткаэ- 
сак, бу перпендикуляр тўғри чи- 
зиқларнинг кесишган нуқтасида тез
ликларнинг оний маркази С нуқта 
жойлашади. С нуқтани М нуқ-

та (шатуннинг ўрта нуқтаси) билан туташтирсак, МС кес
мани ҳосил қиламиз. Агар СВ, МС кесмаларнинг қиймат- 
лари маълум бўлса, со бурчакли тезлик ва М  нуқтанинг v 
тезлигини аниқлаш мумкин.

А В шатуннинг бурчакли тезлиги

=  - L
АС ( 1)



тенгламадан топилиши мумкин. vA катталик А нуқтанинг 
айланма тезлигидир:

vA =  2 я-п-О А. (2)

АВ  ке;ма узунлнгини A ALC  дан топсак,
АС =  AL/cos ф. (3)

AL  ни д  ALB  дан (LB =  А А 1 эканлигини ҳисобга олиб) 
топамиз:

AL =У'АВ- — АА\ (4)
д ОААх дан А А Х =  ОДзщф. (5)

(5) ни (4) га қўямиз ва ҳосил бўлганини олдин (3), кейин
(З)дан ҳосил бўлганини (тенглама (2) ни ҳисобга олган ҳол- 
да) (1) га қўямиэ:

2пп ■ UA ■ cos фи . я =  ------------ 1..I ■ (6)
АВ V  АВ* —  ОА* -sin* ip

(6) тенглама А В шатуннинг бурчакли тезлигини топиш 
формуласидир. Агар масала шартида берилганларини (6) га 
қўйсак,

2,4 • ncosrn Ш .„ =  - ~
АВ у 4 — 0,16 sin2 ф 

ҳосил буладики, бундан ф =  0 бўлганда о>х =  а А д =

= — -g- л; ф =  бўлганда и>АВ =  ш2 =  0; ф =  л бўлган-
6 Зя _да (1>3 =  содв =  —  л ва ф =  бўлганда со* =  ыАВ =  О
5 2

ифодаларни ҳосил қиламиз. Биринчи қийматнинг манфий чи- 
қиши шатун кривошипга нисбатан тескари томонга айлани- 
шини кўрсртади.

Энди М  нуқтанинг чизиқли тезлиги катталик:

=<ид а '^ /̂ -  (7) 
158-расмдаги д  СММХ дан

СМ =  V~CAf2+ М М \  (8)

C/Hi '=  CL +  L M X =  AL ■ tg ф +  (9)

‘ - Y  -
( 10)

Л Ш

V  AB* ■■ OX* ■ >i  ̂ф AL 
2 2



(9) ва (10) ни (8) га қўйсак:

СМ = У  \ A L t g v  +  O A ^ j 1+ (И )

екн

СМ =  у  (АВ*-ОА  sin* ф • tg

(12)
Кўриниб турибдики, ул, ни аниқлаш учун vAB ни (6) 

дан, СМ ни (12) дан топиб (7) га қўниш керак:
1) ф =  0 бўлганда ю1 = ---- — л с *;

СМ АВ =  1 м ва V, 6- 3,14 • 100

2) ф =  —  бўлганда шатуннинг ҳамма нуқталарининг 

тезликлари Л ta  В нуқталарнинг тезлигига тенг бўлади, 
яъни у., =  V. = 2 л  -п ОА =2-3 ,14 • 180 —  -40=754 ,

м А 60 с
соц =  О СМ - оо 
ликда бўлади);

(тезликларнинг оний маркази чексиз-

6 АН 3) ф =  л бўлганда <ош  = — л с - 1 , СМ =    =  1м ва
гч «у »7 СМV ... =  377 — ;

с
Зл4) ф бўлганда

СМ =  оо ва vm =  vA =

= 7 5 4 — (шатуннинг айла- 
с

ннш йўналишкни мусбат 
деб оламиз) ифодаланади.

33-мисол. (18.1.) Го
ризонтал рельсда дума- 
лаб бораётган ҳалқанинг 
С маркази Хс =  см 
қонунига бўйсуниб ҳа- 
ракат қилади.

Расм текислигига пер
пендикуляр бўлиб С



нуқтадан ўтаётган горизонтал ўқ атрофида узунлиги L =  12 см
булган АС стержень ф =  —  sin —  t қонунига асосан 

J 6 2
тебранади. AC стержень охнри бўлган А нуқтанинг t=Q

“вақтдаги тезланиши аницлансин (159- расм).

Е чи ш . АС  стержень текис-па- 
раллел ҳаракат қклмоқда, шунинг 
учун А нуқтанинг тезланиши қутб 
С нуқтанинг тезланиши билан А 
нуқтанинг С қутб атрофидаги тўли^ 
айланма тезланишларининг геомет
рик йиғиндисига тенг:

а А =  аг 4- ю х АС - ас -I- алг -

=2 с + Ъ +̂ л (|)
ёки аА ни ас ва ш х АС тезланиш-

Б е р и л г а н :
Хс — 212 см 
г =  12 см

Я  . яrn =  —  sm —  г
6 2

t =  0 бўлганда
а.  = ?
а — ? ау —  ?

ларнинг проекциялари орцали езишимиз ҳам мумкин: 

а А к  =  ас х +  аых +  а е к -

=  a C Y  +  ашу +  аЕУ<

чунки

со хЛ С  = а АС= а а +  ае.

aw =  ю х  (со х АС),

ае =  е х  АС 

шаклида тасвирланади. Энди асх ни топамиз:

(2)
(3).

(4)

(5)

(6)

аСХ' ~~ vcx,

vcx =  ^ r  =(20; = ^
(7)

(8)
Айланма тезланишни топиш учун ш ва е ни топиш ке-

асу —0.

рак:



dw ■ l я я/ \. я* я/ /0.
- Г  “ ф ”  ( т 5Ш— J, ”  (9)

.  =  s i n f .  (10)

Ўққа интилувчи тезланиш аш ва айланма тезланиш аи 
(уринма тезланиш) векторларининг модулларини топамиз:

а = ь - А С  =  — i ld £ .  sin OL AC =  L =  12 см,
£ 24 2

л3 л/a„ = ------ sm — ,e 2 2
о =  co2 • ЛС =  —  -12- cos ’— t 

“ 144 2
Л4 7\i=  — cos —.

“ 12 2
Энди < =  0 бўлганда cp, ot, au ларнинг қнйматларини 

ҳисоблаймиз:

Ф0 =  Ф l=o “  "g Sin ( ^  ' °) ~  ° ’ ^11'

ae U o =  - 4 3 sin ("T'O) =  0. (12)2 \ 2

“ . I — £ « ( ? • < > )  =  £ .  C3)

t =  0 бўлгандаги aejt, аы ни раемда A 0 нуқтага қўямнэ 
ва шу расмдан (2) ва (5) га асосланиб, ал нинг X ва У 
ўқларидаги проекцияларини топамиз:

= * с *  =  4 с̂
л4 „ , см a , v =  а,, =  — =  8,1 —.

A Y  • 12 с1

Шундай қилкб, А нуқтанинг тўлиқ тезланишининг мо
дули

=  V a 2AX +  *2AY =  V v + Ш *  =  9.07 ^м;
СМ

са
ал нинг Y  ўқи билан ташкил этган бурчаги (аА нинг

йўналиши) 159-расмдан tg а = ------дан аниқланганда: a =
° A Y



160- расм.

3 4 -мисол. (15.4). Қўзгалмас
О (160-расм) нуқтадан ўтувчи 
горизонтал ўқ атрофида О А кри
вошип а)0 доимий бурчакли тез
лик билан айланиб, г ради уели 
тишли ғилдиракни R  радиусли 
қўзғалмас тишли ғилднрак ичи- 
да думалантирмоқда. t — 0 бўл- 
ганда ф„=0 деб қабул қилиб, ки
чик тишли ғилдиракнинг ҳаракат 
тенгламалари (А нуқтанинг ҳа- 
ракат тенгламалари) топилсин. 
А нуқтани қутб деб қабул қи- 
линсин.

Y a =  ( R - r ) -  sin со0г‘; ф, =  — ( — — I |co0 /.
V Г /

<F, — қўзғалув^ан тишли ғилди- 
ракнинг бурилиш бурчаги, Ф1 
даги минус ишора ғилдиракнинг 
кривошипга нисбатан тескари то- 
монга айланишини кўрсатади.

3 5 -мисол. (16.8). Узунлиги
1 м бўлган АВ  стержень ҳам- 
ма вақт ўзаро тик бўлган ОХ 
ва OY тўғри чизиқларга ўзининг

161-расм. четки нуқталари билан таянади.
Бурчак ОАВ =  60° бўлган вақт- 

даги тезликлар оний марказининг координаталари X  ва
Y  топилсш! (161-расм).

Жаюб: X  =  0,86 3 м; Y  =  0,5 м.
3 6 -мисол. (18.2). Олдинги 33- мисолнинг шартларини ўз- 

гартипмзедпн АС стор кеннинг охири А нуқтасипинг t =  1 с 
вақтда[м тезлл.шши аниқлансин.

Жавоб: а лх =  — 9,44 aAY =  — 7,73^

а А =  1 2 ,2 - .c'J



52- §. Қаттиқ жясмнипг ^ўзгалмае иуҳтж атрофида 
ҳаракатн — сферик ҳаракат

Агар қаттиқ жисм битта жисмнинг қўзғалмас нуқтаси 
атрофида ҳаракат қилса, бундай ҳаракат қаттиқ жисмнинг 
қўзгалмас нукта атрофидаги ҳаракати деб аталади. Бундай 
ҳаракатдаги жисмнинг ҳамма нуқталари битта қўзғалмас 0 . 
нуқта атрофида сферик ҳаракат қилади, шунинг учун бун 
дай ҳаракатга қисқача сферик 
ҳаракат деб айтилади (162- 
расм). Жисмнинг вазиятини 
аниқлаш учун қўзғалувчан 
0, g г) Е ва жисм билан қаттиқ 2'( 
боғланган O X Y Z  системанн 
оламиз. Қўзғалувчан О ц г| Е 
система жисм би^ан қаттиқ 
боғланган бўлганлиги учун 
эпдн шу жиемни қўзгалувчан 
система билан алмаштирамиз.
Агар система вазияти маълум 
бўлса, жисмнинг вазияти ҳам 
маълум бўлади. 0£г|Е систе
манинг вазиятини учта \|\
А, ф бурчак орқали топамиз.
Бунда г).1— прецессия бурчаги деб айтилади, бу бурчак OXY  
текислигида ётади. От]Е текислиги билан O XY  текислигининг 
кесишган тўғри чизиғини 01 билан белгилаймиз ва бу 01 
чизиғига тугунлар чизиғи деб айтилади. 0 Y  ва О/ чиэиқлари 
орасидаги бурчак прецессия бурчаги \J> га тенг. ф бурчакка 
хусусий айланиш бурчаги дейилади. Бу ф бурчак О r| Е те
кислигида ётади ва Ос билан 01 орасидаги бурчакднр. 

ч Учинчи бурчак 0 га мутация бурчаги дейилади, бу Ор би
лан 0Z орасидаги бурчак бўлиб, бу бурчак ётган текислик
01 чизиғига перпендикулярдир. Шу учта бурчак \|\ ф, 0 
Эйлер бурчаклари деб аталади. Эйлер бурчаклари \|:, ф, 0 
маълум бўлса, қўзғалувчан системанинг, демак, қаттиқ 
жисмнинг вазияти аниқ бўлади. Қаттиқ жисм сферик ҳара- 
кати вақтида ҳаракат қонунлари қуйидагича тасвирланади:

162- расм.

Ц = Ц (t),
ф =  ф (0. 
е = е (о.

(52.1)

(52.1) тенглама сферик ҳаракатдаги қаттиқ жисмнинг



ҳаракат қонунларидир, бундай ҳаракатдаги жисмнинг эркин
лик даражаси i =  3, чунки ҳаракат қонунлари учтадир.

Эйлер бурчакларининг ўзгариши натижасида соф1 соф ва
о)0 бурчакли тезлик векторлари ҳосил бўлади:

%  =  * - %=*  (52.2)

ш = * 2 -  =  Ф (52 3)
Ш

Z 9 = — = I .  (52.4) 
9 dt

Бу '""ф ва Шу ьскi'jp/iiipMiinr иуналишлэри раемда 

кўрсатнлган: ва соф вектор бир текисликда ётади; о>„ век

тор со̂  векторга перпендикуляр йўналган.
Натижаловчи бурчакли тезлик вектори ҳар учала бур

чакли тезликларнинг геометрик йиғиндисига тгнг:

<° =  °Ч- +  “ Ф +  Ч* (52-5)

со векторнинг модули ва йўналишини қуйидагича топа
миз: со̂  билан соф модулларининг йиғиндиси косин услар 
теоремасига асосан топилади:

=  V<*\ + %  +  2 % %  cos 0. . (52.6)
т билан сое'нинг йиғиндиси cô  ф билш со0 ўзарэ пер

пендикуляр йўналганлиги учун Пифагор теоремасига асосан 
ҳисобланади:

“ ^ К ^  +  со* (52.7)

ёки агар (52.7) га (52.6) ни қўйсак:

со =  Уи>1 +  со® +  со̂  +  2 а у  соф cos 0! (52.8)

Ҳакацатап, Ui2-расмдан кўринаджи, cô  билан со̂ , нинг 
йиғиндиси со̂  га тенг.

Бунда со̂  ф вектори cô  нинг охирига соф кўчирилганда 
ҳосил бўлди. Энди соф ф нинг охирига со0 ни қўйсак, нати
жаловчи бурчакли тезлик со ни ҳосил қиламиз, бунинг учун 
О нуқтани со9 нинг охири билан туташтириш лозим.



Ана шу натижаловчи бурчакли тезлик вектори си ётган 
тўғри чизиқ  ОЙ атрофида қаттиқ жисм айланади. Бу тўғри 
чнзиқ Ой бошлангич вақтда 0£ ўқи билан (қаттиқ жисм
нинг динамик симметрия ўк,и) устма- уст тушади. Жисм х;а- 
ракати ва^тида Эйлер бурчаклари ўзгаради ва натижада 0Q  
ўқининг фазодаги ўрни ҳам ўзгаради. Шу ОЙ ўқига оний 
айланиш ўи,и деб айтилади.

53- §. Қаттиқ жисмнинг сферик ҳаракати вақтнда 
унинг янги вазиятини аниқлаш. Аксоидлар

Қаттиқ жисмнинг фазодаги вазияти, маълумки, шу 
жисмнинг бир тўғри чизиқда ётмаган учта нуқтасининг 
вазияти билан аниқланадн. Учта нуқтадан биттаси 
қўзғалмас О нуқта, қолган иккитаси жисмнинг А ва 
В нуқталари бўлсин. Жисм сфсрнк ҳаракат қилганда 
(163-расм) А ва В нуқталар сферанинг сиртида ва О 
нуқта сфера марказида булади. Шундай сферик ҳара- 
катда булган жисмнинг янги вазиятини қуйидаги Эй
л е р — Даламбер теоремасига асосланиб топилади.

Теорема; битта қцзғалмас нуқтага эга булган жисм-



ни қўзғалмас нуқтасидан ўтадиган ўқ  атрофида бу1 
раб, бир ваэиятдан силжитиб, ихтиёрий иккинчи вази- 
ятни ҳосил қилиш мумкин.

Теоремани исботлаш учун фараз қиламизки, жисм 
/  вазиятдан / /  вазиятга ўтсин ва жисмнинг маркази О 
нуцтада бўлсин. Жиемни О нуқтаданўтган сфера сирти 
билан кесиб 5, ва 5 2 сегментларни ҳосил қилайлик. Бу 
сегментлар устидаги А , 5 , ва А 2, В2 нуқталарни сфера 
сиртидаги A tBi ҳамда А 2В 2 ёй билан туташтирамиз. 
Жисмнинг икки вазиятидаги А ХА 2 ва В }В 2 нуқтала- 
рини хам сфера сиртидаги ёйлар билан, туташтириб,'
А \А 2\ B j B 2 н и  ҳосил қиламиз. А \А 2 ва В ХВ 2 ёйнинг 
ўрталаридан шу ёйларга перпендикуляр бўлган m  ва п 
ейларни ҳам сфера сиртида ўтказамиз. m  ва п ёйлар- 
нинг кесиш нуцтасини С билан белгилаймиз. Бу С 
нуқта чизганимизга мувофиқ симметрик нуқта бўлади. 
Сфера сиртида ёйлар ўтказиб С нуқтани А\В], А 2В 2 
нуқталар билан туташтириб, иккита СА^В} ва СА2В2 
сферик учбурчаклар ҳосил қиламиз. Бу сферик учбур- 
чаклар ўзаро тенг булади, чунки:

1) = AJ3t\ 2) А^С = Л^С; 3) В £  = В £ .
Симметрик нуқта С ни сфера маркази О билан ту

таштириб, ОС ўқни ҳосил қиламиз, бу ОС ўқи ҳам 
чизганимизга мувофиқ симметрик ўқ бўлади. Энди 
жиемни ОС ўқи атрофида а  бурчакка бурсак, СА\В\ 
ва СА2В2 сферик учбурчаклар ўзаро тенг бўлганлик- 
лари учун А\ нуқта А 2 нуқтанинг устига ва В х нуқта В 2 
нуқтанинг устига тушади. Демак, биринчи вазиятдаги 
СА\ВХ сферик учбурчак жисмнинг иккинчи вазиятида 
булган СА2В 2 сферик учбурчаги устига аниқ тушади. 
Бундай учбурчакларнипг устма-уст тушиши жисмнинг 
янги вазиятининг ҳосил бўлишидан далолат беради. 
Шунинг учун антиш мумкинки, \л  ц л катан хам жисмнинг 
силжишидаги янги вазиятини ҳосил қилиш учун шу 
жиемни ОС ўқи атрофида а  бурчакка (< А ,С А 2= а )  
бураш етарли экан. Бу хулоса теореманимг исбот бўл- 
ганлигини кўрсатади.

163- раемда жисмнинг чскли силжишини к у р а м и з .  
Шунинг учун ОС ўқ охирги айланиш ўқи деб айтилади 
Агар жиемни A t- * - 6  вақтдаги чексиз кичик элементар 
силжишини кўрсак, бу холда А 2В2 ёйи А \ В К ёйига 
чексиз яқинлашади ва ОС ўқи ҳам бир неча ОСи 
ОС2 . . .  ҳолатларни олади. At вақт чексиз кичик бўл-



гандаги охирги айланиш ўқи ОС нинг вазиятига оний 
айланиш ўки деб айтилади.

Оний айланиш ўқини О й билан (162-расм) белги
ланади. 163- раемда ОС\ ОС2 . ■ ■ оний айланиш ўқла- 
ридир. Бу ўқларнинг ҳаммасининг ҳам боши О нуқта- 
да булади. Жисмнинг кетма-кет силжишидаги оний ай
ланиш ўқларининг геометрик ўрни конус (конус учи О 
нуқтада) сиртини ҳосил қилади. Бу конус сиртига 
аксоид деб айтилади. Аксоидлар қўзғалувчан ва қўз- 
ғалмас бўлади. Агар қўзғалувчан системага нисбатан 
олинса, қўзғалувчан, аксоидлар, қўзғалмас системага 
нисбатан олинса, қўзғалмас аксоидлар  деб айтилади.

Қўзғалувчан ва 
қўзғалмас аксоидлар 
ҳамма вақт бир-би
рига бирон чизиқлар 
билан тегадн. Бу 
аксоидлариинг бир- 
бирига тегаднган чи- 
зиклари оний ай
ланиш ўқи булади.
Оний айланиш ўк,- 
лари устидаги нуқ- 
таларнинг ўша ондаги (вақтдаги) тезликлари нолга тенг 
бўлади. Агар D жисм горизонтал текисликка думаланса, 
бу холла (164- расм) қўзғалмас аксоид маркази О 
нуктада булган дойра юзини, қўзғалувчан аксоид эса 
маркази О нуқтада бўлган ва жнем сиртини ташкил 
этган конусни ҳосил қилади. 164-расмдаги ОСи ОС2 
. . .  чизиқларга мос OQi, Ойг — оний айланиш ўқлари 
ва қўзғалувчан системага OQ'i, O Q '2 мос келади.Курин- 
яптики, ҳамма вақт қўзғалувчан ва қўзғалмас аксо
идлар бир-бирига оний айланиш ўқларини тасвирловчи 
чизиқлар бўйлаб тегади. Шундай бўладики, қўзғалув- 
чан аксоид қўзғалмас аксоид сиртида сирпанмасдан 
думалайди. Демак, жисмнинг сферик ҳаракати вақ- 
тида цўзғалувчан аксоид қўзгалмас аксоид сиртида 
сирпанишсиз думалайди.

54- §. Сферик ҳаракатдаги жисмнинг бурчакли 
тезлиги ва бурчакли тезланиши

Қаттиқ жисм д t вақт ичида да бурчакка бурилса (163- 
расм), Да/Д/ нисбат ўртача бурчакли тезлик дейилади.



Агар вақт оралиғини чексиз кичик қилиб олсак, яъни 
А/ —*■ 0 бўлса, у ҳолда (54.1) дан олинган лимит оний со 
бурчакли тезлик векторини беради:

Таъкидлаб ўтганимиздек, бурчакли тезлик вектор
катталикдир. Вектор шундай йўналганки, со векторнинг 
охиридан қараётган кузатувчига жисмнинг оний айла
ниш ўки атрофидаги ҳаракати соат милининг ҳара- 
кат нўналишига нисбатан тескари томонга йўналган
бўлиб кўринади. со векторининг йуналищини парма қои- 
дасидан фойдаланиб ҳам топиш мумкин: агар парма
нинг дастасини жисмнинг оний ўқ атрофида айланиши 
томонига бурасак, унинг илгариланма ҳаракатн со нинг 
йўналишини кўрсатади.

52-§ да кўриб ўтганимиздек, со вектор со̂ , со̂  ва со0 
нинг геометрик йиғиндисига тенг экан. Ҳа^иқатан ҳам,
(52.5) формуладан со вектор Эйлер бурчакларииииг ўзгари- 
шига боғлиқ бўлиб, а  бурилиш бурчаги орқали топилади. 
Демак, а  бурчагининг ўзгариши т}\ ф , 0 нинг ўзгаришига 
боғлиқ бўлади.

Энди со векторнинг қўзғалувчан х, у , z ўқлардаги 
проекцияларини топайлик. Бу проекциялар (52.5) га асосан 
°V  °V  нинг ўқлардаги проекцияларининг йиғиндисига 
тенг, яъни (52.5) нинг ўқлардаги проекцияларини оламиз:

ёки

(54.2)dt

+  %х +  °W

%  =  +  <% +  ° V  

+  t0<r* +

(54.3)

162-расмдан фойдаланиб, со̂ , соф, со0 нинг проекциялари
ни топамиз: со,, д =  0, с»^ =  0, со^ =  со,„



CO.ФУ =  шф sin 0 sin -ф.

“ аж =  " е  ’ cos (90 —  М  ®ву =  %  cos « 0г =  °- 
Энди (54.4) нинг мос катталикларини (54.3) га қўямиз:

tux =  — sin 9 sin \|) +  cort sin <p,

% =<0e cos ф + ш ф • sin 0 вшф, (54,5)

=  %  +  %  cos 0
еки

o)l =  Q sin -vjj — Ф sin 0- cos ф, 

=  9 cos ф +  Ф sin 0 • sin гр, 

d)z =  г|> +  ф cos 0.

(54.6)

165- расм.

Агар бурчакли тезликларнинг қўзғалуачан ўқлардаги про
екцияларини олсак П 65-а расм), нинг 0£ ўққа, проек
цияси соф cos 9 га ва 0 т)| текислигига эса шф sin 0 га тенг 
бўлади._соф ва со0 нинг проекциялари оддийгина топилади.

>*Ф =  cos е - °Чп=  шч> sin 0 ‘созф; =  “ ф sin 9 sinv-



СО
®ФС =  «У- (1)ФЛ =  °: %1 =  °- (54-?)

0Ф =  °. “ e4 =  “  “ e sin Ф- ® 0 E =  ° V  cos Ф- 

со нинг маълум ўқдаги проекцияси барча со^, со^, сое нинг vuia 
ўқдаги проекцияларининг йиғиндисига тснг бўлганлиги учу»

“ ф =  0)Ф +  °V  cos 0> 
соф =  — о)е sin ф +  со̂ . sin 0 cos ф,

to£ =  me cos ф +  sin 0 • sin ф. (54.8)

еки

соф =  ф +  ij> cos 0,

=  0 sin ф +  i|) sin 0 cos ф, (54.9)

СО; =  0 cos ф +  г|з sin 0 • sin ф.

Шундай қилиб, бурчакли тезлик векторининг моду
лини, проекцияларини ва йўналишини аниқлашни энди 
биламиз. Бироқ, қуйидагини эсда сақлаш лозим: бур
чакли тезлик вектори оний айланиш ўқида ётади — бу 
жисм сферик ҳаракат қилганда шундай бўлади, агар 
жисм қўзғалмас ўқ атрофида айланма ҳаракат қилса, 
(буни биз 43-§ да кўрган эдик) со вектор қўзғалмас ўқ 
устида ётади.

Сферик ҳаракат вақтида оний айланиш ўқининг 
фазодаги вазияти ўзгариб турганлиги учун со 'бурчакли 
тезликнинг ҳам модули, ҳам йўналиши ўзгаради. Агар 
At вақт ичида жисмнинг бурчакли тезлиги Дсо га ўзгарса,

—  нисбат ўртача бурчакли тезланиш дейилади: 
д t

'*.« =  — ■ (5 4 1 ° )  ДР М

Ўртача бурчакли тезланиш еўр нинг модули АВ  ватар 
узунлигига тенг. е нинг йўналиши А нуқтадан В нуқта- 
га қараб йўналган (165-6 расм).

Оний бурчакли тезланиш е ни аниқлаш учун (54.10) 
ифодани At =  0 вақтдаги лимита олинади:

е =  lim 
д/-»о

д ш 
At

d— . ' (54.11)
dt



Вақт оралиғи 0 ҳол учун 165- расмдаги АВ  вектор 
А  нуқтадан ўтказилган уринма билан устма- уст тушади. 
Шунинг учун оний бурчакли тезланиш А нуқтадан ўтказил-
ган уринма бўйлаб йўналгандир, яъни е нинг йўналиши 
бурчаклнЛгезлик годографи бўйлаб йўналган булади (166-
а расм). Бурчакли тезланиш е вектори жисмнинг бурчакли 
тезлиги и нинг ўзгариш тезлиги, яъни и га тенг:

и = d со 
dt =  е. (54.12)

е ва и вектор айнан битта катталик, булар бир-бирига 
тенг. Маълумки, бурчакли тезланиш бурчакли тезликдан 
вақт бўнича олинган биринчи тартибли ҳосилага тенг. Бу
е вектор А нуқтага уринма бўлади, лекин векторни кўп- 

чилик ҳолларда О нуқтага қўйилади ва ОЕ чизиғи бурчак
ли тезланиш чизиғи деб айтилади (166-а расм).

Агар о) ётган тўғри чизиққа со° a fram  ўтказсак,

со =  со - to° (54.12)'
ифодани ёзиш мумкин. Агар (54.12) ни ҳисобга олсак, (54.11) 
ни қуйидаги шаклда ёзиш мумкин:

d . dco -%  . da>°
Е - —  (со • СО ) =  —  СО +  СО ---

dt. d t di

Қуйидаги белгилашлар киритамиз:
duj -*■„



ег бурчакли тезланиш со бурчакли тезлик модулининг 
ўзгариши туфаили ҳосил бўлади. е2 эса со нинг йўналиши-
нинг ўзгарчши натижасида ҳосил бўлади. еа ни бошқача
шаклда ҳам ёзиш мумкин. Ҳациқатан ҳам, Зйлер формула- 
сига асосан

^ = ш д Хш°. (54.16)

бунда со, бурчакли тезлик о> нинг ўзгаришини ифодалайди 
Агар (54.16) ни (54.15) га қўйсак, унда

е2 =  со i со, х  (o' j = ш 1 х  ш (54.17)

ҳосил булади. Ниҳоят, е =  Cj +  е, бўлади.
Шундай килиб, жисмнинг сферик ҳаракати вақтида е 

вектори жисмнинг 43- § да кўрилган айланма ҳаракатидаги 
е дан фарқ қиладн:

1) е вектори сферик ҳаракат вақтида со вектори билан 
устма- уст тушмайди;

2) сферик ҳаракат вақтида е вектори ва еа ташкил 
этувчиларга ажралади;

3) жисмнинг қўзғалмас ўқ атрофида айланиши вақтида
е вектори со вектор ётган тўғри чизиқ устида ётади;

4) сферик ҳаракат вақтида е2 нинг йўналиши со 
векторнинг охиридан ўтказилган уринма бўйлаб йўнал- 
ган, 6] вектори оний айланиш ўқи бўйлаб йўналган 
бўлади.

55- § Сферик ҳаракатдаги жисм яуҳталарннинг чнзиқли 
тезлигини аниқлаш. «Аксоидлар тенгламалари

Сферик ҳаракат вақтида жисм нуқталарининг тез
ликлари худди айланма тезликлар каби топилади. Би- 
роқ, бу айланма тезлик жисмнинг оний айланиш ўқида 
айланиши натижасида бўлиши шарт. М аълумки, 4 3 -§  
да айланма тезлик қуйидаги формула билан топилган 
эди (166- б расм):



Чизиқли тезлик v иинг модулини топиш учун М  нуқ- 
тадан оний айланиш ўқи О £2 гача бўлгэн энг ^исқа hQ ма- 
софани билиш лозим. Бунда оний айланиш ўқининг 
тутган ўрнини билиш учун_шундай С нуқтани топамизки, 
бу нуқтанинг тезлиги танланган вақт моментида нолга тенг 
бўлсин. С ну и, та ва қўзғалмас О нуқтадан ўтказилган тўғ- 
ри чизик, оний айланиш ўқи 0Q бўлади. (55.1) дан v нинг 
модули О Q ўқига нисбатан аниқланади:

v =  (!)/■ s in ( о), r )  =  a>-hQ, (55.2)

бунда
hQ =  г sin (со, г)  (55.3)

оний айланиш ўқидан танланган О нуқтагача бўлган 
энг қисқа масофадир.

Чизиқли тезлик v нинг йўналиши, маълумки, парма 
қоидасига асосан топилади. Энди v ни проекциялар 
орқали аниқлаймиз. 43-§ дан маълумки, v ни қўзға- 
лувчан OXYZ  ва қўзғалмас O t,r\\  ўқлардаги проекцияла
рини

i, i, k
V <»*. % .  “ j (55.4)

xv y, Z
/ l l

V  - %  %  “ t (55.5)

шаклларда ифодалаш. мумкин. Оний айланиш ўқи устида 
ётган нук,таларнинг тезликлари нолга тенг, демак, vx =  
=  v — vz =  0 ва IV =  =  0 эканлигини ҳисобга ол
сак, (55.4) дан

a y -z — (ot y = 0 ,  

coz • х — cô  • z =  0 ,

^ х У —  V *  = 0
ёки (55.5) дан

X _ у _ 2
“>jr “у

JL — _!L =  -L  
®t ®л "6

(55.6)

(55.7)



ифодани ҳосил қиламнз. (55.6) ифодани қўзғалувчан 
систем ада оний айланиш ўқининг тенгламаси дейилади.

(55.6) дан вақтни йўқотгандан кейин бўладиган 
ифодага қўзғалмас аксоид тенгламаси, (55.7) дан 
вақтни йўқотгандан кейин ҳосил бўладиган ифодага 
қўзғалувчан аксоид тенгламаси деб айтилади.

56- §. Сферик ҳаракатдаги жисм нуқталаринннг 
чизиқли тезланиши

Қаттиқ жисм исталган нуқтасининг тезлиги (55.1) 
формула ёрдамида аниқланади. Ф ақат (55.1) формула 
қўлланилганда v нинг модули оний айланиш ўқига 
ниобатан олинишини эслаш лозим. Энди қаттиқ жисм 
М  нуқтасининг тезланишини топайлик:

d V d d со "*■ , -*■ d г  /е с  , .а =  —  =  — (о х  г =  —  х г +  to X ------ (56.1)
d t d t  dt  dt

•  dot "*■ d rАгар —  =  e; —  =  v эканлигини ҳисобга олсак 
dt dt  '

=  e X r +  o) x  v (56.2)
тенгламани ёки

a =  at, +  aM (56.3)

ифодани ҳосил қиламиз. Охирги тенгламада



1 1 =  О) X V,0)

(56.4)

(56.5)

ае — айланма тезланиш, aw — ўққа интилувчи тезланиш
ни (43- § га қаранг) ифодалайди. Фақат бу ерда ае ва 
нинг модуллари оний айланиш ўқи 0Q га нисбатан ҳисоб- 
ланиши лозим (167-расм), яъни

аЕ =  е л- sin (г, r )  = E - h R, 

аш =  сои- sin (со, v)=--o>\

(56.6)

(56.7)

at нинг йўналишини топиш учун парманинг дастасини е

дан, қисқа нўл билан, со га қараб айлантирсак, ае вектори 
г ва е ётган текисликка перпендикуляр бўлиб, М  нуқтаг 
дан кузатувчига к,араб йўналганлигини кўрамиз. Парма қои- 
дасидан билинадики, пармапннг дастасини к,исқа йўл билан,
to дан V га қараб айлантирсак, ат вектори OQ  оний айла
ниш ўқига перпендикуляр йўналган бўладн. вектор би
лан Й ўҳи ҳамда MD чизиғи билан бурчакли тезланиш чи- 
зиғи Е ораларидаги бурчак 90° га тенг. Тўлиқ тезланиш 
аг ва аш дан тузилган параллелограммнинг катта диагона- 
лига тенг:

-  V  А +  al  +  2а a cos ( а а ). (56.8)

Агяр жисм қўзғалмас ўқ атрофида айланса, а» ва е бир 
тўғри чизиқда ётади, ha = he= R  бўла-

ди ва (аЕ, a j  =90°. Бу ҳолда (56.8) 
формуладан 43-§ даги

a =  V a l  +  a^ 

тенглама ҳосил бўлади. Сферик ҳара- 
катдаги жисм учун ае ва v бир хил 
йўпалган эмас, ае ва ou орасидаги

бурчак ҳар хил бўлиши мумкин, а е 
бу ҳолда бурчакли тезланиш ўқига 
нисбатан ҳисобланилади. at ва аи нинг

ап



модуллари М  нуқтадан оний айланиш ўқя 0£2 гача булган 
энг қисқа масофа Нг ва Е ўқигача бўлган энг қисқа ма
софа Ле оркали ҳисобланади.

37-мисол. (19.1). Вертикал 0 £ ўқ атрофида ғилдирак- 
нинг (волчокнинг) г ўқи сочилиш бурчаги 2 0 бўлган доира- 
вий конус чизади. Агар ғилдиракнинг r ўқи атрофидаги 
бурчакли тезлиги to ва z ўқининг Og ўқи атрофидаги бурчак
ли тезлиги o)l бўлса, ғилдиракнинг абсолют бурчакли теэли- 
ги Q ва бу бурчакли тезликнинг йуналиши нимага тенг 
бўлади (168- расм)?

Б е р и л г а н :
СО, (Й!
2 е

Q? cos (Q г)

Ечиш * Жисмнинг О нуқтасига coj ва
со векторларини чизамиз. Жисм ҳам 
ҳам z ўқлари атрофида айланади, ик- 
ки га айланма ҳаракатда қатнашади. На
тижаловчи Q бурчакли тезликни (52.6) 
га асосан топсак, со билан cot нинг век
тор йиғиндисига тенг:

Q =  V̂ co2 +  со̂  +  2(00), cos 0. (1)

Энди Q нинг z ўқи билан ташкил этган бурчагининг ко- 
синусини топамиз:

cos (Q г) =  ^  (2)

бунда Qz бурчакли тезлик со ва нинг z ўқидаги проекция- 
сидир. 168-расмдан со нинг z даги проекцияси ўзига тенг: 
(о2 =  со, to, нинг z даги проекцияси coz =  coL ■ cos 0 ва

£2Z =  сог +  со(г =  со +  со, cos R* (3)

Ниҳоят, (3) формуладаги Qe ни келтириб, (2) формула
га қўйсак

СО +  СО, •  COS 9 1 '
COS (Q ,  Z )  =

W  +  cn? +  2 (1)«! • cos 9

тенгламани ҳосил қиламиз.
38-мисол. (19.3). Баландлиги h =  4 см, асосининг ра- 

диусч г =  3 см бўлган конус қўзғалмас О нуқта атрофида 
текисликда сирпанишсиз думаламоқда. Конус асосининг
маркази =  48 — =  const тезлик билан ҳаракат қиляпти.

С
Конуснинг бурчакли тезлиги, бурчакли тезлик годографи- 
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ни чизадиган нуқтанинг координаталари тенгламаси ва конус- 
нинг бурчакли тезланишини топинг (169-расм).

Б е р и л г а н :
ОС =  h =  4  см

С А = г =  3 см
■ о емvc =  48 —

с

со —  ? X , —  ? K j  —  ? 

Z j — ? £  — ?

Ечиш . Конуснинг горизонтал 
текислик билан тегиб турган чиэи- 
ғи Ой оний айланиш ўқи бўлади. 
00. ўқи атрофида конус со бурчак
ли тезлик билан айланади. Бу со 
ни (55.2) формулага асосан топа
миз:

со (О

169-расмдан кўринадики,

ha =  CM,
CM =  h ■ sin a

лекин

r r 3Sjn a =  — =  ,____ =  —;
OA Vr2+ k ‘ 5
ОС h 4

COS a  =  —  =  1 _ =  —
OA V r1 +  h2 5

бўлганлиги учун

ва (I) га асосан



й, =  -!£- =  1“  =  20с-1 (2)
С М  12 ■ v '

Конуснинг ОС ўқи қўзғалмас г ўқ агрофнда со, бурчак
ли тезлик билан айланади. Шу г ўқи атрофида С нуқга ҳам 
vc тезлик билан ҳаракатда бўлади, демак, со ни яна (55.2) 
формулага асосан (г ўқига нисбатан) топамиз:

ю, =  — . (3)
1 ОМ ’

Расмдаги д  ОСМ дан:

ОМ =  ОС • cos а  — 4 • — =  — см.
5 5

Охирги ифодани (3) қўйиб, қунидагини ҳэсил қкламиз:

(о1 =  1® .5 =  15с” 1. (4)
1 16

Раемдан кўринадики, бурчакли тезлик годографнни чи- 
задиган нуқта со векторининг охирида бўладн. Бу нуқта- 
нинг координаталари со векторининг координата ўқларидаги 
проекцияларига тенг бўлади. Агар со ничг проекцияларини 
x lt y v г, деб қабул қи7са:<, расмдан

Х х =  О) COS (О ,/ =  СО<, 1

у х =  соу =  со sin со,(, j (^)
г, =  со, =  0. J

ифодаларйи ҳосил қиламнз. (4) дан со, =  15 с ' 1 бўлганлиги 
учун со,/=  15 < ни (5) га қўисак

х х =  20 cos 15^,
у х =  20 sin 15 t, (6)
z, = 0

Ҳосил бўлган (6) ифодалар бурчакли тезлик вектори го- 
дографининг тенгламаларидир.

Энди конуснинг бурчакли тезланишини топиш учун (54.11)
d О)

формуладан фоидалянамиз, яъни е =  и =  =  cot х  со

ёки е нинг модули / - { со,, со ) =  90° эканлигини ҳисобга 
олсак, қуйидагича топилади:

е =  V * i  +  Е1 +  е1-



rfffiс = __-  — — cojco sin cOj/; ey =  cojco cos co^;
dt

=  0
булганлиги учун

e == |Л о 2со2 cos2 co,< +  o)s(ô  sin2 • co,< =  toco, =  300 c 2 

бўлиб қолади.
Бурчакли тезланиш е нинг йўналиши со векторига

уринма ва и векторига параллел бўлиб, О нуқтага қўйила-
ди; со ва со1 нинг йўналиши, ис йўналиши маълум бўлган- 
да, парма қоидасига асосланиб топилади.

3 9 -мисол. (20.15). Жисмнинг қўзғалмас нуқта атрофи
даги ҳаракат қонунлари Эйлер бурчаклари билан берилган:

Ф = 4 / ,  \\> =  ^, — 21\ е =  j .
/ |  О

Бурчакли тезлик годографнни чизадиган нуцташшг ко
ординаталари ва жисмнинг цўзғалмас х, у , г ўқларга нис
батан бурчакли тезлиги ҳамда бурчакли тезланиши аниқ- 
лансин.

Б е р и л г а н :  
<р =  At

1|> — — — 2t
r  2

0 =  —

CO* =  ?  СО, =  ?
сог — ?

со — ? e — ?

Е чи ш . Бурчакли тезлик годо- 
графини чизадиган нуқтанинг коор
динаталари, 38- мисолда кўргани- 
миздек, cor, соу, coz бўлади, яъни 
jc, =  сод., у, =  сОу ва z =  сог. Фор
мула (54.6) га асосан

х, =  сох =  0 sin —

— cp sin 0 cos ф (1)

y t =  соу =  0 cos i)5 +  ф sin 0 X
X sin i|j 

zx =  со, =  \|з +  ф cos 0.

Масаланинг шартидан

Ф  =  ( Щ  =  4.

H f - 2' ) " 2

(2)

(3)

(4)

(5)



e = ( i V = o  (6)
з !t

(4), (5), (6) ни мос равишда ( I ) , '(2), (3) га қўямиз:

СОу

(о, = 4  sin | - c o s  ( - J - 2 / )  = 2 ^ 3 ;  (7)

C0S ( f ~ 2i) sin 2(

= У\ =  4 - sin у  • sin ^ ---- 2(j = 2  У 3 sin ^ ----- 2tj =

=  2 У З  cos 21. (8)

Wz = zl = — 2 +  4 cos — = — 2 + 2  = 0 .  (9)

Бурчакли тезликнинг модулини (52.8) формуладан фой- 
даланйб топамиз:

со =  V  + ф 2 +  0г +  2 ф ^  cos 0 =

=  } /  16 +  4 — 2 - 4 - 2 - |  =  У \2с~ *  =

=  2 У 3 с ~ 1. (•О)
Бурчакли тезланиш е нинг модулини

е_= V ei  +  в1 +  Е1 О 1)
формуладан топамиз, бунинг учун (7), (8), (9) дан

Ло, =  4 у ^  2 . cos 21 
х dt

еу =  — 2 У З  ■ 2 sin 2t, ег =  0. (12)
(12) даги bxev ва ег ни (11) га қўйсак,

е =  У 16 - 3 cos2 • 2/ +  16 ■ 3 sin2 • 2t =

=  1^16 ■ 3 • (cos2 2/ +  sin3 21) = У 41- 3
ёки

e =  4 ] / Sc"2.

Шундай қилиб, жисмнинг бурчакли тезланиши 4 У 3 с-1 
га тенг экан.

40-мисол. (20.17). Жисмнинг цўзғалмас нуқта атрофи-



даги ҳаракат қонуни Эйлер бурчаклари орқали қуйидяги

Ф =  r\t, =  — +  ant, 0 =  —
2 ' 3

тенглама билан берилган. Бунда а ва л катталикларни дои
мий деб ҳисоблаб, жисмнинг бурчакли тезлиги ва бурчакли 
тезланишини, қўзғалмас х, у, z ўқларидаги проекцияларини 
топинг.

Жавоб: о , =  —р — cos ant.

п. Уз  . со„ = -------  sin ant, со, =
у 2 z " (а + 7);

апг 1̂ 3 . , ап: V3 ,-------- sin a:it; ev — ---------- cos ant.
2 y 2

57- §. Эркин қаттиқ жисм ҳаракатининг умумий ҳоли

Қаттиқ жисм кинематикасининг мавзуси билан 
танишиш жараёнида эркин қаттиқ жисмга таъриф 
берилган эди. Бу таърифга мувофиқ, агар жисмнинг 
ҳаракатига чек қўйилмаган бўлса, бундай жисмга эр
кин жисм деб айтилган эди. Шундай эркин жисм ҳара- 
катининг умумий ҳолини кўриб чиқайлик.



Ф араз қилайлик, эркин жисм маълум вақт  ўтгандан 
кейин биринчи (I) ҳолатдан иккинчи (II)  ҳолатга ўтсин. 
Жисмнинг (1 7 0 -расм) О, О1 нуқталарини қутб ҳисоб- 
лайлик. Эркин жисмнинг ихтиёрий ҳаракатини ҳамма 
вақт иккита ҳаракатнинг йиғиндиси деб қараш  мум
кин:

1) жисм қутбининг жисм билан бирга илгариланма 
ҳаракати;

2) жисмнинг қутб атрофида сферик ҳаракати.
Ҳақиқатан ҳам, жисмнинг ҳолатини бир тўғри чизиқ-

да ётмаган учта нуқта ёки шу нуқталарни туташтириш- 
дан ҳосил бўлган ABC  учбурчак орқали ифодалаш 
мумкин. Бунинг учун жисмнинг қутби бўлган А нуқ- 
тани жисмнинг янги вазиятидаги А х нуқта 'билан ту- 
таштирамиз ва ААХ тўғри чизиқни ҳосил қиламиз 
(171-а расм). Жисмнинг В ва С нуқталаридан ўтувчи 

ААХ кесмага тенг ва параллел бўлган ВВ', С С  кесма-
ларни хосил қиламиз. Энди 
С\ В' ва А х нуқталарни ту
таштириб, жисмнинг қутб 
бклаи биргаликда илгари
ланма ҳаракатидан  кейин 
оралиқ вазияти А ХВ'С' нн ҳо- 
сил келамиз. Жисмнинг охнр- 
ги 11 вазятини аниклаш учун 
Д ал ам б ер — Эйлер теорема

сига а.’огач. жиемни Ах нуқ- 
тадан ўтадиган ўқ атрофида 
маълум бурчакка бураймиз. 
Н атиж ада жисм АХВХСХ хо- 

171- расм. латига, яъни 11 вазиятга
ўтадн ва бу янги вазият 

қутбнинг илгариланма ҳаракати билан биргаликда 
жисмнинг қутб атрофидаги сферик ҳаракатининг қўши- 
лишидан ҳосил бўлди.

Худди шу жисмнинг II вазиятини олдин Л|В,С|  
учбурчакпи А х иуқтадан ўтувчи ўқ атрофида сферик 
ҳаракатлаптнриб (Д алам бер — Эйлер теоремасига 
асосан) АВ'С'  (171-6  расм) оралиқдаги вазиятга 
ўтказиш, кенпн жиемни А х i^yтб билан биргаликда нлга- 
рнланма ҳаракатлантириб, А ХВ'С' вазиятдан АХВХСХ 
вазиятга ўтказиш, яъни жисмнинг яна Ц вазиятини 
ҳосил қилнш мумкин. Демак, эркин жисмнинг х.арака-



тини ҳамма вақт, икки хил ҳаракат, жисмнинг қутб 
билан биргаликдаги илгариланма ва жисмнинг қутб 
атрофидаги сферик ҳаракатларидан иборат деб қараш  
мумкин. Жисмнинг янги вазиятини топишда олган ил
гариланма, кейин сферик ёки олдин сферик ҳаракат ,  
кейин илгариланма ҳаракатлар  бўлиши мумкин, яъни 
ҳарикатлар ' кетма-кетлнги ўзгартирилиши мумкин.

Ж исмнинг эркин ҳаракати вақтида албатта , илга
риланма ва сферик ҳаракатлар  бир вақтнинг ўзида со- 
дир булади ва бу икки хил ҳаракат  жисмнинг ҳақиқий 
ҳаракатини тўлиқ ифодаламаслигн ҳам шубҳасиздир. 
Лекин бу иккала ташкил этувчи ҳаракатлардан  фой
даланиб, жисмнинг янги вазиятини аниқлаш  мумкин 
ва бу хил ҳаракат эркин жисм ҳаракатининг нечоғли 
мураккаблигини ифодалайди.

Эркин жисмнинг харакатланаётгандагн вазиятини аниқ- 
лаймиз. Жисм О қутбинннг координаталари £0. Ло. ?о бўл- 
са, бу ҳолда

ифода қутбнинг ҳаракат тенгламаларини ифодалайди. 
Жисмнинг қутб атрофидаги сферик ҳаракатини Эйлер 
бурчаклари оркали ифодаланади (170-расмга қаранг) 
ва қунидаги

ифодалар жисмнинг сферик ҳаракатдагн ҳаракат  қо- 
нунларини кўрсатади. Охирги (57.1) ва (57.2) тенгла
малар биргаликда эркин жисмнинг ҳаракат  тен глам а
лари дейилади. Бу тенгламалар олтита, демак, эркин 
жисмнинг эркинлик дараж аси  олтига тенг экан. Тенг- 
лам ачардап  учтаси, яъни (57.1) илгариланма ҳаракатнн, 
қолган учтаси, яъни (57.2) сферик ҳаракат  қонун- 
ларннн ифодалаиди. Олдинги (57.1) тенглам алар  ш ак
ли кутбиинг танлапишг,га боғлиқ, чунки О нуқтанинг 
вазияти ўзгарнб О' бўлса, қутб координаталари ўзга- 
ради (170-расмга қаранг), кейинги (57.2) тенглам алар  
шакли кутбнинг танланишига боғлиқ эмас. Ҳ ақиқатан  
ҳам, агар жисмнинг биринчи вазиятида қўзғалм ас

(57.1)

(57.2)



О, £, t j ,  1, системага нисбатан Эйлер бурчаклари ф] 0] ф! 
бўлса, жисмнинг иккинчи вазиятида tj)2, ф2, в2 бўлиб, бу 
бурчаклар ўзаро тенгдир, лекин жисм қутби О дан О' 
«уқтага ўтади. Демак, Эйлер бурчаклари қутб вазия- 
тига боғлиқ эмас.

58- §. Ҳаракатдаги эркин жисм ну^таларининг 
тезлнкларннн аниқлаш

Утган параграфдан маълумки, эркин жисмнинг ҳа- 
ракати вақтида унинг нуқталари жисм қутбининг ил
гариланма ва қутб атрофидаги сферик ҳаракатида иш- 
тирок этади. Шунинг учун эркин жисм харакатланаёт- 
ганда унинг исталган нуқтасининг тезлигини топиш 
вақтида икки хил ҳаракатни, қутбнинг илгариланма ва 
жисмнинг кутб атрофидаги сферик ҳаракатини хисобГа 
олиш лозим. Қуйидаги теорема ёрдамида эркин ҳара- 
катдаги жисм нуқталарининг тезлиги топилади.

Теорема: эркин ҳаракатланаётган жисм. исталган 
нуқтасининг тезлиги, қутбнинг жисм билан ҳаракати- 
даги илгариланма тезлиги билан ўша нуқтанинг қутб 
атрофидаги сферик ҳаракати тезлигининг геометрик 
йиғиндисига тенг.
' Фараз қилайлик, теоремани исботлаш учун D жисм 

В нуқтасининг v тезлиги аннқланлши лозим бўлсин. Теоре- 
мэга мувофиқ, v тезлик D жисм А нуқтасининг тезли
ги vA билан В нуқтанинг А пуқтага нисбатан айланма v BA

тезлигининг геометрик йи- 
ғимдисига тенглигини ис
ботлаш талаб этилади. 172- 
расмдан кўриняптики,

л рвл — В нуқтанинг А нуқ- 
та (қутб) га нисбатан вази- 
ятнни ифодаловчи радиус- 
вектор.

г = г а  +  Р в а  (5 8 -1 )

бунда г, гА — В ва А нуқ- 
таларнинг вазиятларини 
ифодаловчи радиус-вектор;



v тезлигини аниклаш учун г дан вақт бўйича бир марта 
ҳосила оламиз:

drи =  — .  
dt

Агар (58.1) нфэдани тезлик фзрмуласига қўйсак,

— d ( r A -)-f>nm) dr л dp о яv  =  .  _ Л -г В А =  _ J _  +  _ г в л _  (5р
dt dt dt

dr .
ифода ҳосил бўлади. Маълумки, -----жисмнинг А нуқтаси

dt
(қутби) нинг тезлигига тенг:

drA
dt

(58.3)

dp qa ~
ва — . ифода жисмнинг В нуқтасининг айланма тезлигига

(А нуқтага нисбатан)^тенг, яъни

~Т. dPE>A /со

Охирги иккита тенгламани ҳисобга олсак, (58.2) тенг
лама қуйидагича тасвирланади:

V =  VA +  vBA. (58.5)

Ҳосил бўлган (58.5) тенгламадан D жисм В нуқта- 
сининг V тезлиги қутбнинг и А тезлиги билан В нуқтанинг 
қутб (А нуқта) га нисбатан vBA тезлигининг геометрик йи- 
ғиндисига тенг, деган хулоса келиб чиқади. Демак, теоре
ма исбот бўлди.

Энди и тезликни чизма йўли билан аниқлайлик. Агар 
қутбнинг тезлиги vA чап томонга йўналган бўлса, айланма 
vBA тезлик йўналиши қуйидагича топилади. v BA тезликни 
Эйлер формуласига асосан

5 м  ' ( В Д

шаклда ёзамиз. D жисмнинг айланиш йўналиши маълум 
бўлса, бурчакли тезликнинг ҳам йўналиши аниқ деган сўз. 
Агар (о пастга (А нуқтага нисбатан) йўналган бўлса, пар-



ма қоидасига асосан vBA айланма тезлик В нуқтадан ўқув- 
чига томон йўналган бўлади. Энди фикран vA ни ўзига- 
ўзини параллел сақлаган ҳолда, жисмнинг В нуқтасига кў- 
чирамиэ. Натижада В нуқтага vA ва vBA тезликлар қўйил- 
ган бўлади. Бу тезликлардан параллелограмм тузамиз ва 
бу параллелограммнинг катта диагонали В нуҳтанинг v тез
лигига тенг бўлади. и тезликнинг модули ҳисоблаш йўли 
билан ҳам аннқланади, яъни

v =  V v \  +  v2BA +  2vA ■ vBA cos ( vA, vBA) (58.7)

формула билан ҳисобланади. Охирги формулада v A ва v BA 
тезлкк верторлзри прапгдяги бурчак .“.owaiycjsiKi ҳпсобга 
олган холда v тезлик модули аниқланиши равшанднр.

Таъкпдлаш лозимки, v Bi айланма тезлик модули

у/ м =СйЛ 2 <58-8)
формула билан ҳисобланар эди. Бунда, Л;>— танланган 
В нуқтадан оний айланиш ўқигача бўлган энг қисқа 
масофани билдиради. Жисмнинг со бурчакли тезлиги, 
маълумки, Эйлер бурчакларидан олинган биринчи тар- 
тибли ҳосила орқали топилади. Эйлер бурчаклари қутб- 
нинг танланишига боғлиқ бўлмаганлиги учун со бур
чакли тезлик ва е  бурчакли тезланиш векторлари ҳам 
қутбнинг танланишига боғлиқ эмас, деган хулоса кедиб 
чиқади. Бу ишни, яъни со ва е векторнинг қутбни тан
ланишига боғлиқ эмаслигини исботлашни ўқувчининг 
ўзига ҳавола қиламиз.

59- §. Ҳаракатдаги эркин жисм нуқталарининг 
тезланншлармни аниҳлаш

Ҳаракатланаётган  эркин жисмнинг ихтиёрий М нуқ- 
тасинипг тезланишини топайлик. Бу тезланиш куйи
даги теоремага асосан топилади.

Теорема: ҳаракатланаётган эркин жисмнинг истал
ган нуқтасининг тезланиши, қцтбнинг тезланиши би
лан у щ а  интилувчи ва айланма тезланишларнинг гео
метрик йиғиндисига тенг.

Ф араз қилайлик, жисмнинг О нуқтаси қутб ва бу 
қутбнинг тезланиши ай (1 7 3 -расм), жисмнинг қутб ат-



рофидагн айланишида бурчакли тезлиги со ва бурчакли 
тезланиш и е бўлсин. Оний айланиш ўқи Q, тезланиш  
ўқи Е (О нуқтадан ўтувчи)ни ҳам маълум деб ҳисоб- 
лайлик. Ж исмнинг М нуқтасини ифодаловчи радиус-вектор 
р бўлса, М нуқтанинг тезланишини аниқлайлик.

Маълумки, ихтиёрий М нуқтанинг тезланиши, шу нуқ-
тапинг V тезлигидан вақт бўйнча олинган биринчи тартнб- 
ли ҳосилага тенг, яъни

58-§ дам маълумки,

тенглама ҳосил бўлади. Бу тенгламада қутбнинг тезланиши

и =  0„ +  Ш X р.
Шунинг учун қуйидаги 

_  d ( v„ +  (о х  р )
dt



а0 = ^  (59.3)
at

билан ифодаланади ва (59.2) тенгламанинг ўнг томонидаги 
қолган икки ҳадини ае, аш билан белгилаймиз, яъни

ае =  X р =  е X р, (59.4)
dt

— со х =  со X ( со а  р ) =  со х V (59.5)

Бунда ае — айланма тезланиш, аы — ўққа интилувчи тез
ланиш деб айтилади. Бу катталикларни ва (59.3) тенглама
ни (59.2) ифодага қўйсак, қуйидаги ифодани ҳосил қила- 
миз:

a = o 0 +  a£ + a u . (59.6)

Охирги (59.6) тенгламадан жисмнинг М  нуқтасининг а  

тезланиши қутбнинг а0 тезланиши, айланма ае тезланиши

ва ўқк,а интилувчи аш тезланишларнинг геометрик йиғин- 
дисига тенг эканлиги кўриниб турибди. Теорема исбот бўл- 
ди.

ае ва аа тезланишнинг йўналиши (59.4) ва (59.5) тенг
лама асосида, парма қоидасига асосан топилади (173-расм). 
жисмнинг М нуқтасига уринма бўйлаб, аш эса оний ай
ланиш ўқи томон йўналган. Тўлнк, а тезланишни топиш 
учун аш векторнинг охирига ае векторини қўямиз. Ниҳоят, 

М  нуқтани a e-векторининг охири билан туташтириб а век
торини топамиз. Бу а векторнинг модули М нуқта билан
а0 векторининг охирги нуқтасини туташтирувчи кесма узун- 
лигига тенг.

Ҳисоблаш йўли билан ae ва аш векторнинг модуллари

a .  = e - h £ , (59.7)

flm = co z-/iQ (59.8)

формула ёрдамида топилади. Бунда: Л(! — жисмнинг М нуқ- 
тасидан оний айланиш ўқигача бўлган энг қисқа масофа; 
h£ — бурчакли тезланиш Е ўқидан М нуқтагача бўлган энг 

қисқа масофадир, яъни



ftp =  М.Mn ва hQ=  M M V

Тўлиқ айланма амо тезланиш модули ае ва аш тезланиш 
орқали

°мо al +  ai  +  2at %  cos К '  aJ  (59.9)

формуладан ҳисобланадн. Агар ( а е a j  = 9 0 °  бўлса,

амо =  V  o‘i  +  al
бўлади. Жисмнинг а тезланишининг модули қуйидаги тенг
лама ёрдамида хисобланади:

1 f  —^--*-
а =  V а02 +  а-мо +  2а0ама cos (а0, амо). (59.10)

Шундай қилиб, ҳаракатланаётган эркин жисмнинг истал
ган нуқтасининг тўлнқ тезланиши ташкил этувчи тезланиш
ларнинг геометрик йиғиндисига тенг экан.

60- §. Ўзаро кесишувчи ўқлар атрофида айланадиган1| 
к,аттик, жисмнинг ҳаракатларини қўшиш

Фараз қилайлнк, жисм бир вақтнинг ўзида О нуқтадан 
ўтувчи иккита ўзаро кесишувчи ўқлар атрофида айлансин 
(174-расм). Жисмнинг й  оний айланиш ўқи атрофидаги ҳа-

174- расм .



ракатини Кучма, QH ўқи атрофидаги харакатини нисбий ай
ланма ҳаракат деб ҳисоблайлиқ. Кучма ҳаракатдаги бур
чакли тезлик сок , нисбий ҳаракатдаги бурчакли тезлик сон 
бўлсин. Натижаловчи ҳаракат қандай булади ва натижа
ловчи ҳаракатнинг бурчакли тезлиги қандай топилиши мум- 
кинлигини кўриб чиқайлик.

Сирпанувчи сОқ, сон векторларни О нуқтага кўчирамиз 
ва бу векторлардан параллелограмм ОАСВ тузамиз. Шу 
параллелограммнинг ОС диагонали жисмнинг натижаловчи 
со бурчакли тезлигига тенглигини кўрсатамиз.

Олдин кўрсатамизки, OQ оний айланиш ўқи бўлиб, шу 
ўқ устидаги нуқталарнинг тезликлари нолга тенг. Ҳақиқа- 
тан ҳам, О нуқта Q ва QH оний айланиш ўқларининг кесиш
ган нуқтаси бўлганлиги учун ҳаракатланмайди, яъни О 
нуктанинг тезлиги нолга тенг булади. Энди С нуқта 
тезлигининг модулини QH ўқларига нисбатан ифодалай- 
лик:

Параллелограммнинг ОС диагонали уни иккита ўзаро 
тенг ОАС ва ОВС учбурчакларга бўладн. Бу д  ОАС =  
=  д  ОВС бўлганлиги учун юқоридаги тенгламаларга асо
сан ин =  i>K бўлади. Жисмнинг С нук,тасининг абсолют 
тезлиги (45.7) формулага асосан куйидагмга тенг:

ин =  сон ■ СС, =  2 S ДОСС, =  2 S Д ОВС, 

vK = w K-CC2=  2 S ЛОСС2 = 2 S ЛОАС (60.1)

С С ^ О В ,  СС2 ± О А .

й



Натижаловчи со бурчакли тезлик векторининг йўналиши 
ташкил этувчи- сок ва сон векторнинг ўзаро ўткир ёки ўтмас 
бурчак ҳосил қилншига қараб кескин ўзгаради (175-расм).

175-а расм кўринишида coR, сон орасида ўткир, 175-6 
расм кўринишида coR, сон орасидаги бурчак ўтмас бўлган 
ҳоллар кўрсатилган. Ҳар иккала ҳолда ҳам жисмнинг Q 
оний айланиш ўқи жисмларнинг бир- бирига тегиш чизлғида 
ётади.

Агар жисм со,, со2 . . . сол бурчакли тезликли айланма 
ҳаракатланса натижаловчи ҳаракат ҳам айланма ҳаракат бў- 
лади ва натижаловчи бурчакли тезлик со,, со2 . . .  сол век- 
торларнннг геометрнк йиғинднсига тенг бўлиб қолади, яъни

со =  со, -f- со., -f- , . . -f- con. (60.3 )

61-§. Ўзаро параллел ўқлар атрофида қаттиқ 
жисмлар айланишларини қўшиш

Фараз цплайлик, текис фигура бир вацтда оний айла
ниш ўқлари ўзаро параллел бўлган бир неча ҳаракатда цат- 
нашснн (176-расм): 1) Кучма ва нисбий айланишлар бир то- 
монга йўналган ҳолда қўзғалмас I текисликда II фигура 
кўчма ва II фигурага нисбатан III фигура нисбий айланма 
ҳаракатланаётган бўлсин. Агар кўчма ва нисбий бурчакли



тезликларни ык , сон деб олсак, текис фигуранинг А нуқта- 
сидаги кўчма тезлиги (кўчма QK оний айланиш ўқига нис
батан) нолга тенг ва В нуқтанинг ҳам нисбий тезлиги vH 
(нисбий QH оний айланиш ўқига нисбатан) нолга , тенг. Бу 
ерда III фигуранинг нисбий айланиши £2Н ўқи атрофида, II 
фигуранинг кўчма айланиши QK ўқи атрофида бўлиши кў- 
риниб турибди.

Расмдаги III текис фигуранинг исталган нуқтасининг 
тезлиги vK кўчма, vH нисбий тезликларнинг геометриқ йиғин- 
дисига тенг:

V =  Ук +  VH . (61.1)

Агар фигуранинг В нуқтясинннг А нуктага нисбатан 
тезлигини топсак,

v b a = < °  к В А * (6 1 -2 >
А нуқтанинг В нуқтага HHc6afaH тезлиги қуйидаги ифодага 
тенг:

v a b = 0)h ' A B ’ (б 1 -3 )

яъни В нуқтанинг абсолют тезлиги ив, текис фигура ўша 
нуқтасининг А нуқтага нисбатан айланма тезлигига тенг:

*>в\ = У ва =  “ к • А В - (61-4)
ВҒ Худди шундай фикрни А нуқта ҳақида юригсак, бу А 
нуқтанинг vA абсолют тезлиги А нуқтанинг В нуқтага нис
батан олинган vAB айланма тезлигига тенг:

v a  = J > a b  =  шн ' в±-„  (61 -5)
Абсолют тезликларни (vA, ив) маълум масштабда раем

да кўрсатамиз. Бу vA, vB тезликлар QK, QH ўқларга тик 
йўналган бўлиб, I текисликка параллел бўлади. vA, vB век
торнинг охирларини бир- бирига DE тўғри чизиқ билан, А ва 
В нуқталарни АВ тўғри чмзиц билан туташтнрамиэ. DE ва 
АВ кесмаларнинг кесишган С нуқтаси тезликларнинг оний 
маркази бўлади. Абсолют айланишнинг оний ўқи тезлик
ларнинг оний маркази бўлган С нуқтадан ўтади ва QK, QH 
ўқларга параллел бўлади. Энди С А ва СВ масофаларни 
топамиз. Тезликларнинг оний марказидан ўтувчи Q ўқига нис
батан В ва Л нуқталарнинг тезликлари (43.4) фэрмулзлар- 
га асосан цуйидагича ёзилади:



VB ~  “ н ’ (6 1 .6 )

va =<ok -CA  (61.7)

ва
vb  CB  MH

^ A CA  0)қ

ёки (61.4) ва (61.5) ифодаларни ҳисобга олиб, қуйидагини
ёзамнз:

— = - ^ .  (61.8) 
СА сон

Демак, абсолют айланишнинг оний ўқи кўчма ва нис- 
бий ўқлар билан бир текисликда ётади ва бу ўқларга па
раллел .хамда улар орасидаги масофани бурчакли тезлик
лар нисбатига тенг бўлган бўлакларга ажратади.

Энди абсолют со бурчакли тезликни (61.6) дан топамиз. 
Биринчи ҳол: сон ва сок бир хил йўналганда

VBсо = ---- ,
СВ

агар бу ифодага ьв ифодасини (61.4) дан келтириб қўйсак, 
ушбу хосил булади:

шн - А В  wK (AC +  AB)  сок
со = -----------  ---= — ---------------= -------- ь  со„. (Ь1.9)

С В  СВ СВ_ к
СА

СВ  WHНиҳоят, —  ифодани (61.8) нисбатга асосан ----- билан
СА  соқ

алшштирсак
со =  сон +  сок (61.10)

ҳосил бўлади. Шундай килиб, натижаловчи абсолют бур
чакли тезлик кўчма ва нисбий бурчакли тезликларнинг йи- 
ғиндисига тенг экан.

Иккинчи ҳол. Кучма ва нисбий бурчакли тезликлар ўза- 
ро кара м а-қарши йуналган бўлсин. 176-раемда бу ҳол 
учун нисбий бурчакли тезлик сон пунктир чизиқ билан 
пастга йўналган ҳолда кўрсатилган. Бу ҳолда v g тезлик 
олдинги ҳолга нисбатан тескари йўналган. Шунинг учун 
бу ҳслда тезл1:кл?рнинг оний маркази, ЕСХ ва АВ тўғри



чизиқларнинг кесишган нуқтаеи С, да булади, яъни 
^К ’ н ўқлардан ташқари абсолют айланиш ўқи Q, жойла- 
шади. Бу Qj ўқи С\ нуқтадан ўтади ва QK, QH ўқларга 
параллел бўлади.

Энди —  нисбатни олайлик. Бунинг учун 
“ к

vB =  со • BCV (61.11)

vA =  со ■ AC[t (61.12)

эканлигини назарда тутамиз ҳамда (61.4), (61.5) ифодалар- 
дан фойдаланамиз. Қуйидагини ёзамиз'. —

^ г = — - (6113)ACi сон

(61.13) дан абсолют айланишнинг оний ўқи QK, QH ўқ- 
лар билан бир текисликда ётади ва шу ўқларга параллел 
бўлиб, ўқлардан ташқарида бурчакли тезлиги катта бўлган 
томонда ётади ва QK ўқдан £2, ўқигача бўлган масофани 
бурчакли тезликлар нисбатига тенг бўлакларга ажратади.

Энди со абсолют бурчакли тезликни топамиз. Бунинг 
учун В нуқта vB айланма тезлигининг QK ўқига нисбатан 
формуласини ёзамиз:

vB =  сок • АВ =  (рк (Л С ,— ВС,) (61.14)

(61.14) ва (61.11) тенгламанинг ўнг томонларини тенг- 
лаштириб, қуйидаги ифодага эга бўламиз:

“ к ' Ас\ шк со -------------------- со„ --- ------------------ со,,.
ВСх  к ВС, / АСу  к

Агар (61.13) тенгламани ҳисобга олсак, со учун қуйи- 
дагини ҳосил қиламиз:

со =  сон — сок. (61.15)

Натижаловчи бурчакли тезлик со нисбий сом ва сок кўч- 
ма бурчакли тезликларнинг айирмасига тенг бўлиб, модули 
катта бўлган бурчакли тезлик томон йўналган. 176-расмдан 
кўринадики, билан Q'H бир хил йўналган (бу со >  сок 
бўлган ҳолдир).

Учинчи ҳол: кўчма ва нисбий бурчакли тезликлар ўзаро 
тенг бўлиб, йўналишлари қарама- қаршн бўлганда, яъни



я*|

шк =  —шн ёки бир хил йўналганда шк =  шн натижаловчи 
ҳаракатда III фигуранинг v тезлиги қандай қилиб топили- 
шини кўрайлик (177-расм). Бу v тезлик бўлса, маълумки,
V =  ик +  ин формула ёрдамида топилади. Нисбий тезлик 
М нуқтанинг айланма тезлигига тенг, яъни

1<в — vH =  шн • MB. (61.16)

Худди шундай vK кўчма тезлик ҳам М нуқтанинг QK 
ўқига нисбатан айланма тезлигига тенг:

vk =  vh =  с)к ' ^ А .  (61.17)
Бу ерда MB _L vB ва МА _L vA бўлишини эсда тутиш ке
рак. Энди v A ва vв тезликдан MDEK параллелограмм ҳо- 
сил қнлиб абсолют тезликни параллелограмм диагоналига 
тенг деб оламиз. Биз АВМ ва МЕК ўхшаш учбурчаклар 
ҳосил қилдик, чунки МК =  vA = v K, M D = v H\ бу тезлик
лар ВМ ва МА томонларга пропорционал ва /L МКЕ =  
=  /L A M B  (икки томонлари ўзаро перпендикуляр бурчак- 

лар бўлганлиги учун, яъни ВМ J_ ҚЕ, МА _L_ МК). Бу уч
бурчаклар ўхшашлигидан

I' __ _ __
А В  ~~ М А  ~  M B  н ~  к

ёки
V =  шк ■ АВ. (61.18)

АВМ ва МКЕ  учбурчакларнинг иккитадан томон
лари MB-LKE, MA.LMK  бўлганлиги учун бу учбурчак-



ларнинг учинчи томонлари, яъни v L A B  бўлиши шарт. 
Д емак, абсолют ҳаракат  тезлиги и кесма АВ га пер
пендикуляр йўналган. Текис фигурада Л1 нуқта ихти
ёрий танланганлиги учун (61.18) формуладан, текис 
фигуранинг ҳамма нуқталари АВ  кесмага перпенди
куляр йўналишда бир хил ҳаракат  қилади, деган хуло
са келиб чиқади. Бундай ҳаракатдаги  жисмга маълум 
ки, 42-§ да илгариланма ҳаракатдаги жисм дейилади. 
Шундай экан, III  текис фигура бу ҳолда илгариланма 
ҳаракатланади . Бу ҳолда тезликларнинг оний маркази 
чексизликка интилади ва абсолют айланишнинг бур
чакли тезлиги со =  0 булади.

Иўналиш лари қарама-қарш и ва бурчакли тезлик- 
ларининг модуллари упаро тгяг  булган иккита айланма 
ҳаракат  бурчакли тезликлар жуфти деб аталади. Биз 
кўрган учинчи ҳол тезликлар жуфтидир, яъни III текис 
фигура бурчакли тезлик жуфтига мисол булади ва бу 
жисм V тезлик билан илгариланма ҳаракат  цнлади.

И лгариланма ҳаракатдаги  тезлик модули бурчакли 
тезликлардан биттасининг оний айланиш ўқлари ораси
даги масофага булган кўпайтмасига тенг ((61.18) фор
мулага қаранг).

Бурчакли тезликлар жуфтига мисол — велосипед 
педалининг ҳаракати бўлади, яъни педаль v тезлик 
билан илгариланма ҳаракатланади. Бу ҳолда педаль ўз 
ўқи атрофидаги нисбий бурчакли тезлиги сон, педаль ўқи- 
нинг кривошип билан биргаликдаги кўчма бурчакли тезли
ги сок катталикка тенг, яъни сон =  сок булади.

4 1 -мисол. (24.1) Қўзғалмас I ва қўзғалувчан II тишли



ғилдиракларнинг О, ва 0 2 ўқини кривошип III бирлащтириб 
турибди. Ғилдираклар I ва II ички ёки ташки илиниши 
мумкин (178-расм). Кривошип III, Ot ўқи атрофода со3 
бурчакли тезлик билан айланади.

Ғилдиракларнинг гг ва г2 радиусини маълум деб,. иккин
чи ғилдиракнпнг со абсолют бурчакли тезлиги ва III  криво- 
шппга нисбатан со2 нисбий бурчакли тезлиги аниқлапсин.

Б е р и л г а н :

со,

со =  ? со,

Е ч и ш : Ғилдирак II крнвошипнинг 
кўчма айланма ҳаракатида ва 0 2 ўц- 
қа нисбатан айланма нисбий харакат- 
да қатнашади. Агар кривошипнинг ай- 
ланишидаги бурчакли тезлигини сок , 
II гилдиракнинг 0 2 ўқи атрофидаги 
нисбий бурчакли тезлигини сон деб 
белгнласак, сок ва сон вектор расм те- 
кислигидан тик чиқиб кузатувчига йў- 
налган (178-а расм) ва ўзаро парал
лел бўлади.

Демак, (61.10) формулага мувофиқ со абсолют бурчакли 
тезлик сок ва сон бурчакли тезликларнинг йиғиндисига тенг:

“  = шк + wh -
Масаланинг шартига асосан, шқ — со3 ва сон =  со2 бўла- 

ди. Бу ҳолда юқоридаги тенглама қуйидаги шаклни олади:
СО =  С0а +  0)3. (1)

Бурчакли тезликларнинг нисбати, яъни —  ифодани (61.8)

га асосан қуиидагича езамиз:
_гг

0)я (2)иа ц
чунки С нуқтадан ўтувчи горизонтал ўқ оний айланиш 
ўқидир.

Охирги тенгламадан со2 ни топиб (1) тенгламага қўямиз

r i  , r i ~ r  г гСО =  - i -  ■ C03 +  С03 =  — ----- С03
г2 г2

ва нисбий бурчакли тезлик со2 ни (2) дан аниқланади:

(3)

(4)



Энди илиниш ичкаридан бўлган ҳолда (178-6 расм) 
ва сон векторлар бир- бирига параллел, лекин қарама- қарши 
йўналганлиги учун абсолют бурчакли тезлик (61.15) фор: 
муладан топилади:

оз =  со3 — со2 (5)
ва

(6)

ди:
(6) дан нисбий бурчакли тезлик қуйидагига тенг бўла-

(|)о

Абсолют бурчакли тезлик қуйидагига тенг булади:

со =  со3 ----- - со3
'2

^ ( о =  - tS=Ll со. (7)
2 Г  2

4 2 -мисол. (25.2). Кару
сель доиравий АВ май- 
дончадан иборат бўлиб, 
бу майдончанинг маркази 
D нуқтадан ўтадиган ОС
ўқ атрофида 6 тезлик

M M II

билан айланади, ОС ўқ эса 
вертикал ОЕ ўқи атрофида
10 тезлик билан ай-

МП11
ланмоқда (179-расм). Май- 

179-расм. дончанинг диаметри 10 м,
ОС ва ОЕ ўқ орасидаги 

бурчак а  =  20°, OD масофа 2 м. Каруселнинг В нуцтаси 
энг пастки ҳолатда бўлган вақтдаги v тезлиги топилсин.

Е ч и ш .  Карусель А В икки ўқ ат
рофида, ОЕ ва ОС атрофида, со, ва

Б е р и л г а н :

=  6 аил
мин

1 - I  
=  —  С 

10
. „ айл 1 _ |п2 =  10----  =  — с

мин 6 
А В =  10 м 
OD =  2 м 
а  =  20°

vB = ?

со2 бурчакли тезликлар билан ай- 
лансин. Бу ерда кўчма ва нисбий 
бурчакли тезликлар cot ва со2 бўла- 
дн. Натижаловчи со бурчакли тезлик 
(60.3) формулага асосан топилади.



Oil, о>2 бурчакли тезликлар пх ва п2 айланиш сонлари 
билан қуйидагича боғланган:

edi =  2 л =  т" - с- ', (2)
5

coa =  2 л п 2 =  J  с-1 . (3)

Охирги ифодаларни (1) тенгламага қўямиз:

_  т /  л2 . л2 . 2 л2 лг.с, 1  / 9  -+ 25 4- 30-0,88
V  25 + 1 Г  +  — '005 20 = Л У --------225-------- «

8 я л —I /л\ж —  « 0 ,л с  . (4)
15

Натижаловчи бурчакли тезлик ётган тўғри чизиқ устида 
оний айланиш ўқи Q хам ётади. Шу Q оний айланиш ўқига 
(абсолют бурчакли тезлик ётган ўқ) нисбатан В нуқтанинг 
тезлигини топиш учун В нуқтадан Q ўқига перпендикуляр 
туширсак, бу перпендикуляр Q ўқини К нуқтада кесади. 
Агар ВҚ кесмани со бурчакли тезликка кўпайтирсак, В нук,- 
танинг тезлиги ҳосил бўлади:

v =  ш-ВҚ. (5)
Расмдан ВК кесмани ( д  DBK дан) топамиз:

ВК =  £>2Bcos -2 , (6)

бунда Z. KOD2 = / - D B K  =  у  , чунки О К ± К В  ва ODJ-DB, 

яъни бурчакларнинг иккита томонлари ўзаро перпендикуляр 
бўлганлиги ва KOD =  — бўлганлиги учун, (6) форму-

а ..
лага cos — деб езилди.

Энди D2B кесма расмдан кўринадики, D2D ва DB кесма
лар йиғиндисига тенг:

D2B =  D2D +  DB. (7)
Расмдан D2D =  DXD/ 2 ва д  D,DO дан

D J )  — OD - tg a  2 D2D
бўлганлигини ҳисобга олсак:



Ниҳоят, (8) ифодани (7) ra қўйиб, қуйидагинн ҳосил 
қиламиз:

D,B =  (OD/2)tgZ- +  - f .  ‘ (9)

AR
(8) нн (6) га қўямиз DB =  - у

OD a  , , ИД a  / i n .£ / (  = -----cos — t g a  4--------cos — . (10)
2 2 6  2 2

Агар (1), (2), (3) ва (10) тенгламани ҳисобга олсак, тез
ликни топиш формуласини қуйидагича ёзамиз:

V =  "бО ni + n2+2«i«2cos у- ■ ODtga +  ЛВ х

X cos —  ; — ■ (11)
2 с  7

Масаланинг шартига асосан берилганларии (11) форму
лага қўямиз ва В нуқтанинг тезлигини ҳисоблаймиз:
V =  8,77 — •

с
43-м и со  л. (25.29). Томонлари а =  2 м  га тенг бўлган 

куб шаклидаги қаттиқ жисм бир вақтнинг ўэида бурчакли 
тезликлари ojj =  to4 =  6 с-1 , ш2 =  со., =  4 с-1 бўлган тўртта 
айланма ҳаракатда қатнашади. Шу жисмнинг натижаловчи 
ҳаракатини (тезлигини) аниқланг (180-расм).



Е ч и ш .  Масаланинг шартига асо
сан жисм бир вақтнинг ўзида икки
та айланма харакатда: 1) ш, ■ со4 бур
чакли тезликлар жуфтида; 2) со2 со3 
бурчакли тезликлар жуфтида қатна- 
шади. Жуфт бурчакли тезликлар 
таъсирида 61-§ дан маълумки, жисм 
илгариланма ҳаракат қилади. Бирин
чи жуфт таъсиридаги илгариланма 
харакат тезлигини vlA деб, иккинчи 
жуфт таъсиридаги илгариланма ҳа- 
ракат тезлигини у2 3 деб белгиласак, 
vl 4 ва и23 тезлик (61.18) формула
га асосан қуйидагича ёзилади:

=  т Г ° 1 С1. (О

и2,з =  (2)
180-расмдан

+  - а ] / 2". (3)
В1С1 =  а. (4)

Маълумки, (61-§ даги учинчи ҳол) 4, у2 3 тезликнинг 
йўналишини худди жуфт куч моментининг йўналишини топ- 
ганимиздек (11-§) аниқланади, яъни v{4; у2 3 тезлик 
ва Cjfl, кесмаларга перпендикуляр бўлиб, шундай йўнал- 
ганки, 4; v2 3 тезлик векторлари охирларидан қараб тур- 
ган кузатувчига айланиш соат мнлининг< айланишига нис
батан тескари йўналишда бўлади.

Биринчи бурчакли тезликлар жуфтидан ҳосил бўлган см  
тезлик A 1OlBlC1 текислигида ётади ва Y ўқи билан 45° 
бурчак ҳосил қилади; иккинчи бурчакли тезликлар жуфти- 
дан ҳосил бўлган v23 тезлик зса CjfljBC вертикал текис
ликда ётади ва пастга тик йўналган. v}A ва и23 тезлик 
ўзаро тик йўналганлиги учун натижаловчи тезлик Пифагор 
теоремасига асосан топилади:

v =  У 11.4 +  vl  з (5)
ва демак, жисм v тезлик билан илгариланма ҳаракат қила- 
ДИ.

Катталикларнинг ўрнига сон қийматларини қўйиб, қуйи- 
даги натижаларни ҳосил қиламиз:

Б е р и л г а н :

(D, =  co4 =  6 с-1 
to2 =  co3 =  4 с-1 
a =  2 M

Қаттиқ жисмнинг на
тижаловчи ҳаракати- 
нинг тезлигини топинг.



С

У23 =  ша а  =  4 -  2 =  8  — ; 

и =  ] Л  44-2 +  64 =  18,8 —  .
с

Энди жисм и тезлигининг ўқлардаги проекцияларини то- 
памиз. V тезликнинг проекцияси ташкил этувчи и, 4 ва v23 тез
ликнинг ўқлардаги проекцияларининг йиғиндисига тенг, 
яъни

Vx = K J x  +  (V2.Jx’ (6)

Vy =  ( У 1 . Л  +  (У2.з),- (? )

V, =  (У1,4)г +  (У2.3)г- (8)
Расмдан кўринадики,

М

С

(ум)«, =  U,,4 cos 45° =  12 • / 2 1 • 12 •

(и, 4)г =  0 (чунки v i 4 тезлик ётган текислик z ўқига тик 
йўналган). v23 тезлик йўналиши z ўқига тескари бўлганлиги 
учун

К з 1  =  0; (и ) =  _  8  .

(«2Л  =  °;

(В |Д  =  -  i»,.4 sin 45е =  -  12- У  2* • Ц -  =  -  12 - j p

\ч -
j j j

Y
ft



Охирги тезлик проекцияларининг қийматларини (6), (7) 
ва (8) формулага қўйиб vx, vy ва vz векторнинг модулини 
топамиз:

4 4 -мисол (24.2). III кривошип радиуси г булган II тиш
ли гилдиракнинг ўшандай г радиусли 1 тишли ғилдирак ус
тида думаланиши натижасида, со0 бурчакли тезлик билан О 
ўқи атрофида кўчма айланма ҳаракатга келтирилган бўлса,
II тишли ғилдиракнинг сон нисбий ва абсолют соа бурчакли 
тезликлари нимага тенг бўлади (181-расм)? ОА кривошип- 
нинг ҳаракатини кўчма ҳаракат деб ҳисобланг.

Жавоб: со23 =со0 (нисбий бурчакли тезлик), со2 =-■ 2 оу
4 5 -мисол (25.1). Айланиш ўқлари қўзғалмас ва а  ҳамда 

Р камраш бурчаклари бўлган иккита конусли- тишли гил- 
дираклар берилган. Биринчи ғилдирак соа бурчакли тезлик 
билан айланади (182-расм). Иккинчи ғилдиракнинг со2 бур
чакли тезлиги топилсин ва co2 қиймати. а  =  30°, р =  60°,

рядщ  =  — 1 0 — ■ хол учун ҳисоблансин. 
мни

а
sin  —

Жавоб: со, =  со, ---- — = 5 ,1 6  .
. Рsin —

2
4 6 -мисол (25.10).

Квадратли рама А В ўь,и
атрофида 2 тезлик

мин
билан айланади. Рама- 
нинг ВС диагонали би
лан устма-уст тушади ган 
ўқ атрофида диск ҳам
2 тезлик билан айла- 

мнн
надн (183- расм). Диск- 
нинг мутлоқ (абсолют) 
бурчакли тезлиги ва мут- 
лоқ бурчакли тезланиши
ни топинг.

Жавоб: со =  0,39 с-1 
6 =  0,031 с - 1.

К ў р с а т м а :  мутлоқ 
бурчакли тезликнинг со̂ , соу, со2 проекцияларидан олинган ҳоси-

лалар орқали (сох, <лу, сог) топилишини эътиборга олиш лозим.

У

е бурчакли тезланиш мутлоқ со



X БОБ. ДИНАМИКАНИНГ АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАРИ.
ДИНАМИКА ФАНИ. ДИНАМИКА РИВОЖЛАНИШИНИНГ 

ҚИСҚАЧА ТАРИХИ

1. Механиканинг жисмлар механик ҳаракатини кел
тириб чиқарадиган кучларга боғлаб ўрганадиган бў- 
лими динамика дейилади. Агар статикада жисм (нук- 
т а )л а р г а  таъсир этувчи кучлар системасини эквивалент 
кучлар билан алмаштнриш ва шу кучлар таъсирида 
жпсмларнинг мувозанат шартларини ўрганиш маса- 
лалари, кинематикада жисм (пуқта)ларнннг ҳаракат 
турларини урганиш масалалари кўриб чиқилган бўлса, 
динамика бўлимида ҳаракат  турлари кучлар бнлан 
боғланган ҳолда ўрганилади.

И сталган  жисмнинг ҳар қандай ҳолати (тинч ёки 
текис ҳаракати) шу жисмга бошқа жисмлар таъсири- 
нинг натижасидир. Бу таъсирлар жисмларнинг бир- 
бирига бевосита тегиб туриши натижасида ёки жисм
лар бир-биридан маълум масофада турганда бўлиши 
мумкин. Ж исмларнинг ўзаро таъсири натижасида, яъни 

вацт бирлигида бир жисмнинг таъсири ости- 
хпттч Да иккинчи жисм ҳаракат  мнқдорининг ўз- 

гарнши куч деган катталик орқали ифодала- 
^  "  нади.

Ж исмларнинг ўзаро таъсирини ҳам миқ- 
дор, ҳам йўналиш жиҳатидан ифодалайдиган 
физик катталик куч дейилади. Куч динамо
метр билан ўлчанади (1 8 4 -расм ).  Д инамо
метр маълум кучларга қараб  д араж алан ган  
пружина бўлиб, бу пружинанинг маълум 
жоиида кўрсаткич (стрелка) қўйилади ва 
пружинанинг охиридаги илгакда ўлчаниши 
лозим бўлган куч қўйилади. Динамометрнинг 
ишлаши пружинанинг чўзилишнга асослан
ган. Қўйилган куч миқдори чўзилиш дефор- 
мациясига тўғри пропорционал бўлиб, Гук 

184-расм. қонунига асосан куч Ғ =  —kx оркали топи-
Z



лади. Олдпндан пружинанпнг чўзплпшига қараб, 
кучнинг мпқдори ш калада аннқланган булади. Ж и см 
ларнинг бурилиш, эгилиш ва бошқа деформация- 
сига асосланган динамометрлар мавжуд. Куч бирлиги 
кплнб СИ системасида 1 Ньютон (Н) қабул қилннган, 
яна куч бирлигн сифатида кг-куч, дина, тонна-куч ва 
бошка бирликлар ишлатилади:

1 Н =  1 ЛЕЛ.; 1 кг-куч =  9,8 Н.
с-

Д инам икада статик ва кинематик м асал ал ар  бир- 
бирига боғлиқ ҳолда ечилади. Куч ва жисм ёки нуқта- 
нинг кинематик ҳолати орасидаги боғланиш кўриб 
чиқилади. Д инам ика нккига бўлинади: 1. Н уқта дина- 
микаси. 2. Механик система ёки қаттиқ жисм динами- 
каси.

М еханик система нуқталардан  тузилганлиги учун 
олдин нуқта учун динамика масалалари ечилади, кейин 
бу нуқта учун ечилган масала система учун умумлаш- 
тирилади.

Куч билан нуқтанинг кинематик ҳолати нуқтанинг 
массаси оркали ифодаланади. Масса бу жисмда бор 
булган материя миқдоридир ёки жисм инерциясининг 
ўлчовидир. Масса шайнли тарозида ўлчанади. М асса- 
нинг ўлчов бирлиги килиб г., кг., тонна қабул қилннган.

Д инам икада куч, масса ва тезланиш лар орасидаги 
богланишлар дифференциал тенгламалар ш аклида ифо- 
даланадп. Кейин шу дифференциал боғланишлардан 
фойдаланиб, нуқта ёки системанинг ҳ ар акат  қонунлари 
аниқланади.

2. Ҳозирги замон динамикасининг ривожланиш ида 
бутун дупё олимлари муайян ҳисса қўшганлар, айпиқса 
буюк итальян олими Галилео Галилей (1564— 1642) 
биринчи бўлиб ҳаракатдаги  нуқта учун тезлик ва тез
ланиш тушунчаларини киритди, жисмларнинг буш лиқда 
тушиш қонунини кашф этди. Галилей инерция қону- 
нини ихтиро қилди ва батафсил баён этди. Бўш лиқда 
горизонтга нисбатан қия отилган жисмнинг ҳаракат  
қонунн параболадан  иборат эканлигини исботлади.

Голландия олими Гюйгенс (1629— 1695) инерция 
моменти тушунчасини фанга киритДи, маятниклар  на- 
зариясини ишлаб чиқди, соат механизмини ихтиро этДи, 
марказдан  қочма куч тушунчасини киритди.

Классик механиканинг асосчиси, буюк Галилейнинг



давомчиси инглиз олнми ва мутафаккири И саак Нью
тон (1643— 1727) ўзининг «Натур философиянинг мате
матик асослари» номли асарида механиканинг асосий 
уч қонунини аниқлаб бериб, шу уч қонун асосида ди
намика курсини кетма-кет баён этди ва шу билан ки
нематик, статик ва динамик катталиклар бир-бирига 
боғлиқлигининг математик методларини аниқ ва рав- 
шан нўрсатди. Ҳаракат миқдорининг ўзгариши ташқи 
кучга боғлиқ эканлигини исботлади. Бутун олам тор- 
тишиш қонунини кашф этди. Бироқ XX аср бошларида 
очилган янги кашфиётлар микрожисмларда ва тезлик
лари ёруғликнинг бўшлиқдаги тезлигига яқин бўлган 
жисмлар учун фазо ва вақт жисмларнинг кинематик 
ҳолатига боғлик; бўлади, деган хулосага олиб келди.

Ҳ аракат ми^дг.рининг гакллннш конунини Д екарт  
(1596— 1650), кинетик энергиянинг ўзгариши ҳақидаги 
теоремани ака-ука И. Бернулли (1667— 1748), Д. Б ер 
нулли (1700— 1782), ҳаракат миқдори моментининг 
ўзгариши ҳақидаги теоремани Эйлер (1746) ва Бер- 
нуллн кашф этди. Я. Герман (1678— 1733) динамика 
масалаларини статик усул билан — кинетостатика усу
ли билан ечиш мумкинлигини кўрсатди.

Боғланишлар таъсирида бўлган мураккаб система- 
лар учун Д алам бер  (1717— 1783) ва Герман— Эйлер ҳа- 
ракатдаги жисмнинг динамик мувозанат тенглам ала
рини тузиш принципларини кўрсатдилар.

Биринчи бўлиб Стевин (1548— 1620) мумкин бўлган 
кўчиш принципини тузди ва бу принципни Л агр ан ж  
(1736— 1813), Герман— Эйлер—Д алам берлар  ривожлаи- 
тириб, амалдаги масалалар  учун татбиқ этиш усулини 
илмий асосда ишлаб чиқдилар. Шу принципни умум- 
лаштириб, Галилей механиканинг олтин қоидасини 
тузди.

Л агран ж  системанинг дифференциал тен глам ала
рини умумлашган координаталар шаклида ифодалаб, 
ҳозирги замон классик аналитик механикасига асос 
солди. Бу умумлашган координаталарда ифодаланган 
тенгламаларни кичик тебранишли системалар учун 
татбиқ этди.

Н. Е. Жуковский (1847— 1921) механиканинг ало- 
хпда булимн булган аэро-гидродпнамиканинг асосчи- 
ларидан бири бўлиб, унинг уюрмалар ҳақидаги таъли- 
моти ҳозир ҳам шу соҳада назарий асос бўлиб хпзмат 
қиладн.



Самовий жисмларга саёҳат қилиш учун бош қа прин- 
ципга асосланиб ишлайдиган реактив двигателлар  
назарнясига И. В. Мешчерский (1859— 1935) асос сол- 
дн. У узгарувчан массалн жисм механикаси деган янги 
механика булимини илмий ва назарий томондан асос- 
лаб берди.

К. Э. Циолковский (1857— 1935), И. П. Королев ва 
бошқа олимларнинг ишлари натижасида ҳозирги за-  
монда сифатли ва қувватли реактив двигателлар ясал- 
ган, бу двигателлар космоснинг сирларини ўрганиш 
учун ягона транспорт воситаси бўлиб хизмат қилмоқда.

62- § Динамиканинг асосий қонунларн. 
Инерциал ҳисоблаш снстемалари

Д инамика бўлими Ньютон томонидан аксиомалар 
тариқасида қабул қилинган ва системага киритилган 
қуйидаги тўрт қонунга асосланади.

1. Инерция қонуни. М атериал нуқта (жисм) узининг 
тинч ҳолатини ёки тўғри чизиқли текис ҳаракат  ҳола- 
тини, то бу нуқта (ж исм)га  бошқа жисмлар таъсир 
этиб, нуқта (жисм)ни бу ҳолатидан чиқаргунча сақ-
лайди. Нуқта тинч ҳолатда бўлса, тезлиги v =  0, тўғри чи- 
зиқли текис ҳаракат ҳолатида бўлса, тезлиги v --  const бу
лади. Демак, агар нуқтанинг тезлик вектори v =  const бўл- 
са, бу ну к, та ёки тинч ҳолатида ёки тўғри чизиқли текис
ҳаракат ҳолатида бўлади. Агар нуқта учун v =  const бўл-
ca, бу нуқта доим v =  const ҳолатини сақлашга интилади.
Нуқтанинг тезлигини v =  const (тинч ёки тўғри чизиқли те
кис ҳаракат ҳолатини) сақлаш хоссаси инерция дейилади. 
Агар бошқа жисмлар нуқтага таъсир этмаса, бу нуқта ўзи-
нинг инерциясини, яъни u = co n s t  ҳолатини сақлайди. Инер
ция ёки инертлик ҳар цандай материал нуқта ёки жисмнинг 
ажралмас хоссаси бўлиб, ҳаракатнинг пайдо бўлмаслиги ёки 
йўқолмаслигнни кўрсатувчи белгидир. Нуқта ёки жисм ўзи- 
нинг кинематик ҳолатини, (185-расм) инертлигини сақлашга



интилади. Агар аравача бирданига тўхтатилса, унинг устида- 
ги D жисм олдинга караб парабола бўйлаб ҳаракат қилади 
ёки агар аравача бирданига олдинга қараб ҳаракат қилса 
ҳам, D жисм opi^ara караб яна парабола бўйлаб харакат 
килади.

2. Тезланиш ва кучнинг мутаносиблик цонуни ёки 
Ньютоннинг иккинчи қонуни. Бу қонунга мувофик нуқ- 
танпнг тезланиши шу нуқтага таъсир этаётган кучга 
тўғри пропорционал бўлиб, шу таъсир этаётган куч 
йўналиши томон йўналган булади. Бу қонун қуйидагича 
ифодаланади:

Тенглама нуқтанинг а тезланиши нуқтага таъсир этаёт

ган Ғ куч ва нуқтанинг т массаси катталикларини ўзаро 
боғлайди. Бу тенгламадан

ифода келиб чиқади. Охирги (62.1) ва (62.2) тенгламага 
Ньютоннинг иккинчи қонуни ёки динамиканинг асосий 
тенгламаси деб ҳам айтилади.

Нуқтанинг яг массаси икки хил таърифланади:
1. М асса бу нуқта (жисм) га тўпланган материя (мод
да) миқдори. 2. М асса нуқта инерциясининг ўлчовидир. 
Шу билан бирга, масса бу тортишиш (гравитацион) 
майдонни ҳосил этувчи физик катталик дейилади, яъни 
инерт масса ва гравитацион масса деган атам а қўлла- 
нилади.

Ҳозир инерт масса ҳам, гравитацион масса ҳам 
айнан битта физик катталик эканлиги маълум. К лас
сик механикада нуқта ёки жисм массаси, олдин айтга- 
нимиздек, тинч турган ҳолда ҳам ёки ҳаракат  ҳолида 
ҳам бир хил деб ҳисобланади. Бу катталик жисмнинг 
инертлигини ҳамда гравитацион хоссасини ифодалайди. 
М асса жисмдаги материя миқдори бўлиб, бу материя 
ўзининг икки хусусиятини, инертлик ва гравитацион 
хусусиятини кўрсатади, деб тушуниш лозим.

Агар т массали (жисм) нуқтага Ғ1 ва F2 кучлар таъ
сир этганда, бу нуқта ау ва аа тезланиш олса,

Ғ (62.1)а
т

Ғ =  т ■ а (62.2)

т

Ғ.

т
[j
F,



тенглама ҳосил бўлади. Бу тенгламадан нуқтанинг тез
ланиши кучларга тўғри пропорционал эканлиги яққол 
кўриниб турибди. Берилган куч таъсирида олинадиган 
тезланиш массага тескари пропорционал бўлади, яъни 
масса орттирилса, нуқта (жисм) нинг тезланиши камая-

р
ди. Массанинг миқдоринн (62.1) дан, т =  — орқали ҳи-

а
соблаш мумкин.

Маълумки, Р оғирлик кучи таъсирида жисм g  (эркин 
тушиш тезланиши) тезланиш олади, демак, (62.2) га асосан

Р =  т ■ g2. (62.4)
Ер сиртида g  =  9,8 м/с2 деб қабул қилинган. Агар 

жисм массаси т =  1 кг бўлса, бу жисмнинг оғирлиги
Р =  1 кг -9,8 м/с2 = 9 , 8  Н.

Маълумки, 1 кг-куч ёкн қнсқача 1 кг к 9,8 Н га тенг, 
яъни

1 кгк =  9,8 Н.
Эркин тушиш тезланиши Ер сиртининг ҳам м а жойи- 

да  бир хил қийматга эга эмас. Д емак, бир хил масса- 
даги жисм Ер сиртининг ҳар хил нуқталарида, ҳар хил 
оғирликка эга бўлади. Агар эркин тушиш тезланиши 
нолга .тенг  бўлса (гравитацион майдои бўлмаган  ж ой),  
жисмнинг оғирлиги ҳам нолга тенг булади. Д ем ак , нуқ- 
та ёки жисмда ҳамма вақт масса мавжуд, оғирлиги эса 
ҳамма вақт мавжуд бўлмаслиги мумкин экан.

Агар таъсир этувчи куч Ғ =  0 бўлса, жисмнинг теэла-

нишн а =  0 бўлиши турган ran. Аммо а =  эканлиги

ни эсласак, d v  =  0 ёки бундан, v =  const келиб чиқади. 
Бу V =  const эса Ньютоннинг биринчи ёки инерция қону- 
нининг ўзгинасидир.

3. Таъсир ва акс таъсир қонуни. Ҳар қандай  таъ- 
сирга тенг булган ва қарама-қарш и йўналган акс т а ъ 
сир мос келади. Агар бир жисм иккинчи ж исмга бирон 
куч билан таъсир этса, иккинчи жисм шу вақтнинг ўзида 
биринчи жисмга худди ўшандай куч билан акс таъсир 

этади. Бу акс таъсир кучини F2l, таъсир кучини F12 деб 
олсак, учинчи қонунга асосан

.Fjj =  F21. (62.5)

Акс таъсир этувчи Ғ2\ кучнинг пайдо бўлишига



сабаб иккинчи жисмнинг инертлнгидир, яъни иккинчи 
жисм ўзининг олдинги кинематик ҳолатини (инерция- 
сини) сақламоқчи булади ва шунинг учун инерция кучи 
пайдо булади. Бу инерция кучи таъсир этувчи Ғ ]2куч- 
га нисбатан тескари йўналганлиги учун (62.5) тенгла
манинг ўнг томонига минус ишора қўйилади.

Таъсир ва акс таъсир кучлари бир-бирини мувоза- 
натламайди, чунки бу кучлар бошқа-бошқа жисмларга 
қўйилган. Ҳ ақиқатан ҳам, таъсир этувчи Ғ ]2 куч 
иккинчи жисмга, акс таъсир этувчи куч F2\ биринчи 
жисмга қўйилганлиги учун, бу кучларни қўшиб бўл- 
майди ва шунинг учун Ғ \2 ва Ғ̂ \ куч бир-бирини му- 
возанатламайди.

Агар D жисмга F куч таъсир этиб, а тезланиш ҳосил 
•у-лса (18G- расм), D жнем ннерциясн туфаили Ф — та инер
ция кучи ҳосил булади. Агар Ғ куч ип орқали жисмга а 
тезланиш берса (186-о расм) ва бу куч Ғ =  т-а (186-6 
расм) га тенг бўлса, инерция кучи Ф = — т-а булган хол
да ип А га қўйилган (186-в расм) булади.

Шундай қилиб, инерция кучи бу реал куч бўлиб, бу 
куч нуқтанинг (ёки жисм) тезлигини ўзгартиришга 
(инерциясига) кўрсатадиган акс таъсир кучидир ва бу 
куч тезланиш берувчи жисмга қўйилган булади.

Акс таъсир этувчи куч нуқта (жисм) инертлиги ту- 
файли пайдо бўлганлиги ва инертлик материянинг энг 
умумий хоссаларидан бири бўлганлиги учун таъсир 
ва акс таъсир қонуни табиатнинг энг умумий қонун- 
ларидан бнридир. Бу қонун ҳар қандай ҳодисаларда 
намоён бўлади.

Агар нуқта (жисм) эгри чнзиқли ҳ ар акат  қилаётган 
бўлса (1 8 7 -расм), инерция кучи Ф ташкил этувчи урин
ма Ф, ва нормал Фп кучларга ажралади, яъни

б) Г * ч ®  1 ?

187- расм.

и 186- расм.



mv'Фп =■- та,, =  —п " р

Ф =  Ф -L ф
т п

(62.7)

(62.8)

dv—  =  ат эканлиги кпнематнкадан маъ

лум (р — траекториянинг эгрилик ради yen).
Таъсир этувчи F12 ва акс таъсир этувчи Ғп  куч мос 

равишда т , ^  ва т2а2 орқали нфодаланганлиги учун

келиб чиқади. Бу ифодадан массалар нисбати тезла- 
нишлар нисбатига тескари муносабатда эканлиги келиб 
чиқади, яъ ни  массаси катта бўлган нуқта (жисм) тез
ланиши кичик ва аксинча, массаси кичик булган нуқта 
(жисм) нинг тезланиши катта булади, деган хулоса 
келиб чиқадп. Ана шунинг учун ёш бола билан катта 
киши бир-бирига модуллари тенг булган куч билан 
таъсир этишига қарамасдан катта кишининг тезл а
ниши кичик булади. Катта киши боланинг таъсиридан 
деярли жоиидан қўзғалмайди, ҳолбуки, айни шу вақт- 
да, ёш бола ушандаи куч таъсири остида катта тезл а
ниш олади (жойидан қўзғалиб тез ҳаракат  қилади). 
Бунга сабаб ёш боланинг массаси катта кишининг 
массаснга нисбатан анча кичик эканлигидир ва шунинг 
учун тезланйши (62.9) тенгламага мувофиқ, анча катта 
бўладн. Қуёшиииг массаси Ерга нисбатан жуда ҳам 
катта бўлганлиги учун Ернинг таъсир кучидан Қуёш 
оладиган тезланиш ниҳоятда кичик, аммо Қуёшнинг 
таъсир кучидан Ер оладиган тезланиш анча каттадир.

4. Кучлар таъсирларининг мустақиллик қонунига 
асосан нуқта (жисм) га бир вақтнинг ўзида бир неча 
куч таъсир этса, бу кучлар таъсирларининг натижаси 
мустакил равишда бўлади. Агар буни батафенлрок 
тушунтирсак, яъни нуқтанинг массаси т бўлиб, бу нуқтага
Fj; F2 . . . Ғп куч таъсир этади. Нуқта a lt аг . . . ап тез- 
ланишларга эришиши мумкин бўлса, шу нуқтанинг ҳар бир 
куч таъсирида оладиган тезланиши бошқа кучларга боғлиқ 
эмас. Бошцача қилиб а.йтганда, а х тезланиш вектори фақат 
Ғг куч ва нуқтапинг массаси т га боғлнқ булади, a 2 фақат

mj _ аа
т2 Qj

(62.9)



Ғ2 ва т га ва ҳоказо. Нуқтанинг олган тўлиқ тезланиши 
а ташкил этувчи а2; ап тезланишларнинг геометрик 
йиғиндисига тенг:

а =  —  -|— -  +  . . . +  — ах +  аг +  . . .  +  а > (62.10) 
гп т т

иккинчи томондан а =  —  эканлигини хисобга олсак,
т \

Ғ =■ Ғх +  Ғ2 +  . . . Ғп келиб чиқишини пайқашимиз равшан-
дир.

Д инамика қонунлари, албатта, маълум бир саноқ 
системаси ёки ҳисоблаш системасига нисбатан олинади. 
Бу қонунлар инерциал ҳисоблаш системаларига нис
батан аниқ баж арилади. Агар системанинг тезлик век- 
торн V =  coconst бўлса, бундай системаларга инерциал 
ҳисоблаш системалари деб айтилади. Бундай система- 
ларда и тезлик нолга тенг булади ёки бирон сонга 
тенг булади. Агар v =  0 бўлса, система тингч ҳолатда 
булади ва v тезликни бирон сонга тенг десак, бу сон 
1,2, . . . ,  п чексиз бўлнши мумкин. Бу холда система 
тўғри чизшуш текис ҳаракат ҳолатида булади. Демак, 
тинч ёки тўғри чизпқли текис ҳаракатда булган систе
маларга, яъни тезлик вектори доимий бўлган система
ларга инерциал ҳисоблаш системалари деб айтилади.

Инерциал ҳисоблаш системалари чексиз кўп бўли- 
ши мумкин ва исталган бундай системалар учун дина
мика қонунлари аниқ бажарилади. Амалда учрайдиган 
масалаларни  ечиш учун Ерни инерциал ҳисоблаш сис
темаси деб қабул қилинади. Астрономик масалаларни  
ечиш учун Қуёшни инерциал системанинг маркази  деб 
қабул қилинади. Ҳақиқатда эса Ерни ҳам, Қуёшни ҳам 
инерциал ҳисоблаш системасининг маркази деб олиш 
тўғри эмас, чунки Ер ҳам, Қуёш ҳам эгри чизиқли 
ҳаракатда  бўлганлиги учун инерция кучлари мавжуд 
бўлади. Д емак, бу системаларнинг тезланиши бор ва 
системанинг тезлик вектори доимий эмас. Шунинг учун 
Ер ҳам, Қуёш ҳам инерциал ҳисоблаш системалари 
бўла олмапди. Лекин ам алда курилаётгап техник м а
салаларни Ер ва Қуёшни инерциал система деб ҳисоб- 
лаб ечишда бўладиган хатолпклар ниҳоятда (иккинчи 
ва учинчи .тартиблн хатоликлар) кичик бўлади.



63- §. Нуқта динамикасинннг асосий тенгламаси 
ёки нуқта ҳаракатининг дифференциал тенгламалари

Олдин айтганимиздек, Ньютоннинг иккинчи қонуни 
нуқта динамикасининг асосий тенгламаси дейилади. Бу 
тенгламани

та  =  Ғ (63.1)

шаклда ёки a ^ - d v / d t  эканлигиш хпсобга олиб,

т —  =  F , (63.2)
dt v '

кўринншда ҳам ёзилади. (64.2) дан фойдаланиб, илга
риланма ҳаракатда булган нуқтага дойр ҳар қандай 
масалани ечиш мумкин. Маълумки, нуқтанинг тезла
ниши

~а =  —  (63.3)
dt2

кўринишда ҳам ёзилади, шунга асосланиб, (63.1) тенг
ламани қуйидагича тасвирланади:

т —— =  Ғ. . (S3. 4)
dt2

Албатта, (63.1) — (63.4) тенгламаларда нуқтага таъсир 
этувчи кучларнинг тенг таъсир этувчисини Ғ деб қабул қи-
лиш лозим, яъни агар ну к, та га Flt F2 . . . Ғп кучлар таъ
сир этаётган бўлса, куч Ғ қуйидаги формуладан топилади:

Л

Ғ = - ? ! + ■ > ,  +  . . . ғ п =  2  • Ft (63.5)
I i=i

(63.1) — (63.4) тенгламалар нуқта дипамикаснпи ir асо
сий тенгламалари ёки нуқта ҳаракатининг дифф ерен
циал тенгламалари дейилади. М атематикадап маълумки, 
тенгламаларнинг ҳар биттасининг чексиз кўп ечими 
бўлиши мумкин. Ечимлар аниқ масалани тўлиқ ифо- 
далаш и учун бир қипматлилик шартларини қаноатлан- 
тириши лозим. Бир қнйматлилик ш артлари икки қисм- 
дан  иборат: 1) бошланғич шартлар; 2) чегаравий шарт- 
лар.



Бошланғич ш арт деганда, вақт t =  0 бўлганда диф
ференциал тенгламада изланадиган катталикнинг (тез
лик ёки масофа) бошланғич қиймати нимага тенг экан
лиги тушунилади. Чегаравий шартлар деганда, нуқта 
фазонинг маълум ҳаж мида ҳаракат  қилганида шу 
ҳажмни чегаралаётган сиртда ёки ҳажмнинг маълум 
ж ойларида изланаётган катталикнинг қиймати нимага 
тенг эканлиги тушунилади.

Агар дифференциал тенгламанинг топилган ечими 
бирқийматлилик шартини тўлиқ қаноатлантирса, шун- 
дагина ечим ягона ечим бўлади ва кўриладиган маса
лани тўлиқ ифодалаш мумкин.

Маълумки, нуқта ҳаракатининг дифференциал тенг
ламаси (63.4) иккинчи тартибли чизикли дифферен
циал  тенгламадир. Шу сабабли, бу тенгламанинг ечи- 
мини аниклаш учун тенгламаларпи икки марта инте- 
граллаш лозим бўлади. Ҳар бир марта интсграллаиган- 
да интеграллаш доимийларини топиш учун бирқиймат- 
лилик шартларидан фондаланадилар.

64- §. Эркин нуқта ҳаракати дифференциал 
тенгламаларининг проекцияларда ифодаланнши

63-§  да кўрилган эркин нуқта ҳаракатининг диффе
ренциал тенгламаларини координата ўқларидаги проек
цияларда ифодалайлик.

1/ Декарт координата системасида нуқтага таъсир этув
чи куч Flt Flt . . . Fn бўлсин. Бу кучнинг (188-расм) X, Y,



Z ўқлардаги проекциялари Ғх, Ғу< Ғг, нуқтанинг координа
талари х, у, г ва нуқта тезланишининг ўқлардаги проекция
лари ах, ау, аг бўлсии. Агар радиус- вектор координата ўқ- 
лари билан маълум бурчакларни ташкил этса, қуйидаги 
ифодаларнн ёзишимиз мумкин:

х  =  г ■ cos (г , i ), 
у = r c o s ( r ^ u / j ,  
Z =  г cos ( г , k)

(64.1)

ах =  a cos ( а , i )

ау ~ а  cos ( а  • Г ),

а =  a cos  ( а  , / с )

(64 2)

Fx =  F cos (F , i )

Fy =  Fcos(F,  / )  (64.3)

Fz =  F • cos ( F , £ )

Энди нуқта ҳаракатининг дифференциал тенглама-
сини проекцияларда қуиидагича езиш мумкин:

таи =  Ғи .
т а ,2 jc 2jc» та ,2i/ 2y»

mau =  
т а 2г =  Ғ2г

m a nx =  F nx> m %  =  Fny' mant =  Fnпя Л

(64.4)

Ҳар бир X, Y, Z ўқлар бўйлаб (64.4) тенгламаларни 
қўшамиз:

т  (а 1х +  а2х +  • • • +  а пх) Ғ \х +  Ғ 2х +  ■ • • +  F n

т  ( %  +  ° 2 у  +  • • • +  % )  -  +  Ғ 2у +  

Ш +  f l 2 z  +  ■ • • +  О  ^  F \z  +  Ғ 2г +

ny
(64.5)

Чап ва ўнг томонлардаги тезланиш ва куч проекцияла- 
рининг йиғиндисини мос равишда ах, ау, аг ва Ғх, Ғу, Ғя 
деб белгиласак,

та_ =  Ғ ..



/=|
П

ах = а \х +  ° 2 х +  ■ ■ ■ +  а„х =  2  а
1=1

а* т  % + ° 2J, +  • • • }

flz =  a iz +  а22 +  •

ва

Ғ* - ' Ғи  +  Ғ2*+ •

>  =  Ғ \у +  Ғ2у +

f z =  K + f 2, +

+ а^ = 2 ° -  
1=1 )

+ F  = У ~ Ғ .1 n x  ^  ix
i= i

■ + к ~  i?«
i=i 
п -V

. +  = У ғ .1 Л Л2 ^  J 17
;=1

(64.8)

Проекцияларда ифодаланган (64.6) яна қуйидаги 
кўринишларда ҳам ифодаланади:

ва

dv 1
т - j f  =  F . d/ *

dvv

dvz p
т ~1Г = Ғг

mx =  Fx

my = F y
mz =  Ғ,

(64.9)

(64.10)

Ҳосил қилинган (64.6), (64.9), (64.10) тенгламалар 
нуқта ҳаракатининг декарт ўқларидаги проекцияларда 
ифодаланган дифференциал тенгламалари дейилади.

2. Табиий ўқларда  нуқта ҳаракатининг дифферен
циал тенгламасини қуйидагича ифодалаймиз. Ф араз 
қилайлик, ну^тага Flt Ft , . . . , Fn куч таъсир этсин (189- 
расм). Бу кучларнинг табиий ўқлардаги проекцияларининг



ииғиндиси, яъни тангенци- 
ал, бош нормал ва бинор
мал ўқлардаги проекция- 
ларининг йиғиндиси

2  Ffos (Fi , т); £ Ғ .  cos(Fp)
i=i i=l

189- расм.

ва V F .c o s (F .b )  бўлсин,
s

агар тезланиш проекция- 
ларининг йиғиндисини аг> 
ап' аь белгиласак, нуқта ҳаракатининг табиий ўқлар- 
даги дифференциал тенгламалари қуйидагича ёзилади:

Охирги тенгламада

тат =  Fi ’ 
т а п =  Ғ п’
mab =

ах =  a cos ( а , т ), 

ал =  а  cos ( а , /г), 

аь =  а cos (а , Ь)

(64.11)

(64.12)

ва

=  S ^ c o s ^ . ,  т), 
i=i

ғ „ = £  ^  cos(?,. «)■
i=l

(64,13)

^  =  2 ^ c o s ( F . , b )  
i=i

эканлигини эслатамиз. Бу тенгламаларда т, л, b — табиий 
ўқларга ўтказилган бирлик векторлардир (орталар).

Кинематикадан маълумки, ах ва ап қуйидаги формула- 
лар бнлан топилар^эди:

d2sах =  a cos (а ,  т )  =  — , 

ап =  a cos (alt n) =  —  .

(64.14)

(64.15) 
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Бунда р — нуқта траекториясининг эгрилик радиуси. 
Агар охирги икки формулани (64.11) тенгламаларнинг 
биринчиси ва иккинчисига қўйсак,

(64 .16 )

тенгламаларни ҳосил қиламиз. Бу тенглам алар 
нуқта ҳаракатининг дифференциал тенгламасининг 
табиий ўқларда ифодаланиш идир. (64.11) йфодадаги 
учинчи тенглама бинормал ўқидаги дифференциал

ки, нуқта тезланиш и тегиб турувчи текисликда ётади 
(39-§  га қаранг) ва шунинг учун, яъни тезланиш  тегнб 
турувчи текисликда ётгани учун, тезланиш нинг бинор
мал ўқидаги проекцияси нолга тенг.

ва демак, шу b ўқдаги куч проекцияси ҳам нолга тенг 
бўлади:

Ш ундай қилиб, нуқта ҳаракатининг дифференциал 
тенглам алари тибиий ўқларда (64.16) тенглам алар  ш ак
лида ифодаланади.

Агар нуқтанинг ҳаракати  тўғри чизиқли бўлса, бу 
ҳоада х, у, z  ўқларининг биронтаси бўйлаб ёки т, п ўқ- 
ларининг биронтасига мос бўлиб қолади ва бундай 
тўғри чизиқ бўйлаб ҳ аракат  қиладиган нуқтанинг диф 
ференциал тенгламаси ф ақат биттагина бўлиб қолади: 
ф ақат х ёки ф ақат  у, ёки ф ақат г  ўки бўйича ҳаракат 
қилади.

65- §. Нуқта динамикасининг икки асосий масаласи

Н уқтанинг ҳаракати  вақтидаги динам ика м асала- 
сини қуйидаги икки турдаги масала ҳолига келтири- 
лади. Бу икки тур м асала нуқта динамикасининг икки 
асосий масаласи  деб аталади.

Биринчи масала. Берилган т массадаги нуқта

ab =  a cos ( а , Ь) =  О (64.17)

f b =  '2 . Fi C0S(Fi b') =  °-



r =  r (t) қонун бўйича ҳ аракат  қилади. Ш у нуқтага т а ъ 
сир этувчи куч топилсин.

Е ч и ш  у с у л и .  Н уқтага таъсир этувчи куч дин а
миканинг асосий тенгламаси бўлган (63.4) иф одага 
асосан

Ғ =  т —  (65.1
dt*

формула ёрдам ида ҳисобланади ёки шу формуланинг 
ўқлардаги  проекциялари

Ғ =  т (65.2)
* dt* v '

ғ, = т%-  <65 3 >

Ғ = т  —  (65.4)
z dfi '

орқали ҳисобланади. Аниқроқ қилиб айтганда, нуқтага таъсир 
этадиган кучни аниқлаш учун нуқтанинг ҳаракат қонуни 
r =  r(t) дан икки марта ҳосила олиб, нуқтанинг тезланиши

d1r
а =  -jjj- топилади ва бу тезланишни нуқтанинг массаси

т га кўпайтириб, нуқтага таъсир этадиган куч топилади.
Агар йуқтанинг ҳаракат қонуни координата ўқлари бўй- 

лаб
x = x ( t ) ,  (65.5)

У =  У (t), (65.6)
z =  z(t) (65.7)

шаклда берилган бўлса, бу тенгламалардан икки мартадан
_. „ „ - d'-x d 2y  d'2zвақт бўиича ҳосила олиб, топилади ва то-

пилган тезланиш проекциялари (65.2) — (65.4) фэрмулалар- 
га қўйилиб, Ғх, Ғ , Ғг қийматлари ҳисобланади.

Куч проекциялари Ғх, Ғ , Ғг қийматларга асосланиб, 
тўлиқ куч модули

Ғ =  У ғ \  +  Ғ'у +  /•; (65.8)

орқали ва Ғ кучнинг йўналиши эса йўналтирувчи косинус- 
ларни ифодалайдиган қуйидаги тенгламалар орқали аниқ- 
ланади:

cos (Ғ, i ) = - ^ ;c o s ( F ,  / ) = ^ - ;  cos (Ft , k) =  - у  .



Иккинчи масала. Массаси т булган нуқта Ғ куч 
таъсирида ҳаракат  қилиши ва бошланғич ҳамда чега- 
равий ш артлар  маълум бўлиб, шу нуқтанннг ҳаракат  
тенгламаси ёки ҳаракат  қонунини аниқлаш лозим.

Е ч и ш  у с у л и .  Нуқтанинг ҳаракат тенгламаси ёки 
ҳаракат  қонунини топиш учун ҳаракатнинг дифферен
циал тенгламасини икки марта интеграллаш лозим. 
Биринчи марта интеграллаш натижасида нуқтанинг 
тезлиги топилади. Бу тезликни топиш учун олдин ҳара- 
катнинг дифференциал тенгламасини тезлик орқали 
ёзиб интегралланади. Охирги тенгламадан тезлик, агар 
куч ва масса вақт функцияси бўлса, қуйидагича ифо- 
даланади:

v = [ — dt. (R510)
.! тI

Бу (65.10) формуладан F ва т лар берилган бўлса,
V ни тезгина ҳисоблаш мумкин.

Нуқтанинг ҳаракат қонунини топиш учун алгебраик тез
ликнинг v =  ds- эканлигини назарда тутиб, охирги ифодадан 

dt
масофа (ҳаракат қонуни) топилади:

s = j v d t .  (65.11)

Ҳ аракат  қонунини (65.11) дан топиш учун (65.10) 
дан фойдаланиб топилган V тезликни (65.11) га қўйиб 
интегралланади.

Таъкидлаш  лозимки, v тезлик ва s ҳ ар акаг  қону- 
нини топганимизда, (65.10) ва (65.11) ифодаларни ин- 
тегралланганда С, ва С2 интеграллаш доимийларини 
аниқлаш лозим бўлади. Тезликни топганда битта ин
теграллаш ’ доимийси С ь ҳаракат  қонунини топганда 
иккинчи интеграллаш доимийси С2 ҳосил бўлади. Ci 
ва С2 интеграллаш доимийлари бошланғич ёки чегара 
ш артларидан фойдаланиб топилади.

Агар нуқта ҳаракатининг дифференциал тенглама
лари проекцияларда, яъни (64.9) ёки (64.10) шаклда 
берилган бўлса, бу ҳолда учта дифференциал тенгла- 
манинг ҳар бирини икки мартадан интеграллаш лозим 
бўлади. Биринчи марта интеграллаганда vx. vy, vz топилади
ва бунда С,, С2, С3 учта интеграллаш доимийси ҳосил бўла- 
дн. Иккинчи марта ингегралланганда ўқлар бўйлаб ҳара- 
кат қонунлари х, у, z топилади ва яна учта интеграллаш



доимийси Cit Ct , C6 хосил булади. Бу интеграллаш доимий- 
лари С„ С,. . . . .  С, бошланғич ва чегара (бирқийматлилик 
шарти) шартига асосан топилади. Бошланғич шартларда 
t вақт нолга тенг бўлганда, нуқтанннг бошланғич вазияти
ни аниклайдиган координата л*0, у 0, z„ ва нуқтанинг бошлан-
ғич тезлигининг ўқлардаги проекциялари v0x =  х0, v0y =  yQ 

ва от =  2д маълум булади, яъни / =  0 да

Охирги (*) шаклда берилган ифодалар бошланғич 
ш артлар  дейилади. Бу бошланғич ш артлардан  фойда
ланиб, Си С2.........  С6 топилади ва булар (64; 10) тенг-
ламаларнинг умумий ечимларига қўйилгандан кейин 
нуқтанинг ҳаракат  қонунлари қуйидаги кўринишларда 
ифодаланади:

(65.12) — (65.14) тенгламалар нуқтанинг ҳаракат  
қонунларидир. Кўриниб турибдики, бошланғич шарт 
берилганларига асосан ва нуқтага таъсир этувчи куч
ларнинг характерига қараб ну^танинг ҳ ар акат  қонунн 
ўзгаради.

Шундай қилиб, иккинчи масалани ечиш учун бош- 
ланғич ш артлар  маълум бўлиши керак ва бошланғнч 
вақтдаги нуқтанинг вазияти (координаталари) ни аник
лаш  ҳисоблашнинг боши деб қабул қилинади. Амалда 
кўп м асалалар  нуқта динамикасининг иккинчи маса- 
ласи шаклида учрайди. Айрим ҳолда нуқтанинг масса
си т ва нуқтага таъсир этувчи куч Ғ мураккаб вақт  
функцияси шаклида берилган бўладики, бу ҳолда, нуқ- 
та ҳаракатининг дифференциал тенгламаларини тақри- 
бий (қаторларга ёйнш йўли билан) интегралланади. 
Бу интеграллашни бажариш да ҳозирги замон электрон 
ҳисоблаш маш иналаридан ф ойдаланилганда яхши ик
тисодий сам араларга  эришилади.

х  =  *0; У =  У. z  =  г0; vx =  х =  х0

vy =  У =  у0\ vz =  г =  г0. Г )

X  —  f\ { t , Aq, i/p, Zqt X q, //q, Z(j), 

У  —  f l i f l  *0. Уо, Zq, X q, I/o, Zq),

z  “  /э  (^t *̂ 0t i/oi ^o» -̂ 0» У о » *<>)•

(65.12)

(65.13)
(65.14)



66-§. Нуқтя ҳаракатинннг дифференциал 
тенгламаларини интеграллаш

Нуқта ҳаракатинннг дифференциал тенгламаларини
(63.1) — (63.4) ёки (64.9), (64.10) ва (64.16) кўринишда 
қўлланилиб, бу тенгламаларни бир неча ҳолларда ин- 
тегралланишини кўрамиз.

Б и р и н ч и  ҳ о л: иуқтага таъсир этадигаК кучлар
нинг тенг таъсир этувчиси Ғ =  0 бўлсин. Бундай ҳолда (63.2)
тенглама қуйидаги т —  = 0  шаклни олади. Бундан т Ф  0dt
бўлганлиги учун dv =  0 ва

t ' = c t =  const (66.1)
бўлиб қплади.
Бу ерда С, ни бошланғич шаргдан фойдаланиб гипамиз’ 
t =  0 бўлганда,

v =  v0 (66.2)
бўлса, (66.2) ни (66.1) га қўйсак,

Cj =  v0 (66.3)
ҳосил бўлади ва ниҳоят, агар (66.3) ни (66.1) га қўйсак,

v =  v0 =  const (66.4)
ҳосил бўлади. Охирги ифодадан, агар нуқтага таъсир этув
чи куч Ғ =  0 бўлса, нуқта ўзининг тезлик векторини ўз- 
гартирмайди, деган хулоса келиб чиқади. Нуқта тезлиги
нинг ўзгармаслиги деганда, нуқта ёки тинч, ёки тўғри чи- 
зиқли текис ҳаракат ҳолатини сақлайди, деган хулосага олиб
келади. Бу хулоса, яъни v =  const эканлиги, Ньютоннинг 
биринчи қонунининг ўзгинаси эканлигини ўқувчи англаган 
бўлса керак.

Энди нуқтанинг ҳаракат қонунини топил учун v =
dsифодани (66.4) га қўямиз, унда —  =  v ҳосил бўлади. Бун-
dt

дан s ни топамиз:
s =  \ v0dt =  v0t +  Сг. (66.5)

С2 интеграллаш доимийсини бошланғич шартдан 
ф ойдаланиб топамиз. Бу ш арт t =  0;

s =  s0 =  0 (66.6)

ифодадан иборат бўлсин. Бу шартни (66.5) га қўямиз: 
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бунда С2 =  0.
С2 нинг қийматини (66.5) га қўйиб, қуйидагнни ҳо- 

сил қиламиз:
s =  v j .  (66.8)

Охирги тенглама тўғри чизиқли текис ҳ ар акат  учун 
йўл формуласидир. Демак, агар нуқтага куч таъсир 
этмаса, бу нуқта тўғри чизиқли текис ҳ ар акат  қилади.

И к к и н ч и  ҳол: нуқтага таъсир этадиган куч Ғ =  const 
ва m — const бўлса, яъни ну^та доимий куч таъсирида бул- 
ст.  Бу ҳолда (63.2) тенглама қуйидаги шаклни олади:

ш —  = Ғ .  (66.9)
dt ’

Бундан
—  =  — =  а  =  const. (66.10)
dt т '

(66.10) дан dv ни топамиз: dv =  a dt 
ёки

v =  j a  dt =  at +  С3. (66.11)

С3 ни бошланғич шарт

f = 0 ;  (66.12)
дан фойдаланиб топамиз. Агар (66.12) ни (66.11) га қўйсак:

i>o =  ' 0 4“ =  i-Q.
cs ни (66.11) га қўнмиз:

v = v 0 +  a-t .  (66.14)
Бу (66.14) тенглама нуқтанинг оний тезлигини топиш 

формуласидир. Бу формула текис тезланувчан ҳаракат учун
тезлик формуласидир. Ҳаракат қонунини топиш учун v =  —

dt
дан фойдаланамиз:

ds , ,
—  =  v, +  a-t.

бундан
nfl

s =  [ v0d t +  \ a t d t  +  c4. (66.15)
2

Бошланғич шартни



(66.15) га қўйиб, С4 ни топамиз:
С4 =  0. (66.17)

Агар С4 ни (66.15) га қўйсак,
, . аР

s = v j + —  (66.18)

ҳосил б ўлади .( 66.18) ифода текис тезланувчан ҳаракат  
учун йўл формуласидир.

Шундай қилнб, нуқта доимий куч таъсирида текис 
тезланувчан ҳаракат  қилар экан  ва бундай ҳаракат  
учун нуқтанинг тезланиши a  =  const булади. Биз (66.14) 
ва (66.18) формулаларни келтириб чиқарганимизда куч 
F  =  const деб олган эдик, шу билан F кучнинг ишораси 
мусбат F > 0 деб-қабул қилган эдик. Агар Ғ < 0, яъни 
кучнинг ишораси манфий бўлса, (66.14) ва (66.13) 
формуланинг ўнг томонидаги мусбат « +  » ншоранинг 
жойига манфий с—» ишора булади. Д ем ак , умумий 
ҳолда, кучнинг модули доимий булган ҳолда, тезлик ва 
йўл формулалари

v = v 0 ± a t ,  (66.19)

s=--v0 ± ~ -  (66.20)

кўринишида ёзилади. Агар ҳаракат текис тезланувчан 
бўлса, ишора мусбат, текис секинланувчан бўлса, ман
фий ишора олинади.

У ч и н ч и  ҳ о л :
Ғ =  — a v  (66.21)

ш аклда  берилган бўлсин, яъни куч, қаршилик кучи 
бўлганлиги учун минус ишора билан ёзилади. Куч 
формуласида a  қаршилик коэффициенти бўлиб, берил
ган муҳнт учун’ доимий бўлади. v эса нуқтанинг тез-1 
лигидир. Бу ҳол учун (63.2) тенглама қуйидаги шаклни 
олади:

m - = - a v .  (66.22)
dt

Бу тенгламанинг ўзгарувчиларини ажратиб га ик

кала томонини кўпайтирамиэ) интеграллаймиз:
do ,т — =  — a at
V



- dv & леки —  «=------- dt.

агар — =  o 0 деб белгиласак: 
т

dv л—  =  о 0 dt,
V

бундан J  —  =  — J a  dt 

ва
In V =  —  a 0 t +  С5.

Бошланғич шарт,
t0 =  0; V =

(66.23)

дан фойдаланиб, С5 ни топамиз:
In и0 =  — а 0 0 +  С5; С5 = 1 п и 0. 

Топилган С5 нинг қийматини (66.23) га қўямнз:
In V =  In i'0 — а „•/.

Бу ифодани ихчамлаймиз:

In — =  — a 0-t.
Vo

Охирги тенгламани потенцирлаймиз:

—  =-е~а‘ ‘ = е х р ( — а  „•/).

Нуқтанинг тезлиги (66.26) дан топилади:

V =  v 0 ехр(— а 0 0  =  v 0 ■ е~а° ‘.
Д емак, қаршилик кучининг таъсири остида 

нинг тезлиги (66.27) га асосан, экспоненциал

(66.24

(66.25)

)

(66.26)

(66.27)

нуқта-
цонун



бўйича камаяди. Бу камайиш 190-расмда кўрсатилга- 
нидек, ҳаракатнинг бошида тез бўлади. Кейин эса t 
вақт ўтиши билан аста-секин абсцисса ўқига яқинла- 
шади. v тезликнинг ана шундай камайнши, яъни e~a,i қону- 
нига асосан бўладиган камайиш (е =  2,7 натурал логарифм- 
нинг асоси) экспоненциал камайиш дейилади.

Энди нуқтанинг ҳаракат қонунини топиш учун яна
v =  ds/dt дан фойдаланамиз. Бунинг учун =  vae~a't

dt
ифодадан s ни топамиз:

s =  \ v0e-*'‘dt =  — е~а‘‘ +  с..
*0

Бошланғкч шарт
t =  0; 5 = 0 .

Агар (66.29) ни (66.28) га қўнсак,

С, =  i l  (66.30)
а 0

ҳосил булади. С, ни келтириб (66.23) га қўйсак,

s =  — (1 — e~a" *) (66.31)
do

ифодани ҳосил қиламиз. Бу ифода нуқтанинг ҳаракат қону- 
нддир. Бу ифодадан t = б  бўлганда, s =  0 ва t-*- оо да
s =  — ҳосил бўлади.

0te

67-§. Горизонтга нисбатан қия отнлган нуқтанинг 
ҳаракати

Ф араз қиламиз, шундай м асала берилган. Массаси 
т булган М моддий нуқта горизонтга нисбатан а  
бурчак остида ва и0 бошланғич тезлик билан отилсин. 
Бу нуқтага ф ақат  оғирлик кучи mg  таъсир этсин. Ҳа- 
вонинг қаршилпгннн ҳнсобга олмасдан иуқта тез
лигининг ўзгариш қонунп ва нуқтанинг ҳ аракат  қонуни 
топилсин (191-расм ).

Е ч и ш. Нуқта ф ақат  XOZ текислигида ҳ аракат  ки
лади, деб қабул қиламиз. Бу ҳолда нуқта ф ақ ат  X, Z 
ўқлари бўйлаб ҳаракат  қилади ва (64.9) тенгламалар- 
нинг фақат  иккитасини қўллаш лозим бўлади, яъни

(66.28)

(66.29)



dt ‘ V
(67.1) на (67.2) тенглама нуқта ҳаракатининг дифф е

ренциал тенгламалари. Кейинги ишимиз шу тенглама- 
ларни нкки мартадан интеграллашдан иборатдир. Р асм 
дан кўринадики,

Ғх =  0, (67.3)

Ғ, = — tng- (67.4)

Олдин (67.1) ни ечамиз, бунинг учун (67.3) ни (67.1)га 
қўямиз:

dv.
171 ~dF = °  

т ф  0 бўлганлиги учун dvx =  0 ва

i>, =  Сг (67.4')

ҳссгл бўлади. Бсшланғич шартга асосан
/ =  0, vx =  v0x =  i'o =  const, (67.5)

vz =  V02 =  v0 sin a  (67.6)

ифода ҳосил бўлади. Агар (67.5) ни (67.4) га қўйсак, 
С] ни топиш мумкин:

С, =  и„ cos а  (67.7)
С\ ни келтириб яна (67.4) га қўйиб,

i'x =i>0co sa  (67.8)

хосил қилинади. Бу охирги ифода X ўқи бўйлаб нуқта 
тезлигининг проекцияси доимий қолишини кўрсатади. 
Энди

v‘ = T t  (67-9)
эканлигини эътиборга олиб, (67.8) дан х ни топамиз:

dx—  =  u0cosct. 
dt 0

Бундан

х =  j ( v 0 cos о) dt =  v0t cos a  4- C,. (67.10)



Бошланрич шартга асосан қуйндагиларня ёза миз:
t = 0 ;  х = х 0 = 0 ;  г =  z0 =  0. (67.11)

(67.10) га қўйиб, Cs ни топамиз;
О =  uo 0 cos а  +  Са С, =  0. (67.12)

Энди С, нн (67.10) га қўямиз:
x = v 0tcosa.  (67.13^

Бу ифода нуқтанинг К ўқи бўйича ҳаракат  қонупи- 
дир. Кўриниб турибдики, нуқта X ўқи бўнлаб текис 
ҳаракат  қилади ва тезлиги доимий бўлиб, (67.8) га 
асосан v6 co sa  га тенг.

Нуцтанинг Z ў^и дўитзб ҳаракат  қонунини топиш учун
(67.2) тенгламани интргпаллаймиз. Интеграллаш ни ба
ж ариш  мақсадида (67.4) ни (67.2) га қўямиз, бу ҳолда

т — mS (67.14)

ёки т га қисқартирилганддн сўнг
dvz =  — gdt. vz =  — g $ d t = — gt +  C 3 (67.15)

ҳосил бўлади. Бошланғич шарт (67.6) ни (67.15) га 
қўямиз ва С3 ни топамиз:

wos i n a = 0  +  C3; C , = o 0s in a .  (67.16)
£  Ниҳоят, (67.16) ни (67.15) га қўйиб, vz ни топамиз:

t ^ = u 0s i n a — gt. (67.17)

Бу vz нуқта тезлигининг Z ўқи бўйича проекциясининг 
ўзгари!ш қонунидир. Кўриниб турибдики, нуқтанинг Z ўқида- 
ги тезлиги вақтга чизиқли бэғланган. Энди Z ўқи бўйлаб 
ҳаракаг қонунини топиш учун

v =  —  . (67.18)
z dt

(67.18) ифодани (67.17) га қўямиз:
dz— = D „ s i n a — gt,
at

бундан dz =  \ v0 sin a d t  — f gtdt

ёки



Бошланғнч шарт (67.11) ни (67.19) га қўйиб, Ct 
ни топсак

С4 =  0 (67.20)
ҳосил булади. Бу С4 =  0 бўлган ҳолда (67.19) тенглама 
қуйидаги шаклни олади:

z =  vat sin а — . (67.21)

(67.21) тенглама нуқтанинг Z ўқи бўйлаб ҳаракат  
қонунидир. Бу қонундан кўринадики, нуқта Z ўқи бўй- 
л аб  текис секинланувчан ҳаракат қнлади.

Энди нуқтанинг ҳаракат  траекториясини аниқлай- 
миз. Кинематикадан маълу?лки, бунинг учун ҳаракат  
қонунларидан вақтни йўқотиш лозим. Бу ҳаракат  қо- 
нунлари (67.13) ва (67.21) тепгламалардир. t вақтни
(67.13) дан топамиз:

—  (67.22)
u0cos а

ва топнлгап (67.22) ифодани (67.21) га қўямиз ва

z = x l g a — f —  (67.23)

тенгламани ҳосил қиламиз. (67.23) М ифода нуқта траекто- 
рияскнинг тенгламаспдир. Тенглама параболани ифодалайди. 
Демак, М нуқтанинг траекторияси парабола бўлади (192- 
расм). Бу парабола а  бурчакнинг маълум қийматнда ҳосил
бўлади. Агар а  бурчак ўзгариб, a L, a 2, a :,............ an қий-
матларни олса, ҳар бир бурчак учун битта парабола ҳосил 
булади. Демак, бурчак агар п та қийматни олса, п та па
рабола, яъни параболалар дастаси: 1, 2............ п парабола-



лар ҳосил бўлади. 192-раемда а бурчакнинг олтита цийма- 
тига мос келадиган олтита параболалар тасвирланган.

Энди шу параболаларнинг чўққиларининг коорди
наталарини топайлик Бу чўққиларда z  нинг қиймати 
максимум булади. Д ем ак, чўққиларнинг координата
ларини топиш учун (67.21) орқали топиладиган z  функ- 
циянинг максимумини топиш лозим. Бунинг учун олдин 
z нинг экстремал қийматларини аниқлаймиз. М атема-
тикадан маълумки, бунинг учун —  ни топиб, топилган

dz
ифодани нолга тенглаштирилади, яъни (67.21) дан

- ^ • = u 0s in a  — gt  =  0. (67.24)

i вақтнинг шундай қийматини топамизки, z =  zmax бўлсин. 
Бунинг учун (67.24) пи t га нисбатан ечамиз:

/  =  ^osino_ (6 7 .2 5 )

в
(67.25) ифодадан (67.21) га қўйиб, zmax ни топамиз:

=  ч0 sin2 <з. (67.26)
так 2 g  '

Zmax изланаётган М нуқта чўққисини биринчи коор- 
динатаси, иккинчи координатасини топиш учун (67.25) 
ни (67.13) га қўямиз ва бу ҳолда қуйидагини ҳосил қи- 
ламиз:

и? sin 2 а
* =  —----------  (67.27)

2 8

(67.26) ва (67.27) формула ёрдамида парабола 
чўққиларининг координаталари ҳисобланади. Бу 
чўцқиларинннг координаталари нуктапинг v0 бошлан- 
ғич тезлиги ва а  бурчакка боғлиқлиги охирги форму- 
лал ар д ан  яққол кўринади. Топилган (67.26) формула 
парабола чуккисининг баландлнгини хисоблашга имкон 
беради. Демак, бу формулани берилган v0 ва а  учун 
нуқтанинг энг юқори баландликка кўтарилиш форму
ласи деб ҳам айтиш мумкин.

Нуқтанинг энг узоққа бориш масофасини топиш учун
(67.27) ифодани икки марта кўпайтириб олиш керак, 

чунки нуқта кўтарилганда X масофани ва яна тушганда 
X масофани, жами L =  2x масофани ўтади. Ана шу



мулоҳазаларни ҳисобга олиб, кўтарилиш баландлиги- 
ни Н, нуқтанинг юриш узоқлигини L дсб белгиласак, Н 
ва L катталиклар  учун қуйидагиларни сзишга ҳақли- 
миз:

^ n s in '2 ®
И =  - --------  (67.28)

2 g

t>2 s in  2 a
L  =  - ----------  (67.29)

Б
Кўринадики, И ва L катталиклар а  бурчакка боғлиқ, 

агар a  — 90° бўлса,

»  =  Нтл =  2- “ (67.30)

бўлади, агар a  =  45° бўлса, sin (2-45)° =  1 бўлганлнги 
учун

L =  Lm.x =  J  (67.31)

ифода ҳосил булади. Демак, тик отилган нуқта 
( a  =  90°) энг юқорига ва a  =  45° бурчак остида отилган 
нуқта энг узоққа боради.

Агар (67.31) ни (67.30) пинг чап ва ўнг томонлари- 
га бўлсак,

^ „ = 2 Я т11 (67.32)

эканлигини кўрамиз, яъни нуқтанинг энг узоқка бориш 
масофаси энг гоқорига кўтариЛиш баландлигидан икки 
марта катта бўлар экан.

Кўрсатилган параболалар  дастаси (192-расм га  қа- 
ранг) бир неча ажойиб хусусиятларга эга. П арабола- 
ларнинг чўққиларини туташтирувчи А чизиқ ҳам п а 
рабола эканлигини кўрсатамиз. Бунинг учун

1
I +  tga a

ифодани (67.23) га қўйиб, қунидагини ҳосил қиламиз:

z = x t g a  — “ -(1 +  tg2a) .  (67.33)
2 t’o

Энди г функцияни t g a  га нисбатан экстремумга тек- 
ширамиз:



d (tg a)

dz

Топилган (67.34) ни (67.33) га цўйсак,

(67.35) ифода ҳам параболанинг тенгламасидир. 
Д емак, параболаларнинг чўққиларини бирлаштнрувчи 
чизиқ ҳам парабола бўлар экан. Бу А чизиқ хавфли 
зонани хавфсиз зонадан аж ратади, яъни шу чизиқ ос
тида нуқта келиб тушиши мумкин, бу А чизиқдан таш- 
қарида нуқта ҳаракат  қилолмайди. Агар М нуқтанинг 
тезлиги v0 ва а  бурчаги ZOX текислигида эмас, бошқа 
текисликларда ҳам жойлашган бўлса, бу ҳолда нуқта 
ҳар бир текисликда биттадан хавфсизлик параболасини

ҳосил қнлади ва бу хавфсизлик параболаларининг гео
метрик ўрни параболоид сиртини (1 9 3 -расм) ҳосил 
қилади. Б у  параболоид сирти А хавфсизлик парабола
сини Z ўқи атрофида айлантирганда ҳосил бўлган сирт- 
дир. Бу параболоид сирти (тескари қўйилган қозон 
сиртига ўхшайди) ичида нуқта ҳаракат қилади, сирт- 
дан таш қарида эса нуқтанинг бўлиш эҳтимоли нолга 
тенг (яъни таш қарида нуқта ҳаракат қилмайди).

z

^ г й 1 пак

193- расм.

зев



Параболаларнннг чўққиларини ифодалайдиган нуқ- 
таларнннг геометрик ўрни эллипсни ташкил этишини

кўрсатамиз. Бунинг учун —-
' ' 2£

h деб белгилаб, (67.26) ва 

^67.27) тенгламаларни қ уйидагича ёзамиз:
х =  h sin 2 а ,

г =  sin8a  --------- (1 — cos 2 а),
2

(67.36)

(67.37)

чунки соз 2 а  =  cos2 а  — sin* а .
Охирги тенгламалардан а  ни йўқотсак,

х*
— +  А*

H I
( I ) ’

(67.38)

ҳосил булади. Бу (67.38) ифода эллипснинг тенгламаси- 
дир. Демак, параболалар чўққиларининг геометрик ўрни 
(биронта текисликка нисбатан) эллипсни ташкил этади 
194- расм). Бу эллипс

нинг катта ярим ўқи h 
га ва кичик ярим ўқи
— га тенг. Эллипс мар

казининг координатала-
л hри; х =  О, г =  — .

Агар О нуқтадан 
бир хил бошланғич тез
лик билан ҳар хил бур
чак остида бир вақтнинг 
ўзида бир неча моддий 
нуқталар отилса, истал
ган вақтда бу нуқталар 
радиуси R = v 0 t бўлган 
айлана устида (195-расм) 
бўлади.

Ҳақиқатан ҳам, нуқ- 
талар айлананинг устйда 
бўлишини исботлаш учун
(67.13) ва (67.21) пара
метрик тенгламалардан 
фойдаланамиз:

z

Г \
__I ---- J * r

г - ' '  /

f  \

9 J Z i  I /R  \  A
г  1

У

195- расм.



2 +
gP

(67.21) дан y0s m a  =
I

Охирги тенгламаларнинг чап ва ўнг томонларини квадрат- 
га кутариб, қўшамиз ва

vlt* =  х1 + (■+ *Г (67.39)

тенгламани ҳосил киламиз. Тенглама радиуси R =  v j  ва
др

маркази z — нуқтада бўлиб, Z ўқи устида ётган айла-

нанинг тенгламасидир.
Шундай қилиб, бнз горизонтга нисбатан қия отил

ган нуқта ҳаракатини ҳаво қаршилигини дисибга ол- 
масдан кўриб чиққанимизда нуқтанинг траекторияси 
симметрик параболалардан  иборат эканлигини кўрдик. 
Ҳақиқатда эса, ҳаво қаршилиги бор ва нуқта эмас, 
реал жисм (масалан, снаряд ёки ракета) ҳаракат  қилади 
ва бу жисмнинг траекторияси баллистик траектория- 
ларни ҳосил килади.

4 7 - мисол (26.37). М асса
си т бўлган шарча верти
кал, эластик ва охири маҳ- 
камланган стержень учига 
маҳкамланган. Стерженнинг 
кичик бурчакка оғишига 
сабаб унинг учидаги шарча, 
оғирлик марказининг ҳара- 
кати (XOY текислигида) 
дир, деб ҳисоблаш мум
кин.

Агар шарчанинг мувозанат 
вазиятидан оғгандаги ҳаракат 
Конуни х — a cos kty у  = b  sinW 
тенглама билан ифодаланади 

деб ҳисоблаш мумкин бўлса, эгилган эластик стерженнинг 
шарчага таъсир этадиган кучининг ўзгариш қонуни топил- 
син (196- расм), бунда а, b ва k — доимий катталиклар.

Е ч и ш .  Шарчанинг ҳаракати масала шартига асосан 
XOY  текислигида бўлснн. Бу шарчага таъсир этадиган куч
ни аниқлаш динамиканинг биринчи масаласига айланади. 
Куч (65.8) га асосан топилади;

196- расм .



Ft  за Ғу қийматлари (65.2) ва. (65.3) формуладан фонда- 
ланиб топилади:

Ғж = т  —  =  т х (2)
* d f l  '

Ғу = т ^ - т у - (3) 

Ҳаракат тенгламаларидан фойдаланиб, х ва х ни топа
миз:

х =  (a cos kt)] =  — ak sin kt, (4)

x =  (— ak sin ki)'t =  — ak2 cos kt =  — k2x. (5) 

Энди у  ва у ни топамиз:

у = ( b  sin kt)'t =  bk cos kt , (6)

у  =  (bk cos &)J =  — bkr sin kt =  — Asi/- (7)

Куч проекцияларини топиш учун (5) ва (7) ни мос ра
вишда (2) ва (3) га қўйсак,

Ғх =  — т й 2х, (8)

Fv =  — mk2y (9). 

ифодаларни ҳосил қиламиз ва бу ифодаларни (1) га қўйиб,

Ғ =  mk2 у . х2 +  у* (10)

тенгламани ҳосил қиламиз, Агар г =  У  хг +  у2, эканлигини 
ҳисобга олсак, Ғ — т№-г  келиб чик,ади.

48-мнсол. (27.7). Горизонт билан а  бурчак ҳосил қил- 
ган қия текислик бўйлаб М нуқта кўтарилмоқда. Нуқта-
нинг бошланғич тезлиги и0 =  15 — , ишқаланиш коэффи-

с
циенти /  = 0 , 1  ва а  =  30°.

Нуқта тўхтагунча қанча масофани босиб ўтади? Нуқта 
қанча вақт ҳаракат қнлади?



Б е р и л г а н :

=  15 —

/  = 0,1 
а  = 3 0 °

s — ? t — ?

Е ч и ш .  Бу динамиканинг иккинчи 
масаласндир. Шунинг учун динамика
нинг асосий тенгламаси булган (63.2) 
ифодадан фойдаланиб, цуйидагини ҳо- 
сил қиламиз:

dv „ т- —  =  г .  
dt ( 1)

(1) дан кўринадики, F кучни 
топиш лозим. F кучни топиш учун 
нуқта ҳаракатини (197-расм) тас- 
вйрлаймиз. Нуқтага огирлик кучи
mg ва ишкялакиш ау.к FИШ Қ.

Г5Ъ-
сир этади. Муҳит ^аршилигини ҳо- 
собга олмаймиз. Нуқта фақат қия 
текислик сиртида ҳаракат қила 
олади, шунинг учун нуқтанинг 
ҳаракати тўғри чизиқли бўлади. Бу 
тўғри чизиқ бўйлаб нуқтанинг юра- 
диган йўлини s деб белгилаб, шу 
s ни топамиз. Нуқтанинг оғирлик 

кучи mg  бўлса, бу куч қия текисликка перпендикуляр 
бўлган Ғ ва қия текисликка параллел бўлган Fg кучга 
ажралади. Расмдан

Fx =  mg  sin а ,  (2)

Fy =  mg cos at. (3)

эканлиги кўриниб турибди. M нуқтанинг ҳаракатланишига Ғя 
ва Ғ куч қаршилик қил^ди. Шунинг учун тенг таъсир 
этувчи куч Ғх куч билан Ғ ишқ кучларининг (бу кучлар бир- 
бирига параллел ва бир томонга йўналган) йиғиндисига 
тенг, яъни

197- расм.

Ғ =  — (Ғ +  Ғ )' X 1 1ШҚУ
Маълумки.

(4)

(5)
бунда N — текисликнинг М нуқтага кўрсатадиган реакция 
кучидир, бу куч модули Ғу га тенг:



Тенг таъсир этувчи F кучни топиш учун (2) ва (6) ни 
(4) га к,уйиб,

F =  — mg (sin a  -f- /  cos а) (7)
ифодани ҳоеил қиламиз. -Агар (7) ни (1) га қўйсак,

т ~~ =  ~  mg (sin a  +  /cos  а) (8)

ҳосил бўлади.
(8) ифодани т га кискартириб, қуйидагича ёзамиз:

V =  — (’ g  sin a  - f  /  cos a) dt =  — g  (sin a  +  /  cos a) / +  C.

С ни бошланғич шартдан фойдаланиб топамиз. Бу шарт 
қуйидагидан иборат:

t =  0; V =  и0; s =  0. (10)
Агар (10) ни (9) га ^ўйсак, Ct = v 0 бўлади ва

v =  d0 — g ( s in a  +  /co s  a ) /  (11)

формула келиб чиқади. Бу ерда v = —  эканлигини назар-
dt

да тутсак,

—  =  v9 — g(sin  a  +  /  cosa) t 
dt

ёки

s =  j  Iyo — ё  (s‘n a  +  /  cos a)] dt =
/2

=  v0t — g ( s i n a  +  I cosa) —  +  Ca (12)

ҳосил бўпади. Бошланғич шарт (10) ни ҳисобга олсак, 
(12) дан С2 =  0 келиб чиқади. Д ем ак , нуқтанинг босиб 
ўтган йулииинг формуласи (ёки ҳаракат  қонуни) куйи
даги кўринишда ёзилади:

s =  Vf)t — g  (sin a  - f  /  cos a) — . (13)

Ш ундэй қилиб, нуқтанинг тезлиги (11) ва босиб 
ўтган йўли (13) формула билан ҳисобланади. Агар ҳа- 
ракат  охирида нуқтанинг тезлиги у =  0 эканлигини на- 
зарда тутсак, (11) дан

t = ---------—----------=  2,61 с (14)
g (sin a  +  f cos a)

ва (14) ни (13) га қўйганимизда



Vq
s — -------------------------  19,55 M

2  (sin  a  4 - /  cos a )

эканлигига ишонч ҳосил қиламиз.
4 9 -мисол. (26.16). Оғирлиги 2 Н бўлган нуқтанинг ҳа- 

ракати х =  3 cos 2 я  t см, у =  4 sin л tx м қонуни биланифо- 
даланади (t — секундларда берилган). Нуқтага таъсир қилади- 
ган куч проекцияларини унинг координаталари орқали топинг,

Жавоб: Ғх =  -  0,08 х (Н). Ғу =  — 0,02 у (Н).
5 0 -мисол. (27.2) Горизонт билан 30° бурчак ташкил 

этган қия текисликдан 2 —  бошланғич тезлик билан жисм

пастга тушмоқда. Қанча вақтдан кейин шу жисм 9,6 м 
йўлни босиб з тади?

5 1 -мисол. (27.31). Оғирлиги 10 Н булган жисм Р =
— 10(1 — /) узгарувчан куч таъсири оствда ҳаракат қил- 
моқда (t — секундларда, P — Ньютонларда берилган).

Агар жисмнинг бошланғич тезлиги 20 —  бўлиб, куч-
с

нинг нўналиши тезлик йўналиши билан бир хил бўлса, жисм 
неча секунддан сўнг тўхтайди? Жисм тўхтагунча қанча йўл 

■босиб ўтади?
Жавоб\ t =  2,02 с, s =  692 см.

68- §. Нуқтанинг тебранма ҳаракати

Агар М моддий нуқта ихтиёрий О марказ атрофида гоҳ 
бир томонга, гоҳ тескари томонга ҳаракатини даврий равиш
да такрорлаб турса, н^қтанинг бундай ҳаракати тебранма 
харакат ёки тебраниш дейилади (198-расм). Нуқта О мар- 
каздан ўнг томонга ОМ = х  масофада силжиган бўл- 
син. Агар бу нуқтага Ғ кучи таъсир этса, бу кучнинг таъ
сирида нуқта О марказга қараб ҳаракат қилади, О марказдан 
ўтади, инерция кучининг таъсирида чап томондаги М'  чет
ки вазиятга' келади. Бу четки М' вазиятга келганда нуқ_ 
тага О марказ томон йўналган яна Ғ  кучи таъсир эта

с

М' Ғ

ди. Ғ кучининг таъсири остида нуқ- 
та М ' вазиятдан, О марказдан ўта- 

ғ М ди, инерция кучининг таъсири ос-
тида ҳаракатини давом эттириб, М, 
четки вазиятига келади. Ўнг то
мондаги четки вазиятга келганда- 
яна нуқтага Ғ кучи таъсир этади.



Бу куч таъсири остида нукта яна О марказдан ўтади, М 
вазиятига келади ва яна О марказдан ўтади, яна М'  вази- 
ятига келади. Шундай қилиб, нукта О марказ атрофида
ги ҳаракатини даврий равишда такрорлайди. Нуқтанннг 
ана шундай О марказ атрс4ида гоҳ чап, гоҳ ўнг томонга 
қараб харакатланиб туриши тебранма ҳаракат дейилади. 
Бу тебраниш тикланувчи куч

F = — kx (68.1)

қонуннга асосан (Гук қонуни) ҳосил булади. Бунда 
k — доимий пропорционаллик коэффициенти, х — нуқ- 
танинг мувозанат вазиятидан четга чиқиш масофаси.

Формуладаги манфий ишора х силжиш билан Ғ  
тикланувчи кучнинг йўналншлари бир-бирига қарам а- 
қарши эканлигини кўрсатади.

Тебранишларнинг фазода тарқалиши тўлқин дейи
лади. Агар тебраниш тўлқиннинг тарқалиш йўналишида 
бўлса, бўйлама тўлқин деб айтилади. Тебраниш тўл- 
қиннинг тарқалиш  йўналишига перпендикуляр бўлса, 
кўндаланг тўлқин деб айтилади. Демак, тебраниш бўл- 
маса, тўлқин ҳам бўлмайди.

Соат маятнигининг ҳаракати, қисилган ёки чўзилган 
пружинанинг ўз ҳолига қўйилгандан кейинги ҳаракати  
тебранишга мисол бўлади. Электр тебраниш лари ту- 
файли электромагнит тўлқинлари, механик тебраниш- 
лар  туфайли механик тўлқинлар: товуш тўлқинлари, 
денгизда 1 и сув тўлқинлари ҳосил бўлади. Машина ва 
механиэмларнинг айри.м қисмлари, инсон организми- 
нинг айрим аъзолари ҳам доим тебраниб туради.

Ҳозирги кунда тебранишлар натижасида ҳосил бў- 
ладиган тўлқинлардан халқ хўжалигининг деярли ҳам- 
ма соҳаларида самарали фойдаланилмоқда.

Моддий нуқтанинг тебраниши Гук қонунига асосан 
ёки бошқа қонун бўйича ўзгарадиган куч таъсирида 
ҳосил бўлиши мумкин. Шунга қараб  нуқта тебрани- 
шини қунидаги-турларга аж ратилади:

1. Эркин тебранишлар — ф ақат  тикланувчи куч таъ
сирида бўладиган тебранишлар.

2. Тикланувчи куч ва ҳаракатга қарш илик қилувчи 
кучлар таъсирида бўладиган тебраниш лар (сўнувчн 
тебраниш лар).

3. Мажбурий тебранишлар — тикланувчи куч ҳамда 
Даврий ўзгариб турувчи ва ғалаёнлаштирувчи куч деб 
айтиладиган кучлар таъсиридаги тебранишлар.



4. Мажбурий тебранншлар — тикланувчи куч, ғала- 
ёилаштирувчи куч ва ҳаракатга қаршилик кўрсатувчи 
куч таъсирларида бўладиган тебранишлар.

69-§. Тикланувчи куч таъсирида нуқтанинг 
эркин тебраниши

Массаси m булган М моддий нуқта X ўқи бўйлаб чап 
ёки ўнг томонга тикланувчи

F =  - k x  (69.1)
кучи таъсири остида тебран- 

.  х - iff син (199-расм).
Д  г \  / \  Нуқтанинг мувозанат ва-

0  х зиятини О нукта деб кабул 
қиламиз. Нуқта чап ва ўнг 

199- расм. томонидан пружина билан
маҳкамланган. Пружинанинг 

бир учи М нуқтага, иккинчи учи қўзғалмас Л ва В нуқ- 
тага биркитилган. Бу пружинанинг мувозанат вазиятидан 
силжиши х ва пружинанинг эластиклик коэффициентным k 
деб белгилаймиз.

Тикланувчи Ғ  куч X  ўқида ётганлиги учун (64.10) 
формулага асосан

F — тх (69.2)
орқали топилади. (69.2) билан (69.1) ни бир-бирига 
тенглаштирами:

тх  = — kx (69.3)
ёки

х +  — х =  0.
т

Агар
—  =со* (69.4)
т

деб белгиласак, (69.3) ифода қуйидаги шаклни олади:

х +  а * х = 0 .  (69.5)
(69.5) тенглама иуқтанинг эркин тебранишининг диф 

ференциал тенгламаси бўлади. Нуқтанинг тебраниш 
қонуяини аниқлаш учун (69.5) ни интеграллаш  керак.



Бунинг учун бир жинсли, доимий коэффициентли, чи- 
зиқли, иккинчи тартибли булган (69.5) нинг х ар а к т е -  
ристик тенгламасини тузамиз:

Янги ўзгарувчи

х =  е '  (69.6)

ни киритиб, х ва х ни топамиз:

х = г е *  (69.7) х = г Ч *  (69.8)

Эиди х ва х учун топилган ифодаларни (69.5) га 
қўйиб

г» +  со2 =  0 (69.9)
булган характеристик тенгламани ҳосил қиламиз:

Zj =  10), z ~ — — 10).

(i = Y — 1 эканлиги математикадан маълум) (69.10) ни
(69.6) га қўйсак,

х =  с х eiat+ C 2 e~at (69,11)
ҳосил бўлади. Бу ерда ихтиёрий доимий сон С, ва С2 бош- 
ланғич шартга асосан топилади. Бошланғич шарт қуйидаги- 
дан иборат:

t — 0; х =  х0\ х =  х0. (69.12)
Агар (69.11) дан х ни топсак,

х =i(oC1 elu‘t — j'C2g)£- ‘0,/ (69.13)
ҳосил булади. (69.12) ни (69.11) ва (69.13) га қўйиб Сх 
ва С2 ни топамиз:

лг0 =  Cj -}- С2.

х0 =  ico (Cj Cj) 
бу тенгламалардан қуйидагилар ҳосил булади:

Ci +  Сг =  До
p  Г> _ XQ _
U1 ---- *

охирги иккала тенгламани қўшсак,

С > - ! - ( * •  + - S ' }  < 69л6>
айирсак,



ҳосил булади.
Нуқтанинг тебраниш қонуни булган (69.11) тенгламани 

Эйлернинг қуйидаги

е‘ш< =  cos шt -f  i sin ш t (69.18)

ё~ ш< =  cos Ш — i sin ш t - (69. 19)
формулаларидан фойдаланиб, текшириш учун қулай ҳолатга 
келтириш мумкин. Ҳа^иқатан ҳам, (69. 18) ва (69. 19) ни
(69.11) га қўямиз:

л: =  (С, 4- О  cos м/ -Ь ; (С, — С4) sin ш t. (69.20)
Агар

С, +  С, =  А (69. 21
ва I (С ,— Са) =  В (69.22) 
деб белгиласак,

х — A cos о>/ 4- В  sin оit (69. 23)
келиб чиқади. С, ва Сг комплекс катталиклар бутса- да,
энди А ва В сон ҳақиқий сои бўлади. Агар .v ва х қий- 
матларини t =  0 ва^тдаги қиймагини олсак,

А — х0 (6 9 .2 4 )

ш
ҳосил бўлади.

Текширишга яна ҳам қулайроқ бўлиши учун (69.13) 
ифоданинг шаклини ўзгартирамиз. Қуйидаги белги- 
лашларни кирмтамиз.

В =  a cos а ,
А =  a sin а,
а =  у  А 1 -г В \

I Аtg а  = ---- .
ь  В

(69. 26)

Белгилаш лардан сўнг, (69.13) ифода қуйидагича 
ёзилади:

х =  a cos at  sin а  +  a sin u>t cos a
ёки



(69.27) га тикланувчи куч таъсиридаги нуқтанннг 
эркин тебраниш қонунн деб айтилади. Кўриниб туриб
дики, нуқта синус қонуни бўйича тебранар экан. Бун
дай синус (ёки косинус) қонуни бўйича бўладиган теб
ранишлар гармоник (ёки оддий) тебранма ҳ аракат  
дейилади. Нуқтанинг тебраниш амплитудаси а  (муво
занат  вазиятдан энг катта силжиши) ва тебраниш фа- 
заси со/- f a  га тенг. Нуқтанинг бошланғич фазаси а  га 
тенг.

Тебраниш амплитудаси ва бошланғич фазасинн 
топиш формуласини аниқлаш учун (69.24) ва (69.25) ни
(69.26) тенгламага қўямиз. Бу ҳолда

a =  , (69.28)
\  л о ^  CO'i

t g a  =  —  (69.29)
v0

формула ҳосил бўлади. (69.28) дан кўринадики, тебра
ниш амплитудаси а ва бошланғич ф аза  а  тебранаётган 
нуқтанннг ф ақат  бошланғич шартига боғлиқ булади. 
Бу ф ормулаларда ш тебраниш частотаси бўлиб, (69.4) 
ёрдами билан хисобланади. Иккинчи томондан, агар 
нуқтанинг тебраниш даврини Т деб белгиласак.

Г = — =  2 л l / ( 69. 30)  
ш V k

ҳосил булади.
(69.30) дан нуқтанинг тебраниш даври бошланғич 

шартларга боғлиқ эмас экам деган хулоса чиқади, чун
ки Т ф ақат  m ва k катталикнинг модулига боғлиқ. Бир 
тўлиқ тебранишда тебраниш фазаси 2 я  радиан ёки 
360° бўлади, агар ярим тебраниш бўлса, ф аза  л  радиан 
ёки 180° бўлиб қолади ва ҳоказо. Худди шундай ходи- 
сани тебраниш фазаси орқали цуйидагича аниқланади: 
тебраниш фазаси 360° бўлса, нуқта бир марта т ў л и қ  
тебранган, тебраниш фазаси 180° бўлса, нуқта ярим 
давр тебранган ва ҳоказо. Д емак, тебраниш фазаси 
со/ +  а  градуслар ҳисобида нуқтанинг қанча тебранга- 
нини кўрсатади: агар тебраниш фазаси  720° бўлса, нуқ- 
та икки марта, 1080° бўлса, 3 марта тўлиқ тебранган. 
Бошланғич ф аза эса градуслар ҳисобида нуқтанинг 
бошланғич вазиятини ифодалайди. М асалан , бошлан- 
ғич ф аза a  =  0 бўлса, нуқта мувозанат ҳолатида булган



200- расм.

О нуқтада (199-расмга г а 
рант), 90° бўлса, М нуқта 
В вазиятида, 180° бўлганда, 
М нуқта О вазиятида, 270° 
бўлганда, М нукта А вазия
тида ва ҳокаэо вазиятларида 
булади.

Агар (69.27) га асосан нук
та силжишининг вақтга ка
раб ўзгариш графигпни а  =  0 
бўлган ҳолда чнзсак, кўра- 

мизки, М нуқтанинг. тебраниш амплитудаси а доимий бўлиб 
қолади (200-расм). Биз (69.27) фэрмулани чикарганнмизда,. 
М нуктага фақат тикланувчи куч таъсир к/пяди деб хисоб- 
.'u rai зднк ва бу тикланувчи (эластик) куч мавжуд булган 
тақдирда энергияни йўқолиши бўлмайди, деб фараз килган 
эдик. Шунинг учун М нуктанинг тебраниш амплитудаси 
раемда кўрсатилганидек доимий қолади. Амалда эса нуқта 
тебранаётган ҳолда албатга тебраниш энергиясининг бир кис
ми бошқа тур (иссиқлик энергияси) энергияга айланади ва 
тебраниш амплитудаси доимий қолмайди.

Нуқта тебранаётганда унинг силжишининг, тезлигининг 
ва тезланишининг взктга қараб ўзгаришини бошланғич фаза а  =
=  0 булган ҳол учун кўрганимизда (ш =  —  эканлигини на- 

зарда тутиб) (69. 27) тенглама куйидаги шаклни олади:

х =  a sin — t. (69. 31)
Т

У"5 Тезликни топиш учун (69. 31) ифодадан вақт бўйича бир 
марта, тезланишни топиш учун (69. 31) и})эдадан ва^т бў- 
йича икки марта ҳосила оламиз:

2лvx — и =  х a sin t
2л 2п а  .

=  --- COS----  t  ■
Т  Т

(69. 32)

(2па 2л , у  -„2л/ ,CQ Qa) а =  а =  х =  —  cos —  t = --------sm —  . (69. 33'I j. f  j j- i j

T  Г 3 гЭнди вакт t =  0; — ; — , —  ва Т бўлган ҳол учун

х, а, V катталикнинг кийматини (1- жадвал) ҳисоблаймиэ. 
Бунинг учун (69.31), (69.32) ва (69. 33) формуладан фойда- 
ланамиз.
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Жадвалдан кўринадики, х, v ва. а катталик бир вақтнинг 
ўзида максимал қийматга эришмайди, бу катталнкларнннг 
максимал қийматлари фаза жихатидан бир- биридан 90° га 
фарқ қилади.

Маълумки, тебранувчи модднй нуқта маълум миқдорда. 
Т  кинетик энергняга ва П потенциал энергияга эга булади) 
Тўлиқ механик энергия

Е = Т + П  (69 .34
ифода орқали топилади.

Лекин

Т =  ^  (69. 35)

П =  — =J  (69. 36)

формула орқали топилади. Энди х ва v катталик (69.27). 
ва ti=acocos(o)<+a ифода орқали топилишини эслаб, шу ифо
даларни (69. 35) ва (69. 36) га келтириб қўямиз. Б у ҳолда

j , _ m a - iо3 cos- Ш  +  a)
_  2

ва потенциал энергия нинг абсолют қиймати учун
д __ foj’sin2 ((Ы +  а)

~  2



ифода ҳосил бўлади. Агар охирги тенгламани (69.34) га 
Кўйеак, (k =  тш2 эканлигини ҳисобга олиб)

£  =  у  (69. 37)

формула ҳосил булади. Демак, нуқтанинг тўлиқ механик 
энергияси тебраниш амплнтудасининг квадратига тўғри про
порционал экан.

70- §. Тикланувчи куч ва ҳаракатга қаршилик кўрсатувчи 
куч таъснрн остида нуқтанинг тебраниши

-оС-Х - к х

Моддий нуқтага тикла
нувчи kx кучдан ташқари

tl ■ ш. I о яна ҳаракаиа ^аршилик қи-
q  лувчи ax куч хам таъсир

этсин (а — қаршилик ко-
201-расм. эффициенти, х —нуқтанинг

тезлиги). Иккала куч ҳам: 
тикланувчи — kx ва қаршилик кучи — ах  бир томонга йў- 
налган булиб, X ўқи устида ётади деб фараз қиламцз (201- 
расм). Бу ҳолда тенг таъсир этувчи куч

Ғ =  — ах — kx (70.1)
формула ёрдамида топилади. Иккинчи томондан

F =  тх. (70.2)
Охирги икки тенгламани бир-бирига тенглаштира- 

миз ва қуйидагини ҳосил қиламиз:

т х +  а х +  kx =  0 (70. 3)
(70.3) тенглама нуқтанинг тикланувчи куч ва қаршилик 
кучи таъсирида тебранишининг дифференциал тенгла- 
масидир.

(70. 3) ни қуйпдаги шаклда тасвирлаймиз:

х 4- 2fix 4- огх =  0, (70. 4)
бунда

2р =  — , (70.5)
т

<о2=  —  (70.6)
ггх



Янги киритилган ўзгарувчи р = -------муҳитнинг қаршкли-
2 п

гини характерлайдиган катталик, со — нуқтанйнг эркин теб- 
раниш частотаси. (70. 4) ифода иккинчи тартибли, чизиқли, 
бир жинсли дифференциал тенгламадир. Бу тенгламанинг 
ечимини топиш учун 69-§ да қабул қилганимиздек, (69.6) 
шаклдаги янги ўзгарувчини киригамиз. Натижада, қуйкдаги 
характеристик тенглама ҳосил булади:

г- +  2\)z +  to2 =  0. ' (70. 7)
Бу тенгламанинг илдизлари:

*1 =  -  Р +  |/ Р' —  ш2; гг =  —  р —  )/ р2 -  ш2. (70.8)

1. Моддий пуқтанипг тебранишини р < di ҳол учун, 
яъни қаршилик коэффициенти эркин тебранишлар час- 
тотасидан кичик бўлган ҳол учун кўрнб чиқамиз. Бу 
ҳолда (70.8) ифоданинг ўнг томонида мавҳум сон пан- 
до булади ва (70.8).

=  — Р +  i у  V2 — Р“; Zj =  — р — / у  to2 — р2 (70.9)

шаклда ёзилади. Охирги г, ва г2 қийматларипи ҳисобга ол
сак, (70. 4) тенгламанинг ечими қуйкдагича ёзилади:

х =  ае ~ sin ( | лсо- — t +  гр). (70. 10)

Бу (70. 10) тенгламадан нуқтанннг силжиши синус қо- 
нуни бунича даврий равишда ўзгариб туриши кўриниб тур- 
са-да, нуқтанинг тебраниш амплитудаси е~ ‘̂ (экспоненци
ал) қонуни бўйича камаяди. Бундай тебраниш сунувчи теб
ранишлар деб айтила
ди. Сунувчи тебраниш
лар графиги (70. 10) асо
сида ҳисобланиб, 202- 
расмда тасвирланган.
Расмдан кўринадики, 
нуқта тебраниб маълум 
вақтдан кейин (бир давр 
ўтгандан кейин) муво- 
ганат вазияти (х =  0) 
бўлган ҳолатга келса- 
да, нуқтанинг амплиту
даси бир даврдан кейин 
олдинги қийматига кел-



майди. Тебраниш амплитудаси камаяди, лекин нуқта маъ* 
лум вақтдан кейин мувозанат вазиятидан ўтади. Шунинг 
учун, яъни х даврий функция бўлмаганлиги учун ёки 
x(t - \ -Т)Ф xt бўлтантт учун нуқтанинг ҳаракати тебран
ма ҳаракат эмас, деган хулоса келиб чиқади. Бироқ нуқта- 
нинг ҳаракати ҳамма вақт муюзан ат вазияти х  =  0 бўл- 
ган нуқта атрофида такрорланганлиги учун нуқтанинг ҳара- 
катини тебраниш деб қабул килинади. Тебранишнинг даври

Г* =  —  ■ (70.11)
ш

Тебранишнинг частотаси

а* =  — 62 (70.12)

формула ёрдамида топилади. (70.12) ни (70.11) га қўйиб, 
Т* ни топамиз:

Т* = ----- 2- ------ = ------ 2л-------- = —  Т - - . (70.13)
a l / | _ £  l / l - i i  

V Oj2 Y  (1)>

бу ерда T =  2 л/со —эркин тебранишлар частотасидир. р <  со 
деб қабул қилганимиз учун 1 — fr/or ва Т* >  Т бў- 
лади.

Демак, сўпувчи тебранишлар даври Т* эркин тебраниш" 
ларнинг Т давридан каттароқ, яъни сўнувчн тебранишлар 
секинроқ бўлади деган хулоса чиқади. Бироқ, агар

бўлса, Т* та Т деб қараш мумкин, чунки бу холда

Л /  У1—Рг ж  1 бўлиб қолади. 
т шг

Энди (70. 10) формуладаги а ва ф доимий сонлчрни то
пайлик. Бунинг учун фараз қилайлик, бошланғнч шартлар 
қуйндаги кўринишда

t =  0; x =  .r0; x =  хй =  v0 (70. 14)

берилган бўлснн. Олдин л- ни (70. 10) дан ҳисобга олиб, то
памиз:

х =  — [af}e_p'sin I \  Р2 * +  ф) ] г

х =  — а р е ~ sin ( ] /  — Р" t +  ф) +  a J со* — р2 X 
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Бошлангич шартлар тасвирланган (70. 14) ифодаларнк
(70. 10) ва (70.15) тенгламага қўйнб, қуйидагкларни ҳосил 
қиламнз:

хв =  а з т ф ,  (70.16)

х0 =  — а р sin ф 4- а \ /  to* — р2-созф. (70.17)

(70. 16) ва (70. 17) ни а ва ф катталикка нисбатан еча- 
миз. Бу ҳолда

х0=  — Р х0 +  а со2 — р2 • cos ф, (70. 18)

(70. 16) ва (70. 18) тенгламадан қуйидагиларни ҳосил қила- 
миз:

sin ф =  (70.19)

cos ф - Ха +  Рх° (70.20)
« i (l>2 — (Ja

t g g =  х°\ __ f (70.21)
хо +  Р*о

а _  . (*0 +  Р*о)1x l +  u (70.22)
°  (CD2 — Р 3) '

Сўнувчи тебранишлар бўлган ҳол учун |бир даврда 
тебраниш амплитудасининг камайишига қараб, муҳит- 
нинг қаршилик коэффициента р ва бошқа тебраниш 
характеристикалари (70.21), (70.22) га асосан топи
лади. Бунинг учун тебраниш декременти деган тушунча 
киритилади. Кетма-кет келадиган иккита амплитуда 
нисбати тебраниш декременти дейилади. Агар нуқтанинг 
олдинги тебраниш амплитудаси ае~^‘ ва ярим давр дан ке-

- Ф +  f )
йинги амплитудаси ае 4 ' бўлса, таърифга асосан, 

-р(<+  —  ) * / - - * '  
аг v 2 нисбатга тебраниш декременти дейила
ди. Тебраниш декрементининг натурал логарифми сўнишнинг 
логарифмик декременти дейилади.

Агар сўнишнинг логарифмик декрементини Я, ҳарфи 
билан белгиласак таърифга асосан



еки
Я =  — рГ*/2.

Охирги формулалардан фойдаланиб, А, ва Т* таж- 
рибадан топилган бўлса, муҳитнинг қаршилик коэффи
циенти р (сўниш коэффициенти) топилади. Бу сўниш 
коэффициентининг сон кийматини топиш, айниқса, 
электр тебранишлари бўладиган муҳитлар учун жуда 
муҳимдир. Сўнишни тезлаштириш учун р мумкин қадар 
катта ва аксинча, тебраниш тез сўнмаслиги учун Р 
мумкин қадар кичик қийматга эга бўлиши лозим.

Бу чиқарилган хулосалар р<со бўлган ҳолда тўғри 
бўлйб, р Cu _ бўлган ҳслда тебраниш бошқача бўлади.

2. Агар муҳитнинг сўндириш коэффициенти р эркин 
тебраниш частотаси ш дан катта бўлса, яъни р>оз бўл- 
ган ҳолда (70.4) дифференциал тенгламанинг ечими

х =  ае ~ р/sh (К р а — ш2/ +  ф) (70.24)
шаклда ифодаланади. Бу ерда

sh (К р 2 — ш2 t 4- ф) =

е V р* — (■)•/ -f  ф__с— V р* —  о)1 / +  <т
(70. 25)

ифода гиперболик синус функциясидир. Бу функция даврий 
функция эмас, яъни sh (t -f Т) Ф  sh (t). Шунинг учун бу 
ҳолда нуқта тебранма ҳаракатда бўлмайди, нуқта аперио- 
дик (даврий бўлмаган) ҳаракат килади.

Агар, нуқтанинг бошлангич тезлиги X ўқи томон 
йўналган бўлса, унинг ҳаракати 1 эгри чизиғи бўйича

Ъ  м  a ,
- с .. q .—



(203-расм), X ўқига тескари йўналган бўлса, 2 ва 3 
эгри чнзиқлар бўйлаб бўлди.

3. р =  (о бўлган ҳолда (70.4) дифференциал тенгла
манинг ечими қуиидагича ифодаланади:

X  =  е~ 0' [х0 +  (х0 +  р х0) t\ , (70. 26)
(70.26) тенглама билан топиладиган нуқтанинг ҳара- 

кати тебранма ҳаракат ҳолатида бўлади.

71-§. Тикланувчи куч ва даврий ўзгариб турувчи 
куч таъсирида нуқтанинг тебраниши

Олдинги парапрафда кўрдикки, агар нуқтага қарши- 
лик кучи таъсир этса, бу нуқтанинг тебраниши аста- 
секин сўнади. Тебраниш сўнмаслиги учун нуқтага 
(вақтга нисбатан) даврий ўзгариб турадиган куч таъ 
сир этиб туриши лозим. Даврий ўзгариб турувчи Q 
кучи (ғалаён кучи) ва тикланувчи куч таъсирида нуқ- 
танинг тебранишини кўриб чиқанлик (204-расм). Агар 
ўзгарувчи куч синус цонуни бўйича ўзгаради деб фараз 
қилсак,

Qx =  И sin (pt +  Y) (71.1)

ифодани ёзиш мумкин. Иккинчи куч, маълумки, Гук 
қонунига асосан ўзгаради:

Fx =  — kx. (71. 2

Тенг таъсир этувчи куч, иккала кучнинг йиғиндиси- 
га тенг, яъни ^

Ғ  =  Ғх 4* Ох =  — kx. -f- Н sin (pt-\- у). (71.3

Иккинчи томондан

F =  т х (71.4)
шаклда ёзилади. Агар охирги тенгламаларнинг ўнг 
томонларини тенглаштирсак,

т х =  — kx +  Н sin (pt -f  V)
ёки

x +  tiAc =  hsin(pt 4- y) (71. 5)
тенгламани ҳосил қиламиз. (71.5) ифода тикланувчи 
ва даврий ўзгарувчи куч (ғалаёнлаштирувчи куч) таъ 
сирида нуқта ҳаракатининг дифференциал тенгламаси-



дир. Кўриниб турибдики, тенгламани чиқарганнмизда 
муҳитнинг қаршилик кучини ҳисобга олмадик. Тенгла
мада қуйидаги белгилашлар қабул қилинган:

co2 =  klm. (71.6)
п — Him. (71.7)

Бунда: со — эркин тебраниш частотаси, Н — ўзгарувчи куч
нинг амплитудаси, k — эластиклик коэффициенти, р — ўзга- 
рувчи кучнинг частотаси, pt  +  у — узгарувчи кучнинг теб
раниш фазаси, у  — узгарувчи куч ўзгаришининг бошланғич 
фазаси. Ўэгарувчи кучнинг ўэгариш даври

т = —  (71.8)
р

ва эркин тебранишлар даври

Т = —  (71.9)
ш

формула ёрдамида топилишини назарда тутамиз.
Нуқтанинг тебраниш қонунини аниқлаш учун (71.5) 

тенгламанинг ечимини топиш лозим. Бу ечимни топиш 
учун (71.5) тенглама иккинчи тартибли, чизиқли ва 
бир жинси бўлмаган тенглама эканлигини назарда ту-
тиб, тенгламанинг умумий ечими биржинсли х +  со2л = 0  
тенгламанинг умумий ечими билан (71.5) тенгла- 
манинг хусусий ечими йиғиндисига тенг деб ҳисоблаш 
лозим. Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими 69-§ га 
асосан

х* =  a sin (со/ +  а) (71.10)
ва (71.5) нинг хусусий ечимини

л-** =  A sin (pt +  y) (71.11)
шаклда излаймиз.

Демак, (71.5) тенгламанинг умумий ечими
Х =  х* +  х** (71.12)

кўринишда ёзилади.
(71. 11) тенгламада номаълум кўпайтирувчи А қуйидаги- 

ча топилади: (71. 11) ифодадан х ** ни топамиз:

х** = — Ар  ̂sin (pt “J- y). (71.13)

Энди (71.11) ва (71.13) тенгламани (71.5) тенгла- 
мага қўямиз (чунки ҳақиқатан (71.11) ифода (71.5)



тенгламанинг ечими бўлса, (71.11) ифода (71.5) тенг
ламани қаноатлантириши лозим):

— Лр-sin (pt +  у) +  Лео2 sin (pt +  у) =  sin (pt +  y). (71.14) 
бундан

A = ---- ------ (71.14)
СО —  p ’

ҳосил булади ва натижада х** катталик учун

X** =  - , h , -sin (pt +  v) (71.15)
O r  —  p~

куринишдаги ифода келиб чиқади.
Агар (71.10) ва (71.15) тенгламани (71.12) тенгла- 

мага қўйсак, (71.5) дифференциал тенгламанинг ечими 
қуйидагича ифодаланади:

д- =  a sin (u>t +  а) 4------- ------sin (pt -fv )-  (71.16)
со- — p1

(71.16) дан кўринадики, нуқта мураккаб тебранма 
ҳаракат қилади. Нуқтанинг тебраниши иккита гармо
ник тебранишнинг йиғиндисидан иборат. (71.16) тенг
ламанинг ўнг томонидаги биринчи ҳад нуқтанинг эркин 
тебранишини, иккинчи ҳад эса нуқтанинг мажбурий 
тебранишини ифодалайди.

Шундай қилиб, тикланувчи куч ва ғалаёнлантирув-1 
чи куч таъсирида моддий нуқта мураккаб тебранма 
ҳаракатда бўлади ва ҳаракат эркин хамда мажбурий 
тебраниш йиғиндисидага иборат. Эркин тебраниш 
(71.10) орқали, мажбурий тебранишлар (71.15) тенг
ламалар орқали аниқланади.

Агар мажбурий тебранишлар частотаси р эркин 
тебранишлар частотасидан кичик, яъни р<со бўлса, 
бундай тебранишлар кичик частотали мажбурий теб
ранишлар деб айтилади. Агар р>со бўлса, катта часто
тали мажбурий тебранишлар дейилади.

Кичик частотали мажбурий тебранишларда (р< (о) 
тебраниш қонуни (71.15) ва тебраниш амплитудаси
(71.14) тенгламалар ёрдамида топилади. Лекин катта 
частотали (р>ш ) тебраниш учун (мажбурий тебраниш 
тенгламаси) (71.15) ва (71.14) тенгламада синус олди- 
даги коэффициент мусбат бўладиган ш аклда ёзилади:

- х** =  ■ h ' sin (pt +  Y — л), ' (71.17)
—



А =  — ------. (71. 18)р' -  cd* '
Демак, катта частотали мажбурий тебраниш фазаси (pt +  

+  V — л) галаёнлантирувчи куч частотаси (pt у) дан я  — 
=  180° га фарқ қилади, яъни мажбурий тебраниш ва ғала- 
ёнлантирувчи куч қарама- қарши фазада бўлади.

Шундай қилиб, кичик частотали мажбурий тебранишлар- 
да М нуқтанинг ҳаракати ҳамма вақт О нуқтадан (204- 
расмга қаранг) ғалаёнлантирувчи куч Q томонга йўналган, 
катта частотали мажбурий тебранишларда эса М ғалаён ку
чи Q иуналишига тескари йўналган. Ғалаён кучи максимал 
қийматга эга бўлганда, QK =  Н бўлган ҳолда, М нуқтанинг 
максимал силжиши содир бўлади. Qx =  Н бўлганда, А =  
=  А0 бўлади, яъни (7i. i) теигламага aco~a:i М нуқтанинг 
мувозанат вазиятида Ғ( =  Qx ҳол учун қуйидаги ҳосил бу
лади:

Ғх =  kA0, Qx =  H, kA0 =  H.

Охирги тенгламанинг иккала томонини т га бўламиз ва 
А0 кзтталикка нисбатан ечамиз:

А0 = - * - .  (71.19)CD
Мажбурий тебранишларни исталган вақтдаги А амплиту- 

дасини мувозанат ҳолидаги А0 амплитудасига бўлган нисба
тига динамийлик коэффициенти деб айтияади. Агар динамий- 
лик коэффициентини т) билан белгиласак, таърифга асосан 
р <  со бўлганда

Л =  —  =  — ----- = -------!-------(71.20)Ав CD2—р» 1 — р2/шг
р  >  со бўлганда

г] =  — ----- —  = -------1------- ■ (71,21)ш» _  pt ffl/afl _  1
ифода ҳосил бўлади.

Охирги икки формулада динамийлик коэффициентининг
частоталар нисбати  ̂— j га боғланиши чизиқли бўлмайди.

—  =  1 бўлганда, т] кескин, бирданига ортади (205- расм).
G)

p <  со бўлган ҳолда —  ортиши билан л кўпаяди, —  =■ 1CD CD



бўлганда, т]-»-». Кейин р > со ? j 
ёки —  >  1 ортиши билан т](О
камаядн. Мажбурий тебраниш 
частотаси р хусусий тебраниш 
частотаси со га тенг,яъни р =  со 
бўлган ҳолда, тебраниш ам
плитудаси чексизгача ортади.
Мажбурий тебранишларнинг 
бундай ҳолига, яъни р =  со 
булга нда тебраниш амплиту- 
дасининг чексизликка инти- 
лиш ҳодисаси резонанс дейилади.

Резонанс ҳодисаси бўлганда, яъни р" =  со ҳолида, тебра- 
нлш амплитудаси (71.20) ва (71.21) формулаларга асосан 
А =  оо булади ва (71. 5) тенглама

205- расм.

ечими
л- +  оr x  =  h sin (pt +  y)

.V* +  x*

(71.22)

(71.23)

бир жинсли х +  со2* =  0 тенгламанинг умумий ечими 

х* =  a sin (со/ 4- а)
еки

=  СI cos со/ +  Сг sin ш t (71.24)
ва бир жинсли бўлмаган тенгламанинг хусусий

х** =  Bt cos (со/ +  у) (71 25)
ечимларнинг йиғиндисига тенг. Охирги тенгламадан

х** =  В cos (сot +  y) — B a t  sin (со/ +  y) (71 25')

x * *  =  —  В  с о  s i n  ( с о /  +  y )  —  f l  с о  s i n  ( с о /  - f  y )  —  В  с о 2 /  X  

X  c o s  ( с о /  +  y )

ифода ҳосил бўлади. Агар х** ва х** ифодани (71.22) 
тенгламага қўйсак,

В =
2 to

(71.26)

ҳосил бўлади. Ниҳоят, (71.25) тенглама резонанс вақтида



шаклда ифодаланади.
(71. 27) дан резонанс вақтнда қуйидапг хулосага кела

миз: 1) мажбурий тебраниш частотаси р эркин тебранишлар 
частотаси со га тенг, яъни р =  со; 2) мажбурий тебраниш
лар даври эркин тебранишлар даврига тенг, яъни Г  =  2л/со;
3) мажбурий тебранишлар фазаси со/ +  V-----j  ғалаён-

лантирувчи куч фазаси со / +  у дан —  га қадар орқада

кэлади (охирги тенглама билан (71. 1) тенгламани таққос- 
ланг); 4) резонанс вақтида мажбурий тебранишлар амплиту- 
ДНСИ ВЗК^ТГЗ. T y rp li I I p U I рЛБНшДЗ  ортЗД*'*; ЯТ>Нг(

A =  - ^ — t. (71.28)
2 со

Мажбурий тебраниш- 
ларнинг резонанс булган- 
даги силжишининг (яъни, 
х** нинг) вақтга қараб 
ўзгаришидан (206- расм) 
кўринадики, тебраниш 
амплитудасининг абсо
лют қиймати t вақтга 
қараб чизиқли қонун бў- 
йича (71.28) га асосан 
ўзгаради. Айтганимиз- 
дек, р =  co бўлганда, 
резонанс ҳодисаси содир 
бўлади. «Пекин мажбу
рий тебраниш частотаси 

р эркин тебранишлар частотаси со га яқин бўлса, яъни 
Р Ф  со, лекин p -р- со ҳоли бўлса, (71.5) тенгламанинг ечими

X  = 2 h
~  s*n cos(pt +  Y) (71.29)dja _  p"- \  2 

бўлади. Бу ерда нуқтанинг тебраниш амплитудаси

2 hА V) = sin ( ^ L ) t (71.30)ro4 — p1
қонуни бўйича ўзгаради. Кўриняптики, тебраниш амплиту
даси даврий функция, яъни



A ( t + T K) = A ( t )  

тебраниш амплитудасининг узгариш даври ТА куйидаги фор
муладан топилади:

Т = 2л

(р — ш)/2
=  4л (р — со). (71.31)

Демак, p-vco бўлганда тебранишнинг частотаси р,
(71.28) тенгламага асосан, тебраниш даври т = —  ва теб-

Р
раниш амплитудаси A{i) бўлади ёки (71.28) қуйидагнча 
ифодаланади:

х =  А {t) cos (pt -f у).
Охирги формулага 

асосан х ва t га нис
батан ўзгаришидан 
(207-расмдан курина- 
дики) A (t) ва^тнинг 
ўтиши билан даврий 
равишда ўэгаради. Ана 
шундай тебраниш вақ- 
тида тебраниш ампли
тудасининг даврий ўз- 
гариб туриш ҳодисаси 
тепиниш (биение) дейи- 
лади.

Тепиниш ҳодисаси 
/7 »  со бўлганда содир булади, бу холда (71.30) га асо
сан А (() катталикнинг ўзгариш даврининг микдори мажбу- 
рий тебранишларнинг т даврндап анча катта бўлади. Бу 
тепиниш ходнеасини уйдаги деразаларнинг ёки машнна ва 
механизмларнинг тебранишларида сезиш мумкин. Уй олди- 
дан бирон автомашина ўтаётганда ёки самолёт учиб ўт- 
ганда кутилмаганда дераза ёки эшикдаги ойналар тебра- 
ниб, ўзидаи товуш чи^аради. Бу — тепинишднр.

72-§. Тикланувчи куч, ғалаён кучлар ва муҳитнинг қарши- 
лик кучи таъсирида нуқтанинг тебраниш»

Моддий нуқтага уч хил куч таъсир этаётган ҳолни кў- 
риб Ч1гқайлик: 1) тикланувчи Ғх =  — kx куч таъсир этади; 
2) ғалаён кучлари Qx =  Я  sin (pt +  у) таъсир этади; 3) му-



о ■■ — •  ■ о ------------►. ҳигнинг қаршилик кучи
О  '*> 1/1 ^  Ғ к = — ад: таъсир этади

(208- расм). Кучларнинг 
208- расм. тенг таъсир этувчиси

Ғ = — и х — k x -г Н s\n{pt +  у) (72.1)
ифода орқали топилади. Иккинчи томондан бу куч

Ғ = т х  (72. 2

шаклда ифэдаланади. Охирги икки тенгламанинг ўнг том п  
ларини теиглаштириб, қуйидагики ҳосил қиламиз:

тх — ч х — кк-г Н s\n{pt-г V) (72.3)

Агар —  =  а*, (72.4)
т

—  =  -  2р. (72. 5)
т

— =  h (72. б)
т

белгилаш киритсак, (72. 3) тенглама

х +  2p.v +  и>гх =  ft sin (pt -f- 7 ) (72. 7)
шаклга келади. (72.7) ;И нуқга ҳаракатининг ди^,4,гРен" 
циал тенгламасидир. Нуқтанинг ҳаракат қонун.ши топи и 
учун (72.7) тенгламанинг ечимини топиш лозим. Ечимн.ч 
қуйидагича топамиз. Маълумки, (72. 7) ифэдэ б.п жинсли 
бўлмаган, чизиқли, иккинчч тар гиб ли д:{{) |згознцчал тенгла-
мадир. Тенгламанинг ечими чагт томони х f  2 p.*:.+ kx — 0 
бўлган бир жинсли тенгламанинг х* ечими билан умумий ечи
ми х** нинг йиғиндисига тенг, яъни

* =  д:* +  лг **. (72.8)
Маълумки,

х* =  ae_p 'sin  f J / V  — р-  ̂ +  ф j (72.9)

шаклда ифодаланади. л-** нинг шаклини
х** =  В sin(/tf +  Y — е) (72.10)

куринишда излаймиз. (72. 10) номаьлум коэффициент В ни 
топиш учун х** ва х ** ни аницлаймиз:



х** =  Bp cos {pt +  У — t). 

x** =  — Bp2 sin (pt +  V — e).

(72.11)

(72.12)

Энди (72. 10) ва (72. 11), (72.12) тенгламани (72.7) тенг
ламага қўйнб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

— Врг sin (pt +  у — е) +  2¥> Вр- cos (pt +  у — е) —
— В со2 sin (pt +  у — е) =  h sin (pt +  у). (72.13)

Тригонометриядан маълумки,

sin (pt +  у — г +  е) =  sin (pt +  у — е) cos е +

(72. 14) ни ҳисобга олсак, (72. 13) тенглама цуйидагича ёзи
лади:

— В р2 sin (pt -f  у — e) -f  2fi Bp cos (pt +  y — e) — В со2 X 
X sin (p t + y  — e) =  h sin (pt_+ у  — e) cos e +

1В (to2 — p 2] — h cos e] sin (pt +  у — e) +  (2|ЬВр — h sin e) X

Охирги тенглама аргумент (pt -f y — e) нинг ҳар қандай 
қийматларнда тўғрн бажарилиши учун sin (pt +  у — e) 
ва cos (pt +  y — e) катталик олдидаги коэффициентлар ало- 
ҳида- алоҳида нолга тенг бўлишлари лозим:

+  cos (pt +  у — e) sin e. (72. 14)

+  h cos (pt +  у — e) sin e
еки

X cos (pt +  Y — e) =  o. (72. 15)

В (to2 — p2) — h cos e =  0, 
2В ftp  — /isine =  0.

(72. 16) 
(72. 17)

Бу тенгламалардан 

В = h
(72. 18)

V (C i)' —  p 1) 1 ~ r  4 p-p

sm e =  —------ — _
V (co'! — p1)'1 +  4 P2pa

(72. 19)

(72. 20)



ҳосил бўлади. Охирги тўртта тенгламани ҳисобга олсак, 
(72.7) тенгламанинг хусусий ечими булган (72. 10)қуйидаги 
шаклни олади:

*** =  г -  -  Н ■sin (Pt +  V — е) (72. 22)
I  ( « * *  —  РгУ  +  4 P Jp J

ва (72. 7) тенгламанинг умумий ечими қунидагича нфодала- 
нади, р <  со ҳол учун

х =  ае ~ р*sin(} (со2 — р 2) ■ t +  ф) +  — -  ;<
у  (со1 —  P Y  +

Xsin(pt +  y — е) (73.23)
Р >  со бўлганда,

х  =  ае~ sin  ̂I р-—со2 • t ф Д  \ р~ — со2 • t +  ф j +

+  -  - Н - -sin (pt +  у  — е)
f  (Ci)J  —  р 1 ) 1 - г -  4 р  ‘ р 1

ва р =  со бўлганда

х = ае ~ sin ф -f ----------- • sin (pt +  у — e)

шаклда бўлади.
Маълумки, тебраниш амплитудаси а ва бошланғнч 

фаза ф катталик (70.19) — (70.22) формуладан топила
ди ва бундан кўринадики, а ва ф бошланғич шартдан
топилади. а  ва ф катталик нуқтанинг х0 бошланғич
вазияти ва бошланғич х0 тезлиги орқали ҳисобла- 
нади.

Кўриб ўтилган ҳолда, нуқтага тикланувчи қаршилик 
кучи ва ғалаён кучлари таъсир этилган ҳолда, нуқта- 
нинг ҳаракати шу нуқтанинг тезлигига тўғри пропор
ционал бўлади. Нуқтанинг ҳаракати p<u> бўлган ҳол- 
да, мажбурий тебранишлар билан сўнувчи тебраниш- 
ларнинг қўшилишидан: р>со бўлган ҳолда, мажбурий 
тебранишлар билан апернодик (даврий бўлмаган) ҳа- 
ракатнинг қўшилишидан; муҳит қаршилиги бўлгаида, 
нуқтага ғалаён кучларининг таъсири бўлмаганда, теб
раниш амплитудасини камайтиради (209-6 расм), ик
кала тебранишларнинг қўшилиши натижасида натижа
ловчи тебранишлар ҳосил бўлади (209-е расм). Охир
ги графикдан кўринадики, сўнувчи тебранишлар маълум 
вақтда (барқарор тебраниш режими бўлгунча) иуқта-



щ
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В) л* ~+

f W V - 7

г \ л д ^

нинг натижаловчи тебранишнга таъсир кўрсатади, 
кейин сунувчи тебранншларнинг таъсири йўқолади ва 
нуқтанинг тебраниши фақат (72.22) қонунга бўйсу- 
нади. Тебранншларнинг сўнмаслигига сабаб ғалаён куч
лари ҳамма вақт нуқтага таъсир қилиб,- тебранма 
ҳаракат бўлишини таъминлайди. Натижаловчи тебра- 
нишнинг частотаси ва даври ғалаён кучларининг 

2 яр частотаси ва т = ----- даврига тенгдир, яъни қаршилик
р

кучлари мажбурий тебранншларнинг частотаси ва дав- 
рини ўзгартирмайди.

Нуктанинг тебраниш фазаси (р/ +  у—ғ) ғалаён куч- 
ларннинг тебраниш фазаси бўлган (pt +  y) катталик- 
дан е билан фарқ қилади. е катталик фазалар силжи- 
шн дейилади ва (е) нинг қиймати (72.19) тенгламадан 
аникланадй, (72.19) ифодани

Р  р

tge =
2 -

-(f)'
(72. 24)

шаклда ёзсак, е фазалар силжиши ва нисбатнинг
ф у н к ц и я с и  эканлиги яққол кўринади. Фазалар силжиши
—  нисбатнинг ўсиши билан ( —  нисбатнинг ҳар хил қий-

( I )  [  р

матлари учун] турлича ўзгаради (210-расм). Расмдан (5 =



=  со ва р =  а  булган ҳолда е =  90° бўлиб колипш. —  =»
ш

=  0 бўлганда, е =  0 бўлиши хамда —  жуда ҳам ортиб(О
борган ҳолда фазалар силжиши асимптотик қийматга (180°) 
эришганлиги кўринади. Қаршилик коэффициенти р ортиши 
билан е камаяди (0 <  со оралигида).

Нуқтанинг тебраниш амплитудаси —  нисбатга боғлиқ-
ш

лиги (72. 18) формуладан равшандир. Агар ғалаён кучи 
QK =  И бўлганда, нуқтанинг координата бошидан, мувоза
нат ҳола ти О нуқтадан (208- расмга қаранг) силжишини Bt 
десак,

h
_5 =  Г (со-~—- р*)2~-фр*  (72. 25)
В0 _h_

бўлиб қолади ёки

Т) = ------ - -  -' ------------------  (72.26)

У М ^ / И т / и /
Динамийлик коэффициентининг —  ва —  нисбатга қа-ш О)

раб, ўзгаришидан кўринадики (211- расм), —  = 1  ёки р=со



бўлганда, яъни резонанс ходисаси ва^тида т] чекли қиймат- 
га эгадир:

Фақат р =  0 бўлгандагина, Врцз =  »  булади. Умуман, 
В нинг қиймати (72. 18) орқали топилади. Шу формуладан 
В нинг максимал қийматини топамиз. Бунинг учун —  =  

=  0 шартдан фойдаланиб,

қийматларни топамиз. р1 =  0 ҳолда (72.18) тенгламадан
фойдаланиб (72.25) ифодани ҳосил қиламиз, лекин р2 =
=  ] гш2 — 2р2 ҳолда (72. 18) тенгламадан В нинг макси

мал қиймати қуйидагича топилади:

(73.29) дан p ^ w  бўлганда, В0 =  —^—  бўлади,
2 ра>

яъни В максимал қийматга эришади ва резонанс ўткир бў- 
лади. Бу ҳодиса со2 — 2|}2 >  0 бўлганда, содир бўлади — 
бу ҳолда р <  kV 2/2 бўлиб қолади. Агар Р >  k V  2/2 
бўлса, Во max бўлмайди, яъни резонанс бўлмайди. Нуқта теб-

ранишида амплитуданинг максимал қиймати — нйсбат ор-

^  _BffCQ
P“  “  2 р

h (72.27)
2 Рсо

= 0 ;  рг =  J со2 — 2р2 (72. 28)

тиши билан чапга қараб силжийди.



52-мисол. (32.18). Оғирлиги Q = 1 2  кг бўлган жисм 
пружина учига маҳкамланган ва гармоник тебранма 
ҳаракат қилади. Жисм 45 секундда 100 марта тебра
ниши секундомер ёрдамида аниқланган. Ш ундан кейин 
пружинанинг учига Qj =  6 кг оғирликдаги юк қўшимча 
маҳкамланган. Пружинага маҳкамланган иккита юкнинг 
тебраниш даврини аниқланг.

Б е р и л г а н '-
Q =  12 кг 
т =  45 с 
п =  100 
Q =  б кг

Е ч и ш : Пружинага ҳар иккала 
юк маҳкамланганда эркин гармоник 
тебраниш даврини (69. 30) форму
лага асосан

Т 1 = 2 п у Г.ту
k (1)

ифодадан топамиз. Юкларнинг уму 
мий массаси қуйидаги

Q+Qi
g

(2)

формула ёрдамида ҳисобланади. 7 \ ни ҳисоблаш учун k пч 
билиш лозим. Пружинага фақат Q юк маҳкамланган вақт- 
да унинг тебраниш даври

Т =  2 л 1 / Ж  =  —  =  0,45с. (3)
V k п

(3) формулами Т =  2л 1 /  Я-  шаклда ёзиб, бундан К аниқ- 
т kq

ланади:

К =
4 я - т 4 n 2Q (4)7-2 цТ1

Энди Ti тебраниш даврини аниқлаш учун (4) ва 
(2) ни (1) қўямиз. Натижада қуйидаги формулани 
ҳосил қиламиз:

’i = т у \ Q +  Q\

Охирги формулага Т, Q ва Q, катталикнинг қийма- 
тнни қўйиб ҳисоблаганимизда топилади:

Т1 =  0,55 с.

53-мисол. (32.19). 52-мисолнинг шартига асосла- 
ниб, пружинага биринчи Q юк ва иккала Q +  Qj юк



осилганда ҳар бир юкнинг тебраниш қонунини аниқ- 
ланг.

Е ч и ш . Юклар эркин гармоник тебранма ҳаракатда 
булади деб, пружинага фақат Q юк осилганда (пружи
нанинг огирлигини ҳисобга олмаган ҳолда) тебраниш- 
нинг дифференциал тенгламасини қуйидагича езамиз:

х +  (о2х =  0. (1)

Q +  Qi юк осилганда дифференциал тенглама қуйвдагича 
ёзилади:

JCj -f-oc»? ATt =  о . (2)

Бу ерда со =  ] /  — . (3)
f т

=  (4)
Г ту

Юкларнинг тебракжл қонунлари (1) ва (2) тенгламанинг 
ечимндир:

х =  — acosco^. (5)
xt =  cos соLt. (6)

Тебраниш амплитудалари қуйидагича аниқланади:

a =  А -  =  (7)
k 4я*

a =  9 +  =  1TL .  - (8)
1 k 4яа

Эн да
„  Q 4- Qi _fTl*, -- » “ *

8 е
(4), (7) ва (8) формулами ҳисобга олсак,

* II I* 2я , cos —- t О)4я4 Т

и |л

2яcos ---- t (10)
4я* Тх

ифодани ҳосил қиламиз.
Агар (9) ва (10) формулада Т  =* —  «= 0,45 с.



эканлигини назарда тутсак, х — — 5,02 cos 14/;
xL =  7,53 cos 11,4 t

u аклдаги ҳаракат қонунлари ҳосил бўлади.
54- мисол. (32.13). Эластиклик коэффици

енти к =  20 —  бўлган пружинага Р, =
СМ

— 0,5 кг ва Рг = 0 ,8  кг юклар осилган (212- 
расм). Агар Р, юк олиб қўйнлса. система 
статик мувозанат холатида булади. Қолган юк
нинг ҳаракат қонунини, частотасини, даврий 
частотасини ва тебраниш даврини аниқланг.

Жавоб: х =  40 cos 6,26 t (см, Т =  1 с; 
/  =  1 Гц; со =  2л с-1 .

55-мисол. (32.51). Оғирлиги 100 г бул
ган пластинка А В пружинанинг қўзғалмас А 
нуқтасига осилган бўлиб, пластинка магнит 
қутблари орасида v тезликда тебранади. Плас- 
тинкада уюрмали токлзрнинг ҳосил бўлиши

натижасида v тезликка тўгри пропорционал бўлган қарши- 
лик кучи ҳосил бўлади. Қаршилик кучи динага тенг,
бунда k1 = 0 ,0001 , V—тезлик ва Ф — магнитнинг N ва

5 цутби орасидаги магнит оқими. Бошланғич вақтда плас
тинка чўзилмаган ва пластинканинг бошланғич тезлиги нол

га тенг пружинани
яшшшш,.

Та

212- расм.

W

1 см чўзиш учун 20 г 
статик куч керак. 
Магнит оқими Ф =  
=  1000 У"5~CGS бул- 
ганда, пластинканинг 
ҳаракат қонунини 
аниқланг (213- а ра
см).

Е чиш . Пластин- 
кага тикланувчи куч 
—kx ва қаршилик ку
чи — k1Oa х таъси р



қилади. Кучлар таъсирида пластинка ҳаракатининг диффе- 
ргнциал тенгламаси

тх 4- ki Фг х +  kx =  0J
ёки

k,Фг • k х ■)- — х -| —— х =  0 (1)т т
шаклда ифодаланади. Агар

т
=2Р. (2)

—  =  со*, k =  20 — , (3)
т  см

т =  —  (4)
е

деб белгиласак, (1) тенглама

х +  2fixcox2 =  0 (5)

кўринишни олади, (5) нинг ечимини

х =  е~ ‘̂ (Сi cos ©*/ +  Сг sin co*t) (6)
шаклда излаймиэ. Бу ерда со* ни (70.12) формулага асосан 
топамиз:

ш* =  К©2 — р2. (7)
Агар (2), (3) ва (7) дан фойдалансак, масаладаги берил- 

ганларга асосан CGS системасида j  .

р =  =  2#5 с-1 , ш* -  1373 с ~ 1
2 р

ҳоснл булади ва

jc =  е~2И(С1 cos 13,78/ 4-Са sin 13,78) (8)

тенгламани ҳосил қилами?  ̂ Агар х катгаликни] аниқласак: 

х =  g-2,5<(—13,75 Сг sin 13,78 / +  13,78 Cacos 13,78 /) -

— 2,5 e_2'“ (Ci cos 13,78/ +  Ca sin 13,78 /) (9) 
тенглама ҳосил бўлади. Бошланғич шартдан / =  0;

I p  *

JC =  х0 =  ——  =  5 см; X =  х0 =  с/0=  0. (10) k



Бошланғич шартларни (8) ва (9) ифодаларга қўйиб 
Cj = 5 ;  13,78 С2-  2 ,5 ^  =  0

тенгламаларни ҳосил қилиб, булардан С2 =  0,907 эканлиги
ни ҳосил қиламиз. Демак, пластинканинг ҳаракат қонуна

х =  — е~т{Ь cos 1 3 ,7 8 /+ 0 ,9 0 7  sin 13,781)
кўринишда бўлади.

56- мисол. (32.52). 5 5 -мисол шартидан фойдаланиб, маг
нит оқими Ф =  104CGS бўлган ҳолда пластинканинг ҳара- 
ракат қонунинй аниқланг.

Жавоб: х =  — —  е~ш (49 е96' — 1).
48

Y*

57- мисол. (32.78). Каттиклик коэффициенти с =  20 ——
CM

бўлган пружинага оғирлиги G =  100 г бўлган магнитли 
стержень осилган (213-6 расм). Магнитли стержень ўзидан 
У =  20 sin 8л t қонуни бўйича ток кучини ўтказаётган чул- 
ғам ичидан (соленоиддан) ўтади. Соленоиддан t =  0 вақт- 
дан бошлаб ток ўтади ва магнитли стерженни соленоид 
ичига қараб тортади. Бошида осилган магнитли стержень 
тинч ҳолатида. Магнитли стержень ва чулғамнинг ўзаро 
таъсир кучи Q =  16л-/ дина. Магнитли стерженнинг маж
бурий тебраниш қонуни топилсин.

Е ч и ш . Магнитли стержень тикланувчи Ғх = — сх ва 
Q =  16л-/ ғалаён кучи таъсири остида ҳаракат қилади. Бу 
кучларнинг тенг таъсир этувчиси бир томондан

Ғ =  — сх 1 6 л -/ — — сх-}- 320л sin 8 nt (1) 
шаклда ва иккинчи томондан

F =  тх (2)

кўринишда ёзилади. Охирги тенгламаларнинг ўнг томонлари
ни тенглаштириб

тх +  сх — 320 л sin 8л t (3)

шаклда магнитли стержень ҳаракатининг дифференциал тенг
ламасини ҳосил қиламиз. Бу тенгламани қуйидагича тас- 
вирлаймиз:

" ,  с 320 я  . Q . . .х Н-------х =  -------- sin 8 л  t (4)
т т



ва т — G g  бўлганлиги учун
■■ , с • g 320 п ■ р . 0х Ч------ — х -------------- 5ш 8я<  (5)

С с

«г » С-Я ■■> 520 ng , . . .бўлиб қолади. Агар -------= w ; -------- =  h (6)
G G

деб белгиласак, (71.5) шаклдаги тенглама ҳосил бўлади:

х -4- о 2 х =  h sin 8 я t. (7)
бу ерда мажбурий тебранишлар частотаси қуйидагича экан
лигини эътиборга оламиз:

Р =  8 л. (8)
Магнитли стерженнинг мажбурий тебраниш ^онуни (7) тенгла
манинг хусусий ечимидир. Бу хусусий ечим (71.15) га асо
сан тошпади:

х** =  - Н- ■ ■ sin (pt +  у). (9)
0 )  —  р1

Масала шартига асосан эркин ва мажбурий тебраниш 
орасидаги фазалар фарқи у =  0. Энди (6) ва (8) ифодани 
(9) га қўямиз:

*** = -----^ -------- sin 8 я /. (10)

с  ~ (8л)

Агар g  =  980 — ; G =  100 ■ 980 дн; с =  20
с1 см

цийматларни (10) ифодага қўйсак:
л** =  — 0,023 sin 8 л t.

Бу магнитли стерженнинг тебраниш қонунидир!
58-мисол (32.79). 57 -мисол шартидан фойдаланиб, 

магнитли стерженнинг тўлиқ ҳаракат тенгламаси аниқ- 
лансин. Бу ҳолда, магнитли стержень эркин пружина 
охирига осилади ва бошланғич тезликсиз қўйиб юбо- 
рилади, деб қабул қилинсин.

Е ч и ш .  Бу ҳолда ҳам магнитли стержень ҳаракати- 
нинг дифференциал тенгламаси

х  - f  G)2je= fts in 8 fl/ (1) 
шаклда ёзилади. Тенгламанинг умумий ечими

х  =  х* +  х** (2)



х* =  CiCosoif +  С, sin (л t, (3)

(4)

(5)

(В)
x = —Q tosincof — Cjiocosw/H------—— sin/?/.

to2 — pJ
Бошланғич шартга асосан, t —-0  бўлганда

G сх =  х9 = ---------=  — 5 см

(7)

(8)

х =  х0 =  О

(8) ни (6) ва (7) тенгламага қўйсак,

келиб чиқади. Ниҳоят, Cl ва С2 қийматларини (6) ифодага 
қўйиб, қуйидаги шаклда магнитли стерженнинг тебраниш" 
қонунини (тенгламасини) топамиз:

х =  —5 cos 14/ — 0,041 sin 14/ — 0,023 sin 8 л / .
59- мисол. (32.80). 57- мисол шартидан фойдаланиб, маг

нитли стерженни статик мувозанат вазиятида v0 =  х0 =
= 5 - ^ -  бошланғич тезлик берилган ҳол учун ҳаракат қону-

С

ни аниқлансин.
Жавоб\ х =  0,4 sin 14 / — 0,023 sin 8 я /.
Кўрсатма: бу ҳолда бошланғич шарт

бўлган пружинага соленоид ичидан ўтадиган ва оғирлигн 
Gx =  50 г бўлган магнитли стержень ҳамда магнит қутб- 
лари орасидан ўтадиган оғирлиги G2 =  50 г булган мне 
пластинкалар осилган. Соленоиддан I — 20 sin 8 я  / ампер 
ток ўтади ва бу соленоид магнитли стержень билан

/ =  0, х =  х0 =  5 см, х =» х0 =  5 ------.
с

г
60- мисол. (32.88). Қаттиқлик коэффициенти с =  20 -----

с м



а//// //■////Р =  16 л /  куч таъсирида булади. Мис 
пластинкага ҳосил бўладиган уюрмали ^  д
токлар хосил қиладиган тормозловчи 
куч Q, =  k ^ 2v, бунда — 10-4 ; Ф =
- V s CGS ва v —пластинка тезлиги.

100
Пластинканинг мажбурий тебраниш қо- 

нунини аниқланг (214-расм).
Е чиш . Магнитли стержень ва мис 

пластинка қаттиқ махкамланганлигн учун 214-расм. 
бирга тебранади. Пружинанинг оғирли- 
гини ҳисобга олмаймиз. Стержень ва пластинка бир
галикда оғирлик кучлари. пружинанинг эластиклик кучи ва 
тормозловчи кучлар таъсирида тебранади. Бу ерда систе
мага Ғх =  — сх тикланувчи куч, F =  — /г, Ф2х қаршилик 
кучи ва Qx =  320 л sin 8л / ғалаён кучлари таъсир қилади.

Бу ҳолда ҳаракатнинг дифференциал тенгламаси

тх =  — ^  Ф2^ — сх -4- 320 л  sin 8 л / (1)
шаклда ифодаланади. Агар

=  2Р; —  =  о2; = h \  т — (2)
т т т g

белгилашларни киритсак, (1) тенглама қуйидагича ёзилади:

х-\-2$х со2, х =  h sin (pt +  V — е). (3)
Масаланинг шартига асосан у  =  0 бўлиб, бу тенгламанинг 
хусусий ечими, яъни пластинканинг мажбурий тебраниши 
(72.22) ифодадан топилади:

х** =  ' — — -1<1.- ■ ■ sin (pt—г). (4)
V W  — py-t-A фг?

Фазалар силжиши (72.19) дан топилади:

tge  =  - 2Р- р— . (5)
Б со3— р2 

Масала шартига асосан ҳисобласак:
Р =  2,5 с-1 , со =  14 с-1 ; h =  10,05; р =  8 л с -1 .

Шу белгнларга асосан 
h

) / ( ш ч _ р 1 ).  +  4 р г  pi
=  0,022



sa

tg* =  —  ■- T  =  — 0,29;— tge = tg ( I 8 0  — e) = 0 ,29 .
(|)3 ----pl

Tригонометрик жадвалдан
180°- e  =  16°

ва
e =  164’ =  0 ,91 я  (7)

эканлигини кўрамиз. Энди (6) ва (7) ифоданинг қийматла- 
рини (4) тенгламага қўйиб

х** — — 0,022 sin (8 я / — 0,91л) (8)

тенгламани — пластинканинг ҳаракат тенгламасини ҳосил 
кпламиз.

61-мисол (32.89). 6 0 -мисол шартидан фойдаланиб, плас- 
тннка стержень билан бирга пружинага осилган ва пластин-
кага пастга йўналган v0 =  х0 =  5 бошланғич тезлик берил-

М.

ган деб пластинканинг ҳаракат қонунини аниқланг.
Жавоб:

х = е ~ 25‘ (— 4,99cos 13,75/ — 0,56 sin 13,75/) +
4- 0,022sin (8 л  / — 0,91л) см.

К ў р с а т м а :  пластинка тебранишининг умумий ечимини 
х  =  х* +  х** кўринишда излаш лозим.

XI-Б О Б. ЭРКИН БУЛМАГАН НУҚТАНИНГ ҲАРАКАТИ

73-§. Эркин бўлмаган иуқта. Боғлаиишлар ва боғланиш
реакциялари

Нуқта ҳаракатига чек қўядиган сабаблар механик 
боғланишлар ёки қисқача боғланишлар дейилади. М а
салан, сув қувур ичида ҳаракат қилади. Бу ерда қувур 
сувни маълум траектория бўйлаб ҳаракатланишга 
мажбур қилади. Қувур бу ерда боғланиш бўлади. 
Ҳамма жисмлар Ер сиртида ҳаракат қилишга мажбур. 
Поршень цилиндр ичида ҳаракат қилишга мажбур. Бу 
ерда Ер ва цилиндр боғланиш бўлади. Ой Ернинг атро
фида ва Ер Қуёш атрофида ҳаракат қилишга мажбур- 
дтр. Бу ерда Ой ва Ер ҳамда Ер ва Қуёш бутун1 
олам тортишиш қонунига асосан бир-бирини тортади.



Мана шу тортишиш кучлари боғланишлар бўлади. Д е
мак, боғланишлар характерига, айрим белгиларига ка
раб ҳар хил булади. Боғланишлар қуйидагича класси- 
фикацияланади (турларга ажратилади). Классифика- 
циялаш нуқта ҳаракатининг дифференциал тенглама
си ечимининг қандай катталикларга боғлиқ бўли- 
шига қараб аниқланади:

1. Голоном ва ноголоном боғланишлар. Агар нуқ- 
тага қўйилган боғланишлар нуқтанинг фақат фазодаги 
ҳаракатига чек қўйиб нуқтанинг ҳаракат тезлиги ўзга- 
ришига чек қўймаса, бундай боғланишлар голоном боғ- 
ланишлар дейилади. Голоном боғланишлар содир бўл- 
ганда, нуқта тезлигининг миқдори ҳар қандай қинмат- 
ларни олиши мумкин, лекин нуқтанинг координаталари 
ф ақат маълум оралиқда ўзгариши мумкин. Агар пуқта 
маълум сирт бўйича ҳаракат цилса ва бу сирт

f ( x , y , z , l )  =  0  (73.1)

тенглама билан аниқланадиган бўлса, нуқта ҳаракати 
вақтида (73.1) шартни қаноатлантириши лозим. Бу 
шарт (73.1) бажарилиши учун нуқтанинг координата
лари -V, у, z  фаь^ат маълум оралиь;даги қнйматларга 
эга бўлади, яъни х, у, z  ихтиёрий қийматларга эга бўла 
олмайди. Лекин х, у, z  координаталарнинг ҳар бири t 
вақтнннт функциясидир. Голоном боғланишларнинг 
тенгламалари (73.1) ифода шаклида бўлади. Голоном 
боғланишлар бўлганда нуқта ҳаракатинннг дифферен
циал тенгламалари тўлиқ интегралланади, льни бу 
ҳолда дифференциал тенгламаларнииг ечимларига ко-
ординатлардан олинган ҳосилалар (х, д: . . . )  қатнаш- 
маслиги керак. Агар боглапишлар

[(х, у, z, х, у, г, t) =  0 (73.2)
кўринишда бўлса, ноголоном боғланишлар дейилади. 
Бу ҳолда (73.2) тенглама шундай ифодаланадики, 
х, у, z  ни бу тенгламадан интеграллаб топиб бўлмайди. 
Ноголоном боғланишлар мавжуд бўлганда, нуқтапинг
ҳам х, y , z  координаталарига, ҳам нуқтанипг л', у, z тезлик
проекцияларига чек қўйилади, яъни л-, у, г ва х, у, z кат- 
таликлари ихтиёрий қийматларга эга бўлмайди. Бу катта- 
ликлар (ноголоном боғланишлар бўлганда) фақат маълум 
соҳада чекли миқдорда ўзгаради. Ушбу-қулланманинг II ва 
III бобларида кўрнб ўтилган масалалар голоном богланиш-



ларга мисол булади. Биз кейинги парлграфларда голоном 
боғланишларни кўриб чиқамиз.

2. Сақлаб турувчи ва сақлаб турмайдиган боғла-
нишлар. Сақлаб турувчи боғланишлар ҳолида нуқта 
ҳаракати вақтида шу богланишлардан аж рала олмай- 
ди. Нуқта маълум сирт ёки чизиқ бўйлаб ҳаракат ки
лади. Сақлаб турувчи боғланишларнинг математик ифо- 
даланнши (73.1) ёки (73.2) тенглама шаклида ифо- 
даланади.

Сақлаб турмайдиган боғланишлар бўлганда нуқта 
ҳаракатланаётган сирт ёки чнзиқдан ажралиб чиқиши 
мумкин. Бундай ҳолда боғланишларни тенгсизликлар 
билан ифодалаш қулай бўлиб қолади. Масалан, нуқта 
сфера ичида ҳаракат қиладиган бўлса,  бу ҳаракат

ix~ -j- у' -f- i L) <- R1 (73.3)
кўринишдэ, сфера сиртидан ташқарида ҳ.чракат қилганида

(.X- +  у 2 +  z2) >  /?* (73.4)
кўринишда ёзилади. Агар нуқта радиуси г булган дойра 
ичида ҳаракат қилса (х2 +  У ) <  r\  ташқарискда эса (л2 

у 2) >  г"- тенгсизлик ўринли бўлади.
Сақлаб турувчи боғланишлар икки томонлама (фи- 

нитли) ёки бир томонлама (инфинитли) бўлиши мум
кин. (73.3) ва (73.4) тенгсизликлар инфинитли боғла- 
нишлардир. Молекула ва атомларнинг бир-бирига яқин- 
лашиши чекланган. Атом ва молекулалар кичик масо- 
фаларда бир-бирини итарганлиги учун улар бир-бирига 
жуда ҳам яқин келмайди (инфинитли боғланиш деб 
қараш мумкин). Поршеннинг цилиндр ичидаги ҳара- 
катида, Ойнинг Ер атрофидаги ҳаракатида ва шунга 
ўхшаш ҳаракатларда (электронларнинг ядро атрофи
даги ҳаракатлари, нуктанинг тебранма харакатини) 
финитли боғланнш бўлади деб хисобланади.

3. Стационар (барқарор) ва ностационар боғланиш- 
лар. Агар боғланишлар ошкор равишда вақтга боғлиқ 
булмаса, стационар боғланишлар дейилади. Боғланиш 
вақтга боғлик, бўлса, ностационар боғланиш дейилади.

Стационар боғланишлар таъсирида нуқта ўзининг 
фазодаги ҳаракат қонунини вақт ўтиши билан ў э г а р -  
тнрмайди. М асалан, нуқта айлана ёки эллипс бўйича 
ҳаракат қилса, унинг траекторияси

—  +  - £  =  1 (73.5)
a? ^  b1



тенглама билан ифодаланади. Бу тенгламалар вақтга 
боғлиқ эмас.

Стационар боғланишларни склером, ностационар 
борланишларни реоном боғланиш деб ҳам айтилади. 
Стационар боғланишлар бўлганда, (73.1) ва  (73.2) 
тенгламада вақт қатнашмаслиги керак.

4. Идеал ва реал боғланншлар. Маълумки, нуқта 
ҳаракат вақтида актив кучлар ва боғланишлар таъсири 
остида булади. Бу боғланишлар нуқтанинг эркин ҳа- 
ракати вақтидаги траекториясини ўзгартиради, уни 
бошқа траектория бўйича ҳаракат қилишга мажбур 
қилади. Шундай қилиб, бирон-бир нуқтага бошқа нуқта 
ёки бошқа жисмлар томонидан таъсир этадиган куч
лар унинг ҳаракатини ўзгартиради. Бу берилган куч
лар актив кучлар дейилади. Актив кучлардан бошқа 
яна боғланишлар реакцияси нуқтага таъсир этади. Боғ- 
ланишлар реакцияси реакция кучи ёки пассив кучлар 
дейилади. Реакция кучлари боғланишларнинг таъси- 
рини алмаштирадиган кучлардир. Бу реакция кучлари 
ёки боғланишлар реакцияси моддий нуқта ҳаракатига 
чек қўяди ёки нуқта ҳаракатнга қаршилик кўрсатади.

Агар реакция кучлари нукта 
ҳаракатланаётгзн сирг ёки чизиққа 
ўтказилган уринма текисликка пер
пендикуляр бўлса, бундай боғла- 
нишлар идеал боғланишлар дейи
лади (215- расм). Раемда М нуқта 
траекториясига т уринма текислик 
уткатчган ва N реакция кучи т 
текисликка ўткаэилган п уринма 
бўйлаб йўналган. Бундай богланиш 
идеал боғланиш бўлади.

Идеал боғланишлар бул- 
ганда нуқта ҳаракатланади- 
ган сирт абсолют (мутлақ) 
силлиқ бўлади. Ҳақиқатда 
эса сиртлар абсолют сил- 
лиқ бўлмайди, ғадир-будур 
бўлади. Бундай сиртлар (ға- 
дир-будур) реал сиртлар 
дейилади. Реал сиртларда 
реакция кучлари п нормал- 
га перпендикуляр бўлмай- ' 216- расм.



ди, балки маълум бурчак ҳосил қилади (215-расмда- 
ги N' кўринишда булади). Идеал боғланишларда, масалан, 
нуқта цилиндр сиртида ҳарэкат қилганида ҳэрзкаг траекто
рияси х2 +  у 2 =  R2 кўринишда ёки /  =  х2 +  у 1 — R! =  О 
шаклда ёзилади (216- расм). Бу ҳолдч реакция кучи, идеал 
боғланишлар бўлса, цилиндр сиртига ўтказилган нормал п 
йўналишида бўлади. Бу нормалнинг йуналишн эса бзгла- 
нишлар функциясининг градиенти бўйича йўналгандир. 
Агар сирт ғадир-будур (реал) бўлса, реакция кучининг йў- 
налиши сиртга перпендикуляр бўлмайди ва бу йўналишни 
боғланишлар тенгламасидан аниқлаб бўлмайди.

74- §. Эркин бўлмаган нуқта ҳаракатининг дифференциал
тенгламалари

Эркин бўлмаган нуқта ҳаракати ва^тида нуқтага Ғ ак 
тив ва N реакция кучлари таъсир қилади. Бу кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси н у қ т аг а  а тезланиш беради. Ньютон
нинг иккинчи қонунига асосан, Ғ ва N кучнинг вектор 
йигиндиси нукта массасиминг тезланишига булган кўпайт- 
масига тенг:

Ғ +  N =  т- a (74.1)
Бу ерда .V нуцтага таъсир этадиган барча бэгланишлар 

хосил қилган реакция кучларининг геометрик йп.-инднеидир. 
Богланишлар таъсирини реакция кучи билан алмаштирамиз. 
Нуқтага актив кучлар таъсир этади ва бэрланишлариинг 
ўрнига реакция кучлари таъсир қиллди деб ҳисоблаймиз. 
(Богланишлар таъсирининг реакция кучлари билан алмашти- 
рнлишига, статика курсини ўтганимизда, жисмларни боғла- 
нишлардан озод к,илиш принципи деб айтилган эди.) Агар

a — 1 эканлигини эътиборга олсак, (74.1) тенглик 
dl

т —  = Ғ + Л '  (74.2)
dt

шаклда ифодаланади. (74.2) тенглама эркин бўлмаган 
нуқта ҳаракатининг дифференциал тенгламаси дейи
лади. Бу тенглама эркин нуқта ҳаракати учун ёзилган
(63.2) тенгламадан ўнг томонидаги N реакция кучининг 
қўшилишн билан фарқ қилади.

Агар Декарт координата ўқларидаги проекцияларда
(74.2) ни ифодаласак,'



mx =  FX+  Nx, 

m y = F y +  N y,t (74.3) 
m г =  Fz +  N г

N

тенгламалар шаклида тас- —► —►
вирланади. Бунда а, N ва
F векторининг х, у, г ўқ- 
лардаги проекциялари мос
равишда д, у, г; Nх, Ny, 217- расм.

ва f v, Ғ , Ғг билан бел
гиланади (217- расм). Нуқтанинг ҳаракат қонуниии ифода- 
ла L' учун (74.2) ёки (74.3) тенгламанинг ечими топилади. Бу 
ечимни аниклаш вақтидэ бэшлангич шартлар, актиз ва ре
акция кучлари берилган булади.

Табиий координата ўцларнда (74.2) тенгламанинг проек
циялари

кўрннишда ифодаланади. Бунда ах, ап, ab, Ғх, Ғп, Fb; N ( , 
Nn Л\, нуқта тезланиши а, актив кучлар F за реакция куч
лари N нннг уринма, нормал ва бинормал ўқллридаги про- 
екцияларидир.

Нуқтанинг ҳаракати амалда тегиб турувчи текислик
да содир бўлади, деб ҳисобланадн ва (74.4) ифоданшгГ 
ф акат биринчи ва иккинчи тенгламалари кўрилади ёки
(74.3) ифодадаги биринчи ва иккинчи тенгламалар кў- 
рилади.

Шундай қилиб, эркин бўлмаган нуқта ҳаракатининг 
дифференциал тенгламалари эркин нуқтанипг диффе
ренциал тенгламаларидан реакция кучларининг ў н гто
мони қўшилиши билан фарқ қилади.

Фараз қилайлич, голоном сақлаб турувчи ва идеал бог
ланишлар таъсирида нуқта сфера сиртида ҳаракат қилсин 
(218- расм). Бу ҳолда реакция кучлари қуйидаги кўринишда 
берилган бўлсин: '

т ах =  Ғх +  Nv
тап =  Ғп +  Nn’
т а ь = F b +  N b

(74.4)

N =  k g r a d f . (74.5)

Бунда реакция кучининг проекциялари
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N ' =  k 1 7 ' (74б)

N* = x J t '  (747)  

N,  =  Л- g -  (74.8)

ва номаълум кўпайтирувчи Я, 
қуйидагича аниқланади:

х ~ т Ш Ш г
(74.9)

N =  У  N'l +  Nl +  Nl (74.10)

формула орқали ҳисобл-шади. Берилган нуқта ҳамма вақт 
сфера сиртида бўлиши учун қуйидаги боғланишнн ифода
лайди ган

f = х 2 + у "  + z~ — R2 = 0  (74.11)
шартни бажариш лозим.

Расмдан нуқтанинг оғирлик кучи Р сферанинг мар
кази булган О нуқта томонга йўналган. Нуқтанинг 
OXYZ системага нисбатан координаталари

z =  R sin ф, (74.12)
х =  R cos ф • cos а, (74.13)

у  =  R cos ф -sin се. (74.14) 
ва F кучнинг проекциялари

Fx =  — mg cos у ■ cos а , (74.15)

ғ у =  — mg cos ф-sin а . (74.16)
Fz = ~  mg sin ф (74.17)

кўринишда ёзилади. Нуқта сфера сиртида ҳаракат қил- 
ганлиги учун боғланишлар тенгламасидан

/  =  я* +  0* -L z~ — R1 =  0 (74.18)
бу ифодадан қуйидагини ёзамиз:



Энди (74.6) — (74.8), (74.16) — (74.19) ифодаларни мос 
равишда (74.3) тенгламаларга қўйсак,

тх — — mg cos <p • cos a  -f  2% x, 

my =  — mg cos tp ■ sin a  +  2A у , 

mz =  — mg sin cp -f 2 A, • z

( 7 4 . 2 Э

ҳосил бўлади. (74.20) M нуқтаиинг сфера сиртидаги 
ҳаракатининг дифференциал тенгламасидир. Нуқтанинг 
ҳаракат қонунларинц топиш учун шу тенгламаларнинг 
ечимини аниқлаш лозим.

Агар ф -• 90°, a  =  0° бўлса, (74.20) ифэда

т х =  2кх, (74.21)

m y  = 2  Ху  (74.22)

m z  = — m g-\ -2X z  (74.23)

шаклда ёзилади.
Умуман идеал боғланишлар бўлганда, (74.3) ифода

т х =  ҒХ+  X J L  ‘ (74.24)
( I X  ’

т у == Ғ
У

R
ду’ (74.25)

т z = л +  X JL
дг (74.26)

кўринишда бўлади. (74.25) тенгламага эркин бўлмаган нуқ- 
та учун бир жинсли Лагранж тенгламалари деб аталади. 
Агар нуқтага Ғ ва jV куч билан бирга яна F ишқаланиш
кучи таъсир қилса, Ғншқ проекциялари

Ғишк' x = — Fcos(F 0  = - = ғ  ■
--------V,и

ҒишкУ=Ғс05(Ғ'1)'= — — У’

Ғшв*, =  FcQS (Ғ. *) = ------ Z

(74.27)

(74.28)

(74.29)



шаклда бўлади. Ишқаланиш кучи мавжуд бўлганда, 
Л агранж  тенгламалари

г , 1 df ғ  ' тх — г г +  л —  —.—  х,
х  д у  V

г  г 1 d/ Ғ '
ти - ғ , + > -  Т у ~ Г у '

т г ~  F +  % if  — —  i
2 а г  v

(74.30)

шаклда ёзилади. Охирги тенгламаларда —  қаршилик коэф

фициенти бўлиб, V нуқтанинг ҳ а р а к а т  тезлигидир (219-расм).

-219- расм. 220- расм.

75- §. Математик маятникнинг кичик тебранишлари

Чўзилмайдиган ва оғирлиги ҳисобга олинмайдиган 
ипга осилган моддий нуқтанинг оғпрлик кучи таъсири
даги ҳаракати математик маятник дейилади. Фараз 
қилайлик, қўзғалмас О нуқтага боғланган / узунлик- 
даги ипнинг учига m массали М нуқта боғланган (220- 
расм). М нуқтани табиий координаталар системасининг 
маркази қилиб танлаб оламиз ва М нуқтадан траекто- 
риясига уринма (тангенциал) т, нормал п ва бинормал 
b ўқларни ўтказамиз. Бинормал ўқи расм текислигига 
перпендикуляр, нормал уқ М нуқтадан О нуқта томон
га йўналган ва уринма х ўқ эса траекторияга уринма 
бўлиб, М нуқтанинг ҳаракати томон йўналган. М нуқта 
вертикалдан ср бурчакка оғган ҳолида, нуқта ҳа- 
ракати фақат уринма ўқ т ва нормал п ўқлари'



бўилаб содир бўлади. (Бинормал ўқи бўйлаб нуқта 
ҳаракат қилмайди.) Демак, М нуқта тегиб ту]рувчн; 
текислигида ҳаракат қилади ва ҳаракатнинг диффе
ренциал тенгламалари (74.4) ифодага acocair қуйида- 
гича ифодаланади:

тах =  Ғх+  Мх, (75.1)

man ^ F n +  Nn. (75.2)

Маълумки, ах = ~ , а п =  —  ва Ғх, Мх, Мп, Ғп катта- 

ликлар 220- расмдан
Nx =  N cos 90° = 0 ,  N „ = N  (75.3)

Fx — — mg sin ф, Fn =  — mg cos qp (75.4)

кўрккишда бўлади.
Маятникнинг тебраниши ифодаланадиган дифференциал

тенгламани (75.1) дан фойдаланиб топамиз. Ғх катталикни
(75.3) дан топиб (75.1) тенгламага қўямиз ва s =  0,/Vl =  
=  / .<р эканлигини эътиборга оламиз.

т = — m g sinqx (75.5)

=  ds_ =  _Ыф =  (75 6)
dt dt

(75.6) ни ва —  =  — (/ ф) =  — - -  =  I- ф эканлигини ҳисобгэ 
'  d t d t  dt
олсак (75.5) қуйидагича ёзилади:

mlcp =  — mg sia cp
ёки

Ф H в щф =  0. (75.7)

Агар кичик бурчаклар учун sin ф «  ф эканлигини ҳи- 
собга олсак, (75.7) тенглама /ф  +  g<f = 0  
ёки

Ф + .- у  Ф = °

кўринишни олади. Бу ерда -у- =  деб белгилаб,



тенгламани ҳосил қиламиз. Бу маятник ҳаракатининг диф
ференциал тенгламасидир. Бундай тенгламанинг ечими худ
ди (69.5) тенгламанинг ечимидек булади, яъни

Ф  = ф 05 т  ( c o f- fa ) ,

ёки
Ф  =  Ф 0 cos (со t +  a). (75.9)

Бошланғич фаза a  =  0 бўлса, маятник
Ф =  ф0 cos со t (75.10)

қонуни бўйича тебранади. Маятникнинг тебраниш даври
О-г

^=г- =  2 п Л / ±  (75.11)
У Г я

ш у -f- г е

қонунга бўйсунганлигини ҳам кўрамиз.
Энди (75.2) тенгламадан N реакция кучини топамиз 

(р = / ,  у = / с о  эканлигини эътиборга олиб):

N — — h mg cos ф ёки N  =  mi со2 +  mg cos ф. (*) 
р

Энди со ни топамиз. Бунинг учун ,(75.7) нинг шаклини 
ўзгартирамиз:

Ф = -----^ -этф . (75.12)

da da> dtp d(o , ,Агар ф =  —  =  —  . —— =  со • —  ифодани ҳисобга ол- 
dt dq> dt d<p

сак, (75.12)

со d со = ----- j —sin(pd<p

шаклда ёзилади. Охирги тенгламани интегралласак 

J  со dco =  — j* - j -  sin ф d ф,

бундан

-у - =  ~~ cos ф -)- / (75.13)

келиб чиқади. Бошланғич "шартдан
/ =  0, со =  со0; ф =  а  (75.14)



эканлиги маълум бўлса.
о»'1 с а  с = ---- — —  cos а2 I

ва

со1 =  (i  ̂ Н— —  (cos ф — cos а)

ифода ҳосил булади. Агар бу ифодани (*) га қўйсак, реак
ция кучини ҳисоблашни қуйидагича ёзамиз:

N = m l  Н- -у -  (cos ф— cos a)j +  tng cos ф 

ёки т =  P/g  ни ҳисобга олсак,

ЛГ =  Р —-— Ь 3 cos ф — 2cosaj (75.15) 

формула ҳосил бўлади.

76-§. Нуқта учун Даламбер прннципн

75- § дан маълумки, эркин бўлмаган нуқта учун

Ғ +  N =  та (76.1)
тенгламани ёзиш мумкин эди. Бу тенгламани

T + N  +  (— m a ) =  0 (76.2)

шаклда ёзамиз. Бунда— та  ҳад нуқтанинг инерцияси ту- 
файли ҳосил бўлади. Бу ҳад инерция кучи ёки Ф фиктив 
куч деб аталади.

Ф =  — та.  (76.3)
Фиктив кучни эътиборга олсак, олдинги тенгламани

F +  N +  Ф = 0  (76.4)

кўринишда ёзамиз. (76.4) тенгламадан: нуқтанинг ҳа- 
ракати вақтида ҳамма актив кучлари, реакция кучлари 
ва инерция кучларининг геометрик йиғиндиси нолга 
тенг деган хулоса келиб чиқади. Бу хулоса Даламбер 
принципи деб аталади. Бу принцип динамика масала- 
ларини статик усул билан ечишга имконият беради. 

Ҳақиқатан ҳам, статикадан маълумки, жисм ёки



нуқта тинч ҳолатида бўлиши учун шу жисм ёки нуқ- 
тага таъсир қиладиган барча кучларнинг йиғиндиси 
нолга тенг бўлиши лозим эди. Худди шунга ўхшаш, 
Даламбер принципи кўрсатадики, нуқта маълум кине
матик ҳолатида бўлиши учун нуқтага таъсир этадиган 
актив кучлар, реакция кучлари ва инерция кучлари
нинг йиғиндиси нолга тенг бўлиши керак экан.

Агар Ғ, N ва Ф кучларни декарт координата укла- 
рндаги проекцияларда ифодаласак,

f x +  Nx +  ф * =  °.
^  +  ^  +  Ф ^ О .  
Ғ я +  AL +  Ф , =  о

(76.5)

тенгламани ҳоснл vh.^3mmjkh, бундан ^аракатдаги нук
та учун ҳамма вақт актив, реакция ва инерция кучла
рининг ўқлардаги проекцияларининг йиғиидиси нолга 
тенг бўлади деган хулоса чиқади.

Агар (76.4) тенгламанинг иккала томонини г радиус-век- 
торга кўпайтирсак, Даламбер принцнпини қуйидаги шаклда 
ифодалаймиз:

r x f  +  r x J V - f  г х Ф  =  0. (76.5)

(76.6) даги ҳар бир ҳад куч моментини ифодалайди. 
Бу тенгламадан нуқта ҳаракати вақтида ҳамма вақт 
актив, реакция ва инерция кучлари моментларининг 
йиғиндиси нолга тенг бўлади деган хулоса келиб чиқа- 
ди. Тенгламанинг проекциялари

(г х ^ т ( ^ Х ^  +  ( г х  Ф) х =  0,

(г х  ғ )у +  (г х  N)y +  (г х  ф)у =  °> 

(г X Ъ г + ( г  X М)г +  {г х  Ф)г =  0

(76.7)

кўринишда ёзилади. Бу тенгламалар ҳам ҳаракатдаги 
нуқта учун куч моментларининг проекциялари оркали 
ифодаланган Даламбер принципидир.

Статиканинг асосий тенгламалари умуман олтита 
тенгламаларда ифодаланган эди. Бу ерда ҳам кўрдик- 
ки, (76.5) ва (76.71 орқали ифодаланадиган олтита 
тенгламаларни ташкил этади. Шунинг учун Д аламбер



принципи динамика масалаларини статик усул билан 
ечншга имкон беради деб айтишлари бежиз эмас, деган 
хулоса чикади.

XII БОБ. МО ДДИИ НУҚТАНИНГ НИСБНЛ ҲАРАКАТН

77- §. Нуқта нисбий ҳаракатинннг дифференциал 
тенгламалари

Ньютон қонунлари (63-§) нуқта учун ва инерциал 
(i> =  const) саноқ системалари учун аник бажарилади, 
деб айтилган эди. Бу вақтда куч жисмларнинг ўэаро 
таъсирини характерлайдиган катталик бўлиб, нукта 
массасининг тезланишига булган кўпайтмасига тенг де
ган хулоса чиқади. Бироқ, нуқтанинг абсолют тезла
ниши нисбий, кўчма ва кориолис тезланишларининг 
геометрик йиғиндисига тенг эди:

а = ан +  ак + Я о Р- (77Л)
(77.1) дан кўринадики, а тезланиш нуқтанинг кинематик

ҳолатига қараб ўзгаради, демак, а тезланиш оркали аниқла- 
надиган Ғ куч ҳам ўзгарувчан бўлиб туриши лозим деган 
нотўғри хулоса чиқиши мумкиндек туюлади. Бундай нотўғ- 
ри хулосани чиқармаслик учун Ньютоннинг иккинчи қону- 
нини

т 7 = ^ 7 с = Ғ .  (77.2)
i=i

шаклда ёзиб, батафсилроқ муҳокама киламиз.
Нуқта ҳаракатининг қўэғалмас 0£т]с ва қўзғалувчан 

OXYZ системаларда 
кўриб чиқайлнк. Нук- 
тага (221-расм) Ғ,, Ғг 
. . . кучлар таъсир 
Килсин. Нуқта к Ў3' 
ғалувчан ноинерциал 
OXYZ системага нис
батан ҳаракат қила- 
дн. Бу OXYZ ноинер
циал система инер
циал кўзғалмас О £ т) |  
системага нисбатан 
кўчма ҳаракатда бўл- 
снн. Шундай система 
учун (77.1) тенглама 221-расм.



а =  а — а — ан к  кор

ифодани аниклаб, ифоданинг иккала томонини т га кўпай- 
тирамиз:

тан =  та — так — т д кор (77.4)

ёки қуйидаги ҳосил булади

т а н ■-= 2  F i +  (~ т  “  J  +  ( — J (77,5) 
l=i

(77.5) тенглама нуқтанинг ниобий ҳаракатининг 
дифференциал тенгламаси дейилади. Агар тенгламани 
декарт координата ўқларидаги проекцияларда ифода- 
ласак, қуйидаги учта тенглама ҳосил бўлади:

=  ғ х  +  ( -  О х  +  ( -  m  « к о р  )х *

т Я  =  F„ +  ( ~ m~ b y  +  ( -  т \ ^ у '  
т а г =  Ғ7 +  ( -  т  aK)z +  ( -  т  a Kop),

бунда

Ғ« =  т%,

^ К О Р  =  —  m f l K O P .

Бу тенгламаларга

r ,  ~ i F-‘
i= I i=l i=l

белгилашларни киритамиз. Бунда Ғк — кўчма куч, Ғ — 
кориолис кучи дейилади. Ҳар иккала куч Ғк, Ғкор -инерция 
кучлари деб юритилади. Бу кучлар OXYZ система но- 
инерциал (y=const) бўлганлиги учун пайдо бўлади. Бу ҳол-

t П
да, ^  =  2 ^ 1  де^ белгиласак, (77.5) ни

maK = ~ F + F  к +  ғ кор (77.9)

(77.6)

(77.7)

(77.8)

(=i

кўринишда ёзамиз.
(77.9) дан нуқта массасининг нисбий тезланишига кў- 

пайтмаси Ғ актив кучлар, Ғк кўчма куч ва Ғ кориолис



кучларининг геометрнк йигиидисига тенг деган хулосага кс. 
ламиз.

Демак, куч доим бир хил бўлиши учун актив куч- 
лардан бошқа, яна инерция Кучларини ҳам ҳисобга 
олиш лозим. Ана шу кучларнинг геометрик йиғиндиси 
нукта массаспнинг тезланишига бўлгач кўпайтмасига тенг. 
Агар инерция кучлари Ғк, Ғкор мавжуд бўлса, бундай сис- 
темаларга ноинерциал санок, системалари деб айтилади. 
Инерция кучлари мавжуд бўлмаса (Ғк =  Ғ =  0 бўлса) 
бундай саноқ системалари инерциал санок, системалари деб 
юритилади.

Инерциал саноқ системалари учун (77.9) тенглама 
қуйидагнча ифодаланади:

(а =  ан) та =-- Ғ.

Бу тенглама Ньютон қонунлари инерциал саноқ 
системалари учун аниқ бажарилишини яна бир марта 
тасдиқлайди.

Нунта .ҳаракатининг дифференциал тенгламаси аниқ 
холларда муайян бир шаклларда ифодаланади:

1. Қўзғалувчан OXYZ ноинерциал системанинг ҳара- 
кати, яъни кўчма ҳаракат айланма ҳаракат кўринишида 
бўлсин. Бу ҳолда нуқтанинг кўчма тезланиши ўққа инти
лувчи аш ва at уринма тезланишларга ажралади (222-расм):



Маълумки, аг, а а векторлар йўналиши парма қоидасига 
асосан аниқланади. Агар (77.11)— (77.13) нфодаларни ҳи- 
собга олсак, (77.9) тенглама

т аа =  Ғ + Ғ *  +  Ғ» +  Ғ тР' (77.14)

тарзда ифодаланади. Р  ва Ғ“ векторнинг модули

F\ - т - ь - М К .  (7715)

F“ =т-(о‘г -МК (77.16)

формулалар орқали ҳисобланади. Бу ерда /ИК нуқта М дан 
айланиш ўқигача бўлган энг қисқа масофадир. Кориолис 
кучи вектори

FKOP =  2 Х «„ (77-17)
формула орқали, модули эса

Ғ кор = 2 т  CWHS in  ( “>. и ») ( 7 7 - 18)

формула орқали топилади. FKop вектори м ва ин векторга 
перпендикуляр йўналган, F вектор йўналиши парма қо- 
идасига асосан топилади.

2. Кўчма ҳаракат — қўзғалмас ўқ атрофида текис айлан
ма ҳаракат шаклида бўлган ҳолда е =  0 (чунки со =  const) 
ва F* =  0 эканлиги ҳам равшан. Бу ҳолда (77.14)

m7H= F  + ? “ +  Ғкор (77.19)

шаклни олади ва кўчма куч FK — F® булади, яъни кўчма 
куч марказдан қочма инерция кучига тенгдир.-

3. Кўчма ҳаракат нотекис илгариланма ҳаракатни таш
кил этган ҳолда со =  0 бўлади. Демак, кўчма куч танген- 
циал ва нормал компонентларга ажралади. Бу компонент- 
ларни



ҳисобга олсак, (77.14), яъни нукта ҳаракатининг дифферен
циал тенгламаси

т а и =  Ғ +  Ғк

ёки

та  =  Ғ - | +  ^ —п° (77.20)
н dt р

шаклни олади, бу ҳолда Кориолис кучи

^кор =  2 m w i> |sm (w ) dh) = 0

бўлиб қолади.
4. Кўчма ҳаракат тўғри чизиқли текис илгариланма ҳа- 

ракат бўлган ҳолда © =  0 ва е =  0 бўлиб қолади. Демак, 
и =  const ва Ғк =  0, Ғ =  0 эканлиги равшандир ва
(77.14) дан

mZ„ —~F, (77.21)

яъни инерциал саноқ системаси учун ёзилган Ньютон
нинг иккинчи қонунини ҳосил қилдик. Демак, қўзғалув- 
чан O X y z  система инерциал саноқ системаси бў- 
лади.

78-§. Классик механиканинг нисбийлнк принципи. 
Динамика тенгламаларининг инерциал саноқ 

системаларда инвариантлиги

77-§ да нуқта тўғри чизиқли текис ҳаракат қилган- 
да, (77.21) тенглама ҳосил бўлишнни кўриб ўтдик. Агар
(77.21) ва (77.21) тенгламани ўзаро тенглаштирсак

та =  гп а}1

ҳосил бўлади. Бундан а =  ап тенглик келиб чиқади. Бу
тенглик (ая =  а) кўрсатадики, тўғри чизиқли илгарилан
ма ҳаракат қилаётган нуқтанинг тезланиши унинг аб
солют тезланишига тенг экан. Демак, бу ҳолда нуқта- 
нинг нисбий ҳаракати (тўғри чизи^ли илгариланма ҳа- 
ракати), динамика нуқтаи назаридан, абсолют ҳаракатдан



ҳеч фарк қилманди, яъни 
нуқтанинг тезлиги ва тез
ланиши икхала қўзғалувчан 
ва қўзғалмас системаларда 
ҳам айнан бир хил бўлади, 
деган натнжа келиб чиқа- 
ди. Бу натижа эса нуқта 
иккала системада ҳам бир 
хил ҳаракат қилади, деган 
маънони бнлдиради.

Шундай қилиб, моддий 
нуқтанинг тўғри чизиқли 
текис илгариланма ҳаракат- 

да бўлган қўзғалувчан системадаги харакати айнан қўзгал- 
мас системага нисбатан бўлган ҳаракатидек содир бўлади 
(223- расм). Бу системаларнинг ҳар бири инерциал санок 
системасидир. Инерцнал саноқ системаларида тезлик век
тори v =  const бўлади. Нуқтанинг тезлиги ва тезланиши 
айнан, иккала система учун хам бир хил бўлади. Нуқта- 
нинг харакатини бу системаларни истаган биттаси учун 
абсолют ҳаракат деб ҳисоблаш мумкин. Демак, (77.21) 
тенглама иккала система учун ҳам айнан бир хил бўлади. 
Механика қонунларининг инерциал саноқ системаларида ай
нан бир хил қо лиши га тенгламаларнинг инвариантлиги де
йилади. Тенгламаларнинг инвариант (ўзгармасдан) қолиши 
битта инерциал санок системани иккинчисидан ажратишга 
имкон бермайди.

Демак, тенгламаларнинг инвариантлигидан ҳамма 
инерциал саноқ системаларида механик ҳодисалар (де
мак, механика қонунлари) айнан бир хил содир бўлади 
деган хулоса чиқади. Шунинг учун тажрибалар ёрдами 
билан бир инерциал санок системасини иккинчисидан 
ажратиб булмаслиги ҳақидаги фикрни буюк Галилео 
Галилей катта нлмий башорат билан исботлаган эди. 
Бош качз айтганда, бу фикрни: ҳеч қандай механик 
тажрибалар чтказиш нули билан аниқлаб бўлмайдики, 
система тинч ҳолатдамн ёки тўғри чизиқли текис ҳара- 
кат холатидами, чунки иккала системада ҳам таж ри
балар айнан бир хил содир бўлади, деб хулсса чика
риш мумкин.

Ҳеч қандай механик тажрибалар ёрдами билан 
инерциал саноқ системаларини ажратиб бўлмаслиги 
хакндагн таълнмот классик механиканинг нисбийлик



принципи дейилади. Бу принцип куйидагича таъриф- 
ланади: инерциал саноқ системаларида бўлаётган ме
ханик ҳодисалар шу системаларнинг тинч ёки тўғри 
чизиқли текис илгариланма ҳаракатини аниқлаш учун 
ҳеч қандай маълумот бермайди.

Бу принципга асосан тинч ҳолатдаги системани 
тўғри чизиқли текис ҳаракат ҳолатпда бўлган система- 
дан ажратиб бўлмаслиги аниқ ва равшан қилиб кўрса- 
тилган. Кейинчалик буюк олим А. Эйнштейн кўрсат- 
дики, умуман физик тажрибалар ёрдами билан ҳам 
тинч ҳолатдаги системани тўғри чизикли текис ҳара- 
кат ҳолатида булган системадан ажратиб бўлмайдя. 
Бу принцип ҳозир нисбинлик назариясининг асосини 
ташкил этади.

Агар система ҳаракат тезлигинннг вектори ўзгарса
(и Ф  const бўлса), яъни система узгарувчан тезлик билан ҳа- 
ракат килса, бундай система ноинерциал саноқ система де- 
йилада. Ноинерциал саноқ системаларда инерция кучлари 
(кориолис кучи ва кўчма куч) ҳосил бўлишини 77- § да ба- 
тафсил кўриб чиқдик. Ер шари ҳам ўз ўки атрофида ай
ланма ҳаракат қилганлиги учун инерциал саноқ система 
эмас, чунки бу ерда кўчма куч Ғк =  mvPR мавжуд. 
Бирок бу Ғк нинг миқдори (жуда кичик эканлигини 
ҳисобга олганимизда) кичик деб ҳисобланади. Бу система
ни (инерция кучларини ҳисобга олмасдан) инерциал санок 
система деб, айрим ҳолларда ҳисоб ишлари бажарилади.

Умуман, инерциал саноқ системалар жуда куп бў- 
лиши мумкин, бироқ муҳими шундаки, бу системалар- 
нннг хаммасида хам ва хар бнттасида хам табшгл хо- 
дисалар айнан бир хил булади ва механика қонунлари 
инвариант бўлиб қолади.

79- §. Нисбий тезлиги ноль булган нуқта ҳаракатининг 
дифференциал тенгламаси

Биз 77-§ да нуқта нисбий ҳаракатининг тўрт ҳолини 
кўрдик. Энди яна битта ҳолни, нуқта қўзғалувчан 
OXYZ системага нисбатан (221-расмга каранг) тинч 
ҳолатда бўлсин, яъни нуқтанинг нисбий тезлиги

« „ = 0  (79.1)
булган ҳолни кўрайлик. Нуқта Ер сиртида жойлашган ва 
барча кучлар таъсирида (224- расм) тинч ҳолатда бўлсин. 
Бу кучлар нуктанинг тортишиш кучи



ва марказдан қочма инерция 
кучи

I “ =  mco2 R cos ф (79.3)

формулалар ёрдамида топила
ди.

Нуцта учун и., =  О бул- 
ганда Ғкор кориолис кучи ва 
Ғк кўчма куч қуйидаги кўри- 
нишда

^кор =  0. (79.4) 
Ғк =  =  m (о* R cos ф (7 9 .5)

бўлиши турган ran. Бу ҳолда (77.1) тенглама а =  а к шакл' 
да ва (77.9) қуйидагича

(79.6)

ифодаланади. (79.6) нисбий тезлиги ноль булган нуқ- 
та ҳаракатинннг тенгламасиднр. Бу тенгламадан 
нуқта нисбий ҳаракат қилмаганда ҳам кўчма ҳаракат- 
да қатнашади ва бу ҳолатида актив кучлар билан Куч
ма кучларнинг геометрик йнғиндиси нолга тенг булади, 
деган хулосага келамиз.

Энди (79.6’) тенгламани Ер сиртида жойлашган М 
нуқта учун қўллаймиз. Бу тенглама, агар реакция ку- 
чини N деб олсак, куйидаги шаклда ёзилади:

-.V +  Ғ™ — 0. чунки =  Ғк. (79.6)

Р -г Ғк =  Q десак, Q катталикнинг модули қуйидагича 
топилади:

Q =  у  р- -f. FI -f- 2PFK cos (180 — ф). (79.7)

Нуцтага таъспр қиладнган реакция кучининг модули
(79.6) ва (79.7) тенгламаларга кура

Q =  — N =  — I ''Р- +  Ғ\ — 2РҒКсозф (79.8)

кўринишда ёзилади.
Бу реакция кучининг абсолют қиймати (79.8) тенглама

га асосан:



а) ф =  0° бўлганда (иуқта экваторда булади) Q энг ки
чик булади;

б) ф =  90° бўлса (нуқта қутбда булади) Q энг катта бу
лади.

Реакция кучи N нинг йўналишиС? нинг тескари йўнали-
шини ифодалайди. Q кучнинг Р дан фарқини аниқлаш учун 

инерция кучининг Q га булган нисбатини топамиз:

* К
Q

ты1 ■ R cos (р 
m g

О )’-  Р
COS ф.

Бу нисбат ф =  0; R — 6370 км;  =  9,80 бўлганда

F
Q

1
290

бўлио колади. Шундай қилиб, нуқтанинг Q оғирлигининг 
шу нуқтанн Ер томонидан Р тортишиш кучидан фарқи 
бўлади.

80- §. Эркин тушаётган нуцтанинг шарқий томонга огиши

Массаси т булган моддий нуқта ҳавосиз жойда бош- 
ланғич тезликсмз И баландликдан Ер сиртига тушаётган 
бўлсин (225- расм). Эркин тушаётган нуқтанинг X, Y, Z ў^- 
лари буйлаб ҳаракат қонунлари топилсин.

Масалани ечиш 
учун Ер сиртига ке
либ тушадиган А нуқ- 
тани марказ қилиб,
Z ўқини Ер радиуси- 
нинг давоми бўйлаб,
Y ўқини А нуқтадан 
ўтадиган параллелга 
уринма бўлган шар- 
қий томонга йўналган 
тўғри чизик, бўйлаб,
X  ўқини А пуқтадан 
ўтувчн мериднанга 
уринма ва жануб то
монга йўналган тўғри 
чиэиқ бўйлаб ўрната-
мнз. 225- расм.



Бу ҳолда кориолис 
кучи шарққа томон йў- 
налган бўлади (226-ра
см). Нуцтанинг Q оғир- 
лиги Ғ тортишиш кучи 
бнлан Ғ,к кучма кучнинг
геометрик
тенг:

ииғиндисига

Q =  F + F K. (80.1)

Шунинг учун бу ҳолда, 
кўчма ҳаракат текис ай
ланма ҳаракат бўлганда, 

(77. 19) ифодага асосан қуйчдагига тенг булади:

тап= У  +  7 к + 7 кор. (80.2)

Агар (80. 1) ни ҳисобга олсак,

та = Q  +  Fкор (80.3)

тенглама ҳосил бўлади. Бу эркин тушаётган нуқта ҳарака- 
тининг дифференциал тенгламасидир.

Масаланинг ечими (80.3) тенгламадан аниқланади. Бу 
ечимни аниқлаш учун (80.3) тенгламани координата ў^- 
ларидаги проекцияларда ифодаланмиз:

т х  = Q r +  Fr

т у = Q y + F y ,  кор

(80. 4) 

(80.5)

m 'z = Q Z -Ь FZ KOp (80.6)

Агар нуқтанинг Q оғнрлигн Z ўқи бўйича йўналади, деб 
ҳисобласак (бу ҳолда хатолик иккинчи тартибда булади),

(80.7) 

<80.8)

О = 0 ;  Ғ = 0
х ,  кор

Qy = 0 ;  Ғ У . кор  =  2 m  о) cos cp;

Qz ~  Q =  mg', F2 KOp = 0 . (80.9)

Охирги ифодаларни (80. 4) — (80. 6) тенгламаларга қўйнб,

т х =  0, 

т у  =  2 т т и cos ср;



т г =  — mg

ёки к =  0, (80. 10)

у — 2o)uHcos<p, (80. 11)

' z = - g  (80.12)
кўринишларда нуқта ҳаракатининг дифференциал тенглама
ларини ҳосил қиламиз.

Масала шартига асосан бошланғич шартлар қуйидагнча 
ёзилади.'

/ = 0 ;  * =Хо  = 0 ;  у = у р = 0 ;  г =  г0 =  Н\ (80.13) 
х =  х0 =  0; у  =  у9 =  0; г =  z0 =  0 j

(80. 10) тенгламани интегралласак,

* =  С, I 
д: — C j  +  C j

(80. 14)

тенглама ҳосил бўлади. (80. 13) ни (80. 14) га қўйсак, С, =  
=  0, Са — 0 эканлигини кўрамиз ва х =  0 ифодани ҳосил 
қиламизки, бу ифода х ўқи бўйнча нуқтанинг ҳаракат қил- 
маслигини кўрсатади.

Энди vH -- z =  gt эканлигини эътиборга олиб, (80. 11) 
ни интеграллаймнз:

у  =  2o)g/ cos ф, 
d у  =  {2a>gt cos ф) dt,
i  = » £ « * „  +  С„ ( 8 0 ]5 )
; ,=  _ |_С „З ф +  С.. (8016)

Бошланғич шартга асосан С3 =  0; С4 =  0 бўлганлиги учун 

у  =  созф. (80. 17)

(80.17) кўрсатадики, нуқта тушаётганда У ўқи то- 
мон ёки Ернинг шарқий томонига қараб силжийди ва 
бу силжиш вақтнинг учинчи дараж асига ва жойнинг 
географик кенглиги бўлган ф катталикнинг косинусига 
тўғри пропорционал булади. Бу силжиш экваторда 
(ф =  0) энг катта бўлиб, қутбда (ф =  90°) нолга тенг.



Энди (80.12) тенгламани интеграллаб, Z ни топа
миз:

dz =  — gdt

2 =  — gt +  Съ (80. 18) 

(80. 19)

Бошланғич шартга асосан
С6 =  0; Ce =  Н.

Бу ҳолда
(80. 20)

формула келиб чиқади. (80.20) нуқтанинг 2  ўқи бўйлаб 
ҳаракат қонунидир. Агар нуқта Ер сиртига келиб туш- 
са, Z =  0 бўлади ва (80.20) дан нуқтанинг Н баланд- 
ликдан тушиш вақтини топиш формуласи келиб чи- 
қади:

t вақтни ифодалайдиган формулани (80. 17) тенгламага қў- 
йиб у  учун қуйидаги формулани ҳосил қиламиз:

Агар ф =  60° (Санкт-Петербург шаҳри учун) ва 
/ /= 1 0 0  М бўлса, (80.22) га асосан «/=1,1 см булади, 
яъни нуқта вертикалдан шарққа 1,1 см оғади. Агар 
нуқта пастдан юқорига отилса, кориолис кучи ғарбий 
томонга йўналади ва отилган нуқта ҳам вертикалдан 
ғарбга томон оғади.

Кориолис кучининг пайдо бўлишига сабаб кориолис 
тезланишидир. Кинематика курсида бу тезланиш пайдо 
булганлиги туфаили дарёлардаги қирғоқларнинг бит- 
тасини кўпроқ ёйилиши, темир йўлларнинг биттасини 
кўпроқ едирилиши айтилган эди. Кориолис кучининг 
таъсирида машина ва механизмлар айрим вақтда сези- 
ларли дараж ада зарарланади.

6 2 -мисол. (33. 10). Вертикал АВ ўқ атрофида CD гори- 
зонтал қувур ш бурчакли тезлик билан текис айланади. 
Бу қувур ичида М жисм жойлашган (227- расм). Агар

Г  2 И (80.21)

(80. 22)



— V -ч ‘j I и____ в и

бошланғич вақтда v =  0, x =
=  x(j ва CD қуиурнинг узун- 
лиги I бўлса, жисмнинг қу-
вурга нисбатан чиқиш тезлиги я1_____!в______ t _
аниқлансин. ^

Е ч и ш .  Ну^та CD қувур- \р
га нисбатан v тезлик билан Д § § 
ҳаракат қилганда марказдан 
қочма кўчма инерция кучи 
/■“ =  тагх жисмга таъсир қи- 227- расм.
лади. о) =  const булганлиги
учун кўчма кучнинг уринма ташкил этувчиси F® =  О бу
лади. Жисмга яна Р оғирлик куч таъсир қилади ҳамда 
Кориолис кучи (бу куч чизма текислигига перпендикуляр-
дир) Ғ ҳам таъсир қилади. (77. 19) га асосан барча 
кучларнинг геометрик йиғиндиси жисм массасининг тезла
нишига булган кўпайтмасига тенг:

т\  =  +  Л ор. (!)
Агар (1) ни х ўқида проекциясини олсак,

т х =  mwPx (2)

ҳосил булади. Жисм^фақат х ўқи бўйлаб ҳаракатда бул
ганлиги учун (2) тенгламани ёзиш билан чекланамиз. Энди
(2) тенгламанинг ечимини аниқлаймиз. Бунинг учун (2) ни

х —- со2*  - О

шаклда ёзиб, ечимини х =  С^Г ш< кўринишда излай-
миз. Бу тенгламадан (4)

х =  С1сое“( — С2сое "  и< (5)
эканлиги равшандир. Номаълум Clt Cs коэффициентларни 
топиш учун масалан инг бошланғич шартидан фойдаланамнз

t =  0; х =  х0\ х =  х0 =  0. (6)

Агар (6) ифодадаги бошланғич шартларни (4) ва (5) 
тенгламага қўйсак

л'о =  Сг 4* Са
0 =  С х со —  С ао) 

ҳосил булади. Бу ердан



келиб чиқади.
Энди (7) ни (4) ва (5) формулага қўямиз:

х =  (е «  +  <Г“' 

x =  xJ^L(eat
).

Масаланинг шартига асосан, х =  I, х =  v эканлигини 
эътиборга олиб,

/ =  (в)

0 =  ̂еа‘ _  e~a,j (9)

формулаларни ҳосил қиламиз. Математикадан маълумки,
J- е~ ш---------------  =  chu>t. (10)

ва
•  /* _ — <0<

=  shut  (11)
2

ch2 bit — sh2b)t =  1 
боғланишлар мавжуд. Шунинг учун (8) ва (9) дан

1 г  V »

=  1.

Охирги тенгламадан

V =  со у ' Р - t  х*

формулани, яъни жисмнинг CD қувурдан чиқиш тезлигини 
топиш формуласини ҳосил қилднк.

6 3 -мисол. (33.11). 6 2 -мисол шартларига асосан, М 
жисмнинг CD қувур ичида ҳаракат қилиш вақтини аниқланг. 

Жавоб:
а

Т =  —  In ■ ‘ r ‘ -  °

6 4 -мисол. (33. 14). Вертикал CD ўи, билан 45° бурчак 
ҳосил қилиб, ўқнинг атрофида to0 доимий бурчакли тезлик



билан АВ қувур айланади. Қувурнинг ичида М оғир шар- 
ча бор. Агар шарчанинг бошланғич тезлиги ноль ва у О 
нуқтадан а масофада жойлашган бўлса, шарчанинг қувурга 
нисбатан ҳаракат қонуни қандай аниқланади? Ишқаланиш- 
ни ҳисобга олманг (228- расм).

Е ч и ш .  М шарчага Р оғирлик кучи, т<я1 ОМ кўчма 
куч таъсир қилади ва со0 =  const бўлганлиги учун Ғк — 
=  Ғ“ =  ОМ бўлади. Бу ҳол учун (77. 19) га асосан

пiaH =  P +  F“ +  FKOP' ( l,

0 нуқтани марказ қилиб, х ва у ўқларини ўтказиб, 
(1) тенгламанинг х ўқида проекциясини оламиз:

т х =  (ОдАг cos2a  +  mg cosa

ёки
x -Ь (шо cos2a) х =  g  cosa* (2)

f  Агар cij0cosa = ы  деб белгиласак, қуйидаги ҳосил бу
лади:

х +  =  gcosa,  (3)
бунда

со =  <о0 cos a  =  0,5 2 (4)



эканлигини эътиборга оламиз.
Энди (2) тенгламанинг ечимини аннқлаймиз:

* * = * *  +  х**,

х* =  С1е а‘ + С * - м ,
(5)

(6)

*** =  В (7)

эканлиги равшандир. Энди х** катталикларни топамиз:

х** =  0. (8)

*•* =  0. (9)

Масаланинг. шартига асосан бошланғич гшарт қуйидагича 
ёзиляди-

t — 0; х \=  дг0 — а; х =  х0 =  0. (10)

Энди (9) ни (2) га қўйиб, В катталик ёки дг** топилади:
В cog cos2 а  =  g  cos а

g  2 g
cos cos a V 2 Ы0

(6) ва (11) тенгламаларга асосан,

x — Ĉ e0,5 to, V 2 1 -  P.? o)„ V' 2 1 2 g
Y  2 w %

(И)

( 12)

* =  0 ,5co0 1^2 Clt e0,5“* V~ ‘—O,50oy 2 a ) oe - ° ’5““ V2'*(13) 

Бошланғич шартларни (12) ва (13) тенгламаларга қўямиз:

a =  Cj +  C2 + 2 g

0 =  -1y -c o 0(C1- C 3)

бундан

С, =  C3 = g
V2u'o

1 g Y  2

эканлигини аниқлаймиэ. Ниҳоят, (14)Jhh (12) га қўйсак, 
1х -

12
а_ g Y'2 \  _ ^0,5 Q, У1Г_ е~0 , 5а >У 2  «'j g V  2

n



М  шарчгшымг X  ўқи бўйлаб ҳаракат қонунипи топган бў- 
ламиз.

65- миссл. (33. 15) Ернинг ўз ўқи атрофида айлани- 
ш и нн  ҳисобга олиб, оғирлик . кучининг тезланиши жой- 
н и н г  географик кенглигига цараб ўзгариш қонунини аниқ- 
ланг. Ернинг радиуси R =  6370 км. Ернинг ўз ўқи атрофи
да айланишидаги бурчакли тезлиги со =  7 • 10~6 с ~ 1.

Жавоб: агар ш2 кичик деб ҳисобга олинмаса,

бунда ф — жойнинг географик кенглиги; g  — қутбда огир
лик кучининг тезланиши.

XIII Б О  Б. МЕХАНИК СИСТЕМА ДИНАМИКАСИ

81-§ . Механик системага таъсир қиладиган кучларнинг 
классификацняси

Механик система ёки нуқталар системаси деб шун
дай нуқталар тўпламига айтиладики, бу нуқталарнинг 
ҳар биттасипинг ҳолати ва ҳаракати шу тўпламдаги 
қолган ҳамма нуқталарпинг ҳолати ва ҳаракатига бог
лик бўлади.

Механик система эркин нуқталар системаси ва эр
кин бўлмаган нуқталар системасига бўлинади. Агар 
механик системадаги нуқталар ҳаракатини боғланиш- 
лар чекламаса ва нуқталарнинг ҳаракати ф ақат нуқ- 
таларга таъсир қиладиган кучлар орқали аниқланса, 
бундай механик системалар эркин нуқталар системаси 
дейилади. Механик системадаги нуқталар ҳаракати 
боғланишлар билан чекланган бўлса, бундай механик 
системалар эркин бўлмаган нуқталар системаси дейи
лади. Исталган механизм ёки машинадаги айрим эле- 
ментиинг ҳаракати ҳамма вақт машина ёки механизм- 
нинг колган элементларининг ҳаракатига боғлиқ бул
ганлиги учун эркин бўлмаган нуқталар системаси 
булади.

Маълумки, боғланишлар таъсири реакция кучлари 
ёки боғланишлар реакцияси билан алмаштирилади. Шу
нинг учун эркин бўлмаган нуқталар системасига таъ
сир циладиган кучларни берилган актив кучларга ва 
боғланишлар реакциясига ажратилади. Бундан ташқа- 
ри мехник системага (эркин ёки эркин бўлмаган нуқ-



талар системаси) таъсир қиладиган кучлар ички ва 
ташки кучларга бўлинади:

1) механик системадаги нуқталарнинг ўзаро таъсир куч
лари ички кучлар дейилади. Системанинг I- нуқтасига 
таъсир қиладиган қўшни нуқтанинг таъсир кучи Ғ 1° бўл- 
са, t- нуқта қўшни нуқтага акс таъсир қилади. Бу 
таъсир қилувчи куч Ғ*0 ва акс таъсир қилувчи куч 

қарама- қарши йўналишда бўлиб, модуллари тенг
дир. Шунинг учун кучларнинг бош вектори P (t) нолга тенг 
бўлади, яъни

— N —(О
F U) =  V  ,р. =  0. (81.1)

i=  I

Агар (81. 1) тенгламанинг X, Y, Z ўқлардаги проекция- 
сини олсак, қуйидаги тенгламани ҳосил қиламиз:

V  . ғ\1 \ = 0 ;  N; ■ Fl‘l  =  0; 2  - Ғ}1)ж = 0 -  (81.2)
I - i «= I i= i

(81.2) дан ички кучларнинг ҳар бир ўқдаги проек- 
цияларининг йиғиндиси нолга тенг деган хулоса чиқади.

Ички кучларни ифодалайдиган (81.1) ва (81.2) 
тенгламани тегишли радиус-векторларга кўпайтирсак,
куч моментларининг геомет|рик йиғиндиси ёки бош мо- 
менти нолга тенг эканлигини кўрамиз, яъни

N

2 м , (' ' = 0  (81.3)
i =  I

-еки ўқлардаги проекцияларда

2  М $  = 0 ;  2  M lI  — 0; S  'м!И = 0  (81.4) 
i =  [ i =  1 i =: 1

ш аклда ифодаланади. Бу тенгламалардан системадаги 
ички кучларнинг ихтиёрий нуқтага нисбатан бош мо
менти ёки бош моментининг ўқлардаги проекциялари 
нолга тенг, деган хулоса чиқади;

2) системадаги нуқталарга ундан таш қарида бўлган 
нуқталар томонидан бўладиган таъсир кучлари ташқи



кучлар дейилади. Агар системанииг /- нуқтасига таъсир қила- 
диган кучларни Ғ)е) деб белгиласак, таш^и кучларнинг бош 
вектори

-► N

f (e)=  (81.5)
1 = 1 '

формула оркали топилади. Бу ерда ҳар бир нуқтага таъсир 
қиладиган ташқи кучларнинг тенг таъсир этувчисини Ғ)е) деб 
тушунамиз.

Таъкидлаш лозимки ,(83.3) ва (81.5) ифодалар таш- 
қи кўринишидан статикада кўрилган кучларнинг муво
занат тенгламаларига ухшаса-да, бу тенгламалардаги 
кучлар бир-бирини мувозанатламайди, чунки ички куч
лар ҳар хил нуқталарга қўйилган. Бу кучларнинг таъ
сирида системадаги нуқталар ҳаракат қилиб, кинема
тик ҳолатларини ўзгартириши мумкин.

Ҳар қандай қаттиқ жисм 
бўлаги ҳам бир-бирига қат- 
тиқ боғланган нуқталардан 
тузилганлиги учун бу жисм- 
нн ўзгармас система ёкн ме
ханик система деб ҳисоблаш 
мумкин. Бу системада нуқ- 

талар цаттиқ боглантан. Боғ- 
ланншни фикран стерженлар 
орқали тасвирлаш мумкин.
Агар жисм икки нуқтадан 
тузилган бўлса, бу нуқталар- 229- расм.
ни стержень 1 боғлайди, уч
та нуқтадан тузилган бўлса, 1, 2 ва 3  стержень, яъни 
учта стержень боғлайди; тўртта нуқтадан тузилган 
бўлса, 1, 2, 3, 4, 5, 6 стерженлар боғлайди (229-расм). 
Н уқталар бешта бўлса, стерженлар 10 та, олтита 
нуқта учун 15 стержень.

Шундай қилиб, қаттиқ жисмнинг нуқталари чексиз 
кўп стерженлар билан боғланган деб ҳисоблаймнз.

82- §. Механик системанинг массаси ва массалар 
маркази

Масса нуқта ёки системада бор булган модда миқ- 
доридир. Масса, скаляр катталикдир. Шунинг учун сис
теманинг массаси системадаги нуқталар массасининг



230- расм.

йиғиндисига тенг. Агар системанинг I нуқтасининг массаси 
гп, бўлса, системанинг тўлиқ массаси (230- расм) формула

N

т =  2  т. (82.1)
1 =  0

орқали аниқланади. Системадаги нуқталарнинг вазиятла- 
ри радиус- вектор орқали аниқланади. Агар тх мас- 
сали нуқтанинг вазияти г1 радиус-вектори билан, т2 мас- 
сали нуқтанинг вазияти г2 билан ва ҳоказо деб қабул қилсак, 
т- массали нуқтанинг вазияти rt билан аниқланса, нуқтанинг 
вазияти jc,-, у п zt координаталар орқали ^ам ифодаланади.

Радиус- вектори қуйидаги формула билан аниқланадиган 
нуқта системанинг массалар маркази дейилади:

N

2  mi ri
=  ^ -------------  (82-2)ГП

Бунда гс — системанинг массалар маркази булган С нуқта* 
нн ифодалайдиган рядиус- вектор. Агар (82.2) ифоданинг 
координата ўқларидаги проекцияларини олсак,



S  mi xti = I
X,с m

N

/=  l
m

N
m: Z.

i = 1
Z,с /71

формула ҳосил бўлади. Системанинг массалар марка
зининг вазияти системадаги ҳар бир нуқтанинг массаси 
ва вазиятига боғлиқ. Системанинг массалар маркази 
системанинг оғирлик маркази бўлиб қолади, лекин 
оғирлик маркази куч майдони мавжуд бўлганда маъ
нога эгадир. Агар системага куч майдони (тортишиш 
майдони) таъсир этмаса, оғирлик маркази булмайди, 
бироқ массалар маркази ҳамма вақт мавжуд ва физи- 
кавий маънога эга.

Статика бўлимида оғирлик марказини аниқлаш учун 
қуйидаги формулалар чиқарилган эди:

Агар оғирлик кучларининг майдони бир жинсли 
(системанинг ҳамма жойида g  бир хил қийматга эга) 
булса, (82.4) формулалардаги g суммалардан таш қари 
чиқиб қисқаради ва (82.3) формулалар ҳосил бўлади.

1=1
.V

X  Si 'П
(82.4)

i=i



Демак, бир жинсли оғирлик кучи майдонида оғирлик 
маркази билан массалар маркази устма-уст тушади, 
яъни системанинг битта нуқтаси ҳам оғирлик маркази, 

ҳам массалар маркази булади.

XIV Б О Б .  МЕХАНИК ИШ. ПОТЕНЦИАЛЛИ МАЙДОНЛАР

83- §. Элементар ва тўлиц иш

Фараз қилайлик, кучнинг таъсири остида /И нуқтани 
ифодалайдиган радиус-вектор dr миқдорга ўзгарса (231-

расм) Ғ кучнинг dr  силжиш 
векторига булган скаляр 
купайтмаси элиментир МС 
ханик иш дейилади. Агар 
элементар ишни dA деб 
белгиласак, таърифга асо
сан иш формуласи

d A = f d Г  (83.1)

ёки

dA =  F -d r  cos (Ftd г) (83.2) 
шаклда ёзилади.

(33. 2) дан F ва d г вектори орасидаги бурчак а  би
лан белгиланса, қуйидаги ифода ҳосил булади:

dA =  Fdr cosa. (8 3 .3 )
Бу ерда агар:

1) a  = 0  ёки 360° бўлса, cos 0° =  1 ва

d A = F d r ,  (83.4)

2) a  = 9 0 °  ёки 270° бўлса, cos 90° — 0 ва
dA =  0 (83.5)

булади. (83.5) дан куч вектори силжиш векторига тик 
йўналган бўлса, механик иш бажарилмайди, деган на- 
тижага келамиз.

Турли хил машина ва механизмлар айнан бир ишни 
турлича вақтда бажаради, яъни вақт бирлигида ҳар 
хил машиналар турлича иш бажаради. Масалан, поезд

231- расм.



маълум вақтда бир неча минг тонна юкни бир жойдан  
иккинчи жойга кўчираётганда айнан шу юкларни авто
машина билан ўша масофада кўчирилганда, 'бир неча 
марта кўп вақт кетади. П оезд вақт бирлигида автома- 
шинага нисбатан анча кўп иш бажаради.

Вақт бирлигида бажарилаётган ишни кўрсатувчи 
физик катталик қувват дейилади. Агар N  ҳарфи билан 
қувватни белгиласак, таърифга мувофиқ

N =  —  (83.6)
dt

формула ҳосил булади.
Иш бирлиги қилиб СИ системасида I Ж  қабул ки

линган. Бир Ньютон куч таъсирида жисм (нуқта) бир 
метр масофага силжиса, бир Жоуль (Ж ) иш бажари
лади:

1Ж =  1 Н м  =  107эрг.
Иш бирлиги қилиб яна кгм (килограмм куч метр) 

қабул қилинган. 1 кгк =  9,8 Н булганлиги учун
1 кг (к у ч )-м = 9 ,8  Нм =  9,8 Ж.

Қувват бирлиги учун СИ системасида Ватт (Вт) ка* 
бул килинган:

1 Вт -  1 — ; 1кВт =  103Вт; 1МВт =  10е Вт.
С

Агар 1 с да 1 Ж  иш бажарилса, қувват 1 Вт булади. 
Минг Ваттга бир кВт (киловатт), миллион Вт га МВт 
(мего-ватт) дейилади.

Иш бирлиги учун яна втс, кот-соат, МВт-соат, кув- 
ват бирлиги килиб о. к. (от кучи) ҳам қабул қилинган:

1 Вт. с =  1 Ж.
1 кВт-соат =  3600000Вт с =  36-105Ж-

. кг (куч) м1 о.к. =  75 ----------------
с

Иш ва қувват скаляр катталикдир, иш манфий ёки 
мусбат ишорали бўлиши мумкин. Масалан, қаршилик 
кучлари, ишқаланиш кучларининг бажарган иши ман
фий ишорали булади, деб ҳисобланилади.

Биз элементар ишни топиш формуласини куриб чиқ- 
дик. Агар нукта ёкн жисмнинг тўлиқ бажарган ишини 
топиш лозим бўлса, нукта босиб ўтган масофани фикран



элементар бўлакларга ажратиб, ҳар бир бўлакда ба- 
жариладиган элементар ишларни топиб, ҳаммасини қў- 
шиш керак бўлади ёки бошқача айтганда, (83.1) тенг
ламани интеграллаш лозим:

F d r . (83.7)

Энди А ишни F куч ва г  радиус- вектор проекциялари 
орқали ифодалаймиз. Маълумки,

^  ^  ^  (83.8)F =  Fx i +  Fy j +  F2k, 

d r  =  d  i +  d y j  -r dz k.
ва

( ■ i =  I,

-L' L  =  
~k-~k =  1;

i X /  = 0

_ / * _ / =  o 
k x k =  0

_£ ■ / =  0,
7  1  =o,  
j  ■ k — 0\

i =  1,
t /. k — 1, 
/ X k  =  1

(83.9)

(83. 10)

(83. 11)

боғланиш мавжуд. (83. 8) ва (83. 9) богланишни (83. 10) 
формулаларни ҳисобга олиб, (83. 7) тенгламага қўйиб, ушбу

A =  j  (Fxdx +  Fy dy  +  Fzdz) 

формулани,

(83. 12)

яъни тўлнқ 
ишни куч ва радиус- век 
тор проекциялари орқали 
ифодалайдиган формулани 
топамиз.

Тўлиқ ишни топишга 
дойр мисоллар келтирамиз:

а) оғирлиги Р  бўлган 
нуқта h l баландликдан ту- 
шиб h2 вазиятни олганда 
бажариладиган иш (83. 1) 
га асосан қуйндаги форму
ладан топилади:



А =  f pdh.  (83. 13)
А

Бунда dh — нуқтанинг элементар кўчишидир. Кўчиш нати- 
жаснда нукта баландлиги ht дан h2 гача ўзгаради. Агар 
Р  =  const деб ҳисобласак, иш ушбу кўринишда ифодалана- 
ди (232- расм):

h\
А = p j '  dh = P ( h i — hl) (83.14)

к
г' тМб) т массали нуқта г =  у  — — тортишиш маидонида ҳа- 

ракат қилиб иш бажаради. Бу иш

Г?' тМ
Л =  Y —Г" d r  (83. 15)

формула оркали аникланадн. Ернииг массаси М,  нукта мас
саси /л за гравитацион доимийлик Y булганлиги учун

Г -г 1А — у тМ  I г dr  =  — утМ — утМ,  - ------- -- W 83.I6)V Г 2 ГI .

ифодани ҳосил киламиз;
в) нуқта Ғх =  — kx  эластиклнк кучи таъсирида факат 

/Y ўк« бўйлаб ҳаракат қилгапида бажариладиган иш

А =  — 1 kxdx — — —  (83. 17)

кўринишидаги формула орқали ҳисоблана(дн.

84- §. Потенциал майдонлар. Куч функцияси.
Консерватив системалар

Олдинги параграфда кўрдикки, нуқта оғирлик кучи 
ва тортишиш кучи таъсирида бўлганида бажарилган  
иш унинг фақат бошланғич ва охирги вазиятига боғ- 
лиқ. Бошкача айтганда, (83.14) формулада А  ни нуқ-



танинг биринчи ва иккинчи вазиятини (бошланғич ва 
охириги вазиятларини) ифодалайдиган Л, ва h 2 га, 
(83.16) формулада А  иш яна нуқтанинг бошланғич ва 
охирги вазиятларини ифодалайдига г  радиус-векторга 
боғлиқ.

Худди шундай ҳодиеани электростатик майдонда ҳара- 
катланаётган q^ зарядда ҳам кўриш мумкин. Бу майдонда
о, зарядга Ғ  = q—  ( C G S E  системасида) злектр кучи таъ-г2
сир қилади. Бу ҳолда бажарилган иш

< Г QiQt ,  ( Qi Q-t \ / п „ , ч
А = \  — ^  (84^)

Г I
бунда: q 2 — электростатик майдонни ҳосил Циладиган заряд;

— ср: са =  ср„ — майдоннинг биринчи ва иккинчи 
Г2 r 1

нуқталаридаги электр потенциалидир. Агар q i = q  деб ҳи- 
собласак,

A  =  q ( 4 '  1 — Ф2). (84.2)
(84.2) дан ҳам кўринадики, бажарилган иш нуқта- 

нинг фақат бошланғнч (ф|) ва охирги вазиятига (фг), 
аниқроғи, иш потенциаллар айирмасига боғлиқдир. Бу 
ҳолдан ҳам иш миқдори нуқтанинг фақат бошланғич 

ва охирги вазиятларига боғлиқ бўлиб, нуқтанинг оралиқ- 
даги вазиятига (ёки йўл шаклига) боғлпқ эмас, деган 
хулоса чнқарамнз.

Майдонда бажарилган иш йўл шаклига боғлиқ бўл- 
маса, бундай майдонлар п о т е н ц и а л л и .  м а й д о н л а р  дейи
лади. Потенциалли майдонда нуқта А  вазиятдан В  ва
зиятга, масалан, 1 , 2 ва 3 йўл билан ўтганда ҳам айнан 
бир хил иш бажаради (233-расм). Тескариси ҳам бу
лади, яъни майдон потенциалли бўлса, бундай майдонда 
бажарилган иш йўл шаклига' боғлиқ бўлмайди.

(83.17), (84.1), (84.2) формула гравитацион (торти
шиш) ва электростатик май
донлар учун ўринлидир. Бу 
гравнтацион ва электростатик 
майдон потенциалли майдон- 
дир. Потенциалли майдонларни 
U  куч функцияси билан ифода- 
лаймиз. U  куч функцияси май- 

233-расм. доннинг ҳар бир иуқтасида



блттагина ва фақат биттагина қийматга эга бўлади. Д е
мак, фақат координата функциясидир:

U = u ( x , y , z ) .  (84.3)
Нуқтанинг вазияти (координаталари) ўзгариши би

лан U  куч функцияси ўзгаради. Бу функциянинг қнйма- 
тини ўзгартириш учун иш бажариш лозим ва, аксинча, 
функция ўзгарса иш бажарилади, яъни

d A  =  d U .  (84.4)
Бу ердаги d U  функциянинг тўлиқ дифференциалли, 

стационар майдонларда

d U = — d x - r — d y + — d z  (84.5)
д х  д у  дг

шаклда ёзилади.
Куч функцияси вақтга боғлиқ бўлмаса, бундай май- 

дон стационар майдон дейилади ва бундай майдон учун
(84.3) ифода ёзилади. Куч функцияси вақтга боғлиқ 
булса, бундай майдон ностационар майдон дейилади ва 
бундан майдонларда куч функцияси қуйидагича кўри- 
нишда булади:

U  = м (х , у ,  г ,  /). (84.6)
Иккинчи томондан элементар ишни (83.12) форму

лага асосан
d A  =  F x d x  +  F y d y + F 2 d z  (84.|7)

эканлиги маълум. (84.7) билан (84.5) тенглаштирилса, 
куч проекциялари учун

Ғ = ди
д: д х

ғ  = ди
У д у

Ғ = д и
г дг

формула хосил булади. (84.8) формуладан кўрииадики, 
кучнинг маълум ўқдаги проекцияси куч функциясидан 
ўша ўқдаги (нуқта ёки системанинг массалар марка
зининг) координаталаридан олинган хусусий ҳосилага 
тенг.

Механик система потенциалли майдонда жойлашган 
бўлса, потенциал энергияга эга булади. Система вазия-



тига ёки системадаги нуқталарнинг вазияти (ҳолати^ 
га боғлиқ бўлган энергия потенциал энергия дейилади. 
Система биринчи холатда П и  иккинчи ҳолатда П 2 по
тенциал энергияга эга бўлса, шу системани 1 ҳолатдан
2 ҳолатга кўчирилганда бажарилган (элементар иш 
dA  =  — йП  булганлиги учун) тўлиқ иш

d A  —  П х — Пг =  — (77, — /7,) =  — d H  (84. 9)
кўринишда ёзилади. (84.9) билан (84.4) таққосланса,.

d V  =  — d f l  (84. 10)
келиб чиқади. (84.10) дан системанинг потенциал энер- 
гияси ўзгариши куч функциясининг ўзгаришига тенг, 
деб айтиш мумкин, яъни (84.10) тенглик ўринли була
ди. Трнгликдан системанинг потенциал энергиясининг 
ўзгариши манфий ишора билан олинган куч функция
сининг узгарншига тенг дсгаи хулоса чиқади (А77 =  — 
—ДU ) .  Агар системанинг бошланғич- потенциал энер- 
гияси Яп =  0 деб олинса,

A  = U  =  — П  (84.11)
ифода келиб чиқади. (84.11) потенциал энергиянинг 
каманиши ҳнсобига иш бажарилишинн кўрсатади. Охир
ги ифодадан

Ғ  -------- — ; Ғ  =  — — ; Ғ  —  — —  (84. 12)
* дх у ду 2 дг

тенглама хосил булади. Бу тепгламаларни (84.8) би
лан таққослаганда

дП_ _  _ д и .  дЦ  _  _  ди . дП _ дП  
дх дҳ ду ду дг дг

шаклда куч проекциялари аниқланади. (84.12) дан 
системага (ёки системадаги нуқталарга) таъсир кила- 
диган кучларнинг маълум ўқдаги проекциялари система 
потенциал энергиясндан ўша ў к д а г и  координаталари 
бўйича олинган хусусий хосилашшг манфий ишорали 
қийматига тенг экан, деган хулоса чнқадн.

Потенциалли майдонда координаталари х ,  у ,  г бул
ган битта нуқта ҳаракат қплса, майдон стационар бул- 
ганда U  ва 77 катталикларни

U  =  и ( х , у ,  г), (84.13)



шаклда ёзиш мумкин. Бу ҳолда Ғ х , Ғ у ва Ғ г  катталик
(84.8) ва («4. 12) формуладан топилади ва (83.8) тенглама
га асосан

ди ди Т  , ди
f  =  —  1 +  —  I +  —  k  

дх ду dz

ёки

=  — grad и  =  —

(84. 15)
дп

(84.15) дан кўринадики, градиент вектори куч функ- 
цмясидан сиртга ўтказилган нормал бўйича олинган 
хусусий ҳосилага тёнг (п — нормалга ўтказилган бир
лик вектор ёки ортадир). Градиент куч функцияси- 
нинг ортуви томон ёки потенциал энергиянинг камайиши 
томон йўналгандир.

Куч проекцияларини нфодаландиган (84.12) тенгла
малардан

дҒҳ д П \ д'-П .
ду ду дх J дудх

д /  д П \ ______д 1П
дх дх I ду J дхду

_ ______д _  I  дП  \ =  _  Э - Л
дг дг у ду J дгду

■ ду ду 1 дгду

д р у д
1 дп V д*П

дх дх дхдг

3 ( дП  \ д т

дг дг 1 дх ) дгдх

Аралаш ҳоснлалар дифференциаллаш тартибига 
боғлиқ бўлмаганлигидан фойдаланиб,

<*1 L = №JL « V _ _ _ £ V .  №, _ >К (р1 п
ду дх дг ду дх д г

тенгламаларни ҳосил қиламиз. Бу (84.22) майдониинг

7Г I ди . . ди , ди ~Т
Ғ  =  — ! —  1 -|------/ i ----- — k

\  дх ду дг

ди
---------- П .



(234- расм). Расмдан 

г  =  г  cos ф =  -

потенцналли бўлишининг 
ҳам етарли ва кўрсатиш 
мумкинки, ҳам зарурий 
шартидир. Бу шартлар- 
нинг бажарнлишига бит
та мисол кўриб чиқайлик.

Массаси т  булган нуқ- 
тага икки ўлчамли май
донда Ғ  марказий куч таъ
сир қилсин. Бу кучнинг 
таъсир чизиғи марказ О  
нуқтадан ўтганлиги учун 
марказий куч дейилади

г  —  ] X 2 +  У' \  

Охирги формуладан

Г  =  Г  -ЬШ Ф =

Ғ = Ғ { г ) .

дг
дх

(х 2 +  у 2)
2х

У х* 4- у*
& __ л
ду г

Энди (84.14) дан фойдаланиб,
№ . д

ду
=  А'

ду
F {r)

(84. 18) 

(84. 19)

-  (84. 20) 

(84.21)

(84. 22)

д  __ дг
ду ду 

д Ғ г

—  булганлиги ва (84.22) ифодани ҳисобга олсак,
дг

ду
=  х-дг_

ду dr
F ( r ) =  х у ------- —

г dr
\F (г) (84. 23)

тенглама ёзилади. Худди шундай кўрсатамизки,
дҒу
дх

1 d 
=  х у  —  —

г dr
F ( r )

ҳосил бўлади. Демак, (84.13) шарт бажарилади, чунки 
охирги икки тенглама бир хил ва бу майдон потен
циалли майдондир.

Кўрсатиш мумкинки, Ғ  куч марказий бўлмаса (234- 
расмга қаранг) масалан, Ғ  кучи О М '  =  г  кесмага тик 
бўлса, (84.18) шарт бажарилмайди. Бу ҳолда майдон 
потенциалли бўлмайди.



s

Потенциаллари бир хил 
қийматга эга булган нуцталар- 
ни ифодалайдиган сиртга бир 
хил потенциалли сиртлар ёки 
эквипотенциал сиртлар дейила
ди. Эквипотенциал сиртлар 
учун
П ( х ,  у ,  г )  =  С  =  const (S4.24) 
тенглик бажарилади. Бунда С
параметр чексиз кўп қийматларга эга булади. С параметр- 
нинг ҳар бир қинматига — битта эквипотенциал сирт тўғ- 
ри келади.

Фараз ^лайлик, М, нуқта 5 эквипотенциал сиртга жой
лашган (235- расм) ва бу нуқта 5  сирт бўйлаб ҳаракат ки
либ, М г вазиятига ўтса, бажарилган элементар иш: бир то
мондан

Ь А  =  Ғ  ■ЛШ, =  F M M 2 cos (FjM/Vy, 

иккинчи томондан
6.4 =  Я — Я Г

ифодага тенг.
5  сирт эквипотенциал ва /Vl2 ҳам М  сиртда жойлаш- 

ганлиги учун Я =  Я2 ва 6Л =  О булади. Лекин Ғ ф  0; 
М М . АФ  0  эканлигини эътиборга олсак,

cos (Fj/W/Vfj =  0 

ва F  куч вектори билан М М 2 силжиш векторлари узаро
перпендикуляр бўлишини кўрамиз, яьни Ғ  _L М М г .

Агар М  нуқта M t ҳолатга ўтса, яъни М  нуқта Ғ х куч 
йўналишида ҳаракат ^илса, Ғ х ва Vf Vf L орасидаги бурчак 0° 
бўлса,

б A  = F M M j  с о  s0° ^ F - M M ^  0
бўлади ва б А  =  Я — П 1 булганлиги учун Я — П 1 >  0 ва 
Я >  Я, ҳосил булади. Демак, Ғ  куч потенциал энергия- 
нинг камайиши томон йўналгандир.

Механик система потенциалли кучлар таъсирида Т  
кинетик ва Я потенциал энергияга эга бўлса, тўлиқ 
механик энергия Т  +  П  эканлиги маълумдир. Агар ана 
шу тўлиқ энергия

Т  -f  Я =  const



доимий қолса, бундай снстемалар к о н с е р в а т и в  с и с т е м а -  
л а р  дейилади.

Консерватив системаларда, яъни стационар потен
циалли майдонларда ҳаракат қилаётган механик сис
темаларда тўлиқ механик энергия доимий сақланади. 
Бундай системаларда кинетик энергия қанчага ошса, 
айнан шунча миқдорда потенциал энергия камаяди ва 
аксинча, тўлиқ механик энергия ўзгармайди.

Юқорида кўрилган электростатик ва гравитацион 
кучлар майдони потенциалли майдон бўлиб, консерва- 
тивдир.

Е чиш . Агар двигатель t  
вақтда А  иш бажарса, двигателнинг қуввати

ифодадан топилади. Бунда М  — двигатель ҳосил қила- 
диган айлантирувчи куч моменти, <р — бурилиш бур
чаги. Масаланинг шартига асосан система мувозанатда 
бўлганда двигатель ҳосил қиладиган қувват тормозлов
чи куч қувватнга тенг. Тормозловчи куч эса ( Ғ — G) ор- 
қали аниқланишини ва ф  =  ш / тенгламани ҳисобга о л 
сак, иш қуйидагича аниқланади:

66- мисол. (29. 17) Дви-

Е

D

d гателнинг қувватини аниклаш 
учун унинг А  шкивига ёғочдзи 
ясалган колодка кийдирилган. 
Колодкадан тасма ўтказилган 
(236- расм). Тасманинг В С  
ўнг тормози Q пружинали та
рози билан сақланади, D E  то
мони эса оғирлиги G  =  1 кг 
юк билан тортилади. Aiap дви-

п  гатель 120 —  тезлик билан 
Ч  минмин

айланганда пружинали тарози

236: расм.

р  F  =  4 кг кучни кўрсатади. 
Шкивнинг диаметрини d  —  
=63,6  см деб, двигателнинг 
қуввати аниқлансин.

(1)

бажарилган иш эса
А  =  М  ■ ф (2)

А  =  d  ( F  — G)  со/ =  2 n n d  ( F  — G)  t , (3)



чунки
со — 2 л п . (4)

(3) ни ( 1) тенгламага қўй- 
сак,

N  =  2лл ( F  —  G ) d  ( i)
Масала шартида берилган- 

ларни (5) ифодага қўйиб,
N  =■■ 118 Вт.

ҚИ- 237- расм.эканлигига ишонч .хосил 
ламиз.

67- мисол. (29. 18). Шкивга ўралган тасмаорқали 20 о. к.
қувват узатплади. Шкивнинг радиуси 50 см ва 150 -1И-  ■

мин
тезлик билан айланади. Тасмани эргаштирувчи тармоғининг 
тортилиш кучи Т  эргашувчи тармоқнинг t тортилиш кучидан 
икки марта катта деб ҳисоблаб, тортилиш’ кучлари булган 
Т  ва t  аниқлансин (237- расм).

Ж а в о б :  Т  =  382 к Г; t  =  191 кГ.
Кўрсатма. 1 о. к. =  75 =  736 Вт деб олинсин.

XV Б О Б .  НУҚТА ВА МЕХАНИК СИСТЕМА УЧУН ДИНАМИКА
НИНГ УМУМИЙ ТЕОРЕМАЛАРИ

85- §. Нуқта учун ҳаракат миқдорининг 
ўзгариши ҳақидаги теорема

Физикадан маълумки, нуқта массасини унинг тез- 
лигига бўлган кўпайтмаси ҳ а р а к а т  м щ д о р и  дейилади. 
Агар ҳаракат миқдорини Q  билан белгиласак,

Q =  m  v .  (85.1)

Ҳаракат микдори вектор катталик бўлиб, нуқта тез
лиги вектори йўналиши бўйлаб йўналгандир. Маълумки, 
нуқта ҳаракатининг дифференциал тенгламаси

m A ± [_ (85.2)
d t

кўринишда ёзилади. Бу ерда m  =  const деб ҳисобласак, 
(85. 2) тенгламани



d  (m v )  

dt

еки
d Q  =  F d t (85.4)

кўринишда ифодалаш мумкин. Нуқтага таъсир қиладиган 
Ғ  кучни d t  таъсир вақтига булган кўпайтмаси куч импуль- 
си (туртки) дейилади. Агар нуқтага F l t  F 2 . . .  Ғ п кучлар 
таъсир қилса (бу кучлар яқинлашувчи кучлар бўлсин) ва 
уларнинг тенг таъсир этувчиси Ғ  булади деб ҳисоблаб, қуйи- 
дагини ёзамиз:

Агар биринчи Fj куч импульсиии 5 ,, иккинчи куч им- 
пульсини 5 , ва ҳоказо Ғ п куч импульси S n деб белгилан- 
са, (85.4) тенгламанинг ўнг томони

бўлиб қолади. (85.7) билан (85.4) тенгламалар нуцта 
учун ҳаракат миқдорининг ўзгариши ҳақидаги теоре- 
манинг дифференциал шакли дейилади. Бу теорема 
қуйидагича ўқилади: нуқтанинг ҳаракат мнқдори диф- 
ференциали шу нуқтага таъсир қиладиган кучлар им- 
пульсларининг геометрик йиғиндисига тенг. (85.7) да 
кучларнинг таъсир қилиш вақти d t  чексиз кичик ва 
ҳаракат миқдорининг ҳам ўзгариши чексиз кичикдир.

Ҳаракат миқдорининг маълум t 2— t ( вақт оралиғида 
чекли ўзгаришини аниқлаш учун (85.7) ни интеграл

лаш лозим:

П
(У5.5)

s  s s ? d t = S l + %  +  . . . +  S . =  1  s .  (85.6)( = I

n

кўринишни олади ва (85.4) ифода
П

dQ = Z S i (85.7)

Q.



q 2_ q 1== j f d t  (85.9)
t

Q l= = j  (85.10)
t

Охирги икки тенгламага нуқта учун ҳаракат миқ- 
дорининг ўзгариши ҳақидаги теорема дейилади. Маъ
лум вақт оралиғида нуқтанинг ҳаракат миқдорининг 
ўзгариши, шу вақт оралиғида нуқтага таъсир қилаётган 
кучлар импульсларининг геометрик йиғиндисига тенг. 
Бу теоремани, (85.6) ифодани ҳисобга олиб, қуйидаги 
кўринишда ҳам ёзиш мумкин:

2 S r (85.11)(=I

Агар _2j S , - = 0, яънн нуқтага таъсир қиладиган куч

импульсларининг йиғиндиси нолга тенг бўлса, = 0
ва бундан Q, =  Q 2 =  const бўлиб қолди. Демак, бу ҳолда 
нуқтанинг ҳаракат мицдори доимий қолади. Мана шу ҳара- 
кат миқдорининг ўзгармасдан қолишлиги нуқта учун ҳара- 
кат миқдорининг сақланиш қонуни дейилади.

86- §. Механик система учун ҳаракат миқдорининг 
ўзгариши ҳақидаги теорема

Механик система N  нуқтадан тузилган бўлса, шу систе
манинг ҳаракат миқдори ва унинг ўзгаришини аниқлайлик. 
Системанинг Qc ҳаракат миқдори ундаги нуқталар ҳаракат 
миқдорларининг геометрик йиғиндисига тенг. Агар v- 
нуқтанинг ҳаракат миқдори r nv v v билан белгиланса, 
система учун

Q e =  т 1 +  m 3v 2 +  . . .  + т , о ч =  ^  mv uv (86л)
V = I

ифодани ёзиш мумкин. Бироқ системада нуқталар сонн



чексиз кўп булганлиги учун (86. 1) формуладан фойдала
ниб Qc ҳисобланиши жуда қийин ва амалда бу усул би

лан Q c аниқланмайди. Шунинг учун (86. 1) формуланннг 
шакли ўзгартирилиб ҳисоблаш учун қулай ҳолга келтирила- 
ди. (86. 1) тенгламанинг ўнг томонини

(86.2)

шаклда ёзамиз ва (82.2) формулага асосан
N

2  mM rv =  т ' rz (86. 3)
V «= I

эканлигини ҳисобга олиб, (86. 1) формулани

Qc =  (m rc) =  m  t ! j -  =  m  v c (86.4)

кўринишда ёзамиз.
(86.4) дан кўринадики, системанинг ҳаракат миқдори 

унинг т  массасининг ис тезлигига бўлган кўпайтмасига тенг. 
Кўринаяптики, (86.4) формула билан Qc осонгина ҳисобла- 
нади. Шунинг учун (86.4) формула (86. 1) формулага нис
батан содда ва энг муҳими шундаки, (83.4) формула билан 
Q c ни аниқ ҳисоблаш мумкин.

Энди система учун Q c (системанинг ҳаракат мнқдори) 
ўзгаришини аниқлаймиз. Системада v  нуқтаси учун (85.4) 
га асосан нуцтага Ғ̂ с) ташқи ва ички кучлар таъсир 
қилаётган бўлса,

d Q "  ч = ~ F ?  d t + 7 ™  d t  (86.5)

тенгламани ёзиш мумкин. Бутун механик система ҳа- 
ракат миқдорининг ўзгаришини топиш учун системадаги 
ҳар бир нуқта учун (86.5) ифодага ўхшаган тенглама- 
ларни ёзиб, ҳаммасини қўшиш лозим ёки интеграллаш 
лозим:

d ( 2 Q'.V ) = 2 d t  + 2 ?V° d t -  (86.6)
v » ;  v « /  v=i



Агар (81.1) ва (81.5) ифодаларга асосан
, N F =  V f (t)jL̂  V

v=i
N

(86.8)

эканлнгини ва ^  Qc v система ҳаракат миқдорининг ифо-

кўрннншни олади.
(86.10) дан система ҳаракат миқдорининг диффе- 

ренциали системага таъсир қиладиган ташқи кучлар 
импульсига тенг деган хулоса чиқади. Бу хулоса ёки
(86.10) кўрннишдаги тенглама система учун ҳаракат 
миқдорининг ўзгариши ҳақидаги теоремани дифферен
циал шакли дейилади. Бу тенгламада энг муҳим жойи 
шундаки, системанинг ҳаракат миқдорини фақат ташқи 
куч нмпульслари ўзгартира олади, ички кучлар им- 
пульслари системасининг ҳаракат миқдорини ўзгартира 
олманди, деган ажойиб хулоса чиқади.

Системадаги ҳаракат миқдорининг чекли ўзгари- 
шини аниқлаш учун (86.10) интегралланади:

v =  l
даланишинн хисобга олсак, яъни

= 2 « . . , (86.9)

(86.6) қуиндаги

d Qc =  F{e) dt (86.10)

(86.11)

еки

екн ошкор шаклда



кўринишда ёзилиши мумкин. (86.1 1 ) ва (86.12 ) тенглз- 
малар система учун ҳаракат миқдорининг ўзгариши 
ҳақидаги теорема дейилади, бу теоремадан: система
нинг маълум вақт оралиғида ҳаракат миқдорининг ўз- 
гариши, шу вақт оралиғида системага таъсир қилади- 
ган ташқи кучлар импульсларининг йиғиндисига тенг 
деган хулосага келамиз.

Охирги тенгламада FJ’1 катталик системанинг v нуқта- 
сига таъсир қиладиган кучларнинг тенг таъсир этувчиси 
эканлигини таъкидлаймиз, яъни қиймати (81.5) форму
ла орқали ҳисобланади:

(86.13) ни ҳисобга олганимизда (86.12) янада ошкор 
ҳолда қуйидагича ифодаланади.

Бу ерда п  ва N  бир- биридан фарқ қилншини эсда тутиш 
лозим: п  — системанинг п -  нуқтасига таъсир қиладиган куч
лар, N  — системадаги нуқталар сони.

вканлиги равшандир. (86.15) дан системага таъсир 
қиладиган ташқи кучлар импульсларининг йиғиндиси 
нолга тенг (ёки система ташқи кучлар таъсиридан ҳи- 
мояланган) бўлса исталган вақтда системадаги ҳара- 
кат миқдори бошланғич вақтдаги ҳаракат миқдорига 
тенг булади, яъни системанинг ҳаракат миқдори ўзгар- 
масдан қолади деган хулосага келамиз. Системанинг 
ҳаракат миқдорини доимий қолиши система учун ҳара- 
кат миқдорининг сақланиш қонуни дейилади. Бу сақ- 
ланиш қонунини ифодаловчи (86.15) тенглама янада 
ошкор қуйидагича ёзилади:

Ғ ,V (86.13)
[=1

v
d t .  (86.14)

N

Агар J^ F je>dt = 0  бўлса, (86.12) тенгламадан
V = 1

Q c - Q c =  const (86.15)



Система ҳаракат миқдорини сақланиш қонунига ёки
(86.17) нинг қўлланилишига мисол (\илиб m l  ва m t  масса- 
ли шарларнинг ўзаро урилиш жараёнини кўриб чиқайлик.
Биринчи ва иккинчи шарлар урилгунча ва v t , урилган- 
дан кейин ва v'2 тезликларга эга деб фараз қилсак: 1) 
урилгунча ҳар иккала шарларнинг (механик система) ҳара- 
кат миқдори m, и, +  т 2 v 2 орқали ифодаланади; 2) урилган-

дан кейин шарларнинг ҳаракат миқдори m, v \  +  m 2 v'2 бўл- 
син. Ҳаракат миқдорининг сақланиш қонунини ифодалайди- 
ган (86.17) тенгламага асосан шарларнинг урилгунча ва урил- 
гандан кеиинги ҳаракат миқдорлари бир-бирига тенгдир, 
яъни

т [ и, +  m 2 v 2 =  m, v[ +  т 2 v 2 (86.18)

тенглама ҳосил бўлади.
Агар (85.11) ёки (86.18) тенгламаларнинг ҳар бит- 

тасини ўқлардаги проекцияларда ифодаласак, уларнинг 
ҳар биттасидан учтадан тенглама ҳосил бўлади. Маса
лан, (86. 1 1 )

4 . - 1 .  - ( j r ) . '

Q  — Q =  (  У  Г1
\v=l ^'

(Id .

(86.19)

шаклда ифодаланади. Бундан система ҳаракат миқдо- 
ри ўзгаришининг маълум ўқдаги проекцияси ташқи куч 
импульсларн Гтғиндисининг ўша ўқдаги проекцияси- 
га тенг деган фикрга келамиз.



87-§. Нуқта ва ўққа нисбатан ҳаракат миқдори
моменти

Статикада кўрдикки, О  нуқтага кучнинг таъсири 
шу кучнинг модули ва кучнинг таъсир чизиғидан О  
нуқтагача булган масофага, бошқача қилиб айтганда, 
кучнинг моментига боғлиқдир. Куч моментининг нўна- 
лиши парма Коидаснга асосан топилади. Куч моменти 
вектор дейилган эди.

Нуқтанинг т  v  ҳаракат миқдори ҳам вектор булганли
ги учун ҳаракат миқдорининг моменти вектори деган ту
шунча киритилади. Гап шундаки, m v  ҳаракат миқдорининг

^ нуқтз гз нисбатан изти- 
жаловчи таъсири (238-
расм) m v  ва m v  век
торнинг қўйилиш нуқта- 
сини ифодалайдиган ра
диус- векторга боғлиқ- 
дир. О  нуқтага нисбатан 
ҳаракат миқдорининг мо
менти деб, г  радиус- 
векторнинг ҳаракат миқ-
дори rn V векторга бул
ган вектор кўпайтмасига 
тенг бўлган катталикка 

айтилади. Агар ҳаракат миқдори моменгини Қ  билан бел- 
гиласак, таърифга асосан

К

О

238- расм.

К  =  Г X m v (87.1)

формула ёзилади. Ҳаракат миқдорининг моменти 
К  вектор булганлиги учун учта элементга эга: 1 ) К  
векторнинг қўйилиш нуқтаси танланган О  нуқтага 
қўйилган; 2 ) К  векторнинг йўналишн парма комдасига 
асосан аниқланади: парманинг дастасини г  векторидан 
m v  векторига қараб, қисқа йўл билан айлантирсак,* 
парманинг илгариланма ҳаракатининг йўналиши Қ  век
тор йўналишини ифодалайди. Расмдан кўрйнадики, К  
вектор О  нуқтага қўйилган бўлиб, тик юқорига йўнал- 
ган; 3) К  векторнинг модули



формуладан топилади. Расмдан г ва mv вектор орасидаги 
бурчак а эканлиги равшандир ва шунинг учун

г sin ( г, m v )  =  h (87.3)
бўлиб қолади. Демак, (87.2) формула

Қ  =  ±  m v h  (87.4)

шаклда ифодаланади. Расмдан mvh катталик д  ОАВ юзи- 
нинг иккиланганига тенг, яъни

2 S o a b  (87.5)

деган хулосага келамиз. (87.4) ифодага ишора, К  вектор 
охиридан қарайдиган кузатувчига ҳаракат соат стрелкаси 
йўналишида кўринса, манфий (—), соат стрелкаси йўнали- 
шида тескарй кўринса (+ ) ишора олинади.

Ўққа нисбатан ҳаракат миқдорининг моментини топиш 
учун А  нуқтада т  массали нуқта m v  ҳаракат миқдорига 
эга бўлсин деб ҳисоблайлик (239- расм). m v  ҳаракат миқдо- 
рининг z ўқига нисбатан K z ҳаракат миқдорининг момен
тини аниқлаш учун z ўқига тик бўлган 1 текислик ўтка- 
замиз. z ўқи 1 текислик билан О  нуқтада кесишсин.

K z ни аниқлаш учун m v  векторнинг 1 текисликка проек- 
цпясини туширамиз. Бу проекция m v '  бўлсин. Ана шу m v '  
векторнинг О  нуқтага нисбатан моменти m v  векторининг z 
ўқига нисбатан K z моменти деб айтилади (статикада кучнинг 
ўққа нисбатан моменти ҳам шундай аниқланган эди). Б у 
М г момент 0  нуқтага қўйилган бўлиб, z  ўқида ётади ва z 
ўқи бўйлаб тик юқорига йўналган:



Энди m v  ҳаракат миқдорпнинг 0  нуқтага нисбатан K D ҳа- 
ракат миқдорининг моментини (87.1) формулага асосан

К п =  r  x m v (87.7)

шаклда ифодаланишини эътиборга олсак, К  вектори ҳам О  
нуқтага қўйилган бўлиб, z ўк,и билан а  бурчак ташкил 
этганлигини сезамиэ. Бошқача айтганда, К 0 вектори А О В  
текислигига тик бўлиб, г ўқи билан а ' бурчак ташкил эта
ди.

Расмдан

К г =  К 0 cos ( К 0, К г) =  К 0 cos а' (87.8)

тенглама келиб чиқадики, бундан ўққа нисбатан К г ҳара- 
кат миқдорининг моменти, шу уь>Да ётувчи (J нуқтага нис
батан К 0 ҳаракат миқдорининг моментини К ,  К 0 векторлари 
орасидаги бурчак (ёки К а билан z ўқи орасидаги бур
чак) косинусига бўлган кўпайтмасига тенг деган хулосага 
келамиз.

Агар А  нуқтани ифодаловчи г  радиус- векторнинг ўқ- 
лардаги проекциялари х ,  у ,  z  ва у тезликнинг проекция
лари v x , V , v z бўлса, (87.1) тенгламани проекциялар ор-
қали

k
К  =  r x m v  =

1
У г

m v х m v y m v z

(87.9)

кўринишда ёзиш мумкнн. Бундан К х , К у , К г, яъни ҳара- 
кат миқдори моментининг ўқларга нисбатан моментларини 
аниқласак,

К х =  т у и г — m z v y =  т  ( y v z —  z v y),

К у = —m z v x +  m x v 2 = — т  ( z v x  —  x v z),

К г =  m x v y — m y v x =  m  ( x v y  —  y v x ),

(87.10)

ҳосил бўлади (240-а расм).
Агар А  нуқта фақат X O Y  текислигида ҳаракат қилса, 

Vz =  0; z =  0 бўлади. Бу ҳолда (87.10) ифода бир оз сод- 
далашади.

Шундай қилиб, нуқтага нисбатан ва ўққа нисбатан 
ҳаракат миқдорининг моментлари бир-бирига боғлиқ 
бўлиши ва бу моментларнинг модуллари г ва m v  ора-



сидаги а бурчакка боғлиқлиги кўрилди. Агар а =  0 
бўлса, К о =  0 булади, яъни бу ҳолда ҳаракат миқдори- 
нинг таъсир чмзиғи 0 нуқтадан ўтади ва /г =  0 бўлган- 
лиги учун (87.4) га асосан К = 0 эканлиги чиқади 
(240-6 расм).

88- §. Нуқта учун ҳаракат микдори моментининг 
ўзгарншн ҳақидаги теорема

Маълумки, нуқта ҳаракатининг дифференциал тенг
ламаси қуйидаги кўринишда ёзилади:

Бу тенгламанинг иккала томонини; чап томондан г  
радиус-векторга вектор кўпайтирсак,

(88.1)

d v
r x m  —  =  г х  г 

dt
(88.2)

ҳосил бўлади. (88.2 ) нннг чап томонини

г х  т ---
dt

d у __ 'd ( г  X m v )  d r----- X т V
dt

(88.3)

кўринишда ёзиш мумкин, чунки



d ( r  x  m v )  d r  _  i s. d  v—-------- - =  —  x  mv +  г X  m —
d t  d t  dl

шаклда ифодаланади. Бу ерда

d~r -*■ -*■ "*■-----X m v  =  у x  m v
dt

—► —
ва v ҳамда m v векторлар коллинеар бўлганликлари учун 
улар орасидаги бурчак 0 ° ёки 180° ва

у х  т V =  vmv sin 0 ° =  0  

булади. Охирги ифодани ҳисобга олсак (88.3)

Г  х  т —  =  d {г * , ? г - (88.4)
dt dt

ёки К =  г х  mu эътиборга олинса, (8 8 .2 ) тенгламадан

—  =  7  х  Ғ (88.5)
dt

ҳосил бўлади. Бу ерда г х  Ғ =  М, яъни нуқтага нисбатан 
куч моментига тенглигини назарга олиб, қуйидагини ҳосил 
қиламиз:

—  =  М. (88.6)
dt

(88.6) дан нуқтанинг ҳаракат миқдори моментидан 
вақт бўйича олинган ҳоснласи шу нуқтага таъсир қи- 
ладиган кучларнинг -марказга нисбатан моментлари
нинг геометрик йиғиндисига тенг деган хулосага кела
миз. Ҳақиқатан ҳам, (88.6) даги М  нуқтага таъсир к,и- 
ладиган кучлар моментларининг геометрик йиғиндиси- 
га тенг, яъни

 ̂ п v
м  =  У  Мг (88.7j

i=i
Энди (8 8 . 6 ) тенгламани

d K  =  М ■ dt (8 8 .8 )
шаклда ёзамиз. (88.8) ёки (88.6) нуқта учун ҳаракат 
миқдори моментининг ўзгариши ҳақидаги теоремани 
дифференциал шакли бўлади. Бу теорема (88.8) кўри- 
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нишда қуйидагича таърифланади. Нуқтанинг ҳаракат 
миқдори моментининг дифференциали шу нуқтага таъсир 
қиладиган кучларнинг марказга нисбатан моментлари 
(бош момент) импульсларининг геометрик йиғиндисига 
тенг деган хулоса чиқади. (88.8) тенгламанинг ўнг то
мони

t > > t П
М ■ dt  = M l dt  +  M 2 dt  +  . . .  +  М пdt  =  у  М.  dt

1=1
(88.9

таъсир қиладиган кучларнинг марказга нисбатан мо
ментлари импульсларнинг йиғиндисини ифодалайди. 
Умуман, M- dt  куч моменти импульси деб юритилади.

Ҳаракат миқдори моментининг чекли ўзгариши
(88.8) нинг интеграл қиймати билан аниқланадн. (88.8) 
интегралланса

К  — К 0 =   ̂ М dT'  (88.9)
i

кўринишдаги нуқта учун ҳаракат миқдори моментининг 
ўзгариши ҳақидаги теоремани ҳоснл қиламиз. Бундан: 
маълум вақт оралиғида нуқтанинг ҳаракат миқдори 
моментининг ўзгариши шу вақт оралиғида нуқтага қў- 
йилган кучларнинг марказга нисбатан моментлари им
пульсларининг геометрик йиғиндисига тенг, деган хуло
са чнкади.

Агар (88.8) тенгламани ўқлардаги проекцияларда 
ифодаласак,

Х - Х о = Г A  dt
i

X - К *  =  \ M y db <88-10)
t

Х - к *  = 5 M* dt 
t

хосил булади ёки (88.6) га асосан

dJ£* =  м  ; ^  =  М • ^  =  М2 
dt х dt у dt 2

проекцияларда ифодаланган дифференциал тенглама 
ёзилади.



Нуқта учун К  ўзгариши ҳақидаги теоремани бош мо
мент тушунчаси орқали қуйидагича таърифлаш ҳам 
мумкин. Вақт бирлиги ичида К  векторининг ўзгариши 
бош моментга тенг ёки К  векторндан вақт бўйича 
олинган биринчи тартибли ҳосилага тенг экан.

Агар нуқтага таъсир қнладиган кучлар марказий 
кучлар бўлса, бу теоремадан ажойиб иатижа чиқади. 
Айланиш маркази томон йўналган кучлар м а р к а з и й  
к у ч л а р  дейиларди. Марказий кучларнинг О марказга 
н и с б а т а н  м о м ен т и  ҳ а м м а  вақ т  н ол га  т ен г  ( 2 4 0 - 6  р а с м ) ,  
чунки Ғ  марказий кучнинг таъсир чизиғи О  марказдан 
ўтади ва куч елкаси нолга тенг, демак, моменти ҳам 
нолга тенг.

Ҳақиқатан ҳам, А  нуқтага қўйилган Ғ {, Ғ 2 . . . Ғ п куч- 
лариинг тенг таъсир этувчиси Ғ  йўналиши А  нуқтадан О  
маркала томен йўналгак бўлса, i  куч маркааий куч була
ди ва бу кучнинг О  марказга нисбатан моменти нолга тенг. 
Шундай қилиб,

Д , = 0  (88. 1 1 )
шарт бажарилса, (88.61 дан

dJ L  =  0; d K  =  0; К  =  const; 
dt

ёки

К  = г  х  m v  =  const (88. 12)
ифодани ҳосил қиламиз. (88.12 ) нуқта учун ҳ а р а к а т  
м и қ д о р и  м о м е н т и н и н г  с а қ л а н и ш .  қ о н у н и  бўлади. Бу 
сақланиш қонуни қуйидагича таърифланади: агар нуқ- 
тага қўйилган кучларнинг бирон-бир марказга нисбатан 

> бош моменти нолга тенг булса,
бу ҳолда ўша марказга нисба
тан нуқтанинг ҳаракат миқдо- 
ри моменти вектори доимий к,о- 
лади.

Ҳақиқатан ҳам, агар марка
зий кучлар нуқтага қўйилгаи 
бўлса, (88. 12) бажарилади ва
— ц
К  =  const шартнинг бажарили- 
ши нуқтанинг ҳаракат текислиги 
ва демак, шу текисликка пер- 

241-расм. пендикуляр бўлган ; К  вектор



йўналиши ҳам ўзгармаслигинн кўрсатадн (241-расм), яъни 
нуқта ҳаракат қилса, бу нукта доим битта текисликда ҳа- 
ракат килади ва бу текисликка тик йўналган К  вектор йў- 
лалиши, яъни z ўқига нисбатан К  ҳаракат миқдорининг мо
менти ҳам ўзгармайдй. Бунга мисол сайёраларнинг Қуёш 
атрофидаги ҳаракатлари вацтида сайёраларнинг ҳаракат те- 
кислигининг доимий сақланишидир.

89-§. Механик системанинг нуқта ва ўққа нисбатан 
ҳаракат миқдори моменти ёии кинематик моменти

Механик система N  та 
нуқтадан тузилган бўлсин v
(242-расм). Системада v нуқ- 
танинг ҳаракат миқдори 
моменти

K v = r v x m v v v  (89.1)

орқали аниқланади. Бутун 
системанинг ҳамма® нуқта- 
ларининг ҳаракат миқдор- 
лари моментларининг- гео
метрик йириндиси систе
ма ҳаракат миқдорининг 242- расм. 
бош моменти ёки кинема
тик моменти дейилади. Агар кинематик моментни К ос деб 
белгиласак, таърифга мувофиқ

^  =  (89.2)
v=l •

формула орқали аниқланади. Системадаги ҳар бир нуқта- 
нинг ҳаракат миқдори моменти (87.4) формула ёрдамида 
ҳисобланади.

Агар системанинг г  ўқига нисбатан кинетик моментини 
аниқламоқчи бўлсак, ихтиёрий v нуқтаси учун K v катта- 
ликни (87.6) формула асосида топамиз ва топилган К л, 
К 2 . . .  K N  катталикларнинг г  ўқида ётншини эътиборга 
оламиз (243-расм). Шунинг учун системанинг (текислик 
учун) кинетик моменти К 2 . . .  K N  катталикларнинг 
алгебраик йиғиндисига тенг бўлади, яъни



к

ҳосил бўлади. Бунда 
кине-К гс — системанинг 

тик моменти ҳам z  ўқи- 
да ётади. Системанинг 

п >1 д з  ўққа нисбатан кинетик 
моменти деб, системада
ги ҳамма нуқталарнинг 

f t \1 Lb ўша ўққа нисбатан ҳара-
кат миқдорлари момент- 

243- расм. ларининг алгебраик йн-
ғиндисига айтилади.

Системанинг О  марказга нисбатан кинетик момент» K of 

билан ўққа нисбатан кинетик моменти ўзаро tp бурчак 
ташкил қилади. Агар ф бурчак ва К ос маълум бўлса (87.8) 
тенгламани келтириб чиқарган вақтдаги фикрларимиэни қўл- 
лаганимиэда

К, Кос ■ C0S Ф (89.4)

боғланишни ҳосил қиламиз. Бу боғланишдан система
нинг ўққа нисбатан кинетик моменти системанинг шу 
ўқда ётган нуқтага нисбатан кинетик моментининг шу ўқ-- 
даги проекциясига тенг деган хулоса 'чиқади.

Системадаги нуқталар сони чексиз кўп бўлса, яъни 
N - + -  оо бўлган ҳолда, Қ ос (89.1) формула билан аниқлан- 
майди, чунки бу жуда қийин йўлдир. Бундай қийинчилик- 
дан қутулиш учун (89.1) формула бошқачароқ шаклда кел- 
тирилади.

Биз (45-§) нуқтанинг абсолют тезлиги

и =  V +  V : и\̂> г I V
ва системанинг массалар марказига нисбатан тезлиги

— d  ру
di

(89.4)

(89.5)

формулалар ёрдамида аниқланишини биламиз. Агар (89.4),
(89.5) тенгламаларни (89.1) тенгламага қўйсак,

Кос =  2  ''v Х +  <•) =  2  Гч Х т'  +
v=l v=)



N  -► -*■ N

2  Pv Х =  -  m v X ус 2  m v Pv =  0.
V=1 V=1

ГС x  2 /nv":v = 'c  £ (  2 mvPv ) =  °  (89.7) 
v=l Vv-I /

N  _

бўлиб қолади, чунки бу ҳоллардаги r?zv pv системанинг
v=l

массалар марказига нисбатан статик моментларининг йиғин- 
диси бўлиб, бу йиғпнди ҳамма вақт нолга тенг, яъни

N -*
V m vP v= 0 .  (89.8)

V=1
Охирги иккита тенгламани ҳисобга олсак (89.6)

-► ,v -*■ -►
К о с  =  ^  х +  2  Pv Х mv (89.9)

\'= I
кўринишда ифодаланади. Бу ерда гсх т v c системанинг мас; 
салар марказининг ҳаракат миқдори моменти К с катталикка 
тенг, яъни

К с =  гс х т  v c . (89.10)

(89.9) ифоданинг ўнг томонидаги иккинчи ҳад сис
теманинг массалар марказига нисбатан инерция мо
ментининг (кейинги бобда инерция моменти ҳақида сўз 
юритилади) бурчакли тезликка булган кўпайтмаси 
(J-co) ёрдамида топилади. Шунинг учун К  катталикнн
(89.9) формула ёрдамида аниқлаш (89.1) формулага 
нисбатан осонроқ ва қулайроқдир.

Шундай қилиб, системанинг кинетик моменти шу 
система массалар маркази ҳаракат микдорининг. мо-



ментн билан массалар марказига нисбатан система 
нуқталарининг ҳаракат миқдорлари моментларининг гео
метрик йиғиндисига тенг деб айтиш мумкин.

90- §. Механик система учун кинетик моментнинг 
ўзгариши ҳақида теорема

Механик системанинг т ч  массали нуқтасига тенг таъсир 
этувчилари Ғ [ е> ва булган ташқи ва ички кучлар таъ
сир этса, шу нуқтанинг вақт бирлигида ҳаракат микдори 
моментининг ўзгариши (88.6) га мувофиқ

d K v _  м н  I д7(0 (SO.!)
at ' ‘v : ' ' ' v

орқали аниқланади. Система учун эса К  ни аниқлаш 
мақсадида (90.1) тенгламани ҳар бир нуқта учун ёзиб 
қўшганимизда

* ( £ * v )  А,
— is=!------L =  у  м [ е) +  у  M(i> -(90.2)

dt  ^  v * *  vV=1 V=1
иф!ода ҳосил бўладн, лекин ички кучларнинг ихтиёрий 
марказга нисбатан куч моментларининг геометрик йи- 
ғиндиси (81.3) формулага асосан нолга тенг 'булади, 
яъни

N

У м < ° = 0 .  (90.3)
v=l

Энди

V = I
лг

= М (,) (90.5)
v=!

эканлигини эсласак, (90.2) тенглама

t b L  =  М {е) (90.6)
dt

кўринишни олади. (90.6) тенгламага системанинг кине- 
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тик моменти ўзгариши ҳақидаги теорема деб айтилади; 
бирон-бир марказга нисбатан системанинг кинетик мо- 
ментидан вақт буйича олинган биринчи тартибли ҳоси- 
ла ўша (қўзғалмас) марказга нисбатан ташқи кучлар
нинг бош моментига геометрик жиҳатдан тенг.

Охирги тенгламани яна қуйидагича ҳам ёзилади:

7 к с в = М (е) d t .  (90.7)

Агар (90.7) тенгламани интегралласак,

( * » ) , - (*<Л = (  Л " 1 л  (90.8)

ҳосил бўлади. Бу тенгламадан системанинг кинетик момен
ти ўзгариши, яъни ( K 0C) t —  ( K C0) t0 шаклдаги ифода, шу 
системага таъсир к,илаётган ташқи кучларнинг бош момен
ти импульсларининг интеграли ( ) М (е> d t )  га тенг деган 
хулосага келамиз.

Энди (90.6) тенгламани координата ўқларидаги про- 
екцияларда тасвирлаганимизда, ушбу 

dKn <е>
dt

d!<oc.

dt
dK,

=  M

= M(c\

ос'— =  м {е)
dl

(90.9)

тенглама ҳосил бўлади. (90.9) нинг ҳар бири кўрсата- 
дики, маълум ўққа нисбатан системанинг кинетик мо- 
ментидан вақт бўйича олинган биринчи тартибли ҳоси- 
ла ўша ўққа нисбатан ташқи кучларнинг бош момен
тига тенг экан.

Ички кучлар таъсирида системанинг кинетик мо
ментини ўзгартириб бўлмайди, чунки (90.6) — (90.9) 
тенгламаларда ички кучлар моменти қатнашмайди.

91-§. Система кинетик моментининг саҳлаш ҳонуни

Нуқта учун ҳаракат миқдормнинг сақланиш қону- 
нини (88.12) тенглама шаклида нфодалаган эдик. Энди 
система учун фараз қилайлик, ташқи кучларнинг бош 
моменти нолга тенг бўлсин:



- V  N

м (е) = =0- (911)
v=l

Бу ҳолда, яъни (90.1) тенглама ҳисобга олинганда,
(90.8) қуйидаги кўринишда ёзилади:

( * * ) = ( * , . ) , » =  const (91.2)

ёки

/Сс =  const (91.3)

шаклда ҳам ёзилади. Айнан (91.1) шарт бажарилганда
(90.9) тенгламалардан ( К ос —  К с деб қабул қилинганда)

К . л - const. К  —  const, K , z =  const (91.4)

ифодаларни ҳосил қиламиз.
Ҳосил қилинган (91.3) ёки (91.4) тенглама система 

кинетик моментининг сақланиш қонуни деб аталади. 
Биринчи тенгламадан системанинг бирон марказига 
таъсир қилаётган ташқи кучларнинг бош моменти нол
га тенг бўлса, ўша марказга нисбатан кинетик момент 
ҳамма вақт доимий сақланади деган натнжа келиб чи
тали. Иккинчи тенгламадан ташқи кучларнинг бирон 
ўққа нисбатан бош моменти нолга тенг бўлса, ўша 
ўққа нисбатан системанинг кинетик моменти доимий 
қолади деган иккинчи натижа келиб чиқади.

Иккала натижа ҳам системанинг кинетик моменти
нинг сақланиш қонунини ифодалайди. Бу қонундан К ?  
векторининг ҳам модули, ҳам йўналиши доимий қрлади, 
деган хулоса чиқади. Демак, векторига тик бул
ган текислик ҳам доимий қолади. Бу текисликка Лап
лас текислиги деб айтилади. Лаплас текислиги сайёра- 
ларнинг Қуёш атрофидаги орбиталари ўзгармас бўли- 
шнни кўрсатади. Айтилган хулосадаи ташкари (91.3) 
тенгламада (87.5) ҳисобга олинса,

К сг =  2  r v '< mv yv = 2/Ч S  —v- =-- const =  C ,  (91.5)
v=l - dt

бу ерда

(7v x 7v) =  2 ^  (91.6)
dt

орқали аникланадн. (91.6) да — секториал тезлик деб



айтилади (244-а расм); ст — радиус-вектор г нинг d t  вақтда 
чизган юзи — секторнинг юзидир. (91.6) дан система учун 
К сг вектори секториал тезликнинг иккиланганига тенг ва 
O X Y  текислигида доимий қолади деган фикрга келамиз. Бу 
фикрдан

da ,— =  const 
di

деган натижа чиқади, яъни бу ҳолда нуқтанинг секто- 
drриал тезлиги - -  доимии қолади ва нуқта ҳаракати at

вактида тенг вактларда тенг сектор юзларин чизади 
деган хулоса чиқади. Сақланиш_ қонунига асосан К с = 0  
ифодадан системанинг кинетик моменти бнрон-бир ички 
кучлар таъсирида К \  кинетик момент ҳосил қилса, сис
теманинг ўзида К г= — момент ҳосил бўлиши лозим, 
чунки ҳамма вақт буларнннг йнғнндисн К i-i-(— Д'2) = 0  
бўлиши лозим. Ҳақиқатан ҳам, кема ичида киши тинч 
ҳолатда бўлсин. Агар кемадаги киши икки қўлини го
ризонтал ҳолатга келтириб, вертикал ўқ атрофида тез 
айланса, у маълум кинетик моментни ҳосил қилади 
(бу ҳолда одамни айлантирувчи куч ички кучдир). Шу 
одам айланаётган пайтда сув ичидаги кема одам билан 
бирга тескари томонга айланиб, одам ҳосил қилган 
кинетик моментга тенг, лекин тескари йўналган момент
ни ҳосил қилади. Бу ерда одам ва кема ҳосил қилган 
моментларнинг геометрик йиғиндиси яна нолга тенг 
бўлиб қолади. Отилган бумеранг ҳам айланиш текис
лигини ўзгартирмасликка интилади ва шунинг учун 
бумеранг отилган жойга кайтиб келади.



Шундай қилиб, нуқта ҳаракат миқдори моменти
нинг ва система кинетик моментининг сақланиш 
қонунларидан фойдаланиб амалий масалаларни осон- 
роқ йўл билан ечиш мумкин. Таъкндлаш лозимки, фа- 
қат ички кучлар моментининг таъсирида системадаги 
айрим нуқталарнинг ҳаракат миқдорининг моменти ўз- 
гариши мумкин бўлса-да, умуман бутун системанинг 
массалар марказининг кинетик моментини (ҳаракат 
миқдори моментини) ўзгартириб бўлмайди.

92- §. Нуқта учун кинетик энергиянинг ўзгариши 
ҳақидаги теорема

Ҳ а р а к а г л а н а ё г г а н  н уқ т а  учун  м а ъ л у м к и ,

т —  =  7  (92.1)
dt

тенгламани ёзиш мумкин. Нуқта тезлиги формуласини

v d t  =  d  г  (92.2)
кўринишда ёзиб, (92.2) нинг чап ва ўнг томонларини 
мос равишда (92.1) нинг чап ва ўнг томонларига ска
ляр кўпайтирамиз:

т  V d t ^ —  =  F  d r .  (92.3)
dt

Бу тенгламанинг чап томони

m v  d  V —  d  j =  (92- 4)

ўнг томони эса d A  элементар иш

d A  =  F  ■ d r  (92.5)
шаклида ёзилади. Охирги икки тенгламани эътиборга 
олиб, (92.3) ни қуйидагича ифодалаш мумкин:

d T  =  d A  (92.6)
Бу ерда Т  =  нуқтанинг кинетик энергиясидир. (92.6)

тенглама нуқта учун кинетик энергиянинг ўзгариши ҳақи-- 
даги теореманинг дифференциал шакли бўлади. Бу теоре 
мадан: нуқтанинг кинетИк энергинсининг дифференциали шу 
нуқтага 1\ўйилган кучлар тенг таъсир этувчисининг ба- 
жарган элементар ишига тенг деган хулоса келиб чиқади.



Нуқта кинетик энергиясининг чекли ўзгаришини 
аниқлаш учун (92.6) тенгламани интеграллаймиз ва 
нуқта учун

T - T 0 = $ F - d  7  (92.7)

кўринишида кинетик энергиянинг ўзгариши ҳақидаги 
теоремани ҳосил қиламиз: нуқтанинг кинетик энергия
сининг ўзгариши шу нуқтага таъсир қиладиган кучлар 
бажарган ишларининг йиғиндисига тени (7’0— нуқта- 
нинг бошланғич кинетик энергияси.)

(92.7) формулада таъсир қиладиган кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси, яъни

i=i
эканлигига эътибор бериш лозим. Шунинг учун f F  d r  
барча кучлар бажарган ишларинннг йиғиндиси бўлади ва
(92.7) тенглама айрим вақтларда қуйидаги кўринишда ҳам 
ифодаланади:

Т  —  Т 0 =  У  A r  

1=1

93- §. Механик системанинг кинетик энергиясини 
аниқлаш.

Механик система N  нуқтадан тузилган бўлса, шу сис- 
теманинг Т с тўлиқ кинетик энергияси табиийки, барча нуқ- 
талар кинетик энергияларининг йиғлндисига тенг:

тс =  (931)
v= 1

бунда m v , v v — системадаги v- нуқтанинг массаси ва тез
лиги дир.

Системада нуқталар сони N  чексиз кўп бўлганлиги- 
учун (93.1) формула билан системанинг кинетик энергияси 
ни ҳисоблаб бўлмайди, чунки v->- оо. Амалда қўлланила' 
днган Т с учун формула чиқармоқчн бўлсак

uv =  v e +  wv, rv =  r e +  pv (93.2)



ифодалардан фойдаланиб, (93.1) нинг шаклини ўзгартира- 
миэ:

N „ _L YJ " т1,2 "
=  у т , к  + у ;  =  v ' ^ - +  V/n о »' +

С ^  2 ^ d 2  ^ v * v
v=«l v=l v=l

n m „ v ’2
+  У  (93.3)Jmi 2V=1

(85.8) формулага асосан,
n

2  m v Vc pv = t V ^  ( 2  m vPv ) = °
V=1

булганлиги ва
* 4V-.

У  — -  =  — (93.4) ^ 2 2  v v= 1

системанинг массалар маркази кинетик энергиясини кўрса- 
тишини эътиборга олсак, (93.3) қуйидаги кўринишни олади:

2 п >2mv’ . , т.. V
n  =  V  +  2 ] - V -  (93-5)V=I

Бу тенгламанинг ўнг томонидаги иккинчи ҳад системада
ги нуқталарнинг массалар марказига нисбатан кинетик энер
гиясидир. Бу ҳад кўп ҳолларда

У  ^  (93.6)^ 2 2v=l
шаклда ёзилади (кейингн бобда системанинг инерция момен
ти бўлган I c ҳақнда батафсил маълумот берилади): бунда
со — бурчак тезлик, ----- системанинг айланма ҳаракатида-

ги кинетик энергияси.
Системанинг кинетик энергиясини ифодалайдиган (93.5) 

га Кёнига формуласи дейилади. Кёнига формуласидан 
кўринадики, системанинг кинетик энергияси шУ системанинг 
массалар марказининг кинетик энергияси билан система 
нуцталарининг массалар марказига нисбатан кинетик энер- 
гияларининг йиғиндисига тенг.

Масалан, думалаб бораётган дискнинг кинетик энергияси 
Кёнига формуласига асосан қуиндаги кўринишда ёзилади 
(244- б  расм):



m mVr
T  =  — - -f-2

/ rCO2

бунда I c — дискнинг массалар маркази бўлган С  нуқтадан 
утадиган ўққа нисбатан инерция моменти бўлиб, со — шу 
ўқ атрофида дискнинг айланиши ва^тидаги бурчакли тезли- 
гидир, т  — дискнинг массаси, v c — дискнинг массалар мар
кази булган С  нуқтанинг илгариланма ҳаракатидаги тез- 
лиги.

9 4 -§ .  М еханик систем анинг кинетик энергиясининг  
ўзгариш и ҳақ и даги  теорем а

Механик система N  нуқ- 
тадан ташкил топган бу- 
либ, бу системанинг m v 

массали нуқтасига Fv1 таш
ки ва Fv ■* ички кучлар таъ
сир қилса (245- расм), бу 
кучларнинг бажарган лле- 
ментар иши (92.5) тенглама
га асосан қуйидаги кўри- 
нишда ёзилади:

у /
245- расм.

d T v =  F [ve ) d r v +  F " 1 d r(О (94.1)

(94.1) дан системада v-нуқта силжиганда бажарган 
элементар d A v иш ташқи кучларнинг бажарган иши Ғ [ е) d r v

билан ички кучларнинг Ғ ^  d  rv бажарган ишларииинг йи- 
ғиндисига тенг деган хулоса чиқади. Шундай тенгламалар- 
ни, ҳар бир нуқта учун ёзиб, ҳосил бўлган тенгламаларни 
қўшсак, бутун системанинг элементар силжишида бажарган 
элементар ишини топамиз, яъни

=  2  ^ ' ’ ^  +  2 Г ' . "  Л  Г. , .

V=1

N

V  ғ {с)V

V=1

d  r v =  d  A
(e)

(94.2)

(94.3)



2  7 ™  d ~  = d A (t) (94.4)’
V=1

нфодалар ташқи ва ички кучлар бажарган элементар 
ишлар ёки ишларнинг дифференциалидир. Охирги ифо
даларни ва

V r v = r f (94.5)
V—1

ни ҳисобга олинса, (94.2) тенглик

d t  =  d A (t) +  d A {i) (94.6)
ёки

d T ,  = ~ F . ' i e ) d r  +  F xU) d r *  (9 4 .7 )

кўринишларда ифодаланади. (94.6) ва (94.7) тенгла
малар система учун кинетик энергиянинг ўэГариши 
ҳақидаги теореманинг дифференциал шаклидир. Теоре- 
мадан системанинг кинетик энергиясининг дифференци- 
али (кинетик энергиянинг чексиз кичик ўзгариши) 
системага таъсир қиладиган ташқи ва ички кучлар ба
жарган элементар ишларнинг йиғиндисига тенг деган 
хулоса чиқади.

Системанинг кинетик энергиясининг чекли ўзгариши- 
нн аниклаш учун (94.6) ёки 94.7) нинг иккала томони
ни интеграллаб, қуйидаги тенламани ҳосил қиламиз:

Т с - Т е> = |  7 (с) ( Г г  +  J F li) d  7. (94.8)

(94.8) тенглама системанинг кинетик энергиясининг ўзгари- 
ши ҳақидаги теорема. Бу теоремадан системанинг кинетик 
энергиясининг чекли ўзгаришини ( Т .  — Т со) шу системага

қўйилган ташқи Ғ(е) d  г  кучлар бажарган иши билан ички
кучлар бажарган F <0 d  г  ишларининг (интеграли) йигимди- 
сига тенг деб ўқилади.

Теорема амалда

Т с —  Т т  =  А (е) +  А 0)  (94.9)

ёки

T e - ^ = ' Z K e) +  ^ A (‘) (94.10)
V V



шаклда ҳам ёзилади.
Шундай қилиб, система кинетик энергиясининг ўз- 

гариши шу системага қўйилган ташқи ва ички кучлар 
бажарган ишларининг ниғиндисига тенг экан. Бироқ, 
агар механик система элементлари ёки системанинг ўзи 
қаттиқ жисм бўлса, бу ҳолда ички кучлар иш бажар- 
майди, бу ҳолда система бошида тинч ҳолатда бўлса,
(94.10) қуйидаги кўринишда ёзилади:

Т с =  У  А ™  ёки V r v =  V  А ? .  (94.11)
\Т\ V=l V=1

95- §. Механик энергиянинг сақланиш қонуни

Маълумки, (84- § га қаранг) механик системанинг 
кинетик ва потенциал энергияси йиғиндиси тўлиқ меха
ник энергия ёки механик энергия деб айтилади. Фараз 
қилайлик, механик система .потенциалли майдонда 
(84- §) жойлашган бўлсин ва майдонда Е  тўлиқ меха
ник энергия Т  кинетик ва Я потенциал энергиялар йи- 
ғиндисига тенг:

£ = Г  +  Л. (95.1)
Бу ерда Г ва Я катталикларнинг ўзгариши бажар

ган иш билан боғлиқдир. Бажарилган элементар иш
(84.4) ва (84.10) тенгламаларга мувофиқ, системанинг 
потеницал энергияси камайишига тенг эканлигини ҳи- 
собга олиб, ташқи кучлар бажарган элементар иш

d A {e) =  —  d n {e\  (95.2)
ички кучлар бажарган элементар иш

d A { i ) = - d n w  (95.3)

шаклда ёзилишини эслайлик. Бу ерда Я(е) — ташқи кучлар 
Я (<) — ички кучлар майдонлгрининг системадаги потенциал 
энергияси.

Энди (95.2) ва (95.3) тенгламаларни (94.6) га қўйиб,

d T c =  —  d n {e) — d/7(0 (95.4)
ёки

d T c +  d  [ П (е) +  Я (,)] =  0
ифодани ҳосил қиламиз. Агар системанинг ташқи ва 
ички кучлари майдонидаги потенциал энергияларининг



йиғиндиси тўлиқ потенциал энергияга тенглигини на
зарда тутсак.

П  =  /7(е) +  /7(£) (95.5)
ифода ҳосил булади. Бу ифодани (95.4) тенгламага 
қўйсак,

d T c +  й П  =  О 
ёки (95.1) формулага биноан

й ( Т с +  П )  =  0 ,  (95.6)

бундан
d E  =  О, Е  =  const (95.7)

еки
Т  +  П  =  const (95.8)

ҳосил булади.
Охирги икки тенглама энергия интеграли ёки меха

ник энергиянинг сақланиш қонуни дейилади. Бу қонун- 
дан кўринадики, потенциалли механик системанинг ме
ханик энергияси ҳамма вақт ўзгармай қолади. Тўлиқ 
механик энергияси доимий қоладиган системалар кон
серватив системалар дейилади (84-§ га қаранг).

Қуёш системасини консерватив система деб қараш 
мумкин. Бу системада, масалан, Ер ва Қуёш система
сида потенциал ҳамда кинетик энергиянинг йиғиндиси 
ўзгармайди.

Ер сиртидан Н  баландликда жойлашган нуқта эркин ту- 
шаётганда баландликнинг ярмини ўтганида ва бутун Н  ба- 
ландликни ўтиб Ер сиртига тушган вақтидаги тезлигини

(95.8) тенгламага асосан топамиз. 
Нуқта (246-расм) 1, 2, 5 ҳолзт- 
ларда бўлсин. Бошланғич 1 ҳо- 
латида нуқтанинг бошланғич 
тезлиги нолга тенг. Ҳар учала 
ҳолда тўлиқ механик энергия 
формуласини ёзамиз:
Е j =  m g  Н, чунки и0 = 0 .  (95.9)

(95.10,



Механик энергиянинг сақланиш қонунини ифодалайдиган
(95.7) тенгламага асосан

E i  —  Е г =  Е 3 

деб ёза оламиз, Бу тенгликлардан:
1) Е у =  Е 2 бўлганлигидан, (95.9) хамда (95.10) ифодалар

m v l / 2  f i  
тенглаштирилади, яъни m g  Н  =  —------ (- m g  — тенгликдан

нуқтанинг 2- холатда г и тезлиги аниқланади:

oH/2 = V g H .  (95.12)
2) Е г =  Е 3 бўлганлигидан

nw\,
m g  Н  =  н2

тенгликни ҳосил қилиб, нуқтанинг 3-ҳолатдаги тезлиги 
аниқланади

vH = V 2 g H .  (95.13)

Худди шундай усул билан нуқтанинг исталган ҳолатда- 
ги тезликларини аниқлашимиз мумкин. Бунинг учун £ х =  
=  Е а . ■ . Е  =  const тенгликдан фойдаланиш кифоядир.

68- мисол. (28.2). Горизонт билан а  = 3 0 °  бурчак ҳосил 
қплган ғадир-будур қия текислик бўйлаб оғир нуқта бош- 
ланғич тезликсиз пастга тушмоқда. Агар ишқаланиш коэф
фициенти f  =  0 , 2  бўлиб, нуқта узунлиги l  =  39,2 м йўлни 
босиб ўтадиган бўлса, шу йўлни қанча t  вақтда ўтиши 
аниқлансин.

Ёчиш. Нуқтанинг қия текисликдаги ҳолатида таъсир 
қиладиган Ғ  ишқланиш кучи ва нуқтанинг оғирлик кучи 
Р  =  m g  эканлиги равшандир (247- расм).

Оғирлик кучи нуқтани пастга қараб ҳаракат қилишга 
мажбур этади ва ҳаракат „ 
миқдорининг ўзгариши ҳа-” 
қидаги теоремани ифода
лайдиган (85.9) тенгламага 
асосан, (Q2 =  mo; =
=  m v 0 =  0 эканлигини ҳи- 

собга олсак), қуйидагини 
ёзамиз:



mvx =  J  ғ х dt (2)
t

тенгламани ҳосил қиламиз. Бу ерда Ғ х—нуқтага таъсир қи- 
ладиган кучларнинг X ўк,идаги проекцияларининг алгебраик 
йиғиндиси, яъни

Ғ  = Р  — Ғ  . (3)X X ншқ v '

Расмдан
Р х  =  Р  sin a  =  m g  sin a,

е̂шк = f - N = f P , ,

P y =  P  cos a  =  m g  cos a.

Охирги ифодаларнл (3) формулага қўйиб,
Ғ х =  m g  (sin a — /  cos a) (4)

ҳосил қилинади ва бу ҳосил қилинган Ғ х нл ( 2 )  ифодага 
қўйганнмизда

m v x =  j  m g  (sin a  — f cos a) d t  =

=  m g  t  (sin a — /  cos a )  +  Cx (5)
шаклда тенглама ёзилади. Бошланғич шарт

t  =  0; v x =  v 0x =  0; x  =  x 0 ■-= 0 (6)

ни (5) га қўйсак,
C1 = 0 (7)

бўлади ва шунинг учун (5)
v x =  g t  (sin a  — /  cos a) (8)

кўринишни олади. Агар v =  —  эканлигини ҳисобга олсак,
dt

(8) дан
d x  — g  (sin a  — /  cos a) t  d t

ёки
x  —  f S (sin a  — f  cos cl) t d t  =



формула келиб чиқади. Бошланғич шартни (9) га қўй- 
ганимизда

С2 =  О
эканлиги турган ran. Шунинг учун (9) формула, Х  =  1 
деб қаралганда

I =  (sin a  — f  cos a) —

кўринишда тасвирланади ва ниҳоят, бу формулани t  

га нисбатан ечсак

r  g  (sin a — f  cos a)

келиб чиқади, яъни нуқта 39,2 м йўлни босиб ўтиш 
учун 5 с вақт лозим бўлади.

6 9 -мисол (28.1). Поезд темир йўлнинг горизонтал 
тўғри чизиқли қисмидан ўтмоқда. Поезд тормозланганда 
қаршилик кучи поезд оғирлигининг 0,1 қисмига тенг.
Тормозланишнинг бошида поезд тезлиги 72 -км . Поезд-соат
нинг тормозланиш вақти ва тормозлаш йўли аниқлансин. 

Ж а в о б :  20,4 с; 204 м.
70- мнсол. (36.5). Вертикал ўқ атрофида тезланув

чан айланаётган марказдан қочма регуляторнинг ҳара- 
кат миқдори бош векторининг ўқлардаги проекциялари 
аниқлансин. Регулятор айланганда ф бурчак ф=<р(/) 
қонунига асосан ўзгаради ва бу айланишда А ,  В  шар- 
лар юқорига кўтарилади. Стерженлар узунлиги бир хил



О А  —  О В  =  A D  =  B D  =  /.
D  муфтанинг оғирлик кучи Z  ўқида ётади ва Р 2 га 

тенг. Л ва В шарларни нуқтавий массалар деб, ҳар 
биттасининг оғирлиги P i  деб олинсин. Стерженларнинг 
массаси ҳисобга олинмасин (248-расм).

Е ч и ш. А  ва В  шарлар Z ўқи атрофида айланганида 
марказдан қочма инерция кучлар ҳосил булади. Инер
ция кучлари шарларни юқорига кўтарилишга мажбур 
қилади. Шунинг учун шарларнинг тезлиги v z , v  ташкил 
этувчиларга ажралади. Бу тезликлар Z O Y  текислигида 
ётади. Ана шу сабабдан А  ва В  шарлар тезликларининг 
X  ўқидаги проекциялари v A x  =  v Bx = 0  бўлади.

Система ҳаракат миқдори бош векторининг X  ўқида- 
ги ириекцииси

эканлиги равшан бўлади.
Энди ҳаракат миқдорининг бош векторининг г ўқидаги 

проекцияси Q 2, катталиги Q A z , Q Bz ва Q Dz нинг йиғиндиси- 
га тенг бўлиб, г  ўқининг манфий томонига йўналганлигини 
ҳисобга оламиз:

Qx =  т А UAx  +  т В ”ВЛ +  m D «Dx =  0. (1)
чунки

v Ax  =  —  v Bx ва v Dx =  0 ҳамда т А =  т в . 

Бош векторнинг у  ўқидаги проекцияси

= m A VA y  +  m B V B y + m D VD y (2)
Лекин

эканлигини назарда тутсак,
(3)

Q z  =  — (m B VA z  +  т В V Bz +  m D VDZ)-

Маълумки,
P.

g
Расмдан

= vb, =°>Af<



dwco =  — = ф 
dt

боғланишлар мавжуд. 
Шу боғланишларнл

А Г
J g - g

Ua

ш у ооғланишларнл — ^
(4) .формулага қўйиб, 7 7 7 7 7 7 /7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 $ ,

Q,=
7 7 7 7 /7 7 7 7 ,

i x
e

x  ф • sin ф
249- расм.

эканлигига ишонч ҳосил қиламиз.
71-мисол. (36.11). Инерция билан А  платформа устида- 

ги В  аравача биргаликда и0 тезлик билан ҳаракат қилмоқ- 
да. В  аравача эса А  платформа устида и 0 нисбий тезлик 
билан ҳаракат қилмоқда. Маълум вақтдан кейин аравача 
тўхтатилган. Аравача тўхтатилгандан кейин платформанинг 
аравача билан биргаликдаги тезлиги аниқлансин (249-расм). 
Аравача массаси т ,  платформа массаси М  деб қабул қи- 
линсин.

Ж а в о б :  и =  v a -|---- -— м„.
М + т  0

72-мисол. (36.14). Диа
метри d  =  300 мм бўлган қу-
вурдан 2 — тезлик билан

оққан сув қувурнинг тирса- 
гига таъсир қиладиган босим 
кучининг горизонтал ташкил 
этувчиси аниқлансин (250-ра
см).

Ечиш . Олдин суюқлик ■ 
тинч ҳолатда б\либ (ч0 =  0), 
кейин и  тезлик билан хара- 
кат қилади деб ҳисоблаймиз.
Ҳаракат миқдорининг ўзгариши ҳацидагй теоремани кўр- 
сатувчи (86. 10) тенгламанинг горизонтал ўқдаги проекция- 
сини

=  G v  — G v 9 =  G ( v  —г0)
dt

деб ёзиш мумкин. Бу тенгламанинг чап томони 

F  =  N  =  ёки N  =  G v ,  чунки v 0 =  0

(1)

(2)



қувурнинг тирсагига таъсир цилувчи босим кучини ифода
лайди. (I) нинг ўнг томонидаги G  вақт бирлигида қувур- 
иинг кўндаланг кесимидан ўтадиган суюқлнк массасидир. 
Агар қувурнинг кўндаланг кесимининг юзн

с JUf*
_  4 ’

сув зичлиги р =  1000 эканлигини назарда тутсак ва 

G  =  p-s-ti =
4

формулани (2) ва ( 1) га қўйиб қуйидагига эга бўламиз:

N  =  = 9 Я Р ,г

7 3 -мисол.
м

(28.9).
v 0 =  500 — бошланғич

с
тезлик билан а  =  60° 
бурчак остида отил
ган снаряд кўтари- 
либ, М  нуқтага =
=  200 — тезлик би- 

с
лан келади. Снаряд 

оғирлигини Р  =  100 кг деб қабул қилиб, снарядга қўйилган 
тенг таъсир этувчи кучлар импульсларининг ўқлардаги про
екцияларини аниқланг (251-расм).

Ечиш . Ҳаракат миқдорининг ўзгариши куч импульсла
рининг йиғиндисига тенглигидан фойдаланамиз, (85.11) тенг
ламага асосан

s  к =  m v ix —  m v ox> S y =  m v iy —  m v oy‘
Расмдан

vox =  'J o cos %  =  v o s in  а ; v \x =  y i: v \y = 0

эканлиги равшандир. Агар t n  =  — эканлигини эътиборга
S

олсак,

5 ,  =  — ( v ,  — v n cos a )  =  510 — < 
e с



шу тарзда куч импульслари- 
нинг проекцияларини топамиз.

74-мисол. (28.8). Қўзғал- 
мас марказга йўналган куч 
таъсирида М  нуқта ҳаракат 
қилади. Нуқтанинг марказга 
энг яқин г х масофада бўлган 
ҳолатидаги тезлиги =
= 3 0  — . Нуқтанинг марказдан

252- расм.
энг узоқ булган масофасини
г 2 =  5г ,  деб ҳисоблаб, М  нуқтанинг иккинчи ҳолатидаги v 2 
тезлиги аниқлансин (252- расм).

Ечиш. М  нуқтага таъсир қилувчи куч доим О  марказ
га йўналган бўлиб, бу куч марказий кучдир. Нуқта марка
зий куч таъсирида ҳаракат қилганида (88. 12) тенгламага 
асосан нуқтанинг ҳаракат миқдори моменти ўзгармасдан 
сақланади.

Нуқта биринчи ҳолатида m i \ r u  иккинчи ҳолатида m v l r t  
ҳаракат миқдори моментига эга бўлади ва (88. 12) га би- 
ноан

m i \ r y =  m v 2r 3

тенглик ўринлидир. Маълумки, г, =  5г  эди. Буни юқорнда- 
ги формулага қўйсак,

V, с  смVn =  ~  =  6 --

эканлигига ишонч ҳосил қиламиз.
75-мисол. (28.10). 5  фокусида Қуёш жойлашган эллипс 

бўйлаб ва М 3 метеорлар ҳаракат қилмоқда. М 1 ва M t  
метеорлар орасидаги масофа шундай кичикки, М хМ г ёйнинг 
тўғри чизиқ кесмаси деб қабул қилиш мумкин (253-расм).
М хМ г кесманинг ўртаси Р  
перигелий булганда, шу кес
манинг узунлиги а  га тенг 
булганлиги маълум. Иккала 
метеор ҳам бир хил сектори- 
ал тезлик билан ҳаракат қи- 
лади ва S P  =  /?lt 5Л =  R t  
деб қабул қилиб, кес
манинг ўртаси А  перигелий- 
дан ўтганда М ХМ % кесма ма
софасини аниқланг. 253- расы.

____ м,

Г

к

^  1
1 У 1 1 ^ / 1

н - -------- — 1— 1



Ж а в о б :  А^ЛГ, =  а .
R-2

76-мисол. (30.13). Оғирлиги Р  =  500 т булган ҳаракат- 
ланаётган поезд двигателини ўчирганда ҳаракати R  —  
=  (765 +  51и) кг қаршилик кўрсатувчи кучга учрайди, бу

ерда V — — ҳисобидаги тезлик. Агар поезднинг бошланғичС
тезлиги 1>0 =  15— бўлса, поезд қанча масофани ўтиб тух-

с
тайди?

Ечиш . Ҳаракатланаёгган поезднинг R ^  қаршилик кучи 
иш бажариб тўхтатади. Кинетик энергиянинг ўзгариши ҳа- 
қидагн теоремани ифодалайдиган (92.6) тенгламага асосан

ггтг.2 mvZ _
—-----------  =  — R -s. (1)2 2 '

Бу ерда R  қаршилик кучининг ўртача қийматидир:

R  =  =  — — ( (765 +  51 v ) d v  =  1530 +  51
J dv u„ J  2

Ҳосил бўлган ифодани (1) тенгламага к,ўямиз ( и  =  0 ҳара- 
кат охирида бўлишини назарда тутамиз) ва s ни топамиз:

mv п
s  =  —  =  4,6 км.

2 R

77-мисол. (30.10). Оғирлиги Q  булган брус v 0 бош- 
ланғич тезлик билан горизонтал ғадир-будур текис
ликда s масофани сирпаниб ўтиб тўхтайди. Ишқала- 
ниш кучини нормал босимга тўғри пропорционал деб 
қабул қилиб, сирпанишдаги ишқаланиш коэффициенти 
аниқлансин.

_ О

Ж а в о б :  f  =  —  •
2 gs

78-мисол. (34.5) Ҳар бирининг оғирлиги Q  бўлга^ 
А  ва В  муфталар, оғирлиги Р  булган О С  кривошип, 
оғирлигн 2 Р  бўлган А В  чизғичдан тузилган эллип
сограф механизмнинг массалар марказининг траекто- 
риясини аниқланг. О С = А С = С В  =  1.

Чизғич ва кривошипни бир жинсли сержёнь, муф- 
таларни эса нуқтавий масса деб ҳисобланг (254?расм).



-------------X

Е ч и ш . Бутун эллипсографни механик система деб 
ҳисобланса, система А  в а  В  муфталар, А В  чизғич ва 
О С  кривошипдан — жами тўртта элемеитдан иборат. 
Бу элементларнинг оғирликларини P i ,  Р 2, Р з ,  Р *  Ҳ а р ф -  
лари билан белгилаймиз. Оғирлик кучларининг қўйи- 
лиш нукталари шу элементларнинг массалар марказини 
аниқлайди. Массалар маркази координаталарини мос 
ҳолда х,, у,; х 2, у 2\ х 3, у3; х А, у 4 билан белгилаб, бу
тун механик системанинг массалар маркази коорди- 
натларини (82.3) формулага асосланиб қуйидагича аниқ- 
лаймиз:

mtxt 4- т гхг -1- т хх я — т ( х 4

Ус =

~Т~ 2̂ t Щ * 4̂
m i!U 4  тгу.г '■ т ,у3 -J- m4;/4

т. т.
Маълумки, системадаги элементлар массалари

Q 2 р  рmi ~  т3 =  — , тг = ----; /я* =  —
В g  g

(1)

(2)

(3)

формулалардан аннқланади. Элементларнинг массалар мар- 
каэи координаталари расмдан фойдаланиб топилади:

Xj =  0, х 2 =  I cos ф, х 3 =  2 / cos ф, х 4 =  — cos ф. (4)
ё

у г =  21э ш ф ,  y t  =  I sin ф, у 3 =  0, 1/4 = у  sin q>. . (5)

Энди (3), (4) ва (5) ифодаларни (1) ва (2) формулага 
^ўйиб қуйидагиларни ҳосил қиламиз:



(6) ва (7) дан cos2cp ва s in ^  функцияни аниқлаб, ҳо- 
сил бўлганини қўшганимизда системанинг массалар маркази 
траекториясининг тенгламасини аниқлаймиз:

(8)
(8) системанинг массалар маркази траекториясини 

ифодалайди. Бу айлананинг тенгламасидир. Демак, эл- 
липсографнинг ҳарякяти вақтида массалар маркази О  
нуқта атрофида радиуси

R  =  4Q  +  5 P  _/_
3 P + 2 Q  2

булган айлана чизади.
79-мисол. (34.4). 248-раемда кўрсатилган маълу- 

мотлардан фойдаланиб (70-мисолга қаранг), марказ
дан қочма регуляторнинг массалар маркази вазиятини 
аниқланг. А  ва В  шарларни нуқтавий массалар деб 
ҳисобланг. Стерженлар массалари ҳисобга олинмасин.

Ж а в о б :  г/ =  0; z  =  2 / cos ф.
с 2 Pj + Psj

I
XVI Б О Б .  ҚАТТИҚ Ж И СМ НИ Н Г И НЕРЦИЯ МОМЕНТИ

96- §. Механик система ва қаттиқ жисмнинг текислик, 
ўқ ва қутбга нисбатан инерция моменти.

• Инерция радиуси

Маълумки, қаттиқ ж и с м н и н г  илгариланма ҳ а- 
р а к а т и  вақтида инерция ўлчови массасидир. Жисм 
массгсининг ортиши билан унинг тезланиши камаяди. 
Ҳараклтланаётган жисм массаси қанча катта бўлса, 
уни т\хгатиш шунча қийиндир, массаси катта булган 
жиемни ҳаракатлантириш ҳам қийиндир.

Агар жисм айланма ҳаракат қилса, инерция ўлчови 
бўлиб инерция моменти хизмат қилади. Инерция мо
менти қанча катта бўлса, жисмнинг бурчакли тезла
ниши шунча кичик (тескари пропорционал) булади. 
Механик системанинг инерция моменти системада мае-



салинг тақсимланишига боғлиқ бўлади. Худди шундай 
қаттиқ жисмнинг инерция моменти ҳам жисм массала- 
рининг тақсимланиши билан характерланади.

Инерция моменти скаляр катталик бўлиб, катталик
нинг миқдори жисмнинг массалига ва жисмдан танлан
ган нуқта, ўқ ёки текисликкача булган масофага нис
батан ўзгаради.

Қ а т т и қ  ж и с м н и н г  т е к и с л и к к а  н и с б а т а н  и н е р ц и я  м о 
м е н т и  д е б ,  шу жисм нуқталари массаларининг нуқ- 
талардан текисликкача булган масофанинг квадратига 
бўлган кўпайтмасининг йиғиндиси билан аниқланади- 
ган катталикка айтилади.

Қаттиқ жисмнинг mv
массали нуқтаси х О у ,  
z О х ,  у  Oz текисликлар- 
дан zv, y v , x v масофа- 
ларда жойлашган бўл- 
снн (255-расм) (яъни 
қаттиқ жисм N  нуқтадан 
иборат деб олиб, N  нуқ- 
тадан фақат битта v- 
нуқтани фикран ажра
тиб олдик). Бутун қат- 
тиқ жисмнинг yOz те
кисликка нисбатан 1 уог 

инерция моменти, юқорида аитилган таърифга асосан қу- 
йидагича аниқланади:

(96.1)* V=1
Айнан шундай мулоҳазалар йўли билан z O x  ва х О у  текис- 
ликларга нисбатан, инерция моменти куйидаги га тенг була
ди:

=  2 ,  (96-2)V=1

I  (96.3)хву tzi
Жисмнинг ўқларга нисбатан инерция моментини аниқ- 

лаш учун В 1 нуқтадан ўқларга перпендикуляр булган В г&, 
В гА-, В гС  кесмаларни ўтказиб, / д, 1 у, 1г катталиклар учун 
қуйидаги фсрмулаларни ҳоснл қнламнз:

255- расм.



Л'

(96.5)

эканлигини ҳисобга олсак, (96.4) формулалар қуйидагнча 
ифодаланади:

Тенгламаларнинг чап ва ўнг томонларини қўшиб қуйи- 
дагини ҳосил қиламиз.

(96.7) дан жисмнинг ўқларга нисбатан инерция момент
лари йиғиндиси, жисмнинг текисликларга нисбатан 
инерция моментлари йиғиндисидан икки марта катта 
деган хулоса чиқади.

Жисмнинг О  нуқтага нисбатан инерция моментига 
қутбга нисбатан (ёки қутб) инерция моменти деб ай
тилади. Қутб инерция моментини аниқлаш учун В х 
нуқтани О  иуқта билан В {0  тўғри чизиқ орқали туташ- 
тирам:;з. Қутб инерция моменти

V V

/ 0 =  V m v В хО * (96.8)
V



формулани хосил киламиз.
Инерция моментлари формулаларида ҳамма вақт ма- 

софанинг квадрати қатнашяпти. Демак, инерция мо
ментини топиш учун жисм массасини бирор масофанинг 
квадрати орқали аниқланадиган катталикка кўпайти- 
риш керак. Агар шу катталикни г билан белгиласак, 
жисмнинг z  ўққа нисбатан инерция моментини

1г = т Г -  (96.11)

формула орқали ҳисоблаш мумкин. Бунда т  — жисм 
массаси, i  — жисмнинг Z ўқига нисбатан инерция ра
диуси.

Инерция моменти ҳамма вақт мусбат қийматга эга 
ва ҳеч қачон нолга тенг бўлмайди. Тўлиқ инерция мо
менти системадаги нуқталарнинг инерция моментлари
нинг арифметик йикиндисига тенг. Инерция моменти
нинг бирлиги СИ системасида кг-м2, CGC.fla г-см 2.

97-§. Параллел ўқларга нисбатан қаттиқ жисмнинг 
инерция моментини аниқлаш

Қаттиқ жисмнинг массалар марказидан ўтадиган Z ўқи- 
га* нисбатан ! г инерция моменти маълум бўлса (256-расм), 
жисмнинг Z  ўқига параллел бўлган Z, ўқига нисбатан / zI 
инерция моментини куйидаги теоремадан фойдаланиб аниқ- 
ланади (Гюйгенс тео
ремаси).

Жисмнинг масса
лар марказидан ўтувчи 
Z ўқига параллел бўл- 
ган. ихтиёрий бошқа Z x 
ўқига нисбатан инер
ция моменти шу жисм
нинг массалар марка
зидан ўтувчи Z ўққа 
нисбатан инерция мо
ментига жисм масса- 
сининг ўқлар ораси
даги масофа квадра- 
тига булган кўпайт- 
масининг қўшилгани- 
га тенг.



Жисмдан фикран AfT
нуқтани ажратиб, шу нуқ- 
тадан Z ва Zj ўқларига 
перпендикуляр ўтказиб, r% 
ва hv кесмаларни ҳосил қи- 
ламиз. Жисмнинг Zx ўқига 
нисбатан /  инерция мо
менти Гюйгенс теоремасига 
асосан

I3, = I 3+md*  (97.1)
формула билан аниқланиши мумкинлигини исботлаймиз.

Расмдан куринадики, инерция моментининг таърифига 
мувофиЦ жисмнинг Zx ўқига нисбатан /  инерция моменти

л
(97.2)

257- расм.

кўрннишда ёзилади. Расмдаги МАВ учбурчакни алоҳида 
қилиб ХОУ текислигида чизганимизда 257-расм ҳосил бў- 
лади. Бу расмдан

К  = y l + ( d - x f  (97.3)

r l = x l + y l  (97.4)

эканлиги равшандир. Бу ердаги иккинчи тенгламани бирин- 
чисига ҳўйсак,

h l = r l - x l  +  di - 2 d - x v +  x l = r l  +  di - 2 d x 4 (97.5)

ифодани ҳосил қилиб, буни (97.2) формулага қўйганимизда
учун

N
1  = 2 fflvr J + 2  т  d 2 +  2  2 т  d xV=l -V=1 \=l

формула келиб чиқади. Бу ерда
V  гп г2 =  /"Ч V г

чушси

ва

2 m / = d * 2 mv =  md2
V V

2 mv

(97.6)

(97.7)

(97.8)



бўлиб қолади. (97.9) нинг ҳосил бўлишига сабаб, 2 mvx»
V

қаттиқ жисм нуқталари массаларининг статик моментлари 
йиғиндисини ифодалайди ва бу статик моментларнинг массалар 
марказига нисбатан йиғиндйси нолга тенгдир. Демак, (97.7) ва
(97.9) тенглама ҳисобга олинса, (97.6) формуладан (97.1) 
тенглама келиб чиқади ва шунга асосланиб, Гюйгенс теоре
маси исботланди деб айтиш мумкин.

Энди (97.1) формулани инерция радиуслари орқали 
ифодалаш учун (96.11) формуладан фойдаланамиз:

ва*

ёки
m i l  =  m i l  +  m d 2.*1 2

Охирги тенгламанинг иккала томонини т  га бўлиб

*1 , =  з + *

формулани ҳосил қиламиз.

98-§. Бир жинсли жисмларнинг инерция моментларини
ҳисоблаш

Бир жинсли ва массалар 
марказидан ўтадиган симмет
рия ўқига эга бўлган аниқ 
шаклли баъзи жисмларнинг 
инерция моментларини ҳисоб- 
лашни кўриб чиқайлик. Бунинг 
учун қуйидаги мулоҳазани 
эътиборга оламиз. Қаттиқ жисм 
фикран д т ч бўлакчаларга аж
ратилган бўлиб, бу бўлакча 
симметрия ўқидан rv масофа
да жойлашган бўлса, жисм 
бир жинсли ва бўлакчаларни 
чексиз кичик деб қабул қи-



лиш мумкин бўлса, битта бўлакчанинг Z ўқнга нисбатан инер
ция моментини қуйидаги кўринишда ёзиш мумкин (258- 
расм):

/ 2v = A m vr=. (98.1)

Айтиб ўтганимиэдек, бўлакча массаси чексиз кичик бўлса,
l „ = r \ d m  (98.2)

кўринишда ёзилади. Бутун жисмнинг инерция моментини 
аниқлаш учун (98.2) интегралланади, яъни

f z =  j r 2 d m .  (98.3)
т

С

2
di<

zt

___ 1 ____ X
%

j
г  г

259- расм.

Ана шундай мулоҳазага таянган ҳолда, яъни (98.3) 
формула ёрдамида, баъзи жисмларнинг инерция мо
ментларини аниқлаймиз.

1. Бир жинсли чексиз юпқа стерженнинг С  марка
зидан ўтадиган ўққа нисбатан инерция моментини 
аниқлаймиз (259-расм). Фикран стерженнинг кўндаланг 
кесим юзини S билан белгилаймиз. Стерженнинг узун
лиги d x  булган бўлакчаларга ажратамиз. Бу бўлакча- 
нинг массаси

d m  =  p  - S  d x  (98.4)
орқали аниқланадн. Бунда р — стержень материалининг зич
лиги, х  — стерженнинг массалар марказидан d x  бўлакчагача 
масофа. Энди (98.4) тенгламани ҳисобга олиб, (98.3) интег- 
ралланса (бу ерда г  =  х  деб олинади):

~̂ Ч2 о l 3S
/ , =  j S-p.v2dx =  £ — . (98.5)

-1/2 1 Z
Стерженнинг тўлиқ массаси



т pSl
эканлигини' назарда тутсак, қуйидаги формула ҳосил бўла- 
ди:

(98.6)

Агар стерженнинг Z ўқига нисбатан инерция моментини
(97.1) формулага асосланиб ҳисобласак ушбу формула келиб 
чиқади:

'ml2 
~\2 т  —  = ml'2

~
(98.7)

2. Юпқа дискнинг масса
лар марказидан ўтган ўққа 
нисбатан инерция моментини 
аниқлаш учун фикран диск
нинг қалинлигини d r  бўлган 
элементар ҳалқаларга ажра- 
тамиз (260-расм). Бу бўлак- 
чанинг массаси унинг қалинли- 
ги бир бирликка тенг бўлганда

d m = 2 n r p d r  (98.8)

формула орқали аниқланади.
(98.8) ни (98.3) га қўйиб,

R
I z =  I' 2 л p r 3 d r  =

лр/?4

ифодани ҳосил қиламиз. (98.8) га мувофиқ
R

т  =  2 л р |  r d r = n p R *

(98.9)

(98.10)

эканлигини ҳисобга олиб ушбу формулани ҳосил қиламиз:

(98.11)

Дискнинг К  ва Y  ўқларга нисбатан инерция моментини 
аниқлайлик. Диск жуда юпқа бўлганлиги учун унинг zv 
қалинлигини кичик миқдор деб ҳисобга олмасак (96.6) дан



ҳосил бўлади. Бу ерда x v , y v  катталиклар фикран ажратил
ган элементар^бўлакчанинг координаталари. Агар охирги 
икки тенгламани қўшсак,

(98.13)

ифода ҳосил булади. Бу ифодани (96.6) тенгламаларнинг 
учинчиси билан таққосласак

(98.14)

келиб чиқади. X  ва Y  ўқлар массалар маркази бўлган С  
нуқтага нисбатан симметрик олинганлари учун 1Х =  1 у бў- 
либ қолади. Ана шунинг учун

(98.15^/  = /  = 1  /X У - 2
эканлигига ишонч ҳосил 
қиламиз.

3. Бир жинсли яхлит 
цилиндрнинг инерция 
моментини массалар мар
казидан ўтган ўқларга 
нисбатан аниқлаш учун 
цилиндрнинг фикран қа- 
линлиги d r  булган ци
линдрик қатламчаларга 
ажратамиз (261 - расм). 
Цилиндрни C Z  ўққа нис
батан инерция моменти 

л
1

0J
r 2d m  (98.16)

261- расм.
формула билан топила
ди. Бу ерда
d m  =  2 лр г  Н  d r  (98.17)

т =  р f 2 лг H d r  —  лр F P H (98.18)

эканлиги ҳам равшандир. Агар (98.17) ва (98.18) эътиборга 
олинса,

R яр Я4 « А\



формулани ҳосил қиламнз.
Энди инерция моментини X  в a  Y  ўқларга нисбатан аниқ- 

лаш учун X , Y  ўқлар С  нуқтага нисбатан симметрик бўл- 
ганидан l x  =  I  бўлиб қолишини эсда тутамиз. 1Х капали- 
гини аниқлаш учун эса цилиндрни фикран баландлиги бўй- 
лаб d z  бўлакчаларга ажратамиз. Бу ҳолда X C Y  текисли
гига нисбатан инерция моментини

} хсу =  J z2 d m ,

d m  =  лр R 2 d z  ва гп =  лр R 2 Н  

+ н /2  п о  R 1 (  Н* Н * \  яр R } H  Н г

V  -  «р * *  - — ( т  ■+ т )  т

' т = ^  <98 20>
формула билан ҳисоблаш мумкин. Агар 1Х =  /  ва (96.6) 
тенгламаларга асосан

+  (98.21)
эканлигини ҳамда

К с г ^ К с г  (98.22)
эканлигини ҳисобга олсак

/  = 2 /  ва /  (98.23)с* * 1 хсх 1X1 хсг 2 4

формулалар ҳосил бўлади. Агар 
I

тенгламаларда
I =  / = ва /  =  / =хсг суг 4 х  су ‘ ус х  ^

яъни (98.20) ва (98.22), (98.23) ни ҳисобга олганимизда

' • . “ "■(t + t i )- (98-24)
Г
a 2

формула ҳосил булади.
Юқорида кўрсатилган усул билан бир жинсли ко

нус, шар ва кавак цилиндрнинг массалар марказидан



ўтгам ўқларга нисбатан инерция моментларини аниқ- 
лаш формулаларини келтириб чиқариш мумкин.

Бир жинсли конуснинг С  иукт£сид;ц \ц ;н  Z  ўк.и- 
га нисбатан инерция моменти (262-расм).

1а  =  0,3 m R 2 (98.25)

формула орқали ҳисобланади.
Бир жинсли шарнинг С  массалар марказидан ўтади-

ган ўқларга нисбатан инер
ция моментини ҳисоблаш 
формуласи (263-расм) қуйи- 
даги

I  = 1  =  /  =  —  m R 2сх су сг ^
(98.26)

формула билан аниқланади.
Кавак цилиндрнинг инер

ция моменти куйидаги фор
мула билан ҳисобланади 
(264- расм):

=  +  <93-27) 
Шундай қилиб, инерция мо
менти аниқланадиган фор- 
мулалардан кўриняптики, 
ҳамма вақт инерция моменти 

264-расы. жисм массасини қандайдир



масофанипг квадратнга кўпайтирнш билан аннқлана- 
ди. Бу масофанпнг квадрати инерция моментлари 
формулаларида массалар олдидаги коэффициентдир. 
Мана шу коэффнцнентлар (96.11) формуладаги инер
ция радиусларининг квадратнга тенг булади. Ҳақиқа- 
тан хам, (96.11) билан, масалан, (98.25) — (98.27) 
тенгламалар тенглаштирилса, бу уч ҳолда инерция 
радиуслари

. „ =  К М * * ;  <„ =  („ =  <„ =  " / { Я *  ■

i .  -  Y

эканлигига ишонч ҳосил қиламиз!

99- §. Координата бошидан ўтаётган ихтиёрий ўққа 
нисбатан қаттиқ жисмнинг инерция моментини аниқлаш

Ўзаро перпендикуляр бўлгап X, У, Z ўқлари ёки шу 
ўқларга параллел бўлган бошқа ўқларга нисбатан жисмнинг 
инерция моментини аниқлашни шу бобнинг олдинги пара- 
графларида кўриб чиқдик. Эн
ди жисмнинг инерция момен
тини координата бошидан ўта- 
диган ихтиёрий v ўқига нис
батан аниқлайлпк (265- расм).
Бу V ўқи X, У ,  Z  ўқлари 
билан а, (3, у бурчакларни 
ташкил қилсин. Жисм М  нуқ- 
тасининг координаталари x v , 

у х , z v деб фараз қиламиз. Шу 
жисмнинг V ўқига нисбатан 
инерция моментиниjV

К  =  (99.1)
V=l

орқали аниқланнши маълум. Бунда т ч — М  нуқтанннг 
массаси. h v — нуқтадан v ўқигача бўлган энг қисқа масофа, 
h v — M k - M  нуқтанипг О қутбга нисбатан jcv, y v , zv коорди
наталари. r y радиус-вектор орқали ҳам аниқлаш мумкин.

Маълумки,



эканлиги ҳам равшандир. ОК кесма rv векторининг v ўқч- 
даги проекцияси булганлиги учун

кўринишда боғланиш бор. Агар (99.2) — (99.5) тенгламалар- 
ни (99.1) тенгламага қўйсак

7v = 2 mv K  + ^  + z5) — 2 mv(A:v C0Sa'+^vC0SP +
+  z„ cos v)2 (99.6)

ифодани ҳосил қиламиз, бу ерда
К  = (х 1 +  у 1 +  z l )  (cos1 а  +  cos2p +  cos2 v) — ^, COS а  +
+  yv cos p +  zv cos y f  =  x \  cos2 а +  x \  cos2 p +  x l  cosa у  +
+  y l  cos2 а +  у *  cos p 4- y \  cos у  +  r 2y cos2 a  -f z \  cos2 p +

- f  z l  cos8 v — x \  cos2 a  —  2 x y y y X cos a  cos p — y l  cos2 p —
— 2  x v z y cos a  cos у  — 2 y v z v cos p cos у  —  z \  cos2 у  =  { y \  +

+  z l )  cos2 а  +  ( x l  +  z l )  cos2 p +  (x% +  y §  cos2 у  —

— 2xvyycosacosp — 2 x v z y cos a  cos у —
— 2 y v z v cos p cos y .  l(99.7)

Охирги тенгламани (99.6) га қўямиз ва

Л  =  2  mv (у % +  z D cos2 a +  2  mv (x l  +  ?v) cos2 P +  2  mv (x l  +
+  y l )  cos2 Y — 2 2  "zv X V у »  cos a cos P 

~  2 2  mv xv ZV cos a coS Y — 2 21 mv I/o zv cos p cos v (99.8) 
формулани ҳосил қиламиз.

Белгилашлар киритамиз:

(Ж ** xv cos a +  cos p +  zv cos v 

ва математикадан маълумки,
cos2 a  +  cos2 p +  cos’ y =  1

(99.4)

(99.5)

V

^  =  2 mv- *V 0*‘-V
Itt — 2  ' xv ’ Zv >V
7i* “  2 mv • y>. zv •



Агар (99.9) ҳисобга олинса, /  учун қуйидаги формула 

/ v =  I  cos2 a  +  I y cos2 P +  / 2 cos2 у — 2 I xy cos a  • cos p +

— 2 /  cos a  cos у  — 2 1хг  cos a  cos у  —  'l l  • cos (i cosy (99.10)

ҳосил булади. Бу формула билан v ихтиёрий ўққа нисба
тан инерция моменти ҳисобланади. Бунда I х и , 1х г , I  кат- 
таликлар х  ва у ;  х  ва z \  у  ва г  ўк.ларга нисбатан марказ
дан қочма инерция моментлари дейилади. Бу марказдан 
қочма инерция моментлари мусбат ишорали ҳам, манфий 
ишорали ҳам бўлиши мумкин.

100-§. Инерция эллипсоидн. Бош инерция ўқлари

Олдинги параграфда жисмнинг ихтиёрий (О  нуқтадан 
ўтадиган ўққа нисбатан) инерция моментини (99.10) формула 
билан ҳисоблаш мумкин. Бу формуладан кўринадики, /  
кагталикнинг микдори О К  кесма миқдорига боғлиқ. Буни 
тасаввур қилиш учун О К  ва / у 

2
О К  =  ~ т =

V  К
(100.1)

кўринишда боғлиқ деб ҳи- 
соблайлик (266-расм). Бу 
формуладан ёки (99.10) 
формуладан (ошкор бўлма- 
ган ҳолда) кўринадики, / v 
ўзгариши билан O K  ҳам 
ўзгаради.

Агар
*v

cos a, =  ~OK ’ cosP =

O K  ’ cosy: ' W  (100-2)
266- расы .

ифодаларни (99.10) формулага қўйиб, ҳосил бўлган тенгла
мани иккала томонини / v га бўлсак, қуйидаги ифодани ҳо- 
сил қиламиз:

/ S  +  1 vy i  +  ; t2* —  2 1 х у Х У ~ 2  l x S Z —  2 1уг- *

-*■ у  г  =  1 (100.3)
1

(100.3) тенглама О К  =  , —  шарти ба жарил ганда К  нуҳ-
V



та ҳаракати натижасида ҳосил бўладиган сиртни ифодалай
ди. Бу тенглама иккинчи тартибли сиртни ифодалайди. Сирт 
эллипсоид сиртидир, чунки (100.1) формула билан 
аниқланадиган ОК масофа ҳамма вақт чекли аниқ қийматга 
эга (чунки 1Ф  0 эканлиги равшан). Эллипсоид инерция 
эллипсоиди дейилади. Инерция эллипсоиднинг маркази,
(100.3) тенгламага биринчи даражали координаталари бўлма- 
ганлиги учун координаталар бошида жойлашган булади. 
Эллипсоиднинг учта симметрия ўқлари жисмнинг О нуқта- 
дан ўтувчи бош инерция ўқлари дейилади. Шу ўқларга 
нисбатан олинган инерция моментлари бош инерция момент
лари дейилади (264-расм).

Агар бош инерция ўқларини координата ўқлари 
қилиб олсак, инерция эллипсоидини ифодалайдиган
(100.3) тспглямадаги координаталар кўиайтиасн бул
ган ҳадлар нолга тенг булади.
( /ху =  1хг — 1уг — 0) ва (100.3) тенглама

Агхг +  Вгу 2 +  CjZ2 =  1 (100.4)
кўринишни олади. Бу ҳолда жисмнинг исталган нуқ- 
таси учун битта инерция эллипсоиди мос келади (267- 
расм). (100.4) даги А и Ви С i катталиклар жисмнинг 
бош инерция ўқларига нисбатан инерция моментлари- 
дир. Марказдан қочма инерция моментлари ҳар бир 
жуфт ўқларга нисбатан нолга тенг.

Жисмнинг ҳар бир нуқтаси учун тегишли инерция 
эллипсоид тўғри келади. Нуқтага тегишли булган инер
ция эллипсоиди шу нуқтадан ўтадиган барча ўқларга 
нисбатан инерция моментларини характерлайди Ҳақи- 
қйтан ҳа!м, бирон-бир О нуқтага тегишли инерция эл-



липсоиди маълум бўлса, шу нуқтадан Yi ўқни ўтказсак, 
ўқ эллипсоид сиртини К нуқтада кесади (2 6 8 -расм). 
Агар ОК масофа маълум бўлса, (100.1) формулага 
асосан Vi ўққа нисбатан

(100.5)кVl (OK1)i
инерция моментини формуладан ҳисоблаб топиш мум
кин бўлади.

Жисмнинг огирлик марказига тегишли бўлган инер
ция эллипсоиди марказий инерция эллипсоиди деб ай
тилади ва шу марказий инерция эллипсоиди ўқлари 
марказий бош инерция ўқлари дейилади.

Шундай килиб, умумий ҳолда инерция моменти
(99.10) формула билан аниқланади. Координата ўқ- 
лари бош инерция ўқлари бўлиб колганда 1ху =  /хг=]^г = 0

булганлиги учун / v нинг миқдори

/ v =  Ix cos2a  +  / ^ c o s 2 p +  I z cos2 7  (1 0 0 .6 )

формула билан аникланадн.
Қаттиқ жисмнинг берилган нуқтасининг инерция эллип

соиди деб, шу берилган нуқтадан

турган нуқталарнинг геометрик урнига аитилади.
Қаттиқ жисмнинг О нуқтасидаи ўтган v ўққа 

бўлган Vj ўққа нисбатан JVi инерция моментини 
теоремасига асосан (269-расм):

Jyi =  J,  +  md2 
формула билан аникланадн.

масофада

параллел
Гюйгенс



8 0 -мисол (34.9). Оғирлиги Р ва радиуси г булган бир 
жинсли юпқа ярим дискни чегараловчи диаметр бўйлаб 
ўтувчи ўққа нисбатан инерция моментини аниқланг.

Ечиш . Ярим дискни расм текислигида чизамиз (270- 
расм). Ярим дискни чегараловчи диаметр бўйлаб ўтувчи 
OZ ўқдир. OZ ўқига нисбатан инерция моменти (98.3) фэр- 
мулага асосан қуйидагича аниқланади:

Jz = $ x 2dm.  (1)

Бунда dr' — ярим дискдан фикран ажратилган элементар 
бўлакчанинг Z ўқигача бўлган масофадир. Агар юпқа ярим 
дискнинг цалинлигинн бир бирликка тенг деб қабул қилсак, 
бу бўлакчанинг массаси

dm =  2 р у ах. (2)
Расмдан

х =  г cos i|>, dx — — rsin^drp, (3)
у =  г sin (4)

ва
т =  P/g  (5)

бўлганлигини ҳнсобга олганимизда
dm =  рл25Ш! ф£/ф (6)

тенглама ҳосий бўлади. Б у тенгламадан ярим дискнинг мас
саси қуйидагига тенг эканлиги келиб чиқади:

Я/2
Ф *--------- sin2 ф
2 4

я р  п
—  • (7) 2 v

Я/2

m =  1 2 р г2 sin2 ф d ф =  2 р г-
к • i. t

о

Энди (3) — (6) тенгламаларни (1) формулага қўямиз:
я/2 л/2

J =  I 4 р г4 cos2 ф sin2 ф dcp =  4 p r 2 f sin2 фсоэ* фс/ф. (8)
о 6

Ўнг томондаги интегрални алоҳида интеграллаймиз:
л/2 л/2

j" sin2ф cos2ф d ф =  — [ з т г 2ф 4(2ф ) =  —  ■ (9) 
о 8 о

Ниҳоят (9) ни (8) га қўйганимизда 
,  лВ  г* я р  г1-г*



z d y
Т Л

271- расм.

ҳосил булади, бунда (7) тенгламага асосан лр г* =  т =  pig  
эканлигини назарда тутганимизда

келиб чиқади.
81-мисол (34.11). Оғирлиги Р  булган тўғри параллеле- 

пипеднинг х, у, г ўқларга нисбатан инерция моментларини 
аниқланг (271-расм).

Е чиш . Фараз қилайлик, параллелепипедни қалинлиги 
dy булган элементар пластинкачаларга ажратилсин (271 - 
расм). Параллелепипеднинг С огирлик марказидан Х 0, Кв, 
Z ўқларни ўтказамиз. Агар czl , cx0t суа ўқларга нисбатан 
Iсг, I /  инерция моментлари мйълум деб фараз қилсак, 
Гюйгенс теоремасига асосан OX, 0 Y , OZ ўқларга нисбатан 
Ix„ I , 1г инерция моментлари

шаклларда ёзилади.
Симметрия ўқларига нисбатан /  , /  , 1а  [инерция мо

ментлари (96.6) формулаларга мувофиқ

(1)

1(2)

(3)



K y ,  ~  К , ' * ,  +  I у S *

A, =  / * .  +  Key. (6)
кўринишда ёзилади. Текисликларга нисбатан I I , /  
инерция моментлари (98.3) формулага мувофиқ ҳисобланади.

l I ,.cz =  \ y i d m - (? )
Расмдан кўринадики,

dm. =  4 р ЬС dy (8)
-f-О-

m — 4 p ЬС I dy =  8 p a b c .  (9)
—а

Охирги (8 ) ва (9) ни ҳисобга олсак, (7) ифода қуйидаги кў- 
ринишда ёзилади:

? 8 р abc т
y'-dy =  а*. (10)

— а  о  О

/*„cz ни топган усулдан фойдаланиб, ушбу ифодани ҳо- 
сил қиламиз:

КлсУ =  \ г~ dm — 4 р  ab ' z- dz =  с2. (II)

Энди (9) ва (10) ифодаларни (4) га қўямиз:

/ Сх0 = ^ ( а *  +  с2) =  ^-(а* +  с'-) (12)
з 3 g

ва ҳосил бўлган (11) формулани (1) га қўямиз ва /  учун 
қуйидагини

Кх =  (аг +  с») +  —  с2 =  о—  (а4 +  4 с2) (13)
з g  g  3 g

ҳосил қиламиз.
Энди /  аниқланади:

b ь
I =  \ х2 d m — 4 ра с [  x2dx = — №. (14) 

о о 3

' Ҳосил бўлган (14) ва (10) ифодаларни (5) га, (9) билан 
(13) ни (6) га қўйиб



/  =  —  аа +  —  bs =  —  (а8 +  6s) 
cz 3 3 3 g

формулаларни ҳосил қиламиз ва тегишли равишда (2) ва (3) 
формулаларга қўйиб мисол шартида талаб қилинган охирги 
катталикларни аниқлаймиз:

8 2 -мисол (34.13). Баландлиги h ва оғирлиги Р булган 
тенг ёнли учбурчак шаклига эга булган юпқа пластинка- 
нинг С оғирлик марказидан ўтадиган ва учбурчак асосига 
параллел булган СХ ўққа нисбатан инерция моментини 
аниқланг (272-расм).

Е чиш . Учбурчакнннг СХ ўқига нисбатан инерция мо
менти (96.6) га мувофиқ.

тенгламадан аниқланади. Бунда / х:у ва учбурчакни ХСУ 
ва XCZ текисликларга нисбатан инерция моментидир.

Фикран юпқа учбурчакни элементар бўлакчаларга 
ажратамиз. Бу бўлакча массаси (қалинлиги бир бирлик деб 
олинганда)

/  =  JL (Ьг - г  4 с1).у 3 л  ' (17)

(18)

г

272-расм.

(О

dmv =  р xdzv 

эканлиги равшандир. Учбурчакнннг тўлиқ массаси
(2)



р • BD * hm -  ----- (3)

ва ХСУ  текислигига нисбатан инерция моменти (zv =  Z 
деб олинади)

Jx c y = \ zidm  W)

кўринишдаги формуладан топилади. Агар (2) ни (4) га қўй- 
сак,

!хсу = р \ х г Ч г  (5)

ифодани ҳосил қиламиз. (5) ни интеграллаш учун х ни г 
функцияси сифатида ифодалаш лозим.

Расмдан кўринадики, AEJiа ва ВСЛС2 учбурчак бир- би-
рИГв ЎХШЙШ, UlVHlWr V4VIT

2
— h — t

f H ----- <6>— h
3

ва АС1С3 хам ABD учбурчаклар ўхшашлигидан

=  -  (7)BD 3

ҳосил булади, бундан

X ' = \ b D,  (8)

х =  - B D — — Z (9)
3 h '

формулаларни келтириб чиқарамиз. Агар (9) ни (5) га қўй- 
сак,

2 2
7 А 7*

з
-  hк

3 3
2

7 *
Р  • Д Р  ГМ I _  р Д Р У

4 I 36 
ь



Энди 1хсг инерция моментини топсак, бу инерция м о
менти

=  О ( П )

бўлишини кўрамиз, чунки ABC учбурчак XCZ текислигида 
ётади. Ниҳоят, (10) ва (II) ва (3) ни (I) га қўйсак,

I  Phi 
“  “  18 g

р
б\'либ қолади. Бунда — = т  эканлигини эътиборга оламиз.

я
8 3 -мисол (34.14). Олдинги мисол шартидан фойдаланиб 

учбурчак учидан ўтувчи ва асосига параллел булган ўққа 
нисбатан инерция моментини аниқланг.

Жавоб: — h \
2 g

8 4 -мисол (34.15). 8 2 -мисол шартидан фойдаланиб BD = а  
бўлган ҳолда А учидан ўтувчи ва учбурчак текислигига 
перпендикуляр булган ущ а нисбатан инерция моментини 
апи^ланг.

Жавоб: — (а2 +  12/г2)- 
24 g

8 5 -мисол (34.23). Оғир- 
лиги Р ва узунлиги 2 1 бўл- 
ган АВ юпқа стержень верти
каль ў қ  билан а  бурчак таш
кил қилади. Вертикал ўк, О 
марказга маҳкамланган.

Стерженнинг X ва У ўқ- 
ларга нисбатан 1Х, 1у инер
ция моментларини ва марказ
дан қочма I инерция мо-

273- расм.ментини аниқланг (273-расм).
Е чиш . О нуқтани марказ 

қилиб, ХОУ1  ва X iO y,Z, координата системаларини қабул 
циламиз (Z ўқи О нуқтадан чиқади ва расм текислигига 
перпендикуляр йўналган). Стерженнинг симметрия ўқи x t 
бўлади ва у  ўқи билан а, X  ўқи билан 9 0 °— ас. бурчак- 

* ни ташкил этади. Энди Zt ўқига нисбатан инерция моменти 
(100.7) формулага мувофиқ

1 = 1 .  sin2 а  +  l u cos2 а  +  I cos2 90°;X м УI * (1)

у  ўқига нисбатан



I =  I cos2 a  +  /  sin2 a  +  /  cos2 90° (2)
у  X\  у t

кўринишда ёзилади. Стерженнинг оғирлик маркази 0  нуқта- 
дан ўтувчи у  симметрия ўқига нисбатан инерция моменти 
(98.6) га мувофиц

/  _  т ' АВг _  т (2 _  _£*!. (3)
J2 12

кўринишда ёзилади.
Масала шартига мувофиқ

=  о <4>
бўлганлиги учун (3) ва (4) ни ҳисобга олганимизда, (1) 
формуладан

I —1 cos2#  =  cos2a , (5)у.1 з ,,

(2) формўладан

1 = 1  . sin2 cc =
3= ^ , .  sih2a  = ~ sin2a  (6)

ифода ҳосил бўлади.
Энди стерженнинг /  марказдан қочма инерция момен- 

типи аниқлаймиз. Стержеипинг эни ва цалинлигини бир бир- 
ликка тенг деб қабул қилганимизда, стерженда фикран 
ажратилган бўлакчасини dm массаси

dm =  р dl (7)
ва /  катталик

Ку =  J dm ХУ =  .[ ХУ dtn (8 )

формула орқали аниқланади.
Расмдан X, У қуйидаги кўринишда ёзилади:

х =  I sin а  (9)
у =  I cos a  (10)

(9) ва (10) формулани (7) ва (8) га қўйиб,
1

I =  р I /2 sin a cos a  dl =
2 p I 3 s in  a  cos  a

OD
формулани ҳосил қиламиз.

Стерженнинг m тўлиқ массаси



m = 2 p /  (12)
формуладан аниқланишинн ҳисобга олганимизда (11) форму
ла

j  _ 2 р / sin a cos а г? sin 2 а
r" 3 _  6х у

шаклда ёзилади, чунки

sin a cos а sin 2 а

(13)

(14)

эканлигини ҳисобга олдик. Энди т =  — ифодадан фойда-
S’

лансак, (13) формула
f Pl* • о=  —  sin 2 а
ху 6 g

(15)

кўринишга эга булади, яъни марказдан қочма инерция мо
ментини (15) формула билан ҳисоблаш мумкин.

86-мисол (34.21). Узунлиги 4 г булган бир жинсли юпқа 
АВ стержендан иборат булган маятник тузилган. Стержен
нинг оғирлиги Pj ва унинг охирига оғирлиги Р2 булган С 
бир жинсли диск маҳкамланган (274- расм). Маятникнинг
О осилиш нуқтасидан ўтувчи ва стерженнинг А охирги нуқ- 
тасидан г масофада расм текислигига перпендикуляр булган 
ўққа нисбатан инерция моментини аниқланг.

Жавоб: 14/>1 +  99Яг г2.



X V I I  БОБ. ҚАТТИҚ ЖИСМ ҲАРАКАТИНИНГ ДИФФЕРЕН
ЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРИ

101-§. Қаттиқ жисм илгариланм а ҳаракатининг 
дифф еренциал тенглам алари

Кинематика бўлимида кўриб ўтканимиздек, қаттиқ 
жисм илгариланма ҳаракат қилганида унинг ҳамма 
нуқталари айнан бир хил тезлик ва тезланишга эга 
бўлиб, жисм нуқталарининг траекториялари эквидис
тант чизиқларни ҳосил қилади.

Энди қаттиқ жисм илгариланма ҳаракатининг дифферен
циал тенгламаси қандай кўринишда ёзилишини аниқлайлик. 
Фараз қилайлик, жисмнинг v нуқтасининг массаси mv ва 
ҳаракат тезлиги vv бўлсин. Нуқта ҳаракатининг дифферен- 
цизл тснглямягг? (275- рзсм)

кўринишда ёзилади. Бунда uv, Ғ[е\  Ғ[р лар v нуқтанинг 
тезлиги ва унга таъсир киладиган ташки ва ички кучлар
нинг тенг таъсир этувчилари

формуладан аниқланади (л — нуқтага таъсир қнлади- 
ган ташқи ва ички кучлар сони).

Агар жисм N нуқтадан ташкил топган 'бўлса, ҳар 
бир нуқта учун ҳаракатнинг дифференциал тенглама
сини (1) тенглама шаклида ёзиб ҳосил булган тенгла- 
маларни қўшсак, бутун жисм ҳаракатининг дифферен
циал тенгламасини аниқлаган бўламиз, яъни

(101.1)

П е) =  2  ?<f) 
i=i

л
(101.2)

=  V (101.3)



тенгламаларнинг чап ва ўнг томонларини қўшиб қуйидаги- 
ни ҳосил қиламиз:

2  mv d̂ l  =  2  Г ?  +  2  Ғ р .  (Ю1.5)v=i at i=i v=i
Маълумки жисмга таъсир қиладиган ички кучларнинг тенг 
таъсир этувчиси нолга тенг

N

2 ^  =  о (Ю 1.6)
V—I

ва

? <e) =  S ^ e) (Ю1.7)
V =  1

эканлиги ҳам олдиндан маълум. Энди (101.5) тенгламанинг 
чап томонини

V  = A ( V  т ^ ) = ±  [ £ ( £
v=i dt dt v=i dt L dt v=l J

шаклда ёзамиз. Бу ерда

2 m v rv = m r c (101.8)
1^1

эканлиги (82.2) дан кўриниб турибди. Бунда т жисмнинг 
массаси бўлиб, гс жисмнинг массалар марказини ифодаловчи 
радиус- вектордир.

Агар (101.8) ҳисобга олинса, (101.7)

! л Лт  =  - £ (,^ = “ -т г  ( |0 | '9)

кўринишда ва (101.6) ва (101.7) ифодалар ҳисобга олинса,
(101.5)

(101.10)

кўринишда ёзилади.
Охирги тенгламага қаттиқ жисм илгариланма ҳара- 

катининг дифференциал тенгламаси дейилади. Бу тенг
лама битта нуқта ҳаракатининг (63.2) кўринишидаги 
дифференциал тенгламасига ўхшайди, бироқ фарқи ҳам  
бор. Фарц шундаки, (101.10) тенглама жисмнинг ҳар



қандай ихтиёрий нуқтаси учун эмас, балки аниқ бул
ган нуктани—жисмнинг массалар марказини (ёки огир
лик марказини) ифодалайдиган нуқта учун ёзилган. 
Шундай қилиб, илгариланма ҳаракатдаги қаттиқ жисм
нинг дифференциал тенгламаси битта нуқта ҳаракати- 
нинг дифференциал тенгламаси сингари булади, деб  
айтиш мумкин.

Таъкидлаш зарурки, (101.10) тенгламада ички куч
лар қатнашмайди ва ана шунинг учун системанинг мае- 
салар маркази Vc тезлигини фақатгина ташци кучлар 
ўзгартиради.

Энди (101.10) тенгламанинг декарт ўқларидаги 
проекцияларини ёзамиз:

Бу ерда

эканлигини эътиборга олиш лозим.

102- §. Қўзғалмас ўқ атрофида айланаётган қаттиқ жисм 
ҳаракатининг дифференциал тенгламалари

Қўэғалмас АВ ўқ атрофида D қаттиқ жисм ш бурчакли 
тезлик билан айланади, деб ҳисоблайлик (276- расм). D жисм 
айланишини ифодаловчи дифференциал тенгламани аниқлай- 
лик.

Қаттиқ жисмнинг кинетик моментиНинг ўзгариши ҳақи- 
даги теоремани ифодаловчи (90. 6) га мувофиқ

(101. 11)

d к (102. 1)
dt

тенглама ёзилади.
Бу тенгламада К қаттиқ жисмнинг кинетик моменти

(89.2) асосида аниқланади:



Маълумки, битта нукта- 
нииг Z ўқига нисбатан K v
моменти

=  гч X (mvr v X со) =

=  mv rv X (rv Xco) (102.3)

кўринишидаги формуладан то
пилади. (102.3) эътиборга 
олинса, системанинг кинетик 
моменти

N
V

v =  I
К =  V m v r*(o (102.4)

шаклда ёзилади. Энди (96. 4) 
формула эътиборга олинса 
жисмнинг Z ўқига нисбатан 
1г инерция моменти 276- расм.

(102. 5)

эканлиги кўриниб қолади ва демак,

X  =  / . а (1 0 2 .6 )

формулани ҳосил қиламиз. (102. 6) дан жисмнинг Z ўқига 
нисбатан кинетик моменти шу жисмнинг Z ўқига нисбатан 
1г инерция моментининг со бурчакли тезликка кўпайтирилга- 

нига тенглигини кўрамиз.
Кг ва со векторлари бир хил йўналган бўлади. Кинема- 

тикадан маълум бўлган

со и w d (оA iP  =  ф; е  =  — — =  ф
dt dt 

боғланишлар ҳисобга олинса, (102.1) тенгламани 

d(l,  to)
=  М (').

dt

(102.7)



<*)

кўринишларда ифодалаш мумкин.
(102.8 ва 102.10) ra қўзғалмас ўқ атрофида айла- 

наётган қаттиқ жисм ҳаракатининг дифференциал тенг
ламаси ёки қисқароқ қилиб жисмнинг айланма ҳара- 
катининг дифференциал тенгламаси деб" айтилади. Бу 
айланма ҳаракат учун динамиканинг асосий тенглама- 
сндир. Бу яна

шаклда ҳам ёзилади.
Агар т е н г л а м а н и  (1П1 10) б и л я н  тяккпглясак илга

риланма ҳаракатни ифодалайдиган (101.10) дан
(102.10) тенгламани хосил килиш мумкин. Бунинг учун 

куйидаги алмаштиришлар қилиш лозим:
1) айланма ҳаракатда т жисм массаси ўрнига 1г инер

ция моментини ёзиш лозим; 2) айланма ҳаракатдаги а чи- 
зиқли тезланиш ўрнига е бурчакли тезланишни ёзиш лозим;
3) айланма ҳаракатдаги Ғ (е) бош векторнинг ўрнига М {е) бош 
моментни ёзиш лозим. Илгариланма харакатда масса инерция 
ўлчови бўлса, айланма ҳаракатда инерция моменги инерция 
ўлчови булади.

Агар: 1) М 1е) = 0  бўлса, е =  0 ва ш =  const экан
лиги (102.11) дан кўриниб турибли, бу ҳолда жисм текис
айланма харакатда бўлади, 2) . V f >  0 бўлса е >  0 ва бу 
ҳолда жисм текис тезланувчан айланма ҳаракатда бўлади,
3) Mie) <  0 бўлса е <  0 ва бу холда жисм текис секинла
нувчан айланма харакатда булади. (102. 11) дан фойдаланиб, 
қуйидаги масалалар ечилади:

1) жисмнинг ф(/) = f ( t )  шаклдаги ҳаракат қонуни маъ
лум бўлса, ташқи кучларнинг М {е) бош моменти модулини

формуладан аниқланади;
2) бош вектор Mzie> ва 1г берилган тақдирда (102.11) 

дифференциал тенгламани икки марта интеграллаб, жисм
нинг ф =  f(t) кўринишдаги айланма ҳаракат қонуни аниқ- 
ланади;

3) жисмнинг қўзғалмас ўқ атрофида айланишидаги е

(102. 11)



бурчакли тезланиши ва Лг ' жисмга таъсир қиладиган таш- 
қи кучларнинг бош моменти берилган бўлса, (102. II) дан 
фойдаланиб, жисмнинг Z қўзғалмас ўққа (симметрия ўқига) 
нисбатан 1г инерция моментини апиқлаш мумкин.

103- §. Физик маятник

Огирлик марказидан ўтмайдиган горизонтал айланиш 
ўқига эга бўлган ва фақат оғирлик кучи таъсири остидаги
ўк, атрофида тебранадиган қаттиқ жисм физик маятник 
дейилади.

Агар С нуқта жисмнинг 
оғирлик маркази бўлса ва 
жисм С нуқтадан ўтмайди- 
ган, масалан, 0 нуқтадан 
ўтувчи ўққа ўрнатилса, бу 
жисм физик маятник бу
лади (277- расм). Бу маят
ник Р оғирлик кучи таъси
ри остида С ҳолатга ке
лади, кейнн инерция ту- 
файли ҳаракатини давом 
эттириб, Cj ҳолатига ва 
яна С0 ва С ҳолатга кела
ди ва 0 нуқтадан ўтувчи 
ўқ атрофида тебранади. Маятник учун

М  (f)

277- расм.

h  Ф (103. 1)

тенгламани ёзиш ўринлидир. Расмдан кўринадики, бош 
момент фақат Р кучнинг О ўққа нисбатан ҳосил қилган 
моментига тенг. Бу моментнинг модули

М (О =  —  РОМ (103.2)

формуладан аниқланади. (Р кучнинг моменти, ҳаракат 
соат стрелкасига тескари йўналганлиги учун, манфий 
ишорали бўлади.) Агар ОС =  а деб белгиласак,

O M = a s in (p , (103.3)

М (е) =  —mga sin ср. (103.4)

ва



ифодаларни ёзиш мумкин. Охирги ифодадаги sin <р «  <р (ки
чик бурчакда шундай ёзиш мумкин) деб ҳисобласак, (103.5) 
қуйидагича ёзилади:

А>Ф +  m g a  ф  =  0

ёки

Ф +  со2ф  =  0 .  ( 1 0 3 .  6 )

Бунда

со2 =  - ^  (103.7)

(103.6) физик маятник ҳаракатининг дифференциал 
тенгламаси булади. Бу бир жинсли, чизиқли, иккинчи 
тартибли дифференциал тенгламадир- Бундай тенгла
манинг ечими

Ф =  Ф0 sin (со/-Ь а) (103.8)

кўринишда бўлиши (75.8) дан маълум. Бунда ф0— физик 
маятникнинг тебраниш амплитудаси, а  — тебранишнинг 
бошланғич фазаси. Бу формуланинг математик маят
ник формуласидан фарқи албатта бор:

1) бунда тебраниш частотаси (75.11) дан аниқлана- 
диган частотадан фарқ қилади;

2) бу ерда математик маятникнинг оғирлиги ҳисоб- 
га олинади.

Агар (103. 7) тенгламадан фойдаланиб, со бурчакли тез
ликни аниқласак,

со ^  у  т8а (103.9)

эканлиги маълум. Ниҳоят, Т =  2л/со боғланишни ҳисобга 
олсак,

=  2л ] /  1 _ (103. 10)
V таиmag

ёки __
Т =  2л " l /— > бунда L =  — (103. 11)г g та

формула ҳосил бўлади. Бунда L физик маятникнинг 
келтирилган узунлиги бўлиб, қуйидаги маънога эга.

Фараз қилайлик, физик маятник 0 ( нуқтадан ўтувчи 
ўқ атрофида тебранганда 7\ тебраниш даврига эга



бўлсин. Маятникнинг шундай 0 2 нуқтасини топиш мум
кинки, маятник 0 2 нуқтадан ўтувчи ўққа нисбатан теб- 
рангандаги Т2 тебраниш даври Ти яъни Т} =  Т2 бўлсин. 
Шундай Ti =  T2 бўлганда О] ва 0 2 нуқталар орасидаги 
масофа физик маятникнинг келтирилган узунлиги бу
лади. Демак, L =  0 | 0 2 булади.

Амалда Т тажрибадан аниқланади ва маълум жой 
учун у ҳам аниқ қинматга эга эканлигини ҳисобга ол- 
ганимизда (103.10) формуладан фойдаланиб, L аниқ- 
ланиши мумкин деган хулоса чиқади.

Агар L аниқланса I (103.11) формуладан фойдала
ниб жисмнинг симметрия ўқига нисбатан 10 инерция 
моментини ҳисоблаш мумкнн. Бундам усул билан баъзи 
мураккаб шаклга эга бўлган жисмларнинг 10 инерцня 
моментини аниқлаш ҳам назарияда, ҳам амалиётда 
муҳим аҳамиятга эга.

104-§. А йланма ҳаракатдаги  системанинг 
кинетик моментининг сақланиш  қонуни

Бнз 102- § да кўрдикки, цўзғалмас ўқ атрофида ,ҳа- 
ракат қилаётган қаттиқ жисмнинг кинетик моменти

K 2 =  I2Z  (104.1)

формула ёрдамида аниқланади. Агар қаттиқ жисмга таъсир
қилаётган ташқи кучларнинг бош моменти М* 1 бўлса, ки
нетик моментнинг ўзгариши ҳақидаги теоремага асосан

i = A 1 (0 (Ю4.2)

ёки (104. 1) эътиборга олинганда,

= М (е> (Ю 4.3)

тенгламани ёзиш мумкин. Агар М ,е) = 0  бўлса, d ( / zo>) = 0  
ва

Iz со =  const (104.4)

ифода ҳосил булади. (104.4) га айланма ҳаракатдаги қат- 
тиқ жисм учун кинетик моментнинг сақланиш қонуни деб 
юритилади.



Агар биринчи ҳолатдаги жисмнинг кинетик моменти
I • Шр иккинчи ҳолатдаги кинетик моменти 1 г% со2 бўлса,

(104. 4) тенгламага мувофиқ бош момент М (с) = 0  бўлса

Л. “ а (Ю4.5)
тенгламани ҳосил қиламиз. Бу тенгламадан кўрииадики, жисм
нинг инерция моменти ортса, шу ортиш вақтида бурчакли 
тезлиги камаяди ва аксинча, / г камайса со ортади. / г ва «и 
катталик шундай ўзгарадики, ҳамма вақт бу катталикларнинг 
кўпайтмасини ташкил этувчи вектор ўзгармасдан қолади. Шу
нинг учун муз устидаги раққоса икки қўлини бирданига 
пастга туширса, унинг оғирлик марказидан ўтувчи ўққа нис
батан /  инерп.ия мпменти ортади. Иккала холла !278 л олсм) 
ҳам кинетик момент ўзгармасдан колиши учун 1г кўпайган- 
да со камайиши ва / 2 камайганда со ортнши лэзим. Шунинг 
учун раққоса қўлларини туширганда унинг ҳаракати тезла- 
шади, яъни со ортади.

278- расм.

Х у д и  шундай ҳодисани «Жуковский скамейкаси»да 
кузатгш мумкин. Скамейка дойра шаклидаги массив 
диск бўлиб, ди ск оғирлик марказиданўтадиган вертикал 
ўқ атрофида айланади. Диск устида киши жойлашган ва 
киши диск билан вертикал ўқ атрофида айланаётган 
бўлса (ишқаланиш кучлари ҳисобга олипмайди) «диск — 
киши* системасига ташқн кучлар таъсир этмаса, систе
манинг кинетик моменти ўзгармасдан сақланади. Ана шу
нинг учун киши икки қўлнни кўтариб ёки гавда ҳолатини



ўзгартириб Z ўқига нисбатан инерция моментини ўзгартира- 
ди ва Кг =  const бўлишини таъминлаш учун дискнинг ай
ланиш даги бурчакли тезлигини ўзгартиради. Системада 
К г =  const бўлганлиги учун диск устида (олдин диск тинч 
ҳолатда бўлган) киши и тезлик билан ҳаракат қилса, диск 
тескари томонга айланади (278- б расм).

105- §. Қаттиқ жисмнинг текис параллел  ҳаракатидаги  
дифференциал тенглам алари

Қаттиқ жисмнинг текис параллел ҳаракатини кине
матика бўлимида, текис фигуранинг ҳаракати деб  
айтган эдик. Бундай ҳаракатни ҳамма вақт фигурадаги 
кутбниьг илгариланма ва фигуранинг қутб атрофидаги 
айланма ҳаракатларига ажратиш мумкинлигнни хам 
биламиз.

Қаттиқ жисм динамикасида 
одатда қутбни жисмнинг масса
лар марказини ифодалайдиган С 
нуқта деб қабул қилинади (279- 
расм). Шунинг учун жисмнинг 
текис параллел ҳаракатини С 
нуқтанинг илгариланма ва С нук,- 
тадан ўтадиган £ ўк; атрофидаги 
айланма ҳаракатлардан иборат 
деб қараш мумкин.

Маълумки, С ну^танинг нл- 
гариланма ҳаракатини (101-§ га 279-расм.
қаранг)

dvrгтг-
dt

dv
т су

dt

=  ғ

=  ғ

(<•)

(е)

(105. 1)

(105.2)

кўринишда ифодалаш мумкин. Фигуранинг % ўқи атрофида
ги айланма ҳаракати ди44еренциал тенгламаси (102-§ га 
қаранг):

=  (Ю5.3)
ъ dt ‘

кўринишда езилади.
Қаттиқ жисмнинг текис параллел ҳаракати ди^ференци-



ал тенгламалари (105. 1), (105. 2) ва (105. 3) ҳисобланади. 
Бу тенгламаларда: vcx, vcy — фигура массалар маркази
нинг х ва у  ўқларидаги тезлигининг проекциялари; Flxe1 , 
Ғу* — фигураларга таъсир қиладиган ташқи кучлар бош 
векторларининг х ва у  ўқларидаги проекциялари; m — текис 
фигуранинг массаси; / g — фигуранинг С нуқтасидан ўтувчи 
ва расм текислигига тик бўлган |  ўқига (симметрия ўқи) 
нисбатан инерция моменти; со — фигуранинг |  ўк;и атр офида 
айланишидаги бурчакли тезлиги; М е̂) — фигурага таъсир 
қилаётган ташқи кучларнинг бош моменти.

Текис фигуранинг ҳаракат қонунларини аниқлаш учун
(105.1) ва (105. 3) тенглама системасини биргаликда ечиш 
лооим . Тенгламаларни ечиш вақтида, албатта, бошланғич 
шартлардан фойдаланиш керак. Бошланғич шартда t =  0
бўлганда хсо, у со, Ф0 ва хс0, у со, ф0 катталиклар берилган 
бўлади. Бу бошланғич шартларни эьтибэрга олиб, (105. 1)— 
(105. 3) тенгламалар системаси ечилганда (ҳар бир диффе
ренциал тенглама икки марта интегралланади) текис фигу
ранинг ҳаракат қонунлари

*с =/,(<)■. (Ю 5.4)
yc = f 2{t)\ (105.5)

Ф = М 0 -  (105. 6)

кўринишларда аниқланади. Кўриниб турибдики, бунда 
хс , ус массалар марказини илгариланма, ф эса фи- 
гураышг £ ўқига нисбатан айланма ҳаракатини ифода
лайди.

Агар текис параллел ҳаракатдаги жисмга берилган 
ташқн кучлардан бўлак яна номаълум бўлган боғла- 
нишлар реакцияси таъсир қилган бўлса, бу реакция 
кучлари (105.1) — (105.3) тенгликларнинг ўнг томонида 
кушилади. Натижада номаълумлар сони тенгламалар 
сонида купрг!^ булади. Номаълумлар ва тенгламалар 
сонини тенглаштириш учун боғланишларни ифодалай- 
диган тенгламалар тузилади. Бу боғланишлар тенгла
малари билан (105.1) — (105.3) тенгламалар биргаликда 
ечилади.

Агар текис фигуранинг массалар маркази ҳаракати- 
нинг траектория тенгламаси берилган бўлса, бу ҳолда 
ҳаракатнинг дифференциал тенгламаларини табиий



координаталар системасида ифодалаш қулай булади ва 
қуйидаги кўрннишда ёзилади:

еки

d v t  - *  ■?(<■) т т0 =  Fxat

ГП ----  — Г  г 1
dt2

(105.7)

v l  ~ o  ~c lc>m —  n °  =  F  
P

(105. 8)

/  - . м ^ е) 
dt

(105. 9)

марказининг ёйли коэрдинатаси; F{ze) >
■(f) -бош векторнинг тангенциал ва нормал ташкил этув-

чилари; р — траекториянинг эгрилик радиуси; т0, п' 
ма ва нормал бирлик векторлар.

о __ урин-

106- §. Сферик ҳаракатдаги қаттиқ жисмнинг қўзғалмас 
нуқта ва координата ўқларига нисбатан кинетик моменти

ни аниклаш

Маълумки, жисмнинг кинетик моментини аниқлаш учун 
фикран бу жисм mv массали бўлакчаларга ажратилади (280- 
расм) ва жисмнинг О нуқтага нисбатан кинети.с моменти

N .

Ко =  v

(106. 1)
формула оркали аниқ- 
ланади.

Жисм нуқталари 
чизиқли тезлигининг 
формуласини, яъии

vw =  со X rv (106. 2)

ифодани (106. 1) га 
қўямиз:



Ко =  2  (106.3)
V =  I

Охнргн формуланинг шаклини ўзгартирамиз. Бунинг учун 

rv x K o ) X r v) = ; . ( 7 v . т Д ,)  — mv rv (rv -co) (106.4) 

тенгликни ҳисобга оламиз ва rv, со векторларини

=  V  + # v /  +  (106.5)

Ш=С0 x l -f(Dtf/ +  (02 k (106.6)

кўр и к и ш да сзклиш й  мумкинлигини эътиборга олиб, (8 3 . 1 0 )  
ва (8 3 . 11) формулаларга мувофиқ, ушбу тенгликларни ҳо- 
сил қиламиз:

V mv' rv = m vrJ  (106.7)

V  “  =  +  % yv +  “ г zv  (106.8) 
Охирги икки тенглик ҳисобга олинса, (106.4) ни

rv X (со X mv rv) =  со mv/2  — mv rv(coxxv +  yv+  coz zv)

(106. 9)
кўринишда ифодалаш мумкин. Бу ҳолда (106. 3) қуйидаги- 
ча ифодаланади:

Ко = to • ^2 (4 + + *v) — v? [ rv К  + % yv +

- f  со., zv), (106. 10)

бунда

^ = 4 + ^ + 4  (106.11)
(106. 10) ифода сферик ҳаракатдаги жисмнинг қўзғалмас 0 
нуқтага нисбатан кинетик моментини аниқлаш формуласи
дир. Агар К0 нинг х, у , z ўклардаги проекцияларини ёзсак,

Кох = ̂ 2  mv + У1 + zv) — 2  mv К  *v + “i, </v +
V V

+  ® ,2 V) (106 .12 )



V V

(106. 13)

V V

(106. 14)

формулалар хосил бўлади. Бу тенглзмэларни соддэлашги- 
риб, масалан, Кох учун қуйидагинн ёзамиз:

эканлигини назарда тутсак, Кох формуласи қуйидаги шаклнч 
олади:

Айнан Кпх нинг формуласини чиқарганда қўлланган 
амаллардан фойдаланиб, К , Кдг катталиклар учун қуйида- 
ги формулаларни чиқарамиз:

Бунда Iх, I , Iz — х, у, z ўқларига нисбатан жисмнинг 
инерция моменти; Iху, 1хг, I жисмнинг ху, xz, yz ўқлари- 
га нисбатан марказдан қочма инерция моментларидир.

Координата ўқлари қилиб бош инерция ўқлари қабул 
қилинган ҳолда инерция ўқларига нисбатан марказдан қоч- 
ма инерция моментлари нолга тенг, яъни /  =  Ixz =  I =  0 
83 Кох, К ои, Koz формулалари (106.17) — (106.19) қуйида- 
гича

Бу тенгламанинг ўнг томонида

(106. 16)

V  тч xv zv =  l xz

(106. 17)



* « = " ,

К  су —  %  Л / ’

Ког = ШЛ

ёзилади. (106.20) қўзғалмас О нуқта бош инерция ўқлари- 
нинг маркази бўлган ҳол учун жисм кинетик моментининг 
ўқларга нисбатан қийматини ҳисоблаш учун қўллани- 
лади.

107' §. Қаттиқ жисм сферик ҳаракатининг дифференциал 
тенгламалари

Қаттиқ жисм О 
қўзғалмас нуқта атро
фида сферик ҳаракат 
қилаётган жисм (281- 
расм) ҳаракатининг 
дифференциал тенгла
маларини аниқлайлик. 
0 нуцтани марказ қи- 
либ, OXYZ  қўзғалмас 
ва О £ т) % қўзғалув- 
чан координата систе- 
маларини ўтказамиз, 
Жисмнинг £, т], £ ўқ- 
ларига I,, kx бирлик 
векторларини ҳам ўт- 
казайлик. Жисмнинг 
қўзғалувчан ўқларга 
нисбатан ҳаракатининг 
дифференциал тенгла

маларини ёзамиз. Қаттиқ жисмнинг қўзғалмас 0 нуқтага 
нисбатан кинетик моментининг 5згариши (£0. 6) формулага 
муЕс^иқ қуйидагича бўлади:

281- расм.

dK  о
dt М (г)

Олдинги параграфдан маълумки.

(107. 1)

А'о =  г у  х mv у
V =  I



Жисмнинг Кь кинетик моментини қўзғалувчан ўқлардаги / f  
К ,̂ K  ̂ проекциялари орқали ифодалайлик:

К0 =  +  /Сч71 +  К & .  ( 107. 3)

Бунда К ц, К* ва t, j, k катталикларнинг ҳар бири
d Kвақтга боғлиқ бўлганлигини эътиборга олганимизда — - му-

d t
раккаб функциядан олинадиган ҳосила бўлиб қолади, яъни 
бу ҳосила

Mjl  _= д .  ^ i l T ;  +  d- ^ - \  +  K n i i i _  +
di dt

d-ii+  К. +  Kr 
s dt t dt

кўринишдаги ифодага тенг бўлади. 
Пуассон формулаларига мувофиқ

(107. 4)

d  I— — со х  i‘i ;
d i d k

. . . . .  =  co X /; — 1- = m  X (107. 5)
ш ш а/.

эканлигини назарда тутиб, (107. 4) тенгламанинг ўнг томо- 
нидаги охирги учта ҳадларининг йиғиндисини қуйидаги кў- 
ринишда ёзамиэ:

* г ғ + к * Ч г  +  к ‘ Н г = К 1 (“ * r , ) + к * ,шх л )+■

+  К  ̂(со X kL) =  со X (К % ii +  K v ii +  K^ki) -

=  co X /C0 =

h ii 
“ я

^  *1

==K t0; ~ ~ t0; ^  ‘ i +  K ^  — £й6K^) / l +  (co6Л:тl —

— ( 107 6) 

Агар (107. 6) ни (107. 4) тенгламага қўйсак,

Ко =  (й)л/С;  —  oirKJ +  (cot AT£ —  o>6/Ct ) ii +  (c0g/C4 —

d k t  -*■ d k -  -+■

-  V 4> +  ^ 7 -  *' +  - f  -  b  +  *1 ( 107‘ 7>* 1 AT J* d*



ёки t,, / 1 , ki ортали ҳадлар бирлаштирилганда,

d K
Ко -  ( —  +  con/ ( E —  со£ • /C„) / h  +  l +  a>c/C«

d/

___ъ
dt

+  oiiK1]- K ^ \ k 1 (107 .8 )

ҳосил бўлади. Знди бу тенглама билан (107. 3) таққослан-
са ва I,, у,, орталар олдидаги коэффициентлар тенг- 
лаштирилса, бу коэффициентлар жисмга таъсир қиладиган
ташқи кучларнинг М и) бош векторининг £, ц, £ ўқларидаги 
проекцияларига тенглиги келиб чиқади:

d K f

dt

dK

Ч IS
"b *'' Л

(107. 9)

^  +  с о » ^ - с о Л  =  М1‘(«)

Жисмнинг қўзғалмас 0 нуқтасидан ўтадиган қўзғалув- 
чан ўқларни бош инерция ўқлари деб ҳисобланса, у ҳолда 
ўқларга нисбатан инерция моментлари (106. 20) формулала- 
рига мувофиқ қуйидагилар ҳосил бўлади:

/Се =  « у / е;

К-l == К

(107. 10)

Охирги формулаларни (107 .9 ) қўйиб, ушбу тенгликларни 
ҳосил қиламиз:

dii)t

dt

day

(O

(e)

dt
(t)
t

(107. 11)

(107. 11) ra қўзғалмас ўқ атрофида сферик ҳаракатда бўл- 
ган қаттиқ жисм ҳаракатининг дифференциал тенгламалари



ёки Эйлернинг динамик тенгламалари деб айтилади. Бу учта 
тенглама учта номаълум ўзгарувчилар cog, (о£ ва шулар 
билан боғлиқ булган яна учта номаълумлар. Эйлер бурчак
лари 0, tj;, ф кагталикларни ўз ичига олади. Демак, (107.11) 
да олтита номаълум: cog, со- 0, г)), ф; тенгламалар сони 
эса (107. II) ифодада ҳаммаси учта. Системани ечиш учун 
яна учта тенглама тузиш лозим. Бу янги учта тенглама 
кинематикадан маълум, яъни

Демак, (107. 11) ва (107. 12) ифодада олтита номаълум ва 
бу ерда олтита тенглама тузилган.

Агар жисмнинг қўзғалувчан системада бурчакли тезлик 
проекциялари

кўринишда бўлади.
Эйлер бурчаклари маълум булса, жисмнинг қўзғалмас 

ўқларга нисбатан ҳаракат қонунларини ҳам аниқлаш учун 
Эйлернинг кинематик тенгламаларидан фойдаланилади. Агар 
■ф вектори £, г), £ ўқлари билан а х, а 2 ва а 3 бурчак ҳосил 
қилса, бу бурчакларнинг косинуслари Эйлернинг кинематик 
тенгламаларида қуйидаги шаклда ёзилади:

108-§. Гироскопик ходисаларнинг тахминий назарияси

Динамик симметрия ўқига эга бўлган ва шу ўқда 
ётган қўзғалмас нуқта атрофида айланаётган қаттиқ 
жисм гироскоп (жироскоп) дейилади.

Гидроскопнинг ҳаракати қаттиқ жисм сферик ҳара- 
катига мисол бўлади. Бундай ҳаракатнинг турларини 
кинематика бўлимида ва олдинги икки параграфда 
кўрдик. Энди гироскопнинг ҳаракати вақтида динамик

со£ =  -ф s in  0 sin ф,-р 0  cos  ф , 

to =  if s in 0 cos ф —  0 s in ф, ( 1 0 7 . 1 2 )

=  ip cos В -h ф.

“  =  /> (0; =  ЬУУ' “ s =  /э (0 (Ю 7.13)
қонунлар шаклида аниқланса, ҳаракат қонунлари

е =  Ш  у = /з(0 ; ф = / . ( 0  (107. 14)

(107. 15)



масалалар қандай ҳал этилишн билан танишиб чица- 
миз. Агар гпроскопнинг симметрик 0£ ўқи жисмнинг 
массалар марказидан ўтувчи ўқ) вертикал ҳолатида 
бўлса (282-расм), у ҳолда 0£ ўқига нисбатан гироскоп- 
нинг кинетик моменти (106.20) формулага мувофиқ

К  ̂ = 0 ;  Кц =  0; К, (108. 1)

формулалар орқали аниқланади, чунки гироскоп фақат 
Ojj ўқи атрофида айланганлиги учун со бурчакли тез
ликнинг проекциялари

283- расм.

(Ot 0 ;  c o ^  =  0 ;  ( o ;  =  с о , (108.2)I ~л

бўлиб қолади.
Бу ҳолда гироскопнинг 0 қўзғалмас нуқтага нисба

тан кинетик моменти (107.3) га мувофиқ (108.1) ва
(108.2) ифода эътиборга олинганда, қуйидагича аниқ- 

ланади:

К 0 =  К Е = / £^ .  (108.3)

(108.3) фақат 0£ ўқи вертикал бўлган ҳолда кучга 
эга. Чунки бу ҳолда: 1) гироскопнинг симметрия ўқи 
билан оний айланиш ўқи устма-уст тушади; 2) симмет
рия ўқи билан Ко вектори устма-уст тушади ва бир 
томонга йўналган; 3) гироскопнинг айланиш ўқи сим
метрия ўқининг ўзгинасидир. Бу ҳолда Of симметрия 
ўқи қўзғалмас бўлади, лекин бу ҳол кўп вақтларда уч- 
рамайди.

Амалда гироскопнинг 0£ симметрия ўқи оғишган 
ҳолда кўпроқ учрайди (283-расм ). Бундай оғишган



ҳолдаги гироскоп симметрия Ot, ўқи атрофида соj ва 
OZ қўзғалмас вертикал ўқ атрофида co2 бурчакли тезлик 
билан айланади. Гироскопнинг со абсолют бурчакли тез
лиги соI ва со2 векторларидан тузилган параллелограмм
нинг диагоналига тенг булади, яъни

со =  о), -f  со2 (1 0 8 . 4 )

Энди Ко (108.3) формуладан аниқланмайдц, балки
(107.3) орқали топилади.

Масаланинг ечимини осонлаштириш учун қуйидаги 
мулоҳазани асос қилиб қабул қилинади: гироскопнинг 
симметрия ўқнга нисбатан coi бурчакли тезлиги гирос
копнинг симметрия ўқинипг OZ вертикал ўққа нис
батан о)2 бурчакли тезлигидан анча катта деб, со2 ни
(108.4) формуладан топилади ва со~<±>1 деб ҳисоблана- 

ди. Мана шу мулоҳазага асосланган назария гирос
копнинг тахмнний назарияси дейилади. Бу назарияга 
мувофиқ

со =  С0[, ( 1 0 8 .  5 )

К 0 =  /ш  (108 .6 )

деб қабул қилинади ёки бошқача айтганда, гироскоп
нинг қўзғалмас О нуқтага нисбатан кинетик моменти 
гироскопнинг симметрия ўқига нисбатан инерция мо
ментига тенг: гироскоппинг абсолют бурчакли тезлиги 
симметрия ўқи атрофида айланишидаги бурчакли тез
лигига тенг деб қабул қилииади.

Агар гироскопнинг ҳаракати фақат битта қўзғалмас
О нуқта атрофида бўлса, бунга эркинлик даражаси  
учта бўлган гироскоп дейилади. Агар гироскопнинг 
ҳаракати битта қўзғалмас О нуқта ва битта цўзғалмас 
ўқ билан чекланса, эркинлик дара
жаси иккита бўлган гироскоп дейи
лади ва ннҳоят, гироскопнинг ҳара- 
кати битта қўзғалмас О нуқта ва 
иккита қўзғалмас ўқ билан чеклан- 
ган бўлса, эркинлик даражаси битта 
булган гироскоп дейилади (284- 
расм). Раемда эркинлик даражаси  
учта бўлган (карданли осилма) ги
роскоп С]С2, В\В2 ва А\А2, ўқлари ат
рофида айланиши мумкин. Кўрилган 
мисолда қўзғалмас О' нуқтаг гирос-

А



копнинг массалар маркази булган С 
нуқта билан устма-уст тушади. Эр
кинлик даражаси учта булган. гирос
коп уч ўқ атрофида, эркинлик д а 
ражаси иккита бўлган гироскоп икки 
ўқ атрофида айланади. Эркинлик да
ражаси битта бўлса, битта ўқ атро
фида айланади.

Энди оғишган ҳолатдаги гирос- 
коппииг ҳаракатини батафсилроқ 

кўриб чиқайлик (2 8 5 -расм). Бу гироскопнинг ўзига Р 
оғирлик кучи таъсир этиб, унинг С массалар маркази- 
ни1 пастга туширмоқчи бўлади, яъни Р кучи

М ^ = 7 х Р  (108 .7 )

орқали аникланадиган куч моментини хосил қилади. Бу мо
мент таъсирида гироскоп 0 нуқта атрофида айланиб, гори
зонтал ҳолатга келиши лозим булади. Бироқ, ҳақиқатда ги
роскоп «тушмайди», яъни айланиб турганда горизонтал ҳо-
латга келмайди. Демак, гироскоп айланиб турганида а X Р 
моментни мувозанатлаштирувчи момент ҳосил қилади. Муво
занатлаштирувчи момент гироскоп кинетик моментининг 
ўзгариши натижасида ҳосил бўлади.

Ҳақиқатан ҳам, кинетик моментнинг ўзгариши ҳақидаги 
теорема га мувофик,

dK  (108 .8 )
dt

еки

(108.9)

0  d Kтенгламаларни езиш мумкин. Бунда ------ гироскопнинг ки

нетик моментининг ўзгариши натижасида ҳосил бўладиган 
моментдир. Бу момент М г(ф гироскопик момент дейилади:

М (108.10)
Г"Р d l  v '

Охирги икки тенгламадан



тенглик ҳосил булади.
Тенгликдан гнроскопнинг ҳаракати вақ- 

тида ҳамма вақт гироскопни оғдирувчи 
моментга модули тенг ва тескари йўналган 
гироскопик момент ҳосил булади, деган 
хулосага келамиз (286- расм). Расмдан кў- 
ринадики, оғднрувчи MQt момент О пуқ- 
тадан кузатувчига қараб йўналган бўлса, 
гироскопик момент тескари томонга — О 
нуқтадан ўтиб, расм текислигига тик кириб 
кетган. Бу иккала моментнинг геометрик 
йиғиндиси (1 0 8 .9 ) тенгламага мувофиқ, 
ҳамма вақт нолга тенг булганлиги учун гироскоп динамик 
мувозанат ҳолатига эга булади. Пуассон формуласига муво- 
фик,, (108. 6) ҳисобга олинса,

286- расм.

7*. d Kт = -------  =  со, X / со,
Г”Р dt  2 1

(108. 12)

деб ёзиш мумкин. Агар (108. 7) ва (108. 12) модулларини 
тенглаштирсак,

/ ш,соаs i n 0>2) = а р  sin [а, Р) (108. 13)

хосил бўлади. 286- расмдан кўринадики, со, билан со2 ора
сидаги бурчак а ва Р  орасидаги бурчакка тенг. Бу тенг
ликдан

sin (col ш2) =  sin (а, Р) 

эканлигини ҳисобга олиб, (108. 13) тенгламадан

со, =
dP
I

(108. 14)

формулани ҳосил қиламиз. (108.14) гироскопнинг тах- 
миний назариясидан келиб чиққан хулосадир. Бу ердан 
кўринадики, гироскопнинг 0 £  симметрия ўқининг верти
кал Z ўқи атрофида айланишидаги coi бурчакли тезлиги 
гироскопнинг ўз ўқи атрофида айланишидаги бурчакли 
а>2 тезлигига тескари пропорционал, яъни wi ортса, шг 
камаяди.

Бундай пропорционаллик ҳақиқатан ҳам тажрибадаги 
натижаларни тасдиқлайди, яъни гироскоп қанча тез айлан
са, унинг Z ўқи атрофидаги прецессион ҳарэкати шунча ка-



маяди. Демак, гироскопда со1 ортиши билан прецессион .ба
рака? секинлашади. Гироскоп айланганда ҳосил бўладиган 
гироскопик моменг гироскопнинг О g симметрия ўқининг вер
тикал 0Z  ўқига параллел бўлишга мажбур қилади, яъни
О g ўқи OZ ўқига яқинлашади. Агар М(г) =  0 бўлса, гирос
копнинг кинетик моментининг вектори

К =  lwt =  const

бўлади. Бу доимийлик кўрсатадики, гироскоп ҳаракати 
вақтида унинг айланиш ўқи фазодаги йўналишини ўз- 
гартирмайди. Агар гироскопнинг ўқи осмондаги бирон- 
бир юлдузга йўналган бўлса, бу йўналиш /m =  const 
бўлган ҳолда ўзгармайди. Бундан фойдаланиб гироско
пик компас 1ясайдилар. Бу компас магнит ёки гравита
цион майдонлар бўлмаганда ҳам ишлайди, магнитли 
компас эса магнит майдон бўлмаганда ишламай- 
ди.

Фуко гироскопдан фойдаланиб (2 8 4 -расмга қаранг), 
Ернинг ўз ўқи атрофида айланишини биринчилардан бў- 
либ исботлади. Фуко гироскопни доимий со билан ай- 
лантирди ва (ишқаланиш кучлари Фуко тажрибасидЗ 
ниҳоятда кичик бўлган) тажриба вақтида гироскоп
нинг айланиш ўқининг йўналнши Ер сиртидаги бирон- 
бир жисмга нисбатан ўзгармаслиги керак эди (агар Ер 
ўз ўқи атрофида айланмаса эди). Тажрибадан кўрдики, 
гироскоп айланиш ўқининг Ер сиртидаги жисмга нис
батан йўналиши ўзгаради. Демак, Ер ўз ўқи атрофида 
айланади деган хулосага келди.

Гироскопик моментнинг ҳосил бўлиши гироскопик 
эффект дейилади. Бу эффектдан фойдаланиб битта 
рельсда юрадиган поезд ёки вагонни ясаш мумкин. 
Агар вагон ичида массив гироскоп доимий бурчакли 
тезлик билан айлантириб турилса, вагон масалан, чап 
томонга оғганда гироскопик момент ўнг томонга йўнал- 
ган бўлади ва вагонни вертикал ҳолатга келишга 
мажбур қилади ва аксинча, оғдирувчи момент ўнг то
монга йўналган бўлса, гироскопик момент чап томонга 
йўналади ва яна вагонни вертикал ҳолатга келишга 
мажбур қилади. Бу жараён автоматик равишда амалга 
оширилади, чунки вагон оғганда гироскопнинг бўйлан- 
ма ўқига ташқи куч таъсир қилади. Бу ташқи куч эса 
гироскопик моментни автоматик равишда ҳосил қилали, 
чунки ташқи куч таъсирида гироскопнинг кинетик мо-



менги вектори К0 ўзгаради. Бу ўзгариш эса (108. 12) га 
мувофиқ Af ҳосил қилади.

Гироскопик моментнинг пайдо бўлиши вагоннинг ёки 
гироскоп билан боғлиқ бўлган бошқа жисмлар ҳарака- 
тининг турғунроқ (стабилроқ) бўлишига ёрдам беради. 
Шунинг учун отиладиган ўқ ёки снарядлар ствол ичида 
винтсимон йўлни ўтади. Снаряд ёки ўқ ствол ичида тез 
айланади ва бу айланишини фазодаги ҳаракати вақтида 
ҳам давом эттиради ва шу билан бирга маълум траек
тория бўйлаб ҳаракат қилади. Уқ ва снаряд бўйлама 
ўқлари атрофида айланганлиги учун ўқлар фазодаги 
ҳаракат йўналишини ўзгартирадасликка интилади аа 
шунинг учун ўқ ва снаряд ҳаракати траекторияси тур- 
ғунроқ бўлади. Гироскопик қурилмалар одамсиз пар- 
воз қиладигаи баллистик ракеталарда, кемаларда, тор- 
педаларда, самолётларда ва бомбалаштирувчи систе- 
маларда қўлланилади.

109- §. Эркин қаттиқ жисм ҳаракатининг 
дифференциал тенглам алари

Эркин қаттиқ жпсм x;ipnкати ҳамма закт жисм билан 
бирга қутбнинг илгариланма ва қутб атрофида жисм
нинг сферик ҳаракатларининг йигиндисига тенглигини 
57-§  да кўрган эдик (287- расм). Энди жисм қутби мас
салар маркази бўлган С нуқтада жойлашган деб ҳисоб- 
лайлик ва ана шундай эркин жисм ҳаракатининг диф-



ференциал тенгламаларини аниқлайлик. Қаттиқ жисм
I ҳолатдан II ҳолатга ўтганда унинг массалар маркази 
С0 нуқтадан С нуқтага ўтсин. Бу ҳаракат илгариланма 
ҳаракат бўлади. Жисмнинг иккинчи хил ҳаракати С 
нуқта атрофидаги сферик ҳаракат ҳисобланади. Шун
дай қилиб, эркин қаттиқ жисм ҳаракатини қисқача 
қилиб С нуқтанинг илгариланма ва жисмнинг С нуқ- 
та атрофидаги сферик ҳаракати, яъни икки хил ҳаракат- 
нинг йиғиндисидан иборат деб қараш мумкин. Бу икки 
хил — илгариланма ва сферик ҳаракатларда бўлган 
жисмнинг дифференциал тенгламаларини (101.11) ва
(107.11) шаклида ифодалаган эдик:

=  /rw . т ^ л _  =  ғ  и  - т - 1- =  (109 . 1)
dt * dl у dt 2

+  V i - Q  -  м г } =

/  + ш.ш. ( / . _ / . ) =  м [с) ; (109.2)’l dt * s i 1!
du>-

L ----- -  +  to. со ( /  — / . )  =  .ь dt 4 i’ i
Бу тенгламалардаги ҳарфий белгилашлар худди 

101-§ ва 107-§ да қабул қилинган шартли белгилаш- 
ларни ифодалайди. Бу тенгламалар олтита бўлиб, олти
та тенгламаларга эркин қаттиқ жисм ҳаракатининг 
дифференциал тенгламалари деб аталади. Тенгламалар
нинг ҳар биттаси чизиқли иккинчи тартибли дифферен
циал тенгламалардир.

Бу тенгламаларнинг ҳар бирини интеграллаганда икки
та интеграллаш доимийси, жами С,, С2, , CJ2, яъни ўн 
иккита интеграллаш доимийси хосил бўлади.

С„ С2, . . . , С,2 доимийлик бошланғич шартлардан 
аниқлапади. Бошланғич шартлар

/ =  0; ф =  ср0; г|; =  \)з0; 0 ■= 00; у  =  1|>0; ф =  ф„; 0 =  0„ 

х -= д'0; у =  у0\ z =  z0; .v =  д0; у =  у0\ z =  z0 (109. 3)
р - ' - г

кўринишида берилган бўлиши лозим. Бошланғич шартлар
дан фойдаланиб, (109. 1) ва (109. 2) ифодада кўрсатилган 
жами олтита тенглама системаси ечилганда олтита номаъ- 
ЛУМ хс, Ус> zc> ф. 0 катталик аниқланади.



*с =  Л(0; ус =  2с =  / 3(0; ф =  Ш ;

о = / 6(0- (Ю9.4)
(109.4) эркин қаттиқ жисмнинг ҳаракат қонунлари- 

дир. Кўриниб турибдики, ҳаракат қонунлари олтита 
тенгламадан иборат. Демак, эркин қаттиқ жисмнинг 
эркинлик даражаси олтигатенг деган хулосага келамиз. 
Бироқ тенгламаларни, айниқса, (109.2) билан белгилан- 
ган Эйлернинг динамик тенгламаларини интеграллаш  
ҳамма вақт ҳам осонгина ечиладиган масала эмас. Бу 
охирги уч тенгламанинг ечими Эйлер, Лагранж, С. В. Ко
валевская ишларида анча батафсил баён этилган. 
Энди қуйидаги икки ҳолни кўриб чиқамиз:

1) Жисм илгариланма ҳаракатда бўлса, унинг сфе
рик ҳаракати бўлмайди. Демак, жисмнинг симметрия 
марказига нмсбатан Кс кинетик моменти

Кс =  const =  0. (109.5)

(109.5) ифодадан массалар маркази кинетик момен
тининг ўзгариши ҳақидаги теоремани ифодалапдиган
(102.1) формулага мувофиқ

м ' е) =  0

тенглама ҳосил ‘бўлади. Бундан: қаттиқ жисм илгари
ланма ҳаракат қилиши учун жисмнинг массалар мар
казига нисбатан кинетик моменти бошланғич вақтда 
нолга тенг (/Сс~ 0 )  ва массалар марказига нисбатан 
ташқи кучларнинг бош моменти ҳам нолга тенг бўлиши 
шарт деган хулоса чиқади. Табиийки, илгариланма 
ҳаракатланаётган жисм учун фақатгина (109.1) тенг
лама ўринлидир.

2) Қаттиқ жисм" фақат сферик ҳаракат қилса, масса
лар марказининг тезлиги t c =  0 бўлиб қолади. Бу 
ҳолда ташқи кучларнинг бош вектори бош моментни 
ҳосил қилади. Бош момент таъсирида жисм фақатгина 
сферик ҳаракатланади. Табиийки, жисм фақат сферик 
ҳаракатда бўлганида (109.2) тенглама ўринли бўлиб 
қолади ва жисмнинг массалар маркази қўзғалмас бў- 
лади.

Шундай қилиб, эркин қаттиқ жисм ҳаракатининг 
дифференциал тенгламалари олтита бўлиб, бу тенгла
малардан учтаси жисмнинг массалар маркази илга
риланма ҳаракатини, қолган учтаси эса жисмнинг мас-
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салар маркази атрофидаги 
сферик ҳаракатини ифодалай
ди.

8 7 -мисол (35.4). Автомаши- 
нанинг эргашувчи ғилдираги го
ризонтал йулда Ғ кучи таъси
ри остида сирпанади (288-расм). 

288- расм. ғ  =  5fp  ва сирпаниш ишқала-
ниш коэффициентини /  деб олиб, 

ғилдиракнинг С массалар маркази ҳаракаг қонунини аниқ- 
ланг. Ҳаракат бошида гялдирак тинч ҳолда деб ҳисобланг. 
Р  ни ғилдиракнинг оғирлиги деб олинг.

Ечиш . Ғилдирак ҳаракати Ғ ва Ғ кучининг таъсири 
остида ва ғилдирак фақат X  ўқи бўйлаб ҳаракатда бўлади. 
Бу ҳаракат илгариланма ҳаракатдир вя (101 11) тенглама- 

мувофиқ,

т 1 Г - ғ «  <»>

дифференциал тенглама кўринишидт ифодаланади. Расмдан 
кўринадики, F ва F кучининг X  ўқидаги проекциялари- 
нинг йиғиндиси

F — F — F (2)cx ншқ v '

формуладан аниқлаиади. Бунда Fcx =  F {e) , яъни бош век- 
юрга тенг бўлади. Сирпаниш ишқаланиш кучи

=  (3)

кўринишда ёзилганлигини ва (2) нн ҳисобга олганимизда 
(1) тенглама

dv
т ----- =  5/mg — fmg =  4/mg

dt
кўринишни олади ёки 

бундан

vcx =  j  4fsdt = Afgt +  c i (4)

ҳосил бўлади. (4) тенгламага агар

i-c,  =  f 4fgdt =  4fgt + Ci: „ =  d±  (5)
j at



ифодани қўйсак ва интегралласак
х =  2fgt2 +  C,t -j- C3 (6 )

ҳосил бўлади. Бошлангич шартга кўра

t =  0 ; х =  ,v0; vcx =  vCX' =  x =  x0 =  0  (7 )

эканлигини назарда тутганимизда (4) ва (6) тенгламадан 
С, =  0; С3 — 0 эканлигига ишоич ҳосил қиламиз. Демак, 
ғилдиракиинг массалар марказининг ҳаракат қонуни

л  =  2 [g i2

кўринишида бўлар экан.
88- мисол. (35. 3). Масса маркази хс — қонун бўй-

лаб ҳаракат қиладиган Р оғирликдаги ғилдирак ция текис
лик сиртидан пастга қараб сирпамиб тушмоқда. Iily ғилди- 
ракка таъсир қиладиган ташқи кучларнинг бош векторини 
аниқланг.

Жавоб.  Т а ш қ и  к у ч л а р н и н г  б о ш  в е к т о р и  X  у қ и га  
п а р а л л е л  ва  ҳ а р а к а т  й у н а л и ш и  б ў й л а б  й ў н а л г а н ,  б о ш  
в е к т о р н и н г  м о д у л и  P a / g га тенг.

8 9 -мисол (37.7). Тез айланаётган катта маховиклар- 
ни тормозлаш учун электр тормозидан фойдаланилади. 
Электр тормози ички диаметр бўйлаб жойлашган ва 
доимий ток билан таъминланадиган чулғамлардан ту
зилган. Маховик айланганда чулғамлар ҳосил қилган 
магнит  м а й д о н и  ку т б л а р н и  косно  у г а д п  па ш у  м а х о 
вик массаси бунлаб индукцион электр токи ҳосил бу
лади. Бу индукцион электр токи (уюрмали токлар) 
M \~ k v  тормозловчи моментни хосил қилади (v— ма
ховик гардишидаги нуқталар тезлиги; k — магнит оқи- 
ми ва маховик ўлчамларига боғлиқ булган пропорци- 
оиаллик коэффициенти). Маховик айланганда подшип- 
никларда ишқалаииш натижасида ҳосил бўладиган М2 
моментини доимий деб ҳисоблаш мумкин. Агар махо- 
викнинг диаметри D , симметрия ўқига нисбатан инер
ция м ом ент и  I бўлса, ып б о ш л а и г н ч  б у р ч а к л и  тезлик 
билан айланаётган маховик қанча вақтдан кейин тўх- 
таб қолади?

Е ч и ш . Маховик айланишини ифодалайдиган диф
ференциал тенглама (102.9) кўринишида ёзилади:

/ * 2 _ = М<е>. (1)
d i



Кейинги тенгламани ҳисобга олганимизда, (1) қуйидагн 
шаклни олади:

I ^ = - ( k v  +  M2).  (3)
dt

(3) маховик ҳаракатининг дифференциал тенглама- 
сидир. Кейинги вазифамиз (3) тенгламани интеграл- 
лашдан иборат. Маълумки,

v =  —  (4)

формула билан аниқланади. Агар (4) ни (3) тенгламага қўй- 
сак,

.ска ( kD . . ./  ---- =  — ------ со +  М2
dt \  2 8

ҳосил булади. Бу тенгламанинг ўзгарувчиларини ажратамиз:

=  —  —  d t 
/kD

—  ш 4- Мг

ва интеграллаимиз:

kD
du) =  — I dt

2 а + М '

еки

~  1п ш +  M2̂ j =  / +  Cj. (5)

Бошланғич шартга мувофиқ
t =  0; со =  со0 (6)

эканлигини ҳиссбгз олганимизда, (5) тенгламадан

с ‘ =  Ъ Г ]п( - Т ' щ + Щ ) (7)
келиб чиқиши кўриниб турибди. Шунинг учун (5) тенгла- 
мани



CD+ М

еки

кўринишда ёзамиз. Бу тенгламанинг иккала томонини (— 1) га 
кўпайтирамиз ва маховик тўхтаб қолганида ш =  О бўлишини 
ҳисобга оламиз. Бу ҳолда (t = Т  деб олсак)

формулани ҳосил қиламиз. Бу маховик тўхтагунча кет- 
ган вақтни ҳисоблаш формуласи.

9 0 -мисол (37.8) М доимий момент таъсирида тинч 
ҳолатдаги қаттиқ жисм айланма ҳаракатга келтирила- 
ди. Жисм айланганда М, — аш2, яъни жисмнинг айла- 
нишдаги бурчакли тезлигининг квадратнга пропорцио
нал бўлган қаршилик момент ҳосил бўлади. Жисмнннг 
айланиш ўқига нисбатан инерция моментини /  деб қа-1 
бул килиб жисм айланишидаги бурчакли тезлигинннг 
ўзгариш қонунини амиқланг.

9 1 - м и со л .  (39.2). Оғирлик кучи таъсири остида диск 
вертикал текислик 
бўйлаб пастга туш- 
моқда. Дискка со0бош- и  ^  
ланғич бурчакли тез- °t

бунда р =  - у - 1 а М.

лик берилган ва диск
нинг С оғирлик мар- I
кази v0 бошланғич го
ризонтал тезликка эга 
деб дискнинг ҳаракат 
қонуплари аниқлансин 
(289- расм). Қаршилик 
кучлари ҳисобга ол- 
инмасин ва X, Y ўк,- 
лари раемда тасвир- 
лангандек қабул қи- 
линсин.

Л



Е ч и ш . Дискни текис параллел ҳаракат қилади деб ҳи- 
соблаймиз. Фараз килайлик, диск II ҳолатга ўтсин. Диск
нинг бу ҳолати учун (105.1) — (105.3) тенгламани ёзамиз:

dVcx (I) 

(2)

=  (3)

Олдинги икки тенглама дискнинг массалар маркази 
илгариланма ҳаракатини, учинчи тенглама С нуқта ат
рофида дискнинг айланма ҳаракатини ифодалайдиган 
дифференциал тенгламадир.

Дискнинг ҳаракат қонунини аниқлаш учун (1 )— (3) 
тенгламаларнинг ечимини топиш лозим ёки бошқача 
айтганда, (1) — (3) тенгламаларни интеграллаш керак. 
Масала шартига кўра дискка фақат Р  оғирлик кучи 
таъсир қилади.

Расмдан
Ғ И .-=  о (4)

Ғ<;) =  Р (5)

Z ўқи дискнинг С марказидан ўтади ва расм текис
лигига тик йўналган ҳамда Р огирлик кучи ҳам С нуқ- 
тага қўйилганлиги учун

M<f> =  0 (6 )

бўлиши кўриниб турибди.
Агар (4) — (6) ифодаларни (1) — (3) тенгламаларга 

қўйсак:
dvсх =  0; (7)

т =  mg\ (8)

da  =  0 (9)
тенгламалар системасини ҳосил қиламиз.

Системадаги биринчи тенгламани икки марта интег- 
ралласак,

(10)



Иккинчи тенгламани икки марта интегралласак,

»су =  St  +  С ,

У — ~ — I- C3t +  С4, (13)

учинчи тенгламани интегралласак
со — С3; ф =  Cbt +  С$ (14)

ифодани ҳосил қиламиз. Бу (10) — (14) ифодалардаги Ct, 
Ct . . .  Св интеграллаш доимийлари бошланғич шартдан 
фойдаланиб аниқланади.

Масаланинг шартига асосан, бошланғич шартлар қуми- 
даги кўринишда

ёзилишини эътиборга олганимизда, (10)— (14) тенгламалар
дан

ҳосил қилинадики, бу қийматларни яна (10) — (14) га қўйиб 
дискнинг ҳаракат қонунлари қуйидаги кўринишда ифо
даланади:

9 2 -мисол. (39.3). 9 1 -масаланинг шартидан фойдаланиб, 
дискнинг С оғирлик марказидан ўтувчи ва дискнинг ҳаракат 
йўналишини кўрсатувчи горизонтал ўққа тик бўлган қар.
шилик моменти ф бурчакли тезликнинг биринчи даражасига 
тўғри пропорционал ва про порциона ллнк коэффициенти р 
бўлган ҳол учун дискнинг ҳаракат қонунлари аниқлансин. 
Дискнинг симметрия ўқига нисбатан инерция моменти / с 
деб олинсин.

Кўрсатма. Бу ерда хам олдинги масаладаги (1 )— (3)
тенглама қўлланилди ва (3) тенглама / с = —Рш шакл-

dt
да ёзилади.

t =  0; х =  х0 =  0; у =  у0 =  0; со =  (о0; 

X = х 0 =  0, у =-у0 =  0; ф =  ф0 =  0

(15)

Cj =  и0; С3 =  0; C:J = 0 ;  С4 =  0; С5 =  со0; С6 =  0 (16

х = Vo-t- у = ф = "о t. (17)



290- расм.

93- мисол. (40.3). Айланадиган қисмларининг оғирлиги 
6 т., инерция радиуси р =  0,7 м бўлган кеманинг бўйлама

айл
у қ и га  параллел булган туспиплгилинг Бали юОи -----  тез-

мин
лик билан айланади. Агар кема вертикал ўқ атрофида цир- 
куляцион ҳаракат қилиб, ҳар бир секундда 10° га айланса 
ва турбинани тутувчи подшипниклар орасидаги масофа 
L =  2,7 м бўлса, подшипникларга бериладиган гироскопик 
босим аниқлансин (290- расм).

Е чиш . Масаланинг шартига мувофиқ, кема ўз ўқи X  
агрофида ш! бурчакли тезлик билан, вертикал Z ўқи 
атрофида со2 бурчакли тезлик билан айланади. Бу бурчакли 
тезликларнинг модуллари

, ai! =  2л л =  50 ncj“2 (1)
?Дф Юл л ,/лчсо, =  —— =  —  =  ---- с 1 (2)

2 Д/ 180 18

эканлиги равшандир. Кема айланадиган қисмларининг X  
ўқига нисбатан инерция моменти қуйидагига тенг бўлади.

/  = m p ^  =  J L p i  =  1 2 0  Т - С 2 М .  ( 3 )
е

Кема Z ўқи атрофида айланганида гироскопик момент:
/  tOj Хсо2, йўналиши X  ва Z ўққа тик бўлиб Y  ўқи томон 
йўналади. Гироскопик момент кеманинг Z ўқи атрофида 
айланишига қаршилик кўрсатади ва кеманинг бўйлама ўқи- 
ни X  ўқига яқинлаштиришга интилади Ҳамма вақт гирос
копик момент оғдирувчи моментга тенг бўлганда кема ди
намик мувозанат ҳолатида бўлади ва бу мувозанат ҳолати
(108.9) тенгламага мувофиқ



dt  ,

Мгир =  =  х  “ а (5)

кўринишда ёзилади. Гироскопик моментнинг модули қуйи- 
даги формуладан ҳисобланилади:

=  I wl co2 s in  9 0 °  =  /  cot co2. (6 )

Гироскопни оғдирувчи (айлантирувчи) момент таъсирида 
кема турбинасининг валини сақлаб турувчи подшипникларига 
Nx =  — iV2 =  N босим кучлари таъсир қилади, яъни M0f 
оғдирувчи момент модули \ \ ,  N2 жуфт кучлар моменти
нинг абсолют қийматига тенг:

M or = N. l .  (7 )

(6) ва (7) ни (4) тенгламага қўйганимизда
I СО] со2 =  N ■ t

ва
ц  =  /CQiMj

I
келиб чиқади. Ниҳоят (I) — (3) ва / =  2,7 м эканлиги ҳи- 
собга олинса, босим кучини аниқлаймиз:

120 т • м • с"- 50 я ---- с-2
N = ------------тп----------------~  3050 кг.2,7 м

9 4 -мисол (40.2). Диаметри 30 см бўлган диск шак- 
лидаги пилдироқ симметрия ўқи атрофида 80 с -1 бур
чакли тезлик билан айланади. Диск пилдироқнинг буй- 
лама ўқи бўйлаб жойлаштирилган, узунлиги 20 см бул
ган ўқига ма.ҳкамланган. Пилдироқ ҳаракат миқдори- 
нинг бош моментини (кинематик моменти) I со деб ҳи- 
соблаб, унинг барқарор прецессиясидаги бурчакли тез
лигини аниқланг.

Жавоб: 2,18 с-1 .
Қ ў р с а т м а .  Масалани ечиш учун (108.14) формуладан 

фойдаланиш мақсадга мувофиқ.
95- мисол. (38.43). А ҳалқа горизонт билан а  бурчак 

ҳосил қилган ОҚ қия текислик бўйлаб пастга тушганида 
чўзилмайдаган АСХ В сим арқон билан В ҳалқани горизонт 
билан р бурчак ҳосил қилган NO қия текислик бўйлаб кў-



таради (291- расм). 
Сим арқон горизон
тал О ўқ атрофида 
айланаётган С\ блок 
орқали ўтказилган ва 
сим арқон оғирлиги 
ҳисобга олинмайди. 
Ғилдирак ва блок ра- 
диусларн ҳамда огнр- 
ликлари бир хил бул
ган дисклар деб ҳисоб- 
лаб, Аҳалқанинг ОК 

текисликда s масофани ўтган вақтдаги v тезлиги ани^- 
лансин. А ва В ҳалқалар сирпанишсиз думаланади деб хи- 
соблансин.

Е ч и ш . Механик система иккита ҳалқа, блок ва сим 
арқондан, жами тўрт элементдан иборат. Лекин сим 
арқоннинг оғирлиги ҳисобга олинмаслигини эътиборга 
олсак, система уч элементдан тузилган.

Система учун кинетик энергиянинг ўзгариши ҳақи- 
даги теоремани ифодалайдиган (94.10) тенгламага му- 
вофиқ қуйидаги ифода ёзилади:

Тс - Т со= \  Л И +  О)
V=l V=1

Бунда Тсо — системанинг бошланғичУ ҳолатидаги кинетик 
энергия; Тс — кейинги вақтдаги системанинг кинетик энер

гияси; V  А{*\ 2  — система элементларига* ташқи ва
V V

ички кучлар таъсир этилганда бажарилган иш.
Масаланинг шартига асосан система олдин тинч 

ҳолатда бўлади, демак,

Т со =  0- (2)

2 ^ = 0 .  (3)
V

Система ҳаракат ҳолатида бўлганида (1) тенглама

г ,  =  <4>
V

кўринишни олади. Системанинг тўлиқ кинетик энергияси А

291- расм.



ҳалқанинг Т ., В ҳалқанинг Т в ва Ct блокнинг Тс кине-
тнк энсргннларининг йигнпдисига тепг:

Тс = Т а +  Т в + Т С1' (5)

Кёнига формуласинннг (93.7) кўрннишдагн ифодасидан 
фойдалансак:

_  pV1 l(£fl
т а = 1 7  +  т *  (6)

т

в  2 g  ~  2 ■ v ;
Ct блок илгариланма ҳаракатланмайди ва фақат О ўқ 

атрофида айланади, шунинг учун

Т с, =  (8)

формуладан топилади. Учала А, В, С1 жисм Ғҳам бир хил 
радиусли диск бўлгаилиги учун уларнинг I инерция мо
ментлари

' = f  <9.
формуладан аниқланади.

Агар V = w R  богланишни ҳисобга олиб, (6) — (10) тенг- 
ликни (5) га қўйсак, (10)

Т с - ~ ~  ( И )4g
формулани ҳосил қиламиз.

Энди ни аниқлашда Ct блокни массалар мар
кази ҳаракат қилмаганлиги учун бу блокда иш бажармасли- 
гини ҳисобга оламиз. Бу ҳолда тўлиқ иш А ҳалқанинг Аа 
ва В ҳалқанинг А в бажарган ишларининг йиғиндисига тенг 
бўлиб қолади:

'VAM = А а +  А в . (12)

Расмдан
Ал =  P *S .sina , (13)

Л в =  — P 5 sin p . (14)

Охирги икки ифодани (12) га қўйиб,



У  А(е) =  PS  (sin а — sin Р)

тенгликни ҳосил қиламиз.
Ниҳоят, (11) ва (15) тенгламаларни (4) га қўйиб, А хал- 

қа тезлигининг

V =  2 j / ” g  5  (sin a  — sin p

кўринишдаги ҳисоблаш формуласини чиқарамиз.
9 6 -мисол. (38.44). Олдинги 9 5 -масаланинг шартларпга 

асосланиб, ҳалқаларнинг қия текисликда думаланиш иш^а- 
ланиш коэффициенти fk ва ҳалқалар радиусини г деб қабул 
қилиб, А ҳалқанинг яна v тезлиги аниқланснн.

Жавоб: V =  2 J/' - j - g S  [sincc sinp — у -  (cos а mr,В)].

К ў р с а т м а .  Думаланиш ишқаланншида ишқаланиш куч
лари cos а  ва -^ -c o s p  шаклда А ва В халқалар учунг г
аниқланади.

110-§.У згарувчан массали ж исмлар механикаси.
М ешчерский тенгламаси

Қушдек ҳавога учай деб ният қилган инсониятнинг 
эзгу умиди самолётлар пайдо бўлишн билан амалга 
ошди. Бироқ пропеллерли самолётлар билан фақат- 
гина ҳаво бўлган жойда парвоз қилиш мумкинлиги, 
бошқа, Ердан узоқроқ масофада бўлган самовий жисм- 
ларга саёҳат қилиш орзусига чек қўяр эди. Чунки Ер
дан бошқа самовий жисмларгача бўлган оралиқларда 
ҳаво йўқ ва оддий парракли самолётлар ҳавосиз жойда 
ҳаракат қилолмайди. Демак, бошқа самовий жисмларга 
бориш учун ҳавосиз жойларда ҳам ҳаракат қила ола
диган, бошқа принципларга асосланиб ишлайдиган, 
реактив двигателларни кашф қилиш лозим эди.

Реактив двигателларнинг ишлаш принципи ўзгарув- 
чан массали жисм назариясига асослангандир. Бу на
зария ўзгарувчан массали жисм механикасига таянади.

Биз шу вақтгача нуқта ёки механик система ҳара- 
катининг дифференциал тенгламаларида қатнашаётган 
массани доимий деб қабул қилган эдик. Ҳациқатда 
эса жисмнинг массаси вақт ўтиши билан ўзгариши мум-



кин. Масалан, думаланаётган қор коптоги ҳаракатида 
массаси ортиб боради; тикув машинасида ип ғалтаги 
массаси тикиш вақтида камаяди; снаряд (мушак) ёки 
ракета массаси ҳаракат давомида камаяди ва бошқа 
кўп мисоллар келтириш мумкинки, жисмнинг массаси 
вақт функцняси бўлади. Агар жисмнинг бошланғич 
массаси т0 ва >кисм ҳаракатланаётган /к вақтдаги массаси 
тк бўлса, бу тк ва та ўзаро боғланган. Бу боғланиш

m,{ = m 0f{t) (1 1 0 .1 )

кўрннишда нфодаланади. Бу ерда f{t) вақт функциясндир. 
Агар жисмнинг бошланғич массаси т0, кейинги массаси т 
бўлса, /  (() функция

/ ( , )  =  j I. агар ; =  0 бўлса () , 0 2)
( т„, агар t =  tK бўлса

кўринишда булади деб ҳисоблаш мумкин.
Масса ўзгарувчан бўлганда, жисмнинг массалар  

маркази ҳаракатини ифодалайдиган (101.10) диффе
ренциал тенгламанинг кўриниши бошқача бўлади. Бун- 
дан ўзгарувчан массали жисм ҳаракатининг дифферен
циал тенгламасини И. В. Мешчерский қуйидаги муло- 
ҳаза асосида келтириб чиқарди.

Жисмнинг тезлиги ташқи ва реактив кучлар таъсирида 
dv , ва dvр микдорларга ўзгарсин. Бу ҳолда жисм тезлиги
нинг тўлиқ ўзгариши

dv =  dv3 +  d Up (110.3)
тенглпк орқали аниқланиши кўриниб турибди. Энди dvt ва 
dvр катталнкларни аниклаймиз.

Жисмга таъсир қиладиган кучлар (берилган кучлар) — 
актив кучларни Ға деб белгиласак, бу

F я ~  т — — 
а dt

шаклда ёзилади. Бу тенгламадан

Л,а =  - М _ .  (110.4)
т

Жисм икки қисмдан тузилган ва биринчи қисм жисм 
ҳаракати вақтида жисмдан ажралиб чиқиб кетиши 
мумкин бўлсин (292-а  расм). Жисмнинг иккинчи қис- 
ми массаси (корпуснинг) т н доимий бўлади. Амалда 
снаряд ёки ракета шундай жисмга мисол бўлади.



292- расм.

Жисмнинг I қиемида ёнувчи модда ёнганидэ Паскаль 
конунпга мувофиқ ёниш камерасннинг ҳамма томонига 
бир хил босим беради. Лекин камера ёпиқ бўлганнда 
босим кучларининг тенг таъсир этувчиси нолга тенг 
булади ва жисм ҳаракат қилманди (тайней актив куч
лар таъсири ҳисобга олинмаса).

Ениш камерасннинг соплоси (ёниб турган газ мод- 
даларини чиқарувчи тешик) очилса, ёниб битган газ 
моддалари соплодан чиқиб кетади ва газ чиққан то-г 
монда босим кучи кескин камаяди. Айнан шу вақтда 
ёниш камерасннинг III деворига булган босим кучлари 
жисмнинг тескари томонга қараб ҳаракатланишпга 
мажбур қилувчи куч — реактив куч деб айтиладиган 
куч ҳосил бўлади.

Реактив куч жисмнинг ичида ёқилғининг ёниши на
тижасида ҳосил булади ва бу реактив куч жнсмни ўраб 
олган ташқи муҳитга боғлиқ эмас. Жисм реактив куч 
таъсирида ташқи муҳит бўлганда, (масалан, ҳаво бул- 
ганда ва ҳаво бўлмаганда) ҳам ёки ташқи муҳит бўл- 
маганда ҳам барибир ҳаракат қилаверади. Демак, ре
актив куч таъсирида ишлайдиган двигателлар билан 
бошқа самовий жисмларга ҳаракат қилнш мум.кнн де
ган хулоса чиқади. Бу хулосани Қозон университети 
профессори И. В. Мешчерский 1897 йилда «Мешчерский 
тенгламалари» деб айтиладиган тенглама шаклида 
берди.

Агар реактив куч таъсирида жисм тезлиги duv га ўзгар- 
са, dvр қунидагича аникланадн. Жисмнинг биринчи холати- 
даги массаси т, тезлиги v булсз, бу ҳолатдэги харакат 
миқдори



Жисмнинг иккиғ.чи ҳолатида жисмдан dm массадаги зар- 
ралар и тезлик билан отилиб чиққанда, жисм тезлиги dvp 
миқдорга ўэгарса, жисм тезлиги v +  dvp ва массаси т—dm 
бўлиб қолади. Иккинчи ҳолатда жисмнинг ҳаракат миқдори

Q2 =  (т — dm) (v - f  d vp) +  d mu (110.6)

кўринишда ёзилади. Бу тенгликнинг ўнг томонидаги 
биринчи ҳад жисмнинг ҳаракат мнқдори, иккинчи 
ҳад эса отилиб чиққан зарраларнинг ҳаракат миқ- 
дори.

Таъкидлаймизки, (110.5) ва (110.6) тенглама ёзил- 
ганда актив кучларнинг таъсирини ҳисобга олганимиз 
йўқ. Демак, ҳаракат миқдорининг сақланиш қонунига 
мувофиқ (110.5) ва (110.6) нинг чап ва ўнг томонлари 
ўзаро тенг бўлиши мумкин:

m v —(m — dm) ( v +  d up) +  d mu
ёки

m v  =  m v + m d v  p— dmv — dmdvp+dm u.  (110.7)

Тенгликдаги dmdvp ҳад иккинчи, ҳатто учинчи тартибли 
кнчнк миқдор бўлганлиги учун ҳисобга олинмаса ва тенг-

—►
лик соддалаштирилиб dvp га нисбатан ечилса

dvp =  — {v — и) (110.8)
И т

формула келиб чиқади. (110.8) реактив куч таъсирида жисм 
тезлигининг ўзгаришини ҳисоблаш формуласи бўлади. Бун
дан кўринадики, dvp жисм массасининг ўзгариши, яъни
dm „----- нисбатга пропорционал.
т

Охирги формула билан (110.4) ни келтириб, (110.3) тенг
ламага қўйилса

Ғ „dt - * - *  dm 
dv = ------- — (d — и) (110.9)m  ' '  m  ' '

тенглик ҳосил бўлади. (110.9) нинг иккала томонини гаdt
кўпайтирсак, Мешчерский тенгламасини ҳосил қиламиз:



dv  -* -* dm
m ~  =  f a — ( u — u )— • (110.10)

Бу тенгламанинг ўнг томонндаги иккинчи 'ҳад реактив 
кучни ифодалайди, яъни

F , = - ( u - v ) ~ >  ■ (110.11)

агар

V r = — (и — 7 )  (110.12)
белгилашни киритсак (110.11)

Fp = V r ^ ~  (110.13)

кўринишда ифодаланади ва Мешчерский тенгламасининг кў- 
риниши қуйидагича булади:

QI' р. . ■ г d‘n
т 1 Г - ғ -+ у ' ^ Г

ёки

т ^ - = Ғ >  +  Ғу. (110.14)
dt

Мешчерский тенгламаси узгарувчан массали жисм меха- 
никасининг асосий тенгламасидир. Бу тенгламадан куринади-

dvки, жисм массасининг массалар марказининг - у  тезланиши

га бўлган кўпайтмаси унга таъсир қиладиган актив ва ре
актив кучларнинг (яъни Ға ва Fv векторларнинг) геометрик 
йиғиндисига тенг. Бу тенглама, Ньютоннинг иккинчи қону- 
нидан, тенгламанинг ўнг томонида қатнашаётган Fv реак
тив куч билан фарқ қилади. Реактив куч (110.13) формула
га мувофиқ, жисм массасининг ўзгариш тезлигига, яъни 
dm ,  dm-j j -  катталикка боклиқ. -j— қанча катта бўлса, яъни еқил-

ғи қанча тез ёниб чиқиб кетса, реактив куч шунча катта 
бўлади. (110.13) формуладаги Vr катталик жисм тезлигининг 
зарралар тезлигидан фарқини кўрсатади. V, катталик нис
бий тезлик дейилади.

Мешчерский тенгламасини, яъни (110.10) тенгламани

dt  dt 

шаклда ҳам ёзилади, чунки



эканлигини назарда тутсак, (110.16) тенгликнинг тўғ- 
рилигига ишонч ҳосил бўлади.

Агар зарраларнинг абсолют тезлиги и = 0  бўлса,

яъни узгарувчан массали жисмнинг mv  ҳаракат миқ- 
доридан вақт бўйича олинган биринчи тартибли ҳосила 
жисмга таъсир қиладиган актив кучларнинг бош векто- 
рнга тенг деган натижа чиқади. (110.16) тенглама Меш- 
черскийдан хабарсиз ҳолда 1928 йилда Япония меха- 
ниги Леви-Чивита томонидан матбуотда эълон қилин- 
ганлиги учун, айрим чет эл адабиётларида (110.16) Л е
ви-Чивита тенгламаси дейилади.

Агар нисбий тезлик Vг — — (и — и) =  0 деб олинса, 
(110.13) тенглама

шаклда, яъни ўзгармас массали жисм тенгламаси шак- 
лг.да ёзилса-д;), (110.17) тенгламада жисм массаси
(110.1) кўринишда ўзгарувчан эканлигини эсда тутиш 
лозим.

Ниҳоят Мешчерский тенгламасини декарт ўқла- 
ридаги проекцияларда ифодаласак, ушбу

тенглама ҳосил бўлади. Мешчерский тенгламаларининг 
аниқ масалаларга қўлланилишини биринчи бўлиб, чи- 
ройли тарзда К. Э. Циолковский кўрсатди.

(110.16)

(110.18)

111-§. Циолковский м асалалари

Мешчерский тенгламасидан фойдаланиб қуйидаги 
Циолковский (1857— 1935) ечган икки масалани кўриб 
чиқайлик.



1. Б и р и н ч и  м а са л а .'Ж и см  фақат реактив куч таъ
сирида ҳаракат қилганида тезлигининг ўзгариши ва ҳаракат 
қонуни аниқлансин. Масаланинг шартидан Ға =  0 булган 
ҳолда (110.14) тенглама қуйидаги кўринишни олади:

Циолковский кўрсатдики, жисмнинг нисбий тезлигини, яъни 
Vr =  const деб ҳисоблаш мумкин (Циолковский гипотезаси). 
Шундай бўлган ҳолда (111.1) ифодадан

V =  Vг Г —  (111-2)
J m

формулани ҳосил қнламиэ. Агар жнем массаси т„ дан т 
гача ўзгарса, тезлик формуласини

v =  Vr lnm +  Cl (111.3)
кўринишда ёзамиз. Бошланғич шартни

t =  0; v ~ и„; s =  s0; m — тл (111 .4)

(1П .З) га қўямиз, бу ҳолда
С1 =  t'o — Vr In m0. (111.5)

Топилган Ci катталикни (111.3) га қўямиз ва матема
тик ўзгаришлар киритгандан сўнг қуйидаги формула ҳосил 
бўлади:

v =  v, +  Vr \n—  = v 0- V r l n ^ .  (111.6)0 r m0 m
Агар v =  0 бўлса,

v = - - V r \n-^ - .  (111.7)
rn

Циолковский формуласи деб айтиладиган (111.6) формула
(111.7) шаклни олади. (111. 7) да жисм массасининг нис
бий ўзгариши*^2- геометрии прогрессия бўйича ўзгарса,

/71

жисмнинг нисбий тезлиги v/Vr арифметик прогрессия қону- 
ни бўйича ўзгаради деган хулосага келамиз. Бу хулоса 
Циолковский қонуни дейилади. Бу қонундан

т 0 ,  ,  N п— -  =  г, г ,  г3 . . .  г — г 
т

кўринишида ўэгарадиган бўлса,



=* In г, 2 In г, 3 In г . . .  N In г
Vr

қонун бўйича ўзгаради, яъни —  геометрик прогрессия,
т * r

арифметик прогрессия қонуни бўйича ўзгаради деган нати
жа келиб чиқади.

Энди жисмнинг ҳаракат қонунини аниқлаймиэ, яъни 
жисм босиб ўтган масофани аниқлаймиз. Тезликнинг

v =  —  (1 1 1 .8 )dt '
кўринишда тасвирланишини ҳисобга олганимизда (111.7) фор
муладан

ds =  Vr \ n — dt (111.9)
m,

ифода ҳосил бўлади. Агар (110.1) эътиборга олинса

1л —  = ] п ^ - ^ -  = 1 п / ( 0  (111.10)
ш о Щ

тенглик ёзилиши мумкинлигини эътиборга олганимизда қу- 
йидагини ҳосил қиламиз:

s =  Vr ^lnf(t)di.  (111.11)

Энди вақт функциясини ифодаловчи (110.2) тенгламаси
ни қуйидаги икки хил ошкор шаклда ифодалайлик.

f ( t ) =  1 — a.t (чизиқли қонун) (111.12)

f ( t ) = e ~ at (кўрсатгичли қонун). (111.13)
Бу ерда а  тажрибада аниқланадиган катталик. Охирги 

кўрсаткичли қонун ҳисобга олинганда

s ==  Vr U n e ~ a t dt =  — + C t (111.14) 
J  + *

формулани ҳосил қиламиз. (111.4) ни келтириб (111.14) га 
қўйсак, С, =  s0 бўлади ва (111.14) ифодадан

(111Л5>
формулани, яъни жисм босиб ўтаётган масофани (ҳаракат 
қонуннни) вақтга қараб ўзгаришини аннқлаимиз.

2. И к к и н ч и  м а с а л а . Жисмга таъсир қиладиган ак
тив куч жисмнинг оғирлик кучига тенг бўлсин (Ға =  — Р)



ва яна жисмга реактив куч таъсир қилсин. Шу кучлар таъ
сирида жисм тезлигининг ўзгариш қонуии ва ҳаракат қону- 
ни аниқлансин (ҳаво қаршилиги ,\исобга олннмасин) (292- 
б расм). Расмда кўрсатилганндек, реактив куч билам оғир- 
лик кучлари қарама-қарши йўналишда бўлганда (110.14) 
тенглама, яъни Мешчерский тенгламаси к, у ini даги шакл- 
1Ж олади:

т —  = - m g  +  Vr —  (111.16)
dt 5 r dt ' '

Охирги тенгламани ■ dt ифодага иккала томонини купай-
т

тириб интеграллаймиз:

fdu =  — f У, Г— . П П .17)
J J т

Агар
Vr =  const (111.18)

* 2 - = * L = d ( l n f )
т j

эканлигини эсласак, (111.17) тенгламадан
v =  — gt +  vr \nf  =  С3 (111.19)

ҳосил булади. Агар (111.13) эътиборга олинса, (111.19) тенг
лама яна бир марта интегралланганидан кейин

S =  — - ^ у -  +  C3t +  Cl (111.20) 

ҳосил булади.
Масаладаги бошланғич шартлар қуйидагича берилган бўл-

син:
t =  0; V =  о0; т =  m0; f(t) =  1; s =  s0. (111.21)

Бошлангнч шартларни эътиборга олганимизда, (111.19) 
ва (111.20) тенгламадан

Сэ " уо!
С, — s0 (111.22)

тенглик аниклляади. Бунда ва Ct катталик учун аниклан- 
ган ифодалар юқоридаги (111— 19), (111.20) тенгликларга 
цўйилса,

v = v a — g t — aVrt, (111.23)



формула ҳосил бўлади. Бу формулалар узгарувчан м а о  
сали жисмнинг тезлигини ва юрган масофасини ҳисоб- 
лаш учун қўлланилади. Формулалардан ва (111.7), 
(111.15) дан кўринаднки, нуқтанинг тезлиги ва юрган 

масофаси иккала Циолкоовский масалаларида икки хил 
қонун билан аниқланади.

Циолковский (111.7) дан фойдаланиб кўрсатдики,
ракета биринчи космик тезликка (7 ,9 —— ) эга бўлиб,

С
Ернинг сунъий йўлдоши бўлиб қолиши учун ракета- 
ларда ёқилғи массасининг ракета корпусининг массаси-
га булган нисбати_Ше- = 4  бўлганда жисмнинг бошлан-

,п:<
ғич .тезлиги 6 —  бўлиши лозим. Шунинг учун раке-

С
талар кўп босқичли қилиб ясалади. Биринчи босцичда 
ёқилғи ёниб тамом бўлгандан кейин биринчи босқич кор- 
пуси автоматик равишда ракетадан ажралади ва иккинт 
чи босқич ишга тушади. Демак, биринчи босқич аж- 
ралганда ракетанинг массаси кескин камаяди ва тез- 
лиги ортади. Бундан кейин иккинчи босқич ажралади  
ва ракета тезлиги иккинчи марта яна кескин ортади 
ва ҳоказо. Ҳар бир босқич ажралганда ракетанинг 
тезлиги ортишда давом этади ва охирги босқичдан 
кейин ракетанинг тезлиги биринчи космик тезликка 
тенг бўлиб қолади ва ракета сунъий йўлдошга ай
ланади.

Энди s0 =  О бўлган ҳолда ракетанинг энг катта кўта- 
рилиш баландлиги /Утах ни аниклайлик. Ракета энг юк;орига 
кўтарилганда v = 0  бўлади ва (111.23) дан ^ max масофага 
кўтарилиш вақти

t = — - —  (111.25)
g +  a l ' r

формуладан аниқланади. Бу ҳолда (111.24) э =  # max деб 
белгиланганда (s0 =  0):

Нтл% = ------ V1 ------  (111.26)
2 (g +  a  V r)

кўринишда ёзилади. (111.26) ракета кўтарилишининг 
максимал баландлигини ҳисоблаш учун қўлланилади.



Массаси т булган жисм масофанинг квадратнга 
тескари пропорционал бўлган куч таъсири остида v0 
бошланғич тезлик билан ҳаракат қилаётган бўлсин. 
Муҳитнинг қаршилигини ҳисобга олмасдан жисмнинг 
охирги тезлиги v =  0  бўлса, жисм И баландликка кў- 
тарилиши учун унинг v0 бошланғич тезлиги кандай 
аннқланишини кўрайлик. Жисм ҳаракат қилаётган гра

витацион майдонда эркин 
т у ш и ш  тезланиши доимий 
бўлсин.

Жиемни нуқта деб ҳисоб- 
ласак, жисм Н баландликка 
кўтарилганда тезлигининг го
ризонтал ташкил этувчисини 
i'j деб белгиласак, жисм Ер 
маркагидан R +  Н масофада 
бўлганда, оғирлик кучи мар
каздан қочма инерция кучи
га тенг бўлганида жисм (293- 
расм) радиуси R +  Н бўлган

айлана бўйлаб ҳаракат қилади:
mv2.

1 = mg.
R +  H

Бундан

Н — 0 бўлса, жисм ер сиртида бўлади:

(112.1)

(112.2)

=  V g R  =  V 9,8 -£-■ 6370 км =  7 ,9 ——-’ с

Бу биринчи космик тезликдир. Бу (112.2) эркин'тушиш  
тезланиши доимий булган ҳолда ўз кучини сақлайди.

Агар гравитацион майдон ўзгарувчан бўлса (ҳақи- 
қатан ҳам, майдон ўзгарувчан бўлади), эркин тушиш 
тезланишининг ўртача қиймати жисм Ер марказидан 
H +  R масофада бўлганда қуйидагича аниқланади:

R + H

j j- f  g(r)dr.  (112.3)
R



ва h =  г бўлганда g =  g 0
y M = g aR* (112.5)

бўлгачлиги учун

g ( r ) = Г1
эканлигини ҳисобга олганимизда (112.3 га) асосан

J?n/?
Я

(112.6)

формула ҳосил бўлади. Натижада биринчи космик тезлик 
яна R ^ H  ҳолда

v ^ V g l R  +  H) = V ' g t R  (112.7)
шаклда ифодаланади.

Uj тезликни қуйидаги мулоҳаза асосида ҳам чиқариш 
мумкин. Жисм (нуқта) тезлигини v0 дан v гача ўзгаргир- 
ганда ва и =  0 деб олинганда (тезликнинг радиал ташкил 
этувчиси), кинетик энергиянинг ўзгариши бажарилган иш- 
га тенг, яъни

=  $ F d r (112.8)

шаклда ёзиш мумкин. F куч эса бутун олам тортишиш қо- 
нунига мувофиқ

Ғ -- у —~  (112.9)
Г

эканлигини ва v =  0 деб қабул қилсак,
__2 Н

=  утМ  ̂ г~г й г  (112.10)
ншо 

2
R

ёки
RHм — ^ - —  (112.11)

R(R - f  Н)

тенглнк ҳосил бўлади.
Ер сиртидаги жисм учун

тМте — у ------
R*

y M ^ g R *  (112.12)

ифодаларни ёзиш мумкин, демак (112.10) ифодадан



ифода ҳосил бўлади. Бундан Н =  R бўлганда va — vlt яъни
(112.7) ҳосил бўлади.

Энди жисм Ер таъсиридан ажралган ҳолини кўрай- 
лик. Бу ҳолда жисм Ер сиртидан ажралиб чексизлик- 
кача узоқлашади, яъни (112.10) нинг ўнг томонида ин
теграллаш чегараси R дан °° гача бўлади.

Агар тезликни и0 =  и2, яъни иккинчи космик тезлик деб 
ҳисобласак,

формула орқали аниқланади. Шунга ўхшаш йўл билан 
жисм Қуёш системасининг таъсиридан бутунлай ажра- 
лиш тезлигини, бошқача айтганда, учинчи космик тез
ликни аниқлаш мумкин. Фақат v3 учинчи космик тез
ликни аниқлаш учун Қуёш системасининг массалар 
марказида тўпланган эквивалент массанинг ҳосил қилган

еки

,-------  км
«2 = V 2 g R  =  11,2 —

айпш/а v0 = 7,9 км/с



эркин тншиш тезланишини (Қуёш системаси ҳосил қил-
j ii 11 гравитацион майдон учун £n катталикнинг қипма- 
тини назарда тутиш лозим) ҳисобга олиш лозим бўлади

Шундай қилиб, жисмнинг бошланғич тезлиги ўзгариши 
билан жисмнинг ҳаракат траекторияси ўзгаради (294- расм). 
Жисмнинг бэшланғич тезлиги ортиши билан жисм ҳаракат 
траекториясининг эгрилик радиуси хам оргадн. Тезлик
11,2 дан ортмагунча Ер таъсиридан ажралмайди. 

с
97- мисол (45.9). Ракета бир жинсли оғирлик кучи 

майдонида а доимий тезланиш б иан \арзкат ци л мок, да. 
Атмосфера қаршилигини ҳнсобга олмасдан туриб ва раке- 
тадан оқиб чиқаётган газларнинг Vг эффектив тезлиги 
ўзгармайди деб ҳисоблаб, рэкета қанча вақт ҳаракат 
қилганида унинг массаси икки марта камайишини аншушнг.

Ечиш . Ракета ҳаракатинчнг ўзгарувчан массали жисм 
ҳаракати деб ҳисоблаб, Меччерский тенгламасидан фойда- 
ланамиз:

кўринишда ёзилади. Бу тенгламанинг иккала томонини 
dt . „

-----  га кўпаитирамиз

ва бу ҳолда и3 =  16 —  бўлади.
с

(1)

масаланинг шартига кўра

Ға =  ~ mS (2)

-----=  а =  const
dt

V r =  const (3)
(4)

эканлигини назарда тутсак, (1) қуйидаги
i i /  dm та = — mg +  Vr----dt (5)

m

adt +  gdt =  — Vr —m

J (.+*>*



(a +  g) t  =  — Vr Inm +  C\. (б)
Бошланғич шартни

/ =  0; т =  т0, (7)
яъни (7) ни (6 ) га қўйганимизда

Ct =  V r In m„ (8)
ҳосил булади. Энди С1 ни (6 ) га қўйилади ва

т т„
— Vr 1п —  V. In —

t =  ото = ____ 2L, (9)
а +  8 а +  g

яъни ракета массаси икки марта камайиши учун сарф бул
ган вақтни аниклаймиз (бунда =  2 эканлигини эслаш

т
лозим).

98- мисол. (45,12). Бошланғич тезлиги нолга тенг булган 
узгарувчан массали жисм а ўзгармас тезланиш билан горизон
тал йўналишда ҳаракат қилмоқда. Ёниб чиқиб кетаётган газни 
Vг эффектив тезлиги доимий.

Қаршилик кучларини ҳисобга олмай жисм массасини К 
марта камайтирганда жисм қанча йўл босиб ўтиши анщ- 
лансин.

Ечиш.  Мешчерский тенгламасига асосан

тш = F t +  Ғ Р. (1)

Масаланинг шартига мувофиқ қаршилик кучи ҳисобга олин- 
маслиги мумкинлигини, яъни Ғл — 0 эканлигини ҳисобга 
оламиз. Маълумки, реактив куч

Fv =  ~ v « ~ T  (2)

шаклда ифодаланади. Бу ҳолда (1) тенглама

mt = - V r -%-  (3)
at

а =  - V ,  • —  (4)
mil

бўлиб қолади. Агар а =  dv/dt эканлигини эсласак, (4) дан 

dv =  — V, — ,т



Бошланғич шартдан t =  0; v =  0; т =  m0; s =  0 (6) 
эканлиги ҳам маълумдир. Бу ҳолда (5) формуладан

Cl =  Vr lnm9 (7)
ва

v = V r \ n ^ - = V r \nk (8)т

бўлади. Чунки -■ k эканлигини ҳисобга олдик.т
Энди

*
v =  § a d t =  at (9 )

о

(10)
о

тенгликдан фойдаланамиз. (9) ва (8) нинг ўнг томонларини 
тенглаштириб t ни аниқлаймиз ва ҳосил булган ифодани
(10) га қўямиз. Натижада

V2
S — —-  (In k)2 2а '

формула ҳосил бўлади.
9 9 -мисол. (45.13). 9 8 -масаланинг шартидан фойдаланиб, 

жисмга сирпаниш, ишқаланиш кучлари таъсир қклади деб 
ҳисоблаб ечинг, яъни s ни аниқланг.

aV2
Жавоб: s ---------------(In k)2 ,

2 (a + lgy
бунда f  — сирпаниш ишқаланиш коэффициенти.

К ў р с а т м а . Актив куч сирпаниш ишқаланиш кучига 
тенг деб қабул қилинади.

100- мисол. (45.18). Бошланғич массаси т0 ва ёниб чиқ- 
қан секундига масса исрофи Р бўлган ракета бўшлиқда 
ва тортишиш майдони бўлмаган жойда қанча йўл юргани- 
дан кейин ўз тезлигини нолдан Vr эффектив тезликкача ет- 
казади.

Е чиш . Мешчерский тенгламасига мувофиқ

m - ^ = . F ,  +  f y  (1)

Масаланинг шартидан



ғ* -  о, ' (2)
dm 

dt
F p =  _ ^ ^ L ,  (3)

—  = — P. (4)dt
Демак,

m - % - =  pKr i  (5)at

Jdu =. j - ^ -  dt. (6)

Энди (5) пнтегрзлланл:!!:! учу;; (4) дан фийдаланамиз. 
Бошланғич шартлардан

/ =  0; т =  т0\ v = v0 =  0; s =  s0 =  0 (7)

фойдаланиб, Сг ни акиқланмиз. Сг =  т0 булганлиги учун

т =  тй —  р t (8)

ҳосил булади. (8) ни (5) га қўйиб,
d {т0 —  pt)

т0 — Р t 
ёки

и =  —  Vr In (т0 —  РО +  Сй, (9)

яъни ракета тезлигини ҳисоблаш формуласини аниқлаймиз. 
Бунда С2 ни (7) шартдан фойдаланиб аниклаймиз:

C2 = Vrlnm0. (10)

Энди (10) ни (9) га қўямиз:

v =  Vr l n ------(11)т0 -
Масаланинг шартига мувофиқ ракета тезлиги ҳаракат 

охирида газларнинг отилиш тезлигига тенг, яъни v =  Vr 
эканлигини хисобга олганимизда (11) тенглама

I n — ^2—  =  1 =  In е (12)
т0 — р/

бўлиши аниқ. Бу тенгликдан

т° 
m0 — $t

бундан
466



p e

ҳосил бўлади. (13) ракета тезлиги 0 дан Vr бўлгуича ўт- 
ган вақтни топиш формуласидир.

Энди t вақтда ракета юрган йўлни аниқлайлик. Бунинг 
учун уш бу

s =  ' vdt  (14 )

формулага (11) ни келтириб қўямиз:

dt = — Vr \ ' \ n ( l ----- t \dt.
/л0 — Р' r - \ m0

(15)

Бунда

Г In  ̂1 — ~  t^di  =  — Ip 11 — ^ - t )  d (  I — =mb
m0
7

‘0
+  (16)

m„ / \ m0 ! \ m0 j  J 

эканлигини ҳисобга олганнмизда s учун

тенглама ҳосил бўлади. Агар бунда (7) қўлланилса,

С, =
т<Уг

Р
тенглик ҳосил бўлади ва демак, 

m0Vrs =
Р

Р/

(19)

формулани хосил қиламиз. Бу формулада |^1---------) ифода-

нинг шаклини (13) дан фойдаланиб ўзгартирамиз:

j ___ L  / =  i ___ Ё- . _£!» е ~  1 _  J_— • (20)
т 0 т 0 р I' с

Ннхоят, (20) хнсобга олинса, (19) қуйидаги шаклда ё з и 
лади:

s =
m„Vr г — 2 (21)

р

(21)  тенглик р акета ю рган йўлни ҳ и собл аш  ф ор м у
ласи ди р .

1 0 1 - мисол (45.1). Қ арш илиги тезл икка тўғри про-



порционал бўлган куч таъсирида тебранадиган маятник 
ҳаракатининг дифференциал тенгламаси тузилсин. Ма
ятникнинг массаси маятникдан зарралар нолга тенг 
булган нисбий тезлик билан ажралиши натижасида 
m =  m(t)  қонун билан ўзгаради. Маятник узунлиги /. 
Маятникка яна бурчакли тезликка тўғри пропорционал
бўлган R =  — Рф қаршилик кучи ҳам таъсир қилади.

Жавоб: ф -\---- -—  • ф +  — sin ф =  0.
m ( t ) - e  I

К ў р са тм а : қаршилик кучи — mg sin ф — |3ф кўриниши- 
да бўлиши ва реактив куч нолга тенглиги ҳисобга олинсин.

XVIII Б О Б .  ЗАРБА НАЗАРИЯСИНИНГ АСОСЛАРИ

113-§. Зарба ҳодисаси. Моддий нуқтага ва механик 
системага зарба кучларининг таъсири

Одатдаги кучлар таъсирида жисм нуқталари тез- 
лигиникг модули в а  йўналиши узлуксмз ўзгариб ту
ради. Бироқ шундай ҳоллар ҳам учрайдики, жисм нуқ- 
таларининг тезлиги ёки жисмнинг ҳаракат миқдори 
арзимаган чексиз кичик вақт оралиғида чекли ўзгаради.

Чексиз кичик вақт оралиғида жисм нуқталари тез
лигининг чекли миқдорга ўзгариш ҳодисаси зарба ёки 
урилиш дейилади.

Тўпнинг деворга урилиши, бильярд шарига кийнинг 
урилиши, болғанинг сандонга урилиши, отилган тош- 
нинг бошқа жисмга бориб урилиши ва бошқалар 3api6a 
ҳодисасига мисол бўлади.

Зарба вақтида жисм тезлигининг кескин ўзгариши- 
га сабаб зарба кучи модулининг анча катталигидир. 
Шунинг учун тагьсир қилиш вақти жуда кичик бўли- 
шига қарамасдан, зарба импульси анча катта бўлади.

Агар жисмга dt вақтда Ғ зарба кучи таъсир қилса, 5  
зарба импульси қуйидагича аниқланади:

S - = [ F d t ,  1
t ->  ,  (113.1)
F — ОО . j

(113.1) дан зарба импульси жуда кичик вақт оралиғида 
(д t-*- 0) жисмга жуда катта куч таъсир қилганида (F -v  оо) 
ҳосил бўладиган куч импульсига зарба импульси деб айти
лади, деган хулоса чиқади.



Материал М нуқта 
Ғ  куч таъсирида А 
ҳолатдан В ҳолатга ҳа-
ракат килиб ўтаётган f q

А

бўлсин (295-расмга қа- 
ранг). Агар нуцтанинг В 
вазиятидан бошлаб Ғ 
зарба кучи таъсир қил- 
са, жисм ўзининг тезли
гини дан кескин ра
вишда v2 гача ўзгартириб, 
В нуқтадан С нуқтага 295- расм.
ўтади ва зарба кучининг
таъсири тўхтагандан ке£ин, нуқта яна Ғ  кучи таъсирида 
ҳаракатини давом эттиради.

Нуқтанинг Ғ кучи таъсирида оладиган импульси 5  , Ғ 
зарба кучи таъсирида оладиган импульси 5  бўлсин. S g ва
5 импульслар йигиндисининг таъсирида нуқта ҳаракат миқ- 
дориии miI, дан mv3 гача ўзгартиради. Ҳаракат миқдорининг 
ўзгариши ҳақидаги теоремага асосан

Зарба ҳодисаси вақтида S . S g эканлигини ҳисобга ол- 
ганимизда, (113.2) нинг ўнг томонидаги S g катталикни ик
кинчи тартибли кичик миқдор деб ташлаб юбориш мумкин 
бўлади. Бу ҳолда (113.2) тенгламадан нуқта тезлигининг 
ўзгариши

кўринишдаги формуладан аниқланиши кўриниб турибди, 
яъни нуқта тезлигининг ўзгариши зарба ҳодисаси вақ- 
тида фақат зарба импульси орқали аниқланади. Шун
дай қилиб, зарба ҳодисаси вақтида:

1 ) фақат зарба кучи таъсирини ҳисобга олсак етар- 
лидир;

2) нуқтага зарба вақтигача Ғ  таъсир кучини ҳисобга 
олмасак ҳам бўлади;

3) нуқта тезлигининг чекли ўзгарнши зарба вақтида
(113.3) тенгламадан фойдаланиб аниқланади.

Нуқта учун ҳаракат миқдорининг ўзгариши ҳақида-

mv2 — m v =  s  +  s e . (113.2)

S (113.3)m



ги теорема механик система учун (қаттиқ жисм учун) 
қуйидагича аниқланади.

Механик система N нуқтадан тузилган бўлсин. Шу сис
теманинг V- нуқтасига таъсир киладиган. ташқи ва ички зар
ба кучларини F(vp) ва F[‘] деб белгиласак, (113.2) тенгламага 
мувофиқ, V ну к, та учун ҳаракат миқдорининг ўзгариши 
куйидаги

тч vv -г mv uv =  S'f' +  S (v'> (113.4)

кўринишда ёзилади. Бунда v нуктанинг тезлиги урилгунча 
v , урилгандан кейин и%, билан белгиланган. (113.4) тенг
ламани системанинг ҳамма нуқталари учун ёзиб, ҳосил бўл- 
ган тенгламалар қўшилса,

й  m Д  -  У  mv и, =  V  + й ^  (113.5)
V =l V=1 v=l v = l

тенглик ҳосил бўлади. Маълумки, (101-§) бу тенгликда
' л’ -
22 ГП V =  m v  (113.6)
v=l
N

У, т^ич ~ т и с. (113.7)
V—1
N
v  5 (,) =  Jii) =  0 (113.8)
v = l

Л’ _
V 5 (e) =  t5«-) (113.9)
v=l v

кўринишда ёзилиши мумкин. Бу белгилашларни ҳисоб- 
.га олганимизда (113.5):

mvc — m u c = S [l) (113.10
шаклни олади. (113.10) зарба ҳодисаси вақтида сис  ̂
тема ҳаракат миқдорининг ўзгариши ҳақидаги теорема 
дейилади. Теоремадан кўринаяптики, система массалар 
марказининг ҳаракат миқдори ўзгариши шу системага 
таъсир қилаётган фақатгина зарба кучларининг им  ̂
пульсларининг йиғиндисига тенг бўлиб, ички зарба куч
ларининг импульслари системанинг массалар маркази 
ҳаракат миқдорининг ўзгаришига таъсир қилмайди. Агар
v<e> =  0 бўлса, ve =  ис эканлиги равшандир. Бундан ички 
зарба кучлари системанинг массалар маркази тезлигини ўз- 
гартирмайди деган хулоса чиқади.



114-§. Жисмнинг қўзғалмас 
сиртга зарбасн. Тикланиш коэф

фициенти

Қўзғалмас D сиртга массаси т 
бўлган М шар hl баландликдан v 
тезликда тушиб урилсин (296- 
расм). М шарнинг ҳаракати сиртга 
ўтказилгаи п нормалга параллел 
булсин. Шар сиртннпг А нуқтасига /  
зарба остида v тезлик билан у рил- ' ’
ганда сирт ва шарнинг урилиш 
жойлари деформацияланади. Дефор- 296- расм.
мация вақтида иккала жисмга ҳам
эластиклнк кучлари таъсир қилади. Эластиклик кучлари
нинг таъсири остида шар ва сирт ўзининг аввалги ҳолати- 
ни қисман тиклайди ҳамда шар и тезлик билан тескари то
монга ҳаракат қилиб, h2 баландликка кўтарнлади.

Ж исм (шар) нинг зарбадан1' кейинги тезлиги и ёки h2 
баландлиги урилаётган жисмларнинг табнатига қараб ўзга- 
ради. Б у катталиклар («, /г2) материаллар учун ҳар хил 
қийматга эга булиб, жисм ва сирт табиатига боғлиқ. Б у  
богланишни ифодэлаш учун тикланиш коэффициенти деган  
тушупча киритнлади. Ж нсмнинг зарбадан кейинги и тезли
гининг зарба тезлиги v га булган нисбати тикланиш коэффн- 
циенти дейилади:

К =  — . (114.1)
V

Бунда К  тикланиш коэффициентидир. Бу коэффици
ент 0 дан 1 гача ўзгаради> яъни 0 ^ /С ^ 1 . Агар /( =  О 
бўлса, бундай жисмларга абсолют пластик, К =  1 бўлса, 
aбcoлюt эластик жисмлар деб айтилади. Абсолют плас
тик жисмларда зарба энергияси тўлиқ ички энергияга 
айланади, абсолют эластик жисмларда эса зарба энер
гияси зарба билан урган жисмга тўлиқ қайтарилади. 
Амалда абсолют пластик ёки абсолют эластик жисмлар 
йўқ. Мавжуд жисмлар учун тикланиш коэффициенти 
жисмларнинг табиатига, яъни жисм ва сирт ҳолатига
қараб ўзгаради. Масалан, v —3—  бўлганда К  нинг ўр-

тача қиймати шиша учун 0,94; фил суяги учун 0,9; пўлат 
учун 0,55; ёғоч учун 0,5. Тикланиш коэффициентини на
зарий йўл билан ҳисоблаб топиш жуда қийин, шунинг
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учун бу коэффициент амалда тажриба асосида аниқ- 
ланади. Бунинг учун К  коэффициентни ифодалайдиган
(114.1) формуланинг шаклини ўзгартиранлик.

Жисм ht баландликдан тушиш жараёнида v тезликка 
эришади ва и тезлик билан /ia баландликка кўтарилади. 
Кинетик энергиянинг ўзгариши ҳақидаги георемага асосан

= rn g ‘h{, (114.2)

=  m g h t (114.3)

тенглнклар ёзилади. Бу тенгламалардан

- - V YV Г  Й !

келиб чиқишини эътиборга олганимизда тикланиш ко
эффициенти учун

қ ± у ] ь  (114.5)

формула ҳосил булади. (114.5) дан кўринадики, К  ни 
аниқлаш учун Л] ва h2 катталик маълум бўлиши етар- 
лидир. Бу формулани яна зарба импульслари орқали 
ҳам аниқланади.

Зарба жараёни икки фазага ажратилади.
1) Биринчи фаза Ti вақт давом этади ва бу вақтда 

иккала жисм ҳам деформацияланади ва шарнинг кине
тик энергияси потенциал энергияга айланади.

2) Иккинчи фаза тг вақт давом этади ва бу вақтда 
иккала жисм ҳам эластик кучлар таъсирида (потен
циал энергияси ҳисобида) ўзининг аввалги шаклини 
қисман тиклайди ва шар и текликка эга бўлади.

Биринчи фаза охиридаги зарба импульси
S l = m v — 0 =  mv, (114.6)

иккинчи зарба охирида зарба импульси
S u = m u  — 0 =  mu. (114.7)

Бу охирги икки тенглама нисбати К  га тенг:

К =  чунки т г - =  — , (114.8)

яъни тикланиш коэффициенти иккинчи фазадаги зарба им- 
пульсининг биринчи фаза импульсига бўлган ннсбати ёки зар-



ба реакциялари импульслари 
нисбати орқали аниқланади, 
деган хулоса келиб чнқадн.

Энди шарнинг қўзғалмас 
текисликка а бурчак остида 
келиб урилишини кўрайлик 
(297-расм). Зарбагача v тез
лик ва зарбадан кейинги и тез- 
ликнй нормал vn, ип ва уринма 
vx, их ташкил этувчиларга 

ажратайлик.
Расмдан кўринадики uT= u T 

ва тикланиш коэффициенти
(114.1) га асосан

ш
формуладан аниқланади. Расмдан кўринадики:

"тtg а = — , к „ п

V. и.
tg Р = ; •

Vn ип

Бу тенгламалардан

tga = — tgp.

(114.9)

(114.10)

(114.11)

(114.12)

эканлиги равшандир ва
vn =  V cos a;

Расм ва (114.9) ҳисобга олинганда

ut =  usina.

=  V  K2v2 cos2 a  +  v2 sin2 a  =  и "[Ain2 a  +  7(2 cos?a  (114.13)
нфода ҳосил бўлади.

(114.13) дан кўринадики, и тезлик К  га боғлиқ, қай- 
тиш бурчаги р, (114.11) ва (114.12) га асосан ҳам, К  ва а га 
боғлиқдир. Агар (114.9) дан vn ни аниқлаб, (114.12) га 
қўйсак,



t g P > t g a  ва р > а
бўлиб ғ̂ олади. Демак, қайгиш бурчаги тушиш бурчагидан 
катта булади. Абсолют эластик жисмлар учун Қ  =  1 ва 
а  =  (5; яъни тущяш бурчаг.! қайгиш бурчагига тенг.

115-§. Ички жисмнинг марказий урилиши

ЗарЗа (урилиш) бошида иккита жисм марказинмнг ■ тез
ликлари шу жисмлар тегиб турган нуқгадаи ўтадиган ва 
иккала жисм учун ҳам умумий булган, нормал бўйлаб

йўналган Сўлса, бун- 
. /  /  , \  п дан урилиш марказий

( и‘~ У Ь' 1 -  —  урилиш дейилади (298-
расм). Агар биринчи 
ва иккинчи жисмлар
нинг тезликлари урил
гунча и, ва v2 (vt > v 2) 

298- расм. бўлса ва бу тезлик
лар С,, С2 нуқталар- 

дан ўтиб, X ўқида ётган п бўйлаб йўналган бўлса, бу 
урилиш марказий урилишдир.

Жисмлар урилишнинг бирчнчи фласзда дефэрмацияла- 
ниб потенциал энергияга эга булади. Биринчи фаза т, вақт 
давом этади ва бу вақт охирида ҳар иккала жисм тезлиги 
и бўлиб қолади.

Биринчи фазада биринчи жисм олган куч импульси
5 'Ф =  / п ^ и , — и), (115.1)

иккинчи жисм учун эса (и >  иа)
S \ f  = m 2 ( u — v2) (115.2)

шаклда ёзилади.
Урилишнинг иккинчи фазаси т2 вақт давом этади. 

Бу вақт оралиғида жисмлар потенциал энергиялари 
ҳисобида аввалги ҳолатини қисман тиклайди ва фаза 
охиида и, ва и2 тезликка эга бўлади. Иккинчи фаза 
охиридаги биринчи ва иккинчи жисмлар олган импульс- 
лар қуйидагича аникланадн:

5 ‘ф =  — т 1 {и1 — и), (115.3)



Биринчи ва иккинчи фазадаги биринчи ва иккинчи 
жисмнинг тўлик, импульслари

5, =  5 |ф +  =  га, (uj — и — и1 +  и) =
=  — т 1 (и — (115.5)

5 п =  5 i? +  S i? =  т 2 (ы ~  у2 +  u2 — и) =
=  Щ (и2 — v2). (115.6)

Биринчи фаза охирида иккала жисмнинг ҳаракат микдо
ри йиғиндиси ( т г +  га2) и, урилгунча жисмлар ҳаракат миқ- 
дорининг йиғиндиси {m̂ Vy +  m2v2) га тенгдир.

(га! +  т 2) и  =  rriyVi +  m 2v 2,

и =  т ^  . (115.7)
т1 -г гп2

(115.7) билан урилишнинг биринчи фазаси охирида 
ҳар иккала жисмнинг умумий тезлиги ҳисобланади.

Худди шунингдек, айтиш мумкинки, жисмларнинг 
урилгунча ва урилгандан кейинги ҳаракат миқдорининг 
йиғиндиси доимий қолади ва ўэаро тенг бўлади:

m 1vl + m 2v2 =  т2и2. (115.Я)
Энди (114.8) ва (115.1)’— (115.4) эътиборга олинса, 

қуйидагилар ёзилади:
S?® ц,— и

К =  -Тф =  -------- (115.9)5 1Ф и — Uj v >
с2Ф

*  =  (115.10)«S j j U — Uj
ва

«i = { К +  l ) u — /Си,, (115.11)
Ut =  (K +  l ) u —Kv%,. (115.12)

Энди (115.7) дан и ни келтириб (115.11) ва (115.12) га 
Кўйганимизда

u1 = v l - ( l + K ) ~ ^ — - { v 1 - v 2) (115.13)
т i +  тг

U2 =  v2 +  (l + К ) ~ ^ ------ к — v j  (115.14)
-f- тг

ҳосил қилинади.



Олдинги (115.11) ва (115.12) нннг чап ва ўнг томонла
рини айириб, Қ ни аниқлаймиз:

(115.15)
f , — v2

(115.5) дан жисмларнинг урилгандан кейинги тез
ликлар айирмасининг урилгунча тезликлпр айирмасига 
булган нисбати тикланиш коэффициентига тенг деган 
хулоса келиб чиқади.

Энди (115.15) ва (115.14) дан фойдаланиб,ҳар бир 
жисмнинг импульсини аниқлаймиз.

5 , =  5 {ф +  5 [ ф =  m Y (и, — Uy) =  m, [о, — u, +

4- (1 4- Қ) ----^ — (v. r;2)j —-
rrty 4- m3

=  (1 +Д-) (Ц1- 0>). (115.16)tn j m о

S n = S [ f  +  S™ =  ma[u2 +  (l + / f j — ^ ---- K - y 2) -
mi + mi

- a 2] = ( l  +  K ) - 'm-3- ( V y - v J .  (115.17)
mL — m.2

(115.17) эластик урилишда жисмларнинг ҳар иккала 
урилиш фазаси т =  t l +  та вақгда импульсини ҳисоблаш 
учун қўлланилади. Бу ерда абсолют эластик урилиш учун 
К =  1

2m»w» (Vl- v 2). (115.18)
т j т.?

Абсолют пластик урилиш учун К =  0 ’

S n ==- ?»wi _  (Vl- v J  (115.19)
ту +т г

ҳосил булади. Кўринаяптики, абсолют эластик ури
лишда зарба импульси абсолют пластикдаги зарба нм- 
пульсидан икки марта катта бўлади. Зарба импульси- 
нинг икки марта кўпайиши абсолют эластик урилиш 
вақтида биринчи фазадаги деформация импульсига худ
ди шундай миқдордаги тикланиш импульси қўшади. 
Абсолют пластик урилиш, яъни К =  0 бўлган ҳолда 
иккала жисм ҳам и тезлик билан, фақат биринчи фаза 
охиридагн и тезлик билан ҳаракат қилишини эсда ту- 
тиш лозим.



110-§. Урилиш вацтида кинетик энергиянинг 
йўқотилиши. Карно теоремаси

Жисмлар бир-бирига урилганда бу жисмлар дефор
мацияланади. Деформация натижасида кинетик энер
гиянинг бир қисми потенциал энергияга ва бир қисми 
бошқа тур энергияга, иссиқлик энергиясига ёки нурла- 
ниш энергиясига айланади. Бу кинетик энергиянинг 
бошқа тур энергияга айланиши кинетик энергиянинг 
йўқотилишига олиб келади. Шу йўқотилган кинетик 
энергияни аниқлайлик.

Массалари т и т 2; урилгунча тезликлари иа; урил- 
гандан кейинги тезликлари ult и2 бўлган нккига жисм бир- 
бири билан эластик урилсин.

Урилгунча жисмларнинг тўлиқ кинетик эпергпяси Т 0 ва 
урилгандан кейинги тулиқ кинетик энергия Т н,уйндаги 
тенгликлардан аниқланадн:

2 2 mxvi
T° =  - Y  +  <П6Л>

2 2
Жисмлар урилгандан кейин кинетик энергиянинг йўқогил- 
ган қисми

Т в - Т =  (116.3)

Бу тенгламадаги к,авс нчидаги ифэдалар ''чун 
of — и? = К +
v\ — и- =  (vt +  ut) (vt — M2) I  ̂ >

кўринишдаги тенгламани ёзиш mvmkhh. Энди vl — ut ва 
va—ut ифодаларни (115.11) ва (115.12) дан фойдаланиб, қуйи- 
даги шаклда ёзамиз:

v l — ul = v l — ( K +  1 )u  +  K v l = ( 1  + /С К «1 — w)l (Мб 5  ̂
va ~ u t =  иа —(К +  \ ) и +  Kv2 =  (1 +  К) {v2 — и)}

Бу тенгламаларни (116.4) ни ҳисобга олиб (116.3) га 
қўямиз.

Т0 — Т = ±  [m1 (w1 +  Ui) (1 +  К) К  — и) —



Агар (115.1) ва (115.2) тенгламаларни эътиборга олсак, 

х (и 2 +  ц2) (116.7)

0- Г = - 1 $ 1 Ф(1 + * ) ( о 1- ы 1) - | 0  +/С) х

тенглик ҳосил булади.
Агар (116.5) ни ҳисобга олсак,

1 — К  ! т ,  (у.

1 +  /С
Uif т2 {V., —

. 2
(116.8)

тенглама ҳосил булади. Бу тенгламада қавс ичидаги ифо
дани 7'* билан белгнлаймиз:

т\ (г-'i — _|_ т2 (с' г -  и-гУ (! 16.9)

Бунда Т* биринчи ва иккинчи жисмлар тезликларини 
и, ва v2 дан н1 ва и„ га камайтирганларига мос келадиган 
кинетик энергиядир. Демак, бу ҳолда

Т 0 — Т =  1 ^ -  Т*
1 - f /С

(116.10)

тенглама ҳосил бўлади. (116.19) дан абсолют пластик жисм
лар урилганда К =  0 ва их =  иг =  и эканлигига эътибор 
берилса,

Т0 — Т = Т *  m 1 (vl ~ u f  +  -^т^(иг — и)г (116.11)

ҳосил булади. (116.20) дан кинетик энергаянинг йўқо- 
тилиши, абсолют пластик жисмлар учун тезликлар ка- 
майишига мос келадиган энергияга тенг деган хулосага

келамиз. Бу хулоса 
ёки Карно теоремаси 
дейилади.

Абсолют эластик 
урилгандажисмлар 

К =  1 ва
...л j ШуУ 9

7 W - - V - + - T  
(116.12)

ифодани ҳосил қиламиз, 
яъни бу ҳолда кинетик 
энергия урилгунча ва



урилгандан кейин бир хил қолади. (Н. Карно 1753 — 1823 
йилларда яшаган бугок француз олими.)

102-мисол (44.13). Горизонтал қўзғалмас сирт устида
V2~ fLшарча V тезлик билан қияланиб тушади ва v L——̂ — тезлик ои- 

лан қайтади (299- расм).
1STУрилиш вақтида тикланиш коэффициенти К  =  - у  бўл-

ганда а  тушиш ва р қайтиш бурчаги аниқлансин.
Ечиш. Масалани ечиш учун v ва и, тезликни v!t, vx 

уринма ва u,n, vn нормал ташкил этувчи (компонент) ларга 
ажратамнз.

Виз 114-§ дан биламизки,
,i»lT = v x\ Du = u 1 sinP; yT= u s in a

ёки
и, sin [:'• =  v sin a (I)

формула (114.14) га мувофиқ

tga =  /Ctgp (2)
ва тригонометриядан маълумки,

. to" a /очsin- a -------------- . (о)
I +  td- a

Энди ( 1) тенгламзнннг иккала томонини квадратга кўта- 
рамиз ва ҳосил булган тенгламага (3) ни к,уямиз:

lll tg- Р у- tg2 a . ^
1 +  tg2 р 1 т  ‘g2 a  

янги ўзгарувчи
%2 =  tg2p (5)

ва (2) тенгламани ҳисобга олганимизда, (4) тенглик қуйи- 
даги шаклда ифодаланади:

w  (6)1 +  х г 1 +  К-х '-  

(6) дан х2 аниқланади:
.2____

(?)



т/2  i/~ зМасаланинг шартига кўра =  —2~ v; К =  — экан
лигини эътиборга олганимиэда (7) дан

х2 =  1 : х =  ±  1

ёки tg р =  1 ва р =  =  45°; а =  30°.

103-мисол. (44.7). Иккита бир хил эластик Л ва В 
шарлар бир-бири томон ҳаракат қилмоқда. Л ва В шар
лар урилгунча тезликларининг нисбати кандай бўлган- 
да А шар урилгандан кейин тўхтаб цолади? Урилиш
даги тикланиш коэффициенти К.

Жавоб: —-  =  1 к .
!■„ ! к

104-мисол. (44.4). Шар горизонтал плита устига h 
баландликдан эркин тушади, кейин сакраб маълум ба
ландликка кўтарилади ва яна плита сиртига тушади. 
Кейин яна кўтарилади ва пастга тушади ва ҳоказо. Тўх- 
тагунча ана шундай ҳаракат\давом эттиради. Урилиш 
вактида тикланиш коэффициент К маълум деб ҳисоб- 
лаб, шар тўхтагунча қанча масофа юриши аниқлансин.

Жавоб: S  =  ■1 - К *

К ў р с а т м а :  шарнинг юрган йўли камаювчи гео
метрик прогрессия тарзида тасвирланиши мумкинлиги
ва бу прогрессиянинг биринчи ҳади (1 + K 2)h  эканлиги
ни эсда тутиш лозим.

XIX БОБ.  УМУМЛАШГАН КООРДИНАТАЛАР ВА 
УМУМЛАШГАН КУЧ. МУМКИН БУЛГАН КУЧИШ ПРИНЦИПИ

117- §. Умумлашган координаталар
Эркин бўлмаган нуқта ёки жисм ҳаракатининг диф

ференциал тенгламаларини ёзганимизда ҳар бир нуқта- 
нинг фазодаги вазияти камида учта координата билан 
аниқланншини ва нуқталар бир-бири билан боғланиш- 
лар орқали боғлиқлигини ҳисобга олганимизда, масала, 
яъни нуқта ёки механик система ҳаракатн динамикаси 
қанчалик мураккаблигини тасаввур қилиш мумкин. 
Агар механик система N  та нуқтадан тузилган бўлса, 
бу система учун ЗЛ’ та ҳаракатни ифодаловчи диффе
ренциал тенглама тузиб ва яна боғланишларни ифода-



ловчи тенгламалар тузиб, ҳосил бўлган тенгламалар 
системасини биргаликда ечиш лозим бўлади. Тенгла
малар системасининг ҳар бири иккинчи тартибли диф
ференциал тенглама эканлигини эътиборга олсак, тенг
ламалар системасини ечиш қанчалик қийин эканлигини 
тасаьвур этиш мумкин. Бу қининчиликларни умумлаш
ган координаталардан фойдаланганда анча камайтириш 
мумкинлигини Лагранж таклиф этди.

Бир-бирига боғлиқ бўлмаган координаталар умумлашган 
координаталар дейилади. Системанинг фазодаги вазиятини
qlt qt ........... qb умумлашган координаталар ёрдамида аниқ-
ланади. Бу координаталарии қисқача қилиб qa , а — 1, 
2 . . .  5  деб белгиланади. qa координаталар эркин, бир-би- 
рига боғлиқ бўлмаган бўлиб, координаталар сони S га тенг. 
Шунинг учун голономли механик системанинг эркинлик 
даражаси ҳам 5  га тенг, яъни эркин координаталар сонига 
тенг булади.

Механик система нуқталарининг фазодаги вазияти
ни аниқлайдиган ва бир-бирига боғлиқ бўлмаган катта- 
ликлар умумлашган координаталар дейилади.

Умумлашган координаталар орқали ифодаланади- 
ган система ҳаракатининг дифференциал тенгламалар 
сони 5  та бўлади. Бу ҳолда бооғланишларни ифода- 
лайдиган тенгламалар ҳисобга олинманди. Бу боғ»' 
ланишлар сони умумий тенгламалар сони 3N дан эркин 
координаталар сони S нинг айирмасига, яъни 3N—S га 
тенг. Демак, система ҳаракатини ифодаловчи тенг
ламалар сони 3N—S тага камаяди. Агар боғланишлар 
сонини k деб белгиласак, S =  3N—k тенгликни ёзиш 
мумкин.



Умумлашган координаталар орқали ифодаланадиган 
система ҳаракатининг дифференциал тенгламалари со
ни сезиларли даражада кам булганлиги, системадаги 
динамик масалаларни ечишни соддалаштиради ва ен- 
гиллаштиради.

Агар АВ  ричаг О ўқ атрофида айланадиган бўлса, 
бу АВ  ричагнинг исталган нуқтасининг вазиятини <р бур
чак орқали аниқлаш мумкин (300-расм). Бу ерда ф 
умумлашган координата булади ва <7 =  ф деб айтпш 
мумкин. Бу ҳолда АВ  ричагнинг эркинлик даражаси 
i=  1 булади.

Регуляторнинг исталган нуқтасининг вазиятини (301- 
расм) ф ва а  бурчак орқали аниқлаш мумкин. Бу ерда 
q1 =  ф; q2 =  а  ва регуляторнинг эркинлик даражаси i — 2 .

Матемлтик мяятникда (302-расм) q.x — гг. ва г — 1. Қўз 
ғалмас \қ  атрофида айланаётган қаттик; жисм учун хам 
q x =  ф; i =  l. Кривошип шатун механизм» учун ҳам (303- 
расм) Ф бурчак орқали механизмнинг исталган нуқтасининг 
вазиятини аниқлаш мумкин. Шунинг учун бу ҳолда ҳам

qx =  ф; i =  1, Фазода эркин харакат килаётган нукта ва
зиятини л-, у, z координаталар орқали аниқлаш мумкин. Бу 
ҳолда q, =  х\ q2 =  у, q3 =  z ва i =  3. Сферик ҳаракатдаги 
жисм учун ҳам qx =  ф; g 2 =  \|з; q3 =  0, i =  3. Эркин ҳара- 
катдаги жисм учун

i =  6 ва x =  q{, у  =  (?2z2 =  q3\ ф =  g4; =  qb\ 0 =  qe-
Келтирилган мисоллардан кўринадики, умумлашган 
координаталар орқали декарт координаталарини ва 
аксинча, декарт координаталаридан фойдаланиб умум
лашган координаталарни аниқлаш мумкин. Масалан, 
А нуқтанинг декарт координаталари

Z

302- расм. 303- расм.

д: — СА COS ф'у 
у  = О А  sin ф j



I A

ёки ф =  q булганлиги учун қуйидаги
х =  х [g)\
У =  y \ W

куринишда ёзилади. Худди шундай мулоҳаза асосида сис
теманинг V нуқтаси вазтпини qx, q2, ■ . ■ , Ць умумлашган 
координаталар белгнласа, декарт координаталари

=  л\(<7р Чг ■ ■ ■ Чь< 0-1 
У* =  УЛЯ\' 9s. 0. (117.3)
zv =zv(7i- b  • • • 9». 0 J

ёки
rv f t - - -  Чъ. 0

боғланишдаги тенгламалардан аниқлапади. Агар системадаги 
боғланишлар стационар бўлса, (117.3) да вақт қатнашмайди.

Умумлашган координаталардан вақт бўйича олинган би
ринчи тартибли ҳосила умумлашган тезлик дейилади. Таъ
рифга мувофиқ умумлашган тезликлар qlt q2 . . . q3 ёки 
qa, a =  1, 2 . . .  5' 
кўринишида ёзилади.
Умумлашган тезлик
лар юқорнда (300 —
303-рзсмлардан) кў- 
ринган мисолларда 
бурчакли тезлик бу
лади, яъни бу мисол-
лар учун <7а — ф =
=  со; сферик харакат- 

даги жисм учун ҳам 
qx =  ф =  ; qt = 1)3 =

Ъ =  0 =  ше була
ди. 304- раемда кўрсатилган нуқта учун ^  =  х =  vx\

Qz — У — vy\ q3 =  z =  v2

эканлиги, яъни умумлашган тезликлар нуқта тезлигининг 
декарт ўқларидаги проекциялари эканлиги кўриниб турибди.

118-§. Мумкин бўлган кўчншлар
Битта қўзғалмас нуқтага эга булган D  қаттик, жиемни 

V нуқтасига тенг таъсир этувчиси бўлган -кучлар система
си таъсир қилсин (305-расм). О нуқтадаги реакция кучи R

304- расм.



бўлса, жисм мувозанатда бўлиши учун 
барча кучларнинг ўқлардаги проекция- 
ларининг йнғиндиси алоҳида- алоҳида 
нолга тенг бўлиши керак, яъни

V V

y Fn +  Ro, =  °-V

305- расм.

Агар барча кучларнинг О нуқ- 
тага нисбатан моментларини ол
сак, реакция кучларининг О нуқ-
тага нисбатан моментлари нолга 

тенг бўлади (чунки реакция кучлари О нуқтани кесиб 
ўтади) ва моментлар орқали мувозанат тенгламалари

Бу тенгламаларда реакция кучлари қатнашмайди ва 
шунинг учун тузилган тенгламалар системасида номаъ
лумлар сони сезиларли даражада камаяди ва бу холда 
мувозанат шартларининг (тенгламаларнинг) сони жисм
нинг эркинлик даражасига тенг.

Механик системанинг мувозанат шартларини аник,- 
лашда шундай принципдан фойдаланпш мумкинки, 
натижада реакция кучлари мувозанат тенгламаларида 
қатнашмайди. Бу принцип мумкин бўлган кўчиш ту- 
шунчасига асосланади.

Боғланишлар йўл қўядиган кўчишлар мумкин бўлган 
кўчиш дейилади. Мумкин бўлган кўчишларни виртуал 
(туюладиган) кўчиш деб ҳам айтилади. Виртуал кўчиш 
биринчи тартибли кичик миқдордир. Бундай кўчиш бўлган- 
да боғланишларда ўзгариш бўлмайди. Виртуал кўчишнинг 
ҳақнқий кўчишдан фарқи шундаки, виртуал кўчиш Серил- 
ган вақтда бўлади (t =  const), лекин ҳақиқий кўчиш эса dt  
вақтда содир бўлади. Виртуал кўчиш Ьг билан белгила-

2 MX( F J = 0 -, = 0; 2 MZ(F4) =  0 . (118.2)
V V V

нади (306-расм). Виртуал 
кўчиш Ьг ни «дельта эр» 
деб ўқилади ва б белгиси- 
ни вариация (ўзгариш) деб 
айтилади. Бундай вариация 
Ьг белгисини 84-$ да қўл- 
лаган эдик. Энди вариа-



ция тушупчасининг математик маъносини кўриб чиқайлик.
Фараз қнлайлик. г функциясининг t вақтга боғлаииши 

(307-расм) /  эгрилик шаклида берилган булеин. Бу ерда 
dl =  t2 — /, вақтда г функция л3 — гх — dr га ўзгаради. dr 
ўзгариш ҳақиқий кўчишдир. Энди берилган / L вақтда г 
функциянинг шакли узгариб, функция гя қнйматга эга бул- 
сип. г3 — /-j = 6 г виртуал кўчиш дейилади. Вариация диф- 
фереицпалдек математик оператор (амал) булиб, бу амал 
худди дифференциал оператор сингари бажарилади. Маса
лан:

Виртуал кўчнш берилган вақтда содир булганлиги 
учун варнацияла'нмандп, яъни б/ = 0 .

Виртуал кучпщ жуда кичик миқдор бўлганлигидан 
АВ  ричагнинг (308-р асм) Л ва В нуқталари 6S ёйни бо-

(118.3)

(118.4)

(118.5)б \ г dt  =  f б л dt.



сиб ўтса-да, бу ёйни шу ёнга мос келадиган тўғри чизиқ 
(ватар) билан алмаштирадилар. Худди шундай кри

вошип механизмининг (303- раемга қаранг) А нуқтаси 
кўчишини ҳам жуда кичик чизиқли кесма билан алмаш- 
тириш мумкин. Бу ҳолларда виртуал кўчишлар

6 S  „ =  ОВ 5 ср,
б5“ =ОЛ6ф. Ul8b>

Ҳақиқий кўчишлар виртуал кўчпшларнинг бир 
қисминп ташкил қилади, агар ностационар боғланиш- 
лар бўлса, ҳақиқий кўчишлар виртуал кўчишларга 
кирмайди.

Сақлаб турувчи, голоном, 
идеал. боғланишли (73- §) 
механик система учун N  ре
акция кучларининг бажарган 
иши нолга тенглигини бнла- 
миз:

S ^ v - 4 = ° -  О 18-7) \=1
309-расм. Жисм қўзғалмас абсолют сил-

лиц сиртда (309-расм) N реак
ция ва Ғ  ишқаланиш кучлари таъсирида ҳаракат қилса, бу 
кучларнинг бажарган элементар ишлари йиғиндиси

N b S  zos (N t d S )  +  F dS  cos (Fj 6 5) =  N 6 5  cos 90° f
+  F 6 S cos 180° =  — F 6 5  = 0

ифодага тенг бўлади, чунки идеал боғланишда ишқаланиш 
кучи бўлмайди.

Шундай қилиб, идеал ва стационар боғланишда систе
мадаги реакция кучлари бажарган элементар ишлар йиғин- 
диси нолга тенг деган хулоса чиқади. Бу хулосага 73-§ да 
идеал боғланишлар постулати деб айтилган эди.



Фараз қиламиз, жисм голоном, икки томонлама сақлаб 
турувчи, идеал боғланшшар таъсирида бўлсин. Агар бу
жисмнинг v-ну^таси Ғч актив ва JVv реакция кучлари 
таъсирида 6rv га кўчса, бу ҳолда бажарилган элементар 
ишларнинг йиғиндиси

+  = °  (Н9.1)
У = | М=1

тенглик билан аниқланади. Бу тенгликнинг нолга тенг 
бўлишига сабаб боғланишларнинг идеал бўлишидир. 
Чунки идеал боғланишлар постулатига асосан (73-§)

w
(119.2)

V-I
ва (119.1) тенглама қуйидаги кўринишда ёзилади:

Ю = ° -  (119.3)
\= 1 V=1

Бу (119.3) тенглик мумкин бўлган кўчпш принии- 
нининг математик ифодаси дейилади. Бу принцип' 
қуйидагича ўқилади: голоном, икки томонлама сақлаб 
турувчи, стационар ва идеал боғланишли механик сис
темага таъсир қиладиган кучлар системасининг муво
занатда бўлишлигининг зарурий ва етарли шарти шун- 
дан иборатки, берилган кучларнинг (актив кучларнинг) 
системани ҳар қандай мумкин бўлган кўчиришдаги ба
жарган элементар ишларининг йиғиндиси нолга тенг 
бўлиши керак. Бу принцип Лагранжнинг тўғри ва 
тескари теоремаси деб ҳам аталади. Чиқарилган
(119.3) ифода система мувозанатда бўлиши учун зару
рий шартни ифодалайди (Лагранжнинг тўғри теоре
маси). Энди (119.3) етарли шартни ҳам ифодалашини 
исботлайлик.

Фараз қиламиз (119.3) шарти бажарилди, лекин 
системага таъсир қиладиган кучлар мувозанатлашти
рувчи кучлар эмас. Бу ҳолда системадаги нуқталар 
кучлар йўналишида кўчиб иш бажаради ва бу ишлар 
йиғиндиси нолдан катта булиши лозим.

( S ^ A , +  £ Й у б /д > 0  (119.4)
У V



Лекин системада идеал боғланишлар булганлиги 
учун (119.2) шарт бажарилиши лозим булади. Бу
(119.2) шарт бажарилганда (119.4) тенгсиэликдан янги

2 ? , - б г 7 >  0 (119.5)
V

тенгсизлик ҳосил бўладн, яъни (119.3) шарти бажарил- 
майди деган тескари хулоса чиқади. Бундай тескари 
хулоса олдинги (119.3) шартга зид бўлганлиги учун 
бизнинг фаразимиз нотўғри ва ҳақмқатдан (119.3) 
идеал ва стационар боғланишли систсманинг мувозанат
да бўлишлигининг етарли шартини ҳам ифодалайди 
(Лагранжнинг тескари теоремаси). Мумкин бўлган кў- 
чиш принципини И. Бернулли (1717 йил) умумий 
ҳолаа баён қнлди ва бу принцнпга асосланиб Лагранж 
ўзининг аналитик механикасини тузди.

Агар актив кучлар Fv ва виртуал кўчишлар бг  ̂ проек
циялари орқали (119.3) тенглама ёзилса, қуйидаги ҳосил 
бўлади:

2  (FvX Ч  +  Fvy 6у у +  F „  fl zv) =  0. (Ц9.6)
v = 1

Бу мумкин бўлган кўчишнинг проекцияларда ифодала- 
нишидир. Бу ерда Fvx, Fvy, Fvz — кучларнинг ўқлардаги 
проекциялари: 6.vv, 6e/v, 6zv — виртуал кўчишнинг ўқларда- 
ги проекцияларидир.

(119.3) ёки (119.6) тенгламаларни мумкин бўлган тезлик 
тушунчасидан фойдаланиб яна бошқача шаклларда ҳам ёза- 
дилар. Агар виртуал кўчиш чексиз кичик т вақт давом 
этса, мумкин бўлган тезлик

~ 6 ~ 6 Го “ 6 ГУ / t in
; .............. t’v = ~ г  (Н9.7)

кўринишдаги формулалардан аниқланади. Энди (119.3) ва
(119.6) тенгламаларнинг ҳар иккала томонини т вақтга 
бўлиб

N
V  ғ  ■ V = 0V V
V=1

ёки проекцияларда
N

(119.8)

У  (F и Ғ V +  Ғ V ) =  0 (119.9)~ I V  \х \Х 1 VJ/ VI/ 1 М 42/ '  >

ифодаларни ҳосил қиламиз.



120- §. Механиканинг умумий тенгламаси. 
Ҳаракатдаги система учун мумкин булган кўчиш 

принципи

Голоном, саклаб турувчи, стационар боғланишли ме
ханик системанинг v- нуқтасига Fv актив, Ov инерция 
кучлари ва N 4 реакция кучлари таъсир этса Даламбер прнн- 
ципига асосан (76-§) бу кучлар йиғиндиси нолга тенг:

Қ, +  ф , + Я  =  ° (120Л)
Бутун механик система учун эса

2  +  ф * +  ^v) =  0 (120.2)v=l
тенглик ёзилади. Энди системадаги v- нуқтага 6rv вир
туал кўчиш берамиэ ва ( 120 .2) тенгламанинг иккала томо
нини 6гу векторига, ўнг томондан скаляр кўпайтирамиз

(120-3)
ёки

2  f  V К  +  £  ф , к  +  S  К  К  =  °- (120.4)
v«=l v=l v-=l

Охирги (120.2), (120.4) тенгламаларга механиканинг 
умумий (универсал) тенгламаси деб айтилади: ҳара- 
катдаги механик системада ҳамма вақт актив, инерция 
ва реакция кучлари бажарган ишларнинг йиғиндиси 
нолга тенг. Бу тенглама система учун мумкин булган 
кўчиш принципини ифодалайди.

Агар механик система стационар ва идеал боғланиш- 
ли бўлса, (119.2) га мувофиқ (120.4) тенгламанинг чап 
томонидаги учинчи ҳад нолга тенг бўлади ва

2 ( Қ  +  Ф ,) в ^ = 0  (120.5)
V=I

ҳосил булади. Охирги тенгламага идеал боғланишли 
система учун мумкин бўлган кўчнш принципи ёки ме
ханиканинг умумий тенгламаси дейилади. Агар система 
тинч ёки тўғри чизиқли текис ҳаракат ҳолатида бўлса, 
Ф инерция кучи нолга тенг бўлади ва бу тенгламалар
дан (119.2) ҳосил булади. Охирги тенгламадан икки.



томонлама сақлаб турувчи, стационар ва идеал боғла- 
нишли ҳаракатдаги системада ҳамма вақт актив ва 
инерция кучлар бажарган ишларнинг ниғиндиси нолга 
тенг бўлади, деган натижа чиқади.

(120.5) тенгламани проекцияларда

2  Ч  + 1  ( ғ „  +  ф ,„) «у, +
v = l  V = I

+  2 ' ( f vl +  <I>J62v = 0  (120.6)
v = l

шаклда ҳам ифодаланади ва яна av эканлиги
ни эътиборга олиб,

N
2  (Fv _ m a )6rv = 0  (120.7)
v = l

кўринишда ҳам тасвирланади. Бу ерда mv, av снстема- 
нинг V- нуқтасининг массаси ва тезланишидир. Бу тенгла
мани идеал боғланишли система учун мумкин булган кўчиш 
принципи деб ҳам тушунмоқ мумкин. Бу тенгламадан бе
рилган вақт учун (ёки берилган чексиз кичик вақт ёки берил
ган лаҳзада) системага таъсир қиладиган актив ва инерция 
кучлари бажарган ишларининг йнғиндмси ҳамма вақт нолга 
тенг эканлиги келиб чиқади, ёки агар актив ва инерция 
кучларининг бажарган ишларининг йиғиндиси нолга тенг 
бўлса, берилган чексиз кичик взқтда (бир онда) система 
динамик мувозанатда бўлади деб қараш мумкин. Бунда 
система фақат бир лаҳзада, бир онда маълум актив ва инер- 
цня кучларига эга бўлади, бошца онларда, актив ва инерция 
кучлар бошқа қийматларга эга бўлади, албатта.

121- §. Умумлашган кучлар

Механик система qu q2 . . . qs ёки qa, а =  1, 2, . . . , 5  
умумлашган координаталар билан характерланадиган бўлсин 
(310-расм). Бу системада Ғ г, Ғ2 . . . FN иуқталарга таъсир 
қиладиган кучлар тенг таъсир этувчиси бўлсин. Агар qa 
умумлашган координатага б qQ мумкин бўлган кўчиш бер- 
сак, қолган qL, q2 . . . qa координаталарни ўзгармас деб 
қараш мумкин, чунки qlt q2 . . .  qa координаталар эркин 
координаталардир.



Энди 117- § га асо
сан стаиионар боғланиш- 
ли система учун

Qa =  Ча (г1’ г2 ■ ■ • • О
(121.1)

ёзиш мумкин ва бу тенг- 
лнкдан

^  d q °  с 6 а п =  У  бг ; ст =

=  1 ,2  . . . S (121.2) 
боғлагшшни ҳосил қила-
мнз, яъни qa координата ўзгарганда системадаги ҳамма нуқ- 
талар силжийди ва хар бир силжишда ишлар бажарилади. Бу 
элементар ишларнинг йиғиндиси Ғъ Ғг . . . . FN кучлар 
оркали бир томондан қуйидагича ифодаланади:

310- расм.

dA =  Fy б Гу +  F2 б г2 +  . . . +  FN б rv =

v=l
(121.3)

Худди шу dA элементар ишни, иккинчи томондан умум
лашган qa координатани виртуал кўчиш орқали қуйидаги 
шаклда ёзнш мумкин:

(121л)
Охирги икки тенгламанинг ўнг томонини тенглаштирга-

нимизда
N

S>=1 а =  1, 2 . . .  S (121.5)

формула ҳосил бўлади. Бунда Qa умумлашган куч деб ай- 
тиладн. Бу формуладан кўринадики, умумлашган куч Qa 
бажарилган элементар ишлар йиғиндисининг умумлашган 
координата вариациясига бўлган нисбати билан аниқланади- 
ган катталикдир.

Умумлашган кучнинг маъносини яққолроқ тасаввур қи- 
лиш учун АВ  ричагнинг В нуқтасига Ғ  куч таъсир қилган- 
да бажарилган элементар иш формуласини икки кўринишда



ёзайлик (308- расмга қаранг). Биринчи кўринишда Ғ куч 
таъсирида В нуқтанинг радиус-вектори г нинг миқдори бг 
га ўзгаради ва В нуқта 6 S га силжийди, демак, элементар 
иш 4

6 Л = Ғ - в 5  (а)
шаклда ёзилади.

Иккинчи кўринишда элементар иш, АВ ричакка қўйил- 
ган М  куч моменти таъсирида, ричагнинг <5<р бурчакка бу- 
рилиши натижасида бажарилади:

6Л=М -бф. (б)
Энди (а), (б) ва (121.4) тенгламаларни бир-бирига со- 

лиштирсак, умумлашган куч: а) ҳолла Q„ =  F\ б) ҳолда 
Qa = ‘М эканлигига ишонч ҳосил қиламиз.

Демак, умумлашган куч умуман куч ҳам, куч моменти 
ҳам бўлиши ̂ мумкин ва умуман Qa катталик (121.5) билан 
аниқланади ва бу катталикнинг бирлиги ҳам ўша (121.5) 
формуладан аниқланади.

Умумлашган актив кучлар, умумлашган инерция 
кучлари ва умумлашган реакция кучлари ҳамда умум
лашган ички ёки ташқи кучлар тушунчалари ҳам қўл- 
ланилади.

Агар стационар идеал боғланишли системага б</0 вир
туал кўчиш берилса, (121.5) формулага мувофпк,

2  6 'v

<̂ = J = W a -------  = 0  (121-6)

ифодани ҳосил қиламиз. Бу ифодадан идеал боғланиш- 
ли системаларда

Qa =  0, ст =  1, 2, . .  . 5 , (121.7)

яъни умумлашган реакция кучлари нолга тенг. Демак, 
идеал боғланишли системаларда умумлашган кучларни 
аниқлаш учун реакция кучларини ҳиеобга олмаслик 
мумкйн экан.

Энди (120.5) тенгламани умумлашган кооорди- 
наталар ва умумлашган кучлар орқали ифодалаймиз. 
Бунинг учун (117.3) ёки (121.1) боғланишлардан фойдала
ниб, 6rv аниқланади:



fir = У - ^ - 6да. (1 2 1 .8)
k x  d<lo °

Бу ифодани (120.5) ra қўямиз:
J i   ̂ drv

V=1 0=1 Y0
ёки

^ k - °  <i2is>
0=1 \v = I  Ча v=l 4°  )

ҳосил килинади. Энди (121.5) формулага мувофиқ,

2  ^  (121.10)
V=1

ar..
V rn  =  Q„ ( 1 2 1 . 1 1 )
** Tv dqn v ° v=l 4°

эканлигини ҳисобга олсак, механиканинг умумий тенглама
си, яъни (121.9) умумлашган Q0 куч ва умумлашган qa ко- 
ординаталарда қуйидагича ифодаланади:

2 « о  +  О ч  =  о- '  <12112>
о«1

Бунда: , Q® умумлашган актив ва умумлашган инер
ция кучлари. Умумлашган координаталар эркин бўлганлик- 
лари учун 6qa =̂ =0 , лекин ( 1 2 1 . 12) тенгламада 6qa олдидаги 
коэффициентларни нолга тенг деб олиш мумкин. Яъни

< £ + < £ =  О (121.13)

бўлиб қолади.
Агар идеал боғланишли механик система тинч ёки 

тўғри чпзнкли текис ҳаракат ҳолатида бўлса, инерция 
кучлари нолга тенг бўлади, албатта.
Демак,

Q * = 0  (121.14)



тенглик ҳосил булади, яъни актив ва умумлашган куч
лар нолга тенг.

Агар механик система консерватив бўлса, яъни сис
тема потенциалли майдонда жойлашган бўлса, бу .хол
да куч (84.12) га асосан қуйидагича ёзилади:

-  дП
Ғ* = ~ д Г - (121.16)

Бунда П  системанинг потенциал энергияси. Агар
(121.16) ҳисобга олинса, (121.5) дан қуйидаги келиб 

чиқади:

Ч с — %  ( |2 1 |7 >
ёки (121.15) га мувофик

дП л  . 0_  =  0; а =  1 , 2 . . S. (121.18)

311- расм.

Демак, (121.18) бажа- 
рилса, консерватив систе
ма статик мувозанат хола- 
тида булади деган хулоса 
чиқади.

106-мисол. (46.3). Дас- 
тасининг узунлиги а бул
ган понали пресс винти- 
нинг ўқига ва дастасига 
тик бўлган Р куч таъсир 

қилмоқда (311-расм). Агар винт қадами h ва понанииг 
учидаги бурчак а бўлса, Р  ва Q кучнинг модуллари ора
сидаги боғланиш қандай аниқланади?

Ечиш.  Р  кучи таъсирида пресс дастаси а  бурчакка бу- 
рилса, пона б/ix виртуал кўчиш олиб, чап томонга енл- 
жийди ва шу вақтнинг ўзида пресс бh баландликка кўта- 
рилади (312-расм).

Расмдаги д  дан
б/i =  6/ij tg а.  ( 1)

Мумкин бўлган кўчиш принципига асосан элементар ишлар 
тенгламаси

М  бф — Q8h — 0
кўринишда ёзилади.

Энди (1 ) ва (2) бирлаштириб ечилса,
УИбф =  Q tg а - б/i;

(2)

(3)



•' А ' ' . ■л,---л-, с  - 'V // /7 7 / /S // / / / /7 ;
• I

312- расм.

ҳоснл булади. Бу ерда куч моменти
М = Р - а  

эканлиги эътиборга олинса,
2 л

еки

ва

 ̂ Яабф =  \  Q tg a 6/ij
о о

2 л Р а =  Q h tg а

2л Ра
Q = h tg а

ҳосил булади.

(4 )

(5)



107-мисол (47.13). Оғирлиги Q ва радиуси г булган А 
цилиндр думалагичнинг оғирлиги Р булган В юк харакатга 
келтиради (313-расм).

Агар думаланишдаги ишқаланиш коэффициенти fK бул
ган А думалагич сирпанишсиз думаланса, В юкнинг тезла
ниши нимага тенг булади?

D  блокнинг массаси хисобга олинмасин.
Ечиш.  Фикран системага виртуал кўчиш берамиз (В 

юк ҳаракати йўналишида). Бу ҳолда В юк бh; А цилиндр
нинг В нуқтаси ҳам бh силжиш олади, А цилиндр бф бур
чакка бурилади, А цилиндрнинг маркази bhl га силжийди. 
Энди система учун механиканинг умумий тенгламасини
(  ! ? Г )  .°Л ГЯ MV5TH+.WK- T V ^ W n " 1» - - /  -  j  -г- - J -------- -----

P b h  — - a b h  — Мбф — М„бф = 0 .  (1)
g * 

р
Бу тенгламада — abh— В юкнинг инерция кучинн ба- 

g
жарган элементар иши; Мбф—А цилиндр инерция кучининг 
бажарган иши; Pbh  — В юк оғирлик кучининг бажарган 
иши.

Масаланинг шартидан фойдаланиб, 
bh =  2гбф; (2) М к =  - f K- N = [ K-Q- (3) М  =  / 0-е; (4)

е =  — (5)
2 г ’

ифодаларни ёзамиз.
Цилиндрнинг О ўқига нисбатан инерция моменти Гюй

генс теоремасига асосан

‘ о =  ‘л т  Q
аммо

10 =  1л + ± г \  (6)

1л =  Г  (7)А 2g

бўлганлигини ҳисобга олганимизда

10 =  ^  (8)
2 g

формулани ҳосил қиламиз. Энди (2) — (5) ва (8) ни (1) га 
қўямиз:

2 Pra j ,  3 Qra2Ргбф — iJZ!L бф — - i — бф — fK фбф —0. (9)
g 4 g



Бу тенгламенинг иккала томони
ни бф га бўламиз ва а тезла- 
нишга нисбатан ечамиз

2 P r - f KQ = 6- ^ ± 1 9 r a ,

бундан

ж А

Р
Ч . У

v L /

$

314- расм.

' ~ * Q 8 ,а ~ -----------  ■ tig,
3Q +  8P

яъни В юк тезланишини топтан 
бўламиз.

108-мисол. (46.9). Полиспаст 
А қўзғалмас ва п та қўзғалув- 
чан блоклардан тузилган.

Мувозанат ҳолатидан кўтари- 
ладиган Q юкнинг А блокдан чи- 
қадиган арқонга қўйилган Р зўри- 
қиш кучига бўлган нисбатинн аниқ- 
ланг (314-расм).

Жавоб. -S- =  2» .
Р

109-мисол. (47.11). А думала- 
гич думаланиб оғирликсиз чўзил- 
мас ип билан қўзғалмас В блок 
орқали тортилган оғирлиги Р бул
ган юкни юқорига кўтаради. Бу ерда В блок О ўқ атрофи
да айланади. А думалагич ва В блок бир жинсли бир 
хил радиусли дисклар. Қия текислик горизонт билан ос 
бурчак ташкил қилади. Думалагич ўқининг тезланиши 
ани^лансин (315-расм).

315- расм.

Жавоб: а = Q sin а  — Р'
2 Q + P 8-

XX- БОБ.  ЛАГРАНЖ ТЕОРЕМАЛАРИ
122- §. Биринчи жинсли Лагранж теоремалари

Механик система N  та нуқтадан тузилган бўлиб, систе
ма га^/( та голоном, идеал ва стационар боғланишлар қуйи- 
дапГшаклда берилган:

/в =  (*|. !/,. zi • • • хп, уп, гп) =  0,
а =  1 , 2 , . . . .  k. ( 1 2 2 . 1)
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Бу боғланишлар системадаги виртуал кўчишларга К  та 
қўшимча нисбатларни қўяди. Қўшимча нисбатларни (122 .1 ) 
дан тўлиқ дифференциал олиш билан аниқланади:

Бу тенгламалар К  та, система нуқталари 3 N  виртуал 
кўчса, эркин кўчншлар 3 N — К бўлади. Тенгламалардан К  
та боғланишларни (3 N  — Қ) эркин кўчишлар функцияси 
шаклида аниқлаб, механнканинг умумий тенгламасига 
қўйиб, эркин кўчишлар олдидаги коэффициентларни нолга 
тенглаштириб, 3 N  — К  ҳаракат тенгламаларини ҳосил қн- 
ламиз. Агар ҳосил қилинган 3 N — К  тенгламаларга К  та 
боғланишлар тенгламасини қўшсак, 3 N та тенглама ҳо- 
сил қиламиэ ва 3 N тенгламалардан х {, у {, г, . . . хп, у п, гп 
катталикларни, жами 3 N координаталарни аниқлаймиз. Бун
дай усул билан динамик тенгламаларни ҳосил қилиш му
раккаб ва қийин.

Бундай мураккабликдан қутулиш учун номаълум кўпай- 
тирувчи Кх коэффициентлар методидан фойдаланилади. Бу
нинг учун (122 2) тенгламаларнинг ҳар биттасини тегишли 
Хх коэффициентларга кўпайтириб, ( 1 2 0 .6) билан қўшамиэ:

еки



Бу ерда Хх кўпайтирувчини шундай танлаш мумкинки,
(122.3) генгламадаги виртуал 6.rv, 6yv, 6zv кўчишлар олди- 
даги коэффициентлар нолга тенг бўлиб қолади, яъни

ҳосил бўлади. (122.5) биринчи жинсли Лагранж тенглама
лари деб айтилади. Тенглама сони 3 N та бўлиб, унга Қ  
та (1 2 2 .2) тенгламаларни қўшиб, 3 N ■-{-К  та тенгламани 
ҳосил қилиб, 3 N  та координата ва Қ  та номаълум А,,, Ха,
. . . , Хк кўпайтирувчиларни аниқлаймнз.

Ҳосил қилинган (122.5) тенгламага эътибор билан 
қараганимизда системаларда боғланишлар сони К  кат
та бўлса, тенглама сони 3N +  K  бўлишини ва бу тенгла
мани ечиш қийинлашиб боришини англаймиз. Шунинг 
учун тенгламалардан системада боғланишлар- сони К 
кўп бўлмаган ҳолда фойдаланиш мақсадга мувофиқ- 
дир.

Биринчи жинсли Лагранж тенгламаларидан фойда
ланиб, голоном, стационар ва идеал боғланишли систе
мага таъсир қиладиган кучлар потенциалли булган 
ҳолда энергиянинг сақланиш қонунини келтириб чика
риш мумкин. Ҳақиқатан ҳам, (122.5) тенгламани тегиш
ли равишда dxv, dyv, dzv га кўпайтириб қўшсак:

(122.4)

ёки

S  ( « V  *v d x v  +  m v  y v  d y v +  m v  2 v  ( , 2 v )  =  2  d x v  +



Буларнинг чап томони
N " N

2  К  *v dXv +  mv y v d,Jv +  mv Zv O  =  2  К  P v A ,  +
v=l V=I

+  +  mv uv*dyvz) =  d  ^ 2  " T 1 )  =  d T ’ (122'?)

N m r '2
г ^ 2  ^ г 1  u ^ - a)v=l

шаклда ёзилади. Бунда T системанинг кинетик энергияси. 
Тенгламанинг ўнг томонидаги биринчи ҳад:

2  (Fvdxv +  Fvydyv +  Fxtdzv) =  — d l l ,  (122.9)
V=1

бунда 77 системанинг потенциал энергияси. Энди (122.6) 
тенгламанинг ўнг томонидагн иккинчи ҳад ( 1 2 2 .1 ) даги 
боғланиш функцияси fx нинг тўлиқ дифференциалипинг Хх га 
булган кўпайтмасига тенглигини ва ушбу

=  2  ( г *  dxv +  dzv ) =  °  ( 122 .10)
£  \* V  д У* I

тенгликни эътиборга олганимизда бу икинчи ҳад нолга 
тенг булади.

Шунинг учун (122.7) ва (122.9) ифода (122.6) тенг
ламага қуйилса,

dT  =  — d/7.
d( T  +  n )  =  0

ва
Т +  Я =  const ( 1 2 2 .1 1 )

тенглама ҳосил булади. Бундан потенциалли система 
идеал ва стационар богланишли бўлса, бу системада 
кинетик ва потенциал энергия йиғиндиси ўзгармай



қолади деган хулоса чиқади. Бу хулоса механик энер
гиянинг сақланиш қонунидир. (Энергия интегралн деб 
ҳам айтилади.)

Кўрдикки, биринчи жинсли Лагранж тенгламалари- 
нинг боғланишлар сони К  кўп бўлганда ишлатиш ноқу- 
лай, чунки масала мураккаблашади. Бу қийинчиликлар- 
дан қутулиш учун Лагранж умумлашган координаталар- 
дан фойдаланишни таклиф этди. Умумлашган коорди- 
наталардан фойдаланганда бир неча афзалликлар.бор:

1 ) тенгламаларда боғланишлар қатнашмайди;
2 ) тенгламалар сони К  тага камаяди; 3) ҳосил бўлган 
тенгламалар системасини ечиш уларнинг сони камроқ 
булганлиги учун осонроқдир.

123- §. Иккинчи жинсли Лангранж тенгламалари

Маълумки, голоном ва идеал боғланишли механик 
система нуқталарига виртуал кўчишлар берилганда 
механиканинг умумий тенгламаси исталган вақтда сис
теманинг механик мувозанатини ифодалайди. Бу тенг
ламанинг (120.7) кўринишндан фойдаланамиз:

Система ҳаракатининг дифференциал тенгламалари
ни биринчи жинсли Лагранж тенгламаларидан фойда
ланганда олдинги, 122- § да кўрсатилган қийинчиликлар 
борлигини кўрдик. Бу қийинчиликлардан қутулиш учун 
умумлашган координаталар ва умумлашган кучлар 
орқали система ҳаракатининг дифференциал тенглама
ларини аниқлаймиз. Бундай умумлашган координата
лар орқали система ҳаракатининг дифференциал тенг
ламаларини тузиш методини Лагранж илмйй асослаган 
ва ҳосил килинадиган тенгламалар иккинчи жинсли 
Лагранж тенгламалари дейилади. Иккинчи жинсли 
Лагранж тенгламаларини (123.1) дан фойдаланиб 
аниқлаймиз.

Олдинги (121.8) формулага мувофиқ

эканлигини эътиборга олиб, (123.1) тенгламани қуйидаги 
шаклда ёзамиз:

2  ( f %. — mvav)&rv = 0 . (123.1)
V=1

(123.2)



Агар ( 1 2 1 .10) тенгламани эътиборга олсак, (123.3) нинг 
чап томонидаги биринчи ҳадни қавс ичидаги умумлашган 
куч эканлигига ишонч ҳосил қиламиз, яъни

£  д 7V
V  F. • —— =  q„; (ш .4 )

“  ос/°
Энди (123.3) тенгламанинг чап юмонидаги иккинчи ҳад- 

даги қавс ичидаги ифоданинг шаклини ўзгартирамиз. Ҳа- 
қиқатан ҳам, ушбу

N 'N I *  Г*о rv хч а ОГ,.
т.. аV V

v = l  д Яо d t  д Я О

=  2  ~  (mv vv ~ М -  ^  rnv vw ) (123.5)dt  \  v '  dqa J , V V dt \  dqa jv=l

тенгликни ёзишга ҳақлимиэ, чунки бу ерда

d { drv \ d v v . d r v ,  d ( drv— K ,u  = m v —— — + m v vv
dt  \  V V dqn J v dt  dqa v v dt  \  dqa )■

(123.6)
Қуйидаги икки тенгликнинг

drv д rv
(123.7)

(123.8)
dt \ дЯа j дЯо

тўғрилигини исботлаймиэ. Бунинг учун (117.3) тенглама



системасининг тўртинчисидан, яъни rv дан вақт бўйича тўла 
ҳосила оламиз:

d r  v  § с., • д rv
~  = ^ = 2 ^ ^ + —  023.9,

drv drv
Охирги тенгламадан ----  ва ----- ифодаларни умумлаш-

dqa dt

ган qa га боғлиқ эмаслигини хисобга олиб, qa бўйича хрсила 
оламиз ва ушбу

—  = — . (] 23.10)
dqa dqa

Кейинги (123.8) тенгликнинг тўғрилигини исботлаш 
учун яна (117.3) тенгламалар системасининг тўртинчисидан 
q0 бўйича ҳосила оламиз:

d rv • r i dr., ■ - d rv
I T  = 2  + 023.11)
dQ<s a=l dQ<, dt

r катталиги ҳам, qa ҳам t  вақт функцняси бўлганлигини 
ҳисобга олиб, (123.11) дан вақт бўйича ҳосила оламиз:

d ( д  r v \  -Д, /  д1 rv ■ ff1 rv '
.. I , -  I qa +  —  • (123.12)

l  дЯо J l дЧа ■ d<Ja d4o dt)

Энди (123.9) дан qa бўйича ҳосила оламиз:

д rv  v '  /  d2 rv ■ д- г., \
=  4  — - —  qa + ----- (123.13)

дЯа o=l V дЧа дЯа дс!а &  '

Охирги икки тенгламанинг ўнг томонлари ўзаро тенг 
бўлганликлари учун чап томонлари ҳам тенг бўлиши ло- 
зимлигидан ушбу тенглик ҳосил бўлади:

= £ f i .  (123.14)
dt  \ d q a J  dqa

Бу тенглик (123.8) тенгламанинг айнан ўзи.
Маълум rv =  uv тенгликка асосланиб, (123.7) ва (123.8) 

формулаларни (123.5) тенгламага қўямиз:



Охирги икки тенгликни (123.15) га қўямиз:
N N

д ! т \  дТ

v=l и/а '" ’а ' v=l

Механиканинг умумий тенгламаси (123.3) га (123.4) ва
(123.18) тенгликларни қўйиб

s
I А /  Д Т * \  Д Т  \

6qo = 0  (123.19)

тенгламани ҳсгсил қиламиз. Агар виртуал кўчишлар мавжуд 
бўлса, яъни 6<7о=^=0 бўлиш учун (123.19) тенгламада bqa 
олдидаги коэффициентлар нолга тенг бўлиши лозим, яъни 

■ 6<7, дан бошқа ҳамма bqa нолга тенг деб

d l \d q J  dqt

ҳосил қилинади. Шундай мулоҳазалардан кейин қуйидаги 
тенгламалар ҳосил бўлади:



di
d

ёки қисқароқ кўринишда

(123.21)

бунда
о =  1, 2 . . .  5.

Охирги (123.20) ёки (123.21) ифодаларга иккинчи 
жинсли Лагранж тенгламалари дейилади. Бу тенгла
малар иккинчи тартибли чизиқли дифференциал тенг- 
ламалардир. Тенгламаларнинг сони механик система
нинг эркинлик даражасига тенг.

Иккинчи жинсли Лагранж тенгламаларидан фойда- 
ланиш тартиби қуйидагича:

1 ) системанинг эркинлик даражаси i нечта бўлса, шунча 
q0 ни, яъни умумлашган координаталарни аниқлаш лозим,

2) умумлашган qa тезликларни аниқлаш;
3) системанинг кинетик энергиясини умумлашган коор

динаталар орқали ифодалаш;

4) ни аниқлаш, яънн Т  дан q ва qg бўйича
дЯ„ дЧа

ҳосила олиш;
5) умумлашган Qa кучни (123.4) формуладан аниқлаш;
6) 1—5 банддан аниқланган ифодаларни (123.11) га 

қўйиб, система ҳаракатининг дифференциал тенглама
ларини тузиш;

7) ҳосил бўлган дифференциал тенгламаларни ин
теграллаш.



124-§. Потенциалли майдонлар учун иккинчи 
жинсли Лагранж тенгламалари

Олдинги (123.21) формуладан маълумки, иккинчи 
жинсли Лагранж тенгламалари қуйидаги кўринишда 
ифодаланар эди:

d  I  д Т  \  ОТ

dt \ d q a /  dq,
ТГ —  0 =  1, 2 . . .  5.

ia
Энди шу тенгламаларнинг потенциалли майдонлар 

учун қандай кўринишда ёзилишини кўрайлик.
Қуйидаги янги узгарувчи функция 

L = T  +  U
киритамиз. L функция Лагранж функцияси (Лагран
жиан) ёки кинетик потенциал дейиляди, Бу функция 
механик системанинг Г кинетик энергияси билан U куч 
функциясининг йиғиндисига тенг. Маълумки, куч' 
функцияси система потенциал энергиясининг манфий 
ишора билан олинган қийматига тенг, яъни U =  —П  
булганлиги учун (124.2) қуйидаги шаклда ёзилади:

L =  Т — П, Т  =  L +  /7. (124.3)
Умумлашган кучни (121.17) формулага мувофиқ

Q0 =  - —  (124.4)
dqa

шаклда ёзилар эди. Энди (124.4) ни (124.1) га қўямиз: 
d { d T  \  д Т  дП

dt \ d q a J dqa dqa

Бундаги T ва П  катталикларнинг умумлашган координа
талар, умумлашган куч ва вақт функциялари эканлигини 
эсласак, яъни

Т =  T (q lt q, . . . qs , <?,, q2 . . . qs t), (124.6)

П =  П {qv q2 . . . qs , t). (124.7)

П функция фақат qa ва t нннг функцияси, T эса qa qa ва t 
нинг функцияси, чунки (123.7) га мувофик,

drv =  =  ^V_ (124.8)
dqa dqa dqa '



яъни v катталик qa функциясидир. Ана шундай (124.7) ва
(124.6) боғланишларни назарда тугганим1 зда

1 £ = °  024.9)
ва

L =  L ( q l , q2 . . . qs \ qu q2 . . . q&, t) (124.10)

ҳосил бўлади. Охирги боғланиш ва (124.9) эътиборга олин
ган ҳолда (124.3) тенгламадан 4-Ц аниқланади:

dqa dq0

д Т  _ д  L  д  П  d L  д п  .  . . . .
- ^ ~ = ------ г  т — =  — , чунки - — =  0 (124.11)
dqa дЯа dqa 0qo dqa

(124Л2)дЯа (kla dqa 

Бу ердаги икки формулани (124.5) тенгламага қўямиз:
d_ I d_L_ > ___ d_L _ д_П_ _  _  дП _

dt \ dq0 ) д Яа дЯа дЯ„ ' 

с дПby тенгламада ---- ҳадлар қисқарганлиги учун
дЯо

^ - ) - r L = 0 - о =  2, . . . 5  (124.13)d t \d q a j  dqa

(124.13) тенглама потенциалли майдонлар ёки кон
серватив системалар учун иккинчи жинсли Лагранж 
тенгламаларн дейилади. Бу тенгламалар сони S умум
лашган координаталар сонига ёки системанинг эркин
лик даражасига тенг. Бу тенгламалардан фойдаланиш 
тартиби қунидагича: 1 ) системанинг эркинлик дара
жаси ва умумлашган координаталар аниқланади (t =  5); 2 ) 
системанинг Т кинетик ва /7 потенциал энергиялари qg ва

qa функциялари шаклида аникланадн; 3) системанинг кине
тик потенциали, яъни Лагранж функцияси (124.3) форму
ладан фойдаланиб, qa\ qa катталикларнинг функциялари 
шаклида ифодаланади; 4) Лагранж функциясидан фойдала
ниб, аникланадн; 5) Лагранж функциясидан фойдала- 

дЯа



ниб, ~ ~  аниқланади; 6) 4 — 5 бандда аниқланган ифода
дЯо

(124.13) г а — Лагранж тенгламаларига қўйилади; 7) ҳосил 
булган дифференциал тенгламалар интегралланади.

Агар механик системага консерватив Qa кучлардан таш-
қари яна консерватив бўлмаган QF кучлар таъсир қилса, 
бу ҳолда умумлашган куч

Q =  Qa + Q F

шаклда ва иккинчи жинсли Лагранж тенгламалари 
қуйидаги кўринишда ифодаланади:

Лагранж тенгламалари механик системаларда эр
кин тебранишларни ўрганиш масалаларида, чекли эр
кинлик даражасига эга бўлган эркин ва мажбурий 
тебранишларни ўрганишда ва бошқа кўпгина техник 
масалаларни ечишда қўлланилади.

316- расм.

110-мисол. (48.2). 316-раемда кўрсатилган бирикмада 1 
ғалтак М 1 момент билан ҳаракатга келтирилади. Ғалтак 2 
қаршилик моменти М г, ғалтак^З қаршилик моменти /Vf3 ни 
ҳосил қилади.

Ғалтакларни массалари *mlt 'ms, m3, радиуслари r lt r3, 
r3 бўлган дисклар деб қабул қилиб, биринчи ғалтакнинг 
бурчакли тезланиши аниқлансин.

Еч и ш.  Ғалтакларни механик система деб ҳисоблай- 
миз. Бу система учун иккинчи жинсли Лагранж тенг-



ламаларининг (123.21) кўринишдаги тенгламасини ёза
миз:

— ( дЛ ) - д—  =  Q. (1)
dt  \ d q  ! d q

Масаланинг шартига кўра, ғалтаклар учун системанинг 
эркинлик даражаси бирга тенг ва биринчи ғалтакнинг бури
лиш бурчаги ф бўлади, яъни q =  фц q умумлашган тезлик 
q =Ф, .

Системанинг кинетик энергияси 1, 2, 3 ғалтакнинг ки
нетик энергиялари 7 \, Тг, Тэ йиғинд>'сига тенг:

7  =  Г1 + Т а +  Г3. (2)

Биринчи ғалтакнинг кинетик энергияси

7’x = - V l ; (3)

иккинчи ва учинчи ғалтаклар учун
Ii (Оо /» ш?

Гг =  - ^ ;  (4) Т3 =  (5)

Ғалтакни диск деб ҳисоблаб, симметрия ўқларига нис
батан инерция моментларини аниқлаймиз:

2 От ,  г, т2гт,
=  (6) 7* =  ^ -  (?)

оП\ О Л Q
=  - р .  (8)

Кинематикадан маълумки, ғалтакларнинг бурчакли тез- 
ликларинииг нисбати ғалтаклар радиуслари нисбатига теска
ри пропорционалдир.

(9)
ф2 Г1 ф, г,

Бу нисбатлардан

Ф. =  — Фр (Ю)
г%

Ҳосил қилинган (6) — (10) формула (3) — (5) га қўйилса:



Тўлиқ кинетик энергияни (2) формулага мувофиқ қуйи- 
дагича ифодалаймиз:

Т  =  j K  +  m2 +  тз) r \ Ф?- О4)
Энди системага бф, виртуал кўчнш берамиэ ва бу ҳол- 

да (121.4) га мувофиқ виртуал ишларнинг йиғиндисини 
аниқлаймиз:

6 Л  =  Л116 ф 1 —  М 26ф 2 —  /'И3б ф э . ( 1 5 )

Масаланинг шартига мувофиқ виртуал силжишлар нис- 
бати радиуслар нисбатига тескари пропорционал бўлади:

бф1 _ £а_. _ £s_
6ф2 г j  бфз r а

бундан
6ф2 = -^ -б ф ,;  бфэ = -^-бфа =  —  бф! ( 16)

r2 r3 r3

Охирги формулаларни (15) тенгламага қўямиэ:

6 А =  \ М 1 - ^ - М 2 - ^ - М з у<р1. (17)

Системадаги умумлашган кучни (121.4) формулага му- 
вофиқ аниқлаймиз:

Q  = М  =  ( м 1 - ^ -  М 2 - ^ М 3 ) .  ( 1 8 )
6<pi \ г2 г3 I ■

Энди иккинчи жинсли Лагранж тенгламасини, яъни ( 1) 
тенгламани масала шартига мувофиқ ёзамиз:

— f ^ )  — —  = Q . (19)
\ йф, ) вф!

Формула (14) дан фойдаланамиз:

(20)
Т ~  = 0 ,<*Pl

—  =  — К  +  т 2 +  т 3) г ?  • ф,.
д Т  _
5ф1 2

Ҳосил қилинган (18) ва (20) формулаларни (19) тенгламага 
қўямиз:



=  М1_ Л Л 1 1_  
г*

— -^ M 3 (m, +  m2 ± n r 3)rf  Ф, = 2  (л^ — —  M 2 — — М3) .
r |  \  r2 r3 1

Бундан

2 (м1-  — Мг -  — Мэ)
\ f2 r3 I

e, =
(mj -j-- /TJj -[ m.j ) ry

ҳосил бўлади.
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