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К,имматли онам нинг порлоц  
хот ирасига багиш лайм ан

ИККИНЧИ НАШ РГА СУЗ БОШИ

Ушбу китобнинг биринчи наш ри чивданига 12 йилдан 
ошди. Б у  вацт мобайнида китоб бутунлай  тарцалиб, унинг 
иккинчи наш рига эз^тиёж сезилиб цолди. Ундан таш ^ари , 
бу в а^т  ичида университетларнинг з^амда педагогика инс- 
титутларининг Уцув програм м алари га з^ам баъзи  бир у-з- 
гартириш лар киритилди. Буни з^исобга олиб, китобнинг 
иккинчи нашрини биринчи наш рга кирм аган  бир ^анча 
маълум отлар билан тулдириш га тугри келди. Хусусан, з$о- 
зирги ва^тда эз^тимоллар назарияси  ва  функционал ана- 
лизда абстракт улчов туш унчасидан кенг ф ойдалацилаёт- 
ганлигини кузда тутиб, янги IV бобни (Улчов тушунчаси- 
ни ум ум лаш тириш ), V II бобдаги (Л ебег интеграли) 40— 
4 1 -§  ларни, X бобдаги (Л ебегнинг аш щ м ас интеграли. 
Абсолют узлуксиз ф ункциялар) 5 1 -§  ни ^ушдик. Т ^лалик 
учун яна бир янги XII бобни (Т артибланган  туплам лар. 
Трансфинит сонлар) з^ам киритдик.

М етрик ф азолар назарияси  муаллиф нинг «Ф ункционал 
анализ курси» китобида («У^итувчи», Т., 1980) кенгро^ 
берилганлиги туфайли уни иккинчи наш рга киритмадик.

Б улардан  таищ ари, биринчи наш рдаги сезилган кам- 
чиликлар тузатилди, купгина п араграф лар  янги м аълу
мотлар билан бойитилди ва матн бирмунча силли^ланди, 
маш ц учун м асалаларга купгина янги м асалалар  ^уш илди 
ва ф ойдаланилган  адабиёт руйхати кенгайтирилди.

Китобни наш рга тайёрлаш да проф. Ж . Д ож иев з^амда 
доц. О. Х аитовлар ^атнаш иш ди. У ларга уз миннатдорчи- 
лигимни билдираман.

Т. А. Саримсоцов
Тошкент, 1980 йил, август
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БИРИНЧИ НАШРГА СУЗ БОШИ

М азкур китобни ёзиш да В. И. Ленин номидаги Тош
кент Д ав л а т  университетининг ф изика-м атем атика (ке- 
йинро^ эса м еханика-м атем атика) ф акультетларида бир 
неча йиллар давомида у^илган лекциялардан ф ой дала
ниб:

1 . Д арсликнинг илмий ж и^атдан  жиддий булиши;
2. Унинг >^ажми деярли катта булмай, университетлар- 

нинг м еханика-математика ва педагогика институтлари- 
нинг ф изика-м атем атика ф акультетларининг программа- 
лари  асосида тузилиши;

3. М етодологик м асалаларни  фаннинг тарихий ривож- 
ланиш и ■ билан узвийлаш тириб берилиши каби принцип- 
л ар га  риоя ^илишни лозим топдик.

Биринчи принцип уз навбатида «^а^иций  узгарувчи- 
нинг функциялари назарияси» дарслиги f 3 ичига ^андай  
илмий материалларни олиши зарур, деган м асалага бево
сита боглицдир. Бу м асала рус тилидаги м атем атик ада- 
биётда асосан П. С. А лександров ва А. Н. К олмогоровлар 
томонидан тузилган ва 1938 йилда биринчи м арта нашр 
этилган «Теория функций действительного переменного» 
китобида цоник;арли ^ал  цилинган. Ш унинг учун ^ам  ме
тодологик ж и^атдан  кщ>ридаги 1 ва 2 - принципларни ба- 
ж ариш да курсатилган дарсликнинг ва боцща м авж уд ман- 
баларнинг ижобий хислатларидан фойдаландик.

3- принципга келганда эса бу китобда баён этилган ил
мий ф актларни ёритиш да биз уларнинг тарихий ривож ла- 
ниши масаласини купроц аа зар д а  тутдик.

7



Б у  дарсликдан  педагогика институтларининг физика- 
м атем атика ф акультетларининг студентлари ^ам  фойда- 
л ан а  олиш лари учун биз цушимча XI бобни, асосан педа
гогика институтларининг програм м аларига кирган б^либ^ 
университет програм м аларига кирмаган  м атериалларга 
багиш ладик.

Ю цорида баён этилган принциплар китобда асосан акс 
эттирилган б;улса, муаллиф мамнун булар эди. К^улёзмани 
наш рга тай ёрлаш да ф изика-м атем атика ф анлари  канди
д ата  Ж . Д ож иев f 3 устига китобнинг илмий му^аррирли- 
гини олиб, куп цимматба^о м аслацатлар  берди. Унга са- 
мимий миннатдорчилигимни билдираман.

Т. А. Саримсоцов
Тошкент, 1967 йил, август



I б о б
ТУПЛАМЛАР НАЗАРИЯСИДАН 

АСОСИЙ МАЪЛУМОТЛАР
1- §. Туплам тушунчаси

Туплам тушунчаси математиканинг бошланрич тушун- 
чаларидан  биридир. О датда бу тушунча таърнф сиз цабул 
цилинади. Бунинг сабаби шундаки, бу туш унчага бери- 
ладиган  таърифнинг узи з$ам янада соддароц туш унчага 
асосланган булиши керак; аммо биз бундай туш унчага 
эга эмасм из. Ш унинг учун туплам  таърифини цидирмас- 
дан, уни мисоллар билан тушунтирамиз.

М асалан , узбек алифбосининг барча ^арф лари  туплам 
^осил цилади дейиш мумкин; шунингдек, Тошкент шах;ри- 
даги ^ам м а Урта м актаблар, ^ам м а бутун мусбат сонлар, 
^ам м а узлуксиз ф ункциялар, бирор китобнинг са^иф а- 
лари, т^рри чизицдаги барча нуцталар ^ам  туплам таш- 
кил эгади. Бундай мисолларни чексиз куп келтириш 
мумкин. Умуман, туплам тушунчасини англаш да унинг 
турли нарсаларнинг бирлаш маси (м аж муаси) эканлигини 
унутмаслик керак.

Б ерилган  тупламни з^осил цилган нарсаларни туплам- 
нинг элементлари  дейилади. Тупламнинг элем ентлари 
турли нарсалардан , м асалан, ф ункциялар, сонлар, м ак
таблар  ва ^оказолардан  иборат булиши мумкинлигини 
юцоридаги мисоллардан куриб турибмиз. О датда туплам  
берилганда унинг элементлари бир ёки бир неча белги- 
л арга  мувофиц аницланган булади. Б у  белгиларга асос- 
ланиб, з$ар бир нарса берилган тупламнинг элементи 
эканлигини ёки элементи эмаслигини айта олиш мумкин.

Туплам туш унчаси янада ёрцинроц булиши учун шуни 
айтиб Утиш керакки, туплам да бир хил (бир-биридан 
ф арц  цилиб булмайдиган) элем ентлар булмайди. М асалан ,

(я— 1)2 (л :-И ) 3 =  0 
тенгламанинг барча нлдизлари туплами 1 , 1 ,— 1 , — 1 , — I
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элем ентлардан иборат булм асдан, балки 1  ва — 1  элемент- 
лардан  иборат.

Бундан буён ^улайлик учун буш  туплам тушунчаси- 
ни киритамиз: агар тупламнинг бирорта \а м  элементи 
булмаса, бундай туплам буш туплам дейилади.

Буш  туплам 0  (баъзан  эса А ёки 0) билан белгила- 
нади.

Бундан буён тупламларни латин алифбосининг А, В, 
С, . . . ,  X,  Y, Z  сингари бош з^арфлари билан, туп лам лар
нинг элементларини эса а, Ь, с, ..., X, у, z  каби  кичик 
з^арфлари билан белгилаймиз. Бирор а нарса А  туплам 
нинг элементи эканлигини

а £  А
ш аклда, а нарса А  тупламга тегишли эмаслиги эса

а £ А
куриниш да (баъзан  а $ А  куриниш да) ёзилади. Дар ^ан- 
дай  а нарса учун юдоридаги м уносабатлардан  биригина 
албатта уринли булиши табиийдир.

Т упламлар назариясининг тарихи у ^адар  узо^ эмас. 
Бу со^адаги дастлабки  жиддий иш лар XIX асрнинг иккин
чи ярм ида ^илинган. Т упламлар назарияси м атематика- 
нинг ало^ида со^аси сифатида немис математиги Георг 
Канторнинг иш ларида ю зага келди. Георг Канторнинг 
гоялари математиклар орасида дастлаб  ишончсизликка 
учраган булса-да, кейинчалик кенг таравдий  ^илди ва XX 
асрда бутун математика туплам лар назарияси ну^таи на- 
заридан ^айтадан  цурилди.

Дозирги ва^тда туплам лар назарияси математиканинг 
ж уда з^ам кенг ва чу^ур иш ланган соз^аларидан бири 
булиб, бу назария мазкур курснинг (ва з^атто бутун ма
тематиканинг з^ам) пойдсвори з^йсобланади.

2- §. Тупламнинг цисмлари ва тупламлар 
устида ам ал л ар

Бундан кейин доимо нуйидаги асосий туш унчалар ва 
ам аллар билан иш олиб боришга турри келади.

1 - т а ъ р и ф .  А гар А тупламнинг \а р  бир элементи 
В  тупламнинг %ам элементи булса, А туплам В туп
лам нинг цисми, баъзан $исм туплами дейилади ва бу  
муносабат

А<=В
ш аклда ёзилади.
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Таъриф дан j^ap ^андай  А  тупламнинг узи узининг 
цисми, яъни

А  с= А
экани бевосита куринади.

Буш  0  туплам эса ^ар  цандай тупламнинг ^исмидир. 
Л ва 0  туплам лар А  тупламнинг хосмас щ с м л а р и  де
йилади; А  тупламнинг ^ам м а бошца ^исмлари эса унинг 
хос цисм лари  дейилади.

М й с о л л а р .  1. А  туплам  1 ва 2 рацам ларидан , В 
туплам эса 1, 2, 3, 4, 5 ра^ам лари дан  иборат булсин, яъни

Л =  { 1, 2}, В =  {1, 2, 3, 4, 5},
у ^олда А  туплам В  нинг хос цисми булади.

2. А = {1, 2, 5, 6 } ва #  =  {1, 2, 3, 4, 5} тупламларнинг 
^еч бири иккинчисининг ^исми эмас.

3. ^ а м м а  то^ сонлар туплами барча бутун сонлар 
тупламининг хос цисмидир.

4. А  туплам
х2 — 1 =  О

тенгламанинг илдизларидан, В  туплам эса
х4 — 1 =  0

тенгламанинг илдизларидан ииборат булса, А
туплам  В  нинг хосмас к;исми булади.

2 - т а ъ р и ф .  X ихтиёрий д у п л а м  булиб, А  туплам 
унинг бирор щ е м и  булсин. X  тупламнинг А  га кир- 
м аган барча элемент ларидан  иборат тупламни А  
нинг X  га щ д а р  тулдирувчи туплами дейилади ва у  
СХ( А)  каби  белгиланади.

М асалан , ага,р
А  =  {1 ,2 } , #  =  {1, 2, 3, 4, 5} 

булса, у ^олда
С^(Л) =  {3, 4, 5}.

3 - т а ъ р и ф .  А гар  А  туплам В  тупламнинг щ е м и  
ва В  туплам А  тупламнинг щ е м и  булса, А  туплам 
В тупламга тенг дейилади ва бу муносабат

А =  В
ш аклда  ёзилади; демак, А = В  тенглик A c zB  ва  ВспА  
муносабатларнинг биргаликда баж арилиш ига тенг куч- 
лидир.
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М асалан , А  туплам 1 ва — 1 
элем ентлардан, В  туплам эса ушбу 

(х— 1 ) 2(х + 1 ) 3 =  0 
тенгламанинг барча илдизларидан 
иборат булса, А  туплам В  туплам 
га тенг булади.

4- т а ъ  р и ф. А ва В  икки  ихти
ёрий туплам булсин. А гар  С теп
л а я  фацатгина А  ва В  т упламлар-

1 -шакл. нинг эле  мент ларидан  иборат булса, 
у  %олда С тралам А ва  В туплам
ларнинг йигиндиси дейилади ва

А { ] В  =  С
куриниш да ёзилади  ( 1 -ш а к л ) .

Б у (J амал тупламларни цуш иш  ам али  дейилади. 
Ш уни цайд цилиб утиш керакки, агар бирор элемент А  

тупламга ^ам , В  туплам га цам кирса, бу элемент С туп
л ам да бир м арта ^исобланади.

Агар Л сг В булса, у цолда Л U В  =  В; хусусий цолда 
Л U Л =  Л булади.

М и с о л л а р .  1 . А  туплам 1, 2, 3, 4, 5 рацам ларидан , 
В  туплам  эса 0, 2, 4, 6 , 8  рацам ларидан  иборат булса, бу 
тупламларнинг йириндиси булмиш С туплам 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6 , 8  рацам ларидан  иборатдир, яъни

{1, 2, 3, 4, 5 } U {0, 2, 4, 6 , 8 } = { 0 ,  1, 2, 3, 4, 5, 6 , 8 }.
2. Л туплам барча ж уф т сонлардан, В  туплам  эса

3 га булинадиган барча бутун сонлардан иборат, яъни

А  — { ±  2, ±  4; ±  6  , . . .}, В — ( ±  3, ±  6 , ±  9 . . .}
булса, у цолда

С =  A  U В =  { ±  2, ± 3 ,  ± 4 ,  ± 6 , ± 8 , ± 9 ,  . . .}.
5- т а ъ  р и ф. И кки А ва В  тупламнинг ум ум ий  эле-  

ментларидан тузилган С туплам А  ва В т уплам лар
нинг ум ум ий  цисми ёки купайт
маси ( баъзан эса кесиш маси) дейи
лади  (2 - ш акл) ва

С = А ( ] В  ёки С — А - В

куриниш да ёзилади.
М и с о л л а р .  1. Агар

2 - шакл. А =  {1, 2, 3, 4, 5}, В  =  (0 , 2, 4 , 6 , 8 }
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булса, у з^олда
Л П В  =  {2, 4}.

2. Агар А — { ±  2, ± 4 ,  ±  6 ,
± 8, ± 10, ± 12, . . .},

В  =  { ±  3, ±  6 , ± 9 ,  ± 1 2 ,  . . .} 
булса, у з^олда

Л П В  =  { ± 6 , ±  12, ±  18, ± 2 4 ____ }.
Хусусий з^олда, масалан, ё А <~В, ёки Л =  В, ёки В =  0  

булса, у ^олда мос равишда Л р В  =  А, Л f] Л =  Л, Л П 0  =  0  
булади. Агар Л ва В тупламларнинг умумий элементлари 
булмаса, у з^олда A f ] B =  0  булади.

6 - т а ъ  р и ф. Л тупламнинг В  тупламга кирм аган бар
ча элемент ларидан тузилган С туплам А ва В  т упламлар
нинг айирмаси дейилади ва у

С = А \ В
куриниш да ёзилади  (3- ш а к л ).

М и с о л л  а р .  1 . Агар Л =  { 1,2, 3, 4, 5}, В =  (0 , 2, 4,
6 , 8 } б^лса, у з^олда

Л \В = { 1 ,  3, 5}. '
2. Агар

Л =  { ±  2 , ± 4 ,  ± 6 , ± 8 , ±  1 0 , ±  12, ±  14, . . .}
В  =  {±  3, ± 6 , ± 9 ,  dr 12, . . .  j

булса, у з^олда
А \ В  =  {=ь 2, ± 4 ,  ± 8 , ±  10, ±  14, . . .}.

Ушбу
С = [ ( А \В ) [ ) ( В \А )

тУплам Л ва В тупламларнинг сим-
метрик айирмаси  дейилади ва С ^ А & в

С = Л Д В
куриниш да белгиланади (4 - ш акл).

М исолл ар. 1 . Агар Л = {1 , 2, 3, 5,
7. 10}, В  =  {2, 4у 6 , 8 , 10} булса , у 
з^олда

ЛДВ =  {1 , 3 , 4, 5, 6 , 7, 8 }.
2. А гар Л туплам [0,1] сегмент- ^  ^  I 

даги  барча з ^ и ^ и й  сонлар тупла
ми, В туплам эса [0,2] сегментдаги 4- шакл, »
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барча рационал сонлар туплами булса, у з^олда А А В  туп
лам  [0 , 1 ] ораливдаги  барча иррационал сонлар ва ( 1 ,2 ) 
ярим очиц орали^даги  барча рационал сонлардан иборат 
туплам булади.

7- т а ъ  р и ф. Б иринчи элементи X  тупламга ва иккин
чи элементи Y тупламга кирган  барча . (х, у )  жуфт- 
лардан  иборат туплам X  ва Y т упламларнинг Декарт  
(тугри) купайтмаси дейилади  ва

[X.Y] ёки X X Y
каби белгиланади.

М исоллар. 1. R ъ щ щ ш  сонлар туплами булиб, X  = R  
ва Y = R  булса, у ^олда [R , R] текисликдаги барча нуцта- 
лар  туплами булади.

2. Z барча бутун сонлар туплами булиб, X  = Z, Y —Z  
булса, [Z, Z] текисликдаги координаталари бутун сонлар
дан иборат б^лгаи барча нуцталар тупламидир.

Агар R n фазо п улчамли фазо булиб, X  — R k, Y  =  R 1 бул
са, у ^олда

[Я*, R l] = R k+l 5

булади.
Т упламлар устида ю корида келтирилган ам аллар  цуйи- 

даги хоссаларга эга:

1 . Л и 5  =  Б и Л ; 1
2 А{] В  =  В [\ А-} коммутативлик хоссаси

4 . A  n V n  C) =  И Л  В) ПС;) ассоциативлик хоссаси

5. (Л U 5 ) Г) С =  (Л П Q  U (5  П С)'л
6. (Л \В )  П С =  (Л п С )\(В  л С); дистрибутивлик хоссаси
7. А П ( В А С )  =  ( АПВ) А( АПС) . }

Бу тенгликларнинг исбот лари бир-бирига ухшаш булгани 
сабабли, уларнинг биттасини, масалан, 5 -тенгликни исбот к;и- 
лиш билан чегараланамиз. 5 -тенгликни исбот этиш учун унинг 
чап томонидаги (А \} В )[ \С  тупламнинг 5̂ ар бир элементи унинг 
унг томонидаги (Л Л С) U (В Л С) тупламнинг ^ам элементи экан
лигини ва, аксинча, (Л Л С) U (В Л С) тупламнинг ^ар бир эле
менти (Л U В) Л С тупламнинг ^ам элементи эканлигини курса
тиш кифоя. а £  (Л U б) Л С булсин деб фараз ^илайлик. Бундан, 
купайтманинг таърифига мувофи^, а £ А { ]  В  ва а £ С  муносабат
лар келиб чик^ади; а^А[ ]  В  муносабатдан эса а £ А  ёки а £ В  
муносабатлардан камида бирининг уринлилйги келиб чи^ади; 
агар а б Л муносабат уринли булса, у ^олда а £ А { \ С  булади,
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агар а £ В  муносабат уринли булса, у ^олда а ЕВ ПС булади. 
Демак, цар иккала ’̂ олда ^ам а £ (А П С) U (В П С) муносабат 
келиб чицади, яъни 5 -тенгликнинг чап томонидаги тупламнинг 
ихтиёрий элементи унг томондаги тупламнинг ^ам элементи 
экан.

Энди а £ [А П С) и (В П С) булсин деб фараз цилайлик. У  цол- 
да, йириндининг таърифига асосан а £ А [ ] С  ёки а £ В [ } С  муно
сабатларнинг камида бири уринли: агар а £  Л ПС булса, бундан 
а  £ А  ва а £  С муносабатлар келиб чицади, агар а 6  В  П С булса, 
бундан а £ В  ва а £ С  муносабатлар келиб чицади. Демак, 
а  £ Л U Б ва а £ С муносабатлар ^аммавацт уринли. Булардан 
эса а  £ (Л (J В) f] С муносабат келиб чицади, яъни 5- тенгликнинг 
унг томонидаги тупламнинг ихтиёрий элементи унинг чап то
мондаги тупламнинг ^ам элементи экан. Шу билан 5 -тенглик 
исбот этилади.

Юцорида келтирилган 1 — 7 хоссалардан куриниб турибди- 
ки, тупламлар устидаги амаллар сонлар устидаги амалларга ух
шаш экан. Лекин шу билан бирга тупламлар устидаги амаллар 
сонлар устидаги амаллардан фарц цилади. Масалан, юцорида 
курдикки, ^ар цандай Л туплам учун Л U Л =  Л ва Л П Л  =  Л. 
Ва^оланки, ^ар цандай сон учун бу муносабатларга ухшаш 
муносабатлар уринли эмас.

3- §. Т уплам лар системаси.
Тупламларни синф ларга аж ратиш

Бирор X  туплам берилган булиб, унинг j$ap бир х  
элементига бирор А х туплам  мос келтирилган булсин. 
Э лементлари А х туплам лардан  иборат Я  туплам трплам- 
ла р  системаси дейилади. Келгусида Я  туплам лар систе
масини цулайлик учун

Н = [ А х) , х £ Х

шаклда ёзамиз.
М и с о л л а р .  1. Агар X  =  {1, 2, 3, . . .  , п } булса, у цол-

да
Н = { А Х, А »  , Ап)

булади. Бундай системани чекли система дейилади.
2. Агар X  =  {1, 2, 3, . . . , п,  . . .} булса, у цолда

Я  =  {Л1, Л2, Л3 . . . , Ап, . ..} 

булади. О датда бундай туплам лар системаси т у п л а м -
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л а р  к е т м а - к е т л и г и  (баъзан  саноцли система) дейи
лади.

3. Агар хО у  текисликни олиб, X  деб Ох уцнинг нуцта- 
лари  тупламини ва А х деб Ох  у^ни х  ну^тада кесиб 
утувчи вертикал турри чизи^нинг нудталаридан иборат 
тупламни олсак, у ^олда Н  туплам лар системаси текис
ликдаги барча вертикал турри чизи^лардан  иборат булади.

Н  туплам лар системасининг баъзи  элементларидан 
таш кил топган G системани унинг цисми ёки цисм , сис
темаси дейилади.

Икки тупламнинг йигиндиси ва купайтмаси каби, ихтиёрий 
тупламлар системаси Н =  {Ак}, х £ Х  ни хосил цилувчи А х 
тупламларнинг йигиндиси ва купайтмаси тушунчаларини кири- 
тиш мумкин.

Н  =  {Ах), х £ Х  тупламлар системасини ташкил этувчи А х 
т упламлар йигиндиси (^ис^арок;, тупламлар системасининг 
йигиндиси) деб шундай С тупламга айтиладики, Ах тупламлар
нинг ^ар бири С тупламнинг цисми булиб, С тупламнинг J^ap 
бир элементи А х тупламларнинг камида биттасига тегишли 
булади. Тупламлар системасининг йигиндиси учун

с  =  и л ,
хеХ

белгилаш ишлатилади.
Хусусан, чекли Н  =  [Av  . .  ., Ап ] система учун

С =  U Ал 
ft= 1

белгилаш, сано^лиН  =  [Alt А 2, . . , А п, . .  .) система учун

C =  U А ,

белгилаш  иш латилади.
М асалан , туплам лар системаси учун юцорида берилган 

учинчи мисолда тупламлар системасининг йигиндиси те 
кисликдаги барча нуцталардан иборат.

Я  =  {Ах \, х £ Х  тупламлар системасининг купайтмаси 
(баъзан кесишмаси ёки умумий ^исми) деб, бир вацтда jqap бир 
Ах тупламга кирувчи барча элементлардан иборат булган С туп
ламга айтилади. Тупламлар системасининг купайтмаси цуйвдаги- 
ча белгиланади:

С - П 4 -
Х £  А
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Хусусан, чекли Н  =  [Alt . . .  A J  система учун

С =  П Ал
k=\ *

белгилаш, саноцли Н *= [А1з Аа, . . . ,  Ап, . . .  ) 
система учун

С - П  А лк-= 1
белгилаш ишлатилади.

Масалан, X  деб 1 дан катта булган барча дациций сонлар 
тупламини ва А х деб

\ z \ < x
тенгсизликни цаноатлантирувчи барча комплекс сонлар тупла
мини олсак, у  цолда С =  П Аж туплам ушбу

Х £ Х

1*1 <  1

тенгсизликни цаноатлантирувчи барча комплекс сонлар
дан  иборат булади.

2 - § даги  дистрибутивлик цоруни туплам лар системаси 
учун цуйидагича умумлаш тирилади.

3 .1 -т е о р е м а .  Ихтиерий Е  т упламнинг исталган сонда- 
ги А ж, х £ Х  цисм тупламлари учун цуйидаги айниятлар  
уринли:

Е \  П Ах =  U ( Е \ А Х), [СЕ < П U СЕ Ах]; ( 1 )
* £ X х £ Х  х £ Х  х £ Х

Е \  U А =  П ( E \ A J ,  [СЕ ( U А,) — Г) СВАХ]. (2)
Х £ Х  X g X  X g X  Х £ Х

Бу айниятлар икки ли к  цонунлари  деб аталади .
И с б о т .  Б у  айниятларнинг иккаласи  ^ам  бир хил усул- 

д а  исботланиш и туфайли, м асалан , биринчи айниятни ис
ботлаш  билан чегараланам из. Бунинг учун ю цоридагига 
Ухшаш

£ \  П Аж cz U ( Е \ А х) ва £ \  П 4 ,  => U ( Е \ А Х)
х £ Х  Х £ Х  х £ Х

муносабатларнинг иккаласи з а̂м Уринли эканлигини курсатиш 
кифоядир.

Фараз цилайлик, а € £ \  П Ах ихтиёрий элемент бУлсин.

2 -§  даги б-таърифга асосан а £ Е ,  аммо а £  П Ах. Бундан цеч
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булмаганда бирорта х  =  х0 £ X  индекс учун а € АХв эканлиги 
келиб чицади. Демак, а £ Е \ А Хо бундан а £ и ( £ \ Л х).

х£Х

а элементнинг ихтиёрийлигидан

£ \ П ^ , с = и ( £ \ ^  (3)
х£Х х£Х

муносабатни оламиз.
Энди аксинча, фараз ^илайлик, a £ U  ( E \ A J  ихтиёрий эле-

х £ Х

мент булсин. У з^олда 2-§ даги 4 -таърифга мувофик; бирор 
х  — Xj £ X  индекс учун а £ Е \ А х  ̂ муносабатга эга буламиз ёки
бундан а £ Е  ^амда а £ Ах .̂ Охирги муносабатдан а £  [}Ах

х£Х

эканлиги келиб чи^ади. Бундан а 6  £ \  П А х муносабатни оламиз.
х£Х

а  элементнинг ихтиёрийлигидан '

£ \ П  A ^ U  ( £ V g  (4)
х£Х х£Х

муносабатга эга буламиз. (3) ва (4) муносабатлар (1) ай- 
ниятни исботлайди .*1

Энди чекли ёки саноцли система учун Д екар т  купайт- 
масининг таърифини берамиз.

Чекли \ Н  ~  {Av  А 2, , Ап) тупламлар системасининг 
Декарт кдпайтмаси деб, элементлари тартиб билан ёзилган п 
та элементли (av  аг, . . .  , ап), (at £ Л() сатрлардан иборат туп-

П
ламга айтилади ва ["[ Ak, баъзан эса A r X А г х  . . .  X Ап ёки 

ft=lП
X  Ak ор^али белгиланади.
Д-1

Саноцли Н  — [Alt Аг............Ап, . . .  } тупламлар система
сининг Декарт кдпайтмаси деб, элементлари (av  аг, . . .  , 
ап, {at £ Л(-) куринишдаги барча кетма- кетликдан иборат

ОО

тупламга айтилади ва [~J Ak, баъзан эса А г х Л а х .  • • , х Л пХ  
к =  1ОО

X  . . . ёки X  А к ор^али белгиланади.
*=i

1 Ю лдузча теореманинг исботи тугалланганлигини англатади.
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М и с о л л а р .  1. Агар R  з^ациций сонлар туплами булиб
A t — R. 1 =  1, 2, 3 ............п

булса, у з^олда

П Ai = Kn
t=i

п  улчамли фазодан иборат.
2. Агар А { — R, i =  1, 2, 3, . . .  булса, у з^олда

П â rt,
Isas 1

яъни координаталарининг сони сано^ли (6 -§  га ^аранг) 
б^лгаи векторлардан иборат ф азо  булади.

Агар Н ~ { А Х }, х £ Х  туплам лар системаси берилиб, бу 
системага кирувчи з^ар ^андай  икки тупламнинг умумий 
элементлари булм аса ва бу системанинг йигиндиси М  
булса, у з^олда М  туплам цисм ларга  (ёки синф ларга) 
б ^ли н га н  дейилади;

А х туплам лар М  тупламнинг синфлари, Н  система 
эса булинм а дейилади. М асалан , натурал сонлар туп ла
мини ж уф т сонлардан ва то^ сонлардан иборат иккита 
синфга булиш  мумкин.

М  туплам  синф ларга булинган булсин. Агар бу туп
ламнинг икки а  ва b элементи бир синфга тегишли бул
са, уларни берилган булинм ага  нисбатан эквивалент  
дейилади  ва а ~ Ь  ш аклда ёзилади.

Э квивалентлик муносабати ^уйидаги хоссаларга эга:
1 . С и м м е т р и к л и к  х о с с а с и .  Агар а ~ Ь  бУлса, 

у з^олда Ь ~ а .
2. Т р а н з и т и  в л и к х о с с а с и .  А гар а ~ Ь ,  Ь ~ с  

булса, у з^олда а /v  £t
3. Р е ф л е к с  и в л и к  х о с с а с и .  Д ар цандай а эле

мент уз-узига эквивалент, яъни а ~ а .
Энди М  ихтиёрий туплам  булиб, унинг баъзи  элемент- 

ларини бирор ^оидага мувофи^ эквивалент дейиш  мум
кин булсин, яъни симметриклик, транзитивлик ва рефлек- 
сивлик хоссаларига эга булган муносабат берилган деб 
ф ар аз ^илайляк. У з^олда бу эквивалентлик муносабати 
М  тупламни синф ларга булади.

Ш уни исботлаймиз. М ( а ) синф деб, М  тупламнинг 
а  га эквивалент булган барча элементларидан иборат 
тупламни белгилаймиз. Реф лексивлик хоссасига кура, 
з^ар бир а элемент уз синфига киради. Энди, агар
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М ( а ) \ ] М ( Ь ) ф 0  булса, М ( а )  = М ( Ь )  муносабат уринли 
булишини курсатамиз.

М ( а )  ва М( Ь)  синфлар умумий с элементга эга бул- ' 
син деб ф араз ^илайлик. У з^олда, синфларнинг таъриф и
га асосан, а ~ с ,  Ь ~ с ;  демак, симметриклик хоссасига 
биноан с ~ Ь ,  булардан  эса транзитивлик хоссасига кура 
а ~ Ь .

Энди b' элемент М  (Ь) синфнинг ихтиёрий элементи бул
син. У з^олда а  6 ~  Ь' ва транзитивлик хоссасига кура а ~ Ь ' , 
яъни Ь £ М  (а). Демак, М  (b) cz М  (а). а' элемент М  (а) синф
нинг ихтиёрий элементи булсин деб фараз цилайлик. У з^олда 
а ~  а ', симметриклик хоссасига асосан а' ~  а ва а ~  b булгани 
учун, транзйтивлик хоссасига кура а' ~  Ь, бундан эса b ~  а ’, 
яъни а' £ М  (b); демак, М  (a) cz М  ф). Шундай ^илиб, М  ф) cz 
cz М  (а) ва М  (a) cz М  ф), яъни М  (а) =  М  ф).

М и с о л .  М  сифатида барча натурал сонлар тупламини ола
миз. Агар иккита а  ва & натурал сонни 3 га булганда улар 
тенг цолдиеда эга булса, бу сонларни эквивалент деймиз. Бу 
эквивалентлик муносабати М  тупламни 3 та М 0, М г ва М г 
к,исмга булади. Бу ерда M i (г =  0, 1, 2) туплам 3 га булганда 
^олд№и t булган барча натурал сонлардан иборат.

4- §. Тупламларни бир-*бирига акс эттириш

Турли туплам лар орасидаги богланиш акс эттириш 
тушунчаси орцали урнатилади.

1 - т а ъ р и ф .  Иккита X  ва  Y туплам берилган б у л 
син. А гар  м аълум  бир цоида буйича X  тупламнинг 
%ар бир элементига Y тупламнинг биргина элементи 
мос цуйилган  булса, X  туплам Y га акс эттирилган 
дейилади  ва бу муносабат

f  ' X - * - Y  (1)
ш аклда ёзилади. Б аъ зан  (1) акс эттиришни X  туплам да 
аницланган ва ^ийматлари Y  д а  булган ф ункция  (ёки 
м о сли к)  деб з^ам аталади. Ж ум ладан , У деб з^а^иций 
сонлар тупламини олсак, у з^олда ( 1 ) акс эттириш ни X  
тупламдаги ц а ц щ и й  ф ункция  (баъзан  ф ункционал)  дейи
лади. Комплекс функция (функционал) шунга ухш аш  
таъриф ланади .

М и с о л л а р .  1 . Агар R  з^аци^ий сонлар туплами бул- 
са, у з^олда

У ~  f  (х) — х 3
функция R  ни R  га акс эттиради.

2. Д ирихле функцияси
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_  . . f l ,  агар х  — рационал сон булса,
У — X w  — [о, агар х  — иррационал сон булса

цациций сонлар тупламини 0  ва 1 сонларидан иборат 
туплам га акс эттиради.

3. Агар X = R 2 икки улчамли фазо ва Y — R  бир 
улчамли ф азо булса, у холда R 2 фазони R  ф азога цар 
цандай акс эттириш бу, аслини олганда, икки аргумент- 
ли функциядир. М асалан,

f (x,  у) =  х* +  у 3.
4. Агар X  = R  бир улчамли ф азо ва Y = R 2 икки улчам 

ли ф азо булеа, у ^олда R  фазони R 2 ф азога щ р  цандай 
акс эттириш бу иккита бир аргументли функциядир. М а
салан, ушбу =  ( f (x) ,  g ( x ) )  = (x3, 2х ) жуфтлик.

5. А гар С [а, Ь] орцали [а, Ь] сегментдаги барча 
узлуксиз функциялар тупламини белгиласак, у ^олда

fix )-* -  j  f { x ) d x
а

мослик С [а, Ъ] ни R  га акс эттиради.
X  тупламнинг Y  тупламга барча акс эттиришларининг узи 

туплам цосил цилади. Бу туплам УА билан белгиланади.
М и с о л л а р. 1. {1, 2} тупламнинг {а, Ь} туплам га 

барча акс эттириш лари туплами цуйидаги элем ентлардан 
иборат:
(1 - * а ,  2 -+ а), 2 ->&), (1 -+ b, 2 - + а), (1 -+ Ь ,2 -+ Ъ ).

2 . Дациций сонлар тупламининг узини узига барча 
акс эттириш лар туплами дациций сонлар туплам ида аниц
ланган  барча дациций ф ункциялардан  иборат.

Берилган  f:X -^ Y  акс эттириш да х  элементга мос 
келувчи у  элемент учун y  =  f ( x )  белгилаш  иш латилади 
ва уни х  нинг тасвири (образи) дейилади. М асалан, 
ю цорида келтирилган у = х 3 акс эттиришни олсак, бунда 
2 сонининг тасвири 8  га тенг, — 3 нинг тасвири — 27 га 
тенг ва ^оказо. Умуман, X  тупламнинг бирор Р  цисми 
берилган булса, Р  туплам  барча элементларининг У даги 
тасвирларидан  иборат булган туплам Р  тупламнинг f  акс 
эттириш даги тасвири (образи)  дейилади ва у f ( P )  би
лан белгиланади.

Y тупламнинг ихтиёрий у  элементи берилган булсин. 
X  тупламнинг у  га аксланувчи барча элементларидан 
иборат цисми у  элементнинг асли  (прообрази) дейилади 
ва у / - 1  (у) каби ёзилади. Умуман, У нинг Q цисми бе-



рилса, X  нинг Q тупламга утувчи цисми Q нинг а с  л и  
( п р о о б р а з ы )  деб аталади  ва f-> (Q) каби ёзилади. 
М асалан, юцоридаги Д ирихле функцияси орцали акс эт- 
тириш да 0  элементнинг асли барча иррационал сонлар 
тупламидан, 1  элементнинг асли эса барча рационал сон
лар  тупламидан иборатдир.

4 . 1 - т е о р е м а .  Иккита А  ва  В  туплам йириндиси- 
нинг (купайт масининг) асли  ш у т упламлар аслилари- 
нинг йигиндисига (купайт масига) тенг, яъни

Г ‘ ( А \ } В ) ~  Г '  ( Л )  U / - 1  (В) ( Г ‘ {А[ \ В)  =  Г 1 (А) П /" ' (В)).
И с б о т .  Теореманинг йсботини йдаинди учун келтирамиз, 

купайтма учун исбот шунга ухшаш. Фараз цилайлик, х  эле
мент f~ l (A U В) тупламнинг ихтиёрий элементи булсин. У ^ол- 
да /  (х) £ A  U В. Бундан /  (х) £ Л ёки f ( x ) £  В  муносабатларнинг 
камида бирига эга буламиз. Бу муносабатлардан х  элемент

(А) ёки / _ 1  (В) тупламларнинг камида биронтасига тегишли 
эканлиги келиб чи^ади. Бу эса x £ f ~ l (A)\J f ~ l (В) эканлигини 
курсатади. х  элементнинг ихтиёрийлигидан

г ' ( л  и а д - 1 (Л) и г 1 (в) [(2)
муносабатга эга буламиз.

Аксинча, фараз ^илайлик, х  £ f ~ l (A) U /~ ' (В) ихтиёрий эле
мент булсин. У ^олда (Л) ёки x £ f ~ l (B) муносабатлар
нинг камида бирига эга буламиз. Бу эса /  (х) £ Л ёки / ( х ) £ В  
муносабатлардан камида бирининг уринли эканини курсатади. 
Демак, /  (х) £ Л U В  ёки х £ f ~ l (A U В)  булади. Бундан

Г '( Л ) U Г 1 ( В ) с Г ' ( А [ ) В )  (3)
муносабатга келамиз. (2 ) ва (3) муносабатлар теорем а
нинг ййгинди учун уринли эканини курсатади.*

Б у теорема чекли ёки чексиз сондаги тупламларнинг 
-йигиндиси ва купайтмаси учун ^ам  Уринлидир.

Агар Y тупламдаги j^ap бир элементнинг асли буш 
туплам булм аса, у ^олда X  туплам  У тупламнинг усти- 
га акс эттирилган дейилади. Агар У тупламда шундай 
элемент м авж уд булсаки, бу элементнинг асли буш туп
лам  булса, у з;олда X  туплам У тупламнинг ичига акс 
эттирилган дейилади. Мисол учун, ^аци^ий сонлар 
тупламини узини узига акс эттирувчи ^уйидаги икки 
функцияни олайлик:

У =  х 3, у  =  х 2.
Равш анки , буларнинг биринчиси устига акс эттириш, 
иккинчиси эса ичига акс эттиришдир.
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Ичига акс эттиришни ^ар  доим устига акс эттириш га 
келтириш  мумкин; бунинг учун бу акс эттириш да У туп
ламни X  тупламнинг тасвири билан алмаш тириш  керак. 
Ш ундай цилиб, керак булганда, ихтиёрий акс эттиришни 
устига акс эттириш деб олиш мумкин.

Энди му^им бир таърифни киритамиз.
2- т а ъ  р и ф. f:X-+-Y устига акс эттириш берилган  

булсин. А гар  Y даги ,\ар бир элементнинг асли  ягона  
бир элементдан иборат булса , у  %олда бу акс этти
риш  узаро  бир кийматли акс эттириш (муносабат) 
дейилади.

М и с о л л а р .  1. у —х ъ функция цациций сонлар туп
ламини узини узига узаро бир цийматли акс эттиради.

2 . R+  манфий булм аган барча дациций сонлар туп ла
ми булсин. Ушбу

у--=х2
функция R  ни /?+ нииг устига акс эттиради. Бу акс эт
тириш узаро бир цийматлн эмас, чунки, масалан, 1 сони- 
нинг асли иккита элементдан: 1 ва— 1 сонларидан иборат. 

Ихтиёрий
f ' X - y Y

устига акс эттириш. берилган булсин. Бу акс эттириш X  
тупламни У туплам элементларининг аслиларидан (яъни 
f ~ {(y)  лард ан ) иборат синф ларга аж ратади. Досил булган 
синфлар тупламини Z  билан белгилаймиз. Ушбу

/ - 1  (У)~*У
мослик Z  тупламни У тупламга акс эттиради. Равш анки, 
бу акс эттириш  узаро бир цийматлидир.

Энди ихтиёрий тупламлар системаси учун Декарт купайтма- 
сининг таърифини берамиз. Н — \ АХ), х £ Х  тупламлар систе

масининг Декарт Щпайтмаси П Ах деб, аникланиш соцаси
х£Х

X  тупламдан иборат булган шундай /  функциялар тупламига 
айтиладики, цар бир х £ Х  учун /  (х )£ Ах муносабат бажарилади.

5- §. Тупламнинг цуввати
О датда чекли ва чексиз тупламларни бир-биридан 

ф арц циладилар. Элементларининг сони чекли булган 
туплам ч е к л и  т у п л а м  дейилади. М атем атикада кУ- 
пинча чексиз туплам лар билан иш куришга тугри келади. 
Умуман, чексиз туплам дейилганда шундай тупламни 
кузда тутиш  керакки, бу туплам дан  битта, иккита ва
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з^оказо элементларни олганда унда яна элементлар цола- 
веради. М асалан , натурал сонлар туплами, барча то^ 
сонлар туплами, турри чизикдаги з^амма нук;талар туп ла
ми, з^амма узлуксиз ф ункциялар туплами — буларнинг 
з^ар бири чексиз тупламдир.

Энди иккита чекли Л ва В туплам берилган булиб, 
уларни сон ж и ^атдан  солиштириш керак  булсин. Б у  ма- 
салани цуйидаги икки усул билан з^ал этиш мумкин:

1 ) бу туплам лар элементларининг социни з^исоблаб 
чи^иб, ч и ^ а н  сонларни солиштириш;

2 ) агар ш ундай бир цоида м авж уд булсаки, бу ^оидага 
мувофиц А  тупламнинг з^ар бир элементига В тупламдан 
биргина элементни мос келтирилганда В  тупламнинг з^ар 
бир элементига А  туплам да з^ам биргина элемент мос 
келса, яъни Л ва В туплам лар орасида узаро  бир ^ий- 
матли мослик м авж уд булса, у з^олда бу туплам лар эле
ментларининг сони жиз^атидан бир хил булади.

Иккинчи усулни яхш иро^ тушуниш учун мисол кУра- 
миз.

М аълум  бир аудиториядаги стуллар Л тупламни, маъ- 
лум бир гуруз^ тал абалар и  эса В . тупламни таш кил 
этсин. Биз Л ва В тупламларнинг элементларини з^исоб- 
лам асдан  туриб, уларни сон жиз^атидан солиштирмо^чи- 
миз. Агар з^ар бир стулга биттадан талаба  утирганда, 
утирмаган тал аб а  з^амда буш стул ^олм аса, у з^олда Л 
тупламдаги элементлар сони В тупламдаги элементлар 
сонига тенг булади. Бунда Л ва В туплам лар орасида 
Узаро бир ^ийматли муносабат м авж уд булади.

Келтирилган усулларнинг ф ар^и чексиз тупламларни 
солиш тирганда яедол  куринади. Биринчи усул буйича 
чексиз тупламларни ф ар^ ^илиб булмайди, чунки бу туп
ламларнинг иккаласида з^ам элементларнинг сони чексиз. 
Аммо иккинчи усул билан, м асалан , натурал сонлар туп
лами элем ентлар сони жиз^атидан барча % щ щ нп  сонлар 
тупламидан фарцли эканлигини, яъни бу туплам лар о р а
сида узаро  бир ^ийматли муносабат м авж уд эмаслигини 
курсатиш  мумкин (7-§  га ц аранг).

1 - т а ъ р и ф .  А гар  А ва В  тупламлар орасида узаро  
бир цийматли муносабат мавж уд булса, у  %олда б у  туп
ла м ла р  эквивалент ёки тенг кувватли тйпламлар дейи
лади  ва

А ~ В
крриниш да ёзилади.

О датда Л тупламга эквивалент булган туплам лар 
синфи Л билан белгиланадн ва Л ни Л тупламнинг цув- 
вати ёки кардинал сони деб аталади. Чекли тупламнинг
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^уввати (кардинал сони) сифатида одатда бу туплам  эле
ментларининг сони олинади.

Тупламларнинг эквивалентлиги, эквивалентлик тушун- 
часининг (3- § г а ц а р а н г )  рефлексивлик, симметриклик ва 
транзитивлик хоссаларига эгалиги бевосита текш ирилади. 
Т упламларнинг эквивалентлигига дойр мисоллар келтира- 
миз:

1. А гар А  туплам з^амма бутун мусбат сонлардан, В  
туплам эса цам м а бутун манфий сонлардан иборат булса, 
бу туплам лар эквивалент булади. Эквивалентлик, м асалан , 
цуйидагича урнатилади: мусбат п  сонга манфий — п  сон 
мос цуйилади.

2. Агар А  туплам барча натурал сонлардан ва В  туплам
барча —  (п — натурал сон) куринишдаги сонлардан иборат

п
булса, бу тупламлар узаро эквивалент булади. Эквивалентлик, 
масалан, п  натурал сонга —  сонни мос куйищ билан урна-

п
тилади.

3. А гар Л ва В туплам лар ра- 
диуслари турлича булган иккита 
айлананинг нуцталаридан иборат 
булса, бу туплам лар эквивалент 
булади. Эквивалентликни, масалан, 
цуйидагича урнатиш  мумкин: бу 
айланаларни  концентрик жойлаш ти- 
риб, уларнинг бир радиусда ётган 
нук;таларини бир-бирига мос келти- 
рамиз: бу мослик айланалар  ораси- 
д а  узаро бир цийматли муносабат 5 - шакл. 
урнатади  (5 - ш акл).

Чекли тупламларнинг ^уввати  сон булгани учун у л ар , 
нинг цувватларини бир-бири билан солиштириш мумкин. 
Ш унингдек, ихтиёрий туплам ларнинг ^увватларини солищ . 
тириш учун цуйидаги таъриф ни киритамиз.

2- т а ъ  р и ф. К^увватлари а  ва  |5 б улган  А  ва В  трп~ 
ла м ла р  б ерилган  брлсин:

А  = а, В  =  р.
А гар  А  ва  В  тупламлар эквивалент  булм аса ва  £  

тупламда А  тупламга эквивалент  В ' цисм мавж уд б улса г 
В  тупламнинг цуввати А  нинг цувватидан катта, А  туп^ 
лам нинг цуввати эса В  тупламнинг цувватидан к и ч и к  
дейилади  ва

Р > а  ёки а < р
ш аклда  ёзилади.
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М асалан , агар

А  =  {2 , 4, 6, 8 , . . . 200}, 1  =  100,
Б  =  11, 2, 3, 4 ............150}, В  = 1 5 0

б^лса, у цолда А  туплам В  тупламга эквивалент эмас, 
аммо унинг В ' =  {1, 2 , . . . ,  100} цисмига эквивалент. Д ем ак,

/Г =  1 0 0 < В  =  150.
Равш анки , цар цандай чекли тупламнинг цуввати цар 

цандай чексиз тупламнинг цувватидан кичик.
Энди чекли туплам лар цувватларининг баъзи хоссала- 

рини келтирамиз:
1) ихтиёрий икки Л ва Б  чекли тупламнинг цувват- 

ларини солиштириш мумкин, яъни уларнинг цувватлари 
учун цуйидаги уч муносабатдан ф ац ат бири албатта урин- 
лидир: _  _  _  _  _  _

Л =  В, Л < В ,  Л > В .
2) агар {1, 2, 3 , . . . , п) туплам N n билан белгиланса, у 

Зфлда
N v  N 2............N n, . . .

тупламлар барча чекли «эталон» тупламларни беради, яъни их
тиёрий чекли туплам ушбу N v  N 2, . . . , N n, . . . тупламлар
нинг биригагина эквивалент булади, бу тупламларнинг ^ар цандай 
иккитаси эса узаро эквивалент эмас.

3) икки А ва В  чекли туплам йигиндисининг цуввати чекли 
булиб, _____ _____

H T f i = ^  +  F — М \ ё
формула орцали топилади.

Б у  хоссаларни чексиз туплам ларга умумлаш тириш  
учун цуйидаги саволларга ж авоб бериш керак:

1 ) бир-бирига эквивалент булм аган  чексиз туплам лар 
мавж удми?

2 ) ихтиёрий иккита чексиз тупламни узаро солиш ти
риш мумкинми, яъни ихтиёрий икки Л ва В чексиз туп
лам  учун

А  =  В, Л >  В, Л <  В
муносабатларнинг ф ацат бири албатта уринли буладими?

3) чексиз «эталон» тупламлар системасини тузиш мум
кинми?

4) агар чексиз Л ва В туплам лар берилган булса, бу 
туплам лар йигиндисининг цуввати нимага тенг?
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Х^озирча биринчи саволга ж авоб ижобий: масалан , б ар 
ча натурал  сонлар туплами ва барча цацнций сонлар туп
лами узаро  эквивалент эм ас (7- § га ц аран г).

Иккинчи савол ф ац ат маълум  ш артни цаноатлантирув
чи (тула тартибланган) туплам лар учунгина ижобий ^ал  
цилинган ([1] нинг III бобига ц аран г).

Учинчи м асала цали цал цилинмаган. Б у  саволнинг 
бир цисми булган цуйидаги савол яцин кунларгача к о н- 
т и н у у м  м у а м м о с и  ( п р о б л е м а с и )  номи билан 
маш ^ур эди: N  — натурал сонлар туплами ва R  — цаци-
ций сонлар туплами булсин. К,уввати N ^ .A ^ .R  тенгсиз- 
ликларни цаноатлантирувчи А  туплам  мавж удми? Б у  му- 
аммо 1963— 1964 йилларда ам ерика олими II. Д . Коэн то- 
монидан ^ал  цилинди. Коэннинг олган натиж аси анча му- 
раккаб  булгани учун унинг устида тухтаб утирмаймиз.

Туртинчи савол цам иккинчи савол каби маълум  ш арт
ни цаноатлантирувчи туплам лар учун ечилган ( [I] нинр 
III бобига ц аранг).

6- §, Саноцли тупламлар

Чексиз тупламларнинг энг соддаси натурал сонлдр т^п- 
ламидир.

1- т а ъ  р и ф. Натурал сонлар туплами ва унга  экви 
валент б улга н  тупламлар саноцли тупламлар д ей и ла 
ди. С аноцли б$лм аган чексиз туплам саноцсиз туплам 
дейилади.

Б у таъриф дан  куринадики, цар цандай саноцли туплам 
нинг элементларини барча натурал сонлар билан рацам - 
лаб  чициш имконияти бор; демак, саноцли тупламни цу
йидаги чексиз кетма-кетлик ш аклида ёзишимиз мумкин:

1̂* #2» * ■ • j @п $ * • •
Энди саноцли туплам ларга оид бир неча теоремаларни 

исбот циламиз.
6.1- т е о р е м а .  Чекли ёки саноцли т упламларнинг  

сони чекли ёки  саноцли йириндиси %ам чекли ёки саноцли  
тС/пламдир.

Теореманинг мазмунини тушунишни осонлаштириш 
учун уни бир неча цисмга аж ратам из:

а) ^а д ларининг сони чекли б улга н  чекли тупламлар
нинг йириндиси чекли тупламдир;

б) %адларининг сони чекли б улга н  саноцли туплам
ларнинг йириндиси саноцли тупламдир;

в) цадларининг сони саноцли булга н  чекли туплам
ларнинг йириндиси чекли  ёки саноцлидир;
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г) %адларининг сони саноцли булга н  саноцли туплам
ларнинг йириндиси сано^ли  тупламдир.

И с б о т .  Биринчи цисм уз-узидан равш ан. К рлганла- 
рининг ^аммасини исботламасдан, улардан  бирини, м аса
лан, туртинчисини исботлаймиз; иккинчи ва учинчи ^исм- 
ларнинг исботи ш унга ухш аш  булади.

Ушбу

А 1> А 2> • • ■ > Ап> • • • •

сано^ли тупламлар кетма-кетлиги берилган булсин. Уларнинг 
йдаиндисини А ор^али белгилаймиз. А п тупламлар ^ар бири- 
нинг элементларини натурал сонлар билан ^уйидагича номер- 
лаб чицамиз:

А г: а[1\  а $ \ а р , . . . .  ]
А2:й<2>, 4 2>, а р , . . .
А 3: а (,3), а р , . . .

A k: а{ь\ а{*\ а(3к)............
(1)

Б у ж адвалдаги  элементларни ^уйидаги кетма-кетлик 
куриниш ида ёзамиз:
bi  =  «<11), Ь2 =  а р , Ь3 =  а ^ ,  =  a f \  Ъъ =  a f ,  Ьв =  а р ,  . . .  (2 )

Бу кетма- кетлик ^уйидаги цоида буйича тузилди: агар i +  k  <  
<  /  + 1 булса, у ^олда элемент а р  дан илгари ёзилади; 
агар i +  k =  j  +  I ва i < /  булса, у ^олда a f ] элемент а р  
дан илгари ёзилади.

Агар (2) кетма-кетликда бир хил элементлар учраса, 
уларнинг биттасини ^олдириб, к;олганини учирамиз. Н ати
ж ад а  ушбу янги кетм а-кетлик ^осил булади:

Cx =  bni, с2 =  ЬПг..............сг =  ЬП1, . . . .  (3)
Бу кетма-кетлик чекли ёки чексиз булиб, унинг эле- 

ментларидан тузилган туплам

А = \ ) А к
/е= 1

тупламга тенг, чунки А  нинг х;ар бир а1̂  элементи (3) кетма- 
кетликда камида бир марта учрайди ва аксинча, ^ар бир сз 
элемент (2) кетма-кетликда учрайди, демак, А тупламга кира- 
ди. Бундан А  нинг саноцли туплам эканлиги куринади.
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6 .2 - т е  o p  е м  а. %ар цандай чексиз тупламнинг саноц
л и  тупламдан иборат цисми мавжуд.

Бу теорема саноцли тупламларнинг чексиз туплам лар 
орасида энг соддаси эканлигини курсатади.

И с б о т .  Е  ихтиёрий чексиз туплам булсин. Б у  т^плам- 
дан  бирор элемент олиб, уни си билан белгилаймиз. Б у 
нинг натиж асида Е  буш булиб цолмайди, шунинг учун 
ундан иккинчи бошца бир элементни олиш мумкин; бу 
элементни а2 билан белгилаймиз ва ^оказо. Е  тупламдан 
элементларни бу тарзда аж ратиш ни чексиз давом этти- 
риш мумкин, чунки Е  — чексиз туплам.. Ш ундай цилиб, 
турли элементлардан иборат булган ушбу

1̂» 2̂» ЙЗ. • • • » flyj’ ' ' *
кетма-кетликка эга буламиз. Б у  кетма-кетликнинг эле- 
ментларидан иборат туплам Е  тупламнинг саноцли цисмиг- 
Дир.*

6 .3 -т е о  р е м а . Агар чексиз Е  тупламга чекли ёки саноц
ли А туплам цушилса, у  холда Е  U А туплам Е  тупламга 
эквивалент булади, яъни E \J  А ~  Е.

И с б о т .  6 ,2 -теоремага асосланиб, Е  тупламдан бирорта 
саноцли D  цисмини оламиз ва E \ D  тупламни Р  билан белги
лаймиз. У цолда:

E =  P{JD,  E [ } A  =  P[]{D\ }A)
тенгликлар уринли булади. 6.1-теоремага асосан, D  ва D\] А 
лар саноцли туплам булгани учун D  ~  D  U А  муносабат урин
ли. Бундан ва Р ~  Р  муносабатдан Р  (J D ~  Р  U (D IJ А), яъни 
Е  ~  Е  (J А  муносабат келиб чицади.*

6 .4 -т е о р е м а .  Агар чексиз Е  туплам саноцсиз булиб, А 
унинг чекли ёки саноцли цисми булса, у  %олда Е \ А  туплам  
Е  тупламга эквивалент булади.

И с б о т .  ^ацицатан цам, Е \ А  — М  туплам чекли ёки са
ноцли б^лиши мумкин эмас, чунки акс ^олда Е  — A  (J ( Е \А )  
туплам ^ам 6 . 1 -теоремага асосан чекли ёки саноцли булар эди.
6 .3-теоремага асосан, M[J А ~  М , бундан Е  ~ Е \ А  муносабат 
келиб чицади.*

6.1 ва 6 .4 -теорем алардан цар цандай чексиз туплам 
;узига эквивалент хос цисмга эга экани к)/ринади.

М аълумки, чекли туплам лар бундай хоссага эга эмас. 
Ш унинг учун чексиз тупламларнинг иккинчи таъриф и си
ф атида цуйидаги таърифни цабул цилиш мумкин.

2 - т а ъ р и ф  (Д едекинд). А гар  Е  туплам узи н и нг би
рор хос цисмига эквивалент булса, Е  туплам чексиз дейи
лади.
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Энди ам алда куп учрайдиган баъзи  бир туп лам лар
нинг цувватларини топишга утамиз.

6.5- т е о р е м а .  Р ационал сонлар туплами сано^ли- 
дир.

И с б о т .  Q+ билан мусбат рационал сонлар тупламини, Q_  
билан эса манфий рационал сонлар тупламини белгилаймиз. 
У  зфлда з^амма рационал сонлар тупламини цуйидаги ^уриниш- 
да ёзишимиз мумкин:

Q =  Q+ U (0 ) U Q -,
бу ерда {0 } билан биргина ноль сонидан иборат тупламни бел- 
гиладик.

Агар Q+ ва Q_ тупламларнинг саноцли эканлигини кур- 
сатилса, у з^олда 6 . 1 -теоремага мувофиц, Q з а̂м саноцли булади.

Q_ туплам Q+ тупламга эквивалент (эквивалентлик л£ Q+ 
га — г 6  Q -  ни мос цуйиш орцали урнатилади) булганлиги учун 
Q+ нинг санокли эканлигини исботлаш кифоя.

Маълумки, з*,ар цандай мусбат рационал сонни — цисцар-

мас каср куринишида ёзиш мумкин. Q+ тупламнинг элемент- 
ларини номерлашда цуйидаги цоидага амал циламиз.

А ввал м ахраж и ва суратининг йигиндиси иккига тенг 
булган рационал сонларни номерлаймиз, cj/нг м ахраж и 
ва суратининг йигиндиси 3 га тенг сонларни номерлай
миз ва з^оказо; бу номерлаш да икки рационал соннинг 
м ахраж и ва суратининг йигиндиси бир-бирига тенг булса* 
у з^олда сурати кичик булган рационал сонга кичикроц 
номерни ёзамиз.

Б у  цоидага мувофиц мусбат рационал сонларни номер- 
лаб  чицсак,

1 1 2 1 3 1 2
ах — - , йа — 2 ’ ° 3 \ ' а* з ’ а& 1 ’ 4 ’ ° 7 3 ’

кетма-кетликка эга буламиз. Натижада з^ар бир мусбат рацио
нал сон биргина номерга эга булади ва бу кетма-кетликда аник; 
бир уринни эгаллайди. Демак, Q+ — саноцли туплам.»

К,уйидаги ж ум лалар  6.5- теоремага Ухшаш исбот цили- 
нади:

, а) текисликдаги координаталари рационал сонлардан 
иборат булган барча нуцталар саноцли туплам з^осил ци- 
лади;

б) п  улчамли Эвклид ф азосида координаталари рацио
нал сонлар булган барча нуцталар туплами саноцлидир.
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7-§ . Саноцсиз туплам лар

Турри чизиц нуцталаридан иборат туплам натурал  сон
лар туплами каби куп учраб турадиган  чексиз туплам 
лар  ж ум ласидандир. Шуниси тааж ж ублики , турри чизиц 
нуцталари туплами (ва цатто [0 , 1 ] сегментдаги нуцталар 
туплами) натурал  сонлар тупламига эквивалент эмас, яъни 
турри чизиц нуцталарини номерлаб чициш мумкин эмас.

Бу цуйидаги теоремада исботланади.
7. 1-т е о р е м  а. [0, 1 ] сегментнинг нуцталаридан ибо

рат туплам саноцсиздир.
Бу теорема 5 -§ д а  келтирилган тупламларни солишти- 

риш усулларининг иккинчиси биринчисидан цулайроц 
эканлигини курсатади. Биз цуйида бу теореманинг икки 
хил исботини келтирамиз.

Б и р и н ч и  и с б о т .  £ = [ 0 ,1 ]  сегментнинг нуцталари- 
дан  иборат туплам саноцли деб ф араз цилайлик. У ^олда 
£  нинг барча элементларини номерлаб чициш мумкин:

Равш анки , х\ элемент бир вацтда бу учала сегментнинг 
цар бирига тегишли була олмайди, демак, уларнинг к а 
мида бйттасига кирмайди. Уша сегментни Е\ билан бел
гилаймиз (агар  бундай сегментлар иккита б^лса, у л ар 
нинг чапроцдагисини Е \ билан белгилаймиз, 6 - ш акл ). 
Энди Е 1 сегментни учта тенг сегментга буламиз. Бу сег
ментларнинг камида биттасига х 2 нуцта кирмайди; уш а 
сегментни Е 2 билан белгилаймиз (бундай сегментлар ик
кита б^лса, чапроцдагисини Е 2 билан белгилайм из).

Е 2 сегментни Уз навбатида яна учта тенг сегментга б^- 
лам из; буларнинг орасида х 3 нуцта кирмаганини (иккита 
булса, чапроцдагисини) £з билан белгилаймиз ва цоказо.

Н ати ж ад а бири иккинчисининг ичига жойлаш ган

Е — {Ху, %2, . . ., хп, . . .}. (1)(1)

£  гз £[ гэ £ 9 гэ . . .  =э £ „ = > . .  .

Г
ь
0 1

5
2_
3

1

6- шакл.
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сегментлар кетма- кетлигига эга буламиз. Бу тупламларнинг 
ясалишига кура хп нуцта Еп сегментга кирмайди. Е п сегмент

нинг узунлиги —  булиб, п  ортганда нолга интилади. Лимит-
О

лар назариясидаги маълум теоремага асосан, Еп сегментларнинг 
барчасига кирувчи биргина у  нуцта мавжуд:

I у £ Е п (n =  1, 2, 3, I  .).

Бу у  нуцта Е  тупламга тегишли [булгани учун (1) кетма- 
кетликда учрайди, яъни шундай т  топиладики, бу учун 
у  =  хт булади. Иккинчи томондан,

xni^.Em, У,€ Ет
муносабатлардан у ф х т келиб чицади. Бу'царама-царшилик тео
ремани исботлайди.*

И к к и н ч и  и с б о т .  [0,1] сегментдаги нуцталар туплами са- 
ноцли булсин деб фараз цилайлик; у ^олда бу тупламнинг эле- 
ментларини натурал сонлар билан номерлаб чициш мумкин. 
Номерлаш натижасини (1) кетма-кетлик шаклида ёзамиз. Фара
зимизга мувофик;, x k 6  [0 , 1 ] ва [0 , 1 ] сегментнинг >;ар бир эле
менти ( 1 ) кетма-кетликда булади. ( 1 ) кетма- кетликдаги з^ар бир 
сонни чексиз унли каср куринишида ёзамиз1:

[х1 =  0 , оф  аф  а(!> . . 
х2 =  0 , o ff aPJ . . 
х3 =  0 , a(f  о‘®> а<|> . .

хт =  С, a</"> а р  4 т >.

4 ?
<&■
а<з>

а т

М аълум ки (64- § га ц ар ан г), з^ар бир з^ациций сон ягона 
усул билан чексиз ;унли касрга ёйилади. Энди [0,1] сег
ментда ётувчи ва ( 1 ) кетм а-кетликка кирмайдиган бирор 
х 0 сонни топа олсак, у з^олда [0 , 1 ] сегментдаги сонлар 
тупламининг саноцсизлигини исбот этгдн буламиз. Хо 
сиф атида

*0 =  0, Ъ2 Ь3 . . . Ьт . . . {Ьхф а ^ ,  Ь2Ф а® , . . ., Ьтф а<£\ . . .)

1 Даци^ий сонларни чексиз Унли касрга ёйишнинг мумкинлиги
64-§  га царанг.
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чексиз унли касрни олиб, бу каср ( 1 ) кетма-кетликда учрайди 
деб фараз ^илайлик. Бу ^олда х 0 сон (1) кетма- кетликдаги би
рор сонга тенг, яъни xQ — xk булиши керак. Аммо бу тенглик
нинг бажарилиши мумкин эмас, чунки bk Ф  а^К Бошкача айт- 
ганда, бу натижа цилган фаразимизга зад. Демак, [0, 1 ] 'сег
ментдаги сонлар туплами саноксиз туплам экан.*

Т а ъ р и ф .  [0,1] сегментдаги нуцталар трпламига эк
вивалент булган  тупламларни континуум цувватли туплам
ла р  дейилади.

Табиийки, албатта, континуум ^увватга эга булган з^ар 
цандай туплам саноксиз тупламдир.

Энди континуум ^увватли тупламлар з^а^ида бир неча 
теорема исбат ^иламиз:

7.2- т е о р е м а .  %ар цандай [а, Ь] сегментдаги н у ф а- 
ла р  туплами континуум цувватли тупламдир.

И с б о т .  ^(ацицатан, агар [а, Ь] сегментнинг узгарувчи 
злементини z  билан, [0 , 1 ] сегментнинг Узгарувчи элемен- 
тини х  билан белгиласак, у ^олда z = a + ( b —а) х  ал- 
маш тириш  бу сегментларни бир-бирига узаро бир ций- 
м атли акс эттиради. Д ем ак, [а, Ь] сегментдаги ну^талар 
туплами континуум ^увватга эга .*

Бу_теоремадан з^амда 6,4 ва 7 .1 -теорем алардан бевоси
та  ^уйидаги нати ж алар  келиб чи^ади:

7 . 3- н а т и ж а .  %ар щ н д а й  [а, Ь) ёки (а, Ь] ярим  орсс- 
лиц.лар ва (а, Ь) оралицдаги  ну^талар туплами континуум  
цувватга эга,

7 .4 -т е о р е м а .  Конт инуум цувватга эга икки Е г ва 
В 2, (Ei П Е г =  0 ) тупламнинг йигиндиси %ам континуум цув- 
ватга эга.

И с б о т .  Е х туплам  континуум цувватга эга булгани 
сабабли [0 , 1 ] сегментга эквивалент ва Е 2 туплам  эса 
(1, 2] ярим о р ал и щ а  эквивалент, н ати ж ад а Е\ ва Ег туп- 

лам ларнинг йигиндиси [0 , 2 ] сегментга эквивалент булади.
7.2-теоремага асосан [0 ,2 ] сегмент континуум ^у вватга  
эга. Д ем ак, Е\\}Е2 туплам з$ам континуум цувватга эга  .*

7.5 т е о р е м а .  Агар Е  туплам. E v  Е 2, . . Е п, . • •
П E k, =  0 , k ф  k') т упламларнинг йитндисидан иборат  

булиб, E k ( k — 1, 2, 3, . . .) т уплам ларнинг %ар бири кон
т инуум  цувватга эга булса, у  хрлда Е  туплам. хам конт и- 
ц уум  цувватга эга булади.

И с б о т .  Куйидаги Усувчи ва яцинлаш увчи сонлар кет- 
ia -кетлигини оламиз:

о =  а 1< а 2 < а 3< .  . . < а п< а п+1< .  . .- » .& <  +  оо.
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E t туплам (a1, a2\ ярим оралицца эквивалент, Е 2 туплам 
(а2, а3] га эквивалент ва цоказо, Е„ туплам (ап, ап+х\ ярим ора
лицца эквивалент ва ^оказо. Натижада Е  туплам (а, Ь) оралиц
ца эквивалент булади; бу оралиц эса континуум цувватга эга. 
Демак, Е  туплам хам континуум цувватга эга. *

7 .6 -и з о ц . 7.4 ва 7.5-теоремаларда Е х f| Е 2=  0  ва E k (1 E k,=
— 0  (k Ф  к') шартлар талаб цилинган эди. Аммо бу теорема- 
лар юцоридаги шартларсиз цам уринлидир; буни исботлашни 
талабаларнинг узларига цолдирамиз.

Охирги теоремадан цуйидаги натиж алар келиб чицади:
7.7- натиж а. Х^амма дациций сонлар туплами контину

ум  цувватга эга.
Бу натиж адан цамда 6.4 ва 6.5-теоремалардан бевоси- 

та цуйидаги натиж ани оламиз:
7.8- натиж а. ){амма иррационал сонлар туплами кон

тинуум цувватга эга.

8- §. Тупламларнинг цувватларини солиштириш

И кки А  ва В  туплам берилган булса, уларнинг цув- 
ватлари  ^ацида цуйидаги мулоцазаларни юритиш мумкин:

1 ) бу тупламлар узаро эквивалент; яъни уларнинг 
цувватлари тенг;

2) А  туплам В  тупламнинг бирор В i хос цисмига эк
вивалент, аммо В  туплам  А  нинг ^еч цандай цисмига 
эквивалент эмас (ёки В  туплам А  тупламнинг бирор А\ 
хос цисмига эквивалент, аммо А  туплам В  нинг ^еч цан
дай цисмига эквивалент э м а с ) ;

3) А  туплам В  тупламнинг бирор В\ хос цисмига эк
вивалент ва В  туплам А  тупламнинг бирор A i хос цисми
га эквивалент, яъни

А ~  В х (Вх с~ В )  ва В ~  А г (Аг cz Ay,
4) А  туплам В  нинг цеч цандай цисмига эквивалент 

эм ас ва В  туплам А  нинг цеч цандай цисмига эквивалент 
эмас.

Агар Л ва В  туплам лар чекли б^лса, учинчи ва тур- 
тинчи цоллар руй бермайди. Л ва В туплам лар баъзи  бир 
ш артларни цаноатлантирганда чексиз туплам лар учун 5;ам 
туртинчи цолнинг уринли булмаслигини курсатиш  мумкин 
(м асалан, [1]нинг III бобига ц аранг).

Биринчи цолнинг чекли ва  чексиз туплам лар учун руй 
бериши мумкинлиги олдинги п араграф ларда келтирилган 
мисолларда курилди. Иккинчи ва учинчи цолларнинг со- 
дир булиши мумкинлиги цуйидаги мисоллардан куринади.

И к к и н ч и  ц о л г а  м и с о л .  Л — рационал сонлар
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туплами ва 5  — з^ациций сонлар туплами булсин. Агар В\ =
— А  деб олсак, у з^олда А ~ В \  булиб, В  туплам А  нинг з^еч 

%^бир цисмига эквивалент эм ас (7 .1 -теоремага асосан).
У ч и н ч и  з ^ о л г а  м и с о л .  Л ва В са'ноцли туплам 

лар булсин. Агар А  дан саноцли А\  хос цисмини ва В  дан 
саноцли В х хос цисмини олсак, у ^олда А ~ В Х ва В ~ А \  
булади.

Охирги мисолда А ~ В .  Б у  тасодифий з;ол эмас, б ал 
ки умумий цонуниятдир.

8 . 1 - т е о р е м а  (Кантор — Бернш тейн). А га р  икки  А 
ва  В  тупламнинг %ар бири иккинчисининг цисмига эк 
вивалент булса, у  %олда ула р  узаро эквивалент б у 
лади.

И с б о т .  Теореманинг ш артларига биноан:

А ~  В х {Вх cz В) ва В ~  А г (Лх cz А).

A i ва jBi туплам лар мос равиш да Л ва В туп лам лар
нинг хос цисмлари булсин, деб ф араз цилайлик, чунки 
акс з^олда, масалан, Л 1 = Л  булса, у з^олда В ~ Л 1 дан 
Б ~ Л  муносабат келиб чицадн.

В  ва Л] тупламлар эквивалент булгани сабабли бирор 
f : B-> Ai узаро бир цийматли акс эттириш мавж уд. Бу 
акс эттириш В\ тупламни А \ нинг бирор Л 2 цисмига акс 
эттиради. Н атиж ада Л 2<=Л1 с Л  ва А ~ В и дем ак Л 2 ~ Л .

А гар А\  нинг Л га эквивалентлиги исбот этилса, у 
з^олда A i ~ B  булганидан Л нинг В  га з<;ам эквивалент- 
лиги келиб чицади.

У заро бир цийматли f  акс эттириш билан Л ни Л 2 га 
акс эттирганимизда А\  бирор Лз (с :Л 2) туплам га, Л 2 эса 
бирор Л 4 туплам га акс эттирилади ва з^оказо. Бу узаро 
бир цийматли акс эттириш лардан цуйидаги муносабатлар 
келиб чицади:

Л \Л ^  Л 2\Л з
Л 1 \ Л 2 ~  л 8\ л 4 
Ла\ Л 3 ~  л 4\ л 6 
Л8\ Л 4 ~  ЛБ\ Л в

Бу муносабатларнинг тоц уриндагиларини оламиз:

Л \ Л Х ~  Л2\ Л 3 
Ла\ Л 3 ~  Л4\ Л В 
Л4\ Л 8 *** Лв\ Л 7
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Бу муносабатларнинг чап ва унг томонидаги т^плам ларни 
алоцида цушиб ушбу

(АХА, )  U И Д 4 )  U (Л4\ Л 6) U . . .  -  Л
~ ( Л 2\ Л 3) U (Л4\ Л 6) U (Аб\ А 7) U • • • (1)

эквивалентликка эга буламиз.
Энди цуйидаги айниятларнинг уринли эканини исбот 

циламиз:
А =  Р  U (А \А г) U (Л Д Л 2) U (А2\ А 3) . . . }  (2) 

А ^ Р  U (Л Д Л 2) U (Л2\ Л 3) U (Л3\ А 4) . . . ^
оо

бу ерда Р  =  П A k. Булардан бирини, масалан, биринчисини ис- 
k~  1

бот этамиз; иккинчисининг иеботи шунга ухшашдир. Л туплам
нинг бирор а элементини оламиз ва уни (2 ) даги биринчи ай- 
ниятнинг унг томонига киришини курсатамиз. Бу элемент
4  ( Л - 1 , 2 , . . . )  тупламларнинг цар бирига кириши мумкин,
ёки а £ А п, лекин а £ А п+1. Агар а £  A k (k =  1, 2, 3, . . .) булса, 
у  цолда а £Р ; агар а £ Ап булса-ю, лекин а 6  Лп+1  булса, у цол- 
да a € ^ „ \ 4 + i -  Д емак> иккала цолда ^ам а элемент биринчи 
айниятнинг унг томонидаги тупламга киради.

Агар а  унг томоннинг элементи булса, у цолда а 6  Л, чунки 
P c z  А  ва (Лп\ Л л+1) с :  Л. Айният исбот булади.

(2 ) айниятларни ушбу

Л =  IP U ( 4 \ Л 2) 'U (Л3\ Л 4) U ( 4 \ 4 )  U • • •] U 
U [(ЛЧЛ^ U (А2\ Л 3) U ( А , \ А Ь) U • ■

Л  =  [Р и ( 4 \ л 2) и (Л Д Л 4) и (Л5\ Л в) и • • •] и
и [(Л2 \ Л 3) и (Л Д Л 5) и - .  •] (3)

к ^ р и н и тд а  ёзамиз.
Бу айниятларнинг унг томонларини солиш тирсак, цар 

бирининг биринчи урта цавсдаги ифодалари айнан бир- 
бирига тенг, иккинчи урта цавсдаги ифодалари эса ( 1 ) 
муносабатга мувофиц узаро  эквивалент. М одомики, (3) 
айниятларнинг унг томонидаги тупламлар узаро  экви ва
лент экан, уларнинг чап томонидаги Л ва А \ туплам лар 
з^ам узаро эквивалент. Ш у билан теорема исбот этилди.* 

Ихтиёрий икки Л ва В тупламни солиш тириш да тур- 
тинчи хол истисно этилса, теоремага асосланиб, ушбу 
натиж ани айтишимиз мумкин:

Л ва В туплам лар узаро  эквивалент, демак, улар тенг 
цувватлидир ёки булардан  бири, масалан , Л туплам ик
кинчисининг хос цисмига эквивалент, аммо шу билан бир-
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га В  туплам А  нинг на узига, ва на унинг бирор к;ис- 
мига эквивалент эмас, бу долда А  нинг ^уввати В  нинг 
цувватидан кичик булади.

9- §. Ккувватдар устида ам аллар .
Ихтиёрий катта цувватларнинг мавжудлиги

Кесиш майдиган чекли А  ва В  тупламлар берилган 
булсин. Агар Л да и та, В да т  та элемент булса, у 
долда бу тупламлар йигиндиси A [j В да п + т  та эле
мент булади. Тупламларнинг ^уввати тушунчаси чекли 
туплам элементларининг сони тушунчасининг умумлаш - 
тирилган доли булганлиги сабабли ихтиёрий ^увватларни 
^ушиш амалининг таърифини ^уйидагича бериш мумкин:

Икки Л ва В туплам умумий элементларга эга булма- 
син. а  ва р мос равиш да Л ва В тупламларнинг ^увват- 
лари булсин. Л и В  тупламнинг ^уввати а  ва р ^увватлар- 
нинг йигиндиси  дейилади ва

а  +  р

куриниш да ёзилади.
\X V т £ 1 } тупламлар системаси берилган булиб, бу систе-

мадаги тупламлар узаро кесишмасин ва Х х нинг к;уввати а% 
булсин. Барча а т ^увватларнинг й и г и н д и с и  деб, \ Х х\ туплам- 
лар'системаси йигиндисининг ^увватига айтилади.

М асалан , со — сано^ли тупламнинг цуввати, с — конти
нуум ^увват булса, 6 - ва 7- § даги теорем аларга асосан:

со - f  со =  со,
со +  с =  с, ' ( 1 )
с +  с — с.

Сони саноцли со ларнинг йигиндиси дам со га, сони саноц- 
ли с ларнинг йигиндиси эса с га тенг.

9 .1 -и з о  д. (1) ф орм улаларга кура к;уйидаги гипотеза- 
ни айтиш мумкин: агар Л чексиз туплам булиб, ^уввати 
а г а  тенг булса, у долда а  + а  = а.  Бу гипотеза ихтиёрий 
чексиз цувват учун дозиргача исботланмаган; аммо у 
маълум ш артни цаноатлантирувчи туплам лар учун уринли 
( [ 1 ] га ^аран г).

Энди ^увватлар  кУпайтмасининг таъриф ига Утамиз.
Л ва В  чекли туплам лар булиб, уларнинг элементлари 

сони мос равиш да п ва т  га тенг булсин. Л ва В нинг 
Л х В  Д екар т  купайтмаси п ■ т  та элементдан иборат.
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Бунга кура ихтиёрий туплам лар учун цуйидаги таъ- 
рифни бериш мумкин.

А  ва В  ихтиёрий туплам лар ва а, р — уларнинг ц у в в ат -„ 
лари  булсин. а  ва р цувватларнинг купайтмаси деб А  
ва В  тупламларнинг А х В  Д екар т  купайтмаси цувватига 
айтилади ва

а - р
куриниш да ёзилади.

Т уплам лар системасининг Д екар т  купайтмасидан фой
даланиб, сони ихтиёрий цувватларнинг купайтмасини з^ам 
таъриф лаш  мумкин.

М асалан , N  натурал  сонлар туплами бУлса, N x N  з^ам 
саноцли туплам булгани учун

(0-(0 =  (0.
Агар R  турри чизиц нуцталари туплами булса, R X R  

текислик нуцталари туплами булгани ва R  з^амда R X R  
ларнинг цувватлари с булгани учун ( 1 0 - §  га царанг)

с-с  — с. ,
9.2-и з о ^ .  Х аР цандай чексиз а  цувват учун

а - а  = а

муносабатни гипотеза сифатида ёзиш мумкин. Бу гипотеза 
з$ам умумий зфлда исботланмаган.

9.3- и з о з ( .  Ихтиёрий цувватларнинг чекли сонлардан 
фарци ( 1 ) форм улаларданоц куринади^ иккинчи муз^им бир 
ф арц  шуки, сони ихтиёрий цувватларни цушиш ;ва купай- 
тириш мумкин. Учинчи ф арц  шундаки, цувватларнинг 
айирмаси тушунчасини (цувватларнинг йигиндиси туплам 
ларнинг йигиндиси орцали таъриф ланганидек) туп лам лар
нинг айирмаси орцали таъриф лаш  мумкин эмас. ^ац и ц а- 
тан з^ам, агар А В  тупламлар берилиб, А  нинг цуввати а , В  
нинг цуввати р булса, А \ В  туплам, а  ва р лар узгармаган 
з^олда, чексиз, чекли ёки буш булиши мумкин, шунинг учун 
бу тупламнинг цуввати туррисида з^еч нарса айтиш мумкин эмас 
ва демак, а  — р аниц бир маънога эга эмас.

Агар Л, В  — чекли тупламлар булиб, п, m  мос равишда 
бу тупламлар элементларининг сони булса, Л тупламни В  туп
ламга барча акс эттиришлари сони пг71 га тенг. Хацицатан з^ам,
Л тупламнинг з^ар бир х  элементи В  туплам элементларининг 
сони m  та булгани учун В  га пг та усул билан акс эттирили- 
ши мумкин. Л да п та элемент булгани з^амда з$ар бир элемент 
бошца элементларга борлицмас равишда В  га пг усул билан
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акс эттирилиши мумкинлиги сабабли А нинг В  га барча акс 
эттирилишлари сони т п га тенг. Бунга кура ихтиёрий цувват- 
ларни даражага кутаришни цуйидагича таърифлаш мумкин.

А  ва В  тупламлар берилиб, А  нинг цуввати а  га, В  нинг 
цуввати р га тенг булсин. У холда А нинг В  га барча акс 
эттиришлари туплами В А нинг цуввати (3 нинг а- даражаси 
дейилади ва

куриниш да ёзилади.
М асалан , N  натурал сонлар туплами ва Z 2 =  {0,1} 

туплам булса, N  нинг Z 2 га цар бир акс эттирилиш ини 
цуйидаги куриниш да ёзиш мумкин:

1 2 3 . . .  п  . .  . 
tj i2 г3 . . . tn . . .

бу ерда is =  j®. Бундан чицадики, N  нинг Z2 га хар бир акс 

эттирилишига
0 , i% • • • is • • •

иккили касрни мос цуйиш мумкин. Натижада Z2 туплам билан 
бутун цисми ноль булган барча иккили касрлар туплами ора- 
сида узаро бир цийматли мослик урнатилди. Аммо бутун цис
ми ноль б^лгаи барча иккили касрлар туплами с континуум 
цувватга эга (бунинг исботи 7 .1 -теореманинг иккинчи исботи 
кабидир).

Шундай цилиб, агар N  нинг цувЕати со булса, Z 2 нинг 
цуввати 2 “ булиб,

2 “ =  с.

Маълумки, чекли сонлар учун 2“ > а  тенгсизлик уринли.
Бу цол тасодифий булмай, цуйидаги умумий теорема урин

ли.
9 .4 -т е  о р е м  а. А бирор туплам булиб, унинг цуввати а  

булса, у  %олда А нинг барча цисм тупламлари системаси
нинг цуввати 2“ шу А т упламнинг цувватидан катта, яъни  
2 “ > а .

И с б о т .  Бирор А = {а} туплам  берилган булиб, В =  
=  {6} туплам А  нинг барча цисм туплам ларидан тузилган 
система булсин. Бу системага, хусусан, Л нинг бир эле- 
ментли цисмлари, буш туплам  ва Л -нинг Узи цам ки
ради.

В  нинг цуввати Л нинг цувватидан катталигини ис
ботлаш  учун В д а  Л га эквивалент булган цисм борли-

39



гини, аммо В  нинг А  га эквивалент эмаслигини исботлаш  
керак.

В  дан А  нинг бир элементли ^исмларидан иборат ^исм 
системани аж ратиб олсак, бу цисм система А га эквива
лент булиши равш ан. ■

Энди В  нинг А  га эквивалент эмаслигини курсатамиз. 
Аксинчасини ф ар аз ^илайлик, яъни Л ~ В  булсин. У долда 
В  системанинг элементлари билан А  нинг элементлари 
орасида бир дийматли мослик урнатиш  мумкин, яъни В  
ва А  нинг элементлари маълум  бир ж уф тларга богланган 
булади:

Ат я, Ат £ В, о, £ А.

Бу жуфтларнинг бирортасини олайлик: А х о  а. Бу ерда 
икки дол булиши мумкин: ё А х туплам А  нинг ^исми булгани 
учун а ни уз ичига олади ёки А х туплам А  нинг ^исми була 
туриб, а  ни уз ичига олмайди. Бу долларга ^араб А  туплам
нинг а элементини ' мос равишда 1 - ёки 2- т ур элементлар 
дейилади.

Д ем ак, 1- тур элементлар шундай элементларки, у л ар 
нинг

А х о а

ж уф тларидаги  Л х туплам а ни уз ичига олади, 2 -тур 
элем ентлар шундай элементларки, уларнинг

А х « а

ж уф тларидаги  А х туплам а  ни у з  ичига олмайди.
Б арча 2- тур элементлар тупламини А ' билан белги

лаймиз. А '  нинг
А ' <$■ а

жуфтини оламиз. Бу ерда икки дол булиши мумкин: ё 
а элемент 1 - тур элемент, ё 2 - тур элемент. Агар а 1 - тур 
элемент булса, а элемент Л 'г а  кириши керак, аммо А ' 
тузилиш ига кура 2- тур элементлардан иборат. Д е 
мак, бу долнинг булиши мумкин эмас. Агар а 2- тур 
элемент булса, а элемент, бир томондан, таъриф га асосан 
Л 'г а  кирмаслиги керак, иккинчи томондан, А '  нинг тузи
лиш ига кура, а  элемент Л ' г а  кириши керак. Яна ^арам а- 
^арш иликка келдик. Д ем ак, бу долнинг дам булиши 
мумкин эмас.
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Ш ундай цилиб, А '  тупламнинг мавж удлиги царам а- 
царш иликка олиб келяпти. Д ем ак, А  ва В  туплам лар 
узаро эквивалент эмас.

Умуман цуйидаги теорема уринли.
9.5- т е о р е м а .  Агар X  ва  Y тупламларнинг цувват- 

лари  мос равиш да а  ва  р булиб, р > 1  булса, у  хрлда

Р“ > а .
(Уцувчи бу теорема ^ацида П. С. Александровнинг [1] 

китобига цараш и мумкин.)
9 .4 -теорема аслида цуйидаги тасдицни умумлаш тира- 

ди: агар п натурал сон булиб, п >  1 булса,
2п> п

тенгсизлик уринли .
Ш унга ухшаш, п > 4 да

2п >  п г
тенгсизлик уринли булгани учун цуйидаги тасдиц тугри 
булса керак: агар а  цувват а > 4  тенгсизликни цаноат- 
лантирса,

2 “ > а 2.

тенгсизлик уринли.- Аммо бу тасдиц ^озиргача исботлан- 
маган.

10-§. Тупламлар Декарт купайтмасининг цуввати

Энди тупламларнинг Д екар т  купайтмасини текшириш 
билан ш угулланамиз.

10.1-т е о р е м а. А гар  А  ва  В сано^ли  тупламлар  
б^лса, уларнинг Декарт купайтмаси \а м  саноцли б у
лади.

И с б о т .  А  ва В  туплам лар саноцли булгани учун 
ула!рни цуйидаги куриниш да ёзиш  мумкин:

А  {̂ ]> а2У . . .  у апУ. . .}»

В =  [ЬХу Ь2, . . . у bn, . . .j. •

Бу тупламларнинг Д екарт купайтмасини эса цуйидагича 
ёзиш мумкин:

(а,, Ь{), (а,, Ь2), . . . , (а,, Ьп), .-.
(а2у Ь|), (a2i b^y . . . у (а2у . . .

А х  В
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Бу ж адвалдаги  элементларни, 6 .1 -теоремадагидек, цу
йидагича номерлаб чицамиз:

(at , bj), с^ — (Qj, bo), c.j =  (q2, bj), с4 =  [ах, b3), 
с5 =  (а2, 62), с6 =  (а3, b j ,  с, =  (av 64) . . .  (1)

Бу кетма- кетлик цуйидаги цоида буйича тузилди: агар i +  
+ & < / + /  булса, у з^олда (ар bk) элемент (д., bt) дан ил- 
гари ёзилади; агар i +  k — j  +  / ва i <  /  булса, у цолда (а(. 
&k) элемент (яу, 6г) дан илгари ёзилади.

(1) кетма-кетлик эса Л х  В тупламнинг саноцлилигини кур- 
сатади.*

К,уйидаги теорема худди шунга ухшаш исботланади:
10.2 - т е о р е м а .  Агар A lt Л2, . . . ,Ап саноцли тупламлар 

булса, у  %олда бу тупламларнинг Декарт  купайтмаси

А =  А., х  А2 х  . . .  х  Ап

%ам саноцлидир.
10.3-н а т и ж а .  п улч а м ли  фазода координаталари 

бутун сонлардан иборат б улга н  барча нуцталар туп
лам и саноцлидир.

Бу натиж анинг исботи барча бутун сонлар туплами М  
нинг саноцлилигидан ва п Улчамли фазодаги бутун коор- 
динатали нуцталар туплами

М п =  М х М х . . . х М
п марта

га тенг булганлигидан келиб чицади.*
1 0 .4 -н а т и ж а . п улчамли азода барча рационал коорди- 

нашали нуцталар туплами Qn саноцлидир.
Бу натижанинг исботи Q рационал сонлар тупламининг са

ноцлилигидан ва
Qn ~ Q  X Q х  . . .  X Q

*̂*............—V  " "
п марта

тенгликдан келиб чицади.#
Энди А х, А 2. . . ., Ап, . . . тупламлар кетма-кетлиги берил

ган булсин. Ушбу
Вп =  л, X Л2 х  . . .  х  А п. -п =  1, 2, 3, . . . 

кетма-кетликни тузамиз. Барча Вп тупламларнинг

и д,
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йигиндиси Л ,, Л2, . . . , Ап, . . . кетма-кетликнинг чала Д е
карт крпайтмаси дейилади.

1 0 .5 -т е о р е м а . Агар Л,, Л2, . . . , Ап, . . . саноцли т уп
ламлар булса, у  холда уларнинг чала Декарт купайтмаси 
%ам сано^лидир.

И с б о т .  Вп — Л; х  А2 X . . . х  Ап тупламларнинг сано^-

лилиги юк;оридаги ЮЛ-теоремадан, 5  =  (J В п тупламнинг са-
п— 1

но^лилиги эса 6 . 1 -теоремадан келиб чи^ади.*
10.6-н а т и ж а .  Барча рационал коэффициентли к$щ ад- 

лар туплами Р саноцлидир.
И с б о т .  Даражаси п  — 1 дан катта булмаган рационал коэф

фициентли купдадлар туплами Р п~ х аслида п  улчамли фазодаги 
барча рационал координатали ну^талар тупламини ташкил эта- 
ди, демак, 10.4-натижага асосан сано^лидир. Р  туплам Рп~ 1

<50
тупламларнинг йириндисига тенг, яъни Р =  U Р  булгани

п=  1
учун сано^лидир.*

10.7-н а т и ж а .  Барча алгеб р а и к 1 сонлар туплами са- 
но^лидир.

И с б о т .  Бутун коэффициентли купдадлар туплами са- 
ноцли булгани учун дамда бир купдад сони чекли илдиз- 
ларга  эга булгани учун алгебраик сонлар туплами сони 
сано^ли чекли тупламларнинг йигиндисига тенг. Б у  туп
лам  эса 6 . 1 - теоремага асосан сано^лидир.

10.8-н а т и ж а .  Трансцендент сонлар туплами кон
тинуум цувватга эга.

Бу натиж анинг исботи 10.7-натиж адан  дам да 6 -ва  7 -§  
лардаги  теорем алардан бевосита келиб чицади.

Энди сано^сиз тупламларнинг Д екарт купайтмаси би
лан ш угулланамиз.

10.9-т е о р  е м а. А гар  А  ва  В  тупламлар континуум  
цувватга эга булса, ула р ни н г Декарт купайтмаси %ам 
континуум цувеатга эга.

И с б о т .  Л ва В  континуум ^увватга эга булгани учун 
А — I =  [0, 1] ва В  =  /  =  [0, 1] деб олиш мумкин. У долда 
А х  В  нинг элементлари текисликдаги / 2 =  |0  <  х  <  1, 
0 < ( / < 1 }  квадратнинг ну ̂ талари туплами дан иборат. Теоре
мани исботлаш учун бу квадратнинг ну^талари билан /  =  [0 , 1 ] 
сегментнинг нук;таларя орасида узаро бир цийматли [муносабат-

1. Агар бирор 'сон коэффициентлари гбутун сонлардан иборат булган 
бирор к^гцаднинг илдизи булса, бу сон алгебраик сон дейилади. Бу таъ- 
рифни цаноатлантирмайдиган сонлар трансцендент сонлар дейилади.
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ни урнатиш кифоя. Бундай муносабат куйидагича урнатилади! 
агар (р, q) £ / 2 булиб, р  ва q сонлар ушбу куринишдаги

Р =  0. Р\ Р2 ■ ■ ■ Рп • ■ • •

<7 =  0, ?2 . . . .  qn . . . 

чексиз Унли касрларга ёйилса, бу (р, q) га I  даги уш бу

о, рг <7i рг д2 р3 д3 ■ ■ ■ Рп Яп ■ ■ ■

элементни мос цуямиз. Равш анки, бу мослик у заро  бир 
цийматлидир.*

Индукция й^ли билан цуйидаги теоремани исботлаш  
мумкин.

10.10-т е о р е м а. Чекли сондаги континуум цувватли  
т упламларнинг Декарт купайтмаси %ам континуум цув- 
ватга эга.

Бу теоремадан ^ам да п улчамли фазо п та тугри чи
зицнинг Д екар т  купайтмасига тенг булгани ва тугри чи- 
зиц нуцталари туплами континуум цувватга эга булгани- 
дан цуйидаги натиж ани )^осил цилиш мумкин.

1 0 . 1 1 - н а т и ж  а. п улч а м ли  фазо континуум цувват- 
га эга.

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1 . К,уйидаги тенгликлар исботлансин:

а) ( А \ В ) \ С  — ( А \ С ) \ ( В \  С);
б) А А В  =  (A (J В ) \ ( А П В ) ;
в) А Л  0  ==А.

2. Д ар цандай А, В, С туплам лар учун цуйидаги тенг- 
ликларнинг тугрилигини исботланг:

а) [А, (В  U С)] =  [A, fi] U [А, С];
б) [(Л U В), С] =  [А, С] U [В, С];
в) [А, (В  П С)] =  [А, В] П [А, С}\
г) [(Л Л В), С] =  [А, С] Л [S, С].

3. ^ ан д ай  Л ва В  туплам лар учун [Л, В] ва [В, А] 
туплам лар тенг булади?

4. Учта элементдан иборат барча урнига цуйишлар туп- 
ламини 5 з билан белгилаймиз. Чизицли алгебрада урнига
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^уйиш ларни узаро купайтириш  ам али киритилган. И ккита 
а ва Ь урнига ^уйиш лар берилганда шундай учинчи бир 
с урнига цуйиш топилиб, натиж ада

ас =  cb,
яъни

6-~l а: =  b
муносабат уринли булса, бу икки а ва b урнига цуйишлар- 
ни эквивалент урнига ^уйиш лар деймиз.

а) киритилган эквивалентлик муносабати рефлексив- 
лик, транзитивлик ва симметриклик хоссаларига эгалиги- 
ни исботланг;

б) киритилган эквивалентлик муносабати S 3 тупламни 
синфларга аж ратади . S 3 туплам  нечта синфга аж ралади? 
Дар бир синфда нечта элемент бор? Д ар бир синфга 
кирувчи злементларни топинг.

5. л  та элементдан иборат барча урнига куйишлар тупла
мини S n билан белгилаймиз. S n туплам учун 4-масаладаги са- 
волларни дал дилинг.

6 . [0 , 1 ) ярим сегмент ну^талари  билан [0 ,оо) туп
ламнинг ну^талари орасида узаро бир ^ийматли мос- 
лик урнатинг.

7. (0,1) ва [0,1] туплам лар орасида узаро бир к;иймат- 
ли муносабат Урнатинг.

8 . Сон у^идаги барча да^и^ий сонлар туплами ва б ар 
ча. иррационал сонлар туплами орасида узаро бир ^иймат- 
ли муносабат урнатинг.

9. [0, 1] оралигидаги барча рационал сонлар туплами 
билан {(*, у) : 0 < х ^ 1 ,0 < у < 1 } квадратдаги  барча р а 
ционал координатали нуцталар туплами орасида узаро бир 
цийматли мослик урнатинг.

10. И кки А ва В  туплам йигиндисининг тасвири шу 
туплам лар тасвирларининг йигиндисига тенг эканлигини 
курсатинг.

11. Чекли ёки санок;ли сондаги туплам лар йигиндиси- 
нинг тасвири шу тупламлар тасвирларининг йигиндисига 
тенглигини курсатинг.

1 2 . Ш ундай иккита А ва. В  туплам топингки, бу туп- 
лам лар  купайтмасининг тасвири шу тупламлар тасви рла
рининг купайтмасига тенг булмасин.

13. Агар A v А„, . . . , Ап, . . . сано^ли тупламлар кетма- 
кетлиги булса у долда уларнинг Декарт купайтмаси континуум 
^увватга эга булишини исботланг.

14. Монотон функциянинг узилиш  нуцталари туплами 
купи билан саноруш эканини исботланг.



15. Агар A v  А 2............ Ап, . . . континуум цувватга эга бул
ган тупламлар кетма-кетлиги булса, у з^олда уларнинг Декарт 
купайтмаси цам континуум цувватга эга булишини исботланг.

16. [О, 1] сегментдаги барча узлуксиз ф ункциялар туп
лами континуум цувватга эгалигини исботланг.

17. [О, 1] сегментдаги барча монотон функциялар туп
лами континуум цувватга эгалигини исботланг.

18. А  тупламнинг элементлари [0,1] сегментдаги ягона 
усул билан иккили касрга ёйилувчи нуцталардан иборат, 
В  тупламнинг элементлари эса [0, 1] сегментдаги иккилик 
каср ёйилмасида камида бир м арта 1 рацами цатнаш увчи 
нуцталардан иборат. С = А \ В  тупламнинг цувватини то- 
пинг.

II б О б 
НУЦТАЛИ ТУПЛАМЛАР

Бу бобда элементлари дациций сонлар тупламининг 
элементларидан (яъни турри чизиц нуцталаридан) иборат 
туплам лар билан шурулланамиз.. Б у  тупламлар нуцтали 
тупламлар дейилади.

11 - §. Лимит нуцта

Турри чизицдаги £ нуцтанинг атрофи деб шу нуцтани 
Уз ичига олган оралицца айтилади. Д ар бир нуцта чексиз 
к^п атроф ларга эга.

1- т а ъ р и ф .  TijFpu чизицда бирор I  нуцта ea Е  туп
лам  берилган  булсин. А гар  £ нинг %ар цандай атро- 
фида Е  тупламнинг |  дан ф арцли камида битта н уц 
таси булса, |  нуцта Е  тупламнинг лимит нуцтаси дейи
лади.

Бу ерда g нинг Е  га тегиш ли булиши талаб  цилин- 
майди.

Агар l £ E  булиб, I  элементнинг бирор атрофида Е  туплам
нинг |  дан бошца элементи булмаса, у  цолда |  нуцта Е  туп
ламнинг ёлгиз нуцтаси дейилади.

11.1-и з о ^ л а р: а) агар £ нуцта Е  тупламнинг лимит нуц
таси булса, у Е тупламга кириши з^ам, кирмаслиги хам мум
кин (шу параграфдаги 2 ва 4-мисолларга царанг);

б) I  нуцта Е  тупламнинг лимит нуцтаси булса, у цолда 1 
нинг ихтиёрий атрофида Е  тупламнинг чексиз куп нуцталари 
мавжуд. Буни курсатиш учун тескарисини фараз циламиз, яъни 
1 нуцтанинг шундай атрофи мавжудки, бу атрофга Е  туплам-



нинг сони чекли элементларигина кирган булсин. Шу элемент- 
ларни, масалан, x v  х2, . . . , хп билан белгилаймиз.

Бу з^олда \  нинг лимит нуцта эмаслигини курсатамиз. 
x l (i =  \,п) нуцталар орасида % га энг яцин нуцта битта ёки 
купи билан иккита булиши мумкин. £ дан уларгача энг яцин 
булган масофани б билан белгилаймиз, у з^олда ( |  — б, 1 + 6) 
оралиц |  дан бошца (агар 1 £ Е  булса) Е  тупламга кирадиган 
бирорта з а̂м нуцтани уз ичига олмайди. Демак, I  нуцта Е  туп
лам учун лимит нуцта була олмайди;

в) агар Е 0<^Е булиб, |  нуцта Е 0 тупламнинг лимит 
нуцтаси булса, у з^олда |  нуцта Е  нинг з^ам лимит нуц- 
таси булади;

г) чекли туплам бирорта ^ам  лимит нуцтага эга эмас; 
унинг з^ар бир нуцтаси ёлгиз нуцта булади.

М и с о л л а р .  1. Е 1 туплам натурал сонлардан иборат 
булсин. Бу тупламнинг бирорта з^ам лимит нуцтаси йуц. 
Д ацицатан, ихтиёрий з^ациций а  сонни олиб, унинг

булса, а дан бошка) бирорта з а̂м элементи булмайди (бу ерда 
б сон а дан а га энг яцин бутун сонгача булган масофа).

рат булсин. Бу тупламнинг биргина • £ =  0 лимит нуцтаси бор 
ва 0  £ £ 2.

1 1 .2 - т е о р е м а. Ихтиёрий [а, Ь] сегментнинг лимит 
нуцталари туплами ш у сегментнинг узига  тенг.

И с б о т .  [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий § нуцтаси шу 
сегмент учун лимит нуцта эканлиги бевосита таъриф дан 
куриниб турибди. Энди [а, Ь\ сегментнинг таш царисида 
унинг лимит нуцтаси йуцлигини курсатамиз. Дацицатан, 
|  нуцта [а, b] сегментнинг лимит нуцтаси булиб, унга 
кирмасин з^амда аницлик учун а дан чапда булсин. У
з^олда |  нуцтанинг S +  ) атР°Фи t°> Ч сег
ментнинг бирорта з а̂м нуцтасини уз ичига олмайди. Бу эса |  
нуцтанинг [а, Ь] сегмент учун лимит нуцта эканлигига зид.*

Ю цоридаги мисолларни давом эттирамиз. .
3. Е 3 туплам (0, 1) оралицдан иборат булсин. Бу туп

ламнинг лимит нуцталари [0 , 1 ] сегментнинг барча нуц- 
таларидан  иборат.

4. £ 4 туплам [0, 1] сегментдан иборат булсин. 11.2- 
теоремага асосан бу тупламнинг лимит нуцталари [0 , 1 ] 
сегментнинг барча нуцталаридан иборат.

5. £ 5 туплам  (0, 1) оралицдаги з^амма рационал сон-

атрофи олинса, бунда Е г нинг (агар а  6

2. Е 2 туплам — {п — 1, 2 , . . .) куринишдаги сонлардан ибо-
п
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лардан  иборат булсин. Б у  тупламнинг лимит нудталари 
дам [0 ; 1 ] сегментнинг барча нудталаридан иборат.

Д ардадидат, [0 , 1 ] сегментдаги дар дандай |  нудтанинг 
ихтиёрий атроф ида чексиз куп рационал сонлар мавж уд- 
дир, чунки рационал сонлар тугри чизидда зич жойлаш - 
ган (бу удувчига математик анализ курсидан м аълум ).

Д ем ак, таъриф га мувофид, [0, 1 ] сегментнинг дар бир 
нудтаси Е 5 туплам учун лимит нудта булади.

6 . Е в туплам Е г ва E t тупламларнинг йигиндисидан ибо
рат, яъни Е в — Е 1 [) Е 4 булсин. Бу тупламнинг лимит нудта - 
лари дам [0 , 1 ] нинг барча нудталаридан иборат.

Е  тупламнинг барча лимит нудталаридан иборат бул
ган туплам Е  тупламнинг %осила трплами дейилади. Уни 
Е ' билан белгилаймиз.

Индукция буйича ихтиёрий п  натурал сон учун Е (п) туп
лам дуйидагича анидланади: Е [п) ордали Е {п~ }) тупламнинг до- 
сила т^пламини белгилаймиз.

Ю доридаги мисолларда келтирилган тупламларнинг 
досила туплам лари дуйидагилардан иборат:

Е\ — 0 , Е ; =  {0}, £ ' =  [0, 1], 
£ ; = [ 0 , 1 ], £ 5  =  1 0 , 1 ], Eg =  [0 , 1 ].

Б у  мисоллардан к;уринадики, берилган Е  туплам билан 
унинг Е ' досила туплами орасида турли муносабатлар 
бдлиши мумкин. М асалан, юдоридаги мисоллар учун 
дуйидаги муносабатлар баж арилади:

Ey c z  Е {, £ д С  Е 3, Е4 =  Е4, Е5 c z  Е5, Ей cz Е 6.
Аммо Е 2 билан Е '2 орасида бу м уносабатлардан бирор- 
таси дам баж арилм айди.

Агар туплам ёлгиз нудталардангина иборат булса, 
бундай туплам  ё л  г и з  ( д и с к р е т )  трплам дейилади.

Ю доридаги мисолларда келтирилган Е\ ва Е 2 туплам 
лар ёлгиз тупламлардир.

Агар тупламнинг бирорта дам ёлгиз нудтаси булмаса, 
бундай тупламни узида  зич туплам  дейилади. Мисол- 
ларимиздаги  Е 3, Е А, Е$ тупламлар Узида зич тупламлардир.

Агар E c zE ' булса, Е  туплам узида зич туплам б у ла
ди ва аксинча.

2 - т а  ъ р и ф .  А гар  Е  нинг %амма лимит нщ т алари  
узи га  тегишли брлса (яъни  E 'c z  Е  бС/лса), у  %олда Е  
туплам ёпи$ туплам дейилади.

Бу таъриф га мувофид, чекли туплам, лимит нудталари 
булмагани сабабли, ёпид булади.

М асалан , юдоридаги мисолларимизда Е ь E it E s r f u-  
лам лар  ёпид тупламлардир.
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Буш  тупламни цам ёпиц туплам деб з^исоблаймиз.
Агар Е = Е '  булса, у ц о л д а  Е  туплам м у к а м м а л  туп

лам  дейилади. М асалан, £ 4 мукаммал тупламдир. Равш ан- 
ки, ^ у к а м м а л  туплам цам ёпиц, з^ам узида зич тупламдир.

Е  ~  Е  U Е ' туплам Е  тупламнинг ё п и л  м а е  и дейилади.
Энди цуйидаги м асалани курамиз. К,андай ш арт б а ж а 

рилганда чексиз туплам лимит нуцтага эга?
М асалан, натурал сонлардан иборат булган Е i чексиз 

туплам булса-да, бирорта цам лимит нуцтага эга эмас.
Бу м асалани  ечиш учун муцим булган цамда келаж ак- 

да куп иш латиладиган  цуйидаги тушунчани киритамиз.
3- т а ъ  р и ф. Б ирор сегмент ичига ж ойлаштирилиши 

м ум кин булга н  тупламни чегараланган туплам дейи
лади.

11.3-т е о р е м  а (Больцано-В ейерш трасс). ){ар цандай  
чегараланган чексиз Е  туплам %еч булм аганда битта л и 
мит нуцтага эга.

И с б о т .  Е  туплам чегараланганлиги  сабабли шундай 
[а, Ь\ сегмент мавж удки, Е  туплам  бу сегментда ж ой лаш 
ган булади.

[а, Ь] сегментни ~  с нуцта орцали тенг иккига

б^либ, [а, с] ва [с, b] сегментларни цосил циламиз. Бу сег- 
ментлардан з$еч булм аганда биттасида Е  тупламнинг чек
сиз куп элементлари булади. Д ацицатан, агар бу сегмент
ларнинг з$ар бирида Е  тупламнинг ф ацат сони чекли 
элементларигина булганда эди, [а, Ь] сегментда з^ам Е  нинг 
ф ацат сони чекли элементлари б^лар  эди. Бу эса Е  туп
ламнинг чексизлигига зид.

Шундай цилиб, [а, с] ва [с, Ь] сегментларнинг камида бири
да Е  нинг чексиз куп элементи жойлашган. Шу сегментни 
(бундай сегментлар иккита булса, чапдагисини) [аг, Ьх] билан
белгилаймиз. [at , сегментни яна [alt c j  ва [q , Ьг]

иккита сегментга буламиз. Бу сегментларнинг цеч булмаганда 
бирида Е  нинг чексиз куп элементи ётади. Уша сегментни (бун
дай сегментлар иккита булса, чапдагисини) [а2, Ь2] билан бел
гилаймиз.

Бу ж араённи  чексиз давом эттириб, з<;ар бирида Е  нинг 
чексиз куп элементлари ётадиган ушбу

[a, b] z=> [<*!, bx] [а2, &а] =э . . . ( 1 )
сегментлар кетма-кетлигини цосил циламиз. [ап, Ьп] сегмент- 

^ _^
нинг у зу н л и ги ------- га тенг ва у п - у  оо да нолга интилади.
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Д ем ак, лимитлар назариясидаги  маълум теоремага 
асосан, бу сегментлар кетма-кетлиги биргина умумий |  
нуцтага эга булади, яъни

П т  ап =  lim  bn — £. (2 )
П—кх> Л—>00

Энди |  нукта Е  нинг лимит нуцтаси эканлигини исбот эта- 
миз. Бунинг учун |  нинг ихтиёрий (а, Р) атрофини олиб, унда 
Е  нинг чексиз куп элементлари борлигини курсатамиз.

Модомики, £б(<х, р) экан, (2) га мувофиц, шундай [ап, £га] 
сегментни топиш мумкинки, п  етарлича катта булганда [ап, 
bn] cz (а, Р) муносабат бажарилади. [ап> 6„] сегмент Е  туплам
нинг чексиз куп элементларига эга булгани учун (а , Р) оралиц 
з^ам Е  нинг чексиз куп элементларига эга, яъни s нуцта Е  туп
ламнинг лимит нуцтаси.*

11.4-и зоз^. Агар чексиз Е  туплам лимит нуцтага эга 
булса, у з^олда Е  туплам чегараланган  ва чексиз Е 0 цисм- 
га эга.

Бунинг исботини Уцувчиларга цолдирамиз.

12-§. Яцинлашувчи тупламлар ва кетма-кетликлар

Агар чегараланган  Е  туплам  биргина % лимит нуцтага 
эга б^лса, у з^олда Е  ни яц инлаш увчи  туплам дейилади 
ва Е  нинг g га яцинлашишини E-+-Z, куриниш да ёзилади. 
К^уйида яцинлаш увчи туплам ларга оид икки теоремани 
исбот циламиз.

12.1-т е о р е м а. 1) агар Е  т$плам % га ящ нлаш са , 
у  %олда I  нинг ихтиёрий ( х и х 2)  атрофидан т аш щ рида  
Е  тупламнинг купи  б илан  сони чекли  элементларигина  
булиш и мумкин;

2 ) аксинча, агар  |  нинг ихтиёрий (х\, х 2) атрофидан 
ташцарида чексиз Е  тупламнинг купи  б илан  сони чекли  
элементлари булса, у  хрлда

И с б о т .  1) (Xj, х 2) оралиц |  нинг ихтиёрий атрофи з^амда 
Е-*-% булсин. Чегараланган Е  тупламнинг (xv  х 2) оралицдан 
ташцарида чексиз куп элементлари мавжуд деб фараз цилай- 
лик, у з^олда бу элементлардан иборат Е 0 туплам Больцано- 
Вейерштрасс теоремасига асосан энг камида битта лимит нуц- 
тага эга булади, ана шу лимит нуцта т) булсин. Бу нуцта Е  
учун з^ам лимит нуцта булади з^амда г\ £ (xv  х 2).

Д ем ак, Е  туплам  иккита лимит нуцтага эга, бу эса 
теореманинг ш артига зид;

2) аксинчасини исбот этамиз. Бунинг учун £ нинг Е  туп-
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лам  учун ягона лимит нуцта эканлигини ва Е  нинг чегара- 
ланганлигини курсатиш  кифоя.

g нуцта Е  тупламнинг лимит нуцтаси, чунки g нинг 
ихтиёрий атрофида Е  нинг чексиз куп элементлари мавж уд.

Энди |  нинг ягона лимит нуцта эканлигини курсатам из. 
Х ацицатан цам, Е  туплам  £ дан  бош ца яна бирорта лимит 
нуцтага эга деб ф араз цилайлик; масалан , т |< £  булсин.

Ушбу х\ <  г) <  х2 <  £ <  х '3 тенгсизликларни цаноатланти
рувчи учта х\, х2, Xj нуцтани оламиз. г) лимит нуцта булган
лиги учун унинг (xj, х2) атрофида Е  тупламнинг чексиз куп 
нуцталари бор. Демак, £ нинг (х'2, х'3) атрофидан ташцарида Е  
нинг чексиз куп элементлари мавжуд, бу эса теореманинг шар
тига зид. Демак, Е  туплам биргина лимит нуцтага эга.

Энди Е  нинг чегараланганлигини курсатам из. (х \, Х2) 
оралиц |  лимит нуцтанинг ихтиёрий атрофи булсин. Тео
рем а ш артига асосан (хь х 2) атрофдан таш царида Е  туп
ламнинг купи билан сони чекли элементлари м авж уд. 
У лардан х х дан  чапда энг узоц жойлаш ганини а  орцали 
(агар Х\ дан  чапда булм аса, х\ нинг узини а  орцали), 
Х2 дан  унгда энг узоц ж ойлаш ганини 0  орцали (агар  дг2 дан  
унгда булм аса, х 2 нинг узини 0  орцали) белгиласак, ушбу

E cz[a , р]
муносабатга эга буламиз. Б у  эса Е  тупламнинг ч егара
ланганлигини курсатади.

12.2-т е о р е м а. Х аР цандай яцинлаш увчи  Е  туплам  
саноцлидир.

И с б о т .  1 2 . 1 - теоремага мувофиц,

(1 — 1 , 1 + 1 ). ( ^ ~ Y ’ ^ +

оралицларнинг цар биридан ташцарида Е тупламнинг чекли
/' 1 t  . 1 \

сондаги элементлари бор. Е  нинг I s  — ” . 5 +  “ I оралиц- 
дан ташцаридаги элементларидан иборат тупламни Еп билан 
белгиласак, у цолда

Е  — U Еп ёки Е  =  ( U Еп ) U { £ }
П=1 П = 1

муносабатлардан  бири уринлидир. Е п тупламларнинг >^ар 
бири тузилиш ига асосан чекли; демак, Е  туплам купи 
билан саноцли (6 . 1 - теорем а).

Энди яцинлаш увчи туплам туш унчасига яцин булган 
яцинлаш увчи кетма-кетлик тушунчасини киритамиз.

А гар I бирор цоида буйича ^ар бир п  натурал сонга 
аниц хп сон мос цуйилган булса, у ^олда х г, х г, x3„ .j

51



сонлар кетма-кетлиги берилган дейилади. Бу кетма-кетлик 
^ис^ача \хп \ куринишда ёзилади. Берилган кетма-кетликдаги 
турли ра^амли (номерли) з^адлар бир-бирига тенг булиши з^ам 
мумкин.

Агар бирор номердан бошлаб кетма-кетликнинг з^амма эле
ментлари а соннинг ихтиёрий е >  0  атрофида, яъни \хп — а\ <  
< е ( п > п 0) булса, у х;олда {хп\ кетма-кетлик а сонга я щ н -  
лашувчи кетма-кетлик дейилади. (Бу таъриф удувчига мате
матик анализ курсидан маълум.)

М и с о л л а р .  1 . Ушбу
1, 2, 1, 2, 1, 2, ...

кетма-кетликни олайлик. Бу кетма-кетлик туплам сиф ати
д а икки элементдангина иборат. У кетма-кетлик сиф атида 
з^ам, туплам сифатида з^ам якинлаш увчи эмас.

Ушбу
О, 1, 3, 4, 5, 5, 5, ...

кетма-кетлик якинлаш увчи. Бу кетма-кетлик туплам  си
ф атида 6  элементдан иборат. Б у  кетма-кетлик туплам  
сифатида лимит н у^таларга эга эмас, шунинг учун бу  
туплам якинлаш увчи эмас.

3. Ушбу
1 -L _!_ _L _L

1 о » о » л ' ' ' ' ’ > • • •2 3 4 п

кетма-кетлик эса туплам сифатида з^ам, кетм а-кетлик 
сифатида з$ам якинлаш увчи.

С онлар кетма-кетлиги учун Больцано-В ейерш трасс тео- 
ремасини дуйидагича ифодалаш  мумкин:

}{ар дандай чегараланган {хп} кетма-кетликдан щ ин ла-  
шувчи {xnj  кетма-кетликни ажратиш мумкин:

Бунинг исботини тал абалар га  ^олдирамиз.

13-§. ё п и ц  туплам ва досила тупламларнинг хоссалари

Энди ёпиц ва досила тупламларнинг баъзй  хоссалари 
билан таниш амиз. °

1 3 . 1 - т е о р е м а .  %ар цандай Е  тупламнинг досила  
тралами Е ' ё а щ  туаламдир, яъни  (E ') 'c z E '.

И с б о т .  Агар Е ' тупламнинг лимит нудталари булм аса, 
теоремани исботлаб утиришнинг ^ож ати  йу^. Энди Е ' 
учун Хо бирор лимит нуцта булсин; бу нудтанинг Е ' га  
киришини курсатамиз. Бунинг учун х0 ну^тани уз ичига 
олган ихтиёрий (x h х 2) оралицни оламиз. Б у  оралицда 
Е '  нинг з^еч б^лм аганда х 0 дан  ф ар^ли  битта £ элементи
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м авж уд, чунки Хо нуцта Е '  учун лимит нуцта. Б у  |  нуцта 
Е  туплам учун лимит нуцта булади, чунки |  £ £ ' .  Шунинг учун 
(xv  д:2) оралицда Е  тупламнинг чексиз куп элементлари була
ди. Демак, х 0 нуцтанинг ихтиёрий (xlt х2) атрофида Е  туплам
нинг чексиз куп элементлари мавжуд. Бу эса х0 нинг £  учун 
лимит нуцта эканлигини курсатади, яъни хд£ £ '.*

К^уйидаги теорема ^осила туплам таърифидан бевосита келиб 
чицади.

13 .2 -т е о р е м а .  Агар Е г<=:Е2 булса, E'cz:E'.
1 3 .3 -т е о р е м а .  И кки т уплам йигиндисининг %осила mijn- 

лами уларнинг %осила т упламларининг йигиндисига тенг, 
яъни

(A U В)' — Л ' U В '.
И с б о т .  Агар A ' (J Я'с=(Л U В)' ва (A {j В)' с= A '  U В ' муноса- 

батларнинг уринлилиги курсатилса, теорема исбот булади. 
Л ' U В 'с ( Л  у В)' муносабат 13 .2 -теоремадан келиб чицади. 
(Л U В)’ с :  A ' U В'- муносабатни исботлаймиз. Айтайлик, |£(Л  U В)’ 
ихтиёрий булсин. У ^олда \  нинг ихтиёрий атрофида Л U В  
тупламнинг чексиз куп элементи булади. Бунда икки хол бу
лиши мумкин. Биринчи хол: Е нинг ихтиёрий атрофида доимо 
Л нинг чексиз куп элементи бор; бу ^олда ££Л 'сгЛ ' [J В ’ була
ди. Иккинчи хол: \  нинг шундай атрофи мавжудки, унда Л 
нинг факат чекли сондаги элементи булади; бу ^олда бу ат- 
рофда В  нинг чексиз куп элементи булиб, Е(ЕВ 'с:Л ' [} В ’ бу
лади. Шундай цилиб, хамма вацт е£Л' U В' муносабатга эга 
буламиз. Бундан (Л U B)'cr.A' U В ' муносабат келиб чицади.*

1 3 . 4 - н а т и ж а .  Х ад ларининг сони чекли  булган  туп
ла м ла р  йириндисининг %осила туплами ула р ни н г цосила  
т упламларининг йигиндисига тенг, яъни

( Л и л 2и . .  • и л / =  л;  и л ; и  . . .  и а ;.

13. 5-т е о р е м а .  X flp к^андай Е  тупламнинг Е  ёпилмаси 
ё п щ  тупламдир.

И с б о т .  13.2-ва 13.3-теоремалардан бевосита цуйидагини' 
оламиз:

(£)'== (Е U Е ')' =  £ '  U (Е 'У .
Энди 13 .1 -теоремага асосан

( £ ) '=  Е ' U (£ ') '< = £ ' U Е '= Е 'с£ Ё .*

£  тупламнинг ёпилмасини £  билан белгилаймиз.
13. 6-т е о р е м а .  Х,ар щ ндай Е  туплам учун Е  =  Ж.
И с б о т .  13.5- теоремага асосан £  туплам ёпиц, яъни (E)'cz

с= £ . Бундан £ ^ £ [ J  (£)'==£.»
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х0 ну^та Fn тупламларнинг з а̂р бирига тегишли эканлигини 
исботлаш кифоя.

Fnk+lc lF nk муносабатдан

X» *k+v • • • (5)
кетма-кетликнинг барча элементлари Fnk тупламга кириши ке
либ чикади. (5) кетма-кетликнинг элементларидан иборат туп
ламни M k билан белгилаймиз.

М  ва M k тупламларнинг фарци k  — 1 элементдан иборат 
булгани учун х0 нукта М к туплам учун з^ам лимит ну^та бу
лади. Демак, х0 нуцта - F  туплам учун з а̂м лимит ну^та бу
лади, чунки M kc:F  . Лекин Fnk ёпик; туплам булганлиги учун 
хо € Fnk, яъни х0 ну^та (2 ) кетма-кетликдан олинган ихтиёрий 
Fnk тупламнинг элементи экан, демак, х 0 ну^та, купайтманинг 
таърифига мувофи^, Ф туплам учун з^ам элемент булади.,

13.11-и з  о ц. Агар FA тупламларнинг чегараланганлиги та- 
лаб ^илинмаса, теорема уринли эмас, масалан, F k =  [k, +  с») 
( k =  1 , 2 , . . .) тупламларнинг з^ар бири ёпик; булиб, уларнинг 
умумий кисми буш туплам.

Е  чегараланган туплам булса, у з^олда 11.2-ва 13.2-теоре- 
маларга асосан унинг досила туплами Е ' хам чегараланган бу
лади. Е ' чегараланганлиги учун унинг ани^ ю^ори чегараси

ва аниц куйи чегараси а в  мавжуд. Бу чегаралар мос ра
вишда Е  тупламнинг юнрри ва куйи лимитлари  дейилади.

Бош^ача айтганда, Е  тупламнинг юцори {куйи) лимити  
деб Е ' тупламнинг анш^ ю^ори (ани^ цуйи) чегарасига айтамиз. 
Одатда Е  тупламнинг говори (цуйи) лимити

P£ = l i m £  («р =  lim  Е)
куринишда ёзилади.

Е  тупламнинг барча лимит нудталари 11.2-ва 13.2-теоре- 
маларга асосан [а£ , |3£] сегментда жойлашган.

13.12- т е о р е м а .  Агар Е  тупламнинг а н щ  юцори (а н щ  
цуйи) чегараси £ узига кирмаса, у  %олда |  нуцта Е  т уплам
нинг лимит  нущтаси булади.

И с б о т .  Дар^аци^ат, |  нук;та Е  тупламнинг аник ю^ори 
чегараси булсин ва ^м ун осабат уринли булсин. У з^олда 
ани^ ю^ори чегара таърифига мувофи^ хар ^андай 8 мус
бат сон учун ( |  — 8 , £) орали^да Е  тупламнинг з̂ еч булма- 
ганда битта элементи мавжуд булади. е ихтиёрий мусбат сон 
булганлиги учун £ ну^та Е  тупламнинг лимит ну^таси бу
лади.
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I  нуцта аниц цуйи чегара булгани цолда цам теорема 
шунга ухш аш  исбот этилади*.

13.13-н а т и ж  а. Х^ар цандай буш  булм аган, чегара
ланган, ёпиц тупламнинг аниц ю цори ва аниц цуйи  че- 
гаралари  узига  киради.

А гар Е  тупламнинг |  элементидан унгда (чапда) шу 
туплам га тегишли бирорта з^ам нуцта топилмаса, у з^олда 
бу элемент Е  тупламнинг энг ун г  ( энг чап) нуцтаси дейи
лади.

13. 14- т е о р е м а .  Xtap цандай буш булмаган Е  туп- 
ламнинг аниц юцори (аниц цуйи) чегараси Е  учун  энг унг  
( энг чап) нуцта булади.

И с б о т . Дар^ацицат, ЬЕ нуцта Е  тупламнинг аниц юцори 
чегараси булса, у цолда ЬЕ дан унгда Е  нинг бирорта цам 
элементи булмайди.

Демак, Е ' нинг хам ЬЕ дан унгда бирорта элементи були-
лиши мумкин эмас. Шунинг учун ЬЕ нуцта Е  тупламнинг энг 
унг элементи булади,Зчунки ЬЕ дан унгда Е  = Е  [J Е ' туплам
нинг бирорта з а̂м элементи йуц.

Шунга ухшаш, агар ав  нуцта Е  тупламнинг аниц цуйи
чегарась булса, у з^олда аЕ нуцта Е  тупламнинг энг чап эле
менти булади.*

Юцори ва цуйи лимитларнинг таърифига мувофиц, Ё  туп- 
ламнинг юцори (цуйи) лимита Е ' тупламнинг энг унг (энг чап) 
элементи булади.

Агар ЪЕ аниц юцори (аЕ аниц цуйи) чегара булиб, Е  учун 
лимит нуцта булса, у з^олда ЬЕ (аЕ) нуцта Е  учун юцори 
(цуйи) лимит булади, яъни Е  тупламнинг аниц юцори (аниц 
цуйи) чегараси узининг юцори (цуйи) лимитига тенг.

14- §. Борель — Лебег теоремаси

Т а ъ р и ф .  Е  бирор нуцтали туплам ea М  бирор  
оралицлар  системаси булсин. А гар Е  нинг %ар бир  
нуцтаси учун  М системада бу нуцтани у з  ичига оладиган  
оралиц мавж уд булса, у  %олда Е  туплам М оралицлар  
системаси билан цопланган дейилади; М система эса Е  
тупламни цопловчи система дейилади.

1 4 . 1 - т е о р е м а  (Б орель-Л ебег). А гар ёпиц ва чегара
ла нга н  F туплам сони чексиз оралицлар системаси 
билан  цопланган булса, у  %олда бу системадан F ни  
цоплайдиган чекли  цисм системани ажратиб олиш  
мумкин.
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И с б о т .  ё п и ц  ва чегараланган  F  туплам  М  чексиз 
система билан цопланган булиб, М  системада F ни цоп- 
лайдиган  чекли цисм система йуц деб ф араз циламиз. 
Бундан, хусусан, F  нинг чексиз туплам эканлиги келиб 
чицади. F чегараланган  туплам булганлиги учун шундай 
[а, Ь\ сегмент мавж удки, бу сегмент F  тупламни уз ичи
га олади, яъни F c: [а, 61._ J L

Энди с =  нуцтани олиб, FX= F  Г) \а, с] ва ®1= F f)[c ,6 ]

тупламларни тузамиз.
Ф аразим изга мувофиц, бу тупламларнинг цар бирини 

цам бирданига М  системанинг чекли цисм системаси би
лан  цоплаб булмайди, чунки акс цолда F туплам цам М  
системанинг бирор чекли цисм системаси билан цоплан* 
ган булар эди.

Агар F\ (ёки ФО туплам М  системанинг чекли цисм 
системаси билан цопланмаган булса, у цолда [й\, Ь\\ би
лан  [а, с] (мос равиш да [с, b ])  сегментни белгилаймиз. 
Агар F j в а  Ф 1 тупламларнинг цар иккаласи цам М  нинг 
чекли цисм системаси билан цопланмаган булса, у цолда 
[fli, b{\ сифатида [а, с] ва [с, Ь] сегментлардан ихтиёрий 

биттасини олиш имиз мумкин.
Равшанки, F  |~j [alt Ъг] туплам чексиз булади. Энди сг=

нуцтани олиб, Fz =  F  П [аъ  са] ва Ф2 =  F П [сх Ьг\ тупламларни 
тузамиз. Агар Fa (ёки Ф2) туплам М  нинг чекли цисм систе
маси билан цопланмаган булса (фаразимизга мувофиц, F2 ёки 
Ф 2 туплам М  нинг цеч цандай чекли цисм системаси билан 
цопланмайди), [а2, 62] билан [а1У сг] (мос равишда [q , 6 J) сег
ментни белгилаймиз.

Бу жараённи давом эттириш натижасида ичма-ич жойлаш
ган

[а, Ь\ й2] : э  . . . (1)
сегментлар кетма-кетлиги цосил булади ва F  fl [ап, bn] —Fn(n— 
=  1, 2, . . .) туплам фаразимизга мувофиц М  системанинг цеч 
цандай чекли цисм системаси билан цопланмайди; бундан, ху
сусан бу тупламларнинг ^ар бири чексиз туплам эканлиги ке
либ чицади. (1) сегментлар кетма-кетлигида [ап, Ьп] сегментнинг

Ьп — ап — узунлиги п чексизликка интилганда нолга

интилади. 13 .1 0 -Кантор теоремасига асосан бу сегментлар кет- 
ма-кетлиги сегментларнинг ^аммаси учун умумий булган яго
на нуцтага эга булади. Бу нуцтани х0 билан белгилаймиз ва 
унинг F  туплам элементи эканлигини исбот циламиз. Бунийг 
учун F  П [av  Ьг] тупламдан х 1 нуцтани, F  f) [а2, Ь2] тупламдан
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х2(х2 Ф % )  ну^тани, F  П [а3, й3] тупламдан хь{х3Ф x lt хаф х 2) ну^- 
тани ва ^оказо нуцталарни оламиз.

Энди, (1) га асосан lim хп =  х0 булиши куринади; демак,
tl—юо

х 0 ну^та F туплам учун лимит нук,та булади. Лекин F  ёпии; 
туплам булганлиги учун x0£F. Бундан фойдаланиб, х теоремани 
исбот циламиз. Бунинг учун юцорида цилган фаразимизга зид 
натижа келтириб чи^ариш кифоя.

Дархак;ик;ат, теореманинг шартига мувофик;, х0 нуцтани М  
системадаги бирор б =  (а, Р) оралик, крплайди, п  етарли катта 
булганда [ап, Ьп] сегментнинг узунлиги исталганча кичик к,и- 
линиши мумкинлигидан ва з а̂р бир [ап, Ьп] сегмент х0 ну^тани 
уз ичига олганлиги сабабли [етарли катта п  учун [ап, bn] c z 6 

муносабатнинг бажарилиши келиб чикади. Бу муносабатдан эса 
F  П [ап, bn]czb  келиб чйцади; демак, F  П [ап, Ьп] туплам М  сис
темадан олинган биргина оралик; билан ^опланади. Бу натижа 
эса [ап, Ьп] сегментларнинг ю^орида айтилган хоссасига зид.*

1 5 - Цуюцланиш нуцталари

1 - т а ъ р и ф .  А гар  |  н щ т а н ш г ихтиёрий атрофи би
ла н  Е  тупламнинг кесиш маси саноцсиз трпЛам брлса, 
|  ну^та Е  трпламнинг цую цланиш  нщ таси дейилади; 
акс %олда бу нуцта ц,ую $ланмаслик нущтаси дейилади; 
яъ ни  бу нуцтанинг ш ундай атрофи мавж удки, унинг Е  
тС/плам б илан  кесиш маси купи  б илан  сано^ли  туплам
дир.

М и с о л .  1 1 -§ да келтирилган £ 3, £ 4  ва £ 6  туп лам лар
нинг ^ар бири учун ^ую ^ланиш  нудталари туплами [0 , 1 ] 
сегментдан иборат, £ ь Е 2 ва £ 5  тупламларнинг эса бирор- 
та  ^ам  ^ую ^ланиш  ну^таси йу^.

Д ар ^андай  к;ую^ланиш ну^таси лимит ну^талиги ^ам- 
да саноцсиз туплам ларгина ^ую ^ланиш  ну^тасига эга 
булиши мумкинлиги таъриф дан  бевосита келиб чикади.

Агар (х', х " )  орали^нинг чегара нудталари х ' ва х "  
рационал сонлар булса, бу орали^ни рационал орали^ 
деймиз.

15.1-т е о р е м а. Элементлари рационал оралицлардан  
иборат брлган система саноцли тупламдир.

Б у теорема 6 .5 -теореманинг натижасидир.*
15.2- т е о р е м а .  Ихтиёрий % нуцтанинг бирор ( х ' , х " )  

атрофи берилган  булсин. У цолда  бу ну^тани рз ичига  
олган  ва (х ', х ' )  оралигф а ж ойлаш ган  (у ', у " )  рационал  
оралиц мавжуд.
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И с б о т .  Д ар^ацицат, агар у '  ва у "  рационал сонлар 
х '< у '< \  ва i < y " < x "  тенгсизликларни цаноатлантиради- 
ган цилиб олинса, у з^олда {у', у " )  оралиц теореманинг 
ш артларини цаноатлантиради.*

15.3-т е о р е м  а (Л инделёф ). ){ар цандай саноцсиз Е  
тупламнинг цую ^ла н м а сли к  нуцталаридан иборат туп
ла м  купи  билан сано^лидир (хусусан, Е  нинг цую цла- 
ниш  ну^т аларидан иборат туплам саноцсиз т()плам).

И с б о т .  Ф араз цилайлик, g нуцта Е  тупламнинг 
цую цланмаслик нуцтаси булсин. У ^олда Е  тупламнинг 
купи билан саноцли цисмини уз ичига олган g нуцтанинг 
(х', х " )  атрофи мавж уд. 15.2-теоремага мувофиц g нинг 
(у ' у " )  а ( х ' , х " )  рационал атрофи м авж уд ва бу атроф з^ам 
Ё  тупламнинг купи билан саноцли цисмини уз ичига олади.

15.1-теоремага мувофиц, з^амма рационал оралицлар- 
дан иборат туплам саноцли тупламдир, яъни бу туплам 
элементларини номерлаб чициш мумкин:

Si, 8»  , 8п.............  (1)

Ю цоридаги м уло^азага мувофиц, Е  тупламнинг з^ар бир 
цую цланмаслик нуцтаси (1) кетма-кетликдаги шундай 
рационал оралицда ж ойлаш ганки, бу оралиц Е  туплам 
нинг купи билан саноцли цисмини уз ичига олади. Ф араз 
цилайлик,

................* , „ ■ • • •  (2)
ана шундай рационал оралицлар кетма-кетлиги булсин.

Н атиж ада, 6 .1 -теоремага мувофиц, (2) кетм а-кетлик
даги з^амма рационал оралицларда Е  тупламнинг купи 
билан  саноцли цисми ётади.

Е  тупламнинг з^ар бир цую цланмаслик нуцтаси (2) 
кетма-кетликдаги рационал оралицларнинг бирига албат- 
та  киради ва бу оралицларнинг з^ар бирида Е  тупламнинг, 
к^пи билан саноцли элементлари ётади.*

15.4-т е о р е м а. ]{ар цандай Е  тупламнинг ъую цла- 
ниш  нущталаридан иборат туплам 'мукаммал туплам б у
лади.

И с б о т .  Е  тупламнинг цуюцланиш нуцталаридан ибо
рат тупламни Q билан белгилаймиз.

Аввало, Е  туплам чекли ёки саноцли булса, у з^олда 
Е  туплам  бирорта з^ам цуюцланиш нуцтасига эга була 
олмайди. Д ем ак, Q буш туплам  булади, буш туплам  эса 
м укам м ал тупламдир.

Энди Е  туплам саноцсиз булсин. Теоремани исбот 
цилиш учун Q нинг ёпиц эканиии ва ^зида знчлигини ис
ботлаш  керак.
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Дастлаб Q тупламнинг ёпиц эканлигини исбот циламиз. 
х0 нуцта Q тупламнинг ихтиёрий лимит нуцтаси ва (х х " )  
унинг ихтиёрий атрофи булсин, деб фараз цилайлик. 
У ^олда (х1, х") оралицда Q нинг цеч булмаганда битта 
g нуцтаси булади ва бу нуцта Е туплам учун цуюцланиш 
нуцтаси булади; демак, g нуцтанинг ихтиёрий атрофида 
ва шу жумладан, (х ', х") оралицда Е тупламнинг саноц- 
сиз элементлари мавжуд.

Бундан куринадики, х0 нуцта Е туплам учун цуюцланиш 
нуцтаси, яъни x0£Q. Демак, Q ёпиц туплам.

Энди Q нинг узида зич туплам эканини исбот циламиз. 
Q узида зич булмасин, деб фараз циламиз. У цолда Q 
тупламнинг биронта go ёлгиз нуцтаси булади. Бир томон- 
дан go нинг шундай (х ', х") атрофи мавжудки, бу атроф- 
да Q нинг go дан бошца бирорта ^ам нуцтаси булмайди. 
Аммо, иккинчи томондан, g0 нуцта Е тупламнинг цуюц- 
л"пиш нуцтаси булганлиги учун унинг атрофида, шу 
жумладан, (х \ х") оралицда Е тупламнинг саноцсиз цисми 
ётади. Линделёф теоремасига мувофиц Е тупламнинг 
(х х ")  оралицдаги цуюцланмаслик нуцталари купи билан 
саноцли тупламни ташкил этади; демак, (х', х") оралицда 
Е нинг цуюцланиш нуцталари туплами саноцсиз, яъни go 
нуцтанинг ихтиёрий (х', х") атрофида Q тупламнинг 
саноцсиз цисми ётади. Бу натижа эса юцоридаги фарази
мизга зид. Демак, Q узида зич туплам экан.*

Л5.3 ва 15.4-теоремалардан цуйидаги теорема бевоси- 
та келиб чицади.

15.5- теорема (Кан то р -Б ен д и к со н ). %ар цандай ёпиц 
Е тупламни Е — Q[) М куринишда ёзиш мумкин. Бу ерда 
Q туплам Е нинг щмма цуюцланиш нуцталаридан иборат 
булган мукаммал туплам, М эса Е нинг цуюцланмаслик нуц
таларидан иборат булган саноцли туплам.

2- т а ъ р и ф. Агар Е тупламни иккита ёпиц, буш бул- 
маган ва узаро кесишмайдиган тупламларнинг йигиндиси 
шаклида ёзиш мумкин булмаса, Е тупламни туташ туплам 
дейилади.

15.6- т е о р е м а .  Сегмент туташ тупламдир.
И с б о т .  Ихтиёрий [а, Ь] сегмент берилган булсин.

Бу сегментни туташ булмаган туплам деб фараз циламиз. 
У ^олда таърифга мувофиц уни

[a, b\ =  Fx (J F2 (Fx П Fa =  0 )
куринишда ёзиш мумкин; бунда ва F2 тупламлар ёпиц, буш 
булмаган тупламлар.

а нуцта Ft тупламнинг элементи ва g нуцта F2 тупламнинг
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цуйи чегараси булсин. Агар 1, — а булса, у з̂ олда Е dFv  аммо
I нукта F2 тупламга хам киради, натижада: F1(]F2=}‘= 0 , бу 
эса шартимизга зид.

Агар \Ф а  булса, у зфлда [а, £) ярим оралиц бутунлай 
Fx тупламга киради; бундан эса Н нуцта [а, £) ярим оралиц- 
нинг лимит нуцтаси ва демак, Fx нинг з̂ ам лимит нуцтаси 
эканлиги келиб чицади. Яна шартимизга зид булган Ft П F2ф  0  
натижага келдик*.

16- §. Ички нуцталар ва очиц тупламлар
г

Энди ёпиц тупламлар билан узвий богланган очиц 
тупламларни урганишга утамиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар \  нуцтани уз. ичига олган ва Е 
тупламга бутунлай кирган (х', х " ) оралиц мавжуд 
б^лса, |  нуцта Е тупламнинг ички нуцтаси дейилади.

2- т а ъ р и ф. Агар Е тупламнинг %амма нущталари 
ички нуцталардан иборат булса, у %олда Е туплам очи$ 
тУплам дейилади. Буш тупламни %ам очиц туплам деб %и- 
соблаймиз.

М и с о л л а р .  1. Дар цандай (а, Ь) оралиц очиц туп
ламдир.

Дацицатан, ? £ (а, Ь) булсин. Ушбу с =  min (В — a, b — £) 
белгилашни кйритамиз. У з^олда I нуцтанинг (s— с, £ +  с) 
атрофи (а, Ь) оралицда бутунлай ётади. Бу эса I  нинг (а, Ь) 
оралиц учун ички нуцта эканини курсатади. £ нинг ихтиёрий- 
лигидан (а, Ь) ораликнимг очиц туплам эканлиги келиб чицади.

2 . Дамма хациций сонлар туплами очиц туплам з̂ осил ци> 
лади.

3. [а, b] сегмент очиц туплам з̂ осил цилмайди. Дацицатан,
5 =  а£[а, Ь] нуцтани олиб, унинг ихтиёрий (а — е, а +  е) ат- 
рофини олсак, бу атрофнинг а дан чапдаги нуцталари [а, Ь\ 
сегментга кирмайди. Демак, а нуцта [а, 6] сегментда була ту- 
риб, унинг учун ички нуцта була олмайди.

16.1-т е о р е м а .  Сони ихтиёрий булган очщ тупламлар
нинг йигиндиси х1ам очщ тупламдир.

Ис б от .  G =  U G. туплам очик G. тупламларнинг йотин- 
Igr s s

диси булсин (Г ихтиёрий цувватга эга булган туплам). G туп
ламнинг ихтиёрий х элементи шу тупламнинг ички нуцтаси 
эканлигини курсатсак, теорема исботланади.

Модомики, x£G экан, демак, х  нуцта Ĝ  тупламларнинг 
биронтасига киради. G^ шу тупламларнинг бири булсин: xdG^
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Лекин Ggo очиц туплам булганлиги учун шундай (а, (5) о pa лиц 
мавжудки, х£(и, (3) ва бу оралиц бутунлай га киради.

Демак, (a, P)crG ва х нуцта G тупламнинг з̂ ам ички нуц
таси булади. *

16.2-т ео р е ма .  Сони чекли очиц тупламларнинг купайт- 
маси очиц тупламдир.

П
Исбот .  Р =  П Gb туплам очиц G* тупламларнинг купайт- 

fe=!
маси булсин. Агар Р буш туплам булса, у цолда таърифга биноан 
у очиц туплам. Энди Р буш булмаган цолни курамиз. Бирор х0£Р 
элементни оламиз. Купайтманинг таърифига мувофиц, x0£Gk {k =*
=  1,2, . . .  , п) ва цар бир k — 1, п учун шундай (ak, Pft) 
оралиц топиладики, х06 (afe, pft) ва бу оралиц бутунлай Gk туп
ламга киради.

Энди а  =  max (а2, а 2, . . . , ап) ва р =  min (Рх, Р2, . . . ,Р„) 
сонларни олиб, (а, Р) оралицни тузамиз. Бу оралиц учун цу
йидаги муносабатлар бажарилади:

*„£(«, Р)<—(а *> Pfe) Gk (k — 1, 2 , . . . , ri).

П
Демак, (а, Р) сг. Г) G. =  Р ва х0 нуцта Р тупламнинг ички

*=i
нуцтасидир.*

И з о ц. Сони чексиз очиц тупламларнинг купайтмаси 
учун теорема уринли эмас.

Масалан,

Сп==(“ ' 7 _ 1 ' ’ 1 Г +  ~ г) ( п = 1 ’ 2’

тупламларнинг цар бири очиц туплам, лекин уларнинг 
купайтмаси

_i_ _ 1
2 ’  2

ёпиц тупламдир.
16.3-т е о р е м а. Агар G туплам очиц брлса, у %олда 

унинг CG тулдирувчиси ёпиц туплам булади.
Исбот .  CG тупламни ёпиц эмас деб фараз цилайлик. У 

цолда унинг узига тегишли булмаган х0 лимит нуцтаси мав
жуд. Демак, x0£G. G очиц туплам булганлиги учун х0 нуц
танинг шундай (а,р) атрофи мавжудки, бу атрофнинг цамма 
нуцталари G тупламга киради. Бундан куринадики, (а, Р) ора-
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лщда CG тупламнинг бирорта х;ам элементи йу^, бинобарин 
хй ну^та CG тупламнинг лимит ну^таси була олмайди. Бу эса 
фаразимизга зид.*

16.4- т е о р е м а .  Агар F ёпщ  туплам булса, унинг CF 
трлдирувчиси очиц туплам булади.

И с б о т .  CF тупламнинг ихтиёрий х0 ну^тасини олиб, 
унинг ички ну^та эканлигини курсатамиз.

F ёпи^ туплам булганлиги учун х0 ну^та F нинг ли
мит нуцтаси була олмайди. Шунинг учун хо ну^тани уз 
ичига олган ва F тупламнинг бирорта )^ам ну^тасини Уз 
ичига олмаган {х\ х") орали^ мавжуд. Демак, бу ора- 
ли^нинг ^амма нудталари CF тупламга киради, яъни Хо 
ну^та CF тупламнинг ички ну^таси булади.*

Е чегараланган туплам ва a =  inf Е  ва b =  sup Е бул
син. У х;олда S =  [а, 6] сегмент Е ни Уз ичига олган э н г  
к и ч и к  с е г м е н т  дейилади.

16.5- т е о р е м а. Агар F чегараланган ёпик, туплам 
булиб, S  =  [а, Ь] уни уз ичига олган энг кичик сегмент 
булса, у хрлда CSF — [a, b] \ F  туплам очиц булади.

И с б о т .  Шу параграфдаги 1-мисолга асосан (а, Ь) 
орали^ очик; ва 16.4- теоремага асосан эса CF туплам ^ам 
очи^.

Энди теореманинг исботи 16.2- теоремага асосан ушбу CSF =
— (а, Ь) П CF айниятдан бевосита келиб чи^ади. Бу айниятни 
исботлаймиз. АйтайлиК, xa£CsF булсин, у ^олда х0£ F булади. 
13.13- натижага асосан a£F ва b£F булганлиги учун х0 фа  ва 
хй фЪ  муносабатларга эга буламиз, яъни х0 £ (а, Ь). Иккинчи 
томондан эса x0£CF. Демак,' х,0 а, Ь) П CF.

Аксинча, х0£(а, b)(]CF булсин. У ^олда х<£ (а, Ь) ва x0£CF 
муносабатларга эга буламиз. Бундан xJ[F булиб, x0£CsF эка- 
ни келиб чи^ади.*

16.6-н а т и ж а .  Агар очик G туплам [а, Ь] сегментнинг 
щеми брлса, у хрлда [a, b]\G  туплам ёпщ  булади; 
агар ёпищ F тралам (а, Ь) ораликнинг кис ми брлса, у хрлда 
(a, b ) \  F туплам очщ булади.

Ис б от .  Бу фикрларнинг исботи 16.5- теоремадаги каби 
, ушбу [a, b]\G  — [a, b\ fl CG ва (a, b )\F  — (a, b) f) CF айният- 

лардан келиб чи^ади.#
И з о ^ .  Агар F ёпиц туплам булиб, [а,Ь] сегментда жой- 

лашган булса, у ^олда [a, b]\F  туплам ёпи^ хам, [очиц ^ам 
булмаслиги мумкин.

Масалан, F =  [—1, 1], [а, Ъ\ — [—2,4-2] булсин, у ^олда 
\а, b ]\F  =  [— 2 ,—1)0(1, + 2 ]  туплам ёпик; з̂ ам эмас, очик; 
э$ам эмас, чунки — 1 лимит ну^та булиб, бу тупламга кирмай-
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.да, — 2 нуцта эса бу тупламга тегишли-ю, аммо бу туплам
нинг ички нуцтаси эмас.

17-§. Чегараланган очиц ва ёпиц тупламларнинг 
тузилиши

Чегараланган очиц ва ёпиц тупламларнинг тузилиши- 
ни урганиш келгуси боблар учун катта ацамиятга эга._

Очиц G туплам берилган булсин. Агар (a, p)crG ва a  £G, 
P£G б^лса, (а, р) оралиц G тупламни т уз у в ч и о р а л и ц  де
йилади.

17.1-т е о р е м а .  Очиц G тупламнинг турли тузувчи 
(a i> Pi) еа (а 2 Рг) оралщлари умумий нуцтага ага эмас.

Ис бот .  (аг, Pi) ва (ог2, р2) оралицлар турли (яъни Ф а 2, 
Рх Ф  Р2 муносабатларнинг камида бири уринли) булиб, умумий 
5 нуцтага эга булсин. У цолда]

«1 < i <1 Pi* а 2< | < р 2 

тенгсизликлар уринли булади. Бу тенгсизликлардан а 2< |< Р 1,
<  I С  р2 тенгсизликлар бевосита келиб чицади. Бунда икки 

хрл булиши мумкин:
а ёки a2> c ti-

- Агар а 2 <  ах булса, у цолда а 1£(а2, р2)с~G, бу муносабат 
зса бажарилиши мумкин эмас, чунки a £ 0 .  Зиддият келиб 
чицди.

Агар a 2 >  a L булса, у э^олда a 2̂ (ax р*) с: G; бу муносабат 
з̂ ам бажарилиши мумкин эмас, чунки a 2 £G; яна зиддият та
либ чицди.*

Бу теорем ад ан бевосита цуйидаги натижа келиб чицади.
17.2- н а т и ж а .  Агар очиц Q тупламни тузувчи 

иккита оралиц умумий нуцтага эга булса, у  цолда бу 
оралицлар бир-бирига айнан тенг булади.

17.3- н а т и ж а .  Буш булмаган очиц G тупламни 
тузувчи турли оралицлар системаси чекли ёки саноц
лидир.

И с б о т .  Дацицатан ^ам, агар з$ар бир тузувчи ора- 
лицдан биттадан рационал нуцта олинса, у цолда. бу 
нуцталардан тузилган М туплам купи билан саноцли 
булади ва G ни тузувчи турли оралицлар системаси М 
билан Узаро бир цийматли муносабатда булади*.

17.4-те  о р е м а. Агар G Ьуил булмаган очиц ва че
гараланган туплам булса, у  %олда О нинг %ар бир нуцтаси 
G ни тузувчи бирорта оралищ а киради.
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Исбот .  а ну^та G тупламнинг ихтиёрий элемента булсин. 
Ушбу F =  fa, +  оо) Л С G тупламни тузамиз. [#>+  °° )ва С G туп
ламларнинг хар бири ёпик; булганлиги учун F туплам ^ам ёпи^. 
F тупламнинг тузилишидан унинг куйидан чегараланганлиги 
Еа буш эмаслиги куринади. F нинг ^уйи чегарасини а  билан 
белгилаймиз; 13.13-натижага асосан a£F, чунки F ёпи^ туп
лам. Сунгра оС>а, чунки а ва ундан чапдагй ^амма нуцталар 
F тупламга кирмайди.

Бундан таш^ари, {а, а) с: G. Акс ^олда, яъни [a, a) cr G 
булмаганда, шундай b ну^та мавжуд буларДйКИ> а ) в3 
b£ G муносабатлар уринли булади. Бу муносабатлардан курина
дики, b£F  ва Ь<С а, сунгги тенгсизлик а  ниНГ F учун ^уйи 
чегара эканига зид.

Натижада, а учун

a  ~>а, a  £G, [a,a)crG  (О

муносабатларнинг ^аммаси уринли эк а н л и ги  курсатилди.
Худди шунга ухшаш, ^уйидаги м у н о саб атл ар н и н г  ^ам - 

масинн ^аноатлантирадиган {3 ну^танинг мавж УДлиги КУР' 
сатилади:

p < a ,  P£G, (Р,а] crG. (2)

Бунинг учун F =  (— оо, а] {]CG  тупламни тузиб, юк ори да ги
га ухшаш муло^азалардан фойдаланиш керак.

(1) ва (2) муносабатлардан ф, а) орали^ G нинг тузувчи 
оралиги ва а £ ф, а) эканлиги куринади.*

Бу теоремадан бевосита куйидаги - натижа келиб чицади:
17.5- натижа. G очщ , чегараланган ва бУ<и булмаган 

туплам б^либ, (а, р) оралиц. G га бутунлай кирган бС/лса, 
у %олда G нинг тузувчи оралщ лари орасида (а> Р ' оралищ- 
ни бутунлай $з ичига олган оралиц м а в ж у д д и р .

17.6- т е о ре м а .  Чегараланган .\ар кандай очщ  G(=/=0 ) 
тупламни G =  U k &k, \  =  (afe, Pft) (aft£G, куринишда 
ёзиш мумкин; бу ерда bk лар G нинг тузувчи оралщлари 
® k П V  — 0  (агар k Ф k' булса) ва 8k оралщ лардан иборат 
система купи билан саноцли булади.

Теореманинг исботи 17.5-ва 17.3-натижаларАан бевоси
та келиб чик;ади.

Энди буш булмаган, чегараланган, ёпи^ тупламларнинг 
тузилишини текширишга Утамиз.

F чегараланган ёпик, туплам булиб, S =  [а, Ь] Уни У3 ичи' 
га олган энг кичик сегмент булсин. У ^олда 1б.5~теоремага



асосан, CSF очиц туплам булади. Агар CSF буш булмаса, ун- 
га 17.6-теоремани татби^ к,илиш мумкин. Натижада куйидаги 
теоремага келамиз.

17.7- т е о р е м а .  %ар цандай чегараланган ёпи% F 
туплам ё сегментдир ёки бирор сегментдан сони чекли 
ёхуд саноцли оралицлар системасини чицариб ташлаш 
натижасида %осил булган тупламдир.

Шуни айтиш керакки, чи^ариб ташланган орали^лар- 
нинг чеггра нудталари F тдпламда ^олади.

Аксинча, бирорта сегментдан сони чекли ёки сано^ли 
орали^лар системасини чи^ариб ташлаш натижасида зф- 
сил булган туплам ёпивдир.

Очик; CSF тупламнинг тузувчи орали^ларини F тупламни 
тдлдирувчи оралщлар деймиз.

Юдоридаги муло^азалардан куринадики, чегараланган 
ёпик; Р { ф 0 ) тупламнинг з^ар бир ёлгиз ну^таси ё икки 
тдлдирувчи оралицнинг умумий чегараси булади ёки а 
ва Ь ну^таларнинг бирортасига тенг булади.

Бундан ^уйидаги натижа келиб чи^ади.
17.8- н а т и ж а .  ]{ар цандай чегараланган мукаммал 

Р ( Ф 0 )  туплам ё сегментдан иборат, ёки бирорта сег
ментдан узаро кесишмаган, умумий чегара ну^тага эга 
брлмаган ва чегаралари шу сегментнинг чегараларига 
тенг булмаган, сони чекли ёки саноцли оралицларни чи- 
цариб ташлаш натижасида %осил булган тупламдан ибо
рат.

18-§. Кантор тупламлари
Энди А„=[0,1] сегментни олиб, унинг устида ^уйидаги 

амалларни бажарамиз.
1 2Аввал бу сегментни —  ва —  ну^талар билан уч цисмга 3 3

„  / I  1 0  \ ® Р *1
булиб, ундан унинг урта кисми булган I— , —  j оралицни 

чицариб ташлаймиз. Натижада Доо ■ О, з ]:ва [А01 з ,l j
сегментлар з̂ осил булади. Бу сегментларнинг з̂ ар бирини яна 
уч цисмга буламиз з а̂мда уларнинг урта кисмлари булган 

у 2 \ / 7  8 \
ва , —  j оралицларни чи^ариб ташлаймиз. На-

9 ’ 9 
тижада

о̂оо — 0, 9 ], Дои -  [ I  , з  ], А010 -  -I-], 

Д°и = [-у* 1]
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7- шакл.

сегментлар ^осил булади. Бу сегментларнинг цар бирини яна 
тенг уч цисм га булиб, мос равишда урта цисмлари булган 4 та 
оралицни чицариб ташлаймиз; натижада 8 та сегмент досил 
булади. Бу жараённи чексиз давом эттирамиз (7- шакл). k- 
амал натижасида 2* та сегмент ^осил булади. Уларни Д(- . . .  ik
орцали белгилаймиз (бунда is =  0 , 1; s =  1 ,fe).

Натижада Д0 =  [0,1] сегментдан ушбу

очиц туплам чицариб ташланган булади. 17.8- натижага муво
фиц цолган Р0 =  Д0\ 0 0 туплам мукаммал тупламдир.

G0 ва Р0 тупламлар Кантор тупламлари дейилади.
18.1- т е о р е м а. Ро туплам саноцсиздир.
И с б о т .  Р0 туплам саноцли булсин, деб фараз цилай- 

лик; у цолда Р0 туплам

куринишда ёзилади. Бунда икки цол булиши мумкин: хх нуц
та ё Д00 да, ёки Д01 да ётади (Д^ l% f t сегментлар юцорида
киритилган); xt нуцта ётмаган Дог сегментни билан белги
лаймиз. ctl га кирувчи ^амда х2 ни уз ичига олмаган Догу сег
ментни ст2 билан белгилаймиз ва ^оказо. Натижада бир-бири- 
нинг ичига жойлашган ^амда п-си хп нуцтани уз ичига ол
маган

сегментлар кетма-кетлигига эга буламиз. 13.10-теоремага асо
сан буларнинг умумий цисми буш эмас з а̂мда Р0 тупламнинг 
ясалишига кура бу умумий цисм Р0 га тегишли. Демак, уму
мий цисмнинг барча элементлари ( 1) кетма-кетликда учраши 
керак, масалан, умумий цисмнинг у элементи (1) кетма-кетлик- 
да /г-уринда учрасин, яъни у  =  хп. Аммо ап нинг ясалишига

О)

° 1> ^2’ • • • > °л> • •



кура хп нуцта ап га кирмайди, демак, умумий цисмга з̂ ам кир-
майди. Зиддият келиб чик,ди.*

Энди G0 ва Р0 тупламлар элементларининг арифметик 
хоссасини берамиз. Бунинг учун сонларнинг учли каср 
ш ак л и д а  ёзилишига мурожаат ^иламиз.

Маълумки1, (0,1) сегментдаги з^ар бир сонни цуйида- 
ги учли каср шаклида ёзиш мумкин:

О, аг аг . . . ап . . .  (а,- =  0 , 1, 2 ; /= = 1, 2 , . . .).

Лекин ( / = 1 , 2 ;  k =  1, 2, . . .) куринишдаги сонларни
(яъни юцоридаги амалларни бажаришдаги булиш ну^та- 
л ар и га  мос сонла;рни) учли каср сифатида икки хил кури
нишда ёзиш мумкин;

0 1 0 0 0 0 . . .

0 2 2 2 2 . . .
(2)

Бу икки кУринишдан бир разами учрамайдиганини цабул 
циламиз. Бошца з̂ ар цандай сон учли каср шаклида бир
гина куринишда ёзилади.

КХоридаги амалларни бажаришда А0 =  [0,1] сегментдан 
1 2 \—, -д“] оралицни олиб ташлаган эдик; яъни биринчи амал

натижасида [0 , 1] сегментдан шундай сонлар олиб ташландики, 
уларнинг учли каср шаклидаги ёзувида биринчи учли разами
бирга тенг, иккинчи амални бажарганимизда Д00 =  |о,

^01 2 1

ва

сегментлардан тегишлича! — , — V J— , —  )ора-
\ 9 9 / \  9 93

ли^ларни олиб ташлаган эдик, яъни иккинчи амал натижасида 
шундай сонлар олиб ташланадики, уларни учли каср шаклида 
ёзганимизда иккинчи учли разами бирга тенг булар эди ва за
казе. k-амал бажариш натижасида [0 , 1] сегментдан шундай 
сонлар олиб ташланадики, уларни учли каср шаклида ёзгани
мизда ft-учли разами бирга тенг булади. Демак юцоридаги 
амалларни бажариш натижасида [0 , 1] сегментдан бирорта уч-

царанг.
Сонларни учли, умуман р ли каерларга ёйиш ^ацида 64- § га
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ли разами бирга тенг булган з а̂мма сонлар чи^ариб ташлан- 
ган булади.

Агар [0,1] сегментдан олинган ихтиёрий х соннинг 
бирор учли каср разами бирга тенг булса, у G0 тупламга 
киради, акс хрлда у сон Ро тупламга киради, яъни Р0 
тупламга кирган сонларнинг учли ра^амлари фа^ат 0 ва
2 дан иборат.

18.1-теоремадан анивдоц булган цуйидаги теорема 
Уринли.

18.2- т е о р е м а .  Р0 туплам континуум цувватга эга. 
И с б о т .  [0 ,1] сегментдаги з а̂р бир сонни унли касрга

ёйиш мумкин булганидек, бу сегментдаги з̂ ар бир сонни 
иккили касрга ёйиш мумкин:

' х 0 , /2 . . . in . . . , is “  0 , 1 .
Аксинча, бу куринишдаги >;ар бир иккили касрга [0, 1] даги 
битта нук;тани мос к;уйиш мумкин. Унли касрдаги каби [0 , 1]
даги — куринишдаги сонлар икки усул билан, долган сонлар
эса бир усул билан иккили касрга ёйилади.

Иккинчи томондан, ю^орида курсатилганидек, Я0 туплам
нинг ^ар бир элементини цуйидаги учли каср шаклида ёзиш 
мумкин:

£ =  0 , /1 / 2 . . .  jn . . . , / s =  0 , 2 .
Аксинча, бу куринишдаги з̂ ар бир учли касрга Р0 нинг битта 
ну^таси мос келади; Р0 даги — ну^талар икки усул билан,

О

долган ну^талар эса бир усул билан учли касрга ёйилади.
Энди [0,1] сегмент билан Р0 орасида узаро бир ций- 

матли мосликни урнатамиз; [0 ,1] сегментдан иккили каср 
шаклида ёзилган

* =  0 , 1г ia . . .  in . .  .
ну^тани олиб, унга Р0 тупламнинг ^уйидаги элементини 
мос цуямиз:

Е =  о. к  /а .
бу ерда Д =  0 , агар is =  0 булса ва js = 2, агар is =  1 бул- 
са. Бундан, [0,1] сегмент континуум цувватга эга булгани 
учун Р0 тупламнинг з̂ ам континуум ^увватга эгалиги келиб 
чицади.,

М А Ш К, У 4 j y  Н MJA'CjAJJI А Л А Р
1. Бирор Е  туплам ва унга тегишли булмаган £ ну^та 

берилган булсин. Е тупламдан |  нуцтагача булган масофа 
р (i, Е) деб, р(£, х) (х£Е) сонларнинг цуйи чегарасига айти-
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лади, бу ерда р(£, х) сон I нуцтадан х гача булган масофа. 
р(1, Е) соннинг нолга тенг булиши учун |  нуцта Е  учун ли
мит нуцта булиши зарур ва кифоялигини исботланг.

2 . Е ёпиц туплам булиб, £ унга тегишли булмасин. У цол- 
да шундай х£Е нуцта мавжудки, унинг учун р(£, х) — р (?, Е) 
тенглик уринли булади. Шуни исботланг.

3. Саноцсиз тупламнинг камида битта цуюцланиш 
нуцтаси мавжудлигини исботланг.

4. К, М, N  тупламларнинг цуюцланиш нуцталари туп- 
ламларини мос равишда К0, М°, №  орцали белгилаймиз. 
Агар K = M\JN булса, /С° =  Л1 о (J ДАО тенгликни исботланг.

5 . Дар цандай ёпиц туплам сони саноцли очиц туп
ламларнинг купайтмасига тенглигини исботланг.

6. (а, b) интервалнинг сони саноцли узаро кесишмай
диган ёпиц тупламларнинг йигиндисига тенг була олмас- 
лигини курсатинг.

7 . [0 ,1] сегментни цадларининг сони континуум цув
ватга эга булган ва узаро кесишмайдиган мукаммал туп
ламларнинг йигиндисига ёйинг.

8 . Шундай М туплам тузингки, Л4(п) Ф М(п + 1), п =  0, 
1, 2 , . . .  тенгсизлик уринли булсин.

9. Шундай М туплам тузингки, М ^ ф М {1 + 1), i — 0,1, ..., 
п, аммо М <1+1) =  0 , булсин.

10. Борель — Лебег теоремасига тескари теорема урин- 
лими? Яъни агар F тупламни цоплайдиган чексиз оралиц
лар системасидан уни цоплайдиган чекли цисм система
сини ажратиш мумкин булса, F ёпиц ва чегараланган 
туплам буладими?

11. М " туплам [0,1] даги барча рационал нуцталар 
тупламидан иборат буладиган М туплам мавжудми?

12. [0 , 1] да умумий нуцтаси булмаган шундай иккита 
Мг ва УИ2 туплам топилсинки, уларнинг цар бири [0 , 1] нинг 
%амма ерида зич, континуум цувватга эга ва Мг (J М г =  [0,1] 
тенгликни цаноатлантирсин.

13. [0, 1] да шундай узаро кесишмайдиган Ми М 2, . . . ,оо
М„, . . . тупламлар топилсинки, U М £ =  [0,1] булиб, уларнинг

i=i
^ар бири [0 , 1] нинг ^амма ерида зич ва континуум цувватга 
эга булсин.

14. [0 , 1] ни цуйидаги куринишда ёзиш мумкинми:

[0, 1] =  .U Mt, М { Л М  =  0 , 1Фи M t = М {, М {Ф 0 ? 
t=i '

15. Масалани цуйишдан илгари цуйидаги усул билан 
Q тупламни ясаб оламиз:



А0 =  [0,1] сегментни олиб, унинг устида цуйидаги амал
ларни бажарамиз. Аввал бу сегментни- ва 4_

5 нуц
талар билан беш цисмга булиб, ундан орали^ни олиб

ташлаймиз. Натижада А00 = 0 , ва,Д01 = 1 сегмент
лар з̂ осил булади. А00 ва А01 сегментларнинг ^ар бирини яна
тенг беш цисмга буламиз, улардан (— , —  ] ва — \opa-

\ 25 25 J \  25 25 J 
лщларни олиб ташлаймиз. Натижада

дооо °, 25 ]• Доо1 -
21
25

сегментлар з^осил булади. Бу сегментларнинг з$ар бирини 
яна тенг беш цисмга булиб, улардан тегишлича 4 та ора- 
ли^ни олиб ташлаймиз; натижада 8 та сегмент з^осил 
булади. Бу жараённи чексиз давом эттирамиз. Юцорида- 
ги жараённи давом эттириш натижасида А0=  [0,1] сег
ментдан ушбу

G = U -  - I l l5 3 ’  5 3  ) и

. , / 1 0 1  104\ /121 1 2 4 \ ] , ,  „ *
U l F ’ F  U I F ’ ^  ‘ ' • ~ 0ЧИ!  ̂ т У плам олиб ташланган
булади. К,олган A0\G  тупламни Q билан белгилаймиз. Q му- 
каммал туплам эканлигини курсатинг.

16. Дар ^андай туташ нуцтали туплам ё сегмент ёки 
интервал ёки ярим сегмент ёки т^гри чизиц ёки нуцта 
булишини исботланг.

III б о б

ТУПЛАМНИНГ УЛЧОВИ ВА УЛЧОВЛИ 
ТУПЛАМЛАР

Тугри чизикда бирор (а, Ь) орали^ (ёки сегмент) бе
рилган б^лса, бу оралицнинг (сегментнинг) узунлиги  ёки 
улчови деб, одатда, b—а сонга айтилади. Энди т^гри 
чизивдаги ихтиёрий ну^тали туплам учун улчов тушун
часини киритиш масаласи тугилади. Тупламнинг Улчови 
тушунчасини турлича киритиш мумкин; улчов тушунчаси
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узунлик тушунчасини умумлаштирищ натижасида келиб 
чиедан. Улчов назариясини француз математиклари
Э. Борель, К. Жордан ва А. Лебеглар яратганлар.

Бу бобда биз ало^ида ого^лантирмасдан доимо чегара
ланган тупламлар билан иш курамиз.

19-§. Тупламнинг улчови

Е чегараланган 'туплам ва [а, 6] шу тупламни уз ичига 
олган энг кичик сегмент булсин. Фараз ^илайлик, Ьи  62, . . .  ,
Ьп, . . . сони чекли ёки сано^ли орали^лар системаси булиб, Е 
нинг хар бир х ну^таси 8f (t =  1, 2 , . . .) орали^ларнинг би- 
рортасвда жойлашган булсин. билан оралицнинг узунли- 
гини белгилаймиз. Бундай оралицлар системасини чексиз куп 
усуллар билан тузиш мумкин. У х,олда 2  Iхi йигинди ^ам чек- -

{
сиз куп ^ийматга эга булади, аммо ЧУНКИ И£-—°ра-

i
ли^нинг узунлиги. Демак, 2  Уч йигиндилар системаси ^уйидан

t
чегараланган ва шунинг учун у ани^ ^уйи чегарага эга.

1- т а ъ р  иф. 2 ^  йигиндилар системасининг анщ  цуйи 
i

чегарасини Е тупламнинг таищи улчови дейилади ва уни
билан белгиланади, яъни |i* (£ )= inf 2  М-,-

i
19.1-из о a) булганлиги учун ц*(£) > 0 бу-

I
лади.

б) р* (£) <  Ь — а тенгсизлик уринли; з^ацицатан, хрр ^андай 
е > 0  учун £  с: (а — е, b +  г). Бундан;

ц* ( £ ) < 6  — a -f  2 е.
Бу ерда е ихтиёрий булганлиги учун

р * ( £ ) < Ь — а.
Ушбу

р*(£) =  & —я — р*(С£) (СЕ — [а ,Ь ]\Е )
сон Е тупламнинг ички улчови дейилади. р,* (Е) >  0, чунки, 
СЕ с : [а, Ь] ва уз навбатида р* (СЕ) <  b — а.

Таш^и ва ички улчовнинг бир нечта хоссаларини 
кУриб Утамиз.

19.2-т е о р е м а. Е тупламнинг ташкой улчови унинг 
ички улчовидан кичик эмас, яъни
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ц * Е ^ \х * Е .
Исбот .  Аниц цуйи чегаранинг таърифига мувофиц, ^ар 

цандай кичик мусбат т} >  0 сон учун Е тупламни уз ичига 
олган шундай б1( 62, б3, . . . оралицлар системаси мавжудки, 
ушбу

2 ^ '< И * ( £ ) +  т1 0 )
i

(р,(- сон 6t- оралицнинг узунлиги)!тен гсизлик^бажарилади.
Шунга ухшаш, СЕ тупламни уз^ичига олган шундай 6j , 

б ', . . . оралицлар системаси мавжудки, ушбу

2 К < ^ ( С£) +  т1 (2)
i

(ц'- сон б■ оралицнинг ['узунлиги) тенгсизлик бажарилади. (б;- ) 
ва (б'-} оралицлар системасининг тузилишига кура

Е сг U 6/ ва СЕ сг U S'-.
I 1 i

Демак,
£  U С £  =  [а, 6] с  ( | j  б() U ( U  §). (3)

I i
(1), (2) ва (3) муносабатларга мувофиц:

Ь — а < 2  ^  Нч' <  (Е) +  Ц* (СЕ) +  2г\.
( i

Бундан:
ц* (Е) — Ь — а — fi* (СЕ) <  ц* (Е) +  2т].

Бу тенгсизлик ихтиёрий кичик т] > . О учун бажарилганлиги 
сабабли, ундан

ц* (£ )< ц * (£ )  
муносабат келиб чицади.*

19.3-те  о рем  а. Агар А ва В тупламлар учун А а В  бул
са, у %олда

V*(A)^V*(B), И* (Л )< М Я )- 
И с б о т .  Бу тенгсизликларнинг исботи ухшаш булганлиги 

сабабли уларнинг биринчисини исботлаш билан чегараланамиз. 
AczB  булганлиги учун В тупламни цоплайдиган цар цандай 
бь  62, . . .  оралицлар системаси А тупламни цам цоплайди. 
Маълумки, бундай оралицлар системасини чексиз куп усуллар
билан тузиш мумкин. Натижада 2  И; й и р и н ди  (бу ерда [л; сон

i
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6 (. орали^нинг узунлиги) чексиз куп ^ийматга эга булади. 
Агар В тупламни цоплайдиган оралицлар системаси учун ту-
зилган 2  р,(- йигиндининг ^ийматлари тупламини В0 билан, А 

i
тупламни к,оплайдиган оралицлар системаси учун , тузилган 
^  ц(- йигиндининг к,ийматлари тупламини А0 билан белгила-

сак, Ва с : А0 муносабатга эга буламиз. Бундан, аник; цуйи че- 
гаранинг таърифига асосан, ушбу

Ц* 04) =  inf 2 ^ < inf 2 ft =  !**(£)
■dczUej i  BcrU  6t I

i i
тенгсизлик келиб чи^ади..

19.4-т е о р е м а .  Агар чегараланган Е туплам чекли ёки 
сони саноцли Ev  Е%, . . . тупламларнинг йигиндисидан ибо
рат, яъни Е  =  U Ek б^лса, у \олда 

k

k
Исбот .  Аник, к;уйи чегаранинг таърифига асосан з̂ ар цан- 

дай е >  0 сон ва хар бир k натурал сон учун шундай б/**, 
Ьр, . . . оралицлар системаси топиладики, E kcz'\] b{f  булиб,

I

булади (бу ерда ц/4> сон б*/’ оралицнинг узунлиги). ора- 
ли^нинг танланишидан Еа теорема шартидан цуйидагига эга 
буламиз:

Ecz U Ek,с= U U 6<*>. 
k k i 1

Бундан

ц*(Е) -  inf 2 2 P f}< 2 2 И * < 2 ( V (Ek) +  <
k j J k ’

< 2 ^ * ) + e-k
e ихтиёрий булганлиги туфайли бу тенгсизликдан ушбу 

тенгсизликни оламиз:

k
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19.5-т е о р ем а .  Агар чегараланган Е туплам учун
Е =  U E k, E k Л Еп =  0 , к ф п  булса, у з^олда 

k
И*(£) >  2  И* (£*).

k
И с б о т .  Теоремани дастлаб иккита туплам учун исботлай- 

миз. Фараз цилайлик, Е =  Ех (J Е г, Е1{)Е2 — 0  булиб, Е туп
ламни уз ичига олган энг кичик сегмент [а, b] булсин. СЕг=  
=  [а, ва СЕг — [а, Ъ] \ E S тупламларни курамиз.

Дар цандай е > 0  сон учун шундай {6(-} ва {6'-} орали^лар 
системасини топиш мумкинки, улар учун ушбу

СЕг сг. (J б, ва СЕг с  U 6! (4)
i I 1

з̂ амда

2  И; <  (СЕг) +  е ва 2  Р/ <  Ц* (СЕи) +  6 (5)
I I

муносабатлар бажарилади; бу ерда |1г- ва ц} сонлар мос равиш
да 6{ ва б- оралицларнинг узунликлари. Ех ва Ег тупламлар 
узаро кесищмаганлиги туфайли, СЕ1 га СЕ2 тупламлар (а, Ь) 
оралик;ни к;оплайди:

(о, Ь) cz СЕХ U СЕ2.
Бундан (4) муносабатга асосан, ушбу муносабатга эга 
буламиз:

(a, 6) c ( p . ) U ( U  б)). (6)

6t- ва 8'. оралицларнинг кесишмаси 6f. Л б' з̂ ам орали^ бул
ганлиги учун (6) муносабатдан ушбу

2 i * t+ 2 i * ; - 2 i* (e * n e ;)> * -a  (7)
I i t I

тенгсизлик келиб чицади, бу ерда ц (б,- Л бр сон б(. Л &'■ оралиц- 
нинг узунлиги.

Энди, ушбу
с е  =  с (Ег и е 2) =  се , л се2с=( и б,) л ( и бп =  и (6t. л ад

« / 1 1.1 1
муносабатдан,

^ ( С £ ) < 2 ^ ( б( Пб;)
£»/

тенгсизлик келиб чи^ади. Бундан (7) тенгсизликка асосан, 
ушбу
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и* (с е ) <  2  №  п 9  (ь~ а)
i. i i I

тенгсизликни оламиз. Бундан (5) тенгсизликка асосан, 
ушбу

II* (СЕ,) +  V* (C E J- ( Ь ~ а )  +  2г 
тенгсизликни оламиз. е> 0  нинг ихтиёрийлигидан эса 

V* (СЕ) <  ц* (СЕ,) +  р* (СЕ,) - ( Ь - а )  
тенгсизлик келиб чицади. Бундан 

(Ь — а) — [л* (СЕ) >(Ь — а) — р* (CEJ +  (Ь — а) — ц* (С£а) 
тенгсизликни олиб, ушбу натижага келамиз:

И* (£) Щс (^l) "Ь Ще (£*)•
Дар цандай чекли п учун теорема индукция усули 

орцали исботланади.
ОО

Фараз цилайлик, энди Е — |J Ek, Et f| E. — &, i=/=j булсин.
fe=i

Ихтиёрий n натурал сон учун ушбу

А=1
белгилашни киритамиз. Бундан Sn czE  муносабат келиб чица
ди. 19.3-теоремага асосан p,*(Srt)<; р.* (Е) тенгсизликка эга бу
ламиз. Дозиргина исботлаганимизга асосан эса

^  (Ек)-
А=1

Демак,

V-*(E)> 2 b(£*)- 
*=1

Натурал п сон ихтиёрий булганлиги учун, бундан я-»- оо да 
ушбу

Щ ( £ ) >
k=i

тенгсизлик келиб чицади.*
И з о х. Бу теоремада Ek тупламларнинг кесишмайдиган ци-

либ олиниши муцим, чунки, агар Ех — [0,1], Е2 =  j^~~, 2^
булса, у цолда
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M Ei ) =  l. М £ 2) =  у .

E =  Ex U E% =  [0, 2], 1 
бундан эса ц*(£) =  2. Ленин

1

Энди туплам улчовининг таърифини берамиз.
2-т а ъ р и ф  (А. Лебег). Агар Е тупламнинг р* (Е) таш- 

ци улчови унинг р* (Е) ички улчовига тенг булса, у %олда 
Е улчовли туплам дейилади ва унинг улчовини р (Е ) билан 
белгиланади, яъни

р(£) =  |Ч (£) =  ц*(£).
Бу таъриф маъносидаги Улчовли тупламни (L) ул- 

човли туплам дейилади. Юцоридаги муло^азалардан 
р([а,  b ])= b  — а ва р ( ( a , b ) ) = b — а тенгликларнинг 
уринли эканлиги бевосита куринади.

19.6- те  о р е м а. Агар Е туплам улчовли булса, у 
%олда СЕ %ам улчовли туплам булади.

И с б о т .  Е улчовли булганлиги учун
И (£) == М £ )  =  I-** (£)•

Ички улчовнинг таърифига мувофик;,
Р*(Е) =  Ь — а ~  р*(С£) =  р(£)

ёки
р*(С£) =  & - а - р * ( £ ) = = й - а - р ( £ ) .  (8)

Шунинг сингари
р* (СЕ) =  Ь — а — р.* (Е) =  b — а - 'р ( Е )  (9)

(8) ва (9) дан
ц(СЕ) =  р.* (СЕ) — ц*(СЕ) — Ь — а — р. (Е)

тенгликлар, яъни СЕ тупламнинг улчовли эканлиги келиб 
чицади.*

М и с о л. Иккинчи бобдан маълумки, сонлар у^идаги 
^ар ^андай чегараланган очиц туплам сони чекли ёки 
саноцли узаро кесишмайдиган 6ь б2, . . .  оралицлар систе- 
масининг (тузувчи оралик;лар системасининг) йигиндиси- 
дан иборат:

G =  у

Шунинг сингари хар цандай чегараланган ёпиц F туплам. 
шу тупламни уз ичига олган энг кичик [а, b] сегментдан со
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ни чекли ёки саноцли узаро кесишмайдиган 6(, б', . . . оралиц
лар системасини чицариб ташлаш натижасида цосил этилади:

F== [a,6] \G ',  (G' =  и ад.
/

Агарда G очиц ва F ёпиц тупламлар бир-бирини [а, b] сег- 
ментгача тулдирса, у ^олда

F =  [a, b]\G, G— U б ,
/

Бундан ташци улчов таърифига асосан цуйидагига эга була
миз:

|i*(G) =  2 ^  =  (Ю)
i i 

бу ерда сон 6(- оралицнинг узунлиги.
Шунингдек, ички улчов таърифига асосан:

ц* (G) =  b — а — ц* (CG) =  Ь — а —ц* (F) =  b — а —

- ( & - a ) + 2 ft  =  2 ^ .  I n n
l i f t 11)

ц*(£) =  b — a — \i*(CF) = b  — a —  n*(G) =  6 — a—2 r -
i ’

(10) ва (11) тенгликлардан ц* (G) =  n*(G) =  p.(G) ва fi* (F) =  
[x* (F) =  .̂(F); демак, цар цандай чегараланган очиц ва ёпиц 
тупламлар улчовли. \

19.7-т е о р е м а  (А. Лебег). £  тупламнинг улчовли булиши 
учун уни

£  =  (G (J ej)Va (12)
куринишда ёзиш мумкинлиги зарур ва кифоядир, бу 
тенгликнинг Унг томонидаги G, в\ ва е2 тупламлар 
ихтиёрий берилган г| >  0 сонга мувофиц цуйидагича ту- 
зилган: G узаро кесишмайдиган сони чекли оралицлар 
системасининг йириндисидан иборат, е\ ва е2 нинг %ар 
бири ташци улчови т] сондан кичик булган тупламлар. 
( 12) тенглик бажарилганда цуйидаги муносабат %ам Урин
ли булади:

H(G) — т] <  ц (£) <  |х (G) +  т]. (13)
З а р у р и й л и г и н и н г  и с б о т и .  £  тупламнинг ул

човли эканлигидан фойдаланиб, уни ( 12) куринишда ёзиш 
мумкинлигини курсатамиз. £  туплам Улчовли булгани 
учун:

1*(£) =  М Я )-Ц * (Я ) .
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Ташци Улчов таърифидан фойдаланиб, узаро кесиш
майдиган шундай 8и . . .  оралик,лар системасини тузи- 
шимиз мумкинки, булар учун ушбу

2 м - ( б ) < ^ ( £ ) - Ь - р  (14)

(15)
(

муносабатлар уринли булади.
Бу системадан дастлабки бг, б2, . . . , бп оралигугарнинг 

шйшдисини G билан белгилаймиз, яъни

G = . U  б,,t=>i
Е тупламнинг G тупламга кирмаган элементларидан 

иборат булган тупламни в\ билан белгиласак, (15) муно
сабатга асосан ушбу

*1<=.0’ в / (16)1>п

муносабатга эга буламиз. Агар G тупламнинг Е тупламга 
кирмаган элементларидан иборат булган тУиламни е2 би
лан белгиласак, G,ebe2 тупламларнинг тузилишига мувофи^

Е =  (G U <?X) V S 
тенглик Уринли булади.

G туплам узаро кесишмайдиган п та орали^нинг йигин- 
дисидан иборат булгани учун Улчовли тУплам булади ва 
унинг Улчови

1

(14) тенгсизликдан р, (6 )̂ ^аторнинг я^инлашиши келиб чи-
i

к;адр. Бундан берилган Гт)>0 учун я номерни шундай [тан- 
лашимиз мумкинки, натижада

а? )
1>п 1

тенгсизлик уринли булади. (16) ва (17) муносабатлардан 
эса

V* (ei) <  Л 
тенгсизлик келиб чи^ади.
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Фараз ^илайлик, Е тупламни уз ичига олган энг кичик 
сегмент [а, Ь] булсин. У ^олда 19.6-теоремага асосан 
СЁ= [а, Ъ] \ Е  туплам улчовли булади. Ташци улчовнинг 
таърифидан фойдаланиб, узаро кесишмайдиган шундай 
б /, Ь2 , . . .  орали^лар системасини тузамизки, булар учун 
ушбу

2 n (« D < K C £ )+ -f  (18)
i

ва
С £ с у  б; (19)

i
муносабатлар Уринли булади. (15) ва (19) муносабатлар
дан

[а, Ь] =  Е{)СЕ cz({) 6t.)U (U Ц) 
i i

муносабат келиб чицади. Бундан ушбу

Ь -  а <  ^  V- (б£> +  2 1* <9  “  2** ^  П 8? 
t I 1-1

тенгсизликка эга буламиз. Бунга (14) ва (18) тенгсизлик
ларни цуллаб,

Ь - а < ц ( £ )  +  -~  +  ц(С £)+ !-^— 2 f A(6t П б))
2 2 I.)

ёки

2  и(б£ П ер <  (Е) +  V (СЕ) -  ф -  а) +  Г) =  Г) (20)

тенгсизликни оламиз.
е2 тупламнинг таърифига мувофиц,

е2 =  G (}СЕ.
Бундан G тупламнинг тузилишига ва (19) муносабатга 
асосан, ушбу

e2 =  G n C £ c ; ( U  8,) Л (U &',)<=. U (8, US) 
fi=l i 1 i.i ‘

муносабатни оламиз. Демак,

V* (е2) < 2  ^ (в» Пв|). 
i /

Бундан (20) тенгсизликка асосан ц,*(е2)< 1 1  тенгсизлик 
келиб чи^ади. Зарурийлик исботланди.

6—418 81



К и ф о я л и к н и н г  и с б о т и .  Энди £  тупламни (12) 
куринишда ёзишимиз мумкин деб олиб, унинг улчовли 
эканлигцни исботлаймиз. G, е\ ва е2 тупламларнинг тузи- 
лишига асосан ^уйидаги

Е czG\Je1 ва СЕ с: CG {] е2, (CG =  [a, b]\G )
муносабатлар уринли. Таш^и улчовнинг хоссасига асосан 
(19.4- теорема)

|Г*(£)<ц*(0 ) +  +
ва

ц* (СЕ) <  ц,* (CG) -f- fi* (е2) <  |х (CG) 4- rj. (21)
Ички улчовнинг таърифига асосан з^амда (21) тенгсизлик- 
дан

щ (£) =  Ь — а — |л* (СЕ) > Ь  — а —  ц (CG) — т) =  и (G) — л
тенгсизликка эга буламиз. Демак,

[х(G) — г) <  ji*(Е) <  ц*(£)< n(G) 4- rj.
Бу тенгсизликлар ихтиёрий tj > 0  учун уринли эканлиги
дан цуйидаги тенглик келиб чи^ади:

ц * ( £ ) - ( 1,(£).
Бу эса Е тупламнинг улчовли эканлигини кУрсатади.*

20- §. Улчовли тупламлар з^ацида теоремалар

20.1-т е о р е м а .  Агар £, ,  Е2, . . .,Е п длчовли туплам
лар булса, уларнинг йигиндиси %ам длчовли туплам бдлади; 
йигиндининг хадлари узаро кесишмайдиган тупламлардан 
иборат булса, йигиндининг длчови \адлар улчовларининг йи- 
гиндисига тенг бдлади.

И с б о т .  Теорема з^адларининг сони икки тупламдан 
иборат булган з̂ ол учун исбот этилса кифоя, чунки з а̂д- 
ларининг сони п та тупламдан иборат булган з^олни мате
матик индукция усули ёрдами билан з^адларининг сони ик
ки тупламдан иборат булган з^олга келтиришимиз мумкин. 
Шундай ^илиб, £[ ва Е 2 улчовли тупламлар булсин.
19.7-теоремага асосан, £ i ва £ 2 тупламларни ушбу

£ i =  (Gi U е\)\е2, Е% =  (G2 U <QV*2 (1)
куринишда ёзишимиз мумкин. Бу куринишда Gi ва G2 
тупламларнинг з̂ ар бири сони чекли ва узаро кесишмай-
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диган оралицлар /системасининг йигиндисидан иборат: 
е\, е'2, е'1 ва г" та|ици улчовлари rj> 0  дан кичик бул
ган туцламлар; rj>  0 зса аввалдан берилган ихтиёрий 
кичик сон. Демак,

ц-*(е") <  П. V-* « )  <  т1- u*(e|) < rj, ц* (ё{) <  г] (2)
(1) тенгликлардан ушбу

Ех U Е 2 =(Gx U Ga) U (е\ U е [ ) \ - е  (3)
тенглик келиб чицади, бу ерда ecre" U е"г  (3) тенгликдаги G = 
=  Gx (J G3 туплам сони чекли узаро кесишмайдиган оралицлар 
системасининг йигиндисидан иборат.

Ташци улчовнинг хоссасидан ва (2) тенгсизликлардан 
цуйидаги тенгсизлик келиб чицади:

ц* (е[ U е[) <  2г), fa* (е' U е")< 2т), р* (е) <  2 т).
Бу тенгсизликлардан 19.7-теоремага асосланиб, Ех [}Ег туп
ламни улчовли туплам дейишимиз мумкин. Бундан ташцари:

F (Gi U G2) — 2г| <  u (Ех U £ 2) <  |i (Gx U Ga) +  2r|. (4)
Энди теореманинг иккинчи цисмини исбот этамиз. 

Шу мацсадда узаро кесишмайдиган Е\ ва Е 2 тупламлар 
учун ушбу

ц(Ех \]Е 2) =  ц(Ех) +  \1(Е^
тенгликнинг Уринли эканлигини курсатиш кифоя. 
Дацицатан цам, 19.4- теоремага асосан

И* (Ех U Е2) <  (Ех) +  у.* (£2) =  № ,)  +  ц(£а). (5) 
Шунинг сингари, 19.5- теоремага асосан

ц*(£х U Е 2) > > #  (£j) +  (6)
19.2-*теоремага асосан,

^ ( £ i U ^ ) < ' № U £ a).
Бундан (5) ва (6) тенгсизликларгаТасосан, ушбу

fn(£i) +  ^ (£ а) <  И'* (£i U £ 2) <  -f  v-[(E2),
f  ( £ j + v ( E j * w . w  и % у  < > : м + > : ( £ , )

тенгсизликларни оламиз. Булардан : |л (£г IJ Е 2) — [х* (Ех [J Е^)— 
=  ц,*(£г U £ 2) =  (х (Ег) +  (х(£2) тенглик келиб чицади.,

20.2-т е о р е м а .  Улчовли Ех ва £ 2 тупламларнинг айир
маси jщм улчовли тупламдир; агар E2czE l булса, у  хрлда

ц (£x\ £ 2) =  ц (£х) — [а (£2)
булади.
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Исбот .  Ушбу
С(Е1\Е ^ = ^ С Е 1\}Е 2

тенглик уринли1.
Бу тенгликнинг унг томонидаги тупламлар рлчовли булгани 

учун чап томонвдаги туплам ^ам 20.1-теоремага асосан ул
човли булади; Ег\ Е 2 туплам С (Е {\Е 2) тупламга нисбатан тул- 
дирувчи туплам булганлиги учун 19.6-теоремага асосан улчов
ли булади.

Энди теореманинг иккинчи ^исмини исбот этамиз. Е3 с : £ х 
булгани учун ушбу

Е\ — (Ег\ Е 2) U Е3
тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг томонидаги Е { \Е Л ва Ег 
тупламлар улчовли, узаро кесишмайдиган тупламлар булгани 
учун 20.1-теоремага мувофи^,

]х (Еу) =  ц (£а),
яъни

ц {Et\ E 2) =  (i (EJ — ц (£j)
тенгликларни ёзишимиз мумкин.*

20.3-т е о р е м а . Агар [a, ft] сегментда Жойлашган улчовли 
Ev  Е ..............тупламлар кетма-кетлиги берилган булса, у

оо
урлда уларнинг UufuhBucu булмиш Е — {] Е{ туплам улчовли

булади. Бундан таищари, агар Е( f) Ef — 0  (i ф  j) булса, 
У ^олда

i=I
Бу тенглик улчовнинг т ут  аддшпивлик ёки а- аддитивлик 

хоссаси дейилади.

1 Б у тенгликни одатдаги усул, билан ис5от цилиш мумкин, яъни чап 
томондаги тупламнинг ;;ар бир элементи унг томондаги тупламга тегиш- 
лилигини ва аксинча, унг томондаги тупламнинг jqap бир элементи чап 
томондаги тупламга тегишлилигинн курсатамиз.

Дар^а^ицэт, хвС (Е ^ \Е 2) булсяи. Бундан, лi£ ff i \£ a >  ёки х£Ег ва 
х£Ег, демак, х£СЕ1 0£г ёки x£Ei,  демж, х6С£1 бундан х^СЕ±\]Ег. На
тижада С ( Е { \Е ^  тупламнинг ^ар бир элементи СЕг^ Е 2 тупламга ^ам 
кирар экан.

Энди x£C E i\jE 2 булсин; бундан ё х^_СЕъ  ёки x£Et  м уносабат ке
либ чицади. Агар хЕСЕг булса, у  ^олда х£ Е г, демак, ^ ^ £ 1\ £ 2, яъни 
* € C ( £ i \ £ 2). Агар х£ Я2 булса, у  з^олда x £ E t\ E 2, демак, х € С ( Е { \Е 2), 
яъни СЯХ О Е% тупламнинг ^ар бир элементи С ( Е { \ Е 2) тУ-пламга з̂ ам ки
рар экан.
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И с б от .  Теоремани аввал 0  хрл учун ис
бот этамиз.

Ушбу

тупламни ^араймиз. Теореманинг шартига кура Ап czE. 19.3-ва 
20. 1-теоремаларга асосан

Ц* (£) >  Щ (Ап) =  Ц (Ап) =  2  V- (£;) (7)
i — 1

тенгсизлик келиб чицади. (7) тенгсизлик з̂ ар кандай п учун 
уринли булганлиги сабабли у п —> оо да з̂ ам уринлидир, яъни

ц , ( £ ) > 2 »‘ (£ /)- (8)
£=1

Е тупламнинг тузилишидан ва з̂ ар бир £ t- ларнинг улчовли 
эканлигидан 19.4-теоремага асосан

ц* ( £ ) < 2 ц (£л) (9)
*=1

тенгсизликка эга буламиз.
19.2-теоремага мувофиц (8) Еа (9) дан

2  v(E kx ^ ( E ) < № ) <  2 > (Ẑ  
ft=l ft=l

тенгсизликлар келиб чицади. Бундан

ц*(£) =  ц*(£) =  2  ,*<£*)
k=\

тенгликка эга буламиз.
Бу билан E i (]E j=  0  (i ф /) з̂ ол учун теорема исбот этил-

ди.
Агар Ev  Е2, . . . тупламлар улчовли булиб, умумий нуц-

со

таларга эга булса, у з^олда Е =  \J Ei тупламни ушбу Е =  Ех[)
(J (E2\ E l) U U . . . куринишда ёзиб, бу з^олни исбот

этилган з^олга келтиришимиз мумкин, чунки охирги тенглик
нинг унг томонидаги Ev Е ^ \Е Х, [ (Е ^ к Е ^ Е ^ ,.  . . . тупламлар 
узаро кесишмайди.*

20.4-теорема.  }{ар цандай саноцли Ё туплам длчовли 
ва унинг рлчови нолга тенг.
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Исбот .  Е саноцли туплам булганлиги учун унинг эле- 
ментларини xv  х2, . . . , хп, . . . кетма-кетлик шаклида ёзи- 
шимиз мумкин. Биргина хк элементнинг узидан иборат булган 
тупламни Ek билан белгилаймиз.

У ^олда

£  =  U Ек.

Ek туплам, улчов таърифига мувофиц, улчоали булади ва 
унинг улчови нолга тенг (чунки битта нуцтадан иборат туп
ламни узунлиги исталганча кичик булган оралицца жойлаш 
мумкин). Демак, 20.3-теоремага мувофиц Е туплам цам ул
човли булади ва улчови нолга тенг.

И з о ц .  Шуни цам айтиб утиш керакки, 20.4-теоре
манинг тескариси доимо турри булмайди, яъни туплам
нинг улчови нолга тенг булса, бу тупламнинг саноцли 
булиши шарт эмас. Бунинг туррилигини курсатиш учун 
мисол сифатида Канторнинг Р0 тупламини оламиз. Маъ- 
лумки, Канторнинг Р0 туплами G0 тупламнинг [0,1] сег- 
ментгача тулдирувчиси ва

Демак, 20.2-теоремага асосан

И (Ро) =  I* I [0,1]\G0) =  |i ! [0,1]} -  ц (G0) =  0.

Лекин 18.1-теоремага асосан Р0 саноцсиз туплам. Курамизки, са
ноцсиз тупламнинг улчови цам нолга тенг булиши мум
кин экан.

20.5- т е о р е м а. [а,Ь] сегментда жойлашган, сони 
чекли ёки саноцли Улчовли тупламларнинг купайтмаси 
улчовли тупламдир.

И с б о т .  Еи Е2 . . . улчовли тупламлар булиб, уларнинг ^ар
«О

бири [а, b] сегментда жойлашган булсин. £  =  f| Ei тупламни 
тузамиз. Маълумки,

СЕ =  U' СЕt {СЕ =  [а, Ь]\Е, CEt =  [а, b ]\E t).
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Иккинчи томондан, 19.6-га асосан Ei туплам Улчовли булган
лиги учун С£(- туплам ^ам улчовли. 20.3-теоремага асосан СЕ 
туплам ^ам улчовлидир. Демак, Е улчовли, чунки у СЕ туп
ламга нисбатан тулдирувчи туплам.*

2 0 .6- т е о р е м а .  Агар [а, Ь] сегментда жойлашган длчовли 
£ х cz Е 2 а  , . . тупламлар кетма- кетлиги берилган булса, 
у %олда

И (.U Et)*= lim ii (£,,)
t=»l П—»■ ОО

тенглик Уринли булади. оо
И с б о т .  Аввала Е =  1J Е, ва Е0 — 0  белгилашларни ки-

I— I
ритиб, ушбу тенгликни ёзамиз:

Е =  (£Д£о) U (E2\E i)  U ( В , \Е 2) U . . .  U (£п\£ „ _ ,)  U • • •
Бу тенгликнинг унг томонидаги {£а\ } (п =  1,2, . . .) 

тупламлар улчовли ва узаро кесишмайдиган булганлиги учун
20.3-теоремага мувофик,

ёки

ц(£) =  lim Т ц (£4\ £ м ).
n-iOQ г"!

1=1
Аммо 20.2-теоремага мувофи^

|х (£ ; \£ ,_  j) =  [х (£,.) — ja
бундан

Демак,
[i (£) =  П т ц  (£„).*

П-+оо

20.7-т е ор ем а .  Лгар [a, 6] сегментда жойлашган длчовли 
гэ £ 2 ^  • • • тдпламлар кетма- кетлиги берилган бдлса,

у %олда

р ( П £ л) =  Нт  \х(Еп).
П=1 Г1-юо

И с б о т .  Берилган тупламларнинг кУпайтмасини £  билан 
белгилаймиз, яъни
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оо
£ = П £ я.n=i\

Бундан

СЕ — U С£ ;
п- 1  п

Еп zd Еп+[ дан CEn czCEn+l муносабат келиб чи^ади. Ундан 
таш^ари, СЕп тупламларнинг %ар бири рлчовли, чунки Еп 
рлчовли.

Демак, {С£{| тупламлар системасига 20.6-теоремани цул- 
лашимиз мумкин:

ц (СЕ) *= Нш (х (СЕп).
П-+ оо

Бундан
b — a — ц (СЕ) =*b-—a — lim ц (СЕп)

tl~*oo

ёки
b — a — ji(CE) =■= lim [b — a — ц(С £п)].Л—>ao

A mmo

b — a — ц. (C£) =  ц (£)
ва

b — a —  }д.(С£п)* = ц (£ п)-
Демак,

P-(£■) =  u-( П E J  =  Пшц (£n).#Л* 1 П-+СО
2 0 . 8 - т е о р е м а  (H. Лузин). Агар E туплам рлчовли 

б^либ, унинг улчови мусбат булса, у цолда исталганча 
кичик 11 > 0  учун шундай мукаммал PczE туплам топиш 
мумкинки, бу туплам учун ушбу

ц (Р) >  (х (£) — т] 
тенгсизлик бажарилади.

И с б о т .  Улчовли £  тупламни уз ичига олган энг 
кичик сегмент [ о, Ь\ булсин. СЕ= [а, Ь] \ Е  туплам з^ам 
Улчовли булганлиги сабабли 19.7- теоремага асосан з̂ ар 
^андай ri> 0  учун СЕ тупламни тулигича цоплайдиган 
шундай сони чекли ёки саноцли 6 i, 62, . . .  орали^лар сис- 
темасини топиш мумкинки, булар учун ^уйидаги тенгсиз
лик бажарилади:
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2 и («*)<И(С£) +  т). (10)
k

[a, b] сегментдан 6 i, 62 . . .  оралицларни чицариб ташлаш 
натижасида ^осил булган тупламни F билан белгилаймиз. 
F ёпиц туплам булиб, F c.E  ва

1
булади. Бундан (10) га мувофиц

H ( f ) > 6 - e  — ц(С£) — t i » | i ( £ )  — г). (И)
Кантор — Бендиксон теоремасидан фойдаланиб, F туп

ламни
F =  P \}D

куринишда ёзишимиз мумкин; бу ерда Р мукаммал туп
лам ва у F нинг з$амма цуюцланиш нуцталаридан иборат, 
D туплам купи билан саноцли ва Pf[D = 0 .

20.4-теоремага асосан, ц ( / ) ) =0 ;  демак,
И(/7) =  И( Ри ^ )  =  ц(Р)-

(11) га мувофиц,
[г (Р) >  (Е) — т] ва P c z F c z E .*

Бу теореманинг мо^ияти шундаки, у з̂ ар цандай Ул
човли тупламни улчови унинг улчовига исталганча яцин 
булган мукаммал цисм туплам билан алмаштириш имко- 
ниятини беради.

21- §. Улчовли тупламлар синфи

1-т а ъ р и ф .  Агар Е тупламни сони саноцли очиц 
Gu G2, .... тупламларнинг купайтмаси шаклида ёзиш 
мумкин б^лса, яъни

£ = Л  Gk 
*=1

тенглик уринли булса, у %олда уни G6 типидаги туплам 
дейилади.

2- т а ъ  р и ф. Агар Е тупламни сони саноцли ёпиц 
Fi, F2, . . .  тупламларнинг йириндиси шаклида ёзиш 
мумкин булса, яъни
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тенглик уринли булса, у  цолда Е туплам Fa типидаги туп
лам дейилади.

3- т а ъ р и ф. Агар Е тупламни очиц ва ёпиц туплам- : 
лар устида цУшиш. ва купайтириш амалларини чекли 
ёки саноцли марта бажариш натижасида %осил щ лиш  •< 
мумкин булса, ундай тупламни Борель туплами (щ с щ -  ; 
роц, (В) -туплам) дейилади. Чегараланган (В) -тупламни 
(В ) улчовли туплам дейилади.

Масалан, Fa ва G6 типидаги тупламлар Борель тупламлари | 
булади. j

Агар Fa (ёки Gj) типидаги сони сано^ли тупламларнинг - 
йигиндиси (мос равишда, купайтмаси) олинса, у яна F (мос 
равишда Ge) типидаги туплам булади. Аммо Fa типидаги сони 
саноцли тупламларнинг купайтмаси олинса, у з^олда умуман 
айтганда на Fa типида ва на G6 типида булмаган туплам
лар ^осил булади; бундай тупламларни Fg& типидаги туплам
лар дейилади. Шунга ухшаш, G6 типидаги сони санокли туп
ламларнинг йигиндиси G6a типидаги туплам дейилади.

Fa6 типидаги тупламларни санокли марта йиниш натижаси- 
да Fa6a типидаги на G6a типидаги тупламларни санокли марта 
купайтириш натижасида G6a6 типидаги тупламлар з̂ осил була
ди ва з^оказо; бунинг натижасида з̂ осил булган барча туплам
лар синфи (В) тупламлар синфини ташкил этади. (В) туплам
лар синфи тузилишига кура математикада гоят музрш аз̂ а- 
миятга эга.

Т е о р е м а .  Х^ар цандай (В) улчовли туплам (L) 
Улчовли булади.

И с б о т .  Бу теорема 20.3 ва 20.5-теоремаларнинг на- 
тижасидир. *

Лекин бу теореманинг тескариси тугри эмас, яъни 
шундай (L) рлчовли тупламлар мавжудки, улар (В) ул
човли эмас. Биринчи марта бундай мисолни москвалик 
математик М. А. Суслин тузган. У бу борада (Л)-туп
ламлар деб аталувчи тупламлар синфини кашф этган.
([ 1 ] га ^аранг). (Л) тупламлар синфи (В) тупламлар 
синфидан кенгро^ булса з^ам, (Л) тупламлар синфига кир- 
ган з^амма тупламлар (L) улчовлидир.

20—21-§ларда курдикки, улчовли тупламлар синфи ан- 
ча кенг экан. К,уйидаги савол тугилади: чегараланган ва 
(L) улчовли булмаган туплам мавжудми? Шу савол билан 
шугулланамиз.
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22- §. Улчовсиз туплам мисоли

Энди улчовсиз тупламларнинг мавжудлигини курсата
миз цамда барча улчовсиз тупламлардан тузилган систе
манинг цувватини топамиз.

9- § га асосан турри чизицнинг барча цисмларидан тузилган 
тупламлар системасининг цуввати 2е га тенг, бу ерда с — кон
тинуум цуввати. Улчовли тупламлардан тузилган тупламлар 
системасининг цувватини цисобласак х;ам худди шу натижага 
келамиз, яъни цуйидаги теорема уринли:

22.1-теорема.  Улчовли тупламлардан тузилган туп
ламлар системаси М нинг цуввати 2° га тенг, яъни
Л1 =  2е.

И с б о т .  Улчовли тупламлардан тузилган система турри 
чизицдаги барча тупламлардан тузилган системанинг цисми 
булгани учун унинг цуввати 2е дан катта эмас, яъни

М <  2%

Тескари 'тенгсизлик М  >  2е эса цуйидаги теоремадан келиб - 
чицади:

22.2- т е о ре м а .  Улчови нолга тенг булган тупламлардан 
тузилган S  системасининг цуввати 2° га тенг.

И с б о т .  Юцоридагига ухшаш, дастлаб

2е
тенгсизлик олинади. Тескари тенгсизлик уринлилигини курса- 
тиш учун улчови нолга цамда цуввати с га тенг булган би
рор улчовли Е тупламни оламиз (бунинг учун, масалан, Кан
торнинг мукаммал Р0 тупламини олиш мумкин, 20.4-теорема
дан кейинги изоцга кура Р0 нинг улчови нолга тенг). Е нинг 
цар цандай цисми (цар цандай цисмининг ташци Улчови ноль 
булгани учун) улчовли туплам булиб, улчови нолга тенг. 
Демак, 2е cz S. Аммо

Ж = с на {2Ж) =  2е
булгани учун

^  >  2е.

Бу ва юцоридаги тенсизликлар 22.2- теоремани исбот- 
лайди. Шу билан 22.1-теорема цам исботланди.*

2 2 . 1 - т е о р е м а  курсатадики, турри чизицда умуман 
«цанча» туплам булса, улчовли тупламлар цам «шунча».
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Демак, бу й^л билан ^лчовсиз тупламларнинг мавжуд- 
лигини ани^лаб булмайди.

Шу сабабли ^лчовсиз тупламларнинг мавжудлигини 
курсатиш учун бевосита мисол келтирамиз.

22.3-т е о р е м а. Чегараланган рлчовсиз трплам мае- 
жуд.

И с б о т .  Чегараланган улчовсиз туплам мисоли цуйидагича 
курилади. Бунинг учун ~ ~  сегментнинг нудталари ора
сида эквивалентлик тушунчасини киритамиз: агар х  ва у  нинг 
айирмаси х  — у  сон рационал булса, улар эквивалент дейила
ди. Бу эквивалентлик 3-§ да киритилган эквивалентлик муно- 
сабатининг барча хоссаларига эга. Шунинг учун уша параграф-
га асосан — ■—, сегмент узаро эквивалент булган элемент-

лардан иборат К (х), л:£ синфларга ажралади, бун
да х  £ К  (х) з̂ амда турли синфлар кесишмайди. Шундай цилиб, 
— —, сегмент узаро кесишмайдиган синфларга булинади.

Энди бу синфларнинг з̂ ар биридан биттадан элемент танлаб 
олиб, бу танлаб олинган элементлар тупламини А билан бел
гилаймиз.

А тупламнинг рлчовсиз эканлигини исботлаймиз. | — ~ , ^-J
сегментдаги ' барча рационал сонлар тупламини номерлаб чи- 
цамиз:

г0 =  0, rlt г2, . . .  .

Ak билан А тупламни rk сонга силжитишдан з̂ осил булган 
тупламни белгилаймиз, яъни агар х £ А  булса, у холда х  +  
+  rk £ A k, ва агар x £ A k булса, у з^олда х  — rk£A .

Хусусан, А0 — A. Ak туплам А тупламдан rk га силжитиш 
оркали з̂ осил ^илингани учун р,# (Л4) =  [х* (Л) ва [г* (ЛА) —
=  |х* (А). Энди ушбу

« =  Ц* {АД =  У* (А) ва р =  ц* (Л*) =  р* (Л) (k= 1 , 2 , . . . )
белгилашларни киритамиз. Дастлаб р > 0  эканини исботлаймиз. 
Равшанки,

_1_

" 2

Бундан 19. 4- теоремага асосан: 
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яъни
1 <  р +  р +  • • • •

Бундан:
Р > 0  (1)

' Энди а  =  0 эканини исботлаймиз. Равшанки,
Д.П Ат= 0 , п ф т

ва

АкС: [— \  ' I " ] ’ fe===0’ Ь 2, 3, . . .

Бундан:

Бундан эса 19. 5 -теоремага асосан:

Бундан
а  +  а  +  . . .  < 3

ва
а  =  0. (2)

(1) ва (2) муносабатларни солиштириб
М Л )< |* * (Л )

тенгсизликни ^осил циламиз. Бу А тупламнинг улчовсиз- 
лигини курсатади.*

Улчовсиз тупламларнинг мавжудлигини кУрсатдик. 
Энди улчовсиз тупламлар «цанча» эканини аницлаймиз.

22.4-те  о рем  а. Улчовсиз тупламлардан тузилган Н  туп
ламлар системасининг цуввати 2е га тенг.

И с б о т .  Ушбу

F  < 2 С (3)
тенгсизлик 22.1-теоремадаги каби исботланади. Тескари 
тенгсизликни исботлашда цуйидаги леммага асосланамиз:

22.5- л е м м а .  Агар А туплам улчовсиз брлиб, В т(/п-
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лам ноль улчовли булса, у %олда бу тупламларнии 
йигиндиси AjjB улчовсиз булади.

Л е м м а н и н г  и с б о т и .  Агар А\]В улчовли булгаг 
да эди, у з^олда 20.2-теоремага асосан (Л и В )\В  Улчовл 
булиб, 20.1-теоремага кура А =  [ (Л и В )\5 ]  (J (Л Л В) 
Улчовли булар эди. Бу эса лемманинг шартига зид.* 

Теореманинг исботига Утамиз.
22.1-теоремага асосан 5 улчовли тупламлар системасинш 

^уввати 2е га тенг. 22.3-теоремада тузилган А тупламга 5  да1 
тупламларнинг з̂ ар бирини цушиб, янги L тупламлар систем 
сини з̂ осил циламиз. 22.5-леммага асосан L даги тупламла 
нинг з̂ ар бири улчовсиз. Демак,

Ь с Н .
Бундан:

г  <  W. (
Аммо, тузилишига кура, L система 5  га эквивалент бу. 

гани учун

И = Т .
Бундан ва 22.1-теоремадан:

ZT= 2е.
(4) дан эса

2е (
муносабатни з^осил киламиз. (3) ва (5) тенгсизликлар теорем 
ни исботлайди.*

23- §. Витали теоремаси

Т а ъ р и ф. Е нщтали туплам ва сегментлардан ибора 
S  система берилган булсин (бу ерда хар бир сегмент би 
гина нуцтадан иборат эмас деб фараз цилинади). Агар 
цандай х £ Е  ва ихтиёрий е >  0 учун шундай А сегмент ма 
окуд бдлсаки, ушбу A £ S , х£ А , |х (А) < е  муносабатлс 
бажарилса, Е туплам Витали маъносида S  сегментлар си 
темаси билан крпланган дейилади.

23. 1-теорема (Витали). Агар чегараланган Е  тупло 
Витали маъносида S  сегментлар системаси билан цоплангс 
б^лса, у  %олда бу сегментлар системасидан шундай cot 
чекли ёки саноцли {ДА} сегментларни ажратиб олиш му. 
кинки, улар учун
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Д£ n Aft =  0  (i¥>k), (x* ( E \  (J Aft) =  0
k

тенгликдар бажарилади.
И с б о т  (С. Банах исботи). Е тупламни уз ичига олган ва 

чегараланган бирор б =  (а, Ь) орали^ни оламиз. Даставвал б 
ораликда бутунлай кирмаган сегментларни S системадан чи^а- 
риб ташлаймиз. Бунинг натижасида долган сегментлардан ибо
рат булган системани 5 0 билан белгилаймиз; 5 0 система ^ам 
Е тупламни крплайди. Х,ак,и^атан, ихтиёрий х £ Е  нук;тани олиб,
е =  — rnin (х — а, b — х) сонни оламиз. У хрлда х  ну^тани уз

4
ичига олган ва ц ( Д ) < е  шартни ^аноатлантирувчи А £ S мав
жуд. Бу сегмент е соннинг танланишига кура б оралшуи 
бутунлай ётади.

Энди 5 0 системадан бирор Дг сегментни оламиз; агар £с:Л , 
булса, у ^олда теорема исбот этилган булади, чунки Е \ А Х ~  
=  0  булиб, [х* ( £ \Д х) =  0.

Акс >рлда бу жараённи давом эттириб, S0 системадан их- 
тиёрий иккитаси узаро кесишмайдиган

Дх. Да» • • • > Ал (1)
П

сегментларни оламиз. Агар Е cz {J Aft булса, у з^олда теорема
fc=l П

яна исбот цилинган булади. Агар E \ \ j  Ак Ф  0  булса ушбу

f n =  U A  G = & \F n'k=l
тупламларни тузамиз ва S 0 системадан очик; Gn тупламга кир
ган сегментларни оламиз. Бу олинган сегментлар узунликлари- 
нинг юкрри чегарасини %п билан белгилаймиз. Равшанки,

0 < Х „< |х (б ).

Gn тупламга кирган сегментлардан узунлиги у  %п дан катта 

б^лгаи сегментни олиб, уни А/1+i билан белгилаймиз, яъни

I1 (A„+t) >  — Хп.

г тупламнинг тузилйшига кура Дл+1 сегмент (1) кетма- 
кетликка кирган бирорта ^ам сегмент билан кесишмайди. Нати
жада ихтиёрий иккитаси кесишмайдиган

Дх, Да, . . . , Д„, Ап̂
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сегментлар кетма-кетлиги з̂ осил булади. Агар яна Е с:
Л+1

с : U А* булса, у з̂ олда теорема исбот этилган булади; акс k=\
з^олда юцоридаги жараённи чексиз давом эттирамиз. Натижада 
ихтиёрий иккитаси кесишмайдиган

Aj.i Аа, . . . , А„, . . .
сегментлар кетма-кетлиги з^осил булади. Энди бу сегмент
лар кетма-кетлиги учун

ц * ( £ \ и Д * )  =  0 (2)
k=\

тенгликнинг бажарилиши курсатилса, теорема исбот ци- 
линган булади.

Узунлиги Ак сегментнинг узунлигидан беш марта катта ва 
урта нуцтаси1 Ак нинг урта нуцтаси билан устма-уст тушган 
сегментни А'к билан белгилаймиз; демак, ц (А'к) =  5ц,(ДА).

Ак (к >  п) сегментларнинг з^аммаси 6 оралицда жойлашган- 
лиги ва узаро кесишмаганлиги учун

| > ( д ; ) < + о о

00
тенгсизлик келиб чицади, яъни ^  М'(А̂ ) цатор яцинлашувчи

*=1
булади.

Энди вацтинча з^ар цандай натурал п сон учун

£ \U A c=  и д; (3)
k=? 1 k~ti

муносабат бажарилган дейлик. У з^олда бу муносабат з̂ амда
2  И-(А'/) цаторнинг яцинлашувчилигидан (2) тенгликнинг бажа- k
рилиши келиб чицади. Демак, теоремани исботлаш учун (3)
муносабатни исботлаш цолди. Уни исботлаймиз.

00
Дарз^ацицат, х  G £ \  U \  булсин, у з̂ олда з̂ ар цандай п 

k=\
учун x£G n ва S0 системага кирган шундай А сегмент мавжуд
ки, х £ А с ~Gn.

1 [а , Ь] сегментнинг Урта нуцтаси деб с — ---------- нуцтани айтамиз.



Лекин s;ap цандай п учун
A c : G „  (4)

муносабат бажарилмайди, чунки
ц (Д) <  Яп <  2 р (Дп+1)

тенгсизликлар ц(Дл+1)->-0 учун [бирор л дан бошлаб бажа
рилмайди.

(4) муносабат бирор пдан бошлаб бажарилмаганлиги 
сабабли худди шу п лар учун

д  П Fn¥= 0
муносабат уринли. Бу муносабатни ^аноатлантирадиган 
энг кичик сонни п0 билан белгилаймиз. У ^олда

А П Ра =  0 ,  п < п 0,

* 0 ^ 0 .
Булардан ва Fk czF k+l (ft — 1, 2, . . .  ) дан 

А  П &ПаФ  0  ва A c r G ^ !  
муносабатларни ^осил ^иламиз. Сунгги муносабатдан эса 

Н(д) < \ _ 1  < 2 ц (Д „о).
оо

Бу ва А П &По Ф  0  Дан А с : ва демак Д е и  А'к ке-
0 k=n000

либ чицади. Натижада x £ A c z  у А'к, яъни (3) муносабат исбот
к—па

9Т И Л Д И .*

23.2- т е о р е м а. 23.1 - теореманинг шартлари бажарилган- 
да хар цандай е >  0 учун шундай сони чекли ва узаро кесиш- 
майдиган Дх, Д2, . . . , Дп сегментлар системаси мавжудки, 
улар учун

|* * (£ \ U А * ) < в .fcs=I
И с б о т .  б, S, S q лар 23.1-теоремадаги маънога эга 

булсин.
Уша теоремага мувофиц ^заро кесишмайдиган шундай \Ak) 

(Ak cz S 0, k  =  1, 2, . . . ) сегментлар системаси мавжудки, (2) 
тенглик уринли. Агар {ДА} система сони чекли сегментлардан 
иборат булса, теорема исбот этилган булади.

Агар \Ak \ система сони санок ли сегментлардан иборат бул
са, у ^олда
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2  ц ( Д А) < н ( 8);
k=\

шунинг учун цуйидаги тенгсизликни ^аноатлантирадиган 
п сон мавжуд:

00

2 (̂д*)< е -/г—п+1
Иккинчи томондан,

Я оо оо

£ \  и А , с г ( £ \ и  Д*) U Ш Д * ) ;*=.i s *=1 &=«+i
.п

(2), (5) ва сунгги муносабатдан \i*(E '\ U Ak) <  е келиб чи^ади.
ft=l

Бу эса исбот этилиши зарур булган тенгсизликдир.*

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Улчовли Е и Е2, . . .  тупламлар кетма-кетлиги бе
рилган булсин. Бу тупламлар кетма-кетлигининг з̂ ар 
^андай чексиз ^исм кетма-кетлигига тегишли элемент- 
ларидан иборат тупламни Е0 билан белгилаймиз. Е0 туп
ламнинг улчовлилигини исбот этинг.

2. )^ар цандай мукаммал туплам улчови нолга тенг 
булган мукаммал ^исмга эгалигини курсатинг.

3. Х,ар ^андай чегараланган Е туплам учун мос равишда 
Fa ва G6 типидаги шундай А ва В тупламларни тузиш мум
кинки, улар к,уйидаги тенгликни каноатлантиради:

(Л (Л) =  р* (^), ц(В) =  ц*(£)-
Шу жумлани исбот этинг.

4. Чегараланган Е туплам улчовли булиши учун з̂ ар 
цандай чегараланган А туплам учун цуйидаги тенглик
нинг бажарилиши зарур ва кифоя:

li*(A) =  ii* (A f]E ) +  n*(Af]CE).
Бу теоремани (Каратеодори теоремаси) исбот этинг.
5. Шундай Длчовли Е туплам тузингки, з а̂р ^андай 

6сг (а, Ь) орали^ учун цуйидаги муносабатлар бажарилсин:

H ( 6 f | £ ) > 0 ,  ц(8 [~|СЕ) > 0 ,  CE =  [a ,b ]\E .
6. Е чегараланган туплам булиб, ушбу

Е =  U Ек, Ег <=. Е 2 a  Е3 a  . . .
*=i
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муносабатлар бажарилса, у ^олда

уринли. Бу муносабатни исбот этинг.
7. Av  А2, . . . , Ап тупламлар [0, 1] сегментнинг улчовли 

циемлари булиб,
Ц (Л ) +  М (^г) +  • • • +  И (Ai) >  « — 1

б^лса,

ИП А к) >  О k—i *
тенгсизликни исботланг.

IV б о б
УЛЧОВ ТУШУНЧАСИНИ УМУМЛАШТИРИШ

Биз илгариги бобда турри чизицдаги тупламларнинг 
улчови ^ацидаги масалани куриб утдик. Унгадиццат билан 
эътибор берсак, |я улчов турри чизицдаги улчовли туп
ламлар системасида аницланган ва цуйидаги шартларни 
цаноатлантирувчи ^ациций функция эканлигини курамиз:

а) ^ар бир А улчовли туплам учун ц( Л ) ^0 ;
б) агар Аг, Аг, , Ап улчовли тупламлар узаро кесиш- 

маса, у ^олда
И(Ах U At U . . .  U Ап) =  р(А 1) +  ц(Л,) +  . . . +  }i(4).

Бу хосса улчовнинг аддитивлик хоссаси дейилади. 
Тупламлар системасида аницланган ^ациций функция 

туплам функцияси дейилади.
Бу бобда элементлари ихтиёрий табиатли булган туп

ламлар системасида аницланган ^амда юцоридаги а) ва 
б) шартларни цаноатлантирувчи гуплам функцияси билан 
иш курамиз ва уни дастлаб олинган тупламлар система- 
сидан кенгрок; булган тупламлар системасида аницланган 
туплам функциясигача давом эттириш масаласи билан 
шурулланамиз.

24- §. Далцалар ва алгебралар

К,уйида баъзи бир хоссаларга эга булган тупламлар 
системасини цараймиз.

1-т а ъ р и ф .  Агар Н системанинг исталган иккита А ва
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В элементи учун А (]В £ Н  в& 
ли булса, у %олда Я  система 
%алка) дейилади.

Изо) ; .  Ушбу
Ли 5  =  ( Л Д В ) Д ( Л П ^

айнияглардан (24.4-теоремага 
кита Л ва В элементи учун Л  
лар келиб чицади. Демак, Я  X.
В элементи учун A (J В £ Я , Л "  ^  
муносабатлар доимо уринли. 5 > С  
ментлари устида цушиш (яъ  
Л П В) амалларини чекли сон /!' 
нинг элементи олиниши келиб

2- т а ъ р и ф. Агар Я  т $ ^
Е элементи ва шу систем 
учун Е{\А=А тенглик уринУ1 
Н системанинг бирлик элеМ

И з о ^ .  З^алцада бирлик
3- т а ъ р и ф. Бирлик эл&  

тупламлар алгебраси ( ц и с ^ ^
М и с о л л а р .  1. Я  систем^- 

нинг барча цисм тупламларидаг* 
талган иккита А £ Я ва Б £ / /  
муносабатларнинг уринли экан/* 
куриниб турибди. Демак, с и с т е '

Л̂п туплам цам Я систем# 
у Я система учун бирлик э л е М ^  
айни вацтда алгебра з̂ ам экан.

2. Я  система Я={1, 2, 3, '  
цисм тупламларидан тузилга** 
з<;ам цалца, аммо бу системаД^_^
Я  система з^алца булиб, а л г * ^ -

К>уйидаги теорема з^алца
24.1-т е о ре м а .  Исталган & 

системасининг кйпайтмаси

н = Л г
\ам щлкадир.

Фараз цилайлик, {Fa, a £/}  
сини уз ичига олган барча з^алК ^^
{/7СЬ} системанинг бирор Fa 
бат з̂ ар цандай a  £ /  учун * б а я с ^ ^ И  
системани уз ичига олган м ини-^*

А  А В £ Н  муносабатлар урин- 
тупламлар \алкаси (цискача,

ва А \ В  =  А А(А (]В)
■аранг) з^алканинг исталган ик- 
'  J  В  £ Я ва Л \В  6 Я муносабат- 

-лк,анинг исталган иккита Л ва
в  е я ,  л  п в  е я  ва л  д  в  е я

ндан , хусусан, халканинг эле- 
и  Л U В) ва купайтириш (яъни 

бажариш натижасида з а̂лца- 
и^ади.

ам лар системасининг бирор 
п и н г  исталган А элементи 

булса, у %олда Е элемент 
•нти дейилади. 
л ем ен т  ягонадир. 
ентга эга булган Н %алца 
сг, алгебра) дейилади.
JVn = ( 1 , 2 , . . .  , п\ туплам- 

тузилган система булсин. Ис- 
учун Л П Я £ Я  ва А А В £ Н  

г и  Я системанинг таърифидан 
•г* з^алца ташкил этади. 
и н г  элементи булганлигидан 

П т  булади. Демак, Я система

. и, . . .} тупламнинг чекли 
систем а булсин. Бу система 
б и р л и к  элемент йуц. Демак, 

< 5 р а  эмас.
•аърифидан келиб чицади:

^ н д а г и  (Яй, а Р / |  %ащалар

11„

t с  тема Я тупламлар система- 
г а р  системаси булсин. Агар 

^ н т и  учун Fao сг Fa муноса- 
^ > и л са , у з^олда Fa з а̂лца Я 

--^2 %алца дейилади.
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24.2- т е о р е м а .  %ар цандай Я  тупламлар системаси 
учун шу системани %з ичига олган ягона минимал %ал$а 
мавжуд.

И с б о т .  Аввало Я  системани уз ичига олган ^ал^а- 
нинг мавжудлигини курсатамиз. Бунинг учун Я  системага 
кирувчи барча тупламларнинг йигиндисини X  орцали бел
гилаймиз:

U А.
А^Н

Агар X тупламнинг барча к;исм тупламларидан тузилган 
системани М ор^али белгиласак, бу система тузилишига 
асосан ^ал^а ташкил этади хамда Я системани уз ичига 
олади. Энди Я  системани уз ичига олган, з а̂р бири М 
^ал^ада жойлашган барча ^ал^алардан иборат системани 
Т ор^али белгилаймиз. У ^олда 24.1-теоремага асосан

F =  П G
G£T

система ^ал^а булиб, у теорема шартини ^аноатлантиради.
^а^ицатан, М 0 ^ал^а Я  системани уз ичига олган их

тиёрий ^ал^а булсин. У ^олда 24.1-теоремага асосан 
М\ = М0{\М ^аль^а булиб, бу ^ал^а Т системанинг бирор 
элементи булади. Шу сабабли F ^ал^анинг тузилишига 
асосан

Н cz F cz М 0
муносабат Уринлидир. Бу муносабатдан ва М0 нинг Я  
системани Уз ичига олган ихтиёрий ^алцалигидан теоре
манинг исботи келиб чи^ади.*

Абстракт улчов назариясида ^алца тушунчаси билан 
бир ^аторда ундан умумийро^ ва айни ва^тда зарур ту- 
шунчалардан бири булган ярим ^ал^а тушунчаси ^ам 
му^им урин тутади.

4 - т аъ р и ф .  Я тупламлар системаси учун 0 £ Я  ва %ар 
цандай А £ Н  ва В б Я  учун А П В £ Я булиб, шу система
нинг А ва Ах элементлари Аг сг А муносабатни каноатлан- 
тирганда Я  системадан узаро кесишмайдиган сони чекли 
А2 А3, . . . , Ап элементлар топилсаки, улар учун

A =  A1\)A t U • • • U Аа
тенглик уринли булса, у %олда Н система ярим %ал$а 
дейилади.

Ю^орида ^ар цандай Я  система учун уни Уз ичига 
олган ягона F минимал ^ал^а мавжудлиги ^а^идаги тео- 
ремани исботладик. Агар царалаётган Я  тупламлар сис-
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темаси ихтиёрий булса, у ^олда F ^алца элементларининг 
куриниши туррисида бирор нарса айтиш ^ийин. Лекин Я 

' тупламлар системаси ярим 5^алца ташкил этса, уни Уз 
ичига олган минимал F ^ал^анинг х.ар бир элементи ^ан- 
дай кУринишга эгалигини айтиш мумкин. Аницрори, 
цуйидаги теорема Уринлидир:

24-3-те  орем а. Н ярим %алщни рз ичига олган F мини- 
мал %алщнинг \ар  бир А элементи Н ярим %алцадан блин- 
ган сони чекли $заро кесишмайдиган Аи А2, . . . ,  А ' тдп- 
ламларнинг йштндисидан иборат, яъни %ар бир А £ Р  ушбу 
куринишга эга:

А =  Ах U А3IJ • • • U Ап, АС£Н, i =  1, п, А^ П А. =  0 , i Ф- /.
Исбот .  G оркали Я ярим ^ал^анинг узаро кесишмайдиган 

сони чекли элементларининг Й№индиеидан тузилган тупламлар 
системасини белгилаймиз. G система ^алка ташкил этади. 
^акицатан, агар A£G  ва B£G  булса, у ^олда G системанинг 
таърифига асосан улар цуйидаги куринишга эга:

А — JJ Ak, Ak £ Я, k =  1, п, Ah П =  0 , k ф /,
т  ___

B = \ j B . ,B .£ H ,  j  =  \ ,m t Bk f] B ,~  0 , k=£\. 
i=i * *

( 1)

Ярим ^ал^анинг таърифига асосан Ak £H  ва В. £ Н муносабат- 
лардан Ak OB.z=Ckj(zH муносабат бевосита келиб чи^ади. Энди 
Ckl тупламларнинг таърифланишидан (J С kj с : Ak ва (J Ck, cz В;

) А
муносабатларнинг уринли эканлиги равшан. Бу муносабатлардан 
ярим ^ал^анинг таърифига асосан к;уйидаги тенгликларни ёзи- 
шимиз мумкин:

Ah =  ( U Ckj) U ( U D J  ва В. =  ( (J Ckj) U ( у (2)

бу ерда Dki £ Я ва Etj£H  булиб, улар сони чекли булган ва 
Узаро кесишмайдиган тупламлардир. Энди (1) ва (2) муносабат
лардан фойдаланиб, А ва В тупламларни ^уйидаги куринишда 
ёзишимиз мумкин:

А =  < U С»,) U ( у/>„■) ва В -  ( у С„) U ( U £„)•

Бу тенгликлардан з̂ амда Ckj, Dk[ ва Etj тупламларнинг узаро 
кесишмаганлигидан цуйидаги тенгликлар келиб чи^ади:

А П В =  U Ск] ва А Д В =  (\JDki) U ( U E (j).
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Бундан ^амда Ckj £ Н, Dki £Н  ва E t j£ H  тупламларнинг Узаро 
кесишмайдиган сони чекли тупламлар эканлигидан ушбу 

A'()B£G  ва A b B £ G
муносабатлар келиб чи^ади. Демак, G система з^ал^а 
ташкил 1̂ Щ1ар экан. Бу з^ал^а Я системани уз ичига ол
ган барча з^алк;алар орасида минимал з^алца эканлиги 
унинг тузйлишидан куринади. Чуйки Я  системани уз ичи
га олган з̂ ар цандай F' з^ал^ага (1) куринишдаги барча 
тупламлар киради.*

Купчилик масалаларда Я системанинг сони саноцли 
элементларининг йигиндиси ва кесишмасини ^арашга туг- 
ри келади. Шу туфайли цуйидаги таърифни киритамиз:

5-та ъ риф. Агар Н тупламлар %алцасида Ап £ Я, п =
ОО

=  1 , 2 ,3 ,  . . .  муносабатдан А =  U Ап £ Я муносабат келиб
П— 1

чщса, бундай %аща ст-халт  дейилади.
Бирлик элементга эга булган ст- х1алк(а а- алгебра 

дейилади.
М и с о л. Я система iV =  { 1, 2, 3, . . . ,  п, . . .} тупламнинг 

барча к;исм тупламларидан тузилган система булсин. Я  
системанинг з^ал^а ташкил этиши уз-узидан равшан. Ун- 
дан таищари, N тупламнинг сони сано^ли ^исм туплам- 
ларининг йигиндиси ^ам унинг ^исм туплами булади. 
Демак, Я  система а- з^ал^а экан. Айни ва^тда Я  система 
а- алгебра з^амдир. Чунки N  туплам Я а- ^ал^анинг бир
лик элементи.

6 - таъ риф.  Агар Я  тупламлар уалцасида Ап£Н, п =  1,
оо

2, 3, . . . муносабатдан A =  f) £ Я муносабат келиб чщ-
П=1

са, бундай х1алкса Ь-^алца дейилади.
24.4-т е о р е м а. %ар цандай икки А ва В туплам 

учун цуйидаги айниятлар уринли:

1. Л и В  =  (Л AS) Д(ЛПВ).
2. А [)В  =  Ли[В\ (ЛЛВ)]-
3. Л \ В  =  ЛД(ЛПВ)-
4. С А А СВ =  А Д В.
5. В =  (А[}В)1)[В \(А[)В)).
И с б о т .  Бу айниятларнинг исботи бир-бирига Ухшаш 

булганлиги сабабли улардан бирини, масалан, ушбу

СА АСВ =  А А В  
айниятни исботлаш билан чекланамиз. Бунинг учун
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CAACBczAAB  ва C AAC BnAAB  муносабатларни 
исботлаш кифоя.

Фараз цилайлик, х£С А  А СВ ихтиёрий элемент булсин. 
Бундан симметрии айирманинг аницланишига асосан х£С А  ва 
х£  СВ, ёки х£  С А ва х ̂  СВ муносабатларнинг бирига эга була
миз. Булардан мос равишда х С А ва х £ В  ёки х£А  ва х£  В 
муносабатлар келиб чицади. Буларнинг ^ар иккаласи учун цам 
х  £ А А В муносабат уринли. Бундан ва х  элементнинг ихтиёрий- 
лигидан С А А СВ сг А А В муносабат келиб чицади.

Энди х£  А А В  булиб, х  ихтиёрий элемент булсин. Бундан 
х£  А ва х£  В ёки х£  А ва х £ В  муносабатлардан бирига эга 
буламиз. Булардан мос равишда х£С А  ва х£С В  ёки х£С А  
ва х£С В  муносабатлар келиб чицади. Буларнинг х;ар иккала
си учун з̂ ам х ^С А А С В  муносабат уринли. Бундан ва х  эле
ментнинг ихтиёрийлигидан А А В cz С А А СВ муносабат келиб 
чицади.*

24.5-теорема.  %арцандай В, Вх, Вг %амда Аг, Л2, . . . , 
Ап , . . .  тупламлар учун ушбу

1. (Лх\ Л а) А (ВДВ2) с: (А, А В,) U (Ла Д В2).
2. (Лх U Л2) Д (В, U В2) a  (A, A B J  . U И ,  ДВ 2).
3. ( U А Л А В <=. [(U Ак) А В) U ( U Ak) (N >  1- ихтиёрий

*=1 А=1 k > N

натурал сон) муносабатлар уринли.
4. Агар А\ ва Л2 тупламлар узаро кесишмаса, у  %олда

ДВ2)
муносабат Уринли.

И с б о т .  Бу муносабатларнинг исботи бир-бирига ух
шаш булганлиги сабабли улардан бирини, масалан, ушбу

(Лх и 4 )  Д (fli и В2) с= (А, А В,) и (Л,- Д В2)
муносабатни исботлаш билан чекланамиз. Бунинг учун, 
агар х элемент бу муносабатнинг унг томонига тегишли 
булмаса, у унинг чап томонига цам тегишли эмаслигини 
курсатиш кифоя. _

Фараз цилайлик, х £ (Лг Д Вх) (J (Л2 Д В2) булсин. У з?ол- 
да х  £ (Лj Д Bj) ва х £ (Ла Д В2) булиб, симметрик айирманинг 
аницланишига асосан буларнинг биринчисига кура х£А ^  ва 
x £ B v  ёки х ^ А х ва x £ B t муносабатлар, иккинчисига кура 
эса х £ А 2 ва х £ В 2 ёки х £ Л а ва x £ B t муносабатлар уринли. 
Бу муносабатлардан цуйидаги туртта ^олнинг булишя мум- 
кинлиги келиб чицади:
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биринчи з^ол— x £B v  х £ А 2, х £В 2,
иккинчи з^ол— x £ A v x £ B v  х£  Л2, х £ В 3; 
учинчи з^ол— x £ A lt x £ B lt х £ А г, х £ В 2,
туртинчи з̂ ол — x £ A v  x £ B v  х £ А 2, x £ B v

Булардан л:£ (Аг [J А2) ва х £ (Вг U В2) ёки х 6 (Ах 1J Л2) ва х £  
eHBxU Ba) муносабатларга эга буламиз. Симметрик айирманинг 
ани^ланишига асосан булардан х £ (Ах U Ла) Д (Вх U В2) муноса- 
бат^ келиб чицади.*

25- §. Улчовнинг умумий таърифи. Улчовни 
ярим ^ал^адан з^алцагача давом эттириш

Агар (д, туплам функцияси бирор G системанинг элементла- 
рида ани^ланган булса, бундан буён ани^лик учун G система - 
ни оркали белгилаймиз.

1-таъриф.  G^ ярим %алкада анщланган (я %акщий тра
лам функцияси учун ушбу иккита шарт бажарилса, бундай 
туплам функцияси улчов дейилади:

1) %ар цандай Л ^ учун ц (Л) >  0;
2) (д. аддитив функция, яъни A £G u учун

A =  [}Ak, ЛА П А, =  0 ,  k ф /, A k £G ^ k =  1, 2, . . . , л бдл-
£=1

са, у \олда

ц (Л) =  2  v(A kY,
k ~  I

И з о з̂ . 0  =  0 U 0  тенгликдан 1-таърифни ^аноатлан- 
тирадиган з̂ ар ^андай р, туплам функцияси учун р ,(0 ) =  
=  2р ,(0) б^либ, унинг буш тупламдаги ^иймати нолга 
тенглиги келиб чи^ади, яъни |я (0 )  =0 . Демак, б^ш туп
ламнинг улчови ноль экан.

Фараз ^илайлик, иккита (ii ва ц2 улчов берилган булсин.
2-т а ъ риф. Агар ^  вац2 улчовлар учун G^c r G^  булиб, 

х1ар бир А £ G„ учун (х1 (Л) =  (я2 (Л) булса, у цолда улчов
улчовнинг давоми дейилади.
Берилган улчовнинг давоми ягонами ёки йу^ми, де- 

ган савол тугилади. Бу саволга цуйидаги теорема жавоб 
беради:

25.1-те о рем  а. Бирор Gm ярим щлцада анщланган %ар 
бир т рлчов учун шундай ягона т1 давоми мавжудки, унинг 
аницланиш сохаси Gm ярим %аль{ани $з ичига олган F ми- 
нимал %алцадан иборат.
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И с б о т .  Берилган Gm ярим з̂ алк;а учун уни уз ичига ол
ган F минимал з^алцанинг мавжудлиги з^идаги 24.2-теорема 
олдинги параграфда исботланган эди. Ундан таш^ари, 24.3-тео
ремага асосан бу ^ал^анинг >̂ ар бир A £ F  элементи ушбу

А =  j j  Bk, Bk П В. =  0 ,  к Ф /, Bk£Gm, k — й~п (1)

куринишдаги чекли ёйилмага эга. Бундан фойдаланиб, т1 ул- 
човнинг з̂ ар бир A £ F  элементдаги цийматини цуйидагича 
аниьулаймиз:

m ^ ^ ^ m i B , ) ,  Bk£Gm, fe =  I7^- (2)
k—\

Бу тенглик билан ифодаланган 1П\(А) ми^дор А т^плам- 
ни (1) куринишда ифодалаш усулига боглиц эмаслигини 
курсатамиз. Ха5̂ иКатан, А туплйм ^уйидагича икки хил 
усул билан ифодаланган булсин деб фараз ^илайлик:

А — U Bk =  U С., В £ G , Cj £Gm k =  ТГп, j  = Т 7 р- 
k=l R ;=l '

Gm ярим ^алк,а булгани сабабли, Bk C\Cj £Gm.
Иккинчи томондан, Bk ва С] тупламларнинг тузилишига асосан
ушбу

ЯА=  U(B*nC.), С, =  U (В , 0 0 }

тенгликларни ёзишимиз мумкин.
Бу тенгликлардан ва m улчовнинг аддитивлик хосса- 

сидан фойдаланиб ушбу

£  т(В*) =  £  £  m(Bk П С ) =  £  т(С,)
А=1 * k= 1 /=1 * ‘ 1=1 ‘

тенгликка эга буламиз.
m 1 туплам функдиясининг аддитивлиги ва манфий 

эмаслиги, m туплам функцияси улчов булгани учун, (2) 
тенгликдан келиб чи^ади. Шундай ^илиб, аницланиш со- 
з^аси F з^ал^адан иборат ва m улчовнинг давоми булган 
mi улчовнинг мавжудлигини курсатдик. Энди унинг ягона 
эканлигини курсатамиз.

Фараз ^илайлик, т2 улчов F хал^ада аншуганган ва m ул
човнинг даьоми булган ихтиёрий улчов булсин. 24:3-теоремага 
асосан з̂ ар кандай A ^ F  учун цуйидаги тенглик уринли:

А =  USA, Bk {]B. =  0 ,  к ф } ,  Bk £Gm, k = \ ,п .
f ts s l
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т% улчов булгани учун таърифга асосан у аддитив функция- 
дир. Ундан ташкари, т2 улчов т улчовнинг давоми булганли
ги сабабли з̂ ар бир Bk£Gm учун т2 (Bk) =  т (Вк). Булардан 
ушбу

П П
Щ (Л) =  2 щ (В /)  =  2 « (Вк) =  т1 (Л)

k=\ k—\

тенглик келиб чи^ади. Демак, F лая олинган ихтиёрий А 
элемент учун т2{А )= 1щ (А ) тенглик уринли.*

25.2- изо ; ; .  Шундай ^илиб, агар ярим ^ал^ада ани^- 
ланган улчов мавжуд булса, шу ярим з^алца орцали з̂ о- 
сил булган минимал з^алцада улчовни ани^лаш имкония- 
тига эга булдик. Бу улчов ^уйидаги муз^им хоссаларга 
эгадир:

1) агар т улчов F хал^ада анщланган булса з а̂мда шу 
з^алцадан олинган A, Av  Л2, . . . , Ап тупламлар учун ушбу

А г) LM*. Ak r\A t =  0 , k=£j 
k=i 1

муносабатлар бажарилса, у з^олда
П

т ( Л ) > 2 « ( 4 )fc=l
тенгсизлик уринли булади;

2) F з^алцадан олинган А, Аи А2, . . . , Ап тупламларнинг 
^андай булишидан к,атъи назар улар учун

А сг [J Ак 
к= 1

муносабат бажарилса, у з^олда

ю (Л) <  2  tn (Ак) 
k=\

тенгсизлик уринли булади.
Да^цатан, Av  Л2........... Ап тупламлар узаро кесишмаса ва

уларнинг г;ар бири Л тупламнинг ^исми булса, у з<;олда

Л =  ( U ЛА) U ( Л \  U Лц)*=i * к=\
тенгликдан т улчовнинг аддитивлигига асосан ушбу

П П
- т{А) =  У т ( Л А) + т ( Л \ и  ЛА) тенглик уринли. Бундан
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m ( A \  lM ft) >  О булгани учун т (А) >  У  m (Ak) тенгсизлик 
*=1 *=i 

келиб чицади. Бу эса 1) хоссани исботлайди.
Энди 2) хоссани исботлаймиз. >̂ ар цандай Л1 £ F ва A2£F  

учун ушбу Ах Ij Л  =  Ах U [А2\ ( А 1 П Л2)] ва Аг =  (Ах {\А ^  (J 
U [/42\ ( A t f] А2)] муносабатлардан т(Ах U Л2) =  т(Ах)+ т (А 2) ~
— т (Ах П А2) <  /п (Лг) +  т (Л2) муносабат келиб чицади. Бун
дан ихтиёрий п учун

m(IJ Л4) < 2 « ( Л , )  (3)

тенгсизлик индукция усулидан келиб чицади. Энди
П

A cz IJ Ak муносабатдан ушбу 
k~l

U A k =  A[J[(\J ЛА)\Л ]
А=1 *=1

тенгликни ёзишимиз мумкин. Бундан т улчовнинг ад- 
дитивлигига асосан

т ( и ^  =  т (Л ) +  т [ ( и  А4) \Л ] > т ( Л ) .
*=i ft=i

Бундан ва (3) тенгсизликдан

т(А) m (Ak)
*=i

тенгсизлик келиб чицади. Шу билан 2) хосса ^ам ис- 
ботланди.

Математик анализнинг купчилик масалаларида баъзи 
бир тупламларни сони чекли тупламларнинг й и р и н д и с и  
сифатида эмас, балки сони чексиз тупламларнинг й и р и н -  
диси сифатида ифодалашга турри келади. Масалан, дои- 
ранинг юзини ^исоблашда уни сони чексиз булган турри 
туртбурчакларнинг йигиндиси шаклида ифодаланишидан 
фойдаланилади. Бундай масалаларда улчовнинг аддитив- 
лик хоссаси етарли булмай цолади ва шу сабабли бу хосса 
умумийроц булган ва цуйида таърифланадиган саноцли 
аддитивлик ёки о- аддитивлик деб аталадиган хосса била,н 
алмаштирилади.

3-таъриф.  Агар т улчовнинг Gm анщланиш сощсидан 
олинган сони саноцли узаро кесишмайдиган Av  А2, А .

ОО 00 оо

тенглик уринли булса т улчов а-аддитив улчов дейилади.



1^уйида иккита ^мисол берилиб, уларнинг биринчисида 
а- аддитив булган улчов, иккинчисида эса аддитив, лекин 
ст- аддитив булмаган улчовлар келтирилади.

1. Сано^ли аддитив улчовга^ мисолни э^тимоллар назария- 
сидан келтириш мумкин. Айтайлик, § тасодифий мик;дор узи
нинг сони сано^ли • • ■ • ~п' • ■ ■ Кийматларини мос ра
вишда рх, Рг • ■ - » РП' • ■ • э^тимоллаР билан к;абул ^илсин:

р(^=У = Р/, 2 1. 
f=i

% тасодифий ми^дорнинг ^ийматлари тупламини X  
билан белгилаймиз:

Х =  {?х> | 2,
Gm оркали X тупламнинг барча к;исм тупламлари система- 

сини белгилаймиз. Gm системага кирувчн ^ар бир Л элемент
нинг улчовини цуйидагича ани^лаймиз:

tn(A) = 2 
ке*

Бу тенглик билан ани^ланган тп улчов о- аддитив улчов- 
дир. З^ацицатан,

А =  U К  Л* П Л , =  0 ,  k +  i, Ak £Gm, 1, 2, . . . 
k=\

булсин. Gm системанинг таърифланишига асосан A £G m булади. 
m улчовнинг таърифланишига асосан эса

т(А) «  2 Pi =7 2 2  ^  =
оо fe=1 Si £

Бундан, хусусан, m (X) =  l эканлиги келиб чицади.
2. Энди аддитив, аммо а-аддитив бУлмаган улчопга мисол 

келтирамиз. Q оркали [0,1] сегментдаги барча рационал сонлар 
тупламини белгилаймиз. Q тупламнинг [О, 1] сегментдаги ихти
ёрий (а, Ь) интервал, 1а, Ь] сегмент ёки (а, щ, [а, b) ярим 
сегментлар ̂ л а н  кесишиши натижасида досил булган АаЪ туп- 
ламлар системасини Gm оркали белгилаймиз. Gm система таъ
рифланишига асосан ярим ^алк;а ташкил этади. ,"ву ярим ^ал- 
{̂ анинг з̂ ар бир АаЬ элементи Gm системанинг таърифланишига 
асосан ушбу

Q П (a, b)\ Q П [а, Ь]\ Q П (а, Ь\\ Q Г) [а, Ь)
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тупламларнинг бирига тенг. Бу куринишдаги Aab £ Gm учун 
унинг т (каЬ) улчовини цуйидагича аницлаймиз:

т{АаЬ) =  Ь — а.
Бу тарзда аницланган т улчов аддитив булиб, лекин сг-адди- ’ 
тив эмас. Дацицатан, Q туплам берилишига кура саноцли бул
гани учун уни Arr =  Q П [г, г] тупламларнинг йириндиси сифати
да ёзишимиз мумкин: Q = U А , бу ерда г рационал сон булиб,

Гб[0>1]
йиринди [0,1] сегментнинг барча рационал нуцталари буйича 
олинган. т улчовнинг таърифланишига асосан цар бир рацио
нал г учун

т(Агг) =  г — г =  0.
Фараз цилайлик, т  j/лчов а- аддитив Улчов булсин. У 

^олда
m (Q )= -Ii m(Arr) =  0.

rgL0.ll
Иккинчи томондан, Q =  Q П [0,1] =  Л„, тенгликдан ва т 

улчовнинг таърифланишидан m (Q)=  1 булиб, фаразимизга зид 
натижага келамиз. Демак, т улчов а-аддитив эмас экан. . ^

25.3-т е о р е м а .  Агар Gm ярим %алцада анщланган пСул- 
чов о-аддитив улчов булса, у холда бу улчовнинг GJ-ярим  
цалкани уз ичига олган F минимал xfl-лщга давоми [х улчов 
%ам а-аддитив улчов булади.

И с б о т .  Фараз цилайлик, F минимал ^алцанинг А, Аи Аг . . .  
элементлари учун ушбу

lA =  "[}An,lA k {]A ^ \ 0 ,
П—1 ;

муносабатлар уринли булсин. 24.3-теоремага асосан A £ F  туп
лам ва ^ар бир An£F  тупламлар учун, мос равишда,Gm ярим ; 
^алцадан олинган сони чекли узаро кесишмайдиган шундай j 
Ви В2, . . • , Bt ^амда Bni, Вщ, . . . , ВпРп тупламлар мав
жудки, ушбу

А =  г У Л ’ В{ Л =  01 1 ф  k' Bi G

4 “ У Ч , ,  Bni П Bn£ — 0 , ! >  k, Bni £ Gm 
t

тенгликлар уринли булади.
Ушбу



белгилашларни киритамиз. Бу тупламларнинг узаро ке- 
сишмаслиги ^амда ушбу

А  - j J ,  у с «а, Bni -  у Cni,

тенгликларнинг уринли эканлиги Cnij тупламнинг таърифлани
шидан келиб чи^ади (бу ерда ва ^уйида i ва /  индекслар 
сони чекли к,ийматларни ^абул цилади). Булардан ва Gm ярим 
х;ал^ада ани^ланган т улчовнинг а- аддитивлигидан ушбу

(4)
n = l  i

2  ■ (S)
/

тенгликларга эга буламиз. F минимал ^ал^ада аник;лан- 
ган ц улчовнинг таърифланишидан

И ( Л ) = 2 т (Ву), (6)
/

> ( Л 1) = 2 т (5 т) (7)
i

тенгликларга эгамиз. (4) — (7) тенгликлардан

(А) =  2  **п= 1
25.4-и з  о а- аддитив улчов ^уйидаги хоссаларга эга:
1) агар F ^ал^ада ани^ланган т улчов о-аддитив 

булса, у з^олда F ^алцанинг ушбу

U 4, с  A, At П А ,=  0 , (8)

муносабатларни ^аноатлантирувчи А, А\, А2, . . .  элемент- 
лари учун

£ т ( А ; ) < т ( А )
1= 1

тенгсизлик уринли булади;
2) агар А, А и Л2, . . .  тупламлар F ^ал^анинг ихтиёрий 

элементлари булиб,

A ^ i A>

ш



булса, у з^олда

булади.
Бу тенгсизлик баъзан т улчовнинг а- ярим аддитивлик 

хоссаси деб з а̂м юритилади.
1) хоссани исботлаймиз. Ak £F, k — 1,2, . . .  тупламлар 

узаро кесишмаганлиги сабабли (8) муносабатдан хар ^андай 
натурал п учун

U At czA  i=i
муносабатга эга бу'ламиз. Бундан 25.2- изоз^га асосан m 
Улчов учун ушбу

П
2  m (Лг) <  т(А) 
f=i

тенгсизликка эга буламиз. Бу тенгсизлик з$ар ^андай 
п натурал сон учун уринли булганлиги сабабли ундан 
п->оо да

оо

2  Ш (Ак) <  т (А) 
k = 1

тенгсизлик келиб чи^ади.
Энди (2) хоссани исботлаймиз. Ушбу 

В1 =  А1 П А,
Вг =  (Ла П A ) \ A lt 
В2 =  (А3 П А ) \ ( А 1 и А 2) 

В п =  (Ап П А ) \ ( Ц  A t) i=i

тупламларни цараймиз. Вп тупламларнинг таърифланишидан 
уларнинг узаро кесишмайдиган эканлиги хамда

A = U  Вп, BnczA
Л = 1

муносабатларнинг уринлилиги келиб чи^ади. Бу муноса
батлардан ва т ^лчовнинг а- аддитивлигидан

оо оо

т (л ) =  2  m ю  ^  2 т (Ап)
п=1 Л = 1

тенгсизликни оламиз. Шу билан 2) хосса з$ам исботланди. 
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26- §. Улчовнинг Лебег маъносида давоми

Бу параграфда Gm ярим халкада ани^ланган а-аддитив т 
улчовни Лебег маъносида давом эттириш масаласи билан шу- 
гулланамиз. Бунда Gm ярим халкада бирлик элемент булган 
хол билан чегараланамиз.

Шундай 1̂ илиб, Gm ярим халкада аникланган ст- аддитив т 
улчов берилган булсин. Бу ярим хал^адаги Е бирлик элемент- 
нинг барча кием тупламларидан тузилган системани 
М орцали белгилаймиз. Маълумки, М  система сг- алгебрани 
ташкил этади. Бу а- алгебрада ташки улчов тушунчасини ки
ритамиз.

Фараз цилайлик, A cz Е туплам берилган булиб {Вг, В2, ...} 
тупламлар системаси Gm ярим хал^адан олинган чекли ёки 
сано^ли система булсин. Агар ушбу

Acz U Bk 
р *

муносабат уринли булса, {Bft} тупламлар системаси А туплам
ни цопловчи система дейилади. А тупламни крплайдиган бун
дай системани чексиз куп усул билан 'тузиш 'мумкинлиги рав- 
шан. Шунинг учун хам, ушбу

2 м * л  k ~
Й№инди чексиз куп ^ийматга эга ва хар бир k натурал'” сон 
учун т (Bk) >  0 булгани туфайли бу йигинди ^уйидан'чегара
ланган булади. )

1 - т а ъ риф.  ^ т ( В к) йигиндилар системасининг анщ  
k

цуйи чегараси А тупламнинг ташщ улчови дейилади ва у  

Гц*(Л)= inf 2 « ( Я Д  (Bk £Gm, 1, 2, . . .)}
К  А  с и в *  k

ч
орцали белгиланади.

26 . 1-теорема .  Агар rGm ярим %алщни уз ичига олган 
минимал %алца F булиб, т улчовнинг F халкага давомиГт' 
брлса, у  хрлда хар кандай A£F учун

[г* (Л) =  т! (А)

тенглик уринли.
Исбот .  Ха^ицатан, 24.3-теоремага асосан хар к;андай 

A£F туплам Gm ярим халкадан олинган'сони чекли узаро ке-
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сишмайдиган Bv  Bs, . . . , Bn тупламларнинг йириндисидан 
иборат, яъни

А — (]BkBk, П В, =  0 ,  k¥*j, B 0 i m, k — I, 2, . . . ,n.
k ~  I

П
m' улчовнинг аницланишига асосан tn'(A)—^ m ( B k) тенглик

*= i
уринли б^либ, бу тенглик А тупламни юцоридаги куринишда 
ифодалаш усулига борлиц эмас (25.1-теореманинг исботига ца- 
ранг). Bk, k =  1, 2, . . . , п тупламлар А тупламни цоллагани 
учун ташци улчовнинг таърифига асосан

И%4) <  W  =  т' (А)
*=1

тенгсизлик уринли. Энди ц*(Л)> т’(А) тенгсизликнинг Уринли 
эканини курсатсак, теорема исботланган булади. Бунинг учун, 
фараз цилайлик, [Ck, Ck£Gm, k — 1,2, . . . j тупламлар сис
темней А тупламни цоплайдиган ихтиёрий [чекли ёки саноцли 
система булсин, яъни Acz U Ск. У ^олда 25.4- изо^даги ик
кинчи хосса га асосан к

m ' { A ) ^ m ' ( C k).
к

Бундан т' улчов т улчовнинг давоми булганлиги сабабли ^ар 
бир Ck £Gm учун т' (Ck) =  ni(Ck) тенгликнинг уринлилигидан 
ушбу

т' {А) <
k

тенгсизлик келиб чицади. Бу тенгсизлик А тупламни цоплай- 
диган хар цандай система учун уринли булганлиги туфайли у
^ /п (С к) йириндилар системасининг аниц цуйи чегараси учун 

к
хам уринлвдир, яъни

т' (А) <  inf 2  т (Ck) ~  ji* (Л).
A  G U C b  k *

Бу тенгсизлик теоремани исботлайди.*
26.2-т е о ре м а .  Агар Аг £М  ва А2£М тупламлар учун 

Лхс:Л 2 булса, у %олда ц* (Лх) <  jx* (Л2) булади.
Исбот .  Лг-, г — 1,2 тупламни цоплайдиган тупламлар сис

темаси
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Bli \  я Д  B{p , . . . ,B i \  ■ . 6Gm / =  1,2

булсин. Маълумки, бундай тупламлар системасини чексиз куп
усул билан тузиш мумкин. Натижада т (Bk})< (*’ — Ь 2)

к

й№инди чексиз куп цийматга эга булади. 2  т (Щ]) йипшдининг
k

цийматлари тупламини В<0'> ор^али, У\т (В<̂ ) йириндининг ций-
к

матлари тупламини В1̂  орк;али белгилаймиз.
Лх с: Л2 булгани учун Л2 тупламни ^оплайдиган хар цан- 

дай система Ау тупламни хам ^оплайди. Натижада В(02) с: В (0[) 
муносабатга эга буламиз. Бундан аниц ^уйи чегаранинг таъри
фига асосан ушбу

II* ( А ^ ~  inf У  т (Вк]) <  in{ (B k ]) =  1А* (Лг)
Л,сий(1) к Л .сивф kк к к *

тенгсизлик келиб чи^ади.*
26.3-т е о р е м ’а. Лга/? Л£Л4 [ва *Л„ £ М, п =  1, 2, . . .

оо
тупламлар учун A a  U А булса, у %олда

Л=1

^ ( Л ) < 2 ^ ( Л П).
п = \

Исбот .  Таищи улчовнинг таърифига мувофик;, е >  0 сон 
учун . а̂р бир Ап £М , п — 1, 2 . . . тупламни ^оплайдиган 
шундай Впj, BnV Впу . . . тупламлар системаси мавжудки, 
ушбу

С)
к *

тенгсизлик бажарилади.
Теорема шартидан ва Bnk £ Gm тупламларнинг олинишидан

Л с  ЦЛпс  U UBnk
П=  I п  3=1 k

муносабатга эга буламиз. Бу муносабатдан таш^и улчов
нинг таърифига асосан ушбу

л=1 к
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тенгсизлик келиб чицади. Бу тенгсизликдаги (ВпЬ) йиринди
k п

учун (J) тенгсизлик уринли эканлигидан фойдаланиб, 

р * ( А ) ^ ^ * ( А п) + г
п= 1

тенгсизликни оламиз. Бундан, е > 0  ихтиёрий кичик сон 
булгани учун теореманинг исботи келиб чи^ади.*

Энди Gm ярим халкани уз ичкга олган минимал лал^ани 
F ор^али белгилаб, улчовли тупламга ^уйидагича таъриф бе- 
рамиз:

2- т а ъ р и ф. Агар бирор [А £ М туплам берилган булиб, 
%ар щндай е><? сон учун F минимал %алщдан шундай В 
туплам топилсат, А А В  тупламнинг т ащ и улчови учун 
ушбу

fi* (Л А £) <  s
тенгсизлик бажарилса, у хрлда А туплам улчовли туп- 
лам дейилади.

Бош^ача ^илиб айтганда, агарда А тупламни минимал 
^ал^анинг элементлари билан етарлича аницликда я^ин- 
лаштириш мумкин булса, у х;олда А туплам Улчовли 
туплам дейилади. М системанинг барча улчовли туплам
лари системасини Z ор^али белгилаймиз.

26.4-т е о ре м а .  Агар А улчовли туплам булса, у  %олда 
унинг тулдирувчиси Е \ А  %ам улчовли тупламдир, яъни агар 
A £ Z  булса, у  %олда E \ A £ Z  булади.

И с б о т .  24.4- теоремага асосан ушбу
(£ \Л ) А (Е \В ) =  А А. В (2)

тенглик уринли. Агар F ^ал^а булиб, B £ F  булса, Е \ В  £ F 
булади.

Энди Z булса, Е \Л £  Z булиши (2) тенгликдан келиб 
чи^ади.*

26.5-т е о р е м а. %ар цандай иккита улчовли туплам
нинг йигиндиси, купайтмаси, айирмаси ва симметрик 
айирмаси %ам улчовли тупламдир.

Исбот .  Фараз ^илайлик, AX£Z  ва Аг £ Z ихтиёрий туп
ламлар булсин. Ушбу

Ах П Аг =  4 4 4 xV 12),
^ х А 4  =  ( Л \ 4 )  U (А2\ А Х),
A t U А ^ Е К Ц Ё Х А , )  П ( £ \  А2)} 

айниятлар хар ^андай Ах ва А2 тупламлар учун уринли бул- 
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гани учун Л Д A2£Z  муносабатнинг Уринли эканини курсатиш 
кифоя.

Л* Еа Л2 тупламлар улчовли булганидан таърифга асосан 
хар бир е >  0 сон учун шундай Вг £F ва B2£F (бу ерда  ̂F 
система Gm ярим халкани уз ичига олган минимал халца) туп
ламлар топиладики, ушбу

ц* (Лг А Вг) <  ~  ва |я* (Л2 Д В2)<  -2- (3)
2 «

тенгсизликлар уринли булади.
F система халца булгани учун В Д В 2 £ F. Энаи 24.5-тео

ремага асосан ушбу
(Л Д  Л2) А (ВДВ,) с: (Л, А В,) и (Л  А В2)

муносабат уринли. Бундан ва (3) тенгсизликлардан 26.3- 
теоремага асосан

V* [(Л Д Л 2) Д (В Д В 2)] <  (А, Д В,) +  ц*(Л, Д В2) < е
тенгсизлик уринли. Демак, (ЛХ\ Л 2)£2.*

26.6- н а т и ж a. Z Улчовли тупламлар системаси ал- 
гебрадир.

Х>ацицатан, 26.5-теоремага асосан Z система ха л ка.
26.4- теоремага асосан хар цандай А £ Z учун E \A £ Z  муноса
бат уринли. 26.5- теоремага асосан эса Е =  A U (£ \Л ) була
ди, яъни Z ^алка бирлик Элементга эга.*

26.7- т е о р е м а .  Агар

Л =  {) Ak, AkП Л, = 0 ,  k ^ U  Ak£Z,  k =  1, 2.........пk~\ * 
булса, у цолда

*=1
И с б о т .  Теоремани иккита туплам учун исботлаймиз. 

Ихтиёрий п та туплам учун теореманинг исботи математик 
индукция усули орцали олинади.

Шундай цилиб,
Л =  Аг U Л2, Аг Г) Л2 =  0 ,  Л2 £Z, Л2 £ Z

булсин. У хрлда 26.5- теоремага асосан A£Z булади. Лх ва 
Л2 тупламлар улчовли эканлигипан таърифга асосан ихтиёрий 
кичик е >  0 сон учун шундай B1£F  ва B2£F  (бу ерда F 
система Gm ярим халкани уз ичига олган минимал халца) туп
ламлар топиладики, улар учун (3) тенгсизликлар уринли булади. 
Аг ва Л2 тупламлар узаро кесишмаганлиги сабабли 24.5- тео
ремага асосан ушбу
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Вг n Bt cz{At b B J  и (Л2АВ2) (4)
муносабат уринли.

Gm ярим ^ал^ада анщланган т улчовнинг F минимал ^ал- 
^ага давомини т '  билан белгилаймиз. 25.1-теоремага асосан 
т! улчов аддитивдир.

26.1- теоремага асосан хар цандай BQF учун fi* (В) — т' (В) 
тенглик уринли. Бундан хамда Вх П В £  F булгани учун (4) 
муносабатдан 26.3- теоремага асосан

№  П В2) =  т! (В, П В2) <  (Аг A B J +  ц* (Л2 А В2) 
тенгсизлик уринли булади. Бундан (3) тенгсизликка асосан

fl (5)
. Иккинчи томондан,

ва А 2аВ%{] (Л2АВ2) муносабатлардан 26.3-„теоремага асо
сан ушбу

ц*(Л) <  V* (В,) +  |л* (A, A Bj) =  т' (В,) +  ц* (А, А В,)
ва I

ц* (Л2) <  ц* (В2) +  ц*(Л2 А В2) =  щ' {В2) +  ii*(A2A B 2)
тенгсизликлар келиб чи^ади. Булардан (3) тенгсизликка 
асосан ^уйидагига эга буламиз:

т! (Ял) ^  (х* (Лх) ---- ^  ва т' (В2)^ ц * (А ^ — (6)
2 2

А\ ва Л2 тупламлар узаро кесишмаганлиги сабабли
24.5- теоремага асосан ушбу

Л А В =  (Лх U А2)А(В1 U B J c ^ & B J  U (Ла А В2)
муносабат уринли. Бундан, 26.3-теоремага ва (3) тенг- 
сизликларга асосан

^ ( Л А В Х ^ А ^  +  ц Ч ^ Д ^ Х е .  (7)
Энди ВсгЛи(ЛАВ) муносабатдан 26.3-теоремага асо

сан ушбу
ц* (В) =  т’ (В) <  ц* (А) +  ц*(А А В)

ёки
ц*(Д) > т ' ( В )  — р.* (Л Л В) 

тенгсизликка эга буламиз. Бундан (7) тенгсизликка асосан 
\ х * (А ) ^ т ' {В) ~  е. (8)

Энди 24.4- теоремага асосан ушбу
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By и в2 =  By и 1В,\(ВХ п в2)},

В2 =  (В, п В2) и [Вг\{В2 n З Д
айниятларнинг Уринлилигидан 5^амда т ' улчовнинг адди- 
тивлигидан

т ' (By U В*) =  т ' (By) + т ' [В2\(Ву Я В,)},

т ' (Вг) =  т ' (By П Вг) + т'[В2\(Ву П В2)]

тенгликларга эга буламиз. Булардан

т ' (By U В2) =  in' (By) + т! (В2) -  т\Вх П В2)

тенглик келиб чи^ади. (5), (6) ва (8) тенгсизликлардан

]х*(А) >  т! (В) — е =  т! (By) + т ' (В2) — т ' (Вх Л В2) —

-~е^ц*(Ау) + р*(А2) -  Зе,

яъни

fi* (А )>  и* (Ау) + (А* (Л2) — Зе.

Бундан е>0  ихтиёрий кичик сон булгани учун

р*(А)>1хЦА1) + 1л*(А2)

тенгсизлик келиб чи^ади. Энди тескари

(Л)< ц* (Ау) + ц* (А2)

тенгсизлик А=А\\}А2 тенгликдан 26.3-теоремага асосан 
келиб чи^ади. Бу икки тенгсизликдан

тенгликка эга буламиз.*
Бу теорема курсатадики, Z  улчовли тупламлар систе- 

масида аницланган ц* туплам функцияси (таш^и улчов) 
аслида улчов экан.

3- т а ъ р и ф. Z i/лчовли тупламлар системасида аниц- 
ланган ц* туплам функцияси (танщи улчов) Лебег рлчови 
дейилади ва ц, орцали белгиланади.

26.8- т е о р е м а .  Сони саноцли улчовли тупламлар
нинг йириндиси ва купайтмаси улчовли тупламдир.

Исбот. Фараз ^илайлик {Лх, А2, ■ ■ ■ } кетма-кетлик у л-
оо

човли тупламларнинг сано^ли системаси булиб, A ~ { jA n бул-
п=\

син. Ушбу

—  А у ,

А3 =  Л3\( (J А2),
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^  =  U  4 - 2  и  . . .  и  Л ) .  |

тупламларни тузамиз. Бу тупламларнинг узаро кесишмаслиги 1
оо

хамда А =  U A'k тенгликнинг урин ли лиги уларнинг аницла-
k=ssl

нишидан келиб чицади. 26.5- теоремага асосан уларнинг %ар 
бири улчовли туплам. Х,ар цандай п натурал сон учун

(J A'kczA 
*=i *

муносабат уринли. Бундан 26.2 ва 26.7- теоремаларга 
асосан

2  ̂  (А'к>= ^ щ  ad  <  )
П=1

тенгсизликка эга буламиз (бу ерда ^ар цандай улчовли 
В туплам учун ц,* (В )=ц (В )  тенгликдан фойдаландик). 
Бу тенгсизлик ихтиёрий п учун бажарилганлиги сабабли 
у п-+ оо да з̂ ам уринлидир:

2  и ( л ; х ^ ( Л ) .
k~l

00

Демак, 2  й (Ад ^аТ0Р яцинлашувчи булиб, хар цандай е >  О
А=1

сон учун шундай N =N (s) сон топиладики,

2 М Л ;)< - ~  (9)
k>N *

тенгсизлик уринли булади. А'п, п =  1, 2, . . . тупламлар ул-
N

човли булгани учун 26.5-теоремага асосан С =  [] А ’ туплам
п= 1 п

^ам улчовли. Шунинг учун улчовли туплам таърифига асосан 
шундай В £ F туплам топиладики,

fx*(CA£)<^- (10)

тенгсизлик бажарилади.
Л ва С тупламларнинг тузилишига ва 24.5- теоремага 

асосан ушбу
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Л А В = (  IM P  A Bcr (CAS) (J ( IM P
fe= l *  k>N

муносабат Уринли. Бу муносабатдан 26.3- теоремага асо
сан

V* (ЛАВ) <  ^  (CAB) + 2 У  (Ak) =  V* (С Щ  + (Ю
k>N k>N

тенгсизликка эга буламиз. Бундан ^амда (9) ва (10) теиг- 
сизликлардан

[д.* (ЛАВ) •< е 

тенгсизлик келиб чицади. Демак,

Л =  U Ak 
ft=i

туплам Улчовли экан.
ОО

Энди А' =  П А. тупламнинг улчовли эканини курсатамиз.

26.4-теоремага асосан Ak, А = 1 , 2 ,  . тупламлар улчовли 

булгани учун E\Ak, k — 1, 2, . . .  тупламлар хам улчовли-
оо

дир. ^озиргина исботлаганимизга асосан (J (E\Ak) туплам ̂ ам 

Улчовли. 26.4- теоремага асосан

£\П(£\Л*>
*=i *

туплам улчовли. Иккилик принципига асосан

Е\Ц (Ё\АД=  Л {£\(£\Л,)]==ЛД
fc = l к=>1

ОО
булгани учун Л' =  П Л& туплам улчовли.* 

fc=i
Бу теоремадан Z улчовли тупламлар системасининг бир 

вацтда ^ам с-далца, з$ам 6-^ал^а эканлиги келиб чита
ли. Z система Е  бцрлик элементга эга булгани учун у ай- 
ни вацтда а- алгебра з^амдир.

26.9- т е о р е м а .  Лебег улчови а- аддитив улновдир, 
яъни агар A, At, A2i . . . ,  Аа, . . .  улчовли тупламлар булиб,

А -  У Д ,  ЛАП ^  =  0 .  Ь+ 1

брлса, .
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И(Л) =  2[Х(ЛА).
4 = 1

Исбот .  26.8-теоремага асосан А улчовли туплам. 26.3-тео
оо

ремага асосан А — [} А. тенгликдан 
*=1 *

(11)

тенгсизликка эга буламиз (бу ерда улчовли туплам учу» 
ц*(Л) =[х(Л) тенгликдан фойдаландик).

Иккинчи томондан, цар ^андай N натурал сон учун
N

U Akcz А

муносабатдан 26.2-ва 26.1-теоремаларга асосан

к~1 А=1

тенгсизлик келиб чи^ади. Бу тенгсизлик з^ар цандай N 
учун Уринли булганлигидан у N-+oo да з$ам уринлидир:

2 > < л * < (л ) .
А=1

Бу ва (11) тенгсизлик теоремани исботлайди.*
26.10- теорема. Агар Ах гэА2̂ >, . . . , Ak £Z , k — 1, 2 , . . ,

О О

камаювчи улчовли тупламлар кетма-кетлиги учун А =  П Ак
А=1

булса, у %олда

|г(Л) =  lim |lx (Л„) (12]
/ 2- т »  О О

булади.
И сбот .  Теоремани А =  0  булган хол учун исботлаш ки

фоя, чунки умумий хол Ап тупламни ЛП\Л тупламга алмаш- 

тириш йули билан бу зсолга олиб келинади. Шундай ^илиб, 
А — 0  булсин. Ау А2, . . .  улчовли тупламлар учун у̂йида- 
ги тенгликларни ёзишимиз мумкин:

~ (А ^^а ) U (Л2\Лз) U ,  .

^ = ( 4 4 + i ) u ( ^ + i W u .  •

(13)
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Бу ерда (ЛА\ЛА+1), * = 1 , 2 ,  . . .  тупламлар узаро кесишмай

диган тупламлардир. 26.9- теоремага асосан |л улчов а- аддитив 
Улчов булгани учун (13) ифодадан фойдаланиб, цуйидаги тенг
ликни ёзамиз:

*=1

Л2 туплам улчовли булгани учун бу тенгликнинг унг томо
нидаги цатор яцинлашувчи. Унинг цолдиц хади

k=n

(13) ёйилмага асосан Ап тупламнинг улчовига тенг, яъни

k—n

Маълумки, яцинлашувчи цаторнинг цолдиц хади п->оо да 
нолга интилади. Бундан /г-> оо да }х(Лп)-> 0 муносабат келиб 

чицади.*
(12) тенгликни цаноатлантирувчи ji улчов узлуксиз улчов 

дейилади.
26.11-натижа. Агар Axc iA 2a  . . . <=Ancz ,. . . , An£F, 

п — 1, 2, . . .  усувчи улчовли тупламлар кетма-кетлиги учун
оо

А =  U Ak булса, у цолда
k e s \

ц, (А) =  Нш ц (Ап)
П-¥ Ocg

булади.
Исботи 26.10-теоремада Ап тупламдан унинг тулдирувчиси 

САп га утиш орцали олинади.

26.12-изох . Шундай цилиб, Gm ярим цалцада аницланган 
or- аддитив т  улчовни аницланиш сохаси а- алгебрадан иборат 
булган а- аддитив хамда узлуксиз булган р, улчовга _давом 
эттирдик. Бу усул билан давом эттирилган ц улчов т  улчов
нинг Лебег маъносида давоми дейилади.

27-§. Текисликдаги тупламларнинг Лебег улчови

Бу ерда илгариги параграфларда баён этилган абс
тракт улчовнинг татбици сифатида текисликдаги туплам
ларнинг Лебег улчови билан шугулланамиз.
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Фараз цилайлик, а, Ь, с ва d ^а^иций сонлар берилган * 
булсин.

Текисликдаги ^уйидаги куринишдаги тупламлар гг/F- 
ри туртбурчаклар дейилади:

1. Р =  {(х, у) :а <  х <  b, c s ^ y ^ d ) .

2. Р  =  {(х, у)\'а < х <  b, с<г/<<2}.

3. Р =  {(х, у) :а <  х <  b, c < iy ^ d } .

4. Р  =  {(х, у)'.а <  х <  Ъ, c< y< d\ .

5. Р  =  {(х, у):а <  x < b , c s ^ y ^ d [ .

6. Р  — {(х, у):а <  лт< £?, с <  г /< d}.

7. Р  =  \(х, у)-.а s ^x < b , c C y ^ d } .

8. Р =  {(х, t / ) : a < x < 6 ,  c < y < d } .

9. Р =  {(х, у): а < х  < 6 ,  с <  у <  d}.

10. Р =  {(х, у ) : а < х  <  b, c ^ y C d } .

11. Р ~  {(х, у ) : а < х  s^b, c < y ^ d } .

12. Р =  {(х, у ) : а < х  ^ b ,  c < :y C d } .

13. Р =  {(х, y ) : a < x < b ,  с <  г/ <  d}.

14. Р  =  {(х, у ) : а < х < Ь ,  с ^  ycd}.
15. Р =  {(х, y ) : a < x < b ,  c < .y ^ d } .

16. Р — {(х, y ) : a < x < b ,  c C y C d } .

Масалан, 1-куринишдаги Р =  {(х, у) : a ^ ix ^ b , с ^ у ^ .  
^ d} тугри туртбурчак a<b, c< d  булганда ёпи^ (ёки 
чегарали) турри туртбурчакни; a =  b, c<d  ёки а<Ь , 
c — d булганда сегментни, a>b, c>d  булганда эса буш 
тупламни ифодалайди. Шунингдек, 16-куринишдаги Р =
=  {{х> у) ■ a< x < b , c < y < d } турри туртбурчак а < Ь , 
c<Zd булганда очи% (ёки чегарасиз) турри туртбурчакни, 
долган з^олларда эса буш тупламни ифодалайди. 2,3,5 
ва 9- куринишдаги турри туртбурчаклар бир томони 
очиц, 4,6,7,10,11 ва 13-куринишдаги турри туртбур
чаклар икки томони очиц, 8, 12, 14 еа 15- куринишдаги 

. туртбурчаклар уч томони очиц т(/рри туртбурчаклар дейи
лади, бундай турри туртбурчаклар ярим очищ турри тррт- 
бурчаклар деб з̂ ам аталади. Булар а ва b з^амда с ва d 
сонлар орасида б^ладиган муносабатга цараб турри турт
бурчакни, ё интервални, ё ярим интервални ёки буш туп
ламни ифодалайди.
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Текисликдаги барча тугри туртбурчаклар тупламини 
Go ор^али белгилаймиз.

Тугри тУртбурчакнинг таърифланишидан з^аида з^ал^а- 
нинг таърифидан ^уйидаги теорема келиб чи^ади:

27.1-т е о р е м  a. G0 rijfpu туртбурчаклар системаси 
ярим %алщдир.

Исбот .  Х,ар кандай hkkhPx£G0 ва P2€G0 тугри туртбурчак 
учун Pt П Рй зсам тугри туртбурчак (агар улар кесишмаса, буш 
туплам) эканлиги равшан, яъни Pt f| P<0Jo (0 £ G0 эканлиги G0 
системанинг таърифланишидан келиб чи^ади). Энди P£Gg ва 
Р0& 0 тугри туртбурчаклар учун P0czP булсин. У холда^тугри 
туртбурчакнинг таърифланишидан шундай узаро кесишмайдиган 
сони чекли Рг, Р2, . . . , Р п тугри туртбурчаклар топиладики, 

Р тугри туртбурчак Р0, Рх, . . . ,  Рп тугри туртбурчакларнинг 
йигиндисидан иборат булади, яъни P =  P0\J Px U ■ • • U Рп * 

Энди G0 ярим халцада пг туплам функциясини цуйидагича 
ани̂ лаймиз:

m (Р) — 0, агар Р  =  0  булса, m (Р) =  (6 — a) (d — с), агар 
Р  ёшщ, очи^ ёки ярим очик; тугри туртбурчак булса.

пг туплам функцияси улчов. ^аци^атан, хар а̂ндай Р £ G„ 
учун пг(Р)> 0 эканлиги m функциянинг таърифидан куринади:

Р=* U Pk, Pkf\Pi\=]0,k¥>i, Pk£G0 булганда 
k=l

т (Р)=У>пг(Рк)

k=i

тенгликнинг уринли эканлиги эса элементар геометриядан 
маълум.

Агар G0 ярим хал^ани уз ичига олган минимал з̂ алцани F0 
орцали белгиласак, 24.3- теоремага асосан унинг хар бир A£F0 
элементи ушбу

А =  j j f p l  Рк П Р, =  0, кФ1, P £G a, k=  й~п (1) 

куринишга эга. F0 з̂ ал̂ ада т ' улчовни ушбу

т ' ( А ) = ^ т ( Р к) 
k=1

куринишда ани^лаймиз. т ' улчов A£F0 тупламни (1) куриниш
да ифодалаш усулига боглик; эмас. Х'ацицатан,

А. = ^ 0 U Qr  Pk(\Pi =  0 * k *  L
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5 Q i f lQ ,-  0, *Ф /, i ,n, Q;. £ G0, / = 1 ,  s

булсин. G система ярим халца булгани учун^РА Л С/ 6Qo>

Л*= 1, л ва Gy, / =  1, s турри туртбурчакларнинг олинишига 

асосан

тенгликлар уринли. Бундан т  улчов булгани учун 1

2 'т та -  2 2 я-<р.П'ч,)- 2  2»■'<р , п ер-
f t= i s«=i/-=i /=—i

= * 2 m(Q/)

тенглик келиб чицади.
G ярим цалцада т  ва т ' улчовларнинг устма-уст ту- 

шиши уларнинг таърифидан келиб чицади.
Энди текисликда чегараланган А туплам учун ташци 

Улчов тушунчасини киритамиз. Умумийликни камайтир- 
масдан, бундай тУпламларни бирор Е  турри туртбурчак- 
нинг цисмларидан иборат деб царашимиз мумкин.

Фараз цилайлик, Ри Р2, . . . ,  Pk, . . .  , Pk£G0, k — 

=  1,2, . . .  сони чекли ёки саноцли турри .туртбурчаклар сис
темаси Асг.Ё тупламни цопласин:

4 =  и / У

Маълумки, бундай турри туртбурчаклар системасини [чексиз 
кУп усул билан тузиш мумкин. Шунинг учун т  (Pk) йиринди

к 1-" я
^ам чексиз куп цийматга эга ва хар бир Рк учун т (Рк) >  О 

булгани туфайли, бу йиринди цуйидан чегараланган булади. Бу 
йириндилар системасининг аниц цуйи чегараси А тупламнинг 

таищи улчови дейилади ва у цуйидагича белгиланади:

ц* (А) — inf 'Em(Pk).
ЛсиР* к

Агар А сг Ё туплам ва берилган е >  0 сон учун B £F b 
топилсаки, i-t* (ААВ)<е  тенгсизлик бажарилса, А туплам ул
човли туплам дейилади.

Текисликдаги барча улчовли тупламлар системасини 
Z0 орцали белгилаймиз. Z0 системада аницланган ц* функ
ция Лебег улчови дейилади ва ц орцали белгиланади.



1. Сон уцининг барча чегараланган ^исм т^пламлари- 
дан тузилган Н  система з^ал^а ташкил этишини исботланг,

2. Фараз цилайлик, К хал^а берилган булиб, А £К  ихтиё
рий элементи булсин. К (А) оэдали барча Af\B куринишдаги 
тупламлардан иборат системани белгилаймиз, бу ерда В £К. 
К(А) системанинг Ё — А бирлик элементга эга булган алгебра 
эканлигини исботланг.

3. Агар А ихтиёрий чексиз туплам булса, у з^олда унинг 
чекли ёки сано^ли ^исм тупламларидан тузилган Н  
система о- з^ал^а ташкил этади. Шуни исботланг. А туп
ламга ^андай шарт ^уйилганда Н  система а- алгебра бу
лади?

4. Сон у^идаги барча сегментлар, интерваллар ва ярим 
очи^ интерваллар туплаМи ярим з^ал^а ташкил этишини 
исботланг.

5. Агар Р  ярим з̂ ал̂ а булиб, унинг исталган иккита А£Р 
ва В £ Р  элементи учун A U В £ Р  булса, у хрлда Р  з̂ ал̂ а бу
лади. Шуни исботланг.

6. р  ~  {(%, у) : а <  х <  Ь, с <  у <  d) туплам текисликдаги 
тугри туртбурчак булиб, Е с  Р  туплам унинг улчовли ^исми 
булсин. Ушбу P(t) =  {(х, у) £ Р: а <  х <  с <  г/ <  d} белги- 
лашни киритамиз. У хрлда f (() =  и (Е П P(f), функциянинг [а, 6] 
сегментда узлуксизлигини исботланг.

7. Агар Ё туплам текисликдаги улчовли туплам булиб, 
li(E) — р  булса, у холда з̂ ар цандай q(0 р) сон учун 
Е тупламнинг (д, (£,) =  q шартни цаноатлантирувчи улчовли 
Ёд К.ИСМИ мавжуд. Шуни исботланг.

8. [О, 1] сегментдаги сонларнинг унли каср ёйилмасида 
2 разами 3 рацамидан олдин учрайдиган сонлар тупла- 
мининг Лебег улчовини топинг.

9. [О, 1] сегментдаги сонларнинг унли каср ёйилмасида 
7 разами цатнашмайдиган сонлар тупламининг Лебег ул
човини топинг.

V бо б  
УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАР

28- §. Функция ва унинг узлуксизлиги

Биринчи бобда киритилган функция тушунчасини эс- 
латиб утамиз. -

1-таъриф . Агар X тупламнинг %ар бир х элемен- 
г7ига бирор цоидага мувофиц Y тупламдан биргина у эле-

МАШЦ УЧ УН  М А С А Л А Л А Р
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-2 -1 0 - i  2  X

8- шакл.

си, айнрма 
функция 
узлуксизлиг' 
’гилган булс; 
цияларга цу- 

1-мисол: 

га тенг булсх^-э

сон. ф0 (х) dpzZ 
булиб, даври

ция хрр бир ^

чизицли бул и^Э  
лади.
i ' 2- м и с о л . 
ланган: агар 
мукаммал ту 
функциянинг 
узунлигига те 
надан иборатд 

Бу функц

си , купайтмаси ва булинмасининг (булувчи 
ч  цайси нуцтада нолга тенг булмаган цолда) 
и  математик анализ курсида цандай курса-
а , шу каби курсатилади. Энди узлуксиз функ- 
йидаги мисолларни келтирамиз.
. ф0 (х) функциянинг л: нуцтадаги киймати \пх—х

и н ; бу ерда пх сон х га энг якин [булган бутук 

эункциянинг геометрик тасвири 8-шаклда берилган
бирга тенг булган даврий функциядир. Бу функ-

[
£ _ [ £ 1
---- , — (бу ерда k — бутун сон) сегментда

с€>, унинг бурчак коэффициента ± 1 га тенг бу-

. /  (х) функция [0, 1] сегментда цуйидагича аник,- 
х  £ Р0 булса, f (х) =  0 (бунда Р0 — Канторнинг 

лами). Р0 га нисбатан тулдирувчи оралицларда 
геометрик тасвири диаметри тегишли оралицнинг 

^ н г  булган юцори ярим текисликдаги ярим айла- 
^ . и р  (9-шакл).
^ .и ян и н г  аналитик ифодаси цуйидагича булади;



О, агар х £ Р 0 булса,

=  1 Г I  Ьп ~ ап \2 1 bn - a n \ i
[ V  \ ~~Г~) ~\х~ ап---- ) ’ агар ап < х < ьп бул

са, бунда (ап, Ьп) — Канторнинг Р0 тупламига нисбатан ихтиё

рий тулдирувчи оралик;. Бу функция [0, 1 ] сегментнинг з̂ ар бир 
нуртасида узлуксиз булади. Агар х0 6 (ап, булса, у з̂ олда 

х0 ну^тада f (х) нинг узлуксизлиги бевосита унинг аналитик 
ифодасидан куринади. Агар х0 £ Р0 булса, ихтиёрий мусбат е 
сон учун х0 ну^танинг истаганча кичик (х0 — б, х0 + б) атро- 
фини шундай танлаб оламизки, бу атроф билан [кесишган тул
дирувчи (ап, Ьп) оралицларнинг узунлиги е дан кичик булсин.

Демак, / (х) нинг тузилишига мувофик; (х0 — б, х0 +  6) ат- 
рофнинг з̂ ар бир ну^тасида

О <  / (х) <  8

тенгсизлик бажарилади; лекин / (х0) — 0, чунки х0 £ Р0 шунинг 
учун

I/ (*)— / (JCq)|< в 
тенгсизлик (х0 — б, х0 + б) орали^нинг хамма нукталари учун 
бажарилади. е >  0 ихтиёрий кичик сон булганлиги учун / (х) 
нинг х0 (£ Р0) ну^тада узлуксизлиги ва шу билан бирга / (х) нинг 
[О, 1] сегментда з̂ ам узлуксизлиги келиб чи^ади.

29- §. Узлуксиз функцияларнинг асосий 
хоссалари

1-таъриф .  Агар шундай i/згармас k сон мавжуд 
брлсаки, х нинг Е даги %амма цийматлари учун

\}(x)\^k

тенгсизлик бажарилса, f(x) функция Е тупламда чегара
ланган дейилади.

29.1- т е о р е м а. Чегараланган щмда ёпиц Е тупламда 
аницланган ва узлуксиз %ар цандай f(x) функция шу туп
ламда чегараланган булади.

И с б о т .  f(x) ни Е  тупламда чегараланмаган деб фараз 
^иламиз. У з^олда з^ар ^андай п натурал сон учун Е  туп
ламда шундай хя нуцта топиладики, унинг учун цуйида- 

ги тенгсизлик бажарилади:

/ ( * „ ) > « •  (1) 

Е чегараланган булгани учун

* ' • » ' ' '

нуцталар кетма-кетлиги з̂ ам чегараланган "булади. Больцано- 
Вейерштрасс теоремасига мувофик; \хп\ кетма-кетликдан бирор-
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та х0 нуцтага яцинлашувчи \хП/6] цисм кетма-кетлик ажратиб 

олиш мумкин. Е ёпиц туплам булганлиги учун х06 Е. fix) 
функция Е тупламда узлуксиз булганлиги сабабли,

f  (х п)• /  (*п)......... /  <*..*)• • • •
кетма-кетлик яцинлашувчи булиб, унинг лимита f(xо) га 
тенг булади (Гейне таърифига кура). Иккинчи томон- 
дан, (1) муносабатга асосан

l f ( Xnk)\ >nk ’

яъни k нинг бирор цийматидан бошлаб {/ (xnJ > кетма-кетлик 

элементларининг абсолют циймати истаганча катта nk сондан 

катта булади; демак, {/ (x„fc)} кетма-кетлик яцинлашувчи була

олмайди. Бу зиддият теоремани исботлайди.*
29.2- т е о р е м а .  Ёпщ ва чегараланган Е тупламда 

анщланган узлуксиз f(x) функциянинг цабул щлади- 
ган щйматларидан иборат Ф  туплам ёпиц. туплам- 
дир.

Исбот .  Ф  тупламнинг ^ар цандай лимит нуцтаси узига 
киришлигини исбот циламиз. у0 нуцта Ф тупламнинг ихтиёрий 
лимит нуцтаси па yv у2, . . . , уп, . . . нуцталар Ф  тупламдан 

олинган ^амда у0 нуцтага яцинлашувчи кетма-кетлик булсин. Ф  
тупламнинг уп элементига Е тупламдан мос келган нуцтани хп 

билан белгилаймиз (функциянинг таърифига кура камида битта 
шундай нуцта мавжуд), яъни

Уп =  f (*„€£)•
Е чегараланган ва ёпиц туплам булганлиги учун Больцано-Вей- 
ерштрасс теоремасига асосан xv xv , хп, . . . кетма- кетлик 

камида битта х0 лимит нуцтага эга булади ва бу лимит нуцта 
Е тупламга киради, яъни xg£ Е. {хп} кетма-кетлик х0 нуцтага 

яцинлашувчи ва f(x) функция х0 да узлуксиз булгани учун 
/(*„)-*-/(*о); иккинчи томондан, уп =  f(xn) -*• уа. Демак, y0=f(x0), 

х0£Е  булгани учун у0£Ф  муносабат келиб чицади.*
Ф  ёпиц туплам булганлиги учун унинг цуйи ва юцо

ри чегаралари узига киради, булар f(x) нинг энг кичик 
ва энг катта цийматлари бУлади.

Бу муло^азадан эса бевосита натижа сифатида цуйи- 
диги теорема келиб чицади:

29.3 т е о р е м а  (Вейерштрасс). Епиц ва чегаралан
ган Е тупламда аницланган узлуксиз f(x) функция
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г

Е трпламда г/зининг энг кичик ва энг катта цийматини ца- 
бул щлади.

2-таъриф . Агар %ар кандай е > 0  учун шундай 5 > 0  
сон мавжуд булсаки, Е тупламдаги ушбу \х' — х" ( <  б тенг
сизликни щноатлантирувчи барча х' £Е  ва х" £ Е ну^талар

учун

[/(*') -f(x") | < е

тенгсизлик бажарилса, f(x) функция Е тупламда текис 
узлуксиз дейилади.

Бу таърифни функция узлуксизлигининг иккинчи таъ- 
рифи билан солиштирганда ^уйидаги фар^ куринади.

Функция узлуксизлигининг иккинчи таърифидаги (28- §) 
б>0  сон е сонга ва умуман айтганда, Хо ну^тага богли^. 
Текис узлуксизлик таърифидаги б сон эса фа^ат 8 сонга- 
гина богли^дир.

5^ар цандай текис узлуксиз функция узлуксиздир, аммо 
бунинг тескариси доимо турри булмайди. Бу фикрни 
тасдицловчи мисоллар у^увчига математик анализ курси- 
дан маълум. Аммо узлуксиз f(x) функция ёпи^ ва че
гараланган тупламда берилган булса, унинг учун цуйидаги 
теорема уринлидир.

29.4- т е о р е м а  (Кантор). Епиц ва чегараланган Е туп
ламда берилган %ар к̂ андай узлуксиз f (x) функция бу 
тдпламда текис узлуксиз булади.

И с б о т .  /(лг) функция Е тупламда узлуксиз, лекин 
текис узлуксиз эмас деб фараз циламиз. У ^олда шундай 
мусбат е сон топиладики, ^ар ^андай мусбат б сон учун 
Е  тупламда шундай икки х', х "  нуцта мавжудки, бу ну^- 
талар учун

\х' — л "|<8,

\fW)~f(x")\>E

муносабатлар уринли булади.

Энди б га кетма- кет —, —, . . к;ийматларни бе-
2 3 п

риб,

— 1 / « ) — / « ) 1  > е ( П =  1, 2, . . .) (2)

тенгсизликларни ёзишимиз мумкин, бу ерда х’п£Е  ва хп £ Е (п =  

==1 ,2 , . . . ) .  Е чегараланган туплам булганлиги учун 

Х[, Ху, . . . , хп, . . . 

кетма-кетликдан бирорта х0 нуцтага якинлашувчи
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t f *
Xnx' Xn • • • * Xnk' • • •

цисм кетма- кетликни ажратиб олишимиз мумкин. Е  ёпиц туп' 
лам булганлиги учун х0£Е  булади. (2) га музофиц,

муносабатларни ёзишимиз мумкин. Бу муносабатлардан эса

Xtii> Хп2' • • • « V  • ■ •

кетма-кетликнинг ^ам х0 ну^тага яцинлашиши келиб чи^ади. 
х0 ну^тада f(x) функция узлуксиз булганлиги сабабли мусбат в 
сон учун хд нинг шундай (хг, х") атрофини топиш мумкинки, 
(х\ х") П Е тупламнинг ^ар ^андай х элементи учун

I / ( * „ ) - / «  f < f

тенгсизлик бажарилади.
Энди {хп̂  ва {x"J кетма-кетликларнинг х0 ну^тага яцин-

лашувчилигидан фойдаланиб, шундай п0 сонни топиш мумкин
ки, k ^ n 0 булганда, хПк ва х нуцталар (х, х") ораливда кир-

ган булади, чунки бу оралиц х0 нинг атрофи.
Демак, k >  п0 булганда

I f(X'nk) -  К Я  \ *  ' ~  I +  I / «  -  f(x'nk) I <

муносабатларни ёзишимиз мумкин; бу натижа эса (2) 
муносабатларга зид.*

30- §. Узлуксиз функциялар кетма-кетлиги

Функциялар кетма-кетлиги билан кейинги бобда т^ла- 
роц шурулланамиз. Бу ерда эса узлуксиз функциялар 
кетма-кетлигига оид биргина теореманинг исботини кел- 
тириш билан чегараланамиз. Бу теорема келгусида зарур 
б;улади.

Бирор Е тупламда

/iM . /2М. • • • , /„(*), • • •  (1)

функциялар кетма-кетлиги аницланган булсин. Агар х0£Е  учун 

f 1 (■*{))> 2̂ ( ^ ’ ' • '>/ / !  (Хс)’ ' • •
134



с онлар кетма- кетлиги бирор лимитга эга булса, у холда (1) 
кетма-кетликни х0(£Е) нуцтада яцинлашувчи дейилади; бу 
лимитни / (х0) билан белгилаймиз. Агар (1) кетма-кетлик Е 
тупламнинг хар бир нуцтасида яцинлашса, у холда бу кетма- 
кетлик Е тупламда яцинлашувчи дейилади иа лимит функция
ни f(x) билан белгилаймиз.

Бу таърифни бошцача («е — 6» тилида) цуйидагича хам ифо- 
далаш мумкин;

1-таъриф. Агар %ар цандай е > 0  сон еа %ар цандай 
х0£Е  нуцта учун шундай п0 натурал сон мавжуд бдлсаки, 
барча п >  «о учун

l / W - W ' o

тенгсизлик бажарилса, у %олда (1) кетма-кетлик Е 
тупламда f(x) функцияга яцинлашувчи дейилади.

Бу таърифдаги «о сон е га ва Хо нуцтага боглицдир.
2-т а ъ р и ф .  Агар 1-таърифдаги п0 сон е сонгагина 

боглиц булиб, х0 нуцтани танлаб олишга бог лиц булмаса, 
яъни п ^ п 0 булганда,

\fn (x)~~f (х)\<г

тенгсизлик барча х £Е  учун бажарилса, у холда (1) кетма- 
кетлик Е тупламда f(x) функцияга текис яцинлашувчи дейи
лади.

Текис яцинлашиш тушунчаси математикада асосий 
тушунчалардан ^исобланади ва бу тушунча математик 
анализда систематик равишда цулланилади.

30.1-т е о р ем а. Агар Е т$пламда аницланган

h  (х), / 2 (х),

узлуксиз функциялар кетма-кетлиги шу тупламда f(x) 
функцияга текис яцинлашса, у хрлда f (x) лимит функ
ция %ам Е тупламда узлуксиз булади.

И с б о т .  Е  тупламдан ихтиёрий х0 нуцтани оламиз. 
Бу нуцтада f(x) нинг Е  га нисбатан узлуксизлиги кур- 
сатилса, теорема исбот этилган булади.

Берилган кетма-кетлик f(x) га текис яцинлашувчи б^л- 
ганлиги сабабли ихтиёрий е>0 сон учун шундай «о 
натурал сонни топиш мумкинки, Е  тупламнинг з^амма х 
нуцталари учун

\f(x) — fn ( x )\ < j ( n > n 0) (2)

тенгсизлик уринли булади. fn (л:) функция х0 нуцтада Е туп- 

ламга нисбатан узлуксиз булганлиги учун х0 нуцтанинг шун- 
дай (х0 — б, х0 + Ь) атрофи мавжудки, (х0 — 6, х0 + 6) f) Е
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О)

(2) тенгсизликка асосан

I / ( * < > ) - / „ .  W K f .  (4)
(2) — (4) тенгсизликлардан (х0 — б, х0 +  б) Г) Е тупламнинг их
тиёрий х ну^таси учун цуйидаги тенгсизлик келиб чи^ади:

I / (*о) — / (X) 1 ^  I / (х0) — /„, (Х0) I + |/По (х0) — fnt (х) I +

+ !/«„ (x) — f(x) |<е.*

Бу теоремадан бевосита ^уйидаги натижа келиб чи^ади:
30.2-натижа. Агар узлуксиз функцияларнинг бирор

fi (*). /2 (х),

кетма-кетлиги узлукли f(x) функцияга ящнлашса, бу 
ящнлашиш текис ящнлашииг булмайди.

Шундай ^илиб, узлуксиз функциялар кетма-кетлиги- 
нинг текис яцинлашиши лимит функциянинг узлуксиз 
булиши учун кифоя экан; аммо бу шарт зарурий шарт 
эмас. Зарурий ва кифоявий шартларни XX асрнинг бош- 
ларида итальян математиги Арцела топган.

31- §. Узлуксиз функциянинг ^осиласи мавжуд 
булган нуцталардан иборат тупламнинг тузилиши

Маълумки, узлуксиз f(x) функциянинг х ну^тадаги 
^осиласи деб ушбу

fi(x )^L L x+J>lzzm  (1)

ифоданинг б —»- 0 даги лимитига (агар бу лимит мавжуд булса) 
айтилади.

Агар 6->-0 да /в (х) лимитга эга булмаса, у х,олда х ну^- 

тада f(x) функциянинг хосиласи мавжуд булмайди.
Бу параграфда узлуксиз f(x) функциянинг хосиласи мавжуд 

булган ну^талардан иборат тупламнинг тузилиши ^андай экан- 
лигини ани^лаймиз.

31.1-теорема. Узлуксиз f(x) функциянинг f'(x) х;осиласи 
мавжуд б$лган туплам Fa6 типидаги туплам булади. Кусу- 

сан, бу туплам улчовлидир.

тупламнинг ^ар цандай ну^таси учун ^уйидаги тенгсизлик ба
жарилади:
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1/е, М  — (3)

тенгсизликни цаноатлантирувчи нуцталардан иборат тупламни 
Fm,n билан белгилаймиз. Fтп туплам ёпик; булади, чунки 

унинг лимит нуцтаси х0 га як;инлашувчи х;ар к;андай 

(xk (zFmn, k = 1 , 2 , . . . )  кетма-кетликнинг элемент лари учун 

ва 62 лар (2) тенгсизликни цаноатлантирганда (3) тенгсизлик 
бажарилади ва бунинг чап томони узлуксиз функция булган
лиги учун х0 нуцтада ^ам (3) тенгсизлик бажарилади, яъни х0 
нуцта /  тупламга киради-J

Энди

тенгсизликлар бажарилганда ушбу

тупламларни тузамиз. D туплам тузилишига мувофиц Fo6 ти

пидаги туплам булади.
Агар f(x) нинг зфсиласи мавжуд булган нуцталардан 

иборат тупламнинг D тупламга тенглиги курсатилса тео
рема исбот ^илинган булади.

Агар х нуцтада / '(х) мавжуд бУлса, у ^олда ^осиланинг 
таърифига мувофиц ихтиёрий п натурал сон учун шундай 
мусбат е сон топиладики, 161 булганда

I / ' W ~ / 6 ( x ) l < f
2 п

тенгсизлик бажарилади. Бундан (б1|< е  ва |б2|<е  булганда

I /а, (*)— /в, W К I /в1 W М  / + IГ (*)— /в, (х) ! <  

< —  + —  ==- 
2 п 2 п п

тенгсизликни оламиз. Демак, х £ D, чунки D =  П Вп.
П  71

Энди, аксинча, х нуцта D тупламнинг элементи булса, 
бу нуцтада ^осиланинг мавжудлигини курсатамиз.

(1) ифодадаги б сонга 1. (т ~  1 , 2 , . . . )  куринишдаги ций-
т

матларни бериб, ушбу {/, (х)} функциялар кетма- кетлигини



тузамиз. х нуцта цар бир п натурал сон учун Вп тупламнинг 

элементи булганлиги туфайли, шундай т 0 сонни топиш мум- 
кинки, т  >  т 0 булганда ушбу

I/ , {x)— f 1 W | < (4)

тенгсизлик бажарилади. Бундан яцинлашишнинг Коши белги- 
сига мувофиц { f , (х)} кетма-кетлик лимитга эга; бу лимитни

т

/0(х) билан белгилаймиз.
Энди дар бир п натурал сон учун х£ Вп булганлиги сабаб

ли топилган т 0 да | 61 <  —  тенгсизликни цаноатлантирувчи б
щ

учун

1/6 W  — /i М  i < -

тенгсизлик ^ам бажарилади, яъни f(x) функциялар б-*-0 
да fo(x) га яцинлашади.

Демак, f0(x) функция ^осиланинг таърифига мувофиц 
f ' (х) функцияга тенг булади, яъни D тупламнинг з^ар бир 
нуцтасида косила мавжуддир.*.

Б и р о р т а  з^ам н у ц т а д а  ^ о с и л а г а  эга  б^л- 
м а г а н  у з л у к с и з  ф у н к ц и я  мис оли .  Бирорта з̂ ам 
нуцтада ^осилага эга булмаган узлуксиз функцияларни 
биринчи марта В е й е р ш т р а с с  тузган. К̂ уйида келти- 
риладиган мисолни В а н д е  р-В а р д ен тузган.

31-§ даги 1-мисолда келтирилган <ро(л:) функцияни 
олиб (унинг геометрик тасвири 8-шаклда берилган) цуйи-, 
даги куринишдаги функцияни тузамиз:

Ф„ (х)
_  Фо (4Л х)

4 п

Бу функция хам даврий булиб, унинг даври — га тенг
4п

(10-шакл); дар бир [—
L <̂’L

1
сегментда ц>п(х) чизицли

L _ .4 " ’ 2-4"

функция ва унинг бурчак коэффициента ± 1 га тенг. Энди

/М  = 2  %  (х)
Пш О
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10- шакл.

функционал ^аторни тузамиз. I Ф„ (•*) | <  “  булганлиги учун

бу к;атор текис якинлашувчи ва <рл (х) функциялар узлуксиз 

булганлиги сабабли 30.1-теоремага мусофик, f(x) хам узлуксиз 
функция булади. Ихтиёрий х ну^тани олиб, бу ну^тани уз ичи
га олган куйидаги сегментлар кетма-кетлигини тузамиз:

Д* =  2А" ] {k« ~  буТуН С0Н)•

Дл сегментда доимо

1 хп~ А = -~z+\

тенгликни ^аноатлантирувчи хп ну^тани танлаб олишимиз мум

кин. Энди k >  п булганда сонда (pft (х) функциянинг дав-

ри булган сон бутун сон марта жойлашгани учун k > n  

ларда

Щ (хп) — фк(х) _  q 
хп — х

тенгликка, k <  п булганда эса <pfe (х) функция Ак ва Ап сг Ак 

орали^ларда чизи^ли булгани учун

Ф* (хп) — щ (х) _  j 
хп — х

тенгликка эга буламиз, яъни

Щ (хп) — ф* (х) _  ( 0, k >  п,
Хп — X \ ±  1 ,  k  ^  П.

Булардан куйидаги муносабатлар келиб чи^ади:
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оо

/ (*«) —  f  (х) __ 4>k (хп) — Ф* W

Хп — Х

П бутун жуфт сонга, агар 
п тоц булса

бутун тоц сонга, агар п
I жуфт булса.

Бу муносабат sea

f  (х„) —  f (*)

ифоданинг п чексизликка интилганда хеч цандай чекли лимитга 
эга була олмаслигини курсатади.

Аммо п чексизликка интилганда: хп-*~х. Демак, f(x) функ

ция х нуцтада хосилага эга булмайди. х ихтиёрий нуцта бул
ганлиги учун !(х) бирорта нуцтада дам хосилага эга эмас.

1. [а, b] сегментда аницланган f(x) функция учун f (х)^> с 
ва f(x) <  с тенгсизликларни цаноатлантирувчи х £ \а, Ь] нуцта
лар туплами дар цандай с да очиц булса, бу функциянинг 
узлуксизлигини исботланг.

2. Агар f(x) функция Е тупламда аницланган ва узлуксиз 
булса, у холда }(Е) туплам Е тупламнинг узлуксиз тасвири 
дейилади.

а) ёпиц тупламнинг узлуксиз тасвири Fa типидаги туплам 

эканлигини исботланг;
б) очиц тупламнинг узлуксиз тасвири G& типидаги туплам 

эканлигини исботланг.
3. Агар у — f(x) функция барча дациций сонлар тупламида 

аницланган узлуксиз функция булса, у холда Оу уцдаги дар 
цандай F ёпиц туплам учун унинг асли /—1 (F) туплам ёпиц 
ва дар цандай G очиц туплам учун унинг асли /-1 (G) туплам 
очиц туплам булади. Шуларни исботланг.

4. Агар y=f(x ) функция барча дациций сонлар туп
ламида аницланган булса, у долда унинг узлуксиз булиши 
учун Оу уцидаги барча (а,Ь) интерваллар аслининг очиц 
булиши зарур ва кифоядир. Шуни исботланг.

5. Е туплам [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий саноцли цисми 
булсин. Е тупламнинг барча нуцталарида узлукли ва [а, Ь]\Е 
тупламда узлуксиз булган функция тузинг.
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6~ Ихтиёрий функциянинг узилиш ну^талари туплами Fg 

типидаги туплам эканлигини курсатинг.
7. [0,1] сегментдаги барча рационал сонларни номер- 

лаб чицамиз:

Г 1> Г 2> Г 3’ ' • ' > rti> ' ' ‘

ва f(x) функцияни цуйидагича аницлаймиз:

« * > = ■ £ *  u ~ r J -
л = 1  '

Бу функциянинг [0,1] да узлуксизлигини исботланг.
8. Агар f(x) функция туташган Е тупламда узлуксиз 

булса, бу функциянинг Е тупламда цабул циладиган ций- 
матлари туплами Ф ^ам туташган эканлигини исботланг.

VI боб 

УЛЧОВЛИ ФУНКЦИЯЛАР
32- §. Улчовли функциянинг таърифи ва 

хоссалари

Узлуксиз функция тушунчасига баъзи маънода я^ин 
ва математик анализ учун му^им а^амиятга эга булган 
Улчовли функция тушунчасини келтирамиз.

Аввал баъзи белгилашларни киритамиз: /(х) функция Ул
човли Е тупламда аншутнган ва а бирор х.аци̂ ий сон булсин; 
узгарувчи х £Е  мицдорнинг f{ x )> a  тенгсизликни цаноатлан- 
тирадиган цийматларидан иборат тупламни £ { / > а )  билан 
белгилаймиз, яъни £  {/ >• a) =  {х£Е  :f(x )> a} .

Шунга ухшаш, Е {/>  а}, Е  {/ <  a}, E {f =  а}, Е {а <  f <  Ь} 
тупламларнинг ^ар бири х £ Е узгарувчининг катта цавс ичида 
ёзилган муносабатларни цаноатлантирадиган цийматларидан ибо
рат.

Агар f(x) функция Е  тупламда чексиз цийматларга 
эга булса, келгусида аницлик учун бу цийматларнинг 
ишораси маълум деб ^исоблаймиз.

1-таъриф .  Агар рлчовли Е тупламда берилган f(x) 
функция учун Е {f>a} тралам \ар щндай щциций а да 
рлчовли брлса, у цолда f(x) улчовли функция дейилади.

Бу таърифда (L) улчовли тупламлар ^ацида ran бор- 
ганлиги учун f(x) функция баъзан (L ) рлчовли функция 
дейилади. Агар бу таърифда Е  ва £{f>a} тупламлар 
(В) улчовли булса, у з^олда f(x) функция з$ам (В) улчовли 
дейилади.
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Бу бобда улчовли туплам ва функциялар (L ) маъноси
да ишлатилади.

32.1-теорема. 1. Агар f(x) функция Е тупламда ул
човли булса, у %олда %ар цандай ца^ищй а ва b сонлар

учун
1) E{f 2) E { a < f  <&}, 3) E{f =  a),
4) E { f> a ) ,  5) E { f< a }

тупламларнинг %ар бири %ам улчовли булади.
2. Агар ихтиёрий %ащ$ий а ва b сонлар учун 1), 2), 

4), 5) тупламларнинг бирортаси Длчовли булса, f(x) 
функция Е  тдпламда улчовли булади.

И с б о т .  1) Е ва £{ f> a}  тупламлар Длчовли булган
лиги учун

E{f < a )  =  E ^ E { f > a }

тенгликдан Е {/ <  а) тупламнинг улчовли эканлиги келиб чи
тали.

2) Е {а <  / <  b) =  Е {а <  /} П Е {/ <  Ь) тенгликнинг унг 
томонидаги тупламлар улчовли, демак, Е {а <  / <  Ь) туплам 
^ам улчовли.

3) E{f — а) =  [\Е {а---- <  / <  а + — ) тенгликнинг унг
п= 1 п п J

томонидаги тупламлар Длчовли булгани учун 20.5-теоремага 
мувофи^, бу туплам ^ам улчовли булади.

4) Е {/ >  о} =  Е {/ >  a} U Е {/ =  а} тенгликнинг унг томо
нидаги туплам 20.1-теоремага асосан улчовли, демак, Е{[ >  а) 
туплам х;ам улчовли

5) Е {/ С  о} =  Е {/ <  а}̂ ~~Е {/ =  а) тенгликдан Е {/ <  а} 
тупламнинг улчовлилиги келиб чи^ади.

Ю^оридаги 1)—5) тенгликлар 1-бобдан маълум бол
тан усул билан исбот этилади. Теореманинг иккинчи цисми 
биринчи ^исмига ухшаш исботланади.* л  *

32. 2-т е о р е м  а. Агар f(x) функция Е тупламда дл
човли булса, у цолда бу функция Е тупламнинг ихтиёрий 
рлчовли Е ! цисмида %ам улчовли булади.

И с б о т .  1-таърифга мувофи^, з^ар цандай ^аци^ий а 
сон учун Е ! {f>a} тупламнинг Улчовли эканлиги курса- 
тилса, теорема исбот этилган булади. Бу тупламнинг ул
човлилиги ушбу

тенгликдан келиб чи^ади, чунки Ег ва E { f >  а) тупламлар
нинг хар бири теореманинг шартига мувофи^ улчовли, демак,
20.5-теоремага мувофи^ Ех {/ >  а) туплам х,ам улчовли.*
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32.3-теорема. {Ek} сони чекли ёки саноцли, %ар бири 

[а, b] сегментда бутунлай жойлашган, улчовли тупламлар 
кетма-кетлиги булсин. Агар f(x) функция бу тупламлар- 
нинг %ар бирида улчовли булса, у %олда бу функция улар
нинг Е — [\ЕЬ йигиндисида \ам улчовли булади. 

k

^Исбот. 1-таърифга ва теореманинг шартига мувофиц х;ар 
цандай k учун Ek ва Ek [f >  а} тупламларнинг х;ар бири ул

човли булади. Демак, 20.3-теоремага мувофиц Е — U Ek туп-
к

лам цам улчовли булади.

тенгликдан эса f(x) функциянинг Е тупламда улчовли 
эканлиги келиб чицади. *

32.4-т е о р е м  а. Агар f(x) функция улчовли Е туп
ламда узгармас k сонга тенг булса, у %олда f(x) улчовли 
функция булади.

И с б о т .  Дарцацицат,

агаР k > a  булса,
\ 0 , агар /г< а  булса.*

32.5-те о р е м а. Агар f(x) улчовли функция булиб, 
k узгармас сон булса, у %олда f(x )+ k ва kf(x) функция
лар щм улчовли булади.

И с б о т .  Ушбу

Е {/ + k >  о} =  Е {/ >  а — k),

Е , агар k >  0 булса,

тенгликлардан f(x)+k  ва Щ(х) функцияларнинг улчовли 
эканлиги келиб чицади.

Агар k =  0 булса, иккинчи тенгликнинг унг томони уз 
маъносини йуцотади, аммо бу ^олда kf(x) айнан нолга 
тенг булганлиги учун 32.4-теоремадан kf(x) функциянинг 
Улчовли-эканлиги келиб чицади. *

32.6-т е о р е м а. Агар f(x) ва ср(я) функциялар Е туп
ламда Улчовли булса, у %олда £ { / > 9} туплам Улчовли 
брлади.

Исбот .  Агар барча рационал сонларни гг, г2, . . . , гп, . . . 

куринишда номерлаб чицсак, у цолда

Энди

£ { / > a }  =  U(£ { f> a } f]E k) 
k

Е {Щ >  а} =
Е , агар £ < 0  булса
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тузамиз. х ну^та х>ар бир п натурал сон учун Вп тупламнинг 

элементи булганлиги туфайли, шундай т 0 сонни топиш мум- 
кинки, т  >  т 0 булганда ушбу

I/ , ( * ) - / ,  W K 1  (4)
-L — п
т  т 0

тенгсизлик бажарилади. Бундан я^инлашишнинг Коши белги- 
сига мувофи^ { /г (х)} кетма-кетлик лимитга эга; бу лимитни

т

f0(x) билан белгилаймиз.
Энди хар бир п натурал сон учун х £В п булганлиги сабаб

ли топилган т 0 да | б | <  — тенгсизликни цаноатлантирувчи б
щ

учун

|/б (х) — /1 (х) \ < -

тенгсизлик з̂ ам бажарилади, яъни f(x) функциялар 6->-0 
да fo(x) га яцинлашади.

Демак, fo(x) функция з^осиланинг таърифига мувофи^ 
f'(x) функцияга тенг булади, яъни D  тупламнинг з^ар бир 
нуцтасида з^осила мавзкуддир.#

Б и р о р т а  з^ам н у ц т а д а  з ^ о с и л а г а  э га  бул
м а г а н  у з л у к с и з  ф у н к ц и я  мис оли .  Бирорта з̂ ам 
нуцтада з^осилага эга булмаган узлуксиз функцияларни 
биринчи марта В е й е р ш т р а с с  тузган. К,уйида келти- 
риладиган мисолни В а н д е  р-В а р д ен тузган.

31-§ даги 1- мисолда келтирилган сро(х) функцияни 
олиб (унинг геометрик тасвири 8- шаклда берилган) цуйи-, 
даги куринишдаги функцияни тузамиз:

% ( Х ) =  Фо (4 'г * )
4п

Бу функция хам даврий булиб, унинг даври —  га тенг
4”

(10-шакл); дар бир | у ^- , ~ ~  сегментда ц>п(х) чизик;ли 

функция ва унинг бурчак коэффициента ± 1 га тенг. Энди

/м  = 2  ф« w
я=0
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10- шакл.

функционал цаторни тузамиз. I Ф„ (я) 1 <  —  булганлиги учун

бу цатор текис яцинлашувчи ва фл (х) функциялар узлуксиз 

булганлиги сабабли 30.1-теоремага мувофиц, f(x) хам узлуксиз 
функция булади. Ихтиёрий х нуцтани олиб, бу нуцтани уз ичи
га олган цуйидаги сегментлар кетма-кетлигини тузамиз:

ап = \ ^ Г ' t A {kn~ бутун сон)-

Д„ сегментда доимо

1
4<Ч-1

тенгликни цаноатлантирувчи хп нуцтани танлаб олишимиз мум

кин. Энди k >  п булганда сонда <fk (х) функциянинг дав-

1
ри булган -г сон бутун сон марта жойлашгани учун k~>n 

4й

ларда

ф *  ( Х п )  —  < f k ( x )  _  Q

хп — х

тенгликка, k <  п булганда эса <рй (х) функция Ak ва Лп сг Ак 

оралицларда чизицли булгани учун

Ф* (х„) — (х) _
=  ± 1

тенгликка эга буламиз, яъни

щ  (Хп) —  щ  (х) _

Хп— Х
{ ° ’ 
1±1.

k > t i ,  
k <  п.

Булардан цуйидаги муносабатлар келиб чицади:
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оо
ф *  М —Щ(Х)}(Хп) -  f ix)■n)-f (*) =  V I  

<п — х
k=0

- 2 < = ь  и - <

п бутун жуфт сонга, агар 
п тоц булса

бутун ток, сонга, агар п 
■ жуфт булса.

Бу муносабат зса

f (Хп) — f (х) 
хп — х

ифоданинг п чексизликка интилганда хеч а̂ндай чекли лимитга 
эга була олмаслигини курсатади.

Аммо п чексизликка интилганда: хп->■ х. Демак, f(x) функ

ция х ну^тада хосилага эга булмайди. х ихтиёрий нук,та бул
ганлиги учун f(x) бирорта ну^тада ^ам .хосилага эга эмас.

1. [а, Ь] сегментда ани^ланган f(x) функция учун / (х) >  с 
ва f(x) <С с тенгсизликларни ^аноатлантирувчи х £ [а, Ь\ нуцта- 
лар туплами хар к,андай с да очиц булса, бу функциянинг 
узлуксизлигини исботланг.

2. Агар f(x) функция Е  тупламда аницланган ва узлуксиз 
булса, у хрлда / (Е) туплам Е тупламнинг узлуксиз тасвири 
дейилади.

а) ёпиц тупламнинг узлуксиз тасвири Fa типидаги туплам 

эканлигини исботланг;
б) очик; тупламнинг узлуксиз тасвири Ge типидаги туплам 

эканлигини исботланг.
3. Агар у — f(x) функция барча х̂ кдоий сонлар тупламида 

аницланган узлуксиз функция булса, у холда Оу уцдаги ^ар 
а̂ндай F ёпи^ туплам учун унинг асли 1 (F) туплам ёпик; 

ва хар цандай G очиц туплам учун унинг асли f~1 (G) туплам 
очиц туплам булади. Шуларни исботланг.

4. Агар y=f(x ) функция барча ^ациций сонлар туп
ламида ани^ланган булса, у ^олда унинг узлуксиз булиши 
учун Оу у^идаги барча (а,Ь) интерваллар аслининг очш$ 
булиши зарур ва кифоядир. Шуни исботланг.

5. Е туплам [а, Ь\ сегментнинг ихтиёрий санок;ли ^исми 
булсин. Е тупламнинг барча нуцталарида узлукли ва [а, Ь\\Е 
тупламда узлуксиз булган функция тузинг.
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6. Ихтиёрий функциянинг узилиш нуцталари туплами Fg 

типидаги туплам эканлигини курсатинг.
7. [0,Ц сегментдаги барча рационал сонларни номер- 

лаб чицамиз:

Г1> Г2' г& • • ■ > гп\ • • ■

ва f{x) функцияни цуйидагича аницлаймиз:

л=1

Бу функциянинг [0,1] да узлуксизлигини исботланг.
8. Агар f(x) функция туташган Е тупламда узлуксиз 

булса, бу функциянинг Е тупламда ^абул ^иладиган ций- 
матлари туплами Ф з̂ ам туташган эканлигини исботланг.

VI боб 

УЛЧОВЛИ ФУНКЦИЯЛАР
32- §. Улчовли функциянинг таърифи ва 

хоссалари

Узлуксиз функция тушунчасига баъзи маънода яцин 
ва математик анализ учун муз^им а^амиятга эга булган 
улчовли функция тушунчасини келтирамиз.

Аввал баъзи белгилашларни киритамиз: f(x) функция Ул
човли Е  тупламда ани^ланган ва а бирор х;а̂ ик;ий сон булсин; 
узгарувчи х £Е  мицдорнинг f ( x )> a  тенгсизликни цаноатлан- 
тирадиган цийматларидан иборат тупламни E { f> a )  билан 
белгилаймиз, яъни Е {/ >> а) =  {х £ Е : f (х) >  а}.

Шунга ухшаш, Е {/> а), £  {/ <  а), Е {/ =  а), Е {а <  f <  b} 
тупламларнинг ^ар бири х £ Е узгарувчининг катта цавс ичида 
ёзилган муносабатларни цаноатлантирадиган цийматларидан ибо
рат.

Агар f(x) функция Е  тупламда чексиз цийматларга 
эга булса, келгусида ани^лик учун бу ^ийматларнинг 
ишораси маълум деб з^исоблаймиз.

1-таъриф .  Агар рлчовли Е тупламда берилган f(x) 
функция учун Е {f>a} туплам %ар цандай %а%иций а да 
рлчовли брлса, у %олда }(х) рлчовли функция дейилади.

Бу таърифда (L) улчовли тупламлар з^ак;ида ran бор- 
ганлиги учун f(x) функция баъзан (L) рлчовли функция 
дейилади. Агар бу таърифда Е ва E{f>a} тупламлар 
(В) Улчовли булса, у з^олда f(x) функция з$ам (В) улчовли 
дейилади.

141



Бу бобда улчовли туплам ва функциялар (L ) маъноси
да ишлатилади.

32.1-тео  р е м а. 1. Агар f(x) функция Е тупламда ул-
човли булса, у %олда \ар цандай дациций а ва b сонлар 
учун

1) £ { / <а} , 2) £ { а < / <&}, 3) £ { /  =  а},
4) E { f> a } , 5) E { f< a )

тупламларнинг %ар бири %ам улчовли булади.
2. Агар ихтиёрий дациций а ва b сонлар учун 1), 2), 

4), 5) тупламларнинг бирортаси улчовли булса, f(x) 
функция Е т$пламда улчовли булади.

И с б о т .  1) Е  ва E{f>a}  тупламлар ;улчовли булган
лиги учун

E{f < а}  =  £ \ Я { / > а }

тенгликдан £ { / < « }  тупламнинг улчовли эканлиги келиб чи
цади.

2) Е {а <  / <  Ь) — Е {а С  /} П Е {/ <  Ь) тенгликнинг унг 
томонидаги тупламлар улчовли, демак, Е {з <  / <  Ь) туплам 
цам улчовли.

3) Е {/ =  а) — П Е {а — —  <с / <  а + — I тенгликнинг унг
Я= 1  п п )

томонидаги тупламлар улчовли булгани учун 20.5-теоремага 
мувофиц, бу туплам ^ам улчовли булади.

4) Е {/ >  а} =  Е {/ >  a) (J Е {/ == а} тенгликнинг унг томо
нидаги туплам 20.1-теоремага асосан улчовли, демак, £ { / > а }  
туплам хам улчовли

5) Е {/ <  а} — Е {/ <  а}\£ {/ =  а} тенгликдан Е {/ <  а) 
тупламнинг улчовлилиги келиб чицади.

Юцоридаги 1)—5) тенгликлар 1-бобдан маълум бул
ган усул билан исбот этилади. Теореманинг иккинчи цисми 
биринчи цисмига ухшаш исботланади.* , ^  ръ Ш & Щ

32. 2-т е о  рем  а. Агар f(x) функция Е тупламда ул
човли булса, у х^олда бу функция Е тупламнинг ихтиёрий 
улчовли Е 1 цисмида %ам улчовли булади.

И с б о т .  1-таърифга мувофиц, з;ар цандай дациций а 
сон учун Е j {f>c} тупламнинг Улчовли эканлиги курса- 
тилса, теорема исбот этилган булади. Бу тупламнинг ул
човлилиги ушбу

Ei { /> «>  =  Ei П E { f>  а) 

тенгликдан келиб чицади, чунки Ег ва Е {f >  а} тупламлар
нинг з̂ ар бири теореманинг шартига мувофиц улчовли, демак,
20.5-теоремага мувофиц Ех {/ >  а) туплам ^ам улчовли.*
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32.3-теорема. {Ek} сони чекли ёки саноцли, %ар бири. 

[а, Ь] сегментда бутунлай жойлашган, улчовли тупламлар 
кетма-кетлиги булсин. Агар f(x) функция бу тупламлар
нинг \ар бирида рлчовли булса, у %олда бу функция улар- 
нинг Е =  U Еь йитндисида х,ам рлчовли булади. 

k *

Исбот . 1-таърифга ва теореманинг шартига мувофи^ ^ар 
цандай k учун Ek ва Ek {/ >  а) тупламларнинг ^ар бири ул

човли булади. Демак, 20.3-теоремага мувофик; Е =  (J Ен туп-
k

лам з̂ ам улчовли булади.

тенгликдан эса f(x) функциянинг Е тупламда улчовли 
эканлиги келиб чицади. *

32.4-те о р е м а. Агар f(x) функция рлчовли Е трп- 
ламда рзгармас k сонга тенг булса, у \олда f (х) рлчовли 
функция брлади.

И с б о т .  Дар^ацицат,

32.5-те о р е м а. Агар f(x) рлчовли функция брлиб, 
k узгармас сон булса, у цолда f{x)+k ва kf{x) функция
лар %ам рлчовли булади.

И с б о т .  Ушбу

тенгликлардан f(x)+k  ва Щ{х) функцияларнинг улчовли 
эканлиги келиб чицади.

Агар k — О булса, иккинчи тенгликнинг унг томони уз 
маъносини йу^отади, аммо бу з^олда kf(x) айнан нолга 
тенг булганлиги учун 32.4-теоремадан kf(x) функциянинг 
улчовли эканлиги келиб чицади.*

32.6- т е о р е м а .  Агар f(x) ва ф(д;) функциялар Е трп- 
ламда рлчовли булса, у %олда £{/>ф} трплам улчовли 
булади.

Исбот .  Агар барча рационал сонларни г1; г2, . . . , гп, . . . 

куринишда номерлаб чик;сак, у з<;олда

Энди

£ { / > a }  =  U(£ { / > а } П ^
k

Е, агар & > а  булса, 
0 , агар k < а  булса.*
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Е {/ >  Ф> =  U [Е {/ >  rk} Г) Е {Ф <  rk}) (1)
k=l

тенгликни ёзишимиз мумкин. Ха^и^атан, агар x £ E { f>  ф} их
тиёрий элемент булса, у ^олда / (х) >  ф (х) тенгсизлик уринли 
булиб, шундай rk рационал сон топиладики, унинг учун

f (x )> r k>  ф(х)

тенгсизлик бажарилади. Бундан x £ E { f > r k} ва х £ £ { ф < га} 

муносабатларга эга буламиз. Демак,

x £ E { f > r k}(]E{c(><:rk}.

оо
Бундан х £ U [Е {/ >  rA} f] Е {ф <  г J] муносабат келиб чи- 

k—\
^ади. х элементнинг ихтиёрийлигидан ушбу

Е {f >  Ф> с  U lE{f> rk) fl Е {ф <  rk) 1 (2)
k— 1

муносабатни оламиз.
ОО

Энди х£ U [Е { / > r j  П £ { ф < г а}] ихтиёрий элемент бул- 
k=\

син. У ^олда камида битта гп рационал сон топиладики, х£  

£[Е {/ >  гп} П Е {ф <  гп}] булади. Демак, x £ E { f > r n} ва х£  

£ £ { ф < г л} булиб, булардан ушбу / (х) >  г п ва ф (х )<гп 

тенгсизликларни оламиз. Бу тенгсизликлардан / (х) >  ф (х) тенг
сизлик келиб чи^ади. Бундан x£E{f~>ф}. хэлементнинг ихти
ёрийлигидан

£ { / > ф } ^ 0  [£{/>>•*}П £ { Ф О J], 
k=l

Бу ва (2) муносабатлар (1) тенгликни исботлайди. E { f > r k} 

ва Е {ф <  rk} тупламлар ^ар бир гк рационал сон учун улчов

ли булганлиги сабабли, 20.3 ва 20.5-теоремаларга асосан (1) 
тенгликнинг j/нг томони улчовли туплам. Демак, Е {/ >  ф} 
туплам з̂ ам улчовли булади.*

32-7-теорема.  Агар f (х) ва ф (х) функциялар Е туп
ламда $лчовли булса, у хрлда f (х) + ф (х) ва / (х) — ф (х) функ
циялар %ам Е тупламда улчовли булади.

Исбот .  Ушбу

Е {/ + Ф >  а) =  Е {f > а  — ф>,
Е  {/ — ф >  а) =  Е {/ >  а + ф}

тенгликлар ёрдами билан бу теореманинг исботи 32.6- тео
ремага келтирилади.*
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32.8- т е о р е м а. Агар f(x) ва ф(я) функциялар Е  Tprt' 
ламда Улчовли булса, у \олда f(x) -ф(х) функция %ам Е  
тупламда улчовли булади.

И с б о т .  Агар f(x) рлчовли булса, у ^олда /2(Х)нинг 
улчовлилиги а^О  булганда

Е {P > a }  =  E { f > V a } { } E { f < - V a }  

тенгликдан, а < 0  булганда

тенгликдан к^ринади. Бундан ва ушбу

/(*)• ф (х) =  y  [/(х) +  Ф (л:)]2 — 1/ (*) — ф (л:)]2
4 4

тенгликдан теореманинг умумий цолда т^ррилиги келиб 
чицади, чунки ^нг томондаги функциялар 32.7 ва 32.8- 
теоремаларга асосан рлчовли булади.*

32.9-теорема. Агар ф (х) функция Е тупламда улчовли

булиб, Е да ф (х) Ф  0 булса, у хрлда —— функция %ам Е
мьФ(*)

тупламда улчовли булади.
Теореманинг исботи, агар а > 0  булса,

тенгликдан; агар а С  0 булса,

Е | ~ > а }  =  £ { ф > 0 > и  в|ф<^-}

тенгликдан; агар а =  0 булса,

Е | ^ > а |  =  £ { ф > 0 >

тенгликдан келиб чицади. Чунки бу тенгликларнинг унг томо
нидаги тупламларнинг ^ар бири улчовли.*

32.10-теорема. Агар f(x) ва ф (х) функциялар Е туп■
fix)

ламда улчовли булиб, Е да ф (х )ф О  булса, у %олда

функция х,ам Е тупламда улчовли булади.
Исбот .  Бу теореманинг туррилиги ушбу

Пх) ~ f(x ) 1
Ф W ф W

муносабатдан з̂ амда 32.8 ва 32.9-теоремалардан бевосита келиб 
чицади.*
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32.11-теорема. Агар f (х) функция Е тупламда узлук. 
сиз булса, у %олда f (х) бу тупламда рлчовли булади.

Исбот .  Аввало F =  Е {/ <  с} тупламнинг ёпиклигини ис
бот циламиз. Дархак^ат, хй£Е  бу туплам учун лимит ну^та 
булсин. У ^олда F тупламда х0 нуцтага яцинлашувчи {хп} кет

ма-кетлик мавжуд булиб, ихтиёрий п =  1 , 2 , . . .  учун f(xn) <

<  с тенгсизлик уринли. У холда f(x) функциянинг узлуксиз- 
лигига мувофиц: / (х0) <  с, бундан х0 £ F, демак, F ёпик; туп
лам.

Энди теореманинг тугрилиги

£ { / > с }  =  £ \ £ { / < с }  =  E ^ F

тенгликдан келиб чицади, чунки Е  ва F тупламларнинг ^ар 
бири улчовли.*

2-таъриф. Агар ц(Е {f¥= y}) = 0  булса, / (х) ва ф (х) 
функциялар Е тупламда эквивалент дейилади.

f(x) ва ф (х) функцияларнинг эквивалентлиги / ~  ф кури
нишда ёзилади. Икки эквивалент функция Е тупламда бир 
вацтда улчовли ёки улчовсиз булиши таърифдан бевосита кури- 
нади.

3-таъриф. Бирор улчозли Е туплам берилган булиб, 
р.(Е) ^ > 0 булсин. Агар бирор хосса улчови нолга тенг А а Е  
тупламда бажарилмай, Е тупламнинг долган щсмида (яъни 
Е~^А тупламда) бажарилса, у х1олда бу хосса Е тупламда 
деярли бажарилади дейилади.

Масалан, Е тупламда эквивалент булган икки функция бир- 
бирига деярли тенг дейилади.

4-таъриф. Бирор улчовли Е туплам берилган булиб, 
|х (Е) >■ 0 булсин. Агар Е тупламда анщланган {/„(*)} функ

циялар кетма-кетлиги улчови нолга тенг булган бирор А 
тупламнинг ташкарисида (яъни Е ^ А  тупламда) / (х) функ
цияга ящнлаихса, у холда {[п (х)} функциялар кетма- кетлиги 

f(x) функцияга деярли ящнлашувчи дейилади.
Боцщача айтганда {х: lim !п{х)Ф1(х)} тупламнинг улчови

П—*00

нолга тенг.
5-т а ъ р и ф. Агар бирор рлчовли Е трпламда f(x) 

функциянинг чексиз щйматга эга булган нуцталар ид ан 
иборат тупламнинг рлчови нолга тенг булса, f(x) функция
ни Е тупламда деярли чекли дейилади.

33- §. Улчовли функциялар кетма-кетлиги.
Лебег, Рисс, Егоров теоремалари

Илгариги параграфдаги теоремалардан куринадики, 
улчовли функциялар устидаги арифметик амалларнинг
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натижаси яна улчовли функциядир. Энди улчовли функ
циялар синфида бир неча хил лимитга утиш амалини ку- 
риб, уларнинг хоссаларини Урганамиз.

33.1-т е о  р е м а. Улчовли Е тупламда улчовли fi(x), 
f2 (х) , . . .  функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. 
Агар Е тупламнинг х(ар бир х нуцтасида

f(x) =  lim fn(x)
П~*оо

тенглик бажарилса, у %олда f (х) функция Е тупламда 
улчовли булади.

И с б о т .  Ихтиёрий узгармас а сонни олиб,

Em,k ~ Е  j/ft ̂  а "1“ ~ |  > m ~  1 >2, . . . ; й =  1, 2, . . .

ва
Гоо

Ет,п ~  П Em k
k—n

тупламларни тузамиз. fk функция улчовли булгани учун E m k 

тупламлар улчовли. 20.5-теоремага мувофиц, Fmn тупламлар 

^ам улчовли булади.
Агар

E { f> a }  =  0 Fmn
т,п=\

тенгликни исбот цилсак, у з^олда 20.3- теоремага асосан 
теорема исбот цилинган булади.

Бу тенгликни исбот цилиш учун цуйидаги икки муно- 
сабатнинг тУгрилигини курсатиш кифоя:

Е {f >  a} cr.[J F , (1)
т,п s=l

U Е а  £■{/>• а}. (2)
т,п=\

Фараз ^илайлик, х0 нук;та Е {/ >  а) тупламнинг ихтиёрий эле
мента булсин, яъни f(x0)>a\ бу тенгсизликдан фойдаланиб, 
етарли катта т  натурал сон учун ушбу

/(х0) > я  + —
т

тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Аммо lim fk (х0) =  /(х0); демак,
k-+oo

шундай п натурал сонни топиш мумкинки, барча k >  п учун

fk(x0) > a  +  ~ ,
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яъни

*0 £ Ет п

муносабат уринли булади. Бундан куринадики,

*о€ Л E m k =  Fm n с: U Fm n,
k= n  m ,n = i

яъни Е | /> а}  тупламнинг ихтиёрий х0 элементи U Fmn туп-
т,п

ламга ^ам кирар экан.

Демак, (1) муносабат исбот булди. Энди (2) муносабатни
ОО

исботлаймиз. х0 £ U F булсин; у цолда шундай т  ва п нату-
m,n= 1

рал сонлар мавжудки, улар учун xQ£F mn муносабат Гринли. 

Сунгги муносабатдан барча k >  п учун

хо ^Е тк,

яъни

fk (хо) >  а + —т

муносабат келиб чицади.
k га нисбатан лимитга утсак, цуйидаги тенгсизликка 

келамиз:

f(xo )> a +  ~ > а ,т

ЯЪНИ

x0£ E { f> a } .

Бу билан (2) муносабат ^ам исбот б^лди.*
33.2-и з о ^ .  Агар

Hm fn{x) =  f{x)
П - ¥  00

муносабат Е тупламнинг ^ар бир нуцтасида эмас, балки 
Е  тупламда деярли бажарилганда ^ам (яъни бу муноса
бат бажарилмаган нуцталардан иборат булган тупламнинг 
Улчови нолга тенг б^лса) теорема кучини сацлайди. 
Х^ацицатан,

р { х £ Е : lim fn (х) ф  f (л:)} =  0 булса,
П—+00

Е0 =  Е ^ { х £  Е ; lim /„(*) Ф f(x)}
П-ЮО

тупламнинг хар'бир х £ Е 0 нуцтасида lim fn (х) =  f(x) тенглик
П-Ч-00
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уринли. {х £ Е : lim fn [х) ф  f (я)} тупламнинг улчови ноль бул-
П—+оо

га ни учун f (х) функция Е0 тупламда улчовли. У ^олда у Е 
тупламда л,ам улчовли булади.

1-таъриф (Ф. Рисс). Улчовли Е трпламда деярли 
чекли, рлчовли f(x) функция ва деярли чекли, рлчовли 
i/Д*)) функциялар кетма-кетлиги берилган брлсин. Агар 
%ар щндай мусбат о сон учун ушбу

lim ц (£ {|/„ — / | > о »  =  0
П-ЮО

муносабат1 бажарилса, у %олда {/„ (х)} функциялар кетма- 

кетлиги / (х) функцияга рлчов брйича яцинлашувчи дейилади 
ва /„=>/ крринишда ёзилади.

К,уйидаги Лебег, Егоров, Лузин теоремаларидаги барча 
функцияларни деярли чекли деб фараз циламиз ва уни 
бундан кейин ало^ида айтиб Утирмаймиз.

33.3-теорема (А. Лебег). f(x) функцияга улчовли 
Е трпламда деярли яцинлашувчи рлчовли {fn (х)} функция
лар кетма-кетлиги берилган брлсин. У %олда {/„ (х)} функ
циялар кетма-кетлиги Е трпламда f (х) функцияга рлчов 
брйича %ам ящнлашувчи брлади.

И с б о т .  33.1-теорема ва 33.2-изо^га биноан/(х) функ
ция Е  тупламда рлчовли булади.

К,уйидаги тупламларни тузамиз:

А =  {1/| =  + оо}, =  £{]/в|=+оо}, В = £{ /„  —/-/>, 

C ^ A U W A J U B , Ek(o) =  E { )fk- f\ >o}
п— 1

/?„(о) = и ЕМ . Р =ЪнМ-
k=n гг=1

Теореманинг шартларига кура бу тупламларнинг з^ар бири 
Улчовли ва

ц(С) =  0. (3)

Ушбу

(о) R2 (а) => . . . 

муносабатларга ва 20.7-теоремага мувофик;

lim fi (Rn (ст)) =  (4)

1 Агар х0 нуцтада fn (х0) ва /'(х0) функциялар чексиз цийматга эга 

булиб, ишоралари бир хил булса, ани^масликка йул ^уймаслик учун х0 
ну^тани Е  (|/п —■ /| > о )  тупламга киритамиз.
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Р а С  (5)

муносабатни исбот циламиз. Бунинг учун Р  тупламдан ихти

ёрий х0 элементни оламиз. Агар х0£С  булса, у ^олда

lim/„ (ха) =  /(*„)
П-*оо

булади. Демак, шундай л натурал сон топиладики, унинг учун 

14 (^о) — / (л:о)| <  <7 (k > n )  

тенгсизлик бажарилади ёки бош^ача айтганда, 

х0£ Е к(о) (k > n ).

Бундан х0 £ Rn (ст) ва х0 £ Р  муносабатлар олинади. Шу билан 

(5) муносабат исбот булди. (3) — (5) муносабатлардан

lim ц (Rn (а)) — О
П~* оо

тенглик келиб чикади. Шу билан улчов буйича я^инлашиш- 
нинг Ф. Рисс таърифига мувофи^ теорема ^ам исбот этилди, 
чунки

En(a ) ^ R n(a)

ва демак,

И (Еп (°)) =  и {Е {|/„ —  /I >  О}) <  jx (Rn (а)) - >  0 , л —  00

И зо ^ .  Теореманинг тескариси тугри эмас, яъни улчов 
буйича я^инлашишдан деярли я^инлашиш келиб чи̂ майди.

Мисол. Дар бир натурал k ва / =  1, k сонлар учун [0,1) 
ярим орали^да ушбу

1 I

Энди

/<*>(*)

1, *<е[-
k k

о, х£

( /=  1,*)
1— 1 I

тенглик билан ани^ланган /<А) (х) функцияни тузамиз. Бу f[k) (х) 

функцияларни ушбу

<Pi (х) =  f[n [х), фа (*) =  /[2) (х), Ф3 (*) -  ff> (х), ф4 (х) =  /<3> (х), . . .

кетма-кетлик куринишида ёзамиз. Бу функциялар кетма-кетли
ги улчов буйича нолга интилади; дар^а^и^ат, агар срп (х) =  

— /<*> (х) булса, у ^олда ^ар а̂ндай ст(0 <ст <  1) сон учун
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k ' k

тенглик уринли булади. Бундан

Р(Е {|ф„1 >  о}) =  0, п-+ оо,

чунки п — оо да k сон хам чексизликка интилади. Иккинчи 
томондан, фл (х) — U муносабат [0, 1) ярим оралицнинг бирор- 

та цам нуцтасида бажарилмайди. Хацицатан, агар х0 £ [0, 1) 
булса, у з̂ олда цар цандай k учун шундай I сон топиладики, 
улар учун ушбу

муносабат бажарилади, [демак, }'к) (х0) =  1. Бошцачасига айт- 

ганда,

Ф г ^ о ) .  Фг (*о)..............%  (х о), ■ ■ ■

сонлар кетма- кетлигида бир сони чексиз марта учрайди. Демак, 
бу кетма-кетлик х0 нуцтада 0 га яцинлашмайди. х0 нуцта их
тиёрий булгани учун'cpn(x) кетма-кетлик [0, 1} нинг цеч цан

дай нуцтасида 0 га интилмайди.
Бу мисолдан ва Лебег теоремасидан улчов буйича 

яцинлашиш тушунчаси деярли яцинлашиш тушунчасига 
цараганда кенгроц эканлиги куринади; деярли яцинлашиш 
тушунчаси эса з$ар бир нуцтада яцинлашиш тушунчасидан 
кенгроцдир.

33.4-те о р е м а. Агар {fn(x)} функциялар кетма-кет
лиги Е тупламда улчов буйича f(x) ва g(x) функция-
ларга яцинлашса, бу функциялар -Е тупламда эквивалент 
булади.

И с б о т .  }^ар цандай ст>0 мусбат сон учун

Е  № — «I >  О) <= Е {|/„ — Л >  f } и Е -  g| >  | }

муносабат доимо уринли. Буни исботлаш учун- бирор х 
элемент бу муносабатнинг ^нг томонига кирмаса, у бу 
муносабатнинг чап томонига цам кирмаслигини курсатиш 
кифоя. Хацицатан, агар

булса, у э̂ олда



*€ E \\fn~ f\ > j]  »  x £ E ^ f n — g \ > ^

булади. Демак,

|/„W — / W l < “  ва 14(x) — g (x)|<

тенгсизликлар Уринли. Булардан

I/ (x) — g (x)l <  \fa (x) — f (x)\ + \fn (x) — g (x)| <  a

тенгсизликка эга буламиз. Бу эса

x£E{\f~g\>o}

эканлигини курсатади. Теореманинг шартига кУра юцори- 
даги муносабатнинг Унг томонидаги тУпйамларнинг ^ар 
бирининг Улчови я->оо да нолга интилади; демак,

V (Е {I/ — gl >  о}) =  О 

тенглик Уринли, яъни

f ~ g ■*

33.3- теоремада деярли яцинлашишдан Улчов буйича 
я^инлашиш келиб чицишини, бу теоремадан кейинги изо^- 
да эса аксинчаси, яъни улчов буйича яцинлашишдан деяр
ли яцинлашиш келиб чицмаслигини курдик. Шунга ^ара- 
май, аксинчаси баъзи бир маънода Уринли эканлиги цуйи- 
даги теоремадан куринади.

33.5-теорема (Ф. Рисс). Агар {fn(х)} функциялар кет

ма-кетлиги Е трпламда f (х) функцияга рлчов брйича яцан- 
лашса, у %олда бу кетма-кетликдан шундай {fn. (х)} цисм

кетма-кетликни ажратиб олиш мумкинки, бу кием кетма- 
кетлик Е трпламда / (х) функцияга деярли яцинлашувчи 
булади.

Исбот . п — оо да р Е ({|fn — /| >  а}) -*• 0 булгани учун 

цуйидаги шартларни цаноатлантирувчи {ап}, {ел}, {п(} сонлар 

кетма- кетликлари мавжуд;
оо

ст„>0, Итап =  0, е > 0 ,  У  е <  + оо,
JSi

ni <  Ч  <  п3 . . . <  nk < .  . . ,
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г

ва

ц(Е{1/п - П > о 2) )< г 2,

...................................  (6)

l*(E{lf„k — Л > » * } )<  е*-

Бу функциялар кетма-кетлигининг £  тупламда

деярли яцинлашувчи эканлигини курсатсак, теорема исбот ^и- 
линган булади. Ушбу

^ = b^E{\ fn- f\ >ok}, Q -  Л,/?*
* т= 1

тупламларни тузамиз. =э #2 о  . . . муносабатлардан 20.7- 
теоремага мувофик; m-voo да

Иккинчи томондан, (6) га мувофи^,

k—m

оо

Демак, ц {R„)-*- 0, т-*- оо, чунки 2 е*<' -̂ 00- ®Ундан эса
*=i

уз навбатида

^ (Q) == 0

тенглик келиб чи^ади.
Энди £\Q тупламнинг ^ар бир нуцтасида {fn. (х)} функ

циялар кетма- кетлигининг я^инлашувчи эканлигини исбот 
^иламиз.

Хар бир хй £ E\Q учун шундай т а топиладики, xe€ Rn муно

сабат уринли булади. Бундан, агар k > m 0 булса, х0£Е  {|/ — 

— /| >  ak). Демак, k >  т 0 булганда

1/я*(*о)— f(xo)\<ak-

Аммо fe-v оо да aft->-0 булгани учун ft-»-oo да охирги муно- 

сабатдан (дс0)->/(х0), яъни{/nft(л:)}функциялар кетма-кетлиги

Е  тупламда деярли я^инлашади.*
33.6-теорема (Д. Ф. Егоров): Улчовли Е тупламда f(x) 

функцияга деярли ящнлашувчи улчовли {fn (x)} функциялар 

кетма-кетлиги бгрилган булсин. У  хрлда %ар кандай е > 0
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учун шундай улчовли Р  с: Е тупламни топиш мумкинки, 
унинг учун ц(Р)^>ц(Е)— е муносабат бажарилиб, бу Р  
тупламда {/„(л:)} функциялар кетма-кетлиги / (х) функция

га текис ящнлашади.
И сбот .  Шу параграфдаги Лебег теоремасини исбот ^илиш- 

да ушбу

lim ц (Rn (а)) =  О
П—-ЮО

муносабатни келтириб чик;арган эдик, бу ерда 

Я„(а) =  U Е {\fk — /| > о} .
k=n

Энди ^уйидаги шартларни ^аноатлантирувчи {стА}, {nk} ва 

{6А} сонлар кетма-кетликларини тузамиз:

а А, о к—*- 0 (k — оо),

SA> 0 ,  б3 + 00'
k=[

ОО

2  &k ^аторнинг якинлашувчи лиги дан фойдаланиб, теореманинг
А = 1

шартида берилган е учун шундай q натурал сонни топамизки, 
унинг учун

Р)
*=9

тенгсизлик бажарилсин.
К,уйидаги тупламларни тузамиз.

Р =  Е\е.

(7) га асосан ц (е) <  е, демак, ц. (Р) >  ц (Е) — е.
Агар {fn (л:)} функциялар кетма- кетлигининг Р да f (х) функ

цияга текис я^инлашишини исбот к;илсак, теорема исбот этил- 
ган булади.

_Энди е ихтиёрий мусбат сон булиб, х £ Р  булсин, демак, 

х£е. т  ни шундай танлаймизки, т >  q ва от <  е булсин 

(°т 0 булгани учун бундай т  сон мавжуд). У ^олда 

х £ ЯПт (рт). Бош^ача айтганда, k >  пт булганда

x£E{\fk — /| > a m}.
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Бундан ушбу

\fk(x) — f(x)\<om (k>q )

муносабат ва ат <  е булгани учун ушбу

\fk(x)— f(x)\<B (k >  nq)

муносабат келиб чицади.
{fn(x)} функциялар кетма-кетлигининг Р  тупламда / (х)

функцияга текис якинлашиши сунгги муносабатдан куринади, 
чунки бунда пд сон е сонгагина боилиц булиб, х га борлиц

эмас. *
33.7- и з о ^ .  20.8-теоремага мувофиц, Егоров теорема- 

сидаги Р  туплам сифатида мукаммал тупламни олиш мум
кин эди.

34- §. Лузин теоремаси

Функциялар назариясида узлуксиз функциялар синфи 
роят катта а^амиятга эга. 32.11-теоремадан маълумки, ^ар 
цандай узлуксиз функция улчовли функция булади.

Энди узлуксиз функциялар билан улчовли функциялар 
орасида (уларнинг тузилиши маъносида) цандай муноса* 
бат бор, деган савол тугилади. Бу саволга Лузин теоре
маси жавоб беради.

Лузин теоремасини исботлашдан олдин цуйидаги тео- 
ремани исботлаймиз.

34.1-теорема. Фараз цилайлик, Fv F2, . . . , Fn mijn-

ламлар дзаро кесиммайдиган ёпщ тупламлар булсин. Агар
П

F =  U Fk тупламда анщланган /(х) функция %ар бир Fk, 
k— 1

k — l , n  т§пламда дзгаряас булса, у %олда f (х) функция 

F тС/пламда узлуксиз бдлади.
Исбот . F туплам чекли сондаги ёпиц тупламларнинг 

йириндиси булганлиги сабабли 13.8-теоремага асосан у ёпиц 
туплам булади. Бундан хп-+х0 булган з;ар цандай {хп}, xn£F  

кетма-кетлик учун x0£F  муносабат келиб чицади. Демак, 
шундай т{  1 <  т  ^  п) топиладики, х0 £ Fт булиб, Fk туплам-

ларнянг”узарэ кесиишаганлигидан k Ф  т  булганда х0 £ Fk му

носабат уринли булади. Бундан Fv F2.......... Fm_ p Fm+V .. . ,Fn

тупламлар да {xn} кетма-кетликнинг купи билан чекли сон

даги элементларигина булиши мумкинлиги келиб чицади. Фараз 
цилайлик, xN бу элементларнинг энг охиргиси булсин. У о̂л-
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да ĵ ap цандай k >  N учун xk £ Fm муносабатга эга буламиз. 

У  з̂ олда теорема шартига кура / (xk) =  f (х0) тенглик барча 

k >  N учун уринли булади. Бундан / (ж) функциянинг узлук
сиз эканлиги келиб чицади.*

34.2-теорема (Н. Н. Лузин). Агар f (х) функция Е  
тупламда улчовли булса, у %олда \ар цандай е >  0 сон учун 
шундай ёпщ F czE тупламни топиш мумкинки, бу туплам
да / (х) функция узлуксиз ва

^{Р)>\^(Е) — г

муносабат уринли булади.
Исбот .  Ушбу Еп =  Е (— п <  / (х) <  п) белгилашни кири- 

тиб, Е  тупламни ^уйидаги куринишда ёзамиз:
оо

Е - Ц ,в '

Сунгра Еп с : £ п+1 муносабатдан ва 20.6-теоремадан ушбу

»*(£) =  lim (*(£„)
П—*оо

муносабат келиб чи^ади. Бу тенгликдан фойдаланиб, з̂ ар цан- 
дай е >  0 ва етарли катта булган N натурал сон учун ушбу

^ (Я л, ) > ^ ( £ )  —  el (1)

тенгсизликни ёзишимиз мумкин.
Энди [— N, N] сегментни тенг 2nN  цисмга буламиз (га— 

ихтиёрий натурал сон):

ajp) =  — N, a f  =  — N +  — , М») =  — N +  . . . ,
п 2

— *  +  7 ' -
Е ^  билан Е /(х) <  а^} , (k =  1, 2, . . .  , 2 nN) туп

ламни белгилаймиз. Ушбу

2л N

^ = sJU1£ i"). Ef{\Ef) =  0  (кФЦ

тенгликлар уз-узидан тушунарли. Е^> тупламнинг з̂ ар биридан

20.8-теоремага асосан улчови цуйидаги тенгсизликни ^аноат- 
лантирадиган F ^  ёпик; ^исм тупламни ажратиб оламиз:

4 2n2nN
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Fn билан Flp  тупламларнинг k буйича йигиндисини белги-

лаймиз, яъни F = U  F<"K 
*=1

13.8-теоремага асосан Fn туплам ^ам ёпиц. Fn тупламнинг ул

чови

тенгсизликни к,аноатлантиради. тупламда fn(x) функцияни 

цуйдагича аницлаймиз:

34.1-теоремага асосан fn (х) функция Fn тупламда узлуксиз 

булади.
Агар х ну^та Fn тупламнинг элементи булса, у Fp , k =  

='1, 2, . , . тупламларнинг биригагина киради.
, Агар x £ F ^  cz ££> булса, у ^олда

2 пЫ
Бундан Fn =  U Fnk булгани сабабли х нинг Ря дан олинган ^ам- 

ма цийматлари учун

a ^ t, агар л: £ булса, 

.0, агар х£ F(u] булса.

o il, < / ( * ) <  а*

Демак, з̂ ар бир х£Р%) учун

о <  / (*) (*) <  <  =  ~  •

Ш - Ш < т п

тенгсизлик уринли.

Энди F — П Fn тупламни оламиз. Ушбу

F„=- E„\(E„\FJ (3)

ва (2) муносабатлардан

V.(EN\Fn) < j ; (4)

тенгсизликни оламиз. (3) ва
00
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F =  EM\ IV(E„\ FJ 1
п= 1

муносабатни топамиз. Бундан ва (4) дан цуйидаги тенгсизлик 
келиб чицади:

(5)
п—1

Х̂ ар цандай п натурал сон учун

Fn =>F

муносабат бажарилганлиги сабабли /п (х) функция F туплам

да узлуксиз булади ва цуйидаги

lf (x )- fn (x ) l< ~  (x€F)

тенгсизлик бажарилади. Сунгги тенгсизлик F тупламнинг ^ар 
цандай элементи учун уринли; демак, {/„(*)} функциялар кет

ма-кетлиги F тупламда узлуксиз ва унда f(x) функцияга те
кис яцинлашади.

30.1-теоремага асосан f (х) функция F тупламда узлуксиз 
булади ва (1), (5) муносабатларга асосан

\х (F) >  (х (En) — е >  ц (Е) — 2е

тенгсизликлар бажарилади.*
Баъзи муаллифлар функциянинг Лузин теоремасида 

ифодаланган хоссасини улчовли функциянинг таърифи си- 
фатида оладилар ва ундан функциянинг Лебег маъносида 
улчовли эканлигини келтириб чицарадилар.

М А И Щ  У Ч У Н  M A C А Л А Л А Р

1. Агар f(x) функция улчовли Е тупламда улчовли булса, 

у ^олда унинг мусбат цисми /+ =  шах {/, 0} ва манфий цис- 

ми /— =  — min {/, 0} з̂ ам шу тупламда улчовли булишини ис
ботланг.

2. Агар f(x) ва g(x) функциялар Е тупламда улчовли 
булса, у ^олда цуйидаги функцияларнинг ^ам Улчовли 
булишини исботланг:

а) Н (х) =  max {/ (х), g(x)};
б) h(x) =  min{f(x), g(x)};

в) агар f(x) >  0 булса, ср(х) =  (f(x))sM .

дан
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3. f (х) функция улчовли Е тупламда улчовли булсин. Ушбу

<р(0 =  |х [£ { * £ £ : /(* )< /} ]

функциянинг камаймайдиган ва чапдан узлуксизлигини, 
ушбу

Ф (0 — ц [Е {х£ Е: f(x) >  /}]

функциянинг зса усмайдиган ва унгдан узлуксизлигини 
исботланг.

4. Агар f2(x) улчовли булса, у ^олда f(x) функция
нинг улчовли булиши шарт эмас. Шунга мисол келтиринг.

5. [О, 1] да ани^ланган улчовли f(x) ва g'(x) функ
циялар берилган ва Q ^ f ( x ) ^ l  тенгсизлик уринли б^л- 
син. Бу функцияларнинг суперпозицияси g(f(x)) ^лчов- 
лими?

6. [О, 1] да улчовли ва деярли чекли f(x) функция 
берилган. [О, 1] да ани^ланган камаювчи шундай g(x ) 
функция мавжудки, хар ^андай а учун

H (E {g>  а}) =  ц (£ {/ >  а})

тенглик Гринли. Исботланг.
7. [О, 1] да ани^ланган улчовли ва деярли чекли f{x) 

функция берилган. Ушбу

lx (E {f> h } )> ±  [i(E { f> H } )< ± - , H > h

шартларни ^аноатлантирувчи h соннинг мавжудлиги ва 
ягоналигини исботланг (Л. В. Канторович масаласи).

V I I  б о б  

ЛЕБЕГ ИНТЕГРАЛИ

Математик анализ курсидан маълум булган Риман интегра
ли тушунчасига назар ташласак, унда Риман интегралининг 
баъзи бир синф функциялари учун мавжуд эмаслигини кура- 
миз. Бунга мисол келтиришдан олдин Риман интегралининг 
таърифига тухталиб утамиз: Агар [а, Ь] сегментда ашщланган 
f(x) функция берилган булса, Риманнинг рояси буйича [а, b] 
сегмент, узунликлари Дх, Д2, . . . , Дп булган п та булакка 

булинар эди ва ^ар бир булакчадан ихтиёрий lk нуцта танла- 

ниб, ^уйидаги интеграл йигинди
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^ = 2 / < у а ,
*=i

тузилар эди. Бунда, л->- оо да (шах Ak-*0) Sn кетма-кетлик-
tl

нинг лимита мавжуд булса ва бу лимит [а, Ь] сегментни 
буяакчаларга булиш усулига з̂ амда ^ар бир булакчадан \k ну^- 

таларнинг танланишига боми^ булмаса, бу лимит f(x) функ- 
циядан [а, Ъ] сегмент буйича олинган Риман интеграли дейи- 
лар эди.

Агарда [а, Ъ) сегментда аницланган / (х) функция сифатида 
Дирихле функциясини олсак, яъни

с, < _  П, агар х — рационал булса,
/ w  — |о, агар х — иррационал булса,

у з̂ олда юк;орида келтирилган Риман таърифи буйича бу функ
циянинг интеграли мавжуд булмайди. Х^и^атан, агар Ак 

булакчаларнинг >;ар .биридан tk ну^та рационал ^илиб танланса, 

Sn — 0, яъни lim Sn =  0 булади. Агарда булакчаларнинг

з̂ ар биридан lk ну^та иррационал к,шшб танланса, Sn =  b — а, 

яъни

П т 5 л =  6 — а
П~~юо

булади. Курамизки, Sa кетма-кетликнинг лимита ДА булакча- 

лардан l k ну^тани танлашга борли^.

Бу каби мисолларни к^плаб келтириш мумкин.
Курамизки, Риман интеграли тушунчасини математи- 

када к^плаб ишлатиладиган муз̂ им функцияларга татбиц 
цилиб булмайди. Шу сабабли Риман интеграли тушунча
сини кенгайтириш масаласи тугилади. Бу масала билан 
к^п математиклар шурулланиб, Риман интегралининг тур- 
ли умумлаштиришларини топишган. Буларнинг ичида энг 
муз^ими Лебег томонидан киритилган интеграл тушунча- 
сидир.

Лебег интегралининг асосий гояси шундаки, у функ
циянинг ашщланиш соз^аси булган [а, Ь] сегментни б^- 
лакларга б^лаётганда аргумент цийматларнинг яцинлиги- 
ни эмас, балки функция ^ийматларининг я^инлигини з$и- 
собга олади. Бу гоя бир йула Риман интеграли мавжуд 
булган функциялар синфидан кенгроц функциялар син- 
фи учун интеграл тушунчасини ани^лашга имкон бера- 
ди. Риман ва Лебег гояларини бош^ача яна ^уйидагича 
з̂ ам солиштириш мумкин. Айтайлик, [а, Ь] сегментнинг

160



узунлигига тенг булган ипга ихтиёрий равишда з^ар хил 
цийматли тангалар текис тизилган дейлик. Шу тангалар- 
нинг умумий цийматини цисоблаш учун Риман уларнинг 
з$ар бирининг цийматини ипда жойлашиш тартибида цушиш 
усулини цулласа, Лебег эса аввало уларнинг бир хил 
кийматлиларини гуру^лаб, сунг уларни цушиш усулини 
цуллайди. Юзаки цараганда бу икки усулда з^исоблашлар- 
нинг бир-биридан устунлиги сезилмаса-да, цуйида биз Лебег 
усулининг катта имкониятларга эга эканлигини кура- 
миз.

35- §. Чегараланган функциянинг Лебег интеграли

Аввало Лебег интегралини [а, Ь] сегментдаги улчов
ли Е тупламнинг характеристик функцияси учун аницлай- 
миз.

Ушбу

1, xgE ,

.0, х £ Е

функцияни Е тупламнинг характеристик функцияси дейила
ди. fB(x) функциянинг Лебег интеграли деб (Е) сонга (яъни'£ 

тупламнинг улчовига) айтилади ва цуйидагича белгиланади:

(L)\fB{x)dx=»{E).
Е

Ушбу

h, х £Е ,

^ Х) 10, х £Е  

функция учун эса Лебег интегралини

(L) j  f(x)dx-k\k{E)
Е

тенглик билан аницлаймиз.
Умумий з^олга утиш учун Л ва В билан улчовли Е 

тупламда аницланган f(x) функциянинг мос равишда аниц 
цуйи ва аниц юцори чегараларини белгилаймиз з^амда 
[А, В\ сегментни цуйидагича п цисмга буламиз:

А =  У ъ <У 1<У г<  • • • < У п-1<У п =  В.

Сунгра

е (v =  0, п 1)
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yv < f ( x )<  y4+i

тенгсизликни ^аноатлантирадиган х нукталардан иборат туплам
ни белгилаймиз. /(х) функция улчовли булганлиги учун ev (v =

=  О, п — 1) тупламлар улчовли булади.
Энди ушбу

Пг- 1 п— 1

s = 2 у*  ̂ 5 = 2   ̂̂
о \ = 0

йигиндиларни тузамиз (s ва 5 ни мос равишда куйи ва юкрри 
йитндилар дейилади) ва цуйидаги таърифни киритамиз:

Та ъриф. Агар Хп(=  шах [у ,, — у ]) нолга интилганда
0 < v < n — 1

(п-+- оо) s ва S йипшдиларнинг лимиты мавжуд булиб, бир- 
бирига тенг булса ва бу лимит уv ну^таларни танлаб 

олишга боглщ булмаса, у %олда бу лимитни f (х) функция
нинг Е тупламдаги Лебег интеграли дейилади ва бу инте
грал юкоридаги хусусий доллар каби ушбу (L) | / (x)dx кури-

£
нишда белгиланади.

Т е о р е м а .  Агар f(x) функция улчовли Е туплам
да улчовли ва чегараланган булса, у %олда унинг учун 
Лебег интеграли мавжуддир.

И с б о т .  Чегараланган ва улчовли f (х) функцияни 
олиб, унинг учун 5 ва 5 йигиндиларнинг умумий лимит- 
га эга эканлигини курсатамиз. Бу функция чегараланган- 
лиги учун унинг ани^ ^уйи ва ани^ ю^ори чегаралари 
мавжуд; улар мос равишда Л ва В булсин. [А, В] сег
ментни икки усул билан к>уйидагича ва п2 ^исмларга 
буламиз:

А ^ у 0 < у 1 < у 2 <  ■ ■ ■ < У П1- 1 < У п 1 =: В ’ W
А =  У'0 <  У\ <  У'2 <  - ■ ■ <  < _ !  <  y'„t =  В. (2)

Агар

К  7  max tyv+ i-yJ’ К  7  тах - У З '' 0<V</!,—1 Т 0<v«nf— 1

Я, = max {%„, %„ I* Яг пг

белгилашларни киритсак, у ^олда булиниш ну^талари 
учун ушбу

билан
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(v =  o . ^ - i ) ,  

[ y 'v + i- y ^ b  (v =  0, nt - l )

тенгсизликлар бажарилади. Бу тенгсизликлардан цуйидаги 
муносабатлар келиб чи^ади:

5 — s =  2 ^ v + i ~ ^ ) f x(ev)<^'  2  Н-(ev) == ^ ̂
V = 0  V = 0

S' -  s' =  " j ^ + i  ~  УЭ И « )  <  ^”2  ** (< } =  ^
v=0 v=0

бу ерда s' ва 5' сонлар (2) булиниш учун тузилган цуйи ва 
ю^ори йигиндилар. Энди (1) ва (2) булиниш нук;таларини, яъни 
уу, y'v нуцталарнинг з̂ аммасини булувчи нуцталар сифатида 

оламиз ва тегишли s", S "  йигиндиларни тузамиз. Бунинг нати
жасида s ва s' йигиндилар камаймайди. 5 ва S' йигиндилар 
эса ортмайди, яъни

s <  s" <  S" <  5,

s' <  s" <  5" <  5' (3)

тенгсизликлар уринли булади. Дар^аци^ат, агар (;/v, yv+1) ора- 

лиь̂ ни бирорта янги I ну^та ёрдами билан (z/v, |), (с, i/v+1) 

орали^ларга булсак, у з̂ олда ушбу

Уч Ц Ю  <  V- (Е (Уу <  / <  Ш +  s |х {Я (£ <  / <  yv+1)}
тенгсизлик бажарилади. Бундан куринадики, s ^ s " ,  яъни 
^ушимча булиниш ну^талари киритилиши натижасида 
^уйи йигинди камаймайди.

Шунга ухшаш ушбу

yv+i И (ev) >  Е f* № (У̂  <  / <  I)} +  yv+1 Ц { £ ( £ < /  <  Уу+1)}

тенгсизликни з̂ ам ёзишимиз мумкин; бундан куринадики, 
янги нуцтани киритиш натижасида S йигиндининг тегиш
ли з а̂ди ортмас экан, демак, S ю^ори йигиндининг узи з<[ам 
ортмайди.

(3) муносабатлардан куринадики, (s, S) ва (s', S') 
орали^лар (s", S") орали^дан иборат умумий ^исмга 
эга экан. Демак, s, s', S ва S' сонларнинг з^аммаси узун
лиги 2Хц(Е) дан катта булмаган орали^да жойлашгандир. 
X ни истаганча кичик 1̂илиш мумкинлигидан ва математик 
анализдаги умумий я^ннлашиш принципига мувофи^ 
s, S йигиндиларнинг умумий лимитга эга эканлиги келиб 
чицади.

Демак, ю^орида берилган таърифга мувофи^ з^ар ^ан-
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дай чегараланган улчовли f(x) функция учун Лебег 
интеграли доимо мавжуд.*

36- §. Чегараланган функция Лебег интегралининг 
асосий хоссалари

Бу параграфда учрайдиган барча улчовли функциялар 
чегараланган деб ^исобланади.

36 . 1-теорема  (урта циймат цацида). Агар Е туп
ламда улчовли f(x) функция учун m ^f(x )^L M  тенгсиз
лик бажарилса, у %олда1

m <  (Д. (Е) j  / (л:) dx <  М ц (Е).
Е

И с б о т .  s ва 5 йигиндиларнинг тузилишига мувофиц 
ушбу

m j-i (Е) <  s <  S <  М (л (Е)

тенгсизликлар уринли. Бу тенгсизликларда тегишли ли- 
митга утилса, юцоридаги муносабатлар келиб чицади.*

Лебег интегралининг цуйидаги 36.2, 36.3 ва 36.4- хос
салари унинг таърифидан ва 36.1-теоремадан бевосита ке
либ чицади.

36.2-натижа. Агар улчовли f(x) функция Е туп
ламда манфий булмаса, у х1олда унинг бу туплам буйича 
интеграли %ам манфий булмайди, яъни агар f ( x ) ^  0 бул
са, у %олда

| f(x)dx >  0.
Е

36.3- н а т и ж а. Агар Е тупламнинг улчови ноль бул
са (яъни |л(£')=0), у %олда %ар ц.андай чегараланган ул
човли f(x) функция учун

С / (х) dx =  0
£

булади.
36.4- н а т и ж а. Агар с узгармас сон булса, у цолда

[ с / (х) dx =  с J / (%) dx.
е в

36.5-теорема. Агар Е, E it i =  1, с» улчовли туплам-

1 Интеграл символи олдида L >;арфи ёзилмаган булсада, келгусида 
у интегрални Лебег интеграли деб тушунамиз.
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лар брлиб, Е =  (J Ei (Ek П Es =  0  , k=/=s) ва f (х) функция Е 

mi/пламда улчовли булса, у хрлда

Г f(x)dx =  2  p(x )dx . (1)

Е 1 =  1 Е{

Интегралнинг бу хоссаси унинг тС/ла аддитивлиги дейи
лади.

И с б о т .  Аввал ушбу

Е =  Е1[}Е2 {Eif}E2= 0 )

хусусий ^олни курамиз. f(x) функция Е тупламда чега- 
раланганлиги учун шундай А ва В сонлар мавжудки, улар 
учун ушбу

А <  / (х) ^  В

тенгсизликлар бажарилади. [А, В\ сегментни г/0, уг, . . . , уп 

нуцталар билан п цисмга булиб, цуйидаги тупламларни туза- 
миз:

ev =  Е (!/v <  / (х) <  yv+l),

<  =  Ei К  <  f (*) <  v̂+l)>

< ’ =  E2(y ^ ^ f (x )< y 4+]).

Ушбу е'ч [J е" =  еч ва е^(]е“ = 0  тенгликлар уз- узидан тушу- 

нарли. Булардан цуйидаги тенглик келиб чицади:

П—1 П—1 /1—1

2  ^  (ev) ~  2  ̂  н- (ev) + 2  ^ (О-
v = 0  V—0 v = 0

Бу тенгликда уп =  шах (у ,, — у ) ни нолга интилтириб, ли-
0< v < n —1

митга утилса, Лебег интегралининг таърифига мувофиц 

/ (х) dx =  j / (х) dx + J / (х) dx
Еt Ег

тенглик келиб чицади.
П

Агар Е =  1J Е((п — натурал сон) ва E.[)E j= 0  булса, у 

^олда

f(x)dx*=y,\ f(x)dx  (2)
Е t= l£ ,-
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тенгликни ю^оридаги хусусий з̂ олдан математик индукция ёр- 
дами билан бевосита келтириб чи^арилади.

Энди умумий ^олга утамиз, яъни

Е ~ j i f r  (Ек ^ Es= 0  ’ k¥=s)

оо

булсин. Бундан ц (Е) — ^  И {Ej) келиб чи^ади. ц (£) <  -j- оо
t'=i

булганлиги учун п -*■ оо да

о. (3)
i«=n+i

ОО
Энди (J £■ тупламни Rn билан белгилаймиз. У ^олда Е =

i=n-\-1
=  El U ■ • • U Еп U Rn- Бу тенгликда ^адларнинг сони чекли 

булгани учун (2) тенгликка асосан
П

J  / (x) dx =  ^  j  / (х) dx +  j  / (х) dx. (4)
Е fc= I Ек Rn

36.1-теоремага мувофи^,

A V,{Rn)< \ f{ x )d x ^ B ]x{Rn). (5)
Rn

(3) га асосан п -> оо да и (/?„)->■ 0. Демак, (5) дан /и - м  да

§f(x)dx-^- 0.
Rn

(4) ва охнрги муносабатдан (1) тенглик келиб чи^ади.*
36.6- т е о р е м а .  Агар улчовли Е тупламда рлчовли 

fi(x) ва f2(x) функциялар берилган булса, у ^олда

J (А (х) +  /2 (*)) dx =  \ f L (х) dx+  j /2 (х) dx. (6)
Е Е Е

И с б о т .  Аввал ^уйидаги хусусий ^олнн курамиз: fi{x) 
ва f2(x) функциялардан бири, масалан, fi(x) функция Ё 
тупламда узгармас с сонга тенг булсин. Бу з^олда Лебег 
интеграли таърифидан фойдаланиб, ушбу

j  <7i (*) +  / а W) dx =  с ц (E) +  j  / a (x) dx (7)
E E

тенгликни ёзишимиз мумкин.
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Энди /х (х) ва /2(х) ихтиёрий чегараланган улчовли функ
циялар оулсин. /j (х) функциянинг кийматлари узгарадиган 
[Л, В] сегментни у0, yv . . . уп ну^талар ёрдами билан п та 

^исмга буламиз ва ушбу

=  Е 0/, <  /х М  <  Уч+\) ( ' =  0, п — 1)
тупламларни Курамиз. 36.5- теоремадан ва (7) тенгликдан 
фойдаланиб, ушбу

/1 —  1

j  f/i (*) + /2 (*)] dx = 2  [ [/г (х) + /а (х)] dx >

П—1 /»

>  2  J +  /2  (*)] =  5 +  J /2  (*) Лс
v=0

муносабатларнк оламиз.
Шунга ухшаш, </v урнига </v+1 ёзилса, ушбу

j  [/1 М  +  /2  (*)] dx <  S +  [  / 2 М  dx 
£ £

тенгсизлик келиб чи^ади. Демак,

S + j ) 2 W  dx <  j  [/j (x) + /, (x)] dx <  S -f j  /2 (x) dx.
E E  e

Энди бу муносабатларнинг чап ва унг томонида 
А (=  тах(г/ ,. — г/)) ни нолга интилтириб лимитга утилса, (6)

0 < v < n — 1 ■*"

тенглик келиб чик̂ ади.*
Интегралнинг 36.3, 36.5 ва 36.6- хоссаларидан цуйида- 

ги натижа келиб чи^ади.
36.7-натижа. Агар улчовли f (х) ва g (х) функциялар Е 

тупламда эквивалент булса, у %олда

<\j f{x)dx— [ g (х) dx.
Е Ё

Исбот . Дар^авдат, е =  Е (/(х) Ф g (х)) деб олсак, f ва g 
функциялар эквивалент булгани учун ц (е) =  0. У  ^олда Е ^ е  
тупламда /(x) =  g(x) булади. 36.5-теоремага асосан

\j {f — g )dx=  \{f — g )d x + i\(f— g)dx
Е е Е\е

тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи ин
теграл нолга тенг, чунки |л(е) =  0. Иккинчи интеграл ^ам 
нолга тенг, чунки Е'-̂ .е тупламда /(ж) 55 £(*)•*
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36.8-теорема. Агар улчовли Е тупламда улчовли f (х) 
ва ф (х) функциялар берилиб, бу тупламда / (х) <  ф (х) булса,
у \оада

J  / (х) dx <  [ ф (х) dx. (8)
Е Е

Исбот .  f{x) функцияга тегишли yw буливд нук;таларини 

олиб, ev тупламларни тузамиз. ev тупламда ушбу ф (х) > f{x) >  

>  yv тенгсизликлар бажарилади.

Демак,

j  Ф (х) dx =  ^  j  Ф (х) dx > 2  Уv ̂  К) •
Я  V e v  v

Бу муносабатнинг унг томонидаги й№инди j  / (х) dx га интила-
Е

ди, шунинг учун бундан (8) тенгсизлик келиб чи^ади.*
36.9-теорема. 1̂ уйидаги тенгсизлик уринли-.

f(x)dx\ <  j  l/(x)j dx. (9)
E E

Исбот .  Ушбу

E1 =  E{f{x)>  0}, E2 =  E {/(x)< 0}

тупламларни оламиз.
Энди (9) тенгсизлик

\lf (x)dx\ =  \\f(x)dx— ||/(х) j dx\<  §f(x)dx +
E Ei E2 E i

+ J  I/ (x)| dx, j  jf (x)| dx =  j  / (x) dx + j  \f (x)| dx
E , E E i *'£,

муносабатларнинг чап ва унг томонларини солиштиришдан бе
восита келиб чицади.*

36.10-теорема. Агар f (х) ^  0 ва J f (х)dx =  0 булса, у
Е

урлда f (х) функция Е тупламда деярли нолга тенг.
Исбот. М  сон f{x) функциянинг юк,ори чегараси булсин. 

Ушбу

Е +  =  E i U Е и U
тупламларни тузамиз. Равшанки, Е {х: / (х) >  0} =  Е+ ва ушбу 
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En E +  E

муносабатлар уринли. Демак, |i (£„)=0 (n=  1, 2, . . .). Бундан

|i (£+) =  0.*

37-§. Лебег интеграли остида лимитга утиш

Улчовли Е тупламда аницланган улчовли ва чегараланган 
{/„(*)} функциялар кетма-кетлиги берилган булиб, бу кетма- 

кетлик улчовли F (х) функцияга Е тупламнинг цар бир нуцта- 
сида ё деярли ёки улчов буйича яцинлашувчи булсин. У ^олда

lim [ fn (х) dx— \F (х) dx (1)
Е Е

муносабат доимо уринлими, деган савол тугилади. Бу муно- 
сабатнинг, умуман айтганда, доимо уринли эмаслигини цуйи- 
даги мисолдан куриш мумкин.

Масалан, fn(x) функция [0, 1] сегментда цуйидагича ашщ- 

ланган булсин:

№

0, дс€ (0, —
П

п, х£(0 , — 
п

У з̂ олда хар цандай [0, 1] учун ушбу

Нт/„(х) =  0
Л —* со

тенглик уринлидир, лекин
1

j  fn{x)dx= 1,
о

яъни (1) муносабат бажарилмас экан.
Энди, fn(x) функциялар кетма-кетлиги цандай шартларни 

цаноатлантирганда (1) муносабат уринли булади, деган савол 
тугилади. Бу саволга А. Лебегнинг цуйидаги теоремаси жавоб 
беради:

37.1-теорема  (А. Лебег). Улчовли Е тупламда улчовли 
ва чегараланган {fn{x)} функциялар кетма-кетлиги берилган 

б$либ, бу кетма-кетлик улчовли F (х) функцияга улчов б'фйи-
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ча якинлашувчи булсин. Агар Е тупламнинг барча элемент- 
лари учун ва цар цандай п натурал сон учун ушбу

\ Ш < к
тенгсизликни цаноатлантирадиган К сон мавжуд булса, 
у уолда бундай функциялар кетма-кетлиги шин (1) миноса- 
бат дринли.

И сбот .  Дастлаб Е тупламда ушбу

(2)
тенгсизликнинг деярли бажарилишини курсатамиз. Дар^аки^ат, 
{/„(*)} кетма-кетликдан 33.5-Рисс теоремасига асосан шундай 

{fnk(x)} Нисм кетма-кетлик ажратиб олиш мумкинки, у F (х)

функцияга деярли яцинлашади.
Энди

I fnh(*)\<K

тенгсизликда лимитга утилса, (2) муносабат келиб чик;ади. Их
тиёрий а >  0 сон учун

An(o) =  E(\f~F\> oy,

Вп(о)= E[\fn — F\<a) 

тупламларни тузамиз. У ^олда

\ \ fn W — f F(x)dx j <  П fn (x) — F (x)l dx —
£  E E

■ =  I  I fn (x) — F (*)|dx + Л  f„ W — F(X)\ dx■ (3)
An( а ) я п(о)

An (а) тупламда

\fn(x)-F(x)\ <2K  

тенгсизлик деярли бажарилганлиги учун ушбу

$\fn(x)-F(x)\ dx^2Kv(An(o)) (4)

AnW

муносабат уринли. Иккинчи томсндан, 36.1-теоремага асосан

f Ifn М  ~  F M ldx <  ст р (вп (а)) <  (£)■
в'п{°)\

(3), (4) ва охирги муносабатлардан:

I j  /„ (х) dx — ] F (х) dx\ <  2K\i (Ап (а)) + ctli (£). (5)
Е Е

170



Ихтиёрий кичик е >  0 сон учун о >  0 сонни

о <  —5— (6)
2 ц, (£) W

тенгсизликни каноатлантирадиган цилиб оламиз. Теореманинг 
шартига мувофик, ^ар цандай ст>0 учун п-*- оо да

ix ( Л » ) ^  0.

Демак, шундай п0 натурал сон мавжудки, ушбу

2 Кц(Ап (а)) <  j-  (п >  п0) (7)

муносабат уринли.
Энди (5) тенгсизликдан (6), (7) ларга мувофиц цуйидаги 

тенгсизликни оламиз:

| [ fn{x)dx~ [ F(x)dxI <  е (п >  п0).
Е Е

Бу муносабат зса теоремани исботлайди.*
37.2-изо х. Агар теореманинг шартида {fn (х)} кетма-кет

лик F (х) га деярли яцинлашса ва \fn{x)\ <  К(п =  1, 2, . . . ) 

тенгсизлик Е тупламда деярли бажарилса, у ^олда теорема 
уз кучини сацлайди. Чунки бу ^олда 33.3-теоремага асосан 
{/„ (%)} кетма- кетлик F (х) функцияга улчов буйича ^ам яцин- 

лашади.

38-§. Чегараланмаган функциянинг Лебег интеграли. 
Жамланувчи функциялар

Улчовли f{x) функция Е тупламда аницланган булсин. 
Аввал / (х) ни Е тупламда манфий эмас, яъни / (х) >  0 деб 
фараз циламиз ва ушбу

\f(x))„ =  //(*)• агаР f W  <  ” бУлса>
{ п, агар / (х) >  п булса

функцияни тузамиз. Бу функция Е тупламда чегаралан
ган ва демак унинг Лебег интеграли мавжуд.

1- т а ъ р и ф. Агар

lim j  [f{x)]n dx (1)
tl—t оо g

мавжуд булса, бу лимитна / (х) функциянинг Е mi/пламдаги 

J1 ебег интеграли дейилади ва у j / (х) dx орщли белгиланади.
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Е тупламда улчовли ва мусбат f(x) функция Лебег 
интегралига эга булиши учун

I [/(*)]„ dx
Е

интегралларнинг чегараланган булиши зарур ва кифоя- 
дир, чунки

f  [/(* )]„  j  [ /W ]„+ i dx
E E

тенгсизлик n нинг ^амма ^ийматлари учун бажарилади.
Манфий функцияларнинг Лебег интеграли >̂ ам худди 

шунга ухшаш аник;ланади.
Энди умумий ^олни, яъни улчовли f(x) функция Е 

тупламда ^ар хил ишорали ^ийматларни цабул ^иладиган 
^олни курамиз. Бу ^олда Е тупламни ^уйидагича икки 
узаро кесишмайдиган Е\ ва Е2 ^исмларга ажратамиз:

E1=E\ f(x)>0},
Ez =  E{f(x )<  0), (2)

яъни Е ! нинг %ар бир ну^тасида f(x) функция манфий 
эмас, Е2 нинг ^ар бир нуцтасида эса f(x) функция ман
фий.

2-таъриф .  Агар f(x) функция учун ушбу 

[ f (х) dx, j  f (х) dx
Е1 Е$

интегралларнинг %ар бири мавжуд булса, у %олда f(x) 
функцияни Е тупламда жамланувчи дейилади ва Е туп
лам буйича интеграли ушбу

J / (У) dx =  [ / (х) dx+  f / (%) dx (3)
Е El Ea

тенглик билан ани^ланади.
Жамланувчи функцияларнинг баъзи хоссалари билан 

танишамиз.
38.1-теорема. Улчовли f (х) функциянинг жамланувчи 

булиши учун | / (х) | функциянинг жамланувчи булиши зарур 
ва кифоядир; | / (х) | жамланувчи булган %олда ушбу

I [ / (х) dx I <  П  / (х) I dx
Е Е

муносабат, уринли.
Исбот .  Зарурийлиги. Улчовли/(х) функция Е туп

ламда жамланувчи булсин. |/(х)| функциянинг жамланувчи 
эканини курсатамиз. Берилган / (х) функция учун (2) даги Ех
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ва Ег тупламларни тузамиз. f  (х) функция Е тупламда жамла
нувчи булгани учун 2 -таърифга асосан бу функция Ех ва Е2 
тупламларда хам жамланувчи. Бундан ва ушбу

| | / (х) | dx =  j  / (х) dx — j  / (х) dx
Е Et Е2

тенгликдан |/(х)| функциянинг ^ам жамлануичи эканлиги ке
либ чи^ади.

К и ф о я  л и ги . |/(х)| функция Е тупламда жамланувчи 
булсин. /(х) функциянинг ^ам шу тупламда жамланувчи экан
лигини курсатамиз. Ушбу тенгсизлик уринли:

| / (х) dx =  [  f (х) dx +  j  / (х) dx <
Е Ё, Е,

<  [  f(x)dx  —  J* / (х) dx =  | | / (л:) | dx.
Е, Ег Е

Чунки f(x) функция Ег тупламда манфий. Бундан ва |/(х)1 
нинг жамланувчи эканлигидан f (х) нинг ^ам жамланувчи экан
лиги келиб чик,ади. Теореманинг охирги натижаси ушбу тенг- 
сизликдан келиб чикади:

| [ / (х) dx | = | f / (х) dx -f- f / (х) dx | <
£ £1 £ 2

| j  f(x )d x — j f (x)dx | =  j  \f(x)\dx.*
Ei E2 E

К,уйидаги 38.2—38. 6 -теоремалар 38 .1 -теоремага ухшаш осон 
исбот этилади. Бу теоремаларда учрайдиган функциялар улчовли 
деб ^исобланади.

3 8 .2 - т е о р е м а . Агар k дзгармас сон булса, у %олда

J  kf (х) dx =  k J  / (х) dx.
Е Е

И с б о т . 1-таърифга асосан

f kf (х) dx — lira j  [kf (x)\n dx.
Ё n-+ ao £

36 .4 -натижага асосан

f [kf(x)]ndx =  k f [f (x)]n dx.
E E

Бундан

f kf (x) dx =  lim  i* [kf(x)]n dx =
E n->0° E
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=  ft lim  j  [f{x)]n dx =  k J  f(x)dx .*
n~*°° £ £

3 8 .3 - т е о р е м а . Агар f ~ g  булиб, булардан бири жам
ланувчи булса, у \олда иккинчиси %ам жамланувчи булади 
ва

J  / (х) dx =  J  g (х) dx.
В Е

И с б о т . f ~ g  булгани учун Е тупламда [/(л:)]л ~  [ g (х)]п 
муносабат ^ам уринли. Фараз килайлик f  (х) функциянинг 
интеграли мавжуд булсин. У ^олда j  / (х)dx =  lim  j" [f{x)\ndx

E п-*ж Е
булиб, 3 6 .7 -натижага асосан

] [f(x)]n dx =  j  [g(x)]n dx.
E E

Бундан

f If (*) — g (x)] dx =  lim  J  {[/ (x)]n — [g  (*)]„} dx =  0 
£ tl-+ 00 £

тенглик келиб чи^ади.*
3 8 .4 - т е о р е м а . Агар f ( x ) > 0  ва J  f(x)dx =  0 булса, у

Ё
хрлда f (х) функция Е тупламда деярли нолга тенг.

И с б о т . Е+ =  {х£Е :f \х) >  0} булсин. Ушбу

En =  {x£E-.f{x)> - } ,  / г = 1 ,2 ,  3, . . .
п

оо
тупламларни тузамиз. Равшанки, Е+ =  U Еп. Энди

/1 = 1

\b(EJ~  f dx ^  п j  f( x ) d x < n  [ f(x)dx — 0.
Еп E

CO

Демак и (En) =  0. Бундан ва |a(£+) <  ^  jx (En) тенгсизликдан
n=l

^ (£-)-) =  0 келиб чик;ади.*
3 8 .5 - т е о р е м а . Агар f (х) функция Е тупламда жамла- 

нувчи булса, у хрлда / (х) функция Е нинг %ар кандай 
улчовли Е0 щсмида %ам жамланувчи булади.

И с б о т . f (х) функция Е тупламда жамланувчи булганли
ги учун 38 .1-теоремага асосан \f(x)\ функция х;ам Е туплам
да жамланувчи. Агар Е0 туплам Е тупламнинг ихтиёрий ул 
човли ^исми булса, у  холда
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I  ! / (x) | dx <  f | fix) | dx
Ё„ Ё

тенгсизликдан I / (x) j функциянинг E0 тупламда жамланувчи 
эканлиги келиб чицади. Демак, 38 .1 -теоремага асосан / (х) 
функция ^ам Е0 да жамланувчи.*

38 .6 -т е о р е м а .  Е тупламдаги улчовли / (х) ва F (х) 
функциялар учун \ f(x )\ ^ F (x )  (х£Е) тенгсизлик уринли 
бдлиб, F (х) жамланувчи булсин. У  холда / (х) %ам жамла
нувчи ва

J  | f  ix) | dx <  f F ix) dx.
Ё Ё

И с б о т . )^ap цандай n натурал сон учун

[ lf ( x )U a ^ F ( x )  

тенгсизлик уринли булганлиги туфайли 38 .8 -теоремага асосан

1 [ \ / (х) I ]„ dx <  [ F (х) dx.
Е Ё

Бундан п -*■ оо да

lim   ̂ [\f ix) j \ndx <  j  F(x)dx
п-юо 'E £ j

тенгсизлик келиб чикади. Демак, 1-таърифга асосан \f (х) \ 
функция Е тупламда жамланувчи. Юкоридаги тенгсизликдан

 ̂ \ f (х) | dx <  i* F (х) dx.
Ё Ё

Энди fix) функциянинг жамланувчи эканлиги 38.1-теоремадан 
келиб чицади.#

38 .7 -теорема (интегралнинг тула аддитивлиги). Агар f (х) 
функция Е тупламда жамланувчи ва Е узаро кесишмайди- 
ган сони саноцли, длчовли Ev Е2, . . . , Еп, . . . , Ek П Ek,=
— 0 , к ф  k' тупламларнинг йигиндисидан иборат бдлса, у 
хрлда

оо

f  fix )d x  =  2  f  fix) dx.
E 1= 1 Ei

И с б о т . Аввало теоремани fix) > 0  булган ^ол учун исбот- 
лаймиз. Бу цолда fix) функция ва ихтиёрий п натурал сон 
учун [fix)]n функцияни тузамиз. У  ^олда 36.5-хоссага асосан

175



j  lf(x)]n d x ~  2  j  \f(x))ndx
E * = l  Ek

муносабат уринли. Бундан 38.6-хоссага асосан
ОО

I ^ < 2  I  f{x) dx
Е f t= l  Ек

тенгсизлик келиб чи^ади. Бу тенгсизликдан « ->  оо да ли
митга утиб,

ОО

j  f ( x ) d x ^  2  J  /(*) dx (4)
E k=\ Ek

муносабатни оламиз. Иккинчи томондан, 36 .5-теоремага асосан
оо

I  [/(*)]„ dx =  2  f  U (х)1п dx.
Е k = l Ек

Бундан Е тупламда / (х) >  0 булгани учун ^ар ^андай т  на
турал сон учун ушбу

т

j  [fix)\n d x >  2  I  (/ Ш п dx
Е k=\ Ek

муносабат уринли. Бу муносабатда аввал п ни, сунг т  ни чек- 
сизга интилтириб, ушбу

ОО

j  / (х) dx >  2 1  fix )d x  (5)
В Efc

тенгсизликни ^осил к;иламиз, (4) Гва (5) тенгсизликлардан, 
f (х) >  0, х£Е ^ол учун теореманинг исботи келиб чи^ади. 
f ( x ) < 0  булган л;ол учун ^ам теорема худди шунга ухшаш 
исбот этилади.

Умумий ^олда теореманинг исботи (3) формуладан ва юк;о- 
рида курилган ^оллардан бевосита келиб чи^ади. „.

3 8 .8 - т е о р е м а . Агар / (х) ва g (х) функциялар Е тдп- 
ламда жамланувчи бдлса, у цолда уларнинг f  (х) +  g (х) 
йитндиси щ м жамланувчи ва

J  if ix) +  g (х)) dx =  f f(x )d x +  f g(x)dx.
в в в

И с б о т . 1. К,ис^алик учун <f(x) =  f (х) +  g (х) белгилаш 
киритамиз. Аввал f(x) ва g(x) функциялар манфий булмаган
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/

з^олни курамиз. Бу з^олда [ф]л <  [/]„ +  lg]n <  [ф]2„ булади. 
Демак,

j  [ф]„ dx <  j' [/]„ dx +  f [g]n dx <  j  [y]2n dx.
E E Ё E

Бундан n->  оо да ушбу

j  ф (x) dx < j  f { x ) d x +  j  g  (x) dx ^  j* ф (л:) dx
E E E E

муносабатлар келиб чицади. Шу билан курилаётган хусусий 
з̂ ол учун теорема исбот булди.

2. Энди цуйидаги тупламларни цараймиз;

= {х£Е : f ( x ) >  0, g ( x ) >  0),
Е2 = {х : / (х) > 0 ,  g  (х) <  0, ф (х) > 0},
£ 3 =  {х£Е  : / ( х )  >  0, g ( x ) < 0 ,  ф ( х ) < 0 },
£ 4 =  jx£ £  : / (х )< 0 , g (x ) >  0, ф (х )> 0 ) ,
£ 5 = { .* ;£ £ :/ (х )< 0 , g (x ) >  0, ф (х )< 0 } ,
£ в =  {х££ : / (х )<  0, g (х )< 0 ) ,

6
Бундан £ А П £/= 0 , k ^ j s a E  =  (J £ ft эканлиги равшан. Энди

38 .7 -теоремага асосан з̂ ар бир & (= 1, 2, 3, 4, 5, 6) учун |

J  (/ (х) + g  (х)) dx = j  f  (х) dx +  j  g (x) dx
Ek Efc Efy

тенгликни исботлаш кифоя. Бу тенгликнинг исботи з̂ ар бир k 
учун ухшаш булганлиги сабабли уни Ek тупламларнинг бири, 
масалан, Еь туплам учун исботлаш билан чекланамиз. £ 5 туп
ламда / (х )< 0 ,  g(x)  >  0 ва ф (х) <С 0 булгани учун ф (х) =  
=  / (х) +  g (х) тенгликни

— /(x)= g(x)+ [— ф(х)]
куринишда ёзиб, £ 6 тупламда бу тенгликнинг унг томонидаги 
цушилувчиларнинг цар бири мусбат эканлигига эришамиз. На
тижада юцоридаги 1 - з^олга асосан

j  (— f ( x ) ) d x =  j  g ( x ) d x +  j  [— ф (x)] dx
E% E\ Et

тенгликка эга буламиз. Бундан 38 .2 -теоремага асосан ] 

j  Ф (х) dx — J  f (x)  dx + J g(x)  dx
E , E , E ,

тенглик келиб чицади. *

12-418 177



3 8 .9 - т е о р е м а  (интегралнинг абсолют узлуксизлиги). Агар 
f(x ) функция Е тупламда жамланувчи ва Е1г Е2, . . .  . 
Ет , . . . , тупламлар кетма- кетлигининг \ар бири Е нинг
щеми булиб, ц (Ет ) -+ 0  ( т -+  оо) бдлса, у %олда ^f  (х) dx-*-

->-0 (т-*-оо), яъни ихтиёрий берилган е > 0  сон учун шун
дай б >  0 сон мавжудки, |л (Ет ) <  б булганда

j  / (х) d x <  в

булади.
И с б о т . (3) формулага асосланиб, теоремани / (х) > 0  бул

ган ^ол учун исбот этиш кифоя. f(x) функциянинг жамланув
чи булганлигидан ихтиёрий е >  0 сон учун шундай п натурал 
сон мавжудки, унинг учун ушбу

I \f(x)~ lf(x)]n} d x < ~  (6)
Е г

тенгсизлик бажарилади.
lf(x)]п функциянинг таърифига асосан

J  If{x)]n d x < n p (E m)r (7)

Теоремадаги а  (Ет ) -*■ 0 (т  -> оо) шартга к^ра, юцоридаги 
е ва п сонлар учун шундай т 0 сон топиладики, унинг учун

п\х{Ет) < :~  ( т  >  т 0) (8)

тенгсизлик бажарилади.
(6) — (8) ларга мувофи^,

j  / (х) dx =  j  [/ (х))п d x +  j  {/ (х) — If (*)]„} dx <
Em

<  J  lf(x)]n d x +  j  {f{x) — [f(x)]n\ d x < ^  - f - i  =  e.
Em E 2 2

Теорема исботланди.
3 8 .1 0 -т е о р е м а  (А. Лебег). Улчовли Е тупламда жам

ланувчи F (х) функция ва длчовли
fl(x), f jx ) ,  . . . , fn (x), . . .

функциялар кетма-кетлиги берилган булиб, х нинг Е m(jn- 
ламдаги барча щйматлари учун ушбу

\fn{x)\<F(x) (/г = 1 , 2 ...............х£Е) (9)'
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тенгсизлик бажарилган булсин. Агар берилган (fn (х) } кет
ма-кетлик Е тупламда f (х) функцияга улчов буйича ящн- 
лашса, у %олда Е тупламда f (х) функция жамланувчи ва

lim  j  fn(x)dx=  f f(x)dx  (10)
Л-+00 5 E

муносабат уринли.
И с б о т . (9) тенгсизликдан ва 38.6-хоссадан ^ар бир fn(х)

функциянинг жамланувчи эканлиги келиб чи^ади.
33 .5 -Рисс теоремасига асосан {fn (x)\ кетма-кетликдан f(x)

функцияга деярли я^инлашувчи {/ (х)} ^исм кетма-кетлик
i

ажратиш мумкин. Бундан 33.2- изсцга асосан f(x) улчовли. 
Ушбу

тенгеизликда « г ->• оо да лимитга утсак, / (х) функция учун

|/ (x )| < F (x ) (И )
тенгсизликнинг деярли бажарилиши келиб чицади.

Бундан F (х) функция жамланувчи булгани учун 38.6- 
теоремага асосан /(х) функция >;ам жамланувчи булади. Сунг 
нхтиёрий о >  0 сонни олиб, ушбу

А »  =
Bn(o) =  E (\fn ~ f \ < a )  

тупламларни тузамиз. Бу тупламлар учун ушбу
Е =  Ап (a) U Вп (а), Ап (а) П Вп (о) =  0

муносабатлар уринли. \fn{х)\ кетма-кетлик f (х) га улчов буйи
ча я^инлашгани учун

lim ц (Ап (а)) =  0. (12)
Я—

Берилган е >  0 сон учун ушбу

а ц ( £ ) < - |  (13)

тенгсизликни ^аноатлантирадиган мусбат о сонни оламиз.
38 .9 -теорема ва (12) муносабат дан фойдаланиб, п0 ни шу 

цадар катта ^илиб оламизки, унинг учун

f F (х) dx <  -  (п >  п0) 
ап (о)
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тенгсизлик бажарилсин. (9), (11), (13) ва охирги муносабат- 
ларга биноан:

| j* fn{x)dx— f f(x)dx  | <  J  I fn (x) — f(x) I dx =
E E E

=  Л  fn(x) — f ( x ) \ d x + $ \  fn{x)— f(x) I dx <
A n W  B n ( a )  |

Бундан эса (10) муносабат келиб чицади. *
3 8 .1 1 -т е о р е м а  (Фату). Агар улчовли ва манфий булма- 

ган жамланувчи fi(x ), f2(x), . . . , fn (х), . . функциялар 
кетма- кетлиги Е тупламда / (х) функцияга деярли я^ин- 
лашса, у  %олда

j  f{x)dx  <  lim  f / (x) dx. (14)
£ П-* 00 £

И с б о т . Дастлаб \x£E : lim  f m (x) =  f(x)\ тупламнинг ^ap
m-too

бир нуцтасида
lim  lfm(x)]n ==[/(*)]„ (15)

m-+ oo

тенгликнинг уринли эканлигини курсатамиз. ^ацицатан, 
х0 £{х£Е : lim  fm(x) =*f{x)\

т~*оо

ихтиёрий нуцта булсин. Бу ерда уч ^ол булиши мумкин i 
1) f(x0)>n-, 2) f(x0) < n ;  3) f  (x0) =  n.

Агар / (х0) >  п булса, етарлича катта т  учун fm (х0) >  п 
булиб, [fm \x)]n функциянинг таърифига асосан

t fm{x0)]n =  n = [ f{ x 0)}n
тенгликка эга буламиз. Агар f(xg)<Cn булса, у  ^олда яна 
етарлича катта т  учун fm (х0) <  п булиб,

Ifm (xQ)]n =  fm (xQ) -V / (*0) =  [/ (x0)]„ 
муносабатга эга буламиз.

Танланган х0 нуцтада /(х0) =  п булса, у  цолда х;ар цандай 
е > 0  сон учун шундай т 0 натурал сон топиладики, барча 
т > т 0 учун

fm(x0) > n  — e.
тенгсизлик уринли булиб, [fm(x0)]„ функциянинг таърифидан

п ~ K L W 1 »
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тенгсизликка эга буламиз. Бундан / (д:0) =  п булгани учун

1 IL  № - [ / № .  1 < е
тенгсизлик келиб чикади. Демак, барча доллар учун (15) тенг
лик х =  х0 нук,тада уринли. х0 ну^та ихтиёрий булгани учун 
бу тенглик \х£Е : lim  fm (х) =  / (x)j тупламнинг барча ну^та-

т —ю о

ларида уринли. (15) тенгликдан 37 .1 -теоремага асосан 

lim  f [fm(x)]n dx =  J  [f(x)]ndx.
oo E E

Ammo fm (x) >  0 булгани учун

j* lfm(x)]nd x <  J  fm(x) dx.
E E

Демак,

f [j(x)]nd x <  lim  f f m(x) dx.
E m-+<x>£

Бундан, агар и -> оо да лимитга утсак, (14) тенгсизлик келиб 
чикади. Хусусан, агар барча fm (х) функциялар жамланувчи 
булиб,

С /т (х) dx А 00
Е

булса, у  ^олда / (х) лимит функция хам жамланувчи булади. 
Агар бирор мусбат улчовли е тупламда / (х) *= +  оо булса, у 
^олда ихтиёрий п учун ушбу

j  [/ (х)]л dx >  п\х (е)
Е

тенгсизлик бажарилади, демак, (14) тенгсизликнинг унг томо- 
ни чексизга тенг булади. *

3 8 .1 2 -т е о р е м а  (Леви). Улчовли Е тупламда манфий 
булмаган жамланувчи f, (х), f2 (x), . . . , fn (х), . . . функ
цияларнинг рсиб борувчи (яъни /„ (х) <  fn+l (х)) кетма-кет
лиги берилган булсин. Агар %ар бир п учун

j* fn (x )d x ^ M  (М-узгармас сон) (16)
Е

булса, у %олда Е тупламда ушбу
lim  fn (x)=f(x)
П—+оо

(чекли) лимит деярли мавжуд б£/либ, / (х) функция Е туп 
ламда жамланувчи ва
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lim  f fn (x) dx — f / (x) dx.P° Vn—>OQ E

И с б о т . Умумийликни камайтирмасдан, /х (х) >  0 деб оли- 
шимиз мумкин. (fn(x)\ функциялар кетма-кетлигининг чекли 
лимитга эга булмаган ну^талар тупламини Е0 орк,али белги
лаймиз:

Е0 =  {х£Е  I l im fn (х) =  оо}.
П-+оо

Агар р. (£0) =  0 тенглик курсатилса, у  ^олда {/„ (х)\ кетма- 
кетликнинг Е тупламда деярли чекли лимитга инти лиши келиб 
чи^ади. Шу мацсадда ^ар ^андай г натурал сон учун ушбу

ЕУ  =  Iх £Е '■ fn (х) >  г}, п =  1, 2, 3, . . .

тупламларни к,араймиз. У  хрлда куйидаги тенглик Уринли:

Е0 =  П [ и Е{2\. (17)
г~  1 /1 =  1

Ха^и^атан, х£Е0 булиб, у  ихтиёрий булсин. У хрлда Е0 
ва Е^  тупламларнинг таърифланишидан ^ар бир г натурал сон 
учун шундай п натурал сон мавжудки, fn (х) >  г тенгсизлик 
уринли булади, яъни х£Е^\  Бундан, х,ар бир г натурал сон

оо

учун х € U £„ муносабат келиб чицади. Демак,п—[
00 ОО

х € n, I U Е У
/  =  1 п=  1

б^либ, х элементнинг ихтиёрийлигидан 

Е0 с

муносабатга эга буламиз.

£ 0 с :  П [ U 4 Г)] <18>/•=1 п— 1

Энди тескари муносабатни курсатиш учун х£ П [ U Еп ]
г=1 /1=1

элементни ихтиёрий деб оламиз. Бундан купайтманинг таъри-
оо

фига асосан ^ар бир г натурал сон учун л; £ (J £„ муносабат
П— I

Уринли булиб, шундай k натурал сон топиладики х £ Е(р  була
ди. Бундан Е{£  тупламнинг таърифланишига асосан f k (х) >  г 
булгани сабабли, х £ Е 0 муносабат келиб чи^ади. х  элемент
нинг ихтиёрийлигидан эса
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Бу ва (18) муносабат (17) тенгликни исботлайди.
Е\У тупламнинг таърифланишига асосан

И(£ ^ )=  f dx < - i  j  fn{x)dx 

&  Г f t
тенгсизлик уринли. Бундан ва (16) тенгсизликдан х,ар цандай 
п натурал сон учун ушбу

jx ( £ ' г)) < -  ( 19)Г
тенгсизлик келиб чикади. Теорема шартига асосан {/„(*)} кет
ма-кетликнинг усувчилигидан хар бир г натурал сон учун 
ушбу

Е(р cz Е ?  а  . . .  cz а  ■■ ■ 

муносабатга эга буламиз. Бундан

Ц( и & ?)  =  lim  [i(E{̂ )
П = 1  П  —> ОО

булиб, (19) тенгсизликка асосан, ушбу

H ( U 4 r)) < -  (20)
п=1 Г

тенгсизликни оламиз. (17) тенгликка асосан з̂ ар цандай г на- 
турал сон учун

^0 <= ij Е<г)1
муносабат уринли. Бундан га (20) тенгсизликдан 

ц (Е0) <  ц (U £<'>) <  f
П=\ *

тенгсизликка эга буламиз. Бу тенгсизлик хар цандай г нату
рал сон учун уринли булганлиги туфайли, у  сю да хам 
уринлидир. Демак, ц (£ 0) =  0 булиб, бундан {fn (х)} кетма-кет
ликнинг Е тупламда деярли чекли лимитга эга эканлиги келиб 
чицади. Бу лимитни f(x) орцали белгилаймиз. Энди }(х) функ
циянинг Е тупламда жамланувчи эканлигини курсатамиз. Шу 
мацсадда цуйидаги тупламни цараймиз:

Ет =  {х£Е : т  — 1 <  /(*) <  т ) ,  т  =  1, 2, 3, . . .



оо
Бундан Е — [j Ет  эканлиги равшан. Агар ф (х) функциянинг

^ийматини хар бир Ет  тупламда т  сонга тенг деб олсак, у  
^олда / (х) функция учун Е тупламда / (х) <  ф (х) тенгсизлик 
уринли эканлиги Ет  тупламнинг таърифланишидан келиб чи- 
цади. Энди / (х) функциянинг Е тупламда жамланувчи экан
лигини курсатиш учун 38 .6-теоремага асосан ф(х) функциянинг 
шу тупламда жамланувчи эканлигини курсатиш кифоя. Бунинг 
учун

белгилашни киритамиз. Ет  тупламнинг таърифланишига асосан 
Ет  Л Ек =  0 ,  к ф т  булиб, fn (x) ва f(x) функциялар A s туп
ламда чегараланган булади. Шу сабабли 37.2- изо^га асосан

тенгсизликдан (21) тенгликка ва (16) тенгсизликка асосан ушбу

тенгсизлик келиб чикади. Иккинчи томондан, ф (х) функция
нинг таърифланишига асосан

As =  U Ет

(21)

тенглик уринли. Энди

| f(x)dx =  ^  ( / (*) dx >  2  \(т — 1) dx

S

“  2  I  (Ф (*) — 1) dx =  j[ ф (х) dx — ц (Л5)
т=  1 Ет

j  Ф (х) dx < j  / (х) d x + i i (Л8) =  lim j  fn (x) dx + [а (Л^ <

<  lim f fn (x) dx +  (x (E) <  M +  ц (£),
71—*00 £

яъни

■Л, m=  I Em m=  1 Em m=  1

булиб, (22) тенгсизликдан ушбу 
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2 т И- ( E J < M  +  \i (Е)
т =1

тенгсизликни оламиз. Бундан уз навбатида s-> оо да
оо

2  (Ет ) +  Н (Е)
т—1

булади,’"яъни ^атор якинлашувчи. ср (х) функциянинг таъриф- 
ланишига асосан эса ушбу

ОО
2  т  !-1 (Ет) =  j* фМ dx
?л—1 Е

тенглик уринли. Демак,

J  Ф(х) dx <  М +- ц,(£). 
е

Бу тенгсизлик ф (х) функциянинг Е тупламда жамланувчи эка- 
нини курсатади. Демак, fix) функция хам Е тупламда жамла
нувчи.

Энди цуйидаги тенгликни курсатамиз:

lim  [  fn {х) d x = §  f  (х) dx.
П-*оо Е Ё

>п (х) ва / (х) функцияларнинг Е тупламда жамланувчили- 
гидан 38 .9 -теоремага (Лебег интегралининг абсолют узлуксиз- 
лиги) асосан х,ар ^андай г >■ 0 сон учун шундай б >• О сон то- 
пиш мумкинки, (В) <  б булган хар цандай улчовли В а  Е 
туплам учун

Г /„ (х) d x <  J  ва / (х) dx < 7

тенгсизликлар уринли булади.
Егоров теоремасига (33 .6-теорема) асосан В тупламни шун

дай танлашимиз мумкинки, {/„(я)} кетма- кетлик С =  Е \В  
тупламда / ^х) функцияга текис я^инлашади. У хрлда шундай 
N натурал сон топиладики, n > N  булган барча п учун ^ар 
цандий х£С  да

тенгсизлик уринли булади.
Энди булардан ва ушбу
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f fn (x) dx — j  / (x) dx =
i?  e

— S [fn (x) — f  (*)J dx +  .f fn (x) dx — f  f(x)dx

.  e . e , 8
< ------------ —  =  e.

2 4 4

с в в
тенгликдан цуйидаги тенгсизликни оламиз:

| J  fn (х) dx — j  /  (х) dx
Е Е

Бундан
lim j* fn (х) dx — \ f(x)dx

ГС—»00 f? £

тенглик келиб чицади.*
Бу теоремадан натижа сифатида цуйидаги теорема келиб чи- 

цади.
3 8 .1 3 -т е о р е м а . Е тупламда жамланувчи срх (л:), ф2 (х), 

. . . , фЛ (х), . . . функциялар кетма- кетлиги берилган булсин. 
Агар фЛ (х) >  0, п =  1 , 2 , . . .  булиб,

w

2  J  Ф* (х) d x <  оо
Е

б^лса, у %олда ^  ф4 (л:) щ тор Е тупламда деярли яцин- 
*=i

лашади ва

I  (2 > * w )  dx= 2 № ^ x)dx-
в *~1 *»1

п
И с б о т . Агар /Л (х) =  ^  Ф* М  белгилаш киритилса, у  з\ол.

*=i
да бу теорема 38 .12-теоремага олиб келинади.*

39- §. Риман ва Лебег интегралларини 
солиштириш

Т а ъ р и ф. Агар бирор улчовли Е тупламда берилган 
f(x )  функциянинг узилиш нуцталаридан иборат туплам-- 
нинг улчови ноль булса, у %олда f(x) функция Е туплам
да деярли узлуксиз функция дейилади.

3 9 .1 - т е о р е м а  (А. Л еб ег). Г а, b] сегментда f(x )  функ- 
циянинг Риман интеграли мавжуд брлиши учун унинг
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б у  сегментда чегараланган ва  д еярли  у зл у к си з  булиши  
з ар у р  ва кифоядир.

И с б о т . З а р у р л и г и .  f (x)  функция [а, Ь] сегментда 
интегралланувчн булиши учун аввало  чегараланган  були
ши кераклиги Риман интегралининг таърифидан бевосита 
куринади.

Ч егараланган  f (x)  функциянинг [а, Ь\ сегментдаги 
узилиш ну^таларидан иборат булган тупламни Q билан 
белгилаймиз.

Энди со (х) билан f(x) функциянинг х  нуцтадаги тебрани- 

шини (60-§ га царанг) белгилаб, Qn =  Q j ю(х) >  —| туплам

ни курамиз. Х,ар бир узилиш нуцтаси Qn тупламларнинг бирига 
албатта киради ва аксинча, шунинг учун

Q =  и <?„. (1)п=!
Энди Qn тупламнинг ёпицлигини курсатамиз. Дархаки^ат, 

агар х0 ну^та Qn туплам учун лимит ну^та булса, у  холда х0 
ни уз ичига олган хар к;андай оралик; Qn тупламнинг камида 
битта нуцтасини уз ичига олади, демак, бу ораливда f(x) функ
циянинг тебраниши — дан кичик булмайди. Демак, Q ёпик; 

п
туплам ва шунинг учун у  улчовли. (П тенгликдан 20 .3-теоре
мага асосан Q тупламнинг х,ам улчовли эканлиги келиб чик,а- 
ди. [г (Q) >  0 деб фараз циламиз, у  ^олда Qn тупламлар ора- 
сида шундай Qr туплам топиладики, унинг учун ушбу

(A (Qr) =  а  >  0 (2)
муносабат бажарилади. Дар^а^ицат, агар

И- (Q p )  =  ° .  Р =  1 ,  2 ,  . . . 

булганда эди, у  хрлда
р (Q) =  lim it (Qn) =  0 (3)

п~+ ОО
булар эди, чунки

Q1 czQ2 <=Q3<=: . . .

(3) муносабат фаразимизга зид, шунинг учун (2) муносабат 
уринли. Энди [а, b] сегментни п та [ak, aft+1] (k == 0 ,п — 1) 
сегментга булиб, ушбу

п— 1

(4)
А=0
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й и р и н д и н и  тузамиз, бу ерда орцали f(x) функциянинг [ак, 
ал+1] сегментдаги тебраниши белгиланди. Бу йириндидан Qr 
тупламнинг бирорта хам ну^тасини уз  ичига олмаган [ak, a ft+1] 
сегментларга мос ^адларни чи^ариб ташлаймиз. Qr туплам буш 
булмаганлиги учун (чунки \х (Qr) >  0), (4) йигиндининг х;амма 
хадлари чи^иб кетмайди. Демак, ушбу
Л — 1 

К + 1  —  « а )  >  ^  ^  ( 5 )

тенгсизликлар уринли булади, бу ерда 2 '  ор^али чицариб таш- 
лаш натижасида цолган сегментларга тегишли хадлар йигин- 
диси белгиланди. Аммо

2 '  К + \ ~ а к )  ( Q r )  =  “ .

чунки 2 '  га кирган хадларга тегишли [ak, ак+х] сегментлар 
системаси Qr тупламни бутунлай уз ичига олади. Шунинг учун
(5) тенгсизликдан ушбу

п—1

®* (ЯА+1 ак> 5* —
k=l

тенгсизлик келиб чи^ади, бундан эса
Я—1

муносабат, яъни / (х) функциянинг [а, Ь] сегментда Риман ин
теграли мавжуд эмаслиги келиб чи^ади.

Демак, агар [а, Ь] сегментда чегараланган f(x) функция 
учун (х (Q) >  0 булса, у  хрлда бу функция Риман маъносида 
интегралланувчи булмас экан. Шундай цилиб, / (х) функция
нинг интегралланувчи булиши учун унинг [а, Ь\ сегментда че
гараланган ва деярли узлуксиз булиши зарур экан.

К и ф о я л и г и .  Чегараланган ва деярли узлукси з/ (х) функ
цияни [а, Ь] сегментда Риман маъносида интегралга эга эмас, 
деб фараз цилайлик. У хрлда шундай е > 0 сон топиладики, 
унинг учун [а, b] сегментни хар ^андай [ак, a ft+1] (k =  0,1, . . ., 
п — 1) сегментчаларга булганда ^ам ушбу 

/1 —  1

2 (ak + i~ ai ) > *  ( б) 

тенгсизлик бажарилади. Энди г натурал сонни ушбу 
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Г > _2 (?И &  (7)
6

тенгсизликни каноатлантирадиган цилиб олиб, / (л:) функция
нинг тебраниши -  дан кичик булмаган нуцталардан иборат Q 

г г
тупламнинг улчови мусбат эканлигини исбот циламиз.

Бунинг учун
П—1

йигиндини тузиб, уни ушбу
п—1

2  = 2 ’ ®* (а>+! ~ + 2 ,,щ* _  °*) (8)
fc=0 k к

куринишда ёзамиз, бу ерда 2 "  83 2 Г  мос РавишДа “ а <  ~

ва со. >  — шартларни цаноатлантирувчи .^адларнинг йигинди- 
л

сидан иборат. / (х) функция [а, Ь] сегментда чегараланган бул
ганлиги учун шундай / ( > 0  сон мавжудки, унинг учун ушбу

Ц(х)\<К (хЫа, Ь))
тенгсизлик бажарилади. Бундан

О <  шк С  2К
тенгсизлик келиб чицади. (7) ни хисобга олиб, ушбу

\ У  (aA+I - a k) < - r V '  (ak+1 -  ak) <  <  J-, (9)
"A: k

2  ©а (а*+1 ak) 2  (a *+i =  (Ю)
A k

муносабатларни ёзамиз, бу ерда

 ̂=  2  (°a+i k
(6), (8), (9), (10) муносабатлардан

П

* <  У ]  к + 1  ~ ak ) < \  +
А = 0

муносабатлар келиб чицади. Бундан эса / > ^ ~ > 0 .
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Энди [а, b\ сегментни 2п (п =  1, 2, . . .) та тенг ^исмга бу
ламиз. Юцоридагига ухшаш, бу булинишларнинг х;ар бирига 
тегишли (10') сон ушбу

тенгсизликни ^аноатлантиради.
[а, b] сегментни 2п та тенг ^исмга булганимизда / (х) функ

циянинг тебраниши — дан кичик булмаган сегментчаларнинг

йигиндисидан тузил ган тупламни Нп билан ва барча Нп ларнинг 
умумий цисмини Н билан белгилаймиз, яъни

СО

я  =  п Нп.п= 1
Ушбу Нп+] ст. Нп муносабат уринли, чунки 2Д+1 та тенг 

кисмга булишга тегишли бирорта сегментча учун cok >  — бул-

са, у  холда 2" та тенг ^исмга булишга тегишли бирор сег
ментча бу сегментчани уз ичига олади ва узунлиги икки марта
катта булгани учун унда f  (.к) функциянинг тебраниши — дан

г
кичик булмайди.

Демак,
ц (Н) =  lim  (Нп) =  lim I >  — . (11)

П'->00 ft—► ос 4k

Н тупламнинг хар бир ну^тасида / (х) нинг тебраниши —
г

дан кичик булмаганлиги учун ушбу
Н с :  Qr czQ

муносабатларни ёзишимиз мумкин, бу ерда Qr =  Q |<в (х) >  — j

оо

ва Q — U <?г. Бундан зса (11) га мувофиц 

(.1 (Q) >  (Qr) >  ~г >  0
4/4

тенгсизлик келиб чи^ади. Шу билан кифоялик ^ам  исбот 
булди.*

39.2- т е о р е м а .  Агар [а, Ь] сегментда f(x ) функция 
учун Риман интеграли мавжуд булса, у  %олда бу функ
ция учун Лебег интеграли %ам мавжуд булиб, бу интег- 
раллар узаро тенг булади.

190



И с б о т .  f(x)  функциянинг [а, b] сегментда Риман 
интеграли м авж удлигидан  цуйидаги хулосалар келиб чи
тали : 1) f(x ) функция чегараланган ; 2) f(x)  функциянинг 
узилиш нук;таларидан иборат тупламнинг Улчови нолга 
тенг, яъни f (x) деярли узлуксиз.

f(x)  функциянинг [а , 6] сегментда деярли узлуксизли- 
гидан 32. 11-теоремага асосан унинг Га, b] сегментда ул 
човли эканлиги келиб чи^ади. Д ем ак , f(x)  чегараланган  
ва улчовли. 35-§ даги  теорем ага асосан f(x) функция 
учун Л ебег интеграли м авж уд .

Энди f (х) функциянинг Риман ва Л ебег интегралла- 
рининг узаро тенглигини исбот киламиз.

[а, Ь] сегментни п та [хк, хА+1] сегментчаларга буламиз ва
Лебег интегралининг 36.1-хоссасидан фойдаланиб, ушбу

т к‘,Д х* <  (L) | f  (х) dx <  Mk A xk (12)
xk

тенгсизликларни ёзамиз, бу ерда A xk =  xk+x — xk, т к ва Мк 
мос равишда f  (х) функциянинг [xk, xk+l] сегментдаги ^уйи ва 
ю^ори чегаралари. (12) дан:

П — 1 П—1
S *= ^  mk д  хк <  2  (L) j  f(x)dx *

k *=0 /?̂=0 jCjt

b n~~ 1

=  (L) j  f (x)dx <  ^  MkA xk ~ S > (!3 )
a  A =0

бунда 5 ва 5  йигиндилар f(x)  функциянинг Га, Ь] сег
ментдаги Д ар б у йигиндилари. f(x) функциянинг fa, Ь1 
сегментда Риман интеграли м авж уд  булганлиги учун, 
унинг таърифига мувофиц уш бу

ь
l im s  =  H m S - ( i? )  Г f(x)dx (14)

“л - 0 ап aJ

муносабатлар уринли булади, бу ерда a  =  шах (А .
0<к<п~  1 ■"

(13) ва (14) муносабатлардан бевосита к,уйидагн тенглик ке 
либ чикади:

(Я) j  f(x)dx =  (L) j  f(x)dx.*
a a
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40-§. А бстракт Л ебег интеграли

Б у параграф да Е бирлик элементга э га  булган  Z ул 
човли тупламлар  системасида аницланган ^ Лебег улчо- 
вини курам из ва j;ap  бир х 6Е элементда ан и ^ а н га н  f(x)  
функция учун абстракт Л ебег интегралининг таърифини 
берамиз.

32- § д а  сонлар уцининг Улчовли Е тупламида аниц- 
ланган  улчовли f(x)  ф ункцияга таъриф берилган эди. 
Б у ерда биз Z улчовли туплам лар  системасининг Е бир
лик элементида аницланган Улчовли f(x)  ф ункцияга 
цуйидагича таъриф берамиз.

1-т а ъ р и ф . Агар Е тупламда анщланган f  (х) функция 
учун %ар цандай хщщий с сонда Е (f <  с) — { х : / (х) <  с} 
туплам рлчовли булса (яъни Е (f< lc)£ Z  булса), у хрлда 
/ (х) функция улчовли функция дейилади.

32- ва 33- § ларда улчовли функциялар ^ам да улчовли 
функциялар кетма-кетлиги учун исботланган теоремалар- 
нинг барчаси ^озиргина киритилган 1- таърифдаги Улчов
ли функциялар учун ^ам Уз кучини сацлайди. Исботлари 
эса у  ерда берилган исботларга ухш аш . Ш унинг учун у  
теоремаларнинг барчасини бу ерда келтирмасдан, фацат 
цуйидаги теореманинг исботини келтирамиз (33.1- теоре
м а билан солиштиринг).

4 0 .1 - т е о р е м а . Агар {[п (х)} улчовли функциялар кетма-
кетлиги %ар бир х£Е да f (х) функцияга ящнлаилса, у\хрл- 
да f (х) функция хам улчовли булади.

И с б о т . Фараз цилайлик, п-*-оо да хар бир х£Е  учун 
fn (х) -> / (х) булсин. Ушбу

E ( x : f ( x ) < c ) =  U U П E ( x :fm ( x ) < c - Л  (1)
k п т>п \ к  j

тенгликнинг уринли эканлигини курсатамиз.
Х доцатан, агар х£Е (х : / (х) <  с) ихтиёрий булса, у  хол-

да шундай k натурал сон топиладики, f  (х) <С с — -  тенгсизликk
уринли булади. Демак, п -> оо да fn (х) -> / (л:) булгани учун 
шундай п натурал сон топиладики, т  >  п булган барча т  на
турал сонлар учун f m (х) <С с — -  тенгсизлик уринли булади.

k
Бундан т  >  п булган барча т  сон учун 

х£ Е (x : f m (х )< с  — - i j ,
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яъни

f] Е ( x : f m (х )< с  — - )
т> п  \ k j

булади. Бундан ушбу

муносабат бевосита келиб чи^ади. Бундан ва х элементнинг 
ихтиёрийлигидан

° 0  ОО / 1 4

Е ( х :/ (х)< с) с :  [J U П Е [x'.fm{ x ) < c ~ - \  (2)
k=\ л = 1 т>п  \ к J

муносабатга эга буламиз.
Аксинча, агар х£ U U fl Е [ x : f m ( х ) < с — |—) булса, у

k п т>п \ k }

^олда шундай k ва п [натурал сонлар топиладики, m > n  на
турал сон учун

яъни, fm (х) С  с — Х-  булади. Бундан т-* -  оо да fm (*)->■ / (х)

булгани сабабли / ( х )< с  — — <  с тенгсизлик келиб чицади,
k

яъни х£ Е  (х : f { x ) < iс). Бундан ва х элементнинг ихтиёрийли
гидан

Е (x :f  (х)<с)^>  U U П £ ( x : / m ( х ) < с  — -М
k п т>п \ к  /

муносабатга эга буламиз. Бу ва (2) муносабат (1) тенгликни 
исботлайди.

(х) функоиялар улчовли булганлиги сабабли, £  (л:: fm (x)<L
<  с — j  тупламларнинг хар бири улчовли тупламдир. Демак,

26 .8 -теоремага асосан (1) тенгликнинг унг томони купи билан 
сони сано^ли улчовли тупламларнинг йириндисидан иборат бул
гани учун улчовли туплам. Шу сабабли £  (х : / (х) <  с) туп
лам хам улчовли булади. Бундан таърифга асосан f  (х) функ
циянинг улчовли эканлиги келиб чщади.*

2 - т а ъ р и ф .  Агар Е тупламда анщланган ущщий f(x) 
функция улчовли б$либ, унинг цийматлари туплами чекли 
ёки саноцли булса, бундай функция содда функция дейилади.

40.2- т е о р е м а. £  тупламда берилган %амда цийматлари
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туплами чекли ёки саноцли {у{, у2, . . . , уп, . . .} тдпламдан 
иборат булган f(x) функциянинг длчовли бдлиши учун 

An =  {x£E\f (х) =  уп}, л =  1, 2, . . .

тдпламларнинг улчовли булиши зарур ва кифоядир.
И с б о т .  З а р у р и й л и г и .  f(x) функцияни улчовли деб 

олиб, Ап тупламларнинг улчовли эканини курсатамиз. Содда- 
лик учун y v у2, . . уп, . . . сонларни турли деб хиеоблаб, 
^сиш тартибида жойлашган деб оламиз. Шундай к,илиб, уу <С
<  у2 <  . . . <  уп <  . . булсин. f  (х) функция улчовли булгани 
учун таърифга асосан {х £ Е : f  (х) <  Уп+1) ва {х£ Е : f (х )<  уп} 
тупламлар улчовли. / (х) функциянинг таърифидан ушбу

Ап =  {х £ Е : f (х) =  уп) =  {х € Е : f  (х) <  yn+l}\{x £ E :f  (x)<ynj
тенгликнинг уринли эканлиги келиб чикади. Бу тенгликнинг 
унг томони 26 .5 -теоремага асосан улчовли тупламларнинг айир
маси сифатида улчовли. Демак, Ап туплам улчовли.

К и ф о я л и г и .  Ап тупламларни улчовли деб, / (х) функция
нинг улчовли эканини курсатамиз. с сон ихтиёрий булсин. У 
х;олда ушбу

Е (х : / (х) <  с) =  U Ап
Уп <  с

тенглик Ап тупламларнинг таърифланишидан келиб чикади. Бу 
тенгликнинг унг томони купи билан сони санокли улчовли туп
ламларнинг йигиндисидан иборат булгани учун 26 .8-теоремага 
асосан улчоели туплам. Бундан Е (х : / (х) <С с) тупламнинг ул 
човли эканлиги келиб чицади. Демак, / (х) — улчовли функция.*

3-т а ъ р и ф .  Агар \ар кандай г > 0  сон учун шундай 
п0 =  п0 (г) натурал сон мавжуд булиб, барча п^>п0 н ату 
рал сонлар ва барча х£Е учун

I fn ( x ) ~ f  (х )1< е
тенгсизлик бажарилса, у хрлда длчовли Е тдпламда аник- 
ланган длчовли {fn (х)} функциялар кетма-кетлиги шу т д п 
ламда / (х) функцияга текис якинлашувчи дейилади.

4 0 .3 -т е о р е м а . Е тупламда анщланган f  (х) функция
нинг длчовли бдлиши учун бу функцияга шу тдпламда т е 
кис якинлашувчи длчовли codda \ fn (х)} функциялар кетма- 
кетлигининг мавжуд бдлиши зарур ва кифоядир.

И с б о т .  З а р у р и й л и г и .  / (х) функцияни улчовли деб, 
унга текис якинлашувчи улчовли {fn (х)} функциялар кетма-
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кетлигини цуйидагича тузамиз: ^ар бир тайинланган п нату
рал сон учун улчовли f (х) функция

п п

тенгсизликни каноатлантирган нуцталарда (бу ерда т  — бутун 
сон) fn (х) функцияни ушбу

г . п - ?

тенглик билан аницлаймиз. У  холда fn (х) гсодда функция бу

либ, {fn (ж)} кетма- кетлик п -> оо да / (х) функцияга текис 
яцинлашади. Хацицатан, fn (х) функциянинг таърифланишидан 
хар цандай х£Е  учун

\fn ( x ) - f ( x ) \ < L

тенгсизлик уринли эканлиги равшан. Бу эса я ->  оо да \ fn (я)} 
кетма- кетликнинг / (х) га текис яцинлашишини курсатади.

К и ф о я л и г и .  Е тупламда аницланган \fn (д-)) улчовли 
содда функциялар кетма- кетлиги f (х) функцияга текис яцин- 
лашувчи булса, у  холда 40.1-теоремага асосан / (х) функция 
у д ч о Е Л И  булади.*

Энди содда функциялар учун Лебег интеграли тушунчаси- 
ни берамиз.

Фараз килайлик, Е тупламнинг бирор улчовли А кисмида 
аницланган содда / (х) функция берилган булиб, у 1( у г, . . 
уп, (укф у р  k Ф  /) сонлар унинг барча кийматлари кет
ма кетлиги булсин. Ушбу

ЛЗ =  {х 6 Л : f  (х) =  уп)
тупламни оламиз. 40 .2 -теоремага асосан бу туплам улчовли. 
Демак, (х (Лп) сон аниц цийматга эга. Ушбу

2  Уп ^ w  (3)
п—1

^аторни тузамиз.
4 - т а ъ р и ф .  Агар f(x) содда функция орцали ^осил 

цилинган (3) цатор абсолют ящшлашса, у %олда унинг 
циймати f(x ) функциянинг Лебег интеграли дейилади 
ва у  ушбу

f / (х) d ц =  У  Уп I1 (Ап)
А п= 1
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куринишда ёзилади, f(x) функция эса ц $лчов буйича 
А тупламда интегралланувчи ёки жамланувчи функ
ция дейилади.

Б у таърифда f(x ) содда функциянинг щ ш матлари бул
ган yk сонлар бир-биридан фарцли деб каралди . Лекин 
содда функциянинг Л ебег интегралини унинг ^ийматлари 
бир-биридан фар!\ли булм аган  ^ол учун з^ам таърифлаш 
мумкин. Бу куйидаги теоремадан куринади:

40-4-т е  о р е м  а. Агар А =  jj Bk, Bk П == 0 ,  k=£j,

k =  1, 2, 3, . . . булиб, f (х) функция \ар бир Bk тупламда 
$згармас ck сонга тенг булса, у хрлда

[ f ( x ) d lx =  ^ c k[i( B k) (4)
A k

булади.
f(x) функциянинг жамланувчи б(/лиши учун (4) ка- 

торнинг абсолют якинлашувчи булиши зарур ва кифоя
дир.

И с б о т .  Теореманинг биринчи цисмини, яъни (4) тенг- 
ликни исботлаймиз. Ушбу

А =  {х£ А : f (х) =  уп} =  U Bk,
c k =Уп

тенглик уз-узидан равшан (бунда U Bk туплам ск =  уп бул-
с к  ~Уп

ган Bk тупламларнинг йириндисидан иборат). 4-таърифга ва ц 
Улчовнинг ст-аддитивлик хоссасига асосан

J / (*) d I* = 2  Уп Iх (А«) = 2  Уп 2  V (Bk) = 2  ckV (Bk)
А п  п  с к  =уп Ь

булиб, (4) тенглик келиб чи^ади.
Энди теореманинг иккинчи ^исмини, яъни f{x) функ

циянинг ж ам ланувчи  булиши учун (4) к;аторнинг абсолют 
якинлаш увчи булиши зарур ва кифоя эканлигини исбот
лаймиз.

Х а^и^атан, агар  f(x)  функция А туплам да ж ам л а 
нувчи булса, у  ^олда 4- таърифга асосан

21 Уп ^ (AJП
^аторнинг абсолют я^инлашиши келиб чикади. Бундан 
ва улчов манфий булмаганлиги сабабли ушбу

2 W  ^ ^п) ~ 2  \  ̂ 2  ^ ^  = 2   ̂° k I ^ ^п п ck =уп к
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2  ck I* (Bk)k
цаторнинг абсолют яцинлашиши келиб чикади.

Агар (4) цатор абсолют яцинлашувчи б^лса, f(x)  
функциянинг ж амланувчи булиши (4) тенгликка асосан
4- таърифдан келиб чи^ади.*

Энди содда функция учун Л ебег интегралининг баъзи 
бир хоссаларини келтирамиз

1. Агар улчовли А тупламда аницланган f(x) ва g (x ) 
содда функциялар ц улчов буйича А тупламда жамланув
чи булса, у  %олда уларнинг йигиндиси f(x )+ g (x )  %ам ц 
Улчов буйича А тупламда жамланувчи булади ва цуйи- 
даги тенглик Уринлидир:

J  (/ (х) +  8  (*)) d \i =  f / (x) d ц +  f g (x) d fx.
A A A

И с б о т .  Фараз к,илай,пик, f  (x) содда функция узининг 
/Р fv  • цийматларини F v Fv . . . , Fn, . . Ft cz A,
1 =  1, 2, . . . улчовли тупламларда, g {%) содда функция эса, 
узининг g{, g2, . . . , gn, . . . цийматларини Gp 0 2, . . ., Gn, . . . 
G jCZ A, / = 1 , 2 , . . .  улчовли тупламларда ^абул кили наш. У  
холда 4 -таърифга асосан

/ 1 =  ] 7 « ^  =  2 / 1- М ^ ) ,  (5)
А /

U = .f 8 (х) d р = 2  8, И (G,) (6)
А /

тенгликларни ёзишимиз мумкин. Ушбу
ц (^ )  =  2  u (F, П G,), (7)

/
И (G,) = 2  I* (Ft п G,) (8)

i

тенгликлар F{ ва Gj тупламларнинг таърифланишидан ва р, ул- 
човнинг ст-аддитивлигидан келиб чи^ади. Энди 40 .4 -теоремага 
асосан

J  (/ (X) + g W ) ^  = 2 2  (fi +  8i) (X (Ft n Gt) (9)
A i i

тенгликни ёзишимиз мумкин. (7) ва (8) тенгликлардан ушбу

2 2  (fi + 8,) Р (Fi n g^ =  2  fi Ц (Fi) + 2  Si t* Щ
i i i t

тенглик келиб чицади. Бундан (5) ва (6) тенгликларнинг

тенгликдан
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унг томонидаги цаторлар абсолют яцинлаш са, (9) тенг
ликнинг унг томонидаги цаторнинг дам  абсолют яцинла- 
шиши келиб чицади дам да

С [/ (*) +  g W l  d ji =  |7 (х) d ц +  [ g (х) d (x
А А А

тенглик уринли булади.*
2. Агар f(x ) содда функция ц, улчов буйича А туплам- 

да жамланувчи булса, у %олда %ар цандай узгармас с сон 
учун c f(x) функция х,ам ц улчов буйича А тупламда жам
ланувчи булади ва

[ с f (х) d ц =  с f f (х) d ц
'А 'А

тенглик уринли.
3. А тупламда чегараланган f содда функция шу туплам 

да р. улчов буйича жамланувчи. Агар А тупламда ) / (х) | <  М 
тенгсизлик уринли булса, у х1олда ушбу

Г | / (х) 1 d [х <  М р (А)
А

тенгсизлик уринли.
2 ва 3-хоссалар дам  худди I-хоссага Ухшаш исбот- 

лангани учун уларни исботлашни уцувчига колдирамиз.
Энди умумий дол учун Л ебег интегралининг таърифи- 

ни берамиз.
5 - т а ъ р и ф .  Агар А тупламда [х улчов буйича жамла

нувчи содда функциялардан иборат {fn (%)} кетма-кетлик  
шу тупламда f  (х) функцияга тгкис ящнлашса хамда ушбу 

Г/ =  lim J  fn (х) d\i
: П—ЮО А

лимит мавжуд булиб, бу лимит А тупламда f  (х) фунщи- 
яга текис ящнлашган {/„ (л:)} содда функциялар кетма-кет- 
лигини танлашга борли% булмаса, у хрлда I лимитнинг ций- 
м ати f  (х) функциянинг А тупламда ц улчов буйича Лебег 
интеграли дейилади ва

f / (х) d ц
А

куринишда белгиланади.
Агар f(x) функциянинг ц. улчов буйича А тупламда 

Лебег интеграли мавжуд булса, у  х1олда бу функция ин- 
тегралланувчи ёки жамланувчи функция дейилади.

4 0 . 5 - т е о р е м а .  А тупламда жамланувчи содда функция
лардан иборат {/„ (х)} кетма- кетлик текис якинлашувчи 
булса, у %олда ушбу
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1 =  lim  J  fn (*) d I*fl-+oo ^

лимит \авжуд.
И с б о т .  Л тупламда текис якинлашувчи хар цандай {fn (х)} 

функциялар кетма-кетлиги учун л, т - >  оо да ушбу
sup \fn (х) — fm (х )|-> 0 (10)
х£А

муносабатнинг уринли эканлиги м атем атик анализ курси- 
дан маълум .

Содда функция учун Л ебег интегралининг 1—3-хосса- 
ларига асосан ушбу

I f / (х) d (J. — J  fm (х) d |i | ^  (X (A) sup I/ (x) — fm (x) | 
a  a  xe A

тенгсизлик уринли. Бундан (10) га асосан In =  j  fn (х) dp, сон-
А

лар кетма- кетлиги учун Коши шартининг бажарилиши келиб 
чи^ади. Д емак, 1'п кетма-кетлик якинлашувчи.*

4 0 . 6 - т е о р е м а .  Агар {fn (х)} ва {gn (х)} кетма- кетликлар 
А тдпламда жамланувчи булган содда функциялардан ибо
р а т  булиб, шу тупламда f (х) функцияга текис яцинлашса, 
у %олда

lim $ f„ ( x ) d n =  lim f gn (x ) d fx.
tl -*00 д П-+ OO ^

И с б о т .  {/„ (x)} ва {gn (x)} кетма- кетликлар Л тупламда 
f  (х) функцияга текис я^инлашгани сабабли л-»- оо да

sup \fn (x) — f ( x ) l - + 0  ва sup |gn (x) — g  (x) | 0 (11)
X£A x£A

муносабатлар уринли. Бундан ва содда функция учун 
Л ебег интегралининг 1—3-хоссаларига асосан

I J  fn (х) d ц — J  gn (х) d [i | =  I f {[/„ (x )— f (x)] — lgn (x) —
A A A

— f  M l} dy,\ <  I]■ [/„ (x) — f  (x)] d\i\ +  1J  [g„ (x) — f(x)] d\i|<
A A

<  ц (A) sup I fn (x) — f  (x) 1 +  \x. (Л) sup I gn (x) — f  (x) I
x ^ A X£A

тенгсизликка эга буламиз. Бундан (11) га асосан 
lim Г /„ (х) d\i =  lim  j  gn (x) d [x

П—voo д  П-+00 Д

тенглик келиб чикади.*
Б у параграф да таъриф ланган абстсракт маънодаги
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Л ебег интеграли учун 36—3 8 -§  л арда сонлар Увдда аник- 
ланган  улчовли функциянинг Л ебег интеграли учун ,исбот- 
ланган  теоремаларнинг барчаси уз кучини сацла^ди. Бу 
ерда у  теоремалардан  бирини абстракт Л ебег интеграли 
учун исботлаш билан чегараланамиз.

4 0 . 7 - т е о р е м а .  Агар ср (х) функция A£Z тупламда жам
ланувчи булиб, улчовли f (х) функция учун | f  (X) | <  <р (х) 
тенгсизлик х1ар бир х£А да бажарилса, у хрлда f (х) функ
ция %ам А тупламда жамланувчи ва

Г \f(x)\dp <  J  ф (х) d\i.
А А

И с б о т .  Фараз ^илайлик, / (х) ва ф (х) содда функциялар 
булсин. У  х,олда хар бир х£А  учун | f (х) \ <  ф (х) булгани 
туфайли А тупламни сони чекли ёки сано^ли Ах, А2, А3, . . . 
тупламларнинг йириндиси сифатида ифодалаш мумкинки, хар 
бир Ak тупламда / (х) ва ф (х) функциялар мос равишда ak ва 
bk цийматларни к;абул ^илиб, улар учун | ak | <  bk тенгсизлик 
уринли булади. ф (х) 'функция А тупламда жамланувчи бул
гани учун

2  К 1 ^ (Ak> <  S  bk W  =  I ф W  d ^
k k A

тенгсизликдан 2  a k И- ( 'V  ^аторнинг абсолют я^инлашяши к  е- 
k

либ чицади. Бу эса / (х) функциянинг А тупламда жамланувчи 
эканлигини таъминлайди. Демак,

[ f (х) d ц
А

мавжуд. Бундан ва 

| J- / (х) d (А | =  12  ^ О4*) I <  S  К  I ^ ■" II f W 1d н- <
A k k А

<  f Ф  (х) dp
А

тенгсизликдан содда функция учун теореманинг исботи келиб 
чи^ади.

Энди теоремани умумий холда исботлаймиз. Фараз ^илай- 
лик, А тупламда {fn (х)} содда функциялар кетма-кетлиги f  (х) 
функцияга, {фя (х)} жамланувчи содда функциялар кетм а-кет
лиги ф (х) жамланувчи функцияга текис я^инлашсин. У  ^олда 
х,ар ^андай е > -0  сон учун шундай N натурал сон мавжудки, 
барча п >  N учун



' fn W  К  I fn М  — / ( * ) 1 +  I f W I <  \  +  Ф (*) =  f  +  Ф (*) ~

— Фл (*) +  %  (х) <  I  +  j  +  %  (х) =  8 +  ф„ (х)

тенгсизликка эга буламиз. е нинг ихтиёрийлигидан эса барча 
t i> N  учун

I f n М I  <  Ф я  W
тенгсизлик келиб чицади. Бундан хозиргина исботлаганимизга 
асосан

J | /„ (х) | dx < f ф„ Ос) dx
А А

тенгсизликни оламиз. Бу тенгсизлик барча п >  N учун уринли 
булганлиги сабабли у  п -> оо да хам уринли, яъни

Iim f l  f„ (х) I dx <  lim f <рп (х) dx.
П-*оо д  п—>оо д

40 .5-теоремага асосан lim Г фп (х) dx лимит мавжуд.
п-> оо JA

Бундан lim Г | [п (х) J dx лимитнинг хам мавжудлиги келиб чи-
П-+оо д

цади. {fn (х)} ва {ц>п (х)} кетма-кетликлар А тупламда мос ра
вишда / (х) ва ф (х) функцияларга текис яцинлашганликлари 
сабабли, 4-таърифга асосан

Г | f  (х) | dx < \ ф (х) dx
'А А

тенгсизлик уринли.*

41- §. Тупламлар системасининг ва улчовнинг турри 
купайтмаси. Фубини теоремаси

М атем атик анализда каррали интегрални такрорий 
интегралга келтириш м асаласи  мудим роль Уйнайди. 
К,уйида исбот цилинадиган Фубини теоремаси Л ебег кар 
рали интеграли назариясида асосий теоремалардан  бири 
булиб дисобланади. Бу теореманинг исботига киришиш- 
дан  илгари мустацил адам и ятга эга  булган баъзи бир 
туш унча ва  маълумотларни келтирамиз.

3- § да Х 1( Х 2........... Х п тупламнинг турри (Декарт) купайт
маси тушунчасини киритиб, бу купайтмани цуйидагича белги- 
лаган эдик:

тенгсизликлар уринли. Бундан ва теорема шартидан
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х  =  П х ,
ft-ll

Агар Glt G2, . . . , Gn системалар мос равишда Х х, Х 2, . . Х п 
тупламларнинг ^исм тупламларидан тузилган системалар булса, 
У хрлда

G =  G{ X G2 X . . .  X Gn
система X  тупламнинг цисм тупламларидан тузилган система 
булиб, G системанинг хар бир А £ G элемента цуйидаги кури
нишда булади:

А =  Ах х  А2 х  . . . X Ап,

бу ерда
Ak£Gk, k =  1, 2 ...........п.

4 1 . 1 - т е о р  е м  а. Агар Gk, k = \ ,  2, . . . , п системалар-
П

нинг %ар бири ярим \алка булса, у %олда G =  П  Gk систе-
k=\

ма %ам ярим \алка булади.
И с б о т .  Теореманинг исботини п =  2 булган хол учун кел- 

тирамиз. Умумий зрл математик индукция усули билан исбот- 
ланади. Шундай килиб, агар G* ва G2 ярим хал^алар булса, 
G =  Gx X G2 >̂ ам ярим хал^а булади. Бунинг учун, ярим хал- 
^анинг таърифига асосан А, В £G булса, A f| B£G ва A, BX£G 
булиб, BxczA  булса, шундай В2, В3, . . ., Вт , Bk f| В. =  0 ,
k Ф /, Bk£G, k — 2 ,п мавжудки, улар учун А =  Вх !J В2 U . . .  
U Вт  эканлигини курсатишимиз керак. Фараз цилайлик, 
А € Gi X G2 ва В £ Gx х  G2 булсин, у  хрлда Декарт купайтма- 
нинг таърифига асосан

А =  Ах х  А2, Аг £ Glt A2£G2, (1)
В =  ВХХ В 2, B ^ G V B2£G2 (2)

булиб, ушбу
А П В =  (Л , П Вх) х  (А, П В2)

тенглик уринли.
Х,ацик;атан, х £ А [),В  ихтиёрий элемент булсин. У  з^олда 

купайтманинг таърифига асосан х£ А  ва х£ В  булади.

А =  Ах х  А2 ва B =  Bt х  В2 (А1( B ^ G »  А2, B2£G2) 
булгани учун

х =  (хх, х2) £ а  =  Ах х  А2 ва л: =  (х1г х2) £ В =  Вг X В2
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муносабатлардан Ху^Ау, х 1 ^ В 1 ва х2£ А 2, х2£ В 2 муносабат
лар келиб чицади. Булардан х 1£ А 1 П Вг ва х 2£ А 2 П В 2 бу
либ, х  =  (хг, х 2) £ (Л, П Вг) х  (А2 П В2) муносабат уринли. 
Бундан д: ихтиёрий элемент булгани учун

А П В <= (Ау П В,)  х  (А2 П В 2) (3)
муносабатга эга буламиз.

Энди, х =  (хг, х 2) £ (Al П S i )  X (А2 П В2) булиб, ихтиёрий 
булсин. У холда Декарт купайтманинг таърифига асосан 
Ху £ Ау П Вх ва х2£ А 2 П В2 муносабатлар уринли. Булардан Ху£Ах, 
Ху £ By ва х 2 £ А 2, х2 £ В2 муносабатлар келиб чик,ади. Бу м у
носабатлардан, хусусан,

х =  (Ху, х2) £ Ау х  А2 =  А ва х — (ху, х2) £ By х  В2 — В
муносабатларни оламиз. Булардан х ^ А  В булиб, х  элемент
нинг ихтиёрийлигидан

(Ау П By) X (А2 П В2) с. : А П В  (4)
муносабатга эга буламиз. (3) га (4) муносабатлардан

А  П В =  (А,  П By) X (А2 П В2) (5)
тенглик келиб чи^ади.

Gy хамда G2 системалар ярим ^ал^а булганлиги учун
Ау П By^Gy, А 2 П B2£G2.

Бундан
А  П В £ Gy х  G2

муносабат келиб чицади.
Фараз килайлик, энди (1) ва (2) муносабатлар билан бир га 

By а  А у ва В2 с : А.  шартлар хам бажарилсин. У холда Gy ва 
G2 системаларнинг иккаласи хам ярим халка булганлиги сабаб
ли ярим халца таърифига асосан шундай B(J) £ G i тупламлар 
мавжудки, цуйидаги тенгликлар уринли булади:

A l = B l U 5 « )  U . . .  U В\к\

а 2 =  в 2 и и • • •  и вр .
Бундан куйидаги тенглик келиб чи^ади:

А =  Ау х  А 2 =  (By х  В2) и (By х  £<'>) U . . .  U (S i х  Bp) U 

и (S<>) х  В2) и (В ^  X В (D) и . . .  и (&Р X ЩУ) и

U (В[к> х  Вг) U (В(р  х  Bp) U . . .  U (В\к) х  Bjf>).
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Бунда х  В2 =  B£G1 х  G2 ва ВГ X В[2п £Gj X G2, i=  1 ,k, 
j  — 1,1. Теорема n =  2 булган хол учун исбот булди.*

41.2-и з о х .  Агар Gx ва G2 системалар далца (алгебра, о- 
халца, о- алгебра) булса, у  долда G =  Gx X G2 система, уму- 
ман айтганда, далца (алгебра, сг-далца, ст-алгебра) булмайди.

М и с о л. М система узаро кесишмайдиган [а, р) куриниш- 
даги ярим интервалларнинг чекли системаси булсин. М систе- 
манинг ярим далца ташкил этиши равшан. М ярим далцани 
уз ичига олган минимал халцани Fx орцали белгилаймиз. 24.3- 
теоремага асосан Fr системанинг дар бир А £ F± элементи сони 
чекли узаро кесишмайдиган [ak, рД k =  1,2, . . .  , п ярим ин
тервалларнинг йигиндисидан иборат, яъни

А — {] [ak, Р4), [ak, РА) П [а  , р Л =  0 , к ф }.
•/?=1

Агар Fl — F2 деб олиб, F =  Ft х  F2 системани царасак, у  дол- 
да [0 . 1) £ F-l ва [0 , 1 )£ Ft учун

{(х, у): 0 <  д :<  1, 0 <  у С  1} £F1 X F2 =  F 
хамда [— 1, 0) £ Fx ва [— 1, 0) £ F2 учун

{(*> У) : — 1 <  х <  0, — 1 ^  у <  0} £ Fx X F2 =  F
булиб, ушбу
[(х, у): 0 < х < 1, 0 <{/<1) и 

U {(х, у) : — 1 <  х <  0 , 
- 1  < г / < 0}

Й№инди F системанинг 
элементи була олмайди 
( 11-ш аклга царанг).

Т а ъ р и ф .  G„ G2.......... Gn
ярим щлцаларда мос 
равишда ц2, . . ., ц, ул- 
човлар берилган бцлсин. 
G — Gj х  G2 х  . . .  х  Gn 
ярим х^алщда ушбу 
ц(Л )=И1(Л,) ц2(Л2). . .^ (Л ,,)  
(Л =  Лх х  Л2 х  . . .  X Л„) 

тенглик билан аньщланган ц туплам функцияси р2, . . 
улчовларнинг купайтмаси дейилади ва

И- =  Hi X ц2 X . . . х  цп 

куринишда белгиланади.
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4 1 . 3 - т е о р е м а .  G =  G, X G2 х  . . . X Gn ярим ^алцада 
анщланган (i =  jji, X |i2 X . . . X цл туплам функцияси ул- 
човдир.

И с б о т .  Теоремани п =  2 булган ^ол учун исботлаш кифоя 
(ихтиёрий п учун исбот математик индукция усули орцали 
олинади).

Шундай цилиб, G =  Gj х  Gs булиб, А X B£G1 X G2 бул
син. Дастлаб |л (А х  В) >  0 эканини курсатамиз. Бу эса х,ар 
цандай A£Gt учун ^  (А) > 0  ва хар ^андай В £ G2 учун 
(i2 (В) >  0 булганлиги сабабли ушбу

у ,( А х  В) =  у.г (Л)-ц2 (В)

тенгликдан келиб чи^ади.
Энди

А X В =  U (Ak х  Bk), {Ak х  Bk) П (A, x  B.) =  0 , k=£j (6)
A- 1

булганда
Г

H- (A x  В) =  (A) • [x2 (B) =  2  (Ak)-V2 (Bk)
k=\

тенгликнинг уринли эканлигини курсатамиз. Бунинг учун ёр- 
дамчи fk (х) функцияни A£GX тупламда цуйидаги тенглик би
лан аншугаймиз:

f  (Х) =  ( (Bk), агар x£ A k булса, (?)
k (0, агар x£ A k булса,

У ^олда )$ар ^андай х £ А учун

2  fk w  =  .и2 (8)
* - i

тенглик уринли.
^а^и^атан, х£А  булиб, тайинланган булсин. У хрлда их

тиёрий у £ В учун (х, у) £ А X В муносабат уринли. Бундан (6) 
тенгликка асосан шундай т  (1 <  m <  г) натурал сон топила- 
дики, (х, у)£Ат  х  Вт  булади. Фараз цилайлик, бирор у£ В  
учун Ар х  Вру Ад х  Вд, . . . (р, q сонлар бир- бирига тенг 
эмас) (х, у) жойлашган тупламлар булсин (12-шакл). У  холда 
ихтиёрий у£ В  учун (х, у) £ Ар х  Вр, (х, у)£ Aqx B q, . .  ., 
муносабатлардан бири, яъни х£Вр, y£ B q, . . . муносабатлар- 
дан бири уринли.
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в

Бундан у £ Вр U Bq U . . .  
булиб, у элементнинг ихти- 
ёрийлигидан

В с^Вр и В„ и . . .  (9)
муносабат келиб чи^ади. 
Иккинчи тпмондан, (6) 
тенгликка всосан хар бир 
k (1 <  k <  г )  натурал сон 
учун Bk сг: В муносабатга 
.сосан

X I в р и в „  и в

Ак
А

12- шакл.

X муносабат уринли булади. 
Бундан (9) муносабатга асо
сан

В =  В0 и Ва U • • .

тенглик келиб чицади. Бу тенгликдаги Вр, Вя, . . ., тупламлар 
узаро кесишмайди. Хаки^атан, агар р Ф q да Вр [] ВЯФ  0
булганда эди, тайинланган х учун х£ Ар Г\ Ад Ф 0  муносабат 
уринли булганлиги сабабли

(Ар х  Вр) П (Ад х  Вч) =  (Ар П М ?)] х  (Вр\ П Bq) Ф  0
булиб ((5) тенгликка ^аранг), бу муносабат (6) -тенгликка зид 
натижага олиб келар эди. Демак, В туплам узаро кесишмай- 
диган Вр, Вд, . . . тупламларнинг йигиндисидан иборат экан. 
Бундан (х2 улчовниннг аддитивлик хоссасига асосан

Н*2 (В) =  Иг (Вр) +  М-2 (Вд) +  • • •
тенглик уринли. Шунинг учун тайинланган х£ Л  да (7) тенг
ликка асосан

"V! fk (Х) =  tl2 (Bq) +  И“2 (Bq) +  • • • =  И2 (В)
k= 1

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликни А 
буйича интеграллаб,

тупламда jix улчов

2  J  /* W  d f*1 =  J  И-* (в ) d И-i
fc=I А А

тенгликка ёки бундан (7) тенгликка асосан
(7 к (х) d ^  =  na ( В * ) - ^  (А£

А
булгани учун 
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2  Ml (А * Н ’ч  (B k) =  М-1 (А)-^2 (Б )
k=\

тенгликка эга буламиз.*
41 .4- т е о р е м а .  Агар Gl ва G2 яр ум халщларда мос ра

вишда анщланган ва [л2 улчовлар а-аддитив булса, у хол
да G =  GX Ж G2 ярим ха л !\ а да аницланган |х — j.i | х  li 2 улчов 
%ам о-аддитив улчов булади.

И с б о т .  G системанинг таърифланишига асосан унинг хар 
цандай С £ G элементи

С =  А х  В, A£Glt B£G2 
куринишга эга булади. Фараз килайлик, уД (л:) функция A£GX 
тупламнинг характеристик функцияси булсин, яъни

* „ М  =  (1 . агар * |  Л  
10 агар х (Е А.

Ушбу

/с М  =  Г a  М' М2 (в ) 
белгилашни киритамиз. У  холда

f /с (*) <*Ц1=М А)-Ц « (В)
х

тенглик равшан.
оо

Агар С =  U С. , Ck П С = 0 ,  k Ф /, Ck£G булса, у  \ол- 
к=\ 1 

да (i2 улчовнинг о- аддитивлигига асосан
оо

/с W  =  2  Ь к '*)
к= 1

тенглик келиб чицади ((8) тенглик билан солиштиринг), бу ерда 
J c k (x) =  XAk(x)^ 2 (Bk). (10)

Энди 38.13-теоремага асосан

2  j  fck W  d Hi =  f ( 2 / c fc W) d Mi =  f (*)  ̂Mi =
A=1 Л Л k=\ A

=  М 4 ) - М Я )  =  м ( 0  ( l i )
тенглик уринли. Иккинчи томондан, (10) тенгликка асосан

\lfck (*) dMi =  ' Ha (S*) =  1* (С*).
л *
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Бундан ва (11) тенгликдан

I* (с ) =  2  ^  =  2  р w
А=1 А=1

тенглик келиб чи^ади.*
4 1 . 5 - и з о ^ .  Бу теорема исталган сони чекли улчовларнинг 

купайтмаси учун хам уринлидир.
Агар Gt ва G2 системалар а- алгебра булиб, мос равишда 

уларда атщланган га и2 улчовлар а- аддитив булса, у  хрл
да ва |д,2 улчовларнинг купайтмаси деб (ix х  ц2 улчовнинг 
Лебег маъносидаги давомига айтилади ва [Xj®^2 куринишда 
белгиланади.

Фараз килайлик, X ва Y тупламлар берилган булиб, улар
нинг хар бири барча ^ациций сонлар тупламидан иборат бул
син (у хрлда Х х У  купайтма текисликдан иборатдир). X  туп
ламда унинг барча Борель тупламлари системасида ани^ланган 
а- аддитив улчов хамда Y тупламда унинг барча Борель 
тупламлари системасида ани^ланган а- аддитив улчов берил
ган булсин. Куйидаги теоремани исботлаймиз:

41 .6-т е о р е м а .  Манфий булмаган окамланувчи ва длчов
ли / (х) функция ва длчовли М cr. X  тдплам учун тузилган

А =  {{х,у):х£ М , 0 <  г/ </(*)} 
тдпламнинг длчови / (х) функциянинг цх длчов бдйича М 
тдпламдаги Лебег интегралига тенг, яъни

И ( 4 ) =  $ f(x )d iix. (12)
м

И с б о т .  Фараз ^илайлик, f  (х) функция улчовли М туплам
да узгармас с сонга тенг булсин:

f(x) =  с, х£М .
У хрлда

А =  { (х, у ) : х £ М, 0 <  у <-с} =  М X [0, с]
булиб,

И (4 ) =  Ц(М X [0 ,с])= цх (М)• у  ([0 , с]) =  [  хи (х) dpx -c =
х

=  f cd\yx =  \f (x)diix
M M

булади. Бу ерда %м (х) функция М тупламнинг характеристик 
функциясидир. Демак, /(.*) функция узгармас булган >рл учун 
теорема исбот булди.

208



Энди, фараз цилайлик, f{x) функция М тупламда аницлан- 
ган содда функциядан иборат булсин, яъни

М =  (J М„, Мк(\М ,~  0; кФ!

булиб, >;ар бир Мк тупламда /(х) функция узгармас ск сонга 
тенг булсин. У ^олда

А =  {(х, у ):х£ М , 0 <  у  <  /(*)} -
= U {(х, у ):х£  Mk, 0 <  у  <  ск) = (J (Мк x"fo, ск]) 

k k
тенглик уринли. Бундан 41-4-теоремага асосан

И- (А) =  О*, X (А) =  2  (ц ,Х  ир {Мк X [0 , с*]) -

= 2  и-. (№. cfei) = 2 1  =
ft k X

= 2 1
ft Mfc M

тенгликка эга буламиз. Бу ерда %Мк(х) функция Мк туплам
нинг характеристик функцияси. Шундай к;илиб, теорема /(.г) 
функция содда функция булган хол учун ^ам исбот булди.

Энди жамланувчи улчовли f  (x) функция ихтиёрий булса 
у  з^олда М тупламда f(x) функцияга текис 'я^инлашувчи мо
нотон усувчи {/„(*)} содда функциялар кетма-кетлигини олиб 
([12] даги 2 8 5 -бет, 26 .10 -теоремага царанг), ушбу 

К  =  {(*, у ) :  х£М , 0 <  у  <  /я (х)} 
тупламни тузамиз. Юцорида исботлаганимизга асосан

| * ( 4 , М  (13)
м

Энди Ап тупламларнинг тузилишидан ва {fn(x)} кетма-кетлик- 
нинг монотон усувчилигидан ушбу

Axcz Л2 с :  . . . с :  Ап с : ' . ' .  .

муносабатга эга буламиз. Бундан ва {/п (х)} кетма-кетликнинг 
/(х) функцияга текис яцинлашишидан

Л =  U Ak 
k=\

муносабат келиб чи^ади. ва \iy улчовлар о- аддитив [улчов 
булганлиги сабабли 4 1 .4 -теоремага асосан jx =  улчов
хам а-аддитив улчов булиб, 16.11- натижага асосан
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ц(Л) =  И тц(А п)
П~*00

тенглик келиб чицади. Бундан ва (13) тенгликдан 

ц (А) =  lim  (1 (Ап) =  lim  f f  (х) d\xx
/2—>00 П—¥ 00

тенгликни оламиз. 40.5- теоремага асосан

lim  \ fn(x)dpx
п~*асм

лимит м авж уд . 4 0 .6 -теоремага асосан эса бу лимитнинг 
циймати f(x )  функцияга текис яыинлаш увчи содда функ
циялар кетма-кетлигини танлаш га боглик эм ас. Бундан 
ва 40- § даги  4- таърифга асосан

\х (А) =  lim  j  fn(x) d \xx =  j  / (x) d\xx
n->°°M M

тенгликка эга буламиз. Бу эса теоремани исботлайди.*
4 1 .7 -теорема (Фубини). Агар \хх ва цу длчовлар мос равиш

да X  ва Y тупламларнинг барча улчовли тупламлари сис- 
темасида анщланган а- аддитив улчовлар булиб, f(x, у) функ
ция А а Х  х  У тупламда [х= х  ^  улчов буйича жамланув
чи булса, у %олда цуйидаги тенглик уринлидир'.

j  / (х, у) dii =  J ( J / (х, у) d J ( j  f(x, y)d цх )d p
A X A;̂  У <4^

Бу ерда Ах — { у : (х, у) £ А, х — тайинланган}.
Ац — {х :(х, у) £Л, у — тайинланган }.

И с б о т .  Теоремани дастлаб  f(x ,y )^ 0  бУлган *ол учун 
исботлаймиз. Айтайлик, Z ^ациций сонлар туплами булиб, 
Цг унинг барча Улчовли тупламлари  системасида аниц- 
ланган Л ебег улчови булсин. Куйидаги тУпламни

U — X x Y x Z
ва шу билан бир цаторда

х==^ Х ^ Х ( х г ==(хх^г

Улчовни оламиз. U тупламдаги  W цисм тупламни цуйи- 
дагича аницлаймиз:

W =  {(*, у, г ) : (х, у)£А, 0 <  г <  f(x, у)}.
41.6- теоремага асосан

м  W ) = ^ f( x ,y ) d li. (14)
А
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Энди цуйидаги иккита тупламни оламиз:
К  =  { (У> 2) :У £ Ах, 0 <  z ^  f(x, у)},
Wy =  {(х, z):x£ A y, О ==; 2 <  f(x, г/)}.

Шу билан бирга l x =  \ху х  (J-, ва =  }xv х  jnz белгилашларни 
киритамиз. Булардан куйидаги

=  (15> 

ш х) =  I  f{ x ,y )d v e (16)
ах

тенгликлар 4 1 .5 -теоремага ва (12) тенгликка асосан бе
восита келиб чицади. Худди шунингдек,

h(W) =  \%(Wy)d ^ , (17)
У

W =  (18)
Ау

Энди (14— (16) тенгликларни тавдослаб ,

f / ( * . y ) d H = K J  f(x ,y )  d\iu)d\.ix
A X Ax

тенгликни ^ам да (14) ,  (17) в а  (18) тенгликларни тавдос- 
лаб,

J/ (х, у) dn =  f ( f / (х, у) d ря )d[iy
A Y Ау

тенгликни оламиз. Шу билан теореманинг исботи f(x, у) > 0 бул
ган хрл учун тугалланди. Теореманинг умумий ^ол учун исботи

/ (х, У) =  /+(*, У) — Г (х , У) 
тенглик ёрдамида / (х, у) >  0 хол га келтирилади. Бу ерда

f+(x, у) =  \f(x>«)/ +  f(*’ у) t f - ( Xy у)=  -|/(лг’ — ?>..^

М А Ш К У Ч У Н М А С А Л А Л А Р

1. Л ебег интеграли учун булаклаб  интеграллаш  фор- 
муласини ёзинг.

2. Ро — II бобда киритилган Кантор м укам м ал  туплами 
булсин. Агар

f (у) =  / 0 бУлса> *  £ р о>
' *■ \ 1 булса, л ге [0 ,1 ]\ Р в
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булса,

j  f(x) dx 
о

ни хисобланг.
3. Q — II боб, 15-м асалада тузилган туплам  бУлсин. 

Агар
!(х\ =Л  0 б^лса, x£Q,

{1 булса, x e [ 0 ,  l]\ Q
булса,

1
J  f(x)dx
о

ни хисобланг.
4. Q—II боб, 15- масаладаги туплам булсин. Агар

булса, х € [ 0 ,  1] \  Q 
булса,

о
ни хисобланг.

I
| / (х) dx

5. Агар fx(x), f2(x), . . . fn(x), . . .  , F(x) функциялар E 
тупламда улчовли булиб, Е да аншуганган ихтиёрий улчовли 
g(x) функция учун

lim j  f n  (*) e (*) dx = J F(x)g(x)dxn—too »-> ~

муносабат уринли булса, бундан

lim  fn(x) =  F(x)t%-+ oo
муносабатнинг деярли уринлилиги келиб чи^адими?

6. (Е. Титчмарш масаласц). Р0 — II бобда киритилган Кан
тор туплами булсин. Агар f(x) функция Р0 да 0 ва Р0 га тул- 
дирувчи булиб, узунлиги 3"*л га тенг ингервалда п га тенг 
б^лса,

1
j  / (х) dx =  3
о

эканини исботланг.
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7. Агар fn{x>  0 в а [  fn(x)dx-> О булса, у  з^олда fn(x) функ-
£

ция 0 га улчов буйича яцинлашади, яъни fn (х) => 0, аммо fn(x) 
нинг 0 га деярли яцинлашиши шарт эмас. Шунга мисол кел- 
тиринг.

8. Ушбу
Г I W  dx-+ О
£*+ Ifni

муносабат fn(x) функциянинг 0 га улчов буйича яцинлашиши- 
га, яъни fn(x) =Ф- 0 га эквивалент эканини курсатинг.

VIII боб  

Lp ФАЗОЛАР
Бирор улчовли Е туп лам да аницланган в а  абсолют 

цийматининг р -дараж аси  билан жамланувчи f(x )  улчовли 
функциялар туплами математиканинг турли со^аларида 
муз^им татбицларга эгадир. Бу бобда мана шу тупламлар  
билан ш угулланамиз.

42- §. Lp синфлар в а  асосий тенгсизликлар

Ф араз цилайлик, бирор улчовли X тупламнинг барча 
Улчовли цисм тупламлари системасида аницланган ст-ад- 
дитив ц улчов берилган булсин. X туп лам да ц улчов 
буйича ж ам ланувчи  функциялар тупламини Lx(X, ц.) 
орцали белгилаймиз. Бу туплам  38.2- ва 38.8-теоремалар- 
га  асосан чизицли фазодир (функцияларни кУшиш ва 
функцияларни сонга купайтириш ам алига нисбатан).

Т а ъ р и ф .  Функцияларнинг Lp(X, ц) (р >  0) синфи деб)

интеграли мавжуд булган барча улчовли f(x ) функция
лар тдпламига айтилади.

Атайлик, X тупламнинг улчови чекли булсин, у  з^ол- 
д а  X  туп лам да Улчовли булган  з^ар цандай f(x )  функция 
учун ■

,/ W K i ± m
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тенгсизлик уринли булгани туфайли Ц (X, ц )с : L1 (X, р) муноса
бат келиб чи^ади. А мм о бунинг аксинчаси уринли эмас. Бун- 
га мисол келтириш учун X  тупламни [0, 1] сегментдан иборат 
деб, |л улчовни эса бу сегментдаги Лебег улчови деб оламиз.
Агар f(x) =  булса, у  холда / (х) £ L1 (X, (.1), аммо / (х) £

£L2(X,[i). Сунгги муносабат (X, и) синфнинг таърифидан 
келиб чи^ади.

Агарда X  тупламнинг улчови чексиз булса, у  ^олда 
L2 (X, (i), с ;  (X, (i) муносабат уринли эмас. >!,ацикатан, агар 
X  ни барча сонлар туплами (яъни (—оо, оо) орали^)
деб, (л улчовни эса Лебег улчови деб олсак, у  >̂ олда f(x) =
=  y y ^ . xi  ФУНКЦИЯ ^2 Wt (-0 синфнинг элемента булиб, аммо
У синфнинг элемента булмайди. Чунки бу функция
(—оо,оо)оралшущ жамланувчи эмас.

Биз куйида соддалик учун X тупламни (— 00, 00) оралиц- 
дан иборат деб, fi улчовни эса Лебег улчози деб оламиз. Бу 
^ол учун Lp (X, и) синфни цис^алик ма^садида Lp ор^али бел
гилаймиз. Баъзи бир мулохазаларни эса (— оо, оо) ора лигнин г 
чегараланган( ^исми учун олиб борамиз.

42 .1-т е о р е м а  (Буняковский-Шварц тенгсизлиги). Агар 
f(x) ва g (х) функциялар La синфга кирса, у цолда f(x)-g(x)£L1 
ва

_i_

| j/ (* )g (x )d x |  < { [J|/ (x )|2d * ] . [ j*|gr(x) |2̂ ] } 2 (1)
муносабатлар уринли

И с б о т .  f (х)■ g (х) купайтманинг жамланувчилиги ушбу
2 1 g (х) -f(x) /2 (х) - f  g2 (х) ,, 

муносабатдан бевосита келиб чицади. (1) тенгсизликнинг урин
лилигини курсатиш учун ^уйидаги тенгсизликка мурожаат ци- 
ламиз:

Г{А,/ +  g fd x  =  К2 Г/2dx +  2k\f-gdx+  f g2dx ==}

=  ak2 +  2bX+’c ^ 0 ,  

бу ерда a =  \>f2(x)dx, b =  j f(x)g{x)dx ва c=  j g'2(x)dx. Маъ-
лумки, ak2 +  2bk -f- с ифода k нинг х(амма ха^и^ий ^ийматла- 
рида манфий булмаслиги учун а мусбат булган ^олда коэф- 
фициентлар ушбу

Ь2 <  ас
тенгсизликни ^аноатлантириши зарур ва кифоядир. Бундан эса 
(1) тенгсизлик бевосита келиб чицади.*
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42 . 2 - н а т и ж а .  f(x) ва g(x) функциялар Lp синфга кирса, 
у  холда f { x ) - g ( x ) £ L p/r

И с б о т  (1) тенгсизликни fp/2-gp/2 функцияга татби^ цилиш- 
дан келиб чи^ади.*

42.3- н а т и ж а  Агар / (х) ва g(x) функциялар Ь2 га кирса, 
у \олда / ±  g  %ам 1 2 га киради.

Бу натижа (/± g)2 =  /2±  2f-g  +  g 2 тенгликдан келиб чи- 
цади, чунки унинг унг томонидаги функциялар жамланувчи 
функциялардир.*

42 . 4 - т е  о р е м а  (Гёлдер тенгсизлиги). Агар р~> 1 булиб, 
f (xKLp, g(x)£L р булса, у %олда f(x) ■ g  (x)£Lt ва

Р ~  1

Р~1

I j7  М  • g (x)dx| <  {j  | / (X)\pdx}p • { f j g(x)\ ’ ” dx} (2)
муносабатлар уринли була
ди.

Исбот. у —ха. сс>0 функ- 
цияни караймиз. Бу| функция 
•0 - 0  ^ийматларда мусбат 
ва усувчи функциядир. Шу-

1 /С Снинг учун хам х = у  теска- ^  
ри функция мавжуд. х у^дан 
ихтиёрий I >  0 ну^тани, у уц- 
дан эса ихтиёрий т) >  0 ну^- 
тани олиб, бу нуцталар ва у =
— ха функциянинг графиги 
ёрдамида ОсМ ва Ог)К эгри 
чизи^ли учбурчакларни хосил 
^иламиз (13- шакл). Х,осил бул
ган учбурчакларнинг юзлари 
мос равишда

13- шакл.

а  +1

dx ■■ 1а+' 
а -f 1

т, 1_

сонларга тенг. Иккинчи томондан, шаклдан
 ̂• т) ^  S i +  S%

тенгсизликнинг уринли эканини куриш кийин эмас. Тенглик 
ишораси эса rj =  £“ булгандагина уринлидир, чунки бу хол
да ги на М ва К нуцталар устма-уст тушади. Агар а  +  1 =  р 
деб белгиласак, ушбу
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тенгсизликка эга буламиз.
Айтайлик, /(х) £ Lp ва g (x )€ L p( p >  1) булсин.

р

7i = §\f(x)\p dxBaI2=  j lg M ]* -1 dx

белгилашларни киритиб, 1г ф  О ва 1г ф О булганда £ ва т) сон
ларни цуйидагича танлаймиз:

я —1/WI  IsWIS j "  ва т| =  — р = г
I1 P h  Р

Бу тенгликларни (3) тенгсизликка цуйиб, ушбу
р

\t(x)-g (*)| \f (х) \р I ig(jc)ip~‘

тенгсизликка келамиз. Бунинг унг томони жамланувчи булган
лиги учун чап томони хам жамланувчидир. Шунинг учун бу 
тенгсизликни Ё туплам буйича интеграллаб, цуйидагини ола
миз:

__i_ _i__1
h  l \ f ( x ) g ( x ) \ d x ^ - y + — i —  = 1.

p  — l

Демак,
J_ i _ 1  

\\f{x)g{x)\dx^l1 p -12 p =
1  p i -  —

={ { j l g w f  dx} p -

Агар /х ёки /2 лардан бири нолга тенг булса, у  з^олда f(x) 
ёки g(x)  функция нолга эквивалент булиб, (2) тенгсизлик урин- 
лилигича цолади.*

42 .5-т е  о р е м а  (Минковский ва Коши тенгсизликлари). 
Агар f (x)  ва g(x) функциялар Lp синфга кирса, у  %олда 
(f(x) + g(x) )£ Lp ва



1
{ f l f + g l p d x J 7 ^ { f l f l P  d x J T + f f l g ' f d x J - ?  (4)

тенгсизлик Уринли булади.
И с б о т .  (f +  g) £ Lp муносабат ушбу

\f +  g\p < ( lf\  +  \g\Y<(\f\ +  \f\)p +  (\g\ +  \g\)p =
=  2P\f\P +  2P\g\t>

тенгсизликдан келиб чицади. Гёлдер тенгсизлигига биноан: 

j  I f  +  g \pdx~  J| / +  g\ • \f+g\»~l dx<  J| / 1 • | f + t f - ' d x  +

+ J  Igl • l/+ glp_1 dx <  { j \f\p d x]p { J| f+ g]P dx ) 1 -У  +

+  {$\g\Pd x } P ' { $ \ f + g f d x ) '

Бу муносабатнинг икки томонини, J  | f  +  g \pdx ф  0 деб фараз 
цилиб,

мицдорга булинса, (4) тенгсизлик келиб чицади.*
Агар (4) тенгсизликда р — 2 булса, Кошининг

{ jV +  g \Чх Т } < { J / 2 dx }V,+  { j >  dx }V' (5)

тенгсизлиги келиб чицади.
Бу тенгсизлик L2 синфни урганишда катта а хамиятга эга.

43-§. Норма. У рта маънода яцинлашиш ва суст 
яцинлашиш

Бу параграфда X тупламни [а, Ь\ сегментга тенг деб ола
миз. L2 =  L2 (а, b) синфдан олинган хар бир / (х) функция 
учун

+ у /Г j  l*(x)dx
а

сон f(x) функциянинг нормаси дейилади ва бу норма ||/|| би
лан белгиланади. Дар бир f(x) £ L2 функция учун киритилган 

' сон цуйидаги хоссаларга эга:
1. IJ/U >  0 булиб, f (x)~0  булгандагина Ц/Ц =  0.
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2. \)Щ == Ш-)|/||-
3 - I I /  +  я11 ^  ll/ll +  llgll (учбурчак тенгсизлиги).
1 ва 2- муносабатлар норманинг таърифидан бевосита ку- 

ринади, 3- тенгсизлик Коши тенгсизлигидан келиб„ чицади.
Н ормадан фойдаланиб, Ь2 ф азода Эвклид фазоси учун 

уринли булган  купгина теоремаларни исбот этиш м ум 
кин. Тегишли хоссалар_ цуйида келтирилади. Ь2 фазонинг 
купгина хоссалари п улчамли Эвклид фазосининг хосса- 
ларига ж уд а  якин. Ь2 синфии биринчи м арта немис м ате- 
матиги Д . Гильберт чуцур ур ган а  бошлагаи ва бу ф азога 
чекли улчамли Эвклид фазоси нуцтаи назаридан ц араган ; 
шу сабабли Ь2 синфни Гильберт фазоси деб цам атайди- 
лар . Б у ф азода икки f ва g  функция (к^пинча L2 нинг 
элементларини унинг нщталари  ^ам  дейилади) орасидаги 
масофа туш унчаси киритилади. Масофа сифатида улар  
айирмасининг нормаси цабул цилинади, яъни

9 ( 1 , 8 )  =  I I /— g\l-
Бу масофани одатда турри чизиц, текислик ва Эв

клид ф азоларидаги масофа туш унчаларининг ум ум лаш га- 
ни деб ^ам  цараш  мумкин.

А лбатта, икки эквивалент функция бу ф азода биргина 
нуцта сиф атида4цабул цилинади.

М асофа ёрдамида Гильберт фазоси нуцталари кетм а- 
кетлиги учун яцинлашиш тушунчасини киритиш мумкин.

1 - т а ъ р и ф .  Агар /, fn£L~ п =  1, 2, 3, . . . учун оо 
да Ц/„— //j->0 булса, у \олда / нуцта {/J кетма-кетлик- 
нинг лимити дейилади ва

/„->/ ёки l im/ = /  (1)
П —уо о

куринишда ёзилади.
Бу м аънода яцинлашишни урта маънода яцинлашиш 

дейилади.
Норманинг таърифига мувофиц, (1) муносабатни яна 

цуйидагича ёзишимиз ^ам мумкин: 
ь
j  [fa( x ) - f ( x ) ] 2dx-*-0.
а

Агар [а, b] сегментда {/п (л:)} функциялар кетма-кетлиги f{x) 
функцияга текис яцинлашса, у  холда бу кетма-кетлик шу функ- 
цияга урта маънода хам яцинлашади.

Дацицатан, { f n(x)} функциялар кетма-кетлигининг f (х) га 
текис яцинлашишидан ^ар цандай е > 0  сон ^амда барча етар- 
лича катта п натурал сонлар учун *
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I /„(*) — f(x) j dx <  e 

муносабат барча x £ [a, b] учун бажарилади. Бундан

j  \fn (x) — /  W  2d x ^ e 2 (b— a)
a

тенгсизлик уринли булиб, {fn (x)} функциялар кетма-кетлиги- 
нинг f(x) функцияга урта маънода яцинлашиши келиб чикади.

Агар { f j x ) } функциялар кетма-кетлиги [а, Ь] сегментда 
f{x) функцияга деярли якинлашса, у  холда бу кетма-кетлик шу 
функцияга урта маънода якинлашмаслиги мумкин. Масалан,

У~п, агар х £

О, агар х +  

функция барча х£уа, Ь] учун п~>оо да fn (х) 0. Лекин

f n ( * )

а, а +  

1

f i /„(*) — 0 fdx  =  || /„ [х) I2 dx =  °г+
a a J

ndx =

Урта маънода яцинлашишга оид бир неча теоремани исбот ци- 
ламиз.

43.1-т е о р е м а .  У р та маънода ящнлашувчи. {fn(x)} кет
ма-кетлик биргина лимитга эга.,

И с б о т .  {/„(%)} кетма-кетлик икки турли / ва g~/~ / ли- 
митларга эга деб фараз цилайлик, яъни /„-»-/ ва f n g(n-+<x) 
булсин. Норманинг 3- хоссасидан, яъни учбурчак тенгсизлиги- 
дан фойдаланиб, ушбу

I I / -  gii < / / / „ - / I I +  | i / „ - t e l l
тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Бу тенгсизликнинг унг томони 
п-+- оо да нолга интилади; демак, биринчи аксиомага музофиц 
/ ~  g  ёки / ва g функциялар £2 фазода ил гари айтганимиздек, 
бир нуцтанигина тасвирлайди; бу эса фаразимизга зид.*

43 . 2- т е о р е м  а. Агар /„-»-/ булса, у %олда 11/„|| — 11/11- 
И с б о т .  Норманинг 3 - хоссасига асосан ||/|l'<l|/n|| +

+11/—/„II ва I lfn M f ll+ llfn - f ll  тенгсизликлар уринли. Булардан

<1|/„-/11

тенгсизлик келиб чии,ади. Бу ’эса теоремани исботлайди.*
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Норманинг бу хоссаси унинг Гузлуксизлиги дейилади.
Энди урта маънода яцинлашиш тушунчаси деярли ва улчов 

буйича яцинлашиш тушунчаларига нисбатан цандай муносабат- 
да эканлигини аницлаймиз.

43 .3- т е о р е м а .  Агар {/„(х)} функциялар кетма-кетлиги 
Урта маънода f(x) га яцинлашса, у %олда бу кетма-кетлик 
}(х) га улчов буйича %ам яцинлашади. ,

И с б о т .  Дар цандай мусбат а  сон учун цуйидаги муноса- 
батлар уринли булади:

P2(/n. f) “  J  (Г„ -  /)2 d x > $ ( f n-  f f  dx >  о2 Ц(АЯ (о)), (2)
а Апа

бу ерда Ап(о) =  £ ( \fn — /| > а). Теореманинг шартига муво- 
фиц п -+■ оо да

р (/„. Л - о ,
демак, (2) тенгсизликдан а  тайин мусбат сон булгани учун 

lim  (х[Л„(а)] =  0;
П-+ оо

яъни п-+-оо да

f /•*
Исбот этилган теоремадан ва 33.5- Рисс теоремасидан цу- 

йидаги натижа келиб чицади.
4 3 . 4 - н а т и ж а .  Агар {fn(x)} функциялар кетма-кетлиги- 

ijpma маънода f (х) га яцинлашса, у %олда бу кетма-кетлик- 
дан деярли ящнлашувчи {fn(x)j цисм кетма-кетлик ажра- 
тиб олиш мумкин. k

2 -т а ъ р и ф . Агар {fn(x)} функциялар кетма-кетлиги 
учун ушбу

p2( L .  fn) = j [ L W - / „ W l a ^ - o  (3)
а

муносабат бажарилса ( т  билан п бир-бирига боглиц булма- 
ган равишда чексизга интилганда), бу кетма-кетлик Lt фа- 
зодаги фундаментал кетма-кетлик, баъзан эса Коши кетма- 
кетлиги дейилади.

Равшанки, (1) муносабатдан (3) муносабат келиб чицади.
Бу таърифнинг биринчи таърифдан фарци шундаки, бу ер- 

да {/„(*)} кетма-кетлик лимитининг мавжудлиги ^ацида бирор
нарса дейилмайди, яъни бу таърифда кетма-кетлик лимитининг 
м авж уд булиши шарт эмас.
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Бу таърифдаги (3) шарт хациций сонларнинг яцинлашиши 
хацидаги Кощи шартига ухшашдир.

Математик анализдан маълумки, сонлар кетма-кетлиги учун 
яцинлашишнинг Коши шарти бажарилса, у  кетма-кетлик ли
митга эга булади.

Мана шунга ухшаш ж умла La фазодан олинган кетма-кет- 
ликлар учун хам уринлими ёки йуцми, яъни агар бирорта 
{fn(x)} функциялар кетма-кетлиги учун (3) муносабат бажарил
са, (1) муносабат ^ам бажариладими, деган савол тугилади. Бу 
саволга цуйидаги теорема жавоб беради:

43 . 5- т е о р е м а  (Фишер), Агар {fn(x)} кетма-кетлик Lt 
фазодаги фундаментал кетма-кетлик булса, у  урлда Lt фа
зода шундай f(x) функция топиладики, fn(x) кетма-кетлик 
унга (jpma маънода ящнлашади.

И с б о т .  Кетма-кетликнинг фундаменталлигига асосан, з̂ ар 
бир k натурал сон учун шундай nk ва nk+l натурал сонлар 
мавжудки, улар учун ушбу

jX ,+1W-f,S*}1'dx< ^ -№ -1 .2 , . . . )
а

муносабатлар бажарилади. Бундан 

*-1

эканлиги келиб чицади.
4 2 .1 -Буняковский-Шварц тенгсизлигига биноан:

j l  f nk+l  (*) -  f n k (*)№  II fnk+l(x) —  fn/t{x)l|,
a

oo b

демак, ^  j  I f n k+1(*) — f n k (*) Idx ^ат°Р ^ам яцинлашувчи бу-
k=\ a

лади.
3 8 .1 3 -теоремага мувофиц,

*=i

цатор деярли яцинлашувчи булади. Бундан эса {fnk(x)} кетма-
кетликнинг деярли яцинлашувчилиги келиб чицади.

Энди f(x) функцияни цуйидагича тузамиз:
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f(x)

lim  fn (x), агар x нуцтада бу лимит чекли 
цийматга эга булса,

О, агаР тегишли нуцтада бу лимит мавжуд 
булмаса ёки оо га тенг булса.

Тузилган /(х) функция L2 фазога тегишли. Дацицатан, /(х) 
функциянинг таърифланишидан 38 .11 -Фату теоремасига асосан

ь ____ ь
Г /a (x)dx «s lim  f/2„ (x)dx

a a

булгани учун бундан / (x) £ L2 муносабат келиб чикади. Энди 
/(х) функция {fjx )}  кетма-кетликнинг урта маънода лимита 
эканлигини курсатамиз. Аввал {jnk(x)} кетма-кетликнинг / (х )га 
урта маънода яцинлашувчи эканлигини курсатамиз.

Дархацицат, 3 8 .1 1 -Фату теоремасига мувофиц,

j  t/nfeW — fnv (,x))2dx >  (x) — / (x)]2 dx. (4)
a a

{fn(x)} кетма-кетлик фундаментал булганлиги сабабли бе- 
рилган е >  0 сон учун шундай п0 — п0 (е) сон топиладики, 
барча k >  nQ ва v > . п0 сонлар учун

j  Unk(x)~-fnv(x)}2dx<E.
а

Бундан (4) га асосан: 
ь
f Unk (x)~-f(x)]2d x < e ( k > n 0)

а
ёки

IЬ
lim  Г [/ (х) — /(х)]2 dx =  0, (5)
k—WO Ка

яъни {/ (х )} кетма-кетлик урта маънода / (х) функцияга яцин- 
лашади. Энди {/„ (х)} кетма-кетликнинг хам /(х) га урта маъ
нода яцинлашишини курсатамиз.

Коши тенгсизлигига мувофщ,
ъ _i_

{ J lf(x) — fn(x)]2d x]2 =  
аb

а
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ь _!_ 6 _L

a a

бу ерда унг томоннинг биринчи хади (5) га асосан п-*- оо да 
нолга интилади, иккинчи хади хам {fn (х)} кетма-кетликнинг 
фундаменталли гига асосан п ва да нолга интилади.

Демак, {fn(x)} кетма-кетликнинг узи хам урта маънода f(x) 
функцияга яцинлашар экан.*

4 3 . 6 - н а т и ж а .  Фишер теоремасининг uiapmu бажарил- 
ганда ушбу

ъ ъ
lim  f f l  (х) dx =  f /2 (x) dx
П-+СО j  Va a

муносабат \ам уринли бдлади.
И с б о т. 42- § даги (5) Коши тенгсизлигига мувофиц, 

ь 1 ь _i_ ь _1_

{J fi м  dx) T <{$ /2 « d x } 2 +№ / «  -  l  w i 2 dx) 2 .
а а а
ь _1 b i .  ь 

{ \ f4 x ) d x } 2 ^ f 2n (x)dx] 2 + { ) [ f ( x ) - f n(x)]*dx}2 .
a a a

Булардан ва {fn(x)} кетма-кетликнинг f(x) га урта маънода 
яцинлашишидан

ь ь
lim  Г fl(x )d x  =  f P(x)]dx

П—> oov Ja a

тенглик келиб чицадн.*
Ls фазонинг Фишер теоремасида келтирилган хоссаси унинг 

трлалик хоссаси дейилади; бу хосса турри чизиц нуцталаридан 
иборат фазонинг тулалик хоссасига ухшашдир.

3- т а ъ р и ф. La (а, Ь) фазодан олинган / (х) ва g (х) функ
цияларнинг скаляр к^пайтмаси деб ушбу

J 7  (x)g(x)dx
а

сонга айтилади. Бу сон цисщлик учун (f, g) орцали белги
ланади.

Бу сон учун ушбу (/, g) <  Щ ■ \\g\\ Буняковский-Шварц 
тенгсизлиги уринли.

4 - т а  ъриф.  Агар {fn(х)} (fn £ L2) функциялар кетма-кет- 
лиги ва ихтиёрий ср (х) £ Z,a функция учун
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(/„. ф )-*(/ . Ф)
муносабат бажарилса, у %олда { fn(x)} кетма-кетлик f(x) га 
суст ящнлашувчи дейилади.

43 .7 - т е о р е м а .  Агар {/„ (х) } функциялар кетма-кетлиги 
Урта маънода / (х) га яцинлашса, у %олда бу кетма-кетлик 
f  (x) га суст маънода %ам ящнлашади.

И с б о т .  Теореманинг шартига ва Буняковский-Шварц тенг- 
сизлигига асосан

I (Ф, f n ~ f )  I =  1(Ф. f n )  —  (Ф. / )  1 <  Нф11 • If/» —  /I I  -*■ 0  f a - * -  оо )
муносабат уринли булади.*

Бу параграфда келтирилган тушунчаларнинг ва хоссалар- 
нинг купчилиги, масалан, норма, урта ва суст маънода яцин- 
лашиш ва уларга оид теоремаларнинг Lp (а, Ь)(р>  1)синфучун 
хам уринлилигини курсатиш мумкин.

Француз математиги I Фурье иссицликнинг тарцалиш маса- 
ласи билан шурулланиши [натижасида берилган функцияни 
ушбу

цатор шаклида тасвир этиш масаласини ^уйган. Бу цатор три- 
гонометрик катор дейилади, бу ерда а0, av  blt д„ Ь2, . . . — 
коэффициентлар узгармас сонлардир.

(1) цатор !(х) га шундай яцинлашсинки, натижада уни хад- 
лаб интеграллаш мумкин булсин. Масалан, бу яцинлашиш 
[0,2п] сегментда текис бажарилса, (1) цаторни хадлаб интег
раллаш мумкин.

(1) цаторни f(x) функцияга текис яцинлашувчи деб фараз 
цилиб, ап ва Ьп коэффициентларни f(x) функция орцали ифо- 
далаймиз. Бунинг учун ушбу

тенгликнинг хар икки томонини cos т  х га (т  — натурал сон) к$- 
пайтириб, [ 0 , 2я]  сегмент буйича хадма-;\ад интеграллаймиз. м 

Натижада ушбу

44- Ортонормал системалар

1 -т/ч
ш * ) = у ао + 2  ^  c o s n x + к sin п *)
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j* cos m x sin nx dx =  0 (m ва ti — ихтиёрий) 
o

тенгликларга асосланиб,
 ̂ 2Я

am = —  Г / (x) cos m x dx, (2)я
2я

bm=  —  ^ f  (x) sin m xdx (3)
о

ф ормулаларга эга  буламиз.
Лекин f(x )  функция олдиндан берилган булса, уни 

(I) цатор ш аклида тасвир этиш мумкинлиги, умуман  айт- 
ган да , \еч цаердан келиб чицмайди. Шунинг учун м аса- 
л а га  бир оз бошцача цараймиз, яъни масалани цаторни 
ёзишдан эм ас, балки функцияни беришдан бошлаймиз ва 
бу функцияни тригонометрик функциялар ёки ул ар га  Ух
шаш бошца функциялар системаси орцали ифода цилишга 
уринамиз.

1-таъриф. Агар
(• f l ,  i =  k,
J  (4)
а

тенгликлар бажарилса, ф; (х), ф2 (х ) , . . .  функциялар 
кетма-кетлиги [а, 6] сегментдаги ортонормал система 
дейилади.

М асалан ,
1 cos х sin *  соз 2х sin 2х

V 2 n  Y 11 ’ V"n ’ V п Vn '
функциялар кетма-кетлиги [—я , я ] сегментда ортонормал сис- 
темадир.

2 - т а  ъриф.  {(pfe (х)} ортонормал система ва f(x) функ
ция L 2 фазодан олинган ихтиёрий функция булсин. ck=  (f, <yk), 
k — 1, 2, . .  . сонни f (x) функциянинг {фй (x)} системага

ОО

нисбатан Фурье коэффициенту V  ck %(х) щторни эса
k=*\

Фурье щтори дейилади.
П

Энди S  п(х) =  2  ck^k (.х) йигиндини тузиб, бу йигинли би-
А=1

лан f(x) функция орасида фазода аницланган масофага нис- 
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батан цандай яцинлик бор, деган масала билан шурулланамиз. 
Бунинг учун ушбу

P2(Sn > /) =  j  (х) —/ (х)]2 dx
а

мицдорни з^исоблаб чипами з: 

p2(S„, /) = j  (S* - 2  f S a +  P)dx =  j  S \ d x ~ 2  J  fS n dx +
a a a

+  J  f 2(x)dx,
a

j  SI (x)dx =  V  c, cft (Ф(., =  V  cat (5)
a i,k= 1 *=1

чунки (/, фА) =  ck ва i #  учун (ф,., фА) =  0, ,

J / S „ d * = 2  с,(/, Фа) =  V  с\.
a k=\ k~\

Демак, (5) тенгликни ушбу
Ь п

Р2(5„, /) =  f f2d x — У  сй =  11/И2- У  (6)
a k= 1 *= 1

кУринишда ёзиш мумкин. Бу формулани Бессель айния- 
ти дейилади. Б у мивдор манфий булмаганлиги учун

2
<г=\

Бу тенгсизлик п нинг з^амма натурал  цийматлари учун 
Уринли. Бундан п-*оо д а  уш бу

2  з  « и *  <7>
А-1

тенгсизлик келиб чицади. Бу тенгсизлик Бессель тенг- 
сизлиги дейилади. Агар (7) да тенглик баж ари лса, яъни

булса, у  з^олда бу тенгликни ёпицлик формуласи ёки 
Парсеваль тенглиги дейилади.
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3 - т а ъ р и ф .  Агар (8) тенглик  Z.2 дан олинган ихтиёрий 
f (x)  функция уч ун  бажарилса, у  холда {(fn(x)} система Ь2 
да ё п щ  дейилади.

(6) дан (8) га асосан: ^
Игл р (5 п, /) =  0.
/2—ЮО

Демак, ёпшушк формуласи бажарилганда S n(x) йиринди Гиль
берт фазосидаги масофа маъносида (яъни урта маънода) / (х) 
га яцинлашар экан.

4 4 . 1 - т е о р е м а  (Рисс—Фишер). {сп} сонлар кетма-кетлиги
оо

уч ун  2  С1 цатор ящнлашувчи  булиб,
*=i

ф2(*)> • • • , ф„(х), . . .

[а, b] да анщланган ортонормал функциялар кетма-кетли- 
ги булсин.  У хрлда фазода биргина шундай f(x) функция  
мавжудки,  унин г  уч ун  ck сонлар Фурье коэффициентлари 
булади в а ё п щ л и к  формуласи бажарилади.

И с б о т. Аввало ( ф„(х)} функциялар кетма-кетлиги ёрдамида
П

{■Sn(x) =  ^  ck Ф^*)) йигиндилар кетма-кетлигини тузиб, 
k= 1

{5„ (х)} кетма-кетликнинг фундаменталлигини курсатамиз.
Бунинг учун т~>п деб олиб, р\Sm, S n) масофани хисоб- 

лаймнз:
Ь т т

Р2 (5 m. J [  ^  ^  №  = . 2  Ci C№i> Ф*) =
m

Теореманинг шартига кура х а р , цандай мусбат е сон учун 
шундай п0 сон мавжудки, унинг учун m > n > n 0 булганда

т

муносабат уринли булади.
Д емак, m > n > n 0 да p2(S m, S „ )< e .
Бу муносабат {5п(л:)} кетма-кетликнинг фундаменталлигини 

курсатади. Бундан 4 3 .5 -Фишер теоремасига мувофиц, {5п(х )} 
кетма-кетликнинг бирор f (х) £ L2 функцияга урта маънода яцин-
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лашувчи эканлиги келиб чицади, яъни n - v o o  да p2(S n, /)-*0.
4 3 .7 -теоремага мувофиц, бундан {^„(л:)} кетма-кетликнинг f{x) 
га суст маънода хам Я1\ин лашувчи лиги келиб чицади, яъни 
J âp цандай g (х) £ t 2 учун

ь ь
lim  Г g (х) ■ S n(x) dx =  \ g (х) ■ f  (х) dx. (9)
f t —fOO V  Ja  a

Ammo n >• k булганда

b b n
j  <p*M ■ s n (*) d x =  j [ 2  °k ф‘ ' фk\d x  =  c k-
a a  j  =  |

Бундан ва (9) дан
ь

(ф*. /) =  J Ф* (x) ■ f (x) dx =  сk,
a

яъни ck сон / нинг Фурье коэффициента эканлиги келиб чи- 
цади, демак, теореманинг биринчи цисми исбот этилди.

Теореманинг иккинчи цисми {Sn (х)} кетма-кетликнинг f  (х) 
функцияга урта маънода яцинлашишидан, яъни

p2(s„ , /) =  ii/ii2- 2 ^ ^ °
а

муносабатдан келиб чицади.
Энди f (х) нинг ягоналигини исбот киламиз. Рисс—Фишер 

теоремасининг шартларини каноатлантирадиган функция иккита 
деб фараз циламиз ва иккинчи функцияни g(x) билан белги- 
лаймиз. У холда биринчи шартга мувофиц ск сонлар f ва g  
функциялар учун Фурье коэффициента булади ва иккинчи 
шартга кура

Р(5 ,,’ /) — 0. Р(5„, g)-+ 0.

Булардан, р (/, g) =  0 ёки f  ~  g. Аммо L2 фазода узаро экви
валент функцияларни битта элемент деб хисоблаганимиз учун 
биринчи ва иккинчи шартларни каноатлантирадиган функция
нинг ягоналиги келиб чицади.*

4 - т а ъ р и ф .  Агар L2 (а, Ь) фазода {yk(x)} функциялар 
системасига ортогонал булган бирорта %ам функция мае-
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жуд булмаса1, бу функциялар системасини тула  система 
дейилади. #

44.2-из ох.  Бу таърифда {фА (л:)} функциялар системаси- 
нинг ортонормал булиши талаб цилинмайди.

44 . 3- т е о р е м а .  Ь2 фазода {tyk(x)} ортонормал функция
лар системаси булиб, {сА} сонлар кетма-кетлиги учун

СО

2  +  °° шарт бажарилсин. У  холда L2 фазода Фурье 
k=\
коэффициентлари ck сонларга тенг булган биргина f(x) функ
циянинг мавжуд булиши учун {ц>п(х)} функциялар система- 
сининг т0 ла  булиши зарур ва кифоядир.

И с б о т .  К и ф о я л и г и .  {(рп(х)} ортонормал функциялар сис
темасини тула деб олиб, теорема шартини цаноатлантирувчи функ
циянинг ягоналигини курсатамиз. Бу эса 44.1-Рисс—Фишер 
теоремасидан бевосита келиб чицади.

З а р у р л и г и .  Теореманинг шартини каноатлантирувчифунк
ция биргина f(x) булса-да, {ф„(х)} функциялар системасини 
тула эмас деб фараз цилайлик, у  холда нолга тенг функцияга 
эквивалент булмаган шундай ш(х) функция топиладики, унинг 
учун ь

J со (х) <f>k(x) dx =  0, (k =  1, 2, . . . ). ^
а

Бундан куринадики, со (х) +  f(x) функция хам теореманинг шар
тини цаноатлантиради. Бу эса / (х) нинг ягоналигига зид.*

44.4- теорема. Ортонормал {ф„(Х)} функциялар система- 
сининг ту л а  булиши учун унинг ёпщ булиши зарур ва ки
фоядир.

И с б о т .  К и ф о я л и г и .  {ф„(х)} функциялар системаси ёпиц 
булсин. Агар бирорта f ( x ) £ l2 функция бу системага ортого- 
нал булса, у  холда 

ь
ck =  j  / (Х)Ф* М  dx =  0 (ft =  1, 2, . . .).

а

Бундан ёпицлик формуласига мувофиц,
00

ll/ll2 =  2  ° 1 =  0 ёки f ~ °  
k=\

1 Айнан нолга тенг фунсцияга эквивалент булган функция з а̂р 
^андай функциялар системасига ортогонал булганлиги учун бу таъ-
рифда бундай функциялар истисно цилинади.
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муносабат келиб чицади. Бу эса {ср„(х)} системанинг тулалиги- 
ни курсатади.

З а р у р л и г и .  Энди, аксинча, {фп (х)} система тула булсин. 
Ёшщлик формуласи бирорта <р (х) функция учун уринли эмас,

ОО

деб фараз циламиз. У  &олда У с 2к<  || Ф||2, (ck =  (ф, Фй)).
fe=l

Рисс—Фишер теоремасига мувофиц, шундай / (х) функция 
топиладики, унинг учун ушбу

j  f ( x ) %( x ) dx  = ck, ||/||2 = 2 С*
a k=l

тенгликлар бажарилади ва f  (х )~  ф (х) 'функция {фл (х)} сис- 
темага нисбатан ортогонал булади, яъни 

ь
[  [/ W  — ф (*)] ф* (х )  dx — 0 ёки f  ~  ф.
а

Сунгги муносабатлар || /|| <  1| ф || тенгсизликка зид.*

МАШК,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р  Я

1. L2 фазода суст яцинлашишдан улчов буйича яцинлашиш 
келиб чицмаслигига мисол тузинг.

2. Агар {fn {х)} функциялар кетма- кетлиги L 2 фазода f (х) га
суст яцинлашса, у  холда бирор М сон учун Ц fn\\ <  М були-
шини исбот цилинг.

1
3. Агар f / (х) ф (х) dx хар цандай f (x)£L2 [0,1] функция

б'
учун мавжуд булса, у  холда ф (х) ■ £ Ь2 булишини исботланг.

4. Сони чекли функциялар системасининг L2 да тула була 
олмаслигини курсатинг.

5. Агар р >  1 булиб, Минковский тенгсизлигида тенглик 
уринли булса, у  ^олда g (х) ~  /е/ (х)' муносабатни исбот этинг.

6. Агар {fn{x)j, fn(x)£Lp, п =  1 , 2 , 3 , . . .  функциялар 
кетма- кетлиги ^амда f  (х) £ L„ функция учун п ->  оо да

\\fn( x ) - f  W d x ^ O
а

муносабат уринли булса, у  ^олда ,{fn (%)} функциялар кетма- 
кетлиги / (х) функцияга р курсаткичли ур та  маънода (цис-
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цача, урта маънода) якинлашади дейилади. Ьр фазода (р >  1) 
{fn (*)} Функциялар кетма-кетлиги f (х) функцияга урта маъ
нода яцинлашсин. У холда п~*~ оо да 

ь
J  [/„ (*) — / (x)]r d x ^ O  (1 <r</>)
a

муносабатнинг ^ринли эканлигини курсатинг.

7. f  (х) =  Xх функция цандай а  ларда Lp [0, 1] фазога 
тегишли булади?

8- {хп (0 =  sin t i n  *} функциялар кетма-кетлигининг L2 [0,1] 
фазода нолга суст яцинлашиши, аммо урта маънода якинла- 
шувчи эмаслигини курсатинг.

IX б о б

УЗГАРИШИ ЧЕГАРАЛАНГАН ФУНКЦИЯЛАР

45-§. Монотон функциялар

Д астлаб , м атем атик анализ курсидан м аълум  булган 
баъзи маълумотларни тулицлик учун келтирамиз.

1-т а  ъриф . [а, Ь\ сегментда анщланган f(x) функция 
берилган булсин. Агарда %ар кандай хь  х2 £ [а, Ь\ учун хг <С
<  х2 булганда

fixi) <  f(x2)
тенгсизлик уринли булса, f(x ) функция монотон камай- 
майдиган функция дейилади.

Монотон усмайдиган функциянинг таърифи хам  шунинг 
сингари берилади.

Барча х а ¥Щий сонлар тупламида берилган ^ар цан- 
дай  функция учун

Игл Дх0 +  h) ва lim  /(х0 +  h)
О А-+—О

лимитлар м авж уд  булса, бу лимитлар мос равиш да f(x)  
функциянинг х0 нуцтадаги унг ва чап лимитлари дейила
ди хам да мос равиш да f (х0+ 0 ) ва f (х0—0) орцали белги- 
ланади . Агар / (х0+ 0 )= /  (х0—0) булса, / (х) функция х0 
нуцтада узлуксиз дейилади. М абодо f (x 0 + 0) в а  f (x0—0) 
лар м авж уд  булиб, бир-бирига тенг булм аса, у  холДа 
f(x )  функция х0 нуцтада биринчи тур узилишга эга дейи-
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лади ва f  (х0 + 0 )—f (х0—0) айирманинг циймати / (х) 
функциянинг шу х0 нуцтадаги  сакраши дейилади.

Монотон камайм айдиган  функциянинг баъзи бир хос- 
саларини цуйида келтирамиз.

4 5 .1 -т е о р е м а. [а, ft] сегментда монотон камаймай
диган %ар щндай f(x ) функция шу сегментда улчовли, 
чегараланган %амда жамланувчи функциядир.

И с б о т . ^ацицатан, /(х) функциянинг [а, Ь] сегментда 
монотонлигидан ^ар цандай х £ [а, 6] учун

На) < f (x) </(6)
тенгсизлик уринли. Бундан /(х) функциянинг [а, Ь] сегментда 
чегараланганлиги келиб чицади. Энди унинг улчовли эканини 
курсатамиз, Шу мацсадда исталган d ^ациций сон учун уш бу

Ed = { x :/ (x )< d )
тупламни караймиз. /(х) функциянинг монотонлигидан /(х) <
<  d тенгсизликни цаноатланшрувчи нуцталар мазжуд булса, 
Ей туплам ёки [d, с] сегмент ёки [d, с) ярим сегмент кури
нишидаги туплам эканлиги келиб чицади. Бу эса Ed туплам
нинг улчовли эканлигини курсатади. Бундан /(х) функциянинг 
улчовли эканлиги келиб чицади. Энди 36.1-теоремага асосан 
дх) функция [а, Ь] сегментда жамланувчи булади.*

4 5 .2 -т ео р ем а . Монотон функциянинг узилиш нуцтала- 
ри ф щ ат биринчи турдаги булиши мумкин.

И с б о т . ^ацицатан, х0£[а, b] ихтиёрий нуцта булиб, {хп} 
(хл € [а , Ь], п =  1/2, . . . )  кетма-кетлик х0 нуцтага чапдан 
яцинлашсин, яъни х „ ^ -х 0 — 0. 45.1-теоремага асосан {/(х„)} 
кетма-кетлик цуйидан ва юцорицан мос равишда /(а) ва fib) 
сонлар билан чегаралангандир. Математик анализдаги моно
тон кетма-кетликнинг лимити ^ацидаги теоремага асосан бун- 
дай кетма-кетлик лимигга эга. /(х) функциянинг монотонлиги- 
га асосан бу лимит нуцта ягонадир. Шу билан /(х0—0) нинг 
мавжудлиги исботланди. /(х0 - f  0) нинг мавжудлиги шунга 
ухшаш исботланади.*

4 5 .3 -т е о р е м а . Монотон функциянинг узилиш ну^тала- 
ри туплами крпи билан саноклидир.

И с б о т . Х>акик,атан, [а, Ь] сегментда монотон булган Дх) 
функциянинг чекли сондаги сакрашларининг йигиндиси f(b) —
— /(а) айирмадан катта була олмайди. Бундан цуйидаги му- 
зрш натижа келиб чицади: ^ар бир п натурал сон учун ций-
мати — ■ дан катта булган сакрашлар сони чеклидир. Булар-
дан, п — 1, 2, 3, . . .  буйича цушиб чициб, сакраш нуцталар- 
дан иборат туплам чекли ёки саноцли деган хулосани оламиз.
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W  2 - т’а’ъриф . Агар [а, Ь) сегментда анщланган f(x) моно
тон функция учун х0 £ [а, Ъ) нуктада f(x0) =  f(x0 — 0) тенг• 
лик бажарилса, у х =  х0 нуцтада чапдан узлуксиз, агар- 
да }(x0)= f(x 0 + 0) тенглик бажарилса, х — х0 нуцтада унг- 
дан узлуксиз функция дейилади.

Келажакда ишлатиладиган монотон функиияларга мисол* 
л ар келтирамиз.

1. Айтайлик, [а, Ь\ сегментдан олинган сони чекли ёки саноц 
ли х{, х2, . . . , хп, . . . нуцталарга h{, h2, . . .  , hn, . . '

т
мусбат сонлар мос цуйилган булиб, v  <  +  °° булсин.

k=\
[а, Ь] сегментда

(1)
тенглик билан аницланган h(x) функция сакраш функцияси 
дейилади. Бу функция х =  х0 нуцтада чапдан узлуксиз моно
тон функциядир. ^ацицатан, п натурал сонни шундай катта
танлашимиз мумкинки, xh <  х0 булганда xk <  х0 ----- — тенг

сизлик хам уринли булади. Бундан h(x) функциянинг таъриф- 
ланишига асосан

а д = 2 ^ = 2 1 \ п Xk<x0 xk<x0~ —

тенглик келиб чицади. Бундан п-*- оо да h(x0) =  h(x0 —  0) 
ни оламиз. Агар (1) тенглик билан аницланган h(x) функция 
урнига ушбу

A,(x) =  2 ftk (2)
xk <х

тенглик билан аникланган hx{x) функцияни олсак, бу функ
ция узилиш нуцталари xv х2, . . . хп, . . .  лардан ва бу нук,- 
таларга мос келган сакрашлари hv h2, . . . , hn, . . .  сонлар- 
дан иборат булган унгдан узлуксиз монотон функция булади.

Х^цицатан, агар х нукта xk нуцталарнинг бирортаси маса
лан, х =  хт  билан мос тушса, у  ^олда

+  °) =  Нш hx(xm +  е) =  lim 2  К  =  2  К ,

Ч хт  — e)®Hm '
E—>0-j- 8'*+0“t* x rn—®
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Ч Хт + ®) — Ч Хт ~  °) = hm
тенгликка эга буламиз. Агар х нуцта хк нуцталарнинг бирор- 
таси билан устма-уст тушмаса, у  холда е >  0 сонни шундай 
танлаш мумкинки, <  х <  xk+l тенгсизлик билан бирга 
xk <  х +  е <  xk+l тенгсизлик хам уринли булади. Бундан ва 
hx(x) функциянинг таърифланишидан

h\{x +  е) — А,(*) =  ^  hk — 2  hk =  О

тенглик келиб чициб, h^x) функция узлуксиз булади. Энди 
hx{x) функциянинг унгдан узлуксизлиги

4 х +  0) =  lim  4 х +  е) =  lim  2  hk =  2 Ла =
e—►0-j-

тенгликдан келиб чицади.
2. [0,1] сегментдаги Р0 Кантор мукаммал тупламини ца- 

раймиз ва К{х) функцияни куйидагича аницлаймиз: агар х£
( Л )  бУлса- К(х) — иккинчи цадамда тушириб цол-
\ О О J 2

дириладиган -| -j интервалда К{х) =  ва

интервалда К(х) — — ; ва умуман fe-цадамда тушириб цол-

дириладиган чапдан биринчи интервалда К(х) =  иккин-
3 , , ,  . 26 — 1чи интервалда — ва х°казо, охирги интервалда д (х ) =  ~k

каби аницлаймиз. Бу жараённи чексизгача давом эттирамиз. 
Натижада К{х) функция [0, 1] сегментнинг Р0 Кантор мукам
мал тупламидан бошца барча нуцталарида аницланган булади 
(14-шакл). Энди Р0 тупламда К(х) функцияни цуйидагича аниц- 
лаймиз: агар х£ Р 0 булса,

К(х) =  sup Щ ) (СР0 = [0 ,1 )^ Р 0).
1<х, iQOPa

Бундан тацщари, х =  0 нуцтада К(0) =  0 деб олсак, К(х) 
функцияни бутун [0,1] оралицда аницлаган буламиз. Бу усул 
билан аницланган К{х) функция монотон камаймайдиган уз
луксиз функциядир. ^ацицатан, К(х) функциянинг монотон- 
лиги унинг таърифланишидан равшан. К(х) функциянинг 
узлуксизлигини исботлаймиз. Агар бу функция х =  х0 нуц- 
тада узилишга эга булса, у  х0ЛДа (/((х0), К(х0 +  0))

тенгликлардан ftj (х) функциянинг таърифланишига асосан
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ёки (К (ха—0), К (х0)) 
сегментлардан бирор. 
таси К{х) функция
нинг цийматларини уз 
ичига олмайди. Лекин 
К(х) функциянингтаъ- 
рифланишига асосан 
унинг цийматлари 
[0,1] интервалдаги 

барча иккилик рацио- 
нал сонлардан иборат 
булиб, унда зич жой
лаш ган. Бу царама- 
царшилик К(х) функ
циянинг узлуксизлиги- 
ни исботлайди. К(х) 14-шакл.
функция Кантор функ
цияси дейилади. Бу
ф ункцияга келгусида бир неча м арта м урож аат этамиз.

45.4- т е о р е м а .  Чапдан узлуксиз булган %ар цандай 
монотон функцияни ягона усул билан узлуксиз моно
тон функция ва чапдан узлуксиз булган сакраш функ- 
циясининг йигиндиси сифатида ёзиш мумкин.

И с б о т . Айтайлик, f(x) чапдан узлуксиз монотон функция 
булсин. Бу функциянинг узилиш нуцталарини хъ х2, . . .  хп , 
. . . орцали ва бу нуцталарга мос келган функциянинг сак- 
рашларини hu h2, . . . hn , . . .  орцали белгилаймиз, h(x) ор
цали цуйидаги функцияни белгилаймиз:

h(x) =  ^  К

f ( х ) —h (x )=  q>(x) тенглик билан аницланган ф(х) 
функция камаймайдиган  узлуксиз функция эканлигини 
кУрсатсак, теорема исботланган булади. Д астлаб  ф(х) 
функциянинг камаймайдиган  функция эканлигини кур са
тамиз. Бунинг учун х'^ х"  деб олиб,

<р(х") — ф(х') = lf(x'0 — f{x')\ — [h(x'0 — h(x')]
айирмани кар асак , у  з^олда бу тенгликнинг унг томонида 
f(x )  функциянинг [х', х"\  оралицдаги тула орттирмаси 
билан, унинг шу оралицдаги сакраш лари йигиндисининг 
фарци турганлигини курамиз. f(x ) функция монотон бул- 
гани учун бу айирманинг манфий эмаслиги равш ан. Д е 
мак, ф(л) камаймайдиган  функция экан. Энди ф ( х )  нинг 
узлуксизлигини курсатам из. Бунинг учун х —х0 нуцтани
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ихтиёрий танлаб, цуйидаги тенгликларни ёзишимиз мум
кин:

(р(х0 — 0) =  f(x0 — 0) — h(x0 — 0) =  f(xо — 0) — 2  К
Х п < х 0

Ф о  +  0) = /(*0 + 0) -  h (xo + 0) = /(х0 + 0) -  lim 2  =
Е -> 0+  лг„<аг0+ е

— f (xо +  о) 2  .

Бундан
ф(х0 +  0) — ф(х0 — 0) =  }(х0 +  0) — }(х0 — 0) — h0 =  О

тенгликни оламиз, бу ерда h0 сон h(x) функциянинг *  = 
=хо нуцтадаги сакраш и. Бу тенгликдан, f{x) ва  h(x) 
функцияларнинг чапдан узлуксизлигидан ^ам да х = х 0 
нуцтанинг ихтиёрийлигидан (р(х) функциянинг узлуксиз- 
лиги келиб чицади.*

46- §. Монотон функциянинг ^осиласи

М аълумки, f(x) функциянинг ^осиласи

f'(x) =  lim
h-+ 0 h

м авж уд  булиши ёки булмаслиги мумкин, лекин цуйидаги 
турт ифоданинг х;ар бири аниц бир маънога эга булиб ё 
чекли цийматга, ёки + оо га ё к и — оо га тенг:

lim  +  h)  — f (x)  _  + ,
Л-Н.+0 h  u  I W ’

1t a  = D + / W i 

Ш5 i f e + w - / w  =  0 - /w>

lim  f(x +  h) — ft*) _  
h-*—о /, 'W -

D+f> D+f> D~f, D - f  сонлар f  нинг л: нуцтадаги %осила сонла- 
ри дейилади.

Агар D+/ =  D+f(D~f =  D -f)  булса, у  ^олда f(x) функция 
унг (мос равишда чап) хрсилага эга дейилади ва бу ^осилалар 
f'+ (х) (мос равишда f_{x)) билан белгиланади.

Табиийки, функциянинг ^осиласи м авж уд  булиши учун
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ю^оридаги туртта косила сонларнинг бир-бирига тенг б$- 
лиши зарур ва кифоядир.

М и с о л л а р .  1) f(x) = \x\ функция х=--0 ну^тада 
турли унг ва чап ^осилаларга эга .

Х ^ и ^ ат ан ,

D+f =  Tim LMz
л-+о h

■О A— =  lim

n - f  _ l i m  |_ft 
u  I л-*—о

A-»+0 ft
, _  lim  | h I — 0 _  lim  h

U+l ~~ h->+0 h ~  h~>+0 h

^ _ Н т  I—A | —0 
h ft- * + °

=  1,

=  1,

D~f lim  1̂ 1 
л=^о

0 lim  
h^+0'

1

—h 

■h\ — 0

— lim 
ft->+0

1,

-h - l im  - г  =  — 1. 
h-*+0 n

2) f(x) - l x s m - T ' x * ° -
I 0, x — 0

функция учун x = 0 ну^тада:
D+f =  -  1, D + f=  1, D -f ■ 

^ац и^атан ,

1, D~f =  1 •

h sin  ■ •0
D+f =  lim 

h->+о
1

h ■ =  lim  sin —  =  1,
h~+-f-0 A

чунки sin  jc функциянинг энг катта ^иймати +  1 га  тенг;

1
h~ sin  —— — О ^

D+f =  lim _ ------ -------- = ] im s in —  =  — 1,

чунки sin  л: функциянинг энг кичик ^иймати — 1 га тенг, 
Худди шунингдек,

D” / =  lim 
л->-о

Л sin—  — О h_ :
(—ft)sin

=  lim  -------

=  — lim  sin _L =  j;

(~h)
(~h)

D - f  — lim 
ft-*—о

о
i

h s in —  — 0

h

-h s in -

=  lim
(-A)
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=  — lim sin—
Л -»-o h

3) /(*)=

ax sin2 — -f-bxcos2— , x >  0,
X X

0 , x =  0,
cx sin2 —  +  dx cos2 — , x <  0,X ' X ’ ^  ’

бу ерда a <  b, c < d .  
x =  0 нуцтада:

D+f =  a , D+f =  6, D_/ =  c, D-/ =  d.
Х.ацицатан,

a h  sin2— - \ - b h c o s2 -------- 0
D+f  =  lira  - .........h----------------------  =

h->+0 h

=  lim  fa +  (6—a)cos2— ) =  a  +  (6 — a ) - 1 =  b, 
h -*+ 0 V h j

чунки cos2x функциянинг энг катта циймати +  1 га тенг.
1 1

a h  sin2—— -f- bh cos2 —  — 0
D+f =  lim - h h

h-*+0 h

=  lim  ( a +  (b — a) cos2— ) =  a +  (b — a) • 0 =  a, 
a-»+o \ h  j

чунки cos2 x функциянинг энг кичик циймати 0 га  тенг. 
Худди шунингдек.

___  c h  sin2----- -j- d h  cos2 —  — 0
D~f =  lim h h

h~* 0 h

==̂ m [c +  (d — c)cos2 — ) =  с +  (d — c) ■ 1 =  d\
/i->—0 \ h  J

c h  sin 2—  -j- d h  cos2 —  — 0
D - f=  l i m ______*__________h =

л - - о  h

=  lim  (c +  (d — с) cos2 — ) =  с +  (d — c) ■ 0 =  c. 
ft--»-o V л /

Бу мисоллар, ^ацицатан ^ам , ^осила сонларнинг турли бу
лиши мумкинлигини курсатади .

4 6 .1 -т е о р е м а  (Л ебег), [а, Ь] сегментда анщланган  
ихтиёрий монотон функция бу сегментнинг деярли %ар бир 
нуцтасида чекли цосилага эга.
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И с б о т . А евэл теоремани [—а , а] сегментда узлуксиз мо
нотон функциялар учун исбот этиб, сунгра шу сегментда у з 
луксиз булмаган монотон функциялар учун уринлилигини 
курсатамиз. Бундан теореманинг ихтиёрий [а, Ь] сегмент учун
исботи у =  —jp- +  Ь ~ а х чизицли алмаштириш орцали келиб 

чицади.
Узлуксиз ф ункцияларга оид цуйидаги леммани исбот 

циламиз:
4 6 .2 -л е м м а (Ф . Р исс). [—а, а,] сегментда аницлан- 

ган узлуксиз у (х ) функция берилган булсин. Е туплам 
[— а, а] сегментнинг шундай ички х нуцталаридан ибо
рат булсинки, бу нуцталарнинг %ар биридан унгда

ф(£) >  Ф )  (х <  Ю (1)
муносабатни щноатлантирадиган £ нуцта мавжуд булсин. 
У  %олда Е очщ туплам булиб, уни тузувчи (ak, bk) оралиц- 
ларнинг щ р бирида ф(ak) <  ф(bk) тенгсизлик бажарилади.

Л е м м а  н и н г  и с б о т и .  Д ар^ацицат, Е очиц туплам , 
чунки 1 > х 0 ва ф (£ )> ф (х0) булса, у  з^олда ф нинг узлук- 
сизлигига мувофиц х0 нинг бирон атрофидан олинган х нинг 
з^амма цийматлари учун з^ам %>х, ф(£)>ф(% ) тенг- 
сизликлар уринлилигича цолади. Агар, м асалан , ф ка- 
маювчи функция булса, у  з^олда Е буш туплам  булади.

Энди (a k, bk) оралиц Е тупламни тузувчи ораликларнинг 
бири булсин. Бу тузувчи оралицдан олинган ихтиёрий х нуц- 
та учун (р(х) <  w(bk) тенгсизликнинг уРинлилиги курсатилса, 
у  з^олда х ни а, га интилтириб, (1) тенгсизликни з^осил ци- 
ламиз.

_ Дарз^ацицат, хх нуцта х ва bk нуцталар орасида булиб 
(яъни х <  хх <  bk),

ф(л:г) >  ф к) (2)

тенгсизликни цаноатлантирадиган ва bk га энг яцин нуцта 
булсин. У  з^олда х{ =  bk тенгликнинг уринлилигини курсата
миз. Агар бундай булмаса, Е нинг таърифига кура шундай 
Е, <  bk нуцта мавжудки, унинг учун

Ф & ) <  Ф(5а) (3)
тенгсизлик уринли; иккинчи томондан,

ф ^ ) <  Фи)- (4)
Сунгги (2), (3) ва (4) 'тенгсизликлар зиддият з^осил цилади.
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Демак, хх =  bk ва юк,оридаги]|муло^азага кура Гф(ай) <  ф(6А), 
яъни лемма исботланди.*

46.3- и з о ^ . (1) шартларни к аноатлантиРУвчи х нУКг 
тани, кис^алик учун, унгга кутарилиш ну^таси дейилади. 
Ч апга кутарилиш  ну^таси таърифи ^ам шунга ухш аш  бе- 
рилади: агар  х нуцта учун

1 < Х ,  ф (|) >  ф(х)

шартларни ^аноатлантирувчи с ну^та топилса, х чапга к ута
рилиш ну^таси дейилади. Юкоридагига ухшаш, чапга кутари
лиш ну^талари туплами очицлиги ^амда бу тупламни тузувчи 
(ak, bk) орали^ларда

Ф К ) >  Ф(^)
муносабатларнинг уринлилиги курсатилади.

Энди монотон f (х ) функцияни [— а, а] сегментда у з 
луксиз деб, теореманинг исботига утамиз. М асалан , f(x)  
кам айм айдиган  булсин. Ушбу

a) D+f <  +  оо, б) D+f <  D—f
тенгсизликларнинг деярли уринлилигини фараз ^илган 
з^олда теоремани исботлаймиз.

Д ар^аки ^ат, f{x) камаймайдиган  функция булгани са 
бабли

Ш  =  - / ( - * )
функция з^ам камаймайдиган  функциядир ^амда

Т— М + Ц - Ш  р— -n~(x+h)]+f(~x) D+ Ш  =  lim  ---------й--------- =  lim  -------------- г--------------=
f t - * + 0 п  ft-И -О  1г

_ —  f (—x—h)—f(—x) - —  f ( — x +  T ) ~  /( — х)
=  lim ------- —г------- =* l i m ------------------------------=

/»-»+о ~ п  о г

=  Д f ( - x )
ва

D Ш  =  lim  ! '<х Ш  =  Н т /О ;-/ (-*) , =
“  h  h-> -о h

=  \im-K ~ x~ h)r f(~ x) =  lim  Я - *  +  т) —/ (- * )  =
h - * —0 T -> + 0

= D+/(-x).
Энди, б) тенгсизликни fi(jc) = — /( — x) функцияга 

татбиц цилинса, ^Уйидаги тенгсизликнинг деярли б аж а- 
рилиши келиб чи^ади:
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D+fi(x) =  D“~j{—x) <  D_h(x) =  D+f( — x),
яъни

D ~ [(~ x)< D +f ( - x ) .
D+f, D+f, D““f  ва D_/ сонларнинг таърифланишидан ушбу

D+f <  D+f ва D J  <  D~f
тенгсизликлар бевосита келиб чицади.

Булардан х;амда а) ва б) тенгсизликлардан
D+f <  D J  <  D~f sc  D +/ <  D+/ <  оо

тенгсизликларнинг деярли бажарилиш и келиб чицади: бу
лардан  эса чекли з^осиланинг деярли мавж удлиги  аниц 
куриниб турибди.

Теоремани тула исботлаш учун а ) ва б) тенгсизлик- 
ларни исботлаш цолди.

а) тенгсизликни исбот этмоц учун
Е(х> =  {х: D+f(x) =  00} ва Ес =  {х : D+f(x) >  с}

тупламларни киритамиз; Ех cz Ес экани равшан. Агар D+/(x)>c 
булса, у  ^олда шундай £( >  х) нуцта мавжудки, унинг учун

l - Х  ^
Бундан, агар g(x) =  / (х)—сх деб олсак,г у  ^олда:^(Е)>§(л:). Де
мак, Ес туплам g(x) функция учун ккоридаги , леммада аниц- 
ланган (a k , bk) ораликларда жойлашган. Шу билан бирга, 
уша леммага асосан,''З ....... . :

т — cbk >  ы -  сак ёки с (ьк~  аЪ <  №к)— / к ) I
тенгсизликлар бажарилади. Бундан:

 ̂2  а>) <  2  l/ М -  /К)1 < 7 Н - Шk к
Бу тенгсизликлардан куринадики,1' с% Г етарли катта булганда 
(iak> bk) оралицларнинг узунликлари; йигрндиси' истаганча кичик 
цилиниши мумкин. Демак, Ех  тупламнинг^ улчов#’нолга тенг, 
яъни а) муносабат деярли уринли. *

б) тенгсизлик ^ам юцоридаги муло^азаларни 'кетма-кет тат- 
бщ  цилиш [билан исбот этилади. Бу тенгсизликка тескари 
булган

D + f > D J
тенгсизликни цаноатлантирувчи нуцталар"туплами Е* ушбу 

D J < c < C < D + f
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тенгсизликларни цаноатлантирувчи нуцталар туплами Есс ларнинг 
йдаиндисига тенг; бунда с ва С сонлар, с < С  муносабатни ца- 
ноатлантирган з^олда, барча рационал цийматларни цабул цила- 
ди, яъни

£ * = U  ЕщС. (5)
с<С,
Cc£ q

бу ерда^ф — рационал сонлар туплами. Аммо {(с, C):c£Q, 
C£Q}  туплам саноцли булгани учун (5) йиринди ^адларининг 
сони саноцли. Демак, агар ЕсС лар ^ар бирининг улчови ноль 
эканлиги курсатилса, Е* тупламнинг улчови ^ам ноллиги ке
либ чицади.

Шундай цилиб, теоремани исботлаш учун ЕсС тупламнинг 
улчови ноль эканлигини курсатиш кифоя.

х£ Е сС булсин. У  ^олда D~f <  с булганлиги учун х дан 
чапда ётувчи ^амда

f O t z M < c (6)

тенгсизликни цаноатлантирувчи | нуцта м авж уд . | 
булгани учун (6) тенгсизликдан

/© — с\ >  f(x) — сх
тенгсизликни ^осил циламиз. Ш ундай цилиб, х нуцта 
S ( x) = f ( x ) — сх функциянинг чапга к^тарилиш нуцтаси. 
Бу ф ункцияга Рисс леммасини ва унинг изо^ини татбиц 
цилиб, чапга кутарилиш  нуцталаридан иборат булган очиц 
тупламнинг тузувчи оралицлари учун

f(ak) — cak >  f(bk) — cbk
тенгсизликни, бундан эса

Kbk) — Kak)^ c (b k —  ak) ( 7 )

тенгсизликни ^осил циламиз.
Юцорида олинган х нуцта топилган (ak, bk) оралицларнинг 

бирида ётади. Б у  нуцтада
D + f> C  

булгани учун (ak, bk) оралицда

1 > * , ® 5 ® > С  (8,

тенгсизликларни цаноатлантирувчи нуцтани топиш мумкин. 
Кейинги ясашларимизни (ak, bk) оралицларнинг ичида бажа- 
рамиз.
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(8) тенгсизликлар х нуцтанинг /(х) — Сх функция учун унг- 
га кутарилиш нуцтаси эканлигини курсатади. Бу функциянинг 
(ak, bk) ораликдаги барча унгга кутарилиш нуцталари туплами 
очиц булиб, бу туплам (akj, bkj) (/=  1,2, . . .) тузувчи оралиц- 
ларнинг йигиндисига тенг, шу билан бирга бу оралицларнинг 
чегарасида

К % )  — Сащ <  K h )  — Cbki
ёки

f (bkl) — f (akj) > C ( b kl — akl).

Буни / индекс буйича йигиб,

г к - / к » ]  <

тенгсизликларни г;осил циламиз. (7) дан фойдаланиб

Ж / - **/)<-§-(&* — я*)

м уносабатга, k буйича йигиб эса

S  51 ~ V  < 4-2 (К ~  ̂  S f  (а + а) = 2f  (9)
k / | L k ь  L

муносабатларга эга буламиз. Куринадики, (ak/, bk) оралицлар 
системаси, (ак, bk) ораликлар системаси каби, Е сС туплам* 
ни цоплайди, аммо (akj, bkl)  оралицларнинг узунликлари йигин- 
диси (a k, bk) лар узунликларининг йигиндисидан кичик.

ЕсС тупламнинг хар бир х нуктаси учун (akj, bkj) оралиц- 
ларнинг ичида юцоридаги ясашларни цайтариш мумкин. Нати- 
жада янги учинчи хил (ak. , bkjm) (т  =  1 ,2 , . . . )  системани 
ва туртинчи хил Ц /т„, bkjinn)(m, п =  1,2, . . .) системани х>о- 
сил циламиз ва булар учун:

S  2 (  bkimn -  % т п ) <  4 - 2 (  bkjm ~  % т ) < ^ { bk j ~  Ок/) • 
т п

Бу ифодани к ва / буйича йигиб ва (9) дан фойдаланиб

2  2  2  2  ( - “« « . )  -  (• § - ) ’  2 ( -  “ . )  <k j m n  ' '

< ( ~ c J (a  +  a ) ~ ( J k f ' 2a
тенгсизликларни ёза оламиз.
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Бу ифода курсатадики, туртинчи цадамда олинган ( akjmn, 
bkjmn) оралицларнинг (ЕсС тупламни цоплаган цолда) узунлик- 
лари йириндиси илгариги цадамда олинган орали уларнинг узун- 
ликлари йигиндисидан кичик. Агар юцоридаги ясашларни давом 
эттирсак, у  ^олда р-цадамдаги оралицлар системаси хам ЕсС 
тупламни цоплайди ва бу системадаги оралицларнинг узунлик- 
лари йетиндиси дан катта булмайди ва демак, р

етарли катта булганда, уни ихтиёрий сондан кичик цилиниши 
мумкин. Бундан ЕсС тупламнинг улчови нолга тенглиги келиб 
чицади.

Шу билан теорема узлуксиз монотон функциялар учун 
исбот цилинди. Энди теоремани узлукли  монотон функ
циялар учун исботлаймиз.
-  Э слатамизки , ихтиёрий монотон функция фацат бирин
чи турдаги  узилиш ларга эга булиши мумкин. Шунинг 
учун ха Р цандай нуцтада f(x) функциянинг унг ва чап 
лимитлари м авж уд :

f(x +  0) — lim  /(£), f(x — 0) == lim /(I),
i~*x l-+x
i>x %<x

Д архацицат, бирор томондан бир нечта турли лимит 
цийматларнинг м авж уд  булиши функциянинг монотонли- 
гига зид. (f(x—0 ), Д х  + О)) оралиц узилиш оралиги, бу 
оралицнинг узунлиги, яъни /(х + 0 ) — f(x  — 0) айирма 
f(x)  функциянинг х нуцтадаги с а к р а ш и  булади. |(х) 
функция монотон булгани учун турли узилиш оралицла- 
ри кесишмайди (купи билан умумий учга эга  булиши 
м ум ки н ); агар  хар бир оралицдан биттадан рационал сон
ни танлаб олсак, бундай оралицларнинг сони купи билан 
саноцли булишини курамиз. Д ем ак , монотон функциянинг 
узилиш нуцталари купи билан саноцли экан.

Узлукли монотон функциянинг хосиласи м авж удлиги- 
ни текшириш учун Рисс леммасини умумлаш тирамиз. 
f(x)  функция узлуксиз булм аса хам  купи билан биринчи 
турдаги  узилиш га эга булган  функция булсин. Агар х 
нуцта учун

х <  Е, max [/(%), f(x — 0), f(X +  0)] <  f(l — 0)]

тенгсизликни цаноатлантирадиган £ нуцта м авж уд  булса, 
х  нуцта унгга кутарилиш ну^таси дейилади (45.3- изо^- 
даги  таъриф билан солиш тиринг). Юцорида келтирилган 
Рисс леммасидаги  м улохазаларни  такрорлаб, барча ун гга
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кутарилиш  н у ц т а л а р и д а н  иборат булган тупламнинг очи^- 
лигини ва  бу тупламни тузувчи (аи , bk) о р а л щ л а р д а  

f(ak +  0 )^ }(b k - 0 )

тенгсизликнинг Уринлилигини з^осил ^иламиз. Бу эса теоре
манинг исботини узгариш сиз утказиш  учун кифоя. Ш у 
билан теорема тул а исботланди.*

46.4- т е о р е м а  (Ф убини). [а, Ъ] сегментда
s(x )= m  +  m  +  . . .  (Ю)

цатор берилган булиб, унинг %адлари камаймайдиган 
(дсиб бормайдиган) функциялар булсин. У %олда бу 
щторни деярли %ар бир нщ тада уадлаб дифференциал- 
лаш мумкин, яъни деярли %ар бир ну^тада:

S' (x)  =  f l ( x ) + r 2 ( x ) +  . . . .
И с б о т . Теореманинг умумийлигини чегараламасдан f n{a)~  

= 0  ва з^амма fn функцияларни камаймайдиган деб фараз цилищ 
мумкин. f'n(x) ва S'(x) лар деярли хар бир ну^тада мавжуд, 
демак, [а, Ь] да улчови b — а га тенг булган шундай Е туп
лам мавжудки, бунинг хар бир нуцтасида хам fn(x) (n =  1,
2, . . .), з а̂м S '(x )jiap  мавжуд. х(£Е ) ва ихтиёрий £ учун ушбу

оо

sd ) -  s(X)
l —x I —X

муносабатни ёзамиз. Чап томондаги ифоданинг хадлари манфий 
булмагани сабабли бундан ихтиёрий натурал N учун:

N

2  [/»©-/»(*)] „ р
_________________<  5(g)- а д  _

I—X "" \ ~ х
Бундан £-> х да лимитга утиб,

2  ГП{Х) <  S ' (X)  
п= I

тенгсизликни ва N ни оо га интилтириб, f'n(x) ларнинг манфий 
эмаслигини хисобга олинса,

оо
2  rn(x )^ S '(x )  (11)
п—1

тенгсизлик келиб чи^ади.
Энди охирги (II) муносабатда деярли з̂ ар бир ну^тада тенг

лик уринлилигини курсатамиз. (10) муносабат уринли булга-
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ни уч ун  ш ундай k  топиладики, (10) каторнинг S n  ̂ хусусий 
йириндиси уч ун :

0< S(J)-S 4 (i)<-L(l - l , 2 ,  ...).
Ушбу

З Д  — SnjkW  =  2 / / * )
i> n k

айирма камаймайдиган функция эканлигидан барча х учун 

0 ^ S { x ) - S nk(x )< ± .

булади. Бундан
оо

2  № - s n т
&=1 R

цаторнинг [а, b] сегментнинг з^ар бир нуцтасида яцинла- 
шувчилиги (з^атто текис яцинлашувчилиги) келиб чицади. 
У зфлда (11) муносабатни исботлаганимиз каби, уш бу

оо
У. [ s ' ( * ) - s ; , w ]/&ет к

k=\

цаторнинг деярли хар бир нуцтада яцинлащувчанлигини келтириб 
чицарамиз. Бу цаторнинг умумий хади S' (х) — S' (х) деярли
хар бир нуцтада нолга ингилади, демак, деярли хар бир нуц- 
тада S' (х)-*-S' (х). Иккинчи томондан, агар (11) муносабат -
да <  ишораси турганда эди, хеч цандай хусусий йириндилар 
S ’ (х) га интила олмас эди. Шундай цилиб, (11) да деярли хар 
бир нуцтада тенглик булиши керак. Бизга эса шуни исботлаш 
керак эди. *

М и с о л. Энди хосиласи деярли хар бир нуцтада ноль бул
ган камда хеч кандай оралицда узгармас сонга тенг булмаган 
монотон узлуксиз функцияга мисол келтирамиз. (0,1) интервал- 
дан бирор t сонни танлаб, [0,1J сегментни (k2~n, (k +  1) 2~п), 
k =  0, 1, 2, . . . , 2п— 1 куринишдаги 2п та тенг булакларга 
булиб, индукция усу ли ёрдами билан [0,1] сегментда аницланган 
цуйидаги функциялар кетма- кетлигини тузамиз: п = 0 да ф0 (*) =  
=  х булиб, ихтиёрий п да ф/г(х) функция [0,1] сегментда анщ- 
ланган, узлуксиз з^амда хар бир (а, |3) == (k2~n, (k +  
+  1) 2-л ) куринишдаги булакчада чизицли булсин. п +  1 да 
Ф„+ 1 (*) функцияни цуйидагича аницлаймиз: х — а  ва х =  Р 
нуцталарда
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<P«+i (х) =  ф„ (х)\
, о ч  » а + Р(а , р) оралицнинг уртасида, яъни х =  — —  нуцтада:

/ СХ —(— Р \ 1 — t / \ I 1  ̂ /о\
Ф„+1 ) = —  Ф„ (а) + —  Ф„ (Р).

бу ерда t — юцсрила танлаб олинган сон, ^а, —jp - j ва Р)

оралщларда эса срп+, (х) ни чизицли деб хисоблаймиз.
Равшанки, бундай аницланган (х) функциялар усувчи 

функциялардир ва
0 < ф„(х) < ф я+1(х )<  1.

Шунинг учун {фл (*)} кетма-кетлик бирор камаймайдиган (р(х) 
функцияга яцинлашади. Бу ср(х) функциянинг узлуксиз, жид- 
дий усиб борувчи ва деярли хар бир нуцтада хосиласи нолга 
тенг эканлигини исбот киламиз. Бунинг учун [0,1] сегментдан 
бирон х нуцтани оламиз ва хар бири бу нуцтани уз ичига 
олган ва бир- бирининг ичига жойлашган (ап, (3„) оралицлар 
кетма-кетлигини тузамиз, бу ерда

а п =  k 2~л, Р„ = (Л+ 1)2“ л, Л =  0, 1, 2.............2я — 1.

Агар бирор (an+v Р„+1) =  (m 2- л -1 , ( т +  1) ( т  =
=  О, 1, 2, . . . , 2п+1— 1) булакчани олсак, у  холда а п+1 
нуцта (худди шунингдек, (Зл+1 нуцта) ёки бирор (ап, Рп) =  
=  (k2~n, (k+  1) 2-л ) (£ — О, 1, 2, , 2п— 1) оралицнинг 
урта нуцтаси булади ё булмаса а п нуцта билан ёки нук;- 
та билан устма-уст тушади.

Масалан, агар а п+1 нуцта ап нукта билан устма-уст туш- 
са, у  холда рп+1 нуцта (ап, рп) ораликнинг урта нуцтаси бу
либ, Ф „ (х )  функциянинг аницланишига асосан ушбу

фл+, (P„+i) = Ф„ Ю  + 4^ Фл (Р»)’
9„+ i(*B+i) =  cPn(a^

тенгликларга эга  буламиз. Булардан

фл+1 (P„+i) —  ф„+1 («„+ ,) =  ^  [Фл (Р„) —  Ф„ (« „)!

тенгликни оламиз.
Аксинча, агар a /j+, нуцта бирор (ап, fin) оралицнинг урта
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ну^таси булса, у  холда Рл+1 нук,та р„ ну^та билан устма-уст 
тушиб, яна ф„(х) функциянинг аншуинишига асосан

Ф»+1 (Ря+1) = Ф„ (Р«). 
ф«+1 K + i )  =  Х- ~  ф„ К )  +  ф„ (Р„)

тенгликларга эга буламиз. Булардан

Фл+1 (PB+i) —  Фп+1 K + i )  =  [Ф „ (Р„) —  ф„ (« „ ) ]

тенгликни оламиз.
Д ем ак , умумий ^олда уш бу

Ф„+1 (Pn+i) —  Ф„+1 (о п+1) =  1- ~  [ф„ (Рл) —  ф„ (<*„)]

тенгликни ёзишимиз мумкин. Бундан ва

%  (0Ьр) =  ф (Ор), %  фр) =  ф фр)
тенгликлардан

Ф (Рп+1) —  Ф (an+i) =  — ■ [ф Ф„) -  Ф (« „)] 

тенгликни, бундан эса

ф (Рп) -  ф Ю  =  П  1 + *к * (Ч =  ± *) 
k=\

тенгликни хосил ^иламиз. t£  (0,1) булгани учун 0 <  1 +  
+  гкt <  2 булгандан

Ф (Р„) —  Ф (« „) >  0 
муносабат ва п -> оо да

ф(Р„)-ф(°0 —0
муносабат келиб чи^ади. Д ем ак , ф(х) узлуксиз, жиддий 
усувчи функция ва унинг ^осиласи (м авж уд  булган  ну^- 
т ал ар д а) ^уйидаги ифоданинг /г->-оо даги лимит ^иймати- 
га  тенг:



Аммо бу ифоданинг лимита ё ани^ булмайди ёки чексиз 
ёхуд  нолга тенг. Н ати ж ада з^осила м авж уд  булган 
з^амма нук;таларда: ф' (х ) = 0.

4 6 .1 -теоремага асосан косила деярли з^ар бир нуцтада 
м авж уд . Д ем ак , деярли з^ар бир ну^тада ф' (х)=0.%

47- §. Узгариши чегараланган функциялар

Муз^им ва купгина татби^ларга эга булган функциялар 
орасида узгариши чегараланган  функциялар синфи катта  
аз^амиятга эга .

Т а ъ р и ф .  [а, Ь] сегментда аницланган Ф(х) функция 
берилган бЦлсин. Агар [а, Ь] сегментни

а =  а0 <  at <  . . . <  ап =  Ь 
нуцталар билан ихтиёрий п щсмга булганимизда а{ (I =  
=  1, 2, . . ., п) нуфпаларни танлаб олишга боглщ булма- 
ган ва ушбу

2  |ф к -)— си 
[=1

тенгсизликни каноатлантирадиган узгармас К сон мав
жуд булса, у %олда Ф (я )  функция [а, Ь] сегментда узга
риши чегараланган дейилади.

Х,ар ^андай узгариши чегараланган функция чегараланган 
функциядир. Х,а^!щатан, Ф (х) узгариши чегараланган булгани 
сабабли хар кандай х £ [а, b] учун

| Ф ( х ) - Ф ( а )  |</С.
Бундан ва

| Ф (х) | <  | Ф (х) — Ф (а) | +  | Ф (а) | <  К +  | Ф (а)|

тенгсизликдан Ф (х) функциянинг чегараланганлиги келиб 
чи^ади.

Одатда (1) тенгсизликнинг чап томонидаги й№индининг 
аник ю^ори чегарасини ([а, b] сегментни кисмларга турлича бу- 
лишлар тупламига нисбатан) V°a (Ф) билан белгиланади ва бу 
сонни Ф (х) функциянинг [а, Ь] сегментдаги тула  узгариши 
дейилади.

М  и с о л л а р. 1) [а, Ь] сегментда аникланган ва моно
тон усувчи Ф (х) функция чегараланган  узгариш га эга , 
чунки унинг учун (1) куринишдаги хар кандай  йигинди 
Ф (b) — Ф (о ) га  тенг.
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Ш унга ухш аш , [а, Ь\ сегментда аницланган ва монотон 
камаю вчи Ф (х ) функция ^ам чегараланган  узгариш га эга .

2) Агар бирор мусбат ва узгармас А сон хамда ихтиёрий 
х, у  £ [а , Ь] нуцталар учун j f { x )~  f(y) 1 <  А \ х — у ) тенгсиз
лик бажарилса, f(x ) функция [а, Ь] сегментда Липшиц шар
тини щноатлантирувчи дейилади. [а, Ь] сегментда чегара
ланган ва Липшиц шартини цаноатлантирувчи f  (х) функция
нинг узгариши чегараланган булади. Дархацицат, Липшиц 
ш артига мувофиц:

I f  / (ak> \ ^  А ] o.k ),

бундан: Vba (/) <  А (Ь — а), яъни / нинг узгариши чегараланган.
Энди узгариш и чегараланган  функцияларнинг тузили- 

ши ва хоссаларини Урганишга ^тамиз.
4 7 .1 -т е о р е м а. [а, b] сегментда узгариши чегара

ланган икки <Di [х] ва Ф г(я ) функциянинг йигиндиси, 
айирмаси ва купайтмаси %ам узгариши чегараланган функ
циялар булади.

И с б о т .  Д ар^ацицат, [а, Ь] сегментни ихтиёрий п 
цисмга булиб,

2  Iф ( « , ) - ф («/_ ,)i < i  1ф , ц - ) - ф , к _ . ) I +  
i=i (=1

+  2  \Ф2(а1) ~ Ф 2ш1_ 1)\
1=1

тенгсизликларни ёзишимиз мумкин; бу ерда: Ф (х) =  Фх (х) +  
+  Ф2(л:). Бундан

У* (Ф) <  V* (Ф,) +  Vba (Ф2),

яъни Ф (х) функциянинг узгариш и чегараланганлиги бе- 
восита келиб чицади.

Айирма учун ^ам теорема ш унга ухшаш исботланади. 
Энди © i(x )  ва Ф2{х) функцияларнинг купайтмасини 

оламиз:
Ф(х) =  Ф 1 (х ).ф 2 (х). 

р =  sup | Фх (х) [, q — sup |Ф2С*)| булсин, Ф х (х) ва Ф 2 (х)
а < х ^ Ь  х  £  [ а ,  Ь ]

функциялар узгариши чегараланган булгани сабабли чегаралан- 
гандир. Шунинг учун р pa q сонлар чекли. Бу холда:

IФ iak+i) Ф(ak> I  ̂IФ) (a&4-i)' i) ®i (ai ) '

250



+  IФ, (ah) ■ Ф2 (a*+I) — Ф| (ak) ' %  1 <  <71 ®i (a*+1) — 

—  («*) 1 +  P IФ 2 (Q*+i) —  ф 2 Ю  I •

Бундан

^ (Ф )< < ?  V > i )  +  p V > 2).

яъни Ф 1-Ф2 функциянинг узгариши чегараланган.*
4 7 .2 -т е о р е м а . Агар a< ic< ^b булса, у %олда:

^ ( Ф )  =  ^ ( Ф )  +  ^ ( Ф ) .  (2)
И с б о т . Агар с нуцта булиш нуцталаридан бирига тенг, 

масалан, с =  ат  булса, у  холда
1 m — 1

2 1 Ф (я ,+1) -  Ф («,) I =  2  1 ф -  Ф to ) I +
(=0 t=o

+  2 1 ф (а ^ ) - ф М  (3)
г=т

тенглик уринли булади. [а, Ь\ сегментни ихтиёрий майда к,исм- 
ларга булиш хисобига бу тенгликнинг унг томонидаги йдаин- 
дини V°a (Ф) +  Vbc (Ф) сонга истаганча яцин килиш мумкин. 
Шунинг учун

Vb (Ф) =  sup 2  IФ (ai+1) -  Ф (а,) | >  V°a (Ф) +  V* (Ф) (4)
i=o

муносабатларни ёзишимиз мумкин.
Иккинчи томондан, ихтиёрий ^исмларга булинган 

\а, Ь] сегментни олиб, ^ушимча с булиш ну^таси кири- 
тилса, (1) тенгсизликнинг чап томони ортишигина мумкин. 
Ш унинг учун с булиш ну^тасими ёки булиш нуцтаси 
эмасми, барибир, (3) га  мувофик; ^уйидаги тенгсизлик 
уринли:

V  IФ (ai+l) ~  ф (Щ) I <  (Ф) +  V* (Ф).
i=o

Бу тенгсизлик чап томонининг ю^ори чегараси олинса,

УЬа (Ф) <  У°а (ф) +  К  (Ф) (5)
тенгсизлик келиб чи^ади.

(4) ва (5) муносабатлардан  (2) тенглик келиб чи^ади. #
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47.3- т е о р е м а ,  [а, b\ сегментда рзгариши чегара
ланган %ар щндай  Ф(л:) функция икки монотон усувчи 
функциянинг айирмаси сифатида ёзилиши мумкин. 

И с б о т .

F (х) =  V* (Ф), G (х) =  V* (Ф) -  Ф (х)
функцияларни киритиб, уларнинг ^ар бирининг монотон 
усувчилиги курсатилса, теорема исбот этилган булади.

47.2-теоремага мувофи^, агар  у ^ х  булса.

v ya m - v xa m  = vyxm > o ,

яъни F (х) — монотон усувчи функция. G (л:) функция хам мо
нотон усувчи. Дарха^щ ат, у >  х булсин. У холда:

G(y) — G (х) =  Vya (Ф) -  V* (Ф) -  Ф (у) +  Ф (х) =

=  Уух ( Ф ) - [ Ф ( у ) - Ф ( х ) ] > 0 ,
чунки

Уух (Ф )> \ Ф (у)-Ф (х)\ .*

Сунгги теореманинг мо^ияти ш ундаки, бунинг ёрдами 
билан узгариш и чегараланган  функцияларнинг баъзи хос- 
саларини монотон усувчи функцияларнинг хоссасидан 
келтириб чи^ариш мумкин ва аксинча. М асалан , узгариш и 
чегараланган  Ф (х ) функция бирон ну^тада унгдан  у зл у к 
сиз булса, у ^олда F (х) ва  G(x) функциялар ^ам шу 
ну^тада унгдан узлуксиз булади. М асалан , бу ж ум лани  
F (х) функция учун исбот этамиз.

Ф{х) функциянинг х0 ну^тада унгдан узлуксизлигидан фой- 
даланиб, ихтиёрий берилган е >  0 учун шундай б >  0 сонни 
топамизки, агар хх — х0 <  б ва хг >  х0 булса,

| Ф Ы - Ф ( х 0) | < |  (6)

тенгсизликни ёзишимиз мумкин.
Энди [х0, Ь] сегментни п та i 0<  хг <  . . .  <  хп =  Ь ^исм- 

га  буламизки, улар учун куйидаги тенгсизлик уринли булсин]

2  Iф (^+i> ~  ф (xk> I >  уЬХо(ф) — f -  
*=0

Хх нуцтани олишда хг <  х0 +  б тенгсизликка риоя ^илишимиз 
керак. У ^олда (6) га мувофиц:
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v > >  <  2 1ф <x1+'> -  ®  w  i +  f  <
ft=0

< 2  | Ф (^ +1 ) - Ф ( ^ ) 1  +  е < ^ + е  
k=\

ёки 47 .2 -теорема га асосан

V*x\ (Ф) =  Vx„ (Ф) (Ф) <  е>
бундан эса F (х) =  V* (Ф) функциянинг х =  х0 нуцтада унгдан 
узлуксизлиги бевосита келиб чицади.

47.4- н а т и ж  а. Агар узгариши чегараланган Ф (х) 
функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз булса, у  цолда F (х) 
ва G(x) функциялар щ м  шу сегментда узлуксиз бу
лади.

47.5- н а т и ж  а. Бирон функциянинг [а, Ь] сегментда 
узгариши чегараланган булиши учун унинг икки моно
тон усувчи функциянинг айирмаси сифатида ёзиш мум-- 
кинлиги зарур ва кифоядир.

47.6- н а т и ж  а (Л ебег). Узгариши чегараланган %ар 
цандай функция деярли %ар бир нуцтада чекли %осила- 
га эга.

Бу натиж алар  46.1, 47.1 ва  4 7 .3 -теоремалардан бево
сита келиб чицади.

Биз 45 -§  да чапдан ва унгдан узлуксиз булган сакраш 
функцияларини киритган эдик. Энди бу параграф да сакраш 
функциясини цуйидагича умумлаштирамиз: фараз цилайлик, 
хъ х2, . . . , хп , . . .  нуцталар [а, Ь\ сегментдан олинган со
ни чекли ёки саноцли нукталар булсин. Х^р бир xk, ft = 1 ,2 , . . . 
нуцтага иккита qk ва hk сонларни мос цуямиз ва улар учун 
ушбу

2  ( I qk 1 +  I hk IX  +  00 
*

муносабатнинг бажарилишини талаб этамиз: ундан ташцари, 
xk — а булганда qk =  0 ва xk — b булганда эса hk — 0 бул
син. Куйидаги тенглик билан аницланган

x k < х  x k < х

функция сакраш функцияси дейилади. Б у функция учун 
y ba (Н) =  2  (\qk I +  I hk I) эканини бевосита текшириб куриш 
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мумкин. Н (х) функциянинг узилиш ну ̂ талари хх, хг..............
хп, . . .  ну^талардан иборат булиб, хар бир k натурал сон 
учун qk ва hk сонлардан бирортаси нолдан фар^ли булса, унинг 
xk ну^тадаги сакраши ^уйидагига тенгдир:

Н (x i) — Н (xk - о) =  <7*.
H(xk+Q) — H(xk) = h k.

45.4- теоремага ухш аш  теорема бу ерда ^ам уринли- 
дир.

47 .7 -т е о р е м а. [а, Ь] сегментда анщланган %ар 
цандай узгариши чегараланган f(x ) функция ягона у су л  
билан <р(Х) узлуксиз функция ва Н (х) сакраш функция- 
ларининг йигиндиси сифатида ифода этилади.

Бу теореманинг исботи 45.4- теореманинг исботидан 
фар^ ^илмаганлиги сабабли, унинг исботига тухталм ай- 
миз.

Энди узлуксиз, лекин узгариш и чегараланм аган  функ- 
цияга мисол келтирамиз.

Ф {х) =  х cos —, (х ф  0),

Ф (0) =  0
булсин. Бу функция x = 0 ну^танинг атрофида сони чек
сиз максимум ва минумум нуцталарга эга . К,уйидаги ж ад - 
вални тузам из:

_  , _l_ J _  j_
*  2 ’ 3 --------

— 1 . + r - V ’ ( - 1)" L ' • • • •2 3 n

Бундан куринадики:

у  =  1 4 - A  +  - L +  . . . + 2 » ± L >
^  1 \k )  U + l  Л  2 ■ 6 12 n (n + 1)

> 1  + | +  . . . + - ,2 n
яъни Ф (x) функциянинг [0 ,1 ] сегментдаги узгариши 

V j(® )=  +  00.

4 7 .8 -т е  о р е м а . Агар [а, Ь] сегментда анщланган ва 
$згариши чегараланган Ф (х) функция бирон х0(£[а, b]) нуц- 
тада  узлуксиз булса, у  %олда бу нуктада <p(x) =  V* (Ф) 
функция %ам узлуксиз булади.
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И с б о т . х0 <  b булсин; ср (х) функциянинг х0 нуцтада Унг
дан узлуксизлигини курсатамиз. Бунинг учун [х0, Ь] сегментни 
шундай

х0 =  а0 < а 1 < а 2<  . . .  < ап =  b
п та цисмга буламизки, ихтиёрий е >  0 сон учун цуйидаги 
муносабат уринли булсин:

2  I Ф (и^  ~  Ф 1 >  У' . (Ф) “  е ‘ (7)
1= 0

Чап томондаги йигинди булиш нуцталари купайганда Уси- 
шигина мумкин; шунинг учун х\ нуцтани цуйидаги тенг
сизлик уринли буладиган  цилиб танлаб оламиз:

i I < е
У ^олда (7) дан :

<  (ф) <  28 + 2  |Ф (а‘+'}- ф К)1 < 2 8  + ^  (Ф).
1=1

Бундан:

К  =  С  -  К  =  Ф (*i) -  Ф (*о) <  2 е, яъни 
Ф (х0 +  0) — ф (х0) <  2 е;

е ихтиёрий булганлиги учун: ф (х0 +  0) =  ф (х0). ф (х0 — 0) =  
=  ф (х0) тенглик ^ам худди шунга ухшаш исбот этилади, яъни 
Ф  (х) функция (агар х0 >  а  булса) х0 нуцтада чапдан узлуксиз. 
Хусусий х0 =  Ь (х0 =  а) хрлда ф (х) ни х0 нуцтада чапдангина 

' (х0 нуцтада унгдангина) узлуксизлигини курсатиш кифоя. *
47 .9-т е  о р е м  а. [а, b] сегментда анщланган функция- 

лардан иборат Р  =  {Ф} чексиз туплам берилган булиб, бу 
функциялар туплами бирор узгармас М сон билан чегара
ланган, яъни

\ Ф (х )| < М  (х е [ а .  Ь]\ Ф 6Р ) (8)
булса, у %олда ихтиёрий сано^ли Е с :  [а, Ь] туплам чун Р 
тупламдан шундай {Фп (х)} функциялар кетма- кетлигини 
а щ тти б  олиш мумкинки, бу кетма-кетлик Е тупламнинг 
щ р бир ну^тасида ящнлашувчи булади.
*̂ 1 .И с б о т , Е туплам саноцли булганлиги учун унинг эле- 
ментларини {xk} кетма-кетлик шаклида ёзиб,

Я 1 = { Ф (х 1)} (Ф £ Р )
тупламни тузам и з; бу ерда Ф нинг Узи Р  туп лам да Узга- 
ради. - J
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(8) ш артга кура Hi туплам  чегараланган  булади. Д е 
м ак , Больцано — Вейерш трасс теоремасига м увоф щ  бу 
тупламдан  я^инлаш увчи кетма-кетликни аж ратиб олиш 
мумкин:

(D jV ,) , Ф<’> (*,) ; lim  Ф ',-) (х1) =  а 1.
П--УОО

Энди куйидаги чегараланган  кетма-кетликни туза- 
миз:

(*2), &21)(х2) ...............
Бу кетма-кетликка э^ам Больцано — Вейерштрасс теоре- 
масини татбик к илиб, х2 ну^тада як;инлашувчи

Ф f { x 2\ Ф^(Х2). . . ; W m Of(x2) =  a2
п—юо

кетма-кетликни ^осил киламиз. Бу жараённи чексиз да- 
вом эттириб, куйидаги якинлаш увчи, сони сано^ли кетма- 
кетликларни тузишимиз мумкин:

Ф|! ) (х,), Ф ^  (^i), . . . ; lim  Ф ^  =  а{,
П -+  ОО

<  (*2)> ф22> (х2),  • • • ; lim  Ф® (х2) =  а2;
ГСП

Ф Г  (*«). ф2т>(*т)- ■ • • ; lim  Ф^т) (хт ) =  ат .
П —+ОС

Бу кетма-кетликларнинг з^ар бири олдингисининг кисм 
кетма-кетлигидир. (9) кетма-кетликларнинг диагоналида 
жойлаш ган элементлардан

Ф[1)(х), Ф '2)(х ),Ф '3)(х), . . . (10)

кетма-кетлик тузилса, бу кетма-кетлик саноцли Е тупламнинг 
хар бир нуктасида якинлашувчи булиб, биз излаган кетма- 
кетлик булади. (10) кетма-кетлик Е тупламнинг хар бир нук
тасида якинлашади, чунки агар хк£Е булса, у  холда { Ф ^ (xtJ)  
кетма- кетликнинг тузилишига кура п -> оо да ak га я^инла- 
шади. *

47 .10-т е о р е м а. \а, Ъ] сегментда аницланган усувчи 
функциялардан иборат чексиз Р  = {Ф} туплам берилган 
булиб, бу функциялар туплами бирон рзгармас М сон 
билан чегараланган, яъни

|Ф(х)|< М (* € [с , &]; Ф еР )
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(11) га мувофи^, X; ва лгу. нуцталар учун шундай натурал 
п0 сон мавжудки, п >  п0 булганда

|Ф(П) (*;) -  Ч> (xt ) | < у ,  |Ф(П) (х,) - 11) (х,.)\ <  -1

тенгсизликлар уринли булади, яъни

Ф(п)( * , . ) - - у < Ф (п,Ц ) - г И * , Х у -

■ф(лг) нинг тузилишига мувофи^, бу муносабатларга асосланиб, 
п >  п0 булганда к,уйидаги тенгсизликларни ёзишга ^а^лимиз:

Ф(П) (*;) =  (Ф(П) (X# -  г|з К-)) +  (Ф (*f) ~  Ф W )  +  г|> (х0) >

> -----1- — у  +  Ф W  =  W  — е;

Ф<П> (Xj) =  (Ф<П) Ц ) — Ц )) +  (^  Ц ) — гр (х0)) +  \|з (х0) <

<  у  +  ~  +  ^ (хо) =  ^  W  +  е- 

Булардан ва ^  <  х0 <  х; учун

Ф<п) (х,-) <  Ф<п) (х0) <  Ф(,1) Ц ) 

тенгсизликнинг уринли эканлигидан п >  п0 да 

\|з (х0) — е <  Ф<п) (х0) <  \|з (х0) - f  е
тенгсизликлар уринли булади ва бундан (е >  0 ихтиёрий бул- 
ганлиги учун) (12) муносабат келиб чи^ади. 45 .3 -теоремага 
асосан ф (х) функциянинг узилиш ну^талари туплами купи би
лан сано^ли булгани учун

Н т Ф (п,(;с) =  1|>(*) (13)
П-> оо

тенглик [а, Ь] сегментнинг купи билан сано^ли Q ^исмидагина 
бажарилмаслиги мумкин. Шуни назарда тутиб, 47.9-теоремани 
Н — {Ф(п) (х)} кетма- кетликка татбик; к,иламиз; Е туплам сифа- 
тида Q нинг (13) муносабат бажарилмаган ну^таларини оламиз. 
Бунинг натижасида Я  кетма-кетликдан [я, Ь] сегментнинг з а̂р 
бир ну^тасида я^инлашувчи =  {Ф<п/г) (х)} ^исм кетм а-кет
лик ажратиб олиш мумкин. Энди ф(х) сифатида

Ф  (х) =  lim  Ф<,1/г) (х)
k-rOO

функция олинса, у  усувчи булиб, биз излаган функция 
булади.*
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4 7 .1 1 -т е о р е м а (Х елли). [а, Ь\ сегментда аницлан- 
ган функциялардан иборат чексиз туплам  # = {Ф (х )}  
берилган булиб, бу функциялар туплами ва уларнинг 
[а, b] сегментда тула узгариши бирон узгармас М сон 
билан чегараланган, яъни

1Ф(*)|<ЛГ, 1/£(Ф)</И (х € [а, Ь], Ф £Н)
булса, у %олда Н тупламдан [а, b] сегментнинг %ар 
бир нуцтасида бирон узгариши чегараланган Ф (х ) функ
цияга я^инлашувчи кетма-кетликни ажратиб олиш мум
кин.

И с б о т .  Н тупламнинг ихтиёрий Ф элемента учун 
цуйидаги муносабатларни ёзишимиз мумкин:

\F (х)\ =  \V*a (Ф)| <  М- |F (х) -  Ф (х)\ < 2  М.

{F (х)} системага 47 .10-теоремани татбиц цилиб, ундан бирон 
f  (х) функцияга якинлашувчи {Fn (х)} функциялар кетма- кетли- 
гини ажратиб оламиз, яъни

lim  F Jx ) =  f(x).
П—юо

Хар бир Fn (х) функцияга Gn (х) =  Fn (х> — Фл (х) функцияни 
мос келтириб {Gn (х)} функциялар кетма-кетлигига ^ам 47.10- 
теоремани татбик циламиз. Натижада [а, Ь\ сегментда бирон 
Ф (х) функцияга якинлашувчи {Gnk (х)} функциялар кетма- кет-
лиги ^осил булади, яъни

lim  G (х) =  ф(х).
П—►оо я

Натижада {Fn (х) — Gnk (х)} функциялар кетма- кетлиги Н туп
ламдан ажратиб олинган булиб, \|з (х) =  / (х) — ф (х) функцияга 
[а, b] сегментда яцинлашади.*

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. [0,1] даги узлуксиз функциянинг хосиласи мавжуд бол
тан нуцталари тупламини D оркали белгилаймиз. D нинг ул
човли ва Fa6 типидаги туплам эканини исботланг.

2. [0, 1] даги  узлуксиз f{x) функциянинг хосиласи (бу 
функция олдинги м асал ада  киритилган D туп лам да аниц- 
ланган) улчовли эканлигини исботланг.

3. [(х) функция [а, Ь] д а  аницланган булиб, бу ора- 
лицнинг ^ар бир нуцтасида / '(х) ^осиласи м авж уд  булсин. 
У ^олда f'{x) функция (а, Ь) д а  f'{a) в а  f'(b) орасидаги 
барча цийматларни цабул цилишини исботланг.
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4. Агар f ' (х) j^ap бир нуцтада м авж уд  булса, у  биринчи 
турдаги  узилиш га эга була олмаслигини исботланг.

5. [О, 1] даги  барча рационал сонларни ра^ам лаб  чи- 
цамиз:

rv  rt , . . . , г„, . . .

ва
оо

=  {х~ гп)
п= 1

функцияни тузам из (V боб, 7 - м асал ага  ^аранг). Бу функ
ция [0, 1] сегментнинг барча иррационал ну^таларида ^о- 
силага эга  булиб, рационал ну^таларида ^осиласи м авж уд  
эмаслигини исботланг.

6. [О, 1] д а  узлуксиз f(x) функция берилган булсин. 
Бу функциянинг /г-^осиласи м авж уд  булган нуцталар 
тупламини Din> билан белгилаймиз. Бу тупламнинг улчов
ли эканлигини исботланг.

7. [а, Ь] да аницланган f(x)  функция берилган булиб, 
у [а, b] нинг деярли ^ар бир ну^тасида чекли ^осилага 
эга . Бундан f(x)  нинг узгариш и чегараланганлиги келиб 
чи^адими? (Б у масалани 47.6- натиж а билан солишти- 
ринг.)

8. Монотон функция саноцли ва ^ар ерда зич туп лам 
дан иборат узилиш ну^таларига эга  булиши мумкинлиги- 
ни мисолда курсатинг.

9. Ушбу / (х) =  хр sin (xq) (х ф  0), / (0) =  0 функция р ва 
q  (—  оо <  р ,  q  <  -f- оо) параметрларнинг ^андай кийматлари 
учун [0,1] сегментда тула узгариши чегараланган булади ва 
уларнинг ^андай цийматлари учун узгариши чегараланган бул- 
майди?

10. ^уйидаги  функциянинг [0,1] сегментда тула узга- 
ришини ^исобланг:

/ (х) — х2 cos — , (х ф  0),
X

/ ( 0 , - 0 .
11. Агар [а,Ь] сегментда f(x) функциянинг узгариш и 

чегараланган  булса, у  х>олда |f(x)| функциянинг ^ам у з 
гариши чегараланган  булишини ^ам да ушбу

v ba(\l\) < K(f)
тенгсизликнинг уринли эканини курсатинг.
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12. f(x) функциянинг [a,b] сегментдаги узгариш и че
гараланган  булсин. f(x)  функциянинг [а, Ь] сегментда к а 
маймайдиган булиши учун

Vba(f) =  f ( b ) - f ( a )
тенгликнинг бажарилиши зарур ва кифоя эканлигини ис
ботланг.

X  б о б
ЛЕБЕГНИНГ АНЩ МАС ИНТЕГРАЛИ. 
АБСОЛЮТ УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАР

48- §. Лебегнинг аницмас интеграли

Ф араз к^илайлик, [а, Ь] сегментда ж ам ланувчи  f(x) 
функция берилган булсин. Л ебег интегралининг хоссасига 
асосан бу функция [а, Ь] сегментнинг з^ар ^андай улчовли 
^исм тупламларида з^ам ж ам ланувчи  бу’лади. Х усусан, f(x) 
функцияни олиб, [а, b] орали^нинг з^ар цандай {а, х] ^ис- 
мида

а

Лебег интегралини ^арасак , унинг ^иймати х га  богли^ 
булади. Бу интеграл Лебегнинг аницмас интеграли дейи
лади. Биз уни Ь(х) орк,али белгилаймиз. Лебегнинг ани^- 
мас интеграли ж уд а  муз^им функциялар синфини текши- 
ришга олиб келади. Уларнинг баъзи бирлари билан кейин- 
ги параграф ларда танишамиз.

М атем атик анализ умумий курсидан м аълум ки , [а, Ь] 
сегментда ани^ланган узлуксиз f(x) функция ва унинг 
Риман маъносидаги ани^мас интеграли

F (х) =  (t) dt +  F (а)
а

учун [а, Ь] сегментнинг з̂ ар бир ну^тасида
F' (х) =  / (х)

муносабат з^амда [а, Ь] сегментнинг х,ар бир 
сиз з^осилага эга булган ф(л:) функция учун

Ф (х) =  ф (а) +  J  ф' (0 dt (2)
а

Ньютон — Лейбниц формуласи уринлидир.

(1)
н уртасида узлук-
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Ш унга ухш аш  ибора Л ебег интеграли учун з^ам урин- 
лими, яъни f(x ) функция [а, Ь] сегментда ж ам ланувчи  
булса, (1) ва (2) тенгликлар сацланадими? К,уйида шу 
саволга ж авоб берамиз.

Д астлаб  цуйидаги теоремани исботлаймиз.
4 8 .1 -т е о р е м  а. Агар f(x) жамланувчи функция бул

са, у %олда унинг Лебег маъносидаги ани^мас интег
рали

L (x) =  j  f  (О dt
a

узгариши чегараланган функция булади.
И с б о т . f(x) функциянинг [а, Ь] сегментда жамланувчили- 

гидан шу оралицда L (х) функциянинг мавжудлиги келиб чита
ли. Агар [а, Ь] сегментда / (х) >  О булса, L (х) монотон функ
ция булиб, унинг узгариши чегаралангандир (47-§, 1-мисолга 
царанг). Умумий ^ол эса / (х) функцияни икки манфий булма
ган /+(х) =  Ш '± П ±  в а/-(х) =  функцияларнинг 

айирмаси сифатида, яъни

I f(x) =  f + ( x ) - f - ( x )  (3)

куринишда ёзиш мумкинлигидан келиб чицади.*
4 8 .2 - т е о р е м а  (Лебег). Жамланувчи f  (х) функциянинг 

анщмас Лебег интеграли L (х) деярли %ар бир нуктада щй- 
мати f (х) га тенг х1осилага эга.

И с б о т . 48 .1-теоремага асосан L(x) функция узгариши 
чегараланган функциядир. 47.6-натижага асосан эса L(x) функ
ция деярли >;ар бир нуцтада чекли хосилага эга. Энди (1) 
тенгликнинг деярли ^ар бир нуцтада уринли эканлигини f{x) 
функция манфий булмаган ^ол учун курсатиш кифоя, чунки 
умумий ^ол (3) тенглик ёрдамида бу ^олга келтирилади. / (х) 
манфий булмагани учун унга монотон усиб якинлашувчи ман
фий булмаган поронали (фл (х)} функциялар кетма-кетлиги мав
ж уд 1. Равшанки, поронали ф„(х) функциянинг аницмас Лебег

1 фл (х) функцияларни, масалан, ^уйидагича олиш мумкин:
( п ,  агар х нуктада f [ x ) ^ n  булса,

m /х) _  J i — 1 i — 1 i
|~~2n агаР * нуцтада —  —  < / (* )< —  , i=\, 2..........2n-n

булса. Равшанки, (х) функция потонали булиб, да монотон усиб
f  (х) функцияга я^инлашади.
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интеграли Ln (х) деярли ^ар бир нуклада чекли Ln(х) ^осилага 
эга вa L„(x) =  (pn(x) тенглик уринли.

37.1-теоремага асосан

L (х) =  lim  Ln (х) =  lim Lx(x)+ 2  [Lk̂ ( x ) - L k{xj\
k=\

— (*) +  2  (x) Lk (x)]k=i
булиб, бундан 46.4-теоремага асосан деярли ^ар бир ну^тада

L'(x) =  L\(x) +  ^ [ L 'k+l(x ) -L 'k{x)]^  
ft=i

=  Ф1 (х) +  2  1ф*+1 W  —  Ф* W1 =  f  W
*=1

тенгликка эга буламиз.*
4 8 .3 - т е о р е м а , [а, 6] сегментда анщлан^ан f (х) функ~ 

циянинг анщмас Лебег интеграли L (х) чегараланган тула  
t/згариигга эга ва

Vba(L) =  \\f{x)\dx.
а

И с б о т . [а, Ь] сегментни а — а0 <  аг <  а2 <  . . . ап — Ь 
нуцталар билан ихтиёрий равишда п та к>исмга булиб, х,ар бир 
[аА_ 1( ak] цисмда циймати zk(\ek\ <  1) сонга тенг булган поро-
нали е(х ) функцияни тузамиз. У  ^олда

b п ofo п
j  Е (х) / (х) dx =  2  е* j  f(x )d x =  2  eft lL (fl*) L (flA_i)l <  
a fc=l eft_l *=I

n
с

~k=l
тенгсизликка эга буламиз. Агар [ал_ Р ak) ярим сегментлардан 
энг каттасининг узунлиги истаганча кичик ^илиб олинса ^амда 
ek сон ушбу

( 1, агар L (ak) — L (ak_ {) >  0 булса, 
ek — 0, агар L (a*) — L (<i k_ ,) =  0 булса,

[— 1, агар L (ak) — Ln(ak_ l) <  О булса
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п
куринишда танланса, у  ^олда ^  гк [L (ak) — L (аА,_1)] йринди

V*(L) га исталганча я^ин ^илиниши мумкин. Демак,
ь ь

Vba (L) =  sup С е (х) / (х) dx <  Г |/ (л:) | dx. (4;
l eWKl J  J

Бу тенгсизликда, х аь^ атд а , тенглик муносабати уринли экан
лигини курсатамиз. Бунинг учун f (х) функцияга деярли я^ин- 
лашувчи поронали {срп (х)} функциялар кетма-кетлигини олиб, 
цуйидаги функцияни тузамиз:

( 1, агар п (рп(х )> 1  булса,
К W  =  \п % ( * ) »  а г а Р — 1 <  п % W  <  1 б Ул с а >

| — 1 агар гирп (х) <  — 1 булса.

У  ^олда Ъп(х) функциянинг тузилишнга асосан деярли/(х) > О 
булган ну^таларда НшЯп(х) =  +  1 ва деярли / (х) <  0 булган

П-+ ОО

нуцталарда lim  %п (х) =  — 1 муносабатларга эга буламиз. Бун-
П-*оо

дан
lim \{x)f{x)  =  \{{х)\
п~+ ОО

тенглик келиб чи^ади. Иккинчи томондан, %п (х) функциянинг 
тузилишига асосан

< /(*)|
тенгсизлик уринли. 37.2- изо^га асосан:

6 ь
lim  С п (х) f(x) d x =  С |f (х) | dx.

П-* 00 J Jа а
Бундан ва (4) дан

W  = fl/(*)|d*
а

тенглик келиб чи^ади.*
48.2-теоремани кучайтириш ма^садида ^уйидаги таърифни 

киритамиз.
Т аъ р и ф . [а, Ь] сегментда бирор улчовли f (х) функция 

анщланган булсин. Агар х£ [а, Ь] ну^тада
1 хХп

lim  — f |/(0 — /(*)|Л  =  0
h-*Q h J

264



муносабат бажарилса, у %олда бу нуцта f (х) функциянинг 
Лебег нуцтаси дейилади.

4 8 .4 -т е  о р е м а . Агар х£[а, b] нукта f (х) функциянинг 
Лебег нуктаси булса, у хрлда бу нуцтада Лебег анщмас 
интеграли

Теорема шартига кура х нукта f{x) функциянинг Лебег нуцта- 
си булгани сабабли бу тенгсизликдан h -*■ 0 да L' (х) =  f (х) 
тенглик келиб чицади.*

4 8 .5 - т е о р е м а , Агар f (х) функция [а, b] сегментда жам
ланувчи булса, у %олда [а, Ь] сегментнинг деярли %ар бир 
нуцтаси f(x) функциянинг Лебег нуцтасидир.

И с б о т . f(x) функциянинг [а, Ь\ сегментда жамланувчи 
эканлигидан 38 .9-теоремага асосан хар цандай г рационал 
сон учун / (х) — г функциянинг хам жамланувчи эканлиги 
келиб чикади. У  хрлда 38 .1 -теоремага асосан \f(x)— r\ функ
ция хам жамланувчи булади. Бундан 48 .2-теоремага асосан

муносабатнинг деярли ^ар бир х£[а, b] нуцтадауринли эканлиги 
келиб чицади. Агар бу муносабат бажарилмаган нуцталар туп- 
ламини Мг билан белгиласак, у  хрлда унинг улчови нолга тенг 
эканлиги равшан. Теорема шартига кура / (х) функция [а, Ь] 
сегментда жамланувчи булгани учун

В =  {х £ [a, b] : \ f (х) | =  +  оо}

тупламнинг хам улчови нолга тенг эканлиги келиб чицади. 
Демак,

X
L{x) =  l f { t ) d t

а

нинг цосиласи f  (х) га тенг. 
И с б о т . Равшанки,

L (х +  h)  — L (х) __ .

h

x+h

x

еки

L (x +  h)  — L (x) - f i x )  J  \ flt)-fix )\ d t.
h

X

x+h
j f(t) — r\dt =■ \f (x )  — r | (r — рационал сон) (5)

A =  { U M r) U В
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тупламнинг х,ам улчови нолга тенг (бу ерда Q туплам рацио- 
нал сонлар туплами). Энди Р =  [а, 6 ]\Л  тупламнинг барча 
нуцталари / (х) функциянинг Лебег ну^таси эканлиги курса- 
тилса, теорема исбот этилган булади. Шуни курсатамиз.

Бунинг учун ихтиёрий е >  0 сонни ва ихтиёрий х0 £Р ну^- 
тани олиб, q рационал сонни шундай танлаймизки, унинг учун

l / W - < 7 | < - §  (6)

тенгсизлик бажарилсин. У ^олда

ёки
Xq-\~H Xq ~\-h

| i  J  \t(t)-<i\ш- i  j' l/ю—/ w W < f
*0 *0 & 

тенгсизлик х,ам бажарилади. Берилган е >  0 сонга ^араб, б >  0 
сонни шундай танлаймизки, | h 1 <  б булганда (5) муносабатга 
асосан

х„+h

\\ J* 1/(0 — q\dt — I/ (*„) — q \|<-|
Xq

тенгсизлик уринли булади. Бундан (6) тенгсизликка мувофик;,
XQ-j-h

± J |/(0-?)<//< j e .
Xq

Демак,
Xq+Л

j  J  1 / (0 — f(x0)\ d t< e
х„

булиб, бундан б >  0 соннинг ихтиёрийлигидан х0 ну^танинг 
Лебег нук;таси эканлиги келиб чи^ади.*

48.4 ва 48.5-теоремалардан бевосита цуйидаги натижа ке
либ чик;ади.

48 .6 -н а т и ж а .  Агар f (х) функция [а, Ь] сегментда 
жамланувчи б$либ,

X

L(x) =  $ f( t)d t
а

бдлса, у холда [а, Ь] сегментнинг деярли %ар бир нуктаси- 
да L' (х) =  / (х).
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4 8 .7 -т е  о р е м а. Жамланувчи f(x) функциянинг %ар 
бир узлуксизлик нуцтаси унинг Лебег нуцтаси булади.

И с б о т .  х0 ну^та f(x) функциянинг узлуксизлик ну^- 
таси булсин. У з^олда ихтиёрий 8 > 0  учун шундай б > 0  сон- 
ни тоииш мумкинки, \t — х0|<б тенгсизлик баж арилганда

1/(0 — / (хо) I <  8
булади. Бундан

Xo~\-h
{  I  \ f(t)~ f(X 0)\ d t< e

х 0

булиб, х0 ну^та f(x) функциянинг Лебег ну^таси эканлиги 
келиб чи^ади. *

49- §. Абсолют узлуксиз функциялар

Энди абсолют узлуксиз функциялар синфини кирита- 
миз. Бу функциялар синфи узгариш и чегараланган  функ
циялар синфидан кенгро^ булиб, ж амланувчи функция
ларнинг ани^мас интеграли билан я^ин богланган.

1- т а ъ р и ф. [а, Ь] сегментда ани^ланган f(x) функция 
берилган булсин. Агар ихтиёрий е > 0  учун шундай 8 > 0  
мавжуд булсаки, сони чекли ва щ р иккиси узаро кесиш- 
майдиган %ар щндай

[а ,, Ь{], [а2, b2].............. [ап, bn] (1)

сегментлар системаси учун

U [ak,b k]c=la, b } ,j^ (b k- a k) < 8  (2)
k~[ a=i

шартлар бажарилганда

! / ibk) — /Ю  I <  е 
*=i

тенгсизлик уринли булса, у \олда f(x) функция [а, Ь] 
сегментда абсолют узлуксиз дейилади.

Таърифдан равш анки, ^ар цандай абсолют узлуксиз 
функция одатдаги  маънода ^ам узлуксиз: буни курсатиш  
учун ю^оридаги таърифда п=  1 ^илиб олиш кифоя.

Абсолют узлуксиз функцияга мисол сифатида Липшиц 
шартини, яъни

I/ (**) — / ( * i ) K  М\х2 — xi|
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тенгсизликни ^аноатлантирувчи функцияни олишимиз 
мумкин.

}^а^ицатан, агар  (1) сегментлар системаси учун (2) 
ш артлар баж арилса, у  ^олда

2 \ f ( b k) - f ( a k) \ ^ M 2 \ b li- a k\< M 8  
*=1 *=i

булиб, б сонни б =  ^  деб танласак,

2 1  f(bk) - f ( a k)\ < *  
i = l

булади.
4 9 .1 - т е о р е м а . Агар / (х) ва ц>(х) функциялар абсолют 

узлуксиз булса, у \олда уларнинг йигиндиси, айирмаси ва 
крпайтмаси %ам абсолют узлуксиз функциялар булади. Бун
дан ташцари, агар берилган сегментда ср (х) нолга тенг 

f (*)булмаса, у холда хам уша сегментда абсолют узлук-
Ф М

сиз булади.
И с б о т .  Йигинди ва айирманинг абсолют узлуксизлиги 

^уйидаги тенгсизликдан бевосита келиб чи^ади:
j {/ (bk) ± ф (bk)} — {/ (ak) ±  ф (ak)} | <

<  \f(bk) ~ f ( a k)\ +  Ф К Н -
H! ва Н лар билан мос равишда \f(x)\ ва | ф (х) | ларнинг 
[а, b] даги аник, ю^ори чегарасини белгилаб,

I / (bk) Ф (bk) — / Ю  ф (а*) | =  I {/ (bk) Ф (bk) — f  (ak) Ф (Ьк)} +

+  {/ («*) Ф (&*) — / (а*) Ф К )}  | <  Я ф \ f (bk) — f  (ak) 1 +

+  Я/|ф(&*) — Ф(а*)1
муносабатларни ёзишимиз мумкин. Бундан эса f(x )-  ф ( х )  
купайтманинг абсолют узлуксизлиги келиб чи^ади.

ф ( х )  функция [а, Ь] сегментда абсолют узлуксиз ва 
нолдан фарцли булгани сабабли бирор Я > 0 сон учун 
| ф (х) | тенгсизлик Гринли булади. Бундан

1 1
Ф Фк ) Ф Ф к )

I Ф Фк ) — Ф Ф к ) 1 
^  К2

тенгсизлик келиб чи^ади. Бу э с а ------  функциянинг абсолют
ФМ
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узлуксизлигини курсатади. Бундан / (х)------ функциянинг аб-
Ф М

солют узлуксизлиги келиб чицади. *
49.2- т е о р е м а ,  [а, Ь] сегментдаги абсолют узлук

сиз функциянинг бу сегментда узгариши чегаралан- 
гандир.

И с б о т .  f(x) функция [а, Ь] сегментда абсолют узл ук 
сиз булсин. У ^олда f(x) функция учун е= 1 га  мос б сон 
м авж удки , узунликларининг йигиндиси б дан кичик булган 
Узаро кесиш майдиган ва сони чекли (п т а ) интерваллар- 
нинг

П
(Яр 6|), (д2, Ьг̂ , . . . , (ап, Ьп), (р̂  

системаси учун

*=1
тенгсизлик уринли.

Бу б сон буйича ш ундай m натурал сон топиш мум- 
кинки, [а, Ь] сегментни ^ар бирининг узунлиги 6 дан ки
чик булган ш та  цисмга булиш мумкин, яъни

а =  с0 <  сх <  с2 <  . . . < c m =  b
ва

ck+\ — ck <  6 (k =  °> 1 • 2 .............tn— l).

Сунгра, [ck, cfe+1] сегмент узаро кесишмайдиган ва сони чекли 
цандай цисмларга булинмасин, цуйидаги тенгсизлик уринли 
булади:

(j ) ^  1 ва демак, Vba (/) <  m,
ck

яъни /(х)нинг узгариши чегараланган. *
Бу теоремадан куринадики, узлуксиз, аммо узгариши 

чегараланмаган  функция абсолют узлуксиз эм ас экан. 
Бундай функцияга мисол 47.7- теоремадан кейин келти- 
рилган эди.

4 9 .3 -теорема. %ар цандай F(x) абсолют узлуксиз 
функцияни иккита усувчи абсолют узлуксиз функциянинг 
айирмаси шаклида ифода $илиш мумкин:

. F(x) =  V (x ) -G (x ) , V(x) =  Vxa (F).
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И с б о т .  Теоремани исботлаш учун 49.2 ва 4 7 .3 -тео- 
рем алар га асосан V (х) в а  G (х) функцияларнинг абсолют 
узлуксизлигини исботлаш кифоя. Агар V ix) нинг абсолют 
узлуксизлигини курсатсак , 4 9 .1 -теоремага асосан, G (x) = 
= V (x)—F(x) абсолют узлуксиз булади. V (х) нинг аб 
солют узлуксизлигини исботлаймиз.

Ихтиёрий е ни олиб, F(x) нинг абсолют узлуксизлиги шар- 
тидан б ни топамиз. Узунликларининг йигиндиси б дан кичик 
булган (ои b{), (а2, 62), . . . , (ап, Ьп) ораликлар олиб

i t i ' w - i ' w i (3)
*=1 *=1 

йигандини курамиз. Бу йдаинди
т nk—\

2  2 i F ‘v . ) - f ( V l <4)*=i j=0
йигиндиларнинг ю^ори чегарасига тенг, бу ерда ak =  xh <
<  xkx <  . . . <  xk =  bk эса [ak, Ьк) орали^ларнинг ихтиёрий 

булинмасидир. Равшанки,
nk -\

bk ~ ak=: 2 ( V i “ V
/=о

Барча (ak, bk) орали^ларнинг узунликлари йигиндиси б дан ки
чик булгани сабабли F (х) нинг абсолют узлуксизлигига кура
(3) ифода (4) ифодаларнинг юкори чегараси булгани учун ^ар 
бир (4) ифода е дан катта эмас. Бу холда (3) ифода х;ам 8 
дан катта булмайди, бу эса V (х) нинг абсолют узлуксизлиги
ни курсаТади. *

49.4- т е о р е м а. [а, Ь] сегментда абсолют узлуксиз 
функция берилган булиб, унинг цийматлари [А, В] сег
ментда жойлашган булсин. Агар [А,В] сегментда берил
ган г|)(г/) функция Липшиц шартини цаноатлантирса, у  
%олда мураккаб ty((f(x )) функция абсолют узлуксиз 
бдлади.

И с б о т .  (у) Липшиц шартини каноатлантиради, яъни

|Ч>(&) — <  К1Уг — i/il
тенгсизлик уринли. Демак, ихтиёрий узаро кесишмайдиган, сони 
чекли (п та) ва [а, Ь] сегментда жойлашган {{ak, Ь^} орали^- 
лар системаси учун
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п п

2  I *  [/ М  ~  Ч> № 1 1 <  к  2  I / ( К )  -  f  W  I
*=1

муносабат уринли.
k=\

П
Агар 2  — ak) йигинди исталганча кичик булса, у  ^ол-

да f(x) нинг абсолют узлуксизлигига мувофиц охирги муно- 
сабатнинг унг томони хам исталганча кичик булади. *

49.5- т е о р е м а .  Агар [а, b] сегментда анщланган  
абсолют узлуксиз f{x) функциянинг хрсиласи f ' (х) де
ярли %ар бир нуцтада нолга тенг булса, у %олда f(x)  
узгармас сонга тенг.

И с б о т .  /' (х) =  0 тенгликни цаноатлантирувчи нуцталардан 
иборат тупламни Е билан белгилаб, ихтиёрий е >  0 сонни ола
миз. Агар х £ Е булса, у  хрлда етарли кичик h >  О сон учун

тенгсизлик уринли булади. [х, x +  h] (h мусбат ва (5) тенг
сизликни каноатлантиради) сегментлар системаси Витали маъно- 
сида (23-§ га царанг) Е тупламни цоплайди. Чунки хар бир 
х £ Е учун х £ [х, х +  h] булиб, fi [х, х +  h] — h ва h — етарли 
кичик сон.

Шунинг учун 23.2-теоремага мувофиц х.ар иккиси узаро 
кесишмайдиган, сони чекли ва [а, Ь] сегментда жойлашган 
шундай

(xk <  xk+{) сегментлар системасини тузишимиз мумкинки, Е 
тупламнинг булар крпламаган цисмининг тацщи улчови олдин- 
дан берилган ихтиёрий 8 > 0  сондан кичик цилиниши мумкин.

[а, \ Ь\ ^сегментдан a [t сг2, . . . , ап сегментларни чицариб 
ташлаш натижасида хрсил булган оралицлар

оралицлардан иборат булиб, булар узунликларининг йи- 
гиндиси б дан  кичик булади, чунки

\ f ( x  +  h ) - f { x )  |
h (5)

о, =  [хх, х, +  hy], о2 =  [х2, х2 +  h2l, . . . , ап =  [хп, хп +  hn\

[ а ъ Ху),  (xi +  hi, х2), (х2 +  йа, ха), . . . ,

. ■ ■ • , (*„_| +  K -V  *„). (*„ +  К  Ь\ (6)

Ъ — а  =  [х (£ ) <  j ?  [a (<тй) +  ц* (Е \  Д  ст*) <  2  Н- К )  +  б-



2  I* Ю  >  b — a — 6.
*= i

Энди f(x)  нинг абсолют узлуксизлигидан фойдаланиб, 
берилган б буйича б ни ш ундай кичик цилиб оламизки, 
унинг учун f[x) функциянинг (6) оралицлар системаси- 
даги  орттирмалари йигиндисининг модули б дан кичик, 
яъни

1 { I / (*i) ~f(a) I} + V  { l/(**+i) “ /(** + W  +
А=1

+  { \ f ( b ) - f { x n +  hn)\ }\ < z  (7)
булсин.

Иккинчи томондан, ak сегментларнинг тузилишига кура 

\f(xk +  hk) — f( x k)\ < eh k,
бундан:

П
\'2i {f{xk Jr h t) — f{x k))\< z{b  — a), (8)
*=i

чунки

2  нь =  2  ** ^  < ь ~ а-
fc=I fc=l

С 7) ва (8) лардан:
/ ( 6 ) - / ( а ) < е ( 1  + Ь - а )  

ва ё нинг ихтиёрийлигидан
f(b) =  m

тенглик келиб чи^ади.
Аммо ю^оридаги мулоз^азаларни >;ар к;андай [а, х] 

(а< х^ .Ь ) сегмент учун жорий этишимиз мумкин эди. 
Шунинг учун [а, b] сегментдан олинган ихтиёрий х 
учун з^ам

/(*) =  /(«).
яъни f(x)  функция узгар м ас сонга тенг экан .*

49. 6-н а т и ж а .  Агар икки абсолют узлуксиз f(x) ва 
g(x) функцияларнинг %осилалари f'{x) ва g '(х) узаро 
эквивалент (яъни деярли тенг) брлса, у хрлда бу функ
цияларнинг айирмаси узгармас сонга тенг.
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4 9 .7 -т е о р е м а. Лебегнинг аницмас интеграли F(x) 
абсолют узлуксиз функциядир.

И с б о т .  3 8 .9 -теоремага асосан з^ар ^андай е > 0  учун 
шундай б сон м авж удки , агар  е тупламнинг улчови б дан 
кичик, яъни ц (е ) < 6 булса, у з^олда

| j f( t)d t| < е .
е

Хусусий холда, яъни узаро кесишмайдиган сони чекли 
{ (ak, bk)} (k =  1, n) ораликлар системаси узунликларининг йигин- 
диси б дан кичик булса, у  з^олда

п bk

| 2  J  f( i)d t| < е .
k=\ ak

Аммо
bk

J  f{t)dt =  F(bk) - F ( a h)\ 
ч

булардан:
П

*=i
яъни F (x) абсолют узлуксиз. *

49 . 8- т е о р е м  а (Л ебег), [a, b] сегментда аницланган 
абсолют узлуксиз F (х) функциянинг %осиласи F'(x) — 
==ф(х) жамланувчи ва %ар бир х учун

X
j ф (x)dx =  F (х) — F (а). (9)
а

И с б о т .  49.3- теоремага асосан абсолют узлуксиз функ
цияни иккита камаймайдиган  абсолют узлуксиз функция
нинг айирмаси ш аклида ифодалаш мумкин; шунинг учун 
теоремани камаймайдиган  абсолют узлуксиз функциялар 
учун исботлаш кифоя.

4 9 .2 -теоремага асосан F(x) функциянинг узгариш и 
чегараланган . 4 7 .6 -н ати ж ага асосан эса F (х) функциянинг 
з^осиласи деярли з^ар бир нуцтада м авж уд ; уни ф(х) билан 
белгилаймиз. Энди q>(x) нинг жамланувчилигини к ур са 
тамиз.

F(x) нинг з^осиласи



h h
нисбатнинг лимитига тенг1. F (х) камаймайдиган булгани учун 
h >  0 булганда Фл (х) манфий эмас ва h ->■ О да [а, Ь] сегмент
нинг деярли хар бир нуцтасида <р(х) функцияга яцинлашади.

q>(x) функциянинг жамланувчилигини курсатиш учун 38.11- 
Фату теоремасидан фолдаланамиз. Бунинг учун Фл (х) функция- 
лардан [а, Ь] сегмент буйича олинган интегралларнинг чегара- 
ланганлигини курсатамиз.

Дар^ацицат,
В р+А В

J Фh(x)dx = j-  j  F (х)dx — - j - J F(x)dx =
a a+h "  a

P+A a+ A

— -j- | F (x) dx — -j- j  F  (a:) dx
ft ft ft л

ифода /г->0 да F (P )— F (a )  га интилади. Чунки F (x) функ
циянинг абсолют узлуксизлигига асосан ихтиёрий е >■ 0 сон 
учун б >  0 сонни шундай танлаймизки, h <  б булганда ^ар 
бир х £ [р, р +  ft] учун

IF (х) F  (Р) | <  е
булади. Шунингдек, агар х  £ [a , a  - f  h] булса,

| F ( * ) - F ( a ) | < e
булади. Булардан

P+ft a+ft

j-  j  F (х) dx — j  j  F (x) dx — (F (p) — F (a)) I —
" f t  fy. Ip

P+A a-f-h
~ j  (F (x) — F $))d x  — -j- j  ( F (x )~ F (a ) )  dx <
л 3 n a

J  I ^ W  — ^ ( P ) l ^  +  - i  j \F(x)~ F(a)\dx  < e - f  e = 2e.
Э a

Бундан, Б > 0  соннинг ихтиёрийлигидан 0 да

P+A ct+А

§ F ( x ) d x ~  -  j F ( x ) ^ F ( P ) - F ( a )

хАгар x +  Л сон [a , 6] сегментдан таш^арига чицнб кетса, F (х) ни 
узгармас цилиб давом эттирамиз.



муносабат келиб чицади. Демак, Фй(х) функциянинг интеграли 
чегараланган булади. Шундай к,илиб, Фату теоремасини татбик; 
цилиш мумкин. Бу теоремадан F  (х) =  ф (х) нинг жамланувчи- 
лиги билан бирга

Э
J  F ' ( x )d x ^ F ( p )  — F (а)
а

тенгсизлик хам келиб чикади. Агар а-*-а, булса, у  ^ол-
да F' {х) косила [а, Ь] да жамланувчи ва 

ь
j  F' (х) d x ^ F (b  — 0 ) ~ F { a +  0).
а

F (х) функция а ва b нукталарда узлуксиз булгани учун 
ь

j  F’ {x)dx^F{b) — F (а). (10)
а

F (х) абсолют узлуксиз булганда (9) тенглик уринли були- 
шини курсатамиз1.

Ушбу
X

G (х) — j  ф (х) dx
а

функцияни киритамиз. G (х) функция 49.7- теоремага асо
сан абсолют узлуксиз ва  4 8 .1 -теоремага асосан деярли 
^ар бир ну^тада ( ? '(х )= ф (х ) . Аммо иккинчи томондан, 
F '(х) = ф (х ); шунинг учун H (x )= F (x )— G (x) айирманинг 
^осиласи деярли ^ар бир ну^тада нолга тенг.

Д ем ак , 4 9 .5 -теоремага асосан Н(х) ^ згарм ас Со сонга 
тенг. У з^олда

X
F (х) =  G(x) +  Я  (х) =  J  ф (|) dl +  С0.

а

Агар х = 0 булса, C0 — F (a). Шу билан теорема т^ла 
исбот этилди.*

Ш ундай цилиб, абсолют узлуксиз функция у з  зфсила- 
сининг ани^мас интегралидир.

49.7- ва 49.8- теоремала|рдан к;уйидаги му^им натижа 
келиб чикади:

1 46- § нинг охирида келтирилган мисолдан куринадики, узлуксиз (хат- 
то жиддий монотон узлуксиз) функциялар учун (10) да <  ишораси були- 
ши мумкин.

275



49.9- н а т и ж а .  F{x) функция бирор жамланувчи функ
циянинг аницмас интеграли булиши учун абсолют узлуксиз 
булиши зарур ва кифоя.

50- §. Бошлангич функцияни тиклаш

Энди биз 48- § нинг бошида ^уйилган саволнинг иккин
чи ^исмига, ани^роги, ундаги (2) тенгликка ^айтамиз ва 
унинг Л ебег .интеграли учун ^анчалик уринли эканлигини 
курсатам из. Агар f(x) функциянинг f'(x) з^осиласи учун 
Л ебег интеграли царалаётган  булса, 48-§ даги  (2) тенглик 
з^амма ва^т з^ам Уринли булавермайди.

50.1- т е о р е м а. [а, Ь] сегментда монотон камаймай
диган f(x ) функциянинг f'(x) цосиласи шу сегментда жам
ланувчи ва

ь
j f ' (х) dx f  ф) — f (а). (1)
а

И с б о т .  Таъриф буйича f(x) функциянинг х ну^тадаги  
з^осиласи

h^ x) =  fA*+j ' h d M  (2)
Т

функцяннг т-vO даги лимитига тенг. f(x )  функциянинг 
монотонлигидан 4 5 .1 -теоремага асосан у  ж амланувчидир. 
Бундан з$ар бир т учун Лх(х) функциянинг ж амланувчи- 
лиги келиб чи^ади. Шунинг учун (2) тенгликни [а, Ь] 
сегмент буйича интеграллаб,

ь ь ъ
J h% (х) dx =  — j  / (х -f- т) dx — — j  f  (x) dx —
a  r  a  T a

b+т a-f-c
— ~  j f(x)dx  — - ]  f(x)dx

T b T a

тенгликка келамиз. т->-+0 д а  бу тенгликнинг унг томони 
f(b )—f (a  + 0) га  интилади. Иккинчи томондан, f(x)  функ
циянинг монотон камаймайдиганлигидан 

ь
J  hx{x)dx <  f{b )— f(a).
а

Л ебег интеграли остида лимитга ^тиш з ^ и д а г и  38.11- 
Ф ату теоремасига асосан
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ь ь
f f'{x)dx  = lim  [  hx{x) dx =  / {b) — / (a +  0) <  f(b) — /(a).*

a  t - * 0  q

( 1) муносабатда 1̂ атъий тенгсизлик ^ринли булган мо- 
нотон функцияга мисол цилиб, 45-§ д а  аницланган Кантор 
функциясини олишимиз мумкин. Тузилишига асосан бу 
функция монотон ва узлуксиз булиб, унинг ^осиласи д еяр 
ли нолга тенг. Д ем ак ,

1
0 =  \ к ' { x )d x < K { \ )~  К(0) =  1 — 0 =  1. 

о
5 0 .2 -т е о р е м а. Агар f'(x) функция %ар бир нуцтада 

мавжуд булиб, чекли ва жамланувчи булса, у %олда ( 1) 
муносабатда тенглик уринли.

Теореманинг исботи цуйидаги учта лем м ага асосланган:
50.3- л е м м а ,  [а, Ь] сегментда бирор чекли ф(х) функ

ция берилган булсин. Агар [а, Ь] сегментнинг %ар бир 
нуцтасида ф(х) функциянинг \осила сонлари манфий бул
маса, у %олда ф (х) i/сувчи функциядир.

И с б о т .  Бирор е > 0  олиб,

<Pi (х) =  у  (х) + г - х
функция тугамиз. Теорема шартига кура ф (х) функциянинг 
хосила сонлари манфий булмаганлиги учун, яъни Оц> >  0 (бу 
ерда Еа келгусида D+, D+, D~ ва D_ лар урнига кискалик 
учун D ни ёздик) булгани учун Dq>i >  е булади.

Фараз килайлик, шундай a  <  p (a <  a ,  Р <  b) сонлар мав
жудки, улар учун ф! (Р) <  фх (а) булсин. Агар у =  fL+ 1 бул

са, у  холда [a, у] ва [у, Р] сегментларга мос келувчи ушбу

<Pi (7) — Ф1 («). Фх (Р) — «Pi (V) 
айирмаларнинг камида биттаси манфий булади. [а , у] ва [у, р ! 
сегментларнинг мос айирмаси манфий булганини (иккаласи хам 
каноат^антирилса, чапдагисини) [а 1; рх] орцали белгилаймиз.
Демак, [аг p j  сегмент учун Ф* (Рх) <  Фх (я*). Агар =  H liJL 1 

булса, [ctj, y J  ва [ух, P J сегментларга мос келувчи

Ф1 (Vi) —  Ф1 (a i). Ф1 (Pi) —  Фг Ы
айирмаларнинг кам ида бири манфийдир. [ а 2, р2] орцали 
[cti, 71] ,  [71, Pi] сегментларнинг мос айирмаси манфий бул 
ганини (иккаласи  з^ам цаноатлантирилса, чапдагисини) 
белгилаймиз. Д ем ак , [ a 2, Р2] сегмент учун
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Фх (Pa) <  Ф1 (а г)- 
Бундай ясашларни давом эттириб, ф; (Рп) <  ф, (ап) тенгсиз

ликни ^аноатлантирувчи { [ап, Рп ]} сегментлар кетма-кетлиги- 
ни тузамиз.

х0 ну^та [а п, (Зп] сегментларнинг ^аммасига тегишли нук,- 
та булсин. У  ^олда х;ар бир п учун

Ф1 (Р«) —  Ф1 (хо)> Vi (хо) —  Ф) Ю  
айирманинг камида биттаси манфий. Агар ф( ((3;1) <  ф, (д:) бул-
са> А„ =  Р„ ~  хо ва агаР Ф1 Фп) >  Ф1 (хо) булса, hn =  а п ~  хо 
деб оламиз. Биринчи хрлда hn >  0 ва ф[ (х0 +  hn) — ф, (х0) =  
=  ф! ф„) — Ф! (х0) <  0, иккинчи ^олда эса hn <  0 ва ф1 (х0 +  
+  К) ~  Ф1 (хо) =  Ф1 Ю  — Ф1 (*0) >  °> натижада

Д  — *Pi (хо ~Ь ^д) — *Pi (*о) ^  о
п h flfl

Агар бу кетма-кетликдан чекли ёки чексиз лимитга эга 
булган { Ank } ^исм кетма- кетликни танлаб олсак, ^осила сон
учун

£>Фх (*о) <  0
тенгсизлик олинади. Аммо бундай булиши мумкин эм ас, 
чунки

D (х) >  е
тенгсизлик х;ар бир х£ [а, b] учун уринли.

Шундай ^илиб, rpj (Р) <  ф, (а) тенгсизликни бажарувчи а  <
<  ji (а <  а , (3 <  Ь) сонлар мавжуд эмас экан. Демак,

Ф1 (Р) >  Ф1 («).
яъни

Ф (Р) +  ф  >  ф (а) +  еа .
Бундан е сон ихтиёрий булгани учун

Ф (Р) >  Ф («)
булиб, лемма исботланди.

5 0 . 4 - л е м м а ,  [а, Ь] сегментда улчови нолга тенг 
булган ихтиёрий Е туплам берилган булсин. У х1олда  
шундай усу вчи узлуксиз g (x ) функция мавжудки, Е туп- 
ламнинг %ар бир х нуцтасида:

g' (х) =  +  оо.
И с б о т .  Хар бир п натурал сон учун
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G„ =  £ , n ( O J < i

шартларни к,аноатлантирувчи очик, тупламни тузамиз. Gn П [а. *] 
тупламнинг улчовини г|эп (х) билан белгилаймиз, яъни

=  V-iGn П \а, *]};
■ф/, (х) функция усувчи, манфий эмас, узлуксиз ва

тенгсизликни ^аноатлантиради. Шунинг учун

2  ^  W 
п=  I

к,атор [д, Ь\ да текис я^инлашувчи; бу цаторнинг йигиндисини 
g (х) билан белгилаймиз. g (х) функция манфий эмас, усувчи 
ва узлуксиз. Агар п сон ва х0 £ Е тайин булса, у  з;олда | h \ 
етарлича кичик булганда [х0, х0 +  Н] сегмент бутунлай Gn нинг 
ичида ётади. Бундай h учун (^улайлик учун h >  0 дейиш 
мумкин)

(xQ +  h) =  ii \ (Gn П [а, *01) U [Gn П (хо> хо +  А)]} =

=  W  +  h
муносабат уринли. Бундан:

tyn (х0 +  h)  (а'0) __ J 
h

Аммо бундан N натурал  сон цандай б^лмасин, [h] етарли
ча кичик булганда

g  (Хр +  ft) — 8 (*о) V -  ^ я  (*о +  h ) — Фя (*о) =  н
h "  A .  hп=\

Д ем ак ,

g' (Х0) =  +  00 • '
Л ем м а исботланди.

50.5- л е м м а ,  [а, Ь] сегментда чекли q>(x) функция 
берилган булсин. Агар [а, Ь] сегментнинг деярли %ар бир 
нуцтасида ф (х) функциянинг барча уосила сонлари ман
фий булмай, [а,Ь ] нинг %еч цандай нуцтасида— оо га 
тенг булмаса, у %олда ср(лг) усувчидир.
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И с б о т .  q>(x) функциянинг косила сонларидан кам ида 
биттаси манфий булган ну^талар  тупламини Е билан 
белгилаймиз. Лемманинг шарти буйича

ц(Е ) =  0.
5 0 .4 -лем м ага  асосан ш ундай узлуксиз усувчи g(x) 

функция м авж удки , Е тупламнинг э^ар бир ну^тасида

§' М  =  +  °° •
Бирор е (>  0) олиб,

Ф(лг) =  ф (х) + e g (x )
функцияни киритамиз ва  Ф (х ) нинг 5̂ еч бир ^осила сони 
[а, b] сегментнинг з̂ еч цандай ну^тасида манфий булол- 
маслигини курсатамиз. Ха{чи^атан ^ам > ё ( х ) усувчи бул 
гани учун

Ф (х -)-h) — Ф (х) ф (х + Л) — ф (х)
h "" h 7

тенгсизлик уринли, бундан эса [а, Ь] сегментнинг Е туп-) 
л ам га  тегишли булм аган  ихтиёрий х ну^тасида

D Ф (х) >  0
тенгсизлик уринли (чунки Е дан ташкарида ф (х) функциянинг 
хосила сонлари манфий эмас). Агар х£Е  булса,

ф (х -f hn) — Ф (х) 
hn

ифода hn -+-0 да цуйидан чегараланганлиги (чунки акс хрлда 
ф(х) функциянинг бирор хосила сони учун D ф (х) =  — оо 
булади) ва g' (х) =  - f  оо булгани учун: Ф ' (х) =  +  оо. Шун
дай цилиб, [а, Ь] сегментнинг хар к,андай ну^таси учун

D Ф (х )> 0 .
Бундан, 50.3-леммага асосан, Ф (х ) усувчи, яъни х < у  да

Ф (х) <  Ф (у)
ёки

<Р (х) +  е g (х) <  ф (у) +  е g (у)\ 
е сонни нолга интилтириб,

Ф (х) <  ф (у) 
ифодани оламиз. Л емм а исботланди. *

50.2- т е о р е м а н и н г  и с б о т и .  1^уйидаги функция- 
ларни киритамиз:
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m =  if' (X), arap f  (x) <  n булса,
'  (  га, агар /' (л:) >  п булса.

Равш анки,
Ф„ М  ^  /' (*)• (3)

Бундан, 38 .6 -теоремага асосан, фп(зс) нинг жамланувчилиги 
келиб чикади. Ушбу

Rn(x) =  / ( * ) — J  Ф„ (*) dx
а

белгилашни киритиб, Rn (х) нинг усувчилигини курсатамиз. Те. 
орема шартига кура .\ар бир нуцтада fix )  мавжуд булгани 
учун 48 .1-теоремага асосан з̂ ар бир нуцтада

К  (х) =  /'(*) — Ф„(*) 
булиб, ф д(х) функциянинг таърифланишига асосан R'n (х) >  О 
тенгсизлик уринли булади. Шунинг учун Rn(x) нинг бирор ко
сила сони манфий булган нуцталар тупламининг улчови нолга 
тенг. Иккинчи томондан, у п{х) <  п булгани учун

% ( t ) d t ^ n .
X

Бундан эса
Rn (x +  h ) - R n (*) >  { (x +  h ) ~ f ( x )  __ п  

h h
Охирги муносабат теорема шартига кура f{x) функциянинг з$о- 
силаси з̂ ар бир нуцтада мавжуд булиб, чекли булганлиги учун 
Rn (х) функциянинг хеч бир х.осила сони — оо га тенг булол- 
маслигини курсатади. Шунинг учун , 50.5- леммага асосан Rn (х) 
усувчидир.

Демак,
Rn (b )> R n (a),

яъни
ь

— f (а) >  |ф„ (х) dx.
а

Аммо
lim ф„ (х) =  /' (х).

П-Г&0О
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Б у ва (3) тенгсизликдан, 38 .1 2 -теоремага асосан
ь ь

lim  f фл(х) d x =  f f'(x) dx 
Я—>00 J  Ja a

муносабатни оламиз. Д ем ак ,

f(b) — f(a) >  j  f\x) dx.
a

Агар юцоридаги м уло^азаларн и — f(x) функцияга татби^ 
цилсак,

/ (6 ) -/ (а )<  \ f\x)d x
a

муносабатни оламиз. Охирги икки муносабатдан 

f(b) =  f(a) +  j  f'(x) dx
а

келиб чицади. Бу билан теорема тул а исботланди. *
Энди иккита мисол келтирамиз.
1. Ушбу

г_

}(х) =  х 2 sin — (0 < х <  1),
X

/(0) =  О
функция [О, 1] сегментнинг ^ар бир нуцтасида чекли з̂ о- 
силага э га :

1  _ i_
3 2 J 2 J

f'{x) =  — х s i n ------- х cos — (x >  0),
2 x x

/'(0) =  0
ва бу ^осила ж ам ланувчи  функция б^лади, чунки

У х
Шунинг билан f(x) функция 5 0 .2 -теореманинг шартларини 
^аноатлантиради ва дем ак ,

т  =  | Г (0 dt.
о
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f(x) =  х2 cos —  (0 <  x <  1),X2
f  (0) =  О

функция ^ам [0, 1] сегментнинг ^ар бир ну^тасида чекли 
^осилага э га , аммо унинг ^осиласи ж ам ланувчи  функция 
булмайди. Дар^ак;ик;ат, агар  а< р < Л  булса, у  ^олда [а , р] 
сегментда f'(x) чегараланган  ва шунинг учун 

Р
j  /'(0 dt =  P2C0S ~  — a 2 cos 
а

Агар ап =  ^  , Р„ =  -~ z  булса, у  з^олда

j  ТО *  -  ^
а п

булади. Лекин [ап, Рп] сегментлар узаро кесишмайди; шунинг
оо

учун, агар Е =  U [«„ , P J булса, у  з\олда
п = 1

J  Т О < * - ^ -  +  - .
Е п =1

яъни f'(t)  ж амланувчи эмас. Бу мисол курсатадики , Л е
бег маъносида интеграллаш  ж араёни  ^ам ^осила-функция 
ёрдами билан бошлангич функцияни тиклаш  масаласини 
тул а ^ал ^илмас экан . Бу масалани Лебегнинг интеграл
лаш  жараёнини умумлаш тирувчи Перон — Д ан ж уа  интег
раллаш  ж араёни тула ^ал ^илади.

4 7 .7 -теоремада ^ар ^андай узгариш и чегараланган  f(x) 
функция ягона усул  билан узлуксиз g(x) функция ^ам да 
погонали Н(х) функциянинг йигиндиси сифатида

f{x) =  g(x) +  Н (х) (4)
ифода этилиши мумкинлигини курган  эдик.

Энди узгариш и чегараланган  узлуксиз, аммо абсолют 
узлуксиз булмаган  g (x )  функцияни ^араймиз ва а (х )  
функцияни ^уйидаги тенглик ор^али ани^лаймиз:

“  (х) =  j  ё[ (0 dt.

2. Ушбу
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4 9 .7 -теорем ага асосан а(х)  абсолют узлуксиз функ- 
циядир. 49.2-j теоремага асосан эса унинг узгариш и чега- 
раланган . g{x) ва  а(х) функцияларнинг уш бу

S{x) =  g(x) — а(х) (5)
айирмасини ^араймиз. Бу тенглик билан аницланган S (x )  
функция узлуксиз ва узгариш и чегараланган  функция 
эканлиги равш ан. 4 7 .6 -н ати ж ага асосан S (x )  функция 
деярли чекли ^осилага эга . Ш унинг учун S '(x )= g '(x )— 
—а '(х ) тенглик деярли уринли. 4 8 .2 -теоремага асосан 

(х ) = ё '{ х ) тенглик деярли уринли булгани учун
5 '(х ) — g'(x) — а'(х) =  О

тенгликнинг деярли уринли эканлиги келиб чи^ади.
Т а ъ р и ф. Узлуксиз, Цзгариши чегараланган ва %оси- 

ласи деярли нолга тенг булган S  (х) функция сингуляр 
функция дейилади.

Сингуляр функцияга мисол цилиб 45-§ д а  ани^ланган 
Кантор функциясини ^ам да 46.4-теоремадан кейинги ми- 
солда курилган функцияни келтириш мумкин.

(4) в а  (5) тенгликлар цуйидаги му^им хулосага олиб 
келади:

)^ар ^андай узгариш и чегараланган  f(x) функция уч- 
та : абсолют узлуксиз ( а ( х ) ) ,  погонали {Н{х)) ва сингуляр 
( S (х )) функцияларнинг йигиндиси сифатида ифода этили- 
ши мумкин, яъни

f(x) =  а  (х) - f  Н (x) +  S  (х). (6)
(6) тенгликни дифференциаллаб деярли уринли булган

f\x) =  а ’(х)

тенгликка эга  буламиз. Бундан эса у’згариши чегаралан 
ган функциянинг ^осиласини интегралланганда бу функ- 
циянинг узи эм ас, балки унинг фа^ат абсолют узлуксиз 
^исмигина тикланар экан , деган  хулосага келамиз.

51- §. Ишорали улчов. Радон — Никодим 
теоремаси

Бу параграф да III бобда киритилган улчов туш унча- 
сини ян ада  кенгайтирамиз.

Ф араз цилайлик, бирор а-аддитив jj, ;улчовга эга  булган  
Е туп лам да ж амланувчи f(x)  функция берилган булсин. 
У хрлд а  38.5-теоремага асосан бу функция Е тупламнинг 
^ар цандай улчовли А ^исмида ^ам ж ам ланувчи  б^лади.
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Агар тайинланган f{x) функция учун ^уйидаги Лебегнинг 
аникмас интеграли

L(A )= \f(t) d\i (1)
А

ни ^арасак , Лебег интегралининг а- аддитивлик хоссасига 
асосан, (1) тенглик билан ани^ланган L (А) туплам  функ
ция о-аддитив улчовнинг манфий эмаслик хоссасидан 
таххщари барча хоссаларига эга  б^лади (чунки, агар  Е 
туп лам да f(x)^L0  б^лса, ^ар ^андай улчовли AczE rfn -  
лам  учун Ь (А )^.О б^лади). Б у эса ^ийматлари гуплами 
манфий сонлардан иборат б^лган з^олни ^ам у з  ичига 
олувчи ихтиёрий туплам функциялари синфини урганиш га 
олиб келади.

1- т а  ъ р и ф .Вирор тупламлар системасида анщланган L{ ) 
туплам функцияси учун шу системадан олинган %ар кандай 
рзаро кесишмайдиган сони саноцли Ах, А2, . . ., Ап, , 
(Ak П А. =  0 ,  k ф /) тупламларда

тенглик уринли булса, бундай туплам функцияси о-адди
тив туплам функцияси дейилади.

2 - т а  ъ р и ф .  а-аддитив ц, улчовга эга булган Е трп- 
ламнинг улчовли цисм трпламларидан иборат Z(E) систе- 
мада анщ ланган %ар цандан а-аддитив Ь (-) туплам функ
цияси ишорали улчов дейилади.

3 - т а  ъриф . Агар исталган B£Z(E) учун L(A (1 В) <  О 
(ЦА П 5 )  >  0) булса, А £ Z(E) туплам  ! ( • )  ишорали ул
човга нисбатан манфий (мусбат) туплам дейилади.

Манфий ва мусбат тупламларнинг мавжудлиги ^ак>идаги 
цуйидаги теоремани исботлаймиз:

5 1 . 1 - т е о р е м а .  Агар ишорали ! ( • )  длчов Z(E) cucme- 
мада анщланган булса, у \олда Е тупламнинг шундай ул
човли Е~ щеми мавжудки, L (•) ишорали улчовга нисбатан 
Е~ туплам манфий, £+ =  EXE'' туплам эса мусбат бу- 
лади.

И с б о т .  Фараз ^илайлик,
а  =  inf L(B) (2)

BczE:L(B)<0
булсин. Агар ишорали L (•) улчовга нисбатан манфий булган 
улчовли тупламларнинг {Еп} кетма-кетлиги учун

lira L(En) =  а  (3)

муносабат уринли булса,
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тенглик билан аникланган Е~ туплам ишорали Ц -) улчовга 
нисбатан манфий булиб, L(E~) — а  булади.

Х ак^атан , Е~ тупламнинг ишорали Ц-) улчовга нисбатан 
манфий эканлиги равшан. (2) муносабатга асосан Е~~ туплам 
учун

Ц Е П  > а
тенгсизликка эга буламиз. (4) тенгликка асосан эса

En czE~П
муносабат уринли. Бундан ЦЕп) >  ЦЕП тенгсизлик келиб 
чи^ади. Демак,

а  <  ЦЕП ^  ЦЕп) 
булиб, бундан я  сю да

а  <  ЦЕН <  а

муносабатни оламиз. Бундан ЦЕ~) — а  тенглик келиб чи^ади.
Е~ туплам теорема шартини ^аноатлантирувчи туплам экан- 

лигини, яъни Е+ — Е \ Е ~  тупламнинг ишорали L (•) улчовга 
нисбатан мусбат туплам эканлигини курсатамиз.

Фараз ^илайлик, Е туплам ишорали Ц ) улчовга нисбатан 
мусбат булмасин. У  холда шундай A ^ Z  (Е) туплам мавжудки, 
ЦЕ+ П А) <  0 булади. Л0 =  Е+ П А белгилаш киритамиз. А0 
туплам ишорали L (•) улчовга нисбатан манфий була олмайди. 
Акс ^олда А0 тупламни Е тупламга цушиб,

L(E“  U А )  =  ЦЕП  +  ЦАо) <  «
тенгсизликка эга буламиз. Бу эса а  соннинг ани^ланишига 
зид. Демак, шундай п натурал сон мавжудки, унинг учун А0 
тупламнинг щгсми булган А1 туплам топилиб,

ц л х) >  -
п

тенгсизлик уринли булади. Бу тенгсизликни [каноатлантирувчи 
барча п натурал сонларнинг энг кичигини пх орк;али белгилай- 
миз:

ЦАг) > - .

Бу фикрни туплам учун такрорлаб, ЦАг) >  — ( n ^ n j
пг

муносабатни каноатлантирадиган A2 cz(A0 \ A 1) тупламни топа- 
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миз. Бу жараённи чексиз давом эттирамиз. Натижада буш 
булмаган

== 44 U АпП=1
тупламни з^осил ^иламиз (чунки ЦА0) <  0 ва барча п учун 
1(Л п) >  0). Тузилишига асосан В0 туплам ишорали £(•) ул- 
човга нисбатан манфий тупламдир. Буни Е~ тупламга цушиб, 
яна а  соннинг ани^ланишига зид булган натажага кедамиз. Д е
мак, барча улчовли А а  Е \  Е~ тупламлар учун L (А) >  О, 
яъни Е+ — Е \  Е'~ туплам ишорали L (•) улчовга нисбатан 
мусбаг туплам.*

Е тупламнинг мусбат Е+ ва манфий Е~~ тупламларнинг 
йириндиси шаклида ифодаланиши, яъни

Е =  Е+ U ЕГ
ёйилмаси унинг Хан маъносидаги ёйилмаси дейилади.

Е тупламнинг Хан маъносидаги ёйилмаси Ц-) ишорали 
улчовга нисбатан эквивалентликкача ягонадир, яъни агар

Е =  Е+ U Е^ ва Е =  Е+ U Е~ 

булса, у  ^олда исталган A^Z(E) учун
ЦА П Е ?) =  L(A П Е+) ва ЦА П Е~) =  ЦА П Е?) 

булади. )^ак,и^атан,

А П (Е ~\Е £) cz А (] ЕГ  ва А П ( Е г \ Е ? )  <= А {) Е $  

муносабатлардан мос равишда
ЦА П (Е~\Е~)) < 0  ва ЦА (] (Е~\Е?)) >  О

тенгсизликларни оламиз. Булардан L(A Г] (Е~\Е^)) ~  0 тенг
лик келиб чщади. Ушбу ЦА Г) (Е ~\ E~j) — О тенглик ^ам 
худди ю^оридаги сингари исботланади. Бу охирги икки тенг- 
ликдан эса ЦА П Е~) — ЦА П Е~) тенглик келиб чи^ади. 
Ушбу ЦА П Е+) =  ЦА П Е+) тенглик з а̂м шунинг сингари 
исбот этилади.

А гарда биз Z(E) о- ал гебрада L+(-) в а  £""(•) туплам  
функцияларини мос равиш да

L+ (А) =  ЦА Г) Е+) ва LT КА) =  — ЦА П Е~)
тенгликлар ор^али аницласак, иккита а- аддитив ^лчовга 
эга  б^ламиз. Бундан ишорали L(-) улчовни

L =  L+ — IT
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к^ринишда ёзиш мумкинлиги келиб чи^ади. Ишорали 
улчовнинг бу куриниши унинг Жордан маъносидаги ёйил- 
маси дейилади.

Энди р. ст-аддитив улчов булиб, Z(E) система Е туплам- 
нинг барча улчовли кием тупламларидан тузилган а-алгебра 
булсин. Агар бирор A0£Z (Е) туплам ^амда ишорали L (■) ул
чов учун хар бир В £ Е \ А 0 да L(B) =  0 ва з̂ ар цандай ул
човли С сг А0 учун L (С )>  0 булса, у  з^олда А0 туплам ишо
рали L(-) улчовнинг ташувчиси дейилади.

Агар х,ар цандай ёлгиз ну^тали А туплам учун L (А) =  О 
булса, бундай ишорали улчов ишорали узлуксиз рлчов дейи- 
лади.

Агар ишорали L(-) улчовнинг ташувчиси чекли ёки сано^- 
ли тупламдан иборат булса, ишорали дискрет улчов дейилади.

4 - т а ъ р и ф .  Агар р(Л) =  0 булган %ар щндай A$Z(E) 
учун L(A) — 0 булса, L(-) ни р улчовга нисбатан абсолют 
узлуксиз ишорали улчов дейилади.

Ни^оят, агар ишорали L (•) улчовнинг ташувчиси р,-улчови 
ноль булган бирор A£Z(E) тупламдан иборат булса, у  р, ул
човга нисбатан сингуляр ишорали улчов дейилади.

Лебег интегралининг о- аддитивлик хоссасига асосан 
(3 8 .7 -теорема)

L{A) =  l f ( x ) d v
А

тенглик ор^али ани^ланган L(A)  туплам  функцияси сг-ад- 
дитив ишорали улчов булади. Л ебег интегралининг абсолют 
узлуксизлик хоссасидан эса (3 8 .9 -теорема) ишорали L(A)  
улчовнинг р, улчовга нисбатан абсолют узлуксизлиги келиб 
чи^ади. Энди бирор ишорали v улчовнинг а- аддитив р, 
улчовга нисбатан абсолют узлуксизлиги маълум  булганда, 
уларни (1) куринишда ифодалаш мумкинми, деган  савол 
тугилади. Бу саволга Радон — Никодим теоремаси ж авоб 
беради. Д астлаб  ^уйидаги ёрдамчи леммани исботлаймиз:

Л е м м а .  Агар айнан нолга тенг булмаган  v длчов 
р улчовга нисбатан абсолют узлуксиз булса, у \олда шун
дай натурал п ва р ( В ) > 0  булган улчовли В туплам
топиладики, В туплам ишорали v -----5- р, улчовга нисбатан

п
мусбат туплам б$лади.

И с б о т .  Дар бир ишорали v ------ р, п — 1, 2, . . .  улчовга
п

мос келган Е — Е+ U Е~ Хан ёйилмасини ёзиб, куйидаги [туп- 
ламларни тузамиз:

оо оо
£o+ “ U A+. £„- =  £ \ £ f  =  £ \ ( U , £ + ) -n= 1 1
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=  n ( £ \ £ + ) -  n ’ E - .
/1=1 n=l

*(Е~) sc -  u (Е-)
п

тенгеизлик келиб чикади. Бу тенгсизлик хар кандай п учун 
уринли эканлигидан -/(£-) О муносабатга эга буламиз. Д е

мак, 51.1 - теоремага асосан — — p j (£+) >  0 булиб,

v(£ + ) >  L  р (£ + )

тенгсизлик хар бир п натурал сон учун уринли эканлигидан 
•у(Е+) >  О тенгсизлик келиб чикади. v улчов fx улчовга нис
батан абсолют узлуксиз булгани учун |Д£+) >  0 булади. Бун- 
дан ва Е+ тупламнинг тузилишидан шундай п натурал сон то- 
пиладики, р (Е + )>  0 булади. Агар шу п учун В — Е+ деб
олсак, лемма исботланган булади.*

51. 2- т е о р е м а  (Радон — Никодим). Агар ишорали v улчов 
%амда сг- аддитив р улчов Z (X) а- алгебрада анщланиб, ишо
рали v улчов ц длчовга нисбатан абсолют узлуксиз бЦлса, у 
%олда X тупламда [х улчов буйича жамланувчи шундай f(x) 
функция мавжудки, %ар бир А £ Z(X) учун

v (4 )=  f f{x) dii
A

тенглик уринлидир.
f(x) функция ишорали v улчовнинг р улчов буйича хоси- 

ласи дейилади ва деярли бир цийматли анщланади, яъни 
агар >(Л) — J  g(x) d р, ва >(Л) =  [  f (х) d \х булса, у ,\олда 

а  А

(.1 { х £ Х  : f  (х)ф  g  (х)} =  О
булади.

И с б о т. Ж ордан ёйилмасига асосан р улчовга нис
батан  абсолют узлуксиз булган ^ар бир ишорали v улчов 
р г а  нисбатан абсолют узлуксиз булган Vi ва V2 улчовлар- 
нинг айирмаси сифатида ёзилиши мумкин. Ш унинг учун 
теоремани мусбат ишорали улчов учун исботлаш кифоя. 
Ш ундай ^шшб, умумий ани^ланиш со^асига эга  булган  v 
ва  р улчовлар берилган булиб, v улчов р улчовга нисба
тан абсолют узлуксиз булсин. Хар кандай ^лчовли A£Z(X)

У з;олда барча п учун ^ ------  |i j (£ - )  <  0 тенгсизликдан
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туплам учун р, улчов буйича жамланувчи, манфий булма
ган з^амда

| / (х) d [х <  >(Л)
А

тенгсизликни цаноатлантирадиган функциялар тупламини 
К + ор^али белгилаймиз. Ф араз цилайлик,

М  =  sup Г f(x) d fi 
[€к+ х

булсин. К + тупламдан
lim [ fn{x) d\i =  М

п~> 00 X

шартни ^аноатлантирувчи {fn} функциялар кетма- кетлигини ола- 
миз ва

gn(x) =  max (fl (х), (х))

функцияни тузиб, gn 6 К+ эканини курсатамиз. Х^ик.атан, 
E £Z (X) улчовли ихтиёрий туплам булсин. У з^олда Е ни уз- 
аро кесишмайдиган шундай Е {, Е2, . . ., Еп тупламларнинг йи- 
риндиси сифатида

Е =  U Ek 
k = \  *

ифодалаш мумкинки, уларнинг з̂ ар бири учун х £ Ek бул ганда 
gn(x) =  f k(x) булади. Бундан

gn(x) d i* =  У  f f k(x) d ^  У  '<(Ek) =  v(£)
£  A =  1 E k A—1

муносабатни оламиз. Демак, gn £ K+. Агар f  (х) =  sup {fn (x)} 

десак, у  з^олда f(x) =  lim gn (x). Демак, Лебег интеграли ос- 

тида лимитга утиш х^идаги 38.12-Леви теоремасига мувофиц,
Г f(x) d\x=  lim Г gn(x) d ц =  М. (5)

X п->°° X
Агар

v0(£) = v (£ )- j/ (x )d f*
в

деб олсак, у з^олда f(x )  функциянинг таърифланишига 
асосан v o (£ )^ 0  булади. Энди vo(-) улчовнинг айнан ноль 
эканлиги курсатилса, теореманинг биринчи ^исми исбот- 
ланган булади. Фараз ^илайлик, vo(-) айнан нолга тенг
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булмасин, яъни ^ар ^андай E £ Z (X )  учун vo (E )> 0  бул
син, у ^олда леммага асосан шундай е> 0 ва |л(В)>0 
булган |х улчовли В  туплам топиладики,

8  ц  (Е П В) <  v0 (Е П В)
тенгсизлик ихтиёрий Е £ Z(X) учун бажарилади. Агар 
h(x) =  Кх) +  8 %в(х) (бУ еРДа У.в М  Функция В  тупламнинг 
характеристик функцияси) деб олсак, уни ихтиёрий улчовли Е 
тупламда р улчов буйича интеграллаб,
Г h(x) d\i  =  J f (x) d  [i +  г  p(E f) В ) <  f f (x) d  p +  v0(£ [ ) B )  =
E E  E

=  f f(x) d [ i+  V0(E  n B) — \ f(x)d \ x=  [ f(x) d n  +
E ё ( \В £ \ B

+  v0(E n B) <  v0(£ \ B )  +  v0(E n B) =  v0(E),
яъни

f h(x) d ji <  v0(jE)
E

тенгсизликка эга булар эдик. Бу эса h £ /(+ эканини курсатади. 
Иккинчи томондан, (5) муносабатга асосан

f h(x) d [i =  f f{x) d p, + e p(5j == M +  e p, (Б) >  M
x x

тенгсизлик уринли б^либ, бу М соннинг ани^ланишига 
зид. Д емак, v o ( - )= 0  экан. Шундай цилиб,

v (^ )  =  J/ (x )d n  (6)
А

тенгликни цаноатлантирувчи f(x )  функциянинг мавжуд- 
лиги исботланди.

Энди теореманинг иккинчи ^исмини, яъни f(x )  функ
циянинг ягоналигини исботлаймиз. (6) тенгликни ^аноат- 
лантирувчи икки f{x) ва g (x)  функция м авж уд булсин. 
У ^олда хар бир Л £ Z (X ) туплам учун

Ч ^ )=  f f(x) d p  =  j  g(x) d\i
A A

тенгликлар уринли. X,ap кандай m ва n натурал сонлар учун 
А т  ва Вп тупламларни мос равишда куйидагича аник,лаймиз:

4 »  =  { x :f(x )  — g (x )>  -1 J ,

Вп ={ x '-g(x) —  /М> }̂- 

Am ва Bn тупламларнинг таърифланишига асосан
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H ( A J  = J  d|i = j  M d t -
Am

— m J  g{x) d[i =  m v(/4J — m v(Am) =  0
Am

муносабат уринли. Бундан ва [х нинг улчов эканлигидан [х(Лт )= 0  
тенглик келиб чи^ади. fx (Вп) =  0 тенглик з̂ ам шунга ухшаш 
исботланади.

Ушбу
{ х : f{x) Ф  g(%)} =  ( и Ат ) и ( и Вп)

т П

тенглик Ат  ва Вп тупламларнинг таърлфланишэдан келиб чи
тали. Бундан ва ц улчовнинг а- адцигивлигидан

V({x: f  (х)Ф  g(x)}) <  2  (г (Л,.,) +  2  К(б„) =  О
т=1 л=1

тенгсизлик уринли. [х улчов булгани учун бу тенгликдан 
!*({*: /(*) Ф g(x)}) =  О 

тенглик келиб чи^ади.*

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Агар f (x)  функция абсолют узлуксиз булса, у з^ол- 
да jf (x ) | функция з^ам абсолют узлуксиз булишини ис- 
ботланг.

2. Агар f(x ) функция [а, Ь] сегмеитда узлуксиз булиб, 
If M l  функция шу сегментда абсолют узлуксиз булса, у 
з^олда I (х) функциянинг з^ам абсолют узлуксиз булишини 
исботланг.

3 . у ~  I (х) функция [а, Ь] сегментда жиддий усувчи 
абсолют узлуксиз функция булсин. ср(у) функция эса 
[f (a ) , f(b )]  сегментда абсолют узлуксиз булсин. У з^олда 

2  = ф [/(х)] функция [а, Ь] сегментда абсолют узлуксиз 
булишини исботланг.

4. Агар f(x )  функция [а, Ь] сегментда абсол-ют узлук
сиз булиб, улчовли Л с [ а ,  6] тупламнинг улчови ноль 
булсин. У з^олда унинг- тасвири /(Л) тупламнинг з^ам ул 
чови ноль булишини исботланг.

5. f(x )  функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, уз- 
гариши чегараланган булсин. Агар улчови нолга тенг 
булган з а̂р бир A cz[a ,b ]  туплам учун унинг тасвири бул-
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ган f(A )  тупламнинг з$ам ^лчови ноль булса, f(x ) функ- 
циянинг абсолют узлуксиз эканлигини исботланг.

6. Фараз цилайлик, A cz [а, Ь\ туплам [а, Ь] сегментнинг 
улчовли ^исми булсин. Хар бир x £ [a,b ] pa h >  О сон учун

ф(х, h) =  ц(Л п [х — h, х +  h])

функцияни киритамиз. Агар

Hm J E t * i = I
о 2 h

муносабат уринли булса, х£ [а, 6] ну^та А тупламнинг зич- 
лик ну^таси дейилади. Агар А ст. [а, Ь\ улчовли туплам булса- 
унинг деярли барча нуцталарн зичлик нуцтаси булишини ис, 
ботланг.

7. Л U [а, Ъ] улчовли туплам булиб, х£ А  ну^та унинг 
зичлик нуцтаси булсин. У холда х нуктани уз ичига олган их- 
тиёрий (ak, Ьк) интерваллар кетма-кетлиги учун k-*-oo  да 
bk — 0 шарт бажарилса,

l im  М'И П (gfe, Ьц)) _  j
k-*<x> b/i — a*

муносабатнинг уринли эканини исботланг.
8- f (х ) функция [а, Ь] сегментда камаймайдиган абсо

лют узлуксиз функция булиб, А с  [а, Ь] улчовли туплам 
булсин. Агар (х[ф(Л)] сон Л тупламнинг тасвири булган 
Ф (Л) тупламнинг улчови булса,

ц [ф( )̂1 =  f Ф 'V) dt
А

тенгликни исботланг.

XI  б о б  

СТИЛТЬЕС ИНТЕГРАЛИ
52- §. Лебег — Стилтьес улчови

Юцорида Лебег улчовини цараганимизда, [а, Ь] сегмент
нинг Лебег улчови деб унинг узунлиги (Ь ~ а) ни айтган 
эдик. Лекин [а, b] сегментни ва унинг ^исм тупламларини 
боищача умумийроц усул билан )^ам улчаш мумкин.

Ф араз ^илайлик, [а, Ъ] сегментда аницланган, чапдан 
узлуксиз ва монотон камаймайдиган F (х) функция берил-
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ган булсин. Бу функция ор^али [а, Ь] сегментнинг, [а, Ь) 
ва (а, Ь] ярим интервалларнинг ^амда {а, Ь) интервал- 
нинг улчовларини мос равишда ^уйидагича ани^лай- 
миз:

Энди [а, Ь] сегмент берилган булиб, бу сегментнинг барча 
[а, (3) куринишдаги ярим интервалларидан ташкил топган сис
темами Н ор^али белгилайлик. Н системанинг ярим х,ал^а таш
кил этиши равшан. (1) га асосан ^ар к;андай [а, р)£ Н  учун

тенгликка эга буламиз. Н системада бу тенглик билан аниц- 
ланган m туплам функцияси улчовдир. Хацицатан ^ар к,андай 
[а, Р) £ Н учун m [а, р) > 0 эканлиги (2) тенгликка асосан 
F (х) функциянинг монотон камаймайдиганлигидан келиб чи- 
к,ади. Энди m туплам функциясининг аддитив функция эканли- 
гини курсатамиз.

Фараз ^илайлик,

m[a, Р) =  Рф) -  F(a) =  [Рф) -  F(yJ] +  [f (Yn) -  

— F[yn_ ,)] +  • • • +  IF (y2) — ^(Yi)] +  [ F(Yi) — ^(a)l =  
=  m[yn, P) +  m[v„_,, yn) +  . . . +  m[yv y2) +  m[a, 7 ,)

тенгликка эга буламиз. Демак, Я  системада (2) тенглик 
билан аницланган m туплам функцияси улчов экан.

1- т а ъ р и ф. Агар F (x) функция [а, Ъ] сегментда аниц-\ 
ланган, чапдан узлуксиз ва монотон камаймайдиган  
функция булиб, Н система [а, Ь] сегментнинг барча 
[а , р] куринишдаги ярим интерваллар системаси булса, 

у  %олда Н системада (2) тенглик билан аницланган m 
туплам функцияси F функция орцали %осил цилинган 
Стилтьес $лчови дейилади. F (х) ,функция Стилтьес ул-  
човини келтириб чицарувчи (яратувчи) функция дейи
лади.

F (х) ва F (x) + c(c  = const) функциялар бир хил Стилть
ес ^лчовини келтириб чи^аради. Умуман, (2) ^лчовни 
келтириб чи^арадиган функцияларнинг умумий курини- 
ши F ( x ) + c  дан иборат булади. ^ а ^ ц а т а н , F (х) ва

m[a, b] =  F(b +  0) — F(a), 
т[а , b) =  F(b) — F(a), 
т(а , b] =  F(b +  0) — F(a +  0), 
т[а , b) =  F(b) — F(a +  0).

(1)

m[a, Р) =  ^(Р) — F(a) (2)

294



Ф (х) функциялар (2) улчовни келтириб чи^аради- 
ган ихтиёрий функциялар булсин. [а, Ь] сегментдан 
бирор х0£ [а, 6] ну^тани тайинлаб олиб, ихтиёрий х£ [а, Ь] нук;- 
тани оламиз. Агар х0 ^  х булса, у ^олда (2) тенгликка асосан 
[.хд, х) ярим интервал учун (F (х) ва Ф (х)  ̂функциялар т  ул
човни келтириб чик,арадиган функциялар булганлиги сабабли)

т [х 0,х) =  F(x) — F(x0) =  Ф(х) — Ф(х0)
б^либ, бундан

Ф(х) — F(x) =  Ф(х0) — F(x 0) (3)
тенгликка эга бу'ламиз. Шунга ухшаш, агар х<Хо бул
са, яна (2 ) тенгликдан (х, х0] ярим интервал учун

т[х , х0) =  F(xо) — F(x) =  Ф(х0) — Ф(х)
б^либ, бундан яна

Ф(,х) — F{x) =  Ф(х0) — F(x0)
тенгликка келамиз. х £ [ а, Ь ] ихтиёрий булгани учун, 
бундан

Ф(х) — F(x) — с(с =  const)
тенглик келиб чи^ади. Демак, х(ар бир х £ [а, Ь] учун т  ул
човни келтириб чи^арадиган ^ар ^андай F (х) ва Ф (х) функ
циялар орасида

Ф(х) =  F(x) +  с
муносабат уринли экан.

52.1- т е о р е м  a. F (x) функция [а, Ь] сегментда камай-. 
майдиган функция булиб,

m[a, P) =  F (P ) -F (a )  (4)
улчов Н системада аниланган Стилтьес улчови булсин.
(4 ) улчовнинг а-аддитив улчов б$лиши учун F (х) функ- 
циянинг [а, b] сегментда чапдан узлуксиз брлиши зарур  
ва кифоядир.

И с б о т .  З а р у р и й л и г и .  (4) улчовни а- аддитив 
улчов деб, F (x) функциянинг чапдан узлуксиз эканлиги- 
ни курсатамиз. Фараз ^илайлик, F (x) функция [а, Ь] сег- 
ментнинг бирор ну^тасида чапдан узлуксиз б^лмасин, 
яънн х0 ну^тада F (x) функция учун

F{xQ—  0) Ф  F{x0)

муносабат уринли булсин, [а, &] сегментдан шу Хо нуц- 
тага  усиб интиладиган {хп} кетма-кетликни оламиз:
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Xl <  X2 <  • • • <  Xn <  • ' • <  X0< Xn~>X0< П -+ 00. (5)
F (x) функция камаймайдиган функция булганлиги са- 

бабли
lim F(xn) =  F(x0 —  0)

Л—»оо
хп < х0

лимит м авж уд ва фаразимизга асосан
lim F(xn) =  F(x0 — 0 )Ф  F(x0)

П—*00
Хп<х О

муносабат уринли. (5) муносабатга асосан
[хъ х2) с= [х^хд) с : . . .  сг [л:,, хп) а  . .  .

муносабатнинг уринли эканлиги равшан. Бу муносабатдан ва 
п->-оо да х0 эканлигидан,

ОО

[X j,  Х0)  —  [J fX j.  X  )
п =  1

тенглик келиб чи^ади. Бундан ва т  улчовнинг сг- адди- 
тивлигидан, 2 0 .6 - теоремага асосан

т  [хь  x0) =  m l U [х{, x„)J =  lim т  [х,, хп)
\П=1 / П—ЬОО

тенгликни оламиз. Н атижада (4) тенгликка асосан 
lim [F(xJ — F(x{)\ =  F(xq) — F  (Xj)
П—+00

ёки

lim F(xn) =  F(x0)
П-* 00

тенглик ^осил булади. Бу эса фаразимизга зид. Демак, 
F (х) функция чапдан узлуксиз экан.

К и ф о я л и г и .  F (x) функцияни [а, Ь] сегментда чап
дан узлуксиз деб, (4) тенглик билан ани^ланган т  улчов
нинг сг- аддитив эканлигини курсатамиз.

Ф араз ^илайлик,

[а, Р )=  U К ,  Р„), [аА, pft) П [«/, Р,) = 0 . (6)
п = 1

булсин. У холда ^ар ^андай N натурал сон учун
N
U [%, P „)cr[a , Р) муносабат уринли булади. Бундан ва т
п = 1
улчовнинг аддитивлик хамда монотонлик хоссасидан 
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N

2  m  [an> P „ )< m I«, P) ^ а н д ^
n=1

тенгсизликка э г а  булам из. Бу тенгсизлик 
натурал сон учун j/ринли булганлиги саб^ 
з^ам ^ринлидир:

ОО

2  т  К .  Р„) < т  [«. Р)- м У  н о с а б
« - »  ф) ^ ц о а т Л 2

Энди тескари тенгсизликни исботлаймиз. л  
а  <  р булсин, у  ^олда а  <  Р' <  р м уносаба^ ^  * ар >  б) 
рувчи^Р сон хамма ва^т мавжуд. F (х) фунК11!^ у  f гиУ
сиз булганлиги сабабли ихтиёрий е >  О сон X jp 
натурал сонда а п < ^ ап муносабатни цаноатла^ 
а п ва а п сонлар топиладики, улар учун

е
F K ) ~ F  Ю <  2„

муносабат уринли булади. Бундан 0

F Фп) ~  F (а'п) <  F фп) -  F (ап) -Р ( /
jP  г з а  {3,

тенгсизлик келиб чикади. Бу ерда Рп сон (6), ‘̂ а ' г  у р
К> Р„) ярим интервални ташкил этувчи сон. > г м е н 1
ларнинг олинишига асосан [on. рп) с : (а ’ , рп) мУ э
Демак, [а , Р) ярим интервалда жойлашган [a, с и с т е -
сано^ли (а п, Рп) интерваллар системаси билан Й Аг =====

14.1-Борель — Лебег теоремасига асосан
[а , р'] сегментни цоплайдиган сони чекли {(«^ ' 0 ' « е н т н г
. • • > r)} г цисм систешни эжратиб ояшп ""
чекли {(a„fe. Р„ )̂} интерваллар системаси [а, р']
ласа, у  ^олда [а^ , рп̂ ) ЯрИМ интерваллар сис^
сегментни крплайди, яъни

[« .  P'J с= и  [ « ; .  Р ^ .

Бундан куйидаги муносабат бевосита келиб ^
г

ta , р ' ) ^  к й, р „ ; .  ^

Бу муносабатдан з^амда т  улчовнинг адднт**^ 
нотонлик хоссасидан



т  [а, р') <  ^  т  К *» Р/ц) (9)
*= 1

тегсизликка зга буламиз. (4) тенгликка асосан /и [a , р ') = 
= F (P ')—F {а) ва

m[V  ft*) =  ДРВА) -  FK k)

тенгликлар Гринли булганлиги учун (9) муносабатдан

F ( P ' ) - F ( a ) ^ 2
ft=i

тенгсизлик келиб чик;ади. Бундан ва F(x) функциянинг к а 
маймайдиган эканлигидан

f ( P ' ) - f ( c o < 2
л= 1

муносабатга эга буламиз. Бунинг унг томонидаги йигин- 
ди остидаги ифодага (8) тенгсизликни ц^ллаб,

F(Р') -  F(a) <  2  W  -  р Ю\ +  е
п= 1

тенгсизликни оламиз. Бу тенгсизлик а < р '< р  муносабат- 
ни цаноатлантирувчи ^ар к;андай р' сон учун уринли бзлл- 
ганлиги сабабли у F (x) функциянинг чапдан узлуксизли- 
гига асосан, Р'->~Р булганда )^ам уринлидир, яъни

F(P) -  F(a) <  2  W  ~  f K )]  +  e -
П = 1

Бундан ва e> 0 соннинг ихтиёрийлигидан

f (p) - f (oo< 2
n=1

тенгсизлик келиб чицади. Бу муносабатдан (4) тенгликка 
асосан

00

/«[a, Р) <  2  т[ап< Рд)
Л=1

тенгсизликка эга буламиз. Бу ва (7) тенгсизлик теоре- 
мани исботлайди.*
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Шундай цилиб, Н ярим з^ал^ада (4) тенглик билан 
ани^ланган о- аддитив т  улчовга эга булдик.

Бу улчовни 25-§ да баён этилган усул билан Н системани 
уз ичига олган минимал Z (Н) ^ал^ага давом эттириб, 25.3-те- 
оремага асосан 0 - аддитив Улчовга эга буламиз. Бу улчов 
F функцияга мос булган (ёки F функция келтириб чщарган) 
Лебег — Стилтьес длчови дейилади. F функция эса улчовни 
келтириб чицарувчи функция дейилади.

Лебег — Стилтьес улчовининг учта му^им хусусий ^оли 
билан танишиб Утамиз.

1. Ф араз ^илайлик, F (х) функция 45 -§  да (1) тенг
лик билан ани^ланган чапдан узлуксиз h(x) погонали 
функция булсин. Бу функциянинг узилиш ну^талари 
х1 <  х2 <  . . .< .х п <  . . . булиб, шу ну^таларга мос келган

сакрашлар эса h{ >  0, h2 >  0, . . ., hn >  0, . ., ( ^  hk <  оо I
\ft=i /

сонлардан иборат булсин. 1-таърифда F (х) сифатида h (х) функ
цияни оламиз. У ^олда h (х) функция келтириб чи^арган ц 
улчов буйича [а, Ь] орали^нинг ^ар к;андай цисми улчовли бу
либ, А сг [а, Ь] тупламнинг цд улчови шу тупламга тегишли
xi ларга мос келган ларнинг йигиндисига тенг, яъни

(10) 

чеА
Х,а^и^атан, Лебег — Стилтьес улчовининг таърифидан курина- 
дики, з̂ ар бир xt ну^танинг улчови Нс га тенг, яъни

ОО

Агар D =  U {х{} булса, у  ^олда
цл([а, b] \  D) =  0

тенглик уринли. Демак, |хй улчовнинг ташувчиси D экан. Бун
дан ва \xh улчовнинг о-аддитивлигидан ^ар ^андай Л с : [а, Ь] 
учун (10) тенглик келиб чицади.

2 -таъ р и ф . Бирор F погонали монотон функция келти
риб чщарган |if  улчов дискрет улчов дейилади.

2. Фараз цилайлик, F  монотон функция [а, Ь] сегмент- 
да абсолют узлуксиз булиб, унинг зфсиласи F '(x )= f(x )  
булсин. 49.8- Лебег теоремасига асосан ^ар бир ярим ин
тервал [а , Р) с :  [а, Ь] учун унинг улчовини

т Д я , Р)) = ^(р) — F(а) =  j  f(x) d.
а
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тенглик ор^али ани^лаймиз (бу ерда ;х улчов [а, b] сегментдаги 
Лебег улчови). У ^олда, элементлари [а, Ь] сегментнинг барча 
[а, Р) куринишдаги ярим интервалларидан иборат булган Н 
системада ани^ланган ст-аддитив mF улчовга эга буламиз. 25.2- 
теоремага асосан mF улчов Н системани уз ичига олган мини- 
мал Z{H) ^алцада аницланган а-аддитив \ip улчовгача давом 
эттирилиши мумкин. Бу усулда ани^ланган улчов >̂ ар ^ан- 
дай A£Z(H) учун

=  I /(*) d  И- О 1)
А

тенглик билан аницланади.
3 -таъ р и ф . Агар [xf  ва fx улчовлар берилган булиб ([х— 

Лебег улчови), и (А) =  0 булган хар цандай улчовли А т у п 
лам учун (А) — 0 булса, fx/;, улчовни (|х улчовга нисбатан) 
абсолют узлуксиз улчов дейилади.

Лебег интегралининг абсолют узлуксизлигига асосан (11) 
тенгликдан \iF улчовнинг [х улчовга нисбатан абсолют узлук- 
сизлиги келиб^чицади.

3. Фараз ^илайлик, F монотон сингуляр функция бул
син. Маълумки, бундай функция узлуксиз булиб, узгариши 
чегараланган ва ^осиласи деярли нолга тенг. Бундан, F, 
сингуляр функция келтириб чи^арган ^лчовнинг ташув- 
чиси Лебег улчови ноль булган тупламдан иборат экан
лиги келиб чицади.

4- т а ъ р и ф. Агар (х̂ , ва |х улчовлар берилган булиб ([х —■ 
Лебег улчови) %ар цандай бигпта нуцтали т$пламда нол
га тенг, лекин шундай ц(Л) =  0 булган улчовли А туп лам  
булсаки, |xf. (СА) — 0 тенглик бажарилса, [х̂  га и улчовга 
нисбатан сингуляр улчов дейилади.

Демак, бирор F сингуляр функция орцали келтириб 
чи^арилган улчов Лебег у лчовига нисбатан сингуляр 
улчов булар экан.

Агар F — b\ +  F2 булса, mF ([а , Р)) — F (Р) — F (а) =
=  (Р) — F i  (а) +  F  ̂ (Р) —  F t (а) =  M F i ([а, р) +  т Рг ([а, р))
тенгликка асосан jx̂ , =  jx^ +  jxf  .

50-§  дан маълумки (50- §, (6) тенгликка ^аранг), ^ар 
цандай монотон функцияни учта функция — абсолют уз 
луксиз, погонали ва сингуляр функцияларнинг й и р и н д и - 

си сифатида ифодалаш мумкин. Бундан ва (11) тенглик
дан ii,ap цандай Лебег — Стилтьес улчови абсолют узлук-
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сиз, дискрет ва сингуляр улчовларнинг йигиндиси сифа- 
тида ифода этилиши мумкии, деган муз^им хулоса келиб 
чи^ади.

53-§ . Лебег — Стилтьес интеграли

Ф араз ^илайлик, [а, b] сегментда ани^ланган монотон 
F  функция ор^али келтириб чи^арилган \iF Лебег—Стилть
ес Улчови берилган булсин. Бу улчов учун Лебег интегра
ли тушунчасини киритиб, одатдагидек, жамланувчи функ- 
циялар синфини ани^лашимиз мумкин. [а, Ъ] сегментда 
аницланган f(x ) функциянинг улчов буйича Лебег 
интеграли Лебег — Стилтьес интеграли дейилади ва у  к;у- 
йидагича белгиланади:

J  f(x) dF (х).
а

М и с о л л а р .  1. F(x) — h(x) =  ^ / г-, бу ерда h (х)—погона-
x i< x

ли функция булиб, хг, х2, А'д, . . . лар h (х) нинг узилиш ну^та- 
лари, Aj, h2, h3, . . . лар эса шу ну^таларга мос функииянинг 
сакрашлари. F (х) функция яратган \lf улчовнинг ташувчиси 
xlt х2, х3, . . . нуцталар эканлиги ва з̂ ар бир X; ну^танинг ул
чови ({л:,-}) =  /ip i =  l , 2 , . . .  эканлигини 52-§ да Лебег — 
Стилтьес улчовининг биринчи ^олида курган эдик. Энди, агар

улчовга мос келган Лебег — Стилтьес интегралини олсак, 
цуйидагига эга буламиз:

j  / (х) d pF =  j  / (х) dh (х) =  ^  / (*,■) ht.
a a 1=1

2. Агар F абсолют узлуксиз функция булса, 
ь ь
j  / (х) dF (x) =  j  / (x) F' (x) dx (1)
a  a

тенглик уринли. Демак, бу з^олда Лебег — Стилтьес интег
рали Лебег интегралига айланар экан.

Да^и^атан, агар f(x )  функция погонали функция булса, 
у з^олда [а, Ь] сегментни сони чекли ёки сано^ли, узаро 
кесишмайдиган улчовли А\, Аг, . . .  тупламларнинг йигин
диси сифатида ифода цилиш -мумкинки, з̂ ар бир Ak тупламда 
f  (х) функция узгармас ck сонга тенг булади. Бундай функция 
учун \ip улчовнинг о-аддитивлигидан цуйидагига эга буламиз:

301



b b

=  2 M^*> -  2 c*J ^  =  2 J c* dx =
A k Ak к Ah

— f f  (x) F'(x) dx =  Г f(x) F'(x) dx.]
uAh a
ft *

Демак, поронали функциялар учун (1) тенглик уринли экан.
Энди, агар f  (х) ихтиёрий жамланувчи функция булса, у 

^олда бу функцияга текис яцинлашувчи fn (х) поронали функ
циялар кетма-кетлиги мавжуд. Бу кетма-кетликни камаймай- 
диган деб ^исоблаш мумкин. У ^олда {fn (л:) F' (х)} кетма-кет- 
лик цам камаймайдиган кетма-кетлик булади ва у f(x )F '(x )  
функцияга деярли я^инлашади. Агар ушбу

j  f p )  dF (х) =  j  fn{x) F'(x) dx
a a

тенгликда (38.12-Леви теоремасига асосан) п-+оо да ли- 
митга утсак, (1) тенглик ^осил булади.

Юцорида Лебег — Стилтьес Улчовини цурганимизда, шу 
^лчовни келтириб чи^арган F  функцияни монотон к а 
маймайдиган цилиб олган эдик. Лекин Лебег — Стилтьес 
Улчовини ^ар цандай ;узгариши чегараланган G (х) функ
ция учун зам  ани^лаш мумкин. ^а^и^атан G(x) функция 
[а, Ь] сегментда узгариши чегараланган ихтиёрий функ
ция булсин. 47.3- теоремага асосан бундай функция иккита 
Ф(х) ва -ф (JC) монотон функциянинг айирмаси сифатида 
ифодаланиши мумкин, яъни

G {х) — ф (*) — (х).
Энди, G(x) функция ор^али Лебег — Стилтьес интеграли- 
нинг таърифига кура

ь ь ь  
J f(x) dG(x) =  j f(x)d<f(x) — j f(x)dty(x)
a a a

тенглик билан ани^лаймиз. Агар G(x) функция бош^а 
Ф1 (лг) ва tpi (х) монотон функцияларнинг айирмаси сифа
тида ифода этилган булса, яъни 

G(x) =  Фх (дг) —
б^лса, у  ^олда
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. b b b b 
f f  (x) dy (x) — { f  (x) d\(3 (x) =  j  f (x) dcp! (x) — J  f (x) (x)

a  a a a

тенглик уринли булади. ^а^ицатан, таърифга ку'ра 
ь ь ь
lf { x ) d y { x ) —  J f (х) dip (х) =  j f (х) dG (х) =
а  а а

Ь Ь

= j f  (х) d<Px (х) — J  / Слг) dip 1 (х)
а а

тенгликка бевосита эга буламиз.

54- §. Лебег — Стилтьес интегралининг баъзи бир 
татбицлари

Лебег — Стилтьес интеграли татбиций масалаларда жу- 
да куп ^улланилади. ^уйида шулардан баъзи бирларига 
тухталиб ;утамиз.

Э^тимоллар назариясида тасодифий ми^дорнинг тац- 
симот функцияси

F ( x ) = P (  1 < х )
тенглик ёрдамида берилади (бу ерда Р(£<л:) сон I тасо
дифий мицдор цийматларининг х дан кичик булиш э^- 
тимоли). Тасодифий ми^дорнинг цийматлари дискрет ёки 
узлуксиз булиши мумкин. Агар | тасодифий мицдор дис
крет булса, унинг цийматлари туплами купи билан саноцли 
булади. Фараз цилайлик, хг, х2, . . .  , хп , . . . лар | тасодифий 
миедорнинг цийматлари булиб, ри рг, . . . , рп , . . . сонлар 
эса шу ^ийматларни цабул цилиш эхтимоллари булсин:

p i = p { i = x i), ^ > о , 2 л -  =  1-
i

Бундай тасодифий мицдорнинг тацсимот функцияси F (x) 
53- § даги биринчи мисолдан таниш булган

2  pi
х [ < х

[а, Ь] сегментда сакраш функциясидан иборат булади.
[а, Ъ] сегментда та^симот функцияси ани^ булган 

тасодифий мицдорлар учун унинг математик кутилиши ва 
дисперсияси мос равишда

ь
M l — ] xdF(x)
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pa
ь

D l =  \{x  — M lfd F {x )
a

Лебег — Стилтьес интеграллари ор^али топилади. Агар бу- 
ни дискрет тасодифий ми^дорга татби^ этсак, мос равиш- 
да ушбу йигиндиларни оламиз:

m i ~ 2 xi p i
i

ва

i
Araj) | тасодифий ми^дор узлуксиз булса, у  ^олда 

унинг F (x) та^симот функцияси абсолют узлуксиз функция 
булади. Тацсимот функциясининг F '(x) —р{х) ^осиласи эса 
| тасодифий ми^дор э^тимолликларининг та^симланиш 
зичлиги дейилади. 53- § даги иккинчи мисолга асосан 
бундай тасодифий мшуюрнинг математик кутилиши ва 
дисперсияси мос равишда ^уйидаги тенгликлар ор^али 
топилади:

ь ь
=  j  хр (х) dx ва Dc =  j' (х — M fp (x )d x .

а а

Энди g тасодифий ми^дор берилган булиб, унинг та^- 
симот функцияси F (x) булсин, яъни

F(x) =  P { l< x ) .
Бош^а бир т] тасодифий ми^дор £ тасодифий микдор би
лан т) = ф (|) муносабат ор^али богланган булсин. Агар 
Ф (х) функция, т] тасодифий мивдорнинг та^симот функ
цияси булса, у ^олда

ь
М г) =  [ xdO (x )

а

эканлиги маълум. Агар у =  Ф (х) функция F(x) функция 
келтириб чи^арган улчов буйича жамланувчи булса, 
у ^олда,

-j-oo +  00

Mr] =  j  xd Ф {x) =  J  ф (x) dF (x) =  Мф (?)
—00 —oo

тенглик хам уринлидир.
Лебег — Стилтьес интегралининг механика масалаларига 

татби^и сифатида ^уйидагини куришимиз мумкин:
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XOY текисликда x у^ининг xu x2, x3, . . . , xn ну^тала- 
рида мос равишда mlt т 2, . . . , т п массалар жойлашган бул
син. Механикадан маълумки, бирлик масса у  у^ининг М  (0,1) 
нуцтасида потенциал ^осил цилади. Бу потенциал xt ну^тада- 
ги mi массага турри пропорционал ,\амда М (0,1) ва M { (xit 0) 
ну^талар орасидаги Y  I +  xj масофага тескари пропорционал- 
дир. Бундан, агар т 1 массанинг хосил цилган потенциалини ф(- 
билан белгиласак, к;уйидагини оламиз:

ст{

бу ерда с — пропорционаллик коэффициента. Демак, хи х2,
. . . ,х„ нуцталардаги т ъ т г, . . . , т п массалар М  (0,1) нуц- 
тада

П П ~

ф =  2  ф<=  с 2
i=i

потенциални з^осил ^илар экан.
Агар массанинг х у^идаги та^симоти узлуксиз булиб, 

т  (х) функция х нуцтадаги массанинг зичлиги булса, у 
з^олда бу массанинг (— оо, х) орали^даги тацсимот функ
цияси

X
F (х) — J  т  (/) dt

— ОО

формула ор^али берилади ва М (0,1) нуцтадаги потенциал 
к;уйидагига тенг булади:

Ф  = f  - г с — dF (х ) =  с f dx.
J L V i  +  x* V i +  *

55-§. Риман-Стилтьес интеграли

F [а, Ь]^сегментда ани^ланган икки / (х) ва ф (х) функция бе
рилган булсин. [а, Ъ] сегментни а0, аи . . . , ап ну^талар би
лан ихтиёрий равишда п та булакка буламиз:
а =  а0 <  щ <  а2<  <  ап_ х<  an= b, max (a .~ a t._ ,)= а я. (1)

1 <{<л
} а̂р бир [а(-_р а,-] сегментда бирор xi нуцтани олиб,
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5в =  2 /(*<){ф(в*) _ ф ( а '->)> (2)1=1
йириндини тузамиз.

Т а ъ р и ф. Агар а п нолга интилганда S n йигинди [а, 6] 
сегментнинг цандай булинганидан ва х,- нуцталарнинг цан- 
дай танланищидан цатъи назар аниц бир лимитга интил- 
са, у  \олда бу лимитнинг циймати f(x )  функциянинг [а, Ь\' 
орал1щ даги  ф(х) функция буйича олинган Риман — 
Стилтьес интеграли дейилади ва цуйидагича ёзилади:

ь
lim  5  — f f(x)dq>(x). 

а„ -о  ^

Бунда f(x ) интегралланувчи функция, ф  (х) эса интег- 
ралловчи функция дейилади.

55.1-т е о р е м а. Агар [а, Ь] сегментда f(x )  узлуксиз 
ва ф(Х) узгариши чегараланган функциялар булса, у  
уо лда  f(x )  функциянинг ф(Х) функция буйича Р и м а н —■ 
Стилтьес интеграли мавж уд ва у  шу функциянинг Л е 
бег — Стилтьес интегралига тенг.

И с б о т. [а, Ь] сегментнинг
а — а0 <  а { <  а2 <  . . . < а п =  Ь

булинишини ^араймиз. Агар ^ар бир п натурал сон учун 
[a£_ t, aj), i =  1, 2, . . . , п ярим интервалдан |t- нуцтани их
тиёрий танлаб, fn(x) погонали функцияни

fn(x) =  f(£i), а,-_! < х < а { ,  i =  1, 2, . . . , п

тенглик билан аншушсак, у  >*олда п->оо да {/„(*)} кетма- 
кетлик [а, Ь] сегментда узлуксиз f(x) функцияга текис я^инла- 
шади. Хацикатан, f(x) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз бул- 
тани сабабли хар ^андай е >  0 сон учун шундай S >  0 сон 
мавжудки, \х — 1 1 <  б булганда \f(x) — / (!) | <  е булади. Энди 
х £ [а, Ь\ ихтиёрий нуцта булсин. У холда бу нук,та [а,-_Р а() 
ярим интервалларнинг бирортасига тегишли булади. Берилган 
е >  0 сон учун п натурал сонни шундай танлаш мумкинки, 
натижада , ах] ярим интерваллар узунликларининг энг 
каттасини б сондан кичик цилиб олиш мумкин. У холда

1/пМ-/(*)1 = 1Щ)-/(*)1
тенгликдан >,амда S. £ [а{._1( а(), х£  [а£_ , , а() ва max (ai —
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I /„ (х) — fix) ! < е
тенгсизликка эга буламиз. Бундан, х£ [а, b] ва е >  О ихтиёрий 
булганлиги сабабли {/„(*)} кетма-кетликнинг п->  оо да f{x) 
функиияга текис яцинлашиши келиб чицади.

Энди

;= 2  / (h) {Ф (flf) ~  Ф Ц - i)  >
1=1

интеграл йигиндига fn (х) — / (?;), <  х <  а,- погонали функ
циянинг Лебег — Стилтьес интеграли деб ^арашимиз мумкин. 
[а, b] сегментни чексиз кичик булакларга булиш натижасида 
{/„ (л:)} функциялар кетма- кетлиги f  (х) функцияга текис я^ин- 
лашганлиги туфайли (3) йигиндининг 0 да лимита мавжуд 
ва у  лимит f{x) функциядан [а, Ъ] сегмент буйича олинган 
Лебег — Стилтьес интегралини беради. Иккинчи томондан, 
худди шу лимитнинг узини, таъриф буйича, fix )  функциядан 
олинган Риман — Стилтьес интеграли деб белгилаган эдик. * 

Энди Риман — Стилтьес интегралининг бир неча содда 
хоссалари билан танишамиз.

55.2-т е о р е м а. Ушбу
ь ь ъ
j  / (х) dqp ix) +  J  ip (x) dq> {x) ==]"{/ {x) +  ij; (x)} dtp ix)
a a a

тенглик уринли ва бунинг чап томонининг мавж удлиги- 
дан ^нг томонининг мавж удлиги келиб чицади.

И с б о т. Дар^а^и^ат,

=  У  [/ (х,) +  гр (Xj)] {ф (а,) — Ф (аг—1)} =  2  / (х(-) {ф (а,) — 
i= i i=i

— Ф Ц_1)} +  2  (xt) {ф (а{) — ф ( а =  S j*  +  S j ’ ; 
i=  i

Агар а п нолга интилганда ва S (n2> йириндилар мос равиш- 
да /, ва /2 лимитларга интилса, у холда S n =  +  S jf  йигин- 
ди / =  1г +  /2 йигиндига интилади, бу ерда: 

ь ь
h  =  j  / (*) <*Р (А  h  =  j  ̂  ix) d<p {х)

a a

— б муносабатлардан fix ) функциянинг узлуксизлигига
асосан

ва
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/ =  J  {/(*) + 4>(*)} d(p(x)-*
а

5 5 .3 -т е о р е м а . Ушбу
ь ь ь

j  / W  dq> (х) +  j  / (х) dip (х) =  j  f  (х) d {ф (л:) +  ф (*)}
а  а  а

тенглик уринли ва бунинг чап томонининг мавж удлиги- 
дан унг томонининг мавж удлиги келиб чицади.

Бу теорема 55.2- теоремага ухшаш исботланади.*
55 .4-т е о р е м а. Агар а < Ь < с  булса, у  х1олда

Ь с  с

J  / (х) dy (х) +  j  / (х) dq> (х) =  J  f  (х) dtp (х).
a b a

Бу тенглик интегралларнинг унг томондагиси мавж уд  
брлганда уринли.

Бу теореманинг исботи ю^оридаги 55.2- теореманинг 
исботига ухшаш. Аммо бунда унг томондаги интегралга 
мос йигиндини тузишда, яъни [а, Ь] сегментни кисмларга 
булишда b нуцтани б^лиш ну^таси килиб олиш керак. *

С

55.5- и з о х. Шуни айтмок; лозимки, J fdcp интегралнинг
а

b с

мавжудлигндан | fd<p ва J fdcp интегралларнинг мавжудлиги
£2 Ъ

келиб чи^ади. Лекин аксинчаси умуман j^ap вацт 
Гринли эмас. Бунга мисол келтирамиз. [—1, + 1] сегмент
да ^уйидагича тузилган f(x )  ва ф(х) функциялар берил
ган булсин:

[ 0, агар — 1 <  х <  0 булса,
f(x) — I 0 <  x <  1 булса,

I х
„  =  / х, агар — 1 <  х <  0 булса,

| 0, агар 0 <  х <  1 булса.
Равшанки,

о 1
\ [ (х) dy (х) =  0, j  / (х) dq> (х) =  О,

- i  о
чунки [— 1,0] сегментда f(x) =  0 ва [0,1] сегментда ф(х) =  0. 
Аммо
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интеграл м авж уд эмас, чунки [—1, 1] сегментни к;исм- 
ларга булганимизда f ( x ) ва ф(х) функцияларнинг бери- 
лишига асосан 0 ну1\тани уз ичига олмаган цисмларга 
мос хадлар 0 га тенг. О ну^тани уз ичига олган а(-_, <  0 < а ,-
^исмга мос х;ад (ноль нуцта булиш ну^таси булмаган холда) 
куйидагича булади:

а ;= [с р (at) — ф {а{_ х) ) / (х,) =  — —  (агар xt >  0 булса).

f f  (x) d(f (x)
- i

Бундан куринадики, xt нолга истаганча яцин булганда crt- сон 
истаганча катта булиши мумкин, демак, тегишли йдаинди ли- 
митга эга булмайди.

ь ь
5 5 .6 -т е о р е м а , j  kf (х) dhq>(x) =  kh \f(x)d<f(x)

a  a

(k ea h — узгармас сонлар).
И с б о т .  Да^и^атан,

Ь п

f kf (х) dhy (х) =  lim У  kf (х$ {hep (af) — h<p (a^ ,)}  =J « —kQaП—ЮО 7"

с=  k -h -lim  \ f  (xt-) {ф (at) — ф (at-_,)} =  k-h  J f  (x) dcp (x) *
n -+ oo f " *  ai=i

b b
5 5 .7 -те о р е м а . Ушбу j*/(x)rfcp(x) e a  j Ф(x)df(x)

интегралларнинг бирининг> мавж удлигидан иккинчиси- 
нинг мавж удлиги келиб чщ ади ва цуйидаги тенглик  
Гринли:

ь ь
J  / (х) dtp (х) + j  ф (х) df (х) =  f(b) ф (Ь) —
а  а

— f(a)q>(a) =  [/ (х) (р (х)} К

Бу тенглик булаклаб  интеграллаш формуласи дейилади.
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b

И с б о т .  J f(x )d y(x )  интеграл мавжуд деб фараз цилиб,
а

(2) йигиндига ухшаш цуйидаги йириндини тузамиз:

s „ =  У !  (xi) {Ф Ю  — Ф («£_|)} =  У  f  {xt)  Ф (а,)—
(=i t=i

i=i
6

ап — Ь, а0 =  а булганлиги учун йигиндига [/(х)-ф(х)] | ифода-
. а

ни ^ушиб ва аиириб ташланса, ушбу тенглик келиб чик;ади:

Sn = f  (хп) Ф Ю  +  2  f  ̂  Ф (at ) — 2  ̂  ^'+1*ср (а/) —
t=l 1 = 1

— / (х,) ф (а0) =  [/ (х) ф (x))ba ~ { [ f ( b ) ~ f  (х„)] ф (6) +
п- 1

+  2 ф w  ^  (ъ+о  ~  f  +  г/ (* i)— / (°)i ф («)} =

= [/ (х)ф (х)]ьа — s'n .
бу ерда S'n — сунгги катта ^авс ичидаги ифода. 5 '  — йигин- 
дининг тузилишига дицкат билан царалса, у  хам S n йигинди
га ухшаш тузилган булиб, бундаги фарк; S'n да [а, Ь] сег
ментни булищ ну^талари сифатида х0 =  а <  х, <  х2 <  . . . <
<  хп =  b ну^талар иштирок этаётгани, a v а2, . . . ап_ х нуцта- 
лар (яъни S n ни тузишда булиш нуцталари сифатида олинган ну^- 
талар) эса тегишлича х, < х 2, х2< а2< х3, . . . ,
<  хп тенгсизликларни ^аноатлантиришидадир. Равшанки, а п —
— шах ( а , ,, — а ;) нолга интилганда В =  шах (х,-, , — х,) хам

0< i< n—1 "r  0<1<п—1 +
нолга интилади. Фаразимизга мувофиц, а л -> 0 да Sn нинг ли
мита мавжуд, демак,

S'n =  [f{x)<?(x)fa - S n

тенгликдан, ю^оридаги мулохазага мувофиц, $п -> 0 да S'n нинг
лимита мавжудлиги келиб чи^ади. Бу лимит эса Риман —

ъ
Стилтьес интегралининг таърифига кура [  ф (х) d[ (х) га тенг.

а
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Аксинча, сунгги интеграл мавжуд деб фараз к;илсак ювдрида-
ь

гига ухшаш, ^ f ( x ) d y ( x )  интегралнинг мавжудлигини курса-
а

тиш мумкин. *

56-§. Стилтьес интеграли остида лимитга утиш

5 6 . 1 - т е о р е м а ,  [а, Ь] сегментда анщланган узгариши 
чегараланган tp (х) функция ва f  (х) функцияга текис яцин- 
лашувчи узлуксиз функцияларнинг {(п (х)} кетма- кетлиги  
берилган булсин. У  %олда

b ь

lim j  /„ (х) dq> (х) =  f / (х) dy (х). (1)
n_>OD а  а

И с б о т. М атематик анализ курсидаги маълум тео- 
ремага асосан f(x )  функция текис яцинлашувчи узлук
сиз функциялар кетма-кетлигицинг лимити булганлиги 
сабабли узлуксиз булади. Шунинг учун 55.1-теоремага 
асосан сунгги муносабатнинг $нг томонидаги интеграл 
мавжуд.

55- § нинг (2) тенглигидаги S n йигинди учун куйидаги муно- 
сабатларни ёзишимиз мумкин:

| S n 1 =  | 2  / (Xi) f a  — ф (at - 1) ) I <
i= l

<  max I f  (x) I У  IФ К )  — Ф (ai - 1) | <  Mt K  (Ф)-
a<x<b 1 I ! * 4  1 1

1=1

бу ерда
M, =  max 1 f(x) I.

a<x*cb I I

Бундан равшанки
ь

| | / (* )Л р (* ) | <  V* (Ф); 
a

У ^олда
b b

11 f n  (x) d(P (x) — J  / (x) d(f  (x) I < M fn v ba (ф).
a  a

Теорема шартига кура я-> < » да {fn} кетма-кетлик f(x) функ
цияга текис яцинлашганлиги сабабли



"'In -I
Бундан (1) муносабатга эга  буламиз.

5 6 . 2 - т е о р е м а  (Х|елли). [а, Ь] сегментда ан щ лан - 
ган узлуксиз f(x )  функция ва бу сегментнинг %ар бир 
нуцтасида у (х )  функцияга яцинлашувчи узгариши чега
раланган { ф л( х )  } функциялар кетма-кетлиги берилган 
булсин. Агар п натурал соннинг %амма цийматлари учун

К  (Ф„) < м  (2):

тенгсизлик бажарилса (М Узгармас ва п га  боглик бул- 
маган сон), у хрлда  ф (л:) функциянинг %ам узгариши че-. 
гараланган булади ва

ъ ъ
lim J  / (х) dq>n (х) =  j  f  (х) Лр (х). (3)
П-+ао а а

И с б о т .  [а, b] сегментнинг ихтиёрий а =  а0< а 1 <  . . .<
<  am =  b булннишини оламиз. Теорема шартига кура хар бир 
л; 6 1а, Ь] учун

lim  (х) =  ф (х)
П-+оо

б^лганлиги сабабли «туртбурчак тенгсизлиги» деб ата- 
лувчи

|| ф (ak) — ф (аА_,) | — | ф„ {ak) — ф„ (аА_ ,) || <

<  IФ Ю  — ф„ (ak) | +  j ф (aA_ t) — ц>п (а*_,) | 
тенгсизликдан

m m

121 фЮ-фК-i) | -2|^^-ф «^-1> ||<  
k=\ k=\ 

m m

<  2 1ф ~  ф« ^  I+  2 1ф ~  ф* I 
fe= l 3 k=\

тенгсизликни оламиз. Бунга асосан
m m

2  |фЮ-ф (ak J  I = Iim 2 1 ф« "  ф« I- (4)
*=1 П̂ °° A=i
Фп (x) функциялар узгариши чегараланган булганлиги учун



Бундан ва (2) тенгсизликдан (4) га асосан
т

2 1 ф К )  — ф | < м  
ft= l

тенгсизлик келиб чикади. Бу муносабатдан ва [а, Ь] 
сегментнинг булиниши ихтиёрий килиб танланганлигидан

К  (Ф) <  М
тенгсизлик келиб чикади. Демак, ф(д:) функциянинг уз
гариши чегараланган экан.

Энди ихтиёрий е >  0 сон учун [а, Ь] сегментни шундай т
та [«(•_], a,-], i =  1, т  кисмларга буламизки, у  ^исмларнинг 
х;ар бирида узлуксиз f  (х) функциянинг тебраниши ^  дан ки- 

чик булсин, яъни

sup / (* )— inf / (* )< -£ - (5)
a i _ a i —1 < х « Ч  o M

тенгсизлик уринли булсин. У холда
Ъ т а1

J  / (х) dtp (*) =  2  J  f  w  d(P (x) =
a i = 1 ot- _  i

m ai  m ai

=  2 1  f f  w  —  / (ai - 1) j w + 2  / J  ^ф (•*)•
t = l  1

(5) га асосан
4

I f  [/ (* ) -/ ( « ,_ ,)  dip (x) t <  ~r~ VaJ  (ф)
ai- 1 J  M

тенгсизликка эга буламиз. Бундан

т  a i т

1 2 1  [/(*)— / («;_,)] dtp (х) I <  i -  2  (ф) =
i = l  i = 1

_ 8 * rb / v 8=  —  Vn (ф) <  —.
Ш  a 3

Демак,
b m

5 f (x) dtp (x) =  2 f(at_ i) [ф (at)  — ф (a,_,)] +  a  f- ( | a  | <  1).
a t=l d
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Шунга ухшаш
h т

j  / (*) Лр„ (х) =  ^  f  (a i - 1) [Ф„ К') -  Ф„ («/_,)] +  « Л  ( I а« 1 <  !>-а ;=1 >5
[а, 6] сегментнинг хар бир нуктасида {цп{х)} функциялар 

кетма- кетлигининг ф (х) функцияга якинлашганлигидан ва шу 
сегментда f(x) функциянинг узлуксизлигидан шундай п0 нату
рал сон мавжудки, п >  п0 булганда

т

| 2  f  l) №». —  Фл (fli - l ) l  —
1=1

т

— 2   ̂ ' [ф Ф К - i)l I <  -  
i=i 3

тенгсизлик Уринли булади. Д ем ак , п > п 0 булганда, бу 
тенгсизликка асосан ^уйидаги тенгсизликни ^ам ёзиши- 
миз мумкин:

ь ь
| I f(x)d<pn (х) — j  f(x)dq> (х) | <  е.

а  а

е нинг ихтиёрийлигидан ва бу тенгсизликдан биз ис
бот этмо^чи булган (3) муносабат келиб чи^ади.

МАШК,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Ф араз цилайлик, а  ва Р сонлар fa , b] сегментдан 
олинган булиб, [а, |3] сегментнинг характеристик функ
цияси f(x ) , [р, Ъ] сегментнинг характеристик функция
си ф(Х) булсин. Кандай а  ва Р сонлар учун

ь
j  f (х) d<f (х)
а

интеграл м авж уд бУлади? М авж уд булган ^ол учун 
унинг ^ийматини хисобланг.

2. Айтайлик, а< с< Ь  булиб,

i ° >  агаР х < с> 
ф W  11, агар х >  с.

Агар [а, Ь] сегментда ани^ланган f(x ) функция х = с ну^- 
тада узлуксиз булса, ф(я) функциянинг х = с ну^тада 
цандай ани^ланишидан катъи назар
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ь
j  f (x) d(? (x) =  /(c)
a

тенгликни исботланг.
3. ( f(x )  ва cp(x) функциялар [а, b] сегментда погона- 

ли функциялар булсин. Бу функцияларнинг узилиш ну^та- 
ларига ^андай шартлар цуйилганда

ь
\ f (х) d<p (х)

а

интеграл мавж уд булади? М авжуд булган ^ол учун бу 
интегралнинг ^ийматини >;исобланг.

4. f ( x ) функция [a, ft] сегментда узлуксиз ва ц>(х) 
функция поронали функция булганда,

ь
( f  (х) d<{ (х) 

а

интегралнинг ^ийматини дисобланг.
5. хг, х2, . . . , хп , . . .  ну^талар (а, Ь) интервалнинг ^ар 

хил ну^талари булиб, съ с2, . . . , сп , . . .  сонлар учун

2 Ы < ° °*=i
муносабат уринли булсин. [а, Ъ] сегментда i]>(x) ва ф(х) 
функцияларни цуйидагича ани^лаймиз:

rt(x\ =  / 1, агар x > 0  булса,
1 0, агар х <  0 б^лса,

00
ф(*) =  2  ck yp (x — **)• 

k=i
[а, b] сегментда узлуксиз булган ^ар цандай f(x )  

функция учун
Ь оо

j  / (х) dcp (х) =  2  ckf (xk)
a k=\

тенгликнинг уринли эканлигини исботланг.
6. а  параметрнинг цандай ^ийматлари учун

1
f л:“ d sin —

о *
интеграл мавжуд?
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7. К (х )  — Кантор функцияси (45.3- теоремадан кейин- 
ги иккинчи мисолга каранг) учун цуйидаги интегралларни 
^исобланг:

1 1 1 
J х dK (х), J х2 dK (х), f К  (1 -  х) dK (х).
О О О

8. К,уйидаги интегралларни хисобланг:
Я

a) j  sin xd(p (х),

х, агар х£

бу ерда ср(х)

О, булса,

х — —, агар х£ Я j булса;

it
б) j  (х +  2)d  (ех sign sin х);

— Я

Я

в) j ( х — l )d(cosx  sign х).
—Я

( 1, агар х >  0 булса, 
бу ерда sign х =  j о, агар х =  0 булса,

I — 1, агар х <  О булса.

XII б о б

ТАРТИБЛАНГАН ТУПЛАМЛАР. 
ТРАНСФИНИТ СОНЛАР
57- §. Тартибланган тупламлар

Дозиргача учраган тупламлар орасида ^аки^ий сон- 
лар туплами R, рационал сонлар туплами Q, натурал 
сонлар туплами N, бутун сонлар туплами Z ва умуман, 
R нинг ихтиёрий ^исм туплами боища тупламлардан 
табиий усулда тартиблангани билан фарк килади. Яъни 
бу тупламларнинг ихтиёрий иккита бир-биридан фарцли
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элементининг бири иккинчисидан кичик. Урта мактабдан 
таниш булган бу муносабат " < "  белги орцали ифодала- 
нади.

1 - т а ъ р и ф .  Агар X тупламда цуйида келтирилган  
туртта шартни цаноатлантирувчи муносабат аниц-. 
ланган булса, X тартибланган туплам дейилади.

1) X тупламнинг ихтиёрий икки а  ва Ь элементи учун  
а^.Ь  ва Ь^.а муносабатлардан камида биттаси албатта  
уринли;

2) Агар а ^ Ь  ва Ь^.а булса, у  %олда а = Ь;
3 ) муносабат транзитивлик хоссасига эга, яъни 

а ^ Ь  ва Ь ^ с  муносабат лардан а ^ с  муносабат келиб 
чщ ади ;

4) X тупламнинг %ар щандай а элементи учун a^La 
муносабат уринли.

Бу муносабат X тупламдаги тартиб дейилади.
Агар тартибланган X тупламнинг х ва у элемент лари  

учун x^Ly муносабат уринли булса, у  %олда х элемент 
у  элементдан олдин келувчи (кичик) ёки у  элемент х  
элементдан кейин келувчи (катта) дейилади.

Тартибланган тупламларга мисоллар келтирамиз.
1) С комплекс сонлар тупламида z i ^ z 2 деймиз, агар 

|Zi|^|z2| булса, |z1| = |z2| зфлда эса a r g z i^ a r g z 2 б^лса. 
У з^олда С туплам тартибланган туплам булади.

2) С тупламда тартибни боцща усулда хам киритиш мум
кин. Масалан, гх =  av +  bxi ва z2 =  а2 +  b2i комплекс сонлар 
учун zx <  z2 муносабат уринли деймиз, агар аг <  а2 булса, 
а х =  а2 булган з^олда эса Ьг <  Ь2 булса.

Равшанки, шу усул билан киритилган "  < "  муносабатга 
кура С туплам тартибланган тупламдир.

3) п улчамли Rn фазода х =  (tt , . . . , £п) ва у  =  (rjlt . . . , 
г\п ) векторлар берилган булиб, % <  булса, у  <  х 
деб оламиз. Агар бу векторларнинг биринчи координата- 
лари тенг б^лса, у  з^олда иккинчи координатаси катта 
булган векторни «катта»  деб оламиз. Агар иккинчи 
координаталари з^ам тенг булса, векторларни учинчи ко- 
ординаталари буйича солиштирамиз ва з^оказо. Р ав
шанки, у  з^олда Rn — тартибланган туплам. Одатда бун- 
дай киритилган тартиб лексикографик тартиб дейилади.

4) Узбек тилида булган барча сузлар тупламида ал
фавит ёрдамида тартиб киритиш мумкин. М асалан, «даф- 
тар» ^  «китоб», «кит» ^ «ки то б »  ва з^оказо.

5) )^ар бир тупламда тартибни з а̂р хил киритиш мум
кин. М асалан, натурал сонлар тупламида тартибни одат- 
даги усулда эмас, балки тескарисига киритчш мумкин:
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6) Дар бир п натурал соннинг ягона усу л билан п =  
=  2к (2т  +  1) (k — 0, 1, 2, . . .  ; т  — 0, 1, 2, 3, . . .  ) кури- 
нишда ифодаланиши сонлар назариясида исбот этилади. Шундан 
фойдаланиб, натурал сонлар тупламида тартибни яна цуйида- 
гича хам киритиш мумкин: п — 2к(2т  +  1) сон п { =  2kl (2/п,+ 
+  1) сондан олдин келувчи деймиз, агар да k < ik x ёки к =  k± 
булганда m <  булса. Бу усул билан натурал сонлар цуйи- 
даги тартибда жойлашган булади:

1, 3, 5, 7, 9, . . .
2, 6, 10, 14, 18, . . .
4, 12, 20, 28, 36, . . .

. . . .  <  4 <  3 <  2 <  1.

Агар ихтиёрий иккита натурал сон олинган булиб, улар 
^ар хил йулда жойлашган булса, у х;олда олдинги йул- 
да жойлашган сон кейинги йулда жойлашган сондан 
олдин келувчи булади. М асалан,

9< 2 , 18<4, 20<28.
Тартибланган чекли ёки санокли тупламларнинг элемент- 
ларини усиб бориш тартибида ёзишга келишамиз. М а
салан, А = { а, Ь, с} тартибланган тупламда Демак> 
А = {а , Ь, с} ва В =  {Ь, с, а} тупламлар тартибланган туп
лам сифатида бир-биридан фарц к;илади.

Агар А тартибланган туплам б^либ, унинг В цисм 
тупламида А даги тартиб са^ланган булса, В туплам А 
тупламнинг тартибланган $исм туплами дейилади. 
М асалан, А = {а, Ь, с, d), В = {а, с, d}, С =  {с, b, d} булса, 
В туплам А тупламнинг тартибланган цисм туплами, С 
туплам эса А тупламнинг тартибланган к;исм туплами 
эмас.

2 - т а ъриф.  Агар А тартибланган туплам  булиб, унинг 
а£ А  элементи учун х <  а муносабатни каноатлантирувчи

А элемент топилмаса, тартибланган А тупламнинг а 
элементи биринчи элемент дейилади. Шунингдек, А т а р т и б 
ланган тупламнинг Ь£А элементи учун Ь <  х муносабатни  
каноатлантирувчи х £ А элемент топилмаса, у холда т а р 
тибланган А тупламнинг b элементи охирги элемент дейи
лади.

57.1-т е о р е м а .  >{ар цандай чекли тартибланган А т у п 
лам учун биринчи ва охирги элемент мавжуд.

Исбот .  А тупламнинг ихтиёрий а1 £ А элементини ола
миз. Агар у биринчи (охирги) элемент булса теорема 
исбот этилган булади. Агар у биринчи (охирги) элемент
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рулмаса, у холда а\ дан олдин (кейин) келадиган а 2 эле
мент мавжуд. Агар а2 элемент биринчи (охирги) элемент 
булса, теорема исботланган булади. Акс холда бу жа- 
раённи яна давом эттириш мумкин. Н атижада тартиблан
ган А туплам чекли булгани учун маълум ^адамдан сунг 
биринчи (охирги) элементга келамиз.

Л ва В тартибланган тупламлар булиб, ф:Л->В акс
лантириш берилган булсин. Агар А тупламдаги а^.Ь  
муносабатдан В тупламда ф(я)^ф(Ь)  муносабатнинг урин
ли эканлиги келиб чи^са, <р акслантириш тартибни сац- 
ловчи акслантириш  дейилади.

3- т а ъ р и ф. Агар А ва В тартибланган тупламлар  
берилган булиб, тартибни сацловчи узаро бир циймат- 
ли  ф:А-*-В устига акслантириш мавж уд булса, у  %олда 
А ва В тупламлар ухшаш тартибланган тупламлар дейи
лади  ва Л ~ В  ш аклда белгиланади.

Ухшаш тартибланган тупламларга мисоллар келтира- 
миз.

1) Л= [0,1] ва В — [а, Ь] (а< Ь )  тупламлар ухшаш 
тартибланган тупламлар, чунки ф( t ) —a + ( b —а)£ акслан
тириш тартибни са^ловчи узаро бир ^иймати аксланти- 
ришдир.

2) Ихтиёрий иккита чекли Л ва Б тартибланган туплам бе
рилган булиб, улардаги элементларининг сони бир хил булса, 
улар ухшаш тартибланган булади. ^а^и^атан, уларни мос ра- 
вишда А =  {а,, . . . ,  ап} ва В =  {bv . . . , bn} куринишда ёзиш
мумкин. У холда ср(а£) =  i =  1, п акслантириш тартибни 
са^ловчи узаро бир кийматли акслантиришдир.

Ухшаш тартибданган тупламларнинг кардинал сон- 
лари (цувватлари) бир-бирига тенг эканлиги бевосита
3- таърифдан келиб чи^ади. Лекин кардинал сонлари тенг 
булган тартибланган тупламларнинг ухшаш тартибланган 
булиши шарт эмас. М асалан, jV = {1, 2, 3 , . . . }  ва Z_ = 
= { . . . ,—3,—2,— 1} тартибланган тупламлар узаро экви
валент булиб, улар ухшаш тартибланган эмас. Хакицатан, 
тартибни са^ловчи узаро бир цийматли акслантириш м ав
ж уд  деб фараз цилайлик. У холда N тартибланган туп
ламда ихтиёрий n £ N ( п Ф  1) элемент учун 1 <  п муносабат 
уринли. Бундан Z_ тупламда уринли булган ф (1 )<ф (п) му
носабат келиб чик>ади. Бу эса Z__ тартибланган тупламда би
ринчи элементнинг мавжуд эканлигини курсатади. Вахоланки, 
Z _  тартибланган тупламда биринчи элемент мавжуд эмас.

5 7 . 2 - т е о р е м а .  Ихтиёрий тартибланган А, В, С ту п 
лам лар  учун куйидаги жумлалар уринли:

1) Л ~  Л (рефлексивлик хоссасиу
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2) А ~  В б^лса, В ~  А (симметриклик хоссаси);
3) агар А  ~  В ва В ~  С булса, Л ~  С (трачзитивлик  

хоссаси). I
И с бот .  1) Барча а £ Л учун ф(а) = а акслантирищ 

тартибни са^ловчи узаро бир цийматли ф: А -> Л акслантириШ 
вазифасини утайди. Демак, Л ~  Л.

2) Агар ф:Л->-В акслантириш тартибни са^ловчи узаро 
бир цийматли акслантириш булса, у холда ф"1 : В -*• А акслан
тириш хам тартибни сакловчи узаро бир кийматли аксланти
риш булади. Дакикатан, ф"1: В А акслантиришнинг узаро 
бир кийматли акслантириш эканлиги ф: Л ->• В акслантиришнинг 
узаро бир кийматли акслантириш эканлигидан келиб чицади. 
Энди ф_1:5 - » -Л  акслантиришнинг тартибни сакловчи акслан
тириш эканини курсатамиз. Фараз ^илайлик, х£ В  ва у £ В 
элементлар ихтиёрий булиб, х <  у  булсин. У холда ф” 1 : В->Л 
акслантириш узаро бир ^ийматли акслантириш булганлиги учун 
шундай ягона а £ Л ва Ь^А  жуфт топиладики,

а =  ф*"1 (х) ва b =  ф"**1 (у) (1)

булади. Булардан мос равишда х — ф (а) ва у  =  ф (b) муно- 
сабатга эга буламиз. Натижада х <  у  муносабатдан ф(а)<ф(6) 
муносабат келиб чи^ади. Бундан, ф: Л -► В акслантириш тар
тибни сакловчи узаро бир ^ийматли акслантириш булгани учун 
а ^  b муносабатни оламиз. Ха^и^атан, агар а >  Ь булганда эди 
Ф(а) > ф(6) булиб, зиддият х,осил булар эди. Натижада (1) 
муносабатга асосан ф_1(Х) — а <  b =  ф~\у), яъни ф_1(х) <
<  Ф~Чу) булади. Демак, ф- 1 : В -> Л акслантириш тартибни 
сакловчи акслантириш экан. Шунга кура В ~  А булади.

3) Агар ф :А -> 5 , ip: В С  тартибни сакловчи узаро бир 
^ийматли акслантиришлар булса, у ^олда гр ° ф : Л -*• С акслан
тириш ^ам тартибни сакловчи узаро бир кийматли аксланти
риш булади.

Ха^ицатан, а£ А, Ь£ А учун а <; £> булсин. У холда 
Ф: Л В акслантириш тартибни сакловчи акслантириш булган
лиги учун ф(а) <  ф(6) (ф (а) £В, ф (Ь)£В). Бундан, ф : В-*-С 
акслантиришнинг ^ам тартибни сакловчи акслантириш эканли
гидан, ф[ф (а)] <  ф[ф (b)] муносабат келиб чицади.»

57.2-теоремадаги 1)—3) хоссаларга кура — муносабат 
эквивалентлик муносабатидир. Шунга кура тартибланган 
тупламлар узаро кесишмайдиган синфларга ажралади. 
Дар бир синфга бирор белги мос кУйилиб, бу белги шу 
синфнинг тартиб типи дейилади. Турли синфларга турли 
белги мос цуйилади.

Мазкур синфдан олинган тартибланган Л тупламнинг т а р 
ти б  типи  деб, шу синфнинг тартиб типини олинади ва уни
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А орцали белгиланади. Шундай цилиб, А ва_й тартибланган 
тупламлар ухшаш тартибланган булса, А =  В, акс ^олда эса 
А ¥= В. Куп учрайдиган тартибланган тупламларнинг тартиб 
типларини ифодалаш учун махсус белгилар цабул ^илинган. 
Масалан, 1) А =  {1, 2, . .  ., п) тупламнинг тартиб типи п би
лан белгиланади. Шундай к̂ илиб, чекли тартибланган туплам
нинг кардинал сони ва тартиб типи битта белги билан ифода- 
ланади. Белгилашнинг бу ^улайсизлик томони одатда англа- 
шилмовчиликка олиб келмайди.

2) N =  {1, 2, . . .} тартибланган тупламнинг тартиб типи о 
оркали белгиланади. Натурал сонлар _тупламининг ^уввати с0

ор^али белгиланади. Демак, iV = со, N =  с0.
3) Z_ =  {. . — 3, — 2, — 1} тартибланган тупламнинг 

тартиб типи со* билан белгиланади. Белгиланишга кура
Z _ — со* ва =  с'о. Равшанки, тескари тартибда тартиблан
ган натурал сонлар туплами Л/ = { . . . ,  3, 2, 1} нинг тартиб 
типи хам со* булади. Умуман, А тартибланган туплам булса, 
тескари тартибланган А* туплам ^уйидагича ани^ланади: А* 
туплам А тупламнинг элементларидан иборат. Агар А тартиб
ланган тупламда а < b муносабат уринли булса, А* тупламда 
b <  а деб олинади. Натижада А* тартибланган туплам булади. 
Агар тартибланган А тупламнинг тартиб типи а  булса, тартиб
ланган А* тупламнинг тартиб типи а* оркали белгиланади. 
Тескари тартибнинг аникланишига кура (а*)* =  а  муносабат 
келиб чикади. Тартибланган чекли туплам учун п* =  п булиши 
равшан.

Табиий усулда тартибланган бутун сонлар туплами 
Z = { . . . , —2 ,— 1,0,1, . . . } нинг тартиб типи я  билан бел
гиланади. Тартибланган рационал сонлар туплами Q нинг 
ва тартибланган ^ащщий сонлар туплами R нинг тартиб 
типлари мос равишда т] ва % орцали белгиланади. Ушбу 
я*  = я , 'П*='П, К* = К тенгликлар уринли.

58-§. Тартиб типлари арифметикаси

Т а р т и б  т и п л а р и н и н г  й и г и н д и с и .  Ф араз 
цилайлик, А ва В тупламлар ^заро кесишмайдиган тар
тибланган тупламлар б^либ, уларнинг тартиб типлари 
мос равишда а  ва р га тенг булсин. Ли^ = С тупламда 
цуйидагича тартиб киритамиз. Агар С дан олинган а  ва b 
элементлар: 1) иккаласи зам  А тупламга тегишли б^лса, 
уларнинг А даги тартиби С да 5 а̂м са^ланади, 2) шунинг- 
дек, иккаласи ^ам В тупламга тегишли булса, уларнинг
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В даги тартиби С да дам са^ланади, 3) бири, масалан, а £ Л> 
иккинчиси b £ В булса, а <  b деб оламиз. Натижада досил бул
ган С тартибланган тупламни А ва В тартибланган тупламлар
нинг тар ти б ли  йигиндиси дейилади.

1 - таъриф.  а  =  Л ва р =  .6 т а р т и б  типларнинг йигин- 
диси деб, С =  А [} В тартибланган тупламнинг т а р т и б  ти -  
пига айтилади ва а  +  Р оркали белгиланади.

Чекли тартиб типлари а , р учун уларнинг йигиндиси 
натурал сонларнинг оддий йигиндиси билан устма-уст 
тушади.

К,улайлик учун бир элементли туплам ва б^ш туп
ламни дам тартибланган туплам деб дисоблаймиз ва 
уларнинг тартиб типларини мос равишда 1 ва 0 оркали 
белгилаймиз. Тартиб типларининг йигиндисига бир неча 
мисол курайлик.

1) со* +  «за =  я  ^а^и^атан, масалан, Z__ =  {. . ., — 3, — 2,
— 1} ва N =  {1, 2, 3, . . .} тартибланган тупламларнинг тар
тибли йигиндиси Z_ U N =  {. . ., — 2, — 1, 1, 2, . . .} ~  Z — 
=={. . . ,  - 2 ,  - 1 ,  0,  1, 2, . . .}.

2) ю +  со* Ф я . Чунки, N (J Z_ =  {], 2, 3, . . . , . . .  ,— 2,
— 1} тартибланган тупламда биринчи Еа охирги элементлар 
мавжуд, вахоланки, Z =  {. . . — 1,0 ,  1 , 2 , . . . }  тартибланган 
тупламда биринчи ва охирги элементлар мавжуд эмас. Демак, 
и* +  со Ф  со +  со*, яъни тартиб типларининг йигиндиси комму- 
тативлик (урин алмаштириш) хоссасига эга эмас.

3) 1 со =  со. Дардак^ат, А — {0} ва N — {1, 2, 3, . . .} 
тартибланган тупламларнинг тартибли йигиндиси A U Л; = 
=  {0, 1, . . .} ~  N =  {1, 2, 3, . . .}. Умуман, п +  со =  со.

4) со +  1 ф а ,  чунки N U А =  {1, 2, 3, . . ., 0} тартибли туп
ламда охирги элемент — 0 мавжуд, N =  {1, 2, 3, . . .} да эса 
охирги элемент мавжуд эмас.

58.1-т е о р е м  а. Ихтиерий а ,  р.у та р т и б  типлари учун 
цуйидаги муносабатлар уринли:

1) а  +  (Р +  у) = (а +  Р) +
2) а + 0 = 0 + а = а;
3) (а +  Р)* =  Р* +  а*.
Ис бот .  А, В, С тартибланган тупламларнинг тартиб тип

лари мос равишда а , р, у булсин. 1) а  +  (Р +  ?) =  (а  +  P)+Y 
муносабат A U (В (J С) =  (A U В) U С тенгликдан келиб чи
тали. 2) а + 0 = 0 + а = а  муносабат эса А [} 0 =  0  [} А =  
= А тенгликнинг натижасидир.

3) («  +  Р)* =  (АЦВ)*  =  В* U Л* = В* + Л* = р* +  а*.*
Т а р т и б  т и п л а р и н и н г  к у п а й т м а с и .  А ва В тар

тибланган тупламларнинг Декарт купайтмаси Л X В да 1̂ уйи- 
дагича тартиб киритамиз: (аи bj), (а2, Ь2) £ А х В  элементлар 
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учун {alt 6j) < (a2, b2) дейилади, агар В тартибланган тупламда
< Ь2 булса ёки Ь1 =  Ь2 булган холда А тартибланган туп

ламда С  а2 булса. __
2- таъриф.  а  =  А ва р = В т а р т и б  типларининг т а р 

ти б  ли Декарт купайтмаси деб, А X В тартибланган т у п 
ламнинг та р ти б  типига айтилади ва ос-Р оркали белгила
нади.

Купайтириш амали йдаинди амали каби коммутативлик хос- 
сасига эга эмас. Масалан,

{1, 2} X N =  {(1, 1), (2, 1), (1, 2), (2, 2), (1, 3), (2, 3), . . .} 
J V x { l , 2 }  =  {(1, 1), (2, 1) (3, 1), . . ., (1, 2), (2, 2), (3, 2), . . .} 
тенгликлардан 2 со =  {1, 2} х  N =  со ва ю-2 =  Л, Х{1 ,2}  =  
=  со +  со муносабат келиб чикади. Равшанки, со +  ® ф  а>. Д е
мак, 2 -со ф  со -2.

58 . 2 - т е орема .  Ихтиёрий а, р, у  та р т и б  типлари учун:
1) (a-p)-y =  a  (P-y);
2) a  • 1 =  1 • a  =  a;
3) a - 0  = 0 - a  =  0;
4) a  • (P-f y) =  a  • P +  a ■
Теореманинг исботи 58 .1-теореманинг исботига ухшаш 

б;улгани учун уни исботлашни у^увчига ^олдирамиз.

59- §. Тула тартибланган тупламлар

1 - т а ъ р и ф .  Агар тартибланган А тупламнинг ихти
ёрий буш булмаган тартибланган кием туплами биринчи 
элементга эга булса, А туплам тула тартибланган дейи
лади.

Таърифга кушимча сифатида буш тупламни з^ам тула 
тартибланган туплам  деб щ еоблаш  ^улай.

Тула тартибланган тупламнинг тартиб типи тартиб 
сон дейилади. Чексиз тартиб сонлар трансфинит сонлар 
дейилади.

Тула тартибланган тупламларга мисоллар келтирамиз.
1) Барча тартибланган чекли тупламлар тула тартиб

ланган булади. Бу 57 .1-теоремадан бевосита келиб чи- 
цади.

2) N = {1 , 2 , 3 , . . . }  туплам тула тартибланган туплам- 
дир.

^аци^атан, М туплам N тупламнинг ихтиёрий буш булма
ган цисми булсин. М  тупламдан ихтиёрий m £ М элементни 
оламиз. Агар m элемент М туплам учун биринчи элемент бул
са, 1-таърифга асосан N туплам тула тартибланган булади. 
Агарда m элемент М туплам учун биринчи элемент булма- 
са, Nm — (1, 2, . . . , m) а  N тупламни ^араймиз. У  ^олда
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М П Nm туплам буш булмаган чекли тартибланган тупламдир.
57.1-теоремага асосан бу туплам бирор биринчи т 0 элементга 
эга. М ва N т  тупламларнинг тузилишига асосан бу элемент 
М  туплам учун ^ам биринчи элемент булади.

К,уйидаги мисоллар ^ам худди шунинг сингари курсатилади.
3) N X {1, 2} = {(1,1), (2, 1), (3, 1), . . .  (1, 2), (2, 2), (3, 2), 

. . .} туплам тула тартибланган туплам.

Аксинча, цуйидаги тупламлар тула тартибланган эмас:
5) R =  {— оо, оо), чунки бу тупламда биринчи элемент 

мавжуд эмас.
6) В — [а, Ь\, чунки В1 =  (а, Ь] тартибланган к,исм тупламда 

биринчи элемент йу^.
7) Z_ = {. . . ., — 3, — 2, — 1} тупламда ^ам биринчи эле

мент йу^.
59 .1-т е о р е м а. 1) тула тартибланган тупламнинг 

ихтиёрий тартибланган цисм туплами х,ам тула  тартиб
ланган; 2) А ва В тула тартибланган тупламларнинг тар- 
тибли йигиндиси А[)В %ам тула  тартибланган; 3) А ва В 
т$ла  тартибланган тупламларнинг тартибли Декарт ку- 
пайтмаси %ам тула тартибланган туплам.

И с б о т .  1) жумла бевосита 1-таърифнинг натижаси- 
дир.

2) А\]В нинг ихтиёрий тартибланган цисм туплами 
С ни олайлик. Агар С[)А=Ф0 булса, у з^олда тартиблан
ган С П А 191см туплам А тупламнинг з а̂м тартибланган 
кием туплами булгани учун биринчи элементга эга (чунки 
А туплам тула тартибланган). Бу биринчи элемент С 
туплам учун з^ам биринчи элемент булади (чунки CczAljB  
ва С [ ] А ф 0 ) .  Агар С[\А — 0  булса, аввалги муло^азани 
С(]В(^В туплам учун такрорлаймиз.

3) С <zz А х  В тартибланган кием тупламнинг биринчи эле
менти мавжудлигини курсатамиз. В тупламдан ихтиёрий у  £ В 
элементни тайинлаб олиб, ушбу {А, у) =  {(х, у ) : х £А ,  у  — 
тайинланган ва у £В}  белгилашни киритамиз.

Фараз цилайлик,

булсин. B\CzB ва тартибланган цисм туплам эканлиги 
равшан. Шунинг учун В х туплам 1-таърифга асосан би
ринчи Ь\ элементга эга.

4) А =

В1 =  {у£В\{А,  у ) [ \ С Ф 0 }
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Энди А1 =  {х £ А : (х, йх) £ С} булсин. Агар С ф  0  булса, 
А г cz А ва Аг Ф 0  эканлиги равшан. Демак, А 1 туплам дам 
биринчи а 1 элементга эга. У долда 58-§ да Л ва В тартиб
ланган тупламларнинг Декарт купайтмаси А х  В да киритил- 
ган тартибга асосан (аг, &х) элемент тартибланган С цисм туп
ламнинг биринчи элемента булади.*

59 .2-т е о р е м а. Тартибланган туплам т$ла  тартиб
ланган булиши учун шу тупламнинг со* тартиб типига 
эга булган тартибланган цисм туплами мавж уд булмас- 
лиги зарур ва кифоядир.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  ^ацицатан, тартиб типи ш* 
булган тартибланган туплам биринчи элементга эга эмас. 
Демак, тула тартибланган тупламнинг тартиб типи <о* 
булган тартибланган кием туплами м авж уд эмас.

К и ф о я л и г и .  Агар туплам тула тартибланган булмаса, 
унинг биринчи элементга эга булмаган к;исм туплами мавжуд. 
Шу кием тупламдан ихтиёрий а _ 1элементни оламиз. а _ х би
ринчи элемент булмагани учун ундан олдин келадиган а_.2 эле
мент мавжуд. а_ 2 дам биринчи элемент эмас, демак, ундан 
дам олдин келадиган а_ 3 элемент мавжуд ва доказо. Равшан- 
ки, А х =  {. . . , а _ 3, а__г, a  . J  тартибланган кием тупламнинг 
тартиб типи со*.*

59.3- т е о р е м а  (трансфинит индукция принципи). А 
трла тартибланган туплам булиб, Р (х )  белги А туплам 
да  узгарувчи х элементга боглик булган бирор матема
тик ж ум ла булсин. Агар А тупламнинг биринчи а0 эле- 
менти учун Р(а0) ж умла тугри  булса ва ихтиёрий а£ А  
элемент учун Р(х) жумланинг барча х <  а учун тугри экан
лигидан Р(а) жумланинг %ам тугрилиги келиб чщеа, у  %ол- 
да Р(х) ж умла барча х£ А  учун хам m yFpu булади.

И с б о т .  Р(х) жумла тугри булмаган х элементлар туп
лами A j  булсин. А туплам тула тартибланган булгани учун 
унинг Ах тартибланган цисм тупламида биринчи а' £ элемент 
мавжуд. Л2 =  {х£ А : х <  а'} белгилаш киритамиз. А 2Ф 0 ,  
чунки, масалан, а0 £ Л2. Ихтиёрий х <  а' учун Р(х) жумла 
тугри булгани сабабли шартга кура Р(а') жумла дам тугри. 
Яъни a ' ^ A v  демак, Ах =  0 .*

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Тартибланган санокли Л тупламнинг тартиби кан
дай булишидан катъи назар одатдаги усул билан тартиб
ланган Q рационал сонлар тупламидан шундай Qo к ис" 
мини (Qo тупламдаги сонлар Q тупламдаги сонлар каби

325



жойлашган) ажратиш мумкинки, Qо туплам билан А 
туплам ^хшаш тартибланган булади. Шуни исботланг.

2. А тартибланган туплам булиб, а£ А  булсин. А туп
ламнинг а  элементидан олдин келувчи барча элементлари 
туплами А тупламдан а элемент оркали кесиб олинган 
кесма дейилади.

Агар А  тартибланган туплам булиб, Я  унинг барча 
кесмалари тУплами булса, Я  да тартиб киритинг хамда 
Я  ва Л тупламларнинг ухшаш тартибланган тупламлар 
эканлигини исботланг.

3. Агар Л ва Б тупламлар тула тартибланган туплам 
булса, у ^олда уларнинг бири иккинчиси билан ёки ик- 
кинчисининг бирор кесмаси билан Ухшаш тартибланган 
булади. Шуни исботланг.

4. X  тартибланган туплам булиб, унинг ^ар бир санок;- 
ли к;исми тула тартибланган бУлса, X  тупламнинг тула 
тартибланган эканлигини исботланг.

XIII боб 

КУШИМЧАЛАР

60-§. Функциянинг тебраняши.
Функциянинг узилиш ну^талари тупламининг тузилиши

Тугри чизик;даги бирор Е тупламда [(х) функция берилган 
булиб, х£ Е  нуцта Е туплам буйича унинг а£ Е  лимит нук;- 
тасига интилсин: х -+ а . У ^олда / (л:) функция ^еч ^андай ли- 
митга интилмаслиги мумкин. Бундай ^олда f(x) функциянинг 
х  нукта Е туплам буйича а ну^тага интилгандаги ю^ори ва 
ц уж  лимитлари урганилади.

Х,ар бир 6 >  0 сон учун а ну^танинг (а — б, а +  б) атро- 
фини олиб, М6 ва т 6 сонлар билан мос равишда / (х) функция
нинг Е Л (а — б, а +  6) тупламда цабул ^иладиган ^иймат- 
ларининг юк;ори ва куйи чегараларини белгилаймиз, яъни

М6 =  sup [/(*)],
х^Е (̂а—б, я-Н>)

т 6 =  inf [/ (л:)],
лг££р(о—б, 0+6)

б сон камайганда Мб сон, унинг таърифланишига асосан, фа-
к;ат камайиши Мумкин. Шунинг учун ^ам 0 да М 6 аник;
лимитга интилади, яъни ушбу lim М, лимит мавжуд. Бу ли-

б-*0
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митни (агар хар кандай б >  0 учун М 6 =  +  оо булса, бу ли
мит +  оо га тенг булади) f{x) функциянинг х нуцта Е туп
лам буйича а нуцтага интилгандаги юкори лимиты дейилади 
ва

lim /(х) ёки, ^исцаро^, lim f
х-±а а , Е
х£Е

куринишда белгиланади.
Шунингдек, б камайганда т й сон, унинг таърифланишига 

асосан, фа кат ортиши мумкин. Шунинг учун х,ам б-> 0 да 
ушбу l imm6 лимит мавжуд. Бу лимит ljm f(x) ёки lim / ку-

<5—»0 х—*а а , Е
х£Е

ринишда белгиланади ьа / (х) функциянинг х ну^та Е туплам 
буйича а ну^тага интилгандаги куйи лимити  дейилади. Шуни 
^ам айтиш керакки,

lim f(x) =  — оо
X - ' G
х£Е

тенглик фацат ^ар ^андай 6 сон учун т ь =  — оо булгандагина 
уринли булади. Ушбу

lim / sg lim /
КГв а>Е

тенгсизликнинг уринли эканлиги ю^ори ва 1̂ уйи лимит- 
нинг таърифидан келиб чи^ади.

Хусусан, агар а£,Е булса, у ^олда
lim / < f (а) ^  lim /.
аГЁ а' Е

Агар Е =  R1 булса, куйидаги содда белгиларни ишлатамиз: 
И тд /, lim* /.

К,уйидаги теоремани исботсиз келтирамиз.
60 .1-т е о р е м а. Бирор Е тупламда аницланган Цх) 

функция х $згарувчи Е туплам буйича а нущтага яцин- 
лаш ганда ани% лимитга эга булиши учун $уйидаги шарт- 
нинг бажарилиши зарур ва кифоя:

=  ^ 4 , 5  /•
Бу \олда __

Hmo E f= И та Е lima E f

Бу теоремадан ва функциянинг узлуксизлиги таърифи
дан ^уйидаги натижа келиб чи^ади:
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60.2- н а т и ж  a. f(x )  функция узининг аницланиш со- 
%асига тегишли а нуцтада узлуксиз булиши учун ц.уйидаги 
шартнинг бажарилиши зарур ва кифоя:

Hma / =  lima /.

Б у %олда

Н та / =  lim a / == / (а)
60 .3 -и зод . Агар lima Е / — — оо булса (бу фа^ат а ну^- 

та Е га кирмаган долдагина булиши мумкин, чунки е£Е  бул
ганда
limaiЕ f  >  /(a)), У долда \ma ̂Е f =  — оо, шунинг учун дам

I i m0 i £ / =  —  с».

Шунга ухшаш, агар lima> £ / =  +  оо булса, у долда 
Е f  =  +  00. шунинг учун дам lima> £ / = +  0 0 .

Т а  ъриф.  / функция Е тупламда анщланган булсин. 
Ушбу

a a , Ef =t i ™a , E f — l™a. Ef
ифода / функциянинг а£ Е  нуктадаги Е туплам  буйича теб-
раниши дейилади. ___

Функция тебранишининг таърифланишига кура ю^ори 1 т а в 
ва куйи lima Е / лимитлар чекли булса, соа Е сон манфий эмас, 
Агар куйидаги шартларнинг камида биттаси бажарилса:
Iima> Е  / =  +  00- Л Б г , а а,  Е  f  С0Н +  00 Г3 ТеНГ бУ‘
либ, бош^а долнинг, яъни lima £ / = — оо ёки Ншд Ef =  +  оо 
долнинг булиши мумкин эмас, чунки / (х) функция а ну^тада 
аник /(а) кшматни ^абул цилади ва

E f  > f ( a )  >  j™ a .  Е f-

Шундай цилиб, соа Ef сон ё манфий эмас, ёки - f  оо га 
тенг. Агар Е туплам R тупламдаги сегмент ёки интервал бул- 
са, иа Е / белгилаш урнига соддароц соа / белгилашни ишла- 
тамиз.

Энди юкрридаги 60.2-натижани цуйидагича айтиш мумкин:
6 0 . 4 - т е о р е м а .  Е тупламда ани^ланган / (х) функция

нинг а£ Е  нуцтада узлуксиз булиши учун соа Е f  сониинг 
нолга тенг булиши зарур ва кифоя.

Бу теоремадан фойдаланиб, куйидаги теоремани исботлай- 
миз:
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60 . 5 - т е орема .  Тугри чизщдаги бирор очщ ёки ёпщ Е 
туп лам да аникланган f функциянинг узлуксиз нукталаридан 
иборат С туплам  G6 типидаги тупламдир (у 6i)iu ёки Е га 
тенг б()лиши %ам мумкин).

Бу теорема цуйидаги теоремага эквивалентдир:
60.6-т е о р е м  а. / функциянинг узилиш нуцталаридан 

иборат D трплам F6 типдаги тупламдир1.
Бу теореманинг исботи цуйидаги леммага асосланган:
60.7-л е м м а .  Берилган г м усбат сон учун

t >  8
тенгсизликни цаноатлантирувчи барча нуцталардан иборат 
Ej(e) туп лам  ёпщдир.

И с б о т .  а нук;та E f(e) тупламнинг лимит ну^таси булсин. 
У ^олда а нук,танинг ихтиёрий (а — б, а +  б) атрофида 
соа, £ /> е тенгсизликни ^аноатлантирувчи а' нук>та мавжуд. 
М  ва т  билан мос равишда / функциянинг {а—б, а +  б) атроф- 
даги говори ва ^уйи чегараларини белгилаймиз. У з^олда 
а' £ (а — б, а +  б) муносабатдан

М  >  lima, /; Iima, f  > т

муносабатга эга буламиз. Бундан хар ^андай е > 0  сон учун

М  — /п>соа £ / > е  (1)

тенгсизлик келиб чицади. Фараз ^илайлик, энди, <ва> £ / <  е бул
син. У холда (а — б, а +  б) атрофни шундай танлаш мумкин- 
ки, натижада М  — т  <  е тенгсизлик з̂ ам уринли буларди. Бу 
эса (1) тенгсизликка зид натижага олиб келади. Демак, 
(оа Я / >  е булиб, a£Ef(E) экан.*

60.6-т е о р е м а н и н г  и с б о т и .  60 .4 -теоремага асосан/

функциянинг барча узилиш ну^талари туплами Uп=1 I \ п /
йдаиндига тенг булади. 60 .7 -леммага асосан эса Е  ̂ | — j туп

лам ёпи^ тупламдир. Бундан 21- § даги 2- таърифга асосан 
у  £ , ( — ') тупламнинг F6 типидаги туплам эканлиги келиб чи-
п=1 1 \ п )

1 Бу теоремадан R \ D  тупламнинг G6 типидаги туплам эканлиги бево-
сита келиб чи^ади. Е туплам очик; ёки ёпи^ туплам булгани учун у Св ти
пидаги тупламдир. С =  Е (1 ( R \ D )  туплам G6 типидаги иккита тупламнинг
купайтмаси булганлиги учун у  -\ам G6 типидаги тупламдир.
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цади. Шу билан 60.6- теорема исботланди. Бундан унга экви
валент булган 60 .5-теореманинг хам исботи келиб чицади.*

61- §. Узлуксиз чизицлар. Жордан ва Пеано чизицлари

Текисликдаги чизик деганда текисликда ^аракат ки- 
лувчи моддий нуцтанинг изини тасаввур ^иламиз. Бу, ал- 
батта, ^еч ^андай таъриф эмас. Жордан чизи^нинг таъ- 
рифини ^уйидагича берган:

Текисликдаги чизиц деб, х, у  координаталари

x= cp (t),
У = УУ), (1)

тенгламаларни , цаноатлантирувчи текисликдаги барча 
н щ талар  тупламини айтилади, б у  ерда ф (t), ty(t) лар  

сегментда анщ ланган узлуксиз функциялардир.
Бу маънодаги чизи^ Ж ордан чизири дейилади.
Жорданнинг таърифи чизи^ туррисидаги тасаввуримиз- 

га турри келади. Да^и^атан, агар t узгарувчини ва^т деб 
^арасак, у  ^олда (I) тенгламалар t ва^тнинг \t0, Т\ 
оралицдаги турли ^ийматларида текисликда ^аракат к;и- 
лувчи нуцтанинг координаталарини ифодалайди.

Шуниси 1\изи! к̂и, ф (t) ва ф (() узлуксиз функдияларни шун
дай танлаш мумкин эканки, текисликдаги бирор квадрат ичи- 
даги хар бир ну^танинг координатаси бирор /£[/„, Т\ да (1) 
тенгламалар билан аникланади.

Шундай ^илиб, Жордан чизири I узгарувчи [£0, Г] 
сегментда узгарганда квадратнинг ичидаги ^ар бир нук- 
тадан Утиб, квадратнинг юзини тулдириши мумкин.

Айтиб утилган хоссага эга булган чизицлар Пеано 
чизиклари дейилади, чунки бундай чизи^ларнинг мав- 
жудлигини Пеано курсатган. Агар [£о, Т] сегментдаги 
турли t ларга текисликнинг турли нукталари мос келса, 
(1) тенгламалар билан берилган Жордан чизири  содда  
ёй ёки каррали нуцтасиз Ж ордан чизири дейилади. Агар 
t =  t0 ва t= T  ларда (1) тенглама текисликда биттагина 
ну^тани ифодаласа, яъни Жордан чизирининг бошланрич 
ну^таси М0}ф(^0), it>(̂ o)} ва охирги ну^таси /И}г^(Т), ty(T} 
устма-уст тушса, Жордан чизири  ёпиц. дейилади. Агар 
[t0, Т] сегментда t0 ва Т лардан боища текисликда битта 
нуцтани ифодаловчи турли t\ ва t2 лар м авж уд б^лмаса, 
ёпиц Жордан чизири содда ёпи$ контур ёки каррали ну%- 
тасиз ёпик; Ж ордан чизири дейилади.

Агар Жордан чизирини ифодаловчи ( 1 )  тенгламалар 
t нинг икки ёки ундан ортик кийматларида текисликда
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биттагина ну^тани ифодаласа, бундай нуктани Жордан 
чизигининг каррали ну^таси дейилади.

К,уйидаги теоремаларни исботсиз келтирамиз.
6 1 . 1 - т е о р е м а .  \ар  к^андай содда ёп щ  Ж ордан чи- 

3 u f u  текисликни иккита очик тупламга ажратади, бу 
тупламларнинг бири чизищ а нисбатан ички бЦлиб, ик~ 
кинчиси эса ташци булади.

6 1 . 2 - т е о р е м а .  \ар %андай Пеано чизиги каррали  
нуцталарга эга.

62- §. Тугриланувчи чизиклар

Ушбу
х = ф ( 0 ,
y=ty( t )

тенгламалар Жордан чизигнни ифодаласин, бу ерда 
Ф  ( t )  ва ф ( 0  [to, Т )  сегментдаги узлуксиз функциялар. 
1*о, Т] сегментни

t0< t 1 < t 2 < .  . . < t n =  r

нуцталар билан ихтиёрий п ^исмга буламиз ва
xk =  q> (tk),

Ун =  № )
белгилашларни киритамиз.

Учлари М 0(х0, у0), М1 (х1 уг).............  Mn- i( xn-\> Уп-\)’
М п (хп, уп) ну^талардан иборат булган сини^ чизи^ни тузамиз. 
Бу синиц чизицни Жордан чизиги ичига чизилган синщ чи- 
зщ  дейилади. Агар M k ва M k+l ну^таларни туташтирувчи 
кесманинг узунлигини Ck ор^али белгнласак, у холда тузилган 
синик; чизицнинг периметри ушбу сонга тенг булади:

п-1
Я - 2 С 4.

k=0
Аммо

~~ \ /Г i x k + \ x k )“ "Ь (У к+1 У  к )'

булгани учун
л-1

р  =  2 К ( * * +1 -% > 2+ (Ук+1 — y f

[/„, Т] сегментнинг элементар кисмлари сони п ни (ёки си-
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ник чизиц цисмлари сонини) чексизга шундай интилтирамизки, 
барча [tk, tk+i] кесмаларнинг узунлиги Д tk =  tk+l — tk (ёки си
ниц чизицнинг барча цисмлари узунлиги) нолга интилсин. Агар 
бунинг натижасида Жордан чизирининг ичига чизилган синиц 
чизицнинг периметри Р  бирор чекли лимитга интилса хамда 
бу лимит [/0, Т] сегментнинг булинишига борлиц булма- 
са, бу лимитни берилган Жордан чизирининг узунлиги, чизиц- 
ни эса турриланувчи чизщ дейилади.

62.1-т е о р е м а .  Жордан чизиги

х =  ф(0,
У =  ЪФ, t£\tо, Л  

турриланувчи булиши учун q>(t) ва я|з(7) функцияларнинг 
%ар бири [/0) Т] сегментда узгариши чегараланган були
ши зарур ва кифоя.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Берилган чизиц тУрриланув- 
чи булсин деб фараз цилайлик. У ^олда таърифга асосан 
Жордан чизирининг  ичига чизилган синиц чизицнинг п е 
риметри

п- i
р - 2  с ,

*=о
чекли лимитга эга булади. Бундан ва

\xk+\ ^  Ck, |yk+l y k1 ^  Ck 

тенгсизликлардан
n —1 n —1

2 K + r ^ l Ba ^ \ y k+ i-y k \
k=0 k—Q

йириндиларнинг чегараланганлиги, яъни д:=ф (0 ва 
*/ = i|)(0 функцияларнинг ^ар бири [to, Т] сегментда чега
раланган узгаришга эга эканлиги келиб чицади.

К и ф о я  л и г и .  <p(f) ва г)з( )̂ функцияларнинг ^ар би
ри [̂ о, Т\ сегментда Узгариши чегараланган булсин. У 
з^олда

п —1 п — I

2 ^ + 1  ва 
k=0 k=0

йириндилар чегараланган булади. Бундан ва 

С/l ^  1XA+1 Xk\ “I- \Ук+1 У кI
тенгсизликдан



п—1

периметрнинг чегараланганлиги келиб чикади. Демак, Р  пери- 
метрнинг барча цийматлари туплами чегараланган булиб, у 
аниц юцори L чегарага эга. Энди Дtk лар узунликларининг 
энг каттаси нолга интилганда Р  периметрнинг L га интилиши- 
ни курсатамиз. Шу ма^садда ихтиёрий е > 0  сон учун барча 
k ларда (A tk\ <  6 булганда \Р — L| С е  тенгсизлик бажарила- 
диган б >• О соннинг мавжудлигини курсатиш кифоя.

Дацицатан, аник юцори чегаранинг таърифига асосан 
[/о, Л  сегментнинг ^ар цандай булинишида ^ам

аммо [/о, сегментни So нуцталар системаси билаи 
шундай п та цисмга булиш мумкинки, бу бУлинишга мос 
келувчи синиц чизицнинг Ро периметри учун

тенгсизлик уринли.
[/0, Т] сегментни 5  нуцталар системаси билан элементар 

[ tk, tk+x] сегментларга булиб, берилган е га цараб, б >  А сон- 
ни шундай кичик цилиб танлаймизки, натижада |Д tk 1 <  б бу
либ, ф(0 ва -ф (0 функцияларнинг [tk, fA+1] сегментдаги мос

со4(ф) ва coft(if)) тебранишлари —  дан кичик булсин. ф (/) ва
8п

г|)(0 функциялар узлуксиз булганлиги учун бундай б > 0  сон
нинг доимо топилиши равшан.

S  булиниш нуцталар системасига мос келган синиц 
чизицнинг периметрини Р  орцали белгилаймиз. Агар S 0 
ва S  системаларни бирлаштириб, *осил булган S '  нуцта- 
лар системаси билан [*о, Л  сегментни булакчаларга бул- 
сак ва бу бУлинишга мос келган синиц чизицнинг пери
метрини Р ' орцали белгиласак, Р '^ Р  булади. Чунки 
янги булиниш нуцталари ц^шилиши натижасида синиц 
чизицнинг периметри фацат ортиши мумкин.

Энди шуни назарда тутиш керакки, агар tk ва tk+l нуцта-
ларнинг орасига бирор янги тк нукта киритилса, у  холла си
ниц чизицнинг периметри Ск - f  С'к сондан ортиц узгара олмай- 
ди, бу ерда С’к ва С" сонлар мос равишда М к{хк, yk), M ’k(x'k, 
у к) ва M'k(x'k, y'k), M kJrX{xk+[, yk x) нукталарни бирлаштирув- 
чи кесмаларнинг узунликлари [х'к =  ф (тА), у'к — -ф (хк)). Аммо

P < L , (1)

L ~ j - < P 0 < L (2)
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ck < |!ф (rk) — ф (tk) I + |ф (тк) — ф (tk) I, 
c "k <  I ф (^+i)— ф (T*) I +  № (^+)) — Ю I.

C'k +  c 'k <  2 К (ф ) + (0*('M
муносабат келиб чикади, бу ерда соА(ф) ва ю/г('ф) сонлар мос 
равишда ф (i) ва я|з (г1) функцияларнинг [^, ^ +1] сегментдаги 
тебранишлари.

Шундай цилиб, агар tk ва булиш нуцталари орасига 
янги нуцта киритилса, у холда синиц чизицнинг периметри 
2{о)д,(ф) +  и̂ (т|})} сондан ортицца оша олмайди. [t0, Т] сегмент- 
ни 5  булиниш нуцталар системаси билан булиш натижасида 
ихтиёрий k учун

эканлигини назарда тутиб, бу системага S 0 булиниш 
нуцталар системасини цушиш натижасида >;осил булган S ' 
булиниш нуцталар системасига мос келган синиц чизиц 
Р ' периметри S булиниш нуцталар системасига мос кел
ган синиц чизицнинг Р периметридан

Булардан

сондан ортицца оша олмаслигига эга бУламиз, яъни

Р ' < Р  +  — .

Демак,
Р <  Р ' < Р +  — .

2

Бундан ^амда (2) тенгсизликлардан 

L - j r < P  +  i
ёки

L — е <  Р. (3)
(1) ва (3) тенгсизликлардан

L — e C P C L .
Шундай цилкб, >',ар цандай е >  О сон учун шундай б >  0 сон 
топиладики, |ДЛ|<6 булганда )L — Р| <  е, яъни lim Р =  L.

Д*-*0
Бу эса берилган чизицнинг турриланувчи эканини курсатади.* 
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63- §. Квадратланувчи ва кубланувчи содалар.
Тупламнинг Жордан маъносидаги улчови

Текисликда содда ёпик С контур берилган булсин. С 
контурнинг ичида ётган содани А билан белгилаймиз. 
Энди А сода ичида ётувчи ихтиёрий купбурчакли сода- 
нинг юзини q билан, А содани Уз ичига олган ихтиёрий 
купбурчакли соданинг юзини эса q' билан белгилаймиз. 
Бундай купбурчакли содаларни чексиз куп усуллар билан 
тузиш мумкин, шунинг учун q ва q' лар чексиз куп тур- 
ли цийматларни кабул килади. Равшанки, {<?} туплам 
юцоридан чегараланган, шунинг учун бу туплам аник юцо- 
ри Q чегарага эга. Шунингдек, \q'} туплам куйидан чега
раланган, шунинг учун у дам аник куйи Q' чегарага эга. 
q ва q' сонларнинг олинишига асосан доимо q ^ q ' бул
гани учун Q ^ Q ' булади. Агар Q ва Q' лар тенг булса, 
уларнинг P — Q = Q' киймати А соданинг юзи дейилади. 
Бу долда А содани квадратланувчи сох а̂ дейилади, бу 
суз билан соданинг юзи Р га тенг булган квадрат билан 
солиштириш мумкинлиги кайд килиб утилади. Агар А 
сода учун Q < Q ' тенгсизлик уринли булса, А соданинг 
юзи тугрисида гапириш маънога эга эмас. Бу долда А 
сода баъзи бир маънода Q ва Q' сонлар билан аникла- 
нади. Шунинг учун Q сонни А соданинг ички юзи, Q' 
сонни эса А соданинг таш щ  юзи дейилади.

Уч улчовли фазодаги содаларни улчаш масаласи дам 
шунга ухшаш дал килинади: А содада ётувчи барча к у п - 
ё^ли сода дажмларининг аник юкори чегараси А сода
нинг ички %ажми, А содани уз ичига олувчн барча куи- 
ёцли сода дажмларининг аник куйи чегараси А соданинг 
ташци %ажми дейилади. Агар А соданинг ички дажми 
ташки дажмига тенг булса, бу сода кубланувчи со.\а 
дейилади.

Энди турри чизикдаги тупламлар билан шуруллана- 
миз.

Тугри чизикдаги тупламларнинг улчовини турлича ки- 
ритиш мумкин. Жордан турри чизикдаги тупламнинг Ул
човини куйидагича беради: [а, Ь\ сегментда бирор Е 
туплам берилган булсин. [а, Ь] сегментни

а =  х0 <  ху <  х2 <  . . . < х п =  Ь

«укталар  билан элементар сегментларга буламиз:
=  [xk, xk+l], (k = 0, 1, . . . .  n — 1).

E тупламга тегишли барча а к сегментларнинг узунли- 
гини S  билан, Е тупламнинг камида битта нуктасини Уз
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ичига олган барча ос* сегментларнинг узунлигини эса 
S ' билан белгилаймиз. [а, b] сегментни чексиз усул би
лан сегментларга булиш мумкинлигидан S  ва S '  ларнинг 
чексиз турли цийматлар кабул цилиши келиб чицади. S 
нинг цийматлари туплами {S} юцоридан чегараланган- 
лиги сабабли аниц юцори чегарага эга, S ' нинг ций
матлари туплами {S'} цуйидан чегараланганлиги сабабли 
аниц цуйи чегарага эга. S  ва S ' сонларнинг олинишига 
асосан доимо S ^ S '  булишидан {S} тупламнинг аниц 
юцори чегараси {S'} тупламнинг аниц цуйи чегарасидан 
катта эмас. Агар бу аниц юцори ва аниц цуйи чегаралар 
бир-бирига тенг булса, Е туплам Ж ордан маъносида у л 
човли дейилади. Агар аниц юцори ва аниц цуйи чегара
лар тенг булмаса, Е нинг улчови тугрисида гапириш 
маънога эга эмас. Бу з^олда Е туплам г/лчовсиз ва {S} 
тупламнинг аниц юцори чегарасини Е тупламнинг ички 
улчови  ва {S'} тупламнинг аниц цуйи чегарасини Е туп
ламнинг ташк.и улчови дейилади.

Бу таърифлардан илгариги параграфда киритилган 
юзларни ва дажмларни улчаш билан Жордан маъносида 
тугри чизицдаги тупламларни улчашнинг мо^иятлари 
бир хил эканлиги куринади.

64- §. Дациций сонларни р ли касрларга ёйиш

Куп масалаларда з^ациций сонларни унли касрларга, 
иккили ва учли касрларга, умуман, р ли касрларга ёйиш- 
дан фойдаланилади. Тулалик учун бу параграфда шу 
масала билан шугулланамиз.

Аввал з^ациций сонларни чексиз унли каср шаклида 
ёзиш мумкинлигини курсатамиз. Агар х з^ациций сон бу
либ, бутун п сонга тенг булса, у  з^олда уни ушбу 

х = п , ООО. . .
куринишда ёзамиз. Агар х  бутун сон бУлмаса, у  з^олда 
х  сон бирор п ва rt+1 бутун сонлар орасида булади, 
яъни п < х < п + \ . Энди [п, л+1 ]  сегментни узунлиги бир- 
бирига тенг булган 10 та сегментга буламиз:

_ 1_ ’

10 .

П +  -7Г, П +  1

jП, П + Д1== п + 1 , 2— , п Н-----10’ 10

10

х ни п 4- —р (m, р — натурал сонлар) куринишидаги сон эмас,
10‘
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деб фараз цилсак, х сон A( (i' =  0 , l  . . .  , 9) сегментларнинг
биридагина жойлашган булади, чунки акс холда х  £ At- ,

х £ А,-+1 муносабатпар уринли ва х =  п +  куринишда

булиб, бу эса фаразимизга зид. Бинобарин, х£ A(i0‘x =  0, 1,
. . . , 9) булсин; t'i ни х нинг биринчи разами дейилади. Ai1=
=  \п +  А ,  „ +  Г  

10 10
сегментни яна узунлиги бир-бирига

тенг 10 та сегментга буламиз:
, i 1 i ^ l .  ^ть -)------, rt**l—гтч -j------

10 10 102

AWe

Д 1'»9
t‘i 4~ 1 

10 1 10*’ " ' 10п Ч— +  тг:>

Юцоридаги х  сон п +  куринишдаги сон эмас деб цилган

фаразимизга мувофиц у  сон бу сегментларнинг биридагина ёта- 
ди, х сон жойлашган сегмент At-if-(za = 0,1, , . . , 9) булсин. 
i2 ни х нинг иккинчи унли рщами дейилади. Д^ { сегментни 
яна узунлиги бир-бирига тенг 10 та сегментга булиб, х ни уз
ичига олган биргина сегментни А(-г,- ^ (/3 =  0,1............9) билан
белгиласак, х нинг учинчи унли рщамини аницлаган була
миз. Бу амални юцоридаги фаразимизга асосланиб, чексиз да- 
вом эттиришимиз мумкин. Натижада

*1» *2> 13> ‘ ' ' > */!’ ' ‘ ‘
сонлар кетма-кетлиги хосил булади ва бу сонларнинг хар би
ри ёки 0, ёки 1, ёки 2, . . . , ёки 9 га тенг булади. ik сонни х  
соннинг k- унли разами дейилади ва х сон 

х =  п, ix i2 . . . ik . . .

куринишда ёзилади. Демак, юцоридаги фаразимиз бажарилганда 
хар цандай хациций х сонни чексиз унли каср куринишида 

_  „ . тезишимиз мумкин. Энди ^ациции х сон, п +  — куринишида

булган холни курамиз. Бу холда х

х =  п +  А  +  А  +  . . .  +  А
[10 ^  103 ЮР

чекли унли каср шаклида ёзилади ва бунда 
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О < ik < 9 {k =  1,2, . . .  ,p).

Бу хол учун юкрридаги амалларни бажарсак, х
ii „ | <1 + 1
10п, п +  1 п ■ п-

I <п + ~ 1. I h .  4 - 
ю ю»

я +  ~  +

+ р — 1

10р"

10
h  + 1 

10*

n+ l L  +  l i  +  . . . +  
10 т  10

+
гр~1 +  1

10р-1

сегментларнинг ^ар бирининг ичида жойлашган булади.
Лекин бу сегментлардан сунггисини яна узунлиги бир-би- 

рига тенг 10 та кисмга булсак, у >рлда х ушбу А£̂  г-р ( {i
сегментнинг унг охири ва Д^ ^ ^  ,■ сегментнинг чап охи-
ри булиб крлади, яъни л: булиниш нуцталардан бири булади. 
Бу >рлда х нинг р унли разами бир цийматга эга эмас, бал
ки икки (ip— 1) ва ip цийматга эга булади ва бу холр+ 1, 
р +  2 ва хоказо унли рацамлар учун хам уринли булади. 

Шунга мувофик; х  сон А ;, . . .  {
охири булса, у

х =  п, ixi2 

куринишда ва х сон А,-, . . 
У

х - fly ig

i ( ‘'p_i) сегментнинг унг

ip_i (tp— 1)999 . . .  
ip сегментнинг чап охири булса,

‘p-i г'рООО...
куринишда ёзилади. Бу эса арифметикадан маълум, яъни ^ар

, тцандаи п +  —  куринишдаги оддии касрни икки куринишда 

ёзиш мумкин (масалан, 0,124999 . . .  =  0,125000 . . .).
Демак, з̂ ар цандай ха^иций х ( ф п  +  сон биргина

X =  4, 1 , 11 12 , р . . .

Юр'

* + & + т ! > + ■• • +&+• ■■
чексиз унли каср куринишида ёзилиши мумкин; агар х =  п +
+  булса, у  холда х ни ушбу икки куринишда ёзиш мум
кин:
х =  п, /2
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Энди, аксинча ^ар бир чексиз унли каср учун биргина 
^ациций сон мос келишини курсатамиз.

Ушбу
Я, / \ / 2 • • • jq • • • (/* =  • 9, fe =  1, 2, 3, . . .) (1)

чексиз унли каср берилган булсин. К,уйидаги

[ п , п +  1],

, /2 +  1

п + Ь - , п  +  ^10 10
п +  -Л. 4 -  -12 -, П +  i i -  +

10 “  102 10 ~

10а П +  А +  +  п+ ^ + .  ^  
10 10» 10 ю17 (2)

сегментларни тузамиз.
М атематик анализнинг умумий курсидан маълумки, агар 

Дь Д2, . . Дп , . . .  сегментлар кетма-кетлиги берилган 
булса ва бу сегментларнинг узунлиги чексиз камайиб 
нолга интилса, уларнинг катта рацамлиси кичик рацамли- 
сининг ичида жойлашган булса (яъни Д*_1 сгД к бул
са) ,  у  ^олда бу сегментларнинг ^аммасига кирадиган 
биргина нуцта мавжуддир. (2) сегментлар кетма-кетлиги 
учун бу шартларнинг бажарилиши бевосита к^риниб ту- 
рибди. Шунинг учун (2) сегментлар кетма-кетлнгининг 
^аммасига кирадиган биргина нуцта мавжуддир; бу нуц- 
тани х билан белгилаймиз.

Энди х ни чексиз унли каср шаклида ёзамиз. Агар 
рацамларнинг ^аммаси бирор номердан бошлаб ё 0, ёки
9 га тенг булмаса, у ^олда х  биргина усул билан (1) к$- 
ринишда ёзилади. Агар jp =  jp+l ==. . .  =  0 (ёки 9) булса, у

>,олда х  =  п +  —  булади, яъни л: чекли унли каср булади.
Дар сафар бу холни ажратмаслик учун чекли унли касрнинг 
икки куринишидан доимо бирини кабул цилиш мумкин эди.

Юцоридаги муло^азаларни баён этишда (п, п+11 сег
ментни з а̂р сафар тенг ун цисмга булмай, тенг 2, ёки 
тенг 3, ёки тенг р(р  — натурал сон) цисмларга булса, х  
ни чексиз иккили, чексиз учли, чексиз р ли касрлар кури- 
нишида ёзишимиз мумкин. К/уп лолларда х;акиций сон
ларни чексиз иккили каср куринишида ёзишдан фойда- 
ланилади.
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